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CONTINUOS 

El objetivo de este capítulo es el de presentar los resultados de Ja Teoría de · 
Continuos que servirán como base para nuestro trabajo posterior, esto no significa 
que sean los resultados más importantes de dicha Teoría. La persona interesada en 
profundizar en este Tema puede consultar el libro de Nadler (véase {O/). 

Por un Continuo entendemos un espacio métrico, compacto y conexo con más 
de un punto. Así que cualquier subconjunto compacto y conexo con más de un punto 

. ~·.-

denn: es un continuo. Un Subcontlnuo será un subcoajunto. compacto, conexo y no... ....... .. 
vacío de un continuo. 

Diremos que un continuo X es Unicoherente si cada vez que A y B sean 
subcontinuos de X tales que X = A U B, se tiene que A n B es conexo. Un con

.. tinuo es Hereditariamente Unicoherente si. cualquiera de sus subcontinuos es 
unicoherente. 

Lo anterior nos sirve para mostrar que si X es un continuo unicoherente y 
f : X -> Y es una función monótona entonces Y es unicohercnte. Sean H 1 y K 1 dos 
subcontinuos de Y tales que Y= H 1U 1(1, Sean H = ¡-1(H1) y K = ¡-1(K1). Por 
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.·: :::lo que· acabamos de probar, H y K: son·dos subcontinuos de X que cumplen· con que· ··::: ·. 
HU K =·X. Como X es unicoberente, H n K es conexo. De aquí que se tiene que 
f(H n K) = J(f-1(H1) n ¡-1(K')) = f(f- 1 (H1 n K 1)) = H' n K' es conexo . 

. . .. . Un continuo es Descomponlble si es la unión de dos subcontinuos propios¡ 
y es Indescomponlble si no es descomponible. Hay que observar que la mayoría 
de los continuos que nos podemos imaginar son descomponibles. Debido a esto, 
mostraremos un ejemplo de un continuo indescomponible conocido como el Continuo 
de Knaster, el cual consiste de: 

(1) Todas las semicircunferencias con ordenadas no negativas con centro en el 
punto ( !1 O) y que pasan por todos los puntos del conjunto de Cantor. 

(2) Todas las semicircunferencias con ordenadas no positivas que tienen, para 
n E N, el centro en el punto (~,O) y pasan por cada punto del conjunto de Cantor 
en el intervalo (frr, 3.1_¡). 

Más información sobre el Continuo de Knaster puede ser encontrada en el libro 
de Kuratowski (véase {8]}. 

Dados un continuo X y p un punto de X, Ja Composantc, itp1 de p es el 
conjunto de los puntos x E X para los cuales existe un subcontinuo propio de X 
que contiene tanto.~ p como a x. Por ejemplo, si X = [0, 1] entonces ito = [0, 1), 

- 5 -

·(o ,. • 

. --:....~.--., 



K1 = (0, 1] y para :z: E (0, 1), ltz = X. Observemos que, en general, si X es u~ 
continuo descomponible entonces existe :z: E X tal que ltz = X, Pues si X = A U 'B, 
con A y B dos subcontinuos propios y no vacíos de X, entonces para cualquier 
:z: E A n B, ltz =X. Mientras que si X ahora denota a un continuo indescomponible 
entonces las composantes de X son ajenas dos a dos. Para mostrarlo,.sean :z:, y E X· . 
y supongamos que existen a E ltz n tty y b E ltz - lty· De aquí tenemos la existencia 
de tres subcontinuos propios A, B, O de X tales que 

a,:z: E A; :z:,bEB; y, a e O. 

Por lo tanto, AUBUO es un subcontinuo que contiene tanto a b como a y, pero 
·esto Jmplica que X= A U BU O, de donde se obtiene que X es descomponible,.lo que 
contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto, las composantes de X son ajenas dos a dos. 
Otro hecho importante que se puede mostrar es que todo continuo indescomponible 
tiene una cantidad no numerable de composantes. (véase {6]) . ': ...... 

Ahora vamos a definir un concepto que es fundamental en la Teoría de los 
Dendroides Suaves, el cual nos dice qué significa que uná sucesión de subcontinuos 
converja. Para esto tomemos un continuo X y { An} nEN una sucesión de subconjuntos 
cerrados de X, definimos el Límite Inferior de la sucesión {An} como el conjunto 
de todas las x E X para las cuales toda vecindad de :z: interseca a casi todas las An, 
el límite inferior se denota como liAn. El Límite Superior de la sucesión {An}, 
denotado lsAn, es, por definición, el conjunto de las :z: E X tales que toda vecindad 
de :z: interseca a una infinidad de las An. Es claro que liAn C lsAn, y no es difícil 
mostrar que tanto liAn como lsA,. son cerrados y que si { AnkhEN es una subsucesi6n 
de {An} entonces 

Para esclarecer estas nociones consideremos el siguiente ejemplo en R2• 

Sean 
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' 
B = {(:i:,y) E R2i:i:,;, 0,-1 S y SO}, 

D = {(:i:,y) E R2i-:- l S :i: ~ l,y =O}, 

y para cada n E N, sean 

y 

Es fácil ver que 

•• l• 

liAn = B, 

. '.: ~ ,. 

An=OnUB. 

y que lsAn=BUD. 

•.·· 
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Si liAn = lsA,. = A entonces diremos que la sucesión {An}neN converge a A y 
' lo escribiremos como limA,. = A. 

Ahora nuestro propósito es mostrar cómo se le pueden ¡isociar a cada continuo 
dos espacios métricos llamados Hiperespacios. 

Si X es un continuo entonces los Hlperespaclos asociados a X son: Ja familia 
de todos los subconjuntos compactos y no vacíos de X, denotado zX; y la familia 
de todos los subcontinuos no vacíos de X denotado como O(X). Notemos que, por 
definición, O(X) e zX. Para convertir a zX y, por consiguiente, a O(X) en espacios 
métricos definimos, en zX, Ja métrica llamada Métrlca de Hausdorff, como sigue: 

p(A,B) = in/{E > OJA e v.(B) y Be v.(A)}. 

Intuitivamente, bajo esta métrica, dos conjuntos están cerca si son parecidos 
tanto en tamaño como en forma y están encimados, como se muestra en el dibujo. 
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ce1tca 

De manera similar se puede11 definir (22x,a) y (G(O(X)),o), donde o es la 

métrica de Hausdor/f correspondiente. 

No es difícil probar que con esta métrica la sucesión {An} converge si y sólo si 
limAn =A. . · .·:.. . .. 

Para entender mejor la que son 2X y G(X);·diremos que siempre son compactos 
y arcoconexos. 2X siempre contiene a un subconjunto homeomerfo al Cubo de 
Hllbert , lo que implica que siempre 2X tiene dimensión infinita. Mientras que 
O (X) puede ser muy variado, de hecho puede tener dimensión finita. Corno <demp/o 
de este último hecho tenemos que: 

(1) Si X= [0, 1) entonces G(X) = {(x, y) E R2)x, y E X y x ~y}. 

-··--: ,_ 

•-• -• ••~• , .. • -'----·H 

X 
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(2).Si X= 81 entonces C(X) = {(:t,y) E n2¡ i(x,y)i::; 1}. 

X C(X) 

Otros resultados importantes son los siguientes: 

Si X es un continuo que satisface /a siguiente propiedad, conocida como /a Propiedad 
de Kelley¡ 

· · ··· · (ic) Para cada E> O existe 6 =6(E) tal que si a,.b:E X,·d(a;b) < 6ya·e A E 
C(X) entonces existe B E C(X) ta/ que b E By p(A, B) < E. 

entonces se tiene que 2X y C(X) son contraíbles. Debido a que los continuos local
mente conexos satisfacen /a propiedad de Ke//ey, sus hiperespacios son contrafb/es. 
(véase {6/) . 

2X es homeomorfo a/ Cubo de Hi/bert si y sólo si X es localmente conexo. Mientras 
que C(X) es homeomorfo a/ Cubo de Hi/bert si y sólo si X es /oca/mente conexo y 
no tiene arcos libres. (Recordemos que un arco a es /a imagen de un encaje, OQ, de 
[0, 1] en X. Un arco a se dice que es Libre si OQ((0, 1)) es un abierta de X.) (véase 
{3}) 

Una herramienta que ha sido muy importante dentro de /a Teoría de Hiperes
pacios de un Continuo, y que será de gran utilidad posteriormente, es /a noción de 
función de Whitney. 
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Una Función de Whltney µ para 2X (C(X)} es una función continuaµ : 
2X-> R (µ : C(X) -> R) que satisface las dos condiciones siguientes: 

(1) Para cada x E X, µ({x}) =O; 

(2) Si A,B E 2X (C(X)), A e By A -f B entonces µ(A)< µ(B). 

Intuitivamente una función de Whitney nos da una manera de "medir el tama
ño" de lo elementos cie 2X o de C(X) . 

. 
Para terminar este capítulo daremos Ja definición de arco ordenado en 2X, y 

probaremos un par de lemas técnicos que usaremos después .... 

Un arco· ordenado E en 2X es un arce> E e 2~ e!,.cua!::iatisface Ia;·propiedad • , 
de que siempre que A,B E E, se tenga que A e B o Be A. De hecho, si íl es un 
subcontinuo no degenerado de 2X entonces íl es un arco ordenado si y s61o si cada 
vez que A, B E íl, sucede que A e B o B .. e.A. .. Otra propiedad importante de Jos 
arcos ordenados en 2X es que si E es un arco ordenado en 2X entonces. nE E C(X). 
(véase {7/) 

Supongamos que X es un continuo y que pq denota a un arco contenido en 
X de p a q. Si D es un abierto de X que contiene a p y no contiene a q entonces 
existe un abierto E de X tal que p E E e U e D y que BE n pq consiste de un 
sólo punto. Para ver esto, observemos primero que, como X es regular, existe un 
abierto F de X tal que p E Fe F e D. Como el arco pq es conexo, p E F y q ,¡, F, 
tenemos que pq n BF -f 0. Sea t el primer punto de pq que toca a Ja BF. Como X 
es completemente normal y los coajuntos pt - {t} y tq -C. {t}. están separados, existen 
dos coajuntos abiertos y ajenos U y V de X, tales quept -{t} e U y tq -{t} e V. 
Sea E = Un F. Claramente t E BE. Si suéedier~.éJÜ.~,~exist~ s E (BE - {t}) n pq, 
tendríamos que s E (tq-{t}), pues pt-:-{t}f}f.:2~7.~~estki'!1~1ic~ria que VnE f' 0, 
de donde Un V ,¡, 0, lo cual es una contrad1cf1'?n.<Por)o tanto; pq n BE = {!}. 
Además, p E E e E e Fe D. . ·· ... >;:: '.::: ./;·',~: •. ~~:;:;:.~~-/ . ·· .. ···•· 

, ... -,-," -,~-'.; -:~_,_:-:·-'.'.';·{ ;;. -.-: ,.-, . ''' ,- ,,,.,,,__._;; ·.'. ::·;,;_: ,., 
.:_:::·-··.,_.,-:::c.,;·:··.<::·, ·-··-,··----.'- •··--;·,., , .. 

' ,;, ' ' -,_..,_ . - , ... :,,-_.,._··-\;_~:.;:'' _ _., 

Por último, si tenemos un continJo Xiy tiri'stib~~'zíju~tc{~~opi() y abierto U 
':,' 
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de X, entonces toda componente de U interseca a au. Supongamos que esto no 
es cierto, así que existe un punto p E U tal que si Cp es Ja componente de U que 
contiene a p entonces Cp n au = 0. Consideremos los complementos, en U, de todos 
los conjuntos abiertos y cerrados que contengan a p, éstos cubren a au. Por ser au 
compacta, basta un número finito de ellos para cubrirla. De aquí que la intersección, 
H, de los complementos de este número finito de abiertos y cerrados de U que, como 
no interseca a au, es un conjunto abierto y cerrado de X, pero esto implica que 
H = X, pues X es conexo, de donde U = X, lo que contradice Ja elección de U . 

• 
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DENDROIDES 

Un Dendroide es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente. 
Un ejemplo de un dendroide es el conocido Espacio Peine, definido como: 

X= U {(:i:,y) E R2J:i: =!,y E (O, l]}U 
nEN · n 

U {(:i:, y) E R2J:i: E (O, lj, y= O}U 

, .. U{(:i:,y)ER2J:i:=O,yE [0,1]}., .. 
- . ·- . ·. · .. ·· -

Notemos que un subcontinuo de un dendroide es arcoconexo, pues si Y es 
un subcontinuo de un dendroide X, tomamos dos puntos x,y E Y y consideramos e/ 
arco E contenido en X que contiene a x y a y como puntos extremos. Como X es 
hereditariamente unicoherente, En Y es conexa. Por el hecho de que :z:, y E En Y e E, 
se sigue que En Y= E y que E e Y. Por lo tanto, se tiene lo afirmado. AdemlÍs, de 
este hecho, es inmediato que todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide. 

Sea X un dendroide, afirmamos que X es hereditariamente descomponi
blc. .Por lo mostrado en el párrafo .anterior, basta ver que X es descomponible. 
Supongamos que X es indescomponib/e y sean x, y E X de tal forma que estén 
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en distintas composantcs, recordemos que X tiene una cantidad no numerable de 
eilas. Consideremos el arco xyt , como x y y están en distintas composantcs y X 
es indescomponible, tenemos que el arco xy debe de ser todo X, pero esto es una 
contradicción, pues un arco sí es descomponible. · 

Como un continuo de dimensión mayor que uno contiene a un continuo in· 
descomponible y todo dendroide es hereditariamente descomponible, obtenemos que 
todo dendroide tiene dimensión mayor o igual que uno. Pero como los dendroides 
son arcoconexos, concluimos que todo dendroide tiene dimensión uno. 

Diremos que un punto p de un dendroide X es un Punto Extremo de X, 
si p es un punto extremo de cualquier arco de X que lo contenga. 

Una propiedad técnica de los dendroides que será utilizada posteriormente 
es Ja siguiente: Sean X un dendroide y p, q E X. Si a E pq y e E X entonces 

.pe= pa U ac o qc = qa U ac. 

Esto sucede ya que, llamando x al primer punto del arco que toca a pq se 
tiene que x E pa o x E qa. Si x E pa entonces a E qc y qc = qa U ac. Si x E qa 
entonces a E pe, de donde pe= pa U ac. 

El siguiente resultado, debido a Borsuk {l}, muestra una propiedad b~tante 
importante de los dendroides, que a su vez es la base para probar otros resultados 
también importantes, como son: Si un dendroide tiene exactamente dos puntos ex
tremos entonces es un arco; y todo dendroide tiene la propiedad del punto fijo. Este 
último teorema también es de Borsuk {1 J. 

El resultado mencionado es: Sí X es un dendroide y \":[O, oo) -> X es una 
función continua e inyectiva entonces Ja cerradura del coajunto P = l"([O, oo)) es un · 
arco. 

tP9 denota al arco entre p "I q, que es dnlco por 1er X beffi!Uarlamente unlcoherente. Ademú 1 11YCX1 p fl:_Y1 . 

entonen exlde un dnlco arco ··que Y& de p a Y. 
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Primero dfrerri.os que a .E X es u.tÍ Punto Línilte para' si existe una sucesióP. 
{zn}neN e [O,oo) tal que limzn,,,,; oo·r lim,(zn) =a. 

··· Afirmamos que ningún punto límite ao para ,.pertenece a P. De otra manera, .. 
existiría una zo E [0,oo) tal que '(zo) = ao. Como todo subcontinuo de un dendroide 
es un dendroide, tenemos que C = '([zo, oo )) es arcoconexo. Más aún, para cualquier 
z1 > zo, 

C = '([zo,z1]) U '([x1100)). 

Como C es unicoherente y '(zo), ,(z1). E '([xo, x1Jl n '([x1, oo)), concluirnos que 
'([xo, x1Jl e ,([z¡, oo)). Esto significa que si z1 2: xii 'e.ritO.itces '([x¡,oo)) es denso en 
C. Como C es un continuo descornponible, e.icisten dos subcontinuos de C, Co y C1 
tales que .;.: .. :'>:.'<' ,., 

· · · , · ·:~O'~~~'.;_;.;_f.:~_; __ f_r.·.·.·ii?;:;;: · '· · 
,,.,- ___ -.:,, .;.-:'';:";; __ . --·- ·-

.. · · C = Co u C1,o:.C Co ~0·~·c,i'J};~~·;;, ~(xo) E Oo. · ,. ' · 
. e ~:_,·),_::·)~~-:::.','."":\ 

-~-- :.<· ";' :'..-

Poniendo G,, =O -0,,1 11.~ o,1j obtenem~s Clos subconjuntos abiertos, no vacíos y 
ajenos de O, Coma '([xo, oo)) es denso en C, rucistez1>zó tal que '(z1) E Go. Como. 
,([xi, oo)) es d~nso én C, existe 3:2 > z1 tal que dx2) E G1. Ahora bien, '([z1 1 x2Jl es 
un arco que interseca tanto a Co, corno a 01 1 as{ que podemos encontrar x3 E [x11 z2] 
tal que '(xs) E {JO¡ y '((xs,z2]) e Oo. Como d[x2100)) es denso, existe z4 > x2 tal 
que '(z4) E Go. Otra vez '([z2 1 z4]) es"un arco que interseca a Co y a C1, de donde 
existe z5 E [x2 1 z4] tal que '(zs) E {}C¡ y '([z2 1 xs)) e Co. Por la construcción hecha, 

· '((xs 1 z5]) es un arco tal que '(zs),,(zs) E {}C¡ y '((zs,xs)) e Oo. Por lo tanto, el 
continuo 01 U '([x3 1 zs]) e X no es unicoherente, lo que contradice el hecho de que 
X es un dendroide. 

Así hemos mostrado que ningún punto límite para ' pertenece a P. De aquí 
se sigue que para cualquier z > O, los conjuntos d[O, z]) y ,([x, oo)) tienen a ' x 
como su único punto en común. En consecuencia, '(z) corta al conjunto,¡ O,oo) 
entre el punto '(O) y cualquier punto a E ,¡¡o, oo)) - ,¡¡o, oo)). Pero, corno C 'es 
un dendroide, existe un arco a contenido en O tal que a une a dO) con a, donde 
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a E ,([o, oo)) - '([O, oo)). Pero esto implica que d[O, oo)) e ai, pues de otro modo, 
existiría x E [0,oo) tal que '(x) E '([O,oo))..:. a, pero entonces '(x) no cortaría a 
,([o, oo)), lo cual no es posible. Oomo ,([o;ac;)) C: a tenemos que C = ,([o, oo)) es 
un su barco de a. -.": _.,·. 

Ahora mostraremos que si X es U1I déndroide con exactamente dos puntos 
extremos entonces X es un arco. Sean p y q los puntas extremos de X, y supongamos 
que no es cierto el resultado. Sean x E X - pq y y el primer punta del arco xp que 
toca al arco pq. Sea ~ Ja familia de todos los arcos contenidas en X que tienen a y 
como uno de sus puntos extremos y que contienen ax. Ordenemos parcialmente a \l' 
por medio de In inclusión. 

Tornemos una cadena {la}aer de elementos de ll', probaremos que Ula es 
un arco. Si Ula e lp, para alguna P. E r; entonces Uia = 1p, de donde Ula es un 
arco. Así podemos suponer que para toda f3 E r, Ula </. lp. ABrmamos que existe 
una subfamilia numerable {la.}neN de {la}aer tal que Ulan = Ula. 

Como X es un espacio métrico y compacto, Ula tiene un subcaqjunto denso .... 
· y numerable,. {xn}neN· ·Sea xn1 = :c1,,y.considerernos un-arco la. tal.qu~·.Xni· E.la, 

llamaremos la1 a este arco. Sea Xn2 el primer elemento de {xn} que no está en el : 
arco la11 y consideremos un arco, que nombraremos la2 que lo contenga. Sea .x;,3· 

el primer elemento de {:en} que no está en la2 , y consideremos un arco Ia
3 

· que lo 
contenga. Procediendo inductivamente obtenemos una sucesión de puntos{xn;heN · · 
y una sucesión de arcos {la;} keN tales que, por la construcción hecha, Xn; · ;6. :c.,;; si,· 
j ¡6 k, y que para toda k EN, la; C lak+i' Ahora veremos que Ula; = Ula; Es 'cfaro 
que Ula; e Ula. Para mostrar Ja otra contensión, notemos que dada. x;n E {:en},:·, 
existe Xn; E {:en;}, con nk > m, tal que :Cm E la1_ 1 , pues de otro modo t_endríamos · 
que Xm t/. 1 ªk-l' de donde Xn; no sería el primer elemento de { xn} que no:_esillría en 
la1_ 1 , lo que contradice Ja definición de {:cn1 }. Por lo tanto, {xn} C ur;.: ·{,)i .': . 

------"":· •-c--ico,. "-~-,_c:.1-:- ... - -

Supongamos que existe z E Ula - Ula1 • Como z E .ui~;}ixI~t~'.it~'.I','iai que ' > . 
z E lp. Como z E lp - Ula1 , se tiene que para cad~ kE ~.[di/ZC:~lp!po(s_erUla .··. 
una cadena. Pero esto implica que {:cn}C lp:·De dónde Ula'cJp';'/°' qu~_con,tradice, · • -
nuestra suposición. Por lo tanto, Ula =Ul0¡;; ·· ··<-:'. ., .. 

Para mostrar que Ula es un. arco, ba5ta ver que existe una. función continua'. ' 
- ' ' . . ' . . - . . . 
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· e inyectiva·r: [O, oo) -> X tal que r([D, oo)) '=·Ula.i;· Como la1 es un arco, existe un 
hoemorlismo r1: [O, lj -> la1• Como la2 es un· arco e la1 e Ia2, existe un homemor
lismo r2: [0, 2j -> ·la2 tal que r2[[0,1¡ = r1· Inductivamente, como lat es un arco e 
lat-i e Iat• existe un homeomorlismo rk: [O, k] _, Iak tal que' rki[o,k-lj = rk-1· Esta 
familia de homemorlismos nos permite definir. una función .continua. e. inyectiva. 

como 

r(:i:) = r.1;(:i:), si :i: E [O, k]. 

Por lo tanto, Ula es un arco. 

Con lo anterior hemos mostrado que· todá cadena de \l' tiene una cota su
perior, así que por el Lema de Zorn, \l' tiene un elemento máximo l, el cual es un 
arco que tiene a y como uno de sus puntos extremos y que contiene a x. Como X es 
hereditariamente unicoherente y :i: !/. pq, el otro extremo, r, del no puede estar en 
pq. Como les un elemento máximo de \l', l no puede estar contenido en ningún arco· 
de X. En consecuencia, r es un punto extremo de X, lo que está en contradicción.·· 
con el hecho de que X tiene exactamente dos puntos extremos. .. . .. · 

... 
Como consecuencia inmediata de la demos'trnción de este resultado tenemos. 

que: Todo Dendroide tiene al menos dos puntos extremos; y que Si un Dendroi_de 
tiene exactamente tres puntos extremos entonces se puede poner como Ja ·unión de .. ' 
tres arcos que tienen un punto extremo en común. Esto último se utilizará en'/li 
caracterización de los dendroides no suaves en términos de subdendrides prohibidos. 

Por último veremos que si X es un dendroide entonces tÓda funci6n continua 
de X en sí mismo tiene un punto fijo, esto es, existe x E X tal que g(x) = x. 
Supongamos que el resultado no es cierto. Así que existe una' función contunua 
f: X-> X tal que para toda p E X, f(p) 'f p. Como f no tiene puntos fijos, existe 
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f >O tal que 
(1) pnrn toda :i: E X, d(p, f(p)) ;::: f. 

·•·. · Pues, si definimos h: X--> R como h(p) = d(p;J(p)), tenemos que como hes conUnun .. · ...... . 
y X es compacto,· h alcanza su mfnimo. Llamando f al mínimo obtenemos lo que 
queremos. 

Ahora, para cada número natural n, vamos a construir un sistema de n . 
puntos ai. .. ., an E X que satisface las siguientes condiciones: 

(2n) Para cada i < n, d(a;, fli+1) = ~¡ · 

(3n) Para cada i < n, si p E a;a¡+¡ Y. a¡ f. p f ªHl entonces d(a¡,p) < ~¡ 

, 
·'--

(5n) Sin> 1 entonces an E alf(an) y a¡ f. an f f(an)• 

Para el caso de un sólo punto a¡ E X, las condiciones (2n), .. ., (511) se cumplen 
por vacuidad. Aseguramos que cnlquicr sistema a1, .;., an que satisface las condiciones 
(2n) 1 ... , (5n) puede ser completado, añadiéndole un punto ªn+l E X de tal forma que 
se satisfagan (2n+1), ... , (5n+1)· 

Para mostrar lo que se afirma en el párrafo anterior, sea ªn+l el primer punto 
del arco anf(an) que cumple con que d(an,ªn+i) =·2· Este punto también satisface 
las siguientes condiciones: · 

(6)an+l E anf(an) Y an f. ªn+l f. f(an)i 
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Ahora las condiciones {2n+1) y (3n+1) se siguen de (2n) y (7) y de (3n) y (8), res· 
pectivamente. pomo de (6) y de (5n) es claro que 

vemos que ( 40 +1) se cumple. 

Observemos que (1) y (8) implican que.para toda p E ªnªn+l> 

... - . -· ... 

.. · . . :.'. ; ;' ';/· .. E·;•' 

d(an,f(p)) ~ d(~.j(P)J.7~(~~1P) >_ 2', 
!e"' ··.,, ,.-.. 

- ¡ "-\:·';,·-•: ::.';';. \_ .. _ _.:- :':· 
. , .. :·-",:'· .. -."-

Jo que implica que ª•ªn+I n f(a.~~+1);,0.yG'~'ri;o 

se tiene que 

' 

Consideremos el arco a¡f(an+ll• Si ª•+I r/. a¡f(an+ilo tendríamos que ªn+I E 
f(an)f(an+1), Jo que contradice (10). Por Jo tanto, se satisface (5n+Il· 

, ' 

Así hemos demostrado, bl\io la suposición de que existe una fu,:;dóncontinua . 

._,. 

f de X en si mismo que satisface Ja condición (1), que cualquier sistema.de puntos . · 
a1,. . ., ªn que satisface (2n), .. ., (5n) puede ser agrandado a un sistema ai~·:.:~-a~+1· que 
satisface (2n+1),. • ., (5n+Il· Se sigue entonces que existe una sucesión; {an}neN ele · "·' · 
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puntos de X tal que para cada n EN, el sistema a¡, ... , an cumple con las condiciones 
(2n), ... , (5n). 

Sea r,,: [~ -1; n]-+ ª"ªn+l un homeomorfismo tal que r,,(n -1) = an y que 
r,,(n) = ªn+i· Se sigue de (4,,) que poniendo 

r(:i:) = r,,(:i:) si :i: E [n -1, nj 

obtenemos una función continua e inyectiva del rayo [O, oo) en 

Pero P es un arco. Así que existe un homeomorflsmo h de P en [0, 1]. Como [O, lJ es 
• éompacto, {h(a,.)}neN tiene un punto límite, lo que implica que {a,.}neN también 
tiene un punto Ilmite, pero esto contradice (2,.). Por lo tanto, toda función continua 
de un dendroide en sí mismo tiene un punto Bjo. 

Por lo que hemos hecho, parecería que todo dendroide es contralble, sin 
embargo, no es difícil probar que el siguiente dendroide no es cotralble. 

,, 

Otro hecho interesante es que no todo subdendroide de un dendroide con~ 
tralblc es contralble, como lo muestra el siguiente ejemplo. 
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contraíble 

. ; 

no contrafble 

En el siguiente capítulo veremos una familia especial de dendroides una de 
cuyas propiedades agradables es que son contrafblcs. 
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DENDROIDES SUAVES 

Un dendroide X es Suave en el punto p si limpan = pa para cualquier 
sucesión de arcos {pan}neN tal que liman = a. Y un dendroide X es Suave si 
existe un punto p en X tal que X sea suave en p. Observemos que si X no es suave 
en p entonces existe una sucesión de arcos {pan} que no converge o que limpan ,¡, pa. 
Mostraremos que, sin pérdida de generalidad se puede suponer que siempre se da 
el segundo caso. Supongamos que la sucesión de arcos {pan} no converge y que 
liman =a. Como pa C lipan, se sigue que existe una .subsucesión {a~}neN de {an} 
tal que limpa~ i' pa. Pues, como {pan} no converge, lipan i' lspan. Tomando 
x E lspan - lipan y V una vecindad de x, como x E lspan, V interseca a una 
infinidad de Jos arcos pan, la cual tendrá una subsucesión convergente {pa~}neNi 
donde {a~}neN es una subsucesión de {an}, pues para cada n EN, pan E C(X) y 
C(X) compacto. Como x E limpa~, pa e lipan e-. lirr¡pa~ y x r/. lipan, lfmpa~ '/> pao: 

Lo primero que debemos observar es que Ja suavidad de los dendroides es 
hereditaria, esto es, todo subdendroide de un dendroide suave es suave. Para ver 
esto, tomemos X un dendroide suave en p y K un subdendroide de X. Si p E J(, no 
hay nada que probar. Supongamos que p r/. J(. Sea y E ]( y consideremos el arco 
py. Sea t el primer punto de py que toca a K. Mostraremos que ]( es suave en t. 
Sea { an}neN una sucesión de puntos de K que converge a a. Por construcción, para 
toda n EN, 

De aquí que: 

lipan = pt U litan 
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y que: 

lspan = pt U latan. 

Como X es suave en p, lipan = /apan, de donde: 

pt U lipan = pt U /a pan, 

' . ... 1 ... ,. 

lo que implica que: 

litan =latan• 

Pues pt n litan = {t} = pt n latan. Por lo tanto, [(es suave en t. 

Otro hecho importante es que si X es un dendroide suave en p entonces X 
es localmente conexo en p. Para mostrarlo, sea U un abierto de X que contenga a p 
y sea V la componente por trayectorias de U que contiene a p. Afirmamos que V es 
abierto en X. Pues de otro modo tendríamos que existiría q E V - Vº, y podríamos 
encontrar una sucesión de puntos qn E X - V que converge a q. Como U es abierto, 
sin perder generalidad supondremos que para toda n EN, qn E U. Para cada n E N, 
consideremos el arco pqn. Como cada qn E U - V, tenemos que para toda n E N, 
pqn n (X - U) -f 0. Como X es suave en p, /impqn = pq. Como para cada n E N, 
pqnn (X -U) -f 0, llegamos a que pqn (X -U) f 0. Pero, por otro lado, pq e V e U. 
Esta contradicción muestra lo afirmado. Hay que hacer notar que esta demostración 
prueba que, de hecho, X es localmente arcoconexo en p. 
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En base a lo demostrado en el párrafo anterior nos podemos preguntar: ¿Si 
X es un dendroide y p es un punto en donde X es localmente conexo entonces X es 
suave en p?. Desgraciadamente la respuesta es negativa, y como fliemplo tenemos el 
siguiente dendroide: 

Para cada n E N, sea 

Sea 

1 
An = {(x,y) E R21y = -x,O :5 x :$ 1}. 

n 

" . 

Aquí, an = (1, kJ, a= (1,0) y p = (2,0). Claramente, K3 es localmente conexo en 
p, pero K3 no es suave en p, pues 

limpan = {(x, y) E R2Jy = O, O ::; x 5 2}, 

mientras que 

pa = {(x,y) E R2Jy =O, 15 x::; 2}. 

Es importante hacer notar que K3 es un dendroide suave en s = (O, O). 
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Lo que sí es cierto es que si X es un dendroide suave en el punto p y JV:(X) 
denota al coajunto de puntos de X en los cuales X no es localmente conexo entonces 
Ja componente por trayectorias del conjunto X -N(X) que contiene a pes el coajunto 
de todos los puntos en donde X es suave. (véase {2]) 

Sea P el coajunto de puntos de X en donde X es suave. Por lo l1echo antes, 
sabernos que Pe X-N(X). Sea C la componente por trayectorias de X -N(X) que 
contiene a p. Para probar que P e C, tornemos q E P y a E pq. Mostraremos que 
X es suave en a. Supongamos que esto no es cierto, entonces existen una sucesión 
{bn}neN en X y un punto b de X tales que limbn = b y limabn = B donde ab e B 
y ab 'f B. Por Ja unicoherencia hereditaria de X, es claro que sin EN entonces 

pbn = paUabn o qbn = qa U abn 

Alguna de estas igualdades debe de cumplirse una infinidad de veces, por eso, sin 
pérdida de generalidad podemos suponer que. para cada n E N, 

De esto obtenemos que 
____ .. 

pb = limpbn = pa U limabn = pa U B. 

La primera igualdad se debe a Ja suavidad de X en p. Gamo para toda n E N, 
a E pbn, y limpbn = pb entonces a E pb, de donde 

pb = paUab. 
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De lo anterior tenemos que , 

paU ab = paU B. 

Como ab i' B, existe x E B- ab. De /a última igualdad concluimos que x Epa. Por 
otro lado, como x E B = limabn, para cada n .E N, existe Xn E abn de ta/ forma que 
limxn = x. Como pbn = pa U abn y Xn E abn, se tiene que a E pxn. Como para toda 
n E N, a E PXn y X es suave en p, obtenemos que a E px. Lo cual no es posible. Por 
lo tanto, X es suave en a. Así que Pe O. · 

Ahora veamos que O C P. Sea q E O y tomemos una sucesi6n convergente 
de puntos an E X con límite a. Así tenemos que limpan· =· pa. Para cada n E N, sea 
bn el primer punto del arco anP que toca a/ arco pq y sea b el primer punto del arco 
ap que toca a pq. Así que para toda n E N, 

y, además, 

qa = qb U ba. 

Como b E pq C C, X es localmente conexo en b. Afirmamos que limbn = b. 
Pues si no fuera cierto, existiría una f > O tal que para cada N E N, existiría una 
n E N ta/ que n ~ N y d(b, bn) ~ f, Por esto, sin perder generalidad supondremos 
que existe NE N tal que si n ~ N entonces d(b, bn) ~ f, 

Mostraremosqueba-{b} clibnan. Sea:i:Eba-{b}. Notemosquexl/,pq,y 
en consecuencia, para toda n E N, x 1/. pbn, pues pbn C pq, n E N. Sea W una vecindad 
de X tal que w n pq = 0, C3to implica que w n pbn = 0. Como X E pa = limpa., 
podemos suponer que si n ~ N entoi.ces W n pan f. 0. Así que si n ~ N entonces 
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W r'. bnan f: 0. Por lo tanto, ba - {b} C libnan• Como libnan es cerrado en X,. 
ba e libnªn· 

Sea U una vecindad conexa de b tal que U C V~(b). Como ba C:libnªn•'· 
existen> N tal que podemos encontrar Cn E bnan tal que Cn E U. Como Cn E bnan, 
bn E ben• Como U es un subdendroide de X, ben e U, de donde d(b,bn):;; ~ < f, lo 
cual no puede ser. Por lo tanto, limbn = b. 

Ahora sí probaremos que limgan = ga. Como b E pq y para cada n E N, 
~En, . 

limqbn = qb. 

Así que resta ver que ,.,·· .... 

limanbri = ab. 

Observemos que ab e lianbn e lsanbn, entonces debemos mostrar que 

Como para cada n EN, anbn C Pªn• • 

lsánbn ·e lspan = pa = pb U ba. 

·Afirmamos que (pb - {b}) n lsanbn = 0. Pues de otro modo, existiría x E (pb -
{b}) n lsanlÍn. Como x E lsanbn, existen una subsucesión {nkheN de {n}neN Y 
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Xnk E ankbnk tales que limxnk = ·x. Como PXnk '= pbnk U bnkXnk· y limbnk = b, 
tenemos que b E limpxnk =· px. Pero x E pb - {b}. Esta contradicción muestra lo 
afirmado. Por lo tanto, X es suave en q y O e P. 

Lo que hemos visto es en qué puntos un dendroide es suave. Ahora lo que · · 
haremos es decir, en cierto tipo de dendroides, en qué puntos no puede ser suave un 
dendroide. 

Tomemos un dendroide K = U:;"=1pan, donde liman = a, y x E J( de ta/ · 
forma que xa U (Upan) 'f K. Mostraremos que K no es suave en x. 

Supongamos que K es suave en x, esto implica que limxan = xa. Sea 
t E !(-Upan y ta/ que t f,txa. Oomo t ¡t xa = limxan,.existen .un abi~rto U .. que 
contiene a t y N E N ta/es que si n ~ N entonces xan n U = 0. Por otro lado, como 
t E limpan, sin perder generalidad podemos suponer que para n ~ N se tiene que 
pan n u,¡, 0, esto último implica que .. \ ~.~. 

t E ls(pan n U). 

Por otra parte, afirmamos que si n ~ N entonces 

Para probarlo, sean n > N y z el último punto que tienen en común los arcos pan y 
PªN• Queremos ver que 

(paN U pan) n U C pz. 

Si esto no fuera cierto, sin pérdida de generalidad, existiría y E U n zan• Oomo 
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n > N, resulta que xan n U= 0, de donde xan n pan e yan;·pero esto implica que 
y E xaN1 lo ¡:ual es una contradicción. Por lo tanto, pan n U= PªN n u: 

' 1 

ls(pan n U) = PªN n U, 

pero t E ls(pan n V), de dondet E•PªN• lo que contradice Ja elección de. t. Por lo 
tanto, K no es suave en x. 

Ahora vamos a caracterizar a los dendroides no suaves en lérminos de sub
dendroides prohibidos. Para esto vamos a definir varios tipos de dendroides. (véase 
(5)) 

Un dendroide K es un Dendroide del tipo 1 si 

(l)liman =a, 

(2) Ja sucesión de arcos {pan} converge a un dendroide L, 

(3) existen un punto extremos de L, distinto de a, y un conjunto abierto D 
que contiene as tales que G, n (Upan) = 0, donde G, es Ja componente de D n L que 
contiene a s. Al punto p se le llama el Punto Extremo de!(. 
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Para un ejemplo de un dendroide del tipo 1, sea, para cada n E N, 

2 1 1 
An = {(x,y) E R IY = (n + l)x,O:;; x:;; 1 + ñ}U 

2 -1 1 
U{(x,y)ER lx=l+-,-:;;y:;;-}u n n · n · 

2 -1 1 
U{(x,y)ER lu=-,O:;;x:;;l+-} .. n . .. n 

- ·;· 

' 
Sea Ki = U~=1An. En este ca.so, an = .(O,kJ, a= p = (0,0), s = (1,0) y L = 
{(x, y) E R21u = 0,0:;; X:;; 1}. ' 

Diremos que un dendroide K es un Dendroide del tipo 2 si 

" (1) liman = a y limbn = b¡ 

(2) limsan = sa y limtbn = tb¡ 

(3) lim(diam(san n st)) =o y lim(diam(tbn n st)) =o. 

El arco st es llamado el Arco Básico de K. 

t •a&c denota al arco de ladlca que a1b e 111 que G-< & en el orden natural 
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Un fliemplo de un dendroide del tipo 2 se obtiene como sigue: Para cada 
n EN, sean 

A~ la refiexión de An con respecto a la línea x = 2 • 

. b e 

' . ' ' 

Sea K; = {U::"=1An} U{U~=lA~} U {(x,y.) E R21u = O,O ~ x ~ 4}. Aquí, an,;,, (1, kJ, 
bn = (31 k) 1 a= (1,0), b= (3,0),s = (0,0) yt = (4,0). 

Un dendroide K es un Dendroide del tipo 3 si 

K = {U~1 san} Upas, donde 

(1) pan {Usan} = 0; 

(2) liman =a; 

(3) limsa,,: = sa; 

(4) lim(diam(san n ps)) =o. 

El arco ps es el Arco Básico de K, y p es el Punto de Emanación de J(. 
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El Dendroide I<3, antes definido, es un ejemplo de un dendroide del tipo 3. 

Por último, diremos que un dendroide K es un Dendride del tipo 4 si 

(!)liman = a¡ 

(2){pan} converge 11 un dendroide L¡ 

(3) existe un punto extremos de L, distinto de a, tal que J( no es localmente 
conexo en s y s !/.Upan. 

Es imporlÍlnte hacer notar que todo dendroide del tipo 1 es un dendroide 
del tipo 4, mientrllS que no todo dendroide del tipo 4 es un dendroide del tipo 1. 
Para.ver lo primero b11Sta.mostrar que si K es un dendroide del.tipo .. 2 entonces K 
no es localmente conexo en s. Si K fuera localmente conexo en s, D debería de 
contener una vecindad conexa y abierta de s, pero esto implicaría que tal vecindad 
estaría contenida en O., y que O, n pan 'I 0, para n suficientemente grande, pues 
s E limpan· 

Para probar lo segundo tenemos el siguiente ejemplo: 

Para cada n E N, sean: 

1 
Vn = (1- - 1 0,0), 

n 

1 1 
wn =(O,-,-), 

.n n 

1 1 . .. 
Zn = (1,-,-), 

. ..· n.n 

.,. se -
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Definimos IC.1. como 

-1 1 
Yn = (1,-,-), 

. n. n. 

-1 ·1 
zn =(O,-,-)¡ 

. ·n. n 

· An = {XvnlX E [O, ll}. · · .... 

Bn = {(1->.)vn~ ~~~IX~ [0, 11}, . 
. .. ::c . . ·,_;:'. }:~: ··:;-., ,; , 

On = {(1-X)w~f>.:i:~IX e [O, il}, 

En = {(1 - X)Yn t:xz:fKe ¡o, 1]} .. 

Fn = AnUB,iU OnUDnU En, 

Aquí: an = Zn 1 p = a = (O, O, O), s = (1, O, O) y pan = Fn. Como para toda n E N, 
Vn E pan y limvn = s, tenemos que cualquier vecindad des interseca a una infinidad 
de Jos arcos Pªni así que K no puede ser un dendroide del tipo 1. Para ver que es 
del tipo 4, basta observar que K no es localmente conexo en s pues Ja sucesión de 
arcos {Dn} converge as y no hay manera de conectar a ningún punto de Dn, n E N, 
con s en una vecindad pequeña de éste. Un bosquejo de K4 puede encontrarse en Ja 
siguiente página. 

Observemos que el ejemplo anterior es un dendroide en R3• Debido a que en .. 
R2 no hay suficiente espacio creemos que para dendroides planos, los dendroides del 
tipo 1 y los dendroides del tipo 4 coinciden. . 

Ahora mostraremos que tanto los dendroides del tipo 2 como los del tipo 4 
son no suaves y, como los dendroides del tipo 1 son del tipo 4, tendremos ·que los 
dendroides del tipo 1 también no suaves. . 
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Sean K = {Usan}. U sabt U {Utbn} un dendroide del tipo 2 y x E J{. 
Consideremos el ari:o xs y. seaz el primer punto de este arco que toca aJ arco 
st. Si z E xa, notemos que éxiste N E N tal que si n ;::: N entonces z E xb11 • 

Para cada n E N; sea tn elp~imer punto del arco bnz que toca al arco st. Como 
lim(diam(tbn n st)) ;,, O, reiiuJta que limt • .:... t. De aquí que t E lizbn e lixb 11 • Pero, 
por otro lado xb = xz U :Zb . .Y.t \t :Cz U zb, Por lo tanto, J( no es suave en x, Los casos 
en que z E ab y~ ... :e bt son análogos. Por lo tanto, todo dendroide del tipo 2 no es 
suave. · ,,. .)· ::.:·\ .. ~i:::-r<· · · 

Sean K =O pan un dendroide del tipo 4 y x E K - {s}. Para ver que K no 
es suave en x, basta probar que xa U {Upan} f. K. Y para esto es suficiente mostrar 
que s· \t xa. Supongamos que s E xa. Como s es un punto extremo. de L y a E L, 
se sigue que x 1/. L y que s es el primer punto del arco xp que toca a ·L. Por otra 
parte, como x 1/. L, existe n E N tai que x E pa •. Oomo x E pan y s E xp, tenemos 
·que s E pan, lo que contradice la dellnición de s. Asf.que Kno.es suÍlvé eri x .. Para. 
tener que K no es suave, sólo falta ver que no es suave en s, pero.esto'es' claro pues 
K no es localmente conexo en s. Observemos que éste es el único. uso que tiene Ja no· 
conexidad local de K en s. .. , .• · 

Lo que hemos hecho hasta este moment.o es mostrar que si un dendroide 
contiene subdendroides del tipo 1 o del tipo 2 entónces dicho dendroide es no.suave. 
El inverso también es cierto y ambos resultados nos dan Ja caracterización de los 
dendroides no suaves antes mencionada. 

Antes de probar que si un dendroide es no suave entonces contiene a un 
subdendroide del tipo 1 o del tipo 2, necesitamos ver que si X es un dendroide y 
p es un punto de X en donde X no es suave y p no es un punto de emanación 
de un subdendroide de X del tipo l entonces p es un punto de emanación de un 
subdendroide de X del tipo 3. (véase {5]) 

Sean X un dendroide y p E X un punto en donde X no sea suave, y no es 
un punto de emanación de un subdendroide del tipo 1. Como X no es suave en p, 
existe una sucesión de arcos {pan}neN tal que liman = a y limpan = L f. pa. Sea 
K = L U {Upa.}. 

Lo primero que mostraremos es que del hecho de que p rio es un punto de 
emanación de un subdendroide de X del tipo 1 se sigue que L es un dendroide con 
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a Jo más un punto ext:emo distinto de p o de a (p y a no necesariamente son puntos 
extremos de L). Supongamos que hay dos puntos extremos q y r de L que son 
distintos entre sí y que también ambos son distintos tanto de p como de a. Entonces 
q ¡¡! pr y r r/. pa, pues q y r son puntos extremos de L. Para cada n E N, sea Dn un 
conjunto abierto. tal que q E Dn, Dn+l C Dn, D1·npr = 0.y lim(diam(Dn))·== O ... 
Como p no es un punto de emanación de algún subdendroide del tipo 1, para toda 
j EN, existe N(i) E N tal que PªN(i) interseca a C;, Ja componente de L n D; que 
contiene a q. Observemos que N(i) y N(j + 1) pueden ser tomados de tal forma 
que sean distintos, ya que C; interseca a una infinidad de los arcos Pªn• pues de no 
hacerlo p sería un punto de emanación de un subdendroide de X del tipo 1, contrario 
a nuestra hipótesis. 

I' .. o. 

Para cada j E N, sea q; el último punto en común de los arcos pq y pa N(i). 
Como C; C L y C; n PªN(i) f. 0, j E N, tenemos que q,· E O¡, de donde concluimos 
que limq¡ = q. Como para toda j E N, q; E pq, obtenemos que pq; e pq, j E N. Sea 
E un coajunto abierto tal que 

{r} e E e E e X-pq. 

Observemos que para toda j EN, PªN(i) n (pr U Gr) es conexo, donde Or es 
la componente de E n L que contiene a r. Como q; 'i! pr. U Gr, j E N, tenemos que 
para cada i E N, · · · 
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y esto implica que para toda j E N, PªN(;) nOr = 0, Jo que signiBca que pes· un punto 
de emanación de un dendroide del tipo 1, pero esto contradice nuestra hipótesis. Por · 
lo tanto, L tiene a lo más un punto extremos distinto de p o de a: · . 

Como L tiene a lo más tres puntos extremos, Les uri arco:o,es:Ja'u.óió~ de· 
tres arcos con un punto extremo común. Notemos que en ainbos, casoii··L·· tiene un · 
punto extremo distinto de p y de a. En el caso en que L es Já unión 'de tres arcos 
es clara la aBrmación. Si L es un arco, y p y a son sus puntas eX·tremos ·entonces 
L = pa, pero sabemos que esto no es cierto, por lo tanto se cumple lo que se dijo. 

Sea q el punto extremo de L distinto de p y de a, y construyamos las su
cesiones {Dn}neN y {qn}neN como antes. Sin perder generalidad podemos suponer 
que para toda n E N, 8Dn n pq consta de, exactamente, un punto, esto se sigue del 
primer lema técnico probado al Bnal del capítulo· de continuos .. :Sea t el último punto .. 
que tienen en común los arcos qp y qa. Como q es un punto extremo de L, t -f q. 
Debido a que lim(diam(Dn)) =O, existe m EN tal que t ¡¡! Dm. Oomo limqn = q, 
existe J 1 EN tal que si j '?:. J1 entonces q¡1E Dm. Ya.que-limaJ\i'(])'''"' a,.existe.· .. · .... 
J '?:. J1 tal que si j '?:. J entonces q;aN(i) n (K - Dm) -f 0. Esto, junto con el.· 
hecho de que qiªN(j) es conexo, implica que para cada j '?:. J, qiªN(;) n 8pm 'f 0. .· . 

.. Para.j '?:. J, sea aj el primer punto del:.arco qiªN(;) que·toca a-8D,n.:.Oomo X·es .. ··::· 
compacto, podemos suponer que el lfmite de la sucesión {a~} existe y es a1• ·Debido . 
a que 8Dm es cerrada y lsq;aN(i) C L también lo es, resulta que a1 ~(Jprn rl pq. 
Observemos que, por construcción, a1 E qt e pq n aq y, que a1 ;¡.. q. Por Otro lado, 
notemos que qa1 e liq;aj e lsq;aj, además, también por construcci6n, ·para cllda . 

j '?:. J, q;aj e Dm, de donde lsq;a~· e Dm n pq = qa1
• Por lo tanto, limqja} = qa\ :·, 

Sea K 1 = {u;~¡qaj} u pa1q. Para ver que K 1 es un dend;oide:deltip~;:s 
con p como su punto de emanación, basta probar que lim(diam(qaj npq)) ~O yq~e)· 
limqa~- = qa1

• La primera igualdad se sigue de que qaj n pq = qq; C·D;7.,de,qu~· 
el lim(diam(Dn)) = O. Para Ja segunda igualdad es suBciente darse cuenta.de que_, 
para cada j '?:. J, qa~. = qq; U q;a'; y de que limqq; = {q}. · O · · ·· 

Ahora sf mostraremos que si un dendroide es no suave· entonces ~ontieri~· a · 
un subdendroide del tipo 1 o a un dendroide del tipo 2. (véase {5]} · 

. ''"· 
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Supongamos que X es un dendroide no suave y que no contiene il un sub
dendroide del tipo l, veremos que contiene a un dendroide del tipo 2. Por' lo que 
acabamos de ver; cada punto de X es un punto de emanación. de l!n subdendroide del 
tipo 3. Sea p un punto extremo de X. Entonces existe un punto so E X tal que pso 
es el arco básico de un subdendroide del tipo 3, con:p como su punto 1de emanación,. .. ·· · 
Sea {Bn}neN una base para X. Si existe un punto z E D1 tal que pz es el arco 
básico de un subdendroide del tipo 3, con p como su punto de emanación y pso e pz, 
entonces sea s1 = z¡ si no, sea s1 =so. Supongamos que Sn ha sido definido de tal 
manera que psn es el arco básico de un subdendroide del tipo 3, con p como su punto 
de emanación y que psn-1 C psn. Si existe z E Bn+l tal que pz es el arco básico 
de un subdendroide del tipo 3, con p como su punto de emanación y que psn e pz, 
entonces sea sn+l = z¡ si no, sea sn+l = Sn, 

De esta manera hemos construido una cadena numerable de arcos {psn}neN· 
Por el resultado de Borsuk mostrado en el capítulo anterior, ·tenemos que P·· =· 
U:;"=iPSn es un arco con p como uno de sus puntos extremos. Sea a el otro punto 
extremo de P, Sin perder generalidad supondremos que limsn = a, De aquí se 
obtiene que limpsn = pa. Como X no es suave en ·a', existe un puntó u E·X'tal·que .• ·1. 

au es el arco básico de un dendroide !(u = {U:;"=l ubn} U abu del tipo 3, con a como 
su punto de emanación. 

Afirmamos que aun pa 'i' {a}, pues si aun pa = {a}, existirían EN tal que · 
u E Bn+l y Bn+l n pa = 0, y entonces pu sería un arco básico de un subdendroide 
del tipo 3, con p como su punto de emanación, y psn e pu; fo que impliéllrfá que 
sn+l E Bn+l• lo cual contradice el hecho de que sn+l E pa. Así que existe v É X ·tal 
que aun pa = av. . . ' .!,· . . . 

p 

· ·Como limsn =a, existe j EN tal que s; E av - {v}. Entonces existe un 
dendroide K; = {U::='=is;cn} U ves; del tipo 3, teniendo a vs; como su arco básico y 
a v como su punto de emanación. Como, por construcción, v E s;u, tenemos que 
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IC = {u::c;1 ubn} U ubcs U {U:;"=1 s;cn} 

es un dendroide del tipo 2 con us; como su arco básico. 

Por lo tanto, tenemos que un dendroide es no suave si y sólo si contiene a un 
dendroide del tipo 1 o a un dendroide del tipo 2. 

Como todo dendroide del tipo 1 es un dendroide del tipo 4 y todo dendroide 
del tipo 4 es no suave, resulta que: 

Un Dendroide es no suave el y sólo si contiene a un dendroide del 
tipo 2 o a un dendroide del tipo 4. 
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ESTA TESIS NO IEiE 
SALIR DE LA 81Bll9Tt:Cl 

SUAVIDAD POR ARCOS 

En este capítulo se generaliza !a noción de dendroide suave manteniendo !a 
"condición de arco" y "la condición de suavidad" y quitando el requerimiento de que 
el continuo subyacente sea hereditariamente uncoherente. El continuo resultante, 
llamado suave por arcos, puede ser considerado como el análogo mu!tidimensiona! de 
los dendroides suaves. Para los continuos de dimensión uno, los dendroides suaves y 
los continuos suaves por arcos, coincideµ. 

Sean X un continuo y p un punto de X. Diremos que X es Suave por 
Arcos en p siempre que exista una función continua a : X --+ C(X) que satisfaga 
las siguientes condiciones: 

(1) a(p) = {p }; 

(2) para cada x E X - {p}, a(x) es un arco de p ax¡ 

(3) si x E a(y) entonces a(x) ·~ a(y), 

Un continuo X es Suave por Arcos si es suave por arcasen alguno de, su~-
puntos. • • 

Notemos que si X es un dendroide suave en p·entonccsX_css'JD.ve por arcos· , · 
en p, pues definiendo a: X_, C(X) como a(x) = px, se tiene Jo'afi~macio, ya que si 
liman = a entonces, por ser suave X en p, limpan = pa, foque imp!foídacontinuidad 
de a. De aquí en adelante a a(x) lo denotaremos como px. •·-'.io¡',;',f.j''. • _••, . · .· 

. ·, '_;;; ~·:;'.·.-: ;--;--.~~-.: ~ 
'"''. ::'~\-'·'' . ·, ¿_:y>'< ·.:-~-,.:t_c;'. 

Observemos que si X es un continuo suave porar~oieri p entonces podemos 
definir un orden parcia! ::; en X, diciendo que si x,!f:E'Xientiirii:_és x ::; y siempre 
que px e py. Garruth prueba en {10} que cualquier espaéÍo compacto parcia/mente , ... - ,,. - - . 

- 99 -



ordenado admite una Métrica Radialmente Convexa, esto es tina inétrica d tal 
que si :i: :::; y::; z entonces d(:i:, z) = d(x.y) + d(y, z) . 

. ·Una ·propiedad importante de los continuos suaves por .. arcos es que .son ; .. :·:;:: .. ; .. , .. 
contríbles. Para ver esto, tomarnos X un continuo suave por arcos en· el punto ' ' · 
p, y µ : O(X) -> R una función de Whitney. Definimos F : X X [0, 1] -+ X ... 
como F(:i:,t) = y, donde y es el único punto del arco p:i: para el que se cuínple 
que µ(py) = tµ(px). 

' ;\_.-~?·:··: .-~:·::::· •, -- . 

Para probar que F es continua, sea {(:cn1 tn)}neN ~na s~~esi~J1 de ;1JJt6~ •· . 
de X x ¡0,1] que converge al punto (:i:,t) de X x ¡o,lj:•. Teriemós que demostrar 
que In sucesión {F(:i:n,tn)}neN converge al punto F(:i:,t) .. Para elidan E.N;·sea 
F(xn,tn) = Yn· Como X es compacto,-podemos suponer qüe _.Xiste!J. E'X•fol que 
limyn = y. Mostraremos que F(:i:, t)··=o··y. Por ·la•definición 'de F;<iériemós que para . . ....... 
toda n E N, µ(PYn) = tnµ(p:i:n) •. Como X es suave por arco~,en.p, 1i71l:i:n =. x J' 
limyn =y, resulta que limp:i:;,._=-2:c:y que limpyn = py.De estas dos igualdades, de · 

. Ja continuidad deµ y del"hecho de que /imtn = t, se obtiené"qúe µ(py):.;: tfi(px), lo ,• 
que implica que F(x,t) =y. Por lo tanto, Fes continua, y X.es.contialbJe;( • 

; _- ' ·. ::?:~i~\-~:(}(' 

Como co~olario de lo anterior, tenemos que todo dendroidé suave es cori-
traíblc. 

Ahora lo que vamos ~ hae!"er es dar una prueba constructiva de que O(Xf es 
suave por arcos en cada uno_ de sus puntos si X es localmente conexo. 

La idea de la demostración· es la siguiente: ., ·-- . " ~ . - - -· . 

Tomemos P un el~In~nt~ d/c(X) · ~n el cual se verá que G(X) • es suave 
por arcos. Dada A E O(X), definiremos Ún arco de A a P; dándolo utilizando tres 
su barcos. 

El primero consta de "inHar" a A ~asta contener a P,. llamemos a est~·con-. ·.· 
junto Ap. 

,: .. 
' 
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El tercero se construye "inflando". á P hasta contener a Ap, nombremos B p 
al conjunto Bnal que se obtiene. . ..... . . . ... · 

·! . 
. / 
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Y para el seg!mdó tenemos que ir de Ap hasta B p y lo hacemos "inBando" 
a P y añadiéndole Ap a cada instante. 

Para formalizar esto, necesitamos ~e' ~iiis funciones preliminares, y el con-
cepto de métrica convexa. · · · ' · · 

. '.·; ''.',; 

Una métrica d para ·un' co/ltinuC> X es c~'nvcxa si:cadá vez que z, y E. X, 
se tiene que si O < , s < d(:Í:, y) ;;;, t. ent~nccs existe z E X tal que d(:Í:, z) = s y 
d(z, y) = t - s. · · 

Sea X un cbnÚnuo"Íoc~lrrl;nte co~cxo, se puede sup'óiicr qué sé-métrica es· 
. convexa (véase {11/). De aquí en adelante, X será un continuo localmente conexo, 
· con métrica éo/lvcxa d. · - · ··· · · · - · · · -

Definimos J( : O(X) X [O, oo) -+ O(X) como 

. ' ' '.l •. ' ... 

·'-1 
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donde·B1(a)··= {:cE"X\dá,.i:)~~t}io:·Es;á~il 1'¿1',:que·K(A,t) es un subcorúunto 
cerrado de X, com.o ·éste es "loérun.érite conexo, .es. arco conexo ·(véase {6}). Debido 
a que la métrica es convexa, se tiene (jüe B1(a) es arcoconexo, lo que implica que 
K(A, t) es conexó, p·ues cada'B1(á.).intcrseca a A y A E C(X); Por Jo tanto, J( está 
bien definida.· Observémos."qüe," intuitivaníenté, IC ·. "inHB." ·ª Jos elementos de O( X). 

•,• . , , • ~-.:..-_.,oc:;.·,'~'·.· 
• ",r.¡ ,·:<··.:···::~L:.:_;:'<.:c·.:·-,,; ' ·: 

,;_ -: .'. '. ~---~~,,:!;'~i·:;;:',~\~J. ~:_:- ':,_:J>:_:·:_-::::. ;• -'/' o< • ' '. \: •• :: - .. - • • ·: •• .,.:. __ -~- '?:. ,. . .- - - . 

Ahol'a,verémos."i¡Uesit;sE (O,co) y A.E.O(X) entonces IC(IC(A,s),t) = 
IC(A, s + t) ,: Está,'propiliCládserd iítil para mostrar Ja 'coritintÍidad de J(. Es claro 
que IC(K(A;s)it)c'!í(A,s .+tk.Seá :e E IC(A; s+ t) o:aóinó x E K(A, s + t), existe·. 
a E A tal qué d(x,á) S s;t tif Si d(.i:;a)S.s.éntcinces.:i: E ~K(A;s).c IC(I{"(A, s), t) .. 
Supongamos cjue:d(x;·a) ;:; 8. ,~:0,>1l1o";d(:¡;; a}'>·~';Jexiste)f'E.:'J{"/tal • quéd(:¡;;'z)· · = · · · 
d(:i:, a)·:-:· s y d(ai:Z)2#.'s"E.Sta;ulti1lla'igualdail .·impJica•que:<e'JC(A;s) .• Además, ... · 

d(z, :e) = d(~<ªl s;~~;~;t:.f;'~:&.~;;·~.~f-~~~~·~¡~;,.{~"~{t.(~'.s~;H:.(:;;~t·'';> e • ... ·· · · .. · 
_ ; ::·.·_:.~'-\ :~ ·:-<:~_ .. ,~:-~t~~~~;~;-~~Ji~~;;;.;i~~k~{i'.:,~;'.~'.f f ~:;1t'._;:,~~:(~~{'.;~~~if:f~¡·;·iú~~.H~·'!:_:,:;:;~F~?:~.(~ :'.;3,i.'<~:t -~¿~ 'd:;;t-.:.;:::;;_ ~-: -.. :.: -. . · 

Para probar Ja contiriuJdadd,éI(¡!tomemos'e,>'0 y(Ait); (B,s)E C(X) X· 

(O, co) .de tal forma que />(1;'1J)i~;-!:.Y,Jt,;¡{~\;,5;'.!;;g~I,rl:()!é(~t.~)j-;:{;:~ é: ~!(A) e · · · ··· · ·- · ··· 
K(A, il, Jo_ que implica qu~I((.13,;sy c'{{"(~(':li §);8,);~~K(1';tf~~)?,,Go;no, \.S-t¡ < i 
se tiene que! < ~ + t, de dondeK(A;!:+s)\c.'Ií"(A;.~'..f:t):;:,•IC{IC(A;t),~) e 
Vt(K(A,t)). P!Jr Jo tanto,IC(B,8)'cVé(K(A;t)):'·i;Análogan1entese muestra que 
K(A, t) e V.(K(B, s)). Por lci tanto; K és, de"hciliG; í.friÍformcinenté c'ontinúa. ·· 

. . -. ' .. , -.- '··. _ ..... ~.,_,-;. ,: '-~-~ - -- ._. --- . --· - '; ' - -. 
;:_;.:":-,~::~: .. s~.:c, _<;-- , .. 

Definimos k: G{X) X C(x/1 ¡o, co{c6~o, · .•. ;'. , .. · 
_. -,..-:;:-~ ·;:\·_;:.:~,':;,: >-':. 

·;. --~' Z-º: :-'-.-;~~~:f~',,-'.;(,--'·~~\/ ·::¿f.~- :~.'{:-:·;~-;'~ -_· :.:_:_ -
'~ _· .. -.':,_,--o,·,:;- "" .-. -

.. ',' • E • ·• • :. ·. · :.·... . . E 

B2 e V§ (B1) e IC(Bl> 2 le K(Aí., k(A1. B1) + 2) 
. " .. 

. 1 • (,.· .: .•• 



. '. '· ,._, 

Como p(Ai. A2) < ~. Ai e K(A2, i), lo que implica que . 

.. ·-.; 
. . . f ..•••. ·.•. . ••.• , f . . . f 

K(A1, k(Ai. B1) + 2) f ~(~(A,-2.~ 2), k(A1, B¡) + 2) = K(A2, k(Ai. D1) +E) 

,·_·: __ ,,:~:;::·;~·'.-~Jt;~::~:?t:~'-_;;·;_·'.:_~-1{. :: . -
. ,~·: ·,. ;- . '"· .- --~-_,_-"' 
~ .... ,,_ ,,_--..- . .,,_,_",,,:.'-'. -~;;,:._:: ~: :· 

Por lo tant~,·.B2[C:)c(Atk(Ai,B1) + f), lo que implica que k(A2, B2) ~ 
k(A1, B¡) + É • . ·• Por;Jó tillito;'.ik(Aii;B1) .-' k(A2,B2)I :< f, Mostrando que k es una 
función uniformemente cóntinua/. . . . 

Sea P ~n el~.lnentoBjo.de.O(X). Vamos a dellnir dos funciones j y m que 
nos serán útiles después~ Sean j,'m·: C(X) -+[O, oo) dcillnidas como 

j(A) = k(A,P) y m(A) = k(P, J((A, k(A, P))). 

Notemos que de Ja continuidad uniforme de k se sigue la continuidad uniforme 
tanto de j como de m. 

Ahora supongamos que tenernos f : C(X) X [O, oo) -+ C(X) una funci6n 
uniformemente continua y h : O(X) -+ [O,oo) una función continua. Entonces la 
función g: O(X)-+ O(C(X)) dellnida como · · 

g(A) = {f(A,t)it E [O,h(A)]} . 

es una función continua. 

Para m~strar que g está bi~n definida y que e¡¡. continua, dellnimos 1: O(X) x · · 
[O,oo)-+ O(O(X)) como· 

-H-
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l(A,t) = {f(A, t) J:i: E [o; tJ}. . - - .. . 

l está bien definid~ p~eit~,~~;~j('i~'.¡ó;i]'~ ~~ ~';,nti~J~. Ve~Ós que l es 
continua en (A,t) e O(X)x [01'00);\Siú1~:>:o;'cofuoJ¡·'ei.'uÍiifÓrmemeilte continua; ·· · ·· 
existe ó = 6(E) >O tal que paia'(B;.S)e O(X) x [o/óO);',:{·•ij<i· , · • 

si p(A,B) < ó ;ir lt~;aJ;<A.'eiit~nc~s p(f(A;t);ó/(B;;)) <:e. ·.·. 

. <~ 1~q_¡~J;s~~~l~r?i~·r:;~l1@i~r·,:,~;it");eL · ·. · 
Como ó sólo depende de E;••se tieiíe;'que si tómamos s1'.::; s y t1 ::; t de tal 

manera que Jt' - s'J < ó entOncesp(f(A;t')i/(B.~')f< E, Jo que implica que 
' . -.'·'·\~· ., .. :.: , .. ,, ., ', -.,_··_:,:, ' •,-.·: :' ' . -. 

. '' ' -- •,. -.-.:-_,' ··:;:;·:~ .~:.::: . : ; :~:--.-> ·. . -~':•_::: . 

a(l(A •. t),1~t11.i>{~ E: .. 
·.,.-.. :·-.--<-~·'~ ,--~, ,· '·' 

.·_: ·-:-· -~--- . ;_: 

" '~- .;::-

' Así que, 1 es uniformemente co~Ú~ua. 

Observemos que si A e· O(X) entonces 

' -~.. . . '·· .. 

g(A) = (1 o lo(XJ x h)(A,A) 

'>')""I·• .... ,, 

Por lo tanto, g está bien definida y es continua. Aplicaremos este resultado 
para obtener tres funciones continuas que, en coajunto, nos definir¡ín un arco de! 
punto P, que ya habíamos tomado, a un punto A E O(X). 

Definimos 

a;: O(X) -> O(O(X)) (i E {1;2,3}) 

como 
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'a¡(A) = {K(A,t)it E ¡o,J(A)\}¡ 

a2(A) = {K(A,J(A))ÚK(P,t)it E [O, m(A)]}¡ 
: ·- ., ·.~; ' -~ - - . ' . 

· ·•· a3(A).h {J((P,t)ltE[O,t7i(A)J} ·•' :. 
_:~ •.. _:_-;:: :··~·-,-- -_<~-.. ~_-;<,~---~ · . ., · __ , :,: 'i; . ._-. 

·- ., -··.'.'''··:.-;-. ·:;' -·.: __ : :··_·;_:~;·->_ .. )_.. -.':.- .-_.,-· .. ;. ·-~···'· ,. ·--·- { .- . ·- ., -_, - -
:;:, ;_._.,, 

Debido a Ja d~BnicitSricl~K, ~cln;~.tl~~ ai; 1E{1,2,3} es un arco ordenado 
enO(X)ouns61opu.nt?:',.,"..o'.'.:_;5· ,\ .: .. ·.·.· ·., •. · ·, . · 

Ahora vamos a definir · 

a: O(X) --.-. O(O(X)) 
.:. ,-... , 

como 

a(A) ,,,; a1(A).U a2(A) U as(A). 
,·,;'"_-_-;}:- ·. 

' ' ' 

Como a¡(A) E O(O(X)), i e'{1,_2,3.}1 ;e Úe~e qu~~(A) .E O(O(X)). 

Mostraremos que O(X). es ;uav~ ~C>".!arcbs en. P, ~r~~~do •que a es. unn 
función continua que satisface /as tre8 condiciones de /n deBnici6ri:'- · . . -·. _._.,, ..... , 

·.-·-' 
<;~---. :-·•, ·~-,. 

· .. : . 

La continuidad de et ~~-;Ígue de J~ coritin~icladde cJ.;i ~{1,:!,a},y de Ja ·_. 
continuidad de Ja uni6n. Es cltiro qúé a(f) ,;, {P}; Sen A EO(X)tal,que A f P, y 
seaB E a1(A) na2(A). Oomo BE a1(A) , existe t1 E [O;i(A)J tal que B = K(A,t1). · 
Ya que BE a 2(A), existe t2 E [O,m(A)J talque B =.K(A,j(A)) U K(P, t2), de aquí . 
que P e B = K(A,t1), por lo tanto, t1 = j(A) .Y a!(A) ílá2(A) = {I((A,j(A))l. · · 
De aquí que si A f K(P, m(A)) entonces a1(A) U a2(A) es U1J·arc0 ordenndo de A a 
K(P, m(A)); y si A= I((P, m(A)) entonces a1(A) U a:i(A) = {K(P,m(A))}. · 
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Supongamos ahora que BE (a1(A) U a2(A)) n a3(A) . . Como BE as(A), 
existe ta E [O,m(A)] tal que B = K(P,ts), así que 'pe B. Si B .E a¡(A) entonces 
B = IC(A,i(A)). Debido a que K(P,ts) = K(A,i(A)) se tiene que t3 ;= m(A). Si 
B E a2(A) entonces existe t4 E [O, m(A)] tal que B = IC(A,i(A)) U IC(P1 t4). Ya 
que K(A,j(A)) U K(P,t4) = K(P,t3), otra·yez se.tiene qu~ ts.=.m(A).:.De:aquí ... :., 
que (a1(A) U a2(A)) n <>s(A) = {K(P,m(A))}. Oomó 'as(A) es un·arco de P a · · 
K(P, m(A)), concluimos que a(A) es un arco de A a P. 

. . . . . - . . - - . . 
' ' 

Sólo resta v~;ilicar la tercera condición de Ja definición de suavidad por arcos. 
Sean A E C(X) y B E a(A). SiB E a1(A) elltonces existe t¡ E [O,j(A)] tal que 
B = K(A, ti)/!Áfirmamósquej(Bf,,; j(A)7t1i para.verlo, observemos que para. cada 
t E [O; oo), K(B, t);= K(Ait(+t); :Así qucisi ti+t < j(A) ·entonces P r/.. K(B,t), 

- .-: . - ,· _.. ··. -~·-·- :' :_.·;. -' - . pero . <.:': , , , , . ·. -- .. ,; ;( --~ .,,. __ 

<>··- Pe JC(A; i(A)) ,;, K(~,t¡.f.}(Á).,. ti)-= K(B,j(A) - t¡) . ,., ....... _, ., 
.. -.. : .. -', .-... 

Por lo tanto, i(B) = j(A) - t¡. Así que si t E [O,j(B)] entonces K(B,t) = 
K(A,t1 + t) E a¡(A), de donde a1(B) e a¡(A). Para probar que a2(B) = a2(A) 
y que a3(B) = a3(A), basta mostrar que K(B,j(B)) = IC(A,j(A)) y que m(B) = 
m(A), respectivamente. Ya hemos visto que i(B) = j(A) - ti, a.sí que · · . 

K(B,i(B)) = K(A,t1 + j(B) ~ t¡) =K(A,j(A)) . .. ·. 

·Como K(B,j(B))= K(A,i(A)), t~~embs que rri(B)= m(A). , 
. . . ' . 

Si B E a2(A) entonces pa~ii alguna tz E [o, .:ri(A)], 'B = K(Á:,i(A)) ~ 
K(P,t2). Como P cB,j(B) =o, iisrq!Jea1(B):=::{B} C'a2(A).>Alirmamos 
que m(B) = m(A). Como B =<K(A,i(A)) U K(P,t2) 1 K(A,'j(A)) cK(P,m(A)).Y 
t2 ::; m(A), se sigue que B e IC(P,rri(A)). Ya. que)(B) = 0;:JC(B,j(B)) =:' B¡ de · 
donde m(B) ::; m(A). Debido a que.K(A,j(A)) e B ;= K(.IJ;i(B)),.se,ticne que 
m(A)sm(B). Por lo tanto, m(A) = m(B). Si t E [O, m(B)] entonces.·:· '· 
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K(B,j(B)) u K(P,t)'= Bu K(P,t) = K(A,j(A)) UIC(P,t2) u ~(P, t) 

De aquí que, si t E [O, t2] 1 

I((B,j(B)) U K(P,t) = K(A,j(A)) U K(P,i2) = B 

y si t E [t2 1 m(B)] e~tonc~ 

.f', .• 

. ".' 

. .--~>· .·~ ·: . ·-·'' . 

K(B,i(B)) u .ri(.P;t} ·~ .B ÚI((P,t) = K(P,ts) uJ((P;t) ,;,K(~. t3) ,: B., . . · 

De esta manera se tiene que a2(B) e as(A) . . Como m(B) ,,;,t3E [O,m(A)J, 
es claro que as(B) e 'a3(A). Por lo tanto, a(B) e a(A). Y, por Jo tanto, O(X) es 
suave en P. · . . . : · . · · . ·· · . 

.... _..,.--: ___ -::--

' 
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