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 PROLOGO,

El metodo del elemento finito es una de &as herramlenv

tas numerlcas de mayor trascendencia en la actual;dad*para s

'a sobre la transformac16n d

illas 'de resolver por alglin método numérico, En
este trabajo se trata de cubrir en la forma mds amplia posi-
ble los aspectos mds importantes del método sin descuidar su

aplicacibn prictica en la resolucién de un problema concreto,

El objetivo del presente tfabajo no ha sido, elaborar -
un tratado M&s, que se sume al nfimero cada dfa creciente de
los excelentes que se han publicado y se publican en el mun
do entero, ni tampoco la presentacién‘de novedades en el -
campo siempre en desarrollo del métoao del elemento finito.
S6lo la lectura constante de'publicaciones periédicas espe-

c1allzadas y el estud10 de las memorlas que sobre reunlones

. ceas e nenr g0
BRI

y congresos nac1ona1es e 1nternac1ona1es van dlnfundléndose,

constltuyeﬁel dnlco medlo de alcance de los adelantos dia--

Téiuto es més modesto y, qulzé

més urgente ~Es® notorlo que,,en‘loS‘ﬁltlmos afios, tanto -
los crlterlos de la Facutad de Ingenleria de la UNAM a tra-

vés de sus diferentes carreras como las de otras institucio
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nes hermanas en el pais, han_colncldldo en dax cada. vez ma-

yor auge a la dlfu516n del metodo del elemenf "fwnlto entre

estudlantes e 1ngen1eros. sfde Post-

grado ha-creado al efecto:d' i_nuales de’6 meses

1

de durac16n en los que 1a espec1a11dadide estructuras la

dlfunde en forma 1nten51va,_

1

El propéslto de esta obra queda asi def1n1do~v se ha

" querido ofrecer el material 1ntroductor10 que orlente al
estudiante de 1ngen1eria geof151ca en el recorrldo de un i

camino de enorme desarrollo en el procesamiento de sus datos
de campo. Partiendo de lo anterior, esté‘trabajo que presen
to como tesis profesional, tiene el objeto de mostrar de ma-
nera adecuada la enorme necesidad de integrar en nuestros -
programas de trabajo de la carrera esta herramienta mateméti
ca que sirve para resolver en general cualquier tipo de ecua
ciénﬁdiferencial que se le asigne ciertas condiciones de -

frontera.

El tratamlento de 105 dos prlmeroscapltulos es completa

. PSR

mente matemétlco, de tal formaﬂque la teozia que. lleva invo-

lucrada se formaliza, » 1t
una aplicacién del método enb” *camPo de 3
los esfuerzos en el 1nter10r de una’estructura

modelada desde el punto de. vlsta de ﬂa mecénlca llneal.
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La ecuacibn diferencial que se resuelve constituye la
ley generalizada de Hooke y constituye un mero ejemplo de -
la enorme utilidad que el método tiene en la ingenieria geo
fisica. Puede mostfarse lo mismo resolviendo ‘la ecuaCién de

Laplace o de Gauss y encontrarse la d19tr1buc16n de los po--

tenciales existentes en un medio continuo determ‘nado 0 b1en
la ecuacién de Darcy 7y calcular problemas de fluJo en me--
dios porosos, todo ello de sumo interés en el campo de_ia -

~ingenieria goefisica.

El trabajo se divide en cuatro capitulos a saber: el -
primero de ellos trata de formalizar los principios genera--
les y formular la teoria que serd de gran ayuda para enten--
der como se aplica el método del elemento finito, ésto Glti-
mo es materia del tercer capitulo en el cual se puede obser-
var que al ejemplificar las aplicaciones del método del ele-
mento finito, se resuelven problemas bidimensionales pensan-
do que resulta mis sencillo y préctico para el disefio de un-

algoritmo que posteriormente se anexa al final del trabajo.

El segundo capitulo detalla todo cuanto es necesé?ié”sg

ber para poner a funcionar el programa; datos de entrada y -

salida, espacio necesario de memoria para cada corrld
bre y funciones de cada subrutlna, diagrama ‘de f1u30-
taciones del programa entre otros. El cuarto capitulo csta-

blece las conclusiones a las que se llegaron y da algunas
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CAPITULO 1

INTRODUCCION AL METODO DE ELEMENTOS FINITOS, PRINCIPIOS
GENERALES Y FORMULACION

I.1.-  INTRODUCCION :

Para iniciar este trabajo doy un resumen que permite
centrar nuestra atencién en los objetivos perseguidos. Prime
ro que nada debo hacer la aclaracidn que el método del elemen
to finito se propone como herramienta numérica auxiliar en el
procedimiento de datos geofisicos. En este contesto presentc
la solucidn (después de dar la fundamentacidn adecuada) a tres
problemas de diferentes dreas de Ingenieria Geofisica.

La primena se refiere a un problema de geologia es -
tructural; su objetivo pretende modelar una distribucién bidi
mensional de desplazamientos, esfuerzos y deformaciones ocurri
das en el interior de una estructura geoldgica sometida a tra
bajos de ingenierfa civil, aunque como el lector podra verlo,
su aplicacidén no se limita a esto, pues es el mismo tratamien
to cuando estas estructuras representan zonas de subduccidn o
placas tectdnicas y se analiza su riesgo sismico.

EL segundo problema se refiere al cilculo de la dis-
tribucidn de los potenciales elé&ctricos desarrollados en una
zona de diferentes resistividades debida al flujo de una in -
tensidad eléctrica de inyeccifén. En esta parte lo que se pre
tende ofrecer es la posibilidad de obtener la distribucidn -



del potencial el&ctrico referido de un modelo tedrico de con-
ductividades por medio del método del elemento finito, con es
to se obtiene su curva de resistividades aparentes para hacer
la comparacidn usual con la curva de resistividades obtenida
en campos y repetir lo mismo con varios modelos hasta lograr
un ajuste conveniente.

Por Giltimo el tercer problema que se presenta para -
apoyar la utilidad de esta técnica en geofisica resuelve el -
flujo a traves de medios porosos que resulta obvia su utili -
zacidn,
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Que son Los elementos finifos.

En términos generales el método del elementovf1n1to~(MEF),

de un sistema de ecuaciones d1ferenc1alcsk provisfo de =
ciertas condiciones que definen el problema v, de ahl, su
solucién. e | |
El mids sencillo de los casqSFSé;w”h"

cibén diferencial es ordinariaVy”Iin
derivadas de orden arbitrario. yktond
das, que involucren comb1nac1one 3‘
buscada y sus derivadas. r
Para el caso mids sencillo la ecuac1on d1f°renc1al por -

resolver es de la forma (I.2. 1)

fcx’ Y, }", )’", Cee y(l‘)’ .'-. , y(n)) =z_0 (I.2.1)
sujeta a las condiciones (I.2.2).

gr{yi0, Y11, Y}})_gy;\, Yln).= 0
82(y20, Y21, Y22, «-- , Y2n) = 0

(122)

gn (Ymo, Ymi, Ymz ;- ; 4 s Ymn) = 0

donde yij -
j de la funclon --
(I.~.2) =

E1l hecho de modelar medlan < ales se
debe a que los 51qtomab flslcos5cn cues‘ n seen tin domi -

nio continuo. En contrap051c1on un sistema que contenga



elementos discretos da lugar
ecuaciones algebraicas de la

£fi(x1, x2, X3,
fZ(xl’ X2, X3,

fs(Xl, X2, X3,

fn(xl; X2, X3,

Xn)
Xn)

Xn)

Xn)

a modelos matemdticos provistos de
forma (I.2.3.).

(1.2.3)

Que en general se constituyen por ecuaciones no lineales, pe-
ro con frecuencia los sistemas fisicos analizados, presentan un
comportamiento lineal, dando asi lugar a modelos matemidticos --
constituidos por ecuaciones algebraicas lineales, esto es, de la

forma (I.2.4).

+

411X, a12X2

+

d21X} az2Xx2

d31X; + dj32X2

+

anix, anz2Xa

Que en forma condensada

1>
[ £
|
(<

+ a13X3
+ a23X3

+ d33X3

+ ansXs

nos que

da

d 1nXn

da2nXn -

a3nXn

annXn

ba
b2
bs
(1.2.4)
ba
(I.z.s)



donde : s
fros - F— - [ -
a 12 + ¢ ¢ a1 X1 f bl
A= » 3..( - » y 12 -
* L] [] . .
ani ana ann Xn ba
L - V. wad . -l

Son una matriz de nxn y dos vectores de dimensidén n, en
este trabajo se tratari con sistemas lineales, por 1 que se par
tird de las expresiones de la forma (I.2.1) e (I.2 = para lle
gar a los modelos lineales de la forma (I.2.4) e (1.°.5). El -
MEF es el que establece la relacidén que permite férmilar proble
mas asociados a sistemas continuos en forma discreta, esto es, -
como si se tratara de sistemas que dan lugar a modelos matemiti-
cos provistos de ecuaciones algebraicas de la forma (I.2.3). -
Esto lo consigue mediante un proceso de discretizacibn, que con-

siste en hacer depender la solucidén al problema original continuo
de un conjunto discreto de valores.

En suma, el MEF permite llevar la solucidén de un problema -
que, en principio requiere la integracidén de un sistema de ecua-
ciones diferenciales, a la forma de un problema algebraico, esto

es, de un problema que requiere la solucidn de un sistema de ecua
ciones algebraicas.

El interés por llevar un problema continuo a una forma alge -
braica, especialmente las lineales, de la forma (I.Z2,5), estri
ba en que estos sistemas estan plenamente estudiados desde el si
glo pasado. Mis aln, con el advenimiento de las computadoras -
electrbnicas, se han desarrollado métodos muy eficaces para re -
solver estos sistemas como veremos mis adelante.

Esquemdticamente, la secuencia del método se puede resumir en
los pasos siguicntes :




).

2)

3)

‘ o

5)

Discretizacién del continuo en un némero finito de elementos
interconectados mediante puntos nodales. Esta divisidn, en
principio puramente geométrica ha de hacerla el analista con
un cierto juicio "ingenieril" sobre la solucidén que espera -
obtener. Asi por ejemplo en regiones donde los gradientes -
de las magnitudes a calcular sean altos serd preciso dispo =
ner de un nfimero de elementos suficientemente elevado como -
para permitir la caracterizacién corrocta de esta variacidm.

Obtencién de la ley de comportamiento de cada elemento. Qui
z4 sea esto el problema crucial en la formulacién del MEF vy
a su desarrollo se ha debido probablemente el amplio uso que
el método disfruta en la actualidad. La obtencidn de estas
leyeé de comportamiento suele hacerse en la actualidad a par
tir de formulaciones que pueden-dividirse en priﬁcipios varia
cionales, métodos de residuos ponderados y en el principio -

de los trabajos virtuales. Se utilizard para este caso, 81
Gltimo.,

Con la seleccibén apropiada de los puntos nodales, la varia -
ble de la ecuacibén diferencial se aproxima mediante una com-
binacién lineal de funciones de forma conocidas que dependen
de las coordenadas de cada nodo y de los valores desconoci -

dos de la variable evaluada en' esos mismos puntos (ver ecua
Cian 104011' 8, b' C). !

Obtenci6én de las ecuaciones de comportamiento del sistema =
global en funcién de las ecuaciones parciales desarrolladas
para cada elemento., Se trata de realizar lo que se conoce -
como ‘'ensamble" (ver ecuacidén I,5.1).

Soluci6én del sistema simultdneo de ecuaciones con las corres
pondientes condiciones de contorno, En general los sistemas
que se obtienen constan de un nimero elevado de ecuaciones -
que sin embargo suelen dar origen a matrices de rigidez simd




6)

tricas dispersas y en banda que admiten una reduccidn del al-
macenamiento necesario y la adopcidén de métodos eficaces de -
solucién, actualmente bien desarrollados.

Cdlculo de variables asociadas a la solucidn dbtenida'en'cual
quier punto del medio. Por otra parte derivaremos en este --
trabajo a partir de la solucidn fundamental que son los des -
plazamientos a las deformaciones del medio para poder‘obféner
asi el tensor de esfuerzos mediante las relac1ones que ofrece

la cinemidtica de la deformacién y las ecuaciones const1tut1 -
vas del medio (ver ref. 1 y/o Apéndlce F) '

El objetivo de este trabajo consiste en discutir brevemen
te, los fundamentos del elemento finito y darle una aplica -
cién en la ingenieria Geofisica aplicada a la Geotecnia. Se
evalua la distribucién de esfuerzos en estructuras geoldgi -
cas que van a soportar una obra de Ingenieria Civil, concre-
tamente: en la prevencidn de estabilidad de talides y afa -
llamientos de zonas adyacentes al sitio de desplante.

Es necesario conocer las velocidades de las ondas eldsti-
cas longitudinales y trasversales, obtenidas por refraccién,

- para determinar los m6dulos eldsticos del terreno, con las -

cuales y basados en una geometria convenientemente elegida, -
estamos en condiciones de utilizar el algoritmo incluido en
este trabajo con los detalles de operacidn necesarios, para
generar los valores de los campos de deformacidn, de despla
zamiento y de esfuerzos del terreno, con y sin acumulacién
de cargas iniciales, que 1los 1ngen1eros proyectlstas necesi
tan para el disefio de su obra. ’
Hasta el momento el ingeniero geofisico en la C F.E., so
lo interpola en forma cualitativa la dlstrlbu01on de estos'
esfuerzos a partir de los médulos elisticos que obtlenen de
sus resultados sismicos de refraccidén. El ingeniero civil
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por su parte requiere de estos datos para elaborar el ani-
lisis numérico de esta distribucidn. E1 presente trabajo

sintetiza por un lado el desarrollo de campo que nos corres s

ponde y por otro el consecuente andlisis cuantitativo que -
también es de nuestra comnetencia pues se trata de la eva -
luacién de una propiedad fisica dJdel terreno.

Breve Reseiia HistOdnica.

El primer trabajo referente al método se debe a Hrenikoff -
(ref. 1), publicado en 1941, y el segundo a Méhenry pﬁbli-
cado en 1943 (ref. 2), en ambos trabajos se verifican solu-
ciones de problemas de elasticidad bidimensional en estado
plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la --
analogia con la solucidn estructural.

Posteriormente en 1949 Newmark, en su libro de métodos -
nfimericos (ref. 3), presenta los métodos de Hrenikoff y --
Mchenry. Sin embargo, el crédito de aplicarlo a medios con
tinuos es de Turner, Clough, Martin y Topp (ref. 4), y no -
es, sino hasta 1960 con Clough (ref. 5), que nace por prime
ra vez el nombre de "Elemento Finito'", derivando basicamen-
te las propiledades del elemento triangular y cuadrangular -
(ver Apén. C) y el hecho de que al mismo tiempo la computa
dora comienza a ser una herramienta muy efectiva que condu-
ce ridpidamente a la solucidn numérica de problemas el&astico
lineales complejos, en los cuales una soluci6n analitica no
es posible.

El campo de desplazamiento en el medio se expresa en fun
cign de 1los desplaiamientos nodales del elemento, satisfa -
ciendo continuidad, las fuerzas internas se de€inren aplican
do el principio del trabajo virtual (ver pag. 12 ) y se --
identifica este proceso con el de minimizar la energia po -
tencial total. El desarrollo anterior se acentfia en el cam
po de la mecédnica de s6lidos y posteriormente Zienkiewics -
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(ref. 6) y Wilson (ref. 7), lo aplican en mecanica de flui-
dos y en problemas de andlisis de conduccidén de calor. En
la actualidad existen miles de articulos de investigacién -
y de informes, asi como varias notas para cursos, memorias
de congresos, tésis y libros de texto. (ver pdg. 245)

Principio de Los Thrabajos Vintuales.

Consideremos el campo de esfuerzos, ¢ij, en equilibrio, de
un cuerpo s6lido deformable solicitado por fuerzas de cuer-
po Xi por unidad de masa Yy tensiones en su contorno -
Ti. Sus ecuaciones de equilibrio son de la forma (I.4.1).

9011 9012 3013 =

X1 YT * X3 *X=0

9012, _002 9023 - AR T
X1 X2 * 90X 3 X2 =0 S (.‘I e 1)

00y3 |, _9023 , _9033 Xg = 0 s e

9x1 9X2 0X3

Las tensiones internas Tj en la frontera serdn iguales --
a las Tj. De donde : o i

Ty - T3 =0 | | (1.4.2)

Introduzcamos en este cuerpo un sistema arbitrario de pe-
quefios desplazamientos., virtuales- Sui, compatibles con -

las condiciones de frontera, es decir, y refiriéndonos al -

problema presentado en la fig. (I.4.1), 6ui=0 -en la por
cién S; del borde donde se especifiquen los desplazamien-
tos.



Fig. (I.4.1). Cuerpo sblido
en equilibrio bajo la accidn
- de fuerzas exteriores y condi
ciones de sustentacién en sus
bordes S;.

X Ti

S = S\vr Sz

Multipliquemos el conjunto de ecuaciones (I.4.1) e (I.4.2) -

por los desplazamientos virtuales dui e integremos en el voll -
(1)
\r L]

men
| f——g%;i Sui dv + Xi Sui dv - (Ti - Ti)6ui ds = 0 (I.4.3)
v v S2 '
donde :
801:.1 5ui = a!’O’i.I Gui! - oij 6 gauj'.l (I . 4.4)
ox3j x5 oxj

Debido a la propiedad de intercambialidad del operador parcial

d s aa
( 5 ) v variacidn (6).

Introduciendo (I.4.4) en (I.4.3) vy haciendo uso del Teorema

(2)

de la divergencia obtenemos.

’

(1

La conveniencia de utilizar formulaciones integrales radica en la posibi-
lidad de descomponer estas integrales sobre un dominio en 4umad de inte-
grales extendidas sobre subdominios (elementos §initod), <que en conjun-
to constituyan el dominio total.

(2 - ' .
div Adv = Aends o bién /‘jg-;i-‘-— dv = Aj nj ds
L .
v

v 8 8




oijnjduids = oij 8 ( gi; ) dv + Xi Suidv - (Ti-Ti)6uids=0

S v v S2

(I.4.5)
La Integral sobre S de primer término de la ecuacidn antg -
rior puede suponerse actuando sobre S, pUesf31 $istema de des-

plazamientos virtuales elegido satisfacia'_ﬁui $¢O:-en S;. Por

otra parte, en la frontera :
oijny = Tj - | (I.4.6)

Entonces la Ec. (I.4.5) nos queda :

- mmcgg)w+ Xiduidv + | Ti 6uids = 0

v v : S2 (1.4.7)

Es conveniente para los desarrollos posteriores utilizar una
notacién vectorial donde los tensores de esfuerzo y.deformacién
se considerardn simétricos en un espacio carteciano de tres di-
menciones con 6 componentes independientes f{inicamente. De -

esta forma : 4

0" = (011, 022, 033, O12, O13, O23) = (Oxx, Oyy, 0zz, Oxy, Xz, Oyz)

(1.4,8)



e =(e11, €22, €33, 2612, 2613, 2€23)’?(€11, €22, €33, Y12, Y13, Y23)

'=(€3x’ EYY, EZVZ',""YXy;, YXZ, YYz)

_ (I1.4.9)
y la Ec. (I.4.7) nos queda :

§ € o dv = § u x dv + § ut T dsﬁ f  £:ftI;4;10):

Que constituye la expresidn matemdtica del principio de los -
trabajos virtuales, que puede enunciarse de la siguiente manera:

Si un campo de esfuerzos ¢ se encuentra en equilibrio bajo -
la accién de fuerzas de cuerpo y tensiones en el contorno T, -
el trabajo producido por las fuerzas {infexrnas como resultado de
la aplicacién de un campo virtual y compatible de desplazamien -
tos & u (y por consiguiente de deformaciones & &) es igual -
al trabajo efectuado por las fuerzas extexanad bajo este mismo --
campo virtual de desplazamiento.

Discretizacibn def principlo de L£os zﬁgﬁajoé virntuales -,

Con el fin de obtener la solucién aproximada podemos expresar .

(k)
los desplazamientos yx en funcién de los parametros aj , de



la manera siguiente :

(1) (M (1 (1) (1) (1)
w=N; (X1, X2, X3)a; + Nz (Xj, X2, X3)@82 + «eo + Nn (X1, X2, X3)an

(2) (2 (2 (2) (2) (2)
uz=N; (x1, X2, x3)a, + N2 (X1, X2, X3)az *+ «uo + Nn (X1, X2, X3)an

(3 (3) (3 » (3 (3)
us=N; (Xx, X2, X3)81. + N2 (Xx, Xz, Xa)az + Jvo + Nn (xx, X2, x;)an

(I.4.11. a, b, ¢)

Esto es :
" u=Na T (1.4.12)
donde : -
(M (1) (N (n T
N, 0 0 N 0 0 N; 0 0 .ot Nn 0 0
N= (2) (2) 2 - (2) (1.4.13)
0 Ny O 0 N, 0 0 Ny 0 .ou 0 No O
(3) (3) - (3) . (3)
0 0 N O 0 No O 0 Ng oo 0 0 Nn
- T ' ‘ "
Yy
al () (2 (3) (1) (2 (3 (1) (2) (3 (1 2 (3)
“=(a; a1 ay a a ad; as a3 83 ... 8n Aan an
(1.4.14)

Es decir, la solucidn se desarrolla como combinacién lineal -
de unas ciertas funciones N§k> conocidas y elegidas con cierta



libertad llamadas funciones de forma. (Ver Apéndice C).

El principio de los trabajos virtuales, representado en (I.4.10)
se utiliza con el fin de obten.er'uﬁna_'s_olucién.pa'ra,1os valores de
a. Para ello hemos de expresar. gygen funcién de u.

Partiendo de la hipétesis "dc;. que l'a.ﬂ.p‘éd‘iije‘ﬁays' .deformaciones, se

verifica :

y; 1; ﬂ?1(if4;1sa)

De donde :

U,y
X,y

€11 = s €22 % /= €33 =

™z (1.4.15Db)

~8u1 + 3U3
0X3 X

~dus + ouj

ol + Uy
9X 3 X2

9X2 X1

2€12 ;o 2e13 = 32893 =

Que en forma compacta (I.4.15b) podemos‘,ékst:r‘ibiria como :

s




Esto es

e=Lu o (1.4.16a)

dondequdémOS susﬁituit'élﬁvaldr dé' u .por la Ec. (I.4.TZ) para
obtener. R

e=LNa=Ba | (I.4.16b)

y llamar  L'ia1;afrengf}”\

S (1.4.172)

e
il

o

o

y B =’L'N' o ; : . (1.4.17b)

i

A e g A O L
s S e g ke ot :

, ; . -~ . ,
Las variaciones de u y ¢ pueden escribirse a,partir de - -
(I.4.12) e (I.4.16b) como : » e
| o (1.4.18)
C(1.4.19)

.dvu1% 8{ L

ST

(1 opl
=
o
<0}

:y ‘
§e =



Con el objeto de expresar los esfuerzos ¢ en funcién de u
se utilizard la ley constitutiva de mecinica de materiales mis -
simple, que constituye el caso de relacionar en forma lineal los

esfuerzos con las deformaciones (elasticidad lineal)(3).

g =Dc¢ _ (I.4.20)

Donde D que contiene los pardmetros elisticos de un material
es una matriz simétrica, de coeficientes constantes y dimensién -
(6 x6). En el caso bien conocido de la elasticidad lineal esta -
matriz se escribe :

— —
(1-v) v v 0 0 0
v (1-v) v 0 0 0
D= S - v v (1-v) 0 0 0
S (1+v) (1-2v) (1.3.217)
0 0 0 T(1-2v) 0 0
o0 o0 0 7 (1-2v) 0
B TR 0 0 T2
- —

Siendo E el médulo de Young y v 1la relacidén de Poisson.
sustituyendo en (I1.4.20) la expresidon (I.4.16b) obtenemos.

(3)

Teoria Vdlida en estructuras s6lidas, eldsticas, lineales e Isotrdpicas.



¢g=DLNa=DBa (I.4.22)
donde T ‘ e :
B=LN. o (1.4.23)

A la matriz B se le conoce con el nombre’de,maf;iéhgé;défor_
maciones. Por filtimo, sustituyendo (I.4.18), (I.4.19)
en (I.4.10), se obtiene : S

GQT NT LT D B ‘ a dv= 6@? -T
(1x3n) (3nx3) (3x6) (6x6) (6x3n) (3nx1) (1x3n) (3nx3) (3x1)

v v

+ GaT NT T ds

(1x3n) (3nx3) (3nx1)

S2
(I.4.24)
Simplificando :
BT DB adv= NT xdv + | NT T ds
v v S2 |
r'e
(I.4.25)
que también puede escribirse :
ka=F (I.4.26)



con
k= [B3"DBdv | o (1.4.27)

y
F= | N xdv+ | N°7 ds o (1.4.28)

La solucidon de (I.4. 26);1péfm1t obteneryel vector a y -
con &1, a través de (I.4. 12)., - (I 4»16) ef(IFQ,ZZ), el estado de
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos aentro de un sodlido.

Es el momento de especificar las ecuaciones anteriores para
un subdominio (efemento findito) de cuerpo.: Consideremos en la -
(fig. 1.4.2) un dominio bidimensional aproximado por un conjunto
de elementos cuadrangulares. Expresiones integrales como las --
desarrolladas anteriormente admiten ser calculadas elemento por
elemento para sumar a continuacidn los resultados parciales y re-
cuperar asfi el continuo global del sistema en estudio. En efecto,
nodemos escribir las Ec. (I.4.10) de la siguienté forma : |

No. i - NO.
de o ’ de
elementos elementos elementos
T" - T A
Se ege dv = Gu exe dv + Sue Te ds
e=1 Ve e-—‘] Sze

(1.4.29)

Donde el subindice e se refiere a un elemento genérico.
Considerando entonces el desarrollo representado en la Ec. (I.4.25)



para un elemento esta se escribira como :

. DBe ae dv=| Ne xe dv+| NeTeds  (I.4.30)

Ve Ve S2e

que también puede escribirse segln las sustituciones hechas en --
las ecuaciones (I1.4.27) e (I.4.28), como : '

] .
B Ke ae = fo  (I.8.31)

¥

Fig. I.4.2. Aproximacidn
por elementos finitos de --

una. estructura geoldégica --
bidimensional en el plano -

(x, y).

Donde como se trata de un estado plano de esfuerzo, la matriz

de deformaciones nos queda como :

IS I € R & PR €} (]
X Nt 0N ONy 0 No O

Be= L Ne = 0 -%— L {2) " (2) (2) (2) (1.4.32)
) o RGN I 0. N2 0 ‘N2 0 N 0 Ny




- 20 -

(1 - (1) (1) ’ (1)

ax oxX _ oxX 09X

(2) (2) (2) C(2)
N2 0 N3 0 Ny
8>' oy _ 3y

1d
l4:)
1l
i
12
(0]
n
o

|- @ m @ @ (2
“oNy 3N1 3N2 “9Ng " ONg - N3 ‘v oNy oNy
Sy 9 dy 8x . 3dx  x 9y ax

L 1.
Y la matriz D se escribe (Ver Apéndice F).
S o
1 v 0
D= - v 1 0 (I.4.33)
1 -2
; 1-v
oot T
. —

Al-vector fe [Lc (I.4.31) incluye las fuerzas de cuerpo

en el elemento y.eventualmente las. cargas que. PoOrL. fac111dad S€.. T

consideran concentradas en los puntos nodales.
e

1.5 Ensamble de Las Ecuaciones Elementales.

A través de la discretizacién del dominio de integracién y de
la aplicacién de la formulacién matemdtica del problema fisico a



cada elemento se llegbé a que :
Ke ae = fe . ‘CIJS.T)' S

Esta ecuacidén se ha calculado considerando aisladamente cada

elemento. Para representar el problema general, han de sumarse
todas las ecuaciones (I.5.1). '

Esta suma, que es proceso sencillo, puede preSentar problenas
a la hora de automatizar el ensamblaje, por lo que es necesario de
definir minuciosamente todas los elementos que contribuyen a cada
nodo.

Este proceso de ensamble se comprenderd mejor con el siguien-
te ejemplo.

Supdnganse dos elementos cuadrangulares adyacentes como muestra
la (fig. I.5.1).

N .
b4
5 3 : 1
2 1
>
6 - 4 2 x

Fig. 1.5.1 Malla de elementos {4initos.
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ELemento 1

kiy- k12
kay o kez
ka1 ka2 ’

Elemento 2

AL nealizan Ra suma. el sistema de ecuaciones definitivo serd :

T

Kii ka2 kjs k0 0 | [ a T ,_ .fl,,-

ki ke ks ka0 0 2 | fz

“karrkagrKeatkayrokystkagrkygrekyg oo | o @)oo o T R

r e kot Rl M M

0 0 ko ki ki ki

b

0 30- :v, ,gag :;4 ‘kéu & fké5 r ks51‘;j i;aﬁg~:7:   gy

_
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Que resuelto nos darid los valores de la funcién a en -
los nodos. 'Uﬁafmanera sencilla (pero cara) de no equivocar-
se, es}escriﬁif“cada matriz elemental ke -como una matriz -
de nxn, .donde n es el nimero de nodos: aeliddmlnlo Pa-
ra el eJemplo que venimos 51gu1endo 1mp11cariav imacenar las
relaciones (I.5.2) e (I.5. 3) de. la 51gu1ente forma 3

ELemento 1

L}

ki ke ks ke 0 0| | a £

ke ke ks Kai 0. 1A | £y

tLemento 2




utilizando esta técnica, el sistema final de ecuaciones

ke de = fe | . ‘(115.7)

Podri calcularse directamente como :

No. No.
elementos elementos ,
.E (ke ) a = E £° e (1.5.8)
=1 '

e=1 e

donde [ representa en este caso una suma matricial elemento a
elemento.

Es claro que esta Gltima técnica resulta incosteable para desa
rrollar un algoritmo, la gran cantidad de ceros constituye un de-
rroche de espacio en memoria que lo hacen en definitiva inacepta-
ble, En este trabajo el proceso de ensamble utilizado en el algo
ritmo presentado en el siguiente capitulo es como se desarrollo -
al principio, B

'I.b Funciones de Forma o Interpolacidn,

Como se indico en la seccidn anterior el paso mds importante -
en el método del elemento finito consistf en la seleccién de las
funciones de forma, ya que de ellas depende la mejor convergencia
de la solucidon aproximada a la solucifn exacta de la ecuacidn di-
ferencial en cuestién, |

Desarrollar aqui al detalle la teoria que formalize los crite
rios que deben satisfacer este tipo de funciones resulta muy ex-
~ tenso para este trabajo, remitimos al lector a la consulta de -
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las siguientes referencias (ref No, 8 cap. 3), (ref. No.6 cap. 7)
y (ref. No.10 cap.46); 0 si se prefiere consultar simplemente el -
apéndice C.

Baste mencionar‘aqﬁi que péra el elemento bidimensional el ti-
po de funciones de interpolacién utlllzada corresponde al de la -
familia "Serendipity'" para elementos rectanlulares 11nea1es que -
requieren {inicamente 4 puntos nodales sobre 1askésqu1nas y que se
evaluan mediante la siguiente expre51on -

Ny=< (1 +EED) (vnni) 151,234

(I.,(»)’;"l). o

donde % ,n corresponde a las llamadas coordenadas locales -
que veremos mas adelante (ver fig. II 2.1). '
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CapiTuLo I1

11.1.-

11.2.-

Métodos de cdleulo por Computadora
Introducedlbn.

En este capitulo se presentan los algoritmos desarro-
llados para sistematizar el modelo obtenido en el capitu
lo anterior.

El programa que se presenta esta disefiado para resol-
ver problemas bidimensionales los cuales deben ser linea
les.

ﬁn la pridctica cada mddulo puede ser complejo, en las
siguientes secciones se describird con detalle los aspeg
tos de la programacidén de cada uno de los mddulos que --
componen el programa.

Para los interesados en utilizar el programa pueden -
pasar por alto estas secciones y remitirse directamente
a la seccién donde se indican los datos de entrada nece-
sarios para su funcionamiento. (Cap. IITI, sec 1III.3),

El programa fue realizado en Fortran IV, en el siste-
ma VAXII/780 del Centro de Cdlculo de la Facultad de In-
genierfia de la U.N,A.M. (CECAFI), se hizo necesaria la -
apertura de espacio en disco, para evitar saturar la uni
dad de CPU con resultados parciales.

Formulacibn del Problema.

El elemento finito utilizado es el cuadrildtero 1i -
neal con 4 puntos nodales (ver ref. No. 8 , pdg. 104),
debido a la geometria de la estructura utilizada los ele
mentos finitos seleccionados resultan ser rectdngulos y



- 27 -

para establecer sus ecuaciones de equilibrio, es necesa -
rio hacer referencia a un elemento tipo que a continuacidn
se describe y se presenta en la figura. 1I1.2.1,

XQL:)- ned & (1:1)

y L\ 'y
;: -4 is {

At ,-1) e -1 ju.-i)

a) Coordenadas Globales b) Coordenadas Locales

Fig. II.2.1. Geometria de un elemento cuadrildtero lineal con 4
puntos nodales.

Vector de desplazamientos nodales ae.

De acuerdo a la ref. No. 8 , pdg. 105 se puede escribir:

uj
— - - -
uj u; ui
Be =1 donde Ui=| o= : , etc.
U;— Vi
Ue
L _] 8x1 — - B -

(IIu2'1)
Funciones de Foama en Coordenadas Locales.

De acuerdo a la ref. citada y a la ecuacidn (I.6.1) evalua-
da en cada punto nodal de la referencia local obtenemos :
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Ni = -1—(1 - E)(1 n)

Ny = eI
S (1I1.2.2)

Nx = | -

N¢J; {}(1¥5§)(jF¥h)

Coondenadas globales en funcibn de Las coordenadas Locales.
_ v
De manera similar a la expansidn en serie utilizada para apro
ximar los desplazamientos seglin la ecuacidn (I.a.j1.a,b,c). Po
demos relacionar las coordenadas globales con las locales a tra-
vés de las siguientes ecuaciones

= Nixi + Njxj + Nkxk + Npxy

4
f

- (11.2.3)
Niyi + Njyj + Nkyk + Npyp

<
[}

Aproximacidn de Los desplazamientos en coondenadas Locales.

Transformando al caso bidimensional las ecuaciones (1.3.11.abc)
obtenemos que :

=
|

= u = Njui + Njuj + Nkuk + Npuyg
(11.2.4)

U2 v = Nivi + Nyvy + Nxvk + Npvy

Que en forma matricial apoyados en (I.4.12) mnos queda:

(II.2.5)



donde :

No 0 Ny 0 N 0 Ny 0

N - - (r.2.6)

2x8

"o
n
<
td.

(I11.2.7)

Tensor de deformaciones.

De acuerdo con la ecuacidén (I.4,16b), las deformaciones en pun
tos especificos de cada elemento se obtiene mediante.

€= 1§ ge (II.2.8)



donde la matriz de deformaciones B resulta ser segln la ec. -
(1.4.32) =

N Ny Nk 3N g
ix 0 5% 0 ix 0 ax
- aNi 3Ny 3Nk aNg
B 0 oy 0 oy 0 3y 0 3y

ONi oNi oNj oNi Nk Nk oNg ~ _9Ng®
oy 0X oy 0X dy 09X oy 90X

3x8

(I1.2.9.)

Derivadas de Las funciones de forma respecto a Las coondenadas
globales.

Sabemos que para mapear una funcidén de un sistema coordenado
a otro podemos recurrir al operador Jacobiano que nos facilita el
calculo. Para nuestro caso y siguiendo el desarrollo presentado
en la ref. No. 8 , pdg. 80 seccidén 3.5.2, la regla de cbrrespog
dencia entre los operadores dirivados es la siguiente :

— -— T '—1
3. B
ox 1 13 .
= J : , . (II.2.10)
oy n .
L _ o |
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donde la matriz Jacobiana, J, para el problema plano resulta
ser :

B ™ I~ -
d 3 |
d = = '
(I11.2.11)

+

de donde por el método de la adjunta obtenemos :

- = — han
) 3 Ly
. gl yon o oyeE
-1 _ _‘]_ - .-l.- : .
I =3 3
X ) :
"%'n"_ '_azcg"— “X,N . X,E
L i L _
n‘/ ,A.:,. v‘v
(11.2.12)

y el Jacobiano de transformacién, J, resulta ser :

o W
e ang e
J = | = X,EY,0 - X,ny,E
ax A
an an

(11.2.13)
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Sustituyendo (II.2.12) en (II.2.10), obtenemos :

3 . L > . 8y
R L Al T R
| (11.2.14a)
3 1 ) .9 S
o = 7T xn ot xE ) |

Entonces las derivadas de las funciones de forma respecto a

las coordenadas globales se obtienen con las siguientes expresio
nes :

Jg&. - 7%. ( y>nNi,& - y,ENi,n )

_;I;c_’i = .}. (-x,n Ni,& * x,ENi,n )

-g?- = 7}- (y,n N3, & = y,ENj,n )

"%?‘ - (-x,1N3,E + X,EN3,0) (II.2.14b)
—gﬁi’-‘ = —}— (Y,ﬁ Nk, £ = y,ENk,n ) |

_%‘;ic ] -}— (_x’nNk’£+x,ENk’n)

—g%"(l = % ¢ ysn Ng,é:”i? y,EN:L,n ’), |

__g;g - _}_ (-x,n Ng,& + x,ENg,n )
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Que constituyen los elementos que conforman la matriz de defor
maciones, segln lo podemos observar en la ecuacién (II.2.9).

Por otro lado, para tener bien definidas las ecuaciones - -
(I1.2.14b) se hace necesario obtener las expresiones que nos --
sirven para calcular las derivadas de las funciones de forma con
respecto a las coordenadas locales. Asi como las expresiones de

las derivadas de las coordenadas globales con respecto a las coor
denadas locales.

De acuerdo con las expresiones dadas por las ecuaciones - -
(11.2.2), tenemos que :

e

Nin == (1-€)

oo Ny, = o (100)

N Ny

% (1+n)

—— =T Nk,g

Nk

1
an 7 (1+8)

il
g
o
=3

1

aNg

1
Ne,§& 'T (1+TU

M_: Ne,’n

2 - (1-6)
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De acuerdo con las expresiones dadas por las ecuaciones
(I1.2.3) se obtiene :

X, = Nj,&xi + 'Nj,Exj + Nk,Exk + Ng,&xg

x,n = Ni,nxi + Nj,nxj + Nk,nxk + Np,nxg |
LR R (I1.2.15b)
Y,& = Ni,Eyi + Nj,&yj + Nk,Eyk + Ng,&yp SN

y,n = Ni,nyi + Nj,nyj + Nk,nyk + Ng,nyyg

Tensor de esfuerzo,

De acuerdo con (I.4.22), los esfuerzos en puntos especificos
de cada elemento se obtiene mediante la siguiente expresiodn :

g =DB ae (1I.2.16)

donde D es la matriz de pardmetros eldsticos, como se menciona

anteriormente, para el caso bidimensional de un estado de esfuer
Z0S. '

N a— v 1 0 o (11.2.17)

- 1
0 0 -2—(1"\))

y B es la matriz de deformaciones ya mencionada.



- 35 -

Para poder evaluar las ecuaciones (11.2.5), (11.2.8) y -
(I1.2.16) a fin de obtener el estado cinematico formado por el -
vector de desplazamientos y el estado mecédnico formado por los -
tensores de esfuerzos y deformaciones unitarios es absolutamente
indispensable calcular el vector desplazamiento nodales a de -
la estructura. Con la ecuacién (I.5.8) :

3. (ke) a =% f, L (I1.2.18)

en donde oLy (ke) constituye el ensamble de las matrices de ri

gideces de cada uno de los elementos que conforman la malla a -
constituye el vector que contiene las dos poéibilidades de des -
plazamiento en las direccionés x y y, para cada punto nodal -
que conforma la malla y fe constituye el vector de cargas globa
les que contiene las fuerzas de cuerpo y las fuerzas superficia-
les. De estas Gltimas sdlo vamos a utilizar las que se conocen

como cargas concentradas que consideraremos aplicadas Gnico y ex
clusivamente en los puntos nodales.

Matriz de Rigideces.

La ecuacién de la matriz de rigideces dada por

iy o

(1.4.27) es :

ke = | B, D Be ae dv | O (11.2.19)

Ve

Para un estado plano resulta ser.

ke =t | B'(x,y) DB (x,y) da (11.2.20)
Ae
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donde :

t resulta ser el espesor de la estructura

4

Al tomar en cuenta la transformacidén de variables:

1 1

ke = t J(E,n) B (Em)@B(Em)dEdn
C o (L.z.21)
Que en forma discreta nos queda :
M N . : o
ke =t £ I HmHn J(Em,nn)B" (&m,nn) D B (&m,nn) (I1.2.22)
8x8 m=1 n=1 8x3 3x8

donde :

Hm, Hn, son los coeficientes de peso para la cuadratura de -
Gauss, con M = N = 2, (Ver Apéndice E).

Em, nn, son las coordenadas locales de los puntos gaussidnos-
en donde se van a evaluar todas las ecuaciones. Ver en la -
figura 1II.2.1b los puntos 1, 2;v3;q4;WNMMWMMWMMNTHMﬂJAyv

'

Si M =N = 2, la ecuacidn anterior se puede escribir como :
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ke=t[Hx J(&1,n1) B (Enm) DB (Eum) *Htz J(El,nz) B (51, nz)
+ Haly J(€2,m3) BT (£2,n1) DB (£2,m) *+H3 J(€2,02) B (82,12) DB (£2,n2) ]
(11.2.23)
Cada producto de'los arreglos anteriores representa el ?alor
de 1a matriz de rigideces evaluada en los puntos de coordenadas -

(€i, ni) de cada elemento. Por tanto en forma condensada pode -
mos representarlo como :

ke =k *+ Kiz + ko + Koo - (I1.2.24)

8x8

Vector de Cérgas .

De acuerdo a la ecuaci6n (I.3.28) el vector de cargas es:

fe= | Nlxdv+p| N'T ds  (II.2.25)

T ds = 0 | . (11.2.26)

©
=z
~

x dv = t pI_‘_ITx da (I1.2.27)
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Puesto que x es el vector fuerza por unidad de masa, el pro-
ducto de la densida p y el vector x(p x) es un vector de fuer-
za por unidad de vollimen, que se puede representar en sus COmpo -
nentes x, ¥ de un sistema ortogonal de referencia como :

cos o
px = PV | SR T (II.2.28)
sen o L :

donde :

pv, es el peso volumétrico que obtuvimos de multiplicar, px.
o es la direccién del vector peso de la estructura en cada -
elemento con respecto a un sistema ortogonal de referencia.

Por tanto la ecuacién (II.2.25) en forma discreta nos queda-
ria como : '

I

M N
fe =t [ L, I HnHn J (Emmn) I;JT (Em,nn)‘J P X oy (I1.2.29)
g2 el

si M= N= 2, la ecuacidén anterior se puede escribir como :
o

‘ke =t [Hf J(&1,m) NT (E1,m1) +HaH2 J(E1,n2) NT (E1,n2) +

: : Pv cos o
+ HaHiJ(&2,n21) NT (E2,m1) *+ Hz J(E2.,, N2) I,‘_IT (€2, nz):l [ }

Pv sen «

(TT.2.30)
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Ondenamiento de £as ccuaciones de equilibrio de La estructunra.

Este ordenamiento de las ecuaciones, se hace con la finalidad
de realizar el ensamble de las ecuaciones elementales (ver sec -
cién I.5) una vez encontradas las matrices de rigideces y los vec
tores de cargas de cada uno de los elementos en que se discretizo
la estructura. El ordenamiento depende de la numeracién de los -
puntos nodales, que puede ser arbitraria. La localizacidén de los
coeficientes de la matriz de rigideces, depende de esta numera --
cién. La que se recomienda es la que provoca que tales coeficien
tes queden lo mds cercanos a la diagonal principal.

Una vez definida la numeracibén de los puntos nodales, se pro-
cede a obtener el ordenamiento de los grados de libertad de la -
siguiente manera.

al Se le asocia a cada punto nodal un indicador de grado de 1i -
bertad. Este indicador es nulo si el punto nodal tiene liber
tad de moverse en la direccidn considerada y vale 1 si su --
desplazamiento es nulo. Este arreglo se representa con ID(NGL,
NPE), donde NGL es el nGmero de grados de libertad por pun-
to nodal, para nuestro caso es 2, asociado a las direcciones
Xy, Yy tespectivamente y NPE es el nfimero de puntos nodales
requeridos para construir la malla,

Si trataramos de ordenar las ecuaciones elementales de la
estructura mostrada en la figura, obtendriamos el siguiente -

arreglo :
9 7 5 3 1
4 3 2 1
10 8 6 4 2

Fig. II.2.2 Numeracidn de los puntos nodales y elementos finitos.
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S ID =]

(11.2.31)
A continuacién se procede a la numeracidn de los grados de 1i
bertad de los puntos nodales.. Esto se hace en el mismo arreglo

matricial, ID recorriéndolo por columnas de la siguiente mane-
ra :

b] Si es uno se sustituye por un cero,

¢) Si es un cero, y si es el primero, se sustituye por el nlmero
uno que es la primera ecuacidn de equilibrio; a partir del sg
gundo cero en adelante, se sustituye por el nfmero de la ecua
cién de equilibrio anterior mids uno. Para nuestro ejemplo -
tendrfamos entonces : '

ID =

(I1I.2.32)
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Para conocer los grados de libertad 'de cada elemento finito,-
es necesario saber cuales son los valores de los puntos nodales
i, j, k & de la referencia local (Fig. II.2.1).

Una vez hecho esto es conveniente construir un arreglo vecto -
rial, IE, con NGL *NPN elementos, donde NPN es el nlimnero de
puntos nodales del elemento. Para el ejemplo este vector se cons
truye como se indica :

- - I — - - - -
7 11 15 iy
8 (2 N R e
(m |3 @ | T w T
IE = | 4 IE =| 8| IE =] 12 | 16
% I A 5 R N B
2 6 L e I
6 10 O 7 U R

C(I11.2.33)

De 2 en 2 renglones se va colocando el nGmero de ecuaciones
que corresponden a cada nodo en el orden mencionado, por ejemplo,
para el punto nodal i del primer elemento es el nodo 4, si lo
buscamos en la columna 4 del arreglo ID, tendremos las ecuacio
nes 7 y 8 que controlan los 2 grados de libertad de ese nodo,

y asi sucesivamente para el nodo j del mismo elemento que es 2
tendremos las ecuaciones 3 y 4 etc.

Y en general el arreglo IE para fines del algoritmo quedaria
representado como :



IE(e)

Ensamble de la matriz de rigideces.

10(1,
ID(2,
ID(1,
ID(2,
ID(1,
ID(2,
ID(1,
ID(2,
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IES (1)

1E°(2)
1E%(3)

IE?(4)»'
| %)
1ES(6)

IE%(7)
IE%(8)

(I1.2.34)

De acuerdo al ordenamiento de las ecuaciones de cada elemento

finito, la forma de llevar a cabo la sumatoria que aparecen en -

la ecuaciédn
ecuaciobn :

(I.5.8)

IE®(1) IE(2) 1IES(3) 1IE®(4) 1IE®(5) IE®(6) IE®(7) IE®(8)

=

e
ki

e
klZ

e
k23
e
Kas
e

Kya

e

Ks3

e

k63

e
k73

Kas

e
kiv

e
kzy
e
k3
e
| N

e
kisy

kis
ks
X5s
ki s
KSs
Kes
K7s

Kos

kf7

4
k27

e
k37
e
kg7
e
ks7

e
K&7

e
k77

K57

se muestra esquemdticamente en la siguiente

IES(1)
IE%(2)
1ES(3)
IES(4)
IE®(5)
IE®(6)
IES(7)
IES(S)

(II1.2.35)
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Este arreglo se interpreta de la siguiente manera. Por ejem-
‘plo, el elemento KSs de la matriz de rigideces Ke del elemen
to finito e, debe sumarse al elemento Lk(IE®(4), IE®(3)) de 1a
matriz de rigideces k de la estructura.

Ensamble del vector de cargas.
La forma de llevar a cabo la ecuacidon (II.2.25), segln la -

restricci6én impuesta por la ecuacidn (II.2.26) se muestra esque
miticamente en la siguiente ecuacidn :

g1 | 1851

£2 | IE°(2)

£5 | 1E°(3)

P o= | B | IES(H)
€ e |t (1I.2.36)

£2 | IE®(6)

£ | 1E%(7)

B £ ERNC!

Que se interpreta de la siguiente forma. ‘Por ejemplo, el ele
mento £3 del vector de cargas £° del elemento finito debe su
marse al elemento f  (IEe(3)) del vector de cargas F de la es
tructura.
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El algOritmo puede trabajar tambi&n con cargas concentradas
que son un: caso partlcular de las cargas de superficie, para lo
cual 1a ecuac16n (II.2.26) no va ser nula, y tampoco va ser ne
ailzar su 1ntegrac1on ya que vamos a considerarlas con

cesario-
centradas en 1os nodos.

Al resolver el 51stema de ecuaciones algebraicas representado
en la ecuac16n (I. 5 8), se obtlene el vector: de desplazamlentos
de los puntos nodales '

Conoc1do el;i_f'” se puede calcular los correspondlentes
vectores de desplazamlento'de los elementos flnltOS.N ae , como

se indica a contlnuaqlén;

1 wastm I

| waEe) 1w

| iU(IE%Sj) ?vj N ﬁ§

fée - Cw(IE®) | = uy
S (ETSY) K. (11.2.37)

1 u(IE‘??)) B -

S B WA 227 A B 1 e e eovirnt .

Para 1a solucnén del sistema de ecuac1ones algebralcas llnea-

gulacién Cholesky ) debldo a las caré‘terlstlcas?d‘
que presenta la’ matrlz global de'rigldeces} (ver ref. N
pag 157 ). \ Codne
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11.3.- Aspectos Generales del Algonitmo.

Conociendo los mecanismos quevsevpreténden automotizar
resulta conveniente presentar el diqgrama‘de flujo del --
programa, mencionandopara que sirveVCéda subrutina, ver la
figura II.2.3, los detalles se mencionan a continuacidn:

Proghama Principal.- Controla 1ast$uﬁrutinas de manera -
independiente. . . ’

CONTRA :

Controla la memoria utilizada en cada corrida.
‘Menciona donde nos hizo falta espacio en memoria.

Una ventaja que ofrece el algoritmo es que almace-
na los datos y resultados necesarios en un sdlo vector -
A(10000) y delimita por medio de etiquetas (N1,N2,N3, etc.)
el espacio de cada arreglo a fin de localizarlo cuando -
sea necesario.

1 N1=1
ID(NGL ,NPN) |

NZ=N1+ NPN*NGL
XY Z(NEN,NCL) st e o e
-~ (11.3.1)
A = N3=N2 + NPN *NGL
ENP(3, NMA)

N4=N3 + NMA*3
etc.
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Los arreglos que forman la ecuacidn global de equ111br10 de 1la

de la matriz global de rigideces tenemos que su dlmen51on es  --
igual a: dos veces el nfimero de puntos nodales para los renglones
y lo mismo ‘para las columnas porque constltuyen un arreglo cuadra
do, el‘dos se debe a que estamos trabajando en un plano bidimen -
51ona1 y'atrlbulmos a cada nodo dos grados de 11bertad

Para‘el caso del vector de'cargas-su'dimension e igual'a;ﬂldos
veces el nlimero de puntos nodales. ‘

Por Gltimo cabe decir que todos los demids arreglos que se ge-
neran son borrados una vez que ya no se les necesita o se mandan a
almacenar a un disco, con la finalidad de no saturar el espacio
en memoria asignado.

Por tanto para realizar una corrida satisfactoria se debe re
servar un espacio en memoria en el vector A de por lo menos:

2 * NPN * 2 * NPN Dim. de la matriz global de Rigideces.
+ 2 * NPN Dim, del vector global de cargas.

2 #NPN Dim, del vector desplazamiento.

- Dim. minima del vector A

CORCA :
Lee las coordenadas cartesiahés'dé‘165vahf05-nQda1és.
NUMEC

Numera las ecuaciones de equilibrio de cada elemento fi
nito para formarse el arreglo 1ID,
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MATHOK :
Lee los datos de los parametros eldsticos de cada mate -
rial (E, Nu, Pv) ' .

ELEFIN :

Establece las ecuaciones de eqdilibrio de cada elemento -
finito (Xe, Fe). fParaflo Cuai.‘-

MACEPE :

Calcula la matriz de parémetros elédsticos,

MABNCL

Controla las subrutinas para obtener lo necesario para
calcular la matriz B. Para lo cual.

FUFCL :

Calcula las funciones de forma.

DFUF :

Calcula las derivadas de las funciones de forma res
pecto a las coordenadas locales,

DFUFCL :

Calcula las derivadas de las funciones de forma con-
respecto a las coordenadas globales, el Jacobiano -
de transformacién y las derivadas de las coordena -
das globales con respecto a las locales,

MATBCL :

Calcula la matriz de deformaciones Be



- 48 -

CoXyce :
Calcq1§ﬂlas;¢6§r@éhadgs giébaiéé'én‘los puntos gaussia-
‘nos o puntos de integracién de cada elemento (&, n).
VEICL

Forma el vector 1nd1cador de ecuac1ones de cada elemen
. to. IE ( e %

GUADIS :

Almacena en“diQQQ;§11VéQﬁOpfﬂfEef‘ ) de cada ele
mento.

MARTE?P :

Ensambla las ecuaciones elementales ke, para formar la
~matriz global k de la estructura. Para lo cual,

CEROSM :

Forma una matriz nula de dimensidn dada.

LEEDIS :

Lee los vectores IE® ( ) almacenados en disco.

TCHCUA - '

Trianguliza la matriz global de rigideces por el méto

do de Cholesky.

VECPEC

Ensambla las ecuac1ones elementales fe, para formar el‘
vector global F de la estructura. Para lo ‘cual.
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CEROSY :
. Formar un vector‘nulbrdéxqimeﬁSién dada.
LEEDIS :
Lée»lqsfvéctor§$_llﬁevc ) almacenados en disco.

FUEXPU .

, -Lee 1as fuerzas concentradas externas que se apllcan
”fen 1os puntos ‘nodales.

- SCHCUA : |
Resuelve el sistema algebralco resultante ](a = F,
Por medio de la sust1tuc1on por renglones del metodo de
Cholesky. e ' :
DESHOND :

Imprime los desplazamientos nodales obtenidos.

ESFUCL :

Calcula los esfuerzos, principales y las direcciones -
principales en los puntos gaussianos de cada elemento.
Para lo cual. '

LEEDIS :
Lee el veétor IE? ¢ ) y JE® ( ) almacenados en
disco. ' ' '

MUMAVE :

Desarrolla la multlpllca01on de una matrlz por un -
vector DB - ge.,



GUADIS :

LEEDIS :

" ESFPCL :

DEFUCL :
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Guarda en disco ‘los esfuerzos calculados para cada -
elemento,-;BSe (v”)."

Lee el vector;iJEe;(ﬁ_) y elfvectdr_ ES?FC ) - de ca-
da elemento. . 1 SRELICI e by

vecc1ones pr1nc1pa1es -

Calcula los esfue las g
gau551anos‘de cada elemento,

en 1os‘puntp;_

Calcula las deformaciones unitarias y las deformaciones
miximas y minimas en los puntos gaussianos de cada ele -
mento. Para lo cual. ‘ ‘

LEEDIS :

TEDFCL :

Lee el vector IE ( ), JEe ( ), ( '), almace-
nados en disco. Y |

et £ e ey ey S M R A A

Calcula las.deformaciones unitarias Exx, Eyy y Ezz
en los puntos gaussianos de cada elemento.

ESFPCL +

'fCalcula las deformac1ones méxlmas y minlmas

‘ hac1endo una sustitucién de varlables.
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 DIAGRAMA DE BLOQUES DEL ALGORITM

"PROGRAM A PRINC

GONTRA | | coRcA MATHOK ELEFIN MARIEP VECPEC | | SCHCUA ::SI:‘YW ESFUCL DEFUCL
€ ¥ 3 ¥ ¥ '3 ¥ ¥
CEROSM | | LEEDIS TCHCUA | | cEROSV | |LEEDIS FUEXPU LEEDIS TEDFCL esrchJ
v ¥ Y L) ¥ ) 1 ¥
MACEPE | | MABNCL coxve VEICL BUADIS LEEDIS MUMAVE GUADIS LEEDIS ESFPCL
! } ¥ . : ' I oeFucL
' ESFUCL ESFUCL
FUFCL DFUF DFUFCL | | MATBCL CEROSY SXX 6y 5%

R EEEEE © FIGURA IT.2.3
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11.4.- Especdficacidn de Variables,

NEF.-
NPN. -

NMA.77 7Nameno.d¢;,f: F

Nee.-
hee.

L}

NGL.-
NEC.-
NEN. -
NEP. -
 NEAA. -
ENP. -
IP1.-
TMA. -
1E.-
IEJ. -
IFC. -
10.-
1P.-
XYZ.-
EFCL.-

RGC. -
FC.-

Namero de elementos finitos.
Namero de puntos nodale:s. ‘

;'5‘que &onman La umuctwca.
Ndmero de cond,cuone:& de carga.

Na:ne/w‘lc’ié coandenadazs por punto.

Ndmero de grados de Libertad de cada punto nodal.
Nimero de ecuaciones.

Nimero de ecuaciones con desplazamiento nulo.
Nimero de ecuaciones con desplazamiento prescrito.
Namero de elementos del arreglo A.
Caracternisticas del matenial (E, v, Pv)
Indicador de Los puh,to»s de {nteghacibn,

Ind,c'cadod ded material.

Indicador de ecuacién.

Indicador de efecucidn.

Tndicador de Las 6LLUL‘Za/5 concentradas,

Tndicadon de Los ghados de Libertad de cada nodo,

TIndicadon del problema.
Matriz de coondenadas cantesianas de Ros puntos nodales.,

Ma,t/uz de esfuenzos del cuadrilatero Eineal,

Matriz de nigideces del elemento finito.

Matriz de rnigdideces de La estructurna,

Vecton de fuenzas de cuenpo del E.F,
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Fee.- thon de 6uejczazs”de cuMpo de La e/sﬂwc,twta. L
NOD. Vec,ton de
D .- Matriz de pa/zamewaA dcuuco/s.

pﬂazamx.ento/s nodales de La u&uatwta.

B .- Matriz de deﬂonmauonu

FN.
A .- Aureglo de 1_04

Funciones de- 60)1‘

w .- Areglo de Los p:’ uén gau,s,s,uma
ANG, - Angulo de mc&mauén ;Ao de za o/st)mctwm con
respecto a un Autema Qa/uteé&ano fde /Leﬂenenua ‘
ESP.-  Espesor de fa estructuwra. = g
CA.

Coseno de La ANG para obtemm !&aA camp. de,(l per
direcedbn  x . ‘ o

SA .- Seno de ANG para obtener Las  comp. de,?. per en Ea oLvLec-
cibn y. .

EL Listado del programa se vernc;p.é_'n}tna _4!.""”6"41na1’,}_ jdgf_ -

trabajo, apendice A .

A continuacibn se muestran variod ejemplos que han s4ido procesa-
dos pon el algoritmo descrito, con La Lhnformacibn de sus pardmetnros
eldsticos y su geometria. Los nesultados se muestran a una escala -
verticial exagerada; el campo de desplazamiento desarrollado de La -
aplicaciOn de un sistema de cangas, asi como también Los valores de
esfuenzo acumulado evaluados en Los puntos gaussianos de La estrue -
tuna. EL acuerdo convenclonal que sigue este algonitmo es: Compren
sdones, Negativos, Tensdones Positivas.
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ESFUEKLUL ASUCLADUS AL SISTEMA GLUIAL
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Ny, X Y

1 6,42 0,21

1 .42 UL.1Y

1 T8 0,21

1 T8 U 1Y
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EJEMPLO No.3
( SIN CONSIDERAR LAS FUERZAS DE CUERPO)

______________ e e - e

DESPLAZAMIENTOS NODALES (m)
No. NODOS  DxX10"*  DpyXl10®

£ -18.,9755 0.0

2 -11.5909 0.0

3 - 8.8507 ~-11.3034

4 - 8.8508 ~-11.4657

5 |.4525 0.4463
8 - 5.9322 - 0.4460

7 4.3710  11.4659

8 4.37011  11.3036

9 7.0112 0.0

10 14.4958 0.0

E=2.0X10%T/m?

V=0.2

Pv=2,4T/m3

Esc/5X10°%( m)
——

EDO. PLANO DE ESFUERSOS
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Capituro I11

APLICACIONES EN LA RESOLUCION DE UN PROBLEMA,

111.1.- Introduceibn.,

En este capltulo se da una apllcac10n al MEF en e1 cam
po de la Geof151ca P T : PO

Se trata de anallzar 1a d15tr1buc1on de esfuerzos sobre‘
kla 1inea 6 margen derecha del Proyecto Hldroeléctrlco Agua~
mllpa Alternativa Colorlnes ublcada a lo largo del eJe de -
la cortina del anteproyecto de concreto gravedad (Ver ref.
11, Cap. IV y V).

En un trabajo de factibilidad de una obra civil, el in-
geniero geofisico interviene en la obtencidn e interpreta -
cién de las propiedades fisicas del terreno en las que el -
ingeniero proyectista se basa para el disefio de sus estruc-
turas. Este trabajo va dirigido a los geofisicos interesa-
dos en los desarrollos del area de geotecnia para que con -
ello se logre obtener una pequefia participacidén mis en este
campo.

T11,2.% Mé%odo de Crossadit.

o Esta
celdas_c
un valor

a ﬁ@é"iﬁa”(Vér'réf 11, Pag 40), d1v1de en
iTe ei_medlo contlnuo en estudlo ~ Asigna
’k‘alkde veloc1dades a cada una. Calcula los -
tlemp05'teor1cos de arrlbo y los compara con. los valores --
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obtenidos en campo a través de tendidos cortos situados en las pa-
redes de socavones que llevan una alineacidn mids o menos paralela,
en uno de los cuales, se colocan los puntos de tiro v en el otro -
se detectan los frentes de onda y de acuerdc =z c¢rrer entre el no-
delo propuesto y el obtenido con los datos deo conpo, se modifican
las velocicedes de modo iterativos, de manera que la diferencia -
entre los ticopos reales y tebricos disminuyes ¢n cada iteracidn | -
hasta lograr el mejor ajuste de velocidad de cuda celda. (Ver ref.
12, pégs. 96G9-988).

En base a csto si hadgméSf¢6hCidir la malla presentada$fen -
la ref. 11, fig. XVIII con la propuesta para resolver nuestro pro-
blema estaremos dando continuidad a la Teoria desarrollada en 1la -

ref. 12 en el campo de la elasticidad lineal. Ver fig. XvIiir‘4 -

200+
— SIMBOLOGIA —
’ €D-4
- & PUNTO DE TIRO - SOCAVON 6C 3vr oy Toi; 5T ¥
o'"? : E N . by
. v SISMODETECTOR ol B e
- " K LA
- 2.8 VELOCIOAD DE CELDA : ' 3
™ EN Ke/S, .
150 :
z CD-4 BARRENO 4 .
w SOCAVON 4C m
z ) 1 ' s
©i23
(%)
L
>
w
100
w
X 1,
75 Tt STl oocavon 2¢
150 125 wo 75 50 25 4 25 50 7
[SCALA CRAFICA CADENAMIENYO EN METHOS
07S 10 15 2 . on V) N A M
FACULTAD DE INGEN:ERIA
Vo ¢ 3.0
TESIS PROFESIONAL
: . RESULTADOS DEL CROSSADIT MEo.ANTE
30 Cvp <40 CARACTERIZACION SISMKCA [N 107 SDCAWRES
. 2,416, SOBRE LA LINCA ¢ MaF LN DERECHA
Vp > 40 ALTERKATIVA COLORINES Py AGLAMLPR
J.J. Brienes G. Fig XVill
(4)

reproduccidn fntegra hecha con autorizacién

del autor.
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Por otro lado sabemos que existen diferentes técnicas geofi-
sicas para determinar las propiedades eldsticas de un material -
(ver ref. 13), pero en base a que tenemos las velocidades sismi -
cas en cada celda y a que solo nos intereza conocer el médulo de
elasticidad (E) y la relacidn de Poisson (v) en cada elemento fi-
nito utilizaremos las ecuaciones convencionales desarrolladas para
un material homogéneo e isotr6pico (ver ref. 11, padg. 38) que nos
permiten relacionar las velocidades longitudinal y tranversal con
los pardmetros eldsticos mencionados. De la siguiente manera:

T
VL =, (#-2v)¥3+\9 ( km/seg ) ‘(III¢2.1)
VT = // 70 (1 E ) ( Km/seg ) (III.Z.Z)

donde :

p representa la densidad del material contenidovgn’cada -
elemento finito, en (kg/m®) (de laboratorio 6 registros gama-gama) V,
representa la velocidad de las ondas trasversales,

V_ ~representa la velocidad de las ondas longitudinales.

Por tanto :

E=20 V2 (1+V) ( T/m* ) (III.2.3)
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y .
VL Y
172 (g )7 - 4 e T
) 1, (- adimensional ) (III.Z2.4)
() -1 |

Para el caso de no haber tomado en campo los tlempos de arri
ba de 1la onda trasversal puede considerarse la aproximacién si --
guiente siempre y cuando la pre51c16n del trabajo lo permitan.

( Km/seg ) ~ (1I1.2.5)

(III 2 4) vy (III 2. 3) con Tos va-
_;presentan en la fig. XVIII podemos -
encontrar los parametros eléstlcos cardcteristicos de cada. elemen
to finito, necesarios para: nuestro algorltmo La tabla III.2.1 -
contiene los resultados- obtenldos

Evaluando las ecuac1o es
lores de velocidades que s

TABLA  I11.2.1

Elemento Vi, Vp Pv

» E
1 2.8 1.6 2.66; | o.71 2.374x10°
2 38 2.2 . 2.80  "0.68 4.642x70°

3 38 2.2 ©2.80 0.68 4.642x10°

125
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111.3.- Aplicacién del Método de£ Eﬁemento F4n¢to a Problemas

' Geoeétauctunaﬁeb.’ i
"Hlpote51s del Método de’ Anallsls

1.-  Se. supone un campo de desplazamientos de varlac16n 1i -
fjneal para cada elemento finito. e |

2.- Las ‘UerZasique actfian, sonxpiéaﬁéidés‘@§§ e1 pe-

~ so propio. v ST S
3.- 'La base de la seccién 6 es rigida.

-~

Malla de ElLementos Finitos.

En la figura III.3.1 se muestra la malla utilizada -
en el anadlisis indicando la numeracién de cada uno de -
los puntos nodales que forman la estructura, esta cons-

~tituida por 124 elementos repartido en dos mallas; una
de 89 y la otra de 35 elementos limitadas por 106 y 45
puntos nodales respectivamente,

Programa de Computadona.

A)  Propdsito.

Determlnar medlante un metodo de andlisis de aproxlma -
c16n el problema eléstlco de d15tr1buc1on de esfuerzos-
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en un macizo rocoso. A manera de eJemplo se propone el presen-,

tado en el margen derecho de la flgura XVIII.

B)

Entrada'&éﬁDéﬁbéi‘

1.-

NEF, NPN, NMA, NCC, NCP, ‘NGL,‘\ I‘E‘.J';,'_'.‘ ]

Encabezado de 20 espac1os como maxlmo que se almacena en
la varlable alfanumerlca

NoMES

Informacidn General.

.. En,ddnde,con:'

TIEJ.- Indicamos si queremos que nos escrlba algunos re-
sultados parc1a1es. '

IP.- Indicamos si queremos analizar un estado plano de

esfuerzos (IP = 0), 6 un estado plano de deforma-
cién (IP = 1).

La especificacidon de las variables restantes se -
encuentran en el apartado II.4, pag. 51.

. Coordenadas Cartesianas de los puntos-nodales de la -

malla.
N, X, Y, ID(1), ID(2). En donde,.con

N .- Indlcamos el nﬁmero delpunto ﬁbdél.'
X .- Su coordenada en x.»*:'" .

V.- Su coordenada en y.



5.-

ID(4).- Indicamos los grados de 11bertad de cada punto -
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nodal. (ID(1) envla d;recc1on x, ID(2) en la di-
reccidn y)}gpp‘gl,pgmurq‘0.51 existe desplaza --
miento en esa direccidn y con 1 si no existe.

cos ‘de los materiales.

N ;;ffIndlcamos el: nﬁmero ddlmaterlal qﬁeifo:man la

malla.

“E = Indlcamos el modulo de elast1c1dad 0 modulo dek-
”‘Young expresando en Ton/m?. S

v .- Indicamos la relacidén de Pisson.

Py .- Indicamos el peso por unidad de volfimen de cadé
material.

Datos del Problema.

ANG, ESP. En donde,‘con : B

ANG. - Indlcamos el dngulo que forma el vector peso -

ESP.- Es el espesc de'la,estructura ﬁque-para'el ca-
so de deformacidn plana, este siempre es unita-

rio.
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6.- Datos de los Elementos Finitos.
N, I, J, X, L, IPI, IMA. En donde, con:

N.- Indicamos el'nﬁﬁéfode_gleméntq;fdé“lalhalla.

I J K L Indlcamos el ntm

IPI1 .-

en los que evaluamos 1as ecu: ones equili
brio de cada elemento. s
Ejemplo: Si ponemos IPI -Z estaremos in-
dicando que haga la evaluac16n en cuatro pun
tos de cada elemento. Dos en la direccidén &
y dos en la direccibén n.

IMA .- Indicamos con un nfimero los diferentes mate-

r1a1es que componen la estructura,.,»

7.- Nombre de las Condiciones de Carga.

COCAR
N NC, KFC
NC, Fx, Fy

En donde, con :

COCAR.- Indicamos en un encabezado de un midximo de 20
espacios, el tipo de cargas que estamos consi
derando (Fuerzas de cuerpo y/o cargas concen-
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tradas en los nodos).

NNC.- Indicamos el nfimero de nodos que se encuentran
cargados. ' e

KFC.- Indicamos si quéfemosuCOnsiderar las fuerzas de
cuerpo (KFC = 0, no se consideran y KFC = 1, si
- se con51deran) Fe

NC.- Indlcamos el nﬁmero de nodos que se encuentran
'ca1gados.; Loruiy

Fx, Fy.- Indicamos la magni
i ﬂi(en toneladas) que'se aplican al nodo cargado.

c) Almacenamiento de Datos.

Los datos anteriores se recomienda almacenarlos
”énfﬁh.éidhiV67de'datos en el Orden presentado.

‘ El formato de entrada es libre para todos. Por
'tanto este archivo de datos debe quedar de la siguien
S te forma : '

 NOMES
- NEF, NPNf NMA’°NCC NCP, NGL, TEJ, 1P
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COCAR
© NNC, KFG
NC, Fx, Fy

?) Resultados
Para cada corrida el programa Imprime :

1.- El vector de desplazamientos nodales.

2.- El vector de esfuerzos oxx, Oyy, Oxy.

3.- El arreglo de los esfuerzos y direcciones prih-
cipales, SS1, S§2, V MAX, DIR.

4.- El arreglo de deformaciones unitarias exx, eyy,

exy, €zz Yy las deformaciones midximos y minimos,
EMAX, EMIN.

E) Limitaciones.

1.~ El vector A del programa principal que contro-
la la memoria estard sujeto a la capacidad de ca
da midquina. '

. 2.- Serd necesario que la miquina cuente con una uni -
~dad de disco para poder almacenar resultados par
ciales que en general consumen mucho espacio en
memoria independientemente del minimo requerido
por el vector A.

3.- La malla debe disefilarse previamente, con todas -
las consideraciones geométricas necesarias. De
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_eSte ordenamiento de puntos nodales y elementos
'flnltos dependera la aproximacién del método.
La ref. 6 cap. 4 y 11 menciona algunos criterios
 para el dlseno de mallas.

‘El programa s6lo calcula valores numéricos de -
los tensores de deformacién y esfuerzo, no pre -
senta ninguna grafica de contornos o perfiles -

a partir de los cuales seria mucho mas sencillo

.. su anélisis e interpretacidén pudiendose hacer -
"~ las modificaciones pertinentes en pantalla.”

Resultados.

Desplazamientos Nodales.

En 1a fig. I1.3.2 se presenta 1é'¢Onfigufécién
de la malla debida a los desplazamiehtos noda -
les que produce el peso propio de la estructura.
Puede apreciarce que la tendencia general es ha
cia abajo y hacia su parte de mayor volumen.

Se observa que los maximos desplazamientos ver
ticales para esta condicidn de carga.ocurren en
los elementos de las capas inferiores con una -
magnitud superior a los 0.17 m.

El modelo adaptado para representar el compor
tamiento del material es eldstico no tanto por-
At*”la forma

que dicho modelo represente realm“

de comportarse de los materlales ! componen -

e 5

‘bien porque con ello se re-

el masiso, sino m
presenta satisfacﬁorlamente el comportamiento -

de todo el conjunto, es decir de la estructura
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en si, Por tanto, los resultados obtenidos deben conside -
rarse unicamente representativos del orden de magnitud y de
distribucibén en las capas y no como un resultado de exacti-
tud matemdtica sujeto a comprobacién experimentada.

Distribucidn de Eéﬁue&zof

III 3.3 se muestra la magnitud y distribu -

'”ciénfdé,lq eSfuerZOS-cortantes maximos correspondientes a

lé7cdhdicién=dé'carga de gravedad. Se puede observar que -

en: gen ral,xpara un mismo nivel los esfuerzos son mayores -
en 1a zona del material de mayor rigidez.

Exlste una zona de concentracién de esfuerzos en la --
'parte baJa de la estructura, con tendenc1a a incrementar la

magnltud del valor del esfuerzo en 1a parte expuesta a la -
pre516n ‘hidrostitica. ‘ '

‘ La distribucién de esfuerzos en 1a arc111a varia nota-
blemente para un mismo nivel obteniendose en este caso ma -
yor contraste en aquellas capas con mayor 1nd1ce de satura-

~c1on de agua.

Nl

En las flguras III 3 4 y# IIf355ASé presentan las mag-
n1tudes Yy d15tr1buc1ones de 1os esfuerzos maximos y minimos

respectlvamente.

Todoswlos*valores "de "los” esfuerzos principales maximos

contenldos en las ‘zonas centrales de las mallas analizadas
son de compre51on a exepcidén de los contornos comprendidos
kar“elftalﬁd del masiso y las paredes de los socavones que
~muestran en estado de tensién con tendencia a incrementar
“su valor en la parte superior del socavén 2c.

*Pese a que el algoritmo provee a las compresiones de signos negativos nosotros

al momento de hacer la interpretacidn en las figuras siguientes adoptamos lo -
- ] . ()

expuesto en el apéndice F. Es decir, lo contrario.
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Para el caso de los esfuerzos principales maximos de ten-
sidén localizadas en las partcs proximas al pozo CD4 y en base
a los bajos valores obtenidos de esfuerzos cortantes en esas zo
nas se pueden delimitar posibles franjas de fallas asociadas al
Proceso de perforaciodn.

En las figuras III.3.6 y III.3.7 se muestran los resulta-
dos del analisis de carga de gravedad en los cuales se observan
las distribuciones de los esfuerzos asociados a las direcciones
x yy de un sistema ortogonal de referencia. V

Se observa la presenc1a de concentrac1ones de ambos es -
fuerzos en 1a base de 1a cortlna., '

Los esfuerzos acumulados horlzontales y vertlcales maxi -

mos se presentan en el terc1o s_perlo

=

material arcilloso.

Existen franjas de tensién en el talfid principal, siendo
ligeramente mayores los valores del esfuerzo conforme nos acer
camos a la base debido a la presidén hidrostdtica.
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AAplicaCién del Método del Elemento Finito a problemas-

de distribucibn del potencial eléctrico en el subsuelo.

Partiendo de lo anterior en esta seccidn presento

©una aplicacidn mis del método a la geofisica, con la -

finalidad de respaldar la utilidad que nos brinda.

Se advierte que la moderaciln que se usa en esta
seccibn es la matemdtica y consiste en expresar el fe-
némeno en el dominio del elementc finito, de esta for-
ma quedan susceptibles a automatizarse mediante un al-
goritmo similar al propuesto anteriormente. |

Siguiendo'la secuencia esquendtica presentadﬁyal
principio del capitulo I, una vez discretizado el con-
tinuo en un nGmero finito de elementos interconectados
mediante puntos nodales se procede como segundo paso a
la obtencidn de la ley de comportamiento de cada ele -
mento, tomando en consideracidn la formulacidén varia -
cional que la Teoria electromagnética nos ofrece en el
principio de Hamilton el cual nos dice: La energia -
por unidad de tiempo (potencia electromagnética) disi-
pada por un volGimen dado es minima. |

. Esto esppara el caso de una seflal continua, la
potencia electromagnética (y;) en un medio bidimensio

"~ 'nal ( Consultar Apéndice G) es: ‘

by = | Co(v)? - 21 6(x-x")8(z-2°)¢] dv (III.4.1)

o(x,2) .- rep;eséﬁtgfiaffuhéiaﬁﬁdyfﬁbﬁéﬁéialfeiéctrico
~ (E=-v4), -en el domini a frecu

o .- representa la conductividad 'del material.

en el dominic a frecuencia.

I .- representa la intensidad de corriente que se
inyecta al medio,
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§ .- Es la funcidén . delta de Dirac

(x’,z’).- Son las coordenadas de lafuente excitadora -
dentro del medio.

El gradiente al cuadrado nos proporciona un valor -
‘escalar, de acuerdo al siguiente desarrollo: |

20

Vg .V = c%—i—i,—-‘?i

2

(V¢)2

Q

” (vw RN L ('—?’-‘1 (111.4.12)

K; Varlable de Transformac1on ey»eluDomlnlo de Fourler

Mlnlmlzando la ecuacf

nr(III 4 1), de ac erdo'al prin-
cipio de Hamilton, se- obtlene '

'A’_\bT = A [c(v¢)‘2 21 6(x—x) 6_;(..12:-'2.’).4)] dv=0  (III.4.2)

v

- Donde, A significa la primera variacifn que opera so
bre la funcibén de potencial que constituye nuestra varia
ble independiente,

DISCRETIZACION DEL PRINCIPIO VARIACIONAL PROPUESTO.
con la finalidad de establecer la solucidén aproximada, -
podemos expresar los potenciales ¢ en funcién de los -
valores que esta funcidn adopta en los puntos nodales de
interés, para este punto ya debemos.téner elegida la geo
met?ia del elemento utilizado para la discretizacién.
Siguiendo el desarr011o de1 problema anterior en esta sec
c16n también se utlllza ¢l cuadrilftero lineal como ele-
mento genérico del contlnuo global, con nodos en sus 4 -
vértices denotados por los subindices (1,,3, k, 1), tal
como se presenta en la figura II.2.1. De esta forma la
expancién al valor de la funcioén de potenc1a1 se lleva a
cabo a traves de una aproximacidn lineal del tipo.
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¢ (x;2) = Ni (x,2) 1 +Ny (x,2) ¢5 +Nk (x;2) ¢k +Np (x,2) ¢p (I11.4.3)

Donde:

Las funciones N, son las funciones de forma referidas ahr
teriormente (en el dominio espacial) y las ¢n son los Valgréf
res que adopta la funcidén de potencial en los puntdsfnodalesf
del elemento de tal forma que sus valores quedan fijos en el
dominio espacial y solo dependen de los valores que adopta -
la corriente eléctrica y la conductividad_en;Iqumateriales.

Ordenando en forma de vector la ecuac16n (III 4 3) nos -

queda',
%e = N fe (II1.4.4)
Donde :
N=[N; Ny Ny Ne] S (II1.4.5)
oy qu; Cou o5 ¢k | % j | ‘ - (11146

Descomponlendo la 1ntegra1 (III 4 2), en una suma de in-
. tegrales. def1n1das .en. subdomlnlosw(elementos flnltos) de =
tal forma que el conJunto recupere completamente el dominio f}
total de la ecuac16n orlglnal .'De esta forma podemos expre'ﬁg
sar la ecuac1on (III 4 1) como

o A(Ve) 2- 216(x&x5)(z?z’)A¢b dv = E N 0ed(Vde) ? - 21e 6(x-x’)6(z-zf
i e=1 ) i

y V
v | ® MeJdv=0 (III.4.7)

Donde :

e representa un elemento genérico de la malla.
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Para un elemento finito la ecuacidén (III.4.7) se representa -

como ¢
f [0e & (Vde)? - 21, 8(x-x") 6‘(12-_2:’)“_23%:[ v =0 (III.4.8)
Ve : - L s c

sust. la ec. (III.4. 4) en la ec. (III 4 1a), se obtlene para el o
domlnlo del elemento finito '

| ,_ e D
cv¢e)2 Cgg ™ fe)? c =

Como el potenc1a1 electrlco en los puntos nodales es 1naepen
d1ente de las coordenadas espaciales, el operador d1ferenc1a1 -
solo queda aplicado sobre el vector N, de esta forma tenemos -

que?
7%; (N ¢e ) = Bx %e (II1.4.10)
y -
0 (N ¢e ) = Bz ¢, - (III.4.11)
az - - o SRR L L.
Donde
B = oNi ON3 - 9Nk oN2 .
o O (II1.4.12)
ONi 3N4  oNp AN '

=27 LTz 3z ez oz
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Son vectores cuyos componentes resultan de la aplicacién -
del operador diferencial sobre las funciones de forma ya cono-
cidas. Se puede apreciar que la forma de .estos vectores es si
milar a la presentada por la matriz de deformaciones del proble
ma estructural. La diferencia de las dimensiones se debe a -
que para este caso la funcidn sobre la que venimos operando -
(funcidén de potencial eléctrico) genera rangos escalares mien-
tras que la funcidn del problema anterior generaba rangos vec-
toriales (compohente de'desplazamiento €n X Yy en y).;

Sust. las ecs. (II1.4.10) y (III.4.11) en la ec. (III.4.9)
obtenemos: ' SR

(Vq)e)z = (.B be )2 + ( EE g_’e )2 + (K.N‘(l’e),z tIII.4.13)

Sust. las ecs, (III.4.4) y (II1.4.13) en la ec. (II1I1.4.8)

se obtiene:

. ' . . \
o E-B_Zz ( Bx .?'é)2+ Bda)e ( EZ‘. i)'e')2+ (Kljg.)e)zj
Va
~ 20§ (x-x") 6 (z-2) N }dv=0 (II.4.14)

aplicando el operador diferencial y reordenando, obtenemos:

20° (Bx ¢e Bx + BZ ge BZ+K?NggN)dv =\ 21 §(x-x?) & (z-z”) N dv
te Y (111.4.15)

Como ¢e no depende de las coordenadas espaciales, puede salir

del integrando:

( | o0e( Bx By + Bz BZ+ K®%N \)dv) ¢ = I §(x-x7) & (z-z’) N dv

v .
Ne © (111.4.16)



- 71 -

la ec. (III.4.16) expresada en columna nos queda:

T - R
(| oel Bx BX +Ba Bz +KANNTYAW) 6= |- T §(c-x?) §(z-z*)NT av
Ve «

Ve

(111.4.17)

Donde el valor de la integral en el segundo miembro solo se
evalua en los puntos de coordenadas (x!, z!) debido a la funcién
delta dé Dirac., De esta forma su valor es igual a cero si el -
elemento en cuestidn no tiene en su interior una fuente excitado
ra.

'Simpiificando la ecuacién (II1.4.17), obtenemos :

ke ¢e = Fe | | " (1I1.4.18)
- Donde :
ke = | e Bx Bx + Bz Bz + K*N N")dv
Ve ’
y :
Fe = |I 8(x-x’) &(z-2’) N'dv . (1I1.4.19)
Ve '

para recuperar el continuo global, sumamos las contribucio*
nes que aporta cada elemento a cada nodo. Estas sumas deben de
finirse en el programa minuciosamente a fin de considerar todos
los elementos finitos que contribuyen en cada nodo. Para tener
una idea particular de esto, ver las subrutinas de ensamble que
se utilizaron para resolver el problema estructural para formar
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la matriz global de rigideces y el vector global de cargas. -
Sin olvidar que para este caso estamos trabajando con funciones
escalares que resultan mds sencillas de tratar. De esta forma
la ecuacién que caracteriza el sistema queda representada mg -

diante:

K¢=F [(111.4.20)
Donde~£

n
IS = e£1 l_Se )
(I11.4.21)

F= eg‘l Ee

y ¢'= [¢1 ¢2 ¢3 ... 9n_] 0 = nGmero de puntos

nodales.
LY

El sistema expresado por la ec. (III.4.20), es del tipo 1li-
neal que resulta mis sencillo de resolver que el sistema original

expresado por la ec. (III.4.2).

Finalmente una vez obtenidos los valores del potencial en los
nodos de la malla, estamos en condiciones de aproximar la distri--
bucidén de ¢, a traves de la ec. (III.4.3) en cualquier punto del

espacio incluido por la malla.

El siguiente paso consiste en calcular el paridmetro conocido
como resistividad aparente y compararlo con las curvas de resis-
tividad aparente obtenidas a partir de mediciones de campo, modi
ficando como es usual la distribucién bidimensional de conducti-
vidades y recalculando la distribucién de potenciales eléct¥icos,
hasta lograr el ajuste conveniente entre el modelo tedrico y el

1

real.



Para esto debemos considerar que la solucibén del sistema -
matricial (III.4.20) proporciona los valores del potencial -
transformado a diferentes nfimeros de onda K, para cada uno de
los nodos de la malla.

El valor del potencial ¢ en el espacio real, para un pun
to de la malla, se obtiene haciendo una transformacidén inversa
de Fourier, de la siguiente forma

o0

N $(X, Y, z) = '711?' . ¢(x, K, z)cos (K}’)dk

-« OO

(II1.4.22)

La figura siguiente muestra la distribucidén de potencial -
transformado para un punto de la malla. ‘

d)ll

0'00‘0 0.5 1.0 1.5 2.0 2»5 K

Fig. III1.4.1 Representacidn de los potenciales
transformados.

Para efectuar la transformacién inversa de Fourier, es nece
sario ajustar una curva que facilite el cdlculo de la integral
de transformacién. La soluci6én analfitica en el espacio transfor



mado para un semiespacio homogéneo con fuentes internas, es una
suma de Ko (funciones modificadas de bessel de orden cero).
Esto es

$(x,K,2) =ako(K ¥ (e-x3)2+ (z-21)? ) + bKo(K v/ (x-x3)2+ (z-23)% )
(I111.4.23)

donde a y b son las coeficientes del ajuste, xy z la posi -
cién del punto a transformar, (xi, z1), (x2, z2) 1las posiciones
de la fuente y sumidero y X el valor de la variable de transfor
macidén de Fourier.

El valor del potencial ¢ en el dominio del espacio se calcu
la integrando la ecuacidn (III.4.23), como se indica en la ecua
cién (III.4.22), el resultado de la operacidén nos indica que

1

3x,0,2) = a// (x-x1)% + (z-z)® - b/Y (x-xD)? + (2-23)?

(I111.4.24)

Con la cual podremos evaluar el potencial eléctrico en el domi
nio del espacio en cualquier punto de la malla en que se discreti
za nuestro modelo.

Ahora bien, debido a que en los métodos de exploracién Geoeléc
trica el valor de las potenciales se toman solo en la superficie -
del terreno el proceso de transformacidén inversa de los potencia -
les obtenidos por medio de esta teoria solo se debe aplicar en las
nodos de la malla que se encuentren en la superficie, produciendo-
se asi un considerable ahorro de tiempo. Finalmente los valores -
de potencial obtenidos mediante la ecuacidén (II1.4.24) se pueden -
utilizar para evaluar uno de los parimetros fundamentales en la --



interpretacidn de los datos de campo en la prospeccibén Geoeléc
trica: la resistividad aparente del m6delo propuesto.

En el marco de los desarrollos de esta teorfia, la resisti-
vidad aparente debe obtenerse mediante el método de las imige-
nes de la teorfia electromagnética, debido a que las fuentes de
corriente se suponen localizadas a cierta profundidad. ©Esto -
es ver la siguiente figura

AN

Fig. 1III.4.2 Arreglo electrddico colineal de campo.

donde A y B son las posiciones de los electrodos de corrien-
te, A’ y B’ son las posiciones de las imigenes de las fuen -
tes de corriente y, M y N son las posiciones de los electro-

dos de potencial.

De acuerdo a la geometria del despositivo anterior la re -
sistividad aparente queda representada como :

Pa

= 4m [mm + 1/HE* - 1/MB - 1/NB* - 1/NK - 1/NK* +

1
AV, /1 (III.4.25)

+ 1/NB + 1/NB’:l v’ 1ap

" Si consideramos superficies de interfases planas en la fi-
gura III.4.2 se puede apreciar que las distancias de los elec-



trodos de potencial a las fuentes y fuentes imigen son iguales
entre si, de donde la ecuacién (III.4.25) se reduce a :

' -1
= an [ VWK - 1/NB - UNK + 1/RE | aVy /1,

Pa
““"“ffffi{4§26)

con la que podemos evaluar las curvas de resistividades apa -

rentes en sondeos electricos verticalesl‘(SEV).
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I11.5,~ ApLicAcioN DEL METobo DEL ELEMENTO FINITO A
PROBLEMAS DE FLUJO EN MEDIOS POROSOS

Como se puede consultar en el apéndice H, al fi-
nal de este trabajo, la férmula de Darcy describe el
flujo de un fluido cuando este se desplaza a bajas -
velocidades de-tal modo que, las fuerzas inerciales
pueden ser omitidas sin péfdida sensible en la exac-
titud de los calculos. Como en el caso del flujo de

- filtracidn las potenciales se suelen dar en términos
de cargas hidrdulicas, entonces con el propdsito de
particularizar la notacidn de hard uso de la siguien
te nomenclatura :

z = Elevacibn sobnre el nivel de refenencia.
Y = Peso unitario del §Luido.

h = ¢ = —%— + z Carga hidrduldica. :
-%%— = Componente del gradiente hidrdulico en -

La dinecedbn def eje x.

-%%— = Componente del gradiente hidrndulico en La
dirnecedidn del eje y.
Kx = Componente prineipal de £a elipse de direg

ciones dinigida segln el efe x.
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Ky = Componente piincipal de La elipse de direc-
ciones dinigida segin el efe y.

Vx = Componente de La velocidad del flufo o gasto
por undidad de drea en La direcelln x.

Vy = Componente de La veloeidad del fLujo o gasio
) por unidad de drea en La dinreccibn y.

La ecuacidn a resolver, para ciertas condiciones de fronte-
ra dadas (ver apéndice H), -es la ecuacién (H.12.8)

B eaT ) + T 32) = Wxy)

Ahora bien, si el flujo toma lugar en el espacio tridimen-
sional, se acostumbra tomar una seccidn recta tal que T=1 y la

ecuacibn anterior se transforma en :

) =
—a—}-c-(kx -ﬁ-) + -g)-;(ky -53;) = wix,y) - 4,,..,",,,4,(YIII.5.1)

Donde W(x,y) es la potencia de la fuente o del sumidero -
en unidades de gasto por unidades de &rea por unidad de longitud.

Si, ademds, el medio es isotrdpico, entonces :

3;1; . 23121 - w]f (111.5.2).




Donde k es la constante de permeabilidad. En caso de -
trabajarse problemas que preservan la simetria respecto a un -
eje central conviene usar coordenadas cilindricas (r,z) vy la
ecuacién a trabajar serf:

1 ) oh ) ohy _ ‘
T ar e T )+ 57 ke 7)) = 0 (I11.5.3)

Se hace notar que no se requiere mantener constante las =-=-

direcciones de los ejes x ey en el dominio donde el flujo se

presenta, lo que si se requiere es que dichas direcciones se man ..

tengan constantes en cada uno de los elementos en los cuales se
subdividi6 el dominio.

EcuacioN DiFerencIAL PARCIAL DE SEcuNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES !

Si bien es cierto que el planteamiento tebrico aqui desa -
rollado permite evaluar el gasto para el flujo de filtracibn en
medios isotrbpicos y anisotrbpicos, como se veri, esto se puede
lograr bajo el simple artificio de considerar, en los elementos
finitos, constantes a los parimetros que aparecen en (III.5.1),
asi pues, de acuerdo a esto es suficiente tomar a (III.5.1) ~--
como una ecuacidn diferencial parcial de segundo orden con coefi
cientes constantes.

Con el propbsito de exdminar, por el momento, el caso gene
ral atiféndase la siguiente ecuacidén donde se busca la solucién

u .
) Su du 3u 3u Ju '
- 5x (Bn 5t e ) -y (an gevas o) ¢ a u-£20

(I11.5.4)



y son dadas las constantes a4 i, j=0,1, 2, 1la funcién -
f 1y las condiciones de frontera.

El método en cuestibén estd basado en sustituir la regién
€ por una malla de figuras planas, en nuestro caso, triangulos
o rectangulos, que la aproximen tal y como se mueStra en la --
figura III.S5.1

Fig, III,5.1

44

Témese ahora 0F un elemento arbitrario de 1a malla en
cuestién (VEase la Figura III.5.2):

$1

Y .

IR}

Fig. IIIL.5.2



Tomando ahora :

Fi = an -35- + a2 —%$~ | (I1I.5.5.5a)
Fo o= & 5% + a2 - - (111.5.5b)

entonces la forma variacional de (II1.5.4) 1limitada al elemen-
to Q% es :

0= PO (F1) - == (F) * 200 u - £]dxdy

Qe
o (I11.5.6)

atendiendo seguidamente a los dos primeros términos del integra-
do :

V=3 5% (vF,) + “E‘Fl (I11.5.7a)

- V_Q_Ez_._ - -—--a—-(VFz) +

oV 3
e S Fa | (I11.5.7b)



Si ahora se toma

n = nxi + nyi = cosal + .Sehdfb (111.5.8)

entonces de acuerdo al Teorema de la Divergencia se tiene :

5% (VF1) dxdy = VFy n_ds (III.5.9a)
Q¢ re

%—(sz)dxdy = VF2 nds (III.5.9b)
Q¢ ré

mediante (III1.5.7) y (I11.5.9) 1a f6rmula (III.5.6) adquiere

la siguiente presentacién cuando se evalfia el elemento °

0= %(311'5— an ay) * 3}’(321 ’5—-"- a2 T) * a0 vu - vE Jdxdy =

' au Ju
- | VDo gt me ) ¢ nyla e ds

e

r
(I111.5.10)
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En &sta filtima ecuacién, al observar el término correspon
diente a la integral sobre la frontera, se infiere que la condi

cibén natural de frontera es :

- au du ou ou _
ap = (a1 =+ ar )+ ny (a2 o5+ 222 5
(I11.5.11)

en otras palabras, u es la variable primaria y q es la varia
ble secundaria.

Asi pues, la expresidn variacional correspondiente a (III.5.4)

es !

ov 9 : ) 9 9 9
0= [3;(811 'g)'l:'* a2z '51-;')"’ Wv(au —a;cu—'* az2 "5,11-) + aoo W‘Vf]dXd)’ -

vq ds - | (111.5.12)

APROXIMACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE
SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

A efecto de aproximar la variable u, la forma variacional -
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(I11.5.7 ) hace ver por lo menos dicha variable u debe -
ser bilineal en x e y. Sea asfi :

n
u = E uj wj (ITI.5.13)

j=1

donde u; da el valor de u en el punto (xj, yj) y wj son
funciones lineales de interpolacidn tales que :

b3(xg, ¥y) = 855 (III.5.14)

La forma especifica de wj se presentari un poco més adelan
te, y en este trabajo se tomard exclusivamente en concordancia -
con elementos triangulares y rectangulares.

Si ahora se sustituye u por (III.5.13) y v por by --
en la presentacibn variacional (III.S5.12) se obtiene :

oy IR PR 3y F
0= -_>- { L‘_a.?(i.'(au ._3_}-(3_+aua;)+ a);'l(a,_1 axj + azp ayj J+ ago Wiwj]ujdm)’:
=1 Ja® '

- | f;dxdy - b9 i=1,2,4.,0n (11»1_.5.15)
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a fin de compactar la notacién, sean :

3 7 awi T o0y
[ (au ax tar 35) tgy(aa 2)+a, 3;;—)+aoo \Piwj]dxdy

(e) _
Ki‘ =
(I11.5.16)

ple) - £y dxdy + fa, v 4 (IIL.5.17)

r.e

asi, mediante estas dos filtimas ecuaciones (III.5.15) deviene :

n
E k(:‘:) er’ =5®  i=1,2,...,n (@IL5.18)
=1
(e) (e)
se observa que cuando a2 = az1 , Kj ij KJl

FUNCIONES DE INTERPOLACION PARA ELEMENTOS TRIANGULARES

Como se menciond en el pirrafo anterior, las funciones wi
deben ser al menos funciones bilineales en x e y, asi pues se
tomard al conjunto { 1, x, y } como conjunto generador de las -

funciones u :

ulx, y) =cy +cax +cay. (111.5.19)



esta ecuacibn tiene tres términos linealmente independientes y -
es lineal tanto en x como en y. Para evaluar a los ¢ par§ -
metros se requiere un elemento con tres nodos, es decir un tridn
gulo. En la figura III.5,3 se muestra un elemento triangular --

arbitrario donde los nodos aparecen numerados en sentido arbitra
rio:

i 2
Fig. III.5.3

seguidamente a la aproximacién de u por (III.5.19) se le impo-
ne la condicibn :

ulx;, v;) = uy i=1,2,3 (III.5.20)

donde la pareja (xi, yi) denota a las coordenadas globales de -
los respectivos vértices de los triingulos. Este artificio permi
te evaluar a las constantes C; de (III.5.19) en términos de -

ui.

u; = u(xi, y1) = c1 * c2Xy + Cays
U = U(E, Yp) eyt Xt CyY: (IIL5.21)
us =_u(xs»_f§)ﬁ= Cy * CaXy + Cays -

-




En forma matricial :

ur | T X1 Y1 |- Ci

w1 X2 Y2 | caif

i
—

Ahora se hace :

n
L
[
~
N

2Ae

donde | Aé Wesléixérea déi;;riéngﬁio,;ids Vaiores ”ci estin da-
dos por e e B s T T .

B N e L g e e i
b R e e s by,

c1 = == [un (xays = Xaya) +ta(xays - xays) *us(xiyz -]
€ = o= [z -ys) + walya-y2) *wsOn-yd] (1I1.5.21)

Cy = —ElA-' ELI;(X;; —Xz) + UZ(XI ‘Xa) + ua(M”Xl)]
e .
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si los nodos del trlﬁngulo se numeran 51gu1endo el sentldo hora—
rio, el determlnante 1nv1erte su 51gnor. '

su'stituyer‘j{d‘o ;qsiive"c-;‘ﬁu»aciones (I11.5,21) en (II1.5.19)
se obtiene : B A ’ . -

oY) =w b0y ueda (oY) Fus b Gy =y ul® s

(e)

donde las funciones wi son las funéidnes de;interpolaCién del

elemento triangular :

w(f) o= "‘71A"}Cai +B x+yy)  i=1, 2, 3 )

€
(I11.5.23)

siendo ay, 3}‘y y; constantes :

B =¥y " Y | (I11.5.24)
Yi = ka?‘_’X~'

con i# j # k y permutando i, j, k"ciclicamente las funciones
y; presentan las dos siguientes propiedades :
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bi(xjp ¥) = 655 i, 3=1,2,3 (111.5.25a)

3 - |
g gy o= 1 e -~ (III.5.25b)

-En sintesis, la expresién (III.5.22) representa un plano
el cuél'pa'sa'por u;, uz, uy de aqui que la aproximacién de u
mediante las funciones lineales de interpolacién ¢, del tridn
gulo aproximen a la superficie u(x, y) mediante el plano:

Z u; ¥ | | : (III.5.26)

i=1

" "

FUNCIONES DE INTERPOLACION PARA ELEMENTOS RECTANGULARES

. g e e s g S 1S ey o e TG e By T e
et P e A R T R ANy R S R AR g N g

En este caso se aproxima a la funcién u por :

U(X;v y) = cyp + C2X * C3y + CuXy (111.5.27)



expresidn que contiene cuatro t€rminos linealmente independien
tes y que continua siendo lineal tanto en x como en y. Se
decide usar un elemento rectangular tal y como se muestra en -
la figura III.5.4. En obvio de dificultades se elige un siste
ma local de coordenadas (&, n) a efecto de deducir las funcio
nes de interpolacidn :

Ny
Ly » — 2 -
! z .(» f%***f+4—€f4' £
Fig, 1IL.5.4
- Sea :
u(g, n) = ¢ +§¢§E'+ csn +_cQEn, = ‘(ili;Sst)
donde se requiere :
u; = u(O,'O) = Cy |
us = ufa, 0) =¢c; *+ cea , (I11.5.29)

Ci1 * cz2a + cab + cyab

us = u(a, b)
uy, = u(0, b)

n

c; + cab
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Resolviendo las constantes c¢; (i=1, 2, 3, 4) se obtiene:

-~ - - -1 - a9 ~ -

Ci 1 0 0 0 rul rab 0 0 0 u;

C2 1 a 0 0 Uz ~b b 0 0 | 1 uz
= - 1
- 1)

Cs 1 a b ab us -a 0 0 a | | ujs
‘ F

0 b 0 1 -1 1 -
b-c“-J -—1 - 'b—u“— L 1— ;,_uq._!
(I1I.5.30)

i

i sustituyendo (III.5.30) en (III.5.28) se obtiene :

o - _ -
Ciy u
Cz s
u(g,n)=1&n gn) = (W V2 s Us) i
Cs Us
Vo * -t . L L) _J

= E u; b (6, n) ' (I1I.5.31)
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donde :

pite, m) = (1 - £ (1 - o)
‘wz(»é,;}ri) - ‘-5-(1- =) . '-'»“‘;(1‘1-1.'5.32)

Vg, m) = = -

(1- =) 4+

WM(E, n)

aqui de nuevo las funciones de interpolacién presentan las dos

siguientes propiedades :
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EVALUACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

La evaluacién mediante integracidén de los elementos de -
las matrices [ k{® 7] y [F'® 7] que figuran en las ecuacio
nes (III.5.18) generalmente no es cdmoda de hacer, empero dado
el caso de ser aij’ ago y £ constantes, el problema se simpli

fica cuando se emplean elementos triangulares o elementos rec -

tangulares,

A tal efecto se expresa [K(e) ] como la suma de cinco
matrices: cuatro matrices basicas ]:Sae:] (a0, 8=1,2) y -

la matriz [ s]

EK(e)] =ay [S"]+a1z [S'2] *an ES“]T*azz (5227 +ase [S]

(II1.5.34)
donde : ; y
: Y, . :
11 o i J
Sij X  9x dxdy
WY

Lo}
~5



12 1 J
Si; - 3% Ay oxdy
ne
22 \ alpi au'] ‘
Sij = 5y 55 dxdy | (III,S.SS)
v e
\
Sij - ¥y wjdxdy
J
Sea, ademis :
‘f;e) = f wi dxdy
Qe
(II1.5.3¢)
Qi = (@) a, v, ds
I,e

Evaluacién de las matrices mediante elementOS‘triangulares.

Cuando se emplean elementos uriangulares, mediénte el
siguiente artificio, se pueden determinar las integrales en cues

tibn, si se define : S |
)



i
L]

mn
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x™ yn dxdy

entonces ocurre que :

Igo

Ioa

I,

"

A (drea del triangulo)

g
~<

~1

n
[0 PN

(11I.5.37)

(II1.5.38)



Ahora bien, al emplear las funciones lineales de

inte'rpolacic‘in (I11.5.23) en las ecuaciones (IIX.5.35) y (III.5.36)

y observando que :

. ad’i = Bi
X 2Ae
(III.5.39)
r_'..‘z‘ﬁ
a}’ ZAQ
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Se obtienen :

11 _
Sij T TR B P

S35 = ~who (¥ o (o By oy BX+(og vy +asyyf] +

+

1
Y EIzo Bi Bj + I (Yi sjf.Yj‘_

BiJ + 1o 2 Y5 Y ]

y teniendo en cuenta que a; + Bii +yi§" = -%-éﬁ se infiere que :
o £19) = Lo, + 8% + v,7) = She 1II.5.40b)
ez ' : : |

o sea, una vez determinada las coordenadas globai:. »“de los -»dos,
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mediante las ecuaciones (III.5.24) se determinan los valores

de los parametros o Bi Y Y; o mismos que al ser sustituidos
en las férmulas (III.5.40a) y (III.S5.40b) permiten la obten-

cién de las matrices EK(e) Ty EF(e) T.

Evaluacidén de las matrices mediante elementos rec-

tangulares,

Bajo el supuesto de ser ago, a,.

ij y £ constantes

y usando-las funciones de interpolacidén (III.5.32) cuando las
variables & y n han sido sustituidas, respectivamente, por X

i

f y se tiene que :

2 -2 -1 1

: . -2 2 1 -1
[Csit] = =

: -1 1 2 -2
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1 1 -1 -1
. -1 -1 1 1
]
Slz = e
Cs* ] 4 -1 -1 1 1
1 1 i -t - ‘
| | amsan
- _
2 1 -1 -2
., o 1 2 ) -1
Cs™1 - =5
-1 -2 2 1
-2 -1 1 2
b -t
4 2 1 2
2 4 2 1
ab ‘
Csl= —¢
4 1 2 4 2
.
2 1 2 2
(111.5.42)
F— pus——_

-y
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Evaluacidon de las integrales en la frontera.

Las integrales en la frontera son de la forma :

Qi = | af® ¥i® (s)as

re :

donde qég) es una cierta funcidén conocida de parfimetro s, va -
riando con la longitud de la frontera TI°. Obviamente no es ne-
cesario determinar dichas integrales sobre aquellas porciones de

‘e . . . .. .
L ubicadas en el interior del dominio en cuestidn.

Como la frontera del elemento .Pe 'es una linea, se emplea

ridn al efecto funciones de interpolacidn lineales, esto es

h
U (829 (s = ¢ e ansas

0]

determina la contribucibn de q, sobre el nodo i. Aqui h de-

nota la longitud del lado sujeto al término forzante q, ¥ las -
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funciones wi son las funciones lineales de interpolacién dadas

_por :

Yp =1 -
‘:f uwz = 'ﬁ'
Ast
- a0 R ' ,
Q; = —7— . (II1.5.44)

pues como se dijo, q, se considera constante en Te..

ArMADO DE LAS MATRICES

Sin pérdida de generalidad, el armado de las ma --
trices serd ilustrado mediante la ccn ..deraci6én de la siguiente -

malla construida por un elemento triangular y un elelitnto rectan-

i
i
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gular (Ver la figura III,5.5) :

A

Figura III.5.5

(1)

Si Kij (i, j=1, 2, 3) denotan los términos

de la matriz en cuestidn correspondiente al elemento triangular

(2)

.Kij (i, j=1, 2, 3, 4) denotan los términos correspondientes

al cuadrilitero, entonces se observa la siguiente correspondien-

cia entre los valores globales y locales

(1)

(1) _ .. (2)
2 u =y
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S LD L (@)

u3 = u3 = Uy

u Toua (1II.5.45)
. (2)

Us T Y3

TERMINTOS

GLoBAL: o LocalL:
K11 o Ky
Kré - ; e ;v\;; ,;‘h' | Kpy)
K, |   ~‘ :_, l. . Ké;) . Kﬁf’
Ky 0
K« 0
SR



Asi pues, las condiciones (III.S5.45) permiten ensam-
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- blar la matriz como se muestra seguidamente :

r—

(1) (1)
K11 K12

(1) (1), (2)
K21 K22 +K11

(1) (1), ¢ (2)
31 Kaa Xy

~

(2)
0 K21
(2)
0 k{2

Se observa que la matriz thenida en términos globales

(1)
Kis

(1) ¢ (2)
K23 *Kya

(1), . (2)
K33 *Kgy

(2)
K24

g(2)

(2)
Ki2

(2)
K42

(2)
K22

(2)
K32

(2)
K13

(2)
K43
((2)

23

(2)
K33

()
F1

(1 (2)
F2 + F1

(0, g2
FY o+ B
(2)

F2

(2)
F3

(1I1.5.46)

se deduce a partir de las matrices elementales, correspondientes -

1l elemento triangular y al cuadrilfitero, cuando los términos Ciy -

rrespondientes a los nodos compartido por dichos elementos se su

man.
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CAPITULO IV

-——

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS.

Mediante el desarrollo de esta tésis’se pretéﬁde deter

minar la instrumentacién que seryi

el comportamiento mecéﬁito de

nir los métodos de anéllsls soby
de estructuras c1v11es en aquellos elementos de'intereSTta-
les como las paredes de 1os socavones y las laderas que con

forman el talGd pr1nc1pa1 de la mérgen derecha de la secc1on

"que venimos trabajando, Con esto se cumple uno de los prin

cipales objetivos mencionados al iniciar este trabajo, acer

‘ca de 1la estabilidad de taludes,

El anilisis realizado por medio del método del elemen-

to finito, representa un modelo de comportamiento de una

estructura geolégica en la que la complejidad-deklo éto-
Tres vue integran la respuesta estructural estrlba,lw§};amén

te <t la reaccibn del material. quemconstltuye el“mac1zo ro- o

coso de estudio. Es por con51gu1ente deklmportanc1a pflnc1
pal que 1la determ1nac1on de 1a » lad |
los materiales y las acc1ones
Ta sean lo mis representatlvasﬁd a es
taria sujeta la estructura. Todos los rcsultados obtenldos

on este anilisis se refieren a efectos dr peso propio.
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Se recomienda un estudlo de opt1m1zac16n de espesores

de capas tomando.en cuenta‘ ]

de los materiales,’esldec1r que. las propledades correspon-

dan realmente a las cond1c1ones de la estructura.

En zonas de transicién de materiales, es conveniente -

utilizar elementos de menor tamafio a fin de obtener mayor

informacién respecto a la distribucién y magnitud de los

esfuerzos en dichas zonas,

Se sugiere en estudios posteriores sobre el tema que

se analice la posibilidadfdé< emenfar el algoritmo pre--

sentando 1la anex16n de subrutlnas que permltan obtener

ios resultados en forma gréflca;a fin?de aglllzar 1a inter-

zretacibén de los dlferentes modelos :ppgestos, asi comm -

:1bién la de desarrollar crlter “‘définterpolacién pidi--

"~ -ional para lograr,un ajuste d 1??h£jorma11a 4 la estruc

¢n estudio en forma automitica.
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Es importante también, desarrollar mids modelos matemé-
ticos que regulan los potenciales naturales que se estudian
en geofisica por mediode esta técnica numérica y a paftir-
de esto formular los algoritmos necesarios para autOmati-—

zar las funciones que nos resultarian de enorme utilidad en

la. prospeccién geofisica.

Es de suma traggégdé&gia poder délsarrollar ‘estos algo-
ritmos porque laffébriawbéSiga existe. Los modelos que dé§
criben el fenbmeno se encuentran completamente desarfoila;-
dos y por si esto fuera poco la discretizacibén necesaria -
para la aplicacibén del método en la mayoria de los casos -
también existe o resulta sumamente sencillo realizarla una-
vez que se cuente con la expresién analitica que modele el-
fenbmeno. Lo que no siempre se puede localizar en las .obras
de consulta es la codificacién de algoritmo que'nos peﬁmita‘

resolver un problema particular.

Ahora bien los pocos existentes pretenden generalizar-
Su aplicacién a problemas muy diversos y han sido realiza
dos en su mayoria por especialistas del 4rea de computacién
y matemidticas sin profundizar en'los problemas particulares
de nuestra érea. Por esto resulta de ‘mayor provecho que s¢
desarrollen programas para los diferente problemas existen-
tes en geofisica por perscnal familiarizado con estas apli-

caciones,
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Por Gltimo cabe sefialar también la enorme necesidad -
de desarrollar técnicés més'eficientes de almacenamiento de
datos debido a que gSte'métodpzééhéra enormes cantidades de
datos que 1imitafién:sukusd é'Siéféﬁés ;ofisticados que sin
embargo podfi$h ﬁéjbrérse con ias técniéas'de almacenamien-
to en banda o'eﬁ.siluéuique ya han Sido‘desarrollados y que
nos producen un considerable ahorro de eépacio en memoria.

(ver ref. 8 pp 94-95).
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APENDICE A

PROGRAMA ParnaA ReSOLVER LA
DISTRIBUCTION DE w5 FUBRZLZLOS X

D PORWMWACI ON POR MwDIO DEL BLE.
MoNTO FINITO.



QOO0

500

800

LISTADO DEL PROGRAMA

TESIS PROFESIONAL DE LA FACULTAD DE INGENIERIA GEOFISICA DE LA UNA
METODO DEL ELEMENTO FINITO EN EL ANALISIS DE PROBLEMAS
GEOESTRUCTURALES

RICARDO OCTAVIO VAZQUEZ ROMERO

DIMENSION A(10000)

DIMENSION NOMES(20)

DATA IAL/S5/,IAE/6/,IAD/9/,IADB/8/,IADESF/7/,IADU/10/
OPEN(UNIT=IAD, STATUS='NEW’,DISPOSE='DELETE’, FORM='UNFORMATTED' )
OPEN(UNIT=IADB,STATUS='NEW’ ,DISPOSE='DELETE' ,FORM='UNFORMATTED' )
OPEN(UNIT=IADESF,STATUS='NEW',DISPOSE='DELETE' , FORM='UNFORMATT
i1 ED")
OPEN(UNIT=IADU,STATUS='NEW’,DISPOSE='DELETE ', FORM='UNFORMATTED' )
NEAA=10000

READ( IAL,5000)NOMES

WRITE (IAE, 6000)NOMES

READ(IAL,* )NEF,NPN,NMA,NCC,NCP,NGL, IEJ, IP

WRITE (IAE,6100)NEF,NPN, NMA,NCC,NCP,NGL, IEJ, IP

N1=1 ‘

N2=N1+NPN*NGL

N3=N2+NPN*NCP

NEAT=N3-1 _

CALL CONTRA(NEAT,NEAA,1) , , o

CALL CORCA(NPN,A(N1),A(N2),NCP,NGL,NEC,NEN,NEP,IEJ)
N4=N3+NMA* 3

NEAT=N4-1

CALL CONTRA(NEAT,NEAA,2)

CALL MATHOK(NMA,A(N3)) '

CALL ELEFIN(NEF,A(N1),A(N2),A(N3),NGL,NCP,NMA,6NPN,IAD,IEJ, IADB
1 ,1IP) : _

A(N2)=A(N3)

DO 500 I=1,3*NMA

A(N2+I)=A(N3+I)

CONTINUE

N3=N2+NMA* 3

N4=N3+NEC*NEC

N5=N4+NEC

NEAT=N5-1

CALL CONTRA(NEAT,NEAA,3)

CALL MARIEP(NEC,A(N3),IAD,NEF,IEJ)

DO 800 I=1,NCC P R

CALL VECPEC(NEC,IAD,NEF,A(N4),IEJ,A(N1),NGL,NPN)

CALL SCHCUA(A(N3) A(N4) NEC) :

CALL DESNOD(A(N4),NPN, NGL (A(N1))

CALL ESFUCL(NEF, IADB A(N4) NEC, IADESF, IAD +A(N2),NMA,IP)

CALL DEFOCL(NEF,NEC, IADESF IADB IAD A(N2) NMA, IP,IADU)
CONTINUE :

5000 FORMAT(20A4) L.mmwww;wwmmew,”
6000 FORMAT (20A4) : g
6100 FORMAT(///,10X,’ INFORMACION GENERAL', // 10X, 'NUMERO DE ELEMENTOS

1 FINITOS ',12X,'=',15,/,10X, 'NUMERO DE PUNTOS NODALES’,lSX,'—’
215,/,10X, ' NUMERO DE MATERIALES UTILIZADOS - oo=1,15,/,10%,
3'NUMERO DE CONDICIONES DE CARGA ", I5,/, 10x. :
4’DIMENSIONALIDAD’,24X,’=',15,/,10X,'NUMERO DE’ GRADOS DE LIBERTAD
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N

5 POR NUDO =',I5,/ . '

610X, ' INDICADOR DE EJECUCION' '17%,'=',15,/,10X, ' INDICADOR DE TIPO

7 DE PROBLEMA ',9X,'=',I5, / 15x 'ESFUERZO. PLANO =0",/,15%,

8 'DEFORMACION PLANA —1 ) ETRER T T ,
END

SUBROUTINE CONTRA(NEAT NEAA ILP)

CONTROLA LA MEMORIA UTILIZADAa,,}f’

DATA IAE/6/
IF (NEAT.LT.NEAA)GO TO 150 =
GO TO(100,200,300, 200 200 200) 1P
100 CONTINUE
WRITE( IAE,6100) '
WRITE( IAE,6000) NEAT,NEAA
CALL EXIT
200 CONTINUE
WRITE( IAE,6200)
WRITE( IAE,6000)NEAT,NEAA
CALL EXIT
300 CONTINUE
WRITE( IAE,6300)
WRITE( IAE,6000)NEAT,NEAA
CALL EXIT
150 RETURN

6000 FORMAT(//,10X,'MEMORIA UTILIZADA =',I16,/,10X,MEMORIA DISPONIBLE

=',16)

6100 FORMAT(///,10X, 'CANTIDAD DE MEMORIA INSUFICIENTE',/, 10X,
1’PARA ALMACENAR COORDENADAS DE LOS PUNTOS NODALES')

6200 FORMAT(///,10X, 'CANTIDAD DE MEMORIA INSUFICIENTE',/, 10X,
1'PARA ALMACENAR DATOS DE LOS MATERIALES')

6300 FORMAT(///,10X, 'CANTIDAD DE MEMORIA INSUFICIENTE',/, 10X,
1’PARA ALMACENAR LA MATRIZ DE RIGIDECES Y EL VECTOR DE CARGAS'
2,/,10X,'DE LA ESTRUCTURA')

END

SUBROUTINE CORCA(NPN,ID,XYZ,NCP,NGL,NEC,NEN,NEP,IEJ)
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COORDENADAS CARTESIANAS Y NUMERACION DE LAS ECUACIONES

DIMENSION ID(NGL,NPN),XYZ(NPN,NCP)
DATA IAL/5/,1AE/6/
WRITE ( IAE,6000)
DO 400 I=1,NPN
READ( IAL,*)N, (XY%(N,K),K=1,NCP), (ID(K,N) ,K=1, NG )
WRITE (IAE,6100)N, (XY%(N,K) ,K=1,NCP), (ID(K,N),K=1,NGL)
400 CONTINUE .
CALL NUMEC (NPN, ID NEC,NEN, NEP, NGL, IEJ)
RETURN
6000 FORMAT(///,10X, ’COORDENADAS DE LOS PUNTOS NODALES’,//,10X,’PUNToO"
14X,'X’,9%X,'Y’, 9X *,5X,'CONDICIONES DE FRONTERA'’ / 45x,
2r1' 273 T 4 6T
6100 FORMAT(10X,I3,2F10.0,11X,12,2X,12)
END L

SUBROUTINE NUMEC(NPN,ID,NEC,NEN,NEP,NGL,IEJ)
NUMERACION DE LAS ECUACIONES

DIMENSION ID(NGL, NPN)
NEC=0
NEN=0
NEP=0
DO 600 J=1,NPN
DO 400 I=1,NGL
IF(ID(I,J))100,200,300
100 CONTINUE
NEP=NEP+1
1D(I,J)=-NEP
GO TO 400
200 CONTINUE
NEC=NEC+1
ID(I,J)=NEC
GO TO 400
300 CONTINUE
NEN=NEN+1
ID(1,J)=0
400 CONTINUE
600 CONTINUE
WRITE (6, 10)NEC, NEN, NEP

10 FORMAT(//,10X,’NEC ~ =',I5,10X,’ (NUMERO DE ECUACIONES)',/,
110X, 'NEN = =',15,10%, (NUMERO DE ECUACIONES NULAS) ,/ 10X,
2'NEP  =',15,10X, ' (NUMERO DE ECUACTONES PRESCRITAS)’,/,10X)
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20
12
11
15

IF(IEJ.EQ.0)RETURN

DO 11 I=1,NGL

DO 12 J=,NPN

WRITE(6,20)I,J,ID(I,J)

FORMAT (//,10X, 'ID(',15,1I5,7) =',I5)
CONTINUE e
CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE MATHOK(NMA,6 ENP)

DATOS DEL MATERIAL (E,NU,PV)

500

DIMENSION ENP(3,NMA)

DATA IAL/5/, IAE/6/

WRITE ( IAE, 6000) ,

DO 500 I=1,NMA ,
READ( IAL, *)N ENP(1, N) ENP(2 N) ENP(3 N)
WRITE ( IAE, 6100)N ENP(l N) ENP(2 N), ENP(3 N)
CONTINUE

RETURN

6000 FORMAT(///, 10X,,'DATOS DE LOS MATERIALES', // 10%, 'MATERIAL’

1,4X,'E’,9%,'NU’ 8%, V/)

6100 FORMAT(lOX 14, 5x F10.2,2X,F4.3,3X,F10, 6)

END

SUBROUTINE ELEFIN(NEF,ID,XYZ,ENP,NGL,NCP,NMANPN, IAD, IEJ, IADB
1,1P)

DETERMINACION PARA CADA ELEMENTO FINITO LAS MATRICES X,F

COMMON/EFCL/IE(8),RG(8,8),FC(8),X(4),Y(4),IMA

COMMON/DBCL/JE(8) ,DB(12,8),XYC(4,2)

DIMENSION NOD(4),D(3,3),B(3,8),FN(4),A(4,4),W(4,4)

DIMENSION ID(NGL,NPN),XYZ(NPN,NCP),ENP(3,NMA)

DATA IAL/S5/, IAE/6/

DATA A/O0. -0 5773502691,-0.7745966692,-0. 8611363115,0.
10. 5773502691 0.,-0. 339810435 0.,0:750% 7745966692@0%8611363115,
20.,0.,0.,0. 3399810435/ B

DATA W/2. ,1.,0.55555555555, 0, 3478548451,A,,
10.6521451548,0.,0.,0. 5555555555 0.3 48
20.6521451548/ S




IF(IP.EQ.0)GO TO 15
ESP=1.0
READ( IAL, * )ANG
GO TO 16
15 CONTINUE
READ( IAL, *)ANG, ESP
16 CONTINUE g
WRITE (IAE,6500)ANG,ESP -
ANGR=ANG*3.1415927/180.
CA=COS (ANGR)
SA=SIN(ANGR)
IF(IEJ.EQ.0)GO TO 5
WRITE(IAE,4)CA,SA
FORMAT(//,10X, 'COSENO=' ,F2O 15 7x ’SENO-’,FZO 15 ////)
REWIND IAD ,
WRITE (IAE,6000)
DO 800 I=1,NEF
READ( IAL, *)N,NOD(1), NOD(2) NOD(3)
WRITE(IAE,6100)N, NOD(l) NOD(2) NOD
CALL MACEPE(ENP(1,IMAY), ID IEJ, IP)
DO 200 J=1,4
K=NOD(J)
X(J)=XY% (K, 1)
Y(J)=XY%(X,2)
IF(IEJ.EQ.0)GO TO 200
WRITE(6,11)J,X(J),J,Y(J)
11 FORMAT(// 10X, 'X(',I3,')—!,F15 71, sx 'Y(’ 13,')—',F15 7)
200 CONTINUE e
C FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES
CALL CEROSM(RG,8,8) :
CALL CEROSV(FC, 8)
DO 400 KI=1,IPI
DO 300 KJ=1,IPI
CALL MABNCL(B FN,X,Y,A(IPI,KI), A(IPI KJ) XJAC IEJ)
XX=W(IPI, KI)*W(IPI KJ)*XJAC | ‘
YY= XX*ENP(3 IMA)*ESP

Ul

'NO D( ) “IPI, IMA
(3),NOD(4),IPI,IMA

DO 500 L=1,8
DB1=XX*(D(1,1)*B(1, L)+D(1
DB2= XX*(D(2,1) B(1,L)+D(2,
DB3=XX*(D(3,3)*B(3,L))
DO 500 K=1,8

RG(K,L)=RG(K,L)+(B(1, K)*DB1+B(2 ) *DB: 3'K)*DB3)*ESP
500 CONTINUE e

Cc FORMACION DEL VECTOR _DE LAS FUERZAS DE CUERPO j '

IF(ENP(3,IMA).LE.0)GO TO 300 s
DO 550 II=1,4 e
J=2+11
K=J-1

FC(K)=FC (K )+FN(II)*CA*YY
FC(J) FC(J)+FN(II)*SA*YY
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550 CONTINUE

300

CONTINUE

400 CONTINUE
FORMACION DEL ARREGLO DB PARA EL CALCULO DE ESFUERZOS

520
110

120
600

75
800
6000

6100
6500

DO 120 KI=1,2 :
DO 110 KJ=1, 2 : :
CALL MABNCL(B FN,X,Y A(2 KI)
IR=1 :
IF(KI.EQ.1.AND.KJ.EQ. 2)IRH et
IF(XI.EQ.2.AND.KJ.EQ. 1)IR=7
IF(KI.EQ.2.AND.KJ.EQ. 2)1 —10
DO 520 I=1,8 R
DBl=D(1, 1)*B(1 L)+D(1, 2)*3(2,
DB2=D(2,1)*B(1, L)+D(2 2)*B(2;L)'
DB3=D(3,3)*B(3,L) e
DB(IR,L)=DBl ,
DB(IR+1,L)=DB2
DB(IR+2,L)=DB3
CONTINUE

CALL COXYC(A(IPI,KI), A(IPI KJ) XY, XYC IR FN IEJ)
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE
IF(IEJ.EQ.0)GO TO 27
DO 25 III=1,8

DO 26 JJJ=I,8

WRITE (6, 20)111 JJJg, RG(III JJJ
FORMAT(// 1OX,’RG( (13, 13, 9.
CONTINUE et
CONTINUE B ;
CALL VEICL(IE,ID(1, NOD(l)) ID(l Non(zy
CALL GUADIS(IE,89,IAD)

DO 75 1J=1,8

JE(IJ)=IE(IJ)

CONTINUE

CALL GUADIS(JE,112,IADB)

CONTINUE

RETURN

FORMAT(/// 10X, 'DATOS DE LOS ELEMENTOS',//, lOX,'ELEMENTO’ 4X,
1'1',4X%,'J3",4%, K, 4X,'L’,3X,'1IPI',3X, "IMA )
FORMAT(lOX,15,3X,6IS)

'A(2 KJ)}xJAc,1EJ)

11T, FC(III) i
" 1F20.7, 10X,'FC(_”

I3" =1 ,F20.7)

1 1D( 1,NOD (3) )Q ID(1,NOD(4))

FORMAT(////,10%X, 'ANGULO DE INCLINACION DE LA GRAVEDAD CON',/,1
1'RESPECTO AL SISTEMA DE REFERENCIA GLOBAL =',F15.7,//,10%,
2'ESPESOR DEL PROBLEMA = ’,F15.7)

END e e e

SUBROUTINE VEICL(IE,NODI,NODJ,NODK,6 NODL)
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FORMACION DEL VECTOR INDICADOR DE CADA ELEMENTO
ORDENAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE LA ESTRUCTURA

400

50
10
15

HACE CEROS LA MATRIZ A(NC,NR)

100
200

100

DIMENSION IE(8),NODI(2),NODJ(2),NODK(2),NODL(2)
DO 400 I=1,2

J=T+2

K=J+2

L=K+2

IE(I)=NODI(I)

IE(J)=NODJ(I)

IE(K)=NODK (I)

T1E(L)=NODL(I)

CONTINUE

IF(IEJ.EQ.0)GO TO 15

DO 10 I=1,8 »

WRITE (6,50)1, IE(I) B
FORMAT(//, 10X, 'IE(’,I3,")="15)
CONTINUE e T
RETURN

END

SUBROUTINE CEROSM(A,NC,NR)

DIMENSION A(NC,NR)
DO 200 I=1,NC

DO 100 J=1,NR
A(I,J)=0.0
CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE CEROSV(A,N) .
HACE CEROS EL VECTOR A(N)

DINENSTON A(N) 7w s e s s o e
DO 100 I=1,N | |

A(1)=0.0

CONTINUE

RETURN
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END

SUBROUTINE MACEPE(ENP D IEJ IP)
MATRIZ DE CONSTANTES ELASTICAS D

DIMENSION ENP(3), D(3 3)
IF(IP.EQ.0)GO TO 500
E=ENP(1)/(1. —ENP(2)*ENP(2))
XNU=ENP(2)/(1.-ENP(2))
GO TO 600

500 CONTINUE
E=ENP (1)
XNU=ENP(2)

600 CONTINUE
D1=E/(l.-XNU*XNU)

D(1,1)=D

D(2,1)= XNU*Dl
D(3,1)=0.
D(1,2)=D(2,1)
D(2,2)=D1
D(3,2)=0.
D(1,3)=0.
D(2,3)=0.
D(3,3)=0.5*%(1.-XNU)*D1
IF(IEJ.EQ.0 )RETURN
DO 100 I=1,3
DO 200 J=1,3
WRITE(6,60)I,J,D(I,J)

200 CONTINUE
100 CONTINUE
60 FORMAT(//,10X,'D(',I5,1I5,') =',F15.7)
RETURN s : ‘
END

SUBROUTINE'MABNCL(BWFN“X%YwXS%ETNXUACWIEJ)wwmwmmwwwmmw’“

CALCULA LA MATRIZ B Y N DEL CUADRILAT RO LINEAL

DIMENSION B(3,8),FN(4), (4) ;Y (4)

,Fin(4) FNET(4) FNX(4),FNY(4)
CALL FUFCL(FN,X§,ET, IEJ) g
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FORMACION DE LA MATRIZ B

60
200
100
300

CALL DFUF(FNXI,FNET,XS,ET) _
CALL DFUFCL(FNXI,FNET,FNX,FNY,XJAC,X,Y,IEJ)
CALL MATBCL(FNX,FNY,B,IEJ)

RETURN
END

SUBROUTINE MATBCL(FNX,FNY,B,IEJ)

DIMENSION FNX(4),FNY(4),B(3,8)

B(1,1)=FNX(1)

B(2,1)=0.
B(3,1)=FNY(1)
B(1,2)=0.
‘B(2,2)=B(3,1)
B(3,2)=B(1,1)
B(1l,3)=FNX(2)
B(2,3)=0. '
B(3,3)=FNY(2
B(1l,4)=0.
B(2,4)=B(3,3
B(3,4)=B(1,3
B(1,5)=FNX(3
B(2,5)=0.
B(3,5)=FNY(3
B(1,6)=0.
B(2,6)=B(3,5
B(3,6)=B(1,5
B(1,7)=FNX(4
B(2,7)=0.
B(3,7)=FNY(4
B(1,8)=0.
B(2,8)=B(3,7
B(3,8)=B(1,7
IF(IEJ.EQ.0)
DO 100 I=1,3
DO 200 J=1,8
WRITE(6,60)I,
FORMAT(//,10X
CONTINUE
CONTINUE
RETURN

END

[p R ~ — e Nt ~ N ~—
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SUBROUTINE FUFCL(FN XS ET IEJ'"‘

FUNCIONES DE FORMA DEL CUADR”‘ATERONLINEAL

DIMENSION FN(4) ‘ -
FUNCIONES DE FORMA DE COORDENADAS LOCALES
FN(1)=(1.-XS)*(1.-ET)/4, :
FN(2)=(1.+XS)*(1.-ET)/4.
FN(3)=(1.,+XS)*(1.+ET)/4.
FN(4)=(1.-XS)*(1.+ET)/4.
IF(IEJ.EQ.0)GO TO 30 :
DO 10 I=1,4 :
WRITE (6, 20)1 FN(I) A
20 FORMAT(//// 10X, FN( ,I3, )—'fE¥5y7)f““
10 CONTINUE R
30 RETURN
END

SUBROUTINE DFUF (FNXI,FNET,XS,ET)
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE FORMA EN COORDENADAS LOCALES

DIMENSION FNXI(4),FNET(4)
FNXI(1)=-(1.-ET)/4.
FNET(1)=-(1.-XS)/4.
FNXI(2)=-FNXI(1)
FNET(2)=-(1.+XS)/4.
FNXI(3)=(1.+ET)/4.
FNET(3)=(1.+XS)/4.
FNXI(4)=-FNXI(3)
FNET(4)=-FNET(1)
RETURN

END

SUBROﬂTINE'DFUFCL(FNXI,FNET,FNX}FNY,XJAC,X,Y;IEJ)

10-
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DERIVADAS RESPECTO A X,Y DE LAS FUNCIONES DE FORMA Y JACOBIANO

CALCULO DEL JACOBIANO DE LA TRANSFORMACION XJAC

10
20

11
700

N QOO

DERIVADAS RESPECTO A X,Y DE LAS FU 7V

DIMENSION FNX(4),FNY(4),FNXI(4),FNET(4),X(4),Y(4)
DERIVADAS DE LAS COORDENADAS GLOBALES RESPECTO A LAS LOCALES

XXI=FNXI(

(1)+FNXI(2)*X(2)+FNXI(3)*X(3)+FNXI(4)*X(4)

XET= FNET(l;*X(l)+FNET(2)*X(2)+FNET(3)*X(3)+FNET(4)*X(4)
)

YXI=FNXI(1

(1)+FNXT(2)*Y(2)+FNXI(3)*Y(3)+FNXI(4)*Y(4

YET=FNET( 1) * Y(l)+FNET(2)*Y(2)+FNET(3)*Y(3)+FNET(4)*Y(4§

XJAC=XXI*YET-XET*YXI
IF(IEJ.EQ.0)GO TO 20
WRITE(6,10)XJAC
FORMAT(//// 10X, ' JACOBIANO=',F15.7)
CONTINUE L

DO 700 1=1,4 ,
FNX(I)=(YET*FNX(I)- YXI*FNET(I))/ JA

FNY (I )= (-XET*FNXI (1) +XXT*FNET (1) /XJTAC

IF(IEJ.EQ.0)GO TO 700 S
FORMAT(////,10X, "FNX(' ”)=’;FI
CONTINUE i
RETURN

END

SUBROUTINE GUADIS(A,NEA,IAD)
GUARDA EN DISCO IAD EL VECTOR A(NEA)

DIMENSION A(NEA)
WRITE( IAD)A
RETURN

END

LEE DE DISCO EL VECTOR A(NEA)

11
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DIMENSION A(NEA)
READ(IAD)A
RETURN

END

SUBROUTINE TCHCUA(A,N) |
TRIANGULACION POR COLUMNAS USANDO EL METODO DE CHOLESKY

DIMENSION A(N,N)
IF(N.EQ.1)RETURN
A(1,1)=RA(1,1)%%0.5

DO 100 I=2,N
A(1,I)=A(I,1)/A(1,1)

100 CONTINUE

DO 200 J=2,N
I=J
XX=0.0
DO 300 K=1,J-1
XX=XX+A(K,J)*A(K,J)

300 CONTINUE
A(I,J)=(A(I,J)-XX)**0,5
IF(J+1.GT.N)GO TO 200
DO 500 I=J+1,N
XX=0,0
DO 600 K=1,J-1
XX=XX+A(K,I)*A(K,J)

600 CONTINUE ,
A(J,1)=(A(I,J)-XX)/A(J,J)

500 CONTINUE A

200 CONTINUE T
RETURN
END

SUBROUTINE SCHCUA(A,X,N)  ~"“wewew -

ot e,

SUSTITUCION POR RENGLONES USANDO EL METODO DE CHOLESKY

DIMENSION A(N,N),X(N)

12
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DIMENSION A(NEA)
READ( IAD)A
RETURN

END

SUBROUTINE TCHCUA(A,N)
TRIANGULACION POR COLUMNAS USANDO EL METODO DE CHOLESKY

DIMENSION A(N,N)

IF(N.EQ.1)RETURN

A(l,1)=A(1,1)**0.5

DO 100 I=2,N |

A(1,I)=A(I,1)/A(1,1)
100 CONTINUE

DO 200 J=2,N

I1=J

XX=0.0

DO 300 K=1,J-1

XX=XX+A(K,J)*A(K,J)
300 CONTINUE

A(I,J)=(A(I,J)-XX)**0.5

IF(J+1.GT.N)GO TO 200

DO 500 I=J+1,N

XX=0.0

DO 600 K=1,J-1

XX=XX+A(K,I)*A(K,J)
600 CONTINUE

A(J,I)=(A(I,J)-XX)/A(J,J)
500 CONTINUE
200 CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE SCHCUA(A,X,N)

' SUSTITUCION POR RENGLONES USANDO EL METODO DE CHOLESKY™ =~

DIMENSION A(N,N),X(N)

12



C  SUSTITUCION HACIA ADELANTE
IF(N GT.1)GO TO 150
X(N)=X(N)/A(N,N)
. RETURN
150 CONTINUE :
X(1) X(l)/A(l 1)
DO 200 1I=2,
XX=0.0 |
DO 300 K=1,I-1
XX=XX+A(K, I)*X(K)
300 CONTINUE
X(I)=(X(I)- XX)/A(I I)
200 CONTINUE
SUSTITUCION HACIA ATRAS -
X(N)=X(N )/A(N N) ;
DO 400 I=1,N-
IR=N-I
XX=0.0 |
DO 500 K=IR+l,N .
XX=XX+A(IR, K)*X(K)
500 CONTINUE
X(IR)= (X(IR)—XX)/A(IR IR)
400 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE MARIEP(NEC,RGC,IAD,NEF,IEJ)

FORMA LA MATRIZ K DE LA ESTRUCTURA COMPLETA

QO QO

COMMON/EFCL/IE(8),RG(8,8),FC(8),X(4),Y(4),IMA
DIMENSION RGC(NEC,NEC) e
REWIND IAD

DATA IAL/5/,IAE/6/

CALL CEROSM(RGC,NEC,NEC)

DO 800 N=1,NEF

CALL LEEDIS(IE, 89, IAD)

DO 600 I=1,8

K=IE(I)

IF(K.LE.0.0)GO TO " 500 R s s

DO 400 J=1, 8

L=IE(J)
IF(L.LE.0.0)GO
_ RGC(K, L)
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400
600
800

15

30
20
10
40

OBTIENE EL VECTOR DE FUERZAS COMPLETO w 

700
800
900

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

IF(IEJ.EQ.0)GO TO 40 , , |
WRITE ( IAE, 15) & o
FORMAT(// /7, MATRIZ DE RIGIDECES GLOBAL’ 111
DO 10 I=1,NEC SRars ’
DO 20 J=1,NEC

WRITE (IAE,30)1,J, RGC(I J) g e »

FORMAT ( 10X, ' RGC ( * (13 I3,7)=",F15.7)

CONTINUE ST T

CONTINUE -

CALL TCHCUA(RGC, NEC)

RETURN |

END

SUBROUTINE VECPEC(NEC IAD,NEF, FCC IEJ ID NGL NPN)

COMMON/EFCL/IE(8) ,RG(8,8),FC(8 ), X(4) Y (4)
DIMENSION FCC(NEC) ID(NGL, NPN) COCAR(Z
DATA IAL/5/,IAE/6/ o
READ(IAL, 5000)COCAR

WRITE ( IAE,6000)COCAR

READ ( IAL, *)NNC,KFC

WRITE ( IAE,6100)NNC,KFC
REWIND IAD

CALL CEROSV(FCC,NEC)
IF(KFC.EQ.0)GO TO 900

DO 800 I=1,NEF

CALL LEEDIS(IE,89,IAD)

DO 700 KK=1,8

KKK=1E (KK)

IF(KKK.EQ.0)GO TO 700
FCC(KKK)=FCC(KKKK)+FC(KK)"
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

CALL FUEXPU(NEC,ID,FCC, NPN NNC e T —m———

IF(IEJ.EQ.0)RETURN
DO 10 I=1,NEC
WRITE(6,15)I,FCC(I)

14
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5000 FORMAT(20Ad)
6000 FORMAT(///,10X, 2084 )

6100 FORMAT(///, 10X, 'NUMERO DE NUDOS CARGADOS . . 15 /,10X,

1'INDICADOR DE FUERZAS DE CUERPO =',15,/;15%; 'SI SE
CONSI-DERAN =1', 2/,15X,'NO SE CONSIDERAN =0’ ) :
15 FORMAT (10X, 'FCC(’,I3,7)=',F15.7)
10 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE FUEXPU(NEC,ID, FCC NPN NNC NGL F)
FUERZAS EXTERNAS PUNTUALES " s

DIMENSION ID(NGL,NPN), FCC(NEC) F(NGL)
DATA IAL/5/, IAE/S/
IF(NNC.EQ. O)RETURN
WRITE ( IAE, 6000)
DO 500 I=1,NNC
READ(IAL, *)NC,F(1),F(2) S
WRITE ( IAE, 6100)NC F(l) F(2)
DO 200 J=1,NGL
K=ID(J, NC)
IF(K.LE.0)GO TO 200
FCC(K)=FCC(K)+F(J)

200 CONTINUE

500 CONTINUE

6000 FORMAT(/// 10X, 'CARGAS CONCENTRADAS EN LOS NUDOS /10X,

1'NO. NUDO' ,lOX 'FX', 10X, 'FY')

6100 FORMAT(10%X,1I5,8X,F12.6,1X,F12.6)
RETURN ‘
END

e i i
a e, A YA et e,

SUBROUTINE DESNOD(DESP NPN,,NGL ID)

DT 1 NE LA e S S8 e i st

IMPRIME LOS DESPLAZAMIENTOS NODALES DE‘LA ESTRUCTURA
REFERIDOS AL SISTEMA GLOBAL DE ﬁREFERENCIA. REE

15
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DIMENSION DESP(NPN),ID(NGL,6NPN)
DATA IAL/5/,IAE/6/ : ‘
WRITE (IAE,6000)
DO 800 N=1,NPN
I=ID(I,N)
UxX=0.
IF(I.NE.Q)UX=DESP(I)
J=ID(2,N)
UY=0.
IF(J.NE.O)UY=DESP(J)
WRITE (IAE,6100)N,UX,UY
800 CONTINUE
6000 FORMAT(1H1,/////,10X,' DESPLAZAMIENTOS NODALES’,// 10x,
_ 1’ NO. NODOS’,lOX DX’ 12X,'DY’,/) R
6100 FORMAT(10X,I5,8X,F12. 9,4%,F12. 9)
RETURN
END

SUBROUTINE COXYC(XS,ET,X,Y,XYC,IR,FN,IEJ)

CALCULA LAS COORDENADAS DE LOS PUNTOS DE INTEGRACION DE CADA
ELEMENTO.

DIMENSION X(4),Y(4),XYC(4,2),FN(4)

CALL FUFCL(FN,XS,ET,IEJ)

ICc=1

IF(IR.EQ.4)IC=2

IF (IR.EQ.7)IC=3

IF (IF.EQ.10)IC=4 ‘

XYC(IC,1) X(l)*FN(1)+X(2)*FN(2)+X(3)*FN(3)+X(4) N(4)
XYC(1C,2) Y(l)*FN(1)+Y(2)*FN(2)+Y(3)*FN(3)+Y(4) N(4)
RETURN

END

SUBROUTINE ESFUCL(NEF IADB UE NEC IADESF IAD ENP NMA,IP)

i
P ey TG ST A

CALCULA ESFUERZOS REFERIDOS A LAS COORDENADAS GLOBALES EN
LOS PUNTOS GAUSSIANOS Y ESFUERZOS PRINCIPALES

COMMON/DBCL/ JE (8) , DB( 2 8) XYC(4’2
)/R )r C(S)I (

' COMMON/EFCL/ IE (8 A),Y(4) IMA

16*':



DIMENSION UB(8),UE(NEC), ES(48) ENP(3,NMA)
DATA IAL/5/, 1AE/6/ _

REWIND IAD
REWIND IADB
REWIND IADESF
WRITE(IAE,6000)

DO 800 NE=1,NEF

CALL LEEDIS(IE 89, IAD)
CALL LEEDIS (JE, 112 IADB)
DO 300 I=1,8

K=JE(I)

IF(K.GT.0)GO TO 200
UB(I)=0. :

GO TO 300

200 CONTINUE
UB(I)=UE(K)

300 CONTINUE

50 CALL MUMAVE (DB, UB, ES 12 8)
CALL GUADIS(ES, 12 IADESF)
IR=1
DO 700 I=1,4
IF(IP.EQ. O)GO TO 150
SZZ= (ES(IR)+ES(IR+1))*ENP(2 IMA) _

150 CONTINUE Sl S
WRITE(IAE,6100)NE,XYC(I, 1) XYC(I 2) ES(IR),ES(IR+1),’
1ES(IR+2),S52% _ , “_»yf-._ L
IR=I*3+1

700 CONTINUE

800 CONTINUE
WRITE (IAE,6200)

REWIND IADB

REWIND IADESF

DO 400 NE=1,NEF

CALL LEEDIS(JE,112,IADB)
CALL LEEDIS(ES,12,IADESF)
IR=1

DO 350 I=1,4

CALL ESFPCL(ES(IR) SMAX,SMIN,VMAX,DIRR)

WRITE (IAE,6300)NE, XYC(I 1),XYC(I,2),SMAX,SMIN, VMAX, DIRR
IR=I*3+1

350 CONTINUE

400 CONTINUE
RETURN

6000 FORMAT(1H1,/////710X; "ESFUERZ0OS ASOCIADOS AL-SISTEMA GLOBAL'

1///,10X, 'ELEMENTO' , 2X, 'COORDENADAS ', 7X, 'SXX ', 8x 8YY! ,8X, 'SXY'
28X, 'szz',/ 12X, "NO. " 7x 'X',5%X, 'Y',/)
6100 FORMAT(lOX 15 5x F5:2,1x F5. 2 3X,F10.5,1X, FlO 5 1x FlO 5,1%,

'/ ; '"ESFUERZOS Y DIRECCIONES PRINCIPALES'
1///,10%, ’ELEMENTO X,’COORDENADAS',?X '$s1', 8%, 'ssz , 8%,
2’VMAX’ 8X,’DIR ,/:12x 'NO.’,7X,'X",5%X,'Y’ /)',,,

17
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6300 FORMAT(10X,I5,5%,F5.2, 1x F5.2,3X, FlO 5, 1x F10.5,
1X,F10.5,1X, FlO 6) | TS
END S

SUBROUTINE MUMAVE(A_B C, IR, IC)

MULTIPLICACION DE UN' MATRIZiPOR UN VECTOR

'DIMENSION A(IR, IC),
CALL CEROSV(C,IR)’.
DO 500 I=1,IR
DO 400 J=1,IC 2T
C(T)=C(I)+A(I, J)*B(J)

400 CONTINUE

500 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE ESFPCL(ESF, SMAX, SMIN, VMAX,DIRR)
CALCULO DE LOS ESFUERZOS PRINCIPALES EN LOS PUNTOS GAUSSIANOS

DIMENSION ESF(3)

Q=(ESF(1)-ESF(2))/2

P=Q**2+ESF (3) *#2

RS=SQRT(P)

PR= (ESF(1)+ESF(2))/2

SMAX=PR+RS

SMIN=PR-RS

TU=ESF(3)/Q

H=ATAN (TU)

OP=H/2 ,

DIRR=0P*180/3.1415927

VMAX=RS

RETURN e s b g o
END . .

SUBROUTINE DEFOCL(NEF,NEC,IADESF,IADB, IAD,ENP,NMA, IP, IADU)

18
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6100 FORMAT(lOX I5,5X%, 2F5 2 3X

CALCULO DEL TENSOR DE DEFORMACIONES REFERENCIADAS A LOS EJES
GLOBALES Y DEFORMACIONES PRINCIPALES - ' = .. :

DATA IAL/5/,IAE/6/ e
IY(4) IMA

COMMON /EFCL/IE(8),RG(8,8)FC(8),X(4).
COMMON /DBCL/JE(8),DB(12,8),XYC(4,2)
DIMENSION ES(12),TEXX(3),ENP(3,NMA)

REWIND IAD

REWIND IADB

REWIND IADESF

WRITE (IAE,6000)

DO 800 NE=1,NEF

CALL LEEDIS(IE 89,IAD)

CALL LEEDIS(JE,112,IADB) -~

CALL LEEDIS(ES,12, IADESF)," S

IR=1 CTE e |

DO 700 I=1,4 "fvgg~iffg'3f‘ﬁfﬁJ, L e

CALL TEDFCL(ES(IR),EXX,EYY,EXY,EZ%,IMA,ENP,NMA,IP)

TEXX (1) =EXX T R R S

TEXX (2)=EYY R

TEXX (3) =EXY o S

CALL ESFPCL(TEXX, EMAX EMIN EG, DIR) f:’ '

WRITE(IAE,6100)NE,XYC(I, 1)6XYC(I 2) EXX EYY EXY EZZ ,EMAX,EMIN
: E10:3) L

=I*3+1]

700 CONTINUE

800 CONTINUE
RETURN

6000 FORMAT(1H1,/////,10X%, ' DEFORMACIONES UNITARIAS',///,

110X, 'ELEMENTO' , 2%, ' COORDENADAS * , 7X, 'EXX ', 8X, 'EYY',8X, 'EZZ’
28X, "EMAX',8X, 'EMIN',/,12X, 'NO.’,7X, 'X',5%, 'Y, /)
END

SUBROUTINE TEDFCL(ES EXX,EYY, EXY EZZ IMA ENP NMA IP)
CALCULA TENSOR DE DEFORMACIONES UNITARIAS e

DIMENSION ES(3),ENP(3,NMA) ,

EXX=(ES(1) ENP(2 IMA)*ES(Z))/ENP(l,IMA)WM i
EYY=(ES(2)-ENP(2,IMA)*ES(1))/ENP(1,IMA)
EXY=(1.+ENP(2,IMA)*ES(3)/ENP(l,IMA)

19



IF(IP.EQ.0)GO TO 100
EZZ=0.
RETURN

100 CONTINUE
EZZ=-(EXX+EYY)*ENP(2,IMA)/(1.-ENP(2,IMA))
RETURN o :
END

20
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B.1 FUENTES DE ERROR.

Las respuestas numéricas a nroblemas, contlenen generalmente
errores que se originan en dos éreas' aquellos inherentes en
la formulacién matemdtica del oroblema y aquellos en que se
incurre en la determinacidn numérlca de la solu016n. La prime-
ra categorfa incluye el error en que se incurre cuando la pro-
vosicién metemdtica del problema es dnlcamente una aproximacién
a la situacién fisica. Tales errores son frecuentemente despre-
ciados, como en el caso de despreciar los efectos relativistas
en los problemas de macéﬁicé cldsica. Si no son despreciables,
entonces: hzbrd un error 51gn1f1cat1vo en el resultado, sin im-
portar que tan exactos hayan sido les cdlcules numéricos. Otra
fuente de error inherente es la falta de exactitud en los datos
fisicos. Tales errores son también gemeralmente despreciables
cuando son causados por la falta de exactitud en las constantes
fisicas (por ejemplo la constante de gravitacidén). Pero, cuando
son el resultado de errores en los datos emviricos, el mérito
de una solucién calculada debe ser cuidadosamente valorado en
funcibén de estos erreres. Ademds, como tales errores son usual-
mente casuales o aleatorios, su tratamientoe analitico puede
resultar completamente difieil. | '

hx1sten tres fuente- orlncloalés“de error de cémputo. E1 orl—

mero, familiar a todas 1as oersonaséque usau calculadoras de
escritorio o ﬁnlcament&' ‘dniu, es el error craso o de
“confus16n"‘ Las comnutado sl_ales han reduCLdo ‘enormemen—
te la ﬂrobabllld“d de taleﬂ errores,pero cuxndo no nueden ser

realmente verlflcada la - exectltud “de una solucxdn, no debe ig-

norarse la 0081b111dhd de que anarozca.‘81n embargo, nes inte-

m8016n del mismo. Este usualmente es cousado al sustltulr un
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proceso infinite (suma o integracién), o un oroceso infini-
tesimal(diferenciacién), por una aproximacién finita. Como
e jemplos podemos mencionar:

1. E1 cdlculo de una funcidn elemental(por ejemole sen x),
usando les pnrimeros n términos de su desarrollo en serie infi-
nita de Taylor.

2. La aoroximécidn de la integral de una funcién por una su-
ma finita de valores de una func16n, como en 1la regla trane201—
dal. :

3. La solucién de una ecuacién ulferen01al sustltuyendo las

derlvadas por una anrox1m801dn de las- mlsmas(por eJemnlo, co-
1entes de. d1ferenc1as) ‘;,  : L
4. La salu016n de la  "” 6n f(x r el método de Newten-

Denotaremos este tloo

de or;en todas &
como error de truncamlento,;

¥ que frecuentementeies-el resul—

tado del truncamlento de un nrodeso 1nf1n1to nara dbtener un

proceso finito. \ R S

La otra fuente de error de 1mnortan01a, es el au ado por
el hecho de que los célculos arltmétICJS ca31 _ nucden
llevarse a cabo con . una completa echtltud Muchos nﬁmeros

que tienen representaclonﬁs decinales 1nf1n1tas, deben ser

redondeados: VQ obtante, aun st los datos de un vroblema oue-

den . ser ex

esad s nor renresenta01ones decmmale 'f“‘ltas, la

.tq—

mos 1ntrodu01erdo y ‘omo en e1 caso de lns err)re en 1os G5~

st

asual

que Lo hece d111c11 de trutqr."

DEFINICIONES DE ERROR.
Las dOS défiﬁiCiOﬁé;\dequS son:
(1) Valor exacto= valor anroximzdo + error.

-(2) Error relstivo=| -SLI2L_ -
valor exata
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EbTABILIDAD Y CONVndGmNLIA. 

Se dice que e: 1ste coxvergen01a en la anllcacldn de un mé-
todo por aorox1ma01ones”en la medlda en que obtcnemos las

anrox1ma01onea,y los errores absoluto y relatlvo tlenden a cero,

o bien, al ser menures o 1gualu gue 01erta tolcran01a dada,

en caso contrario existi é”dlve”gen01a.‘

Cada una de’ lmﬂCIOHGS que, VEmos obtenlendo son, en

realided, una sucesién de. ndmeros,\sm

reco damos que unﬂ suce-
cién - Xo, J y

La establllqad de los" métodos numérlcos eata intlmamente
llgada con la corverg n01a de 1os nronlos métodos ya que en la

tendré la ines tabllld vd: del método

PROPAGATION DnL LRs0R.

De mucha 1mnortanclg en anéllslqvnumérlco es‘la formq €N Gue

c1r, determlna

tenp =N erroreq nequeno L
ouede. se” grznde.qnste errormrclatlvo L,rwnc aﬁﬁé%gtgpgggdoﬂh
vor operaciones arit: énlf 1S noatwrlores. R ‘

En este imnortant{simo cotudio 1l¢ nrimero es encontrar expre-
siones para el error absoluto y el error relativo en el resul-
tzdo de cada una de lzg cuatro olseraciencs zritméticas en
funcidn de los onerandes y sus errores. Posteriormente se 6rd—\
senta una téenica para determinar un limite al error totszl en
un cdlculo que contenga un ndmero cualouiera de oneraciones
aritméticas,
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Surna

—

Se tienen dos aproximaciones, X y Y , a dos verdaderos valo-
rés, X% y-Y4 , junto con sus errores respectivos,ex y €y. Tendre-
mos erntonces.

X-'Q'\j = % & C—:,‘!'-‘:'\"!' C“ = (i*g)*’ (ex+ Qu’)

El error en la suma, que indicaremos mediante erq , €8 vor
tanto.
' e—uﬁ = Qy 4 Q"l

Resta ,
De una manera semejante obtenemos.

Qx-q = €x— C,L'

Mulﬁiglicacién
En este caso se tiene
XY= (L+rex) (FJ+ey)
= i-"j*-ie*-\- %'2.,;“‘ Q,ie..,

Suponemos que los errores sen mucho mds peguerios que las apro-

ximaciones, e igneraremos el producto de los errores. Entonces.

FQ 
: Cxy ™ X+ Yy
Divisién
Tenemos _
.)E.._-_-_&_Lg-z_.
b/ 9 €y

Nultiplicando el denominador vor g/ﬁ vy reovdenande términos ob- o
tenemos.

..L—— ‘:.i;:c-‘- [) (———-L—n

9 9 \+ey/g
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El factor que estd en el paréntesis pucde desarrollarse en

serie mediante una divisidn:
3

_l_z_i_‘!'___g—is-;. L‘_g-__;_+(§=_;|_)._‘. .
1 g ‘ Y 9

Efectuendo la multiplicacidn y desnrecianco todos los términos
que contienen productos y votencias de orden surverioer al ori-
mero de &y €y, tencmos. '

LoaX plx %@y

C T
Por lo tanto ‘ |

Cxlg'_‘".._ x-_._t;tl

3 g*

Para un ejemols simnlé del significado de eqtas fdrmulas,

considérese la suna- de dos Jlogaritmos de. cuﬂtro 01;ras.‘Coma

podemos supener que los 1egarlbmos uté

cuvarta cifra, sabemo oue el err

serlea. . e
Debe observarse oue‘raﬁa7

trzceidn. Si les errores tlenen 81gnos dlf
orecisamente lo contrarlo. ' ,
Como tenemos ahora fdrwulﬂs narn~lawqroo;gacwdﬂqdewlo
errores absolutos en las cuatro 000"3013nes_ rltmﬁtwcws bé81-
cas, podemos ffcilmente dividir v obtener ‘los errores relqtl-
vos., Para la suma y la resta los re ultadaq han SldO rCJC7"Od"-
dos vara mostrar exnlicitamente el efecto de- 1os errores en ’

los onerandos.

Suma’



Resta _ _
—xed | = x__ %f- S | ?}_
x-9 -4\ X -4\ Yy

Divisidn
Cefy . €x _ 29
/5 = 9

Bs importante comvrender claramente el significado de estas

férmulas de vronagacidn. Partimos de dos valores anroximadds,
- -t

XYY , que contienen los errores ex y 65. Los errores puc den
ser de cualquler ta.oo.,Los valores de X y 'j nueden ser re u1

tados experlmentales qu"
ser el resultado de alcdn cé
nroceso flnlto [ nor lo tanto nueden contener e“

truncamientos oueden ser el resultqdo de onera01onesvar1tmét1—
cas previas y nor 1o tqnto contener errores Do redondeo.
Tamblén nueden con suma f"Cllld”d ser una comblna016n de los
tres tlnos que’ se han enumerade. _ “
hntonces las fdrmulas anterlorcs dan el. error en”el resul-
tado de cada una de las operaciones arltnétlcas en fun016n de

x-,5 ,ijreysuponlendo oue no hay error nor.redpndeo;en la
operacién. 9i como acurre con frecuencia querembs'saber ahora
como‘se*orooaaaweiwerﬂor4en~esﬁaresultﬂdo a, otfas Ooneraciones
arltmétlcas, Gebeﬂ05 ap"egqr exnllc1t°mvnte el error onor re-
dondeo. v ' Y

La sxuua016n anterlo* ouﬁde aclar rse con un e jmolo. Sunbn-
gase que empezamos unu_computaqlén con tres cantidades, 3, Y
y 2,y nor simplicidadASubonggnbs gue son exactes, es decir,
que no tienén errores de ninguna clasc. Sunéngase que calcula-

mos.

(x+y4)2
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Por 1la forma en que se escribio la exoresidén, debe efectuarse
vrlrnero la suma. Se supuso que ambos operandos no tilenen err'or
asi que error propagado oor la suma es ceroj; s:.n

efectuar ésta se introduce un error nor redondeo\

vor redondeo puede cons1derarse como un error :therent‘e en'la
suma cuando vprocedemos a ejecu-tur la multi pllCaClén. Si acor-
dzmos llamar €xeyal ercor total en le suma,’ 1ncluJendo cust

qu:Ler error provaga d 7 el red-ndes, se tlene."

< S.1o -

l SC+Y

que"‘e:‘s_ _simplemente. el 1imite en el er___r_oi""po‘;"_,re‘dqﬁde'o';en,- cus l-
quier operzcidn asritmética, suponiendo siemore redondeo simé-
trico. liuevamente es 6108 suponiendo una computadors en la
que los nimenos de nunto flotante tiene una narte frcccmvm—
ria que consta de T cl"ltos:demmale\._

Sabemos que. el e_rror relqtlvo en un vrodu_cv‘co“ ec'”
los errores I""la‘tlvf‘° de los dos fc:CtO“eS, '

].a sum de

as el e error por

redondeo que se,trnduce en la rﬂultlpllcacldn. Como reuult :do
de la rnu._ltlpllcc.cmn T, es nuestre aprox:md.c:.én au,
nodemos escribir.

€ x+4 Z

en nue @z/z es el error rel=tivo en 2, yUmes el error nor

redondeo en la multi-~liczcidn. Coro surmusimos nulo el error en

Z, y comno
478 x+Y Ly \ < Cxry \ 1 p
' ’ \ x+y o X+ Y * "

(La dltima desigualdrd se der iwina 1= dssiguslded triangulex:

la iguzldzd se cumnle sixy/(x+Y%) y Vw tiene signos ipucles, y
‘la desipusldad si tiene siynos diferentes.) antonces tenewos.

-t
jes ] 5ot
x

_ T
\Qw\é WO Gue es el Iimite del error absiuto:
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GRAFICAS DE PRchsos.

Tenemosﬂeiﬁf' 1ones que nos permlten conocer 1a‘nr0pag9016n

rltmdtlcas, y v1mos en un- egemnlo

grror total en - una comnuta016n.‘Nece51L1mo

en una comnutccldn de maner
total en el resultcdo fl‘
minar la contrlbu016n al

en cualquler 1ugﬂrrde la

nera. 1nu1‘

rerldsms1gu1entes, "‘h;gue §§jﬁéboég%g._h
Suma - , S :

Cohéidére se que 1uo,doo flecn"s,aue 11e£an ‘a un circulo de
adlClén nrOV1enaw de dos circulos quo Tc ult dou~son ay ¥
G@,(Estos “result dos"pucden en efeﬂto ser el rugultodo de
otras overaciones, o pueden ser de tos de entrada como en nues

tro csso.) La flecha que va de %y a @ con la etiqueta Q./Qq.-f-qz)
y la flecha que ve de Qa2 a @ con 1z etigueta ‘1/(Q.+01)
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Reste
51 la operscidén es @-Oz . los flechas correspondientes vue-
den identificarse como G/(@i=Gz)y — &3/(Q,~Qqyz).

Multlnll

Las- dos"flccnms gue conducen a una multiplicacidn llevan la
1dent1f1c4016n +l.

o a )y vesios
te la sumc Penemos un er

multlpllcqndo nor L1 tcrmlno que 1cent1fﬁca lu;flgcha~gue'une

® con @ :

X icx
X Y

Hemos omitide las barras en Xy en 4, nero soqfcﬁtendemos
que éstas. son snroxizadamente iguales 2 los valoteSivgrdaderos.
De la misma manera, el error en B,Lg, aacrece en el resultado
de la onera016n olpulente multinliczdo nor el término cue
identifics la flecha que une @ con®:

__._3___).3

x4y
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Hay finalmente un error por redondeo en la suma, al que
llamemos 1}, y el error relativo total en el resultado de la
adicidn es ‘

Lxvd o X g g Y
x+Y <ty ¥ TR et

La regla nuece anlicarse shorz a la multinlicacidn. Uno de
los factores es la sume de Xy 5 Y que tiene un error quc se

acrbq de 1ndlc T3 éste anscrece como errorflnh
sultad ‘
pllcand
rece en 'l‘resultddo de la. multlnll
tambidn pof +1. La multlnllca01én tendré'un error por reconceo
que llamamos'r 2y el error total desnués de efectuar lz multi-

1atmu1t1nl’ch016n, '
orﬁf1.~nl error 1nhe”en
6nﬁmulAAp1‘cando‘o

nllcac16n, aue es el error total enZL s €S

TS y}&+3_ v,_ X+3

Si todos les res ult"dos est n correctamente redondeados (de
acuerdo con'617métoao~de redondes cenvenido), Ninguno de los
errores vor redondeo serd mayor que 5110 . Entonces tenemes.

F#1s( _i_.+5>%5W5I
A

x+Yy
S9i tante XX como ¥ ne son negativos, cntonces:

x4

x+s\ ‘ x+y

no puede ser mayor que 1, y finalmente tenemos

-T¥\

‘Qn‘ { 20 to =2.10 ,
— N
wn
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Fig. B,S'i—

u=(x+y4)-1
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B.6 CAITEAIOS Di CONVEGENCIA.

Las funciones de forma supuestas reducen los 1nf1n1tos gra-
dos .de libertad del sistema con lo que es posmble que nunca
obteﬂgcﬂos el verdadero valor minlmo de la energla(nara los
dlferentes c2s0s estuﬂlados), 1ndeuend1entemente de lo tupida
que sea la subd1V1s16n;5Parﬁ asegurar_l ‘ onvergen01a thla el

ser cap z de representar la dlstrlbuci6n'real'de los desplaza—
mlpntos tan anrox1madaﬂenue como sea p031ble. Veremos que eeto
no ocurre cuendo las funciones que hayamos elegido. sean tazles
gue se- produacan defo”mablones en aloﬁn elcment@ cuando éste
se someta a. los desnlazamlentos oronlos de un cuerao r161do.

Asf pues, elforlmer crlterlo- a”fun016n de desplazamlen-k

tos debe satl f cer}
.Cr¢terlo l?

Epga‘%ﬁnCiSﬁfdéfdespiaZamiehfbfdeb" .1eglrse de

tal manera‘qu“ no nermlta deformq01ones de un elemento cuando
los dcsolazanleqtos nOualeﬁ se deban a un desplaz mlento del

conaunto como cuerpo. rialdo. E e A

puede violarse fécil-

ev1dente norfsi mlsmaw
-unélbnps, ,néigﬁien-

Bsta condlclén'

mente si se: emp_ean c_ertos tlpos'”
te, ha de ponerse culd do al elewlr 1& fun01onus d*,desolaza-
mientos. T NEUTE e 'f” §pE

On sggunddfcfiterio se deriva de los mismos rezoramientos

anteriores..Bs.evidente que a medida que los elementos se he-

cen mds peQuEEOﬂ tanto mis prevalecerdn en ellos condicip
aes de de;ormﬁc16n constante. 5i de hecho existen dlcnas condl-
01oneu, serd oues conveniente, escoger el tamafio de 1os ele-

mentos. que las revroduvc n eYathQLntE, nara consegulr u1 ‘buen
grado de anrox1maCL6n. Se punden encontrar funﬂlones que satls-

fag an el orlmer'cr;terlo, pero que reguisran al nismo tlemoo
que las deform :ciones varfen dentro del elemento, aun cuando
los desplazamlentOS'nodales sean compatibles con un estzdo de
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deformaciones constantes. chhas fun01ones no convergen blen
en general hacia la solu016n,exactaﬁy no . nuaden, ni en el
limite reoreaentar la dlstrlbu016n verdadera de deforma01ones

Asi pues, el seaun
Criterio 2 Tof T -
tal cuu‘31 1os desvlazamlentos nOdal€% son comﬁatlbles con

'erlo se ouede formular como 51gue.

terwos sdlo n60951tnnh
tamafio del elwm'
tos crlterloF a e
grado de ore01516n.‘

Flnalmeﬁte, se ho supuestoh

b;n‘embargo, al imnoner es-
710s finito se alcanza buewn

que-la contribucidn del trabajo

realizado en 1os contornos de sesar=cidn entre elementos al
trabaao v1rtUF"?totel e‘vnulo. Por con51gulente, parﬂ asegu—

e 0 et g ipn

dives ,,.,‘_;,._,,,‘ o

Vste'crl & 10 1mnllcﬁ 1la cont1nu1d d de los deuolazumlenuos
Dl las deforma01oneb se definen medisnte las

entre. elementosf
derlvauas nrlmerao, como en el ejemnlo de elasticiuad plana

}debprén sar contlnuos los desnlazenientos.

No obstante; o 6curre en los problemss de olecas 'y 1ld-

minas, lﬂs deior.Q01,nu se definen mediente las derivadas

secundus de los poles , debe”#n ser taubién continuas las

dGPlVdddS nrlmerus de ¢éstes.
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7atem’tlc meﬂte, los crlterlos anteriores forwan parte del

enunCero"de "funC1ondl comnleto“; 1a dlscus1dn matemétlca de—

n otros luﬁares. La demostracwin "heurl&tlca" de

be buscarse,
‘ enciz ofrecida aqul es suflclente a

0..

uwu.ZN o= m, 1 i} &gt"_._;(éb‘.-ﬁs.n

nos~proporclona‘la solucwdn ‘xact 'cn el cqso limlte, si el ta-
aafo h de los elementos se va hac1end3 c da vez - mds peque-~

flo. Los argumenios peara ello son. sen01’los'=puestbque el desa-

rrollo es capaz de reproau01r en el;limwte cualcvler distriou-
cidén de desplazamientos conceb1b1e dent“o del contlnuo, ¥ ade~
nds como la solucidn de cada a1roxlma016n es unica, aquél debe
proporcionar én el linlte, cvando h-»D, la soluc16n exacta. Y
lo.cierto es que en algunoa casos, dicha solucidn exacta puede
alcenzarse” con: un nuﬂero flnlto de subd1v1s1ones(o 1ncluso con
un sélo elemento)'51 el desarrolLo pollndmlco ut111uado para ese

elemcnto:’v' "xactamente a la solu016n cmrzcta.
As{ vor ege&an

: xsoluc16n exactﬂ edAun nollnﬁmlo de se-
do Yy las iu401one= de ;orﬂ 4L1ujen todos los v011~

_guwdo!

foats
S ity e,

nomios de ese ET200y “Yar nor0x1“u01énwgg§ rowor01onaré la solu-
cidn exacta. ‘ R ‘ T
Este Wltino arpumEnto nuede avuaorno“ a~det~rm1n Bl e1 grado
de convergencia dcl método de los eLex xtos flnltos,'nuesto que
la solucidn exscte nucde sicmnre des err‘ lﬂrse en serle 90lino-

mica en las nroximidedes de cukloul ‘ do.& .

L (Lli.‘ e ) : 3.6..2
fu u‘”*‘(ax) e 39 :‘J“k" v a » . ( )
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5i en: Cl'}nﬁéfiﬁr de un elemento de"tamafid' h se emolea un de-
sarrollo nollndmlco de grado p, éste podri ajustarse localwen—
te al’ desarrollo de Taylor hasta dlcho gredo y, como I—e Y son
del orden de magnitud de h, el error en W serd del orden o(n®*).
Asi, por eaemplo, en el problema de plds‘clcmad nlana dlacutldo
anterlormente hemos emnleado un desarrollo 11neal y p—l por
cons1gu1ente debemos esuerarfup\“r do: de. convergen01a del or-
den de O(h ), 1o cual 1wpli64 due el‘error eﬁtlos desolazamlen—
tos se reuuc1rd a 1/4 si- el tamano dehlos‘elementd

a'malla

se reduce a la mltac. SE e
Mediante un argumento 51m11ar las deforma01dnev(o
nes) gue vienen dadas nor les derlvadas n-ésimas de los_despla—
Zamlentos, convergerian con un- error de o(h“*‘“B y ]afc m=1 en
el egenolo anterlor, tendrlamos que el error de convergen01a se-
rfa 0(h). La nergia de deforma016n que viene dada por el cuzdra-

do de las t9131onés exhlblré un"rror de O(ﬂuwﬂf Ya o(r) para

S‘ten31o—

el eaemnlo” { , plane SRS MR
Desde. el ounto de v10t ,mate éfico; ésfos:afgumentos pueden .
nkrecer qulzé banslidades "heurlstlcas""51n embdrno, son cier-
tos y or'norclonar correctamente el gvado dn convergencia. Fre-
se;ha cesarrollcdo ané11s1s matenétlco mucho més
ar;el gr do de - converven01a sino

cuentem nte
qh ,no sdlo para. determln
tamblén ﬁara eutablecer el»limlte sunerlor del error Vlnﬁuno de
ellos ha resultcdo hasta- hoy esneclaT ente utll,’ a cue generel-
_vente vienen exaresados en fun016n de cmntluages duscon001das
aln; - la~31mnle determ1n4016n del grado de conver-

iV T4y

a pri
.gencia baste a menudo. ﬂard extraﬂolar i 301401dn haata el LCm
sultudo correcto, Asi uor eaemnlo, 8i- los desnlaaamlentos con—
vergen con. O(h ) ¥ tenemos dos solu01ones anr)x1nada51k y‘u
obtenidas con nallus_de t¢manos h y h/2 nodevos escribir, sien-

do W 1la soluc*ﬁn échta.'

W o 0h) 4 (8.6.3)
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y de esta ecﬁaCién podeimos predecir una-solucidn casi exacta

para U gal‘“xtrapola016n fue‘lntrodu01d originalmente por
ﬁlcharsonh" s~de”gran utllldqd 31'1a convergen01aAes mondto- i
net e k:‘ : ; E L .

El err r de dlscretlzadldn no es el ﬁnlco pos1ble en los cél-
culos- oor elementos flnltos. AdeMos de los errores “obvios que se
oueden nroduc1r cuando se maneaan computadoras, los debidos al
redondeofson 51emnre p031bles(vea seccién B. l) Como la computz
dora"_perafcon nﬁmeros redondeados a un ndmero flnlto de digi-
tos, cha vea“

ue tenga lugar una sustraceién de dos némeros

pare01@os se nroducmré una disminucidn del grado de precisidn.
En los proceses de resolucién de o1stemes de ecuac;ones son ne-
cesarias muchas sustracciones y la or601516n disminuye. También
se incluye agquf{ los problenas de condlclonamlente de le matriz

y cuando se emplee el método de- los”elementos flnltos de deberd
ser conciente en todo mo-ento'de la

1n1t301ones de precisién
3 fAfortunadamente, con
dmlten un gran ndmero de cifras

los vroceszdores modernus,,' ﬂ,
significativas, estos erreres con frecuen01a son nequenos.

‘rocedlmlentos

an la secc16n 51gu1ente mostraremos auc los

carga

un camwo de

hldréullca;’entre otroé.

Gudsgall aa}cl oﬁ;-»-m;«--%-npsz#chIjr'mro 5

Bl nrobleha aﬁé‘tadufia no hemos nlaateado es el del gr&do de
bondzd de la aOTOXluClen 7 cémo podenos ﬂeaorarlﬂ’olste :dtica~
mente ohro acerc rnos més a la solucifn cxlcta. La nrlner nre-
gunta- es casi 1m00¢1ble de contestar y nresunone el corocimien-~
to de la solucidn exzcta. La sefurda es mds raciunel y vuede

contnstaroe si considers:ans alodn nroced1m1ento gistemftico sec=

gun el cual nueda suponerse auu tlene lunar Ll dUM\nt) dcl nﬂmero
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de pardmetros O. en la exvresidén general siguiente.

Hemos empleado funciones deflnldas loca lmente,» 1endo éstas

fundamentales en el anéllslb medlante elementos f;n;tos. En este

convergea01a la* l_ﬁ“
terminar ahora.”
puede aprox1mar
b) de qué forma

81 en cualquwera de;lés térmlnos del wr1n01p10 Vur1u01onal
que modele nuestro problema, anarccen derledqs de orden m, se-
€ necesario, para obtener -en el 1imite dicho
‘“oollnomlo deflnldo locclnente seq al

7 2 ur ond1c16n necesaria oqra qua el desarro-
llo sea conVurgente, es"el crlte”lo de desarrollo completo; si
en la exnre31un 1nte0ra; avarecon derivedas m-ésimas, ha de ser

alcanzable un valern conatante, e el comlﬁib“ﬁélwélémentay”nar"
1a derlvada m—6511a cuando el £ muno del elenpnuo tienda a cero.
Este crltarlo se sqtlszce automdtlcwmente si los volinomios
gue aﬁarecen en 1;_i;n016nvde‘fprmq H 9Qn‘c9nnleto,hasta el gra-
do m-é31mo.,yr R S e R i 8

Si - el prgdo de un oollno uocwmvleto emdl'ydb en el dcsarrol]o
med:ﬂntc elementon finitos es oj;m, nodvd'ﬂverlgurrse el orden
de convergcngla observando la anroximacién con la cunl dicio
polinomio puede seguir el dcaarrollo ¢y serie de Taylor local
de 1a incdgnita W. : " o o
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APENDICE €

FUNCIONSS o FORWA, ALGUNGAS
FAMILIAS GuNBERALSS DE CONTINUTIL.

DAL Cp .
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FUNCION2S Di FOriid
ALGUNAS FAUILIAS GENSRALSS
DE CONTINUILAD Qo

Intoduccién.

Se verd mds adelante gque en rcalldad es- noslble programar

un procesador para’ que nrocese7una gran verledad de problemas

especificando - solanenteflas fnrma. Lavelec016n de
éstezs es, sin x x ‘

genio y en el

dice se oresentan algunas regl
lias de elementos unl, bl,(y 

uara generaT dlstlntas fami-
1d1 censionales .

Las fun01ones de forma que ‘se utilizaren al formular los pro-
blemas de elasticidad nor el métrdo de 1osrdesnlazamlentos te-
nfan que satisfacer los crlterlos de convergencmw eutablec1dos

en el anexo anterlor secc16n B. 6 . ,
a) Las 1ncdgn1tas han de presentar contlnuldad entre elemen—

tos ( o sea, no se renulere la - contlnuld d de 1c» derlvcda

primeras), o COHtlHUldad Co. i '

b) La, fun016”ha”d““”

ermltlrhla reor°sent8016n de cu 1quler

C'.O

por tanto apllcables ‘tddos}los pfoblemas de_los acsarrolla-

dog en’ esta téélS.,BSl como t*mblan a cua louler otrO/que ‘sélo

requiers el cumwllwlent) de eotau~dos.;;a*~'*

&n la uecclén 0. 6 "cl ancxo antcrlor hemos demostr:do que
el orden dc error en 1a aorox1ma016n es O\h?“) donde h'es el
tamario. del elemento y 0 cl ~rcdo del polinomio comnleuo que a-
parece en el desarvollo: Evidentemente al aunentar el grzdo de
las funciones de forma, auncntera tenbisn la votencia de error
y la convergencia hacie la solucidn cxacta se hace mds rdpida,
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mientras que esto nada dice acerca de la magnitud del error
para una subdivisidén particular, es evidente que deben bugs-
carse funciones de forma que contengenel pelinomio completo

de mayor grado nosible pari un numero de grado de libertad da-
do.

ELEMENTOS BIDIMENSIONALLS RECTANGULARES.

Conceptualmente( en esnecial si el lector estd condicionado
por su educacibén a vnensar en el sistema de coordenadas carte-
sianas), la forma de elemento mds sen0111a es la de un rectan-
gulo de 1ados paralelos a los eaesix e 9 Con31derenos por
eaempLo un réctangule como el reoresentado en la flgura C 2.1
con puntos nodales numerados de 1 a 8, en lzs 003101ones indi-
cadas y en donde los valores de la funcién 1ncégn1ta ¢ £ orma.
los pardmetros del elemento. ;Cémo pueden determinarse funcio-
nes de forma adecuadas pars este elemento?.

Y
4 8
ok 17 :
3 46
4 5
Fig. C.2.4 o

Supongamos en Drlmer 1uv4r que se expresen como forima po-

linémica en X e Yy . Para asegurar la continuidad de P entre

elementos a lo largo de los lados suoerlor e inferior, la va-
riacién debe ser lineal. Los eleméntos que estén en contacto
con el lado ‘suverior o inferior tendrén ‘dos ountos comune s
con dichos ladosy-y- nuesto quewdos valores determlnan una fun-
cidn lineal de ma nera dq1ca, queda ssegurﬂdo que é io largo de
dichos lados las fun01ones corresvondlentes a. elementob contl—

nuos serén 1gua1es.

Slm1larmente, si sunonenos que a 10 largo de: los lados ver—
ticales la varia 016w es cibica, aseguramos 1a contlnuidg ‘en
los mismos, puesto que cuatro valores determlnan un nollnomlo
de tercer grado de manera Gaica. Se han obtenldo_pues las con-
diciones para que sé satisfaga el primer criterio.
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Para asegurar la existencia de wvalores arbitrarios de las
derivedas primeras, todo lo necesario es que se conserven to-~
dos les términos lineales del desarrollo. _ 

Finalmente, puesto que la variacién de la funcién ba de ve-
nir determinedo univocamente por oche puntos, sélo sueden re—
tenerse ocho coeficientes del desarrollo y por consiguiente
podemos escribir |

Bz oA X oL kg XY o Pt XY ey ko Xy (C.2.1)

Generalmente, se puede llevar a cabo la eleccidén de forma u-
nivoca reteniendo los términos del desarrolle del menor grado
posible, aunque ev1dentemente en egte camo no se nrpsenta dicha
situacién. : u“ o | G
Sustituyendo las coordenadas de los distintos nodos, se ob-
tendrd un sistema de ecuaciones simultfneas.
Este puede escribirse de la sigilenTe maonera,

. 2 3 -
¢' ‘1 x',ﬂ.'xl‘j”ﬂ%? XYy %I t xlg? oy
) . ] . ’ ¢ e ° v
¢ = ’
. . [ ® * ° P Fy ° ¢ (00202)
¢8 " [ o 8 L] » . a 0(8

0 simplemente
(8.2.3)
Formalmente.

«=C' @t (C.2.4)
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-~

»
y vodriamos escribir (8.2.1) como
g=Px=Pc'pe | (c.2.5)
en la que
R 3 .3
.‘.):‘.‘91'“)"‘59311”3?')3 , x4 (-0.2.6)

Asi pues, las funciones de forma del elemento definidas,pqr
PEL A SN CPRPRLTS T LS *.@‘,‘2.7)
se pueden déterminér a vartir de
N =P L (c.2.8)

Este nrocedimiento, muy utilizado en la précticawya que no
implica mucha ingeniosidad, presenta sin embargb aigunas des-
ventajas considerables. A veces puede queﬂno eXista la inversa
de C y smenpre se encuentra considerable dlflcultad algebraica
en la obtencidn de una inversa adecuada, en térmlnos generales,
a todas las geometrias del elemento. Vale la pena, por tanto,
considerar la w051b111dad de escrlblr dlrectamente las funcmo—
nes de forna Nk(x,y) Antes de ello, hemos de menc1onar algu-

nas orovledvdeg geneﬂales de estas fun01ones..,ﬁ

nyamlnando la deflnlcldn exnresada en (C 2 7),;.; erv%mos en-

scru1d4 algunas caracuerlstlcas 1mnortﬂntes Prlméramente, pues-

B St e

to que esta exorL51dn es vé llda oara todos 1os conoonentes de
p%, serd. V ' '

NLz: \

en el nodo A , y nula en todos los demés nodos. kids adn, debe
conservarse la forme bésica de. la variacidn a lo largo del con-
torno que haya sido definida, por razenes de continuidad (como
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SN

s

en el ejemplo anterior, en que era lineal en X y ctlbica en
y). En la flgura C.2.2 ge representa 1sométr1camente los as-
oectos de ‘las funciones de forma de dos nodos t{picos de ele-
mentos como los considerados. Es evidente que éstas podian
haberse escrito directamente como producto de una funcién li-
neal X por une de tercer grado en ¥ adecuzdas. No siemore es
tan fé011 come en eg cte caso encontzar una solucidén, pero se
recomlenda 51emnre que seﬁynos‘ble, tratar de deducir dlrecta-

serd cowveniente vara los razcmaﬁientos que_siguen;,utilizar

coordensdss normslizadas. Enla figura C;2;3fse*muestrah dichas
coordenadas normalizadas elegidas de manera que en los lados
del rectdneulo toman los valores t 1,

—_ 0 =4 O —

] N=1

ﬂ_——‘t " _
F=1 7 ’ oo (c.2.9)

ey iFiq c.3 "l-’-‘\5“\3c31b Aq: c\S,b

)Cc.__..u ,

Una vez ConOClUub lzs funciones de forme en coordencdes nor-

mallzadas, es muy sencillo efectusr el cambio a coordencdas rea-
les, as{ como trawsformar las distintas exoresiones que zrarecen
vor ejémplo, en la deduccién de la matriz de rfgidez. Asi, vues,

vodemos trabajar en coordenadas normelizadas,
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Familia de. Lagrange.

Se puede obtener un método fdcil y sistemitico para engendrar
funciones de forma de cuzlquier grado medianﬁe el simple produc-
to de los polinomios apropiados en las dos coordenadas. Conside~
reios un elemento como el mostrado en la figura C.2.4, en el que
ge disponen unc serie de nodos exteriores e interiores, forman-
do una mzlle reguler. Se desea determinar una funcidén de forma
rera el punto indicade por el circulo méds grande. Evidentemente
¢l producto de un polinomio. de quinto grado mns'queftbma el va-
lor unidad en los puntos de la segunda columna de nqdoé?y cero
en todos los demés, por un polinomio de cuaTto‘gradb“énﬂi y ==
cue tome el valor unidzd en la coordenuda que corresponde a 1a
fila de nodos superior y cero en todos los demés nuntos, satls:
fucerd las condiciones de continuidad entre elementos y dard la
vnided en el punto nodal en cuestidn, ‘

Loz polinomios de una variable que presentan esta proviedad
se conocen como volinomios de Lagrange y pueden eseribirse direc
tomente como sigue: o

A EISSAN AN A2-%. )5-504). .. (3-£4) (¢.2.10)
(5i-6)Fi-72) v (B ) (F-Fiw) oo (Fi-Fq)
dando la unidad en %; y pasando nor W puntos.
Por tanto, si en dos dimensiones distinguimos cada nodo vor
su columna y su ndmero nodal I,d,

Ni= NLT" Z(EYIZFW\ . ’ 3‘ (C;2JD

donde n y m vevresentan el nimero de subdivisiones- en- cade-direc
cidn. ‘ ' '

En la figurae C 2 5 se muegtran algunos miembros de esta ili-
mituda familia, Aunque fdc1l de generar, su utilidad es limita-
da, no s6lo debido al gran nimero de nodos 1nter10res que . pre-
senta, sino también a les escasas condiciones para aJuste decnr
vas que ofrecen los nolinomios de grados elevedos. Se adverti-

r4 que las exoresiones de las funcidnes de forma contienen al-
gunos términos de grado muy elevedo, mientras que se preecinde



de alpunos términos de grzdos inferiores.

P - .
. ",m)
: ‘ : .
...Th.__ » L J [
? _-4..1__,-.. IR ‘ : ."" .
A o B N R S
,0) : [ o _

e
/
=z
\?
)
4
49 © 9
-« ® o

d

V; PA s
A e S S
L '“‘/“'/// C Wi eas, o)t b Cuadidics
4 / L ‘ ' ‘ c) Cu\:\co '

¥13 c.2.4
Familia Serendiplta v

Zs con frecuencia muy convenlente hacer que las funciones de-
pendan de valores nodales 31tuados en el contorno. Consideremos
por ejemplo, los tres primeros elemennos de la figure C.2.6 . En
cada uno, el mimero de nodos aumenta gradualmente y hay el mis-
mo ntmero de.nodos en cada lado. Para asegurar Yo conlinuided, da Vafadida de
la funcién en cada lado es lineal, parabdélica y cibica respecti-
vamente,.secdn el nidmero creciente de nodos de uno a otro elemen
to. - f : \"‘ :

Para obtener 1: fun016n de forma del orimer elemento es evi-

acnte aue un nroducto de 1a fornme

L(g+1)(n+1) | | (C.2.12)
T i e o enbe e
toma el valor uno en el nodo superior derecho, donde}:ih =l; y
cero en todos los demds. Ademds, la funcién de forma varia li-
nealmente en todos los lados, y por tanto se satisface el cri-
terio de contlnuluad Este elemento es idéntlco al lagrasngiano
de n-l. _ ,
Introduc1endo las nuevas variables.

z,=%% .= (¢.2.13)
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la forma

“}.. Lk‘*?b\(\‘\'“c)

'(0.2.14)

vermite edorlblr todaﬂ las fun01opes de forma en una sola expre

.:161’1.

Como una comblna016n 11neal de estes func1ones de forma Pro=-

porciona cualquler var1a016n lineal arbitraria de. ¢ .y -1l segundo

criterio de convcrgen01a queda~5atlsfecho.

§=1

n= 4
n
1__,;

(o) "=

(<)

Fig.€.2,:6. o) \inca); b) Cundrlico

(o)

L3

. ‘-
\m:o d) coatiico,

El lector nuede verlflcar que les 51gu1entcs fu 1ones"satls-

acen todos los criterios neceserlos para los m1embros de segun--

do y tercer orden de la famllza.
Blemento cuadratlco.'
Nodos de vértice |

Ni S SURLATERA RIS by )

Nodos laterales

~m S ;L= (o] ) NL’
=0, Ni=

\l

Elemento cdbico
fodos de vértice:

Ni= L Gen)0r)lrovalshe ) ]

(C.2.15)

)

(\-—3 )(H-q )
mm(\—‘\*)

(C.2.10)
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lodos 1atergleq
Zi=td g =t}
Ni g0 B0l

Obtenléndose las exoreS1ones para los nodos restantcs nermutan—
do las verlables. : -

Zn el miembro S1gu1ente de esta famllla, de cuavto orden, se
ha afiadido un nodo ce”
términos de un ool1nom1

rel de manera que se obtengan todos 1os
~bomnleto de cuarto grsdo. Este nodo cen
tral tambien 1ntroduce una;unclén de forma (1-%%) (1- "), que
toma el valor cero en todos los contornos exteriores.

Las funclones anterloreu fueron deducidas orlglnalmente por,
mera observa016n, ¥y su extencidén a miembros de orden aun mé.s
elevado es difficil y requiere cierto ingenio. Fue por tanto

aprooiado llamar a esta familia "serendipita" por referen01u al
famoso Principe de Serendip, célebre por sus descuﬁrimientos
fortuitos (Horacio Walpole, 1754). 5

Puede establecerse, sin embargo, un nrocedimiento bastante
sistemdtico vpara generar funciones de forme serendipitas, el
cual resulta evidente en la figura C.2.7, donde se presenta
la generzeidn de una funciébén de forma de segundo grado.

Para emne"ar, observamos que vara los nouos lzterales basta
con una 1nterpola016n 1agrang1ana del tlno llnea112 grado pa-
ra determlnar Nk en los nodos 5 a 8. Ng y Ngf se revresentan
en la flgura C. 2.7(a) y (b). Para un node de vértice como el
de la figura C.2.7(c), comenzamos con una V. bilinial y adver-
timos inmediatamente que_ _mientras N —l en.el, nodo Ly es distin-
ta de cero en los nodos 5 u 8. Sustrayendo succsmvameqte 1/2(Hig)
(paso 2) y 1/2(Ng) (paso 3), aseguramos que se obtiene un valor
nulo en dichos nodos. Se puede verificar que lus expre51ones
obtenidas coinciden con las (C.2. 15)y (C‘2°l6)* -

Ciertamente, deberia ahora resultar;e

......

eﬁte.quA,nara todos

los elementos de orden més elevado, se nueden generar. siguiendo
un proceso 1dént;co,para generar las funclones de forma nara los
nodos laterales y de vértice. Para las primeras basta con una



- 159 -

simple mudtiplicacidn de dos interpolaciones lagrangianas de
grados m y n. Para las segundas es necesario la suma de las
funciones biliniales de vértice junto con las fracciones apro—
niadas de las funciones de forma de los nodos laterazles para
asegurar la unidad en el nodo del vértice y la nulificacidén en

los nodos restantes.

- 5 B
o Moz (-5 -12)

Nz O-l-/a

Fiq. c.2.%.

N = \\\ “'-'. ,)_ \\\5 o %2_‘ NB

lexto original extraido de la ref.(6). Cap. 7, p.o. 173-187.
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[iOVELACION MATSMATICA DE
SISTEMAS | INTROLUCCION AL
CALCULO VARIAGIONAL

Introduccién.

Existen una gran variedad de sistemas fisicos que pueden
ser descritos desde un punte de vista variacional y en este
contexte, el manejo de cdlculoe de variaciones se considera como
una herramienta matemética que permite la formulacién de un sis-
tema mediante concevtos matemdticos que pueden relacionarse ddé-
rectamente con asnectos fisicos del mismo.

E1l problema cldsico de cdlculo de variaciones consiste en en-
contrar los valores estacionarios de un funcional el cual se b
defines como una integral definida cuyo valer numérico depende
de la funcidn integrada y vara encontrar los valores estaciona-
rios de dicha integral es necesario encentrar la funcidn que s
tituida en el intzgrando corresnondiente ceéa un valor extremo,
es decir minimo o méxime. '

Sea el funcional I definido por:
b

I=1| F(x)dx (D.1.1)

o
Cada funcién F(x) que sea sustituida en esta ecuacién resulta
en un valor numérico de I diferente y aquella funcién F*(x)
que resulte en un valor minimo ¢ mdximo, hace el funcienal I

ectacionario.

Es conveniente pensar en el paralelismo que existe entre el
concepto de encontrar los valores estacionarios de un funcional
y de una funcién algebrdica. Cuando. se busca el minimo o méximo
de una funcién definida como

Y= tlx) T (D.1.2)

ciertas condiciones deben ser satisfechas, como son que la fun-

cidn sea continua en el rango de interds, que gea dirivable dos
veces en dicho rango y que ademds la primera derivada de la fun-
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cibén con respecto a la variable sea cero en decir:

=44 —o o (D.2.3)
4%

£l resultado es un valotT de la variable independiente par el
cual la funcidn f(x) es estecionario.

Entonces, cuando se extremiza una funcién se encuentra un valor
de la variable independiente, mds cuando se extremiza un funcio-
nal se encuestra una funcidén. La condicidn suficiente y necesa-
ria para extremizar dicho funciomal consiste en que su primera
variacidn sea ceroy es decir: :

b
Jdi= cS\S Filx)dx =0 (D.1.4)

Esta condicién es andloga a la condicién de la ecuacién (D.1.3).

1.

Un ejemole de zplicacién del concepto variacional es el proble-
ma de encontrazr la trayectoriz due debe seguir una particula de
masa m para moverse desde el punto A al punto B en un plano,
bajo la accibn de la gravedad de tal forma que el tiempo de re-
corrido sea minimo. Figurs D.1l.l.

A R o
(010) gl 5
N
N .
\ 9
k
N
[} &r\
< |
~ \? (-‘-\,‘:\,‘
o |
.F\%. D-i\l
E1l funcional que se puede provoner par este problema es:
. AR 6.
= ds (D.1.5)
A V)

en donde

dg= r{1+ ¥ dx (0.1.6)
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y de consideraciones energéticas

._Lmkfi‘::mgx o (D.1.7)

#

entoncés combinando las tres Ultimas ecuaciones se tiene que

>
t:S / L+ Y2 dx (D.1.8)
oV A3%

El problema consiste en encontrar una funcidwy=f(x) tal que
el funcional t ses minimo.,

Antes de proseguir a formular la solucién es necesario des-
cribir la forma general del vnroblema cldsico de cAdlculo de va-
riaciones. T

Sea el funcional W definido por

N .
= S Fx,Y,4")dx (D.1.9)
o
en donde 3'.—.%\%. El vroblema consiste en encontrar funciones y=y(x)
para las cuales pequefias variaciones arbitrarias dy(x), no cambien
el valor de T,

La condicidn suficiente y-necesaria pars encontrar un valor efsdien.
. { .
vio ce Mes de acuerdo con la ecuacién (D.1.4)

b : , .
JW:S SF(L‘:},E')J‘Y— =0 (D.1.10)
- |

Tomando la variacién de T resulta

[}

b oo ‘ | - |
en donde . S}j‘ - _3‘3;_ (JE» | :(ED‘.‘l‘.lZ')

Sustituyendo (D.1.12) en (D.1.11) e integrando por partes el resul
tado es:

b . ' ' b
m_ PFd (DF DF _ (p.1.13)
J ,L[ ___—._(_—‘)}Sﬁéx +"S'“u33\" )

o,

oy d4x'Y {
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Entonces para que 3Y sea cero es necesario que
4(o) = Y(b) = consTante l(vD.1.114)'
¥y por lo tapto , o
S =dytr=e s

0 en su defecto que los dos términos de la 1ntegral en. 1a ecua-

016n(D.1J13jfsean cero, es decir

D@L = BF _ C (0.1.16)

'B‘j‘ 24! - 1,

y f‘_ 4 ‘og‘y_\*wéx o (D.1.17)

dado que ‘QS es arbitraria entre los limites a y b y no necesa-
riamente cero entonces. "

oF _ d (’BF)._._.O ~(D.1.18)
Y dx oY
Esta es la ecuacidn conocide como la ecuccidn BEuler-Lagrange
y aquella funcién y(x) que satisfaga 1la ecua01dn (D 1. 18) hace
el funcional estacionario. -
Regresando al problemz del e jemplo, podemos 1dent1f1c9r el
integrando de las ecuaciones (D.,1.8) y (D.1.9) es decir

Flx,4.4) = {__l_tﬁi . (p.9)
29X

y dado que Y no aparece exvlicitamente en (D,1.19) entonces

d ('_?__E_ = 0 (D‘;‘l‘.ZO).
dx Yoy e
que implica que el varentesis es igual a una coastante

(.,1.21)
— C

SF _ )
oy 29x(1+47)




D.2

despe jando ¥' e (D.1.21) queda

\ : o '
dy L-_\]i;)gczx . (D.1.22)
X, [ =29C%X |

de §onde

Y= ( a9tz \* dx

I—ﬂg(‘—;’)’— .(D.l.23)

La solucidén de esta integral a través de tablas de integracién
vy algunas manivulacidnes cede la siguiente solucidén. -

3._

49(_2 (e- sen @) (D.1.24)
en donde.
| o= cos' (-—4<3c2x)

(D,1.25)

Entonces sustituyendo la ecuscién (D.1.22) en (D.1.8) se pue-
de comprobar que el tiempo de recorrido es minimo en comparzcidh
con cualquier otra trayectoria que pase vor los puntos extremos
de la curva. '

POAMULACION VARIACIONAL DEL wLEMENTO FINITO.

El concepto fundamento.l del método del elmento flnlto(uLF)
consiste en aue cualouier funcidén continua en un domlnlo dado,
puede anroximarse mediante una seleccidn de funciones que se de-
finen- en“una serie "de subdominios: dentro de los cuales-estas
fun01one° son continuas V. 1las cuales se 1nterconectan Para apro-
Ximar asi la. funcién dada.

Desde el punto de vista fisico, el concepto fundamental del
método del elemento ¢inito consiste en que para resolver un sis-
tema que representa una estructura fisica sujetz a ciertas con-
diciones fisicas, se puede utilizar un modelo anroximado compues-
to de una serie de elementos que se interconectan en una serie
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de puntos llamados nodos y cuyo comportamiento es conocido a
través de ciertas ecusciones prestablec1das Yy que corresponden
a los tipos de elementos usados y al ndmero de nodos en cada
uno de ellos. ' :

del modelo pueden fser exactaa9
ac16n dlscret¢ al 31stema
:“ddelo ‘se aproxima 8 la solucién

La solucién de las ec
pero el modelo en si e
fisico y la solu016n dJ dlch'
del sistema real.

3 B i : L » o 1‘,“2 :\;.;‘, s
Resumiendo,el prbcédimiento*cpnsiste en establecer un funcio-
nal, el cuel es el valor de una integral y que

ieheﬁi§ fbrma.
M= Flx,4,4") dx o ,(D.2.13'
Lo

Yy=4{x) ) o =A§%L' - _(.b.z.z)

Una vez establecido este fun01onal se procede a encontrar sus
velores extremos, lo cuaT requiere que su primera variacién sea
ignal a cero, es deczr.que cumpla con la condéicién de estacio-
nariedad de una integral mediante:

S dTee e

Cabe men01onaw;que encontrar el valor esta01onar10;de una 1n-

00 méﬁlmo de
una fun016n en célculo d1ferenc1al, exepto oue al mlnlmlzqr una

tegral es 31m11ar a encontrer los valores min‘

funcidn se “obtiene  un “valor de la varlqble {ndependiente que nos
da un minlmo en la funcién, mientras que al mlnlmlzﬂr un funcio-
nal se obtlene una funcién que al integrarse hace que el valor

de dlcha 1ntegra1 sea minimo.

Parz llevar & cabo lo anleqior se puede proceder a discretizer
la integral mediante la siguiente ecuacidn

Xy, X, X2 b
TT'—.:S F(x,g,\j‘)éx:: r:(x,\j,,ﬁ‘)clx{—j\:(x,\j,g‘)c\x+,, ,+j}=(x,\j,kj‘)c\x
Yo Xo X, 7 Ln ‘D-IA)
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o bien:
M= W+ & ... + . (D.2.5)

La intégfal total M ahora consiste en varias integraleé parcia-
1e311~, cade une extendiéndose en los subdominios (Xi.y ,y)

E1 concepto de discretizar la integral de la ecuacién (D.2.1)
puede tener una 1nterpret9016n fisica al dividir el dominio de
1la fun016n en una serie de elementos a los cueles se asigna
cada una,ﬁe las integrales. La ventaga es que ahora es posible
usar*aiéuha‘aprdximacién’polinomial (lineal, parabdlica, etc.)
para ls funcién y(x) en cada integral, es decir en cada elemen—
to. Esto permite que el valor de cada funcién integral sea una
funcidn de los coeficientes utilizados en el polindmio de dicho
elemento. Entoncesvla integral total T es también una funcidén
de los coeficientes polinomiales usados en cada uno de los ele-
mentos y la condicién de la ecuzcién (D.2.3) se satisface si

-1 PN (r=1,2,...0) (D.2.6)
RO . |

donde las Gfs son el juego comnleto de coeficientes pdinomiales

usqdos -en cada elemento.,

A1 sustituir la funcién y(x) nor una anrox1ma016n p011n0m1a1
7lx)m Qx+02X% || o1 problema se’re
ciente de los DOlanmIOS usados'en la aprox1m3016n.

uce a encontrar los coefi-~

Es decir, la solucién dlrecta deﬁla\ecudc16n (D.2.1) sujeta a
--lag-condiciones (D.2.2) puede ~ser-bastante- compllcuda-y €s ne-
cesario aplicar los conceptos dé'céiculo variacional, sin embar-
£0 el ovroblema se puede formular mediante la ecuacién(D.2.4) y
al sustituir la avroximacdién polinomial el problema se puede re-
solver algebraicamente. ' '
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INTERPOLACION E R .
INTEGRACION NUnBRICAS.

INTuAPOLACION Y APROXIMACION DE LAS FUNCIONES.

Uno de los problemas fundementales del andlisis numérico es
la interpolacidén de las funciones., Se requiere a menudo rests-
blecer la funcién f£{x) para todos los valores de x en el seg-
mento a< x<b, si estdn conocidos sus valores en ciento ndmero
finito de puntos del segmento mencionado. Dichos valores pueden
ser determinados como resultado de las mediciones(observaciones)
en un experimento natural, o bien como resultado de los cédlculos.
Ademds puede ocurrir que la funcién f(x) viene definida por
cierta férmula.y el cdlculo de sus valores, rigiéndose por dicha
férmula, es muy engorroso, razdén por la cual resulta deseable
tener parc la funciédn otra férmula, mds simple,(menos engorrosa
vara los cdlculos) que permitird hallar valores aproximados de
la funcidn en consideracién con una exactitud necesaria en'cua;_
guier punto del ségmento. De resultas, surge el siguiente vro-
blema matemdtico.

Sunongamos gue en élsegmento a4 x&b viene prefijada una red
GJ:{XﬁO.(xK...qu:\o} y en los nodos de la red estdn definidos
los valores de la funcidn y(x) iguales a y(x.)=%, o o ooy yix2)
SRR y(xn) = ¥y « S¢ pide construir una interpolante,
esto es, una funcién £(x) que coincida con la funcidén y(x) en
los nodos de la red:

)

S F(x;): Y, = Oy iy, . ) (E.1.1)

El objetivo principal de la interpolacidn es obtener un algo-
ritmo rdpido(econdmico) para calcular los valores de f£(x) en
aquellos puntos x que no estdn contenidos en la tabla de datos.

La cuentién principal es: cémo elegir la interpolante f(x) y
cdmo estimar el error y(x) - f(x). Las funciones interpoladoras:
f(x) se construyen, como regla, en forma de las combinaciones
liniales de ciertas funcioncs elementales:

n

B o ULV LS 1V1 N 6 0% V-3 W
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donde{¢n(f~)}son funciones linealmente independientes fijas: Co,¢,
Cye o « ,Cqy unos coefliciente haste ahora desconocidos.

De las condiciones (E.1.1) obtenemos un sistema de n+l ecua-
cibnes re“speci;o a los coeficientes{cngz

ug Cpbnlxi)=Y2 , LZO ¢y 0,

Supongamos que el sistema de funciones @p(x) es de tal indo-
le que, cualquiera que sea la eleccidn de los nodos a=Xs<Xg
& o oLXn =b, queda distinto de cero el determinante del siste-
ma.

Polxo) @ (xs) , ., ® n(Xs)
Aoy — Bo(X) @ (X)) o, v a (X0

[ ] . - L

Po (Ll i (Xa) | . (Ba(xn)

En este caso los coeficientesCR(h=O,l, - .,nk)se determinam
univocamente segin las yi(A=0,1, . . . ,n) prefijadas.

A t{tulo de sistema de las funciones linealmente independien-
tesﬂth,(x)} se elige mds a menudo: funciones potenciales $i¥)= x®
(en este caso f=Py(x) es un polinomio de grado n); funciones
trigoriometricas{pﬁh(x;:mskt,sen \h‘.} (§ polmomio trigonométrico). Se

.emplean tambien funcionss racionales.

Ao+ A X ¥e o o ApmX™
(30-\»(5;!.4- “ .o e,?x_?

y otros tipos de funciones intervoladoras.

E.p INTERALACION POLINOMIAL. s v e i A o et e o et < 5+

Se conoce que cualquier funcién f(x), confinua en’él segmento
[2,b7), puede ser bien anroximada mediante un polinomio P(x):

LZORENMA DE WEIERSTRSS. Para todo £ » 0 existe tal polinomio
P,(x) de grado n=n(€) que '

méx 1E00- 00\ < &
x£%a,b] ,

Sin embargo, este teorema no nos da la respuesta 4 la pregun-
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ta sobre la existencia de un buen polinomio interpolador para
el conjunto dado de puntos{(X;,43} .
Asi pues, buscaremos el polinomio de interpolacién en la forma:
n k ‘
Palx) = Zchx (E.2.1)
k=0 )
donde % son los coeficientes indeterminados. Suponiendo f(xg)=y;,
obtenemos un sistema de ecuaciones lineales
1 . n
Co 4 CXo+ ¢« v « +CaXe = Jo
Co+ Q1+ o o ..\.CnIP:Ul
. ¢ ¢ e 9 s 4V J g5 ¢ e

)]
C°+ C,x., ¥ o . —+ CnIn — ‘5\'\ . 1,

El determinante de este sisteme serd determinante de Vandermonde
distinto de cero:?

Uoxe X% ... xh _
A=h %, xF . .,. x| =W (Xp-2Xn)=~ o0

nsR> Mo

' DCn ﬁ ' e X‘(‘\

De aqui proviene que el polinomio de interpolacion (E.2.1) existe

y es Unicoe

A titulo de base de{¢ﬁiﬂhemos elegido una base compuesta por
los monomios lx,x, .. .,X". Para 1los cédlculos resulta mds cé-
moda la base de los polinomios de Lagrangai)ﬁx&de gradom o bien
de los coeficientes de Lagranqe= .

L o =R
l\a(h\ - AR, LR=01, 0.0,

No es dlflCll ver que el polinomio de grado w

el =1 () =

- « o o (X-Xh;)(x-X . X—Xq
(xn Xo)(xh"I!)' o 2 (X p=Xh-1) (X~ lt’-“") ‘¢ (xk"xn)
satisface estas condiciones. E1l polinomio \ ) se define, eviden-
temente, del mono wnivoco. Efectivawente, supongamos que existe
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un polinomio méssuﬁih entonceg la diferencia entre ellos Lk(x)
—2$fx)=%xx)es un polinomio de grado W que se reduce a cero en_n#l
ountos XA (A =0,1, « « «, n). Esto serd posible sbélo cusndo Lp{X)
- 1 (0)20.EL polinomio Za(x)gk toma el valor 4, en el puntoLrky es nu-
lo en todos los demds nodos Xj para j# R . De aqui se desprende
que el polinomio de interpolacidn seg

' Pn(x\ z 1\1(1)9““ Z H\a“ ;k-"xfk (E.2.2)

h=0

¥y que contenga un grado no superior a My P“(ﬁL)=x;.La"f6rmula
anterior lleva. el nombre de Lagrange, St

E,3 APLICACIONES DE LA INT=iPOLACIONW.

La interpolacidn se anlica en varios problemas relacionados
con los cdlculos. Indiguemos agli algunos de estos vproblemas.

La elaboracién de un experimento:-ffsico consiste en la cons-
truccidn de las férmulas anroximadas para las magnitudes carac-
teristicas seglin tabulares obtenidos en los experimentos.

La constrceidn de las férmulas aproximedas a base de los datos
de un exnmerimento de cdlculo. En este caso surgen oroblemas no
t{picos de interpolacién, ya que, corrientemente, se escriben
férmulas cuya estructura zea cuanto mds simple.

La subtabulaciébén, o sea, el esvesamiento de las tablas se usa
en aquellos casos cuando el cdlculo inmediato de las funciones:

- resulta dificil, o cuando se tienen pocos datos exnerimentales.
A la mdquina electrénica se introduce una table peguefla, mien-
tras que los valores de la funcién indispensables en los cdl-
culos se hallan, cucndo sea necesario, segin la férmula de in-
terpolécidn. .

La intervolacién se aplica'también en el problema de interpo-
lacién inversa: estd dadea la tabla y,= y(xi); se vide hallar x
como funcién de y;, . A titulo de ejemplo de interpolacién inver-
sa puede servir el nroblema de busqueda de las raices de una
ecuacidn.
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La. férmula de intervolaciédn se emplea también al calcular
integrales y al escribir aproximaciones de diferencias para
las ecuaciones diferenciales a base de las identidades integra-
les.

VALUACION NUMERICA DE LAS INTEGRALES.

En casi todas las ramas de: las matemdticas aplicadas se pre-
sentan problemas que requieren la valuacién de integrales., Al-
gunas veces es pogible encontrar una férmula cerrada, es decir,
una funcidén que pueda expresarse como una combinacién de funcioc -~
-nes'algebféicas y trascendentes simples:, las cuales pueden
valuarse entre sus extremos de integracidn para determinar el
valor de la integral. '

S5in embargo, en muchas situaciones prdcticas, o bien no se
puedeencontrar una férmula cerrada, o bien, en caso de encon—
trarla es tan complicade que es mds dificil valuarla que ata-
car directamente la integral por otros métodos. En tales casos
recurrimos a diversos métodos de integracidén rumérica, en los
que partimos de la definicién de una integral como el 1lfmite
de una suma de sreas y trabajamos con métodos gue aproximan el
valor de estz suma con suficiente precisién.

Para hacer mds concreta la explicacién, vamos a enunciar el

problema y las hipdtesis con las gue trabajaremos en esto Sec.-

c%dn. Consideramos la valuacidén de una integral definida en un
1ntervalo flnlto.

j F(x) dox - (B.4.1)

en-gae a.y.b . son finitos y f(x) es une func;én continua de x en
el intervalo 04 x%h, ”

Los casos en los que uno‘o ambos de los extremos de integra-
cidn son infinitos son de'-nterés en ocasiones, asi como la

1ntegr”016n de fun01ones,que‘éont1enen singularidades(puntos

en los que f(x) se vuelve inflnlta) dentro del intervalo de in-
tegracidn o en los extremos del mismo. Con fracuencia estos ca-
sos pueden reducirse a la forma (E.4.1), la cual puede-entonces
integrarse mediante los métodos gue vamos a presentar. Estos
casod no eeconsiderardn en este aoéndice.,



- 174 -

El camino que vamos a sepuir consiste en lo siguiente. La
integral definida I revoresenta el 4ree bajo la curva y=f(x)
entre x=a y x=b. Por la tanto podemos calcular el valor de I'
dividiendo el intervalo de a.a b en varios intervalos mds pe-
quefios, encontrando el drea de cada una de las fajas as{ for-
madas y sumando sus 4reas.

Las técnicas que pueden utilizarse caen en dos categorifas:

1. Los intervalos se seleccionan por anticivado; generaluen—
te s€ escogen iguales, y si el cdlculo se va a efectuar "a mano",
los intervalos se seleccionan de tal manera que los puntos extre-
mos de cada uno correspondan a valores de x fdcilmente calcula-
bles. Los métodos de esta categoria.son.por ejempld la .regla
trapecial y la regla de Simpson. '

2. Los intervalos y su ubicacién estdn dictados por el andli-
sis, de tal manera que nosotros requesimos vrimero de la mdxina
precisién con un nimero dado de intervalos, y permitimos que los
intervalos queden determinados por este requisito previo., Un
ejemplo de este método es la regla de Gauss.

CUADRATURA DE GAUSS.

E1l término cuszdratura es unz terminologia alterna para decir
"integrzcién numérica", el uso comin "regla de Simpson" en vez
de 'cuadrstura de Simpson", es cuentién de constumbre. Demostra-
remos ahora que seleccionendo adecuadamente la localizacidn de
dos ordenadas podemos obtener una férmula exacta para integrar
una ecuacidén cdbica(volinomio de tercer grzdo). Aungue no vro-
baremos esto en forma general, es tal.vez intuitivamente obvio
que si e\ método de integracidén da un resultzdo exacto para un
volinomio de mayor grado, es mds preciso en general.

Primeramente para simplificzr el andlisis cambiaremos los li-
mites de integracidn de O-a b por los 1imites de -1 a +1. Defi-
nimos una nueva variable ’ '

A= Ax —(b+a)

b-o

de manera que

xX=14
2

(‘b—o‘)/,t-\._zl:(h-ro.)
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Entonces la integral (E.4.2)se convierte en

I.—.J ¢ (1) dp (ka2
| N

en que

dp B "‘?L-(b—o.\‘ t ["i(.B-C\\}A+£ (‘b-&—aﬂ
Esto significa que el cambio de variable reduce todas las inte-
grales a la forma (E.4.2). ("todes" las integrales que cumplen
con las restricciones suspuestas, es decir: limites finitos e
integrandos continuos).

Estamos atn tratando de ver qué podemos hacer con sélo dos
ordenadas, lo cual significara que la curva de aproximacidén serd
una linea recta. En otras palabras, esneramos encontrar una fun-
cién lineal.

H =ae -+ 0(\},\

) j (do+d|/1)=\p:J"<‘;,(P‘)A,; (E.4.3)

tal que

La integral del primer miembro es el drea del travecio mostrado
-en la figura E.4.1. Esta 4rea serd idéntica con el drea bajo la

curva y= & ( /L) A ‘3_ N 55,,cc,~‘r<’,‘.\[‘,".

Y= ¢ p)

F‘cs £A4

i

l .

‘

| |

' -

l --‘»‘»"il:—um.ww-. e e

\ t

| L
- Mo M Y M
si las dreas con rayas verticales(entre -1iy}h y entre/1| y +1)
son nresisamente iguales al drea sombreada(comprendida entre/uo
y/h). Evidentemente deseamos escoger la linea de tal modo gque =

logre esta concelacién.
Con este fin, sea.

Tg= Ao¢(’lo)+ At¢(f£t) (£.4.4)
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en que deben seleccionarse As ,A, ,/uo_% /,L, . Como hay cuatro pa-
rémetros es razonable esverar que vueden seleccionarse de tal
manera que den una férmula exacta pare un integrando cdbico?

¢(/a}= ao+0|/t+a:t/42+ (:\3/13
Reescribimos esto en la forma
¢(ﬂ)=o(o+d|}i+C}J.—-}Lo\()u—/1,\(/5°+@‘/i)
Si e ydy van a satisfacer (E.4.3), entcnces/uo Y p deben es-
cogei‘se de tal modo que

+1
o)l u- + _
| ppoyppdtprppinzc |
como esto debe ser cierto para cualguier seleccién de/ao y/&,;
se deduce que debemos requerir que

+
— Lo - J =0
[} rporippnd
| :
- )( - M J =0
[ i du
Después de integrar estas expresiones se convierten en
s 4 2/71, =0
/Uo + th =0

de lo cual se obtiene que

/

= = o = === (Eo4-
/5(/ /" ’;S—r | o 5)

Necesitamos solamente determinar Ae y A, en (E.4.4). Obsér-

fﬂgﬂ(/») = I;'(dwo(./;)c;u:zdo (£24.6)

-}
y de (E.4.4) y (E.4.5)

Te = Ao (0(o+dl}lc)+ A\(°<°+°(4/~\|\
= oo (Aat At) ~ AT (Aa—Ar)

Como esto debe ser igual =2 la integral (E.4.6) vara todos los

vese gue

valores de®oy &« ,

Ao+ A =2
Ao"" At:—'@
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Entonces

Ao=Ai=1  (B.4.7)

Ny

La ecuacién (E.4.4) se convierte en

i
Te= ---‘-'}-‘— ("—_‘
& ¢(\r§— ¢ ,!3
Esta es la férmula de cuzdratura de Gauss para dos puntos. El
error por truncamiento en la integracién de un polinomio de gra-
do tres o de grado inferior €S cero. Para polinomios de grado su-

perior y para otras funciones el error nor truncamiento puede
esverarse que sea de la forma

e.=Kp*(3), —1<3541

en que 1.

fl¢(/;‘)<1}* =Te+ ZT:¢(—FEL_)+¢‘B—%)+€T (E.4.8)

Para determinar K, hagzmos

Pp)=p

entonces
(=24

Cr= 24K (E.4.9)
Pero

f_: W/Lt)d,w = jj:%‘*c//» =3/

Y por otra varte, de (E.4.8) y (E.4.9) se tiene

L) (e
or lo tanto Ko ‘/‘35
0 = Qf:_g_si)_ ,' tLT L

Utilizando mds puntos y en general diferentes pesos (los 4.),
se pueden encontrar férmulas de cuadratura de Gauss de mayor
ordent




e A0 -

J {25(/* cl/* I A,«.¢’(/Ul- (E.4.10)

En general, con n+l puntos(como se muestra atrds), obteneimos
una férmula exacta para un polinomio de grado 2n+l.

Los Mien (E.4,10) resultan ser las raices del polinomio de
Legendre de grado n. Por esta razén el método descrito anterio-
mente se denomina a menudo éuadratura de Legendre~Gauss. Los
polinomios de Legendre Pnguo se pueden definir en forma recu-
rrente como:

B, (M)=1
P, (w)=pb (E.4.11)
B ()= —-’-[(‘Zm—‘)/kpm—t (/1« (“‘“)Pm-z()x)]

Por ejemplo, haciendo m=2

Pﬂ(/.»)=:2‘—(3/x-/,t—|~\)= éé_@ -

Obgérvese que las raices de Elyk) son%:lﬁﬁicomo se encontréd
anteriormente.
Los pesos de (E.4.10) estdn dados por

A =

e

z

1=k )U’ (PR *
Por ejemplo considérese n=2, de tal modo cue/Uo-"-Vru /#, =1/{3
P’—3 entonces

Ao= 2
(‘—‘/a) 3 Y

Y de la mlsma manera A =1-como se obtuvo anterlormante.

En el caso generql el error vor tTUncAmisHtso Na” quedado ya
esteblecido por

(Zn)
- z) A
er= ¢ ;zn\.( (;zn+| Z e )

Una tabla de valores dg}& 4 AL oara n=2, . . .,6 se da en la

siguiente hoja. Obgérvese que 1os/u,son simétrico respecto al

origen y que el coeficiente Ak para/ak es ¢l mismo que el coe-
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ficiente para-Mk . Una tabla mds completa con valores de.n has-
ta 48 estd dada vor V.I, Krylov. "Approximate Calculation of
Integrals', Avéndice A, Macmillan, 1962. ,

Ep resumen, la cuadratura de Gauss da mayor precisidén que 1la
regla de Simpson para el mismo numero de ordenadas a exvensas &
una completa falta de control en la localizacién de los puntos.

Abscisas y coeficientes de la cuadrdtura de Gauss.

n=2 1045773502692 1.00000 00000
n= $0.77459 66692 0.55555 55555

~ 0.00000 00000 0.88888 888389

n=4 $0.86113 63116 ‘ 0.34785 48451
R $0.33998 10436 0.65214 51549
n=5 +0.90617 98459 0.23692 68851
ST +0.53846 93101 0.47862 86705

. 0.00000 00000 0.56888 88889

n=6 £0.93246 95142 0.17132 44924
+0.66120 93865 0.36076 15730

+h.23861 91861 0.46791 39346
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APENDICE F

INTRODUCCION A LA TEORIA DE

LA ELASTICIDAD LINEAL,
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RELACIONES ENTRE BL ESFUERZO
LA DEFORMACION Y LL DESPLAZAMImNTO.

“EN La TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL.

FULRLA Y ESFULRLO0. . ‘

La fuerza se define por la segunda ley de Newton como lo que
acelera ima masa. La fuerza tiene_magniﬁud ¥y direcé¢idn y por lo
tanto és una cantidad vectorial. .

S5i dos o mds fuerzas estdn comprendidas de tal modo que la
masa ni se acelera ni gira se dice qué estdn en eguilibrio,ver
figura ¥F.1.1, Ello requiere que la suma de las fuerzas ynlos
momentos seg cero. ‘

2k = EE.FM = :E:‘:z = 0 .
(Fa.1)

5ty = TMy= 5 Mazo

En este caso, la accién de las fuerzas externas estard dis-
tribuida internmamente. Esta accién se vpuede concebir en térmi~-
nos de fuerzas. internas que actdan entre varias'partés de la
masa rocosa. Por ejemplo en la figura enterior se puede con31-

" derar gue la mitad 1zqu1erda deV cuerpo presiona la mitad dere-

cha a través del plano AB. La magnitud de esta accién viene -~
definida por su intensidad, es decir, por la contidad de fuerza
por unidad de 4rea de la superficie en la cual actda. Egta in-
tensidad se llams esfucrzo. Beneralmente el esfuerzo no serd
uniforme en toda la zona. Por consiguiente, es necesario definir
el esfuerzo mds rigurosamente como'el valor limite de la razén
fuerza-drea a medida que el 4rea se reduce, o sea

* AF
S=XK10AAf. (F.1.2)
e ———————
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El valor de S en la peguefia zona adyacente a algin punto'se
llamz esfuerzo en ese punto fig. F. 1.2a.la direccidén de este
esfuerzo es 14 direccidén limite de la resultante&ﬁF Por lo.
general, estaré inclinads. respecto al 4rea AA y tal esfuerzo
sucle descomponer e en dos componentes (Fig.F.1.2b): un esfuer-
zo normal (T); perpendlcular al 4rea, y un esfuerzo de cizalla(¥)
que actda en el plano ‘del a’xrea. .

El esfuerzo dependeré tanto de la naturaleza del sistema de
fuerzas c.pln.cadas como de la posiciébn y orientacién de AA con
respecto a este smstema. Es especialmente interesante la forma
en que varia el esfuerzo en el punto 0 en funcién de la varia-
cidén de orientacidn de AA para verlo conviene dar una notacién
a cada componente de esfuerzo que actta sobre este vlano en las
'direccionea de los ejes de coordenadas car’oeoianas'geripralmen'te
éstas serdn T, G‘u y 82 Pero si AA estd orientado de modo que
ge encuentre en un plano de coordenadas, habrd componentes del
esfuerzo de cizalla paralelas a dos de los ejes de coordenadas
y unee componehte del esfuerzo normal paralela al tercero. Por
ejemplo, si AA estd en el plano Xy (fig. #+1.2¢,d), las componen-
~tes serdn (1-2.7.,7153’ Texs El primer sufijo de esta notacidn indica
la direccidén de la perpendicular a AMA y.el segundo.la.direccibn
en la cual actda la componente del esfuerzo. Habréd componentes
similares cuando AA sea paralelo a lo:s otros dos planos de CoOr- °
denadas. En conjunto, nueve de estas componentes del esfuerzo
pueden estar asociazdas a un punto culagihiera O vease la figura

F0103o ) Z Q_ZZ ’t’
Gex Ty Txz
e Ty Wz

Yax T24 Gz

Las componentes del esfueréo&c\za\\& nueden representarse, Y
es 1o que se suele hacer, por G'X\j,“'\ju“'xz , Sin que esta notacidn
disminuya su smg,n_li‘lcado. Pero el retener los sufijos dobles
mantiene la simetria y sirve nara pasar a una notacidén mds ge--
neral (notucién indicial) . ‘

Por ¢ltiio se debe especificar los signos de las compohenNtcs
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del esfuerzo. Desafortunadsmente, no hay'un.acuerdo generzl con-
vencional respecto a los signos. Lo mds aceptado en ingenieria

es que si la direccidn de la fuerza'coihcidelgqhmla direccidn

de 1a normal al plano donde esta se avlica, -
sidera posmtmvo( es el caso de los esf
estructura a un estado de ten816n)’
dlrec01dnes no 001n01den el esf"rz

esfuerzo se con-

trario;gde
agui serd:

. Lz

s L
' “ (¢)
(d) ' Fig. RAL.2

Aunéue las unidades de esfuerzo y sus valores reales no influ-
yan directamgnte en los aspectos geométricos del esfuerzo, son
importantes en cualguier aplicacién. En el Sistema Internacional
de Unidades(designado SI-en cualquier idioma),la unidad de ore-
sién o esfuerzo es por tanto el newiton por metro cuadrado(N/mQ)
Como 1 N/m2 es una nre816n muy pequefia, conviene utmllzar un
miltiplo de esta, 1x109 N/m2 = 1 bar ( o miltiplog de este).

BCUACIONES CUNSTITULIVAS.
Se acostumbra denominar como ‘ecuacién constltutlva ‘de un me-
dio continuo aquéllas que expresan las propledades fisicas del °

sistema.
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La ecuacién constitutiva que utilizaremos de la teoria de la
elasticidad lineal es la conoc1da con el nombre de: ecuacmdn de
Hooke-Cauchy, ¢ mmplemente Ley generalizada de Hooke. La cual
se expresa por le siguiente ecuacién. ‘

Ep notacién indicial.

@"{ = AEpSiy + 2 Eij

(F.2.1)

dondes o
._A{ y /AL gon pardmetros exnerimentalesuconog;d@s:como
"constantes de Lamé". i

& es la delta de Kronecker, deflnlda como'.’,

y L# SCR

A‘L. = { 3 - (F.2.2)
! |y A= . . |

si ponemosi = & k. en 1a ecuacién (F.2.1), obtenemos que:

Trr = AExk Q?\z\a + 2/&6\:‘\3

donde .
J\z\z: é\l‘*“gzz*éss: 3 ; debido a (F.2.2)

por tanto:?

S = (3A+ 20 ) e (#.2.3)

de donde

Epp = —3RE__ Ue - (F.2.3a)
3A+2
Sustituyendo (F.2.32) en (F.2.1) ¥y resolvmendo para €x30bte-

nemos ques

m‘:/\(%w}k)gw * Apeig
or tanto: Eiie= — A din g LI Y 2.4
por tanto A= AT \Vkk p Ad (F )

Por otra parte, sabemos que las constantes de Lamé se encuen-




trdn relacionadas con las constantes de laboratorio conocidas
como: Médulo de Young o Elasticidad(E), y con la relacidn de
Poisson 6 resistencia al esfuerzo cortante(o ) mediante las
giguientes éxpresiones. '
A= _ED
G+ (=2 9) | (F.2.5)

- =
2 (v 9)
Sustituyendo las ecuaciones (F.2.5) en la ecuacién (F.2.1), se
tiene que: Q
G.ﬁ‘-‘ = E E 8-‘ E E-’
{ = RROLL 4+ = ye
(FG-29) 4+ ey

por tanto

K(\ 2\)\ EA‘—\-QE&S»‘] (F.2.6)
(.H-ﬂ)(t 20)

La ecuacién (F.2. 6), se puede expresar en notacidn tradicio-
nal para cada una de sus: comnonentes como:

[(‘ .‘20)£x_x +Q£>‘_)_ “+ 95\3\"‘\"0 EZZ]

(t+\7)(' -2V

—_ — E exx—\)axx-\-aaqq«'&-ﬁ&lz}
(\—\-Q\(\—am ' |

por lo tanto

(Lnx-‘

SN E e+ V(Eyy +E22)| (Fe2.62)
&\4—03(\ 20)[(‘ VExe (%* zz)} ]

en forma similar obtenemos.

Cyy = —E \—Oé Wl + € ](F.2.6b) |
R mom zzb)[& €y 4 W St ) -

G, = ..38 ‘Q£+&1 (F.2.6c)
> mb)(u ;zb)[. = e ")

Para los esfuerzos cortantes tenemos que.

Qo = B [(\—:203(2:({\: E e,
L A0y (1-270) | (1+V) 4

U —
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haciendo el siguiente combio de variable
tenemos que:

GQW £ ﬁxx\

- 201+ 0) | (F.2.64)

en forma similar obtenemos.

Ty = E Xx | - i : ,F.z.sv
42 20 z g ( ¢)
T, = & § . (P.2.6%)
T 20+ O F

. Las: ecuaciones de .la (F.2.6a) a la (F.2.6f), se pueden orde-
nar en forma matricial de la giguiente forma.

[ Q] , r(‘-\)\ VY ) 0 )

q\i\i ) Q (,\*0\ q .0 o 0

G2z - E Y V-V o o 0

G| ~ L2 o o 0 .!i(\-ab) o o

G4z 0 © 8 © - %(\-10\ o

Gxz ) o o o o ;O_QQ\
. J L ' z(

(F.2.7)
que en forma condensada la podemos eSQ??Pi?WSQ@Q{ ’

donde resulta evidente el significado de cada término.

‘Las ecuacipnes anteriores son vdlidas para cualquier punto de
una estructura tridimensional de forma arbitraria, modelada con
la teorfa de lo. elasticidad lineal( esto es, unicamente son vdli-
das para meteriales gque hipotéticemente: son eldsticos, liniales
e isétropos perfectos). | '




El caso particular que nos intereza, es el de desarrollar las
ecuaciones de equilibrio anteriores para un espacio bidimengio =
nal, debido.a que este trabajo pretende evaluar la distribucién
de esfuerzos de un plano, nos conviene pues analizar las modifi-
caciones que experimentan las ecuaciones de equilibrio vistas,
con la finalidad de poder modelar este caso particular de es-
tructuras. ' '

En este sgentido definamos dos tipos de estados planos.

EL estado plano de deformacidnes.

E1l cual es obtenido avartir de estructuras. que idealmente:
corresponden a un cuerpo alarjado y prismidtico, de tal manera
gue para definirlas; basta con especificar una seccidn trasversal
a una de sus caras principales y las cargas que actdan a lo lar-
go del cuerpo son tales que basta con definirlas: en la seccién
trasversal referida anteriormente. ‘ '

Debido a esto, la estructura se supone contenida en un plano
de espesor unitario, cuya variacién de cualgquiera de sus provie-
dades: en direccidén perpendicular a la seccidn trasversal referi~
da es cero, Lo que implica'para el caso del vector de desplaza-
miento que nos intereza que sus componentes ortogonales gean’de.

la forma siguiente:
u=ulx,yt) (F.2.9)

V=V (x, ‘\‘/tt)

Ww=20
2l considerar las restricciones expresadas en (F.2.9), las com~
ponentes de la ecuzcién (F.2.6) nos quedan:

Txx = ——-‘-;'———“‘-“(.“'Q) EXI+QE‘59] (F.2.lba)
(490 -2 V) ‘ .
Guy = E A e (F.2.10b)
i («W)(\—:zb\[(\ 4+ ) u] |
Gq = ) {Qxx. . e\w] (F.2.10¢c)
: G+ 0-2V)

Sustituyendo las ecuaciones (F.2.5) en la ecuacién (F.2.4),

se tiene que:

Epy= - EUWNY__ () (i-20)(149) ‘Q'wgq 4 @
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_ D)) b+ o)
E  300m0) 4 (W) (1-29) B

) 0 i +___3L

T TE Bieea
= %_[~\>€p_h,3/t'\+ &"*MVA‘J
o %[ (v Ty - Q.Tmé‘za (F.2.1007)

de donde para el caso de las comnonentes en xxy en Yy tenemos:

\ [G},x,——\)(q‘q\{-\-qzz.)] -
E (P.2,10¢"")

Exx =

Eyy = —-‘—E—Y_ﬂw =V (T +¢z13]

Sustituyendo (F.2.10¢") en (F.2 .10¢) obtenemos:

Taz= Gy 4 Tyy - O -0<r S %
(H‘b)(' ‘20)( xx FVyy XX s,q) Fn0- 20)( 200’;&1)
U2\ eMEZ G« (D)oY 212 6 W)
(”’W“‘Qm\ = O+0)(1-20) ; (4 G0 (1-29) /022 %ﬁ%

Gzz= D0-NGrx=Tyu) = YOV (Trx-Tuy)
(D)2 +20% =20+ Y S
(F.2.(0e’'")

G2z = 9 (G -Gy )
Para en esfuerzo cortante N
“-13: E 3\1" (F.2.104)
20+9)
Las ecuaciones (F.2.102),(F.2.10b) y (F.2.10d), se pueden
ordenar en forma matrical de la siguiente mfmera{5
Gy | = —E—o Y =¥ o |[|Ewy (F.2.11)
('\W)(\—-:N) o o _1_(\-203 Py et _
- =
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con
Gz = =) (T + Tyy ) (F.2.12)
el arreglo (F.2.11), se ﬁuede.expresar~en-forma condengada co mo:
g=0b¢& (F.2.13)
donde:
Ty Bux
C= |*w ) £ | Ewy |
Ty xx\\ (F.2.133)
y
-9 | N [0 " ' (F.2.13-p)
= 095 ‘0) _ fQ -V o sdenominada, matriz
AN © o _5_(\-—23) de pardmetros b1ds-

ticos para estados
plano de deforma-
ciones.

Estado plano de Esfuerzo.

Se calcula para estructuras que en vez de ser alargadas como
las descritas en los estados planos de deformaciones, su espesor
es infinitamente despreciahbile (estructurgs:delgadas) con respecto
a sus demds dimensiones. En este sentido las componentes de es~
fuerzo asociadas a la direccidn del espesor' son nulas, esto és.

qllzqu T—‘Q‘\{L:O (F.2.,14)

Considerando las restriccién expresada en (F.2.14), las compo-
nentes. de la ecuacién (F,2.10¢’), nos quedan?

IX—"" [Txx_'oq‘\{q] (F.2.24a)

Eyy = I—-—\-—,\—_Wo\v\ - \)‘rxx] (F.2.14b)

B e
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€12 = -_06. (Q&x +(l'\M] (F.2.14¢)
donde apartir de .(F.2.6) obtenemos:
q—;o(_" E r(‘ \))‘Exx\‘o(ﬁzm‘kgzz)]
O+ (-2t (F.2.14¢")
Tyu = € ( D)y + Y (Exxx+E ](F 2. 14°”)
AT Y. 20)‘- \N oc+zz)
Sustituyendo (F.2.14c’) y (F.2.14¢’’) en (F.2.1l4c), obtenemos.
€9 = - Y Esire A Euy) — AV*
w2 (\+0)(\—40)( B~ T )
) 4.4 : €22 = - Exx+&yy) () (0 gghté‘ -
k~ G0 (N G-29) ‘umu-zo) wjﬁm
kl—\)) €22 = — V(Exx+Eyy) G0 -20)
por lo tanto : :
e D (EwxtEa) e
(1=-9)
y
*&11": ?x.z_":- O (F02.14d)

Para las componentles de esfuerzo en este estado, tenemos qué,
Apartir- de la éxnresidn (F.2.6), que se expresa para el caso de

su componente(xx, como:
(1-0) e +9 £y +-&2 s]
(w%(\ z%[ “ -

sustituyendo el valor de @zzpor el cdlculado en la ecuacidn
(F, 2. 14c‘’’), de la forma siguiente:

[(,l V) Exx 4V (EL‘M‘-‘_Q._—- (8302*‘&*1(1} )]

(xx=

LH—M(\ 20)

(-Néx +V€ —0 Exx-‘jf_.g, :
m[ UM G ol

0— e+l Y-\ &
(.\N)(\ Qbik "”“ )gx "'( U Q)XEP\‘]




~
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QAP g o DAL e
z;:ﬁif;:£§7x. (-

Gy B (1-29) £xL%-$&qq\.,l_.
> (\-\-93(\-2%)( G-
por lo tanto
G;J._ (F.2.14e)
: . (\—-
proceqiéndé en forma similar pana6%1obtenemos
ﬂq = (ewﬁguﬁ (F’.2,1-4f)

Q —Q.
para el caso del esfuerzo cortente, tenemos que apartir de (F.2.6)
Gy= — Exy
TSN

como

Exq= dey

qxq: ——E-—- qu
2040)
multiplicando y dividiendo simultaneamente el segundo miembro &

la expresidn anterior obtenemos ques

Tx = E Q- Q)
= 2(1«—93@\—0) *

por lo tanto . : .

-——U—M—?xs O (Ra2.148)
2 (\- V)

~ Las ecuaciones (F.2.1l4e), (F.2.14f) y (F.2.14g), se pueden agrus -
par en un arreglo matricial de la forma.
(¥ \ \ o : Ex
Gyl = —E 1y o qu (F.2.1 h)
(=93 L (1-V)
Ty o O ?Z(J Xy

que en forma condensada podemos expresar mediante:

—— - ~
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= | €y (F.2.15a)

q
i
=3
=
- ¢
18

—'=:’“jé_?f“ VI o ; denominada, ma-
: (1-9%) o o .L(\'Q) : triz de pardmetros
’ 2

eldsticos para el
estado plano de
esfuerzos.

En este trabajo resolvemos nuestras ecuaciones vpara un esta-
do plano de esfuerzos, por lo tanto empleamos la ecuacidén (F.2.14h)
para determinar las tres componentes de esfuerzo desarrolladas en
un plano. Para esto se determinan las componentes de deformacién.
necesarias apartir de las ecuaciones (F.2.16) que sabemos que
s6lo son vdlidas para desplazamientos muy pequefios
= Ll s+l -J_CE?X‘ 4 (F.2.16)
= AUy )= QBN 4 CRA LR
‘ ’,‘L( )“’1' '“ ) 2 I:‘ %u) )
de donde para el caso bidimensional podemos hacer las siguientes:

sustituciones:.

E);x ?__b__., o] [u] .
- SoX v o
€xq| | 2— 2. , doloo)
L ©OY  “ox]
Eslo 25 %
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por oTto \ads , Sebemos que paro- LA coods
w Ny * PR PR N+ Wala

VeV, 4 RNz Na¥ s 4 NaN4

(STero Wned, a\):o%\'mumm :

Esto es- ’ -
'uﬁ“\\ONZO\\\aot\Mo U, ; "._Ez,\_\\_’l:\_e
Uely|FlotN o Neo N0 Ny W
Us : _
N3
Uq
gostiloyendo (F 2 \(-;\o) en (F2l6a); LA
~ Lyt _
cx B 2 ; dende B = L:!é

Sustitﬁyendo este Yltimo resulte

do en la ecuacién (F.2.15), ob-
tenemos la expresidén que utilizamos en el algoritmo para obtener
1os esfuerzos : '

TxpoW (F.2.17)

Una vez obtenidos estose.
la (F.2. 14c’’’)
cidén de un es

A través de las ecuaciones (F.2.14a) &
podemos evaluaf 1as tres componentes de deforma-

tzdo plano de esfuerzos. Es decir que

Exx = ——Equ*gmﬂl

QLM: ..:.E:Y__ q\«\\—~§¢g;¢] - (F.2.18)

E 2 =y (Exc+ E40)
Por dltimo las expresiones utiliz

adas. para obtener los esfuer=
zos principales . son:

(R“Qx——,Jng;§Qq +-Sﬁgiﬁk:§ML) 4 (@&H\

oty = Jxx & Tuy ,\F( oo = uu ‘\-Wv«\l‘ (F.2.19)
- 2

+ Oleaidan de \o g 1] P.e
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y para las deformaciones las misma que las anteriores haciendo
los siguientes cambios.

G-xa.=’EJUC

Guy = Eyy , (F.2.20)
qxw = gx\i )

Con estos udltimos juegos de ecuaciones. De la (F.2.17) a 1a
(F.2.20), resolvemos. el estzado cinendtico y mecédnico de una
estructura geologica bidimensional. '
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APENDICE G

INTRODUCCION A LA TEORIA

ELECTROMAGNETICA
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TEORIA ELECTROMAGNETICA(ANTECEDENTES).,

G.l ECUACIONES ELECTROMAGNETICAS.

-Lag ecuaciones fundamentales que %gobiérnan los campos elec-
tromagnéticos: estdn expresadas por las ecuaciones de Maxwell,

La primera, es la ley de Gauss, que establece que el flujo to-
 tal. de. campo eléctrico E ( o de desplazamiento D) en un volumen
dado, es vroporcional a la carga (fuente del campo) contenida

dentro del mismo, esto es: ‘

V'6=Q ~ | . (G;l..l).

donde D es el vector de desplazamiento eldctrico y € esla
densidad volumétrica de carga.

La segundeg, es la 1ey.d& Ampere, gque relaciona la intensidad
del campo magnético H en un punto de un material con la densidad
de corriente eléctrica J que pasa por conduccidn a través de €l
Y la variacién temvoral del éampo eléctrico(originadora de una
corriente eléctrica de desplazamiento). Esta ley se expresa cornp
sigues

Ux t=3+ 3b/3¢ §.6.1.2)

Le- tercera es la ley de Faraday, que relaciona la corriente
eléctrica ( T¥E ), que circula en un circuito cerrado, con el
campo magnético B: fluctuante en el tiempo que atraviesa dicho
circuito. La relacidn matemdtica es:

Yx B+ 2B/ =0 (6.1.3)
donde E es el campo eléctrico

finalmente la cuarta exprcsa que no existen monopolos magnéticos
al igualar la divergencia del campo magnético a cero: '

V.’B-:o } . (Gol-4)
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Las relaciones que existen entre B y-ﬁ, D yE, E'y'i estdn
dadas por las "ecuaciones siguientes: '

’
e - -

B:/J D=g é j:G é . (G.l.S)

»Donde/u , €8.1la permeabilidad magnética ;é la permitivi-
dad eléctrica y @ , la conductividad eléctricé, son en general
tensores dependientes del tiempo y la posicién. Estos pardmetros
son propiamente los: que contienen la informacién de las propie-
dades del medio, ya que son los factores gque relacionan los cam-
pos fuera del medio y sus efectos dentro- del mismo.

Dentro del marco de estas ecuaciones se hacen los desarrollos
posteriores del presente trabajo.

. G.2 ECUACIONES VARIACIONALES DE ENERGIA.

Parés llegar a efectuar interpretaciones de datos de campo, pro-
venientes: de estudios geoeléqtricds, ge elegid desarrollar un
modelo de tipo variacional. o

Para hacer el planteamiento.de un problema variacional, se
requiere una funcién que sea susceptible de maximizarse o mini_

~ mizarse(ver apéndice C). En el caso del electromagnetismo esta _
funcién la proveé el principio de Hamilton, que dice gue lz ener- ;
gla disipada en un volumen dado debe ser minima. | j

La variacidén en el tiempo de la densidad volumétrica de energia‘?
del campo eléctrico (3u/bt) ge puede expresar como la suma de
un flujo de energla por unidad de tiempo y superficie a través.
de un medio (V+S) mas el trabajo por unidad de tiempo y volumen
que se realiza para pasar dicho médio (éii). Su expresidén mate-
mitica es la siguiente:

.;%u/'ar,=‘7~§ +ET (G.2.4)

Utilizando las ecuxciones de Maxwell ecs (G.1.1) a (G.1l.4)
en la ecuacidén anterior, el vector 35, que expresa la densidad




e 1YB

superficial de flujo de energia pof unidad de tiempo, puede
expresarse cComos |

que se conoce como vector de Poynting.

Le cantidad de energfa por unidad de tiempo (potencia electro-
magnética Y!' ) en un volumen, contenido en una superficie cerrada
puede expresarse como la divergencia negativa del vecior de Poyn-
ting: '

P'= 08 = V- (Ext) =-(TxE YHH(TXR)E (6.2.3)

y haciendo uso de las:ecuaciones (G.1.2) y (G+l.3), la ecuacifn
anterior puede expresarse como:

Y= i 20/t +J-E + E-"2b/at | (G.2.4)

al considerar subdividido el volumen total de materisl estudiado

en pequefios volumenes, el medio puede ser consdderado mas pruden-
temente como homogeneo, isotrépico y lineal, de tal manera que
esta restriccidén fisica obliga a que . € v ¢ (ecuaciones
G.1l.5) sean consideradas Unicamente como funciones escalares: del
t:iempo,/u € y@ se convierten en escalares, que denotaremos por
My E Y ¢ . Sustituyendo las relaciones. constitutivas (G.1.5)en
la ecuacibnes (G.2.4) se obtiene:

Y= //z W) /ot + Elz AN HGE (¢.2.5)

Para el caso en que la sefial de excitaciédn sea de corriente
directa (campos independientes del tiempo), se varte de la ecua-
cién anterior para considerar Unicomente el Wltimo término, que-
dando de la siguiente forma:

w'=CE* | (G.2.6)
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Para obtener la enérgia electromagnética Y por unidad de
tiempo en un volumen dado V se integra la ecuacmén (G. 2 .6) res-
vecto al volumen. ‘

oo rBa
v

- A esta expresidn se le agrega la energia de la fuente excita-
dora(para una fuente de corriente directa. segin ref., & ).

u,_-_f 3.0 € dv - (6.2.8)
N .

sumando las ecuaciones (G.2.7) y (¢.2.8), la energfa electro-
magnética por unidad de tiempo contenida en un volumen dado V
con una fuente, puede escribirse como:

WT._.J(O"E’*._;—:LT;E)AV o (6.2.9)
. |

simplificamos el problema si expresamos la ecuacidn anterior en
términos del potencial eléctrlcoa , que es una funcién escalar,
que se relaciona con el campo eléctrico a través de la siguiente
expresidn: \ ‘

E=-V3 | (6.2.10)

Sustituyendo la ecuacién (G.2.10) en la ecuacién (G.2.9) se lle-
ga a la expresién:

%:K(qwa\’“-g@-va)év (6.2.11)
v

Si no existen fuentes de corriente en la superficie de frontera
del volumen V una forma alternativa para exnresar la ecuacién |
(G.2.11) es:

P =X (G‘(V@‘f'*\'a@mj})é‘l ‘ (6.2.12)
v

Un caso de interés muy particular, es aquel en el que se tienen
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una fuente puntual localizada en el punto ( x’, ¥y’, 2’J, dentro
del medio. Para este caso se tiene que: '

Vo= -T & (x-x)d (-4 d (2-2) (G.2.1$)

Donde I es: la magnitud de la corriente puntual 1nyectada en el
punto (%%, ¥, z°) y'S es la funcién delta de Dirac. Sustituyen-
do la ecuacidn (G.2.13) en le ecuacién (G.2.12) se tiene:

=j [G (WY~ 214 (e-w W (u-y) d (z-2 RN (€.2.14)

El modelo que se desarrollard agui serd de tipo bidimensionsal,
es decir considerard veriaciones. de conductividad unicamente: en
direccién X y Z. En direééidh’del eje Y, se supondrd que el me-
dio esta formado por prlsmas de longitud infinita en ambos sen--
tidos del eje. Cada. prlsma se,con51deraré homogéneo e 1sdtropo
respecto a su- conduct1V1dadQVer§wg 6:2.4.

Por -dltimo, el planteamlento variacional, de la ecuacidén(G.2.14)
lleva a:

AYr = A,;_ fv TL(V8)* =218 (z-x)d(z-z)8)dv=0  (6.2.15)

Ecuacidn de la cual partimos para hacer nuestro trasformacidn
al dominio del elemento finito.. '

Texto original extraido de la ref.( 16 ), Can.T , p.p24-29.
_
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APENDICE B

FLUJO pEg FILTRACI N
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B.,1 INTRODUCCION

CEn. esﬂe apéndice se presentan algunos de los métodos

B2 COEFICIENTE DE POROSIDAD
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A efecto de simplificar la teoria los suelos se divi-
den en dos grandes grupos. arenosos y ar01llosos.~ Los suelos are-

idos esendi’lment'

macros

por partlculas

ta trayeetorigi

través de unafSeh
da simulténeaméﬁt
consideraciéhléégéé
rica y de dimei

las propledade$_ 

Porosidadues la relacion_dexvacios v .,alin}p@énitg

2

tal en cuestién:
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v . . .
(H.2.1)

(H.2.2)"

cuando los granos de arena presentan un arreglo

cibico la porosidad es- -

| n‘éxwf_——~——;if:\o;476;;r'

e la“pdfdéidad‘-

Segu1damente se dan algunos valores d

qorrespondlentes a dlstlntos suelos o

DESCRIPCION | " POROSIDAD

Arena ' ' . ‘ e
arena Compacta : " 34
Arcilla RIS : 55~ 37
prcilla Organlca , : , , 75
Bentonita Vel e e A ' 84

01on N

la velocidad

a través de mé
medio que con

de la siguiente‘maneré:":"’”
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Sea A el 4rea de la seccidn recta a través de la

la cual se estima la velocmdad y sea Ab el 4rea ocupada en la

misma seccién recta“por"los poros, se. deflne a’ 1a razén

y al gasto

la magnitud G'es llamada veloc1dad de f;l réc1on

A - efecto d' analizar laiipartlcularidédes de la
~razén m .cbns‘lder.es in cilindro circular recto de . lturah y
base A el CUQI: idnirect: QQ&Q-;

area de porés
| (H.Zij)

y tomando el_proméaio sobre el cilindro~de;altuta'h'

m = m(z)dz ;‘ 2 ‘:_  _1:’f_ (H.3.2)
y de aqUi' N JRrp
h h
m= —— ANz = —1 A (2)dz (H.3.3)
Ah v /|P B
o 0
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y como V es el volumen total del cilindro y la integral eva--

lua el volumen de vac1os, se deduce que el promedio m es el -

valor de la pOFOSlddT

#,4 FORMULA DE DARCY

La formula de Bernoulll establec1da para eIféStg

dio del fIUJo estacmonarlo de flu1dos 1ncompren51bles no Vis5‘

C0sS0S establece'que

—B_ .24 —L :'h  (h'es constante) (H.4.1)

‘donde

como la altura
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Para .el flujo de filtracién y en virtud de las -

perdldas de energla oca01onadas por la re51sten013 al mov1m1en

to a través de los poros del suelo,.la ecua01én de Bernoulll

toma la Formagw fv* e j;ﬂ
| i 5 L _2.
Pa A B R
+ Z + = ‘ + ¢ e A h (H 4 2)

medida segﬂn7j

Cbmqffa c§rga de1Véidéidéd'éh{élkféhémehdjde[fii
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tracidén es, obviaménte, pequefia serd omitida, asi pues

la férmula (H.4.2) toma la forma

tozy = 1,+ ZB ~'f, Ah o | (H.4.4)

o

cidad del flujo

dad, asi pues k.t

y, 105 efectos.debios o

la viscosidad, el flujo puede ser considerado como no viscoso.
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H.5 LIMITES DE APLICABILIDAD DE LA FORMULA DE DARCY

;Ei mbyimientb’de un‘f;ujo §"5pérrénéQ se produce

por lo general
férmulas (H

nes. No obsta

significante

gravedad, sino

donde

trabajarda con lé férmula de Da;gyﬂcqnside;gndpfﬁ.

A
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yo_ ¢, - (H.5.2)
u .

Al sustituir en (H.5.2) lqs yalbrés beféSandieﬁ—j

tes a los pardmetros:p .y

te superior p
de Darcy cor

flujo del ag

-fluido en io

por un lado

16 y por otr

tiene que

k~= ko""}")" _ . . (H0612)
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donde Y, €S el peso unitario del fluido y yu es el coeficiente

de viscosidad. Sustituyendo (H.é;Z)_en,(H.6.1) se llega a

donde se muestra que la velocidad es inversamente proporcional =

a la viscosidad. Esta
mula de Dafgl

tiene més de:

" de fluidos défQﬁ;,f ;j,5’

nes de temperatura, se concret

del coeficiénte’débpéfmeé

tipos de suelos.
TABLA H.6.1 |
TIPO DE SUELO ~ COEF. DE PERMEABILIDAD k... (.

Gravé limpia

Arena gruesa limpia

‘Arena

Arena fina

Arena y sedimentos:
Sedimentos !

Arcilla 10.000001 (o menor)
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H.7 ECUACIONES GENERALES DE LA HIDRODINAMICA

N - g
dy

Fig. H.7.1

ientes de 1a" velocidad de-filtra-

durante el in‘f}_eﬂr}.t,v

cién- (x+U 6t,:—y+“yj6
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si &t se hace tender a cero, entonces

[eng
ct

dx o _dy - _dz
LR T

y la aceleracién en la direccién del eje X es

crol

,(H'7")

| Q.lo.
et

recciones Y y Z

. ala
N o £ |

es la debidaﬁ

de la-figura H.

y en la cara opuesta es -

b
(p+%axdx)dydz
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y de aqul segin la segunda ley de Newton

CllQ.
i

pdxdydz = (p—%%ﬁdx)dyQZ-4‘(p+%§%dx)dydz + dexdydz

mediante (H.7{1)7d3g06fiéne o

G%— + v

(H.7.4)

le}

Q

>
+
148

x

QL

~<
: 'OJ g E ot
Onjo

o PEEN

Qo

x

(3]

ct 1
+
joy §

Qjar
xX t
+
Q

<

Lo b

N

(H.7.5)

<1
le;
+
=1
Q>
l<l
n
Rl
s,
o2y PR
oo
< .

fe3]

=1

QU

st

[ S R

=400
j]ﬁ;

+
ct
x|
x
+
o<
=1
~l
]
~N
i

- a - (H.7.6),

<
N

Sl
N

Estas tres ultimasfecua01ones son las ecua01ones de

Euler para el caso del flUJo,noh91scoso Ahora blen, 51 el fluJo
es,lamlnar,veptpnCer?“~~v" .
sus derivada

pueda ser omiti

%
c
Pa

o B
@
pud

!

pm )} PN
c:lo:
i<
"
"
t
o) =Y

. - | |
. (H.7.8)

@
=

p _ 4] | (H.7.9)

pun J pOSEY
=l
o

1

~N

1
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Obsérvese que las componentes de la velocidad sin ba-

rra indican la velocidad de gasto. Para n y g tomaremos conserva- -

_ ddramente’los_vélg;¢§_n,;?§ ?yi ._:, -

tiene

ax , o (H.7.10)

y al sustituirnbfpor h";_fE 4’;9 se obtiene L

.i;:*f(H{7.11)

donde i es el gradighté“hid:éulicof §i&ap;icémb$ ahbra,la'férmU;a

. de Darcy
x= -3 B T (Ha7.12)
andlogamente

a2 (H.7.13)
z = 8 o o (Hi7.14)
Sustituyendo estas tres dltimas férmulas en (H.7.7),

(H7.8) y (H.7.9) reﬁbéctivamentéfse tiene que



(H.7.15)
(H.7.16)

(H.7.17) -

Para el caso del flugo est801onarlo,-estas férmUlas

se reducen, de acuerd"

la expre51on vectorlal de la ley de Darcy

5egu1damente se pasa a Jutlflcar la 51mpllflca01on de

las expre51ones (H 7. 15) (H 7 17)

Estas tres 1gualdades presentan la's gu1ente Forma -

comdn

y de aqui, mediant§ §iksiguiente”bambio,He,variablehm,_ i
v ='v*i”+ ki SR i : $ ; (H..g7’..1‘9)

se obtiene

Q>
<
1
1
Six
o
e
]
2

Si=
R« X
pt
1
QQ
et
0
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Con el propdsito de cuantificar los coeficientes de
esta expresion se toma k = 0. 1 cms/seg, valor de permeabllldad bas

tante conservador ya que corresponde a suelos constltuidos con are

na gruesa

v, B T U | ’ Py
.é..ﬁat = _‘)010 1‘_5_.__ - 5.10 A | '.‘»" . (H.7.20)

sentarse una \ 5 iVE nidel qrad Vi 'Uii

co~respecto a‘

duc1do asi

at = 0%

e integrando S

Ve = Y, EXP(—z 10 t);

ternino que tlendeyrapldame”te a Cero.’asi pues al Yomarse w.o se
obtiene (H. 7 18) N AN DA e

La ecua01on f(ﬁ;7;1é) muestra cuatfd7inéégnitas, a
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saber: u,Vv,w Y h, luego a efecto de determinarlas se ha menester
otra ecuac1on, esta se puede obtener a partir de considerar al flu

ido continuo en ‘el espacio Yy en: el tiempo}_ 4g, o

asaya través. de la cara -- .

La cantidad de flu

1-2-3-4 del elemento mostrado , ?ésg}*”

nGdyd;

y en la cara'dpg §£§ 5
nnu_;~gggqp>qxaayazr |
tiempo:enfla_direccién -

y el increméngéfdel;ﬁfﬁfaquér“UQidadjde t

del eje X es 2 ,J;;:

e g
axﬁnu)dxdydz,i

analogamente se.

recciones de

iL(nV)dgdydzf"”"

B S PA e S U

A——(nw)dxdydz ‘

si el fluido es‘incomprhsibie,'ehtonces
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D(ab) + 2(n7) + =(nd) = | 9.
y(nU) + ay(nv) + az(nw} 0 . (H.7.21)
0 sea

YU MA LA ' - . o (H.7.22)

Pl

-zpf(x,y,z’)v'-‘:. -k("yp('u*”z)“rc = -kh v c - (87.23)

donde ¢ es una C

)

Bk :

@
SN

VAT e e s

P b b e

Las ecuaCLOnes (H 7 23) y (H 7 2&) generallzan la for
mula de Darcy dentro del esquema dlnémlco necesarlo para el estu-

dio del flugo ‘en el

Medlante simple sustitucioh se . obtiene a partir de -
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(H,7.23) vy (H.7.24) la ecuacidn de Laplace.

o B, do o

Ve = gxit.gy2 5,2 0 - (3.7.25)
la que al ser'rééUglﬁg;béjo;cqhdiciones de Frohteré espécificas
determina el fiujbfé$tacidhéfidVy_‘léminar de fiitraciéh}‘:

.
Lot

H.8 FLUJO BIDIMENSIONAL

_En"muchas ocaciones el flujo de un fluido es sustan-

“mism ier 108 el

Wobeen |

<
1
1
1
~
lm

(s3] Q
< x
-3 @
=T X
B 3 F

Lo~
o

-

. [00]
—

N’

y si se conviene en tomar el eje Y dirigido verticalmente hacia
- arriba mientras que el eje X permanece horizontal se tiene que

U A 5 s T S Tt N R 0§ gt 0+ B Wy i S i i A ke P et .

h==L4,y - . (d.s.2)

S
1]

éieﬁddiégi‘qUé LaICOrresbpﬁdienté'ecuacién de Lapla
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ce es

(H.8.4)

y la ecuacién de continuidad adquiere la-siguiente forma

.~

3__ B_\'/» - el (H.8.5)

define por,.jf'v'

V'I(If{'.a.s)

cuando se sustltuyen estas ecuaciones en. la ecua01on de continui-

dad se obtlen:e_».iir*jjr

Ry | 2y o
X3y T 3y X~

;,4;,,»1,..”,‘-,.;“4-:.,»«-‘ T e A g A

igualando los boténcialéé y las funciqhes‘de cotriente ée 11éga a

{%’

By ¢
; v

..ax

s

(H.8.7)

Qo
~<
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En otras palabras, la funcidn ((x,y)satisface tanto a
la ecuacidn de continuidad como a las condiciones de Cauchy-Rie-

mann, luego también satisface a la ecuacién de Laplace

. punto P(x,y) tleneuuna ve1001dad tangen01al v= (uv) luego

Vo -d_)(__
§ =g - tans

‘donde & es el angulo que4forma la tangente a la trayectoria en el

punto Py el'eJeix luego ; 5j;
vdx-udy =0 RNV FER )

al sustituir “las ecuaciones (H.8:6) en'esta ecuacién se.obtiene

siendo la diféfﬁciéi’total dy = 0, y de aqui

¢ = constante v : . (B.9.2)



o sea, al tomar las curvas ¥(xy) = cte se obtienen las llamada 1i-

neas de flujo.

Con51dere§e ahora:el flu30 ehtre las lineas de cor-

riente ¢1 y ¢2como/se,‘uestra en”la flgura H 9 1 ’ Sea q el gasto'

por unldad de longltud a tréve de la recta ab, as1

y de aqui se deduce mediante (H.8.1)

udx + vdy ;;o?
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0 sea
dy _ ) | C@.9.4)

»Las lineas‘%my) cte son llamadas llneas equipoten

ciales las que, por supuesto, son ortogonales a‘las llneas de flu

jo. Al dlbugarse estos dos tlpos de llneas    “bf1ene la malla —

_de.flujo.

se ve que en vi

nen las sigu

' - (Hi9.5) 'A

- (—%x ,-.—@dyr R (H.9.6)

¢ =

ﬁmEl;llamédowpqtehcialocqmplejo;se@deﬁinenporrw-<‘.'UM~mw- .

W e 5.7
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siendo de particular interés la expresidn

VW =92 g+ WWPp =0

la que veriFiCaié;1ééfeCU§bioﬁéé (H.8.6)

H.10 CONDICIONES DE FRONTERA

“en'suelos ‘ho-

.

consideran),

“tangenciales.

e T et S e SR s 04 b 8 S e S0t e © e eas e
R o S s A A S S e g e «\,.a,—v»-_..‘. v g e e ke . B R

de aqu1 que una frontera 1mpermeable pueda ser con51derada como el'

sideran dos ti

te superior de

bilidad es inéighiﬁibanteicUahdo se compara con el coeficiente del




ra es aquel'donde”se da
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del suelo ubicado arriba de él, es en esta frontera donde se pre-

senta la linea de. corrlpnte 1nferlor, y el segundo tlpo de fronte

correspon

laylineaﬂdeﬂborriente superior*A
diendo gener[ -
meable‘tél-éﬁm

II

pmy (- y) S ¢ R D

y de aqui y de (H.S.})gée;bbﬁiene'

@ = =khy ¥+ ¢ ~ o (H.10.2)
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donde k, h y ¢ son constantes, luego

¢ = constante : : (H.10.3)

0 sea que en;la Frontera del depos1to tanto AD. como EB son ll~

neas equ1poten01ales

111 SUPERFICIE OE FILTRACION"

linea Gé,
: nl una llnea d

y de aqui

9t ky constante j,;wvuw; ;ﬁ;wa;,“f¢;w - (H.10.4)

IV LINEAS OE FILTRACIONf(ASUPERFICIE LIBRE

la curva DG:

: principa;esﬁ

linea de filtracién,

viamente, ‘como en el caso de ‘cualquier otra
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el valor de y debe ser constante, pero ahora, ademds, se sabe que

la presién“en cuales'uiera;de,sus,puntos‘QS‘constante e-igual a la

presién atmosférica

(H.10.5)
'éifdéjlgfv§;§61déd{eValuédo'sdpre,dicha

la carga.

H.1 ANISOfRORIA 1v j‘

Cuanquel Cbgficientgvde'permeab;lidadles iﬁdepeq;-.

locidad de
un sueldfho
depende':d4, direcciodn:d

las coordenadas .espaciales

S

la direccid

coeficiente de permeabilidad's

que el horizbhta1}‘~A;efectbfdéidénera;;;ap‘1ahﬂéy de Darcy de



- 229 -

acuerdo a lo expuesto en este parrafo, ahora se toma

p= Kggradgn 0 (AT

donde k es el coeF1c1ente de permeabllldad en la dir80010n n,

mientras que v

(H.‘V11k.2)

v = =k graq h o= -k 3y

C(H1.3)

‘puede ser trans-

| AN A NN



En la figura H.11.1 se presenta una seccién vertical

~de un suelo’compuesto por n capas delgadas, de alturas respectlvas

donde h,-h, es

rga en la distan01a L Cohsecueg

temente’la;Qeioﬁv ad<del;fluﬁo en la dlrec01on X es

y. de aqui se obt coeficiente de permeabilidad en la direc-

'cién‘x

(H.11.55

aqui se consideré‘é“ifcbmo e1 gradiente hidrdulico evaluado al
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4

través. de las n capas. Ademég la pérdida total de carga es igual

a la suma de las pérdidas de carga en cada uno de los estratos
;idf?fiigidffizdzi+ﬁ!?ff+ i.dvy
'y de aqui se pbtiene" B L o~

’kﬁ, 1 .6)

:,11.5) Se'dedUCe‘que
bwracion para

gualdad toma la

k16'¥kh >i (6+1)klk2

1+ & ldkz + -k (H'11f7)

la que se réduce a . -

k- k>0 H.11.8)

o e By P B A R AT AT G AT AT T )

siendo esta Ultima;déSigualdad siempfekverdadera.

II,- En la flgura H 11 2,f91~vector s indlcafla di—

....

'?:recc16n de la normal a la lines eQUlpdtehcial En un medio 1so—

trépico las lineas de flujo vy las equ1potencxales forman una red
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\(4

(H.11.9)

siendo asi que las componentes.en.las.direcciones. X.e-Y.§onm-:-

|

oh voeosa . . (H.11.10)

=vgsena C(H.11.1)
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pero como

{3

9x . dh 3y

de esta Gltima ébuaciéth de las gcuaciones (H;11.9) y (H.11.11) se

obtiene

e

1. _COS? o SRS, L (Ha12)

=1
1

0 sea

(H.1.1;13)

g e Py 6 A R I Y

(H.11.14)

la cual es la ecuacién .de mayor y. menor

segln el
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eje X, el-coeficiente de permeabilidad en una direccién cualquiera

se puede obtener grdficamente mediante la construccion llamada elip

se de direcciones

muestran ‘co

direcciones’

usado -para~Leso

tratos homogéneos:

de continuidgdfp  ‘f
S
ax * 9y ~ 0
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al sustituir u y v de acuerdo a (H.11.10) y (H.11.11) se obtiene

{Zth + 3292 = 0
Al (Lyx?) e
alGDx"T
SR T e
s
si se hace ahora X = x Exv‘se iiega &

(H.11.15)

riable vy.

pansidn o col
medio homdéé
en una rééién?
Laplaée, loé
licables tému ,??”é

formada. EI'¢O

e e e iy
k= KnaxKnin ‘ , | , | (H.1 16)‘

el porque de esta formula se expllca segu1damente.

En la figura H.O11. 4 se presentan los cuadrados curvi
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lineos acotados por las lineas equipotenciales ¢, y ¢2 y las lineas
de corriente ¢, y VY, de una seccidn transformada. En la figura
H.11.5 se repreSenta 1afmisma seccidén a escala natural.

¢1 | or

Figo H.11.4 -~ Fig Hil.s

_fpa?;épﬁanérEical]AB paralela al eje Y en,lal§sccién
transformada | ’ ‘
natural, lue

jo a través de A

 18 di-

y de agui es inmedi o
ji¢¢Q§id8rB$¢ ahor: aturalEZa‘del Flujo a traves de

la Fronte:a'ABvdUéfdiQidéfa7dééftip _fde suelos nsotroplcos de per
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meabilidades respectivas k, y k, tal y como se muestra en la figu-

ra H.11.6.

' Fig. H.11.6

Los poﬁenc;alés de las respectivas zonas son
kR )

:‘:.K(Y'u_; Y;l )

ok (Bey y

.~j%ng+-yz)

L1

o

92

y en los pudﬁEQ”ES”Iéf??EEEE?SMBEUISEéaéé’oaurfe que Py= P2y ¥y, =Y,

estos es

Ul | R (E17.17)
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y como segin la ecuacién de continuidad la componentes normales a

la frontera AB deben ser iguales

(H.11. 18)

Derlvando ahora (H 1. 18) respecto al parémetro s,_la

longitud del arco AB y d1v1dlendo entrc (H 11 18) se llega a

y haciendo

las variacionéé7iqﬁéléé7c6h7eprropésitofdeisoslayar'dicha’ﬁrbbieQ
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matica. Al respecto se establece el siguiente critenp, el que con -

las reservas del caso, suele usarse. Si la razdn de las permeabl-

lidades de’dos tip" de suelos contiguos es mayor quei

los en regio
transformac
precisas al

tas al crit

H.12 FILTRACION EN POZOS

Como ya ‘se vio, la ecuacion que gobierna el Flujo es—

ta01onar10 bldlmen51onal es

';ro ' (H.12.1>

donde

~
1
~
x
~
-+
~<
~N
A
e o

<
1
W
-
a
or
Lo
=
@«
o



- 240 -

Si el flujo toma lugar en un planc horizontal variando
dnicamente en funcidn de r, se tiene el llamado qujo radial bidi-

mensional, 1y rexp(ls) no varla

En este supuesto la‘variable

" cusndo® 16 hace,

(H.12.2)
También se tiene o
escilnrvca . (H.12.3)

_Considérese ahora el flUJD de flltra01on en un pozo ublcado en un

estrato peI:mEable‘.:.’._-, g Y .

con

r=r . cuéhdq S,:IDf

r=R_ cuando ¢ -

n
X
=

o N TN TR A DS e e T A 3 A g S

D2 (H.,12.3) se,deduée

kh r '
¢ = —1n—= 4 : H.12.
ln(;B) T o : : ( 12v4)
A
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siendo la velocidad radial

r =

_ 3@ _ - kh _
v T

- Evidéntéméhtelei7gést0‘a lé{distancia:r del centro del

pozo es

(H.12.5)

o (H.12.6)

y la funcién ente asociada a este potencial es

0 sea

aqui se dice que el Flujo‘tlene una fuente cuando Q. >0 y un sumlde

ro cuando Q<0 El termino 4%%: con T 1 se llama potencxa de la fuen

te (o sumidero);Uviif ff o



CONSIDERRCiUNES.GENERALES

Con el prO?OHlLO de recolv er problemas relativos al

ya swan bldlmcﬂ;lo

respec—

nales. o sxmetracos

flujo de flltrdc;on,
‘ ‘rablon prm

EO TNV 1S o

) da,la potenc1a de la fuente o de* sumldero por”ﬁ

ur

donde ﬁhora W(x,y

area.ékm3,fb'

Cnminirioi o s bimad “.,,,,».,\,,.,‘..,_,, ..

unidad..de;
i ‘sotroplc,,,_k

:Sl el delO es

(B 6),

T’ IOy gEATE
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