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PROLOGO~ 

El método de~ el.em.ento ;Eini to es up.a. P.e !las herra~íen.

tas numéricas de,m~yor twascendencia en la. A¿tualida~ par~~ 
• J. ·' ·, 

el inge~'~:exg~·· ... T;ll~ta SOb');'e la trans;fo;rmaci6;o. de·· una e'cua~i6n 
·· · -;~:·:~)~:¿y.=á;~/:,t:lr~;~:~~:'?r>\~~·~~~:}~1~~::~~.(~ ·':: . .-::,. . . .J . .·( .~.:> .· .. :,.~ .. ~'.··:~·:: .. F··.~/ ~ 

o sisteníá~de>e'cu~.cioP,es ~i;Eer;rencic.l es en e~ ~ominio .c.ófl.t:inuo 

a uná ~-~b~;~{Di~~·tg:~~~k~Ie~a de··e'C:uacÚmes a1gebra.1cas qti;¡.·.~~;~i 
tan rnás.·'.~~~A~:{1i:~~,de reso!l~el' por algÚI\ m~todo. numérico... E: 

este trabajo se trata de cubriT en la ;fowma. más amplia posi

ble los aspectos m~s importantes del método sin descuidar su 

aplicaci6n práctica en la ~esoluci6n de un p~oblema concreto, 

El objetivo del presente trabajo no ha sido, elaborar -

un tratado más, que se sume al n6mero cada dia creciente de 

los excelentes que se han publicado y se publican en el mu~ 

do entero, ni tampoco la presentaci6n de novedades en el 

campo siempre en desarrollo del método del elemento finito. 

S6lo la lectura constante de publicaciones peri6dicas espe-

cializadas y el estudio de las memorias que sobre reuniones 
•'•""' • '~"\ ··~~·,,_.,,.,.,, ' ' ,.,.e,_,,__,.,,~•··••••U-• ...... ~)I;-•..._,•.,'-+"·'"''' 

y c"ongresos nacionales e internacionales van dinfundiéndose, 

constituye el único medió de alcance de los adelantos dia--.. 0 . . . . ..... . 

rios de·:J.j~'.hrerié{~C ;.!Bl:;pf6p6sito es más modesto y, quizá, -
: ':': :<},::, ::. :, .. , . ·~·~ .::~.;::~~~'.(':-. :'. :·;·~--· ',·: ';,;· .;\ ~;: •. . . -~; •Í'i': :- .. 

más urgent~. ·>Es 'h~tori~ q~e, . en los Últimos años, tanto 

los criterios de la Facutad de Ingenier~a de la UNAM a tra

vés de sus diferentes carreras como las de otras institucio 



nes hermanas en .el pa~s, l~~~ C.Pi.p,ct.'1i·~o, .en P.fl;r cada vez ma.., 

yor auge a la di;fusi6n. del imétóc1e>>a:~ll.·:t't~iemento ;e:inito entre 
· .. . '·· '/y:;:~;,;, .· .. /::.lF•.;~·:.:.r:i.'; ' ·) > · :.: .: .•..... 

estudiantes e ingenieros. · .. ca>.l)'i'\f i:ST6ri'{de · Es.tuélio.S: de Post-
. . '. ::-:.::;x··,·:-,:, ·¡p~''\.iM!·,· W . : ,. < : '? ' i · . · 

grado ha cTeado al efecto do~ :ier;rfo:a9.s·:anualés de. 6 meses -
··:::,.¡. 

de duraci6n en los 'que ~a esp~;cialid~d,. de estructuras la 
. . 

difunde en forma intensiva, 

El prop6sito de esta obra queda así de;finido:. se ha .. 

querido ofrecer el material intrdductorio que o~iehte.al 

estudiante de ingeniería geof~sica en el recorrido de un 

camino de enorme desarrollo en el procesamiento de sus datos 

de campo. Partiendo de lo anterior, este trabajo que prese~ 

to como tesis profesional, tiene el objeto de mostrar de ma· 

nera adecuada la enorme necesidad de integrar en nuestros 

programas de trabajo de la carrera esta herramienta matemáti 

ca que sirve para resolver en general cualquier tipo de ecu! 

ci6n.diferencial que se le asigne cieTtas condiciones de 

frontera, 

El tratamiento de los dos primeroscapítulos es complet! 

mente matemático, de tal fo;qna que la teoría que. lleva invo

lucrada s.e ~ormaliza, Los.:dos':.~l timo:s capítulbS .. 'ijustlfican-
::" ·· .. _ ·:··_<':.: ·' -' .--'~;-r.-:·:f:~:~,:··~;·~):;~d:' .. ; .... :--'- .· 

una aplicaci~n del m~todo en e~. ca'm;po "de la ~i5ff:i'buci6n. de 
.-/\::_.;,\, -.:· '{<):.>. . '<. .. ' . -~:-:_·:::;~-~~-'~::.~·~;:\~-' .. >·:'.~~~~-:':'\:~ ' . 

los esfuerzos en el inteTior de· u~a. ·estructll';ra geologica .,. 
,• ·, - ·, . 

modelada desde el ~upto de.vista de ~a mec~µica lineal, 
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La ecuaci6n diferencial que se resue}ve constituye la 

ley generalizada de Hooke y constituye un me!o ejemplo de -

la enorme utilidad que el método tiene en la ingeniería ge~ 

física, Puede mostrarse lo mismo resolviendo ·la ecuaci6n de 

Laplace o de Gauss y encontrarse la distribuci6n de los po~

tenciales existentes en un medio continuo determinado 6 bien 

la ecuaci6n de Darcy y calcular problemas de flujo en me-

dios porosos, todo ello de sumo interés en el campo de la 

ingeniería goefísica. 

El trabajo se divide en cuatro capítulos a saber: el -

primero de ellos trata de formalizar los principios genera-

les y formular la teoría que será de gran ayuda para enten-

der como se aplica el método del elemento finito, ésto Últi

mo es materia del tercer capítulo en el cual se puede obser

var que al ejemplificar las aplicaciones del método del ele-

mento finito, se resuelven problemas bidimensionales pensan

do que resulta más sencillo y práctico para el diseño de un

algoritmo que posteriormente se anexa al final del trabajo. 

El segundo capitulo detalla todo cuanto es necesario sn 

ber para poner a funcionar el p,rograma; datos de entrada y -

salida, espacio necesario de memoria para cada corrida~rnom-
: ··:.,.<, 

, ..... r 

bre y funciones de cada subrutina, diagrama de f1 uj o y,¡limi -

taciones del programa entre otros. El cuarto capítulo cstn

blece las conclusiones a las que se llegaron y da algunns 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCIÓN. foL ~~TOOO IE ELEMENTOS FINITOS, PRINCIPIOS 

GENERALES y FORMULACIÓN 

I. 7.- 1NTROVUCC10N: 

Para iniciar este trabajo doy un resumen que permite 
centrar nuestra atención en los objetivos perseguidos. Prime 
ro que nada debo hacer la aclaración que el método del elernen 
to finito se propone como herramienta numérica au.xiliar en el 

procedimiento de datos geofísicos. En este contesto presento 
la s-0luci6n (despu!s de dar la fundamentaci6n adecuada) a tres 
problemas de diferentes áreas de Ingeniería Geofísica. 

La p~ime~a se refiere a un problema de geología es -
tructural; su objetivo pretende modelar una distribuci6n bidi 

mensional de desplazamientos, esfuerzos y deformaciones ocurri 
das en el interior de una estructura geológica sometida a tr! 

bajos de ingeniería civil, aunque como el lector podra verlo, 
su aplicación no se limita a esto, pues es el mismo tratamie~ 
to cuando estas estructuras representan zonas de subducción o 
placas tectónicas y se analiza su riesgo sísmico. 

El ~egundo problema se refi~re al cálculo de la dis
tribución de los potenciales eléctricos desarrollados en una 
zona de diferentes resistividades debida al flujo de una in -
tensidad eléctrica de inyección. En esta parte lo que se pr~ 
tende ofrecer es la posibilidad de obtener la distribución 
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del potencial eléctrico referido de un modelo teórico de con
ductividades por medio del método del elemento finito, con es 
to se obtiene su curva de resistividades aparentes para hacer 
la comparación usual con la curva de resistividades obtenida 
en campos y repetir lo mismo con varios modelos hasta lograr 
un ajuste conveniente. 

Por último el tercer problema que se presenta para -
apoyar la utilidad de esta técnica en geofísica resuelve el -
flujo a traves de medios porosos que resulta obvia su utili -

:tación. 
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En termines generales el metodo del elemento finjto (MEF), 
'.- .. -: ;. ·'."' >.~.~:-~ . .-·:;·:·,' · .. ·.'. 1, • •.'.:. - ' • • : ,• 

es una herramienta numérica para obtener. una .. ápr'o:X:iÍJl~ci6n 
a lo. solución de un problema que requi~re··.1a :ii~t.·~~Í'nción' -
de un sistema de ecuaciones diferencialá~, provÍit:o de 

.· ·, . :'-'' '- '.' .. , 

ciertas condiciones que definen el problema y, de:ahí,. su 

solución. 
., ,:· 

El más sencillo de los casos se ureseI1ta.cuaridO'la· ecua 

ción diferencial es ordinaria y :t~,~~~tf·.;:~'.:7ro:'.f·w~:1~e ~óntener 
derivadas de orden arbitrario y córi'diciories 'de:ifrontera da
das, que involucren comb in.ac ibne~···~fj§i)€'.f·~r~'ia~ ,·¿~·?].:~ función 

"','' '_ ·-·':">.'·."'<-:~{'.::/.:'.''.',;<'.· · .. :,·•.'.· ,. 

buscada y sus derivadas. · 

Para el caso más sencillo la etuación·<liferencial por 

resolver es de la forma (!. 2.1). 

(i) (n) f (X, y 1 y 1 
1 y", . , , y , .. . ; y ) = Ü 

sujeta a las condiciones (I.2.2). 

&1(Y10, Y11,Y12, 

g 2( y 2 o, y 2 l , y~·~ J 

.• ,,, .. Y l n) = O 

Y2n) = O 

gm (Ymo' Ym i, Ym2' · • • • , Ymn) = O 

(I.2.1) 

(I.2.2) 

donde Yij es el valor que adquieré·· 1a derivada· .de orden -

j de la función y (xL en la i ª ecúac~Ón del co;~j~mto 
( I. 2 • 2) • ·_ ·.··. ~ .. . •. ' ' ¡•;<;,:···· . ' 

·'i '·' 

El hecho de modelar ·me.diant~' ecuaciot1:és difef~)l<::iales se 

debe a que los sis temas fí sicds en cue~fiún p6~-~~!~1m'ún domi

nio ccintinuo. Rn contrnposici6~ un sistema que contenga 
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elementos discretos da lugar a modelos matemáticos provistos de 
ecuaciones algebraicas de la forma (I.2.3.). 

• • • J Xn) = 0 

. . . , X.n) = 0 

• • • , Xn) • 0 

(I. 2. 3) 

fn(X1, X2, Xa, ••• , Xn) ... o 

Que en general se constituyen por ecuaciones no lineales, pe
ro con frecuencia los sistemas físicos analizados, presentan un 

comportamiento lineal, dando así lugar a modelos matemáticos 
constituídos por ecuaciones algebraicas lineales, esto es, de la 
forma ( I. 2. 4) • 

a i 1X 1 + a12x2 + a 1sX3 + ••• + a inxn ª b l 

a21X1 + a2 2X2 + a2 ax a + ••• + a2nXn ª b2 

aa 1X1 + a12X2 + a a aXa + ••• + aanXn • ba 

(I.Z.4) 

an1x i + an2X2 + ansXs + ••• + annXn • bn 

Que en forma condensada nos queda : 

(I.2.5) 



.. 5 .. 

donde : 

X1 

• 
A • ' 

, y l? • 

• 

Son una matriz de n :x n y dos vectores de dimensión n, en 
este trabajo se tratará con sistemas lineales, por , .. que se Pª!. 
tirá de las expresiones de la forma (I.Z.1) e (I.2 para 11.!:_ 

gar a los modelos lineales de la forma ( I. 2, 4) e (1 . ·. 5). El -

HEF es el que establece la relación que permite f6rm1•lar proble 
mas asociados a sistemas continuos en forma discreta, esto es, -
como si se tratara de sistemas que dan lugar a modelos matemáti
cos provistos de ecuaciones algebraicas de la forma (I.Z.3). 
Esto lo consigue mediante un proce~o de discretizaci6n, que con
siste en hacer depender la solución al problema original continuo 
de un conjunto discreto de valores. 

En suma, el MEF permite llevar la solución de un problema -
que, en principio requiere la integración de un sistema de ecua
ciones diferenciales, a la forma de un problema algebraico, esto 
es, de un problema que requiere la solución de un sistema de ecua 
ciones algebraicas. 

El interés por llevar un problema continuo a una forma alge -
braica, especialmente las lineales, de la forma (I. 2,5), estri . 
ba en que estos sistemas estan plenamente estudiados desde el si 
glo pasado. Más aún, con el advenimiento de las computadoras 
electr6nicas, se han desarrollado métodos muy eficaces para r~ -
solver estos sistemas corno veremos más adelante. 

Esquemáticamente, la secuencia del m6todo se puede resumir en 
los pasos siguientes 
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1). Discretizaci6n del continuo en un número finito de elementos 
interconectados mediante puntos nodales. Esta división, en 
principio puramente geométrica ha de hacerla el analista con 
un cierto juicio "i~geni'3ril" sobre la solución que espera -
obtener. Asi por ejemplo en regiones donde los gradientes -
de las magnitudes a calcular sean altos será preciso disp~ -
ner de un número de elementos suficientemente elevado como -
para permiiir la caracterizaci6n co~recta de esta variaci6n. 

Z) Obtenci6n de la ley de comportamiento de'cada elemento. Qui 
zá sea esto el problema crucial en la formulación del NEF y 
a su desarrollo se ha debido probablemente el amplio uso que 
el método disfruta en la actualidad. La obtención de estas 
leyes de comportamiento suele hacerse en la actualidad a Pª!. 
tir de formulaciones que pueden·dividirse en principios vari~ 
cionales, métodos de residuos ponderados y en' el principio • 
de los trabajos virtuales. Se utilizará pa~a este caso, él 
C.ltimo. 

3) Con la selección apropiada de los puntos nodales, la varia -
ble de la ecuación diferencial se aproxima mediante una com· 
binaci6n lineal de funciones de forma conocidas que dependen 
de las coordenadas de cada nodo y de los valores descon~ci -
dos de la variable evaluada en· esos mismos puntos (ver ecu!_ 

ción I.4.11, a, b, c), 

4) Obtenci6n de las ecuacione~ de comportamiento del sistema 
global en fun~i6n de las ecuaciones parciales desarrolladas 
para cada elemento. Se trata de realizar lo que se conoce -
como !•ensamble" (ver ecuación I'. 5 .1) •· 

S) Soluci6n del sistema simultáneo de ecuaciones con las corre~ 
pondientes condiciones de contorno. En gene~al los sistemas 
que se obtienen constan de un número elevado de ecuaciones -
que sin embar'go suelen dar origen. a mnt'X'icos do rigidoz simó 
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tricas dispersas y en banda que admiten una reducción del al
macenamiento necesario y la adopción de métodos eficaces de -

soluci6n, actualmente bien desarrollados. 

6) Cálculo de variables asociadas a la solución obtenida en cual 
quier punto del medio. Por otra parte derivaremos en este -
trabajo a partir de la solución fundamental que son los de~ -
plazamientos a las deformaciones del medio para poder obfener 

así el tensor 
la cinemática 
vas del medio 

de esfuerzos mediante las relaciones que of~ece 
,· ";,, .. :.: 

de la deformación y las ecuaciones constituti -
(ver ref. 1 y/o Apéndice F). 

El objetivo de este trabajo consiste en discutir brevemen 

te, los fundamentos del elemento finito y darle una aplic~ -
ci6n en la ingeniería Geofísica aplicada a la Geotecnia. Se 

evalua la distribución de esfuerzos en estructuras geológi -

cas que van a soportar una obra de Ingeniería Civil, concre
tamente: en la prevención de estabilidad de talúdes y af~ -

llamientos de zonas adyacentes al sitio de desplante. 

Es necesario conocer las velocidades de las ondas elásti
cas longitudinales y trasversales, obtenidas por refracción, 
para determinar los módulos elásticos del terreno, con las -

cuales y basados en una geometría convenientemente elegida,
estamos en condiciones de utilizar el algoritmo incluido en 

este trabajo con los detalles de operación necesarios, para 

generar los valores de los campos de deformación, de despl~ 
zarniento y de esfuerzos del terreno, con y sin acumulacióri ,,,. 
de cargas iniciales, que los in&enieros proyectistas necesi 

tan para el diseño de su obra~ 
Hasta el momento el ingeniero geofísico en la C.F.E., s~ 

lo interpola en forma cualitativa la distribución de es~o~ 

esfuerz6s a partir de los módulos elásticos que obtienen de 
sus resultados sísmicos de refracción. El ingeniero civil 
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por su parte requiere de estos datos para elaborar el aná
lisis numérico de esta distribución. El presente trabajo 
sintetiza por un lado el desarrollo de campo que nos corre! 
ponde y por otr~ el consecuente análisis cuantitativo que -
también es de nuestra comnetencia· nues se trata de la eva -

luaci6n de una propiedad física üel terreno. 

El primer trabajo referente al método se debe a Hrenikoff -

(ref. 1) , publicado en 19 41, y e 1 segundo a Mchenry publi

cado en 1943 (ref. 2), en ambos trabajos se verifican solu
ciones de problemas de elasticidad bidimensional en estado 

plano de esfuerzos, discretizando el medio y buscando la -

analogía con la solución estructural. 
Posteriormente en 1949 Newmark, en su libro de métodos -

nGmericos (ref. 3), presenta los métodos de Hrenikoff y 

Mchenry. Sin embargo, el crédito de aplicarlo a medios con 
tinuos es de Turner, Clough, Martín y Topp (ref. 4), y no -

es, sino hasta 1960 con Clough (ref. 5), que nace por prim~ 

ra vez el nombre de "Elemento Finito", derivando básicamen
te las rropiedades del elemento triangular y cuadrangular -

(ver Apén. C ) y el hecho de que al mismo tiempo la comput! 

dora comienza a ser una herramienta muy efectiva que condu
ce rápidamente a la solución numérica de problemas elástico 

lineales complejos, en los cuales una solución analítica no 

es posible. 
El campo de desplazamiento en el medio se expresa en fu~ 

ci~n de los desplazamientos nodales del elemento, satisf! -
ciendo continuidad, las fuerzas internas se ~e~i~en aplican 

do el principio del trabajo virtual (ver pág. 12 ) y se 

identifica este proceso con el de minimizar la energía p~ -

tencial total. El desarrollo anterior se acentfia en el cum 
po de la mecánica de sólidos y posteriormente Zienkiewics -
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(ref. 6) y Wilson (ref. 7), lo aplican en mecánica de flui
dos y en problemas de análisis de conducción de calor. En 
la actualidad existen miles de artículos de investigación -
y de informes, a~í como varias notas para cursos, memorias 
de congresos, tés is y libros de texto. (ver pág. 245) 

I.4 P~in~ipio de lo~ T~abajo~ Vi~tuale~. 

Consideremos el campo de esfuerzos, Oij, en equilibrio, de 
un cuerpo sólido deformable solicitado por fuerzas de cuer
po Xi por unidad de masa y tensiones en su contorno 
Íi. Sus ecuaciones de equilibrio son de la forma (I.4.1). 

acr11 + acr12 + acr i 3 
ax1 ax2 dX3 

ócr12 + acr2 2 + acr2 3 
ax1 ax2 dX3 

acrq + acr2 3 + ªº 3 3 ax1 ax2 dX3 

Las tensiones internas Ti 
a las i\. De donde : 

+ X1 = o 

+ X2 = o 
(I. 4.~ 1) 

+ X3 = o 

en la frontera serán iguales 

(I.4.2) 

Introduzcamos en este cuerpo un sistema arbitrario de pe
queños desplazamientos. virtuales,.,- oUi, compatibles con -
1as condiciones de frontera, es decir, y refiriéndonos al -
problema pre sentado en la f ig. ( I. 4. 1), oui = O en la po!_ 
ción S1 del borde donde se especifiquen los desplazamien
tos. 
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Fig. (I.4.1). Cuerpo sólido 
en equilibrio bajo la acción 
de fuerzas exteriores y condi:_ 
ciones de sustentación en sus 
bordes S1 • 

Multipliquemos el conjunto de ecuaciones (I. A. 1) e (I. 4. 2) 

por los desplazamientos virtuales oui e integremos en el volÚ -
men V C 1) • 

J (Ti - Ti)Oui ds = O 
S2 . 

(I.4.3) 

donde 

aoij 
~----"- o ui· = 

dXj 
a(oij oui) 

'Óxj 
- Oij O (oui) 

oxj 
(I. 4.4) 

Debido a la propiedad de intercambialidad del operador parcial 
( a~ ) y variación (o). 

Introduciendo (I. 4.4) en (I.a.3) y haciendo uso del Teorema 
de la divergencia( 2) obtenemos. 

( 1) 
La ccnveniencia de utilizar formulaciones integrales radica en la posibi~ 
lidad de descomponer estas integrales sobre un dominio en 4uma de inte
grales extendidas sobre subdominios (elemetito~ 6..úilto4), que en conjun
to constituyan el dominio total. 

(2) 1 ! . 
V di V A dv e s ~ • ~ ds o bién J a Ai dv -= . jsAi ni ds · o Xi 

V 
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J cr · · o ( élui ) dv + 1 J ClXj 
V 

f XiOUidv - [ CTi-Ti)Ouids= O 

V S2 

(I.4.5) 

La Integral sobre S de primer término de la ecuaci6n ante -

rior puede suponerse actuando sobre S2 pues el sistema de des
plazamientos virtuales elegido satisfacía o ui = O· en S 1 • Por 

otra parte, en la frontera : 

oij nj = Tj (I. 4. 6) 

Entonces la Ec. (I.4.5) nos queda 

{ crij 0 ( ~~~ ) dv + r Xi Oui dv + 1 Ti Oui ds = o 
S2 (I.4.7) 

Es conveniente para los desarrollos posteriores utilizar una 

notaci6n vectorial donde los tensores de esfuerzo y deformación 

se considerarán simétricos en un espacio carteciano de tres di-

menciones con 6 

esta forma : 

componentes independientes únicamente. 
r 

De 

(crxx, cryy, ozz, crxy, crxz, cryz) 
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= (e:xx, e.yy, e:zz, yxy, yxz, yyz) 

(I.4.9) 

y la Ec. (I.4.7) nos queda 

¡ 0 UT X dv + 

.• 

.• : 

.·(I.~.10) 

Que constituye la expresión matemática del principio de los -
trabajos virtuales, que puede enunciarse de la siguiente manera: 

Si un campo de esfuerzos a se encuentra en equilibrio bajo -
la acción de fuerzas de cuerpo y te ns iones en el contorno ! , -
el trabajo producido por las fuerzas inte1tna.~ como resultado de 

la aplicación de un campo virtual y compatible de desplazamien -
tos o u (y por consiguiente de deformaciones o ~) es igual -

al trabajo efectuado por las fuerzas exte1tna.~ bajo este mismo -
campo virtual de desplazamiento. 

v,u, c.M!.tiza.c..l6 n del p1t-<.nc..lp.lo de lo~ :t1r.a. b a.j 0-6 l!,¿Jt;tua.l e .6 . , r 

Con el fin de obtener la solución aproximada podemos expresar 

( k) 
los desplazamientos Uk en función de los parámetros ai , de 
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la manera siguiente 

(1) (1) (1) (1) (1) (1) 
U¡= N 1 (Xi, X2, X3)a1 + N2 (xi, X2, Xa)a2 + ... + Nn (Xi, X2, X3)an 

(2) (2) (2) (2) (2) (2) 
U2 =N1 (xi, X2, X3)a1 + N2 (xi, X2, Xs)a2 + ••• + Nn (x1, X2, X3)an 

(J) (3) (3) (3) ( 3) ( 3) 
U3 •Ni (X1, X2, Xa)a1 + N2 (xi, X2, Xs)a2 + ... + Nn (xi, X2, X3)an 

(I.A.11. a, b, e) 

Esto es : 

( I. §. 1 Z) 

donde : 

( 1) (1) ( , ) ( 1) 
N1 O O N2 O O Na O O •.• : Nn O o 

N• (I.4. 13) 
o 

(2) 
N1 O 

(2) 
O . N2 

(2) 

Nn O o 
(2) 

N.a O. • • • O 

(3) ( 3) (3) 
o O N1 o o o O Na .. • O O Nn . 

y 

aT (1) (2) (J) (1) (2) (J) (1) (2) (J) (1) (2) (3) 
• (a1 a1 a1 a2 a2 a2 as as. aa , • • an an an ) 

(I .4.14) 

Es decir, la solución se desarrolla como combinación lineal -
de unas ciertas fwiciones N.Í k) conocidas y elegidas con ciorta 
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libertad llamadas funciones de forma. (Ver Apéndice C). 

El principio de los trabajos virtuales, representado en (I.4.10) 

se utiliza con el fin de obtener una solución para los valores de 

a. Para ello hemos de expresar. ·~ y q eri función de u. 

Partien.do de la hipótesis de que a pequeñas. deformaciones, se 

verifica : 

e; ij = 1 C·.. aui . + ·.· .. aüj . ) · 
z •· ax· · axi '· .·.· J 

(L4.15a) 

De donde 

e; l l = 
( I • 4. 1 Sb) 

= ÓU1 + ÓU3 
ax3 ax1 

Que en forma compacta (I.4.15b) podemos escribirla como 

,, .. ;_a_. · o o 
ax1 

o o (L4,1Sc) 

a 
e33 O O -= ÓX3 

. ., ....... ""''.'""'"·''· "'·~*'""-'" "'~"d'·.- ....... ,.~ ... ~3 ... ,,"""·"·•· .. o.,···~~·····~·· ............. .. 
2 e: 1 2 · ax2 ax i · .. 

2 e; 1 
a o a 3 

ÓX3 ·ax ·· .. ' . 1 

2E2a. o 
a··. a 

é}Y3 · ax2 
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Esto es 

e: = L u - . - (I.4.16a) . ' 

donde podemos sustituir_ el valor de u ,por la Ec. (I.4.12) para 

·obtener. 

e: = L N a = B a (r.4:, 16b) 

y llamar L al arreglo 

y B = L N (I. 4' 17b) 

r 
Las vari~ciones de ~ y § pueden escribirse a partir de 

(I.4.12) e (L4.16b) como: 

o u -= No a -
y 

o e: = ~ lj o a 

(La.18) 

(I. 4. 19) 



- 16 -

Con el objeto de expresar los esruerzos a en función de u 

se utilizará la ley constitutiva de mecánica de materiales más -
simple, que constituye el caso de relacionar en forma lineal los 
esfuerzos con las deformaciones (elasticidad lineal) ( 3 > • 

cr = D e: (I.4.20) 

Donde D que contiene los parámetros elásticos de un material 

es una matriz simétrica, de coeficientes cons~antes y dimensión -
(6 x 6) • En el caso bien conocido de la elasticidad lineal esta -
matriz se escribe : 

e 1-v) \) \) o o o 

\) e 1-v) \1 o o o· 

D= 
E 

( 1-v) o o 'º \1 \) (I.4.21) (1 +v) (1-2v) 

o o 

o o 

o o 

Siendo E el m6dulo de 

sustituyendo en (I.4,20) 

o 

o 

o 

1 o o - (1-Zv) 2 

o 1 ' 
2 (1-Zv) o 

o 

Young y v 

la expresión 

o 1 - (1-2\1) 
2 

• ' .. ,,. .,,, ¡, , ..... ,., ' ·: , ... .._. ·-·~ •.•• 

la relación de Poisson. 

(I.4.16b) obtenemos. 

(3) Teoría Valida en estructuras sólidas, elásticas, lineales e Isotrópicas. 
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a = D L N a = D B a . ~ ........ 

donde 
(I.4.23) 

A la matriz B se le conoce con el nombre de matrii d~ defor
maciones. Por último, sustituyendo (I.4.18), (I.:4;19} e (I.4.22) 

'_,.,,:_. 

en e I. 4 . 1 o) , s e obtiene : 

f ºª T NT L T D B a dv = 

t1~3nl (3nx3l (3x6) (6x6l (_6x3n} ( 3nx1 l 

/ oa' NT x dv + 

( 1x3n) ( 3nx3) ( 3x1) 
V V 

+ ¡ 0.' "fiT '[ cJs 

(1x3n) (3nx3) (3nx1). 
S2 

(I.4~24) 

Simplificando 

f BT D B a dv = f ~· X dv + f NT T ds 

V V S2 

r 

(I.4.25) 

que también puede escribirse 

k a = F (I.~.26) ...... 
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con 

k = J ~T D B dv (I.4.27) 

y 

F = J ~T X dv +j NT 'i' ds (I.4.28) 

La solución de ( I. ~. 2 6) pérm.ite~ C,'bté~~r el vector a y 

con é1, a través de cr .4 .12),. cr.4.:··16J. ~r CL 4. 22), e1 estauo de 
,-_·-.: .. -. . 

desplazamientos, deformaciones y e'§fuerzos dentro. de un sólido. 

Es el momento de especificar las ecuaciones anteriores para 
un sub dominio ( e.le.me.n.:to ó.ln.l:to) de cuerpo. Consideremos en la -
(~ig. I.4.2) un dominio bidimensional aproximado por un conjunto 
de elementos cuadrangulares. Expresiones integrales como las 
desarrolladas anteriormente admiten ser calculadas elemento por 
elemento para sumar a continuación los resultados parciales y re
cuperar así el continuo global del sistema eri ~studio. En efecto, 
podernos escribir las Ec. (I.4.10) de la siguiente forma : 

No. 
de 

e~osf T' 
~ o~ ege dv = 

e=1 Ve 

No. 
de · elementos! . 

L otle~e 
e=1 Ve 

dv + 

No. 
de elementos] ¿ o y~ fe cls 
e=1 S2e 

(I.fl.29) 

Donde el subíndice e se refiere a un elemento genérico. 
Considerando entonces el desarrollo representado en la Ec. (I.4.25) 
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.para un elemento esta se escribira como 

(I.A.30) 

que también puede escribirse según las sustituciones hechas en -
las ecuaciones ( I. 4, 2 7) e (I. í1-, 28), como : 

~e ae = fe (I.(l,31) 

Fig. I.4.2. Aproximación 
por elementos finitos de -
una. estructura geol6gica -
bidimensional en el plano -

(x' y) • 

Donde como se trata de un estado plano de esfuerzo, la matriz 
de deformaciones nos queda como : 

a o (1) (.1) ( 1) ( 1) 
ax Ni o N2 o Ns o N1t o 

Be= L Ne = o é'l (2) e 2> (2) (2) (I. 4. 32) ay ·o N1 o N2 o Na o N1¡ 

a a -ay ax 
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( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 
-ªfu_ o aN2 o aN3 o aN.._ o ax ax ax ax 

( 2) ( 2) ( 2) ( 2) 

Be= L Ne = o aN i o aN2 o aN3 o aN 4 ay ay ay ay-

( 1) . ( 2) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2) 
óN1 aN1 .. aN2 óN2 aNs aN3 aN,. aN1¡ 

.ar ax- ay ·ax F ax . ay ax 

Y la matriz· D se escribe (Ver Ap~ndice F). 

1 \) o 

D = E 
\) 1 o (I.4.33) 

1 - \)2 

.·o a 1 - \) 

2 

AI·vector le Ec (I.4.31) 

en el elemento y-eventualmente 
consideran concentradas en los 

incluye las fuerzas. de cuerpo 
las cargas que. por . .,.facilidad .. ,s.e., ... ::-.. 
puntos nodales. 

r 

I.5 En~amble de la~ Ecuacione~ Elementale~. ·" 

A través de la discretización del dominio de i'ntegración y de 
la aplicación de la formulación matemática del problema físico a 
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cada elemento se lleg6 a que 

Ke ae = fe (I .. 5.1) 

Esta ecuaci6n se ha calculado c.ons iderando aisladamente cacla 
elemento. Para representar el pioblema general, han de sumarse 
todas las ecuaciones (I.5.1). 

Esta suma, que es proceso sencillo, puede presentar problemas 
a la hora de automatizar el ensamblaje, por l~ que es necesario d~ 
definir minuciosamente todos los elementos que contribuyen a cada 
nodo. 

Este proceso de ensamble se comprenderá mejor con el siguien
te ejemplo. 

Supónganse dos elementos cuadrangulares adyacentes como muestra 
la (fig. I.5.1). 

/\ . 
y 

3 

2 1 

6 . 4 2 X 

F i.g. 1 • S. 1 Malla de elemento4 6.i.ni.to4. 
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Elemento 1 

k11 ka k13 

k21 k22 k2a 
= (I.._S.2) 

kai ka2 kaa 

ki.1 ki. 2. k1ta·•· 
.. 

Ele.mento 2 

k~ 3 k; ... k~s '' kaG ªª 
k~ k~ .. k~ 

. 
k46i.• 3 5 

~,~· .. ;<·:·:;1 
{1'~5.3) 
''.·-.' , ,.• 

k~s 
1 

ksi+ 
1 

kss k~:¿>:; 
.,._.;.,,:,, 

•! •. ': 

;· 

. ' ksa k~ .. k~s k~~ 

k.ia ·o o f1 1 

.O o 
= 

•' ~·. 

k .. 1 k1tz k4 a+k~ s .·· k1t4~k~1¡ k' 45 . k' . •46 f1¡ 

o o ' ks s 
. ' .. 
ksti 

1 
k~s k~/> f s 

\ 

o o k~a kh ··k~s kls 
·.··. fs 

(I.5.4) 
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Que resuelto nos dará los valores de la función a en 
los no~os. Una manera sencilla (pero cara) de no equivocar
se, es ~scribir cada matriz elemental ~e como ~na matriz -
.de n x n, .donde n es el número de nodos del. d~minio. Pa
ra el ejemplo que venimos siguiendo implicari~.almacenar las 
relaciones (I.5.2) e (I.5.3) de la s:Í.guÍel1t~·forma 

Ele.mento 1 

o o 

o o 

Ele.mento 2 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o 

o 

o 

o 

k~ 3 

k2~ 

k34 

kit.~ .· 

o 

o 

o 

o 

k' 1¡4 

',' 
-: . 

o o 
= 

o o fa 

o.' 
., '." 

',o '' 

o' o o 

(1.5.S) 

o o o 

o o ·O 

k~s· k~s as 
= ·, 

' k1¡5 
;;;,'.· 

kJs ~ 

ns f s 

(I. 5. 6) 
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utilizando esta técnica, el sistema final de ecuaciones 

~e ~e = !e 

Podrá calcularse directamente corno 

No. 
elementos 

¿e ~e) 
e=1 

No, 
elementos 

a=¿ fe 

e=1 

(I,5. 7) 

(I.S.8) 

donde E representa en este caso una suma matricial elemento a 
elemento, 

Es ~laro que esta filtima técnica resulta incosteable para des~ 
rrollar un algoritmo, la gran cantidad de ceros constituye un de
rroche de espacio en memoria que lo hacen en definitiva inacepta
ble, En este trabajo el proceso de ensamble utilizado ~n el alg2 
ritmo presentado en el siguiente capítulo es como se desarrollo -
al principio, 

l. 6 Func..lonet, de Fotr.ma o 1 ntetr.polac..l6n •· 

Como se indico en la sección anterior el paso más importante -
en el método del elemento finito consist~en la selección de las 
funciones de forma, ya que de ellas· depende la mejor convergencia 
de la solución aproximada a la soluci6n exacta de la ecuación di~ 
ferencial en cuestión, 

Desarrollar aquí al detalle la teoría que formalize los crit~ 
rios que deben satisfacer este tipo de funciones resulta muy ex
tenso para este trabajo, remitimos al lector a la consulta de -
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las siguientes referencias Cref No, 8 cap. 3), (ref, No, 6 cap. 7) 

y (ref. No.10 cap.46). O si se prefiere consultar simplemente el -
apéndice C. 

Baste mencionar aqui que para el el~mento bidimensional el ti

po de funciones de interpolación utilizada corresponde al de la -

familia "Serendipi ty" para e 1 ementos rectangulares lineales que -

requieren únicamente 4 puntos nodales soór.~·fi~s ·~squinas y que se 
. .. ·:::·:;',,,., , " 

evalúan mediante la siguiente expresióh :. , 

. ..... ' - .'.,;' .. 

Ni = + C1 ~ ; ~ i) (1 + n ni) i = 1, 2, 3, 4 . 

(l. 6 .1) 

donde ~ , n corresponde a las llamadas coordenadas locales -

que veremos más adelante (ver fig. I I. 2. 1) . 
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.CAPITULO I I 

Método~ de c.álc.ul.o po1t Compu..ta.do1ta. 

11.1.- 1n.t1toduc.c.i6n. 

En este capítulo se presentan los algoritmos desarro
llados para sistematizar el modelo obtenido en el capit~ 
lo anterior. 

El programa que se presenta esta diseñado para resol
ver problemas bidimensionales los cuales deben ser linea 
les. 

En la práctica cada módulo puede ser complejo, en las 
siguientes secciones se describiri con detalle los aspee 
tos de la programaci6n de cada uno de los módulos que -
componen el programa. 

Para los interesados en utilizar el programa pueden -
pasar por alto estas secciones y remitirse directamente 
a la sección donde se indican los datos de entrada nece
sarios para su funcionamiento. (Cap. III, sec III.3). 

El programa fue realizado en Fortran IV, en el siste
ma VAXII/780 del Centro de Cálculo de la Facultad de In
geniería de la U.N.A.M. (CECAFI), se hizo necesaria la -
apertura de espacio en disco, para evitar saturar la uni 
dad de' CPU con resultados parciales. 

11.2.- Fo1tmula.c.i6n del PILoble.ma.. 

El elemento finito utilizado es el cuadrilátero li -
ne al con 4 puntos nodales (ver ref. No. 8 , pág. 104), 
debido a la geometría de la estructura utilizada los el~ 
mentas finitps seleccionados resultan ser rectángulos y 
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• 
para establecer sus ecuaciones de equilibrio, es neces~ -
rio hacer referencia a un elemento tipo que a continuación 
se describe y se presenta en la figura. II.2.1. 

'IK 

~(.-1,1) ~i k(l1l) 
• i.;· 2. 

f .. -j,. ~s:: 1 

• •1 ., 
A. 

L{;1,-1) ~-1 ~l.1.-.i) 

a) Coordenadas Globales b) Coordenadas Locales 

Fig. II.2.1. Geometría de un elemento cuadrilátero lineal con 4 
puntos nodales. 

Vec.to~ de de6plazamien~o6 nodale6 ae. 

De acuerdo a la ref. No. 8 , pág. 105 se puede escribir: 

u· _J 

8x1 

donde 
U1 

~i= 

U,:r 

Funcione6 de Fo~ma en Coo~denada6 Locale6. 

Ui 

= , etc. 
Vi 

(II,2.1) 

De acuerdo a la ref. citada y a la ecuación (I.6.1) evalua
da en cada punto nodal de la referencia lo.cal obtenemos 
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1 . . . . 
Ni= 4(1-. ~)(1 - n) 

,': 

1 . . . 
N j = - ( 1 + ~) (l - n) 4 .·· ... · .·· . 

1 . . . . . ' .. 
Nk = lf C.1 t.i~}Jl.+ n) 

,;-,. 
';:~--~·~. ! '·; ' ·, •.• 

(II.Z-.2) 

N ~ = l (1 - .Ó (1 + n) 

Coo4denada~ globaleh en 6unci6n de lah coo4denada~ localeh. 
V 

De manera similar a la expansión en serie utilizada para aprQ 
ximar los desplazamientos según la ecuación (I.~.)1.a,b,c). Po 
demos relacionar las coordenadas globales con las locales a tra
vés de las siguientes ecuaciones 

x = Nixi + NjXj + NkXk + N~xi 

( II. Z. 3) 
y = NiYi + Njyj + Nkyk + N~yi 

Transformando al caso bidimensional las ecuaciones (I.A.11.abc) 
obtenemos que : 

u1 = u= NiUi + N·u· + NkUk + N~ui J J . 

(II.2.4) 

Que en forma matricial apoyados en ( I. 4, 12) nos queda : 

(II.2.5) 
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donde 

o Nj o o NR, o 

N = (II.2.6) 
o o o o N.e, 2x8 

y ' 

Ui 

Vi 

u· J 

aª = Vj (II.2.7) 

Uk 

Vk 

UR, 

VR, 

Tensor de deformaciones. 

De acuerdo con la ecuación (I. 4, 16b), las deformaciones en PU!!. 
tos específicos de cada elemento se obtiene mediante. 

(II.2.8) 
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donde la matriz de deformaciones B resulta ser según la ec. 
'(I.4.32)":· 

óNi o é)Nj o óNk o 1li&. o ax é) X ax ax 

B = o óNi o é)Nj o é)Nk o ~ ay ay ay ay 

L aNi 
óNi é)Nj óNj aNk aNk aN~ óNR 

ay ax é) y ax ay ax ay ax 
3x8 

(II.2.9.) 

VeJúvada4 de la4 óunc..lon~ de 6o~ma ~ehpecto a la-6 coo~denada4 

globa.leii. 

Sabemos que para mapear una función de un sistema coordenado 
a otro podemos recurrir al operador Jacobiano que nos facilita el 
cálculo. Para nuestro caso y siguiendo el desarrollo presentado 
en la ref. No. 8 , pág. 80 sección 3.5.2, la regla de correspo!!_ 
dencia entre los operadores dirivados es la siguiente : 

a . --ª-Tx 
-1. 

a~ 

= J (II.2.10) 

a ...L 
Ty an 
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donde la matriz Jacobiana, -I ' para el problema plano resulta 
ser : 

ax ay 
x,~ y'~ ar ar 

'J = = 

ax ~ Y ,n··· ~ an x,n 

(II.2.11) 

de donde por el método de la adjunta obtenemos 

.1L d -2-L Y ,n - y,~ an a~ 
J-1 = 1 = 1 

T J 
ax ax -x, n . x,~ -- ar an 

. ) 

(II.2.12) 

y el Jacobiano de transformaci6n, J , resulta ser : 

J = = x,;y,n - x,ny,; 

(II.2.13) 
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Entonces las derivadas de las funciones de forma respecto a 
las coordenadas globales se obtienen con las siguientes expresi~ 
nes : 

~ 1 ( y,nNi,~ - y,~Ni,n) = T ax 

?Ni 1 (-x,n Ni,~+ x,~Ni,n) = T ay 

_m 1 ( y,n Nj,~ - y,~Nj,n) = T ax 

.Jlli 1 
(-x,nNj,~ + x,~Nj,n ) = T ay (II.2.14b) 

oNk = 1 ( y,n Nk,~ - y,~Nk,n ) 
ax J 

aNk 1 (-x,n Nk,~ + x,~Nk,n ) = T ay 

oN t .. 1 ( y, n Nt , ~ - y,~Nt,n ) 
ax T 

aN g, = 1 
(-x,nNt,~ + x,~Nt,n ) 

ély T 
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Que constituyen los elementos que confonnan la matriz de defor 
maciones, según lo podemos observar en la ecuación (II.Z.9). 

Po~ otro lado, para tener bien definidas las ecuaciones 
(II.Z.14b) se hace necesario obtener las expresiones que nos 
sirven para calcular las derivadas de las funciones de forma con 
respecto a las coordenadas locales. Así como las expresiones de 
las derivadas de las coordenadas globales con respecto a las coor 
denadas locales. 

De acuerdo con las expresiones dadas por las ecuaciones 
(II.Z.Z), tenemos que 

8Ni = Ni, E; =-...L (1-n) ar 4 

8Ni Ni,n =-+ e 1 -t; ) --= an · 

.1fü_ = Nj 'E; 
1 e 1-n) = T aE; 

8Nj _ Nj,n 
1 (1+E,;) (II.Z.15a) 

an =-4 

8Nk Nk,f; 
1 O+n) -= = T at; 

' . " _,. ·- "". '···"''"· ~ " ··~ ...... 

8Nk Nk,n 
1 

(1+E.:) --= = T an 

aNR. Ne, E; 
1 

(1+nJ --= =-4 at; 

~= Ne,n 
1 e 1-E.:) = T an 
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De acuerdo con las expresiones dadas por las ecuaciones 
(II.2.3) se obtiene: 

Tensor de esfuerzo. 

De acuerdo con (I. '4.22), los esfuerzos en puntos específicos 
de cada elemento se obtiene mediante la siguiente expresión : 

cr = D B ae (II.2.16) 

donde D es la matriz de parámetros elásticos, como se menciona 
anteriormente, para el caso bidimensional de un estado de esfuer 
zos. 

1 \) o 

D = 1 
( I I. 2. 17) -3x3 1 -·v2 V 1 o 

o o 1 
z-C1 - v) 

y B es la matriz de deformaciones ya mencionada. 
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Para poder evaluar las ecuaciones (II.2.5), (II.2.8) y 
(II.2.16) a fin de obtener el estado cinemático formado por el -
vector de desplazamientos y el estado mecánico formado por los -
tensores de esfuerzos y deformaciones unitarios es absolutamente 
indispensable calcular el vector ~esplazamiento nodales a de -
la estructura. Con la ecuación (I..5.8) : 

n n 
l: (ke) ª = E fe 

e= 1 e=1 
·CII~2.18) 

en donde 
n 
e~ 1 (ke) constituye el ensamble de las matrices de ri 

gideces de cada uno de los elementos que confo~man la malla a -
constituye el vector que contiene las dos posibilidades de de! -
plazamiento en las direcciones x y y, para cada punto nodal 
que conforma la malla y fe constituye el vector de cargas globa 
les que contiene las fuerzas de cuerpo y las fuerzas superficia
les. De estas últimas sólo vamos a utilizar las que se conocen 
como cargas concentradas que consideraremos aplicadas único y e~ 
clusivamente en los puntos nodales. 

Matriz de Rigideces. 

La ecuaci6n de la matriz de rigideces dada por (I.4.27) es 

(II.2.19) 

Para un estado plano resulta ser. 

ke = t J ªT(x,y) ~ ~ (x,y) dA 
Ae 

(II.·2.20) 
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donde 

t resulta ser el espesor de la estructura 

Al tomar en cuenta la transformación de variables 

J(~,n) BT (~,n) D B. (~;n) d~ dn - .-·, .- .•. .· ' 

(IJ.2.21) 

Que en forma discreta nos queda 

M N 
~ = t 1: I: Hm Hn J(~m,r¡n) ªT (~,nn) l> ]} (~,nn) (II.2.22) 

Bx8 m=1 n=1 8x3 3x8 

donde 

Hm, Hn, son los coeficientes de peso para la cuadratura de 
Gauss, con M = N = 2. (Ver Apéndice E). 

~m, nn, son las coordenadas locales de los puntos gaussiános
en donde se van a evaluar todas las ecuaciones. Ver en la 

figura II.2.1b los puntos 1, 2, 3, 4. 

r 

Si M = N = 2, la ecuación anterior se puede escribir como 
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'' ' 

+ H,H, J(t2,n1HT (t2,n1H1! (ti;nil ~H~ J(~2,n2)1!T m,n2) ~ 1! (t2,n2)] 

(II.2.23) 

Cada producto de los arreglos anteriores representa el valor 
de la matriz de rigideces evaluada en.los puntos de coordenadas -
(~i, ni) de cada elemento. Por tanto en forma condensada pod~ -
mos representarlo corno : 

ke = ~ 1 1 + ~ l 2 + ~ 2 l + ~ 2 2 
-8x8 

(II. 2. 24) 

Vector de Cargas. 

De acuerdo a la ecuación (I.3.28) el vector de cargas es 

dv + pf t:IT T ds 

Aª 

Para este problema, se tiene que 

/, 

T -ti '!' ds 

Ae 

= o 

y 

PJ 't:JT ; dv = t J P !iT ~ dA 

Ve Ae 

(II.2.25) 

(II.2.26) 

(II.2.27) 
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Puesto que x es el vector fuerza p~r unidad de masa, el pro
ducto de la densida p y el vector ~IP ;l es un vector de fuer
za por unidad de volúmen, que se puede representar en sus compQ -
nentes x, y de un sistema ortogonal de referencia como 

cos et 

Px = Pv (II.2.28) 

sen et 

donde 

Pv, es el peso volumétrico que obtuvimos de multiplicar, p x . 
ex es la dirección del vector peso de la estructura en cada -

elemento con respecto a un sistema ortogonal de referencia. 

Por tanto la ecuación (II.2.25) en forma discreta nos queda
ría como : 

~e = t [m~ 1 ~ HmHn J (~,nn) ~T (~m,nn) J P ~ 2x1 
n=1 a··"' 8x1 A.c. 

(II.2.29) 
. ,,,, .... 

si M = N = 2, la ecuación anterior se puede escribir corno 

\» 

·~e =t [H~J(E;i,n1)rf (~1,n1)+H1H2J(E;1,n2)~T (f;i,n2) + 

+ füH1J(f;2,~.1) JST (~2,n1) + H~ J(f.:2", n2) ~T (~2, n2)] [Pv cos ª] 
Pv sen a 

(rr .. 2.~c) 
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Este ordenamiento de las ecuaciones, se hace con la finalidad 

de realizar el ensamble de las ecuaciones elementales (ver sec -
ci6n I.5) una vez encontradas las matrices de rigideces y los vec 
tores de cargas de cada uno de los elementos en que se discretizo 
la estructura. El ordenamiento depende de la numeración de los -
puntos nodales, que puede ser arbitraria. La localización de los 
coeficientes de la matriz de rigideces, depende de esta numera -
ci6n. La que se recomienda es la que provoca que tales coeficien 
tes queden lo más cercanos a la diagonal principal. 

Una vez definida la numeración de los puntos nodales, se pro
cede a obtener el ordenamiento de los grados de libertad de la -
siguiente manera. 

a) Se le asocia a cada punto nodal un indicador de grado de li -
bertad. Este indicador es nulo si el punto nodal tiene liber 
tad de moverse en la dirección considerada y vale 1 si su -

desplazamiento es nulo. Este arreglo se representa con ID(NGL, 
NPE), donde NGL es el número de grados de libertad por pun
to nodal, para nuestro caso es 2, asociado a las direcciones 
x y, y respectivamente y NPE es el número de puntos nodales 
requeridos para construir la malla. 

Si trataramos de ordenar las ecuaciones elementales de la 
estructura mostrada en la figura, obtendríamos el siguiente -
arreglo : 

9 7 5 3 1 

4 3 2 1 . 

10 8 6 4 2 

Fig. rr.2.2 Numeración de los puntos nodales y elementos finitos. 
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o o o o o ·.o · o 1 1 

ID = 

o o o . o o . o o o 1 1 

(lI.2.31) 

A continuaci6n se procede a la numeraci6n de los grados de li 
bertad de los puntos nodales .. Esto se hace en el mismo arreglo 
matricial, ID recorriéndolo por columnas de la siguiente mane-
ra : 

bl Si es uno se sustituye por un cero. 

el Si es un cero, y si es el primero, se sustituye por el número 
uno que es la primera ecuaci6n de equilibrio; a partir del se 
gundo cero en adelante, se sustituye por el número de la ecua 
ci6n de equilibrio anterior más uno. Para nuestro ejemplo 
tendríamos entonces : 

l ·3 ·s ".7' ·g····· 1T ···r3· .. _, 

15 
. ' "O'. ' - .. 

o .. 

ID = 
2 4 6 8 10 12 14. 16 o o 

(II.2.32) 
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Para conocer los grados de libertad'de cada elemento finito,
es necesario saber cuales son los valores de los puntos nodales 
i, j, k ~ de la referencia local (Fig. II.2.1). 

Una vez hecho esto es conveniente construir un arreglo vecto 
rial, IE, con NGL * NPN elementos, donde NPN es el número de 
puntos nodales del elemento. Para el ejemplo este vector se cons 
truye como se indica : 

r 7 11 15 o 
8 12 16. (4) o 
3 7 11 IE "" 15 e 1> (2) . ( 3). 

IE ... 4· IE • 8 IE = 12 ' 16 
. 1 5 9 13 
2 6 10 14 
5 9 13 o 
6 10 14 o 

(II.2.33) 

De 2 en 2 renglones se va colocando el número de ecuaciones 
que corresponden a cada nodo en el orden mencionado, por ejemplo, 
para el punto nodal i del primer elemento es el nodo 4, si lo 
buscamos en la columna 4 del arreglo ID , tendremos las ecuacio 
nes 7 y 8 que controlan los 2 grados de libertad de ese nodo, 
y asf sucesivamente para el nodo j del mismo elemento que es Z 
tendremos las ecuaciones 3 y A etc. 

Y en general el arreglo IE para fines del algoritmo quedaría 

representado como : 
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ID(1, i) IEª(1). 

ID(2, i) IEª (2) 

ID( 1, j) IEE'. ( 3) 

IE(e) ... 
ID (2, j) IEe(4) 

ID ( 1, k) 
.. 

IEe ( 5) (II.2.34) 

ID(2, k) IEª(6) 

ID(1, R,) IEe ( 7) 

L ID(2, R,) IEe (8) 

Ensamble de la matriz de rigideces. 

De acuerdo al ordenamiento de las ecuaciones de ca(la elemento 
finito, la forma de llevar a cabo la sumatoria que aparecen en -
la ecuación (I.5.8) se muestra esquemáticamente en la siguiente 
ecuaci6n : 

IEe(l) IEe(2) IEª(3) IEe(4) IEª(S) IEª(6) IEª(7) IEe(S) 

kT1 kf 2 kr3 kt\ krs e k16 kr1 
e 

k1e IEe(1) 

e 
kz 1 

e 
kz2 

e 
kz3 e kz1¡ k~s kr6 

. e kz7 Jci! 8 IEe(Z) 

e 
k31 

e 
k32 

e 
k33 e 

k31t kis ki6 k!1 kie IEe(3) 
n· 

1{ 1 
e e e k~s k~6 k~1 

e IEe( 4) t· ke - k1¡2 k1¡3 k .... , k1t B 
e 

e 
ks1 

e 
ks2 

e 
ks3 

e 
ksi+ 

e kss e kss 
e 

ks1 
e kse IEe(S) 

e e e e k¡s ke ki1 
e IEe(6) k61 ks2 ks 3 ks1t 66 kse 

e 
k11 

e 
kn 

e 
k13 

e 
k11¡ 

e 
k15 

e 
k1s 

e 
k11 k~a IEe(i) 

e 
ke1 

e 
ku 

e 
k93 e 

ka1t 
E;l 

kas 
e 

kBG 
e 

lCe1 k~e IEª(S) 

(II.2.35) 



- 43 -

Este arreglo se interpreta de la siguiente manera. Por ejem
plo, el elemento K;3 de la matriz de rigideces ~e del elemen 
to finito e, debe sumarse al elemento k.(IEª(4), IEª(3)) de la 
matriz de rigideces k de la estructura. 

Ensamble del vector de cargas. 

La forma de llevar a cabo la ecuación (II. 2. 25), según la 
restricci6n impuesta por la ecuación (II.2.26) se muestra esqu~ 
máticamente en la siguiente ecuación 

f ~ IEª ( 1) 

f i IEª (2) 

f i IEª(3) 

E f ª == f ~ IE
0

(4) 
e 

f i IEª (5) 
(II. 2. 36) 

f ¡ IEª(6) 

f ~ IEª (7) 

f ~ IEª (8) 

Que se interpreta de la siguiente forma. ·Por ejemplo, el ele 
mento f~ del vector de cargas !ª del elemento finito debe su 

e rnarse al elemento f .(IE (3)) del vector de cargas F de la es 
tructura. 
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El algoritmo puede trabajar también con cargas concentradas 
que son 11n caso particular de las cargas de superficie, para lo 
cual la.·ecuación (II.2.26) no va ser nula, y tampoco va ser n~ 
cesario realizar su integración ya que vamos a considerarlas con 
centrada~· ~ri :los nodos. 

Al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas representado 
en la ecuación (I.5.8), se ob~iene el vector de desplazamientos 
de los puntos nodales~ 

.'·'.·-

. "'·:..,:., :~··~· .. :· ·~ , .. 

Conocido el~ecthr· a se puede calcular Íos correspondientes 
. .; "" ;.-: ... r .. :-.:· .. : ~·- ~ ~ . ~ «• . , 

vectores de: desplázamiento de los elementos finitos .... ae , como 
se indica a continuación : 

~e = 

· u (IEe( 1)) 

u (IEe(2)) 

U{IEª( 3)) 
e 

u(IE(4)) 
. e 
u(IE(S}) 

e 
u (IE( 6)) 

e 
u(IE(7)) 

e 
u(IE(S)) 

= 

.. e 
Ul 

·e 
it.~ 
.. e 
U3 

e 
u,. 

e 
Us 

" e 
U5 

e 
U7 

e 
ua 

(II.2.37) 

Para la soluciórt del sistema de ecuaciones a~gebraicas·linea
les a las que se llega finalmente, se propone el m§tod6~d~ trian 
gulación Cho les ky , debido .a las cata.cterísticas dé simetría -
que presenta la matriz globa~ de rigi~~'ces cy:.~:.rel.: ~~.,·~ 
pág 157 ) • 
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II.3.- Ahpec..toh Gene~aleh del Algoft.ltmo. 

Conociendo los mecanismos que se pretenden automatizar 
resulta conveniente presentar el diagrama de flujo del -
pro~rama, mencionando para que sirve cada sub.rutina, ver la 
figura II.2.3, los detalles ~e mencionan a continuaci6n: 

Pftogftama P~incipal.- Controla las subrutinas de manera -
independiente. 

CONTRA : 

Controla la memoria utilizada en cada corrida. 
Menciona donde nos hizo falta espacio en memoria. 

Una ventaja que ofrece el algoritmo es que almace
na los datos y resultados necesarios en un sólo vector -
A(10000) y delimita por medio de etiquetas (N1,N2,N3, etc.) 
el espacio de cada arreglo a fin de localizarlo cuando -
sea necesario. 

1 N1=1 

ID(NGL ,NPN) 

NZ = N1 + N PN * N G L 
X Y Z(NPN,NGL) 

r (II.3.1) 
= N3=N2 + NPN *NGL 

ENP(3, NMA) 

N4 =N3 + NMA * 3 

etc . 
• 
• 
• 
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Los arreglos que forman la ecuación global de equilibrio de la 
estructura son las más· grandes, tenemos qúe ~Il. amb.os, .. su tamaño -
depende del número de puntos nodales, por ejemplo;·pá~a el caso -

' ... .. '•« j .,-_, 

de la matriz global de rigideces tenemos qtie ·su dimensi6n es 
igual a: dos veces el número de puntos noda,les pará los renglones 
y lo mis~o para las columnas porque constituyen un arreglo cuadra 
do, el dos se debe a que estamos trabajando 'en un plano bidimen :
sional:':y atr~buimos a cada nodo dos grados ·~l~ libertad. 

Para el caso del vector de cargas su dimensión e igual a: dos 
veces el número de puntos nodales. 

Por último cabe decir que todos los demás arreglos que se ge
neran son borrados una vez que ya no se les necesita o se mandan a 
almacenar a un disco, con la finalidad de no saturar el espacio 
en memoria asignado. 

Por tanto para realizar una corriqa satisfactoria se debe re 
servar un espacio en memoria en el vector A de por lo menos : 

CORCA 

NUMEC 

2*NPN*2*NPN Dirn. de la matriz global de Rigideces. 

+ 2 * NPN Dim. del vector global de cargas. 

2 * NPN Dirn. del vector desplazamiento. 

Dim. mínima del vector A 

Lee las coordenadas cartesianas de los puntos nodales. 

Numera las ecuaciones de equilibrio de cada elemento fi 
nito para formarse el arreglo ID. 



MATHOK 

ELEFIN 
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Lee los datos de los parámetros elásticos de cada mate 
rial (E, Nu, Pv) 

Establece las ecuaciones de equilibrio de cada elemento -
finito (Ke, Fe). Para lo cual. 

MACEPE 

Calcula la matriz de parámetros elásticos, 

MABNCL 

Controla las subrutinas para obtener lo necesario para 
calcular la matriz B. Para lo cual. 

FUFCL 

VFUF 

VFUFCL 

MATBCL 

Calcula las funciones de forma. 

Calcula las derivadas de las funciones de forma res 
pecto a las coordenadas locales, 

Calcula las derivadas de las funciones de forma con 
respecto a las coordenadas globales, el Jacobiano -
de transformación y las derivadas de las coordena -
das globales con respecto a las locales, 

Calcula la matriz de deformaciones Be 



COXYC 

VEICL': 
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Calcula las coordenadas globales en los puntos gaussia
nos o punt'os de integración de cada elemento (~, n). 

Forma el vector indicador de ecuaciones de cada elemen 
to. IEe( )~···.: 

.:.·:;_: 

GUAVIS 

MARIEP 

.,. 

Almacena en disco el vector · IEe ( ) cie cada ele 
mento. 

Ensambla las ecuaciones elementales 
matriz global k de la estructura. 

~e , para formar la 
Para lo cual, 

CEROSM 

LEEVIS 

TCHCUA 

VECPEC 

Forma una matriz nula de dimensión dada. 

Lee los vectores IEe ( ) almacenados en disco, 

Trianguliza la matriz global de rigideces por·e1 m~to-
do de Cholesky. 

Ensambla las ecuaciones. elementales ;e , p~ra formar el 
,. -~ ' . ... . 

vector global F de la estructura. Para lo cual, 
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CEROS V 

Formar un vector nulo de'·diinensión dada, 

LEEVIS 

Lee los vectores IEe ( ) almacenados en disco. 

FU EX PU 

SCHCUA : 

VESMONV 

ESFUCL 

. Lee las ·p.ieTzas. concentradas externa~.-.q~e. se. ap,lican 
· en los pinitos nodales. 

Resuelve el sistema algebraico resultan~e · kª- = E.. 
Por medio de la sustitución por re~glo11es del método.de 
Cholesky. 

Imprime los desplazamientos nodales obtenidos. 

Cálcula los esfuerzos, principales y las direcciones 
principales en los puntos gaussianos de cada elemento. 
Para lo cual. 

LEEVIS 

Lee el vector IEe G ) y JEª e ) almacenados en 
disco. 

MUMAVE 
. . 

Desarrolla la multiplicación de una· matriz por. un 
vector DB • ~e • 



GUAV1S 

LEEVIS 

ESFPCL 

VEFUCL 
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Guarda en disco los esfuerzo~ ~alculados para cada 
elemento,·. ES e ( · ) , 

Lee el vector .JEe ( ) y el vector ESe ( ) · de ca
da elemento. 

' ,, ' ·.,; ... ! ~~; .. ,.;:;--:~ 

Calcula· los.::J~"f'l.lerZ".os.y las diTecciones principales -
en los puiltos< g~iúisi~'ll'os ele cada· elemento, 

Calcula las deformaciones unitarias y l~s def6rmaciones 
mlximas y mínimas en los puntos gaussianos de céda ele -
mento. Para lo cual. 

LEEVZS 

TEVFCL 

ESFPCL 

Lee el vector IEe ( . ) , JEª ( } , ES ( ) , almace
nados en disco. 

Calcula las deformaciones unitarias Exx, Eyy y Ezz 
en los puntos gaussianos de cada elemento,· 

Calcula las deformaciones máximas y mínimas 

haciendo una sustitución de variables, 

\ 



CORCA 

MACEPE 

FUFCL 

:: :·,···"""'.:~·~·"--:~:·_~·- ': ... 
D 1 A G R A M A O E B L O Q U E S O E L AL G O R 1 Ú~ O e: P R 0 P U E STO 

PROGRAMA p R 

NATHOK ELEFlN MARIEP VECPEC 

CEROSM 

COXYC VEICL QUAOIS LEEDIS 

DFUFCL MATBCL CEROS V 

FIGURA JI. 2.3 

N C 1 P A L 

SCHCUA 

ESFUCL 
SXX,SYY,SX 
szz 

ES FUCl. 

LEED IS 

LEEDIS 

ss1,ss2, 
VMAX,DI 

DEFUCL 

ESFPCL 
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NE F. - NúmeJc.o de. eleme.l'ito.6 6.{.n-lto.6. 

NPN. - NúmeJc.o de. pu.n:toJ.i nodale.J.i, 
' . 

NMA. - · NúmeJc.o. de. ma.:tvuiiee.6 qu.~ 601tma1i .ea. utltuctWLa., 
' . '. . ... ~ '1; .. ·, 

Ne e • .:. NúmeJc.o de. e.o ndi.&.onu de. c.a1tga.. 

NCP. - NúmeJc.o de. c.001t.de.1ta.dM polt. pu.rito. 

NG L. - NúmeJc.o de. g1t.a.doJ.i de. .UbeJc.ta.d de. e.a.da. punto noda.l. 
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1 E • - 1ncUcado1t. de. e.c.u.a.c..l6 n.. 
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RGC. - Matlúz de Jt.lg-lde.c.e..6 de. la. u:tJtuctWUt. 

¡: e . - Ve.ctolt de. 6ue.1t.ZM de. C.Ue.Jt.po del E. F. 
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Vectok. . d~ fiüeli.úi.6 de c.u.ek.po de. .e.a eJ.i.tltu.ctwicr~ 
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MWu:z de paJtámetlr.o.6 elM:U.c.0.6. 

Ma,t/c,lz de denorona~one.ti. 

Func..lo ne.ti de 601!.má.:. · 

AM'9ln de to• Pii~~1~ft~F~~i·{· ..... ,. ··,· . ·,· 
MJr.eglo de lo.ti p~a'.6:;~n:i'.e4f~~~g~~C:lón galL6.tiiana. 
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Angulo de lncUYta.c.J.6Yi del.· VéetoJt.: pe.60 de .e.a e.tibr.u.ctuJLa. c.011 

lle.ti pecto a. wi .6..l.6.tema. c.aM:e~.lQ.~(} de 1te 6 e.Jteniúi. 

E.tipeJ.>011. de la. eA.tll.u.ctuJta., 

.Co.tie.no de la. ANG pa.11.a. obtene.Jt ta..6 c.amp. del pe.60 ~;en ·ta.: 
CÜJL e.c.c.J.611 X • - :• 

Se.no de. ANG paJta. obte.11ek. la.ti c.omp. del pe..60 en .ea. cÜJte.c.

c..lón y. 

El llatado de~ pk.0911.ama .tie. e.ne.u.en.tita. a.l nlnal del 

tl!.a.ba.jo, a.pe.ndlc.e. A • 

A con:U.nu.a.ci.6n Lle mtLe.6.tlta.n VOJÚ0.6 e.j emplo.6 qu.e. ha.n .61..do pk.oc.eJ.ia.

do.6 poi!. el a.lgotU:tmo de.&cJU;to, c.on la. Lñ¡)oJUna.c.J.6n de. .6U.6 paJuímWto.6 

ei..áUl.eo.6 y .6 u ge.ome;tJúa.. Lo.ti Jr.e..tiufta.do.6 .6 e. mu.e..tibtan a. LL11a. e.ti e.ala -

veJtUc<.ai. e.x.a.gvr.a.da.¡ el e.ampo de de.tipla.za.mlen-to de.tia.MolR.ado de. la. -

a.p.Uc.a.ci.6n de. un .ti.U.tema. de. eaJt.ga.6, a.61. e.amo .ta.mb..lé.n lo.ti valoJr.e..6 de. 

e.6 ¡)u.eJr.Zo a.c.umu.la.do e.va.lua.do6 en lo.ti pu.nio.6 galL.6.6.Útn.o.ti de. la. e.6.tlr.UE:_ -

.tu.Ita.. U a.c.uek.do c.onve.nuo11a.l que. .ti..lgue. e..óte. a.lgo!tUmo e.6: Compile.!!_ 

.6.lone..ti, Ne.ga.Uvo.6, Te.Mlone..6 Po.ti.W.va..ti. 
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DESPLAZAMIENTOS NODALES(m) 

No.NODO Dx x 10·5 Oy X 10·5 

1 -13.!5329 o.o 
2 -13.5329 o.o 
3 - 6.9664 0.4162 

4 6. 9664 -0.4162 
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EJEMPLO No. 2 

( SIN CONSIDERAR LAS FUERZAS DE CUERPO) 

l.Om 
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DESPLAZAMIENTOS NODALES ( m) 

No. ~DOS Dx X 10"11 

1 -4.0831 

•2 o.o 
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5 o.o 
6 o.o 
7 0.2069 
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Pv=2.4T/m3 

·!! 
Esc.lSX 10 ( m) 
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EJEMPLO No. 3 

(SIN. CONSIDERAR LAS FUERZAS DE CUERPO) 

T 
1.0 m. 

10.T • . ... 

DESPLAZAMIENTOS MODALES (m) 

No. NODOS DKX 10"5 DyX 10·5 

i 
~ 

3 

4 

!5 

6 
7 

8 
9 

10 

- 18. 9755 o.o 
- 11 . 5909 o.o 

8.8507 -11.3034 

- 8.8508 - 1 1.4657 

1 .4525 0.4463 

5.9322 - 0.4460 

4. 371 o 11.4659 

4. 3711 11.3036 
7 .11 12 o.o 

14.4958 o.o 

E= 2.0X I08 T / m2 
V=o.2 
Pv= 2.4 T/m!I 
Esc.1sx10·5( m) 

1----1 

EDO. PLANO DE ESFUERSOS 
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CAPITULO II I 

P,PLICACIONES EN LA RESOLÜCION DE LiNPROBLEMA. 

111. 1.~ Inth.oducci6n. 

En este capítulo se da una aplicaci~ri al MEF en. el cam 
po de la Geofísica. . . · ·· 

· Se trata de analizar la dist;ib~ción ·de .. esfuerzos sobre· 
la línea 6 margen derecha del Proy~tto Hidroeléctrico Agua
milpa Alternativa Colorines ubicada a lo largo del eje .·de -
la cortina del anteproyecto de,~oncreto gravedad (Ver ref. 
11 , Cáp. IV y V) • 

En un trabajo de factibilidad de una obra civil, el in
geniero geofísico interviene en la obtención e interpreta -
ci6n de las propiedades físicas del terreno en las que el -
ingeniero proyectista se basa para el diseño de sus estruc
turas. Este trabajo va dirigido a los geofísicos interesa
dos en los desarrollos del área de geotecnia para que con -
ello se logre obtener una pequeña participación más en este 
campo. 

. ... , ,, ~ ,. ... ' -

rri.2.·:.. Mll··¡;(io- de Cho.6.6a.dLt. 

Esta.;técnfca numérica (Ver ref. 11, Pág. 40), divide en 
celdas .c.Jªcir~Wg~1aies .. _el )11edio. continuo en ,est~dio ~ .. Asigna 
un va10·~··1~rciaf 'd.~'':·velocidades. a cada una. Calcula los 

tiempos teóricos de arribo y los compara con los valores 
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obtenidos en campo a través de tendidos cortos situados en las pa

redes de socavones que llevan una alineación mfis o ~cnos paralela, 
en uno de los cuales, se colocan los puntos de tiro :· en el otro -
se detectan los frentes de onda y de acuerdo [~ error entre el mo
delo propw:.;s to y e 1 obtenido con los datos de uq;c ~ se modifican 

las veloci¿~~es de modo iteiativos, de manera q11e la diferencia 
entre lo~~ \.jc.~pos reales y teóricos disminuyé <:n c;::c~c<. iteración 

hasta log;:ar el mejor ajuste de velocidad ele cH1a celda. (Ver ref. 
12, págs. ~!fiS-988). 

En base a esto si hacemos c:·oncidir la malla presentadas en -

la ref. 11, fig. XVIII con la propuesta para resolver nuestro pro
blema estaremos dando continuidad a la Teorta desarrollada en la -
ref. 12 en el campo de la elasticidad lineal. Ver fig. XV1II( 4 ) · 
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Por otro lado sabemos que existen diferentes técnicas geofí
sicas para determinar las propiedades elásticas de un material 
(ver ref. 13), pero en base a que tenemos las velocidades sismi -
cas en cada celda y a que sólo nos intereza conocer el módulo de 
elasticidad (E) y la relación de Poisson (v) en cada elemento fi
nito utilizaremos las ecuaciones convencionales desarrolladas para 
un material homog6neo e isotr6pico (ver ref. 11, pig. 38) que nos 
permiten relacionar las velocidades longitudinal y tranversal con 
los parámetros elásticos mencionados. De la siguiente manera: 

donde 

VL = . J __,E.,,..C ...... 1_-.... v~) -.....
( 1 - 2v)(1 + v) 

V T = /-2--P_(_1_;_v_) __ 

( km/ seg ) (III.2.1) 

( Km/seg ) ( I I I. 2. 2) 

p representa la densidad del material contenido en cada 
elemento finito, en (kg/m 3 ) (de laboratorio ó reg,i.~tros gama-gama) VT 
representa la velocidad de las ondas trasversales. 

VL representa la velocidad de las ondas longitudinales. 

Por tanto 

E = 2p V2 (1 + v) 
T 

( T /m 2 
) (III.2.3) 
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y 

.. 

\) = e adimensional ) (III.2.4) 

Para el caso de no haber. tomado en campo los tiempos de arri 

ba de la onda trasversal pued~· considerarse la aproximación s!_ 

guiente siempre y cuando la presici6n del trabajo lo permitan . ... 

( Km/seg ) (III.2.5) 

Evaluando las ecUacion~s (III.2.4) y (III.2.3) ·con los va-
·;·:·.,~~·. . 

lores de velocidades que je,presentan en la fig. XVIII pbdemos 

encontrar los parámetros elásticos característicos de cada .. elemen 

to finito, necesarios para nuestro algoritmo. La tabla III.2.1 -
contiene los resultados obtenidbs~ 

Elemento 
No. 

1 

2 

3 

125 

VL 
··(Km/seg}·· 

2.8 

3.8 

3.8 

TABLA rrr. z. 1 

VT Pv E 
···(Km/seg)···--.--·"''''""" ·(T/m3)··"·-··,_., .... \>'_.,,,. ,,..... (T/m 2) 

1.6 

2.2 

2.2 

2. 66 . 

2.80 
2. 80 . 

0.71 
"O. 6 8 

0.68 

2.374x10 6 

4.642x10 6 

4.642x10 6 
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111. 3. - Apl.lc.ac..l6n de.l M€..todo de..t Elemento F.ln.l.to a. PJt.o b.f.e.ma.ll 
Geoe~.t~uc..tuJt.a.le.~. 

Hipótesis del Método de.Análisis. 

1.- Se supone un.campo de desplazamientos de variaci6n li 
' nea.l Pf!TB cad~ elemento finito. 

- ~.: ':i .. , 

2. - Las ·úriiC'a~'...:f~erzas que actúan, son prodÚcidis .\;6± el pe-
-· • :. ·1··. ~". !·:·. :;.':~><_;~, /·~' ..... :<·-. ,,., . : .... ~, : 

.so P,l'.,op10. · ·· 

3.- La base de la sección 6 es rigida. 

Malla de Eleme.nto~ F.ln.l.to~. 

En la figura III.3.1 se muestra la malla utilizada -
en el análisis indicando la numeración de cada uno de -
los puntos nodales que forman la estructura, esta cons
tituida por 124 elementos repartido en dos mallas; una 
de 89 y la otra de 35 elementos limitadas por 106 y 45 
puntos nodales respectivamente. 

PJt.og~ama de Compu.tadoJt.a.. 

·Determinar mediante un método de análisis de aproxirn! -
ci6n el problema e lás tic o de dís tribución de esfuerzos-
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en un macizo rocoso. A manera de ejemplo se propone el presen
tado en el margen derecho de la figura XVIII. 

B) Entrada de Datos. 

1.- Encabezado de 20 espacios corno máximo que se almacena en 
la va.riable aifanumérica: 

NOMES 

2.- Información General. 

NEF, NPN, NMA, NCC, NCP, NGL, IEJ, IP .. En donde, con:· 

!EJ. - Indicamos si queremos que nos <e.scr'iba algunos re

sultados parciales. 

r P.- Indicamos si queremos analizar un estado plano de 
esfuerzos (IP =O), ó un estado plano de deforma
ción (IP = 1). 

La especificación de las variables restantes se -
encuentran en el apartado I I~4. pag; 51. 

3.~- Coordenadas Cartesianas de los puntos· nodales de la 
malla. 

N, X, Y, ID(1), ID(2). En donde, con: 

N - Indicamos e 1 número del puntó · ·n:odal. 

X • - Su coordenada' en x. 

Y·.- Su coordenada en y. 
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IV(i).- Indicarnos los grados ~e libertad de cada punto -
nodal. (ID(1) en.'ia dir~cción ·x, ID(2) en la di

rección y)'c:óri eln~iri:er~ O si existe desplaz!!_ --

N 

miento en e~a'directi6n y con 1 si no existe. 

·. Indicamos el: número· cÍet.·material 
malla. 

que .forman la 

E Indicamos ei m6dulo de elasticid~d o módulo de -
Young expresando en Ton/m 2

• 

v Indicamos la relación de Pisson. 

Pv Indicamos el peso por unidad de volúmen de cada 
material. 

5.- Datos del Problema. 

ANG, ESP. En donde,· con 

ANG.- Indicamos el Angulo que forma el vect6r peso 
del masiso rocoso contenido eri cada ~iemento fi · .. ~; . ~'. 

n:Í. to, 'con respecto a un s istema:.;de 'referencia -
. deteirnin;~4~o.:. •',:.·t.'·.:2([:i:j;i1\'..·::··. ··<.'..·'··; . 

. ' .. ·"' ·; .. ,:>: '.:··~ '. ' ' -
(:· .. ::;.':,::·.··· 

ESP. - Es el espes,of ,de, la estT'üctura,·'que' para el ca-
. -. 

so de deformación plana,.este siempre es unita-
rio. 
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6.- Datos de los Elementos Finitos. 

N, I , J, K, L, I PI , IMA. En donde, con 

N.- Indicamos el nGmero de ele~ento · de. la malla . 

r :/; . _. '' ' ' ' :~ ;, . .' .'.' • 

. ; . 
: e:• .. ,'.f ' ' • • . • .¡, ;,.- . . '.· ' ,. . . ·, ' , ' . ~,· . 

I, J ,K' L.·~ . ~:~i~¡::: ~~¿f ~i~l~i~1~~~l\f~~!~f 1r:i to. 

! P 1 Indicamos e{ riafü~'f;o·/d.~ püritos··· dé -integración 
en los que -evaiiiaJ1l(}s '1a~ ecu~ci,6h_é·~ á~- :equili_ 

brio de cada elemento. · · 

Ej e.mpl.o: Si ponemos I PI = 2, es taremos in
dicando que haga la evaluación en cuatro pu!!, 
tos de cada elemento. Dos en la dirección t 
y dos en la dirección n .. 

1 M A Indicamos con un número los diferentes mate
riales que componen la estructura. 

7.- Nombre de las Condiciones de Carga. 

COCAR 
N NC, KFC 

NC, Fx., Fy 

En donde , con : 

. ···' '.· .. ~·' ., ·- .. , ·::~ . 

COCAR.- Indicamos en un encabezado de un máximo de 20 
espacios, el tipo de cargas que estamos consi_ 
derando (Fuerzas de cuerpo y/o cargas caneen-
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tradas en los nodos). 

NNC.- Indicamos el número de nodos que se encuentran 
cargados. 

KFC.- Indicamos si queremos considerar las fuerzas de 
cuerpo (KFC =O, no se consideran y KFC = 1, si 
se consideran), 

N C •. - Indicamos el número de nodos que se encuentran 
cargados .. 

- . 

Fx, Fy.- Indic~mos la magnitud 
(en tÓnel~da,s)'·· q\.le se 

el Almacenamiento de Vato~. 

de la carga en x, y en y 

aplican al nodo cargado. 

Los datos anteriores se recomienda almacenarlos 
en tin archivó ·ae datos en el Orden presentado. 

: El formato de entrada es libre para todos. Por 
tarti~ este archivo de datos debe quedar de la siguie~ 
te forma : 

NO MES 

NEF I NPN¡ NMA, NCC I NCP) NGL I 1EJ, 1 p 

N, x,. k,(1vc11, tv121 
•· "!>;,o! .~ ~'' ; .: ~- ./·: \ " , 

N, E;<~il(,';:pv 
'. ' .. ;,'',.:. 

ANG; ESP 

N, r, 1, K, L, r PI, 1 MA 
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COCAR 
NNC, KFG 
NC, fx.,fy 

V l Ru u.l.t.a.do~ 

Para cada corrida el programa Imprime 

1.- El vector de desplazamientos nodales. 
2.- El vector de esfuerzos crxx, cryy, crxy. 

3.- El arreglo de los esfuerzos y direcciones prin
cipales, SS1, SS2, V MAX, DIR. 

4.- El arreglo de deformaciones unitarias Exx, Eyy, 

Exy, Ezz y las deformaciones máximos y mínimos, 
EMAX, EMIN. 

1.- El vector A del programa principal que contro
la la memoria estará sujeto a la capacidad de ca 
da máquina. 

2.- Será necesario que la máquina.cuente con .una uni 
dad de disco para poder almacenar resultados PªE 
ciales que en general consumen mucho espacio en 
memoria independientemente del mínimo requerido 
por el vector A. 

3.- La malla debe diseñarse previamente, con todas -
las consideraciones geométricas necesarias. De 
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este ordenamiento de puntos nodales y elementos 
finitos dependera la aproximación del método. 
La.ref. 6.cap. 4 y 11 menciona algunos criterios 
para el~disefio de mallas. 

4.- El programa s6lo calcula valores numfiricos de 
los tensores de deformación y esfuerzo, no pre -
senta ninguna gráfica de contornos o perfiles 
a partir de los cuales seria mucho mis sencillo 
su análisis e interpretación pudiendose hacer 
las modificaciones pertinentes en pantalla. 

Re.& ul.:t.ado.6 . 

Desplazamientos Nodales. 

En la fig. II.3.2 se presenta la configuraci6n 
de la malla debida a los desplazamientos noda -
les que produce el peso propio de la estructura. 
Puede apreciarce que la tendencia general es ha 
cia abajo y hacia su parte de mayor volumen. 

Se observa que los máximos desplazamientos ver 
ticales para esta condición de carga.ocurren en 
los elementos de las capas inferiores con una 
magnitud superior a los 0.17 m. 

El modelo adaptado para representar el compo~ 
tamiento del material es elástico no tanto por
que dicho modelo represente realme11:te.la forma 
de comportarse de los materiales qJe·;:'componen -

. . ' . - . 

el masiso, sino m~s. bien porque con ello se re-
presenta satisfacioi~a~~nte el comportamiento -

. • ... ;. 

de todo el conjunto, es decir de la estructura 



- 64 -

en si. Por tanto, los resultados obtenidos deb~n consid~ -
rarse unicamente representativos del orden de magnitud y de 

distribución en las capas y no corno un resultado de exacti- , 
tud niatematica sujeto a c0r.1probación experimentada. 

En lafig. III.3.3 se r:lllestra la magnitud y distrib.!:!_ -

e.ion d~ iós\~e.S":fuerzos cortantes máximos correspondientes a 
la ~dhd{~~6h\de carga de grsvedad. Se puede observar que -
en geriér.al;. para un mismo nivel los esfuerzos son mayores -

en ia zona del material de mayor rigidez. 

Existe una zona de concentración de esfuerzos en la 
parte baja de la estructura, con tendencia a incrementar la 

·1' .,., ,;.·, ' ' 

mi~ri{~üd del valor del esfuerzo en la parte expuesta a la -
pre,'~ión hidrostática. 

La distribución de esfuerzos en la arcilla varía nota
blemente para un mismo nivel obteniendose en este caso ma -

yor contraste en aquellas capas.con mayor indice de satura
ción de agua . 

.• ' '~. ¡, 1 .,,, '.. 

En las figuras III.3.4 y·TI.L3.S se presentan las mag
ni.tudes y dis'f:r;ib.uciones ·de 1o:S. esfuerzos máximos y mínimos 
resp'ectivamen~·e. 

• • o 

·· , ... , ..... ~~Todos·~·los'·'valore·s···de los·""i:fs'"fúerzos· principales máximos 

confenidos en las zonas centrales de las mallas analizadas 

son de compresión* a exepción de los cont~rnos comprendidos 
po~ el tal6d del masiso y las paredes de los socavones que 
muestran en estado de tensión con tendencia a incrementar 

su valor en la parte superior del socavón Zc. 

*Pese a que el algorítmo provee a las compresiones de signos negativos nosotros 
al momento de hacer la interpretación en las figuras siguientes adoptamos lo -
expuesto en el apéndice F. Es decir, lo contrario. 
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Para el caso de los csf1~erzos principales máximos de ten
sión localizadas en las p::.rtcs próximas al pozo CD 4 y en base 
a los bajos valores obtenidos de esfuerzos cortantes en esas zo 

nas se pueden delimit2r rosibles franjas de fallas asociadas al 
Proceso de perforación. 

En las figuras III.3.6 y III.3.7 se muestran los result&

dos del analísis de c~rga de gravedad en los cuales se observan 
las distribuciones de los esfuerzos asociados a las direcciones 
x y y de un sistema ortogonal de referencia. 

Se observa la presencia de ·concentraciones de ambos es -

fuerzas en la base de la cortina; 

Los esfuerzos· a.cumulados )íorizontales y verticales. rnáxi -
, . ' .. · .. , . . . -

mos se presentan en e.1 tercio· stipérior·. 'de 'la estr.Uctura en .el -
material arcilloso. 

Existen franjas de tensión en el talúd principal, siendo 
ligeramente mayores los valores del esfuerzo conforme nos acer 
camas a la base debido a la presión hidrostática. 

' ' .. · .'~ 
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III.4.- Aplicación del Método del Elemento Finito a. problemas

de distribuci6n.del potencial eléctrico en el subsuelo. 

Partiendo de lo anterior en esta secci6n presento 
una aplicación rnás del método a la geofísica, con la -
finalidad de respaldar la utilidad que nos brinda. 

Se advierte que la moderación que se usa en esta 
secci6n ·es la mnternitica y consiste en expresar el fe
nómeno en el dominio del ele:rnentc finito, de esta for

ma quedan susceptibles a automatizarse mediante un al
goritmo similar al propuesto anteriormente. 

Siguiendo la secuencia esquem~tica presentada al 
principio del capitulo I, una vez discretizado el con

tinuo en un número finito de elementos interconectados 

mediante pu!1tos nodales se procede como segundo paso a 
la obtención de la ley de comportamiento de cada ele -

mento, tomando en consideración la formulación varia -
cional que la Teoría electromagn~tica nos ofrece en el 
principio de Hamilton el cual nos dice: La energía 
por unidad de tiempo (potencia electromagnética) disi
pada por un volúmen dado es mínima. 

.:. Esto es1 para el caso de una señal continua, la 
potencia electromagnética (~T) en un. medio bidimensio 

·nal ( Constütar Apéndice G) es: 

$T • L [o(Vt)' - 21 ó(x-x')ó(z-z>H] dv (III.4.1) 

Donde: 

<j>(x, z). - representa la· función dé potencial eléctrico 

(11~ ~'Y$);, ·en.eLdominio./de/1a·<fre'cuencia. 
"-'.·:· ,: , < ·?;.r , . . «:--. 

a representa· 1a. coricÍÚC:tividad :aef material. 

I representa la intensidad de corriente que se 

inyecta al medio. 
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o Es la función . delta de Dirac 

(x',z').- Son las coordenadas de lafuente excitadora 
dentro del medio. 

El gradiente al cuadrado nos proporciona un valor -
escalar, de acuerdo al siguiente desarrollo: 

' . (IJI ; 4. 1 a) 

K; V~riable de Transformatid:n> eií::el Dominio de> F.ourier. 
' - . - 'f , -

Minimizando la ecuación (III~4.1}, de acuerdo al prin-
.. •. '.!· ' .. ·'. 

cipio de Hamil ton, se obtiene: 

A~T = A Jv [ o(V$) 2 
- 2I. li(x-x•J li{z-z•HJ dv =O (III.4.2) 

• 

Donde, 8 significa la primera ·variación que opera so 

bre la función de potencial que constituye nuestra varia 
ble independiente. 

DISCRETIZACION DEL PRINCIPIO VARIACIONAL PROPUESTO; 
con la finalidad de establecer la solución aproximada, -
podemos expresar los potenciales ~ en función de los -
valores que esta función adopta en los puntos nodales de 

"' . . ... " .. _,.. - . .. ·-- ,, -. -··· .... ,., ... -_ ... ~"'""''_._ ' . - . . 
iriteres,-para este punto ya debemos.tener elegida la geo 
metría del elemento titilizado para la discretizaciórr; - . 

Siguiendo el desarrollo del problema anterior en esta seE_ 
ción también se util.iza el cuadrilá'tero lineal como ele
mento genérico del continuo global, con nodos en sus 4 -
vértices denotados por los subí'ndices (i, j, k, 1) , tal 

como se presenta en la figura II.2.1. De esta forma la 
expanción al valor de la función de potencial se lleva a 
cabo a traves de una aproximación lineal del tipo. 
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<f> (x; z) ~Ni (x, z) <f>i + Nj (x, z) <Pj + Nk (x, z) cf>k + N.e. (x,. z) ~.e. (III .4. 3) 

Donde: 

Las funciones N, son las funciones de forma referidas 

teriormente (en el dominio espacial) y las <f>n son los val.2_ -

res que adopta la función o<:: potencial en los puntos nodales·. 

del elemento de tal forrr:a oye sus valores quedan fijos en el 

dominio espacial y solo c.1epe11den de los valores que adopta -

la corriente eléctrica y la conclucti vi dad en los materiales ... 
.. · 

·'¡ ~~ 

Ordenando en forma de vector la ecu~ci6n (III.4.3) nos - : 

queda: 

( I I I.4.4) 

Donde : 

(I I I .4.5) 

y (III .4.6) 

Descomponiendo la integral (III .4. 2), en una suma de in-· 
. ' 

tegrale~ .... definidas .. en.sub.dominios.",(elementos" ... fini tos) de -

tal forma que e.l conjun~o recüpere co'mpletamente el dominio 

total de la ecua.cien orig°ina1. · De esta forma podemos expr~ 

sar la ecuac.ión (IJI.4.1} como: 

J [a 6 (Q~) '- 21 ó (x-x')(z-z ') 6$ J dv = J1L:[ o0 6(W0 ) ~ - 2Ie óéx-x') ó (z-z .; 

" Me ]dv =O (III.4. 7) ·· 

Donde 

e representa un elemento gen~rico de la malla. 
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Para tm elemento finito la ecuación ( II I. 4. 7) se representa 

como : 

1 [ "• 6 (V$e) 2 
- 2Ie O (x-~') O (z-z') 6te J dv = O 

Ve .. 

(III.4. 8) 

sust. laec. (III.4.4) enlaec. (III.4.1a), se obtiene para el 

dominio del elemento finito 

(V~e) 2 = ( ()~ Jj 2e ) 2 + ( a~:~; Pe' )2}.U~~'.p~)"~ 
-+ ,' • - • ' ,.',,.:.',". :.~~ :· ~., "' - : ',;,. - •'; ' ... , .~': ,, ·-·· ' 

··.·• {I IJ. 4. 9) 

Como el potencial eléctrico en 1os puntos nodales es inclepen 

diente de las coordenadas espaciales, el operador diferencial -

s.olo queda aplicado sobre el vector ~, de esta forma tenemos -

que: 

a e N Pe ) = Bx ~e ax ( I I I. 4. 1 O) 

y 

a e N ~e ) = Bz ~e 
az - (III.4.11) ... 

Donde 

y (III.4.12) 

Bz = [ aNi 
az 
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Son vectores cuyos componentes resultan de la aplicaci6n 

del operador diferencial sobre las funciones de forma ya cono

cidas. Se puede apreciar que la forma de .estos vectores es si 
milar a la pres~ntada por la matriz de deformaciones del probl~ 

ma estructural. La dif~rencia de las dimensiones se debe a 
que para este caso la función sobre la que venimos operando 
(función de potencial eléctrico) genera rangos es.calares mien

tras que la función del problema anterior generaba rangos vec

toriales (componente de desplazamiento en x y en y) •. 

Sust. las ecs. (III.4.lO) y (III.4.11) en la ec. (III.4.9) 

obtenemos: 

(V'<Pe) 2 = ( Bx Pe ) 2 + ( Bz ~e ) 2 + ( K N. cp ) 2 
- - _e 

(III.4.13) 

Sust. las ecs. · (III.4.4) y (III.4.13) en la ec. (III.4.8) 

se obtiene: 

- 2I ó (x-x') ó (~-z') ~ } dv= O (II.4.14) 

aplicando el operador diferencial y reordenando, obtenemos: 

~e Bx + Bz ~e ~ + K2J::1Te ~·)dv: ~ 2I· o.(x-x') o (z-z') N dv 

·. Jv(¿ (III.4.15). 

Como ~e no depende de las coordenadas espaciales, puede salir 

del integrando: 

" 

I o (x-x') o (z-z') !::J dv 

(III.4.16) 
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la ec. (III.4.16) expresada en columna nos queda: 

BXT B + ..:!: T 2. NT) ) ·· J B7.. + K ~ _ dv cj>~ .e:; - I o (x-x') 

Ve 

(III.4.17) 

Donde el valor de la integral en el segundo miembro solo se 
evalua en los puntos de coordenadas (x 1 , z 1) debido a la función 
delta dé Dirac. De esta forma su valor es igual a.cero si el 
elemento en cuestión no tiene en su interior una fuente excitado 
ra. 

y 

Simplificando la ecuación (III.4.17), obtenemos 

- Donde 

~e =f Oe ( Bx BxT + !!¡. ~T + K2 tl tJT)dv 

Ve 

Fe = ~I O(x-x') O(z-z') NTdv 

"' 

• 

(III.4.18) 

. · (III.4.19) 

para recuperar el continuo global, sumamos las contribucio .. -
nes que aporta cada elemento a cada nodo. Estas sumas deben de 
finirse ·en el programa minuciosamente a fin de considerar todos 

los elementos finitos que contribuyen en cada nodo. Para tener 
una idea particular de esto, ver las subrutinas de ensamble que 
se utilizaron para resolver el problema.estructural para formar 
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la matriz global de rigideces y el vector global de cargas. 

Sin olvidar que para este caso estamos trabajando con funciones 

escalares que resultan más sencillas de tratar. De esta forma 
la ecuaci6n que caracteriza el sistema queda representada m~ -
diante: 

~ p = F 

Donde 

n 
K = r 

e=1 

n 
F ·= r 

e=1 

y 

~e 

re 

(III.4.20) 

(III.4.21) 

h = número de puntos 
nodales. 

\ 

El sistema expresado por la ec. (III.4.20), es del tipo li
neal que reiulta mis sencillo de resolver que el sistema original 

expresado por la ec. (III.4. 2). 

Finalmente una vez obtenidos los valores del potencial en los 
nodos de la malla, estamos en condiciones de aproximar la distri- · 

bución de~' a traves de la ec. (III.4.3) en cualquier punto del 
espacio incluido por la malla. 

El siguiente paso consiste en calcular el parámetro conocido 
como resistividad aparente y compararlo con las curvas de resis
tividad aparente obtenidas a· partir de mediciones de campo, mod1 

fi cando como es usual la distribuci6n bid imens iorial de conducti
vidades y recalculando la distribución de potenciáles eléctricos, 

hasta lograr el ajuste conveniente entre el modelo teórico y el 

real. 
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Para esto debemos considerar que la solución del sistema -
matricial (III.4.20) proporciona los valores del potencial -
transformado a diferentes números de onda K, para cada uno de 
los nodos de la malla. 

El valor del potencial ~ en el espacio real, para un pu~ 
to de la malla, se obtiene haciendo una transformación inversa 
de Fourier, de la siguiente forma 

c:o 

' 
" 1 ~(x, y, z) = zn J · Hx, K, z)cos (Ky)dk 

.oo 

(III.4.22) 

La figura siguiente muestra la distribución de potencial -
transformado para un punto de la malla. 

Fig. III.4.1 Representación de los potenciales 
transformados. 

Para efectuar la transformación inversa de Fourier, es nec~ 

sario ajustar una curva que facilite el cálculo de la integral 
de transformación.· La solución analítica en el espacio transfor 
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mado para un semiespacio homogéneo con fuentes internas, es una 

suma de K0 (funciones modificadas de bessel de orden cero). 

Esto es 

$(x,K,z) =aKo(K / (x-x0 2 + (z-zD 2 
1

) + bKo(K / (x-x~) 2 + (z-z~) 2 ') 

(III.4.23) 

donde a y b son las coeficientes del ajuste, x y z la posi -

ción del punto a transformar, 

de la fuente y sumidero y K 

mación de Fourier. 

(x~, z D, CxL zD las posiciones 
el valor de la variable de transfor 

El valor del potencial $ en el dominio del espacio se calcu 
la integrando la ecuación (III.4.23), como se indica en la ecua 
ción (III.4.22), el resultado de la operación nos indica que : 

~(x,O,z) = a//(x-x~) 2 + (z-zD 2 ·- b//(x-x~) 2 + (z-z~) 2 

(III.4.24) 

Con la cual podremos evaluar el potencial eléctrico en el dom! 
nio del espacio en cualquier punto de la malla en que se discreti 

za nuestro modelo. 

Ahora bien, debido a que en los métodos de exploración Geoelé~ 
trica el valor de las potenciales se toman solo en la superficie· -
del terreno el proceso de transformación inversa de los potenci~ -
les obtenidos por medio de esta teoría solo se debe aplicar en las 
nodos de la malla que se encuentren en la superficie, produciendo
se así un considerable ahorro de tiempo. Finalmente los valores -
de potencial obtenidos mediante la ecuación (III.4.24) se pueden -
utilizar para evaluar uno de los parámetros fundamentales en la --
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interpretación de los datos de campo en la prospección Geoeléc 
trica: la resistividad aparente del módelo propuesto. 

En el marco de los desarrollos de esta teoría, la resisti
vidad aparente debe obtenerse mediante el método de las imáge
nes de la teoría electromagnética, debido a que las fuentes de 
corriente se suponen localizadas a cierta profundidad. Esto -
es ver la siguiente figura : 

b'\J 

f\., l ~ B~ 
• 

A. • ~ Ñ • B 
t t 

Fig. III.4.2 Arreglo electródico colineal de campo. 

donde A y B son las posiciones de los electrodos de corrien-

te, A' y B' son las posiciones de las imágenes de las fuen -

tes de corriente y, M y N son las posiciones de los electro-

dos de potencial. 

De acuerdo a la geometría del despositivo anterior la re -
sistividad aparente queda representada como : 

PA = 47T [ 1/MA + 1/MA' - 1/MB - 1/MB' - 1/NA - 1/NA' + 

+ 1/NB + 1/NB' ]-
1
6VMN/IAB (III.4.25) 

· Si consideramos superficies de interfases planas en la fi
gura III.4.2 se puede apreciar que las distancias de los elec-
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trodos de potencial a las fuentes y fuentes irnágen son iguales 
entre sí, de donde la ecuaci6n (III.4.25) se reduce a : 

·(III.4.26) 

con la que podernos evaluar las curvas de resistividades apa -

rentes en sondeos electrices verticales (SEV). 
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111 ,5,-· APLICACION DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO A 
· .. · 

PROBLEMAS DE FLUJO EN MEDIOS POROSOS 

Como se puede consultar en el apéndice H, al fi

nal de este trabajo, la fórmula de V.a.11.c.y describe el 
flujo de un fluido cuando este se desplaza a bajas -
velocidades de.tal modo que, las fuerzas inerciales 

pueden ser omitidas sin pérdida s~nsible en la exac
titud de los cálculos. Como en el caso del flujo de 
filtraci6n las potenciales se suelen dar en términos 

de cargas hidráulicas, entonces co~ el prop6sito de· 
particularizar la notación de hará uso de la siguie~ 
te nomenclatura : 

z = Ele.va.c.l6n ti ob11.e. e..f. ·nlve.l de. Jr.en e.11.i,nc.la.. 

y = Pe.tia unita.11.io del 6luldo. 

h = 

ah ax= 

= .L. y + z Ca.1tga. hld11.á.ullc.a.. 

Compo ne.nte.. · de.l gJr.adi.e.nte. hldJr.á.uUc.o · e.n 
la. dl11.e.c.ci.6n del eje x. 

·co mpo ne.nte de.l g1tadi.e.nte. hld11.á.u.llc.o e. n la. 
di1te.c.c.l6n de.l eje y. 

Kx = Componente. p11.i.nc.lpa.l de la. e.llptie. de. dl11.e.c. 
clone.ti dl1tlglda. 4egún el e.je. x. 
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= Componente pAincipal de la e.t.lp~e de cLlAec

cion~ di~gida ~egún el eje y. 

Vx = Componente de la velocidad del nlujo o ga~to 
po~ unidad de áñea en la di~ecci6n x. 

Vy. = Componente de la velocidad del filujo o gahto 
po~ unidad de áñea en la diAecci6n y. 

La ecuaci6n a resolver, para ciertas condiciones de fronte
ra dadas (ver ap~ndice H), es la ecuación (H.12.8) 

...,ªx (kxT ihx ) + -ª-Ck T ah ) = W(x,y) º ay Y ay 

Ahora bien, si el flujo toma lugar en el espacio tridimen
sional, se acostumbra tornar una sección recta tal que T =1 y la 
ecuación anterior se transforma en : 

.}x (kx ~~) + aªy (ky ~~) = w(x, y) ..... ,(! II . 5. 1) 

Donde W(x,y) es la potencia de la fuente o del su~idero -
en unidades de gasto por unidades de área por unidad de longitud. 

Si, adem~s, el medio es isotrópico, entonces 

+ = W(x,y) 
k 

(III.5.2L 



- 7 9 -

Donde k es la constante de permeabilidad. En caso de -
trabajarse problemas que preservan la simetría respecto a un 
eje central conviene usar coordenadas cilíndricas (r,z) y la 
ecuaci6n a trabajar será : 

1 a ah a ah r ar (kr r ar) + Tz (kz az) = o (III.5.3) 

Se hace' notar que no se requiere mantener constante las ~~ 

direcciones de los ejes x e y en el dominio donde el flujo se 
presenta, lo que si se requiere es que dichas direcciones se man 
tengan constantes en cada uno de los elementos en los cuales se 
subdividió el dominio. 

EcUAc100 DIFERENCIAL PARCIAL rE SEGU'IDO ÜRIEN CON C.0EFICIENrEs ~STPNTES 

Si bien es cierto que el planteamiento teórico aqui des~ -
rollado permite evaluar el gasto para el flujo de filtraci6n en 
medios isotr6picos y anisotr6picos, como se ver!, esto se puede 
lograr bajo el simple artificio de considerar, en los elementos 
finitos, constantes a los parámetros que aparecen en (III.5.1), 
asi pues, de acuerdo a esto es suficiente tomar a (III.5.1) 
como una ecuación diferencial parcial de segundo orden con coefi 
cientes constantes. 

Con el prop6sito de exáminar, por el momento, el caso gen~ 
ral ati~ndase la siguiente ecuación donde se busca la solución 

u : 

a ( au _au ) élu ( au au ) f 0 - ax a 11 ax + a 12 dy - ay a2 l rx+ a:a Ty + ªº o u - = 

(III.5.4) 



- 80 -

y son dadas las constantes aij' i, j = O, 1, 2, la funci6n 
f y las condiciones de frontera. 

El método en cuestión está basado en sustituir la regi6n 
íl por una malla de figuras planas, en nuestro caso, tríangulos 
o rectángulos, que la aproximen tal y como se muestra en la 
figura III.5.1 : 

Fig. Ill.5.1 

T6mese ahora íle un elemento arbitrario de la malla en 
cuestión (Véase la Figura III.5.2): 

" (\(J. r"" J"' 

Fig. III.5.2 
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Tomando ahora 

= (III.5.5.Sa) 

= (II l. 5. Sb) 

entonces la forma variacional de (III.5.4) limitada al elemen
to íle es : 

o = Jvc- a~ CF1) - a~ (F2) + ªºº u - f] dxdy. 
íle. 

(III.5.6) 

atendiendo seguidamente a los dos primeros términos del integra
do : 

- V CIFi = - -LcvFi) + 4F1 ax ax ox (íír.s. 7a) 

(III. S. 7b) 
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Si ahora se toma 

-n = + senaj (.III.5.8) 

entonces de acuerdo al Teorema de la Divergencia se tiene 

(III.S.9a) 

(I II. 5. 9b) 

mediante (III.5.7) y (III.5.9) la fórmula (III.5.6) adquiere 
la siguiente presentación cuando se evalúa el elemento íle 

J [ 
av au au ave au au J O= · ax (an Tx + au ay)+ ay a21 ry+ a22 ry) + aoo w - vf dx:dy = 

íle 

au nu 
ax+ a12 ay) 

(III.5.10) 
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En ~sta última ecuación, al observar el término correspo~ 
diente a la integral sobre la frontera, se infiere que la condi 
ción natural de frontera es : 

= ( au + au ) + ( .J.!!.. + au_) qn nx a i i ay a i 2 ay ny a 2 i ay a 2 2 ay 

(III.5.11) , , 

en otras palabras, u es la variable primaria y q es la varia 
ble secundaria. 

Asi pues, la expresi6n variacional correspondiente a (III.5.4) 

es 

1 
-

av au . au av o= [-cau -+ a12 -) + -(a21 élx élx ély ay ~~ + a22 ~~ ) + ao o w - vf J dxdy -

íle 

(III.5.12) 

APROXIMACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE 

SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 

A efecto de aproximar la variable u, la forma variacional -
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(III.5.7 .) hace ver por lo menos dicha variable u debe 
ser bilineal en X e y. Sea asi . . 

n 

u = L u. ljJ. 
J J 

(III.5.13) 

j=1 

donde u. da el valor de u en el punto (x., y.) y ljJ. son 
J J J J 

funciones lineales de interpolaci6n tales que : 

ljJ. (x. , y.) = o .. 
]. J J 1J 

(III.5.14) 

La forma especifica de ljJ. se presentará un poco más adelan 
J 

te, y en este tTabajo se tomará exclusivamente en concordancia 
con elementos triangulares y rectangularesº 

Si ahora se sustituye u por (III.5.13) y v por 
en la presentaci6n variacional (III.5.12) se obtiene : 

"' . 1 

fljJ.dxdy -
l. 

i=1,2, ••• ,n (III.5.15) 
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a fin de compactar la notación, sean 

ip. ip.]axdy 
]. J 

(III.S.16) 

(III.5. 17) 

así, mediante estas dos últimas ecuaciones (III.5.15) deviene 

n 

~ k~7) u~e) = p. (e) L l.J J l 
i = 1, 2, • , • , n (III.5.18) 

j=1 

se observa que cuando a12 = a21 , 

FUNCIONES DE INTERPOLACION PARA ELEMENTOS TRIANGULARES 

Como se mencionó en el párrafo anterior, las funciones ljJ. 
l 

deben ser al menos funciones bilineales en x e y , así pues se 
tomará al conjunto { 1, x, y } como conjunto generador de las -
funciones u : 

u(x, y) = C1 + C2 X + C3 y. (III.5.19) 



- 8 6 -

esta ecuaci6n tiene tres t~rminos linealmente independientes y -

es lineal tanto en x como en y. Para evaluar a los c pará -
metros se requiere un elemento con tres nodos, es decir un triá~ 
gulo. En la figura III.5.3 se muestra un elemento triangular -
arbitrario donde los nodos aparecen numerados en sentido arbitra 
rio: 

Fig. III.5.3 

seguidamente a la aproximaci6n de u por (II I. 5 .19) se le impo
ne la condici6n : 

u(x., y.) =u. 
1 1 1 

i = 1, 2, 3 (III.5.20) 

donde la pareja (x., y.) 
1 1 

los respectivos vértices de 
te evaluar a las constantes 

ui 

denota a las coordenadas globales de -
los triángulos. Este artificio permi 
c. de (III.5.19) en t~rminos de -

1 

(III.5.21) 
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En forma matricial 

= 

1 C3 

Ahora se hace 

1 

-· ··~ ..... ·,. 

donde Ae es el' área det triángulo, los valores 

dos por : 

Cz = ~ [tt1 (y2. - Ya) + U2 (y3 -y1) + U3(y1 -ys)] 
e 

C3 = ·2~ [u1(X3 - X2) + u2(X1 •X3) + U3(X2 -xi) J 
e 

e. están da
l. 

(III.5.21) 
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si los nodos del tridngulo se numeran siguiendo el sentido hora
rio, el determinante invierte su signo 

, .. -· 

SustituyendÓ las ecuaciones (III.5.21) en (III.5.19) 
,',; 

se obtiene : 

u(x,y) = u1 1/J1 (x,y) + u~ ~2 (x,y) + U3 t/J3 (x,y} = 

n 

·~. 
L 

i=1 

donde las funciones 
elemento triangular 

l/J ~e> son las funciones de in terpolaci6n del 
l 

siendo 

,,, < e > 1 ( B . .):. ·: . 
'I' i ··- --;n- a. + · X+ y. y 

~Ae l l 1 

a., ~-y y. constantes : 
1 l l 

s. = y. - yk 
1 J 

Y· 1 

i = 1, 2, 3 

(III .5 .23) 

(III.5.24) 

con i 1 j ~ k y permutando i, j, k cíclicamente las funciones 
tjJ. presentan las dos siguientes propiedades : 

1 
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tjJ.(x., y.)= o .. 
1 J J lJ 

t $;_ = 

i=1 

i, j = 1, 2, 3 ( I II . 5 . 2 5 a) 

( I II . 5. 2 Sb) 

En síntesis, la expresi6n (III.S.22) representa un plano 
el cual pasa por u 1 , u2, U3 de aquí que la aproximaci6n de u 

mediante las funciones lineales de interpolación !/Ji del trián 
gula aproximen a la superficie u(x, y) mediante el plano: 

3 

L 
i=1 

u. iµ. 
1 1 

(III.S.26) 

11 FUNCIONES DE INTERPOLACION PARA ELEMENTOS RECTANGULARES " 

En este caso se aproxima a la función u por 

(III.5.27) 
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expresión que contiene cuatro t&rminos linealmente independie~ 
tes y que continua siendo lineal tanto en x como en y. Se 
decide usar un elemento rectangular tal y como se muestra en -
la figura III.S.4. En obvio de dificultades se elige un siste 
ma local de coordenadas (~, n) a efecto de deducir las funcio 
nes de interpolación 

r 4 

b 

L-----.t-
Fig• II.L5~4 

Sea 
·, .. , 

(III.S.28) 

donde se requiere 

U1 = u(O, O) = C1 

U2 = u(a, O) = C1 + C2a (III.5.29) 

U3 = u(a, b) = C1 + C2a + C3b + C1tab 

U1t = u(O, b) = C1 + C3b 
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Resolviendo las constantes ci (i=1, 2, 3, 4) se obtiene: 

-1 
C1 1 o o o U1 

C2 1 a o o U2 

= - 1 . - ao-
C3 1 a b ab U3 

C1t 1 o b o U4 

•: 

sustituyendo (III.5.30) en (III. S. 28) 

C1 

e 2. 

u(~,n)=(1 ; n ~ n) = 

= 
i=l 

C3 

C1t 

1/J. ( ~, n) 
l 

( ip 1 V>2 ip 3 ~lt) 

ab o o o U1 

-b b o o U2 

-a o o a U3 

1 -1 1 -1 U1¡ 

(IlI.5.30) 

se obtiene 

U1 

U2. 

= 
U3 

U1¡ 

(III.5.31) 
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donde 

1jJ 1 ( ~' n) = e 1 - +) e 1 - +) 

(III.5.32) 

aqu1 de nuevo las funciones de interpolación presentan las dos 
siguientes propiedades : 

1JJ • (t. . , n . ) = o . . 1 . J J lJ 

4 

[ t/J. = 1 
1 

i, j = 1, 2, 3, 4. 
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EVALUACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 

La evaluaci6n mediante integraci6n de los elementos de 

[ K(e) -J y las matrices [ F <e) J que figuran en las ecuacio 

nes (III.5.1~ generalmente no es c6moda de hacer, empero dado 

el caso de ser a .. , aoo y f 
1J 

constantes, el problema se simpl! 

fica cuando se emplean elementos triangulares o elementos rec -

tangularesº 

A tal efecto se expresa [ K(e) J como la suma de cinco 

matrices: cuatro matrices básicas [ sªS J (a, S = 1, 2) y 

la matriz [ s J 

donde 
,. .. ,- . 

s ~ ! = 
1J 



.Sea, además 

s ! ~ = 
l.J 

s~~ = lJ 

s .. lJ = 

f~e) = 
l. 
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L 
l. __ 

ótJ;. d~J. 
1 J 

ax ay 

L dij;. a~·· 1 J 
ay ay 

J i¡. 1). dxdy l. J 
íle 

f tJii dxdy 

íle 

dxdy 

dxdy (III.S.35) 

(III.5.36) 

Evalüaci6n de las matrices mediante elementos triangulares. 

Cuando se emplean elementos ~riangulares, mediintc el 
siguiente artificio, se pueden determinar las integrales en cues 
ti6n, si se ele fine : .. j .. 
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(III.5.37) 

entonces ocurre que 

lo o = A (área del tríangulo) 

110 = A·x - 1 
X= 3 

i=1 

- 1 
y= 3 . 

' 
(III.5.38) 

3 

I i i = A e L x. y. + T2 l l 
. ·.~ · .. · . 

i=1 
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3 

h, = -fr-c [ xi + 9 X' J 
i=1 

A 
= -;zC -2 

+ 9y ) 

i=1 

Ahora bien, al emplear las funciones lineales de 

interpolación (III.5.23) en las ecuaciones (III.5.35) y (III.5.36) 

y observando que : 

ªtP. l 
ay = 

a. 
1 

2Ae 

y. 
....:.¿_ 

ZAr: 

(III.5.39) 



Se obtienen 

s ~ ~ 
1J 

s ~ ~ 
1J 

s~~ 
1J 

s .. 
1J 
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= 1 Q (.l --;¡-¡-- !-' • }-' • 
'1-.n.e l J 

1 = ""'Tr f3 • y . 
'1-i\e l J 

= 41A Y· y. e l. J 

= 4
1A [a. a.+ (a.$.+ et. $.)x+(a. y.+ a. y.)y] + 

e 1) 1J J1 l.J J1 

+ l_ [ho B. B· + I11 (y. $.+y.f3.) + I02. y. y.J 
.ne 1J lJ J1 .lJ 

y teniendo en cuenta que a. + f3.x +y.y= 2µ se infiere que 
1 1 l :J 

/ 

f Ae 
-3 . I I I • 5 • 4 Ob ) 

o sea, una vez determinada las coordenadas .gleba i.1 '·""ce los ·:idos, 
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mediante las ecuaciones (III.S.24) se determinan los valores 

de los parámetros a., a. y y. , mismos que al ser sustituidos 
1 1 l. 

en las fórmulas (III.S.40a) y (III.S.40b) permiten la obten

ción de las matrices [K(e) J y [F(e) J . 

Evaluación de las matrices mediante elementos rec-

tangulares. 

Bajo el supuesto de ser ªºº'a .. y f constantes l.J 

y usando-las funciones de interpolación .,(III.S.32) cuando las 

variables ~y n han sido sustituidas, respectivamente, por x 

e y se tiene que 
1 
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1 1 -1 . -1 

-1 -1 1 1 

[SU J 1 

1 1 
= 4 _, 

-1 

1 1 -1 -1 

(III.5.41) 

2 1 -1 -2 

2 -2 -1 1 
cs22 J a 

= ~ _, 
-2 2 1 

-2 .. , 1 2 
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Evaluación de las integrales en la frontera. 

q <,e> 
n 

Las integrales en la frontera son de la forma 

q (e) ip~e) (s) ds 
n 1 

l 

es una cierta función conocida de parámetro s, v~ -

riando con la longitud de la frontera re. Obviamente no es ne

cesario determinar dichas integrales sobre aquellas porciones de 
'e V ubicadas en el interior del dominio en cuestión. 

-· Como la frontera del elemento re es una línea, se emple~ 

rán al efecto funciones de interpolación lineales, esto es 

(III.5.43) 

determina la contribución de qn sobre el nodo i. Aquí h de

nota la longitud del lado sujeto al término forzante qn y las -
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funciones ~i son las funciones lineales de interpolación dadas 

,por 

Así 

pues como se dijo, 

tP1 = 1 - + 
5 

-n 

q se considera constante en n 

ARMADO DE LAS MATRICES 

(III.S.44) 

re .. 

Sin pérdida de generalidad, el armado de las m~ -

trices ser& ilustrado mediante la con .. deración de la siguiente -
·,· 

malla consn·uida por un elemento triangular y un ele1:ít.!)1to rectan-
,. 
\ 
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gular (Ver la figura III.5.5) 

1 

Si 
( 1) 

K .. lJ 

Figura II I. 5. 5 

(i, j=1, 2, 3) 

5 

denotan los términos 

de la matriz en cuestión correspondiente al elemento triangular 

( 2) 
K.. (i, j = 1, 2, 3, 4) denotan los términos correspondientes lJ 

al cuadrilátero, entonces se observa la siguiente correspondien-

cia entre los valores globales y locales 

= 

= 
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u = u< 1> = u( 2 ) 
3 3 4 

u = u(2) 
4 2 (III.5 .45) 

U = e 2> 
5 u3 

TER M l NOS 

G L o B A L L o e A L 

K(1) + K(2) 
2 2 11 

o 

o 
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Asi pues, las condiciones (III.S.45) permiten ensam-

blar la matriz como se muestra seguidamente : 

o 

o 

K.< 1) 
13 

o o p( 1) 
1 

p< 1) + F(2) 
3 4 

(I I I. 5. 4 6) 

Se observa que la matriz 9btenida en términos globales 

Scl deduce a partir de las matrices elementales, correspondient~s -

il elemento triangular y al cuadril~tero, cuando los términos ~0 -

rrespondientes a los nodos compartido por dichos elementos se su -

man. 
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CAPITULO IV 

-· 

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS. 

. 
Mediante el desarrollo de esta tésis se pretende deter 

, .;: . ' -
minar la instrumentación que• seryirál'afar;~~altl#',nd s~~o -

e 1 compo r t amiento mee ~n,.~c~·· ~~':'~~t1,~;i4f ~~j~~&';;,~~~,¡¡~;t7:~h~ef l 
nir los métodos de análisis, sobre 1ai. es:fáb.iJ idad y;dise'ño -

... .'· · .. : . :;.:·~· ".'. _._-> '; .. '..-·i .:':~.:: ;.·.,. . ·_,,_ -"·· .:::~ :_!.' >:.:.';'<'~·; 

de estructuras cí'viles en aquei'los elemel1tós de ·1Ai~I'és ·ta

les como las paredes de los socavones y las laderas que con 
., 

forman el talúd principal de la márgen derecha de la secci6n 

·que venimos trabajando, Con esto se cumple uno de los pri~ 

cipales objetivos mencionados al iniciar este trabajo, acer 

ca de la estabilidad de taludes, 

El análisis realizado por medio del método del elemen-
... --~.:,, ... :~ .. ,~.~ ~ ... ,·~·---'~ 

to finito, representa un modelo de comportamiento Aé Una ·. 

estructura geo16gica en la que la complejidad de ,Jo;·''f.a.cto-
·.·:, 

res ..i.ue integran la respuesta estructural est.rih~r:·bás'Í.tamen . . . '· ,.· .. -_. -

te ...:n 1 a reacci6n del ma teriaL .que .. consti tliy.,e., ... e.l"~'ª·~·!~~J>,.,.J,.R.::._._ 

coso de estudio. Es por consigu'.i~nte d.e importa;;.~T~ princ i 

pal que la determinaci6n de Üt;·~~~ir9piedá.4~:.S •. m~r~'á·~I2.~s 'de -

::s s::: e::•::: :e::: s :::::::1s'S1~Ji~~~~,i~~~iti~~'~i~1~t~~:~··~ 
taría sujeta la estructura. Todos los r~sul~adosobtenidos 
en este análisis se refieren a efectos dr: peso propio. 



- 106 -

Se recomienda uµ estudio ~e opti~izaci~A ~e. espesores 

:: :::::d:º::n;: ::. :::::~~~u,~~~~[!~~~rf ~~~?~~{:~~~::: :~ 
ci6n del método depend~~'.a~ ;~ '.;'.¡~4.t'~'f~.d~·;.~~~p·~e ef'~j·~rr, los in 

crementos de carga~ 
., 

conve::.::: e c:n:;:~i~l~l.tl~~;~J~:::::::;;t:::~ ~·~ i:E:·:~:~ 
sario verificar la ·infó'rmacf6ri:;i·~'férente' d.e · comportamiento 

:'·-·; 

de los materiales, es.de~ir·q~ei'~i propiedades correspon-

dan realmente .a las condiciones de la estr~ctura. 

En zonas de transici6n de materiales, es conveniente -

utilizar elementos de menor tamaño a fin de obtener mayor -

informaci6n respecto a la distribuci6n y magnitud de los 

esfuerzos en dichas zonas, 

Se sugiere en estudios post~riores sobre el terna que -

se analice la posibilidad de<iil~'fementar el algoritmo pre-

sentando la anexi6n de subrutiÍias que permitan obtener 
'· ·' ··.'· -.:,· . ·. ' 

., •· - ., ., .. ,, /·:·~«-·~·'''':"~:"~.~~~"!~~·!:.r~•M""'.·~-...,.,.....,..~',.,,..,_,fif"·~~~'~,_."t,;..,¡_•...,,·,*"-'4•"-··•~r~·'·"·•'·"' ,, ·' .,,. -.-.••• . , 

:0s resultados en forma gráfica .... a fin. de agilizar la inter-

~;rctaci6n de los diferentes mod~Í~:~,;;6pue~tos, asi com.:· 

.: 1b:ién la de aesarro11ar cr1 te~.H,·~ ·d~ interpo1aci6n bidi- -
. ~ ' _,,~· /_~¡'/:t :-> .. 

..... · .. !.onal para lograr un· áju.~t·'ci'':'~:~i,"J.a mejor inalla "' la es true 
. '; ~ ·• . ' 

~n estudio en forma automática. 
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Es importante también, desarrollar mis modelos matemá

ticos que regulan los potenciales naturales que se estudian 

en geofísica por medio de esta técnica numérica y a partir-

de esto formular los algoritmos necesarios para automati-

zar las funciones que nos resultarían de enorme utilidad en 

la_ prospecci6n geofísica. 

Es de suma tras.cende.11.ci..a poder de'sarrollar ·estos algo

ritmos porque la teoría básica existe. Los modelos que de! 

criben el fen6meno se encuentran completamente desarrolla-

dos y por si esto fuera poco la disctetizaci6n necesaria 

para la aplicaci6n del método en la mayoría de los casos 

también existe o resulta sumamente sencillo realizarla una-

vez que se cuente con la expresi6n analítica que modele el

fen6rneno. Lo que no siempre se puede localizar en la~ .. obras 
. •· : t,t .~' 

de consulta es la codificaci6n de algoritmo que nos permita 

resolver un problema particular. 

Ahora bien los pocos existentes pretenden generalizar

su aplicaci6n a problemas muy diversos y han sido realiza 

dos en su mayoría por especialistas del área de computaci6n 

y matemáticas sin profundizar en los problemas particulares 

de nuestra área. Por esto resulta de'mayor provecho que_s~ 

desarrollen programas para los diferente problemas existen

tes en geofísica por perso~al familiarizado con estas apli-

caciones. 
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Por último cabe señalar tamb1én la enorme necesidad 

de desarrollar técnicas más ef1cientes de almacenamiento de 

datos debido a que este m~tod~ genera enormes cantidades de 

datos· que limitarían su uso a sistemas sofisticados que sin 

emba~go podr~an mejorar~e con las t6cnicas de almacenamien

to en banda o en .silueta que ya han sido desarrollados y que 

nos producen un considerable ahorro de espacio en memoria. 

(ver ref. 8 pp 94-95). 

·:. 

·'· 
.' ~::·. 
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APEND.ICE A. 

PaOGRaMA PArlA R~SOLVER LA 

~ I S T R I B U C I O N DE ~ ~ F U ~ R ¿, O S. Y 

u ~ l O R fil A C I O N P O R hl ~ D I O D E 1 E L E -

fu ~ N f O F I N I ~ O • 

• • . , • ·- ~-· ~· ,. '-f ,,, ·'·. - - ........ - •• -....-. ... '"; 



C LISTADO DEL PROGRAMA 
C TESIS PROFESIONAL DE LA FACULTAD DE INGENIERIA GEOFISICA DE LA UNA 
C METODO DEL ELEMENTO FINITO EN EL ANALISIS DE PROBLEMAS 
C GEOESTRUCTURALES 
C RICARDO OCTAVIO VAZQUEZ ROMERO 
e 

DIMENSION A(lOOOO) 
DIMENSION NOMES(20) 
DATA IAL/5/,IAE/6/,IAD/9/,IADB/8/,IADESF/7/,IADU/10/ 
OPEN(UNIT=IAD,STATUS='NEW' ,DISPOSE='DELETE' ,FORM='UNFORMATTED') 
OPEN(UNIT=IADB,STATUS='NEW' ,DISPOSE='DELETE' ,FORM='UNFORMATTED') 
OPEN(UNIT=IADESF,STATUS='NEW',DISPOSE='DELETE' ,FORM='UNFORMATT 

i ED') 
OPEN(UNIT=IADU,STATUS='NEW',DISPOSE='DELETE' ,FORM='UNFORMATTED') 
NEAA=lOOOO 
READ(IAL,5000)NOMES 
WRITE(IAE,6000)NOMES 
READ(IAL,*)NEF,NPN,NMA,NCC,NCP,NGL,IEJ,IP 
WRITE(IAE,6100)NEF,NPN,NMA,NCC,NCP,NGL,IEJ,IP 
Nl=l 
N2=Nl+NPN*NGL 
N3=N2+NPN*NCP 
NEAT=N3-l 
CALL CONTRA(NEAT,NEAA,l) 
CALL CORCA(NPN,A(Nl),A(N2),NCP,NGL,NEC,NEN,NEP,IEJ) 
N4=N3+NMA*3 
NEAT=N4-l 
CALL CONTRA(NEAT,NEAA,2) 
CALL MATHOK(NMA,A(N3)) 
CALL ELEFIN(NEF,A(Nl),A(N2),A(N3),NGL,NCP,NMA,NPN,IAD,IEJ,IADB 

1 , IP) 
A(N2)=A(N3) 
DO 500 I=l,3*NMA 
A(N2+I)=A(N3+I) 

500 CONTINUE 
N3=N2+NMA*3 
N4=N3+NEC*NEC 
N5=N4+NEC 
NEAT=NS-1 
CALL CONTRA(NEAT,NEAA,3) 
CALL MARIEP(NEC,A(N3),IAD,NEF,IEJ) 
DO 800 I=l,NCC 
CALL VECPEC(NEC,IAD,NEF,A(N4),IEJ,A(Nl),NGL,NPN) 
CALL SCHCUA(A(N3),A(N4),NEC) 
CALL DESNOD(A(N4),NPN,NGL,A(Nl)) 
CALL ESFUCL(NEF,IADB,A(N4),NEC,IADESF,IAD,A(N2),NMA,IP) 
CALL DEFOCL(NEF,NEC,IADESF,IADB,IAD,A(N2),NMA,IP,IADU) 

800 CONTINUE 
5000 FORMAT(20A4) 
6000 FORMAT(20A4) 
6100 FORMAT(///,lOX,'INFORMACION GENERAL',//,lOX,'NUMERO DE ELEMENTOS 

1 FINITOS ',12X, '=',IS,/ ,lOX, 'NUMERO DE PUNTOS NODALES' ,lSX, '=', 
2!5,/,lOX,'NUMERO DE MATERIALES UTILIZADOS =:',I5,/,10X 1 
3'NUMERO DE CONDICIONES DE CARGA =',I5,/,10Xa 
4'DIMENSIONALIDAD' ,24X, '=' ,IS,/,lOX, 'NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD 

1 



c 
c 
c 
c 

c 

5 POR NUDO =',IS,/ 
610X,'INDICADOR DE EJECUCION',17X, '=',I5,/,10X,'INDICADOR DE TIPO 
7 DE PROBLEMA ',9X,'=',I5,/,15X,'ESFUERZO. PLANO =0',/,15X, 
8 'DEFORMACION PLANA =l ') . . . 

END . 

SUBROUTINE CONTRA(NEAT,NEAA,ILP) 

C CONTROLA LA MEMORIA UTILIZADA 
e 

c 
e 
e 
e 

DATA IAE/6/ · , ·· 
IF(NEAT.LT.NEAA)GO TO 150 
GO TO(l00,200,300,200,200,200),ILP 

100 CONTINUE 
WRITE(IAE,6100) 
WRITE(IAE,6000)NEAT,NEAA 
CALL EXIT 

200 CONTINUE 
WRITE(IAE,6200) 
WRITE(IAE,6000)NEAT,NEAA 
CALL EXIT 

300 CONTINUE 
WRITE(IAE,6300) 
WRITE(IAE,6000)NEAT,NEAA 
CALL EXIT 

150 RETURN 
6000 FORMAT(//,lOX,'MEMORIA UTILIZADA =',I6,/,10X,MEMORIA DISPONIBLE 

1=' ,I6) 
6100 FORMAT(///,lOX, 'CANTIDAD DE MEMORIA INSUFICIENTE',/,10X1 

l'PARA ALMACENAR COORDENADAS DE LOS PUNTOS NODALES') 
6200 FORMAT(///,lOX, 'CANTIDAD DE MEMORIA INSUFICIENTE',/,lOX, 

l'PARA ALMACENAR DATOS DE LOS MATERIALES') 
6300 FORMAT(///,lOX, 'CANTIDAD DE MEMORIA INSUFICIENTE',/,lOX, 

l'PARA ALMACENAR LA MATRIZ DE RIGIDECES Y EL VECTOR DE CARGAS' 
2,/,lOX,'DE LA ESTRUCTURA') 

END 

SUBROUTINE CORCA(NPN,ID,XYZ,NCP,NGL,NEC,NEN,NEP,IEJ) 

2 



c 
C COORDENADAS CARTESIANAS Y NUMERACION DE LAS ECUACIONES 
c 

e 
c 
c 
c 

e 

DIMENSION ID(NGL,NPN),XYZ(NPN,NCP) 
DATA IAL/5/,IAE/6/ 
WRITE(IAE,6000) 
DO 400 I=l,NPN 
READ(IAL,*)N,(XYZ(N,K),K=l,NCP),(ID(K,N),K=l,NGL) 
WRITE(IAE,6100)N,(XYZ(N,K),K=l,NCP),(ID(K,N),K=l,NGL) 

400 CONTINUE 
CALL NUMEC(NPN,ID,NEC,NEN,NEP,NGL,IEJ) 
RETURN 

6 O O O FORMAT ( / / /, 1 OX, 'COORDENADAS DE LOS PUNTOS NODALES' , / /, 1 OX, 'PUNTO' 
14X 1 'X' ,9X, 'Y' ,9X,/Z' ,SX, 'CONDICIONES DE FRONTERA',/ ,45X, 
2 , 1 2 3 4 \5:' 6 ' ) 

6100 FORMAT(lOX,I3,2F1-0.0,llX,I2,2X,I2) END .. · .. 

SUBROUTINE NUMEC(NPN,ID,NEC,NEN,NEP,NGL,IEJ) 

C NUMERACION DE LAS ECUACIONES 
e 

DIMENSION ID(NGL,NPN) 
NEC=O 
NEN=O 
NEP=O 
DO 600 J=l,NPN 
DO 400 I=l,NGL 
IF(ID(I,J) )100,200,300 

100 CONTINUE 
NEP=NEP+l 
lD(I,J)=-NEP 
GO TO 400 

200 CONTINUE 
NEC=NEC+l 
ID(I,J)=NEC 
GO TO 400 

300 CONTINUE 
NEN=NEN+l 
ID(I,J)=O 

400 CONTINUE 
600 CONTINUE 

.... ,.,,...,...,,,_ .. _,,,, ... 

WRITE(6,10)NEC,NEN,NEP 
10 FORMAT(//,lOX,'NEC =',IS,lOX,'(NUMERO DE ECUACIONES)',/, 

llOX,'NEN =',IS,lOX,'(NUMERO DE ECUACIONES NULAS)' ,/,lOX, 
2'NEP = 1 ,IS,lOX, '(NUMERO DE ECUACIONES PRESCRITAS)',/,lOX) 
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IF(IEJ.EQ.O)RETURN 
DO 11 I=l ,NGL 
DO 12 J=,NPN 
WRITE(6,20)I,J,ID(I,J) 

20 FORMAT(//,10X,'ID(',IS,·I5,') =',IS) 
12 CONTINUE 
11 CONTINUE 
15 RETURN 

END 

e 
SUBROUTINE MATHOK(NMA,ENP) 

e 
C DATOS DEL MATERIAL (E,NU,PV) 
e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

DIMENSION ENP(3,NMA) 
DATA IAL/5/,IAE/6/ 
WRITE(IAE,6000) 
DO 500 I=l,NMA 
READ(IAL,*)N,ENP(l,N),ENP(2,N),ENP(3,N) 
WRITE(IAE,6100)N,ENP(l,N),ENP(2,N),ENP(3,N) 

500 CONTINUE . . 
RETURN .... 

6000 FORMAT( ///, lOX,, 'DA'r,OS DE LOS MATERIALES',//, lOX, 'MATERIAL' 
1 , 4 X , ' E ' , 9 X , ' NU ' , 8 X 1:0,'.;PV ' ) 

6100 FORMAT(lOX,I4,5X;Fl0'}2,2X,F4.3,3X,Fl0,6) 
END .. :\t. 

SUBROUTINE ELEFIN(NEF,ID,XYZ,ENP,NGL,NCP,NMA,~PN,IAD,IEJ,IADB 
1,IP) 

e 
C DETERMINACION PARA CADA ELEMENTO FINITO LAS MATRICES K,F 
e 

COMMON/EFCL/IE(8),RG(8,B),FC(8),X(4),Y(4),IMA 
COMMON/DBCL/JE(8),DB(l2,8),XYC(4,2) 
DIMENSION NOD(4),D(3,3),B(3,8),FN(4),A(4,4),W(4,4) 
DIMENSION ID(NGL,NPN),XYZ(NPN,NCP),ENP(3,NMA) 
DATA IAL/5/,IAE/6/ 
DATA A/0.,-0.5773502691,-0.7745966692,-0.8611363115,0., 

10. 57 7 3502691, O., -O. 339810435·, O.; O ~·;o-~·77:459666'92'r0-;~8611363115, 
20.,0.,0.,0.3399810435/ · .. · ····.· .·. . .·· 

DATA W/2., 1. , O. 55555555555 1 0,347 8548451;0:; ~J. ¡0 ~8888888888, 
10. 6 s 214 5154 s, o. , o., o. 55555555 55 ,.o. 34J854 8451 ~o. , o; ·,o., 
20.6521451548/ . .·. ·.· .· •... · .. · .. ·'.,. .· .. ·· .... • 
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IF(IP.EQ.O)GO TO 15 
ESP=l. O 
READ( IAL, * )ANG 
GO TO 16 

15 CONTINUE 
READ(IAL,*)ANG,ESP 

16 CONTINUE 
WRITE(IAE,6500)ANG,ESP 
ANGR=ANG*3.1415927/180. 
CA=COS(ANGR) 
SA=SIN(ANGR) 
IF(IEJ.EQ.O)GO TO 5 
WRITE(IAE,4)CA,SA . . .· 

4 FORMAT(// ,lOX, 'COSENO=' ,F20.15,7X, 'SENO=' ,F2.0.15,////) 
5 REWIND IAD . . . .. 

WRITE(IAE,6000) 
DO 800 I=l,NEF .. .. .· ..... 
READ ( IAL, * ) N, NOD ( 1 ) 1 NOD ( 2 } , NOD ( 3 ) , NOD ( 4}, I PI 1 IMA 
WRITE(IAE,6100)N,NOD(l),NOD(2),NOD(3),NOD(4),IPI,IMA 
CALL MACEPE(ENP(l,IMA),ID,IEJ,IP) 
DO 200 J=l,4 
K=NOD(J) 
X(J)=XYZ(K,l) 
Y(J)=XYZ(K,2) 
IF(IEJ.EQ.O)GO TO 200 
WRITE(6 1 ll)J,X(J),J,Y(J) . . 

11 FORMAT ( / / , 1 O X, 'X ( ' , I 3 , ' } = ' , F 15 . 7 , 5 X 1 'Y ( ' , I3 1 ' ) = ' 1 F 15 • 7 ) 
200 CONTINUE . ·. 

C FORMACION DE LA MATRIZ DE RIGIDECES 
CALL CEROSM(RG,8,8) 
CALL CEROSV(FC,8) 
DO 400 KI=l,IPI 
DO 300 KJ=l,IPI 
CALL MABNCL(B,FN,X,Y,A(IPI,KI),A(IPI,KJ),XJAC,IEJ) 
XX=W(IPI,KI)*W(IPI,KJ)*XJAC 
YY=XX*ENP(3,IMA)*ESP 
DO 500 L=l,8 
DBl =XX* (O ( 1, 1) * B ( 1 1 L} +D (1, 2) ~13 ( 2, ~) ) •. ··. 
DB2=XX * ( D ( 2 1 1) *B ( 1, L) +D ( 2, 2 ):!.J:3 (.2·,,L)J .···. 
DB3=XX*(D(3,3)*B(3,L)) . , ·.\ ¿:. 
DO 5 O O K = 1 , 8 . . . .·· ....• ·. ·..• .· .•. ···· . . .. · ... •.·. · . 
RG( K, L) =RG( K, L) + ( B( 1, K) *DBl+B.(2; I{) *DB2,+B(3 ,K) *DB3) *ESP 

500 CONTINUE . . . . .... · 
C FORMACION DEL VECTOR DE LAS FUERZAS DE CUERPO 

I F ( ENP ( 3 
1 

I MA) . LE . Ó) '(fü-·"T(f" 3 0 0 ~.,, .. ....,,~ .... ,, ... ~.,'".~;-.~-·"·.,:·· ........... . 
DO 550 II=l, 4 
J=2*II 
K=J-1 
FC(K)=FC(K)+FN(II)*CA*YY 
FC(J)=FC(J)+FN(II)*SA*YY 
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550 CONTINUE 
300 CONTINUE 
400 CONTINUE 

C FORMACION DEL ARREGLO DB PARA EL CALCULO DE ESFUERZOS 
DO 120 KI=l,2 

e 
e 
e 
e 

DO 110 KJ=l,2 
CALL MABNCL ( B, FN, X, Y, A( 2 •, KI ). 1 A{ 2•;KJ) ,XJAC, IEJ) 
IR=l · ·. ' . ·' 
IF(KI.EQ.1.AND.KJ.EQ.2)IR.,;4. 
IF(KI.EQ.2.AND.KJ .EQ~ l)IR=7 . 
IF(KI.EQ.2.AND.KJ.EQ. 2)IR;,;10. 
DO 5 2 O I = 1 , 8 · . · ... ·.·. ·, ·. 
DBl=D ( 1, 1) *B ( 1, L) +D ( 1, 2:) *B'( 2., L) 
DB2=D(2,l)*B(l,L)+D(2,2)*B(2,L) 
DB3=D(3,3)*B(3,L) ... 
DB(IR,L)=DBl 
DB(IR+l,L)=DB2 
DB(IR+2,L)=DB3 

520 CONTINUE 
CALL COXYC(A( IPI,KI) ,A( IPI,KJ) ,X, Y ,XYC, IR,FN, IEJ) 

110 CONTINUE . 
120 CONTINUE 
600 CONTINUE 

IF(IEJ.EQ.O)GO TO 27 
DO 2 5 II I = 1 , 8 
DO 26 JJJ=I,8 , . . . .. · . . .. 
WRITE ( 6, 20) III, JJJ, RG( III ,JJJ).,.III (FC(IlI) . i. ·.·.·.. ,' .······ 

2 o FORMAT (/ /' 1 ox' 1 RG ( I , I 3' I 3' I ) =t ,.F2 o ; 7 'lOX' , FC ( , 'I 3' ')"." I 'F2 o . 7 ) 
26 CONTINUE . . ·.. . . . . . . . . . .. 
25 CONTINUE . . ·. >• .· > 
2 7 CALL VEICL ( IE, ID ( 1, NOD ( 1) ) 1 ID { 1, NOD ( 2) ) , ID ( 1, NOD ( 3) ) 1 ID ( 1, NOD (4))) 

CALL GUADIS(IE,89,IAD) . . 
DO 75 IJ=l,8 
JE(IJ)=IE(IJ) 

75 CONTINUE 
CALL GUADIS(JE,112,IADB) 

800 CONTINUE 
RETURN 

6000 FORMAT(///,lOX,'DATOS DE LOS ELEMENTOS',//,10X,'ELEMENT0',4X, 
l'I' ,4X, 'J' ,4X, 'K' ,4X, 'L' ,3X, '!PI' ,3X, 'IMA') 

6100 FORMAT(10X,I5,3X,6I5) 
6500 FORMAT(////,lOX, 'ANGULO DE INCLINACION DE LA GRAVEDAD CON' ,/,1 

l'RESPECTO AL SISTEMA DE REFERENCIA GLOBAL =' ,Fl5.7,//,10X, 
2'ESPESOR DEL PROBLEMA= ',F15.7) 

END 

SUBROUTINE VEICL(IE,NODI,NODJ,NODK,NODL) 
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c 
C FORMACION DEL VECTOR INDICADOR DE CADA EDEMENTO 
C ORDENAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE LA ESTRUCTURA 
c 

c 
c 
c 
c 

DIMENSION IE(8),NODI(2),NODJ(2),NODK(2),NODL(2) 
DO 400 I=l,2 
J=I+2 
K=J+2 
L=K+2 
IE(I)=NODI(I) 
IE(J)=NODJ(I) 
IE(K)=NODK(I) 
IE(L)=NODL(I) 

400 CONTINUE 
IF(IEJ.EQ.O)GO TO 15 
DO 10 I=l,8 
WRITE(6,50)I,IE(I) .. ·•. 

50 FORMAT(//,10X,'IE(',I3, 1 )=1 I5) 
10 CONTINUE 
15 RETURN 

END 

SUBROUTINE CEROSM(A,NC,NR) 
c 
C HACE CEROS LA MATRIZ A(NC,NR) 
c 

c 
c 
c 
c 

c 

DIMENSION A(NC,NR) 
DO 200 I=l,NC 
DO 100 J=l,NR 
A(I,J)=O.O 

100 CONTINUE 
200 CONTINUE 

RETURN 
END 

SUBROUTINE CEROSV(A,N) 

C HACE CEROS EL VECTOR A(N) 
c 

DIMENSION A(N) 
DO 100 I=l,N 
A(I)=O.O 

100 CONTINUE 
RETURN 
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c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 
c 

c 
c 
c 

END 

SUBROUTINE MACEPE(Et-1P,D,IEJ,IP) 

MATRIZ DE CONSTANTES ELASTICAS D 

DIMENSION ENP(3),D(3,3) 
IF(IP.EQ.O)GO TO 500 
E=ENP(l)/(l.-ENP(2)*ENP(2)) 
XNU=ENP(2)/(l.-ENP(2)) 
GO TO 600 

500 CONTINUE 
E=ENP(l) 
XNU=ENP(2) 

600 CONTINUE 
Dl=E/(1.-XNU*XNU) 
D(l,l)=Dl 
D(2,l)=XNU*Dl 
D(3,l)=O. 
D(l,2)=D(2,1) 
D(2,2)=Dl 
D(3,2)=0. 
D(l,3)=0. 
D(2,3)=0. 
D(3,3)=0.5*(1.-XNU)*Dl 
IF(IEJ.EQ.O)RETURN 
DO 100 I=l,3 
DO 200 J=l,3 
WRITE(6,60)I,J,D(I,J) 

200 CONTINUE 
100 CONTINUE 

60 FORMAT(//,10X,'D(',I5,I5,') =',FlS.7) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE MABNCL ( B; FN ,X;Y;'XS7ET';XJAC'~"'IEJ )' ... , .. ,,. .. , .. , . , ...... . 

CALCULA LA MATRIZ B Y N DEL CUADRILATERO LINEAL 

DIMENSION B ( 3, 8) , FN ( 4), X (4) /Y( 4) ,·FN~I ( 4), FNET (4) , FNX ( 4) , FNY ( 4) 
CALL FUFCL( FN ,XS, ET, IEJ) ·•· . . ... · . . . . . . ..· .. 

¡_-·., 
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e 
e 
e 
e 

e 

CALL DFUF(FNXI,FNET,XS,ET) . 
CALL DFUFCL(FNXI,FNET,FNX,FNY,XJAC,X,Y,IEJ) 
CALL MATBCL(FNX,FNY,B,IEJ) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE MATBCL(FNX,FNY,B,IEJ) 

C FORMACION DE LA MATRIZ B 
e 

DIMENSION FNX(4),FNY(4),B(3,8) 
B(l,l)=FNX(l) 
B(2,l)=O. 
B(3,l)=FNY(l) 
B(l,2)=0. 
B(2,2)=B(3,1) 
B(3,2)=B(l,l) 
B(l,3)=FNX(2) 
B(2,3)=0. 
B(3,3)=FNY(2) 
B(l,4)=0. 
B(2,4)=B(3,3) 
B(3,4)=B(l,3) 
B(l,5)=FNX(3) 
B(2,5)=0. 
B(3,5)=FNY(3) 
B( 1, 6 )=O. 
B(2,6)=B(3,5) 
B ( 3, 6) =B ( 1, 5) 
B(l,7)=FNX(4) 
B(2,7)=0. 
B(3,7)=FNY(4) 
B(l,8)=0. 
B(2,8)=B(3,7) 
B(3,8)=B(l,7) 
IF(IEJ.EQ.O)GO TO 300 
DO 100 I=l,3 
DO 200 J=l, 8 
WRITE(6,60)I,J,B(I,J) 

60 FORMAT ( / /, lOX, 'B ( 1,-I5 ,.T5,, .. !._). ,.,:::;,!,,.F15 .• 7 .. )., ............. . 
200 CONTINUE 
100 CONTINUE 
300 RETURN 

END 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 

e 
e 
e 
e 

c 

SUBROUTINE FUFC!J ( FN, XS ',_~_T, IEJ) 
i•',-, .... .-.;,',,' 

FUNCIONES DE FORMA DÉL CUADRÍLATERO LINEAL 

DIMENSION FN(4) . 
FUNCIONES DE FORMA DE COORDENADAS LOCALES 

FN ( 1) = ( 1. -XS) * ( 1. -ET) / 4, 
FN(2)=(1.+XS)*(l.-ET)/t 
FN(3)=(1.+XS)*(l.+ET)/~ 
FN(4)=(1.-XS)*(l.+ET)/4. 
IF(IEJ.EQ.O)GO TO 30 
DO 10 I=l,4 , 
WRITE(6,20)I,FN(I) 

20 FORMAT(////,lOX, 'FN{' ,13, ')=' ,Fl5.7) 
10 CONTINUE . 
30 RETURN 

END 

SUBROUTINE DFUF(FNXI,FNET,XS,ET) 

C DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE FORMA EN COORDENADAS LOCALES 
c 

c 
c 
c 
e 

DIMENSION FNXI(4),FNET(4) 
FNXI(l)=-(1.-ET)/4. 
FNET(l)=-(1.-XS)/4. 
FNXI(2)=-FNXI(l) 
FNET(2)=-(l.+XS)/4. 
FNXI(3)=(1.+ET)/4. 
FNET(3)=(1.+XS)/4. 
FNXI(4)=-FNXI(3) 
FNET(4)=-FNET(l) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE DFUFCL(FNXI,FNET,FNX,FNY,XJAC,X,Y,IEJ) 
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c 
C DERIVADAS RESPECTO A X, Y DE LAS FUNCIONE'S DE FORMA Y JACOBIANO 
c 

DIMENSION FNX(4),FNY(4),FNXI(4),FNET(4),X(4),Y(4) 
C DERIVADAS DE LAS COORDENADAS GLOBALES RESPECTO A LAS LOCALES 

XXI=FNXI(l)*X(l)+FNXI(2)*X(2)+FNXI(3)*X(3)+FNXI(4)*X(4) 
XET=FNET(l)*X(l)+FNET(2)*X(2)+FNET(3)*X(3)+FNET(4)*X(4) 
YXI=FNXI(l)*Y(l)+FNXI(2)*Y(2)+FNXI(3)*Y(3)+FNXI(4)*Y(4) 
YET=FNET(l)*Y(l)+FNET(2)*Y(2)+FNET(3)*Y(3)+FNET(4)*Y(4) 

C CALCULO DEL JACOBIANO DE LA TRANSFORMACION XJAC 
XJAC=XXI*YET-XET*YXI 
IF(IEJ.EQ.O)GO TO 20 
WRITE(6,10)XJAC 

10 FORMAT(////,10X,'JACOBIANO=',F15.7) 
20 CONTINUE · . > 

C DERIVADAS RESPECTO A X 1 Y DE LAS .. FUNCiONES DE .FORMA. 

e 
e 
e 
c 

c 

DO 700 I=l, 4 · ···'..·.·.:-"·.:\''.'.:s>:;y .... ::;._ '..-~-:·:.·,: ··~.: 
FNX( I) = (YET*FNX( I )-YXI*FNET( I) )/XJÁC~)./.~: .•.•... · 
FNY ( I) = (-XET*FNXI ( I) +XXI*FNET ('I)'ff'XJAQt;:":· · ... :>':e . 
IF(IEJ.EQ.O)GO TO 700 .• .::;'.)~ .. )'':•\.··.:: ... 

11 FORMAT ( / / / /, 1 OX, 'FNX ( ' , I 3, ' ) =' 1 F15. 7 1 5X¡ ~ FNY (' 1 I3 1 ' ) =' 1 F15. 7) 
700 CONTINUE . 

RETURN 
END 

SUBROUTINE GUADIS(A,NEA,IAD) 

C GUARDA EN DISCO IAD EL VECTOR A(NEA) 
c 

e 
c 
e 
c 

c 

DIMENSION A(NEA) 
WRITE(IAD)A 
RETURN 
END 

C LEE DE DISCO EL VECTOR A(NEA) 
e 

11 



-

e 
e 
e 
e 
e 

DIMENSION A(NEA) 
READ( IAD )A 
RETURN 
END 

SUBROUTINE TCHCUA(A,N) 

C TRIANGULACION POR COLUMNAS USANDO EL METODO DE CHOLESKY 
e 

e 
e 
e 
e 

e 
e 

e 

DIMENSION A(N,N) 
IF(N.EQ.l)RETURN 
A(l,l)=A(l,1)**0.5 
DO 100 I=2,N 
A(l,I)=A(I,l)/A(l,l) 

100 CONTINUE 
DO 200 J=2,N 
I=J 
XX=O.O 
DO 300 K=l,J-1 
XX=XX+A(K,J)*A(K,J) 

300 CONTINUE 
A(I,J)=(A(I,J)-XX)**0.5 
IF(J+l.GT.N)GO TO 200 
DO 500 I=J+l,N 
XX=O.O 
DO 600 K=l,J-1 
XX=XX+A(K,I)*A(K,J) 

600 CONTINUE 
A(J,I)=(A(I,J)-XX)/A(J,~) 

500 CONTINUE 
200 CONTINUE 

RETURN 
END 

SUBROUTINE SCHCUA(A,X,N) 

SUSTITUCION POR RENGLONES USANDO EL METODO DE CHOLESKY 

DIMENS!ON A(N,N),X(N) 
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e 
e 
e 
e 

e 

DIMENSION A(NEA) 
READ( IAD)A 
RETURN 
END 

SUBROUTINE TCHCUA(A,N) 

C TRIANGULACION POR COLUMNAS USANDO EL METODO DE CHOLESKY 
e 

e 
e 
e 
e 

e 

100 

300 

600 

500 
200 

DIMENSION A(N,N) 
IF(N.EQ.l)RETURN 
A(l,l)=A(l,1)**0.5 
DO 100 !=2,N 
A(l,I)=A(I,l)/A(l,l) 
CONTINUE 
DO 200 J=2,N 
I=J 
XX=O.O 
DO 300 K=l,J-1 
XX=XX+A(K,J)*A(K,J) 
CONTINUE 
A(I,J)=(A(I,J)-XX)**0.5 
IF(J+l.GT.N)GO TO 200 
DO 500 I=J+l,N 
XX=O.O 
DO 600 K=l,J-1 
XX=XX+A(K,I)*A(K,J) 
CONTINUE 
A(J,I)=(A(I,J)-XX)/A(J,J) 
CONTINUE 
CONTINUE 
RETURN 
END 

SUBROUTINE SCHCUA(A,X,N) 

C SUSTITUCION POR RENGLONES USANDO 'EL'"METODO'DE CHOLESKY 

e 
DIMENS!ON A(N,N),X(N) 
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C SUSTITUCION HACIA ADELANTE 
IF(N.GT.l)GO TO 150 
X(N)=X(N)/A(N 1 N) 
RETURN 

150 CONTINUE 
X(l)=X(l)/A(l,1) 
DO 200 I=2,N 
XX=O.O 
DO 300 K=l,I-1 
XX=XX+A(K,I)*X(K) 

300 CONTINUE 
X(I)=(X(I)-XX)/A(I,I) 

2 00 CONTINUE 
C SUSTITUCION HACIA ATRAS 

X(N)=X(N)/A(N,N) 

e 
c 
c 
c 

DO 400 I=l,N-1 
IR=N-I 
XX=O.O 
DO 500 K=IR+l,N 
XX=XX+A(IR,K)*X(K) 

500 CONTINUE 
X(IR)=(X(IR)-XX)/A(IR,IR) 

400 CONTINUE 
RETURN 
END 

SUBROUTINE MARIEP ( NEC, RGC, IAD, NEF, IEJ.) 
e 
C FORMA LA MATRIZ K DE LA ESTRUCTURA COMPLETA 
c 

COMMON/EFCL/ IE ( 8), RG( 8, 8), FC ( 8), X ( 4), Y( 4), IMA 
DIMENSION RGC(NEC,NEC) ...... . 
REWIND IAD 
DATA IAL/5/,IAE/6/ 
CALL CEROSM(RGC,NEC,NEC) 
DO 800 N=l,NEF 
CALL LEEDIS(IE,89,IAD) 
DO 600 I=l, 8 
K=IE(I) 
IF(K.LE.O.O)GO TO 600. 
DO 400 J=l,8 

L=IE(J)' . .·. . 
IF(L. LE. Q•Q)GO,TO_;;AOO 
RGC ( K, LJ=RGC (.KjL)+RG(I, iJ) 



e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 

400 CONTINUE 
600 CONTINUE 
800 CONTINUE 

IF(IEJ.EQ.O)GO TO 40 
WRITE(IAE,15) 

15 FORMAT(////,' MATRIZ DE RIGIDECES GLOBAL',///) 
DO 10 I=l,NEC 
DO 20 J=l,NEC . · .. 
WRITE(IAE,30)I,J,RGC(I,J) 

30 FORMAT(lOX, 'RGC( I ,IJ,I3, I )=' ,F15. 7) 
20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
40 CALL TCHCUA(RGC,NEC) 

RETURN 
END 

SUBROUTINE VECPEC(NEC,IAD,NEF,FCC,IEJ,ID,NGL,NPN) 

OBTIENE EL VECTOR DE FUERZAS COMPLETO 
. . • o 

COMMON/EFCL/ IE ( 8) , RG ( 8, 8) , FC (8) , X(tl), Y(4 )¡~)AA 
DIMENSION FCC(NEC), ID(NGL,NPN) ,COCAIH29f O 
DATA IAL/5/, IAE/6/ .. . . . . 
READ(IAL,SOOO)COCAR 
WRITE(IAE,6000)COCAR 
READ(IAL,*)NNC,KFC 
WRITE(IAE,6100)NNC,KFC 
REWIND IAD 
CALL CEROSV(FCC,NEC) 
IF(KFC.EQ.O)GO TO 900 
DO 800 I=l,NEF 
CALL LEEDIS(IE,89,IAD) 
DO 700 KK=l,8 
KKK=IE(KK) 
IF(KKK.EQ.O)GO TO 700 
FCC(KKK)=FCC(KKKK)+FC(KK) 

700 CONTINUE 
800 CONTINUE 
900 CONTINUE 

CALL FUEXPU ( NEC, ID, FCC, NPN·, NNc;·p r········· ................... "··· ...... . 
IF(IEJ.EQ.O)RETURN 
DO 10 I=l,NEC 
WRITE(6 1 15)I,FCC(I) 
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e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

5000 FORMAT(20A4) 
6000 FORMAT(///,10X,20A4) . 
6100 FORMAT(///,lOX,'NUMERO DE NUDOS CARGADOS .= 1 ,IS,/,lOX, 

l' INDICADOR DE FUERZAS DE CUERPO =',IS,/, 15X1 'SI SE 
CONSI-DERAN =1', 2/,15X,'NO SE CONSIDERAN =0') 

15 FORMA T ( 1 o X' I FCC ( 1 
' I3 1 , ) = , 'F 15 . 7 ) 

10 CONTINUE 
RETURN 
END 

SUBROUTINE FUEXPU(NEC,ID,FCC,NPN,NNC¡NGL,F) 

FUERZAS EXTERNAS PUNTUALES 

DIMENSION ID(NGL,NPN),FCC(NEC),F(NGL) 
DATA IAL/5/,IAE/6/ ··•. 
IF(NNC.EQ.O)RETURN 
WRITE(IAE,6000) 
DO 5 O O I = 1 1 NNC 
READ(IAL,*)NC,F(l),F(2) 
WRITE(IAE,6100)NC,F(l) 1 F(2) 
DO 200 J=l,NGL 
K=ID(J,NC) 
IF(K.LE.O)GO TO 200 
FCC(K)=FCC(K)+F(J) 

200 CONTINUE 
500 CONTINUE 

6000 FORMAT(///,lOX,'CARGAS CONCENTRADAS EN LOS NUDOS',//,lOX, 
l'NO. NUDO' ,lOX, 'FX' 1 10X, 'FY') 

6100 FORMAT(lOX,I5,8X,F12.6,1X,Fl2.6) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE DESNOD(DESP;NPN~ 1 ~GLiID) 
. . . :' · . .; -,'. ' ' 

IMPRIME LOS DESPLAZAMIENTÓS.NODAL~~ DE LA ESTRUCTURA 
REFERIDOS AL SISTEMA GLOBAL. DE~. :'REF,ERENCIA. 

15 



e 
c 
c 
c 

c 

DIMENSION DESP(NPN),ID(NGL,NPN) 
DATA IAL/5/,IAE/6/ 
WRITE ( IAE, 6 000) 
DO 800 N=l,NPN 
I=ID(I,N) 
UX=O. 
IF(I.NE.O)UX=DESP(I) 
J=ID(2,N) 
UY=O. 
IF(J.NE.O)UY=DESP(J) 
WRITE(IAE,6100)N,UX,UY 

800 CONTINUE 
6000 FORMAT(lHl,/////,lOX,'DESPLAZAMIENTOS NODALES',//,lOX, 

1' NO. NODOS',10X,'DX',12X,'DY' ,/) 
6100 FORMAT(lOX,IS,8X,Fl2.9,4X,Fl2.9) 

RETURN 
END 

SUBROUTINE COXYC(XS,ET,X,Y,XYC,IR,FN,IEJ) 

C CALCULA LAS COORDENADAS DE LOS PUNTOS DE INTEGRACION DE CADA 
C ELEMENTO. 
e 

c 
e 
e 
e 

e 
e 
c 
e 

DIMENSION X(4),Y(4),XYC(4,2),FN(4) 
CALL FUFCL(FN,XS,ET,IEJ) 
IC=l 
IF(IR.EQ.4)IC=2 
IF(IR.EQ.7)IC=3 
IF(IF.EQ.10)IC=4 
XYC ( IC, 1) =X ( 1) *FN ( 1) +X ( 2) *FN ( 2) +X ( 3) *.FN ( J) +X ( 4) *FN ( 4) 
XYC(IC,2)=Y(l)*FN(l)+Y(2)*FN(2)+Y(Jr'll'.FN(3.)+Y(4)*FN(4) 
RETURN . 
END 

SUBROUTINE ESFUCL(NEF,IADB,UE,NEC,IADESF,IAD,ENP,NMA,IP) 
<' ~ ,.~~ , ••• ,.-,.·; ....... , .... , ''•'"· ,__ • - -· 

CALCULA ESFUERZOS REFERIDOS A LAS COORDENADAS GLOBALES EN 
LOS PUNTOS GAUSSIANOS Y ESFUERZOS PRINCIPALES 

COMMON/DBCL/ JE ( 8) r.DB ( 12, 8) ,XYC (A, 2) 
COMMON/EFCL/ IE ( 8), RG (B., 8) , FC ( 8) , X ( 4) , Y ( 4) , IMA 
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DIMENSION UB(B),UE(NEC),ES(48),ENP(3,NMA) 
DATA IAL/5/,IAE/6/ ' 
REWIND IAD 
REWIND IADB 
REWIND IADESF 
WRITE(IAE,6000) 
DO 800 NE=l,NEF 
CALL LEEDIS(IE,89,IAD) 
CALL LEED IS (JE, 112, IADB) 
DO 300 I=l,8 
K=JE(I) 
IF(K.GT.O)GO TO 200 
UB(I)=O. 
GO TO 300 

200 CONTINUE 
UB(I)=UE(K) 

300 CONTINUE 
50 CALL MUMAVE(DB,UB,ES,12,8) 

CALL GUADIS(ES,12,IADESF) 
IR=l 
DO 700 I=l,4 
IF(IP.EQ.O)GO TO 150 
SZZ=(ES(IR)+ES(IR+l) )*ENP(2,IMA) 

150 CONTINUE 
WRITE(IAE,6100)NE,XYC(I,1),XYC(I,2),ES(IR),ES(IR+l), 

1ES(IR+2),SZZ . • .... ·. · 
IR=I*3+1 

700 CONTINUE 
800 CONTINUE 

WRITE(IAE,6200) 
REWIND IADB 
REWIND IADESF 
DO 400 NE=l,NEF 
CALL LEEDIS(JE,112,IADB) 
CALL LEEDIS(ES,12,IADESF) 
IR=l 
DO 350 I=l,4 
CALL ESFPCL(ES(IR),SMAX,SMIN,VMAX,DIRR) 
WRITE(IAE,6300)NE,XYC(I,1),XYC(I,2),SMAX,SMIN,VMAX,DIRR 
IR=I*3+1 

350 CONTINUE 
400 CONTINUE 

RETURN 
6000 FORMAT( lHl, / //// 1·lOX·1 '·ESFUERZOS ASOCIADOS AL· SISTEMA GLOBAL' 

1///, lOX, 'ELEMENTO' ,2X, 'COORDENADAS', 7X, 'SXX' ,ax, 'SYY' ,BX, 'SXY' 
2 ax, , sz z 1 

, /, 12X, , NO. 1 
, 7 X, , X 1 

, 5X, , y, , / ) ' 
6100 FORMAT ( lOX, I 5, 5X, FS .. 2, lX 1 F5. 2, 3X, F 10. 5, lX, FlO. 5, lX, FlO. 5, lX, 

lF 10. 5) . Y : ., : , 

6200 FORMAT(lHl,/////:;''1'ox, 'ESFUERZOS y DIRECCIONES PRINCIPALES', 
1/ / /, lOX, 'ELEMENTO'i2X, 1 COORDENADAS,, 7X, , SS 1', ax, 'SS2 I, BX, 
2'VMAX' ,ax, 'DIR'·,1;12x, 'NO. 1 ,7X, 'X' ,sx, 'Y',/) .•.. 
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e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

c 

6300 FORMAT(lOX,I5,5X,F5.2,lX,F5.2,3X,Fl0;5,1X,Fl0.5, 
lX,Fl0.5,lX,Fl0.6) ·. . . . .. 

END 

SUBROUTINE MUMAVE (A, .B, C, IR:I IC) 

MULTIPLICACION DE úNii:kTRIZ PORUN .VECTOR 
··;·¡;'·. 

DIMENSION A( IR, IC ), B (IR), C ( ÍR) 
CALL CEROSV(C,IR) .. . ....... ," . 
DO 500 I=l,IR . 
DO 400 J=l,IC 
C(I)=C(I)+A(I,J)*B(J) 

400 CONTINUE 
500 CONTINUE 

RETURN 
END 

SUBROUTINE ESFPCL(ESF,SMAX,SMIN,VMAX,DIRR) 

C CALCULO DE LOS ESFUERZOS PRINCIPALES EN LOS PUNTOS GAUSSIANOS 
e 

DIMENSION ESF(3) 
Q=(ESF(l)-ESF(2))/2 
P=Q**2+ESF(3)**2 
RS=SQRT(P) 
PR=(ESF(l)+ESF(2))/2 
SMAX=PR+RS 
SMIN=PR-RS 
TU=ESF(3)/Q 
H=ATAN(TU) 
OP=H/2 
DIRR=OP*lB0/3.1415927 
VMAX=RS 
RETURN ·· ...... . 
END 

SUBROUTINE DEFOCL(NEF,NEC,lADESF,IADB,IAD,ENP,NMA,IP,IADU) 
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c 
C CALCULO DEL TENSOR DE DEFORMACIONES REFERENCIADAS A LOS EJES 
C GLOBALES Y DEFORMACIONES PRINCIPALES 
c 

c 
c 
c 
e 

c 
c 
c 

DATA IAL/5/, IAE/6/ · .. · 
COMMON /EFCL/IE(8),RG(8,8)FC(8),X(4).,Y(4),IMA 
COMMON /DBCL/JE(8) ,DB(l2,8) ,XYC(4,2) . . 
DIMENSION ES(12),TEXX(3),ENP(3,NMA) 
REWIND IAD 
REWIND IADB 
REWIND IADESF 
WRITE ( IAE, 6 O O O) 
DO 800 NE=l,NEF 
CALL LEEDIS(IE,89,IAD) 
CALL LEEDIS(JE,112,IADB). 
CALL LEEDIS(ES,12,IADESF) 
IR=l .. ·- . 
DO 700 I=l,4 
CALL TEDFCL(ES(IR),EXX,EYY 1 EXY,EZZ,IMA,ENP,NMA,IP) TEXX(l)=EXX ·· ... ·.····.. .. .. .. 
TEXX(2)=EYY 
TEXX(3)=EXY .. · ...... . 
CALL ESFPCL ( TEXX, EMAX, EMIN ,EG ,pI R) . .. . . . 
WRITE ( IAE, 6100) NE, XYC,( I /:l),XYC (I, 2J ,EXX; EYY, EXY / EZZ, EMAX, EMIN 

6100 FORMAT(lOX,IS15X,2FS.2,3X(6El0;3) 
IR=I*3+1 . : 

700 CONTINUE 
800 CONTINUE 

RETURN 
6000 FORM.A.T( lHl, / / ///, lOX, 'DEFORMACIONES UNITARIAS' 1 ///, 

110X,'ELEMENT0',2X, 'COORDENADAS',7X,'EXX',8X,'EYY',8X,'EZZ', 
28X, 'EMAX' ,ax, 'EMIN' ,/ ,12X, 'NO., ,7X, 'X' ,sx, 'Y',/) 

END 

SUBROUTINE TEDFCL(ES,EXX,EYY,EXY,EZZ,IMA,ENP,NMA,IP) 

CALCULA TENSOR DE DEFORMACIONES UNITARIAS 

DIMENSION ES(3),ENP(3,NMA) 
EXX= ( ES(l) -ENP ( 2, IMA) *ES ( 2) )/ENP (1, IMA) ....... __ , ...... ., .. ., .. , ...... . 
EYY=(ES(2)-ENP(2,IMA)*ES(l))/ENP(l,IMA) 
EXY=(l.+ENP(2,IMA)*ES(3)/ENP(l,IMA) 

19 



IF(IP.EQ.O)GO TO 100 
EZZ=O. 
RETURN 

100 CONTINUE 
EZZ=-(EXX+EYY)*ENP(2,IMA)/(1.-ENP(2,IMA)) 
RETURN 
END 

20 
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B·l FUENTBS DE ERROR. 

Las respuestas numéricas a problemas, contienen generalmente 

errores que se originan en dos áreas:. aquellos inherentes en. 

la formulaci6n m::iternática del problema y aquellos en que se 

incurre en la determinación numérica de la soluci6n. La prime

ra categoría incluye el error en que se incurre cuando la pro

posici6n me.temática del problema es únicamente una aproximación 

a la situaci6n física. Tales errores son frecuentemente despre

ciados, como en el caso de despreciar los efectos relativistas 

en los problemas de m:...~cánica clásica. Si no son despreciabl·es, 

entonces:" habrá un error significativo en el resultado, sin im..: 

pctrtar que tan exactos hayan E;?ido los cálculas numéricas. Otr.a 

fuente de errór inherente es la falta de exactitud en los datos 

físicos. Tales errores son también generalmente despreciables 

cuando son causados por la falta de exactitud en las constantes 

físicas (por ejemplo la constante de gravitación). Pero, cuando 

son el resultado de errores en los datos em~íricos, el mérito 

de una solucián calculada debe ser cuidadosamente valorado en 

funci6n de estos errores. Además, como tales errores son usual

mente casuales ~ aleatorios, su tratamiente analítico puede 

resultar completamente difícil. · 
Existe.n tres fuente· principales"::de error de c6mputo. El pri

mero, familiar a todas las 9·ersioh,a{que Usaií calculadoras de 

escritorio o ánicame:·tte páp;~1·"~}.:td.;;iiz, es el error craso .o de 
11 confusi<Sn11 • Las comnutad~f~-~·-.:~·{'g:tales hm:. reducido enorrnemen-

. ~ . ,. -. ·. . ', .• - . ~ '7"" 

te la -probabilid8.d de tales erró res, pero cm1ndo. no ~ueden ser 
-·" .-. •~'-""·'""';"1~7.,..,....:"'"''7'!trl~;"l"'.""•«•••"'....,· ... "'j"-r<!<-,-1<~~,''".~~~1-<-'<~,•,.~~~.,-,~l"'~ .. ~~-,.'",""':""'°''-.,,-"4/"''l'P<~'··«•~;.·,,•-c• ·.i·,·····•'<•v<º•'·'~':'"'º·'""·~·-'~..,,. '/f,11~~'\".-:.,,-o, .. ~.~'•'"' ,._ ., ,. •. 

realmente verificada la exactitud de une.. so.luci6n, no debe ig-. . 

norarse .la· ?Osibilidad de que ape.rezca. Sin embargo, nos inte-

rezan p~rticularmente dós fuEJ:.-1tes de error de c6nipU.to. 

" La !>~i;nera de estas fuentes está en el hech~>d:~:ho resover el 
.... ¡· ,; 

'"' ·'·' ... :,.,,, ~ .. '.·, ... ) ,: ' 

problema como fue formulado t sino obtener~ rnás.-.bieh \lna a'9roxi-
ma.ci6n del mismo. Este usualmente es cau~ad~ al. sustituir un 
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~roceso infinit~ (suma o integraci6n), o un uroceso infini

tesimal(diferenciaci6n), por una aproximaci6n finita. Como 
ejemplos podemos mencionar: 

l. El cálculo de una función elemental(por ejernnlo sen x), 
usando los primeros n términos de su desarrollo en serie infi

nita de Taylo'f'. 
2. La aproximaci6n de la integral de una funci6n por una su

ma finita de valores de una funci6n, como en la regla trapezoi

dal. 

3. La soluci6n de una ecuaci6n diferencial sUstituyendo las 
"' ',, '' .' 

derivadas por una a-proxima.ci6n de las: mismas( por ejemplo, co-
cientes de diferencias). , 5< c,,,,, · · :,: .; 

4. La soluci6n .de la ecU.aci6n< :f(:i'f~o·~~t· ef m~{dcí~: ·d{ Newten-
• ;::.-· :', ' :<. ··.:.. :,;''.';~-~/"''~:·.~~-~.::;;\').~~~:.:··::.~~ .. :~':.}j>/,;:<~~/.::.~ .. ~.··:~·. !.:: ~ -.. ._·; --~~:::·;·. ::.::~,--'. _:_')::::-;>\: '~;_/. : 

Rapshon, proc~so que e~· ge,ne.rá:J.1,·c§riv·~rgeúnicarnentej'i~~:.el lí-
mite, cÜando el 'num~r6'.':ci~':iilt~f~~cfbii~~:s~ ha.ce' in:f:i.h:i.'to~ 

·"-,, .. ·•.· .·. -··· . ·.(·::.;I;>::.·. 
·.~·>:.·:~ .... <-.-~. --'.-. - l - : .'. ~·,:: ',._" 

Denataremos. este ti :oo d,e, erróf en todas sus va.riadas formas 
. '· . . . ... ·: ... _::. ''· - .· ,: : ·,<·.'._;·_~· -: 

como error de trunca.miento,. y~ CJ.tie fresuentemente es el resul-

tado del truncamiento de un proceso infinito P?-r8..ab~erier un 
'.·,. ;, .~ :\: · .. -~ .' 

procese finito. 
..·:" 

La otra fuente de error de importancia,. es el cau:::adG> por 

el hecho de que los cálc.ulos aritmétic.:>s~asi11Ürib~-~ueden · 
llevarse a cabo con una. comuleta exs.cti tud. ~lu~hd~. !lis.m~ros . ~ . ' ' 

que tienen representacion8S deci:·:iales infinita.s, d~ben ser 

re olondeados. )fo obtante, aun s\ los datos de un :,>roblema pue

den ser. 'expresadqs p~r·representaciones decim~ües finÍ.tas, la 
di visió·ri::;;~~\a:·~··:~fntfo.du~Ir ntimeros;·a-ue ·· a.eoen ser recl:ona-éad·as y 
la multip·:i:':Ó::.~bi6n ~Üecle n~'oaú.óir m~ls números que nuedan ser 

' - .. ., .. :. . .., . . '., .. ·.- ·.. . . . .· ' . . . ' 

razom:ibieri\~'t1tt>. reten{~~~~ El error de redonda o es et :::~e e ::;t?l-- . .· ' ; - . ' " .. . . . . . - . , ' .. : 

mos intrridu~ie;,do }.6ontó ~n el ceso de los err:)res en los ele.

tos.- empJr.iq,.0,1:1.,, ..• \3_~ ... -~rro:r, .. ~le .. r:e:dondeo tiE:ne ur. c:i.r~~ctGr. caf·rnal 
que lo he.ce difícil"·'~'; tr;~~~,:·~~--.... - ......... ,,. .... "···"', ...... ~ ... ,, .. _ .. ,,.e,. .. ~ ........... _,, .. . 

B.2 D~FINICION~::.> DE,E;Rnutl. 

Las dos definiciones básicRs son: 

(1) 

'(-2) 

Valor 

Error 

exacto= va.lor e.Droxirnado + 

l~t. 1 error ·· 1 re ~ ivo= -------valor exatQ 

error. 
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B.J IDSTABILIDAD Y CO~V~rtGh~CIA. 

Se dice que ~:dste c,oriyei:-genc'ia en la aplicaai6n de un mé-

todo por aproximaciones-en 1a medida en que obtenemos las 

aproximaciones, y los errores absoluto y relativo. tienden a cero,. 

o bien, a.l ser menores o. iguales que cierta tolerancia dada, 

en caso contr?-rio exis~irá divergencia .• 

Cada una de :I~~. apr~~~máCion0s que. v&.mos;, obtenie~do son, en 

realide d, una>~~·$'~·~-~~h~<.4e n.dmero s, si,re ÓOfclamos que. un~ suce-

~i~~ · ~:;~~;·~~~X:!'~~W~!~J~i:~º!&¿~;fü:g:i:~i~·:o~ ··rir: .• ~:~·e 
La estabilidad· de los métodos numéricos ·esta íntirr.amente 

ligada con la corvere:e.ncia de l.os ·9rooios métodos yá. que en la 

medida que se tenea canve l:;eencia, . la variaci6n ent~.e:dos apro

ximaciones consecutiV2S SGrá C8d8. vez menor," 'en esá;;'óf'~·SO .se 

dice que el m~todo se comporta -esta.ble,. en ca.so 66·~~',~,~*'i? se 

tendrá la ine sta.bilid:oi:d de 1 ~étodo .- ·· · · .. ,·:.: :,:>.:;;.~:··:·:· .. :'.~.·' . 

B.4 Ptl0PAG~CI0N U~L 1!-uiOtl. 

De mucha import8ncih en.análisis numérico es la.forma. en nue 

un error en algún . ?unto' de una so~r:l,l~acü6n se 'propaga' es de-
.. ,., -.• ·.... . - .•... -·:: -·~··i:_r:?" '"·'.i::'·:"'.""·:,, ,):":· , .. ,. ~.:·"··-·~ ... ,., .-., ..... ~ •·-:-·;-.,.,.., ... ·.-.... :,"'. ·1~ ... ·~.""': ..,; •.. ~ ... ·':':'·"'"·:"•·": ':' .; ~ .. _., .. ,,?'·'.~-,,-~ ·-. :·.: --·: -· .. / ,.,, . - . . : .. ,-., ..._ : .... t··· ~ .• :·'.......... . 

cir, determinar 'si su efecto aume'nta: o disminuye al efectuar 

operEci9ne s subsig~iE:!Lt«s.':La,rt:sta·· de dos· ce.ntidr.de s. ápro.xin1e.-
. . ·;._ ... ' ..• ··· .... • . - ·,7. :-; . ' .·, . 

da.me;-tte iguelé'é e's un cáso éxtremo ( aunque l.os dos números 

teng::-:n errores' .pe'queñÓs' elierr~r ~81ati vo en l::~ diforencia 

pue d e-... se.r ... ,.gr.c.nde •.. "'Es.te ..•. ~ rr.oJ::,,,,,r,~.la t i,yo«.Er:t1.nr1..e, .... s~x:.á .. ,pr_Q.p(3.t;:;.: do .. 

uor ooeraciones ar:.t:::étic::s noEit!l!riores. . ... . .... -. 

En este imnort;.;..nt í simo e Dtudio 10 ririri;ero es encontrn.r expre-

siones 9era el error absoluto y el error r~lativo en el resul

tado de cada una de les cuatro o~ereciones aritmética~ en 

funci6n de los OIJerandos ~' sus err0res. ?osterior1.1e~1te se oro-. 

senta una. t~cnica oara deteriün8r un 1Íi:1i te al error tote.l en 

un cálculo que contenf8. un ni't:nL;ro cualq_uiera de o oere.cio nes 

aritméticas. 
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Suma 

Se tienen dos. aproximaciones,5' y~, a dos verdaderos valo

rGs, )C.. y~ ~ junto con sus errores re;::pectivos, e. y f;. ·.rendre

mos entonc_es. 

El error en la suma, que indicaremos medümte Q.:r.t-'\ , es por 

tanto. 

Resta 

De una manera semejf::nte obtenemos. 

Mu1tiplicaci6n 

En este caso se tie~e 

X..·~:. (:i + (.x) . ( ~ + e.i) 
= i:S + 'ie ~ -r ~·e.x. + e..i e." 

Suponernos que los errores son mucho más :rnquei:os que la,'.~ apro

xime.cienes, e igneroremos el producto de las errof'es;;<·:En.tonces. 

División 

Tenemos 
A - it e.x 
~ - 5' -+ e."j 

lllul tiplicEtndo e 1 de :1omi !12.d ")r 9·Jr '1/i y re of°d(.'1'\ti.ndo tJrminos .ob

tenemos. · 

. ( .l ) 
l~~/i 
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El factor que está en el paréntesis pw-:de deaarrollarse en 

serie mediante una división: 

t = ~ ~~" -( l - if + ( if )~ - . . . ) 
Efectue.ndo la mul ti plicaci6n y desnreciando todos los términos 

que contienen productos y potencias de orden suDerior al ~ri

mero de e)C.y,e~, tenemos • 

. ~ ~ _i_ + ~ -.&.t.u 
'j y g ~:a. ;J 

Por lo tanto -
t!-~, ~ -:b- ct..)C - $.;- <:'# 

~ ~-
Para un e jempl9 simple del significa.do de estas f6rmule.s, 

consid~rese la sunG de dos lo{':ari tmos de cur.1tro cifras: Com1t 

podemos su:pcmer que lo~ l<>garitmos está~n~ cÓrrectos. p.:r.;sta. la. 

cuarta cifra, sabemos ·~~e el errqf\ei1.i·j¿·~a:·~ fuio nQ :~s. m~yór 
•. ._. - . ><-- ·<.>-_.· ·· .... '_:·'.'. ... ;:.:··<~·-\·'.'·:~> :'." .:;_,'._-.-.·.-.· - :, :: ., ,', .·:.-: ¡ 

que 0.00005. El error en la ·suma::.rio::.!JÚ'ede ser mayor oue!0.0001. 

Naturalmente, no sa.ber.lO~,qúe ~~a.\t:ir1:i~:~!lde, sinQ.quiJ)O~ría 
serlo. 

Debe observarse oue rara·ve·z· conocemós ·el signo.d~ uri error. 

Por ejemplo, no se . deo~·.~'.~i9-f.~~~~,f'. .. :4«~~-~~: .. ~ll~~,.~.E9f~~~~~t~,,~iem9re 
el error y que la reste sien\-¡:¡re lo· disminuy.e ·.s:l¡11plf;'rr\é.n~e por-

que los errores se suman en la adici6n y se'.Je·s~tán''.:;~h la subs
t:-s.cci6n. Si los errores tienen signos 'd:i.t~r~~t·{~':~~·~trirá 
orecisamenté lo contrario. 

Como tenemos a.hora· ·f~r;nulas 9ar8."~la.~r."D~O·p•;;.gac.;i6n,,,de'.~··~l O S •... 

errores absolutos en le.s cuatro 09orac:C:rnes o.ritrn~tic~·'S bási

ca.s, podemos fácilmente dividir y obtener los errores relati

vos. Pa.ra la suma ,y lFl. restfJ. los resultt~d?s han sido ·re:;1c.1 .. :1od!1-

d os nara 1riostr8 r e xnlici ta mente el efecto de los erro ros en 

los o perci ndo s. 

Suma 
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Resta 

'-f•!# 
i:-i 

Mul tiplic<<.ci6n 

~X.·~ 

i:· ~ 
Divisi6n 

Cr./it e (..x. - e_, 
i/g X- 'j 

Es importante com~render claramente el sienificado de estas 

f6rmulas de uronagaci6n. Partimos de dos valores anroximad6s, 
f y ; , que contienen los ·errores ex y e.,. Les errores pueden 

. - -
ser de cualquier ti90 •. Los valores de )L. y ' pueden ser .re.sul-
tados ex-perimen:tales que/.cQ:ntinen errores inherentes ;_<·pueden 

ser el resultad9 a'e al.glin c2.lculo previo efectua~9':;~e:~f?·nte un 

nrJceso finito ·y.uor ló tanto nueden contener errore.s. oor 
' .. ,•··. ,· ···• •. ' .. •. •·"· '• _·r., '" 

truncamiento;nueden ·ser el result8do de oneracioné~·~ritméti-
~ . . .. ' . ... . - ·. 

cas previas y por lo tanto contener errores ~or r~d6ndeo. 

Ts.mbién pueden con: suma fe cilide d ser urn:i. combinación de lGs 

tres•.tipos que. se han·enumerad0. 
, ,, :··' ··-:·~· . ... 

Entonces las f6rmulas anteriores dan el error en el r·esul-

tado de cada una de las oueraciones aritméticas en funci6n de . . 

.i' ~ 'ex. y e., suponiendo que n·'J hay error nor redondeo. en la 

o~eraci6n. Si como acurre con frecuencia queremos saber ahora 

comQ> ·se · -orouaP-a.··e·l:· error,, .. en .este .. ;ro sul t~,,do .. e. otras 01Jers ciones 
1. ~ '·; '· .• ·:~·"''"''' .,,. ···'"'"«·~~-·-,- ·"-····-···"'· '"j···' 

ari trnétic8s, debemos agreg8.r exolici t?mente el error nor re

d onde o. 

La situRci6~ anterior ouede aclararse can un ejmnlo. Sun6n

gase que emoeza!:10S une .c:>mput·.=1ci6n con tres cantidades,:><.., C;j 

y 2, y por simrilicidsd snnonc2:1os aue son exact8s, es decir, 

que no tienen errores de 11inruna clase. Sunóngase que calcula-

:nos. 

lL = ( x.+ ~ ) • z 
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Por lc:i. forma en que se escribio l,a expresión, debe efectuarse 

nrirnero la suma. Se supuso que ambos operandos no tien,~n err•or, 

así que error propaggdo por la. suma es cera; sin embargo,,, al 

efectuar ésta se introauce un error nor redondeo.;E;~'-tet efror 
~ . ' . ... . . ·---~ .. . .. . . ' . ~ ... ' 

uor redondeo puede considerarse como un error inhefent·e e'n 'la 
... - .. ' ..... . : ' .·· 

suma cuando procedemos ;;1. e jec u-t:;;;r la mul tiplicaci6n. Si acor

d:·mos ll::imar e-"+~ al er·ror total en la. suma, , incluyendo_ cua1. 

quier error ~ropag3d~ J el red~nde1, se tierie: 

1 
.. ~ S'• , .... -'t. .-.)!.;: ~ 1 ~ "' 
x.+ ~ 

que es' s:i.m-:,ilemente el límite en el error por redondeo en.· cu9l

quier oper2cidn aritm~tica, suponi8ndo siempre redondeo sim~
trico. Nuevamente estc~os suponiendo una computadora en la 

que los númenos de nttnto flotante tiene una r:iarte fre.cciona

ria. que conste de t. diEi~os decimeles~ 
Sabemos que el. error r.~1ativo en un '1rodu9to es la; surna. de 

los errores relafivr)s cie los dos fHcto res,> mas ~l error por 

redondeo que "s,e,'\~aduce en h1. mul tiplicaci6n. Como resul tzdo 

de la mu.l ti !llicE: ci6n U , es nuestra aoroximación a 1.l, 

nodemos escribir. 

ez.t - ex.+ :i + 42.:E._ + '°' -:z¡- - .x.r9 z 

en núe ~Z/i. es el error ri::·htivo en 2, yl",...,es el error '.JOr 

redondeo e.!'.1 la multi."lic:-::ci6n. ,:_:0::18 su.,..,us.i."102 nulo el error en 

Z, y como 

1~1 = \ ~~; + r., \ ~ 1 ;;~'~ \ +- l r'" \ 
la igueld2d se cum1le siex~y(::c+~) y 't'm tien8 uirno~ igLw.leo, y 

la deaieu8ldnd si tien~ siz~os dif8rentes.) ¿ntonces tene~os. 

t -"t \ ~ l s '5. 1 o- + 5. 1 o 

-"t-+ \ 
\ ~\.\. \ f ii, • \() Que es e 1 límite· de 1 error absiuto • 
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B GrlAFIC.i-iS D~. PROO.i!iSOS • • 5 . 

Tenemos eX:Qp,e·~iorie s qUe ri.os. permitéri conocer la·· 9r?pag2.ci6n 

de l:rn err_ores .c1üe existen, en los .. ope:randos 'de lás.·9!Jer1:1.cione s 
a:r:i tmética.s, ·y vimos en un. ejemplo·I~ ml'.1nera a·e d~/e~min;~r el 

error total en una computación. Nec0~i'Ganlos ahora ~na forma 

más conveniente de· manejar el -:;n·ob.l~ma de l~ propag1:1.ci6n de 
·~·;::, 

los errores en el c~lculo com-:ile~'ci;t.2,:: ... . ....... · 

Una gráfica de procesos eo·\.~ii~~j9~~'&~~~:~h~~ción gráfica de 

la secuencia eri la que ·se.~e'.f.e.dt~~n5.E~~.~.1 ;().pe~aciones ari.tm~ticas 
en un:?. comput2ci6n de :narie:ra.·'a~~··;/~~'~;:f'~.c:i.i dete:rminéf .el error 

.,:·º-.:--· _~, '~-·-.-~-;~_;·;;·;:··'..\·~/'_ -··,: - . - .·_,, ·:-,<-·-

total en el resu.ltedo final. EL.método tar:ibién facilita::deter-
.·_. ,_:· •••• ·< • • --- ". • ' • • • ·- ,. 

minar la CO't\tribuci6n al error tOta1. de un error cuc?..laiJ.iE:rs. ,_• . 

en cua.lquier lugar d·e la secuencia. . .·. . ... 

La figura.B.5.1.·es la gr~fica de proc~:sbJ4eJ·ej~tritJi6 .de la 
.': : . ;· .•:;·•.·<.-.... ' ,·. . -- . -.·.·". _".'>···">··<_,_;.,._ ... .,. __ .. ·:,_-~- .'·.··."·:·-~·.··:·-;~-.·, .. :·· ., 

secci6r1·'pré~Céd.~rit~, .U.:: (x+'3} • z·····~:.:·Uiü1:-··g·~1áJ~ic~(f.d'.e,~ .. :prO'ceso de be 

leerse,.:·_de>;~.~~;·~,~:;;~~~c~E~···~rri ba, s~·~~~·t:~{c\~fJ~!:~·:;~.:!:J:i~~1{~~;j······Primero 
se efectúan "€0a'oá<Iás ouer?cioné s· éh¿>uri':riiVéT'horizontc:.l da.do, 

des11ué~ tod~s:>i'::1.s ore;8cione~1 ·. deJ:''.hi:~é:(:~"u9erior si-e:uiente, y 

así suce.s:ivarúentti; En este. figure.· ~H3 ve ex'9líci te.mente que la 
-.· - ·- ' . - : - . 

suma. de X--: y.·~·se:~fectúa. primey-o,·:y. que. el.resultado se mul-
• . _; \ ~;·.: . ' . > .. -, :.' _·;· ,._ ;,·._, ' ' _ .. _ .. '. ,, . .· , .. ,._ . '< : . ' < . ' 

;;~ ~~~:-
ti f i c á ci cni:: s a cada unr~ de las flech8 s, .de :ac\1e·rao con .las 

re r:;lasc .. siguie.nte.s , ... _.Da.ra .. '"iriq,i,e:.a,r~.;.l~~~.~~ll.~X~\,.;.~.~.~\l,~" .. ~~~--2.r._::Q.11.?·g§D •. 

Suma 

Considérese que las dos fle chr-! s que lle[:?.n a un círculo d.e 

adición provienen de dos círculos cuyos r~svlt~doP ~on ü, y 

<ll.1 {E~t'i>s,"result:::.d:..1s"pur:rlen en efecto· ser el reoult~~do de 

otrL:i.s o·!eracioneG, o puE:den ser fü.:.tos cie entrsde. como en nues-

tro ca.so.) La, flec1·,n. (!fü: va de~. a~ con 18. etiqueta <lt/(.~ 1 +Q.~) 
y la flecha. que VI:' de 0.L a e con la etiqueta flt./(q,+Qi). 
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Rest8. · 

Si la ouera.ci6n 
~ ' > ·, '. es Cl1- Qi • 18 s fle ch<?.s correspondientes pue-

den ident:i..fj}cs.rse c orno ª'/(«i-q.z) y - •.a/ t C.\, - qi.) . 

• ,.. ,'·/<,, ·,, · •• 

Mul ti nlic~ci'ol1 ... _. •' ,· 

Las dos :r'iechss que conducen a una. multiplicación llevan la 

identificad16ri +l •. 

Divisi6n> · 

Si _'la.''li'l~i~f6n es Qr/Q~ 1 la. fl~cha.qu~ va de a, a ~ se iden

tifica cb:fl .. +l, ·Y le flech8 que va de G¡ a flJ lleva la identi

ficaci.6ri · •· ·~1. 
El ebjeto ·de todo esto a ;iarE:· ce en la. rPgla siguiente: El error 

relativo: en el ·resultado de CU8lquier O'.'Jeraci6n (circ{lio) apa-
, '·. . ; . ..,;· ·- .. 

rece· en el v-esul~éldo de la siguiente o~ere.ci6#'dnu~tipl:ic~ndo 
p~r el. térmi~to q~e-·id~ntific8 la flech2;.·~:Ú."e"ár1~;)~~bK·~~\¿o~eracio-

I •. , , : - , --.'·, ··;·' .' , '. • ~ '.., ) ' '· , . \: ~·, 

nes. 

Per ejemplo, considérese la fifüra :BL5.2 ··, quí/~s· i&.uc-:1 2, Ja 

fifura B ~5 .1. pero con las flechas ·debÍde.mente ia~~tificad8s. 
Su~onge.mos <ahor8. oue 18.s tres ... ce.ntidt"d<=.s de la figura B .5 .2 

:, ,· .·, ·.:·: .. /·. ·\ '.' •• , .. .:· - •• -· ,::· .::_ :, •• ·' ,· .:: ... : •••. ,- r : , ~;. : r I 

tiene erro,!'.!=;~ i?lhe_rentes re~étt~;T.ºº. po.r :r-ed.Qnde.o llélme.dos ~i, -"'I, 
e Á:i. , ···y ·veam:o:~:.: .. c'óiijb "Éié" ápii"cTt::r~~·re·gta;"·--q·o.:r.ist'd.~z,:es~ ·?rimer9men-

te la suma.: lrenemos un e~:·oi· tt:.;lati~9:.A.;i'é'n·;lk:'.c~ntidr1.d X; éste 

aº-:iare ce en. e 1 r~i s{üt~:d Q .. de <r;.·· ~ ~e~n ói6ri~'~i~~ité'Ji_cii\~\(l~ . su:::a) 
• . , ::··_, . - .. .. ;,-:.<:,,r_·.,. .... ,;"'·"~·-. ·'·-·':<·:.:·":-;·;!."";·'·~···,':!'. . . 

multiplic8.ndo por. el térrriino que identific0 la fleche. que une 

© con E9 : . 

Hc~os omitido l8s barras en xy en~, nero sobrentendemos 

que ~stas son e~roximadamente iguales a los valores verdaderos. 

De le. misma manera, el error en ~,.i.!I, 3'.":r-rece en el resultado 

de la o~eraci6n sifuiente rnulti~lic~ao ~ar el término nue 
identific:: lFJ. flecha que une@ con~: 
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Hay finalmente un error por redonde~ en la suma, al que 

llamemos G, y el error relativo total en el ~esultado de la 

adición es 

La regla ~uece a~lic9rse 9hora a la multi~lic2ci6n. Uno de 

los f8.ctores es le. suma. de .x.. y ~ , que tiene un error que se 

ace.ba ~e indic:.-r; éste auerece como error in!leI'ente en el re_ 

su~ t a4p.),~:~;").a, ·mu.l ~ i ~l i c ~'. ~ i ~n,. ,~:~":f~g~::s.i;iI~:~:IB.tt~~'i.1~·~r:i~, .. ~ul ti-
p 11 cando. por >+l. r;l error inherente_:ppr"!iredonde.o.'.,en z, ;.(..'l., apa-

. ', :·.:-. -. '~ ._ .: ... · -- :, : :. -.. ----~-:.-~'.· ;.::-}f;_~/-~;;~:/::~:?d~f;~f?:~::) ~<~-:.:::)f~-~-·:~::} '.t~_:'.:.:·1:~~;>:; ':'.~ ·. '.: .. : -. 
rece ei'Le.1 resul tE<do de la multiplic,aci.~n: 'multfjllfcando\o 

• ' • -- - • ,_. - - '. ~- - ~,,,.•• ' ' - ' - - ,. -· ;. ' e 

tambi~li'por ·+l. La multiplicacidnj;endrá u~ error por redonceo 

que llamámos 1i y el erroº~ tGtal desptlés de efectuar le. multi

plicaci6n, que es el error. tota.l en u. , es 

e-' = x. ..L::x.· J.+ 'J · A.'J ·-J.+ r,·.1+Az .. f + r~ 
'll X.. + ~ . .:X. i- !1 

Si todos los reEiultr·dos está"n car.rectamente. redondeados (de 

a.cuerdo c0n el m~todo de redondee cQnvenido), Ninguno de los 

errores por redondeo será mayQr que 5110-1:. • Entonces tene~~s. 

ITI ~ ( l ":q l -r-1 }+~ 1+ 3 > s • io-L 

Si tanto X. como H no son neg2tivos, entonces: 

no puede ser maygr que 1, y finalmente tenernos 



Fi 9 . ·s.s.i 

'U=(:t+8)·1 

- 141 -

~.t:t'2'd 
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' .. 

B.6 CrlITBdIOS D~ CONV~rtGBNCIA. 

Las funciones de forma supuestas reduceh los infinitos gra

dos _de libertad del sistema con lo que es posible que nunca .. 
obtengamos el verde de ro valor rnÍnirno de la energía('para l:l>S 

diferentes cesos estudiados), independientemehte de lo tupida 
... "' 

que sea la subdivis~6n .• Pars. a.s.eeur'.ar la ... c.o~yergencia hacia el 

resultado corrécto h~n.· de cumplirse d.etef~:i.f1e.das condiciones. 
Po.r e jempl~ ~s.cbvio que una ftmci6n·dri d~·~plkzamientt. ha de 

ser capaz. a.~: 're';f'~~~~te.r la dis,t;i'b'&:di'<fo'· iee.], de loé desplaza-
' - ,··' . - ¡'. 

mientes tan aproxi1nad~mente como sea -posible. Veremos que esto 

no ocurre cuancfo las funcionés que hayamos elegido see.n tales 

que se produzcan def~r:i1::iciónes ·eh algún elemente cuando éste 

se someta a los desplazamientos.propios de un cuerpo rígido. 

Así pues, ~i primer cri terfG qJe·'ÜHa. fundió~· de déspÍazamien-
tos aeb~ .satrs:face.r' es. et ·~·fg:L~i~n·t~::. · . . . - . .. :':, '. 

Criterio i 6 
.e ~r~~a' f~~ción de: de splaze.miento debe ~legirse de 

tal mane~n qtÚi. nO permit~ defo~¡naciones de· un eiefoehto cuando 

los desolazami~ntos nodales se deban a un desplaz&miento del 
.. '• •• 4' 

conjunto como cuerpo rígid~. 

Esta condici6n, evidente vor. sí misma, p\.uide V.1oiárse fácil-
mente si se.· ~~~i~~·ri ~·i:~·fto·~··tipo~. d~·:: i'Jr16ió)ie·~;·;· :~:8·i:~'··e:~o!tsigUien-
te' ha de ponerse" cuidado al elegir las funciones d,e; desrlaza-

mientes. 
.. :··: . ' : ~ 

Iln segundo criterio se deriva de los mismos re.zonamientos 

ant er.iore.s.,.,Es ... e.vicien:te. ,qµ,e, ... a .. m:e.dida,, .. <ru,~ .J<>, $.e :l_e,.me,n~.9,ª···se, )J..E.!:-: ..... , .,. 

'e;1 más pequ'eños tanto más pre!valecerán en ellos condici,2 

~es de deformaci6n constante. Si de hecha existen dichas condi

ci~ne s, será pues C·)nvenien te, escoger el tamaño de los ele

mentos que las revroduzcan execta~ante, para conseguir UA.buen 

gradi.de anroximaci6n •. ~e pueden encontrar funciones qu~ satis-. . .. ~ ·• . . ' 

fagan ~l .Pri!!le·~ cr.~terio, pero que requieran al mismo tie1npo 

que las defor~naciones varíen dentro del elemento, aun cuando 

los de S'?lazamientos ·nodPh~ a Gean campa ti bles con un e st~do de 
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defor:naciones constantes. Dichas funciones. no convergen bien 

en general hacia la solución ,exa.cta Y: no .P~~lien, ni en el 
límite re[Jresentar la.distribucr6~~~rdaderade defC>rmaciones 

' ' - . • . ' ' e ~ ':;_ ' '.' . ' . ' ; '' ' • • 

Así pues, el segündo,c~~t~rio se puede formular como sigue: 
o- .·... ::;:-., .. · .. :.·:: :· .. :·,. . 

Criterio 2 • Toda·. fünci:6n de desnlaza.mientos tiene que ser 

-tal que si loé d·~~pi~zamientos nodales son com~atibles con 
- ,·.: ··.,·.-.·, ;::··, .. . ; . . . 

Un estád?. ,del;,hª~·f,?_p:riG.ci~n. constante, se o~:tenga. realmente 

dicho.e~t,i.~:á·&~}\~"~s:~:~fd~~:~:~ión. constante .<:.~9<j;;'>~.:;~:···. ·. ·· .. · •: ¡' 
,::·>.~':.::~?<:-,;:.::·\·~i::/:;';.i/(:.:'':"'.-_. •' .... ' 

s 0·. 'fia·~·~~·;to~s..~:r~'a.·~'.º ·.··.··q ~~/:~~:~:.~.R.~f.~,~~:~~.iJ~+~~~$~i~~j~~~(.~~~~i~·~-g~:~ las-
c o nc1 i c i o ne s~/e-xigíd8:s ·p,or. el.·Crit"é·rro·a:i.-:y~·;'.)qíiéf-lc>'s·/_des~:Laza-
miento~ .· 'cie~irí :cuerpo. ·rí{f~d6:'.;:~·oi~;:·'f'~:~-~~··,9:8.xf%1'k~Í~fe~i~l~·~dkf orma-

ci6n constante .. nula. Este :c~it~~i·ó.<:fue· ~~f~b·Í)c:i.do ~riginal-
. :·.· . . l'.7 . :· . '. '; :· .... ,,.-;"'.•;., '.• :· .•. :":·::.-:•·:•" .... . . -. 

mente por Bazeley y otr<~§ yn 1965;;; Estrictamente, ambos cri-
terios s61-o necesita~ ~ei. ·~a:tisi¿'6fi()~. e~ ~J.. límite. cue.ndo e 1 . ' ' .·. . ·.:· .• .' . . ~ - ' - . '.' . . "'", ~· 

. - ... . ·.: .... _\'.'/?'''.:_."''.:. 1~_'.~··:\;~-::_'.,Í-l' .. --.. \!"'~:':'-:· ' ' 

tamaño del elemento. ti.~Jiq(t}.~::ce;!'o··~.·sin embarg·o, al im:-rnner es-
tos cri te::rios. á é1i:r10rtto~':~'d:'~i··t'~1uY~ñbs finito se alce.nza bu~~ 
grado. de preci~i6n. < .;~(<'' .>., 

Finálmente, se ha. supuest'() que 'la contribuci6n del trabe.jo 

realizado en los contornos de se '.JG.r~~·.ci6n entre elerr,entos al 

trabajo virtue.l tot2.l es nulo. ?or consiguiente, para asegu

rarno. s· qU.~:.z~e·: .. c~~ple. está condici6n es necesario incluir el 
·' criterio {~~'éui.eht&: · ... '" · 

Crit~·rf§·.',iJ·3::·r .. ~Las funciones de des'!l8zamie~1tt>s c.ieben elegir
sé de:·~4~rie·;~~\1Je h·! s def or~ne cione s q•;.e se -c;Jrodu~en .en los 

lírr.itE:~·de ... ~e!Jar·,1ci6n entre elementcs sea.n fiúitas • 
..... ¡...~ ..... ;.,..,,,.,,,_ . .,,_., ~'·-·--; ....... ,.,. ~. '· - •• 

Este cr:Lt8rLo implice: 11?. continu.id;.d 'ci'~"'i'~~'"a~·;0Ia'zsrr~Ieritos 
entre eiement;s •. Si laS deformriciones se definen medie.nte las 
derivada~ prin\era.s·, ;como. en el e jemnlo de elltsticit.ia.cJ plana 

cit~do aqu~'-~~J..o .. deber~n ser continuos los des:·~10.ze.mier1tos. 
No obstante, 's:(.(!~::10 ocurre en los rroblem::.s de nl8cas y lá

minris, l~s d~for~;ciihes se definün mediente las deriv0das 

segunfü'1s de los po \os , deberB.n ser ta:Hbién continuas las 

derivadas primerús de ó'stE~s. 
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i'ilate1~6.ticamerite:, los criterios antE•ríore s for1c,c:;n parte del 

enunciado. d·e · "fu~cional comnleto"; la discusión m::•.temática de-
•. 1,,.!, ··:;' ' ' • - ' 

be buscarsd en otros luge.res. La demostra.ci:5n "heurística" de 

la.s con<liciones de convergencia ofrecida aqui es sU.f'iC':i~nte a 

efectos práctic~.JS, con exepci6n de los ca.sos más pato~ógicos 

Error de.· discretizaci6n e :índices de convergencia. 

En lo \jj_~l10 a.nteriofll!ente he::tos admitido qü& la .,prolCimaci6n 
a los ~fi~:J;i~'za~ieflt'b~ re riresenta.da nor la. ecmición : : · .•·.· 

u x~~Í} ;~{a>~~~, ~J ••. :1 l~l · ~•Ck~ · •·.. <B .6.1J 

nos proporciona la solución exacta en el caso límite, si el ta-

maño h de los elementns se va haciend.J ce.da vez más peque-
, . . 

ño. Los argumentos t1are. ello son s~ncillos:, puesto que el desa-

rrollo es C8.paz de re producir en el l:Gnite cJalquier distribu

ción de de spla.ze.r::ient os concebí ble. dentro del continuo, y ade-

más como la solución de cada a'.1roximaci6n es única., aquél debe 

proporcionar én el lírni te,· c:..-..ando h-taO, la solución exacta. Y 

lo cierto es que e11 algu~os casos, dicha soluci6n exacta puede 

alcr.nzarse· con un número .. .finito de subdivisiones( o. incluso con . ·' . : " - ,.. ' : ' -. 

un sólo elemento°); si e1 d~sarrollo polinómico utiliz~áo. para. ese 
' .,.,, '. . '•' ·.·· 

elemento _puede ;8.j1;.stars.e'.. exs.ctambnte a 1::,. soluci6.n c0Tr12cta. 
. ' . . .. ' ". , ' ':·~- . ;' . . .. . .... 

Así por· eje:aplo~ Si lá s .. oluci6n exacta e~ un poliriorfiio d_e se-

gu_;1!}0 grado y lB.s fÚLLciones de for:ri::i. incluyen todos los poli
nom¡·~~-°'''d·;····~·se· :f~racro .. ;"li:r .. ·8uroxi!1<aci6n"nos oro no:ccionar2. la solu-
ción e xac te,. . · ·····'""···,,~~~ ...... ,."';: ... ,...,. ........ ,~ ..... ", .. ", ...... , ........... . 

Est•3 liltín.o aruu::;anto DUE:de ayudo.rnos a dctorminar el [!"~.do 

de convcrf;encín. del rr.étodo de los· e lemer,t.os finitos, puesto que 

la soluci6n exacta pu~de siumnrc desarroilarse en serie ~olino-
- ·,' .. 

mica en las nroximidade~ de cu~ lquie~ nod~ Á • 

.. " .. (B.6.2) 
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Si en .. el interior de un elemento ae 11 tamañó1 h se emolea un de

sarrollo ~olih6inico 'de grado p, éste podrá ajustcr~e localrr.en
te al de~arr~ilo de Taylor hasta dicho gre.do y, como X. e ':f son 
del orde~ de magnitud de h, el error en 1L·será del orden O(hH1). 

Así, por ejemplo, en el problema de elásticidad plana ~iscutido 

anteriormente hemos empleadoun·desarrollo ¡ineal y p:l; por 

consiguiente debemos esperar;·Uri gr~do de convergencia del or

den de O(h"'), lo. cllal imvÍic~ ·aU.e' ei: error ~~11os desDlazamien

t os se reducirá a 1/4 .si el. ta;?;flo de los E,llementos d,.~.'. .. ie. malla 
' • • ' • - • • ' • '. ' • • .',' - ' >' • - • ·- - ; '• "" ;, •' .- • • ~--' '"'. : ; ··' /~.: ::'·'., :.:.~ .: 

se reduce a la mitad. · ····· ,,, ~~,:1:"~' 

Mediante un .. argumento similar, 1~1s deformaciones(o'r·~f~. tensio

nes) que Viene·n dadas ?Or le.s derivadas m-és:Í.m~s de' io'~ despla

zamientos, convergerían con un error de O(hP+i-°); y ·<;ara. m=l en 

el ejemplo anterior, tendríamos que el error de convergencia se

ría O(h). La energía de dE~fo¡>maci6n que vie~e d;da por el cue.dra
do de las te!1~:ione s exhibirá U:n error de O{h'-!P+l~•)l u O (h~) para 
el ejemplo d~. ~tensión· ·t1ian:k.-' . . . . 

Desde. el punto de vista ::natemático' e st,os ·argumentos pueden 
parecer qµizá banalidades "heurísticas''; sin embnrgo, son cier

tos y p'roporcionar correctamente el gra.do d~ convergencia.. Fre

cuent¿mehte ... ,:.se ha. desarrollEdÓ anális:Í.s matemático mucho más 

rJrorUria.o : rlo s61o para det~rmi"n"ii'ft'er grr•d@ de convergen.9i.f:i.sino 

también nara establecer el iím:Cte. suoerior del error.Nin;;:uno de ,, .. ' . -· -
ellos há resultado h::ista ho~/ especial::'.ente útil, ya que· general-

)\ . . . . . . 

;nente vienen ex'Jresados en fu:nci6n de ca·ntidades .• ciesconocide.s 

a p.riorf~'"t,iás'-aún·, ·· 1a .. ,.·sitnple,_,d,,~.:t;,.ei,r:~~~t:lªci 6n del grado de conver-
.. gencia bo.ste. a menudo -9ara extrapolar i;.""8~oEi'"é"f6n.;_ha.sta·,·el,re

sultBdo correcto. As~ ~ar ejempio, si los desplazamiento~ con

vergen con O(h:i..) y teiÍemos doB soluciones ~nr:>xir:iadas 1.l.
1 y 1.l;t 

obtenidas 'con mall:;.s de tamañ,os h y h/2/podemos escribir, sien

do U. la soluciÓ~ éxa.ctá. 

(B.6.3) 
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y de esta ecuaci6n podernos predecir una·soluci6n ca.si exacta 

para V. • Tal _13xtra ·polaci6n fue introducide. originalmente por 
ti-::.:.:: .. ·:_._ . . :::- ... • .. ·. . .... · .... _.'···; .·. . . ,• , 

Richarson y•esode· gran utilidad· .. si la c·onvergencia. es monóto-
, \' .. ': ·. ·:·· ' ·. · .. 

na. 
,;. ,:·; .'·' 

El discretizaci6n no' es, el Uri:i.co posible en los cál-

culos p~r elementos finito~. Ader:ufa de. los errores obvios que se 

pueden producir cuando se manejan computadoras, los debidos al 

redonde,o ·son' siempre posibles( vea secci6n B .l). Como la comput~ 

dora ·Operi3, .don ntl.rneros redondeados a un número finito de dígi

tos, ·cad~' vez que. tenga lugar una sustraa:i.6n de dos números 
' ••• ~ •, •· .,,._ ' . • '• I· < 

parecifos sé producirá una disminución del grado de precisidn. 

En los procesos de resolución de siste1n2.s de ecuaciones son ne

cesarias muchas sust1·acdones y la precisi6n disminuye. 1.rambi4n 

se incluye aquí los problt!;:i.:-,,s de condicionamientt de la matriz 

y cuana o se e¡nplee e 1 método de'· los elementos finitos se deberá 

ser conciente en todo mo.:~ento de:_:las.l:Í.ini taciones de nrecisi6n . . ... ,. ...... ,. ........ _, .. ··. . 
que impiden alcanzer l~. soll.léf'6~·/e~ac'tá;• . .' Afortunadamente, con 

los orocesadlires mo.dern1)s, .~U.e,'hdmiten un g~an riúm_ero de cifras 
. ·. ', .. · ... · ... , . "' 

significativa~, est~s errores con frecuenci~ son pequefios~ 

in la secci6n siguiente mostraremos qué los procedirnientes 

desarrollado•S en éste no son sino un: C8.~·~.(;.~~~:?:~:~,~~~:dde discre-
t i za'c i6n no r ··e_ leme nt ü.s .f init o·s r a oli c2.do:.;.a~+1as·~hfouac iones de 
eq~iJ\b~1·-~··:~·J~··:·~obiern~niun siste:·aa, ~e'a ~st~; Jri''6a.·~110 ce de sula-

. zami~nto ,•~n CB-~pO de' pdt'encial eicfotrfco: O;.;n carnno de car{{a 
. . '~ . . . . . , ,. . " . ' ·; ... · . 

hidráulica., e!itre ot.ros~, / 

G~llA.d.aLl i.J.ttC·I üi·~~~~·lJl!;"··-···:·.ú0'ti~~<crtI·r~ttI'O~·· i'. ·' ·~··-··~······· .• ,~''·''' .. , . 

El ·¡-iroble:na que tafütvía no hen1os pla~1teado es el del grado de 

bond::::.d dé la aaroxir:-1::.:•ción ,y cómo poder:1os mejorarla. siste;nática

mente nar2 acercarnos m~s a la sol~ci~n execta. La primera ?re-., ' 

gunta es casi ifllposi ble' de contestar y -presupone el. conoci:nien

to de la. solución execta. La secu;9a es :nás raci~;nrü ,y \J'.tede 

contestarse si co•:-isider~:1:í1os al."'Ún urocedirniento sistemJtico se:...: 
gún el cual pueda su11onf:rse qu~ tiene lugar el aUi.1~1nto del ntimero 
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' 
de parámetros ~ en la expresi6n general siguiente • .,. 

11 = ¿ t-\;.O.;.. 
A.:i 

.. (B.7.1) 

Hemos empleado funciones definidas localmente, siendo éstas 

fµ..Yldamentales en el análisis medümte, elementos finitos. En este 

caso, hemos supuesto tácito.mente que se o~.tiene óonveipgencia al 

disminuir el tamaño de los elementos, ·x p~Íicc~n~:i.gÜi.ente al in

crementar el número de __ .oaráme.tr;ps .. nodales)~{ ~.s -~:~\.~-.t.ipo de 
convergencia ia que 'riós''fniporta~···Evidé!ltement'é'',· ·te.fiem·os.··que de

terminar ahora: a) qu,e 'af 8.um~nt·a~ el mirhero. de e·f~rne."!1.'tO·s, se 

puede aproximar las funciones :i.nc6gnitas tanto c~~~:·s,~~ desee y 

b) de qué forma disminuye el error con el ta.maño h·ti,e las sub

divisiones del doinini.o (h -podría ser aquí alguna _de ·las dimen

siones más características de un element~) •. ' · 

El primer problema· se refiere a estudiar si el a}~~rrollo es 

com!>leto ( en e.l sentido· .de .los términos. ~ue · ~t)ntt~.r:ie ). , y aquí 
. ,. ', .,, •... ·- . . ' .... ·'' 

supondremosé'que toda~:'.~as funciones de ;)rüeJ1~_Sean/polinomios. 
Si en cua~qi:iiera de -Í~s'tér~inos del '.)rincipio variacional 

que modele .nµestró pro.blema, a;,Jarecen derive.das de orden m, se
rá evide.nteÍn~n."te ·neces~ri~; p~1ra obtener . en el límite dicho 

valor .. ,c}h's.,i;~~i~';'.;v~qué-·~?-·c,o·o.i.inomio definido locB.Lnenté se8. al 

meno s;·de _g~~A? ... m.· 
Dirernos .?ú.é,~'que una c:mdici6n ne ceso.ria para que el desarro

llo sea co11iÍe~gente' es' el criterio de desarrollo com~leto; si 

en la expresión integral a'.)arecen deriv['das m-ési,mas, ha de ser 
a 1 c~ñ'~·a b'ié'''un'"'V:aI,1 r·· c~o'n'8'fa'ñt"e'·; ""éñ: .. e-r·'¿ o riiTffió' ·a e i · e1é me n t ·') , ·· '9ara 

lo derivada m~ésit::a cuándo el t·':ma?ío del ele:-¡1ento tie11da a cero. 

Este criterio se sntisf8ce automáticamente si los ~olinomios 

que anarecen en la f~nci6n d~ f~r~a·~ son co~9leto hasta el gra

do m-ésimo. 

Si el grado de un oolino:::io cornhleto em9leado e~ el dosarroll.o 

medie.nte elementoH fini to8 es p~ m, podrá ~.verie:ui:~rse el orden 

de convergencia obscrvi?.nclo la anroxi;naci6n con lo. cur.11 dicl:•J 

polinomio puede seguir el desar!·ol lo c.;·1 serie de Taylor local 
de lá incógnita U. ~-
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Evidentemente, el orden del error será;.simnlemente O(ht>+\ ) 

puesto .. qtl-e s61.o. po~~mo.~/ ~b~~r:er: .. 9.orr~c.t:a.·!JÍ·~~t.e t~rm~·n?.s..:ru:st'a 
,, .. ~,·,,,,.~ ,. :',; .::.·, ... \·: .• ~ .. ·:-~: .• ~· ,'·:· .· ;'~;>. ·:.-·;.::-:: -,.;.;·.,·;: •. -

un grado .-p·~ ·· •.:,.· •. ,··· •"•~·:~·· ·• ·.-r·.• {( .. :·,... ,/.'';_,,•:··" · 

. El e ~nocimie•rit;d dél -ord'én'.~'de >6orlv~rge'l1El~~.·.e''s de '.gr~iri ajuda 

para averiguar .Ta borld.acl :dé '1a. ·~p~6xi~~~i6n cuando ~~ e.studii:m 

diferentes mc.lla.s de tamaños de.ere cientes. 
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A. P-E N D I e E e 

F U N C I O N ~ ~ u ~ F O tl M A, A. L G U ~ ~ ~ 

FA~ILIAS G~NEtlAL~~ D~ CONTINUI_ 

J.) A J.J Go • 



FUNCION.c.8 D~ Fürti~iA, 

aLGUNAS F.AlJiILIAS G.8N~fui.US 

DE CUNTI~UIVAD Oo 

C.l Intoducci6n. 
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Se verá más adelante que en realidad es ~osible programar 

un procesador para q~e procese· :µna, gran· ve.riedad de problemas 

especificando solamente las f\fu~i,ori:es:d_e: forma.- La efecci6n de 

ést2.s es, sin embargó ;-uii·:ptu{~--~~1r~~i--~1le.::'·9~·ha de:.a:-pltcar el in-
.• ' .~.,., :·-'"·:.:·,::'.~ ~:~·--~-.,;'.;·,~,';~ _'!,·~ •. :~'.' 1;,::_(~:.~'.~~:·:.f.~~:<fi~~'.~l'.?!~::.7:.:_v~~: .'.· ·.:'-:.'-:.~:::·:-.t·'".; "-· ·- ,, ·> •. ~."'. "'· . ., ::···:· ;·.'.·;;:-:1~:': .: , :º .··:.: . 

genio y en el que el factor' humárl.f>\:_es 'Primordial. Eh este apén-
dice se présent~n ai-~Jti~~:---~e~-X~:·~":,·'~a~a g~neraT distfritas fami-

lias de elementos uni, bi; y 1~idiffiensional~s 

La~ funciones de for:n8. que se utilizar(tn al fQrmular los pro

bleme.s de elasticidad por el m~t_odo de los desplazamientos te

nían que satisfacer lo~ 'crit~rios de convergencia· ~stablecidos 

en el anex~ anterior.~ecci6n B.~ : 

a) Las incógnitas han.de presentar continuidad entre eler.ien

tos ( e sea, no se reqtdere la continuidE·.d de 12.s derivé. .. das 

primerss), o continuidad Co. 

b) La. función-ha_ d.e ·permitir: ,18, representaci6n de cualquier 
" • . ;,. : : "-' í~ \• ·. 

forro~. linea,l, de ma1)e}é'.:q~e áe~!;-'satisfoga. el criteiiq·de·defor-
maci 6-~ -~-~-~-~t;'~ff('~~ii~:9;:\;~·~;±ih:~;·:~-~-;~~st;·~;·t,~ -)- ... ·- ·:·,'·~~-:-T;::··-·: ... -· -

Las - funci~-~~-S--d~': -f~~j."~¡~~;-~~e.··~e·: d~scri ben en este ·mom~nto 
sólo exig:i.rán-~Ía.-~'~ii§í~cd-i6k;,a:·~ .estón dos criterio~·. serán 

por tanto aplicabl·e·s a'-'tÓdos ió~ problemas de ·los desarrolla

d o á ·en·-·0 s-faM:tt!s'i ·9·:w··has'"f"'c"ot10 ... ·:t'"&iño;.f'¿rr1~·a~"C-uarirtr1e·~<>t·f.-a"•·qüe' ·só 1 o 
• ' . .• • .• - • ; " •• :. ; • .,,.-, - .• -- - • • - . . . . ,•,' ;. . - .- • ,i• -~. ~ . . . - \• 

requiere:: el cu!:1:üir:dent;) de e::;tao dos•_ -

En la sección B.6 del anexo anterior he~oa dcmo~~r~do que 

el orden de 'err:)r en la al)rr)ximaci6n es O( h\'>+\), donde h es el 

tamaño del elemento y p el grcdo del p~ilino:nio corn~1leto que: a

parece en el desar"t·oll.o~ Evidenternentt:i 9.l aur.:entar el gr::ido de 

las funciones de forma, au:;i,1:: nt.:: rn t:.:Jnbi-::n la '90tenci1:1 de err•)r 

y la convergenci::.l hacia ln. so lución oxg.cto. se hace más rápida, 
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mientras que esto nada dice acerca de la magnitud del error 
para una subdivisión particular, es evidente que debe n bus
carse funciones de forma que conten~o.\\el p9linomio complet~ 
de mayor grado posible par:i un número de grado de libertad da

do. 

C.2 ELEMENTOS BIDIMENóIONALE~ RECTaNGULARLS. 

Conceptualmente( en especial si el lector está condicionado 
por su. educaci6n a y,>ensar en el sistema de coordenadas carte
sianas), la forma de ele:nento más sencilla_ es la de un rectan
gulo de lados paralelos a los ejes X e ~ • Consideremos por 
ejemplo un réctangul() como el re 9resentado en la> figura. e .2 .1 

con puntos nodales numerados de l a 8, en las posiciones indi
cadas y en donde los valores de la funci6n iné6gnita ~· forma 
los paré.metros del elemento. ¿C6mo pueden determinarse funcio
nes de forma adecuadas par8. este elem.ento? 

i--------9 

•1 

3 

4--------~ 

'fé 9. c.:t.i X. 

Supongamos en primer lugar que se expresen como forma po
lin6mica en X. 'e ~ • Para ~segurar la continufdad de t/J entre 
elementos a lo la~go de los lados superior e inferior, la va-

~ 

riaci~debe ser lineal. Los elementos qus ~st'n en contacto 
con el lado su~erior o inferior tendrán dos ountos comunes . ' . 

. . . 

con dichos la.dos ·9 ·y· ".JUesto ... que~.,..d.os~,v"alore s determinan una fun-
. ,• • • • ·. ~'"'ft"º"'~'.'"f."""°t"'~~~;»,i~~· •e.;, ......... ,.,,,<.,..,.,.,...,...~¡·•· 

ci6n lineal de manera li:iica, queda ssegurado que a "i;'ia.rga· de 

dichos lados las funciones ;orres::iondien.tes a elementos conti-
nuos serán iguales•. 

~imilarmente, si suponemos que a l~ largo d~ l9s lados ver
ticales la variación es cúbica' aseguramos la continuid<:td e.n 
los mismos, puesto que cuatro valores determinan un polinomio 
de tercer grado de manera 6nics .• Se han obtenido pues las con
diciones para que se satisfaga el primer criterio. 
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Para asegurar la existencia de v~lores arpitrarios de las 
derivsdas primeras, todo lo necesario es cii.te'· se cori~erven to
dos lGs términos lineales del desarrollo. 

Finalmente, puesto que la variaci6n de la funci6n ha de ve
nir determinado ·unívocamente por ochQ puntos, s6lo ?Ueden re
tenerse ocho coeficientes del desarrollo y por consiguiente 
.Posemos escribir 

Generalmente, se puede llevar a cabo la elecci6n de forma u
nívoca reteniendo los t~rminos del desarrollo del menor grado 
posible, ·aunque evidentemente en este caso no se -presenta dicha 
situación. 

Sustituyendo las. coordenadas de los distintos nodos, se ob
tendrá un sistema de ecua.e iones simul t'.~ne?,s·. 

Este puede escribirse d_e la s'•<j\.l\e.'(\"te. mo.neH>-.• 

f/J 1 1 X. ~ ~ l. X 2 ~~ ' ,, ,,x, ,,~,, '~" 1' 3-x:, Y, o(, 
I> 

• • • " o ~ - , 
• • • • • • ~ o (C.2.2) 

- • 11 d " , • ~ 

o simtJlemente 

(0.2.J) 

Formalmente. 

(c.2.4) 
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y podríamos escribir· (0.2.1) como 

(e .. 2 • .5) 

en la que 

(C.2.6) 

Así pues, las funciones de forma del elemento definidas -por 

(é.2.7) 

se pueden determinar a partir de 

(C.2.8) 

Este 9rocedimiento, muy utilizado en la práctica·ya que no 
implica mucha ingeniosidc1.d, presenta sin embargo algunas des
ventajas considerables. A veces puede que no exista la inversa 
de C y siempre se encuentra considerable dificultad algebraica 
en la obtenci6n de una inversa adecuada, en términos generales, 
a todas las geometrías del elemento. Vale la pena, por tanto, 
considerar la nosibilidad de escribir directamente: las funcio
nes de forma. N~(x,y) .·Antes de ello, hemos de mencio,nar algu-

. . . ;•'.í· 

nas pro11iede.de s ge11e~ales de estas ·funciones. .. •.. 
Exa;:iinando .la ·d~fi"rlici6n expresada en (c.2.7), o~.~e~vamos el'\-

.. ' . .. ' ¡ 

seguida algunas característicás import8ntes.Prirnü~amente, pues-
·i· "' ~·-.. ~" ' •. ,.. • •• .,..,.,,. ·-:'.~kl''.~."1">''"":"""~~""""·"'1'.'C""""~·~~""=~-,...~ ..•. • •'. ........ ·~ .... ~ .. ·•:••<'I"•',""· ' • ,. •J' • •• ·l-.~·tt '"·-.•·-:·"' ·!~· .... , • · '~~-~- ·: .,,.,. .. .,,,,,.,,.~ •. "'......,., l•1"'.\'"·"'""'~·~~.,~~·"''~n~':""""·'~1·.·•r"..,_..,,..,,, .. •:· 

to que esta expresión es válida ~ara todos los co~b6nentes de 
~e, será. 

en el nodo J.. , y nula en todos los demí:~s nodos .• r.:ás ~aún, debe 
c::mservarse la for:no. básica de. la variación a lo largo del con
torno que haya sido definida, por razBnes de continuidad (como 
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en el ejemplo anterior, en que era lineal en x y cdbica en 

y). En la figura C.2.2 se representa isométrica.mente los as

pectos .de· las funciones de forma de dos nodos típicos de ele

mentos como los considerados. Es evidente que éstas podían 
haberse escrito directamente como prÓducto de una función li
neal X por una de tercer gre.do en y adecuacla.s. No sierr;'.ire es 

tan fácil·como en este caso encentra~ una. soluci6n, pero se 

recomienda: siempre· que; seá', posiq1e, tratar de deducir directa-

1 
:L 
1 

\- : =- ---- -: :-;,.--- . --·-·-~ -------:10 
- .. _ l ... "'·--~-·--... --r----

1 . .... .. 

·---.. - ... -.. ... ·-·.J .. --.--------=-
--=~-=--==-~--t . -..... --· 

será covenie!'lte :par:-l los razor::e.rd~:ntos que siguen, utilizar 

coordenGdes norm;::;lizadas~ Eh la figura c·.2~3- se muestran dichas 

coordenadas normalizadas elegidas de manera que en los l~dos 
del rectáne:ulo toman los valor1:;s ! l. 

,__ o. -+- (). -t 

\\ 11~ •l 

{ t \ ~l ~ 1 f ~1 -

1 .'1=-.1 fja. c.:t.3 --t- lC e.___. -; 

(C.2.9) 

. ).. 

Una vez conocicl<:tS 12.s funciom: s de fO!'Ir.8 E;n coorde n::: dr· s nor-

malizad~~' es muy sencillo efectuar el c0mbi9 a coordenadis rea

les' así como tra\\sformar las distintas exnresion~ s que 8 e.are e en, 
por e jémplo, en la deducci6n de le. matriz de rÍfidez. Así, uues, 

podemos trabajar en coordenndas normalizadas. 
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Fnmilia de· Lagrange. 

Se pueae obtener un método fácil y sistem&tico para engendrar 

funciones de forma de cualquier grado mediante el simple produc

to de los polinomios apropiados en las dos coordenadas. Conside

rv:.:os un elemento coi::w el mostr8do en la fieura C .2 ... 4, en el que 

se tliBponen un~. serie de nodos exteriores- e interiores, forman

do una m2,lla regula.r. Se desea determinar una función de forma 

f-'.;1.r::t el punto indicado por el circulo más gre.nde. Evidentemente 

e:l producto de un polinomio. de quinto grado en; que toma el va..: 

lor unidad en los puntos de la segunda. columna de nodos y cero 

en todos los dem~.s, por un polinomio de cua-rto grado. en·'c\ , - -

que tome E?l v2.lor unide.d en la coordenada que corresponde a la
1

• 

fila de nodos superior y cero en t_odos los demás puntos, satis

facerá las condiciones de continuidad entre elementos y dará la 

unid:?.d en el punto nodril en r:cuesti6n. 

Los polinomios de una variable que presentan esta propiedad · 

se conocen como polinomios de Lagrange y pueden escribirse direc 

tomente como sigue: 

ll(7;;):::(~--~1)t7-lz.), .. (;-~i-1\l}-°f¡1-,\, ·· (~-~n) 
7 <~~i.-~,)(f..:.-f.2.)··: (~,t-,.,-_..,)('-~h+1).,, ("f;..-~0\ 

(C.2.10) 

dando la unid2.d en l.: y pasando ~or n puntos. 

Por tanto, si en dos dimensiones distinguimos cad~ nodo por 

s~ columna y su número nodal I,J, 

(C.2.ll) 

donde n y·ril' ¡epre·senttü'i"··e1· ·número de subdivisiones···en·oca.fü:,- direc 

ci6n. 
En la figure. C ,2 ,5 se muestran algunos miembros de esta ili

mi t::ida familia. Aunque fácil de eenera.r, su utilidad es limita

da, no s6lo de9ido al gran número de nodos interiores que pre

senta, sino i:ambién a 18.s e scase.s condiciones pé:i.ra a juste de Ol_! 

vas que ofrecen los nolinomios de grsdos elev~dos. Se adverti

r6. a trn las ex-:Jre si o ne o de ls s ft.mcióne s de for:na contienen al
gu~Ós türminos de t:rn.do muy eleve.do, micntr::1s que se prescinde 
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Je algunos términos de grados inferiores. 
1-- 1-· 

l ,J lri,ir,) 
I' i ,----,,.,.. 
f-··--··r- ~---t-11 
t_· ·--·--·1·· -~ ··-r--
~ ·- -- t · · ·-r---· 
·--. ---·-o----.. 

\11,0} 
r·----~~~ 

1/ . 
~- r /:,', 

l I /.1 \.. N. · 

i /-. I . \ >.. 
. ,;_I ->. ~-~ 
•/ -r:/ /~ / ............ / , . .-~---~J7· ---~=;4!.::.;_Lo/· - . , ~ , . . ·- ·-,y- - - 7 - - - . . ;__" ·=-7~--=-- _.,..,. __ _ 

," --,-:r / ./ 
/ ·' / ____ _.,/--Í---..-·----

f ¡9 c.~-.4 
( "='5 !.::·i) 
rn~4 J::1. 

Familia Serendípita 

e o . ' 

(e) 

'f\3. c:..~S, a.)\::1~eo.\ , b) Cvo.ó~J°lc.o 
c.) C~\,1c.o, 1

• 

3s con.frecuencia muy conveniente hacer que las funciones de

re~dan de valores nodales situados en el cont~rno. Consideremos 
por ejemplo, los tres primeros ele;nenilos de la fi!gura C .2 .6 • En 

cada uno, el número de nodos aumenta gradualmente y hay el mis-

mo número de. nodos en cada le.do. Para asegurar \a.eo-n\i.nv\Óoó, \o.. \10.r'43.Út<l óc. 
la funci6n. en cada lado es lirieal, parabólic, ... y cúbica respecti

vamente, segúri el número creciente de nodos de uno a otro elemen 
to. 

• ·· ... ~ ... , ...... , __ • ' ~, .. ,_, '"\'','.-·~··« ••• , 

Para obterie~ l~ función de forma del "9rimer eler.-iento es evi

dente q_ue un tiroducto de le for~1a. 

(C.2.12) 

torna el valor uno en el nodo superior derecho, dondel = t'\ =l~ y 

cero en todos los demás. Además, la función de forma varía li-
' neo.lmente en todos los lados, y por tanto se satisface el cri...: 

terio de continuidad. Este elemento es idéntico al lagrr~ngi::mo 

de n=l. 
Introdvciendo las nuevas V3riables. 

( é. 2 .13) 
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la for:ria 

(C.2.14) 

permite escribir tod.a's las funciones de forma en una." soia expr~ 
si6n. 

Como una cornbinaci6n lineál de estas funciones de forma pro
porciona cualquier variaci6n lineal arbitraria de~., _el segundo 
critc::rio de convE:rgencia queda satisfecho. 

r¡:: 1 

f o-1 [ ~. ¡ ~=1 I : I 1 • 

(o.¡-.n=-' L 'o) 

f : : l t ~ : : t ' (d ) ' . 
le) f 1'3. c.'-·"· 0-) \.'1 neo.\) b) (uo.ci ro:íko , cy·s.~\i1cd'i c:i) c.ucúiii:.o. 

El lector puede verificar que las siguientes, :fÜ~~1;~~~s· satis

fr,.cen todos los criterios necese.rios pt.1ra los. miembros' .de segun-

do y tercer orden de la familia. 
Elemento cuadrático. 

Nodos de vértice 

Nodos laterales 

Elemento cdbico 

Nodos de vértice 

~>..=o t 

l\,t.::: o 1 

(C.2.lS) 

(C.2.lG) 
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Nodos lc:i.terales . 

Obteniéndose las expresiones. para los nodos restaritEú3 permutan-
do las variables. . ~\? 

En el miembro siguient.~ de esta familié!., de cuarto orden, se 
ha añadido un nodo ceritté:l d·e manera que se obtengan todos los 

' . ,).~·.,": . 

térmi~os de un°6olino~fd;~omnleto de cuarto gredo. Este nodo cen 
1iral támbien introduce una ~u.nci6n de forma ( 1- l¿) (1- 'l:l. ) ' que 

. .r ·: . . 

toma el valor cero en todos los contornos e.xteriore s. 
Las funciones e.nteriores fueron deducidas originalmente por 1 • 

mera observaci6n, y su extenci6n a miembros de orden aún má.s 
elevado es difícil y requiere cierto ingenio. Fue por tanto 
aprooiado llamar a esta fe.milia "serendípita" por referencia al 

i;,·: .. :.· 

famoso Principe de Serendip, célebre por sus descubrimientos 
fortuitos (Horacio Walpole, 1754). 

Puede establecerse, sin embargo, un procedimiento ba.sta.nte 
sistemático para generar funciones de forma serendipítas, el 
cual resulta evidente en la figura C.2.7, donde se presenta 
la generaci6n de une. funci6n de forma. de segundo grado. 

Para empezar, observarnos que para los nod.01:3 laterales basta 
. . ... ,.:.,, ........... .. . " .......... ,... ..... . . o 

con una interpole.ci6n lagrangiana del tipo linealx2 grado pa-
ra determinar N¡ en los nodos 5 a 8 .. Nr; y · N8 se representan 
en la figura' C.2.7(a} y (b}. Para un nodo de vértice como el 

" de la figura C.2.7(c}, comenza~os con una N1 biliilial y adver-
' timos .. inmedia .. tamente"'que ... mientras ... N .. =l .. en..,.~ l, .... nq .. d,ct, .. l, .. ,,~.~-- distin

ta de cero en los nodos 5 u 8. Sustrayendo sucesivamente l/2(U5) · 

(paso 2) y 1/2 (Ne:) (paso 3), aseguramos que se obtiene un valor 
nulo en dichos nodos. Se puede verificar 9ue las expresiones 
obtenidas coinciden con· la.s (C .2 .15)y (C .2.16). ''.' : · .. 

Ciertamente, debería ahora resultar ~evia~rite ~~El '.para todos 
los elementos de orden más elevado, se pu~de~ generar. siguiendo 
un proceso idéntico para generar las funciones de forma nara los 
nodos laterales y de vértice. Para las prime.ras bast::i con una 
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simple muli.tiplice.ci6n de dos interpolaciones lagrangianas de 
erados m y n. Para las segundas es necesario la suma de las 
funciones biliniales de vértice junto con las fracciones apro
pie.das de las funciones de forma de los nodos laterales para 
nseeurar la unidad en el nodo del v~rtice y la nulificaci6n en 
los nodos restantes. 

4 1 3 

< B /:f{! ( 
1.'º ~~1/\/º ' 

l 5 '¡ 

t\ ~ "\s- ;:. -j \ 1 ·- ~") l \ - \\) 

T 
\O 
!. 

o.s 

~~'°~ # 7 _/' 
'~º.-~~ 

C) 

Fi~.· c.:t.1-. 
,. 
\.o 
.l. 

" ~\ ·- i-.\' ·- \ • \ - - 1 "1 8 ' ' - ' , ' T '"ti ·;r '-l 

fcxto original extraído de la ref.(6). Cap. 7, p.9. 173-187. 
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1 • 

A P E N D I C E D 

hl o D E 1 A e I o N M A ~ E M A T I e A D E 

SIS'J!EMAS IN'~rlODUCCION AL CAL_ 
' 

c_u L o V A R I A e I o N A L. 



I1iO.LJ1',;LACION r1lAT.c;N.A1.r1cA DE 

SI :STE.l'UA~ IN'.r.H.OlJUüCION AL 
' CALCULO VaRIACIONAL •. 

D.l Introducción. 

- 161 -· 

Existen una gran variedad de sistemas físicos que pueden 
ser descritos desde un punt0 de vista variacional .Y en este 
contexto, el manejo de cálculo de variaciones se considera como 
una herramienta matemática que permite la formula.ci6n de un sis
tema mediante conceptos matemáticos que ~ueden relacionarse dt
ractamente con aspectos físicos del mismo. 

El problema clásico de cálculo de variaciones consiste en en-
1 

contrar los valores estacionarios de un funcional el cual se • 
define: como una integral definida cuyo valer numérico depende 
de la función integrada y para encontrar los valores estaciona
rios de dicha integral es necesario encentrar la función que su;. 
tituida en el int~gr3ndo corresnondiente ~e~a un valor extremo, 
es decir mínimo o máximo. 

Sea el funcional I definido por: 

I =- _rF(x)Jx. 
o. 

(D.1.1) 

Cada.función F(x) que sea sustituida en esta ecuaci6n resulta 
en un valor numérico de I diferente y aquella función F • (x) 
que resulte en un valor mínimo o máximo, hace el funcional I 
estacione..rio. 

Es conveniente pensar en el paralelishio que existe entre el 
conce1r!;o de encontrar los valores estacionarios de un funcional 
y de una funci6n algebráica. Cuando se busca el mínimo o máximo 
de una funci6n definida como 

(D.1.2) 

ciertas condiciones deben ser satisfecha.a, como son que la fun
ción sea. continua en el rango de interds, que sea dirivable dos 
veces en dicho rango y que además la primera derivada de la fun-
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ci6n con respecto a la variable sea cero en decir: 

(D.1 .•. 3) 

El resultado es un valo,- de la variable independiente par el 
cual la funci6n f(x) es. est2.cionario. 
Entonce~ cuando se extremiza una funci6n se encuentra un valor 

de la variable inde~endiente, más cuando se extremiza un funcio-, 
nal se encuestra una funcidn. La condici6n suficiente y necesa-
ria para extremizar dicho funciol1lal consiste en que su primera 
variación sea cero• es decir: 

J l =- d f rtx)J)'.. =o 
a. 

(D.1.4) 

Esta condición es análoga a la condici6n de la ecuación (D.1.3). 
Un ejemylo de aplic3ci6n del concepto variacional es el proble
ma de encontrar la tr~yectoria que debe seguir una partícula de 
masa. m para moverse desde el punto A al punto B en un plano, 
bajo la acci6n de la gravedad de tal forma que e 1 tie;iYpo de re-
corrj¡do sea mínimo. Figur2. n.1.1. 

to.o) 
A 

~~ 
\ 

\ 

~ " g 

' ' e {ÍI 

' '-. 

.... ' ---~ ( ..t 1 , \\ 1} 

X 

El funcional que 1e puede pro9oner par e•te problema ea: 

en donde 

(D.1.6} 
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y de conaideracione• energética• ' ... 

(D.1.7) 

entoncéa combinando las tres dltiman ecuaciones ae tiene que 

t:. rxJ. 1 + ~·~ \ c:IJC 
jo ;l9X-

(D.1.8) 

El ~roblema consiste en encontrar una funcióny=f(x) tal que 
el funcional t eee mínimo. 

Antes de proseguir a formular la soluci6n es necesario des
cribir la forma general del -problema clásico de cálculo de va-
ria.cienes. 

1. 

Sea el funcional íl defi~ido por 

11 = r f, :x., ~, \l')c:b::. 
o. 

(D.1.9) 

en donde ~'==~. El nroblema consiste en encontrar funciones y=y(x) 

para l8S cuales pequeñas variaciones arbitrarias sy(x), no cambien 
el valor de lT • 

La condición suficiente y. necesaria pars. encontrar un val'.)r ~¿1o't1'. 
fio de.Tles de acuerdo con la ecuaci6n (D.1.4) 

(D.1.10) 

Tomando la variación de F resulta 
1 

. ~ 1T ~ \l( li J ~ -t 9-E J ~ 1 
) e\ X. = o 

o == o~ o~' 
tl 

.. (D~J.·~11) 

en donde . 8 ~' = i ( d ~) (n.1.12) 

Sustituyendo (D.l.12) en (D.1.11) e integrando por -pa.rtes el resu1 
tado es: 

(D.1.13) 
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Entonces para que 89 sea cero es necesario que: t .... 

(n.1.14) 

y por lo tanto 

(D.1.15) 

o en su defecto que los dos términos de la integ:t'.al e~ la ecua
ci6nCD .f~ij') sean cero, es decir 

y 

dado q_ue 

. gf{o,) 

º~' 
.(D.1.16) 

J\~~ ! ~~~,)]g~Jx= O (D,1.17) 

°" ~~ es arbitraria entre los límites a y b y no necesa-

riamente cero entonces. 

rof J ( óF )- o 
ro~ - Jx. \ óW -

(D.1.18) 

Esta es la ecuación conocid2. como la ecuación Euler-Lagrange 
y aquella funci6n y(x) que satisfaga la ecuación (D.1.18) hace 
el funcional estacionario. 

Regresando o..l problems. del ejemplo, podemos identificar el 
integrando de las ecuaciones (D.1.8) y (D.1.9) es decir 

f(:c,~,(j' = t+\1 .. ) ~ 
l,'l.' 

;2íjX-

y dado que ~ no aparece ex9lÍcitamente en (D.1.19) entonces 

(D .1.20) 

que implica que el parentesís es iguAl a una constante 
(D.1.21) 
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1 ., ,.. 

despejando ~· de (D.1.21) queda 

(D.1.22) 

de donde 

(D.1.23) 

La solución de esta inteeral a través de tablas de integración 
y alguna.s manipul8.ci6nes cede la siguiente solución. 

. ~ == \ ( g - S<Z n E9) 
¿\'9(.2 . 

(D.1.24) 

en donde 

·(n.1.25) 

Entonces sustituyendo la ecuación (D.1.22) en (D.1.8) se pue
de comprobar que el tiempo de recorrido es mínimo en comparaciái. 
con cua.lquier otra trayectoria que pase yor los puntos extremos 
de la curva. 

D .2 ~'01'iliiUL.n.CliON VARIACIONAL DEL ~L~füENTO FINITO. 

El concepto ftmdament o.l del método del elmento finito (ft'IBF) 
consiste en que cualquier función conttnua en un dominio dado, 
puede anroximarse mediante una seLecci6n de funciones que se de
finen- en,~una· serie de subdominios:· dentro de los cu8:les estas 
funciones son continuas y las cuales se interconectan -para. apro
ximar así la función dada. 

Desde el punto de vista físico, el conce-pto funfüimental del 
método del elemento finito consiste en que para resolver un sis
tema que representa una estructura física sujeta. a ciertas con
diciones físicas, se puede utilizar un modelo auroximado compues
to de una serie de elementos que se interconectan en una serie 
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de puntos lla~aaos nodos y cuyo comportamiento es conocido·~ 
través de ciertas ecuaciones prestablecidas y que corresponden 

. ' 

a los tipos de elementos usados y al mi.mero de nodos en cada 
uno de ellos. 

La solución de las 
';: .. ; ; ,,'{:;~'::,_.<:' y:>~ 

ecuacione''S ·a:ei 'modelo pueden ,..,_~er exactas·, 
' \ ~'.- ,.,·-,::,·:'<?.:'.' .. ','.;::\·,"·;~·::...:>:· .. -_: ... ).· ' -.::~-:'> ' .'• ... ·, . 

-pero el modelo en SJ. es Ullá¡aproxirnación discreta al.sistema 
físico y la solución de·· dich·ci·rrio:d.elo se aproxima a. la sÓlución 

' ·" ,' 

del sistema real. 

Resumiendo, el procedimiento consiste en establecer U:ri funcio-
L, .. :·.· 

nal, e 1 cua 1 es el valor de una integral y que{t'.i'~ne la forma. 

1 • 

(D.2.1) 

en donde 

' (D.2.2) 

Una vez establecido este funcional se procede a encontrar sus 
valores extremos, lo cuel requiere que su primera variación sea 
igua.1 a cero, es decir que cunrpla con la condición de estacio
n.ariedad de una integral mediante: 

·cl'it= o (D.2.J) 

Cabe menciohai.;; que encontre.r el valor estac{Ó;riario de una in-
.. -.. :.,..·, .. ·.·.:.····, \ -.... . _;\-:~_~J~'·'-::·.!, ·~:•'.'•, ,_.;· -

tegral es similár a encontr8.r los ~1alores mínimo o máitimo de 
una funci6n en cálculo diferencial, exepto que al minimizar una 

. , 1'"• ~ .... ~. ·-. "": • • • -~. •..,. . .,.J.._, "N•"',."''~·'1-,.._.,...,.. '')'"'~'.._..._;~ .... ::»:' .'°""""'"""'''~"'"",._...···~··" '.""'~'" 1 '·• """" · ~•· ~ '· · ·• "'""" ·• ·~·· · · ·" ., '·." <'>-!' •<> > ~.;·'-"'~>}""~ >,· .... ,.:.,~,'!'»'<t;."·~'."""'.,_,._,.,.._,.._,.,~';-~ ~-. ,_.-.__,.,,~.·. ~-·•.~ .,_,,_. .•.-e-.:• "·•. -- '' 

funcidn'se obtiene· un valor de la variable independiente que nos 
da .un m:iíni1llo e!l la función, mientras que al minimizar un funcio
nal se obtiene una función que al integra.rse hace que el valor 
de dicha integral sea mínimo. 
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o bien: . ' ,. 

(n.2.5) 

La integral total i{ ahora. consiste en varías integrales parcia
les TT..t, cada una extendiéndose en los subdominios ( X."'-~t , :t.:.) 

El conce~to de discretizar la integral de la ecuación (D.2.1) 
puede tener una interpretación física al dividir el dominio de 
la función en. una serie de elementos a los cu8les ~e a.signa 
ca.da Üna ~e las integrales. La· vei:itaja es q~e ahora es posible 
usa.r aJ.;guna a:proxima.ci6n polinomial (lineal, parabólica, etc.) 
para ll?. función y(x) en cada integral, es decir en cada elemen-

1 • 
to. Esto permite que el va.lar de cada función integral sea una 
función de los coeficientes utilizados en el polinomio de dicho 
elemento. Entonces la integral tQtal TI" es también una funci6n 
de los coeficientes polinomiales usados en cada uno de los ele
mentos y la condición de la ecu~ci6n (D.2.3) se satisface si 

óll' -=o 
~C\..L 

(D.2.6) 

donde las U~s son el juego. completo de coeficientes·pdinom~ales 
usados-en cada elemento. 

Al sustituir la función y(X) ·-p'6r una. aproximación polinomial 
y(x)::: 0.1X.-+O.;t.X.-: •• el problema se rea~6e a encontrar los coefi
ciente de los oolinomios usados e.il: ia a::proximaci6n. 

Es decir, la solución directa ~d'1a1ecuaci6n (D.2.1) sujeta a 
"las condiciones (D .2 .2-) puede· ser·:ba;ste.nte complicada y es ne
cesario aplicar los conce~tos de cálculo variacional, sin embar
go el problema se puede formular mediante la ecuación(D.2.4) y 

al sustitui~ la a~roximaci6n polinomial el problema se puede re
solver algebraícamente. 
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E.1 INT~rt.POLACION Y APROXIMACION DE LAS FUNCIONES. 

. ' .. 

Uno de los problemas fundamentales del análisis numérico es: 
la interpole.ci6n de las funciones. Se requiere a menudo rests.
blecer la funci6n f(x) para todos los valores de x en el seg-

• • án úm mento a~ x.~b, s1 est .conocidos sus valores en ciento n ero 
finito de ~untos del segmento mencionado. Dichos valores pueden 
ser determinados como resultado de las mediciones(observaciones) 
en un experimento natural, o bien como resultado de los cálculos. 
Ademt\.s puede ·ocurrir que la funci6n f (x) viene definida por 

1 
• 

cierta fórmula.y el cálculo de sus valores, rigiéndose Eºr dicha 
fórmula, es muy engorroso, raz6n por la cual resulta deseable 
tener 11aro la función otra fórmula, má.s simple, (menos engorrosa 
para los cálculos) que permitirá hallar valores aproximados de 
la funci6n en consideraci6n con una exactitud necesaria en cual 
quier punto del segmento. De resultas, surge el siguiente pro
blema matemático. 

SuDonge.:nos que en elsegmen:to af x ~ b viene prefija.da una red 
w=\x.o-=a.<..x,~ ... ~X.1\-::.b~ y en los nodos de la red están definidos 
los valores de la. función y(x) iguales a y(xo )=Yo, ••• , y(x;.) 

=Y;.. , • • .. , y ( x·n) = Ytt • Se pide construir una interpolante, 
esto es, una función f(x) que coincida con la función y(x) en 
los nodos de la red: 

f (x:;.) = ':l.t J 
. 

A- = º> i, . • ~ J n (E.1.1) 

El objetivo principal de la interpolación es obtener un algo
ritmo rápido(econ6mico) ~aro calcular los valores de f(x) e~ 
aquellos puntos x que no están contenidos en la tabla de datos. 

La cuentión principal es: cómo elegir la interpolante'f(x) y 
c6mo e~timar el error y(x) - f(x). Las funciones interpoladoras: 
f(x) se construyen, como rer,la, en forma de las combinaciones 
liniales de ciertas funciones elementales: 

Y\ 

s: e t 'x' 011,el 
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donde{ 4'1?..W} son funciones linealmente independientes fijas~ Co, c. 1 

'1t• •. ,<ra, unos coe:ñiciente haste. ahora desconocidos. 
De las condiciones (E.1.1) obtenemos un sistema de n+l ecua

ci6nes re.Jl~ecto a los coeficientes{~!: 

l: C.k.~h.(:!.i.):::dl~ I ;_~ OJ IJ t • •. n. 
~":'0 I 

Supongamos que el sistema de funciones -k(x) es de tal índd-

le que, cu:=tlquiera que sea la elección de los nodos a= :X:.c <.X;.. 

(. • •. ('j..'f\ =b, queda distinto de cero el determinante del siste-

roa. 

~o ( l.o) </J, (X o) , ~ 

rp o ('X,) r/;' (.x:,) C) • 

~ . 

En este caso los coeficientesC.R,l\:{.=O,l, ••• ,n ,)se determimn 

unívocamente según las· y¡ ( 1 =0,1, ••• ,n) prefijadas. 

A título de sistema de las funciones lineal~ente independien

tes~~~ ~x.)} se elige más a menudo: funciones potenciales <h._'v-)= X \l 

(en este caso f=P0 (x) es un polinomio de grado n); funciones 

trigoriometricas(~1tb:J:.eos~x.,g.n 'fi.x.} l~ \>C\\Ytci;i\ió trigonométrico). Se 
. em~lean tambien fa.~ciones r.acionales. 

c;(o -t-Cl(.,.X.+. • .+ o<mX.m 

~o+-~t~+ ..... + ~\"x.r 

y otros tipos de funciones inter~oladoras. 

E.2 INT.ERroLAClON POLINOMIAL. 

Se conoce que cualquier función f(x), continua en el segmento 

[a, b] , puede ser bien a!lroximada. mediante un polinomio ~~x): 
·.rEORf.MA DE WEIE.tlSTHSS. Para todo E:. } O existe tal polinomio' 

~(x) de erado n=n{E) que 

O\Ó.x \ ~(l:)- Pn ('x:.) \ .¿_ e. 
'):E. \..<i,\:a 1 

Sin embargo, este teorema no nos da lo. respuesta a la prcgun-
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ta sobre la existencia de un buen polinomio interpolador para 
el conjunto dado de puntos{ ( x;,, ~j J , 

Asi pues, buscaremos el polinomio de interpolaci6n en la forma: 

"" 
~ n ( X) : ~ C. k X.fi. ' 

~-.::O 

(E.2.1) 

donde C~ son los coeficientes indeterminados. Suponien~o f(x,t)=yl., 
obtenemos un sistema de ecuaciones lineales 

Co. + e 1 :X:. 0 + , ., ., + C t1X.~ -=: !jo 

C4 -+ c.,.x., + • º , + C.nX.~ .::: \i 1 

•• ~·'- J"+•• •• 
• C'\ 

Co+ c,x,.,-\- o .. • + C.nXn-:::. ~" 1 • 

El determinant~ de este sistema. será determinante de Vandermonde 
distinto de cero: 

Xo X: ... • .. ~ 
~= :x:., X~ C) ~ 1# x,° - 11 (X~-Xrn) =:#=o 

r '" • • 
-n~'R.> m :?o 

• • .. ' • • 
:X:n ~ . "' w ~~ 

De aqui proviene que el polinomio de interpolacion (E,2.1) existe 

y es único-

A titulo de base de{~k{x.~hemos elegido una base compuesta por 
los monomios l,x,.x..~, ••• ,xn. Para los cálculos resulta más c6-
moda la base de los polinomios de Lagran!e \~ktc)}ie grado T\ o bien 
de los coeficientes de Lagran9e: 

f l } ~ J..=\?.. 
\..\t tx;.) =\.o , ~ L~ k, ).., "'-=-o, t, .... , ti 

No es dificil ver que el polinomio de grado ~ 

l"' lx): tt' (x.) = 
- ();.-);p) b:-x.) •• o (x.-.x 1\-1 )(X-Xb,+1) • .. .. ( X-Xn). 

- (:x:~ -Xo)(X1t-.X::1) •• " (X R-.x,,._,) (~-.X~+·) • .. " (xlt-Xn) 

satisface estas condiciones. El polinomio \~~)se define, eviden
temente, del mono nnívoco. Efectiva:¡~ente, suporasamos que existe 
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' .. ·" -
un polinomio más ~ll(:d; entonces la diferencia entre ellos lit. (x) 

- L1i,(x) ='7
11
(x)es un polinomio de grado l\ que se reduce a cero en_n+l 

mmtos .x.1(..t =O,l; ••• ' n). Esto será posible sólo cua.ndo L1z.(X.) 

.-. Zk(X)=O.El polinomio l¡,_(x)~tt toma el valor Yk en el punto X.k.y es nu
lo en todos los demás nodos :t.j para J# k . De aquí se desprende 
que el polinomio de interpolaci6n sea 

TI ~ X-Xl. 
Po (x.) = ¿ l\t (x:) ~k ::: ¿ H\t 1f Xk-X..L 

\t=o heo L~k 
(E.2.2) 

y que contenga un grado no superior a ll y P~(x~)=J;..t,.La ·f6rmula 
anterior lleva. el nombre de Lagrange. 

E.3 AJ?LICACIONb~ D~ LA INT.r..RPOLACION. 

La interpolaci6n se a~lica en varios problemas relacionados 
con los cálculos. Indiquemos aqui algunos de estos problemas. 

La elaboración de un experimento :.físico consiste en la cons
trucción de las f6rmulas a-proximadas pare. las ma,gni tudes carac
terísticas según tabulares obtenidos en los experimentos. 

La constrcci6n de las f6rmulas a~roximadas a base de los datos· 
de un exnerimento de cálculo. En este caso surgen ~roblemas no 
tíyicos de interpolaci6n, ya que, corrientemente, se escriben 
f6rmulas cuya estructura sea cuanto más simple. 

La subtabulaci6n, o sea, el espesamiento de las tablas se usa 
en aquellos casos cuando el cálculo inmediato de las funciones:. 
resulto dificil, o cuando se tienen pacas datos exryerimentales. 
A· la máquina electr6nica se introduce una ta~la pequeña, mien
tras que los valores de la función indispensables en los cál
culos se hallan, cut>.ndo sea necesario, según la fórmula de in
terpolación. 

La inter~olaci6n se aplica también en el problema de inter~o
laci6n inversa: está dada la tabla Y¡= y(x;.J; se -pide ha1Jar x. 
como función de y~ • A titulo de ejemplo de interpolación inver
sa ~uede servir el problema de búsqueda de lao raíces de una 
ecuaci6n. 
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La. f 6rmula de inter~olaci6n se emplea tambi~ñ al calcular 
integrales y al escribir aproximaciones de diferencias para 
las ecuaciones diferenciales a base de las identidades integra-, .... 
les. 

E.4 VALUACION NUMERICA DE LAS INTEGRALES. 

En casi todas las ramas de-: las matemáticas· aplica.das· se pre
sentan problemas· que requieren la valuaci6n de integrales:. Al
gunas veces es posible encontrar una f6rmula cerrada, es decir, 
una función que pueda expresarse como una combinación de funcio -
nes'algeb~áicas y trascendentes simples~, las cualea pueden 

valuarse en:tre .sus extremos de integración para determina.r el 
ve.lor de la integral. 

Sin embs.rgo, en muchas situaciones prácticas, o bien no se 
'I 

puede<;.encontr·ar una. fórmula cerra.da, o bien, en caso de encon-
trarla es ten complicada que es más dificil valuarla que ata
car directamente la integral por otros métodos. En tales casos 
recurrimos a diversos métodos de integración ru.mérica, en los 
que partimos de la definición de una integral como el límite 
de una su~na. de a.reas y trab:;i. jamos con métodos que aproximan el 
valor de esta suma con suficiente precisión. 

Para hacer más concreta la explicación, va.mes a enunciar el 
-problema y las hipótesis c.on las que trabajaremos en esto.. Sec .

~,ó~. Consideramos la valuaci6n de una integral definida en un 
interva.lo finito: 

b 

I ::: s.._ F (x) dx (I! .~.1,) 
en qae a y. b son finitos .. Y f(x) es una. función continua de x en 

. , .... ~_,..,:-~ .... ,~ . .,,""'•~,, .• , ..... ·~·~·:·«•·~.-- _ .. ,~ •. " "-'< .,,._, •••.•• ,, .. 

el intervalo a.~ X~ b, 
Los casos en los que uno o ambos de los extremos de integra

ción son infinitos son de ~nierés en ocasiones, así como la 
integrBci6n de funciones .qUé .contienen singularidades (punto e 
en los que f(x) se vuelve infinita) dentro del intervalo de in
tegración o en los extremos del mismo. Con fracuencia estos ca
sos pueden reducirse a la forma (E .4 .1), la cual puede.~entoncee 
integro.rse mediante los métodos que vamos a presentar. Estos 
casos no Eeconsiderarán en este a oéndice. 
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El camino qu.e vamos a see:uir consiste en lo siguiente. t·a· 
integral definida I re~resenta el área bajo la curva y=f (x) 
entre x=a y x=b. Por la t8nto podemos calcular el valor de I 

dividiendo el intervalo de a.aben varios intervalos más pe
queños, encontrando el área de cada una de las fajas así for
madas y sumando sus áreas. 

Las técnicas que pueden utilizarse caen en dos categorías: 
l. Los intervalos se seleccionan por e.ntici ·nado; general!hen-

te sé escogen iguales, y si el cálculo se va a efectuar 11 a mano", 
los intervalos se seleccionan de tal manera que los puntos extre
mos de ca.da uno correspondan a valores de x fácilmente calcula
bles. Los métodos de esta categoría. son-. por e jempl:o la .. ~egla 
trapecial y la regla de Simpson. 

~. 

2. Los intervalos y su ubicación están dictados por el análi
sis, de tal manera que nosotros reque.<imos primero de la máxima 
precisi6n con un número dado de intervalos, y permitimos que los 
intervalos queden determinados por este requisito previo. Un 
ejemplo de este método es la regla de Gauss. 

CUa.DRATURA DE GAUSS. 

El término cu2dratura es una terminología alterna para decir 
11 integraci6n nu.rnérica11

, el· uso común 11 regla de Simpson" en vez 
de 'cuadratura de Simpson", es cuenti6n de constumbre. Demostra
remos ahora que seleccionando adecuadaDente la localización de 
dos ordenadas podemos obtener una f 6rmula exacta para integrar 
una ecuación cúbica(polino~io de tercer grsdo). Aunque no ~ro
baremos esto en forma general, es tal.vez intuitivamente obvio 
que si e\ método de integrs.ci6n da un resul tr:do exacto para un 
polinomio de mayor grado, es m~s preciso en general. 

Primeramente para simplificar el análisis cambiaremos los lí
mites de integración de O.. a b por los límites de ·-1 a +l. Defi
nimos una nueva variable 

de manera que 

/ = _:tx. - ( b+a..) 
b-~ 

.X=~ ( b- a.)p. +± ( b +a.) 
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Entonces la integral {E.4.2)se convierte en 
t ..... 

I::: J 'q, (f) c1,... 
·I 

en que 

d }J. r/>( f-) = ~ ( b-o.) • f [ i l b - o.) p. + ± ( \, + Q. )] 

Esto significa que el cambio de variable reduce todas le.a inte
gra.l~s a la forma (E.4.2). {11 tode.s11 las integrales que cumplen 
con las restricciones suspuestas, es decir! límites finitos e 
integrandos continuos). 

Estamos aún trata.ndo de ver qui! podemos he.eer con sólo dos 
ordenadas, lo cual significara que la curva de aproximación e~rá . . 
una linea recta. En otras -palabras, esneramos encontrar una fun-
ción lineal. 

H = °'º -+ ""' JJ 
tal que f ( .. º + c!,11 i J¡A = l!'r )dr 

La integral del ~rimer miembro es el área del trapecio mostrado 
. en la figura E.4.1. Esta á~ea será id~ntica con el área bajo la 

curva y= rp lf) ~ 

1 .. 

1 

- 1 

1 
1 1 
1 \ 1 

1 . ..... ¡ .... .,.""'""''•·"''*••1,.~ ...... ,." .... 

fl1 

.1 
1 
! 

'1 

+ ' 

Fi~. EA. i 

fo 

si las áreas con rayas verticales{entre -1 y p.0 y entre f-• y .+l) 

son -pre sisamente iguales al área sombreada{ comprendida entre .Po 
y)Ai). Evidentemente deseamos escoger la línea de tal modo que m 

logre esta concelaci6n. 
Con este fín, sea. 
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en que deben seleccionarse Ao ,A, ,¡.0 {1 p 1 • Como hay- cuatro pa.

r8.metros es razonable es~ere.r que nueden seleccionarse de tal 

manera que den unn fórmula ex.a.eta para un integrando cl1bico:' 

~ (µ) = ll.o +a tfl + ª~f 2 .+ a3/ 

Reescribimos esto en la forma 

r/J(p.) -::.o(o +el' )1 ~ {p-)lo) Yt:Pr) ((->o+ f31)1) 
Si

1

o<.oyol., van a satisfacer (E.4.3), entonces¡oY.J'i deben es
cogerse de tal modo que 

" . 
como esto debe ser cierto para cualquier selección de f.;d y fn, 
se deduce que debemos requerir que 

f ct-r>lt-J'"·'dt ~ º 
I'~' 11--;r; > <1-/- ,) cÍJL·= 0 .. / 

Después de integrar estas expresiones se convierten en 

.;2/_; + :l.f °f' !::. o 

de lo cual se 
/1_o ~ ¡i.1 ::: O 

obtiene que 

Necesitamos solamente d~terminar A~ y 

vese que 

Jtl 1+1 
• I íJI 01 d14::. -1 ( o(O + o/,¡f )df::. :loto 

y de {E.4.4) y {E.4.5) 

:C~::: Ao (o<o+~,µ,o).+ A,.,(ol.0+«1JJ1) 
= ~C) (Ao+ A t) - o{,¡~ ( Ao-A1) 

Como esto debe ser iguQl a la integrnl (E.4.6) para todos los 
valores deq'oy d l , 

Ao+A1=~ 
Aio-A,.=co 
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Entonces 

• \1 .... 

La ecuaci6n (E.4,4) se convierte en 

Esta es la fórmula de cuEdratura de Gauss para dos puntos. El 

error por truncB.rniento en la. integraci6n de un polinomio de gra

do tres o de gro.do inferior es cero. Para polinomios de grado su

perio.r y para otras funciones el error nor truncamiento puede 

es?erarse que sea de la forma 

eT::: \.(~¡.¡{') ~ - f .e(~¿ 1 

en que 

Para determinar K, haga.mos 

entonces 
?;{f J =jt~ 

así que 

(E.4.9) 

Pero L: ~(;1ldf- =- L¡;. 1d~ = :i/5 

Y por otra parte, de (E.4.8) y (E,4.9) se tiene 

i',rPtflJt=(-W)" + (Wf+-<4k 
Por lo tanto 

y 
-tL.~<'. 1 

Utilizando más puntos y en general diferentes pesos (los i\,;), 
se pueden encontrar fórmulas de cuadratura de Gauss de mayor 

orden: 



- .i.·ro·-·· ··· ·.,,· .. : ... ·. 

L Y5lf) df = _¿~ A;. rf; {fJ.) (E.4.10) 

1'~n general, con n+l puntos(como se muestra atrás), obtenemos 
una f6rmula exacta para un polino~io de grado 2n+l. 

Los)l).en (E.4.10) resultan ser las raices del polinomio de. 
Leeendre de grado n. Por esta razón el método descrito anterio
rnente se denomina a menudo cuodratura de Legendre-Gauss. Los 
polinomios de Legendre Pn~) se pueden definir en forma recu
rrente como: 

P0 {)L)=l 
P, Y,..)=f" 
P"' y,i)=*[(;lm-l ~Jl ?m-1 (f) - ( °'-\) Pm-~ ( f-)] 

(E.4.11) 

Por ejemplo, haciendo m=2 

p~ (p-) = ~ t ºft ·?-' . ') = 3#J.. - + 
Obsérvese que las raíces de P;l.~) sont 1/~como se encontr6 
anteriormente. 

Los pesos de (E.4.10) están dados por 

Áj._, = :A 

~ . 

( f-pl )[f.>~ (p.;.)]~ 
Por ejemplo considérese n=2, de tal modo quej1<> =-Yfg, _)' 1 =1/(3" 
P '=3 ·entonces 

Ao= ~ ------=l 
(t- Ya) •3 

y de la misma manera A,~1 como se obtuvo ariteriormante • 
.b:~'"ei···~a:;·o,_g_e,,ñe.ral el error por trúnca:mii:fr1tcf'ha ··quedado ya 

esteblecido por 
e.T = _g5 (~n) ( ~ \ (_ [)._ 

.;< " \ \~ T) + ' 

Una tabla de valores del'; 9 A1 uara n=2, ••• ,6 se da en la 

sir;uiente hoja. Obaérvese que los/-j._, son sim6trico respecto al 

orip:en y que el coeficiente Ak parajll< es el mismo que el coe-
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ficiente para-},,,_ • Una tabla más completa. con valores de. -p ,has
ta 48 está dada por V .I. Krylov. "A pproximate Calculation of 
Inteeral~~ i?éndice A, fuacmillan, 1962. 

En resumen, la cuadratura de Gauss da mayor precisi6n que la 
regla de Simpson para el mismo número de ordenadas a expensas fu 

una completa falta de control en la localizaci6n de los puntos. 

Ábscisas y coeficientes de la cuadrátura de Gausa. 

n=2 
n=3 

n=4 

n=5 

n=6 

t 0.5773502692 
±0.77459 66692 
º·ººººº 00000 

±0.86113 63116 
±0.33998 10436 
~0.90617 98459 
±0.53846 931.01 
º·ººººº 00000 

.±0.93246 95142 
:!:0.66120 93865 
!.o.23861 91861 

1.00000 00000 

0.55555 55555 
0.88888 88889 
0.34785 48451 
0.65214 51549 
0.23692 68851 
o -47862 86705 
0.56888 88889 
0.17132 44924 
O .36076 157 JO 
0.46791 39346 

,, . 
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A.PE N DICE F 

I. N T R O D U O C I O N ·A L A T E O R I A D E 

LA EL AS TIC ID A.D LINEAL 

. ... ' ' ....... ,~ -· "" . 
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llliLACION~S BHTllli EL ESFUERZO 
LA D.t:E'OllliLACION Y 151 DESPLA~AiúI~NTO. 

EN 11\ TEOHIA ])E LA ~LASTH!IlM.D Lll~EAL. 

F.i FU~R~A Y ESFU~R~O. 

La fuerza se define por la segunda ley de Newton como lo que 
acelera úna masa. La fuerza tiene .magnitud y direcéi6n y por lo 
tanto es una cantidad vectorial. 

Si dos o más fuerzas están comprendidas de tal modo que la 
masa ni se acelera ni gira se dice que están en equilibrio,ver 
figura F.1.1. f;llo requiere que la suma. de las fuerzas y los 
momentos seª cero. 

2. Fx. == ~ F'J == ~ Fz = o 
(F.1.1) 

·. -

-
Fa 

fs· 
En este caso, la acción de las fuerzas externas estará dis

tribuida internamente. Esta acción se 1JUede concebir en t~rmi
nos de fuerzas. internas que a.ctúan en:tre varias pa.rtés de la 
masa rocosa. Por ejemplo en la figura enterior se 'l:)uede cons.i
derar que la mitad izquierda de\ cuerpo presiona la mitad dere
cha a través del plano AB. La magnitud de esta acción viene -
definida por su intensidad, es decir, por la e0;ntidad de fuerza 
por unidRd de área de la superficie en la cual actúa. Esta in
tensidad se llama. esfuorzo. Oeneralmente el esfuerzo no será 
uniforme. en toda la zona. Por consiguiente, es necesario definir 
el esfuerzo más rigurosamente como el valor límite de la razón 
fuerza-área a medida que el área se· reduce, o sea 

(F.1.~) 
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El valor de S en la pequeña zona adyacente a alglin punto se 

llama esfuerzo en C$e punto fig. F.l.2a.La direcci6n de este 
esfuerzo es lé. direcci6n límite de la ·resul ti:1nte Ji AF. Por lo 

genera.1, estará in·clinade. respecto al áreaAA y tal esfuerzo 
suele descomponerse en dos component.es (Fig.F.l.2b): un esfuer
zo norrna.l (<r), perpend~cule.r al área, y un esfuerzo de cizalla('t) 

que actó.a en el plano ·del área••· 
El esfuerzo dependerá tanto de la naturaleza del sistema de 

fuerzas apl!Lc.a:das co.mo de la posic!L6n y orientaci6n de 6A. con 

res.pecto a este sistema. Es especialmente interesante la forma 

en que varía el esfuerzo en el punto O en funci6n de la varia

ción de orientaci6n de/JA .Para verlo conviene dar una notaci6n 

a cada componente de esfuerzo que actúa sob~e este ~lano en las 

direcciones de los ejes de coordenadas cartecianas:g~~eralmente 

ésta.s será.n <r:ic., cr'i y ii .. Pero si AA está or.ientado de modo que 
.se encuentre en un plano de coordenadas, habrá componentes del 
esfuerzo de cizalla paralelas ·a dos de los ejes de coordenadas 

y Uh"- componente del esfuerzo normal paralela. al tercero • .Por 
ejemplo, si /J.A. está en el plano X.l;f ( fig. 1h l .2c, d), las componen

tes serán (j~_:t., '1'i.~Y t':;o:.· El primer sufijo de esta. notaci6.n indice. 
la di re cci6n de la perpen.dicular a AA y'. el segundo. la_ direcci'cm 

en la cual actúa la componente del esfuerzo. Habrá componentes 

similares cuando 6.A. sea -paralelo a lo·s otros do·s planos de coor

denadas. En conjunto, nueve de estas componentes del esfuerzo. · 

pueden estar asociadas a un punto la figura 

F.1.3. 

(F.1.3) 

~ 

Las componentes del 'esfuerzo~¿zo..\\o.. oueden representarse,~ 
es lo que se suele hacer, por <rx.~,'i'~i.y\l".:x.z.' sin que esta note.ci6n. 

disminuya su significado. Pero el retene~ los sufijos dobles 
mantiene la simetría y sirve 9ara pasar a una no·taci6n más ge-· 

neral (notación indicial) 
Por últiino se debe especificar los signos de las componcntc.:s 
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del esfuerzo. Desafortunadamente, no hay un acuerdo genercl con
vencional re~pecto a los signos. Lo más aceptado en ingeniería 
es que si la direcci6n de la fuerza.coincide con la dirección . ·.·. 

de la normal al plano donde esta se a:pliic~,·,el\esfuerz·o, se con
sidera positivo( es el caso de los e~fuer·~-º~:,~ü¿r.:sqmeteh a una 
estructtlra: a un esta.do de tensión), po~,,~·ó'"\;·;·¿.:_:i~;d:;'~i e·~tás dos 

direcci6nes no coinciden. el. esfuerzo.:¿~'.cfon'~:i.d~~~rá negativo y 

corresponde. ai ~aso de uri es.tad¡od·e::eS'fue:tios,·de compresi6n. Pe-· 

ro, en aqJ~l,las ra~as especí·±·{c'~.s.'.{do~4:~Vdominan los esfuerzos 

::::~¡:••~~.~~K::~;~i!;;:,~i~i~:R~¡i~:~~~~~{~;;. :::~:~::n :: ~:c::n~ 
trario; de· esta forrili:t :e:J_·á§\¡·~:r.a·o:'.·?onv~ncional que utilizaremos 
aqui será:·· Tensione~-n~~~:-t·:i~;~· •. icfti~i?~~siones positivas. 

z bF 
Af 

I ' I . 

I 

~~ 
lb) X (e) 

' ~~---Aunque las unidades de esfuerzo y sus valores rea.les .no influ-
yan directamente en los aspectos geométricos· del esfuerzo,· son 
importantes en cualquier aplicación. En el Sistema Internacional 
de Unidades(designado SL-·en cualquier. idioma) ,la unidad de pre

si6n o esfuerzo es por tanto el newton por m~tro cua~:::~~~-~-(N/m2). 
Como 1 N/m2 es una presi6n·muy pequeña, conviene utilizar un 
m6.ltiplo de esta, lxl05 N/m2 = l bar ( o múlti.Plos de este). 

F ~CUAUIO~~~ CuN~TITUTIVaS • • 2 
Se acostumbra denominar como ·ecuación constitutiva de un me

dio continuo aquéllas que expresan las vropied.'~aes físicas del 

sistema. 
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La ecuación constitutiva que· utilizaremos de la teoría de la 
elast~cidad lineal es la conocida .con el nombre de: ecuación de 

" " Hooke-Cauchy, 6 simplemente Ley generalizada de Hooke. La cual 
se expresa por la siguiente ecuación. 

En notación indicial. 
. . (F.2.1) 

donde: · 

··A Y? son pará.metros ex-perimentales·.:oonoci.dos como 
11 constantes de Lamé". 

& es la delta de Kronecker, definida como: 

8 {
o ',,t...¡:.~ 

,. :::; (F.2.2) 
J..l . . 

' ' ,V~ j 
si ponemos)..= j = ~ en la ecuación (F .2 .1), obtenemos que: 

(fR'R = Aé.RR JR~ + ~p.€·P.\l. 
donde 

J~\t = J~,+ ~;{:i.+J3;s = 3 ; debido a (F .2 .2) .' 

por tanto: 

(F.2.3) 

de donde 

E\l.~= ~~ta 
~,\+~jlv 

(F.2.3a) 

Sustituyendo (F.2.Ja) en (F •. 2.:t) y nsolviendo para €'.t.~Obte-
nemas que:· 

por tanto: 

q;._1:: A(. Cf\:F- )Jt, + ~f t.;.i 
'óA.+:ir--

S;.: = - ~ J~\ <f v.~+ t q-_q 
~ :l~(oA+~f-) :;.f 

(F.2.4) 

Por otra par.te, sabemos que las con·stantes de Lamé se encuen-
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trán relacionadas co~ las constantes. de laboratorio conocidas 
como: Módulo de Young o Elasticidad:(E), y con la relaci6n de 
Poisson 6 resistencia al esfuerzo cortante(V ) mediante las . 

' 
siguientes ex~resiones. 

)\= E~ 
< 1+v )(1·-,;i 0) 

v == t. . 
;i<.,+v) 

Sustituyendo las ecuaciones (F.2.5) en la ecuación (F.2.1), se, 

tiene que: 

por tanto 

(j;_~ == .E • í ( 1-:i. V) E.i..1 +V €\!.\i..S';1 l (F .2 .6) 
. t1_+~)(1.:..~.v) l , J 

La ecuaci6n (F.2.6), se puede expresar en notaci6n tradicio

nal para cada una de sus.-componentes como: 

por lo tanto 

Cf x.~ ~ t: . l(, _ ~) Exx + ~(Ey~ + E:.zz.~ (F .2 .60.) 
. \H·Q){\-_-¡ v) J 

en forma similar obtenemos. 

<f 1\1\ ~ E r ~ 1- ~) E'I~ -t- ~ ( €.:x:x. ;-- €:;!'.¿ )1 
t1+0>c\-::lv>l 'J 

(\u= t. f (\-~)En.+~ ( ~xx+~~)] 
(1+~H1-:iv) L · 

(F.2.6b) 

(F .2. 6c) 

.Para. los e sfuer~os cortantes tenemos que. 
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haciendo el siguiente co..mbio de varia.ble. 

tenemos que: 

Q"x'-' = E ~:XL\ 
;i(\+v) (F.2.6d) 

_, 

en forrna similar obtenemos. 

·cr~ ~ .;; E:. ~ x.:z 
~( 1 + v) (F.2.6e) 

<fxz - E ~X:'.Z. -
t2Ct+v) 

(F .·2 .6f) 

Lasiecuaciones de .. la (F.2.6a) a la (F.2.6f), se pueden orde-
nar en forma !natricial de la siguiente forma. 

.. 
q-~ t,-v\ ~· v e o o 

(Í \j~ ~ t, ... v) ~ .o o o 

<f;z.i - t ~ v . (,-v) () o o 
G"x.li - l\+~)l\-~V) o o o o .¡t \-~~) o 
\il{1. o () 6>. <tt> ..1.l\-1~) o 

2 
<rxt o o o o o ~ (1-~~) 

(F.2.7) 

que en forma condensada la podemos escribir como: 

(F.2~8) 

donde resulta evidente el significado de cada término. 

·Las ecuacipnes anteriores son válidas para cualquier· punto de 
una estructura tridimensional de forma arbitraria, modelada con 
la teoría de· lo... elasticidad linea.1( esto es, Únicamente son váli
das para. metcriales que hipotétic:J.mcnte· son elásticos, linialeCJ 
e js6tropoe perfectos). 

E:a. 
é~~ 
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El caso particular que nos intereza, es el de desarrollar las 
ecuaciones de equilibrio anteriores para un espacio bidimcnsio.
nal, debido.a que este trabajo pretende evaluar la distribución 
de esfuer.x..os de un plano, nos conviene pues analizar las modifi
cac~ones que experimentan las ecuaciones de equilibrio vistas, 
con la finalidad de poder modelar este caso particular· de es
tructuras. 

En este sentido definamos dos tipos de estados planos. 

E1. estado plano de deformaci6nes .• 
El cual es obtenido apartir de estructuras, que idealmente, 

corresponden a un cuerpo alarjado y prismátiQo, de tal manera 
que para definirlas.• basta con especificar· una secci6n -trasversal. 
a.una de sus caras principales· y las cargas que a.~túan a lo lar
go del cuerpo son tales que basta con definirlas: en la sección 
trasversal referida anteriormente. 

Debido a esto, la estructura se supone contenida en un plano 
de espesor unitario, cuya variaci6n de cualquiera de sus propie
dadea en dirección perpendicular· a la secci6n trasversal referi~ 
da es cero. Lo que implica para el caso del vector de desplaza-
miento que nos intereza que sus componente s. ortagonale s. sean ".de 

la forma siguiente: 
U-::U(x,y,t) 

V = V ( x_, <J, t) 
UJ =o 

{F.2.9) 

al considerar las restricciones expresadas en (F.2.9), las com
ponentes de la ecuaci6n (F.2.&) nos quedan: 

(.f x.x:. ::: E l t t - ~) €.XX. + ~ € ~ '11 
t\+~H•-;i ~> . 'j 

(F.2.lOa) 

(f4l( :.: E ( ( 1 - ~) € 4~ "'\- ~ ex.x..] 
(' -t~)(\-~~) 

(F .2 •. lOb) 

~21.. -::. t..v f <2::c.x:... + e'i1.t] 
. (,-t~)l,-1v~l 

(F.2.lOc) 

Sustituyendo las ecuaciones (F.2.5) en l~ ecuaci6n 
se tiene que: 
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__ J_ (l+Vl ~~~J;,~ +t\+Yl'1""A· 
E 3~ + \-l.v E ~ 

·~ L -VCí._µ_J,q + \lt-~ )'\,J 
. t ( (1+ V) \Í¡ \ - Vlfe1t-J'1ü .CF .2 .106 ') 

de donde para el caso de las comnonentes en xxy en <j~ tenemos: 

~XX.=- _L [<fu::. - \) ( <f4~ +<f;ti{..) J 
E 

EL\~=- + l <f4~ -- \) (q--x.x.. +<í;z~) J 
Sustituyendo (l~ .2 .toe'~) en (F .2 .toe.) obtenemos: 

(F .2 ,l,Oc' ') 

~i.i= ~ (Clxx.+G"~y-~0-:x.x.-:-V<f~~)+ ' (-:iV~zz) 
( 1 +v) ( 1- i2 ~) . ( i+ v) (' -:i ~) 

l 1 + 2V
2 

v) ) <í~A :::~Í[-rx <f~~ • (J 1 +v,)_(1-;~V) +a~) ~;lZ =~{l-~){ij";cy_{i 
\\+v)(\-~ l 1+v)C1-:zv) ) t '+~) (, _~ v) l H-~)(1-?.v 

<f:z::z =- i)(\-~)(G"°x.?S-<f~'1) =) l1-\/)(Cfu:-"114) 
(\+~)(\-a~)+2oi. \-:iQ + v 4 

~.z= v(áx.x.-('\~) {f.i.4oc"') 
~ara en esfuerzo cortante 

r. E. -.A (F ,2 .lOd) 
'l'X-~ :: o·.x.q 

cti(1-t~) . 

Las ecuaciones (F.2.10a),(F.2.10b) y (F.2.lOd}, so pueden. 

ordenar en forma matrical de la siguiente manerae ]' 

;:\;;c.1 E. ;\ , _ ~ o él\4 <f ] [(\-0) .~ o ]['XX-. 
\JV1 :: V ' (F 2 11) 
<fx.~ l\t-V)(\-;t~) ~ o t (1-;J. ~) ~xl{ •• 
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con 
(F .2 .12) 

el arreglo (F .2 .11), se puede ex.presar- en· forma condensada como: 

9:-= º-~ 

donde: 

r1 e=] (f - X:tt~ • f. el.\tt - J - <f :t.'i t XI.\ 

y 

·~ o 

D: E 
e' -+ \) ) l , _ ~ ·'>) 

\-V o · 
º J..( \-:iv) 

.2. 
o 

Estado plano de Esfuerzo. 

(F .2 .13S,) 

(F.2.13.b) 

;denominada, matriz 
de parámetros ~lás
ticos para estado~ 
plano de def orrria
cione s. 

Se calcula para estructuras: que en vez de ser· alargadas. como 
las· descritas en los estados planos de deformaciones, su es-pesar· 
es infinitamente despreciabil.e (e.structur~s: delgadas) con respect.o 
a sus demás. dimensiones. En este sentido las componentes de es-

• 
fuerzo asociadas a la dirección del espesor· son nulas, esto es. 

(F .2:.14) 

Considerando las restricción expresada en (F.2.14), las compo
nentes; de la ecuación (F.2.lOc'), nos quedan: 

E.:vc.::: +l. ~x.:c--vr~li J 
E~11 .=·_Le~~~ -vf'xx] 

(F.2.14a) 

(F.2.14b) 
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.(F.2.14c) 

donde apartir· de .(F.2.6) obtenemos: 

\fx.x.:::: E . ~ < 1-v) éx.x: + V.(él'f + f.~2~ . 
(\+V)(\-~V) ~ (F.2.14c') 

<f\\~ = E f (t-V)f-\.\'1+V\f..xx.+Szz_)l .(F.2.14c") 
(\+~)(\-1.v)'l . ~ 

Sustituyendo (F.2.14c') y (F.2.14c'') en (F.2.14c), obtenemos. 

E,¡z, -=- - ~ ( E xx. + G.~l\) - :J. v:t . { {;: zz. ) 
(\+V)(\-..'Zv) .. t1+v)(,-2v) 

\ I +-~~\ il)) é n == - ~.(1'xx +84'1~ , ~U±ll) {l-~)+2$) €.u.-: 
. l\+~) ,_~ {\+'V)l\-'.Z.0) ' (\\·\))l\-20) ~(t.xx_+S.itl.\) 

\t-V) €:z:z.:: - ~ léx.x..+E."'"") - ( ,+0)(\-1.~J 
por lo tanto 

(F .2 .14c' ") 

y 

(F.2.14d) 

Para la.s compone1,"tes de esfuerzo en este estado, tenemos que, 

Apartir·de la expresi6n (F.2.6), que se expresa para el caso de 
su componente~~, como:~ 

cr~x = E r (\-V) fxx. +V (E~~ ·+8.z:z.)l 
· (1-r~)(\-;zv) L 

sustituyendo el valor de ez¡por el cálculado en la ecuaci6n 

(F .2 .14c '' '), de la forma siguiente: · . , J 
<G.x..=. E. I(1-V)6xx.+~ c~l\li -.L l ~+~~)) 

Li+U )\1-·.2v) l\·O) 

= _ E _""';\)r C.\-~).Ex.x.tVE'\\.\-.J.:. .Sx.x -J~ t.l1~1 
(\\'~)(\-lV L ~-0) C..\-\J) j 

-= t. · l(\-~)-.:L ) €.xx. + ( ') -_L ) fll~1 - L 2. 2. 

(Jtv)l\-2Q o-~) l1-v) 'J 
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por lo tanto 

(JY.. ::::: " "E:. f t xx. +V¿: l.\ u) ,...,... ( \ - v:z. ) \. . 1 . 
·(F.2.14e) 

procediendo en forma similar para G'~i..¡ obtenemos 

f~l{ ·=- ·E ( f:~ L\ + 0 8.xx) 
\\ -~~) 

(F.2.14f) 

para el ·caso del esfuerzo cortente, tenemos que apartir de (F.2.6) 

como 

6q;;:;t ~x.q 

es X\.l :=. ~ ~:X: lf 
~(\+~) . 

multiplicando y dividiendo simultaneamen·te el segundo miembro re 
la expresión anterior obtenemos que: 

por lo tanto 

(F.2.14g) 

Las ecuaciones (F.2.14e), (F.2.14f) y (F.2.14g), se pueden agru¡;;¡ · 

par en ~u~;

1
rreglo matricila~ de ')la fo~ma. _

1 
lE:o:.~ 

f '-\1.\ ::: E 'V 1 o E\\\ 
~:x..1.\ (,--'))~) o o ±l•-v) x.~. 

(F.2.1 h) 

que en forma condcnsb..da podemoG ex-pre sur mcdia.nte: 



donde 

~).X. 
cr ,.- • 

Q~4 ' ~J.~ 
y 
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_g_= 

'~ o 
o 

Q .L('-v) 
~ 

éxx 
é'i<( 
é.x.~ 

(F.2.15a) 

(F.2.i5b) 

; denominada, ma
triz de parámetros 
elásticos para el 
estado plano dE 
esfuerzos. 

En este trabajo resolvemos n~estras ecuaciones para un esta-
do plano de esfuerzos, por lo tanto empleamos la ecuación (F.2.14h) 
para determinar las tres componentes de esfuerzo desarrolla.das en 
un plano. Para esto áe determiiian las componentes de deformación 
necesarias apartir de las ecuaciones (F.2.16) que sabemos que 
s6lo son válidas para desplazamientos muy pequeños 

(F.2.16) 

de donde para el caso bidimehsional pod~mos hacer las siguientes: 
sustituciones:•·. 

E. = -- [~] 

E=L~ - - -
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~o< oí, o \o.At,, So.lo <mes 'l..,._ \"',-o. un =M¡ '~Tu< o lt TI.•<t.I 1 "<\"º"'' m <>. "'"" : 

'tL ~ t1' u.' +- " 2 u.. 2 -\- \-\ ?> 1..\ ; .,. "4 ""4 
" -- ~' "' ·+ \-\:t '1.i + "1.? 'l 3 -+ ~4- '14 

'\:.~\o (l,-S. ; 

- l·u),..., l~ 1 o Nz. o t-.\ 0 o ~" .o J ·n, 
.~ - \1 "' o \-1, o \\\ z. e> l-lo o t"4 '

1
' '\.l..z 

"z 
·'\.l~ 

~st,t\)'\~::nJ..o (T.:2,\(,~) <Gn (F.:l.\ba.)~ 
~~ hb\'!!q. 

"~ tl4 
\J4 

• 

' 

Sustituyendo este último resultado en la ecu&ci6n (F.2.15), ob
tenemos la expresi6n que utilizamos en·e1 algoritmo para obtener 

los esfuerzos 

Una vez obtenidos estos.A través de las ecuaciones (F.2.14a) a 
la (F.2.14c''') podemos evaluar las tres componentes de deforma

ci6n de un estedo plano de esfuerzos. Es decir que 

€x:.c. "" {-\. <f "'-"'- - ~ f 1\ '11 

~~~ ~ t \_ ~ ~~ -~<\"'~x:} 
• 

(F.2 .-18) 

· é.-z"L -:.-~ ( él:x.. + EL\l\) 
Por último las ex~reJiones utilizadas. pa;a obtener los: esfuer'-

zos principales son: 

(J"'.;.,. "" ~~4- -\- ~ \§" "';: (\~ "- ).,_ + ( !f ::<. ~ \; 
\Í "';" = \1 -.::¡,; .;¡'~'L - ~ ( li'"x .,.__; ~ ~!!_) ,_ + l (j'-'I f (F .2 .19) 

* e'o\11."'~~W> ~a. "3. '<'(.t t<t \>.f. 
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y para las deformaciones las misma que las anteriores hacie.ndo 

los siguientes cambios. 

o- X.X. :: t XX 

(Í '\~ -:: € 'll\ 
(i ~\.\ ::. é X\f 

(F .• 2 .20) 

Co.n estos liltimos juegos de ecuaciones. De la (F.2.17) a la 
(F.2.20), resolv:emos el estado cinemático y mecánico de una 

astructura geo1ogica bidimensi~nal. 
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TEOH.IA ELECTROl'flAGNETICA(ANTECEDENTES.).,. 

G .1 ECUACIONES ELECTROrllAGNETICAS • 

. Las· ecuaciones fundamentales que ;z_gobiernan los campos elec

tromagnéticos, están expresadas por las. ecuaciones de Maxwell. 

La primera, ef:! la ley de Gauss, que este.ble~e que el flujo to

tal. de. campo eléctrico E ( o de desplazamiento ñ) en un volumen · 

dado, es 9roporcional a la carga (fuente del campo) contenida 
dentro del'. mismo, esto es: 

(G .1 •. 1) 

donde ñ es el vector de desplazamiento eléctrico y ~ es la 

densidad volumétrica de.carga • 
. 

La' segunda,. es la ley de, ,/lmpe.re,. que relaciona la intensidad; 

del campo magnético ii en un punto de un material con la densidad 
de corriente eléctrica j que pasa por conducción a través de el 

y la variación tem-pora.l del campo eléctrico(originadora de una 
corriente eléctrica de desplazamiento). Esta le1 se expresa cono 

sigue: 

La- tero.era· es la ley de Farada:t, que relaciona la corriente 

eléctrica ( ,,::.r"' É ) , que circula en un circuí to cerrado, con el 

campo wagnético B•fluctuante en el tiempo que atraviesa dicho 
circuito. La relac.i6n matemática es: 

· (G.1.3)· 

-donde E es el campo eléctrico 

finalmente la cuarta expresa que no exiaten monopolos magnéticos,. 

al igualar la divergencia del campo rnaen6tico a cero: 

(G.1.4) 
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Laa relaciones que existen entre B y H, D y E, J y E están 
dadas por las !~Cuaciones siguientes: 

(G.1.5) 

Donde jV , es. la permeabilidad magnética , ~ la permi ti vi
dad eléctrica y <D , la conductividad eléc.trica, son en general 
tensores dependientes del tiempo y la posici6n. Estos patámetros 
son propiamente los·. que contienen la informaci6n de las. propie
dades del medio, ya que son los factores que relacionan los cam-
pos fuera del medio y sus efectos dentro· del mismo. 

Dentro del marco de estas ecuaciones se hacen los desarrollos 
posterio!es del presente trabajo. 

G'.2 ECUACIONES VARIACIONALES DE ENERGIA. 

Pa!4\ llegar a efectuar interpretaciones de datos de campoi, pro
venientes·: de estudios geoel~ctricos, se elegi6 desarrollar· un 
modelo de tipo variacional. 

Para hacer e 1 planteamiento :.de un problema variacional, se 
requiere una funci6n que sea susceptible de maximizarse o mini_ 
mizarse(ver apéndice C). En el caso del electromagnetismo esta 
función la proveé el principio de Hamilton, que dice que la ener
gía disipada en un volumen dado debe ser mínima. 

La variación en el tiempo de la densidad volumétrica de energía 
del campo eléctrico ( r.ill/ot) se puede expresar como la suma. de 
un flujo de energía por unidad de tiempo y superflcie a trs.vés, 
de un medio (V•S) mas el trabajo por unidad de tiempo y volumen 
que se realiza para pasar dicho m~dio (É •:S). Su expresión mate
mática es la siguiente,: 

(G.2..1.) 

Utilizando las ecuaciones de ~1axwell ecs, (G.1.1) a (G.1.4) 

en la ecuacidn anterior, el vector B, qUe expresa la densidad1 

·,( 
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superficie.1 de flujo de energía por unidad de tiempo, puede 
expresarse como: 

(G .2 .2) 

que se conoce como vector de Poynting. 

La cantidad de energía por unidad de tiempo (potencia electro
magnética 'l'' ) en un volumen, contenido en una superficie cerrada 
puede expresa.rse como ~a divergencia negativa del vec:.tor de Poyn
ting: · 

(G.2.3) 

y haciendo uso de las. ecuaciones (G.1.2) y ·(G.1.3), la ecuacipn 
anterior puede expresarse como: 

(G .2 .4.) 

al considerar subdividido el volumen t'otal de materia\ estudiado 
en pequeños volumenes, el medio -puede ser cons..lderado mas pruden
temente como homogeneo, isotr6pico y lineal, de tal manera que 
e.sta restricción fisíca obliga. a que.JU ,. ~ y(¡" (ecuaciones 
G.1.5) sean consideradas ~nicamente como funciones escalares: del 
tiempo~ , fe. y ([ se conviert.en en escalares, que denotaremos por 

JA-.' E y <r. Sustituyendo las reaaciones constitutivas (G.l.5)en 
la ecuaci6nes(G.2 .• 4} se obtiene: 

(G.2.5) 

Pa~a el caso en que la señal de excitación sea de corriente 
directa (campos independientes del tiempo), se parte de la ecua
ci6n anterior para considerar único.mente el último término, que
dando de la siguiente forma: 

(G.2.6) 
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Para obtener la energía electromagnética \1) por unidad de 
tiempo en un volumen dado V se integra la ecua.ci6n (G.2.6) res
pecto al volumen: 

(G.2.7) 

· A esta expresión se le agrega la energía de la fuente excita
dora( para una fuente de corriente 'directa. según ref. b ) • 

ul =-t j ~ . E. .l." (G.2.8) 

sumando la.s ecuaciones (G.2.7) y (G.2.8), la energía electro
magnética por unidad de tiempo contenida en un volumen dado V. 
con una fuente, puede escribirse como~ 

Y1-r:: i (<r É~ + .:d; E > á" (G.2~9) 

simplificamos el problema si ex~resamos la ecuaci6n anterior en 
términos del potencial eléct~ico ~ , que es una funci6n escalar, 
que se relaciona con el campo eléctrico a través' de la siguiente 
expresi6n: 

(G .2 •. 10) 

Sustituyendo la ecuación (G.2.10) en la ecuación (G.2.9) se lle
ga a la exprésión: 

'Pr = L ( (f ~11 ~ l"' - ,;¡, J s • IJ ~ ) J:v (G.2.11} 

Si no existen fuentes de corriente en la superfici~ de frontera 
del volumen V una forma alternativa para ex~resar·la ecuación\ 
(G.2 .11) es: 

(G .2 .12) . 

U~ caso de interés muy particular, ea aquel en el que se tienen 
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una fuente puntual localizo.da• en el punto ( x', y~, z ')', dentro 
del medio. Para este caso se tiene que: 

(G.2.13) 

Donde I es: la magnitud de la corriente puntual inyectada en el 
punto. (x.', y', z ') y~ es la función dEfita de Dirac;. Sustituyen
do la ~cuaci6ri (G .2 .13) en le. ecuación (G .2 .12) se tiene: 

(G.2.14) 

El modelo que se desarrollará aquí será de ti~o bidimensional, 
es decir considerará variaciones, de conductividad únicamente' en 
di~ección X y z. En direóóión del eje Y, ss supondrá que el me
dio esta·formado por prismas· de longitud infinita .en ambos sen-· 
tidos del eje. Cada pris¡na se considerará h:omogéneo e isótropo 
respecto a su -conductividad'.:~e.~· fis· G.:z.i... 

Por último, el planteamiento var~acional, de la ecuación(G.2~14) 
lleva a: 

(G,2.15) 

Ecuación de la cual partimos para hacer· nuestro trasformación 
al dominio del elemento finito .• 

. ' 1. ' : ••• • '··: ·.; •• .• . • • • • ')( 

¡_,_.!-.-:_,.;-l-,~.--r--:-~ /'""'!"~ - • • • • • • f • • • 

/ .... ·. ·. . . ~ . . . .... 
: ·.: .: ;:,1: ;· r:" :.:..: ::-: .. r .:..:.:;.: :)ff § :::~ ~ !; 

- - - - - - '-' • •. ·~·--J~~ -~·'..,, r ,,,._, ......... __ ,,,.._,~ - ~~~-- .. ··'·':--.' '·.,,; 
• • ' ' - ~. : • '. -_ .• · ~. 1 

........ ,_ ('· ~ ·-- ......... -- •"" .......-.. ....... ~·,.,., ,-.,..~ .... J·~~, 
...._ -... - ..... .-. ~ ....... ........ .- . ...._ ~ .,,/ 

- ,_ ~ - .-. ....... ....... .,....,.. ........ ...... ,_ '¡; ·- .... _ ... , ···- ·- ~- ~ •"'- -

z 
~exto orie;ina.1 extraído de la re~.( '~ ) , CaT). 1 , 'P•P .2A-1'l • 
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A ~ E N D 1 C E . H 

F L U J O D E F I .L 1 R A C I O ~ 
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i1 .1 INTRODUCCION 

empleados 

lisis del 

E.n est'.e ap~ndice se presenta.n algunos de los. métodos 
". '' 

para' estudiar. e 1 flujo. del agua en e f sul:ísüelo ,·: . El. aná 

P robf~ ~ª se abar da atendt.•9~~.· ~ J.i: >nebesTd~clil~ ~K~.clec 1 r 
'.->,.. . . . • .· -;. '.·,;_·:,. :.' '.·,<·.<· -,,r_;'._-; ... ~.:¡~~--;:._:::e:'·:"·~\,>~·~--,_·;.,:::··.>:·'.<·_·.~~:>~_-'.- .• ;"

0
>> :'· .. ···· .. ' 

tanto el gasto' del fl.ujo. de fi.l;t~~srón>c'gm.9)~1.~:~dp[llip.~9:,_d,onde. e1 -
' ""'/ .. ' ,"'· ·. "<:- .. ,;,.~·.' 

fenómeno 

flujo de 

ha sido· 

sa sorpresa· encontrar: la·T1terat.ura aL/r,e.specJo pla.gada:·ae~;·relacig_ 
¡ .: . . ~-'·. <·.·.> .. _,~-~-~:::/;~'.:::··'.:,~. :-;~'.(·'' 1.~·.:-~. ;,", •• '. ·,, ·',..·_c.1·• ". 

·ne s emp·ír icas · resp·ecto a las. 

y han sido 

Actualmente 

nes entre 

además se cuenta con la. posJb:~:f:~.~ad .·~e·"áC:cj~ar. la ~hóerlidllmbre en 

las evaluaciones de dichas magnitudes. 
'., ;- - '": 

Ji. 2 COEFICIENTE DEjOROSIDAD 

. . 

· ····El:· a gu a~c.·q ue·~s e-. .. en cu en t ra· ... e n;,_lp s .. p.or.P.s ... ~-8~1.~.?~Y..~JJ?,, .... ~~ ... -
- . . . . . 

llama freática y generalmente se halla en movimiento, a este moví 
. , " -

. •' ·.·;_:.),;-;, ,..-·· .. -. -. ' 

· miento del agúa;.:~J:t~.?Y~.s ~~.··{95-:'r~.o_!.d.s; s~. ).e . lJama:·.10 filtración. 

Los estrato ·~·~;;~bri~~~i~~;¡~~%~iiffif ~;i~1{~'.~~~;¡~~"f~)~;~ *qs . FO~·~ ris •• in-
t e r conectad os ~~tr·~ · s.i ,·. circLila el agüa freátlca. 
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'~· 

A efecto de simplificar la teoría los suelos se divi-

den en dos grandes grupos: arenosos·y arcillosos.· Los suelos are

nosos se encuentran constituídos esencialmente.por partículas macros 
' _, .. -' .,_ .• ·' ·:< .. :,.-¡ . . 

:::::::nq::~~ f 

ti e amente in s lg nif i C:: ánfe ;, !Eii:;¿ amtdo';:. ·ros·/sue~lds······ á'í:· ci'l-Fp s a·sr·df recen 
·.· --- ·.-,·. _.;::·:.:,·:;-:~-.-,·-'-<· -·--.·;<·-): .J·-... ,::: ... ,.,·:::;_,_-.(: -.-.-"··'.:..;~:.-: ,. ::·._:_ ... >.·.-.:_:L;·: :·". ,.:~- :.·<.:1-. '_:,:.-··/;,.,;··:":':~"'-· . 

:::·:~:n::::: 
en su volumen; Y/As'F'Xpues·;,<,:•los;;\,suelos ¡;;arenosos<;::.aseme:J an/med.r:os~'..Poro 

:::i::~•l:s5 ~ . 

ría' por otrC\ p~rte' n.o:)s menos cier.tó!E1üe Ja,.baja.permeabilidad -

::::e ::::s:: ":.u.:to~~t~~Jt~~~i~~~,¡;¡i~~~~~ii~~~{j%/,t~l~W~~f ~~·:i~ 
:: : ~o s. formas: v f~~~f~ii~f ,";;~~M~3~,~~j~fij~~[~tf ")~~,~~!~i~tl'~,~~"::-: 

,,, - .. ',~',-/;;··. '--~;·,·:--~'._:; ',._ 

in r 1 i trae ión no se presehta .e1 nliJo cie1'.~9Ga :~ ·t:ra ves de Liña cier 

ta t raye et or i a .P.~.~~-~~~~!i~;1~~~~~iií~~~1~l~rl~~1<r[~~~~?:° ·.~ 
través de una secció'ri!~·fécfaY'dd.nde;·el·Je'nómenci'c'.,de;?.i •• nti'ifra.c'.ión. se •. · 

da si mu l t án ea me n t~~f &~t~;,~ii~¡~,B~iJ1$~¡:~1~if f {~¡~;~'.~~\[~"1¡~~~~;4g'chi·. 
consideración se aSUflle· !=\Ue los. _granos·.:de afeh'a' son' .:de :.'f,·prrna esfé-

::: ª p: º :: • :::::·-~f ~!~f~ª'W~f~A;:~~~~~j1t}ffü~~;~t~fi~g~~:: ~.t·.-
Po ro sld ad es la relación d.e vaci(J~ Vy al volumen t.Q. 

tal en cuestión: 



y la razón de vacios es 
V 

-

_ . .:.-v· __ 

e = V ':'. Vv 
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(H. 2. 1) 

(H.2.2)· 

·cuando los granos d~ arena pre~.,entan un arreglo 

cúbico la porosidad es· 

= o. 476 n = 1 6 

Segui~amente se ~a~ algunos·~alores d~ la porosidad -

correspondientes ~ distintos suelos. 

T A.B LA 

DESCRIPCION 

Arena 
Arena Compacta 
Arcilla 
Arcilla Orgánica 
Bent6nita · 

¡.¡.2. 1 

I· 

POROSIDAD · · 

46 
. 34 

55-37 
75 
84 

H. 3 VELOCIDAD DE f ILTRACION Y GASTO 
. '{. .: . :: : '.:~~· .>. ~:·:. :·:. •. - ·. ' ;:'.'. .. ' t ::· :· '. '·' • ' ".\ 

En '1os. cálcúios pr'áblic~s de ·flujo de filtración 
. ' . ~ ,., . - .. '. . . . ' .· . ,_ . . .. ' . . ' . . ' '' . :.. ,, , . " .. ' ,. 

'··:···~""'···-~;,i.í;.;.;;~ .. ··· .... , ··;•;, .. :> ;•.' ,·' "<.' ·. ·.' . figuran e scen e i8.liileñ'te"'."dO'st"m agn·H'ü de.s.,~•~s.a be r : 1 a ve 1 o el dad 
de filtración .~.:;,y; :;t'if~~'.~.~;''Qf".i'B '. . ·. ···e~·~·~···· •.. .c. 

a través de m~~11~;~}i~~~;f rt~i~~~~~~~~¡~.¡É~;!~::d:·:~~·::~ 
medio que .consf~er'ar a la;'veiOcidád"bajó .·promedias obtenidos 

::: .. ··' . .. . . . . . .·. . .. . .... ,. . ' 

... :',-": 

de la siguient~'manera: 
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Sea A .el área de la sección recta a través de la 

la cual se estima la velocidad y sea \ el irea ocupada en la 

misma sección recta: paf lbs poros, se define a· la razón 

m = 

... 
y al gasto 

Q = mAv 

la magnitud v es llamada ~elbcidad de. filt~áción~ ~ 
' . . ... . 

A·efecto de articularld~des de la 

razón. y 

base r.~c ta cuya 

área 

.. ·· •.······· ... · .. ''A~ 
m(z) =~·. (H. 3; 1) 

y tomando el promedio sobre el cilindro de. altura h 

y de aqui' 

.. h 

m = . ~1m(z)dz 
O. 

h 

m = __L (A (z)dz = 
A:)_ p 

o 

.... , .... ~'. ',_.: 

1
h . 

_1_ A (z)dz 
V P 

o 

(H. 3. 2) 

(H,3.3) 
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y como V es el volumen total del cilindro y la integral eva-

lua el volumen de vacíos, se deduce que el promedio m es el -

v al o r de 1 a p o.r (J s id ad n' ~ 
1.'' 

''- ,-, 

H.4 FORMULA DE DARCY 

... 
La fórmuta de Beraoulli establecida para el estg 

d i o de l f 1 u j o e s t ac ion ~ r io de fl u i do s i n c omp r en s i b l e s no v i s -

cosos establece que.·· 

donde 

como la 

mino z como 

s_obre el 

2· 

_p_ + z + ~g·· = . h 
"Yw 

( h ·e· s e o ns tan te ) (H ~ 4 • 1 ) 

p =:: 
. , 

V 

g = ·acel:erác1ó.ó ~de,bida·a la gri~v~dad .. (1o~Q,_i:i:~d/tiempo) 

h = 

_;.':j'. . . ,, ' 

tura debida a la veh:iciaád;'-La:.'carga{debida.~ a~:1a velocfdád; ; As1 
.'' ·;,.i:f?;:·,~:-;"·.:·:::··.~·.-:"/~~<,;•;'.:-:-./_:,:,;¡.:·:,'•·','. •,_ -~··:';'.~ .. f'.:-:•:•,:,:'l»;'.:·.::,·'<.~.-·· ','.-' ,· ·.·:::,•:.'" ·': ;•<'.~· ;,"L-,··:,'.•';' 

pues la ecuación dt··~e·~0.?,,g~~f{(?~~ .. ~,~t;~~o·W:.;f~i¡ su~(d•J;s •l 
turas geométrica, pJézornéfr,fca :Y'. la. _cargá>;debida a la velo.ci-

dad es una magn¡t~;cf~;~~'~:~·~~·~fo:~··}i~~~k;ci~}:_-~~f:~~>·:t.6É~1·.· · 
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Para .el flujo de filt"ración y en virtud de las -

pérdidas de energía ocacionadas por la tesi~tencia ~l movimien 
. "' ' 

to a través de los porqs del suelo, l.~ ecuación' de Bernoulli 
.:.-,,,e 

toma la forma '<>•; 

2 2 

PA VA Ps VB 
+ /), h + ZA + 2J = + 2a + 

....,.__ 
Yw 'Yw '2g 

(H. 4. 2) 

f 

~A t 
óh 

'Yw t 

1 
.¡, % 

t 
-

r 
~ 'Yw -- .¡; 

r r 6 s t 
¡2s 

Fig. H.4.1 

6h ·representa la pérdida ·de. carga del fluido en cuestión al 
'· :¡. '. -••. : ·.•.• .• ' 

recorrer 

.·.· 

energía por un;da'B'''de ;peso 
'.'~"{¿~,:~::;:~.>- ,- ':; .. ,, 

de longitud 

medida según ··1a'·a~i'r~6;6Y6 
!,, \ 

Como fa carga de velocida~ en el fenómeno de fil 
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tración es, obviamente, pequeña será omitida, así pues 

la fórmula (H.4.2) toma la foima 

mentalmente 

porcional al 

PA Pe 
~h (H.4.4) + ZA= + 13 + 

'Yw Yw 

.... 

En el año.de ,18~6 Henry Da rey· demostró experi-
//:' 

... •• :- ;~ •• ' •• '.. ; -:. ~·:·:: ; < -· - ~·;» . ; < : • 

qu,e•· la·•· veJ.ocida:'ci:<de.:Url>·nujD 
''._,"'':::,;'\• .'<;;;;;-:;;,;(:}/ ' :';<;\.·:·;:<; .. ;· 

de. rrÍ{ración .es prg_ 
' .. ; :~) 

gradi~nt'e · hidráÜ1ica· - ... · '·. -
., ,, ''.;,,,):".·, ·;/·,' 

·V = ki = -k__Qh_ ds 
(H. 4-. 5) 

El ·.análisis ·:d~ ~sr~·/f6'frnLlla: báracterlz·a .a1· .. coe.i 

: ~ :: : n:: l k ~ 1: ~·:~::Q;1'.±;~~~1iifirt~~1~~-~~;~~{t~i~~~~;1~1t%¡l~.ol'· 
dad, . así pues k ... ti.ene las ;diinensionés de.·1a Ve·rocidad ..•. 

· ~::~·::-~º .·~f:,":~ .. ·:;_:··· ;:·:_-~··.s'.:::)ri'.i~:/·;r:··:./ ,··· -,· "é. ,_~.,-~·:i ~ ··.- ;·'=- , 
En .este 'punto ,·es ·per-tfnente· acla,rar·.: qu_e la .fór-

mula de Da r~r,~éxii~;~~~~~J~l~~f~iill&~F;~~~!~1~iff!~~;~~,t,;. ··. 
e ui va len te. á, lás){ecuá'cióhes:':::de{~'Náv'fer<~St.okiú~''. ar.a':·'e·l:'; f lú. o. 

v: se os o en ~~;~i~~V:f:·;j~'il,f~{¡g~~~~¡~~\f ~·i~'~i¿~~~~~~~~t,r~1:~~1J.tW0 ~Y~ 
hace pos f6Te~ne1~d-'é sa;~~r.~:1jóL$ú6'~~é'~en't'e·.- de;lá~:f eoríá'.d.érifró'·de1 · 

. · .- ·••. ¿_··· '•-••·• .... ~<:-t::\:,¿:··-x:i::~:?'Ff:~~:~~!"·:..~~~..;~~;;,,,::~mL~.t~~:,.1~~~ .. 
mar e o de 1 poten cial.·qeLJlüj o ·.e:: c:En_·,C()tra s~· p~lab.ra s, .•... ~ l_ _q üe''éfar~-." .. ~··· 

cuan ti f i e ad os , ~n ·1~\·;:Ó·;~¿}~, ~~:::~'b,~-i~y, >I6;~\··~,'f ectos~d ebi ~o~ · a 
f ' • ' ¡ :·;·:· ;'.~ ··~·. , .. <_'.:., ';,·) ·, . .. , . 

la viscosidad, el flujo .püede .s§r\'consTd'e'rado cO~o· no .. ~iscoso. 
' <: ·', ' .. ' ,.~ !,· • •• • •• '' ;::·:·:~' : ••• ;·;' ; 
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li.5 LIMITES DE APLICABILIDAD DE LA FORMULA DE DARCY 

R vDP = --µ-.- (H.5.1) 

donde 
_,,.~.~.,,,-.~.·1·'"'~··'···'"' ~:. •''··.-~·'.'--•-• .··:-~·'-''·'. 

V = Velocidé(q;,:·~~1\f;lqJa·de Ji1.Jrac.i6'1"1 ... (cms/seg~·· 
' ·,.,, .. :.· -~?··,:'.·.,«.''.~~-~;,~:.:·_·._ :·:·,• ;·i;··'-·; 

o = 

p = 
:::::~:~~~~¡~,~f ~f J~~· ~::~:::;;QU/~~·. del' suelo ( cms) 

.. •.' ')' . "- ' 

\.,1 =,· coe·f·i·c:i·~~·t·e··~d~""'vi·~c os i'da'd'""'~tg·r-=~ré~r1·crm·s"~ ·r··""''"''"''"'~"" --·· -· · " ............. . 
• ' , •. · ... •. _. , -_ ,-: _,.o·.¡-.-~, . ,--,L~ ,. _.; . -

Me'dfanEe experimentación· se. 'h:a:ericoritrado que el 
''· ·--· .,·.·. -. - ' ' ' ,. . ., -

los pasa de lafTllÓ~~s·~: turb.;~Jent .. :º. :.:.G·.:s.: .• ~~'.'.f::6Yfü.~:*.~>1Y<:.·A's'i: .pues se 
--- ,.:,· , .• , ·¡' ·. ,_ - _:, ;,;~>.;;-;:· .. ' " -

trabajará con la fcSrmula de'Darcyconsideraíldo 
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(R.5.2) 

Al sustituir en (H.5.~) los valores cbrrespondien-. 

tes a los par ám~ t ros' P .. ·.·Y · ... \J .del. agua;:.Y .con${i:J.e{an.cio>\:ri;S,ervado.'." ~ 

r amente e 1 v alO r. V . = l.. cm S(s~ & ,:~;.~~4f~;J~~f.f~±[~&f'./~f!~';J.;~2~~;fo 
que corresppnde a la' t:limensló,n:'pr·amedi°ci d;e1"r.'clí\{~'~tr.o .prhme;d,fo de 

.. :· : ... ri:.._,,; ·,.·~>\'~--- ;:·~:·:,:>)\~,·-· .··· ,"' ~"' . ·"':,~·,. ·._ . -. - ... 

los granos de .·la arena, gf.u:~~-~-i;/~.;~~ii,:P9.es, .~·i/,'t~aWa:J:S,.e. cJlbhÓ,;)íml 
te superior. p~'r:ri,-'.el. nLJ~'~·f~q.\~~/ ·~:;~no,Í.cis, el. ·:qia~~j o.;'.d:~~.i'a· :.fórmula 

de o ar e y e o t ;:~~~·;g~;J~·~;~;f .~8:~g.~8~id(·~;~~:¡\;·t~:;.','~ :. s 1 t' J ~·~ih·M;.~·:.··: :~ é'~{l ~ k de r · -
.•.. »;;~j.:,füf ;,,~;;t:~E.,;i{~i{~'t'f ;J~~~;,~:¡¡t)S~e-:t.:¿;?:.:·· ::L1~{ .. ·.:. · •· :~ .:: · ·· ,_ ··· .. · ....... · 

flujo del agu~?en:suelos .aren.osas·•;···,,: · ·· ···.; 
·· ·;:~} -·· .. -·_ :.··. :~~~.>?~:;::r;;'t ·'~ ;.:>p;;;_:.-:·.~:~,--.;~.~; ·~f~> :;;·~::: .. : .}< ~·:·.. .. ,~ ~ . :.:~,)"~ ' . 

·.·J ' 

Jll.. 6 COEFICIENTE DE PERMEABJLIDAD 
. •' ··. 

' ' 

Siendo:, como,, se dijo, la fórmula de Darcy 
.... -' 

V ~kdh . 
- · ds .. ca. 6. 1 > 

dond.e k es el 'caeficierite;de permeabilidad, fácilmente se entien 
. ;.J,:'.~:.":¿i:.'"'{·~:.!1L'.:>2::z,~~~t/ ·. :'. ,·> ., .. ~ ¡-· ' ,/_.·:;? { ····.·.· . . .. . • . .. . . ... 

de que di e ha .. c·a ef icie:r:i(e,'.:.v a ~f~i'.':;:ae·rxe·n·are nd'ó"¿·:p e;'.l a:·:irrfl u e ne i-a·''c o n .. 
. ··. )'.t:~}\:'f :(t,:;/:: ·~.· ~;:·:·J~Nfi~J:Xs~.Y·,:?:(: \.·P;:;¡.;~rué:2J:'· ··.~1-.;5;!'.Y·:I/'.?·F::.•• :·:·d5·:·;·j • , : ... •,. :• .• •.•. '>·:: .... ·· ., 

la cu a 1 . se man1f,:ie:stan.:tant'o:}la{'de'hsi'dad'•fo'omó"'1á'•\ífsC'osidad' 'del 
. .· ·. ·., , ::;1r';":f<~\( .. ' ·;;;·y· :'i, 1; ·\:.:./:~ .::~ré :·t''ii('f ,;i~;~1f Jf!:~·it}:~''··~<:::.·:;·;s.:~'.~:rwr:~1;;;"1l;}:;:'ii:1·:;!z,~~t:,t:"~;··.:. ,,.. . ;r· ::i· ;o;:.· 1> ;·••·· .. . . . · 

· fluido en lo s<póras· 'de'F süercr~ 'AsT":!pUes':·e·n·t~úh~.int'ehl'ó '.de·:•atslar 
• . ;;'. /;.-·;. ' ---<.) :.\('.~· _'..:: '.> ·-~! ·: ·: .. ~ .·_::, :·,·.< ,~ ':; ,: _ · ... -; ,- :~:>:?.'.:. ;,)/;-</'.'~{.- -·, ... ' ;.~·'"~: .. ~1~~/:\:~.:t:.:·"~":, 'J",.':':<:'. .. ; ;. ··'·(" ' .. - .' .. , .. -.· ·· .. 

por un la~q'~)~~~~~~~-·-··-· 
lo y por otra,,'.iá''f.iaité'q¿ye ''depénd~'tc!e'las·;pr'op'fedad,~s,·'c:lei;Jluido 

.-·-··"· ,,, _,.,_, -

se introduce él. parámetro k~ llamad.o ¡ner.meá~il:Í.dad' ;'r ísica, así se 

tiene que 

k = 
. tu 

k -º µ 
(H.. 6. 2) 
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donde y es el peso unitario del fluido y µ es el coeficiente 
w 

de viscosidad. Sustituyendo (H.,6 •. 2) en (H.6.1} se llega a 

,Yw dh 
v = -ko·µ ·. ds 

(H.6.3) 

pande se muestra que la velo~ida9. es inversarnent;e proporcional 

a la viscosidad. · Esta· Liltima expresión per·mite maneJafJa far-

mula 

tiene más 

parte los 

de fluidos de un solo· tipo y,·sUJetos:á1ns1grnf1,e.ant13s;;~Ya.r1ac1g_ 
• • ' ', -,: 

0 ~.":·<-.. :~·-::·,,. .. •".,_;~, ,''(/":"::·~:;:';,·,~,-,.:-:;:'.•_f:\.:.>~. -·'.. •'"·~,-->_~·.::}~:~_/,;~:~ ":"'-":"):~·r." :•}'"-,¡••,•,'•-••',c._ •• 

nes de temp·era tur:a ,. se concret,árá a::e,Valuar·.1a·Ley>q~:-:.:oar:·c·y ... me-

diante el parámetro k. Segut~a~~Q}~/t~(~a ~[{~"ii~~{;;~;~;'.;~a1ores 
de 1 coe f i ciente de pe~me ab i 1 i d~·d. ~b·r re sb ~·~di ente ~·.~ d}fef eí\fe s 

• ~ ' ; ) '>: • " ~ ' ~ > -. 

tipos de suelo's. 

TIPO DE SUELO 

Grava limpia 

·.C ·.·,;:: •• 

:,·' 

TABLA H.6.1 

COEF. DE PERMEABILID.AD k (crns/seg) 

l.O (Ó mayor) 

1. O a ~O. O 1 Arena gruesa limpia 
• •• • •••• ""'•-~.· 1>'7'," -. ' ..... ..._.,.,_h•c-.• .,.,-,~1····· .,. ·.r., "'':0"'···-~"·'t'·-.··. ' 

Arena 

Arena fina 

Arena y sedimentos 

Sedimentos 

Arcilla 

• ¡, •> -·'"""';'"":;'~-f'.'_'J.;'.!j"~~;l~~~"'('>~"-"!''tt<)•~fl·~,: 'oW 

0.01 a 0.005 

0.05 a 0 ... 001 .. 
o. 002 a· 6.óOo.1 

O. 000001 (o menor ) 
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li.7 ECUACIONES GENERALES DE LA HIDRODINAMICA 

z 

7 
"'1 ti 

... ,. 
6 

, 
.2 

-
1 

1 
dz 

1 
.,. u 

V 
Al - - - -··- - -

... "4 ,, 8 
/ dy 

1 dx 5· 
X 

V 

; . ) 

Fig. H.7.1 

e i ó n . de un 
5
:::1 ::i;;¡~~~~~;:~;;;;~~~;~}~;;jt~\~~~:;¡:2f :;¡~df;A:eI~{~::t:,·-

d u r ante el inter . .Vaió·: é t. ·e 1 pün.tlii'.Ai;:se <h'abrá< ttásl a dado· ~O').~ .. p'6s i
: : \ ·-:~~·>·~ú ·: _ .. ~=',·.·..: .:~:-.·< ' .. ::;'_:/,~·-:~;:~-~-: ~::t'~:s~:~ .. -]''.); -:><:/}~--~~~.; .. ~ .. '.·~-; · ·.- --·- -- :·..-.-.·" .~ :· ,.,__ ·. 

e i ó n · (xill é t, y+vétr'z+W5t~;.~:~~~La:~r,8z óh:.;,.d~.;.f,'C.élmbJo~.r.é,s.p e.c.t_o,.,,.ale'l_,.t,temR.9 ... .,c:l.€:1 .... Ja 
"\ ' • "· •• • ' '. r ,'. •• -~· • • : ·-: • • ' • • • '• • • -_ • ·- •• , • , • , 

., . .,, .. ~- :· .. --'- _-. ~ ~-r..:; ;: ~-:~-.;~~ti._L-:::;>· .. !.'.·>.:~.~ : : 

componente de lá \lelocidad O éS\oü/\St ·o se·a 
·.:.;·:,· .. , .. ·,;, ,' 1 

' ,·.· :: '.' 

.· .' ~. . . : ' ! : . " ' ' 

fil! aü · au ax ali ··:k·· áj ·a z 
~ t = n + ax TI + -ay a t + az .af 
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si ot se ha.ce tender· a cero, entonces 

dx 
u =dt ' V = Qy dt 

dz 
w = dt 

y la aceleración en la dir~~ci~~ del eje X es 

du ali 
dt = at 

... ali waz 
... . 

(H.7.1) 

las aceleraciones en las di 

recciones Y y Z. · 

dv 
dt 

av 
= at 

~: : -:. ' 

,·········':.>f· 
dw . . .·a·w~}~:.;;:?~'a·w 

~~'",.ª,~~~i~;: ...... /. 

(H. 7. 2) 

(li .. 7.3) 

Sean.<qj• fr:(i'.p'f'~·~fón y p la densidad del fluido en al 
,·.: 

punto A(x,y,z) en el. instante t y sean, .además X, Y y z·· las fuerzas -
- ,...... . -·- .. , . .-,:.., ·-

por. unidad d nte 

es la debida. ~ i'~ ~IgY·,~~f ~;> f~, fu et i~ ~~~i~h't~ OH'ie~,f¡'i:'a dii l:: 2-3-4 

de la ·figura H.7~1 es: . 

(p-tfxdx)dydz 

y en la cara opuesta es 

(p+i.aE.dx)dydz ax 
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y de aqui según la segunda ley de Newton 

dü 
pdxdydzdt = (p-1~dx)dydz (p+t~dx)dydz + pXdxdydz 

'. 

mediante (H. 7; 1) dé obtiene 

aü -aü -aü -aü 1 ~ - + u- + v- + w- =' X -at ax ay·. az P. ax 
(li.7.4) 

(li.7.5) 

. .Z- . 1 E..Q. - g 
p a z (H-. 7. 6) 

Esta~ tres ~ltimas ecuaci6nes son la~ ecuaciones de 
. . ' . 

Euler para el caso del flujo nO viscoso. Ahora bién, si el flujo . -- . 
. • 1'· 

es laminar, e[lfonces .Jcinto. i'as· c:ompon~ntes. de ·1a .. velocidad. como 

su~ der i vada~He~b~c. 'ia_:~r~·s· i~on·:·peq.~eñ~{i';;j.)/tcie · .... aqdi·.~tjGe~ .. -.~ú~.B\()d.uc.t_o .... ~ 
,·:-·,;··,. . : .' ' ... :; '. :--.-_:'{ ~'.. : ;, . •' . ". 

1 av = y _ .l 2-Q. 
ñ "5T P ay 

1 aw 1 -ª.Q _ 
ñ TI = .z - p az g 

(H. 7. 7) 

(H. 7. 8) 

(H. 7. 9) 
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Obsér~ese que las componentes de la velocidad sin ba-

rra indican la velocidad de gasto. Para n y g tomaremos conserva- · 
. . . 2 

dora me n t e 1 o s va 1 o re s n . = t · y . g = J o O O e ms/ seg . 

SL eL f'lujo es indepéndre~te de:~: tiempo, entonces se 

tiene 

X = 1 ].Q 
p ax 

y al sustituir p por h 

.... ,. ,,_,,, 

(H. 7. 1 O) 

se obtiene 

X = g}B- = - g i . ( H. 7 • 11 ) 

donde i es el gradiente hidráulico. St aplicam.os ahora la fórmula 

.. de Darcy 

análogamente 

X= -y 

y= -lZ
z - -T. 

(H.7.12) 

(H.7.13) 

(H.7.14~ 

'• ..... 

Sustituyendo estas tres últimas fórmulas en (H.7.7), .. 
(.KJ.8) y (H,7.9) respectivamente se tiene qu~ 
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1 au 
n a1 = 

l -ªB. ~ 
P. é) X k 

1 av 
ñ TI 

1 aw 
ñ TI 

= l -ªB. 
.· .. P .:ay 

: l .. Tu 
- . p~·._:,_a Z:'.·, 

.9.Y. 
k 

. .9.! 
k 

(fl. 7. 15) 

(H. 7. 16) 

(:H. 7. 17) 

Para el caso del flujo estacionarip, estas fórmulas 

se reducen, de acuerdo a la expresión vectorial de la ley d~ Darcy 

v = (H.7~ 18) 

Seguidamerite se pasa a jutificar la simplificatión de 

l~s expresiones (H~7 .• 15)-(H.7.17). 
' . . . 

Estas tres presentan la .sJguiente forma -

común 

1 é) V .9.Y, 
ñ ar = gi - h 

y de aqui, mediante ~1 siguient~ ~amblo. de variable .. 

V = V* + ki (H .7. 19) 

se obtiene 

l ll k al ~ 
n at = - ñ at - h 
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Con el. propósito de cuantificar los coeficientes de 

esta expresión se toma k = 0.1 cms/seg, valor· de permeabilidad bas 

tante conservad6r ya que corresponde a suelos cohstituidos con are 

na gruesa 

a v.¡¡. _ _ 
1 

• 
1 0

- i a i 
at - at ... . (H. 7. 20) 

comparando los órdenes de :l.as magnitudes se ve que a ,m~no~ d{pre-
-.. ' · .. ·. . ~ , . ' . . ' . . -'. ,.) 

::n:::::.::~.: ~! 
omitido sin pérdida sénsible en.Ta.·exac.ti.fud·de<:tos·~cá1culos> Aún 

, . J.·; .:.·,,;: .· : <•.. ... ··"'::r.:·:. . .. : .':'. ·' ... . 
más, el numero2de Reynolds ·.·el. cual.11m'i.t~a •. la validez.de .. la ... 1ey de 
Darcy 

el momentUm 
,. ·': ·,_~ ! j". 

r lujo. ocasionadas #ci'l:'ia" re-

ducido asi 

e integrando 

..•.. '4••. ~· ....•. , .~· 

término que tien8e ·rápidamente a cero,. asi pues al 'tomarse v*=O se 

obtiene (.H. 7 .18). · 

La ecuación (H.7.18) muestra cuatro incógnitas, a 
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saber: u,v,w y h, luego a efecto de determinarlas se ha menester 

otra ecuación, esta .se puede obtener a partir de considerar al flu 

ido continuo en el espacio y en: el tiempo.• 

La cantidad de Jluiido}•qú~ 'pasa a tra.vés de la cara 
.. ·,·,,. ·:::· .'.:·· . .-·-<,-:·:,·',.: .> :-· .. ·.'·· ·. ':« ._·.:·.::·' --· .. ('". :· ~- ...... _ 

1-2-3-4 del elemento most~ado é'ri la flgur~.lf.'7,\ es 

.... 

nüdydz 

. ·: . . 

y. e n 1 a e ar a o p üest a 5·.:. 6 "'. 7- 8 · · e s 
·-·;,· 

[ nu + fxc.nq) dx) dydz. 

Y.el incrementp del Huido por unidad de tiempo en la dirección 

del eje X es 

' . 
-fy_Cnü)dxdydz 

análdgamente se obtie~en las si~uie~tes e~uaciones segón las di-

recciones dé los ~-Je-~i•,_v·:-~,l':·z' :r¿:sp~é:,tiv~mente 
• ! ~·-· :J ... '. ·, '· • ' . • ':' 

'1 

-fy<nv)dxdydz 

-.. "';f""''''""~·;,,,, .... , . .---~-··-"'"""'"""' ... 
-az<nw)dxdydz ·-

Si el fluido es incomprensible, entonces 
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-}(nü) + ty(nv) + tz(nw) = o (H.7.21) 

o sea 

como es'b,fen sabfclo,· en eLestüdio de. camp·O~/,v·e;ctoria -:':_ :> ... : :" .·:·:'.·::-.;~ !':. ·.<·: .. ; .. ;\;::-:~·.:-:-'·~-:,-::'.'.\,'.·_.> ~-,···:: '· -

les ciertas dificultades ie·:púeden 'soslayar cuar;idó )iqü~)'}c)'s'..~e<pr~ 
·: .,. · .. :_- :-:·:;_r:·:~~:· ...... ·:;'.:~:·/_:/:·::~-~'.:{(~!~7?t'.",.- ¡·" - . ·.--;:·· ,.- \·.·.-:.-:'f.<((.:·~:;_.,.._\:.~~<-:· ... ,.; ..... ,,_ .... -

sen tan en términos de potériC:i alern' de aq~l que se 'de'fina ·el poten-

cial de vel~cidad ' por 

.. cp (x,y,z) - :-k(~ + z) 
. . (¡) 

+ c = -kh + c · (.H. 7. 23) 

donde e es una -c;()p§tahté arbi,traria. 
'· .-__ .:_·,·,·,. 

u = l!ll ax 

V l!ll 
(H. 7 .24 ). 

= ay 

w = ]Jp. 
az 

Las ecu~~iones (H.7.23>' y .(H.7:.24) generalizan la fór 

mula de Darcy dentro del esquema dinámico necesario para el estu-

dio del flujo 
.• : ; .. ! ~ ~ ·. ·_. . ' ,.'.: • 

Mediante simple sustftución se obtiene· a partir de -
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. 
(H.7.23) y (H.7.24) la ecuación de Laplace. 

(lf. 7. 2 5) 

la que al ser resuelta bajo condiciones de frontera específicas 

determina ~l flujb estacionatio y laminar de filtración. 

li.8 FLUJO BI~IMENSIONAL 

En:mJch~s ocacibnes-el flujo ~e un fluido es ~J~tan

c ialmente el mismo. eh. cler~foS.: planas· paraler'os_ · .. p-ór ésta· razón 

el flujo se pÜede·:cohsfd~rarrbidimensiÓna1, ··simplificáridose asi 
... '-· ' .. _ .. ·. ',_·,·.:-> .. =·;~.-~· -./.-·: . .;',: '. .. :¿~-.::_,->:·;.· --~ ,. ... -, ,_;:,:.::~./\·: .. ,:_: ''.:, : ·:·,-__ -.-·::·~/~·-'_:.;_:.;::: ... - ' ---·. 

notablemente e 1 -·t rabáJo ne'cesario'en 'est~·ciasé'de __ estudios. 

La .s ec~:~~i'.~n es···:~~~\6as\.~~}(fiu ~~· ~idiffie n si on~.1 en e 1 
. . ·~':<·;:: \ . . \ .,, _.. '.· ... '.. . '.. • ' . ·-

plan o X-Y son.- ---· ./ .. ·;_~·'.·· '..'· 
•'-.' .. " .: .. 

u = ~ = -k-ª.b. l ax ax 

J 

(H. a. 1 ) 

V = lee. = -k-ª.b. ay - . a Y 
- ' ... , ... ·--=--~·~- .•. . ... 

y si se conviene en €ornar el_eje Y dirigido verticalmente hacia 
·-

arriba mi~ntras que el. eje X p~r.manece horizontal se tiene 'que 

.. 
. ~~ --·~ C.••·.'" ~ ·.~- ··-··~--.. ~:"'."'7""4 . ..,,..,..~...,,~ ..• ,,_., !"'·-~~7"'·-\· . "•:: ""· -~~···; .·· ~ - . ~ .. ,. .. >• _,.,,., ·' ... ,..,.,.~ ~-· ·--··· • ~ :···" ., ........ ':' ... ,.. "" • ;• ~· , ·~- .,~ ... " ,.,,...¡ / ... ,.,.,,..'' .:· ·~'::~ .. •·' ., ... ~ 

h = ~ + y (H. a. 2) 
"'{¡,· 

cp = -k <-º- + Y) + c (il.a.3) 
. "'(¡, .. 

siendo asi que la correspondiente ecuación de Lapl! 
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ce es 

(H.8.4) 

y la ecuación de cont.inú.idad adquiere la· siguiente forma 

_ag +]!=o 
ax as-i. 

(H. 8. 5) 

,Cq~o. e .. s, :s.~t:faqg, la ecuaciór1 ·de. Lap1ace es satis fecha 
'•'·'"."' ···· ... · ·'··.:,·::··"~..:,_·,,-,~ .. ~ .. ,,.,, .. " ···; ···.·--\·· .,,,,-, ;~~.:~, ,,; 

. : : : Y:~:::::: s~;:.~:o~ ~i~/~~~i~!0€~Ste; ?~~JJ~~~~x~~al::.:• S que·· ·1 as 
define por. 

La 'funciórt~(x;y) es.llamada función de corriente y se 

u - .aJll - ay 

V = _.a.!I! ax 

; ·.•" 

(. 

(ij.8.6) 

cuando se sustituyen estas ecuaciones en la ecuación de continui

dad se obtie"iíe'' " 

. _fi - -1..ilt= o 
axay ay ax 

•' 

igualando los potenciales y las funciones de corriente se llega a 

Q.m.. = 
.]JI¡· 1 ·a X ay. 

J 
a.w... ~ _ ...a.w (H. 8. 7) 

a Y ax 
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En otras palabras, la función l\J(x,y)satisface tanto a 

la ecuación de continuidad como a las condiciones de Cauchy-Rie

manR, luego· también iatlsface a la ecuación de Laplace 
':-.;}-; ; 

·(ft.8.8) 

H.9 LINEAS DE CORRIENTE Y LINEAS EQUIPOTENCIALES. 

Conslderemos una partícula de fluido la .. cuál en el 

. punto P(x,y) ti en·e :una· ve:loéidad tangencial v= (u,v), luego· 

V dx 
u = dy = tang& 

' 
donde & es e1 ángulo que ·forma la. tar:_gente a la trayectoria en el 

punto P y el eJei x, luego 
. .. '. 

vdx-udy = O (li. 9. 1) 

al sustituir ·1as ecuaciones (H~8;6) en ·esta ecuación se obtiene 

.ª11!.dx·+ ~dy = O ax . . ay · 

-
siendo la diferrici~l total d~ = O, y de aqui 

~ = constante (H.9.2) 
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o sea, al tomar las curvas 'l'(x,y) = cte se obtlenen las llamada 11-

neas de flujo. 

ljJ 2 
a .~ 

Fig. ·H .. 9.·1 

' : ·~ . 

Considérese ahora.· el flujo entre las líneas de cor-
-',.:.,:·-

riente .\jl1 y \jJ2 como se·.ll)Llesfra.en la figura H.9.1. Sea q er gasto 

p O r Un i d 8 d de 1 O n Q i t U,d a t r a V é S de 18 ~ ec ta a b 1 a S Í, 

(H.9.3) 

'··º\ ·;-~:-:~\.-«\'.;'··.·>: .. ;;;;:::'.: .. ~,;'.~.(~':>··j·.;\·":,·: .... ,_,.- ¡:·~>:· ;.,'~-.~~·-:::: 
•"'· ;; :. ··;::··!.·,' 

este valor se 11arn'a/flli.J·ª:··df: éen/t y e's.\CÓnstante)· Por otra pa~-

' 

y de aquí se deduce mediante (H.8.1) 

udx + vdy = O 



.• ,· .... ;:·· ' '¡ 1 )~~-~ .. í¡'"' ,' ~ - ¡ :~7.-;-~-41•-::-;r, 
.. ,·,1::· - .' : . i,'-'1, .. ' ~ .. 
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o sea 

Qy_ = _g 
dx ·V 

(H.9.4) 

Las. líneas 'P(x,y) = cte son llama.das líneas equ.ipoterr 
'.¡ •.:·,:·;,'·· ., 

ciales las que, por supuesto, sori ortogonales ?- las líneas· de flg 

jo. Al dibujarse estos dos tipos de .líneas se ~btlené la malla -

de.flujo. 

dljl -

se ve que en ,v,irtUd;d.~: las ec~.aciones .'de Cauchy-Riemann se obtie

nen las siguient~s é:.~·~-~esii:i~es' · 
.. ·_.-.··,-=·"· .. '..-:~ -l~.--;·~:::_·_.:f~'~St.·.>.:~.~,:~· '·, ·-~~: .. ~:-~· ..... --; .... ~::: -.··, · 

y , 

cp = j·_('~d. X . ay . 
a en .::..:r.dy) ax 

.,. ..... EL.llamado,. potencia.L complejo ·1.se .... de fine. por 

w=cp+il!J. 

(H;9.5) 

(H.9.6) 

(1{. 9. 7) . 
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siendo de particular interés la expresión 

la que ver i f i e a a las ecuaciones ( H. 8 . 6 ) 

H.10 CONDICIONES DE FRONTERA 

',-

Para el flujo estacionário subterráneo _en suelos ho-
:. '. "j~.··:, : : _¡ :.'. ··- '<. • ,. ·., / .,;;. _', •• _ ·~::'. 

mogéneo s se considerar\ cua t~a··-~·~~p:as;._9~-~e-~;~:nt~~,r~e.:~{fp.Onté rá':·?· 
>--.;.~-"··- -,;-!~<··~'.-:/--;;;-<:j·C'~-~-~-i ;·,-;._.:,7_·_·;,;,,-;',-"··L"d,c:-'- '"<". --· 

I FRONTE.RA IMPERMEABLE ': /' - .':_:) ;: . ,: '· :" ' · .>;;)~:'.~,~<:,, .. ,, _ 
Dad o que el r~~7.~g,~,º g~ ¡~~'.•p'a~a~. if ;";~;~~V~S de . una 

frontera impermeable , 1 a e ampo'~ e .n te ~ar mal. de ) ª.. ;~Io e i.~./~.;;~.1.a · -
frontera en 

~.i:t< ·~·· 

- tangenciales. si ñ_ y:'(de~ótáh~ ~e,~p~%-{i~iament:'e 1·~-~ d1re~6l()n-es 
. ·. . •''.;·_ .... ' ,., .. ·:·. ,,,.:,,·. . . 

" 
normales y tarigencia1e~ en un cierto pUn'tó. de la''frontera-/ 

•' .'· .. ,. ,':;'."' 

(¡i. 8. 7) se deduce ... 

~ a.yi_ = o a n - a t ljJ = conslérnte 

de aquí que una frontera impermeable pueda ~er tcinsiderada como el 

lugar geomé tr i~o de .. -una línea .• de. corrieóte. . Ge11.e,r~ lmen te _ .. se con-

sideran dos ti Pbs ... ~~(~~briteFB ~,f Ql¿~r;~~~c%·~~J;:: "f~,.;~·{,f ~N~ '~;~;;,i~. p ª !'. 
te superior del. man_to impermeable donde 'el' coefic'iente de:'¡:í'erníéa-

__ ., .: -·'.',! •",:-·. -··;·.'.' '-·)"··<;,<·':: ,-,,,. - ',:.·: 'l·: - ·,.-.•:::_-.,.·.,_~, .. , -.< :-

bilidad es insignificante cuando se compara con el coeficiente del 
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del suelo ubicadd arriba de él,. es en esta frontera donde se pre-

senta la línea de -inferior; y. el segundo tipo de fronte 

raes aquel .donde ·Se· d~a·¡~ l.ínea .de:cqrriente supefl.or; 'carrespá.!J. 

d 1 en do ge ner:·a\fu~;N.t·~I:.~ .. 1}l~i!t~~;r·~~·~ºt2\r;~~-:~:6r:.-.~-~·-· unx ·es,t~~ótura·. imper--
. ··:··.:.:: .. '.-;:;;Lil/~.:.t::' __.,,. ·:·~· " 1 ~·;··'·.,,,._>~.~'.··· .. · · -. - ·~ , ,· ··' --

me a ble tal como.: uA,a..:'.¡)''f.'J'~!~~'.(~e·· co_~~i-~:(ó, ~te. 
. -· _:._: ::. : ;_:·i.~\.·;:'-':!t~.::t·~,j;¿ '· ··: ., :·::.<·· :_: .. :;_-,;~. 

I I FRONTERAS Ei'f ,.bEPO's·i'fas· .. . .. 
A .lo;<ia_fgÓ._d~ )a fr.onfera de los embalses. la distribu 

e i ó n de P r • sÍ,r:~~~~J~%~~¡f '!5J[~;1d e r~'r •. ~ ~ º n ~H n te, s.ª· R.º r e J emp i º -
el punto M sobre~~'.t~:f-r,pr\~E)ra AD pre93rta·da en la figuráFi .10.1, la 

. -; .:-···+'~·"", ~:>'"1:·::,.;i::1:>,':-.·«1t.·~ .\":"..\",::·::'._·;\i_+~:--~·-:,.,;;, ,•' ,· . 

presión h idrCls't.át1s~' es . ''.> . 
:··'' 

(H. 1 O. 1 ) 

y de aquí y de (H.8.3) se.6btiene 

,cp = -kh1 + e (H.10.2) 
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d nde k h Y e Son constantes, luego o ' 

cp =·constante (H.10.3) 

.. .·· 
o sea que en la ·frontera del depósito tanto AD. como EB son lí-

neas equipotenciales. . .. 
III SUPERFICIE DE FILTRACION' 

. ·.::_".":r\ 

[a .Su P,Or[ici~ •. d.e . f i lb· a c ion, /º : la figura if; 10'i1 1 a 

:: :~:::~:~·::1~~~~:~:~:::~~::~::::i~~t~t:ii~'f lf iu~iilf~f~f~g~:~: 
. ·. ·._,,. .. 

mosférica. y com'o esta superfióie' ño es ni una lÍhea.equipotencial 
. . . ,. ·~ ' 

ni una línea de cor:r;iente, ·se tiene 

ky + c 

y de aqui 

.~.f ky = constaote · (H.10.4) 

IV LINEAS DE FILTgACÍON ( SUPERFICIE LIBRE) 
~: __ .: ~-~:"·: :;<·: ·,~;: .. ~:~·~·-::_.',,¡:;' '. · ... ). ; .. - . . _-. -:.--·.. ·, :- . ; ·, .'·'. :.·,_:-<::-:.~:(:.;-, " ' 

La lfh~a,·, de ;filtración. es la línea de ;corriente que 
.Y;.:."·>:~<.:::~::· ~ :.· <:-·-.•...-:, . . • - .. ' • . ·,_>>?,:,.' 

aparece un un dom'infé('d:e1 flujo coíllb líne.as.l.JperÍoi; ésta· línea. -
.. ~- .... ""'"~~~i~,·~~~~i-~ .... *'-~ .. ·~~, .... ~~i~_~.;...,,~-~~-~~~~!\·~~''!_~-~: .. ~·~:1···-~.~j~;~~~~~·~~'.-..~'.~'t~~·,.~··~ 

separa Ta· r 091ó n /d eFs u eJ~ s~ t 11ra da ,~e a q u ellai en .·.1 a .~ua1· no oc u•-

re e 1 f 1 u j o . .}~:~~ t~(][:~;~ ri.if "~ji;,?;:'. i,1:(.if f ~ ' l,í ~.~,f iJ~Hc~1·; ~·i~,~·;·i.iz t~d••• ·Por 
la curva DG; i, Lá' "deferminaclón,;>dé 'está>línea:JsüeTe '::s·er,:úffa:.de . las 

. . . ·. . •.• · .. :.:\,:~: ~,;,','?:!1 '. ,/:i;ó \ ,:',fü\f ,{];!~;:;ji,·);;3; ,;,;~~:~:!~il~'.;(}.;;;,:;¿;\·}.:{'.·'::;b~il,:(1;sh{'.~;i';(~i::;;:!: :'.'.2).¿; .''.::·:;~ .•.•. r .. ' .. 
p r inc ipa les· meta_s 1:fde:l'' es tü'diO'·'.':de,tla:s ;·co rr.Léhtes';;,5ubter):··áne as.· Ob 

viamente, como .• ~A:~Í Ca~o'.~~ d~~~q~¡·~; otra l~t;~: f ;l tración, 
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el valor de ~debe ser constante, pero ahora, ade~ás, se sabe que 

la presión en cualesquiera de sus puntos es constante e ·igual a la 

presión atmos.féric:~;/:6'.·;·s~a, que ·a·· ic) ,'1a,rgo d°e),es'tá· líne·~ se tiene 
-.,.. - ~ ':··< 

' + ky - con~tante 

.. 
' 

(H. 1 o. 5) 

y de aquí que.el pote'nciál de .·la v.elocidad evaluado sobre dicha 

curva var ie line~l/~~·q_t~ con la carga. 
_;.,'. · .. '" .·· ·.'. _·..,-:. 

li.11 ANISOTROPIA· 

Cu~ndo .el coeficiente de permeabilidad es indepen-- . 

diente de la direcclóri "de .1á velocidad/del flujo: de. fiifEaci6n se 

:~::oq::.:~ l 

puntos, se dice> qu~· e} medio es hom.ogeneo e isotr_op1cb / Pero si 
~:: \ . ' ~ . ___ ,_ 

~:e:~:: :e i ente de;Pei~.~~i1'f dá de'p:~nde··· de·····la:dTreccfónjdei •. 1 ••. ve-

depende 

las coord.enada~ ·es~~~ ia{'~¡ .. : ,. ·. "·: / ·.'·:·'.) · · . /i~ · .. :. ',•\.;: · 
·•'•·•···.·~,.,,...~~~~~~~~~-7~~·~'.~""'?''~:,,;;~,,~~~1--lt>,;...•~·~y'"7\''"."-:~~\'l"\1"Jl"i,~"',..,,;;0~~~!'"%""•"'·-'"•'''•'''•· 

En algun grado. todos •los.suelos .,.son. an1sotrop1cos. · · 
..... ··.· \_-~··---~.:e;,>.'."· <- :.-.'.:_·;;. , __ ·;:: ~:.,_.· .. .. :,:;'J._::_- .. -_ .... :"·~.' - _,-,_ '· .. ·~·:-; :• ~ .• \,'·. ,_ ..• ·._·: :.' . ._ - ·-·· • 

Generalmate en.los/"d~pó~lt;~~~· nafÚr~X~::~:f:eJ.. 6cli{fÍciente -~~e\p·e;meá-

que el horizontal~ A ef~cto de generalizar la L~y de Darcy de 
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acuerdo a lo expuesto en este párrafo, ahora se toma 

(H.11.1) 

donde kn es el coef'~9ie.nte dé permeabilidad en la dirección n, 
' . • ' ' ' 1 • 

mientras que vn y g·radnh son las componentes; r.~spectlvam,ente, de 

velocidad y del grédreílte hici!'á~1Ú~ó. e~ dicha dirección. Para el 
.• :'··;>·:.~" ;- .;.,·, . .., 

flujo bidimensionaFén:> el piaba. X-Y· se.' fienen<· : 
,··, :«~-~l~'.::::'.<,~·-. ; .. :: :; .. ~ ~ ' ' -

. (H. 11. 2) 

V (H.11.3) 

. . .' .·«·'· .. ·~·:, . 
. , . ,.;.-~.; . .. \ ~ - , ' ··:·.· 

... s: Z~Jg~,W1~~0tt~,~]a~!i~G·~j~~~W.c ºns~~· ra~ i ahe s ··gen era -
les a efecto··de. si1T1Ptgfica,;r.1:~;l'P!?:/calc.üJos;<, ·.>;·.·• 

. ·· .. · .. · .. ':<!'; ... ~·:·~;:,;::;':;·;. ~,..~,~;7;.;r1.;t; -~.·.; '.' .. Ci::frl.> > . .. . ··. · .··... . .. 
!,..;' un:suela.·:coíl'sfituldá'por .. disfintcis estratos del-

gados, cada uno d.e>ellos tiornogéneo e: isotrópico, _puede ser trans-

formado en un suelo ~quivalente e ·isotrópico. • . . 
1 '--~~'>, ;,, .. ~."'.' ··-~ . ., ~:·· . ':'" ·' ,. ~· ,.._.. ' .... ,. ·::.~\':·-:·." .. · ':. '<''" .. '"" ..,, . .,- ,~· ..,·' ·-·~. ~,·~"'.7'""'-··' '.'" . '·'.~·--·· ·. :"·~"· ~:· '". ·:· .,,..~. . .. 

F. i g •. 'H . 11 • J' 

---------------------------+-------------------------------..- X 

. d . 
1 . 

.. 

d 

y 
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En la figura H.11.1 se presenta una sección vertical 

de un suelo compuesto por n capas delgadas, de alturas respectivas 

d 1 , ••• , d ji~hdq, ;correspondient~meht,-e.:, -~us c6e_ficfentes_ de per-

me ab i 1 id~~/:KJir~:,'.1ff f [~~U~~r~~~::~~~TI'.t~f ,~i'"f 1G Jci¡,tzaief~r-: ~" ,¡~'~f '.~b~ló". 
horizanta1- e-:~fi'9'~~~I;.-~71··~:._.5 __ u,N~''cje't·9a.sta que ª~º~t'~M cacia'una --de 

. las capa~ _en_ cuestión, ·e:?f;pues>··· .. 
-:;.:·'. ' ' . - ~.' 

q = -~j~~t~Ai 1J~~l' 
, . . . . ... ) ~-::.~~ r~~:;~~~~,:~:.::~ -:~;, <:,:: /:~:~ ·:.:·_·;~;~'.>-' :) -

donde h 1 -h 2 _es 1a·p,eI'dJda~ de carga en la distancia L. 

temente· la velocid~-J-78-¡i· r/LJo. ~n la 

Consecuen 

dirección X es 

y. de aquí se 

ción X 

. n 

kx =)k:"ddm· ... 
.:m=J -._ 

(H. M. 4) 

Consf8~i·a~do ~hora el flujo en dirección vertical, la 

ecuación .de conti~ui~~d f~ ;= º· muesti~--~ue- la v~i-ocfda~ d~l flujo 

V= k {: kii1=·-k2i2= 
Y .. -

·=k i n n 
(H. 11. 5) 

aquí se considera a i como el gradiente hidráulico evaluado al 

J 
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través. de las n capas. Además la pérdida total de carga es igual 

a la suma de las pérdidas de carga en cada uno de lQs estratos 

·y de aquí se obtiene .. 

(H.11.6) 

. . ' 

. De ~as ecuacion.es (H. 11. 4) y (H. 11. 5) se deduce que 

En obvio de)di ric~ltades· .. se haCe la demost'iación ·para 

d1 ;~ .. :: Y~·~.~~:.esf~ últÍma. d~:sigualdad taina la n=2. 
~ ' ' 

forma 

Sean 
d 2 

k10 +k2 '> (0+1)k,k2 
1 + o' o k2 + k 1 

la que se r~~ü6i a . 

,, ' 2 . 
o( k1:... k 2 ) > o 

Y,'.'· 

~iendo esta última desigualdad siempre verdadera. 

,,,_,,. 

(H. 11 • 7) 

(H. 11. 8) 

II.- En la figura,H.11..2, el vector sindica la di

•· rección de i'a normal a la línes equfpotencial. En. un medio iso

trópico las líneas de flujo y las equipotenciales forman una red 
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y 

fig. H.11.2 

--.-, 

ortogonal siendo así que··.los. vectores s .. y :ff .. tienep 'la',mfsma dir:ec-

:e:q· :u:1' p:eo:t:e:n0cn1.:a,".1· .•. 0e1.:·!.~s¡.:_.. ::' 
- .. ''.\~1-·;~-~'~ ~ ~ :-.>,-:·->/·.:.'• ;<··,··,·.'·.··. ,'1·,·-,,' _•::·:_: ... y., '.;·- -.. ··/ 

- ",_,·.-:. - ·:,_.,·· ,·--

;'·.'.,,:<._::.¡-·_: 

La componeílfe' de la veÍ~Cidéld a lo largo de' la línea 

de corriente es 

vs = -k .Jb.•·. 
s as. 

u = ah 
-kxax = 

uh.·.··· 
V = -k - -Y ay. -

(H. 11 • 9) 

V5COSct (H. 11 • 1 o) 

v
5

sena (Ii.11.11) 
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ah ah ax · ah !t. 
as = ax as + ay as 

de esta óltima ecuación y de las ecuaciones (H.11.9) .y (H.11.11) se 

obtiene 

o sea 

1 
ks = 

SeaÍiahora 

x = reos a 

y = rsen a 

luego (H.11.12) se transforma en 

.. 

(I:L H. 12) 

(H.11.13) 

la cual es la ecuaciórdé úna elipse cuyos semiejesm~yor y menor 

son k~ y kt. S.i se tie~~ que kx= kma~ y ky = k~in. '. e.orno en el º-ª . 
so de suelos estr~ti'ri~adór c~y-~s·.·~·ap:a·~ es tan. di~Ígidas:,~egún el 

";;·, 
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eje X, el coeficiente de permeabilidad en una dirección cualquiera 

se puede obtener gráficamente mediante la construccion llamada eliQ 

se de direcciones 

X 

Fig. H.i1.3 

',··,.,:,· .. · · .. 
'·(' 

,) . 
. '. 

ha da da un a · d :::~~::c:i~:~¡~~~!jr?~~~~:,a: 0~,~f 1:;;~;iJ2G~~j~~r,: 0;r :: _ 

tratos homogéneos ~aniáottópiCos. Así pues 'conside'rese la ecuación 

de continuidad 

au u ax+ ay = o 
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al sustituir u y v de a e u e r do a (H. 11 • 1 O ) y (H. • 11 • 11 ) se obtiene 

k ' 
·a[ (t)xz] 

X 

+ ...i.b. = o 
aY 2 

si se hace ahora X = x(~)t se llega a 

(H. 11 .. 15) 

obviamente, se puede obtener una transformación an~loga para la va 

riable y. ... . .· . .... .. 

:::::º:º:º ~~ 
en una región 'f~cº'·ei·~:~yg~· ,· ·~:ri/··r-~: :·6J·~{'. :~{~~~o··J~1~1·a·a~ i.~. J:bCa~·i6n .'de 

_e' :-x--. 

L ª P 
1 
ªe e ' 

1 0 ~ X'\'~~~~,0~·~!'?./J 2 ~~·f ;t:~;~.~fr·~1WJ.:t!iW;~.f;; ;1~.&.'.ei,c~¡~:(;f .[~} . ·~º 2/ ª g 
1i.cab1 es t amb ien·;<·•·c•··,~Es te"·ultimo<c·domln•10\"S e"· e once e '':com o:::s e e c1on:•·tr an s 

. ';··; . ··- .. ·. ;"./::-(··.·· .. ,·~-'>;;~'.;~ ', ' .. ,., •". .. ..·. ': .. .. ·. ·· ... ' -
-:·:~·-;:':'.Y~·-~:;-~·t:_· .. ··:-~{:·!':~~f: .¡ - · , :,._ ·!.;;;:·.:'¡\ :·.::'::'i~r,:~=-~·;_;5;!.<.:l::·::.\ ·1:·~:: ~-t _·,_ · ,. ·, :·;\,;~_;y_-·. ,,-:·,_~:,:/-...·."'. ,'.,.::- :_ ·· :.¡ ·.: >~J:0~·-·.',. · .- · · --

formada. El co·~~f,{f ~ .. ~.~}e:'.~~'1;;~'.~·~~~Ei~b1,1rda'd ?p_~fa '.Y§a t~écrt5n:~ornog§. 
· nea y anisotróplc;~, ~~ , , .. . ::. · '_ ·· !.' • 

.. 

(H. 11. 16) 

el porqu~ de esta fórmula se explica seguidamente. 

En la figura ~.11.4 se presentan los cu~drados curv! 
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líneos acotados por las líneas equipotenciales ~1 y ~2 y las líneas 

de corriente ~ 1 y ~ 2 de una sección transformada. En la figura 

.H. 11. 5 se representa la misma sección a escala· natu'ral. 

y y 

A 

B cp 1 q> 2 
<p 1 ~2 

-+ ). 

X X 
Fig. H. 11. 4 Fig. lL 11 .5 

" 

La recta vertical ~B, paralela al eje Y, en la-sección 

transformad~ ~·.r.~,~n~~,,i;h:~}1~ii0·1;~.s( ~:~;)' en 1.~ .• ;~~SA~~ /;;S.~·~fla 
natural, luego: el 'f}ujó a <tia ves -de la se ce ión' 'l\é)/e_s}_:igU.a;rr¡~ái flu·--- " . - .. ··· ···· .. ;. '- - . ,,,_,.,., ·:'·· ':'· ·' ;,,-,,., ;;·_.: .. " .. •\"', ,•,··· .... 

. 'c .• ' ;- . ' ' - . ~ •• • ·~ .{;:;(:··:.-,::k-·-'·t ;-; :_«·J(· ;;·.,:: ;•,i -~.:.; ~-

j ci a través de A'B~, · asf':~J-e en l.a sección transfó'rmáda OC::~-tr:~ que 
- ' ,,· ,. -

q = 

y como a escála · de permeabilidad en la di-

rece ión X e{ km~x, · si. tien~ que 

y de aquí es inrned lata la-:fór~Ü1a -ca ~-1,_;>16 r. 
- ·" - . '·. ~ .. -; :'..; - i:; .. . - ·-·- . '-' ,:. -,.,,, . ::. : ,, ·:.,·r!' ·- , . : ·.'.•·-~;:: .. -· ¡-- • - • 

1 a f ron t e r a A B que d i ~ id~ a dos 

del flujo a través de 

de suelos is~trópicos de per 
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meabilidades respectivas k 1 y k2 tal y como se muestra en la figu-

r a li. 1 1 • 6 • 

V . 
1 

l<-2 

Fig. H.11.6 

./ 

Los potenciales de las respectivas zonas son 

cp 1 =.-:~<fu+ yl) 

<p2 = -k¿(2-+ y ) 
. Yw · 2 

y en los puntos d~ la. antera obviamente ocurre que. P 1 ~ P2 y y1 =Y 2 
estos es 

(l:il.11.17) 
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y como según la ecuación de continuidad la componentes normales a 

la frontera AB deben ser iguales . 

(H.11.18) 

Derivando ahora (H.11.18) respecto al parámetros, la 

longitud del arco AB, y'dividiendo,entre (~~11.1~).se llega a 

y haciendo = tanga se obtiene 

... 
· Kt = tang~..l. 

k2 tanga2 (H. l1.J9) 

La semejanza entre esta óitima·fórmula y la ley .de in 

cidencia y refracción dE la óptica es ob~ia. i ··.·• .. · .· .. · < 
. . ~p},i;Ii.~a~t!?t ;c-~ac¡ ó ~ .. <H. J1i()i};r:f ;ij~j~~~%~;~~:"'i .1ª se 

parac ion re la tiya;de;la din ea s· e qu1p oJ.enc.ia1E3S'. e.r1Jdo,s>~;rz()nas.'·adya~ -
. ;;,\:.8::}'.:'\,:l~'·F<•· :\: : .. ,/ •.. .•.. ·.·. • .· .. \ ... ; .. O: .•• , /·: ••• \<: . :p;~i~"· ;'\i ;,,':~~!:(tr;::t·1,;;i':~i''Y;/~f~·%'~H··:::{/, \.•.; <: .. 

cent es varia én razón 'Ydirec~a· ... a· .·sus······ respéc tLY,as' .• pe·~me:a61l.fdades .. 
·':' ~:·!_ ' ·,, ·:;·_ -~ ·: '": - -'<_ -~ ,-_' ~'.' - ' -_:-.' :· : ~- ' >- ' - ·•,. _'"•-:.·:,·;;. '.-¡~·,'.:,._ .. ·e.:·.-~:::~::~.~-> ·-~ ~':.". < ~\"~~; -C:-\.:i/-'~-::--~ :: ,-·: '."-,~~.;:_-; ·~·;--"~ ·:~'.>~; 

· ·"IV";c.;.'"'"PO r'°iú.J.·t-:l,mo-;;;h~~ue-f e~ocur"r·i~~-•~q~ e;~;.~.fg Úrl qsb·sa e'lo s~O"mu e~~·"·· 
·~·· . ,·, , -·:e-,.·_, <-··.-',',-,_C:.:. -, : --º-- :. -,, _:-'' .. ..._ '···· ·",''. .-:. __ ; .,- ,.,-- • . ,• .;, .·-::-.,;-'. :,-~.:·~-~:·.~:.r-«T•//'.~'·F'· :.:.-.:;.-¡ >'(_~:::·. "' ._...-:.-· º·n;;"'·.;'<';•~:_:.;-~~:-.",>~·:~.:-·~· -

t ran una gran.· clA·f~rel)c).a1';.pé{I''~,9í);~s,;:::e·llX.(o';'·.~·~et~,~5·4 h·ª·~·t,9é.~.eid.ad se 
, ... '. ; ' - . _. l.'. -- • : .-•• ~::· _.; .. ,,,,, ' ,. 

: :: 

1

::: ~e:: 0~:~~·~~~¡;5~~'~rf ~~:~i'~i~~t0~~:~~~:Ii}I~~~t~Jj'~~~f J~~;i:.~ de 
práctica. En tale~· c~~~~·qüeb·a.er ·;eciú;·~o de d~spreblar• ª·¡~~nas de 

,. . :-. ~ : : : . . , 

·.. . , ':',. . -

las variaciones locales con el propósito d~ .sciilayar dicha proble-
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matica. Al respe.cto se establece el siguiente criter.P, el que con 

las reservas del caso, suele usarse. Si la razón de las permeabi

lidades de dos tip9s de suelos contigüos es mayor que J:JO, el SU§. 

i o de meno ] •. ~~f :f,%j&~,~~'.J~. ~:~fa~8&·8f J"·S e o ns 1 de r ª.do e a m ~r·ili~j:¡~;~ ~ a_8te .y 
así las. contribu.ciah'e:·sa.l,'·\f1ujo de··· .es te· .es tra to:.se:consfderan :'húlas . 

. ·.· ... "r:(~,~~~:~{1~~:'.'.~~ ~~;~8'.~k;agrupar·· .. los· disttntos:::I{~'J:.·de·· .. · sue-

los en reg16~'es··~a.yor:es', 'las:qúe se trabajél1, de:·co'n foril\i~~·~ a.las 

t rans fo rma~i·ari'~s,Ya iºtta~a~';\ De~d~:1Ue9o' ria ·Puedefr o~;rse . iegla 5 

pre e i 5 as ª~~1~~·~P<'~f .r~~~{i!.:&lf f.,~f ~~~ii~f .~.a8'2o ~ ci ~ d;; e as o ~et dan su je-
t as a l e r i te iI Q'.: :d e·1~ft: f riv:é 'st'.i. .. ·a ffór V 

. ; ... ,.,,.,\\'\'.;,: :· .•,•; .. ,,,:.;:;:.:." ·~;>,," ·'' .· <.· .... -,: . ·~ ·,.,,, ,: . . . 
,.':=,.< -.... _-·"_,,,,._ 

: ",:·:'.··:::.~;~~~}.\\~'.--:~; :(.'i 

H.12 FILTRACION EN POZOS 

Como ya se vi~, la ecuación que ·gobierna el flujo es

eacionario bidimensional es . 

a 2 · .. =v a 2 ~·· 
~=o ay .. 

la que en coórdenadas,.;,C~ llndrJcas es 

donde 

r = (x2 + yz)t 

& = arctang~ 

(H. 12. 1) 
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Si el flujo toma lugar en un plano horizontal variando 

únicamente en función de r, se tiene el llamado flujo radial bidi-

mens~onal. En este supuesto, la variable z=x+iy=r~xp(i&) no varia 
. .- '--·· - .. ' o. . ·. - •• -·· -- -. . . . . ~··· . . - . . . 

cuando & 1 o h ~ c é, 

1 a a > 
--(r~):= O r ar ar .. 

También se tiene 

cp = e 1 l n r + c 2- • 

Ói.12 .:f) se reduce a 

(H.12.2) 

(H. 12 .. 3) 

. Considérese ahora el flujo de filtración en un pozo ubicado en un 

estrato permea~le T y sean 

rw = 

R = 
h = 

r~,~r,;~~;~~i'Jt~~g:¡c, • . 
radib: de·· fr{fluencia 

. ,. - - - . -~~·:... >_;': .. -~~}/~~0::·,,·;.::«. 

pérdid~ d~carga 
' . . 

con 

cuando & = o 

cuando cp = kh 

D~ (H.12.3) se deduce. 

cp . ·= kh ln-I 
ln(rR) rw (H.12.4) 

(JJ 



~·-----

siendo la velocidad radial 

kh 
R 

rl~) · 
. w 
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Evidentemente el gasto a la distancia r del centro del 

pozo es 

z ll 

Q = T Jrvrd& = 

. o . . 

2 TI Tkh 

ln(¿) ·. ,.,. ... r · .. . . w 

De (H.12 .. 4) y (U.12.5) se obtiene ahora 

y la ·función de corrfente asociada a esté potencial es 

o sea 

(H. 12. 5) 

(H. 12. 6) 

aquí se dice que el f iujo tiene una fuente cuando Q > O y un sumide 

Q ro cuando Q<O. El ·térmln'o ·- con T= 1 se llama. ·potencia de .la fue_n 2TIT 

te (o sumidero). 



~ .............. _!lll!J~Q.!2~-!11111 ... ~-------------~----~~ 

CONSIDERílClONES GENERALES 

. . . . 

flujo de filtración, ya sean bidimensionales b siajétficos respec-
. . . .. . .• . .. . . .···· •' 

Con el propósito d~ resolver problemas relativos ~l 

to a un cierto .. eje} ··eo· ffiédi9 s aniso t r 6¡) leos de ·e ooq:QLI r ac i6n pra~ 
.. ' •.• : .. :·-.:-· •. ·: ' ·: · .. :> .. '' ' . '' . .... ·, . '·. _,';·· ::: :. .·. • .. "' _.;-: ! ) . ..>--:: .. : • . .: ' ' 

tic amente. arbJtf.Ori~J·~ P. ~poo• reso.1ver .. :~g;~M16é'[ii~(i~e Í.áS·~cua-
ci~nes bás iC.aS m~d.iaí1t'.~ el J~é to do. ¡Jel Eléni~~):O •fi:ríi La sigu ieQ 

te di scusl ón priit~~de:cle11i1eér, ái.~~o· méto86; .. ·.· ... . .. ' .· .. ·... <" :;;,,, ' ' '• ;~ : . ·• ·' .· :;;.. ' 
< Q~d~¡¡· ·I~~{;c~r,d1ci ¡,,;~~}d~ . .rI ánt'eicf; ~sp ~Cf fi oa s par a 

e 1 ~ r ób 1 eaj~ ;¡~;c,~6~~.~~~:i;,1·~l~~··&i~:~.f ,5:~~f 6W ~;f i,\:Sca;'~; i ~f §i ver ~ s , 

segun se··· vio. e,n·}~,s.~,~§.1~~,~~,~~j~~.~r•,:l ~·. $:C:,f¡~~·;7ó;~{:\\~(~~.~)j;{~) .. ·. es ta se 

a p 1 i e a a uni médfo''di; ···es peSCJr/ Ti: :Or\t9.r~é}. \o~:a:w Sig ú ~· hte':' .·f O<(T\0. ·- ;. ; - .. ~·,,,"_,_ . 

.fx<k~ T ~) +· ~(ky 1. ~.l<é ,'!1 •. \2i~) 
,. '. •,, . - ' ' ...... ·; ~' '.~. :-.,,_.;-:;' 

' T ;}/·-·.:'.:,~-· ;_.:-~·," •".'',- - • 

recta ·e ~h:r: ~ ~e~j~c::i~f !~~~·u~~~?1l~f~{~~,Í~~c~tfül-.·~-·;_ci5 ::-
. '·. .. " .. "' .· '·.:· ,· :, "' .... ·.: . .. . ,. '','.·: -

(H,,l..'6) 

ción 

-sigulente p_resentación 

~ ; •\ 

.. 
da°nde ahora l~(x,y) di·Ja p(¡tencla de fo ruante o de'l· sumidero por 
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