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ABSTRACT

A boundary method is applied to solve the problem of diffrac-
tion of P, SV and Rayleigh waves by surface irregularities in

an elastic, isotropic and homogeneous half-space.

The method consists in representing the diffracted fields by
means of linear combinations of solutions which form complete
families of Navier reduced equation. The indetermined coeffi-
cients that appear in such linear combinations are obtained

by minimizing the mean square error in the boundary conditions
of the irregularity and, on a finite interval of the half-spa-

ce surface.

" With this boundary method a contact problem is solved, which

has been selected for calibration and comparison of results.

For a particular case, the convergence and stability of the nu

merical solution, is studied,.

Results are shown for the cases of semi-circular and semi-ellip



tical canyons, and semi-circular alluvial valleys. The presen-
ted results are the displacement amplitudes, generated by inci
dent P, SV and Rayleigh waves in the free surface of the half-

space and the irregulatity.

Some results are compared with those obtained with other tech-

nique; the results are briefly discussed.



RESUMEN

Se aplica un método de frontera en la solucidn del problema de
difraccifn de ondas P, SV y de Rayleigh por irregularidades su

perficiales en un semiespacio eldstico, isStropo y homogéneco.

Dicho método consiste en representaxr los campos difractados mne
diante combinaciones lineales de soluciones que forman familias
completas de la ecuacidn reducida de Navier. Los coeficientes
indeterminados que aparecen en las combinaciones lineales se
obtienen minimizando el error cuadridtico medio en las condicio
nes de frontera de la irregularidad y en un dintervalo finito

de la superficie del semiespacio.

Con este método de frontera se resuelve un problema de contac-

to, elegido para prueba y comparacidn de resultados.

Se estudia, para un caso particular, la conwergencia y estabi-

lidad de la solucidn numérica.

Se muestran los resultados para los cascs de canones semicircu



lar y semieliptico, y depdsitos semicirculares. Los resultados
Que S5e presentan corresponden a las amplitudes de los desplaza
mientos, generados por la incidencia de ondas p, SV y de Ray-
leigh en la superficie libre del semiespacio y 1la irregqulari-
dad.

Se comparan algunos resultados con los obtenidos por otra téc-

nica; se discuten brevemente los resultados mostrados.



1. INTRODUCCION

El problema de amplificécién de movimientos de tierra provoca
do por sismos es causa muy importante en la distribucién de da
flos y su conocimiento es aun incipiente. La topografia y geo-
logia locales son factores gque contribuyen a modificar la natu
raleza de tales movimientos (Esteva, 1977; Ruiz, 1977). Por
consiguiente, es de gran interés conocer la influencia de las
condiciones locales en el fendémeno de amplificacién dindmica,
para el diseho de estructuras resistentes a los sismos y en

los estudios de riesgo sismico.

Es conveniente formular el problema de amplificacién por irre
gularidades topogréficas y geoldgicas como unc de difraccidn

de ondas eldsticas. El nombre difraccidn dado por F.M. Grimaldi
al fendmeno de desviacién ligera de un haz de luz al pasar por
el borde de una abertura se aplica a todo fendmeno de propaga-
cidn de ondas elisticas que no pueda interpretarse como refle~

- -
xidn o refraccion.



Considérese la tierra como un semiespagio‘élésticoilineéiL h6hg7'
geneo e isdtropo; en un medio de esta nétufaléza,se,pﬁédeﬁ_pros
pagar dos tipos de ondas; las ondas PO devdbﬁpresién Y 1és on-
das S o de cortante. Ademis, la existencia de la superficie 1li
‘bre implica un tercer tipo de ondas cuyo movimiento se confina

a2 una zona cercana a la superficie libre y se conocen como ondas

de Rayleigh.

Ante incidencia de estos tipos de ondas la presencia de upa irre
Qularidad en la superficie del semiespacio genera fendmenos adi-
cionales a la reflexidn y refraccién de las ondas y se les deno

nomina difraccidn. En la superficie libre lejos de la irregula

ridad las ondas incidentes y reflejadas interfieren para dar el

‘movimiento en ausencia de irregularidad o de campo libre. Cer-

ca de la irreguiaridad, el movimiento se deberd al de campo li-

bre y al producido por las ondas reflejadas y difractadas por

esta.

Considérese que la frontera libre del semiespacio es el plano
XZ COmo se muestra en la fig 1; supdngase ademas que las ondas
se propagan en direcciones que estinalojadas en el plano xy.

Para describir el movimiento debido a ondas de cortante se in=-
troduce el concepto de planos de polarizacién. BAsi, este se

descompone en la direccidn de la coordenada z {ondas polariza-
das horizontalmente o SH) y en la direccidn perpendicular a la
direccién de avance en el plano vertical xy (ondas polarizadas

verticalmente o SV}, como se observa en la fig 2.

El problema de difraccidén de ondas aqui considerado se limita
al referente a ondas P, SV y de Rayleigh por irregularidades to
pogrificas bidimensionales por lo gue se formula como un proble
ma de deformaciones planas.

Mediante el método de separacidén de variables se han obtenido

'



so.luéibr:\'es ahalif.ki.réas;‘par‘a leréi:gai;a_::c';la difracc_i'én‘ de ~ondas SH
{Trifunac, 19717,‘ 1973; Wong y‘Trif‘unac', 1974 é, b) porrdifra_g:_
tores de geometria semicircular y‘semieliptica. Para este ti
po de ondas y geometrias arbitrarias se han usado ecuaciones
integrales (Wong y Jennings, 1975; sills, 1978), métodos de
frontera (Sdnchez-Sesma y Rosenblueth, 1979; S&anchez —Sesma y
Esquivel, 1979, 1980; England ef af,, 1980; s&nchez—Sesma , 1981;
Sadnchez-Sesma et al., 1982 b) y elementos finitos (Smith, 1977;

Aranda y Ayala, 1978).

Para incidencia de ondas P, SV y de Rayleigh la solucibén es mds
complicada debido al acoplamiento de las condiciones de fronte
ra que expresa matemdticamente la conversidén de ondas P a SV y
visceversa., Se han propuesto asimismo diversas técnicas para
resolver este tipo dé problemas. Para pequenas irregularida-
des se ha utilizado el método de las perturbaciones (Herrera,
1964; Asano, 1966; Mc Ivor, 1969) y las expansiones asintdticas
(sabina y Willis, 1977). Suponiendo irregularidades periddicas
y de pequena pendiente se han obtenido soluciones para distin-
tos difractores (Aki y Larner, 1970; Bouchon, 1973; Bouchon y
Aki, 1977; Bard y Bouchon, 1980). Tambié&n se ha utilizado el
método de las diferencias finitas en este tipo de pxoblemas

(Boore, 1972; Boore et af., 1981; Harmsen y Harding, 1981).

Ademds se han aplicado métodos de frontera en la so lucidn de

casos de incidencia de ondas P, SV y de Rayleigh, ZI.0os m&todos
de frontera son procedimientos en los cuales una subregidn o
la regidn total se omite del tratamiento numdxico mediante el
uso de soluciones analfticas disponibles. Este nétodo es par
ticularmente adecuado en el tratamiento de regiones no acota-
das ya gue evita la introduccidn de fronteras ficticias v re-
duce el tamafio de la regién discretizada, hecho que proporcio

na reduccidén en el trabajo numérico.



Una de las formulaciénes con xﬁét-:od‘o,s;.dé_{f:’ohtér'a’:del' —érébl‘ema
de difraccibn de ondas P ¥ sV pbi‘ j‘.'rregruia'x.;id‘édéé tg'pd:jréficas'
como canones (Sénchez-Sesrﬁa,"1978; Wong, 1979, 1982) y depdsi-
tos aluviales {(Dravinski, 1982), utiliza soluciones de fuentes
puntuales discretas de ondas P y SV colocadas Euera de la re-
gidén de interés para construir los campos difractados. Las con
diciones de frontera se satisfacen en el sentido de minimos cua
drados sobre la superficie de la irregqularidad. Sin embargo,
el uso de fuentes puntuales, calculadas.aproximadamente a par-—-
tir de las integrales de Lamb (1904), puede en algunos casos
hacexr imprgctica este aproximacién debido al fuerte esfuerzo
computacional requerido. BAdemis, determinar el ni@mero y loca
lizacidn de las fuentes raquiere el uso de criterios iterati-

vos.

Aqul se utiliza un planteamiento diferente. En lugar de las
fuentes de Lamk para construir el campo difractado se utilizan
familias completas de funciones de onda obtenidas a partir de
desarrollos multipolares de potenciales en t&rminos de funcico-

nes de Hankel y de Bessel.

El m&todo se basa en el uso de sistemas c-completos (Herrera,
1982) , cuya nocidn guarxda relacidén con las ideas presentadas

por Trefftz (1926). Dicha nocidén y los resultados de una re-
ciente teoria algebraica de problemas de valores en la fronte
ra (Herrera, 1979, 1980 a, b) permiten una aplicacién sistemd

tica del mé&todo.

Los canpos difractades se construyen mediante combinaciones 1i
neales de soluciones de la ec de Navier, que formen un sistema
¢c-completo. Dichas soluciones deben cumplir con la condicifn

de radiacidn elistica de Sommerfeld-Kupradze (Sommerfeld, 1949;
Kupradze, 1965). Los coeficientes se obtienen mediante el tra
tamiento, con minimos cuadrados, de las condiciones de fronte-

ra {Sanchez-Sesma ot af., 1982 b), que para el problema que



aqu:L se trata, 1nvolucran la frontera de la :eregularldad Y- una

;parte de 1d superfu:le del semlespac:lo.

La idea para tratar las condiciones de frontera en la superfi-
cie libre la da la solucidn de Dominguez {13F8) al problema de
vibracidn de cimentaciones, que hace ver que no es necesario

considerar una parte muy extensa de la frontexra libre para apro

ximar razonablemente la respuesta, al menos < e manera local.

Para averiguar que longitud deberia tener la parte de la fronte
ra plana que se consideraria numéricamente se tratd un proble-
ma auxiliar para el cual se conoce la solui&n analitica. Di-
cho problema es el de vibracidn vertical for=ada de una pla-

ca rigida sin masa apoyada en la superficie Se un semiespacio

(Karasudhi et af., 1968).

Posteriormente se prueba la convergencia y estabilidad numéri-

ca de la solucidn, aplicindose a un caso parzicular,

Finalmente se estudia la difraccidn de ondas ®, SV y de Rayleigh
para distintos difractores, frecuencias y dngulos de incidencia;
se compaxran algunos resultados con los obten® dos mediante el

método de las fuentes puntuales; se discuten brevemente los xre-

sultados presentados; y se presentan conclusiones.



2. CONCEPTOS BASICOS DE ELASTICIDAD LINEAL

‘Se presentan aquil algunos resultados elementales de la teoria
de la elasticidad lineal, debido a que el semiespacio considg
‘rado se idealiza como un medio eldstico lineal, homogeneo e

s 2
isbtropo.

La obtencidn de las ecuaciones de la teoria se basa en la des
cripeién lagrangeana en términos de las coordenadas materiales

de una particula en el estado indeformado.

Las hipdtesis consideradas son: cont.inudidad, que implica que a
nivel macroscdpico el material no tiene fisuras o huecos y que
sus propiedades se describen por funciones continuas; homogened
dad, que indica que las propiedades mecdnicas del material no
son funciones de las coordenadas espaciales; LAatnopia, gue sig
nifica gue las propiedades mecdnicas son las mismas en todas di
recciones y elasticidad Lineal, que establece que ne obstante
que el medio se deforme proporcicnalmente por efecto de fuerzas

aplicadas, cualquier particula del cuerpo regresard a su posi-



be "las conﬁicidnesVdé'eéuiiibflo del;qug;pr

cidén

30, . 3%u, .

"a—xl + by =p = i, 3 =1, 2, 3* _ (1)

j ot
donde g,, = componente del tensor de esfuerzos, 0,6 = 0,,, X, =
1] : ) . 1] Ji 3

coordenada material, bi = fuerza de cuerpo, ui = componente del
vector de desplazamientos, p = densidad de masa del material,
t = tiempo.

Con base en consideraciones puramente cinemdticas y consideran-

do deformaciones infinitesimales se obtiene la ecuacién

1 .
e, = 5 (== + —L) (2)
J X, ax ’
donde ei. = compenente del tensor de deformaciones infinitesima
les, e,. = e,..
ij ji

La relacidn lineal de ambas ecuaciones viene dada por la ley de
Hooke generalizada, gue bajo las hip&tesis de isotropia y homo~

geneidad da como resultado

cij = A €Lk 6ij + 2 ®i5 (3

delta de Kronocker; A, = constantes elidsticas de

n

donde §, .
13

Lamé.

Solo en este capitulo se utilizard i,j = 1,2,3.



1. -Condiciones de fronter de'desplazamientos,” .con-
las tres componentes:u pre;crlﬁéS—sobre la fron.

tera.

2, Condiciones de frontera de tracciones,con las

tres componentes de traccidn ti = nj prescri

..
ji
tas en la frontera, donde nj es el vector unita-

rio normal a la frontera,

3. Condiciones de frontera mixtas, que incluyen ca-
sos donde : (a) se prescriben condiciones de fron
tera de desplazamientos sobre una parte de ella,
mientras que sobre la parte restante se prescri-
ben condiciones de frontera de fracciones; o (b)
en cada punto de la fronterza sc seleccionan ejes
cartesianos rectangulares locales (usualmente con
un eje a lo largo de la normal) y entonces se pres
ciben U, o t,. '

i i
La solucién de un problema de valores en la frontera de esta mag
nitud (15 ecuaciones con 15 incégnitas) parece ser un trabajo
formidable. §in embargo, existen varias maneras de formular el
problema en términos de menos incdgnitas y ecuaciones. La forma
mis directa es expresar las ecs 1 en términos de las ecs 2 y 3,
obteniéndose tres ecuaciones diferenciales parciales de segun-

do orden para las tres componentes de desplazamiento. EI1 resul

tado es
3%u, 3%y, 3%y,
J 1 i
A+ oo, b CEIEED * by = ez (4)

que se conoce como ecuacidn de Navier.



3. FORMULACION DEL PROBLEMA

Considérese una irregularidad topogridfica tal como una inclu-
sidn eldstica en la superficie de un semiespacio, segln se mues
tra en la fig 3. Se pretende encontrar el campo vectorial de
desplazamientos, verticales y horizontales, en la superficie 1li
bre tanto del difractor como del semiespacio ante incidencia de
ondas P, SV y de Rayleigh. Los vectores de desplazamientos se

- denominarin como:

ui = vector de desplazamientos en el semiespacio, deno
tindose este por E ¥y
R : . .
ui = vector de desplazamientos en la imclusidn, denota

da por R.

Bajo la suposici6n de gue las condas son periddicas con dependen
cia del tiempo dada porxr exp (iwt), donde i = /—:T, W = frecuen
cia circular y t = tiempo, los vectores de desplazamientos

uﬁ y u? satisfacen la ec 4 en ausencia de fuerzas de cuerpo, co
nocida como ecuacidn reducida de Navier (Fung, 1965), que para

.
el caso bidimensional con i, j = 1,2* queda comt

En adelante se utilizard i, j = x, y
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A+ 1E‘) 'uj,j:l.»+"

(5)

{86)

: e
+
QR uR) uj'ji +

definidas respectivamente en el semiespacio y en la inclusidn;
asimismo el subindice E o R indica el semiespacio o la inclu-
sién, respectivamente, En la fig 4 se muestran las regiones E

y Ry la denominacidn de sus fronteras.

Sea uf la solucién de campo libre; esto es, la solucidn debida
a la superposicién de ondas incidentes y reflejadas por la su-~
perficie libre en ausencia de irregularidad. En el apéndice
A se presentan las correspondientes expresiones de esfuerzos y
desplazamientos para incidencia de ondas P, 5V y de Rayleigh
en términos de potenciales. Para la regidn E, el semiespacio,

se tiene que

E
u, = u, + v, (7)
donde v? = vector de desplazamientos generado por las ondas di

fractadas por la irregularidad. ©Por otra parte para la regién

R, el difractor, puede escribirse que

R R ' '
u, = v, (8
i i
R :
donde Vi = vector de desplazamientos generado por las ondas re

. .z E R X
fractadas en la inclusiédn. Debe notarse gue vi y vi satisfacen

las ecs 5 y 6 en E y R, respectivamente.
Las condiciones de frontera que deben satisfacerse son

.E - ,
t, (v7) = Uij (¥v™) ny = 0 en 3,E (9)
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SRy e ‘
ti (v = cij (i‘{,”j'" 0. en QlR (?0)

ademds debe cumplirse la continuidad de los desplazamientos y los -

esfuerzos en la frontera 33E = 93R
£ R
Uy + vy T (11)
f E R
et (uw) + £, (v) =+, {(v) ’ : (12)
i= i "= i -

En las ecs 9, 10 y 12 ti(!) es el vector de tracciones asociado
con la frontera de vector normal Hj para el desplazamiento v,
oij(!) es el tensor de esfuerzos asociado al vector v. El vec-
tor ny se considerard dirigido hacia fuera de R.

8i se trata de un cafibn, esto es, no hay regién R, las condicio

nes relevantes son
t, (¥v) =0 en 91E (9')
E
t, (") +t. (v) =0 en 92E = 02R (12')

. E R
Una vez conocidos los vectores v, y vi se puede calcular el cam~
i

po. de desplazamientos total con las ecs 7 y 8,



a2

4. SISTEMAS COMPLETOS DE SOLUCIONES

Se construyen agqui los sistemas c-~completos de soluciones de la

ecuacidén reducida de onda bidimensional para generar los campos
: : E R . .

difractados de desplazamientos vi ¥ v:_L para el semiespacio y la

irregularidad, respectivamente.

Es posible demostrar que la ecuacidn reducida de Navier (ecs 5
0 6) para el vector de desplazamientos se satisface si este se

expresa mediante

8 Bwﬂ Bwi
Vi T 5x, * eijﬂ ax . ¢on Bx. © (13)
i j i

1

donde eij£ tensor alternante; en la ecuacidn anterior ¢ y wﬂ
son potenciales de desplazamientos, soluciones a su vez de las

ecuaciones reducidas de onda
2 2 )
Vé+g°d=20 . (14)

v2y

L+k2\p£=o _ (15)
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= velodidaa?dq‘§fo§é—

donde q = w/a, k = /B, & =/ (X +20)/p
de propagacidn de las ondas P; B = ¥ W/p = velocidad de propa-

gacidn de las ondas S, y V? = operador laplaciano.

En el problema bidimensional el vector wﬂ tiene una sola compo
nente distinta de cero, wz = ¢. En coordenadas polares los des
plazamientos, funciones de los potenciales de desplazamientos,

estin dados por

>34
-©-
-

3y
=5 (16)

<
H
1
%
+
]

ar
-

ay
Yy (17)

<
1
LN
)
=l
l

y las componentes del tensor de esfuerzos, en estas coordenadas,

quedan
, 52¢ 3 1 3y
o =.0_= XV + 2y o (e =} (18)
£x r ardr  dr r 236
1 8 1 3% 11 3p 3%y
Ogp = Og = A 0% + | — (—+ ~ ) 4= (= — - Y (19)
r or r 3036 r r 36 Ardb
1 3% 1 3¢ 1 3% 3 1
g o=T =20]-— - — — |+ ]— ~r—(= —)
8 rb £9ra8  x? 39 £? 2608 ar r r
(20)

Se ha demostrado (Herrera y Sabina, 1978) gue los sistemas de

funciones

C# = {Jo (hr), Jn (hr) sen no, Jn (hr) cos n8, n= 1,2,...}

(21)
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o ()

(hr) sen nb, H (hx) cos ‘na,hn’ =1,2,7} 7

C, = {H (2)(hr), Hy
(22}
donde J (=) = funcidn de Bessel de primera especie y orden i,
(2)
n
coordenadas polares, son bases c-~completas de las ecuaciones

= funcidén de Hankel e sequnda especie y orden n, y-r,8 =

reducidas de onda bidimensionales, ecs 14 y 15, con nineros de
onda h= gy h =k, respectivamente. La familia CR es c-comp lg
ta en regiones acotadas, mientras que CE lo es en reglones no

acotadas.

Para construixr el conjun to de vectores que se utilizan para re

solver el prollema, cons idérense los potenciales de desplaza—

mientos
N ' i .
- J bl ,
¢j n£1 Ayz senlnﬂ c”(qu) +n§0 BH cos 1o tn(qu) (23)
T R QY } o3 cos w0l
q,j: n£1 Cn sen nl n(kj“ + ngo D, cos no n(kjr) (24‘)

para las ondas P y §, respectivanente; en las ecs 23y 24, el
subindice o superindice j indica que se definen para las regio
nes intexior j = R, en donde " () = Jn (*), o exterior j = E,

en donde K (=)= H(z)(’)

En el apéndice B se pre sentan las expresiones para los desplaza

mientos y esfuerzos gerrerados por estos potenciales.

Se géneran entonces ockhio familias de vectores de desplazamientos,
cuatro para cada comporiente de desplazamiento (ecs 16 ¥ 173, es

tando asociadas cuatro a la regién R y cuatro a la regidn E =

Es posible demostrar que las f£amilias de vectcres de despla zamien

tos asociadas a la regidn B cumplen con las condiciones de radia-
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cidn el&stica de Sommexfeld-Kupradze (éommerfe].d, 1949; Kupradze,
1965), Esta condicidén surge en cualesquierx prolslena de valores
en la frontera referido a un dominio que seextiende al infinito
en donde es necesario examinar el comportamiento asintdtico de
la solucidn; la construccidén de los potenciales con funciones de

Hankel garantiza que la energia se irradia al Z nfinito.

Se supondrd aqui que las familias de vectores son bases c-comple

tas de las ecuaciones reducidas de onda, ecs 14 y 15.
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S. METODO DE SOLUCION

Considérese las aproximaciones para el campo vectorial de despla

-, E R .
zamientos v, Yy vi dadas por
i

4n+2 :
B _ E ..
vi = /‘-\m W . i=o1x, 6 (25)

m

4n+2

R R .
= i = 5] 2

i Tal Bavi ' e (28

donde An|y Bm son los coeficientes por determinar y w? son los
vectores de desplazamientos descritos en el apéndice B. Dado
que el orden de los desarrollos para los potenciales es N se tie
ne que el limite superior para n es 4N + 2. Los coeficientes de
las ecuaciones 25 y 26 se determinarin de manera tal que, impo-
niendo condiciones de frontera en las fronteras 9;E, 38:E y 9,R
en 2M,L y K puntos de colocacifn, respectivamente, el error
c¢uadrdtico medio en las condiciones de frontera sea minimo; es
decir, el método de solucidn numédrica cs el de colocacidn con

minimos cuadrados. El nimero de coeficientes por determinar pa



ambos c¢asos, B8N +-4. Para el problema de un canon se tendran

nicamente 4N + 2. A51mlsmo,,dado que el problema C 1
se formardn 2L + 2K + 4M ecua01ones para los problemas de la ln‘f
clusién y el de prueba, mlentras que para el’ caso del candén el

nimexo de ecuaciones sera solamente 2L, + 4M.

El ajuste de las condicicnes de frontera se lograria de manera
exacta en los puntos dé colocacién si se censiderase un niimero
de ecuaciones en correspondencia con el niimero de puntos de dis
cretizacidn, igual al nmero de incdgnitas en correspondencia
con el nimero de coeficientes de las aproximaciones. Por otro
lado, un nimero insuficiente de puntos de colocacidn produce
una solucién'pobre e inestable en puntos de la frontera distin-
tos a los de colocacidn. Se buscard entonces tener un sistema

sobredeterminade, mayor niimero de ecuaciones que de incdgnitas,

de la forma
[a] (x} = {B} : (27)

Puede demostrarse (Noble, 1969) que la solucidn que minimiza el

error cuadritico medio, se obtiene al resolver el sistema
T T
[a]" [a] {(x}= [a*]" {8} (28)

donde el asterisco significa que la matriz es compleja conjuga
‘da. La matriz de coeficientes resultante en la ec 28 se hermi

tiana y positiva definida,
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6. PROBLEMA DE PRUEBA

.El problema de prueba tiene por objete averiguar, en el rango
de frecuencia estudiado, el orden de magnitud del ancho de la
irregularidad que debe de considerarse sobre la frontera libre

del semiespacioc al imponer ahi condiciones de frontera.

El problema de una placa rigida sin masa sometida a carga ver~

tical arménica y apoyada en un semiespacio eldstico, ha sido

resuelto analiticamente por Karasudhi, Keer y Lee (1968). Las
condiciones de frontera que se consjideran en y = 0 (ver fig 5)
son
Txy (x, 0) =0 en 0 < le < o (29 a)
Oy.(x, 0) =0 en b < |x| <= (29.b)
u, (x, 0) = v, en 0 < jx] <» (29.c)

donde Txy es el esfuexzo cortante y Oy es el esfuerzo normal,

'vo es la amplitud de desplazamiento vertical especificado de la



19

placa y b es el semiancho de la regidn de contacto. De las ecs
31 se deduce que se trata de un problema de contacto sin fric-—
¢idn, Cconocido o. (x, 0) ‘en ixl < b se puede calcular, median
te integracidn, li carga P aplicada. La relacidén entre P y v

Q
estd dada por

P = nuvo (b; + 1 ba) (30)

donde i = ¥-1 y by y b, son coeficientes que son funcidn de la

frecuencia.

Con objeto de probar el métedo utilizado en este trabajo, en 1o
referente a las condiciones de frontera en 3,E, la superficie
libre del semiespacio, se establecen las siguientes condiciones

de frontera para las regiones E y R mostradas en la fig 4,

e, (v) = 0 en  3iE (31)
R .
t {v) =0 en 3R : (32)
R ’ -
vy T Vo en 2R (}.1)
ademids, de las ecs 11 y 12 con uf = 0 se tiene que en la fronte
ra 9;E = 3R
vE = R
i i ) {34)
£ =t () (33
i'- i'—

donde i ;x, y (ecs 31-35).



7. RESULTADOS

Los resultados obtendios para el problema de prueba al igual
gue los valores exactos se presentan en la fig 7; en ella se
muestran los valores de by y bz V4 el factor de frecuencia
Wb/B. Se utilizd una relacidn de Poisson de V = 0.25. Los
valores presentados se cglcularon con los siguientes parime-
tros, definidos en la fig 4: K = 4, 'L = 4, M = 4, El orden
de los desarrollos se tomdcon N = 6. La porcién de superfi-
cie libre considerada a cada lade de la irregularidad tiene

una longitud igual al ancho de la placa.

Para estos paiémetros;‘con wb/B = 0.25 se muestran en la fig
8 las amplitudes de los esfuerzos bajo la placa y de los es-
fuerzos residuales en la frontera libre del semiespacio. Es
importante hacer notar que los esfuerzos aun en puntos aleja-
dos de la regién discretizada no son significatives y presen-
tan un comportamiento constante, de donde se concluye que bhas
ta un pequenoc intervalo de discretizacidén de la frontera 1li-
bre para obtener resultados satisfactorioes. Se observd que

para el rango de frecuencia estudiado, basta que dicho interva
, 2



lo .sea de dos a tres veces el semlancho de la placa

tarse que para mayores frecuencias el numero de puntos‘de c

cacidén y los ‘3rdenes de los desarrollos deben aumentar,'

Habiéndose obtenido resultados satisfactorios en el problema
de prueba, se procede a analizar la convergencia y estabilidad
numérica de la solucidén. No obstante gue esto se hace para un
problema particular, el estudio proporciona ‘pautas de lo gue
puede hacerse para problemas con irregularidades mds complica-
das. El problema apalizado es el de incidencia vertical de on
das P en un candn semicircuiar con una frecuencia adimensional
n, = 1.00 donde n, =ka/m = 2a/kA , A = longitud de una onda §

k k s s
incidente y a = semiancho del caiidn.

Se hace notar gque en este trabajo no se realiza un andlisis ex
haustivo de las fuentes de error inherentes al proceso numéri-
co, como, por ejemplo, los errores dc rcdondeo en el cdlculo dg

las funciones de Bessel y de Hankel.

El criterio seguido en el anadlisis de la convergencia y estabi
lidad numérica de la solucidn consiste en considerar que la so
lucidén es valida si, para el conjunto de pardmetros utilizados
en un anilisis, esta no cambia considerablemente al variar uno
de ellos., En esta forma se puede apreciar la sensibilidad del
modelo. Los pardmetros considerados son: el ancho de la super
ficie libre por incluir en el cdlculo, el niimero de puntos de

colocacién y el orden de los desarrollos.

Los resultados obtenidos en el andlisis se presentan en el apén
dice C y corresponden en orden secuencial a la optimacidn del
valor del niimero de puntos de colocacién, ancho de la superfi-
cie libre por considerar y orden de los desarrollos. En cada

tabla del apéndice se indica el pardmetro que se varia, los va



lores que se asignan a este y los de los parametros gue perma-

necen fijos.

Se analizaron los resﬁltados pafa 12'pﬁntos en total, 6 en el
interior del candn y 6 en la superficie libre del semiespacie,
igualmente espaciados y con una densidad o nlimero de puntos por
unidad de longitud ‘'a' definidos para las regiones 9;E ¥ BQE

(ver £fig 9) respectivamente, como
, u _ L
q1 ) Y d2

donde D es el nfimero de veces el semiancho del cafién que se con

sidera de superficie libre a cada uno de los lados del cafidn.

Para cada uno de los puntos de colocacidn en cada serie particu

‘lar de pardmetros se calcula el procentaje de variacidn del re-

o

sultado en ese o con respecto al resultado obtenido en la

un

o]

misma localizacidén con el parimetro optimizado éuyo valor se pre
senta al extremo superior derecho de cada tabla; asi se determi-
na el promedio del porcentaje de variacidn de los 12 puntcs ana-
lizados, resultado que aparece en la grafica correspondiente a

cada tabla y que se define como

o 12
w =-;I-3 ‘Z AU.i
i=1
con u -,
i 1
Ay, == m % 100
m,
1

donde um es el resultado obtenido con la mejor aproximacidn en
i
el punto i, ui es el resultado obtenido con el valor del parime

tro variable indicado en la grafica.
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En las‘tablas‘sé pfeééhtih1ia:&ééfi;ciéﬁfgs£éﬁ§$ff(déﬁbtadé7ddh
‘Sf.éorrespondiénte a cada pfomedié}-ﬁsi,cmno el valor mdximode
Aui, definido como Aumax' y larlocaliéaciéﬁ 2/5 derla'supefficig
libre donde se presenta este méximo, definida como x/a (Aumax)}
V i
"En los resultados mostrados se observa gque la solucidn presenta
un comportamiento convergente y estqble para el caso de varia-
c¢ifén de los parametros q1, 42 (tabla C.1) y D (tabla C.2). Pa-
ra el caso de variacidén de N, orden de los desarrollos (tabla
c.3), se observa que la sclucidn es muy sensible ante cambios en
ese pardmetro; no obstante ello, el comportamicnto de la solu-
cién es también convergente. Por otra parte, las diferencias en
tre las soluciones para el pardmetro optimizado y el valor inme-
diato anterior analizado, cercanas al 1% para el caso de optima
cidn de N y menor que el 5% para los casos de g1, 92 v D, resul
tan aceptables para casos pricticos. Se advierte asimismo que
el mdximo porcentaje de variacidén de los r=sultados se presenta

mids del 90% de las veces cerca del extremo de la irregularidad.

Con base en las consideracicnes anteriores, se procedid a estu-
diar el problema de difraccidn de ondas P, SV y de Rayleigh por
distintos difractores como son cafiones semicircular y semielip-
tico y depésito semicircular. En ellos la frecuencia midxima es
tudiada corresponde a la del pfoblema util izado para probar la
convergencia; ademads los parimetros de discretizacién ¢q;, gz, D
y N corresponden aproximadamente a los 4ptimos de dicho prosle—

ma.

Los resultados que a continuacidén se presentan se han obtenido
para un valor v = 1/3 de la relacidn de Poisson y para varios
valores de la frecuencia adimensional, N = Za/ks.

Con objeto de hacer notar las amplificaciones y reducciones de

los desplazamientos en la superficie libre del terreno y de la
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irregularidad con respecto a Los desplazamientos’e
irregularidad ., se presentan también estos desplazani

campo ibre para cada uno de Los tres t£ipos aé",jon,a'_as 1nc1’yde_n‘tes“._'

Estos son

ONDAS P

luil = 0.00 |u§| = 200 para Y, = 00

|uf(| = 0.9633 |g§|'= 17411, para Y, = 30°

luil = 1,949 lujl - 11168 , para Y, = 60°

ONDS SV

lu)fl = 2,00 lu;| = 0.00 , »paraA y = 0°

]ui] = 3,0639 |u§| = 0.00 ) pa.ra Y, = 30°

l] = ousss l'uil =1.1239 , para Y, = eo°
ONDAS DE RAYLE TGH

Aluil . lu§| = 1.5652

Para <ada di fractor se presen tapn en cada figura las amplitudes
de los despl azamientos, werti cales U horizontales, parak cada ti
po de onda incllennte. Se muestran asi los efectos de la varia-
cibn de las frecuencias adinensionales analizadas nk = 0.50,

= 0,75 = 1 .00.
T\k Yy nk

En paxticular, paxra las ondass Py SV se muestran en cada figura
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. los efectos del angulo d': .\.nc:.denc:.a de la onda Y '=,0,°‘,>'-3:0A"?"

Y 60° 7' y Y 3 y 60 0°, respectlvamente

7.1 Companraci6n de . alguzinn nesultados

En las figs 12 y 1l se: peasmtan la comparacién de los resul-
tados de los desplazam. iont=os horizontales y verticales para in

cidencia de ondas Pcownfr ectenciasadimensionales n,_ = 0.50 y

k
0.75, xespectivamente, obt=enidos con el método de frontera agui
utilizado y con la téc=nicam de las fuentes puntuales, utilizado
por Wong (1982). En c—ada figura se muestran los resultados pa

ra tres dngulos de incsidemnicia analizados YP = Q0°, 30° y 60°,

Los parémetros de dlsc=retifzicidn utilizados en esta comparacidn
se definen en la fig S y&Huron L = 30, M = 60, N= 12 y D = 6,
donde D es el niimero cSeve=ces el semiancho c}e la irregularidad
gue se considera de sumperfBficie libre a cada uno de los lados de

esta.

7.2 Resulzados prre m  aaiifn semicirculan

En las figs 14-18 se rmuestrtran los resultados obtenidos para es-
te difractor. Los par—imettres de discretizacién utilizados, de-

finidos en la fig 9, =urconl = 30, M = 60, N = 12, D = 6,

7.3 Resultados piuam  wifn semleliptico

Se presentan tales re =stltsados en las £igs 19-23. Aqui se toméd
la relacidén particula=e mrtre Los semiejes de la elipse, defini
dos en la fig 10, com= ;. /1 = 0.50. Los parimetros utilizados

fueron: L = 30, M=6&, N =12, D = 6,
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7.4 Resultados para un deplsite semicinculan

La relacidn entre las propiedades mecidnicas de ambos medios se
escogid de manera arbitraria. Esta corresponde a un depdsito
blando y ligero sobre roca firme y viene dada por pR/pE = 2/3
y BE/BR = 2,00, La definicién de los pardmetros se muestra en
la fig 11. Los resultados obtenidos se presentan en las figs
24-28 y los pardmetros usados fueron X = 30, L = 25, M = 50,
N=29, D= 5.
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8. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos mediante la técnica agqui utilizada al

ser cémparadcs con los correspondientes obtenidos mediante fuen
tes puntuales por Wong (1982) muestran, em general, una notable
semejanza {(figs 12 y 13). En todos los resultados el comporta-
miento en el interior del cafidn coincide para ambas aproximacio
nes; las diferencias significativas, en aguellos resultados doi
"de las hay, se presentan en los bordes del caién o en la super-

ficie del semiespacio.

En los resultados que aqui se presentan para los distintos difrac
tores se observa que la variacidn espacial de los desplazamientos
es funcidn del &ngulo de incidencia y de la frecuencia de excita-
cién; en particular, al aumentar dicha frecuencia o equivalente-
mente a menores longitudes de onda, el patudn de desplazamientos

se vuelve mis complicado,



8.1 Cafifn semiciicularn -

Para incidencia de ondas P (figs 14 15) las miximas amplifica
ciones se presentan en los bordes y al centro del cafién. Se ob
serva que al crecer el dngulo de incjdencia YP' las amplitudes
minimas de los dos desplazamientos s¢ presentan cerca del borde
del lado opuesto al incidente, es depir, en x/ @=1; por otra par
te, en el caso de los desplazamientos horizontales las méaximas
amplificaciones tienden a presentarse en el lado incidente a me
dida gque YP aumenta.

Para incidencia de ondas SV (figs 1§ y 17) las amplitudes méxi-
mas de los desplazamientos verticalgs se presentan en el lado
opuesto al de incidencia. En cuant¢ al movimiento horizontal se
observa que este es muy sensible ante cambios en el &ngulo de in
cidencia; dicha sensibilidad aumentq al incrementarse la frecuen
cia; asi, por ejemplo, para Yg = 30P las miximas amplitudes se
presentan en el borde del lado de incidencia (x/a = -1), mientras

que para YS = 60°, las méximas se presentan en el borde opuesto.

~En la incidencia de ondas de Rayleilgh (fig 18), se nota un lige
ro efecto de barrera del cafidn, solfre todo para los desplazamieg
tos verticales; dicho efecto se indrementa al aumentar la frecuen
cia. Ambos desplazamientos presentan grandes amplificaciones en
el borde X /a = -1, lado incidente del cafidn; las méximas reduc-

ciones se presentan en el borde opuesto.

8.2 Cafidn semieliptico

Claramente se observa que los resultados para el cafdn semielip-
tico (figs 19-23) al compararse con los correspondientes para el
semicircular, presentan un comportamiento muy similar pero un pa

trdn mds suave. Esto estd de acugrdo con lo gue fisicamente su-



cede; la irregularidad semlellptlca es menos abrupta que la se .
micircular y por ello las ondas "é4enien" henos ‘ase efecto, 1o
que se refleja en un patrdn de desplazamientos mas suave. sin
embargo este comportamiento no se presenta en el caso de despla
zamientos horizontales con incidencia de ondas P y frecuencia
nk = 0.75 (fig 20).

Es tambi&n interesante observar que para incidencia de ondas SV
con YS = 60° y frecuencia nk = 0.50 (fig 22), las ampli;udes de
los desplazamientos horizontales en poco mids del 50% del interior

del cafidn son constantes y casi nulas.

Para el caso de ondas de Rayleigh incidentes (fig 23) el efecto
debarrera es menos notorio que para la irregularidad en forma de
cafidn semicircular; esto se debe en parte a gue la profundidad
:de este f{iltimo es mayor en 100% a la del candn semieliptico.
Las miaximas amplificaciones para los dos desplazamientos se pre

sentan del lade incidente del caiidn.

8.3 Depbsito semicircutlan

Ante ondas P incidentes (figs 24 y 25) a medida que el &dngulo de
incidencia YP se incrementa, el patrén de amplificaciones pre sen
ta una disminucidn en sus desplazamientos verticales y una ampli
ficecidn en los horizontales; en estos Gltimos las miximas ampli
tudes se presentan en la regidn del depSsito opuesta a la del la

do incidente.

Para incidencia de ondas SV (figs 26 y 27) se presentan reduccio
nes notables en el lado incidente de depdsito (x/a < 0) y para
aigunas frecuencias llegan a ser cercanas a cero., Para YS = 30°
es considerable la amplificacidn de ambos desplazamientos en la

regidn de depdsito x/a > 0. -



Para ondas de Raylelgh 1nc1dentes (flg 28), las amplltudes ma— v
xlmas se presentan ‘al centro Yo cerca de los bordes del’ deposx-

to.

Seria conveniente hacer un andlisis paramétrico que considere
-la variacidn de las relaciones entre las propiedades mecdnicas
~del semiespaclo y el depSsito asi como estmadiax la respuesta pa

ra diversas geometrias.

Los resultados presentados muestran algunas caracteristicas de
las amplitudes de los desplazamientos del terreno con irregula
ridades topogrdficas y geoldgicas ante incidencia de ondas ar-
ménicas P, SV y de Rayleigh. De estas caracteristicas se dedu
ce gue es importante considerar estos efectoss en el disefio sii
mico de puentes, tuberias y, en general, estwructuras largas

asentadas en irregularidades asi como en los estudios de micro

regionalizacidén y riesgo sismico.

La cuantificacidn de tales efectos en casos pricticos es un pro
blema no completamente resuelto. Esto se dehe a que el conoci-
miento del fendmeno sismico es aun insuficiemte en lo que se re

fiere a occurrencia, mecanismo focal y trayecitoria de las ondas.

Dentro del marco de simplificaciones consideradas, el método de
frontera aquil utilizado permite resolver el problema de difrac-
cién de ondas P, SV y de Rayleigh por irregularidades topografi
cas y geoldgicas bidimensionales en un sémiespacio homogeneo,

isdtropo y linealmente eldstico con razonable aproximacidn para

una frecuencia dada.

El hecho de considerar solamente una porcién de la superficie

libre en el método de solucidn resultd ser @ gran utilidad,



éuesfo'que?féduge,lé‘bémﬁléjidad'del problema y los errores que

se cometen en la solucidn son pequefos.

La no existencia de una solucién analitica debida a la dificul-
tad del problema, obligd al andlisis numérice de la convergencia
y estabilidad de la solucidn; no obstante que este andlisis se
hace para un casoc particular da pautas de la forma de proceder
para problemas con irregularidades mids complejas. ' Sin embargo,
falta hacer un andlisis de todas las fuéntes de error propias
del proceso numérico como son, entre otras, los errores- de re-

dondeo.

El método aqui utilizado reduce la complejidad del problema ata
cado de manera diferente por Wong (1982), utilizando fuentes

puntuales,

Convendria hacer un anadlisis de la variacidén espacial de las

fases del movimiento.

Finalmente, el método podria emplearse para estudiar la respues
ta sismica de estructuras terreas, tales como presas, terraple-
nes y muros de retencidén. En el caso de presas, convendria ex-

plorar la posibilidad de incluir los efectos hidrodindmicos.
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Fig). Sistema de coordenadas en el semiespacio eldstico
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Fig 2. Nomenclatura para ondas planas
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Fig3. Inclusion eldstica en la superficie del semiespacio y ondas
incidentes P, SV y Rayleigh
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Fig5. Placa rigida sin masa apoyada en un semiespacio eldstico
y sometida a vibracion vertical



VVQI,IR?_(";‘, .Punfo_é) :

[JI'E {2M puntos) .

X

02 R=azE (L puntes) 1
y

Fig 6. Regiones R y E para el estudio del problema de prueba
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Fig 7. Parometros de rigidez by y b, (ec 30) del problerna de prueba.
Comparacion con la solucidn exacta para v=0.25
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Fig 8. Amplitudes de los esfuerzos en la superficie libre para el problema
de prueba. Frecuencia normalizada wb/fB =0.25
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Fig9. Cafon de seccip’n semicircular en la superficie del
semiespacio elastico
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Fig10. Cafion de seccion semieliptica en la superficie del
semiespacio elastico
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Fig 11. Depdsito de seccion semicircular en la superficie del
semiespacio eldstico
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“Fig 12. Comparacion de resuitados para un candn semicircular. Incidencia de
ondas P. Frecuencia adimensional 7, =0.50. Amplitudes de los
desplazamientos forizontales (Uy) y “verticales (Uy)
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Fig 13, Comparacion dz resulfados para un caron semicircular, Incidencia de

ondas P. Frecuencia adimensionel %, =0.75. Amplitudes de los
desplazamientos horizontales (Uy) y “erlicales  (Uy)
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'Fig14. Amplitudes de los desplazamientos verficcales.
' Cafon semicirculor.  hcidericia de ondas
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fig 15. Arnpliudes de fos desplazamienfos horizontales.
Cancn semicircular. Incidancia de ondas P
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Fig 16. Amplitudes de los desplczamientos verticales.
Canon semicircular. Incidencia de ondas SV



Fig 17. Amplitudes de los desplozamientos horizoniales.
-+ Cancn semicircular. Incidencia de ondas SV
|
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Fig 18. Amplitudes de los _desplazamientos verticales y horizontales,
respectivamente. Canon semicircular. Incidencia de ondas
de Rayleigh
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Fig 19. Amplitudes de los desplazamientos verticales. Candn sernieliptico
(r, /r,=0.50). Incidencia de ondas P
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‘Fig 20. Amplitudes de los desplazamientos horizontales. Caion semieliptico -
(r?_/r]=0.50). Incidencia de ondas P
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Amplitudes de los desplazamientos verticales. Cafion semieliptico
{r,/r;=0.50). Incidencia de ondas SV ‘
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Fig 23. Amplitudes de los. desplazamientos verticales y horEzontales,
respectivamente. Caficn semieliptico (r,/r; =0.50) . heiden-
cia de ondas de Rayleigh :
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'Fig 24, Amplitudes de 3os desplozamientos verficaes. Depdsito semicircular
{pelpe=2/3, B/Bg=2.00). Incidencia de ondas P
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Fig 25. Amplitudes de los dezplazamientos horizontales. Depdsito semicircular
(pa/pe=2/3, Bg/Bg=2.00). Incidencia de ondas P
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Fig 26. Amplitudes de los desplazamientos verticales. Deposito semlmrculor
(pR/p- =2/3, B /B =2.00). Incidencic de ondas SV



"Fig27. Amplitudes de los desplazamientos horizontales. Deposito semicircular
(pR/pE=2/3, ,BE/[3R=2.OO). Incidencia de ondas SV



—— 77050 ——=7 =075 —-=-m,=1.00

Fig 28. Amplitudes de los desptozomiemo(s verticales y horizonlales, respec-
tivamente. Depdsito sernicircular lo.=2/3, B./B,=2.00).,
Incidencia de ondas de Rayleigh PriPe TETR
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donde £ = w/c, n = &f&} lfrecuencia circular (w > 0)
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Puede demostrarse que la velocidad de fase aparente en la super
ficie estid rclacionada con las velocidades de propagacién o v B
mediante

o B8

seny, - seny,

¢ = (A.5)

dngulos de incidencia y reflexidn de las ondas P

I

dondevyP y YS

¥y S respectivamente como se muestra en las figs A.1 y A.2.

Los coeficientes A; vy By son las amplitudes de potenciales de
ondas planas incidentes P y SV, respectivamente. Az y Bz repre
sentan a las ondas reflejadas.

o (£) (£) . Lo
Los desplazamientos ux y uy de campo libre gque satisfacen

la ecuacidn reducida de MNavier estin dados por

(£) (£)
L2t A

» ax dy (A'G)
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(A.7)

(n.8)
) ‘(A.g);,

(A.10)

doﬁﬁe

) Buif) ;
Eh = T (A.11)

: L£) - -

g = Uy : o (A.12)

Y dy
a{;f) au}((f)
'ny = .—ax——--—- + —ay (A.13)
e = £+ € ' : | (a.14)

Sustituyendo las ecs A.1 y A.2 en las ecs A.6- A.id4 se tiene que

u}(‘f) = e i£|2)1 + iklllz ] : (A~15)
al9 = ings + 1ty (A.16)

o(f> = =% (L% 4 w?) $q + 2p [—£2 b1 + kﬂwz] (A.17)

X

o't

P “X (L% 4 m?) ¢y o+ 2u [~m® ¢y - kLYs] (h.18)
T(f) . q 52 2
= u [ amlde + (2% - k%) ¥y ] (A.19)

Xy
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bo =
Py =
iky . ~iky/'ﬁ-iﬂx .
\pz = (B,e Bse } e (A.23)
Para incidencia de ondas P se tiene que By = 0 y que B < a < |cf.
La satisfaccidn de las condiciones de frontera libre en y = 0, es
decir G(f)= T(t) = 0, conduce a
xy
By Af £ - (£2 - 1?2
YU TP T (a.24)
! a B A
By 4f, (f§ - 1) .
— = ) (A.25)
Af f 2 - 2
A, £ fg * (£5 - 1)

que son las amplitudes de leos potenciales de las ondas P y SV re-

flejadas, cn términos de la amplitud. de la conda- incidente.

En la incidencia de ondas SV, A; = 0, se.tienen dos casos; cuando
B<u<|c| y cuando 6<|c|<a. En este Gltimo se tendra que la onda P
refleja@a serid inhomogénea, es decir fa sexrd una cantidad imagina
ria. Si se acepta que Im(fd)<0 se tendrd, para las amplitudes de

las ondas reflejadas por la superficie libre, gue en los .dos casos

;%) 4f (fz - 1)
I , - : (r.26)
£ PO
By 4fa 8 + (fB )



Existe otra condicidn dada por |c| < B ¢ o que no corresponde
a ondas incidentes P o 5V finitas i)ues en este caso fcc Y'EB

son imaginarias. Es decir que, si se acept‘a gque Im (fa) < 0 e
Im (fﬁ) < 0, hay que tomar A; = By = 0. El sistema de ecuacio-

nes resultante de imponer condiciones Ae frontera es homogé&neo.

Asi, se obtiene que

:¥} 2f .

— = —£ (A.28)
B £2-1

2 8

A (£2 - 1)

S I ‘ (A.29)
B2 2£ .

‘que deben ser iguales, de donde la condicidn gue debe cumplirse
es

4f + (£2 - Wt =g (h.30)
8

o fﬁ
gue es la ecuacidn de Rayleigh, La r&iz real de esta ecuacidn

e = co, es la velocidad de propagacidém de las ondas de Rayleigh.

Las ondas de Rayleigh son ondas super £iciales que se¢ atendan con
la profundidad, estin compuestas de omdas P v SV que viajan aco-
pladé\s con una veloeidad r < B, Las particulas en La superficie
describen trayectorias elipticas retr&Sgradas. En la fig A.3 se

esguematizan algunas caracteristicas de las ondas de Rayleigh.

En un caso dado, basta conocer la velocidad de fase, mediante la.

ec A.5 o la A.30, y calcular fu'y fB -de las ecs A.3 ¥ A4, con la



' precauc1on de to:marlcs, cuanc&.o sean Lmagxnarxos, negat1v05. ;

Las ampl:.tudes sr_ cc.lculan cc:n las Vecs A 24 y A.2570 A 26 y A 27

o A28y 'A29, segin el caso_. R

Finalmente, las ecs A.15 - A_19 proporcmnan los desplazamlentos

v esfuer zos de la soluc;on de== campo "libre.
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"APENDICE-B = .
EXPRESIONES PARA DESPLAZAMIENTOS Y ESFUERZOS EN COORDENADAS
- POLARES

A partir de los potenciales dados en las . ecs 23 y 24, las expre-
siones para los desplazamientos y esfuerzos en coordenadas pola-
res, obtenidos con las ecs 16 y 17, y 18 - 20, respectivamente,

estidn dadas por

N \ : : N .
vl = l—{ L A] sen n® y¥ (qg.r) + I B:| cos a8 yl (g.x)
t r n=1 n SR n=0 n - n ]
M ' N
+ L (7 cos nd yfl (x.r) -~ I D? sen no yi k) (B
n=0 n n=1 n J
i_1 5 g Yo .
vy = = z s 16 yi (q, - I sen nf {q.x)
AR { n=0 An °e n (qu) n=1 Bn yy,l %
N . . N -
- L (P sen oyl (kv)y - I Dcos w8yl (ko) )} (n.2)
n=1 n o n=0 1 T3 ,
2y, N . _ N b
0 = —2L { -3 AJ sen nO ya (g.r) - I B cos und y; (q.r)
r x? n=1 n - ] n=0 n ]
N N
+ I Cj cos nb y"(k.xr) £ D sen u8d y' (k.x) } (B.3)
n=0 " g n=i M n 5|
24, N . N 3 '
0 = =2 { ¢ Al sen 10y (q.r) + £ B cos nd y* (q.r) -
8 c? n= n J 0 n n j

TR n



n‘.}(kjr‘_)._r;]b_ ,_‘(;37.4,)-’

Z B ‘sen HG y (éﬁt);

+ L [ sen I qos1n8'y;,(kfx) }oo(BuSY
n=1 "n_ .h 3 ) S
dondé, : ’ :
. . 7 _ 7
»yn>(g) = Ztn-r n E” (z) (B.6)
2 Y o= (p.7)
Yo (2) nﬁzn (2) (e
3 - 2y tn? Ll e .
Yy (z) = thn—1 (z) (n® + n -3 k‘r )ﬂ:n(z) (B.8)
y'o(2) =nak () -~ (n? + n)ﬂi (z) (B.9)
n n-1 it
5 - . 2 L2, 1 2 2
y, (2) = Z£H_1 (z) (n% 4+ - 2% + 5 k% r )ﬁn(z)

(B.10)

Las expresiones B.1 -~ B.5 estédn definidas para cada regién j=R

o E.. Para j = R se tiene E:l(') = J (*), mientras gue para j=E

n
. (2)
se tiene n( ) = H, ().
Aqui JH(') = funcidén de Bessel de primera cspecie y orden n;
(")( *) = funcidn de Hankel de segunda especie y orden n.

Tanto los vectores de desplazamiento como los componentes del

tensoxr de esfuerzos dependen de cuatro grupos de constantes en



cada ‘regién.

Cen”forma it

4N42
L
m=1

m 1

plo, las ecs-B.1 .y B.2 pueden escribirse

(B,11)
N .

donde w) son los vectores de desplazamiento asociados a la

i

m o .
constante B; en la regidn 3

términos de la ec B.11

constantes An'Bn' C

-

e i

i R K- |= = ERE HI._.

Rl

n

sen

cos

cos

sen

cos

sen

= R o

es 4N+2.

E. Nétese que cl nimero de

Los grupos dependientes de las

y D” son, respectivamente, de la forma

nd

1o

1ne

16

no

no

no

no

(qu)
(qu)
(qu)
(qu)
(kjr)

(k.r)
J

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(k,x)
552



APENDICE c'

OPTIMACION DEA LOS PARAMETROS QUE IN‘I‘ERVIL‘NEN EN LA

SOLUCION NUME‘IICA

;*q ’ 6 7 8 9 1057
s 2.232 | 1.474 | 0.549 | £.636 —
ba 4.43%6 | 5.059 | 1.859 | 2.221 S
mix
z/albu ,_ ) 0.838 0.838 0.838 0.838 —
nax
Tabla C.1, Optimacidn del parametrxo q1 q,=9q (Ver ficj c.1).
Par&metros fijos: D=2, N=8,
D 2 3 4 5 6
S 9.453 3.988 2.919 3.480 ——
ba 23.34 | 11.04 | 7.800 | 1.452 | ——
mix
x/a(Aum‘,l ) 0.838 0.939 0.998 0.998 b
Tabla C.2, Optimacidn del parametro D, (Vexr fig. C.2),
Par&metros fijos:N=8, q1=q2=10.
N 4 6 8 10 12
S 3.564 1;284 4.098 1.605 —_—
du_, 11.16 | '4.005 i2.18 | 4.900 —_—
mix
x/alhu ., ) 0.838 1.350 0.998 0,998 —_—
na >

Tabla C. 3,

.

ql=q2=10,

D=6.

‘Optimacidn del pardmetre N (Ver fig C.3).
Paranmetyros fijos: :
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