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ABSTRACT 

A boundary method is applied to solve the problem of diffrac

tion of .P, SV and Rayleigh waves by surface irregularities in 

an elastic, isotropic and homogeneous half-space. 

The method consists in representing the diffracted fields by 

means of linear combinations of solutions which forro complete 

families of Navier reduced equation. The indetermined coeffi

cients that appear in such linear combinations are obtained 

by minimizing the mean square error in the boundary conditions 

of the irregularity and, on a finite interval of the half-spa

ce surface. 

With this boundary method a contact problem is solved, which 

has been selected for calibration and comparison of results. 

For a particular case, the convergence and stability of the nu 

merical solution, is studied. 

Results are shown for the cases of semi~circular and semi-elli~ 



tical canyons, and semi-circular alluvial valleys. The presen

ted results are the displacernent amplitudes, generated by inc~ 

dent P, SV and Rayleigh waves in the free surface of the half

space and the irregulatity. 

Sorne results are cornpared with those obtained with other tech

nique; the results are ~riefly discussed. 



RESUMEN 

Se aplica un método de frontera en la solución del problema de 

difracción de ondas P, SV y de Rayleigh por irregularidades su 

perficiales en un semiespacio elástico, isótropo y homogéneo. 

Dicho método consiste en representar los campos difractados me 

diante combinaciones lineales de soluciones que forman familias 

completas de la ecuación reducida de Navier. Los' coeficientes 

indeterminados que aparecen en las combinaciones lineales se 

obtienen minimizando el error cuadrático medio en las condicio 

nes de frontera de la irregularidad y en un intervalo finito 

de la superficie del semiespacio. 

Con este método de frontera se resuelve un problema de contac

to, elegido para prueba y comparación de resultados. 

Se estudia, para un ca so par ti cu lar, la convergencia y es tabi

lidad de la solución numérica. 

Se muestran los resultados para los casos de cañones semicircu 



lar y semielíptico, y depósitos semicirculares. Los resultados 

que se presentan corresponden a las amplitudes de los desplaz~ 

mientes, generados por la incidencia de ondas P, sv y de Ray

leigh en la superficie libre del semiespacio y la irregulari
dad. 

Se comparan algunos resultados con los obtenidos por otra téc

nica; se discuten brevemente los resultados mostrados. 



l. INTRODUCCION 

El problema de amplificación de movimientos de tierra provee~ 

do por sismos es causa muy importante en la distribución de da 

ños y su conocimiento es aun incipiente. La topografía y geo

logía locales son factores que contribuyen a modificar la natu 

raleza de tales movimientos (Esteva, 1977; Ruiz, 1977). Por 

consiguiente, es de gran' interés conocer la influencia de las 

condiciones locales en el fenómeno de amplificación dinámica, 

para el diseño de estructuras resistentes a los sismos y en 

los estudios de riesgo sísmico. 

Es conveniente formular el problema de amplificación por irr~ 

gularidades topográficas y geológicas como uno de difracción 

de ondas elásticas. El nombre difracción dado por F.M. Grimaldi 

al fenómeno de desviación ligera de un haz de luz al pasar por 

el borde de una abertura se aplica a todo fenómeno de propaga

ción de ondas elásticas que no pueda interpretarse como refle

xión o refracción. 
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considérese la tierra corno un serniespa~io elistico lineal, horno 

geneo e isótropo¡ en un medio de esta náturaieza se pueden pro

pagar dos tipos de ondas¡ las ondas P o de compresión y las on

das S o de cortante. Además, la existencia de la superficie l~ 

bre implica un tercer tipo de ondas cuyo movimiento se confina 

a una zona cercana a la superficie libre y se conocen como ondas 

de Rayleigh. 

Ante incidencia de estos tipos de ondas la presencia de una irre 

gularidad en la superficie del serniespacio genera fenómenos adi

cionales a la reflexión y refracción de las ondas y se les deno 

nomina difracción. En la superficie libre lejos de la irregul~ 

ridad las ondas incidentes y reflejadas interfieren para dar el 

movimiento en ausencia de irregularidad o de campo libre. Cer-

ca de la irregularidad, el movimiento se deberá al de campo li

bre y al producido por las ondas reflejadas y difractadas por 

esta. 

Considérese que la frontera libre del semiespacio es el plano 

xz como se muestra en la fig 1; supóngase además que las ondas 

se propagan en direcciones que están alojadas en el plano xy. 

Para describir el movimiento de~ido a ondas de cortante se in-

traduce el concepto de planos de polarización. Así, este se 

descompone en la dirección de la coordenada z (ondas polariza

das horizontalmente o SH) y en la dirección perpendicular a la 

dirección de avance en· el plano vertical xy (ondas polarizadas 

verticalmente o SV), como se observa en la fig 2. 

El problema de difracción de ondas aquí considerado se limita 

al referente a ondas P, SV y de Rayleigh por irregularidades t~ 

pográficas bidimensionales por lo que se formu1a corno un probl~ 

roa de deformaciones planas. 

Mediante el método de separación de variables se han obtenido 
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soluciones analíticas para estudiar la difracción de ondas SH 

(Trifunac, 1971, 1973¡ Wong y Trifunac, 1974a, b) pordifra~ 

tores de geometría semicircular y semielíptica. Para este ti 

po de ondas y geometrías arbitrarias se han usado ecuaciones 

integrales (Wong y Jennings, 1975; Sills, 1978), métodos de 

frontera (Sánchez-Sesma y Rosenblue th, 1 979; Sánchez-sesma y 

Esquive!, 1979, 1980¡ England e.t a..f.., 1980¡ Sánchez-Sesma, 1981; 

Sanchez-Sesma et al., 1982 b) y elementos finitos (Srnith, 1977; 

Aranda y Ayala, 1978). 

Para incidencia de ondas P, SV y de Rayleigh la solución es más 

complicada debido al acopla mi en to de las cond i e iones de fronte 

ra que expresa matemáticamente la conversión de ondas P a SV y 

visceversa. Se han propuesto asimismo diversas técnicas para 

resolver este tipo de problemas. Para pequeñas irregularida-

des se ha utilizado el método de las perturbaciones (Herrera, 

1964;. Asano, 1966; Me Ivor, 1969) y l~s expansiones asintótica;; 

(Sabina y Willis, 1977). Suponiendo irregularidades periódicas 

y de pequeña pendiente se han obtenido soluciones para distin

tos difractares (Aki y Larner, 1970; Bouchon, 1973; Bouchon y 

Aki, 1977; BardyBouchon, 1980). También se ha utilizado el 

método de las diferencias finitas en este tipo de problemas 

(Boore, 1972; Boore et al., 1981; Harmsen yHarding, 1981). 

Además se han aplicado métodos de frontera en la so lución ·ae 

casos de incidencia de ondas P, SV y de Rayleigh. Los métodos 

de frontera son procedimientos en los cuales una subregión o 

la región total se omite del tra tarnien to numérico median te el 

uso de soluciones analíticas disponibles. Este método es PªE. 

ticularrnente adecuado en el tratamiento de regiones no acota

das ya que evita la introducción de fronteras ficticias y re

duce el tamaño de la región discretizada, hecho que proporci~ 

na reducción en el trabajo numérico. 
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Una de las formulaciones con métodos .de. frontera del problema 

de difracción de ondas p y SV por irregularidades topográficas 

como cañones (Sánchez-Sesma, 1978; Wong, 1979, 1982) y depósi

tos aluviales (Dravinski, 1982), utiliza soluciones de fuentes 

puntuales discretas de ondas P y SV colocadas fuera de 1.a re-

gión de interés para construir los campos difractados. Las con 

diciones de frontera se satisfacen en el sentido de mínimos cua 

drados sobre la superficie de la irregularidad. Sin embargo, 

el uso de fuentes puntuales, calculadas· aproximadamente a par

tir de las integrales de Lamb (1904), puede en algunos casos 

hacer impractica este aproximación debido al fuerte esfuerzo 

computacional requerido. Además, determinar el. número y loe::_ 

fización de las fuentes requiere el uso de criterios iterati

vos. 

Aquí se utiliza un planteamiento diferente. En lugar de las 

fuentes de Lamb pa~a construir el campe difractado se utilizan 

familias completas de funciones de onda obtenidas a partir de 

desarrollos multipolares de potenciales en términos de funcio

nes de Hankel y de Bessel. 

El método se basa en el uso de sistemas c-compl.etos (Herrera, 

1982), cuya noción guarda rel.ación con las ideas presentadas 

por Trefftz (1926). Dicha noción y los resul.tados de una re

ciente teoría algebraica de problemas de valores en la fronte 

ra (Herrera, 1979, 1980 a, b) permiten una apl.icación sistemá 

tica del método. 

Los campos difractados se construyen mediante combinaciones l.:!:_ 

neales de soluciones de la ec de Navie:, que formen un sistema 

e-completo. Dichas soluciones deben cumplir con la condición 

de radiación elástica de Sommerfel.d-Kupradze (Sommerfeld, 1949; 

Kupradze, 1 965) • Los coeficientes se obtienen mediante el tra 

tamiento, con mínimos cuadrados, de las condiciones de fronte

ra (Sánchez-Sesma e.ta.e.., 1982 b), que para el. problema que 
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aquí se trata, involucran la frontera de la :irregularidad y una 

parte de la superficie del semiespacio. 

La idea para tratar las condiciones de frontera en la superf i

cie libre la da la solución de Domínguez (1978) al problema de 

vibración de cimentaciones, que hace ver que no es necesario 

considerar una parte muy extensa de la frontera libre para apr~ 

xi mar razonablemente la respuesta, al menos C:.e manera 1-ocal. 

Para averiguar que longitud debería tener la parte de la fronte 

ra plana que se consideraría numéricamente se trató un proble

ma auxiliar para el cual se conoce la soluci6n analítica. Di

cho problema es el de vibración vertical forz.ada de una pla-

ca rígida sin masa apoyada en la superficie de un semiespacio 

(Karasudhi et a.!:, 1968). 

Posteriormente se prueba la convergencia y estabilidad numéri

ca de 1 a solución, aplicándose a un ca so particular. 

Finalmente se estudia la difracción de ondas 1P, SV y de Ray 1 e igh 

para distintos difractares, frecuencias y ángulos de incidencia; 

se comparan algunos resultados con los obte11:i..dos mediante el 

método de las fuentes puntuales; se discuten .brevemente los =e
sultados presentados; y se presentan conclus.:i..ones. 
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2. CONCEPTOS_BASICOS DE ELASTICIDAD LINEAL 

·se presentan aquí algunos resultados elementales de la teoría 

de la elasticidad lineal, debido a que el semiespacio consid~ 

rado se idealiza como un medio elástico lineal, homogeneo e 

isótropo. 

La obtención de las ecuaciones de la teoría se basa en la des 

cripción lagrangeana en términos de las coordenadas materiales 

de una partícula en el estado indefo~mado. 

Las hipótesis consideradas son: continuidad, que implica que a 

nivel macroscópico el material no tiene fisuras o huecos y que 

sus propiedades se describen por funciones continuas; homogenef 
dad, que indica que las propiedades mecánicas del material no 

son funciones de las coordenadas espaciales; i~ot~opla, que si~ 

nifica que las propiedades mecánicas son las mismas en todas di 

recciones y ela~ticidad lineal, que establece que no obstante 

que el medio se deforme proporcionalmente por efecto de fuerzas 

aplicadas, cualquier partícula del cuerpo regresará a su posi-



7 

ción relativa, original cuando las fuerzas ,,se e.limi,nen. 

' ' 

De las condiciones de equilibrio del cuerpo se obtiene la ecua 

ción 

+ b. 
J. 

p i,j 1, 2, 3* (1) 

donde oij componente del tensor de esfuerzos, oij = oji' xj = 

coordenada material, bi = fuerza de cuerpo, ui = componente del 

vector de desplazamientos, p = densidad de masa del material, 

t = tiempo. 

Con base en consideraciones puramente cinemáticas y consideran

do deformaciones infinitesimales se obtiene la ecuación 

e .. 
l.J 2 

au. 
(--J. 

dx. 
J 

au. 
+ --2¡ 

Clx. 
J. 

( 2) 

donde eij = componente del tensor de deformaciones infinitesima 

les, eij eji. 

La relación lineal de ambas ecuaciones viene dada por la ley de 

Hooke generalizada, que bajo las hipótes{s de isotropía y homo

geneidad da como resultado 

donde o .. 
l.J 

Lamé. 
_* __ _ 

delta de Kronocker; A,µ 

e .. 
J. J 

(3) 

constantes elásticas de 

Solo en este capítulo se utilizará i,j 1,2,3. 



Las condiciones de frontera.pueden ser:• 

•.; ·.'''' .. ·"<'·::::,:' -·: 
1. Condiciones de fronte.ra de··desplazami'entos, con 

las tres componentes u. presc~i:tas sobre l~ fron 
l. 

tera. 

2. Condiciones de frontera de tracciones,con las 

tres componentes de tracción t
1
. =a .. n. prescri 

Jl. J -
tas en la frontera, donde nj es el vector unita-

rio normal a la frontera. 

3, Condiciones de frontera mixtas, que incluyen ca

sos donde : (a) se prescriben condiciones de fron 

tera de desplazamientos sobre una parte de ella, 

mientras que sobre la parte restante se prescri

ben condiciones de frontera de fracciones; o (b) 

8 

en cada punto de la fronter~ se seleccionan ejes 

cartesianos rectangulares locales (usualmente con 

un eje a lo largo de la normal) y entonces se pre~ 

La solución de un problema de valores en la frontera de esta ma~ 

nitud (15 ecuaciones con 15 incógnitas) parece ser un trabajo 

formidable. Sin embargo, existen varias maneras de formular el 

problema en términos de menos incógnitas y ecuaciones. La forma 

más directa es expresar las ecs 1 en términos de las ecs 2 y 3, 

obteniéndose tres ecuaciones diferenciales parciales de segun-

do orden para las tres componentes de desplazamiento. 

tado es 

a2 u. 
l. 

+ µ ax.ax. 
J J 

que se conoce corno ecuación de Navier. 

El resul 

(4) 
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3, FORMULACION DEL PROBLEMA 

Considérese una irregularidad topográfica tal como una inclu

sión elástica en la superficie de un semiespacio, según se :::uc:; 

tra en la fig 3. Se pretende encontrar el campo vectorial de 

desplazamientos, verticales y horizontales, en la superficie li 

bre tanto del difractor como del semiespacio ante incidencia de 

ondas P, SV y de Rayleigh. Los vectores de desplazamientos se 

denominarán como: 

E 
ui vector de desplazamientos en el semiespacio, deno 

tándose este por E y 

R 
ui vector de desplazamientos en la inclusión, denota 

da por R. 

Bajo la suposición de que las ondas son periódicas con depende~ 

cia del tiempo dada por exp ( iwt), donde i = "¡-:;-, w = frecue~ 

cia circular y t = tiempo, los vectores de desplazamientos 

u~ y u~ satisfacen la ec 4 en ausencia de fuerzas de cuerpo, co 
l. l. 

nocida como ecuación reducida de Navier (Fung, 1965), que para 

el caso bidimensional con i, j = 1 ,2* queda coma 

-*--
En adelante se utilizará i, x, y 
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(;\E + llE) LL~ E (¡)2 E 
9 (5) + µE LL: • • + PÉ LL·. = 

J, ji l.rJJ ·l. 

(AR µR) 
R LL~ .. + lilz R o .( 6) + LL . • • + µR PR LL. 
J, J l. l., J J l. 

definidas respectivamente en el semiespacio y en la inclusión; 

asimismo el subíndice E o R indica el semiespacio o la inclu

sión, respectivamente. En la fig 4 se muestran las regiones E 

y R y la denominación de sus fronteras. 

Sea u~ la solución de campo libre; esto es, la solución debida 
l. 

a la superposición de ondas incidentes y reflejadas por la su-

perficie libre en ausencia de irregularidad. En el apéndice 

A se presentan las correspondientes expresiones de esfuerzos y 

desplazamientos para incidencia de ondas P, SV y de Rayleigh 

en té.rminos de potenciales. 

se tiene que 

Para la región E, el semiespacio, 

f E 
U. + V. 

l. l. 
(7) 

donde v~ = vector de desplazamientos generado por las ondas d_i 
l 

fractadas por la irregularidad. Por otra parte para la región 

R, el difractar, puede escribirse que 

R u. 
l. 

R v. 
l. 

donde v~ = vector de desplazamientos generado por 
l. E 

fractadas en la inclusión. Debe notarse que vi y 

las ecs 5 y 6 en E y R, respectivamente. 

(8) 

las ondas re 
R -

vi satisfacen 

Las condiciones de frontera que deben satisfacerse son 

o en ó 1E . (9) 
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t. <:/> 
]. 

I'!. 
J 

o en él1R ( 1 O) 

además debe cumplirse la continuidad de los desplazamientos y los 

esfuerzos en la frontera él2E él2R 

f E R u. + v. V, 
( 11 ) ]. ]. ]. 

t. (!.!:_f) + t. (vE) t. <:/> ( 1 2) 
]. ]. ]. 

En las ecs 9, 10 y 12 ti(~) es el vector de tracciones asociado 

con la frontera de vector normal nj para el desplazamiento ~· 

crij(~) es el tensor de esfuerzos asociado al vector v. El vec

tor nj se considerará dirigido hacia fuera de R. 

Si se trata de un cañón, esto es, no hay región R, las condicio 

nes relevantes son 

t. <l> o en él¡E ( 9') 
]. 

t. <.r/> + t. (~E) = o en él2E él2R ( 12') 
]. ]. 

Una vez conocidos los vectores v7 y v~ se puede calcular el cam-
J. ]. 

po de desplazamientos total con las ecs 7 y 8. 
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4. SISTEMAS COMPLETOS DE SOLUCIONES 

Se construyen aquí los sistemas c~cornpletos de soluciones de la 

ecuación reducida de onda bidimensional para generar los campos 

difractados de desplazamientos v~ y v~ para el serniespacio y la 
l. l. 

irregularidad, respectivamente. 

Es posible demostrar que la ecuación reducida de Navier (ecs S 

o 6) para el vector de desplazamientos se satisface si este se 

expresa mediante 

V, 
l. 

con o ( 1 3) 

donde eijl = tensor alternante; en la ecuación anterior $ y ~l 

son potenciales de desplazamientos, soluciones a su vez de las 

ecuaciones reducidas de onda 

2 
'íJ $ + q2 $ o ( 14) 

( 15) 
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donde q = w/a., k = W/B, a = .¡ (;\. + 2µ)/.p = velocidad de propa-

de propagación de las ondas p 1 B ,rµ¡p = velocidad de propa-

gación de las ondas s 1 y v2 = operador laplaci.ano. 

En el problema bidimensional el vector lj!l tiene una sola comp~ 

nen te distinta de cero, tjJz = tjJ. En coordenadas polares los de.'.!_ 

plazamientos, funciones de los potenciales de desplazamientos, 

están dados por 

y las 

quedan 

cr rr 

ªea 

0re 

componen tes 

V 
r 

del tensor de 

( 16) 

( 17) 

esfuerzos, en estas coordenadas, 

a 1 a¡p 
cr >. V2 cp + [ •'; 

2µ -- + - ) ] ( 1 B) 
r arar élr ae r 

. [; a.¡, a 2 <P 1 o; a "I ] 
cr e >. V2 cp (- + --) + - (- - - - ) (19) 

ar r aeae r r ae. arae 

[ 1 o'; :l+- a2tjJ a .. ] l re 2µ ---r-(- -) 

r ar a e r2 ae r2 aaae élr r ar 

( 20) 

Se ha demostrado (Herrera y Sabina, 1978) que los sistemas de 

funciones 

e· 
R 

{Jo (hr), Jn (hr) sen ne, Jn (hr) cos 116, n 1,2' ... } 

(21) 



118, H <2 l (hr) cos 116, 11 
l'1 

14 

1 12 I • "} 

( 22) 

donde J
11 

( •) función de Bessel de primera especie y orden n, 

H(Z)= función de Hankel de segunda especie y orden n, y r,6 = 
11 

coordenadas polares, son bases e-completas de las ecuaciones 

reducidas de onda bidimensionales, ecs 14 y 15, con números de 

onda h = q y h = k, resp.ectivamente. La familia CR es c-compl_e: 

ta en regiones acotadas, mientras que CE lo es en regiones no 

acotadas. 

Para construir el conjunto de vectores que se utilizan para r~ 

solver el. problema, considérense los potenciales de desplaza

mientos 

N 
Aj cll(qir) 

N 
Bj ne e (q. rl $j ¡: sen ne + n~O cos 

n=l l'l 11 11 J 
( 23) 

y 
N N 

116 r cj 118 e (k.r) 
j 

\ji.= n~1 sen + n~O D l1 cos (k. r) 
) n n. 11 J 

( 24) 

para las ondas P y S, respectivamente; en las ecs 23 y 24, el 

subíndice o superíndice j indica que se definen para las regi~ 

nes interior j = R, en donde e (•) J ( •), o exterior j = E, 
~ ( 2 ) n n 

en donde ~I\ ( •) H
11 

(') 

En el apéndice B se presentan 1-as expresiones para los desplaz~ 

mientas y esfuerzos gen erados por estos potenciales. 

Se generan entonces ocho famil.ias de vectores de desplazamientos, 

cuatro para cada componente de desplazamiento (ecs 16 y 17), es 

tando asociadas cuatro a la región R y cuatro a la región E.-

Es posible demostrar que las familias de vectores de desplazamie!;_ 

tos asociadas a la región E cumplen con las condiciones de radia-
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ción elástica de Sommerfeld-Kupradze (Sommerfe Ld, 1949; Kupradze, 

1965). Esta condición surge en cualesquier problema de valores 

en la frontera referido a un dominio que se extiende al infinito 

en donde es necesario examinar el comportamiento asintótico de 

l.a solución; la construcción de los potenciales con funciones de 

Hankel garantiza que la energía se irradia al :i.nfinito. 

Se supondrá aquí que las familias de vectores son bases c-compl~ 

tas de l.as ecuaciones reducidas de onda, ecs 1 4 y 15. 
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5. METODO DE SOLUCION 

Considérese las aproximaciones para el campo vectorial de despl~ 

zamientos vE y v~ dadas por 
i 1 

4n+2 

nt=1 

4n+2 
= ¿ 

m=1 

E 
W, 

1 m 
i r, 8 (25) 

i r, 8 (26) 

donde A y B son los coeficientes por determinar y w~ son los 
m m 1 

vectores de desplazamientos descritos en el apéndice B. Dado 

que el orden de los desarrollos para los potenciales es N se tie 

ne que el límite superior para n es 4N + 2. Los coeficientes de 

las ecuaciones 25 y 26 se determinarán de manera tal que, impo

niendo condiciones de frontera en las fronteras 3 1 E, 32E y 3 1 R 

en 2M,L y K puntos de colocación, respectivamente, el error 

cuadrático medio en las condiciones de frontera sea mínimo; es 

decir, el método de solución numérica es el de colocación con 

mínimos cuadrados. El número de coeficientes por determinar p~ 
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ra los problemas de la inclusión elástica y el de P,rueba· es,. en 

ambos casos, 8N + 4. Para el problema de un cañón se tendrán 

Gnicamente 4N + 2. Asimismo, dado que el problema es ~ectori~i 

se formarán 2L + 2K + 4M ecuaciones para los problemas de la_,i!!_ 

clusión y el de prueba, mientras que para el caso del cañón el 

nGmero de ecuaciones será solamente 2L + 4M. 

El ajuste de las condiciones de frontera se lograría de manera 

exacta en los puntos dé colocación si •e considerase un nGmero 

de ecuaciones en correspondencia con el nGmero de punt~s de di~ 

cretización, igual al nGmero de incógnitas en correspondencia 

con el nGmero de coeficientes de las aproximaciones. Por otro 

lado, un nGmero insuficiente de puntos de colocación produce 

una solución pobre e inestable en puntos de la frontera distin-

tos a los de colocación. Se buscará entonces tener un sistema 

sobredeterminado, mayor nGmero de ecuaciones que de incógnitas, 

de la forma 

(A) {X} {B} ( 2 7) 

Puede demostrarse (Noble, 1969) que la solución que minimiza el 

error cuadrático medio, se obtiene al resolver el sistema 

[A*] T {B} ( 28) 

donde el asterisco significa que la matriz es compleja conjug~ 

da. La matriz de coeficientes resultante en la ec 28 se hermi 

tiana y positiva definida. 
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6. PROBLEMA DE PRUEBA 

El problema de prueba tiene por objeto averiguar, en el rango 

de frecuencia estudiado, el orden de ~~gnitud del ancho de la 

irregularidad que debe de considerarse sobre la frontera libre 

del semiespacio al imponer ahí condiciones de frontera. 

El problema de una placa rígida sin masa sometida a carga ver

tical armónica y apoyada en un semiespacio elástico, ha sido 

resuelto analíticamente por Karasudhi, Keer y Lee (1968). Las 

condiciones de frontera que se consideran en y = O (ver f ig 5) 

son 

T (x, O) o en xy o < lx 1 < 00 (29 a) 

a (x, 
y 

O) o en b < 1X1 < 00 ( 29 .b) 

u (x, O) VO en o < 1X1 < b (29.c) 
y 

donde 'xy es el esfuerzo cortante y ay es el esfuerzo normal, 

v
0 

es la amplitud de desplazamiento vertical especificado de la 
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pl.aca y bes el. semiancho de la región.de contacto. De las ecs 

31 se deduce que se trata de un problema de contacto sin fric

ción. Conocido o. (x, O) en lxl ~ b se puede calcular, median 
y 

te integración, la carga P aplicada. La relación entre P y v 
0 

está dada por 

p (3 O) 

donde i = r-T y b 1 y b 2 son coeficientes que son función de la 

frecuencia. 

Con objeto de probar el método utilizado en este trabajo, en lo 

referente a las condiciones de frontera en a1 E, la superficie 

libre del semiespacio, se establecen las siguientes condiciones 

de frontera para las regiones E y R mostradas en la fig 4, 

o en d¡E ( 3,) 

o en 3¡R (3 2) 

R 
V VD en 

y 
(33) 

además, de las ecs 11 y 1 2 
f 

con u.. 
1 

O se tiene que en la fronte 

ra d2E = d2R 

E ·R 
V, V, 

l. 1 (34) 

(35) 

donde i x, y (ecs 31-35). 
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7. RESULTADOS 

Los resultados obtendios para el problema de prueba al igual 

que los valores exactos se presentan en la fig 7; en ella se 

muestran los valores de b1 y b2 V~ el factor de frecuencia 

Wb/S. Se utilizó una relación de Poisson de v = 0.25. Los 

valores presentados se c~lcularon con los siguientes paráme

tros, definidos en la fig 4: K 4, ·L = 4, M = 4. El orden 

de los desarrollos se tomó con N 6. La porción ·de superf i-

cie libre considerada a cada lado de la irregularidad tiene 

una longitud igual al ancho de la placa. 

Para estos parámetros, con wb/S = 0.25 se muestran en la fig 

8 las amplitudes de los esfuerzos bajo la placa y de los es

fuerzos residuales en la frontera libre del semiespacio. Es 

importante hacer notar que los esfuerzos aun en puntos aleja

dos de la región discretizada no son significativos y presen

tan un comportamiento constante, de donde se concluye que ba~ 

ta un pequeño intervalo de discretización de la frontera li-

bre para obtener resultados satisfactorios. Se observó que 

para el rango de frecuencia estudiado, basta que dicho interva 



lo sea de dos a tres veces el sernianch~ de la placa;·· Debe: no..: 
tarse que para mayores frecuencias el número dé puntos· de .·c,~l!?_ 
cación y los ·órdenes de los desarrollos .deben aumenta~. 

Habiéndose obtenido resultados satisfactorios en el problema 

de prueba, se procede a analizar la convergencia y estabilidad 

numérica de la solución. No obstante que esto se hace para un 

problema particular, el estudio proporciona pautas de lo que 

puede hacerse para problemas con irregularidades más complica-

das. El problema analizado es el de incidencia vertical de en 

das P en un cañón semicircular con una frecuencia adimensional 

nk = 1.00 donde nk=ka/n = 2a/As' As 

incidente y a = semiancho del cañón. 

longitud de una onda S 

Se hace notar que en este trabajo no se realiza un análisis e~ 

haustivo de las fuentes de error inherentes al proceso numéri

co, corno, por ejemplo, los errores de redondeo en el cálculo de 

las funciones de Bessel y de Hankel. 

El criterio seguido en el análisis de la convergencia y estab~ 

lidad numérica de la solución consiste en considerar que la s~ 

lución es válida si, para el conjunto de parámetros utilizados 

en un análisis, esta no cambia considerablemente al variar uno 

de ellos. En esta forma se puede apreciar la sensibilidad del 

modelo. Los parámetros considerados son: el ancho de la supe~ 

ficie libre por incluir en el cálculo, el número de puntos de 

colocación y el orden de los desarrollos. 

Los resultados obtenidos en el análisis se presentan en el apé~ 

dice C y corresponden en orden secuencial a la optimación del 

valor del número de puntos de colocación, ancho de la superfi

cie libre por considerar y orden de los desarrollos. En cada 

tabla del apéndice se indica el parámetro que se varía, los va 
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lores que se asignan a. este y los de los. parámetros. ºque· perma

necen fijos. 

Se analizaron los resultados para 12 puntos en total, 6 en el 

interior del cañón y 6 en la superficie libre del semiespacio, 

igualmente espaciados y con una densidad o número de puntos por 

unidad de longitud 'a' definidos para las regiones 31E Y 32E 

(ver fig 9) respectivamente, como 

q¡ 
M 

D 
y 

L 
na 

donde D es el número de veces el semiancho del cañón que se co~ 

sidera de superficie libre a cada uno de los lados del cañón. 

Para cada uno de los puntos de colocación en cada serie partic~ 

lar de parámetros se calcula el procentaje de variación del re

sultado en ese punto con respecto al resultado obtenido en la 

misma localización con el parámetro optimizado cuyo valor se pr~ 

senta al extremo superior derecho de cada tabla; así se determi

na el promedio del porcentaje de variación de los 12 puntos ana

lizados, resultado que aparece en la gráfica correspondiente a 

cada tabla y que se define como 

eon 

1 2 
i'iü = - ¡; t:.u.. 

12 i=1 l. 

t:.u. 
l. u. m. 

l. 

X 1 00 

donde u.m. es el resultado obtenido con la mejor aproximación en 
l. 

el punto i, u.i es el resultado obtenido con el valor del parám~ 

tro variable indicado en la gráfica. 
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En las tablas se presentan la desviación estandar (den-otada con 

S) correspondiente a cada promedio, así .como el v·alor máximo de 

llui' definido como llu.max' y la localización x/a de la superficie 

libre donde se presenta este máximo, definida como x/a (l\u.max). 

En los resultados mostrados se observa que la solución presenta 

un comportamiento convergente y estable para el caso de varia

ción de los parámetros q 1 , q 2 (tabla C.1) y o (tabla C.2). Pa

ra el caso de variación de N, orden de 1os desarrollos (tabla 

C.3), se observa que la solución es muy sensible ante cambios en 

ese parámetro; no obstante ello, el comportamiunto de la solu-

ción es también convergente. Por otra parte, las diferencias en 

tre las soluciones para el parámetro optimizado y el valor inme

diato anterior analizado, cercanas al 1% para el caso de optim~ 

ción de N y menor que el 5% para los casos de ql, q2 y O, resul 

tan aceptables para casos prácticos. Se advierte asimismo que 

el máximo porcentaje de variación de lc-s ?."esultados se present:i 

más del 90% de las veces cerca del extremo de la irregularidad. 

Con base en las consideraciones anteriores, se procedió a estu

diar el problema de difracción de ondas P, SV y de Rayleigh por 

distintos difractores como son cañones semicircular y semielíp-

tico y depósito semicircular. En ellos la frecuencia máxima es 

tudiada corresponde a la del problema utilizado para probar la 

convergencia; además los parámetros de discretización q 1 , q 2 , o 

y N corresponden aproximadamente a los óptimos de dicho proble

ma. 

Los resultados que a continuación se presentan se han obtenido 

para un valor V = 1/3 de la relación de Poisson y para varios 

valores de la frecuencia adimensional, nk = 2a/'-s· 

Con objeto de hacer notar las amplificaciones y reducciones de 

los desplazamientos en la superficie libre dei terreno y de la 
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irregu :J.. ar id ad con respecto a Los de spla.zamien tos en a:usencia ·de· 

irregu :J.. aridad , se presentan también 
>".'\: ...... '~ _·:. 

estos desplaza11dt}5i':f,.9s,:de 

campo libre para cada uno de Los tres tipos de-ondas. i ncide11'te s. 

Estos son: 

ONDAS p 

1 uf\ o.oo \uf\ 2.00 p~ra )' p Oº 
X y 

1 uf\ 0.963 3 1 uf\= 1. 7 411 , para )' p 30° 
X . y ' 

1 uf\ 1.394 9 1 ufl = 1.1 1 68 1 para )' p 60° 
X y 

ONDAS SV 

1 uf\ 2.00 1 uf\ o.o o 1 para '( s Oº 
X y 

1uf1 3,463 9 1 ufl o.o o 1 para '( s 30° 
X y 

1 uf\ 0.458 5 1 ufl 1. 1 2 39 1 para '( s 60° 
X y 

ONDAS DE RAYLEIGH 

\uf\ 1 uf 1 1. 5 652 
. X y 

Para cada di fractor se presentan en cada figura las amplitudes 

de· los desplazamientos, vertí. cales ll horizontales, para cada t.!:_ 

pode onda incidente. Se muestran así los efectos de la varia

ción de las frecuencias adime:nsionales analizadas nk =o.so, 
nk o • 15 y nk = 1 . o o . 

En particular, para las ondas P y SV se muestran en cada figura 



l.os efectos del ángulo· de incidencia de la onda Yp 

y 60°, y ys .= 0°, 30° 'c¡60•º·, respectivamente. 

7 .1 Compa.1ta.ci.611 de a1gtt..:rno~ Jz.e<1uUa.do-0 

25 

0°, 30° 

En las figs 12 y 13 se presscntan la comparación de los resul

tados de los desplazall'L icnt=os ha rizon tales y ·verticales para in 

cidencia de ondas Pco-nfr ecuenciasadimensionales nk =O.SO y 

O. 75, respectivamente, obt=enidos con el método de frontera aquí 

utilizado y con la té=nlcaa de las fuentes puntuales, utilizado 

porWong (1982). En =ada figura se muestran los resultados p~ 

ra tres ángulos de in= idcrncia analizados Yp = 0°, 30° y 60°. 

Los parámetros de dis=rctiiización utilizados en esta comparaci5n 

se definen en la fig 9"' y ffucron L = 30, M = 60, N = 12 y D = 6, 

donde D es el número c:ie VE2ces el semiancho de la irregularidad 

que se considera de s=pcreficie libro a cada uno de los lados de 

esta. 

En las figs 14-18 se =ucst!tran los resultados obtenidos para es

te difractar. Los pa=ámettros de <lis cretización utilizados, de

finidos en la fig 91 :EucrccnL = 30, M = 60, N = 12, D = 6. 

7 .3 Re<1ul.tado<1 pa11.=. un caii611 Hm.le.l1.pti.c.o 

Se presentan tales re ~ulto.ados en las figs 19-23. Aquí se tomó 

1a rel.ación particula= en" tro 1-os semiejes de la elipse, defin.!_ 

dos en la fig 10, com=:ir2Jr1 =O.SO. Los parámetros utilizados 

fueron: L = 30, M =64"0 1 N =12, D = 6. 
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7.4 Reaultadoa pana un dep6alto aemlclnculan 

La relación entre las propiedades mecánicas de ambos medios se 

escogió de manera arbitraria. Esta corresponde a un depósito 

blando y ligero sobre roca firme y viene dada por pR/pE = 2/3 

y eE/eR = 2.00. La definición de los parámetros se muestra en 

la fig 11. Los resultados obtenidos se presentan en las figs 

24-28 y los parámetros usados fueron K = 30, L = 25, M = 50, 

N = 9, D = 5. 
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8. DISCUSION Y CONCLUSIONES 

Los resultados obtenidos mediante la técnjca aquí utilizada al 

ser comparados con los correspondientes ohtenidos mediante fuen 

tes puntuales por Wong (1982) muestran, em general, una notable 

semejanza (figs 12 y 13). En todos los resultados el comporta

miento en el interior del cañ6n coincide para ambas aproximaci~ 

nes¡ las diferencias significativas, en aguellos resultados don 

de las hay, se presentan en los bordes deil cañ6n o en la super

ficie del semiespacio. 

En los resultados que aquí se presentan pm:a los distintos difra~ 

tares se observa que la variaci6n espacia[ de los desplazamientos 

es funci6n del ángulo de incidencia y de la' frecuencia de excita

ción¡ en particular, al aumentar dicha frecuencia o equivalente

mente a menores longitudes de onda, el patir.6n de desplazamientos 

se vuelve más complicado. 
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a. 1 Ca.fi6 tt <1 e.m-lc-lJi.culM. 

Para incidencia de ondas P (figs 14 15) las máximas amplific~ 

cienes se presentan en los bordes y 'l centro del cañón. Se ob 

serva que al crecer el ángulo de inc dencia Yp• las amplitudes 

mínimas de los dos desplazamientos s? presentan cerca del borde 

del lado opuesto al incidente, es de ir, en x/ a.= 1; por otra PªE. 

te, en el caso de los desplazamiento horizontales las máximas 

amplificaciones tienden a presentars en el lado incidente a me 

dida que yp aumenta. 

Para incidencia de ondas SV (figs 1 y 17) las amplitudes máxi-

mas de los desplazamientos verticalEs se presentan en el lado 

opuesto al de incidencia. En cuant al movimiento horizontal se 

observa que este es muy sensible an .e cambios en el ángulo de in 

cidencia ¡ dicha sensibilidad aument., al incrementarse la frecuen 

cia; así, por ejemplo, para y
5 

= 30 las máximas amplitudes se 

presentan en el borde del lado de i1cidencia (x/a. = -1), mientras 

que para y
5 

= 60°, las máximas se p esentan en el borde opuesto. 

En la incidencia de ondas de Rayleigh (fig 18), se nota un lig~ 

ro efecto de barrera del cañón, so re todo par~ los desplazamie~ 

tos verticales; dicho efecto se in rementa al aumentar la frecuen 

cia. Ambos desplazamientos present.an grandes amplificaciones en 

el bordex/a. = -1, lado incidente cel cañón; las máximas reduc

ciones se presentan en el borde oplesto. 

0.2 Ca.fi6n <1e.mie.llpt-lc.o 

Claramente se observa que los resultados para el cañón semielíp

tico (figs 19-23) al compararse con los correspondientes para el 

semicircular, presentan un compor amiento muy similar pero un p~ 

trón más suave. Esto está de acu rdo con lo que físicamente su-
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cede¡ la irregularidad semielíptica es ~enes. abrupta: que la se 

mi circular y por ello las ondas 11 b.len.ten" menos. ·ese efec.to, 16 

que se refleja en un patrón de desplazamientos más suave. Sin 

embargo este comportamiento no se· presenta en el caso de despl.~ 

zamientos horizontales con incidencia de ondas P y frecuencia 

nk = o.1s (fig 20). 

Es también interesante observar que par~ incidencia de ondas SV 

con y
5 

= 60° y frecuencia nk = O.SO (fig 22), las amplitudes de 

los desplazamientos horizontales en poco más del 50% del interior 

del cañón son constantes y casi nulas. 

Para el caso de ondas de Rayleigh incidentes (fig 23) el efecto 

de barrera es menos notorio que para la irregularidad· en forma de 

cañón semicircular¡ esto se debe en parte a que la profundidad 

de este Último es mayor en 100% a la del cañón semielíptico. 

Las máximas amplificaciones para los dos desplazamientos se pr! 

sentan del lado incidente del cañón. 

Ante ondas P incidentes (figs 24 y 25) a medida que el ángulo de 

incidencia Yp se incrementa, e·l patrón de amplificaciones prese!!_ 

ta una disminución en sus desplazamientos verticales y una ampll 

ficación en los horizontales¡ en estos últimos las máximas ampll 

tudes se presentan en la región del depósito opuesta a la del la 

do incidente. 

Para incidencia de ondas SV (figs 26 y 27) se presentan reduccio 

nes notables en el lado incidente de depósito (x/a < 0) y para 

algunas frecuencias llegan a ser cercanas a cero. Para y = s 30° 

es considerable la amplificación de ambos desplazamientos en la 

región de depósito x/a > O. 
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Para ondas de Rayleigh incidentes (fig 28), las amplitudes má

ximas se pre~entan al centro y cerca de los bordes del dépósi

to. 

Sería conveniente hacer un análisis paramétrico que considere 

la variación de las relaciones entre las propiedades mecánicas 

del semiespacio y el dep?sito así como est~diar la respuesta p~ 

ra diversas geometrías. 

Los resultados presentados muestran algunas características de 

las amplitudes de los desplazamientos del t~rreno con irregul~ 

ridades topográficas y geológicas ante inci±encia de ondas ar-

mónicas P, SV y de Rayleigh. De estas cara~terísticas se dedu 

ce que es importante considerar estos efectms en el diseño sís 

mico de puentes, tuberías y, en general, es~ructuras largas 

asentadas en irregularidades así como en lo$ estudios de micro 

regionalización y riesgo sísmico. 

La cuantificación de tales efectos en casos !J»rácticos es un pr~ 

blema no completamente resuelto. Esto se debe a que el conoci-

miento del fenómeno sísmico es aun insuficie~te en lo que se r~ 

fiere a ocurrencia, mecanismo focal y trayec~oria de las ondas. 

Dentro del marco de simplificaciones conside~adas, el método de 

frontera aquí utilizado permite resol ver el :JDroblema de difrac

ción de ondas P, SV y de Rayleigh por irreguDaridades topográfl 

cas y geológicas bidimensionales en un semie'.l>:;>acio homogeneo, 

isótropo y linealmente elástico con razonab1,., aproximación para 

una frecuencia dada. 

El hecho de considerar solamente una porción de la superficie 

libre en el método de solución resultó ser fu:· gran utilidad, 
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puesto que riduce. la complejid~d del problema y los errores que 

se cometen en la solución son pequeños. 

La no existencia de una solución analítica debida a la dif icul

tad del problema, obligó al análisis numérico de la convergencia 

y estabilidad de la solución; no obstante que este análisis se 

hace para un caso particular da pautas de la forma de proceder 

para problemas con irregularidades más complejas. Sin embargo, 

falta hacer un análisis de todas las fuéntes de error propias 

del proceso numérico como son, entre otras, los errores· de re

dondeo. 

El método aquí utilizado reduce la complejidad del problema at~ 

cado de manera diferente por Wong (1982), utilizando fuentes 

puntuales. 

Convendría hacer un análisis de la variación espacial de las 

fases del movimiento. 

Finalmente, el método podría emplearse para estudiar la respue~ 

ta sísmica de estructuras terreas, tales como presas, terraple-

nes y muros de retención. En el caso de presas, convendría ex-

plorar la posibilidad de incluir los. efectos hidrodinámicos. 
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Fig 1. Sistema de coordenadas en el semiespacio elástico 
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Fig 2. Nomenclatura para ondas planas 
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Fig 3. Inclusión elástica en la superficie del semiespacio y ondas 
incidentes P, SV y Rayleigh 
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Fig 5. Placa rígido sin masa apoyado en un semiespacio elástico 

y sometido a vibración vert icol 
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Fig 6. Regiones R y E para el estudio del problema de prueba 
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Fig 7. Parámetros de rigidez b 1 y b2 ( ec 30) del problema de prueba. 
Comparación con la solución exacta para v= 0.25 
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Fig 10. Coñón de sección semielíptico en la superficie del 
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Fig 11. Depósito de sección semicircular en la superficie del 
semiespocio elástico 
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A P E N D I C E.· 

EXPRESIONES DE ESFUERZO .y DESPLAZAMIENTO. DE LA, SOLUCION DE 
CAMPO LIBRE~ ONDAS P .,>s\i Y 'DE RALEIGH 

- . -·-·-~ ,.'. ;_> , ·, .. ;,~ • 

. • ~ .. ; . ' . '·:-~·:/- .· ,., ~-. .' .·.' ·"-'o·.··c',' 

Consid&rense los potenc{~le• 

¡ f) ·. 
(A¡ eimy e-imy) --ilx iwt 

(A.1) <!> + Az .e e 

"'(f) (B1 eiky B2 e-iky) -itx iwt 
(A.2) + e. e 

donde .e w/c, rn lf , k ªe' w frecuencia circular (w > 
ex 

y 

f ' (c2/a2 - 1) 1/2 (A, 3) 
ex 

f (c2 /82 - 1) 1/2 (A.4) 
$ 

O) 

Puede demostrarse que la velocidad de fase aparente en la supe~ 

ficie está relacionada con las velocidades de propagación ex y B 

median te 

c = B (A.5) 
seny5 

donde y? y y
5 

= ángulos de incidencia y reflexión de las ondas P 

y S respectivamente corno se muestra en las figs A.1 y A.2. 

Los coeficientes A1 y B¡ son las amplitudes de potenciales de 

ondas planas incidentes P y SV, respectivamente. A2 y B2 repr~ 

sentan a las ondas reflejadas. 

( f) ( f) 
Los desplazamientos ºx y uy de campo libre que satisfacen 

la ecuación reducida de Navier están dados por 

(A. 6) 
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ESTA TESlS Nn ~~.Pit ', 
SM.I DE l~ dl~lli.lttm~ 

(A. 7) 

y los componen tos: del' e~'fi5()\~, do isfuorzos de campo libre son 
. :.~-~·.:,:.·: ~_:;~(·:·\',:'( .. 

o(f) (f.) 
AO 2µcx = O,, • + 

XX X 
(A. 8) 

,',(f.) (f) 
AO .¡. 2JJE: o O, 

yy Y, y 
(A.9) 

o(f) T (t) 
µyxy xy xy 

(A. 1 O) 

donde 

Clu(f) 

e: X 

X ax- (A. 11) 

{ f) 
e: !~ (A. 1 2) 

y 
Cly 

au(f) au ( f) 

yxy -¿-- + X 
-~ 

(A. 13) 

e E: + e; (A.14) 
X y 

sustituyendo las ecs A.1 y A.2 en las ecs A.6- A.14 so tiene que 

u 
( f) -X 

i.l'.·P1 + ikth (A. 15) 

(f) 
im4'2 + i.C.ljJ l (A.16) u 

y 

o(f) 
X 

-/, (.e 2 + m2) <ji¡ + 2µ [-.e 2 <P1 + kt1ji2) (A. 17) 

o(f) .• ¡, (1:.2 
y + m 2) <Pi + 2 JJ [-m'- <Pi - kl1ji2] (A.18) 

«º µ [ 2m.C.<h + xy 
(R.. 2 - k 2) ~' 1 J (A.19) 



iwt 
donde • 1 , ••• •1 y • 1 est&ri dddos; omitiendo el factór e , por 

-ilx 
e 

(A.20) 

( l\. 2 1 ) 

(lL22) 

(A. 23) 

Para incidencia de ondas P so tiene que e 1 =O y que B <a< lcl. 

La satisfacci6n de las condiciones de frontera libre en y = O, es 

decir o(f)= t(t) =O, conduce a 
y xy 

l\ 2 4f af fl - ( f: - 1) 2 
p ----Á"7 4faf fl + ( f i3 - 1) 2 

(A. 24) 

B2 l\f lf 2 - 1) 
(( B ------ (A. 25) 

A¡ 4f f + ( f 2 - 1 ) 2 
a $ B 

que son las amplitudes de los potenciales de las ondas P y SV re

flejadas, on t&rminos de la amplitud. de la onda· incidente. 

En la i.ncide1)cia de ondas SV, A¡ = O, se .tienen dos casos; cu.ando 

B<a<lcl y cuando B<lcl<a. En este 6ltimo se tendr( que la onda P 

reflejada ser( inhomogfinea, es decir f
0 

ser& una cantidad imagiti~ 

ria. Si se acepta que Im(fa)<O so tendr&, para las amplitudes de 

las ondas reflejadas por la superficie libre, que en los doa casos 

(l!. 26) 
Il 1 



Bz 
(A. 27) 

B1 

E>:iste otra condición dada por 1 el < !3 < a que no corresponde 

a ondas incidentes Po SV finitas pues en este caso fa; y fS 

son imaginarias. Es decir que, si se acepta que Irn (fe.) < O ~ 

Im (fB) < O, hay que tomar A¡ B 1 = O. El sistema de ecuacio-

nes resultante de imponer condiciones de f:rontera e~ homogéneo. 

Así, se obtiene que 

A¡ 2 f í3 

B2 f 2 -1 
$ 

(A.28) 

A2 ( f 2 - 1 ) 
f3 (A.29) 

B2 2f 
•(I 

que deben ser iguales, de donde la condición que debe cumplirse 

es 

o (l\, 30) 

que es la ecuación de Rayloigh . La raíz real de esta ecuación 

. e = cR, es la velocidad de propagación. de las ondas de Rayleigh. 

Las ondas de Ray leig h son ondas su por f ici a les que se a ten úan con 

la profundidad, están compuestas de ondas P y SV que viajan aco-

plada s con una v cloc idad cR < B. Las partículas en l·a superficie 

describen trayectorias elípticas retrógru.das. En la fig A.3 se 

esquematizan algunas características do las ond~s de Ilayleigh. 

En un caso dado, has.ta conoce¡; .la velocidad de. fase, mediante la. 

ce A. 5 o la A.30, Y. calcular fa y fB ·de las ecs A.3 y A.4, con J.a 



. . 

precaución de to:marlos 1. cuandi:o s.;.an im<l:ginarios, negativol5. 

Las amplitudes se calculan i:c::.n las. ecs A,24 y A.25 o A.26 y A. 27 

o A.28 y A,29, según el caso-

Finalmente, las ecs A.15 "A-19proporcionan los desplazarnieritos 

y es fuer zas de l..a solución dei campo libre. 



Fíg A-1. Incidencia de ondas P 

Fig A-2. In¡::ide ncia de ondas SV 

Fig A-3. Ondas de Rayleigh 



A p. E N D I C E • B 

EXPRESIONES PARA DESPLAZAMIENTOS Y ESFUERZOS EN COORDENADAS 

POLARES 

A partir de los potenciales dados en las ecs 23 y 24, las expre

siones para los desplazamientos y esfuerzos en coordenadas pola

res, obtenidos con las ecs 16 y 17, y 18 - 20, respectivamente, 

están dadas por 

; 
y-e 

aj 
r 

oj 
e 

r 

N 
¡; 

n=1 
Aj sen ne 1• Cq.r> + Yn J 

11 

N 

E Bj cos ne y~ (qjr) 
n=O 1t 

N N 
+ E cj cos ne y~ (kjr) - E Dj sen ne y~ (kjr)} 

n=O 11 ri=1 11 
(B.1) 

N Aj 
N 

Bj E 118 y~ (q. r) E 118 2 (q. r) cos sen Yn r n=O ¡¡ ) n=1 11 J 

N 
cj 

ti Dj E ne 1 ( k. r) - E cos ne 1 (}:. r) (D. 2) sen Y¡¡ y 11 
n=1 11 J n=O 11 J 

2µ, N 
Aj 

N j 
_ __l E 118 3 (q.rl - E B cos ne ,, 3 (q,r) - sen yll 

r2 n=1 J n=O 
, 11 J 11 Jt 

N 
cj 

N j 
+ r. cos 118 y;'.l ( kjr) E Dn sen ne ,~ (k .r) (B. 3) 

11 J n=O lt n=1 

2µ, N 
Aj 

N j 
--1 E 11e 5 (q,r) + i:: B ne 5 (q.r) sen yll cos y 11 r2 n=1 Jt J n=O n J 



N j N j 
¡; e cos ne 4· <k.rl +. ¡; D sen 11e .4 Ck .rl (B.4) 

n=O 11 
~11 J :n=1 

y 11 J 

2µ .. 
: 

j .j 
Tj 

N N 

- ..:.::.J. ¡; A cos ne 4 (q',r) - ¡; Bn sen 1ie y4. (q .r) 
re ·r2 n=o 

Yn .J n=1 11 . J 
lt 

N j N j 
+ ¡; e sen ae 3 (k: Í:) + ¡; D cos ¡¡8 y• (k: r) } (B.5) 

n=1 H 
yll 

J n=O ll ll J 

donde 

l 
Yn (Z) z tll-1 (Z) - lt e¡¡ (Z) (B.6) 

2 
Y¡¡ (Z) 11C

11 
(Z) ! E. 7) 

3 
Y¡¡ (Z) z IC

11
_

1 
(Z) - ( ¡¡ 2 + 11 _.!. k ir 2 ) Jt ( z l 

2 11 
(D. B) 

y4 (Z) 11 zlC 
1 

(Z) - ( lt 2 + 11) r (Z) (B. 9) 
11 11- 11 

y5 (Z) z cll-1 (Z) - ( n2 + n - z2 + k 2 rz) t (Z) 
11 2 11 

(B.1 O) 

Las expresiones B.1 - B.5 están definidas para cada región j=R 

o E.. Para j = R se tiene e¡¡(') = J
11 

( •), mientras que para j=E 

se tienelC11 (•) = H~2 )(•). 

Aquí J (•) =función de Bessel de primera especie y orden 11; 

H~2 ) (•~=función de Hankel de segunda especie y orden 11. 

Tanto los vectores de desplazamiento como los componentes del 

tensor de esfuerzos dependen de cuatro grupos de constantes en 



cada regi6n~ Por ej~mplo, las ecs B.1 y B.2 pueden escribirse 

en forma 

4N+2 
¡; 

m=1 
( B, 11) 

donde w~ ~on los vectores de desplazamiento asociados a la 
l. 

m 
constante si en la regi6n j = R o E. N6tese que el nfimero de 

m 
t&rmino• de la ec B.11 es 4N+2. Los grupos dependientes de las 

constantes A .B , C , D son, respectivamente, de la forma 
ll ll 11 ll 

sen 118 1 (qjr) r Y¡¡ 

(B, 12) 

cos 118 y2 (q. r) 
r 11 J 

cos 118 yl (qjr) r 11 

(B.13) 

- sen no 2 (q,r) yl1 
r J 

cos 118 2 (k. r) 
r Y11 J 

(B.14) 

sen 110 yl (k ,r) 
r 11 J 

sen Jt8 2 (k,r) 
r yll J 

(íl .1 5) 

cos ne 1 (k .r) 
r yl1 J 



APENDICE·C 

OPTIMACrON DE LOS PARAMETROS QUE INTERVIENEN · EN. LA 
SOLUCION NUMERICA 

q 6 7 8 9 10 

s 2. 2 32 1 . 4 74 o. 549 0.636 --

6u máx 
4. 496 5. 059 1 . 859 2. 2 21 --

x/a(l:l.u, ) 0.838 0.838 o. 83 8 o. 838 --max 

Tabla C.1. Optimación del parámetro q
1
=q

2
=q (Ver fig C.1). 

:Parámetros fijos: D=2, N=8. 

-··-----
D 2 3 4 5 6 

s 9.453 3. 9 88 2. 919 3.480 --
6u 

ináx 
2 3. 34 1 1. 04 7. 800 1 . 4 52 --

x/a(ll.umá:x) o. 838 o. 9 39 o. 998 0.998 --

Tabla C.2, Optimación del parámetro D. (Ver fig. C.2). 
Parámetros fijos:N=B, q

1
=q

2
=10. 

N 4 6 8 1 o 1 2 

s 3. 564 1 • 2 84 4. 09 8 1 . 6 05 --

6u :xnáx 
11 • 16 4. 005 1 2 .18 4. 9 00 --

x/a(ll.umáx) 0.838 1 . 3 50 o. 998 0.998 --

Tabla C. 3. Optimación del parámetro N (Ver fig C .3). 
Parámetros fijos: q

1
=q

2
=1 O, D=6. 



t:.u (%) 

t:.u ( %) 

t:.u (%) 

1. 25 

1. 00 --- ............... 

0.75 --- ... -- ...... 
... ...... ci. 50 ----... --

0.25 

o.oo ~6~~~~~-,;7,.----~~~~~8~~~~~~~9 
q 

Fig C.1. Optimaci6n del par&mctro q
1

=q 2 

10.00 

ª·ºº 
6.00 ._ 

4.00 ,_ 

-- ............ ·- --2.00 -

1 
,¡ 

D 
5 

Fig C.2. Optlmaci6n del par&mctro D. 

5.00 

Fig C,3. Opcimaci6~ del par&mctro N. 
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