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INTRODUCCION

Existe un conjunto de coordenadas curvilfneas introducido
independientemente por Zickendraht y por Dzublik, Ovcharenko,
Steshenko y Filippov® aplicable en problemas relacionados con sistemas
de n part{culas, y que tiene la caracter{stica de que 6 de las coordenadas
describen propiedades colectivas del sistema. Para el caso de n cuerpos
en el espacio ffsico tridimensional, las férmulas de transformacidn
entre las coordenadas cartesianas de las partfculas:

Xis s 1=1,23 s=1,2,....n
y las nuevas coordenadas de Zickendraht-Dzublik et al, (Z-D) son

donde las Dkz y °Dn 3+k,s

asociadas a rotaciones: D! (6,,62,63) en espacio 3-dimensional y OD‘(¢>£)

son elementos de matrices ortogonales

en espacio n-dimensional, respectivamente. Esta dltima matriz depende,
-en.general , de 4n(n-1) pardmetros, pero en la ec. (1) solo intervienen
los 3 dltimos renglones de  D'(¢,) y en estos® solo aparecen 3n-6
pardmetros. Las coordenadas de Z-D son py,pp3,01,62,6: més 3n-6
éngulos ¢;, y las 6 primeras de ellas son precisamente las que descri-
ben propledades colectivas del sistema, como se deduce del significado
f{sico que tienen esas 6 coordenadas y que se discute a continuacidn.

Nos interesa un sistema de n partfculas de la misma masa: m,
entonces definimos el tensor cuadrupolar de masa g; i por la férmula

"‘mE lS jS H :j—1)2’3, (2)
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y vernos que esta relacionado con el tensor de inercia standard Iij de

la mecdnlca cldsica’® por
I . é
g —mgj(’fs X395 - 9y
= m(P12+PzZ+P32)6ij - g 7 (3)
donde la 2a. linea se deduce de la 1a. usando (1). Introduciendo (1) en

(2) y usando la propledad de ortogoralidad de la matriz  D'(¢,)
obtenemos

n
Gy m % %Pkp! D160y (8 gl Pn-3+k,s P Pn-341,510¢)
= 504,06 (mp3) D 8). @

Usando notacidn global para las matrices, la ec. {4) se puede escribir
como

. mpf 0 O
q=D6,)| 0 mph O |DY8), (5)
0 0 mp%

donde la tilde indica tansposicién de una matriz.

De (5) deducimos el significado fsico de las 6 coordenadas “colecti-
vas' de Z-D, ya que esta fdrmula nos indica que D'(6,) es la matriz
ortogonal que por una transformacién de semejanza lleva a la matriz
cuadrypolar q a forma diagonal y, por (3), es igualmente la matriz que
diagonaliza al tensor de inercia del sistema. los 3 pardmetros 64,6,
83 especifican, por lo tanto, la orientacidn instantdnea del marco de ejes
principales del sistema respecto al marco del laboratorio y pueden ele-
girse, por ejemplo, como los 3 4ngulos de Euler de la teorfa del movi-
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miento de los cuerpos rigides’. Al mismo tiempo la ec. (5) nos
proporciona el significado f{sico de las pl’s, ya que nos dice que mpi2
son los valores principales del tensor cuadrupolar de masa, o segin (3},
L= mipe? + pf + ps? -pt.z}, i=1,2,3 son los valores instantdneos de los
momentos de inercia principales del sistema,

El conjunto de coordenadas Z-D ha sido extensamente utilizado en el
estudio de las propiedades colectivas de sistemas de nucleones, las
cuales en clertos casos 1{mite, se pueden describir en términos de las 6
coordenadas "colectivas” de Z-D. Es natural preguntarse si no podrfan
encontrar aplicacidn también en el estudio de sistemas de electrones, y
més especificamente en el dominio de la estructura atémica. Ante la
ausencla de hechos experimentales que indiquen fendmenos de caracter
colectivo en la nube electrénica de un 4tomo, el enfoque en este campo
serfa distinto al del caso de la dindmica nuclear en donde si existen
evidencias de propiedades colectivas. En la investigacién de la
estructura atdmica las coordenadas de Z-D se usarfan como cualquier
otro sistema de coordenadas, las 6 coordenadas "colectivas” no jugarfan
ningdn papel especial respecto a las restantes, y la utilizacién de tal
sistema de coordenadas estarfa motivada dnicamente por la esperanza de
que determinados aspectos del problema sean més féciles de analizar en
el sistema Z-D que en otros sistemas de coordenadas.

Es claro que en este plan de investigacidn habrfa que empezar por
analizar el caso mas simple que no sea trivial y tal es el objeto del
presente trabajo, En esta tesis se aplica un sistema de coordenadas
hiperesféricas en 6 dimensiones, que consisten de un hiperradio p y 5
dngulos indicados globalmente con £, al estudio de la energfa del estado
base de Atomos con 2 electrones, El hamiltoniano atémico se considera
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en la aproximacidn no-relativista, i. e. consta exclusivemente de la
energfa cindtica de los electrones, localizados por los vectores Xty X2y
y de las interacciones electrostdticas entre los 3 cuerpos del sistema.
El nlcleo se supone que tiene masa infinita, y por lo tanto, estd fijo.

. Las férmulas de transformacién de Z-D dadas en (1), se reducen en

el cason=2 a
Xis = pZDZi(ei)'plsw) + P303i(9i) (023(@- ()

Sin embargo, resulta més conveniente hacer una ligera modificacién en
esta férmula y definir, en lugar de (6),

Xis = P1D2;(8) ‘PIs(a) +pp05,(0) Dy (a). )]
De aguf pasamos a las coordenadas hiperesféricas, mencionadas arriba, -

reemplazando p,, p, por el hiperradio p y un dngulo y segln las
definiciones p,=pcosy, p,=pseny. As{ obtenemos

xsi=p[cosyDi i (84,6,,653) ODIS(a) + senYDZi(e 1,62,63) ‘DZS(G)]’ (8)

s=1,2; i=1,2,3.
En estas férmulas PDla) es una matriz de rotacién en el plano, i. e.

cosa  send
(Q(a) - [-sen(x cosa],

y 9(9,,92,93) es wna matriz de rotacidn en espacio euclideano
tridimensional, la cual especifica por medio de los 3 dngulos de Euler
01,62,8; la orlentacidn relativa de un marco intrfnseco respecto al
marco inercial del laboratorio. Las matrices 9(6,,92,93) son familiares
en conexién con el estudio del movimiento clédsico de los cuerpos
rigidos.
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El céleulo de la energfa del estado base de dtomos con 2 electrones
se efecta en esta tesis por el método variacional, lo cual requiere la
determinacién de la matriz del hamiltoniano respecto a una base
completa. La base adoptada en el presente trabajo es de la forma

REe) Yy i@ ©)

donde R es una funcién hiperradial y Y es un arménico hiperesférico que
depenrde de los 5 dngulos introducides en (8), y que esta clasificado por
los buenos ndmeros cudnticos L, M del momento angular de wun
determinado estado fisico del 4tomo. Las expresiones analfticas
generales para las Y)xqu ML) son conqcldas y fueron deducidas por un
método basado en la teorfa de grupos continuos. En esta tesis interesa
dnicamente el caso en que L=M=0. En el Capftulc { y en el apéndice A
se presenta la deduccién de los arménicos hiperesféricos Y)\quM@
con [=0,! por un método que consiste en la solucibn de ecuaciones
diferenciales ordinarias. En el capftulo | se define también el sistema
de funciones hiperradiales que serdn utilizadas; dichas funciones son
soluciones de una ecuacidn diferencial ordinaria del tipo de las
consideradas en la teorfa de Sturm-Liouville.

El hamiltoniano atémico que vamos a manejar contiene interacciones
de { y 2 cuerpos. Sin embargo en el capltulo | se demuestra que cuando
se usa la base (9), los elementos de matriz de una interaccién V(|5,-£'2l)
son proporcionales a los elementos de matriz de la interaccidn V(V2 ry)
respecto a los mismos estados. Gracias a esta propledad no es necesario
hacer un cdlculo independiente de los elementos de matriz
<’} r,i-r [n> de laenergfa potencial interelectrdnica, ya que estdn
relacionddos con los elementos de matriz (n'l—éln) de la energfa



potencial electrén-ndcleo.

En el capftulo 2 de 1a tesis se calculan los elementos de matriz de la
energfa cinética y del operador 1/ry, respecto a la base definida en el
capftulo 1. Allf se comenta sobre las ventajas que tiene esta base en
relacién al cdleulo de la matriz de la energfa potencial. Una integral
necesaria para la construccién de la matriz de la energfa cindtica se
evalda en el Apéndice B. '

En el capftulo 3 se analizan las restricciones impuestas en la base
por el principio de exclusién de Pauli, llegdndose a la conclusién de que
para satisfacerlo, y al mismo tiempo lograr uma matriz hamiltoniana
real, hay que utilizar los armdnicos hiperesféricos reales

Y5Im(@)=const. (¢ V47Y, (@) + complejo conjugado), (10}

Se llega asf a la matriz hamiltoniana final dada en la ecuacidn (3.22), y
a un determinante secular asociado, el cual es de un tipe generalizado ya
que el elgenvalor E aparece en la diagonal principal con coeficiente
distinto de (-1), y también en 2 lineas paralelas arriba y abajo de la
diagonal. La solucidn de la ecuacidn secular en diferentes grados de
aproximacién se presenta en la seccién 3.d, tanto para el caso de He
como para el H . Variantes del andlisis previo que involucran
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas, en la variable p, en lugar
de sistemas lineales algebrdicos, se discuten al final del capftulo 3.

Finalmente en el Capftulo 4 se comentan los resultados obtenidos en
. la tesis, y se confrontan con cdlculos realizados anteriormente por otros
autores.
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CAPITULO 1

DEFINICION DE LA BASE Y CONEXION ENTRE
ELEMENTOS DE MATRIZ DE UNO Y DOS
CUERPOS RESPECTO A ESTA BASE

a.~ Definicién de la Base en Coordenadas Z-D.

La base que discutiremos a continuacién es una base adecuada para
estudiar problemas de 2 cuerpos en mecdnica cuintica. Tiene una
estructura de coordenadas hiperesféricas en 6 dimensiones

Wixy,xg) = R(P) Y(Yna)el)ebes), (1.1)

donde p es el hiperradio selsdimensional, y los 5 dngules
Q = (y,a,6,,0;,65) definen puntos en la esfera unidad en 6 dimensiones.
La conexidn entre los dos sistemas de coordenadas en (1) esta dada por
las férmulas

xis=p{cosyD“(9i) Dy la) + senyD,,(6)) oDZS(G)} S;;:‘Zz,g, (1.2)
i es Indice de coordenada, s es Indice de partfcula,

introducidas por Zickendraht-Dzublik et al®, las matrices D(6,) y D)
estdn interpretadas en la seccidn { del agendice A. '

Las Y() son la extensién a 6 dimensiones de los bien conocidos ar-
mdnicos esféricos Y (6:¢) de 3 dimensiones y poseen propiedades and-
logas. Por ejemplo la propiedad

'I:.ZY‘m(G,g‘o) = I(I+1)Y!m, (1.3)



se extiende a

AZY(Q) = MA+4) Y(Q), (1.4)
ya gue en general para el grupo ortogonal n-dimensional O(n) se tiene
que Ay = AA+n-2)y.

Desde el punto de vista de Teorfa de Grupos, el significado de [’:2 y /}2
que aparecen en las ecs. (1.3) y (1.4) es que son operadores de
Casimir de grupos ortogonales en 3 y 6 dimensiones: O(3) y O{6) res-
pectivamente'?,

Para O(6) el operador invariante A? en coordenadas cartesianas, estd
dado por

62_52; is,i ’Ai’s’,is

donde Ais, = "Ny o,1s SO0 los generadores de O(6) cuya realizacién®

Li'=1,2,3
o =12 (1.5)

explicita nos conduce a
2 -
N = Qis,zzs (X153 Y ’3_)(’( '5/3_5 zs37 ,)’
de acuerdo con la deflnlcidn

s’m m+m’ , s,-m
Nam = COTATTE

dada por Chacdn et al°.
Recordemos, que el laplaciano de 6 dimensiones en coordenadas
hiperesféricas® se puede expresar como:
1 3 s9.1
V2= 5
23 F 3t iV ang,
entonces, el operador A? (de Casimir) en este caso es precisamente

2= _ g2
N= Vang,

.- El término realizacidn se usa para denotar una expresién analfti-
ca explicita de los generadores respectivos
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y el laplaciano en coordenadas cartesianas es?*

2 2 2 2 — 2 32 32
V2=V +V2_S_§V 21( 2+—)7;+5? ).
Se deduce en el apéndice A, que cuando las coordenadas cartesianas
se transforman a las Z-D, el operador de Casimir A? estd dado por

la ec. (A29).

Para definir completamente la base se agregan a laec. (1.3) éala
ec. (1.4), ecuaciones de eigenvalores en que los operadores, son
operadores de Casimir de subgrypos de O(3) 6 de O(6). En el
primer caso, basta agregar

LaY) (6,6) = mY, (6,8}, (1.6)

para definir la base, donde L es el operador de Casimir de O(2) y
0(3) 2 O(2). Para el segundo caso el esquema de subgrupos es’
0@2)

Jx
SUE3) 2 0(@3) 2 02),
donde O(2) y O(2) tienen diferentes generadores de grupo, por lo cual se
Indican con letras diferentes, y las ecuaciones de eigenvalores para
definir Y(Q) son

(1.7

MYQ) =oY@, (1.8)
LAY(@) = LIL+1) Y(Q), (1.8
LY@ = MY(Q), (1.8¢)

donde %:1, 4[::2 y ’1;3 son operadores de Casimir de 0(2), O(3) y O(2) res-
pectivamente. Los operadores de Casimir de SU(3) no aparecen por no
ser Independientes a los de O(6) y 0(2) {Dragt’}, es decir, SU(3) y 0(2)
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son complementarios respecto a una representacidn de 0(6).
Expl{citamente, el operador de Casimir de 0(2) es

~

M=-i % M iz |
= -1V - {2"11)» (1.9)

y en coordenadas Z-D este mismo operador es -
M=-12 (1.10)

Este operador es el generador de un grupo de rotaciones en el plano

0(2).

Eisenberg? demuestra que las funciones de representacidn de SO(3):
*
Dk_/lK (64,6,,6;) satisfacen las ecuaciones

AL * - L* [ * _ L *
LDpg (0) =LL+10py (8) , LDy (6) =MDp(8).  (1.11)

De aquf se deduce (ver apéndice A) que las ecs. ({1.8q,b,c ), al tener en -
cuenta (1.10), quedan satisfechas por

Vagm(@ =" Dk 0T . (1.12)

La forma analftica de las funciones FKMqL

{Y) se cbtiene sustituyendo
(1.12) en (1.4) lo cual conduce a un sistema de ecuaciones diferencia-
les acopladas para las FK(y), como se v€ en la ec. (A38).

Nétese que las 4 ecs. (1.4) y (1.8a,b,¢) no definen unfvocamente a
las Y(2) ya que se requieren 5 ecuaciones, y por lo tanto definen uma
base no-ortogonal: Y)\ LM(Q), con q = {ndice de multiplicidad. Con

respecto al elemento de volumen (A27) se tiene
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2T Ar 2T T 2T *
[ aaf sen4ydyL dG,L senezdezf0 85V s Vo =
Cardndniidme

Dragt’ es el primero que ha introducido la manera de clasificar se-
gdn la cadena de grupos (1.7). Asf que definamos las soluciones de las

ecs. (1.4) y (1.84q,b,c) como base de Dragt.

Las formas analfticas de las Y(Q) para L=0,1 son dadas por Dragt’,
y para L arbitraria fueron obtenidas por un procedimiento basado en
Teorfa de Grupos®. Los casos L=0,1 pueden rederivarse resol-
viendo las ecs. (1.4) y (1.8a,b,c) con una realizacién de los operadores
de Caslmir en términos de operadores diferenciales, esto se hace en el
apéndice A, La forma explicita de Y(Q) para L=0 est§ dada en la
ec. (A48) y para L={ en las ecs. (ASS), {AS6) y (A63).

En particular, el caso [=0 que se utilizard en los capftulos

sigulentes, tiene la forma

.
V0o = (12 ) ¢ ab) o, (1.13)

donde Av00 indica que solo existen 4 nufneros cuafiticos independientes,
dr{‘,m(e) son las funclones de representacich "reducidas” de SO(3)%,
A=0,24,... y v=AA4, ..., -\

b.~ Funciones Radlales

Como factores radiales en la funcidén de onda nos gustarfa seleccio-
nar, en vista del problema fisico que deseamos estudiar, un sistema de
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funciones que sean finitas en la vecindad de p=0 y tiendan rdpidamente a
cero cuando p — . Analizando el catdlogo de funciones ortogonales
estudladas en la fisica matemdética® encontramos que el sistema de
funciones de Laguerre cumplen estas condiciones, y serdn las que
adoptaremos en este trabajo. Dichas funciones se definen por

YA = quse‘ﬁ"xi‘l_g ®), (1.14a)

donde x es una variable real adimensional cuyo dominio es OSx{w ;
a,p son pardmetros reales y s es un entero no-negativo que indica el
grado del polinomio de Laguerre L(;(x). Las funciones (1.14a) satisfacen
la ecuacién diferencial

d?y  (a+1-2p) d (S+g-§£) ‘1- '_a i
&S af"[“—*x ok R ]y=0- (1.14b)

Esto se corrobora substituyendo (1.14a) en (1.14b) y usando la ecuacidn
diferencial de los polinomios de Laguerre?’:
a a
x ;—;S + (a+i-x) ;[;—5 +% =0
El operador de Erergfa cindtica que aparecerd mds adelante en
nuestro andlisls, es proporcional a
& 5d k
Py i
y el cdleulo de sus elementos de matnz se simplifica mucho si elegimos
el coeficiente de a-y- en (1.14b) igual a = . Para lograr esto elegiremos
a = 2p+4 con lo cual las funciones radlales serdn

yEw =N Hse'*xFLiF‘““(x), (1.15)

y la ecuacidn diferencial que satisfacen, i.e. la ec. (1.14b) con a=2p+4,
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[RHGR Fipap = 6, 117
| ‘,l,Psf, H_#T_) @2 ﬂEﬂ_S_‘LS_]R o) = ' (1.18)

Es importante resaltar que la base (1.16): { Rsy(p); s=0,1,2,...} es un
sistema completo ortonormal de funciones, segln se deduce de la teorfa
general de Sturm-Liouville . Ademds p >-5/2 es un pardmatro real
fijo al cual eventualmente se le puede der el valor que resulte mds
conveniente,

La razén para normalizar las funciones radiales en la forma (1.17)
es que, como se verd en el sigulente capftulo, el elemento de volumen en
nuestro problema fisico es de la forma dr=p%pdQ, y eventualmente, en
el andlisis aparecerdn integrales como

[:fag‘,(p)Rf;(p)dep ; szg‘,(p)bRg(p) dp (1.19a,b)

donde ) representa a un determinado operador f{sico, La integral en
(1.17) tiene las mismas dimensiones fisicas que B8, i.e. [L7Y], y p

tiene dimensiones de longitud [L), por lo cual se deduce que R*;(p) tiene

dimensiones [L*%]. En virtud de esto, la integral (1.19a) es un ndmero
puro, y la (1.19b) tiene las mismas dimensiones fisicas que el
operador Q). De esta manera, al normalizar segfn (1.17) se logrard en
el andlisis subsecuente que los elementos de matriz tengan las mismas
dimensiones fisicas que el observable al cual se refieren, tal como
ocurre en la mecdnica cudntica tradicional
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c.- Conexién entre Elementos de Matriz de
Interaciones de 1 y 2 Cuerpos

En el estudio de un sistema de dos particulas, el hamiltoniano e"s la
suma de las energfas cinética y potencial, conteniendo interacciones de
uno y dos cuerpos. En el andlisis tedrico se presenta la necesidad de
evaluar elementos de matriz del tipo

<SNVQLM |V (Ixi-el) [ shvgLM) (1.20a)
CINVGLMY V(1) [ shwgLM>. (1.20b)

Cominmente para determinar (1.20a) se aplica la transformacién de los
vectores Xy, x; a los del centro de masa (B) y relativo (r:). En esta sec-
clén vamos a demostrar que, respecto 2 la base discutida en las seccio-
nes antericres, (1.20a) y (1.20b) son esencialmente proporcionales
entre sf,

La transformacidn mencionada bdsicamente estd dada (para particulas
de la misma masa) por

rl [t A
RI“valy  1){%. .24

Las ccs. (1.21a) son conocidas come Transformaciones de Talmi®, y

son un caso particular de las férmulas de Jacobi® que expresan la -
transformacién ortogonal de los vectores de posicién de n partfculas
Xts %25+« » 2 X, @ n-1 vectores relativos 3‘(,, X ’Zl(n-i y un vector
del centro de masa R

ol -
% = >x, - sx 3 s=1,2,...,n~1,
ey st Sst |
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i \_/_ﬁ' e:zj Xt
La transformacién de Talmi corresponde al caso n=2 de la de Jacobi.
En términos de los momentos candnicos conjugadoes, esta dada por

Bl e

Los 4 vectores Xty X2y Ty 13 y sus correspondientes momentos candnicos
conjugados Pv Pa P E considerados ya como operadores segin el
formalismo de la mecdnica cuintica, pueden combinarse para construir
- los siguientes operadores de creacidn®:

I Lo i
= —=(&~ipy), = —(%~ip,),

LRSS il (1.22)
A _Lp_ A

&= 00 R= 5 &)

usando (1.21a,b) y (1.22) obtenemos

n -1l
&®)_ 1 4 , (1.23)
R vzt 1% :
Sean las siguientes dos combinaciones de Nyne
as= \/_; Cigtn), 6= viz (e, (1.24)

dadas por Chacén et al®, y andlogamente definimos las siguientes dos de
0 Y IR |

(i +g). (1.25)
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Sustituyendo (1.23) en (1.25) y usando la férmula de Euler, es decir:

cosdm £ isenimw = é + - eti;&rr’
tenemos que ==
a’'= eiirrq , = e-i:}n\’ .26
Yy sus inversas
a = e‘HTrq/’ g = e&"q’, w2

Estas ecuaciones describen un cambio casi-invariante de los operadores
) § bajo la transformacidn de Talmi, es decir, bajo esta transforma-
cldn los operadores a, f quedan simplemente multiplicados por un ndme-
ro complejo de médulo 1, i.e. por un factor de fase.

Una funcidn del tipo® Pnlnz(\a,§)|0> con P = polinomic homogéneo de

grado ny en a y grado n; en B, bajo la transformacién de Talmi queda
como

@8> = a0y, (1.28)

nxnz

La base de O(6) definida por

L
—~prAvglfy
|MglM) EC [Y' -(\-v)/24+2q+0- r+c(°{) x Y()\ -v)/2-2q+t- o(ﬁ

x(a'a)o‘ -L-€)/2- a-q(ﬁ,ﬁ)q- (a'ﬁ)0+r|0>, (1.29a)

donde Y, es un arménico sblido de Condon-Shortley*! y [f !,xglzlll\;l sig-

significa acoplamisnto vectorial con coeficientes de Clebsch-Gordan®

de SO(3),

es de esta forma, ya que es una combinacién lineal de términos del tipo
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Vim, (@ ¥y 8 (0™ 0% @B¥05,
y en todos los términes
U42¢i+¢, = np = §A+),  L+2ete; = np = (A0, {1.29b)
obtenidos al sumar potencias en ({.29%). De {1.29b) tenemos que
v = ng-ny. {1.30)
Empleando un Teorema de Dragt” que en términos generales dice que:

Si P)\(’)h'?z’r--,')n”m es parte de una base para la RI AO)
de Oln) y P)\ es de grado A en los operadores de creacidn Ny

. P)\(xl,*h'")xn) =P>\Y)\(Q)

es un armdnico sdlido en n dimenstones,

se deduce que una relacién anfloga a {1.28) es vélida para los armé-
nicos hiperesféricos discutidos en la seccién {1.b) Por lo tanto, bajo la
transformacién de Talmi obtenemos la siguiente relacién:
o X lwhr r B

Y)\VC]LM(—F ’ P_.) =e Y)\UqLM(—p—’ P_)’ (1.31)

donde
P2=xl2+x22=£.2+}32

es decir, p? es invariante bajo la transformacidn de Talmi. La ecuacidn
(1.31) es equivalente a

AT
IAvgLM> XX =e IAvglM> 5’8 {1.32)
Finalmente, usando (1.31) y (1.21a) podemos deducir la conexidn

entre los elementos de matriz (£.20a) y (1.20b) en notacién de producto
escalar
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X X; X
R0 ygriag 5 3 s VigalR (P)quLM(%’%)]
_ i - R L R

- X
=e! VM (RE Y)\’u’q’LM(;:w" SVOZROREE Yy, 5 )] (133)

donde el paso de la segunda a la dltima lnea es simplemente por un
cambio de nombre de las variables de integracidn,
En la notacién de bra-kets el resultado anterior se expresa

(SN VLM V(Ixi-l) [shgLM)=
HUSTE L SR
e SNV IMIVIVZIal) | shvglM> - (1.34)

es decir, respecto a la base discutlda en este capftulo, los elementos de
matriz de una interaccién central entre 2 cuerpos son proporcionales a
los correspondientes elementos de matriz de la misma interaccién cen-
tral con intensidad aumentada por un factor Y2y actuando sobre un solo
cuerpo. '
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CAPITULO "2

EL HAMILTONIANO DEL ATCMO DE He Y SUS ELEMENTOS
DE MATRIZ RESPECTO A LA BASE HIPERESFERICA

a.- El Hamiltoniano del Atomo de Helio

Suponlendo el ndcleo fijo, el hamiltoniano de un dtomo de 2 electro-

nes y carga nuclear Z es®

~ 2 2
He- K wesv -zt + L+ &

ry T’

En el sistema de unidades atémicas fi=1, |e|=1, m=1 y la unidad de"

energfa es ZEH =27.2 eV, por lo tanto tenemos:
H= V2 - (—1 —)

ziz/\2 2(%1+%3 + 1 (2.1)

=g gt -

Se va a efectuar un cdlculo variacional de la energfa del estado base,
el cual tiene L=0. :

En este capftulo solo se considera la parte espacial y en el sigulente
se Introducird el factor asociado con el spfn, y se examinardn las res-
tricciones impuestas a la funcidn de onda por el principio de Pauli. Por
tanto, las funciones espaciales de la base van a tener la forma:

¥ o = RF(p) Yy (@

52"' 6y %MZ) } -3 2p+d o dva 4N
[(2y+ +s)i6m ] phe BPL‘S H% (8pre diviu(d‘w’(z'z)

como se puede comprobar con las ecs. (1.13) y {1.16).
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Este sistema de funciones tiene la propiedad de ortonormalidad
*
ng‘, (IR S (p)pdp j Yr 0 Yy ,0@dQ = B8 6,06, (2.3)

La realizacidn (2.1) de la Energfa Cindtica implica un tensor métrico y
un elemento de volumen dr=p®dpdQ que es el que debemos usar, mien-
tras que en la ec. (2.3) el elemento de volumen es dr=p'dpdQ. Adn te-
niendo estos dos distintos elementos de volumen en p el método variacie-
nal se puede aplicar; el anélisis de Pauling®, secs. 26-27, muestra que
en estos casos el eigenvalor E aparece no solo en la diagonal del deter-
minante secular, sino también en elementos fuera de la diagonal, es de-
cir, aparece una t'e\cuacidn secular generalizada. Por lo tanto, los elemen-

tos de matriz de H respecto a las funciones espaciales son:
<s'm'|é|sxu>=fdpp5Rg, 0 g i b+ 2OR 0 [ vy
*¥oy0d+ [dorR R e [V @28 + )
+ -ﬁ] Yy,0(@ da. (2.4)
Usando la propiedad (t.18), tenemos que
j‘: Rl (o[- s i e 4 MOER M = )

*&;[MAM) - p(p+4)] + ﬂ!’—”i;i@ £ }Rsﬂ(p) =Ry, (2.5a)
ademds

IYN;OYMOdQ= N f dop'R MpIR f(p) = Bé o, (2.5b)
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y vamos a introducir las notaciones

*
VNV = §Y 70l %1 )Yy, 0(@d% 1=1,2, (2.6a)

ViV = § Yy 00(@) (;"l—z ) Y, 0 d2. (2.6b)

Con esto la ec, (2.4) nos queda

&N |H[s)\v) 6)\,}\ Sy s+ﬂ65,s(-ZV,()\’u’ A = ZY (N )
+ VWV W) (2.6c)

Es importante notar la presencia de la delta de Kronecker 6/ enla
parte de (2.6¢c) asociada a la energfa potenclal, cuya aparicién se debe a
la propiedad de ortogonalidad (2.5b} para las funciones radiales que
hemos elegido. Esta seleccidn ocasiona una gran simplificacién en la
matriz de la energfa potencial, la cual resulta ser diagonal en s e
Independiente de s.

b.- Cdleulo de R o's.

Usando (2.5b), la relacién de recurrencia

xLgl) = ~(stilLg, () + @stati)Ll) - (stall (), (2.7)

y la integral

(utdts )
2ut+d -x, 2utd, . 2utd — <
[:nx M e LS}‘ (X)LSF (X)dx— S(!( #+4) ,

donde s ¢ = min(s,s’} , Sy = max(s,s’}, se puede evaluar la integral

(2.5a), {ver Apéndice B). Se obtiene:
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Ry %Z{V_ (s+1) (2p+s+5)'6s,, att {25+2p+5)6 st V_s(2y+s+4)'6s: o1

4D -purdy] (BFHASts &
¥ 2ut4) [(2p+4+s>)!s<!} } (2.8)

c.- Chlculo de V,.

Para evaluar la integral en (2.6a), se empieza por Introducir una

variable angular 8 relacionada con ri=Vlix;'x)', r=Vig %)y p por
medio de las férmulas T T
ry = pcosif , ry = pseni6, (2.9)
endonde 0<6<m. La conexidn de 6 con los dngulos a, y del sistema Z-D
" se deduce usando (A1), y nos d4
r? = 4p? + $p?cos2ycos2a, r;? = 4p? - §pPcos2ycos2a, (2.10)

entonces

cos® = cos4B - sen?df = QZ—P—;—QZ
, = cos2acos2y = 5cosZy(elza + e 129y, 2.11)

Por otra parte, existe un sistema ortogonal de pelinomios (Poline-
! mios de Chebyshev) en cosf, cuya definicidn es?’:

_sen(BA+1)0 _ < ()" (3A-m)! IN-2m
Uy (6) = MU0 5 Critomt @eosa21, 2.12)
donde A=0,2,4, .. . vy tlenen la propiedad de ortogonalidad
T
L sen?6U, /(01U (6)d6 = 4y y 2.13)

Una funcién F(6) regular en 0<0Sr se puede desarrollar como
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F(e) = ;’ f>\U>\(6), ’ (2.14)

y los coeficientes del desarrollo son determinados usando la propiedad
de ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev, por lo tanto

e =2  F(6)sento U (6)d0
P ysen®d Uy
2 "
- —f F(8)sen(4)+1) Bsendds. (2.15)
Tho

Ahora bien, segén la fédrmula (4.13) de Rose?

N (A (-)%(cos2p) N P genzap)
iviu 4y)= [—41} [‘“] %(m cfs 1 TNeY A+u)enk)ﬁ<! kT,

como senf2y = 1 - cos?2y, entonces - e

L k- IN2(k-1)
iﬁau“*” [W] [}\ } %% (%(V) Jk;:?(skz’f? !kt 8t (- !+k)

Cambiando de {ndice mudo k- !—m tenemos

X -2
il)f\iu 4= ] [x y]lz{gk ! (>‘+"1—k)' " (k_m),]“m@)srgg) m,

y wilizando el teorema de adicidn de los coeficientes binomiales para

efectuar la suma sobre k, encontramos que:

-2
o=z e lieosz 2 2.16)
)!(T-m)! m!

Sustituyendo (2.11) en (2.12), desarrollando binomialmente, haciendo
un cambio de {ndices mudos, y usando la ec. (2.16) se obtiene:

sen($M+1)6 fva i)x
senifitl)f . %' AL (2.17)
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donde la suma se efectlia sobre v=A,A-4,. . .,-A. Excepto por un factor
VN+2)/1677, los términos dentro de la suma (2.17) son Yy ,.00 PO
lo tanto la ec. (2.17) es una funcién generatriz para los Y)\ .00.

Para calcular ¥, se empieza por desarrollar £ - en términos de U}\( )

es decir, segfn (2.15) !

p. . 1
o (248
y de las ecs. (2.12) y (2.14) tenemos que
sen($A+1)8
cosé 2 senf . (2.19)

donde, segdn la ecuacidn (2. 15) y ademés que senf = 2senfcosif:

fX = I 2senjfsen(in+1)6d6 , {2.20)
usando relaciones trigonométricas:
£ = 1?[ [costB56 - cos®3i6]ae, 2.21)
e integrando, llegamos a k
_ 802y P 2.32)
w{(h+1) (A+3)

Por lo tanto, usando desde la ec. {2.17) hasta la (2.22} tenemos que

"y 5 '
%_l z// X+2’( lV(X 37\* 4Y) (2.23)
TS0 oy (D) (3)

Sustituyendo esta ecuacidn y la ec. (1.13) en la ec. (2.6a) se chtiene
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V (}\Iyl }\U) 8H2V(>\+2) ()\+2 8 2/2 A+2) (‘)é J l(‘U"H_/‘H/)Gda
()\+i) \+3)

T 4N i N
* J: diu,iy,(4y)d*;£l-’(4y)div§u(4y)sen4ydy. (2.24)

La primera integral es simplemente 211'6;/ La segunda integral se

v
evalda usando las sigulentes férmulas de Rose? donde < J;my; jomol Jsmsd

indica un coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2):

[} sengal @ake @adt (@108 = () Chamis ol >

Hamy ™ LMy
J2P2|J3IJ3>

y .
d'r]nm(ﬂ) = d‘-}m-m(ﬂ)’

con lo que obtenemos

AN i ) - 4(2 rys
]': by i andd), | aysendydy = *[{II]“" W :(:’:ij

Por lo tanto ¥, en términos de Coeficientes de Clebsh-Gordan es

vy = N & 2’———’““2"“7 AV - 42,
(+1)(+3) (2.25)

con A= }\+>\’,}\+)\’-4,)\+)\’- s o ooy max{IA =N, lv-v1).
No es necesario calcular ¥, y V,; ya que por la simetrfa de la fun-
cién de onda impuesta por el principio de Pauli y por la relacién entre

elementos de matriz de 1 y 2 cuerpos, se pueden relacionar con ¥, como
se verd en el siguiente capftulo.
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CAPITULO 3

CONSIDERACION DEL PRINCIPIO DE PAULI
EN EL PROBLEMA DEL HELIO

a.- Principio de Exclusidn en coordenadas Z-D.

La funcién de onda que describe un estado de un 4tomo con 2
electrones es:

Wbﬁs = \"b"ih’iz) X,as(%vz), (3.1)

donde wb(x,,xz) es la parte espacial y x[\SA (01,0 es la parte espinorial.
s

En la funcién de onda aparecen ‘los nimeros cudnticos de momento
angular orbital (L), momento angular intr{nseco (S) y sus proyecciones
(M,M s) que caracterizan un estado ffsico del #tomo..Los cuatro
vectores de la base espinorial para una representacién diagonal de S%y
S, (ver sec. 29.b de Pauling?), es decir las funclones ortonormales
correspondientes al spin de 2 electrones (S=0 o 1) son

S0 X =27y @) - xyltig@), (3.2a
X, =xy(tiey2), (3.26)
St { % =22+ x g0yl ‘ (3.2
X =x4(thy @), (3.24)

La funcién (3.2a) cambia de signo bajo el intercambio 14——-'02, mien-



28

tras que las {3.2b), (3.2¢) y (3.2d) quedan invariantes ante dicho inter-
camblo, es decir: o 0 _
xo (192) =-Xo (2’1)1 (3.2a)
1 1 .
XMs(i,Z) = XMS(Z,i), (3.3b)

y decimos que (3.3a) es una funcidn antisimétrica, mientras
que (3.3b) es simétrica. Se llaman bosones a las part{culas cuyos
estados son simétricos ante el Intercambio de 2 particulas, y fermiones
a aquellos cuyos estados son antisimétricos. Ejemplos de bosones son
las part{culas de spin entero como fotones, mesones m, etc. Ejemplos
de fermiones son las part{culas de spin 4 como electrores, protones, ‘
etc. Por el Principio de Exclusién de Pauli, dos fermiones no puedsn
ocupar el mismo estado cuintico individual. Consecuentemente la
funcién de onda total de dos electrones es antisimétrica, y tenemos:

(1,2 = -w'b-A?A 2,1). (3.42)

Entonces w(x‘,xz) debe tener propledades complementarias a XM (cq,
aa). Si S=1 (estado triplete), W debe ser antisiméirico
S={: \Ummlm({nfz) - wantzsim(’fz,{’), (3.45)
y si S=0 (estado singulete), ¢ debe ser simétrica
—0: \“Sim(’jh}z) - WSim(fz,fn)- (3.4¢)

Ahora bien, nos interesa el estado base del Hello que tiene
S=M,=L=M=0,

por lo tanto, debemos construir \p[fziﬁ=0(xl,x2). Para este propdsito
aceptaremos que es factible expresar la funcidn de onda espacial exacta
en términos de la base completa ortonormal discutida en el Capftulo 1,
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es decir, que existe un desarrollo del tipo
U =022 = 2 CouRSAYn =g @ 3.5a)
SAV

donde C s\ Son coeficientes numéricos desconocidos por el momento, y
que se obtendrén por diagonalizacién de la matriz hamiltoniana.

Es sabido® que la funcidn de onda exacta tiene, en la vecindad del
ndcleo, un desarrollo del tipo

v=3

L™ 2| ™2 x2S (U™ {3.5b)
NyNpN3Ny b * st

a"z“z”am
y que a grandes distancias del nficleo decae asintdticamente hacia 0
segdn exp{-k(lx;|+|x;1)}. Nuestra base ortonormal es regular en la
vecindad de p=6, y cuando p —+ o decae segin efr = exp{-ﬂlx,2+x22]é}.
Estas caracter{sticas de la base nos permiten anticipar que se va a
requerir un gran ndmero de términos en el desarrollo (3.5a) para
reproducir el comportamiento correcto de la funcién de onda espacial
muy .cerca y muy lejos del ndcleo. Esto probablemente tendrd como
consecuencia una lenta convergencia del céleulo de diagonalizacién.

La funcidn (3.5a) todavla no satisface el principio de Pauli ya que no
es simétrica. Para simetrizarla hay que examinar como se comportan
los términos R’;(p) y Y)\U'OO(Q) bajo el Intercambio x;4—x,. EI hiper-
radio p = Wes invariante bajo el intercamblo (1,2) de las
partfculas, ;):Jr\lo que solo necesitamos analizar el comportamiento de
Y)w-OO(Q) bajo el intercambio (1,2).

De la definicidn de las coordenadas Z-D (ver apéndice A) se obtiene:

XXy = $0%(1+cos2ycos2al, {3.6a)
Xp"xz = $p*(1 -cos2ycos2a), » (3.6b)
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x1'% = fpcos2ysen2a, {3.6c)
Utilizando las relaciones (3.6) tenemos que
pleos’Zy = [(x'x) - O xad]? + 4xyx2)?,
de donde se observa que cos2y es invariante bajo el intercambio (1,2)

de partfculas, y entonces de la relacidn (3.6c) el sen2a también es
invariante y simétrico bajo dicho Intercambio. Ademds, como

() - () = pleos2ycos2a
sen2a es simétrico bajo (1,2)
cos2a es antisimetrico bajo (1,2),
Esto implica que

2a WM m-2a obien « oz dr-q, (3.7)
k] ]
aquf (1,2) indica permutacién de 1y 2.

Usando la ecuacidn (1.13) para los armdnicos hiperesféricos y la
relaciédn (3.7) se obtiene

M2)? wir-a) gn
"woo® T (B8] e, ee

por lo tanto usando la propiedad dJm mB = dljm-m(ﬂ)’ se concluya que
Hom

w00 02 € Vw00 (3.9)

Las funciones angulares simétricas serdn seleccionadas en la forma:
. -iqum \

simy — € idvr

" @ = vy [Y,\u-oo“?"’e Yx-u-oo@], (3.10a)

= L -ifvm idvr
- ey (Y0012 + e 00@)  (3:108)

~i§y1r

donde el factor e en (3.10a) se requiere para obtener una matriz de



31

energla potencial real, esto es evidente debido al hecho de que Y;l;m ()

es real ya que cada término en (3,10b) es el complejo conjugado del

otro, El {ndice v toma ahora solo los valores
v=MA-4N-8,...,260, (3.11)

ademds \/7(—1—4_'13—7 se necesita para normalizar correctamente a ysim,
= 0

Definicidn
Ism)sim = Rg ) Y)iim (9)

=RH(p) [2(1+dy0)1'5{e‘“"”¥“, Oo(sg)+ei5“"v>\_y,oo(sg)},(s. 12)

Los miembros de la base completa antisimétrica serdn
XO{o,a3) [sh) sime Pero en vista de que el hamiltoniano H que hemos
adoptado es independiente del spin, en los elementos de matriz de H
respecto a esta base los productos escalares de las funciones de spin X%
automdticamente dan 1, dejando solo los elementos de matriz respecto a
|sA) sim Gue se discuten en la siguiente seccidn.

b.- Matriz Hamiltoniana para el 4tomo de Helio.

A continuacién en los Incisos (1}, (1i) y {iii) daremos los elementos
de matriz del Hamiltoniano respecto a la base simétrica, para final-
mente dar la matriz completa para el Hamiltoniano del dtomo de Helio.

i) Energfa Cinética.
El dnico cambio respecto a los resultados obtenidos en el capfitulo 2
es que el {ndice v se limita a los valores de la relacién (3.11). Los ele-
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mentos de matriz de la energfa cingtica son los obtenidos en la ec.

{2.8):
am N [To) = B{VEFITERGTT by, + 2520,
+V_si2p+3+s)ﬁés,,s_1+2—§+—4— {M}\+4)-p (p+4)]
(2p+d+s M (s )4
((2p+4+s>). s <)s] }6)0\’61/1/’, (3.13)
con s = rﬁin[s,s’} y sy = max{s,s’}.

11) Energfa Potencial electrdn-nlicleo.

Debido a la simetrfa de |shv>_, - bajo el intercambio (1,2) tenemos

sim(s’)\’u’]%+£; s\d o = ZSim<s')\’u’I%ls)\v> (3.14)

sim’
Usando (3.12) y su complejo conjugado encontramos que

. /,_
ezin(u V)

sim ~ V({1+ l,0)(1+ l,/0)

(-)§"<s’ )x’u’lf:lls)\-v) + (-)“‘V’<s' N-y/ lff—llsxw

£ L
Zsim<s’>\’v'lmls)\u) {(s’)\’u’lmls)\w +.

i) <S,A,_V,,%,5A_y>}. (3.15)

Los elementos de matriz en el lado derecho de esta ecuacidn fueron
evaluados en la ec. (2.25). De acuerdo a esta ecuacién y a la propiedad
de simetr{a de los coeficientes de Clebsch-Gordan?

<jlml;j2m2‘.}m>2 = <J1 'ml;jz ‘mzlj -m)z, ) (3. 16)

se deduce que el cuarto elemento de matriz es igual al primero y el se-
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gundo 1gual,al tercero, apareciendo as{ en el resultado un factor comdn
i+ (_)f(u -U)].‘ Ademds, como [1+(-)§(V 'V)] es distinto de cero solo
cuando 4(¥'-1) es par, tenemos que en los resultados no-nulos se puede

Poner‘
ei‘h[(l/"l’) - (_1)“”,'”) . (3.17)

Usando (3.16) y (3.17) se tiere que

_ [+ )
VT, oI (T3 o7

‘ IR P "ol @ o
sim<s>‘f’ |m+ rzlSM>sim <sA”u ',r:',SA_V,} o

+ (')§VI<S’>\"VII'I%|5>\V>}(318)

iii) Energfa Potencial interelectrdnica.
Por la fdrmula (1.31) se tiene que
L sy = Vb, 9)

- Procediendo andlogamente al inciso (ii) de arriba se obtiene

Hr -y N -
sim NV IR (s = 2 HTV W (rniBishy

P oI Er paT e ez )
2VITTRS T TTH0 ) ’
" (-)é"ei*“‘""“”’<s'>\'u'pri'i-l|sx-u> + (3t e
4 (-) é (U’-V)e‘i*ﬂ('ul“}'u) <S’)\"‘V’l‘r%ls>\'u>} (3.20)

de donde, reducierdo exponenciales y recordando que en el lado derecho
el cuarto elemento de matriz es igual al primero, y el segundo igual al
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lercero, se obtiene

$(v'-v) T
LMY IR sy = S o LG SNV By + 0
stm T2 sim _2(i+ uo)(1+ VIO) = o » R

<s’)\’-u'lr%|s}\u>}‘ (3.21)

Reuniendo las tres contribuciones (1), (ii) y (iii), poniendo los valo-
res de los elementos de matriz de %ec. {2.25), indicando la carga

nuclear con Z, y haclendo p=0; finalmente la matriz secular que
determina la energfa del estado més bajo del dtomo de Helio [ver la -
siguiente seccidn], tiene por elementos

~ ?
am NGB = B i2sesrs y + VoY,

(s'+1) (+2) (s"+3) (' +4))}
*"(M‘“[ S+ (2 (5+3) (554) ) }6}\}\’duu"“

’ ( - ) ’
[z i I i [

| vZ'
S Z i3 ') +M MM es 146 -ié
[zt 5 JENMHees,00004,90) 5.0

+E{-(Zs+5)6s ST JS,’S_i}éM,éw,’ (3.22a)

donde se omitieron los términos con s’)s, ya que se deducen de la simé-
trfa de la matriz. Las F's son, por definicién

A

m
PN = (0N & SPNAINEDY (o, 4 -4ul4R, 0%,
Rap A 3) (3.22b)

ax
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con A SN, )\min=max{|}\-)\’ l,1/-vl}, y los valores de A se incre-
mentan de 4 en 4 en la suma. Vale la pena mencionar que existe una fér-
mula de recurrencia de los coeficientes de Clebsch-Gordan (ver apéndice
I de Rose?®) del tipo

AL Jimy, jamal J+ 1,m>+B< jimys jomg| jmd> +C < jimys jemel j-1,m» =0,

la cual permite determinar las F’s eficientemente en una computadora.

La estructura de la matriz secular es la de un conjunto de blogues de
cierta dimensién, por ejemplo NxN, donde cada blogue se identifica por
el par de {ndices (s/,s)

O\ | o N s
IND N \N'/7777
| l 77

y dentro de cada bloque los renglones y columnas se Identifican con

(\'V) y (A} respectivamente. Los bloques diagonales estan "llenos”, pe-
ro los bloques no-diagonales solo tienen elementos distintos de cero so-
bre su diagonal. La energfa E solo aparece en la diagonal de los blogues
diagonales y de los bloques inmediatamente adyacentes.
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La seleccidn p=0 en las funciones radiales Ré’(p) se dedujo
examinando el problema del He en una base unldimensional

Yo = e-éﬁppp en la cual se logra la mejor aproximacién a la energfa
~con p=0. Se probd que p=0 en una base bidimensional también es la
mejor seleceién.

¢.- Principlo Variacional en coordenadas Z-D.

Se va a efectuar tn céleulo variacional de la energfa del estado base,
el cual tiene L=0. El principio variacional es el llamado principio de
Rayleigh?!

gV H %00y
e Wl TV, }=o, ol
con ¥ de la forma

¥=3f,,, RER Y@, . 824

y nos conduce a un sistema lineal homogéneo para las incégnitas f S\
cuya condicién de compatibilidad es la ecuacidn secular (ver sec. 26.d
de Pauling®)

Det I Hyy#

- EASI)\I =0, (3.25)

v \shv v sk

donde Hs’)x'u’, s\y Son los elementos de matriz del operador H respecto

la base [Yiivm(Q)R*s’(p)], y Boryrr o, Son los traslapes de 2 funciones
’
de 1a base

Ay Vish J:J R’SI’RS'UP Pdp d\dy, (3.26)
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d.- Cémputo de la Energfa del Estado Base del He, y del H'.

1) Caso en que la base se restringe a estadoscon s =&’ =0.
Usando (3.22) y simplificando tenemos
imSONVIH-B) I0A) = {(‘% E)S + %)\()\+4)} 6»\,6

+8g <O)\’ ’[VIO)\V) (3.27)

- El segundo témino del lado derecho de la igualdad en (3. 27) estd dado
port

/
NV - By 3 _)Q(U -y) AN
eI |V|s)w>sim_{[.2(1+() " N ]F

vy
| ’ (V-v) 8.
+[_2(1+(_)§(U 'V))(_)i(lf’ﬂ') + ﬁ')é_uf_]p_)\:i\} R A— T
\_/7 V_(1+3V0)(1+3u,oi .

y las F estdn definidas en (3.226).

La ecuacidn (3.27) adfn sigue siendo un problema de eigenvalores .
comin, pero como se puede apreciar se trata de una matriz infinita,
puesto que A=0,2,4,... y v1=2,A-4,1-8,...,2 6 0. Al apllcar el método
variacional, la ecuacldn secular resulta ser

AA+4) ] 82 ’ -
{[i+ ]% _E}é)\)\'dw’ + %sim@}"u IVIO)‘Wsim =0. (3.29)

Por tanto, para obtener el m{nimo en la energfa y poder generalizar a
dimensidn grande, se implementd un programa que resuelve la ecuacién
(3.29) por computadora, donde se utilizé el método de Jacobi para
diagonalizacidn de matrices simétricas, y el valor de § se optimiza pro-
bando valores alrededor de la B dptima dada en el inciso siguiente. Se
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encuentra que para el He:

f=4.4 _ =4,47

max Di_m Emin (wa) '>‘max Dim. Emm(u.a.)
2 2 |-2.52634 2 2.1-2.52705
.4 4 |-2.72539 4 4 1-2,72558
12 | 16 |-2.77533 12 16 1-2.77500
24 | 49 {-2.78339 24 49 1-2.78291
32 | 81 [-2,78448 32 81 {-2.78398
36 |100 {-2,78475 36 | 100 |-2.78428
40 | 121 |-2,.78493

44 | 1441-2,78506

Se ve que Emin_' -2.787 cuando Dim — w.

Y para el H se tiene que

B=1.7 B=1.756

>‘max Dim, Eml.n(u.a.) )‘max Dim. Emln(u.a.)

2| 2 1-0.409346 2| 2 }o.409913
4| 4 {-0.463780 4| 4 |-0.464219
12 | 16 |-0.479893 12 | 16 |-0.479837
24 | 49 1-0.482736 24 | 49 ]-0.482552
32 | 8t [-0.483133 32 | 81 |-0.482929
36 | 100(-0.483232 36 | 100 [-0.483023
40 | 121|-0.483298

Seveque E_. —-0.485 cuando Dim——w, es decir, en este

min
grado de aproximacién el H no es un sistema ligado.

El programa se corrid en la computadora VAX del IFUNAM. La
energfa obtenida en ambos sistemas estd lejos del valor experimental,
pero hay que recordar gue la base utilizada no es un slstema completo
de funclones.
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11) Caso en que la base se restringe a estados con A=\"=y=y=0.

Usando la ecuacidn (3.22) tenemos, omitiendo los elementos con s> s ’
los cuales se deducen del hecho de que H-EI es una matriz real
simétrica

~ 2
am S 00E-21500> (254516, + ETFTS, |+

3 “ss

+ﬁ[-4+é-]§ d .+ E(—(25+5)655,+ Vs(s+4)'6 ¢, S_J_ (3.30)

Por tanto la ecuacidn secular es

{(%2 -E)(2s+5) - BVO} dss’ + (%2+ E)\_/Em'ds, o1 = 0, (3.31)
donde _16 i — o =
Vo—3_”(22 -\/—E) y s=s'=0,1,2,..,

observamos que la matriz Hamiltoniana es, en este caso, una matriz
tridiagonal.

Desarrollemos el caso més simple, s=5’=0, Como la solucién ya estd
normalizada, podemos aplicar el métedo variacional directamente, es
decir

26 - VB - SE = 0, (3.32)

o bien E= g_z _ 'évoﬁ- (3.33)

Como vemos E=E(8) y la grdfica de (3.33) es una pardbola, Para obtener
el valor mfnimo de la energfa, derivamos (3.33) respecto al pardmetro
variacional f e igualamos a cero, con lo que obtenemos el siguiente

valor de § para el He (Z=2)
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£=4.472i513, (3.34a)
este es el valor éptimo de B, para este caso. Sustituyendo (3.342) en
(3.33) encontramos que la energfa minima del estado base es

E=-2.50001472 (u.a.}, {3.34b)
y parael H™ (Z=1) tenemos que el valor dptimo de § es
g=1.755907, {3.353)

sustituyendo (3.35a) en (3.33) encontramos que la energfa m{nima del
estado base del H ™ es
E=-0.3854011. (3.35b)

Para analizar el caso general, se utiliza la sigulente férmula
de recurrencia para desarrollar el determinante secular tridiagonal:
2 2
A= [(2n+5)(€- -E) - VoA + [n(n+4){g +E)Y An—2, (3.36)
' con n=l,2,...,N,

y los valores de la energfa, que son las rafces de la ecuacién AN E)=0
se encontraron por el método de la secante para encontrar rafces,

Se encontrd que para cualquier dimensién, la § dptima es la misma
que en las relaciones (3.34a) y (3.35a), y ademds
E(He) — -2.5000172(w.a.),  E(H)— -0.3854011 (u.a.).
Es decir E dptima S independiente de la dimensién en este caso.

1i1) Caso general en que la base no tiene restriccidn.

Este caso se refiere exactamente a la ec. (3.22), la cual es un
problema de eigenvalores generalizado en los siguientes aspectos:
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1) el eigenvalor E aparece no solo en la diagonal del determinante
secular sino también en 2 lineas paralelas a la diagonal, arriba y
aba jo de ella (recordar que el determinante es simétrico)

it) sobre la diagonal principal el término (-E) no aparece con

coeficiente ! sino con un coeficiente positivo que depende .del
{ndice s.

Para resolver la dificultad i) se aplicd un método iterativo: a las E
que aparecen fuera de la diagonal se les asigna un valor fijo E=E; y se
resuelve la ecuacién secular resultante para obtener el eigenvalor mds
bajo, el cual resulta ser, por ejemplo, E=E,. Enseguida a las E fuera
de la diagonal se les dé el valor fijo E=E, y se welve a resolver la
ecuacidn secular para obtener como eigenvalor mds bajo E=E, El
proceso se neplté el ndmero de veces que sea necesarlo hasta lograr la

autoconsistencial generalmente basta efectuar 3 6 4 iteraclones.
- La dificultad i) implica que el problema algebrdico de eigenvalores
es del tipo -
(- 8av=0, (3.37)

donde B es una matriz diagonal pesitiva definida, y por lo tanto, existe
B é. Multiplicando (3.37) a la izquierda por B * se obtiene '

@ oy =o,

o bien
# -V =0, (3.38a)
con g 4
w=sigt  v=ghy, 3.3t

(3.38a) es una ecuacidn de elgenvalores standard que permite aplicar las
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téenicas conocidas para determinar eigenvalores, por ejemplo el método
de Householder, a la matriz modificada H’.

De acuerdo con estas corsider‘aciones,\la ecuacich secular general es,
omitiendo de nuevo los términos con s’>s que se pueden deducir del
hecho de que la matriz hamiltoniana es simétrica,

(8- + (B8 (om0

e sim<s’>\’yllv|3)‘")sim =0, " (3.39)

donde el dltimo elemento de matriz estd dado en (3.28).
Los resultados encontrados para la energfa minima del He son:
g=4.4
5 A Dim. Emin(u‘a‘)

8 27 |-2.85018
12 48 |[-2.87597
16 75 |-2.88746
20 108 1-2.89344
24 147 1-2.89675
28 192 1-2.89881
32 243 |-2.90001
36 | 300 |-2.90085
-2.90143
16 100 |-2.88754
20 | 144 |-2.89358
24 196 |-2.89695
28 | 256 |-2.89899
36 | 400 |-2.90116
16 125 |-2.88754
20 180 |-2.89358
24 | 245 |-2.89696

*1
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3
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El programa se corrid en la computadora VAX-11 del IFUNAM, Hay
qﬁé notar que la mejor prediccién tedrica® para la energfa no-
relativista del estado base de He es

E(He} = -2,903724377(u.a.},
por lo que se decidié correlacionar los primeros 9 datos anteriores
para no usar mds tiempo de mdquina de la computadora VAX. Se
obtuvieron los siguientes resultados:
?.54367236. ’ (3.40)

con una correlactdn de 0.9998. Se obtienen as{ estas extrapolaciones

»Dim: 5

smaxl)‘maxl Emln(u'a') L Dim.
2 44 | -2,901874| 432
2 §2 | -2.902455] 588
2 72 | -2.903124| 1083

1v) Energfa del estado base del H'.

Para efectuar este cdlculo basta con poner la carga nuclear Z=1 en la
ecuacidn (3.22a). En la tabla de abajo se presentan los valores de E
obtenidos para diversas dimensiones del determinante secular. Como el
valor experimental para la energfa del H no se conoce con gran
precisidn, los valores tabulados deberfan mas bien confrontarse con la
mejor prediccién tedrica para la energfa no-relativista del H', que
parece ser la de Frankowski®, segin la cual

EMH) = -0.527751 (u.a).
Los resultados encontrados para la energfa m{nima son
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S max Amax Dim Emm(u.a.)
2 8 27 |-0.502545
2 12 48 | -0.512562
2 16 75 |-0.517687
2 36 300 |-0.524716
2 40 |[363 |-0.5250658

Estos datos se obtuvieron en la computadora MICROVAX del IMP.

e).- Anélisis alternativo por medio de ecuaciones
diferenciales acopladas.

La funcidn de onda de un estado !S (i.e. S=L=0} del 4tomo de 2
electrones con carga nuclear Z se puede expresar como

V= XPuad 3 Ry o) YR, (3.41)

£l Hamiltoniano no-relativista del sistema es

2
d=ge i w) [ 5-Rn). e
La ecuacién de Schroedinger que ¥ debe satisfacer es
HY = E¥. (3.43)
Sustxtuyendo (3 41) en (3.43) y luego multiplicando a la izquierda por
Xo?(74,07) Y}\ (Q), sumando sobre los fndices del spfn e Integrando
sobre los 5 4ngulos hiperesféricos se obtiene

d S d _AM4) -
g+ 251 Ry 0+ 3 CRy, ) =ER), 0, B4

con
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k o | . - /) ’
[u+<s 0)(1+<5 ,0)1*{-2(“( ) (A JV—_Z JFi
7 (V"U) ?
[(-z>(1+()5“’ My L%Z—]Ff,ﬁ (3.45)

y las FOy definidas en (3.226).

La ecuacidn (3.44) es un sistema infinito de ecuaciones dlferenclales
ordinarias acopladas para las funclones Ry ) La solucidn de este
sistema proporcionarfa la energfa E de un determinado estado 'S del
Atomo, y su correspondiente funcidn de onda ¥,

Haftel & Mandelzweig!!, discuten una solucién aproximada del
sistema de ecuaciones (3.44). Las funciones radiales de estos autores

son de la forma
Ry, (o) = &R Mg, (3.46)

donde P es un polinomio en p de grado 120, y el sistema se trunca a
diversos ordenes crecientes de aproximacién. En la aproximacién de
mayor orden considerada por estos autores se toman en consideracién
todas las Y;f/m con A=0,2,4,...,20 y las respectivas v. La energfa del
estado base del He obtenida en esta aproximacién es

E=-2.89358 (u.a.).
Un célculo andlogo para el H da como energfa del estado base

E =-0.51764 (u.a.).

El andlisis seguido en las secciones anteriores de esta tesis, es enel
fondo equivalente al de estos autores, ya que el polinomio Pn(p)
Smax
considerado por ellos se realiza aquf por una suma 3 al *(p) de po-
s0

linomlos de Laguerre. Los resultados presentados en la seccién anterior
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parecen indicar que no es necesario considerar polinomios de grado tan
alto como aquellos dados por Haftel & Mandelzweig!?, ya que con
" AMpax=20' Y S0, = 3 8 4 se reproduce exactamente el mismo valor de E
mencionado por ellos.

Un método de andlisis parecido, conocido con el nombre de
"aproximacidn adiabdtica", fue introducido por Macek!s, y se ha
utilizado mucho en el estudio de estados doblemente excitados del dtomo
de He. En esta aproximacidn se supone que la funcidn de onda se puede
expresar como

\ll=><f4 IR Y@, (3.4

y el hiperradio p se supone lniclalmente constante. Substituyendo esta ¥
en (3.43) y eliminando XM se obtiene una ec. diferencial para §{Q)

(e + S22 2,00 = Uiy @, (3.48a)
donde
: =(-Ze_Z0,

Clay) _( ror +f‘12], : - G488

y las soluciones dependen del pardmetro contfnuo p. La ecuacién
{3.48a) tiene en principio, una familia de solucicnes ortonormales
kg n(Q,p) con n=1,2,3,..., que una vez que hayan sido determinadas,
pueden servir para obtener ¥ en la forma

w

¥ = nZ:I R (0 (), (3.49)

con R (p) la parte radial y ¢, (Q,p) la parte angular de la funcién de
onda, ademés las R se deducen substituyendo en (3.43), multiplicando
a la izquierda por (}’ (Q,p e integrando sobre los 5 4ngulos Q. Asf

se llega a:
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Al g 3 ) - ol )
- zﬁRn(p) [Yn’—g%rlJ} + U (IR (o) = ER (o). (3.50)

La ec. (3.48a) no tiene soluclones exactas conccidas, por lo cual se
han obtenido!® soluciones apmxlmadas para estados !S del dtomo en la
forma

Q) = 22 a™ (o) YSiM(@). (3.54)

Substituyendo en (3.48a) se obtlene una ecuacldn secular standard cuyas
rafces dan Un(p) y sus elgenvectores tienen por componentes las a(n) {p).

El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas (3.50) es més
complicado que el (3.44)
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CAPLTULQA.
CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo fué llustrar una aplicacidn del sistema de
coordenadas de Zickendraht-Dzublik et al® en el problema fisico de la
estructura de un 4tomo de 2 electrones. El andlisis estuvo restringido al
céleulo de la energla del estado base por un método variaclonal. Ademds
en el hamiltoniano atdmico utilizado se incluyeron solamente la-energfa
cindtica de los electrones y las Interacciones electrdstaticas, omitiendo
una serie de tédrminos que producen pequefias correcclones a la energfa y
que describen procesos fisicos tales como el movimiento del ndcleo, la
variacidn relativista de la masa de los electrones, interacciones entre
momentos magnéticos, etc. El operador considerado aquf cominmente se
designa como el hamiltoniano no-relativista.

El cdleulo variacional de la energfa del estado base del He es un tema
que ha sido investigado prdcticamente desde el nacimiento de la
mecdnica cudntica; fud implementado por primera vez por Kellner!* en
1927, Un procedimiento de andlisis que ha conducido a
excelentes resultados, introducido por Hylleraas® en 1929
consiste en proponer como funcidn de prueba para el cdleulo variacional
ay= ek SP, donde P es un polinomio en las 3 variables

s=ry+ry, t=rp-ry, U= 4.1)
Con este tipo de funciones se logra una convergencia rdpida del valor
calculado de E hacia el eigenvalor tedricamente exacto del hamiltoniano.
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Como ejemplo, Frankowski® reporta el resultado de un
céleulo en donde P consta de 101 términos que ademds de potencias de
s, t, u incluyen también potencias de p y de In s ; el eigenvalor de la
energfa obtenido es

E = -2.903724376 (u.a), {4.2a)
mientras que el valor estimado como tedricamente exacto y obtenido por
extrapolacién, es

E = - 2.903724377 (u.a). {4.2b)

El uso de bases completas de funciones para construir la matriz del

hamiltonlano respecto a ellas, también ha sido investigado previamente,
comdnmente se le conoce como el metodo de Interaccidn de configuracio-
nes Probablemente el intento més elaborado en esta direccidn es el de
Pekeris?, quien utiliza 3 coordenadas  u,v,w  llamadas
"coordenadas perimétricas", definidas por

U= (Pygtre=ry) y v ={rptry-ry, w=(2r+2r-2r,), (4.3)

~ cuyo dominio es  0S u,v,w S @, y toma como base el sistema de
funciones
-k (u+v+w)
e Lyl (ML (w), (4.4)

donde L. son polinomios ordinarios de Laguerre. Con una matriz
hamiltoniana de dimensién 125, construida respecto a la base (4.4),
Pekeris® reporta el eigenvalor

E=-2.903723878 (u.a.), {4.5a)
mientras que con una matriz de dimensién 1078 obtiene
E =-2.903724375 (w.a.). {4.5b)

Comparando estos resultados con los obtenidos en nuestro andlisis y
reportados en el Cap. 3, tenemos que admitir que la convergencia del
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eigenvalor calculado hacia el valor exacto es mds lenta en la base
discutida en este trabajo. La explicacién mds probable para este
comportamiento es la forma asintdtica de la funcidn de onda en nuestro
andlisis, la cual tiende a cero en el infinito segn

o 4B - e'éﬁ("’zt*""zz)5

mientras que en los trabajos de todos los autores mencionados previa-

mente, la funcidn de onda tiende a cero segin ekt Netese que

kirtra) e-Z-ékp\(\_ﬁﬂosZygosZa' + VI-cos2ycos2a’ )»- (4.6) .

y esta funcién tiene un desarrollo muy complicado en la base utilizada en
este trabajo. La ventaja de las bases que consisten de sistemas
ortonormales de funciones es que permiten obtemer expresiones
analfticas para los elementos de la matriz hamiltoniana, y
eventualmente, como en esta tesis, las expresiones no son tan diffciles
de computar numéricamente.

Vale la pena hacer algunos comentarios sobre la forma en que
aparece el pardmetro 8 en las férmulas para los elementos de matriz
del hamiltoniano, ecuacidn (3.22). Recordemos que £ se introdujo al
relacionar la variable adimensional x con el hiper-radio p, ecuacidn

(1.15¢):
x = Bp, 4.7)

-1
y por lo tanto, § tiene dimensicnes de (longitud) . Este tipo de
coeficientes se conocen con el nombre de parémetros de escala. El
operador de la energfa cindtica T tiene términos como Pel cual debe

re-escribirse como a—am—)z al hacerlo actuar sobre la funcién de onda
guyas variables son adimensionales; por lo tanto los elementos de
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matriz de T portan un coeficlente B2 como se vé en [3.22].
Andlogamente, la energfa potencial V tiene términos como

4 { -
= pYITcosaycosia el cual debe re-escribirse como

y después de efectuar la integracidn sobre

8
{Bp)Vi+cos2ycos2a )
varlables adimensionales es evidente que los elementos de matriz de V
gquedan con un coeficiente § tal como aparecen en (3.22).

Los pardmetros de escala en las funciones de onda tienen cierta
conexién con un teorema llamado "Teorema Virial' . Segin este
teorema, si ¥ es la eigenfuncidn exacta del hamiltoniane H =T+V del
4tomo de He, entonces X i

200, TY = (-1} (¥, V). (4.8)
St los valores de expectacién en (4.8) se caleulan no con ¥ sino con una
funcidn de onda aproximada ¢ que contiene un pardmetro de escala §,
tal como las funciones de onda obtenidas por un cdleulo variacional en
una base finita, entonces la ec. (4.8) no es vdlida para un valer
arbitrario de 8. Sin embargo, existe un valor particular de f§, designado
con fy, y dado en términos de una § arbitraria, por

_ o0 wh V)
Bo = E—y—!—%&— (4.9)
20,1y
cont el cual se satisface el teorema virial y ademds 8, es el valor del

pardmetro de escala que produce la mejor aproximacién variacional a la
energfa del estado base®. Esta energfa dptima es

BOA BOZ
_ Py
Copt = T P TPy 1
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En nuestro célculo el valor éptimo de B se obtuvo considerando una serie
de valores contiguos de 8, hasta encontrar aquel que produce la mener
energfa.

En estas lfneas finales el autor desear{a resumir lo que en su opinién
son los aspectos mas relevantes de esta tesls.

i) El hecho de que respecto a la base elegida en este trabajo los
elementos de matriz de interacciones de 1 y 2 cuerpos son
esencialmente proporcionales entre sf. Hay que notar que esta
propiedad “ la ‘tienen ‘también todas aquellas bases que  cuando -se
expresan en términos de operadores de creacién consisten de
polinomios de grados definidos en los operadores a, f introducidos en
la Seccién 1.c; el hecho es, por lo tante, independiente del sistema de
coordenadas Z-D.

if) Las funciones hiperradiales elegidas R};(p), por una parte

simplifican la matriz de la energfa potencial ya que dan origen a una
delta de Kronecker é_, por otra parte causan la aparicién en la
matriz de la energfa cindtica del término (s'<s)

{ ("+) ("+2) (s"+3) (" +4) )}
gAAH) ( ) (52 3} vy ) &

W,

que afortunadamente es relativamente sencillo y no da origen a una
matriz densa debido a las deltas de Kronecker en los {ndices
angulares, La matriz hamiltoniana completa se puede considerar como
poco densa {"sparse").

iit) El aspecto negativo que hay que reconocer es que la base no posee
p g ? i ))’ q q p
rytre

el factor exponencial e gue tiene la funcidn de onda exacta en
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la regidn asintdtica lejos del ndcleo, esto requiere la superposicidn de
muchos términos de la base para aproximar la funcién exacta,
originando una lenta convergencia del célculo algebrdico en funcidn de
la dimensién de la base.
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APENDICE A

OPERADOR DE ENERGIA CINETICA EN COORDENADAS DE
ZICKENDRAHT-DZUBLIK

a.- Definicién de las Coordenadas de Zickendraht-Dzublik et al.

El conjunto de coordenadas angulares (y,a,9,,82,8;} que son de in-
terds en relacidn a una teorfa microscépica de movimientos colectivos
~estd definido por las férmulas de transformacién: Ce

=1
xS= kﬁd PO Onoatd D, Ep

donde definimos
p1= peosy, p2= pseny, 0sysim, (A2)

como si fuera la relacién de coordenadas cartesianas a polares en el
plano.

23
; (A

¥

Ademds D{(6,,6,,0,} es una matriz de rotacién de 3x3, que especifica
por medio de los 4ngulos de Euler 8,,8,,6;, la orientacién relativa de un
sistema intrinseco con respecto al sistema de laboratorie. Tal matriz
estd dada en la pdgina 152 de Rutherford® con la notacién:

¢=9|, 6=929 \"=93;
y Dla) es la matriz de rotaciones en un plano cuya forma explicita es

_ [cosa  sena
D) = [—sena cosa]. (A3)

b.- Expresidn Clésica de la Energfa Cinética T de dos part{culas de
masa = {,

Dicha expresién esta dada por
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=3 S 45%S | Ad
=> 2_ %% (A4)
s=1 i=} .
De acuerdo con {Al)
.S _ . : :
2 {kaki Pis * A Ps * Pkai‘Dks}, (A3)

y usando la expresién (59.19) de Corben®, es decir:
le = eilmwlmD!k (3 dim.), °Dik = 6“36‘;0& (2 dim.), (A6

con o’y & como velocidades angulares referidas al sistema intrinseco
y sustituyendo (A6) en (A5) tenemos que:

.S_ )
% ’E{F’kai°°ks+fknmpk“"m0u@ks“eknspkwkz«pis}, (A7)

Ademds sustituyendo la ec. (A7) en la ec. (A4), usando la orto-
gonalidad de las D y las D, y el tensor de Levi-Civita

1 si kim) es una permutacién par de (123)
€eim = {-1 si dicha permutacidn es impar
0 si al menos dos subindices son iguales

obtenemos:
2T = B p + (p+p2’) (@92 + py2lw’2) 42 (w'1)? + (p24p 787
~2(piprtppy) (w30, (A9)

Como pypz=pzp; y usando la ec. {A2), tenemos finalmente la expresién
cldsica de la energfa cindtica:

2T =p24+p?[12+(w’3) 24 (w’5) 2cos?y+{w’ y) 2seny+4%-2dwsen2y]. (A10)

c.- Expresidn Contravariante de la Energfa Cindtica.

La expresién contravariante®® de la energfa cindtica es

=3 P
=1
Para poder expresar la ec. (Al0) en términos de la ec. (A1)

P, (AL1)
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necesitamos utilizar la expresién

aT
o Al2
a4 PQ» ( )

para los momentos canénicos conjugados, y la expresidn 24.10 de
Sommerfeld®, es decir

aT  _ .+

87, = L i, (Al13)

para los momentos angulares L', referidos al sistema intrfnseco.
Con lo cual:

Pp:p, Pyzpzf, Pa:pz(d —w’asenZY),
L’ =p%w’isen?y, L'3=p*w’cos?y, L’/3=(w’; - dsen2y)p?

Ahora bien, obteniendo las inversas de estas relaciones y sustituyen-
do en la ec. (A10) encontramos que

7?2 12

- 2sen2y (L’ %isen2y + L'3P sen’2y + P L's+ Pzdéen2y]
+ L%+ P? asen22y + 2P aL’ 3sen2y)} (A14)

Simplificando finalmente llegamos a

P L L7, L2
2T= P:)+ ?[P2y+c:—c522_f{qu+ L%+ 2P L 3sen2y} + SEIZJY"’- 5,;:‘,} ] (AL5)

Pero ademds sabemos que?

L PG - %g%g: senf; cotB,cos0;
1
71 - _ .
Lf =3 POZ con 3= z—:%g; cosB; -cotBsend; (A16)
L3 PO,

0 0 { ’
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y sustituyendo se obt iene:
{

_p?, 1 2, 2sen2y o p l[sz“ S ]Pz
ZT"Pp+§7P v FeosiZy ch+p cos ZYPa 9, o (sen?y  @os?y [0,

([ S)2 4 [Szxa S% ] o
* lseny T oosy P92+§2{c05227+ sty T cosTy } 85
2 [SuSe  SuSa 2 [S1St Szxsza]P p
+_p? senzy+cos’y Pei 62+§"’ senzy+coszy 8, 6,
2 [szsxa Szzsza]P P AL7]
2 sy ey ) e, 6, (AL7)

donde las S;; con i=j=1,2,3 son las componentes de la matriz S,
Ahora, iJ’entificando

{—p, 4— 9,
2—b Y S5— 0,
3—a, 6— 0;,

podemos encontrar f4cilmente las componentes gt de la ec. (Al1).

d.- Operadbr de Energfa Cinética de Laplace-Beltrami®,

Dicho operador ha sido ampliamente utilizado en la mecdnica cuén-
tica, y esta dado por la ec. 6, pégina 129 de Eisenberg®, es decir,

{ 3 v 3
2T = - o5 =V = (A18)
Bl sk o,
con
gt =det | g* 1. (A19)

Las componentes del tensor g’ se deducen de la ec. (A17), por lo
tanto
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00 0 0

‘ 0,%'2 0 0 0 0

Tan b sen2

00 picosily 0 pzcoszgy

1o { Sl Lszzx {(S1S12 SaSezy  SuSis S2Ses
=000 ?[senzy "cos? ] P [senzy t o5y o2 (senzy+ coszy}

{ S1Siz S5z { S S% { 512553 52252
00 0l tawy) Hlewytem) plem )
SiS13 SuSwy ( S12515 Sz2Sa S% S
00 sen2y | + i ; 11 + +
pPcos?Zy p?(senty " cos?y | p?|senty " cos?y) p?lcos?Zy |sen?y cos?y
al desarrollar el determinante obtenemos:

- - 4 - 16
& = Wsen?,cos?2ysentZy . plsen sentdy.

De manera que

g= 'f% p'%sen?0,sen?4y. (A20)
Sustituyendo en la ec. (A.18) obtenemos:
" { 3 v a
2T =- £ pSsendysend, gh’—— A21) .
p'sendysend, Eﬂi aqPP sendysendg 2. (A21)
Por lo tanto, desarrollando la sumatoria obtenemos:
fo 4948 4 8,8 i _ @
2T = pPa i 3  psendy 3y sendy 3y ~ plcos?2y da?
(A22)

. 2sen2y _&° { kN 66,9

Hoosizy 30,32 T eer, %_1 3g,%n%8"t ") 3g i
NG

donde la dltima suma es la contribucidn de los términos, que contienen

derivadas respecto a los dngulos de Euler. Sin embargo un cdleulo ele-

mental aunque un poco largo, nos lleva a la conclusién de que estos tér-

minos se pueden expresar en funcién de los operadores del momento

angular referidos al sistema intrfnseco: L’ p cuya definicién es
(ver pégina 96 de Eisenberg?):

-
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! 36,
2| = s +§g (A23)
T B .

slendo S la matriz dada en la ec, (A16). De esta manera la expre-
sidn (A22) finalmente se transforma en

1 353 2sen2
2=- EapP 3p p’senT}y 3_758"4787 pzcosz.'z ’coszéy 86380
i i
* Peen?y L 4y + pcosTy L2 2+ p_z_"?—cos Y L2 () (A24)

que es la expresidn cudntica para la energfa cinética.

e.- Elemento de Volumen asociado con el tensor gM”.

Dicho elemento de volumen estd dado por®?

wswﬁw, (A25)

usualmente en coordenadas hxperesférlcas de n-dimensiones se expresa

como dV = p'* 1dde
Por tanto, para nuestro sistema en coordenadas de Zickendraht-
Dzublik, obtenemos:

dV = dr = Vgdpdydadf,d6,d8s, ’(A26)
dr = p’dpdQ, dQ = sen6,sendydydad6 d0.d6;, (A27)

donde hemos suprimide un factor numérico (1/4) irrelevante. El domi-
nio de cada variable es:

0$psw, 0Sy<E, 0Sas2n

0<0,<2m 0<6,<m 0<6;<2nr.
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f .- Soluciones de QZY = AA\+4) Y.

La ec. (A24) la podemos expresar como:

1 83,1 :
T=- 2\ A28
AP n el [(AZ8)
~donde A? es el operador definido por:
2___41 8 3 1 3% 2sen2y 07 { n,
N= sendy ayse““V 3y cos?2yda® cos?2y 8936a sen yL
t r L r
+ CTOEZ?L,ZZ + leza . (A29)

Este operador juega en 6 dimensiones el mismo papel que el operador de
momento angular L"'L’ juega en 3, es decir, . A? es el operador
de Casimir de un grupo O(6).

Por otra parte, estd menclonado en la ec. (4.11) de Chacén et
al®, que eigenfunciones de A? estdn dadas por

L+
va o V L
Y)\VqLM(Q) - e K= &l DMK(GHGZ: 3) rK 9 (Y), (A30)

Y la ecuacidn de elgenvalores de dicho operador, es la siguiente:

P g = MYy (A31)

Desarrollando (A31) y usando (A29) y {A30) encontramos

. or X ~
iva 1 3 —KpL* L%, L’zz
€ 2{ sendy Jy sendY 3y ay Oy + [sen Y cos yJDMK g+

et + 2+ 2senty|oe Ty = A 30 T (432

Para simplificar la ec. (A32) hacemos uso de los operadores

Ly =L £ il% del momento angular de ascenso y descenso, es decir
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e =30 + 407+ () (A332)
L = 4209 - 42+ L) (A330)
Asf como de las siguientes férmulas para los operadores de momento
angular L’y L’_ aplicados a la matriz de representacién®

L' DMK y{L-K) (L+K+1) DM K+1 {A33c)
L’ DMK = VL) CK+D) DM K-1, (A33d)

L, Ol =YCRITA- TR P20 y_y=CkOlyk o (A336)

DL =R K- D (KA 1) CHR+2) DM o= CLKDM k2 (A330

L *
Lr2pr’ =K ONK, (A33g)
L'ZDMK = LLHID (A33h)

Aplicando estos operadores al problema de eigenvalores (A31) la
ec. (A32) se reduce a

; ' ar;
o iva 13 T L * 1 [LL+1)-K? L*
€ %{[ sendy 3y sendy 32— ay ]DMK + e 2 D

L (L) -K2L
C0N k-2 * *C«DM,K+2] ¢+ &ery y(—T—DM - 40Kk
L *
- 4C KDM K +2] Mg+ 'c-o_EIZZ— 2+ K24 ZVKsenZY}DMK FK}

= N4 V2 % D‘M; e, (A34

Usando las relaciones

| ) . S { { _ dcos2y
sen77+ cos?y sen’Zy ' sen’y coszy sen‘2y , (A35)
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haciendo un corrimiento del {ndice mudo K y aprovechando que:
cL L
Gz =Cx v Caa=C

podemos simplificar la ec. (A34) de la siguiente manera

r .
_ % {— 5%4—7 —é%(semY N + s_e_rsz [2 Li+1)-K9) FK+c0527(CL_‘Kl"K +2

3 ke
+CqT )[R r oo =0 (a36)

cos?2y

También es sabido que para el caso de funciones ortonormales
*
FeiDbe =0 == Fly)=0. (A37)

Por lo tanto, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenclales
ordinarias, de segundo orden, acopladas, que determinan a las funciones

rK(Y)
dr,  2(LL+1)-KAT +eos2y(CE My o + CoTy )
K RTEOSEVi-_gl K42 ™ K K-2

d
sen4y dy Sen47’3y— - sen?2y
(u2 + K2 + 2uKsen2y)
T K+ w4y =0, (A38)

con K =L+e, Lte-2,.. ., -Lte.

8 CasoL:O

Como L-O entonces K=0 y Co —0 : Por lo tanto (A38) se reduce a

{ d_ . dr '
sendy dy sen4y—y° 5@7 o+ A(A+4) ro =0, (A39)

y haciendo 4y=6 se tiene que

seine ddeseneggo ccl;s r6 + %{—2\4— t 1] r° ",_"’- 0 con FeTol6).  (A40)
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4 Ahora bien, usando la expresién 170, pégina 123 de Eisenberg®, es
ecir:

32 3 i 3, o 2c0s8; 92
{8—922* cotbr3g,* sarts, |30 ez(ae 36 ] sentB, 80,30;
| 1u+1>} @) =0, (A4Y)
o bien, si 6,76 y tomando en cuenta que
1 e -im’0, 4 -im6,
D@ J) ld m'fle )
obtenemos: 7
dz __d_ - 1 _{m?2 2. 4 [ -
302+ cotede T {m"%+m?-2mm’cos6)+1(1+1) dm,m(e) =0,
lo cual es idéntico a

(a%zﬁ s {[%”"]22(1-“;59) 4 (%’l‘] 22(1+co§6)}-

a0 =0, (A€2)

Ademds, utilizando relaciones trigonométricas tenemos que

2 (1-cos6) = c“crsl%@ 5;’33 (1+cos6) = sTan{e, (A43)

[d—%;uotea%- mi4m)? i;—"e”—nrgn-? +m+1)]d ,(6) = 0. (Add)

De manera que comparando la ec. (A44) con la ec. (A4Q0) vemos que:

=5, mEms=t oy T, ), (A45)
Por lo tanto, las eigenfunciones de A? con L=0 son
_ oy v AN
YN/O(Q) =Ne diV W (4y). (A46)

La constante de normalizacidn N respecto al elemento de volumen d<) en
(A27) se obtiene usando las relaciones (4.58¢) y (4.59) de Rose?®, & sea
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[l o @d @ de-[ 2 Jé (A47)
0 S8NYCm,m, ) mym; VARSI
Entonces
T 2T 2n T 21
_ i Ix
1_Mﬁ sen4yd*yiu(4y)diyiu(4y)dyL daL dS,L senszezL 49,
_aplibm®
(et
es decir 4
N= [Mz
1679,

} finalmente, las eigenfunciones normalizadas de A? para L=0 estdn da-
as por

4
V0@ = (3] e oy an, (Ad8)

siendo los valores admisibles de los némeros cudnticos
v=MA-4,0-8, ... oA

La ec. (A48) es comprobada por la Teorfa de Grupos con la relacidn
(4.11) de Chacén et al®. . o

h.- Caso L=1.

Como ia suma sobre K en la ec. (A30) va de K=L-¢ a K=-L+¢ en
saltos de 2, y de las relaciones (3.12) y (3.14) de Chacdn et alf,
podemos conclulr que @ Si A-L = par, =0, mientras que si A-L =
impar, e=1. Se deduce que hay dos posibilidades en el caso de L = 1:

i) A tmpar.

Si A es impar, e=0 == K =%{.
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De (A33e) y (A33): C,! =2, C.'=0. Entonces, sustituyendo
en la ec. (A38) obtenemos:
Para K=1

1 d dr, | 2cos2 2 vl+dvsendy
sendy dy sen4Ya7‘ * seny Tt { sen’2y cosZ2y
+ )\()\+4)} r,=0. (AS50a)

Para K = -1
L d_,.dr., , 2cos2 2 41-2usen2y
sendy dy sen4y-a?‘ * sy i+ {' sen2y ~ ~ cosZly
4 w\+4)}r_, =0. (AS50b)

Como vemos las ecs. (ASQ) forman un sistema de ecuaciones dife-
renciales acopladas, y no se pueden resolver {por los métodos més comu-
nes, por lo que empleando técnicas de Teorfa de Grupos® se obtiene la
solucién que mencionaremos a continuacién.

Tenemos dos posibilidades para el fndice de multiplicidad q:

g= L.i’.__z y gq= };_a.!_ {AS1)

que se obtuvieron de analizar la ecuaciod (3.12) de Chacén et al$, y con
esto queda bien definido en términos de los ndmeros cudnticos A, v, es
decir, se elimina la multiplicidad.

Empleando las ecuaciones (4.11), (4.12), (4.13) y (4.14) de Chacén
et al®, se obtienen las sigulentes soluciones de las ecs. (A50):

St q= A;%i entonces

F M = Keosyrsenp¥o™iy) + (-Keosytsenp¥ Miy),  (AS2a)

donde
N -)? Mz—i- —!.—a]! (cosZy)éO‘_” - 4-20
P‘h V(Y) =2 '

7 [-)\—‘?’--ZL-G]! [)‘—;‘-’-'--1, -a)!
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ysi g=4(A -y entonces -

M 1(]() = (Kcosy+seny)Fo o Y} + (-Keosy+seny)F ,M (y), - (A52b)

donde

Ay

1 )= 2
oo a![*—j{"u,-w]! ["—*1{’-—2— 0]! _

Se puede comprobar por sustitucidn directa, que efectivamente, las ecs.
{A52) son soluciones de las ecs. (AS50). Los valores que puede

tomar v se deducen de las expresiones para F(y) y Fly). Cuando se usa

i(y) — u~>\ 2 A-6,A-10,...,-); pero cuando se usa F(y) — v=\,A-4,
8

Las ecs. (ASZ) también nos sirven para normalizar. La integral
de normalizacidn es

{-) [——- +!.—d]' (cosZy)éo‘-”—!’—i_ZU

* .
I Ve MDY a2 = 1, (A53)

donde Yy 1 \(6) estd dado por la relacién (4.11) de Chacdn et al®, y
estd dada en la ec. (A27). Explicitamente tenemos:

27 21 (T 2T
-ify- L*. . L
EE'IAIZL el ""’da(||3|2f0 Uo DR (61D /(6 )sen6, 0,6

T
|N)‘V |? j: I K,}‘Vq[‘l"KMquenZYCDSZ)(dy =4, (A54)

La integral sobre a es trivial y nosdd A = (21r)'ﬁ, para encontrar IB|?
usamos la fdrmula (4.60) de Rose? de la cual se deduce que K’ debe ser
lgual a K y que B = [3/81r2]§, y para encontrar IN}‘U|2 la ec.
(A52b) se pone en términos de polinomios de Jacobi®Z3 Por lo
tanto, las eigenfunciones de A% normalizadas para L=1 y A impar son:
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Sig=4(\-1) entonces
~ 1.3 éiuor A
@ = [ 3 o) = M, ks

y los valores admisibles de v son v=A,\- 4,)\ 8,...,—)\+2.
Por otra parte, de las definiciones de ¥(y) y Fly) se puede comprobar

ue f!!lM(Y) = F)‘ e (Y) lo cual implica, segln (A52a) y (A52b), que

r M.

rcK}\u 1 =

En consecuencia, los restantes armdnicos hiperesféricos de L=1, A im-
par, q = 4(A-v-2) son

Yy tm@ = [ ] M% Ok (@) M g K

donde los valores admisibles de v son uz)\-2,>\-6,)\-10,..‘.,—)\.

M), (ASe)

" ii) A par.
Si A es par, e=1 = K=0, C;'=0 y la ec. (A38) se reduce a
dr 4 i -
sen‘lyii"s o [sen227+ cos?2y M)‘M)]r" =0, (AS7)

haciendo 4y=0 tenemos

sened_ese“"‘d‘é [;e—ézr -—%;]r ot [zyH]l“o—O (A58)

con [y = [75(6). Que también podemos expresar como:

d? d v)? AA _
[+ oo - - Ao M+ =, (AS9)
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y comparando con la ec. (A44) tenemos que

’ 2 a ne
= [m—_;-L“} = (W3, ["'*2"‘ ) =y Fo=dfn,m, (A60)
de donde |
m=tyf oy m=tgl, (A6

Por lo tanto las eigenfunciones de A2 con L=1 y X\ par son:
A ivanl * i\

Para obtener la constante de normalizacién N respecto al elemento de
" volumen en {A27) usamos la ec. (A47). Finalmente las elgenfunciones
normalizadas son

_ (302} wagl %o\ 44N
@ = (5 <10 4l 40 63
slendo los valores admisibles de 1: { A-2,A-6,A-10,...,~A+2},

Este resultado también es corroborado por las técnicas de Teorfa de
Grupos®.
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APENDICE B

CALCULO DE Rs’s {Ec. (2.5a)}.

La integral que deseamos desarrollar es la siguiente:

[RE @S noa-pura) + LSSyl gl iy
=[A(A+4) -p(#+4)]J:l>?§‘, (p)R"sJ (p)p’dp + B(p+s+5/2)£:l>?’;' (p) Ré‘ {p)p*dp

2
- %ﬁzg,(pm'; ()p°dp. (BY)

La primera integral del lado derecho de (B1) con x=8p, y usando la
ec, (1.14), es:

Vsl sl -
Jq&y"f’ RAlP)e b=y e J:; ML wL oa
(82)

Ahora, usando la ec. (4.17.2) de Lebedev!? y suponiendo por sencillez
que u es entera, tenemos

r" X 2p+3+kL2p+4( Jd

x 2043 2utd, 2urd, L BEHANO)
J:; LT WL e SrEadipmna)

(B3)
La fdrmula (11) de Gradshteyn!®, pag 845, nos conduce a:

7
X 2043, 2u4d, | 2 $ Rurd+s ) (K34
J L FM‘X"*":%(%E'T)) el (), 84

Si s’Ss, entonces {1- k) =0 para k=1,2,3,...,5 y la suma en (B4) es
igual a
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(2u+4+s) e =
s'{(2u+4) st ¢S, (B32)

en el caso opuesto, debido a la simetr{a en 5,5 se deduce que la suma en
{B4) es igual a

Qursslt <o : (BSb)

S| (2u+4)

e (2putdts )
Jj‘}s" ORGP = o o )T 5 )

g (S eprdts it _ _
Tt [s <!(z,u+4+s>)I], (B6)

donde s¢= min(s,s’}, sy = max{s,s’}.

Usando la ec. (1.15) en la segunda integral del lado derecho de
(B}, tenemos:

p(p+s+5/2)fR§, (IR (plp*dp = B2(u+5/2+5)d 4 (B7)

Para calcular la tercera integral del lado derecho de (Bl) podemos
emplear la ec. (13.44) de Arfken?. Explfcita y convenientemente es:

+4 +4 2ut4 2p+4
BpLSZP =—(s+1)LS‘3fi + @st2us)L AT - (sl ST (B
Ademés se observa que

3

4 2uth 4 -38p. 2
T - [£L_ sl +4
[2p+4+s] Ret = [(2p+4+s)!] pHe AL o), (89)
ouses)dop  (E2R0VE L pe 2urd
’ [ s+l S] REy = [Igﬁ@?)'] phe ﬁp[-sfi Bp). (B10)

Ahora, sustituyendo (B8), (B9) y (B10) en la tercera integral de (B1} y
empleando la relacidn (1.15), obtenemos la integral de traslape:



7t
- 4p2 f: RE (IR (p)p%dp = *32{\/_“"—‘"_ SFREFSHETEy o4y - (25+2045)S g
+ Vs(2p+s+d) 6y s-l} _ Bt

Combinando los valores de las 3 integrales se obtiene la R_,_ dada en
la ecuacidn (2.8). s
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