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INTROOUCCION 

Existe un conjunto de coordenadas curvilíneas introducido 

independientemente por Zickendraht y por Ozubllk, Ovcharenko, 

Steshenko y Filippov36, aplicable en problemas relacionados con sistemas 

de n partículas, y que tiene la característica de que 6 de las coordenadas 

describen propiedades colectivas del sistema. Para el caso de n cuerpos 

en el espacio físico tridimensional, las f6rmulas de transformaci6n 

entre las coordenadas cartesianas de las partículas: 

xls ; l = 1,2 ,3 ; s = 1,2, ..• ,n, 

y las nuevas coordenadas de Zickendraht-Ozublik et al. (Z-0) son 

x15 = ~ pk 0~1 (0¡,92,03) J)~_3+k 5 (</Jt) , (1) 
k=1 ' 

donde las Oki y J)~_ 3+k,s son elementos de matrices ortogonales 

asociadas a rotaciones: ~ 1 (9 1 ,92,03) en espacio 3-dimensional y J¿1(</Jt) 

en espacio n-dimensional, respectivamente. Esta última matriz depende, 

-en general , de 2n(n-1) parámetros, pero en la ec. (1) solo intervienen 

los 3 últimos renglones de 0 1(</Jt) y en estos36 solo aparecen 3n-6 

parámetros. Las coordenadas de Z-0 son p¡,p2,p3,Bi.92,93 más 3n-6 

ángulos <lit' y las 6 primeras de ellas son precisamente las que descri

ben propiedades colectivas del sistema, como se deduce del significado 

físico que tienen esas 6 coordenadas y que se discute a continuaci6n. 

Nos interesa un sistema de n partículas de la misma masa: m, 

entonces definimos el tensor cuadrupolar de masa qiJ por la f6rmula 
n 

qlj = m }/is xjs ; l,j = 1,2,3, (2) 
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y vemos que esta relacionado con el tensor de inercia standard IiJ de 

la mecánica clásica5 por 

n 
I!J = m ¿ (x ·x ló .. - q.J s=J ,S ,s' IJ Z 

= m(p12+p22+p32)óiJ - qiJ' (3) 

donde la 2a. línea se deduce de la la. usando (1). Introduciendo (1) en 

(2) y usando la propiedad de ortogonalidad de la matriz 01(cj>t) 

obtenemos 

(4) 

Usando notaci6n global para las matrices, la ec. (4) se puede escribir 

como 

[ 

mp2
1 O 

q = D1(e.) O mp~ 
' ' ¡ o o 

(5) 

donde la tilde indica tansposici6n de una matriz. 

De (5) deducimos el significado físico de las 6 coordenadas "colecti

vas" de Z-0, ya que esta fórmula nos indica que 01(e.) es la matriz 
' l 

ortogonal que por una transformaci6n de semejanza lleva a la matriz 

cuadrupolar ~a forma diagonal y, por (3), es igualmente la matriz que 

diagonallza al tensor de inercia del sistema. Los 3 parámetros ette2, 

03 especifican, por lo tanto, la orientaci6n instantánea del marco de ejes 

principales del sistema respecto al marco del laboratorio y pueden ele

girse, por ejemplo, como los 3 ángulos de Euler de la teoría del movi-
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miento de los cuerpos rígidos5• Al mismo tiempo la ec. (5) nos 

proporciona el significado físico de las P¡'s, ya que nos dice que mp1
2 

son los valores principales del tensor cuadrupolar de masa, o seg6n (3), 

[ = m{p 1
2 + pl + pl -p.2), !=1,2,3 son los valores instantáneos de los 

! ! 

momentos de inercia principales del sistema. 

El conjunto de coordenadas Z-0 ha sido extensamente utilizado en el 

estudio de las propiedades colectivas de sistemas de nucleones, las 

cuales en ciertos casos límite, se pueden describir en términos de las 6 

coordenadas "colectivas" de Z-0. Es natural preguntarse si no podrían 

encontrar aplicación también en el estudio de sistemas de electrones, y 

más específicamente en el dominio de la estructura atómica. Ante la 

ausencia de hechos experimentales que indiquen fenómenos de caracter 

colectivo en la nube electronica de un átomo, el enfoque en este campo 

sería distinto al del caso de la dinámica nuclear en donde si existen 

evidencias de propiedades colectivas. En la investigación de la 

estructura atómica las coordenadas de Z-0 se usarían como cualquier 

otro sistema de coordenadas, las 6 coordenadas "colectivas" no jugarían 

ning6n papel especial respecto a las restantes, y la utilización de tal 

sistema de coordenadas estaría motivada 6nicamente por la esperanza de 

que determinados aspectos del. problema sean más fáciles de analizar en 

el sistema Z-0 que en otros sistemas de coordenadas. 

Es claro que en este plan de investigación habría que empezar por 

analizar el caso mas simple que no sea trivial y tal es el objeto del 

presente trabajo. En esta tesis se aplica un sistema de coordenadas 

hiperesféricas en 6 dimensiones, que consisten de un hiperradio p y S 

ángulos indicados globalmente con ~· al estudio de la energía del estado 

base de átomos con 2 electrones. El hamiltoniano atómico se considera 



en la aproximación no-relativista, i. e. consta exclusivamente de la 

energía cinética de los electrones, localizados por los vectores ~1 , ~2 , 

y de las interacciones electrostáticas entre los 3 cuerpos del sistema. 

El n6cleo se supone que tiene masa infinita, y por lo tanto, está fijo. 

Las fórmulas de transformación de Z-0 dadas en (1), se reducen en 

el caso n=2 a 

(6) 

Sin embargo, resulta más conveniente hacer una ligera modificación en 

esta fórmula y definir, en lugar de (6), 

(7) 

De aqu{ pasamos a las coordenadas hiperesf~ricas, mencionadas arriba, 

reemplazando p 1, Pz por el hiperradio p y un ángulo y seg6n las 

definiciones p 1=pcosy, p2=pseny. Así obtenemos 

x5¡=p[cosy011 (e11e2,e3)JJ15(a) + seny02i(e"e2,e3)JJ25(a)], (B) 

s=i,2; i=i,2,3. 

En estas fórmulas J2(a) es una matriz de rotacicSn en el plano, i. e. 

( 
cosa 

J2(a) = -sena 
sena) 
cosa, 

y ~(0 11 92,03) es una matriz de rotación en espacio euclldearxi 

tridimensional, la cual especifica por medio de los 3 ángulos de Euler 

0 1192,03 la orientación relativa de un marco intrínseco respecto al 

marco inercial del laboratorio. Las matrices ~(9 1192,03) son familiares 

en conexión con el estudio del movimiento clásico de los cuerpos 

rígidos. 
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El cálculo de la energía del estado base de átomos con 2 electrones 

se efect6a en esta tesis poI' el método variacional, lo cual requiere la 

determinación de la matI'iz del hamiltoniano respecto a una base 

completa. La base adoptada en el presente trabajo es de la foI'ma 

R/(p) y>.vqLM(~), (9) 

donde R es una funci6n hipeI'radial y Y es un aI'mÓnico hiperesfé!'ico que 

depende de los 5 ángulos introducidos en (8), y que esta clasificado poI' 

los buenos nárneros cuánticos L, M del momento angula!' de un 

determinado estado físico del átomo. Las expresiones analíticas 

generales para las Y >.vqLM(g) son conocidas y fueron deducidas poI' un 

método basado en la teoda de grupos continuos. En esta tesis interesa 

únicamente el caso en que L=M=O. En el Capítulo 1 y en el apéndice A 

se presenta la deducción de los armónicos hiperesféI'icos Y >.vqLM(~) 
con L=O, 1 poI' un método que consiste en la soluci6n de ecuaciones 

diferenciales oroinaI'ias. En el capítulo 1 se define también el sistema 

de funciones hipeI'I'adiales que seI'án utilizadas; dichas funciones son 

soluciones de una ecuación diferencial oroinaI'ia del tipo de las 

consideradas en la teoI'Ía de StUI'm-Liouville. 

El hamiltoniano atómico que vamos a maneja!' contiene interacciones 

de 1 y 2 cuerpos. Sin embargo en el capítulo 1 se demuestra que cuando 

se usa la base (9), los elementos de matriz de una interacci6n V(j~1-~2 Jl 

son proporeionales a los elementos de matI'iz de la interacción V('[}. I'1) 

respecto a los mismos estados. Gracias a esta propiedad no es necesaI'io 

hace!' un cálculo independiente de los elementos de matI'iz 

<n' ¡..A:-, \n> de la energía potencial interelectronica, ya que están 
1 I'¡-I'21 1 

relaciOnados con los elementos de matI'iz <n'l-ln> de la energía 
I't 



,f> 

potencial electr6n-nácleo. 

En el capítulo 2 de la tesis se calculan los elementos de matriz de la 

energía cinética y del operador 1/r1, respecto a la base definida en el 

capítulo 1. Allí se comenta sobre las ventajas que tiene esta base en 

relaci6n al cálculo de la matriz de la energía potencial. Una integral 

necesaria para la constru::ci6n de la matriz de la energía cinética se 

eval6a en el Apérdice B. 

En el capítulo 3 se analizan las restricciones impuestas en la base 

por el principio de exclusi6n de Pauli, llegárxlose a la conclusi6n de que 

para satisfacerlo, y al mismo tiempo lograr una matriz hamiltoniana 

real, hay que utilizar los arm6nicos hiperesféricos reales 

Y~(~)=const. (e-ill~ll' Y >}~l + complejo conjugado), (10) 

Se llega así a la matriz hamiltoniana final dada en la ecuaci6n (3.22), y 

a un determinante secular asociado, el cual es de un tipo generalizado ya 

que el elgenvalor E aparece en la diagonal principal con coeficiente 

distinto de (-1), y también en 2 líneas paralelas arriba y abajo de la 

diagonal. La soll.Ción de la ecuaci6n secular en diferentes grados de 

aproximaci6n se presenta en la secci6n 3.d, tanto para el caso de He 

como para el H-. Variantes del análisis previo que involucran 

ecuaciones difererciales ordinarias acopladas, en la variable p, en lugar 

de sistemas lineales algebraicos, se discuten al final del capítulo 3. 

Finalmente en el Capítulo 4 se comentan los resultados obtenidos en 

la tesis, y se confrontan con cálculos realizados anteriormente por otros 

autores. 
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CAPITULO 1 

DEFINICION DE LA BASE Y CONEXION ENTRE 
ELEMENTOS DE MATRIZ DE UNO Y DOS 

CUERPOS RESPECTO A ESTA BASE 

a.- Definición de la Base en Coorderadas Z-0. 

La base que discutiremos a continuación es una base adecuada para 

estudiar problemas de 2 cuerpos en mec~nica c~ntlca. Tiene una 

estructura de coordenadas hiperesféricas en 6 dimensiones 

(1.1) 

donde p es el hiperradio seisdimensional, y los 5 ~ngulos 

íl = (y,a,e 11e2,e3) definen puntos en la esfera unidad en 6 dimensiones. 

La conexión entre los dos sistemas de coordenadas en (1) esta dada por 

las fórmulas 

x¡5=p{cosy01i(B¡l JJ
15

(a) + senyD2¡(91) o0z
5

(a)} 
s=l,2 
i=l,2,3, 

i es fndlce de coordenada, s es fndice de part(cula, 

(1.2) 

introducidas por Zickendraht-Dzublik et al36, las matrices D(e 
1
) y r/)(a) 

est~n interpretadas en la sección 1 del a~endice A. 

Las Y(Q) son la extensión a 6 dimensiones de los bien conocidos ar

mónicos esféricos Ylm(e,cp) de 3 dimensiones y poseen propiedades aná

logas. Por ejemplo la propiedad 

~2Y1m(e,q,¡ = l(l+t)Ylm' (1.3) 
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se extiende a 

/\2Y(Q) = A.(f..+4) Y(Q), (1.4) 
~ 

ya que en general para el grupo ortogonal n-dimensional O(n) se tiene 

que /\l¡J = A(A+n-2) ip. 

Desde el punto de vista de Teoría de Grupos, el significado de ~2 y ~2 

que aparecen en las ecs. (1.3) y (1.4) es que son operadores de 

Casimir de grupos ortogonales en 3 y 6 dimensiones: 0(3) y 0(6) res

pectlvamente12. 

Para 0(6) el operador invariante N en coordenadas cartesianas, está 

dado por 

/\2 1 ~ ~ /\ /\ 1,1
1 = 1,2,3 

: 2 ¿. ' ·I 1 •Is' ' (1 5) . ~ Is 1 s' is,z s z ,zs s,s' = 1,2,- . 

donde /\ls,l's'= -/\1,s',ls son los generadores de 0(6) cuya reallzacl6n* 

explícita nos conduce a 

N = ~ }: (x. fx:-- -x.,,k )(x.,s'~ - x. /x:; ), 
~ Is, i' s' zs x1, s' z s x1s z x1s zs x1, s' 

de acuerdo con la definicidn 

/\s'm' = (-J)m+m'/\s,-m 
sm s',-m', 

dada por Chac6n et al6• 

Recordemos, que el laplaciano de 6 dimensiones en coordenadas 

hlperesférlcas8 se puede expresar como: 

v2 _ 1 -ª- s -ª-+ t v2 - psap p ap P2 ang, 

entonces, el operador /\2 (de Casimir) en este caso es precisamente 

N = -V2 
~ ang, 

•.-El término realización se usa para denotar una expresi6n analíti
ca explicita de los generadores respectivos 
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y el laplaciano en coordenadas cartesianas es24 

2 2 a2 a2 a2 v2 = v21 + v22 = :¿v2 =2 (a-2 + a::z + a-z J. 
s=J S s=J X S y S z S 

Se deduce en el ap~ndlce A, que cuando las coordenadas cartesianas 

se transforman a las Z-0, el operador de Casimir N está dado por 

la ec. (A29). 

Para definir completamente la base se agregan a la ec. (1.3) 6 a la 

ec. (1.4), ecuaciones de eigenvalores en que los operadores, son 

operadores de Casimir de sWgnJIOS de 0(3) 6 de 0(6). En el 

primer caso, basta agregar 

(1.6) 

para definir la base, donde L3 es el operador de Casimir de 0(2) y 
0(3)) 0(2). Para el segundo caso el esquema de subgrupos es7 

C9(2) 
0(6) ) X (1.7) 

SU(3) J 0(3) J 0(2), 

donde C9(2) y 0(2) tienen diferentes generadores de grupo, por lo cual se 

indican con letras diferentes, y las ecuaciones de eigenvalores para 

definir Y(íl) son 
A 

MY(Q) = vY(Q), 
A 

~2 Y(Q) = L(L+1) Y(Q), 

L3 Y(Q) = MY(Q.), 

(1.8a) 

(1.8b) 

(1.8c) 

donde M, ~2 y L3 son operadores de Casimir de C9(2), 0(3) y 0(2) res

pectivamente. Los operadores de Casimir de SU(3) no aparecen por !B 

ser independientes a los de 0(6) y C9(2) [Dragt7], es decir, SU(3) y t!l(2) 
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son complementarios respecto a una representación de 0(6). 

Explícitamente, el operador de Casimir de (!1(2) es 
~ 3 

M= -i ~ /\.1 ·2 
i=l l ,z 

= -i (xt'V2 - xi-Vil, ... .... .... ..... 

y en coordenadas Z-0 este mismo operador es 
~ a 

'M=-t...-:= 
ºª. 

(1.9) 

(1.10) 

Este operador es el generador de un grupo de rotaciones en el plano 

<9(2). 

Eisenberg8 demuestra que las funciones de representación de S0(3): 
L* DMK (9¡,92,93) satisfacen las ecuaciones 

De aquí se deduce (ver ap~ndice A) que las ecs. (1.8a,b,c ), al tener en 

cuenta ( 1.1 O), quedan satisfechas por 

(1.12) 

La forma anal!tica de las funciones r K >.vqL(y) se obtiene sustitll'¡endo 

(1.12) en (1.4) lo cual conduce a un sistema de ecuaciones diferencia

les acopladas para las r K(y), corno se v~ en la ec. (A38). 

Nótese que las 4 ecs. (1.4) y (1.8a,b,c) no definen unívocamente a 

las Y(Q) ya que se requieren 5 ecuaciones, y por lo tanto definen una 

base no-ortogonal: Y f.vqLM(Q), con q = índice de multiplicidad. Con 

respecto al elemento de volumen (A27) se tiene 
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f :rrdaforr sen4ydyf :rrde,f:sen92de2f :rrd93 Y {,v'q'L'M' Y >.vqLM = 

Cqq'ó>.'>. óv' vóL'L óM'M' 

Dragt 1 es el primero que ha introducido la manera de clasificar se

goo la cadena de grupos ( 1. 7) . Así que definamos las soluciones de las 

ecs. (1.4) y (1.Ba,b,c) como base de Oragt. 

Las formas analíticas de las Y(Q) para L=0,1 son dadas pqr Dragt7, 

y para L arbitraria fl.Jl:!ron obtenidas por un procedimiento basado en 

Teoría de Grupos6• Los casos L=O, 1 pueden rederi varse resol

viendo las ecs. (1.4) y (1.Ba,b,c) con una realización de los operadores 

de Casimir en t~rminos de operadores diferenciales, esto se hace en el 

apéndice A. La forma explícita de Y(Q) para L=O está dada en la 

ec. (A48) y para L=1 en las ecs. (ASS), (A56) y (A63). 

En particular, el caso L=O que se utilizará en los capítulos 

siguientes, tiene la forma 

(1.13) 

donde f-11·00 indica que solo existen 4 numeras cuanllcos independientes, 

d~'m(0) son las funciones de representaciofi "reducidas" de S0(3)28, 

A= 0,2,4, . . . y 11 = >.,>.-4, ... , ->.. 

b.- Funciones Radiales 

Como factores radiales en la función de onda nos gustaría seleccio
nar, en vista del problema físico que deseamos estudiar, un sistema de 
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funciones que sean finitas en la vecindad de p=O y tiendan rápidamente a 

cero cuando p --+ ro. Analizando el catálogo de funciones ortogonales 

estudiadas en la física matemátlca2 encontramos que el sistema de 

funciones de Laguerre cumplen estas condiciones, y serán las que 

adoptaremos en este trabajo. Dichas funciones se definen por 

'5ª(x) = Naµse-~xxµL~(x), (1.14a) 

donde x es una variable real adimensional cuyo dominio es O:S:x(ro ; 

a,µ son paréÍmetros reales y s es un entero no-negativo que irv::lica el 

grado del polinomio de Laguen-e L~(x). Las funciones (1.14a) satisfacen 

la ecuaci6n difererx:ial 
a+1 · · · 

fy + (a+i-2µ) Qy_ + ((s+ 2 ) _ l +~}y= o. 
dx2 X dx X 4 X 

(1.14b) 

Esto se corrobora slÍlStltuyenclo ( 1.14a) en ( 1.14b) y usando la ecuaci6n 

diferencial de los poliromios de Laguerre27: 

d2l.ª dLª 
X Cli(TS + (a+l-x) rx + sLª S = Q, 

El operador de Energía cinética que aparecerá más adelante en 

nuestro análisis, es proporcional a 

d2 + s d k 
dp2 ¡¡-ap-pr, 

y el cálculo de sus elementos de matriz se simplifica mucho si elegimos 

el coeficiente de~ en (1.14b) igual a~. Para lograr esto elegiremos 

a = 2µ+4 con lo cual las funciones radiales serán 

yµ(x) = N e-~xµL 2µ+4 (x) (1.15a) 
s µs s ' 

y la ecuación diferercial que satisfacen, Le. la ec. (1.14b) con a=2µ+4, 
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(1.17) 

(1.18) 

Es importante resaltar que la base (1.16): { R/(p); s=0,1,2, ... } es un 

sistema completo ortonormal de funciones, seg6n se deduce de la teoría 

general de Sturm-Liouville . Además µ )-5/2 es un parámatro real 

fijo al cual eventualmente se le puede dar el valor que resulte más 

conveniente. 

La raz6n para normalizar las funciones radiales en la forma (1.17) 

es que, como se verá en el siguiente capítulo, el elemento de volumen en 

nuestro problema físico es de la forma dr=p5dpdíl, y eventualmente, en 

el análisis aparecerán integrales como 

(1.19a,b) 

A 

donde O representa a un determinado operador físico. La integral en 

(1.17) tiene las mismas dimensiones físicas que {3, i.e. [L-1], y p 

tiene dimensiones de longitud [L), por lo cual se deduce que ~(p) tiene 

dimensiones [L-3]. En virtud de esto, la integral ( 1.19a) es un n6rnero 

puro, y ~a ( 1.19b) tiene las mismas dimensiones físicas que el 

operador p. De esta manera, al normalizar seg6n (1.17) se logrará en 

el análisis subsecuente que los elementos de matriz tengan las mismas 

dimensiones físicas que el observable al cual se refieren, tal como 

ocurre en la mecánica cuántica tradicional 
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c.- Conexi6n entre Elementos de Matriz de 

Interaclones de 1 y 2 Cuerpos 

En el estudio de Lm sistema de dos partículas, el hamiltoniano es la 

suma de las energías cinética y potencial, conteniendo interacciones de 

uno y dos cuerpos. En el análisis teórico se presenta la necesidad de 

evaluar elementos de matriz del tipo 

<s'>.'v'q'L'M' IV0~1-~21l is>.11qLM>, 

<s'>.'v'q'L'M'IV(l~tll lsf-vqLM>. 

(1.20a) 

(1.20b) 

Cománmente para determinar (1.20a) se aplica la transformaci6n de los 

vectores ~11 ~2 a los del centro de masa (~) y relatl vo (~), En esta sec

ción vamos a demostrar que, respecto a la base discutida en las seccio

nes anteriores, (1.20a) y (1.20b) son esencialmente proporcionales 

entre sí. 

La transformación mencionada básicamente está dada (para partículas 

de la misma masa) por 

(1.21a) 

Las ces. (1.21a) son conocidas como T ronsformac!ones de Talmi33, y 
son un caso particular de las f6rmulas de Jacobi 16 que expresan la 

transformación ort~gonal de los vectores de posición de n partículas 

x1, x2, ••• , x a n-1 vectores relativos x1, x2, ••• ,x _1 y un vector ... ... ....n .... ... ....n 
del centro de masa x : 

n 

. 1 { s } x=--~x-sx · 
,s y's(s+1)' t=l't ,s+1 ' 

s = 1,2, ... ,n-1, 



1 n 
x =- 2x 
,n 'fn t=J ,t. 

16 

La transformación de Talml corresponde al caso n=2 de la de Jacobi. 

En términos de los momentos canónicos conjugados, esta dada por 

(1.21b) 

Los 4 vectores ~ 11 ~2 , ~· ~ y sus correspondientes momentos can6nlcos 

conjugados e11 e21 p. ~ considerados ya como operadores segán el 

formalismo de la mecánica cuántica, pueden combinarse para construir 

los siguientes operadores de creación35: 

usando (1.21a,b) y (1.22) obtenemos 

Sean las siguientes dos combinaciones de ~· y 22 

a = _! Hr¡1+ri2l, .... '{2 .... ... 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 

dadas por Chacón et al6, y aralogamente definimos las siguientes dos de 

2r Y 2R: 
, _ 1 (. + ) a =- -zr¡ r¡R .... '{2 .... r, (1.25) 
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Sústitl!'¡endo (1.23) en (1.25) y usando la fórmula de Euler, es decir: 

l + . l 1 + i ±i~Tr cos;rrr - isen4 rr = - - - = e , 
v!. VJ. 

tenemos que - -

(1.26) 

y sus inversas 

(1.27) 

Estas ecuaciones describen un cambio casl-lnvariante de los operadores 

a, f3 bajo la transformación de Talmi, es decir, bajo esta transforma-
' ' 
ción los operadores ~· ~quedan simplemente multiplicados por un náme-

ro complejo de módulo 1, Le. por un factor de fase. 

Una función del tlpo6 P (a,,8) 10) con P = polinomio homogéneo de n1n2 , , 

grado n1 en ':'.y grado n2 en~· bajo la transformación de Talmi queda 

como 

(1.28) 

La base de 0(6) definida por 

IXvqLM)=2.t~~qL (YL-(.\-11)/2+2q+a-r+E(~) x y (.\-v)/2-2q+r-a(~) t 
x (a·a) (.\-L-E)/2-a-q({J·{l)q-r(a·{l)u+r¡o>, (1.29a) 

donde Ylm es un armónico s61ido de Condon-Shortlef' y [f11xg1)~sig
signtrica acoplamiento vectorial con coeficientes de Clebsch-Gordan26 

de 50(3), 

es de esta forma, ya que es una combinación lineal de t~rminos del tipo 
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ff' (a) r ({j) (a·a)c1 ({J·[:J)c2 (a·{JÍC310), 
l1m1 .. 12m2.. .. .. .. .. .. .. 

y en todos los términos 

11+2c1+c3 = n1 = 2(1.+v), 12+2c2+c3 = n2 = ~(l.-11), (1.29b) 

obtenidos al sumar potencias en (1.29a). De (1.29b) tenemos que 

(1.30) 

Empleando un Teorema de ~ragt7 que en términos generales dice que: 

SI PA (qi,1121 ... ,qn)IO) es parte de una base para la RI (/.Ó) 

de O(n) y PA es de grado >..en los operadores de creación ql' 

=====*' p A (x11x2, ... ,xn) = l y>.. (Q) 

es un armónico sólido en n dimensiones, 

se deduce que una relación análoga a (1.28) es válida para los armó

nicos hiperesféricos discutidos en la sección (1.b) Por lo tanto, bajo la 

transformación de Talmi obtenemos la siguiente relación: 

~1 ~2 - -ivirr [ ~ 
y>.vqLM(p' p-l - e y>.vqLM(p' p-l, (1.31) 

donde 

p2 = ~1 2 + x/ = ~ + ~2 

es decir, p2 es invariante bajo la transformación de Talmi. La ecuación 
(1.31) es equivalente a 

(1.32) 

Finalmente, usando (1.31) y (1.21a) podemos deducir la conexidn 

entre los elementos de matriz (1.20a) y (1.20b) en notación de producto 

escalar 
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[ 

X¡ X2 X¡ X2 ) 
Rsij(p) y >.'11'q'LM( p 1 p ), V(l~1 -~2 llR/(p) y >.11qLM( p 1 p ) 

º( / H ( r R r R) 
= ez 11 -11 1T Rsij(p) y >.'11'q'LM(p, p) ,V(ytl~llR/(p) y >.11qLM(p , p) 

1(11' -11Hrr ~ ~1 ~2 ~1 ~2) 
=e LR~1(p)YA'll'q'LM(p 1 p),V('{2l~il)R~(p)YAvqLM(p, p-l ~133) 

donde el paso de la segunda a la última línea es simplemente por un 

cambio de nombre de las variables de integracidn. 

En la notaci6n de bra-kets el resultado anterior se expresa 

<s'A.'11'q'LMIY0~1-~2D is>.vqLM>= 

eH11'-11Hrr <s'A.'11'q'LMIV(v21x11) jsA.11qLM> (1.34) - ' 

es decir, respecto a la base discutida en este capítulo, los elementos de 

matriz de una interacci6n central entre 2 cuerpos son proporcionales a 

los correspondientes elementos de matriz de la misma lnteracci6n cen

tral con intensidad aumentada por un factor YJ.y actuando sobre un solo 

cuerpo. 
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CAPITULO '2 

EL HAMIL TONIANO DEL A TOMO DE He Y SUS ELEMENTOS 

DE MATRIZ RESPECTO A LA BASE HIPERESFERICA 

a.- El Hamiltoniano del Atomo de Helio 

Suponiendo el ndcleo fijo, el hamlltoniano de un átomo de 2 electro

nes y carga nuclear Z es8 

H = - ~ (~? + V22) - Ze2(.!._ + i¡ + ~. 
¿;m r1 r2 r12 

En el sistema de unidades atómicas f1= 1, 1e1=1, m= 1 y la unidad de · 

energía es 2EH = 27.2 eV, por lo tanto tenemos: 
A 1 1 1 
H=~V2 16i - Z(-+-l +-r1 r2 r12 

1a a 1 1 1 1 
= - ~ ps ap P5 ap + 2(iN - Z(¡:;-1 + r-J + r12 · (2· 1l 

Se va a efectuar un cálculo variacional de la energía del estado base, 

el cual tiene L=O. 

En este capítulo solo se considera la parte espacial y en el siguiente 

se introducirá el factor asociado con el sp!n, y se examinarán las res

tricciones impuestas a la funci&n de onda por el principio de Pauli. Por 

tanto, las funciones espaciales de la base van a tener la forma: 

"'L=0(~11~2l = R/(p) y A.vO(Q) 

=(p
2

µ+
6

s! ~A+2))~pµe-~PPL 2µ+4( 11p)elva dlA. (4y) (2 2¡ 
l{2µ+4+s).16rr 3 s I" lv~v ' · 

como se puede comprobar con las ecs. (1.13) y (1.16). 
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Este sistema de funciones tiene la propiedad de ortonormalidad 

r R~, (plR/(p)p4dpf Y t..\'o(Q) Y /..vO(Q)dQ = pó55,ó/../..'ów'. (2.3) 

La realización (2.1) de la Energía Cinética implica un tensor métrico y 

un elemento de volumen dr=p5dpdQ que es el que debemos usar, mien

tras que en la ec. (2.3) el elemento de volumen es dr=p4dpdQ. Aán te

niendo estos dos distintos elementos de volumen en p el método variaclo

nal se puede aplicar; el análisis de Pauling24, secs. 26-27, muestra que 

en estos casos el eigenvalor E aparece no solo en la diagonal del deter

minante secular, sino también en elementos fuera de la diagonal, es de

cir, aparece una :cuación secular generalizada. Por lo tanto, los elemen

tos de matriz de H respecto a las funciones espaciales son: 

<s't..'v'1Hlst..v>=(dpp5R~, (pl (- ips Jp p5 fp + "~:Z4l )R/(pl f Y ,_\,0 

*y /..vOdQ + OPP4R~, (plR/(p) f r:'v'O(Q) (-z(~1 + ~t 

+ ..2.) Y, 0(íll dQ. (2.4l 
r12 Ali 

Usando la propiedad (1.18), tenemos que 

JodppsR~ (p) (- ~ d~ ps a}+ 1-(~;il )R/(p) = 2JodppsR~, (p) 

*{?~(/..+4) - µ(µ+4)) + ,B(µ+;+~S) - f }R/(p) = R.
5

,
51 

. (2.Sa) 

adem~s 

f Y ,_,;0 Y /..vOdQ = ót-'/.. ó
11

,
11 

, Jo dpp4R/tplR/(p) = pó5511 (2.Sb) 
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y vamos a introducir las notaciones 

* \11(>.1111,>.11) = pY X' 11,0 (Q)( ~)Y XllO (Q)dQ; J = 1,2, (2.6a) 

\112(>-
1

11
1

,>.11) = i Yx'11'0(Q) ( f.;l Yxv0(Q) dQ. (2.6b) 

Con esto la ec. (2.4) nos queda 

~ 

(s'X111' IHlsX11)=óx'X 6
1
//s's +{J65,5(-Z\11(X1111 ,X11) - Z\/2W11',X11) 

+ V12(X1111,X11)). (2.6c) 

Es importante notar la preserx:ia de la delta de Kronecker 6
5

,
5 

en la 

parte de (2.6c) asociada a la energía potencial, cuya aparici6n se debe a 

la propiedad de ortogonalidad (2.Sb) para las funciones radiales que 

hemos elegido. Esta seleccidn ocasiona una gran simpllficaci6n en la 

matriz de la energía potencial, la cual resulta ser diagonal en s e 
independiente de s. 

b.- Cálculo de /t:.s' s. 

Usando (2.Sb), la relaci6n de recurrencia 

xL~(x) = -(s+i)L~+i (x) + (2s+a+i)L~(x) - (s+a)L~-i (x), (2.7) 

y la integral 

l°\2µ+3e-xL 2µ+4(x)L 2µ+4(x)dx = (2µ+4+s()! 
Jo s' s s(!(2µ+4) , 

donde s< = min{s,s'} , s) = max{s,s'}, se puede evaluar la integral 

(2.Sa), (ver Ap~ndice 8). Se obtiene: 



23 

R
5

,
5
= {{y(s+1)(2µ+s+S)'ó

5
,
15

+1 + (2s+2µ+5)ó
55

,+ ys(2µ+s+4)'ó5~5_ 1 
+ 4[>..(A+4)-µ(µ+ 4)] [(2µ+4+s<)!s>!) 2} 

(2µ+4) (2µ+4+s>) !s<! . 
(2.8) 

c.- Cálculo de \11• 

Para evaluar la integral en l.2.6a), se empieza por introducir una 

variable angular e relacionada con r1=V(x1 • x1)', r2='{(x2• x2)' y p por .. .... .... .... .... 
medio de las fdrmulas 

r 1 = pcos20 , r 2 = psen20, (2. 9) 

en donde O~e~rr. La conexión de e con los ángulos a, y del sistema Z-0 

se deduce usando (A 1) , y nos dá 

r 1
2 = 2p2 + 2p2cos2ycos2a, rl = 2p2 - 2p2cos2ycos2a, (2.10) 

entonces 

(2.11) 

Por otra parte, existe LD1 sistema ortogonal de polinomios (Polino

mios de Chebyshev) en cose, cuya deflnicl6n es27: 

U (e)_ sen(%A+1)0 _ "'(-)m~>..-mj' (2co e¡2>--2m (2.12) 
>.. - sene - ~ mi(! -2m 1 s , 

donde >..=0,2,4, . . . y tienen la propiedad de ortogonalidad 

J: sen20U>..1 (0)U>.. (0)d0 = 2rró>..'>... (2.13) 

Una fl.D1Ci6n F(e) regular en o~e:s:rr se puede desarrollar como 
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F(0) = t' f >-YA (0)' (2.14) 

y los coeficientes del desarrollo son determinados usando la propiedad 

de ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev, por lo tanto 

2 rrr 
fA=rrJo F(0)sen20 UA (0)d0 

2f7f = - F(0)sen(2A+1)0senede. 7f o 
(2.15) 

Ahora bien, segán la fórmula (4.13) de Rose28 

*A -(A+v) [A-11) 1 (-)k(cos2y)2A-2k(sen22y)k 
dMv(4Yl- 4 ! 4 · f (l(A-11)-k)! (l(A+v)-k)! k! k! , 

como sen22y = 1 - cos22y, entonces 

d*A (4y) = (A+v)i(A-11)!'5''5' Hk-J(cos2y)2A-2(k-J) 
M 11 4 4 l<T (~ - k)!(~ - kl! kl J! H+kl! 

Cambiando de índice mudo k-J=m tenemos: 

¿!A (4y)=f6+11) ! [A·J/) !2(>" 1 ) (-) m(cos2f) 2A-2m 
Mv l-4 J 4 m l<(A,¡v-k)!(A~J/ -k)! k!(k-m)! m~ , 

y utilizando el teorema de adición de los coeficientes binomiales para 

efectuar la suma sobre k, encontramos que: 

éA (4yl=2 (~m(2A-m)!(cos2y)2A-2m 
Mv m ( ~11 -m)!(A.t -m)! m! 

Sustituyendo (2.11) en {2.12), desarrollando binomialmente, 

un cambio de índices mudos, y usando la ec. (2.16) se obtiene: 

-A 
sen{!A+1)0 = ~'elvaéA (4 ) 

sene *J/*J/ y ' v= 

(2.16) 

haciendo 

(2.17) 
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donde la suma se efect6a sobre v=/..,/..-4, ... ,-/... Excepto por un factor 

'{(A+2)/16rr3; los términos dentro de la suma (2.17) son YAIJ'ÜÜ' por 

lo tanto la ec. (2.17) es una funci6n generatriz para los Y /..v·OO. 
Para calcular o/1 se empieza por desarrollar~ en términos de U/.. (e) 

es decir, seg6n (2.15) 1 

e.. - 1 
r 1 - Cciijir , 

y de las ecs. (2.12) y (2.14) tenemos que 

1 _ ""-' f sen(f>\+1Je 
cos!e - L. >. sene 

X 

(2.18) 

(2.19) 

donde, seg6n la ecuación (2.15) y además que sene= 2sen~9cos~9: 

2 (1T 
fx = rrJo 2sen29sen(~X+1l9d9, 

usando relaciones trigonométricas: 

e integrando, llegamos a 

f = 8(>.+2)(-l~X 
X rr(X+1l (X+3l 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

Por lo tanto, usando desde la ec. (2.17) hasta la (2.22) tenemos que 

co ->. 'I'. 2X - 1'1'. e_=ª- 2 2"("+2)(-) elvad~l'- -(4y). (2.23) 
r 1 rr _ (X+l) (X+3) !v!v 

X=O v=X 

Sustituyendo esta ecuación y la ec. (1.13) en la ec. (2.6a) se obtiene 
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La primera integral es simplemente 2rr<Sv111,_11 . La seg1..D1da integral se 

eval6a usando las siguientes fórmulas de Rose2~ donde <J1m1;j2m21J3m3) 
indica un coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2): 

e se,,Pd~~m3 ({3)d~~m2 ({3)d~:m1 ({3)df3 = (2J;+ J) <J1m1;J2m2IJ3m3) <J1/.11i 
J2/.12IJ3J.13) 

y d~m (/3) = d~m-m (/3)' 

con lo que obtenemos 

forrdt~:i11,(4y)dt~1¡¡(4y)d~f11_111(4y)sen4ydy = 1 Í-_2 ) <V-1111';1}, -11111'-
4>-+1 !(11'-11))2. 

Por lo tanto \11 en t~rminos de Coeficientes de Clebsh-Gordan es 

\/1(/..'111
1/..11)=(-)HA+X'l ~ }:'V(~+ZHX'+2l<1>-'t11';!X -!1111Á t(11'-11)) 2, 

Á (A+1)(X+3l (2.25) 

con Á= A+X',A+X'-4,X+X'-8, •.. , max{IX-X'l,111-11'1}. 

No es necesario calcular \/2 y \112 ya que por la simetría de la fl..01-
ción de onda impuesta por el prircipio de Pauli y por la relación entre 

elementos de matriz de 1 y 2 cuerpos, se pueden relacionar con \/1 como 
se vera en el siguiente capítulo. 
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CAPITULO 3 

CONSIDERACION DEL PRINCIPIO DE PAULI 

EN EL PROBLEMA DEL HELIO 

a.- Principio de Exclusión en coordenadas Z-D. 

La funci6n de onda que describe un estado de un iítomo con 2 

electrones es: 

L S L S 
"'MM = l/IM(~11~2lXM (u1tu2l, (3.1) 

s s 

donde l/l~(x11x2) es la parte espacial y X~ (u11u2) es la parte espinorial. 
s 

En la funci6n de onda aparecen ·los n6meros cuánticos de momento 

angular orbital (L), momento angular intrínseco (S) y sus proyecciones 

(M,M.J que caracterizan un estado físico del !Ítomo. _ Los cuatro 

vectores de la base espinorial para una representaci6n diagonal de S2 y 

Sz (ver sec. 29.b de Pauling24), es decir las funciones ortonormales 

correspondientes al spín de 2 electrones (S=O o 1) son 

S=O x0° = 2-2rx:~(1lx:_~(2) - x:_2 (1Jx:~(2l], (3.2a) 

S=1 

(3.2b) 

(3.2c) 

(3.2d) 

La funci6n (3.2a) cambia de signo bajo el intercambio 1...._..:..2, mien-
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tras que las (3.2b), (3.2c) y (3.2d) quedan invariantes ante dicho inter-

cambio, es decir: o o 
X0 (1,2) = -X0 (2,1), (3.3a) 

1 1 
XM (1,2) = ~ (2,1), (3.3b) 

s s 
y decirnos que (3.3a) es una función antisimétrlca, mientras 

que (3.3b) es simétrica. Se llaman bosones a las partículas cuyos 

estados son simétricos ante el intercambio de 2 partículas, y fermiones 

a aquellos cuyos estados son antisimétricos. Ejemplos de bosones son 

las partículas de spín entero como fotones, mesones rr, etc. Ejempbs 

de fermiones son las partículas de sp!n ~ como electrones, protones, 

etc. Por el Principio de Exclusi6n de Pauli, dos fermiones no pueden 

ocupar el mismo estado cuintico individual. Consecuentemente la 

funci6n de onda total de dos electrones es antisimétrica, y tenemos: 

LS LS IJ!MM (1,2) = -IJ!MM (2,1). (3.4a) 
s s 

Entonces IJl(~11 ~2) debe tener propiedades complementarlas a ~ (cr11 

a2). Si 5=1 (estado triplete), 1/1 debe ser antisimétrico s 

5=1: ,1,ontisim( ) __ ,¡,antis!m(v v ) 
1f ~h~2 - 't1 ~2,~1 , 

y si S=O (estado singulete), 1/1 debe ser simétrica 

S=O: 

Ahora bien, nos interesa el estado base del Helio que tiene 

S = M = L = M =O, s 

(3.4b) 

(3.4c) 

por lo tanto, debemos construir l/IL~M=O (~11 ~2). Para este prop6sito 

aceptaremos que es factible expresar la funci6n de onda espacial exacta 

en términos de la base completa ortonormal discutida en el Capítulo 1, 
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es decir, que existe un desarrollo del tipo 

WL=M=O (~i.~2l = '5 Cs>)~~(p) y All'L=M=O (~) • 
sX.11 

(3.Sa) 

donde C
5

>.
11 

son coeficientes numéricos desconocidos por el momento, y 

que se obtendrán por diagonalizaci6n de la matriz hamiltoniana. 

Es sabido9 que la función de onda exacta tiene, en la vecindad del 

nácleo, un desarrollo del tipo 

(3.Sb) 

y que a graooes distancias del nácleo decae asint6ticamente hacia O 

segán exp{-k(lx1l+lx21)}. Nuestra base ortonormal es regular en la 

vecindad de p=O, y ~uando p -+ oo decae según e-{3p = exp{-{31xi2+xl12}. 

Estas características de la base nos permiten anticipar que se va a 

requerir un gran námero de términos en el desarrollo (3.Sa) para 

reproducir el comportamiento correcto de la funci6n de onda espacial 

muy cerca y muy lejos del nácleo. Esto probablemente tendra como 

consecuencia una lenta convergencia del dlculo de diagonalización. 

La función (3.Sa) todavía no satisface el principio de Paul! ya que no 

es simétrica. Para simetrizarla hay que examinar como se comportan 

los términos Rµ(p) y Y, .00 (Q) bajo el intercambio x1+-+x2• El hJ.per-s /\JI ... ... ... 

radio p = '{(~ 1 ·~ 1)+(~2 ·~!)'es invariante bajo el intercambio (1,2) de las 

partículas, por lo que solo necesitamos analizar el comportamiento de 

Y>.v·OO(Q) bajo el intercambio (1,2). 

De la definición de las coordenadas Z-0 (ver apéndice A) se obtiene: 

~1 ·~1 = ~p2 (1 +cos2ycos2a), 

ll'2·x2 = ~p2 (1-cos2ycos2a), 

(3.6a) 

(3.6b) 
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~1 ·~2 = fp2cos2ysen2a, (3.6c) 
Utilizando las relaciones (3.6) tenemos que 

p4cos22y = [(~,·~,) - (:2·:2ll2 + 4(~t'~2) 2 , 

de donde se observa que cos2y es invariante bajo el intercambio (1,2) 

de partículas, y entonces de la relaci6n (3.6c) el sen2a también es 

invariante y simétrico bajo dicho intercambio. Además, como 

(~ 1 ·~1) - (:2 ·~2) = p2cos2ycos2a 

:::::to sen2a es sim~trlco bajo (1,2) 
cos2a es antisimétrico bajo (1,2). 

Esto implica que 

2a o,¿¡+ rr-2a o bien a lT,2t 2rr-a, (3. 7) 

aquí (1,2) indica permutación de 1 y 2. 

Usando la ecuación (1.13) para los armónicos hiperesféricos y la 

relación (3. 7) se obtiene 

[
A+2)2 iv(2rr-a) P,, 

yt-11·00(~) ~ 16rr3 e dM11(4y),_ (3.8) 

Por lo tanto usando la propiedad dj ({3) = dj ({3), se concluye que mm -m-m 

i±11rry ...., 
yt-11·00(~) --¡r,zr+ e /--11·00(~). (3.9) 

Las funciones angulares simétricas serán seleccionadas en la forma: 

sim _ e-1*11rr [ i211rr ) 
y/-11 (~) = '{2(1+3

110
)' y/-11'00(~) +e yt--11·00(~) , (3.1Da) 

- 1 (-i*lllfy ..... i*lllfy ) - y2(1+o
110

)' e /-11·00(~) +e /--11·00(~) , (3.10b) 

donde el factor e-1*11rr en (3.10a) se requiere para obtener una matriz de 
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energfo potencial real, esto es evidente debido al hecho de que Y~~(~) 
es real ya que cada término en (3.10b) es el complejo conjugado del 

otro. El índice 11 toma ahora solo los valores 

11 = >.,t.-4,t.-8, ... ,2 6 O, (3.11) 

d 1 1 ysim a emas VZ(i+J )'se necesita para normalizar correctamente a . 
- vO 

Oeftnlci6n 

1 s>..11) . = Rµ (p) Y sim (Q) 
szm s Ali , 

= RJ..l(pl[2(1+ó ir~{e-d"rry (Q)+ed 11rry (Q)} (3.12) s 110 AV'OO , A-!1'00 , , 

Los miembros de la base completa antlsimétrica serán 

X0
0(a1,a2) js/,11) sim' pero en vista de que el hamlltoniano H que hemos 

adoptado es independiente del spín, en los elementos de matriz de H 

respecto a esta base los productos escalares de las funciones de spín X0
0 

automáticamente dan 1, dejando solo los elementos de matriz respecto a 

lst.11) sim que se discuten en la siguiente sección. 

b.- Matriz Hamiltoniana para el átomo de Helio. 

A continuaci6n en los incisos (i), (il) y (lii) daremos los elementos 

de matriz del Hamlltoniano respecto a la base simétrica, para final

mente dar la matriz completa para el Hamiltoniano del átomo de Helio. 

i) Energía Cinética. 

El único cambio respecto a los resultados obtenidos en el cap1tulo 2 

es que el índice 11 se limita a los valores de la relaci6n (3.11). Los ele-
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mentas de matriz de la energía cinética son los obtenidos en la ec. 

(2.8): 

sim (s'/..'v'ITls>-v> sim = f{y(s+1)(2µ+S+s)' ós',s+l + (2s+2µ+5)ó55, 

+'{s(2µ+4+sf'ó
5

, ,s-l +2/.!~4 ~(t-+4)-µ(µ+4)) 

(
(2µ+4+s<)!(s>)!)2} 
(2µ+4+s>J!(s()! Óf-¡..'Ów'' (3.13) 

con s< = m!n(s,s'} y s> = max(s,s'}. 

ll) Energía Potencial electrón-núcleo. 

Debido a la simetría de js:>-.v) sim bajo el intercambio (1,2) tenemos 

. (s'f..'v'lg_+e..¡s:>-.v) . = 2 . (s'l-'v'lg_Js/..v) . (3.14) s1m r 1 r2 szm szm r1 szm' 

Usando (3.12) y su complejo conjugado encontramos que 

ihr(v'-v) { 
2 . <s't-'v'IE.ls/..v) . = "(l+Cs )ll+C5 )' <s'f..'v'l~Js:>-.v) +. szm r 1 s1m y 110 v'O 1 

(-)!v (s'f..'v'lg_Js/..-v) + (-)!v' <s'f-'-v'l.2.ls/..v) 
r1 r 1 

(-) 2(v'-11l (s':>-.'-11112.1 st.-11>} (3.15) 
r1 . 

Los elementos de matriz en el lado derecho de esta ecuación fueron 

evaluados en la ec. (2.25). De acuerdo a esta ecuaci6n y a la propiedad 

de simetría de los coeficientes de Clebsch-Gordan28 

(j1m1;j2m21Jm)2 = (j1 -m1;j2 -m2U -m) 2, (3.16) 

se deduce que el cuarto elemento de matriz es igual al primero y el se-

.. 
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gundo igual al tercero, apareciendo as! en el resultado un factor común 

[1 + ¡.¡H11'·1\ Además, como [1+(-JH11'·11l¡ es distinto de cero solo 

cuando H11' -11) es par, tenemos que en los resultados no-nulos se puede 

poner 
el*rr(11'-11) = (-l)~(11'-11) . (3.17) 

Usando (3.16) y (3.17) se tiene que 

iii) Energ(a Potencial interelectrónica. 

Por la fórmula ( 1. 31) se tiene que 

· <s'f..111112. lst..11> = edrr(11'·11lz-2<s'>.'111 IE.ls.\11). (3.19) 
r12 r1 

Procediendo an&logamente al inciso (ii) de arriba se obtiene 

(3.20) 

de donde, reduciendo exponenciales y recordando que en el lado derecho 

el cuarto elemento de matriz es igual al primero, y el segundo igual al 
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lercero, se obtiene 

H1/-11J { . . 
. <s'l..'v'IE. ls.\11> . = {-) <s'.\1111!2-is.\11> + 

szm r 12 szm V2{1+C5 )(1+6 ¡' r1 
- 110 v'O } 

<s''>..' -11' I E.¡ s.\v> 
r1 • 

(3.21) 

Re1.miendo las tres contribuciones (i), {ii) y (iii), poniendo los valo

res de los elementos de matriz de E. ec. (2.25), indicando la carga r, 
nuclear con 2, y haciendo µ=O; finalmente la matriz secular que 

determina la energía del estado más bajo del átomo de Helio [ver la · 

siguiente sección], tiene por elementos 

¡ <s'.\'v'I (H-EJ ls.\11) 1 = f!:8
2
{(2s+S)ó , + Vsfs+4f'ó 1 s 1 sm sm ss - s,-

( 
(s'+l)(s'+2)(s'+3){s'+4))~}1 i 

+ .\(A+4l {s+1)(s+2)(s+3)(s+4) 0 .\>..'ºw' ·· 

+P{(-z11+(-)~!11'-11J)(-J*!11'-v) + ¡.¡!!11'-11) )F>--? 
'{'l: l/ 11 

+ (-2(1+(-)Hv'-v))(-)H1·,i+v) + (-)~{v'-v))F>--'>--}((t+ó )(1+ó l)-~ó 
. '{"l -v'v ¡¡Q v'O SS I 

+E {-(2s+S)ó ss'+y's(s+4) 'ó s' ,s- t }óA.>..'ó llll~ (3. 22a} 

donde se omitieron los términos con s')s, ya que se deducen de la simé

tr!a de la matriz. Las F's son, por definicidn 

.\ . 
F>..? = !-)H>..1+.\l ª- ~~V(A.+2)(>.'+2)' <-WV· i.\ _111¡1>, 1¡v'-v))2 

l/Y Tí¿. - - "°''°''°'°''°' 1 

>-=A. (.\+!) (>.+31 (3.22b) 
max 
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con A =A+f.', f. . =max{lf.-f.'l,111'-111), y los valores de X se lncre-max mm 
mentan de 4 en 4 en la suma. Vale .la pena mencionar que existe una f6r-

mula de recurrencia de los coeficientes de Clebsch-Gordan (ver apéndice 

I de Rose28) del tipo 

A<J1m1,j2m21J+ 1,m)+B<J1m1;J2m21Jm)+C<J1m1;J2m21J-1,m) = O, 
la cual permite determinar las F's eficientemente en una computadora. 

La estructura de la matriz secular es la de un conjunto de bloques de 

cierta dimen.c;i6n, por ejemplo NxN, donde cada bloque se identifica por 

el par de índices (s' ,s) 

o 2 

o 

2 

y dentro de cada bloque los renglones y columnas se identifican con 

(f.
1

11
1

) y (1-v) respectivamente. Los bloques diagonales estan "llenos", pe

ro los bloques no-diagonales solo tienen elementos distintos de cero so

bre su diagonal. La energía E solo aparece en la diagonal de los bloques 

diagonales y de los bloques inmediatamente adyacentes. 
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La selección µ=O en las funciones radiales R~p) se dedujo 

examinando el problema del He en una base unidimensional 

l/Jo = e -'-fJp l en la cual se logra la mejor aproximación a la energía 

con µ=O. Se probó que µ=O en una base bidimensional tambi~n es la 
mejor selección. 

c.- Principio Variacional en coordenadas Z-D. 

Se va a efectuar un c~lculo variacional de la energí~ d~l ~stado base; 

el cual tiene L=O. El principio variacional es el llamado principio de 

Rayleigh21 ~ 

{
<IJ!(x11x2)I H llJ!(x11x2))} 

óE-ó ' ' ' ' - O (3 23) 
- <ilí(~1t~2) lilí(~11~2l> - ' • 

con IJ! de la forma 

(3.24) 

y nos conduce a un sistema lineal homogéneo para las incógnitas f
5
A11 

cuya condición de compatibilidad es la ecuación secular (ver sec. 26.d 

de Pauling24) 

Oet 11 Hs'X'1/,s>-.11 - EAs'X'11',sX11ll =O, (3.25) 

donde Hs'A'll',s>-.ll son los elementos de matriz del operador H respecto 

la base (Y~~m(Q)R~(pl), y As'>..'ll',sXll son los traslapes de 2 funciones 
de la base 

As'X'11',sX11 = r R~,R:ps dp óX'Xó11'11. (3.26) 
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d.- C6mputo de la Energía del Estado Base del He, y del H 

i) Caso en que la base se restringe a estados con s = s' = O. 

Usando (3.22) y simplificando tenemos 

slm <0>-.'11'l(H:E) I0>..11> slm={(f- E)S + f ~(A+4)} º>..>..'6w' 

+,8 sim <0>/11'IVI0>..11> slm, (3.27) 

... El segundo término del lado derecho de la igualdad en (3.27) está dado 
por: 

<s'>-.'11'IVls>..11> . ={[-2(1+(-)H11'-11l)(-)H11'-11l + (-lH
11
'-

11
l )F>--'>.. 

slm szm ..¡¿ 1/11 

'[ 1( I ) 1( / ) ( ¡2(11
1
-11)) \/\} Ó -, + -2(1+(-)2 J) -11 )(-)~ 11 +11 +- F-~/~ SS (3.28) 

. . y¿ y(1+<l11ol(t+<l11'ol', 
>-.'>.. y las F11,11 están definidas en (3.22b). 

La ecuación (3.27) aán sigue siendo un problema de eigenvalores 

coml1n, pero. coino se puede apreciar se trata de una matriz infinita, 

puesto que f..=0,2,4, ... y 11=>.,>.-4,f..-8, ... ,2 ó O. Al aplicar el método 

variacional, la ecuación secular resulta ser 

Por tanto, para obtener el mínimo en la energía y poder generalizar a 

dimensión grande, se implementó un programa que resuelve la ecuación 

(3.29) por computadora, donde se utiliz6 el método de Jacobi para 

diagonalización de matrices simétricas, y el valor de ,8 se optimiza pro

bando valores alrededor de la ,8 Óptima dada en el inciso siguiente. Se 



encuentra que para el He: 

,8=4.4 

Xmax Dlm. Emln (u.a.) 

2 2 -2.52634 
4 4 -2.72539 

12 16 -2. 77533 
24 49 -2. 78339 
32 81 -2. 78448 
36 100 -2.78475 
40 121 -2. 78493 
44 144 -2.78506 
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,8=4.47 

Xmax Dim. Emln(u.a.) 

2 2, -2.52705 
4 4 -2.72558 

12 16 -2.77500 
24 49 -2.78291 
32 81 -2. 78398 
36 100 -2. 78428 

Se ve que Emin __.. -2. 787 cuando Dim __.. co, 

Y para el H- se tiene que 

,8=1. 7 

Xmax Oim. Emin(u.a.) 

2 2 -0.409346 
4 4 -0.463780 

12 16 -0.479893 
24 49 -0.482736 
32 81 -0.483133 
36 100 -0.483232 
40 121 -0.483298 

,8=1.756 

Xmax Olm. Emln(u.a.) 

2 2 -0.409913 
4 4 -0.464219 

12 16 -0.479837 
24 49 -0.482552 
32 81 -0.482929 
36 100 -0.483023 

Se ve que Emin__.. -0.485 cuando Oim~, es decir, en este 

grado de aproximación el H- no es un sistema ligado. 

El programa se corrió en la computadora VAX del IFUNAM. La 

energía obtenida en ambos sistemas está lejos del valor experimental, 

pero hay que recordar que la base utilizada no es un sistema completo 

de funciones. 
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ii) Caso en que la base se restringe a estados con A.=A.'=v=v'=O. 

Usando la ecuaci6n (3.22) tenemos, omitiendo los elementos con s')s 

los cuales se deducen del hecho de que ~-E! es una matriz real 

sim~trica 

sim <s'OOIUi-EJisOO> sim=-f ((2s+S)ó55, + y's(s+4)
1

Ó51
15

_i)+ 

+.B(-4+J.H~ó55,+ E(-(2s+S)ó55,+ y's(s+4)'ós',s-l). (3.30) 

Por tanto la ecuaci6n secular es 

{¡f-El(2s+5) - ,ev0} ó
5
s' + (~\ E)y's{s+4)'ó

5
,,

5
_1 =O, (3.31) 

donde Vo=~(2Z- l.¡ y s=s'=0,1,2, ... , 
,:>7f '{Z 

observamos que la matriz Hamiltoniana es, en este caso, una matriz 

tridiagona!. 

Desarrollemos el caso más simple, s=s'=O. Como la soluci6n ya está 

normalizada, podemos aplicar el m~todo variacional directamente, es 

decir 

~,82 - V0,B - SE= O, (3.32) 

o bien 
E = f -t Vo.B· (3.33) 

Como vemos E=E{,8) y la gráfica de (3.33) es una parábola. Para obtener 

el valor mínimo de la energía, derivamos (3.33) respecto al parámetro · 

variaclonal ,B e igualamos a cero, con lo que obtenemos el siguiente 

valor de ,B para el He (2=2) 
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/3=4.4721513, (3.34a) 

este es el valor 6ptimo de /3, para este caso. Sustituyendo (3.34a) en 

(3.33) encontramos que la energía mínima del estado base es 

E=-2.5000172 (u.a.), 

y para el W (Z=1) tenemos que el valor 6ptlmo de f3 es 

/3=1. 755907, 

(3.34b) 

(3.35a) 

sustituyendo (3.35a) en (3.33) encontramos que la energía mínima del 

estado base del H- es 

E=-0.3854011. (3.35b) 

Para analizar el caso general, se utiliza la siguiente fdrmula 

de recurrencia para desarrollar el determinante secular tridiagonal: 

~n = [(2n+5)(f - E) - V0 /3] ~n- 1 + [n(n+4)(f + El 2] Án_2 (3.36) , 
con n=1,2,. . .,N, 

y los valores de la energía, que son las raíces de la ecuaci6n ÁN (E) =O 

se encontraron por el m~todo de la secante para encontrar raíces. 

Se encentro que para cualquier dimensi6n, la f3 6ptima es la misma 

que en las relaciones (3.34a) y (3.35a), y además 

E(He) --+ -2.5000172(u.a.), E(H-) __. -0.3854011 (u.a.). 

Es decir Eéptima es irdependiente de la dimensi6n en este caso. 

lil) Caso general en que la base no tiene restriccidn. 

Este caso se refiere exactamente a la ec. (3.22), la cual es un 

problema de elgenvalores generalizado en los siguientes aspectos: 
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1) el elgenvalor E aparece no solo en la diagonal del determinante 
secular sino también en 2 ltneas paralelas a la diagonal, arriba y 

abajo de ella (recordar que el determinante es simétrico) 
il) sobre la diagonal principal el término (-E) no aparece con 

coeficiente 1 sino con un coeficiente positivo que depende del 
(ndlce s. 

Para resolver la dificultad i) se aplic6 un m~todo iterativo: a las E 

que aparecen fuera de la diagonal se les asigna un valor fijo E=E0 y se 

resuelve la ecuacidn secular resultante para obtener el eigenvalor más 

bajo, el cual resulta ser, por ejemplo, E=E1• Enseguida a las E fuera 

de la diagonal se les dá el valor fijo E=E1 y se vuelve a resolver la 

ecuación secular para obtener como eigenvalor más bajo E=E2• El 

proceso se repite el ndmero de veces que sea necesario hasta lograr la 

autoconsistenciar generalmente basta efectuar 3 d 4 iteraciones. 

la dificultad ll) implica que el problema algebraico de eigenvalores 

es del tipo ' -

(3.37) 

donde Bes una matriz diagonal positiva definida, y por lo tanto, existe 

B-~. M'ultipllcando {3.37) a la izquierda por a-! se obtiene 
' ' 

(~-~~ - ~~E)~= o, 
o bien 

(~' - E)\(' =O, {3.38a) 
con 

{3.38b) 

{3.38a) es una ecuación de eigenvalores standard que permite aplicar las 
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técnicas conocidas para determinar eigenvalores, por ejemplo el método 

de Householder, a la matriz modificada H'. 

De acuerdo con estas consideraciones, la ecuaclon secular general es, 

omitiendo de nuevo los términos con s')s que se pueden deducir del 

hecho de que la matriz hamiltoniana es simétrica, 

{(f- E) 6ss' + (~ + Eo) bs!~(~~+3) )2 
6s',s-1 

..,......,..,..,..,.....--~.,.,,..._~--~.....-) 2 }ó>.>.'ów' 

+ ~ slm <s'X'1llVlsX11) slm =O, (3:39) 

donde el 6ltimo elemento de matriz estd dado en (3.28). 

Los resultados erv::ontrados para la energía mínima del He son: 

P=4.4 
5
max >.max Oim. Emln(u.a.) 

2 8 27 -2.85018 
2 12 48 -2.87597 
2 16 75 -2.88746 
2 20 108 -2.89344 
2 24 147 -2.89675 
2 28 192 -2.89881 
2 32 243 -2.90001 
2 36 300 -2.90085 
2 40 363 -2.90143 
3 16 100 -2.88754 
3 20 144 -2.89358 
3 24 196 -2.89695 
3 28 256 -2.89899 
3 36 400 -2.90116 
4 16 125 -2.88754 
4 20 180 -2.89358 
4 24 245 -2.89696 
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El programa se corrió en la computadora VAX-11 del IFUNAM. Hay 

que notar que la mejor predicción teórica9 para la energía no

relatiVista del estado base de He es 
E{He) = -2.903724377(u.a.), 

por lÓ que se decidió correlacionar los primeros 9 datos anteriores 

para no usar m~s tiempo de máquina de la computadora VAX. Se 

obtuvieron los siguientes resultados: 

- 2.543672768 
Dlm - (E+2.9ó37244Jº·s1&103e19 (3.40) 

con una correlación de O. 9998. Se obtienen así estas extrapolaciones 

2 44 -2.901874 
2 52 -2.902455 
2 72 -2.903124 

iv) Energía del estado base del H-. 

Oim. 

432 
588 

1083 

Para efectuar este c~lculo basta con poner la carga nuclear Z=1 en la 
ecuación (3.22a). En la tabla de abajo se presentan los valores de E 
obtenidos para diversas dimensiones del determinante secular. Como el 

valor experimental para la energía del H- no se conoce con gran 

precisión, los valores tabulados deberían mas bien confrontarse con la 
mejor predicción teórica para la energía no-relativista del H-, que 

parece ser la de Frankowskl9, segán la cual 
E(H-) = -0.527751 (u.a.). 

Los resultados encontrados para la energía m!nima son 
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f3 = 1.7 

s >.max Oim Emin(u.a.) max 

2 8 27 -0.502545 
2 12 48 -0.512562 
2 16 75 -0.517687 
2 36 300 -0.524716 
2 40 363 -0.525065 

Estos datos se obtuvieron en la computadora MICROVAX del IMP. 

e).- Ancfüsis alternativo por medio de ecuaciones 

diferenciales acopladas. 

La fi.ncidn de onda de un estado 1S (i.e. S=L=OJ del átomo de 2 

electrones con carga nuclear Z se puede expresar como 

111 = Xoº(cr.,cr2)>.~' R>.'v'(p) Y~~Y(Q). (3.41) 

El Hamiltoniano no-relativista del sistema es 

H = -~ [~ + §.. t -~ ) + (- ~ - ~ + L ) op- p op p r1 r2 r12 • 
(3.42) 

La ecuacidn de Schroedinger que 111 debe satisfacer es 

Hll1 = Ell1. (3.43} 

Sustituyendo (3.41) en (3.43) y luego multiplicando a la izquierda por 

X0°(cr.,cr2) Y~~m* (Q), sumando sobre Jos índices del spín e integrando 

sobre los S ángulos hiperesféricos se obtiene 

(d 5 d f.(f.+4)) >.'>. _ - ~LV+ P d¡>- --r R>.v(pJ \~, c""v R,_,v,(pJ - ER,_v(pJ, (3.44J 

con 
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>..'>.. y las F
1
/

11 
definidas en (3.22b). 

La ecuación (3.44) es un sistema infinito de ecuaciones diferenciales 

ordinarias acopladas para las funciones R>..
11

(p). La solución de este 

sistema proporcionaría la energía E de un determinado estado 1S del 

.~tomo, y su correspondiente función de onda IJl I' 

Haftel & Mandelzweig11 , discuten una solución aproximada del 

sistema de ecuaciones (3.44). Las funciones radiales de estos autores 

son de la forma 

p¿))Pl = e-kppn(>..v)(p), (3.46) 

donde P n es un polinomio en p de grado 120, y el sistema se trunca a 

di versos ordenes crecientes de aproximaci6n. En la aproximaci6n de 

mayor orden considerada por estos autores se toman en consideración 

todas las Y ;~m con >..=0,2,4, ... ,20 y las respectivas v. La energía del 

estado base del He obtenida en esta aproximaci6n es 

E= - 2.89358 (u.a.). 

Un c~lculo aralogo para el H- da como energía del estado base 

E= -0.51764 (u.a.). 

El aralisis seguido en las secciones anteriores de esta tesis, es en el 

fondo equivalente al de estos autores, ya que s~:linomlo P n (p) 

considerado por ellos se realiza aquí por una suma 2 a L 4(p) de po
S=O s s 

linomlos de Laguerre. Los resultados presentados en la sección anterior 
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parecen indicar que no es necesario considerar polinomios de grado tan 

al to como aquellos dados por Haftel & Mandelzweig 11 , ya que con 

Amax=20 y smax= 3 6 4 se reproduce exactamente el mismo valor de E 

mencionado por ellos. 

Un método de análisis parecido, conocido con el nombre de 

"aproximación adiabática", fue introducido por Macek 19, y se ha 

utilizado mucho en el estudio de estados doblemente excitados del átomo 

de He. En esta aproximaci6n se supone que la funci6n de onda se puede 

expresar como - s . -. 
'11 - XM (<7¡,<12)R(p) i)'(Q)' 

s 
(3.47) 

y el hiperradio p se supone inicialmente constante. Substituyendo esta '11 

en (3.43) y eliminando ~ se obtiene una ec. diferencial para ¡}'(Q) 

donde 

s 

(fp2~2 + C(~,y) )¡}'(Q,p) = U(p)¡}'(Q,p), 

C(a, yl = (- ~ - fE + .E.. ) r 1 r2 r12 , · · 

(3.48a) 

(3.48b) 

y las soluciones dependen del parámetro contínuo p. La ecuaci6n 

(3.48a) tiene en principio, una familia de soluciones ortonormales 

¡}'n(Q,p) con n=J,2,3, ... , que una vez que hayan sido determinadas, 

pueden servir para obtener IJ! en la forma 
O) 

111 = 2 Rn(p)¡)'n(Q,p), (3.49) 
n=l 

con Rn(p) la parte radial y <}" n(Q,p) la parte angular de la fLD1ci6n de 

onda, además las R se deducen substituyendo en (3.43), multiplicando 
n * a la izquierda por iY n (Q,p) e integrando sobre los S ángulos Q. Así 

se llega a: 
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(3.50) 

La ec. (3.48a) no tiene soluciones exactas conocidas, por lo cual se 

han obtenido15 soluciones aproximadas para estados 15 del átomo en la 

forma 

(3.51) 

Substituyendo en (3.48a) se obtiene una ecuación secular standard cuyas 

raíces dan Un(p) y ;sus eigenvectores tienen por componentes las a~n~ (p). 
El sistema de e.cuaciones diferenciales acopladas (3.50) es más 

complicado que el (3.44) 
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CAPITULO 4 

CONCLUSIONES 

El objetivo de este trabajo fué ilustrar una aplicación del sistema de 

coordenadas de Zickendraht-Dzubllk et al36 en el problema físico de la 

estructura de un átomo de 2 electrones. El análisis estuvo restringido al 

cálculo de la energía del estado base por un método variacional. Además 

en el hamiltoniano atómico utilizado se incluyeron solamente la energía 

cinética de los electrores y las interacciones electróstaticas, omitiendo 

una serie de términos que producen pequeñas correcciones a la energía y 

que describen procesos físicos tales como el movimiento del ndcleo, la 

variaci6n relativista de la masa de los electrones, interacciones entre 

momentos magnéticos, etc. El operador considerado aquí cománmente se 

designa como el hamlltoniano no-relativista. 

El cálculo variacional de la energía del estado base del He es un tema 

que ha sido investigado prácticamente desde el nacimiento de la 

mecánica cuántica¡ fué implementado por primera vez por Kellner14 en 

1927. Un procedimiento de análisis que ha conducido a 

excelentes resultados, introducido por Hylleraas 13 en 1929 

consiste en proponer como función de prueba para el cálculo variacional 

a \ji= e-~ksp, donde Pes un polinomio en las 3 variables 

s=r1 +r2 , t=r2 -r1 , u=r12• (4.1) 

Con este tipo de fLmCiones se logra una convergencia rápida del valor 

calculado de E hacia el eigenvalor teóricamente exacto del hamiltoniano. 
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Como ejemplo, Frankowski 9 reporta el resultado de un 

cálculo en donde P consta de 1O1 términos que además de potencias de 

s, t, u incluyen también potencias de p y de ln s ; el eigenvalor de la 

energía obtenido es 

E= -2.903724376 (u.a.), (4.2a) 

mientras que el valor estimado como te6ricamente exacto y obtenido por 

extrapolaci6n, es 

E= - 2.903724377 (u.a.). (4.2b) 

El uso de bases completas de funciones para construir la matriz del 

hamlltoniano respecto a ellas, también ha sido investigado previamente, 

com6nmente se le conoce como el m~todo de interacci6n de configuracio

nes Probablemente el intento más elaborado en esta direcci6n es el de 

Pekeris25 , quien utiliza 3 coordenadas u, v, w llamadas 

"coordenadas perimétricas", definidas por 

u= (r12+r2-r1) , v = (r12+r1-r2) , w = (2r1+2r2-2r12l, (4.3) 

cuyo 'dominio es o~ u,v,w ~ CX> ' y toma como base el sistema de 

funciones 

(4.4) 

donde Lr son polinomios ordinarios de Laguerre. Con una matriz 

hamlltoniana de dimensi6n 125, construida respecto a la base (4.4), 

Pekeris25 reporta el eigenvalor 

E= - 2.903723878 (u.a.), (4.5a) 

mientras que con una matriz de dimensi6n 1078 obtiene 

E= - 2.903724375 (u.a.). (4.5b) 

Comparymdo estos resultados con los obtenidos en nuestro análisis y 

reportados en el Cap. 3, tenemos que admitir que la convergencia del 



50 

eigenvalor calculado hacia el valor exacto es más lenta en la base 

discutida en este trabajo. La explicación más probable para este 

comportamiento es la forma asintótica de la función de onda en nuestro 

análisis, la cual tiende a cero en el infinito seg6n 

e-2PP = e-tB(r21+r22) 2 
mientras que en los trabajos de todos los autores mencionados previa

mente, la función de onda tiende a cero según e-k(ri+rz). Nótese que 

e-k(r1+r2) = e-2-2kpf{1+cos2ycos2a' + \f.1-cos2ycos2a' !, . (4 .6) . 

y esta función tiene un desarrollo muy complicado en la base utilizada en 

este trabajo. La ventaja de las bases que consisten de sistemas 

ortonormales de funciones es que permiten obtener expresiones 

analíticas para los elementos de la matriz hamiltoniana, y 

eventualmente, como en esta tesis, las expresiones no son tan difíciles 

de computar numéricamente. 

Vale la pena hacer algunos comentarlos sobre la forma en que 

aparece el parámetro p en las fórmulas para los elementos de matriz 

del hamiltonlano, ecuación (3.22). Recordemos que P se introdujo al 

relacionar la variable adimenslonal x con el hiper-radio p, ecuación 

(1.15c): 

-1 
X: pp, (4.7) 

y por lo tanto, P tiene dimensiones de (longitud) . Este tipo de 

coeficientes se conocen con el nombre de parámetros de escala. El 
~ a2 

operador de la energía cin~tlca T tiene términos como a¡; el cual debe 
2 p 

re-escribirse como P2a~pp) 2 al hacerlo actuar sobre la funci6n de onda 

cuyas variables son adimenslonales; por lo tanto los elementos de 
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matriz de T portan un coeficiente {32 como se vé en [3.22]. 

Análogamente, la energía potencial V tiene términos como 

;
1 

= py1+c;s2ycosZa' el cual debe re-escribirse como 

(Í3p)y1+cgs2ycos2a • , y después de efectuar la integración sob~ 
variables adimensionales es evidente que los elementos de matriz de V 

quedan con un coeficiente {3 tal como aparecen en (3.22). 

Los parámetros de escala en las funciones de onda tienen cierta 

conexión con un teorema llamado "Teorema Vlrial" 26,: S~g~ este 

teorema, si '1i es la eigenfunción exacta del hamlltoniano H = T +V del 

éÍtomo de He, entonces 
' 

2(111,TIJi) = (-1)(11',VIJi). (4.8) 

Si los valores de expectaci6n en (4.8) se calculan no con 'lt sino con una 
función de onda aproximada l/Jp que contiene un parametro de escala {3, 

tal como las funciones de onda obtenidas por un cálculo varlaclonal en 

una base finita, entonces la ec. (4.8) no es válida para un valor 

arbitrarlo de (3. Sin embargo, existe un valor particular de {3, designado 

con {30, y dado en términos de una /1 arbitrarla, por 

{3 ' /1 
Po = fJ (-1)('f11 vp l (4.9J 

2(1/1 ,Tl/I) ' 
con el cual se satisface el teorema vlrial y además {30 es el valor del 

parámetro de escala que produce la mejor aproximación variacional a la 

energía del estado base26• Esta energía óptima es 

E __ ¡1¡/30,vwf10¡2 
opt - 4 (1/JPº,Ti/l/Jºl . 

(4.10) 
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En nuestro cálculo el valor Óptimo de p se obtuvo considerando una serie 

de valores contiguos de p, hasta encontrar aquel que produce la menor 

energía. 

En estas líneas finales el autor deseada resumir lo que en su opinión 

son los aspectos mas relevantes de esta tesis. 

i) El hecho de que respecto a la base elegida en este trabajo los 

elementos de matriz de interacciones de 1 y 2 cuerpos son 

esencialmente proporcionales entre s{. Hay que notar que esta 

propiedad la ·tienen también todas aquellas bases -que cuando ·se 

expresan en térmiros de operadores de creación consisten de 

polinomios de grados definidos en los operadores <!• ~ introducidos en 

la Sección 1.c; el hecho es, por lo tanto, independiente del sistema de 

coordenadas Z-0. 

ti) Las funciones hiperradiales elegidas ~(p), por una parte 

simplifican la matriz de la energía potencial ya que dan origen a una 

delta de Kronecker c5ss'• por otra parte causan la aparición en la 

matriz de la energía cinética del término (s'~s) 

que afortunadamente es relativamente sencillo y no da origen a una 

matriz densa debido a las deltas de Kronecker en los {n:lices 

angulares. La matriz hamiltoniana completa se puede considerar como 

poco densa ("sparse"). 

iii) El aspecto negativo ~ue hay que reconocer es que la base no posee 

el factor exponencial e-k ri+r2l que tiene la función de onda exacta en 
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la regi6n asint6tica lejos del núcleo, esto requiere la superposicl6n de 

muchos t~rminos de la base para aproximar la funci6n exacta, 

originando una lenta convergencia del c~lculo algebrn!co en func!dn de 
la dimensi6n de la base. 
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APENDICE A 

OPERADOR DE ENERGIA CINETICA EN COORDENADAS DE 

ZICKENDRAHT-DZUBLIK 

a. - Definición de las Coordenadas de Zickendraht-Dzublik et al. 

El conjunto de coordenadas angulares (y,a,0 1102,03) que son de in
teres en relación a una teoría microscópica de movimientos colectivos 
está definido por las fórmulas de transformación: 

xt= ~1 pkDk1(0.,02,03)JJks(a), ~~:~:3 (Al) 

donde definimos 

p1= pcosy, p2= pseny, (A2) 

como si fuera la relación de coordenadas cartesianas a polares en el 
plano. 

Además 0(011 02,03) es l.D1a matriz de rotación de 3x3, que especifica 
por medio de los ángulos de Euler 011 02,03, la orientaci6n relativa de un 
sistema intrínseco con respecto al sistema de laboratorio. Tal matriz 
est~ dada en la página 152 de Rutherford29 con la notaci6n: 

<1>=01 , 0 = 02 , "'= e3, 
y r/)(a) es la matriz de rotaciones en un plano cuya forma explícita es 

r/)(a) = (cosa sena) (A3) 
(:-sena cosa . 

b. - Expresión Cl~sica de la Energía Cinética T de dos partículas de 
masa= 1. 

Dicha expresión esta dada por 
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2 3 s s 
2T = 2 ~ *t *t , (A4) 

s=J 1=1 
De acuerdo con (A1) 

*i5 = f &k Dki cPks + pkÓkt JJks + pkDki J)ks}, (AS) 

y usando la expresi6n (S9.19) de Corben5, es decir: 

ó1k = Eumw' mDJk (3 dtm.), J)1k = Em<icPJk (2 dtm.), (A6) 

con w' m y a como velocidades angulares referidas al sistema intrínseco 

y sustituyendo (A6) en (AS) tenemos que: 

*t5 
= f ~kOklJJks+EkJmPkw' mOJtJJks+EkJ/kt'tOkiJ)Js}, (A?) 

Además sustituyendo la ec. (A 7) en la ec. (A4), usando 
gonalldad de las O y las JJ, y el tensor de Levi-Civita 

{ 
1 si (klm) es una permutaci6n par de (123) 

EkJm = -1 si dicha permutaci6n es impar 
O si al menos dos subíndices son iguales 

obtenemos: 

2T = PkPk + (p12+p22Hw'3)2 + P12(w'2)2+pz2(w'1l2 + (p12+pi2lt't2 

la orto-

(A8) 

-2(p1p2+P2P1)(w'3)lx. (A9) 
Como P1P2=p2p1 y usando la ec. 
clásica de la energía cin~tica: 

(A2), tenemos finalmente la expresi6n 

2T =p2+p2[ f+(w' 3)2+(w' 2)2cos2y+(w' 1)2sen2y+<i2-2aw' 3sen2y]. (A10) 

c. - Expresidn Contravariante de la Energía Cin~tica. 

La expresi6n contravariante30 de la energía cinética es 
6 

2T = ¿ gµ 11P P (A11) 
µ,v=1 µ v. 

Para poder expresar la ec. (A!O) en t~rminos de la ec. (A11) 
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necesitamos utilizar la expresi6n 

ar _ 
a,;;--P 

'1 q, 
(A12) 

para los momentos can6nicos conjugados, y la expresl6n 24.10 de 
Sornmerfeld31 es decir 

ar = L'. (Al3l awri z, 

para los momentos angulares L'. referidos al sistema intrínseco. 
Con lo cual: 1 

Pp=p, P y=p2y, P a=p2(á -w'3sen2y), 

L'1=p2w'1sen2y, L'2=p2w'2cos2y, L'3=(w'3 - ásen2y)p2• 

Ahora bien, obteniendo las inversas de estas relaciones y sustituyen
do en la ec. (A10) encontrarnos que 

2r=P2 + ~fp2 + L'~, + L'~i + -::·Á..,>-k123sen22y+P2 + 2P L'3sen2y p p l y sen y cos y cos·¿y~ a a . 

-2sen2y(L123sen2y + L'3Pasen22y + PaL'3+ P2asen2y) 

+ L123 + P2 sen22y + 2P L'3sen2r)} (A14) a a . 

Simplificando finalmente llegarnos a 

2r=P~+~(P2/co;2zy(P2 a+ L123+ 2P aL'3sen2y} + s;~~~ + c~:jy) (A15) 

Pero además sabemos que29 

COS~3 

¡~~1 = ~ ¡~ ::] con ~= ¡- sene: 
L~ p Señ92 

02 o o 

cot02cos03 l 
-cot02sen03 , 

1 , 

(A16) 
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donde las S .. con i=j=i,2,3 son las componentes de la matriz S. lJ ~ 

Ahora, identificando 
1___.. p, 
2___.. y, 
3___., a, 

podemos encontrar fácilmente las componentes gµ11 de la ec. (A 11). 

d.- Operador de Energía Cinética de Laplace-Beltrami22 • 

Dicho operador ha sido ampliamente utilizado en la mecánica cuán
tica, y esta dado por la ec. 6, página 129 de Eisenberg8, es decir, 

(A18) 

con 
g·1 = det I gµ 11 1. (Ai 9) 

Las componentes del tensor gµ 11 se deducen de la ec. (Ai 7), por lo 
tanto 



58 

10 o o o o 

o 1 o o o o pi 
O O 1 O O sen2f. 

p2cos22y p2cos2 y 
µv 1 ( 5

2
11 5

2
21 ) 1 (511S12 521522) (511S13 S21S23) 

I~ = o o o pi sen2y + cos2 ? L sen2y + cos2y p2 L sen2y + cos2y 

l.\ 1 [S11S12 S21S22) 1 ( S~2 S~2 ) i [S12S13 S22523) 
¡ o o o pi sen2y + cQs2Y ? senz/ cQs2Y ? sen2y + cos2y 
1 

sen2 1 (S11S13 521523) 1 [S1i513. 522523) 1 ( 1 (S
2
13 5

2
23 )) 

o op2cos2~y pi sen2y + cQs2Y pi sen2y.,. co57 ?Lcos22/ señZ/ cQS2Y 

al desarrollar el determinante obtenemos: 

-1 - 4 - 16 
g - p10sen2é2cos22ysen22y - p10sen2é2sen24y. 

De manera que 

g = ~ p10sen262sen24y. (A20) 

Sustituyendo en la ec. (A.18) obtenemos: 

2r - - 1 J. -ª- s 4 e e µv_a_ - p5sen4ysené 2. P sen ys n 2g 11 2 µ,11=1 aqµ aq . 
(A21) 

Por lo tanto, desarrollando la sumatoria obtenemos: 

ú - -1 --ª- s-ª- - 1 -ª- 4 -ª-- - 1 a2 

- ps apP ap p2sen4y ay sen y ay p2cos22y aaz-
2sen2y a2 + 1 ~ a sene ª1 e J a 

- p2cos22y ae3aa p2sen62 i,J=l ae i 2g ae J, 
(A22) 

donde la dltima suma es la contribución de los términos, que contienen 
derivadas respecto a los ángulos de Euler. Sin embargo un cálculo ele
mental aunque un poco largo, nos lleva a la conclusi6n de que estos tér
minos se pueden expresar en función de los A operadores del momento 

angular referidos al sistema intrínseco: L' I' cuya definici6n es 
(ver página 96 de Eisenberg8): 
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. . a 

¡~ -z ae1 
a 

~ = s -i~ (A23) . a LS -ta-e;-
' 

slerdo ~ la matriz dada en la ec. (A16). De esta manera la expre

s!dn (A22) finalmente se transforma en 

2T-- 1 -ª- s..ª- - 1 a s 4 -ª. - 1 a2 
- tsen~y _L 

- '(>5 apP ap p2sen4y ay en Yay p2cos22y &? p ces y ae3aa 

+ 1 L.12 + 1 L'2 + 1 L'2 (A24) p2sen2y t p2cas2y 2 p2cas22y 31 

que es la expresidn cuántica para la energía cin~tica. 

e.- Elemento de Volumen asociado con el tensor gµ11
• 

Dicho elemento de volumen est~ dado por32 

dV = yg Il dqµ, (A25) 
i=l 

usualmente en coordenadas hiperesf~ricas de n-dimensiones se expresa 

como dV = l- i dpdQ. 
Por tanto, para nuestro sistema en coordenadas de Zickendraht

Dzublik, obtenemos: 

dV = dr = '{gdpdydad01d02de3, (A26) 

dr = p5dpdQ, díl = sen02sen4ydydad0 1d0 2d03, (A27) 

donde hemos suprimido un factor numérico (1/4) irrelevante. El domi
nio de cada variable es: 

O :<:: p :<:: ro, O ~ y :<:: * , O :<:: a :<:: 2rr, 
o ~ 0¡ :<:: 2rr, o ~ 02 :<:: rr, o :<:: eJ :<:: 2rr. 
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f.- Soluciones de NY = A(A+4) Y. 
~ 

La ec. (A24) la podemos expresar como: 

1 a a 1 2T = --:::o -ps- + ::;:¡ /\2 p ap ap p ~ • 

donde (;2 es el operador definido por: 

/\2 - - _1_-ª- sen4 -ª-- - 1 a2 
- 2ser2y __q:_ + 1 L.12 

~ - sen4y ay y ay cos22ydc? cos 2y a03aa sen2y 1 

(A28) 

+ 1 L'2 + 1 L.12 (A29) 
cos2y 2 cos22y 3 • 

Este operador juega Aen A6 dimensiones el mismo papel que el operador de 

momento angular ~'·~' juega en 3, es decir, . (;2 es el operador 
de Casimir de un grupo 0(6). 

Por otra parte, est~ mencionado en la ec. (4.11) 
al6, que eigenfunciones de /\2 est~n dadas por 

de Chac6n et 

iva -L;,:t~ L * >.11qL 
y /..11 LM(Q) = e 2. DMK (01,02,03) r K (y)' 

q K=L-E 
(A30J 

Y la ecuación de eigenvalores de dicho operador, es la siguiente: 

l\2Y >.11qLM = 1'.(>-.+4l y 1'.11qLM . (A31J 

Desarrollando (A31) y usando (A29) y (A30) encontramos 

!va { 1 a ar K L * ( L'2 L'2 
1· L * 

e f -sen4y ay sen4y ay DMK + sen2~ + cos2y DMK r K + 

co;2zy~2 + ~2 + 2vl~senzy)o~: r K} = >.(1'.+4)ei
11
a fo~: r K ~A32) 

~ara ~implif}car la ec. (A32) hacemos uso de los operadores 

L'± = L'1 ± ilfi del momento angular de ascenso y descenso, es decir 
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lA33a} 

022 = '~ 2-0l) - *el'+ 2 + L~2). (A33b} 
Así com.o de ~as siguientes fórmulas para los operadores de momento 

angular L' + y L' _ aplicados a la matriz de representaciónª 

A' L * 1 L * ( 33 L _DMK = '{(L-K}(L+K+1l DM,K+l, A c} 

·, L* , L* d 
L +DMK = ylL+K}(L-K+i) DM,K- l, (A33 } 

., L * , L * L L * 
L \DMK =Yll+Kl (L+K-1) (L-K+1} (L-k+Zl DM,K-2= CKDM,K-Z, (A33e} 

., L * , L * L L * 
L2 -ºMK =YlL-K} (L-K-1) (L+K+1)(L+k+2} ºM,K+2= c_KDM,K+2 ,lA33f} 

"12L* 2L* 
L 3ÜMK = K DMK, 

A 120L * L * ~ MK = L(L+1}DMK. 

Aplicando estos operadores al problema 
ec. (A32} se reduce a 

(A33g} 

(A33h} 

de eigenvalores (A31} la 

eiva'5'{[-·-1_.2_sen4y arK)oL * + 1_(L(L+1)-K2
0L * + 

l< sen4yay ay MK sen2yt 2 MK 

L* L* ) 1 (L(L+1)-K2 L* L* 
*CKDM,K-2 + *C-KDM,K+2 rK + cos2yl 2 DMK - !CKDM,K-2 

Usando las relaciones 

1 + 1 _ 4 . 1 _ 1 _ 4cos2y 
sen2y cos2y- sen22y ' sen2y cos2y- sen2zy , (A35} 
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haciendo un corrimiento del índice mudo K y aprovechando que: 

e l _el eL -el 
K+2 = -K Y -K+2 = K, 

podemos simplificar la ec. (A34) de la siguiente manera: 

{ 
1 a ar K 1 ( · l t -sen4yaysen4y ay + sen2zy 2(L(l+1)-K2)rK+cos2y(e_KrK+Z 

+eLr J)+(v2+K2+ZvKse~~ r - t.(t.+4Jr } ol *=o. (A36) 
K K-2 cos22y K K MK 

También es sabido que para el caso de funciones ortonormales 

l* ~FK(y)DMK ::O ~ FK{y) =O. (A37) 

Por lo tanto, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias, de segundo orden, acopladas, que determinan a las funciones 
rK(y): 

1 d drK 
sen4y ay sen4ydy 

2[l(l+1)-K2Jr K+cos2y(C~Kr K+Z + C~r K-z) 
sen 2y 

(112 + K2 + 2vKsen2y)rK 
- cos22y + f.(f.+4)r K = O, (A38) 

con K = L+e, l+e-2, ... , -l+e. 

g.- Caso L=O. 

Como l=O, entonces K=O y C0° =O. Por lo tanto (A38) se reduce a 

1 d dr 112 

sen4y dy sen4yTy - cos22y ro+ f.(f.+4)r o= O, .(A39) 

y haciendo 4y=e se tiene que 

_1 _ _g_ edro - fu1Li_ + A(l. +··t]r· - o r r (·e¡ sene desen de CoS216 4 4 o - con o= o . (A40) 
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Ahora bien, usando la expresión 170, página 123 de Eisenberg8
, es 

decir: 

{ a
2 a 1 ( a2 az ) 2cos02 a2 

~2+ coterae/ sen2EJ2 Cfe2't Cfe23 - sen2é2 aEJ1aEl3 + 

1(1+1}}o!,m(El) =o, (A41) 

o bien, si El2=El y tomando en cuenta que 

o1 (El .) = -fm'El1d 1 (El)e-imEl3 
m'm J e m'm ' 

obtenemos: 

(/e2+ cotedi - se~2e-(m'2tm2-2mm1cosEl)+J(J+1))d!,m(El) =O, 

lo cual es id~ntico a 

(/e2+coteai- se~2e{rJm)22(1-cosEl) + [m'2m)22(1+cose)} 

+f(1+1})d~,m(El) =O. (A42) 

Además, utilizando relaciones trigonom~tricas tenemos que 

2 - 1 2 - 1 sen2é (1-cosEl) - CoS210, sen2é (i+cosEl) - sen2!e, (A43) 

( d2 d Hm~1m) 2 i(m';"f1 2 
) l Ld62' +cote de - cos e - sen e + l(J+tl dm1ml8l =o. CA44l 

De manera que comparando la ec. (A44) con la ec. (A40) vemos que: 
_ >. 11 _ 1 

J-4 , m'=m=4 y í 0-dm'm(El). (A45) 

Por lo tanto, las eigenfunciones de t\2 con L=O son 

iva di>- 4 y A.110 (Q) = N e !11 Av ( y)· (A46) 

La constante de normalización N respecto al elemento de volumen dQ en 

(A27) se obtiene usando las relaciones (4.58c) y (4.59) de Rose28 , 6 sea 
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=f\P (16 7T
3J x+z, 

es decir 

N= (~)~ 
Y finalmente, las eigenfl.Q'lCiones normallzadas de /\2 para L=O estlfn da
das por 

Y n ( X+2)~ l11a V' AJ¡() (u} = fbTi'1 e d~11• 11 (4y}, (A48) 

sierdo los valores admisibles de los números cuiínticos 

.>.. = 0,2,4, .. ., (A49} 
11 = X,A-4,X-8, ... ,-X. 

La ec. (A48) es comprobada por la Teoría de Grupos con la relacidn 
(4.11) de Chacdn et al6• . 

h.- Caso L=1. 

Como la suma sobre K en la ec. (A30} va de K=L-e a K=-L+e en 
saltos de 2, y de las relaciones (3.12) y (3.14) de Chacdn et al6, 

podemos concluir que : Si X-L =par, e=O, mientras ql.l! si /,.-L = 
impar, e=i. Se dedu;:e que hay dos posibilidades en el caso de L = 1: 

i) X impar. 

Si X es impar, e=O ==to K = ±1. 
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De (A33e) y (A33f): C11 = 2, c_11 = O. Entonces, sustituyendo 
en la ec. (A38) obtenemos: 

ParaK=1 

1 d se 4 g[J + 2co
2
22Yr + {- 2 _ 112+1+2J1Sen2y 

sen4y ay n Y dy sen y -1 sen22y cos22y 

+ >..(>..+4l} r1 =o. (ASOa) 

Para K = -1 

1 d sen4 dL1 + 2co¡[rr + { 2 v2+1-2vsen2y 
sen4y ay YCíy sen y 1 - sen22y - cos22y 

+ X(>..+4) }r_1 =O. (ASOb) 

Como vemos las ecs. (ASO) forman un sistema de ecuaciones dife
renciales acopladas, y no se pueden resolver por los m~todos mds comu
nes, p<?r lo que empleando tecnlcas de Teoría de Grupos6 se obtiene la 
soluci6n que mencionaremos a continuaci6n. 

Tenemos dos posibilidades para el índice de multiplicidad q: 
X-11-2 >.-11 

q = 4 Y q = -;r- (AS 1) 

que se obtuvieron de analizar la ecuacion (3.12) de Chac6n et al6, y con 
esto queda bien definido en t~rmioos de los n6meros cudnticos X, 11, es 
decir, se elimina la multiplicidad. 

Emplearxlo las ecuaciones (4.11), (4.12), (4.13) y (4.14) de Chacoo 
et al6, se obtienen las siguientes sol~iones de las ecs. (ASO): 

Si q = A - 4 -2 ente~ 

f"'l11
'
1(y) = (Kcosy+senyJf!'/11(y) + (-Kcosy+senyJf!'/11(y), (AS2a) 

donde 
(-)u(X~1 -Ji-u)! (cos2y)~(A-1) - J1-2u 

l!'/ll(y) = 2: ' 1 
u u! (\i"-~-u}! (A~11 -J1 -u)! 
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y si q = H>, - v) entonces 

r /'1r1 (y)= (Kcosy+senylF/'v(y) + (-Kcosy+senyJF/'v(y), (A52b) 

donde (-)u[>..-l +1,-u)! (cos2y)~(>..-1)-l,-1-2u 
F/v(y) =}: . 

' u u1(~+1,-1-u)r [>-- + 4-2 -+, 
Se puede comprobar por sustitucicSn directa, que efectivamente, las ecs. 

(A52) son soluciones de las ecs. (ASO). Los valores que puede 
tomar 11 se deducen de las expresiones para f!°'(y) y F(y). Cuando se usa 

f!°'(y) --+ v=>..-2,>..-6,>..-10, ... ,-A¡ pero cuando se usa F(y) --+ v=>..,A-4, 
.>..-8, ... ,-.>..+2. 

Las ecs. (A52) tambitÍn nos sirven para normalizar. La integral 
de normalización es 

Jy>..:qLM(Q)Y>..vqLM(Q)dQ = l, .(A53) 

donde Y>..vqLM(Q) está dado por la relacicSn (4.11) de Chacón et al6
, y 

está dada en la ec. (A27). Explícitamente tenemos: 

(2rr -1(11-v)a (2Tr (Tr (2Tr L * L 
~ ~ IAl 2J

0 
e da!BI\ Jo Jo DMK(B¡lDMK'(e¡)sene2de 1de2dB3 

I tÍ'v ¡ 2 trr r K' >..vqLr K .>..vqLsen2ycos2ydy = 1. (A54) 

La integral sobre a es tri vial y nos dá A = (2rr)-~, para encontrar 1B1 2 

usamos la fórmula (4.60) de Rose28 de la cual se deduce que K' debe ser 

igual a K y que B = (3/8rr2]~, y para encontrar ¡f'f11¡2 la ec. 
(A52b) se pone en t~rminos de polinomios de Jacobi 1•2•3• Por lo 

tanto, las eigenfunciones de t\2 normalizadas para L=1 y>.. impar son: 
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Si q = W,-11) entonces 

[ 
3 11 !va 1 * 1 >.v· 1 

YAll'iM(Q) = 4T?J e 2 DMK(0il.J\7".".'7'?1' rK (y), (ASS) 
k=1,-1 y>.+vfa 

y los valores admisibles de v son v=X,>.-4,.\-8,. . .,-.\+2. 
Por otra parte, de las definiciones de it(y) y F(y) se puede comprobar 

que ~J1 .\11 (y) = F~~j~ (y) lo cual implica, segán (A52a) y (A52b), que 

r lll'i(y) = r_l·-v·1(y). 

En consecuencia, los restantes armónicos hiperesMricos de L=i, .\ im

par, q = ~(.\-v-2) son 

( 
3 l t iva 1 * 1 A -v· 1 

YAll'iM(Q) = 4i?J e '5' DMK(e¡) .ñ--:-:7,,.r-K ' (y), (ASG) 
k:T,-1 y>.-11+2 

donde los valores admisibles de v son v=>-.-2,>.-6,.\-10,. . .,-.\. 

ii) .\par. 

Si.\ es par, e=1 ~ K=O, C0
1=0 y la ec. (A38) se reduce a 

1 d 4 dí o ( 4 112 
.\ 4 ) r o 

sen4y ay5en YTy - Lsen22y + cos22y - A( + l 0 = • (A57) 

haciendo 4y=0 tenemos 

se~ebeneiº- [se~2!e + co(Jft~)ro + H~ + 1 )ro= O, (A58) 

con ro= ro(0). Que también podemos expresar como: 

{/az +cote di - cJJt';0- senl ~e+ H~ + 1)} ro= O, (A59) 
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y comparando con la ec. (A44) tenemos que 

J=~, (m';m)2 = tivl2, (-m"TT =~ y r0 = d~'m, (A60l 

de donde 
V - 2 m=-r y 1 V t 2 m =-r· 

Por lo tanto las eigenfunciones de /\2 con L=1 y A par son: 

Y ,..... _ N iva 1 * d~X (4 ) 
Xv·1M(~,)- e 0Mo(e¡) i(v+2),i(v-2) Y· 

(A61) 

(A62) 

Para obtener la constante de normalizaci6n N respecto al elemento de 

volumen en (A27) usamos la ec. (A47). Finalmente las eigenfunciones 

normalizadas son 

siendo los valores admisibles de~·: ( X-2,X-6,X-10, ... ,-x+2}. 

Este resultado también es corroborado por las t~cnicas de Teoría de 

Grupos6• 
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APENDICE 8 

CALCULO DE R.
5

,
5 

{Ec. (2.Sa)}. 

La integral que deseamos desarrollar es la siguiente: 

rR~,(p){~[>-(>-+4)-µ(µ+4)] + tl(µ+~+S/2l - tez} R~(p)psdp 

=[>-(>-+4)-µ(µ+4)] JoR~, (p)R~(p)p3dp + ¡3(µ+s+S/2) rR~, (p)R~(p)p4dp 

- fL
4
2
fRµ 1 (p)Rµ (p)p5dp. (81) 
Jor s s 

La primera integral del lado derecho de (81) con x=¡3p, y usando la 
ec. (1.14), es: 

FRµ ( )Rµ 3d P2Vs!s7f' F.-x 2µ+3L 2u+4 )L 2µ+4( )d 
Jor s' P s(p)p p=y(2µ+4+s)!(2µ+4+s') 'Joe x s> (x s x x 

(82) 

Ahora, usando la ec. (4.17 .2) de Lebedev17 y suponiendo por sencillez 
que µ es entera, tenemos 

F.-x 2µ+3 2u+4 2 +4 _s' (2µ+s' +4) ! (-)k /xx2µ+3+kL;µ+4 (x)dx 
Joe x L5 > (xlL/ (x)dx-k~ .(s )!(2µ+4+k)! 

(83) 
La fórmula (11) de Gradshteyn10, pag 845, nos conduce a: 

~-xx2µ+3L 2f+4( )L 2µ+4(x)dx=~_(2µ+4+s')!(-)k(2u+3+k)! (l-k) (84) 
J 0 e s X s k":ó k! (s' -k) ! (2µ+4+k)!s! s. 

Si s'~s, entonces (1-k) =O para k=1,2,3, ... ,s' y la suma en (84) es 
igual a 5 
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s1!(2µ+4J 
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si s'S:s, (B5a) 

en el caso opuesto, debido a la simetría en s,s' se deduce que la suma en 
(84) es igual a 

(2µ+4+s)! 
s! (2µ+4) si s:S:s', 

dondes< = min(s,s'}, s> = max(s,s'}. 

(BSbJ 

(86) 

Usando la ec. (1.15) en la segunda integral del lado derecho de 
(81), tenemos: 

{1(µ+s+S/2) F Rµ, (p)Rµ (p)p4dp = {12(µ+5/2+s)6 , (87) Jo s s s s. 
Para calcular la tercera integral del lado derecho de (B 1) podemos 
emplear la ec. (13.44) de Arfken2• Explícita y convenientemente es: 

{3pL Zµ+4=-(s+1)L 2µ
1
+4 + (2s+2µ+5)L 2µ+ 4 - (s+2µ+4)L Zµ+4 (88) 

s s+ s s-1. 

Adem~s se observa que 

(_s_} 2 µ _ [ pZµ+G s! ) 2 µ -2Pp 2µ+4 
2µ+4+s Rs-1 - (2µ+4+s)! P e Ls-1 ({1p), (89) 

y 
(
2µ+5+s)2Rµ = [~Zµ+Gs! ]2pµe-2PpL2µ+4({1p). 

s+1 s+l ( µ+4+s)! s+1 (810) 

Ahora, sustituyendo (88), (89) y (810) en la tercera integral de (81) y 
empleando la relacl6n (1.15), obtenemos la integral de traslape: 
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- ~fJ2 JoR~(plRf(p)p5dp = W2{y(s+1)(2µ+s+S)'c5
5
,,

5
+l - (2s+2µ+5)6

55
1 

+ '{s(2µ+s+4)'6s',s-l}. (811) 

Combinando los valores de las 3 integrales se obtiene la ~ 
5

, 
5 

dada en 
la ecuacidn (2. 8). 
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