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01 tNTRODUCCJON 

El prnp69lto de ost.o lrahaJo t>G comparar el funclon,:i.mlento 

de traa m6todos de estimaciOn ante el proUleml'I de estimar lo5 

parAmetrca de\ modelo de crectmlento humane Preecé-Dalne9 1. Los 

traa m6todoa son el de mlntmos cuadrados no linaale~ ordinarios 

CMCOl y dos casca del rn1nlmos cuadrados no lineales 

generallzados1 uno considerando a la matriz do 

cove.rll'lnza involucrada como una matriz circular simélrlca 

CClRCl, y otro incorporando en tal matriz uno estructura 

d&rlvada de tiuponer que los. rasldualee tle comportan de acuerdo a 

un proceso autorregrestvo de orden 1 CARIJ. 

En el primer capitulo de ln ter;is se eKponen algunon. 

modeloe de creclmlnnto hum1'no, haciendo 6nfa!;.lti. nn l'lt¡u~llos qui:' 

buscan d1rscrlblr i:!l fenón1t!no dt:sdo ol niJ.clmiC"nto hl'ISla las 

eda.dt:a adul lll<JS. En e&toil part~ §e exponen al !Junaoi. ventajan y 

dl.'sventaJas du 1 oi::; matlnl U!:l CC'IO!ll dl'ri\dO!'> y •• hace una 

diucunión sobrn trabaJoE- nn los que ne h<lT1 ilpl ic:ado. 

1\ continum::l6n Be pror.cntnn lo!i n:ótoclo<> do P.Stlmac16n qua 

so lLttlizoron en la e'l>ttmacton de PD1. En i:ol tercP.r cap1tulo so 

muo~\:ran los rn~ult..idoo:> obtr.nldo!i con tll'lto~ longt\:udinalos. 

Ei.lot> r¡¡i;.u1 lt:tdo~~ lncluyl':'r1 111 r•nllm<1Ci(>n Uc.• 10 p¡u·J.r.1etro~ 

bto16i:¡lcoc., aal cor.io 1111.i. dl?::cus16n acerc<l dP ln Cl\lldad dll' lo;; 

ajU!>\:u!>, rn los nsp~c\:os OlUt.6'ricos y estt:tdisll.c:o&. 

El CRpit111o cl1:irln 1'.'C Uondl'.' se pro~ent.,n )l'l'.:: "1!3.ludtoo,; tic 

""lmnltu:J6n rcali7.oilflos p.:lr"i\ ofcclH.:v· lil~ c~ .. 1·µ;.1r<lc.:inne~ P-ntrc lo~ 

uti 1 t Zi:lndo do!3 el l\Co:; do C!>truct1Lr.:'I!.> do t:rror s st•po1dc11cli:. 

lndepondencla y !;Upontundo un proc~so LHttorrcQrr.nlvo de orden 



t , Con base.o en 1 AS · v.t mul act cines, puede decl r s1:1 que el rr6todo MCO 

e!l. allPcu,:,do p11.ra. c9ot~mar los par.$.motros del modelo, aOn en casos 

"'" fltJP 1 a autncorrcJ <'ICI 6n de los rest dual es sea &i ont ft ca ti va. 

La te&f.tí> Incluye do!t apóndlces1 en Dl primara de ollas se 

uxpone 1 a construcci 6n de 1 a faml 1t11 deo modelos de Proeco y 

Balnes1 en el otro &e discute muy brevemento la estimación para 

da.tos provenlenten de D&tudlos transversales. 

La idea de rnalJzar una tests de regre&l6n no lineal 

utilizando un modelo di!' cr-eclmlento humano tiene dos origene~1 

por un lado, el curso do Regrn&IOo y AnAlisis de Varianza 

impartido por Francisco Aranda y Silvia Rulz Velasco en el 

~emestre do verano de 1984; por otro, la información 

proporcionada por Harta Elonn 56.r.nz aCDl"CO dol moclelo de Prence 

y Bnlncs, Posteriormente, Francisco fungió como dirllctor de 

tanls, por to que lD ci:toy l:!'Spor:tnlmonlc agradt-cldo. En ont~ 

ml•Jmo santJdo, mucho agradl:'Zco los coml:'Utarlon de Vi clor 

1='10utrr1::• 1 Gul 11 r.rmo ll;.1z, Lut s Fi:>l 1 pu Da:!ú.l, nl frndo Bustns, 

Apolinnr CaldP.rón, HortPnsln Góngora, Lotlclo Grocla-Modrano, 

Fcrtnrlco O'Rollly, SnJvador Pórl"Z Este-va y Enrlq11e Villa. Por su 

In~tl luto de Jnvr.st.igaclones Antropológica!'.> hizo 

posible o&tl:' trnbajn nl prnporclonar un kmblcnle (canil óptimo 

para su ro.:"1li2acl6n. Dl:'!>dl:' Juruo, lB 11'•0\YDr deuda 1~1 tengo con mi 

fllmilta y mlF amigos, quP stcmprl'.' st? portaron m.\S que a la 

Altura. Sin ello-;, seguir1n dlclenLlo "ora si ya voy a ace.bilr la 

lPt-.i a.". 

M,C.B. 
Colonia Rom1• •• Ciud.>.tl \1nivr?rsiti'lrin 1 

B t.ll• agn:.tt1 de.• 1987 Cl:>n la mnllanal. 
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1 l MODELOS DE CRECIHJENTD 1-n.JMANO 

1. 1 > INTRODUCCION 

Durante todo esto trabajo, ol t~rmlno craclmlonto ao referir• 

a.l aumonto de tamnn:o individual inanifostado on 01 cuorpo a partir 

del nacimiento. 

Este proceso, que en realidad abarca desde el momonto de la 

concP.pct6n hasta quu ol individuo se convierte en adulto, presenta 

p<"tronea generales en la forma on que ocurren los incrementos de 

tamllf'lo r';~pecto a la edad cronológica que ~on comunes a toda la 

ospaclr. humana <Foulhabor, 197b1?l. En Jas orAficas lA, 19 y 1C a9 

ilustra lo anterior con los dato!> longttudinalc& de tas estaluras 

de dos individuos (masculino y femenino>, sun incremento~ anualon 

y los tncromontos anuales de los incrementos. 

Dentro da ln unldnd en la forma en qua- ocurro ul fen6n1~no hay 

vorl~rioncs entre poblnciones y entre individuos condiclonadao 

E"Pf'.'nC'lnlmente por factorot> hert?dltarios tinfluencias inb ... 1-n~.·;) y 

ambientales tlnflucnclas e>:ternos>. Pareco ser quo los prinu~:-u'. 

tienen un mayor peso en la determinación de la forma en qua ocurro 

el proceso, st bien resulta sumamento dificil Geparar la variación 

producida por o.mbos factores ya que se encuentran interactuando 

mutuamente tSus~nne, 19Bú:23b). 

Aun asi, dentro do osto variabilidad, es posiblo encontrar 

te1nJenci.:is dt?finid<is como "tipos de formar. partlcUlf'!res de las 

curvoit• i ndl vi e.Ju al es del creci ml t!nto, las cual or. son resultado de 

la 1ntPracci6n, a dlo;¡tlntno:. edades crono16Qlcos, de los factora& 

enté's rn.!rol:J on<ido'3" IEsµi nosa y Faulhaber 1 1979; 433). 

E'n r-~tP tra!Jnjn 6nicamc>ntc se anallzarll.n modelos qu11 

rl:pr~5.Pnllln el c~mblo de variables antropométricas en función de 



la odad cronológica. La mayor1a de los ejemplos que se prosanlan 

se refieren a la 1'.'Statura. Fuosto qua la lalla es una ewpresiOn 

Integral d9l crecimlanto, la construcctOn dD modetOs para eata 

medida na. Importante en .t.roas como eroonomla, gon6tica, padiatr1a, 

9ndocrtnolog1a, nutrición, blotogla y antropologla "rtsica. Por 

otra parte, al ser la estatura una medida que tiendo hacia un 

valor final Cal· contl\rio de to que puade suceder con, por oJompto, 

toa pliegues cut.incas), tos modelos conalruldoa para i:'lla puedan 

utllizaree en varinbloa, como las longitudes de DKtromldados, que 

tengan e111.ta. propiedad, 

Eatos modelos "º" C&tl 1 ca en dos ni vol es de 1•• 
tnve~tlgaclones de crocimiento1 por un lado permiten conden~ar y 

analizar información que serla dif1cll de obtener do otra forma y 

que puode Bar Ott l en aspectos como conr>trucc l6n de l:'ntlndares de 

crecimiento y dolrr.cl6n dr> der.nutricl6n; por otr,1 parle 1 la 

ccn~lrucción y el An~ll&ls de modelos matc~~ticos quc intenten 

representar el procr>so de cr~cimlcnto i;rJn 1 por si mit;ltio5 1 un.1 

contrtbuclón al e~ludio del fenómeno. 

Cabe mencionar r~pldamente que hay otro~ rti6tudos dc an~llsln 

de datos longttudlnalcs 1 ewpuestos en Roche et at. l1975) y en 

Roche ltqeo) 1 que principalmente busciln prr.dl:'r.!.r la talla final en 

función di:> ve.rt<1oble?s como la nslatur,"\ en ln crli.\tJ de lit menarquta, 

la estatura final de los padres, la edad 6nea 1 y otras 

caracteristicl\s biol6glcas. Una cnmparaclOn entre algunos de estos 

m:ttodos aplicados t\ datos de ninos mr.aicanos pued1_· verso en el 

tr;¡bajo de Fauthabar (tq82). 

ln. cori~truccl6n rlt- m:idclr. . .;, tJP r.rl':i:'.\1=-\1 !nrli ·\th•.11 in'l'lic.,:, 

proponc:>r algun11 función que relacionr.• a lo~ c.<1n1tiir1~. du ltrn••1no en 

la oslAlura con la edad cronológica y l1na c><plir:Br.i6n para la::. 



'variaciones que hay enlre individue& y ·dentro del crDcimlDnto 

~articular qut- rueden ne deberse a caa.bios en la edad. Estas 

variacinneD ·pueden atribuirse o los. errores de mecUci6n1 a 

procesos fisiológico~ particulares {Comaa, 19bb:21B>, a cambios 

astactnnaleH en el tiE>mpo en que ue efcclOan lei5 1r1r.-diciones (Lee, 

1900)¡ a los diferencioa entre ia fecha planeado poro la 

observación y oqu6lla en la que realmente ósta se lleva a cabo y 

al hecho de quo nec~sartamento se observa f06lo parcialmente al 

procc~o d~ r.recimiento. la cantidad y cumplcJldad de estas causas 

de v~riobilld~d, as! como la6 interacciones que &e d~n entro ellas 

scn:otan hacia la importancia de incorporar un componente 

estoc4stlco en los modelo~ propuoslos, &i bien esta clase de 

supUD&tos no ~s lncorpor~da en lodos ollas, particularm~nto en los 

métodos que Onicamcnlc buscan !>Uavl:r:ar los datan. 

Genoralm~nte se ncPptnn do& enfoques P.n la conulrucción do 

modelos di? crr>c:lml1?ntof el no estructural y el e!ltructural 

CPr-ur.cc, 1 '178¡ Docl-'. y Thi &sen, 1900¡ Prc2ce y tlC!i nri ch. J 901 >. 

En el prlir.ero, se intenta cltmtnar o disminuir lo& errores da 

tnc:>rHctón y ll'lt'• cfr:-cto-:. quo puedan tener los factcres mencionados 

flnt.r.rlormentc ~.obrP ln!:. obsc:>rvaclcno!i. Esto se haco con alguno de 

lc5 !liguic>nta& m6todos1 

J l Su -:ovl z ando l .i~ ohcr.1·vaci cnE<~ global incnte. con pal i nomi os de 

Ln1:1:-.'\ngc- CRJ[t', 19:'.:--::~~.2l. Jo:i;;cn& y Drc'11&-l-l°"y11s (1975> y Zerbe 

C1979) prci..~nlc<!i üJu!:tt::s de e~ld c:lane parü datos longitudinales 

dc crcclmit•nlo huiunno. 

~l So!••vi7r..,1:J<) lnc-Alfi,,;nlc, CLl!>.i slea:pr·c C:O!• funcionL's splinu 

al1Jun,, r, ..... rli1:1l·,,, dt•l rnnlJo dL' t·d~llc& COI• la r·cc.tricc:~ón de qua los 

Y1"11Drf>& ''" Jr.- ~-nl lno:nlor. dt'lJon c:olncllJlr ~n las frontara.t: de 

• 



tntorvatos adyacentes <Rice, 1qsS:§q.3). Alguno~ eJP.mptos de esle 

tipo de ajust.os con diitO!il longttudlnales J.JUeden VC!rt.c en Li\rgc •l 

01. c1q7el, tlolinari •l aL ll9BO> y Derl;cy rtt al. <1'1D3a> .. fil 

parecer, aat.e m•t.odo produce mejores resultado~ que ol anterior. 

En amboa casos no hay supuestos osloc•st.icoG. 

3l Ajustando otohnlmento un polinomio con la teoria usual do la 

rogresi6n lineal. Los parimetroa &e estiman generalmente fior 

mlnlmos cuadrados suponiendo un componen~o ct.LocAstico de error 

aditivo parn el modelo. Hay que hacer notar que para dalos 

l ongt tud:I nal EH\ 1 o m~s probable es qull' el supu!!Eoto tJc i ndepcndcnc i A 

para loe errores no se s~tlsfaga, Pomcranco y Krall < 1 qo1 > 

utilizan ost1~ mótodo pnra datos longltudlnalus de crcctr11ir>nto 

humano, &l?ftalando que, p.'\ra la esl."tura, antrc.- t>l 20i', <si.1rd nif1os) 

y el 2BY. (para ntnas) do los individuos mo!>tr6 cor-relac:iont-r. 

6lgntrtcotlvan r.ntrL' lo~ rr.nlrlu<'llt·~. 

Los mótotlo~ 1 y 3 tlcnrn la tlc!'.>ventaji\ de t¡Ufl l?l gr;.1do t11..•l 

polinomio qur. se ajusta (t'!'I dl'.!'c.ir, r.1 número lle parArnDlro~ 

desconocidos), varii\ dP. individuo a inrllvtrluo1 lo que dificulta 

nlgun .. s comparacionr.~. Poc otra lo!\ modo-1 Q'f, no 

i:o~tructuralt•s no tienen forma dc utili::ar en su r:onr.trucciOn 

cierta informAci6n conocida acerca dC?l proca!'>o dL' c.roci111lc:>nto, por 

r.Jcmp1o, \lou c1<rncter <'1'!'.lnt6tlco, l "1 existencia tlr> un m.'\xin10 lnc:.i.1 

en 1., functt'>~ dt.o vrlocldt1d dur,;nt.r li!. ,~¡!olcscr>nctn, otc. SI bien 

en po~:.f.blr. reproducir et.tas con 

pot t noml 11.l n·~ 1 ó~to pur.rlr rcqul'r 1 r dl' un n(Jmpro muy gr.nnllr.i de 

p;1r.'.'t,,.,rtrnr> por t't'>llm3r, .lnr.!::..-.L•n:: y Drr,,.,!:-·l!rynr. 11975) y Zcrtif' 

(lq7q) •1ti1i:-:an f•n1inO'l1inr· tlr r,:-i\dD~·, tn )' t"'., r1'-r>··rl j•1i\,,.,•_.r,te. 

E"l Sll~Vl:':i\lf,i~ntri por i;pl \nPo.. r-,rL'~' !.Pr ._l(!('f_I\ lf!f• Cll:•roch !:E' 

Jntont;~ d¡,-:r:riblr Pl r.rEtci11iic~n\_p !.ndividlhl} dur<.<11ln pi:riodOP. 

• 



relfttlvl\rnPnlo corto~ (3 o 4 aJ'Coc>1 sin embargo, su apllcaclón en 

rl'.nQn~ 111"' ml'.yur tll::ii(nr~ tlenu r.>l Jncn11vc11lenlc do- que es necesario 

P.sl\l'F'-'1· un IJrl'lfl nOmtn·o de p.:i.rAr11ctrua para obtr.>nPr aJut:.tes de buena 

c:;lllri;ul. Por olra po.rtc, a menos que la inves.tigaclOn se centre en 

llt:;pt:c:lnn rm~y lncnle:; dr.1 crcclmlr.nto, lo UGUi11 es trabaJPJr con 

mntlL•l.n~ r¡ur. cubron r·dnr¡iot'o do c11a1..h~c que nbarqucn a todo el procE"co 

o hion, l'I ot(l.p<H'.i co1110 la infnncla. o ln l!.doluccnncin. La orAfica 1D 

n1irnotr11 un 111Justc cnn un polinomio de Lagrn1H;¡c en dato& 

t oriu t tu1U 11111 rs. du onl atora¡ nólcnc que r-.l bl l:?h l ol curva pilt.a 

~~~~tem~nlP por totln~ lo$ puntos, el mod~lo no ~trvc püri\ c~llmar 

p:.rl.mt.tr·on de itilPrt-o,· como la cstn\:ura atlultrl. Adt:>m:,t:., el 

polinomio ulillzado CD d~ gratlo e, lo r¡uC? irnplicu l.i ncr:t.·:lld~fJ d~ 

r.1tl·im.-.r '? parAmelros con JO datr15. 

Dfr.rd Cl97'1rtl ll;imn ol rnfUflllO rio c&truclur.:i.l oju!\tc de: 

curv~,.;, 1toonclonnntlo c¡ut• n lo=:. pr·o!Jlcm;:o.; i1111lr:r·lo1·1•r, clr:LIL' f",um<.1r10v ln 

JJO!i\ bl r• cnrl'nt:'i. 11 d"" r:onnl dcr·.:i.c l one!:. vstolll sti cas para cval U.lr 1 a 

cnlif!1ul df"1 tuh nju~LE.·s.. Cr.LL"' L111lu1 C1974:"3l dri&ign.1 cor.10 aJu!>tu de 

mntlelt•t> llurllndo croíoqu1..• n~1lrur:tt1r1'l\. Ln principal . ca.raclt?r1ntica 

dn óslt~ constate en que- n to:.los. loi.: inllivtdur:.n ~e le~ ajust,i., 

CH•tt mando a l ns pari.mootr O!. d.:0!;1·r,110t:idt•!; cc..n rrótodo~ co¡.tatll !:.Ll ces, 

una mt~mo función. Ent.J. C!:". t"·l~lC?cclnnntla como conr.!:!cucncia do­

con~!rh?rl'i:lnnL':J. tÑricn::-. l'l.•t;¡1Pi.:lr> ¿,} fC':,.;.,-.. 1...no 1~~ quo pc:.1· moLlvon 

dr1 ronVC"lltcncin cu cu<H'to a rL·:... • .ir.iir l.i. 1nrc.r1.1lt.:l6n. Por P!ltP. 

r,-pltvP, los ¡1:i.r-bm!?troh C}l'f' i11vntui..:ra un:i funcJ6n un un moda-lo 

ant1·uclural puptJ,3 n intPrprr.l<>r!"·!~ c:n t~rn1l111J& del fcn6me110, a 

dlít::vrnt:i.i ti;• ll'lLlo!'lloo:. 1•r1•s.c11leL ''''lo~. r1.:;d1~lu$ nc1 c¡:.truclurales. 

n~ •:-'t·. í•·.·1~.;::, le•:; 1·-·'.lr.,z::.;.,r:. LJ,. Jo~ j•dt.\lo •. l1-u_, !:>L' CU1H,idur·.i.n 

cnt;·:'"..o r e:>O'l".rnc;.. ;1r1uc11;1dc1l' Llf'l prr•t:C't.n 1 .:i.l mi !'>mo tiempo qur. ea 

pr.!":' lile h.::iccr i nfc;-~11r. i <'.::> r~tatll ~ti t..:.:. y cor;.p<irac:lonus sobre 

5 



ellooa. Dtrn vrnlAJ" de nr.ta clase d~ mode>los radica on al het:.ho de 

quC' en po1>llllt'.' conc.trulr funciones de tc.r. J'h.,r~metrcs quo ttbllm1111 a 

otro& par'.lmetr·o$ qur~ 110 oc.l~n contunicto~ r111pl1cilamonlo e11 ol 

modelo. 

Rl!clentemr)nlc-, al e111-1un1~r una n1c•llldolr1gla de t'.'ntlm.,ci6n no 

pl\ra.m6trlca po'.lra curvas di! croclmli:.onlo, Goldstaln t1r1sbJ hLl 

eonal•do alguna~ de!l.venlaJa~ d~l enfrn¡11t" ur.truclural, llam,,cJo por 

61 enfoque param6trlco, EsLi\~ t;;cn: 

t) i\l re&trlnglr el p,otlE'lo n una noln ÍU:"l.:iG" sr· llena uri;• fl•I mn 

que pul'de r1n:ul tar d~m~..,\ado r1 Qillr. ¡i.-•r<1 pi;1 n•i tir un r•1noi:t 

rllzonabln de varlacionL•5 lntJivldualet.. 

:?I Al nJu!llar un~ mi ~m.11. curva sobre un rarilJD du tidatlt.:~ h"'"-l<Jnlt.• 

amplio hl\llrA v.:irlac:tonoc. lucalros 1t.:u1:1u lil 

crecimiento 1111tru lo~ (, y O l•l"los conurJtJ, .. _ como m(d-t:¡rc.n..tl. C./•Urt> 

Vllri<1cl6n tlrhtc!.:i ,-. car¡11:lerllilic¡i.!.> t¡UP puoilco v.:iriar con JA t•d,•d 

f4ClortH!o et.tilclon::i.lt•c, n1r>1llo llr.1blr-11t.l1\p,_ o hi.t1r¡ulr:,lr:o•_¡, E>ilu:i.r.lón 

inClLIYC'n P.n lil 1n,llmnc:l6n F.ti\a1r.&nlo r. l1·.:1y6::. tlc:•l r.rtor.Sc.t1rE· e~;lt.• 

Oltln10 punlo, Ber\a~y y Li'llrd ll9Dbl pr1::..Pnl.-111 L1n rnó\t>tlo de 

1!5tim.lt::l6n P"'-rll modnlo'3 t·~.lrur.t11r<1lco:-~ •ir• lin1·.,Jr.>!'> lfr,. t:rl.r::lt:.\C't1lc. 

qut:> puedt'.' incluir c:ovllriilh]o~ con.o l.•!· u.".'nci1Jn;1d<v:. ,;ntrr·iorrn~nlr.. 

En eEiP. trab.'.\jo, r;ol proccditnlí.'ntn !;O f'jr::.;•llf1cn c:rn1 el m!1·lr\o di;­

Jc>nss-Daylny l'E-L•r.c16n t.::?,:;>), 

Go\tl!;tP.ln ( l90l.) 'l ["(1 Í {•\¡ti - r.n ~·'·.:..~~trien 

lo· 

crr;oclmlf:'nto pur !>tlltzle rt al. (J':'noi )' p;,: G~'.;.·pr ,-.f al. 

T~l m!!'todolo1Jln no sr::-- ;:.n,\l1z,-.r1' l'n osl·c lr,--il,njn. 

¡, 

•Ir> 

11'701¡). 



En ot cont-extD d"' Jos modulas ilÍdividuale& de craclmlento, 

teniendo n observa.clones para et i-4sii¡no- individuo, el modelo uo 

pued& D•crJbir como• 

e 1. 1 > 

&tendo.yLJ la ost11tura en la adad xLJ' /C.J.l la funci6n d11 

Cl"'ecl mi en to, ~ un vector d11 p parlmetros y .cLJ el error, ul cual 

ao supone que as no observable y quo incluye ti'nto a los error-ea 

do medición como a los fact~res qua no fueron considerados en la 

con&tl"'ucción do la función. Hay quo hacer notar que la medicl6n de 

ta odad se supono libre de error. 

Bard (1974126> llama a la ecuación tl.t> modelo est~ndar 

l"'educido. En genernl, ~e lo conoce come modelo de reoresión, 

si ende x,
1 

Cquo puede ser un vector para cada pareja i, j > la 

v.:irlnblcCr.) e:iplicatlva(s) y v,
1 

la vnrloblo d~pondlcntl.!. 

Si f OG de la forma 

p 

• 'I " 1i:fr. k 

donde las bk sen funciones que &ólo dependen de la9 variables 

explicativas, ol modelo es lineal enº" En cualquier otro caao, se 

dirl quo el modelo os no linealª Cabe hacer notar que en ciertca 

ca~o¡:,, merHante alJJunn transformación o reparametr1zaci6n, un 

mo~elo no lineal puede llevarse a la forma anterior. 

Como ejemplo de lo primero, 

y "' x0 
oxplto) 

pucd~ e~crlbirse como 
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lnCyl a 8 lnlMI + e, 

Por otr-a parte, una reparamalrización para llevar al mud~lo 

y oxplO> + e 

a una forma de regresión lineal consiste en hacer 

(l .. oxpl91. 

Si no os posible lineal izar al modelo en los parAmotros, ne dice 

que 6!1.to os tnstr1nsecamentc.> no lineal IRi\ll:o~¡s\:y, 190::.18-111. 

1.21 f\LGUNOS MODF.LDS DE CRECll1IEHT0 HUHflND 

Cn esta sección se hace una revisión d~ la bibliograf1a 

consultada rcopucto a varloo'modolos de crecimiento. Su propó~ito 

tl'S ilustrar algunos aspectos refurentm:; A la contotrucclón de las 

funciones menclonadns en la sección anterior. 

1,2,ll MODELO DE JENSfo-Df\'t'LEV 

Uno do lns primero~ intonlos do aplicar un mol.le-lo estructuri\l 

a datos longlludinales fue el de n.H. Jcnss y ti. Daylf.•y, en 1937, 

LA función por c.>llas propt.IE't.ta puede escrlblrso comt1i 

(1,2) 

Eata función ha 6ido uttltzado1 par.-i anilllzar ol crecimiento 

en la talla y on el peno desde el nacimiento hasta los 7 a~os. La 

forma de la función ee debe a que durante los primeros menaG de 

vida el crec:Jmlento p~nnll-• con!llderarse c:oir.o casi lineal con una 

pcndll:'ntu relat1vamentc or.indP. (Elr.rléoy, 1qa2~222). Confnrmc ln 

rdad aul!lonta, ~e tlane una di~.minurlón en t;i velor:ldad r:lc 

cree: l mi ll'ntoi 

• 



d/Jdt "" b - d •Xp(c+dt), 

rnpre~entada por la diferencia entre el componente lineal Y el 

eirponenc:i al. 

Los pnrAmetron a y oxpCc> e&tAn dadoe en unidades de 

lonoitud, mientras que b egtA. en (tiempo>-s.. El parAmratro 

es adlmensional, &lende d <o. 

Comos 

-----------~-- • ~xpldl, 

siendo t y t~1 dn!:i tlo~poa contlouos, oxpld> &e interpreta como 

uno n11:"dlda cont>lnntc de la aceler;:i.cl6n pnra cualquier momento en 

tltrmlnos dr. la acPl r!rn.cl6n del anterior. 

Dcll•lnt1 y Wn'!lhburn C1?b'3) nplic:eron c!lta funct611 en un or.tudio 

ml!:!ntr;i.c quP. N.1nwanl y í\g<-1r11~l Ct<173) lo rct>tr-tngtH\ al prlmi.tr sú'to 

do vida. A pn.rtlr 1Ji:;- ln. func:16n (1.2), Durkoy el al. 

construyen C!'ol~nderes longltudlnalc!:i do crecimiento para ntnor.> 

mcnorr.t> d1.1 6 ;.tioo:. Dcrl:c)' 'l t:ent (1903> lu utilizaron para aJuLtar 

di\to~ dr \.C1l}C1 ;· pn;;o t.'0 ntt;r,l.1 ll•t.•dldos ontro los J. n1e&us y lua b 

oi.o!l. s~-1,1; ..... ¡1í:"r (17:J71 pi L• •. c:it;.. rcsultaJuto du aJusllt& ufec:Lu.-dos. 

con cst~· nondelc1 piiri\ pc:..o y l.:i.lla de niHoa de una comunidad rural 

en el c--...t~i.do ch..• l"'uclil". L:i finaltUud del trb.baJo de esla 

tnvasttgn1lori\ rs l"'Vit}U.'\r lD~ r.fccloi:. quo diferentes cla.r.oa de 

cl'lns l1L~ h,"ibr.r !.>idn propu11sla por prll!'.ttra ve.z 1 la función dL• 

Jcn!:!;-0.:\yloy es to1Javla ar:-.pliami::hte utilizada. 
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1,2.2) MODELO DE COUNT 

En 1q43, (!,W. Count propueo eiocpllcar &l proceso con.pleltJ del 

crecimiento utilizando la unión du trua funcion~•¡ laa doa 

primeras oran do la formai 

/<t1!:!;> •a+ bt + cln(t>1 (1.31 

la tercera función, utilizada para modelar eJ crecimlonto durante 

1111 ndoloscenela, fuo la log1!ltlcA (!¡ubs;occlón 1.2.31. 

La funtlón Cl,31 ya hab1a aldo utilizada por t:ount cor1 

obsarvaclonos de medidas crañeales en 1942. Las dos funclone!i du 

esta forma doscrlb1an el creclmlento duo.da prlu:tlcamrnltt? el 

nacimiento <tlJ > ('11 hc.sta los ulete <if1os y dusdu vstil vd"1d 

el lnlr:lo de. la adolei::ocencia; duri'lnto la. adolui::ocencla, era un<t 

logl'3tlcl\, Los problema:¡ da trabajar con osti9-'!:. trl'!i {unc:lont:>o:. 

est.1n E'O el rnanvjo do lo<:i. 10 par.:itmt:'trus nE?cr.t.t\rlo'"° 1 a~ como t'll la 

dificultad di!' h.'.lt:cr coincidir Ion valori::-!> dP. l1u; funciones c:>n lat:. 

frontera!> di? 5US dominio,, t.~ .• lo~ punto!> en lo~ que ~e dobln 

dejar dE' U'lar una función para omp1?:<1r a c:nns.iderar a otr11. 

El pnrAmr>tro a ne Interpreta cort.o 1.:1 r.~tatura E?n },"!. ¡irimora 

edad obs.r>rvada1 b es la aslntota inferior di:' la velocidad de 

t:rcr:lrr.lcntn, adc>l!IA"" dr> !'t:>r l,1 t.is,1 de:> crec:imtr>nlr> p10r~' r.J 

compcncnlP 1tnl'!l'1 rlc> 1111 función, prir ln q~1C' tt'-~"- un!d,,tlt"i::o ~-on 

c:mftleir.po; fln,,lmr>ntr, e C'~tt. d:>dll cn 11ntd,-.tlr'"• di? lon1Jltud y 

d~termina tanto ta voloc:ldad de crecimir.ntn, yo'.\ que:>: 

d//dt."' b + c:t, 

como la acelerac:l6n, puest 

IC• 



Como se ve, la ldaa de count ora muy &imple¡ la locall2acl6n 

de los p~r•mctro5 en la func16n estA dotermlnada por las dos 

ecuacionos anterioren. 

Debldo a que 1 al sor lineal en los parAmetros 1 so tiene una 

grnn focllidad para obtener y analtzür ostlmaclonc~, el modelo 

propu~slo pnr Count hn:uac16n 1.3> ha sido ampllamcnlc utilizado 

con dato!> longltudlnalus de nlttos P.ntre O y 7 anos, Por ejemplo, 

"llngPrd tl970) y Smith ot al. (199'3) lo ajustan pera la talla y el 

peso do nino~ prematuros. Derkey tl982> prenentn una ccmpnracl6n 

[.>ntrP. les modolos de Caunt y de Jt-nst>-DLlyley tsubsccci611 l.2.11, 

concluyr.ndo que el segundo proporciona ajustes m.:t.n adecuados. Cabe 

menclonE<r r¡ue r.nla lnvr.ntlgadora afirma no hnber cnc:onlrado 

vlolactoner. importl'lntes o 10-. supuc!itot:. U'=>l.lill!Js dt!l nótodo do 

mlnlmo~ c•1nrtradoq, CllnCP.let> o no linf" ... \cnl. En un tro.hnjo 

pollterlor <Der1:ey y Y.ont, 1903>, !;O esto.blcce que c!:.te hecho 

po.rcc:o dobernr a qui:! la?> edades en que se ren\l-;:nron la~ 

ob!:ervttc:ionc-n co:.t.tt.n "amplinn::ontc r.c-parndo'.\n E!n el tiempo" Cp. 52S). 

Toles 1>cpnr~ciones Gen da &~ntre :S y b mese!:.. MJ&s adelante se 

dlr:;cutlr.1 !;Obrr.• lo~ tnótoda::;. de ~o:.tlm.:::clón y ~ui::. prabtcrnas. 

Mientra~. pueden verso, en la gr~fi~d lE a lo& modelos dm 

~cn!;~.-D.".l'¡lr:!'/ ')' r~ont, .,. en le rJr!.f!.c=i ir "- o:.u~ funciones rlc 

velocidDod. 
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1.2.3) HODELDS S1GH01DALE9 

La ccu=iclón diferencial 

d/ /dt • k/ • -,nn - /"> /nA" ,(lo 4) 

donde A es la aslntota euperlor· de f v· 1, os una tasa constante de 

crecimiento, admite como·uoluclón a1 

/lt1Q> • A•Cl. ± h.•oxpl-kt1 J~l'n 

siendo huna constante IDraper y Smith, 19011§10.7¡ Prccce V 

llelnrlch, 1qs11249). La ecuación ll.5) on conocida como la función 

de Richard& 1195q), En 11,4) 50 ve que la velocidad de creclml~nto 

es proporcional a lLna función quo reprot<vnla la dJ.slancla entra la 

alJS!ntota uupcrlor v otra función lineal tle la talla O://nf'ln>, la 

t:Ul\1 e9tA lmplicltamente rolactcnada con r.1 ticn1po 1 a trav6& de/• 

La ecuación 11,41 ha dado orlg.:•n ~ variws modales d~ 

crectmii?nlo y de rcudimlvnto. Ratl:oul:r.1· l1903) prc~cnta alaunas de 

estas funciones, 

Si n "'1 en 11.5), SP- tiene la funci6n lcg1r.llc8 1 qui:? puede 

cncrtbirsc lHarublnl •l al. 1 19711 como: 

Lo& P~•r..\mt.l1 .,;.!i. lit:.' la L:cur.cl6n O\llt1:.-inr o;.cn lo~ :.iguicnto:::; P 

y P+l-: son lat; :is1ntctns inferior y su¡1t>rinr dr> li\ c~1rva, 

respectlvamc>n\:.e¡ .:\ r:i:. una cc.ini:.t<lnte ,:1dlr.r•n:::!.cin.:i.l de intcor~c:i6n 

tJl!tCrinl.nao .. de, lii po.,;ic-.i,!;:i de: CH lr;. :-: 

crec:lmlcnto constantt? 1 en llnid.:;ido~ rlu ltl¡-,r.¡,o)-1. Con cg,ta funciOn 

so trata tJo reprc~cnt;.r nl c:T'"cclmicnln d::>"'d~ r\ inicio de! la 
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edolesccncta. Puede mostrar&& qu~ la curva da volocldad do l• 

Joglstlca ea rolm6trlca elredodor de au punto de lnfle>tión• 

localizado on t• • a/b tDrapor y Smlth, 19811508>. Por otra parte, 

como ao tieno qua1 

/tt•> • P + K12, 

ontonces t • re&ul ta ser 1 e ad ad ·en la que soe alcanzo 1 a mitad del 

creclmlonlo obtenido deade la primara medición considerada. 

SI n + o, (t.5) so transforma cn1 

Cl. 7) 

qua es la func16n do Gompertz, propuesta por el actuarlo JnQlOs de 

ese apellido en 1825 para eMpllcar la mortalidad. Len parAmctroG 

dP. c&lP. función pueden interpretarse en los mismos t6rmtnos unndos 

para Cl.b). 

Marubln1 ot al, (19711239> muc:.tran qut:;o la derivada da Cl.71 

es lll'.lln.'\otrlr.:11:, !iesgadn tu.~cta la izquil:!rda, con punto da lnflswión 

en olb. Para ente edad, en el modelo de Gompertz &e ha alcanzado 

el 3h.BX del creclmlr.nto hebido desde la primera mndici6n. 

Apnrrntru•1nnt.r, co;to podr1n t1cr una vcntaJn rospeclo a 13 funct6n 

lool~n, en el ~cntldo de qu~ aprcxtmar1a meJor a la curva de 

velnclrl~d para ln adolescencia, en la que la acelcrac16n es mayor 

~nt r.':' rlr-1 m-:i~.t.>nlo dt• ll':i.;: 1 r.ia vcl aci dold, di t;ml nuycndo a. partir de 

C':i~ etli'ld <H<'<l"'Ubini. 1978; 12'7). 

'-"'•· ~r."\flr.fl~• IG y 111 mues.tran la~ curvas do distancia v de 

veloc.ltli'.d de lp.s func:tont•s l'oglstica y Gcmpart:t, respectivamente. 

Lf'ls aj11~tes produc:I tics por es.tos dos modelos sigmoidalca han 



sido comparados en°vario& c!¡tudlo1>. Te.nnt?r ot al, <19bb) obtienen 

aJut1le• ligeramente mejores cen tOrmlnos de varian;:a residual) con 

ta función de Gompertz que- con Jn tog1stica1 r.tn embargo, la 

conclu•lón de Marubini •tal. Ct971i2Sl) na la contraria, .al meneo. 

para muJare•, pues no contó cnn datos. ma."Pculinoro. Es intcn:::r.i.'ntc 

hacer notar que on ese estudio no so encontraron correlaciones 

algnlflcatlvas para los residuales en tndos los casos examinados 

para ambaa funciones. Ademis, Jos modelo& fueron bastant~ robu&tos 

ant~ da~vlactones de \a periodicidad de medición. E~tos resultadoG 

fueron conflrmiidon an un estudio poslc>rior real l;:ado por Haruldnt 

y Tanner CHa.rubinl et al. 1972>. 

Por sU part.e, t-lausplo ot al, C19BO> comporon l<i."P do~ 

funcione& p<i.ra ambos seY.os durantt> la ado1e1;cenc:l11. En e~tc 

trabajo Be reportan resultado!> simlll'4res ~ los tlo Harubini ol al. 

(11'171 1 1972) 1 respecto a ln c:orrel11c:l6n do los re!'.idua1os, 6ste. 

apareci6 en el~% y el 3% do lo~ caco1> pvrn la lOQ1~tlc~ y ln d~ 

Domportz, rcLpectivnmente. 

Como iiioe ve, no ha)" ra201\PG contundentei:. para proferir a un 

modelo sobre nl otro. Sln nmhl'rgo, el loolr.tico h11 t1.:nido m;iyor 

e.ceptll.cl6n tanto on estudios. dr.l cr!:!c:lmlento dur.:intc.• lo 

11.doleGcenc:la CTann11r •t al, 197&> como en la con~lruccion de 

nuovos niotlclos de crE'clmicnto, co:~o <:;r::- vl"r.1 1t~o. .-delante. 

1.2.4> HODEL09 DODLE Y TR1PLE LDGISTJCO 

Como !H.I no1t.bre 1 n l ndl Cl\ 1 r:cto ..... mor!!:.'l or; r.'\t ~n f orm;o,tfo•'. por 1 /\ 

suma de. dos y tres lor;,1.stic11~. En 1973 Uucl; ot al. ut111::1:1ron do~ 

logisttcns p21rA e!:>lt1diar rl r<1noo ccir.-rilP.to dl.> crecimiento: 1<'­

primcra rcprc>scnt.1:1ba el creCil!llnnto r!n 1<1 prt:> i1dolL~::cer11:1,, ~· li!. 

sum11 de !'r:ibl\<s oc1.1rria l't. p<1rttr rlr. )f' i'.dole!'.cr.ncti'I. De Psla form11 
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buscaban disminuir la posibilidad de toner una división entre 

o&toa periodos. Esto uso adl~lvo do toglsticos tiene algunos 

·problemas, aeftalado& por El Lozy ti970) y Precce y Baines <t97B>a 

por ~Jam~to, la existencia de una as1ntota inferior no hace de la 

togtstlca un buen modelo para el crecimiento un poco anto& da la 

edDlD&cencla1 ademAa, como hace notar Preoco ll970>, "la suma do 

funciones no linaalea dc~truyo la entructura subyacente de las 

ecuaciones diferenciales originales, donde no hay una o~tructura 

slmll~r". Por otra p~rto, et basarse Onlcamente en la curva de la 

estatura para th~ncrtblr el crecimiento p"'rece ser menog adecuado 

que modelar ... utilizando detidr. Pl principio propiedades conocida& de 

la curva do velocidad <StOtzle eL al., 1900t'50D). 

El modelo doble logisttCo puede escribirse como: 

/tt1~:> 11::1 ºi.'(1+oxpC-bt.Ct-c,>J>-
1 + tf-n .. >·t1+1>xpC-b2 tt-cJ

1
:1l>-' 
'l. 9) 

aiendo los par6.metros como stouo <Bock y ihissen, t?B0)1a•' b, y 

ca eon, respectivamonte, la ganancia en cntatura,la vulocldad 

~Mima y la edad on la •sta se alcalnza, todo esto para la primera 

logtstlca; fes la estatura final, por lo quo f-a., b• y c• tionen 

el mismo Sil'Jnlficado para la adolescencia que ol de lon tres 

parAmetros antorlores en la primera etapa del crecimiento. 

Otra limitación de e!>lE!' modelo es el hecho de qua, por la 

forma en quo Dock ot at. con&truyon la suma do logisticas, la 

estatura ndulta lf) dc-br. sor conocida en lugar de ser estimada 

rn1T.n un p<1r-:..m~tro m:..n. ndirton;oilmcnto, el comtJorlamicnto de la 

i\Ut.t:1corrn-l<:0ci6n do r1:'5ldualc:>& dP-ja mucho qu1.: dc&car- respecto a los 

~upuonto:. dn 111. teori a usual do 1 a cct.i mnci6n por m1 ni mos 
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cuadradna no line.'.'los C9ocl: ol al., 1'973l. En fin, 'su derivada 

Cque no fue osludiadA t>n el t.retbaJo c11·ig1ncal de 0ocl. et al. 1 no 

aju~tA suflctcntementP bien para casi todO!r. ios caso~ de las 

ve\ ocl dndE!~ de creci mi en to cbteni d.:as por Tanner en 19bb Cl"loi.rubl ni, 

19791131), parllculármente entre \ns O y 5 offos, adem1~ de no 

haber resultado robusto ante espaciamientos diferentes en las 

edaden da Jas observaciones. 

lntont~ndo corroutr los matan ajustes que el modelo doble 

looi11.ttco s1rer.enti\ba paro!' edades entre loi. o y lo& 5 td"los, Dock y 

Thl&fien Ct97b) presentaron un modelo de tres componentes aditivos 

loQ1a.tlcos1 los dos primaras roprei;.ontan el crecimiento pro 

pubt11•0.l y ol tercero, ol obtenido durantu la adoluscenctai es 

decir, sn tncluy6 otra loo1stlca para modelar el crucimlento entro 

los O y los ~ Aftas. 

El modolo triple loglgtlco pur.de csr..ribirl'>e como1 

• lf-aai/(1-toxpC-b•lt-C.•))) <1.101 

De manera an1looa a 11,9), los Oltimos do~ componente& 

f'rroplczan o. actuar un poco antes de que el componantv antE'rior 

ate.anee !IU ag1nl:ota 5Uperlor. aunquo "sólo dos de ellos est1n 

octlvD!l. slmult.ineaml!ntu" IBocl: y Thi!!Son, 190(1:2031.. E&lo modelo 

involucr.t 9 parfl.metroe y suponn conocld2' a lo'.\ C!:.lo'.\lur""- final con 

el fin de forzo\r a li\ curvo'.\ a piti0;<1r por D!",P. punto, 

t~rmlno~ do Vilrl¡"lnza re:.idut\l con obsc>rY,"IC:ior.c>!> lonQitudinale& 
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entre 1 y 2(1 anon para la!r. funcione& di? estatura y de velocidad 

IEl Lr~~'/, 1Q70J, llfil];int.lo incluso a mostrar la aceleraclOn dul 

cr1:rlmlf~11tn que> ocn~tont1lmr.nl1? D!l po1:>ihl~ observar entre los t> y 8 

llfio~. dr> rda1I. E:sl.:.- fen6111enn os conocido co1t10 rníd-d'N>Ltllh opurl 

tllor:I' y Thil.!"onn, tQnOJ 1.1olinart al al., 1900, Gasser r>t al., 1985) 

y, cumo Lr1 vorA r.n la slguJ.cnta Ea.·cc16n, no s.c oboorva con el 

meodt.·lu rl•J Pr~ir.cl;o··ll.,tn.,!l. 

F.1 l.l1?y (1910> ho. tocltalado unn o\.JJuct6n 11\1.~. a enta clanu do 

11111,)11\0!. 111 nfirm;.r qut- "111ll'ntrus qu~ mñler.~tlcamt?nto e:¡ odecuodo 

lt~;lr1· lln·~ rrl1cu~.uu dP creclr.1lr.>nto sl11111ltS.rir.omontoJ eG dificil 

lnlt:rJ•l'"~ . ..tur tE'll &ltui1cl611 blol6Qlceml?nle". Otra compl\.rac16n 

tdc~.F.,vttr-1thlcl p::i.rn. los. mutlnlo!i tla Docl: y 1hiac.t!n puedo vcrl>E> en 

rrcc::-l• y í•'lln1.~ c1?·1n1 •. 

1. !'"~. 51 MDDi~I Ot) ne PRrt::r.E-lJOTNEG 

Ftt 1?70 H.n. Pro:n:co '/ 11.J. Daln~o pro!".enta.ron una f.omllia du 

rncdol en; t.0!1 lb r¡u::: so ti cnr.n nJuo;.los 1tuy supr:-r i ort.•t> "- 1 Ot) dc-1 

dt1~1t~ ln~tn1-lco-y ca:-.i tan buc-nt>r. come lo!:> dol trlplo lar;¡L~tlca 

pt..YD t'.Df\ la mlt.Drl tl11 sus par.1r:1ot:.i·o!i y sin sU!io llrntlilclonl!~ y 

prohlr.-a.nci. u1;lrl1ctur·alrs. Lo con:.truccl6n tia &!>ta fi!mlliu provl&?no 

rlt~1. sl!:.l:ll'1nn rlC' e-cu~c\onun difort:nclal~s 

d//dt "'óll> Ch._-· /> 

!'>Jr.r.Ju 11
1 

111 O:i1:o.lur._. fin;1l. l-!6lcs.u qul' la primer"' ccuat.:ión 

c!lfi-.1.-l"'rl,·.1 C's p;11·1~..:ltJ.i. a l<i ~.:u<.1ci6n 11.4>. Ad1..:r..:.s, en virtud 

rl~· ttr:r. rc.p:"'lrO'mt:l:rl:!'-"t.lón, SL' puede rt•D!alre1r que ol madE!lo 
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loginttco satlslace a ·la coyunda ocuaci6n d1fc.orenclnl, !:it11u.lo 

o
0 

y o, las a!>Jntotl\!l de tal )DIJ1r;tlc.-.. L.:i. Ctlntilrur.c.i6r1 tli? 

famtlln do Pret.>co-Daln~s a¡u1reco en L·l ap(..nd.icu 1. 

El !!lst~m'1 ant.fH"lor l\dmltc cuma !iUlucionc~ • lao 

1. <tH!> • 

h • 

(J. J 1) 

th,-h
8

1/(,5oxp<yó
0

Ct-01) + .!'ioxpfro,(t-Oll>1"Y 

(J. 12) 

h, -4 <h. -ho> I ( (&KpCpo <t-01) .fcxpCp, ( t-0))): t l ·~C-X(>Cq., ( t-0) ) ) ) 

(J, J~I 

l• 

donde h, lt't. la D9l11tura adu.lt.i¡ 11
0 

la l•t:.t.,t.111-.i on J;i c·ll~<d o; '\,• 

4 1 , p
0

, p• y q, taiw.!l conut.anles1 O u:-. l<l 1.'d~tl cil 1:1 cu.:il LL' 

centra la ltuJif'.tlca ólt) en rl sislc.>mil dr. ct:ut\cion1.-•u. d1tL.•rcn1:ii\l1,•i::. 

y )" una con!!tantc íldimc:>nsi nn.:tl, t~t·'~ ccn.ir.I tinl.~=- !:::> cuJ1L1c-r.•n Ll)l~o 

modelos 1 1 2 y 3 de Prl:?t>Ce-DalnPo.. 11.ly qllE! h;1c1>r- riot.:.r qu~, al 

contarlo de lo que suce1ll:' con loo; lllr•lll·ln!: dtltil; y lr ipl~ 

loi;¡lattcos, la eslAtura final es un par:i.rnotro par r!'.lirr1.:ir·. En ltis 

orAficaia 11, 1J y 11: 11pi'rocon curvas tlr.• vr.l.:itur", vt>lo:.111.\:J y 

,iju!:;t t.•::.l c;:onvr.-r l)t•i·,r.i ;i:: 1 n(¡,-..rr·u 

ltttracicnPa, 11ao,.!h11idt\tl~·~; dr.- rn.ioimti-. lor-il!t:r. 1 i:-tc. F.I n.orlt~lc 
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fuP. el t¡ut:> mr.nor. pruhlornas presontó en aste rubro, mlentraa que ol 

r1,orJnlro ~. 11ct:P.!li tú d1~ m:.~ Jloraclones para producir rC!~Ultadas 

~attsr~rtorlos y rl mortolo? nu·convorgló en casi una cuarta parto 

df1 l"' mutn.1.rl', mustrAndo, adcads, evidencl a de prcsencl a do 

&ciluclr11in!i. no Ontr:.:i~. En cu;1nto o ln varianza residual, no hubo 

di fcrcnci 11:-,. ni anl f J cnl J vnn cnlrl'.!' los tr~s modelos, al bl an al 

rnodol o 3 (qu~ l l l~nu l i111 roparnmetrl zacl ón rn.it. pt>snda) tuvo los 

mejore:: rf!!.Ult;uJu;.. r.~ lttl:t"rc~.-nte nolnr que t!'st.i. csladlt<.tica fue 

monor p.:..rOJ lo ... lljur.t·r._,:.; femt:ni11us. 

rn cu.:.r1tn nl c:o1rporlarr,lr.nto diutribucJnnn.1 do- le~ re¡:;idualn$, 

Prncc~ y Dainr:o~ no cncunlrornn 011ldc.•ncla dll' de~vlacionet. p,ira les 

Cltpucr.t'n:~ de. nor1,i.111llod y homucc.!cd1n~tJc:ldnd. Esto lo evalu¡.u·on 

agrU(l.)Ot1u n lo~. rct>ltL.!illC~ r.•n función du1 porcentaju du e~tatura 

nthtlla alctlll:!'ncio y rilol1•11111ntlo t•slad!t<llc,'lo.; dl!tiCriptivar. para cada 

uno 11•.t 01<lt>!i or upl'.' ... 

fil t.11ri1..-~1r·Jn ch• lo r~¡1urlado ~n olrC'l5'- oslurti[ls, on ol trabujo 

cuonta ""' comporta!1'lento no 

r.r.tadl !>t. i t:~ dt~ nurtd n-~lal son ( 1fJ'/1 > )' la prueba do 

(Glb~onr., 19711 {13> a l 05 rc.'.li dual ce, t!ncontrando 11vldontl a de 

.Putnc:r.rrPl.,c16n• r.lnndo 60::.ta llgcrnmcntu l!l.'.\yor pnra ol primer 

1rotJt!ln, PrAclit:<H,i~nl1.• lndor. lo!:. individuuc tuvier·on valores 

n~oatlvo;. rn rl vlllt•r nrJl"/lull oi:.tnnr1.iri2ad~ d._. l.1\ prut.'bil de racha&, 

·lo que lnt!ic:il t.1n nOni::l'"u d!..• ca.m!:lioc do signo m.\c bAJo quo ol 

r.~perildr1 h.:oj~1 r.l ~L•pur:.tri dro .:i.lv.:itor!cda.d. t:n gcncl'"al, º"ta prueba 

lnrllc;(. ll'1:" rr•i-r~·ltH"if>-1 r.i:.::. !ur,rtb r¡u::- la d~tr,.i;;Laúd con la. 

t.•~·.•,,v•jr,tic~ d<· Durl,111·!<'.·l~lJll. 

fllH• l\ff·IH•.- prur_·ht'i or-urir-ncn que e~tAn 
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equles.pacie.das, condición qu"', 011 oenor11ol, no ac.• r.:u,11¡1lt> r .. n E">ur. 

datos (en casi tndos los indi1,tiduo~, J;¡s Rit•Llif.i1111l~!". l11~·ru11 

somostr11.1ot. en la tnfnncla, trimostralr..oG c-n lo'\ puh"'1-l<id v 

1idolescencta v anueilr.u de ahl un adclanlnJ, l".l hl:•cho tl¡,o que~ wl 

n6maro observado de cambio& de siono para los r~!aidu..,.)E>l:. fut!ril 

.conslt>tentomente monor qun el cspl•rodo llaJo aleatoriedad indico la 

presericla do autocorrl:l'l ación poci tlva de c:1bcervaci6n • 
observación. Puesto que en la adolescencia 6slas se real iz,"\ron n~:-. 

lrr1cuentemenle qut.> en cu11.lqutcr otra otapa. Ju qu~ a\lmc.•nlnria In 

, ~utncorrel AC 1 óo cihr.ro..-vad;.. 1 L'"- po~i bl c quo l r\C i.:011c l usl 011li'~ qun 

obtl E'nE'n f'reocn V Balnr:t.. respnclo 

111ulocorrel.i.cl6n c~y· re~ltJu;,l1H.; 

raili1mcnte hay en Jou 1T1odelos. 

• 1 a · preconc:i a du 

severi's dt: 1 ri qur~ 

En resuman, es lo~ autorr.a con e 1 uyun 11,uc.> "&i &l! es LA tli r.pu~:".tci 

a llCl'ptar l•ll ctr.rln Qf"i'!.dn tJE,> auttJr.orrolric.lón, loro trt.!':.:: mr.Jrh:•loo;. tliHI 

una r~prosenl Bc 1 611 üCf'PL~,hl r. df.! 1 a curv~ cit.' t:r DCt mi cr1to'' <f'r-ru::-l:r..- y 

autorl!S on ol sent 1 do dr.> quu el modelo 1 ~l1llc~st l ma l i ocr-l'-ITlt-nt r. 1 é< 

astatura dRsdc rl Inicio dt> lll curva ha~t'"" [.11 p11nl:o 1•n que ~e 

alcAl'l21' al t,(1-bS'/. de Ji\ tall"' ftn.:o.l, po!.\tPri ormc-nttt, hoy 

unatontlencl,"\ a la c.ohi-ee~tlmz<1!:lón tpor¡u~l'h1 pcru conr,li:.lrntP) h.,~t."l 

J.,, región del 70-75'1., par.:i. flnalmt!ntn no tr.•ncr un pro.lrón tl.-..flnldo 

hacia la Oltima pl'.rto de ),"' curva. Est.'.ln tendt;>rit:t í\~ no s1~ 

observaron en los otro~ do!l motlrlos. 

qut> no Us.'.lrAn r.:i ~l re>'3t.o dt>l tr."b>'<J~1 en l'"' t."lhl." 1.1. Al fin'\l dr> 
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nste cap1 tul a. 

El anA.1 t st n de·._ o&tou nuevos parAmetros proporciona 1 a 
. - ·.·-- ' 

capacidad de pr0fl.tndi2.nr en.las relaciones entre diversas factores 

que Intervienen en el proceso do creclmlonta V da una 

Justlficaci6n m.ie al usa .do cata clase de modolos como 
. . ' ' 

herramt ontaa_ de· p,.;fnier·a i mpÓrtancl a en estudio& de crecl mtunta. 

en lo• que 

aplicó el modelo 11 ó&to fue el ónice modelo de Preecc-Bnines del 

qua •e encontraron apllcaclonc&. Esto actitud se debo no sólo ~ 

que os el quo tlene Dl menor nOmero do par.imetrus, sino tnl voz 

tambl6n al hncho de que es el m.6.S recomendado por Pr~ece y Dalne&, 

ade~s de aer el Onlco miembro de la familia que mencionan Proecc 

<1978, y Preece y Hetnrlch <1901) en sus trabnJos de revisión 

sobre curvas de croclmlc>nlo. Todo ósto mollv6 que el modelo 

<PBll fueri\ elegido p.:ira trabnjar vn c>sla lo~is. 

ntouncs trahajcr. en lc'Ji que r.e oplicó el modelo PDI se 

uttlt'?6 son tos nigui~nti:>PI llau!lplc ot al. (19DOn, t9BOb> 1 Mirwald 

ol al. (1?81>, DroHn y Tci-m:;.cnd C19D2, l9D:S>, Camcron Cl't al. 

(1982>, Btltawlckz y HcGregcr 11902,, Tanner •t al. (1992>. 

Z~ch~rias y Rand <1983 0 19Db,, ShohoJi y Sasaki <1981l,. Al1;1unan 

tde:ls ccntr.nld~s rri entes trabnJo:i. fueron utilizadas en al 

anAlt~ln de to& dotes, 

1.2.b) MODF.LO DE SHOHOJI-SASl\KI 

La preposición m.is reclent~ d~ un modelo para~~trico para el 

periodo l"'.Olt'plr.to d1:'1 i:ri:;cJ11",ientu enco'"Jtrada en la 11tr.ratura 

rl?'Vi!H'ltii'I. P.!\ Jn df.• 9hohnji y Sa~d\:i (1904>. La deriv6lción dol 

modelo no osl6. i:n:puouta r.n C'SE" trilbüjo. El modal o consl ste t>n l n 

~11111a de dos funciones no lint:>nlos y puedo escribJrnc como& 
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( 1. 14) 

&lendo f(t) la función do Count CecuaclOn 1.3>, y ~. a y b 

par1metros, lnterpret~ndos& a~ como 1~ csl .. tura 

adulthood" CShohoJi y S"'~s.1:1, 1'194: 1031. Eate 

"al th• youn.6 

modelo tiene & 

parAmatroa. La justlflcactón de esta ecuación esti cn términos de 

qui;a el ueoundo gumando puedo conslderars1; como la parle que 

detormlnó\ a la ostL\tura antr.s de l<-' adolr~sccnctn di,ocreci.cndo 

rAptdamonte conforme l croco, sir.ndo enlence~ el primer componente 

Cuno. funcl6n de Gompcirt.z) el quo produc:o principalmentr. el efecto 

dP 1" acol crac 1 On dL,ranto 11' adol ese.ene 1 ._,,. 

El tre.bajo de Shc:.hnjl y Saaakt e!:> interPs.J.nlo ~!l lllcn por 

i;1u· el Clnl e.o en r.1 que so encontraron ost l mac i ono~ lut i 1 i z "'ndo el 

mndrl o l, t 41 de i\l gunil'!> do medid«~ <le> no J 1ne.ll1 d~nJ que so 

dlocutlr.6.n on \oo¡ c.-i¡1ilulo~ sigulo1otc,. <en parl1cu1ar 1 el nc~go dc-

9oY.) v porque pre!:;flnt., lin e>sludlo d"' ~1n.ul <iclóri con el quf'.' 1;1onr.r-., 

var 1 .as edades y cutatur<is par a un mismo t ndl vi duo con c.-1 f 1 n de 

3nal l;:ar el comportarr1lP.nto del nesgo ¡Jp\ O$llmador al tncremcnti.'lr 

r.l t11mafto de muc~trA. 

Flna1mrntl' 1 cnbl:?' mr>ncionar q11P. 1~"1 reprcscnt"ci6n qun s.e 

conslCJUll' di!' la curya de creclr:.tento no son muy buena, como puede 

aprcclar-co en tas gr~flCA5 lL y IH. En bllas aparve.en, calculados 

pp.ra anibon 9C>:on, el modelo de Shohoji y S11'3a1:i y eu curva do 

ye\ocidad men<tuoll, respcct.iY<lr.H?ntr. 
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2) t:i:.:roons OE E!;Ttl'IACION V PROCEOIMIENTOS l'E COMPUTO 

~.1>11·rrncriucc1ot1 

Cumu l>r' ro\1nt.:ln116 on et ce.p1tulo O, nl lnturó!J pr-lnc:l11al do 

c&t~ tr·nh:\Jn cunsl ~te en 1 a. CDl'!!flArnc16n ontr"o r.l u5o del m6todo dt? 

m1ntn-.o:"'. t:ll<>rlr ¡11rlus orcHnarlon CtlCO> y do,,_, canon pnrlit:u1 nra~ del 

m.:.todn tll~ rr.111it.1t.•U ctuuJradti!!:. ouner11li'Ztttlot; UICf;) 1 en Ja ciüllm<>ci6n 

dt! loro 5 p."\r/r.:i:<l·rto•, dr;l n.odulo dn r.r·rctmlunto hU!ll<ttiu PrLt:Cc_>-Jlt\ln!'.!'G 

u~n1 >. 
l ti dl Fi?rt~nr'lt~ t•nt.r·r. Dml>o!l rn5otudt.tu rtidic.a en quo Ja or..llm11cl6n 

Nt:O GL•pt.•np t¡ur• r.iatril". dn .vnr!An:.t.a cov¿¡,rl<inza dn lo!i error\..'::> l!S J,".l 

lrl~ntit:L" mullJr1lir;t¡tJ,:i peor un;. cnnti.lnnte, miur1lra.<:> qui: lti~ nóludo~ 

c11pt1•11.· qtu• 1&1 r::i~trl~ dt..• v.~r·tanzA cov•.wt,1111.•\ de ln!:> c;-rprP-~" C5 

crrorr.'~ 

ordr.n 

'1r··t.~rr.!r . .:i.:ln ((l."Jll:v;t y Cr·t.-lo~!l, 197b). 

H1•'1-' -.-.~··1~1:; ti' fit:ttll,-nl::·i.; fktr<o rf':r:olvr:r el prt.oLl~r.1<1 (JL•ncr~l 

l•l Anlf.•;11k• 1.n f•l prlfl'l!'!r pArr~for 

S) F.1 mr,rh .. •ln Pnt 1•:. no linrn1l un lof' parAmct.ro!::., pDr lo qu"'° la 

c>..,,l I mttr.·1 {.-¡ rhd11-rA rPL1l i2;u·~L· por procvtJimiL•ntos i lC>r.:i.li YO!i' com:i 

cc>r-.•,r:t·11t'11i:J a fll>' {s. t:n, ~[';-:, nL•C'.o~nr in crmtrol llr a~pt'c. lDs r t! fcruntEI!.> 

a 111 t~:~til¡¡:f nu;,-,."·olct"'• t1" 1011 aj11'.ttFc Ccnl,'1.; dl• conYC?rQcncla. y 

lo!t?~ft•1rl,1, \.''1.lrHL''.'.. inlr.i.'llr.3 1 nl)(l'E'l"O rlu lter;ir:ioncs, etc.). Por 

ot-.1·11 p1·rt·r·, ](,;; f'~·llr~•·< 1 u1-L•r. ll.Sl nbtr-nido!l. tenrlrAn li!.G prcpiL'dntJes 

tlf; 11 r-.1!1"·'='1" 1_•, r• 0 11·i::·,:;'nndii011lL"~ al ca~o llne"'l t>olam::-nlc en 



forma asinf.6tlc.:i ctl1.1lln ... aud, 111C.ú;. R11ll:L1~1nl.)'• 1c;.fi311jrl.I; G."\ll.:;i.r,L, 

19871§4>, lo quo hace nocesllrlo cvl\IUar qué tari cerca se ct:ol#I Lit> 

haber alcanza.do con !i.Uficil'.'nte 1<prnHim<1cJ6;1 tttlrn• propit.>d~1dr:i:.. 

Eato dependa, P.n clr.rto gr11.rlo, de "ql1/1 lo'ln no lini:>D.1 et"", un r1odnlo 

no linl!'aJ", por to quo Pr> imporl11.nto uslnbtcc:cr ni~did ... ~• d~ no 

linealidad para el modeln en CU!i'Glión tllt>":1lo 1 1960, IJoH 1 1c111¡ 

Dala!!.·Y Watts, 1qecu. 

21 Yl'o 1ll1P. las nb!.ervactonr.s lnnglludir1í!tlL•s Lnn~lslrr1 L'll un.• LL'111~ 

de tle~po 1 tos reslduale!. podrlil\n t'.'~l;ir r:orrcl.":u;:it•nuliu~, vit1IL••1du 

aa.1 uno do los ir.upuP.stos U5Uales en rc~rCt;\611. i111y 1"\l lcr1111t i .,.,.r. 

para 1ncorpott1.r n ta 1.'Stimación no linoal i:;upuc;r.t11:. qul:' liciu·~n 

eKpllclta la pr.:>1:.encla d11 esta autoc11,-1·l'li.<.r:.ló11. COnllar1l y G1•:-:,;::l 1 

lq761 Gla-.hoy, 197q1 Oallant, 1907t~::?.7l¡ 6:.ta~. hhl1 a,;i1.1~!inq1;: ... r·t• 

rioste tr-atHJ.Jo. 

3> La CJnlc°' forma do o&tlr.ia.r la Vi\ri;,hilirltul indivirll1<1\ 1•:; ~t 

travoios de obscr-vacioneG lon9J.tudinal1:!;.¡ t.in ~11:Ll'l.ryo, l•~t.~··· l..C••• 

gonera.lmante dlflcill:!'s de obtt'nrr En uri 11óni"'1·0 ~uf1c.:lt.'Hlt:' p.;i.1-1• 

establecer en un modo r.atisfactorio lil" dlft>rf'11t:.i.1~ Enlr1• lu:... 

m6totJos de.> ostim.:iclón. Esto, aun."ltJr, il IPt. pruhl1·11<<•'..> q11r.• 1-L• 

mencionaron i:'n el inciso 1), y al l10r:ht. dt: qu" 1.:•t> l'rnpi~.-Lt.,·it·:. 

aslnt6ticas lle lo& estlm.:idores para. al c.-.~n nu l1r.r.·~-.1 {1•nt ior,,~r.\n 

cuando )oE> erraras sean no corrcl.!tlun.:i.tlCJ~ ~wQlC>it: t:l u~~ dL" 

ttiótodoa Monte Carla, t.1nto par., lt1 C'f"llT•1'-"t••~lt>11 d.:· In~-. r. .. '>toclt·.~ dl.' 

autlmact6n como para E'l .:>studio d1? la!> tlc,>~vi,,ci.onr,:. qw~ fJ("•"·~nt.~n 

los E'&ti111.ldore!> Acere<' dn talE'c propit.•<.1;11h•:. .:11 

Pstructu,..,'1 de arror~s n[• lndcf1L'f1dii:>ntl:'c. 

i íH~í1rp11ri\r 1111<1 

En oste capitulo so ruvisan brC>vt,n1\..·nl1± l1~s prlru.lplor. quu 

!\ubyi'lcon en los nótodo~ do c..•or.ttm.:i.ción rfr· 1ntP~ó:.;, 



~~,t·1~=· 1h: ln1cli\r la c11puGlt:t~n• ou noc:ci;;nrio Ge!lalar que en 

el trun!:li:Ur~e. llvl trabajo no inlent6 l!.tnc:nr cJ prohlr.n1.:i. con el 

m!ilP1Jt1 (h" 1'!po¡•CJ (m.."'thod o/ BUpport} pr5:!'000lilrln, fUnd<1.tr1Dntnlmcnte, 

en t.rl~=.r-d·~ <tC::ll·~l y en Hprntt Cl?D'1>. Et.t'.c- IT~tnrlo ccncl&tu en. a 

pnrttr th"l en!.llr.I~ dlr~ctn dl: ln func:i6n d<~ VL'rlili~lmllitud, 

c::;l'.t1hlrr:t•r· nlvclCfi do J.1la11.f.llJllld<11l &t...,h,..P. dlr.li11tt•.-; pot:lblcs 

vnlt1rci-. pl'rt . .o:«~tro th~ int.··r(',i;o ~"In h~t:•i-.r u-:-11 ti.:- ro¡11::tr:ito~ de 

rr,1..•.P.~l:,-.,-n hlpr.l•~.I irr::i prc~1,-nlr.'J 1 por 1.•J1:-n.;1lCJ, t_-n l;... cunr.b·ucc16n tlC' 

rr.g!rn1+~!l dr. 1:1.111tlnnzm. CC..:u\I J97'l>. A:;t, r;::. Jnter1l<"1 con:;trulr 

r~ulnr11"'.:l. tlt• plr..11~thllld:1tl i.in:-.:i. et p!!.r6.rn~l.:rc.. l'! trilv:O~ dn 1" función 

dri- lei'J vc•rnt:.lr.·Jlt.l.,ul rc.tnltvn (qu11 t:i"OJ un ... funi.;lún con S 

aro·-•r."!1.t"n~">l .. ts\:P l1t1ht r.;e pt..•r1n1 l.J t!o r.vit.n,. ln cor1ctrucclOn de 

rcl,Jl t•hl.'.~ 11~_. cr~•I fi o~ •. ~.1 r¡l~·: r.rcu npr-u::i 1w·r.:J t•n:.·~ 

i n~.uri t: 1 t.r1l.rff.. ti f'•-O':"l~:I \1r.l t•r1lO p:ir·n "'°>: ''1•1l 11c,r· 

l!'ntJ r..~dor 

p1·ob11blc111~nte 

c~tn función 

de rr.!t.11 l rna 

\'!'1"13'.!·l r.il l i t111l CIJV> ch~tt·r ini nnda con ayull.. di? l l' l nvt.r·ua do la 

n • .,t.rt:; il~ tnti..,rr.ir.=16., t·:...pr~ro;.da <l~olt•flc:l\~!'.h, J9/'i':{i-11) fiJantlo a 

Ir .. ~: oll·t=::. 11- t..~1::.j'nnc;¡l1.:~" cm Gttt: DJ.Lilf.1\dt·rt..·:.;. MI.'. Cl probl~rn~ con 

«i:Got~; (l.,~t r1tlL1 1-1:.-:I el:".' ~n qu:: cr-. r..uy cll fi e; 11 e-·¡: c.rnt nn~· Un A nupcrf t ce di: 

5 dlml:nulnri:--:;.. Ot.l'"t• cnfuqt·.~.· huhler·n sttln cnur;trulr reJtllae de 

dlm~n~Jf.,ri n cr.·ut1·t-.~I.".':•~ r·ri t-1 r:-~\'l rn.11rlDr 11'.' dr. todo rl vector e, y 

e>: o mi n-.::- l n funcJ 1.'"n ti<.> l u~ vn tJ<:.I 1r.l l i t.ud r·r-1 o.ti vn t.11 cadn cel do. 

pnrll tntr.nt.1•r l .. ncr· un,t id~.·1. tlt• t.tt r.ltuLiclén. E~tll Oltirnn 

llp1·o::lr.::1r-l6n PlWl•<•1 ht:'r 110n fi!'r·.!~ t'.'•:r.plic·ou1·l dt: intcrprclar .. 
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2.2> PRIMER HET0001 E6T1Mfl.CJDH DE MltllMOS CURDRADOO UJ<UlHf1RlOS 

E~ al rti6lodo de o~tlmacl6n mas arr.pllamcnto utllizadci. De 

hecho, ·fuera del arliculo de Doi:k y lhlsuPn <1980), que ut111xn. al 

m6t0do b~yoalano . empirlco para lou rnodP.los doblo y 

loQ1Bttco1 no ao oncontr6 trabajo e.lguno r.n el quo &D utilizo'.lrll. 

otro rn6todo de e~tlmo'.1cl6n. 

A partir do ll\ uc.uacl6n 11. l) 1 s.c th.•flne al nrror l•O'rl1 la 

J-6~lma obscrvncl6n comp1 

!rolando r¿• el "erdadoro ly dosconocldo) valor· dal (lt\rJ.n,~tr·o. El•l•"=-· 

dlforonclos puedE>n cnlcularse t\Obro coalqler C1\r'o t•r•!)ih\c v01lt.•t tJ, .• 

º' lo que daflne a \¡i.n funciono-=> 

• qoe son lte.madan re5idua\etl.. Cli.'orelnPnto, 'J"' ojl!!_ ). 

12.J) 

El q¿Lodo di! MCO consl~tc t!n r.ncont.ri!lr lar. va\urc1; rlr? ~ qui? 

minlml-i:en a ln ;unción objetiva 

n 

º'f:, .. I ,.J'f,,2! •• !: •
7 

... ~·! 
J-• 

donde! es el vector de rcsldualc~ Cdu orden n:<ll y l•I t-t., la 

norma de un vector. 



Loa &upuostos bA6icos on la o&tirnocl6n 11CO son loa BiQUlcnta&1 

ll Lon v11.loren do l•s ~·•han sido ob&orVado& &ln er~or. 

21 Sl.:;J) "' O. 

:Sl 'S(&Jzl ·.,. .ºª 

4l 'S(.:;\·~Jl .. o, &l i' $ J. 

\..a5 condlcionea ll y 31 implican quu 'S.lyJl .. /(>f.JJ'l,•l y que 

.uM. lyJ> • o 2¡ la condici6n .1:1) irnp\ica la no corrclnción entra 

rcnidLtales. Nó\:nna qu~ no eo ha rnc-nctonndo lll'dunn necesidad do qua 

la diGtrlbuc\611 de los crrorcB r.on espP.i:lficuda, •• bien 

in1pl1cttnml:!nto se estA aupnniondu qua é~tn en f'int~lrlca alrededor 

da nu cGpcron::!l\ (RAndlc5s y Wol fe, 1'7791232), a~•pucsto qua r1n;ulta 

aducu?.do on sttua.cionns en que pnrlo del errt.or 1>c eiiplica por 

r.rrornn rlp medición on los qur. no hC.\' nocl•t>.o'lrinnotnc una mnyor 

probribl l t dod dl> rec.1 i;: ar ob::.llrvnc tono~. Pl}U\ voc- Adt'o h;\Cf n val oras 

mtt.yDreG o mcnoro5 que el VE·rLlndcro. 

r.:n cl ca9o du tune,.- un mndtl'ln de rt-rJ,..Oh16n linDill en los 

pArAmetros, t.e,, de- ll\ formn 

Y. .. X ~ + ~' 

dondn X t!:~ l" matrl2 dlac..f"io, lle crdrn n><p, r.1 lH'"ot.1~d1rnlunto pa.ra 

cnc:ontrnr 1>1 valor del ro;.tirnndor MCO es df:>rlvilr pllrclalmento a 

0(~) rc~pec:to a cada componcnt~ dtl' ~ y r~~ntvcr el &intEma do 

ccu;u:lonc\:". 11nenlc~. homooón1H\~ re~ttltant~. Ei:.ttti.; ocuac:ionDG se 

111~t1·lz dl~•~Ho Gua de r'1ngo completo. 

En el c.-it>n no lineal, las ccuar;lonc!:- nnr11.alc~ son1 

n 
-2 E e a¡1oa "'o, tk .. 1, ••• p>. 

j ~ j J k 
l2. :5) 



las ecua~ionos normal~~ en ol caso lJneal eran functon~o 

ónlcamente do lau.M"a, puosto que al derivar con res.pecto Dl 

parAmQtra. beta se elimtnab~, lo que pormitta encontrar Loluctane~ 

•n~JJtScaa para et ~stlmador. En el cauo no lineal, las ecuaciones 

nornu1.\es pueden ai:>r no llnuales an@: y, en Qeneral, no admiten \.lna 

solución anal1tica, por lo qu~ ~1 ~stlmador dub~r~ cAlcularse por 

modJo de m6todos nurn6rJcos que resuelvan .11proxlrn...-damenlu .a la¡¡, 

acuatclone~ nol""/71.:J]es. lo qutt puttda Ger dlf1cl1 y comput<1clon,B\lf\C!nle 

' costoso. En ~dolnnte, un Obllm~dor MCO so denbtar~ como~· 

El lll6todo m.S.s utiJizndo par~ encontrar un lllf.nimn de lo 

funcl6n obJatiYo l2,2l P!:. el d~ Gauir.~-tluHton. En cstn t.raL.:i.Jo De 

utilizó la ,-utina NL2SOL tt&ldt>r6n ot at. 1 J90:S), batiud."\ en un 

aloDrltnio de tipo Oau&s-nc-~1lon 1nodtlic1tdo q1.1t, incur-por<1.1 ciertas 

operador Hot.r.\nno de l.et funci6r1 olJJett,,...o. L11 idOt\ Qt:ncr.il d~) 

lllhtodo nurnttri t:o d,.. tJL2SOL consi s.te en ut 11 i z o.r una .varJ <:11: ¡ 6n d~l 

Ñtodo de Gauss-tlawlun poro encontrur la rai:<: del griltll~nlf~ do 

la funcJón obJ~ttvo ~te>. 

l.a b•so dul ~todo C3aus':i-Ucwlon Vt">lh nn s;.u<;;tltuJr en la 

funclón obJet1 vo ur.11. eupansJ6n da f en Gori er. do 

desprei:Jo.ndo toa ti6rminon do orden mayor o iQLtnl a 2 (G.'.\l Jant, 

dondo ºº e~ un punto que, 59 e~pera, ectA enrc~ de Q• 

Si se hocen 



•e tiono que t
0
y h~ acn los vectores de ord~n nK1 v PKl con 

componentes d~ las formas J': y~ , raspncttvamuntu, y 

ontcncos la aproH1mact6n C2.~> implica quo la función obJatlvo 

puede oncrtbirGD como1 

n 

a ~ [yf 

'"' 
- /~ 

p 

'<; "º -l:,'1 k 

el mul1!11dlcD Ten e uc tlr.:bu i\ 11-1 opro;:im.:icti".r1 por b;irJt;ts do Ta.ylor 

u nada. 

Estn cuma do cuadrado~ on lineal on b
0

, por lo quo puoda 

r12a0Jversoo por m6todos unualeo cor.in aoluclón rer.poclo a b
0 

Sea ahora ba • ~. - f 0 • Entonce~, el voctor Q, puede constdoraraa 

como una nuovn oprov.tmación para la ecttmaclón de ~· al 

uustttulrlu en Jugar do Q0 nn la Olpro~lm.:ición lln~.o.1 anterior y 

obtenlendil otra sntuc16n para la mJnimlznclón de la numa de 

cuadr~dns corrL>spondtcntu!l qu~ .o.11r:.r01 tendrb. cupcrindlces, en voz 

de o. Euto llovarli. a olrn npro1<lm<1ción llno111, ahqrl\ en~· y •si 

suceslvilmcntc. 

criterio rtc r.011vo;gr.11c:i11. En r.r.tc lr<1LaJo e?. oMnmlnnrcn tanto la 

convc-rorncfa C'll ln;. VAlorr:t1 de 111 fl•ni::lón ohjc;>tivo corno la 

cunvcrgor 
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lentamDnte; oscilar o nun divDrgcr depondlDndo da qu.6 tan adecu~da 

•oa 1• aprOKimacSón lin~•l utilizada. Ade~s, si la apro~im~ctón 

inicial 8 nD eatl relattvamonta cerc~ -o . 
do e" - . el método puedo 

converger a un ffttnima local de ta fun~lón cbJettvo, lo qUQ 

podrJa pr-opcrc::ionar una esllm¡i,c::tón tnccrrt?c:.ta. 

Por otra parte, en bl caso linl:lal, el carActer linenl del 

battmador NC &n las obs~rvaclcnna cQ p A~J es una condici6h pnra 

demostrar qu11 lo!:\ C!Stim•dorcs NC non Jn~L'DQa.do5} tgunlmuntc, el 

' teorema de Gauss-Harkov t'Bard 1 J9741319-'32l1 asm;¡ura quo o es C!l 

mtiJcr C?&tJrnador linDal intcsg.,do triw.tU pa.ró' o' ... H~n l'Uf\ 1 si e:u 

dcGconocL>n fl• y o
2

, y ltc suponQ que eJ VL'Ctor de errorvn GE' 

distribuyo H,.,<o,aªr.> 1 clendo t: ,., m~tri:z d11 vartan:zt\ eov.ariani<.1 dE' 

lP.s errores, ontont:C!i Pl c~liffuldor 

os un aMSll para • ~ . ª en de varJ an:za lliinl ma no sOJ o dentro do 14 

ctaaa de estJmadcron ltne~les insB~gndo~, sino dentro d~ toaos los 

auttmadoro~ tnnc~~ados y, ftnalm~nte, la di$trlbuct6n mua~tral da 

' . Q •~r• normal con m11dln en~ y con matriz de varian:za cnYarl~nza 

En ol caso ho ltnnal, l~.s solucion~s del ci~tema de 

ucuacton~G normales no non, en 

comblnaclct1cG linoalc:::; de lo!l Vi\lores mHEcstrales do la v<Jr.i.,lill:I 

' dopcndlcnt.u, por- lo que ~ no acr.:. lnscsonrto, nJ dr. r:.t.n1rn.:. 

3g 



J llS prnµJ etlodes del ei;.t i m11dor MCO son ''csencl al nicnto dooconoci da•" 

CRatko1<o1a~y, JC1D3s6). Sin er.'lbar·go, &l &r. supone qu~ ol vector de 

crrorr.s r>c dlntribuyo nor111almi;nto, y bajo clcrl"'n condlcloneB do 

regularidad CGatlsnt, 1907aV'1.2>, el cotlmndor HC:O converge car.l 

noouramcnte n Q• y cotnctdc con el oDtlmador HV por lo quo tas 

propivdadcG aatntóticas dr. usta ~ltima clnso d~ eotlmadoroo, como 

tnooti!Jo'.\mleonto, m.tnlma varlitr1za y di!;\:rlhuclón aslnt6tlcamontu 

normal CC01e y Hinklcy, 19791§-10) funcionan, t.On con trimcl'Sns do 

mueotra rolatlvamontu pcqur~No'J CRo.tl:o~:sky, 198'317>. 

Otro'.\ forma de anal izar 1 a cnl l dnd de 1 as est i f'l.'.\cl ont:>r. en el 

ca!:o no l t nP.nl con5.l sto en eKamlnar P.1 grl':dc1 dP. no l t ncnl l dad del 

mod!!'lo rr.r.pr-i::tn a ]O!J parAmatros. Ento tlent! rclcvi•ncla no sólo 

por lll pi'!rl:.E" nufr.4.rlca de lo'.\ nstlmnclon, qttl? rt.•quier1-, do una 

epro1~imu.cibn ltnon.l 1 tambl&n c!:l\:6 111 r11'::!uli61, occ·rca do la 

pcrtinPnr:ln dol uct~ do la toorl n bu!:itdCI on 

collmi\rloren 11neatoo, pnr lo quu, comn so he\ vlctn, si ol modc-lo 

no fUt'r"' muy no l lnonl, loe ogtlra:ulorr:>~ c~rlon r.~~H. parccldoo::. a 

enttmr.clora~ llncnl1n~, lo qur. d.:irla apo/n ol u!4o dt~ l!c.tn tcrJrln con 

tamanos de muustra paquonoa. 

¡irnr.r.dlr"lt'ntn dr:> t'stir.;,:..::f6:i no lincv.l hn:; ... ~n C'ri ~tcC:c.ic. de 

c:in:•-;11-·tlt'1-1t.o~ Cl\!ll si C'mprc conv;_-;-gr.• t:nt- 1 <oft>c1 or i i\lr,::11te, d!:!pcntli ondo 

dQ lo prt'·;:i~l.6n dr. ll\ r;!r¡uinn., de 1:-. .;;¡:n:u;im:i:;t6n tnlc:i.::l ~ y dol 

n::i:: . ..,• ri. p .. ~-:h' ~"~ t'n r:-~tc c:i··-r, e,:_- c:\\:·;,t.-. CC:'1 1111:- t.r,-;;ul.-:i..dnru. n.uy 

pr1:11.-.• (!., fl11..-rc•.11;ihr; 11~'!~00 d.~ l.:! Dlr .__,_l{"¡ t!• 

3? 



lter-i\clones con una.-.tolo.r-áncia de l0-4 pa~a la -dlfer-en~la ab&oluta 

en cada ttera~lón) •/ ~e_:diGp~ne ,de aproximaciones., iniciales. · d& 

buena calidad, no 6~ inultl~:..-'inUcho en· to parte num6rica de la 

estlmacl6n. Por lo anter-lor-, la atención se concentrar-~ en la no 

linealidad del mcdela. 

Como &Dftal a Ratkows.l<y ( 111B3s 13), "cuando es incruni~r1ta el 

ta.mano de muentr- ... , ol comportamiento de los estimadores MCO no 

lineale11 se hace c11.da vez f!IJ.B llne.'.!.l ", ósto como conGecunncla de 

' la lineatlzactón realizada vla tecrema de Taylor-, lo que purmtte 

e>e tender- llSi nt6t.i e amento t ilt. propl edad e~ de la r-ogrcsión lineal 

<Malinvaud, 19701957), Jennr-lch (196?> dcn:iutiatra que bajo ctc-rta~ 

condiciones de r-egulartd"d los estimador-es MC no ltnc~les '7.Dll 

consistentes. Er;to resullt1dt1 HS Qcnror-nllzado por !la.nn<'n (1971) 

car.o on qui:· los errcrur. no 

lndcpt!ndlentemonte &tno que- se supon~n gcncr.,rlos por un procr.:co 

estoci.<sttco estacionarlo. Gnllant y aocbcl (1'17bl y Glastioy (19791 

i::UscutJ?n rJ.b..~ ampltamE!ntc el problema dP la C!!.tlmac:16n MCU no 

1 inaal con res1du<il on outocorrel a.et onados. t-as adcl "nlc 

El primL'r lral.J.1.jo qu;..' considl.'ró mL•ttidur. 1\a no llnL•lirt:id fuC:' 

el de Elealo (1960) 1 quien sugiere un"'n r.i::-:Jtd:i.-; tl~ CLlrvatur,. p!'I'"<' 

.,. 



~n ol caso lineal, ta\ns proyecciones son equiespaclftdas Y 

pAr"l\\olas. 

Guttmnn y Haetr.r tl9b5l demostrftron que las medida~ de 

curvatura de Daale tienden a &ube&timar la no llnenlldad. Bates Y 

Watts (lqao> proponane correccloncG a taln& modld4&• 

Por nu porte, Gilll~ y Ratl:owsl:y tl97Bl cncul:!ntro.n, 

m6todot' Honto C&.rlo; que el E">C'f>QD del e~tlml\dor calculado 

usando 

por el 

m&\:odn de Do:: t1q111 e!.'> tm buen indicador parl\ la no linealidad, 

prlnc\pnlmenta un anpectos aGoclados a lo~ afectos dr.1 parAmetro. 

'OntcG y W.:it:ts (1qeo1 dtimuestrl\n que cote hP.cho se debo 

principalmente a que el 1>e'!>~o tle Dox cst• relaclonndo con la 

fllll'didn pro¡luesta por ellcP p~ra medir la no llnealldad por eft11::tos 

p~r3metrA\u~. ~n todo~ los cn~oG estudiado$ por estoG autores, 

esti' n1t>dld.1. ror.ult6 c.rr mayl'.lr qur. lA propue•.tR poro. la no 

ltnonltfti'tl lntrl11seca, lo quo "ayuda a Olepllcer porqu6 01llls y 

n .... tkow~\.:y oncontroron que el &es~o dn Dole • • • 01>taba ful!'rtamonta 

reli!lctnniJdo con lan prripirdt<1t1os del e&timador MCO" <Rat~owsky, 

iqo3~t4>. 

ScgCm Rat\:ows~y <1qB31lBb>, la. medida do no linc.:illdnd 

lntrlnseco tquo, en vl~ta do le~ e~tud\0$ de Batos y Wntts podrlo 

suponerse de~pr~cioble si es que uo tiene una medida do no 

linr.alldAd por efccto!'I p~ramatraloi; ~uficlcntll'mentc pc1¡uono> ent:t. 

ftSn~iada a las diferencifl.P. r.n las pr~dicciones para los volorc& de 

lf' v;•rln1llr rr.t;puosta, mlr.ntr.:1$ qur r!'l otro co(llponento de no 

linr.n\id:..r~ tiene quP. vr-r rn:.s bien con la.o pro;:iied;Jdes ustndit:.ticas 

de lo~ oo:;t.tm.:i.dorr:!'i MCO <Rat~o1-"1i;.ky, iqn3:190J. 

El un:o;. dt-1 'E'>f:>~.'Jo 11r. Tioa como Onica medida de ne llnonlidad en 

C.-!'~r t-, n~•"..io rihr'tlt"'"C'l6 f1 qi.1R tlenn una int~rpretai.;i6n m:i..tt diractc1. 



que lD~ c~•r"'11turas de Oealo v Oali'.!'1& y W<1.llsJ ildem!'> permtte 

eatlmnr el soer.r;JD Part.ICu.aÍr de co11til unu de lo!> cc111ponenles de ª· 
. ,.. .. 

Gt ~ • ~ - º .ea el Ge~go do1 o~tlmadcr MC0 1 ~e pued9 

demoatror_ quo, 11ouponlpndo ncrn1alldad y homosc:uda•tlcldad, 

donde 

n n 
-. 5oª CJ: t• t l~a t r• 

· l111 l l J•i J 

n 
tr cci:: r•r l~1 

.... Je Je 

tr (.) lndtca l&"l tra-::a d11 una matriz y HJ ni:. 1<' nuJ.lrlt 

(da orden pxp1 evnlundn en la J~ó,_;lm~"l t.olH;MºV<.1r:l6n y on Q• 

r.:n el Ci\SU tinlla\ 1 l.lr.. matrlr:e!-. llJ t.uro, ""' 

(2.5) 

1 as uogund¡i~ duri V<\da~ pc-.rc l nl os de un mtillr.!1 o 11 ncv.1, con 1 o que? 

'&(él=O. (\1lei:'4s, t:.i la Val""ilHlL.D. so pur.dc rcduct1·, r.1 se~uo lt1n.bión 

dl!>minuirA.. Pnra c11.lc:ulD.r Pñllmaclonc~ t1 .. 1 ~C<"-l:JCl, ~e ~u!".tltuycll 

• A 
lOG e<s.tlmadore·b s y ºen <2.51, En lodn c11o;u l'l t>e~ao ~¡:, menor 

qun el error· et:.t:.ndAr de f!. COnx, 1971: 1771. 

2.:..1 SEGUHUO V Tl::ll('EB t-l~TOUOS; ES1111nc1íl1~ t'ICG 

Pur.dp demoi;.tr<1ri;a qu~ e~ E'QUivalrnlc rnlnimlzílr ftQJ a 

rnawimlxar a. la hmción du Vltruulmllltu1I L'l1 1_•\ ca,...ci no lino.:\l c:on 

errnr-es dtstrlbul1.hlr, nornu)lmcnte ID.:1rLI, l97·i:l.'"!.l. C!.l.i µrnpludod. 



t.tr~t•tln,.; ln m.'.\tri7. d~ vari,'1n:i:Lt. cuvnr1an7.a dn lnc. crrorua • 
• 

C2.b) 

Ea ua suponP riur1 11' rUf.tr1bui:l6n ccnJunt.n dP los. errcreu as 

n •l nOmoro de 

c1ht:1•r\Ult.lnn1?:; ll"'n!Jl\ullln.:i.lo:-, pEtra cntla intJlvlduo) con sn!:din g y 

n n 
>. C!!> " e - . o ¡: I! d\1 

o J q¡~> ºk <º> 
j Di)·a·f 

duntJ•_ e (:>;". llll tl•rml 110 1 rufupt111dient.Q do 

r t .. :.11ln1·'l y .}' t.•ri ~1 D)C:/;.t:;-¡to CJ-~l de 

1 rJaV: ~7(•). 

(2.7) 

e. "1 º" ni J-O~imo 

>: ~s t3t>f·k y Thlnsen, • 

En lt1!>. or.oei:;lunoto C!?.n> y C2.9J l:
0 

un nus.ionri cono-::ldL\. De no 

sur A~l, Ot} rh~~,u cncon\:rf\r un e;it.1mnt1or y r.t~-:-.~tl11Jrlo en e~as 

f6.-mul ac.. 

Onll.:':nt. y [{r>llhol tl97b) pr-ent:-11t11n de·= fr,rM:\C> dr: e::.li1flar L. 0 • 

'·" prim~ra Pt\ ln dr:~;irrc.•lli\da tnicl.:i.lr.1-.:.nl•~ p~;- H~nnnn 11971> 

y utilizt\ un,"l nrilrlz c11·cul,"'.11· slr-.~trica. Llo Tot!plilz <Hannan, 

911) 
Pt<.1> 

9°1;~:.2) 
J:;cq-2> • 
Y<r1-1> ] 

9((,i 
12.B) 

~!01. i e>!.nd·.>~.r;. ln!."· Put·L•c-11v.~rl nnz .... o; dC> orr!:.r, h <r <h>), bilJD el 



e&taclonarto do sogundo orden, con1 

o cont 

(l /nl ";!' a
1 
•ul+h 

'"· 
Acr.bos e&tlmadorcs do "º" 

c2.1C1l 

a.Gint6tlcamcnte 

CFullcr, op. ctt.1~t..2>i Rdmni.u, si bienr~puctlc tf..'ni:·r uri e:rrc•r 

cuo.drAtlco metilo menor que r~ pera cior-ti\~ scrit!'S de lle1:;u..1, óHl'~ 

oare.ntlza que ln mt>.trlz Tocplttz construid"' toco r10!1lt.i"'.'.' tl•1~inl11!1, 

Aunquo r~ putnJe rusultllr tntuittv~i11¡~ntt• m."i.1:. nlr •. u·l.ivu, y;, r¡u~ 

pond~ri\ dlfF!rrncloln.~ntc a la~; i\Utocov.:lrlanz~s r>E:~·'in el r1(·;,,,;;u de 

t.4rmlnos tnvolucradot> r.n r.u csllmJC:16n, Oallí'nl y Cn;.-;i~_.1 ulili;'.nt1 

b ar.,, pHes tlr.nun n.,, 2::i4 y h<"lcP.n h .. l, ?, •.• , 6C1 1 cr~n lu qui'! li'.'lv. 

autoco..,arl01n:ti\!> son et:.tlm¡¡.tlas E>lornprc con un ncu.11,.ro du t•~nr.lntl!; 

b¡istantc graridr.. Aqu1 51] L•tlllzarA a y~, 

El m6todo de C'ltlmaci6n que minimiza a la t:L:u .... c.i.'.·n c~.bl 

e~tlmando clrcula.rmcnto a. E -J e.e denomin<'rl tlCO-t:Inc • 
• 

En al traba.Jo de Galle.nt y Doebel &e muHslrti (ll,'."·tH.intc un 

eatudlo de 1>lmulacl6n) que, pare\ el modelo d1• cri..t:iml t.•11to 

1ucponcnclo,l en 111 c1tsu do quo lo!l error¡,.& i;can c&li\t.J 011.:tr lo~, es 

po"Mlblo imponer rectricc.lone:; tr.i~ fucrtr·ñ qur la'-' ft1.¡-llt...:irl,"J-:-. pur 

la. oatructura de un,'\ rnatr12 hand;, c.lrc:ulilr Girr~trtc.1; ,,,,, cjc:~1plo, 

sa pueda r.l•poncr quP lo~ t•rrorc!l forr.in.n un proc:cco ~tttlirr ~oroclvo 

drt orden q 1 (f,R(q)) e~ daclr, lll ''\) r.tin loi:; ~rr uri..,,. y (1.\> e;. 

uno. ~ut:kl~.l~n Lit.' Vfr· i '-'-bl uE. .-:ilr~tnr· t ,':lz t 'd NI0 1 to
2l 1 t~nt1 •:K~ .,¡ 

•• 



&latido \t:t!;. rldc;t·::~ ft;'l p11ll11c.imln ~q + o,'l'.q-1. -t • • • -t· aq munorec quD 

1 on vl'lnr n!.11or1lut11. 

El Ut>L"i t.h? c-:il:r~ t.11:11•!1!..tn cu l& cal:im:.r:ll•n th.• )~e' tlt • q t?B 

JlP.'\lll"HR, purucP int:r·r·n,'.··r1tr.r l·l t:flc:lenc::ltA pn;-~ lfl!1 coli11·ai.lr1rGP. MC 

c:tr·cul nr, 

l\t1L1Jtro1.,rt~!Jt.\.'L) r:11\~"t.i.:1t li1 {IM,Jlcnt '/ ou.·:J:,l (1fJ7bJ{¡2). Prlir.t!rl\C•~nt.o 

un t.tt.tli.·111..n lti.. r1.:-.1l:a:.l1::. o r•.:-1·tlr tJ~ l~ t.•:>t.ln::ii::ió11 por MC 

Ortlt 11:..rlc.•;.~ ( {r':'j_)~) ¡1·.¡·;o C:h, f.:•.tl l'I' 111~ E\U"\..u>::ll"JllT 11:1!'.!~''.l hDUtn de 

• , . .. 

¡: 
" 

!'w 
·P<o> 
~<:i-"·~l 

Ch SI o, 1, ••• , q>. c2. 11> 

$) (q-1) 

9°h1-2> 

s>iói 
) . (2. 17.l 

(2.13> 



Entonces, UBl!llnda 1 a11o ucuac 1 onos do 

19931§4.2.1) se llene qua: 

y 

HaclP.ndo 

ª 
~ • peo> + a·r . - . 

í'.-· .. ¡;. p • • 

·c2.14> 

c2. 15> 

con una th~scompnsi r:lón da Chol F>lll:y CKonncdy y Gont l r., l 'IUO;jj 7. '1t 

Calderón, 1905) 1 y 

--------~~~--~~---------i---~··-----
¡; a ªq-& ª· • 

~ 

ªq-• ª· 
a 

q 

' ' ' ' s a s • q ·-· 

} t¡ rr.n. 

l~. J/,) 

} In - q> '""· 

•O obt.lane al as.timador HCG- AR1 Co.!..1 llam.:1tlo por el toupur>?:.to 

autorragrenl vo parii 1 o'» l!rrores¡ ne dcnotll.rJ. cut.10 Ql nit n l mi 'if. nruJo c. 

la for1:111 cuodrJ.tlcn1 

C2.17J 

conaldnrandn ~ ª co~ry valor lnlcl~l pnr~ l~~ ltr.r~ctnn~~ • 

•• 



Ool oatlmador anterior &e puedRO calcular 

y 

Ga11 ant y Gtit'bol d~lllUEi!!lr.'1n que 

-(n 'ª e•, 
so_ di utri_buyc aul ntótl camrnlc...• cn!!lu unn nor,.,al mul ti varl atJa du .. ~ 
orden p. alontlo CT ne un entim:idor· conoiutonto pari\ llJ matriz de 

vnrJl\n:ta cnvarJnn7.l\ dul ct<llm:uJnr. J11tuttlvntr:~nlu r:e c!:.pl'.!r-ilrla que 

·al el proc12dlrn!t!'nto t1~ ri;:illtr1•11:lón &t' rL•plticra utilizando como . 
cr.tlm!lcton t11JcJC1l A~· ir • ..:; r-.,..tl1n;i.drJro::¡ Gl'rJan n",s t.•Ficlent~m pü.ra 

muostrAG cl1tcas. 6tn t:mb¡ir-un, !'"l bJnn t:::.tu.,;. llUlcwu~ rcc.0111lond.(ln la 

r<!pr;,tlcló., dnl pr-oc.cdl ,..1 cnto püri'I por ) o mc·no:~ ele••· pa~cs, 

concluyen qur. 1 a. Qllll~nr.I ,, 0:;¡1cratJ.:1. en er 1 ci cncl ·~ n61 o snrA 

oft>ctlvn Bl lon crrorr~:-. i:.1 oucn un proca,;o 

a.lttorregrr.olvo¡ on otro:. cünnr:. en pu~lblP q1•n la c~llmacJón sea 

ligor""ni~nlc- tnt!tiu::. prLtr.it.•l qun cLH•ntlo ~lo loO' cfoc.l<11-1 L•n un paoo. 

Un3 cont:cc:ucncia do lr.:. prDpiododoo Asintótlcn!l de Q qua oB 

:lrnporliRntr.• o!\nnlt~ar- t:>.1 la cu';'?r.t:.ión Lit! 01 lll dtntribuc:lón da la 

estad{ ffll en 

11: .... 1, ••• 'p} <2.10) 

dündl? c,.1-: e:; C!l 1:-d-~il.~Q clc;u.~nto di! la diagonal cfa e~ para 

rr.U!'!!ltr·u~ f~t.>qurt-r,it: pu=iJi~ ;:ipr-cn:im~.r-tor:o cor1 suficiente proc:lolón por 
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la d1atribuci6n t do Studont con Cn~p) grados da libertad, con el 

fln de •&tablacer intervalos de confianza para º· En adel~nto Ge 

llamar~ Mt-coclente". 

D•llant y Doabal ancCntraron Ccon m6to~oG Monte Carlol que. 

para •l modelo do crecimiento ewponrnclal 

' •i loa orroroa estAn autocorrotaclonados, tos inlorvalos do 

confi~nza conetruidos o partir do ln &upouición da quQ l(l. 

eutad1•tlca anterior 1>c dtntrlbuyc t ln-pl puadon Gcr" dc;na~l(l.do 

aatrachos, (,o,, 111 dlGtF"ibucl6n de 12.10) bnJn di rcrcntct. 

supuestos paF"o la e~t,.-ucturn alelltorln de.> los t•r-rtwf..':; lpor 

ajemplo, rtrtCll, ARl2) 1 ARMA C2,7)1) llr>ne COll\!'> co11!:.idvr.:i.blr.n.~ntl.' 

11\la pes11d;1.s qun l•'\ti. 1..h ... • un.'.\ t di!' [;tudont. Su l~ua ~P.r~ rctum.'.\d.:i en 

eate trabajo para producir tablas con lo5 cunntll~n usunles 

aproMtmnrlos pa,.-a lo distribución del t-coclento p~ra el modelo PDI 

11upontendo dlfcruntes estructu,.-a5 de error, Entaa t11tilao podrAn 

utlltznrae pnra conc.tr-ulr intervalo& de confianza 11pr0Mim¡i.do!; 

para cadA componente d~l par•~ctro. EGto Ottlmo se harla n portir 

do 1 a 1rwpreai6n 

Por otra parte, una Forma. du apr0Mlmar1io11 al orden dnl proco&o 

autorregresi vo con si &te en utl l t zar al g11na ou.tadl stt ca cerno 

12. 19) 

•• 



que, a&lntótlcamente tiene una dlstrlbuclón normal <Bcwerman y 

o•connell, 19791342>. En case do que la hlpOte&la 11
0

1 Th O ae 

acepte para toda h ~ q+1, es razonable ponsor que la• 

autacorrnlaclone& tienden a O para rozagos mayare• a q. Otra 

posibilidad aparece an Chatfield (19931§4.2.2> y conalste en el 

an~ll•i• do las autocorrolaclones parciales muostrales. Eataa •• 

denotan por nh y mldun el eKcoso da correlac16n para rezago• de 

orden h que no ea eKpllcado por un modelo ARCh-1). Los valoro• da 

ñh tales que 

siendo a el nivel de slgniflcancia y za 01 cuantil <1-a/2) do una 

normal 10 1 l> 1 110 con!ll dcrl'ln como otynl ficatl vamentc di stintoa de 

o. Puede domogtrarso quf'.'.' la función de autocorrcla.clón de un 

modelo ARCq) &11 "corta" para reza!Jos m3ycrei¡ qut!' q¡ entoncoa, ea 

eoperara que el valor do q corresponda al ordun de autccorrelaclOn 

parcial a partir del cual las ñh ne difieren &lgnificatlvamente de 

O. Tal criterio tamblon se aplicó en e~te lrabaJo. 

Anten do concluir con la pre&ontaclón de los do& m6todos HCD 

utillzdoa es noceaario mencionnr un caao particular, adecuado en 

situaciones en quo es posible suponer independencia entre los 

rRDidul\lcs al mituno tiempo qun varianza?:. chi&igualel# respecto A la 

t:>d,'\d. i:;,.tc nucr.de, por eJc-mpto 1 en Eztudio& tranE.vorsalas. on lea 

que .. e l'.fu!ltn PDt a ta sucesión de 111edl11!1 obtenidas on cada grupo 

de ed.:-.tl <Tanner et al, 19821 Jord:..n ot al,, 1979>. Puesto quo, por 

un l;odn, li\ varian::!a dr:> l.'\ l:'&tatura cambia c.:on ll' edad, y, por 



otro, •o ttenon distintos tamanos de IJIUD•tra en cada grupo do 

odad, eates medias tondrS.0 dlferent~• varlan2es, eNpre$ada& comos 

alenda ""• {y nk 111. media, lóto v1u·tan2a y el tamana da 

re$poctlvamente, para para el k-<t&lmo grupo de edad. 

(2.20) 

muar.tra, 

En este ca50, la matrlt E• ea diagonal, con lXlr <Yk>. Puosto 

que al lntor6s'prlnclpal del 'trabajo estuvo puesto un los ajustes 

lonoltudlnalos, la presentación do oJomptos que utilicen a la 

&cunclón C2.20> no reservar• para el apéndice 2. 



3>nNnLI6JB DE RESULTADOS PRELIHINnREB 

3.1} onT09 INtCJALEB 

Las obs~rvDclonea utlllzadae on esto capitulo provienen de 

~~tudtn~ reall2adon en el Oepftrtami::>nto de Croclmionto y Deaurrollo 

dnl Inntltutn do Pediatr1a de la Univeraldad de Londroa. Pude 

dit>ponar do ellna Qrac1as a una cinta orahnda an 1:>!.>1' Unlvors;idfl.d 

qua me ful!i' an1ablnmi::>nte proporctonBda por la mnc!:>lr"a rlar1a Elena 

SAon2 1 1nve~tioAdora del Instituto d~ Invostlgaclonos 

Antropatf,1Jlc11a d~ la UNnH, quien cstudt6 bajo ln sup~rvl$16n del 

pr0Fc5or J. H. Tanner ootro 1901 y 1902. 

~.i.,.,lr.ar.1011ln, 1 n clnln cuntl ano cuatro o.rc:hi YD!i (l lAmndos JCC 

ma~u:.ul i rin, ICC fcmaill no, NCl I m::i.~cul i no y fJCM f t•mpn l no) con dates 

lonciludlna\tri; pnrn varlA~ mr!didat. 11ntroporr..::.t-rtcan. En una 

nota r.p;i1·t."c:idn. rcr.tr!nl1~m~11tc, Tannrr y Co:-i Cl!JO!.) infortn<ln acerca 

dr.>1 h;,nt.i1 tic tJ.:•lClU lunglludlnnlr:-. co1i que c:ur>r1ll\ In Unlv1;1rsidali do 

Londro!.1.; 6str. incluyo, entre~ otro~, ft lcis o.rLl11vn· .. m::int.:lun;1dos. 

ror otrn pilrle, lodi.•S l;u;. obsC'rVACiC".nr;i; fl:r:run rt:talf.2ndas por 

R.H. l>lht tehn11s1;1, 1 o que el ortBn1ent[lo rr:ducr. 1 u!l errores do 

medición, Como e.e monclon6 on el c;ipltulo 1, c>n cc.tp trabajo ae 

anulizaroíl prlnclp1'lmcnto dí'lD'..:. rcfC'rcnto=. a lLl c.-!..>tntura total. En 

los trubajC"IS de Cftmr:-ron ot at. (1902) y de Tannor ot al. Cl9S2> 

pu~don vrrGn ~junlP.3 dul modelo PDl con otras va.ria.bles 

antre1pn1'1,0,tr f. Cd!:. En ol pri maro de el 1 os !:.P DMpono una 1 nterasante 

metudi:-tlout.:i., O.tll pura lnvP~ti{l.:i.r el ordon en el qua len 

dlfl>rr.ntn·.• 1;eor.:~ntn!:l. corpuraleu alconzn.n hU v':lc.cldnd rn.lKima da 

crPcirnlt.·:ito. F.n ol t;ci;¡undo so "'Jutita Pl mutJ¡:.lo PBI o, las inadlaa da 

d:i.to;. t1·nno:.vtc>rs.llr.t. provr!nlcntn=> de Jzip6n con el fin de analizar 

~\ -"Ur:.~ato ~ccult1r tanto en la talle\ como on el &C?CJm..-nto tnEerlor. 
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Un a~•llBl& do dalos Jcnoltudinule& 

reportados en el trabajo de T~nner, 

Cl902JJ •e presenta en el ap6ndlco 2. 

tque incluyo a 

Haya&hl, Preect? 

toa d<"los 

'{ Cameron 

RRgraBando a loB datoa aqul analizado&, ae obut?rv6 qua el 

o&paclamlento temporal en las mediciones variaba tanto ~ntro 

•rchlvoB- dlferenta& colfio nl interior de c11da archivo. En loB 

archlvoa JCC, ta ~ayer parte de laa abservacionea &D efectuaron 

dr?ir.de el n11.clmlento ha~ta loB 19 dloa en intervalo& anualess Gin 

embaroo, hubo una cantidad considerable de tndtvlduoa pura Jos 

cual ea sol a &e contaba ~en -obaervacl enes pruvl.aG a 1 u 

adolescencia. Pnra ln mayorla do loa cauoG contenidos en los 

archJ vos NCU so t l ent?n mcdl el enes ro11l l Zildas de~do 1 oa :l o 3 e.no~ 

hasta lou 19 o 20 arsoei las ohst>rvaclones &on scnu~~lr..-.lr.5 h<t!>lll. 

antea d~ Jos 11 i\fios y entr-e los 14 y 15 .rits:n::., lrlmt:>slr<'llO~ rnlr·f-' 

lo&.11 y los 14 anca y anualea a partir de ton 1~ nnn~. 

Drlatnalmfi!'nte ao utilizó tollo el materlrtl corr-i:-o..pr~11dic11lt! n 

estl\turas. que von1ll en la cinl;i. No no luvJL•ron <1Jui:;tet; 1'\'=f-'PLLlblcu 

para todo ol conjunto de datos. Para estas primero'.\<.:. t!~ll1i.aciC1ntw. 1 

·lo mismo que para las algutnntes, 5e utlllzó la rutina NL2SOL 

(Calderón et al, 1983) con 1.1na tolerancia de ICi-" paro la 

convr:roencla y con 50 ltnractonañ como m.lr.w;imo acJn1Js1hlt.·. 

Generalmente, los casos en los que no ae logró un ajuste 

aceptablQ fueron indlvlduoa con e o menos observaclcnon, o blon, 

talea que no se dlsponlA do observaciones para edada~ po&terlores 

a la ~dolo9CP.ncla. Desd~ luego, hubo contraejemplo~ para est~~ 

afirmaciones, Si bien hubiera aldo lntorcsanto '-'Studi.ar el 

comportamiento de las oatimaclones renpecto al tamono ~e mu~stra, 

en eatn trabajo no se hlzn mucho ~nfosi& en u~te punto. En la 

eioutentc eac~tón dD e9te capitulo s~ prDsentar•n Rslos resultados 
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pral lmlnares. 

Al monclonar en el pArrafo anterior a &ltuaclonos &n les quo 

al aJu~to no fuo aceptnblo, rne raflC!rc a aquello• caso!I en tes que 

ae cbtuvSoron ontlmactone~ do los par•metroa del modelo totalmente 

Rqutvocadas1 ol ej&mplo ~o comOn consistió an la ostimacl6n del 

parAmetro do nntf\tura final <ht.) con valeros superlorca. • los 2 

metros asociada a estlm~clonpo con adadaa superioras a lo• 17 

anos paro. ol pnr.1.metro o. E&lo sucedlO ganoralmunte en lndlviduos 

para los que no 111: dit.pttnla de mediciones eon la post adolo11cencia, 

lo que indica la influencia de enta clase do obtiorvaclonos en la 

correcta entimaclOn dol modolo. 

~.2) ESTIMACIONES PREL1HlNAREG 

3.2.1> ANnLtSJB DE LOS ESTIMADORES 

Un primor pnso conni&tlO on obtener cntim~dorn~ con el m6todo 

ordln.:i.rtn ch-1 mf.r1lmo!l cundr:u1o=- no lince.le~ lMCO> p.1ra todo!i los 

individuo~ dt~ponihln!:. Esto !lt: hizo con los oigulontec objotivos1 

a> probnr el comportan,tentn de ln i:;ubrutlna tlL2liOL fronte a los 

da.too y el 111odclo para tenor idoa de, por oJcmplo, el r10mero de 

itcrac\oncn promndio, lün normas do los gradiente:: de la función 

obJollvo nl ncr cvnluodo;. on len eatimadores, etc.1 b) dotoctar 

ca!Jos on lou qun la o::tlma.clón fuo inadocuada; e} tenor r••Ultadoa 

que pudtor~n norvir como fucnto para ocnoror e~timacionua con 

diferentes m&todon y d) ar.plorar el comportamiento d• lo• 

rcutduale91 ó!lto Oltlmo sólo en una forma apro11lm.:i.da, ya qu• laa 

pruob~c utllizadag <rachan y Durbln-Watson) para contrastar l• 

hipótnsi!I de independencia para los reaiduate• suponen qua l•• 

obaorvacionos estAn oqulaspacladas en ol tiempo, lo qu• no se 

tenia cKactDmente para estos datos. 



A la largo del tr~baJo. so hU5Có anA1izar &orien lndlvldualo~ 

qun hubl~ran complet~do &u clclo dr. crecimlnnto scgón el crllcrlo 

dado por Preeco y Dalnas (1918) de conuiderar ónlcam~nte ca&os 

cuya5 dos altlmos ~ndiclon~s di$ponib1es tuvieran un~ ·dsfcroncin 

menor que 1 cm. tgualmonto, •e intentó selocclonar individuan quu 

tuvieran. la9 fechas de m~dlc:ión ccrcana!D a tas fcchaG 

c:Prre~pDndientoa para cada edad n~octA. 

Para los casps ma$eullnos, el archJvn ICC contó con bl 

indlvtduoa lnlclal~s, d~ los cu&J~~ 47 tuvS~ron aJu~te~ ac~ptnhl~~ 

(77>:.>, mlentri\5 quo i:-n ol arr;hlvo NCll, de -,2 individuos, 23. ful:ron 

bien aJu•tado f72Y.), En el ~rchtvo JCC femenino, c~to~ n~m~ro~ 

fueron 50 v 35 l6(\'Y.) v pa.r¡i, r.1 N!:H fcmeninp 1 29 y 24 CObJ.). 

A partir d~ aso~ reor.ult~dos prol 1111l narci> y do las 

c:on•lde-raclones e.ct:'rt:a de lo\3. indlvlduo~ c'on crcc1111icnto completo 

v con n-.odtcion&"? eofcc:tui'.d,..o;. Pn tas fr1cha~ CXl\t:\.iJ._., so dcc:idlO 

eliminar, iirl/IJP.ralf,enti:', a Jo~ di'ltcm dot Archivo ICC fc.·m::•nino, q~~\0 1 

dentro tlE> 1 o& nct:>pt.1dP!:I, cor.\.~b.:J con pncon c:at>os quo rl;,"'\\r.ir-:nlc 

hubteoran compteotado su ct:c-1o tll• crt?-c:imlcmto y que lle.lisf.;iclc-ran 

Jos roquertrnJentof> nccrc.i d!.!1 cquleo2paci~m1r.nto y lo. cx,,,c:tilud dt.1 

la'.i fechaa de;. rnE-tJlr::ión, rn:iJ. fuer.:o. en fprm., eproY.im;:ida. 

Lo~ valore!i lnir:lalr.t: uttli~adon para todi\S la~ cntirr.,it:ltl11e':'i 

fueren 1~s ~edta~ lpüra c~da ~e~P) do loa ontt111~dorcs r~portad~a 

por Proeco y B•tna& (1'978» can 1P9' datna do Sos 11rchivoe tlClf. 

Lo\\ rosut t.adot> obtenido"' pttrs. los archl vo!li ICC m.:itocÚl lno, NCll 

~••eulJno y tlCH fe111snlno 5ln motli{ic1u:lón alg\.lni" en la~ edadr.s de 

medición, aparecen en la~ t•blas 3.1, 3.2 y 3.3, robpcctJvam~~t~. 

Sólo\\& pro~entan los individues ~uyo aJuBto fue ~atlafactorlo. 

A contJnuaclóo •e eHpl1ca ol sJQntfie~do de lns columoas 

1ncluidaB en eateB t.ablasi postericrmonta ~e dJscut.ir6n lc5 
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rer.ultado~ obtenldns cor1 cada archivo. 

Las primerlla tres columnas de estas tablas &on el nOmoro da 

serio dol indlvlduo 1 el nOmcro de obGorvaclonea longltudinolo& 

diBponlbles y la forma nn que terminó la rutina de m1nlmos 

cuadrado!i no l l111?alea lpor convcrgencln del 1¡1rndlantli o por 

convergencia en xl. Po5teriormnnte·oat6n lo~ octlmadoro!l para cada 

compnnant~.del par~matro. 

Blguon loa nó111Qro~ do residuales nngatlvoe y pocitivo!l, ul 

nOmero dR ra.chas-quo ha\• ~n ellos -Y ol rc!>ultado do la pru~ba do 

ro.chas. Eute apnrer.o ir1cllc~clll a la l:rqutcrda dÚ' la columna do 

rachac:a loa algnos "+" y "-" tto rcfleron a quo r.l nC.mt::>ro da rachan 

fue rnniyur o menor• 

hl pótot>l n tic nl r;i.to1· l ~darl. 01 no aparoca et 9110 nl auno en nota 

col umnn, ñP enll r.rn1'"" qur> r;.p 11cc-pló l n ht p6tc:;.t e de nl eatori edad. 

Para lo~ :irchlvo<; Nr.H. rln11¡lr. Go tenia, gr-nc:rnlrncnlr., mis de 20 

o~l!'>C!rva<:"lr.1•1:--r. ptir 'nrlivlc!1H1, r-.~ utllti..!• l<>. C!-'.t:at!lt:tlcti C' quo tieno 

una d1r.trlhu.:16n nur111:•l r·:-;t:inLl;:r bnjo la hipótu!ii& nula <Dlbbonu, 

19711. El nlvo1 de ciunliii::a.11cl~ con!ilrlL•1·;_1do ruo, t;_~nto en oota 

pruoba como t.·n t·nda~ ln:·. !".lo11t1"ntc5, .o:s. 

A cor1llmmr.ió:"I l'pnr-1.1r:cn el v.,.lur di:? ln ostadlntica de 

Dltr!Jln-\l.Jt-.;r1n P""rn le--; r.':>ic1u~lc:. y el rl'~··~•lt.:1.do ti~ la prueba. de 

auto::orrr.leci6n cfocl1u\tJ<' con la estaLl!slica anli.;rior. Un signo 

"+'' o t.tna "··" cn l!t".ti" coltu.in.:t ce rcflt!r1:-n, rE:>upoctlVilmcnte, a que 

r:;o llCE'plú lo hlrót.L·~-.l!~ 1.li.• .!lului:::r•rri:l.:ic.1611 de. prinii::r eirdL•n positiva 

o nt'l)<!tlv~¡ el t"..f_r.?1;:ill1 ''ti" inLllca qua r:l valeir dc la C!ltad!Gtlca 

O!l t·11)·i!'1 o.:n l."\ r>::\)!•'•11 11~·, i1;d,n:lt•i6.1 du 1<1 prUC'l>:i. L<:t nusenc.ia d..: 

sl!J•,n t.1~11r.u t>r..'í111l • .., li.:. t:<:t:¡.'t1.1c.i6n Llu ln t1lL.;.tu,·Jcd.id. 

r::n Jr· t:l1J11irr11r lrL.; t:.olu.~ .. i."'.'' •"'P•,,·~·eri 1.-:i v.:;ri.,nz.:i. de lo!> 

r1''llr'•.11·l1: .. y lí'.!; c:-.t•·.<'!~.lit:•l;; i'b, y h;r d.: D'(ll)o:;l!na y 

5:.-l 

Pearson 



t197J> para probar normalldl\d. Ll\ notación "&I:" o "ku" a la 

lzf!_.ulerda de la columna ?'ha se debe o que la hip6tosis de 

normalidad ae·recha26 dabldo a un sesgo o una l:urtools exccsivosJ 

&l sJmbolo "fM Jndtc:a que ambo!l indicaron desvi"ciot1es de la 

normal. Es importante Geftalar q\U~ no so Incluyo en ar.las tablas lil 

media da los residuales debido a que en todos los casos fue, en 

valor abaol uto, menor que 1 o-0
• 

La columna marcada como "aeDgos" s~ refiere a 

componentes tuvieron un naGgo quo ~>icodla al lZ del C!:.tim<lclnr, 

seftalindose entro par4intes1s,de cuAnto l'!i este porce11t11Je1 la 

aparicl6n del almbolo "*" indica que Jo!I 1n!sgos e>1cedlcron al 10Z 

del valor de los componuntes corrcspondirntús. El crttorio dc.>l 1); 1 

propueato por Ratkowsl!y f l ?o:u 20-21), al p11reccr con 

puramcntn empirtcas, es:. un Indicador do cohducta no lJnoal on la 

(19831131, con modelo~:. rJi.: rL>grc--:!én no Jlnt«il "e:; rr!'l•; 111lr:r•n'11!11 

que OnlcamE!'nle dr~ niod1~lus, puo~to qut> un conjunta de datri•; 

obnorvados en co!"'Jl1nc l ón con un rnodol o dutl•r mi na l i\ cn11duc ti!. d~ 

este Oltlmo". 

La Ctltlma columr,,:i dc:> li\ tablt'.1. 3.:S D.pi>rf'r."'° marcAr1<!1 cu:1,n 

wdetCvcv>". Csto s:.o roflore al determlno!lnta de la matri2 de 

varJan~a covarlan2a do lo~ rccldunlon calculada a partir de las 

expraslones t2. B> y <2. 9). MAii adol Bntr. ne ri:?grtHiL'.rA a este punto. 

Flnalmenta, oo nec~;.Arlo h~c~r notllr que en o~tAe tro~ 

prlrr.era~ t:.\.JJ,iG no t>P. rupi::rt"'n lo!. rc~ult.aflno; nblt:n1do5 c11n )i' 

Só 



para contras.tar ai ln o;.timnclón do cadn cal!'.pononte o~tnba bien 

d11termlmadas en todos. lo~ cnsos, loto l!!ctim.:i.dores de los cinco 

componantea d~l pnrAmotra ll~vc.rcn ft nceptar tnl hipóteats. Esta 

u&tAdislica r.n u~~ nn ol s~nttdo rnc-nc.lonado por oate autor, en 

decir, ccr,1parlndolu contra un;:i; di ntr1buc16n t do Studcnt con <n-p) 

Qr"f\do11. dP. llbC'rtod• qu~ snn Jo:-. asoc.lndn!> con la v.:i.rian"• 

ruuJ du:ll. 

LuF> lli·Jli:c.to~ num~rir.os del ojuult.· ro~ultnron r..'\tit.;.fD.ctorlot\ 

f)r1 ln rnci~·r.or porl:p d1.t lnto cr..sr1!U le.ti nnrmn;. 11ul u·-.iLlicntc tuvinrcn 

unu. m~1li o (pLtrn t'.rr!.ou!ii bOttos) dc-1 orLll;#n tlo 10-~1 ol prL•1.11:>dlo do 

l t;1.1·c.elt.,11~:; fun 7.6, r¡uP. toe co1~pa.rol 1'ia\:ito!1lt=loric:r .. "nlo con lan 7 

ltt•,·,v:-ll""lnt:<-:. obtonidn~ t>r1 prorr.~dio p:i;- Prcr·rr~ y D"'t11r~. Inr=lu~c, en 

pc~thl~ pt!n<::.:or qun lA cor.:;Jración es fi0.vc.orahll'J n lar. ~t>timoc.lcno::. 

ll!lilf prt~nt·ntiirl~'G' pll!:!~ cr.to~ nutor·e~ no r:-,::>nc.ionan til1n niveles du 

tol;:.~mu:in ni ln"i norrnn~; do le::. grarlJ1.'ntu:¡, lJU!""! obtuvieron. 

Cm1 L!l flll d·~ dlr.l"~nu1r cu::il1¡u!r:r r1::r-turbat:l6,1 provenicnto da 

t nr.)( nr:tl t11tlnr,. r·e;tp¡;.-1.::to D lo rnu:ll c16n y al 

l"quio!'¡1."\cil1m1r.ntu cln lnr: tJt.~-.·~rv;,clnnr:~~. r.L l!j1t•.;t.¡.u-·on les da.toa, 

utllJzr,ndo inb:rpol1..1c:Ji:.11 linr<.<1 .. F.!".l.11 ::-.!" hizu <n1l.r.8m1?11te cuo.ndo al! 

tr.r.1o'.l.n r.•·•:llc:lur,::·:s r¡uo dlol,1ri:tr1 en 11 lt> 1.i:. 1: (, IT·<!""·"~ y r.ln rcnlizor 

m.".'.; dr, du;~ tli:> r.clo~ ojur-;tp~ por in11ivlrh1~i. 

Di~ t"1nta forr:-.a sa dit.pu~o 1.J.t 29 Ct<!:.U~ rnn<;:.t:11li11ur; ajuo.tndon, 

con JI> ClbtH~rvilc.ionllü ~nuntc-n, entru len ~ y lu::. 19 nfios. y do 16 

cn::.c;:; frr..~-·n1noi::. .o.Jui:;tadn~, con 23 nlirn.iv.:i.Liu;1:..:;. r.!.!r.,:..·~tralll::. Pnlra 

lo~;~ Y Jo=. 16 .t'Tlon. Cabc.> Gc.:-..::.1w· r¡u':' init.:iillr.~e1 1 to t:.u pennó 

ti •. t,;·J.:i, cu:; lta ~rl.:::.J~::o c11lr~ ~ )' 1c~ li."íu:. p.:1.·a le~ da.tus 

{i~ ...•• !n:l-:;; no e::: hizo t.:.!:;f por ce>nt;ldcr .... i..:it''•'"=· cu11cc:.-11i1<;1tc~ 11 lou 

J •. >..: ·:.,': :, cr>.- . .i t.•" v ... r.\ en l.i &ilj,¡•Ücnl~ t.u!J;..~;:;c!4!i11. 
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Lft5 tsblai;. 3.4 y 3,5 rnuost.r.:in loG ajusto& det modulo PBl pllriol 

e•to& lndlviduoar .li'I not.ol'lt:l611 C!& li' uz>1d:i en laa t.res. prlmi:ro.u 

tablas. da t'~tr- Ci\pl t.u'I: r1, 

Par-a e•da uno d~ tn·.tn~ Cil.~tu~ t:;" ctGlimnrtin JO parAmtttro11-

blal6glcon. LA ti.~l&c:t:l~n de ealoH oltlrric"t. sa baG6 t!n los tre.baJos 

de Proocn y Et¡,lnti"l (1970>, lH11vnlt:l::z y HcOra13or C19B2> Y 

:Zaicharlaw. y R.and (19a3>. Ll\n l)dndr·B de "dt:spcglto" dt" lrt valocldnd 

do c:recJm.lcnt.o en la rrn fldul~~c.t•nc;in <abr-<:.viDth1 TO, por tr.d:.11' e>/fl 

y da rn.i11lma valocldarl dtwantt.• l• .:J.tlnlt:-.Ll?llt.1n «PV• pt11· ¡.~~.,,: 

uotc:>et t~), que- corri:!&ponth.n .\' pur.t.c::. r>~t i\rtc-.n:.ri o:. de l :- rurv."'l d~ 

v•lnc::ldad, •o E<~tlm;1ron t?-t1i::ontr,,..11t1n, con un 1'1.llJoritrn~i de 

bl1!.t:>Cclón <RícrJo 0 1'1'05:~0.?> moJi(1c1•:.du. l~ ..... rnit.r_·•; c.h. 111 fur • .;tóri 

dllt acoleraclón. Pues.to qu~ a-:.>lD funch~•1\ tir·t1::1 C:•l1 n-... r,qJ t·L" .. · f'.th .. ,rr:".! 

da las qua ap:.rc.-ct?n ~" la .1rl11lr~.o::Pnciti, J,..¡ 1:1o¡Jiftt:flr-lc\n ht:-~h:\ nl 

aluPrilmo tll• blc.cct.ltm contl~t16 en un.:. rutlt1.:: r¡u·~ tJa1·.,;1tt7.ura r¡u,, 

partir di: i:tt>l&i~ cd.,::Jr.•n n~ r¡¡t!iH..'ó"'ó e>1 rc:ilt1 ll;.:: lo:; p.:t1·~t..1~··lrc1>, 

blo16olcoa c:on~id1n·~,dot.1 t,..:::tn~ (uo:-ron1 lo•; l':.t.1tur•i.::: f.r1 "10 uiru. 

por ho'ttht at talt..,. o//) y on í'V Oli''..'l, ll'I~ vt-to:;itii'.ltlc-i:. '-'•' TO i\fllJ) 

Y an PV <VPV), lo5 lnr:rrnri!:':ilot". ~n r.<;;t¿1tiw.'.'. hDhidP!:o t!ntrt.~ TO y 1-'V 

tlNC TO-PV> y vnlrc- PV V l.'.!. (!1tir.'I ... l'dlltl di:::;H.>nlb\~ tlNr f'V·t\t)) \' 

lClB porc:l.'nt.'.l.je-s dt' l.:J.. l?'.J.ti)turi\ fini'l 111c,"'nt;nJ~~ 1cn ll.\':o c;-J:ut~~ TO ')t 

PV, abre~iadoa ~Jl.D-10 y xno-rv, r~zpo~t.ivam~nt~. 

En la!I tablo~ 3.6 y 3.o llp.:i.rocr-n, !!t'p<'\rat1oi:;; pnr :::.~::o, loa t5 

p¡arAm.,tro~ c.on5ldcri'!dOn r.:1r.:t t:lltla lndivid~H). LPo:, t~blü~ 3.7 y 3.9 

con lr1c; rn.'\trf.Ct'.'!". t.li::i t:C'l:-"rt:l;--:l~n d:"' t'¡~tn•; p:.r."l:';:tt"to:i. p.~r.": r.;•rl."\ 

ar:o::o. Los Vil1D.""i:>•; cr1\!cl•"! r=-~.-. rl cnt-f\~!Pnl:-~ ··~ r~rrr-tl'.cifln ol 

ntv~l rlt:> el~:-ili'ir~·~'"'IC' JI~ ~l'".'r"C!!'l .~'q'l r"r1' lf'": h"'""r•~-, y .~P~? 

p.:tra le.~ muJrrt.'f:, 
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C& po!lible u>etraur- una grnn cantidad do infoomacJón reforcnta 

a lo~ pror:esos de rnnd1.Jraclón de e&ta claso·de tablan. Loa trabajo& 

yo mll'ncion~dno de Dillcwickz y NcGr-cgor v t1e' Zacharia& y Rantl son 

QojP.mplot> do su u~o pAra r!l1amlnar problemas tia· bJolootn hur.iAna. En 

ol prJm~ro do ellos se analizan las diferencia& eutaclonalaG 

<~poca de tluv~aa y dpoca de socas> en lo volocidod do crucimlonto 

para ul peno y la talla en vnrlas comunldados r-urale!l de Gambia. 

Por su parte, Zachorlas y Rand estudian !a rol.:ición entre 

croclrnl en to y edad dl!' la monarqut a a travit'l llt"l ,.."'°· 11 si~ do 1 a 

aceloraciGn de crr.clmiento durante la adol~sconcJo. 

Aun sin prcitnndar real l zar Jntcrprotact on::;o, bJn16o1cas 

compJrtl:l'IU 1 unn 1nepecclón du ll!s m;,.trico;. t1o corrnl1.1clón reoalto. 

cJ Prtac rcl ncl ont~G 1 ntrretsante:;. Para etoctunr C!GA cJ 11-:.0 do 

1 nterr1retac:i nnr:-:i podri ;,n 1,>fr.clunrnn o.r1•,11 uJ G r•nto.tU i:.ticos tl\.l!l 

cnr~pll.'lo!\ t-.nhrn C!Sta m;itrlzs por ajemplo 1 cnmponentei; prlnclpOileB 

n co,·rC!l • .,'::lt!'•n ct1n6nit:A p-~ru Jd:::ont1 ílr:Pr 11r11pn'.":". dr- pc>.rAmi:-trtl!l 

bfolóolcoi:.. Dt= cul'll quier forir.:i, debe:- tnn.:o.rt.:.:1 on cur.nli\ lo tc.:talado 

por PrC!uco \' l10\1n,.:. (J97Bt1S> en ol SP.ntldc1 tlL' qltL> v.:i.rio:i do rntc~ 

pür~r1et.1-or-. h1nl6;:¡1r.ot> ~nn com!::ltnacto1H~!., Jinnalc!'.. d~ otros de 

ellos, ln qui:> 11r.v.1rA <'I multlcnlinc:illdnd.-r. rin Jn m<'lriz da 

corrolncl~n. 

n conli nL1<-..cl ón s:::o d!:'-~cr J bQn al guna!:l dL• t~l e:-> rol acJ onau1 

primerD.mrJntu r.e comentan atounaa parf:'Ju.s dt! parAmL~tron con 

e orr[:'l nc1 nni>o st gnJ f te ali v1:1~ coi ncl dentEts en ambon sl!)lc.r.. 

h, y liTO (+)1 c-vid12nc.l11., cimpl!:!m~ntl:! quo lo::;. 111dJvJtJuc~ que 

llr.o"~' ;}!~.~, .... ::-1 IT.fl,'.'.l'.!nt.1.1 d~l "dc!..<¡a.-¡¡uc"• tJ1.:1,¡;o,, l,:i,~ 1u1yuras 

... º ': ·1"''"'·"!r:• ¡ .. ~. ;.D )' ~·r;o f-',.' (1)¡, "o>.:., (1); J .. ..li .. : ... Li... '4L-<M1 

C"'-· .·i !"'r·~~ .. ~~ 'i (l~·\1.c: .• lli;'7U). lt.:... ¡¡¡ ... -c. ... nlu.j.:.- .. ~...: .. 1\.ur11. 
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11dul ta que se tJ encn un J aa edad1n¡ dE' "dE'SfHl'QU0 11 y di!' vel oci do.d 

mlwJma pueden YP.rse como un lndJcadcr Csl bien un tanto orue~o) 

del grade de maduración, os posible interpretar uste resultado en 

el sentido de qu'-' o0 y o, funcionan como re(JeJo di:!' tal 

caracterlstJcat los 1nd1v1duoa de maduración mis temprana tendrl~n 

valore• altos en estos par~metroa. 

e y TO C+>s o y VTO <->1 e y VPV e-Ji la primera rosulta 

obvta a partir de la ccnatrucclón del modelo¡ Jan otras dos 

resultan Jnteresanle11, pues muestran que:> lot:. lndivlduo<:i. que 

doapogan mAs tardlamente lo ~ac&n con menor velocidad y alcan~an 

menor veJccJdad m.iwlma quo aqLtóllos con despegue?& temprttnos. 

HTO y h, C+J ¡ HTD y Y.AD-TO I+> 1 HTO y INC TO-f'V f-): 1 l\ 

prlmora ya fuo mcnclonnd•11 las dos CsltJn1<H• indlc11n que mic-ntran 

con mAu altura ne llegua al "ducpegue" 1 f.¡j acumula mc:nos L'~llitlura 

entro eata sdad y la udad du YL•locitlad mA~dmc.. 

VPV y TO (-) 1 VPV p 1NC TO-l'V (+) 1 i mj11 I Ll.ln ljHh r.i! l'iil, ... ,,. n.:..~ 

tard!amnnte &e empiece a acell?r.'.lr º' crncJmlr.ntu º" '" 
adoleacencla, me-ne,.. vro:locldad rn:.1dmf1 se alc.'.ln:.i:íl, til biL·ll s~ tinnl? 

una mayor acumulación do talla df?!lPU"s dol d~toµcgim r¡uL> lil qúa [lC' 

cba&rva en lndivJdun~ con dcspeguo tc-mpr~no. 

JNC PV-no y >:OD·-PV ,_, r rcíl e Ja el htochc; do quu micntrafl. 

se 11 oguc con munor grado deo m.:iduroctOn al momonto deo Ja tn:l)llrn.:i. 

valocJdatJ, s.o tondr.l una ganancia do astaturll. mayor en tac otJades 

ntgulentes a tal mumentoi tal ve2 una ecpecli:> do compcn[l.'.IC1.!•n. 

Es lntcresantr:- notl'lr qu~ PV y HPV ne tuv!P.ron cclncidr>nr:ta 

Respecto• la mod:rl:: d~ i::orrr.l<ición fcr.:n~n.:i, ~:-!-:.:.~.'.: d::- J~~ 

r.',':'.-..::1 '"'".::~· - '-; l ~· 
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HPV y HTO, HPV y Y.AD-TO, HPV y 'XAD-PV V PV y TO, y negativa entrD 

PV y VTO. Por 5U parte, para la matriz do cor rol ación 

ma&culina Jaa corr&laclonea signtficativaa para HPV fuoron 

neqativas1 con PV y TDJ PV se •~oció, talhbl6n negativamente, con 

INC PV_•AD y posltlYiim&nto con '1.AD-PV. Estas O:ltlmaa corrolaclono• 

lndlcan, aimptamente que mientras mA.n diferido se encuentra el 

incremento do velocidad en la adolescencia, monos •lQnlflcatlvo 

reaultar6 ós.te 1 sltuaci6r1 no encontrada en las muJerun. 

En o~ta ml&ma linea, la tabla 3.14 prds.,nta tanto tas 

estodintlcas d~scriptivan m~s lmportanton como lo& resultados de 

los contrasto!"> do igualdad de media~ efectuados entro pn,bo~ e.oxo& 

para los 15 parA.metros blo16ulcon.. En loi:o cat;os. en qua no fue 

posible a.Cl:'ptar prcvi<'menta Ja hipótesi& de iout1ldad de vorlanzn& 

<utitlzo.ndu unn cU~trJbuc.i6n F rera el cociente de varionzai;>, ao 

calculó l r. c>t'·l,,t11'lt1C'.O prci;sntada an, por eJt?mplo, Llndurrin <l'i'bO) 

Junto ce.in t:U!"°• 9r2.dD~ t!P lihr.rtO\d ~prov.imc-dor.. F.11ccpto en lN TO-PV, 

e 1N PV-1\0 t:o rC'ch!'.:!6 Jp h1p6tonis de Jou:-:td'°"d de medir.u. C:slo sn~ 

indica con r.l s1rnbolo "*" t1 la l:zqu1crd:l dr. lo e~tod1utlca. 

Lo~ aJHt;tU!: · rcel t ::L".doi:o por er;ta rri:.todo no prc:i&C'ntaron 

problemon num6rlco!3 scrio!3. Sioulcndo a Gallant y Goohcl tl'i'7bl, 

so calcularon oDtimndoro~ NCG-CIRC utilizando co~.o valorea 

iniciales oqu6llo~ obtanidos en la eatJmnción MCO y a lD• 

rctotduale!3 Olhl calc:uladon para ustimar a la matriz :c.. Lou. 

e&ti~odore~ au1 obtenido& ~e incorporaron como valores iniciales 

en uno seuundt'I c~t1r.:3c16n circular qua, dundo luego, utlliz.6 los 

. 
c:rcul:lrf!:> ;;.~.·,. t:<;l'.:.'.Jlt.~ l .. l:• correi;pu1uHcni..a.:. E1iolo b~ haca con 



siendo el paso O la estimación MCO. Las gr~flcaa 3A y 3D muestran 

los promedios do los determi11antos do las matrices J: • 
obtenldaG 

para cada individuo y dol nOmero do iteraciones necesario para 

obtener solucionen satlafactorlns. Como se ve, eG posible hablar 

de una situación Invariante a partir del cuarto paso, &i bien la~ 

magnitudes absolutas do los promedios de deturmlnantor; y de 

ltoraclonos no cambian slgntflcattvamente. 

Los valor~s ohtontdn~ para el cuarto paga fueron consJderadoG 

como los estimadores ~xlmo voroslmlJes. 

La tabla 3.10 es la tab\a an~loga a las tablas 3.b y 3.8 par~ 

la oatlmaclón HCO-CIRC <o HV> mencionada on el capitulo anterior. 

Como se ve, laa di ÍDrenclat> &on muy pequenas. La YlH1lajn qul.' 

tendrlan los estimadores presentados on la tabla 3.10 os quo, al 

aer m:t.Mlmo verosimlles los osllmadort?!l de Q,, 110 gar°"nti:z:a., por- el 

principia de invarlan:z:a (Fi~hcr, 1?731 1 quo los lú estimadures 

bloJóolcon calculatloc a pilrlJ1 de· ullob hercd.:Hl oc.ta proplcdiLd, 

La tabla 3.12 rnuc~lra la& ontod1sllcac dcGcrlptivn~ p~ra lo~ 

/Tliiotcdo!!l MCO y t-ICG-t:líl.C (o MVJ. Como ao aprecia Inmediatamente, no 

hay dlferencla5 clgniflcMtlv.:i~ entre lo~ D!::tlmado:-cs c.1"\lculD;dO!::. 

con ambo"l m6todl10:., 

3.2.21 ANALJSJS DE LOS RESIDUALES 

Como ao mencionó en lo suboección anterior, se trabajó con 

ob•t!rvaclonoa o.r1u:.tc:o entro los 4 y lo!!l 19 i!l1011 <lb obs'.!rv.acloncD) 

para 29 sc~ioo ma~culinns y con ob~orvaclone~ 5em~stralr~ entrP. 
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datos femeninos Obtonldns al oJuntar el modelo 

semestrales entre 5 y 19 af[os. 

con dato11 

La tahla 3.11 muestra el nomaro du reoidup.les quv fueron 

mayare~ que 1 cm, la media y la vorionzn de loG raciduolos y loa 

p~r~metros que tuvieron Ge~gas mayoro• qua ol 11. del osti~ador 

para las estimaciones MCO y MV. Como se ve, la comparación •s' 

llgoramento favorablP. al "~todo da HCO. 

El hecho notable di'.!' que p;1ra este m6toda en todo!!. lo!5 casca 

la Guma de los rcstdualP.s fu~ O puede lntcrpretarGa como Indicador 

do un comportamiento cn5l lineal de los &•timadoras MCO. E&ta 

1 ntorprotnci 6n pe refuerza con los bajo& va.i crea ral ati vos dal 

~asoo dr. Dox <hubo muy pocos individuo& can Bongos mayores qu• ol 

IOZ del or>timador> y con el hecho di! que- lo. matriz de varianza 

cnvarion::.A do loo rl.!sidualcs fuu, on todoc. lna ca:lon co5i singular 

(Ja media de lo& determlnanto!3. fua dt:'l orden de 10-'º>. Eutos tt'"ee 

caractori~ticn~ se cumplen Dn rt'.'oroslón 11 ncill <~li:?l aborg, 

19821§:>. t>. 

Esto comportamlnnto cani lineal de len vstimadoras es una 

ventaja dPl mod~lo en do~ r.t:'nlldo~I por un lado, da elemontoa para 

connlderar que los propiedndcn asintótica& de los ccttmadores MCO 

ttnaesoamlcnto, vartan~o nilnlma, 11\1.ximm vcrostmilitud en ol cama 

normal y distribución normal asintótica> 5e sntlnfacan para 

mueatras relativamente pequcnas CAatkowaky, 1983130>1 por otro, 

hace innecesario el uso da de ciertau ~lanas do ranldual•s 

goneratt2ado~ <CoM y Snell, 197i1 Cook y Tclao, 1q95) que resultan 

~dr.cua~o~ parA mo~clo~ altam~nte no lincnlan. 

n p~rttr de la~ Qr~fica~ 3C y 30 na cGtoblcc1ó quo ol 

p::i:::!r!n como 
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CHannan, 19B3>. Para las residuales femeninos, aunque .tamb16n 

hubiera sido pasible con~ldararloG como geneoradas por un proceso 

estacionarlo de segundo orden, en vista del comportaml~nlo de las 

vartanzns para edades entre lo~ 16 y tos 19 anos. se decidió 

trabajar sólo con edadas nntre los 5 y lo& 16 anos. como ya so ha 

mencionada, repltiéndoso los ajuntes nocesarlos. 

La~ or~fica& 3C y 3E muestran un comportamiento quo, desde 

luega 1 so oboEervó en la mayor parlo de los ajustes indlvldualcs1 

el modelo &obreeslimn para cdadvs entre lon 6 y los 9 al1os, 

subc11tlma entre lo9 JO &' los, 12 ~ 13 1 vuelva a sobrecstlm<ir entre 

los 12 y los 14 y no tiene un patrón de comportamiento clnramente 

definido E>n las edades postc.>riorc~. Las IJrtlflc~u 3~: y ::SL mut?!llran 

tau medias y varianiaG du lo» r~slduales obtenldOG con HCD y con 

HC:G-CIRC conlro:t la f:'d<nJ. Las tendl'.!nci ao:. 'descrl tas anlortormentu 

aparecen can bnnt~nlc claridad. 

L11s or.t.fft:t\S ::SG, 3111 ::SI, y ::SJ muc~tr;ln 1 para cada SPl:o, lil::. 

autocorrolaclones y lai> lUtlocorrclt1clonus parciales Junto con los 

punten ha.nla los Clli'los sa podrlan consldE'ri'r como iQuatc-o a ceru1 

a un nivel de slgnlficancla dcy 5Y.. Estoa csttma~or~~ aGl como lag 

puntos para contra:;tar la hlpOteuln anterior fueron calcualdon con 

los trdtodon dP.scrltoc en ol capitulo 2. 

Como se va, lo~ renil dual CD rnascul i noa no pro1>cntnn 

autocorrelaclcnc.>a DlQnlftaativa9J 

autocorretacJOn dc.> primor orden 

para 

lo 

consocucncl11 da la menor separacl611 

los 

fue. 

fem~nlnos, Kólo 

Es lo puede 

entre 

obsarvac16n fumenina r"i;.•sµ,...:tu O\ lD.!i cb~r~r-v.:ictc:.r.L>:; mn::.cutin.:1.s. 

1• 

••• 
cado 

Dlra for·ma dR LJ_,loi:..L.:..r cor:".porL.:ir:ii~·•,lo!:. diíorcr,cl;1lv~ del 

rLnr.!:~c 

rc::;.idu.:ile~ nu t.11 ló; , .. ~11~J .. d .... la c>d.~iJ. ~ln;,.. tln! porcrnt.ljt? d:; 



eGlatura adulta alcanzado por el indivlduo. Los roaul te.dos 

opnr~cen P-n la tabla 3.13. Oporeco nn la primera columna ol rango 

dP. porcrntaJe da e&t11turo final conB1 dcroitJo, el rrOmero do 

realduaton que entraron en tal rango, su rn~dia, dcsvtactón 

eatAndar y error eat•ndar as.1 como .el coefictonte do asimatrla 

Yt> •• LlAman la atención lo presencia, detectada a travóa de las 

medias, de un ciclo de &obre y subestimilcton 5r.rn':"J.1nte 1.11 descrito 

anteriorm1:1ntff, el compcrtamlnnto de las drn;.vlnciotic:i: C!6tAndaros, 

que no e!lt.6 relacionado cnn el porcAn.tnJP do c,,c.talurc< 11dulto:\ 1 y 

los Ci!lmlllos en o1 coeficiente di!' ostmP.lrln r¡ln'- r·t.•'i'iulló sur no 

Glgntficat.ivo on ntngOn cano. La idt.•a ct?nt.r."ll d1~ Etuta tablo 

Conalctn un ob&ervar 1 a c:o~~lutcnc:la d1? p11lronc::; dli"' r.ul.Jcctlmiiclon o 

nobroa~tlmaclón del modDlO con reupr:-cto a un pur!i.mctra quP., aunque 

on forma gi-u"'ºº• dll indlc.llclón i'.lccrc,"\ dr. la velocidad de 

maduracl 6.-, do1 i ndl vi duo. 

3,3) n HAUr:Rn DI! CONCLUG!Oi~ 

rei:.pt.,cto al comportamlenla del modL•lo y do Jo1:; dos ~todos de 

estimación utilizado>~ on estos º""lisio pi-eliminaros 

establecerce las siguientes ofirroacloness 

puedun 

1) Los aJuates fueron de muy buena calidad tanto en tiirminos 

num6rlcos como on t6rmlno!l ostadicttco~ cuando o1 nümero da 

observ~ctonea era mayor que 10. 

2> l\unque s1 hay pros1:>ncla di! autoc.or-rolactOn en loG rostdua.le5 , 

6:;tn d1~m1nuye al r·~pticl~rfio r:iá.L lar;. ob~cr-v.:i.ctcn.::~. Vóan~o los 

reosutt."\~t,.~ obtentrln:. con la n!::ilatllt.tic« Du ... hin-WLllaon y con la 

pl'"ut-l.1t1. dr> r·,ic.h • .,~ en l<>.!:. tahl.:ar. 3. J o 3.1>? cun con~it>lunlc-:. con al 

c>nunci;:1do íl.ntertor, 



3> Los v.11ores obtenidos con Jos n.4todos HCO y f'ICD-CIRC sor• muy 

slml 1 aren, siendo mucho n1J?not;;, costooo y c:ompl i cado obtener 

D!ltimadoreo con L'l primero. Por otra parle, los r-es.ultados 

obtanldo!l con las medidas de no llnE>altd<HI y con los residuales 

son evidencia en favor del buen comportamtcnto del móotodo de MCO. 

4> El modP.ID prcs"°ntrt claraml:!nta un ctclo de sobreeotimncJón 

subcstlmnclón - sohrPestlmactón respecto n ta edad y también 

respecto al pcrccntaJe do estatura Adut ta alcanzado. 

•• 
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4> COHPARAClON DI! lRES t1ETOD00 DI! ESTU1~C1DH BAJO 
DIFl!REUTES tSTRUCTURl\S DE ERROR 

4.1> JNTRDDUCCIOH 

Cc~o se vló en el cnpltuto antarior 1 el nOmcro de 

1ndlv1tluooi con los quE' so trabajó ea rolat1Vamento:rcducldo 1 le 

que hntc cuc!.llor1ahlc cualquier intento da ccrnpii.roc.ión rc-ntr·e 

método!:'.. do estirn~c16n. Con,c un lntttnlo do prorundiznr c11 r.-1 

conoclmlcnto dPl muLli:>lo PD1 1 so preGentan en este C1'lpltulo lrin 

rcnullados do un P~tudin da •Sirnu1.o.ci6n Honln C~rlo t:ír.c.lundr.1 

pi'lrA amboG nexon con&idcrn.ntlo trer, ~totlc~ de eutlrnnt"iór,; tlCO, 

MC r¡Jcnerallzotlr, Ulllizando una mntrl~ clrcul..,r tqut> r.11 ~"ltlrl;u1l1. 

!U? 11 arna.r.l C1RC, y qu~ no e5 otro qur. el IT•"..lnc.lo 11 A1:i~t1~1 ti~' L'r• Pl 

tApJtuln 11ntrriorl y outorrv9rasl110 de: prt~,t>r ord1?11 <f1'1I). l.~'" 

capitulo 2, Ln-=:. irhn:1,;. h1ntlnrr . .:.,nl1'"11P:-. Ll1• lo~· 1irurt·Ji¡.\1..-r1tu:. 

rnallxndo<> en ln~ Lin:uli'ltlotJc:><:. t1r1 t.•ot.r. c,1¡:ill11ln c~.t!\n trn.,.,,¡;.-,· th· 

lo& tra.b3.Jot. dl! G¡,\\"'nt )' Dor.bl:'1 (19'lb) y d1·· C\,"l\lilnt l1'1ffl) • 

., • 21 COtl:JTHUr.c1 O~I ur. Llit> Slt\Ul.f1C l Otl!"!· 

6igulrnt~; 

.. •da uno dro t~ltoi;, <.1111 obr.crvacir>net. c11 los linn1poG 

l "' lt •••.•• 

Ob 

t l. 

" 



Para cadA repetición, &e tiano qu~a 

J ª 1, ••• , n (4. l) 

donde / os ul modl!lo PD1 1 ~· es un valor parometral fijo y ~J ea 

un error olhatoria. 

Lon arrorea· &o g1:nor1.1n dP. los siguiantos forma.as 

ntid \.IJ ... J 

orl "'J .. ªa"J-A + Cll'J 

siendo eJ una varinhlo alP.nloria con distribución normal con 

me1Hn O y YArlRT12Q ci1• La generación do urroros •• realizó con 

'" rutina FTGEN dt.•l paquutn lHSL llM~L Corporntion 1 1977). 

LD'!'l p:;:-.or, t.t'guldc:--s en t:ad¡:i •imulactón fueron los 

&llJulcnto~: 

<J;) Gr.nL•r.'.'l .. /l!:?.el tJ) + uJ, J"" 1, ••• , n. 

b> P;1ira r~tl.'.\ un."\ du lti~ estructurar. da error con&td1:>radan 

obtonor lo~ o:ott~.:u!nrc~. MCO purf'l a p.l.rtlr di! ello!\ y do los 

El hec:ho d~ que 111 valor· del p<.\rt..motro utiltz.:nlu 51?a el 

mlrmn ce•, r'.'.1.:",J tc,rJo~, lo~ individuos s:lt! debe a que un punto do 

cort:or c11u:!r/,1.tri. r_:,:lltl ILLI\) quE:' pru.:IL1co c.i.tla rr~li...úo b.:i.Ju 

Ull 



individuo cuyo ajuste ne consideró como adocuado. E~toG valoro~ 

fueron lcll corr"ospcndlentes al individuo 120 ·en las mujeres y al 

individuo 639 en los hnmbr"Ds y son los &lgutontes1 

FEHENJN01 

h, • 162.eoea h 6 - tst.5061 

• 12021 º• J. 194'1¡ B a l3.016b • 

MASCULtNOs 

~. • 104011 o
1 

J.25456J B • 14.70709 • 

Por otr"a parto, los valeres utlllzaduto como os y ci
1 

en J;u:. 

nlmulaclones fu1?ron ,0216'1 y ,0/Jl.0'1? p'i\ra las nlmul11clo1100:. 

f11men1 nl\& y ma11cul l nat., rospct;; t 1 V.Jmcintl.' y • '1<"/f. y , 393 pnra t~l 

coaflclente autorrcl)rc!ilvo. E~tn!> valoro!> se_ olituviL'ron CD•M . .i l.:l 

varian:r:a de la serle da tnr:tlli\s tlr.• 1011 rE·~ldué\lP.t> pi'ra c"d¡o. Go>:D. 

los coeflcllinter. p
1 

corrc~pondirH1lLJ!> i:.r~ cclimnron pc1r- m~xltnil 

veroulmllltud con la rutina rTl'IY.L dr.l paqut:'to IMSL. 

En todan las cor.1blna.clonu~• do ct.tructura di? eorror- con 

componente d&"l ECH como: 

" . "'E ce 
l"l Uc 

rcpt.•tlc~óu 1 o: i.'l k-.:".!.>in:o .:u1i.t:-:..i11'"'"LL· t.!·~l v¿,l c,r i1.:.r .1íl••:l1 •. d > ;, t.·~ 

nónor•rn d •• 1 .. ¡.~:it.Ju11:ic., E.I C':.olim ... ::.w J'! lil vi'r-,i.,r;;:;,1 dr.l . 
uutli:.~Jt...- t;:_,¡k t. .. c..:.iluvo ccn lil t·.·pri::oi;ión: 



4. :S> RESU\...TAD09 

Otra• pra~unt~n qua Da buncaron r~spondar con el estudio de 

ntrnula.c16n fuet""on r"eferantes a dos cla.&a~ de d1atrJbuctonas. 

marglnale•t por un lado la de lo~ esti~adores1 por otro do la 

c:omb!nacionas 

da m4todo do ostlnaclón y o~t.ructura da error. Re~pecto a la 

prim~ra, en lmportantc varJficar qua la distribución del 

par~mDtro c:J normal pari\ mu~!>tran pcquPl'lns. pues sl a.!l.I aucede, 

BD tandrii. un ~\emcnto 11t.\s p.:ira afirmnr la b.taJa no lintHl)idad d& 

dintribucicn~n rodfca rn an~llzar vn quó condir\onDs puadu 

nproxlm.:u·i:;v aut.l::.{r:clort.:ir.~nte por 1..ui.::i diiz:tribuclón t d" Studcnt 

con <n-1~ orado~ di? llbcrtnd pllra mUL-!ltrs.n pequl"!'la!I. 

Con ct .. \.c- {in to cnnotruycron. para CildA compon~nto del 

eutlmador, ta~Jas do \.re& t1po~1 

t> Lan tabl&s 4.1 y 4.2 ~uo~tran, para Jan b comblnacione~ y 

p.'.\ra coJda cor,iponuntr. dul L'"-tlm:.dor, su C"J::-dl a y v,:,riAn~.:l, ~u E'Ctt 

y la v~rlan~a d~ dBl~ a~1 como la uficiencla rospacto el 

r.stl m.:irJor- l'ICO cnrrp••rio11dJ cnln. Como ve, 

iQ~l:'l}r.H'lit(~ r;~t'1b\r.• r¡~1;~ %o :...fii.;;11..•nci.., ~;..· lec. Ct:.tir.1;:.t!ol':.':: Cl'.flC 

de 

O? 



normalidad para lon componontos de los ostlmadorcn tanto con las 

aetedl•tJc~s '{b& y b 2 do D'Agostlno y Pearson como con Ja prueba 

de Kolmogorov-Smlrnov, utilizando el paquote 6P6S9 <Hadlai y 

Nle, J901J. Euta hlpOte•I• fue aceptada, si bien hubo algunas 

excepclonea, locallzadaa toda& ullaa on los par.lmetros o0 y ºa• 

2J Una Primera 11pro>cJm~clón " la distribución emplr-lca dll' los 

t-coclentes aparuce on laG tablas 4.3 y 4.4. Se tlenon ahl los 

cuantllcs .o5 y .95 para cada compononte en las 6 combinaciones 

método-error comparA.ndolos t:{ln los valores. de tablas do lol 

di Btrl bucJ ón da Student con lo• gradoa de llbllrtad 

correspondlentn <n-p>. OnJcamontc la combt nación t1CD-n( (d 

produjo, para los cinco componontea, valore~ que, en vinta del 

error est~ndar puodHn con"idE.>rars11 como orjulvalentes a tos de 

una t de Eltudonl. Para lar. corribin.acl onu• roo.larile», 6&> puado 

abacrvar un Cil"rto grado do aslmet,-J a y l11 hecho de que 1.:1 

distrtbnclón omplrica liPno colas 11\S..& pnsadao. quo una tlo 

Student. El error oo.t•ndar que ~paroco mencionado en estas 

tablas Si:? calculó con la fórmula 

(.11.J) 

<Schao{er, 1974¡ Gall.:.ol• 

función de deniiil.l.:id tJ.,. u;1a 

de O!l.'.l iJislrJbuc:iUn. c., 1n .. :..i.t c:OJ~:.J, 1.1 .. • r.o-.. tl c:.".lt,1lc do ~=~..., . 
crrur 1..•t.lf.;id ... , "'"' lo~1":' L'•' '..i" r.~. !1Ur- !1! tk t.:i::• d!!.~~1b~1y1• !":.ll"I 

(4. :Sl. 
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31 Las tablas 4.5 y 4.b presentan una visión ~s completa de lea 

di "a tri buci ones omplricao de los t-coclentes. Otra vez IU! 

absarva un gran parectd~ entre 6stas y la de Btudant 

correGpondlonte cuando &e estima NCO con nttd, oncontr•ndoso 

aatmatriaa y colas mis peondas en las otras combinacionoa. LD5 

errores eat•ndarea qua aparecen en estas tablas se obtuvieron 

dobido a que, haJo las mismas con&ldoractcncs hechas en el 

p•rrafo anterior, el ~&timador Nanto Carlo de P 

tione un error o&tindar 

La DY.presion anterior fue utilizada provlamente 

<4. 4) 

• ••• 
&lrr.ulacJonos con ol fin de l?xplorar las conaecunnclas qu11 

te11dr1/\ J,i Adopc:1ón de!' diferentes nOmr.ro!l do rC'pulJctcncns Dn la 

ostlm~ctón d~ las probabilldados monctonndao en este plrrafo. 

Las gr~ltcan 4n a 40 presentan algunos ejemplos de las 

sttuac:tcnos arriba descritas. En 4A aparecen las dlstrJbuclonos 

par11 h.& b~Jo errorDs norma.los con Jos tres mótodos, la or'-fica 

'1D tlt>no las dl!>tr:lbuclonos del mismo Pst.imador pero con arrorea 

a.rS. En '1C so tiene un ejemplo en que- la dlstrlbucJOn del 

e~tlm::uJor no fue ncrinn.11 GQ trata do o
0 

para CIRC-nttd. 

Fin1'ln>t•nte. Jn grtl.lic:il '1D ilustre un rl!::>ultallo que sil repitió un 

todo!i lt"ln t-c:oc:iontll'n. Líl distribución do MCD-ar1, ill igunl qui? 

]:<1 c:nrronrondlr:onlo a t:C:O··;u'.Ld• r."Ll~ c'"nll".aúu i:n o, aunqu~ tiene 

t:o111<:t rn.'\o:. pr.!",:-.dnn, nnl c:orr.o un c:lor tu orado th!' a:l!mE?-lr1 a. 
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"'º ,OIOOHO 

"""" .... ,. ·- - "'•<•:•d ... 
hl 

NtlD i&::.e'tr') 0.016161 o.01r.s~ 0,000'199. ,., t<.2.Bll'J.' 0.0~13 0.03""1'UI 0,0025Z!S 

hO 
l'IUD 1'!11.tlUO Oo00'9L"f> O.OO"J2'S9 o.coa17i" 

"" 151,5081 0.0~2t.O O.O~t23 0,001~ 

~ •• 
~ N:ln 0.12019<1 0.0~1 O,OCIQDOl '0,000000 

"'" o. 1.:.oz:n o.t. iooa:: o.oroooz o.ooooou 

" .... t,1'.11"1 0.000 .. ::11 o.OCIJ"llst o.oooooa 

"" 1, 1.,C.G."3 0,QUUOl Q,001105 0.00000?1 

*>•t.• 
tl!JO 1:1.018'1"' O,C".'(),5fl Q,00113'•1 0.000000 ,.., lS.01"):• 0.1.'~'J'J(,1 O,QOQ<l".t9 O.U00002 

~'"· 

fRlll.A 1, t 

C?RC 
F[llQ(Il«J 

•c>1 .,_(•e") 

hl 

.,, 
1r.z.O"J'IS o.OZ!or.9 o.~soOl o.oonzs o,t.9Z966 
tf.2,00" O.O"l6:10 O.O"lt.:!6•J D,00"..tlt.9 Q,7!153ZO 

hO 
151.St'H o.01or,30 0.010603 0.00023' o.ec.t"Mt 
1'51.&or.1 o.0~1as 0.021.~ll o,001o;9;: o.95~':10 

•• 0.120227 0.000002 0.000002 0.000000 0.6Ztli"9 
.~.120z1u. o.ooocos o.oooocu 0.000000 o,(l'j56,LZ 

•l 
t.1'~~ o.000138 o,oa."So-1 0.000001 o.~,z 
1. t')(r2Cl5 0.0011112 0.00155'1 0.000005 o,r1in51i 

.,, 
hl 

162.8'97 Q,014310 0.01.;423 0.000182 1.001i'"49 
H.Z,81191 0,03905 0.0:5'~ o.00269' 11.980.""l"I 

hO 
151.5159 O,otnzOS o."°'291 O,OOOUll 0,~11 
151,'!llJOl O,tl2411l!S1 0.02"!812 o.001251 1.016~'58 

" 0,12018'5 0.000001 0,000001 0.000000 0.99Ul71 
o.14:02S1 o.cooooz 0.000002 o.OOO':lOO 1.0321.2"1 ,, 
1,11tq1e o,OOO"l:6 o.~ 0.000000 1.011163 
1.196001 o.oouos c.OOUO'I o,OOOODl L.03212"1 

""'• 1'.011"16 0.000160 O,COC:S62 0.000000 0,9'lO<I, 
l:J.01~ 0.0009!!5 0,00095!1 0.000002 t.Q06.J15 



""' """"-'"" ..... ...... •w ""' v..-c.ao) ... 
hl 

""" 117.znt 0.03~1 O.OSU>'\l 0,0018<" ... 177.239'1 Oo0012U 0.0'1'9196 O,tl01360 

"" tcUO 1''5,3ztl5 o,02-(U'I o.oz.roeo D.OOW90 

"'' 1'5,3221 0.0!1935-4 OoOl8%80 0.0027'0 

"" "' """ 0.10"8.?& 0.000001 0,000001 0.000000 w ... 0.10'!102 o.C10D002 0.000002 0.000000 .. 
""" t.191121 o.0011101 o.001.0011 D,000006 ... l.~3•'ll8 O,CJ02-tU Do00Zl63 Q,000012 ...... 
""" 11.1'0'129 o.0012u 0.001210 o,OOOCI03 

''" t1.;otl915 0.001"4Z 0.001~ O,OIJOOQ7 

TAl:'Uf 1,2 

ClRt 
llRS<1A.1MO 

....... •CJ" ...... t.al) 

h1 
"'' 

1",Z3'2 º'°'"'" o.o:s'J'JU o.00361• o.7'8"V1! 
111.2'6'5 o.09"129 0,05782:! O,IXl6S<B 0.11S(.CQQ 

hO 
t6!1,3Zt• o.02i""M9 o.rnnn5 o.OOl.!50'I o."'2U 
u.s.::215 o.01012s 0,010IX" o.003ur o,'IS1$08t .. 
o.101az1 0.000001 0.000001 o.llOOOOO 0 • ..,1022 
Q, lQ'WO"I 0.000002 0,000002 0.000000 O.M3!19!1 

•• \,~1!186 Q,002f.06 O,lmf,10 0.00001! 0.6931'1 
lo~ Oo0Cll1'8 0,003~ Q,OOOIJ!of Oo6Z-'!51l 

...... ... 
hl 

111.23!1 0,031'96 0,031U1 OoOOlW"I 0,9912'!1 
17102388 O,O'f986'5 Q,01'J11$ O.OO"H113 0,,,....,3\ 

"" 1'15.3200 0,020!3 Oo"24B1Z Q,OOUJ15 0,9'01.SZ 
u.a.~ º•°""' 0.0,..1 o.~n o.~1 .. 
o.10'W'7 o.oaaocn o.oaoocn 0,000000 D.'30161 
O.UK"9t Q,OCICJD02 Q,000002. O,()Ol))(JQ 0,'32Uol 

•• i.zs;o.w o,0011n 0.001.IH o.ODOOOllo o.~, 
t.:!1103Z o.~ o.OOZU1 0.000012 0,"'6G'I ...... 
14,1'0'R'I 0,00Lt2'1 0.001221 O.~ O,"Jl568t 
i'1.rot1"1 o.001t3' o.001m o.OOOODe o.9'27a.1 



TABLA 4,) 

HCO t1ASCULIHO CIOC 11ASCU\.INO 11!'1 HRSClR..INO 

"" ... "" 9:1:< "" º"" - ERROQ ·-· hl hl hl 
HIID -1.111 '1,660 NIIO -3.2"1 3,2'31 NllD .. 2.299 2.300 
AR! -2.290 2.a« ARI -3.684 3.~&2 llRl -2.947 3.207 

hO hO hO 
NllO -1.eo3 '·""' NIIO -4.1'43 3.769 NtlO -2.468 2.422 
llRI -2.48';' 2.5G7 1101 -4.0CJ:i ··= AOI -2,992 3.108 

•O .o .o 
~ HitO -1.e09 l • .,,,., NtIO -3.~54 3,831 NllO -2.630 2.49-4 
~ AIH -2.~:;7 :?.4&6 llRl -4.25:1 4,29') l\Rl -3,277 2.79!1 

•l si si 
NltD -1.097 1.949 HIID -3,587 3.000 NlID -2.!506 2."92 
l\Rl -2,!U9 2.20' 11"1 -3.624 3.01') ARl -2.90'1 2.'4&9 

t.hot.. thot.. th•t.a 
HIJO -1.7!53 1.699 NIIO -3.403 3.574 NllD -2. 471 2.!514 
l\Rl -2.467 2,426 l\Rl -3.677 4,211 llRl -3,091 2.932 

• • • gl = 11 -1.796 1.796 91 = 11 -1.796 l.,.,. gl = 11 -1.796 1.7% 

(!,.,.º,. ~t.d. 0.219 0.219 "'"º'" st.d. 0.219 0.21'9 •rror- st.d, 0,219 0.219 



TABLA 4 .1, 

t1t:O FEMENINO CIRC FEMENINO ""' FEMENINO 

OX 96l'. º'" 95.l'. "" 
.,.,., 

'""°" """"" El>-
hl . hl hl 

NilD -1.909 !. ,.,., NllD -3.:!'!01 !:.174 NilD -2.221 2.207 
AR! -3.191 2.!506 ARl -o(..002 3.060 ROi -2.817 2.693 

hO hO hO 
HIIO -1.640 1.ezs NIID -3.o(.07 3. "°" NlID -2.030 2.200 
ROi -3.171 2.912 ARl -.4,616 4.~30 ROi -2.983 2.0'36 

.o .o .o 
HilO 001.662 1.769 NlID -3.479 3.697 HUD -2.069 2.249 

~ 
~ 

RRI -2.101 2. 9-\~ f.Rl -3.099 .. """ ARI -2.783 2.;'69 

•I •I •l 
NIIO -1.7~ 1.74!3 NIID -3.619 3.144 HIJO -2.16EI 2.231 
ARI -2.936 3.033 ARl -4.352 4.47.( RRI -3.019 2.869 

t.hol.a t.hol.a t.hol.a 
HllD -1.48!1 1.634 HIID -3.4!53 3.~4 HIIO -2.00< 2.001 
ARI -3.039 2.7"6 Rlll -4. 711 •• 309 AR! -2.'363 2.671 

• • • gl = 18 .. 1.7!4 1.734 gl SI 19 ..:1. 734 
'· 734 

gl = te -1. 734 t.?34 

etTDr st.cf, 0.199 0.173 Dn"Or" std. 0.199 0.199 fllTOr std. 0.1'9 0.19'J 
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2.1010 0.97'J:J o,e;>o O,U61J O.O!iO o.o~o o.cr.1 0,!151) 0.801 0.012 0,819 0,016 0,00.""0 
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lfllD ... 
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e P cr<::cl p tl<::C] p t\<:c:] p U.<::d p [t<::c:J P Cl<=c:l p [lOc] p tl<:cl p Ct.<:d p Cl<:cl P Ct<:cl 

-:.!';520 a.0100 O.OlO 0.022 0.0.."0 0.028 o.o.."f. 0.0?2 0,0?4 ..... 0.068 '·"" O,oo+I 
-2.1010 o.o~D o.v..e º·º"'"' º·º""' ..... o.ootn O.ll'J1 0.122 0.100 ..... o.108 O,OQ;"O 
-1,;·~·!0 o,oo:o::i ··= o.ct.0 0.076 O.'l."O 0.066 O,l"IQ 0.160 O.llG o.c;1 0.15.2 0.00'97 •l • .,:<O:> 0.1000 º·"' 0.111 0,11'.J o.na O, lit. o.~2 0.22:? 0.211 O.l'M, 0.200 º·º'"" •Q,<!ohHQ 0.15U:J u.~c.o o.~6 0,2U'I o.zo'I º·~'º O.Jle O,:Sl2 º·'"' ...... O.l69 0,019"\ 

O.COOCJ D.'50')0 º·"'"'' 0.1!;;? 0,510 0.'510 o.~ 0,!;Q(, 0."172 º·"''"° ....... 0.!1.12 O,OU'I 
0.6C80 0.7'SOO º·"°" o.6'12 0.7:!0 O,i"lO º·"90 o,r.eo 0.6!1.8 0,6"2 0,"30 0.601 0.0191 
1.noo u.9000 º·°'º Q,052 o.a~ O.IH<? º·º"'"' O,llQ.2. O.M-1 O,l''JO o.~ 0.?96 0.013"1 
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APENDlCE 1) CDNnTRUCCIDN.DE L09 MODELOS DE PREECE-DAlNE6 

Come 5P. ha 1not1l:rado ton varios esl:udiom CNarubint et al. 1971, 

Marubtnl 1976, Prcoca 1979, Hauspie et al. 1980, ProRce y Huinrich 

11~01, Tnnner Gol al., 19021, la función loglatlca proporciona, par& 

la adolescnncla y post adolencencla, mnJoroG aju~teo on tórmlno6 

de var1Bn%e rDsldual quD muchan otras funciones. Sin embargo, esta 

función no es un bunn modelo paro la curva de crecimiento complota 

principalmente debido e quD au derivada es ain-.\trtca, loacc16n 

1.2l lo que la hac:e ser inadecuada para modelar la velocidad de 

crecimiento nn la tnfancla y pro adolcnccncla, ya que r.n estos 

perlodo'll la volocldod de.bu r.~r mayor que on la adoltt!!.cr.ncta y post 

adolesconcla. 

Eri viet,-i d~ lo Dntm·ior y d~ que un prt.1blcma central para 

modol ar 1 a r..urvil comp 1 L·l" du cree l mi únt.o nr.ti\ l t"Jrnl 1 % adu en lo 

11dolescenr:ltt, Prcucr.- y Dain1~B p.-:.rten de la función lc:11Ji'!Dtlcn pera 

construl r Bu faml 1 i a do modcl o~. 

La forma usual da oscriblr una lc~i&tlca ea• 

(Ai 1 

dando P y P + K ~en lns as1ntotas &uperior e Inferior, 

renpe-c:tlvarnentn, y ¡./b [•5 el Instante! cn qua la Vl?'loc:idad h' ea 

m.\xln1a, e~to ns, el nJr. dn -:.imcl:rin de h. La ecuación <Ali puedu 

eKpresar~c c:rimo1 

h (l) ;:i ----·- -·----------------- ------------------- lA2) 

109 



9\enda h.;.•. P, h, .~ P + ~· y •.b/K y B .. i'ilb. La lnlci;-preli\cl6n de 

esta reparilmét.r i"ziiición es· obvl a en tado'5. los ct1111pon~nle5, e1tc.epto 

para y, ~ue'.pu~·d~· ~er~o-.cOmo··~na constante. proporcional ah' un 
' -. '· . '· . 

h' ) /4. _Preace. y 
D .· . 

Balnes basan 91.1 ·de11;arro1 lo en el hecho do 

qUe tA ecuación (A21 es solución dn la ecuación dlfr.renclal 

(('i3) 

siendo h0 y h, las as1ntot~5 de h en e!5ta ecuact6n. Si t 

cerca da· O, entoncas 1 por la slmetrla du la derivada dl:' una 

logi'Z>ttca, h' Ctl lama valoros parecido'& a to~ que liune cuanrtu t 

es grandp. 

E't.to 11 eva a pensar en modeol ar dh ldt \1U~li luyendo r lh - h0 l 

por algtina furu:i6n que incrr.menlf' la part.~ d1•rf>ch<' de> CA3) en los 

LI\ ecuación U\:r>I pur.dn C?'!'.crlbirst' comtH 

y, cntonr:es, 

<A41 

es decir, &Ch1 us una toglst.tca can ª""tatas O y b. 

Esto implica que dh/dt. (1 cuando t. 0 1 lo que Pli 

lni!dml&lble, 1Jlll?!5 li' n1L1.yor velocidad da crectmtr.nto o<:urre en los 

Con o1 fin do re~otvor ta1 problema, Prer.ce y Dnincs 
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trl\bnJaron con (A.q) uscindo datos reates para avaluar num6ricamente 

dh/dt medlanla incromontos obBervadou y conoclondo la eatatur~ 

fina1 h,. De os~a manera ancontraron quo aChl so comportaba ca~~ 

una curva aigmoldat'con a&!ntota Inferior mayor qua o, como ae 

aspBrar-1a. Eate resultado sugirió qu11 s porJrla modelarse como unn 

<otra> loglattca y a~, consldorando a sen función del tiempo Cen 

vaz de la oatAturaJ, y utilizando a CA::Sl, ao tiene ol sigulrl'ntc 

sistema de ecuaclone5 diforonclale!U 

CA5> 

dh/dt ., sCtJ Ch• - hl CAb> 

Para resolver o1 slstem3, so encuentra una solución da la 

primor-a ecunclOn y poi:.toriormcnte e.e sustituye en CA6) con ol fin 

de obtaner h. 

La ecu.J.clón CAS> puede e>:pron~roo comos 

fds/Cs
1 

- s> Ca - o0 > .. - <t + C> 1' 

siendo C una constante de Integración. 

Entoncesi 

et +e> r 

debido a quo la 10Qi1>tica sLi.tisfnce o ?;: s
0 

y &a ;e 6a• 
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Ast 1 

•• 

Se~ e~·- Bs entonces, 

a exptr et-el J + a axpir tt-OJ J 
' .• ·-, -· o 

aCtl n --------------------------------------
<A71 

iaatiaface CASI. 

Por otra parte, de 14 ecuación <nb~ ~~ tiene que1 

Jsct) flt 

Integr1ondo amhoii; l ado".11 

siendo e, una coni;tanto de tntcgración., 

St se hAccn t • O y h COI .. h
0

, se ""' qutoJ 

.. e • t2 1;r lh - 1i . .,.11-1, 
• • o 
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y, fJnlllm&.>nte, 

2 11r- <h, - h0 > 

h • h, - -;;;;~;~;:;;;:;-:~~;~;~;:;;::;;11;;- (ABJ 

Ltt ecueclón CAOJ es conocJda· como~ &J Jog, par.li.rr.etrot:: &
0 

y s .. son lns anJnlotüD do lA lnaJstJca D ·Y esl.6n mP.dJd3n en 

unltJado!. do · cttcmpo>-'1 6 C!S un porAmatro en el ttompo y 

repr,nuintA &l momP.nto on 1111e a alcan:ta GU m.\wtma vc.-lccldad, h
0 

r.s 

el vatrir do la oat:lltura ~n l:l'l momento OJ ha oa la talla fJnal y r 

o::. uno connt4ntt!' adimenst onnl. 

Si en C07J ne hocn yª 1, su obtiene el l!lQ!!Ql.G. lJ 

h .. ha - ({19) 

expCCl-OJ!<0 J • cxpC<t-O>n .. > 

Pret>Cf? Y Da:llll?ll (J9'71JJ22) hncf:ll llol..ir qlll:.' r.1 y lenta Y.:iloro$ 

de t, )-' "h;icJc-ndo r"' J, dL.> hN:ho r;,~ tit>11•~ ur1 n,uy hu1.>n modc.>Jo, 

1 ndepi=ntll l!flt emonte d~ r.11 i:-onu>:ión con c.>I a~ Z.". Ademis, al 

!'.!l!:!!!ftlo !. ti r.nn sólo S p.lr~m::-t,.u~, uno m"'nun que L'l Cl.Q.d..J!IJ;.t 2_. 

La v~lor:Jd~d rh~ creclmtr.nto para h e11 Ja ecuftc:l6n fA7J es1 

dh/tJf. CI 5(l) 
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dnndFt o
0 

• c>xptylt-01s.
0

1 ':''E"
1 

~ axp<r<t~fJJ_G1 1& la· acnlaracl6n su 

obtiene con la r'•gla d01 Productoi 

lae volocldades ~>elma: y .n\J.nirria se--obtondr1 an 

l gUa) Dndo 1 a l!!~UO.~iÓU. ~ni 1) . ft ::~_-:i,:.·~~~~j :1 O~do 'para 

anal! ti ca111~nt" 

s Cel 1 minando 

lo solución trivial h
1

-• hll 1,a!I soluciones da CnllJ son de lit 

formru 

1n121 
2 e 1 + r> 

Ptira ohtE>ncr nnal1ticamt:>nt.e lBn r_.iJ;uJt,!, C.:1_. v1--lo!~Jdado~ 11.!•l1imil 

ecuación IA71. A pflr ti r do e5t "-"" ~ol uc 1 t•nr.-,_; ~·-· cl:.l I n1~r·1 .:in olrut. 

'?t1r:.imetrof. blolt>otcos, como lo!i> que i111:;on rnenctonadt•~ en ol 

capitulo l. 

Un<t mo:li<icaclón l\ lo!'• n1odcla!; 1 ').' 7 r.onr,1!"'lL' c.n utlti:ar· un.;i 

función con prtrr,¡;rA derlvi1da no 1>irrólrir.a ur1 r•l lug;1r· do la 

logtsi.tlca !1 que ~pClrecc- en l,n r.•cui1clón lr.71. La po!:>lbllltlad que 

constdura.ron Prcccn y íl.:i.tnos ~!l Jn fH"'oduclda con la 6uma di=o do!:> 

log1stlcn!l. La ld~a. de lrallilj."1r con la.1 cl~:ito- tln functonr.os estA 

~wpu1rsta t:'n f·oct ll97'3l y t:locl: y Thls"l~n (19110). Esto!'> l'UloreG 

utilizan !;tima.~ de dO!io y tr-e-o:; log1r:.tlcc'.1'-" ccmsider;:indu que- ct•dil un.1 

dlf olla':J modc.oln una. p;i.rtn dr.• la curv.:s corr.plcla do cr~c..imlenloJ sin 

emt1argo, i::o.bt-• ho.c~r notar que- la id!?,'\ de Prctoi:c> 'I' Tlalnl!S no es li11. 
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de nsumlr dos o tren componentes aditivas que prob~blemento no 

tienen un uentldo blol6glco claro. En mi oplnlOn, c61o intentan 

dar una forma anl~trlca a la funclOn & buscando mejorar el 

aJu&tea as1 como elloloron una suma. dn loglsllca11, bien podr1ari 

haber considerado otra funcl6n. 

Todo asto refcr%nr1a analitlcomento la parto m..\n d6bll de la 

conntrucciOn del modelo, mlsml\ quo debt6 uostonorse llnlcamente con 

la avtdencla emp1rlca, lo que, por otrn parle, ca totalmt:!nte 

vAlldo, puon el patrón de comportamiento obaorvadu por Prooco y 

Dalnea para los Incrementos de la t~lln <or~fica A2) puede 

conc.idernruo universal. De cualquier formol., a contlnuac:i6n se 

D>tpone la cOn!!otrucci6n de otros dos modAloa. de f'rvccc-De.ines que 

involucran una & no stmotrlcn. 

SI se h1tco y "" 1 y u Cen la ~cunc16n A?> i:e consldora como la 

&umn dr. do!> 1 og1 stl cl'S con di furente!> p<1-rluT1clr.l!l (S .,, p + q>, se 

tiene qur.: 

y 

Un de'!!orrollo 11n:.lo1j1,0 a.1 antrorior c.ant.lucc a la~ airJuicnteo. 

sol uc: i CIOU91 

P
0 

•xpllt-O,>p
0

) + p, explCt-0,>p,> 

plt) • -----------~------------------------
oxpllt-O,>po) + oxpl<t-D1 >p1 > 

y 

q(t) ~ ---------------------------------------
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Ahor-a, es neces•rio r-esolvcr-

dh/dt • Cp + q1Ch, -hl 

par• hl es decir1 

I dh/th, - h) • I Cp(t) + qCt)] dt <A13J 

+ - l.n Cha - hl • In t•xp1Cl-01>p0 l + 11xp1Ct-911pall + CAl41 

l.n t•xpttt-02>q0 1 + oxpCCt-8"1qall + ln e, 

donde e es un • ., constante do integr""act6n. 

El sloulento pa~o sorla 1 do manar-a an.iloga al procDdimtento 

Bl!QUido a p;trttr- de IA71, imponer una condiCton para la oc.uC1.ci6n 

CAt411 por f!'Jomplo, hC6
1

1 ... hl021 y encontrltr un valo1-

Pl'.r-a C. Conoo osto no es posiblo, Pro~co y D."linn!i Sl1pCl•1t:>n 1 

advirtiendo que 6sto no llene c5lr·tct;1r.it:>nlt> quo t>t:r .:i.st 1 r¡u11 

des.do antee. de la ucuación Cnl3) 1 cr•n lo r¡ue lionen un11o !.o\;t 

constant& de 1ntugractón1 y, rr.solvlondo la ecll<'.ClOn an.ilcga l'. 

CAt'l-1 1 obtlonen nt ~ ~ 

Coxpl ll-6) p
0

) ·laxplt-Olp
1
)] (CXp C Cl· 01 q

0
) -IPX(>I Cl-Ol qa)] 

CA151 
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Al tJe~ar a e&te punto, Preece y Daine• hacen notar que uno 

de tos dos nuavos pnr~metros Cpor ejemplo q0 ) podria haceree O 

,.aln afectar la r,¡¡encralidad del modelo" Cp.23). Esto lleva a la 

&lgutonte forma del IJl2!iJtl.1l ~' 

-------------------------------~---------------------~ 

N6tose que si p
0 

• p1 se recupera •• m!1!1GJ .n 1.· Por otra 

parte, con ol mrul1l!.e. ~no ca posible obtener Jan sotucJcnoa para 

lan velocidades mA.xima y /TL1nlm3 nnallticBmr.nte, pue&to que las 

raicos do 

p
0
•xp<p

0
(t-0))+p1oxplp1 <t-0)) q

0
•xp<q0 tt-0))+q

1
oxptq1 1t-Dll 

-------------------------------- + ------------------------------
explpo Ct-0) J + &Xplp,<t-O>> ~xplq0 1t-OJl + oxplq1 Cl-Ol> 

no ~dmiton una DMprosión ~nolltlca. 

Como SP. menciono en el cupltulo 1, el ID.2!l!tl.n l. presenta 

v~nti\Jas a oh ro 1 o~ otron mi crnbrou de la F Rr.'ll 11 a, por lo que fue el 

<Jnic.o con el quo ac rr:>alizaron los aju~toa en c~te trabajo. 

Dcnpu6'3 Llri h.ihc>r rovi ~ado la 11 terdturOl di r.poni bJ e ou:tirce. de 

mo~~los du crccirntonto, croo quo no en po&lble a~s quo ontar dG 

acu~rdo con Prc~ce y Daino~ 119781 10> cuando afirman que el 

propó-:-.ito tlP su traba.jo ful:! "dea.:irrotlar modolor. robui;.tos qu11 

funran ftr.c:ilr..r.ntn OlJu!::tD.dc:.l.'I, m.!or.; quo pr(tnD.; donn~ quo rr.H)Ulerc:n 

da gt·~1ndc!:: cuidDdo~ pi\ra i:DtJi\ aJu&t~ indivlduill ". 
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APENDJCE 2> EBTIMACJ(INEB CON DATOS TRANSVCR6Al..E6 

Aunqu& al modelo ~B1 fu& dea11rrollado orlglnalrnanto para 

aJu•t•r obsl?rvacionoa longl tudl nal es, ha si do utl l lz11do para 

analizar datos pravenlenta& do ontudlos transversaleB. EJomplca de 

ta antG-r 1 ar 11parecen on las traba Jos de> Jordfln e 1979), aunque &61 o 

aparocen las curvas 11Juatadas, mln hacer refer[>ncla al~una a lo~ 

par.&motro9 y de Tannor •t al. <1982), C?n ol qua s.e aJur:ta ol 

modelo a las modiaa para grupo1:. da edad anlrnle?~ olltunidi\s en las 

' mltdlc1onea de oscoloroa l lovados a cabo en Japón en 1957 1 19b7 y 

' 1977. F.1 objl'tivo do e~te Olttmo trabajo os analiz;1r rl aumt>nlo 

aocular on medidf\~ talos como la lonottud del segmc•nto superior y 

1 n c>!ilntura totftl. Eslos nutorl!'s cncuenlr<in ·qUL' ol modr>l a es una 

pu~a pormlt~ r.st:imnr la L>i;l.itura .Dtll1lli\ promPdio que ~lc:"n?aria la 

pablnción, ani como In t'!dad on la qun 1'.'l lni::remr.nlo en estatur<" 

promt:?dto tJL· la población ~!l m1Y.imo. Es lntorot:.'1nte hacl:'r nolar que 

el equtvalr.nla dR eutt• PilrAmelro biológico en el CíH5D do O!l.ludlon 

longltudinalos para un uolo individuo c>5 111. L•dad en la quP la 

vclo1.ld;1d de r.rr-clmlcnto es m.i>dma. 

En el i;.&c;¡undo trabajo mencionado en el p:r.rr;.1fu .1nlL'rior, los 

oDJ119le~ ce cft..'CtO.;in por MCO._ sin r¡ue hnya roforenci,, algun;., a la. 

calidnd dt!- la c-ntlmacl6n Cpcr oJcmplu, va:-1,,.nza rcr.itlunl, !'ll?!llJDS, 

det11rmlnaci6n du los ec.timl\doro~. r.tc.) ni n l~"\ i1asihilidad tlL' 

lr.c;orpri.rar en lo lt:ltirnJ:.;1611 J.1 lnro.-~1'i::!6n r.unlcinid~ en ;::1 

E:;; pc;:;iblc dis.linguir do.:. c:lai.arn. rlc- l;u.::i-.•lzamlr:r1lo L'ÍL·.:lut1dc 
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sohrr. loo dt1\'ns cunndo t;e nJunta un modelo utilizando llls medi"15 

d~ lo~ arupos dr edad tuno producido lll redondear edadoa quo no 

tlPnen ll' magnitud del centro dul grupo y otro por concuntror tod,J, 

la tnfprmaclón c:ontr.nldn en los dntos Onlcamonte en lll esli111i\clOn 

de la motil~. 

El primero ea rell'tivamonta 

cualqutor cdnd queo se considere 

inevitable. En 

en al anAllnin 

realidad, 

u.c-r.i. una 

aproxlmnción mAs o mr.nos e~acta a la edad [.fliÜ_ dol individuo en ol 

momenlo th"' lo medición. nt paroc:er, el rr.dr:indr.;i.r en grupo.-. do 

cdndes anunlr.s o namustrales oc &Uficlontemcntc prct::i\;o¡ ln aran 

mnycr1n !lo lo!D trnbaJos conoultAdDs atj lo hAc1~n ti\11to en r.l 

an:tl t o:;ts propi amr.nte tU cho como en la pr1H~entllcl6n du rcaul lado~. 

En c11Anl:o al st•gundo flllflto, es clOl""O que la 1~1;tf1T1:1.clón de la 

f".r.di" ch.•l 1Jr11po du ~tl.,.d cntarA suJP.tfl a crl""orcs dr. muer;trr:o; d~ 

nr¡u1 )1-'1 lo1p1:;rl,ini:::ln dl" tnc:lulr ta1r.s t•rrori::•s en la e~llmllt:ión dr 

lD!:i pnr!i.motru~ de PRI. l." {orm<\ m!.~ slr:1plo tic- rP.3\l:-nr ósl;o 

consl~lt? ~n ultll?llr 1[."l~ r.rrorL>~ t:'!",t:~n'.lflrt:'~ de li'l n·!•1ll1• d¡• cnd~ 

grupo dP. rilad. r!ilao:. co:.tadlc.tlr.ils ticn una 1:1~did01 de la prct::l~ton 

obtrnlda en la f!Climnc:t6n dc la m~dln e involucran n ln detovlac::IOn 

&r.tárHlM' t!~ lL\ ] i\!'. c:;l;lu;¡.,t-, y r.1 t ,:-1:1:-r{o tlp IJIUl"'!°'•tr."": t.1•1\•;•"'IJ'lido. t;~ 

ecpL~rL.I qt1.-, 11pro·:t rn:-.dDl".':>nto. una rio t'-'!!<:1 ~I) pe,'. 1 ~:ir.1 c,r.,,~ dt• 11_1 

rr.::1llci rll<:"t·".rtr. riel vr.rdndr.rc valor f.!,_] r•~r• .. 11':trl'.l l"n ll·~~- dr. dn~~ 

voceo!> el error [.'t",tS.ntlnr, o hlun, qut> u.1.'.l dr. c:a!J¡_¡ 100 tu har1n i:::11 

rrJ:-: d,· tr.-: vr.r~t' el •'rr-n.· c.•:..t:unl~r. 

r-rl.·.:J '/ 1li lr•"' t.~rr:i!'!o::-. de ll'IUL';:.lr.o, e~ f:0.1..il vL-¡· ¡¡u~: un~\ pt.J~iLlu 

t.ol'.1~_\l: r-.::'.·-.;•_ lo c.·, r_·~lir.in t.on 1rJ.rd1.10!.:> cuadru.:lu:. ~1..<1\~r-..-.ll;.. ... 1..1~ .. 
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utltlzand~ como ml'trJ:: deo varll'nza covArlan::a a una matrli 

diagonal con l 011 orroroa eatAndt'r da 1 as medl aG de cada grupo de 

edad. Et usa de eata mRtriz es plaualbte, puesto que oe esp11ri\ que 

les errores 5ean independientes en un oatudto transvor~Rl y quo 

taa pcndaraclonea necosarla• para les reslduaten varien aegón les 

grupos de udad. 

Bajo oalo aupuestc,. ai; fic:l l obti?nof las e&tlmadore& 

corroapondtente• con tos m6todos proson.tadoG en la• $ecclone!I.' 2.2 

y 2.3. 

' En el transcur&o del trabajo YO anali2aron loa datos 

provenlenta~ de los trabftjos dr. Jordin c1q7q) y T~nnor ot al. 

(J'1D2> estimando len par.imetros de PB1 con · HCO y con tlCG 

utilizando la matriz dlaoonal ya mencionada •. 

Todo!' 1 of', ajusten t~rrnlnllron IHH•.Ór i c:a:. 

muy hu11nn<>1 por ejr>mplo1 la nor·ma tl~l gradienlo tlk.4 1.-i funt:iGn 

objetivo ful.~ oi-dC'n de lo-' an prometllo y ol ¡¡,Just& !'>U ohluvo r-n ·¡ 

y de' Durbin \.latnnn lndlcltron alcalurll"dlttl pltre. los ro"lldu¡,,ll!r., lac 

vllrinnzas fu11r-on slmllaro'l a lils olitr~nldi!r. en lo::. 

~~l i c~~"úur L'!: por il lui..iCI!.. 1 o::. P;l• :..r ..... ~ ,- .··'- bi ol óUi e, dc.,-!V.)rJO~ Lll~ 1(1 

estlnación d['l modr-lo. 
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Pl tornall va ua.tA en r-ual 1 Zflr estudl os con trAtodoB Monte Car-1 o, 

ccn9idor-ando diferentes crror~B ustAndar-e!J y difurontes grupos de 

ed11des. 

Par 01 timo, callo scl"!al ar 1~ue cuando 60 o justó el modal e para 

odadea manares que 2 elles, come se hizo con los datos de Jordin, 

dl•minuyó la calidad do lo cntlmación. Para los prlm~ros mosca de 

vida 6& tuvo una ncbruostimaclón notablo 1 fenómeno que •e r·~pltló 

entre los 3 y Jos 8 nno~, p~rA amhon nexos. Al utilizar dotoG 

refcrDntes n od.ades mnyorcn qui:> 3 llftoa &o tuvo una diferencia 

slgnific~tlvn en los valorc!J do los parimatros rnspucto a las 

eGtimaclonc3 ~nt~rJoros¡ sin embargo, el ajuste fue mucho m~Jor, 

en tórmtnon de v~rJanzo r~~idunl, &osgos y aleatoriedad de los 

ro&ldu~tr:-s. 
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