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INTRODUCCION.

En los Gltimos afios se ha dedicado un gran esfuerzo
al estudio de las propiedades estructurales y termodinfimic.s
de las interfases. Dos teorfas sobresalen en este campo: la
aproximacidn de energia librecl’z) y la.TeorIa de Balance de

(3

Momento En el pr1mer caso, se supone que la energia 1i-

bre de Helmholtz es una func1onal de la den51dad n(') La -
La Teorfa del Gradiente con51dera-a la densidad de energia -
libre como u.na"func‘iérll de n(®) y sus gr‘adientes:Vn.(?),VVn(?)
«.. €tc. Cuando se consideran sélo términos hasta segundo -
orden en el g;adiente de densidad, se obtiene la teorfa de -
Van der Waals-Cahn-Hilliard (VWeH)#»5). En 1a teorfa de Ba
lance de Momento, se utiiizan las ecuaciocnes de equilibrio -
hidrostdtico. A partir de éstas se obtiene una expresitn -
para .la tensién superficial en términos del potencial inter-

molecular y'de las funciones de distribucién.

La mayorfa -de los cdlcules para la tensién superfi-
‘cial han considerado interacciones .de dos cuerpos, y eﬁ par-
‘ticular utilizan el potencial de Lennard-Jones. Sabemoélque
-hasta el momento s6lo hay dos cdlculos que han.incluido 1n--
-teracciones de tres cuerpos:los deLee Barker y Poundtﬁ) (LBP),

quienes utilizaron la extensifn de la teoria de perturbac1o-



(7}

nes de Barker-Henderson a fluidos no uniformes,‘ﬁecha por
Toxvaerdts) y obtuvieron la tensitn superficial minimizando

la energfa 1ibre en la interfase;y los de Present,Shih, Uanégl
(PSU), quienes extend&eron a tres cuerpos la férmula.de - -
Kirkwood y Buff(s) para la tensi6én superficial. El primer: -
grupo de inveétigadores (LBP) wutilizo la ecuacién de --

(10)

Carnahan y Starling para. 1a ecuacidn de. estado de esfe-

ras duras, el perfil de densidad de Toxvaerd, el principio -

de superposicidn para la funcién de distribucién de tres - -
cuerpos, y el potencial de. Barker et al(;l)'y el Axilrod- -
Teller-Mutoflzl para dos y tres cuerpcs respectivamente.

Ellos realizaron, ademis, cidlculos de simulacién de Monte Car

- 1o para la tensifn superficial usando el potenciai de Lennard

Jones, Al cémparar los resultados anteriores con estfs Glti-
mos, encuentran una concbrdancia del 4% cuando usan el poten
cial de Barker et al Gnicamente. Al incluir tres cuerpos la
tensién superficial disminuye aproximadamente un 30%, empeo-
vrando su concordancia con los resultados de simulacidn para
dos cuerpos. Esta comparacifn no es significativa, pues ha-
bria que comparar con una simulacién que incluya fuerzas de

fres cuerpos. Este tipo de simulaci6n hasta el momento nadie

la ha realizado.

f -
1



Nuestro trabajo nos permitird evaluar la ten;idn su
perficial mediante un procedimiento distinto a los anterio--
res, pues primero calcularemos el llamado parfimetro de in- -
fluencia en la teoria-de VWCH y ﬁtiliéando este parimetro ob
tendremos la tensién suberficial. Esto permitirid constatar,
mediante el cdlculo de una cantidad mucho mis sensible é 1;;
aproximaciones hechas al ni. =1 de las funciones de correla--

cibn, si el efecto de tres cuerpos es tan-importante.

La teorfa de VWCH réﬁuiefe‘de una expresidn para la
energia libre de Helmholtz delfluido homogéneo. En el pri--
mer capitulo presentaremos la teoria de perturbaciones de - -
Weeks-Chandleg y Andersen(ls), que hemos'séleccionado para -
ese fin. Para el pardmetro de influencia que apérece también
en esta teorié (VWCH) utilizaremos dos teorias diferentes: la
teorfa del Gradiente de Cérey, Scriven y Davis(l'z) combina-
da con la teoria de Kirkwood y Buff( 3) y la teorfa generali-

(16)

zada de Abrahanm _Estas dos teorfas serin presentadas en
la segunda seccién del capitulo primero. En el capftulo dos,

las dos teorias anteriores seridn extendidas a tres cuerpos v se

obtendrdn dos expresiones diferentes para el parimetro de in-

fluencia. Las diferencias cuantitativas de estas expresiones

serdn presentadas en el capftulo tres, junto con los cdlculos- "¢

. i
correspondientes a las tensiones superficiales. En ese mismo - . =~
capitulo presentaremos los detalles de los métudos_nymégiéqski L

utilizados. Al final de este CaPiIUlOkpresentar@hdéfi@s»toﬁéigijnﬂ

siones y las posibles,extensiqnéS dCfcste=trabgjo..

S,



CAPITULO I

A.- ESTADO LIQUIDO UNIFORME:

A diferencia de los gases diluidos y los s6lides - -
cristalinos, que pueden ser considerados como desviaciones - -
de estados ideales bien commrendidos como son el gas ideal y

el cristal arménico ideal, los fluidos defisos no pueden aso- -

ciarse_a ningfin_sistema de referencia que pueda ser tratado de =

una manera matemitica simple. Sin embargo, en los filtimos - -
afios han habido algunos avances significétivos en la teoria -

para fluidos m;y densos, para los cuales se tienen ahora apro-
ximaciones ﬁara la energia libre y bara'la funcién de estructu
ra que resultan ser muy acertadas. Este ﬁiogreso se debe al -
reconocimiento de que, aunque no existe ninglin sistema de refe
rencia préctico ?ara fluidos densos, Este consiste en tratar

como un fluido modelo formado bor esferas rigidas que poseen -

la misma densidad que el fluido real y un didmetro que depende

de la densidad y de la temﬁeratura del fluido real.

Se ha dedicado, en consecuencia, un gran esfuerzo pa-
ra entender las propiedas de fluidos de esferas duras. La -

ecuacifn de Percus-Yevick(171 bara este modelo ha sido re - -

i



(18, 19), ofreciendo una informacién conve--

suelta exactamente
niente y ﬁrecisa acerca de la ecuacién de estado y de la fun--
ci6bn de distribucién en un amplio intervalo de densidades. “
La teoria de particula escalada(zo) ;esulta también muy acer-
tada en la prediccién de propiedades termodiniamicas. Ademds,
con el fin de extender el conocimiento a todo el intervalé de

densidades, han realizado c..lculos de computadora utilizando
(21-22)

métodos de Monte Carlo y dinfimica molecular Los cal-

- culos..de dindmica -molecular muestran que las esferas dutas --

presentan una transicién de fase de primer.brden que es simi-

lar en muchos aspectos a la de flufdo-s6lido que presentan los
(23, 24)

fluidos reales

Una, de las teorias que mds se ha beneficiado con es
ta informacidn es la teoria de perturbaciones.f La idea bidsi-
ca de &sta es que la estructura de un liquido estd determina-
da principalmente por las fuerzas repulsivas. Las fuerzas - -

atractivas proporcionan la presidn que mantiene juntos a las

moléculas. Esto no significa que la acci6n de las fuerzas atrac

tivas sea pequefia. Por ejemplo, a bajas temperaturas un 1iquido

existe en equilibrio con su vapor a una presi6n casi nula. En-

tonces, la contribucién muy negativa de las fuerzas atractivas a .

la presi6n, es casi igual a la contribucién positiva de las fuer

i
zas repulsivas.



En consecuencia, se espera que estas teorfas funcionen me-
jor a altas temperaturas, cuando las fuerzas atractivas no
sean importantes o a densidades altas, en donde las molécu-
las estén muy juntas y se dificuitan los rearreglos en la -

estructura debidos a las fuerzas atractivas, N

\




1.- Teoria de Pertﬁrbaciones.
. '

La teoria de perturbaciones es un método matemidtico
para obtener una solucibn aproximada a un problema dado{ por
medio del uso de un desarrollo en serie alrededor - l -
de una solucibn conocida de un problema m&g_sencillo. Este

Giltimo deberi parecerse al problema origimal, lo cual asegu-

‘ra que el desarrollo converge-lo suficientemente répido para T

que sea Gtil. ia ausencia de un buen sistema de referencia

cuyas propiedades se conocieran con exactitud fue la razén -
principal del atraso en el uso de métodos perturbativos en -
la teorfa de liquidos. De hecho, las ideas basicas de la --
teoria de perturbaciones no son nuevas en la teorfa de lfqui
dos, Ellas son la esencia de la ecuacién de estado de Van -
der Waals(4). Ya desde esa €poca &1 trataba a los liquidos

como un sistema formado por esferas duras interactuando bajo
un potenciai atractivo uniforme. Sin embargo, €1 desconocia
las propiedades exactas de ﬁn sistema formado por esferas du

ras, por lo que tuvo que hacer suposiciones muy crudas sobre

éste.

!
1

El desarrollo moderno. de la teoria “de: perturbac1ones

no se formaliz6 en teoria de liqu1do 1954 en que‘- -



(25)

_Zwanzig , basado en las ideas de perturbaciones en 1a Me-

cinica Cudntica, hizo un desarrollo de la energfia libre de -
-Helmholtz, utilizando algunos resultados de la ecuacién in--
tegral de Kirkwood(ZG? bara el sistema de referencia. A es-

te trabajo le siguieron los estudios de Smith y Alder(27),

1 (28) (29)

Frisch et a y McQuarrie y Katz Sin embargd, los. -

resultados de estos trabajos sugerian que el desarrollo en -

serie de potencias del inverso de la temperatura utilizado -
en la teoria de perturbaciones era Gtil sélo a altas tempera

turas y probablemente inGitil a las temperaturas y densidades
caracteristicas del estadé 1iquido. Estas investigaciones -
‘continuaron, la mayorfa orientadas principalmente a una me-
jor eleccibén del sistema de referencia y ‘de la perturbacién;
a diferentes criterios para escoger el didmetro de las esfe--
ras duras; al cédlculo de términos de orden supericr en el de-
sarrollo y a ' diferentes barametrizaciones del potencial uti-
1izado. Dos teorias sobresalen en este campo, se trata de la
teorfa de Barker y Henderson(7) y de la de Weeks, Chandler y

Andersencls).

Ambas teorfas resultan ser mejores que la forma
para la energia que se obtiene a partir de - la teoria de Per-
cus-Yevick. La teoria de Barker y Henderson utiliza al bien
conocido sistema de esferas duras como sistema de :eferencia
pero debe'incluir términos de segundo orden en (KT), La teorfa
de WCA, por otro lado, converge lo suficientemente répido, de
manera que no requiere términos de segundo orden, y su siste

ma de referencia también es el de esferas duras. Ambas re- -



sultan ser buenas y muestran que el uso de teorfas de pertur
baciones en el tratamiento de lfiquidos ademés de tener senti-

do fisico, ofrece resultados numéricos satisfactorios.

[

Para el estudio de proﬁiedades interfédsicas de un -- -

fluido simple, hemos escogido la teorfa de WCA, que a conths-

nuacidén presentamos.




2.- Teoria de Weeks-Chandler-Andersen,

En 1971, una nueva teoria de perturbaciones fué for-
mulada por Weeks, Chandler y Andersen(ls). Estos autores dg
cidieron que una teorfa de liquidos deberia de considerar ex

plicitamente el papel que juegan las fuerzas repulsivas en le

determinaci6n de 1a estructura y la termodindmica de fluidos

simples, y de acuerdo con las ideas de Longuet-Higgins y - -
Widom(zs), de que a altas densidades la estructura del liqui-
do esta determihada principalmente por las fuerzas repulsivas,

separaron al potencial de interaccién en dos partes: una con-

10

teniendo todas las fuerzas repulsivas uo(r) y la otra'todas RRTE

las atractivas ul(r):

u(r? - uotr)'ffqixfjﬁ{_; 5 a.ay

u,(r) representa al potenci istema de referencia y - -

ul(r) al potencial perturbafivo;,»~“

Esta separacidn,para el caso del potential de Lennérd

Jones,

quedaria

O uw=ae[(B-(®] s aw



A

Juy(r) = .u'(r) + € T LT, (1.3'.1) ’
=0 ,Q7,rm a 32)

e - - € s,
= u(r) ‘ : ryr _ f'1f3'4) .

en donde € représenta 'é__]_.{ miﬁigﬁO‘,,d.el potencial de Le‘ﬁnaf‘d-'J_’b‘hés;: -

= Y/
yrm—z

Sq- es la distancia'a la cual el potencial alcanza
su valor minimo, . = .l . : -
Esta divisién se muestra en la figura 1.

uee) A L)
. (478 (Y')

1 k fm

v

-l
5

« W ()

“ghrem e . -€

Figura 1. 'Separacibn del potencial de Lennard-Jones segfin la

teoria de }VCA':, »



La formulacidn de esta teorfa puede comprenderse
si consideramos a un fluido uniforme e isotrdpico formado por
N moléculas encerradas en un volumen V , que interact@an con

L4

un potencial esféricamente simétrico de 1la forma

UM = Z ua(r) +Z.U3(r.“f“, G), @Y
lta

en donde Wij es la distancia entre las moléculas 1 y 5.

" En este caso estamos lncluyendo al potenc1al de. tres cuerpos,

que segfin Verlet y Welsgs ) puede ser con51derado como parte -

de la perturbacidn sin que se altere-la tecnlca ut1llzada

La funcidn de partlclon en el conjunto can6n1co es lf?7~

-u St
ZN - thl JS ay deM ., (1.5)

en donde /5 - (KT )—

r

"H : Hamiltoniano del sistema

h « constante de Piéhék]f’"”mmwnwy

-8i integramos finicamente sobre los momentos obtendremos

’ZN:

en donde:

Y 6
'rx ep d;l'---ac d?‘:. .’ ) (1.6)

- ' h2 Ya
A [ a'ﬂml{‘ .

SEars VI

i
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Por otro lado, sabemos que la energié libfe .';.&eLHerllmholy;tz' e'sté'-dg.]"

da por

Fe-¥ThZu. . oan

Sustituyendo (1.6) en (1.7) obtenemos:

F= kT l"[/\’“ﬂ] Tln[S j - ?,,].'(1'8)

_El potencial U puede expresarse -como-ya-habiag-- oo

mos visto antes, en dos términos: Uo puramente repulsi{ro y .-
Uipuramente atractivo: )
f
(1.9) - f

U= + lUi

en donde A es un parédmetro que puede tomar los \ralores 0 y 1 T

y nos va a servir para el desarrollo en serle el,:Taylor de s

la energia libre de Helmholtz alrededor de’ k-— 0

, X e . . , 4 :

F =Fe + Q_E_\ + R _’_a_‘__E\ +.;’.':””"(1'.10)”"'
A TSR N

A
Si evaluamos (%%) , tenemos

(QE) “ = KT [S o2 Zu TTT0,) gale2e N2 +222033N

ax JePUE%0, 4 A (220 +222U3)T



—
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sz i ]ngzzua ST

|

lSe-ﬁzzuo an ] l Se_bzz_uacm

— N({N=1) [ SUI e U

dN }+ N (N0 (1-3) Su3e‘ﬁ’

-2 lSe—euo

fo

1

en donde utllﬁzamos

9@ = L e ,(95 dw-aﬂ
mL Jettae ]

3! ~Alo

; o o
%ﬁngd? + "VJU 92 dg dff , (1.11)

|

(1.12) —

\ .
9@ - & [NLN-l)CM-ﬂ) Je"““agn-g,;-( N

i
niw L Je-ﬁuedw}

Sustltuyendo eI la ec. (1. 10) la ec. (1.11}, quedandonos a

primer orden“en N y dividiendo -entre NEKT

hac1endo A= lw

F - & 4.\:(3: Smgf’d? Bn Su q:‘) de, dr, (1.15)

NET NKT

|
expresibn que puede reducirse a

w .

A +1[&£Su.g° at +_éfﬁju39,‘”d&d§], (1.14)
-
|



| » |
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e e T
“ana jf[ ua(rr'r”)go "0 (1 drdeige?, @1.16)
o ©\r-r!\

- -
N

En la expresién anterior los subindices cero se refieren al -
sistema de referencia com potencial u,(r)ﬁﬂ Las propiedades -

del 515tema de referenc1a no se conocen tan b1en como e1 caso

de un sistema formado por esferas duras. . Con el fin de evi--

tar cdlculos de' computadora costosos para obtener esta 1nfor-f i

macibn, WCA presentaron un tratamiento aproplado al 51stema o

de referencia, Para discutir este tratamiento ellos se. 51r--"“1"

ven de una func16n !iyﬁ definida como

uof.ﬂ I
&(ﬂ me | o aan
F151camente, aﬁﬂ representa las corrvlac1ones que ex1sten en

el s1stema de referencia mis alli del alcance de la 1nterac--

cidn de referenc1 as)Puebto que esta correlac16n es. fuertemen

te repulsiva parece probable que!&h\puede aproximarse por me

. dio de una funcidén similar a 1a de esferas duras de difmetro

Hér). Por esta razbn, ellos consideraron un desarrollo -

"blip" funcional:

9,(" = (‘3 Ueeu,(r) S tas



en donde el superindice ED se refieré a esferas duras..

16

Esta aproximacién es equivalente a la siguiente ex:

presibn . '

A et
h, (k) = hd(t} +n gdv H(r)[ yPle eﬁu“}e ”. (1.19)

en donde ud representa una repulsién de esfera dura de didme

A -
tro d y h,(K) es una funcién de respuesta. Esta ecuacifn es

equivalente a proponer que-para perturbaciones de longitud de - - - .-

onda intermedias y grandesy -la' respuesta del sistema de refe-
rencia estd correctamente dada por la respuesta de un sistema

de esferas duras. Entonces, igualando las.respuestas de lon-

gitud de onda grandes (pequeiiasK) de los.sistemas de referen

cia y esferas duras, se tiene un criterio fisico adecuado pa-
ra obtener el didmetro de lasesferas correspondiente, depen--
diente de la densidad y temperatura. Este criterio general--

mente se esgribe
4 W .
j[e-su,_e—ﬂu,\] ‘3?(') #r -0 (1.20)

o bien,

T e

Una vez determinado el didmetro d (n,T), se aprox1man 1as --2;

propiedades del fluido de referencia con 1as del 51stema del-
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esferas duras:

90(“7 ~ e-BU.,(ﬂ 8.\(") | . ,(.1.2'2) '_ -

RhT)= § (n,f)

El paso final es optener una aproximacién para el -
sistema completo. Cuando el fluido es muy.-denso.g(r) es muy
cercana a 9 {r), de . tal forma que se puede aprowlmar la --

e s — .go P e e

energia 1libre por particula a estas den51dades altas por
. «w
E. - RlnT + aTing SU. ) Qd (\') t3dr

NKY — NET

ghet
4n‘ A ff Uy (nr, r")g lv,r' o) ry r"err'df” (1. 24)

0 Ojnrtt T

Esta expresién serd utilizada mds adelante para re

presentar la energia libre.del fluido homogéneo.
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B.- TEORIA DE INTERFASES

molecular de in
n°la regidn. in-
iada. Existen

. La primera, de

la interfase.
por Buff( S).i’Suf

tenida en términos:

de anchos de interfase‘y'kén
critico. Cahny Hilliafd(s)
Waals a mezclas binarias con

piedades de la 1nte1fase cerca de la temperatura critlca.é



F1sk y Wldom( 1)

, usando teoria de fenémenos criticos y 1a ted

19

rfa generalizada de van der Waals,y Lovett et al; (32", usando -

las dos aproximaciones, discutieron la tensién superf;c1a1 en
la regién critica.Adads Triezenberg y Zwanzigcss) consideraron a
la teoria de van der Waals desde el punto de vista de la teo-

ria de fluctuaciones. . -0

En 1971, Toxvaerd (8) generalizé -la teoria de pertur

baciones de Barker-Henderson'’) para aplicarla a un fluido in

homogéneo y calculd la tensidn superficial después de minimi-
zar la energia libre con respecto al perfif de densidad. Mis

adelante, Abraﬁam et al.(34).realizaron cdlculos para la ten-

sibén superficial utilizando uné,generaliiacién de la teorfa -

de van der Waals.

A prlnC1plos de los sesentas, 1a

Ellos presentan en ese trabajo una formulac161}m1crosc6p1ca - )

de la teoria de van der Waals para la ten516n superf1c1a1~ La
energia libre de Helmholtz es obtenlda a partlr de un desarro

1lo riguroso en serie de potencias d'

dad y es minimizada utilizando el 4 ‘ulo‘de variaciones,
Un aspecto importante de 1a;féq;i
cho de que no estd basada e

bre la naturaleza de las in

a‘derlvada de la densji

nc1ona;de YFG es e1 he--"

suposicibn partlcular so“
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hecho, en las f6rmulas obtenidas por estos autores pafa las -
funciones termodindmicas del fluido inhomogéneo, las fuerzas
moleculares no aparecen explicitamente, toda la informacién es
ti contenida en la funcién de correlatién directa del fluido -

homogéneo.

Otro enfoque par- el entendimiento de las propieda--~
des interfdsicas han sido algunas solu;iojés aproximadas a la
ecuaci6n de Yvon-Born<Green (YBG) y un cdlculo de una ecuacién
integral aproximada que involucra a la funcién de correlaci6n
directa(l’z). La mayorfa de trabajos reéiéntes, sin embargo,
estin basados en alguna generalizacidn de la teoria de van der
Waals-Cahn-Hilliard (VWCH). GEsta teoria.supone que la energia
libre de Helmholtz de un sistema inhomogéneo es la integral de
volumen de una densidad de energia libre local, que a su vez -
es una funcional de las densidades en el sistema. Es bajo es-
ta suposicibn que YFG(SS) expresaron a la densidad de energia
libre de Hgimholtz local como un desarrollo funcional de Tay--
lor en la densidad., Esta serie, en forma rigurosa, requiere -
la evaluac1on de la funcidn de correlac16n directa a todos --
los 6rdenes. En consecuencia, se t1enen que “introducir aproxi
maciones que hagan mane;ablela teoria 'Expresando la varia- -
ci6én de la densidad por medlo de una serie de Taylor, ellos en
cuentran que el coeficiente de Ghﬂ en la expresidn para la -
densidad de energia libre,,pxbpueéto por van der Waals, puede. .
escribirse en términosrdeVlg';orrelacién directa de un fluido

homogéneo. En las distintas versiones de esta teorfia se han .-- .
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adoptado diferenfes formas para la densidad de energi; libre
local. En general, involucran aproximaciones de la funcidn -
de correlacibn directa entre pares por la funcién de correla-
ci6bn directa de un fluido homogéneo a una determinada densi--
dad local, La teoria de van der Waals presenta ecuaciones --
integrales para los perfiles de densidad. Lla aproxiﬁaciéﬁ‘ae e

Cahn-Hilliard supone que la densidad de energfa libre 1océi'9ru

depende de las densidades locales y todésiios 6rdenes‘de'gra-,‘,‘k

dientes de las densidades locales; en estemca30~también¥§é T

quiere hacer suposiciones sobre la func16n de correlac16n. Es
ta aprox1mac16n ofrece ecuaciones d1ferenc1a1es para perfiles
de densidad, estando gobernado el orden de 1as ecuac10nes di-

ferenciales por el orden de los gradlentes»de la densidad re-

queridos para aproximar la energ ocal adecuadamente.

No existe a priori ningdnicriterio:que 1nd1que el orden con--

veniente para la ecuacid 1f1cu1tades

del gradlente a segundo orden fue

Scriven y Da\rls,(1 2) en 1976




adecuadas. Esta teoria nos ofrece una forma explicita para
calcular el parimetro de 1nf1uenc1a, que en la teoria de van
der Waals aparece como constante-y-que,sin embargo, en esta -
teoria aparecé como una funcién de lardensidad. Ademds, como
veremos en el caﬁitulo siguiente;ﬁos‘proporciona una ecuacidn
para la tensién superficial independiente del perfil de-de.si
dad. | | |

-

-

Otra teoria sobresallente es la teoria general:zada ‘

de van der Waals propuesta por Abrahamcls).. Esta teoria postu
la una generalizacidén de la teoria de van der Waals, en donde - -
el término (V«-.)!2 es sustituido poer un tér@ino que es igual a
la energia potencial promedio de interaccién (por unidad de,vg:'v
lumen) en ¥ para un fluido de densidad no uniforme relafivélé;kiy
l1a de un fluido uniforme de densidad constante n(f).' Ellléf:

mino del cuadrado del gradiente de la densidad en_;aVﬁébh
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1.- Teoria. del Gradiente.

'

(1’2)'desarrollaron una teoria de

Bongiorno y.Davis
campo promedio para la interfase del.fluido inhomogéneo, q'e
se reduce al modelo original de van der Waals bajo slgunas su
posiciones apropiadas, pero.que resulta ser mds general y cuan

titativamente mejor que este Gltimo. Ellos se refieren a es-

ta teoria como»iérféoria.médifiéada de van aé¥vﬁé;i;l
Consideremos primeramente a un sistema inhomogéneo -
formado por N particulas, encerrado en un volumen V y a una
temperatura T. Supongamos que las particulaé interactdan con
fuerzas aditivas por pares, centrales y simétricas. Podemos
expresar al potencial intermolecular W (¥) como la suma de dos

potenciales

u ey =;L)Q () + Ua () » R (1;;5)‘- :

en donde L}Q('r) representa la parte repulsiva de corto alcan-
ce del potencial y (jh(v) la parte atractiva de largo alcance.

La funcién de particién de este sistema es de la forma

Z= [QCT‘]N ol Sf e-ﬂ{uhwd) v dfe (1,26)



en dondP q(Tj representa la contr1buc16n de la energia c1nét1 ‘

ca e interna de la funcién de partlclﬁn y ,

Z_Ug(f|l) 3
Z UA(T.,)

ll._‘

representan al potencial renulsivo‘total-f'afréc"

pectivamente,

24

12 Suposicién: Dé’bampo'Promedidl

La energia libre de Helmholtz es de la forma

F=¥F +Us (1.29)
en donde - :
- » - » s (1.30)
Uz=L ”nmnu-)g@r-) U, (17-F1) dic o

LY -
ﬁl representa la energia libre de Helmholtz de un fluxdo de -

referencia formado por particulas que interactfian con el poten

cial Ug y con una distribucién de densidad n{¥) 1gual ‘a 18' S

de ese mismo sistema. 3 ( nr') es la funcifn de correlaclﬁn
TJA representa la contribucién a la energla 1nter'

ne de las interaccicnes de largo ;,alqa;_lgg »?FT,,“,,‘_:F}V".—S u



2% Suposicibn: '~ De Equilibrio Local.

Si suponemos la existencia de una funcidon de densi--
dad de energia libre, entonces la energia libre repulsiva to-

- Jie

tal puede expresarse: . k o

o= 5. [nc?)]oF | o "(1‘.;1)_

v R S P

- 28

en donde {g [n(ril es igual a la denSLdad ‘de energla 11bre

de Helmholtz del fluido de xeferenclg en equilibrio’a temperg

tura T y con una densidad uniforme nvy. - En otras ﬁaiébras,.
suponemos que la densidad de energia libre local ¥g depende -

solamente de la densidad localwn(¥ ) y la relacién es la mis--

ma que la que existe entre la densidad de energia libre en - -
equilibrio y>1a densidad del fluidd homogéneo repulsivo. Esta.
suposicifn de equilibrio 1ocaljs§4éspefa que sea vilida si el
perfil de densidad varia pocola. distéﬁcias del mismo ordén de

magnitud que el alcance de las. fuerzas repu151vas y también -

lejos de la temperatura critlca.ﬂ,‘f%’



26

32 ‘Suposicién:  De Correlacién Loééi{,"lb -

La fun¢ién de correlacidn qﬁe aparece en la expre--
sidn para la UA, es aproximada por la funcifn de correlacién
. T
de un fluido homogéneo que esté a una densidad N Lﬁu")hﬂ,

- . . -
es decir a la mitad del cam.no entre ¢y ?’.

- -Por lo~tantd}~1afecuaci6n bﬁsica»de-lavteoria~m0di~v_##44~

ficada de van der Waals es

F = I gR [Y\(?)-]da(' + .l.a' g"'!h(?)n(-?i)uh ('?—?") (1,32)
v .
3 Q-1 n [P+ /3]]

Esta ecuacifn nos péfmite encontrar la energia libre

de un fluido 1nhomogéneo, si- conocemos las propledades del f1u1

do homogeneo y el perfil de de 51dad Avpartlr de esta €x “pre--

si6n se pueden generar otras 1 ,;esatermodlnémlcas de .inte--
rés. Sin embargo, con e1 f1n de amlnorar 1a dificultad de 1li-
diar con formas- 1ntegra1es que en general son dificiles de eva
luar, vamos a tratar de escribir la expresién para la energia
en libre en forma diferencial. Para lograr esté propésito, con

viene obtener el potencial quimico definido como la derivada

funcional de F con respecto a N(T):

/U.(ﬂ = jl(n(r’-’ﬁ)(} Ls;n(F+L)] +
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2 .
3 dfe [n(®@) (1.33).
ALY @+ ’TJRLC_TJ e

*

en donde -

>
g:r—f' .

En un sistema fluido en equilibrio, el potencial quilrivic

1ntegra1 para el perf11 de dens:.dad n(?)

El lado derecho de la ec. (1 33) - pude reescrlblrrse“': |
en forma diferencial, es decir en la forma de la ecuacién de l V
van der Waals. Esto se logra utilizando -las ideas de Cahn y
Hilliard(s), haciendo un desarrcllo de n(?fs) y n(fp«\-l?)
alrededor de S 0 y despreciando términos de V* y de or-- -

den superior.. Se obtiene:

a
) A i N = Jwin) (1.34) .
AW Tn@) L [ 280 ) [9in? ] ducs

en dende se han definido:

= 1 (2 (Fw (1.34.1)
R(n) 4n Kbn ( 3-)) 5
wen) = £ ALY OO B - ’(’1.3:4.,2) i

fo )y = e (n) - f);_uJ., . o .(1,-35“_{-'?5,"";’ .



W = { U (dqCsgn) dis e THS

W, = -4 SS‘ Us(s) gCs3n)dis (1.34.5)

Esta ecuacifn diferencial fue obtenida por vez primera por

h(38) y la inteipretacién completa para explicar

(4)

Lord Rayleig
la estructura de las 1nterfases fue hecha por van der Waals
Fué més tarde extendlda a soluciones regulares binarias, por

Cahn y Hilliard (%)

y desdé entonces ha sido. usada por muchos
_invest?gadores.n\A A(n) se le domina parémetro de influencia
molecular, Este pardmetro no depende de la ‘densidad si se con
sidera un fluido sin estructura (%(S,n) 0,A para scd

S 7d ),

La funcidn ) (n) es un potencial termodindmico (energia por

unidad de volumen). La cantidad §4(n ) es idéntica a la apro-

Ximaci6én de WCA para la energia libre de un fluido homogéneo.
: . 3 .

Los términos que se om1t1eron ‘al pasar de la ecuac16n

(1.33) a 1la (1.34) son desprec1ab1es

distancias del orden del alcance de lgatractlvo “A(S)

(39)

Brown y Chang aemostraron que para el modelo or1g1nal de
van der Waals los perflles de den51dad y 1a ten516n superfi- -

cial, predichos por las ecuac1ones (1.33) y (1.34) concuerdan

en un 10% en todo el intervalo de temperaturas de coexistencias.

*poco “sobre



Procedemos ahora a 1a obtencién de una expresién“pa-"'v

ra la tensién superficial para el caso de una interfase plana =
en la que la densidad varia en la direccién X. La ec. (i. 34)

- N . .
se convierte en este &aso particular en:

' & 4 28 2w C 1.3
A(n) ixéi T3 as];‘ (ﬁ%%) = -zﬁ;—-— B

que puede reescribirse y multiplicarse por.- dn  para obtener
— dx e

la expresidn:

A (d = d | ey
dl@r]-e

integrando la ecuacifn anterior obtenemos -

) (dn\* — 'l  fr.37)
ﬁ%‘-(a?) W + & ot

en donde K es una constante de integracién.V‘Régsgribiendo la

ecuacidn (1{37), encontramos la relacién bﬁsidé qntre,x’yfmiA:

dx = -

BT o asm

|F:i. [ wn+K

Para sistemas en que ¥ndesaparece en las fronteras, 1a aproxi”

macién para la ecuacidén integral (1. 32) correspondlente a la

ecuacibn diferencial {1.34) es:

!

[[h] + B @0 Yo

v

'-(1§39) -
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En el caso especial de un sistema plano de seccibn tra'msversal
constante (] perpendicular a la direccién ®xy en el que la den-
sidad se haga uniforme conforme X se aproxime a los valores

~Lus ¥ Lv,_ en los .extremos del sistema, la ecuacién (1.39)

con la ecuacidn (1.37) se combinan para obtener

[T

= Q SAcm(a_ Pox +w(ne)V + N/L (1.40)

-Lay
en donde

nh"::n(x=Ln) . RN it e

Puesto que %ﬂ %f!l se hacen cero en X"'-L!ﬂ y x= Lna la
constante ¥ en las ecuaciones (1.37) y (1 38) debe ser igual a
W (ng) vy las dos densidades n,.E'.n(x:-\,_k‘,) Y Nea = NEX= Laad

obedecen las.relaciomnes:

W(Ne ) = Wng) = W (Ne) (1.42)

‘

W Ng) =Wneg) =0 C | (1.43)

Puesto que —w(Ng) es igual a la presién de las fases homogé
neas , la écuacion (1.42) puede verse como ,,él', resultado de equi

librio hidrostético.



Defmlendo la tens 1.6

densidad n (¥} a través de 10- relacifn

¥ = (aaFa)w N K

y comblnando esta expresién con la ec (140)se obtlene e

e

- b

Cauam

Para una fase liquida :'é‘n"“equi-librio'con'“una"’fa‘sé’ rvapjor"-,-”yy“tl“é"'-:""
ecuacién (1.45) representa la tensién superficial. 8% las di - 7
mensiones del sistema (La\‘ht) son grandes comparadas con él’ -
ancho de la regiéh interfésica y si el origen X=0© se encuentra
en alglGn lado :dentro de la interfase, entonces Lui_y L%\ .en la -
ecuacidn (1.45) pueden extenderse a infinito sin perder gene-.

ralidad Ya que (Qﬂ?:o fuera de la interfase:

Y = jg()( dnjidx

Las ecuac1ones (1.45) y (1,46) pueden expresarse en térml os

" ‘(1.‘_46)_’-

de la densidad local finicamente. Comblnando las. e."‘:;

(1.37) y (1.38), obtenemos ‘ &
A (oY dx = -T2 (A (K+w)] dn . (D)

Para una inte%f‘é’se liquide-vapor, en la cualy nﬁ:n‘_ , m;*‘ ns

yk=mcv13):mm es la presidn del bu‘lft_o;.; '_l'a,ecuacién (1.48) nos

permite expresar la ec.

Ne .

-5 [fa cam vy . o



esta expresidén resulta ser indgpéndiénﬁé[@¢1 pe;fi o

dad,

UJG U)(.ﬂg) UJ(X\-._) es constante y el potenc U’(S\) esté

determinado a partir de las propledades del f101d* ~rmogéneo a

través de la relacién

' . (1.49)
ww =f,tn-np o ,
en ddnde'{;(n) es la energia libre de Helmholtz -
del fluido homdgéneo. ) El paridmetro Rfﬁlj lleva con

sigo la informacidn sobre la estructura molecular iz la interfa
se {/k,lepresenta al potencial quimico del fiuido. <Zon el fin
de encontrar una expre516n para parimetro de 1nf1ue ~cia, nmos --
aprovecharemos de 1a teorfa de Kirkwood y Buffcs) ;ara fluidos
compuestos por partfculas que interactfian con fuer:ss aditivas
entre pares y simétricas. Ellos dedujeron la siguie:te_éxpre--

5ifn exacta para la tensidn superficial a partir del tensor de

esfuerzos:
@ L
¥y [ {{ERvon@a ds)d 050
‘ -c0 oo
en donde:

NG = @I Fad) (.5



Usualmente, la funcibn de distribucién exacta en la

interfase es aproximada por la funcifn de distribucién del -

fluido homogéneo, evaluada en alguna densidad 6 densidades 1o

-cales. Bongiorno et 31(2) hicieron un desarrollo en serie de

Taylor, no finicamente de N (X*+3«) alrededor de 5,=0, sino ade

mis de la funcién de correlacién entre pares, En este Glt_ao

desarrollo, % (para el caso de una interfase plana) es con-

siderada como una funcién de la densidad local y de't@dos‘sgﬂ*

gradientes, es decir: -

gc?,?:rg) = gc?m,vmv-‘n.. D!
de manera que su desarrollo puede expresarse

3(?)?+§) =G 6™ 4o (%Eﬁi)o + (n-a) (5;?4.) (1.53)

+n"(an") teeo

en donde
I=do . ot (1.54)
“*3,9: “—%—)—%,--- ete.
y
(—;j““ )O - [ %) ﬁ" h“‘ cee. ]nl=“u=nm"_;

90(5 n)es la funcién de correlac16n entre par

homogénec de densidadn. Hac1endo el desarrollo;de n(x+so al

rededor de S =0:

Casy



dx 2% \dx2
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n(x+5=) =n *5*(d.o.)+ 52 (Si_ﬁ\_ \ .“' .}(1.56)‘

' .y el de(j(?’,?+g Y (ec. 1.53)), sustituyendolos en la ec.
{(1.50), y rearreglando términos en n', después de integrar

por partes obtenemos - .
Lt-

Y= f RN (%a)a el (.1. 57)

en donde (N ) esta dada por

o'

Alny = %S{sﬂn (39 )O_Sg_f aan(ngo) + | (1-.58)

i

2 . 2 :
-|-_Ll’)a ey _3 [ (.@.9_) s%-35x u's) dis
& \an¥y on anto S
esta expresidn estd basada finicamente en 1la ec. (1.53) y en
la suposicién de fuerzas-aditivas entre pares. Sin embargo,
esta fé6rmula requiere la dependencia explicita de q en N

y sus gradientes, para lo cual debemos buscar alguna aproxi-

macidn., Se puede usar por ejemplo,.la aproximacién de - -

Toxvaerd
(1.59)
- =) — ., -
%(r,?-w) = 9°(|s\) ned) o,
en cuyo casc la ec. (1.58} se reduce a
(1.60)

=1 (s [252-2\0'ts) 52 (ng)
Rn) BSdSKs ) dhg



que en coordenadas bipolares y polares queda expfeséda,ig;"
: a ey
Alny = 41 Sds s wisy d(ng) Gt
20 an
Combinando las ecuaciones (1.57) y (1.61) se obtiene una férmu
la sencilla para determinar la tensién superficial. - Bongi-rno
y Davis(l) realizaron algunos cilculos con esta formulacién pa
ra el modelo de van der Waals y para el pqtencial de Lennard-

Jones, obteniendo resultados satlsfactorlos, los cuales discu-

tiremos en el capitulo tres.

A continuacién presentamos 1as 1deas fundamentales de

la teoria generallzada de- Abraham.,\?f




2.- Teqria Generalizada de'van"-.dei"WaaIS* de Abraham.

Basado en las ideas de van der Waals, Abraham(16)

propuso una teoria muy exitosa para la energia libre de un’ .-
fluido no uniforme. El parte de la suposicién de van der -

: -
Waals, de que la densidad de energia libre. ? (n) en 1la posi-

c16n Y] puede escr1b1rse como la suma de dos térmlnos

(1.62)—;,:[,.'

£ = $ La@] ¥ &(a,ann

t

el prlmer término representa la densidad de energia llbre de
una sola fase de un fluido uniforme evaluada en la dens.ldad lo
cal n(?) y el segundo es una funcional del campo de densidad
denotado simb6licamente por {n], que corrige la suposicién de
energia llbre local expresada por el primero. ‘F(ﬂ ) {“'ﬂ puede
expresarse a’ su vez como la suma de dos términos; unc de densi-
dad de energia interna @(¥,{n}) y el otro de densidad de -
entropia S(®#, {n}) 3

F@®,4ny) = (@ 401 + T3, iny)

(1.63)
5 .
Se puede escribir simbdlicamente una expresién para e(r.,tlmj):
- = > (1.64)
e, iny) = &(n inPN+6, (T, 4n)) +...

en donde
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eLe,, in}) =4 j ditn [m@%, 10} - nf @8, n]
v
* uﬂ.(a)ﬂ ) (1.65)

SEAUIEFSCICARRA R

.
""3 (ru -;rs,"@'n] L@ER ) (2.66)

y asi sucesivamente. E1 término @5 es si—xﬁplemente la diferen
-c1a entre 1a energ-;; ;_n—terna de un f1u1d0 no unlforr-nek {n] y

un fluido uniforme, \'\'-'n(r, ), proveniente del potencial de in-
teracci6n de dos cuerpos U, . Anilogamente €5 representa la

diferencia debida al potencial de interaccién de tres cuerpos

Us. Y asi sucesivamente,

La.funcional 'n;( ?,‘?z) inYy) especifica el ntimero
promedio de pares atémicos, N,df) 4, en el campo de densidad no
uniforme ﬂn}', estando un dtomo situado en el elemento de volu--
men df, en el punto ' y el otro enc\Fz en el punto fa en donde
en el espacio de configuracién del par, su separacidn es ﬁz =
n-. l'\z't es la funcifn de distribucién entre pares para un --
fluido en una sola fase de densidad uniforme N ( T‘.’ ). De una
manera aniloga pueden deducirse las vafiables que intervienen

1

er; e}.



La funC16n de correlac16n entre pares g estd defl
nida por la relacién

NCA A PERIGRGETCIATILL (1.67)

se puede notar que para el caso de un fluido en una sola-fase
de densidad uniforme hB se tiene T e

i

m (6,0 =n Ca U’.hn) (1.68)

en donde 91 depende finicamente de la diS§§n¢ia entre pares

o ¥ es la funci6n de distribuci6n radial en la teoria de ... . .—

fluidos uniformes.

La primera suposicidn de la teoria generalizada de
van de Waals, hecha por Abraham consiste en aproximar la fun-
ciGn'de corre;acién entre pares del fluido inhomogéneo por 1la
funcién de correlacién entre pares del fluido homogéneo que
depende solo de la distancia entre las particulas y se eva--

ltia a una densidad 10ca1¥1(?i b

g, (%, am) = g, (fa, 08 (1.69)
aunque esta aproximacién no es la inica p051b1e para 1a depen
dencia de % en la densidad, Abraham considera que-es ébta la
mejor eleccién ya que az(r,f-tSv) es aproxlmadamente fh (§7)
para pequeiias S? y es ahi donde la teoria resulta ser mis sen

sible a la estructura de la funcién de correlacidn entre pares.
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Por lo tanto, se puede escribir &, como:

€, (® hnh = ndh S [n@)- nc.mjg (G , ) (1.70) .
* B, () AT, '
La segunda suposicidn consiste en hacer cero-el tél‘.j
mino de la entropiy que aparece en la ec., (1.63) B “":f"“
S(a)‘L“S\ =0 , . X (1.71)
lo cual es equivalente a suponer que 1a_'erj£ropia es una canti-
-dad local que queda expresada correctamente por. sf‘ [n(ﬂ)],
es .decir, por la entropfia del fluido en una fase, evaluada en
~la densidad loc‘al n( ?. ). o
Con las suposiciones ind.icadas en las ecs, (1.69) y (1.71) se -

tiene que la ec. (1.72) queda

Gy = & ne?y] + u&u SI’_ (P - nu"ﬂ% (r' nm)
(1.72)

' Uzcv')df’ + e 3
en donde se hizo el cambio de variable
> ! - -
=" Y =YX
Se puede obtener la forma de 1la expresbic‘m propuesta por van
der Waals, haciendo un desarrollo n(?-‘r?')en una serie de Tay-

lor alrededor del punto ?,

NE+EN = n(?) + U + LD ) 4.a s (t.75).

y truncando el desarrollo hasta segundo orden en los gradientes.
Puesto que U, ¥y ga. son invariantes ante rotaciones, la - -

ecuacitén (1.72 ) se convierte en:

f§y =] s B V’ ne (1.74)
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en donde : !
' [ ]
=1 2 afCe ne "N AR (1.75)
b=t S(M g Cry nedugn o |
v

Integrando la ecuacién (1.74) sobre un volumen V se obtiene la

energia libre total

= (L5 [nc®i] A (Inc)* lo?, (1.76)
v : ]
en donde o :
v A ¢ 2 77)
h=- [nc?)’b] --B—ncr)z_
e ey

que Tesulta ser Justamente la utlllzada, en la teoria de Van f—

der Waals, excepto que ahora,‘ademas, se tlene una‘f rma expli :

cita para A, la que es 51m11ar SCahn y H11-

1iard (3 para soluc1one _ofdépende de

la densidad,  es dec1r;s sta teoria genera

lizada de Abraham se pue hecho de que la -
teoria de van der Wééls‘ Antéféuando existen va

riaciones muy pequefias. de

Para fluidos,Simﬁiés,”‘ eﬁéidad}de energia libre

Sf (n) puede calcularse ﬁéando 1as£teofiaéfa§?b¢rturbapiOnes~-
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|
te capitulo procederemos a encontrar una expresién para la
tensibn superficial incluyendo fuerzas de tres cuerpos y utili
zando las ideas de la Teorfa del Gradiente. Asi encontraremos
L}
una expresién para elAparémetro de influencia de tres cuerpos-

usando tanto la teoria de Abfaham para la energia libre, como

la expresidén de Kirkwood y Buff para 1la tensién superficial.



CAPITULO II .

EFECTO DE FUERZAS DE TES CUERPOS

El propbésito principal de nuestro trabajo es el in-

- (._
troducir el efecto de fuerzas de tres cuerpos en las propieda

des de la interfase. Hemo:s escogldo a las dos teorias que --

presentamos en el capitulo anterior paré-lograr este objeti-

vo.- -Al mismo tiempo estoc nog permitiri compararlas, una vez

que incluyamos las contribuciones de tres cuerpos en la expre

5i6n para la tensidén superficial,

Para la extensifn a -tres cuerpos de la teoria Kirkwood-Buff+
Gradiente, que llamaremos de ahora en adelante teoria DMGB1
(Davis, Martina, Guerrero, Benavides) haremos uso del mismo

razonamiento-que condujo en la primera secci6én del capitulo

anterior a una expresién para la tensién superficial de dos

A2

cuerpos (ectaciones (1.57) y. (lrbii)" Es decir, usafemoS‘lé§ffj

teorias Modificada de van der Waals y Klrkwood Buf;, unldas :

bajo el modelo de correlacién 1ocal Para la contr1buc16n de:11J7M

tres cuerpos a la ten516n superf1c1a1 usaremos
de 1a teoria de Klrkwood Buff a tres cuerpos,

sent et al.fg) .

t

" Con 1la exten516n dezla
nuestro razonamiento seré 110era

mos a esta extensién como-la tepraa DMGB2:.d



en adelante. Primero extenderemos a.tres cuerpos la 'expre--
si6n para la tensibn superf1c1a1 correspondlente a esta teo-
ria partiendo de la def1n1c16n termodlnémlca para 1a tensién

superficial (eCUdClén (1.44)), .

Posteriormente, aplicaremos las ideas del modelo de ‘correla-
cibn local, que consiste en hacer desarrollos en serie de - -

Taylor de las funciones de distribucién, truncando los desa-

rrollos a segundo orden en los gradlentes de la den51dad Rea

gruparemos térmlnos de manera que podamos comparar €sta expre

Vsién con la ecuacién (1.46) de la teorfa modificada de van
der Waals y obtener asf una expresién para el pardmetro de
inflaeencia. Una vez obtenido &ste, se usard (1.48) para la

evaluacién de la tensién superficial.

Se obtendran entthésfdbé‘pafémetrbsﬂdé' nfluencia, --

1.- Extensidn de tres cuerpos(de la teorfa Klrkwood\Buff-

Gradiente, (DMGBl)
f

En el capitulo anterior, vimos que la energia libre

seglin la teoria VWCH podia -expresarse como

v

i[;O (n®) + ACD(¥AY? ] d? Len



1o que nmr&%nﬁllahmebpara la teoria de fluidos inhomogé

,neos,”wﬁlﬁnzjﬁéfr}ﬁrm;po se refiere a la energia libre

! delrfluidéien'ﬁna,sola7fase ae‘densidad D(;?) en la re-
Vgi6n-interf$$ica y A es una cantidad que depende de 1a
densidad. Para el caso de una interfase plana, la ten-

sién superficiai estaba dada por

3= n iy e

férmula que puede reescrlblrse como (1.48)

3‘: 2 J (A(wLn)-Ws)‘/z dmn (2.3
hy

en donde U= Wlng)=withy) TEPTESENtE al potencial termodind

mico de las dos fases en equilibrio ¥

whna )) = {o (nc?)- np @4 ,

es el potencial termodinfmico de un fluido inhomogéneo

y/;L es el potencial quimico. En estas f6rmulas nada se

supone de antemano sobre el tipo de interaccifn entre

particulas, son generales para cualquier'potengial;
B

Por otro lado, la férmula cobtenida para la tégsiépf;f7 '
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superficial a partir del tensor de esfuerzos‘implicairj-,T

una forma dada del potencial intermolecular. Si comsi-

deramos al gotencial {J como:

A N -
U= gjul(r-: + Z U (r.j e fet) 0

i

en donde el :rimer término representa las 1nturacc1oneq:n

‘(z,si'k‘



,nldOS usando otras anro*clma\.lones, ‘como ‘son

457"

entre‘paféé y'ei Qeguﬁdo las interacciones entre tres -
.particuias, y si suponemoslque ademds las particulas po
seen simetria esférica, la extensién de la férmula de

Kirkwood y Buff a tres cuerpos para la tensidn superfi-

(%

cial resulta ser

Y= T J(Ee50)do) ncf o) 42

%
4 (3 (2 0) g (7,848, P2 WS dr . (20)
1_u S 35 R !
en donde n, ¥ Ny  son las funciones de distribucién de

dos y tres cuerpos respectivamente:

- ” (2.7)
N, (B+2) = nTInCT+d) 31Ci’,r+3)
N3 (2,73, 7421 = 0 1008y nePd) LA 4 (2.6)

Si utilizamos la hipbtesis de Toxvaerd para la funcién

de correlacifén entre pares:

(j(t AR RS = q (12 ne™)

QRTn= qe¥, @)

ofrece resultados nGmericos que concu

tes casos:



Caso 1.- Densidad en el lugar promedio

(z.il)ji

AR NN IR NG T
2 ;
Caso 2.- Densidad Promedio

(2.12)
3("1?’) =q L= (e FCRIN) ) .
2 2

Caso 3.- Funcién Promedio

qu?') =1 [q(\?-i" LG 3(\ rr\-ncro)]tz 13)

(41)

Carey, Scriven y Davis

zando estas aproxlmac10nes para las teorias de Balance

de Momento y para la teoria: delyy Gradnﬂnte, encontrando
que estas teorfas resultan ‘na -glrecc16n -

particular de cualquier:

La funcién dezcd}? cuer bs;‘én/auseh-
cia de otra aproximaciol "calc‘-{zi'af‘é"dsaﬁdo el -
principio de superpésiﬁiﬁﬂ;de_ i}kﬁoo&iv

. R - (2.14)
st(?,?*g,ﬂs' )= ggs;n(?) ¥g a(s’; n.?)) qe (@) |
Si hacemos Qn desarrollo en serie de Taylor de la ga

y la 93 alrededor de los gradientes de la densidad

("’:ge,‘n'%%,..etc.)’ desarrollamos n( x ‘-S‘)‘n(xfsz )

y n€riea¥) alrededor de 52 =0, 5.'=0, g'=0, vy
nos quedamos finicamente con términos hasta segundo orden

el gradiente de la densidad y todo lo sustituimos en -

, realizaron cdlculos utili--
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en



(2.6), rearreglamos el resultado de tal forma que poda--
mos compararlo con la expresidn para la tensién superfi-
cial de la ec. (2.2), obtendremos de este modo una expre

sib6n para el pardmetro de influencia de dos y tres cuer-

pos
(2.15)
(OMGRY)
- | {3525\ uz) 5 g
L ) g
o)
: = 1 {dddd [352-52) [2ua\ [ L (5.2 4542
Aot s o (25) (B[4 o 0et
(2.16)

(n*3,) xS .
AE) ~ nssiq,]

Estas f6rmulas las podemos reesc ibir usando coorde

nadas polares y bipolares quedindonos:

(om.ei)‘ g ‘ (2.17)
= 4% \ds = dus -
A, - 55—6 S > ds gﬁcngz) >

© s
(onesl) 'z.J ;5 ru .
A = 4 (AW Ldss* Hs's'{ds¥=¥ B (cas®0) by,
A5 3Q / T

o [l _ -,
® shis : (2.18)
-Id;s‘ ah'.s“jds“ st B (sen) b, .
°® o kst

@® o
g Sds s {009 dsose @ Caseirhy
- °

o LI
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en donde

Po(ccx®) =4 o B

Py (s ) = cos By N . "(2.718‘.2)'7 |

B Ccos®) = B ocost@u- L S (zas.3)
2 a . S

- Cos ©y = S st (2.18.4)

FEXY

= - ' su ) (2.18.5)
ho =hy =[2eustss ] 2 (LrRgssisn)

hy = [.33@'03(5,'3"510}EngscS,s,lsgn)] -  (2.18.6)

A partir de estas férmulas puede verse claramente -

- que evaluando las .ecuagiones—('zb:\?) y (2.8) para algiin

modelo en particular,‘_‘rs" p ] i{é"vcalcurlar la tensidn super
ficial con la ecQa,;,i,éjn (2.3)

ca fo(n('v’))- Esto pu

perturbaciones’ (WVA

.siempre y cuando se conoz-
i -

nerse utilizando teoria de

como veremos en el capftulo

ITI.

e
4 b



gy

2.- Extensifn a tres 'cruefpos ~de la-teoria generalizada de

Abraham + Gradiente (DMGB2).

La expresi6n para la densidad de energia libre, fue de

ducida en el capitulo anterior y es de la forma (ec.

‘1.72)

§= -‘isd?a_ (&8 ) =G, 0]V @) 2.19)

2 \ -» - 3 -
+ ';'g' Sd?; SD\E {.HSGI;Q ,?5,&“})‘"3 (‘::;g-;rs ,“Cﬁ )\—J u,(?: ,f-,,,fz.) 5
v v

que para el caso de una interfase plant de 4rea a_ puede .

escribirse como

£=1 SdZ- [oe O, xes) =N U 4
Y (2.20)

s —d -3 . ’ .

+ _\C Sds gds: [, (x, x+sm, 2454 ) —n3] Us

Si hacemos un desarrollo en serie -de Taylor de Np(x,x+Sw)
y de Mylepesexisl) alrededor de S.=g,%=0 (tomand> las ideas
del modelo de correlacién local) y sustituimos en la --
ecuacién (2.20), se obtiene,truncando la serie hasta se-

gundo orden en el gradiente de la densidad,

J:s'_-rji? uz g [ns.ge + ngf 3%-]

1 (d2d (sl +5 2 (o 12 2 (2.21)
+—6-S5 s 395[ (s *)%& +%(s: 4-5..)2171

IO

xl-

! \2
+ NS5 (daﬂ’_.) ]
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Por lo tanto la energia libre total F

f;ad? v (47
en donde {g representa la densidad de energia libre que
resulta de considerar interacciones entre pares de par-
ticulas y {5 representa la densidad de energia libre
que resulta de considerar interacciones de tres parti--

culas, que para el caso de una interfase plana de &rea

clhpuede exﬁresarse:
F= -0y df u ol e ox(gey
+ @ (87 [0 0, v [ng, 58 ()" + (2.22)
° -y Gtesty gy
Con el bropésito de obtener una exbresién para el pari-

metro de influencia utilizaremos la definicién. termodl-

ndmica para la tensién superf1c1al (ecuac1on (1 44)

Y- (ar

oa /v,v,N

en donde Ck representa el, area de la 1nterfase.~’

nando las ecuaciones (2. 221 y‘(2 23),‘ comparando con 1a'

expresién para la ten516n superflclal (2 2) obtendremos
una expresién nara el parémetro de 1nf1uenc1a /\(DMGBZ)
que lleva un superindlce [DMGBZ) con el fin de distin--
gulrlo lel obtenido a partlr de la teoria DMGB1  que -obtu-
- vimos elwla seccién anterior

phéta (2Men2) (dresa)y i
A( \ - N + B, o224y
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~en donde A,}DMGBZ) representa la contrlbucmn de fuer- sl
zas entre pares y A (DMGB2) 1. ge tres cuerpos, T :
(gu;u) 2 . S ,(2 25)‘
R, = -1 (dd s?u, g\_!,x\_ﬂr.)
13 dn '
(pnes)

= d“' R+ Sx? d(hzl | 2.206
As ,%:S‘*SSSL(“ VR 29

~-Q NSk S | U3
| g, "5 |
- Las expresiones anteriores pueden reescribirse usan

do coordenadas polares:y bipolares de la siguiente mane

ra que resulta mis sencilla de evaluar

(onee) |
Av = -T fdsstns dlwa @2
(onosz) P
3 - (_z*n) S 53@4 o dsn g¥ 03 d (nlga) Po(ms Q)
o \9-5!
- Idss;deS,&fdsnsﬂng u3 (me,) (2.28)

en donde f(os®) y £ (&) son los po‘li‘nomi"os, de

Legendre.

Se puede ver que las expresiones para 105 parémetro‘

influencia (2. 17) con (2 27) y (7 131 con (2 28
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esperarse pues el parametro de influencia para el primer
caso proviene de haber considerado al tensor de esfuerzos,
mientras que el segundo resulta de considerar a la ener-
gia libre. Otra diferencia notable es que la expresidn

para ‘&(DMGBI) contiene tres términos, mientras que

A}(DMG B2)

Cos que aparecen en sus expresjones son distintos.

s6lo contiene dos. Ademés los factores numéri

Sin embargo, no obstante estas diferencias, se espe
ra que el efecto de estos parfmetros en la tensién super-
ficial sea parecido. El andlisis de esto es, en parte,

el objetivo del siguiente capitulo. °

“(Lhi .



CAPITULO IIT

METODO DE CALCULO Y RESULTANOS:. .
1.- METODO DE CALCULO. -

Con el propbsito de evaluar la tensién superficial uti
lizando las teorias que acabamos de presentar en. el capitulo -
anterior, hemos escogido al potenc1al de Lennard- Jones para re f

presentar al potenci‘l 1ntermolecu1ar de dos cuerpos y al po?
(12) . ‘ :

-tencial de Axilrod-Teller-Muto erpos'"f

Queremos hacer hincap:

el potencial de Lennardebhe
como un potencial bona-fidéﬁﬂe 1f1é,sumamos
el potencial de Axilrod-Tell méﬁéré podemos

evitar la confusibn conceptual 1’p6téncia1 de

Lennard-Jones como 'e1 po

Las teorias presenrad&anos

ficial a partir de la eCU3C15n (1. 433,'7*“:Q?%Q',aniéglr?'A'
e cL T
¥ =73 | (A (@er-ws))® dn

Ng N
que requiere una expresién para. f (n),  es dec1ri

gia libre del Eluldo homogéneo.. Esti enerqia_llb
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En este trabajo escogimos la expresidn pafa la energia
libre que nos ofrece la teoria de perturbaciones de WCA (vease

capitulo I)

F=F -3 A A rilanv 4 40t
Nz‘- (\_‘1‘\1 O
e o (3.2)
+anes [pue 9,7 ne) 5= ds
00 0SS Q)
+ar n"’S ( plslsis) 9,7 (58, 50) 58's" ds s’ ds”

3
© o Is*s)

M= A [___b_____ 1 (3.2.1)
a2 T lzrmerizl d o

h = 662 =i0°% erges e (3;2.‘2')"'

me 3 g L e
602 » (0% SR e

K= 138-10" eqgle’

n% = n4?

lingtlo) par"la energia 11b1e del s1stema de esfera

y hemos usado las 51gu1entes aprox1mac1one<



™ -o U,
D g7 s,0m %Y, s,nm et (3.3)

D s = R0 P

La primera utilizando la aproximacidn sugerida por WCA (véase
primer capitulo) siendo d {n*,T) el didmetro de esferas duras

que resulta de la condicidn:

fm ';H
J r? jﬂ’(r) dr = Jr’ gPuel f’(r) dr (3.5)
° ©
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La segunda consiste en el principio de superposicién de XKirk -.

wood, los valores de () fueron calculados usando la solu-

ci6n numérica propuésta por'Thrqdp'y‘nearmahC42)‘a la ecuacién

de Percus-Yevick. . po ales, como mencionamos, seran

1) Lennard;Joﬁés

2) Axilrod-Tel

©El primero estd dividido al estilo de WCA: .

,bu&): @:Ud () + pe s¢ A W/d) (3.6)
e U = -:-Be 54(2% ofd) -

= AU S 7 (2% /d)



Tse

con
5.8y
o= 5[ (6 - (@] '
en donde se han utilizado los parametros
€ =19.8 , T=3.405 A .
El de tres cuerpos estd dado por
E)U (S:S': ) = é_Y_ 14 2 0sBq 5B, o583 R (3.9)
di Cs 8,813 .
(46) S
Y= FRA 7o' ens Pf* , (3.9.1)

cos By — iﬁi‘i‘z )
ass’

25 st

ws es = [————'L-—-—s.z st% S'] o

asigh

S?. nﬁ._ 2
s 8, = [___+_s___5] ,

El pardmetro de influencia segln la teorfa DMGBI fue té»litulwadd ~

a partir de las ecuaciones:

Sl
1) Dos cuerpos: (rﬁecuacirt-i;lf -(2.17)) ‘
(resn) (3.10)
%g_s - 4T Sas o d[e,u"(ss] j,(n* 3:‘)cs,nt)\
2) Tres cuerpos: (ecuacidén (2.18))
(oMo, o @
by = 4 Gn ot fous fare Qued b 1)
T 5 : .

A 6 19 i



ST

sl+s

psﬂ ds! s'® ,(ds” s ﬂ(cos 84) hy
Is'-st
Si4S

ds' o3 Ids" s P(cos6 4) hz

Is'-s!

+ jdss*_

S——8 °

con R,(cose.) =4 S 3011

filas®) = o, C ain

Ruo - gesthop Ceann

Ass!

=h, = 3 ! s | o @ v '.:.V—
bo= he [.é;e%.s,sﬂ [5?;.(&“ o @,s,'s,n'«gj ,Ceu8)

Y ) = '
h‘ = [33_5 eus(Slse 5“)} [h* %'-5 ('3' 5’,5"'“* )] ; (3.11.6)‘7

en donde tambxén se ut111za1on 1as mlsmas aprox1mac1ones para

la funcidn de correlacién que 1a energia,

libre.
E1 parémetro dé:}hfiﬁéhéid eglin la teoria DMGBZ estd

dado por

1) Dos cuerfss: (ecuacibn (2.27))

(nncm

as

DA, Ids s RUE d (n*(}m(b ) G



2) . Tres cuerpos: (ecuacién (2.28))
s'4s

QA _ —@em?l (dss? (de/s (do? s Flasbi) Ko ,
'd?i" '*{Tse‘:;s:j-snss o . (3.13)
Ids s Tds' st ds" st B (wsba) ka\] 5

£
Q(COSBq) y Pq(use4 ) deflnldos como en el caso de DMGB1 y

Ko = E,us(s g, sv) [d (ﬂ“‘ B)(S‘So.sn n.)} , (3.13.1)7

. z{ - ﬁd‘s (S.S"S“) [n.. gd(” CS'SI’SIIJ nd)] , (3'13‘ 2) .

El potencial termodindmico esti definido (vedse capiturloy IVI':,:"_se_q_‘_j g

cifén 1) por Lo
i

w=EF _np

v » | (i

en donde ' . S (315) o

/«— ’a(F/v) _

La expresién final para la tensién superf1c1al escrlta en for- '

ma adimensional

n} . S 3.18)
¥= 13 | (Ao g Y dat

]

en donde hemos definido:
(3.16.1);
nt = ne? ” ‘
' : (3 16 2) -

wr= wel i

\
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AY = BA ‘ (5.16.9)
as : _
-(3.16.4)
3 = wa?
T

La evaluacibn de esta tensi6én superficial requiere ob-

viamente la elaboracifn de un programa de computacisn, mismo -

que se incluye en el Apéndice 3. El1 cilculo present6 los si--

guientes problemas i:‘portantes:

*éj'

b)

c)

d)

e)

a) 

limites de integracién en,li

Minimizar-el- tiempo d

Seleccidn del corte adecuado en sustitucién del limite

que aparece en todas las integrales,

Cdlculo del didmetro de WCA, es\decirLé
cién (3.5). '

de’la ecua-.-

Evaluacibn de integrales del tipo:’, S
® S’+s St : “‘i

o0 G -
Ids fds' jds" K (5,5, s") BERR o Ban.
° [yl EREEE SO

Resolver el equilibrio liqu1do vapor,{con el f1n de dete:r"'i

minar las densidades de coex1stenc1a que aparecen “en los.

expr s16n para 1a 2.

Se realizaron:va



b)

c)

I

I1I) Cuando puede estar éntre las

Se utilizd el algoritmo propuesto por Verlet y Weiss
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libre con diferentes cortes. Se observdé que la funcidn -

. e . » - .
se estabilizaba a partir del valor ¥ = 8§ ((h:&) es decir

°
para distancias del orden de 24 A. Se escogif este valor

para el resto de integrales.

\

(43)

que simplifica enormemente el cédlculo.

Para resolver numéricamente las integrales del tipo (3.17)
dividimos el dominio de integracién en 5 regiones, en la

forma que Larsen, Rasaiah y Ste11(44) basados en el método
de Sinanoglu(4s) lo hicieron de acuerdo con las posicio--r

nes relativas de las tres. moléculas que interactfian simul

t4neamente. Llas flguri I'y 11 1nc1uidas en el apéndice 1

muestran las dosApos; II;dadqs;

Cuando la tercer 'ﬁuede.es:ar,entrg otras dos.

tras*dos;--

)«

sibilidades se 11ustran en las flguras III y IV (tamblen en el

mismo apéndice).

El hacer esto nos redujo las integrales con lfimite de'valﬁ;“ag

soluto a 5 integrales de la forma:

v



olas

' »
1= jads s(ﬂﬂ‘.‘-" Z“ds" His,s, ') + Sf-\s dS‘ gds" H(s, s s
i

i s she
0

' 1
2 ¢ s P H(s st
+ {as fae §ds" Heshsn) I"s ) XdSl ‘
I sh sk *
w s 5*3,
+ sds(dg IQF” H(%stu)
’ > 8- [}

ﬁl disefio del programa de computacién para resolver estas iﬂ :

tegrales triples fue realizado por la autora y sus C°13b§?a';

_ dores.

d)} El é&ﬁilibriobliﬁuido-vapor'necesario para determinar.ias

- densidades de coexiéténéié ’ﬁfeséht6 problemas &ebido a
la ausencia de un adecuado método de der1vac1on numérico.
En la zona del liquldo, 1a energia libre variaba muy len--
tamente en contraste con la zona del gas en la que la - -
energia libre variaba muy rdpidamente de manera que hubo
necesidad de tratar a las dos regiones con métodos dis-

tintes. Se probaron tres métodos:
- Diferencias centrales.
- Diferencias hacia adelanteéi-« -« ow oot ot o T e

- Interpolaci6n de Lagrange,‘;.—~:

Escogimos flnalmente este ﬁltlno par:

pero con dlferentes parémetr’




de ‘FV&MMFUK) pués ya cerca de la densidad.del liquidbifixﬂiniia

se nos hacia negativa,

e)

El Gltimo problema importante fué el de tiempo de miquina.

Se optimizé el programa pero alin asi el cilculo de la ten

sién superficial consumfa 21 horaspara cada’ temperatura,

utilizando finicamente cinco puntos para integrar la expre
sién (2.3). Este factor trajo como consecuencia, la limi
tacién del nlmeio de puntos de integracidén en los integra
les triples y en la integral (2.3) y de realizar cdlculos

para mis de dos temperaturas,

74

N

4
v

62



2-  RESULTADOS. -

A céntinuaciéﬁ présentamo_s los resultados obtenidos
para la tensifn superficial para dos temperaturas distintas.
_ Los‘sﬁperindi_ces DMGB1 y DMGB2, se refieren a nuestras teo--
rfas expuestas en el capitulo ﬁnterior. El subindice 2 y el
2 + 3 se usard para interacciones de 2 y 2 + 3 cuerpos res--

pectivamente.

Tabla 1.- Tensién Superficial para T°=0.75 (¥ en dinfm’)

R : LTy onee! - DheLa o6,
N? Pts.de Integracidn va‘ v va; I )‘n. a3
' 5 16.41 16.34 12.73 11,97
J
10 . 16.61 ($) 13.08 ($)
Tabla 2,-" Tens'it‘)‘ﬂ Superficial para T'= 1.2 (%n din/om)
: B : B Dhesl on6si .m,uz 682
N? Pts. dfe,-“ taciﬁn xa. xu; P . }:‘;;
5 3.79 3.79 3.01  2.93
3.90 ($)y 311 - (8§

"( $) Se reflere ‘a 1a 1mp051b111dad economlca de
: : ek rdlculo.
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Notese en estas tablas como los resultados con la teoria
DMGB1 para la tensién superficial son en todos los casos mayo

res que los obtenidos con la teoria de DMGB2, .

Presentamos también los resultados numé&ricos para los
" ‘par8metros de influencia a densidades intermedias de las de

~
.

coexistencia:

Tabla 3.- Pardmetros de Influencia para T* - 0.75
DNGR) Do ) M6 me62
ng3 ( BAz/o5) (Bhylgs) (ehk?) (64 h3)
.1568 8.2096 -.0079 4-3887 -.0882
.3008 7.5963 -.0180 4.4858 -.1860
4628 7.2263 -.0330 4.7991 -.3225»‘f
.6158 12.2759 -.3578 7.5278 ., . -2.3989
Tabla 4.-  Parimetros de Influencia pafa ™= 1,2
oneRl . PHGEy bnepr .. il
ne® (BR/os)™  (Bhafes] ™ (B} L Bl
.1781 4.8122 -.0041 2.7140 - -.0635 "
.2814 4.7859 -.0079 2.8619 ~,1120 -
.3846 4.5973 -.0125 2.973¢ [
L4878 ;41957 -.0174 . | 3.035
' p e ;
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Se puede observar en las Tablas 3 y 4 como el parime
tro de influencfa que contiene Gnicamente las intergcciones de
tres cuerpos: (pAgﬁjs)(DMGBl) y q1A3/o‘)(DMGB2) aumenta confor-
me uno sé acerca a la regién del liquido, lo cual no sucede -
ne;esariamente con qué/cs)(DMGBl) y»Q5A2/615(DMGBZ)_ para T*=

0.75, por ejemplo, (pAz/Gs)(DMGBl)

oscila mientras que ~-- - --
(pAZ/G‘)(DMGBZ) aumenta conforme la densidad aumenta, incluso -
notablemente para uvensidades altas. ParaT*= I.Z(BAZ/GSJ(DMGBl)
disminuye conforme aumenta la densidad en contraste con - - ...

(BAZ/CS)(DMGBZ) que aumenta en ese caso. En consecuéﬁcié;flo;'"

parimetros que se obtienen con las dos teorias reSuifén?difet§i

zas de tres cuerpos

De hecho LBP encuentran para las temperaturas con que
trabajamos nosetros los resultados que presentamos en las Ta--

blas 5y 6 .

:

B

&y
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Incluimos en €sta, los resultados experimentales para el Ar-
gén: )“’P 3y los resultados de un Mont'e Carlo con el ﬁotencial
de.Lennard Jones(6): *J"‘ ; los resultados de LBP usando ni--
camente el potencial de Barker, Fisher y Watts (BFW) .(11?:
b“;&p ; los resultados de LBP usando el potencial de BFW y
el potencial de Axilrod-Tell".l.er-Murto E{‘%Pby nuestros resulta

dos, con el fin de realizar una comparacibn entre ellos.

No incluimos en estas Tablas los resultados de (pSU) )'fi«
que ellc;s s6lo reportan para T™ = 0.71: -v£=‘4-§d?"/wAl compa
rarlo con Bf:“= 13.7 din/cm (usando el potenc;,iai de BFW), éor
lo que )’::' - 9.2 din/cm lo cual empéora la concordancia con

214 : s
el experimento ( ?" = 13.4 din/cm). Esta comparacién no es -
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significativa porque no se toma en cuenta la-contribucién de

la capilaridad a la tensién superficial ,

nuevamente el valor de la misma.

Tabla 5.- Comparacién de nuestras:

(¢ en din/cm ) para T - 075

Xaup zram“' bixmsu -vg,p | _B‘m’:
715.38 ‘16.41 12:73 13.4§;J
S |

11.48 16.34 '11.97 X

Tabla 6.- Comparacién de nuestras teorfas con otras

(TM=1.2) (¥ en din/cnm),

i~
ES
Yot

(1.4 onee b1 [1YA et H
wﬂ. ?a. X‘a 3\ 29 C_
. 2.86 3.79 3,01 0.75 227
v0f pnapd LT
ns ars an
1.4 3.79 2,93




Tabla 7. Comparacibén de las teorias para fluidos inhomogéneos: LBP, PSU, DMGB1, DMGB2.
Caracteristicas LBP . PSU DMGB1 DMGB2
Teoria Toxvaerd Kirkwood-Buff Kirkwood;guff Abraham+Gra-

. o+ Gradiente diente.

'Perfil de Densidad Toxvaerd Fowler. No necesita No necesita

(Tangente hiperb6lica)

(Perfil escalén)

Potencial de 2
Cuerpos

Barker, Fisher,
Watts

Barker, Fisher,

Watts.

Lennard-Jones

Lennard-Jones

Potencial de 3 Axilrod-Teller-Muto:’ , Ax11rod Teller- Axilrod-Teller Axilrod-Teller
Cuerpos Ry B ! Muto -~ Muto Muto
Funcién de distri- ’Dﬁfﬁé‘éipérimén- }Throop y Throop y
bucién radial: tales:de Yarnell ' ;

SA4) e Bearman

Funcién de correlac

V7 "1

I incipio de:Superpo
cibn de tres cuerpos 51c16n .de:Kirkwoo

er 051c16n.de

Principios de
superposicién
de Kirkwood.

§9
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Las tres teorias'sohrdiféfénféé % en consecuencia es
diffcil predecir cuil es la hejbf; ;éin:émbérgo, existen en
tre ellas algunas difereﬁcias ihﬁbfténtes'que puedén ayudar
nos a comprender mejor elporrqué_larnuestra difiere de las
otras dos (vedse Tabla 7). -Por ejemple, LBP utilizan la -
teoria de BH y no la de WCA que nosofros usamos. Aunque no
sotros mencionamos en el primer capitulo que ambas teorias
son buenas y resultan complementarias mds que competitivas,
~existen 'evidencias de que 1la téorié de WCA es buena para -
densidades mayores a n*= 0,65, ' De hecho Davistl)' se cues
tiona al encontrar discrepancia entre sus resultados para 3E,
usando teoria MVDW‘y los de din@mice molecular, si esto se
debe a la teoria €n si o al hecho de que 1; teoria de WCA -

falla para densidades menores que n®-= 0,65

Por otro lado,PSU usaron h. aprox1mac1on de Fowler para e1 per )

ﬁféé'dependiendo del

corte.utlllz‘ﬁq; articula: ,>;,'= 6.7 3:_= 13.3Sdin[

cm utilizando,ei;ﬁggénéidl = 10.9dip/cm
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para la func16n de correlacidn de tres cuerp s

los errores propios de esta aprox1mac16nrr Sin embargo, nosg
tros utiiizamos la superposicién de g en el calculo de ,
~ Esto puede introducir una diferencia s1gn1f1cat1va en el cal

culo de 'UB debido a que As es mucho m§5—sen51t1vorque,1a

energia libre a aproximaciones. Ademds en el calculo de A3

entran derivadas de 93 ( ver ecs. (3. 10) 3112) y-

(3.13). Seria interesante usar una aproxin tiénxQUe‘arbaja

densidad sea mucho mejor que 1l - e.Superposi-'-

cidn para evaluar el efecto de la uestro cdlculo.

Creemos que nuestro cdlculo

nificar que 1la aprox1mac1on de Klrkwood esté afectando los --

resultados a bajas densidades de AB y por lo tanto de?@.

-0
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Ademds de los resultados anteriores obtuvimos algunos
para el caso del modelo de‘vah &ér Waals‘ (g=10,1 para '(‘-Ld 3'“‘)

respectivamente). I:sto 1o reallzamos analitlcamente y: numéri-

camente, La 51gu1ente tabla 'resenta algunos resultados para

la temperatura T*- 0. 75

Tabla 8.- Tensién superf1c1a1 para el caso 3 = 0,1 para

rl-dh rod respectlvamente.

6
No.de Pts.de X”““‘ ¥ DRéE) b,W 82 DHEB
Integraci6n. 2 243 Y 843
10 - 3.4 | 3011 | 2.3 230

en donde al igual que los ‘ca‘s'()s_a?prresen;adp’
mos que el efecto de t'r'es‘cueifpoézﬁ
muestra que las derivadas de las. Q'S;ﬂ

la causa de que el efecto de tres cuerpos

para el modelo de van der Waals estash'son.:cer
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3- - CONCLUSIONES.

En este trabajo se calcularon los pardmetros de influen
cia de dos y tres cuerbos ﬁara las teorlas DMGB1 y DMGB2. Los --
célculoﬁ para la tensifn suﬁerficial incluyendo fuérzas de dos y
tres cuerpos resultaron ser brécticamente idénticas que los que -
obtuvieron considerando Gnicamente interacciones de dos cuerpos.
Este resultado esté en desacuerdo con los trabajos de LBP y PSU.
Sin.embargo, es diffcil realizar una comﬁaraciﬁn éntre estas dos
teorias y nuestro trabajo, en ausencia de una simulacién de Mon-.

te Carlo que incluya interacciones de dos y tres cuerpos.

El uso de‘potenc1ales truncados y el método de deriva-

cién numérica utlllzado con la aprox1mac16n de KlrkWood

pudieran con51derar '05151e5;fuentes de error en nuestros

cilculos.

Queda 1a p0515111dad de qué lavmxs teoria del Gra- -

diente no sea aproplada a nlvel de tres cuerpos, ero‘como ya lof}'

mencionamos antes, &sto no podré esclarecerse hasta tene. datos
"experimentales" contra los que comparar (p. ej{ una simulac16n

con Monte Carlo para tres cqerpos).



Este trabajo se puede exfender, puesto que se ha dejado
marcado el mecanismo, a el célculo del efecto de fuerzas de tres
cuerpos en el tensor de esfuerzos y el perfil de demnsidad.

La inclusién de efectos de capilaridad podria también ser motivo

de una investigaci6n futura.



APENDICE T

Se incluyen en este Apéndice cuatro-Tabléé due'"
permiten aclarar la sustitucifn de una integ131 ﬁrip1e‘dé -
la forma - o |

00 00 Sis
fds Ps’fds" H (s, s!,s™)
(] 0 {g-sti

por cinco integrales con lfimite ya sin va16rﬁabs§}gto de: -

- la forma:
i
~ 2 st s¢ \
] | jd‘ [J"jds' H (s, s, 5m) +
[ s'u
. st [ds'[ds H (s s, s") +
o [ ¥ slg
S8 sést

_: fa’s fds'jds"‘ H(s,5,5%) +

W, [ds fds fds" H(s, s s ') +
" -5'45

B [Js[ds [ds" H (s, 5 s%)
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APENDICE 2.

Para resolver el equilibrio lfquido-vapor se re--

quiere que tanto los potenciales quimicos como las ‘presicies

sean iguales:

M (ng) = fl(ne)
Py =Py

Para determlnar/ﬁL(n Yy P (n) se requ1eren der1f

vadas numéricas de la energia libre de Helmholt;f-7E1,métqdo

de derivaci6n utilizado fué el de intefpo}ééid efiégfaﬁge.
Este m&todo utiliza un pardmetro & que dépdﬁdé éffé_forma de
la funcién que se va a derivar. En pafﬁ P Ia resolve1
el equilibrio liquido-vépor en este tré
rémetros diferentes dependiendo sifsé

seosa o la’ liquida. Esto se_debid,

energia libre con respecto_§ 1a;§ens1dad

" de la zona (lfquido o Vapro).r(Véésg{Eig

tlllaaron pa-"j

e



(o

Fig. Al.

gas. Y o, el de la zona ‘del lfquido. /u';e?}éééﬁt

c1al quimico (/u Q/A/&Ta3) ) ) "P B a"iékﬁ}eélén'

Tesulta-

T

y el sub*nd1ce % Sl se refiere al potenc1al 6 prec16n del

gas o xiqu:oo respect1vamente.



8()

Oy [Xe | Ng | g Mo | M% Py P

212 |.0038 |.7570 | -.3200 [-.3200 | (.373107% | (.96)1072
2| 3 |.0050 |.7814 | -.3223 |-.3287 | (4932072 | (L48)107?
2| s |.o082 |.7588 | -i3265 |-.3202 | (.41)20°2 [ ¢.a1)1072
2| 25 |.0038 |.7688 | t.3m107? | cany107?

que como se ve en la Tab;é:A;; habia“ngigs;pqgib;;i@gdﬁé)J' -

~ L4 selece 67 7d6l “equi quido-vaper (puesto

fue hecha ensbase a su ufilidédfeh“la £6rnula paré'lalténsiéh"

supérficial:

ne
Ya.
d = ﬁj[A (W) -wegd) ] dn
A

El pardmetro de influencia es positivo dentro de la interfase,
luego entonces(Wn-wWsydeberia de ser positiva para que tuviera
sentido sacar raiz cuadrada a A(w(m-wg). Y como:

win = _\F7 - npm - wg = wng)=w(h)=—p
en dondeJ/L, Yy P son el potencial y presi6én en equilibrio.
‘La seleccién inadecuada del equilibrio 1liquido-vapor trafa co
mo consecuencia una inconsistencia en el signo de (Win-uY) .
Finalmente, para las temperaturas con lés que trabajamos - -
(T= 0.75y T 1,2) seleccionamos las densidades de coexis-

tencia que se presentan en las Tablas A2 y A3.




81

X e | My | Me | My | 4% | g e
2 | 25 | .0038 | .7688 | -.3200 | -.3202 | (37)107% |(.24)107 %

Tabla A2. Resultados par.. el equilibri

¥
o liquido-vapor para 1 =043S.

Ic :

Og |[Ke | Mg | Mo | Mm% MY Pa Fi
2 | 15 | .o0749 | .s911 | (-.2808) [ (-.2808) “(;§S§o)1071 (-.593)10




APENDICE - 3

+

El programa de computacidn que fue neccshr*o clabo

o

Cica

rar para el c&lculo de la tensién superficial requlere
mente como datos de entrada los resultados dei equilibrio

liquido-vapor para una temperatura dada:

ey

= r%ﬂ":‘} ' - nq_" :.nQU-B

M
%
Pq

/J. /et /1: _-;/ug/n-r

Pg"’fﬁ/ﬂ L P a3 kT

W

Este equlllbrlo 1iqu1do -vapor se. puede resolver

utilizando el programa de computac16 qu'i

nal de esta seccidn.

I

Por el momento explicare

tro programa general'para:él

El programa consta de la

GMAIN/SURFACE (AGMAI'N/S

Es

resultados @?1



.la cual se desea calcular la tens16n Superf1c1al para el caso

dela teoria DMGBI‘&DMGBZ)
GGAMMAS SURFACE tAGAMMA3/SURFACE)23'

ra la expre51on

[

En esta subrutina se arma todo el 1ntegrado
de la tensidn superf1c1al para el casodela teoria DMGBI

(DMGB2) '

DWCA/SURFACE = s oo & oot o o

‘ ialteo-'
ria de perturbaciones de Weeks- ChahdleriAndersen(%s

', segin |
(43) e

el algorltmo de Verlet y Weiss

BLOCKDATA/HSYMIX
CUBIC /HSYMIX
FLAGR /HSYMIX
GDCOMP /HSYMIX
HSCORE/HSYMIX
HSGMXZ/HSYMIX
HSYMIX/HSYMIX
XTABGD/HSYMIX
XTABDN/HSYMIX
XGINT/HSYMIX
XDLTAB/HSYMIX
SOLVE /HSYMIX

Paquete de subrutinas que. "Qdé“ébffélaci§n o

entre pares, segﬁnVIéis

(42)

Bearman a la ecuacib

83
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Escrito por el Dr. Douglas Henderson (comunicacién personal)

J
4
DHSY / SURFACE ¥
L P RIS E e (e
Calcula la derivada de la funci6n de correlacifn entre pares
con respecto a la densidal L
~ CORRF/SURFACE - ~—---- e e B

‘Subrutina derinterpolacién,pAraflaif@ﬁ;iénfdeudqrfélacién ‘

entre pares. R

DCORRF/SURFACE

Subrutina de interpolacién de las derivadas de la funcién de
correlacién entre pares ‘ ’

i

POT2/SURFACE
POT3/SURFACE

Potencial de dos y Eié;?tﬁéfpésfféspectivéhente (Lennard-

Jones y Axilrod-TellQrfM@ﬁdji' ;
' it o

i



gs
DPOT2/SURFACE o ' '

DPOT3/SURFACE

Derivadas de los potenciales de dos y tres cuerpos respectiva
R T T em e =

mente,

FREE2/SURFACE
FREE3/SURFACE

la teoria DMGB1 (DMGB2).

CT1/SURFACE : " (ATI/SURE
CT2/SURFACE A

ACE)
E)
CT3/SURFACE ’

Integrandos de los términds~qqé?apate;en’en”la expresién para

el parimetro de influencia ségﬁq é@fié‘DMGBl (DMGB2)

SDR / SURTFACE
S8DR2/SURFACE
SDR3/SURFACE



Subrutinas que realizan integraciones SDR 'para la -
integral de la. SDRZ para las integrales sencillas que apa-
recen en las expresiones para la energia libre y parimetro

de influencia de dos cuerpos. '

SD3. para las integrales triples que aparecen en las expresio

nes para la energia libre y pardmetros de influencia de tres

cuerpos.

F1/SURFACE, F2/SURFACE, FS/SURFACE; F4/SURFACE

F5/SURFACE, G1/SURFACE, G2/SURFACE, "G3/SURFACE =~~~ oo

G4/SURFACE, GS5/SURFACE, R1/SURFACE, R2/SURFACE
R3/SURFACE, R4/SURFACE; RS/SURFACE, S1/SURFACE
S2/SURFACE, S3/SURFACE, S4/SURFACE, S5/SURFACE

Representan_los;lihiféﬁidé‘int'g:”’ 6n-de las integralés tri-

ples.

36
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R
r - . j st e
5;‘AE(I?!J“_&VE‘IO123456V590J11345L7ﬁ\7'0IISAEEIBQL'|2345|}7E’JDI? 4567;&!#0l.’)l&ﬁ?ﬂ?ol?!l?ﬁ’

IE/L GMAIN/SURFACE yAPAXR/E/L.
27-482-20 028,01

“C | PROGRAM |SURFACE LINPUT,0UTPUT}
| IHPLICI1 DCUBLE PRECISIONCA=H,0-2)

i COVMOM/EROP/F s MUsCHP yOMEGA sOMEGAB s T4RH
i COMMON/ZEALIN/CP,CPLyCPG,PL PG
© COMMOMN/HRIK/KRIK
]

4

|

1

o

COMMON/ JPR/IPR
COMMON/FARAM/RCUT Y RH4EPS2 4SI1G,PI JALAMB A ‘ ! Slded
COMMOMNZVINF ZVINF ] . - NI SIRE SRRSO REICT B AR
COMMON/AYZNY, NY!.Xl.Nll.NZZ.ICORRD -
COPNONIKPTSINPTSZ NP T153 T e e
COMMON/CNUIRNU.RRQU _
DATA EPS2/71194800/,P1/3.141592653500/4HP/646260=2T2y = | o™
BK/1.38320- l&I,AHI39.9SDUI.AN16.02217D423/vRNUI73-20-12/

EXTERNAL GGAMMA | ! .

14 SPCCYZICATION FOLLOMS DEF!NE CR DATA STATEME M Al
PRINT 2/ : B
FORMATO I, T, 3X, YIPRY 43X,y "SIGHA®, 3X, B s et AR

INPTS 2% 3%y "NETSI",2X,*KRIK®)
READ 3, T4 IPR,SIGyNPTS2 NPT S3 KR IK
PRINT 34T,1PRySIGsNPTS2 NP TS3 KRIK
FORMAT( .

l"l [

ET LIN

N

oy

NPTS4=S : R
AY ES L} MASA ATOMICA, RNU LA CONSTANTE DE AXILR

ALAME LA LONGITUD IDE ONDA DE DE BROGLIE Y RM LA"
HINIMO ?c LENNARD4JONES, TODO EN cssJ

Xz RaXa)

AMZAMZAN
RNUZRNU /BK A THE FS2
P ALAMBZHF/DSQRT( 2, Uu#PI#hM#bK#?#EPS“) S Calte
;T | ALAMBZALAMB®1.D40§ R R R S e RN SEN] ST
: RM= Z.DUT#KI.Dﬂlb.EDleSIG RO SR A

2 C - . e (SRS A R
Lo POR AHOTA E£r PRCGRAMA SOLhPENIE LLAvn;A GGAHHA FARA vER

I LOS VALORES DE LAS INTEGRALES EN F Y EN C -

-
t
'
!
r
i
i
i

L PRINT 5 . . 4 T
‘ £ FORMAT (5X s *ROL"+9X3"ROG*s8 Xy *DRO tRO=NZY*SIGX 43D ") e B :
READ 3, FOL,ROG,CR PR NS A 603 . LTS
PRINT 3,ROL,ROG,0R0 : S A
b . MUZ<TRUf - . e Rt L i v ko) Pt aciet
C32$32 T-0.75 . ) ¥ : ;
! CP=-t~e22826876815562547300 13SIG*#3 R e e i
e l OMEGAB= -, 72‘#3998&38“1563‘080-2) : = : R
< Cesss 131,2 | | . e E e E ] S
Ceag CP'!r.2eu7630243317un9ufon)cszcaoz . o ST |
- C¥%3 . OMEGAB=(-.59056858491003u5950-1) oo T Bl EIDLERSES
HU—.FAL(E. ol 3 H

C
C 'IN]EGRA?ION DE. LA JIENSION SUPERFICI aL
c |

GAMAZ snFtsGAnMA.ROG.RuL.NPTSQ) B R S )
: GAMAZDSCRT (2.D0 J¥GAMA | » SRR S St (e e
L=  GAMAZ GAP&*(T#EPSZ#EK*I D16/S1GA%2) e R UENS PR o i
- PRLS"OPEGAB o ) : e e e T e
: PRINT 6)7,RCG,RCL JPRES, GAMA | B e s el TS
6 FORMATI//,SU% %)y} PARA T=*4F643,° LOS DATOS CE EQUILIBRIO®,

: i i .
_*LII-Q(‘\Z!J:n,‘=9\II31‘3-“46’&qﬂll?l‘bﬁiﬁﬂniiFlﬂbu!ﬁﬂﬂ!l)34‘:!,7390[17]4'56759017]151.'73‘)01?]‘557

" FVCT



o ‘ Cyisereeolizaeveren]i st e b0 0|12 34567686[1:34567 898 1'2::"4"'5}';7':;55346 T
o * SOb *»/s* ROGZ*,G12.61° ROL=",G12464" F=?,G12.6
) i *+/4|" Y LA TENSION SUPERFICIAL E§°+G12.6) e
STOP . R
ces! DEBUG |INITIPRES
- END

D DBANK 52

A
P
H - - i

!
) TR NS N
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booe e

crnacfiareseragofiziasereiooliausernvufiesaserson|trraner a0t 239867 890{r 2386 2800|1230 07"
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i .
8 e;:!;:s.'s:;’sqo|zusb:uoosz:.xsevsan|3145ernqn|zs.s:.srnqn|zsa507u90‘:2345n.r.qq !

JEZLGGAMMA 1/SURFACE sAPAXR/E/ L,
”? Tr82-29 n=177.$
: FUNCTION GGAMMAIRG)
¢ IMPLICIY DCUBLE PRECISION(A=H,0-~Z)
—Csge9s CASO G DIFEREMNTE DE 1} ’
i © COMMON/ZRADIAL/Y(201,3)
, COIMMON/ZRADIAG/DYCL201:3)
i COMMON/BALIN/CF ,CRL,CPG,PL PG
i COMMON/R/ZR(201) i . R
i COMMON/FROP/F KU, GHP JOMEGA yOMEG AB, T yRHO - - ]
| COMMON/UER/OCHP 40 n A ERS R
= -~ i COMMON/UCA/D,2M 1
J
|
i
|

COMVONIPARAP/RCUT!.RRM EPSZ,SIG.PI.!ALAHB
COMMON/ANU/RNU ,RRNU :
COMNON/IYIRY.NY! 21yN11,N2241CORRD
COMMON/ IPR/IPR
©ocomEEh. TI2/BUG BUYL,POT 40R 4G
- ' cownow/nxlux
; © COMMUNZNPTS/NPTS2,NPTS3
- ! DATA X1/1eD0/4N11/1/4N22/1741COPRD/DZ
; " ! EXTERNAL FREL2 ,CPAR2 ,FU,FC,FRCUT1
ATTLINE 19 SPECIFICAYION FOLLOWS DEFINE OR DATA STATEME MY
. i EXTERMAL FREC 3 ,F1461,R1,51 ,F2,62,R2,52
i F34C30R 3sS3eF U aGCU R 9S4 9 FS 9GS5 4R 5455488 ,LT1,T2 ,C13
- ¢ REAL%8 12,112,113
LOGICAL |MU -
DATA RCUT1/8.D0/,NY/7807 1Y 1/81/

i
) | o
€ BaksBI2eey CALCULO [CEL DTAMETRO DE WCA
CALL DWCA(RO,T)

VARIABLES ADIMENSIONALES CRA D

RHO REDUCIDA CRA O, RO REDUCIDA CRA SIGMA -~ |-

H - RCU"G:D Du [N . - -~ . . T P S T e,
RM ZRRM/T v

SV REKWUZRNUZD 229 . . B S PO U
: ALAMBZAALAME/D

—C  dsnsnianen CALCuLo DE LA ENEﬁGIA LIE?E DE REFERENCIA » I

FRIZDLOGURHG) =1,00+3 .D020L OG (AL ANB )
FRSFRE4FRI
PRINT 1,FREWFRIF
| MRITE8)1) FRE,FRI,FR
i FORMAT( 2, 10X, *#2% [FRES®,61547,% FPIZ*,G15.7," FR=?
| IF (IPRLNELO) PRINT 1603 ,RCUTO .acurn.u# S
1003 FORMATI RCUINZY,615e7," (RCUTIZY,G15.7,% NYz*
C
C GENERﬂ TABLA DE Y(R) PARA UNA DENSIDAD FIJA
DR=D.1D 7%

{ RI11)=1.F0

I RE2I)=0.L0

| NI=NY1e

; RR=RCUT{
- DO 2 I=3,N1

26 T oL |l’33501590123456!5901?34567M'90|234561lﬂ9_0l?l‘ﬁbla?\)ll’!i'bﬁ?ﬂsﬂ!?JlSG’b‘i’O 1.4 3456

i
i
! FR[:ETAttu.DD-J.DﬂctrAl/cl.Du-ETA)cvz
1
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577:4;(' 12345¢€2p9 0|V 7
RR=RR*DR
— RUII=RR]| . :
' | IFtIPR«ME4 ) PRINT 1302.1 RL{ID
1002 FOR“ATEY FR1°912491=%,G154 71
z CONTxNU(
! CALL HSYMIXU(RHO ¢X1,M11,N22,N1,ICORRD}
[ CALL DHSY(RHO!
| Do 3 Izgetivy
! RlIi:leoll
Coed DO-3[J=143 -
1T YU, JIzY (1e1,4)
- CrER DY (1,80=DY(Te1,3) -
3 | CONTINUE
| IFUIPRNESO) CALL{PINTA - -
[ 22 £33 % X
CCezssesks CALCULC DE LA [ENERGIA LIBRE DE 0O0S
S Candnasas A
| 12zSDRZ WREE2,0.00,RCUT1,NPTS2) -
- IF(IPR.EQ.D) GO TO 15
: IF(IPR.MCLC) PRINT 14 S
T Cssss ) JO HASTA DONDL ESTAMOS GENERANDO LO
DO 13 I1:Z1,4NYL -
RRRZR(I}
FROZFREE2LRRRY -
RT=PRR%FRR
EPUTZpEXP(-CUD) : : :
IF{IPR« M oe0) PRINT 12,1,RRRyRT,EPOT ,pUl
12 FORMAT{ 12476154 7} s e
13 CONTINU
By FORMATULY I R (RT £¢-Bup) BU1
15 CONTINUE -
: x1z:2.ngsplvnnoa1:
Cux PRINT (16,040 yRHOSETA,FR
— CH% leTEIS.lé)U FO4RHO,ETAFR e
cx%16 FORMAI(I.IGX.'?&# p="* .515.7. RO
37 ETAZ".615.7,° FRZ' ,G15.7
PRINT 3e.Rc FRy11
- WRITE (8 ,36)R0,FR,J12- . .
11 36 FORVAT((,IDX.'*¢¢ RO=*,61547,* FR=",
S (39 PRINT|16€4RHO 412 - -
™ Ce2166 Fopwnvcz.xux.'Ioa RHO= | *,615.,7,*
c:a*t#t#c*c .
Coeguedssx CALCULO OE LA ENERGIAILIBRE 0DE T

12335678301 23456789%0

— CEBRRRIEXXY
FI1=STR3I(FRELE -QIDDD'ZIDD pF]]G]'R 1,51 'NPYS3,

e CR%

k]

cow
Caw |

__c##[

-Cen
Cox
Con|
ce317
Cxx |
[ 234

Csa

_ Cs825

:
t

DA

cwaTcscm¢
1

Fliz=

F33=SCR3IIFREE 3,

34567820

2.,00,RCUT 1,4F3

1237567800

cucRPosf~

SIGUIENTE

0= yGISl’

GlS 1.

IT2s

RES CUER FQS

SCR3I(FREE 351 «D092 D0 sF29629R2,52yNPTS3)
e G34R3,S3yNPTIS3Y

F34=STRIUGFREE 242 4D09yRCUT 1 4Fly G4 RUySUYNP TS3)
F35= SfR}(FREEE.Z-UG|RCUT.|F5pGS RS 4SSy NP TS3)

PRINT i179F31 sF32,F33,F34,F35

FOPMATE® F 31

|F32 €33

FF32F 21¢F 3245 234F344F 35
FF3=FRyUx(S,10724,00)

1324, COB (PIXRHO) 28 25F F3/ ¢

130,00
PRINT!2S 4RHO 13
ronth(/.lox 4
FN-FR+112+13
FIFNS IR C/S1G#%3)

8% RHO =

2liveraoplt2Iare s B00)1 234967890

3.00)

F3y F35=9

'4G15¢7¢°

1238507890

1561 5.7)

1234567890

1204t 890

‘112’

.rlS 7.1

.GIS 7

V61547 44

LTI ET6 90

1234562820

P2 as e g .,

12340

e e o
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5 'B‘;Ol!JlSLIaQOlIZiJ‘bL’S')C1214267590|334&h15’)»'J.'i:v' S

. o L PRIINT - 26 gRHQ F BB ) s e s
—26 FORMAT(/,10X, 332 RHO= %,615.7," Foe 'bﬁ";n
Cox GGAMMAST4DQ P et
Csn RETURAN

_ 1. IF(MU) FETURN R
CZ gDPZ'CPARZ.G .00 ,RCUT 1,NPTS2)

2:C2%4,00%PI/15400 A
PRINT 21,RHO,CC2 ;
—ar FORHATtl.lu!,'ttt RHO= *,G15,7, i otess Y57

C311=SUR3ECT1,1,00,2.004F1,61,R1, Sl.NPVSJ)
PRINT 88,C311
-~ 88 FORMAT |(* CI11=z *G15.7,/)
C3 1 2=SDR3ICTL, 1.50,2. DDnFZ.GZ.RZ.SZ.NPTSSi
PRINT 8%,C312
89 FOFRNAT ]c' €112 *G1S5a7 /)
€313=SDR34CT1,2,.00,RCUTILF3,G63,R3,81,NPTS3)
PRINT 9°,C313
90 FORMAT |a® €313z *G1S5e7 o/}
C3142SDE3ECT1924001,RCUT 1y ru.cu.wu.sn.uprssv
- PRINT 91,C314
91 FORMAT !c' €314z *G15.74/)
_ C315=SOR3ECT1,2, 00,RCUTI,F55655R5 ¢SS NPTS3 I
PRINT 9:,C315
-~92 | FORMAT |t® = (215: '615.7.}I
. PRINT 97,C311,C312,C313,3144C315
97 FORVATUY (€311 €312 (€313 0314 C315=° 1561 5.7
- C31=C3114C312402134C3144C315
: C3ZI:SDF3 ECTC o1 DB 42D 4F1 4G14R1,S 1P T1S )
C322:=5DF24CT1241,00,2.00 4F2,62,R 2,S2,NPIS3}
C323250R3MCTZ42DO.RCUTI4FZ4G34R34S3,NPTS3) -
324=SDR3ICT252.00,RCUT1,F U ,4Gly Ry SuyNPTS3 ) |
C325=SDR3ICCT2,2400,RCUT1,F5,G54R5,S5,MPTS3)
« PRINT 9e.c321.c322.c323.cszu,cszs
~ 98 FORMATE! C321 €322 (323 €324 C32529,561%:.7)
€32:C32]+C322 $03234C224 40325 | _
S C321=SPR3CCTI14p0,2+004F1 WGLaRI,S1,pTSI) -
- C3322SD53(CT3,1.00,2. Do.FE,GZ,QZ.SZ.hPVS}) 7
<o |P7C3332SDRIMCT3L2,00,RCUTYHF ¥4563,R3,53,MPTS3
C334=SDRICCT342.00 RCUTI,F 4Gy N4, SU,NPTSTY
“C3352SDR34CT3,2,00,RCUTI4F5,G5,R5,55,NPTS3
; . PRINT 9§,0331,C332,333,C334,C335 i
©-99 1 FORMATEY (€331 €332 €333 C334 C335:2*,5G1%.7!}
i T3 3: c3310c332+c133+c’3q0C335
. CC'32C314¢32+C33
‘ Pt INT 37,031,C32,C33,CC3
137 FORMATE! €31 €32 €33 ! CC3="44G15.74)
. C3=-4 <D [eRRNUZ (2o CO¥PI ) 322 8CC3/ 15,00 |
- C=(CC2+C3) 72400
PRINT 47,RH0,C3 :
47 FORMATE /o JUR, 488 | RHOZ"3518.7,% C3=°,G1¢5.7)
PR INT 57,RHO,C o
57 FORMATE /910Xy "39% | RHOZ',G15.7," C=%,615.73
OMEGAZ(F- |k0/sxs»¢3)ccp)¢c510cczl S ; "
PRINT 6E,F ,CpP, OMEGA : R SR R o
o8 FORMATC /o0 X, suns ! FS,615474" ~CP:'.Gls;J.’ﬂ(HCGﬁ=f!G'§°"'
GAMATC (OMEGA~ onssnas«to/sxﬁ)cts I e
- PRINT 33,0MEGA,CHEGAE,GAMA | R AT _Jg
33 FORHAT U/, 1ax.'4ca¢ OMEG A= G157, OMEGAB=",015
GGAMNAZDSQRTI(GANAY St :
RETURN I
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|—’7&,,:'401235‘:6'590"]!234,567159051?3155Td“'snl:'iﬁ';hl*ﬂlr.;;.y,-.,

IE/L.AGH‘IH/SUFiACE:APAXRGEILf
£ 8 2m15 55140710 . <

e PFOGHAM SURFACE LINFUT,O0 UTPUTY. '
. SIPPLICIT DOUBLE S PFLCISIOh(A-H.f i

— CCMMCN/PROP ZF yM Uy CPP.OHFCA‘OHEGAB 1
fe CCOMMON/ZBALIN/CP (CPL 4CPB 3! Q. 4

o~ COMMOM/ZKRIK ZKRI K o

}

LCOMMCNZIPRITPR
COHPON/PARAM/RCLTI-RM,
ccnvon/vxvr/vxn 3
CCHPON/NY/NY.NYIiXL'Nll
- - COMMOM/NPYS/HPY S&, NPTSZ
COMHONARIUIRNU PRNU , - PR
DEY A fq 27119+8L074P173, 1u15926=350rq,up/s.bzezo-zvr. . ‘

BK/1438u20- lbI.AHI3°.9‘DDIvAN/EﬂD7217902’I.&'u17' Saeirs
. EXTERNAL AGAMMA ; LR AT :
£ LIND 14 SPCCTTCATION FOLLOWS. DEFINE OR D ATA STATEMENT

LosICAU MU S

PPINT 2 i
A FORMATEIXG*T®y3¥ " IPR" ¢ 22y "SIGMA® 43 ¥y
SHPTSZ%y 33X, *NFTS 2, IX 4 "KRIK® )
. READ 3, T4IPRySICyNFTS2 ¢ NFTSIKRIK

: PRINT 3.T.IPR.51u.uP152.Lprss.nnxx
i FORMAT(i L1,
N 11—""
e .Nprsu 5 S A FRO
SO IAMIESTUA A S nronch. SRRU- ONTEDEAXTLIGD=TELLY wy
_ €| auane U LoNeITUD TE Y IMTLA PISTEIDY iy
C f;:Hlulr,ﬁoc LENNARD=, SRR
‘ o h/AN O s f
- T RNy RVUI(BK#T*EFSZ)
:  ALAMBZHP/DSORT { 24D C¥PT
T ALARBTALAMB R] LD 408 i '
- Ru:z,oca¢(1.00/ejou b
i C . 4 ; ; -
- ¢ POR " AHO A AGAHMA PLRA vra i .
c LOS VAL :
o PRINT 5; P
5 Fom'tsni Xy IR0G %, 8%y ! IVeSIGHe3)0 )
T
vop G
— ¥R
T Cmak ;
— 'au91003u59sp_1)‘ i
C TENSION SUPEKFICI A :

UG AMAS GA
) PFES‘-OMEGAB TEY
ao CPRINT 6T ROGROLLP
o FGR“LT(//.S('*'I PA

i
i

LOS DHOS 3" EQlllLll’I\XU‘

S

i .
;‘"lﬂ’!‘)(il?ll&o?ulol?!l%clbllu R I’JJ':'J“J“‘ .
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742 SROCZ",6.12.64 % FQ
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2 COMMOK

6125, °

i

PGy,



sy

5‘{;!"01“3

JE /Lo AGAM
flu/82-15

i

AL LINE |

P

e

by

1
1cg3

C
©C GgENE

1213

671890

H

49563 k000

KA3/SURFALE .

c~1("7.l

FUNCT]ON ﬂGAf”‘A!FC)
IPPLICTT DOUELE PPtCISIOh(ﬁ-H'

'

10234 206 T2 5 a0 2

LPAXPIE/L.

(

Jl‘ﬁ’b?ﬂi

CASO |G DIFCRENTE CE L t

COHHONQRADIAL/YGZQl.S) i
COMMON/ZRADI AC/DYL2( ]

3 :

COMMON/ZBLLIN/CP ,CPL, ch PLJPG

CCMMON/R/RE2]1)

CﬂHHGhIPROPIF MU, CHP, onEoA‘oMran.T.n

CCMMGN FDER/DCHP DOV,
COMMON/RUAZD RH JETA

CCMUON/ZPLRAM/RCLT L yRRM EPS2,S1G 4P1, 22

COMMONZRIU/ZRNU ZPRHL

COMMON/NY/INY (NY I,
CeHProN/ZIPRZIPR

Xl.NlloNZZ ICORRD

COMHON"RI7InU3|BUl POT 4 FR‘G

COMNCN/ZDX/DX

COMEON/NPTS /NPT 52,KPTS3 ; R
DATA XL/chU/uh11/1/|N22/l/|1COPRDIFI"
LYTERNAL FREEZ 44PAR2, FU.FC.FRCUTI :

Y SPLCLIFICATION

REAL=B
LOSTCay

124112
My

o121

i
DAT® RCUTY/B.DU/, NY/SD/'NVLISII

A e
CAaLL DHCA!RO.!)

VIRIAEL

RHO REQUCIDA CRA

RCUTH=0 00
RP=RRM /D
RRNU=RNU/D#%9
ALAMB=AALAMB/D
5o 2 x e CALCULQ
FREZETA%14,D2
FP1 ZDLOGIRHO) -1 o0
FRSFRE+FRI

PRINT L,FREFRI,FR
WRITEt3,1) FRE,FRI,FR

FOLLOWS [DEFINE
IXTESNAL FREZ3,FLyG14R1 4S1, r2 G24P2 S2|3
fJ.G3.R3 SI’F“ Gl yR g S‘. FS GSQRR'SSB

i

l

CALCULD

ES ADI“ENSIONALES‘CR

-3.0C4ETAY 211

DEL DIA

DE LA ENE

-zvr

' ST3HMA
Fptl‘LiécE

FRY:

V2 das s e u{r e

’?Wﬁ*
HO
|
Lave z
1
t
i
OR-D ETA STATEMEV!,f E
ATZ.&13

Dr R"FERL“CIA

SR R |
DO=ETAY & 42 -
C*3.D3%DLOGLALANE ) ot

]
i

.

FORMATL/ 10X, *# 2% FREZY y G157y Y5157 FR
IFLIPR.NLa DY PRINT IUDS.PCUID'RCUTI.NY i t :
FORMATE®  RCUTCZ : 61547, NYEhIW
paA TAEJA DE YR IJA ;
OFz7,.109 - :
1112140 ;
R121=0.DC .
N1ZNYI+] s i
RFZRCUTOQ i

DO 2 13,1 :
l;uln'}v:l?llﬁsluwvll!-1btlnau1?3456 eso:aJJs»M«--i‘-""

:"'615"’
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’P'RR'DR P ' % B
L . IFLIFR NE Y- PRINT .u:2|IuRlI)
“avdz Formar(e AU T o ®1=6 15070
-2t B cowTINdE i ] .
c raLL,Hgvrlx«nno.xx.u115~22;N1.1Copgg,
- CALL DHSYIRHO) : : o
DO 3 T21,NYYL
- r«zl-ntxox) i
Caun DO"3 J=1,2
Cawu YOI, JIZYUIs 1,00
Comn nv(; JIZDYLI 41,40
3 CON TINUE
IF(IPRJNESD) CALU PINTA
Crudwinse , :
Cotiagssis CA CLULO DE LA ENERG IA LIBRE DE [0
L=¢¢t¢ut¢ - [ S
122 SORZ2EMREED 4D (0L 4RCUT ] nprszn
TFOIPREQeD) G0 10 15
IFUIPRINESY PRINT 14 .
Ceams  0JO HASTA DONDE ESTAMOS GENERANDO:
00 13 LI1,NY1 ' :
RERZRIT)
, FPO:FESES(RRR!
_ R TZRAP 4RRR
a TPOTZDEXPI-BUOD v e
_ IFCIPRINELQ) PRINT 12,1 ,RRR,R
Y- FORMATEIZ2,7G15. 7) ,
=13 CONTINUE
14 FORMAT(Y 1 R RT €1+
18 CONTINYE
- 112:2.00%PI1%RHO T2
Cuw PRINT 164D yRO JRHOETA 4FR
Cru WRITE1ey16)0,RO sRHIGE TAVER
EIT FURMATIZ 410X ¢ %ee® D%, 615
C ;e fra-'.szs Te*
_ PRINT 36,R0,FR, 1%
. WRITE(E,35)R0,FR,II2 o
36 FORHAT(/-luX.'#nﬂ ROZY ,G1
. C*x RINT 166 ,RHO 4312 T
Ce4166 ron ATUZ 10X o %42 Pﬁo
. c¢a¢¢¢¢n¢** B

F31 SOR3IFREE 3.]--0'3._ .f.‘

S CUERPOS

-

B R LA

Cod 22S0RI(FREE 24140042 .06 F21623R
Corgt FS}';Dk}(FREE-.&.DU.RCUTI F3

2 Flaz ’DPS(FREE.JZ.DJ.RCUTI

Cax F352SORIIFREE 3,012,000 ,RCUTT,F

Caw PRINT 17,F31, r32.r33.r3q£r

Chgl 7 :

[0g -2

Caetia

Cesl
Ce

Ceu

1S4 ,NDT k9 ]

55 4NPT S3)

. sGt>.7a~'

mRPNU/GS 33'!
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56 590

Yire
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Ticwe -

91
52
93
54
95
96

.97

AA3ZAZ}eA32

L GEMAZ AN OMEGA=OMEGAS

”AFAhMAWUSQRT(GA“A“
"RETURN sl

!?]l,h»?u‘)u |?J'l5(,l,a°_u11'745075‘3(0l‘?ﬁ,'&)h%d")i’

A?l‘ﬂ3110h3120A3130A31“0A315

412 1ZSOR3(ATZ,1 40 4 2003, Fl.cl‘w1 s1.Npts3v

PRINT 94,4321 —
FORMATL®  A3213 G157, ’
L322:50R3EAT2, 1.uu.z.na.r2. 62y K2
FRINT 95,4322
FORMAT(® 43223 ° G157, -
A323:SOR3CAT2,2 JG0 RCUrl.Fi C34R34S 2
PRINT 96,4323 j :
FORMLTQ' 43235 ,G15.744)
4324:SOR3MATZ, Z.jﬁ.RCUIl.Fq.GW.Ru.Suf

l_....

PRINT 97 A324
FORMAY(' K324z 615 .7y
25= SUR3(ATZ 2-00 RCUT | Fg.GS R54S %y
PPINY 98 A325
FORHAT(' A3Z255 *,Gl5.7y/
32:A3%10A3220A3730A32“0A3 5

PFINT 37,A31,A324AA3
Fonnntc' 431 |A3’ 3%, 4G)
A‘—-(PRNU*Aﬂ e DC*PI)¢*2)/9 oo

ASAAZ+A3

PRINT 47,RH0,A3
FCRUAT(/,10X, %% 4
PRINT S7,RHOvA |
FORH'T(I.]GX,'¢¢ﬁ,
OMEGAZLF-(RO/ST Gu
PRINT 68,F,CP,0 VMG,

FORNATEZ 10X, ® % 98"
OME ZUMEGA=OMEGAR

,f_'tssv

NP TS3)
NPTS53)

NPTST)

]

I?S,Jﬁbi&?ol?J‘AﬁbY'K‘)\)l?.’l-ﬁb.‘z-“h123-‘!‘!-‘1!9'!&] LIE R F'-“!'.."Jt.
FORMATH|/ 1ox;'¢»* RHGZ 4 4615474 " Fz
r*<f*AG‘VHA-X.DL . I 3 J—
CURCTURN ¢ '
IFCHU) RCTURN £ an B
TA2ZSLRZ(APARZ 4L W00 ,RCUT-14,NPTS2) 5
S AR2ZA2RU-PI/3.DC) P ‘ oo e,
CPFINT 2T,RHO,84 7! : : Lo
FORMATOZ (10X, *% 2& Rm-mm YTy | AA2Z%,G15,7)
AI11:2SDR3EAT1,1 .00, 2, b3 F!.Gl.kl.Sl,NPTSSl
PRINT 89,8311 t
FORNAIQ ‘3111 * 615, 7./; .
I12=50R31ATY, 1.00.4-30.F2|62.k2.52,NPTSS'
PPIN1 88,4312
FORMA T‘\ A3125 %4615, 744)
a311: SDRB(ATI.¢.DG RCUT 1 4F 3,63,R3,S I,NPTS3)
PRINT 90,8313 J
FoRMaTA®.  a3132 *,615. 7071
AZ1425urUATY, z.Dr RCUT 1, ru eGl oy RY S &, NP TS3)
PPINT 91,A314 |
FORMAT(® A314Z *,G1S .7y /)
Aarls:z SDRS(ATI.Z.DG rcut:.rs G54 R545 EyNPTS3)
PEINT 92,8315
FORMATU®  "A3152 %,615,7, ), g
PRINT 93,84311,A312,4313, nxlu A315 :
FORMAT(® A!ll A312 A313 [A314 A3152°4561547)

PPlHl"S.OHEGA.CM_
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Programa~hara Resolver el equilibrio iiquido-
vapor.

Este programa requiere finicamente la forma ex-
plicita de la energia libre de Helmholtz. En el se calru
lan los potenciales quimicos y las presiones, que deberin

satisfacer las condiciones de equilibrio:
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