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INTRODUCCION. 

En los dltimos años ~e ha dedicado µn gran esfuerzo 

al estudio de las propiedades estructurales y termodinámic~s 

de las interfases. Dos teor1as sobiesalen en este campo: la 

aproximación de energía lib.re (l, Z) y la. Teorfa de Balance de 

Momento C
3
). E~-=~-p_ri_~==- ~aso, se supone que la ~-~.:!g~_a _l~_-_ 

bre de Helmholtz es una funcional de la densidad n(1). La -

La Teor1a del Gradiente considera a la dens.idad de energía -

libre como u.na 'función de nc1) y sus gradi~ntes :VnC~,"JVn~) 

••.• etc. Cuando se consideran s~lo términos hasta segundo -

orden en el gradiente de densidad, se obtiene la teoría de -

Van der .Waals-Cahn-Hilliard (VWCH) C4 ' S). En la teorfa de B~ 

lance de Momento, se uti_li zan las ecuaciones de equilibrio 

hidrostático. A partir de éstas se obtiene una expresi6n -

para .la ten~i6n ~uperficial en términos del potencial inter­

molecular y de las funciones de distribuci6n. 

La mayoría ·de los cálculos para la tensi6n superfi­

cial· han considerado interacciones .de dos cuerpos, y en par­

·ticular utilizan el pote_ncial de -Lennard-Jones. Sabemos que 
1 

·hasta el momento.sólo hay dos cálculos que han.incluido in--

teracciones de tres cuerpos: 10$ de Lee, B:arker y P<rnnd (fil (LBP), 

quienes .utilizaron la extensión de la teoría de perturbado-

1 



., 
nes de Barker-HendersonC7) a fluidos no uniformes,. hecha por 

Toxvaerd (S) y o~tuvieron la tensi.6n superficial mini.mizando 

la energ!a lióre en la interfase;,y 19s de Present,Shih, Uanf9) 

(PSU), quienes extendieron a tres cuerpos la f6r.mula. de - -

Kirkwood y Buff (3) para la tensi6n superficial. El pr.imer: _-

grupo de investigadores (LBP) utilizó la ecuación de 

Carnahan Y. Starling (lO) para. la ecuaci6n _de. estado de esfe­

ras duras, el perfil de densidad de Toxvaerd, el principio -

2 

.. -· -- ,. - ------------ -----------·--·- ·····----------
de superposicfó-n para la- -funeión de distribuci6n de tres - -

cuerpos, y el potencial dé. Barker et al(ll).y el Axilrod­

Teller-Muto(lZ~ para dos y tres cuerpos respectivamente. 

Ellos realizaron, además, cálculos de simulación de Monte Car 

lo para la tensión superficial usando el potencial de Lennard 

Jones. Al comparar los resultados anteriores con estás ~lti-

mos, encuentran una concordancia del 4% cuando usan el pote~ 

cial de Barker et al ünicamente. Al incluir tres cuerpos la 

tensión superficial disminuye aproximadamente un 30%, empeo­

rando su concordancia con los resultados de simulación para 

dos cuerpos. Esta comparación no es significativa, pues ha­

br1a que comparar con una simulación que incluya fuerzas de 

tres cuerpos. Este tipo de simulación hasta el momento nadie 

la ha realizado. 
1 
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Nuestro trabajo nos permitirá evaluar la tensi6n su 

perficial mediante un procedimiento distinto a los anterio-­

res, pues primero calcularemos el llamado parlimetro de in- -

fluencia en la teoria·de VWCH y utili~ando este parlimetro o~ 

tendremos la tensión superficial. Esto permitirá constatar, 

mediante el cálculo de una cantidad mucho más sensible a l~s 

aproximaciones hechas al ni~el de las funciones de correla-­

ci6n, si e.l efecto de tres cuerpos es tan-importante. 

La teoria de VWCH requiere de una expresión para la 

energia libre de Helmholtz delfluido homogéneo. En el pri-­

mer capitulo pr~sentaremos la teoria de perturbaciones de - -

Weeks-Chandler y Andersen(lS), que hemos·seleccionado para -

ese fin. Para el parámetro de influencia que aparece también 

en esta teoria (VWCH) utilizaremos dos teorias diferentes: la 

teor!a del Gr.adiente de Carey, Scriven y Davis(l,Z) combina-

da con la teoría de Kirkwood y Buff( 3 ) y la teorfa generali­

zada de Abraham(ló). Estas dos teorías serán presentadas en 

la segunda sección del capitulo primero. En el capitulo dos, 

las dos teorias anteriores serán extendidas a tres cuerpos y se 

obtendrán dos expresiones diferentes para el parámetro de in­

fluencia. Las diferencias cuantitativas de estas expresiones 

serlin presentadas en el capitulo tres, junto con los cálculos 
1 

correspondientes a las tensiones superficiales. En .ese ·mismo -

capitulo presentaremos los detalles de los meto.dos .n_1,1m~¡ricos -

utilizados. Al final d_e este capí:tul<;> presentar,emo,s ).J¡1_s conclu 

siones y las posibles exten.sfones de es·:te trab~j.o. 

3 
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CAPITULO I 

A.- ESTADO LIQUIDO UNIFORME: 

A diferencia de los gases diluidos y los s6lidos - -

cristalinos, que pueden ser considerados como desviaciones, __ -

de estados ideales bien cow~rendidos como son el gas ideal y 

el cristal arm6nico ideal, los fluidos deÉ.sos no pueden aso- -

_ ciarse __ a ningtín_sist_ema_ de_ referencia que pueda se_r __ tr_a_tad_p _de __ 

una manera matemática simple. Sin embargo, en los tíltimos - -

afies han habido algunos avances significativos en la teoria -

para fluidos muy densos, para los cuales s~ tienen ahora apro­

ximaciones para la energía liare. y para la funci6n de estructu 

ra que resultan ser muy acertadas. Este progreso se debe al -

reconocimiento de que, aunque no existe ningún sistema de refe 

rencia práctico para fluidos densos. Este consiste en tratar 

como un fluido modelo formado por esferas rigidas que poseen -

la misma densidad que el fluido real y un diámetro que depende 

de la densidad y de la temperatura del fluido real. 

Se ha dedicado, en consecuencia, un gran esfuerzo pa­

ra entender las propiedas de fluidos de esferas duras. La 

ecuaci6n de Percus-YevickCl 7l ~ara este modelo ha sido re - -

l 
1 

.r 
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., 
suelta exactamente(lS, 19), ofreciendo una información conve--

niente y precisa acerca de la ecuación de estado y de la fun-­

ci6n de distribución en un amplio intervalo de densidades. 
(20) • 

La teor1a de part1cula escalada resulta también muy acer-

tada en la predicción de propiedades termodinámicas. Ade~ás, 

con el fin de extender el conocimiento a todo el intervalo de 

densidades, han realizado c::1culos de computadora utilizando 
. -- (2 22) 

métodos de Monte Carlo y dinámica moleculftr l- . Los cal-

s 

culas de dinámica -molecular muestran·quelas· esferas· duYas·--~-..;--­

presentan una transición de fase de primer .orden que es simi­

lar en muchos ~spectos a la de fluído-sólido que presentan los 

fluidos reales( 23 • 24 ) 

Una. de las teor1as que más se ha beneficiado con es 

ta información es la teoría de perturbaciones. La idea bási-

ca de ésta es que la estructura de un liquido est!l determina-

da principalmente por las fuerzas repulsivas. Las fuerzas - -
' 

atractivas proporcionan la presión que mantiene juntos a las 

moléculas. Esto no significa que la acción de las fuerzas atrae 

ti.vas sea pequeña. Por ejemplo, a bajas temperaturas un liquido 

existe en equilibrio con su vapor a una presión casi nula. En­

tonces, la contribución muy negativa de las fuerzas atractivas a 

la presión, es casi igual a la contribución positiva de las fuer 
' zas repulsivas. 



En consecuencja, se espera que estas teor!as funcionen me­

jor a altas temperaturas, cuando las fuerzas atractivas no 

sean importantes o a ~ens idades al tas., en donde las mol~cu­

las estAn muy juntas y se dificultan los rearreglos en la -

estructura debidos a las fuerzas atractivas. \ .~-

- ·--·------·- -·--·-------

,¡ 
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1.- Teoría de Perturbaciones. 

La teorfa de perturbaciones es un método matemático 

para obtener una soluci6n aproximada a un problema d~do, por 

medio del uso de un desarrollo en serie alrededor 

de una soluci6n conocida de·un problema más sencillo. E3te 

6ltimo deberá parecerse al problema origimil, lo cual asegu­

·ra qüé él desarro·uo conv.erge· lo suficientemente rápido pará .. 

que sea Gtil. La ausenci• de un buen sistema de referentia 

cuyas propiedades se conocieran con exactitud fue la razón -

principal del atraso en el uso de método~ p"erturbativos en -

la teorfa de líquidos. De hecho, las ideas básicas de la -­

teoría de perturbaciones no son nuevas en la teoría de líqul 

dos. Ellas son la esencia de la ecuación de estado de Van -

der Waals( 4). Ya desde esa época él trataba a los líquidos 

como un sistema formado por esferas duras interactuando bajo 

un potencial atractivo uniforme. Sin embargo, ~l desconocía 

las propiedades exactas de un sistema formado por esferas du 

ras, por lo que tuvo que hacer suposiciones muy crudas sobre 

6ste. 

El desarrollo mod«:!rno de. l'a teoría ·d~ perturbaciones 

no se formalizó en teoria de líquido~ 'hasta 1954, en que -

7 



Zwanzig(ZS), basado en las ideas de perturbaciones en 1a Me­

cánica Cuántica, hizo un desarrollo de la energía libre de -

·Helmholtz, utilizando algunos resultados de la ecuaci6n in--
(26) . 

tegral de Kirkwood . para el sistema de referencia. A es-

te trabajo le siguieron los estudios de Smith y Alder(Z 7), 

Frisch et al(ZS) y McQuarrie y Katz( 29). Sin embargó, los:­

resultados de estos trabajos. sugerían que el desarrollo en -

serie de potencias del inverso de la tempe-ratura utilizado -

8 

e~ _l_a_ ~:_or_fa de per~-\l~~ci~-~es era lí~i_l :~l~-~~~:'.1~!.:111.I!:'r.~------- ___ _ 
-

turas y probablemente inlítil a las temperaturas y densidades 

características del estado líquido. Estas investigaciones -

continuaron, ~a mayoría orientadas principalmente a una me-

jor elecci6n del sistema de referencia y'de la perturbación; 

a diferentes criterios para escoger el diámetro de las esfe-­

ras duras; al cálculo de t~rminos de orden superior en el de­

sarrollo y a · diferentes parametrizaciones del potencial uti­

lizado. Dos teorías sobresalen en este campo, se trata de la 

teoría d~ Birker y Henderson( 7) y de la de Weeks, Chandler y 

Andersen(lS). Ambas teorías resultan ser mejores que la forma 

para la energía que se obtiene a partir de-la teoría de Per­

cus-Yevick. La teoría de Barker y Henderson utiliza al bien 

conocido sistema de esferas duras como sistema de referencia .. 
pero debe incluir términos de segundo orden en lKT). La teoría 

1 

de WCA, por otro lado, converge lo suficientemente rápido, de 

manera que no requiere términos de segundo orden, y su siste 

ma de referencia también es el de esferas duras. Ambas re- -



sultan ser buenas y muestran que el uso de teorías de pertu~ 

baciones en el tratamiento de liquides adem~s de tener senti­

do fisico, ofrece resultados num~ricos satisfactorios. 

Para el estudio de própiedades interfásicas de un -­

fluido simple, hemos escogido la teoria de WCA, que ~ cont~·:_ 

nuación presentamos. 

9 
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2.- Teoria de Weeks-Chandler-Andersen. 

En 1971, una nueva teoria de perturbaciones fué for­

mulada por \'leeks, Chandler y Andersen (lS). Estos aut"ores ui] 

cidieron que una teor!a de Jiquidos debería de considerar ex 

plicitamente el papel que juegan las fuerza~ repulsivas en la 

10 

determinación de l_a _ estI'uctura y la termodinámica de fluidos ___________ _ 

simples, y de acuerdo con las ideas de Longuet-Higgins y - -

WidomCZ 3), de que a altas densidades la estructura del liqui-
' do está determinada principalmente por las !uerzas repulsivas, 

separaron al potencial de interacción en ·dos partes: una con­

teniendo todas las fuerzas repulsivas uo(r) y la otra todas -

las atractivas u1 (r): 

(1.1) 

u0(r) representa al potencia~_ del-sistema de referencia y -

u1(r) al potencial perturbativo. 

Esta separación,para el caso del potential de Lennard 

Jones 1 
' (J(Y') = 4E. [ (~)',_ - tf)" J ' (l. 2) 

queda ria 



1 

.uCrl + €: 
(1. 3 .1) 

o (1.3. 2) 

-E - (L 3 .,": .. ) 

u(r) r ~r · --
f!l_ -· 

f-1. 3 .4) 

en donde E representa al mínimo del potencial de Lennard-Jones 

y r = 2116,,.. es la distancia a la cual el potencial alcanza m V t 

su valor mínimo. 

Esta división se muestra en la figura l. 

\l(C') 

-~i-----

Figura l. 'Separación del potencial de Lennard-Jones según la 

teoría de WCA. 

11 
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La formulación de esta teoría puede comprenderse 

si consideramos a un fluido uniforme e isotrópico formado por 

N moléculas encerradas en un volumen V , que interactúan con . 
un potencial esféricamente simétrico de la forma 

Cl.U 

en donde f,) es la distancia entre las moléculas t y j . 

12 

En este caso es t-iimos- inciUyendo -al poten-éia-C de-·fre_s_ cuerpos~---·--· ---

que según Verl~t y WeíSP.O) puede ser consÚerado como parte 

de la perturbación sin que se altere la técnica utilizada. 

La función de partición en e1 conjunto canónico es 

en donde 

_I -· - Í. ···5 ¿f3'°' d r" dpN 
h~~ NJ j . 

~ : Hamiltoniano del sistema 

h : constante de Planck 

(.1. 5) 

•. 
·Si integramos únicamente sobre los momentos obtendremos 

__:... '- J···Je~ff 
A"~ NI 

d(.. .... el~ (L6) 

en donde: 

• 



Por otro lado, sabemos que la energía libre de Helmholtz· está da 

da por 

f = - K 1" In ~ tJ • 
(1.7) 

Sustituyendo (1.6) en (1;7) obtenemos: 

r ' 1 . ·1 [ r r -~'11 .., ] c1 . ª) F = - IC.T In tN~ ,.,, - ~l n J ... ) e . ..::df. ... dr~ . ' 

13 

-El potencial U pu!ó!de expresarse como ya-había-- .... 

mos visto antes, en dos términos: Uo pura1riente repulsivo y 

U1 puramente atractivo: 
' 

\T = Ua + l.. u~ 
(1. 9) 

en donde ).. es un parámet.ro que puede tomar los valores. O y 1 

y nos va a servir para el desarrollo en serie de Taylor de 

la energía libre de Helmholtz alrededor de )..= D. 

F =Fe· + ).. d F \ t 1'2 
o}. }..=o ~ 

-a~ F \ + ••• 
-o1.~ 

)\::o 

(1.1 O) 

Si evaluamos (.9.E) , tenemos 
()").. A_:O 

::: r. T f J-(3[Z Í.U~t L 1~u~] e~[zzt.1~1 ~(~¿al +2:11U3~N~' t je-~ (~~!.lo ·H lZ2U1 +'~~~U3)JdN 
:( 



N(N-1) 
a. 

i---5_u._..;:e=---e_u_º-'-JN_ + tJ ¿...,_,) (N-~) [ 5 U3 e -f31.1o do\11 
fe-~Uo ~! 5 -6Uo 
J .e·c'l 

' '1 

= n~V J U1 cl\di' + 

~o (S) = _!_ !¡ r N N-1) N~) e -~Uo d ~ -3 

n3 
\ [ s e-.e.Uo d ~ N l 

(1.12) 

(1.13) 

• 

. 1 .. 
Sustituyenqo ef la ec. (1.10) la ec. (1.11), quedandonos a -

primer orden,,e~ ~ y dividiendo ·entre Nj(.T 

1 . 

L .:: F0 + t.[@!! ( U1 o<.a.) d1 + 8niJu3 a (l) d~ d~ J , (1.14) 
NKT Nl:.T ~ J 4o " ~o 

1-

1 
1 

haciendo A = 1 ,', 
·11 

(1.15) 

'1 

expresión que phede reducirse a 

14 
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+ ~ lfn /!; j U1 lr> 9¡~\r) r~ dr 
o 

eo a> rtr' 

+ 4TT:nª~ JJ [ U3 (r,r~ru)i'\r,;:ffl) rr'r"clrJr'drP,C.1.16) 
0 o \r-r'\ . ,_ 

En la expresión anterior los subíndices ceJ:o se refieren al -

sistema de referencia .con potencial U0 (r)~· Las propiedades -

del sistema de referencia no ·se conocen tan bien como el caso 

de un sistema formado por ·~sferas duras. Con el fin de evi-­

tar cálculos de' computadora costosos para obtener esta infor-
-

mación, WCA presentaron un tratamiento apropiado al sistema 

de referencia. Para discutir este tratamiento ellos se sir--

ven de una función ~lr) definida como 

(l. 17) 

Físicamente, ~lf) representa las corri!laciones que existen en 

el sistema de referencia más allá del alcance de la interac-­

ción de r~ferencia(~S) Puesto que esta correlación es fuertemen 

te repulsiva parece probable que ':lr.lt) puede aproximarse por m~ 

dio de una función similar a la de esferas duras de diámetro 

'(:j", ~lf). Por esta razón, ellos consideraron un desarrollo 

"blip" funcional: 

(1 .18) 

15 



en donde el super indice ED se refiere a esferas duras.' 

Esta aproximaci6n es equivalente a la siguiente ex 

presi6n 
A A 

h. < ~) = ~\1 c.n -+ o (1.19) 

en donde Ud representa una repulsión de esfera dura de diáme 

tro d y h
0 

(K.) es una función de respuest¡.: Esta ecuaci6n es 

equivalente a proponer que-p~ra perturbaciones de longitud de 

onda intermedias y grandes, la respuesta del sistema de refe-
. . 

rencia está correctamente dada por la respuesta de un sistema 

de esferas duras. Entonces, igualando las-respuestas de lon­

gitud de onda grandes (pequeñas K) de los sistemas de referen 

cia y esferas· duras, se tiene un criterio fisico adecuado pa­

ra obtener el diámetro de l~esferas correspondiente, <lepen-­

diente de la densidad y temperatura. Este criterio general--

mente se escribe 

EO 
~el (.r) d~ r .::. o (l. 20) 

o bien, 

(l. 21) ' 

Una vez determinado el diámetro el (n,T) , se aproximari las - -

propiedades del fluido de referencia con las del sistema de -

16 



esferas duras: 

i (r) e-GUJ.r) 
~~ (r) (l. 2 2) 

(l. 23) 

El paso final es obtener una aproximaci6n para el -

sistema completo. Cuando el fluido es mUY--denso,9 (r) es muy 

17 

cer~a~ª-ª ~o (r), _de _tal forma. que se p_ued_e_!~rox~m~~--1.__a--~~ ________ _ 

energía libre por partícula a estas densidades altas por 

_f_ = N"-T 

Esta expresi6n será utilizada más adelante .para re 

presentar la energía libre del fluido .homogéneo. 
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B, - TEORIA DE INTERFASES: 

.. 
El objetivo de· una téoria molecular de i~ 

terfásica y evaluar la tensi_ón .sÚperfj_C:iai)asoCiada. Existen 
;·':":.~. ·" ·' 

dos aproximaciones para lograr este obj.etivo, . La primera, de 
' . -:::;:;(··''..2:'"' .. 

Laplace, involucra un .. cálculo ·mecánico=estadistico de las fuer 
- -· --. -------·-·-------· -:'~--~---.:..::.--~-;-'!";_.:"'."'.' :.:.::-~;:_;.2.~:..+~...::;:-: .. /_ --- -- --·- - - ---·-·· -

zas intermoleculares en las direccion~~~o~ma~ y tangencial a 

la interfase. Esta idea -fue retoiriada por Kirkwood y Buff y -

por Buff( 3·). ·'su expresi<S~ pára'i~ctensi6n superfidal fué o~ 
tenida en términos de(perf1lde cl~nsidácl/de_l.~6Jel1ciai inter. 

::::::•:: :.::,:• d:J::::::~~v::;:::·t~:,i:f f }:~f ~~f f 1J~~::-
· .. :. -

densidad de energia libre local que consiste d~ ~n.:"t'~fJ;iiii6.\1ni:_ ._,_.:\. 

forme, evaluado a la densidad local, y de un término no 1.lnifÓ~ 

me proporcional al cuadrado del gradiente de densidad. ;~Lii--.:"- -
mizando la energia libre de Helmholtz total, se obtiene una~­

f6rmula sencilla para la tensi6n superficial. 

de anchos 

critico. 

Ambas aproximaciones se .• han. utilizado para el ~álculÓ 

de interfase y tensiories(eri .la ;ve~in~a:d'.<l;e{ ;~Y11:~; -
cahn y Hilliard C~) ~~t'~haTeioi i~'~t'~~fia;c~~:van d.e1· ·'· - .. ·-.. ::.:~:·· •'' ;·. . ,., ~-: ·' -:'· 

Waals a mezclas binarias con el Í>I'opÓsit.o}e disc~tir las. pro-

piedades de la interfase cerca M 'la temperatur~ critica. 



~isk y Widom( 3ll,usando teoria de fenómenos criticos i la te~ 

ria generalizada de van der Waals, y Lovett et al, C3Z) usando 

las dos aproximaciones, discutieron la tensión superficial ·en 

la región crítica.Adonás T:riezenberg y ZwanzigC33 ) consideraron a 

la teoria de van der Waals desde el punto de vista de la teo-

ria de fluctuaciones. 

En 1971, Toxvaerd.(B) generalizó -la teoría de pertur. 

baciones de Barke~~He~~~rs~n C7l para apH~~r1a. a t1T1_ fluido i!_~ 
homog~neo y calculó la tensión superficial despu~s de minimi­

zar la energía libre con respecto al perfii de densidad. Más 

adelante, Abraham et a1.C 34 ) realizaron cálculos para la ten­

sión superficial utilizando una generalización de la teoría -

de van der Waals. 

les fueron explotadas en varios trabajos eriti<:is'ros/qúe sobr~ 

sale la teo~ia molecular para la interfase líqJiJX:..'lap~; de -

un sistema monocompuesto de Yang, Fleming y Gibbs( 35)' (YFG). 

Ellos presentan en ese·trabajo una formulación microscópica -

de la teoria de van der Waals para la tensión superficial. La 

energia libre de Helmholtz es obtenida a partir de un desarr~ 

llo rigur~so en serie de potencias d~:la derivada de la dens! 

dad y es minimizada utilizando el .. cálculo de variaciones. 
,, ,.:.:· .. 

Un aspecto importante de la teorl.Ar:~~ncionalde YFG es el he--

cho de que no está basada en ni.ngun'aisuposición particular so 
-" -,,-----·~;-1_;...-·i('.·-:·.·;=:---•. :;:_;;~}~"'"¿'.:--:~.:-r-7·_.-,.;·~"''~·:,,._~-·- · · · · · · .. - · -

bre la naturaleza de las int~f~~¿Ihri~i ·.·. ,, •, .. , 
• ~- ' - ·-" __ , =:- ~ -,~~~~;" _-
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hecho, en las f6rmulas obtenidas por estos autores para las -

funciones termodinámicas del fluido inhomogéneo, las fuerzas 

moleculares no aparecen explícitamente, toda la información e~ 

tli contenida en la función de correlación directa del fluido -

homogéneo. 
,.t. .. 

20 

Otro enfoque par.- el entendimiento de las propieda- -

des interfásicas han sido algunas solucio!iés aproximadas a la 

ecuaci6n de Yvon-Born~Green (YBG) y un clilculo de una ecuación 

integral aproximada que i~volucra a la funci6n de correlaci6n 

directa(l,Z). La mayoría de trabajos recientes, sin embargo, 

estlin basados en alguna generalización de la teoria de van der 

Waals-Cahn-Hilliard (VWCH). Esta teoria supone que la energia 

libre de Helmholtz de un sistema inhomogéneo es la integral de 

volumen de una densidad de energia libre local, que a su vez -

es una funcional de las densidades en el sistema. Es bajo es­

ta suposición que YFG( 3S) expresaron a la densidad de energía 

libre de Helmholtz local como un desarrollo funcional de Tay--

lor en la densidad. Esta serie, en forma rigurosa, requiere -

la evaluación de la función de correlaci6n directa a todos --

los órdenes. En consecuencia, se tienen que introducir aproxl 

maciones que hagan manej ablela teoría. Expresando la varia- -

ci6n de la densidad por medio de una serie de Taylor, ellos en 

cuentran que el coeficiente de (Vn) 2 P.n la expresión para la -

densidad de energía libre¡ propuesto por van der Waals, puede 

escribirse en términos de la correlación directa de un fluido 

homogéneo. En las distintas versiones de esta teoría se han --



1 

adoptado diferentes formas para la densidad de energia libre 

local. En general, involucran aproximaciones de la función·-

de correlación directa entre pares por la función de correla­

ción directa de un fluido homogéneo á una determinada densi-­

dad local. La teoria de van der Waals presenta ecuaciones -­

integrales para los perfiles de densidad. La aproximación.de 

Cahn-Hilliard supone que la densidad de energia libre local -

depende de las densidades locales y todos~Íos órdenes de gra-

21 

dientes de las densidades loc:ales; en este caso también- se···r.!:_ · .... - ... _ .. · 

quiere hacer suposiciones sobre la función de correlación. Es 

ta aproximació~ ofrece ecuaciones diferenciales para perfiles 

de densidad, estando gobernado el orden.de-las ecuaciones di­

ferenciales por el orden de los gradientes de·1a. densidad re­

queridos para· aproximar la energ¿'\{~~~· local adecuadamente. 

No existe a priori ningún cr.it.erfd~~qu~'.;in'dique el Ol"den con- -

::::::::e::':,:•,::·::' ::~;:if f~~~~lf~~J~'~;:,dif i cul tad" 
. - _-_-~--~~-:-.e:-;.:.:;:, '-_:;':~~·c¿?-0~_,, -;~~t.2.i~~¿:<=---='.~. 

Una teoriil molecular rigu~6s;i)~J;] l~; ~~:roit~¡{ci.óri 
del gradiente a segundo orden fue estaJie'J~da'p~r ~~n~iorno, 
Scriven y Davis (l, 2) en 1976. Esta teoría ofrece una ecua~ -

ción integral para la energía libre de HeÍmhoÍ~~'de1:nuido -

inhomogéneo en términos del perfil . de dens·l~~d., ii f~~ci6n ·de 

:::~·':: :::. ·::, '::t~:-::·~!~T~rr;;g~t~~~¡~~~~;r?-'_·~h,, 
r- ee s c r ibi r . e; th_e2tir1¿t~~.:~+ ';:·~~~-~~~r~'~:.-'!~t ¡~t~~~-i~f L~~~.f ~11~ ~11~10 

una ecuai:i6n ~.i~iÚr a la de vik·d~1§ Waal's,:b~j~"s.ú,po.sicio.nes 



adecuadas. Esta teoría nos ofrece una. forma explíci~a para 

calcular el parámetro de influencia, que en la teoría de van 

der Waals aparece como constante y que,sin embargo, en esta · 

teoría aparece como upa función de la•densidad. Además, como 

veremos en el capítulo siguient~nos ~roporciona una ecuación 

para la tensión superficial independiente del perfil· de ·de:.s.!_ 

dad. 

Otra teoría.sobresaliente es la teoría generalizada 
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. ·-·· ·--- ·------···· ... - ... ·-· - - ~·---·-·--······-·-------· 

.. (16) 
de van der Waals propuesta por Abraham . Esta teoría post~ 

la una generalización de la teoría de vari d~r Waal~ en donde -

el término (Vl\)' 2 es sus tituído por un término que es igual a 

la energía potencial promedio de interacéión (por unidad de vo ... 
lumen) en f para un fluido de densidad no uniforme relativa.a 

la de un fluido uniforme de densidad constante n(~). EL_.tér­

mino del cuadrado del gradiente de la densidad en la ~eo~ía·-­

clásica de van der Waals se obtiene directamente de.esta'1'.{:~~.-~ . 
. ~ _.: · . ..,,,,,._.· . .,.:­

' ~ ' 

ria si, la v~riación espacial de la densidad en· eLfluido<noL--·· . ..:.····. ' .. ·,.:\ _; 

uniforme es pequeña en magnitud y grande en 
c_:·.'-"ES l'_¿~t{:¿.~_; __ 

ción física que se cumple cerca de la región :cI'ft1c; ~e· emá,s', 

esta teoria concuerda con la teoría de pe;~u~bf.étf~~~/;~~;i.J}I:~#D· 
vaerd para fluidos no uniformes. Usando técnicas 'deú~desárrollo 

- , " '·;;. /:.-~·~·L:o<'.·: . • 

funcional, Abraham obtiene una teoría de perturbac.i;o_~~~-Wi·.Pri 

mer orden para un fluido inhomogéneo y una expresión para la 

tensión superficial. 

Las principales ideas de la Teoría del·G~adiente y de 

la Teoría de Abraham serán presentadas a continuación. 



1.- Teor1a.del Gradien~e. 

Bongiorno y. Davis (l, 2) desarrollaron una teoría de 

campo promedio para la interfase del fluido inhomogéneo, q."e 

se reduce al modelo original de van der Waals bajo algunas s~ 

posiciones apropiadas, pero. que resulta.s~r más general y cua~ 

titativamente mejor q~e este último. Ellos se refieren a es-

ta teoria como la teoria modificada de van der Waals. 

Cons~deremos primeramente a un sistema inhomogéneo 

formado por N particulas, encerrado en u~ volumen V y a una 

temperatura T. Supongamos que las partículas interactúan con 

fuerzas aditivas por pares, centrales y simétricas. Podemos 

expresar al potencial intermolecular U (r) como la suma de dos 

potenciales 

U tr'i = UR (r) + Uii. tv-) ) 
(1. 2 S) 

en donde UQ. ( r) representa la parte repulsiva de corto alc;an­

ce del potencial y U~(T) la parte atractiva de largo alcance. 

La funci6n ae partici6n de este sistema es de la forma 

(1.26) 
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en donde q. (í) representa la contribuci6n de la energfa cinéti 

ca e interna de la funci6n de partici6n y 

(l. 27) 

(1. 28) 

representan al potencial renulsivo total y atractivó'total res 

pectivamente. 

-~--e·-----------------··-··· 

La teoría modificada de. _Van der Waals está fundamen­

tada en las tres suposiciones ~~e>·~. c-óntlm.iación presentamos: 
. -_.· .. -:. ',- -~= -'~-·; .. _, - . -

l! Suposición: De Campo ~iomedio. 

La "energía libre de Helmholtz es de la forma 

F =FR. +U,.. (1.29) 

en donde 

u"= ~ f f n(r)'(ltf')~P.Cf/•) UA(lt-r•l) d3r d3 r• • (l.
3

0) 

" FR. representa la energía libre de Helmholtz ~e un fluido de 

referencia formado por partículas que interactúan con el pote~ 

cial UR. y con una distribución de densidad Y\ ( :f) igual a la, 

de ese mismo sistema. ~,_ ( r;;,) es la función de corr~l~ticSn. 
'U,.. representa la contribución a la energía interna que· pr~Yi~ 
ne de las interacciones de largo alcaI1ce ~tractivas u~.<. 



2~ · Suposici6n: De Equilibrio Local. 

Si suponemos la existencia de una función de densi-­

dad de energia libre, entonces la energia libre repulsiva to-

tal puede expresarse: 

FR.= J f~ (.nCt')]°'?.r 

" 

(l. 31) 

en donde f 11.. [nC~)] es igual a la densidad 'de energía libre 

de Helmholtz del fluido de referencia, en equilibrio a temper! 

tura 1' y con una densidad uniforme Y\(~). • _En otras palabras, 

suponemos que la densidad de energía libre local f~ depende -

solamente de la densidad local Y\ (Y' ) y la relación es la mis- -

ma que la que existe entre la densidad de energía libre en - -

equilibrio y la densidad del fluido homogéneo repulsivo. Esta 

suposición d,e equilibrio local. se espera que sea válida si el 

perfil de densidad varía poco a distancias del mismo orden de 

magnitud que el alcance de las fuerzas repulsivas y también -

lejos de la temperatura cri~íca: 

25 



3!. Suposición: De Correlación Local. 

La funéión de correlación que aparece en la expre-­

sión para la UA , es aproximada por la función de correlación 

de un fluido homogéneo que esté a una densidad Y\ l (f'~~>i-J ·:-
es decir a la mitad del cam.no entre "" -'t r y r•. 
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·Por lo tanto,- la ec¡iación básica de -la teoría ·madi----------·------

ficada de van der Waals es 

F = J {p. [h(t-"l]d3r t 1_ ~··· ! l'l(i')nt~;)UA Crr"-~1) CI.3 2) 

• ~ [lr-r• 1; n Ur-t-~·)/a]). 

Esta ecuación nos permite encontrar la energía libre 

de un fl~ído inhomogéneo, si conocemos las propiedades del fluf 

do homogéneo y el perfil de densidad. A partir de esta c::pre- -

sión se pueden generar otras--v~i·i~~:ies~ termodinámicas de inte-­

rés. Sin embargo, con el fin de aminorar la dificultad de li­

diar con formas integrales que en general son difíciles de eva 

luar, vamos a tratar de escribir la expresión para la enérgía 
ll:t} . 

en libre en forma diferencial. Para lograr este propósito, cog 

viene obtener el potencial químico 

funcional de F con respecto a Yl(f'): 

definido como la derivada 



en donde ..,,. ...., .... 
s=r-r'. 

+ d t~ n<'t> 
nlr") 

(1.33) 

En un sistema fluido en equilibrio, el potencial quirnico e( .. 
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constante y uniforme. Bajo esta condición de potenc'ial quimi 
,. '· -.. -

--~ -·· 

co uniforme la ecuación anterior se conv.ier.te en una ecuación 

integral para el perfi_l de densidad y¡( t') -
- ------ ------·--,~',....:-:->-- - -~·-·- --·-----------i--~-·~·-----·--7'·- -- ·--- . 

El lado derecho ~e la ec, (1.33) pude reescribirse 

en forma.diferencial, es decir en la forma de la ecuación de 

van der Waals. Esto se logra utilizando ~as ideas de Cahn y 

Hilliard(S), haciendo un desarrollo de n (°f+t) y nCr+i?) 
~ ' alrededor de S"' O y despreciando términos de "V 4 y de or- -

den superior .. Se obtiene: 

en donde se han definido: 

A(n) 

W(.n) 

- .L ( 1- (rrw11-)) 
4n \ on 

(1.34). 

(1.34.1) 

(1.34.2) 

(l. 3 4. 3) 
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(1.34.4) 

(l.34.S) 

i ~·-

Esta ecuaci6n diferencial fue obtenida por vez primera por 

Lord Rayleigh C38 ) y la inte~~retación comp_leta para explicar 

la estructura de las interfases fue hecha -por van der Waals C4). 

Fué más tarde eúe.nd1dil.--a.-soluciones regulares binarias; por 

Cahn y Hilliari(S) y desdé en~onces ha sido_ usada por muchos 

investigadores··- ·A ACn) se le domina parámetro de influencia 

molecular. Este parámetro no depende de la "densidad si se con 

sidera un fluido sin estructura (~(5;n)= 011.. para -:,<.e\ , 

':.> ;.-,,d ) ' 

La funci6n u>. ( n) es un potencial termodinámico (energia por 

unidad de volumen). La cantidad f 0 Cn) es idéntica a la apro­

ximación de ~CA para la energia libre de un fluido homogéneo. 
1 

Los términos que se omitieron ai~pasar de l~ ecuación 

(1.33) a la (1.34) son despreciables sin:.vada muy poco sobre 

distancias del orden del alcance del ;b~~~ciacl atractivo 'l.\A($). 

Brown y Chang C39 ) demostraron que para eLci~delo original de 

van der Waals los perfiles de densidad y la tensi6n superfi- -

cial, predichos por las ecuaciones ·(l. 33) y (l. 34) concuerdan 

en un 10% en todo el intervalo de temperaturas de coexistencias. 
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Procedemos ahora a la obtención de una expresión pa-

ra la tensión superficial para el caso de una interfase plana 

en la gue la densidad varía en la dirección X. La ec. (1: 34) . 
se convierte en este Caso particu.lar en: 

A (n) c:Pn + l.. QBº1) (.ch)~=-a;a. ~ ~n d>c 
. (1. 3(•.) 

que puede reescribirse y multiplicarse p.or_. tlfi para obtener 

la expresión: 
-· di< 

9-w (1. 36) 

d')C. 

integrando la ecuación anterior obtenemos -

(l. 37) 

en donde l< es una constante de integración. Reescribiendo la 

ecuación (1._37), encontramos la relación básica entre )( y 11(1.l: 

dx. = _·_, [ A(h) ]".i. dn 
([ wcnH K 

(l. 38) 

Para sistemas en que VI\ desaparece en las fronteras, la aprox.!_ 

mación para la ecuación integral (1.32) correspondiente a la 

ecuación diferencial (1.34) es: 

F = J [.f0 lY'l)J-+ A~) lVn)•]cl°!)r 
(l. 39) 

" 
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1 

En el caso especial de un sistema plano de secci6n transversal 

constante Q perpendicular a la dirección y. y en el que la den­

sidad se haga uniforme confórme ~ se aproxime a los valores 

- L "i. y Lwa. en los ·extremos del s is'tema, la ecuación (1. 39) 

con la ecuación (1.37) se combinan para obtener 

l~ 
',_ 

F = O j Aln) ~y dx + W(nea.)V + N)'-- (1. 4 O) 

-\.w., 

en donde 

(1. 41) 
• 

Pues to que dfl y d2v! se hacen cero en · )(;; - Lw1 y X= L,.:i. la e¡; d,). 
constante R. en las ecuaciones (1.37) y (1.38) debe ser igual a 

U> en,,) y las dos densidades n11::s:n()(-:= -~~·) y. nea.:::. n~~""-l.u.) 

obedecen las.relaciones: 

(l. 4 2) 

y 

(l. 43) 

Puesto que -w (tlg) es igual a la presi6n de ·1as fases homog~ 
' neas, la ecuacion (1.42) puede verse como .el resultado de equi 

librio hidrostático. 



Definiendo la tenÚ6~:.i~~::.~5~'ciacia con el pe
1

rf'il de 
<" ->~ <-· ~ ;-':_: .. , '. 

densidad n ('><) a través de la relad6n' 

'/ - (ll-) - ()Q lj'l,N 

(1.44) 

' 
y combinando esta expres i6n con la ec. ( 1.40) se obtiene - , '-

Liia. 

Y'= I AC~)(ttd~ (L45) 

-Lll.1 

Para una fase liquida· ·en ·equi-librio con·una-fa·se vap·or·¡·Ta--:::-·--·····-­

ecuaci6n (1.45) representa la tensi6n su~erficial. Si las di 

mensiones del s,istema ( h,. '{ hd son grandes comparadas con el 

ancho de la región interfásica y si el oi:igen 'l<=O se encuentra 

en algún lado dentro de la interfase, entonces L,..¡,y L,,, en la -

ecuaci6n (1.45) pueden extenderse a infinito sin perder gene-

ralidad ya que r4!1.~=0 fuera de la interfase: 
. \.d• J 

eo (1.46) 

't = J A(n) (~~/' dx • 
-CIO 

Las ecuaciones (1.45) y (1.46) pueden expresarse en términos 

de la densidad local únicamente, Combinando las_ ecuaciones 

(1.37) y (1.38), obtenemos 

(l. 4 7) 

Para una interftse liquido-vapor, en la cual fle1 -=O.t , O.a= n; 

Yk=Lu(°9).::Lll(~ es la presión del bulto; la ecuaci6n (1.48) nos 

permite expresar la ec. (1.4S)_:cen'la forma 

fl-'1 ' -

f.i. f 7 A(n) [wfn:~ ~ Wtn3)Jv~Jcin (l. 4 8) 

n. 



esta expresi6n resulta ser ind~p.endiente del per:::.:. .:.e densi 

dad. 

es constante y el potenc:.i:. U)ú\) est!i. 

determinado a partir de las propiedades del fluidc :'.:,::mogénP.c_> a 

través de la relación· 

(1.49) 

en donde J;, (o) es la energía libre de-Helmholtz-: -
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del. fluido hon1ogéneo. El parámetro R i:·n ) lleva con 

sigo la información sobre la estructura molecular ¿e la interfa 

se >')<representa al potencial químico de.l fluido. i:on el fin 

de encontrar una expresión para parámetro de infiue::cia, nos -­

aprovecharemos de la teorfa de Kirkwood y Buff (3) ?ª~ª fluidos 

compuestos por partículas que interactúan con fuer:a5 aditivas 

entre pares y simétricas. Ellos dedujeron la siguie~~e expre-­

sión exacta para la tensión superficial a partir del ~ensor de 

esfuerzos: 

co 
'J == ~ f { f (sª-~sl)u'<.s>n~<1',t"+~) d3 5 } dx 

-eo 

(l. 50) 

en donde: 

(l. 5.1) 



Usualmente, la función de distribución exac~a en la 

interfase es aproximada por la función de distribución del -

fluÍdo homogéneo, evaluada en alguna densidad ó densidades 10 

-cales. Bongiorno et pl(Z) hicieron un desarrollo en serie de 

Taylo1~ no únicamente de n (xtS...) alrededor de s,. .. o, :;ino ade 

más de la funci6n de correlación entre pares. En este Glt~~o 

desarrollo, ~ (para el caso de una interfase plana) es con-

siderada como una función de la densidad 1-ocal y de todos sm: 

gradientes, es dec~r_: 

) 

de manera que su desarrollo puede expresarse 

+ 011 (M) + ••• 
()fl'' o 

en donde 

o'=~ ' 
y 

) ... 

(M-) :::::. [ f-º9-) an' o - \an• Y\,n11,n 11 ~ ••••. 

etc. 

Jn'-"'''-"'"' -o _,. -·· ···-

(l. 52) 

(l. 5 3) 

(1.54) 

(l. 5 5) 

9ci 6,V\) es la función de correlación entre pares ._dt~un.Jluido 

homogéneo de densidad O. Haciendo. el desarrollo de t'\ (X+s.J al 

rededor· de ~=O: 

/ 
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n (x+ 5 ... ) = \"'\ t 5.,.(rln) +- Sit2 {~ \ "\· ••• 
dx d.. ldxi) 

(l. 56) 

. y el de~(f',('t~) (ec •. 1.53)), sustit~yendolos en la ec. 

(1. 50), y rearreglando términos en n", después de integrar 

por partes obtenemos 
tci 

't = _¿ ne()) (-*Y d)< 

en donde AC V\ ) esta dada por 

l ,_ 

(1. 5 7) 

(l. 58) 

+.Lr-?(a2~\-.ª-. Ín~(liJ.] J sª-3s,; Ll11.!>) cPs 
~ an·~ ()n L' 4n11 o .s 

esta expresión está basada únicamente en la ec. (1.53) y en 

la suposici6n de fuerzas·aditivas entre pares. Sin embargo, 

esta f5rmula requiere la dependencia explicita de 'a en n 

y sus gradientes, para lo cual debemos buscar alguna aproxi­

mación. Se puede usar por ejemplo, la aproximación de -

Toxvaerd 

(1.59) 

en cuyo caso la ec. (l.58) se reduce a 

(1.60) 
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que. en coordenadas bipolares y polares queda expresada 

(1.61) 
.. 

Combinando las ecuaciones (l.57) y (1.61) se obtiene una fórmu 

la sencilla para determinar la tensión superficial, · Bong~-rno 

y Davis(l) realizaron algunos cálculos con esta formulación p~ 

ra el modelo de van der Waals y para el _pQ.tencial de Lennard­

Jones, obteniendo res~ltados satisfactórios, los cuales discu-

tiremos en el capitulo tres. 

A corttinuación presentamos las :ideas fundamentales de. 

la teor1a generalizada de Abraham. 



2.- Teoria Generalizada de van der Waals, de Abraham. 

Basado en las ideas de van der Waals, Abraham(l 6) 

propuso una teoria muy exitosa para la energía libre 'de <un:«­

fluido no uniforme. El parte de la suposición de van der -

Waals, de que la densidad de energia libre.f (~) en la posi-_, 
ci6n ~ puede escribirpe como la suma de dos términos: 

(1.62) 
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el primer término representa la densidad d• energia libre de 

una sola fase de un fluido uniforme evaluada en la densidad lo 

cal \'\ ( (.) y el segundo es una funcional del campo de densidad 

denotado simbólicamente por \nJ, que corrige la suposición de 

energia libre local expresada por el primero. f (r: > \n1) puede 

expresarse ª,su vez como la suma de dos términos; uno de densi­

dad de energía interna e (r, ~n)l y el otro de densidad de -

entropia S(~~ ~n\) : 

.fC~.1~n'J) = e(f.,~11·n +Tscr:)\n~) 
(1,63) 

Se puede escribir simbólicamente una expresión para 

(l ,64 ) 

en donde 
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(1.65) 

y asi sucesivamente. .El término €!2 es simplemente la diferen 

cia entre la e~~;~r~·i-;~erna -de un fluido no ~~ifo;~-~-: -{nfy 
un fluido uniforme, n-=nC'G'), proveniente del potencial de in­

teracci6n de dds cuerpos U2. . Aná.logamente e~ representa la 

diferencia debida al potencial de interacción de tres cuerpos 

U1 . Y asi sucesivamente. 

La. funcional n~ e t. I fi > ~I'\ l) especifica el número 

promedio de pares at6micos, n~d~ dr!, en el campo de densidad no 

uniforme ~nl, estando un átomo situado en el elemento de volu-­

men dr: en el punto ~ y el otro en c\'f1 en el punto f'! en donde 

en el espacio de configuración del par, su separación es 
_. 
Y\i. = 

..... ""' nat función de distribución entre pares para r,-r,. es la un --

fluido en una sola .fase de densidad uniforme ne~). De una 

manera análoga pueden deducirse las variables que intervienen 

en e~. 



La función de correlación entre pares 

nida por la relación 

a est,á defi 
º'· 

(1. 67) 

se puede notar que para el caso de un fluido en una sola fase 

de densidad uniforme n se tiene .. 
\ ~-

n~ l f7, f; , n) = nª ~: l ria. -n) 
(1. 68) 

en donde 9: depende únicamente de la dfs(ancia entre pares 

Íta. y es la funci6n de distribuci6n_radiaLen_la _teoria- de_ 

fluidos uniformes. 

La pr~mera suposición de la teoria generalizada de 

van de Waals, hecha por Abraham consiste· en aproximar la fun­

ción de correlación entre pares del fluido inhomogéneo por la 

función de correlación entre pares del fluÍdo homogéneo que 

depende solo de la distancia entre las particulas y se eva-­

lfla a una densidad local n ( ~ ) : 

(l. 69) 
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aunque esta aproximación no es la flnica posible para la depe_!! 

dencia de ~: en la densidad, Abraham considera que es ésta la 

mejor elección ya que 'aa.(t,? tH') es aproximadamente ~: (~~) 

para pequefias s~ y es ahi donde la teoria resulta ser m~s sen 

sible a la estructura de la función de correlación entre pares. 
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Por lo tanto, se puede escribir e.:a. como: 

(l.70) 

La segunda suposición consiste en ~acer ~ero el t¡r 

mino de la entrcpía que aparece en la ec. (1.63) 

(l.71) 

lo cual es equivalente a suponer que la ·eúfropia es una canti­

. dad local que queda expresadé!:. correctamente por St [rt ( f':Ü 
es decir, por la entropia.del fluido en una· fase, evaluada en 

..... 
la densidad local t\ e y¡ ) • 

Con las suposiciones ind.icadas en las ecs, .(1. 69) y (1. 71) se -

tiene que la ec. (1.72) queda 

~li') = ~"' t n(f>] + n 'ff S [ 11Ct'-ti'1 ) - nC.r)] ~ (r', ntf'l) 
'V 

• u'l.c.r 1)d(1 
en donde se hizo el cambio de variable 

• 

+ •• • ' 

(l. 72) 

Se puede obtener la forma de la expresión propuesta por van 

der Waals, haciendo un desarrollo .n (Í~;{i)en una sede de Tay­
--t 

lo·r alrededor del punto f, 

YlC."t-tr-') =. nCr) + r• •VnC.f) +l-lr'·'il).., C'> (l. 73 ) ;;i.. n r +. • .. 
y truncando el desarrollo hasta segundo orden en los gradientes. 

Puesto que Ua. y ~a. son invariantes ante rotaciones, la - -

ecuación (1.72) se convierte en: 



en donde 

• 
~= .~ Í (r1)a.9!Cr'>nc.rl)Uitr•)dr'. 

(1.75) 

" Integrando la ecuación (l. 74) sobre un volumen V se obtiene la 

energia libre total 

F = Í [ P [nc<)l + A (\lnCr))'2 ] cl( > 

" en donde 

=-e - ncr') .M. 
. ~nt~) 

(l. 7 6) 
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que resulta ser justamente la utilizada, en la teoría de van 

der Waals, excepto que 'ahora, ademas, se· tiene una forma expl! 

cita para A, la que es similar .·a la obtenida por Cahny Hil­

liard (S) para, soluciones binari~s regui~r~s s¡<B no depende de 

::::::·::·:::::::·:::::itf 1~~im~J:;:::::::::::::::::~ 
..• -.,..· . .,.., ',-,.,, ·'"<--i·"'-·-/.<,r<>'::-·"· ;::,::;-; 

riaciones muy pequeñas. de''ii{~;~·sf'~;d·. 

Para fluidos simples, la densidad de energía libre 

~· en) puede calcularse usando las t&orias de perturbaciones -

para el estado liquido uniforme. Ab~aha~(1 6 ) mostr6 que cerca 

del punto triple. esta teorra resuif~.,Y~i~ri~ible·a 1~ e1ecci6n 
-:_·J,·-,:~~:_·_,-_,'.T.=-_'...- ·,·,_;.c.:;,- •. -.·-~ -'··=i:·~ ~-;:'.c~::.-o ~~--'·.: 

de la teoria de per.tm·b~ciones di;;1~c:Jl.r~<.i~''.ia~~~e]~H:· 
Cerca del punto critico ia teorff:. ~~i''r~J'Jg~'.1°a~;í'~':;f~;"v1~CH c'on -

la generalización de Fls~,)' ~~d6'~'( l~c6i~~f~'a~} :''in ;JÍ ~~guien-



te capítulo procederemos a encon~rar una expresión para la 

tensión superficial incluyendo fuerzas de tres cuerpos y utill 

zando las ideas de la Teoría del Gradiente. Asi encontraremos 

una expresión para el parámetro de influencia de tres cuerpos­

usando tanto la teoría de Abraham para la energía li~re! c~~o 

la expresión de Kirkwood y Buff para la tensión superficial. 
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CAPITULO II 

EFECTO DE FUERZAS DE. TES CUERPOS 

El propósito principal de nuestro trabajo es el in-
(­

traducir el efecto de fuerzas de tres cuerpos en las propied~ 

des de la interfase. Heme~ escogido a las dos teorías que -­

presentamos en el capítulo anterior para -lograr este obj eti­

vo. -Al mismo tiempo esto nos permitirá compararlas, una vez 

que incluyamos las contribuciones de tres cuerpos en la expr! 

sión para la t~nsión superficial. 

Para la extensión a .tres cuerpos de la t"eoría Kirkwood-Buff+ 

Gradiente, que llamaremos de añora en adelante teoría DMGBl 

(Davis, Martina, Guerrero, Benavides) haremos uso del mismo 

razonamiento· que condujo en la primera sección del capítulo 

anterior a una expresión para la tensión superficial de dos 

cuerpos (ecuaciones (.1.571 y Cl.61}). Es decir, usarem()s las 

teorias Modificada de van der Waals y Kirkwood-Buff, unidas 

bajo el modelo de correlación local.- Para la contribucJónªe 

tres cuerpos a la tensión superficial usaremos la .exténsión 

de la teoría de Kirkwood·-Buff a tres cuerpos., hecha' por Pre-
,·::::,:<·:·,· 

sent et al. C9). · ....... :, .·'< ··• · 
J:."· ::: .·.··;:·· 

Con la extensión de la teoría •gefl~~~l·í~acfir~~ Abraham 

nuestro razonamiento serli 1 igeram~n~~~~l~'.~'i~~~\f':'··;()~ ;T!~eri-
·~·.-: .. --"' 

mos a esta extensión como la teoria.or-1ÜB2·.d~ ahora< 
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en adelante. Primero extenderemos .a tres cuerpos la ~xpre-­

si6n para la tensión superficial correspondiente a esta teo­

ria partiendo de la definición termodinámica ·para la tensión 

superficial (ecuación (1.44)). 

Posteriormente, aplicaremos las ideas del modelo de·corre~1-

ci6n local, que consiste en hacer desarrollos en serie de - -

Taylor de las funciones de distribución, ~runcando los desa­

rrollos a segundo orden en los gradientes de la densidad. Re~ 

gruparemos términos de manera que ?ºdamos comparar esta expr~ 

si6n con la ecuación (1.46) de la teoria m6dificada de van 

der Waals y obtener as! una expresión para el parlmetro de 

inflaencia. Una vez obtenido éste, se úsará (1.48) para la 

evaluación de la tensión superficial. 

Se oqtendrán entonces dos parámetros de influemcia, - -

uno proviniente de consideraé~i .tensor·d~ esfu;~rios (DMGBl) 

y otro de considerar a f~::;~~~-~-~f; líbré"''1 'cri~lGB·iji'!,•:;E~· el si-

::~·::'. f ::'~:"::, ·:i~::::;~::,':f ~~~!~~~lif~?:;~::::~· 
·'.,-' ~· ·~-,~·~ >;· ·~ .• ;· .: ~ .. 

·.·. ·,,'. ~:~·: ·; .. 

1.- Extensión de tres cuerpos de.la t~o~ia Kirkwood-Buff-

Gradiente, (DMGBl) 

En el capítulo anterior, vimos que la energía libre 

seg6n la teoría VWCH podía ·expresarse como 

F = ) [ t
0 

(nc.1) t- A(n) (.Vo) ":L J d°f 
V 

(2.1) 
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lo que reprc:-:cntn la h.1.se para la teoria de fluidos inhomog! 

neos. _El~prJmer término se refiere a la energía libre 

del fluido en una sola fase de' densidad fl(~) en la re­

gi6n interfásica y A es una cantid~d que depende de la 

densidad. Para el caso de una interfase plana, la ten­

si6n superficial estaba dada por 

CIO 

"'t = J f\ \~'{° d,.. 
-~ 

fórmula que puede reescribirse como (1.48) 
n.t 

'tÍ':: 0- J (A (W(n) -We.) 'la. cim 

"'' 

(2.2) 

(2.3) 

en donde We,=W<.n~):Wtll~) representa al potencial termo din! 

mico de las dos fases en equilibrio y 
'(2. 4) 

es el potencial termodinámico de un fluído inhomogéneo 

y JA' es el potencial químico. En estas- fórmulas nRda se 

supone de ?ntemano · sobre el tipo de interacción entre 

partículas, son generales para cualquier potencial . 
.;,., __ 

Por otro lado, la fórmula obtenida para la tensíón 

superficial a partir del tensor de esfuerzos implica 

una forma dada del potencial intermolecular. Si consi­

deramos al ;:;')tencial U como: 

"'.'."" 

U = .2: u,lr,~) + 4 U3 {f;J >rii:. ,fv.t) 
14J "J'~ 

(2. 5) 

en donde el ;:;rimer término representa las interacciones 
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entre pare~ y el segundo las interacciones entre tres -

particulas, y si suponemos que además las partículas p~ 

seen simetria esférica, la extensión de la fórmula de 

Kirkwood y Buff a tres cuerpos para la tensión superfi­

cial resulta ser(9) 
.. oo 

"'t = i f J ( ~~~; s .. •)(1, u,) n~.cf1 r~-:} el~ d~ -•oo 

+ i_L f (~2~S.'") (-fs 03) n3 Cr"'J ... S', r+~' )M d~· d>c c2. 6) 

e~ donde f12.. y n?. son las funciones de distribución de 

dos y tres cuerpos respectivamente: 

(2. 7) 

Si utilizamos la hipótesis de Toxvaerd para ~a función 

de correlación entre pares: 

qc.f',t-tt) = 'j (1~\·; YlC.ft)) 
(2.9) 

nos queda la a dependiente únicamente de la di~~~. :llci'a 

entre las dos partículas, a una·densidad local~ Esta~ 

hipótesis, aunque viola la condición de simetri~)< · 

.. ·\~'c1.·ro) .· 
'"'._. ': ": .. . ' . , " " ' .: . :e·~-··. : ' 

ofrece resultados númericos que concuerd.a~'.coh.los obt~ 
'~-: ~;.~'; '· J,__,_, -. 

. nidci'f hsando otras aproximaciones, comÓ sbn ió~ siguien 
·;· ,· .· .-

tes casos: 
i ~-
1 



Caso 1.- Densidad en el lugar promedio 

(2 .11) 

Caso 2.- Densidad Promedio 

~~i', r•) = qJ 1 r'-1'1 t; ((ne.~) t "'~'))/ ~)) 
(2 .12) 

Caso 3.- Función Promedio 

Carey, Scriven y Davis( 4l), realizaron cálculos utili-­

zando estas aproximaciones para las teorías de Balance 

de Momento y para la teoría .del Gradj •mte, encontra~do 
·' :.::-:,::·:·./---,._-··-·!. ·-.· 

que estas teorfas resultan iriie.AsiÍ>les .a .una .ele"cción -

particular. de cualqttiera cc'~~iYi·~~ ':'ú:es 
-~··''°.'(~}./\-~:~~/;' _., . 

---, : .,.:'::t} ;e;·-;_\~{·~. ---

La función de ·correr~ci~~~~·~;:··tfe~:\cüerpos, en ausen­

cia de otra aproximación'~~j~~/~e calculará usando el -

principio de superposi.ci_ón de Kirkwood 

'cz.14) 

Si hacemos un desarrollo en serie de Taylor de la 9~ 

y la 9~ alrededor de los gradientes de la densida~ 

Cfl'.:dt\,n•b!fu) .. etc.), desarrollamos n(>< ... s,.) 1 n(°Á.t-S~ 
a;¡. qK4 

y n6t+~•) alrededor de Sic. :.O, S,. 1=0, s;'=O, · '( 
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nos quedamos únicamente con términos hasta segundo orden en 

el gradiente de la densidad y todo lo sustituimos en 



(2.6), rearreglamos el resultado de tal forma que poda-­

mos compararlo con la expresión para la tensión superfi­

ciál de la ec. (2.2), obtendremos de este modo una exp~~ 

sión para el parámetro de influencia de dos y tres cuer-

pos 

(2.15) 

(2.16) 

Estas fórmulas las podemos reesc~ibir usando coorde 

nadas polares y bipolares quedándonos: 

(i>Mfa&~ = il ( ds s' d1h !A- C n ) 
Aa. 30 J ds. dO g ª > 

(2.17) 

(._, 

(2.18) 

~·¡,. 
, 
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en donde 

(2.18.1) 

) 
(2.18.2) 

fa: (e.os ~~) - (2.18.3) 

(2.18.4) 

(2.18.S) 

(2.18.6) 

A partir de estas fórmulas puede verse ciaramente -

que evaluando las ecuaciones e 2:1) y ( 2.il) para algún 

modelo en particular. se< podrá calcular la tensión supe!_ 

ficial con la ecuacióI1-~(2~3)~ siempre y cuando se conoz­

ca fo ( t'IC1J). Esto p~-~;ci.e,:[9~tenerse utilizando'~ teoría de 

perturbaciones (WVA .i5 --~~), como veremos en el capítulo 

III. 
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2.-· Extensión a tres cuerpos de la teor1a generalizada d~ 

Abraham +Gradiente (DMGBZ). 

La expresión para la densidad de energia libre, fue de 

ducida en el capitulo anterior y es de la forma (ec. 

"1.72) 

-t.¡ ~d~ ~r.\~ lt'\~({~1 f:. 1~, \.n})-n.3t (~,~'~'Y\(G)\) u3<.'t:,r~}~), 
V V 

que para el caso de una interfase plan> de área a puede 

escribirse como 

-f '::. ~ 5at (n~(X,MS .. )-l"la.]Uz. + 
(2. 20) 

+ {;- ~ clt Í dt1 [113 ( >C1 xts.,.J ¡i<tS,,f) - n3 J u3 

Si hacemos un desarrollo en serie ·de Taylor de n2(x>xtS~) 

y de n3 (ii1 '11+sa,ll+~') alrededor de S,.=o,s.'=O (tomand:; .. 1.as ideas 

del modelo de correlación local) y sustituimos en la 

ecuación (Z.20), se obtiene.truncando la serie hasta se­

gundo orden en el gradiente de la densida~ 

i ..!.. ( dS'dS'1 t13 9 Í ni. (5.' ~S1< )d.n + ~ (s..'~+- S,.1.\Atn ( 2. 21) 
6 j ! L ~ d.. 'á.><1. 

+ ns,.~ ldn.)2] 
ClJl • 
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Por lo tanto la energía lióre total f 

.¡:- = J ~i dr ~ S -t!) clr 
en donde fl representa la densidad de energía libre que 

resulta de considerar interacciones entre pares de par­

tículas y f, representa la dens~dad de energía libre 

que resulta de considerar interacciones de tres partí-­

culas, que para el caso de una interfase plana de área 

ll,puede expresarse: 

f =-O J ~ dt Ua 5i ~~nL) dit(Wt)~ 

+~!el? }its• u, Olf ( n11 c:i..~.: (~)t + (2.22) 

_ }: (s~ª+ s.ª )'~~n'»~(~)~ 
Con el prop6sito de oótener una expresi6n para el pará­

metro de influencia utilizaremos la definición termodi-

námica para la tensi6n superficial (ecuaci6n {1.44) 

(2 23) 
- '-- -'- --- -·- -·-,.-.-. .:~-,,-----o -- - -

. '·- .. ,·,; :·' 

en donde a representa el. área de la ·interfasé.iC ~ombi--

nando las ecuaciones (.2. 221 y (2. 23) y comparando con la 

expresi6n para la tensión superfié:ial (2. 2) obtendremos 

una expresión para el parámetro de influencia A (.DMGB 2) 

que lleva un superíndice (.DMGB2) con el fin de distin-­

guirlo .lel obtenido a partir de la teoría DMGBl que obtu 
• ..~ I·· 

vimos et la secci6n anterior 

(2.24) 

so 



A (DMGB2) 
en donde ~ representa 

A (DMGB2) 
zas entre pares y 3 la 

l1t1u1) 
Aa. 

la contribución de fuer-

de tres cuerpos• 

(2.25) 

(Dll,62) 
A3 = -t ~ d~)d~' Ú: (s:~+s.2) d ~":i9J) (2.26) 

- 93 V\ 51< S.' J u 3 

Las expresiones anteriores pueden reescribirse usan 

do coordenadas polares y bipolares de la siguiente mane 

ra que resulta más sencilla de evaluar 

en donde R, (e.es a.) y 
,-

son los pdlinomibL de 

Legendre. 

Se puede ver que las expresiones para los parámetros de 

influencia ((2.17) con (2.27) y (2.18) con (2,28)) .·· 
.. "' .. ··· 

de las teo.rías DMGBl y. DMGB2 resultan .diferentes. 
_ ·-·- ,,._.;_"-- ,~~.;_,,__-.-•• - o· -'-:- -·. ::-·:,~_- -~.::,; --:~_,'=.-'-;_ C'; ".~' .. · · o ,,_· =. _- __ 

De h!Lho en .la teorf:i D~IGBÍ(apa~eceh la~.der.i~áaa~'de ·~ 
- .. • .. "°'' ····\--:·,-,-·,· ,. -' - -·_ .. -. •,,'" ,, ____ ,,_, .... ·.-,.-···· 
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los potenciaies·?a,t~~~'l~~~s.~~Jnie~~Jra~;q~~-~t~·ffa.·~~~-D~IGB2···. 
•·:'<·,.-,.:--·-o•-·~ '•-'J··-·•,•oc -··· • ''•'"'' ~. "': ·- , ... ,. •-, , •• ., T -•-·r;·.--,._-, • .- -- -• • -

sólo aparecen las.'peitehCi~i~s in6Íe.cuia1~er. <ffsto era de 
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esperarse pues el parámetro de influencia para el primer 

caso proviene de haber considerado al tens~r de esfuerzosi 

mientras que el segundo resulta de considerar a la ener­

gia libre. Otra diferencia notable es que la expresión 

para A, (DMGBl) contiene tres términos, mientras que 

A.;DMGBZ) s6lo contiene dos. Además los factores numér~ 

cosque aparecen en sus expresjones son distintos. 

Sin embargo, no obstante estas diferencias, se esp~ 

ra que el efecto de estos parámetros en la tensión super­

ficial sea parecido. El. anlilisis de esto es, en parte, 

el objetivo del siguiente capítulo. 



CAPITULO 111 

METODO DE CALCULO Y RRSUI.TADOS. 

1.- METODO DE CALCULO. 

Con el prop6sito de evaluar la tensi6n superficial uti 

lizando las teorías que acabamos de presentar en.el capítulo -

anterior, hemos escogido al potencial de Lennard-Jones para r~ 

presentar al potenci~l intermolecular de dos cuerpos y al po­

·tencial de Axilrod-Teller-Muto(lZ) parél el-de tres cuerpos •. 

Queremos hacer hincapié é~·que>)lo.~st~iíl_os l1i:üi za.ndo -

el potencial de Lennard-.Jones ~6~cr;uh-';~te~~T~1 efecÚvo, sino 
. ·:.~-... ·~~~':·;.f~::~:~;.~·:,_~;.:Z~<:?~-~-~·J~/ '¡J; '.::: ·:~..: '• .. - ',' . 

como un potencial bona-fide de 9:0s'<é:uerposi;al\ cÚál le sumamos 

el potencial de Axilrod-Teller~~~W3Y. ~-~esia·manera podemos 

::~::, '.:,:::'::::n .::n;;;~~ii~ll~~~~7~:.·:.:::·:~::. ~· 
'< ;·::.. ;:.~ '.; -··· . 

Las teorias present.adas,nos permá:2ic~ic~~ar la tensión super-

ficial a partir de la ecua~ión cr.~1), 

ne 
l = üi f (A (wln)-l).)e, })V

4 ~ 
n~ 

que requiere una expresión para. fo e Y\)' 

(3 .1) 

es decir para la ener_ 
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izía libre ae·1 fJuÍdo h.omogéneo. Est.íi energía .lib~é jnÍecte,·; obtc 

ne.rse a parti-i- .de l'l t.eoria de perturbaciones~dé/~,~;.?· ··~··~ }a·wéA. 

También ;;~··r~:Juiere· u1lii ,forma··· explícita•dehiíAráriiei:~.9 ~~:· :i.hhuei! 

cia A. ·Esti;pÚe~e'.obt~nerse a partir. de•¡~· ~~ci·h_~·.'~~f~Bl ·~de la 

DMGB2 (véase el'\"1e.'1'-Gapit:úfo • +!)> . ··• 



En este trabajo escogimos la expresión para la energía 

libre que nos ofrece la teoría de perturbaciones de WCA (veáse 

capitulo I) 

co 
+~trr\•ltoU,(.S) g:al(!.,n•) $a. ds 

(3. 2) 

C)() CID ~1f5 (3 

+ 4t n° ~ f \ r-iu3tr.,'>1,s1
•) 94 > (s, s~ s") s s1s" ds ds ds'' 

O O ls•·SI 

donde, 

f\._ = ~ [(,;m t:. T) ~& J ~ 
h = b.b~ " 10-n ef13•S 

m = 3q,qs 
"·ºl. . 10•

1 9 

~ = l. ?18 .. 101
' ef.9 I ~ . 

s ::. r 
d: 

s' - <'' 
~ -d 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2,3) 

(3.2.4) 

(3. 2;_5) 

.. 
:1"'1-oo'-' 

"'ú.2.6) 

(3~'2,7). 
{'\::.::'. .:_ 

>:.:·,··' 

En donde hemos utilizado la ecuación de Carnahari:;,s'i~r­
ling (lO) par~ l la energía libre d~l sistema de .esfor;~s ~dJ~-a~( 

·f; 

y hemos usado las siguientes aproximaciones ! 
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(3. 3) 

2) (3. 4) 

La primera utilizando la aproximación sugerida por WCA (véase 

primer capitulo) siendo c.l Cn* ,l) el diámetro de esferas duras 

que resulta de la condición: 

"" .~ 

J E1> J -~u.<.r) 
(l ~ (r) dr .:: r2 e (3. 5) 

o o 

La segunda consiste en el principio de superposición de Kirk -. 

wood, los valores de 'Í1 ( r) fueron calcula~os usando la Solu­

ción numérica propuesta por Throop y Rearman(4 Z) a la ecuación 

de Percus-Yevick. Lps poten.ciale~, como mencionamos, seran 

1) 

~) 

Lennard-Jones .·para ·~~~,;~c~~r:pc)s, 
---:~-d>1i:~~~:~}~~·~d~~f i~t'~~TJ,:~:~:. }?;~::·'.._:'~;:~·~ -_ , 

Axilrod-Tell~r.~Ml.lioypara (tr;~; cuerpos. 
,.·.,, .. 

El primero esÚ dividido al ·~stilo de WCA: 

=o s-,,,(,2.''' cr/") 

s .(.(2 '"· t!/ d) 
~~· l 

= f->Ul.l'(S) 

(3. 6) 

(3. 7) 
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con 

(40). 
en donde se han utilizado los parámetros 

(]" = !>. 405 A 
El de tres cuerpos está dado por 

) 

) 

(3.8) 

(3,9) 

(3,9.1) 

(3,9,2) 

(3.9,3) 

(3; 9. 4) 

El parámetro de influencia seglln la teorfa DMGBl fue cali:ulado 

a partir de las ecuaciones: 

· 1) Dos cuerpos: Cecuaci6n (2.17)) 

l'Dt1~&\) ~ . 
f.,Aa. _ 411' {Js s& d (eiu'"'ts.)] ..a,_(n11i ~~'1 Cs/!')) 
el~ - so { . ds ~ 

(3, l O) 

2) Tres cuerpos: (!=lcUación (2.18)) 

(3.11) 

. 56 - . 



con 

(O\ et = s•t. t ~ 1. - ":.' 2 

~ss' 

) 

.(3.11.1) 

(3.11. 2) 

(3 .11. 3) 

(3.11.4) 

~D "= ha: = [ ~ ~~C;,,s~ sªj [~. ~ y¡+~;3> ls,~fswJ n- ~] > (3 .11. 5) 

~. -= [i l!iUa e~. s~ e;,") J L n* ~~., es, s', s'•, n•) J > (3 .11. 6) 

en do.nde también se utilizal-on las mismas aproximaciones para 

la función de correla:ción que en"!aexps~_si§11 p~ra la'-energía 

libre. 

El parámetro de influt'.ncia\egÜ~ la teoría DMGB2 está 

dado por 

.·•. 
1) Dos cuerj:5s: (ecuaci6n (2.27)) 

(111101.) te 
Plh = _ ]"_ ( ds .,.4 (3U~'C.~/ d_ Cn* Q (

2
) (:,

1 
n•)) 

as 3 J dn~ ~~ 
o 

(3.12) 
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2) Tres cuerpos: ~cuaci6n (2.28}} 

t:p !/+s 
~;: -~1 ¡ rds$3 )chis (ds• s" folU68•) Ko 
dS q o o IV·SI (3.13) 

- J:tss" jJs's'" fds 11 s11 ~(~f1-1) K ... ] ) 
o o wi1 

~ ( co'e., ) y P. (c.os.e4 ) definidos como en el caso de DMGBl y 

(3.13.1) 

(3.13.2) 

El potencial termodinámico está definido (veáse capítulo II, sec 

ci6n 1) por 

en donde 

M = 'd (F/v) 
./ 3Yl 

\ ··. 
(3; 14) 

(.3.15) 

La expresión final para la tensión superficial escrita en for-

ma adimensional 

nt 
't = tJa J (A*(uÍ(n)- wi )"" dn1 

riJ 
en donde hemos definido: 

n-t = n cr l 
-.":' 1' 

w•= W<fl 
rz.;: 

(3.16) 

(3 .16 .1) 

(3·.16.2) 
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p.. tf = (6P. (3.16.3) .....-
clS 

<f* (S' 6":2. 
. (3.16.4) 

- ------~T 

La evaluaci6n de esta tensión superficial requiere ob­

viamente la elaboraci6n de un programa de computación, mismo -

que se incluye en el Ap€ndice 3, El cálculo"present6 los si-­

guientes problemas i:~portantes: 

a) Selección del corte adecuado en sustitución del limite 

: ' que aparece en todas las integrales. 

b) Cálculo del diámetro de WCA, es decir so_lución de la ecua-,,.··· 
ción (3. 5). 

c) Evaluación de integrales del tipo: 

tO Q'J S1-+s 

J cJs [ ds' J cls" 14- (s,sj s") (3.17). 

o o ls'-s1 

d) Resolver el equilibrio liquido-vapor, con el fin de deter 

minar las densidades de cciexiste.ncia que. aparecen'"en los 

limites de integración en la expresión para la 'lf'. 

e) 

forma: 

a) Se caso de la ;'energía -
-¡ 



libre con diferentes cortes. Se observó que la función -

se estabilizaba a partir del valor r'*= 8 (t"=!:. )" es decir 
~ . e 

para distancias del orden de 24 ""· 

para el resto de integrales. 

Se escogió este valor 

b) Se utilizó el algoritmo propuesto por Verlet ~ WeissC 43 l, 

que .simplifica enormemente el cálculo. 
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c) Para resolver numéricamente las integrales del tipo (3.17) 

dividimos el dominio de integración en 5 regiones, en la 

forma que Larsen, Rasaiáh y Ste11C 44 l basados en el método 

de SinanogluC 45 l lo hicieron de acuerdo con las posicio-­

nes relativas de las tres moléculas que interactúan simu_!. 

táneamente. Las figuras I y II incluidas en el apéndice 1 

muestran las dos posibtli~ades: 

I) Cuando la tercera ~~{;¿~Ü no puede estar entr~ otras dos • 
. -· ; ;·., ::·.";:.;;.,',.':;,;...:·, 

· ~-:·- ·/.~":;~;i-~\~:}tj:g "o<':'':'·:-'·,_• e 

II) Cuando puede est~r ientr~· la~ otras dos. 

Y lns regiones de integración correspondientes a estas dos po-
,-

sibilidades se ilustran en las figuras III y IV (tambhn en el 

mismo apéndice). 

El hacer esto nos redujo las integrales con l!mite de valor ab 

soluto a 5 integrales de la forma: 



1 
2. ,... ~ 

1 = J ds ( cls' { r.ls11 lt(s, s', ~" ) 
\4(s 1 s', !> 11

) 

1 1 1 

a, CIO !>1 .. S 

't \as (ds' ~ ª'" t-1cs,s1
, s") 

1 ~· ~·-!> 
tfJ sH s4s

1 

+- Jds f c1s' fds'1 H (s,s',srr) • 
a. S-1 1 

El disefio del programa de computaci6n para resolver estas in 

tegrales triples fue realizado por lu autora y sus colabora-

dores. 

d) El equilibrio líquido-vapor necesario para determinar las 

densidades de coexistencia, present6 problemas debido a 

la ausencia de un adecuado mé·todo de derivación numérico. 

En la zona del líquido, la energía libr~ variaba muy len­

tamente en contraste con la zona del gas en la que la · -

energía libre variaba muy rápidamente de manera que hubo 

necesidad de tratar a las dos regiones con métodos dis· 

tintos. Se probaron tres métodos: 

pero 

Esta 

Diferencias centrales. 

Diferencias hacia adelante, 

Interpolación de Lagrange. 

Escogimos finalmente éste últilllo .paKi:i las' dos regiones 

con diferentes parámetros Jveli.s.~.'fa~lai~; del )péndiée 2). 

tabla pf·rmi te observar la di·:t"¡;~~ti~a ;~ra elegi.~ dichos 
•.J" ~~ • ~· ';. ~ ' - ' ! ' 

parámetros. Labe mencio~ar~·;;f~~!~;;~·Mt~~f~~.~~1~~lt,·E.7r2~.1u:~lót del · 
equilibrio liquido-vapor nos traíi,i.ncoris'istencfa• en¡el. signo 

-: :·;;,.,_>_':· 
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H!I 

1 l 

... 

de i NúJr.n1-W:>' pu~s ya cerca de la densidad del líquido 

se nos hacía negativa. 

e) El último problema importante fué el de tiempo de máquina. 

Se optimizó el programa pero aún así el cálculo de la ten 

sión superficial consumía 21 horas pa_ra c'ada' temper<i:t11ra, 

utilizando únicamente cinco puntos para integrar la expr~ 

sión (2.3). Este factor trajo como consecuencia, la limi 

taci6n del núme10 de puntos de integración en los integr~ 

les triples y en la integral (2.3) y de realizar cálculos 

para más de dos temperaturas. 
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· 2- RESULT~DOS. 

A continuación presentamos los resultados obtenidos 

para la tensi6n superficial para dos temperaturas. distintas. 

Los· superfodices DMGBl y DMGB2, se refieren a nuestras teo-­

r1as expuestas en el capitulo anterior, El subindice 2 y el 

2 + 3 se usará para interacciones de 2 y 2 + 3 cuerpos res-­

pectivarnente. 

Tabla 1. - Tensión Superficial para,.. :O. 7 5 ("'ten cUo /c:.m ") 

63 

Ng Pts.de Integraci6n 
5 

~ llllG&I 
a. 

~Pll"'. 
"ª 16.34 

'Ot168", 
d"a+3 . 

16.41 11. 97 

10 16.61 ( $ ) 

't:rv.u. 
12. 73 

13.08 ( $ ) 

Tabla 2.- Tensi6n Superficial para 1''~ 1. 2 ( tJqn cl~o /CJrn) 

Ng Pts .de rnt~gración 'ta.fll16!1 ~ l!Mli&I 
lt:I 

(J.Dll~H .... ~tlGU 
~J 

5 3.79 3.79 3.01 2.93 

10 3.90 ( $ ) 3 .11 e $) 

( $ ) Se ~efiere a la imposibilidad ecónómica de realizar 
el:' ?álculo, 
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Notese en estas tablas como los resultados con la teoría 

DMGBl para la tensi6n superficial son en todos los casos may~ 

res que los obtenidos con ·la teoría de DMGB2. 

Presentamos también los resultados numéricos para los 

'parámetros de influencia a densidades intermedias de las de 

coexistencia: 

Tabla 3.- Parámetros de Influencia para i• = o. 7 5 

n<rª t ~a/asr"' ( f.Al /a-s)litf611 ~·~ (~~~r) ( (bA3 h~t>f1662 

.1568 B.2096 -.0079 4.· 38 8 7 - . 08 8 2 

,3098 7.5963 - • 0180 4.4858 -.1860 

.4628 7.2263 -.0330 4. 7991 -.3226 

.6158 12.2759 -.3578 7.5278 -2.3989 

Tabla 4.- Parámetros de Influencia para ··= l. 2 

ntr~ ( eAdac )0"'61 (Ms/(';s"j~" (SAi.hst'ª' ': .. ~EiAala~"" 
.. 

.1781 4.8122 -.0041 2. 7140 -.0635 

• 2814 4.7859 -.0079 2. 8619 -.1120 

.3846 4.5973 -.0125 2.9739 .1660 > .-·, ,· ·.e 

.4878 4.1957 -.0174 3. 03s1: ' ;'+ /_; 2zs s 
><iJl ):¡. 
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Se puede observar en las Tablas 3 y 4 como el parám~ 

tro de influencia que contiene tínicamente l_as interacciones de 

tres cuerpos: (~A3 /o-s) (DMGBl) y CpA 3iaS) (DMGB 2) aumenta confor­

me uno se acerca a la región del líquido, lo cual no sucede -

necesariamente con Cf'A;/trS) (DMGBl) y if-1A 2/~ (DMGB 2). Para "f*= 

O. 7 5, por ejemplo, (fJA
2
/crS) (DMGBl) oscila mi en tras que - - - - -

(~A 2 /ff5 ) (DMGBZ) aumenta conforme la densidad aumenta, incluso -

notablemente para uensidades altas. Para T*= 1. 2(f>A
2
/crS) (DMGBl) 

disminuye conforme aumenta la densidad en contraste con -

~A2/crS) (DMGBZ) que aumenta en ese caso. En consecuencia, los 

parámetros que se obtienen con las dos teorias resultan dife- .. 

rentes, observando ambos cambios bruscos P,'\ra den~f~.~ii:';,áf~as. 
•· "'. ;-,- >';-::. :.\;·::,' .~:'·>· ,'~¡~:;; ¡·\···.· 

.: "'i\'·i",~:, /'.~:'/):';~·" ·;• -
. , "- ""'f.:.:·;· 

::::~;:;·;::~,~~~~;~:::~;¡iiiirlf l'll~~~ll~~lllll~l~~ 
rentes 

zas de 

De hecho LBP encuentrán para las temperaturas con que 

trabajamos nosotros los resultados que· presentamos en las Ta- -

blas 5 y 6 



Incluimos en ésta, los resultados experimentales para el Ar-. 

g!Sn: '/FA ; los resultados· de un Jlfont~ Car lo con el potencial 
(6) ~"' de Lennard Jones : o ; los resultados de LBP usando Gni--

camente el potencial de Barker, Fisher y Watts (BFW)~11 ~: :-

~~ . o~ ; los resultados de LBP usando el potencial de BFW y 
.· ""'LBP . 

el potencial de Axilrod-Teller-Mu~o D! ~-Y nuestros resulta 
-¡· 

dos, con el fin de realizar una comparaéi6n entre ellos. 
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No incluimos en estas Tablas los resultados de (PSU) )'a_ 

que ellos sólo reportan para ,.-. = o .71: .<f; =-4.r;dr11/CJtrA.1 comp~ 

rarlo con 
~flll 

.q, = 13. 7 din/cm (usando el potencial de BFW), por 
"''su lo que Oá,+l = 9.2 din/cm lo cual empeora la concordancia con 

el experimento ( (}EJIP = i3 .4 din/cm). Esta comparación no es -
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significativa porque no se torna en cuenta la contribución'de 

la capilaridad a la tensión superficial, 

nuevamente el valor de la misma. 

Tabla 5,- Comparación de nuestris 

et en din/cm) para T* = 0,75. 

"il'a.'"'p ~Pn~e• ?J!llM661. 
~ 

{JE-,.P "t Nr. 

15.38 16.41 12.73 13.45 

~ u.P 
.ats ~ º""' •+l 

~ ll~'2 
:at3 

11.48 16.34 11. 97 

Tabla 6.- Comparación de nuestras teorías con otras 

(,..·l. 2) ( (il en din/cm), 

r 
·~ 

'tiu.? ¡J .. 'f>"'ª' ttt''º'l. ttf!llf 'i!t1C 

2.86 3.79 3.01 0,75 2.27 

°t i.&P 
:ltl 

~ l)ft611 

a+3 
~ :1>ncu. 

:l.+3 

l. 4.¡. 3.79 2.93 
'i¡.¡;-t' "~· 
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Tabla 7. Comparación de las teorías para fluidos inhomog6neos: LBP, PSU, DMGBl, DMGB2. 

Caracteristicas 

,. 
Teoría 

Perfil de Densidad 

Potencial de 2 
Cuerpos 

Potencial de 3 
Cuerpos 

Funci5n de distri­
buci5n radial: 

LBP 

Toxvaerd 

Toxvaerd 
(Tangente hiperb5lica) 

Barker, Fisher, 
Watts 

Axilrod~Teller~Muto 

PSU 

Kirkwood-Buff 

Fowler 
(Perfil escal5n) 

Darker, Fisher, 
Watts. 

Axilrod-Teller-
Muto 

experimen­
:tales de Yarnell 
~-~t a1Cl 4) 

DMGBl 

Kirkwood-Buff 
+ Gradiente 

No necesita 

Lennard-Jones 

Axilrod-Teller 
Muto 

Throop y 

~carman C 4 2_) , · 

DMGB2 

Abraham+Gra­
diente. 

No necesita 

Lennard-Jones 

Axilrod-Tell er 
Muto 

Throop y 

DearmanC 4Z). 

Funci5n de correlac {"incipiO d~.:stp~~;I2'E '1>1:lncipio de Su- . ~-;¡~tfpio ele Su Principios de 
ci6n de tres cuerpos sición .de Kirkwood•; · · ¡íc'.pósici5n de '• .péfposición de- superposición 

;:.· : · \Kh;kwoód, ·· · <:·: .Kirkwood; de Kirkwood. 



Las tres teorias son diferentes y en consecuencia es 

dificil predecir cuál es la mejo1·. _Sin embargo, existen en 

tre ellas algunas diferencias importantes que pueden ayuda!. 

nos a comprender mejor el por qué la nuestra difiere de las 

otras dos (veáse Tabla 7). Por ejemplo, LBP utilizan la -

teoria de BH y no la de WCA que nosotros usamos. Aunque no 

sotros mencionamos en el primer capítulo que ambas teorías 

son buenas y resultan complementarias más que competitivas, 

existen evidencias de que la teoría de WCA es buena para -

densidades mayores a n~= 0.65. De hecho Davis(l). se cues 

tiona al encontrar discrepancia entre sus resultados para~:. 

usando teoría MVDW y los de dinámica molecular, si esto se 

debe a la teoria en sí o al hech·o de que la teoría de WCA -

falla para densidades menores que n•= 0,65 

Por otro lado, ~U tsaron ~ aproximación de, Fowler para el pe.r. 

fil de densidad y LBP la aproximación de Toxvaerdpa-

ra éste, mientras que nuestra .teoriá · no,requiere.:d_ec.ninguna 

forma explicita del. perfil de den~idad~ .. L~~:i~~i\~ec~:<is -­

utilizaron al potencial de Axil~~d:T~lie;-~l~~~;>sl~ embargo, 
' .' , '"', ··.;;-.:.··~·. ., ' . .. . ' . -····. . . . . ... . . * ...• :· 

nosotros truncamos nuestras; poúln~ia~es',~n r= 8 (f;i=~). 

:::::::: :~::::·:::.::.:gf 'YJí~~íl~f ·k:'::'::.:· ,:·:::! 
cuerpos, enc0ntraro11idlf~:t~h"ci'ás>{ifnp(,~'tántes dependiendo de 1 

corte utnr{'do. -:,~~-~':l$~Ti~i{ÍP;J~~-l~= 0.1, <f;j.= 18.3Sdin/. 

cm utilizando el pote~2'i~l:cii~I'i;~t-o de LJ y ta. = 10. 9din/cm 
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J 

utilizando el potencial truncado (en r~ = 2.2), lo cuál nos 

da una idea de la relevancia de este corte. D~~cbriocemos 

Las tres teorfas utilizan la aproxiínaé:i511i'.d~ K:i.ikwood 
" ~'-~. :• 

para la función de correlación de tres C:uerpos/ acarreando -

los errores propios de esta aproximación. Sin embargo, nos~ 

tros utilizamos la superposición de 9 en el cálculo de . ?i 

Esto puede introducir una diferencia significativa en el cál 

culo de "'1-3 debido a que A3 es mucho más sensitivo que la 

energfa libre a aproximaciones. Además en el cálculo de A3 

entran derivadas de~· (ver ecs. (3.10)·'·>~:.'_~ .• p.(3.12) y 

(3.13). Sería interesante usar tina aproiciÍn~C:iÍ5n que a baja 

densidad sea mucho mejor que la. apro~i~kd.~~ ¿~ superposi- -
·e=·: O·_ ., ~:: ,, 

ción para evaluar el efecto de ra.~;~i~ci~{~:n• nuestro cálculo. 

Creemos que nuestro cálc;ulo• púh{~'i:hl·~·<pre~unta de' si la apr~ 
:·. ·,. J:_-;:·;;¡''.«"'. ,:, '·' 

ximación de superposición s~ p~~4·~1f}1s'.¡¡r e~. el cálculo de 

propiedades interfaciales sin {n{t'b<l~~r¿~n ~rX:or apreciable . 
. - c.:· '--'-----' ';__~ - .. _,_, .. ---

De hecho en las Tablas 3 y 4 se p~ed~ :yé{~~e- la may;r-r contri_ 
,· .· ...•.. - .. ·. .. -":lo",., 

bución a A, proviene de la región iÚ11.lÍciá.. Esto puede sig-

nificar que la aproxim.ación de Kirkwood está afectando los 

resultados a bajas densidades de ~ y por. lo tanto de~. 
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Además de los resultados anteriores obtuvimos algunos 

para el caso de 1 modelo de Van der Waals ('j = O, 1 para '(".<.el j fl~ > 

respectivamente). Esto lo realizamos analíticamente y num€ri­

camente. La siguiente tabl~ presenta algunos resultados para 

la temperatura 1~= 0,75. 

Tabla 8. - Tensión superficial para el caso ~ = O, 1 para 

r~ ~· nd respectivamente. 

No.de Pts .de )j;Tló&I ~ Dll681 '<f:''''I. Ptf682 

Integración. #+l d" ... 13 

·. 

10 3.14 3.11 ' 2.38 2;30 
.· 

'· 

::, d:::· .:· .::::~ :~· ,::: ::::;º:'::·:::~~ii~~~~f ill~~r ::: 
muestra que las derivadas de las g's no:sc>li:'ri'~'c'~·~rfan{~rite -

·:f~"/· . 

la causa de que el efecto 

para el modelo de van der 
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3- ·CONCLUSIONES. 

En este traoajo se calcularon los parámetros de influen 

cia de dos y tres cuerpos para las teor1as DMGBl y DMGB2. Los 

cálculos para la tensión superficial incluyendo fuerzas de dos y 

tres cuerpos resultaron ser prlcticamente id~nticas que los que -

ootuvieron considerando únicamente interacciones de dos cuerpos. 

Este resultado está en desacuerdo con los trabajos de LBP y PSU. 

Sin ·emoargo, es dificil realizar una comparación entre estas dos 

teorías y nuestro traoajo, en ausencia de una simulación de Mon­

te Carlo que incluya interacciones de dos y tres cuerpos. 

El uso de pot~nsiales truncados y el método de deriva­

ción numérica utilizad6{ Junto con la aproximación de Kirkwood, 

pudieran considera~·s.e 2omo p~sitiles fuentes de error en nuestros 

clilculos. 

Queda la posioilidad de que la misma :teoria del Gra- -
-· --- • _;. : '. e---·--- ; ::·,~:·--~~¿ ~·--Lz.t·~- - _:____ -

diente no sea apropiada a nivel de tres cuerpos,pe~o;comoya·10-

mencionamos antes, ésto no pódtá esclarecerse hasta tener datos 

"experimentales" contra los que comparar (p. ej. una ·simulación 

con Monte Carla para tres cuerpos). 

., 
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Este trabajo se puede extender, puesto que se ha dejado 

marcado el mecanismo, a el cálculo del efecto de fuerzas de tres 

cuerpos en el tensor de esfuerzos y ~l perfil de densidad. 

La inclusión de efectos de capilaridad podria también ser motivo 

de una investigación -futura. 



_, 

.... 

APENDICE I 

Se incluyen en este Ap§ndice cuatro Tablas que 

permiten aclarar la sustituci6n de una integral triple de -

la forma 

~fa,, r:... H Cs,s',s"l 
o o ls·s•1 

por cinco integrales con limite ya sin val6r absoluto de 

la forma: 

~ w sfd 

J ds [ Js' jds" 1-l ( s, s', &") 
1 1 s'.¡.s 

+ 
a 4'1 s~.s J ds {as' Jcls' H (s,s',s") 

• .s+1 s(.s 
+ 

fds l~s' ¡;:~ fU ~, s',s") + 
a. :r• ' 

!Js jcN ¡;,. 11( s, s', s • J 
... 541 l-s 

Ot CIO .s!f5 r cls f d~' f ds" H (s s' s") I I 

~ ~' s1-s 
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s'= á+ 1 

< s > 

1 ~ s ~ 2 

FIGURA 1 



S>2 m 

...... 

s'= s + 1 

·• , -. FIGURA 2 
•• 1 

' . 



s" A s' 1 S' ·: S+I. 77 

2 3 4 5 6 s' 

s" 

6 

S> 2 
4 1 

1 
1 

3 1 
1 
1 
1 

2 1 
1 

1 
1 
1 

---t- - --------- ·s" = 1 

1 1 
1 1 

2 s 3 5 6 

s' 
FIGURA 3 



APENDICE 2, 

Para resolver el equilibrio líquido-vapor se ~e-­

quiere que tanto los potenciales quimicos como l~s ~resi~~es 

sean iguales: 

_)l (n~) -== jJ-(nt.) 

p (n3) = .P en~)----

Para determinar pcn) y p ( n). se requieren deri­

vadas numéric~s de la energía libre de Helmholtz. El método 

de derivación utilizado fué el de inteipolaciói:>:Ae Lagrange. 

Este método u·tiliza un parámetro <X. que depcndé' d.~ la forma de 

la función que se va a derivar. En particular-, para resolver 

el equilibrio liquido-vapor en este trab;af<l?s~.~iilizaron pa-
- ·.-;··:.;,;.-~;-~~~·;>}-:' =<,;_··, 

rámetros diferentes dependiendo si se' tf'í(fio'li-,;cl.e'.'}iii.'c'regióng!!, 
,•· :' ~-~;~'~;. -'-<'0-'.1~:·,.~;.~,~:;:::~_-;-.;- ""> 

seosa o la.' líquida. Esto se debió a ~üe;·lá:;,V:~~.iaciói(de la' 

'iS 

energia libre con respecto a la de4si.!~~XcJ.rf~ii~;_.;4~l'~nd.ie~do __ 

de la zona (liquido o vapro), (Veáse ;i;.' Alf . 



Fig. Al. 

o 

l-2 s 
;..,..· -3 -

-5 

,·;· r-~ ·r··o.s 
·-8 .-." .. A, -1 

M ~~·~U~ M V MU W --·-_ .. ·=--~-~~~~- ..... :-_~~~---···-·----_ 
' 

Variación cualitativa de la enérg~a libre de 

Helmholtz con respecto a la densidad. 

_.,·,--.. , .. -

' ·-

Esta -diferencia .e.ra menos notable ·conforme se aumen 
-,-,,.«;,_._,_y·~-"-;_-_.::.:;-... -., 

taba la ·ten1peratú.fá[; :.;.:·· 

En la Tabl aÚ.1,se muestran algunos de ro's resulta­

dos obteni?os para ~} _e~~i1ib;ic} liq~f~o~_va;Ó/a i~ ~te¡npera~ 
tura t•= o. 7 s. El parám~tro '~~}e·_¡>;·e,s'en~a ai- paf~ín'e~~ó uti~ 
1 i :ad o en el mHodo de der i~;aci6n ,ni'.lrnerica en ~i.i•>z6h·~\~~1 --. ,-_ -. .-- 'e_-~. • • •. e,:;;;;,,<,: .~. ' .. 

gas .. Y ex,_ el de la zona del Hquido.jt- representa al pote!!, 

cial químico e,.·= (¡.J-/;rr¡!) ) y p• a la pÍeii6n. (p•.:: ~) 
y el s~b1!ndice ~ o ~ se refiere al potencial 6 presi6n del 

gas o l!quido respectivamente. 
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' 
O(q C( Q. n!I nR. ,IJ.•,. . fo~ P! PJ 

2 2 .0038 .7570 -.3290 - • 329 o (.37)10- 2 (.96)10- 2 

2 3 .0050 .7414 -.3223 - • 328 7 (.49)10- 2 (.48)10- 2 

' 
2 5 .0042 . 7588 -.3265 - • 329 2 (.41)10~ 2 (.41)10- 2 

2 25 .0038 .7688 -.3290 -.3292 -2 (.37)10 . (.2~Jl0- 2 

·-·. ' 

Algunos ·resui'~ados .. del·e~~il.;i)'~io-Ú,quidci-~apor 
~·:·-~~~,: ;> ,-~-~ -.. .. ;~:: t ~ ',~ .... ~~:N ;:..,~ ·~·,-sft·::,~:::' :,-:~-:~':'~·¿-.,'~.~ :·:~_,;..,_.," 
···'<..:-~F·'.-' . _._.._,, .. _.:-~:°'"""~·' ::._";~., >. :_>;;:.-:-· 

Tabla Al. para T\ O:iS. 

--·--- -- -- --·La-s·eieccrnn--del ·:e~qü-üiifi%;'{~~#~?-~~ii~fr: .•... (¡füesfo- -

que como se ve en la Tabla Al, hahia_va.r_ias posibi1idades) 

fue hecha en~base a su utilidad en la fórmula para la tensión 

superficial: 
na 

(f = (5_ J [A (Wll'l) - Ws)] ~-- dn 
n: 

El parámetr,c de influencia es positivo dentro de la interfase, 

luego entonces (W<nl-uJg)debería de ser positiva para que tuviera 

sentido sacar raíz cuadrada a A(w(n)-i>lg). Y como: 

LV ln) = .I - n ,u. 
. V I 

en donde)-'-, y p son el potencial y presión en equilibrio. 

La selección inadecuada del equilibrio líquido-vapor traía co 

mo consecuencia una inconsistencia en el signo de (LtJ(11)-uJ~. 

Finalmente, para las temperaturas con las que trabajaw.os 

(T't= 0.75 y T•·= 1.2) seleccionamos las densidades de coexis-

tencia que se presentan en las Tablas A2 y A3. 



81 

<X~ et~ n~ O.e ti~ )J-~ p~ Pt 1 

1 2 25 .0038 . 7688 -.3290 -.3292 (37)10- 2 (.24)10-z 

1 

Tabla AZ. Resultados par .. el equilibrio líquido-vapor para T%<'.:: O.=tS'. , 

·-
<X~ d,¿ n~ flt ))."q )).*" ·a P! (JJ_ ---,, V 

2 15 .0749 • 5911 (-.2808) c-.2808) e~. s90)10- 1 (-.593)10 
l ... 
! 

Tabla A3 ., Resui tados para el equilibrio 1;qllido-vapor pura T'"= ¡,;J.· 



APENDICE·3 

El programa de computación que fue necesario elabo 

rar para el cálculo de la tensión superficial requ'iere C::ica 

mente como datos de entrada los resultados del equilibrio 

liquido-vapor para una temperatura dadat· 

n3• = ~ cr3 

)1~ =./a• hr 

¡>; :: ~ ,¡, (13 /~ T 

~"" = ne Cf3 

l~ : )lt /r..T 

f>~ = P¡.~3 hr 

Este equilibrio liquido-vapor se puede resolver 

utilizando el programa de 

nal de esta sección. 

Por el momento 

tro programa general para 

El programa 

resultados 

los 

a -
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--- _.· .. -.--.---···-- ·---- _. 

la cual se desea calcular,: 1 tensi6n superficial pata. el. caso 

de la teor!a.c DMGBl 

GGAMMA3/SURFACE (AGAMMA3/SURFACE) 

En esta subrutina se arma todo el integrado para l~ expr_esión 
1 ~-

de la tens.ión superficial para el caso de la teoria DMGBl 

(DMGB2) · .. ~. 

DWCA/SURFACE -- -·-·------- -

, ~. -~- . 

Calcula el d~ámetro de las esferas duras necesario en la teo-

ria de perturbaciones de Weeks-Chandle;r-Ande~s~n(lS), según 

el algoritmo de Verlet y WeissC 43J. 

BLOCKDATA/HSYMIX 
CUBIC /HSYMIX 
FLAGR /HSYMIX 
GDCOMP /HSYMIX 
HSCORE/HSYMIX 
HSGMXZ/HSYMIX 
HSYMIX/HSYMIX 
XTABGD/HSYMIX 
XTABDN/HSYMIX 
XGINT/HSYMIX 
XDLTAB/HSYMIX 
SOLVE /HSYMIX 

Paquete, de subrutinas que'~alcul~ l~ función.de ¿6rrelación 

entre pares, según ~a_ s61uclGr1propuesta por Throop, y. 

Bearman(4Z) a la ecuación_Ae_;el'cus-:Yevl~k. - Este programa 
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Escrito Pº! el Dr. Dou.glas Henderson (comunicaci6n p
1

ersonal) 

DHSY /SURFACE 

t --
Calcula la derivada de la función de correlaci6n entre pares 

con respecto a la densid~l 

CORRF /SURFACE · ·-------· -· ----- -----------· ----·----·- ----·--··- -···-·-- -

Subrutina de, interpolación para la función de correlación 

entre pares. 

DCORRF/SURFACE 

Subrutina de interpolación de las derivadas de la función de 

correlacipn entre pares 

POT2/SURFACE 
POT3/SURFACE 

Potencial de dos y tres cuerpos respectivamente (Lennard­

Jones y Axilrod-Tell~r-Muto) · 



DPOT2/SURFACE 
DPOT3/SURFACE 

Derivadas de los potenciales de dos y tres cuerpos respectiv!_ 

mente. 

FREE2/SURFACE 
FREE3/SURFACE 

(¡_. 

85 

Integrandos de l_a _en_~rgia libr~ _de _.HelJ11hl)_!._1;_; __ pai:~.-~J.:.JJui_c10 ______ .. 

homogéneo (teoría de pe~turbaciones de. WCAC1.Ür para c1os y 
;·-;:-. :-(·· ----

tres cuerpos respectivamente. 
.. :_: 

CPAR2 / SURFACE 

Integrando del parárnetr.o de influeneia'. de 

la teoría DMGBl (DMGBZ). 

CTl/SURFACE 
CT2/SURFACE 
CT3/SURFACE 

CAri/suRFACIÓ 
(ATZlSURFACE). 

··.;;;;y;· •. '.?·•· 

para 

Integrandos de los términos que aparécen en la expresión para 

el parámetro de influencia según·i~teoría DMGBl (DMGBZ) 

SDR / SURFACE 
SDR2/SURFACE 
SDR3/SURFACE 



Subrutinas que realizan integraciones SDR 1para la -

integral de la SDR2 para las integrales sencillas que apa-

recen en las expresiones para la energía libre y parámetro 

de influencia de do~ cuerpos. 

SD3. para las integrales triples que aparecen en l~s exp~esi~ 

nes para la energía libre y parámetros de influencia de tres 

cuerpos. 

Fl/SURFACE, 
FS/SURFACE, 
G4/SURFACE, 
R3/SURFACE, 
S2/SURFACE, 

F2/SURFACE, 
Gl/SURFACE, 
GS/SURFACE, 
R4/SURFACE; 
S3/SURFACE, 

.1 

F3/SURFACE, 
G2/SURFACE, 
Rl/SURFACE, 
RS/SURFACE, 
S4/SURFACE, 

F4/SURFACE 
G3/SURFACE 
R2/SURFACE 
Sl/SURFACE 
SS/SURFACE 

Representan los límites de integraéión·d~ las integralés tri-

ples. 
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1
.,,,,,.,, ºI',,.,,, •• ºJ',,,,,,, ••. ,,,,., •• ''!',, ::. , , , , º1,, J.,., .. º , , , • , • , •• º.,,, .•• , 

IE/L.GHAIN/SUP.íACE.,APAXR/E IL. 
12r-n2-2a o;:rn,11 · ~ 

C 1 PPOGRAH i5UHACE llNPUT,OUTPUT 1 
'":;-~~·-· -· : IHPLICil ocul>L[ PRECISIOflCA-H,o-z• 

: COnlONHROP/F1M1CHP10MEGA 10MEGAB1T1R O 
1 COMMON/EALltdCP 1 CPL 1 CPG 1 PL 1P:G 

CO~MOtl/KRIK/KRIK ¡' 1 · 1 
COHHON/ JP~/JPR 

COlll'ON/PARAH/RCUl l 1RH1EPS2 1Sl G1Pl 1 AlAlB 
COHMON/Vl!lF/VIt.f ! / -• 
CO~"ION/11Ylr.Y,NY1,Xl,Nll ,N22ncoRRO i 
COMf"ONn.PT 5/NPTS2,NPT53 1 - ---- -· .. ·i 
COM~ON/~NU/RNU1RR~U ! 
[Ji\ l A EP 521119. 8 ro!, PI /3 o l q l S9 2b 5 3 5 OC/ 1 HP / 6 06 26 í0-211 1 - --

1-· •' 

B K /l. 3BiJ20-l6/ 1 AM/39 • 9500/ 1 AN/6.022 l 70•23/,RNU/73 0201121 

1

1 

EXTERNA l GGAMHA 1 1 i \ 
q LIN l'I SP[CJ"'JCATION FOLLOlilS DEFINE OR onA1 STATEHUtl 

LOGICAL i11U 1 1 ... ¡ 
PRINT 2 1 . J 
FORMATl!X 1 'T',3X,~IPR'13X,'SIGl'!A'13ll1 1 d 2 

e 

e 
e 
e 
e 

C· 

e 
'C 

'NPT~,¡•, 3X 1 't.FTS3' 1 3X. 1 'KllIK 'J l. 
REAO 3, l 1 1Pí.,SIG,NPTS2,NPTS3,KQ IK ' ¡ 

:::::::¡;f ,I~R,51Gr1S2 ,NPTr'R1' '• ··•• . " .. .. .1 
AMES l. MASA A lOtflCA1 RNU l:A CONSHNT:E DE ~XILROD-TELLER1 ! 
AUHB LA LONGITUD iOE ONDA DE DE BROGL!E Y RM LAiPOSICIOtl DEL-,. · '- -·¡ 
HlNIMO /¡: LENflAROl

1

JONES, roqo EN CGS - •. .. -- = j 
AM=A11/At1 1 l 
RHU:RNUllBK~Tt[FS J - "- .. ~·--~·------· -····-- ,.~ 
ALAHe.=HF./DSORTC2.0Q#Plil<AM*B1*TCfPS21 , i 
ALAHB=ALAMB*l,O•O~ .. ----·- ·- ..... - ., .. 
RM=2.DD~•r1.D0/6.COl~SIG 

~::N::~j:,¡c,;'d1·r~.~~¡:~í~1¡NL~A~A ,~ ~GA"HO l' .. ;~~ - --- -~--
1 READ 3 1 FOL 1 ROG 1 CRq ' 

1 
PRINT 3 1ROL 1 ROG ,ORO 

F0Rf'AT t5X 1•RoL'19 1'ROG'18X,'DRO CRO::N/V*SIG•~1J•, 

MU=·TRUq. 1 
e***** t=D.1sl 1 

1 CP::l-.328~68768J556251¡73Dol*SIG**3 

i OMEGAB= 1-. 372'1H98é3f.t¡l5634BD-2 J 
C**** T= 1.2 I ! \ 
C••• CP =e t.28076 302'133171\094 ;,oD •*SI (j~(r 3 
C>:o*ot OMEG M.l:: f -, 5 905685 8119 lOíl 31! 595 0-l 1 

C HU:.fALlE• 1 1 

C lNTEGRACION DE LA l lENSI ON SUPERFI Cl ll 
·-e 1 1 

GA HA::So FIGGAl1MA oRQGoROL 1 NP l~t¡ > 
GAMA::DSCRTl2.DOIOGAHA 1 
GA ~!A=GA ~A* 1 T•E rs2 ~eK 01. 01b1s IG* *21 

1 PRlS=-O~i:GAB ! 1 

1 
PRl~H 6~l,RCG,RCdPRES,GAHA1 , 

_6 ' FORl-IATl//,Sl'*''•i PARA 1=·~r6.3,' LOS DATOS [[ EOUILIBR:o•, 
:- 1.. 1 ¡., q ,, 1 1 ¡ 3 ~ ~ i. : ~ 9 ,1 ¡ 1 ~ l 4 !> & ' t-. ri o j 1 ., l .a !I ú ' ~ 1 e ¡ : ;o l ., ~ .., , ¡; q ¡i ¡ 1 .• j 4 e,- t 1 "' 9 Cl ¡ 1 ? J .a !i ~ ' a 9 CJ l 1 1 J .. !J ú 1 a 'J o 1 1 J • !I ~ ¡ 



1
¡ ... l ~ ~, • 11 9 ºf,,, ... , .. "I',,,,., .. º!,.,.,.,.,,. "'',, .... , ... 1,,,.,., .. -º 

Í •SO •,1,• 1<0c=•,G12.61' ROL=•,q12.61' f='1G12.6,• 
•,1, ' y LA TENSIOtl SUPERFICIAL E1'1Gl¿.6t . -

STOP [ -
e~•! DEBUG,INITIPRES' ·· 

END 1 

',fi¡ ¡;S 86 lBAl'IK 1 O DBANK 52 COHHON 

-·¡ 
¡ 

- ! 
í 
j --· -- -·. -··-- ... -·- ---- .. --· ¡ 
i 

-, 

! 
... ¡ 

' ' ' -< 

1 •::, ... - .... ,,.--~- -·-··----·--·--"'·_¡. _____ --·t 

1.1 

·¡~·-

! 1 

J 
1 
1-· 

! 

- ¡ .~ . - --

l. 

t 1 b 9 : 1 ' l 4 ' 6 1 ó 9 O 1 .. ; 4 ' 6 7 e,·, ~11 l J 4 ' 6 1 ; , u 1 ' 3 4 ' 6 1 6 9 u 1 / J < 1 < 1 d J o 1 l l 4 ' G 1 • 9 O 1 2 l 4 ' 6 1 8 9 1' 1 2 l 4 ·::;6 : '. 

•:!.1.t-·. 



r 

JE_(~':G 'A~~'r.';'/~~~º¡¡¡l~~~·.~:'A"X'R),~~~:'' '''o 1 ''•'•'"•o 1' '• '• '' •"' '•; • 1 •'o 1 ' '',,,,, 

12 1e2-~'J 03121, 
. íUNCTIO~ GGAHMAIROI 

l!-1PLICI 1 OCUBLE PRECISIONC A¡H,o-z J 
-c:uou CASO G DIFEROT!l DE 1 1 · 

COM~ONl•ADIAL/Yl201 1 3J 
co l\MON/!iADI AG /DY r 2or ,3) 
COMMON/BALI~/C~ 1 CP1 L,CPG,PL,A1°6 com!or¡n:1Rc2011 
COMMON/FROP/f,Ml 10H? 1 0HEGA 1 0,t1[GAB 1 T 1 R O· 
COMl'ON/!lER/OCHP 1 DQH 1 
C01'!"0N/\lCA/0 1 f!H ,EtA 
COMMON/PARAY/RCUT1 1RRH 1 EPS2~SIG,PI,,A AHS 
COHHON/RNU/RNU,RR~U 1 
COMrWN/ ~Y/liY,NY 1,:Ü,Nll 1 NZ2, ICORRO 
CO M"10N/ lPR/IPR J Í 
cou,,():!. '."12/BUL 1B l,POT ,OR ,, 
COMMON/CX/OX 1 . 

COMHON/~PTS/NPTS2 1 NPTS3 
DATA Xl/lo00/1ldl/1/ 1N22/l/9ICOPR0/0/ 
EXTERNAL fRECZ 1 CPIÍR2 ,FU,FC 1 fRCUTI , 

H·~LIN!:: 19 SPECiflCA TIOr. FOLLOIJS OEFI NE OR DATA STA lEHE H 
EXTERNA l. fR[[3 ,fl~Cll ,Rl ,sl ,r2,G 2,Rz,s2, 1 

f3,é3,R :.sJ,F4,G4llllf 154 tf5 1GS ,R s,ss •ª. ,CTJ ,cr2 ,dT3· 
RE AL>:: 8 12 , lI 2 , 1 3 i 
LO G ICAL !HU J 

.e ¡ DA TI\ Hl;l'Tl/B.001, Yt80/ .r1y lí81/ 

C ~********* CALCULO DEL O!AHETRO OE WCA 

. : CALLOWIA(RO,l) 1 

_,C VARIABLES AOIHUS ONALES CRl O 

- .~ 1 .. 

- C RHO REDUCIDA CRA 1 RO REDUCIDA CRA S 1GHA -e . 

. e 
_e 

e 

RCUTO=O loo 
Rl'I =RRMI~ 
RP r.u=RNIYD• 49 
ALA~B =AALAllBID 

~***º*****] CALCULO ~E LA ENE,GIA L~ePE 
1 • 

! FPC=ETA .llf,OD-3,0Q~TAlllio00-E1A1002 
FR I=OLO € IRHOI -1,00+3 .DO *OL OG 1 Al AHB J 
FR=fRE+ÍRI 1 1 
PR!tiT drRE1fRI1F~ ·· 
WR!TEISlll fRE,fRl,FR 1 
f0f<MATC/ 1 10X 1 '*>)*!FRE=•,G15~7 1 ' fPI=',GlS,7,• 

1 Ir IIPP.,~'EoOI PllJNT 1003,RCUTO,:?CUT l 1NY 
1003 fORMAT•¡ Rcurn=·,,Gl5·7•' ¡Rcur1=•,Gls.1,• 
e : 1 1 

C GENERA TABL~ DE YIRI PARA UNA O~NSIDAO FIJA 
DR=C,lO'f 1 i 
Rlll=l.!'0 
Rl~l=D.~O 

Nl=NYl•l 
RR =RCUT 1 

ÍR=' ,c;l5 .• 7 

NY=•,IlfJ 

- i DO 2 I=?,Nl 
, t> ~ I"", I' / J t ~" ' i:o 1 ol i 2 J.& !> 6 / 11 <)o 1 2 J .a~ ti 1,..9o

1 

1 z J 4 :i 6·., e 'J ·º 1 2 ;¡ .i ~t. 1 ti g o t ':! ? .i !. 6 1 s 9 o 1 ~ J" s 6 , 1:1 9 o 1 /. J .a ~ & ) 



- 1 ' i ~ ,' :i ? ci 1 :! J J !i i 1 e 9 e 1 2, J .- _!i ó 1 11 9 o 1 2 J 4 !i f 1 e 9 o 1 ; J 4 !i b 1 e 9 o 1 2 _3 '""i ',, t. 1 11 IJ o 1 z b ' !- c. 1 li 9 o 1 : .1 • ~ 1 1 .. , 

RP.=RR•DR 0
---- -~-- -

R l I l=RR 1 
IF llPR.lE.JI PRINT l0021I1RCII 

1002 FOR''ATlt !llºtl21"1.l='1Gl5•7 
2 1 CO"IT¡NUC 

CALL HS'\'IHlCIRHo,x1,t111,N22,t 1,ICORRDI 
CALL DHSYIRHOI 
DO 3 I=l1HY1 

Í Rlll=RIJ•ll 
C*** Do·3IJ=1,3 
C••• YII,Jl=Yll•l 1 JI 
C•*• OY lI, .:J:Oy CI • J 1 

3 1 COt\TINUE 
1 H l!PR .t:E .o l C HL PINTA 

C******** 1 

.. "" ... -:--~·- -

- C***'°**** CALCULC DE LA t:NERGIA LIBRE DE [!OS CUERPOS· ---- --·- ----
_Cu~•***'° 1 _ / 

1'2= SOll 2 11-- REE2, O .o O 1 RCUT11N PT,S21 
If IIPR.(Q.O 1 GO TO 15 
If IIPR. t.E.CI PRINt 14 ·-

· c•u• JJO HA~TA DONDE ESTAMOS GE1ERANDO LO SIGUIENTE 
DO 13 1=1 1 NYl 
RRR=R 11 t 
FRO=FREEZIRRRI 

1 RT :PRR*f;RR 

l
. Ef>llT=ocXPl-EUDJ 1 · 

1 

IFIIPR.~E.ol PRJN 12,I,RRR,RT,[POT,e l,YCI,111 1fRO 
12 f0flHATIJ2t1Gl5e11 j 
13 COt\TlNUf I 
111 FOill".A TI t I R RT El -Buot su t Y IR 1 e: 
15 

1 ~~~!;~l~~•PI•RHo•d J -C••1 PRINT\l6 1 0 1 R0 1 Rl)0 1 ETA,rR 
--co ~RlTEl8 1 H:I0 1 ~0tRH0 1 ETA 1 F ·· --- .. ,,_ 

C•*lb FORH~T11,1ox,·1·· o=·.~15.7,• JlO=',Gts.1. RHO='• 15.1,1 

'.C**I PRINT ;;,R~!:~:1~¡5.7,' lrR=',Gls.1r ------- -¡------ --------------
,,,. / W R IT [ 18 1 3 b 1 RO, F R , 12 1 1 · - - -- -: . . .: . .. : :_: 
"3b 1 FORµATI /11DX1'*ieo Ro=• 1615

1
7,' fR=•,GJ5, 1 1 ' p2: 0 1 Gl5o 

cu¡ PRJNTjlbE:,RHo,I 2 - 1 l . -
-c>::•lb6 FOIH1ATll.tox,•r•o RH0=1··G15.1,• 112- •,r-15.7, 

. e.::•*.::*º**** 1 · · 1 · 

C******º*º* CtLCULO DE t'A ENERGIAILIBRE DE TRES CUERFlS 
-C********º* / / · 1 I· 

. C**\ F3l=SrR31FR[E3,1.oo.2.oo,F11GJ,Rl1Sl,NPTS3) 
C•o 1 f 3z=::.CR3 IFREE 3,l .DDt2 .oo 1f21G21R2,S21NPT S31 
C** í33=SCR31fREE3,2,00 1 RCUT 1 1 f3,G3,R3,S31NPTS3J 
C•* F31t=SrR3 lFREE :r,2.oo,RCUT11Fll, Gll,R'l,Sll,NPTS31 
(:CtO F35=SfR3lFREE :.2.oc, Rcur:' rs. G5 ,R~ .~s,NPTS3t 
C** PRINTi171f3l1F3~1f33,F3'11f;35 / 
C0017 fOP.MATl' f3! lf32 F33 IF3'6 F35='¡•5G15·71 
coo¡ H3=f ~l•f32•f3HF3'1+F35 
too~ ff3=PRttU•IS.C0~211.00l 

-- C••¡
1 

l3=4.tOOlf>l*F.HOl••2•Ff3/(3.DOI 
I3=o.oo ¡ ,. 

too PRINTl2S,RH0,!3 
C**25 FORMITl/ 1 10X,' ** RHO= 1 ,GJ5.7,• 

i FN=f"fl•! 12•13 
j F=frl>lllRC/5!G0031 ·- - ··. _ ·. 

C*•r•OO>l!:;: 1 . . .. - ;· -·· .. . . -

;: / r 9 L• 1 ~ J J ~ t r:. Q o 1<!J4~11 / 1:1 !J t> 1? J .i !> (i 1 /!o !I \.' 1 z J <1'!> ti 1 s. 9 o 1;>l-1.!>61 a 9 o 1 __ ;:l 4 s 6_~:-& 9_o 1 2 J 4 s c. l H ')o 1 2 3' ~ 



~-.ti 11 º l 2 j 4 l;i t. 1 ª 9 ºl' .... , ... ºI',,.,., .. ºI' :! ) .t:. b, !t 1). 1 ·', ~ 
PR INT 2 1RH0 1í 

-26 FORMATll,,lOX,'••o RHo= ·1,GJS.1,• 
(>I:* 1 GGA'1HA=1.oo C•• 1 RETUR ~ 

r : ',(¡ ~'!,. ,, 

IF IP.:U) ~ETURN 

·~-:~-~· .. / C2 =SDP 2 IC PA RZ 10 .DO 1RCUi l 1N Pli,S2J 
! cc2=c2•~.oo•Pil1Sfoo 
1 PRINT 21 1RH0 1CC2 .1 . 

-21 FORHATl/,lllX,'*"*' RHO=',GIS.7,• ¡ CC¿=•.c1s.n 
e 311 =so ¡;3 (e Tl , 1 ·ºº ,2 .oo • F 1 f G I ,I? 1, s I ,NP TS 3' 

88 

89 

90 

91 

97 

-- 98 

j. 

'-,99 

57 

68 

33 

PRI~T 88,C311 ' 1 1 1 
FOP~AT 11• C:!ll: 'GlS.7,~J 
C3 l 2=so R 31 CTI f 1 .na 12. DO .r2 1G2 ,R 2. s 2 ,N~,TS 3' 
PRHH 8~ 1 C312 / 1 

íOF'~llT /1' C312: 'Gl5e7o'¡I 
e 3 l 3:so ~3 (e Tl. 2. DO. RCU T l, r 3. G3. R3. s J 1N PT s 3 J 
PR PH 9"1C313 / ) 1 
FORMAT ¡t' C313: 'Gl5o7 1 J ! 
C314=so~3 ICTI ,2 .or¡ ,RCUT 11f4,G4, pq, Sll,NPTS3' 
PRINT 9 J,C314 1 / '¡ 

FOílMAT le• C3Jt¡: 'Gl5.7 1~J 
e 315=sor.JCCTl ,2.00,RcUTI ,fSwGS,RS ,ss ,NPTS3 I 
PRrrn 92,cns ¡ )' ,, 
FOR~AT ¡1•, C:!l5: 'GlS.71

1
1 · 

PRp¡T 971C311,C312,C3J3 ,c311¡,c31s 
FOHl'/1Tq C311 C312 C313 03111 C3J5:~ 1 5Gl!.11 
C3l:C31 l+C312+C313•C314+C3J~ j 
e 3i:I:SOF3 re T21 l .on ,2 •DJ tfl 1G l oR !,S 1,Np TS 31 
e 32 2 :so*! (e T 2 f l ·ºº ,2. DO ,rz ,G 2 ,R 2, s 2 ,IJP JS 3' 
C323=SD"3fCT2,2.oo.RCUTl,F3wG3,P3,S3,NPTSJI 
C324:SOq3rCT2,2 .DO ,RCUT l ,fq ,G1¡, pi¡ 1 S4,NPTS3 I 
C325=SDP3(CT2,2.od,Rcur1,rs;GS,RS,SS,NPTS31 
PRINT 9f,C321,C322,C323,C324,C325 j 
FORHAr•r C3z1 C3n C323 C324 c32s.:•.rSGt~.11 
C32:C32l+C322•C323•C324+C32S i 
C3 !l:SQ ~3 ICT3r l oOO r2 •DO ,fl rG lrR J ,S ! ,tl~TSll 
e 3 32 =so ~3 1 e l3 , 1 ·ºº ,2. Du ,F 2 'G 2 ,R 2' s 2 ,tlP TS 31 
C333:S0~31CT3,2.D0,RCUT1 1 FJ,G3,R3 1 53 1 NPTS31 
C334=SOR31CT3,2.oo,Rcur1,rq,Gl¡,r.ll,S4,NPTS3t 
C335=SD~31CT3,2.DO,RCUT1 1 F5,G5,R5 1 55 1 NPTSJJ 
PR INT 9 ~,C331, C332 ,C333,C3311 1 C335 i 
fORHATI t C331 C332 C333 C334 C335;:•,SGl!o71 
C33=C33 J. •C 332+C333~C334+C3 3, '¡' 

ce j:C31 •C32•C33 1 -
Pt INT 3J,C3! 1 C32,C33,CC3 ! 
FORMATl1 C31 C32 C33 i CC3:',4GJ5.71ll 
e 3=-q .o E*RRNU>i< 12. e o"' PI J ••2 cCC3/ 15 .oo ' 

c=1cc2•C3112.00 j 1 
PR !Nl 4 71 RHO,C3 -
F:ORMATI ¡,JUX,'**"' RH0:º 1 Gl .71 ' C3:',Gl!e71 
N HIT 5 7,RHO,C 1 1 

FORHATl/rl•JX 1 "~**, RHO=',GJ5.7,' c:~,GJS.7t 
OMEGA=tF-lh0/SlG'-'~3l*CPl*I SlG**31 ! · 
PRI:IT be 1 f,CP,Ot'.EGA 1 -

fOt;~ATll,lOX,'>l<~>1:! r=',Gl5~7r' cP: 1
1 Gl5;,1,.'-CH(Gli:',GISoll 

GA 1'14::C* ICJH[GA-Ot~EG AB l* 1 0/5IG1 **5 
PRINT 3 ?,OMEGA ,CMEGAE:,G,\HA i ' • e 7 
fORHAJCi,!uX,'~**' OMEGA=•,G1s.1,• OHEGAB=',Gl5·7•' GAHt= ,r;b., 
~~~~~~=r¡soR11GAr~A, 1 1 'I 

1
. 

- 1 j J " u 1 ¡ ' 4 ., 1 
' - ~ !> t. I ii ') U 1 1 J~ .S !i C. 1 ti 9 O 1 1 3 4 !:. b 1 ti ? C 1 1 J 4 !i (, 7 i1 9 O 1 2 l 4 !J 6 / 8 'l O 1 1 i 4 :i f, 1 b 9 l1 1 ~ 4 !> t. 11 



r i l, ,. !; IJ O l_ I 2 l 4 ~ (; 1 ~ 'l 0 l 1 2 3 A 5 6 í' b :t U! 1 2 ) : !l l. ; !! 9 ('111 2 J. 4 !. r, .' ~ 'J •· ¡ : ; ,I .: •, 

/~L'.~~tH!IJ/SUP.1ACE0 1APAXR/IE/L1 . 1 , 
1. 11..:, l5--5L(q7_,J_ -.--- ____ -<-----------~--------)·----~- __________ ¡ 

\. i P PO GtiAM SUH A C!: 11NPLIT 1 0 tllPUl > - ' 
. 1 ll'PLJCIT OOUdLE pRECISior.c~-H,ú;..ZI 1. 

e e~ MGN /,P~:O?/F 'M u,.c 1-:P, 01:1 E GA ,'OHEG AB, T •"1HO 
~~~~?Nt.B~LlN/CP ,C_PL ,CPG ;FL,;P.G •. -- .- j · _ 

3 
-- e 

e 
e 
e 

_e 

: e 
__, e 

e 
e 

' C>Cr,*>Cr 
C*~ 
C*.¡o* 

1 
C>Cr** 

e 
e 
e 

e U1 ~. utl /.i( t< I K I K R I K ; . . . . - L :-- .· .. · : . :-: ... · ¡. 
cn~r~tNIIPR/lPR ! -·_· __ .-;~r·>,\'~; L . 
~~~ ~~~~:~~~:~~~~ ~r tRM ,EPS-2 f}.~,'~l,,A LAHB . 

CClH'úl>l/,NY/NY ,NY 1 •. x l .~al ·_':_2_ ·1 ... ·_ 1co_ R_R __ -_º __ · .· . 
C0'1HON/,"lPTS/tlPT S~ 1 NPTS3 _ -- . ~. ·: _ 
COMMIJN/

1
Rl.U/RNU 1 RR,tlU _ _- · .. _ · _ ---, _ 

oqA fP¡S21ll9o6Ctj/,PI/3,lqi592&5350r/¡,HP/6.6262D-271, 
e1v la 3 8 u 2 o -1 ó I ,AMI 3 91 ~:DO I ,A NI éi,02 217'.l _• 23' 'P;ü /1 ! • ~ .: . : : I 

i:XH,..Nt,L AGt..M'1A i ¡ i 
lq SPCCT ~lCATI ON f¡OLLOWS [)EfiltlE OR O H¡A STATEHE'4T 
'L C'G l CA Ll MU 1 1 I 
P PI IH ~ i 1 
F OR M AT 1,3 X, 1 T ' t 3Y1' l PR' , :! ) , ~SIGMA' , 3 ~,1 

ªNPTS.,2' 1 3X, 'N FT,S 3' 1 3X, 'KRIK') 
R f AD 3 ,·1, IP R, S l f: ,t~FT S? 1 r~FT $ ::'.,K f\ IK 
Pf!IIH 3,T,IPR,SHi,t\PTS2 ,t1PTS3,KRIK 

"_ORM A T_'I' --_· ' -. ·1- ·. -_-_, 
NPTS4=S - . . .. ···. . 

·. H Es UA HAsA r.1ot-11cA, ·Pr;ukA·CoNSHNTE DE HtL~co-rlLL' ., 
ALAHb Lit. LONGITL!tj DE ON(Ít dtDE:BROEL:IE y ~Hu P'.Hlcto• • il 
HIN lt\O lºE _LENNHD-JONES ~ TODO __ EN. e r:s. 

At\:AM/~N ¡ .' l 
Rt~U=RNU/IBK>Crl*EF 21 

~ t; ~~ ~~~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~- ~~~-1.;_· ___ "_._· P_--·-.-;l_._·_* __ ._: .. _•'_'.A···'._,_·:.~_l_:_'_'._>Cr_~·-·_' ___ j_ ·_._K_.-_, __ :-.T ______ -._* __ : ~p S Z- > 
R!l-2 ·ºT*ll ·º~' éiºº'*S.\~~rl . _ 
POR AHO.RA EL-PROdRld~AiSOl'.AJiE~ffL LLHA; A AGA_MMA .PWA V_E.•. 

LOS vA~oRES u E L1·s IN~TE ~r:A~'~s _EN F '¡E'l e',, \ 
PPINT ~ ' ' 
f'ORMATtlsx-,•RoL',9,Xt'ROGº:s. ,'OHO (!;Q:~/V>CrSIG>CrHl'I 

~ ;~ ~ T 
3 ~~~~~~~~~ ~§~§•:,• <•j, '1. 

Mu: •• TR 4E ,-:·-> .;,~c'C~l¿c,c~"·2;'é··:·c•\' -- .. -
'¡ ·OHEGA)llG 1 :• , G 12. ~) 

OMEGAll:Ol,ABG > .. j>< .. _ 1 
CP= e¡,.. .3289.68 7f~8 Í556.2 5117 3DOlr;SI G * ~31 

CP= c-.zau753:;24 331.74094 SL'O l*Slü**3 
OMEGA&::c-. 37 z4399B63 sq1sc,34¿0-21 

•J '_ 1c G As :l c - ~_s_ .9 os 6 e~ a 1191 u o 311 s 9 r,o- l 1 
11u:.fAusE. _ ¡ _¡ 

1 .· 1 . ·. 
IllTEGRA:CIO~ DE Llll TENSIOt-i SUPEl\FICltl.i 

•_. l - . 1 ··- .. ·.. 1 
G fM A_=_s_Q_R ' .. AG AMHA ,_R,oG_, __ .R __ .º_L ___ -._-_''_P __ ·_ tl~.-4_> G AH A:OSORT 1 2 ,DI; l>e<GAl'A .-.;. , .: 
(,AH A=G~M f.*' i*E.P SZ*BK*\• o 16/ISIG **2, 
P~'E s::-QMEGAB . 1 . : ¡ - ·. . 1 

PR!ln ~_,T,ROG 1 ROU 1 P.RES,G~M~ ____ ¡ __ . _. 
_:u FO\P~~Tll/,51'*'.1,1 .' PARA_ t::•,,F6,3,' LOS DATOS J!: EQU1Lll'l'1u', 

' ' , " u 1 ' l.· 1 • , ' , º' ¡ ' ' • 1 ' 1 • -•• ¡ ¡.' .... ' • -, «- •• ¡ 1 ' .. ·-:. 1 ' • ·,,¡, ' l • , ' ' .. , "\· . 



1 2

-

3 ~.'"';" ~~~··.:-! ;: :··~~Jci~~; ~ ~ 'ú':'J; ~ '' ~Ót ~··;,i~ ¡ 2 ~ r,' ? : • r.. 1 ' ' 
~ - . - ·- . ' 'i ' • • •. 

',1, Y LA T¡EhSlO~ ~UP,ERFICI AL (:S' 1 C.12 •t..I 

S lOP 1 ! 
S~D 1 

NGS 86 ~2 COHM Ot, 

1 
' 

· ... r 

1 

1 

1 
! 

1 1 l. •• ·- .• \J" alo. " ' 



r. 

~ \ , l:!,.. -0!1 .--3 ..i ~ (,_-,. !!-9 u!_L1-J ..i_~_/·-----~ __ ;=: ~· i_~_-_!_! ~-c~--l! 9_-~,j'/ J 4 ~ "', ~ ., 1' _1_: l.¡:- •. 

/[ /L • .1G A HM ~3 / 5UR.Ft.CE t 1.P A XR_J E /L• · 1 
/l-Cl/f . .!1-15 fl 121,!1 ' ; 

1 
r UN e TJ oN 11G w1.1 A IF:c 1 . 

·-· lt'PLICn OOUiJLE PPí.CISIOt·il~-H,O-ZI 
_C.*~*.** CASO \G Olh!E 1.TE DE l 1 

j Cíl!'HIONl,R/00IAL/Y LcC~l,31 t 
C(''IMON/.RAOI H/DVl?l 1 9 31 1 

CC'IHüN/!\t.Ll"l/CP ,CPL,CPG 1 PL,IPG 
C 01 ~ 011 ~R /R I 2 J l 1 i 

1 

i 
C'1M HGI; f:PROP /f '"u 1 c~r. OH EG A ,10MEb AB 'T ,R'.HO 
CCM~·o~tDLR/OCHP ,DOf', ¡· 1 
CG!-IHON/\ILA/O,RM,ETA 

1 
CCH!~ON/:P1<RAH/RC t.:T l ,;;RM, EPS "] 1 SlC. ,PI, tALAHB 
co·H~ON/Rf,U/~IW,PJ;N¡; 1 
e 0'1 t:Cl</N y/ 'l y' N y ! , X l ,N 11 • N2 2. I e o RRO 
C flH'N:/ IPR /1 PR ! 
COMt'O~•;'<'llI2/t.U::',GUl,POi,DR,IG ~ 
Cf1'lMCN/Ol!/DX 1 

COMMONtflPTS/llPT s2,r.PTS3 ' . . 
D A T A X l/ 1. Do I ' r-; 11 / l /, N 2 2 111, '1 e o PR n Ir. 
lXTEf.'f\AL FREE2,~P~R2,fU 1 FC 1TRClJTl 

ALLHE 19 SPLClFICATiOti FOLLOWS LEFTNE OR O!T,A SiATEMEH 
~XTEf;NAL F.'lEE:3, Fl,Gl,Rl ,s1,'rz,¡,2,P2 ,s2, 
F 3, G 3, R, 3 , S 3, f 11, Gil , R 41 S4 1 F 5 t GS, R 5 1S5 ;.Bl'B 1 A Tl 1 A T. 2 1 A T 3 
RE.AL*BII2tII2tI:!) 1 .. _ ... ·· : .. 

~~~!c~2u~~/B .Di.: ,,:NY/BO/ ,NV t1s1i· . <¡- . - ' : 
~ ********J CALCULd DEL DIAMJTRODE W(A ' 

. ¡ ::~~.:~::·::;:;.L"''.,:lrc. 
- e 1 

.. C RHO REDUCIDA CRA O, RO PEO CIDA CPA SI:iHA 

- e ~ R CU TO= o DO 
Rt'=RRM ,D 
RRNlJ::PjU/OU9 
AL~ 11¡,:: AALAM B I O 

i "'*********¡ CALCULO DE LA ENGRGIA LIB ~[ D~ 
1 .. 1 ' 1 

fh'E =El:.* 14 .o.:-3.qt:*ElA1 111 ~OO-,E TA)* ~2, 
f Pl ::OLOG IRHO 1-1•QC+3oDO*DLOGCALAMB1 

R::-rER E'...r cr A 

1 
1 
¡ 

Ffl:FRE+fhI j 1 1 
PRINT l,FQE 1 FRI ,F¡R j 
!ftRllEt'>tll fRE1FR;l,fR 
fORMAll/ 1 1QX 1 '*~~ FRE=' 1Gl 

1
,71 ' FR1:•¡,GlS07 1 ' fR:'.1úl~•1I 

~ 
IFIIPP.oN[.Q) PRitH 1003,RCUTO,RCUTl,tJV 

l[' 3 fORMAll,' RCUTC::',GlS.1,.··¡ .. R.CUTl='•G:1s.1,• Nv.:•,141 

e 1 • · 1 
C 'EtlERA ll\P.L:A DE YC R 1 PARA. U.NA DENSIDAD FIJl 

·oF:'.~.100 
~'lll:l~DL 
¡:¡ 12 1 :(' "º" 
fd:: M Yl ~ 1 1 · _ ... 
Rr.::RCLITO 

_ O O 2 I :3, N 1 \ 

'. '".o "" ·" 1 •• ,¡,, "·" " 'º'" J4" 1. 'u 1 , 3". "' .¡., ' "" ,, ., .. l.. ' . ' •• 



' "'" - ! 

. ·~·'. ~·~:;;¡;~;~:~:.:: :~~·~1 · '': :: ~: ·:r::·.: '. · 1 
'' .. FIIPR.NE.c> PRHJT luQ2,I,RII> 1 
i ¡ll''2 FO-Rl'ÚJr'• -Rl'tl ¿,¡•1=•,G is.7.1 1 

2 CO'.JT!N E -. j 1 i 
c~LL HSYl'IXCRHO ,~1,1\11, N22 ;N!,icoRr.:ca' 

1 

CtLL DHSYIRHO) - 1 

DO 3 7~1,NYl 
RII l=~l¡l•lt 

C*~* DO ] ~=l,! 
C*"'i"' VII 1

1Jl:y II• l ,JJ 
C*~* 0Ylt 1 Jl:DYII•~ 1 JI 
3 1 CON THIUE 1 

1 IFIIPdNE.01 CALL! PrnTA 

e*~****** 1 1 

C******** CAL:CULO DE d El-:ERG H L:!BRE DE (OS CUE~POS 
C*«***•~O 1-_, 1 1 • • 1 

1 l2=SlJR~HREE2,'J .oc.,r.cur l,NP,TS2J 

1 
IFIIPl'?>EO.'JI GO TO !5 
HI !PP..'NceG I PR HIT JI¡ ' .· 

C*i
0"* CJO H~'ST_A DOMO~ 'ESTAMOS GENERANDO 

DO :3 I;:l,NYl 1 
F.1'R-RI I¡J 
f ro ::FP. ~E 2( R,RR 1 
RT=RllP.;iRRR 
!:POT:DflXPl-FlUOJ 
Ifl IPP~NE.01 PR njr 

12 f OR " ~ T 1' I 2, 7 G l S • 71 
~ 13 CONTlNUE 1 

14 FClRMHf
1

' I R RT El-BUOJ l'lltV1 
15 ;~~~~~~;:PI*RH0*~2 1 ):<. .· · 
C*~ PldN~ ,6,0,RO ,~HO,ETA ,FR J .<~-·- > _ . __ 
C*j"'' llP.lTC:lé1l6Jí.J,R01RHJ1ETA,f¡R .- f.: .. ->•> ·. ,· _ 
c ... 16 F'uRM/·111,lGX,'¡*** l);:.'t'Gl5._7,.~/·--:R_íl_=··:;is,_._1,• r:w1:•,L¡' ·'•' 
C* 1'.' ET4:• ,q15_•71' lFR:')G15'~ >;;; 

36 IF :~ :gA E
1

TI ~,. ~ 3~~ Rx
1 ~;; g ~ i I 2 17. ---•.·-•_·;.-QA:~-:~clff--1:5-1:'7·:, -· .-

OR M .1 .t ;j 1 * >:>~ RQ:• , Gl ,- • '._. '_. ··.·f_._·_,R ___ = __ . '¡_·_·,_:; __ -_____ .·._. 1.- ~-C*"\ Pr:'IN'J: 166 1 RHO 1 ~12 , . _.:.·_,-..-._ co:·:_:··' .--_., .. __ 

C~~l66 F'OR1ATl/,líJX 1 ~*** PliÓ: ' 1 Gl~·J•"-> IIZ= i,c.¡•,.~,11 

~~=:::::::: dALCULO DE !u ENEP.GIJ~HiRE~"o~-IT~EScCUEP;iJ:;­
~=t*** *; ;~=JoR3 I F.R EE ! .' 1.D'.J, 2. CQ Jn, G 1,;( :s11/NPTS!1 
c*4 ,.. I.2= soR3 r FREE 1,; i .ro, 2 • cic ,'r 2,r,_~, Fiz ,s·2, NPTs ~ 1 -

- C*"' F 33=SDh31 FREE !,•2,DG,RCUT ! 1 F3 ,G3, R~i'.S3 ,N°f S31 
(*~ f3q:SDR31f"l;;[E :,12,0:;,RCUTf,Fq;G'+'.~RIÍ,S~ ,NPf$31 
C*~ f 3 5 = $01131 f R EE 3 ,i 2 'Oíl ,R (: UT f 'f 5·~ GS; ¡¡ 51-ss 'llP r s 3 1 
C*~ - PRIIJT¡ l7 1 F31,q2 1 F'33 1 F'3LÍ~F'35 . i 
C(•~p 7 F'OPM,ATI 1 F3 l ! 1'32 F33 I f34 F'.3 ~:::•,SG15 ,71 
C** ff J=Fj3l+f3.!+F !]+F3t¡•F 35 J 

C*1** ! !:::fJ .~a=4.•00* 1.P 1y~H. º ___ '_**_2>:rl_~,·-DD ___ /24_.0 Cl¡*ilf>NU/ C 3,)'.l I 

C*4 PRINi¡ ~s.rrno, !~ ,' - - - 1 13: C*j25 - FORl1AT' __ rtJ_._n_ .. _x-_!_·~~* :·¡¡_110=··_•_,G 15 d··¡ • ,G15• 7 ,11 
ff.J:fl<' I!2•13>. -.; . '' ' " 1 

C*J***~~~N*'~1º~tI?r*~,. . -- -1 i 
l 

PRINLl6,RHO,f'> : ! 

-:-,,,.,,, .... ,,.,:.,.,,-..,.,~ .. -/b9;,,,,,,,,,,.,,,¡,.'·J.\;,. •·'>«¡1.'l·\ '' c'•i'·-'·'''''' ••:• 



,.. ¡ - 1 

.. : ,.: ~, \" , ~ ~~ ~ ." ~ º1!~:; ~ ~: : : ~~I · , , . , ;, ~ ,c~"l:: ~ ~ ~: ~: ..,,, il · . , ...... , ~ ~:: : : ~ -~ ~:; ·; "I' , ...... 
-~=~ ~~~:;~~=1.-00 l - - . ! .· ~ -¡ 

1 

Ií 1 11 U 1 1R r. TU R N ¡ ! ¡ 1 

;~~~~~;:~:~~~:~ c~,C,P.CUT l,Nrs2~ 1 1-~ .:.... 1 

• 1 Pntll Z7 1 RHO,AAZ! . i i 1 ,. ¡' 

. 271 FCRt~ATl;/,lQX 1 '*~~ RH0=~ 1 Gl5o7 1 ' ¡ AA2=' 1 Gl5.e7> 
-~ 1 A 31 l:: S O.P. 31 A T l 1 l ,D,c; 1 2, D J , F l ,· G 1 1 k 1 1 S l 1N P T S 31 

PRirn·i9,A311 1 ) 1 
1 1 . 

.: 9 F OR t-' A 1 li' A 3 l 1 ::¡ ' , G l S , 7 t ¡ ) . 

ft Zl 2 =sD,R 31 A T 1 1 l ,[1]0, 2, DO , f 2 J'' G21 li 2, S 2: 'lPT S 3 t 
PF'I ~1 88 1 A312 

8 8 F OR tH T 1!' AJ l 2, ' 1 G 15 , 7 t ¡ ) 
A313=SDR31AT1 1 2 o00 1 RCUT l 1F 3,G3 1 R3 1 S ~ 1'NPTS31 

9C 

1 
:,2, 

93 

. •, 94 

95 

96 

97 

- 98 

37 

47 

- 57 

.-:;' 68 

P r< I rn 9 o , A 3 1 3 J 1 ! 
F OR K A T 11 • " A 3 l 3.1 ' 1 G 15 • 7 t ), 1 1 

A314::SL\~_,CAT1 1 2 ,O,C,RCUT l 1 Flf 1 G4 1 Rt¡ 1 S~ 1 NPTS31 
PPINT ~l ,A3l4 1 : 'I 

FORHATI¡' A3H::i ' 1 Gl5,7 1 ~) 
A ! l 5 = S D R 31 A Tl 1 2 , O G 1 FC U T 1 1 F 5 1 G5 1 R 5 1 S ~ 1 'N P T S 3 1 
pi;¡rn 92,A315 1 l • 1 
F C·R P t, T l.' · A 31 5::! ' ,G 15 , 7,)) 
PR!t-!l 93 1 A311 1 A3t2,t.313 1 A3¡4,A315 . 
F CR ,, AJ I!' Ú 11 Ü l 2 A 313 j A 31 lf A 31 e:::' 1 5G15 , 71 
A~l=A3ll+A312+A3l3+A314+11315 .--· . 1 _ , . 
;.z21:.SQR31AT2,l .or.,2.oiJ 1FllGl1Rl,Sl 1NPTS3t 

PRINT ~lf,A321 J .. 1 ¡'.'•' ·.·:·1··. FCIRtHTt' A32!¡ '1G15,71'¡>·}-•:. :· 

t.322:StjR31AT2,l .QD,2.D:J.,r_2._G2,k2,·s· 2.,P.TS31 
f'P.Itn 95 A322 j · J ·· ···· .··. · 
FC'Rf'HC:•' 1.3221 ',GlS .. ,7.1 . 
A 32 3:sqR3C AT.; '2 .ge ,fiCUT 1 ,F 3 ,G3; R3' s ::,,,NP TS31 
Pf.'Itll 96 1 A323 1 J 
F CIR M l. T 1

1 
• A 3 2 3::: • 1G 15 • 7 1 . ) . 

A 12 lf: S tjP. 31 A T 2, 2 •j' 1:, RC U T l ,F ~ ,Gq , R4 , S ~,·NP T S3 t 
PRI NT 97 1 A3211 J 1 
F OR M A T 1

1 
' A 3 2 4- ' 1 G15 , 7 1 1 

A!25=-SUR31AT2 1 2,OC,,RCUT11rS 1 G5 1R5,sc,IN?TS?I 
PP.INT ~8 1 A325 1 1 . , 

F OR M Al 1,' A 3 2 s::: ' ,G 15 • ·¡, I ) 
A32:::A3~l+A322+A 3~3+A324 tf.3.15 
Al'.3=A3~+A32 1 . 

PF'INT V1A311A321,AA3 .. 
F OR M A T e¡ ' A 3 1 1A3:? . A A l= 't 4G15 , it 11 
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Programa·para Resolver el equiliório líquido-

vapor. 

Este programa requiere ünicamente la forma ex-

pltcita de la energfa libre de Helmholtz. En el se calru 
- ' -

lan los potenciales químicos y las presiones, que d~ber~n 

satisfacer las condiciones de equilih,ri_q: 
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