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RESUMEN

En este trabajo se hace una prediccidén de las curvas
de dispersién fonbnicas (espectros fonbnicos) de Litio y

Aluminio a partir de primeros principios.

El método utilizado comprende tres etapas : La pri-
mera consiste en calcular la densidad electrénica alrededor
de un ién de carga L Z (‘A varfa entre 0 y 1 ), donde 2 2

es la carga del nucleo del i6n metflico. Esto se hace por
medio del formalismo de Hohenberg-Kohn y Sham @)

que con-
duce a un conjunto de ecuaciones autoconsistentes que tie-
nen que ser resueltas numéricamente. La segunda etapa uti-
liza el teorema de Hellmann-Feynmann ) . @ través de la
constante de acoplamiento A, para encontrar el potencial
entre dos iones del metal, como funcién de su separacién.
La tercera etapa se refiere a la obtencién de los espectros
fonbnicos a partir del potencial interifénico calculado. Pa-

ra ello se utiliza la Aproximacién Arménica Autoconsistente®)

Los espectros fuecron obtenidos para diferentes temperaturas
(0, 10y 270 ®°K ), sin apreciarse en ellos, cambios nota-

bles con la temperatura.

El método es una ampliacién, hacia metales mis pesa-
' dos, del utilizado con éxito para el caso de Hidrogeno me-
talico (),

Se utilizaron unidades atémicas %=1 ; carga electrb-

nica=1 ; masa electrbnica=1,



Para el caso del Litio el valor de la frecuencia m4-
xima es mayor en un 40% que el valor experimental. En €l ca
so de Aluminio la frecuencia mixima es solo mayor en un 20%,
Resultados nada desalentadores si se toma en cuenta la natu

raleza de primeros principios del cflculo y lo complicado

del mismo.
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A
CCAPITULO T -
INTRODUCCION

Al tratar de calcular propiedades de los sblidos cris
talinos, se encuentra que muchas de ellas pueden ser obteni-
das considerando al cristal como si fuera perfecto, con fto-
mos que sole tienen pequefios desplazamientos oscilatorios
alrededor de sus posiciones de equilibrio, estos movimientos
son tratados por la llamada dinfmica de las redes, por medio
de ella se hace posible el tratamiento de¢ propiedades tales
como la.conductividad térmica, el calor especifico de los
cristales, etc.

Ya que los fonones son identificados con la energia de
los modos normales de vibraci6n del sistema ( cristal }, el
tener las curvas de dispersifn fonbnicas (espectros fonéni-
cos), es un primer paso para obtener otras propiedades ter-
modinfmicas y de transporte.

En este trabajo se intenta reproducir las curvas de
dispersién fon6nicas de Litio y Aluminio, partiendo de pri-
meros principios.

Los metodos utilizados fueron, el formalismo de Ho-
henberg -Kohn -Sham (‘), para obtener las densidades electrd-
nicas; el teorema de Hellmann-Feynmann @) para los poten-
ciales interiénicos y finalmente la aproximacién arménica
autoconsistente @) para obtener las:curvas de dispersién’
fonénicas.

En el capitulo IIse revisa el formalismo H.K.S,."Es



te método supone una redistribuci6n de carga negativa alre-
dedor de un potencial externo, pero ademfs incluye un tér-
mino de correlaci6n. En este método la densidad electrfnica
juega un papel importante, por eso se le conoce también co-
mo formalismo funcional de la densidad.

El potencial interif6nico se obtiene en el capftulo III
el modelo usado para esto parte de primeros principios y uti
lizando un metal en el cual se introducen dos impurezas, al-
rededor de las cuales se produce una redistribucién de carga.
Esta redistribucién de carga se calcula utilizando el forma-
lismo de H.K.S. y se obtiene el potencial utilizando el teo-
rema de Hellmann-Feynmann,

En el capftulo IV se expone brevemente la teorfa de la
aproximaci6n armSnica autoconsistente ( SCHA ) la cual propo-
ne una forma armbnica para el Hamiltoniano del sistema, pero
obtiene variacionalmente la mejor seleccifén de las constantes
de fueza, obteniendo que deben ser el promedio t€rmico de las
segundas derivadas del potencial.

Los espectros fon6nicos obtenidos en este trabajo son
mostrados en el capitulo V, para construirlos se usaron las
segundas derivadas de los potenciales obtenidos en el capftu
lo IIT.

Tanto las densidades electrénicas, los potenciales in-
teribnicos, como los espectros fon6nicos fueron recalculados
sometiendo a presién a los materiales.

Los resultados obtenidos fueron los esperados fisica-
mente,

Existen, en este trabajo, varios apéndices donde se
desarrollan muchas expresiones de las empleadas en el cilcu

lo.



CAPITULO II

CALCULO DE LA DENSIDAD ELECTRONICA

1,- Formalismo H.K.S.

Para sistemas reales, tales como Stomos, moléculas,
-s6lidos. etc., la densidad electrfnica no es uniforme. Pero
se puede utilizarlun gas ﬁomogeneo como una aproximacién pa-
ra estudiar sistemas inhomogéneos.

Hohenberg y Kohn y Kohn y Sham 1) desarrollaron una
teorfa usualmente conocida como forhnlismo de la funcional
de la densidad 6 formalismo H.K.S.. Esta teorfa nos sirve

para obtener un conjunte de ecuaciones autoconsistentes las
cuales incluyen, en una manera exacta, efectos de intercam-

bio y correlacién, para un gas de electrones que interactfa
con Un potencial externo,

Si consideramos una coleccidn de un nGmero arbitra-
rio de electrones dentro de una gran caja, moviendose éstos,
bajo la influencia de un potencial externo v(r) y la mutua
repulsién coulombiana. El Hamiltoniano de este sistema ten-

drd la forma:

H=T+ U+\/ Lo I

donde

T= jvv(rsvwﬂ Jr ... 1.2

waf'm Pir) v oo 3

<r) "P*cr') Y(va Ir dve
C T4



Donde T es la energia cin€tica, V es la energia poten
cial de los electrones en presencia de un potencial externo
v(r) y U es la repulsi6én Coulombiana entre los electrones.
Vrly ¥(Y) son 1los operadores de campo.

Se encuentra que existe una funcién universal de la
densidad, F[n], la cual es independiente de cualquier campo
-externo aplicado v(r). Dicha funcién hace que la expresién

para la energia total II S
v M,

B[“]’J v(x) n(y) Pr + F[mr)]

tome su valor minimo para la correcta n(r) del estado base,

este valor minimo es la energfa correcta del estado base.
Las afirmaciones anteriores son fdciles de demostrar,

Esto se hace en dos partes(’). En 1a primera, se demuestra

que el potencial externo v(r} es una funcibn finica de n(z},

salvo una constante aditiva, Como v(r) determina el Hamilto-
niano H, el cual a su vez determina el estado base del sis-
tema formado por los electrones, vemos pues, que todas las
propiedades del estado base son una funcibn finica de n(x).
La segunda parte consiste en demostrar que Ev[n] toma su va
lor minimo con respecto a las funciones densidad n' (1) aso-
;iadas con algGn potencial externo v'(r) tomando la restri-
ccibn de que el nfimero total de particulas se mantiene cong
tante, de tal modo que Ev[n) alcanza su valor minimo para la
densidad n(r), correcta, del estado base,vesto se demuestra

por reduccién al absurdo.

Separaremos en F{n] la energia coulombiana, es decir:



qu jzuf:.s—) I uc,[n] T
RIS o
tal que Ev se puedeAescrlblr como S > I[ ﬁ

E,[n)= J"’(!‘)“(‘f) dv 153%};%:2 ir é‘r + Cn [ﬂ]

La funcién G[n],es una funcién universal, como F[h].

... 1.8

y se puede expresar COmo:

Cﬂ[h] T[n(fﬂ + Eic[n(x)]

El primer término es la energia cinética de un gas de
electrones no interactuantes de densidad n(r), y E“[n] es la
energfa de intercambio y correlacién de un gas de electromes
con densidad n(r).

Hasta este punto el desarrollo hecho es exacto, pero
en la prictica, se introducen aproximaciones debido a que ne
se conoce completamente la funcién E,J}]. Una aproximacién
usada (aproximacifn de la densidad local) para el caso de
tener una densidad de gradientes no muy grandeé, es la si-

LS B er)éu(mr))ir JI7

guiente

donde £, es la energfa de intercambio y correlacién por elec

tTén en un gas de electrones uniforme con densidad n(z).

Asf, la energfa puede reescribirse como:

ALE er) P i 44 ff hg):l(,.‘)‘ i é:— o

jT’ (nir))dr + J mr) £.c

Minimizando 1a ecuacién II.10, imponiéndo



{E[): 0 5 A
obtenemos ey & nir J,Y'AY'
e Lner +

S'\r(r).(n(r)elr+ 5 v
S L-[L(’Dl JV\(T)-‘" JM.L[n(r)]‘(n(r) 4\«-:0 e oo II.'Q

Ln(,\:)

6 sea: .
j[h(r) [ g+ {-(lm + M [negide=0- T8

n(r)
donde:
- [n(r)é,;[htr\]] . TH
y./(A.‘[n(rﬂ- I
D_dr .
Blr) = VeI j%%\gr R

AM“n(.ﬂ se le puede considerar como la contribucién
de intercambioc y correlacidén al potencial quimico de un gas
de electrones de densidad, n(r).
Ya que el nmero de §art!culas se conserva; la varis
ci6n de n(r) debe cumplir con:
]Jncr) dr =0 oo IN16
Las ecuaciones I1,13 y I1.16 son las que se obtienen
para un sistema de electrones no interactuantes que se mue-
ven en un potencial
vy (0 = @ (x) + Mxe [NLD)
Si proponemos que n(r) se puede escribir como v
n(x) = ?\Ye\l 5 \\fg\’.: ¥y LI
donde las Y (r) son funciones de onda de partfcula indepen-

diente. Asi tendremos



fn= 4 Y %t TAPA

Utilizando el método de multiplicadores de Lagr#nge
con las ecuaciones II.13 y II.16, obtenemos la ecuacién de
Schrodinger para la partficula i

Lsve vana)] Ye(o) = & ulr) 20 2
donde &;son los multiplicadores de lagrange. Resolviendo el
conjunto de ecuaciones II,18 podemos obtener n(r), utili-
zando la ecuacién II.17 con N igual al nfimero de electro-
nes.

Las funciones de onda ﬁk. obtenidas de la ecuacifn
I1.78, no tienen significado fisico directo, a diferencia
de la teorfa de Hartree-Fock, pero la energia total y la
densidad total, estan bien definidas a pesar de la difi-
cultad de interpretar las funciones de onda.

Un crucial paso en la teorfa H.K.S. es el haber sus
tituido la derivada varincional“i&n(ﬂpara la energia ci-

. -1 g2
nética por el operador "3 V .



prs

2.- Ecuaciones a resolver.

La distribucién de la densidad de carga electrénica,
'"hue rodea a la impureza de carga Z, que serd nuestro poten-
“cial externo, se obtiene resolviendo autoconsistentemente

las ecuaciones

LV e Vg (0] Rl = & Redr) AL
*

ney) = i \‘fc(‘:\\‘ ... I.20

=

'Uq(r)= ¢(r) +“/“xr.(r)

donde¢(r)es
- nied dv e L
g s - % <[l

esta ¢ satisface la ecuacién de Poisson

Vx) = -4m [n.- nixyl

Para obtener v, '(r), se utilizé 1a expresisn del po-

tencial de intercambio y correlacién,,uu(g); bropuestas por
(s)

Hedin y Lundgvist que esta basada en un trabajo de Singwi

et 81(‘), ellos expresandy como sigue:

Mye (X) = ﬂ(fs(r)\//(x % (r)) oo T2
o LIDN s A L nu:)YJ LI 237'
(r) 3 SR R

donde 1, es el radio de una esfera, en unidades de radio de .-
Bohr, que en promedio contiene un-electrén y n(r) es la den 7' 

sidad electrénica.



{3 es conocida come el factor de aumento por correla
‘cidn;,puya expresibn es r
| . s 5 P -J"’
pra)= A+ Brl (v 5 ox & I
,,lk‘és el potencial de intercambio debido a Kohn y Sham dado
por: )
My (£) = - (37 nx)) oo L35
Las constantes A y B de la ecuacidén II.24 son constan

tes de ajuste, asi

Ly, (6 () = Ay (6N 4 BX b (14 L) A (5 (x)
L= A (n(r) + ML ()

de la expresiSn anterior se escogen A y B para ajustardl.(rg )
a los valores tabulados por Singwi et al (‘).
Este ajuste se hace a través de la funcién ¥ (5) que
esta determinada por la derivada dedl, (g ()
. U
M (6)= Yl e (%) 5 P(R)=f(r)~ nA(B)
que en términos de la energia de correlacién se escribe como
a 2
PRy = |- 18T (g d& 5 de
6 A0 dy
al sustituir los valores de la energia de correlacidén dados
por Singwi et al es casi lineal la forma del,es decir
Yin)= 1+ BX oy 8
I+ x A
aquison ajustados los valores de A y B.
La expresién final dq,lﬂéon valores apropiados para
las constantes A y B, es: ( ) ]l 2%
i 1 s () smen(r) I
/ﬂ,._(\‘.\--o-m”"[r. + 07934 LW+
Para que el potencial desaparezca cuando rges se re-

define como
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donde n(r) esta dada por:
niry= N+ ann) PEEEE I
con n, la densidad electrénica no perturbada.

' De esta manera se sustituye tambien n(r) por .4 n(1)
en la ecuacién II.21 para hacer que el potencial desaparez-
ca cuando r-»» , Una vez hecho ésto, se pueden resolver au-
toconsistentemente las ecuaciones II.19 a IT,21,

El célculo de la densidad electrbénica se hizo suponi
endo:

1) Que los iones en el metal estan lo suficientemente aisla
dos, asf, la densidad electr6nica total, n¢(r), se puede
tomar como:

nt(!p;n(:—g}-)

Donde la Rt son las posiciones de los iones en el metal.
2) Se tomS, para el c&lculo, un nficleo de carga Z, en un gas

. de electrones infinito, con densidad no perturbada n,, y

se calculd la distribucifn electrdnica alrededor de €1.

Debido a las suposiciones 1 y 2 tenemos simetrfa es-
férica. Por tanto, la expresibn para el potencial efectivo,

ec. II.21 queda dada por : P

v ()=-Ea L Ty e an(e)dr +err'an(r') dv'+ V.c(.rﬂ)
donde se utilizé el h:cho de que 1/\r - f\gs la funcibn ge-
neradora de los polinomios de Legendre y las propiedades de

ortogonalidad de estos,

Vu;(n)=Mu(ﬂﬂrdn(r))‘ﬂxc(n.) ) M I[-2?

T.28



y la ecuacion de Schrodinger se reduce a
(-Ji_i; 4 Vy () LL;‘;H - E_)r Q)0 .- L. 29
donde Ry (r) es la funci6n de onda electrénica radial con
momento angular 1, en el estado electrénico k y E, son los
eigenvalores de la ecuacién de Schodinger de una partfcula
I11.17, para el estado electrénico k,

Para estados no localizados: E,=1/2k} donde k es el
vector de onda electrSnica (recuerdese me=1), Las funciones
de onda radiales para estados ligados con energfas Eg(ﬂ, los
denotamos como Rh(zj;

A grandes distancias el nficleo es apantallado total-
mente, asf, rV (r-oe )=0, Las funciones de onda radiales
para los estados no localizados tienden a una forma asint6-
tica, que puede ser obtenida a través del anflisis de ondas
parciales; 8sta es:

Rewl¥) = cos Ny de (k0Y - semn, nelkr) -+ 130

donde 3 y ™ son las funciones de onda de Bessel esférigas
de primera y segunda especie y N depende de k, Para esta-

dos ligados la forma debe ser:

v Ry (e) ~ e - T3

Ke = u-l Eh

A tavés del teorema de Levinson

donde

# se obtienen los

estados ligados, este teorema dice que

im g (K) _ n‘(,e)qr
k= o
dondengy (1) es el nGmero de estados ligados de momento an-

gular f .
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Para obtener el cambio, A n{r) en la densidad elec-
trénica, tomando en cuenta que las funciones de onda para
los electrones, cuando no estd el nficleo, son J‘ (k1) v ﬁti- -
lizando la ecuacién II,17 para calcular n(r), 11egamos‘a:

ANLE) = nlg)—Ne e
ad Y Wk ’ ( :
b SKV;AK g’ (2!4‘\)[‘21; (Y')\ - UJ(KI‘)\ ]“' 2‘ R r),

s &)

°

En la ecuacifn II.32 se ha tomado que .i(, es. la misma
para Ry yJ‘ . S6lo consideramos las funciones radiales .
Reg(r) ya que, como existe simetrfa esférica las partes angu
lares de las funciones de onda, sumadas sobre el nfinero cufin
tico m dan una constante, Ademds, la suma sobre el nfimero
cufntico de momento angular, {, se toma para un nimero fini
to y no hasta infinito como deberia ser; €ésto es porque el
potencial efectivo en la ecuacibn II.ZQ; para A grande, estd
dominada por el t&rminot (AL +1)/r*, por lo que la funciln de
onda Ry, () no es muy diferente de J‘( r).

Para el potencial efectivo ve,, se debe tener que el
nGmero de electrones desplazado sea igual a la carga del nG

ves IT.33

cleo. Si esto se cumple, se debe tener

2= %z‘) @ 4+1) 1 (ke

donde Z es la carga del nficleo y Q, (K) son los defasamien- "

tos evaluados en el nivel de Fermi, La ecuacién ILSS'Aes’ c

nocida como la regla de suma de Friede1(!7),
Debemos sefialar que el conjunto.de’ ecuac

11,32, IL.28 y II.29 que se resuelven autoco’hsisten;emen_tei
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no tiemen una convergencia automfitica. Es decir, si propone
mos un potencial solucidn ¢ (r) no tienen una convergencia
automitica: Es decir, si proponemos un potencial solucifn

y resolvemos las ecuaciones, el nuevo potencial no mostrarh,
en general, convergencia. Para lograr convergencia se utili
26 un artificio(®) por medio del cual se puede obtener una
convergencia automfitica. Tal artificio consiste en lo sigui-
ente:

Se plantea la ecuacifn de Poisson como:

Vi) diry = - 477 () - ¥ ) oo LAY
dondevé (r) es un potencial debido a la distribucién de car
ga P (1) vy K es una constante,

De 1la ecuacifn II,34 obtenemos una relacifn de recu-

rrencia bara el potencial dada por:

) i PP YISN L |
()= dy m [‘i £ee') + ¢ ()

)
Es decir se propone un potencial inicial df.que se
sustituye en I1.18 y se calculan las funciones de onda, con
ellas se contruye la densidad !I,18, La densidad obtenida

junto con ¢Mse sustituyen en 11.35 y se cobtiene ¢“? este
proceso se repite hasta lograr la convergencia, La cons-
tante K acelera el proceso de convergencia esta se escoge
dependiendo de los valores de la suma de Friedel y gene-
ralmente €s menor que tres.

Teniendo la expresién para la densidad de carga eléc

trica, para nuestro problema, dada por:

fie) = = (2-@E)d (e)- v ()
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donde Z es la carga del ntGcleo, QE el nfimero de electrones
que no son de valencia y n la densidad electrénica de valen
cia, el potencial queda dado por:

‘ —xr
. - lr-rl) . 1) z. c
1)) a K 3 ) ] (!‘) + _.Q-E
¢ () =J1r ATy g, (Y') + ¢ ] -
vee J[‘gg
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3.- Resultados para la densidad electrénica.

nEl 4;15@10 de las densidades, se hizo para dos mate-
;iale;, Li ; Ai. Aunque solo se graficé A =1 con z=3 para Li
y Z=13 para Al, las densidades fueron obtenidas para valores
de A entre 0 y 1 con incrementos de 0,25/3 para Li y de 1/13
para Al.

Adem&s, todas las densidades se volvieron a calcular
aplicando presifn al.material. Esto fué hecho .a través del
parfmetro rs, que representa el radio que en promedio ocupa

un electrén y esta dado por:

- 32 )Vs
% = .

n =4

Asf, al disminuir r;, la densidad n, aumenta, tenien

con

do, de esta manera, ms electrones bor unidad de volumen,
Las variaciones de r; tanto para Al como para Li fue

ron de la siguiente manera
r$y = T, (1-N*0,01)

donde N es un entero, Se disminuy6 rg con esta expresifn hag
ta un 25%, pero solo se rebortaron los valores de N=0,2 y 4
ya que en laboratorio se trabajan varlaciones entre cero y
ocho por ciento. N=0 representa presién atmosférica.

El valor de r, empleado para Li fu€ 3.236 u.a. y para
Al fué 2.0641 u.a.,

las gré&ficas 1.1 a 1.6 muestran comparaciones para

diferentes rs (rs,, rs, y rs,}, para cada elemento, es decis,




al variar r;,, con la presifn, en estas grificas vemos que e-
xiste un cambio de periodo.de la densidad a medida que cam-
bia la presi6n, ésto puede 'verse al considerar la expresién
asintética (oscilaciones de Friedel) de la densidad que va

como

An <« A cos (2Kkev+ )

vy

Como k'=1.92/r& ,» al disminuir r; aumenta k,, por lo

que el periodo cambiard, es decir, deben existir mds méximos
y minimos dentro de un mismo intervalo., Esto sucede no s6lo
en la forma asint6tica sino en todo el perfil de la densidad
mostrado en las grificas, aunque en ellas, para los primeros
valores de r las densidades coinciden practicamente,
Nosotros esperamos que este corrimiento de los méxi-
mos y minimos que da una forma diferente para las oscilacip

nes de Friedel se refleje en los potenciales interiénicos.
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CAPITULO IIX
MODELO PARA EL CALCULO DEL POTENCIAL INTERIONICO
1,-Ecuaclones del modelo emﬁlendo

El modelo que se utiliz§ para el cdlculo del potencial
inter16n1co; estd basado en el formalismo de la funcional de
la densidad (H.X.S,). Este modelo consiste en un gas de elec
trones uniforme, el\cual estd contenido dentro de un volumen
muy grande. Dentro de este gas se colocan dos nficleos de car
ga Z,

Si He es el Hamiltoniano correspondiente al gas uni-
forme de electrones, cuya densidad denotamos por n, , al

introducir los dos nficleos de carga Z, poniendo éstos sepa-
dos una distancia R encontrindose uno en el origen, el Ha-

miltoniano del sistema cambiari por una cantidad H' dada por

] + E3 2
) =- Y ) (ndr 1
Asf, el nuevo Hamiltoniano para el sistema de elec-
trones serd:
0 s
Hy =H, + H' ' I
En este cilculo se introduce el Hamilton1ano H(A)
con A variando de cero a uno, de tal manera que.
P 11 S

Hy, ( l): H'...XHL?; o
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cumpliéndose, My, (0)= Hoy Hy, (1)= Hy, o,
‘ El Hamiltoniéno H,, (1) describe el mismo sistema que
Hyy » pero Hy, (]) tomando una carga externa A Z en lugar de Z,
Lﬁ funcifn de onda del sistema de muchos eleétrones
"correspoﬁdiente al Hamiltoniano H, ( 1) depende,también, de .
Esta funci6n de onda serd denotada como ¥ (1),
Debido a la presencia de los dos nficleos, tendremos
un cambio en la energfa del sistema; el cambio en la energia
del.'estado base, A E, del sistema de electrones se puede ab
teﬁer utilizando el teorema de Hellmann-Feynmann(A). Dicho

cambio esté da(ilo por la siguiente expresibn
AEs J%Q’mllwl?(ﬂ? e L

Incluyendo ahora los nficleos, el cambio de energia

“total, A Ey , estd dado por:

‘ AET %,:' +AE" ‘
= 3:+Lu<m)]-(;gﬁ\)\yzu)>

1]

=

= ,E_‘..% AI[f(r) o Jr
2 ‘l [ .l'g\

’ ... ILS

En la ecuacibn IIT,5 se.introdujo-la densidad de car
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ga electrﬁnicaﬂ (r) en el estado H_’(l)) Hemos usado las uni
dades e=h=m=1, donde e es la carga del electrén, & es la con
stante de Planck dividida por 2T y m la masa del electr6n.

Por simplicidad, en el modelo usado, suponemos que la
densidad,& es la superposicifn de las densidadesdesplazadas
A nz(g) alrededor de cada nficleo, esto se hace para tener
simetrfa esférica, Asf f; queda dada por :

fur) = Any () # ANy (r-R)+ e o T0G

la validez de esta aproximacién se ver& hasta temer los re-
sultados de los fonones,

Sustituyendo IXII.6 en ITI,5, redefiniendo el origen
de energia para eliminar el término producido por n, , que
es una constante, y reteniendo s6lo la parte que depende de

R, obtenemos: ) n (r) AVI (r 2) J J
= __2:_ A A\~ + 2 "2 ] i ’k
en otra manera, el potenclal interifnico V(R} ser§;
i
V("\3=31—2?” AVia(X) §y Jx IR
R b Tr-gl

Utilizando los polinomios de Legendre con sus propie

dades de ortogonalidad y teniendo en cuenta que 1/[1w1'|es
la funcién generadora de los polinomios, 1a ecuacién 11,7

se puede reescribir como:
2 ! L @ 3
V(R)= % - Z%J“[ J'ﬂ'r‘ an,te)dr +jv7fr¢ any (0)]d% - T 8
s 3
Para calcular el potencial interiénico, V(R), es ne-

cesario conocer A “A(E) y como se mencionb anteriormente,

ésta se obtiene a ﬁartir del formalismo de H,K.S.,
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2,- Potenciales obtenidos,

Las tablas 1 y 2 muestran los valores para la segun-
da derivada del potencial en el primer mfnimo, vemos que el
valor de &sta se incrementa cuando aumentamos la presifn. La
razBn de esto puede darse, considerando a los iones del cris
tal que se mueven dentro del pozo de potencial, como si cada
uno estuviera en una caja sujeto con resortes, al aplicarle
ia presionAreducimos el tamafio de la caja, debido a &sto, 1a
frecuencia con la que oscila el i6n es mayor y tomando la re
lacifn W = f§7; se tiene que K tambien debe aumentar, esta
k es la constante del resorte y es nroporcional a la segunda
deravada del potencial, por tanto ésta tambiém aumentara.

Asf, al aumentar la presifn aumentard el valor de la
segunda derivada del potencial,

Las grificas IIT,1 a YII.4 muestran conparaciones en
tre los potenciales obtenidos para Li (6 Al) a diferentes
presiones (rso , rs, y rsy ).

En las gréficas se aprecia que al aumentar la presién
los miximos y minimos se hacen mds agudos, esto se observa
mejor para los resultados de Aluminio.

Para Al los cflculos del potencial fueron repetidos
con 50 puntos en 1, no observandose cambios apreciables

con respecto a los obtenidos con 13 puntos en X,
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RS, = RS (1 . N*U o "'Valor de la segunda deriva
da.en el primer minimo deT

~,potencial. (u.a)

N.

L L0113

01231

7.01375

7alores'de ln segunda derivada del potencial
para el primer minimo de este, para Litio.a
diferentes presiones,

da en el primer minimo deY

': RS ; RS(iFN;O.Oi) Valor de la segunda deriva
LU potencial. {u.a)

“RSe = 20641 xl‘ ““ e

TABLA 2. Valores de la segunda ‘derivada bara eI‘pfimer"
minimo del potencial interifnico para alumlnlo"
para diferentes presiones.
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CAPITULO IV
LA APROXIMACION ARMONICA AUTOCONSISTENTE

Una vez obtenido el potencial interifnico, se proce-
dio a obtener las curvas de dispersi6én fonénicas (espectros
fonénicos) para cad uno de los materiales. Para ello se uti
1iz6 la aproximacién arménica autoconsistente(s).

En los problemas vibracionales; generalmente se con-
sidera que la energfa potencial total es funcién unicamente
de las posiciones nucleares, es decir, se asume el siguien-
te Hamiltoniano:

H- :%i'i%r v L %5 v(Ri-R+U-Y, ) .. I
donde u: es el desplazamiento del 4tomo i de su posicién de
equilibrio R¢ .

La energia potencial, v, se puede aproximar por un de
sarrollo de Taylor, alrededor de las posiciones de equilibrio
de los 4tomos, Asf, la energfa potencial queda dada por un
término constante mfs un término cuadrftico y otros de orden
mayor en lss potencias de los desplazamientos atémicos, Si
dnicamente el término cuadrftico es importante, (aproximacibn
arm6nica), el problema de vibracién de la red se puede resol
ver completamente en términos de ondas elfsticas independien
tes, caracterizados por un vector de onda q, el vector £ que
que describe la direcci6n en la cual los ﬁzamcs s€ mueven es
1lamado vector de polarizacifn y por su frecuencia w ., En me

cénica cufntica, la energfa de cada onda elfstica esta cuan-
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‘tiiada y se.dice qﬁe existe un fondn para cada cuanto de ener
gfa ﬁ\u;

!ﬂéntfo de la aproximacién arménica autoconsistente
(SCHA), el cristal se describe como un conjunte de oscilado-
res arménicos. la idea principal en esta teorfa es la de se
teccionar un Hamiltoniano de prueba que tenga la forma del

correspondiente a un oscilador arménico, es decir

Hom 3o Vool g 4 w-) Gl - ) -T2

&

La mejor seleccién de 9& ; de este conjunto de osci-
()]

ladores, fué encontrada por Boccara y Sarma por un méto-
do variacional. En este método las constantes de fuerza en
el Hamiltoniano de prueba son los barametros variacionales
que se obtienen minimizando la energfa 1ljbre,
En la aproximacién SCHA, las frecuencias fon6nicas
y los vectores de polarizaclén estan dadas por la ecua

¢ibn de eigenvalores(s), (ver apéndice)
¢

w) (1) &5 (8) = .(,?949(1) & () e I3
donde 6;(q) es la componente cartesiana del vector de po-
larizacién f;(q), y la matriz dinfmica esta dada por

1 - .Y

Dep (8) = A F (= concz-2)) (), o

En la cual, la matriz de constantes de fuerza,(ﬁ;)’(k,),
esta dada por el promedio térmico de las segundas derivadas

del potencial
| ) 2
Ap(&): sz L exel-+ %

X v (Rera) TS

ws (27, 71 u,)
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En la ecuacién IV.5, u es el vector correspondiente
al desplazamiento del &tomo { de su posicién Rq y YR +u)
es la derivada tensorial del potencial interifnico, y A
es la funcién de correlacidn desplazaminto-desplazamiento da

da por
l“P = <(u-& -y )(un*u,)>=

| Z (- t.osﬁ!p}é“(!) & (1)
MN )2
X co'{k(.‘-pf\ W‘Cq)%cq) w06

Las constantes de fuerza "‘(3‘ ) Juegan el mismo pa
pel que 27(5,) en la aproximacién arménica, (HA).

El cilculo de las curvas de dispersi6én fué hecho in-
cluyendo interacciones entre las primeras 22 capas de veci-
nos, tanto para el aluminio como para el Litio.

Para ello, se utilizé el método dado por la referen-
cia 3 para calcular los elementos de la matriz dinfimica, El
método relaciona las constantes de fuerza del modelo axial-
mente simétrico para n vecinos('b),(A.S.) con las del mode-

lo de tensor de fuerza. Esto se muestra en el apéndice C.
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CAPITULO V¥

CURVAS DE DISPERSION FONONICAS (ESPECTROS FONONICOS)

Se han calculado los valores de las frecuencias de
oscilacifn, utilizando la aproximacién arménica autoconsis-
tente, los resultados obtenidos se comportan bien f£{sicamen
te al variar la presibn,

El m&todo autoconsistente se inicia dando como primer
valor para las 5; los valores de la segunda derivada del
poténcial calculado en el capitulo III, estos valores se sug
tituyen en la ecuacifn IV.4 obteniendo los elementos de la
matriz dinfimica con estos valores para la matriz dinémica se
encuentran los valores de las frecuenciasw,,, a partir de la
-+ ecuacibn IV,3,-Esta valores corresponden a las frecuencias
en la aproximacién armbnica, con estas frecuencias se calcu
lan los valores de] usando la ecuacibn IV.6 y con estos va
lores se obtienen las nuevas @; a partir de la ecuacibn IV.5
se prosigue asi hasta lograr convergencia en W ., Hay que ha
cer notar que los valores de la segunda derivada del poten-
cial obtenidos en el capftulo III se conservan durante todo
el proceso dentro de la integral de la ecuacibn IV.S.

El m&todo empleado, SCHA, tiene una convergencia rd-
pida, ya que s6lo necesité alrededor de cinco iteraciones
para que convergieran los resultados,

Las gréficas V,1 a V.4, muestran comparaciones entre
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las curvas de dispersifn obtenidas, observandose cémo se in
crementa el valor de las frecuencias; aunque sigue mantenien
dose la forma de las curvas.
~ Hay discrepancias en cuanto a 1a mixima frecuencia
.oﬁtenida. Para Litio es mayor en un 40% con respecto a los
resultados experimentales y bara el caso del Aluminic la di
ferencia es de solo 20%. Estos resultados son alentadores,
dado que es un cllculo de primeros principios y es sumamen-
te complejo. Probablemente pueda mejorarse tomando una mejor
aproximacién para la densidad expresada en la ecuacidén II1.6,
En las grificas V.5 y V.6 se muestran los valores experimen
tales para las curvas de dispersibn fon6nicas de Li y Al(").
Las grificas muestran las ramas acGsticas en las di-
recciones (q00),(qqq) y (qqo); en ese orden,para el caso de
Litio y (q90),(qq0) y (qaq) para el caso de Aluminio; se ha
indicado cuales son las ramas transversales denotandolas con
la letra T y cuales las longitudinales indicandolo con la

letra L.
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CAPITULO VI

COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

El nétodo empleads en la yeferencia 4, para cbtener
las densidades electrdnicas y potenciales interibnicos de Li,
ha sido extendido en este trabajo para el caso de Aluminio,
con resultados cuyo comportamiento al someterlos a presién
es el ffsicamente esperado,

Los resultados para el Li; que también fueron aqui
obtenides para diferente intervalo de valores de la presifn
(disminuyendo el parlmetro rs, 2 y 4%) que en la referencia
12, siguieron combortandose en forma ffsicamente adecuada,

La magnitud de la frecuencia de corte obtenida, es
un poco mayor (~~40%) que la de las curvas de dispersifn
experimentales(ll) para L1 y solo del 20% para el caso de Al.

Una raz6n para justificar el hecho de que para el Li
se tenga una diferencia mayor, con respecto a los resultades
experimentales, que ﬁara el caso de Al; es que para el Li
se tienen problemas de no localidad,

Los espectros fueron obtenidos para diferentes tempe
raturas (0,10 y 270 °K), sin abreciarse en ellos cambios no
tables con la temperatura, Las curvas de dispersién mostra-
das en las grificas son para temperatura 0°K,

Existen calculos recientes con los que se obtienen

potenciales interi6nicos utilizando teorfa de pseudopoten-
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ciales y a partir de ellos, propiedades térmodinﬁmicés, con
con buenos resultados para metales simplés. Estos cﬁlculos
tienen desventaja, fisicamente hablando, ya que no son com-
pletos, como es ¢l caso del trabajo de W.A.Harrison, gg_gl(‘s)
(1982), que combina teoria de pscudopotenciales de segundo
orden con la funcidén dieléctrica de Thomas-Fermi y no inclu
ye efectos de intercambio y correlacién (este trabajo no di
ce qué sucede en el caso de usar otra funcibn dieléctrica,

()

como la de Singwi por ejemplo), Otros trabajos, como el
de J,P. Chelikowsky('q)(1980), obtienen un pseudopotencial
a partir de una densidad electrénica, construida de exponen
ciales, que reproduce la densidad de carga obtenida por el
método de H.K.S, solamente fuera de cierta regién esférica
de tamafio arbitrario,

Manninen gz_gl(/s) (1981) utilizan H.K.S. para calcu
lar la densidad electrénica y posteriormente teorfa de pseu
dopotenciales. Reconstruyen la densidad de carga para r pe-
quefias en términos de un polinomio y a partir de esta recon
struccién definen unpseudopotencial local, La manera que
dan para reconstruir la densidad no es finica.

Los dos trabajos mencionados anteriormente (14,15)
remueven los " rizos " de la densidad de carga cerca del
origen por diferentes métodos., Por tanto,cierta arbitrarie-
dad (6 conveniencia) permanece en sus cflculos. Los trabajos
con pseudopotenciales como los anteriores tienen la ventaja

de poder dar muy buenos resultados ajustando parémetros con
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venientemente.

De lo anterior, podemos ver que nuestro cdlculo (aun
que no reproduce con alta precisién los resultados experimen
tales) tiene ciertas ventajas conceptuales con respecto a
los trabajos mencionados que resultan ser no completamente
ab initio, como se plantea en los trabajos,

Sentimos que el método puede ser mejorado, en parti-
cular en la suposicién dada por la ecuacién IIJ.6,

. Por lo que toca al cdlculo de las curvas de disper-
sién, creemos que puede ser extendido a materiales HCP,

Por Gltimo, tambi&n se¢ puede considerar que en lugar
de introducir un ién en el jellium; cuando se calcula la den
sidad, el introducir ese i6n en una vacancia del jellium,
método utilizado ya con frecuencia('s), En el primer caso
corresponde a introducir el i6n en un sitlo intersticial
mientras que en el segundo caso se introducirfa el i6n en

una vacancia (sustitucional),
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APENDICE A
Matriz de densidad y valores esperados (Mecanica Cudntica)

Dado un ensemble de N sistemas idéntices con N1,
caracterizado por el Hamiltoniano H para el tiempo t, la fun
cifn de onda Y tr,t) es 1a correspond1ente al estado fisico
del sjistema k del ensemble, donde k=1, 2,..,,N.

La variacién en el tiempo de la funcién ')""(r;t] estd
dada por la ecuacibn de Schrodinger .

Dy )= (hPrer) e A

La funci6n de onda P"(t) se puede escribir cn térmi-
nos de un conjunto completo de funciones de onda ortonorma-

les ¥, es decir:

AT ;at ) e, ... A2

con

s m:jle: Vo) 4T A3
Definimos ahora el operador de densidadf (t) como

fm (1) = 7\% ‘ZPI {a:, [+ a8 * L-l-)_} e ALY
estos elementos de matriz EEO son el promedio del ensemble
de la cantidad 2w(t)d4} (t), que varfa de miembro a miembro
del ensemble. Los elementos de la diagonal f;.. (t) son el pro
medio de ensemble de la probabilidad ‘Ch.(t)] donde |an (t]'
misma es un promedio (mec#nico-cufintico).

Asf, tenemos un doble promedio, uno.debido al aspecto
probabilistico de las funciones de onda y otro debido al as

pecto estadfstico del ensemble,
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La cantidad fm (t) representa la probabilidad de que
" un sistema escogido al azar en el ensemble, se encuentre en
el estado 5‘.’. . )

El valor esperado del operador A, esti determinado por

el doble promedio, es decir

LAy 4 B YA

=
[ art gt A.....]
.,ﬂ

L
N ks

con :
Av\m = /(f’"" X‘(»‘JT

o en términos de la matriz de densidad . "
<§>:thn Anu:%(fx)““=tY(f‘A)
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APENDICE B

Aproximaciones arménica (H.A.) y arménica autoconsistente (SCHA)

Para un sélido que tenga un Stomo por celda unitaria,
si. tomamos como vectores base a, b ¥y c. las posiciones de equi

librio del cristal estan dadas por

“Remomoa +mbo+omc

donde m,, m, y m, son enteros,
Si denotamos el desplazamiento de la posicién de equi
librio del &tomo i por uc , el vector ﬁosici&n del &dtomo i

serd:
.r(-‘]itﬁgc . .. 0_1

Por otro lado, tenemos que la energia potenciui total
es la contribucién de todos los distintos pares de &tomos,

es decir: 7
Ust 2 Ulgn)=t Z Vi(Re-Riti- W) - B2

2—‘-)

Asf, el Hamiltoniano del sistema estd dado por:
a
= > R) U
H‘-————lM-r

donde P(R¢) es la cantidad de movimiento y 1la posicibn de
equilibrio para cada &tomo es R¢ y M la masa at6mica,

Haciendo un desarrollo en serie del potencial U, que
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es funcién del desplazamiento de los iones, con respecto a
sus posiciones de equilibrio, en potencias de los desplaza-
mientos u , tenemos:

Us X3S u@)+dl Z (4 &) (k- )
.‘/L‘ [(ul—%)'V]U(&--ﬂ)f- D(uj) ...B_</

El primer t&rmino de la ecuacién B.4 es el potencial
del cristal en equilibrio,ﬁﬁ » el segundo término es la fue
rza sobre el dtomo i que ejercen los demds ftomos, en equi-
librio. Esta fuerza es cero,

El primer término de correccifn al potencial de equi
librio 4 , que no se anula, es el término cuadritico, En la
aproximaci6n arménica todos los t€rminos de orden mayor son
despreciados.

El Hamiltoniano queda:

H= %;é%) + # + ’ Zf-:i 12.p b( u ... . BS
donde

cumple con:
Dap = Dp,‘

y las ecuaciones de movimiento son

. 4
MQt _--2".3: D.p Ui
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Definimos unas coordenadas intales que
" ! « T3 2 )
donde ?;l son los vectores de polarizacién y la ecuacién B.6

queda

A 4
- Qy.) £:L - CQ“’. Z Dq’ (E) 6;, . B 6

donde D(k) es la matriz dinfmica. Los elementos de esta ma-

triz son
o —I'F'fcj
Dipt) = M' F Bpit) & e B.Y

Las frecuenciaswde las ondas descritas por Q,, se ob

tienen de la ecuacién de eigenvalores para los vectores de

polarizacién
[ ] 2 o . . 10
-3 D..p(k)fn = W, Gy b 8
[
donde los vectores f;fumblen con
- - - fF _
ey Loy :ju, s g €y, &y = J-tp
es decir forman un conjunto completo,
En la aproximaci6n armbnica autoconsistente(a), el
Hamiltoniano
E Y - -
WeoZ P8 0 rv(B-lirw-g) e BN
T M 2

es sustituido por el Hamiltoniano de prueba, dado por:

Hos- 2R 1 B pl-u), @), (4e-d), -8R
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donde las @dlpserén determinadas variacionalmente.
El Hamiltoniano H en términos de el Hamiltoniano prue

ba esta dado de la siguiente manera:
, | .
H= H. +."_ LZ‘ v(g.wg; +l_l_.-'(_{§)"-;§- £ (U -Y ),( @Jl((%"%

La matriz de densidad correspondiente al Hamiltoniano

f = (;_'M"/{Tl{fuhj .er B.13

La matriz de densidad del Hamiltoniano real queda da

da como U= H-In
POHY = oxe k) g o] = axet BD)J grines]

si U es pequefio tendremos

F= =KTn -f‘,f(}D:,_ - KTty £ = Fprocia

prueba es

0 de otra manera
F;’“lk:n{fk"" ,u ] <Hfﬂ ,n£> ... BIY

si tambien escribimos

Fu = {Hu"p-'/"ﬂ.7 ... B.IS

e introducimos la matriz

(.1“)4? <(u‘ ').4((_4( ‘QJS’> ... B./&

podremos reescribir la ecuacién B,14 como

Fowbn = B tL Z v (Re-Rivde-%) D
Z (h).., @ux)" ... B I?
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Sablendo que para cualqu1er func16n f(r) se tiene que
sy = T,

podemos escribir que :
Lo(R-Ri+Ue-% PR <cxp[u-. )V]> -U.('E)]

y utiljzando la propiedad de los osciladores armbénicos que
(),

(T = exe[wery Y 2]

establece

obtenemos finalmente que:
—_ }
(o(n-twa )y < exe[ 1 5

Sustituyendo 1a ecuacibn B.17 vemos que Foruaes fun-

(2, VVJv@Rs) -8

cién de Ly # . Mininizando Foresh CON Tespecto a estos pard
.metros obtenemos:
_._—--—-I Frroes = e (VV""(B:*'_‘{"L*:')> _7’,‘ (?-J)_«’ =6 - BT
J(]d).al ¥
= .20
JFpese [ A ,,6;‘_(10)“ = 0 cer B2

La ecuacibn B,19 nos dice que la mejor seleccién de
(G&d?es el promedio térmico de las segundas derivadas dél.
potencial interiénico, mientras la ecuacién’'B,20 nos da una
relacifn entre ¢ yA.

La matriz dinimica puede ser obtenida como én la“apro

ximacibn arménica, asf:

e s e )y
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y la ecuacifn de eigenvalores es: S e l' R S
- (ke kg (B, e B2
-~ [RERY =23
W"-’i-é:l :PZD.eG,(:,=E(' Q‘ s )¢‘-‘,Lp(n e
- - kR ,‘;‘ ._ : 4
Wi e = 3 G- ) KTPe (R U )D &
> > ) L
De los resultados anteriores se puede obtener una ex
presifn para F, en términos de W, Para ésto se tomarin las

coordenadas normales: )
cf"-' o - y -
wie Lo T E, 0y @ BE/AIE R ©TT L saaa
VOR R

donde

. +
. (75} -
O [0 (avtal); ¢ Bu= Yo (ac-ag
A 2wy _
siendo a, )'a: los operadores de ascenso y descenso.

Sustituyendo la ecuacifn B.23 en la expresi6n B.12

para Hw. , usando B.22 obtenemos que:

H‘\ = \ ( "Z; Pv.’ P.gl + u‘):l Qtl Q-¥) )

T

s 12y 05 ancs, )

y en términos de los operadores de creacifén y aniquilacién:

Hh:::z;- wn(a«quI 0\.,)—'%“’;}(:‘;*“26{“) ... B3

La ecuaci6n B,23 nos da los eigenvalores para la ener

gfa
E(ny)= gw.., (in,) ce. B2y

De la ecuacifn para la funcién de particién
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= AT 2y
(Y
donde ) esta dado por:
Q_-'} pwn, !
T e . = —
Gy gy 2z Sen h (L pen)

y de &ésto obtenemos la expresién |‘aara Fy,

-1
ko= .Zﬂ b (25eah 3 pus,) ... B.2s
2
Sustituyendo la expresién B.25 en la ecuacién B,20
obtenemos: )
. - sh (L gw Jw ..
JR - 'Z/’ﬁ 2 ¢co L W) ) .-+ B 2¢

JM:L' " 2o 2senn (_}pw”) -[(g‘J ).:p

De 1a ecuacién B,22 y utilizando las propiedades de
zn , obtenemos al multiplicar de ambos lados por {.: y su

mar sobre «

wiy = o) T [1- exp(ik-€:) €0 (@.J.)# e

Asi . ) .
a(.wu - | J W,y - / (HA)) ’[/-pr((.g.gg):({:) 6fz

s
Ty, o T, o
Sustituyendo la expresi6n anterior en la ecuacién B,26

obtenemos: , »
4Ah 5 (HV u)_))- coTh(+ P )I"‘ exp( (k. Rey | €y é'fl
f), ¥ 7
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Empleando la ijgualdad B.18, desarrollando v(R) en sg

ries de Fourier y realizando la suma en el espacio k tendre

mo <'U‘(l,_,+ut _L)> Jc\'ﬂqv jéi(_qw) 3

Xexe(~(9.y -t q.z2. -4 ). 827

Para realizaxr 1a integral sobre q-en la ecuacién B.27
se introdujo la matriz unidad

-1
I: er 2;5
Por 1o &ue podemos escribir la componente o de u como:
= . > P L]
= 5 (2\4)‘” (L-J ),‘J Wy B.2 ‘
Utilizando

Fuz F Rl D TRt Vi)

reescribimos la parte de la integral en q de B,.27 como

J yereEL T % (k- Z 2 Gadp (1)), ) -

donde se us6 la igualdad B.28; sumando y vrestando el térmi- -
no 3_1%"% (2[-,' );”%y reagrupando los argumentos de la integral

en B,29 obtenemos:
Ji’g e,,,,[_z (?%(I’J')«; CUy +"Lg‘)('2"")«f(;a‘;‘)ﬂ (-aﬁ?,)

PLZ (25

sexe[ F 4 uf(l":").w “4]}@*?(% i —‘2—3(16)4,« 3»*) ‘%33> e:BIR
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donde

Y, = %t J.Z ( /zt'-j')df (uJJ
d4. = J1. ;43'3- dy, dYy, d4a

La integral sobre y, en la ecuacién b.30; tiene la

forma:
T fered [-47 (L), -y e ]

T L )t (][0 (20 )]

Completando el cuadrado en el argumente de la exponen

cial, obtenemos:

I: exe c.|:> jtﬂP(-%_' {bsl*-f%',. 1)4‘31

tomando Y=y, 4+

°°|

_-—.

apy
- . ! 2]
Fr o0 & [l )i oply) feret 200

1= QXP(E%) T (%) (%) = exP ( ) (0., i s B3

&
donde se usd >
- - —QX“ r‘ ( M",)
J X @« dy = " cln"bh
°

Las integrales para y, y ¥ son simnar-es'. si se
realizan tomande en cuenta que (Z.-L'- (,2-32‘ 1a expresifn B,30

resulta
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exe [Z 3% w25, ] J*‘-Xé(g; "8 (Tl 4y) '8

15
= @M exp [ £-L w (Al U] 1t dal 7 e

Sustituyendo el resultado B.3Z en la expresifn B.27

obtenemos finaimente

(R, U -L_B»:I(z‘n)’qld( zc'_j)]—(/. ji’u Up (Rt )

X exp (-4 a (gt @) e B
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APENDICE C

(12)

Modelos axialmente simétrico y de tensor de fuerza.

Si la energfa potencial de interaccibn de dos ftomos
separados una distancia R es¢([5|). al existir un des-

plazamiento u entre ellos tenemos que

$(IR+ul) = PR+ 42 %,:ﬁ—+i—%§“:_’fil

rpEg (ud)  oqw) e

R

donde el tercer término coxresponde al desplazamiento rela-

1

tivo perpendicular a g; que produce una fuerza de " dobla-
miento " (bond-b-nding) y el cuarto término es productor de
una fuerza central o fuerza de " estiramiento " (bond-stret
ching),

§i todas las direcciones perbendiculares a R son equi
valentes las fuerzas son axialmente simétricas (A.S.).

Pata el dtomo i en la celda unidad cero, la energia
potencial asociada a &1 puede escribirse de la ecuacién C.1

como:

g (RY)

"

+ZZ 18Tl (3 w)’
+Co(P)"')(_B; X_Lg);] L2

¢

"

") -1z 2 IR G Y E Y

+ |R3 " il Ca (p4)]  eCe3
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donde 5;‘ es el vector de posicidn de equilibrio y E; el
vector desplazamiento del étomo/ﬁ , en la celda= , con res
pecto del dtomo i. C y C son las constantes de fuerza de
" estiramiento " y " doblamiento " respectivamente,

Para obtener los elementos de matriz dindmica usamos

la expresién B.9 es decir

M Du‘f q Ggl ¢t W h L. €LY
Ty, - Y AG) Wl | 4 4ts)
S @) Tl T 1wl

p dme BU(YG) s
1wy
Para obtener la expresifn anterior se us6 la regla

de la cadena, las primas significan derivadas con respecto
a la magnitud de uj . (g;lfs la componente cartesiana de
de g? , y.L‘es una delta de Kroneker.

Calculando las derivadas de la expresibn para

y sustituyendo en la ecuacién C.4 se obtiene:

MDu, (2)= ZZZ{IR,)"(C (B=)-Col£%)

X208, (&), +21n ,cn(p,,z.»)}d‘z-z;

Que puede reescribirse como

MO, (9)= Alo) - AC %)
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donde

fA(sf)'

Z( k (5) \ gn(g)\ —_’___ + Cb (h) JH(,)G!(.S)
; 39 )74 :

I

= H(ZS)‘QXP(" q’ Rncs))

116)
k\(ﬂ = (n) -~ cu(n)

Para obtener la expresi6n C.5 se ha utilizado

C?-K‘ LA
(&7 (R3) e?™_ 2 ™
9% )74
ademfis, se ha separadc el término q=0, para tener A(0)-A(q)
haciendo explfcito que se tiene una relaci6n de dispersién
para modos acisticos ( si el signo fuera positivo, i.e.
A(0)+A(q) se tendrfan modos épticos). También, se han cam-
biado las sumas, sin dejar de abarcar los mismos elementos,
es decir, el simbolo n(s) significa que la suma estérestrin
gida a los &tomos de la capa s y se suma sobre todas las ca
pas.

Si tomamos un cristal (FCC & BCC) con constante de
red igual a 2a, con todos sus ftomos de masa M, y tomamos
las coordenadas del n-&simo punto de la red de la s-&sima
capa que tiene n® puntos, como h.a; ha, hya con h, 7h2>
hy %0, y ademis utilizamos la expresién C,5 y tomamos las

:ombinaciones de h,, h, , h, obtuvimos que:




4 tes(a kg, _

y por medio de las ecuaciones C.6°en C.5:10s elenﬁeﬁfosde la
matriz dinfmica quedan como ' ' '

MDi = 3 cato)(n~(%%) {cos(ak a,)uscatu @)

+ cos (a hyg,)coslah )+ ca;(aL,,g:‘)[gos(a h,) cos (ahs%,)
4 cos (c by 3 ) cos (aba [k cos(ah ) os(abaty)cosehs )
4 cos(ahsg,) <o (qtuq.,)]})

+ Z &.(5) ( ‘( >{L\T (;os(al\l4:)[°;5(“kl?5): ‘°5(‘L'l%)

TP PR LR

cos( ahs 4, ) con (ahit)
+ cos(ahg,) cos(aks %) * by C°SCC«M‘47‘

Cos (ki 9y) con (e ) T 22 é‘:‘,",f‘?%
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vy Mbcj B ,7 NS {‘: ( %-") 51..11;(,05(4;\37‘)[5:4 (4l,,qx).un(qh,7‘)

tdan(ahs 4 )oen (ahi D)t hihs co(ah,g,)]
L Senlaha ) Sen (a hy9s) + Se(ahy g )sen(ah, ‘f:)]
ik coslabada)[3#n @k, 1) Seulahidy )+ seulahg) sean(ah, ]

dondé K= h’,‘+ h‘,+ h’_’,y nd bara vecinos hasta la capa 12 son

B.C.C. B.C.C.

h h.h n heh o hon
1 110, 1 8
2 200
5002
S4
s
6

~1

W oeZe a0 ST 1 24

12 3 3 2. 24 4.4 0 12
En el modelo de tensor de fuerza las constantes de
fuerza interatfmicas corresbondientes al s-&simo punto de

>
la red estardn representadas como la matri: ¢¢ , Esta con-

sidera la fuerza sobre el fdtomo s en la direccidn i, cuando



atriz tiene la forma’

Sl .9

: Los elementos de la matriz dindmica D(g) del modelo
de tensor de fuerza: para el s.8&simo punto considerado en
el modelo A,S. son iguales a los obtenidos en A.S., s6lo
cambian los sigujientes coeficientes

Co (3) + % kes) = =

Co () # %E—- kes) =

Es decir, en lugar de las expresjiones de la izquierda
Ven las ecuaciones C.16 y C.11 se tienen las de la derecha
como coeficlentes en las expresiones C.7 y C.8.

Al comparar los modelos de tensor de fuerza y axial-
mente simétrico, no se ha querido cambiar de modelo para cal
cular los elementos de matriz, sino unicamente obtener de
las relaciones C,10 y c.11,'cu§1es elementos de la matriz

C.9 son cero y cuales son iguales entre ellos.
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APENDICE D

Teorema de Hellmann-Feynmann(l)

--El teorema de Hellmann-Feynmanrn da la diferencia de
energia; para el estado base, de un sistema con Hamiltonia_
no He y el mismo sistema pero perturbado, ésta pertubacibn
lleva asociado un Hamiltoniano H, , asi el Hamiltoniano to_

tal sistema perturbado es

HT._: Ho + HI e D‘ ,

Este Hamiltoniano puede ser escrito en términos de

una variable de acoplamiento ] , es decir

HT‘(l) = H +/2H'
‘donde :
X WEN
Ho (0)= Ho o Hro Q) = He
de esta manera podemos reproducir tanto el Hamiltoniano
perturbado D.1 como el Hamiltoniano sin perturbar, H, .
La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,

para un valor arbitrario de 2 , que tenemos que resolver

") L= EQ) ey 8



65

donde ‘:P-U)corresponde a la funcifn de onda de muchos cuer-
pos, para el estado base, que depende formalmente de 1 y
E(1) es el correspondiente eigenvalor de la energia para el

valor de ). tomado. El vector de estado cumple con
{ynlea)>=1 .. D3

es decir, estd normalizado.
Al multiplicar escalarmente la ecuacién D.2 por < 9’,(]){

obtenemos:

F(1) = Le) HLQ)> - 0v

Si derivamos la expresién de E( A1), ec. D.4, con res

pecto a A obtenemos:

Fyy

*(Y(2>ln(2)]“ﬁ‘”>+<¥"37l dHW) {.\4’(1)‘7 |
= DL w(z))? > <‘P°<1””'15”“37‘,

donde se hizo uso de la condicién D,3 para obtener la Glti

e DS’ SR
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ma expresién.

§i integramos la expresién D.5 con respecto a A, de
cero a uno, tomando en cuenta que la energia del sistema
sin perturbaci6n y la del sistema perturbado son E(0)=E, ¥y

E(1)=E, respectivamente, llegamor a

E-E. = i%w,uﬂm.)vgu» - D€

Asf, obtenemos la diferencia de energfa en términos

de 1 H, .
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