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A principios de este siglo los mate:11É.ticos Gaston Julia y !.:. Pg_ 

tou entre otros, se interesaron por cstudie.r la diliámica de le.s. fun­

ciones holomorfns en la esfera de Rie:nann. La idea consiste en obsel.· 

ver el comportP:niento de los puntos de le. esfera bajo repetidas apl!, 

caciones (iteraciones) ele una funci6n holo:norfa. 

Su punto de vista perte del estudio ele los subconjuntos de la -

esfera: s2 para los cuales la familia de funciones {Rn(z)) ·definida -

Rn(z)=R•Rn-1(z)', no C•S normal. ~or R(z) = R1(z) y 

Se dice ciue la 

vecindad de z0 para 

. 2 
familia {Rn(zJ1 es normal en z~ ~.s .. si e):iste V' 

la cue.l to el a eubsucesi6n lRn(z)}. contiene uria 

sub'sucesi6n que converge uniformemente en compac.tofu·~ : · · 

Al conjunto de puntos donde{Rn(z)} no es·~~rma1· se le llama con 

junto de julia y se denota por JR, 

La· principe.l her.r·amienta ciue utilizaron fue .el "teorema ·de !ion-

tel '.' para families ·normales [ g]. 

EstHs investigaciones arrojaronpropiedades.intercsantes acerca-

de JH .•. 
-.~'2 ;:•:•e ,,. '• 

Se :enunciflran al~unas de ellris qué;se ·.don;:i.deran de .ifll!)ortancia 

y que se· encuentran estudiadt'.s en (6J'.á°6ri·J1i eiifoque mas .móder110. 

.· : -~:>' .. 

~~) J~R,t e~ c~m:::::::n te invariarite · ~s decir Rn(r~)·.~R Y H-n(JR)=Jn 

iii) Si z f Jn , z es 1mnto de acU.~~.la~ion de \ri.:.11 (x) \.;'.e s2 con 

esopci6n de a lo mc.s dos ¡iu11t~s: x1, x2 en. 32 .. 

iv) Jn es perfecto 

v) Jn es hom)geneo. es deci·r si z e JR y V es una vecindad de :r. 
\ . .··· 

denotandose JnílV" = J 1 e:-:iste ne 1t¡ tol nue R11 (J) = JR 

vi) O biEn Int(J:¡l = r/¡ o bien Jn=S 2 

de hecho se aonoven ~jPMplos cuendo Ja = s2 (Pi (z.} :: 

..... , 



vii) J¡-¡ µuede s.:•r co::1pletaraente disr:onec'.O 

con 1?.::te afán, se e.qtu<lió t,: .. 1bien el cornple·:1ento de JR, (Jrr) en s2, 

es decir, donde (Rn(z)j es normal lo cual e8 oquive.lente a q_ue · {Rn(z)) 

sea equicontinua [ i J 
e 

Se estudie.ron 12.s coin~o11enti:s conexRs de Jf{ ha.ciendose observa-

cionc:rs rel~.tiv;o,s a lo!: 9u11too '!.leriódicos atn~ctores (z e:. s2 tal que ,-­

Rn(z) = z y (~~.(•z)\< l) que se encttr·ntrun en J~1 
Loe;raron inclusive probar QUe si J~ tiene mas de dos componentes 

conexos:. entonces tiene una infinidad (RCz )=z3;3z l 
Una idea ambiciosa que ocurr.ió, fue 1~0 de cl~.s~fi,cár de 8,lguná 

manera ~stos ·dominios de eiu~cont:i.nu~d~·~··i~·~~~rC~~i~J:f~~,~~.;~º~.¿tr§ 
l'on algunos resulta dos parciále·s ;- no obstante: .. tuvieron' tjue·::trans'éu· · -

. ' .. _ . -·_. ' . '· - -' '.:."_ ' -- .-, . ·.: .. _ ·-··. -.- :: __ .:._·-. -:·_,,··: :·;,::·:;·_;;-:·-':::.~·;· . .::-:::·,'.;-_·"},,_~~- .. :y;,~-:~: __ ·;._·,'¡/_~:'\::--_~'.:,:·' :· : __ ·._·-'. . .' 

rrir mas de cincuenta a1lós para qÍl.~ se encontrara uria 7l'a~ificac:ión ,... · 
;-_ - ' 

satisfactoria.• · . . . · . ·. :: .. 

P.n 1982 Dennis s~11:i.v~n cll?.~ifica los dominios. de .i:iii:lióoritiriÚi -

dad en cinco tipos::~u~1itetivarnente ·distintos['t ]. :Est~ :i~. l:lece~. de· - . 
' ;·1 -, ' ,- • ,-.---. .• ' ~ - ~ • . 

mostrando un teor~rná bapitel en· estt>. teor:l'.a. 

Teoreine.: 

Toda co:nponente conexa de equicontinuidad es everitU:almerite peri:f 
,. 

dica. 

El :ire sen te trabajo tiene por objeto analizár• con cierto detalle-
,· .. - -----_-., .. _,,. < .. ";-,-. 

la demostr~·ción de este teorema tratando de hacer ;incapié- en. la.s. ide'"'. 

as mas importantes qÚe se encuentrl'.n inmers8S •· ., 

. La demostrt·.ctón, que• contiene dificultades t~~~ica:~ -}n~eresari~es, 
mezcla CP.'.!1pos de le. mate1aá tic a, princi9almente: 

i) Teoría de sttperficies de Hiemann ("3] ":"'·· :, 

ii) TeorÍP. d.; ma11eos cuasic'onformes [\o J j (11 J · 
iii )Teoría de grupos fuchsi:;;nrJS y geometría hÍ.¿1erbólica VI 1 cs1. . . - - .. 
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La clemostn•ci6n se consi¿;ue por c:ontrr.clieción: 

Supont;aFJc que existe un::t reeión de cquic0Hti.nui1lad A que no es 

eventualmente 1wri6dicn. Esta eenera una suceiión de tliscos, o ani­

llos, o superfici.r:s de: tipo topológico finito donde a partir de --­

n f 11\', R es un difeo;norfis;no conforme:>; o lJif.'n una superficie de Rie­

mann do ti;io ·to:ric:.ló¡;ico infini·to (el lírni te directo). 

Se considera el ~spacio de eBtructures cuasiconformEs de di.mea 

sión infinita, sobre estas sttpcrficies, 11sociandoselc a cad:i. 1.:Jtru.2_ 

tura su único mapeo cuasiconfor·;ne uniformiz!!d? lpo<. 

Se parwnetrizan las defor;aaciones de R de.das por la conjugar.>ión 

R°'=. ~" R\¡I~ ~ F.sti•s for:nan parte de ([fP 2.d.¡.J de dimensidn finita. 

f.l 111apeo que asocie. tp.c. á Ro<. es un mapeo inyectivo y i·eal a'l'I~ 

lítico cuyo dominio es un espacio ·de dimensión infinita y su 'coüh·á-:-

dominio es de dimensión finita. ·· ..... < 

C~be señalar, por ultimo, que l!~s ideas que .aquíseman'cÚ~n :·ti~ 
nen un paralelismo con las que se usan en la nueva tle~o'strúct6n:•dc,l­
teorema de "finitud" de Ahlfors para grupos kleiniano~,. deda te~nbien 
por Sullivan en 1982 (\~]. ·· 
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Se supondrá que A = A0 es una región de cquicontinuidad que no es -­

eventualmente cíclica. 

. . . 

Denotándosepor An=Rn(A0)'. ComoAi·.n Aj f $ i[Oplica que Ai. =Aj·· ••. 

entonces si. i (j A: ,{J\i ~~s'aun el conjunfo P = {Z t: 52 ; R1 (z) =O} 
. •. ' ;, <<\. •, J ·: ' . . ' : ·, •. ··· ·•··•·.· .· . . • < ' 

es finito, asJ•se.puede.suponerque:A. nP =$para t,oda ;.. Por lo ~nte-
.. _-< -_--'._t~':<\~-//·:·1,,<-'.r,:· .. ,~-,-.:._\~:'l'-~~1\--:~~:,;)::;;,::_, __ ::·;_:_;_.:::'·--~----l:.>--··-·.-:_-,·-·_._,. __ -·:· :··'" -. _ . · - · ·-·> · 

rior e)maperi R:A.i+;1 A:i;J•es!ün.mapeo cubriente analítico .Es conve~- .. 
. --~ <·;.> .. :::-:·;}.:_.:.;:::_._;_,},-:::·:<:-_.:-::·~};.:-·_;'~_:''~;·.,'._:·,'./~·_::·):.-.-:_>;_::··,. ··_. __ <_ .. -.- .. _ ·. ·. . . . _-. _·.·... :'" ·-. ___ .. _. __ ., ' - ' " 
ni ente seña l~·r_·¿¡~i Aj'es uri~ 'súpérfi ci e· hiperbólica (su espacio cu~ri en- .. · .. · · 

te univer:s'a) .. eiel:dlscci\'p~~bdli~o) dado que l\c: s 2 ·· JR yJR .fien~más ·. 
' '-.- -:·:·.;..:·'-¡).'.-:,'-:'. ;;···': .· 

de tres puntas;• -C' 

. 
. :: ·." ;- ' 

1.1 ·Definición. ' 

. ·. > :fo / f 1 J 2 · ··· 
i)Seas0 .•.• ;Si---'-" s2---. ... una sucesión de.mapeos analíticos·"-

<,"'<,'u ,• .. ro ' ' ••' 

suprayecúvós . entre ·superficies•• de• Ri emann; .··. Se·. di ce. qúeJ a sllperfi ci e de 
, . , ·:.-": ;. :; ;.··,.-., · •. ;._'.._ :.- .- :·.:: -,'-.: .. -.. "' . . '.• ' •' . ' ' - '• --:-: ./' . . ;f :'·: .. '. 

i i) Una su'p~rfi ~i~_;d~;Ri em~nri:~s no~e 1 emental si su grupo fundamenta 1 
-;'"' 

o gr~po cubrien~é no es ~bcilil~éí . 
. ~ · ... , ' . --- : . " 

-, -~- .. -- ._. , .. _:?-·;,:-,_:·.-;:;J_:·;.·:'. 'X-·:·:,·_~:-:_:·.}->. 

Por el teore1~~ d~l 1~ape¿'d~ Riemann "'· como por una de sus consecuen-
... ,.; · ... '·.,;·,,.,,,.:. ' 1 

cias: [::], si:! tiene;_qÜ_~ s{.~na superficie de Riemann abierta. contenida --
:; ·-... ·-,·;-·--:·;:-·:·--:,,., .. , ... ~·!,..:·::~/~::~=-:;.··· . - " ' .. · . 

en S2
, con más de 2 puntos en su frontera, posee grupo fundamental abeli~ 

'. ·' 
do, analíticamente un disco o un anillo. Así cualquier Ai es disco,-

º bien un onillo, o bien una superficie de Ri~nonn no-el~nental. 
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R . R R · 
. Interesa estudiar las sucesiones An . -> An+l -> An+2 -> ••• en. par. 

ti~Ülar 1 cuando el mapeo Ro eventualmente inyectivo,' así 'cómo la existeJ!. .. 
. . :···~.. . .. ~.~--:~:"-:~ . 

ci a de 1 .·l ími té di recto y sú tipo topo l úgi co, en el caso en ~ue no se pu~ · 
. : . ' - ~' ~' ' " . '. ; 

da. asegurar 1 a jnyeCti v,i dad evehtua l . 
. - .. _ -·<·--······.,_-...,- .-~--~- .... ~"--.-·:r.1:-··-::.i , __ ._:.·--: -. ,:; 

. :.:-: 'e;·~-, 

1.1 · PropOslci~n::(··};'T_.:q< 
,_, ,' __ ··; .. 

i) Si Ai es un' clise~ (i Líi1(Ai) ~·o) en:ton.ces R~(Ai)"es un disco 

:· .,.- -: . . . 
··,-·-.:.-;·:· ..... ,~.,......:._:,;; .... ' 

. .,. '· .. 
··•+ :.:; .-._ 

··_-:_,,. 
. . ¡•.·: ... ·. 

. ii)sr A;es ,unaniU~:.(1 
. · .... 

doblemente conex:). entonces~ . 
. ' ' . ,~· -· ,._ 

Rn(A;) 
,;, . 

. ;·• 

i i i ) Si Ai ,e~ no~e 1 ement~l ,entonces Rn ( Ai ) és no el ementa 1 . 
·,'-.'.. __ . . . ·. -:: -~,::-~-- ~-,;· : 

Demos trac:i 6n; · > .: · .··: .. 
'" ,__-. 

Basta· prol:Íar<las ~fir~~ciones en·.el .caso n. = l. 
q• ¡ -· '.--· .. :.\ - • ' 

' :~ .- ,. : 
··,>' . >'-·--.-,·:·.-j ..... , ' - . 

La demostracig~:~é)~c!J6k ci ~robar qué aR(Ai+l) tiene una (en el ca-

so i) o dos ,(~n.·~r¿ásb'f¡.¡)•2ib~'pd~eriies ~6nexas con más de un punto [ ] 

p. 6B . .Y.·p.··.·12 ;re~pei~~·9~hle'~t~:·. e: .. 
': :· 1·.,-· .. >_-\;: ::~-:,~_.: .. ~.::·:-('.:_::.: .... ~; .. 
- -~. ~- ~-.,-- - ,-::·~¡ 

La demcistra¿ión.cié'1'c~s~ J) es análoga a la del caso ii), por ,tal m.Q. 
.--.- ~ . •,' '.-• ·o-.:;,,•. 

Supóngase que Af es un anillo; 111 (A{L" z; .· 
. ' . - ' ' . ' ' . - . 

Ahora como R: A; 'f.Ai+l es mapeo cubriente, 111(Ai)<=111(Ai+ll, "'; 

Ai+l no es simplementeconexo; Asi Ai+lc f S2 ies disconexo y tiene al -

111enos ·2 componentes conexos y a lo más un número finito 

, !i 



b, 

(R: S2 + 52 es continuo y suprayectivo). 
• n . 

Sean A1 , ••• ,A las componentes 

de Ai+l c ,. las cuale_s son cenadas en 52
: Asi aAi+l = aA\+l = aA1 U.: •• U aAn 

y cada aAi ·i·= 1, .. ;n·es·IJ~a rnmponenteporlo q~e.·aAi~i~ie~e-al.melios 
. : . .< ' --·-~:-.-·-· '.'-.--.-.",,":~·-,.:_-,:-,---:·.:, :..· .-~ .. - - ',:-__ . -.-

2 componentes .conexas. ,}ero·. aAitl · = R(aAi) y co,mo M;.tieine ;2 componen-
,. ·, .. - ' - ' ' - ' '.".- .- --.-' ,. __ , . '' ·-' :. ·~ ' ' . -

tes, se sigue g~e aAi+l tiene dos coh1pon~ntes, 
_,_. -· - ·'; -.. -· .. ; 

·.·.:.-._ -. .-_-, __ .-> - ':,- :. ; .. _..., ::-_' 
El hecho de q~e cad: componente ti en~ más de un punto, se debe a que 

Pes analítica .Y.no ~on~~ánte: 

Fina l~ente; pa~á.drbba~ ii) b~s{~ :o~servar· que si. Ai+l,no. fue~a no-

~ l ementa l ••• _A;+~·'.¿~rf~~~-~-~f-~~i~°.-Íf F~~-;:~~_!/i~-ii~.11:l(~·i+J_l =._.º '.9_•, .. z·-·_; ___ •.. pero_--•. s.í--.- -. 

111(A¡+1) _no ~}~."'e,,. _sq~gr9p~f'nó.' ~b~Jja~o~; luego éntonces lli (A¡) -~- 111 (Ai+ l ). 

lo cual escory0~~á0~~~f_:,_'.:_·-~1_;'_.~_-·.-·.··~---~Ji{t·i~-!+> -·._,· :_,' ;-·' •_'.•: ,'.·-·· ; -~ 
-:--e<:: ____ ,_,-_. 

De la_, p~opci;~~i~rt1~-~'e;~idf(T~~~~c1Jye,iq~e 2ada fam.bia {Aj l.·--.- es -
. . ._· :: -. :-:~~· ·:: ::: :;.: ' __ ::~~::-,->:·:~~t~;:::;~·;;~0:::~-7-~i:i:::-·\,~:/'.:·:~;_\-._\\~-:: .<~:',-._:.'~;,:>-:;;_: :_'~---. ·:>->-:>~·: )-::.-:·_:\ :_- ~-'.- . i--<_.: ':-_· - . ·• -

1 e:' 1N 
una sucesi6n·dé aisco'iHhaiii1fosio'.--sliflerficies no e1einerita1es.· 

. ---, .. ::;··-::;·~)',,;::~~~·}.:""-'"'-'•'·/'.'·,~-.:;-:·.-:,_., .. '.,::- .:.:·· ·-- --.... , ,. ,._ ·,-·~--:. ',. '. 

La i nye~ti~i~~:,.eil~~UJ~F~~r:;~l cas'.o de '.Jna·;sudesión~e •. discós ·se --
. -' ':. ·_:_ -._ -.:·.-_ ':-_-::_:~<?:-~;~·;:/>:-¿·;;_~~{~:-~·:}~~\.·:."f?-::.·_'{.'./~-·~\'.:~:' /':-·-. ·_.·-'.-: :::'-'./. ;·.:· :. \ . '·----·: >·::;~---:;- '.i;'- :.::;·/.:·_:·:::.'_; :·· '-~- .. 

sigue i nmedi a_ntamente: de 1 f' hecho·• de 'tener: una sucesión ··de. mapeos cubri en--

tes; encante~ ~l %~W~~R·; Af~'Ai+lpara tddo nú~áo ~at~ral ··i, es un ho-
.. -· ' " ,_ --· :-· "''.' 

meomorfismo·.[,;-J··p. 31>'?· ·•·· 
.. ----~---··--- -~--. ------- .. --.-.-

.1 .-
.. _. ·.· 

Más trabajo se requiere para una sucesión de anillos. Aquí se encuen 

tran dificultades· técnicas interesantes, que ilustran cierto tipo de pr_q_ 

b 1 emas que se presentan a 1 estudiar _los renglones de equi continuidad. 



Antes de enunciar.la proposición correspondiente a este caso, se prQ 

barán dos afirmaciones.necesarias para su demostración. • 

Sea A
0 

Ro 1\ 1·'.~ 1 .. '.A;Rf · !.''.·u~a sucesión de· anillos, cada uno de los ~- · 

cuales es una región•ci'e:~quiC:onfi'h~idad (fr anillos de.l!é¡uicor\tinÚidaél):' 

'.::·:. 'i;~ '!"&\t~1~}¡i1,'$/: ij,'.~ e•; ;,~;' ,¡,{~•:icj;~':1',;'l", .· ,; -
Supóngase además qÚé R':AY +' R (1\:) es• un niapéci ~ubri~~te, ~e· gr~dó topo 1 ó 

', ''' '·" ... , ;. ' .. 1 '.'' ,-.1 ''' '" ; ' ' ' -

gi ca d. ;. 2.. B.aJo éstqs ci rcÚnst~nci as 1 as s;igul ~ntes afirmaciones .son­
. ' ' 1 

, ... ·. 
ciertas. 

Afirmación l. 

Cada .componente de Ai·, tiene .un punto crítico de R. 

Demostración 

Supóngase•que la afjrmáción es falsa, es decir, existe i EIN tal que 

una de 1 as componentes conexas de (A.) c, D. no ti ene puntos críticos de 
' ' ' ' ' ' 1 1 J 

R. 

R (Ai). es .un ani 11 o J , ] .'; Sean D{.H" Dh1 1 as componentes conexas de 

R(Ai)c. Sea· ci·lacompone11te~e aAi,.contenid~ en Di;y análogamente 

Cl+l' Ci+l las componentes C:ón~xas de 'aR(A;) coi1tenidas en Dj+l' ºÍ+l , 
respectivamente; cada una de ellas es una curva de 



por la conexidad de ci , R(Ci) ~ ci+l j = 1,2 

sin pérdida de generalidad sea R(Ci) = Ci+l • 
. . . . . . .-

Ahora A: U D. e.s una región '(d~Jordan)en 52 
l 1 .. • . . . .. . . . . ; . . 

y a (Ai U Di) es una. componente conexa· de aAi . 
. . . 

Para la imagen de D. bajo R, se tienen .las -l . 

siguientes posibilidades: 

R(D.) = 
1 . 

i ) 

i i ) 

l 

Di+l 

S2 -lnl (D~+ll 
iii) 52 

por lo que 

i) 
l 

Ai+l U Di+l 

R(Ai U Di) = i i ) S2,lnl (D~+ll 
i i i) 52 

Nótese que en todos los casos R(Ai U Di) es una región simplemente -

conexa. 

Así, probándose que R: A. u·D.-> R(A. U D.) ésun mapeo cubrirmte,--
. . .. 1 1 . 1 . . 1 • . 

por [ ] p. 31 se tiene que eshomeomorfismo •. Entonces R:Ai -> Ai+l tie-

ne grado topológico 1, contradiciendo la hipótesis. 

' . ,. 
Pura termina. r, si X E A .. U D

1
., X no es punto crítico de R (hipóte--

. . . 1 . . . 

sis), así x y R(x) son localmente homeomorfos. Si x. E R(Ai U Di), prQ_ 

bar ·la exi.stencia de una vecindad V de x0 tal que cada componente conexa 

de R- 1 (V) es compacta, se sigue fácilmente' de que R es un mapeo racional 



de grado d, R(Ai U Di) es abierto y R_1 (xo) a(Ai U Di)= .p. Y esto 

prueba que RIA. U D. es mapeo cubriente [ ] p. 27; 29. 
1 1 t 

Afirmación 2> 
," __ ·:· .. ' : 

· ... ,. -. i (. ,·. ,·._ .... • 

Sea p;,·;, Lim An (p'untu~lménte); 'Entonces la convergencia es unifor,: 
n .-t-'. oo' .~-_-:._._, - '. 

rne, es deci~'. Para i6ciá .vecindad V de Po., existe N e: IN tal que si 

K > N, . Ak ~ V. , '.Y<{ r;. < ·. 
Más aún, p0 ~:~~'Kll1 (1J'~L=,O• 

. ' : ,~: --~.- . . ' ' ,-: . - . 

Demostració~·: ::·····. 

Esta demostracións~ di\lidirá én dos partes: 
_,. ·. . ·, ... 

. . . . : . . .. - -.':·; ·•; '.;, .. 

i) Si no/e:IN,, existeN~INtal que paran> N, A e: ini(D1 
). n no 

D1 es no 
que contiene.a Po. 

i i) Para· tod~ vecf~d~d V de Po, 

existe N e: lN tal' que D~ '=V. Prueba 

de i). 

' l' ·, ' ' ' 
Sea x e:. A íl D .. , A íl A = <ji 

.. :.:;:::::::"'.::C:;::;:c.·. n ..... no · n .. ·no 
·1 

y por conexidad A .e: D . · .n .no 

Alloi~a por la convergencia puntual , 

para x e: A~, existe N e: lN tal que 

,J 

Donde 



Prueba de i i) 

Sea F un anillo abierto.con las siguientes propiedades. 

F c:A.; rr1(F U s)¡! O ,V. B,c:A~ es·'decir, unanillo que le de una vuelta· 

a una component~ cone~~ d~: j\~: .. 
'' 

Por [ ] p .. unianillo~on\e~as:propied~des se puede construir. 

Como {R } 
. ' .. n 

cohverge: en c~nípaétos. existe . 
'.,.;:.•.:.-,:;· ·-·:. <-,-;;:·. ::' .. 

NEJNtal que RN(F) e: V_, :vecindad de Po 
''., 

::; 

· Ahora como R)e~ 'agt~Et~:Ú;~N}lr es abierto.· 
·:, , .. - · "-~- :··. :_\;',_(;i;;.!;\'_::f·~-- ., ·: ','.;e~,-;.,;:·. ',. ·• 

~. -. ' ·,:_:~,i._::::~~·~yi;i,~'.i~-\~~:/~:~~¡-::~:i'.{';:~_-\;,:.~_:;{:', ;2·_-_:_~- __ : .- ' -.. _ ~ . ' 
Sea F l.~ t~mp~°i~~,tej,f.On7,~ai~~: R°"N (RN (F)) •. que ~onti ene .ª F '. . 

'U · · .-.... _.·:i<: ·:.-.:_._:--·~·/i~.-'-<_.,;··:--:~_j: .. 'U·~;'·:<'\i::':\_;:·_::"i-_.:·:~·-{·j.·.::,_.~,·:·<,:" -~";/ ru":··,:,c:.···;_. . _ .. _ ~ 

F. es abierto en s2 .:> Asi!\af:;ílJf:~ <j>';;<(·Sea' x,e: ar. n Aó, R\(x) 'l o por lo 
. . -:- --: -'; .;.; -':-'./-;/: :--~\;~, ::-;~f.~·-·;~,;:f"/~;~:~·-:~"'.:!,r·:':'.l~.!- ::.--.·;¡:_;_=:-;:! ,¡::/;_'.;:~-:·,_;;_y:·_,-----:~-~-.;:_::·''---,'->: .. ,;,!<·~ ' -:-~ -~-_:-. , _: --.-

que R(x) e: F implica quec'existe .. V vecindad .conexa 'de x homeomorfa de 

R ( x l ~~·•·F .. ·. Ait;tjv'.f iJ[~,:~f¡;:(~}:·~~.t~f J.Y~-~~'.i.f ~~)'.~):v\rilf tj,:'f ~:~~or'í 6 .•. {a nto .· . 

V e: F. V •. se púede:asegurúé•ef1toiices;que;'si XiE aF;:R(x)'.i f; .•. 

,,,· ... ,; Jf ~,t~f f~f¡~~'~ir;'lS,,'": .. · . '"º" 1-F º .. ''" 
Be: A., O frrJ'.(F).~,)'.1(RN(F)). Tómese ce: RN(F) uria cur\la de " 

. _.-· .. :·.-:_ .·--:·;·: __ :'--,'_-~·:_\:::--: :_::'-.. .,: .. -·: - ·. ~- .- e , __ >.-_. ·_:-- " .. 
(lazo simple}no:cllntruible; cada componente de c contiene una componen-

... --->' ,:_·,. ·,--·,, -

te de. A~'.:_ Sea o1 ',ia componente de Ce que contiene a Po Si i'E ·o· .·.·· .. 

d(x.~T:~c;;;~1¡~'.:ttcí(l):Ji~J"Yc c:v, por lo tanto~;-';;,\, Y io~c:V .. 
1 

• 
y E C · 

IO .l 

Usando i), ii) la primera parte de la afirmación se sigue trivialmente. i 
l 
\ 



Sea V vecindad de Po tal que V-{pol no tiene puntos críticos, esto -­

siempre se puede suponer debido a que los puntos críticos fonnan uri. ·con-

juntofinito.-•ApfiC:~tido la pri~era parte de la afirmación a esta ye~in~. 
dad así como lil1a1irmici6~(;se•tieheque R1 {po) =·a .. Finalm~~te ·.·: 

Po e JR pues '.'¿~:/P~rj~~·.ÜMt~~·:;~~''xi'~-aAº~ JR<pfrfectri .. } . •... ·.-
, - ' - .. _,,.,.; . . . .:;· ~<;·:··- .,.,_ r<·. ;'"'(.;· ,.',' 

:• ·, .. ;/.:;~,,<,~ ?:·'·,~:~.;j{\·;"~~)\-~~t:-'._;:i-,·'.· .. :::·;· ::•:>: .. f '• ' ,,. ' '•'·-~ - ; C'.-'".' 

·::-;_:-:.·'.<·<·: ,.~,, -···; ·.--: .. _:· ... - :'1. -:·'· _,_:: _-. ,---:~>;.' ;--.·· ·:_··::·: __ .,. 

Sea e una'. curS~ J~;ij()~d~l'l''e~ S2 ,ta. (que•;;, '¿. ci•fcinsidérellse las dos 

componentes ~ori~x~s ~e 'te; se iiamar.1 ·la. compo~e~fea~ll~~ia·aquél la que-
- ". " 

no con ti ene. a -~-· . , 
. . -.. -,_ ., . -~ -- . 

.:; ' ·.- :· 
- .- . '.' 

1.2 ·Definición:. 

'' ,• 

i) Sup6rigase que é y R(C) so~·curvas.'de.joi~ci~'.n'~ueno contienen a 00 • 

:-e>" . _ . ;_o:-·•- ··' -· L. . . ·;.·,:1 :,'::'_¡_ ·<- .'.-··. ~_,;-- · 
. ' ,.: -=-·- ;. ·--~>·_··::· _- . _ .. ,_,):< .~· ·.;:~ '-->\: :;: ; ;_:·-.'.: - ~-·- .'. -· .'-; ' . ·-· -. . );~-<-- -., . 

1 R( e;;:. "s:·1~~;~K1i1t;~;}¡t~~!í~Ir~~J,!t~m1r~;"~i·•:::,,., 
forma se dice que e~p}ota. ;( '\ /:' · ; , .. · i{ •··· 

- ;._',~;-- ,_ ·,;;¿ ·:--· ,-, ~ .. - '--::-_:-_·~---_; 
··- ·., .. 

->.·.· ... :·.· ... : ..... -..... ,' .. • .. <.' .. •.: - ,· .. • •.'.- c.;.-;.·.:•' "· .. , . : :------_::-:'·: . ,--~-.-.'·f: ··< 

Observe que·si R{C)' ex.~lota s'i"fs6lo sf e~iste un polo de R en c1 ..... L., 

.. :·.,· . 

ii) Sea A un anil)o c.u,11a frontera son dos curvas de jordan (sim auto-
-·-.'-.,; 

intersecciones). tal que"' i; A,.'y' R{AO ün anillo con las. misma.s caracterí~ 

ticas, tal_es que aR{A) = R{élA)'. 
. ·:.-_·,ó<·;---~-.:.·:~:t-:-~:·~;=;:~·~:~~,~~~-~ .. '~:.: ; ... ··:1: 

.. :-~-:-):: .. 
.--.; ,·· . 

Se dice que lacomponente}acotada A
1 

de Ac {que se define. de manera 
• . • . . . .. e . 

matural) n? explota bajoR si R(A1) es la componente acotada de {R{A)) . 

De otra forma se dice que'explot~. 

ll 



De igual manera que en i), obsérvese que A1 explota si y sólo si exi~ 

te un polo de R en A1 

1.2 Proposición ... 

Con ·1as hipótesis de las afirmacione~ 1.y2 para lafamilia {A~} 
,· - ' ._. - . ' -,,_;,, -_-._ .. . _::, -_' :· . -., . . . :· -- : · .... -, ' ,. t\.o . 

(ver pág. ) ,. se puede as-egurar que: Existe una familia JA}' de anillos 
.. <:: '' -/ .. ' •········ ·.•: .·· ···.··•· .. <.<-nn>k <--· 

de equi con ti nui d~d due; cUmple c~~ i as- si'9ui'ent~s propiedades 
. ,, ', . ·, ': '' :;:~- .;~ ··- • ' '.,":">' ~- ·-;<_-;:-· 

.'·'.' ;'.·/-'.'" -;~·: ... ' .. >.::.' -<; ·.,' :--- °.:'f ·-:·;·:.'<':~-- •"". _:_ ·-./_.;·t·'\: 
-· . ·. ;__ ., ,· .. :,-:·. 

i) •. {A } < con~~r~eia p~,uni for-~e~~~~i~ (~e'f-~fir~~¿ión,2 ). • 
. . . n n > k . ··. ·-· < . . . r -.. ., .... 

. '· .- ,: -. .-,,, _·::·::~ ·-: <-; .'~---: _; 

"'l 
i i) An n> Í<, no explCJta bajo Rn. 

, .·,: ._. ,_,..ru_ i 
Donde, An es la componente acotada 

d "'AC . 
e n· 

(recuérdese que R~=Rk). 
·. • •• CC n -

Conviene describir la id_eade la demostración. Se sabe que l~ fami-. 

li,a {Anl conv~rge uniformemente a P• ,-pero no se ~uede asegurar que las 

componentes acotadas de sus colllplem~ntos n~exploten en cada nivel·k, b! 

jo -R-~;~,~~t6:1~~"~s· en cada nivel k, Ak Rk_,. Ak+l' se verá que es posible es-

"' coger un anillo de equicontinuidad Ak , que puede pertenecer a {Anl, sien 

do antecedente de orden menor o igual que nk, de Ak+l; más aún, con la -

propiedad de que no explote la c01nponente acotada de su complemento y · - .. 

"' l "' además que Ak e:: Ak cuando Ak ¡. Ak . Esta última propiedad garantiza que 



'V 
(Ak} converge uniformemente a Po 

Demostración 

Sea V vecindad de p0 que n1 contenga pe os de R, como tampoco a 00 • -

Una vecindád así siempre exfste por conjugación .. Sea N e: lN tal que si­

n>N.A cv.· n .. 

[afi nnaci ón 2]; 

se 

. 
Suponiendo 

.. ''.:_.;';:.< ..... -·', .. ··-

·.:.·. 

para' n.o > N. 

·supónga 

' -~···--·~ .. ____ , 
.-.. _, >•:: 

Asi {A~}{ >n~'. ob~e~'id~' E!~ ·~ad~ nivel como se indica, es una familia-

de equicontfouidad .. ·· 

(Ll proposición) y converge uniformemente a Po . Observe el siguie_ll 

te diagrama:· ... 

13 



Aún con la construcción anterior no se puede asegurar que A~ 0 1 no ex­

plota bajo R~ 0 

Sin embargo A
1 

1 e: A
1

. no explota bajo R. Si esto sucediera al apli~ no . . no· ' . ·- ·. ' -· - ' . . ' 

car R sufi~lentes veces (K~o+l '~iK' veces) a. ~~~. , la c6mponente A~~ no -

explotaría baj~}~~~ ~en,~t~~dps.~;·eh'):fa1 caso a A~~ por A00 .. 
_. -- . ~---.. ' ·.. .·.-' -....... _ -i-:::'.·' ;:-

. ·.• ,. •.'.'•;:e·;. • 
-. ·-.·'">::.-· ,- .- ;. \,.':;·:.-:.~:; ._'·\::'//. -,~. 

Supóngase q~~ rib.~Üc~d~a~í, entone~~ existe una primera imagen de --
...... ··::;.;.--_';,·~;·.:::.;;:·:·_,;<',_ - . 

de. ar~~~ :me~.~slp?.~.~~.~}X.~;~no+l~ K' tal que la componente acotada de-
·-_:·~-::.:_:-e·>~:;::\':,·._::.-.: ·.:,.·y .. r -:-:·· 

su complemen.to explota b'ajoR. 

de orden 2. 

A' forman un conjunto fi n.ito r así q. ue:.este 'pro~es.o,,se• ac~ba .• después -
no+l · ,. · 

de un número finito de pasos al anillo que resulta del último paso del 

"' proseso se le denota por A 
no 



IS 

-. 
~ 1 ~ 1 . 1 

Obsérvese que A e A" 1 , de donde se infiere que A e A 1 

no no ' no no' 
Por lo anterior se tiene que {~nl converge uniformemente a Po 

El caso ana 1 iza do fue _cuando la componente acotada de R (A~ 0 ) c explo--
. - ·-.. " .. - .·. :· :-:-<·_:·- "·· _: __ , _, • . _-. ,,-.. . ·.-: : ··,- e 

- taba. para e 1 caso genera 1 • ( i E cuando. la compcme~te }Cotada de R j (Anal -·- -

explota, j <Kn~ - K'.) se sigÚe de Un ~azonamlento análo~o que no_involu" . 
. . --.• . '. ·;:,_ .. ·: 

era ideas nuevas 

'· .. -. 

Una vez desarrollada .la h~_rr~miehta necésar,i.a:'se puede pasar a- de-' 

mostrar la proposición •relativá a la inyéctiJidad event:lJal del mapeo R -.-. ' ' .. - ' ·'•'-'•, . ' - ' .. . . " ' - ,- ' ' - -. 
en el caso de una sucesión de ariillcÍsde equico~tinuid~d, 

. ,._ r: 

"\ 

1.3 Proposii:ió~; 
,(" 

•"{ 

·::----"'iSea~A5}+·A1··RtA;{ _. ~na suces_ión de anillos de equi~ontinuidad 
de la familia {Rnl, donde para cada JE lN R:Ai _,_ Ai+l es mapeo cubrie.!!_ 

te. 



Entonces R es eventualmente inyectiva; es decir existe N EIN tal que 

si n > N R:An + An+l es inyectiva. 

' Comentario: S~ puede decir más, RIA .es ·homeomorfismo, ya que está 
. . . . . n . . • 

definida una función inversa, sin embargo para los fines de este traba­

jo, basta el resultado de la forma en que se enuncia. 

. - .. 
' -- - ' 

Demostración.· 

'-·.·' 
- .,.._ ',.: •' '- '• <· ,., '· -~ ·. 

La den1óstraci ón. se hará por <contradicción. 
<:: -:< .::.-: :·.~- .. 

Supóngase que para Jodo ncim?ror1atúral N, existe M. > N tal que 

R:AM :': AM+l no es inyecfivil, entonces existe una sucesión de anillos .de 

eq ui cont i rilJ i dad'. .· 

Rk Rk R k 
Ak º+ A l.;_ Ak . 2 

k + ... 
.. o . 1 . 2 

donde R: An + R(A 
n es un mapeo cubriente de gradotopológico dn> 2 

¡; k. 
o 1 

. ¡; k. 
o 1. 

Compárese con la sucesión definida 

en la pág .. 

.. . ., ' ' 

.·.· Por~s.íiííjll"i cldad~·:.:represéntese 1 a su 

cesión por 



donde Ri ~ Rk. y Ai = Ri_1(Ai-l) 
1 

"' Por la proposición 2 existe una·famil a {Al 
.... ~ n> k 

de anillo~ de equicon- · 
·_·. J' _ .. : 

:'~·1.-- ;: .: . 

tinuidad que c~n~;¡ge·:a Po:Ei~ 2 ;~_nif~rm~mente-y tal que A~~ su.componen-. 

te ·acotada; nj, kinoi~x~k\t~;b~}o;R~j. · .• · · 
-•• ,_._;_"; t, ·_;;·;: ~ ::._'j\:-:, :.:·_ ~.--;,.:·;: / ·; 

,._-; ··'·-::····. - ' 
¡- .. ,_:,·.:·:·· .- ' ; ,-, __ . ___ ,-, _,:··:·:·:,;;-.::~·::'-", :-".'." (<'_:. -- >:._,_·- :)_ . _. 

Sea V una veci~dad sufi c1 entemente pequeña de Po , es decir 

Sea ~º E IN tal que si n > nó, Xnc 
· tal qtÍe.eo 

. Cons.i dérese . e~ E JR 

.·, _; ,.,._ .. ; . . ' "' . 

. por ejemplo ªº 8 aAn . , k > o . 
. . ·.• .>.•'- ., .... -f>•··\'• ... o+k,, 

. '. '.· <_ .. · l\.i'::·_-:-:-::~·:::::·._.:{.'::~:-:--:::_-.<-: -_ .. --.--._-_ ;_ ·-
Sea w-;,: A' .·•u "A·:>>'·\ la··cual 

· ; ncí+k? :'>~o+k·· •· · 

vecindacld~:·~-~n:· ,. 
' . ' - .' .; 

• es una 

. En~i;t¿de(,l~ anierior, Rn(W) no 

exp 1 eta bª~º ;~'~-:;~·¿~F·ff ;j·_ri()~k. 
"<- :;:~·:: .. ~;-t,~-:·,-.j:~:~·,;j~,'.-:),}:<3?_'_:.~--:-~ ~·:-_.,:•:,·:· ·\' .- . '; ·.·.'_;: 
Entonces,:'.,P~F~i.to~9~número D > no+k ·· 

-_:;:._2< -'-~\>,'ú~'.i'._~::\_:,:¿-~,~:.~.:'-;:,.~~---~, .... -,_ ' •, -· 

·Rn(W)~x.Y .. ~~f(R~~E'.'.~ Ji~ V,y .. esto 

· .. obliga a.q~~;~¡{.'~X;'[-').J;1ó Cual es-

. ",,¡ 

.: ., 

Finalmente, para el caso que sé tien~ unasÚcé~ió~ cl~.~up~rficies 
. , -._::_"·.,·.'·· . ·" . ,,_ - .. ---- '·.--- . -

no el ementa 1 es, no se puede asegurar 1 ~ i nyectivjd~d' evenÍu~l, de R,. co­

mo ante;;·"~º obstante un resultado alternativamente útil. ~espe~to al lí . 
. . . . ' .... ·.. . .. -

' . 
mite directo aparece. La siguiente suposición concreta Jo .anterior y es -

' - • - ' 1 

enunciada desde un punto de vista un poco más general. 

17 



1.4 Proposici6n . 

. f 1 fé. > f 3 ' 
·Sea s 1 . -+ s2 .+ s

3
. ->,,,una sucesión de mapeos analíticos cubrien 

<'·,· ::? ,:-: :·- .... -· .-.,_ . . : 
- ·, .· '7 ····.' 

tes de superfi eles' de Rjemarí_n hi perb6li cas; taJ que pára alguna i é: IN , 
.,. :·-:": __ ·".:": >-.--- ·: . --;,.,.,,._,: .. ' J :·: ;,·- - .. ', : •••• .-. ·-'·· - :_ ,; • ' ,: ... ,• •• <'. ·- .·. ' .. -. 

s. es. no-e 1 ~menta\.'::; E~ttin'2~
0

s'ei)i ími te .'ci irelto' s \¿xi ste ... 'Más 'aún, - ' -
1 _. ----::.---.:-'L.·: .. :<>·: ·:::-~_-:,:~--/(:::.,:3¡ _: '.<::_~l~}~_:_:>~;;;-,_:{';:;,-; ::f;J·_}:'-~h:\:_};i_: ',:>;,_.::·::~_-::::._.:/ :·/'~-. .,_._. :":. .. · ~ ·-;---

ocurre una de las>~siguien.tes·:afirmaciones:: · . .. , -·.: -- -·~·- .. ··:_,. ,.,,_,. -· .. :, ,,:, '.:,. -·:··:·· ·r;·~.: .. ;·· 

.. , .. ·. · >'x:·!'.iiz:·1:J;rJi.~\·ui·;f .. i;·:;i:·:: • > .• ••·. ··· 
i) 111(sooJ ~o esfinitament~<generado; 

•.•·.········· .. y ··:.':\'.>;·i¡:;·.1r.:,.'. •:e• 
ii) eventu.alme,n.t~.las :F( son llomeomorfismos .. 

. . •,;:•:> ............... ,,, \· ,; ' .. 
',, '• ·.--.·; . ;, .,..:: ·~· -'.·. 

···;:¡c.,-.. '\ . .-:;'. . " . .- -; 
'¡··_ ·0.:.,1;·~<(::· '·/.' 

Demostración. ;:).. . > .·. 
--, ' .. ,, ' \\\:í, ,;·;.':' :,: ::·:.·,.-~'.:-,; ... ·;: ._:;j::.~ : 
. :- ·- .~'- - ' . 

sea (0 2 ;11)•·1~''supérficie cubriente uiit\lersal de s1• 

Como par~ todo:·(E~,fi ~sun ~ape,o cubriente, (D 2 ,f n-l• ... 0 f1°11) 

es la superficie cubrierit~~hiiÍ~r'salde ~n . ·•··.··.·.. . ' ' 

02 ·. 

SI 

fl l 
S2 

f2 l 
fn-1 r 

sn 

.· D ·.· 

11* J . 
111 (sil= rl 

(f111l* J ·· 
. 111(s2)=r¿ 

(fí/111)* t ··· 
(fn-1' .. f111l 1· 

111.(Sn) = r n 

-,:·. -.--,. .', 

, .... ._ ·-· 

s~a' 'f~ ~ 11{(s1 ). p~ ra todo i e IN; . se 

~ 1 e;0. :~:.r~.~Ir~1 •• dBnd~ . 
. E:l'·· .1*·1,,.0:, . ..i+I 

· f 1 :r 1 + rj¡¡ 'es el monomorfismo in-. *· "- ' ' _. -· . ,... " .- . ..- . ·.J ,-,-, , .. 

•· dúi:iélo p.· or f.: ·S ... + s:+···•··1: •. r J p. 153. 
. . . . . . 1 . 1 . ·. 1 . '·. . 

Ahora bien cada r: puede ser·.- · 
1 l. • 

idefinido con el grupo de transfor-

rnaciones cubri entes de 

fg 



Se sabe que s. tiene estructura analítica. Esta puede ser. levantada 
. . 1 . . .. 

de manera natural y única•por el mapeo proyecciónyasíf i-l 0 ••• , 0 f 1):11. re 

sul ta un rnapeo ana 1 f ti co:';~ Ta~bi én se obti~~e qÚe •. toda transféirmaCión ~L 
. '.;.:_;·:-~-;~;.::·- .. _,\;--:·~-,,.;:.."-·-·_.,. __ ;-•·<· .. ·-······--.. "··--- --:_"-;-->·.:.:;·_:- -·,,·· '· - - '-, .-' 

cubri ente resulta anal ítféa··cori esta estrúctura ... [ ]; p( 120~121 .. 
. . ..·· .· ..•. · ..... , .:·,.·,;,.,.<:it:Y·c}\~~.·x1%~:;·;·}¡~·}::j·;:\.;J~i.;<~ :;•••;: ....... . 

Así, 1 a. estruét~~~ que se 'levanta en 02 es la· hiperbólica. 
' . . ! · ·:::::\~'.>\:-. ';•-; ·:·\'.::·::'.~,' ;.:_;;;~,;~_-:;;~;:_r::;:~J"'.\9t'·'.>>.2:.><· ~-,.O '.',;,o· . 

, '.:: :;: -. . .~- ;::-·:~·-:;·- .• ·,., - t-. :.-., --::/r . :_ 11 • .-... ~- ••. , 

-~ .... •',. ' - .-.·-.,-.~_,.,,·.~.--.:,.'.';~; __ '.':·.-~--;.~":-;·:_<:.: '._'<-'.:.'';'".:•. 

Por tanto si :o2 ~. 02 • ~s Gri~·{~~h's"fo'.rm·~~;i6~~{cg~rient~·/· es homeomo.r. 

fi srno conforme mí1rica. hi perbóliéa; m~~: adn';:.•'r~ 'is'b~et~í'a. ¿tóll~es . todo-
. ' ,- ., - ' ., ., ·.·- .. i .. _, ' ._, 

grupo de transformacione~ :cubriente~ ~s:·Ún'g;J¡J~·t'~c,ilsiano 
.-;.,· - ---·,.,: .. · · . .:>···:i.· -

-'.-',\::.'·;,\::::;· .. ~::'-, '- ,· ;': 

Por lo tantor
1 

e: r
2

c: r
3

c: •. , es una familiá degr~posfuchsianosque · 
representa a. la suces/ón '. . 

Sea r ·· = Ür. Sean a :.b e .• r.
00 

· se define el p'roducto de a por b, 
-_co · 1_ J -- -- -·-. · ··<.- . .--.·-· 

a' ·b, d~.la.sigui~nt: :~aner~. a,b e~·: para i suficie~t~~ente grande; 
. -- • .. -;·- _·::-· -- -- :~: ,.'·.~: .. - ,· 'i·- ._-,_,_~ ·:~,_;·~~'.::· __ -;·.·,"· : :.,:' : .. · ,: -._·: ~ .,:. ~,_: ... ' _ ... - ::--_:--~->;;.~ .-.- -. ,_-·; . ·.=.;: ~-:·· . -:;· __ ;.;), . :' .. ·. .. '_ :. ' - . . ' 

a·b = ab:donde ab.é:,r;,:; ;,. Con.' el iipródúcto así: definido es fácil. comprobar· 
_ ---, . -.-;::· -.. ~'. _. ,:_,:: : ... ~:-~ .'.·~ .. _'-~-\_:_:':~:':,:-. __ r;t;'.;.:~:,.:-::,:_;;'.;}:··t:J~:?>:'.':-\;:--._::;.~_-:>·-::::,:;-:: ,_,,"--, -· - .. \-;. -- :,·:~:,", 

que r;. .tiene estructura de.gr~p9\\ .······ 
,;_ .- - ·.·,· ·.' - , ·; ... ·<;·;·;._ -·->·.--' ' 
.,- ~.;"-<)'' ., ·-·-· '._ .. :f.::-.'.:'<~,-:-

•. ·":) i .: ::~--. 

Sir., tuvi~s~ u~ ~l~ÍlÍen~o elfptic_o; g, este fendda un punto fijo en 
. ';-, ·-·· - .'.;,,;,,' . - ._ " ·' - - - : ' . -.... ,. '>' . . é •. ) .• •..•• ·.· •... '.· .. . • .J •. 

02 y no podría ser transfo~lllaei6n cubriente,. siendo d.istinto de la iden-

tidad. [.]p. 158 

Por otrolado r
00 

no ~s, ab~li ano ya que a 1 gún ri no 1 o es ; por. tanto 

r., es nocelemental '. . Así que r., es ~ec'~sariamente un subg1'.upo de PSL(2, lR) 

discreto.y S ' es superficie de Riemann y representa el límite dis-. oo/ r . 
"' . • .... 

creto de la sucesión .. ··· 

¡q 



Para terminar,. si se supone que r"' es finitamente generado y {g1, ... gm} 

es un conjunto de generadores, se ve fácilmente que existe un número natu 

ral n tal que .!91 , ... ,gn} C:: rn por lo que Tn = r.., . 

Por 1 o anterior se ti ene que T ~ r ··· ~s decir f • •• es i so~oifi smo . , :. . · n . n+l · . n+l 

de grupos y se pued~~s~gu~ar que .• fn+l es homeomorfis~o ( J p. 15B así-

como fn+s c,on te: lN. · 

. t. 

Los resultados de toda esta sección, pueden ser sumariZados eri el si­

guiente resultado; 

2 .1 ·· Lema: 
;·.' 

Sea A uría régión de eq~icont.inüidaddeJa famili,a{Rr]}. ,: 
• •. .. •· • ·. .. . ·· :. · :·· ·· . n e: 11t.. 

-- ''1'"''. . "' , 

Entonces suc~de. !Jria de lás siguiéDt~~\áf{rmB,2iones: ' 

i) Existe n e: JN' tal. quE! U~+?.tie~~ . po to¡i&ló~ico finito y.· 

R:Un+i .. un+i~l es mape¿ i:ubri~nte inyecti~oTnorrieomórfismo) .Para todo -

i e: JN. , 

ii) Obien, E!,xistene:lN tal que la su~esión An R_, An+l ~+ An¡2 R_.,,, 
" ' ,'/ .' :,-.>. ·-·' .·,. 

es una sucesión de-mapeos cubriéntes án~líticos p~ra la cual existe el -' - _; ... ,_, ~~ ,,:·;-.. -' _;• : .- -~- ' .. -<' -· ·.; ... 

1 ími te .di recto. A , Y 'ú~rie tip~·tbpol6gi co.'infi nito. 
. - - co .. - ·. ---- ',' :' . ~-. .:.- ,' - ' . : ·- - - - . ' 

,-,.,-.' 

_,.-.. 
Demostración 

. ';· ·-·. - : 

La existe11c;~ dE! tie:~ tal que la s~cesión An R_, An+l R_, ; .. es una 

sucesión de.niapecis 'cub~i~nt~s que vio en la primera página de esta sección. 

i 
1 

i 
1 

1 

! 



21 

Si es una sucesión de anillos o discos se tiene que sucede i). 

3 proposición y observación pág. Si es una sucesión de superfi--

ci es no el em~ntal es se ti e~e i )o bien, i i) éons i derando e 1 hecho de que 
" :··.' .·. ·.· ·".-- .- ' .- ' 

si n1 (A0
,) es infinitamente generado, i\.,, tiene tipo topológico infinito. 

t. 



·---··-··"' ·-·-- ,,,_. ,.,.. ..... ~--~-----

.. 

':~n eflte capítulo se de:nuestra detallndamEnte el teorema en el· 

cario en que la región ele equicontinui_dacl es un. dis.co cuya frontc·ra : .. 

es una curva de jordan rectificable. Es importante sobre todo por-:­

que ilustra el tr2.tarniento en los otros casos. 

En _la parte final se señala las modificaciones que se tienen­

que hacer para· que la demostr~·ción fWÍcione' en los otros casos. 

Antos de la demostración se dará una idea general en tres in,,­

eisos. 

Suponer que una. región _de ·equicontinuidad simplemente concxa­

A, no cs'eventualménte'.;e~ió.dica lle~ará a·una contradicción. 
. - . - - - . _. :' _· :: .. :~'' "-' 1 - . -- _·_ ', - - ' . 

A cenera.iJná·sucesión rlernápeosinyectivos, cubrientes 
,_ · _. ·;,-,; ... , ..• ; ,,,;. _ ·._.- oo·:_-_~;c•-: • ::' -. ,·_- _ • ,;:.---__ . - __ · . 

líticos t::i qu~/p4e~!J,sei·rep~es~~.tacla por simplicidnd por 
.. · ... ·.· .. . _::hp,' :>e~ , . R< 

A.= 'A.6':~: Ar:-'-"A2·-'-->• · •• ; . (1) 
- -:· - · · ·~·,_• -: '.'.e_,::¡:: ,._'.,: ~-- . _~ '..'.·-~·.·.-:·_e -- ·- ._-_-,., _ .,·- _; 

y ana-

.··:-·- -·. ,· ., .-< :' 

i) Si. d es-:él-grado aei~,. ~e contruye una femilia de homeomor 

fismos.reales iÜi~ÍÍt:i.Bos Íle)n2_el1<sí mismo ( automorfismos reales-

analíticos, ) :pai;a.;~etrizados d~ m'ariera real. analítica. cerca de la· -

identida.d por un ~biert~ conexo\~0 ,y.ecindad de ~ero, en un espacio 
- . ~ ·. -·. . . --- -, . - - . - . - . - . . . - - . 

euclidiano de di·;~ensión real 4d.+'3 y que· cumplen las sig~i(lntes. pr2_ 
--: · .. .-

cuasiconfor-pieda:~s ~~·.,¡~-Vio ·,. <¡>~: n2in; es un homeomorfisrno. K­

me, K<l que:~~ ~~tiende topológicamente a 'QD2 uniformizado 
__ ,_- __ ._, _____ -___ .. -· . - -_ -- . --·- -- . -- ' --- -

por tres puntos fijos. 

b) Cl'o ( Z) = Z para todo Z E D2 (la identidad) 

c) Si•(\>.,,.,-~~ € Vio ¡ (\l"' f CVE!l. si y solo• si son difi:-rentes corno au-

tou1orfismos de "QD2. A E:Hte. pr·opiedad se le llama la uro¿ie ·:: -
dad de inyectivid2d en V' 'º • 

ii) Usnnclo el "teorema de mapco de :1.i e :ne1111" fl:?.l''a regiones sim 

pl0mcnte conexr:s \'10 para:nctri7.a auto:;101·fünos cup¡;iconfor:~es ele la 

rceidn A, con l~s propied2des a), b),y e)¡ sustituy~ndo en ellas A 

por n2. 



Para cada .cpo< definido en' i, se construye una extensión qi~ :S2~s2 

K- cuasiconforme (usando la ~ucesión (l)) qu'e coincide con <jl~ en A. 

Así W0 parametri!la real analíticamente a ia fa;nilia f cp~j ae. wo · de -:-. . . 

mariera que q>'t)(.· .¡. W@ si y s-010. si (\>~Y ~@ .son distintos. como 91apeos- . 
. •,, .. 

en J¡¡ • '.: 

Hota: :Abusando. de la n'otación ·a los \Jlapr~_os e¡>~ se. les segid:rá -

·: ·~ :.~ 

iii) De. manera natural Tos !!lapeós ;de ~radci d ·.se .fden{ifican .·en 

a: ~~d~\ · y la· aero~rnación R~= 'P~Rcp~1 }(,~);~,~~~~~.;;r;f'.~6*{f ~~'e(<~l'~dod, ..•. 
cerca::l:c::do · ~.~. W~ ~ ~IP 2d.~~ <;~Z·:o~'~·¿~v~·~t~;~~fé\e ~: ·~hti~a~. 

ri•d•:o~ ::,~::::::::o:n~;A• ~:i{1f ~~~!~l~~Ii\!~~~~~~; y.;or" 
man un subespacio totalmente: disconexoé:.de/U.·>Por•;107que·? C\r¡t- :debe - · 

coincidir con .. la i dentid~.d .•.. ;~~··j~ .• ;:if 1'..·Qt~/;··.¡;3~!!:i'.,tf.\\~?,jf[;¡·/.'t' .•.•... \:::; · :•<.·• 
La Última. afirmación coritradfc'e' la•porp:i.ci:l.ád .de X~9~.ct:i~idad de 

Wo. 
·'' .. ,~ -:-, ,;,1:.;'- ~:~;9;;'-.'.:,· '.~~·\~:.·'.; .,,._,_,__'::-_~:.,:}:,<-?.::.'-.; ,,_ '· '· · · .';'-- · e : · __ -::· .. :~ __ . 

. ,.-,---,.-.-.. · --;: ... ,~~--:-;·-:.·:._ .·-;·:->,~ ;;:.-:_,:) ·,-,.'.";'.-:. .~< 
• . '',;:,-."-_;·,.·:··.,::_¡-~5,~;{::·')'~-',:;:~~'(.: e·,:-.\->~:'}:'.':'. './-}·.;-'i , -, , .--, .e -·-:.•·' 

2.1) Proposicíón: · · ·.· ::?/J; ;}. ·:.< , ... ·· 

Sea. A una reeión de; e~~i66~;f~ui"dii;s'.i~;~eméüte ·~onexa¡ 7uya ~ 
irontera co!'lsiste de una curva~d~:'·j~~dan;. A.es eventu,almente parió-. 

dica. 

Demostraci6n: .J 

Si¡;;uiendÓ con la idea. desarrolléd8. arriba, se contruirá la ve­

cindad Vl0 . 
. . 

,J) SeÍ!- d el grado .de R y N=4d+3. Existe k 1: ll·i tal que la varie­

dad de los jets (chorros) de los al.ttOíílOI'fis.aos C00 de 'éJD2 , de Orden­

k y con tres puntos fiJ os (1, -1, i) a.enot~.da por Jk ( 'dO' éJD2) tiene-
• I 

dimE·n~ión N. 
( \ ,-1, '\ 

· .. P.l jet id~ntida.d tiene una vecindc1rl que puede sc.;r pepresentt,cla 

por un abi<01·to co;1r:;.;o \'!0 0ue e;ontiene t'.l 0ri¿:cn de 1;¡_ii, 



. ·.-.. -·~· ~·---·-~· - _,. 

Sea HVI · '\ (<lDi,?O~ el E·spacio ele los autómorfismos reiücs aualíti-. 

cos 
. 2 (1,-\,' 

de D con_ la topología compacto abierj;a. La identificación na tu 

ral 1-1"' · ( ()1)1
1 

'dl':Í!.) ~ "j~-( 'iJj)i 'é)'{)'Z.\ es continua 
ll,-1,I) (11·1, i) .' 

Parametrizandose por~ en_ w0 ; en una.vecindad de la identidad -

se tiene el mapeo 

donde es el ma'peo real analítico 

Se ex.tiende rarlialménte al interior de 

parametrizado 

n2 

- ~~w.~oi-)01. (1~,ve.'ªl.~ ~Cfd.(ei&));,·. -· 

Ahora para cada'C< fijo la restricción ~ld;-): n~·2n2 

por •O( 

denótada -

por . qi,. es un mapeo uniforw•mente Lispchi tz ·(dé ser necesario, se pu~ 

de restringir la vecindacl W0 ), ~ntoncies es k-cuasiconforme (propie -

dad a)), 

<\lo es el. rnapeo identidad (propiedad b)) y por su construcción 

W0 tiene la pDopieclad dé inyectividad (propiedad c)), 

Observese además que si cp" y qi~ son distintos, entonces esto 

sucecle en un subconjunto A'c n2 de medida,!Je Le'\:ieR¡:;ue mayor que cero. 

ii) ·Por el "teorema de mapeo de llie:nann" para re¡¡iones r.iimple -

mente conexas(~") p.p .. 222, o bien l::ll p.p. 62, existe un homeomor­

fismo .conforme '{ :D2-4A ; considerP.ndose que ClA es una curva de joE_ 

dan, se extiende homeo1,1orficamente a a n2 \'.'.'BT.5 p.p. 92, y si se-

fijen le.s imaeenes de 1,-1,i es tÍnico. 

:Sl "teorema de me.peo de rtie:nann para .r1{tric;•s 11 ~'!J5 !'•P• 185 perl!1i­

te asociar a cada q>"- : n2 ~ n2 una única •nétrica y." definida en n2. 

si <X 1 ~ se puede r;securar riue J-l« es distint_e:.- ele f~ e11 un conjun­

to de medic1(1 de Lebc,s,::,ue 'nayor· que cero (obsErvación Anterior). 

~·ora cr6a •J~trica ~¡;1. es llEvada sobre A por df-1 y se aenota 

~or ~· l}Ao.\ 

:.hs 8Ún, dJC1 pc1'•~i te extenc1(,r · {+(~1,\ solJ·ce V Ai. 
1 

• - 1 • ; • 

_l 

·¡ 

¡ 



-~f.«. 

1~ 
'i/ 

~- ll 

Se define ¡-i. ~- Ci¡!Si donde quie;ra ;ior: 

. ft~ l v Ai,,; (R~l + t,Lla\ '1 }-'. t \ ~\ ü AºL" d E 
• 1 

donde, d\: · c·s la métrica euclidiana usut>.l. 

fl~tl determina un ca.111po rle elirises def.:!:_ 

nido· casi donde quier11, y cuya.n r·xcen -

tricidades dependen de ~tl}A.tl s0bre A 

Ahora dado que la asoch>.ción O: -l cp« es-

real analítica, por "el .teorema del mapeo ele iUc:niann piu-a m<H1·icas -

variables" (~J la nsociación . el_, c¡i"- es real analíticn, por t:into 

sup l.&'ó,_ \)-l~l<)\< ~ casi donde quiera. 

Entonces "e:xiste un inapeo cuasiconforme q>~: s-2 -'I s2 ta.l que sa-

tis;f aga la ecuación (ªte';.) · siendo. ade,nás 
(jl i ,,t 

---¡-:: r•d 

(dd~·) 

unico si se uniformü:a-

bajo la condición qi~1t111.\l=~!x) para x=l;-1,L . 

Observese oue ~~ ( f\i) e U/\t. ya que cJ?J (c;"l,ÜAi\ es un mapeo co~ . 
. 1 ' . . •.. · •. ·, • .• . 1 • . 

forme cesi donde quiera. 

Supon.s;ase que <p~ (A0 = A) = 

bic:-n que J*(J!.c1) :/- ft(/{~l. , entonces 

". - . :"· ,, ; .. : . . - . - . 

A para todo e;( & W0 ; • supongas e ·ham 

i*l]J.l(\ {\l-1¡of1•no es ia métrica usual 

en un conjunto de medida de r,ebesgue mayor óue coro. 

P<:ro si cp~\a4~ Cll~lv/;cntoncEs {"
1 (\'~ocp¡ R-ID,1idy asi. cp~,r~~-1 

es un me.poo C•)ilfOl' •)() fil A:. •Jbli¡_:2.nrlose r.:on cr>to a q_ue ~ ~ 1f0(1 e~ lp~r~ 
sen la: 1n~t1·ic;· us11Al. 

• / I 
CllC SJ. "' r (l. , 

iii) .",~mc2,,do de ls. notc.ción, de; ahor?. en r.or·lante :oe denotará 

por q>11.:S?.···>s2 

Lr.J. 1::ol1ju1~F'ció11 Re{::::: C{'v,R.r.v;.':r:2 __ , 32 FS 1Ul ·ir: :rO i..or·J.r·-·:icnte r.;or1.f'o1·­

n1e c~~-:-·i d1ndr~ ··nif·-cG y cont.:i.11uo C'l1 rl ._";:)·ii.'.1jJ, ;:·i~n,Jo ~~--10 "!.ir".l1C r ... l ·­

:n-! :-:.--·:,o ¿_-1'· tl.1 tr¡7>o1Ógico q1te 1{, 1:cr.1l~ tr: 1:l.-X' 1111 1i~f<)C o :t'.:,c:i.011:'.l de ¡~'t':.=t.do 

d. ~.1:í..o.1~·;; ~: ef-; ilY!f' 11f:f01'.;.~·1:i·)n r_:r_:::·c·-11 · ::.! 1l r :1 (íf'~~1~\ 



. __ ._.,_.~ .. -""" ............. -· ' .•.•.. _,.,., ..... -~···~~ ·.·• .,_ •. -·· ..• ,,o ..•..•. ··.· ..•• ··-·- '•-'"-•:"•'''- ., .... ,. ~- .. 

·. ~d~'!. . ?.d·~ 
El maneo IV : \No . ...,...-4 (~P.. T LO.-l~11,). es real analítico y Ro = n 

La dimensión· real. dE) lt\P'l~\\ . es 4d+2, por lo tanto existe un va-

lor regular. Re{; = ~tJo) en (Wo) Q'OJ T. de Sard p;p. 40 y existe un· 

subespacio de. ainie1i~i:ó11 ~11~, lí c. Wo tal que ljl (U)= R 

Sea . d'- \ lo,() ' \\j t~.i\1 Ú)\ . continua e ·inyectiva 

l\lb'll:) ·;;; R ~~t\• ; para toda pareja (t, t •.)e OJ: :>' I , 

., __ _, 
o I 

•·. ·• .. ···.·. r i •; .· .·· .. ·· · .. < · ... ·· 
.cpdttiR<l>~t.tl ~·w¿~¡·l~~i~t'l .•. 

·.·.1,·. }/:ii:•.J •·· .. · .. · 
'l'~Ltl C\ldtti ~(~~:Ltl'~·~~~;¡)-·.·;: ... ({ .. ··. 

·,"- .. ;.:-<.'-··' '"··-.:;1 .•. · .. ··: '. - -.· ... , 
- . ,; .'. . ·,:.:_-.. ~- . 

Entonces ~d~~1¡'cqJ{t(~:.CÍ>J·uiª~ u~ mápeo 

cuasiÓonfor~e que cp11uill.t~ con la di­

namiCa dé n; 

Suponer que la familia de homeomorf:i.smos de s2 en sí misma, . dil'J-

tintos en Jn . . , - .. . ' ' ' . . 
y que conmute.n con la. dinamicia de R ·forman un espacio -

totalmente disconexo con la topoloeÍa co:npacto abierta, llevará a la­

siguiente .contre.dicc±ón: ·. 
N . . . ·•· 

(Q«lt\ esta en la componente conexa de la identidad; entonces -,., 
qi«t~\ ll\ es la identidad, es decir r¡ue <\lc<tt') \ ÍP.= (\l«Ltil }P. p~ra todo 

(t,c')e r•r pero er>to nier,a la :¡n·opi0cic.d inyectiva de Wo · (CPe1 1 ~\ 0 ~ J: cpc1il'I l0A) 

. Pe.1·a ter111inar la dc:1.Jstr2.ción de este ce.so, br1sta·-probar las si_; 

t~JiliG11tes tr·cs ofir,11ncio11c:s: 

Afir;iwción 1: ,., 
qi "L~I (Ail ~ At 

nc;·11ost1.,:- ció11: 
"" ,,, <\! <Htl lt\i c. .V hl Y )Or con e:· i el e d C\l c1nl (A)' /1 io ;ie.ra le ~ 11-l pero co-

-v I~ t'V ... ¡ \. ti 
~10 q>~lHR t~o'ltl =R , pR.l':.1 t0da H ~IN / Aio=A. 'llopi t.iu1do rs'GEc ar·t,'li~101to -

·_oal'f. todo i' f.:e 1;i (•lle ntte rn (f. ') •• ' ·'\'ot(tl "C<;I 
y por eupraycctivid~d 

,.A I 1 '\ 



AfirmaÓicSn.2: 

Demostraci6n: j 
\ Si x ¡t JR , eziste. \Jqfx te.l r¡ue VílJp..--::,~ asi ·~flt1J\(l.\R:::·4si 

~ .. tvY n Jr< t 4> existe l.) ¡, ~" (IJ\ n ;\p_ tai que. 'p/'\lq1 e: &A para ii! 
' (V -1 ' K N ,·· ' ' ' ' ' 

. ¡;ún !;!~O~, asi 'f>o1<t> p._µ, lq\ e()/\ por \o l"t>Mh> ··~ ( q>~t~l llá\) i:: Jp_ 
,..., .. \ ' '.--·-. ' .-·. _, ,- .. 

: • . c(l 01 ~1 ¡.,,\" 3p, pc;ro esto os una contradicción, 
' rJ -1 ,/ ,, ' ' ' 

Bntonc.es q<l.!t) lY.J 1 ~P. Y ~cHtl t ;jfl.\.:>.Jp. 
Sea x E: ~cittl ( lp,\<I J~ c. Á'. , Considerese une. vécindad V de x 

1 

tal que V c. ¡c. V!~· ; elltonées · ~~lttl l\ll e Á' .. :Jero e:dste t1~ $~/+¡llfl j 
tal crue R'"' {~\(::e~ por lo tanto ~Ollt) RM l"\) ' = 1VI (~<>:ltl !~\\ E '()ti¡ ! 
entoncr;s P."'NlC\ ~p. ;Í 4 ; Contr2dicc::i:cSn. 

Se concluye·gsi que 

m1.1cicSn •. 

,.. ' 

··. cp cl.tt) ( Jp.) c. 11?. y r ·" qued1.1 !Jrobada la rfir 

AtiE_•.!!_~ci6n 3: 

Sea. · ~. <l'~.ltl~ t~(o,\l · una femilir .. ele homeomorfis;11os ·topológicos de 

s2 que con~utrm con le. dinámica de R, distintos en JR y que dependen 

real y a.11alíticarne11te de t. 

Entonces · 1 m 1 es un espacio totalmente discone;:o con la to. 1 '\' d.l\) 1 t ~ [0,11 • 
9olocía com~;\cto abierta. 

Df:..iostrrtd.0n: 

SGa Aº= {~1: ~ ~"; P11~ol1l·'l: Y. 110 el mínimo :pe1·iodo) 

3e th::f'inc· A11 +l=rL1 ( An) uA11 

Pri~~ro se tJ~str~t6 qu~ 

z e Aº, co'Jlo q~tt;(Jy¡)=Jn 

~<1-L<\(z) = C{l~.lrl IRv.olcl\ 
por dc.finición 

rtl f An )=An 
íci(f ' ' 

, qi~ti¡ltl~ Jg; pero 

= Rn
0 

( ~ cu11 ( z)) así 

SGn z 6 A11 , e,'.istc y¡~~ l'l ~ !\\) tal (l_t\13 Rn1 ( z) G. AÓ. Y 



\ ~ocn¡(Rn1 ( z)) . = Rnl ( ll>o<ttl L1:) ) y entonces ll'o<ttl (z) é: An. Obtenün 
' dos e a~i que 'l"'~Lt\ tP."lt:A" 

Por otro lado, sea z e.An ' y z1 
-1 · · · · · ·, · · · n-'l 

=. qililt)(z); R. C:z),c:. A , 
, ( VI-) 

<ll ,m\ ghl) E. 1\ . 
lo que implica que P-,lt:1) ~ A'H y Z1 

n ·.·._.·· < ... : ... 
A • Por lo anterior (ji dltl (A~l=·A" 

. . ' ,· . ' . : fll . 

J>J1ore. A1 = U Ai es un conjunto c0mplGtamente discone):o ( 11or su - 1 .1 . . • 1 

construcción)· y denso en JR. l\l ~tt)I A*· · = iA l si y solo si 1Pnii\ = ¡~\ 1 
. . ·. .. " . . . l~ l~ 

Por el "teo~ema del mapeo de Riema1m para rnétric8.s val.'iables" ¡ 
para 'todo_.Í:c. .. s2 -, <v.o.t<:l varía re3l Y. 1?.nalítiea:.1en·~e como funci6n-

de ol . .' Las hipótesis e.seeur·an q,ue q¡«Lt) \ l12. :f it.\ \h. , existe en -

tonces D., ¡pr te.l 't!ue (\> v-ttl (<A•) to.o • 

El ma~e~ to, t)-4 s2 (t.-~ cR.:I<) (CAo) ) es una curva con dos i>UE_ 

tos distintos cuya imáe;en eBta coi1tcnida en A~ • 

. :Esto contradice la estructura topol6eica de A1 • 

Por lo t::.nto <f'<ll<i l lP. ,, (el \ ~~ 
la identidad tien~· solo un punto. 

· l • Es docir q_ue la componente de . 
l 
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