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RESUMEN

En esta tesis, estudiamos el problema de la interaccidn entre
un electrdn y una carga magnética, sin espfn, tanto desde el pun-
to de vista de la mecinica culintica no relativista como desde el
punto de vista de la meclnica cufintica relativista. Para el caso
relativista, analizamos dos casos lIimite; en uno, consideramos a
la carga magnética muy masiva, de forma tal gue podemos pensar
en un sistema formado por un electrSn que se mueve en prasencia
de un potencial dispersor producido por la carga -.gﬁéticn,
Utilizando la ecuacisn de Dirac, encontramos que para &ste sis-—
tema no hay ni estados ligados ni estados resonantes. En el otro

caso lfmite, suponemos que la carga magnética es mucho més ligera

que la eléctrica, as{ en un lo que se

en presencia de un potencial dispersor generado por la carga eléc -
trica ' utilizando la ecuacifn de uei.n_cozdon; encontramos que si
bien &ste sistema no admite estados ligados, sf se presentan esta;

dos resonantes.
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INTRODUCCTION

El estudic de la interaccifn entre cargas el&ctricas y magné-
ticas es en sf mismo un interesante problema ffsico. Cl&sicamente.
este problema ha sido estudiado por varios autores, siendo el pri-
merc de ellos Poincaré (1). Posteriormente, Dirac, (2), llevS a
cabo la incorporacisn de las cargas magnéticas en el marco de la me-
cSnica cufntica no relativista, con el resultado de que aes necesario
introducir un potencial vectorial singular para representar el campo
de un monopolo fijo.

R =(g/x) cm(,‘
siendo g la intensidad de la carga magn&tica. Este potencial satis—
face las siguientes relaciones:

R = g(E/c%)

Redfic = -4ug
en donde C es un pequefio circuito alrededor de la 1fnea Ov¥W .
» @l p ial vectorial R no corresponde a una carga

magnética aislada sino & una l1lfnea de flujo magnético que se extien-—
de desnde el origen hasta el infinito a lo largo de la direccifn nega-
tiva del eje =z=. Ahora bien, debido a que la direccién z no tiene un
significado ial, uno berfa ser P de girar dicha lfnea dipo-

lar sin cambiar los resultados ffaicos. Al hacerlo, se obtiene la regla
de cuantizaci8n de Dirac la cual explica el que las cargas el&ctricas
estén cuantizadas.

La intensidad de la carga magnética resulta ser mucho mayor que
la de la carga el&ctrica :

(g?/mc) = (n2/a _) ,d.’l‘—.l-_;, n enteroc.

Yy eato impide gque el problema pueda ser resuelto en t8rminos de un
desarrollo en series de potencias de la constante de acoplamiento.

La mayor parte de los trabajos realizados hasta la fecha, centran

&s en la i6n de l1los estados ligados para un sistema

su i
formado por una carga el&ctrica (nficleoc con carga Z) y un monopolo
mucho mis pesado que la carga eléctrica (3), dentro del marco de la

mecSnica cufintica no relativista.
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Por otra parte, se han encontrado soluciones a la teorfa de
campos de Yang-Mills las cuales tienen propiedades de monopolo mag.
n&ético con la caracteristica de que presentan un punto singular
y no una linea singular. Sin embargo, pese a 1os esfuerzos reali-
zados hasta la fecha, no se han encontrado soluciones con energfia
finita para sistemas con mis de un monopoloc (4).

Los tratamientos realizados hasta ahora, suponen gue la masna
del monopolo debe ser muy grande {(del orden de Gev), y se dice gue
es &sta una de las razones por las que es tan diffcil detectarlos
experimentalmente. En 1982, Blas Cabrera (5) dijo haber detectado

un monopolo magnético mediante un i i ente de la
masa de la carga magnética y en el cual el resultado depende Gnica_
mente del valor de la carga magnética.

En este trabajo estudiamos la interaccifn entre cargas exéc:
tricas y magné@ticas sin suponer que al valor de la masa del mono-

polo sea de. Reci 6) p un modelo

.
para la descripcidn de las interacciones débiles en el cual se
asigna al neutrino una carga magnética g=1/2e , no tiena carga

eléctrica y ademfis se supone que €l neutrino libre carece de espin.

El si electrxs ino a un espin total de cexo
o uno; (1/2 del espin del electrfn y 1/2 del momento angular de
interaccidn debido al campo elacttc‘ngﬁtico‘, ver capfitulec IX).

El momento angular total ea entonces J= ¥ x¥ + Sa - ‘A?
en donde T y W son la coordenada relativa y el momanto candnico
vy Sa @l espin del electrén. uUna consecuencia de la conservacién
del momento angular total J es la polarizaciSn de los electrones
en decaimientos P ( o de los mounes en decaimientos 'wl ) ya que,
8i inicialmente el espin total es cero, (un pion en reposoc por ej.)

el espin del el S: & ap en la direccién £ .

Por otra parte si pedimos a los estados que Y
que sean invariantes ante transformaciones de paridad, deberemos
escribirlos como las combinaciones (€D = \+g9 2\-9) y la carga

sticasde es nula y por lo tanto no interaccionan

fuertemente con la materia.
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Si queremos pues utilizar dicho modeloc para 1la descripcidn
de las interacciones débiles, deberemos imponer la condicidn de
que la masa del monopolo sSea muy pequefia (en nuestros cflculos
tomamos un valor de 0.00001 Mev).

Pasando al otro extremo en que la masa del monopolo es mucho
mayor que la masa de la carga el@ctrica, ténto como para poder
considerarlo fijo en el io, ¥ imos los resultados obteo

nidos por otros autores (7).

En el primer capftulo hacemos una revisifn del problema del
&tomo de Hidr8geno relativista (8). Resolvemos primero la ecuacién
de Klein-Gordon para &ste problema y analizamos las dificultades
que surgen al tratar de utilizar dicha ecuacin para describirx
partfculas con espin semientero. Posteriormente, llevamos a la
ecuacién de Dirac a una pareja de ecuaciones de segundo orden (
ecuaciin de Van der Waerden-Dirac) y la ec ién radial
que se satisface tras haber diagonalizado el operador anqular,.
ecuaciSn que tiene l1la 'misma forma que la gque resulta en el caso
del Stomo de Hidrdégeno no'_:elativisf.a, finalmente obtenemos los

eigenvalores. Por iltimo, encontramos los eigenvalores del proble-
ma modiante la aproximacidn WKB.

En el msegundo capftulo, hacemos una revisisSn del problema de
la interacciSn entre cargas eléctricas y magnéticas tanto clésica-
mente como culinticamente, en aproximacifn no relativista.

En el tercer capftulo hacemos el estudio relativista del proble.
wma y obtenemos las ecuaciones radiales que se satisfacen para los

casos monopolo ligero_cargs (ecuacifn de Xlei ) ¥ lo
! arga ( idn de Van der Waerden-~Dirac). Para el primer
caso obtuvimos un P ial A SO que Pr una singularidad

atractiva en el origen la cual es responsable de gque el aistema
pueda presentar estados ligados y resonantes.

En el cuarto capitulo calculamos los corrimientos de fase
producidos por el potencial singular, tanto numfricamente como uti-
lizando la aproximaciSn WKB y encontramos la existencia de estados
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rescnantes para el sistema.
Finalmente, en el quinto capftulo,

y las conclusiones.

ae presentan los resultados
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E L ATOMO D E HI DROGENDO
RELATIVISTA
Para resolver el problema del Stomo de HidrSgeno relativista,

es necesario obtener la soluciSn de la ecuacifn de Dirac. Sin embargo

es posible tir la 8n de Dirac de cuatro componentes en una

ecuacifn tipo Klei de dos tes, con un t&érmino de espin
adicional, cuya solucidn es m&s ficil de obtener.

Iniciaremos este capftulo con un estudic de la ecuacifn de Klein-

vy anali br las dificultades que surgen al apli-
car esta ecuacifn para la deacripcién de partfculas con espfin semi-
entero. La razfn por la cual hacemos esto es por gue en el capftulo
IIX estudiaremos el problema de la interaccifn entre una carga magné—
tica, ligera; sin espin, la cual se mueve en presencia de una carga
eléctrica fija en el espaclo; ¥y en tal caso deberemos resolver la ecua-
<ifn de Klein—-Gordon.

A continuacién p de 1la ién Ae dos €

cifn de Van der Waerden-Dirac) a la ecuacifin de Dirac de cuatro compo—
nentes y resolveremos el problema de calculax los eigenvalores. Final-
mente, utilirzamos la aproximacifn WKB para el cdlculo de los eigenvalo-
res del problema.
ECUACION DE KLEIN-GORDON
La ecuacifn de Klein-Gordon aparece como resultado de imponer

invariancia relativista en la ecuacifin de Schr#dinger, lo cual se logra
formalmente, si en lugar de partir de la expresisn clSfsica ‘.;s v‘.ﬂﬂ

(aproximaciSn no relativista para la energfa cinética), partimos de
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la expresién:

TR oyt Wit t-n
donde ‘ es el impulso, E es la energfa, m la masa de la particula y

€ la velocidad de la luz.

En forma de cuadrivectores podemos escribir-
<pte > RuP? e

la como:

aonde V= l_& » *) Y ?" k‘ i")

Interpretando ahora al cuadrivector de impulso como el operador

T W (1 3, quv) (.2

v aplicando F" a 1a funciSn de onda “’) en donde x=(R,t), que
describe el estado del sistema y es tal que )

- -
h 4 @G YR IR
nos da la probabilidad de encontrar a la partfcula entre k y R+dik, al

tiempo t, obtenemos la ecuacifn de Klein-Gordon para una partfcula
lipre:

ST WD aut e W3,

(1.3)
en donde 3"“‘-\!.:‘—v‘es el operador D'Alambertiano.

Mencionaremos ahora algunas de las dificultades gque se presentan

al utilizar esta ecuacifn para resolver el problema de la estructura
del Stomo con electrones puntuales. El principal problema consiste en
que el nlGmero de estados estacionarios predichos por la teorfia para un
electrSn en un Atomo, es la mitad del niimero de estados que se obtie-
nen experimentalmente. Para resolver esta dificultad, Uhlenbeck y Goud

smit introdujeron la idea de un electrSn con momento angular intrinseco

{espfn) y con momento magnético igual a un magnetSn de Bohr.
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utilizando este modelo del electrSn, Pauli (1) en 1927, obtuvo resulta-
dos que estfn de acuerdo, en primera aproximacisn, con los resultados
experimentales.

En 1928, P.A.M.Dirac, (2), propusc una ecuacifn relativista con

la cual no es o int ir . ;d hoc el concepto de espin para

explicar el problema de la duplicidad de los estados estacionarios de
un electrfn en un Stomo. PEn dicho trabajo, Dirac da los siguientes
argumentos en contra de la ecuacifn de Klein-Gordon:

X.- Para ala p 2Culil es la probabilidad de que

una variable dinSmica en un tiempo dado tenga un valor entre dos 1fmi-

tes cualeaguiera al do del =i estl tado por
‘Q‘.bﬂ ? , es necesario calcular el elemento de matriz correspondiente
a la variable dinSmica entre los estados m- Al hacer esto para la

) = ta correcta sola-

iSn de Klei ,» P bt ree la ¥

mente si 1la variable dinfmica de que se trata se refiere a la posicién

del electrSn mediante el uso de Swe  5iendo fumla densidad de

probabilidad B
S~ 5oz L et A 0 3000 ety
en e es la del el » M es su masa, l\o es la componente

temporal del cuadrivector de pot:encial,"“.(,‘) es solucifén de la ecua-—
cidn de Klein-Gordon y ‘*c(ﬂ es su transpuesto conjugado; pero no,
si se trata de alguna otra variable dinSmica como el impulsc o el
momento angular por ejemplo.

La interpretaciSn usual de la densidad de probabilidad en la mecs-
nica cufintica no relativista es posible debido a que la ecuacisn de onda

e8 lineal en la energfa, por lo tanto, la funcifn de onda a un tiempo t
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determina a la funcién de onda para todo tiempo posterior. La ecuacisn
de onda relativista debe ser lineal en la energia para que la misma in-
terpretacisn sea posible.

ITI.- Si en la ecuacisn de Klein-Gordon se reemplaza e por -e ¥y se
toma el complejo conjugado, &sta permanece invariante. Si se conside-

ra el limite de Snticos

, uno fa gue algunas

soluciones son paguetes de ondas que se muaven en la misma forma que

se moverfa una partfcula de carga —e mientras gue otras soluciones se-

r&n de que se como una partfcula de carga e para

la cual la energfa es negativa.

C1%ai . Se tan tales soluciones por carecer de sentido
ffasico; sin embargco, no podemos hacer lo mismo cufinticamente ya gque al
introducir una perturbacifn &sta puede provocar transiciones de un es-—
tadoc con energlfa positiva a uno con energfa negativa. Experimantalmen-
te, esta transiciSn aparecerfa como el cambio repentino de la carga de
un electrdn.

Una ecuacifn de onda relativista deberfa ser tal que sus solucio-
nes se desdoblen en dos conjuntosx independientes que se refieran respec-—

tivamente a la carga e y a la carga -e.

Dada la forma de la i6n de Klei . Vemos que para una
funciSn escalar de Lorentz, esto es, una funciSn tal que
0= o0
en donde \ @ Dz OA\GD con X=AX%X siendoc N\ una

transformacifn de Lorentz, la ecuacién es covariante

“r)“* wAdn) = k&-,_q";‘ll_' W) 1.4y
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Debido a estas propiedades de transformacifn, la funci®n de onda
““ debe describir una partfcula de espin cero ya que, (3), "una partf-
cula de espfn cero se representa por un solo escalar M‘) gue obedece
a 1a 16n de segund den (Pl YRVIRO-

Consideremos ahora los anSlogos a la densidad de probabilidaa ‘

y a la densidad de corriente -j en la teorfa relativista. Las condi-
ciones que deben satisfacer para poder ser interpretados de acuerdo
<on la mecSnica culntica no relativista son:
1.- La densidad de probabilidad € debe ser real y no negativa
2.- S? &‘i debe ser independiente del tiempo y transfor—
marse como un escalar de Lorentz.

3.- Debe satisf iSn de continuidaad

Wieo W (4 3H-9 | jpe 1)

En analogfa con el caso no relativista, el candidato 18gico para

el cuadrivector densidad de corriente es de la forma, (4):

Ip 00 = (S 4= )| W a.s

que cumple con la condicidn 3 para ¢‘(‘\ R Ql‘\ soluciones de la

ecuacién de Klein-Gordon. IL.a parte espacial del cuadrivector es:

J02-i [¢P 00 T 600 - (oW L] t1.6)
que, salvo un factor de normalizacifn, coincide con la densidad de
corriente definida en mecSnica cufintica no relativista. La parte

temporal es:

“.7)

s~k [CENCERERCE NS T
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Ahora bien, la funcifn de onda del estado de una partfcula libre
con cuadrivector de impulso determinado, debe ser una onda plana, por
lo tanto, las soluciones de la ecuaciSn de Klein—-Gordon de particula

libre son de la forma:

9 -8 &I. !.i.
¢*(ﬁ\-&€¥ 2 Qg‘j - A

sustituyendo en la ecuacisn (1.7) obtenemos

€= BalGu\* @
¥ la densidad ?g no es positiva definida, y no podemos interpretarla
como una densidad de probabilidad.

En 1949, Feynman propuso 1ncex'precar a (e,) como la densidad de
carga de una partfcula de carga e,, con energfa positiva , la cual se
Propaga hacia adelante en el tiempo (90, E»0). Similarmente, se
interpreta a (e §_) como la densidad de carga de una particula de car-
ga e con energfia negativa la cual se propaga hacia atr8s en el tiempo
(t=- { t1 £ O0), © bien, como la densidad de carga de una partficula de
carga -e y energfa positiva la cual se propaga hacia adelante en el
tiempo.

Ecuacisn de Klein-Gordon para una particula gue interacciona con
un po electr &tico ificado por el cuadrivector de potencial
Ap=ia, -3 . .

Si suponemos que es vSlido utilizar acoplamiento m!nimo, entonces

reemplazamos, (9},

(1.9)

BN — =T,
* T - A=,
y¥ al sustituir en la ecuacidn de Klein-Gordon de partfcula libre

obtenemos :

(1.10)

ey ~welpw = o

Suponiendo ahora que tenemos una partfcula de espin cero y carga
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e ligada a un nficleo pesado de carga .Ze, el potencial est&tico es de

la forma eAf—(—‘L’—: . O0) en donde ‘_.i. Yy de la ecuacibn (1.10)

L)
resulta:
Ly et pclguine
en donde solamente se tiene el t&xmino de in i6n electrostitica

entre las cargas. Escribiendo el operador Laplaciano en coordenadas
esféricas y utilizando separaciSn de variables WOR e TWITL L(0$)
obtenemos la ecuacién radial (en unidades naturales GWwGwsy )

‘.%Qt,' - M%‘_ﬁ_" *“’—:-]ﬁl')- BT LIV L1 (R, (1.11)

en donde utilizamosg m' K\RYD) ‘-”’ siendo las “(.0‘)

los armSnicos es!ﬁricas; 11

pecto a una integracifn al
&ngulo s8lido y dados para mPO como:

Lutoer - (GRS oy, (ee)

siendo los ?‘p(.\.7 los peolinomios de Legendre, y tales que:

N L9 = ™ 1:__ .9
En el 1fmite no relativista (E—em , (EZ-mZ)—sy 2mE,) ., la ecuacidn
(1.11) se reduce a la ecuacidn radial de Scredinger para un Stomo
hidrogencide cuyas soluciones son, (7):

3
- wa laa) (1.42)
pihaadi _ . .
E\u - Xy RETES LA T Yue
Puesto que la ecuacifn diferencial es la misma, podemos obtener
las soluciones de la ecuacibn (1.11) haciendo las sustituciones
2
m—E , E —a 522?- . Ne—® nv
en 1la ecuacidn (1.12) , y en donde n*' es un nuevo niimero cuéntico que
debe satisfacer nv ~g'= n < = 1,2,3,4,... con AUD e sRM)-LEAY
Al hacerlo obtenemos:

. I
€. u\\f%} (1.13)
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© reinstalando variables:
R
ey~ S

con mt = n =& + ¥ = wotpegy o Ut -t
¥ en donde hemos escogido el signo. posisitivo de la rafz para asegurar
aue al pasar al lfmite cuando Z—8 0 , “ sea no negativa y la solucibn
r sea regular en el origen.

Cuando Z 4&& 1 se obtiene:

(1.14)

wrwo-wd g @t 25 oow
W w [ "
en donde vemos que los valores propios de 1a energfa ya no estfn dege-
L! con P al cufintico orbital 1 y nos 4% la estxructu-
ra fina del témmino. Sin embargo, estos resultados predicen un des-—
doblamiento de estructura fina, para una n dada de:

My e Mt -\
ety LI war\! Lasy
S = (T SF A IR -
que es mucho mayor que el observado experimentalmente para el &tomo
de hidrSgenc (1).

TRATAMIENTCO CLASICO

Al resolver el problema del Atomo hidrogenocide usando la mecSnica

clisica relativista, obtendremos una expresifn para la energfa en la

que no i6n con

al to angular orbital
a diferencia de la ecuacibdn (1.15) sf proporciona un

valor adecuado para el desdoblamiento de los niveles de estructura
fina, si ¥ do 1

A , pero que,

en las variables de accifn las reg-
las de cuantizaciSn de Bohr.Sommerfeld (10).
Patimos del Hamiltoniano:

Ha (ﬁ‘qw‘c‘)‘k— t?b“—, (.17

en donde Z es al nimero atSmico y ¢la L =

\o

({w%\"—u&‘c‘: L 0 (:
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de donde obtenemos la ecuaciSn de Hamilton-Jacobi.

>
(B O n (B ol O o
eacribimos la solucisn como

Usando separacién de variables.,

S=S,(x) = s(.) - s (€3] y al sustituir en la ecuacidn (1.18) encontra-

mos las constant:es de separacifn:

l‘ (Q_‘s_' (1.19)

st e

- 33

angular en la direccibn =z

en donde es la proy iSn del t
Y l" es el cuadrado del momento angular.

Sustituyendo las constantes de separacifn en la ecuacidn (1.18)

obtenemos la ecuaciSn radial:
?. - > b'tbd 2u ) A et 1
.20
(")‘%Q—‘_‘— -q__—-k-wl.-._‘.; [4 )

Definiendo ahora las variables de accifn mediante las fSrmulas

2= 5B Jo- SR
Je=-& (BB9)ac

y efectuando las integrales, llegamos a:
Jp=whapa Ta=frde -fPav=2zvhli-y)
en donde usamos que ‘.‘Q 4-706 ""’

Je=§ [ Scanses _Sped) |c

Ahora bien, la Lntegral q&e defina 'Jr es de la toma (5) =

AR de i (A 2D)

{1.21)
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de donde obtenemos:

J.:—?.‘\\ LS}_“._\‘ - _-!:—;—‘- __‘\ . (1.22)

llamando n; = ‘71/(2 ¥ ) y despejando la energfa llegamos finalmente

az

Gal*t ""

l"‘ [CWEw TS T_‘
Expresifn que coincide con la de Sommerfeld para la estructura
siempre y cuando se cumpla que los

(1.23)

€a m"{\-o

fina de los niveles de energia,
ny sean enteros. (regla de cuantizacidn de Bohr:somerfeld) (7).
Notemos que a diferencia del caso no relativista, la frecuencia
radial L‘&)no es igual a las frecuencias angulares (.*‘s('
al introducir efectos relativistas se ha roto en parte
la degeneracisn. El t&rmino (.‘)‘Iv‘ que se ha aifiadido al centrifugo
hace gue la Srbita da la partfcula presente una precesién debido al
cambio instantineo de la masa de la partfcula con la velocidad, mien-—
que aparece en el t&rmino Coulombianoc es un

por lo cual,

tras que el factor 21':/t.=2

efecto de apantallamiento debido al cambio promedio de la masa.

mencionamos anteriormente, el momento angular de la partf.
deberSn satisfacer la condicién .‘.“’ (‘*)"ya que

el tE&rmino centrifugo se harfa atractivo lo cula provo-—

Como
cula y su carga
de no ser asf,
carfa un comportamiento singular y la integral de la accién se harfa

daivergente. (8).

ECUACION DE DIRAC

Como ya mencionamos anteriormente, la ecuacién de Dirac (2).,
surgiS del hecho de que en la ecuacidn de Klein-Gordon de particula
libre se tienen soluciones con energfa positiva y con energia nega-
tiva debido a gque el operador temporal Qque aparece en la ecuacién es
de segundo orden.

Dirac propuso que la ecuaciSn relativista deberfa de ser de
primer orden en los impulsos y en el tiempo para asf evitar la
presencia de tales soluciones y tener scluciones con energfa bien de-—
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finida, yvya sea positiva o negativa. Al hacerlo asfi, surgen cuatro

ecuaciones de primer orden en los impulsos “‘ ., @3 decir, una funcidn

de onda de cuatro componentes que incorpera al espin 1/2 automfticamen-
te.

Otra alternativa es llevar el problema a la sclucifn de una
c ién de A

tipo Xlei con dos cosponentes debio
das a las dos proyecciones del espin de la partfcula.

Para ver més cl

lo que h + consideremos primero el

caso no relativista. Si reemplazamos P‘ por la matriz de 2x2 ('.‘\‘
tendremos :

W (Bt guey)
Has Toa :-——L";‘ — = & D

en donde q son las matrices de Pauli i=1,2,3 y usamos que estas
satisfacen la relacién (B NATRY R Bt @ - LEnY)

T

Yy denotamos por
2

a la matriz unidad de 2x2, que en lo sucesivo suprimiremos.
Este Ho actfia sobre un espinor de dos componentes

WRe) = K 24, 3y con ax B v p= (%)

por convencién.

En presencia de campos electromagnéticos, lo gque se hace general—
mente es utilizar scoplamiento mInimo en el té&rmino cinftico “ e
introducir un término adicional de interaccibén .@§.$§ en el Hamilto-
niano (aproximacifn de Pauli), gue describe la interaccifn del momen-
to magnético de espfn con el campo magnético B.

Como veremos en seguida,

€sto Gltimo no es necesario si en lugar
de utilizar el acoplamiento mIinimo en

el espin del electrSn . E-23)

En este caso tendremos:

R T RT- @ 4%) » 5 L aRT- 2 a8 C o ey
siendo ®aQuk y Puhatuqnbh- Ang
término de interaccién &.-§
giromagn€tico de 2 ya qgue

Consi h

P" lo utilizamos incluyendo

Y vemos que el
ap en £

1, con un factor
=28 _ R el espin del electrdn.
i8n relativista cl&sica

la



[SF:})

2 A L USRS

definiendo WP como T¥a (v ..):i"““.") ¥y recordando que T\P-(Ao,—X)
podemos ver Jue aungue "k‘. no es un invariante de lLorentz

(q'kr\\‘w\ sf lo es. Es decir:

e, = Aeth o oa-tae = »
M e CYEER N L N

(O PANSTAD) * b Pa- (B RNED) = ba o= Bl = ng
Sustituyamos ahora F—D (] ] .‘) en la expresisSn invarjiante relati-

vista P T T 4= Lt e &= &Ly, 1)
(RN RN 2 LuIS

Utilizando ahora las expresiones para los operadores
R By . Ba-ing
obtenemos una ecuacisn de segundo orden para el electrSn libre

\%2\ *i‘t-v)\ ‘t—a ~-ie .vsh (T Y (1.25)

siendo ‘ una funcién de dos componentes.

(1.24)

Para llevar esta ecuacién a la forma como Dirac la escribi8 ini-
cialmente, definimos a las funciones de dos componentes (7):

Q.,- k‘% %t --‘.\tv) L Q“"s & (1.26)

Sustituy en la idn Qe & . ob una

ja de ecuaciones de dos componentes cada una

(B h «inTe)t . (o™

(iro - 3¢ o g™

1.27)
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ecuaciones acopladas, excepto para el caso en qQque la masa de la partf.

cula sea nula. Tomando ahora las combinaciones

\P‘ - ¢\l\* Q“‘ . '.?‘ - &ﬁ- §u.\ (1.28)

podemos escribir las ecuaciones anteriores en forma matricial

- 4 Y
= SR

Yy si ahora definimos a las matrices de 4x4 mediante
LT (=}
Y. (™ LI (1.30)
~Gu ©

obtenemos finalmente, la ecuacifn de Dirac para el electrf6n libre
s <
(“' -'L:\q,o ‘\’._,,(\";) (1.31)

en donde " es un blespinor de cuatro componentes.

ECUACION DE VAN DER WAERDEN-DIRAC EN UN CAMPO RADIAL
Utilizando acoplamiento minimo en la ecuacién (1.24), escribimos

G PRI T b Lug e B P %Ay
en donde, calculando el conmutadoxr ‘_‘..'-‘] -.‘_!.‘ [t A3} ‘-E.; v
usando {@INEW) P R4 7 (ID) aL‘.‘_.f—q #.8 obtenemos la ecuacidn

k‘e""f*“"“ ‘h 3.0 - (ched) Adu.'&-uh"h: 4.3
Si ahora consideramos el caso de un Stomo hidrogencide, tendremos
x=°, BeIxBagp . \':ekz,—#

Y asf la 16n de Dirac en la forma de Van der Waerden, (11).

que:




. . Lt aincr Y (Wi x... e co (1.3
vk, L)

sustituyendo las expresiones para el campo elSctrico y el poten-
cial electrostitico

Nere-BRe e

Y expresando los wvalores propios del operador L2 en unidades de hz,
podemos escribir la ecuacifn de smegundo orden:

hwles o ow o\ ua‘-\m'.? "!\erQSO(L“)

»wet T ot
que tiene la misma forma que la ecua_ci.&n de Schr8dinger para el Atomo
de HidrSgeno (o un i6n Hidrogenoide), salvo por el t&rmino centrifugo
que contiene un acoplamiento del espfn con el campo el&ctrxico, y en
al 1fmite no relativista da origen al t&rmino de acoplamiento espin-

6rbita. Diagonalizamos el operador angular partiendo de la identidad

L= (3OO0 48 L)z (a@ D= (\4e1) (1.35)

que define al t&rmino de espin-Srbita @1 10 cual puede verse si
recordamos que (W.AM®B)s ABei & LAnB) y Tk = il.
Definiendo ahora al operador

= A= LDy xi 2al0?) (1.36)

.cuyo cuadrado es:
Ex [Le D) eim tr ity aita ) -
= (LT~ el 2e (e Sy, 0em] Lrewny e}z o
Il

N 2 (D tagt €1-37)
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podemos escribir:

C- GO aae ®) = ReAe AR Q.3m)

e thula

Haciendo el cambio de funcibn *t Mdazmiando\s -—‘—:‘T
obtenemos finalmente la ecuacisn radial

L‘{‘;*\:- ’i'i:“) siad\unao (1.39)

Para determinar los valores propios de la parte angular construi-
mos el operador de momento angular JF = L +¥ & cuyos posibles acopla-
mientos son 14 =Rt § (en unidades de 7 ).

£l tSrmine WL que aparece en el Hamiltonianoc hace que ni el
momento angular orbital 1. ni el momento angular de espin del electrén

sean constantes de movimiento. Si calculamos .’2 podremos escribir

L. N RN 3‘-1‘ - ey .lk-ﬁ y dado que tanto 2 como £2 v £2 son
constantes de movimiento, siendoc sus eigenvalores de la forma A(A=1),
tendremos qua: WLDF @)= [ i) -Mu)-§ ) Flese)
con Few,#) runcién propia de 52,82 ,82, 32 B
De lo anteri . ob t
3
39 ! €1.40)
(= )3t = l-(!u)§

Sustituyendo en la ecuacifn (1.37)

WY, = Gsf- Gt

s = = g -

A);, = .]()ou‘-(a; =3 A

en donde al signo del radical se g de tal que Z 90,
A smea positiva para i=1+41/2 lo cual asegura que la solucidn sea regu-—

(1.41)

lar en el origen. Podemos ahora escribir la ecuacifn (1.39) como:

[T' L’M - "“‘}um =W (1.42)



{22)

W W= AR

p Y

K Y. (1.43)
* N

Comparando ahora la ecuacifn (1.42) con la ecuacién (1.11),
que salvo tener valores propios angulares distintos,

en donde el eigenvalor del momento angular efectivo es tal que:z
© sea:

vemos
estas ecuaciones
tienen la misma forma y por lo tanto podemos escribir su solucién co-

T -ty
€= wc"{_h 3‘%.\7

wWely = W-2 =\,2,3,. ..

en donde ahora

{1.44)
\J
We wals -t = w- s Ya -t Yejy (1.9
De acuerdo con la ecuaci&n (1.15),
el iSn hidrogenoide son, para ZAd®Y

los niveles de energfa para

A
.!_‘_\. _‘%‘S‘ (1.46)

Buer Bowactz - WA 1y, @a ¢
- zw =~
n=1,2,3,...

APROXIMACION

WKB PARA EL ATOMO DE HIDROGENO
Debido a su aplicacidn posterior y al interesante resultado que se
obtiene para el Stomo de HidrSgeno,

imos la
rencial radial en el origen,

trar sus niveles de energfa usando la aproximacifn WKB.
Para ello, i6n de Langer (8),
siste en mapear a « ofrla singularidad que presenta la scuacifn dife~

resolveremos el problema de encon-
int

la cual con-
para con ello poder asegurar que el punto
de retorno puede tratarse como un punto aislado.
Para ello, se lleva a cabo la transformacién:
<= e‘ R

W
"\’.(“" e - ’.(’l)

con el resultado de que la ecuacibn

‘_% AW ‘_‘%}g\n; o



se transforma en una ecuacisn unidimensional (3)
(-E\ AR oo
T o (W -ue) - (PYe™
Al regresar a la variable original, se encuentra gue la aproxi-
macifin WKB puede escribirse ahora en la foma
Wi ‘__. saun U\ Wande o]
en donde K.,U)‘ \-u‘) U“% liendo el efecto neto de la trans€for-
macidn el de reemplazar 2l —e u.tfcon lo cual se esti afiadiendo
un t&rmino de 1/4 al potencial centrifugo, en la primera aproximacién.
Partiremos pues de la ecuacifn radial que obtuvimos para el iSn
Hidrogenoide relativista (ec. 1.42)
ﬁ -~ ' .m Wk \u=o
para aplicar WKB, escgimos la :cu:c}én diferencial en la forma
.
“ Sk raluse

Yy tenemos que para los estados ligados

€ &, atnidce Cuep)®
SR [OCETS ST R et "WYY

¥ la integral tiene la misma forma que la que resolvimos al tratar el

problema cl&sico y por lo tanto podemos escribir los valores propios

T
el kT8)
E=*wd k\* ‘-'—\:‘—; E Wr wetel ey, -

Estos coinciden con los obtenidos al resolver la ecuacidn de

inmediatamente

Dirac (ecuacisn 1.44). Tenemos pues, un problema en el cual un método
aproximade nos da los mismos resultados para 1los eigenvalores que la
solucién exacta del problema.
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E L MONOPOLO MAGNETICO
Iniciamos &ste capftulo haciendo una revisi&n del problema de la
interaccifn entre una carga el&ctrica y una carga magnética desde el
punto de vista de la mecfnica clésica para posteriormente hacerlo des.
de el punto de vista de la mecfnica cufintica no relativista. En la se—

gunda parte del cap!tulo; 3, 1a como Dirac (4), intro-

dujo la idea de los monopolos magné&ticos dentro del marco de la meci-
nica cufintica no relativista. Finalmente, tras haber diagonalizado el
operador angular que obtuvimos en la ecuacidn de Schzﬁdinqer., obtene—
mos los eigenvalores de la ecuacidn radial en forma aproximada.

El problema de la interaccifn entre una carga magnética g y

una carga eléctrica e, puede eatudiarse clfsicamente en la aproxima—

.
cidn no relativista, partiendo de 1la ecuaciSn de Lorentz para la
fuerza

T e(®~ 18] 2.1
en donde E y B son los campos eléctrico y magnético generados por la

carga magné&tica. El campo magn&tico generado por una carga magnética

g fija en el origen es:

PS
B - %‘- (2.2)

mientras que el campo eléctrico es nulo.

Sustituy la i5n para el campo magnético en la ecuacidn

para la fuerza obtenemos:
Wt o oem e T (2.3
= = Lok 4 €S
y de aqul vemos que la torca estf dada por
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- = - =
TaTwF =R (evtr-—eedd. 22§ (z.9)
de donde - a ?.“_ y el vector de momento angular no se conserva. (1)
Sin embargo, los tos escalares

E.®s0 T -t=0
vemos que la energfa cinética de la partfcula permanece constante. Por
otra parte, el cuadrado del vector momento angular tambi&n permanece
T T T AN
Usando que

-}k(?\‘xfﬁao (2.5)

e integrando obtenemos: .
% Uttty ot (2.6)

en donde hemos escogido el origen del tiempo como el momento en el

cual r toma su menor valor posible xr, = a. a la isn
(2.4) e integrando por partes, obtenemos:

E LS & 2.7

TRE = LTy C v

siendo & un vector constante gque se define a partir de las condiciones
iniciales (2). Ademis tenemos que:

~ -

CeCz= (2.8)
y el vector de posicidn de la particula I£oma un &ngulo constante con
el vector C.

La trayectoria de la partficula se encuentra entonces sobre la

superficie de un cono circular recto. ibir 1la i8n

(2.7) come V¥R WE 20 F 422 E) A TR TR

en donde “$’l‘r‘;‘: - Ef‘?]‘o Y *‘{: = 2‘-1‘? (2.9}
X
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lo que significa que el vector de posicidn efectfia una rotacifn alre..
dedor del orige’n con una velocidad angular \;‘I -:“ y podemos enton.
cea identificar a mf como un momento angular de interaccidn.

Las ecuaciones (2.6)y (2.9) proporciconan una descripcifn completa
de la trayectoria de la partfcula.

Desde el punto de vista de la meclinica cufintica no relativista,
el problema de la interaccidn entre una carga el&ctrica y una carga
magnética ha sido estudiado por varios autores (3). Consideremos pri-
meramente, el tratamiento que utilizd Dirac (4) para introducir la idea
de los momopolos magnaticos en el marco de la mecinica cuSntica no re-
lativista.

En mec@nica cuBintica no relativista, asociamos a la partfcula una
funcién de onda "?- ‘vl_i,t) cuyo m&dulo al cuadrado nos da la densidad
de probabilidad de encontrar a la partfcula en un determinado lugar X
al tiempo t. De acuerdo con esto; podemos multiplicar a la funcibn
de onda por un factor de fase y de esta manera obtener otra funcidn
de onda ! (!.t) cuyo mSdulo al cuadrado coincide con el anterior.

‘“‘= S A\ 2.10)

Sin embargo’,‘ si el factor de fase por el que multipliquemos es

una funciSn de las coordenadas y del clenpo‘,' ‘ S‘L‘.e) » i-(‘\,“u‘

', l1a ién (2.10) sigue siendo valida, la ecuacidn

de onda que satisfacen las diferentes funciones ya no son las mismas
puesto ques: *

AL D i¥ED :‘m‘ Y

IR e )’l&‘.e "}‘ e (33 .‘“.']‘2 2.11)

en donde “s ¢ cvas (2.12)
v %L 34,5
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Supongamos ahora que la funcidn ‘L’ nt) e8 real y adem&s

3, nV\;Lﬂdf *0 (2.13)

Consideremos ahora la ecuacifn de Schr8dinger para un electrdn

tal que

que se mueve en un al ico definido por el potencial
A'-(D:J). La ecuacidn diferencial que satisface el electrSn en
presencia de campos; se obtiene de la ecuacidn para el electrSn libre
utilizando.wmcoplamiento nInt-:; lo cual nos lleva a la sustitucidn:
3 2
— =. - ie A. (2.14)
A% WL wme
El cambio en la forma de la ecuacidn de onda, introducido por

1a ia de un p tal ial, (ecuacifn 2.14), es del mismo

tipo gque el introducido al multiplicar a la funcifn de onda por un
factor de fase no integrable (ecuacidn 2.11). De hecho, estos serin

iguales si se cumple que:
[ 3
e H (2.15)
Ki "o A

1o que significa que introducir un factor de fase no integrable es

icos, si e v

equivalente a int ir po iales elec
cuando &stos satisfagan la condicidén dada por (2.15) .
El cambio de fase en un circuito cerrado es:

(b‘)msgs v““"‘—.h S}Qm&-—t S"ﬂ A% (2.16)

en dondeﬁ es e! co. Vemos que el cambio en

la fase de la funcidn de onda es igual a un factor numérico = {.,
<
multiplicado por el flujo magnético que atraviesa la superficie ence-—

rrada por el circuito. Debido a que podemos aiadir n(“l un miiltiplo
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entero de 2T y el resultado no se altera, entonces escribkimos la

ecuacisn (2.16) como:

(O )i +24E = —%S;ﬁ.&; 2.17)

Si tomamos un circuito pequeiic y * es una funcidn contfnua,

entonces (uh“ ¥ &"i& tambi&n &n peq ¥ ri

n=0. Sin embargo,

podemos tener una funcifn cuyo valor sea cercano a

cero y cambios pequefios en &sta a

P a cambios grandes

en el factor de fase. Por ejemplo, si la funcidn de onda de que se trata

es * -y * i.xz . entonces, la funcifn de onda se anula en el origen

y adem8s es contfnua. Si un p fio circuito gue encierrxe

al origen y calculamos el cambio de fase que se ha llevado a cabo, encon

tramos que este es de 2% . Para que la funcifn de onda sea cero, es

necesario gue tanto xy como xz sean cero, condicidn que se satisface

.
a lco largo de la llamada 1lfnea nodal. Al tomar un circuito que encierre

a 1a 1fnea nodal, el cambio en la fase de la funcibn de onda serf en

general un miltiplo enterc de 24 aun cuando la funcibn de onda sea

contfnua.
Si aplicamos (2.17) a una superficie cerrada, tendremos que

( Of) =0 , ya que el perfmetro se ha hecho cero,

entonces:
L3

“——Q—S"i-&-?‘l.“ (2.18)
“e
el cambioc en el flujo estari dado por una suma de t&rminos de la forma

2nY¥ ., uno por cada lfinea nodal gue atraviese la superficie. Pero, si

una lfnea nodal entra y sale de la superficie, sus efectos se cancelarfn

y tendremos contribuciones no nulas solamente por parte de las lfineas
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que terminen dentro de la superficie. Estos serSn puntos de singulari-

dades del campo (fuentes). To! do una de est singularidades, al

£flujo magnd&tico que la atraviesa es:

é{i -A's'—"-‘-"—‘{v Ge 2Ty (2.19)

en donde g es la intensidad de la carga magnética encerrada dentro de
la superficie. De la ecuacién (2.19), obtenemos la regla de cuantizacibn

de pirac:

T \;9: =% M=o, \ e (2.20)

Que muestra que el momento angular de interaccisn m esti cuantizado.
Resclvamos ahora el problema de un electrdn en presencia de un
monopolo magn€tico. Para ello es necesario encontrar un potencial vecto-—

rial que iba al lo. Para ob rto,

calculamos el tensor

antcisimétrico de Maxwell F*o para una carga eléctrica fija en el

espacio y conociendo &€ste, obtenemos su dual Toe mediante:

- C3 v

‘!- L I ,):eﬂt F‘N (2.21)
El cuadrivector de potencial dual A% (P, %) es tal que

Ee SRR

Combinande las ecuacicnes (2.21) ¥y (2.22) obtenemos las ecuaciocnes

que definen al cuadrivector de potencial dual
"~
Ba-od-1 R
—
[, §

(2.23)

<>cml?-(e/x:2 )? . B =0



Ahora bien, el vector D=

.Y I a v

= con n un vector
L - L*-m

unitario arbitrario, es tal que (gy :

SRS

¥ por lo tanto podemos escribir:
~ o - ~
A2 q o) (2.25)
en donde g es la intensidad de la carga magn&tica.
Consideremos ahora a la ecuacisn de Scr8dingex

HY= ey (2.26)

y desarrollemos el operador Hamiltoniano en aproximacién de Pauli

(ecuacibn 1.28),

We 2X - aaT-ge, 0o

en donde m es la masa ducida del si.

. my el la masa del electrdn
Y g es la intensidad de la carga magnética.

utilizando la regla de cuantizacifn de Dirac podemos escribir:

“S%;A\;'t‘?- ﬁ- ﬁ (2.27)

Twe T°

(e atdumlen . e
ya que, en das cas X = (0,0, m"\'” ).

¥ escribiendo el laplaciano en coordenadas esféricas

donde :

o -3 _ et > [rovy x (z.28)
(reafa-Vilhe LM toanime, | B
Construimos ahora el operador de momento angular de Poincaré

Wads Tam - pld

(2.29)

(2.24)
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en donde r.*..; es

el momento angular de interaccidn asociado al campo
electromagnético.
- -

Las componentes cartesianas del operador d

son:
cos@®

9 = Ix - Csen e

& =% - ‘.292_!_

s oY X ) (2.30)

a_ = L

2.31)
Ademis satisface las reglas de conmutacidn:
- -
4, , a -1 &g .
L £l j‘ iw & (2.22)
Sustituyendo (2.31) en (2.28) obtenemos:
3 - (Y Y
(e- eAT>- & Ay dov Ak éte)
de donde, la acuacidn diferencial a resolver es:
> T LI N 3 ¥ (2.33)
e T S ol
B Lw‘: 3 “‘r-. * ]‘{'

Si la masa del monopolo es mucho mayor que la masa del electrdn,
entonces ma m, Y el t&rmino del potencial queda como:

- Wend®) /e

que es independiente de la masa. Para que este t&rmino dependa de la

masa, es necesario ¢ue la masa reducida del sistema sea diferente de la
del el Yy es rio consi ar un si polo p do—
nicleo.

En tal caso, el t8rmino del potencial dependiente de la masa puede
ser lo suficientemente grande como para que el potencial llegue a tomar
valores negativos,

tenifndose entonces un potencial atractivo,
e} origen,

singular en
el cual puede provocar que se presenten estados ligados para el
sistema ().
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En el caso general, la ecuacidn diferencial a resolver es la ecuacidn

(2.33). Para resolver la parte angular de &sta procederemos de manera simi-

lar a la utilizada en el capitulo I do di 1i

el operador angu—
ecuaciones (1.36) a (1.41).
Definiendo al operador A mediante la combinacidn:

lar del Atomo de HidrSgeno relativista,

~A= QA P)s 6, TF ., Gwes ¥R (2.34)
Yy utilizando que;
d%a LIy — (e ¥Fd) (2. 35)

¥ que el anticonmutador {L\Qm,hﬁ'\ = -
a diferencia del casco del S&tomo de Hidr&geno relativista

.en donde
{(\"t‘ .Q_Q\ -0 . obtenemos: Atz L\Q‘-;)‘-y Gue- LW bur
de donde Ay AsdVe'eps-#2y podemos escribir
4t PGB F e R A= G d2pag,- 1 (2.36)

Construyendo ahora el d de
que cumple las relaciones:

BLHW=0 |, M Xlsco , (Janleo
Gee 3= £ Qeg) . jsd=y

-
angular total 5 = 4 +1/2@®

obtenemos los valores propios dal oprerador A‘ Y A -
R¥s TUR 4 6, —2pe&nd Y (2.37)
- (2.38)

AV - "i\“ &‘;—whr ¥ d=is

Sustituyendo en la ecuacidn (2.36) obtenemos finalmente:

W: P e @) P= (B JS Gt ) ¥ (2.39)

que para el caso de un monopolo pesado y un electrdn se reduce a:

Qh2-pe?) W. LGty 5 m] b ¢ (2.40)
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independientes de la masa, como mencionamos anteriormente.

Habiendo diagonalizado el operador angular, la ecuacidn radial a

resolver es: 'Y
wRl) -%‘_--\,-%J ~ M‘Be\-] LI

NMaad s Uesdi-pt 3 QU1 Smtbortt)
ecuacidn que puede reescribirse como: - -
VRS e R - O oimiintnee , We - -%
¥y cuyas soluciones son las funciones Bessel modificadas (7) x“(k:) .
(kr) -

Escribiendo la solucifn como:
RraJFE Jalvrhb [EZ waon
con q= Rﬁ* vemos que es la misma solucién que la obtenida por Sivers
(® . y es tal que para que se presenten tad 1i a es

en donde:

. io
que qg& 0. Entonces:
Oaafe G s Jiar e 4§ < ©
lo cual puede suceder para valores sufici te gr de ¢ .

De acuerdo con los resultados de Sivers, una aproximacidén a los
niveles de energfa es:

X 10O o Goe hurt)

BUaH>= (2.41)
rwn®
en donde hemos :o-udo'& -a-;— correspondiente al valor no trivial

mé&s bajo n=1 en la cuantizaciSn de Dirac, y r, es la posicidn de 1la

barrera infinita que debe introducir para evitar la singularidad en el
origen (&sta aparece solamente al considerar el caso ¢ menor gue cero).
Para r los ei

lores de la ecuacidn angular que obtuvi-
mos con los obtenidos en (#), es necesarioc tomar j=d + 1/2 =1,3/2,2,..

b4 de 1la idén (2.39) tenemos que para ‘&- 1/2

T itied {UDap- o

resultado que coincide con (#) para el caso mP1 .

La ventaja que tiene esta manera de resolver el problema as gue
no es necesario conocer la forma explicita de las soluciones para
obtener los eigenvalores de la ecuacidn angular y esto simplifica
considerablemente los c&lculos.
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APENDICE AL CAPITULO IT

En la referencia (6), Sivers, estudia el problema de calcular los po
sibles estados ligados para un sistema formado por un monopolo magnético
¥ pPor una carga elfctrica con momento dipolar magné&tico.

Partiendo del Hamiltoniano en aproximacifin de Pauli

Y- o l%?‘.* “""ﬁ”ﬁ ."‘—‘-%‘."\‘\‘*.iﬂﬂaﬁt-\’\ﬁ (an

1a ecuacién de Schr8dinger es separable en una parte angular

{’—‘S &a‘fg!—o & ~ &- 'l-?\\- l')q - “*.Q\\“{.,“. _’“’) (A2)

y una parte radial

[‘ #&y&\q ‘E‘g .‘I-\n“u\“uﬂ- 1BRY (A3)

Resuelve la ecuacidn angular para el caso en que el momento dipolar
magnético de la carga es nulo, obteniendo las eigenfunciones

Loy f 139 = Wk, 1)
Y"“ == Q“’ e bl

Weons, (ad)

Y los eigenvalores

(AS)
g CRWCU | T COTEI R S I { TR DRV PRPRT IS O B
los cuales resultan ser positivos definidos. Al imponer invnriancia ante
rotaciones obtiene la condicifn de cuantizacidn

. _l. [P W N (A6}

Para resolver la ecuacién angular cuando el momento dipolar magnético
es diferente de cero, Se hace un desarrollo de las soluciones en t&rminos
de las scluciones para el caso con '\'“-o {momento dipolar magnético nulo)
¥ expresando las funciones de Wigner en términos de los polinomios de
Jacobi, obtiene los eigenvalores (para el casc con Ry 0)

| SRS USERUER | oS P (NN o SR PRI § "ty

cuyo menor valor es:

Prar 2- ‘_1, €Y _*‘“‘r’\h (a8)

¥ puede llegar a-tomar valores nagativos.

Sustituyendo en la ecuacifn radial, se tiene Que para valores nagae_i;

vos de ' . €8 necesaria la inclusidn de una barrera infinita de potencial

a una cierta distancia del origen, con lo cual la ecuacifin radial a resol
ver es:

‘:"‘ - * < "l-"‘x‘i\lﬂ 2wk WY (a9)




(36)

siendo sus soluciones

W= 7 laiTedvcawndsd)  pa(@oel® o

Las funciones ‘Pn° tienen ceros para valores reales de $ y es

antonces necesario que el eigenvalor de la ecuacifn angular sea menor que
-1/4 .

La posicifn de los ceros puede aproximarse si utilizamos el desarrollo

asintStico
7 Meo- 41 e A ESP) o

y un valor aproximadoc para la energfa de ligadura seri:

*0!

(A12)
B = awmg> reh
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INTERACCTION RELATIVIS TA

CARGA MONOPOLO
En este capftulo estudiamos el problema de la existencia de los

posibles estados ligados para el sistema carga — monopolo, en las si-

guientes aproximaciones: primero, consideramos un monopolo tal que,
al

arse libre de espin, Yy que ademfs es rucho mis masivo

que la carga eléctrica, de tal

a que p en el sistema

carga_monopolo pesado como un sistema formado por una carga eléctrica
que se mueve en un campo electromagnético dado por el monopelo fijo
en el espacio. Para la descripcidn de este sistema debemos utilizar
a la ecuacidn de Dirac, para simplificar el anfilisis, estudiamos 1la
ecuacidn de Van der Waerden.Dirac. °Posteriormente, consideramos el
caso opuesto en que tenemos un monopolo sin eapin; pero que ahora es

mucho mis ligeroc que la carga eléctrica, debemos entonces utilizar a

la ecuacidn de Klein.Gordon.
Resclvamos pues; el problema de la interaccibn carga-monopolo
pesado. El potencial que sentirf la carga eléctrica serf solamente la

parte vectorial ya que el potencial escalar generado por la carga

ética es prop ional a su velocidad.

El término de interaccidn entre el campo magnético y el momento

magn&tico del electrfn, aparecerd en forma natural al utilizar la

ecuacidn de Dirac. Se podrfa introducir un té&rmino de interaccidn entre

el momento magnético anSmalo del electrdn y el campo magnético, el
cual puede ser muy importante al considerar regiones del espacio muy

cexrcanas al origen (1). Al hacerlo, se obtiene un potencial que contie.

o
ne un término proporxcional a..ﬁ'. repulsivo, siendo @, proporcional
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al to tico &

lo del electrfn, y por lo tanto, es may

pequefic (comparado con el término en 1/c2

)salvo en regiones del
espacio muy <erxcanas al origen. Supondremos por el momento que

es vAlido despreciar estas contribuciones al potencial. Al hacerlo,
obtenemos para nuestro problema la ecuacifn de Van der Waerden_Dirac,

en forma aniloga a la ecuacibn (1,34)
[ RN R Qo i - L ) g

Sustituyendo en &sata la expresifn (2.31) obtenemos:
2 RN el (3.2)
‘:1,-%\" _%“-’-‘L‘ Y~ -—r‘-‘- -1‘\’-0

Yy vemos que el t&rmino correspondiente al potencial dispersor es el

mismo que obtuvimos anteriormente (ecuacifn 2.33) para un monopolo
muy masivo y cuyos eigenvalores son siempre positivos -tomando r -1/2
¥ por lo r.anto-; el sistema electrdn - lo p do no o ni

estados ligados ni a t , sin 1

tar el valor de la masa
del lo si

pre y sea lo suficientemente grande como para
poder considerarle f£fijo en el espacio. Vemos ahora que el incluir

el té@&rmino de interaccidn con el momento magnético anSmalo del electrdn,
no anade nada nuevo a nuestras posibilidades de estados ligados o resoo

nantes debido a que se estarf{a afiadiando un tE&rmino repulsivo y 1a forma

del potencial seguirfia siendo del mismo tipo (siempre repulsivo).

Pasemos ahora al caso contrario en que tenemos un monopolo mucho
wmis ligero que la carga el&éctrica. Suponiendo comoc antes gue la carga
magnética no tiene espin

entonces deberemos utilizar la ecuacifn de
Klein_Gordon.

El operador cuadrado de masa del sistema es:



am)

we'y = ‘_(‘-’ QEQQ'?’- Ceh » 51\‘3 ¥ (3.3)
en donde h que el po ial escalar dual ; es -““:‘

siendo ilg a‘ al momento dipolar

&cico ae la

el&ctrica
fija en el espacio, y B el &tico por 1ia g
tica. Desarrollando la ecuacién (3.3) obtenemos:

\J -
(1..‘;5!3-)‘-_‘_‘» Ydnet & .0
b « qagcte
(¥ oY « & (a.s5)
<9 -0a®) =

en donde Ge r—‘—‘ b'4 “'-5

Sustituyendo la

queda:

{_ 5&-3-'(. \A-r-;‘&]qﬂ-“—*‘\ﬁu: &)
que difiere del caso anterior (ecuacifn 3.2) por el término . m(‘
¥ el valor del coeficiente de "?’

Diagonalizando el operador angular <de manera similar a la utilizada

al resolver la parte angular de la ecuacidn no relativista, obtenemos
los eigenvalores:

ELREIE EN S (U0 A2 Trowrwey | i
Debido a que el t&rmino proporcional a l/z‘ es atractivo, es

necesario introducir una barrera infinita de potencial a uma cierta dis-

tancia del origen. La posicién de eata barrera nos dari una wmedida de
la mixima distancia de acercamiento entre las particulas Por otra pacte,
va no es necesarioc pedir que el eigenvalor de 1la ecuacidn angular sea

negativo para tener la posibilidad® de que se

dos 1iqad

El incluir una barrera infinita de potencial, ademis de servirnos

para ar la exi

ia de soluciones para la ecuacidn diferencial
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ya no es necesario pedir que el aeigenvalor de la ecuacidn angular sea

negativo para tener la posibilidad de que se ten estad 11 a

El incluir una barrera de potencial infinito, ademfs de servirnos

para asegurar que existan soluciones para la ecuacidn diferencial, es

un reflejo de la falta de conocimiento gque tenemos acerca de los efectos

que se presentan al llegar a dis

as muy i -
Es importante notar gue los eigenvalores de la ecuacidn angular

son a su vez funciones de la energfa a través del t@rmino gque contiene

a €& .

La ecuacifn radial a resolver es:

9 g -
L e - 2 082 He ofanso

en donde

< @te

Uto = I\': iy Toed = G- 2 N cten)a o)

sSi queremos encontrar los posibles estados ligados del sistema,es
necesario que pidamos al potencial que cumpla con ciertos requisitos

come el de ser lo suficientemente débil para que no se presente 1la

paradoija de Xlein (2). Para ver como puede presentarse esta paradoja,
consi

un po ial unidimensional como el que sme muestra en la

figura

alpes srs ool e
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En al regifn I, la particula se encuentra libre y por lo tanto se

tiene una solucifn oscilatoria mientras que en la regidn II la probabi-

lidad de encontrar a la particula QA

P ial te. Ahora bien,

8l consideramos que el potencial varfa en forma adiabitica, podemos

obtener la forma funcional de la funcifn de onda. Fij&ndonos en 1la

componente grande Gni , t que se cumple:
L“-‘)'———_!qﬁ.——-@“)‘*a = —\c-.- e we) Wy

Si tenemos un potencial V que es localmente independiente de x,

obtenemos

Yo & expl ST -i8yy | axy (- W Ay

en donde

Fe's (B-NAy w8 - -wndt) (3.10)

2 Py
Si p es positiva tenemos una soluclidn oscilatoria, mientras que,

si pz es negativa tenemos una solucidn exponencial decreciente. Si ahora

h

ws que el po jal llegue a tomar un valor tal gque Va—- B 2 mc2

tendremos due pz es mayor gque cero, ya que en el lado derecho de la

acuacidn (3.10) ambos términos son negativos; por lo tanto tenemos que
la soclucién corresponde a una funcidn oscilatoria (como en el caso de
partfcula libre). Si queremos evitar que se presente &ste tipo de

raradoja debemos imponer al potencial que se satisfaga la condicién
bt 3.11)
N Lx, \ w ¢

con lo cual estamos evitando que se presenten fenSmenos como produccién

de pares.

Pe acuerdo con lo dicho anceriomente? el valor de r no puede

sar a.rbM:x-ario; si suponemos que &ste debe encontrarse entre O y 10 fm.
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amos que el valor de la masa del menopolo

compatible con la ecuacidn (3.11) es m = 1Hev/c2 ; pero, &ste valor
de la masa del monopolo no satisface nuestra suposicidn original de
un monopolo ligero comparado con la carga el&ctrica. Tenemos enténces,
gque en este modelo no podemos estudiar los posibles estados ligados
del sistema monopolo ligero - electr&n.

Sin em!‘tgo; en el caso en que haya una diferencia de signo entre
los t8rminos proporcionales a 1/::2 ¥y a 'l/x.-4 que aparecen en el potencial,
(ecuacifn 3.6)es posible que el sistema tenga estados resonantes.

El estudio de eata posibilidad es el objetivo del siguiente capitulo.
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CAICULO DE LOS CORRIMIENTOS DE FASE

En el capftulc anterior, utilizamos la ecuacién de Van der Waerden—
Dirac para describir un sistema formado por un monopolo muy n-stvo:
sin espin, y un electrfn que se mueve en presencia de &ste. Encontra.

mos que para dicho sist no se ni ! 1i a

ni esta_
dos resonantes debido a que el potencial en gue se mueve el electrSn

es siempre repulsivo. Por otra parte, al considerar la ecuacidn de

Klein:cox'don para el sistema monopelo ligero, sin espin, electrdn,

encontramos que t

J<! se pr estados ligados, peroc que en &ste
caso surge la posibilidad de que se p

r ias.

En &ste capitulo., hacemos el cSlculo de los corrimientos de fase

producidos por el po ial ai
atglaawng e DY (4.1
V(“.‘) = <« ‘4‘~t'_q'~ + O

con U(r) y MNIMNMWALY definidos por la ecuacién (3.9)).

Recordemos que en &éste modelo hemos truido un

angular

total J que conmuta con el Hamiltoniano, mediante el acoplamiento del
momento angular de espin del electrSn, el momento angular de interaccisn

que aparece debido a la pr ia del 1o

, Y el to angular
debido al movimiento del lo en el

po del electrSn. Esto es (1):

FT~TxW + 35, . * (4.2)

Construimos primero el operador d como:
=7 x¥ - p £

cuyos valores satisfacen gque (2) =

A-\t-pl=d, ), ---
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y acoplamos posteriormente con el espin del electrdn teniéndose
lag posibilidades {(en unidades con h =1):
jy=a + /2
j_ =-a . 1/2
Al diagonalizar el operador angular obtuviu;os los eigenvalores

PO s G- 3 (GaTeae e 30, it

de 4 a t que el

miento del potencial es radicalmente

distinto cuando tomamos el acoplamiento j+ © el acoplamiento 3Jj . ya

que al tomar j+ la parte correspondiente al potencial centrifugo puede

adquirir valores negativos mientras que al tomar j &ste t&€rmino es

simpre positivo y provoca una joroba en el potencial .

Notemos tambié&n que el p» ial depende Gni de P"-(%\‘
lo cual significa que los eigenvalores de la energfa son independien:
tes del signo de la carga magn&tica. Ademis, el potencial depende de
la energfa mediante el té&rmino proporcional a 1/:-2 . Para distancias
pequefias, el t&rmino 1/1‘4 domina al término »centrifugo” ‘|/x‘2 Y
esto provoca que (como mencionamos en el capfitulo anterior), debamos
introducir una barrera de potencial a una cierta dAistancia del origen
para poder garantizar la existencia de soluciones.

Para potenciales de la forma V(r) = v./zz + v./x-3 + v‘/z4 las
resonancias y estados ligados pueden darse en forma analftica (3) y
para potenciales gque involucran sclamente un‘ t&rmino de la forma 1/r4
repulsivo, la solucidn puede ser escrita en términos de las funciones

de Mathieu (4).

La figura 4.1 muestra la forma del potencial dado por la ecuacidn (4.1)

para cada uno de los tipos de acoplamiento.
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Debido a gue este sistema no admite estados ligados, en adelante
consideraremos Solamente e! tipo de acoplamiento j = j .

El mEximo del potencial se encuentra en

B BB TS L e Gy

y su intensidad en ese punto es:
(R \e
Ninoay s SSn Lrowi) 10 Y

Podemos observar que conforme aumentamos la energfa, la posicidn
del miximo del potencial se acerca a la barrera infinita, lo cual tie.
ne comc resultado gue el sistema se encuentre mis localizado. Tambié&n
vemos que la altura del mSximo aumenta con la energfa lo cual provoca
que la joroba sea mAs alta y que aiin para energfas 'grandes sigamos
teniendo efectos dispersivos . Para valores de la energfa suficiente-
mente grandes, la posicifn del miximo del potencial y la posicibn de
la barrera podrfan llegar a confundirse y entonces ya no habrfian cam.
bios de signo en el potencial.

Para evitar gque se presente esta posibilidad, es necesaric que
la posicién de la barrera sea una funcidén de la energfa, de tal forma
que el potencial en cuestidn presente siempre cambios de signn. Al
calcular los corrimientos de fase, encontraremos cSmo dependen éstos
del valor que tenga la posicifn de la barrera infinita.

La figura 4.2 muestra los potenciales obtenidos para tres dife-
Tentes valores de la energfa, manteniendo el restoc de los parimetros

constantes.
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En a la a de la ra del potencial, vemos que

conforme aumentamos la energfia la barrera se hace mA&s estrecha.
La tabla 4.1 muestra la variacidn de la posiciSn de los miximos

del potencial asi como el valor de &stos en funcidn de la energfa

para el caso monopolo ligero sin espfn y electrSn.

Energfa (Mev) Ry (Em) vZng,,) Mev®)
100 14 9900
500 6.2 248000
1000 4.5 2952000
Tabla 4.1

de proceder

Para estudiar las xr ias de un si se

de varlias formas, fina de las mis comunes es la de asociarlas con los

polos de la matriz de dispersibn (5,6,7). E1 punto gue todos los
tratamientos tienen en comfin es que la r&pida variacidn de la seccidn
aeficaz de dispersidén alrededor de la energfa de resonancia E. estli
relacionada con la existencia de un estado cuasi ligado del sistema
blanco proyectil con energfa igual a la energfa de resonancia.

Si lanzamos un proyectil con energfa E = Ex‘ , entonces éste puede

And un estado metaestable y es &sta

ser capturado o> 1

posibilidad la responsable de las violentas variaciones de la seccidn

eficaz con iu energfa.
Antes de calcular los corrimientos de fase producidos por el po-

tencial dado por la ecuacidn (4.1) » consideraremos el casc de un

potencial dispersor del tipo P/z2 .
ién

La razfn de hacer &€sto : es que

e, »
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analfitica para los corrimientos de fase y conociendo esta, comparar
con la solucifn numérica que involucra el cSlculo de funciones Bessel
(kr) y ¥ _ (kr) asf como una integracisn numérica de la ecuacidn

Jﬂ '.‘

ai ial vy asf una manera de estimar la preaigisn de

nuestros c8lculos.

La ecuacifn diferencial radial a resolver para la onda parxrcial §

. %%-“ - l\h:):‘]u.‘o (4.5)

En ia de po ial ai 80Y, la solucidn puede escribirse

como una combinacidn lineal de las funciones esféricas de Bessel
Witry = AL Lteas Bl N u) (4.6)
imponiendo ahora la condicifn a la frontera \”.(’)- © Vvemos que B(k)=0

de donde:

Wl = Al) \ \en)

que asintSti e se porta como sen(kr -88/2) (4.7)

Ahora bien, escribiendo tled+p= \)‘—.l. vemos que la solucién mis
general de la ecuacidn (4.5) es de la forma:
Q
Uyl = [A(.L)J,,h.ﬂ .ggnyim\]{r (4.8)
e imponiendo la condicién U9 =0 nos queda:

WUy D= A‘ (AN Uv‘-“')

que asintdti te se ta como:
AT Ul
Wt = A {W‘ (e VR -T)ve v(lhf')} (4.9
a0t

Obtenemos el corrimiento de fase s. comparando las ecuaciocnes

4.7y v (4.9)

‘-"-:{‘[(‘-*i\— J(H-k)y * 1 (4.10)




(52)

vemos que si no hay potencial dispersor, el corrimiento de fase es

nulo, si el potencial es repulsivo, el corrimiento es negativo y si
el potencial es aczaccivo; el corrimiento es positivo. Para que &sta

Gltima posibilidad tenga sentido, es necesario que

\plaluegy

¥a que de otra forma, se tendria una singularidad atractiva en el

origen, en cuyo caso la particula llevarfa a cabo un movimiento de

tipo helicoidal con cada vez mayor frecuencia angular y la solucibn

de la ecuacifn no estarfa bien definida en el origen (4).

Una manera de evitar este problema es introducir una barrera

infinita a una clerta distancia del origen (8), al hacerlo, se obtie-

ne una ecuacibn radial similar a la obtenida al estudiar el casc no

relativista. Sin embargo, debido a que este tipo de potencial no

pPresenta cambios de signo; no es posible gque se presenten estados

ligaa ni x t

para el sistema.

Un punto que es interesante hacer notar, es que los corrimientos

de fase 4 por la

&n (4.10) son independientes de la energfa
y dependen solamente de la intensidad del potencial dispersor ’/‘l_
Para calcular numéricamente los corrimientos de fase producidos

por el potencial 'lf" escribimos la solucidn como

Wun s 7 AT e s Y, (w0)

vy definimos el corrimiento de fase mediante la expresidn (6):

Tan Sun B

Escribiendo l1a solucifn en dos puntos sucesivos y sustituyendo

en (4.11) obtenemos:

Yo § o N Taeg v -2 Jr, Jy et
T2 Yoy W) -2 0, Yoay e Fand)

4.12)
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siendo g el cociente entre las soluciones en puntos consecutivos

Q.- Ml .13
[FY TN
Para encontrar los corrimientos de fase dados por la ecuacidn (4.12)
es necesario calcular las funciones de Bessel J _(kr) } (kx) lo
%Y * ey
cual hacemos a partir de (KLEIN) un programa que primeroc calcula las
funciones de Coulomb F&(q,x) . q‘q,x) ¥ a partir de &stas obtenemos

las Bessel mediante la relaci&n (9)

o (TLR I—.,’-; Fayqlo

Ve o - T G0

Ademis debemos calcular la solucidn de la ecuacidn Qiferencial
en puntos sucesivos Toov Thaa lo cual hacemos utilizando el m&todo
de Noumerov (10).

La razdn por la que hacemos el cflculo num@rico en este caso,
es por que al tratar el problema de una carga magn@tica sin espin, la
cual interacciona con una carga eléctrica mucho mis masiva, la solucisn
asintdtica es expresable en t&rminos de las funciones de Bessel de
orden real y puesto que ahora tenemos una expresién analitica para los
corrimientos de fase, podemos comparar la solucién numérica con la
S0lucién analftica y de esta manera tener una idea acerca de la preci-
8i8n de nuestro calculo.

Tabla # 4.2

Lambda Beta Delta anal. Delta num. DA/DN
1.8 2.25 «0.67625 ~0.67325 1.0044

1.8 4.30 =-1.21306 ~1.21020 1.0023
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De la tabla 4.2 vemos que los valores calculados numricamente
sSe encuentran razonablemente cerca de los obtenidos en foxrma analitica

siendo 1la diferencia al 18 y adem@is, si g

v en

principio, incrementar la precisidn de nuestros cSlculos.
Pasemos ahora al cilculo de los corrimientos de fase producidos
por el potencial de la ecuacifn (4.1). La ecuacidn diferencial radial
. et
_\.i - DD :‘_'-___‘ x MV | CETP
- (™
haciendo el cambio de funcidn yims ‘g- obtenemos la ecuacibn:
(4.14)
LI (ORI T PR 3 RO S0
ﬂ-‘\"

que salvo por el término ptopozcional a 1/z es de la misma forma que

a resolver es:

&

la ecuacidn (4.5). Para valores grandes de r, el término en 1/1‘4
tiende a cero y es despreciable comparado con el término"centrifugon
¥y en esa reqién: la ecuacidn (4.14) se reduce a la ecuacidn (4.5).
Entonces, la solucidn asint8tica de la ecuacibn (4.14) esti dada por
las funciones Bessel de orden real -‘.L.‘(kr) ., “A\(kt’ . Si consideramos
al término tiade+plilcomo ue potencial centrifugo “efectivos, tendremos
que los corrimientos de fase serfin medidos con respecto al nimero
LUn)¥pLB) . Esto tiene como consecuencia que el potencial dispersor
no serid el dado por la ecuacién (4.1) debido a que le estaremos
quitando la parte correspondiente a P\8). Si por otra parte, toma-
mos el caso en que no hay potencial dispersor, ( ‘A =0 y U{x)=0), la
ecuacidn (4.1) se reduce a LR ¥ e ¥y la ecuacidn diferencial

radial a resclver es la ecuacifn libre

%‘f“- - MVjuso
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cuyas soluciones estin dadas por la ecuacidn (4.7). Es entonces
razonable el medir a los corrimientos de fase con respecto al momento
angular orbital aungue este no sea un buen nGmerco cufntico y no nos
sirva para caracterizar a los estados del sistema.

Para calcular los corrimientos en forma ca,

P de
manera similar a la utilizada en el caso anterior, con la Gnica dife_
rencia de que ahora las soluciones numéricas gue obtengamos serin
solucisn de la ecuacifn diferencial radial (4.14) y no de la ecuacidn
diferencial radial (4.5).

Los corrimientos de fase asf obtenidos se muestran en las
figuras (4.3) y (4.4) para diferentes valores de r, -

Podemos notar que los corrimientos de fase resultan practicamente
independientes de la posicifn de la barrera siempre y cuando el valor
de r_ Sea menor o igual a 1fm. Para valores grandes de . la situacidn
cambia dristicamente, haci@ndose los desfasamientos altamente dependieﬂ
tes del valor de x‘o - Esto podemos entenderlo si consideramos que la
barrera infinita que hemos introducido es vista por la partfcula inci_
dente como una esfera dura,.Si la esfera es pequefia, comparada con la
longitud de onda asociada a la particula incidente, el proceso de
dispersifn serid pricticamente independiente de &sta, pero, si la esfe-
ra es grande, entonces sus efectos serfn cada vez mis importantes.

Obtuvimos tambi&n los corrimientos de fase producidos por un mudn
(maga 105.659 Mev) sobre un monopolo ligero sin espin. Las expresiones
para los corrimientos son las mismas y la finica @iferencia estid en el
valor de la masa que interviene en el factor & = £_‘(.‘

A partir de la expresifn para el término centri{ugo, vemos que



a el caso 3_=0,

r _=0.01fm
)

av)

FPIGURA {4.3) .
Corrimientos de fase par.
del proceso monopolé ligero = elactrén.
pelta (radianes)
MSaulo pi
100 L200 30 400 En

-1.0

.



FIGURA (4.4)
zo—0.00'I

Delta (radianes) Corrimientos de fase para el casoc j_=O.
- dal proceso minopoli ligero = electrén.

M&aulo pd.

Energfa (vev)

100 20

-1.07
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para energfas menores a 200 Mev ¢ & 1 mientras que para energias altas
digamos de S00 a 1000 Mev sus valores se encuentran en el intervalo
2,56 &€ 4 5.0 y son comparables con los valores que puede tomar el

momento angular. Al r la gfa es

io tener en cuenta
un mayor nGmeroc de valores de j para describir el proceso de disper-
s8idn. La tabla # 4.3 muestra la variacifn de 1la posicifn de los

miEximos del potencial asf como el valor de &stos en funcifn de la

energfa para el caso lo liger S

Tabla # 4.3

Energfa (Mev) Rw(fm) V2 (Rm) (Ihvz)
110 4.39 23.10
150 1.44 2012.57
200 0.94 9011.79
300 0.69 38051 .54
400 0.56 87146 .37
500 c.48 156296 .27
1000 0.32 802871.94

Podemos notar de la tabla anterior que para el caso monopoloc li-

g 1 . e1 amiento es similar al observado para el caso

lo 1d Sn con la Gnica diferencia de las intensidades de
los maAximos. Por otra parte : notemos que en el eigenvalor de la ecua-
cidn angular aparece un radical y si queremos que el potencial disper-
sor sea real, es necesario gue el radicando sea mayor o igual a cero.
Esto impone la condicifn de que para j;-o', el menor wvalor de la enerx-

91a sea: ¥ wact & B> waucd v
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Yy no podemos tratar de utilizar el teorema de Levinson para investigar

los estados ligados del sistema.

Debido a que en este caso no contamos con una expresidn analitica

para los corrimientos de fase, utilizaremos un método aproximado (WKB)

para calcularlos y poder asi comparar con nuestros resultados numSri-

cos. Es de esperar que encontremos diferencias entre los resultados

nunricos y los que resulten de la aproximacisn, pero si los corrimien
tos de fase han sido calculados corractamente , las diferencias deber&n
sexr pequefias, al menos en la regifn de energfas en gque se supone vilida

la aproximaci&n.

El uso del método semicla@sico para el cdlculo de los corrimientos

de fase pro 1d0s por po iales singulares, ha demostrado ser de

gran utilidad en trabajos anteriores (4).

Hicimos el cflculo de los corrimientos de fase con el método
semiclisico para el caso en que &stos son medidos con respecto al
potencial centrfifugo "efectivo™ W) 4pR)Y los comparamos con el

cflculo numérico para ese mismo caso en las figuras (4.5) vy (4.6)



>
dealta F I GUTRA (4.5)

(radianes) :
Corrimientos de fase medidos con respecto a

el t&rmino MM con j_=0 , r,=0.01 para el
procesc monopolo ligero -electrén. Calculados
por medio de la aproximaci&n WKB.
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APROXIMACION SEMICLASICA.

1.a aproximacisn semicli&sica consiste en proponer una solucifn de la

forma

&
Y. € <4.13)
la cual sustitufmos en la ecuacién de Schr&dinger @B y hecho esto
escribimos U como una serie de potencias en 6.
A orden cero en $ obtenemos:
| 72 ts,‘ml. -Nth) O = « S“‘) dx (4.14)
Para que la aproximaciSn semiclSsica sea v&lida, es necesario que

‘\\ - \‘u o bien, en primera aproximaci&n que -‘—-‘\ %\‘(‘

Esta

siendo N la longitud de onda de de Broglie de la partfcula.
condicién indica que la longitud de onda de la partfcula debe variar

lentamente en distancias que son del mismo orden que ella misma.

Conservando t&rminos a primer d en # obt.

T\ = -.{.\." (a.15)
En esta macisn escribirs:
‘?= K- e {Sﬂ“‘ - c-&Swh (4.16)

en regiones del espacio clé&sicamente inaccesibles, el impulso de la
partfcula es imaginario y la ecuaciSn anterijior se transforma en

W- (<) e‘*\*h ek rpenvis 4.17)
Consideremos n}?‘zcl caso en que tenemos un punto de retorno en

M=a, esto es U(a)=E, y ademis supongamos que U(x)» E para x > a.

La funcidn de onda deba ser de la forma

c
*a mmam— Q
T e
(4.18)

RO
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Para calcular los coeficientes que aparecen en estas ecuaciones, es

necesario que si el

ento de la funcifn de onda desde va-
lores positivos de x-a hasta valores negativos. Al hacerlo habremos de
pasar por regiones del espacio en donde el criterio de aplicabilidad

de la aproximaciSn deja de ser vilido ( nos

a x=a)
Yy es io

la soluciSn exacta en esas regiones.
Podemos evitar esta dificultad si consideramos a la funcién de onda W

camo una funcifn de la variable compleja z y rodeamos el punto de retor-—

no mediante un circuito tal que si nos sufici

alejados de x=a , y de asta manera se satisfaga la condicibn de aplica-

bilidad de 1la imacifn. Al lo se obtiene:

A3 eﬁ ml‘t iﬂ‘l deo ‘\ “ea (a.19)

mientras que si el

a la igzquierda, la
funcifn de onda es de la forma:

(4.20)
2. -
= -
W= = s L enmag) xve
Egta expresifin nos df el comportamiento asintSitico de la solucién y
Ppodemos calcular con ella los corrimientos de fase en esta aproximaciSn,

siempre y cuamdo calculamos el impulasoc de la partfcula con el potencial

efectivo. Sina . el de r e

al origen, ya no 1 © COmMO un punto aislado ya que el
término f£fugo p una singularidad en el origen. Para resolver
esta dificultad, Lar (8. P que se haga el cambio de variable

C= el con 10 cual la singularidad del origen es trasladada a — @&

Y

al p de r com un punto aislado. El
efecto neto de hacer la transformacisn

por L g . @8 que
debomos reemplazar S fieV) Por (l..\‘\‘ para obtener el impulso gene-—
_ xalizado. wWiias T - _\...%t
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Ya gque hemos visto cual es la forma de las soluciones tanto a la
izquierda como a la derecha de los puntos de retorno, consideremos el

caso de un potencial que presenta las condiciones necesarias para que

se tad tes.

T N

1

Utilizando la forma aproximada de las soluciones en las regiones compren-—

didas entre los puntos de retorno y a la d ha de . b z

R0 3_-\.? tk‘ ex plt 3'..“1) &) A Ko« vkt &&)&i} (4.21)a T™Ba

2 . . .
‘al‘-ﬂ.‘k\dﬁh) v s‘-ol-‘\‘.h‘"")& I S

{(4.21)c
3t .
= —3'—-‘.__.“ lt.‘b!tskb‘ﬂ&\~ e anelal .!..ma.)} PR
con A', B*', C* e&. las amplitudes que se indican en la figura.

Para un potencial de tipo oscilador armSnico NO) = Y t*)#&l(‘-#

el corrimiento de fase resonante uﬂ esti dado por (#):

N et A
o l(ﬂ"ﬂ\"‘«\ 5 Yo oae- O

Yy la forma asintStica de la soluciSn es:
-
Y, (et W lunde et o (" .22)
Tl i Sl

que puede escribirse como:

Y (4.24)

Yeta = —\f—_-\j;- S Vec- O an)
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ecuacidn que detine al corrimiento de fase para la onda parcial 1.
Comparando esta expresifin con la ecuacién (4.23) encontramos que los

corrimientos de fase para la onda parcial 1 estin dados por

. . a.25
o G \ \.\m&-\. Yy «.\‘:‘—&p} (-2
en donde vemos la apariciSn del llamado término resonante.
Tomando el casc en que la energfa de la particula es mayor que la
altura m&xima del potencial, el corrimiento resonante queda dado por
&h - Ag —".

¥ podemos escribir el corrimiento de fase como:

f
= \.:3:. & Lb.m&- Banr 4 vk _"u} (4.26)

que coincide con el que se obtiene al tener un solo punto de retorno.
El efecto interesante del corrimiento resonante, sSe presenta cuan—
do la energia de la particula es menor gue la altura mixima del poten—
cial, ya que en tal casc es posible gue la particula penetre en la re-
gidn comprendida entre los puntos de retorno y se forme de esta manera
un estado metaestable, el cual decaeri despu@s de un cierto tiempo T .

La expresidn para el corrimiento resonante se reduce en tal caso

\:“ = Q.‘C‘BAA \_%"Q-u“\ h‘} (4.27)

expresifn generalmente pequefia, salvo para aquellos valores de la ener—
L
gfa para los cuales S =(n+.5)Y¥ con n entero, en cuyo <aso ‘:‘ crece

ripidamente llevando a cabo un cambio en ¥ radianes.

Para calcular los corrimientos de fase idos por el p ial
dado en la ecuacidn (4.1), hicimos un desarrollo del potencial en series
de Taylor manteniendo t&rminos de hasta segundo orden. Esta aproximacidn
ser8 vAlida para valores de la energia de la partfcula que se encuentren

cercanos al miximo del potencial, ya que alrededor del mSximo podemos
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aproximarlo por una parfbola.
Afoi‘tunadamente, en nuestro caso esta condicidn se cumple para

toda energfia ya que como vimos anter el

P ial de
la energfa, y la altura del miximo es proporcional a &sta.

Cuando el potencial dispersor no es cuadritico, debe reemplézarse
i po? :}e:i. en los elementos diagonales de la matriz que liga a
los coeficientes de las amplitudes a la derecha de los puntos de rxetor-
no con las amplitudes de la solucién entre los puntos de retorno.
Al hacerlo se obtiene para los corrimientos de fase resonantes, la

expresisén:

&"‘2 Qe \M {Ke'~ .‘\‘m‘ = “L.ti) (4.28)

TR Ve
E* 0T s (o ®
en lugar de la expresién (4.23).

Sustituyendo en la expresiSn para los corrimientos de fase (4.25)

obtenemos:

e "‘c"%ﬁ.&w 3o DA g

Los resultados obtenidos al calcular los corrimientos de fase con
la ecuacisn (4.29) se muestran en las figuras (4.7) y (4.8). Podemos
notar que la forma de los corrimientos en el caso de solucidn numérica
¥ en el caso de la aproximacifn WKB , es la misma y hay una buena
concordancia entre los resultados predichos por la aproximacisn y los

predichos por el c&lculo numérico.
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RESULTADOS 2 4 CONCLUCIONES

A partir de los corrimientos de fase que calculamos en el capftulo
anterio, podemos construir la secci8n eficaz de dispersién

para 1a onda parcial & mediante (1):

LIS LCLLL PR S (R1)
-
2 _ whwice
en donde R es el momento angular orbital y k< = -;g_‘-
que, endo de la forma en que hayamos definido a

los corrimientos de fase, &stos contendrfin o no informacifn acerca del
potencial centrifugo.

Como mencicnamos en el capftulo anterior, la menera correcta de

hacerlo es, tomar como potencial di al po ial singular y a
la parte corr diente del p ial centritugo, esto es, si escri-
bimos

G e Jieih si-tpy = Al0ABLEY r2)

siendo 1 el momento angular orbital y 3 = d-1/2 con d=abs (1-§ I=1/2,

3/2, ... b TR Y SPO

bl o
\*-n- l_ y o
entonces si AP 0 »lgi)e —1IQJW..('-\) , '.*(m

)

mientras que si 1 =0 "_‘)- L"‘)
siendo P (E) la parte del po ial ai. SOr que Be comporta como
w2 .

El potencial dispersor es entonces

.
Vi - -’-——:t\- - &“5%‘ - ) (rR4)
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o T& Ty

con V(r) = o €3t ¥ § (E) dada por las ecuaciones (R3)

cuando 'A =1/2 , y el potemcial (R4) se anula cuando ‘A-O Yya que

en tal caso no es a la de p ial, y los corrimien.

tos de fase son tales que no hay &tica P -0,
entonces s. =0.

Para obtener los corrimientos de fase, comparamos la solucién
asintStica sin potencial dispersor (funciones Bessel de orden entero
). (kx) , ‘(kr) ) con la solucifn asintStica con potencial dispersor
(ecuacisn R4) cuyas soluciones son las funciones Bessel de orden real
' 2‘(1‘:) & y*‘nu—) .

Log corrimientos de fase gque obtuvimos para 'Igo se muestran en

la tabla R1

Tabla R1
ENERGIA (Mev) DELTA (mddulo pi)
160 .0.000002
180 0.000003
200 _p.ocooos
300 _0.000017

El criterio que se pide para 1la evaluacifn de los corrimientos

es que la diferencia entre dos valores consecutivos sea menox o igual

a1 x 1073 .

Las figuras (R1) y (R2) muestran los corrimientos de fase que
obtuvimos para el casco electxdn - monopolo ligero para dos diferentes
valores del momento angular orbital . Podemps obsexvar de laa figuras

que los corrimi

ambios bruscos (en pi radianes) para
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varios valores de la energfia. Estas energfas pueden interpretarse

como energias de resonancia , lo cual se corrobora al calcular la

seccidn eficaz de dispersiSn y

r la pr ia de miximos
alrededor de tales energlas.

A la a de larx ancia se le asocia con la vida media del
estado metaestable gque se ha formado. Cuando se trata directamente
con la matriz de dispersién, entonces? lo que se hace es encontrar
la posiciSn de sus polos y si &stos se encuentran en el semiplano
inferior del plano complejc k , entonces, la parte real de k2/2||\
indica la energifa de la resonancia y la parte imaginaria nos da
la vida media del estado mediante el uso de la relacidn

Ts ?‘ ‘-“)‘ e

Vemos entonces due para resonancias con anchuras del orden de

Mev, las vidas medias de los estados son del orden de 10—23 seg

Yy conforme aumenta la anchura de las resonancias la vida media se

hace cada vez menor, hasta que la resonancia desaparece. (la parte
imaginaria de k2/2m se hace muy grande y los efectos del polo dejan

de ser observables) (2), Para obtener estados cuyas vidas medias

sean mayores, es necesario gue la anchura de las resonancias disminuya
lo cual corresponde a pedir gue la parte imaginaria de k2/2m se haga
mAs pequefia, es decir que los polos de la matriz S se acerquen al eje

real.

Ahora bien.' el potencial dispexsor (R4) depende de la posicifSn
en que coloquemos la barrera infinita que hemos introducido para

evitar la singularidad en el origen y podemos pensar en esta distancia

r, como una medida del mximo acercamiento entre las particulas;

por ello, éste parimetro no puede tomar valores arbitrarios y si



(72)

consideramos al electrén y al monopolo como partficulas prActicamente
puntuales, entonces es razonable pedir que 0 € T, % 1 fm.

Al calcular 108 corrimientos de fase en funcibn de 1la energfa,
para diversos valores de r encontramos gque para aguellos valores de
¥, en que se satisface la condicifn anterior, los desfasamientos son
independientes de que valor tonemos-: mientras que para valores grandes

ientes del valor

de T, los corrimi se h fuer te 4
que consideremos.
Estos resultados se muestran en la Tabla R2
Tabla R2

ENERGIA (Mev) DELTA (ro- <001 fm) DELTA( x‘oll -1£fm) DELTA (x-o—zozm)

10 —.337735 -.337735 -.0705429
50 -1.51504 -1.51504 -1.326892
100 1.11178 t.11178 ~0.528291

Tenemos Pues, que si queremos mantener la interpretaciSn de T,
como una medida del mximo acercamiento entre las part!culast el valor
que le asignemos no nos sirve para fijar la posicifn de las resonan-
clas., Recordemos que el Hamiltoniano dAel problema depende sclamente

-

de - = (*)2 , ¥ por lo tanto sus eigenvalores son independientes

del signeo de la carga magnética. Si de acuerdo con Berrondo (3), asig-

una @tica al neutrino, entonces debemos tomar ‘L -1/2
para asi obtener, en el sistema en que el neutrino se encuentra en

reposo, un valor de 1/2 para su momento angular. Adem@s tenemos gue

la masa del lo a cero: lo cual est& en contra de

las suposiciones anteriores acerca de l1la masa de la carga magnatica (4).
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Al hacerlo asi" obtenemos un potencial en el cual no hay parame-—

tros libres con los cuales pudieramos ajustar las gfas de ri

cia . Para valores pequefios de 1la masa del monopolo-: esto es: valores

+ pzcz : el potencial dispersor

tales que Mg SE siendo EX = ms
resulta ser independiente de &sta.

De las figuras (R1) y (R2) vemos la existencia de varios valores
de la energfia para los cuales los corrimientos de fase cambian brusca_

mente en pi radianes lo cual indica gue al evaluar la seccidn eficaz

emos a a tales energfas. Por otra parte, de-
bido a que & E *» Mev, y hemos podido localizar r ias,
P ar que la a de las ias serd al de

este orden ( fbbE) yva que de no ser asi no podrfamos encontrarlas.
Por lo :anto: las vidas medias de los estados serén del orden de 10722
segundos , correspondientes a particulas que decaen mediante intetaccio_
nes fuertes.

Calculamos tambi&n los corrimientos de fase para el sistema
muSn-monopolo 1iqeto; Y obtuvimos los resultados que se muestran en
las figuras (R3) para los casos con j_-O y J_=1

Mientras que para el caso monopolo ]J.gero:eleccrsn encontramos

varias energias para las gque se p by ias, siendo de

gran relevancia que partiendo de un par de objetos muy pequefios (cuyas

masas sSon menores a un Mev) pudimos encontrar estados resonantes a

energfas del orden de cientos de Mav, en una regifin en donde ademis
sabemos de la existencia de partfculas que deca@n mediante la emisidn

de neutrinos (caso del pi&n), para el caso monopolo ligero.muSn no

encontramos escruct;uza: al menos en la regiSn de energias explorada
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hasta el momentc (del orden de 500 Mev) .
La diferencia entre calcular los corrimientos de fase con res-—
pecto al momento angular orbital o con respecto al eigenvalor de la

ecuacisn angular e-j como

, debida a que en

el gundo caso calculando la dispersisn debida a un potencial

Aif del que pr 1la ai 51i8n en el primer caso. Esta dife-

rencia se hace evidente al comparar las figuras (R1) y Qf).

CONCLUSIONES

Debido a que la carga magnStica es un lar .

s8i queremos construir una teorfa que sea invariante ante Paridad,
deberemos pensar en asociar al neutrino no una carxrga magnEtica g

sino una combinacifn de cargas +g y ~.g tal que tenga paridad defini_
da. Si consideramos la estructura que obtuvimos para el casoc
electrdn-monopolo 1igero;- vemos que aparecen un niimero grande de
resonancias , una de las cuales podria asociarse con el pién a no
ser por el diferente valor de la vida media del estado.La vida media
del pisn es del orden de 2.6 x 10”2 gegundos mientras que las vidas

medias que obtuvimos son del orden de 10'235egundos. Pox otrxa parte,

rado mis estructura de la gue se conoce en esta
regidn. Partiendo de &stos resultados uno podrfa pensar que el modelo

propuesto en la referencia (#3) deberia a rse;sin go, antes

de hacerlo, hay gque tomar en cuenta que en nuestros cflculos no hemos

tomado una combinacidn de estados 4+g y -g sino que hemos congiderado

la interaccidn entre una carga magnética aislada y un electrdn.
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Es de esperarse que al tomar una combinaci&n de estados invariante
ante paridad, la anchura de los estados disminuya considerablemente
debido a que en tal caso el valor medio del operador de carga es
nulc y nos quedaremos con una interaccifn mucho mis Afbil. (3,4).
Adn suponiendo que al tomar la combinaciin i) e \egd) 2\-9%
mantuvigsemos la posicifn de las resonancias en el mismo 1uqnx",
lo cual es de esperarse pues el Hamiltonianc no depende del signo
de la carga magnética, faltarfa ver que pasa con el exceso de
estructura gque hemos encontrado.
Vemos pues que es prematurc decir si el modelo propuesto se
pPuede © no utilizar para la descripcidn de las interacciones débiles.

Sin -,u,el“‘-deque“

Y ado estados resonantes
en la regifn de cientos de Hev; nos indica que es posible que el

-mdelo funcione correc ai de

r los

qgque no h do en

¥ que son responsables del

lento decaimiento de 1o0s estados resonantes.
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