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RESUMEN 

En esta tesis, e•tudiamos el problema de la interacci6n entre 

un electr6n y una carga maqn4tica, sin eap!n, tanto desde el. pun­

to de vista de la mec&nica cu&ntica no relativista como desde el. 

punto de vista de la 1DBc6nica cu&ntica relativista. Para el. caso 

rel.ativiata, anal.i&-=>B doa casos l.1:11li.te1 en u.no, consideramo• a 

la carga maqnfitica muy masiva, de forma tal que· podemos pensar 

en un aistelh& formado por un e1ectr6n que se mueve en preaencia 

de un potenci'!l diapersor producido por la carq¡a .. ~a&tica .. 
Utilizando la ecuaci6n de Di.rae, encontrAn::>s qUe para ~ate sis­

tema no ha.y ni estados ligados ni estados resonantes.. En el. otro 

caso l.!mite, suponemos que la carga magnética es mucho más ligera 

que la el.éctrica, podemmoa aa.l pena ar en un monopolo que se mueve 

en presencia de un potencial diaperaor generado por la carga el.éc -

tri.ca utilizando 1a ecuaci6n de ltl.ei..n_Gordon• encontra.os que si 

bien aste sistema no adlll.ite estados 1igadoe# ar se presento.n esta~ 
dos resonantes .. 
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:INTROOUCCI:ON 

E1 estudio de l.a interacci6n entre cargas el.actricas y magné­

ticas es en s~ mi.amo un interesante probl.ema f1aico. Cl.Ssica.enter 

eate probl.e .. ha sido estudiado por varios autores. siendo el. pri­

mero de el.l.oa Poincaré (1). Posteriormente. Dirac. (2), l.l.ev6 a 

cabo 1a incorporacidn de l.as cargas mi9qr1Aticas en el. marco de l.a me­

c.&nica cu&ntica no rel.ativiata, con el. reaul.tado de que ea necesario 

introducir un potencial. vectorial. sinqul.ar para representar el. campo 

de un monopol.o fijo. 

A -(9/r) tan<ft~ 
siendo g l.a intensidad de l.a carga magn8tica. Bate potencial. satis­

face l.a• siguientes rel.acioneas 

Vd - 9~/r2 > 
\]l. dfc - -4·9 

en donde C es un pequeño circuito al.rededor de l.a l.1nea ., .... 

Entonces, el. potencial. vectorial. A no corresponde a una carga 

m..gnatica aial.ada. sino a una l.!nea de f1ujo .. gnatioo que se extien-

de desde el origen hasta e1 infinito a 1o 1a.rgo de 1a direcci6n nega­

tiva del eje z. Ahora bien. debido a que la direcci6n z no tiene un 

significado especial, uno deberra ser capaz de girar dicha lrnea dipo­

lar sin cambiar los resultados físicos. Al hacerlo, se obtiene la regla 

de cuantizaci6n de Oirac la cual explica el que las cargas el~ctricaa 

estén cuantizadas. 

La intensidad de la carga magnética resulta ser mucho mayor que 

la de la carga el~ctrica 1 

(92 /9\c) - (n2 /41L) .... ~,~. n entero. 

Y esto impide que el problema pueda ser resuelto en t•rminoa de 

desarrollo en series de potencias de la constante de aooplam.i.ento. 

La ma.yor parte de los trabajos realizados hasta la fecha, centran 

su inter~s en ia obtención de los e•tadoa ligados para un sistema 

formado por una carga el~ctrica (nGcleo con carga Z) y un monopo1o 

mucho m.Ss pesado que la carga eléctrica (3) , dentro del marco de la 

IN!:c&nica cu&ntica no relativista. 
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Por otra parte, se han encontrado so1uciones a l..a teoría de 

campos de Yang-N.i1l..s l..as cual.es tienen propiedades de monopol.o aa,g_ 

nGtico con l..a característica de que presentan un panto sinqul.ar 

y no una l..lnea siñgul..ar. Sin embargo, pese a 1os esfuerzos real.i­

zados hasta l..a fecha, no se han encontrado sol..uciones con energía 

finita para sistemas con m&s de un ~pol.o (4). 

Los tratamientos real.izados hasta ahora, suponen que l.a masa 

del.. 11Dnopol..o debe ser muy grande (de.l orden de Gev) , y se dice que 

ea ésta una de J..as razones por J..as que es tan di~íci1 detectarl..os 

experill'8ntal..mente. En 1982, Bl..aa Cabrera (5) dijo haber detectado 

un 111Dnopol..o 1M1.gnético ~diante un eaperi9ento independiente de l.a 

masa de l..a carga magnética y en el. cual. el. reaul.tado depende Gnica_ 

mente del. val.ar de l.a carga -.gnética. 

En este trabajo estudiBlllD& J.a interacci6n entre cargas el.~c: 
trica.s y magnéticas sin suponer que a1 va.1or de 1a .... de1 mc:ano­

po1o sea grande. Reciente..,nte • Berrando (6) propuso un ..:Jde1o 

para 1a. descripción de 1as interacciones débi1es en el. cua1 se 

asigna al. neutrino una carga ..,gsúitica g-1/2e • no tiene corga 

e1éctrica y adeaAa ae supone que e1 neutrino 1ibre carece de espín. 

E1 sistema e1ectr6n-neutrino tendrá entonces un espln tota1 de cero 

o uno, (1/2 del. esptn del. e1ectr6n y 1/2 de1_1D0111ento angul.ar de 

interacción debido a1 canpo e1ectromagnético, ver capltu1o XX). 

El. momento angul.ar tota1 ea entonces j_ r x• + ii& - r ~ 
en donde r y ti son 1a coordenada relativa y e1 momento canónico 

y S. e1 eept.n del. el.ectr6n. Una consecuencia de 1a conservaci6n 

del. momento anqtil.ar total. ~ ea l.a pol.arización de l.os el.ectrones 

decaimientos ' e o de 1oa mounes en decaimientos 11'& > ya qUe' 

si inicial.mente el. espt:n total. es cero. (un pion en reposo por ej.) 

el. espln del. el.ectrón deber& apuntar en la d..i.recci6n ~ • 

Por otra parte si pedia>a a loa estados que eat..-os construyendo 

qUe sean invariantes ante trans~ormaciones c1e paridad• debere-=>a 

escribirl.os co1m> l.as combinaciones \'k., .._ \ +q-, 't \-9-:> y l.a carga 

magnética~de estos estados ea nul.a y por l.o tanto no interaccionan 

~uertemente con la .... teria. 
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Si queremos pues uti1izar dicho modelo para la descripción 

de las interacciones débi1es. deberemos imponer la condición de 

que la masa. del monopolo sea muy pequeña (en nuestros cS.lcul.os 

tomaJDOs la'l valor de O. 00001 Mev) • 

Pasando al otro extremo en que la masa. del monopolo es mucho 

-yor que l..a. masa de la carga el.Sctrica,. tánto C01110 para poder 

conaid•r&rlo fijo en el espacio, reproducimos los r~sultados obte­

nidos por otros autores (7). 

En el primer cap~tulo hacemos una reviai6n de1 probleMl!l del 

A.tomo de Hidrdqeno relativista (8) • Raaol.veftlOa primero la ecuacidn 

de IUein-Gordon para éste problema y analia..-os las dificu1tadea 

que surgen al tratar de utilizar dicha ecu.aci6n para deacr1bir 

particuJ.a• con espi:n aea.i.entero.. Poaterio~nte, llev-=>• a la 

ecu.ci6n de Dirac a una pareja de ecuaciones de segundo orden ( 

ecuación de Van dar Waerd.en-Oirac) y obtenemoa la ecuaciidn radi.al 

que se sati.•face tras haber diagonalizado el operadior angular, 

ecuación que tiene la'misma forma que la qu. resulta en el caso 

del &tomo da Hidrógeno no relativi.ata, fina1,.nte obtene-=>a loa 

eiqenva1orea. Por GltilllO, encontramos loa eiqenvalores del proble-

mediante la aproxi-ci.Ón WICB. 

En el -qundo capS:tu1o, hacen:>e una reviai6n del probl.e .. de 

la interacci6n entre carga• eléctricas y .. gnéticaa tanto ciaaica­

..,nte como cuAnticamente, en aproxi.9'aci~n no re1ati.viata. 

En el tercer capítulo hacemos el estudio relativista del proble­

.. y obtene90a las ecuaciones radJ.ales que se •atiar'acen para loa 

casos tnonopol.o ligero-carga {ecuación de Klein-Gordon) y m:tnopolo 

pe•ado-carga (ecuación de Van der Waerden-Dirac). Para el primer 

C&90 obtuvi111Ds un potencial dJ.•per90r que presenta una sin-:ru1ari.dad 

atractiva en e1 origen la cual es responsable de que el ai•tema 

pueda presentar e•tados :J.igadcts y reaonantea. 

En e1 cuarto capítulo cal.culamos loa corrimientos de :fase 

producidos por el potencial singular, tanto numi&ricamente come uti­

lizando la aproximaci6n WJal y encontramos la existencia de estados 
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resonantes para el. siste.a .. 

Pina1mente. en e1 quJ.nto cap~tul.o. ae presentan 1oa reau1t..SO• 

y 1aa conc1uaiones .. 
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EL ATOMO DE H:CDROGENO 

RELATXVXSTA 

Para reao1ver e1 prob1ema de1 &tomo de Hidr6geno re1ativista, 

necesario obtener la so1uci6n de 1a ecuaci6n de Dirac. Sin embargo 

posib1e convertir l.a ecuaci6n de Dirac de cuatro componentes en una 

ecuaci6n tipo IC1ein-Gordon de dos componentes, con un tSrmi.no,de espS::n 

adicional.. cu.ya so1uci6n es tnS.s f&ci1 de obtener. 

Xniciare.oa este capltul.o con un estudio de 1a ecuación de Jt.l.ein-

Gordon y anal.izaremos brevemente l.as diricu1tadea que surqen al. apl.i-

car esta ecu.aci6n para l.a descripci6n de part~cu1aa espln selhi-

entero. La raz6n por l.a cua.1 hace.os esto ea por que en el. capS::tu1o 

XXX estudiaremos el. problema de la interacci6n entre una carga maqnG-

ti.ca, l.igera, sin espln, la cual se mueve en presencia de una carga 

el.6ctrica fija en el espacio, y en tal. caso deberemos reao1ver 1a ecua-

ci6n de Kl.ein-Gordon. 

A continuaci6n pasaremos de 1a ecuaci6n de dos componentes (ecua-

ci6n de Van der Waerden-Dirac) a 1a ecuaciSn de Dirac de cuatro compo-

nentee y reao1veremoa e1 prob1ema de ca1cu1ar 1oa eigenva1ores. Fina1-

mente, uti1izamos 1a aproxima.ci6n WJtB para e1 c&l.cu1o de 1os eigenva1o-

rea de1 prob1ema. 

ECOACXON DE ICLEXN-GOREX>N 

La ecuaci6n de Kl.ein-Gordon aparece co1DC> resu1tado de imponer 

invariancia re1ativiata en 1a ecuaci6n de Schradinger, 1o cua.1 se 1ogra 

formal.mente, si en 1ugar de partir de 1a expresi6n c1&si.ca 'lle.a. ~A­
(aproxi.aci6n no re1ativista para 1a energía cinética), part!nK>s de 
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l.a expresi6ns 

(1 - , ) 

donde • es el. impul.ao, E es J.a ener9:ta, m l.a masa de l.a part!cul.a y 

e l.a ve1ocidad de l..a l.uz.. En forma de cuadrivectores podemos escribir-

l.a como: 

donde ?"°-= l ~ 1 ~) 
Interpretando ahora al. cuadrivector de impul.so como el. operador 

(1 .. 2) 

y apl.icando f"'fp a l.a !!unci6n de onda '\11Ja) en donde x-(1!,t) • que 

describe el estado del. sistema y es tal. que 

., .. (.'i.,'t:) '\'l'·"') .¡~ 
nos da l.a probahil.idad de encontrar a l.a part!cul.a entre X y ~+cm., al. 

tiempo t, obteneinos l.a ecuaci6n de Jtl.ein-Gordon para una part~cu.l.a 

l.ibre; 

donde ~y.\t'._~.,,. -"V~es el. operador 0 1 1\l.ambertiano. 

"'"-" 

(1. 3) 

Mencionare100s ahora al.gunas de l.as dificul.tades que se presentan 

al. util.izar esta ecuaci6n para resol.ver el. probl.etaa de l.a estructura 

del. &tono con el.ectrones puntual.es.. El. principal. probl.ema consiste en 

que el. nGlnero de estados estac:ionar:ios predichos por l.a teor):a para un 

el.ectr6n en un átomo, es l.a lD.Ltad del. nÚlhero de estados que se obtie-

nen experi.lnenta1-nte. Para resol.ver esta dificu1tad., Uh1ef'lbeck y Gou~ 

sm:it :introdujeron l.a :idea de un el.ectr6n con lhCOento an9u1ar :intrínseco 

(espín) y con momento magnético igual. a un magnet6n de Bohr .. 
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Util.izando este mode1o del. e1ectr6n, Paul.i (1) en 1927, obtuvo resul.ta-

dos que est&n de acuerdo,, en primera aproximaci6n, con J.os resul.tadoa 

experimental.es. 

En 1928, P.A.M.Dirac,, (2) , propuso una ecuaci.Sn rel.ati.vista con 

J.a cual. necesario introducir · ~ el. concepto de eaprn para 

expl.icar el. probl.ema de l.a dupl.icidad de J.oa estados estacionarios de 

un el.ectr6n en un &tomo. Di dicho trabajo, Di.rae da J.os siguientes 

argumento• en contra de J.a ecuaci6n de ltlein-Gordonc 

X.- Para responder a l.a pregunta ¿cu&J. ea 1a probabiJ.idad de que 

va.riabl.e di.n&ai.ca en un tiempo dado tenga t.m val.ar entre dos J.J:mi-

tes cualeaqu.i.era cuando el. estado del. siat- e•t• representado por 

'f,.(JI)?,, es necesario cal.cul.ar el el.amento de matriz correspondiente 

a J.a variabl.e din&mica entre 1 os estados "-'11). Al hacer esto para l..a 

ecuaci6n de Kl.ein-Gordon,, puede obtenerse 1a re•puesta correcta so1a-

mente si 1a variab1e din&mica de que se trata ae reriere a 1a posici~n 

de1 e1ectrón madi.ante el uso de r •• siendo f- 1a densidad de 

probabJ.1idad r..: .... t ~ t 9t.. W' -•"' "~ ..... t.al-'1•"'--tlal"-'-'ii 
en donde 1a carga del electr6n, m es su masa., A

0 
es 1a componente 

tempora1 de1 cuadr.ivector de potencial,'f~l•) es soluci6n de la ecua­

ción de 10.ei.n-Gordon y ~(JO es su transpuesto conju9ado1 pero no, 

si se trata de a1quna otra variable din&mica como el impulso o e1 

momento angu1ar por eje91Plo. 

La interpretaci6n usual de 1a densidad de probabilidad en la mee&-

ni.ca cu&ntica no re1at.ivista posible debido a que la ecuaci6n de onda 

es 1inea1 en 1a energra, por 1o tanto, la runción de onda a un tiempo t 
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determina a J.a funci6n de onda para todo tiempo posterior. La ecuaci6n 

de onda re1ativista debe ser l.inea1 en la energS:a para que l.a mis.a in-

terpretaci6n sea posibJ.e. 

X7.- Si en la ecuaci6n de lt1ein-Gordon se ree:Mpl.aza e por -e y se 

toma el. ccmp.Lejo conjugado. fista pe~ece invariante. Si se conside­

ra el. J.S:mi.te de nCimeros cu&nticos grandes• encontrarS:a que algunas 

soluciones son paquetea de ondas que se mueven la a:lsma rorma que 

se _,verS:a una partS:cuJ.a de carga -e mientras que otras aoJ.uci.ones se-

r&n paquetes de ondas que se --ven ~ una part~c:ul.a de carqa e para 

1a cual la enerq!a negativa .. 

CJ.S.sicamente. descartan ta.lea moJ.uc:iones por carecer de -ntido 

rS:aíco1 sin embargo. no pod.e.:>a hacer lo mi.sm:io cu&nticamente ya que al. 

introducir una perturbaci.6n data puede provocar transiciones de un es-

tado con enerqS:a po•itiva a enerq!ta negativa. Experimentalmen-

te. esta tranaici6n aparecerS:a ca.o el cambio repentino de J.a carqa de 

e1ectr6n .. 

Una ecuaci6n de onda rel.ati.vi.sta deber~a ser tal. qUe sus aoJ.ucio-

se desdoh1en en dos conjuntos independientes que se refieran respec-

tíva11111nte a J.a carga e y a J.a carga -e. 

Dacia l.a forJna de J.a ecuación de JO.ein-Gordon • que para una 

runci6n eacal.ar de Lorentz. esto ••• una ~ci.6n ta1 que 

•'0t>• ·~) 
en donde \ 4IJ ">" t.),. \ • ":> l(' ~ /\. 'JI. aJ.endo f\. 

tran•formac~6n de Lorentz. J.a ecuaci6n ea covariante 

(1.4) 
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Debido a estas propiedades de transformaci6n, 1a funci6n ele onda 

~Y.) debe describir una partícu1a de espín cero ya que, (3),"una partí­

cul..a de espín cero se representa por un sol..o escal..ar ~•\ que obedece 

a l..a ecuaci6n de seqUndo orden lt'it":..,.fc.'"'\tl..~. 

Consideremos ahora 1os an&1oqos a 1a densidad de probabi1idad t 
y a 1a densidad de corriente J en 1a teor1:a re1ativista. Las condi­

ciones que deben satisfacer para poder ser interpretados de acuerdo 

1a niec&nica cu&ntica no re1ativista 

1.- La densidad de probabi1idad ~ debe ser real.. y no negativa 

debe ser independiente de1 tiempo y transfor-

rna..rse coftlO un eaca1ar de Lorentz. 

3.- Debe satisfaceree una ecuac16n de continuidad 

En ana1og~a con e1 caso no re1ativista, e1 candidato 169.i.co para 

el.. cuadrivector densidad de corriente ea de 1a roraa,(4)1 

(1 .S) 

que cwnp1e con 1a condición 3 para 4>'\.'&\ 
1 

•la) so1uciones de 1a 

ecuaci6n de K1ein-Gordon. La parte espacial.. del.. cuadrivector es: 

(1 .6) 

que, sa1vo un factor de norma1izaci6n, coincide con 1a densidad de 

corriente definida en mecSnica cuántica no rel..at.1.vista. La parte 

temporal.. es: 

(1 .7) 
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Ahora bien# 1a funci6n de onda de1 estado de una part~cu1a 1ibre 

cuadrivector de impu1ao determinado# debe ser una onda p1ana# por 

1o tanto# 1aa so1uciones de 1a ecuaci6n de K1ein-Gordon de parttcula 

1ibre son de 1a forma.: 

~~ b.'\.c. ~'i-·~ 
sustituyendo en 1a ecuaci6n (1.7) obtenemos: 

(1.B) 

y 1a densidad f'-.. no es positiva definida, y no podernos interpreta.ria 

como una densidad de probabi1idad. 

En 1949, Feyrunan propuso interpretar a (e f.> como 1a densidad de 

carga de una parttcu1a de carga e,,con energra positiva , 1a cual se 

propaga hacia adelante en el tiempo (t, o, E ,o). Similarmente, se 

interpreta a (e~-> COlhO la densidad de carga de una. partícu1a de car­

ga e con energía negativa 1a cual se propaga hacia atr&s en el tiempo 

(t•- \ti<. O), o bien. como la densidad de carga de una partt:cula de 

carga -e y energta positiva la cual se propaga hacia adelante en el 

tiempo. 

Ecuaci6n de Klein-Gordon para una part~cula que interacciona con 

un campo electromagnético especificado por el cuadrivector de potencial 

A p-CA
0

, -A>. 
Si suponemos que es v&lido utilizar acoplamiento mS'.nimo~ entonces 

reemplazamos.(9)# 

y al sustituir 

obtenemos: 

(1.9) 

la ecuación de Klein-Gordon de partícula libre 

(1 .10) 

Suponiendo ahora que tenemos una partrcula de espín cero y carga 
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e 1igada a un nGcleo pesado de carga -Zer el potencia1 est&tico es de 

].a forma eAf'-c-k~ • 0) en donde fl,..•~ y de la ecuaci6n (1.10) 

resul.ta: 

en donde solamente se tiene el tErm.i.no de interacci6n el.ectrost&.tica 

entre las cargas. Escribiendo el. operador I.apl.aciano en coordenadas 

eafaricas y util.izando aeparaci6n de variables 4lllClla .. ~t. ... ) 
obtenen:::>s l.a ecua.ci6n radial. (en unidades natural.es ...,,., ) z 

(1 .11) 

en donde util.i&amos ~- A.\,h\'\ '1...--..l siendo l.as 1.-.<-.•') 
loa armtSnicos esfGricosr normal.izados respecto a una inteqraci6n al. 

&nqul.o s6l.ido y dados para a-a. O comos 

1..l ... l• {''!'l~i~~?a .• l-l 
siendo los "t>..,...l-.•) l.os po1ino1Jdos de Legendre. y tal.es que; 

'l..-\ ... )• l-\\- ~:.. l•,•l 
En el l.l:mite no rel.ativiata (E-9 m , (E2 -m2 >--. 2~ • la ecuaci6n 

(1.11) se reduce a la ecuaci6n radial. de Scredinger para un Atomo 

hidrogenoide cuyas soluciones son,(7)1 

'\A_ .... , ..... ~"··· (1.12) 

Puesto que la ecuación diferencial es la misma. podemos obtener 

las soluciones de la ecua.ci6n (1.11) haciendo las sustituciones 

m--.E, n--e n• 

en la ecuaci6n (1.12) y en donde n• nuevo nÚll'tero cuántico que 

debe satisfacer n• -~- -J. - 1,2,3.4, ••• con a'll' .. i'>• a.\t. .. \-l .. -.3' 
Al. hacerl.o obtenemc>sa 
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o reinsta1ando variab1es1 ... _, ... 
'°'"-.'\.' ... '-~ .. \ (1.14) 

con n' • n - .L + i • ... -~-._)..,lb"'31"-~'h. 
y en donde he'dDs escogido e1 sic;rno.posisitivo de 1a ratz para asegurar 

que al. pasar a1 1ím.i.te cuando Z_. O • Ji,' sea. no negativa y 1a so1ucJ.6n 

r.: aea regu1ar en e1 orJ.9en. 

cuando z e.e. 1 se obtiene 1 

(1 .15) 

en donde vemos que 1011 va1ores propios de 1a ener9~a ya no estAn dege­

nerados con respecto a1 na.ero c:u&ntico orb:l..ta1 l. y nos da 1a estructu-

ra fina de1 t.Srinino. Sin embargo., estos re•u1tados predicen un des-

dob1amiento de estructura rina. para una n dada de: 

-."\!9"'t ' 1: ~\U.)°' ,.._, 
b'e•- .,.,.,... \:a-\, ..,..;.)-\-a-Is.)\ .... ----;;- ·-;;::::¡ 

que es snucho mayor que e1 observado experLmenta1mente para e1 .S.tomo 

de hidr6<)eno ( 1 ) ... 

TltATNllENTO CLkSXCO 

A1 reso1ver e1 prob1ema de1 &toeo hidrogenoide usando 1a mec.Snica 

c1&sica re1ativista, obtendremos una expresi6n para 1a ener9ta en 1a 

qUe no aparece de9eneraci6n con respecto a.1 momento anqU1ar orbita1 

.l. • pero que. a direrencia de 1a ecuaci6n (1 ... 15) sí proporciona un 

va1or adecuado para e1 desdob1aaiento de 1oe nive1es de estructura 

fina. si.empre y cuando :ilnpon9amos en 1as varJ.ab1es de acci6n 1ae reg-

1as de cuantizaci6n de Bohr-~r~e1d (10). 
r 

Patimos de1 Hatni1toniano1 

~- l~ ..... -'c."')°'- ~lli..c.. .. (1 ,.17) 

en donde Z es a1 nGmero atcSm.ico y el 'S !?:,__ "::. -'-
la'" , ..... 
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de donde obtenemos 1a ecuaci6n de Hami1ton-Jacobi 

(1 .. 18) 

Usando separaci6n de variab1ea. escribimos ia ao1uci6n 

S-S~(r) • SJ•> • St<•> y a1 sustituir en 1a ecuación (1 .. 18) encontra­

mos 1aa constantes de separaci6n1 

(1 .. 19) 

donde t-" es l.a proyecci6n del. momento anqu1ar en 1a direcci6n z 

y l" es e1 cuadrado de1 momento anqul.ar .. 

sustituyendo l.as constantes de separaci6n en 1a ecuaci6n (1 .. 18) 

obtenemos l.a ecuaci6n radial.: 

(1.20) 

Definiendo ahora 1aa variabl.es de acci6n mediante l.as f6rmu1as 

y efectuando 1as integral.es. 11.egamos 

donde 

~·~~¿.-~l"~ .... -n\.ll1'-) 

que l.e"'"?+é\ .. , .. 

(1 .. 21) 

y 

:J,..,. § J~---..a~-•M _-:h'-l.,_.,.l dc-
Abora b:l.en. l.a i~tegra1 q5: defina ~¡Jr es d.e 1a forma. (5) 1 
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de donde obtenemos: 

J.= -n.\.. ~b"'-t.-.'f' - ,;.:.: ... ') (1 .22) 

11.amando n.i. • Ji/(2 'W ~> y despejando 1a energ~a llegamos Einalmente 

l l_'I... ,->1& 
E•~' \• f 

t1a .. ;¡l-...r-IJ4 j 
(1 .. 23) 

Expresión que coincide con la de Sonmterfe1d para la estructura 

fina de 1os nive1es de energ!a, siempre y cuando se cump1a que 1os 

n.i. sean enteros. (regla de cuantizac.i.ón de Bohr=._SOllllherfeld) (7). 

Notemos que a diferencia de1 caso no relativista. la frecuencia 

radia1 l~)no es igua1 a las frecuencias angu1aresl~).._l .. 
por lo cua1. al .i.ntroducir efectos relativistas se ha roto en parte 

1a de9eneraci6n. El término lW•¡.,a. que se ha añadido al centr.!fugo 

hace que la 6rbita de la part!cu1a presente una precesión debido al 

cambio instant&neo de la masa de la partrcula con 1a velocidad. mien­

tras que e1 factor 2E/c2 que aparece en el término Coulombiano es un 

efecto de apanta11amiento debido al cambio promedio de la masa. 

Como mencionamos anteriormente, el momento angular de la parti'­

cu1a y su carga , deberlin satisfacer la condición J.W.» l•A.\.,ya que 

de no ser ast. el término centrífugo se harta atractivo lo cula provo­

car.ta un comportamiento singular y la integral de la acción se har.!a 

divergente. (8). 

ECUACJ:ON DE D:I:RAC 

Como ya mencionamos anteriormente, 1a ecuación de Dirac (2), 

surgió de1 hecho de que en 1a ecuación de K1ein-Gordon de part~cu1a 

1ibre se tienen soluciones con energ~a positiva y con energ{a nega­

t~va debido a que el operador temporal que aparece en 1a ecuación 

de segundo orden. 

Dirac propuso que la ec:uaci6n relativista deber~a de ser de 

primer orden en los impu1sos y en el tiempo para asS: evitar 1a 

presencia de tales soluciones y tener so1uciones con energ~a bien de-
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finida, ya sea positiva o negativa. A1 hacerJ.o as~, surgen cuatro 

ecuaciones de primer orden en loe i.mpuJ.sos ?.-.. , es decir, una función 

de onda de cuatro componentes que incorpora a1 esp~n 1/2 aut~ticamen­

te. 

Otra alternativa es l.1evar e1 prob1enaa a. J.a ao1uc:USn de una 

ecuaci6n de seqondo orden tipo JC1ein-Gordon con do• C091p(>nentea debi­

das a J.as dos proyecciones del. esp~n de J.a partlcul.a. 

Para ver m.Ss cl.armnente lo que harlfUl'IOs, considera.os pr.t.mero el. 

caso no relativista.. Si reempl.a.zamos t' por l.a matri.z de 2x2 l•·~'\'9. 
tendremos: 

\-\ ... ..!: ... ~ .... \. .... "~•\l!I>~ ~ '-~ ~,,.. &.• ª""" . 1 ... 
en donde Si, son J.as matrices de Paul.i i-1, 2 • 3 y usa.::i.s que estas 

satisfacen J.a reJ.aci6n l•--••'a')a ~.~..-C.-·'-.k•\ y denotamos por 

x 2 a J.a matriz unidad de 2x2, que en J.o sucesivo auprt..i.remos. 

Este H0 act~a sobre un espi.nor de doa cOllq>Onentee 

"~"'•'l9.'lol. ... ,U.>• con J.., \.~\ y l>• \. ":) 
por convenci6n. 

En presencia de campos el.ectrom.aqnéticos, 1o que se hace general.­

mente es uti.l.izar •copl.amiento ndnimo en e1 térndno cinGtico 't' e 

introducir un término adicional. de interacci6n _ ... , en el. Hamil.to­

niano (aproxima.ci6n de Pauli), c¡ue describe J.a interacci6n del. momen­

to maqn4itico de espín con e:L CtlJllPO magnético~-

Como vereinos en seguida, Esto GJ.tilho no es necesario si en l..ugar 

de uti:Lizar e1 acop:Latn.i.ento m!:n~ ,.... lo uti.l..i&--.os incl.uyenClo 

el. esptn del.. el.ectr6n ;¡.. (1- 'l. ..... ) 
E:n este caso tendretnos1 

siendo '-..,q,.a,. y ·--\""q'SI.- ........ y ,,_,s que e1 

térmi.no de interacci6n ...... aparece en rorma natural... con un ractor 

giromagnfitico de 2 ya qUe W -2a , • el.. esp~n del. el.ectr6n. 

Consideremos ahora l..a expreai6n rel.ati.vi.sta cl..&ai.ca 
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def.ini.endo ..... come q .... \_\, .. ),¡..-. .. U,-e) y recordando que A ... ·(A0 ,.-~) 
pode9M)s ver que aunque G"•lti...,. invariante de Lorentz 

a~ 1o es. Es dec.ir: 

Sustituyamos ahora ji_. t.e•1f) en l..a expreai.cSn invari.a.nte reJ.at.i­

vista 

(1.24) 

Util..izando ahora J..as expresi.ones para l..os operadores 

obtenemos una ecuaci6n de sequndo orden para e1 el..ectr6n 1ibre 

l ~k +•llil.•-~)\." -'"'"·~)+.. O.e.)'"• (1.25) 

siendo 4- una funci6n de dos c09p0nentes. 

Para 11evar esta ecuaci6n a l..a forma como Dirac ia escribi6 ini-

cial..mente,. definimos a 1as funciones de dos conponentes (7): 

(1.26) 

Sustituyendo en 1a ecuación de segundo orden, obtenemos una pare­

ja de ecuaci.ones de dos componentes cada 

l ~h ... -.. •.• ) .. "'1- lw.cl•\lo\ 

l ¡"" .... ~ -~ """) f'"' =-l\IM.) 4p•l 

(1.27) 
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ecuaciones acop1adas, excepto para el caso en que 1a masa de 1a part~­

cu1a sea nu1a. Tomando ahora 1a.s combinaciones 

(1.28) 

podemos escrib.1.r 1as ecuaciones anteriores en ~arma. matricia.1 

-:·~ )\ ~-)~ -~'\ ~ ') 
y si ahora def;Lni.mos a 1ae matrices 'f r de 4x4 mediante 

(1.29) 

Y.- l~ _e;) (1.30) 

obtenemos rina1.mente, 1a. ecuaci6n de Dirac para e1 e1ectr6n 1ibre 

(1.31) 

en donde 'f un biespinor de cuatro componentes. 

ECUACION DE VAN OER WAERDEN,::.D::tRAC EN ON CAMPO RAD.tAL 

Oti.1izando acoplamiento mínimo la ecua~i.6n (1.24), escribimos 

Si ahora conaidermnos e1 caso de un &tomo hidrogenoide, tendJ::ernos 

quez '1'= o, 
y obtenemos as!: 1a ecuaci6n de Di.rae: en 1a forma de Van der waerden,.(11). 
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~t-_,)L .... 11..c.l.I'•~)~ ... ~'"-&,.- 'I:~~ _.,.. ....... \._.=O (1 .. 33) 

sustituyendo las expresiones para e1 campo el,ctrico y el poten-

cia1 electrostStico 

'lft.) --~ ... 
y expresando 1os valores propios de1 operador L 2 en unidades de "1 2 , 

podemos escribir 1a ecuación de segundo orden: 

I~ .. .L~ ... _ ~-\.-..t-u.,,>•·~ ... ~'\.,.,. 0 ci.34> L ,.. .. ,, ~ .,.. <'.. ---.r l 
que tiene 1a misma forma que la ec:ua7ión de Schredinger para e1 Atomo 

de Hidrógeno (o un i6n Hidrogenoide), sa1vo por el término centrrfuqo 

que contiene un acoplamiento del eaprn con el caanpo el~ctrico, y en 

el lrmite no relativista da origen a1 término de acoplamiento esprn­

Órbita.. Oiagona1izamos el operador angular partiendo de la identidad 

que define al término de espl:n-órhita 9'-.\.. lo cual puede 

recordamos que l.••J;,)\ .. ,)a ......... •· llt .. ~ y Y.xi:. - i?.. 
Definiendo ahora a1 operador 

cuyo cuadrado esi 

"-'".,. ~~'l.)-..i'klt'·"ti!~Ht>'t.\ ... l1.a\.•••~ ... 

'"'l\ ... ~.'t.l'-'-''"'' ..... ~~· lu~.;¡,l.'-•·"'\ 

(1 .35) 

si 

(1 .36) 

(1 .. 37) 
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podemos escribir: 

(1.38) 

~ t. ... ..._.J, .. 
Haciendo e1 ca.bi.o de func.t.6n .... ~ ft-.} da:rJ.nJ..endo ~ • , .. it. .._ 

obtenemos final.mente 1a ecuaci.6n ra.di.al 

(1.39) 

Para deterai.nar 1os va:i.ores p.rop1.os de 1a parte angu1ar construi­

e1 operador de momento angu1ar J - L + \ lf cu.yes posib1ea acop1a­

aientoa son j.;_ -.J. 't.... (en unidades de fl ) • 

1!:1 t.Srndno •·"l que aparece en e1 Hami1toni.ano hace que ni e1 

-=-ento angul.ar orl>i.tal. l. ni e1 ~nto anqu1ar et. e•pf:n de1 e1ectr6n 

-an con•tantes d.e m:>VJ.mi.ento.. Si ca1cu.1amo• .J2 podre.:>& e•cribi.r 

••"t.·~·-\.•-•,,.. ,l'-•1) Y dado que tanto J'2 =-> !.2 
y §

2 
son 

c::onst:.antee de -=>vJ.mi.ento, siendo au• ei.qenval.orea de 1• :rorma A(A•1), 

tend.re.oa que : 

¡:,..,~ :runci6n propia d.e j 2 L2 , 52 y jz 

De 1o expuasto anter1.ormente, obtenemos1 

Sustituyendo en 1a ecuaci.6n (1 .. 37) 

l~\,., "" U•\)"'- t-a ... , .. 

(A.)¡z :. + J().\~-l~a)• ... ~ '1\. 

(1 .40) 

(1 .. 41) 

en donde e1 •ignc> de1 rlldi.ca1 •e eacoqe de ta1 manera que cuando Z-40, 

A •ea poaitiva para j-1+1/2 1o cua1 ••equ.ra que 1a ao1ución •ea regu-

1ar en e1 ori99n.. PodelllOs ahora eecribi.r 1• ecuac::l6n (1.39) comen 

(1.42) 
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en donde e1 eiqenva1or del momento a.ngu1ar e:f'ectivo es ta1 que: 

~\t\~)~ "-\.~~·) 

.)~ a l >-;: \ (1 .43) 

Comparando ahora 1a ecuaci6n (1.42) con la ecuaci6n (1 .. 11), vell'IOs 

que sa1vo tener valores propios angu1ares distintos, estas ecuaciones 

tienen 1a misma forma y por 1o tanto podemos escribir su so1uci6n co-

(1 .. 44) 

en donde ahora ~.t.'-., '='\A.-l ~\ 1 1.1 ?.,,. ...... 

De acuerdo con 1a ecuación (1 .. 15), 1os niveles de energ~a para 

e1 i6n hidroqenoide son, para z•~ 

(1 .. 46) 

APROXl:MACl:ON WKB PARA EL ATOMO DE Hl:DROGENO 

Debido a su ap1icación posterior y a1 interesante resultado que 

obtiene para e1 &tomo de Hidrógeno, reso1verernos e1 prob1ema de 

trar sus nive1es de energ(a usando 1a aproximaci6n WJCB .. 

Para e1lo, introducimos 1a corrección de Langer (B), 1a c:ua1 con­

siste en mapear a - GD>1a singularidad que presenta l.a ecuaciSn di:f'e­

rencia1 radia1 en e1 origen. para con e11o poder asegurar qUe e1 punto 

de retorno puede tratarse como un punto aislado. 

Para ello. se 11.eva a cabo la trans:f'ormación: 

con e1 resu1tado de que 1a ecuación 

l ~ "'"' ... _ '\)l•l- .... :~)~l•l- o 



se transt'orma en una ecuaci6n unidimens iona1 ( 3) 

(~ ""..._!1.-al)'\laua .. o 
con 

~ UL) ... eu.~ ~ -'\l~l - \. ~~\~é:-
A1 regresar a 1a variab1e origina1, se encuentra que la aproxi-

maci6n WJCB puede escribirse ahora en 1a forma 

'\>al'<) .. _,_ ~ l (. ~~'"' ""~ 1 
en donde ~\.•)• \t'-"'-•l -U~Vrw#ll~iendo e1 et'ecto neto de 1a transfor­

maci6n e1 de reemp1azar .s'l&'")_. la'• \.fcon lo cua1 se est& añadiendo 

un tErmi.no de 1/4 a1 potencial centr~fugo, en 1a primera aproximaci6n. 

Partiremos pues de 1a ecuaci6n radial que obtuvimos para e1 ión 

Hidrogenoide relativista Cec. 1.42) 

fl • t'l'-~ ~~)u.•o 
para aplicar WJCB, escribimos 1a ecuaci6n diferencial en la fonna 

~·v.. -
Cki"" ... "' ... º 

y tenemos que para los estados ligados 

~ ......... ~- l.\a.~\'W 
en donde ahora • 

~-{~ ...... ~ .. -~- -1~ ..... -~ 
y la integral tiene la misma forma que la que resolvimos al tratar el 

problema cl&sico y por lo tanto podemos escribir los valores propios 

inmediatamente 

Estos coinciden con los obtenidos al resolver la ecuaci6n de 

Dirac (ecuaci6n 1.44). Tenemos pues, un problema en el cual un método 

aproximado nos da los mismos resultados para 1os eigenvalores que la 

soluci6n exacta del problema. 
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EL MONOPOLO MAGNE'r:CCO 

:Cnicia.mos éste cap~tu1o haciendo una revisi6n del problema de la 

interacci6n entre una carga el~ctrica y una carga magnética desde e1 

punto de vista de 1a mec&nica cl&sica para posteriormente hacerlo des-

de e1 punto de vista de 1a mec&nic:a cu.&.ntica no re1ativista. En 1a se-

qunda parte de1 cap!tu1o, mencionamos 1a C090 Dirac (4), intro-

dujo 1a idea de 1os monopo1os maqnfiticos dentro de1 marco de 1a mecá-

nica cuántica no relativista. Fina1inente~ tras haber diagona1izado e1 

operador angular que obtuvimos en 1a ecuaci6n de Schxtidinqer: obtene-

los eigenvalores de 1a ecuaci6n radial en rorma aproximada. 

El problema de la interacci6n entre una carga magnética g y 

carga eléctrica e, puede estudiarse clásicamente ~ en la aproxima­

ción no re1ativista, partiendo de 1a ecuaci6n de Lorentz para la 

fuerza 

(2.1) 

en donde E y n son los campos eléctrico y magnético generados por 1a 

carga maqnética. El campo magnético generado por una carga magnética 

g fija en e1 origen es: 

(2. 2) 

mientras que el campo eléctrico es nulo. 

Sustitu~endo la expresi6n para el campo magnético en la ecuación 

para la fuerza obtenemos1 

-"'t- "::. --: ~>C.~ (2~ 3) 

y de aqu! vemos que la torca est& dada por 
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~ .. ~ ...... = ~ ll't-?)\" -\.?-~)<-)· ~ ~. 
~ c..~ • 

(2.4) 

de donde ~.. e ?.... y e1 vector de momento anqu1ar se conserva. (1) 

Sin embargo. tomando l..os productos escal..ares 

.-.?-o 
vemos que 1a energta cinética de 1a part!cu1a permanece constante. Por 

otra parte , e1 cuadrado de1 vector ftlDmento angul.ar tambi6n permanece 

constante ~- ""°'l "C'-t''- \,.~·"')'l ~ .. O 

Usando que 

-l-h (.t-t· \ 1t· o 
e integrando obtenemos1 

"f'• ~t.'•~ 
en donde hemos escogido el. origen del. tiempo 

cua1 r toma su menor va1or posib1e r
0 

(2.4) e integrando por partea. obtenem:::>s: 

(2.5) 

(2.6) 

el. momento en el. 

Regresando a 1a ecuaci6n 

(2.7) 

siendo ~ un vector constante que de~ine a partir de l..as condiciones 

inicial.es (2). Además tenemos que1 

,... -
't"·C.=-tJ. (2.B) 

y e1 vector de posición de l..a part~cul.a forma un ánqul..o constante con 

el. vector C. 

La trayectoria de l..a parttcul..a se encuentra.entonces sobre l..a 

superricie de un cono cJ.rcu1ar recto. Podemos reescribir l..a ec:uaci6n 

l2.7) co""' -r'-ix "!I\ ... Y. .. t-<.z. 0¡.)~~11.(.l:w. .. ) 

en donde "(w.T-11l~ -~•i]-.D y ~ ~ ~ ... ~ (2.9) 
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1o que significa qUe e1 vector de posici6n erectGa una rotaci6n a1re-

dedor de1 origen una ve1ocidad anqu1ar \¡aa ~ y podemos enton-

identificar a ul! como un momento angu1ar de interacción. 

La• ecuaciones (2.G)y (2.9) proporcionan una descripci6n comp1eta 

de 1a trayectoria de 1a part1cu1a. 

Desde e1 punto de vista de la mec&nica cu&ntica no relativista# 

e1 prob1ema de 1a interacci6n entre una carga eléctrica y una carga 

magnética ha sido estudiado por varios autores (3). consideremos pri-

meramente; el tratamiento qUe utilizó Dirac (4) para introducir 1a idea 

de loa lllOlllOpoloe magnéticos en el marco de la rnec&nica cu&ntica 

1ativiata. 

En mecánica cuántica no relativista# asociamos a la part~cula una 

f'unci6n de onda ~- 'f l'i,'t) cuyo módulo a1 cuadrado nos da la densidad 

de prcbabi1idad de encontrar a la part!cula en un determinado lugar X 

al tiempo t. De acuerdo esto# podemos multiplicar a 1a ~unción 

de onda por un factor de fase y de esta manera obtener otra función 

de onda ~ \.2.\::) cuyo m6dulo al cuadrado coincide con e1 anterior. 

(2 .10) 

Sin embargo# si el factor de fase por el que multipliquemos es 

función de las coordenadas y de1 tiempo# 'f -:.. "f ll.1t:) • ~-l.._, ....... ) 
entonces~ aunque la ecuación (2.10) si9ue siendo válida# la ecuación 

de onda que satisfacen las diferentes funciones ya no son ias mislftas 

puesto ques 

!! .,.. ~te•'tn,~Y1~ e'°~~~ .. ~v.e.)~ 
en donde 

(2 .. 11) 

(2.12) 
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Supongamos ahora que l.a función Vl•.~') ea rea1 y ademS.s 

tal. que 

(2.13) 

Consideremos ahora 1a acuaci6n de Schred.inger para el.ectrón 

que un c~ el.actromagnético definido por el. potencial. 

Ap -co.;a>. La ecuación direrencial.. que satisface e1 e1ectr6n en 

presencia de cmnpoe. se obtiene de 1a ecuación para el. e1ectr6n 1.ibre 

util.izando-•copl.am.i.anto lllt:ni..:>, l.o cual. nos l.1eva a l.a sustitución: 

(2.14) 

El. cambio en 1a forma de l.a ecuación de onda, introducido por 

J.a presencia de un potencial. vectorial., (ecuación 2.14), es del. mismo 

tipo que el. introducido al. mul.tipl.icar a l.a funci~n de onda por un 

factor de fase no inteqrabl.e (ecuación 2.11). De hecho, estos serán 

iquales si se cumpl.e quez 

(2.15) 

].o que significa que introducir un factor de rase no inteqrabl.e 

equival.ente a introducir potenciales el.ectromagnéticos, siempre y 

cuando éstos satisfagan l.a condición dad.a por (2.15) • 

El. cambio de fase en un circu.:l to cerrado es i 

(2.16) U..'t).-. .. z ~ "-'.ba. .,_~~va.a\-& .. -~~ '11·.o\' 
en donde.¡¡ es ~campo maqn~tico. Vemos entonces que el. cambio en 

1.a fase de l.a runción de onda es i9Ua1 a un Eactor numérico - ~ 

mul.tipl.icado por el. fl.ujo magnGtico que atraviesa 1.a superficie ence­

rrada por el. circuito. Debido a que podemos añadir· a(..,."'\=i múl.tipl.o 
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entero de 2.. y el.. resul.ta.do no se al..tera, entonces escribimos l..a 

ecuaci.6n (2. 16) 

(2.17) 

Si tomamos un circuito pequeño y ..,. es Wll!l funci6n conti:nua, 

entonces l~"lt.a .... y ~;:4.ti. también ser.in pequeños y necesariamente 

n-o... Si.n embargo, podemos tener una funci6n cuyo val..or sea cercano a 

cero y cambios pequeños en ésta pueden corresponder a cambios grandes 

el. factor de fase ... Por ejempl.o, si l.a funci.6n de onda de que se trata 

'\' - x
1 

+ i.x
2 

, entonces, l.a funci6n de onda se anul.a en el. origen 

y ademSs es contJ:nua. Si. ahora tcm1mnos un pequeño circuito que encierre 

al. origen y cal.cul.amos el. cambio de fase que se ha l.l.evado a cabo, enco.2.. 

tramos que este es de 2 'Y Para que l.a funci6n de onda sea cero, 

necesario que tanto x
1 

como x
2 

sean cero, condi.ci6n que ae satisface 

a l.o l.argo de la l.l.amada í'rnea nodal.... Al. toi:nar un circuito que encierre 

a l.a l.J:nea nod.al., el. cmnbio en l.a fase de la funci6n de onda serll en 

general. un múl.tipl..o entero de 2' cuando l.a funci6n de onda sea 

contJ:nua. 

Si apl.icamos (2.17) a una superficie cerrada., tendremos que 

~ ~O , ya que el. perJ:metro se ha hecho cero, entonces: 

(2 ... 18) 

el. cambio en el. fl.ujo estar&. dado por una a\llDA de términos de l.a forma 

2n"'W' , uno por cada l.J:nea nod.al. qUe atraviese l.a superficie. Pero, si 

una l..Ínea nodal. entra y sal.e de l.a superficie, sus efectos canceJ.arSn 

y tendremos contribuciones no nu1.aa sol.amente por parte de l.as l.~eas 
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que terminen dentro de 1a super~icie. Estos serán puntos de singul.ari-

da.des del. campo (fuentes). Tomando una de estas singul.aridades, el. 

fl.ujo maqnético que l.a atraviesa es: 

(2 ... 19) 

donde 9 es l.a :intensidad de l.a carga magnética encerrada dentro de 

l.a superficie. De l.a ecuaci6n (2.19), obtenemos l.a regl.a de cuantización 

d.e Dirac: 

(2 .. 20) 

que muestra que el. momento angul.ar de interacción ~ est& cuantizado. 

Resol.vamos ahora el. probl.ema de un el.ectr6n en presencia de un 

monopol.o magnético. Para el.l.o es necesario encontrar un potencial vecto-

rial. que describa. al. roonopol.o. Para obtenerl.o, cal.cul.amos el. tensor 

antisi.métrico de MaXwel.l. F~~ para una carga el.éct.rica fija en el. 

espacio y conociendo éste, obtenemos su dual.~A· mediante: 

(2.21) 

El. cuadrivector de potencial. dual. ~ ( ,. 'A> es tal. que 

Combinando 1as ecuaciones (2.21) y (2.22) obtenemos 1as ecuaciones 

que definen al.. cuadrivector de potencia.1 dua1 

~ ... -.q--~ -h 
€ ..,,_._,,;¡,... 

con E •(e/r2 )~ B •O 

(2.23) 
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.. 
Ahora bien. el.. vector i5 - ~~~~ 

T{; , .. _ l~·«f"1 
con n un vector 

unitario arbitrario. es tal.. que ~si : 

(2.24) 

y por 1..o tanto podemos escribir: 

(2 .. 25) 

en donde 9 es 1..a intensidad de 1..a carqa maqnética .. 

Considere-=>s ahora a 1..a ecuaci6n de scredinger 

(2.26) 

y de&Arrol.1emos e1. operador H~J.toniano aproximaci6n de Paul..i 

(ecuaci6n 1. 29~ 

": ~\,y-~·~S·-~ v•~ 
- '1.Wla c. -ya-

en donde m es 1a masa reducida del.. sistema, me el. 1..a masa del.. e1ectr6n 

y g ea 1.a intensidad de l.a carqa iaagnEtica. 

Uti1.i.zando 1..a reg1a de cuantizaci6n de Dirac podemos escribir: 

donde• 

lf-~~-= ~~ ... -.,::. L• ~ tf'$._'Qa¡ 
ya que* en coordenadas esfiSrica.a 'X' - (O,O, t.ot.•JC",..._). 
y e•cr.ihiendo el. l.apl..aciano en coordenadas esféricas 

(. 'V-\:io.'fr~~~'<" -.Jtrt\!•~a ·~ -t"] 

(2.27) 

(2-28) 

conatru.i.9oa ahora el. operadOr de .a.anta anqu1.ar de Poincaré 

ta. ... , 
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en donde ,..~ ~ es e1 momento angul.ar de interacción asociad~ al. campo 

el.ectromag~Gtic~. Las componentes cartesianas del. operador d 

:x - !;"x - r-"i~~~-
~ - :y - ,. ¡¡a-f- (2 .. 30) 

d • L z z 

y su cua.dradoi 

d2 - L2 + 
__ _:t:__ 

sen
2 8 

Además satisface l.as regl.as de conmutación: 

sustituyendo (2.31) en (2 .. 28) obtenemos: 

de donde, l.a ecuación diferencial a resol.ver es: 

l2 .. 31) 

(2 .. 32) 

(2 .. 33) 

Si l.a masa del. monopol.o ea mucho mayor que l.a masa del. el.ectrón, 

entonces m• m
8 

y el. t&rmino del. potencial. queda comoz 

<._¿"'-~-y. ... t-)/t& 
que es independiente de l.a masa. Para que este t~rmi.no dependa de l.a 

masa, es necesario que l.a masa reducida del. sistema sea diferente de l.a 

del. electrón y es necesario entonces considerar un sistema monopol.o pesado-: 

nGcl.eo.. En tal. caso, el. tGrm~no del. potencial. dependiente de l.a masa puede 

ser 1o suricientemente grande como para que e1 potencia1 11egue a tomar 

va1ores negativosr teniEndose entonces un potencia1 atractivor singul.ar 

e1 origen. e1 cua1 puede provocar que se presenten estados 1igados para e1 

sistema <•> • 
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En el. caso general.. l.a ecuación diferencial. a resol.ver es 1a ecuación 

l2.33). Para reso1ver 1a parte angu1ar de ésta procederemos de manera simi-

1ar a l.a util.izada en el. capítu1o X cuando diagonal.izamos el. operador angu­

l.ar de1 átomo de Hidrógeno re1ativista. ecuaciones (1.36) a (1.41). 

oer.i.niendo al. operador " mediante l.a combinación: 

(2.34) 

y uti1izando que; 

el'"... l1•9'1.)" - l1•i"·¿) 
(2.35) 

y que el. anticorunutador {. l\•~ 1 ... ~ ~ -. - "l.,.. 
a direrencia del. caso del. &tomo de Hidrógeno rel.ativista.en donde 

lll•"-i.\ .~.fo\ •O obtenemos• ~-: l\••·•)'I..., .... - '1. ... t.Y .. 

de donde A'•A•¿\6 ...... -My podemos escribir 

d~ t""-s...&.~ .. lt'• ,....~. •-z. ..... .- ..... (2. 36) 

Construyendo ahora el. operador de momento angu1ar total. j - d +1/2 .. 

que cwnpl.e l.as rel..aciones: 

1'",t\l•O 1 D".lt1•o , ll-.l'(\ao 
l1+~~)-= ~ (.)+~\. ¡ •• ~-\: 

obtenemos 1oa va1ores propios de1 oprerador /\-a y /\. • 

Sustituyendo en l.a ecuación (2.36) obtenemos rina1mente: 

que para e1 caso de un monopol.o pesado y un el.ectr6n se reduce 

(2.39) 

(2.40) 
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independientes de 1a masa, como JDencionamos anteriormente. 

Habiendo diagona1izado e1 operador a.ngu1ar. 1a ecuación radial. a 

resol.ver es: 

en donde: 

ecuación que 

.... l•\ -~ t-~~ .... ~ ),.,., 
N-h U._.\ª-\""'; {u..,'.---""'> 

puede reescribirse como: 

"l"t>.'°\s\ ....... ~u\- ~~ ..... -..&.~•\•O 
y cuyas sol.uciones son l.as funciones Bessel. modifica.das (.7) r.,.,c.kr) , 

"}.\ < kr) • 

Escribiendo l.a so1ución como: 

,.,., .... ¡m 3-l."' .. '"'"'í""~ ~~ .. , 
q- 1'.~.. vemos que es la misma aol.ución que 1a obtenida por Sivers 

<•>, y es tal. que para que se presenten estados 1igados, es necesario 

que qC O. Entonces: 

l~f • U·•l\ .. -W" .. ~..¡U~\'•--~-'l"l' "° ~ .c. o 
l.o cual. puede suceder para val.ores suficientemente grandes de ~. 

De acuerdo con l.oa resu1tados de sivers, una aproximación a los 

nivel.es de energía es1 

\!tlS~@l· .. --....>" 
"LtlliAC"a' 

(2.41) 

en donde hemos tomado t"' -1!, -i:- correspondiente al. val.or no trivial. 

más bajo n-1 en l.a cuantización de Dirac, y r 0 es l.a posición de l.a 

barrera infinita que debe introducir para evitar la singul.aridad en el. 

origen (~sta aparece sol.amente al. considerar el. caso q menor que cero). 

Para comparar l.os eigenval.ores de J.a ecuaci6n anqul.ar que obtuvi­

mos con l.os obtenidos en <•>.es necesario tomar j-d + 1/2 -1,3¿2 1 2, •• 

y entonces de 1a ecuación (2.39) tenemos que para ~ - 1/2 

-,. .. H\.-.) -" \U•'>"lt·-t:'I'"' 
resu1tado que coincide con <•> para el. caso m ";1>1 

La ventaja que tiene esta manera de reso1ver e1 prob1ema. ea que 

no es necesario conocer l.a forma expl.~cita de 1as so1uciones para 

obtener l.os eiqenval.ores de ia ecuación angul.ar y esto ai.mpl.ífica 

conaiderabl.emente 1os c&J.cul.os. 
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APENDY.CE AL CAPY.TULO u: 

En 1a referencia (6), Sivers, estudia el problema de ca1cu1ar 1os ~ 

sibles estados ligados para un sistema formado por un monopo1o magnético 

y por una carga e1fictrica con momento dipo1ar magnético. 

Partiendo de1 Harni1toniano en aproximaci6n dA Pau1i 

\\a-~ lfrc"lr ·-=-t.-t. ·~t:.- .... '-'-t"-"1""•:-~\~ 
la ecuaci6n de Schredinger es separable en una parte angu1ar 

(A1) 

{¡;k ~t.-t. •\li-'i,\'"\\-.-\'1 ..... ~.·\"f"t~··-,."'-~ (A2) 

y una parte radia1 

(A3) 

Resuel.ve 1a ecuaci6n ang':11ar para el caso en que e1 AIOlbento dipola.r 

magnfitico de l.a carqa es nulo, obteniendo las eigenfunciones 

~---l ....... 1') 
\. ............ .) 't:

.., ... ~ 
..... ("') .. e\.." ~) 

y los eigenva1ores t-'t 
(A4) 

-._"\\,""""°" ~·\l\•-~"'1·l--l•\\_l .... w-.tÚ\-r!° (A5l_ 
los cuales resu1tan ser positivos definidos. A1 imponer invariancia ante 

rotaciones obtiene la condici6n de cuantizaci6n 

.... -t"' "'a,....... (A6) 
Para resolver 1a ecuaci6n angular cuando el momento dipo1ar magnético 

diferente de cero, se hace un desarrollo de 1as soluciones en términos 

de las soluciones para el caso con \i.•O (ft'IOmento dipolar magnético nulo) 

y expresando l.as funciones de Wigner en t&nni.nos de los polinottdos de 

Jacobi. obtiene los eigenvalorea (para el caso con ... 0) 

.... '-"••""'-~, ... - " ~ \~-\.) .. --\ .. l"a.-t--f')~7 l 
cuyo menor va1or esi 

, .. _. -z.- t'1.• l-\-\:••)")"- (AB) 

y puede l.legar &··tomar valores nagat1.vos. 

Sustituyendo en la ecuaci6n radial.. se tiene que para val.ores nagat! 

vos de f9! , es necesaria la incl.usi6n de una barrera in~1.n1.ta de potencial. 

a una cierta distancia del origen, con l.o cual la ecuaci6n radial. a reso~ 

ver es; 

(A9) 
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siendo sus so1uciones 

Las funciones .,.no tienen ceros para va1ores reaies de • y es 

entonces necesario que e1 eigenva1or de 1a ecuaci6n angU1ar sea menor que 

-1/4 • 

La posici6n de 1oe ceros puede aproximarse si uti1izamos e1 deearro11o 

asint6tico \'.,w(.c\- -l-1' ~l ~1~ lJ...•:1.,.1l'\l~) (A11) 

y un va1or aproximado para 1a energta de 1igadura serás 

(A12) 
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XNTERACCXON RELATXVXSTA 

CARGA MONOPOLO 

En este cap~tu1o estudiamos e1 prob1ema de 1a existencia de 1oa 

posib1es estados 1igados para el. sistema carga - monopol.o, en l.as si-

guientes aproximaciones: primero, consideramos un monopol.o ta1 que, 

al. encontrarse l.ibre carece de esp~n, y que adem1is es mucho m&s masivo 

que 1a carga el.éctrica, de tal. manera que podemos pensar en el. sistema 

carga.~nopo1o pesado como un sistema formado por una carga e1~ctrica 

que se inueve en un e.ampo el.ectromaqn&tico dado por e1 monopol.o f'ijo 

en e1 espacio. Para 1a deacripci6n de este sistema debemos Uti1izar 

a l.a ecuación de Di.rae, para sirnpl.ificar el. anS1isis, estudimnos 1a 

ecuación de Van der Waerden-Dirac. Posteriormente, consideramos el. 

caso opuesto en que tenemos un 111Dnopo1o sin esp.tn, pero que ahora es 

mucho más 1igero que 1a carga el.éctrica, debemos entonces util.izar a 

1a ecuaci6n de JQ.ein~Gordon. 

Reso1vi1111Ds pues• el. probl.ema de 1a interacci.6n carga~nopol.o 

pesad.o. El potencial. que sentir& la carga e1éctrica serS sol.amente la 

parte vectorial. ya que el. potencial. esca1ar generado por l.a carga 

magnética es proporciona1 a au vel.ocidad. 

E1 térmi.no de interacción entre e1 campo magnético y el. momento 

magnético del. el.ectr6n:· aparecerá en r.o'E9a natural. al. util.izar l.a 

ecuación de Di.rae. Se podr~a introducir un térmi.no de interacción entre 

el. -=-eonto magnét:l.co arMS-10 del. e1ectrón y e1 campo magnét.:Lco. el. 

cual. puede ser muy i..,artante a1 con•.:lderar regiones del espacio muy 

cercanas al. origen (1). Al. hacerlo. se obtiene un potencial que conti.e_ 

ne un término propoJ;"ciona1 a a'J, .. repul.e.:Lvo. siendo ._ proporci.ona1 
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al. momento maqnético an6ma1o de1 e1ectr6n • y por l.o tanto, es muy 

pequeño (comparado con e1 término en 1/r2 )salvo en regiones del. 

espacio muy cercanas al. origen. Supondremos por el momento que 

e• v&1ido despreciar estas contribuciones a1 potencia1 .. Al. hacerlo, 

obtene11e>s para nuestro problema la ecuaci6n de Van der Waerden_Dirac, 

forma análoga a la ecuaci.6n (1.34) 

Sustituyendo en ésta la expresi6n (2.31) obtenetn0si 

(3.2) 

y vem::>s que e1 t~rad.no correspondiente al potencial dispersor es e1 

tni.B111D que obtuvi.JDOs anterJ.ormente (ecuaci6n 2 .. 3 3) para un monopo10 

muy masivo y c~yos eigenval.ores son si.empre positivos -tomando f" -1/2_ 

y por lo tanto, e1 si.ate.a el.ectr6n - D'IOnopol.o pesado no acepta ni 

estados ligados ni estados resonantes, sin importar el. valor de la masa 

del. ~nopol.o si.empre y cuando sea l.o surici.entemente grande como para 

poder considerarl.e fijo en el espacio. vemos ahora que el. incluir 

e1 ténrd.no de interacción con el mD'IDBnto magnético an6malo del. el.ectr6n, 

añade nada a nuestras posibilidades de estados l.iqados o 

nantes debido a que estar!a af\adiando un t6rmino repulsivo y 1a forma 

del. potencial. seguiría siendo del ala.o tipo (si.ea.pre repulsivo) ~ 

Pasemos ahora al caso contrar~o en que tenemos un monopoio mucho 

~ l.igero que 1a carga eiéctrica. Suponiendo C01h0 antes que ia carga 

zaaqn6tica no tiene espín, entonces deberemos uti1izar la ecuac~6n de 

kl..ein_Gordon. 

El. operador cuadra.do de masa del sistema ea; 



_., .. .,,, .. ll .. ·~~t- C.c.il·~~'f]'f (3.3) 

en donde hamo• usado que el. potencia1 eacal.ar dua1 ti ea ... -iii. •• 
siendo üA.s ~ .. el. in::>mento dipol.ar -qnétloo de la carga el.Actrica 

rija en el. espacio• y B el. campo maqn6tic::o generado por 1a ca.rqa -gnfi_ 

ti.ca. De•arrol.1ando l.a ecuac:i.611 (3.3) obtenem>s: 

(3.•) 

don- 6• Y"~ y Y-... ~-
SuatUuyen~a expreaUin que obt~s para e1 ~-r :f' 

quedas 

l-~~'"·~\¡.•-•'-••·•1•-'" ..... -!r:.. '""°'3.6) 

que di.riere del. caao anterior (ecqacl.6n 3.2) por el. dr.i.no -~.,,,,,. •• 

y el. val.ar del. coerici.ente de ... ; 

D:lagonal.i&.ando el. operador anqu1ar ele manera al.ai.1.ar a 1.a uti.1.i.&ada 

al resol.ver 1.a parte anqul.ar de 1.a eCQACi.6n no relativista.. obtene90s 

1.oa eiqenval.orea: 

Debido a que el. tliraino pro¡mrcional. a 1/r
4 

es atractl:vo. ea 

necesario introducir un.a barrera inrin.:l.ta de potenc:la.1. a una cierta di.--

tancia del. oriqen. La posición de esta barrera no• dará una ~ida de 

la mAxilfta distancia de ac:ercaaiento entre l.as partlcu1aa Por otra part::e .. 

va no ea necesario pedJ.r que e1 ei.qenva1or de 1• eeuaci.ón anqu1ar aea 

negativo para tener 1a pos:i.bi1i.d .. de q1,1e se presenten e•tadoa 11.9.mdo• ... 

El inc1uir una barrera infi.n~ta de potencia1. ~ de servi.rnos 

para asequrar la existencia de soluciones para la ecuaci.&n di~erenct.ai. 
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ya no es necesario pedir que el. eigenval.or de l.a ecuaci6n angul.ar sea 

negativo para tener l.a posibi1idad de que se presenten estados l.igados. 

El. incluir una barrera de potencial. infinito, ademSs de servirnos 

para asegurar que existan soluciones para l.a ecuaci6n diferencia1, es 

un refl.ejo de l.a falta de conocimiento que tenemos acerca de l.os efectos 

que se presentan al. 11.egar a distancias muy pequeñas. 

Ea importante notar que l.oe eigenva1.ores de l.a ecuaci6n anqul.ar 

vez funciones de l.a energ~a a través del. término que contiene 

La ecuaci6n radial. a resol.ver ess 

donde 

Si queremos encontrar l.os posibles estados l.igados del. sistema,es 

necesario que pidamos al. potencial. que cumpla con ciertos requisitos 

como e1 de ser 1o suficientemente débil. para que no se presente l.a 

paradoja de JC.l.ein (2). Para ver como puede presentarse estt1 paradoja, 

consideremos potencial. unidimensional. como el. que se muestra en l.a 

~iqura .. -----" 
......... ' ..d . ~-· -"'"""-· l"'" 

.:.._~ X p: --~-~--:~~~vs-~~~-- -
-~ ·------···~--··· : i 



En a1 regi6n X, 1a part1cu1a se encuentra 1ibre y por 1o tanto se 

tiene una so1uci6n osci1atoria mientras que en 1a región XX 1a probabi-

1idad de encontrar a 1a part1cu1a decae expc>nencia1mente. Ahora bien, 

si consideramos que e1 potencia1 varía en forma adiabStica, podemos 

obtener 1a ~arma funciona1 de 1a funci6n de onda. Fij&ndonos en 1a 

componente grande únicamente, tenemos que se cump1e: 

Si tenemos un potencia1 V que es 1oca1mente independiente de x, 

obtenemos 

en donde 

(3.10) 

2 
Si p positiva tenemos una so1ución osci1atoria, mientras que, 

si p 2 es negativa tenenDs una so1uci6n exponencia1 decreciente. Si ahora 

hacemos que e1 potencia1 11egue a tomar un va1or ta1 que~- E >mc2 

tendremos que p 2 es mayor que cero, ya que el 1ado derecho de la 

ecuación (3.10) ambos términos son negativos. por 1o tanto tenemos que 

1a so1uci6n corresponde a una función osci1atoria (coma en e1 caso de 

partícula 1ibre). Si queremos evitar que se presente éste tipo de 

paradoja debeftlOB imponer a1 potencia1 que se satisfaga 1a condici6n 

(3.11) 

con 1o cua1 estamos evitando que se presenten fenómenos como producci6n 

de pares. 

De acuerdo con 1o dicho anteriormente e1 vaior de r
0 

no puede 

arbitrario~ si suponem::iis que éste debe encontrarse entre O y 10 fm. 
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entonces encontramos que e1 menor va1or de 1a masa de1 monopo1o 

compatib1e 1a ecuaci6n (3.11) es m - 1Mev/c2 
1 pero, ~ste va1or 

de 1a tnasa de1 monopo1o no satisface nuestra suposici6n oriqina1 de 

mcnopo1o 1igero comparado con 1a carga e1éctrica. Tenemos en~nces, 

que en este mode1o no podemos estudiar 1os posib1es estados 1iqados 

de1 sistema monopo1o 1igero - e1ectr6n. 

Sin em1*z:qo, en e1 caso en que haya una diferencia de signo entre 

1os términos proporciona1es a 1/r2 y a 1/r4 que aparecen en e1 potencia1, 

(ecuaci6n 3.6)es poaib1e que e1 sistema tenga estados resonantes. 

E1 estudio de esta poaibi1idad es e1 objetivo de1 siguiente capítu1o. 
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CALCULO DE LOS CORRIMIENTOS DE FASE 

En e1 capttu1o anterior. uti1izamos 1a ecuaci6n de Van der Waerden­

Dirac para describir un sistema forma.do por un monopo1o muy maei.vo :· 

sin esptn, y un e1ectr6n qUe se mueve en presencia de Aste. Encontra_ 

que para dicho sistema no se presentan ni estados ligados ni e•ta_ 

dos resonantes debido a que e1 potencia1 en que se mueve e1 e1ectr6n 

es siempre repulsivo. Por otra parte. a1 considerar 1a ecuaci6n de 

K1ein:Gordon para e1 sistema monopo1o 1iqero, sin esptn, e1ectr6n, 

encontramos que tampoco se presentan estados 1igados, pero qUe en éste 

surge 1a posibilidad de que se presenten resonancias. 

En éste capítu1o: hacemos e1 c&lcu1o de 1oa corrimientos de fase 

producidos por e1 potencia1 dispersor 

'IC.~a.).,,. h!a\lMa~i) _ e .. 'f!c.• + Ul•) <4.11 . ..... """" ........ 
u (r) y 1'1.all'N.ah\} derinidos por 1a. ecuaci6n (3 .9)). 

Recordemos que en éste mode1o hemos construido un momento angu1ar 

tota1 j que conmuta con e1 Hami1toniano, mediante el acop1amiento del 

momento angu1ar de espín de1 electr6n, e1 momento angu1ar de interacci6n 

que aparece debido a 1a presencia del monopolo, y e1 momento anqu1ar 

debido al movimiento de1 monopolo en el campo del electr6n. Esto ea (1)1 

J - Y X~ + Se - ... ~ (4.2) 

Construimos primero e1 operador d 

d-rxW 
cuyos va1ores satisfacen qUe (2) : 

d..\ 1.-l"I • -,!:, 'e, - · · 
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y acop1amos posteriormente con e1 espln de1 e1ectr6n teniéndose 

1as posibi1idades (en unidades con h -1>: 

j+ - d + 1/2 

j - d - 1/2 

A1 diagona1izar e1 operador angu1ar obtuviJDOs 1os eigenva1ores 

M~l~\}'fw l~'-1'"'•\'Kf-~~ '\'f 
de donde notam:::>s que e1 comportamiento de1 potencia1 radica1111ente 

distinto cuando tomamos e1 acop1amiento j+ o e1 acop1amiento j_ , ya 

que a1 tomar j+ 1a parte correspondiente a1 potencia1 centrlfugo puede 

adquirir va1ores negativos mientras que a1 tomar j éste t~r!llino es 

simpre positivo y provoca una joroba en e1 potencia1 • 

Notemos también que e1 potencia1 depende ilnicamente de 

1o cua1 significa que 1os eigenva1ores de 1a energta son independien: 

tes de1 signo de 1a carga magnfitica. Adem&.s, e1 potencia1 depende de 

1a energía mediante e1 término proporciona1 a 1/r2 • Para distancias 

pequeñas, e1 término 1/r4 domina a1 término .. centrífugo" 1/r2 y 

esto provoca que (como mencionamos en e1 cap!tu1o anterior), debamos 

introducir una barrera de potencia1 a una cierta distancia del origen 

para poder garantizar 1a existencia de so1uciones. 

Para potencia1es de 1a forma V(r) - V•/r2 + Va/r3 + V._/r4 1as 

resonancias y estados 1igados pueden darse en forma ana1!tica (3) y 

para potencia1es que invo1ucran so1amente un término de 1a forma 1/r4 

repu1sivc, 1a so1uci6n puede ser escrita en términos de las funciones 

de Mathieu (4). 

La figura 4.1 muestra 1a forma de1 potencia1 dado por 1a ecuaci6n (4.1) 

para cada de 1os tipos de acop1mrdento. 



V(r) (Mev2 > 

V(r (Mev2 ) 

10000-
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r(Ena) 

b) Energía - 100 Mev 

j-j_ 
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Debido a que este sistema no admite estados ligados. en adelante 

consideraremos solamente e! tipo de acoplamiento j -

El m&ximo del potencial se encuentra en 

\\- ~l.-1-.... .._.., .. ~ ........... (4 ... 3) 

y su intensirlad en ese punto es: 

(4 ... 4) 

Podemos observar que conforme aumentamos la energta. la posición 

del mS.ximo del potencial se acerca a la barrera infinita. lo cual tie-

ne come resultado que el sistema se encuentre m.Ss localizado ... También 

vemos que la a1tura del máxino aumenta con la energ~a lo cual provoca 

que la joroba sea mSs alta y que aún para energras ·grandes sigamos 

teniendo efectos dispersivos 4 Para valores de la energra suficiente-

mente grandesr la posici6n del máxin.:i del potencial y la posici6n de 

la barrera podr!an llegar a confundirse y entonces ya habrran cam-

bios de signo en el potencial. 

Para evitar que se presente esta posibilidad. es necesario que 

la posición de la barrera sea una funci6n de la enerqta. de tal forma 

que el potencial en cuestión presente siempre cambios de sign~. Al 

calcular los corrimientos de faser encontraremos cómo dependen éstos 

del valor que tenga la poeici6n de 1a barrera infinita. 

La figura 4.2 muestra los potenciales obtenidos pdra tres dife-

rentes valores de la energra, manteniendo el resto de los parámetros 

constantee4 



10000 

250000 
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FJ:GURAS 4.2 

6.2 r(fm 

b) Enerq~a •500 Mev 

a) Enerqta -100 Mev 
j-0 

100000 

o 3 4.5 r(fm) 

e) Energía. -1000 Mev 
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En cuanto a 1a anchura de 1a barrera de1 potencia1 • vemos que 

conforme awnenta.mos 1a energía 1a barrera hace m.S.s estrecha. 

La tabla 4.1 muestra 1a variaci6n de 1a poaiciSn de los mli.ximos 

de1 potencial así como el valor de éstos en funci6n de la energía 

para el caso u.onopolo li.qero sin espín y electr6n. 

Enerq.ía (Mev) 

100 

500 

1000 

Tabla 4.1 

Rmax(fm) 

14 

6.2 

4.5 

248000 

952000 

Para estudiar las resonancias de un sistema se puede proceder 

de varias formas. úna de las más es 1a de asociarlas 1os 

po1os de la matriz de diepersi6n (S,6.7). E1 punto que todos los 

tratamientos tienen en com1'.in es que la rápida variación de la sección 

eficaz de dispersión alrededor de la energía de resonancia Er está 

re1acionada con la existencia de un estado cuasi liqado del sistema 

blanco proyectil con energía igual a la energía de resonancia. 

Si lanzamos un proyectil con energía E - Er • entonces éste puede 

capturado temporalmente formándose un estado meta.estable y es ésta 

posibilidad la responsable de las violentas variaciones de la sección 

eficaz con la energt:a. 

Antes de calcular los corrimientos de fase producidos por el po-

tencial dado por 1a ecuación (4.1)• consideraremos e1 caso de un 

potencial dispersor del tipo p /r2 

La raz6n de hacer ~ato es que podeJrDs obtener una expresi6n 
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ana1~tica para 1oa corrimi.entoa de fase y conociendo esta. comparar 

con 1a so1uci6n numérica que invo1ucra e1 cS1cu1o de funciones Besse1 

J~(kr) y Y*i(kr) as~ como una inteqraci6n numérica de 1a ecuaci6n 

di~erencial y tendremos as~ una manera de estimar la pre&:l.at.6n de 

nuestros c.S1cu.l..os .. 

La ecuacidn diferencia1 radia1 a reso1ver para la onda parcial A 

(4.5) 

En ausencia de potencial dispersor, la solución puede escribirse 

combinaci6n lineal de 1as funciones esféricas de Besse1 

(4 .. 6) 

imponiendo ahora 1a condici6n a la frontera Wa'-) • o vemc>s que B (k) -o 

de donde: 

\.Uol•'\ .,. Al"'-) ~l\n) 

que asint6ticarnente so comporta como sen(kr -1~/2) (4 .. 7) 

Ahora bien, escribiendo aa..\ ...... "'~ -1¡ vemos que 1a solución más 

general de la ecuaci6n (4.5) es de la forma: 

(4 .. 8) 

e imponiendo la condición \l..,1.9' •O nos queda: 

que asintóticamente se comporta como: 

v.,,b\ -=- ~lk\ l ~ l"-~- "l'- -•) +e\2-~(.lMf')} (4.9) ,.... __ 
Obtenemos e1 corrimiento de fase ~ comparando las ecuaciones 

(4 .. 7) y (4 .. 9) 

(4. 10) 
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vemos que si no hay potencia1 dispersor, e1 corrimiento de fase es 

nu1o, si e1 potencia1 es repu1eivo, e1 corrí.miento es neqativo y si 

e1 potencia1 es atractivo~ e1 corrimiento es positivo. Para que ésta 

61tima posibi1idad tenga sentido, es necesario que 

ya que de otra forma., se tendr~a una singu1aridad atractiva en e1 

origen, en cuyo caso 1a part~cu1a 11evarra a cabo un 1n0vimiento de 

tipo he1icoida1 con cada vez mayor frecuencia angu1ar y 1a so1uci6n 

de 1a ecuaci6n no estar~a bien definida en e1 origen (4). 

Una manera de evitar este prob1ema es introducir una barrera 

infinita a una cierta distancia de1 origen (B), a1 hacer1o, se obtie-

ne una ecuaci6n radia1 simi1ar a 1a obtenida a1 estudiar e1 

re1ativista. Sin embargo, debido a que este tipo de potencia1 no 

presenta cambios de signo. no posib1e que se presenten estados 

1igados ni resonantes para e1 sistema. 

Un punto que interesante hacer notar, es que 1os corrimientos 

de fase dados por 1a ecuación (4.10) son independientes de 1a energra 

y dependen so1amente de 1a intensidad de1 potencia1 dispersor 9'/.,,-. . 
Para ca1cu1ar numéricamente 1os corrimientos de fase producidos 

por e1 potencia1 fJ't• escribimos 1a. so1uci6n como 

v.>l .. h rr l"l~lJ...U.•l• •l"'-l '/._..l"'-•l1 
y der:i.n.i1'1C>& e1 corrimiento de fase mediante 1a expresi6n (6) ~ 

(4 .. 11) 

Escribiendo ia so1uci6n en dos puntos sucesivos y sustituyendo 

(4.11) obtene1110ai: 

-te.........~ - .¡;:;J..,. Ua.T.,-f&Jieal"-t"-,) (4.12) 

~Y,."' l"'-"·l-fJ("-· 'L\ \."-,._) 



(53) 

siendo f e1 cociente entre 1as so1uciones en puntos consecutivos 

(4.13) 

Para encontrar los corrimientos de fase dados por l.a ecuaci6n (4.12) 

necesario calcu1ar 1as funciones de Bessel J,_.'-(kr) • 1'_ ... (kr) 1o 

cual. hacemos a partir de (KLEXN) un programa que primero ca1cu1a 1as 

funciones de COu1omb F ,...cq.x) • ~q.x) y a partir de éstas obtenemos 

1as Besse1 mediante la re1aci6n (9) 

Además debemos calcu1ar 1a soluci6n de l.a ecuación diferencial. 

puntos sucesivos rn • rn+
1 

1o cual. hacemos util.izando el. m&todo 

de Nou.merov ( 1 O) • 

La razón por 1a que hacemos el cál.culo numérico en este caso. 

por que al tratar el problema de una carga magnética sin espín. la 

cual interacciona con una carga eléctrica mucho más masiva. la so1uci6n 

asint6tica es expresabl.e en términos de 1as funciones de Bessel de 

orden real y puesto que ahora ten~rnois una expresió~ anal.rtica para los 

corrimientos de fase. podemos comparar la solución num~rica con la 

solución ana1{tica y de esta manera tener una idea acerca de 1a preci-

si6n de nuestro cálcu1o. 

Tabl.a # 4.2 

Lambda Beta Delta anal. Del.ta num. OA/DN 

1.B 2.25 -0.67625 -0.67325 1.0044 

1.B 4.30 -1.21306 _1.21020 1.0023 
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De 1a t&bl.a 4. 2 vemos que l.os val.ores cal.cu1adoa numi6ri.camente 

encuentran ra.zonabl.ernente cerca de 1os obtenidos en forma anal.ltica 

si.ende l.a diferencia menor al. 1' y ademSs. si queremos. podemos 

principio. incrementar l.a precisión de nuestros c&l.culos. 

Pasem::>s ahora a1 c&lculo de l.oe corrimieritos de fase producidos 

por el potencial. del.a ecuaci.6n (4.1). La ecuación diferencial. radial. 

a resolver es: 

haciendo el. cambio de funci6n ""'• • obtenemos l.a ecuaci.6n: 

,J.\,. •t"'"- lU-'•'9.> .. ~ "\,,..,D .... ,~ (4.14) 
-¡;¡- ~· ._,.;..'1(4.1 

que sal.vo por el. término proporcional. a 1/r4 es de la misma forma que 

la ecuación (4.5). Para val.ores grandes der. el. término en 1/r4 

tiende a cero y es despreci.abl.e comparado con el término"centr!.fugou 

y en esa regi6n~ l.n ecuaci.6n (4.14) reduce al.a ccuaci.6n (4.5). 

Entonces, l.a sol.ución asint6tica del.a ecuaci6n (4.14) está dada por 

l.as funciones Bessel. de orden real .:r,...._ (kr) :- ~Ckr) • Si. consideramos 

al térmi.no~~\como uiw.potencial. centrífugo ••efectivo••. tendremos 

que los corrimientos de fase serán medidos con respecto al. número 

l..U..)-..,. t.•) . Esto ti.ene como consecuencia que el. potencial. dispersor 

no será el. dado por l.a ecuación (4.1) debido a que le estaremos 

quitando 1a parte correspondiente a .. ~Sl. Si por otra parte. toma-

mos e1 caso en que no hay potencial dispersor. ( t"' -o y U(r)-0) • 1a 

ecuación ( 4. 1 l se reduce a l.\•.O / 'f' y 1a ecuación diforencia1 

radia1 a reso1ver es 1a ecuaci6n 1i.bre 
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cuyas so1uciones están dadas por la ecuaci6n (4.7). Es entonces 

razonab1e el tlEldir a 1os corrimientos de fase con respecto a1 momento 

angul.ar orbital. aunque este no sea un buen ntimero cuAntico y no nos 

sirva para caracterizar a l.oe estados del. sisteaa. 

Para cal.cul.ar 1os corrindentos en forma num6r~ca, procede.m::>s de 

símil.ar a 1a util.izada en el. caso anterior. con 1a Gnica cllfe_ 

rencia de que ahora 1.as sol.uciones numéricas que obtengamos ser~ 

so1uci6n de 1.a ecuaci6n diferencial. radial. (4.14) y no de 1a ecuación 

diferencial. radial (4.S). 

Los corrimientos de fase así obtenidos se muestran en las 

figuras (4.3) y (4.4) para diferentes valores de r
0 

Podemos notar que los corrimientos de fase resultan prácticamente 

independientes de la posici6n de la barrera siempre y cuando el valor 

de r
0 

sea menor o iqual a 1fm. Para valores qrandes de r
0 

la situación 

cambia drásticamente, haciéndose los deefasamientos &1.tamente dependie!!_ 

tes de1 valor de r
0 

Esto podemos entenderlo si consideramos que 1a 

barrera infinita que hemos introducido es vista por la part!cula inci_ 

dente como una esfera dura,.Si la ~sfera es pequefia, comparada con la 

longitud de onda asociada a la partícula incidente, et proceso de 

dispcrsi6n será prácticamente independiente de ésta, pero, si la esfe-

es grande, entonces efectos ser&n cada vez más importantes. 

Obtuvimos también los corrimientos de fase producidos por un muón 

(masa 105.659 Mev) sobre un monopo1o li9ero sin esp~n. Las expresiones 

para los corrimientos son las mismas 

valor de 1a masa que interviene en el 

A partir de la expresión para e1 

y la única diferencia está en el 

factor&'- ~ 
- .. e; 

térm:Lno centr~fugo, vemos que 



1.0 
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De1ta (radianes) 

M6du1o pi 

F :I G U R A (4.J) • Corrbnientos de fase para e1 caso j_-a. r 0 •0.01ra 

de1 proceso monopo1• ligero - e1ectr6n. 

. -~ ----~---· --~--- ,--·-
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F J: G U R A (4.4) Corrimientos de ~ase para. el. ca90 j_-o. r 0 -0 .. 001 ~-. 
dei proce.ao Jrlinopoii l.iq•ro - el.ectr6n .. 

Eoerg1.a (l'\leV) 
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para energi:as menores a 200 Mev ~ ~ 1 mientras que para energ~as al.tas 

digamos de 500 a 1000 Mev sus va1ores se encuentran en e1 interva1o 

2.5 4 C C. s.o y son comparab1es con 1.os val.ores que puede tomar el.. 

m:>mento angu1ar. A1 awnentar 1a energi:a es necesario tener en cuenta 

un mayor ntlmero de va1ores de j para describir e1 proceso de disper-

si6n. La tabl.a # 4.3 muestra 1a variaci6n de J.a posici6n de 1os 

mSximos del.. potencial.. asi: como e1 va1or de &stos en fW1ci6n de 1a 

energi:a para e1 caso monopo1o 1igero-mu6n. 

Tab1a • 4.3 

Energl:a (Nev) Rma.x(fm) v 2
CRmax:) (Mev2 ) 

110 4.39 23.10 

150 1.44 2012.57 

200 0.94 9011. 79 

300 0~69 38051.S• 

400 0.56 87146.37 

500 0~48 156296.27 

1000 0.32 802871.94 

Podemos notar de 1a tab1a anterior que para e1 caso monopo1o 1.i-

gero-e1ectr6n, el. comportaadento es sim.1.1ar a1. observado para e1 caeo 

1r1C1nopol.o 1igero-muón con 1.a única diferencia de 1as intensidades cSe 

los má.xiDIOs. Por otra parte: notemos que en el. ei9enval.or de 1.a ecua­

ción angul.ar aparece un radical. y si querem::>s que e1 potencial dispar-

sor sea real., es necesario qUe el. radicando sea .ayer o igual. a cero. 

Esto impone 1a condi.ci6n de que para j.,:.-o, el. menor val.or de J.a ener-

gla sea• ~~ lllA&C." .l ~""' - .. c.' t°""'i 
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y no podemos tratar de uti1izar e1 teorema de Levinson para investigar 

1os estados 1igados de1 sistema. 

Debido a que en este caso contamos con una expresi6n ana1ltica 

para 1os corrimientos de fase, uti1izaremos un método aproximado (WKB) 

para ca1cu1ar1os y poder as! comparar con nuestros resu1tados num&ri-

Es de esperar que encontremos diferencias entre 1os resu1tados 

nUINSricos y 1os que r~su1ten de 1a aproximaci6n. pero si los corritrd.en 

toa de fase han sido cal.cu1ados correctamente. 1as diferencias deber&n 

ser pequeñas, a1 menos en la regi6n de energ~as en que se supone v&1ida 

1a aproximaci6n. 

El uso del ..&todo semic1ásico para e1 cálculo de 1os corrimientos 

de fase producidos por potencia1es singu1ares, ha demostrado ser de 

gran uti1idad en trabajos anteriores (4)~ 

Hicimos el c&1cu1o de los corrimientos de fase con el método 

semiclAsico para el caso en que éstos son medidos con respecto al 

potencial centr.S:.fugo "efectivo" tlh)-t ... )Y los comparamos con el 

c&lculo num6rico para ese mismo caso en las figuras (4.5) y (4.6} 
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APROXDIACION SEMICLASICA. 

La aproximación semici&aica consiste en proponer una so1ución de ia 

forma .¡¡r e (4.13) 

ia cua1 auat.i.tut-oa 1a ecuación de Schrad.inqer - y hecho esto 

eacribi.-oa Q" e~ una serie de potencias en ~ .. 

A orden cero en ._ obten~•= 

(4 .. 14) 

Para que ia aprox.J.aaci.6n semic1~sica sea v&iida, es necesario que 

\-.\~\(..c..J. o bien, en pr:laera aproxU..ci6n que ~ .. \ ~\Ct<.~ 
aiendo Jrr-, ia 1ongitud de onda de de Brog1~e de 1a part~cu1a.. Esta 

condici6n indica qUe 1a 1onq.itud de onda de 1a pa.rt~cu1a debe variar 

1entaaente en distancias que son de1 mi.amo orden que e11a misma.. 

Conservando tairmi.nos a primer orden en ft obtenemos ..... -~~ .. (4.15) 

En esta aproai.lltacJ.6n podemc:.a escrJ.bir: 

'f'1 ~ -e iil"'°"• ...,""' e-\~.-o• 
regiones de1 ea~cJ.o cl..S.sJ.c-ente inacceaibl.es, e1 

(4.16) 

impu1so de 1a 

part:lcu.l.a J.a9g.i.nari.o y 1a ecuaci6n anterior se transforma 

'f- ~ ~'--" ... -e-k\\Tto"W,. (4.17) 

Conaider~a ..! ,:;¡:;;el.. caso en que te!"emoa un punto da retorno en 

.JD-a, esto ea U (a)-B, y ..se.&a aupong.-oa que U (x) > E para x ? a. 

La funcilin de onda deba aer de l.a ~orma 

(4.18) 
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Para calcular 1os coeficientes qUe aparecen en estas ecuaciones. es 

necesario que siga.as el comport-iento de la funci6n de onda desde 

lores po•itivoa de x-a hasta valores neqati.vos. Al hacerlo habremos de 

pa.-r por regi.~•• de1 e•paci.o en donde e1 cri.teri.o de ap1i.cabi.1i.dad 

de 1a aproataaci.6n deja de ser v&1J.d.o (conforme nos acerquemoa a x-a) 

y ea entonces necesario conocer 1a. aoluci..Sn exacta. en esas regiones. 

Podemos evi.tar eata dificultad si. conaid•r-=>a a 1a runci6n de ond.a 't 
como una runci.Sn. ele 1• var:l.able comap1eja & y roete.moa el punto de retor-

no medi.ante un ci.rcuito tal que si.empre noa encontr-=>• au.ri.ci•nt~te 

a1ejadoa d• -• • y de esta manera - sati.araga la condici6n de ap1ica­

bi.1i.cl-4 de 1a apraat...aci6n. A1 hacer1o ae ol:*.i.enei 

(4.19) 

ai.entras que ai. el punto da retorno •• encuentra a 1• izquierda. la 

runci.6n de onda ea de 1a far.as 

(4.20) .,., .. 
Bata esprea.i6n no• 4'. el oompo~i.ento aai.nt6tico de 1a ao1uci6n y 

~· ca1C\&l..ar con •11& 1o• corri.a.l.entoa de fa- en esta. aproxiaaci.6n. 

efecti.wo. SU~. cu.-ndo e.1 punto de r~rno ae encuentra cercano 

a.1 ori.qen. Y• no ~· c::x>n•idera.r1o cc-..:io un punto ai.slaclo ya que e1 

téEm:i.no centrS.rgqo pre8eftta una s.inCj'"'1.a.ri.4ad en el. oriqen. Para resolver 

esta di.ri.cul.tad. ~er <ta>• prop>ne que 88 baqa el e.sabio de vari.able 

'("' & e.• con 10 cQ&l.. 1a aJ..nqul.a.ridad d•1 ori.g:en ea trasladada a - - y 

pc:>d-=>s entonce& tratar a1 pinto ele retorno ~ un punto aislado. El 

efecto neto de hacer la transforaa.ci6n propuesta. por Langer • es que 

de-.a re-1azar Jll.h\'\ por lt .. \.)• 
raHzado. "'~\.t\• \.,'..'l.Jl•l - ~* 

para obtener el i.mpul.ao qene-
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Ya c¡ue hemos visto cua1 es 1a forma de 1as so1uciones tanto a 1a 

izquierda como a 1a derecha de 1os puntos de retorno, consideremos e1 

caso de un potencia1 que presenta 1as condiciones necesarias para que 

preaen--it.Ófe'stados resonantes. 
~ ~-- -~:. --_+--.. ~~;;..._.._.,,,,.,..{.'*"= __ t= __ ..., ______ • 

Dti1izando 1a forma aproximada de 1as so1uciones 

. ... 
1as reqiones compren-

didae entre 1os pUntos de retorno y a 1a derecha. de estos, obten&110as 

(4.21)c 

... -t-:; lC:.,..lt~M-w.\,. e.•-•l~\~'<>•) \ ~nt,. 
A', B', e• e~- 1as amp1itudes que se indican en 1a rigura. 

Para un potencia1 de tipo osci1ador armónico ...... (."IC) a. "'I l .. )•\. 'tA..l-.-J° 
e1 corrimiento de fase reaonante ~~ est&. dado por <•> 1 

\~ .... "' ~~ l c.~·.,)""_, ~\ \ 
(~.,)'*'-"' J 

(4.22) 

\- ---. 
y 1a forma asint6tica de 1a so1uci6n es1 

que puede escribirse comos 

(4.24) 
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ecuaci6n que define al. corrimiento de fase para l.a onda parcia1 l.. 

Comparando esta expresi6n con l.a ecuaci6n (4.23) encontramos que l.os 

corrimientos de fase para l.a onda parcial l. est&n dados por 

'- .. \~~- \ (-.... .. ,~-- •l• .. l\ "~-~} (4.25) 

donde vemos l.3 aparici6n de1 l.l.amado término resonante. 

Tomando el. caso en que l.a energS:a. de l.a partícul.a es mayor que l.a 

al.tura m&xima del. potencial., el. corrimiento resonante queda dado por 

\.'"'- ...... -~ .. 
y podemos escribir el. corrimiento de fase como: 

~ 

~ - l~ l \..~--"'-c."'..-~ l""1' _ ,_} 
(4.26) 

que coincide con el. qUe se obtiene al. tener un sol.o punto de retorno. 

El. efecto interesante del. corrimiento resonante, ea presenta cuan-

do l.a energía de l.a part~cul.a es menor que l.a al.tura máxima del. poten-

cial., ya que en tal. caso es posible que la partícul.a penetre en l.a ro-

qión comprendida entre los puntos de retorno y se forme de esta manera 

estado metaestable, el cua1 decaerá después de un cierto tiempo ~ 

La expresi6n para e1 corrimiento resonante se reduce ta1 caso 

(4.27) 

expresión genera1mente peqUeña, salvo para aqUellos valores de la ener-

g!a para los cuales ~ -(n+.S>W con n entero, en cuyo ~~ ... crece 

rápidamente 11evando a cabo un cambio en T radianes. 

Para calcular los corri.mientoa de fase producidos por el potencial 

dado en la ecuación (4.1). hicimos un desarro11o del potencial en series 

de Taylor manteniendo términos de ha.ata segundo orden. Esta aprox:imación 

ser& v&lida para valores de la energía de 1a partícula que se encuentren 

cercanos al máximo del potencial, ya que alrededor del tnS.ximo podemos 
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aproxima.r1o por una. par&bo1a. 

Afo~tunadamente. en nuestro caso esta. condici6n se cump1e para. 

toda energía ya que como vimos anteriormente e1 potencia1 depende de 

1a energía, y 1a. a1tura de1 m.&x:imo proporciona1 a ésta. 

cuando e1 potencia1 dispersor es cua.drStico. debe reemp1azarse 

1os e1ementos dia.gona1es de 1a matriz que 1iga a 

1os coeficientes de 1as amp1itudes a 1a derecha. de 1os puntos de retor-

con 1as amp1itudes da 1a so1uci6n entre 1os puntos de retorno. 

A1 ha.cerio se obtiene para 1os corrimientos de fase resonantes. 1a 

(4.28) 

Sustituyendo en 1a expresi6n para 1os corrimientos de fase (4.25) 

obtenemos: 

(4.29) 

Los resu1tados obtenidos a1 ca1cu1ar 1os corrimientos de fase con 

1a ecuaci6n (4.29) se muestran en 1as fiquras (4.7) y (4.8). Podernos 

notar que 1a forma de 1os corrimientos en e1 caso de so1ución numérica 

y en e1 caso de 1a aproximacidn WKB , es 1a misma y hay una buena 

concordancia entre 1os resu1tados predichos por 1a aproximacidn y 1os 

predichos por e1 cá1cu1o numérico. 
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RESULTADOS y e o N e L u e X o N E s 

A parti.r de J.os corrJ.mi.entos de fase que ca1cul..-os en el. capttu1o 

anterJ.o • pode_,a conatruJ.r J.a secc:l.lSn erJ.ca.z. de d:lspers:l6n 

para J.a onda pa.rci.a.1 l. madi.ante ( 1) : 

(R1) 

donde l. ea el. 

Note_,• que. depend:lendo de J.a r.oraa en que haya.a• der.i.nJ.do a 

J.oa corri.alentos de fase. éstos contendr&n o no intormaci.6n acerca del. 

potenci.aJ. centrifugo. 

COlllO menci.onamos en el. capttuJ.o a.nter:lor • J.a menera correcta. de 

hacer1o es• tomar como potenci.a1 di.spersor al. potenci.a.1 sinqU1ar y a 

J.a. parte correspondi.ente del. potenci.a1 centr~r.ugo. esto es. si. eecri-

bi.a:>s 11 

si.ende .l.ei --.ento anquJ.ar orbital.. y j_- d-1/2 con d-absCl.-f'l-1/2. 

3/2, ••• 

entonces si. l.:¡, O 

mi.entras que ai J. -O 

,.l,•)• -~··.f"~··•» 
.\. .. l• l•-~l 

si.ende 1t (E) J.a. parte del. potencial. cU.epersor que 

1/r
2 • 

EJ. potenci.aJ. dispersor ea entonces 

'll'fl• 

.... 
' (R3) 

comporta corno 

(R4) 



- l -0 con V(r) 
re..,.. 

... , ... 
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y • (E) dada por l.as ecuac.:lones (R3) 

cuando ~ -1/2 • y e1 potencial. (R.4) ae anu1a cuando t"- -o ya que 

en ta1 caso no •• nece•a.r.:la 1a barrera de potenc.:la.1. y l.oe corr:laien-

tos de fase son tal.es qua cuando no hay carga .aqn6t.i.ca ... -O• 

entonces \a -o. 

Para obtener l.os corr.i.ai.entoa de fase. comparamos 1a. so1ución 

asintótica sin potencial. d.i..aper.ar (fun.ci.ones Be11se1 de orden entero 

~I (kr) • "9 (kr) ) con 1a ao1uc.:l6n asint6tica con potencial. dispersor 

(ecuaci6n R4) cuyas sol.uci.ones son l.aa :runciones Beesel. de orden real. 

fi- :J lkr) • fi 'J. (kr) • 
~ .. \ 

Los corrimientos de fase que obtuvilllos para reo se muestran en 

la tab1a R1 

Tab.l.a R1 

EllERGJ:A (Jlev) DELTA <..Ddulo pi) 

160 _0.000002 

180 ..,J:J.000003 

200 ~.ooooos 

300 ~0.000017 

El. criterio que se pi.de para 1a eval.uación de 1os eorri.Jld.entos 

que 1a direrenc:l.a entre des val.orea conaecuti.vo• sea -..nor o igual. 

& 1 X 10-l • 

Las figuras (R1) y (R2) muestran l.os corr.t.ld.entoa da :rase que 

obtuvimos para el. caso e1ec:trón - _,nopal.o 1i.90ro pm.ra dos di:rerentea 

valores del. -=>mento angul.ar od>ita1 . Podemos observar de l.aa riguras 

que 1os corrimientos presentan calllbi.os bruscos (en pi radJ.anes) para 



1.0 

-1. 

oe1ta (radiane•) 

M6du.1o pi .. 

F ::I G U R /\ (R2) 

··- -------------~----- ---·---- -- --- --------------· -----· -·- ------

corrimientos de fase para e1 caso j_•1, r 0 -o.J1J!w 

de1 proceso e1ectr6n-monopo1o 1igero .. 

1 



75 

so 

25 

Secci.ón efi.ca 

(:fm2) 

100 

F' I G U R A (R2)b 

Sec:ci.6n er.t.caz: de dJ.•pera:i.6n pera e1 proceao eJ.ectr6n - .onopoJ.o 1i.qero 

para el. caso en que j-1, r
0
-0.01fm. 



1.0 

_,. 

Del.ta (radianes) 

M6dul.o pi .. 

F l: G U R A (R1) Corri.ndentos d• fase medido• con r••pecto al. 
memento anguJ.ar orbital. para el. ca.o j_ •O~ r0•0.01~. 
del. proceso eJ.ectr&l-monopol.o J.ig•ro. 



75 

50 

25 

FJ:GURA (R1)b 

10 

Secci.6n eri.caa de di.ape.rsi.6n para e1 proceao el.ectril5n - monopol.o 11.gero 

para el. caao en que j_-o ; r
0

•0.01 :rm. 
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varios val.ores de 1a energ~a. Estas energ~as pueden interpretarse 

como energ~as de resonancia • 1o cua1 se corrobora a1 ca1cu1ar 1a 

sección ericaz de dispersi6n y encontrar 1a presencia de m&x.i.mos 

a1rededor de ta1es energ~as. 

A 1a anchura de 1a resonancia 1e asocia con 1a vida media de1 

estado metaestab1e que se ha formado. cuando se trata. directamente 

con 1a matriz de dispersi6n, entonces 1o que se hace es encontrar 

1a posici6n de sus po1os y si éstos se encuentran en e1 semip1ano 

in~erior de1 p1ano complejo k , entonces, 1a parte rea1 de k 2 /2m 

indica 1a energ~a de la resonancia y 1a parte imaginaria nos da 

1a vida media de1 estado mediante e1 uso de 1a re1ación 

t:• ~ 
Vemos entonces que para resonancias anchuras de1 orden de 

lte!v, 1as vidas medias de 1os estados de1 orden de 10-23 seg 

y con~orme aumenta 1a anchura de 1as resonancias 1a vida media se 

hace cada vez menor, hasta que 1a resonancia desaparece.(1a parte 

imaginaria de k 2 /2m se hace muy grande y 1os efectos de1 po1o dejan 

de ser observab1es) (2). Para obtener estados cuyas vidas medias 

sean mayores, es necesario que la anchura de 1as resonancias disndnuya 

1o cua1 corresponde a pedir que 1a parte imaginaria de k 2 /2m se haga 

más pequeña, ea decir que 1os polos de 1a matr:l~ S se acerquen a1 aje 

rea1. 

Ahora bien, e1 potencia1 dispersor (R4) depende de 1a posici6n 

que col.oquemos 1a barrera in~inita que hemos introducido para 

evitar 1a singu1ar:ldad en e1 origen y podemos pensar en esta distancia 

r 0 como una medida del m&ximo acercamiento entre 1as part!.cu1asr 

por el1o, éste parámetro no puedo tomar valores arbitrarios y si 
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consideramos a1 e1ectrl'in y a1 monopo1o como part:S:cul..as prácticamente 

puntua1es, entonces es razonab1e pedir que o< ros 1 fm. 

A1 ca1cu1ar 1os corrimientos de fase en funci6n de 1a energ:S:a, 

para diversos va1ores de r
0 

encontramos que para aque11os va1ores de 

r
0 

en que se satisface 1a condici6n anterior. 1os desfaeamientos son 

independientes de que va1or tomemos: mientras que para va1ores grandes 

de r
0 

1oe corrimientos se hacen fuertemente dependientes. de1 va1or 

que consideremos. 

Estos resuitados se muestran en 1a Tab1a R2 

Tab1a R2 

10 -.337735 -.337735 -.0705429 

so -1.51504 -1.51504 -1.326892 

100 1.11178 1.11178 -0.528291 

Tenemos pues, que si queremos mantener 1a intcrpretaci6n de r
0 

cerne> una medida de1 mSximo acercamiento entre 1ae part!cu1as: e1 va1or 

que 1e asignemos no nos sirve para fijar 1a posici6n de 1as 

cías. Recordemos que e1 Hami1toniano de1 prob1erna depende so1amente 

de y-~ - ( ...... ) 2 , y por 1o tanto sus eigenvalores son independientes 

de1 siqno de 1a carga magnética. Si de acuerdo con Berrendo (3), asig-

namos un.a carga magnética a1 neutrino, entonces debemos tomar l"- -1/2 

para as~ obtener, en e1 sistema en que e1 neutrino se encuentra 

reposo, un va1or de 1/2 para su momento angu1ar. Además tenemos que 

1a masa de1 monopo1o deber& tender a cero. 1o cua1 está en contra de 

1as suposiciones anteriores de 1a masa de 1a carqa magnética (4). 
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A1 hacerl.o as~ obtenemos un potencial. en el. cua1 no hay paráme-

tros l.ibres con l.oa cual.es pudiera1110s ajustar l.as energlas de 

cia .. Para va1ores pequeños de l.a snasa de1 1D0nopo1o: esto e&J va1ores 

ta1es que .... ~4E siendo E
2 

- ~c4 + p
2 c 2 ~ e1 potencia1 dispersor 

resul.ta independiente de ésta. 

De l.as figuras (R1) y (R2) vemos l.a existencia de varios val.ores 

de 1a energla para l.os cua1es 1os corrimientos de fase caa'lbian brusca-

mente en pi radianes l.o cual. indica que al. eval.uar 1a sección eficaz 

encontrare9's estados resonantes a tal.es energ!as. Por otra parte, de-

bido a que bo E -v Mev, y hemos podido 1ocal.izar resonancias, entonces 

podemos asegurar que l.a anchura de 1as resonancias ser& al. menos de 

este orden ( ""bE) ya que de no ser as!. no podr!'.amos encontrarl.aa. 

Por l.o tanto~ l.as vidas medias de l.os estados serán del. orden de 10-23 

segundos, correspondientes a part!.cul.as que decaen mediante interacci~ 

fuertes. 

Cal.cul.amos también l.os corrimientos de fase para el. sistema 

muiSn-mc>nopol.o l.igero·, y obtuv.:Lmos l.os resul.tados que se muestran 

l.as figuras (R.3) para l.os casos con j_-o y j_- 1 

Mientras que par.a el. caso monopol.o 1igero:eiectrón encontramos 

varias energías para l.as que se presentaban resonancias, siendo de 

gran re1evancia que partiendo de un par de objetos muy pequeños (cuyas 

masas son menores a un Mev) pudimos encontrar estados resonantes a 

energ~as del. orden de cientos de Mev, en una regi6n en donde ademAa 

sabemos de l.a existenc.:La de part!.cu1as que decaén mediante l.a emis.:L6n 

de neutrinos (caso de1 pi6n), para el. caso monopo1o 1igero_mu6n no 

encontramos estructura~· a1 menos en 1a reqi6n de energías expl.orada 

.J 



P X G U R A (R3) a 

0.3 

0.2 

0.1 

200 

Corri.lllJ.ento• de f'a•e ~ra e1 procemo monopo1o 

1.:1.gero - muen. para e1 ca90 en qye :t_•o. r 0 •0.01ra. 

300 400 Enerq~ (lleV) 



o.6 

0.4 

0.2 

De1ta (radia.nea) 

M6d.u1o pi. 

100 

F X G U R A (R3)b 

200 

corrimientos de ~a.se para el. proceao monopol.o 

l.i.gero - mu6n, para el. caso en que j_-1. r
0
-o .. 01r• .. 

300 400 Energta (Mav) 
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hasta e1 momento (de1 orden de sao Nev). 

La diferencia entre ca1cu1ar 1oe corrimientos de fase con rea-

pecto a1 momento angu1ar orbita1 o con respecto a1 eigenva1or de 1a 

ecuaci6n angu1ar ea: C09:> menciona.:>& anterio:r1Dl!nte, debida a que en 

e1 segundo caao eat&lhC>s ca1cu1ancSo 1a dieperaidn debida a un potencia1 

di.Eerente de1 que produce 1a dispersi6n en e1 pri-.er caso. Esta dife-

rencia se hace evidente a1 comparar las fiquras (R1) y .... ). 

CONCLUSXONES 

Debido a que ia carga maqnlitica un pseudoesca1ar: entonces, 

si queremos construir una teor~a que sea invariante ante Paridad, 

deberemos pensar en asociar a1 neutrino no una carga magnética q 

sino combinaci6n de cargas +q y -9 ta1 que tenga paridad definí_ 

da. Si consideramos 1a estructura que obtuvimos para e1 caso 

e1ectrón-monopo1o ligero. vemos que aparecen un número qrande de 

resonancias • una de 1as cua1es podrla asociarse con e1 pi6n a no 

por e1 diferente va1or de 1a vida media de1 estado.La vida media 

de1 pi6n es del orden de 2.6 x 10-s segundos mientras que 1as vidas 

medias que obtuvimos son del orden de 10-23se9U11dos. Por otra parte, 

hemos encontrado mucho mS.s estructura de 1a que esta 

regi6n. Partiendo de éstos resultados uno podr~a pensar que e1 modelo 

propuesto en la referencia (#3) debería descartarse1sin embargo, antes 

de hacer1o, hay que tomar en cuenta que en nuestros c&1cu1os no he-.:>s 

tomado una combinación de estados +q y -q ~ sino que hemos considerado 

1a interacción entre una carga magnética aislada y un electrón. 
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Za de esperarse que al tomar una combinaci6n de estados invariante 

ante paridad, 1• anchura et. l.oa e•tados di.aa:Lnuya considerab1-nte 

debido a que en tal. e-o •1 vaJ.or -dio del. operacSor de carqa es 

nuJ.o y nos q~l!!I con una J.nteracc.l6n mucho .a. dabil.. (3.4) .. 

AGn •uponi.endo que •1 ~r 1• coebi.naci.6n \~')• "'9')t \-S"> 

--..n.tuvié•.-:>s 1a poaici&n de l.as resonancia.a en el. 11li..-o 1uqar • 

l.o cual. e• de a•perar•e pue• •J. Haai.J.toniano no depende del. •iqno 

dm l.a carga ma~tica,. :rai.tar!:a ver que pasa con el. exceso de 

e•tructura que hemos •ncontrado .. 

Vemos pUe• que ea pr ... turo decir si el. model.o propuesto se 

puede o no util.iaar para l.a de•cripci6n de l.as interacciones ~bil.es. 

Sin embargo~· el hecho de que hayamos encontrado estados resonantes 

en l.a regi6n de cientos de Mev,. nos indica qUe ea poaibl.e que el. 

modeJ.o runcione correctamente si •01m0a capacea de encontrar loa 

ef'ectos que no he9'Ds tomado en cuenta y que son responaab1ea de1 

1ento decaiwdento de 1os e•tados re•ona.ntes. 
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