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RESUMEN 

Se formu1a una teoría cstu~1~L~ca de reacciones nuc1eares mediante 
enscmb1es de matrices de co1isión; estos ensemb1es son de máxima en 
tropía y covariantes bajo 1a transformación unitarin S->S = USUT.­
Se definen 1eyes estadÍRticas directamente sobre 1os c1ementos de -
1a matriz S a través de l.a preservación rigurosa de conservación de 
f1ujo (unitaridad), revers±bi1idad tempora1 (simetría) y causa1idad 
(ana1iticidad); además, se postu1a una hipótesis de ergodiciCad en 
ei sentído de substituir promedios energéticos por promedios en e1 
ensemble. Esta teoría es vá1~da para cua1quier va1or que se asigne 
a1 coefic~ente de transmisión, ai número de cana1cs e inc1u~o en -­
presencia de reacciones directas. Los resultados obtenidos para 1as 
secciones de f1uctuación y e1 factor de intensificación eiástica -­
(e1astic enhanccment factor), están en exce1entc acuerdo con 1as -­
predicciones de ias teorías ana1Íticas existentes (vá1idas en 1os 
1~mites de absorción fuerte o débi1l y con 1as de l.as fÓrmuias ajus 
tadas a cá1cu1os de Monte Car1o (válidas para un número reducido de 
canal.es). 

ABSTRACT 

~ statistica1 theory of nuc1ear reactions is formul.ated by means of 
scattering matrix ensembl.es, which are of maxima1 entropy and cova­
riant uncler the unitary trans::formation S __.,. S = usuT. The sta.tisti­
ca1 1aws are def ined directly on the s-matrix c1ements through a ri 
gorous preservation of f1ux conservation (unitarity) , time reversi= 
bi1ity (simmetry) and causa1ity (an1iticity); further, an ergodici­
ty assumption is made in the sense that energy averages may be re-­
p1aced by ensemb1e averages. This theory is va1id for any vaiue of 
the transmission coeffic±ent, any number of channe1s and aiso in -­
prescnce of direct reactions. The resu1ts are in a very good agree­
ment with the predictions of the ana1ytic theories (va1id in the 
stron9 or weak absorption 1imitsl and with formuias fitted to Monte 
cario ca1cu1ations (va1id for a reduccd n=nber of channe1s). 



INTRODUCCION 

Si se tiene una reacci6n nuc1ear y se observa 1a funci6ñ de exc!_ 

tación asociada a ella, es evidente su comp1icada variaci6n con 

la energ1a. Sin embargo, se distinguen algunas propiedades muy -

importantes .. 

En la región de bajas energ~as es caracteT1stica la presencia de 

resonancias aisladas y estrechas que Tef1ejan 1a existencia de -

estados cuasi estacionarios en el sistema compuesto. Las resona!!_ 

.:.:.:"::·: 
:; 

'.\ 

.~<, .!. .. .!. .!. .!. .:. ... J. .. .J. 
··-·"' 

1~ . . ,w~== ~ ---------------------
fi.9. 1 .. Secci6n eficaz tota1 de neutr6n en 232Th .. i) 

cías se pueden estudiar individua1mente2 ) y tambien se han .esta-

1 .. Tomado de BNL-325 2da edición,Suplemento No.2 
Z. G. Breit y E.P. Wigner, Phys. Rev. ~ (1936) 519,642 
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b1ecido propiedades de natura1eza estad~stica para sus anchuras 

)" espaciamicntos 3 ). En 1a parte comprendida entre 1as resonan-­

cias, 1a seccit>n eficaz var1.a suavemente con 1~ energt.a y es ca­

si nula; corresponde a la contribuciOn de fondo y puede ser de~ 

crita med~ante un potencia1 promedio. 

A1 crecer la energt.a las resonancias se haceri mfts cercanas y a1 

mismo t.iempo aumenta su anchura.. Llega e1 punto en el que ya no 

es posible separar las resonancias una de otra y 1a interferen-

• & 

¡ 
-~~ 

11.0 

·~C ... V) 

fig.2. función de exitación para 1a reacción 27A1(p. )Mg. 4 > 

cía de estas resonancias traslapantes da lugar a las fluctuaci~ 

nes de Ericson 5). 

La regi6n de resonancias aisladas se llama tambi~n la región de 

absorción dé~il. para la cua1 1a relaci6n entre la anchura me-­

dia y el espaciamiento medio de 1as resonancias es r << O. La 

regi6n de resonancias traslapantes se denomina regiOn de absor-

3. C.E. Porter y R.G. Thomas, Phys. Rev. 104 (1956) 483. 
4. G.M. Temmer y N.P. Heydenburg, Phys.Rev-:-104 (1956) 967. 
5. T. Ericson, Ann. Phys. (N.Y.) ~~ (1963) 3"!Ttl":° 
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ci6n fuerte y en e11a T' >> o a 

Teniendo en cuenta la relación -r : ~ • entre el tiempo de vida 
r 

media -r de los estados y la anchura r de la distribuci«Sn de ~ 

nerg1a, la identificaci6n de resonancias y fluctuaciones sobre 

un fondo de variaci6n lenta con la energ1a, permite distinguir, 

en principio, dos mecanis~os de reacción nuclear: los procesos 

directos ("T":::: 16n.s.r:: l MeV) y los que dan lugar a formaci6n de 

nOcleo compuesto ( -r-= ¡Q":-+ 1Ü
19

s • r -:w: 1__.10~ eV). Consecuenteme!!. 

te, en la des cripci6n te6rica de las reacciones nucleares• . se 

tiene tambi~n dos lineas de investigación fundamentales: 1as 

teorias de reacciones directas y las llamadas teor~as de reso­

nancia o de nQcleo coinpuesto. Incidentalmente, el problema ftsi 

co que nos ocupar4 en esta tesis estA relacionado con 1a des-­

cripci6n de los procesos que dan lugar a formaci6n de n6c1eo 

compuesto, más exactamente y segfin veremos m~s adelante en esta 

misma introducci6n, estamos interesados en la descripci6n de la 

parte fluctuante del promedio energético de la secci6n de reac­

ci6n* en ausencia de emisiones de preequilibrio. No obstante la 

diversidad de formulaciones existentes, no se ten~a hasta el pre 

sente una formulaci6n anal!tica que resuelva el problema en toda 

su generalidad. Esta situación constituye _la motivaci6n central 

del presente trabajo y la teor!a que presentaremos en los capt­

tulos III, IV y V, establece una formulaci6n anal~tica y general 

para la descripci6n del problema. Es una generalizaci6n de1 mod~ 

* estos conceptos serán di~cutidos tres p~ginas adelante. 
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lo de 1a Entrop'ia propuesto por P.A. Me11o 6 ) y como en ese mod.!:_ 

lo, se hace estad!.stica directamente sobre los elementos de la 

matriz de colisi6n S; se construyen. anal~ticamente,ensemb1es -

de matrices S basandonos esencialmente en 1a preservaci6n rigu­

rosa de las tres propiedades genera1es que caracterizan a la m!!. 

triz de colisi6n: conservaci6n de f1ujo (unitaridad), reversib~ 

1idad temporal (simetria) y causalidad (~sta propiedad, relacio­

nada con la estructura anal~tica de la matriz de colisi6n. no 

estaba incluida en el modelo de la Entrop1a), m1s una hip6tesis 

de ergodicidad en e1 sentido de substituir promedios en la eneL 

g:la f por promedios en e1 ensemble (f). Como se sabe, estas 

mismas prop~edades son de una u otra manera consideradas en 

los tratamientos tradicionales, tratamientos que aparte de ser 

vAlidos so1o en dominios restringidos ,acuden a 1a postulaci6n 

de 1eyes estad1sticas sobre variables microsc6picas y a proced~ 

mientas realmente complicados. 

Despu6s de las aseveraciones que anteceden. hechas con el prop~ 

sito de indicar desde un principio y en términos genera1es la -

natura1eza de1 problema y lo que se hace en esta tesis. presen­

taremos, en 1o que sigue de esta introducci6n. un resumen que -

nos permita estab1ecer. tambi~n en t~rminos muy generales, una 

primera. superficial y cualitativa aproximaci6n a1 prob1ema. 1os 

conceptos y las contribuciones mas importantes. En el cap~tulo I. 

comentaremos estos trabajos de una manera un tanto m&s forma1 p~ 

ro igualmente resumida. 

6. P.A. Mello, Phys. Lett. ~.!!..!. (1979) 103 
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La idea de núcleo compuesto fue origina1mente introducida por 

N .. Bohr 7 ) (1936) para explicar las resonancias estrechas obser 

vadas por Fermi y otros para la absorción de neutrones .. Por m~ 

chas afies fue considerado como el principal mecanismo de reac-

ción nuclear. Sin duda, el modelo de nficleo compuesto es uno -

de los que más ha inLluido en el nn~lisis de las reacciones n~ 

cleares. SegOn este modelo la reacci6n nuclear se divide en 

dos etapas: la formaci6n y el decaimiento del nficleo compues­

to. Se postula que el proceso de formaci6n estA caracterizado 

por una interacci6n fuerte entre el proyectil y los nucleones 

tlel blanco; las resonancias son los valores de las energ~as en 

los estados del sistema compuesto; los estados, que no son •es­

trictamente estacionarios, tienen un tiempo de vida media fin~ 

to y decaen por reemisión de 1a misma part~cula. radiaci6n r 
o de otras formas. La otra suposici6n de1 modelo estA en cier­

to modo relacionada con la larga existencia de los estados de 

ntlcleo compuesto; el nCicleo " olvida" la manera en que ha sido 

Eormado y su decaimiento subsecuente a trav~s de los diversos 

canales de salida posibles es entonces independiente del modo 

en que se form6. 

En los primeros afias de la decada de los 50's se descubrieron 

procesos de reacci6n que ocurren r~pidamente sin formar n6cleo 

c0mpuesto 8 ). Experimentalmente están asociados con resonancias 

7. N. Bohr, Nature, 137 (1936) 344 
8. H.B. Burrows. W.N:--tribson y J. Rotblat,Phys. Rev. 80 (1950) 

1095; S.T. Butler,ibid; H.H. Barsha11, Phys. Rev. 1!0 (1952) 
431. 



anchas ( r - 1 MeV) que se observan por ejemplo cuando se tiene 

baja resolucilSn ( 6 E - lKeV) o si se promedia 1a seccien eficaz 

sobre intervalos de cnerg~a suficientemente largos como para ~ 

1isar la funci6n de cxcitaciOn y e1iminar las fluctuaciones. 

Para el estudio y descripción de estos mecanismos de interac-­

ciOn directa se han formulado modelos de reaccien directa como 

el modelo Optico. la aproximaciOn de Born de onda distorciona­

da y otros. Dado que en este trabajo no nos ocuparemos de los 

procesos directos. solamente nos referiremos al modelo 6ptico 

de Fcshbach. Porter y Weisskopf 9 ) como menci6n necesaria por­

que en él se establece claramente que el pTomedio energetico -

de la secci·On eficaz de una reacciOn que inicia en el canal* a 

y concl~ye en el canal. b ( momento angular J y paridad p fijos). 

se separ.1 en una componente directa y otra de nQcl.eo compuesto 

(fluctuante). es decir, si 

entonces el promedio energetico serA** 

= 
en donde 

- z. 
1 & ... i.- s ... 1. \ 

~s 1a parte que describen las teor1as de reacciones directas 

9. H. ~~~~~jc~48 ~.E- Porter y V.F. Weisskopf, Phys. Rev . ..!!!?. 

• Un "canal" estA caracterizado por el estado cuS.ntico de las 
part!culas que interaccionan o los posibles pares de part~C!!_ 
la sa1iente y nfic1eo residual. 

** En ausencia de emisiones de preequilibrio. 
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como e1 mode1o Optico. En otros t~rminos. 1o que hacen estas te~ 

rías es describir un problema 11 "e1 prob1ema de estructura gruesa" 

en el que la matriz de co1isi6n S(E), de variaciOn complicada -­

con la energ~a es substituida por su promedio energ~tico: la ma­

triz de colisi6n 6ptica ~. 

La' descripción de la parte fluctuante 

~ 1 - ¡ª - .,..~ \ = ... ~ \z. 'lT ~.. ce. .. ,,,- s .. '- = .. "- ...;> • 

asociada a los procesos de reacciOn que ocurren dando lugar a 

formaci6n de nficleo compuesto, tanto en presencia de ·yeacciones 

directas como en ausencia de éstas, ha sido uno de 1os mayores 

problemas de la la teor~a de reacciones nucleares. Encontraaos 

muchas formulaciones y resultados importantes en el desarro11o 

de esta teor:ta que se inicia prtl.cticamente con e1 ya citado ao­

de1o de nfic1eo compuesto de Bohr (1936). En esta introducci8n 

mencionaremos esquemáticamente 1as teor1as tradicionaies en re­

laci6n con 1as hip6tesis fundamenta1es y el dominio de va1idez 

de sus descripciones. En e1 cap1tu1o I seremos un poco mas ex-­

p11citos en 1a menci6n de estas teor1as; pero como nuestra in-­

tenci6n no es agotar el anAlisis de dichas formulaciones sino 

mostrar sus resultados principales. tambi~n a11~. evitaremos e~ 

trar en detalles. 

Los promedios energ@ticos de la secci6n eficaz de nQc1eo compue~ 

to fueron inicialmente discutidos por L. Wolfenstein10 l y por 

10. L. Wol.fenstein, Phys. Rev. !z.. ().951) 690. 
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W. Hausey y H Feshbach11 ). De igua1 fo.rma que en e1 caso de re-

sonancias ais1adas, se postula que .1a contribuci'On de cada onda 

parcia1 de1 sistema al promedio de 1a secci6n de reaeci6n puede 

factorizarse en una secci6n de formaciOn de n~c1eo compuesto ~~ 

Y una pro~abi ldad de decaer independi enternente G ~ . Con estas 

hip6tesis estad1sticas caracter~sticas de1 modelo de nGc1eo CO!!!, 

puesto y el teorema de reciprocidad121, se tiene la conocida 

fórmuia de Hauser - Feshbach (i9SZ) 

.,....'-T .. ~ .,,..,.. ---
.. 2:.T 

c. <;. 

Adem:ls de s.u sencillez• nos interesa,. muy especia1mente, sen.a- M 

lar que a trav~s de los coeficientes de transmisien (. T.,. -1- l ~\a.) 
la secci6n de f1uctuaci6n depende de la matriz de co1isi0n 6pt_!. 

ca que, supondremos está dada por 1as teor~as de reacciones di­

rectas. Comentaremos este punto mAs ade1ante. 

Con respecto a 1a fÓrmu1a de Hauser - Feshbach y las hip~tesis 

en que se funda. se han observado y sefta1ado desviaciones y 1i­

mitaciones importantes que se ref1ejan. particu1armente. en 1a 

predicción de 1as secciones de f1uctuaci0n e1~stica e ine1~sti­

ca. ~e han desarrollado diversas formu1aciones para mejorar la 

formula de Hauser - Feshbacb y en general para 1a descripci6n -

del fen6meno. No obstante los avances significativos. estas te~ 

r~as no han resuelto el problema en toda su generalidad. siendo 

ii. W. Hauser y H. Feshbach, Phys. Rev. 87 (i9SZ) 366 
12. J.M. Blatt y V.F. Weisskopf. Theoreti'Ca1 Nuclear Physics 

( John Wiley & Sons- Inc •• New York.IYSZJ. 
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caracter1stico en ellas el uso de-conceptos estad1sticos. 

La aplicaci6n de modelos estadisticos al estudio de las reacci~ 

nes nucleares está motivada fundamentalmente por el car4cter e~ 

tad1stico de los espaciamientos de niveles y distribuci6n de ª!!. 

churas en la regi6n de resonancias aisladas (amp1iamente estu­

diadas por la teoria estadistica de espectros nuc1eares13) ) y 

por las fluctuaciones de Ericson que se observan en la regi6n 

de resonancias traslapantes. 

El tratamiento te6rico se ha realizado en dominios restringidos. 

Para la regi6n de resonancias aisladas. donde la contribuci6n 

de nOcleo compuesto a la secc1on eficaz total puede aproximarse 

como una suma de resonancias de Breit- Wigner de un so1o nive1. 

Lane y Lynn14 ) y tambi6n Moldauer15 ) para el tErmino dominan­

te de una serie J. obtienen 1a f6rmu1a 

donde D es es el espaciamiento medio de 1as resonancias•~ ... 

las anchuras parciales yT' ...... 1a anchura total de 1a resonancia. 

Haciendo uso de las distribuciones de anchuras y espaciamientos 

que predicen los modelos de matrices estoc4sticas. esta f6rmu1a 

da 1ugar a desviaciones significativas con respecto a 1a fermu­

la de Hauser - Feshbach. Para fines de comparaci6n se acostum-­

bra expresar la secci6n de fluctuaci6n en 1a forma 

13. T.A. Brody. J. Flores. J.B. French. P.A. Me11o. A. Pandey 
y S.S.M. Wong, Rev. Mod. Phys. 53 (1981) 385. 

14. A.M. Lane y J.E. Lynn, Proc. Phys. Soc. (London) Sect. A70 
(1957) 557. 

15. P.A. Mo1dauer, Phys. Rev. 123 (1961) 968. 



donde W.._1a se conoce como el 

factor de.correcci6n de f1u~ 

'tuaciOn de anchuras ("width 

fluctuation correction fac-

tor"). 

En la fig.3 mostramos uno de 

los muchos resultados exper~ 

mentales r~portados por Tuc­

ker et at. 16). Aparecen tam­

bi@n las predicciones de las 
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energ{a dei neutrón (MeV) 

fig. 3. Secci6n eficaz para 1a produc 
ción dft1 primer estado excita' 

do 1/2+ de1 cu63. curva 1 Hauser-Fesh=­
ba.ch y curva 2 Hauser-Feahba.ch con fac 
tor de corrección de riuctuaci6n de a.ñ" 
chu.ras. -

f6rmulas de Hauser Feshbach sin y con factor de fluctuci6n de 

anchuras. curvas 1 y 2 respectivamente. 

En la regi6n de resonancias traslapantes ( el otro extremo ) se 

distinguen los trabajos de Moldauer17l. Kawai. Xerman y Mcvoy18 ~ 

Agassi. Weidenmuller y Mantzouranis19) y P.A. Mello et a1. 20l. 

La teor~a de Moldauer se basa en un desarrollo en polos de la -

.16. A.B. Tucker, J. Wells y W. Meyerhof, Phys.Rev. 137 (1957) 
Bll81. ~-

17. P.A. Moldauer, Phys. Rev. 135 (1964) B642; Phys. Lett. 19 
(1967) 1047; Phys. Rev. ClrtY"975a) 426; ibid. 12 (1975bY-
744; Statistical Theory O?l'ileutron Nuclear ReaC't~ons. Curso 
sobre tcoria nuc1ear parS-apllcaciones en el Centro Interna 
cional para F~sica Te~rica. Trieste. Ita1ia. 1978. -

18. M. Kawai, A. Kerman y K.W. McVoy, Ann. of Phys. 75(1973)156. 
19. D. Agassi. ff.A. Weidenmuller y G. Mantzouranis. Pñ'ys. Rep. 

22 (1975) 145. 
20. JS-:-A. Mello y T.H. Seligman, Nucl. Phys. A344 (1980) 489. 
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matriz 5 e hip6tesis estad1sticas sobre residuos. Las fuertes 

condiciones que impone unitaridad sobre 1os par4metros del de­

sarro11o dan 1ugar a severas dificu1tades. Sin embargo. con !!. 

yuda de algunos c41culos numEricos. consigue expresar 1a sec­

ción de fluctuaci6n como una f6rmula de Hauser - Feshbach con 

factor de fluctuaci6n de anchuras de1 tipo indic~do 1ineas a­

rriba para la regi6n de absorci6n d~bil. 

Los trabajos de Kawai et al. y Agassi et a1 •• _ v:l.lidos en el 

11.mite Tr P '>"> 1 (donde P .. ' .. .;~~c.S::_ es 1a mat.riz de col.isi6n 

de Satchler21) ). basados en desarrollo en polos yresiduos de 

la matriz 5 e1 primero y en hip6tesis estad1sticas sobre los 

el-cmentos de matriz del Hamiltoniano nucl.ear el. segundo• con­

firman la f6rmula de Hauser - Feshbach generalizada por Vager 22 

( al incorporar reversibilidad temporal ) • la cual estA dada 

por la expresi6n 

En la figura 4 se muestra un resultado experimental de Kretsh­

mer y Wangler 23 l para la distribución angular de la secci6n de 

fluctuación el4stica en el 11.mitc de absorci6n fuerte y muchos 

canales abiertos en 1a reacci6n 3 ºsi(p.p) .Se advierte 1a dup1!,. 

caci6n que, con respecto a llauser - Feshbach, predice 1a f6rm~ 

la de Vager. 

Zl.. G.R. Satchler, Phys. l.ett. 7 (1963) SS. 
22. Z. Vager, Phys. Lctt. 36B CT971)269. 
23. W. Kretshmer y M. WangTer. Phys. Lett. ~ (l.978) l.224. 
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. ª-fig. 4. Resu~tados experimenta1es para 1a distribuci6n angu1ar de 
1a secci6n de f1uctuaci6n e14st~ca (abaorci6n fuerte y mu 

chos ~ana1ea). La curva a) es 1a pr•dicción de Hausar-Feshbach -

Ademas de 1os tratamientos ana11ticosen 1os dominios restringi­

dos de absorci6n debi1 y fuerte se han obtenido para la regi6n 

intermedia f6rmu1as de ajuste24 • 25 ) basadas en c4lculos de Mo!!. 

te Carlo ( con hip6tesis estad1sticas sobre polos y residuos 

de 1a matriz K ) y v41idas solamente para un ntimero reducido 

de canales. 

La presencia de reacciones directas introduce algunas complic~ 

cienes para el anAlisis estad1stico C por ejemplo correlacio­

nes entre las anchuras parciales en los diferentes canales). 

Por Esta raz6n, la transformaci6n unitaria de Engelbrecht y 

WeidenmÜ11er26 ) que diaaonaliza· la matriz de penetraci6n de 

24. 

25. 
Z6. 

H.M. Hofmann, J. Richert. J.W. Tepel y H.A. Weidenmuller, 
Ann. of Phys. 90 (1975) 403. 
P.A. Mo1dauer,Jlfuc1. Phys. A344 (1980) 185. 
C.A. Enge1brecht y H.A. WeidenmU11er, Phys. Rev. CB (1973) 
859. 



-13-

Satch1er, convirtiendo e1 problema en uno sin reacciones dire~ 

tas.constituye una gran simplificaci6n y una importante contr~ 

buci6n a la teoria de reacciones nucleares. Sin embargo. adn 

con esta simplificaci6n. las dificu1tades para formular ana1~­

camente el problema. han sido considerables. Con los tratamie!!. 

tos tradicionales se obtienen resultados anal~ticos. expresa­

dos como series de potencias, solamente en 1os l~mites de abso.!:_ 

ci6n débil y absorci6n fuerte. en tanto que para 1a regi6n in­

termedia solo se cuenta con f6rmulas de ajuste. Como dijimos 

antes el prop6sito de este trabajo es presentar una formu1aci6n 

anal~tica basada en propiedades muy generales de la matriz S 

que sea válida en todo el dominio de absorci6n e incluso en 

presencia de reacciones directas. 

Un rasgo comtin a los diferentes tratamientos es que por una pa~ 

te se tiene que recurrir a la postulaci6n de leyes estad~st1cas 

para las variables microsc6picas subyacentes en e1 mode1o ( po­

los y residuos de la matriz s. elementos de matriz del Hami1to­

niano nuclear, polos y residuos de la matriz x. etc. ) y par o­

tr'a parte las secciones de fluctuaci6n y en genera1 1os proae­

dios s!. s~~ resu1tan fina1mente parametrizab1es o expresados 

en t~rminos de 1os coeficientes de transmisi6n o 1a matriz 6p­

t ica S. A1 referirnos a la f6rmula de Hauser - Feshbach. h~ci­

mos notar esta dependencia en s_~; e1 prob1ema de expresar 1a 

secci6n enteramente en términos tle los coeficientes de transm~ 

ci6n o la matriz 6ptica S, se suele denominar "e1 problema. de 

Hauser - Feshbach". 

Con base en este hecho, P.A. Mello 6 ) sugiri6 la idea de cons-
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truir un ensemble de matrices de colis16n (Sim6tricas y Unita­

rias) cuya funci6n de distribuci6n maximice la entrop~a sujeta 

a la condicil5n de que el promedio en el ensemble ( S) coincida 

con e1 promedio energético S. As1, a través de esta condici6n 

de ergodicidad, se introduc1a exp11citamente 1a variable rele­

vante: la matriz 6ptica S. Los resultados obtenidos tanto para 

dos canales como para un namero arbitrario de e11os 20l coinci­

con los conocidos únicamente en la regi6n de absorci6n fuerte 

( • 9 !S: T < 1. ) • Fuera de esta regiOn e1 modelo predice resu1 ta-

dos incorrectos. 

En trabajos posteriores se estudi6, en dos casos muy especia­

les: un soio cana1 27 ) y dos canales equivalentes28 ) • la posib!_ 

lidad y consecuencias de incorporar la otra propiedad importa~ 

te de la matriz de colisi6n, que es la propiedad de causa1idad 

asociada a 1a estructura anal~tica de la matriz s e po1os en 

el semiplano inferior del plano complejo de energ1a). A esta 

propiedad junto con la hip6tesis de ergodicidad se denomina la 

condici6n de Ana1iticidad-Ergodicidad ( AE ) que como veremos 

en e1 cap1tu1o I se expresa a traves de la siguiente relaci6n20 

= < s:.~. . . . s ... :~ .. > 
En general se debe satisfacer esta re1aci6n para c~1esquier v~ 

lores de las potencias Y\;( AE a todo orden). Si la condici6n 

27. ~ 51 7opez. ,P.A. Mello y T.H. Seligman. z. Phys. A302 (l..981) 

28. J. de los Reyes. P.A. Mello y T.H. Seligman. Z. Phys. A259 
(1980)247. 
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se cumple solo para max n~· 1, Y A., entonces diremos que e1 ense!!!. 

ble satisface AE a primer orden y as1 sucesivamente. 

En el problema de un solo cana1 27 ) (matriz S de un elemento 

se introdujo AE a todo orden y se obtuvo una funci6n de distri­

buci6n que presenta un buen acuerdo con cAlculos de Monte Carla. 

En e1 problema de dos canales equivalentes 28 ) se incorpor6 • nu 

m~ricamente y solo a segundo orden, la condici6n de AE, obser­

vandose que la descripci6n mejoraba. Sin embargo. a juzgar por 

el procedimiento utilizado en ese trabajo parec1a prActicamente 

imposible avanzar más en el sentido ~e incorporar AE a ordenes 

mayores, aan en el caso simple de dos canales. 

El objetivo central de esta tesis es construir anal~ticamente 

ensembles de matrices de colisi6n que satisfacen AE a todo or-­

den, con el prop6sito de describir el problema general. es de­

cir: absorci6n arbitraria, namero de canales arbitrario y afin 

presencia de reacciones directas. 

En el cap~tulo r. nos referiremos en términos mAs formales que 

1os de esta introducci6n, a los tratamientos principales y sus 

resultados. Al final expondremos· las ideas centrales que se en­

cuentran en la base del modelo de la Entrop~a. 

Aparte de la discusi6n de la medida y a1gunos resu1tados que 

se utilizarán en los cap~tulos III y V, e1 contenido de1 cap1t!:!. 

lo II, que por si mismo puede ser interesante, no esta directa­

mente relacionado con el propOsito central de esta tesis y op­

cionalmente se podr~a 1eer de el ünicamente 1a primera secci6n 

que trata de la medida. Estudiaremos en el cap~tulo Il propied~ 
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des asociadas a1 espacio de las matrices Sim~tricas y Unita­

rias; determinaremos exactamente funciones de distribucí6n ma!:. 

gina1es para 1os el.ementos de matriz. y consideraremos a1guna·s 

ap1icaciones en e1 itmite de muchos canales. Esto se haTA en 

dos tipos de ensemb1es: el definido por la medida y el que re­

su1ta de AE a primeT orden. Por tratarse de casosn4.s senci11os 

y porque permiten comprender e1 efecto de la simetr~a. se es~~ 

dia antes. distribuciones y aproximaciones para las matrices 

Ortogonales y las matrices Unitarias. 

En el cap~tu1o XII se determinan explícitamente ensembles que 

satisfacen AB a todo orden para dos casos especia1es: en pri-­

mer lugar s~ discute el caso de n canales abiertos con absor-­

ci6n arbitraria en un cana1 y comp1eta en los n-1 restantes y 

se obtienen r~sultados··ana11'.tico s para 1as secciones; despuEs se 

estudia e1 problema de dos cana1es. En este problema. formula­

do en principio para absorci6n arbitraria en ambos cana1es. se 

calcular4n secciones solamente en e1 caso de canales equivale!t 

tes. Las secciones de f1uctuaci6n el~stica e ine1~stica y par­

-cicularmente su cociente G:.!./ O:~ • que es un par4metro de 

.•1ta sensibilidad • se comparan con resul~ados obtenidos por 

e1 grupo de Heide1berg en base a ca1culos de Monte Car1o. Afín 

cuando el procedimiento que se sigue en este cap~tulo no puede 

por razones prActicas. aplicarse a otros casos. resu1ta alta-­

mente i1ustTativo y ayuda a compTender mejor e1 tratamiento g~ 

nera1. 

En ei cap~tu1o IV abordaremos e1 caso genera1; mostraremos 1a 

equiva1encia entre e1 requerimien~o de AE y la pTopiedad de re 
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producibilidad de funciones analiticas en la teoria de varias 

variables complejas; finalmente. obtendremos el ensemble adecU!!;_ 

do de matrices S definido por una funci6n de densidad positiva 

definida ( Kernel de Poisson ) y de esta manera estableceremos 

una formulaci6n analitica y general para 1a descripción de 1a 

parte fluctuante de1 promedio energ6tico de la secci6n eficaz 

de reacci6n. En esta teoria, el único par~metro de entrada ( a­

demAs del número de canales ) es 1a matriz de co1isi6n 6ptica S 
que suponemos se obtiene de las teorias de reacciones directas. 

Discutiremos algunas propiedades asociadas al kerpel de Poisson: 

familia de kernels que satisfacen AE, covarianza unitaria. max~ 

mizaci6n de entrop~a y aproximaci6n en el limite de absorci6n 

fuerte. 

En el capitulo V se harA uso del formalismo desarrollado en e1 

capitulo IV y se obtendr~n resultados para las secciones de f1uc 

tuaci6n. Se es.tudiarAn los siguientes problemas: a) prob1eaa de 

n canales con absorción arbitraria en uno y dos can1es; paTa e~ 

te caso se obtendrAn distribuciones marginales, su aproxiaaci6n 

en el limite n>~1 y las correspondientes secciones de f1uctua­

ci6n; el prop6sito es completar la discuci6n iniciada en e1 ca­

p~tulo II acerca de las propiedades generales de 1a matriz S y 

su re1aci6n con los valores de 1as secciones de f1uctuac~en e1As 

tica e inelAstica; b) dos canales equivalentes (resultados ana~!.. 

tices); e) dos canales con absorci6n arbitraria (resultados nu­

méricos ) y d) n canales equivalentes con n-3,4,5,6 9 10 (resu1ta­

dos numéricos). 



Capttu1o I 

cL PROBLEMA FISICO Y LOS TRATAMIENTOS PRINCIPALES. 

LA FILOSOFIA DEL MODELO DE LA ENTROPIA. 

Despues de haber mencionado en terminas genera1es e introduct~ 

ríos 1os tratamientos principales para 1a descripci6n de la 

parte f1uctuante del promedio energ~tico de la secci6n de rea~ 

ci6n en el contexto de 1a teor1a de reacciones nucleares. nos 

referiremos a ellos un poco mAs formalmente. Nuestr~ prop6sito 

fundamental es mostrar algunos de sus resultados. Comenzaremos 

por considerar el trabajo de Hauser y Feshbach11 ) . Nos ínter!?. 

sa presentar su famosa e importante f6rmula para la secci6n de 

reacción. Por su relaci6n con esta f6rmula y porque constituye 

el punto de bifurcaci6n entre los modelos de reacciones direc­

tas y las teorlas estad1sticas para la descripci6n de los pr~ 

·cesas que ocurren v1a formaci6n de nOcleo compuesto. señalare­

mos brevemente los resultados de interés en el modelo Optico -

de Feshbach. Porter y Weisskopf 9 ). De ah1 en adelante mencion~ 

remos en forma muy resumida las formulaciones tradicionales -

sobre el tema que nos ocupa. 

1.1 Antecedentes bAsicos 

1.1.1 La f6rmula de Hauser - Feshbach 

Presente en estado embrionario en trabajos anteriores. partic!:!_ 

larmente en los de WolfensteinlO) (1951) y B1att y WeisskopflZ) 

(1951)·. 1a f6rmu1a de Hauser y Feshbach contiene en su estruc-

tura central 1a hip6tesis de independencia entre 1os procesos 

-18-
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de f6rmaci6n y decaimiento de1 nOcleo compuesto 7 ), esto, en el 

supuesto de que se excitan muchos niveles, ya sea porque 1a de~ 

sidad de niveles del n0c1eo blanco es alta o porque 1a energla 

del proyectil es suficientemente grande. 

En el caso especial en e1 que los "spines" de los canales de e~ 

trada y salida son cero, la secci6n eficaz para 1a formaci6n de 

núcleo compuesto en un modelo de absorción fuerte ( en el que 

se supone que la part1cu1a es absorbida una vez que entra en e1 

interior del nOcleo ) estA dada por la expresión 

( I. J.) 

donde T', es e1 coeficiente de transmisi6n. Si escribimos la se~ 

ci6n de reacci6n , para un valor dado del memento angular y en 

tl!:rminos de la matriz s. tenemos ... ... 
1 ~a..~ s ... J o:..,, 1f 'X -

( :r. 2) 

haciendo uso de la simetr1a de la matriz s y de la hip6tesis -
de independencia expresada en la factorizaci6n 

se tiene que la probabilidad de decaer por el canal b es simp1!!_ 

mente e 
e,'- = cr. 4) 

resultando entonces que la secci6n eficaz de reacc~on en ause~ 

cia de spines es 

(I. S) 
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Esta es esencialmente la f6rmula de Hauser - Feshbach. 

En la sit~aci6n m4s general. se tienen muchos canales de entr!!_ 

da y de salida compatibles con conservaciOn de energta. momen-

to angular total y paridad. Si caracterizamos el canal de en-

trada por los números cu~nticos {1
3
ja J m p) y al de salida -

por los nfimeros (lbjb J m p). la probabilidad de formaci6n de 

nOcleo compuesto con momento angular J est4 dada por 

e -;r .;._.t ... , ... -- ... (1. 6) 

Los primeros cuatro factores dan simplemente 1a probabilidad -

de formaci6n de nacleo compuesto y el filtimo factor da la pro­

babilidad de que el sistema compuesto tenga momento angular t~ 

ta1 J. La probabilidad de decaer desde este estado hacia el -

canal caracterizado por los nQmeros cu&nticos (lbjb J m p) y -

en la direcci6n e&, 'f ) se propone proporcional a 

(I. 7) 

Para determinar la secci6n eficaz diferencial para la reacci6n 

se debe sumar sobre los nfimeros cuAnticos magn~ticos m y mb, -

obteniendose 
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donde 

"li...~ .. ~ .. ~ .. 
2:... -r. .i 

• ... ~... c. '(I.8) 

Para poder compararse con datos experimentales la expresi6n -­

(I. 8) debe ser sumada sobre todos los estados permitidos. esto 

es. debe sumarse sobre los n6meros cuánticos la• j
8

• lb• jb• J 

y p. sujetos a las restricciones impuestas por el acoplamiento 

de momentos angulares. Si adem&s el haz incidente no est4 po-

larizado y se considera que el nficleo blanco puede encontrarse 

en cualquiera de sus (Zi + 1) (ZI + 1) subestados. se tiene 

(I. 1.0) 

Al escribir la secci6n eficaz en esta forma se asume imp1rcit.!_ 

mente que las funciones de onda de los estados de nficleo com-­

puesto tienen fases al azar, de tal forma que las interferen-­

cias entre las reacciones que proceden a trav~s de los difere!!_ 
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~es estados de núcleo compuesto. se anulan. Esta es una sup~ 

sición íuerte y hace posible la sencillez de esta f6rmula. 

Para determinar la secci6n es suficiente conocer 1os spines 

inicial y fina1 y los coeficientes de transmisión que en prin­

cipio se deber1an obtener de 1a teorta cuAntica y de hecho se 

obtienen en casos especia1es. 

La capacidad predictiva de la f6rmula de Hauser - Feshbach era 

evidente en muchas situaciones. dando así soporte a las hip6t~ 

sis en que se funda. Sin embargo. una serie de experimentos -

realizados desde 1948 por Barshall y colaboradores 29 l pusie~·-­

ron en duda la validez general de la hip6tesis de interacci6n 

fuerte, especialmente en la regi6n de resonancias traslapantes 

surgi6 as1. en la época y el ambiente triunfal del modelo de ca­

pas. reminiscencias de1 modelo de part~cula independiente 30l. 

29. Barshall, Bockelman y Seagondollar. Phys. Rev. 73 (1948) -
659. (Fe, Ni, Bi); Adair. Barshall, Bockelman Y-Sala, --­
ibid. 75 (1949) 1124 (Be, o, Na, Ca) 
Bockelñia"n. Peterson, Adair y Barshall, ibid 76 (1949) 277 
(Zr, Ag. In. Sb, I. Ta, Pb); Paterson, Adair-Y Barsha11. -
ibid. 79 (1950) 935 (isotopos de1 plomo); Bockelman Mi1ler. 
Adair Y-Barsha11. ibid. 84 (1951) 69 (Li. Be. B. c. O); H. 
H. BaTsha11, ibid. 86 (191;"2) 431 L (Tevisi6n) 
Miller, Adair. BockeTmah y Darden. ibid. 88 (1952) 83 
Walt:. et. al .• ibid. 89 (1953) 1271 (Co, .G'ii"";" Se. Cd• Te, Pt, 
Au, Hg, Th), Okasaki---et. a1., ibid. 22 (1954) 461, etc. 

30. K.W. FoTd y D. llohm l'hys. Rev. 79 (1950) 745; S.T. But1eT 
Phys. Rev. 80 (1950) 1095; Proc:-Roy. Soc. (London) AZOB 
(1951) 559 ~ ~~ 
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Los experimentos realizados con neutrones r4pidos de aproximada­

mente ·0.1 a 3 MeV. presentan. para 1a secci6n eficaz total (ign~ 

randa fluctuaciones. véase Barshall (1952) ) caracter1sticas in­

teresantes. A bajas energ~as. se observan va1ores grandes de la 

secci6n para los elementos vecinos del 88sr; este pico parece C2_ 

rrerse a energ1as mayores al crecer el peso at6mico. A energ1as 

de neutr6n de aproximadamente 1 MeV. se tiene m1nimos en los ele 

mentas mAs pesados que el 1931r. Esto est4 en desacuerdo con 1a 

teorta del continuo propuesta por Weisskopf31 ) para procesos en 

los que el nOcleo compuesto es formado en estados de excitaci6n 

relativamente grande. Según esta teorta. la secci6n total debe -

decrecer monot6nicamente con la energ1a. Las resonancias anchas 

(r- 1 MeV) asociadas a estos mAximos y m1nimos. eran siste•At~ 

cas y aparec1an en 1as funciones de baja reso1ucic5n "allI. donde 

las viejas teortas de simple pozo de potencial. anteriores a la 

de Bohr. las h_abr1an si"t:uado" 32). De esta manera la evidencia e~ 
perimenta1 mostr6 la existencia de reacciones directas. es decir. 

reacciones r4pidas en 1as cuales el tiempo de reacci6n es del ºL 
den del que 1e lleva a1 proyecti1 atravesar el nficleo ( - ao·•·. ). 
Por otra parte. la suposici6n de independencia en la regi~n de 

resonancias traslapantes nunca fUe trivial. Bohr. Peier1s y P1a­

czack33) afirmaban que las fases relativas de los muchos estados 

excitados dependen de la naturaleza de la excitaci6n de forma 

que si el nfic1eo compuesto se excita a la misma energ1a por dife 

rentes procesos. es de esperarse diferentes re1aciones de fase 

31. 
32. 

33. 

Feshbach, Peaslee y Weisskopf, Phys. Rev. 71 (1947)145 
F.L. Friedman y V.F. Weisskopf en Niels Bolir an the Develop­
ment of Physics. Pergamon Press. London.~s:- ~-
¡;r:--jjoJir, P.L. Peierls y G. Placzeck, Nature !ii_ (1939) 200 



-24-

entre 1os estados compuestos y diferentes modos de decaimiento 

puesto que 1as probabi1idades de emisi6n de una combinaci6n 1i­

nea1 de estados depende de 1a re1aci6n entre sus fases. Sin em­

bargo, se tuvieron a 1a mano argumentos de p1ausibi1idad en e1 

sentido de que tantos estados se excitan y por 1o tanto tantas 

fases intervienen en 1a reacci6n que su acci6n con respecto a1 

proceso de decaimiento es pr~cticamente a1 azar. 

Todo esto suger~a un retorno parcia1 a 1as teorias de partCu1a 

independiente en una especie de combinaci6n entre los tratamie~ 

tos de dichas teor~as y las de1 modelo de n6cleo compuesto. 

El modelo 6ptico que constituye, sin duda, la rea1izaci6n de -

esta idea provee una sorprendente descripci6n de1 promedio eneL 

g~tico de la secci6n eficaz total observada. Comentaremos en la 

subsecci6n siguiente algunos aspectos de inter6s que surgen de1 

trabajo de Feshbach, Porter y Weisskopf. 

I.1.2 El modelo 6ptico 

En el desarrollo de la teorla de reacciones nucleares, el mode1o 

Optico tiene un lugar importante. Por una parte, hace evidente 

que al calcular el promedio energ6tico de 1a secci6n de reacci6n 

s ... i.. \ 
... 

(:I.l.l.) 
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escrita en 1a forma 

se establece una separaci6n natural entre la contribuci6n r&p~ 

da conocida como la parte directa de la reacci6n 

e¡ -.... ( I .12) 

y la parte restante conocida como secci6n de f1uctuaci6n 

'"Ir ~: ( \ s ... \" - \ s."' f ) , (I.13) 

que corresponde a 1a contribuci6n de procesos que ocurren a -­

través de la formaci6n de n~cleo compuesto. Una notaci6n ••s 

sencilla se tiene si se propone que 1a matriz S se puede eser.!_ 

bir como 5 ) 

.. o (I.14) 



-26-

en cuyo caso 

(I.15) 

Por otra parte. en el trabajo de Feshbach. Porter y Weisskopf 

se muestra la capacidad del modelo .6ptico para describir 1a - -

parte directa de la reacci6n. quedando para 1as teor~as estad.!!_ 

ticas la tarea de describir la parte complementaria. Una no -

es independiente de la otra. De hecho. por unitaridad resu1ta 

la siguiente relaci6n importante para la secci6n total de for­

maci6n de nQc1eo compuesto. 

... 
L._ 

"' 
'TI'")( ,-

... ' 
(I.16) 

Se supone que en esta representaci6n que incorpora la posibi1.!., 

dad de reacciones directas. la f6rmula de Hauser - Feshbach T~ 

produce la parte de f1uctuaci6n. es decir que 

(I.l.7) 

Mucho esfuerzo se ha hecho en justificar y extender esta f6rm~ 

1a y en este mismo prop6sito se adscribe el tratamiento que se 
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expone en los capitules siguientes. 

En las secciones que siguen mencionaremos en forma muy resumi-

da los tratamientos y contribuciones mAs importantes a este -­

problema. Por tratarse de contribuciones de carActer general 

nos referiremos en primer lugar y en secci6n aparte (secci6n -

1.2) a la matriz de Satchler21 ~ a la f6rmula de H - F genera1~ 
zada por Vager22 ) y a la transformaci6n de Engelbrecht y Wei-­

denmÜller que reduce un problema con parte directa en otro sin 

esta contribuci6n. 

... 
De aqu1 en adelante las secciones estarAn en unidades de "'tr "X. 

J.2 Contribuciones importantes de carActer general 

I.2.1 La matriz de Transmisi6n generalizada 

Como consecuencia de que la matriz de colisi6n es unitaria. p~ 

demos escribir 

ss-t 
(I .18) 

Si se toma ahora un promedio energético se tiene la siguiente 

re1aci6n para los elementos de matriz 

22. Z. Vagcr, Phys. Lett. 36B (1971) 269 
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• 
541• 

loe. 

(I.19) 

Satchler21 ldefini6 al primer miembro como los coeficientes de 

transmisi6n generalizados y es conocido como Matriz de Penetr!!._ 

ci6n de Satch1er 

(l. ZO) 
c.. 

s"" ..... 
(l.21) 

La interpre"t.aci6n que di6 a esta expresi6n fué que "cualquier 

flujo absorbido en la fase de interacci6n directa reaparece e~ 

mo formaci6n de ntlcleo compuesto". 

I.2.2 La f6rmu1a de Hauser - Feshbach generalizada por Vager22 ) 

Lo primero que muestra Vager es que si se supone la factoriza-­

ciOn 
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A._.,, Ac.c..' 

e i. 22 J 

que dar1a lugar a una f6rmula generalizada tipo Hauser - Fesh­

bach de 1a forma 

s ,µ ... 
IDc.' 

T1 ('?) (I.23) 

y adem~s se considera reversibilidad tempora1 

que permite escribir 

5.M .... -s"" .. .. ... Ac.i. A.,..c.• , 
(I.24) 

se 11ega, despu~s de sumar las ecuaciones (1.22) y (I.24) so-­

bre 1os índices e - e', a 1a siguiente expresi6n 
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., 
(I. 25) 

seg'll.n la cua1. A debe ser una matriz escalar y S... S .41 • 
Ac. •c. 

independiente de a o c. 1o que ciertamente es un error. Vager 

propone entonces una forma invariante bajo reversibi1idad tem­

poral en la rorma 

(I. 26) 

encontrando que la matriz A y 1a matriz de Satch1er estAn rel~ 

cionados por la expresi6n 

'P 
ec.' 

(I.27) 

En e1 11mite Tr(A) '>"> 1., que equiva1e a Tr(P) '>"> 1 y tambi6n 

por consiguiente a un nQmero grande de canales abiertos. se -­

tiene la so1uci6n aproximada 

A ~ 
-p 

~(A) (I.28) 
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y por lo tanto 

, 
(I. 29) 

de manera que 

, 
l-<" ( 'P ) 

(I. 30) 

Esta se conoce como la f6rmu1a genera1izada de Hauser y Fesh-­

bach que en ausencia de reacciones directas introduce un fac-­

tor de 2 para la parte elástica. 

' I.2.3 Una importante simpliíicaci6n de1 problema. 

La transformaci6n de Engelbrecht y WeidenmÜller 26) 

Sin duda una de las contribuciones m~s importantes a la teor~a. 

es la transformaci6n 

(-l. 31) 

que a1 diagonalizar a la matriz de penetraciOn de Satch1er ha-
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ce posible tratar e1 problema de reacciones con parte directa. 

como si est:a contribuci6n no existiera. Enge1brecht y Weidenm1!, 

11er muestran la validez de este resultado en 1a regi6n de ab­

sorci6n d~bi1. En un trabajo posterior24 )se extiende e1 domi­

ni6 de validez; gracias a esto no se pierde generalidad cuando 

se supone reacciones sin parte directa (matriz 6ptica diagonal). 

J.3 Tratamientos ana1~ticos importantes 

Debido particularmente a que la hip6tesis de independencia no 

es completamente vAlida. la f6rmu1a de Hauser - Feshbach no 

es suficientemente precisa para su uso general. 

Presentamos ahora algunos tratamientos que adem~s de justifi--

carla. 1a mejoran. Analiticamente el problema ha sido estudi!!_ 

do en los casos limite r << D 

1.3.1 El formalismo de Mo1dauer15) 

En el vasto trabajo de Moldauer encontramos tratamientos anal~ 

tices (en la regi6n de absorci6n d6bil) y otros que no son pu­

ramente ana11ticos (v~lidos. en principio, para absorci6n arb_!. 

traria). de los cuales resultan fórmulas tipo Hauser-Feshbach 

con factor de correcci6n que se determina en base a hip6tesis 

estadisti~as sobre los par~metros subyacentes. Por su estre--
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cha rclaci6n con el formalismo de Hofman~ et a1. dejamos para J.a 

secci6n I.4, la menci6n de uno de lo~ ultimes trabajos de Mol.­

dauer, en el que da una f6rmula de ajuste para el factor de e~ 

rrecci6n expresado en funci6n de los coeficientes de transmi--. 

si6n. 

1.3.la Resul~ados en la regi6n de resonancias aisladas 

Una forma de exhibir desviaciones a la f6rmula de Hauser - Fe.!!!_ 

bach en la región de resonancias aisl.adas es calcular la sec-­

ci6n de nficlco compuesto haciendo uso de la f6rmula de Breit -

Wjgner para una resonancia 

(E-E ..... )'"+t"J:!.. (I. 3Z) 

donde 1!,, son las anchuras parciales. F.....,.. la energ1a de reso-­

nancia y T1~ l:. '\"AA.o.. la anchura total. Si se integra 1a .... 
expresi6n anterior en un intervato de energ:l.a al.rededor de l.a 

resonancia y se promedia sóbre todas 1as resonancias del. mismo 

spin contenidas en la región de energ~as sobre las que se ex-­

tiende el haz. incidente, se ti.ene (.Lane y Lynn 1957) 14 ) 

14. A.M. Lane y J.E. Lynn, Proc. Phys. Soc. (London) Sect. 
A70 (1957) 557 
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( ., 
(X. 33) 

esta es precisamente la expresi6n que obtiene Moldauer para e,!._ 

ta regi6n: ya sea como 1a contribuci6n mAs importante en e1 d~ 

sarrol.l.o (Mol.dauer 1961.) 

o simplemente de considerar 1a secci6n de reacci6n en termines 

de probabilidades de transici6n hacia y desde 1os estados de -

ntic1eo compuesto y promediar luego en un intervalo de energia -

apropiado (Mol.dauer l.978) 

Para estab1ecer la comparaci6n con la f6rmula de Hauser - Fes!!_ 

bach. usamos la f6rmula de Moldauer - Simonius 34 ) 

> 

34. M. Simonius, Phys. Lett. ~ (l.974) 279 

< \!. ... ) "-< n 
(I.35) 
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y escribimos la ecuaci6n (I.33) en la forma 

, 
(I. 36) 

siendo 

(I. 37) 

el factor de "correcci6n de fluctuaci6n de anchuras" a que hi-

cimas referencia antes. Es evidente que este factor hace la -

diferencia con la f6rmula de Hauser - Feshbach. Ade1antamos 

aqu!. que inc1uso en la región de absorci6n fuerte y para can.!!. 

les equivalentes, Moldauer consigue expresar 1a secci6n de --­

fluctuaci6n de la misma forma que en (I.36),con un factor de~ 

correcci6n cuya estructura ~s semejante a 1a que tiene en 

(1.37). Sobre este punto regresaremos despu6s. 

Para determinar 1a correcci6n de fluctuaci6n de anchuras, es -

necesario conocer la distribuci6n de niveles en el n6cleo com-

puesto .. Dejamos para ~l ap6ndice I .. 1 la discusi6n. resumida. 

de este punto. Considerando distribuciones "-~ de '9 grados 

de libertad para las anchuras parcia1es. y en ause~cia de rea~ 

cienes directas se encuentra que 
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( 1 • ) G.,.._ 

(1. 38) 

En particu1ar·. en el prob1ema de dos canales equiva1entes y S.!:!, 

poniendo distribuciones de Porter Thomas ( ~ - 1) independien-

tes e idénticas para • se tiene 

e 1. 39J 

segOn 1a cual.la parte elAstica de la secci6n de f1uctuaci6n -

~umenta y la inelAstica disminuye con respecto a lo que predi­

ce la f6rmula de Hauser - Feshbach~ 

Un parAmetro que se acostumbra definir es el factor de agrand~ 

miento de la parte elAs"t.ica ("elastic enhancement factor'*)~ 

En el limite que estamos considera.ndo y en el problema de dos 

canales este factor es simplemente el cociente 

-= (I.40) 
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Este valor del "elastic enhancement factor" para cana1es esta-

d1sticamente equiva1entes y en el 11.mite ,-. ..:<. \:> • estA. ba:!_ 

tante bien establecido. 

I.3.1b An§lisis estad1stico en la regi6n de resonancias tras-

1apantes. 

Para tener una descripci6n que se pueda extender hacia 1a re-­

gi6n de altas energias en la que las resonancias traslapan. 

Moldauer. considera para 1a matriz S la expansi6n 

+ 

E- E~ .. i.. T'.­
~- z 

(J.41) 

(J.42) 

Esta representaci6n de 1a matriz s.es e1 punto de partida de -

muchos trabajos sobre el tema; en ella 1a parte real de sus p~ 

los complejos da la posici6n de las resonancias y la parte im~ 

ginaria sus correspondientes semi-anchuras. Por otra parte. -

en la expresi6n (I.41) est~n excluidas las contribuciones de -

los umbral.es. Esto porque "siempre es posible arregl.ar los =-
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cortes de rama de manera que caigan fuera de nuestro intervalo 

de promediaci6n"• adem:ls de que "la dependencia en 1a energ1a 

producida por los puntos de rama son generalmente muy débiles". 

El términÓ de fondo s:b var~a lentamente con la energta en el 

intervalo de interEs y resulta de la contribuci6n de las reso­

narcias lejanas. El término S
8

b incorpora la contribuci6n de 
las resonancias cercanas. 

En general, se sabe que adem4s de unitaridad (.conseTvaci6n de 

flujo) y simetr1a (reversibilidad temporal), 1a matri~ S como 

funci6n de.la energ1a debe tener una continu~ci6n anal1tica -­

con singularidades en el semi-plano inferior (principio de ca~ 

salidad), de ah1 que los polos simples de la expansi6n (I.41) 

se encuentren en el semiplano inferior. Estas propiedades son 

de car~Cter general y su cumplimiento da lugar a complicaciones 

y restricciones severas. De hecho el prop6sito de1 trabajo ~-

que nos ocuparA en los siguientes capitulas se funda esencial­

mente en la preservaci6n de estas propiedades. La condici6n -

de Analiticidad y Ergodicidad a que hicimos referencia en la -

Introducci6n no es otra cosa que la conjunci6n de1 principio -

de causalidad y una hip6tesis erg6dica. Sobre este punto ser!:. 

mos m~s expl~citos en la secci6n I.S. 

Dada la matriz S en la forma propuesta y a ~in de poder calcu­

lar la secci6n de f1uctuaci6n es conveniente establecer la re­

laci6n que existe entre 1as matrices S., , S ""P y 1as matrices -
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S y S t' de la representación 

'5-.'S~ 

Mo1dauer muestra que 

con 

(l. 43) 

(l. 44) 

., 
(I.45) 

obteniendo para 1a sección de f1uctuaci6n la expresi6n siguien-

te: 

.. .. 
< \ ~ ...... \ 1~ .... 1 > 

í'_ (I. 46) 

donde 

< ~-.> .. ~i1b ~: .. ~: .. 
(E"....: t.,.)+~ t~ ...... l!) (I.47) 

Para e1 an41isis estadtstico en términos de 1os par4metros de 

la matriz S se requiere conocer 1a distribuci6n de estos. Pa­

ra cada valor de la energ1a E. un n6mero T'./D de resonancias -

contribuyen a la matriz S(E) que. adem•s. debe ser unitaria. 
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Es c1aro que unitaridad impone correlaciones complicadas entre 

parámetros .. Para evitar esto , Moldauer define la matri: S en 

t~rminos de los par~metros de la matriz R que como se sabe muy 

bien es rea1 y sim6trica y se puede escribir en la forma 

'R .. lo 
'Ro .. L. "'!!' ...... "?S' .... "' 

-:: 

' ..... - E. - 'E-. (I.48) 

donde E"~ es un eigenvalor del Hamiltoniano nuclear y ~ la 

amplitud de la anchura reducida para la transici6n desde el .-JA-
esimo estado al canal a. El espaciamiento de los E.-, sigue --

una distribuciOn de Wigner y las 'C'.u..~ tienen distribuci6n nor­

mal con media cero al variar JA- manteniendo fijo el canal. 

Las l'.._. para canales diferentes se consideran estadisticame~ 

te independientes. 

En realidad el procedimiento que sigue paTa el an~lisis de la 

matriz S en t~rminos de la matriz R discurre por dos caminos -

alternativos. En uno de ellos se construye la matriz S esta--

d1stica en base a su relaci6n con la matriz R que a su vez se 

genera numéricamente de forma que se satisfacen sus relaciones 

con la matriz 6ptica S (una descrjpci6n detallada de este proc!:. 

1lrPara no desviar la atenci6n y porque adem:is la teort.a de la -
matriz R es muy conocida y defundida no estramos en detalles. 
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cedimiento se encuentra por ejemp1o un Mo1dauer (1978)). Da--

da la matriz S estad~stica obtiene las secciones eficaces de--

pendientes de la energ~a y también sus promedios energ6ticos. 

Para esto. se supone una hop6tesis erg6dica para sustituir el -

promedio energético por un promedio en el ensemb1e generado -­

por repetici6n del procedimiento de construcci6n de matrices S. 

En el otro caso el prop6sito est~ enfocado a determinar 1os p~ 

rAmetros de po1o de 1a matriz S y a partir de 1a ecuaci6n 

(I. 46) obtener 1a secci6n. En e1 apéndice I.2. presentamos un 

resumen del an~1isis estad~stico. definiciones y justificacio­

nes numéricas que permiten a Mo1dauer proponer en e1 caso de n 

canales estad~sticamente equivalentes un factor de correcci6n 

efectivo o equivalentemen'te un ~timero efect:i.vo V~ de grados -

de libertad ~e manera que la secci6n 

( l.. .. 

tiene exactamente 1a misma forma que en (J.38). estando 

(I. 49) 

6' ...... 
definida en e1 apéndice I .1 (con -V._' en 1ugar de .Y.. ) • Se¡t6.n 

los cA.lculos num6ricos. v' var'ia desde v• - 1 (distribuci6n 

de Porter - Thomas) en e1 1~mite T' ¿< 1) • hasta V' - 2 -

(distribuci6n exponencia1) en e1 1~mite T1 '>'> 'D. 

Una f6rmu1a emp1rica simp1e para e1 par~metro V
1 

como funci6ri 
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del coeficiente de transmisi6n es 

i. • 
(I. SO) 

que fu{; p:opuesta por Tepe l .• Hofmann y WeidenmÜ1ler35 ). 

En 1a parte fina1 de 1a secci6n I.4 volveremos sobre estos re­

sultados de Moldauer. concretamente discutiremos lo referente 

a su f6rmu1a ajustada para obtener el par4metro de nOmero de -

grados de libertad ~· en funci6n de 1os coeficientes de tras­

misi6n. 

1.3.2 Algunos resultados de Kawai. Kerman y McVoy 

Se considera que uno de los resultados interes&ntes de Kawai. 

Kerman y McVoy•es el que tiene que ver con la representaci6n -

de 1a matriz S. 

Haciendo uso del formalismo de operadores de proyecci6n de --­

Feshbach. consiguen pasar de 1a representaci6n para la matriz 

S dada por 

5" (E) -...... ..... 

(l.51) 

Hofmann y H.A. Weidenm'ii.11er. Phys. Lett .. 
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en 1a cual. el promedio energético de las secciones contiene -

t~rminos de interferencia entre la contribuci6n. de resonancia 

y la de fondo. a otra 

' (I.52) 

en la que 1a interferencia desaparece. En esta representaci6n. 

la contribuci6n de fondo es la parte 6ptica de la matriz de C.2_ 

lisi6n y la parte restante es la parte de fluctuaci6n que pro-

media a cero. 

Debemos decir que Ericson S) "imponiendo la condici6n de que -

la secci6n eficaz de núcleo compuesto sea. en promedio. incoh=. 

rente con la parte de interacci6n directa .. obtiene. partiendo 

de una representación de la matriz de colisi6n de 1a teor1a -­

unificada de Feshbach y mediante el expediente de sumar y res­

tar e1 promedio de la parte resonante. una parte de fluctua--­

ci6n de la matriz S que por construcci6n promedia a cero y -­

una contribuci6n de fondo que. ºen la regi6n de resonancias --­

traslapantes. se muestra (a primer arder en 'I)/r) que coinci~ 

de con el promedio energEtico de la matriz S. Como muestra e1 

S. T. Ericson, Ann. Phys. (N.Y.) 23 (l.963) ·390 
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modelo Optico •. por lo menos para este 1~mite. Ericson obtiene 

la separaciOn entre la secci6n de nOcleo compuesto y la corre.!_ 

pendiente a la int:eracci6n directa. 

Una vez que Kawai. Kerman y McVoy tienen la representaci6n de 

la matriz S que se indico lineas arriba. calculan secciónes de 

fluctuaci6n en los casos extremos r/1> 
para un nfimero de canales N grande. 

Para P/o ,, 1 a orden l/N 2 encuentran que 

l. 

'P.. .. (. -p• > .... -+ ~.. (."'P .. .>.., 
; 

.,-... "'P 

ex~resi6n que a orden ~ es simplemente 

"'P .... "P.... -4 P.... 'P.. .. 
~ 'P. 

y confirma la f6rmula de Vager. 

(I.53) 

(I.54) 

P:ara ,,/D <.<. i y en ausencia de reacciones directas calculan 
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la secci6n de fluctuaci6n el~stica obteniendo 

(.SS) 

resultado que est§ de acuerdo con 1os de Mo1dauer para 1a re-­

gi6n de absorci6n débil (ver ec. I.40 ). 

I.3.3 Resu1tados de Agassi, Weidenmüller y Mautzouranis19) 

El modelo desarrollado por Agassi,WeidenmÜ11er y Mautzouranis 

est6 propuesto para proveer una descripci6n ana11t~ca de dive~ 

sos conceptos fisicos en la regi6n de resonancias traslapantes 

(absorci6n fuerte) en la que P/D > > \ En particular. uno 

de los obje~ivos es el c~lculo de promedios energ6ticos del t~ 

po 

(I.56) 

En el supuesto de que las teorias de reacciones directas pro-­

veen modelos para el c§lculo de S, la teor~a, estad~stica que 

desarrollan se concentra en e1 c41culo de los momentos de SJI 

en base a un modelo de matrices estocAsticas del Hami1toniano 

nuclear, consistente con el modelo de reacciones directas. 
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Teniendo que reali=arproma.d.iosen energ~a. se introduce una h~ 

p6tesis erg6dica de substituciOn de estos promedios. por otros 

en e1 ensemb1e de matrices estocAsticas. 

Para evaluar 1os promedios en el ensemble• hacen uso de tt;:cni- -

cas de 1a mecánica estad1stica vA1idas cuando 

..,., (.1 .. '\, ...... c.) 

donde T.,. ~ ; es el "tiempo de 

(D e1 espa~iamiento medio). -r...,_ -
que e1 sistema compuesto alcanza el 

total de esparcimiento o mezcla) , 

decaimiento o tiempo de vida media 

1a anchura media de decaimiento) y 

(I.57) 

recurrencia de Poincare" 

el tiempo en el -~ 
--¡:;-¡ 
equilibrio r&r la anchura 

T~ e ~ el tiempo de 
T"'~ 

del núcleo compuesto e r"'" 
T--.... ~ 1" - -r "iiE es el tiem-

po de duraci6n de una colisi6n nucleon - nucle6n 

Un cAlculo aproximado de estos tiempos establece la aplicaci6n 

de la t.eor1.a para blancos con peso at6mico A~ 40. proyecti-­

les con A'!. 4 • energ'!.as de excitaci6n que van desde algunos 

MeV arriba del umbral de neutrOnes. hasta 80 o 100 MeV. 

La teor~a est4 formulada para incluir en general procesos de -

preequilibrio. Dejando para el ap&ndice 1.3 el resumen de al-

gunas de las ideas e hip6tesis relevantes. nos limitamos a pr!:_ 
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sentar sus resultados para la secci6n de fluctuaci6n en ausen-

c~a de emisiones de precquilibrio. 

En la regi6n de absorci6n intermedia. olitienen la expresi6n 

e¡. ... ')('._ 
(I. 58) 

que no es sino la fórmu1a de Hauser Feshbach con un ~actor -

de corrección escrito 

y - (L. T 
... c. Y'. 

en t~rminos del par~metro de e:xpansí6n 

)(.._ es de1 orden de {L T:, )- ~-
c. 

Nos interesa observar que en 1a regi6n de abs9rci6n fuerte y 

para el limite ""''), .l en la regi6n de absorción inter•edia. se 

tiene el siguiente resultado 

(I.59) 

que es precisamente la f6rrnu1a· de Hauser - Feshbach con f~ctor 

de agrandamiento elAstico igua1 a 2 como predice Vager. 51 -­

los canales son equivalentes 

T..._ (I.60) 
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Estos resu1tados 1os usaremos sistemAticamente como referencia 

cuando consideremos. precisamente. el limite""",, i. 

Otros tratamientos que debertan incluirse en esta secci6n 

el Modelo.de la Entropta6 ) que da resultados coincidentes 

son 

con 

1os conocidos en 1a ~egi6n de absorci6n fuerte y otro que pa­

ra 1a regi~n de absorci6n d~bi1 estudi6 T.H. Seiiaman36l. Por 

su relaci6n con e1 trabajo que desarro11amos despuEs. pospone­

mos la discusi6n del Modelo de la Entropia para la secci6n I.5_ 

I.4 F6rmulas ajustadas. La regiOn de absorci6n intermedia 

I.4.1 La f6rmula de Hofmann. Richert. Tepel y WeidenmUller 24 ) 

(HRTW) 

En un arttculo, que en ciero modo es una generalizaci6n del ya 

mencionado trabajo de Engelbr,echt y WeidenmUller, Hofmann et 

al~ extienden y muestran num~ricamente (y tambi~n ana11ticame~ 

te en un caso limite) que la transformaci6n que diagonaliza a 

1a matriz de Penetraci6n de Satchler se puede aplicar para to­

do el dominio (desd~ absorci6n d6bil hasta absorci6n fuerte); 

6. P.A. MeJ.lo, Phys. Lett. B81 (1979) 103 
ZO. P.A. Mel.lo y T.H. Sel.igman, Nucl. Phys. A344 (J.980) 489 

36. T .H. Sel. igman, .;;! • "Pl....t~· l!i. ?>01/ ( 1qf2.) 
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reduci6ndose el problema de reacciones con parte directa en --

otro sin esta contribuciOn. 

El análisis y cálculo numérico es realizado en funci6n de las 

propiedades estad1stlcas que corresponden a los paT6metros de 

la matriz K (real y simétrica). en cuya representaci6n lama--

triz de colisi6n 

siendo 

(del problema transformado) es 

I - i... K 

ll o ...... ,._. 

CI-61). 

(I.62) 

Aqu1 son .las amplitudes de ·las anchuras parciales y E lL 

la energ~a del estado compuesto. Se considera a ambas como -

variables aleatorias no correlacionadas (la justificaci6n la -

encuentran en la teor~a estad1stica de espectros). 

La idea general es postular leyes de distribuci6n que se ajus­

tan de forma que se repoducen valores conocidos en los l~mites 

as:int6ticos r,.,'l) y T'1 "'<l> (el "el:istic enhancement factor" 

W
3 

para canales equivalentes toma en estos limites los valores 
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2 y 3 respectivamente); para 1as energtas 't~ usan la ley de 

distribuci6n de espaciamie-ntos de Wigner 

Q (_'JL) d"IC w. 
(I.63) 

donde X.. es la raz6n entre el espaciamiento de niveles adyace~ 

tes y el espaciamiento medio n. y tambi~n toman en cuenta las 

correlaciones entre espaciamientos de vecinos pr6ximos que se 

predicen te6ricamente37 ). 

Por lo que a las amplitudes de anchuras reducidas concierne. -

se diagonaliza (mediante una transf. ortogonal) a la matriz de 

covarianza Cab (real y simétrica) de modo que 

(I. 64) 

y se propone para las amplitudes l'.AA.~ que estas sean cantidades 

(no correlacionadas) de distribuci6n normal centrada en cero y 

varianza "l' & dada . ...... 

37. H.M. Hofmann, J. Richert y J.W. Tepel. Ann. Phys. (N.Y.) 
90 (1975) 391; M.L. Metha. Statistical Propierties ~f Nu~­
CTeo (J.B. Garg. ed.) p. 179• Pienum Pubiishing Co. New -­
York l97Z 
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En base a estas hip6tesis se construye num~ricamnte un ensem--

ble de matrices S y secciones para cada va1or de n. Sus prom.!:_ 

dios se identifican con la matriz Optica y el promedio energE-

tico de 1a secci6n respectivamente. 

hip6tesis erg6dica. 

En esto consiste aqu1 1a 

E1 resultado central de1 trabajo de HRTW es que 1as secciones 

del problema transformado (ausencia de parte directa) dependen 

anicamente de los elementos de la matriz 6ptica y ademAs encue!!. 

tran que es posible expresarlas en forma factorizada 

1. 

() J.f v .... w.._ ..... 
L. v"" 

, (I. 65a) 

()AA v_ v ... 
o..'"" lo ....... z:. > 

\1 c. 
(I.65b) 

donde Va esta definida por la relaci6n 

v ... (I.66) 

y W
8 

es el "elastic enhancement factor" para el cual encuen--­

tran (con base en los cA.1culos numericos de Monte Car1o) • la si­

guiente f6rmula de ajuste 
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(l.67) 

Esta f6rmu1a ser4 una de 1as que utilizaremos nosotros para 

comparar con los resultados del presente trabajo. 

I.4.2 La f6rmu1a de Mo1dauer (1980) 

Haciendo uso de un formalismo en términos de la matriz K y 

con suposiciones estad1sticas semejantes a las de HRTW excepto 

en lo que se refiere a la forma de tomar en cuen'ta las correla­

ciones estre espaciamientos de niveles. ajusta una f6rmula pa­

ra determinar el parAmetro de grados de libertad efectivo en -

t~rminos del cua~ • Moldauer escribe su "f6rmula de Hauser -

Fashbach con factor de correcci6n de fluctuaci6n de anchuras" 

que mostramos en la ecuaci6n (I.49) y que da 1ugar a un "ela~ 

tic enhancement factor'' de 1a forma 

!. .. 

Concretamente• la f6rmula que ajusta para V 1 
es 

.V' 
' 

\.li ... 

(I.68) 

(l. 69) 
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f:l.g. I.1 El. "el.asti.c enhancement factor" que predi.cen l.as f6rmul.as ajustadas 

por Hofmann et al.. (puntos) y Mol.dauer (c~rcu1os). Las cruces son reau~d.oa 

de Mol.dauer (1980) que obti.ene de c81cu1os de Monte Carl.o. 
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En la figura 1.1. se muestra los valores que predicen para el 

''elast:ic enhancent factor" la f6rmula de HRTW y esta de Mol- - -

dauer cuando se tiene Z, 5 y 10 canales equivalentes. Es not!!., 

ble el hecho de que en el límite de absorci6n fuerte, este fa.s_ 

tor sea diferente de 2 para Moldauer. Debemos decir que en e!!_ 

te mismo trabajo mues~ra, numéricamente, que en la regi6n de -

absorci6n fuerte. sus resultados son altamente sensibles a las 

distribuciones que se propongan para los espaciamiento de niv~ 

les y anchuras reducidas. 

I.S El Modelo de la Entrop1a 

Si intentamos una caracterizaci6n para los modelos considera-­

dos. encontramos que, en l~neas generales, se hace uso de hip~ 

tesis estad1sticas en relaci6n con las variables microsc6picas 

subyacentes en los diferentes formalismos, tratando de respe-­

tar en buena medida las propiedades fundamentales de la matriz 

S (simetr1a. unitaridad y causalidad); as1 mismo se asumen hi­

p6tesis erg6dicas a fin de substituir los promedios energ6ti-­

cos por pormcdios en los ensembles construidos en cada caso; -

finalmente, se llega a escribir la secci6n de fluctuaci6n como 

expresiones tipo Hauser - Feshbach con un factor de correcci6n 

que depende esencialmente de1 coeficiente de transmisi6n• es -

decir. se obtiene en filtima instancia una e~presi6n parametri­

zable en tl!rminos de la variable re1evan't.e del. pr,oblema: la m~ 
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triz de coljsi6n 6ptica S. 10 que por supuesto no es obvio. 

No obstante que (v~ase sec. I.2) 

(I - J.6) 

de ninguna manera. se puede concluir algo acerca de 1a foraa -

en que T
3 

se distribuye entre los diferentes t~rminos ~~ • 

Todo lo que nos dice es que. si existe alguna dependencia en -

otras variables. ésta se cancela al sumarse. Surge as1 1a si­

guiente pregunta: ¿Es posible formular una teor~a estad~stica 

de reacciones nucleares con hip6tesis estadisticas directamen­

te sobre la matriz S y en la que la variable re1evante sea de~ 

de un principio la matriz 6ptica. 

En relaci6n con la primera parte de esta pregunta. encontramos 

un trabajo de Krieger 38 ) en el que se propone sustituir 1a Eo~ 

mulaci6n en t6rminos de par~metros microsc6picos. por otra en 

la que la matriz S misma es la variable estad~stica bAsica; p~ 

ra esto. utiliza el ensemble de matrices simEtricas y unita--­

rias E6 que estudi6 Dyson en relaci6n con espectros nuciea-­

res y lo modifica de forma tal que el valor de1 pro•edio de --

Sab sea diferente de cero. Sorprendentemente. e1 ense•b1e que 

postu16 estuvo muy cerca de1 que resulta ser e1 correcto. en -

38. T.J. Krieger, Ann. Phys. (N.Y-) ~ (J.967) 275 
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el problema de canales equivalentes. cunndo se imponen candi--

cienes adiciona1es que Krieger no considera. CAlcula la sec-

ci6n de fluctuaci6n en el limite ..,,~ ~ en base a suposiciones 

dif~ciles de justificar. En realidad. el formalismo de Krie--

ger no tiene nada que ver con la idea de introducir a la matriz 

6ptica ~ como el parAmetro relevante y de hecho no lo hace. -­

sin embargo. s~ con la idea de hacer estad1stica directamente 

sobre la matriz S porque de ese modo. decia. se preservan rig~ 

rosamente. unitaridad y simetr1a. 

De hecho. es en un trabajo de P.A. Mello del afto 1979 en el 

que la idea de establecer una distribuci6n para la matriz S i~ 

corporando desde un principio la matriz S 6ptica como el parA­

metro fundamental se plantea como prop6sito central. 

Dado el ensemble E'- de matrices unitarias y sim~tricas igual­

mente probables definido por la medida ~l~) (conocida tam-­

bi6n como medida de Dyson)~ invariante bajo la transformaci6n 

s __,, ..., 
"5 1 • .:{s V 

(I. 70) 

donde U es unitaria. P.A. Mello postula una ley de distribuci6n 

para 1as matrices S en términos de una de.psidad de probabilidad 

*De aqu1 en ade1ante 9 nos referiremos a esta medida simp1emen­
te como la medida del espacio (Euclideano) de matrices sim6tr~ 
cas y unitarias en atenci6n a que era conocida. en el Ambito de 
lasfunciones de varias variables comp1ejas muchos aftas antes -
de que Dyson se ocupara de ella. 
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Je lS) oC 

(I.71) 

que maximice la entropia 

~ -t> (s) .t... ,P Cs l ~C.~) ., 
(I.72) 

sujeta a la condici6n de que 

<. s .... 1o) - ( I. 7 3) 

La matriz ~ (ec. I.71). es una matriz de multiplicadores de 

Lagrange definida por la condiciOn anterior. 

En el cap~tulo 11. nos ocuparemos con mAs detalle de la medida 

el...)-'<-- (S) y. a1gunas propiedades de ella. 

De esta forma• se contruye un nuevo ensemble E.fwl\ definido por 

la medida. 

~lo (-ll.& T-<f3S) ..t_,....lS) 

l "1<t> (-°R& T-r (3 S) °'.>o-(~) (I.74) 

Este ensemble fué utilizado para calcular secciones de fluctu~ 

ci6n en el problema de dos canales equiva1entes (sin parte di­

recta). Los valores obtenidos para el " e1astic enhancement -
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factor" se comparan muy bi6n con 1os que se obtiene de 1a f6r­

mu1a de HR'fW en 1a regi6n de absorci6n fuerte y son completa- -

mente diferentes en 1a regi6n de absorci6n débi1 (véase fig. -

I. 2) 

La idea que se encuentra en 1a base de este procedimiento es -

construir de 1a manera menos prejuiciosa posib1e, un emsemb1e 

de sistema físicos (o de matrices S) que tienen en común un --

conjunto semejante de constricciones que, en este forma1ismo, 

est~n re1acionados con 1os va1ores promedios de 1a matri~ S -­

(1a matri2 S 6ptica) 1a cual, en cierta forma, representa 1a -

cantidad observable. 

En un trabajo posterior P.A. Mello y T.H. Seligman20), ca1cul!!_ 

ron con el ~ismo ensemb1e EM • secciones de f1uctuac i6n para 

un nOmero arbitrario de cana1es y en la regi6n de absorci6n -­

fuerte, obteniendo también un buen acuerdo con 1os resultados 

conocidos para esta regi6n. También en ese trabajo se inc1uye 

una discusi6n de la forma en que la propiedad de causalidad, 

asociada a la estructura analitica de la matriz s. seria inca.!:. 

parada en el formalismo. Fundamentalmente, 1a idea es que si 

en la regi6n lejana de 1os umbrales las 6nicas singu1aridades 

de la matriz S son po1os en el semiplano inferior, entonces, -

e1 promedio energético de Sab (E..) calculando con una funci6n 

de peso Lorentziana de ancho 1 es S 3 b(E+.i.X.) ... Similarmente. 
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para e1 promedio energético de cua1quier monomio formado por -

potencias de e1ementos de S que ~o inc1uya conjugaciones com-­

p1ejas se tiene 

.... s (~) ..... , 
... s"" .. (l:"+i.'L) .......... 
--- "'.. (I.75) 

~'"(E) ..... 
Según esta re1aci6n e1 promedio de productos de potencias se -

transforma en producto de promedios de p o-t't.Vl C..\a' Si a esto se 

aftade una Wip6tesis de ergodicidad entendida en e1 sentido de 

que e1 promedio de energ1a f pueda sustituirse por un prome­

dio en e1 ensemb1e {~) • se tiene para 1a conjunci6n de causa-

1idad (o ana1iticidad) y ergodicidad 1a siguiente expresi6n 

<«;;,.... s"" .. ) "' ........... .. . .... . ( 1. 76) 

A esta condici6n se ha denominado "e1 requerimiento de Anal.it!_ 

cidad - Ergodicidad (JI.E)" 

Obsérvese que como e1 ensemb1e EM. se define bajo 1a condici6n 

(I.71), se satisface 1a condiciOn de AE sol.amente a pr~mer or­

den. 
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Una extensi6n natura1 en e1 forma1ismo. era ciertamente 1a ob-, 

tenci.6n de ensemb1cs que en lo posible cump1an con 1a condici6n 

(I.74). Este programa fué abordado parcia1mente en un par de 

trabajos27• 28 ) 

En la referencia 28) se estudia, en el caso particu1ar de dos 

cana1es equiva1entes. el efecto que resulta de imponer la con­

dici6n de AE (I.74) a segundo orden; es decir. cuando tno.&tfl\•-:.'Z. 

Para definir el nuevo ensemble se propuso una funci6n de dens_!. 

dad de la forma 

(I.77) 

que maximice la entrop1a sujeta a 1a condici6n de AE a segundo 

orden. Las matrices f' y 1' , consistentes con estas condiciones• 

se evaluaron numé:ricamente, obtienéndose para el. "e1astic en-­

hancement factor" valores que son notablemente mejores (v~ase 

la figura I.3) que los que se tienen si sólo se toma la condi­

ci6n de AE a primer orden. 

La ensenanza de este trabajo es que la condici6n de AE es im--

portante. Sin embargo, si se intenta general.izar el procedí--

miento para incluir esta condici6n a ordenes mayores proponie~ 

do funciones de densidad dadas por 
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resu1tados de1 model.o de l.a entrop1a con AE a pri.mer y segundo 

orden respecti.vamente; (e) Cál.cul.os de Monte Car1o (fórmul.a de ajuste de 

HRTW) 
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(l. 78) 

que maximicen la entropia. etc. nos encontramos que es pr~cti­

camente muy complicado el tratamiento num6rico de este prob1e­

ma. aún en el caso muy especial de dos canales equivalentes y 

AE de bajo orden. 

En la referencia 27) se estudia un caso muy especia1 y este es 

el de un solo canal.. Se p1antea el problema de determinar una 

funci6n de densidad .f (S) tal que 

(I. 79) 

siendo \t. un natural cua1quiera. En otros t6rminos se busca 

una funci6n de distribuci6n que satisfaga. en este caso parti­

cular. la condici6n de AE a todo orden. La soluci6n se obtie­

ne ana11ticamente. es Qnica. aparece en a1gunos problemas en -

la teor~a de variab1e compleja como el Kernel de Poisson del -

disco unidad. Esta funci6n es 

L. '2.,, o:. 80) 
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fig. :C.4 Funci.S'n de distri.bución ,.+:>(~)para el. probl.ema de 

TT 

un canal.. La curva cont!nua es l.a que se obtiene 

de l.a f6rmul.a (:C.80) con AE a todo orden1 l.a cuva en trazos 

se obtiene del. Model.o de 1.a Entrop~a. (AE a primer orden); 

1.os puntos y l.as cruces son resul.tados de Monte Carl.o cons~ 

derando distribuciones de espaciamientos de Wigner y Poi.sao~ 

respectivamente. Para l.a distribuci6n de ampl.itudes se con­

sider6 una distribuci6n Gaussiana con media 27 >,&TO. 
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y se muestra en la figura I.4 observandose un buen acuerdo con 

resultados de Monte Carlo. 

Conc1uiremos form1~lando dos preguntas a 1as cuales se pretende 

responder en los capítulos siguientes: ¿Será posib1e comprender 

algo de la forma como las diferentes propiedades generales de 

1a matriz de co1isi6n intervienen en la asignaci6n de los va1~ 

res a las secciones el~stica e inelAstica? y ¿Es sufiente cui­

dar el riguroso cumplimiento de los pincipios de conservaci6n 

de flujo. reversibilidad temporal y causalidad. para que jlUltO 

a una hip6tesis estad1stica se reproduzcan los valores correc­

tos de las secciones de fluctuaci6n en reacciones nucleares -­

que proceden sin émisiones de preequilibrio? 

El contenido de los capitules siguientes est~ relacionado con 

el de 1as preguntas y responde a estas en el orden en que fue-

ron planteadas. En el capitulo II el anAlisis que comienza --

por la discusión de la medida de los espacios Euc1ideanos de -

interEs se concentra básicamnete en establecer distribuciones 

marginales para los elementos de matriz de manera que se ref1e 

je la inf1uencia de las propiedades de simetr!a y unitaridad e 

incluso la de analiticidad (aunque s~1o sea a primer orden). 

Postergamos paTa los cap1tulos 111 y IV el problema de incorp~ 

rar AE a todo orden. 



Capt.tu1o 11 

DISTRIBUCION MARGINAL PARA LOS ELEMENTOS DE LA 

MATRIZ S Y APLICACIONES 

Atin cuando e1 siguiente paso en 1a formu1aci6n de 1a teor~a es 

construir e1 ensemble de matrices de co1isi6n consistente con 

e1 requerimiento de Ana1iticidad-Ergodicidad a todo orden. el 

anAlisis y contenido de este capl.tul.o no estA directamente orie!!. 

tado a este prop6sito. Nos interesa estudiar propiedades rela­

tivas a 1a matriz de col.isi6n. MAs espec~ficamente, trataremos 

de comprender. en 1a medida de lo posible, la forma en que las 

propiedades de conservaci6n de fl.ujo, reversibilidad temporal 

y causa1idad, influyen en las secciones de fl.uctuaci6n elAsti­

ca e inel.Astica. De este an41isis se obtienen resul.tados cual!_ 

tativamente significativos que confirman o justifican resu1ta­

dos y aseveraciones que se encuentran en 1a 1iteTatura. 

Con 6ste fin. es evidentemente necesario estudiar e1 prob1ema 

de manera que sea posib1e discriminar 1a propiedad y su efecto 

asociado. Para esto. es conveniente seguir un orden progresiv~ 

Debido bAsicamente a que a1gunos cA1cu1os y aproximaciones son, 

en e1 espacio de matrices ortogona1es más simp1es e i1ustrati­

vo s. comenzaremos nuestro análisis en e1 espacio de matrices 

ortogona1es. 1uego se considera e1 espacio de 1as matrices uni_ 

tarias y fina1mente, e1 de las simétricas y unitarias. 

-66-
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En todos los casos el análisis consiste en calcu1ar e~actamente 

funciones de distribuci6n marginal para elementos de matri=; de~ 

pu~s, se aproxima estas distribuciones en el limite_ n >> 1 y -

se <letcrmin3n las secciones de fluctuaci6n. Por último se estu­

tlia el efecto de AE construyendo para cada espacio considerado 

ensemblcs EM que maximizan la entropia con "AE a primer orden". 

Cuando hayamos encontrado la forma de construir ensemb1es con -­

AE a todo orden rediscutiremos los problemas que trataremos en -

la sccci6n II.4. 

Puesto que vamos a estudiar propiedades relativas a los eleme!!. 

tos de matriz en los espacios de matrices ortogonales. unitarias 

y simétricas y_ unitarias es natural que comencemos refiriCndonos 

a la medida asociada con estos espacios. 

II. l Elemento de Volumen ~ ~ espacio Euclideano 'de matrices 

Consideremos un espacio Euclideano de dimensi6n real 2nt. Una 

matriz Z <le orden n con elementos complejos se puede consi­

derar como un punto en este espacio. Los conjuntos de matrices 

ortogonales. unitarias y uni~arias sim~tricas const~tuyen ~en -

este espacio) variedades de dimensiones rea1es 

n(~+i) respectivamente. 

n(n-1) a. --r- • n y 
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La determinaci6n del elemento de volumen en estos espacios ha -

sido ampliamente estudiado. En esta secci6n adoptamos e1 proc.!:. 

dimiento que uti1iza Hua39 • 

···'SU.pC'lngamos en general el espacio Euclideano de dimensi6n real -

2n 2 • Se define 1a métrica 

(11.1) 

a partir de la cual, se determina el tensor métrico dado 

por 

(11.2) 
., ¡ 

son (los 2nz) par4metros linealmente indepen--

dientes del espacio. El elemento de volumen queda entonces de-

finido por la expresión. 

cl_,k (2) (11.3) 

Veamos ahora lo que de esta forma se tiene para el elemento de 

volumen en los espacios que nos interesan. 

¡1.1.1 El elemento de volumen~ el espacio de matrices~­
gonales (propias). 

Sea T' una aatriz ortogonal rea1 en el espacio Euclideano de d~ 

39. L.K. Hu•. H•rmonlc anal sis of Functlons·o~ Several Com lex Variables 
In the Classtcal Domalns. Am.Hath.Soc. Providence. Rhode lsland 19 3. 



-G9-

mensi6n n(n-1¡ 
z • Se sabe que las matrices ortogonales están defi-

nidas de manera que 

r í' l 
(II .4) 

Esto significa que 

.. r J r..- o (II _ S) 

Con el propósito de expresar la m6trica y el elemento de volumen -

en t~rminos de los par~metros linealmente independientes definamos 

1a matriz 

(II. 6) 

La ec. ( 11. 5) se transforma en 

(II.7) 

Esta relación que se deduce a partir de la condición (II.4). incor­

pora en su seno las propiedades de las matrices ortogonales. 

Por otra parte. la m~trica 

(II.8) 

se puede reescribir como 

(I l. 9) 

(Il.10) 

T.- ( ~I 
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Dado que la matriz ~ f' es antisimétrica, es claro que 

~ r .. 
'J 

~ ir .. 
~ ... (& r ) .. ~ o ... (II.11) 

de forma que s61o se tiene ~ parámetros linealmente ind~ 

pendientes. En términos de estos parámetros la métrica se es-­

cribe 

z. (<itf .. )a. 
LJ (II .12) 

y el elemento de volumen o medida de Haar para este espacio se-

rti 

c11.. e r) (II .13) 

Para el prop6sito de calcular las distribuciones marginales de 

los elementos de la matriz ortogonal es conveniente expresar la 

medida en t~rminos de sus n 2 elementos de matriz, que por otra 

parte. no. son independientes ya que deben satisfacer n condiciones 

de normalizaci6n y condiciones de ortogonalidad de re!!. 

glones. Estan condiciones se introducen explícitamente a tra-

vés de funciones delta, teniendose para la medida de Haar de m~ 

trices ortogonales la expresi6n: 

e! k (T') 
'L 

T' .... (11. l.4) 
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Por tl1timo. 1a medida de Haar es invariante bajo 1a transforma­

ci6n 

.... (11,15 a,b) 

donde f'º es una matriz ortogonal• es decir 

11 .1. z 

dL.. \í') cU.. \ T'º í' ) 

E1 elemento de vo1umcn ~ !:..!. espacio de matrices 
unitarias. 

(U.16) 

Sea \..J una matriz unitaria que pertenece a1 espacio Euc1ideano 

de matrices unitarias cuya dimensi6n rea1 es n
2

• Tambi~n en e~ 

te caso partimos de 1a propiedad que caracteriza a 1as matrices 

unitarias 

de 1a cual .se obtiene 

dUU-. + ud.IJ-t- "'o 

V .. c:lüU"" 

(Il.17) 

(II.18) 

(U.19) 

La representaci6n en terminas de parámetros independientes se 

consigue si se define 
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(II.ZO) 

es claro por la ec.(II.18) que 

~U • - i>U+ (Il.21) 

al incorporar estas propiedades en la métrica, tenemos que 

T~ (ci\JclU-t): 

T< e bu~ u+) (Il.22) 

Si expresamos los elementos de la matriz\ilJ en tErminos de pa­

r,metros reales de manera que satisfagan la relaci6n (II.19) se 

tiene 

c~u ) .. 
.u 

y como .. 
i;u .. .... 
~u .. 

.1 L 

Tenemos asi,. 

.i... ~u. .. (s.u}. ~u .. + ¡_ ~U I ..: .. j (Il.23) 
.&.a 

'J •J ~ 

(~u) .. -: 

·~ 
= ~u .. ... ¡_ ~u~- ..L<j 

LJ •.i (II.24) 

z 
n + n (n-1) - n parámetros, que es precisamente -

el n6mero de los linealmente independientes. 

tos, la métrica resulta ser 

En términos de es-

(II.ZS) 
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y el elemento de volumen de este espacio tambi~n denominado me­

dida de Haar para el espacio de matrices unitarias es 

(II.26) 

Igua1mente. ser' necesario tener la medida en t~rminos de 1os -

elementos de matriz. Si 

u .. 
'J 

""-• . 
~J 

.. (11.27) 

y tomamos en cuenta las n condiciones de norma1izaci6n de ren-­

glones y n(n-1) condiciones que resulta~ de ortogana1idad de -­

renglones. se tiene 

JI.. (u) TI ~ ( i - L: l u. 12
) n ~ (L.. L u. u"': ) -

L• 1 ._ L.. .:e i ._ '-' ...... ~ 

. ~ ('R.. ¿:_ u. u': ) n o1. "1l. • • d "' .. 
.......... , ~j 'J º'J (11.28) 

Por otra p3rte. la medida de Haar de este espacio es invariante 

bajo 1a transformaci6n 

..... 
u ----;. l.J uºu 

.., 
u UUº 

(II.Z9 a 0 b) 

donde u-es una matriz unitaria. es decir 

clL.(u) -: (11-~) 
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II.1.3 ~ elemento de volumen para el espacio de matrices 
simétricas 2::. unitarias. 

Para incorporar las propiedades de simetría y unitariedad debe­

riamos tomar en cuenta simultáneamente las relaciones 

(Il .31) 

En este caso conviene expresar la matriz S en la representa­

ci6n de matrices unitarias LJ , en la forma 

s (Il.32) 

porque de ~sta manera se introducen ambas propiedades, además -

de que se puede aprovechar la parametrizaci6n que se uso para -

las unitarias, esto es, usaremos 

+ ... (II. 33) 

en la que las matrices reales ~'\&.. y ~ ..... .' tienen las siguientes 

propiedades: 

(II.34) 

Considerando la ec.(II.32) se tiene que: 

... 
u"T.,jU d '5 -:; dU u .. 

= uT l u· ci u + cfU u+ )u 
u ... l<;u'T ... ~u) u (Il.35) 

-:; 

d s+ = u+ (~u* .. ~u+) u· (II.36) 
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y 1a m6trica de1 espacio s~ escribirá entonces, en 1a siguiente 

f'orma 

1 ... (d.scls+) 

T..- (u,.(~u ... ~ ~u)( ~u- .. ~v+) v·l 
T... f. ( 'li u T + ~u ) ~lb u· + <;; u+)] 

En términos de las matrices Stu y ~1.L, queda 

(II.37) 

Para simp1ificar un poco, definamos 1a matriz real y simétrica 

con 1o que 

2 ~ 'IA.' 

J.4 ... -:: T~ ( 'i"" ~ IV\ T ) 

~ 2. ~~ ....... 
. . 'J 
L4j 

(II.38) 

(II.39) 

(II.40) 

1a m6trica queda así escrita en términos de n(n;1 > par~metros 
1inealmente independientes. 

para este espacio es 

l'W\ l"""-•) 

Finalmente el e1emento de volumen 

c1.JA- es ) 2.-.. - n (rI.41) 

-:~j 
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Similarmente. se puede escribir la medida en términos de los -

elementos de matriz. Si ~ornamos en cuenta que 

s .. 
'.J 

')( .. + i. 'l. 
'l a.j 

5 .. 
..i .. 

(Il .42) 

y consideramos 1as condiciones de normalizaci6n y ortogonalidad 

de renglones, se escribirá 

'ÍI ('R... L S· ~°".' ) 
.. L& .. Q. 

TI cl.-.C •. al. Y .. 
i.,i 'J 'J 

(ll .43) 

Se puede. naturalmente, reescribir esta medida en 1a represent.!!:_ 

ci6n 

u ... u (II.44) 

y es precisamente la que se usa en 1a secci6n II.S. Finalmen-

te, mencionemos 

maci6n 

que la medida es invariante bajo la transfor-

s (II.45) 

donde uº es una matriz unitaria fija. Consiguientemente 

J)A(S) (ll.46) 



-77-

Esta propiedad de la medida bajo el automorfismo (II.45) ref1e-

ja invariancia bajo un cambio de representaci6n de estadoS y a­

dem4s, que la medida es una funci6n de los invariantes de 1a m~ 

triz de colisi6n multiplicada po.r los di.ferencia1es de las com­

ponentes independientes de los elementos de matriz. F1sicam.ente 

el automorfismo (II.45J estA relacionado con el concepto vago 

de que todos los sistemas del ensemble definido por la medida 

invariante son a priori igualmente probables. Para entender me­

jor esto, presentamos a continuaci6n un argumento de Dyson4 0) 

al respacto: Si visualizamos una matriz de colisi6n como la re­

presentaci6n de un sistema encerrado en una caja negra. siendo 

S la matriz de transformaci6n del .sistema desde un estado ini-­

cia1 4> a un estado final Y . l.a transformaci6n S--:.,.. Uº S v•"'T 
significa que sometemos el estado inicial a una interacción \JeT 

y a1 estado final a una interacci6n Uº simEtrica en e1 tiempo. 

Si ignoramos completamente las interacciones que ocurren dentro 

de la caja negra, la interacción adicional U 0
no puede aumentar 

ni disminuir nuestra ignorancia. Si todos 1os sistemas son i-­

gualmente probables al empezar. la aplicaci6n de U 0
debe deja.!: 

1os igua1mente probables. La invariancia de1 ensemble definido 

por 1a medida. bajo la transformaci6n (II.45) es por tanto una 

idea1izaci6n matem~tica del estado hipot6tico de ignorancia to-

tal. 

40. F. Dyson, J. Math. Phys. ~ (1962) 140. 
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El problema de ~ matrices ortogonales R 

La densidad de probabilidad marsinal conjunta para ~ 
elementos de matrices ortoaonales. 

Sea·e1 ensemble de matrices ortogonales de orden n definido por 

la medida de Haar dh(R). Supongamos un conjunto de k elementos 

de mat:riz l ~ .. ¡, • ...• ·~ 9 l y llame..,os .,l.fo l Q.&L • •••• "R. "") a 
1 1 ta • • .-. ' ... 

1a probabilidad asignada por la medida de Haar al elemento de -

volumen J'Q .. L olR lo ••• el 'Qq b Definimos la densidad de pro .-. ... .. .. .. 
habilidad marginal conjunta -+. (R,. lo > ••• , "lla. l.)•· por la re-

• . ...-.. 
laci6n 

J ~ ( "fZ ., , •.• , 12 .. \o) " .... (R.i. •···"R .. '° ) cl"R. ¡,··· ..l"R (I:I.47) 
• ca, • 11. k • • • ta. ... •, • •-.'--. 

En lo que sigue de esta secci6n. ca1cularemos densidades de pr2 

habilidad conjunta para elementos de matriz que pertenecen a -­

uno. dos. tres y cuatro renglones. En los ~ltimos dos casos nos 

limitaremos a mostrar resultados para las densidades de probabi­

lidad sin m&s anAlisis de las mismas. 'En la subsecci6n 11.2.2 se 

estudiarft el c_omportamiento de las densidades de probabilidad 

conjunta en casos 1~mite. 

Para determinar la densidad de probabilidad conjunta de e1emen-­

tos en e1 primer renglOn. comenzaremos por ~stablecer 1a densi-­

dad de probabilidad conjunta de todos los elementos del primer 

rengl6n. Una de las propiedades que debe reflejarse es la de no!: 
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malizacl6n de n .. ·nglún, lü cual sugiere que la dens1.ciad de proOabi-

1 ic..laU <lchc. ser proporcional a la funci6n delta ~ { l - E, 'R,:.). 

Por otra parte, una transformaci6n del tipo (II.15.b) que no -­

mezcla los elementos de una fila con los de otras, debe dejar -

invariante a cst3 íunci6n <le densidad. Esto equivale a decir -

que la funci6n de densidad para todos los elementos de la prim~ 

ra fila debe ser funci6n de alguna cantidad invariante bajo di­

cha transformaci6n. Siendo la norma del rengl6n la 6nica inva-

riante. se tiene 

.f.(-e .. , ...• ~ ... ) ac:: (II.48) 

La densidad de probabilidad marginal de los elementos llu • ... , "R,._ 
resulta de integrar {II.48) sobre los restantes. A fin de tener 

una notaci6n mas compacta definamos 

<· -· (II.49) 

Teniendose entonces que .,.,_i,, - ... 

(1--r,~)-~-
(II.50) 

Observese que esta densidad no es invariante bajo cualquier - -

transforma·ci6n del t·ÍPO (II.15 b), pero si bajo aquellas de la el!!_ 

se 

<R.. ( 
6l. o ... 

(Il.51) 

o 
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siendo tR..º_ una matriz ortogonal de orden m. 

Consideremos ahora la densidad de probabilidad conjunta pora --

los elementos de matriz en dos renglones. Tambi6n aquí. empez~ 

mos por 1~ densidad de probabilidad de~ los elemen~os. de­

biendo ésta incorporar las condiciones de normalizaci6n y orto-

gonalidad .. Se tiene asi 

.p ('R,,, ... ,'il,.,) oc~ (L- E 1?,:.) ~ (1-i:_ 'R' ) 
e 'Qll )'-·)'R.,..._ O.:• CL w t '1.a. 

Si se quiere la densidad de probabilidad para los primeros k e­

lementos de cada rengl6n. se tiene que integrar sobre los 2(n-k) 

restantes. 

Después de un cálculo directo cuyo detalle se muestra en el apé~ 

dice 11.1 .. se obtiene e 9 es la funci6n escal~n usual.) 

.,._ .. _;!!. 

,P (-4], !:°•) ac ( i- <, .. _,__·~ r, .. -c;~- (;,.rJ )-z- &(1--r,')&( 1-t;•) 
(II.53) 

Es evidente que esta densidad es invariante bajo (II.15 b) cua~ 

do -._0 es del tipo (II.51) puesto que ésta conserva Jas normas 

y producto escalar de ~ En e1 caso particular en --

que k - z. que uti1izaremos después, se tiene 

(II.54) 
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Se a<lvicrte aqui lli presencia <lel cuadrado del determinante 

\
"R.. ""'·· \ "Q.~, 1<u que como se sabe es invariante bajo la transfoI 

macl6n mencionada líneas arriba. 

1'a1~1 .._oncluir. mostraremos las íunciones de densidad de prob~ 

bilidad conjunta para los primeros k elementos de tres y cuatro 

renglones .. 

siendo 

Estas son: 

'4 

( ¿:: °' .. o1.. • "' ol.1.11. -
i<.i,sl: ll .lt,, ~· 
lit<. •'Z. 

( ..... ,. i, j ) 

i - <: .... <. •· -~ _J 

(II.SS) 

(II.56) 

(II.57) 
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II.2.2 Aplicaciones. 

II.2.2.a Aproximaci6n ...:.!!: .!!.!_ensemble definido por la ·medida de 
Haar dh(R). L!mite n ,.> 1. 

El procedimiento que seguiremo.s en todos los casos será: expre­

sar la densidad de probabilidad como· una funci6n exponencia1 --

del logaritmo y luego desarrollar este loaarit•o en potencias -

de n teniendo en cuenta que el orden de magnitud de _, 
n • 

~ 

R¡.J es -

La densidad de probabilidad para R 11 en el límite n grande -

se obtiene a partir de (JI.SO) cuando k - 1 y toma la forma 

(II.58) 

que como se ve es una gaussiana centrada en cero y cuya varian­

za define para este ensemble una especie de "secc i6n de fluctu!!, 

ci6n elástica'' dada por 

(II.59) 

De 1a misma densidad de probabilidad (JI.SO) con Je• 2 se tiene 

.P. (ii .. ;v. .. ) r '- .. )~ I 'Y'I ' z. llª ) ) 
oC \ l-~ .. -~... = -'""1- \ - ~ ,~.+ ... 

"",,.' 
(II.60) 

sea:~n estO en el lÍ.mi te n ">"> 1 los e1enientos R ,, . • R \J. tienen 
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distribuciones gaussianas independientes. centradas en el ori--

gen y además con la misma varianza * . Por un procedimiento s~ 

mcjantc se tiene que la densidad (II.52) se reduce en el limite 

n >> l al producto de cuatro distribuciones gaussianas centra-­

das en el origen y con varianzas * . Nos interesa observar c6-

mo se modifican estas varianzas cuando se tiene un ensemb1e EM 

para matrices ortogonales. 

II.Z.Z.b Aproximaciones ~ !:_.! ensemble de máxima entropía. 
L!.mi.te n ')) 1 ~ "absorci6n arbitraria .!:....!!. ~~dos 
cana1es". 

En este espacio el ensemble que corresponde a1 d·e máxima en't:ro­

pia sujeta a la condici6n ( R) • R • se define. en analogf.a a1 

ensemble correspondiente para el espacio de matrices sim6tricas 

y unitarias , ~ediante la expresi6n 

Antes de ana1izar el limite n >) 1, nos restringiremos al caso 

más simple de tratar: aquel en el que Únicamentt- R,1~ (R.·;') 1 O. 

Para esta situaci6n ocurre que 

e.-ia .. ~ .. (II.62) 

Q.- ta.ti .. 4 (ll.) ol k { ¡i) . 
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Por lo que a las densidades de probabilidad margina1 se refiere. 

est:as se pueden obt:ener con so1o multiplicar 1as densidades ob­

t:enidas en la subsecci6n I I. 2 .. 1 por el factor exp ( - /&,. 1'>
0

) • 

Así por ejemplo 

<Z.- (& .. 12,, 
(11.63} 

Para comprender e1 efecto de este factor en el límite n ~~ 1. 

tomemos k - 1 • en cuyo caso 
.,.._3 

e.- (b. l;?. ( i. 12.~ ) ~ (II.64) 

Aquí tenemos un producto de una funci6n exponenc~al (asim~trica) 

por otra que sí es simétrica~ con m&ximo en Rn O. Como -

se ilustra en 1a fig. 11.1 lo que hace 1a exponencial es correr 

- 1 o 
fig.II.1 

1 

el m~xi~~ 81 mismo tiempo que modifica la varianza. Este efec-



-as-

To en la varinnza no se observarla en el limiten>> 1 si para 

este lím3te se nos ocurre substituir el segundo factor por su 

l~mite ~aussiano ya que en tal caso 1a densidad (II.64)se tran~ 

formuria en una cxpresi6n de la forma 

_'!! ( @_ .. ->? ) .. 
e. z.\.""' " (11.65) 

que es 

que se 

una Raussiana con centro en .... 
tenía en el apartado II.2.2.a. 

y la misma varia~za ~ 
La forma correcta de -

proceder e~ tomar la exponsi6n del logarítmo alrededor del va-

lar medio l't'11 (fijado para la variable R 11 ). De acuerdo con 

esto escribimos 

(Il.66) 

con lo que 

~ (1< .. ) a(; ~r (-ta .. 12 .. + ...,.;3 .t-. l1-ii~. >) 

" J.;ILI.. ( - r;..~ - J?. .... ~3 .L... (.1.- <.f2 .. ~ ~ .. ))) r \ ••• h ("u ~" ~ 

'Z.~~. ~ .. + §: .... 
~-~::-

(II-67) 
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De la .::ondici6n de que ( R "'> 
obteniéndose 

R" • se determina 

en tanto que 

(- 'i 
_ ... 

~ 

) -f (R.,) ac. U-1" ~g ~ <.0 (t\I\ 1 ) < ).-"ll:-r· .• 

[- ~ ~... ... ] ::::: """P ~ (~ -li) 
""',.> ~ (i.-'R:)... .. .. 

es una gaussiana centrada en R
11 

y cuya varianza es 

.L L - IV\ 

(11.68) 

(II,69) 

(ll. 70) 

seg6n es~a expresi6n 1a varianza se reduce con e1 corrimiento -

de1 centro de la gaussiana. Como se intuy6 de1 an~1isis gráfi-

co. 1a varianza cambia. Sin embargo. para no tener una conc1u-

si6n prematura veamos otros casos. 

Consideremos ahora le.• Z en 1a ec.(II.63). En e1 1imi'te n >"> 1 

se tiene que 

(II. 71) 
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Nuevamente las distribuciones son gaussianas. Advertimos que -

tambi6n la varianza corre~pondientc a1 elemento Rtz es afect~ 

da por e1 corrimiento del centro en la primera gaussiana. Esto 

es. sin duda. consecuencia de la condici6n de normalizaci6n. Si. 

por ana1ogía con la matrj% de Penetraci6n de Sthaler. definimos 

-'l. 

i - ~ ... 1.., ••. >V\ (ll. 72) 

tenemos las varianzas 

(II. 73) 

que son diferentes del valor A obtenido en el apartado 11.2.2.a 

pero semejantes a la exprcsi6n de Hauser-Feshbach con un factor 

de correcci6n en la ••parte el!stica". Tenemos asi que a1 fijar 

(R ") • R 
11 

("Condici6n de AE a primer orden en el espacio de -

matrices orto~onales") se modifica la varianza de1 elemento R,1 

y por normalizaci6n se propaga la informaci~n a la distribuci6n 

de R,& • modificando tambi~n su varianza. Si intentamos un an4-

lisis grAfico. observamos lo siguiente: Por la condici6n de no~ 

ma1izaci6n. las variables toman valores en el círculo unitario -

de 1a figura 11.2. 

11.,~ 

-s 

- 1 

1 

En tanto e1 fuAximo de 
'R ... 

-
fig.II.2 -J 
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las distribuciones de RMy R12 esté"' en el origen. tendrAn igual 

varianza. pero· si corremos el m4ximo paralelamente al eje R 11 

la anchura de la distribuci6n de R.. se modifica igual que antes 

pero también la anchura de la distribuci6n de R
18 

resulta afecta­

da puesto.que ahora debe crecer m4s r4pidamente. 

Para observar e1 efecto de la ortogonalidad consideremos la densi­

dad de distribuci6n marginal para los elementos n 11 • R 12 • R 21 y R22 
cuando 

"Q, ...... o .i. .,, 2, 3 ' ....... 

.L = 1., a .. " ..... .,"' (II. 74) 

Como se muestra en el apénJice II.2 se tiene que 

oC +. ( 
'R .. 

'll.,., 

ac. ""'"' j !! [ l+i~ 't§. ... + h~~ t' + '2 (1-'iª~ & )('R ..... -,; >l} 
r l 1. (1-"l:lª " (.s.-1i!..)"' ao.__ " ~.. '& ª' 

( I :l:""7 5) 

de manera que 1as varianzas son: 
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'P. .. J. 

2. - "P. 

'D. -P._ i. 
..,,., "P·-P-... ~"P .. 

(II.76) 

-p&-.... l 

Y\ 2-~ 

l ... a influencia de ortogonalidad y norma1izaci6n es clara.. La V,!! 

rianza en el elemento R 12 • se ve igua1rnente afectada por las -

distribuciones en los elcm~ntos R 11 y R ~z • 

II.2.2.c Funci6u de distribuci6ri marginal para.!:.,!. el.emento R 11 

cuando ~ tiene ''absorci6n ~ ~ todos ~ ~-

~·-

El problema en este caso es obtener la densidad de probabilidad 

para un elemento de matriz en el ensembl.e de máxima en~rop{a --

cuando ( R¡; ) << 1. El prop6sito es ver. a nivel de matrices 

ortogonales. si en este caso que es un poco más comp2ejo pero 

tratabl.e aún. se sustituye la n que aparece en las varianzas a~ 

tes calculadas por la característica T~P de la f6rmula de 

Hauser-Feshbach. 

En el apéndice II.3 se resume e1 procedimiento que se sigue pa­

ra calcu1ar en el limite de "absorci6n fuerte" la integral 
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(II. 77) 

Obteniil$ndose 

Con e1 procedimiento ya mostrado para e1 caso 1Ímite n >~ 1 se 

obtiene que 

si .en esta expresi6n ~ < ~'­
" ~ ,(V\ 

~f (1<,,) 

y 

..-.-(L+~,~) - (l.-'~.~.) 

!.. -n- L: -R: 
z ( ~-"R~ r 

(II. 79) 

(II.80) 

(II.81) 



-91 -

con lo que la varianza resulta ser 

(1-~.~ ).,_ 

.... - L. 1(:._ (II..82) 

Sin embargo, en el límite n ">, 1 y absorci6n fuerte; T,.."P-"" . 

Il.3. 

II.3.1 

El problema de ~ matrices U unitarias 41) 

Densidades de probabilidad margina1 conjunta para ~ 
elementos de matrices unitarias. 

Sea el espacio de matrices definido por la medida de Haar dh(U). 

Analizaremos la densidad de probabilidad conjunta para e1emen--

tos de uno y. dos renglones • La densida<l de probabilidad 

..p
0

(0
11

, ••• ,U
1
"') de los elementos de. digamos, el primer reng16n, 

contiene una f'unci6n delta Í, ( 1 • ~ \U,,.\•). Mas aíin • -t. debe -

permanecer invariante bajo cualquier transformaci6n del tip,o -­

(II.29. b), puesto que tales transformaciones solamente mezclan 

elementos de un rcng16n con ellos mismos. Podemos entonces mu.!, 

tiplicar la funci6n S, por una funci6n arbitraria de V 11 ., .... ,.V,.,,. 

que permanece invariante bajo (II.29 b). Como la 6nica inva-­

riante es la norma L.\ U \._ • la funci6n arbitraria se reduce a ... .. 
una constante, debido a la funci6n delta. Tenemos entonces 

41. Lo que sigue hasta et final de capftulo es casi una transcripct6n de -
P.Pereyra y P.A. Helio. J.Phys. ~ (1983) 237. 
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.,\? ( u ....... u, ... ) . ~ ( l - L \ u,.\. ) 
o. 

(II.83) 

Integrand_o { I I. 83) sobre las variables U•,k•• • •.. , \J1-. encon­

tramos para 1a densidad de probabi1idad conjunta de 1os elemen-

tos U .. , ... , U 1 11. ., 1a expresi6n 

oc ( l - ....... \ ~ .. , .. ) __ .. _ 1 
.P. (u,, ' ... ' \.) .... ) L- (II.84) 

Observese que (II.76) permanece invariante bajo la operaci6n 

(II.Z9 b) con 

( o : ~: ... ) (II.85) 

. 
donde ~"""' es una matriz unitaria de orden m. 

Consideremos ahora 1a densidad de probabilidad conjunta as~ciada 

a la medida de Haar de, por ejemplo, e1 primero y segundo rengle-

nes 

-r. (u,., ... , u,ft) 
• u,.,, ... , u~ ... ~(1-~1~/)¡(1-~tu3} &(~u ... u:_) 

(II.86) 

Si queremos conservar solamente k e1ement6s de cada reng16n -

tenernos que integrar sobre las restantes 2{n-k). Definiendo --
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los vcc to res 

~'e \U.,, ... ' U,,.) "±• - ( Uz, • · · · , Uz•) , (11.87) 

se obtiene en e1 apéndice 11.4. para 1a densidad de probabi1i­

tlatl conjunta la exprcsi6n siguiente 

....... & 

,P
0 

( ~ .. °!:!•) oc ( 1.· l y. (- \ ~l + \y,i'"l'!!-•\z- \'ll,•U.: \J C}(l· lyJ)~ l\.· \~\·) 
(lI .88) 

Consideremos nuevamente una transformaci6n de1 tipo (II.29 b) -

con 'U...
0 

como en (II.77); ta1 transformaci6n conserva 1as noT-­

mas de ~· y 'Y-& y su producto escalar hermitiano. de manera 

que (II.80) permanece invariante. 

Para el caso particular en que k • 2 • que utilizaremos después • 

la ecuaci6n (II.84) da 

C
u .. u, .. ) 

i'. u •. u.. oc. 

t. ,.._" 

( 
" .... ... t. ) 

t ·10,,1- \U,.\ - IU,,I - l U,.\+ \ U,.Uu- u,.u .. , \ · 

. '6 ( l- 1 v,/- 1u,.1• ) G ( 1- 1 ~.I "- 1 v2 .. \•). 

(11.89) 

Adviertase la aparici6n de1 va1or absoluto de1 determinante 

Ü 11 L)&L - Ü 1a. U¡.\ • que tambié:n permanece invariante bajo 1a 

transformaci6n a que nos referimos en e1 pirrafo anterior. 
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11.3.Z. Apl icacioncs. 

ll.3.Z.'1 Aproximaci6n ;.!!. e1 ensemble definido ~ la medida 
de!:!!!..!!..!: dh(U). ~ n '>~ 1. 

Analizaremos el límite n ~rande para los resultados de 1a sub-­

secci6n anterior. 

Consideremos la densidad de probabilidad de u,, • dada por la -

ecuaci6n (II.84) con k - 1. Si expandimos su logaritmo. obten.!:. 

mos 

.... -~ 
( i. - 1u,,1•) ~ i..,t" (-..., \ u,.I' ) 

""',~. 

(II.90) 

el.siguiente t~rmino del desarrollo del logaritmo es de orden -

(() ( ...... -•) • Vemos entonces• que en el 1Ími te n >> 1. x u Y Yn 

están distribuidas de acuerdo con Gaussianas centradas en el -­

origen con varianzas iguales. La sección de f1uctuaci6n elást~· 

ca definida como ( \ \)
11

- Ü,
1 

\'l. ) resulta ser 

l. 
...... (II.91) 

que coincide con un resultado encontrado por Gaudin y Me11o 42 ? 

42. H.Gaudln y P.A. Helloc .J.Phys. 67 (1981) 1085. 

··------ ----- ------ - -- -.-- .. "-~-:-:-:-::-,::,:::;:::: . .,-:-
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Similarmente. e1 límite n grande de ..f'
0 

(V., , \)..,.) obtenido de 

(11.84) con k = 2,. es 

,P
0 

l U., , U,•) QC -'-""\" l- Y\ \ \J.,\ .. ) Lit.lo> t - YI \ \),& \• ) 1 YI ~, 1 > (Il-92) 

que corresponde a dos Gaussianas independientes centradas en e1 

origen. con 1a misma varianza~- La ecuaci6n (11.90) se obtie­

ne de (II.92) por integraci6n. Por e1 mismo procedimiento el -

límite n >> 1 de (II.89) corresponde a cuatro Gaussianas indepe!!_ 

dientes centradas en cero con varianza * 
Los resu1tndos que se obtienen aqu1 para 1as distribuciones a-­

proximadas de los elementos de la matriz unitaria son exactame!! 

te iguales a los que se obtuvieron en 1a situaci6n correspondie!! 

te para las matrices ortogonales. 

Veremos en el apartado siguiente de qué manera se modifican es­

tas secciones al introducirse la condici6n de AE a primer or-­

den y máxima entropía. 

II.3.2.b Aproximaciones.!:.!!. el ensemble de máxima entropía 
Límite n ~~ 1 ~ absorci6n arbitraria ~ uno ~ dos 
canales. 

Estudiaremos ahora el ensemble de matrices U definido por Gaudin 

y Me11o (1981),. que es de m6xima entrop~a. sujeto a 1a constri~ 

ci6n <u) TI. La probabi1idad diferencia1 asociada con es-
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te c11scmblc cst~ dada por 

J -t> (u) = -"-1<-I' ( - R.. T...- (3U) ,H,(u) 

f a..<jo ( -~ 1 < ta u,) d ~ (u') 
(Il.93) 

donde (lJ es la matriz de multip1icadores de Lagrange que permi­

te fijar <u}. 

Los resultados que se obtuvieron para 1as funciones de densidad 

de 1as variables u .. >{ u ... u, ... l. lu ... u. ... ,u .... u ... } nos permiten est.!:! 

diar, en el nuevo ensemble, algunos casos particulares. Empez!!_ 

remos con -..f ( U
11

) • Consideremos el problema en el cual e1 pro­

medio de tódo u .. ~ es cero excepto el de u,, • que por conve­

niencia se toma real (Gaudin y Me11o 1981), con valor arbitra-­

ria entre -1 y l, es decir 

< ~ .. ') • o, <u,.)= o (II.94) 

Aquí se usó la notaci6n de (II.27). 

De (II.93) y (II.84) con k =- 1, se puede escribir inmediatamen­

te ..p (U,,) como 

..p( u,,) M<f' (- (&,.>l.,> 4' .. e 0 .. ) (II .95) 

Para obtener el l !mi te n grande de ~ (u .. ) debemos tomar en 

cuenta que ~ (Ut1 ) está centrada en X 
11 y por tanto aproximar 

el segundo factor en ( 1I.95) por valores de x 
11 en la vecindad 

de X,, • Escribiendo 
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-i: •• .,. ~,, (Il.96) 

en (II.95) y con un procedimiento semejante al que se us6 en e1 

caso de matrices ortogonales (véase ec. (II.67)). tenemos 

Z"1 

i. - .:¡:.~ 

... 
~ .. + lD {-ñ')] 
'2 (Il.97) 

donde se cancelaron los tErminos lineales en ~"' con la elec-

ci6n 

¡3,, , "' 'Z... / ( 1 . :X.,~ ) (Il.98) 

Adviertase que en esta aproximaci6n y en el c~so considerado de 

absorci6n to~al en todos los canales y absorci6n arbitraria en 

el canal 1. ~ .. y ~ 11 son estadísticamente independientes; e.-­

llas tienen distribuciones Gaussianas centradas en ~' y º• -

respectivamente, y varianzas dadas por 

1 (1-x,:-) 
... 

2"" \+.:X.!-, 
(U.99) 

Ocurre con las varianzas de -X. 1, y ~ ,, lo que en el caso ort~ 

gonal se ten~a para R ,, y R 12 Tambi~n en este caso la CO!!. 

dici6n de norma1izaci6n cumple con la funci6n de transmitir la 

informaci6n. Para la varianza de U
11 

se tiene 



-98-

'-
( 

-L ) cr;, .. ..,.,,. z.., + \.)1lA' 'a • 1 

J.. - ..... 

"" - ~.~ 

-= 
'1>,L i. 

(II.100) 

.... 
1 - --.~ 

donde se ha in'eroducido el factor de transmisi6n 

"P .. 1 - <u •• > ,~ (11.101) 

La expresi~n (Il.100) cs. formalmente. ligeramente diferente -­

que la correspondiente ec.(II.70) para el elemento R,1 de las -

matrices ortogonales y no solo porque ca .... <ca .. ~ .. o • ya que 

si en lugar de (II.94) consideramos que 

..... = < .... ) -+ o ; 'j.. !! ( ';\ .. > .. o ( ú,a) = ... ~ ( ú,.,.)"" O tll .102) 

se muestra en el ap6ndice 11.S que 

.l. 
(II.103) 

Similarmente. bajo la condici6n (II.102). la distribuci6n de -

u,. y u,L que se obtiene de (II.84) ( k - Z) y (11.93) es 

-t> (o,,,u,.) .. a.,i .. l-i&z. .. ) ( i.- \u.1·- 1 u,S) --· 
'W\ ( & .._ ( i-L) "&. - 1 ~ ...,." \ - :p.. ( 1t i:,.- ~.~)'s .. + \.1-~.1'4.. ~ .. + '4 ~ .. 'fl •. ~.:1l., -

~'>>I • 

'.!!.. 1 u,.lL l 
"1>, 

(11.104) 
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nuevamente. :stá corresponde a distribuciones Gaussianas para -

las vuriablcs. Después de diagonalizar la expresi~n bi1inea1 -

por un procedimiento igual al que se muestra en el apéndice II.3 

para el problema anterior. resulta que 

~(~~·<A~.)] 
'l>, (II.105) 

Las secciones de fluctuaci6n ().., ,, y <l"°' .. están ahora dadas 

por 

l 

(. .l.· 1 v .. ,~) 

(II.106) 

Recordemos que ~ + 1 1 ~ :. ••• = t'..._ Las ecuaciones (II.106) 

cstan en la forma de la expresi6n de Hauser-Feshbach. con un -­

factor de correcci6n en la parte elástica. no muy diferente de 

1 en tanto ~.. y ~" no exceden de. por ejemplo. 0.4. Rei-

teremos. nuevamente que la modificaci6n a que da lugar el hecho 

de fijar (u.,) 

formaci6n 

es que las secciones sufren la siguiente tran.:!_ 

1 

\.- ~ \V , ._ .... -- (II.107) 

Fina1mente. consideremos 1a distribuci6n de U 
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Haremos el an,lisis cuando los promedios de U 0 y Usa. son -

diferentes de cero y rea1es mientras que los promedios restan­

tes son todos ceros, es decir 

o o...+ lo • (II.108) 

De (2.89) y (2.93), tenemos 

LJl'.f (- ia .. x.,.) 14p l - (6 ... x..) w 

( 1- \u .. \t- l U. .. l'"-1 u,,(- l ü,.,\" ... l U,.u .. - \..),,U., f" ) .... _,. 
(U.109) 

Haciendo la substituci6n 

(II.110) 

y en el límite n grande, a orden· c9lM""1
), la distribuci6n toma 

la forma 

(
u .. u,.\ 

-%:> v.,u .. J 

(II.111) 
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la cual corTcsponde nuevamente a variables Gaussianas. Pero -

ahora u 12 y u 21 no son más independientes. Esta es una co!!_ 

secuencia de ortogonalidad. Después de diagonalizar la expre-~ 

si6n bilineal, encontramos que las secciones de fluctuaci6n son 

.-..u ".i'! 'l', i ~ ~l'. \. u,, -=-
?i.,'; ~ ~ 

\- ..... ,: -z. (II.11Z) V'\ ~- "' x .... 

u 'i' .. v. ~ uA-' 1'.1'. i u.. -.. X. .. 
"' 1-?t~ • ..... :z. ~ - .. 

y estas, corresponden nuevamente a las expresiones de Hauser­

Feshbach con factores de corrccci6n que con ~., y .:x:... has-­

ta 0.5, no difieren apreciablemente de la unidad_ 

11.4 §..!..problema de~ matrices§.. simétricas y unitarias. 

II.4.1 ~densidad de probabilidad marginal conjunta para los 

elementos de las matrices §._. 

Estudiaremos ahora cnsembles de _matrices sim~tricas y unita--­

rias, esto no solamente es importante porque incorporaremos 1a 

reversibilidad temporal a nuestro an~lisis, sino también por-­

que los resultados que encontremos son, desde el punto de vista 

fisico, significativos. 

Sea e1 ensemble de matrices S definido por 1a medida d.J"-CS) de 
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(ll. 41). EscribiJnos 

01. 113) 

y definimos la densidad de probabilidad exactamente como se hi-

zo en la secci6n anterior, ree~plazando U por S y x,y por X,Y. 

Específicamente. estudiaremos densidades de probabilidad conju~ 

ta para elementos en un reng16n· y para los elementos\S,.,s •• ,'!\ •• S ... J 

Consideremos, por 

":.(:5., •...• :>,~) 
Por unit:aridad ....,_ 

ejemplo, el primer reng16n y designemos por 

la correspondiente densidad de probabilidad. 

contiene la funci6n delta ~ (1- ~ \S ¡•). El - .. 
conjunto de transformaciones del tipo (II.45) que no mezclan -

los elementos 5
11 

> ... ,, ~'"" con los otros elementos de la m~ 

triz S y por tanto dejan invariantes a -%'. • constituyen una 

clase restringida. Funciones de los correspondientes invaria~ 

tes apareceran en la cxpresi6n para ..... Para determinar la 

clase, escribamos l·a ecuaci6n (JI .45) en la forn1a 

'E> ~ L uº u· 5.tp :;..¡,. 

-~ 
.. e( .. ,. 

y, para el primer rengl6n 

s ... L_ uº u:~ ~,. , .. 
ol.(& 

Si se quiere que ln suma de la expresi6n ant.erior 

contenga elementos S 
·~ 

• se necesita que 

(II.114) 

(II.115) 

tínica.mente -
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(II..116) 

La matriz Uº tendrá entonces 1a estructura 

v.: ( o (II .117) 

Los elementos de 1a matriz trans~ormada (IJ.115) son 

s .. 
niQ, 

s, .. -= ~ (11.118) 
b-F i 

Como u· es unitaria. 1as funciones invariantes bajo (II.118) 

son : 

1 s .. I ~ .,, 1 s .. t .... (II.119) 

Yn que por unitarid~d 

... ... 
L \ -s, .. \ 
"'~& 

... 
l - \ "5,, \ (II.120) 

nuestra distribuci6n +'o puede escribirse como 

..P.(~ ...... ,s, .. )""' ( (lsnl') ~ (t-~ ... 1s,,.1&) CII.121> 

No tenemos manera de especificar más acerca de f en base a 1as 
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propiedades de invariancia. Sin enbargo. como la densidad de -

probabi1idad para e1 elemento s" es posible determinar1a inde­

pendientemente ~(s .. ) puede entonces calcularse. Veamos ahora -

como se consigue esto. 

Dado que toda matriz S se puede escribir como en (II.32) 

donde U es unitaria. entonces. es posible ex~resar 1~ distrib~ 

ci6n de S en t~rminos de U. Para esto necesitamos 1a represen-

ta.ci6n de la medida clp (S) en t~rminos de matrices unitar--

rias. En particu1ar, para determinar la densidad de probabili-

dad .V. (. ~ .. ) , debemos tener en cuenta que debido a que 

L: (u ... l~ (II.122) ... 
todo lo que necesitamos es la densidad de probabilidad del pri-

mer rengl6n. De (II.43) se tiene que 

-t>º (s .. ) ae ~ ... ~ ~ (s .. - L. (u •• )~)~ (1-~ \u,.f) d\J., ... J.u, ... 

(II.123) 

Los detalles de la integraci6n se dan en el ap~ndice Il.6, donde 

se obtiene·e1 siguiente resultado. 
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..f'. e 5., ) 

--3 
( 1 - 1 s .. 1 .. ) --¡;- (II.124) 

Hsta densidad tiene una estructura simi1ar a 1a que se encontr6 

para 1as unitarias, excepto por el va1or de1 exponente. 

Por otra parte, de lll.121) se puede obtener ...f! (~ .. ) por integra­

ci6n sobre s .... , ... , s,"', es decir 

...P. ( ~ .. ) ""- f ( 1 5., , • ) ! 
(II.125) 

Comp~rando (II.125) con (II.124) se tiene que 

(II.126) 

Asi. la distribuci6n conjunta (II.121) para el primer rengl6n -

viene a ser 

..... { 5,, , ... , s, .. ) ac: . i. ( 1-~ 1 s,1,f ) . 
fro-:.1 

(II .127) 

En contraste con 1a expresi6n (~I.8~) donde todas las variables 

se encuentran en pie de igualdad. el factor ~ (1'511 \1.) distingue 

ahora los elementos de matriz diagona1es de los no diagonales. 

Varias consecuencias interesantes pueden obtenerse a partir de 

la ecuaci6n (II.127). Integrando sobre. las variables S•,k•• '···, '5," 
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se obtiene para la densidad de probahi1idad conjunta de los el.!:_ 

mentes ~ •• , ... , S,.._. 1a expresi6n 

..... l s ...... , s. .. ) eC ( l - 1 s .. ,. )=i' ( J. - i:. 
o.:. (II.128) 

Int:egrando (II.128) sobre s., encontramos. para la densidad de 

probabil.idad conjunta de 1os elementos no diagonales ~,.»··-, ~ ... 

.... (~ .• , ...• s, .. ) a(. 

.. ... "A-la 
( L-°L\5\) r(~,1;.,..-liaH_; l·L\S,,l'), "'>"'-, 

O..~'"&. ... a. • "&. .... 

(II.129) 

donde F 
L' 

es 1a funci6n hipergeom~tTica usual. La asimetria -

entre los elementos de matriz diagonales y los no diagona1es es 

nuevamente perceptible de los resultados (11.128) y (II.129). 

La densidad de probabilidad del elemento s,& 
de (II.129) poniendo k - 2 • entonces 

se obtiene 

(II.130) 

De las propiedades de simetr~a de. la medida ~(&).podemos d.!!_ 

cir que la ecuaci~n (II.124) da la densidad de probabilidad ·de 

cualquier elemento de matriz diagonal y la ecuaci~n (II.1~0) P!!, 

ra cualquier no diagonal.. 

La dist:ribuci6n ,P
0 

(.-s, .. ) para n - 2 se obtiene.. directa--

mente de (II.127) con n - 2 y por integraci~n sobre Su • con 

el resultado 
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""· ( s, .. ) 
l 

1 s .. \ 
2 (II.131) 

El uso de la relaci6n 

'lt. 
(.\.-ii) (Il.132) 

muestra que (II.130) es también v~lida para n_~ 2. 

De los anteriores resultados es fácil encontrar algunos momentos 

de.las diversas distribuciones. que serán importantes en algunas 

aplicaciones. De (II.127) con k • Z • se puede obtener. por int.!!_ 

graci6n directa. los momentos cruzados de las variables S ,, y 

s,z. : 

T' ( ... ) T1(_1!i + l) f' ( \ H) "(°"><....,~S.) 

z r <.. ~ ~ ,.._ .i.) " C.. .11. ..... : .. •' ) 
(ll.133) 

Los momentos cruzados de las variables s,a • s,. se encuen--

tran f.líci1mente integrando l "S, .. \.a 1 5,• \ -

probabilidad conjunta ...P. l"511 :1-5n.>S••) 

con k • 3 • con el siguiente resultado 

por la densidad de -

obtenida de (II.127) 

rl-\.H)rt~··) T'(""') 

í' l. ......... I!.•: -1) ( ""+ l+ .... - .l) 
(II.134) 

Las ecuaciones (II.1~3) y (11.1~4) están de acuerdo con los ca­

sos particulares ~ue fueron calculados por Mello y Seligman 

(1980) 
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GeneralizaTemos ahoTa. e1 an~lisis para encontrar la densidad 

de probabi1idad conjunta para el bloque de cuatro elementos 

{ 5 11 , 5,,, S
2
,, 5,L} .. Si consideramos 

es claro que necesitamos la densidad de probabi1idad conjunta 

de dos renglones de u • 1a cua1 fue dada en (II.86). E1 c~1-

(~ .. s .• ) cu1o de ~ c. 5 
es descrito en el Apendice 'I'I. 7 • con e1 

• ~ •• &• 

guiente resultado 
.... s 

~ ( s,¡ s ... ) (i· 1 s..\~-1s.J- 2\ s . .\ .. • l~ .. s.;- ~: \ )& 
(II.135) 

La estructura de esta expresi6n es similar a la correspondie!!. 

te ec .. (II.89) para matrices unitarias. excepto por el valor 

del exponente y la aparici6n de la funci6n delta '(.-¿,.~s.). Es 

adem~s. claró que esta densidad es invariante bajo la opera-­

ción (II.Z9b) con uº de 1a c1ase definida en (II.85) para 

k - 2. En efecto si 

u. • (
u .. 
u.., 

u •• ) 
u._.. (II.136a) 

y 

(
s .. 
& .. 

(II .136b) 

el determinante SS 
"1."I. 

.. 
(s,~) permanece invariante bajo 
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Observándose que se puede escribir 

.,. 
u " u.."T ( s .. , ~ .... :5-.. , s"" ... .:) , 

(ll .137) 

(II .1.38) 

donde x indica e1 producto directo usua1. vemOs que la norma 

1 "5 .. la.• 1 S,a. l'L + ¡ '5&, 1 a..• 1 Saz l" es. iguaJ.ment:e invariante. Co!!_ 

sigujentemente la distribuci6n ..t». 
bién invariante. 

de la ce. (II.135) es tam--

II.4.2 Aplicaciones. 

II.4.2.a Aproximaci6n ,!:..!!. el ensemble definido ~ ~ medida -

el~ (S) Límite n '>> 1. 

Como en e~ caso de las matrices ortogonales y unitarias nos in­

teresa el análisis de las formas aproximadas de las funciones -

de densidad en el límit:e n grande (muchos canales abiertos). 

Para n ">, l. f. (~11 ) de la ecunci6n (II.124) se t:ransforma en 

,fo ('S.,) 
~·:. 

( 1- 1 S., 1 a) -¡:- "!t< a..<p (- l "' 2. 
1 s .. 1 .. ) 

(II.139) 

::: ......,_)'> (- t"' X,~) ~\> (- ~"' Y.~) 
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mostrando que en este límite x 11 y Y" se comportan como varia-­

bles Gaussianas independientes centradas en cero con 1a misma v~ 

rianza f;. La secci6n de fluctuaci6n O:,"'"' está entonces dada por 

<T .. ., < 1 s .. - (s.'>.'.~ ":' "°"" )( .• + ....... "'" = , (II.140) 

que difiere por un factor de 2 de la correspondiente expresi6n 

(II.91) para las matrices unitarias. Aqu{ tenemos la primera -

manifestaci6n de Simetría a nivel de secciones. Ya habíamos -­

anotado antes que e1 elemento de la diagonal no aparec1a en i--

gualdad de condiciones. Esto se hace evidente si aproximamos_ -

la ecuaci6n (II.~O) y calculamos 1a secci6n de f1uctuaci6n en -

este mismo limite. obteniéndose 

(II.141) 

Estos valores para las secciones de fluctuaci6n reflejan. sin -

duda. la influencia de la propiedad de simetría. de manera que 

el valor W - 2 del "elastic enhancement factor" es como afirman 

Vager ZZ) y Agassi. Weidenmuller y Mantzouranis19). debido a 

reversibilidad temporal. 

Para concluir haremos el análisis en el ensemble E'"' 

ces S. 

de matr.!_ 
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II.4.2.b Aproximaciones.!:..!!. el ensemble de m'xima entropía 
~ n >> 1 x_ absorci6n arbitraria ~~X. dos 
canales. 

Aplicaremos a~ora los resultados que obtuvimos para las funcio­

nes de densidad del ensemble de matrices que fue dcf inido por -

Mello (l.979) y Mello y Seligman (1980) como el de máxima entro­

pía sujeto a l.a constricci6n· ( S) ... fijo, siendo la medida -­

básica d.>L ('S) ... La probabi1idad diferencial asociada con este -

ensemb1e ya fue considerada en el capítulo I (vease ec.(I. 74)) 

y la reescribimos aquí 

..w .. (-14 T..-~S) c:l.,..M(S) 

J wp (-'R.. T.,. (.3 5' ) al.,.u. ( S') 
(II.142) 

Consideremos en primer lugar el caso en el que los promedios de 

todo S._._ son cero• excepto el promedio de S" que por con-

veniencia se escoge real. con valores arb~trarios entre -1 y 1. 

es decir 

X
11 

t ( >C,.) +o , (Y.,) - o , <s .. ) "' ... -= < :>,.., ') -= o. (II.143) 

De (II.142), (II.124) y (II.l.28) (con k-2)tenemos 

... -3 

-t> (~ .. ) ac "-"t' (.- fh.,) ( .i.-1 s .. 1~) """L 
(II.144) 

'°" ( ~ .. , s, .. ) e Lo<)> (:-~ x,,) ( l - \ 'S_i& )1T1 ( 1- 1 ~j .. - 1 s, a lL ) ""' - a 
(II.145) 
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E1 1Ímite n grande de estas expresiones es 

.... 
l - -.~ 

(II .146) 

15,,, .. ) 
Z (II.147) 

Las secciones eficaces de fluctuaci6n pueden ahora escribirse C..5!, 

mo 

a-" 'P. 'P, '2. " "P. Fa 
i.- IS,,1 .. 

<r. .. (II.147) 
" "' "' 

donde 1> .. es e1 factor de transmisión (Kawai et a1. 1973) 

(II.148) 

E1 que t,, , "·· sean variab1es Gaussianas (ec. (II.147)) • 

está de acuerdo con Agassi et a1 (1975). 

Finalmente. consideremos la distr1buci6n de cuatro elementos de 

matriz s" • s, ... , s ~' y s z.a.. y analiCemos el caso en que 

los promedios de 5 1, y 5 1 ~ son diferentes de ~ero y reales -

con va1ores arbitrarios entre -1 y 1. mientras que los otros se 

toman iguales a cero. es decir 

'i°., ~ < 'I<,. '> °'* o , <..Y.,) -= o 

< 5..,,.) o ( "5&.\. ') o 
(II.149) 
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De (II.142) y (II.135) tenemos 

(II.150)" ..,_. 
• ( 1 - ( 1'5,.\'.1 s./. z. \s .• \'• 1 s .. :.&.-(~}\] ª e¡, ( ~ •• - ~.). 

Tomando 1a aproximaci6n en el límite n grande, obtenemos la si­

guiente expresi6n 

( '5,. s .• ) 
.+> \ s .. :s ... 

~(s •• - s .. ,). 

(II.l.51) 

que muestra que las partes real e imaginaria de S" y Stz son 

variables Gaussianas independientes. 

ci6n que resu1tan son 

Las secciones de fluctua--

<:S,,J.A " °l), ~~ '2 "' "P, ~ 1. , u. .. 
'W\ 1. - 's .. \" "' 1- \ ~ .. , .. ' '5.., .. 

(II.l.5Z) 

es;~ -P. 'P.. 1. V .. R~ "Z <J .... ..... i - \"::».,\~ \'5 .... \" ""' \- \~._, .. 
Es interesante comparar (II.l.5Z) con el. resultado de Agassi et al. 
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(1975), que tambi~n es válido en el límite n grande. J .. a difere!!:. 

cia entre los <los resultados es el .factor f..._-= ( ~- •5-..J'"• ~._._\• )-' 
que aparece en el presente tratamiento. Para va1ores de i,, y 

s~& tan grandes como o.s, el factor no difiere apreciab1emente 

de la unidad (f ~ 1. 07). 

En resumen, se obtuvieron a1gunos resu1tados que pueden ser ~t_!. 

les y también se ha encontrado, que en el límite de mtic~os can.!!_ 

les abiertos. el efecto asociado con simetría es la dup1icaci~n 

de la parte elástica y con el requerimiento de AE' (a primer or­

den) es la presencia de 1os factores de transmisi6n que no solo 

caracterizan a los canales de entrada y salida,, sino tambi~n. -

la dependencia con respecto a la matriz ~ 6ptica. Se tiene as~. 

como no puede ser de otra forma que es a trav~s de AE que se m.!!_ 

nifiesta la naturaleza absorbente de la reacci6n nuclear. 

Sin embargo, y a6n cuando no sabemos exactamente cual sea el r.!:_ 

sultado de imponer el requerimiento de AE en toda su plenitud 

(a todo orden) en el 1.í.mi t:e n >">. 1. el "e1B.stic enhancement -­

factor" que se obtiene para el problema de canales equiva1entes 

a partir de las ecuaciones (II.152) es 

""' (II.153) 

t81 cual predicen Agassi et al (19?5), siendo la diferencia con 



_,, 5-

la f6rmula que ajust.an HRTW1 prácticamente inexistep.tc., 

Nos encontramos entonces con que en el límite n ~) 1. la <li1ere~ 

cia entre lo que predice esta teoria Lcon AE a primer orJen) y -

lo que se conoce por los otros tratamientos es significativamcn-

te menor que la diferencia que se observn enel problema de dos -

~anales (v~ase sec. 1.5) cuando se impone la misma condici6n de 

AE. Esto, puede en cierto modo, interpret.arse como que la cond~ 

ci6n de analiticidad ergodicidad parece ser menos relevante cua~ 

to mayor sea el número de canales abiertos (af·mcnos para cana--

les equivalentes). 

En los capitulas siguientes estudiaremos el problema general de 

formular la teor!a y por supuesto calcular secciones, de tal ma-

nera que se incorpore el requerimiento de AE a todo orden. En -

otros t~rminos, nos ocuparemos de definir el ensemble de matri-­

ces de co1isi6n consistente con el principio de causalidad. En 

el capitulo III discutiremos dos casos especiales en los que ha 

sido posible resolver el problema mediante procedimientos mas o 

menos directos y explícitos. 
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Cap:Ltulo III 

CONDICIONES DE AE A TODO ORDEN. 

DISCUSION DE DOS CASOS PARTICULARES. 

Por 1o que se discuti6 en la Oltima sección de1 capitulo 1. la 

necesidad de incorporar el requerimiento de Analiticidad - Er­

godicidad a todo orden era por demAs evidente. En este cap~t~ 

lo obtendremos funciones de densidad ~ (S) que junto. con al,.>'-(~) 

definen ensernbles de matrices unitarias y simEtricas consiste~ 

tes con 1a condici6n (ec. (I.96)) 

----. _,...._ 
~ .... ··· s.._,,, J _..,(s) [ s:~ ... s ":_" J ..tp.C.6 > , 

• ' a. ..... 
(III .1) 

El procedimiento que utilizaremos parte de la observaci6n de -

que la expresi6n (I.98) puede reescribirse en la forma 

~:-·) \ ~ 
" (III.Z) 

y la serie del exponente ser considerada como la expansión en 

serie de potencias absolutamente convergente de una funci6n -­

anal~tica 'f de varias variables comp1ejas s 11 • s 12 ••••• Snn· 

Corno los multiplicadores de Lagra~ge se definen a travEs de la 

condici6n (III.1). adoptaremos la notaci6n f cS. S) para la ~-
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funci6n de densidad, asi 

'2 

-t>(s,s)-:: \uy.\y>(-5,s))I-= (III. 3) 

donde F(S, S) es también una funci6n analitica. 

De esta manera, el problema de encontrar la funci6n de densi­

dad ~ ($, S) que maximice la entrop~a sujeta a la condici6n 

de AE a todo orden se tranforma en la representaci6n (III.3) 

en el problema de encontrar una funci6n F(S, S) analitica que 

satisfaga la condici6n 

~ (s) 
(III.4) 

siendo f (S) cualquier funci6n anal1tica definida en el espacio 

Euclideano de matrices simétricas y unitarias. 

Estudiaremos dos problemas especiales: en el primero consider~ 

remos n cana1es abiertos con absorci6n total (S'ua = O) en n-1 

de ellos y arbitraria (:l< S,. < 1.) en el " restante; en el segun-

do trataremos el caso de reacciones con dos canales abiertos y 

absorci6n arbitraria en ambos. En este último problema, se mo~ 

,.. Discutido por P.A. Mell.o en el homenaje al Dr. Moshinsky 
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tTaTan resu1tados Onicamente en e1 caso de cana1es cquiva1en--

tes. 

lII.1 E1 caso de n cana1es con absorci..&n tota1 en n-1 de e11os 

En este prob1ema so1amente un e1emento de 1a matriz 6ptica. d~ 

gamos e1 5 11 • es en genera1 diferente de cero. PoT esto 9 1a -

condiei6n de AE en 1a TepTesentaci6n (t. I 1.1) queda .definida .... -

por 

_ .. , 
s .. .P l~ .. ) ~ .. ) 

.... 
s .. 

(lII.S) 

Si expresamos 1a fU!!;, 

ci6n F c511 • s11) como una serie de potencias de s 11 ; es deciT 

si 

T (-5,, ;s,.) a s• ..... 
la reiaci6n (III.S) se transforma en 

~.~· L. Q. a.• \ ...... .. ... 
..... ... .L 

~ .. => .. 

.... L. . < 51 ...... , 
~·· <l. ... Cl.,_ .. .. ,, ... 

(111.6) 

elfo(~) 
(111. 7) 

>. (.III.S) 
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Recordemos ahora que, siendo 1a medida invariante bajo trans-­

formaciones del tipo (II.45), P.A. Me11o y T.H. Seligman enea~ 

traron que la integral 

pJ\ CL,\., • ·• • '-.._ .. . 

"· ... > ••• , "' ... li .. 
5 ....... ~ '" sJ• ..... !> ~ ($) 

.-. k ~ ... ,... • .. ,.~ 

(III.9) 
o 

De acuerdo con este resultado. la ecuaci6n (III.8) se simp1if~ 

ca y toma 1a forma 

~ 
...... .,l. 

( \ , ........ ) 
5,. • (III.10) 

La integra1 ( \ 5,. l r ). , ha sido calculada• en el cap1tulo ant!. 

rior (vEase la ec. I.133); con esto, e1 requerimiento de AE a 

todo orden queda expresada por la ecuaci6n 

5-·; .. - r (.•+,,.,•l) r ~ T-\) 

T' ( ........... "":') (III.11) 

nuestro problema de encontrar la funci6n de densidad ""'('5,s) 
consiste ahora en el problema de determinar. a partir de esta 

relaci6n. los coeficientes O.. • Solo por comodidad. utilizare-
k. 

mos la sigu.iente notaci6n compacta para el factor de gammas 

• P. Pereyra y P.A. Me11o 
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r (IR.· ....... ,) ~ l 'T' 
T' (•+VI,• °";' ) 

(III.12) 

En este punto, a diferencia de lo que ocurre en e1 prob1ema de 

un so1o canal, no existe otra alternativa que adivinar una so-

luci6n para la ecuaci6n (III.11). Si se propone 1a soluci6n -

(no estamos seguros que sea la Qnica) 

o.. ... A 
- ..... 
~ 

(III.13) 
~ ... (IL) 

en la que A es una constante de normalizaci6n. se encuentra f!.. 
cilmente que 

- .. )-' 
IAI ... L. (\ s .. t 1. 

L:o ~-lt) C:II I.14) 

1A1 t. l 1. - \s .. , ... 
...... 

)T 
(III.15) 

mientras que para 1a funci6n de densidad obtenemos el siguien­

te resultado 

1 A\ 
... 

L. (III.16) 
... .l 
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que puede reescribirse en 1a forma 

}p l ~ .. ,:s .. ) (JI l. 17) 

La semejanza de esta expresi6n con la que se obtuvo en el pro­

blema de un solo cuanal, es sugerente y como se verA en el si­

guiente capitulo, ambas expresiones son casos particulares de 

otra m4s general. Una vez que se tiene definido el ensemble -

que satisface AE. calcularemos las secciones de f1uctuaci6n. A 

continuaci6n procedemos a calcular explicitamente la parte in~ 

14stica que está dada por 1a integral 

1 

1\1 

donde N es la constante de norma1izaci6n. 

de la re1acit5n 

para escribir (hagamos i • 2) 

.i. ... i 
(III.18) 

Conviene hacer uso 

(III.19) 

J. 

(""'-') IV 

J 1' ( ;,. , s .. ) ( l-\s,. \ ~ ) ~j( (s) . 
(III.20) 
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La integraci6n de 1a medida J.~l"S) sobre todas 1as variab1es 

excepto s11 • se ha 11evado a cabo en e1 cap~tulo anterior con 

objeto de obtener la funci6n de distribuci6n margina1 ~. ls .. ) .. 
Aprovechamos dicho resu1tado y 1a ec. (.III .. 20) se transforma -

en la ecuaci'5n 

e 
<....""-•)"' 

Expresando en coordenadas polares se tiene 

N (.'W\-1 ) 

Las integraciones en ambas variab1es 
43) 

son conocidas .. Tenemos 

as1. para 1a parte ine1Astica de 1a secci6n de f1uctuaci6n. 1a 

expresi6n 
.... 1 

< \ -sS > e (1-s.~)""""'i"" :i.-n 

"' l""-1) ,...1 
- z ) s,, . 

(111. 23) 

La constante ~ se determina eva1u.ando integra1es si.mi1ares y -

se encuentra que 

(IIJ:.24) 
43. Gradshteyn, ... pg. 284, integral 3.665.2 y pg. 850 integral 

7.152.11 
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ºAbsorc~6n arbitrar1a en e1 cana1 1 y comp1eta en 

l.os otros. 

2. 

l. 

o. 

·'"' 
f~g. 1I1.l Coc~ente de 1as secc~ones de f1uctuac~6n elástica e inelástica 

c3lcu1adas a partir de lus ecuac~onea (II.25) y (II.26) respectivamente 

(Ta - O a + 1) 

T, 

1 
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Tab1a J:J:I.1 

secciones de fluctuaci6n y su cocíente para casos de 
abaorciSn arbitraria en un so1o cana1 y comp1eta en 
1os otro•. E1 primero de cada co1umna de dos números 
corresponde a1 ca1cu1ado en e1 presente trabajo y e1 
segundo proviene de cá1cu1os de Monte car1o rea1iza­
dos recientemente por e1 grupo de Heide1berg (entre 
paréntesís aparece e1 error en 1as ú1timas cifras sis_ 
nificativaa). 

T1 c:r;,t« c:r:4' Hi cr;."'/ <J. ... - J< 

•• 
.. 0100 .0299 .. 334 

.04 .. 0101 (11) .0301 (9) .3355(465) 

.0769 .. 1 03 .75 
.1 e .0721 (28) • 1101 (19) .6548(367) 

.3069 .2231 1 .. 38 
2 .53 .3032(95) .224(23) 1.3633(568) 

• 4783 .. 281 6 1. 7 
.76 .4728(64) .. 2853(47) 1.6572(497) 

.. 5951 .3148 1.89 
• 91 .5993(33) .3152(49) 1 .. 9013(400) 

.00134 .. 0097 .. 1385 
.0399 .00117(15) .0096(4) .1218 (206) 

.0221 .0417 .5322 
5 .1866 .0223(18) • 0411e17 > .5423(677) 

.. 21 9 .1 348 1 .. 622 
.7577 .224(5) .1334(36) 1.679(81) 
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z. a: .. -·- ..,,. .. s 
o;-..... 

(b} 

l. 

o ..... --~~-~~---~---~--~---~--~~--~---~---T:~, 
·' .z .a ... .s . ~ .. -~ l. 

f'ig .. III .. 2 E1 coc:iente ~"/o;..,t' comparado con resu1tados de: Monte Car1o 

de1 grupo de Heide1berg .. 
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con 1o cua1, 1os resu1tados para 1as secciones de fluctuaci6n 

el~stica e inel6stica. del problema en consideraci6n. son 

..,._, 
( __ , l -· )7-r- (~' ~· ...... .3 s .. ª)] 

.., (L-5!) L- ,...., L-S,. zr, z) a .1 "i"; 
(III.25) -(. - .. )""E" 1-s.. "F ( 

"""·· 2.. 
(III.26) 

Como se ver4 despu6s. este es uno de los pocos casos especia--

1es que ha sido posib1e tratar analtticamente obteniendose pa­

ra 1as secciones expresiones cerradas en términos de funciones 

bien conocidas. 

Se han evaluado estas secciones para a1gunos valores de n y ~11 
(vease la figura 111.1). En la tabla III.1 aparecen las secci~ 

nes calculadas en base a (III.25) y (III.26) (para n•2 y n•S) 

y las obtenidas por el grupo de Heidelberg en base a c41cu1os 

de Monte Carlo. El acuerdo es muy bueno. no obstante que se -

tiene• en el canal no negro• absorci6n tan baja como T, ~ o.oCf 

En &eneral • es interesante la comparaci6n del "elastic enhanc.!:_ 

ment factor" que• para "I'\ ') 2 y canales no necesariamente - -

equivalentes. estar~a definido p~r la expresi6n (vEase cap~tu-

1o I. Hofmann et a1.) 
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(III.27) 

Sin embargo, por sencillez y porque de todas formas proporcio­

na un criterio de sensibilidad, definiremos el cociente 

(III.28) 

Obsérvese que en el problema de dos canales equivalentes el c~ 

cient.e K coincide con el "elastic enhancement factor". 

En la figura l I I. 2, se muestra el cociente K para dos y cinco 

canales respectivamente. observAndose un excelente acuerdo con 

los cálculos de Monte Garlo del grupo de Heidelberg. 

I I I. 2 El caso de dos canales con absorci6n arbitraria en am-.:. 

bos. 

Consideraremos ahora el problema de construir un ensemble de -

matrices simétricas y unitarias (de orden 2) que maximizan la 

entrop~a y satisfacen las condiciones de AE. Formularemos e1 

problema en términos de una matriz S con todos sus elementos -

distintos de cero, en general. En el momento de aplicar estos 

resultados al cálculo de las secciones, por conveniencia, nos 

restringiremos al caso de S diagonal (sabemos gracias a la ---
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transformaci6n de Enge1órecht - WeidenmÜ11er que esto no cons-

tituye una p6rdida de genera1idad). 

Como en la secci6n anterior deduciremos 1a funci6n de densidad 

a partir de 1a condici6n 

"'·s ... • s""• s ....... , .. ~ c.s) , 
(III.29) 

en 1.a que 

-\<> ( 5, s ) = \ T ( ~ ... ~ª~~ ~L • s,. ,sn , 5n ) la., 
(III.30) 

igualmente. proponemos que 1a funci6n anal~tica F se expresa -

como 1a serie de potencias 

T(-5:,~) 
(III.31) 

La condici6n (III.29) se transforma en 

_.,,~ .... s .... 
s.. ..~ ..... a.._,,...,. o..:v ( s.~··s:·'"ª ~:··· ( s!"s~~ 5:: t >. 

(III.32) 

De acuerdo con 1a condici6n (III.9) muchos términos de esta S!:_ 

rie son nulos, nos despreocuparemos de esto momentaneamente. 
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Por comodidad usaremos 1a notaci6n 

<sQs"'s' 
U L~ '" (III.33) 

s ca.,b,c.~ 
(III. 34) 

En esta notaci6n 1a condici6n (IIJ.32) se reescribe en 1a for-

ma 

ll.••,, """'"',.•) ""' ... , 

~ ... <\ ...... 
s "'··"""··"'· 

(III. 35) 

Nuestro prob1ema es determinar 1os coeficientes Q..a....,-.,. Para 

esto. propongamos que (A es una constante de norma1izaci6n) 

A• 50..·'°•' 

De manera que la condici6n (III.35). se transforma en 

..... -o.. A Si ...... , .... +"'-.,*"" ... "":. .__.., 

y esta. en 1a expresi6n 

(III.36a) 

(II I. 37) 



-130-

~ 
l., ......... (III. 38a) 

Las ecuaciones (III.36a) y (III.38a) serán usadas para determ~ 

nar los coeficiente G..L....._-. y la constante de norma1iz.aci6n A. 

Si definimos los coeficientes 

A 
(III.39) 

las ecuaciones (III.36a) y (III.38a) se reescriben as1 

\A\" ...... -

a..,t.,c. 

'1- .... ,, ... 
511...-, ... 

, 

!. . 

Por la condic~6n (III.9) sabemos que las integra1es 

se anulan a menos que satisfagan simultáneamente 1as 

z~ •c. 

(lll.36) 

(III.38) 

•·"·e 1 •. ,.-r 
igualdades 

(III.40) 

Estas restricciones reducen el n6mero de indices de suma en --

(III.35) a solamente cuatro; sean estos N. L.}A.-.;J definidos -

como sigue 
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L 

(I II.41) 

y para los cual.es se tienen 1as siguientes relaciones 

o ; 
(III.4Z) 

ne esta forma se consigue 1a reducci6n 

Jl,-.- ~ . ._,. (III.43) 

En particular, las ecuaciones (III.36) y (III.38) toman la s~ 

guiente forma 

;s L•.>A, .J>4 1 11) -l- '2.,,... 
(III.44) 

'&. 

\A\ L 'lo 5'-.. >L,,u.,w-L-Z.,.._ 

N,L,J>A ,_.,.>'- ,µ., l'V-L-2,,...._ 

Por otra parte se puede mostrar Xácilmente que 

._ .. >'-, µ., ....,-L-Z ....... 

~L.,.v 1 -V 1 N-L-2..> 

1.-.. .,,,»-., "'-L-_,M.-v 

~1.. .. v,,..., rv-L-_.>A.-v 
.;} .. ,,,.. 

=C..-) ~ (.,L+"'i)+,M., IV-L-,u..-v) 

(III.45) 

(III.46) 

(IIl.47) 
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í' (Q.+1) \ ( lo-t '/~ ) 

"2. í' (o.. .. \:. .. 3/, ) 
(III.48) 

No tiene mucho inter'és considerar 1a discusi6n de los deta11es 

y la forma en que se procedió para resolver numéricamente las 

ecuaciones (III.44) y (III.45) y obtener asilos coeficientes 

lo,_ - "' y l.a constante \ A\ 'l . 

Las cantidades fisicas que se pueden calcular. una vez deteTlll!_ 

nades los coeficientes y con ellos la densidad de probabilidad 

t> (. ~ ,S ) , son las secciones de fluctuaci6n.. Ast. por ejemp1o 

para la parte elAstica se tiene la expresi6n 

_ .. 
s .. 

Los valores obtenidos para las secciones, en el caso de canales 

equivalentes, se muestran en la tabla (III.2) en la que también 

aparecen valores del "elastic enhancement factor" calculados a 

partir de estas secciones. Para fines de comparaci6n~ se dan los 

correspondientes va1ores de este factor que se obtienen de 1as 

f~mu1as de ajuste de HRTW y Mo1dauer. En la fig. 111.3 tene-



Tab1a :III.2 

Secciones de f1uctuaci5n y e1 ''e1astic enhancement factor" 
(factor de intensificaci5n a1ástica) para dos cana1es equi 
va1entes. En 1as co1umnas 5 y 6, se dan va1ores de1 e.c.f~ 
ca1cu1ados de ias f6rmu1as de ajuste de HRTW y Mo1dauer. 
En 1a misma co1umna 6 y para a1gunos va1ores Ue1 coeficien 
te de transmisi6n, se muestran resu1tados "experimenta1es~ 
de Mo1dauer 1980 (entre paréntesis 1os errores sobre 1as -
ú1timas cifras significativas). 

T a;;"' <J.~ Wa cr:."l<r.:' W(H) W (M) 

1 - o .6666 .3333 2.000 2.000 2.042 

º- 99 .6606 .3293 2.006 2.005 2.046 
2 - 02 (3) 

0-96 - 6425 .3174 2.024 2. 021 2 - 057 

o ... 91 - 6122 • 2978 2.056 2.049 2.079 

O- 84 - 5691 .2708 2. 1 02 2.091 2. 1 11 
2. 12 (2) 

0 ... 75 - 5130 ... 2370 2.164 2. 1 5 2. 1 58 

o ... 64 ... 4429 - 1 970 2.248 2.230 2.225 
2.25(4) 

o .. 51 - 358 - 151 9 2.357 2.339 2.322 

0 ... 36 - 2572 ... 1028 2.502 2.490 2.466 
2. 51 (8) 

o .. 1 9 ... 1386 .0513 2.701 2 .. 693 2. 684 
2.69(7) 

o .. 0975 .. 0720 .0254 2.832 2-84 2.833 

o .. 0396 - 0295 .01 01 2 .. 927 2 ... 935 2 .. 935 

0 .. 0199 .. 0149 .0050 2 .. 962 2.968 2.969 

o. 0019 .0015 .0005 2.996 2 .. 997 2 .. 997 
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(a) model.o de l.a entropta; (b) cál.cul.os de Monte Carl.o (fórmul.a de ajuste 

de HRTW) y (e) resul.tados del. presente trabajo .. 
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mos e1 "elastic enhancement factor". Se aprecia un excelente 

acuerdo en todo el dominio de valores saa· 

En funci6n de los prob1emas estudiados. en este cap1tulo 9 se -

puede pensar que al incorporar la condici6n de AE a todo orden 

se construye finalmente el ensemble correcto de matrices de e~ 

1isión para e1 cá1cu1o de 1as secciones de fluctuaci6n. Sin 

embargo, el procedimiento utilizado se hace complejo a6n en el 

caso muy especial de dos canales abiertos. Queda todav1a el 

problema de determinar la funci6n de densidad en el caso gen--

ral de n canales abiertos. De este problema nos ocuparemos en 

el Capitulo IV. 



Cap1tul.o IV 

LA FORMULACION DEL PROBLEHA GENERAL 

Como se afirm6 a1 fina1 de1 cap1tu1o anterior. e1 prob1ema de 

incorporar 1as condicones de Ana1iticidad - Ergodicidad (a to­

do orden) en e1 caso genera1 de n cana1es abiertos y absorci6n 

arbitraria en todos ellos. requiere. sin lugar a dudas. de pr~ 

cedimientos un poco m6s eficientes que los uti1izados hasta -­

aqu1. M~s espec~ficamente. para el tratamiento de este prob~~ 

ma, nos remitiremos a t~cnicas y resultados de la teor1a de V.!!, 

rias variables complejas. 

Para establecer cierta continuidad con los problemas ya estudi!!_ 

dos y las ideas y procedimientos que expondremos en la secci6n 

IV.3, dedicaremos la secci6n IV.2 a rediscutir el problema de 

un solo canal en el lenguaje de 1a teor1a de una variab1e com­

pleja y en los t~rminos que ser~n propios a1 tratamiento que -

se expone en la secci6n IV.3. La raz6n es 1a senci11ez y tran;!_ 

parencia de los tratamientos en este caso particu1ar. 

El prop6sito de la secci6n XV.I es hacer evidente. a partir de 

la discusi6n del problema de un cana1. que 1a condici6n de AE 

se puede interpretar en t~rminos de propiedades de reproducib!_ 

lidad de funciones anal~ticas. 

-136-
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IV.1 El requerimiento de AE y la propiedad reproductora. 

(An&lisis en el problema de un solo cana1). 

Recordemos que nuestro problema consiste, fundamentalmen~e. en 

determinar una funci6n de densidad -t' cS. S) que satisface la 

condici6n 

(IV .1) 

dado que en el caso de un solo canal Jp (S) es simplemente el&. 
la condici6n IV.1, se reduce a 

Si, adem4s, ..f CS. S) maximiza la entropta, serA posible expre­

sarla (véase cap~tulo III) en la forma 

I ._ , (IV. 3) 

en donde ~ cS. S) es una funci6n ana1~tica. 

El enfoque bajo el cual se abord6 el estudio del problema de -

un solo canal es esencialemnte el mismo que el que se encuen-­

tra en el anAlisis de los problemas estudiados en el cap1tulo 

anterior. Veamos ahora otra forma alternativa y equivalente -

i 
1 

1 

1 ¡ 
1 
1 
¡ 
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de obtener la funci6n de densidad. 

Comencemos por escribir la F6rmula Integral de Cauchy 

1 ( ,_ ) +e~) 
(IV. 4) 

en la que f ( •) es una funci6n anal~tica en el interior y a -

1o largo de e y z 0 un punto situado en el interior de C. Como 

es evidente, la integral (IV.4) relaciona los valores de la 

funci6n en un punto ~el interior de C con 1os valores de la 

·misma en la curva C. Esta observaciOn es crucial debido a que 

el enfoque bajo el cual abordaremos el problema general de de­

terminar la funci6n de densidad est~ estrechamente ligado con 

esta propiedad. En es't.e caso, se identifica un "Kernel" (de -

Cauchy) del cual se dice que posee propiedad reproductora. 

Si consideramos una curva C de radio unidad con centro en el -

origen del plano complejo. y denotamos con ~ a los nOmeros -

complejos de m6dulo 1. se tiene que 

ch H la.,~·) cf.G 
(IV. S) 

siendo 

(IV.6) 



-139-

·.e1 "Kerne1. (reproductor) de Cauchy". De manera que 1a F6rmula 

Integra1 (IV.4) la podemos escribir. en este caso, en la forma 

~w 

..f ( ~.) l H(2.,\ .. ) -f (~)el& ; 1 ~ \ ... .1 • 
(IV. 7) 

Aunque esta expresi6n se parece a la (IV.2), no se puede iden­

tificar -i- (5, 5) con el "Kernel de Cauchy" debido a que este 

Kernel complejo no es positivo definido, sin embargo, si prop~ 

nemos la funci6n analitica 

.f ( ~) : u ( ~) H l ~., t' ) 
(IV. 8) 

tenemos 1a expresión 
1!. 

" e~., t-• )! 
H ( 2;, 2.) 

u(~) 
(IV.9) 

que nos permite identificar un kernel positivo denifido 

1 H (~., , .. ) 1 
z. 

, 
lf (2: I ~.) (IV.10) 

que se conoce como el "Kernel de Poisson" que• por otra parte• 

no es otra cosa que la funci6n de densidad que se obtuvo en el 

caso de un solo canal (véase ec. (I. 80) .. 

1 

1 
¡ 
! 
i 
i 
l 
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De1 anAlisis que antecede extraemos la conclusi6n de que el r~ 

querimiento de AE y la propiedad reproductora de un kernel de­

finido positivo. son esencialmente equivalentes. 

Bajo el enfoque de la reproducihilidad. es posible estudiar el 

caso general. Como ya se anticipo. el tratamiento requiere de 

t6cnicas y procedimiento distintos. 

mos el problema de un solo canal. 

Para ilustrar reestudiar.!:., 

IV.2 Problema de un solo canal (ilustraci6n) 

IV.2.1 Deducci6n del Kernel de Cauchy en t~rminos de una base 

ortonormal 

En primer lugar necesitamos una base ortonormal. La condici6n 

(I II. 9) en el caso de un sol.o canal,, toma la forma 

(IV.11) 

Esto corresponde al hecho bién conocido de que en el subespa-­

cio de nfimeros comp1ejos de m6du1o unidad. se tiene una base -

ortonorma1 { 'P l con ... 

(IV .1Z) 



-141-

Ahora· bien, nos proponemos determinar un kernel 1-f (:1-
0

, ~·) tal 

que para tod3 funci6n ana11tica ~ {._ ~) se satisfaga la condición 

(IV. 7). Si expresamos H ( ~º 
1 
~-) como la serie 

~e~. ,s·) 2:::. 
... 

( ~) b 'f,..._ 
~ 

./11'- (IV.13) 

y tambilSn 

+ l ~) -:; L.. a ~ l ~) 
~ " 

(IV .14) 

la relaci6n (IV. 7), toma la forma 

lf._ ( ~-) ... ~ ~~ ~ t(~)f(.~-) ~(k[IV.15) 

LG...,¡6..,. J (IV.16) 

de aqu~ se deduce unívocamente que 

(IV.17) 

(IV."18) 

Tomando en cuenta que la base está dada por (IV.12). se tiene 

(IV.19) 



-142-

'?.:q ( i. - ª· ~ ... ) 
(IV. 20) 

expresi6n que coincide con 1a que aparece en (IV.6). y. a par­

tir de 1a cua1 (como se mostr6 en la secci6n anterior) se de-­

termina e1 kerne1 de Poisson que es a su vez 1a funci6n de de!!. 

si dad buscada. 

Este anA1isis. en t~rminos de una base ortonorma1 comp1eta. es 

f~cilmente generalizable como se verA en 1a secci6n IV.3. Sin 

embargo. la determinaci6n del Kernel de Cauchy est4 sujeta a -

la determinaci6n de una base ortonormal expl~cita para e1 pro-

blema general. SegGn Hua se conoce un teorema de H. Cartan s~ 

bre la existencia de esta base44 J. De hecho. en la subsecci6n 

IV.3.1. senalaremos, esquem~ticamente, el procedimiento que S!! 

giere Hua para obtener dicha base. 

no es simple. 

Aparenteme~te. e1 prob1e•a 

Para determinar expl1citamente e1. kernel de Cauchy elige Hua -

una variante que se basa fundamenta1mente en las propiedades -

de transformaci6n de 1os espacios Euclideanos en consideraci6n. 

En la subsecciOn IV.2.2 ilustraremos este procedimiento para ei 

caso de un cana1. 

44. Les fonctions de deux variables complexes et 1e prob1eme 
de 1a representation ana1ytique • J. Math. Pures App1., (9) 
!..!!. (1931) 1 - 114 
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IV.2.2 Deducci6n del kernel de Cauchy con base eJt propleda<les 

de transformaci6n. 

y E1 -Sean <R ~ { :t. / l 2 1 <: l \ 

subespacio <!::, se denomina la variedad caracteristica de CR . 
Consideremos ahora el grupo T" de transíormaciones que mapean 

6l- ()l , e - ~ 'l -r: un subsrupo que deja invariante e1 - -

origen. Cada e1emento de ~ se puede caracterizar* por una 

matriz unitaria lJ 

Si se considera e1 conjunto de cosets í' /r;! , e1 grupo de -

transformaciones que pertenecen al mismo coset llevan hacia el 

origen uno y e1 mismo punto p. De acuerdo con esto las trans-

formaciones determinadas por e1ementos de T1 estAn caracteriz~ 

das en 1a forma 

(IV. 21) 

Mas espec1ficamente el grupo \' estA constituido por las tran~ 

formaciones de1 tipo 

... 
\c..\-\lo\ 1. . (IV. 22) 

* para mAs deta11es v6ase cap1tulo IV de la ref. (39) 
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es fAci1 verificar que si b - -ap, 1a transformaci6n (IV.22) 

1leva e1 punto p al origen. 

Si aplicamos 1a transformaci6n (IV.22) a un punto en 

y diferenciamos, se tiene 

.1 

(:IV.23) 

ya vimos que existe en C. una base ortonorma1 l 'f~ ( t) l para l.a 

cual se puede escribir 

~ t (ftln)f>J .. (f<~>) 

~ ........ ; 
consiguientemente, el sistema de funciones 

~ e f (ir; ) ) e 1o· ~ .. e{"" r \ 
..... 

cly (~) 
\l.r~-t<L°IL, 

(IV. 24) 

(IV.25) 

constituye tambi~n ~na base ortonormal. Después de estas con-

sideraciones, retomemos el proble~a de determinar el. kernel. 

de Cauchy. Para esto, regresemos a la expresi6n 

reescribamosla en t~rminos de la base { 1' ( i') } 
JA 

(IV.25), se tiene entonces que 

(IV.18) y ---

definida en 

(lo t•+ o..f 1 

(IV.26) 
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(IV.27) 

Por otra parte, es fácil ver que 

J.--..>.t'. 
(IV.28) 

de manera que la re1aci6n (IV.27) se transforma en 

i+ e~ •. t"') li- ... ~- > (IV. 29) 

= c. , 
(IV.30) 

en donde e es una constante. En consecuencia. tenemos 

e 
(IV. 31) 

De esta forma volvemos a obtener la expresi6n (.IV. 6) para el 

kernel de Cauchy del problema de un canal. Se puede mostrar 

que e es precisamente ei inverso de1 volumen v(C ) "Z..lf • 

Con esta introducci6n pasamos a considerar el tema central de 

este cbp~tulo. 
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IV.3 E1 prob1ema general. n canales abiertos y absorci6n arbi­

traria. 

Para completar la formu1aci6n de la teor~a que estamos estudia~ 

do trataremos ahora e1 problema general de n canales abiertos 

con absorci6n arbitraria en todos ellos. 

Gracias a resultados de Hua (1958) en la teoria de varias vari~ 

bles complejas. es posible determinar la funci6n de densidad 

-..+> cS. S) que satisface la condici6n de ADaliticidad - Eraodi­

cidad a todo orden y definir as'i el ensemble de matrices sime- -

ticas y unitarias de interés. 

En las subsecciones que siguen resumiremos y presentaremos al&~ 

nos c~lculos y resultados que aparecen en el libro de Hua. En 

primer lugar nos referiremos de un modo muy general y abstrac­

to a la cuestión de la base ortonormal y los "lcerne1s" repro-­

ductores de Cauchy y Poisson en términos de esta base. En 1a 

subsecci6n IV.3.2• e1 objeto es ~1 kernel de Poisson en si -­

mismo y mostramos suscintamente el procedimiento para obtener 

una expresi6n concreta de este kerne1. 

Antes de entrar en tema. conviene establecer 1as siguientes d~ 

finiciones. En el lenguaje de Hua. se tiene por una parte e1 

"dominio c1Asico~' fL de 1as matrices siml!tricas de orden n y 
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e1ementos complejos que satisfacen la con<lici6n 

> o (IV.32) 

Este espacio de matrices subunitarias corresponde en nuestro -

caso a un espacio de matrices 6Pticas S de dimensi6n comp1eja 
..... l ....... ) 
~ 

Por otra parte se define una variedad caracter~stica 4t. del -

espacio de matrices simétricas tal que: 

l.) Cada funci6n que es anal1tica en CR. adquiere su m6dulo mAxi­

mo en la variedad e 
2) Para cualquier punto ~ en C existe una funci6n fl~). anal!, 

tica en «. que adquiere su m6du1o m4ximo en ~ . 

La variedad C: constituye en nuestro caso el espacio Euclideano 

de las matrices de colisi6n cuya dimensi6n real es '""'l"lf'\•I) --"Z.--
La medida de este espacio ha sido definida en la subsecci6n 

II.1.3 

IV. 3 .. 1 Una base ortonormal y los kernels de Cauchy y Po is son 

Mencionaremos brevemente cómo se define e1 sistema 

en tll; como el an41isis es anA1ogo para e1 sistema 

en C. , solamente al1~ donde sea necesario escríbiremos 1a expr~ 

si6n correspondiente. 



Sean 

y 

Consideremos un vector 

.l ' -· 
y dimensi6n 
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de componentes 

z.1 __ , 
..,._,, .... z•­...,.. 

para el cua1 se tiene la si2uiente re1aci6n 

(IV.33) 

(IV. 34) 

(IV. 35) 

(IV. 36) 

(IV.37) 

donde e1 apostrofo sefiala transposici6n,, cl_JJ- ~ es 1a medida -

en el espacio de las matrices sim_6tricas,, H 1 y H 2 son matrices 

hermitianas positivo definidas de orden Nf. La relaci6n ----­

(IV.37) es consistente con (III.9). Si recordamos 1a discusi6n 

de1 problema de dos canales de1 cap~tulo anterior es fAci1 ver 

que los elementos de H2 son proporcionales a los elementos 

g(L+JA-•",. fV-L-,JL-~) definidos en (III.47) y (III.48), corres-

pondiendo e1 indice f al N definido en (III.41). En aquel ca-
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so, para resolver el problema se diagonalizar6n numéricamente 

las matrices que resultaban. Aqu~ diremos simplemente que exi~ 

te una matriz -r tal que ( • corresponde a T*) 

/\ , 

T 
[ 

.¡ .¡. .f 1 
~ J 15. , ... 1 (3N* es una matriz diagonal. en donde /\ .. 

la matriz se construyen los vectores 

~en T , 
cuyas componentes son las 

2.f = zen T 
funciones 'f>_.f l ~) ... 

respectivamente y para las cuales se tiene que 

~ ( lf .. ~ (2) r 't.~ uq ol_)( .a s; ~ P .. f 
,,,..~ f." <R. 

\ ~ ~ ... \~)r t '(t) J)'- lr) = ~ ~ .f"' ,......, 
c. 

el supra~ndice f clasifica las funciones por el grado 

(IV. 38a.b) 

Dada 

(IV.40) 

(IV. 41) 

de los -

monomios de l!~ y el subtndice p.-. los elementos de una base 

en el subespacio de funciones de grado f 9 cuya dimensi6n es f\IJ 

En t6rminos de estas bases se puede definir de manera 6nica 9 -

por un procedimiento semejante al que se sigui6 en e1 secci6n 

anterior*• e1 Kernel de Cauchy 

*v6ase la discusi6n que comienza después de la ec. (IV.12) y -
conc1uye en (IV.18) 
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(IV. 42) 

que posee 1a propiedad obvia de que para cua1quier funci6n an~ 

11.tica + ( ~} se cunp1e 1a re1aci6n 

Vimos ya que 

se obtiene 1a 

~ ~l2,t·> +un ~ lt) 
<. 

si se considera 1a funci6n ana1itica 

importante ecuaci6n 

~ '"(2.~·)\t'U.l~) J...P-lt) 
~ H (.2,2•) ' 

en 1a cua1 1a funci6n ~ 

\ 1-H.2.~·)\ 

(.IV.43) 

(IV. 44) 

(IV.45) 

(IV.46) 

en e1 kerne1 de Poisson para e1 dominio fl. y es positivo defin..!_ 

do. En notaci6n de matrices S y S e1 kerne1 de Poisson es ---

nuestra funci6n de densidad 
H (s. s·) 1 "t. 

l·H.s ,s•) (IV. 47) 

En la secci6n siguiente nos ocuparemos de 1a forma exp1tcita -
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de1 Kerne1 de Cauchy y por 1o mismo de 1a de Poisson. 

IV.3.2. Decucci6n del Kerne1 de Cauchy. 

dad en el problema general 

La funci6n de densi--

Consideremos e1 grupo de transformaciones f""' del tipo 

(IV. 48) 

con 

r , (IV.49) 

que mapean «. en A. y C. en 4:. También se puede mostrar45) que 

. .. .. 
AA-~'B-:I 

(IV.SO) 

Si ap1icamos 1a transformaci6n (IV.48) a un punto ~ en C. y 

diferenciamos se tiene que 

(IV. 52) 

Definiendo la m6trica 

(_IV. 53) 

se encuentra que e1 e1emento de volumen se transforma de acue~ 

45. Loo-Keng Hua, Am. J. Math. ~ (1944) 470, 531 
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do con 1a relaci6n 

clp ( \;) -: 
(IV. 54) 

Si 1 ~: {J;) l es 

~ ~ (15).,, ~ + ci.) [u ce·~ .. "·>r ... :. _ .., ... , 

una base ortonorma1. tambiEn 1o es 

(IV. SS) 

en términos de esta 01tima. el Kerne1 de Cauchy toma 1a forma 

'-' ~:!.~·).,, L L "1';(2) L"l-.,~l~>J* 
~ ,, .,. -~ ! _'\:!:) 

= L. <p~(w) ( ~\t>] (JA c.e·2 .. A' >) ª( .l.c:t (l!a~ ..... -A)) z. · 

~ .... "' v (IV.56) 

\A+l -·· 

.,, \-Hw, 's .. ) [ J..lt l~·:i!·"*)i 7 (J.J (~ t* ... A)] 2:" 

(IV. 57) 

Por otra parte. se obtiene la siguiente re1aci6n 

I- w 1;• -: 1- 2 ~-
(IV. 58) 

tomando determinantes. resulta 

w ('l.·v.J~") 
(IV. 59) 

J.d-(.1-::i t .. ) [J.4 ('s~.c+A .. ) .l..d (Sk~ A)]-' 
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Combinando (IV.59) con (IV.57). tenemos 

...... 
~ (2, 1t>[J....i(:r-~1·J] 

""'F lz,t .. ) 

....... 
a 

H(...J,'i>[.L:t C..r-wt-.. J]-.~1v.60) 
T(w,~i"') 

siendo c una constante , consiguientemente 

se puede mostrar que 

1 
c. 

e 

" ( t) 

c. 
(IV.61) 

(IV. 62) 

(IV.63) 

Fina1mente obtenemos para el Kernel de Poisson la expresi6n ..... 
(d.t.f (.I-121'))-. 

1> (2, ~) = _1_ 
v(C) l .U- ( I- 2 ~·), ..... , (IV.64) 

En consecuencia. 1a funci6n de densidad .+ (5,SJ consistente 

con la condici6n de Analiticidad Ergodicidad y en el caso ge--

neral, resulta ser 

....... 
-rcs,s) 

(cL:f (I-\s\ª))--& 

1 ~ lI.- :S s• > \'"" .. ' 
(IV.65) 
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Siendo 

... (3 .... •) ~) 
v(<) ~ 2 .. -rr ... 

T'('I,.) nT'(y .. i.) • 
r ('"';') ... ~ • T"' ( ""'-"" .. .d) 

(IV.66) 

De esta manera queda definido el ensemble de matrices de co1i­

si6n que se utilizar§ para calcular promedios de inter6s. En 

particular calcularemos secciones de fluctuaci6n. Hasta ahora. 

solamente en el caso especial de n - 1 canales con absorci6n -

completa y uno de absorci6n arbitraria. discutido en el cap~t~ 

lo III. y en el caso de dos canales equivalentes que estudiar:_. 

mos a continuaci6n. ha sido posible obtener anal~ticamente las 

secciones. Otros dos casos que se ana1izar4n en forma comple-

tamente an41oga a la del capitulo 111 son las aproximaciones -

de las distribuciones marginales en el l~mite n ,~ l en los c~ 

sos de absorci6n arbitraria para uno y dos canales. Por filti~ 

mo calcula~os numéricamente secciones en los siguientes casos. 

1) Canales equivalentes n - 2. 3 •••. ,10 y. 2) absorci6n a~ 

bitraria en el problema de dos canales. 

Incidentalemnte. debemos sefialar que la expresi6n (IIl.17) es 

un caso particular de (IV.65) y también que la funci6n de den­

sidad que se uti1iz6 en los trabajos iniciales se puede obte-­

ner como una aproximaci6n de 1a funci6n de densidad (IV.65). 

Para mostrar esto consideremos que existe una matriz V que -­

diagonaliza a1 producto Ss• ta1 q~e 
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CIV. 6.7) 

siendo una matriz diagonal, de manera que 

es posible reescribir 

c:tit ( 1.- s s") -= ( 1.- A..,:.) 
(IV. 68) 

{ ~ !...._ ( J. - ".\,) 
(IV. 69) 

dado que (A,¿ 1 < ! se puede desarrollar el. logaritmo en serie 

de potencias de A4 y se tiene 
.... Y\ 

~r l-L. 'A.- .L 
.\.::l .,,,_ 2 (IV. 70) L. 

.i-c 1 

y puesto que 

= (IV • .71) 

l.a funci6n de densidad l.a reescribimos en la siguiente forma 

.)p ( 5, 5) oc \ 14> l '"'•' ( T..- (ss") .. f. T...-(s5•) ... ) } 12 
2 lot:Z. ~ 

(IV. 72) 

Es evidente que en el l.1mite de absorci6n fuerte en todos los 

canal.es, la funci6n de densidad se aproxima por la expresi6n 

z. 

C.IV. 73) 

que coincide con (I.71) cuando • Esto explica 

! 
¡ 

1 

1 
¡ 
1 
¡ 
1 
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por qué en este l~mite la descripci6n del Modelo de la Entropta 

era buena. 

Haremos dos comer.tarios mAs en relaci6n al kernel de Poisson. 

En primer lugar queremos mostrar que es posible definir una fa­

milia de kernels positivo definidos que satisfacen la condici6n 

de AE. Para esto. consideremos e1 kernel de Cauchy expresado en 

términos de una base ortonorma1 como en la ec. (II.42). que tr~ 

cribimos aqu1 

(IV. 74) 

Definamos ahora la familia de kernels 

(IV. 7 5) 

Es claro que estos kernels no satisfacen con la propiedad repr2_ 

ductora de funciones ana11ticas. a menos que estas sean de gra­

do mtnimo ~ < . Supongamos que ~l~) es una funci6n analttica 

cualquiera. La funci6n 

es también de grado m1nimo ~ < y por lo tanto 

"-l .. l2) ~ Í W,(;t.,~·) 'Lt,lf') ~l~) 

'á(ii)~~(.r,~·)" J 1 ~ .. c.z,~·>l~~~l):J..,M.('r); 

(IV. 76) 

(IV.77) 

(IV •. TB) 

nos interesa reescribir la anterior expre.~.f:6n en la forma 



-1·57-

'Z. 

\1-1 .. c~.is. .. >\ 
~~ ( .t ';i .. ) 

Encontramos as1 que la fami1ia de kernels 

-:PT (2, f') :- 1 .w .. (~, i" > r 
H.,.\.z,.zª) 

(IV. 79) 

<"' l., z, ... 
(IV.SO) 

satisfacen la condici6n de reproducibi1idad,igua1mente diremos 

que 1as funciones .. 
--t> es, s") = .. 

1~~(5,5•)\ 

l-4T (s, s•) 
<-=i., 2,··· (lV.81) 

satisfacen e1 requerimiento de AE (a todo orden). ¿ Qué sig­

nifica ésto ? Dada una base ortonorma1 se tiene una familia 

infinita de kerne1s positivo definidos del tipo (IV.81) y e1 

que se defini6 en (IV.46). Por otra parte, con base en 1as pr& 

piedades de transformaci6n, se dedujo e1 kerne1 de la expresi~ 

(lV.65). Por construcci6n (IV.46) y (IV·.65) son dos representa 

ciones de1 mismo kerne1. 

Si nos preguntamos cu41 de todos estos kernels vamos a utili­

zar, intuimos que deber1a ser e1 kernel definido en (IV.65) (o 

su equivalente (IV.46) ), después de todo. como no tenemos la 

base ortonorma1. excepto en el caso de un solo canal, no esta-

mos en condiciones de utilizar los k.ernels ..fi, ( S, 'S •) Obvia 

mente, la intuici6n no puede ser razón suficiente para justifi 

car el uso del kernel (IV.65)¡ independientemente y en su fa­

vor acudimos ai an41isis de la propiedad de covarianza unita-
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ria bajo el automorfismo 

("IV. 8Z) 

donde ~)· es una matriz unitaria. Hofmann et a1. 24 ) ana1izaron 

e1 efecto de 1a transformaci6n (IV.82) sobre el ensemb1e de m!!;_ 

trices S construidas numéricamente en términos de matrices K 

(v~ase cap. I) y encontraron que el ensemb1e transformado ~ie­

ne 1a misma es~ructura que e1 original excepto por los va1ores 

diferentes de los parAmetros. ¿ Qué hay sobre esto en nuestro 

caso ? 

Consideremos la medida asociada con el kernel de Poisson defi-

nida como 

,.. ($,s"') ok/A (s), .... 
\. ( .!i.l ("I -1sO]-.:- d)'-ls} 

" 1 ct.:.t ( 1- ~ ~- '"" .. , 

(IV. 83) 

(IV.84) 

Se sabe que la medida d.,..u lS) es invariante bajo la transform~ 

ci6n (IV.82). Por otra parte~ en vista de que 

<l.J (uº \1- s s .. )u•t) . 

.!.1t ( i - \)º s u·T ( uºs uºT)'"). 

cLJ' ("l.- S' S'"" ) _, 
(IV.85) 

r~sulta que la medida asociada al kernel de Poisson (IV.65) es 

covariante bajo (IV.82) en el siguiente sentido 
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(IV.86) 

Es interesante que e1 kerne1 de Poisson definido en (IV.65) sa 

tisfaga 1a propiedad de covarianza bajo e1 automorfismo (IV.82) 

Es posib1e que esta propiedad junto con AE definen untvocamen­

te el ensemb1e apropiado, es decir, ~ so1uci6n del problema. 

El otro comentario es con respecto a 1a entropía del ensemble. 

En el Modelo de la Entrop1a 6 ) se postula una función de densi­

dad ~ (~) que mAximiza la entrop.ia sujeta a la constricci6n 

< '5 ') • S Mlis específicamente. se propone desde un princi­

pio, para la funci6n de densidad una expresi6n del tipo 

k (s) «= 
o (IV. 87) 

con lp('5) = - "T<" p:> S , y se determina (O con la constrici6n 

<s>-= s De hecho el procedimiento que se sigui6 en el ca-

p.itulo III es el d~ m&xima entrop~a sujeto a un ntimero infini-

to de" constricciones AE a.todo orden). Encambio. la discu--

si6n en este capitulo, gir6 esencialmente en torno a los requ~ 

rimientos de AE a todo orden ( propiedad de reproducibilidad ) 

y ast se obtuvieron los kernels en cuesti6n. Nos interesa mos­

trar ahora que si ademAs de satisfacer con AB,el kernel se pu~ 

de expresar como 

(IV.88) 

con ft~) una funci6n anal~tica, entonces el ensemble es de máx.!_ 

ma entropt.a. 
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Supongamos que ~('5, s•) y ...f (cS", S .... ) son dos funciones de densi 

dad e normalizadas ) que satisfacen con la propiedad de reprod~ 

cibilidad de una funci6n anal!tica y ~(S,s*) del tipo (IV.88). 

entonces es fAcil ver que 

en tanto que para la entrop1a se tiene la relaci6n 

Á (e;\)= ,J ( •) 
(IV. 90) 

(IV.BB) entonces ..J(~)-= Jl.,) y ademlls 

si ~ se puede expresar como en Como coro1ario resu1ta que 

ll 
Ahora b~en. mostramos lineas arriba ( al.:.comentar la aproxiina-­

ci6n de1 kernel de Poisson en el l~mite de absorci6n fuerte). 

que el kernel. definido en (IV.65) se puede escribir en la forma 

Esto significa que el ensembl.e definido por l.a medida 

~· .Ja..;c~) 1 (.c:L:1(1.-.1~1·n • c:1,,.....c~) 
"l'.,. V \cid (l- ~-$') ,-, 

(IV. 91.) 

(IV. 92) 

es unensemble de mAxima entropia. Por otra. parte teniendo en 

cuenta que 

\<l.~(.s)_\-z. i. .. 
(IV. 93) 

l.os kernel.s .+><(S,~) que carecen del término constante no maxim~-~ 

zan la entropia. Esto nos lleva a 1a conciusi6n de que el requ~ 
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rimiento de AE no es condici6n suficiente para que se mfiximice 

la en~ropia .. 

Finalmen~e. nos preguntamos si máxima entrop1a y AE es equiva-

1ente a imponer covarianza y AE. Aparentemente s1 .. 



Cap1.tu1o Y 

APLICACIONES 

Contamos ahora con una %ormu1aci0n de 1a te6ria estad~stica de 

reacciones nucleares en 1a que se cuida e1 riguroso cump1imie~: 

to de unitaridad. simetr~a y ana1iticidad. Por otra parte. la 

matriz 6ptica que es el parAmetro relevante de la teor~a. es 

completamente arbitraria. Naturalmente conviene tener presente 

la transformaci6n de Engelbrecht y WeidenmÜller y considerar S 
diagonal. 

Presentaremos en este cap~tulo resultados calculados para las 

secciones de f1uctuaci6n. En la primera secci6n se consideran 

los mismos casos que se estudiaron en el cap~tulo II. es decir. 

absorciOn arbitraria en uno y dos canales y total e·n los res-­

tantes n-1 y n-2 respectivamente; anAlogamente, nos referire-­

mos a 1as distribuciones margina1es de a1gunos e1ementos de m~ 

triz y sus aproximaciones en e1 1~mite n 1; e1 prop6sito es 

comp1etar 1a discusiOn iniciada en e1 cap~tu1o II acerca de 1a 

re1aci6n entre 1os va1ores de 1as secciones de f1uctuaci6n el~ 

tica e ine1~stica y 1as propiedades de conservaci6n de f1ujo. 

reversibilidad temporal y causa1idad. En la secci6n v.2. ca1c.!!. 

1aremos s·ecciones de fluctuaci&n. En e1 prob1em.a de dos cana-­

les consideraremos los dos casos siguientes; a) cana1es equiva 

1entes (con resultados ana1~icos) y b) a~sorci6n arbitraria en 

ambos cana1es (resultados nwnEricos). Dado que e1 problema de 

dos canales equivalentes se estudiO ya en el cap1tu1o III. so-

-162-
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lamente escribiremos las expresiones anal~ticas que se obtienen 

para las sec~iones en este caso particu1ar. Finalmente. report~ 

:l-emos :i1gµnos valores de 1as secciones y el "elastic enhancement 

factor" para un n1lmero mayor de canales equivalentes n-2.3, ••• 10 

V.1 Absorci6n arbitraria en uno y dos canales. Funciones de 

distribuci6n marginal. Limite n >"> 1. 

Es claro que e1 anAlisis que haremos en est.a secci6n serA sem!!._ 

jante al de la secci6n II.4.2• con 1a diferencia de que ahora 

%enemas otra %unci6n de densidad (consistente con AE a todo o~ 

den). 

En el caso particu1ar de absorci6n arbitraria en un s61o cana1 

y tota1 en 1os n - 1 restantes. la funci6n de densidad margi-­

na1 para el elemento s 11 es ev identemente --· ( 1 - 1 'S. ,. ) -a 

1 t. - ~ .. s: 1-·· 
-+'(s .. ) ""' (V .1) 

Para aproximar esta funci6n en el 11mite n grande procedemos 

como en el cap1tu1o 11. tenemos as1 

"" .a- 11- s s· ¡ J ,, ,, (V. Z) 

Si usamos la notaci6n Sab - ~b + i Y
8

b y ademas consideramos 

que 

s.. s .. + t .. + ¡_ ~. (V. 3) 
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despu6s de sustituir y desarrollar e1 logaritmo en serie de p~ 

tencias, se encuentra la aproximaci6n siguiente para 1a fun--­

ci6n de densidad 

...p('s.,) ;;;<: .a.otp (-~ 'E." - ..,.. v: .. (!)(....\') ) 
( 1 - s .... )" ~ l 1 - ~~ >ª 2 

(V.3) 

Nuevamente, result.a que en el limite n grande x 11 y Y11 estAn 

distribuidas como Gaussianas, de maneTa que para 1a secci6n de 

f1uctuaci6n, se tiene 

(V .4) 

Antes de comentar este resultado, pasemos a considerar la fun­

ci6n de densidad 

...,, (s .. , s ... ) o(. 

1a aproximaci6n, 

marginal conjunta de 5 11 y 5 12 , que ahora es 

( 1- IS,.\ .. )'~ (1 - l s .. , .. _ l s .• I• )"''-s 
l l - s .. s., ...... 

en el l~mite n grande, viene dada por 

(V. 5) 

-1> l'5.,,S,.) ~ ....,,f l- ( ""_ .. )ª ( r:• >'.,ª )- 'Z.~. l'IC,:~:) • ~')\cv. 6) 
1-s.. 1-s_ 'J 

Tomando en cuenta que P 2 - 1, las secciones de f1uctuaci6n que 

se obtienen se pueden escribir como sigue 

( -r. >"-'2. ... l.- s.. = 
""' (V. 7) 

(f~ = ... ' e' - s.~) 
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Observemos en primer lugar la coincidencia de estos resultados 

con los obtenidos para este mismo l~mite por Agassi y Weiden-­

mu1ler y en segundo lugar si comparamos con los que se obtuvi~ 

ron en el capitulo II. concluimos que el factor adicional que 

aparece en los resultados (II.147) se debe simplemente a que -

no estaba considerado el requerimi;ento de AE a todo orden. 

Para concluir esta sección. nos referiremos brevemente a la s.!_ 

tuaci6n particular de absorci6n arbitraria en dos canales y t~ 

tal en las n - 2 restantes. La distribuci6n maraina1 conjunta 

para los e1ementos s 11 • s 12 • s 21 • s 22 es 

..., ~s .. s •• ) ciC 
s •• ~-

a & -a & • --~ {1-\s,,\-ISu\-2\s,.I +\$.s..-~ .. I) 

\ (1-s.~:>C1-~s.:) - s.: l ""• 1 
(V. 8) 

Suponiendo que 

= ~- "'~-- .. .i.. Y.. ~ .u .... 
.;¡.,. i,2 (V.9) 

y despuEs de un poco de algebra encontramos para 1a funci6n de 

densidad (V. 8) 1a siguiente forma aproximada 

.,P ( ~· S.a) { ~ ' ~: + x: 
~ "" -~ Ir .. + Y,. .... 

... s •• .. z ( 1 - 5,:· )"" 2 (1- ~.';. )ª (V .10) 

rft ( x,! • Y.: ) 
+ '° (_-.. .-') } ( , _ s.~ ) ( , - s.~ ) 



de donde conc1uimos que 

r=- JA = 2 'f', 'P. 
v,. """ 
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(V.11) 

Estos resu1tados reiteran e1 hecho de que en e1 1imite n gran­

de los elementos de la matriz de colisi6n tienen distribuci6n 

Gaussiana46
) y para las secciones de f1uctuaci6n obtenemos los 

resultados de Agassi y Weidenmuller. es decir. un "e1astic en-

hancement factor" W -. 2. En la secci6n V.3. nos ocuparemos de 

las secciones de f1uctuaci6n. Iniciaremos 1a secci6n discu---

tiendo aspectos de caracter general relativos al cA1cu1o de -

las secciones. después de lo cual. en el apartado V.2.1 •• mo.!._ 

traremos resu1tados en el problema de dos canales. Para el C.!;, 

so de dos canales equivalentes fu6 posible obtener las seccio-

nes en forma anal1tica. En el caso de absorci6n arbitraria 

en dos canales as1 como para los otros casos considerados en -

el apartado v.2.2 •• se utilizaron procedimientos num6ricos. 

v.z 
4 7) 

Secciones de fluctuaci6n · 

Para determinar las secciones. debemos calcular expresiones 

del tipo 

46. C. Mahaux y H.A. Weidenmuller. Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 
~ (1979) 1 

47. P.A. Mello, P. Pereyra y T.H. Se1igman (por publicarse). 
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..... \ 

I lcL:!(I-\S\° .. ))~ \S \.._clu.(5) 

1 - •)\""·· ..... ./ .J..1 (1-5'5 c.v .12) 

Aparte del caso párticu1ar de absorci6n arbitraria en un solo 

cana1. discutido en e1 cap~tulo 111 y para el cua1 

(v.1:n 

no ha sido posible evaluar directamente la integra1 (V.12). 

Para los cAlculos que se rea1izaron escogimos la representaci6n 

en t6rminos de las eigenfases de la matriz de colisi6n. también 

denominada representaci6n de coordenadas polares. Para esto. 

consideramos que existe una matriz ortogonal T" • tal que 

siendo 

s-:T'er' (V .14) 

z""l"';_-•l n \¡s .... ci"~\ cL~ ... d&,.. Jk(r) 
'~-..e_........ (V .15) 

0-:: ,; TI'>,~~- •• ~G .. ~--n 
(V. 16) 

y dh( t"' ) 1a medida de Haar de1 grupo ortogona1 de 1a que ya 

hab1amos en e1 cap~tu1o II C. secci6n II.1.1). 
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Mello y Seligman20lmostraron que en esta representaci6n 

= 
(V .17) 

[l- < e;"'e:.)] x ... 1. .. ( < e7e.> - \<E ... )\ .. ) ~al. 
siendo 

(V .18) 

Esto significa que el problema consiste en calcular 1as inte--

gra1es (V .18). Por la extructura de la medida. es re1ativame!l 

te m~s comedo ca1cular primero la parte inelAstica que. de --­

acuerdo con (V.17).est4 espresada en 1a forma 

o-"" -.... - . (V .19) 

mAs exp11citamente tenemos ..... 
().,~ -z(dot(I-15\))ªf 
·~ (""'+ ... ) V(~) 

J.O, ci9 •... .l"'{r) 
(V.ZO) 

En el caso especial de que S es d_iagonal y los canales son equ!_ 

valentes. la integraci6n en la parte ortogonal es directa. De~ 

pu~s de realizar la integral en la parte ortogona1 y substituir 

e1 valor de ve e ) . queda la siguiente integral para l.a secci6n 

de f1uctuaci6n inelAstica 
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...... ,.,,,._,, (-v\+\) 
2 ... \'\~ 

+"l'T,,.,-i-' lr'Y\•'Z.) 

s., (V. 21) 

En los apartados siguientes nos ocuparemos del c&lculo de es-­

tas integrales. 

v. 2 .l. El prob1ema de dos canales 

Nos referiremos tanto al caso de canales equivalentes como al 

mAs general de canales con absorci6n arbitraria. Debido a que 

en e1 capitulo III. ya se discut~6 y se presentaron resultados 

para el problema de dos canales equivalentes. nos limitaremos 

a mostrar.a continuaci6n.e1 resultado que 

obtiene para la secci6n de fluctuaci6n 

anallticamente se -



en donde 

+ .... -::" J.L.5& 
(t-5_ .. )" 
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(<><),.. ': 
\'(,... .. ..-) 

T' (ot ) (V. 23) 

En el caso de canales no equivalentes. la integraci6n sobre las 

variables correspondientes a la parte ortogonal ya no se puede 

realizar anal~ticamente y por separado. En este problema como 

en los que se consideran después. se procedi6 num&ricamente. ha 

ciendo uso del algoritmo de integraci6n VEGAS 48) que usa méto­

dos de integraci6n de Monte Carla. 

Este algoritmo. esquemáticamente. consiste en lo siguiente: 

1) Dado el volumen de integraci6n V y la funci6n ..{' C'!o-) a int!:_ 

grar. se procura (mediante un proceso iterativo) establecer 

una 6ptima particiOn cv1 • v 2 ••••• VN) del volumen. de manera 

que las evaluaciones del integrando se concentran a aquellas 

regiones donde el integrando es grande en magnitud. 

2) Se computa un error estimado para el valor de la integral en 

cada iteraci6n. Es posible, si se quiere. acumular los valo­

res de las integrales y errores estimados calculados en cada 

iteraciOn y obtener a partir de ellos una especie de valor 

medio para la integral y el er·ror. Para establecer la confi~ 

bilidad de los resultados, se han calculado las integrales 

de normalizaci6n correspondientes a los distintos casos con­

siderados, encontrAndose que evidentemente son confiabies. 

Despues de esta digresi6n, regresemos a1 prob1ema de dos canal.e.!.. 

n~ necesariamente equiva1entes, en e1 cual. el "elastic enhanc!!_ 

ment factor" ya no es mAs el cociente <:J"."' / <J'.&IA. Mencionamos 

48. G.P. Lepage, J. Comput. Phys. ~ (1978) 192 
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en e1 Capítulo I,que Hofmann et al. consideran que las seccio­

nes de fluctuaci6n se pueden factorizar en la forma 

En funci6n de esto, una cantidad que conviene definir para fi­

nes de comparaci6n es 1a siguiente 

J
~-G-:---,, ~,..,--(),-&-;!<;-:--, 

c. 0:-~ y 
(V.24) 

En 1a tab1a V.I se muestran los va1ores que se obtienen para w· 
tanto de 1as f6rmu1as ajustadas por Moldauer y HRTW como los -

que ca1cu1amos aqul. Se advierte un mejor acuerdo con HRTW que 

que con 1a predicci6n de 1a f6rmula de Mo1dauer que da valores 

mAs grandes cuando T1 y T 2 ~ 1 (absorci6n fuerte en ambos can~ 

1es), va1ores muy pequeftos cundo T 1 y T 2 son marcadamente d~ 

ferentes, y resu1tados bastante coincidentes con HRTW y los 

nuestros cuando T 1 y Tz son pr6ximos a cero (absorci6n dEbil 

en ambos cana1es). 

Para ilustrar el comportamiento de las secciones elástica e i-

ne14stica como funci6nes de T 1 y T 2 , mostramos 

varias curvas que corresponden al cociente K1 

en l.a fig. V.l. 

U:~/ u;f' como 

funci6n de T 2 (a T 1 fija). Se observa que a T 1 dada, el co­

ciente x1 , crece cuando la absorci6n en e1 canal 2 decrece. 

Mientras que a T 2 dada, el cociente K1 crece con T 1 • 

En muchas ocaciones, se ha mencionado 1as desviaciones con res 

pecto a 1as predicciones de la f6rmula de Hauser - Feshbach y 
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Tab1a v.1 

Resu1tados de W -~ para diferentes va1ores de T
1 

y T 2 en e1 prob1ema de dos cana1es abiertos. En cada c~ 

1umna de tres números, e1 primero corresponde a1 ca1cu-

1ado con esta teor~a y 1os dos siquientes se obtienen -

de 1as f6rmu1as de ajuste de HRTW y Mo1dauer (1980) re.!!. 

pectivamente .. 

T2 
T1 

• 1 9 .36 .75 • 91 1 • 

2.70 2.634 2 .. 566 2 .. 543 2.53 

• 1 9 2 .. 702 2.625 2. 51, 2 .. 46 2 .. 43 

2.684 2.565 2 .. 366 2 .. 305 2.27 

2 .. 50 2 .. 366 2 .. 328 2 .. 308 

.36 2.49 2.343 2 .. 298 2.274 

2 .. 466 2.291 2.237 2.211 

2 .. 16 2 .. 1 1 1 2 .. 085 

.75 2 .. 1 5 2 .. 100 2 .. 076 

2.158 2. 116 2 .. 095 

2.056 2.028 

• 91 2 .. 049 2 .. 024 

2 .. 078 2 .. 059 

2 .. 000 

1. 2 .. 000 

2 .. 04 
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' . ' . 
... ... · .. ....... . . 

.s -~ 

canales equ~va1entes 
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·• . i L. 

fíg. V.l Cociente de 1as secciones de fluctuación elást~ca y 1a ínelasei­

ca para el problel'Ul de dos canales con absorción arbitraría en ambos cana­

l.es 
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-- "fórmu1a. de f1uctuaci.6n exacta"t?) 

___ fórmu1a de Tepe1 et ai. 35 > 
fT 2 -0.91 

• T 2 - 1. 

G>T 2 - 0.75 

'l!IT
2 

- 0.91 

''resu1tado experi.menta1" Mo1dauer 
( 1 980) 

resu1tados de1 presente trabajo 

·'" . "' .51 R .ML. 

fig. V.2 Cociente entre 1a sección de f1uctuaci.ón e1ásti.ca caicu 

1ada en e1 presente ta.bajo ( y en otras teor~as ) y ia 

que predice 1a f6rmu1a de Hauser - Feshbach para e1 prob1ema de 

dos cana1es con absorción arbitraria en ambos. 



-175-

este hecho lo consideramos casi sistemAticamente en t~rminos 

del "elastic enhancement factor" que nos da una medida del gr¿i 

do de intensificación de la parte elástica con respecto a la 

parte inelástica. que no predice dicha f6rmula. En la fig. V.2 

se tiene una comparaci6n en termines de secciones elásticas. 

~f4s espec1ficamente. se muestra los resultados que se obtiene 

para el cociente U::-"'/ U., W'F entre la secci6n de fluctuación e­

lAstica calculada con esta teor~a_ (tambien aparecen predicci~ 

nes de la teor1a de Moldauer y algunos resultados "experimen­

tales") y la que predice la f6rmula de Hauser - Feshbach para 
Tl. 

diferentes valores de R - T2 . 

V.2.2 Algunos resultados de las secciones de fluctuación 2.!!.­

~ ~canales equivalentes. 

Se ca1cul6 la expresión (V.21) para diversos valores del nam~ 

ro de canales y de Sa ( T •-Ta - 5
8

2 ) a n fija. La evalua-­

ci6n numérica es m~s dificil cuando sa tiende a 1 (absorci6n 

d~bil). Solo en el problema de dos canales se calcul6 esta i~ 

tegral para valores tan grandes como Sa - 0.999. Para otros 

Valores de n SO lo se 1leg6 hasta $
8 

::::'. 9 A medida que Cr!:_ 

ce n. tambi6n crecen las dificultades puesto que aumenta la 

dimensionalidad del espacio de integraci6n. En la Tabla V.2. 

se muestran valores del "elastic enhancement factor" para dis 

tintos valores de n. Aparecen tambien los valores que se oh-­

tienen a partir de las f6rmu1as ajustadas de HRTW y Moldauer. 

El•acuerdo y 1as tendencias presentan la siguiente caracter~~ 

tica: en la regi6n de absorción d~bil se coincide mAs con Mo1-

dauer y en la región de absorción fuerte con HRTW. 



Tab1a v.2 

E1 ''e1astic enhancement ractor•• para n cana1es equiva1entes y diferentes va1ores de1 
coeficiente de transmisión T. En cada co1umna de tres nú•eroa, e1 primero es e1 ca1-
cu1ado en e1 presente trabajo, e1 segundo se obtiene de 1• fórmu1a de ajuste de HRTW 
y e1 tercero ea un reau1tado de Mo1d•uer, ya sea de su rórmu1a de ajuste (1980) o si 
aparece un número entre par~ntesia (error en 1a ú1tima ciLra signi~icativa) es un r~ 
su1tado "experimenta1" obtenido en base a c&1cu1os de Monte Car1o. 

T - Ta -
.0199 • 0975 .19 .36 

2.83 2.70 2. so 
2 2.84 2.69 2. 49 

2.83 2. 69 (7) 2 •. 51 (8) 

2. 65 2.449 

3 2.58 2.387 

2.65 2.43 

2.926 2 .. 575 2.368 

s 2 .. 825 2. 46 2.297 

2. 949 2.57 2. 33 (4) 

2.36 2.28 

10 2.357 2.228 

2. 42 (5) 2.25(4) 

1 - - 2 s .... 

• 51 .64 

2.35 2.247 

2.34 2.23 

2 .. 32 2.25(4) 

2.30 2.20 

2.26 2.176 

2 .. 297 2.21 

2.23 2.15 

2.199 2.13 

2.256 2. 15 (3) 

.75 

2 .162 

2 .. 1 5 

2. 158 

2. 13 

2. 11 5 

2. 15 

2.064 

2.064 

2. 164 

.91 

2 .. 056 

2 .. 049 

2 .. -078 

2.042 

2.038 

2.087 

2.02 

2.02 

2.115 

1. o 

2.000 

2.000 

2.04 

2.000 

2.000 

2.057 

2.000 

2.000 

2.00 

2.000 

2.000 

2 .. 12 
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2.'i 

T-=- 0-1~ 

2.6 

T O.~IO 

z..s 

2.&f 

2.2 
T: o.:¡5 

2.1 

r:t.g. V .. 3 El ''e1.ast:lc enbancemenc factor'' vJ._-:: ~;'/<:r;..!° para cana1es -­

equivni~nces como func:t.ón de1 número de canales. 
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A partir de los datos de la Tabla V.2. se han dibujado las -

curvas que se ven en la fig. V.3. En esta Xigura la intenci6n 

es mostrar c6mo cambia el "elastic enhancement factor" como -

cunci6n del número de canales abiertos. advirtiEndose la ten-

dencia hacia el valor límite W - 2 que predicen Agassi et al­

y ésta misma teoria para los casos discutidos en la secci6n -

V .1. 

Finalmente. debemos decir que queda pendiente el problema tEc­

nico de culcular analíticamente la integral (V.12). lo Cg~l -

no es más que un aspecto de la teor1a que aqu~ formulamos y -

demostramos que funciona muy bien. En algunos casos especia1es· 

estas integrales se han realizado analitica y en otras nwnéri­

camente. Estamos investigando en relaci6n con la base ortonorma1 

de1 espacio de matrices simétricas y unitarias. 1as cua1es ese~ 

expresadas en t6rminos de potencias de e1ementos de matriz; de­

forma que con las técnicas e integra1es que se realizaron en -

el capltu1o II. puede en principio. abordarse e1 problema de 1a 

integral arriba mencionada. 



CONCLUSIONES 

De1 aná1isis y 1os cálculos realizados en este trabajo. llegamos 

a algunas conclusiones imnortantes. 

En el capitulo 11 fué posíble obtener funciones de distribuci6n -

marginal para los elementos de la matriz s. y también se confirm6 

que en el limite de muchos canales abiertos. estos elementos de -

matriz se comportan como variables Gaussianas. Se vi6. además. que 

la propiedad de reversibilidad temporal, es decir la simetría de -

la matriz de colis·i6~ es la responsable de la diferencia entre la 

secci6~ elástica v la inelástica (lo cual refleja un cierto 2ra­

do de correlaci6n entre el canal de entrada y el de salida). 

La incorporaci6n del requerimiento de Analiticidad-Ergodicidad o 

sea la propiedad de causa1idad junto con la que hemos 11amado hi­

P6tesis de ergodicidad que se dicuti6 para dos casos especia1es -

en e1 capitu1o III y en forma 2enera1 en el capítulo IV. se ha 

realizado con 6xito; los resu1tados obtenidos independientemente 

de los valores que se asignen a los coeficientes de transmisi6n -

Ta y al número de canales de 1a reacci6n nuclear en cuesti6n. es­

tán en excelente acuerdo con los resultados basados en cálculos 

de MonteCarlo -los llamados "experimentos". de computadora~ Como 

se sabe y se ha sefialado en este trabajo, con las teorias analí­

ticas existentes solamente es posible una descripci6n en los ca-

sos especiales de ~bsorci6n débil (T3~0) y absorci6n fuerte (T
8
.....,1). 

en tanto que. las f6rmulas de ajuste. son válidas únicamente para -

un número reducido de canales. Con esto se concluve que·para los 

179 -
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prou6sitos de calcular secciones de fluctuaci6n, ~l análisis 

y la informaci6n física contenida en las propiedades e hip6te­

sis asociadas a las variables microsc6picas puede en Última 

instancia, substituirse por una formulaci6n basada en el cumplí 

miento riguroso de propiedades generales y macrosc6picas del si~ 

terna: 1a condici6n de· analiticidad y ergodicidad AE, unitaridad 

y simetría de la matriz de colisi6n y además covariancia unita­

ria (o maximizaci6n de entropía). 

Para afirmar que este formalismo. el cual. se~6n se vi6 funciona 

muy bien y sin restricciones, es ~ so1uci6n del problema, debe 

mostrarse que la funci6n de densidad (Kernel de Poisson) qué ap~ 

rece en (IV-65) es 6nica. En este sentido vimos que entre los 

kerne1s positivo definidos que satisfacen e1 requerimiento de 

AE, e1 kerne1 de Poisson 

( cLt ( 1.. - \$\&)f-t' »(.:S,5) =-
-, l.W{1-ss•)\'"'•' 

es covariante bajo el automorfismo S-+ S - USUT y maximiza 1a -

En el capitu1o IV sena~amos algunas consecuencias de 

estas propiedades e hicimos la conjetura de Que AE más covaria~ 

cía unitaria (o ta1 vez. AE y la condición de m!xima entropia). -

fijan univocamente la so1uci6n. Lo anterior parece p1ausib1e p~ 

ro es necesario encontrar una prueba rigurosa. 

Como ya dijimos en el texto, este tratamiento se aplica a todos 

aQue11os procesos de reacci6n nuclear en 1os que las componentes 
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directa y de núcleo compuesto son relevantes. Una extensi6n y 

aplicaci6n de estas ideas a procesos en los que tambi6n se ti~ 

ne emisiones de preequilibrio está comenzando a estudiarse. Pa­

ra ésto, será necesario identificar alguna propiedad general -

asociada al mecanismo de evoluci6n hacia el equilibrio que se -

refleje en la matriz de colisi6n o condiciones sobre ésta, 

después traducir esta propiedad en al2una de natura1eza matemá­

tica (de la misma forma que causalidad-ergodicidad (AE) se tra­

duce en la propiedad de reproducibilidad de funciones analíti­

cas). 

P'or otra part.e. el formalismo que se utiliz6 en esta teor:l:a, 

puede ser ap1icado a otros problemas fisicos y de ingeniería en 

los que el análisis pasa por una descripción muy complicada en­

términos de componentes microsc6picas sobre las cuales no se c~ 

nace mucho y por lo tanto. los ensembles de interés. tienen que -

generarse estocásticamente suponiendo leyes de distribución pa­

ra las variables subyacentes, con el resultado final de que to­

da la informaci6n microsc6pica se diluye en ·favor de un comport!!,_ 

miento o propiedad macrosc6pica. Con el formalismo que aquí se 

estudi6 construimos analíticamente el ensemble completo de las 

variables de inter6s (en nuestro caso la matriz de colisi6n) con 

propiedades matemáticas bien definidas. Esto evita el problema -

de construir, uno por uno. los elementos del ensemble. 



Apt!ndice :r.1. 

APENDJ:CES 

Sobre el. factor de "correcci6n de f1uctuaci6n 
de anchuras" de Mo1dauer (absorci6n d~bi1). 

Presentamos una síntesis de1 anS1isis para determinar 1a co­
rrecci6n de fl.uctu~ciOn de anchuras. 
En genera1 se supone para 1as anchuras parcia1es distribuci.Q. 
nes -x,."' de """ grados de 1ibertad dadas por 

(AJ:.].) 

Si se factoriza 1a correcci6n de f1uctuaci6n de anchuras en -

l.a forma 

donde < T'-.. ~"' / T' .... ) 

<.-P ...... ~ .. )/(-P .... ') 

< r-_ .. -r ....... ) / < f'_ .. "> < T'_ .. ') 

y se considera l.a distribuci6n (AI.1) se obtie~e 

-102-

(AJ:. 2) 

(AJ:. 3) 

(AJ:.41 

(AJ:.S) 
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en tanto que e1 factor Cab puede expresarse en t~rminos de 
1os coeficientes de corre1aci6n de anchuras en 1a forma 

(AI.6) 

obteniendose asi: 

(AX.7) 

En ausencia de reacciones directas entonces 

(AI.8) 

Apéndice I.2. An41isis de Mo1dauer sobre 1os par&metros de -
po1o de 1a matriz s. Cance1aci6n de tw'\ 
ecuaci6n I. 46. 

en 1a 

Además de referirnos a 1os parámetros de po1o de 1a matriz s* 
nos interesa exhibir "1a cancel.aci6n M" 

En 1a teori:a de 1a matriz R se define una ·constante de norma-

1izaci6n "1..,-..>, 1 para 1os eigenvectores de 1a matriz de nive1es. 
Por otra parte estos eigenvectores estan re1acionados con 1as 

arnp1itudes ~.~Y 1os eigenva1ores con 1os po1osE"-'~· En base 
a estas re1aciones se encuentra que 

(AX.9) 
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Oe1 uso de1 forma1ismo de 1a matriz de nive1es se aprende entre 
otras cosas aue 1a distribuci6n de espaciamientos en e1 1.lmite 
t' >., "D ya no sigue m&s una distribuci6n de Wigner: sino una 
exponencia1. Por otra parte 1a anchura tota1 tiene una distri­
buci6n m&s abierta. de 1a que se esperar~a si 1as anchuras parci•-
1es tuviesen distribuciones de Porter-Thomas independientes. Es 
decir, 1as 1eyes estad~sticas para espaciamientos y anchuras en 
1os 1ímites extremos no son 1as mismas. 

Si definimos e1 par&metro 

(AI .10) 

y tomamos en cuenta 1a re1aci6n (AI.9), 1a ecuaci6n (X.46) se -
transforma en 

(AI.11) 

La semejanza de1 primer t~rmino de esta ecuaci6n con (I.33) su­
~iere 1a posibi1idad de escribir 

el"""- <~ ...... "'><&,...,'>G C. 
.... "' -:. O.\. o.lo 

~ <.s ...... '> 

(AI.12) 

Con GAl.Y C¡._._definidas como en 1as ecuaciones (A:t.3) y (AI.4). 
Si "'\,._se anu1ase, se tendría nuevamente una expresi6n semejante 
a 1a de Hauser Feshbach con un factor de correcci6n. Sin embar-
ge esto no es posib1e sin 11egar a una incosistencia*. Pero, si 
se supone e1 caso de n cana1es estadísticamente equiva1entes y 

distribuciones 'k,.a. con ·.y qrados de 1ibertad para 1as OAA&.. se ob­
tiene para 1as secciones de f1uctuaci6n e14stica e ine14stica -
1es siguientes expresiones 



-1 es-

(AI.l3a) 

(AI.l4b) 

donde 

111\.-: ti\~ .. , 
e_ "2 • v -p 

""'~ <L'4 lo (.l'.l..14) 
n 2f ... ~"" 

Se ve inmediatamente que si 

M. ~ e: c. (AI.l.5) 
~ 

"? e ,, 
1as secciones estar~an dadas por 

(AI.l.6) 

De hecho, l.a condici6n (AX.15) para 1a cance1aci6n de l.os t~r­
minos de l.aa secciones dependientes de M, Ha sido num6ricamen­
te justificada por Mol.dauer (1975). Por ejempl.o, para 10 cana-
1es equiva1entes y "T.:-.~Sencuentra que 

"l> 
~ º·"' ~ . o'I "D D.'-4~ ~ • C> S" ..... e: 

y para el. .. el.astic enhancement factor" el. val.or 'llV_ c..': Z.V~!.07 
1.z 

1 
1.0 

~ NO. OF CHANNELS: ~ 10 "' PJ'M: 

o.• 
DIC: 

H.g. A l..1 

O.a 

.l +t ! f t « " 11 \ 0.4 - , lf •+ 
o.z ,_ 

o 1 1 1 ' 1 

o z :s 4 .. 5 .. • • IZ 1a 

ET 
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como se ve, l.a cance1aci6n parece justificarse. En l.a fig.AI.1 
se muestran más resu1tados de estos, advirtiendose un comport~ 
miento g1oba1 seg11n e1 cua1 e1 "el.astic enhancement factor" v~ 
rt.a desde ~ 3 para L.. T, pequeña a ~ 2 para ~ T, grande con 
fl.uctuaciones rel.ativ~mente marcadas. 

Para ca1cul.ar l.as secciones, en el. supuesto de que l.a cance1a­
ci6n de M sea exacta, se necesita especificar n par&metros 

-V, , n(n-1)/2 coeficientes de correl.aci6n canal.-canal. y l.os -­
coeficientes de transmisi6n. Sin embargo, Mol.dauer propuso de­

finir un .. el.astic enhancenent factor" efectivo de manera que 

, (Al:.17) 

1a cua1 es exactamente del.a misma forma que (AI.8), estando -

6.o...lo determinada como en l.a ecuaci6n (AI. 5) , en tanto que -V~ 
es en general. dependiente de l.os coeficientes de transmisi6n. 

Seg11n los c4l.cul.os num4!ricos, -v' var.!.a desde V 

ci6n de Porter - Thomas) en el. l.!.mite T' .(<! 1) 

(distribuci6n exponencial.) en el. 1.!.mite T' >-,"'D 

1 (diatribu­

hasta ~· ~ '2. 

Apendice I. 3 Breve resumen del. forma1.ismo de Aga.ssi, Weiden­
mul.l.e~ y Mantzouranis en 1a regi6n de absorci6n 

fuerte. 

En pr:Lmer l.ugar señal.emes que en 1a teor~a de Agassi, Weiden­
mul.1er y Mantzouranis, se considera un par&metro de desarro-
1.1o definido como 

(Al:.18 
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En 1a subsecci6n I.33 se d~finieron 1os par4metros que apare­

cen en (Ar.18) -

La teor~a está formu1ada para inc1uir, en genera1, procesos -
de preequilibrio. En este fin se introducen c1ases de esta-­

dos de mode1o de capas con, exitones (part~cu1as • agujeros) 

Se supone adem4s que e1 tiempo T~~~que transcurre para que 
e1 sistema evolucione desde una configuraci6n de estado puro 
a una mezc1a de estados dentro de 1a misma ciase, es muy pe-­
queño comparado con e1 tiempo de transici6n de una c1ase a --
otra T o que e1 de decaimiento T , es decir 

~."""' cl.a..c..¡""4.. 

T...._, .... << <.. 'c...n.- , •.tu.,- ) . (AI.19) 

Los estados 1igados en e1 continuo, se agrupan en ciases de m 
exitones y se supone que e1 Ham~1toniano comp1eto es diagona1 

en 1os estados de una clase con eigenfunciones lf-..>A- y eige.!!. 
va1ores Em...-..' siendo,.>A- e1 ~ndice que corre en 1a clase rn. 
Los elementos de matriz de1 Hami1toniano est4n dados por 

< lf.,,. ..... I H l lf'.,...,) = ~ .. ~ .......... E"V-' +- ( l- ~» .. ) (~-.......'V 1 'f...,.,), 

"'6' e _,,.,. ,. (AI.20) 

-=);, ~lE-E')t: 
ce 

e e' 
+ < ')lE 1 V l 1LE 1 > 
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donde ~ es l.a funci6n de onda del. canal. e y V denota 1a int!!_ 
racci6n residua1 que en e1 caso de que se considere ausencia 
de reacciones directas no se toma en cuenta. 

Para el. c~1cu1o de l.os promedios, se postu1a que 1as cantida­

des l""_;.-,. '1 (l.f.,,.,..\V\ lf..._.~) son variabl.es a1eatorias con dis­
tribuci6n Gaussiana centrada en cero. sus distribuciones es­
t&n compl.etamente especificadas por sus segundos mauentos que 

se proponen as!. 

< l\1 .... ,..\" \ LY ..... ) r ... :,... = º ~ (.AJ: - 21) 

< t.V ... ) v\ t.e .... v) ( '-\>.,. • .,,.\" \ t.9 .... :,...:'>"' ( ~,J', .. ,v;...',..:v· ~ ... ,...,v, ........ ;,...,)v: .. 
Estas suposiciones son consistentes con e1 postul.ado de que el. 

Hamil.toniano nucl.ear tiene distribuci6n de sus el.ementos de -
matriz dado por TBRE que impl.ica que l.os el.ementos de_matriz 

\m-n\ =2 se anul.an a menos que 

El. resul.tado central. para l.a secci6n eficaz promedio al. orden 
m~s importante en el. par5.metro y, es 

\s,.t¡2. CA:r.22> 

Aqu~ T: es e1 coeficiente de transmisi6n asociado a l.a transi 
ci6n desde el. canal. a al. estado de m exitones, 'TT mn se pue~; 
interpretar como l.a probabil.idad re1ativa de al.canzar l.a c1a­
se m desde 1a n; obedece 1a ecuaci6n de bal.ance de probab.i1~-
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dad. En e1 caso especia1, de que una so1a ciase de nive1es -
contr~buyan a 1a reacci6n (ausencia de emisiones de preequi1~ 
brio) se tiene ei resu1tado siquiente 

~ ... 
\ Sa.1.. \ = (AI.23) 

que e• precisamente 1a f6rmu1a de Hauser - Feshbach en ~actor 
de agrandamiento e14stico igua1 a 2, como predice Vager. 
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Ap~ndice ZI.1 Prueba de 1a ecuaci6n II.53 

Para integrar 1a funci6n 

sobre 1os n - k e1ementos de matriz de cada reng16n definimo• 
1os vectorea 

~í.., = ( ""Q.._, '-•• • ••• , U¡ .. ) 
y 1os esca1ares 

- .,, "W\--

(A:I:I:. 2) 

(AJ:J:. 3) 

La funci6n de distribuci6n que buscamos viene dada por l.a ~n­
tegra1 

Haremos coincidir e1 vector '!!' con el. eje z de1 esp~cio n d,! 
menaiona1, de manera que si expresamos en coordenadas es~6ri­
cas tenemos 

f;'-= <;~(1.,0, ... ,0) 

r., -= .... , ( c.07&, s,a.u..Q , o , , o) (AJ:J:. 5) 

La integraci6n es inmediata y se obtiene e1 siquiente resu1-­
tado (O. es l.a funcidn escal.6n usua.1) • 
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.... -"!\ 

( ) .... .._ ')~ 8 1 0.",)8(0...",) -1> ~.1:• cX. \Q,a..-ot,. ' 
...,_ ~ - 3 

oe. (~-<;~r.•.--r;"-•~ 2 
- (_-<_:,·<_:",)') ~l1-\'",')~l•-<.') 

(AII.6) 

Ap6ndice II.2 Prueba de 1a ecuaci6n II.75 

tenemos 1a funci6n 

~(~·:.~::) oe <ica.12 .. -ca.~ .. ( t-12:-'R~-~~-l(:• (R~·~.:K1C.>í2:.) 
(AII.7) 

para encontrar una aproximaci6n de esta expresi6n en e1 1~mi­

te n grande, procedemos de 1a misma manera que en 1os otros e~ 
sos considerados en e1 texto, es decir, reescribimos e1 factor 
en paréntesis cuadrado como 1a exponencia1 de un 1ogaritmo, t~ 
mamo a 

(AII.B) 

y expandimos e1 
(suponiendo que 
ci6n siguiente 

1ogaritmo en serie de potencias de ~ •• "e 'sz.z 

~a.o..., ~\.~ (!) (n- 1 )) se tiene 1a aproxima---

-" -'L ~ 
J..('R.12 ... )"' 0..J"'{ .... [ l.+li!.. "'.,_+ l+~y. t + 
'r 'R.,~.. oL -,-.- - 2 (1-ii: )'-s.. (1-~~)'- n 

~~ ... ~:. .. z~.'12"-'R~'Q .. J + <D("I\') l 
+ <.1-~.~)(l-~!°.) . J 

Para diagona1izar 1a expresi6n bi1inea1 en R12 y 

moa que 

(AII.9) 

R 21 , observe-
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(12.~ ,12..,) 

'("'"c;o(°"T - (AIJ:.10) 

(AJ:J:.11) 

considerando que 

0"00 .. 1"".,. <'"D"f'"'r~ n,"Q~. ,& 
-r~,-T.,. < D._'R., (AIJ:.12) 

todo 1o que se necesita es encontrar 1a matriz ortogona1 O que 
diagona1ice a G. Para esto reso1vemos 1a ecuaci6n 

1 
1.-1:> 

-=Q .. ~u \ o (AJ:J:.13) 

y obtenemos 1os eigenva1ores 

'"D· -= 1 .. {:-) .. ~ ... ~ ... ¡_ - .l,"l. 
L 

(AJ:J:.14) 

y eigenvectores 

V· -:: l ( (~)~) .. 
G 7 L"' 1, 2. (AJ:J:.15) 

de manera que 

( i ! ) (0 1. 

rf:¡ 1 -1 
(AJ:J:.16) 
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Si tomamos en cuenta que 
es el.aro que 

ademS.s 

Por tanto 
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- .. 
l+'Q. .... ~ ... 
C.1-t:?: .. )"" 'S._ ..... 

~ z ( l~-R: Ra:: ... ) ( 12:. ~:. )] + CP (..r') } 
(1-~. ~1-il: ... ) .. 

(A:CI. 17) 

(A:C:C.18) 

(A:C:C.19) 

Ap~ndice II.3 funci6n de distribuci6n para e1 e1emento R11 
cuando se tiene "absorci6n fuerte en todos 1os 
cana1es" 

En este caso, queremos ca1cu1ar 1a integra1 

ott.. (R) 

~ dt..('R.) 
(A:C:C. 20) 

La funci6n de densidad está norma1izada. Supongamos que en e1 
1!.mite de absorci6n fuerte en todos 1os cana1es sea vA1ido --­
aproximar 1a exponencia1 por su expansi6n a segundo orden en -

-ii, entonces 
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L(R
0

)::: J &(~-~·)i.13•Tl"(1-L (3 .. li? .. •-2' L~.ta~·K;¡ll) JL.(~) 
"1' n •" H• « •• i.,j'fJ i)]Jk(i.) 

en principio es posib1e considerar que en e1 cana1 1 se tiene 
absorci6n arbitraria, por esta raz6n se conserva comp1eta 1a -
exponencia1 en R11 • 

Si tomamos en cuenta que: 

; 

%º 
(Al:l:-22) 

b) L - L. .. .., j ..&.•J 
•J. .... .L .... 1 

se tiene 1a integra1 

J 
•) -ja"'R" ( '°" a" • ) ~ ('2.) "'(~'): H~-lZ a.. 1 + !.2 ~ ,..,.._ti.:.: 

-'t' .. • ~ '-°f J. JJL.. (ti) 
(AZZ.23) 

1 

[ J ~(1l.-1()·<i~"11"cl.l._(R) + 

i clk('l) 
(AJ:J:. 24) 

.. .!. 
2 ~ ~: J H~--(> ....... ~(R.) 1 
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Es evi.dente que si se t:i.ene l.a funci6n de distribuci6n p (R
0

, Rn.) • 
l.a expresión anterior se reduce y toma 1a forma simp1e 

' 
f (( ~ °' e. (O .. ~ •• (AII.25) 

Antes de continuar, debemos obtener 1a funci6n de distribuci6n 

de R~1 y R 22 : para esto es necesario real.izar 1a integral. 

~ (\! •• ~&.) ~ (AII.26) 

( 'il" ~ .. ) 
en donde t ""2 .. , 1li.a. " en l.a funci6n de distribuci6n cal.cul.a-

da en el. ap~ndice AXX.2 con k 2. Si definimos 

A 
___ 

1 
.., .,_ _ n t.• n&-;-.., ..... _ -o, ... .._ - .... ...t.& ..... "<-, ... 1) ~ - 2. 12,.í2 ... 12.._, 

entonces 

4>(~ ... ~u.)oet-f \ t:'°('R~ .. - ~ ~ .. - ~ )!t cl12,"cl'R.,.,, 
º r '1" .. • 

a(. ~ t ~ J 12.L\ ) ( "W..,z.- 'U.) ( \7- 'R,...) J. ll. ... , 
u. 

en donde u y v son l.as raíces menor y mayor de 

... 
~ ... - A 

e o 

(AII.27) 

(AII.28) 

(AII.29) 



-196-

integrando sobre R 12 obtenemos 

~ ..... ! 
r" (o--u.) l3(•••,-4'1i) ol~a. 

(AJ:J:.30) 

ac 
donde 

'l. "l. 'L .. 

Ci t! 1- 'R"- ~- ~ .. lt... ; (AJ:J:.31) 

La integra1 en (ArZ.30), se puede reescribir en 1a siguiente 

forma 

i 
-t>·l 11. a. ( t. .. ) .... l-

....r (e., 'i .. )"' ( 1-~:.) (~.;- t.•ll .. ) ~.- i•ti.. .J~ •• 
(AJ:J:.32) 

Para, nuestro uso en (AII.25), nos basta esta expresi6n para -

p 0 CR11 , R~ 2 ). So1o por comp1etar ca1cu1aremos tambi~n 1a int~ 
gra1 sobre R21 • En primer 1ugar seña1emos que e1 dominio de 
integraci6n est& definido por 1as re1aciones 

de manera que 

.... ... "' 
(AJ:J:. 33) 
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"6 -~-· ~~i-.. "'''"' -t ~\?.,,~u) ot. L !!> l°'-·n ~ ( ~- ~:.> <.~:; ..:~) ( ~:.- -c-'") ol\>,, + 

:. - \o-' " .. ~ ... !( 
+ s l -t-•) ~ C..\.-·() ( 1l;, .t') Vi:.- ~·) c:1. ~. 

o 
{Al:l:.34) 

con 

S(ot-"f) 
{Al:J:. 35) 

l.a integraci6n es inmediata y se tiene 

\ S(w-Y.)(i- R:..)'• T l-i .-~-b \o•I, .... ¡. ,; tl-.. , 

'l..-.. ' .. S(.19-et) ( !.-~ .. ) T(~ ,-\>-¡ • ., .. , , ... t; {Al:l:.36) 

~:)} 
Retornemos ahora a nuestro probl.ema,. uti1izaremos para Po (R .. ,. R .. a> 
l.a representaci6n que tenemos en (AXX.32),. l.a cual. substitui­
mos en (AXX.25). La integraci6n es inmediata si antes de int~ 
grar sobre R21 se integra sobre R 22 • Se obtiene as~ que 

(Al:l:.37) 
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Ap~ndice II .. 4 .. Prueba de 1a ecuaci6n II .. 88 .. 

La densidad de probabi1idad conjunta para 1os primeros k e1eme_!!: 
tos de1 primer y segundo reng1ones, pueden obtenerse por inte-­
graci6n de 1a ecuaciOn (rI.86) sobre 1as 2(n-k) restantes. Pa­
ra empezar escribiremos 1a densidad de probabi1idad conjunta de 
1os dos primeros reng1ones como 

-t I u., ...• v,.,) 
• \u., " ... JI u, .. 

~ (t-1~.n ~ <1-1~&0 ~ (12,-íl&). 

~ ('g.,· M-g,.) 

~. .,. l 'll'...,, • ca ... , . . . , 'Jt .... , "ao. .. ) 

u _, o 
o 

M = o o _, 
' o 

o 

º) 
o _, ... 

(AII.38) 

(AII.39) 

(AII. 40) 

Ahora es conveniente separar 1as variab1es que se integran y --

1as que no se integran. Con este prop6sito definimos 1os vectf! 
res 

, 
( X.ca.. J 'aca.. ' . x.. ..... , '<l~lil ) -:g. .. = 

(AII. 41) 

~: "' ( -x.a.,, ..... , "aa...,,llR.+1 , 
, -:.:. .. , '¡)-..... ) 

(1i'1l") ' . .. ") fV\ 1 t.I\" ta1 que ~: G. I .. y ~ g., .,, ( ~ 12 •• .., ~~ • y 
se escogen adecuadamente y se tiene 



Para integrar expresemos 
as~ 

'l.•·• ,, .l.{.z.tM) -u; .n. a., 

donde 

... 
o .. L- w.•: 
o/.. 1l'· it' _, _a. 
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en coordenadas esf~ricas, 

(AJ:J:.43) 

1 1 1 

ra~'!?-.·111\~. 
(AJ:J:.44) 

Como no todas 1as variab1es angu1ares estan invo1ucradas en 1as 
funciones de1ta, escribiremos exp1~citamente so1amente aqu611as 

que supuestamente estan, es decir 

"Z.-.-z. 
( $.lN<. @ • ..) J.<;}.._ clWCL (AJ:J:.45) 

En e1 procedimi~nto de integraci6n comenzamos eva1uando 1a si-­
guiente integra1 

(AJ:J:.46) 
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donde ~ y E son cua~es~uiera dos vectores y ~ un vector -
rea1 de dimensien n cuya orientaciOn se integra. despu~s de -
expreaar1o en coordenadas esf~~icas. No exiate prob1ema a1quno, 

y es conveniente. a1inear por ejemp1o e1 vector ~ con e1 •eje 
z • de ta1 manera que 

~ 
,.. o.. ( ~.o, ,o) 

~ : lo (c.,~. .~~.,o, ... , o) 

'!" < ( C6lG, -~e.en~, ' ... " ~'-P __ ... ) 
(AJ:J:.47) 

J.'--h: (-... G ) __ ,, cl.G Je.V 

obteniAndose para X e1 siguiente resu1tado 

(AJ:J:. 49) 

Uti1izando este resu1tado en nuestra integra1 principa1, ésta 
se reduce a 



-.:?O 1-

aqu~, se puede ver que 

y la integrai toma 1a forma 

{ .... 
,a., Q.. .. -

__ ... 
... ..) 

a( - ~ 

=o. 
(A:I:I.50) 

(1\:I:I. Sl.) 

g C..cf_ ) es l.a funci<5n escal.On usual. y es importante cuando la -

densidad de probabi1idad se usa para integrar sobre variab1es -
como u,,.. , U 21 por ejemp1o. De otra manera no se preserva un.!_ 

taridad. Finalmente, para escribir en una forma más transpare.!! 
te, definimos 1os vectores comp1ejos 

-5 ( U,., ...• 0,.._ ) 

l v~, , ... , u& ... ) 
(A:I:t.52) 

en t~rminos de 1os cua1es, tenemos 

(AI:I.53) 
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Apillndice II.5. Prueba de 1a ecuaci6n II.103 

Queremos mostrar que cuando 

<U. .. )= ... <u .. ,..)~º~ 
(AJ:J:.54) 

1a densidad de probabi1idad 

f (v..) (AJ:J:.55) 

se aproxima por 1a expresi6n II.103 de1 texto. 
otros casos, reescribimos 1a densidad en 1a forma 

Como en 1os --

(AJ:J:. 56) 

Si consideramos que 

u.. ': .. i. ~ .. ~.... "+ (AJ:J:.57) 

y tomamos 1a expansi6n de la funci6n 1ogaritmo a orden 
se tiene 

-s: 4 "rt: . .¡~ (i.,. i ... 'i. 'tl..) + 

~-~.:-'a.: 

} 
(AJ:J:.58) 
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La cc:idici6n (AII .. 54) fija ¡91, y se cance1a e1 tl!rmino 1inea1 .. 

Tenemos entonces 

i- "i.~ ... ~.~ 2. 

( - ... - ~ )' 'Wl ..... ,1- <'..,- '1 .. 

(AII. 59) 

] -+ (Q("1:')} 

Las variab1es ~., y "t." no son independientes-; pero como 

( 

'P, -v. 
( k .. , 'il .. ) - -

'X."~ •• 

X..,~ .. ) { ~ .. ) ::. 
1>, 'P. \"'t. 

(AII. 60) 

::. ( 1. - ~.~ - l:t :, ) ~ •• z -+ ( 1 ~ ~> Li ~. ) -Yl. ... + 2 i. Ú 'g ~ a 4 ._u,, ,, ,, 

u G u...,. (AII.61) 

Diagona1izando 1a matriz G y despu~s de un aná1isis se~ejante 
a 1a de1 ap~ndice Air.2, se tiene 

(AII. 62) 

de 1a cua1 resu1ta que 



-204-

Ap~ndice II.6. Prueba de ia ecuaci6n II.124. 

Para determinar 1a densidad de probabil.idad ,,.t>
0 

(S.) dada por 

(ZUl:.64) 

(AII. 65) 

definimos 1os vectores: 

(."X.,,,'X1.a.:· , x • ._ ' 

'!· (.'-A ... 'f, .. , ...• 'i•"'- ) (Al:l:. 66) 

y l.os expresamos en coordenadas esf~ricaa para tener 

donde S 
11 
~ X,, .. .._'Y,, y el.u>..: es una.· notaci6n compacta para. simbo-

1izar 1a parte angu1ar restante. 

La integraci6n puede rea1izarse directamente con ayuda de\ ya u­
sado truco de fijar por un momento uno de 1os vectores a l.o l.a.!:_ 

go del. "eje 2 "~ de tal. manera que el. S.ngul..o re1ativo ( ~· ,. ~· ) 
sea identificado con el. correspondiente 3ngul.o G~ • Asi obte-
nemes 

. ""A..=..lt 

c. ... .. ) .. f., ( S,, ) ex l. - X., - Y,, : (Al:I.68) 
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Ap~ndice II .. 7 .. prueba de 1a ecuaci6n X .. 135 

Para 
tos 

obtener 1a densidad de probabi1idad conjunta de 1os e1eme~ 

{ s" ,s ... ,s,a., ,sza l debemos rea1izar 1a siguiente integra1 

z • z 
TI ~(s .. - L (u._,)) n Hi- L. \U;L\ .. ). 

i.-:. 1 .... c. i..-=' e 

. ~ (s.;~ Ll .. Ll .. ) ~(s.,. - ~u .... u.J 
~ (~ l~~~· '! ... 'i •• )) ~ (~ (. ~.~~ ... - ~ ... '"!.c.)) .lU .. -

1

~~~i Ü:~ 
Donde nuevamente ~'° -x....._ + i.. 'a ca.J. Oefi~iendo 1os vecto-
res 

~o.. -= ( ~' , ?(__Q...2. ' - - • .) "J(a...._ ) a..: l,Z > 
(AII.70) 

( \\ .... , '(\ .... , ... ) 'ó ....... ) a... = 1, 2 

y expresando en coordenadas esf~ricas, escribimos 1a densidad -
de probabi1idad conjunta como 

-+ (~"~") ~ ( c;(Y--2~:~,)~('l(,z-~:~ ... ~;~ .. )~(Y,.;-'!;~..-~:<t.)· 
• ª' a'l. ) 

• & ()( - 1[ -:c..4 u.«i ) ~ í y - ~ · ~- 1[.- 1A. ) ~ í y_ - 2 :c.21A. ) 
tZ. - ' - !• !• \ ZI ~' - ! & \ ~1 - ~Z. 

. ~e~:~:. .. ~:ci .. ) ~ ( '!,:''j_& - ~:~.) & (x.~ x: .. 1.!~) ~ (x.~ ~~~:) 
~(1--z.~-'4 .. ) ~ (1-1:-1 ... );,-:i .... o1u. •... 4""-d1t olO. ... 

0' '" • Oa. o.. •s(AII.71) 

Ahora comencemos eva1uanQo 1a parte angu1ar de ~' • Para 
se1eccionamos todas 1as funciones de1ta en cuyo -argumento 

ce el. producto punto de ~~ con 1os otros vectores.. As~ 
mos l..a integra1 

esto, 
apar~ 

ten e-
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:I ?:' ~ ~(X,¡ ~.-~ ... E;'9_-..) ~\.Y, .. -~:~.-~.·'!..) ~(.~Y!··~;d_ .. ) 

. ~ ( X. - ~: ~ .. -~.· Q'") ~ ( )IZL- 2 '!:•" ~ .. ) e¡ ( '!-:~ .... 't" 't-s-) 

· ~ ( ~," ~- ~: ~.r.) J..(l~a. (AU:.72> 

sea 

p = ';),. 

l' - v ... 
A - 'a.-.'..~ -· -

(A:IJ:. 73> 

Es evidente que 1a inte9ra1 X se reduce a 

I- ~ (cr-«) ~(<T-ta) ~ (v-<>l) ~ {.µ_-~) l ¡ \«"'~;~J­
. ~ (~ - :!-··~.) ~ ( l'- z ~.: 1 .. ) ol.R4 .. 

(AII.74> 

o equiva1entemente a 

I., ~(~.-~.)S(v-oi)~(.u.-~). ~ ~(ot~~;q_ .. H(f.>-~~ .. )~(1\~!:~'),cl!\. 
C1aramente 1a primera funci6n de1ta es una consecuenc~a de 1a 
simetr~a de 1a matriz s. Para obtener 1a integra1 X necesita-
moa reao1ver 1a siguiente integra1 

(AII.76) 
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donde ~ , ~ y ~ son cua1esquier vectores y E e1 vector -­
real. de dimensi6n m cuya parte angul.ar se integra. Es conve-­

niente fijar, por un momento, e1 vector ~ a l.o 1argo del. 11 eje 
~ ", e1 vector ~ en e1 p1ano definido por el. "eje z " y e1 -
segundo vector direccional. y asi sucesivamente, ta1 que 

a. n(._1,0, ... ,0) 

b -= b ( e..n~ ...... 1 :uM.9-.... ) '()' . - . ,, o ) (AII. 77) 

e c. (cn'ti_c., ~~ ... CAr>lpc. ,s.a.....~ .. ~lpc., o, ... ,o) 

-{"" < (U'>~, ~e s.tM.'f ,~<t) ::.a.u..'f c..57 ~ } . - . ) 

,_., .... 1 ~-3 ""'-"" 
c:J...0.,..-=\."U.U-8) (~'f) (~l\l-) ol.Gd.tpd.4cl.w 

Como en e1 ap~ndice AII.6, d.u> es l.a parte angu1ar restante y 

cuya integral. es constante. La integraci6n es directa, obte-­
ni~ndose para XL el. siguiente resu1tado 

con 

.... - S" 
({ .1.--x.. .. ){ !.-<a .. )( l.-i! .. )] ""2 

13 ... lo;- ~ U19a..b 

,¡~ lo"i'"~~ 
°t' + c..r x. ~~ ........ c..-'t ti~ ~~~un 'tb. ... 

,J 1..-.,¿ h.-'1, .. ·.e r s........'i).,._ .. ~\fe... 

(AII. 78) 

(AII. 79) 
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Si usamos este resu1tado para eva1uar 1a inte9ra1 que aparece -
en 1a ecuac~6n ( · ) donde esco9emos 

"!-' -x,(.!,o,---~O) 

~ • 'a' (. CA">G, , $.OM.'9,, -o,, ... 'o ) 

~ .. -='lC.z (~~.~~.<S>~&,~'Q .. :u.......19._,-o, ... ,o) (AII.80) 

esta se transforma en 

I ol. 
s W\-U "1.-1,¡ "'ll'\.-c.t( O 

't.., ia.1. ra ... ~ s, ~ s. 'SMA.. .... 

J ( ~. , ~.. , ~ .. ,. 'll., , lt.._ , ~' , 'é1.. ) 
(AII.81) 

con 
'Z. 

J (~., ... , '(\.) !- ccts, - ~&,. + u;:s, CA)"& .. - f}!_ )(1-crj-e ~e) \-._,'3& ' .&. 

-z.. 1. ~ c. 'I! t. ~ "t. llJ 
- C-0 tp .. + U> s. (!..g") lf.. + !:$.) 9-. C4") <.p z. - CG') &, CA) &z. e.o ..,.._ 

+ (:,'á)" ( ccf cp .. -~~ ~'-tp"- C-6?-..~ c.-O~lf .. + ~~ unz&,. ~<P..) 

-( ~ yc1-¿e .. )-\.._"" r<i-~e.)- :.ol(3 .. (~~.-
~~ .~ ~~ 

- CA"> G uJ e - ~-e. ~'\;l.~~ CA) lfz. ) + 'lr« (CAJG - e-0S c-Ó~ -
' z -;(. 'Jt 'i'& z. z , 

- e.o~.~~,. liiA.Lt:), C-0~2 ) - ~ ~-~ ... ~~ C-Olp._ 
~. ~& '3: 

(Al:I.82) 
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Una vez que tenemos 1a funci6n X, eva1uamos 1a integra1 

(AII.83) 

que da 

H (.c.., ... ,~ .. ,x .. , ... ,x .. ) (AII.04) 

con 

l-t(->C.,, ... ,'Y, .. )-= r 1- (/" f- (2.x ... ) ... -(~'},,,. )1-' 2.Y.: )~-l -:r.,'6, " -:r.,">t& 411,'a._ \ '¡j, Oo. 

..,.5 

2. ){ªy...., -z~ .... • ... , .. z " • ..., .. 
+ ta. •• 'z.i n "Í¿ "zz •a. {:r. ]~ 

(AII.85) 



-210-

Finairnente, rea1izando 1a integraci6n sobre ~as ma~nitudes ten~ 
mes, despu~s de un poco de 4lgebra, ei siquiente resultado para 
ia densidad de probabilidad conjunta 

(AII.86) 

que e• 1a expres~6n que aprece en X.135. 
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