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RESUMEN

A partir de las ecuaciones de movimiento clasicas se propone
un esquema constructivo de cuantizaciSn mediante el cual ae elabora
una formulaciSn de la electrodinfimica cufintica sin divergencias 8
indeterminaciones y logicamente coherente. Para ello se utilizan
condiciones fifsicamente aceptables tales como microcausalidad, co-
variancia relativista e invariancia del vacfo ante transformaciones
del grupo de Poincaré. Ademids de utilizn}'su el concepto de campos
asintSticamente libres. Se encuentran as! ecuaciones que permiten
‘el conocimiento de correcciones radiativas de las corrientes de in-
teraccidn,y por ende de las reglas de conmutaciSn, a un orden dado
conocidas estas a un orden inferior.

Asimismo, en la representacidn de interaccién se ponen de. relie-~
ve los problemas de la cuantizacidén usual y se propone una definicién
del producto temporal en'puntos cofnétdentes que elimina las xiiverqen-
cias ultravioleta y vacfo-vacio. Por tanto, si no se pretende relacionar
los campos en este esquema con los campos libres de Heiseaberg a un tiem-
po dado ,queda demostrado que la electrodinSmica cuantica puede desa-—
rrollarse tambi&n de una manera consistente a partir de postulados gque
se refieran directamente a los campos en la represéntacién de interaccidn.
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INTRODUCCION

Durante la primera mitad de este siglo y en particular du-
rante el periodo comprendido entre la primera y segunda guerras mun-—
diales se eastablecieron las bases para una teorfa gque tiene como f£fi-
nalid;ﬁ la descripcifn unificada de la radiacisn en conformidad con
los principios de relatividad y mécanica cuintica. Principios gque

de hecho revolucionaron la concepcin que del universo tenfa el serxr

humano. La teorfa, conocida como electrodinf&mica cufntica, ha trope-—
zado durante su desarrollo con periodos alternantes de &€xito especu-
lativo y frustracifn desesperanzada. En su estado actual, la electro-
dinafiica cufSntica permite el cflculoc de cantidades observables con

tal precisidén que ain llega a superar la que proporcionan los resul-
tados experimentales. Es por e€llo que la electrodinfmica cufntica es

considerada una teorfa modelo para la formulaciSn de esquemas tedri-

cos que pretenden la descripcibn de otras partfculas elementales y
sus interacciones.

. En su versidn original, la electrodinfmica cu@intica se de-
sarrollS en analogfa con la transicifn de la mec&nica clfsica a la
cufintica. Partiendo de una lagrangiana para los campos cl&sicos se
propone una forma especffica para el lagrangliano cufintico y se impo-
nen reglas de conmutacisn canSnicas {capftulo I). De esta forma 1ia
teorfa cufintica no se construye a partir de primeros principios sino

de una teorfa cl&sica gue es cuantizada mediante una prescripcin pre-—
establecida. Es de esperarse entonces que la teorfa asf edificada no
asegure resultados de validez 18gica inobjetable. De hecho el lagran-—
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giano cuafitico que es utilizado hasta la fecha en electrodinfmica
cufntica asf como las reglas de conmutaci8fn canSnicas asociadas

conducen a resultados inconsistentes. Su falta de cocherencia 18gica

Se manifiesta en la presencia de expresiones divergentes al aplicar

su formalismo. Existen métodos univocos para evitar estas divergencias-

Con todo, estos m8todos conservan en grado considerable el carfcter de
recetas semiempfricas y 1la conviccifn de su validez estf basada wmis

en su magnifica concordancia con losexperimentos, gque en al armonfa

18gica de las suposiciones involucradas én la conatruccifn de la teo-~
rfa.

En la bfisqueda de una interpretacifn matemftica rigurosa
de las divergencias que aparecen en esta formulacifn surgieron las lla-
madas teorfas axiomiticas. En ellas se trata de dar a postulados gque
se consideran fisicamente necesarios un significado matematicamente
claro en forma de axiomas a partir de los cuales se intenta construir
la teoria. Existen varias formulaciones con estas caracterfsticas pe-—

ro todas ellas tienen en comln axiomas que incluyen las siguientes
ideas:

Los vectores de estado generalmente se consideran miembros
de un espacio ﬁe Hilbert mientras que se piensa en los campos como dis-—
tribuciones definidas sobre un cierto espacio de prueba y en las obser-
vables como operadores autoadjuntos sobre el espacio de Hilbert. Adem&s,
la covariancia relativista se impone a través del comportamiento de las
observables y l0s campos ante transformaciones del grupo de Lorentz
Y la microcausalidad se 1nc1ﬁye en t&rminos de reglas de conmutaci&n

de los campos sobre las superficies espacialoides. Finalmente se carac-
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teriza al vacfo como el Gnico estado invariante ante todas las trans-—

formaciones de Poincar&, 1o cual, por cierto,

no incluye el caso de
teorfas con estados de wvacfo degenerados. )

La teorfa conocida como LSZ incluye ademis el concepto de
partfculas fligsicas a través de la idea de campos asfntoticamente

libres. lo cual permite establecer un contacto directo con el concep-—
to de dispersifn de partfculas.

varios resultados de inter&s han sido obtenidos a partir
de las teorfas axiomSticas. Asf,el teocrema de Haag muestra las inco-

herencias matem&ticas que pueden surgir al postular las mismas reglas
de conmutacifn a tiempos iguales para los campos libres y en intera- .

ccidn. Por otro lado, las divergencias que aparecen en la electrodinf-

mica cufintica usual pueden reinterpretarse como resultado de la caren-—

cia de una definicisSn Gnica para el producto de distribuciones

(Ap&n-
dice IXII).

Los mEtodos que se introducen en la teorfa lagrangiana
usual para eliminar las divergencias corresponden entonces a dar una
especificacisn al valor de los parfmetros involucrados en la defini-

cifn de tales productos.

La finalidad de este trabajo es proponer un esgquema que
creemos logicamente coherente y mediante el cual se obtienen las mis—

mas predicciones cuantitativas sin necesidad de recurrxir en los pasos
intermedios al manejo de cantidades divergentes 8 indeterminadas.
Esta t&sis consta de tres capitulos. En el primero de ellos
se introducen los conceptos bSsicos para el.desat:ollo de los otrxos
dos capftulos. Asiunismo se mencionan algunos aspectos inpo:ean;e- de

la teorfa de campos libres.

En el capftulo dos se presenta un esguema que, a semejan-—
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za de las teorfas axiomaticas, pretende reunir las propiedades b&si-
cas que debe reunir una electrodinimica cufintica que tanto matemiti-
ca como ffsicamente sea consistente.

Asimismo, este esquema utiliza

el concepto de cuantizaciSn al proponexr que las ecuaciones de movimien-

to deban tener la misma forma que las ecuaciones cl&sicas, salvo el

desconocimiento a priori de la forma especffica que deben tener los

términos de interxaccidn culnticos. Esto es, la no unicidad en el pa-—-

s0 de magnitudes clfsicas a cufinticas es reconocida explicitamente.

Para dar un sentido a las ecuaciones de movimiento se u-

tilizan entonces las ideas de las teorfas axiom&ticas, incluyendo 1la

suposiciBn de la existencia de un campo asfintéticamente libre. Esta
Gltima suposicifn permite dar una interpretacifin a los t8rminos de

interacci8n que aparecen en las ecuaciones de movimiento en t&Srminos

de la matriz de dispersifn o matriz S. De ahf es. posible dar un méto-

do constructivo que permite especificar a las corrientes de interaccisn
tomando como punto de partida a las corrientes libres y efectuando

iterativamente las correcciones radiativas gque estas corrientes de-—

ben tener para que esté&n de acuerdo con los postulados ya menciona-—
dos. A partir de estas corrientes escritas en t&rminos de los campos

libres las reglas de conmutacifn quedan decerm%nadus. Tal y como desea-
bamos, los resultados gque asi se obtienen conducen a las predicciones

de 1la teorfa usual sin requerir la eliminaciSn de divergencias.

El objetivo del tercer capftulo es basicamente proveer un
esgquema gque sistematice los cBlculos necesarios del capftulo anterior
asf como entender mi8s a fondo los problemas gue aparecen en el trata-

miento usual de la electrodinimica culntica. Por ello en este capftulo
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se introduce la representacifn de interaccifn cuyas propiedades per-
miten efectuar c&lculos ¢on una sistematizaci8n ampliamente reconoci-
da y cuya introduccifn, al guerer zelicionarll con el esquema de Heisen-

berg, corresponde a hacer las suposiciones gque sobredsterminan a l1la
conducen a resultados divergen-

teorfa y, como ya mencionamos antesn,

tes. Se propone entonces una definiciSn del producto temporal en pun~
tos coincidentes que en este esqirema garantiza la .obtencifn de los
re-ultldo; del segundo capftulo. Queda entonces claro que la electrodi-
n&mica cu¥ntica puede formularse directamente a partir de postulados
sobre los campos en el esquema de interaccifn siempre y cuando no
se pretenda considerar a estos como equivalentes a campos libres de
Heisenberg a un tiempo Adado.

A lo largo de esta tesis utilizaremos el sistema de unida-
des en el que la velocidad de la luz y la conatante de Planck dividi-

da entre 2% son iguales a la unidad, es decir,

c = M = 1
En este sistema de unidades energfa momento y masa tienen unidades

del recfproco de la longitud y el tiempo x¢0 = t tiene dimensiones

de longitud.
La métrica esta determinada por la m&trica del tensor de

Minkowski, tomado el signo opuesto

u » v
g%°% = —g?! w g2 m g3 oy
Ademfs la carga comprende su propio signo de tal suerte

que para el electrSn e = - | e].
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CAPITULO I

CONCEPTOS BASICOS Y CUANTIZACION DE CAMPOS LIBRES

a) Operadores de campo y vectores de estado,

Clasicamente se considera a un campo como un sistema me-—

cfinico que describe las condiciones ffsicas en cualguier punto del
espacio-tiempo. El ejemplo quiz8s m&s conocido de campos clS&sicos

lo constituye el campo de Maxwell mediante el cual son descritas

las propiedades ondulatorias del campo electromagnético.

El concepto de campo cuantizado tiene como finalidad 1ia
descripciSn del caracter dual onda-partfcula de los sistemas que se
presentan en la naturaleza tomando en cuenta las limitaciones gque

la existencia de una velocidad mi&xima ¢ impone a la medicifn de las
diferentes magnitudes ffsicas, AsfY, teniende en mente el principio
de correspondencia, a partir de los campos clfsicos se introducen o-
peradores lineales que llamamos variables cufinticas de campo o campos
culnticos. En t&8rminos de estos Gltimos se construyen las observables
cuyas reglas de conmutacifn (derivables obviamente de las reglas de
conmutacidn de las variables de campo) toman en cuenta el caracter re-—
lativista de la teorfa.

Adem&s, la descripcibn fisica de un campo e€s completa solo
si es posible

establecer un conjunto completo de observables que con-
muten.

Los vectores de estado sebre los cuales actuan las variables de
campo quedan entonces caracterizados por el conjunto de operadores del
cual son eigenvectores.
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b) Ecuaciones de movimiento,

reglas de conmutacifn canSnicas vy
densidades lagrangianas.

En teorfas cufinticas de campo la informacidn mecSnica de

un sistema no solo estf contenida en las ecuaciones de movimiento
de los operadores de campo: tanto las reglas de conmutacifn de estos
dltimos como las ecuaciones de movimiento de los vectores de estado

deben asf mismo ser especificados.

La mecfnica de los campos clisicos generalmente se conside-—

ra derivable a partir de una densidad lagrangiana L(Ai,auhi) via el
principio variacional de acci8n estacionaria.

Una ventaja muy impors
tante de esta formulacidn estripa en la sencillez con la que la cova-

riancia explicita de una teorfa puede obtenerse ademfs del acceso a
la determinaci®n de la relacifn entre algunas magnitudes de interés

f£fsico y las funciones de campo a trav8s del teorema de Noether.
En 1950, Schwinger (1) formuls un postulado dinfmico anflo-

go al ya mencionado para campos cl&sicos aplicabie a las teorfas de
campo mis conocidas., Este formalismo, empleado cuando se considera que

los vectores de estado no asvolucionan temporalmente,

tambien supone la
existencia de una densidad lagrangiana L(Ai.a

uhi.) Y pPropone@ CcCOmo pos-—
tulado bisico un principio variacional sobre

la accifn correspondien-
te. La semejanza con la teoria clésica gqueda asf de manifiesto. Las
ecuaciones de movimiento toman la apariencia

formal de las ecuaciones
de EBuler -

Lagrange
ab _, a3t ° (x.1)
BN Y ooan ’




($)]

la dafinicifn de momentos canbnicos

iv ol (X.2)
Al Ty

es extendida con na'turalidad ¥, el paso a la formulaci8n hamiltoniana
es inmediato.

Sin embargo, hay dos puntos intimamente relacionados gue de-

ben ser analizados cuidadosamente. Por un lado, las llamadas reglas

de conmutaci®n candnicas (9)

a) [ A 0e), 8A tx) ] = © -
[ A ey a7 xy) J = -28) e¥amy x| (x.3
b) LA e ,8R(x) 3 =0

; 3
Ca0e), 9 oe) 3 = -1 8 8 g )

3 (.3

donde

I s, vr£iyrao, = £6a,
LI.3E
no son directamente derivables del principio variacional de Schwinger

aungue resulten como soluciones muy sencillas a clertas ecuaciones

qque de este pueden obtenerse. La eleccifn de una regla de conmutacifn

canbnica ( y con ella la estadfstica del sistema) depende del espin

del campo que se estudia. Para espin enteroc la eleccisn (a) corres-—

pondiente a la estadfstica de Bose—-Einstein es la adecuada wmientras

que para espfn semientero la estadfstica adecuada es la de Fermi-Di-

rac y en consécuencia la eleccifn (b) es la utilizada. La fundamenta-
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cién tedrica de esta relacifn espin—-estadistica requiere, tal y co-

mo demostrd Pauli para campos libres (2), de la aplicacifin de otros

principios fIsicos tales como la necesidad de conmutacifn de obser-—

vables en puntos espacialoides y el gue 1la energia total de un sis-—

tema libre sea positiva definida.,

El segundo punto gue cabe sefialar es 1la no unicidad en el

paso de magnitudes clisicas a cufSnticas debido precisamente a la e—

xistencia de reglas de conmutaci8n entre las variables de campo. Es~
te punto es frecuentemente descuidado y a lo largo de este trabajo

se resaltar8 su importancia.

€) Interaccin con campos Cl&sicos.

Frecuentemente se presentan circunstancias en la teorfa

en las cuales alguno de los campos que componen al sistema no tiene
que ser descrito cuanticamente. AsY un campo electromagn&tico puede
ser considerado cuasiclfsico si las distribuciones de carga y co-
rriente que lo originan no se ven afeciadas apreciablemente por pro-

cesos radiativos., En este caso tanto los operadores de campo como los
de corriente pueden ser sustituidos por sus valores de expectaci8n
que cor:espopden obviamente a nfimeros cl&sicos 6 nfimeros-c.

A estos campos generalmente se les llama campos externos.
Una consecuencia importante de su presencia es que usualmente destru-—

yen la isotropfa del espacio-tiempo,
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d) Cuantizacifn del campo electromagnftico libre.

Ecuaciones de movimiento.

Para la descripcifn del campo electromagntico usualmente

se emplean como variables de campo a las componentes del potencial

electromagn&tico a, y en términos de estas se construye el tensor

de Maxwell

Fuu = 34, = 3, (1.4)

al igual gque las dem&s observables, Fuu es invariante ante transfor-
maciones de norma

ay — a,'=a,, * avx

4

3 (1.5)
Clasjcamente esta libertad permite escribir la ecuacifn de movimien~

to para a, en la forma de una ecuacifn de onda

\'}
3274, .o (x.6)
al imponer la condicifn auxiliar
3 ,a” -0 x.7)

Reglas de cuantizaci®n

El operador lagrangiano

1 TR .
L = 3 8x a9 au (r.s)

conduce a la ecuacibn de movimiento (I.6).
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Sin embargo, una teorfa construida unicamente a partir de &1

tiene m&s variables que el nimero de grados de libertad del sistema.

Por ello i1a condicidn auxiliar (I.7) 8 cualquiera otra eleccidn Ade

norma Beben considerarse imposiciones externas sobre du gque resul-

tan no derivables de L.

Pasemos ahora a la cuantizacién del campo. A partir de

1a expresisdn para el lagrangiano los momentos candnicos resultan

‘UV - _auav (1.9}
Por otra parte, el caridcter entexro del espin del campo nos lleva a
que las reglas de cuantizacién adecuadas sgean las (I.3)a. A partir

de ellas y tomando en cuenta la ecuacién de movimiento para a

u rae-—
sulta
(r.10)
L ayea, da, =1 gyy3,, dtx-v) =
R { al(x)' uv(y) ] --1«;’“’ a (x-y) (T.10),
donde
2?3, am = o
- . (Z.11)
2,d(x) = &, ()

La funci&n generalizada d(x) es un ejemplo Ae las funciones que

frecuentemente aparecen en la teorfa y que se estudian en el Apén-

dice I.

Las reglas de conmutacién (I.10) pueden expresarse de ma-

nera muy sencilla en t@rminos dAel desarrollo de & en ondas planas

1
- - b (k -ikx)a®k -
a' o) r()exp( kx) (X.12)
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donde al pedir a“ hermitiano necesariamente

b T

u (k) = bu(—k)

(X.13)

y al considerar la ecuacibn de movimiento para a“ Fesulta

- 2
bu (k) &§(x*) a, {(x)

g (S " - W)+ S(K® wwdda | (K) tr.14)

Asf de manera natural cabe descomponer

- -+
a u(x) =-a u(x) + a u(x)

{x.15)
con
a” (x) = 1 atk qéﬁ) exp (~ikx) (x.18),
o (2952 2w
+ 1 d’k
a - = - {x.15)
y 0 prvey 12' at (R) exp(-ikx) S
Observamos que los operadores au b4 al;f puede'rln‘ escribirse en la
forma
a ) = 2 [a%x expl-1kx) F o (x.16)
at(f) = -1} a®x exp(ikxy ¥ =
u °
o en la forma explfcitamente covariante
- - \U
a,(®) = 1 [ao, exp(-ikx) B a, (x)
uﬁ(ﬁ') - =i qao,, exp (ikx) oaov au(,) (Ta17)

con
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w8 v = udv - vdu (.17,

En términos de las a, (k})*s las reglas de conmutacidn

[.u(i).av(i-)] - [.g(ﬁ),aguz-) ] =0

[ a, Ry ag®] = -g, 2v 29 26 (R-Kk*) tr.18)

se escriben

por 1o que podemos interpretarlas como operadores de creacidn y

aniquilacin. Cabe sefialar gue Jee =+1 lleva a que los papeles de
ag v a.' aparezcan intercambiados. Por ello la interpretaciln

an t8rminos del desarrollo (I.15) debe ser cuidadosa. El espacio

donde actfian los operadores uu puede escribirse entonces como el

producto directo de los espacios de Fock de cada una de las componen-—

tes. Da ahf la interpretacidn en t&rminos de fotones es directa.

Norma de Lorentz en la teorfa cuantizada.

Para que las ecuaciones (I.6) describan el campo electro-

magnético sabemos clasicamente que hay que imponer la condici8n de

Lorentz (X.7). En la teorfa cuantizada esta eleccifn de norma no

puede entenderse por una igualdad de operadores debido a que a par-

tir de las reglas de cuantizacifn

A1)
¥a_ (x), a (¥} - =3 3 A(x—-y)
Pl e0.aym 1 M (x.19)

Es por ello que, en 1931, Fermi (3) propuso que la norma de Lorents

cuanticamente se interpretara como una restriccifin sobre los vecto-
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res de estado admisibles

¥ alz> =o0 (x.20)
u N -

La ventaja primordial de escribir en esta forma la condicifn auxiliar
es gue gqueda de manifiesto el que s8lo los fotones transversales
tienen significado ffsico, ya qﬁe (X.20) s851lo afecta a los longitudi-
nales y escalares. sin embargo, existen dificultades matem&ticas de-
rivadas de la expresifn de Fermi que se rethjan en que los vectores
de estaddd tengan gue ser no normalizables (4).

Tratamientos del problema alternativoes al dado por la ecua-
c€idn (I.20) han sido estudiados. Entre ellos destaca el mStodo pro-
puesto independientemente por Gupta y Bleuler (5). Ellos introducen

un operador mé@trico N tal que el producto escalar est € dado por
-
- V.
<zlx> fiv Bu0 Xy tx.21),
Y los operadores adjuntos at satisfagan

a - ( n_’a+n ) (T.21),

+
¥ N debe smser tal que As=-au. De esta forma 1la condici8n
u
<;|aua 5> o. (x.22)

puede satisfacerse sin gque haya que considerar vectores de estado

de norma infinita. El aspecto negativo de este tratamiento estriba
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en su caridcter meramente formal que no permite visuljzar el aspecto

£ffsico del problema.

Hay que remarcar gque el problema de la eleccidn e imposi-
ci®n de norma no es m&s gue consecuencia de gque el tratamiento del
campo electromagnBtico no se realice directamente en un formalismo en

que intervengan Gnicamente el nimero correcto de grado de libertaad
del sistema (6).

e) Cuantizaci8n del campo de Dirac libre,

El campo clisico.
La ecuacifn propuesta por Dirac (7) para la descripcibn
de un sistema de electrones libres se escribe

¢ 1v"au-m)¢ -0 (x.23)

donde

{yYW.y) =2qgW (x.233,

Esta condicifn sobre los coeficientes yu garantiza gue la funcibn de

campo ¢ satisfaga la ecuacidn de Klein-Gordon

\TRY - QM v o
(3,3 =n* ) ¢ (L v "+ m )i y,3" -md (I.24)
- 0
Y al mismo tiempo obliga a que Yu no corresponda a nmeros ordinarios.

De hecho el Slgebra establecida poxr esta condicisn lleva a que las Vu

puedan ser representadas por matrices cuadradas de 4 renglones y 4
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columnas. Consecuentemente las funciones ¢ representan espinores

¢ = b2 (I.25)

La llamada ecuaci8n conjugada de Dirac

F aely, +m =0
(I.26)
es satisfecha por
F = oty
(x.27)
siempre que ¢ satisfaga la ecuacifn de Dirac.
Por otra parte, las ecuaciones (I.23) - (I.26) garanei-

zan que el vector de corriente

i, = e (x.28)

cumpla la ecuacifn de continuidad

3y, =o. (x.29)
A partir de las ecuaciones (X.23) se puede extraer
el contenido ffsico de la teorfa. Sin embargo, conviene en algunos
casos dar una representacifn especiffica a las matrices de Dirac Yu.
Dichas matrices guedan caracterizadas por (1-23)b salvo una transfor

macibn

(x.30)
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donde O es una matriz no singular arbitraria, por ejemplo una matriz

unitaria. Quiz4q& la representaci8n mS8s utilizada es aquella en que

Yu es diagonal

~°= vi- (1.31)
o -I - ci o
I: matriz unidad

O matrices de Pauli,.

En esta representacidn las ondas planas solucifn de 1la

ecuacidn (I.23) tienen la forma

G0 = u D explikn) (r.32)
donde para un momentoc espacial ; dado hay dos valores posibles para
ko

o - *E = :( 1R{2 m2 (x.33)

y para cada valor de k  hay dos soluciones independientes u'” (k) que
estin normalizadas de tal suerte que
s 3+
rt s 2
§uu(g)uu(k)=6rs

(xr.34)

1o que garantiza la completez del conjunto de socluciones. Fisicamen-

te las dos soluciones diferentes para cada valor de kucortespondan

a las dos posibles orientaciones del espfn gue entonces es ‘/z -

La interpretacifn de las soluciones con ko=—E no es directa,

A partir de la expresi&n (I.33) se observa que los niveles de energfa

positiva forman un continue que se extiende desde E=m a +* y los es-—
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tados de energfa negativa, si se aceptan como tales, forman otro con-—
tinuo de Em-m a -®@, Entre +m y —M no hay niveles de energfa permi-
tidos. Teniendo esto en mente, Dirac propuso la jdea de gue todos
los niveles de energfa negativa estaban normalmente llenos. De esta
forma los electrones en estados positivos no efectuarfan transiciones
a los estados de energfa necativa pues estos se encontrarfan llenos.
Con el mar de electrones de energfa negativa no observables, un agu;
jero producido por una transici8n de estos electrones a un estado de
energfa positiva se manifestarfa como un eleEcISn de carga positiyn
o positr8n. Notese en este argumentoc el papel tan importante que de-
sempefia el principio de exclusifn de Pauli.

Una interpretacifn alternativa a los estados de energfa
negativa es la de Feynman(8). La idea fundamental es que los estados
de energfa negativa representan los estados de electrones que sSe mue-—

ven hacia atris en el tiempo. En la ecuacifn de movimianto cl&sica

2 v
nZy . e 3= F (x.35)
as? as uv -

el revertir la direccifn del tiempo propio s equivale a revertir el
signo de la carga.de tal suerte que un electrdn que se mueve hacia
el pasado se verfa como un positrén que se mueve hacia el futuro.
Adem8s s8i la energfa E es positiva entonces exp (~ikx) es una fun-
cifn de un electrfn con energfa ko=E. Si E es negativa, exp (-ikx)
puede interpretarse como la funcidn de onda de un positrfn con ener-

gfa -E 8 |E| cuya evoluciBn es hacia tiempos negativos.

Cuantizacifn.

La ecuacidn de movimiento (1.23)a Y su conjugada se obtie-
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nen a partir de la lagrangiana

£ =V 2= =
Lo = Ty -2, @ Yoo -m 3o
(I.36)
Los momentos can8nico-conjugados son
Ty 7Yy
(1.37)

Dado el carScter semientero de espin del electr8n las reglas de

cuantizacifn adecuadas son las (I.3),. En este caso resulta a

partir de ellas y de la ecuaciBn de movimiento gque

Fx), ¢ (x*)} = —is(x—x*) (x.38)

donde la funci8n singular s(x—-x') satisface la ecuacisn homogenea
de Dirac (ver Ap&ndice I). La determinaciBn de las dem&s reglas
de conmutacifn regquiere el que Se tome en cuenta el comportamiento

invariable de la teorfa ante transformaciones de fase (9)

Pix) -~ > d*(x) = exp(ix) ¢ (x) a ¥ o (x) (1.39)
Regulta
{o(x), ¢(x*)} = ©
{Fx), $x*)} = o
(£.40)

De manera anSloga al caso del campo electromagn8tico
libre, estas reglas de anticonmutaci®n toman una forma sencilla

al considerar la expansifn de ¢ en ondas planas,

Sex) = T+ ¢ 0
(I.‘I)a
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con
¢ eyt z I ax?® > x> n .
(2% )3 1 Xo m cr(k) u” (k) exp(~ikx) ‘I'_“)b—
&* () =—2 S I ax? - x> R
(2n 13 3 5, ™ d;(k) v (k) exp (ikx) (1-4‘lc .
| En este caso resulta -
: fe 00, o &) - 8§ .. &8 E-Knean * x
! - - - -, s (x.42) -
, {a 00y, a f(k*) } S e 8 (kx - k") (2M) :g
Y nuevamente cpy y 4 y pueden escribirse coma
? —_—r -
» e, () = fdi a (k) exp(ikx) yo ¢ {x)
: {1.43)
atk) = I ax v T (X)) exp(~ikx)vod (x) .

todos los dem3s anticonmutadores resultan cero.
Como es conocido esta clase de relaciones permiten inter-—
pretar a los coeficientes como operadores de creacifn y aniquila-_

cifn con los cuales pueden construirse los operadores de nGmero

N = (217 ke 3P ettt () T
r m
NT OB = (2M I ke )7V att (O aF (D (r-44)
m

que unicamente tienen eigenvalores 0 y1. .
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La expresidn para ¢ contiene entonces operadores de crea-—
cifén para positrones y de aniquilaci8n para electrones. Mientras

que 1o opuesto es satisfecho por el operador ® o ¢é*. Asf.la trans-

formacidén N's=——= N debe corresponder esencialmente al intercambio
¢ === § . Analizando cuidadosamente la simetrfa ante el intercam-
bilio Qe electrones y positrones, Pauli (10) buscd una funcidn $' gue
satisficiera la misma ecuacidn que ¢ y gue correspondiera al inter-
cambio de Adichas partfculas. Debido a que 1los positrones se compor-
tan como electrones de carga positiva la transformacidn que relacio-
na a ¢ con ¢' recibe el nombre de conjugacidn de la carga y suele
denotarse con la letra C.

Ahora bien. serfa de esperarse gue la densidad de corrien-~

te en sSu expresidn culintica cambiara de signo ante esta transforma-

cidn. Sin embargo.,la expresidn clasica

3, k) = Ty, e 200 (1.28)
es invariante ante la aplicacién de C. Para corregilr esto, Heisem-

berg (11) introduce la densidad de corriente cufintica en la forma

. _ .
3,0 =Yy [T 00,8 ooy | (r.as)
con esta definicién el operador de carga resulta
- (X.486)
eme g’ -8
El cllculeo del valor de expectacidn en el vacfo direc—
tamente a partir de la ecuacifén (I.45) presenta ciliertas AQificulta-

‘des. La razdn se encuentra en que al considerar la funcidn s! (x—x")

definida por
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slpxx) = <0 | [F e, o txty ] o> (1.47)
esta presenta una singularidad en x=x' (Apé&ndice I).
Uno considera entonces
I b,_, vy &P eny’
3, Go=—a=Y | lim {[T?Qx).v» et 3] +[F "), ¢P G [,
o —> X -
(I.48)
Con esta interpretacidn de s!(x-x') no desaparece la singularidad
sino que la divergencia resultante es logarftmica. Tomando en cuen-—

ta el que la traza de Yu sea cero se obtiene entonces

<o | 3y 00 | o> =0 . (1.49)

Una expresién alternativa para la densidad de corriente
se obtiene a partir de la teorfa de agujeros de Dirac. Tal y como
ya mencionamos esta interpretacidn considera un mar inobservable
de niveles de energfa usualmente llenos. La corriente que se obsmer-—
va debe estar entonces dada por

Ty = ¥ oy, ¢ - < o] ¥yef 0>, (£.50)

Que equivale a reordenar los operadores de creacidn y aniquilacién
de tal suerte gue los primeros siempre gqueden a la izquierda de
los segundos. Tal ordenamiento de operadores se llama normal y

se escribe

(x.s1)
En parrafos posteriores analizaremos algunas de las caracteristi-
cas del orqgen normal. La equivalencia de las expresiones (I.45) y

(X.50) 6 (I.51) gueda de manifiesto al expresar 6yu'¢ en términos
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de operadores de creacidn y aniguilacién.

Finalmente dentro del contexto propuesto por Feynman al
considerar a los positrones comoc electrones que sSe propagan hacia
el pasado, cabrfa pensar en gue la simetrfa ante conjugacidn ae
carga condujera a una simetrfa ante inversidn temporal. Asf Schwin-

ger (12) propone

3,00 = T Px) Yu $ (%)
(r.52)

donde el operador de ordenamiento temporal T esta definido para
el campd fermionico en la forma
T, x) by, (x) x> x>
T P (x)dix) = (1.s53)
—y, (xt) P, () x < x?

Yy a tiempos iguales es interpretado de acuerdo a 1la ecuacidén (X.48B)

Notamos que dada la eguivalencia de (I.45) y (I.50)

=+ . 3 - 1 ab (= b
TE Gy, b G = 2T G0 Y, & x: o [F WPl
A la expresidn (I.52) se le llama densidad de corxiente de St ueckel-

berger—-Feynman.

£f) Orden normal y producto temporal. Teorema de Wick.

En el inciso anterior se introdujeron dos operaciones que
resultan especialmente importantes tanto desde el punto de vista con-—
ceptual como ;n el de resultados numé@ricos concretos. Estos son el

orden normal y el orden temporal. En este inciso generalizaremos las
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.idefiniciones ya dadas de estas operaciones y analizaremos algu-—

nas de sus propiedades m3s importantes.

©Orden Normal.
cConsideremos a un conjunto de operadores Ai que se pue

dan descomponer en la forma

-a,”t - (x.55)
AL Ai + Ai a
con N
-
Ry Oeg) I oAk Pkt (z.55)
X b
Ay (xy) = E Bk P g xixg? (z.s5)
>
donde lo0s operadores a; v hi satisfacen el algebra
- {(Xx.56)
fay, " ahx 1 Sax

Burgr Buxl = laghg - auh 1-0

en el caso en que AL sea un operador bos8nico y reglas de an-—
ticonmutacifn anflogas en el caso en que Ai sea un operador fer
miSnico. Las funciones P; son nfimeros-c.

Al poder escribir A& en eata forma se puede introdu-—
cir de la manera usual un espacio de Pock cuyos elementos estin
caracterizados por los eigenvalores de los vectores de niimero
ati)j alL)j correspondientes.

Bajo estas condiciones el ordén normal (13) del Pro-—

ducto Al"' An. :Al...ln:, se define mediante la igualadaad




- + + P - + + + +
xl‘...ln! A1 ...An + f & Ai A1 aen Ri_‘ Ai*1 .- An +
Feeot AT oLl A _
' (x.57)

donde 8P es l1a paridad de la permutacifn necesaria para reaco-~
modar los operadores fermiBnicos de la forma dada por la parte
izquierda de la igualdad.

Por su definicifn, el producto normal es Qim&tzico an
te la permutacidn de operadores bosBnicos y antisimftrico ante
la permutacifn de operadores fermiSnicos.

Denotemos por ]O> al vector de estado caracterizado

por tener un niimero de ocupacifn cero respecto a los operadores

Al que le van a ser aplicados,., Tendremos qgue

<o| :AA,: [O> =0
i3 (x.s8)
Pe acuerdo con esta igualdad,al definir
A,A. = A A, — :AA
BE St 173 174 (.59
resulta

AA, = <o)l A A_ |O> (r.60)
S i3y
La generalizaci®&n de la ecuaci8n 4X.59) que ralacio-
na al producto normal de dos operadores con el producto usual

de d@dichos operadores est8 dada por el teorema de Wick para el

orden normal (13). Este teorema establece que

A“-.-A; - :A1..Anx + Z :A1. AI...Aj...ln: +

1

A, “.ﬁ“ + ... (X.61)

z (LR ..A!. y

—_—
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entendiendose gque

PRyeecRi. o B oAz = 59?1_"3“‘1""‘1-1 Aser- By By -ALitTo62)

La importancia del orden normal en la teorfa no uni-
camente esti relacionada con el esgquema perturbativo a desarrxo-
llar en capftulos posteriores. AdemSs, sus caracteristicas hacen
gue sea el gque se utilice cuando es necesario elegir entre &1!.—
rentes ordenes para un producto de operadores de campo en el pa-—
s0 de expresiones clisicas a culnticas. Por otra parte, Dirac(14)
lo considera indispensable para la interpretaci8n f£fsica del es-—

quema en que desarrolla la electrodinfmica cufntica.

Producto cronol8gico T.
Dado un conjunto de operadores lineales Ai(x*) el

producto cronol8gico~T de estos operadores es tal que

P
T(A Y. - A vesA, (x tL,> > L.t
Ay (xp) n 0" 8 31(x33 j; 3 3, 32 Iptx.63)
Notese que este operador no estf definido para tiempos igualesn.
Sin embargo, para que rxealmente sea fitil, es necesario que cﬁnl—

quier definicifn que se elija sea tal que mantenga la covarian-

cia de los operadores a los que es aplicado. Es decir, si

Tnm(x.x') - nn(x)M(x') (r.64)

donde los Indices n y m denotan fndices con significado relati-
vista, estos Indices mantendr&n su significado en T. En el in-—

ciso siguiente ilustraremos la importancia de este punto.
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Observamos tambien que si {“i) - {Bj) v {Ck) conmutan

TB,y ""Blc1"'cn=TBBI"'BlT €y -eC ;3. {(I.65)
PDe manera secmejante al caso del producto normal se in-

troduce la contracci8n temporal de dos operadores

xil‘i’erj) - TAi(xi)“j(xj’ - :Ai(xi)kj(xj): (I.66)
10 que lleya a gque
- (x.67)
KPR )= < olr Ay xOn x) | o> -
si (I.66) es un nGmero-c.
.En general se entiende que
= aP
PR & x:‘j’ll"'“1-1“10\"Aj—|“j+1""n"- (I.68)

El teorema de Wick para productos cronolSgicos-T (13)
establece que el producto temporal —T de un conjunto de N operado-—
res lineales es igual a la suma de los productos normales con to-
Aas las contracciodnes temporales posibles incluyendo al té&rmino

que no <conticne contracciones.

g) Contracciones temporales y funciones de Grecen.

Al~definir la contraccidn temporal de dos operadores
implfcitamente sc es:i’suponiundc que estos operadorces pucden
escrxibirse en la forma (XI.5S5).

Denotemos por

Rfn =0 . (X.69)
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a las ecuaciones que satisface el campo Ai que consideraremos
libre (asf garantizamos el cumplimiento de (X.550). Las funcio-

nes Di satisfacen estas acuaciones

Rpi(xil-o (I.70)
permitiende la interpretacifn de las contracciones temporales
en t&rminos de funciones de CGreen.

Para entender esta afirmacifn, pensemos en un opera-

dor de campo A que satisface estas condiciones, A partir de

(I.66) -
» >
§ oi (%) pj (¥) L% :y
AGoRty) = ~ r.71)
- +
t§ p:i (¥} Py (x) ty >t
En consecuencia
R AGIA(y) = 0O L 4 ty (r.72)

Ahora bien existe una discontinuidad en tx- t por lo gque pue—
Yy

den construirse funciones de Green
R GS(x,y) = = S(x-y)

.

(x.731)

tales que
KGoh(y) = x 6% 0c,y) €, ¥ €,
{x.74)

donde k es una constante de proporcionalidad.
De hecho las llamadas funciones de Green causales §

de Feynman satisfacen esta igualdad. La raz8n de su primer nom-

bre se encuentra en que la ecuacion (I.71) establece la rela-
ci8n causal entre los procesos de creacin y aniquilacifn de

partfculas en diferentes puntos xl - xa.
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Ahora blén, el producto temporal—T no fue definido
a tiempos iguales en la ecuaci®n (XI.6€3} . En realidad, en los
casos de inter8s existe sSloc ambigiiedad para X WX o Asf, sai
pPensamos en un campo vectorial uu la conmutacifn de sus compo-
nentes para superficies espacialoides lleva a
<ol u 0 uy) | 0>= <0 lu,tv) v, | o> xfy

Xo = YoI.75)
por tanto, no importa si escogemos una definici8n u otra. Sin
embargo, al coincidir los puntos una y otra opcifn difieren en
un factor proporcional a 6(;1-;2). Bsta caracteristica se re-~
fleja en gque diferentes formas de evaluar el producto temporal
conduzcan a resultados que difieren en factores proporcionales

a G(x‘-xz) y sus derivadas. Por ejemplo,al calcular la expresifno

© (xa = ¥o) 4 <0ju, (x)U, (v]O> + O(ye - xa¥<O]u, (vIU, 001 0> tx.76)
la singularidaad de <0]uu(xl)uv(x2) jo> en x = %, se manifiesta
an el resultado

nv (x.77)

8, &
ac Gemy) - —20HO §(x-y)
2
m
donde Auves la funciBn de Green del campo. Esta expresifin obvia-
mente no es covarlante en los fndices WU yv. Por tanto,si el pro-
ducto-T fuese definido de acuerdo con (I.76) no se satisfaria~
el regquerimiento de mantener la simetrfa que poseen Uu Y Uv en
sus Indices.

Teniendo esto en mentae, la definicifn mi&s usual para

T es gue para todo par de tiempos
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1 <0] TA(x) A(y) |0> = S (x,y) tx.78)

Mis tarde analizaremos gue tanto determina esta igual-
dad al producto T. Por lo pronto, (I.78) nos permite ya visuali-
zar la importancia de este producto cronolfgico. Como ya es bien
conocido, las funciones de Green juegan un papel muy importante
en la teorfa de campos en interaccisSn clisicos y es de esperarse
gque lo mismo ccurra en el caso de los campos culinticos. Esto 1o
comprobaremos en los capftulos siguientes.

Las expresiones para las funciones de Green causales pa-
ra los campos electromagnéitico y electrfnico se encuentran en el
Ap&ndice I.
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CAFITULO IX

CAMPOS ELECTROMAGNETICO Y DE DIRAC EN INTERACCION I

a) Ecuaciones de movimiento
Si consideramos que la interaccidn del campo electrdnico

y de fotones gueda descrita correctamente por el acoplamiento mi-
nimal las ecuaciones de movimiento cl&sicas tienen la forma
iy, 2" — m) ¥ x) = ey AV ¥ 0= e 3y (x
(Xx.1)
3, A, - 33" A GumeFy ¥ 2l = e,

De acuerdo a lo visto en el capftulo anterior tendremaos
que para la descripcifn cuSntica del sistema las ecuaciliones de
movimiento ser&n anSlogas a (IX.1) donde los campos clisicos que-
dan reemplazados por los correspondientes operadores culinticos y
estos Gltimos actuan sobre vectores de estado independientes del

tiempo.
Debido a gque los operadores involucrados en 1la Aefinicién

el paso de

de las corrientes jv Yy jW no necesarxriamente conmutan,
Sin embargo,

las variables cl&sicas a las culSnticas no es directo.
es de esperarse que los operadores j“ v jW satisfagan ciexrtas pro-
pPiedades. asf. jv Yy j? deben corresponder en alguna forma a produc-—
tos bilineales de Av y ¥ para el primer caso y de Y y ¥ para el se-
Adem8s deben ser tales que en el 1Ifmite en que la constante
la carga e fuese muy peqgueiia, se comporten
denotan los campos libres,

gundo .
de acoplamiento. i.e..
como corrientes libres. Asf si ¢ y au

iy, @Y -moe =0
2%, - a3t = o (rzr.2)

bajo el supuesto de que
[ewr.a,n] =0 (rr.3)
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un desarrollo en serie

Jy = 3y vedly +et T oo

s Py {xx.4)
3, =35 redl +e?33 ...
conducirfa a . e
o u
g = Y, a ¢ (IX.5)
o 2% .o, ) v
De ahf q%e ggnerglmebnte %g’b,chsidere
3 v
Jy = TY\J{A B

(TI.6)
1 .
3o 5 [T ¥l ¥y (an

Sin embargo, existen definiciones alternativas gque cum-
Plen las propiedades que acabamos de sejialar y por ello preferi-
remos a lo largo de este capftulo WO imponer ninguna forma explf-
cita para 3, vy jW €13

Cabe resaltar que independientemente de 1la expresiSn que
posea j“ en virtud de la ecuacién para Au se matisface la ecuacibn
de continuidaa !

v

3, =0© (1X.7)
¥ ello no es m&s que consecuencia de gue la teorfa sea invariante
ante transformaciones de norma. es decir. transformaciones que al-
teren a los campos Au y ¥ en la forma
Au - A u -aux
Y = exp(-iX e) ¥

(xr.8)

de manera simultlinea. .

En el casco en gque se considerasen validas las expresio-
nes (IT.6) y se imponga la norma de Lorentz, las ecuaciones de
movimiento pueden obtenerse a partir de 1a densidad lagrangiana

L -L:u *,_': sgint (rx.9)
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con 1 v
.
=-—- avA auA_ "
- LY. -]
i (Vv“'au“’ 3¢ iy ) mPY

=z

~ =
o oW

(Xx.10)

o 123
Ling =% Y ap'Tal wo — % A uva)

dado que el lagrangiano de interaccifn no contiene derivadas de
los campos la expresiSn para los momentos canSnicos conjugados
tiene la misma forma gue en el casoc en gue no hay interaccidn.
Pueden entonces imponerse reglas de conmutaci8n semejantes al
caso libre sobre superficies espacialoides y afin a tiempos igua-

les. Sin embargo, debido al desconocimiento a priori
tanto

de gque

me ven determinadas estas (Gltimas por la forma en gue inter-
actuan los' campos, a lo largo de este capftulo NO supondremos
ninguna forma explfcita para dichas relaciones. La inica suposi-
cién que haremos al respecto competiri a aupér!icien estricta~
mente espacialoides y esto serf con la finalidad de que el princi-~

pPio de microcausalidad sea satisfecho. Ea decir, supondremos que

LA, o, A, x)] =0 (xx")? <0 (xx.1m
Wy, F(xH)} = {Foad, T x2} = { ¥, ¥ (%3} 0
{(x-x')“<0 -
pretendiendo con ello que observables construidas a partix de Au

y ¥ conmuten sobre superficiss espacialoides.

b) Ecuaciones de Yang-Feldman
Las ecuaciones diferenciales de movimiento
y3Y -m ¥ =
My m e Iy (xx.12)
1 -
aua A v e 3,

Pueden ser expresadas en forma de ecuaciones integrales simplemen~
te al escribirlas como

A tx) = a [(x) - e f"(x-x')j (x*') dx'
hg v v (XT-13)
¥ (x) = ¢ (x) -e G(x—x')j‘,(x') ax* -
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Los campos av Y ¢ cumplen las ecuaciones libres (IXI.2) adem&s

de las reglas de conmutacifn para campos sin interaccién

{a n e x") [=-1 Iy S lx=x*) (rr.14)
Py , & (x*) } = -1 m(x~x') (Tr.14)
{6 + ¢ (x*) } = {& ), Fx")} =0 (Tx.14)

mientras que D(x-x') y G(x-x') denotan las funciones de Green

asociadas a los campos libres

7 yua“ - m)Gx—x') = - S(x-x')

aua“D(x—x-) - - S(x-x") (rr.1s)

Cabe sefialar que la ecuacibn de continuidad garantiza el cumpli-
miento de la condicibn de Lnrentz si esta condicidn se cumple pa
ra au.

Pueden imponerse diferentes condiciones a la frontera
sobre las funciones G y D. Las mAs estudiadas corresponden a la
eleccifén de G y D retardadas o avanzadas definiendose asf los que
suelen llamarse campos libres entrantes y salientes respectiva-
mente. Esta opcidn fue estudiada primeramente por Yang y Feldman
(2) guienes introdujeron asf las ecuaciones integrales (II.13)

a la literatura por lo cual estas llevan sus nombres.

Quizad la caracteristica m&s §npoxtante Qe las ecuaciones
de Yang-Feldman estriba en la separacifn explfcita de la evolu-
ci8n del sistema en una parte libre y la correspondiente al cam-
PO en interaccidn.

c) Matriz S.
' Tal y como mencionamos en el parrafo anterior. de especial
importancia resulta el caso particular de las ecuaciones (II.13)
en que P
Agx) = a.:'lx)-a D"(x—x')ju (x*)ax*
{(IX.16)
¥(x) = @‘?z)— e Gt(x-x')jw (x*)ax’



(38)

donde el Ifndice R indica gue se trata de las funciones de Green

retardadas. Las soluciones ain Y ¢1n coinciden asintS8ticamente
con Av y v cuando t —e-= , Por tanto, at" Y Oin repregentarfan
el desarrollo en el tiempo de estos campos si la interaccién es—

tuviera ausente. De manera anfloga las soluciones

Age) = a.°“;:.x)-ef D% (22?3, (=" yax" (TT-17),
cut a .
¥ix) = L) (x)-e [G (x=x")Fy(x*)ax" (TX.47), -
permiten definir los campos salientes a.g“" y ¢°Yt que co incddiiv
asint3ticamente con Av y V¥ cuando t ——e +%0_

in

Se tiene que nv v ¢,1"

satisfacen las mismas ecuacio-—

ocut cut
nes de movimiento y las mismas reglas conmutacisn que ¢v vy &
debe existir entonces una matriz unitaria S tal gue

Pt x) = s has
(xx.18)

out —1,in
du (n) =S a N (x)s ) ‘11"')b

La ma€riz S asf Adefinida recibe el nombre de matriz de dispersién.
vtilizando una expresid&n para ¢1n ¥ atn de la forma (XIX.18) resul-
ta directo demostrar gue 108 elementos de matriz de S estan dados
por la igualdad

Sap ™ <>'“<u|s>j_n (XI.19)
donde |uﬁ"y IB?ndenotan elementos del producto dLr;:CO d:;respacio
de vectores de estado de los operadores de campo av y ¢ . La
matriz S nos permite describir entonces procesos en que al prin-—
cipio (£t —m-®) y al final (t ———= 4=} la interaccidn entre partf-—
culas es despreciable.

Las ecuaciones (II.18) pueden reescribirse en la forma
$°UE o1 & s [eim,s ]

(xx.20)
a.ﬁ“E al® + s [ata,s ]

(11.20)b
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Por el momento fijemos nuestra atencidn en la segunda ecuacidn. U~
sando la definicidn usual de derivada funcional
S&F (X) )

= 1im 21im (= (F( X(y)-e8{y- - F(X
B (x) 0 £ o € Y Ly=x)) X(¥))) (Ir.21)

donde §, es una funcidn bien comportada que en el 1fmite ke—e O
tiende a la § de Dirac, podemos demostrar gue dado un operador @

funcidén de a.i.n

[ai%x3,0 ] = f at [ alto, a (x')_]

[ Mir(x., (IT.22)
=& | d(x-x')80
inteTy e
u -
Entonces
a W -aiPoy - fd(a:—x‘) s S8s .
3 u Sa Hin a= (xx.23)

Ahora bien, en el supuesto de que exista un operador de campo Av(x') .
que satisfaga tanto (xx.is)‘ como (XX. 17) + es decir, que asin-
tSticamente se comporte como ai" cuando 0:_.- ™ y como a°"t cuan-
do t ——p + = la resta de las ecuaciones (II.IG)‘ Yy (IX. 17)‘ lleva
a

O

a0 = al®oo - e[(D Geoxt) = D™ e-x") ) 3, txt et (1r.24)

- ‘n(x) - e]d(x—x')ju(x')dx'

Por tanto salvo una funcidn f{(x) tal que

fd(x-—x‘)t(x')dx' - 0

(zx.25)
podamos identificar .
et (xtrm -4 572 &5
Mu(x') (I1.26)
Un analisis andlogo permite identificaxr N
edgtxty= 1 st 25 (xx.27)

5 ¢ (xry
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Esto es, la matriz S proporciona de manera natural una expresidn

para las corrientes 3, v Jg-

Por otre lado, mediante las llamadas formulas de reduccidn

(Apé&ndice I1) con solo proponer que S se puede escribir en la forma

N (~i)P
S = pfq prar dxz...dxpdy;...dyqdz;...dzq w(x;,...,xp,y;,..,yq,a;,..,zq)
(X1.28)

sagto e ait oMy ). e My = 5 F e s

es decir,

suponiendo qﬁe los estados entrantes & salientes forman

un conjunto completo, resulta (3),

WOtz - x‘...xpx‘f ...x: <ol T oa) .. AM ) Yo .. ¥y -
- (xf.29)
F(x1)eunuw ‘P’(z&lo > K?....xqw.

En esta expresifn T estf definida en analogfa con el teorema de
wWick

TR xa)eeeB Ge)) = C TALx)..eA 06) + I 67<o| hh&(xi)hni’?xj) lo> -
pares
(X1.30)
T(AMx)uAi“.Ajn.A(x ) + Zd.‘ +todas las contracciones posibles
n 2 pares

donde el simbolo Ai indica que el operador A(x;) ha sido omitido.

Para la obtencisén de la expresidn (II.29) se utiliza 1la

invariancia ante transformaciones de norma de la teoria a partir

de la cual podemos trabajar con la ecuacién de movimiento
u v v i ~A AY]
838,54 373, Al(x,) = Xy A

Debido a que las formulas de

“
) = 37 0x 0. {(xTr.31)

reduccibn relacionan el com-

portamiento sobre la capa de masa con el comportamiento fuera de

ella la expresidn para la matriz S no es Gnica. Rapresentaciones

alternas se estudian en la referencia (4).
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Los valores de expectacién < 0 | T Alx ) ... A(x y| o >
reciben el nombre de funciones de Green gencralizadas. Entre cllas
destacan por su importancia <=0 | TA,(x YA (x ) | o> y < o|T ¥ix )
T(xz) |] o > . Por ello analizarcmos cuidadosamente su cComportamiento

en las piginas siguientes.

d) Propagadores exactos.

Tal y como habfamos ‘mencionado con anterioridad, la defini—

cién de producto

temporal de campos libres mis usual es tal que si

X, A%x) = © e (XX.32)
es la ecuacifin de movimiento para A® el valor de expectacifn < o} TA tx)

A%(x*yjo > satisface la ecuacién

‘kx1< 2 |TA®(xIA(x*)] O> = ~ S(x-x'), {Ix.33)

Al considerar campos en intcecraccibfn resulta natural definir

entonces al propagador exacto como agquel que corresponde al producto

< 0] TA(x)Aa(x*)}|0 > donde los campos A satisfacen la ecuacidn de

movimiento con interacci&n. En nuestro caso particular serfnde inte-

rés los propagadores exactos de fotén

‘Duv(x—x') = § < °l~1‘Au(*)A\,(x‘)l° > (XX.34)
y de electrén :

G (x-x') =-i < olﬂ’n(x)Tb(x')lo > £3X.35)

De acucerdo conu Dyson (5) quien fuc ¢l primicro on introdu=

cir ¢l concepto de propagadores exactos, de manera anfiloga a como

pPS(x-x*) = 1/3 < ofr &y, (%) a¥(x') |0 > pucde considerarse “acarrcalo-
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ra”"de la interacci&n electromagnética entre dos cargas puntuales,
de manera semiclisica Duv puede ccnsider;tse como portadora de la
interaccién electromagnética tomando en cuenta los efectas de la
distribucifn de carga que cada carga induce en el vacfo. La rela-
cion entre Gy G es semejante auﬂque iigetamente m&s complicada.

Procedamos ahora a un anflisis del comportamiento de es-

tos propagadores.

Propagador exaéco de fotdén.

Dicho propagador esta definido por la igualdad (II.34)
mientras que el propagador libre satisface la igualdad

D;“(x—x') =i<o|T auxx)a\,(x-)lc» (Xx.3e)

La interpretacidn de la ecuacidn (IXI.34) podrfa presentar problemas
an8logos ‘A los sefalados pPara un campo vectorial uu en el capfitulo
anteriox, Por ello resulta conveniente trabajar con magnitudes es-—
calares tales como AuAu Y recalcar el comportamiento de los dife-~
rentes factores gue necesitemos en el analisis gue vamos a realizar
ante transformaciones de norma.

Asf, la covariancia relativista de la teorfa lleva a que
estos propagadores puedan escribirse en el espacio momental en la

forma
> 2 _ k., k k, k 1
uv(’" = D(k" ) (g " —u;‘—zu—) 1—‘_.;2\,_.9 (k2 ) (TI.37)

con una expresién anfloga para el propagador exacto. Dado que el
té&rmino longitudinal lekz) no se ve afectado por la din&mica del
problema, tiene la misma forma en el propagador libre gque en el

exacto. Mientras gue el t&rmino D(k’) del propagador libre tiene
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la forma invariante ante transformaciones de norma
1

x?

Las condiciones a la frontera gue satisfaga D

D(x?) =

(Ir.as)
wv se especifican
dar el contorno de integracif&n para k4 = oO.
Para estudiar el comportamiento de Duv resulta conve-

niente introducir el l1llamade tensor de energfa propia de fotsn

“uv el cual satisface la igualdad

Ap
uv - DNV ul” Dpv (rx.39)
y pPor tanto est8 dado por la ecuacién

14 + D

-1 Ap Apy =1
"uv =D, v - DD, (II.40)

Comparando con la expresifén (IX.28) para S v;mos que ‘UV- wUV -

al

Por lo antes mencionado DAD— DAD es un tensor puramente

transversal, de ahi que

k Kk
hJ = w(x*) (g - —u=v--)
lad b Kk 2 (IE.41)

y adem&s es invarjiante ante transformaciones-de norma.

Estudiemos entonces el comportamiento de % (k2)=1/3 ﬂuu(k).

Para simplificar los cSlculos elegimos entonces una norma, la nor-

ma de Lorentz. La ecuacifén efectiva para Au es entonces

H -
aua Av el (11.42)
que podemos escribir en la forma integral de Yang-Feldman,
Aéx)- a u(x) - f D (x-x*) ju {x*)ax*
- a u(x) 4uu(x)

(If.d:)
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Por tanto, el propagador exacto es

D, (x-x') = i <o]Ta,tx)a,(x) 0> + i<0|T agmia, (x*] jo>

w (x11.44)
+ i <o|Ta, @ gx*)|o> + i<0[mu(x)av(x')|0>
En ausencia de fotones y corrientes externas
= . > = O
<D['1‘a.u(x) a,(x’) {o> = <ofT a, () a, (x )lo (IT.45)

Para ver esto tomemos en cuenta la definicién de uu a partir

‘de la cual la evaluacidn de (IX.45) involucra valores de expec-—
tacién de l1a forma

< olav(x)ju(yl:o > . (1I.46)
Introduciendo un conjunto completo de vectores de estado libres
{ |=>) entre ambos operadores vemos gue solo sobreviven estados
de una sola partfcula que denotaremos por [g>. Tenemos entonces

que calcular <q|ju(y)|0> . Ahora bien, a partir de las ecuaciones

de movimiento
- u .
<qli, o> <qla, abA, Jo> . (IX.47)
denota el operador de traslaciones del grupo de Lorentz
H H
a M A, = - [Pu,[P Al

- - Pu[ rH,A \»] + [pu, A\{]P""

pero, si PU

{rxr.48)

Adem&s

®, jJo> = o (IXT.49)
mientras que los estadas de una particula satisfacen la igualdaad

rp,pHMla> = o (Ir.so0}

pues la masa del fotdén es cero. En consecuencia
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u
<qi 3,24, jo> = o (IT.51)
<al 3, Jo> = o (11.52)
De donde se sigue la igualdad (II.45). A partir de ella

A A .
vu“— X KoL <o|T @, (x) u\,(x')o>

(IXT.53).
consideremos el valor de expectaci8Sn en el vacfo
<ju(y)jv(y')>.. La covariancia relativista de 1la teorfa lleva a

que en el espacio momental

F {<0]| 3,(3,(y")| 0>}= Ai(prg, +B1(PIR,P, (II.54)
Al tomar en cuenta la definicidn del vacioc como estado de mini-~
ma energfa que elaegimos cero Al(p) debe ser de la forma Al(p) -
G(po)A(pz) con una expresiSn anfloga para B(p). Ademas , la co-
variancia de Al v Bl obliga a que
A(pP2) = © p?<o (Ix.ss)
Finalmente para gque se satisfaga la ecuacidn de continuidad
A(p2) = -p? B(P?) (Ir.se)
Por tanto,
FL <o) 3,tm3,v") [0} =g, ,~Euvr 3 (p301R0)
k (XIxr.s7y)
Tomando todo esto en cuenta resulta entonces que si es-

cribimos el producto temporal en la forma

<0| T agoatx)]o> = 0 (xo- xat)<o|agxrat (x*) o> + rr.se
+ 00 - x )<ofailxra, o) [0 (rx.s5e)

usando la igualdaa
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)

obtendremos

(I1.60)
[F B gy BY]
donde
£ = e 2h,) L’
A (II.61)
Raaiicemos les cambios Qe vatlah}eq
T BE B _ YRyl
;i:é‘,o/.'/r//f/ R RN RV N (rr.e2)

en la primera y segunda integral respectivamente. Tendremos

entonces

. Al ,
Le/ 7'7.(1)«#‘(29/6) = z{r _/a"A e /IIJ/C.("/ ——
(27 e VAR IET

3
p T . . |ow é"'"'/_Ld{'J Ir.63)
—4_./]?/7'/'&%}‘ / ALk )

(2772 %

7
/;,wV72727!(}
Por tanto

T4 - et ) 47 [l S
/ (sz) AN AA ey (1I.64)

Una representacidn integral de esta forma recibes el
nombre de representacidn integral de XKillen-Lehman. Consideremos
@l comportamiento de Y ()) paral complejo. El t&rmino -ie en el
denominador del integrando indica gque el polo en A'=x? debe sor-
tearse por debajo. Esto significa que por el valor de Y(A) para A
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real hay gque entender sSu valor en el borde superior del cortees

Utilizando la igualadad

- 1 _zi118
xtie P et (IT.65)

vemos gue para valores reales de A

2
TO) = Im TQeiE) = T IQA) Sy (11.66)
En consecuencia 1la represencécian intaegral puede escribirse

como

2 .
-3 ( Im % Ay
°

ATt oA-ig) R
(X1.67)
Observamos que la expresisn para %Yimplica
LES S| - 0
A=0O
1'(2\)],‘_0 - 0 (1I.68)

Propagador exacto de electrén.

Se defini8 este propagador mediante la igualdad ' (IXI.35)

G oplx=x*) = -i < olr Yo ) ¥ (x) lo >(xx.35)
Mientras gque el propagador libre esta definido por
< -
) Gab(x-x') - =i <Ol T¢a(x)¢b(x') IO >{(1X.69)
Introduzcamos a la funcién de energfa propia de electrSn de acuer-

do con la igualdaaa
Gix—x') = G(x=-x') + [G(x-y)t (¥Y=¥*) G(ywx')dyay®

(IX.70)
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Tendremns que
Cxmx') = |G -y (G ly-y')-Gy-y*))G } (¥*-x")ayay’ (xT.71)
Y en consecuencia Z(y.,z)=w(y,z).

Ahora bien, utilizando la ecuaci&n de Yang Feldman

para ¥,
Yix) = ¢Px) - a[ G(x-y)Jy(y) dy

= ¢(x) + P(x) (XX.72)

resulta
Elx-x*) = - xf G (x=y*) (<O]TH (v )Ty 0> + <O|TP®(y*)E(y) 10>
<o|T®(yIT(y) | O> ) G} (y-x*) (1r-73)
De manera anfloga al casoc de ¥ podemos demostrar que
4 > donde|/g>dencta cualquier estado de un

la amplitud <of ¥ (x)|

sclo electrSn y ningun fot8n, satisface la ecuacién

v e? - m > <ol ¥ mija> ~ © (II.74)

lo cual lleva a

<O[3y (x) fa> = o (XX.75)

con una ecuacidén anfloga para Y.

Tendremos entonces que

Zlx-x*) = -xf Gl x-y) (< 0] T ov) F ty)] 0> )Ty =x"9r1_76)
Necesitamos estudiar el comportamiento general de los valores de ex-—
pectacisn de la forma

<o| 3y (¥iig (¥y*) Jo> (xx.77)
a b
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La covariancia relativista de la teorfa lleva a que al pasar

al espacio momental

F {<o] 3, (v) 3y (» lo>l=ntp)6 + (e ), B (p)
¥ AN ab n ab (1x.78)

donde A'{(p) y B'(p) son invariantes relatjivistas. De hecho al

introducir un conjunto completo de estados libres y tomando la

energfa del vacfo como cero obtenemos

A'tp) = O(p ) A(p*) (1T.79)

¥ 1a invariacia relativ ista implica
Atp%) = 0o p2<o0 (11.80)
Un comportamiento anflogo presenta B(p).

Tenemos entonces qe

SC<OIT pirrG ey = T SR -, ;/’a/, oy Gl p)ffece 1 [ APy p B

ePIII] Gy ent) -2 9(1,.-.('//5/1 oy« Qleys [fe @ifat piep Blo) -
z"-(’"]{/ci'(_y'-ll (xx.81)

.a invariancia ante conjugacidn de carga de la teorfa lleva a

quea
Atp2) = - A" (p?), B( p2) = B (p?) (IX.82)
De tal merte qie mi =xituyendo
Q=g = Gt -m) irteys ;.
E4 l'zlr/' PA s € ~ (I1.83)

y utilizando la ecuacisn (IXI.59) para G(x - :' ) resulca

- <or Tyl @iy ) lo> =;,’—r-/d’ erur? _2_ [9’(3 -2, P

(Ir.se)

g Cr-9., P
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con

X (p?) f.c*""rl),, (o

9"(,:7/ = E(*p2) . : (r1.8a),
(p-m)=
Z'(P:j= (F:"’”’)A(PU ""’”’/)‘B(/’z/ (x1.84),

22, Y (o m) Bt 2mA (oY

(Ir.sqpy

Mediante un camb ib de variable andlogo al efectuado para el c81l-~

culo de T llegamos a que

2220 L /"’/‘" élip{'*}( -m)? fdA PENEVEL AP INE))
(@), 4 / A-m9Q-prey (xr.ss)
y en con mcuencia
E(prl = o
Fem (11.86)

)L - O

donde la notaci8Sn p = m indica gque al considerar un e spinor cuak-

gqriera ¥ que msmti faga la ecuacis8n libre

- A Yol =
(< Z‘) m)5lz) =0 (xr.87)
tendremos
Z(p)E(p) = O
Z*tp)&tpy = ©

{xr.as)

En la ecuacidn (II.85) qeda asf expre sada la representaciSn de Kallen-
Lehman de L.
Por otra parte, como re sulta evidente a partir de mu defi-

cidn £ a diferencia de 1 no e's invariante ante transformaciones
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de norma.En consecuencia, cabe hacerse la pregunta de c8mo se
refleja la invariancia ante trnnslo.r:macionaa de norma de la
teocrfa en el comportamiento de I.

Pensemos en una tran sformacifn de norma (6)

o
¥ ——— exp(-ieX ¥

A ———— Al-l + aux (X1r.89)
donde X no representa a un operador sino a uaa funcilin comGn
Esta tran sformacin no altera el m&dulo de ¥ por lo qe puede
pensarse qgie existe un operador hermitiano Q tal e

exp (iX Q) ¥ (x)exp (-iXQ) = exp(-iXe) ¥(x) (IT.90)
Al con sderar X infinitesimal esta igualdad implica

[e. Yol = - e¥wo (rz.s1)
El operador Q deb ido al tipo de transformacidn unitar ia e
genera debe corre gponder al operador de carga. Lo visto en el
inciso anterior hace posible el proponer la identificacidn

o =e !jn 0 ax (Ix.92)

Ahora b ien, la condicidén de microcausalidad implica

[:iu(x), Yy)Y] =o (x- Y ?<o (IX.93)
pPor lo que

e ¥(y) = [2. Y] = ef ax [3.60, ¥ ]
{Xxr.94)

Por tanto,

> =
[d0txy, '1'(»-);]x 1 e ¥iy) 8tx - v (rx.os)
. o -]
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Tor otra parte, consideremos al producto temporal

= H
=<
T pev.z)E<0] T 3H 6oV (v (=) o> (11.96)
debido a gue ju satisface la ecuacidn de continuidad el c&lculo

directo de la divergencia de T da el resultado

By x) s 8y 2 [0 €Ly () F o] Pre)iod

- Or-g)<e1 ¥e) L7 (2) Fty)liod] #8(z,- z,) {eu- <ot y?g)g'(,ﬁ Fee )i (11 99
- ey <ol Lyexy Uewi) By o> }

y debido a (II.95) resulta

3, ™ = - sx-y)<0{TTG0¥(2) |0> — S(x-2)<O|TFUI¥ OO |07y ooy

La invarjiancia ante transformaciones de norma establece
entonces una relacién entre el comportamiento del propagador del
electrdn y el producto temporal de tres operadores. Esta igual-
dad es una de las formas de la identidad de Ward-Takahashi y en

el espacio momental se escribe

(k-py ¥ T, p) = ﬁ)—a G°xy - cS(p))
(x1.99)

e}Funcidn Vértice.
La identidad de Ward-Takahashi establece una relacibn
entre un producto temporal gque involucra a tres puntos y el

propagador exacto de fotdn que corresponde a una tunci&q de
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dos puntos . Cabe preguntarse si una igualdad semejante puede

obtener se para la func ifn de tres puntos

Vu(x,y,z) = <o|-rAu O ¥(y)Piz) | o> W (II.1 00

a1e aparece en el desarrollo de la matr iz de dispersidn en la
forma
e xoy.z) = k¥ <olT A ¥ (nT(z1| o> KT .
u H (X¥.101)
A la funcifn asf definida la llamaremos funci®n vértice propio.

para di singuirla de la funcifn vértice irreducible normalmente

introducida en la literatura yque e s&«t8 definida en el e spacio

momental mediante la igualdad

eI (p.p'a) = D;:, 6 “tp) Wp,p'.q) G i),
{XX.102)
Bus quemos tal ident idad. Para ello calculemos

K, <0| T A oY Tiz) jo> (XI.103)
Por simplicidad trabajaremos en la norma de Lorentz.

-Mediante un desarrollo anilogo al (II.97) obtenemos

qre
DD, 7_,4/,L1) Wiy j &) =e7f12) ¥y) Bl

&=, - .
¢ Stzoyy foty -0y /S 4L V) Prey - sz ) Frep LA ) Y400
T o A

-5y )/9(<, ~/,)[a,A/_(z;/ 7@];7(]-) -1 Az‘)y’(,/[a,Aﬁ,U’ ,7,,,)]/
_ 5,(;:&/[9{[-!‘)[»4,.(4/, #y )] Fe) - ey, Fie) LAt Y50}
Mo ey M0 FealViy) -6y 2 Yyd Lay o) Feesf

(IX.104)
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Observamos qie lo s conmutadores; que tenemos al lado derecho
de l1la lt ima igualdad estin siendo evaluados a tiempos iguales'

Dado aae

<ol ¥ Jo> = <6f ¥ |o> =0 (IX.105)
con solo u;‘:onar

30 A, ¥ F.0)] = x 5 (%-¥)

M, Ee. ¥ F.o]l =xsE) (11.106)
tenemos

K<olTh cavinTiz) Jo> = e <ol T YT jor o
La igualdad (XIX.106) asf como ia ecuacién

<of A o0 o> - ‘o (x1.108)
no son mAs que consecuencia de la invariancia del vacfo ante
el grupo de tran sformaciones de Lorentz propio.

Asf, la identidad de Ward-Takahash i toma la forma

e,V x,y,2) = eGly.z) (Slx—y) - S(x-2)) (x1.109:)

e nos permite escribir en el e spacio momental

(p-23,Cp-akg) = e G ) Comey ) - <G gig) Glg)

> 7 - 7 (IX.110)
T e 2 ()Gl GTR) e GGG ()
re /G )- G Cpld
tomando el lfmite cuando p-g »—e 0 resulta
< ,lpeP) =€ (0,p,pP) = @ -2——9 ) + ey,
B {(Xrr.111)

llamaremos a esta ilt ima igualdad identidad de wWard.
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La funcidn vértice propioco tiene una interpretacidn fisica
Airacta. Podemos constatarlo aplicando las formulas de reduccién

al elemento de matriz

<pB | 3* oo | qu> (xx-112
donde |pgR> denota a un estado de un electrdn con polarizacidn g
Yy momento p. Resulta
<Pﬁ|jr(‘)lq‘=‘> Id_f de K'(a/T]"/z) ¥or) V(d/n) red
_fd" d% e a (Pl Cltey, i)“—“fy) &* Ipp># lpas(xx.113)
Es decir, sobre la capa de masa Cu(X.y-z) juega el papel de Yy
una vez consideradas las correcciones radiativas.

Permitiando la forwma mis general de C en base a las
dieci seis matrices de Dirac y utilizandeo invariancia de Lorentez,

hermiticidad de ju Y conservacifn de carga encontramos que

(7
3
T Meant@ - T EE v + ety -
HY ) I1.114
+ Y g— k Fa kD) wF @ ¢ !

k=p=-gq

La simetrfa ante transformaciones de paridad implica F (k2)=o0,

Las funciones Fy (k2) reciben el nombre de factores de forma.

Tendremos entonces que

Mip,q) = YWF ) + L2 "u kP2 (k) k= p-qg

-
(IT.115)
donde se sobrentiende (tal y como ocurre en las ecuaciones) gue

siguen) que habri de colocarse al operador vértice propio entrxe
G8(p) vy uPad.

La identidad de Ward impone restricciones a la represen-
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tacién espectral de los factores de forma. Asf

Im F; (t) ae

F (kZ) = e + Xx? n
t(t-k“—i€)

(ITX.116)

(IT.116)
Fa (K2) = Im F_(t) At . b
t— k? - e

Pue sto que debido a ella
- .
c,tP.pP) e I*(p) l te Y,

F=m gom (Xx.117)

de acuerdo con (I11I.88).

La obtencidn de una expresidn concreta para las densi-
dades espectrales nece sarias para una representacidn integral de
cu es un problema sumamente complejo. Veamos, sin embargo, gue
bajo las supoeieciones (XII.106) y suponiendo vilida la generali-

zacién covariante de la ecuacién (1I1.95), es decir,

= v - S(x-¥) ¥ (v,t)
[i,6.0, ¥F.er ] Yo v, x-v) ¥, (T1.118)

estas densidades involucrar&n unicamente valores de expactacidn
de la forma
<of 3, 3g)3, e f0> 6 <0li, x)3gly:F(=) 0> )
<Olju(x)\l’(¥)jw(=)]0>

Para ver esto bagta desarrollar la expresiSn para C ﬁ

(Ix.119)
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de manera ankloga a como lo hicimos para obtener la identidad de
wWard. Resulta asf que
(rr.120)
B . </ r[}(j;%(ov/]]}{e//c’)
et Y Sy <ol T Jﬁ(‘:)}]lnjg ‘I‘(u}Io)nb"’J{:e;J;)e@IT],(‘J{V(]), Yee)lio >
e - - . =

~fetITEG -2 )<l T L¥le) fusl] g, pli05 1§ (.1¢-);)z<o[7:7,,(4){"(12 ¥ea)jrox

C.ixya):= etcorr ) 3,557 7ot R
la R/ g ¥ Jl2)ied> o e ey, )<

St -y)5 7 )
Mey)85(y -8 ) e <l TRV, 5.2, ¥l 105 St -4,)5(;_-1-)(,,,&(‘)‘ {¥0, Frafiecd

Sustituyendo las ecuaciones de Yang-Feldman observamos aque @l (Gnico

t&rmino que no es de la forma (IXI.119) de manera evidente es

Stxo-yo) &(yo-zo) <o| {[Fez), 3 w71, \””Hc»(xx 121)

S in embargo, utilizando la ecuacifn (IX.118) obtenemos
Yov,8( xo=y0)§ (v-z) <o|{¥(x), ¥(yv)}|lo> = Y, 8 (x-y) & (y-z)

YoY,,8 (x0=y0) § (x-2) <o[{Fx), o(y) } o> (Xr.122)

Por lo que nuestra afirmacidn es vilida.

£f) Teorfa de Perturbaciones

La =simplicidad de las expresiones para los propagado-—
res exactos tanto de fotSn como de electrén se ve opacada por
el Aesconocimiento de expre siones exactas para las corrjentes
ano‘lucraﬂas. En dtuacidn aniloga se ven las dem&s funciones

m(xl, ,zn) que aparecen en el desarrollo de S. Es por ello

qie para poder comparar re miltados experimentales con la teo-
rfa es necesario recurrir a aproximaci ones. La pe quefiez de la

constante de acoplamiento e, permite gque el método de aproxi-
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macidén utilizado en la pr8ctica corresponda al perturbativeo .
Asf, al proponer
Yy o= ¢ e W e teus
= A e A2 teen
AL a, +e A/ e A (1x.123)
las ecuaciones de Yang=-Feldman conducen al siguiente conjunto
de ecuaciones acopladas *
. -1
¥ = —! 6T (x=x 13" ax:
Alx) = -f o} =733 577 s

(XTXT.124)

AdemiAs las corrientes satisfacen la igualdad

I - ya, e ,
3 f™a —af 52 S E ]"M
s ¢xn (11.125)a
3 - Ty -
v v
g dm 4 [g S s __ b4
v saVin

(II.IZS)b

Alora bien., la matriz Sm“ queda determinada por produc-—
tos temporaies de campos del mismo orden y ordenes mads bajos y
éstos a su vez por corrientes de ordenes mds bajos. A p‘artir de
esto cabe la posibilidad de que las ecuaciones (II.124) y (II.125)

determinen a la teorfa. .

(%) De ahora en adelante supondremos gque ¥ se escoge de tal suerte
que las funciones de Green son las retardadas. Por tanto ¢=¥*"
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Para poder llevar a cabo el procedimiento arriba descri-
to es necesario demostrar gque a cualguier orden en teorfa de per-

turbaciones las funciones

: A
w(xl . ...zq) - l<l

u u
<o}TA ixl)...A ) -

Yiy )...¥ Tz ... SR
v,) trg) Ttz Fizg ookl (I1.126)

pueden’ determinarse a partir de funciones de ordenes inferiores
es decir, que w estd determinado por jn_z - Ahora bien, susti-
yendo las ecuaciones de Yang-Feldman en la expresidn para w ob-
servamos que 1los inicos t&érminos que podrfan dar dificultades
se originan de valores de expectacidn de la forma

<Ol g @By )ty Bz ). Fz ) 0>

- 7
<o] LR L IS R RS ML 7% PR Q(yq)E'(zl)._.z'(quw (X1.127)

esto es, términos gue corre sponden a una corriente y operadores
libres. Utilizando las ecuaciones de movimiento un desarrollo a-
nalogo al (ITI.97) mue stra gque dichos términos s8lo afectan tiem-—
pos iguales y de hecho, a partir de microcausalidad, son de 1la
forma S{x-y) & s.ue derivadas . O en el espacio momental polinomios
de los momentos.

En el caso de los propagadores exactos vimos gque la in-
variancia del vacfo ante traslaciones llevaba a gque estos términos
no contribuyeran, Para 1la funcién vértice propio la identidad de
Ward y con ella la invariancia de la teorfa ante transformaciones

de norma determinaba el comportamiento de estos factores. Para las
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funciones de mas de tres puntos anfilisis que se encuentxan en
la literatura (8) llevan a gque las w® deban tender a cero para
energfas grandes de tal suerte que, calculando los t&rminos
gue aparecen en estas w” ¥ que no son de la forma (XX.127) (t&xre

minos que denotaremos por An)podamos escribir

w” = A" + ™ (xr.128)
donde el polinomio :(pl.pz. p’,p“...) cumple la condicidn ya mencion-e~
nada.

Tomando en cuenta todo esto, es posible desarrollarx un
cratamiento.pereurbativo a partir del cual podemos obtener una
expresidn para la matriz de dispersién y en consecuencia para loa
operadore s de corriente, la cual a su vez determina las reglas de
conmutacidn,

Ejemplit‘iquemos este proceso mediante el cidlculo a los

dos primeros ordene s en e. Obviamente

YO x) = - fG(x-x')'Yu @, tx') $ix) ax

(IXI.129)
[2%] _
Ap (x) - - fD(x—x')xO(x')Yu $(x*) :dx"
Y la ecuacidn (II.7125) lleva a :
(3% - v
s x| a . ') :ax’
b f LX) Y, @ x*)Ppix") :Ax (1I.130)
Es decir tendremos gue
ey y.z) =y, S(x-y) S(y-z)
’ (IT.131)

Y todas las demds funciones son cero a primer orden.



(62)

Calculemos ahora S?* . De manera directa resulta

& . ' )
S o= fclx,d:zg.: [ }';,,z,) N AL WL ,‘fdjdg (4.“{)«,4) LAy IF )
. wls,
*/u~‘. daydy de ot (;’r,,,c;ﬂy,' =) tx)aiz,) Fly) El): (Ix.132)
r . -
#jely oy, de,de, O Ny, y e 0 ) B0 ) Ke) Fa):

- {2} -
f/dz, deg oy dyecle, oGl .,y o, 270 ma, (x) 0,0 Yy) Fle ) Fez) -

i) c&lculo de w2 (y,z) = E2(y,=2)
De acuerdo a la igualdad (TI.85) necesitamos calcular

entonce s
- — - A
1 <ol Trwa, (nva, (v ey 0o} trfys (8 a, () Y]
wivivae

. L ——2

donde lemos utilizado el teorema de Wick para ordenes normales

(X1.133)

Las definiciones de s, Y d*_ pueden encontrarse en el apéndice I.
Re sulta
S, (pidep) s L. S(0oimYsrzz) Llat ») £rmr .
. (p)3: (p o (& o je(/,)ﬁ:i‘ﬁ (m f,;;‘/;/él;_‘_, (rr.11qa)

por lo que

%]
A )= ’ < = 3
, (p%) =% o ECpimy ﬂ_)_/:g iy m/

By . L ) (I1.135)
-2, L & o (T -
el /‘Y(—:/r/ i ’»‘/C%'_"l//
Y en consecuencia
22 .
L_I (,o‘/;v:_} B(p -m< —2—(4&1'—’12”"7
257, £ j (IT.7136)
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t Bl [ (@ mY? V/’.lzCQ‘.m’lj
7 o (rr.136M

iu( Y
o % ew)

2

<
bR PNV SO T Ly _
I = s fTFE V- L3

2Adr2m? | yr A-m? <
[J-m .f/;,/" = ,‘Zf,ﬂaj_// (XX.137)

ii) Cilculo de w:v(xl, x) = M0 %~ x)
A este orden

T oy = £ F o Fe) i Ees Bty S rbex I 10>
j?'!,tl .:_(I-I/Y s, (x'-2) Vf
AT (o 2m)
e

{(IxY.138)

& (po* v
De tal suerte gue
77_(1 "y ‘ /d‘ ipk, ,l) > Azmt (x1.139)
. = =L s ! '_y
@ 22w P Al AT i)

Obsesryamos gque esta igualdad implica
(XX.14 0)

2
eﬁ‘(é‘y - _er
14 1St
A0
11i) cllculo de m?yl,yz,zl,zz)
Para el cllculo de e sta funcidn hay que considerar
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AP R¥ R % <ol T W gy ¥y, FarFted + V) bGP e bl +
W GBy) Ble) V) r PGV ) Plar ¥ ter)
«. LAY
+ P Te) ¥ eedlrod P R% cxr. 1013
Para asegurarncos que esta ®2no tienda al infinito como un poli-

nomic en el espacic momental podemos aislar los términos gue

enxitengnn este comportamiento. Es Adecir, podemos separar los

t&rminos que en Al'sean Adistintos de cero socloc cuando todos los

tiempos son iguales: y? = y0 =z® = 20 | Estos términos son
2 t ]

productos de 8's en los tiempos.
se demuestra que todos los tfrminos

En la referencia (8)
que no tienen esta caracteristica y gque estéin contenidos en i'
son tales gque los camposm estlin diferenciados,

(LA ) (X, 3"m) Cote{ () #Cy.) F % ;(Jp"m)??’,)(fro“m)}/o)

(XI.142)
De ahf resulta directamente al utilizar el teorema de Wick pa-

ra productos temporales que

SRS ARSR S RN LAY IOEILICHNY) aut ot PRI TS s e MU

Obseryamos gque efectivamente tiende a cero para energfas grandes.

2ol

iv)Cflculo de w®lx3,xgsv,z)

La expresidn parul’correspondiente es
2)
A ns,y 2 = ROHS RY colz AL 0) Aoy 4 60 Fln) »

* AL ) Y Frw) + S04 %) Bl) ¥ el v
+A L) A, 00) $G) Flle) # @, G0} AL ) PGBl D6 adraa i )Y G Fe 210>

Con un procedimiento anflogo al utilizado en (iii) se obtiene

(XI.144)

Wik xey ) <156 Yrc"f"'ﬂ” Bla-xc) (xx.145)
- Sl Y)Y, Gy-2)Y, 8 (x-x)f .
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Antes de proceder al ciAlculo de la primera correccidn
a la corriente sefialaremos que e stas expre sione s permiten predae-—

cir ya resultados concretos para las correccione s radiativas.

Asf la Ai spersidn Compton (9) gueda de scrita por el té@&rmino pro-

porcional a :au(xg)av(xz)nt(y;)tt(yg)s v el término proporcional
a :6ly1)dly2)d(e1)d(2z2): describe a 1a di spersidn Méller (10).%%Yy £/

de scriben correcciones debidas a la autcaccidn del fotdn y el

electrdn.

La expresién para 1f‘§or ejemplo, permite calcular las

correcciones radiativas a la ley de Ccoulomb {(11) pudiendose de sa-

cribir estas como re sailtado de una polarizaci&n del vacfo en torno

a una carga puntual. Y asf podemos reproducir los re sultados de

Uehling y Serber (12) que gquizi corre gpondieron a la primera pre-

dicci8n cuantitativa de la electrodinémica cufintica.

Conociendo la expresidn para s? podemos calcular las

corrientes a primer orden j"' re sultando

3= - 0T xext) S FUxD VGGG - Ic‘(x—x') yVa (x) ety $lxt)ax
3= = (6T tx-x') G T, W a e reter i —avta et F ety $xt) daxe

(IT.146)

Estas nos permiten calcular A';' vy ¥ a partir de las cuales cal-
culariamos. j‘" etc.
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CAPITULO III
CAMPOS ELECTROMAGNETICO Y DE DIRAC EN INTERACCION II.

a) Representaciones de Hei senberyg, de Schrddinger y de interaccién.

Hasta el momento hemos presentado la manera m8s directa
de generalizar el formali smo covariante de 1la teoria de campos ql&—
sicos. En e sta generalizacidén se considera gque los operadorxres de.
campo son los que evolucionan en el tiempo mientras Que los vectore s
de e stado permanecen constante s. Sin embargo, los objetos que en
Gltimo término pueden ser comparados con cantidades f{sicas concretas
corre sponden a valores de expectacién de la forma

<a> = <glalz> (rxxr.t)

Es por ello que la evolucidén en el tiempo del sistema pue-
de ser descrita mediante diferente s ecuaciones de movimiento para
los operadores y para los vectores de estado siempre y cuando =se
preserve la dependencia en el tiempo de (III.1)}. Las Adiferentes ele-
cciones de estos conjuntos de 2cuaciones reciben el nombre de re-
presentaciones.

Una alternativa a la elecci&n de la representacidn de Heisen-
berg —-que e s con la que hemos trabajado hasta ahora— es la llamada
representacidn de Schrédinger. En ella se considera que los Vectores
de e stadg evolucionan en el tiempo mientras que los operadores per-—
manecen constante s.

La relacidn entre ambas representaciones esti dada por
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le>_ = exp(-th)]C>H (Irr.2»,

Ag = exp(-iHt) Ay exp (iHt) ’ (rrT.2),
donde H es el operador hamiltoniano construido a partir de la
densidad hami ltoniana #,

H(t) = I Hix) ax, . (zIT-3)
Estas ecuaciones llevan a

13:"’ - H |g>, (rrx.a)

Muy usual en el desarrollo de la teorfa es el emplear
una tercera representacidn introducida originalmente., aungue no
en su forma actual, por Dirac (1). Sin embargo, fue en los tra-
bajos de Tomonaga y de Schwinger (2) donde se resaltd su importan-
cia ¥y recibio el nombre de representacidn de interaccién. En ella
se considera Qque el hamiltoniano esta formado por dos partes

H = He + Vv . (111.5)

La evolucidn de los operadores e stiadeterminada por Hg

-ia,A, = [Hu'hx ] (111.86)
mientras que los vectore s de e stado sati sfacen la ecuacién de mo-
vimiento

1atlc>z- v|5>I, {IITI.7)
Cuando H, contiene términos libres y los de interaccidn con campos
externos a 1la representacidn de interaccidn se le llama de Furry.

En general, para 1la evaluacidn del conmutador (IXII.6) se considera
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gque los operadores en la representacifn de interaccifn satisfacen
las mismas regals de conmutacifin gque los operadores que an 1la re-—

presentacidn de Haisenberg satisfacen las ecuaciones (I.3). Dentro

del formalismo canBnico esto guiere decir gue el c8rminc de inter-
acci8n no alterxran la definicién de los wmomentos g.n&nicd conjuga~-

dos que son determinados a partir del lagrangiano le asociado a He .

La relacifin entre la representacifn de Schrodinger y de interacci8n
serfa entonces

lg >, = exp (-iHot) |E > (rxr.sy

AI = exp(i‘lgt) A, exp(-iHot) (IXI.B)b

De tal suerte gque al tiempo t= O las tres representaciones coinci-

den. En el caso particular de la electrodinfmica cufntica el paso

de la representaci8n de Heisenberg a la de interaccifn se realiza

a partir del lagrangiano (IX.9). Asf las reglas de conmutacin pa-

ra los operadores en la representacisn de interacci8n coinciden con

las libres. En el capftulo anterior vimos gue una teorfa construida

a partir de las ecuaciones (I1I.1) no admite definicifn arbitraria

de las corrientes y en consecuencia de las reglas de conmutacidn a

tiempos iguales., Este resultado es consistente con el teorema de

Haag (3) segGn el cual la equivalencia del algebra de operadores

de un campo a un tiempo dado c¢con agquella de un campo libre impli-—-
ca gque la teorfa no puede describir interacciones.

Tenemos entonces que el esgquema de interaccidn describe

de manera errdnea el principio de exclusiSn de Pauli y en conse-
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cuencia cdlculos que se realicen en este esquema deber&n ser
tales que se requiera 'corregir®’ paso a paso esta deficiencia.
En los siguientes incisos desarrollaremos el esquema de inter-
accidn de la manera usual salvo gue sefialaremos los pasos en
que consideramos debemos ser mids cuidadocsos y la manera en que

consideramos que la mencionada def iciencia puede superarse.

b) Operador de evolucifén. Solucidn integral de Dyson.

El operador de evolucibfn es un operador unitario defi-
nido por 1la ecuacidn

1atu(:o.e) - HI(t)U(tg.t) (IIIiQ).

con la condicidén a la frontera

Ultp,.te) = 1 . (I!I.D)b

Si suponemos que al tiempo tpy laa representaciones de
Heisenberg y de interaccidn coinciden, U representari al‘operador
que relaciona ambas representaciones con H! - Y.
En consecuencia tendremos ademds que la evolucibn tem-
poral de los estados estard descrita por 1la ifigualdad
Utg,t)lzlEg)>y = Iz(=)>x . ) (ITIX.10)
Las ecuaciones (IXI.9) pueden combinarse en una ecuacidén
integral en té@rminos de la densidad lagrangiana

LI - —"I (rex.v1)
en 1la forma

U(t,to) = 1 + 1 ]a: Jot Lex,y vee, ey (rrr.12)

Iterando esta ecuacidn y simetrizando las integrales. en
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1949 Dyson (4) lleg5 a una expresifn gue puede reescribirse para

los casos de conocido interés fYfsico en la forma

.t
Ulto,t) = T exp( -i Lyterrae) t 3%, (IIT.13)
con N to t t
T exp( 1{L_(t*)at*)) = rﬁn— at ac_T (i. (c L, (e >
T ° ni 1-e- n xtE1--%1'%n
° ° (IXIX.14)

El cumplimiento de la ecuacién (Ixx.9lb lleva a la necesi~
dad de que ya a segundo orden
t + T t+ T
1im [ daey [ dez (T ( Lotxa) Li(x2)) = © (IT¥X.15)
T—> 9

Asimismo, al evaluar la derivada a este mismo orden tendremos gue

debe cunplirse

to+ T to+ T
- 1
A e (e, to)ltn - :i:ow:— dxl dsz(L I(x‘)Lx(xz)) =0
: to ot (I11.16)

pues de lo contrario aparecerfan términos gque impedirfan que la e-
cuacidn (111.9) , fuese satisfecha, términos gque de hecho alterarfan
al hamiltoniano de interacci&n.

Para evitar que esto ltimo ocurra es entonces necesario
que al definir explfcita o implfcitamente al producto T a tiempos

iguales no se permita la presencia de t&rminos S8(x-x*) & sus dAerivadas.

c©) Matriz S.

Ya en la representaciSn de Heisenberg habfamos introducido a la
matriz S como un objeto de especial importancia pues a partir de &1 con-
struiamos operadores de corriente. Sin embargo, independientemente de
la representacifn en que trabajemos esta matriz tiene una interpretacifn

que la hace fundamental en el desarrollo de la teorfia. A través de ella
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es como se pueden describir procesos en los que en un principio y

al f£final se cuenta con partfculas suficientemente separadas entre

sf para no interactuar asfintoticamente. En la representacidn de

interacci8n, si |E (—= ) > T denota el estado inicial y [£ (=)>

el final, por su definicidn

£ (=) > = s El—w) > (X1IT.17)
I T T

comparando con (IIX.10) vemos gue

S; = U (= «, «) (IIx.18)

Cabe sefialar, que conocido el lagrangiano de interaccién

las caracteristicas de unitariedad, covariancia relativista y la

condicifn de causalidad determinan a la matriz S_ en tSrminos de

una expresi8n anfloga a (III.14) (5) salvo factores de la forma

Z("'_"’;: cae) BUxy-xXz) ... Slxi-x) (III.19)
Tal indeterminacifn esti intimamente ligada con la falta de defi-—

nicién del ocperador T a tiempos iguales. De acuerdo a 1o ya visto

debemos elegir dicha definicidn de tal suerte que a un orden dado

no haya ese tipo de singularidades. Asf pues.en lo que respecta al

cédlculo de S;-dada la definicifn de T los coeficientes 2z deben

elegirse de tal suerte que no aparezcan t€rminos de esta forma en

las integraciones. Sin embargo, la alternativa m&s directa y apli-

cable a toda U(t,,t) consiste en dar una definjcidn concreta de T

gque a tiempos iguales garantice (XIII1.16) y no incluya (III.19).

La indeterminacifn en la expresiSn de SI también puede in-

terpretarse de la siguiente manera. Debido a gue se esti utilizan-
do un formalismo gue supone formas concretas tanto para la forma

de la interaccidn como para las reglas de conmutacifn a tiempos iguales ,
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la necesidad de t&rminos (IIX.19) & alternativamente de la defini-
ci&n del producto cronolSgico a tiempos iguales debe de corresponder

a efectuar correcciones sobre la marcha para obtener un desarrollo
de Sy consistente con el desarrollo de s, ( por Sy entenderemcs la
expresifn de l1la matriz de AispersiSn obtenida en el capftuloc ante-
rior). Esto en base a gque la interpretaci&n fisica de los elemen-—
tos de matriz de ambas es la misma.

Finalmente, hay que hacer notar gque en todos los casos
de inter&s ffsico — en particular la electrodin&mica cufntica -
contienena los operadores fermiSénicos soclamente en la forma des
productos bilineales. Ademiis debido a gque a distancias espacialoi-
des los operadores de campo conmutan o anticonmutan segfin sean
bosSnicos o fermibnicos 1la definicién de T hay que extenderla s&-
lo a puntos iguales.

A continuacidén estudiaremos como elegir dicha definicisn
dentro del esquema perturbative para satisfacer los requerimien-

tos ya sefialados.

d) Teorfa de Parturbaciones.
De acuerdo a las ecuaciones (III.13)y (IIX.18) la expre-—
8i86n para la matriz S en el esquema de interaccidn gqueda adada por

la igualdad

P
il '
S = 1 + ‘-—'—‘. dxl... ax sn(:q.....xn) (Itx.zo).

N e T Cx Deen Ly () (1IX.20),

con

Ahora bien, como consecuencia del teorema de Wick el pro-

ducto temporal de operadores puede escribirse en términos de pro-
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ductos normales y contracciones temporales. La representacidn
grifica de los diferentes factores corresponde alos llamados Adia-
gramas de Feynman (6). La construccidn de estos se realiza de la
siguiente forma. Los productos normales de cada té&rminoc son apli-
cados a diversos vectores de estado en el espacioc de Poci. Cuan-—
do el resultado es distinto de cero es representado por lfineas
que Se denominan externas. Estas 1fneas se encuentran unidas por
otras que representan a las contracciones cuando &stas son dife-
rentes de cero. La importancia de estos diagramas se encuentra -
en la facilidad con que la interpretacién fi{sica de cada uno Ade
los té&rminos perturbativos puede efectuarse.

En el primer capfitulo ya habfamos mencionado que la de-—
finficién m&s usual de las contracciones tenéoralel es tal que cuan-
do no son identicamente cero corresponden. a guncione- ée Greaﬁ

del problema sin interacci&n. Por tanto en el desarrollo perturba-—

tivo aparecerf&n en general productos de funciones singulares. Es-—
tos productos no siempre pueden ser definidos de manera dnica (A-
péndice IXII). Al evaluarlos en éuntos en que coinciden sus singu-
laridades nuevamente nos encontramos con indeterminaciones que
se manifiestan en factores Gn(xi - x4 ).

Hemos encontrado entonces desde varios buntos de wvista
que los problemas dque aparecen en el esgquema de interaccibfn se
manifiestan en indecterminaciones dc la forma (IXIX.19). Proceda-
mos entonces a proponar una definicién Ae T a puntos iguales quev

elimine estas indeterminaciones.

En el primer capitulo habiamos mencionado que una defi-

nicidn de T adecuada debe cumplirx requerimicntos. tales como pre-
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servar simetrfas de los operadores al que es aplicado. También
habfamos mencionado gue existe un orden que es generalmente ele-
gido para los operadores en el paso de magnitudes clésicas a
cud@nticas siempre que pued; ser definido. Nos referimos al orden

normal. Ya con todos estos antecendentes en mente proponemos

TA; (X3 JAz2 (x2) = :A,(x31)Az2 (x2): xy=xy; (IXIX.21)
de dJdonde
KT (1) A2 (x2) = O x1=x2 (ITX.22)

Con esta definicidén obtenemos a través del teorema de
Wick para ordenes témporales el que

TL (x3) .ol (x_ ) = = Lo(x1)... Lo(x_) 1z Ky =o o o=

x e * e (xx1.%3)

Y todas las indeterminaciones en la definiciSn del producto
de contracciones temporales desaparecen. Cabe sefialar gue Wick
mismo (7) propone (IXY.21) como definiciém de T aunque no lo uti-
lice en sus desarrollos.

Observamos ademas que (IXII.27) es congruente con la de-

£inicidén de corriente para el campo fermionico libre

ju(x) = T (x) Yu¢(x) - =$(x)y$(x): (IXIT.24)
y con la definicidn mAs usual del lagrangiano de interaccién en
electrodinamica cudntica ’ -
- - : @ H
T Ly Ly e: °YuA $z . (ITIX.25)

Asimismo, se cumplen los requerimientos (XITX.15) y (I1IX.16) ne-

cesarios para gque U satisfaga las ecuaciones que lo dAefinen.
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Falta solo comprobar gque con ella se obtienen los mismos
resultados que derivamos en el desarrollo de Sy- Verifiquemos pri-

meramente esto a sagundo orden en teorfa de perturbaciones.

De manera directa

s! = : Bx* Iy, FUxTIPpx) =
ua
Y graficamente queda representado en

(ITXI.26)

gque coincide con (IX.129)

la figura I. La interpretacidén fiIsica

del proceso que describe este t&rmino
corresponderfa aparentemente a la crea \\\\\\(//////
cidn o a la aniquilacidén de un elec- .

Sin embargo, las

trén y un positrdn.
leyes de conservacidn de energfa-mo-
FIGURA I

mento impiden gue el evento representado
en la figura pueda presentarse. EsS necesario recurrir entonces a
ordenes superiores en S para encontrar el diagrama que describa

este proceso.
El operador S* posee varios t&rminos segiin el desarrollo

Hay gue sefialar que la regla de conmutacidn

de wWick.
[¢. a)] ~o (1T1.27)
Permite escribir
S2 = !’r: 6(x)y”au(x)¢(x)xx$(y)y" aly) ¢ (y) saxdy
(rrxr.28)

- I-r[; FoavHex)::3 0¥V y) ] Tla gx) a gylaxay

Aplicando el teorema de Wick los té@rminos gue vale la pena anali-~-

zar son los siguientes:
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i) :$(x)yu¢(x)$(y)yv¢(y)=:4u(x)g“iy):

Este t@&rmino se encuentra representado en la‘fiqura (II)B
Nuevamente las leyes de conservacidn impiden que este evento pue-—
da tener lugar. El1 diagrama (II)a es un ejemplo de los diagramas

gque suelen llamarse desconectados.

r———
11):a(x)yu¢(x)3(y)yv¢(y)=a“(x)a“(y)

El diagrama se representa en la figura (II)b ¥y tal y co-
mo mencionamos en el cdlculo del capfitulo anterior corresponde a
la dispersifn de un par de electrones asintSticamente libres o
dispersién de Mg¢ller.

Directamente vemos que la expresidn analftica coincide
con 1la ya antes obtenida salvo para el punto x=y. Tenemocs que
pPreguntarnos entonces si esto altera las predicciones gque lleva
implfcitas la expresidn (ii). Para ver esto analicemos el com-
portamiento de p° cerca del origen. Debide a que el propagador
D ©(x-y) depende unicamente de la longitud espacio-temporal
A=(x~y)?2 el comportamiento en el origen coincide con el compor;

tamiento en el resto del cono de luz cerca del cual’

(-
D () 1 ] -

= T S€a) + YT At (1xr.29)
Ademds la expresidn para S es una expresidn integral de tal suerte
que el término (ii) estid integrado sobre dos de sus variables en

su contribucidn a S2 . Entonces es necesario dar una interpreta-
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cién a la evaluacidén de la contraccifn a puntos iguales dentro
de una integral. Debido a que la funcién de esta definicién es
eliminar factores &" la reinterpretacidn mas directa parece
ser

i I&;T;Tav(y)f(x,y)dxdy- Idx fay D:v(x-y)f(x,y)(zxx.zs)

donde P denota una integracidn que excluye el volumen infinite-
simal alrededor de x=y y f£(x,y) es una funciSn de brueba cualguiera,
Con esta interpretacidén y debido a que (26) tiene una singulari-
dad de dimensidén dos mientras que 1a integracidn se realiza so-
bre un espacio tetradimensional llegamos a la conclusiSn que co-
mo distribuciones

of (x-y) = i d GO, (y) (111.30)
¥ en consecuencia la expresién (ii) es equivalente a la ecuacidn
(11.143) obtenida en el desarrclloc de Sy ‘

Entre otras consecuencias la igualdad (IIXI.30) conduce
a que 1la transformada de Fourier de ambos miembros de la ecuacidn
coincida. En ese sentido la contraccién :emﬁoral seguir& siendo

funcién de Green del problema sin interaccidn.

1i1) = &(x)yu$(x)$(¥)yv¢(y)=a“(x)a“(y): + x$(x)yu¢(x)$(y)y¢ay)=
sa¥(x)1aV(y) :

Este término, correspondiente a la Aispersidn Compton, sc

comvan

IX.a IXI.b II.c Ix.qa IT.o IT. £

FIGURA I
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encuentra representado en la figura II.c. Analogamente al caso an-—
terior y tomando en cuenta que
u L
s = (1Y,® - mya€ (I¥X.27)

con

(A + agIEmy v B—F‘l“-z‘— - Je—(111.28)

1
g
cerca del cono de luz, vemas gque la interpretacién

-ifa(x)¢‘y)£(x.y)dx dy = dx'ﬁdy s (x~y) £(x,y) (X1T.29)

condAuce a que en el sentido de distribuciones

s%Ux-y) = 3§ (x) ¢ (¥) (Xx11.29)
Las tr;nsfgrmadas de Fourier también coinciden y nuevamente en
este sentido esta contraccién temboral seguirid siendo funcién de
Green del problema sin inter;ccién - ’

iv) @ (x) v, %) Hy) Y HYI alkxy aMy) + : $x) TLH Fy) Y ;Uy) s

a Hix) aYly):

Directamente vemos gue este té&rmino, reé:csentado en la f£i-
gura I¥.d , corresponde a la autoaccidn del electrdn. Por primera
ve?z nos encontramos con el éroducto de dos contracciones tempora-
les quec en la interpretacidn en términos dc ﬁtopagndores causales
conducirfa a indeterminaciones. Pe hecho un cdlculo Qemej-nto al
del capitulo anterior conduce (8), clcspuca de algunas manipulaciones
algebraicas, al rcsultado

Ex=%x*) = LR(x-x') + c glx=-x"*) + czs'( x=-x') (Xrxr.31)
c; ¥ vaconstantes indeterminadas. En el Apéndice IIXI csquematiza-—

mos8 comoe se obtliene cste resultado. .
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Ahora bien,la definlcifén de contracciones tempor;les (Xrx.21)
evita esta indeterminacidn y conduce a ¢; =cy;=0 prediciendo ademas
la ausencia de esta clase de t&rminos en ZH . Este Gltimo punto
es delicado por lo que lo estudiaremos con gran cuidado en inci-
sos siguientes donde analizaremos el comportamiento independiente
del Aesarrollo perturbativo de las funciones de autoaccidn. del elec-
trén y del fotén. A segundo orden,por cierto,estd {Gltima funcidén

queda descrita por el t&@rmino

vy s s(x)yu¢(x)61y)y“¢(y)s aM(xraViy)
Su diagrama corresponde a la figura (II.e). De manera an&loga al
caso anterior se llega a

92 (x - x*) - w,8({x-x*) + A, S(x=-x') +d, 5 Ux—x") {(XTI.32)
Y nuevamente la condicidn (IXX.21) lleva a que dl -dz =0, siendo

necesarioco un comentario similar al dado para (iv).

vi) : 5(x)yuo(x)¢(y)yvo(y)=x£VT;TZ“(y)=

Esté& té&érmino conocido como de vacio-vacio y zepzesent;—
do por (xx)t no altera miaAs gque en un factor constante a la fase
de 1a matriz S. El cdlculo en t8rminos de productos de funciones
en el espacio momental conduce a un factor indeterminado indepen-
diente del momento (9) por lo que en el espacio de coordenadas
obtenemos un factor 8({x-y). Por tanto, con nuestra definicisn de
contracciones temporales la constante de fase es cerxro y reprodu-

cimos entonces el resultado de s:.
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e) Funciones de energfa propia.
Habfamos definido al propagador exacto de fotdn
mediante la igualaad
v;v(x—x-) = i< 0 | A A (x| 0 > (xTI1.32)
s5i introducimos los operadores en la representacidn de interaccién
facilmente podemos demostrar (10) que

<0 |Ta, ix)a_(x*')s |o>

4 oS o (111.33)

(x-x"') - i

.
uv
Entonces es posible obtener un desarrollo perturbativo para DHV
simplemente realizando tal clase de desarrollopara la matriz de
dispersidén. Asi,si una lIinea de trazo grueso representa a —LDuv,
tendremos que a segundo orden en teorfia de perturbaciones

FIGURA XII
el factor entre dos ifneas de fotdn simplemente representa a la
funcién de energia propia de fotén a ese orden. La definicidn Ade
9 a todos los ordenes corresponde entonces a escribir al propaga-—

dor exacto en la forma

_________ -+ --- R
FIGURA 1V

Algo andlogo ocurre para la funci8n de energfa propia de electrdn
Y el propagador exacto correspondiente.
Ahora bien, al trabajar en el esquema de interaccidén implf-

citamente se presupone que las reglas de conmutacidn de los ope-—
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eperadores interactuantes coinciden con las Ade los campos libres.

Esto conduce directamente a la igualdaqd

I .
L. (x=~x") = e2< O |T3 (k23 (x") | O > (IIXI.34)
uv o v
y de ahi directamente a una representacidn de XKallen~Lehman de 1la

forma
1 {(IIx.3s)
o (k2) = —— ’—__1'—ﬂk
v o A-k=ig
que difiere sustancialmente de la expresidn
H 2, _ 1 « Im 9
) r J 9 (x11.36)
sAZ tA-kZ-dg}
DPe hecho,
oo o
172y = wT (k2 - 1o f____x_"‘_"__da -l I ga (1xI.37)
o ° A o Az

© pasando al espacio coordenado

ﬂ"(x-x') - ﬂI(x-x') - +jn y ax Six-x') -

I E_"L'_’.ax §Me=x") ‘(xrzr.3ed

Es decir, ambas funciones de enezgia propia difieren en factoraes
57 - Resulta gue el c3lculo explicito de los coeficlentes gue mul-
tiplican a estos factores a sSegundo orden de teorfa de perturba-
ciones conduce a resultados divergentés. Surgen entonces wvarias

interrogantes tales como ¢cull es la manera correcta de interpre-
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tar este resultado? <Como relacionarlo con las indeterminaciones
que hemos mencionado en laspfginas anteriores.

Obviamente la expresidn (ITII.34) se obtiene ya
despues de utilizar las reglas de conmutacidn a tiempos iguales
impuestas en el esquema de interaccidn. Sabemos que estas no son
vAlidas y conducen a contradicciones (recordemos el teorema de
Haag). Entonces no es de extrafiarse que obtengamos rxesultados
sin sentido.

El resultado (IXII.34) también se obtiene si
olvidamos la no conmutatividaada de las ecuaciones de movimiento
con el ordenamiento temporal. No conmutatividad gque gueda de

manifiesto al considerar las distribuciones temperadas(12),

O, X ¥iE. E)Z K K @ixo— yo) DT (x-2)D"(y -£) (II1.39),

xy
a partir de los cuales se puede definir el proyector
Bxy - 1 —exy —By! (II!.B?)h

cuyo soporte estid en x = y .

H b4 II difieren por términos

Por otra parte, €
divergentes. Ya comprobamos en el capftulo anterior que ln(kz)
tiene una expresidn bien definida a segundo oxrden. Por tantoc, en
el cAlculo de wx forzosamente y ain sin darnos cuenta manejamos
cantidades divergentes. En el cilculo perturbativo generado a
través de (III.20), estas cantidades sSe manifestaron en indeter—
minaciones de los productos de las funciones singulares. Fue
precisamente para dar un sentido a estas indeterminaciones gque
introdujimos la expresién explicita para el producto temporal
en puntos iguales. Ya antes habfamos trabajado con productos
temporales y no tuvimos problemas. Esto es, al realizar cflcu-
los en el capftulo anterior no fue necesario singularizar el
comportamiento a tiempos iguales de los objetos que manejamos.
Concluimos entonces que la definiciSn de T en puntos coinciden-—
tes tiene como finalidad corregir las singularidades espiireas
introducidas en la teorfa al imponer reglas de conmutacién a
tiempos iguales.

En cuanto a si la definici&én de T que hemos dado
en este trabajo es la mis adecuada.nos faltarfa demostrar que la represen—
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tacién espectza& (ITr.38) no contiene factores gue se mani-
fiesten en forma de distribuciones &8(x-x'). Ahora bien, dentro
del esquema de interaccidn un anidlisis del comportamiento asin-
tStico Ade ﬂl(k 2) muestra gque las Ginicas funciones 8§ P(x-x') que
puede contenerxr T (x-x*) son proporcionales a 8% y §2 . Por tanto,
o ¥no puede contener otra clase de funciones &' s.

Si las contuviera <como se manifestarian éstas?. Al

proponer

€ (x-%°) = p (x~%x') + a &(x-%x') + a® §%(x-x") (TIXI.39)
con pi{x-x') una distribucidn gque no tuviera soporte en x=x', re-
sulta, mediante una sustitucidn directa en la expresidn que defi-
ne a T, que a corresponderfa a una modificacién en la masa del
fotdn y a' en la constante de acoplamiento. Pero es conocido que
las propiedades (II.68),
" Ay ' = 0
A =0 (1TTI.40)

LAN V] I - O
A =0

garantizan gue ¥ no modifica ni la masa del fotdSn ni la constan-
te de acoplamiento e. Por tanto, es de esperarse gue la relacidn
esprectral (III.38) gque garantiza (IIY.40) lleva a a=a'=0, Esto
es, en un desarrollo perturbativo esperamos gue cualguier factor
6§ que aparezca en T tenga un caracter ‘espiireo’.

Un comentario an&logo al anterior compete a la funcién I
para la cual, por cierto, encontramos dificultades similares a las

de ¥ en el cilculo correspondiente I, Este razonamiento sera

ejemplificado de hecho en el célculo del efectc Lamb (inciso siguien-
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te) donde entenderemos asf¥ mismo gque gueremos decir por 'espureo®'.
Finalmente, es de gran inter&s prSctico hacer una obser- -
vacidn a la relacifén (IXIX.38). A partir de ella vemos claramente gue
la parte imaginaria de ¥ no se ve afectada al txnbdj-: en el esgquema
de interxracciBn. Por tanto, al guerer efectuar un clf&ulo podemos apro-
vechar las enormes facilidades computacionales gue provee el esque-
ma de interaccifn a trav&s del teorema de Wick y loa diagramas de
Feynman para calcular la parte imaginaria del t&rmino de interés
y sustituir simplemente este en la expresifn para ¥.

£) Aplicaciones: Efecto Lamb.

Al considerar a un electr8n en un campo externo a;'t sla
ecuaci8n de movimiento cl&sica para la funcifn de onda XOXE oy
(iv, a# - eyua:"'—)xe"" - mX%*t . o (IXIX.41)

Las correcciones radiativas a esta ecuaci&n provieﬁen basicamente de
dos efectos. El primero de ellos corresponde a la modificaciSn en el
potencial electromagn&tico que afecta al electr8n debido a la corrien-
te gque a:x£ induce en el vacfo. Ya en el capftulo anterior habfamos
mencionado esta modificacifn que usualmente se dice ea provocada por
la 'polarizacifn del vacfo'. El segundo efecto corresponde a las
correcciones de autoenergfa del electrén.
A segundo orden en teorfa de per-—
4::> turbaciones, estos efectos guedan re-
) ; presentados por los diagramas gue se
muestran el la figura V.
De especial interds tanto histSrico

o FIGURA V



(87)

como pr&ctico resulta el caso particular en gue el campo externo

coincide con el campo de Coulomb producido por un nucleo de carga

Zea
ext ext
ay (x) 5u° a; (x)
ext
a (x)= Ze* (IIX.42)
o a1 | x |

Ya que este potencial no depende del tiempo podemos preguntarnos

cual es la correccisn a la energfa debida a los efectos radiativos

este sistema hidrogencide. Al efectuar un desarrocllo de la energia

en potencias de o = e?/av,

E = Eo + aEx + ... (IXrr.43)

resulta(5)

aEy, = E ' +E." (IITI.44)

donde, salvo factores correctivos debidos a tomar en cuenta la de-

finici8n de T a tiempos iguales,

2
2

DY S (A RS TRNCAI R (E) A A Y
z'(:'//)’/ s S lpr ARt lr 7S )’Z"‘y}d"‘/y“’/h (Iz3.45),

AN T i PRI I B .
VL g tin ‘-0"1’:1«-‘3""”)-'&.,(A‘/d;n»’é (111.45),

con

Po™ 9% = E = Eo (III.45)

(I1T.45) 4

X (x1 - X (%) expl-i g _t)
] "o

en
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Y el ) Gy ) - Gy =iy ) | oaxrr.aesy

s

El té&rmino de polarizaci8n del wvacfo (III.45)b en su aproximacid8n
de orden mis bajo, conduce solamente al coxrimiento de los niveles

& . Este corrimiento de energfa estf dado por (5)

N
2y 7. e )t
In(E (/1"}/ X Ki‘oj/ (III.46)
CREP
XPY : funcidn de Coulomb no relativista.
sustituyendo (IIXI.40)
* . Ly &
£~ - Zli) o4 /z:.:~}/
FE RO
(XIIX.47)

El t&€rmino E: corresponde a la contribucifn principal Ae los corri
mientos Qde eneréfa radjiativos de los niveles y correspondeal general-
mente llamado efecto Lamb. Procedamos a su cflculo.

: Seglin nuestra definiciSn del producto temporal

_ " -
£ aeder J//(.'d(t;-t.)d"zdfv ’K(I) G‘(z’.)'/"ﬁf:‘.‘}}"("} l}'i (/'l) (III.48)
Ahora bien,'ia expresidn analftica para Gc(x,y;a:‘t)
es muy complicada y no muy ilustrativa (92). De {hi gque aprovechando
la pequefiez de la constante de acoplamiento, convenga efectuar un
desarrollo de esta funci&ﬁ de ‘Green en .potencias de a:xt_ Para ello

basta escribix

""LA)A‘:- 7 !

= — = ~ 111, 49)
1%.:”'-".--( /Z'/.:f' (G ) re /’;;:

Py
O le
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a partir de lo cual

Gz ,'a;_"J - (',-‘{z_-// re [G(z-2) /fa-;.'(fe,; G‘{'z»_)f);'/é ”

(IXI.50)

/e ) AN
" /C? l;}' = Gl 'f/”“:fi‘-l L:‘:v) E
<Ay
Sustituyendo los dos primeros t&€rminos de este desarrollo en la

ecuacidn (III.45), resulta

f':—tlfﬂjé‘;{ &l % dj?Z_(///(r/Z///‘?/ 2] VA )

.

Py, )/-r/‘[ a{ea’}“d,.lrlfj‘},% f"’/e}/&"t 16"y ) FE f(" (xz:l:.51)

Es adecir,

£, --t”’e’//t;"den/ 2y ,KJ}[:, '*’JJ z/a’z g (t_y, --‘g;y}._—';_-fe/](t(z/

e fb et ot DM ey 1o for e iy gy eng ) 2l ien e (1x1.52)
Por otra parte i
e T '_/—,'»/*:/" £ (y}[., KJ/ //fl HYJ -7, "'I/ 2GS

(ITI.S3)

cr s =/_;,5_./;.E<;e/ [ e CLF Cogp, p 5 Gl LG )
PR A &~ £,

Para ver si es posible identificar esta filtima expresi&n con la expre-—
.

s8i8n para E, es necesario verificar si esta Gltima contiene o no

t&8rminos que pudieran dar origen a funciones §'s o sus derivadas.

cvz

Con este fin es necesario analizar el comportamiento de B2 Y
H
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¢ 2
Para (:LI " conviene utilizar el procedimiento delineado en incisos

anteriores. Esto es evaluar cd; de acuerdo a la t&cnica de diagra-

mas e imponer el cumplimiento de la identidad de Ward para la evalua-
ci8n de los coeficientes indeterminados que puedan aparecer. La expre—

8i8n explfcita para Cﬁ;’rgsultante se encuentra en el ap&ndice I.

2
H

lo es la ecuscidn que nos Ada CH:I. Ilustremos entonces el analisis a

Las expresiones de CH b'd Zézhon bastante complicadas y en particular

.
seguir para detectar la presencia de té&rminos 8" s para el caso de Zd%i

La expresidn expfcita para Zg.es

-~

e e e, (P (AR g e oA L AV
con . \)(k
acfer] . .
Al = [Cime vzt

(III.Sd)b

En estas ecuaciones, el par8metro lojuega el papel de
una masa ficticia del fot8n gque conviene introducir en los c&lculos
de magnitudes de inter€s ffsico y tomar el 1fmite cuando tiende a ce-—
ro al finalizar estos. Las divergencias que aparecerfan al tomar el
lfiite en los pasos intermedios tienen su origen ffsico en la imposi-
bilidad de modificar el cuadrimomento del electrdn sin que se emitan
fotones, en particular fotones debajas energfas S fotones blandos.
De ahf gque se les denomine divergencias infrarojas. Cabe sefialar
gque puede demostrarse (10) gue una vez tomados en cuenta todos los pro-—
cesos ffsicos gue intervienen para el cilculo de una observable cual-

gquiera tales divergencias desaparecen.
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Ahora bien, la presencia de factores 6n's puede Adetectarse
al considerar el comportamientoc de Eﬁz para valores grandes de p:
si £(p) tiende a cero para p tendiendo a infinito y f(p) es bien
comportada sabemos que f(p) tiene como transformada de Fourier FEEY
a una funcidén bien comportada. Si por otra parte f(p) es bien compor-
tada pero al infinito su comportamiento es semejante a un polinomio
en p sabemos gue su transformada de Fourier contiene factozesﬁf's.
Vemos asf, que el t&rmino A{m2) da origen a funciones

.
"'s al sacar la transformada de Fourier inversa. Asimismo, cabe la

[
posibilidad de que el t&rmino A(p?) (p ?2/m? ) de origen a 6°'s pues
la transformada de Fourier de la funcidn logaritmo contiene una delta.
De cualquier forma, vemos jJue todos los t&rminos que podrfan dar ori-
.

gen a Gn s son proporcionales a (F - m). De ahfY que al aplicar 1la
ecuacidn (IIXI.52) habrfa que restar unicamente t&rminos de este tipo

' 029
en X<

2
uH
muestra gque los términos que directamente dan origen a Gn.s al pasar

Por otra parte, un analisis semejante para la funci&n C

al espacio coordenado son proporcionales a Yu's. Estos t8rminos tam-
bien se verfan restados al aplicar la ecuacibn (ITXT.52) al t&xmino
que contiene a C Jﬁﬂ

Ahora bien, la identidad de Ward garantiza que los t8rminos
proporcicnales a Y, en¢c d;' coincidan con los proporcionales a
(¥ - m) en la expresidn de EH - Adem8Ss X(p) satisface la ecuacisSn de
Dirac (IXX.41) . Por tanto, si en lugar de restar estos t&xminos
en la expresifn (III.52) para EH' v (<] u; independientemente los
hubieramos dejado su contribucifn habrfa sido nula. Esto es, podemos
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escribir

LA 2 = P “ N 2 €7 et T
&' cor v ooty EGI Tl <G g ) g e
(Irx.ss)
Expresidn gue coincide con la gue comunmente se maneja en la literatu-
ra (p.e. ref. 8).

Observamos que este razonamiento no solo es Gtil par el po-

tencial de Coulomb sino para cualgquier potencial externo gque no depen—

da del tiempo. AsI queda aclarada la afirmacisn hecha en el inciso

. o
anterior de que las 6" S gue aparecen en Eﬁyycvﬁzson esptreas.
Cabe destacar gque para el c8lculo del efecto Lamb la

.
contribucién principal a E: proviene de (p-q) pequefia. Por ende,

un cf&lculo no relativista puede darnos una expresibn aproximada para

la correccifn a los niveles de energfa, Este cflculc es mucho m&s

directo que el cflculo ya efectuado y bastante ilustrativo pues

en £1 se muestra de manera bastante directa las consecuencias de tomar

el valor principal en la expresifn (I1II.48). Por ello presentaremos

a continuacifn el cilculo no relativista del efecto Lamb.

En esta aproximaci&n

o t.’ijéyd:d:’(dj, ﬂ}; FG‘("("-’JQ;‘{/ /“/(’"f,/ e:(”fj (I1X.56)
Ahora bien,
. DA Kes eso o
L., L;{}'/c"&z (ITII.57)
O
Adem&s,
Re DS (xey) = =l ¢ SR -T ) + SR+ T) )

2 R
(III.58)
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exp(—ik (x—y))idk (IIT.58)
(x2 + 4 €) (29 )"

‘Re DS (x-y)= - 4% [ Re

Observamos que

Re DOfc:o,&n0)<0 . (TTIT.59)
s cpm . oy [ A%
He L(r=o0, r=0) :‘;’-7/#:/(‘/.//’?

.. ¢ (IIX.59)
% (4],3:@/ = chjy b

-

" 3 y,
- x Natvbies [oita St ) X CGR) Hde) L2
(:.v.'__/-dt [r/l', 7 s 4 (I1x.60)"

sea el t&rmino que aisla el valor principal en (IXII.Sé&).

Pe ahi que

Tomando en cuenta que

AT,
/,.,‘,J, Eeep) X5 &G - jbdj S & £ reI 4 ¢p)

/o’z// £ ere” ’(/”’i‘//y/é' /(,( (III.61)

Obtenemos —

I R Y -
Bl o~ Y [daLegp L (EE & (A 'ﬁ/_(},/ ( :):
T G et Bl went A
@y, = €e-E,

Que coincide con la conocida expresi&n de Bethe(11) para el c&lculo

no relativista de}) corrimiento de niveles debidos al efecto Lamb.
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CONCLUSIONES
Los resultados obtenidos en esta tesis nos llevan a la

conclusisén de que es posible dar una formulacidn de la electrodin&-

mica cufdntica gque tenga coherencia 18gica y en la gue no sea nece-

sario manejar cantidades divergentes o indeterminadas ni modificar a posteriori los

pardmetros u objetos gue de partida definieron a la teocria.
Asi, en el capftulo dos vimos que los postulados general-

mente utilizados en las teorfas axiomiticas, entre los que destacan

covariancia relativisea, microcausalidad y completez de los estados

libres asf como invariancia del vacfo ante transformaciones del grupo

de Poincaré&, llevan a un proceso de cuantizacidn consistente. Es

conveniente destacar que esta Gltima propiedad del vacfo conduce
precisamente a que las corrientes de interacci8n sean tnias que

<oljlo> = o <olj]l1>= .0
Estas ecuaciones satisfechas de manera directa por 1la expresidn para

las 3j! aqui obtenidas no se cumple para la j; generalmente utilizada

en la literatura. Por ello una formulacidn futura de la teorfa en 1la

cual no se reguiera del proceso constructivo agui descrito sino que
proporcione una expresidn cerrada para las corrientes de interaccidn

deberd ser tal gque estas relaciones sean satisfechas.

Por otra parte, 1los resultados del capftulo tres nos muestran

no solamente gue los cllculos pueden efectuarse de una manera sistemi-
tica a través del teorema de Wick ( del cual convendrfa conatruir un
andlogo para los campos de la forma j Gi{x=-x*)3(x*)dAx* gue aparecen
en el capitulo éos). Adem&s estos resultados nos permiten afirmar gque
la electrodinimica cuiAntica puede formularse sin manejar divergencias
& indeterminaciones en el esguema de interaccidn si se adopta una defi%

nicién apropiada del producto temporal de operadores a tiempos iguales.
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Pe hecho este Gltimo resultado nos lleva a gque, si los campos
en este esgquema no se relacionan a tiempos iguales con los cam-—

pos libres de Heisenberg, puede considerarse que esta formula-

cifn de la electrodinimica cufintica es consistente.

La no unicidaad eﬁ el paso de magnitudes clAsicas
a cuiAnticas es consecuencia de la existencia de reglas de conmu-—
tacidn no triviales para las variables cufinticas. Al hablar de

campos libres - para los cuales la interpretaciédn en t&rminos

de partfculas es directa- la expresiSn para las corrientes cufn-

ticas puede construirse a partir de diferentes puntos de vista

obteniendose siempre el mismo resultado. Sin embargo, en el

caso de campos en interaccidn las gsimetrfas estadisticas de es-
tos se ven complicadas de tal suerte gque, por ejemplo, el mane-
jo correcto del principio de exclusifn de Pauli no tiene por gue
coincidir con el manejo de este en el caso de campos libres.

De hecho, hemos visto gque postulados fisicamente razonables de&.

terminan tanto reglas de conmutacisn como expresiones para las
corrientes de interaccibSn. Asimismo, si se imponen formas espe-
cificas para estas corrientes la simetrfa estadfstica se mani-
fiesta de manera explfcita al exis:izlun orden privilegiado pa-—
ra los operadores al tomar en cuenta la interaccisn de los campos
mediante el operador de ordenamiento temporal, Orden gue en esta
tesis proponemos sea el orden normal.

Concluimos entonces que un manejo corrxecto de
la estadistica de los campos es piedra angular para la constru-
ccién de una teorfa de campos, en particular una electrodinimica

culntica consistente.
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APENDICE I

LISTA DE FUNCIONES SINGULARES

8§ de Dirac en una dimensidn
+ oo
1
& («) == T S £ o,
T

&8 de Dirac en cuatro dimensiones
+ -
1 rs
& (] __-(W_S-‘J. ,.u,
(hx wn &O3® — kx, dk we dk® dk),
8 (x) == 5 (x9) & (x) = 8 (x°) S (x7) 5 (x?) & (xY).

Las funciones escaldén O(x) y €(x]}
1 g fax 1 x == 0,
o(a) =3~ ¢ - agr.= .
(=) ) e 9T {O " a<o0,
U e 1 @0,
‘c(u) - Tu"T_S_""t" 0 () _.o (— a) m{__l ) ¢.<o-

Partos de fracuencia positiva y negativa de l1la §

So ) gy (eterdrm LSy fn L
é

Algunas relaciones Gtilce,

-
1
b @ S @ 13 et § e,

o Puuibi (er) <300S ()N Lend e mran
P

4
> bh ( £ (a) ot ifa.
e
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Los campos ¢scalares. La funcifén de conmutacidn de Pauli-Jordan

L), w Nl == “"- a (c--y)

(O 4-m") da(x)-=0; I -2.2" .
a (=0 S:- e @S (7’ ak S (s sinGee Vm-(- ),
. [5EN 2030 3 VRV Joun
—~ &(x).
]
d) = oo e 3N ) —T.T 2 (196 (2) L (V)

(A= x® o2 (a0)T x’).

Cerca del cono de luz d(x)} se comporta en la forma

CA) P g0 £ 0%) 8 (2) — T5 e ()0 (A).

Parres de frecuencia positiva y negatiya de la
rauli- Jordan

C e G 9 ) ) i )Yenm AT e — ),
W' @ 0" (D)= | @ x=p) =T aW—x)
© A a?)aT () «= O, (01 -+ mT) g+ (x) -~ 03

-a (xm._-_. Qa0 5@t -—m?) b om F:Tw Snﬂ e et YRR —0,
—aT(y) - '——)' Sc'ho (== R°) S (k2 = ) dk ==
~
i ax VIR ) 6rh v e .
oo § Tihe g €TINS v - D (o a)
-a*w ) Loc(o) s - —--”;Z,;o(x)l‘\.(m VR) i wu (m 3y 3)) -
- ,,;’; s DK VIR,

ml .ou)l\'.(m|f3)| ir (10) 2 (e 1R -

FYS Y
- [T 3. 7750
oo n '., -G )R (m y 23,

—d () s “"r(\ TIORE

funcibn

de
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Cerca del cono de luz a* y 4~ tiencn la fosma

e P AL L LI R R AR PR T a®) B (),
1y ot ;
- AT e £ (08 0) — i+ T BT L ey 0y,

Solucifn par de la ecuaciSn homogenca

—an e plis (e ars o nn

(Q--m®) g"(x)=0,
=AM (a)emi (@ (x) —d- (x)),

-, ] ax oy -
-l (x) x= = S T f.*" cos (a® VR me),

-da(x) "?.%'TT" CIN(1173) +
F o S M K m V) e S gy, -’l'i;-——-"" B S

Funcifn de Green causal

(Q + %) D (v) +» — B (x):
e § e g dh - DF ) s

Explicitamente

AL .-—"; 32— T 0N [N G 1 B) — s G 1)
b m Ve DK T

4t
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Cerca del cono de luz

m '1| m®
AL — Erom).

M +
ST

Puncifn causal para masa <ero

D (x) = LY (x) fmn = ~(“0)—- ,.;) ' 8. —2)m -~§c’""’dx.

Funciones de Green retardadas y avanzadas pFet ¥ p2adv

Dt (r) =0 for a®<z0; D*W(x}exO0 for a*>>0;
@+ Bt (e — S 0e); (O + ) D () 2= — 6(x); 13 =D,
D':.u (x):=

@apr Y wr

- D) HT?__U‘ S -

Dt (x) = u(;-.)‘&())--s(l) YT FA 1/3.)},

. D (,),_,. -n(—-‘o) 16 (2)--06(¢2) 7'7;:_11(,,,,/;:)}_

Solucidn par dc la idn inh

& Tk,

[{=} +m')u-(\).._6‘,,.
Dy («\)u-;-ﬁ ())-..a(;,.._ 1 J1(m)73).
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Rolaciones entre las fenciones a¥, a~, 4, a?, p®, p*°t, p*dv, ps

a (v dr(x) 13,570
3 ) =i, () ~q, (D

0L (x) -2 8 (6®) @~ () -0 (—x%) g}, (%),
Diet (x) =2 8 (a%) g (x) -=Df (x) 4a } (x).

: D2ov (k) -0 — 0 (— ) a (x) :=-DL (¥) = A7 ().
add (X) = D"‘ {x) - - D33 (x)s
- e (-')
D3 (x) = 2 (O () D () - = D, (x)-

Funcidn causal para masa c©exo
, inx

.
D2(x) 2= D7 (x) Vg 7= 5 (,n,. o Te e

Para el campo vectorial

' s (e — ¥H)e-rr8 67— mn e a9 ar.

e § (e B0 )

&™) (e mlme)a () -
Dh:tx) == -

dk.

[53

Para el campo espinorial

.
. S e—=aG (40 (m-1- B) & (17 = n?) dk

-t 1y 3y Tt e yR) el VE rn-'-tln

s“(_‘)"(i\"“:. q m)d-(\') .

(’1)’ ‘ "l k‘ e-mr
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. ° Para el campo espinorial -

B . (x)= (i?‘ ;;':‘.' + m)rl (x) '--7,%;; S'ﬂ—"'l **) (k-1- 71) 8 (&% ~— m™) dk =

R
=2

3 I die ""In cos (A* VR h%) - (uke - )

iny {2y V&
v

e TL
2

7 () Leorvor= 7S (0),

B e ks e=fre dp.

Funcidn Vértice propio a segundo orden en teorfa de perturbaciones .

En la norma de lorentz d)~ = 1.

h
- (d; — - (L]
1-¢d:— 1) §m S dy

1o
LB o S dx S dyin [!.‘..!’.iy‘_ﬂ'_'.]}.

AV @) BB m) (G 1) ¥t (B ) ¥ (G~ 2,
. B = Q51 a1 Q,
D ey (§ ey Qb QB 1) ye,
Q> xq-l-yn. .
R e QEye = y B Q — (P = 2un) Q== Q™ (7 - Do),
Zea(l-—x = glyp?- () vm X o= y)a@T L Ayk? - T (x ey _n--n ey} 23

C.22:1-(3--o) ln
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APENDICE II

FORMULAS DE REDUCCION
Consideremos un elemento de matriz cualquiera de 1la

matriz s,

<P‘... in |s}| ql...in> ~ <P .- out ]ql...in> (A.IT.1)
Si q,representa un estado de fotdn
<P31---0cut]gz...in >= -iJ’di exp{-igix) < p1...outla
{(A.TIX.2)
jaz---in >

mientras que si representa un estado de electrdn
<p, ---0uti|q, ...in> = Idi<p=...out|6‘+°|qz...in >
{A.IX.3)
exp(-iqx) u(qj
Esto es valido para todo tiempo t. En particular para
€ — = o en cuyoc caso los campos entrantes y salientes éuedan

sustituirse por campos Au s ¥ respectivamente. Ahora bien, para

una integral arbitraria t
(lim —1im ) {a¥ wix,t) = 1im  1im ac ?ﬁ ax g%, t)
P t > @™ £1v vy > o
€tz {(A.IT.4)

Por lo que utilizando 1a condicidén asftotica para tiempos posi-

tivos arbitrariamente grandes se encuentra

<pye.- out|qi... in > = <pj... oucla.f'f&n)lqz--- in> (A.II.5)

+Lfdx3n(exp(-iqxx) Bo<pr--.outf lq ...in>)



(104)
en el caso (A.IT.2) y
<Piee. . . out {@ . . .in 3 = <pi-..out [ef o dlav) | @2...in >

-i J a%<py-.-out |Tix) |az...in> I- 50 youlqilexp(-ign
- . (A.XX.6)

<p1...0ue|¥(x) |gz...in > —— 30Y® u (1) exp(-igx)

en el caso (A.IX.3). El1l primer t&@rmino en las igualdades anterio-—

res es una suma de té&rminos desconectados, es decir t&rminos

en los gue al menos una de las partficulas no se ve afectada por 1a

interaccién. Asf en el caso en que q - se refiere a un estado
de fotdn

<Py...out |a’ (apl..in>= £ 2RZ(2®) *gB, -F1) (A.II.7)
Ep,...ﬁk...ouc |92+--ins

donde la suma se extiende a estados de fotdn y ﬁk indica l1a ausen-

cia del estado Py -

Mediante una integral por partes el segundo t&rmino de las igual-

dades (A.IX.5) y (A.IT.6) puede escribirse

» “
i dx expl{-iqg;x} 3,9 <Py -.-0ut|A &q;...in >

(A.ITI.8)

L
-1 Idx <p1-.-0ut|¥| 92-..in > (-i yJ%“ -mlulg ) exp (-ig x)
{A.IX.9)

respectivamente. Estos pasos pueden repetirse una y otra vez. Sin
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embargo, al realizar la integral por partes es necesario ser
cuidadosos al tomar los lImites temporales los operadores de
creacidn y aniquilacién se encuentren en el orden correcto.
Facilmente se encuentra que la posicidn correcta se obtiene uti-
lizando el ordenamiento temporal del producto de operadores in-
troducido en el capitulo I. De tal suerte gque si p EREEY
Yy .,---.9, representan todos los estados de fotdn gue inter-—

vienen en nuestro elemento de matriz tendremos

= té& inos desconectados+
< pl"pnpn+1f'°“=qu"q1q1+1'1n rm o

nel = y " v .
i) dyx---d-‘laxp(ﬂ‘:pkyk thxt) (Bua v’ .-.(3,8 "1) (A.I1.10)
< pn*“..ouclrlp(y ... Ad(xl)lql+1...1n>

con un resultado similar para estados de fermidn. La importancia
de estas expresiones es la relacidn que ellas proveen entre las
transiciénes sobre la capa de masa y 1os productos ordenados tem-—

poralmente de la teorfa en interaccidn.
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APENDICE IIIX

PRODUCTOS DE FUNCIONES SINGULARES

En el espacio de distribucjiones temperadas no siempre es
posible definir un producto bilineal asociativo de manera fnica.

£l problema surge cuando se consideran distribuciones gue poseen

singularidades en puntos gue coinciden. Asi .por ejemplo, cuando uno

desea calcular el valor de expectacién
e
T390 O (x"* - . -
< | ju(x)j“(x 1> = e Kuéx x') (A.ITT.V)
la igualdad

1

T AGIBIY) = —3— {AG),B(Y)}) o+ = elx-x") [AaG).B(N]

{(A.IXTX.2)
llevaria a pensar

(-3 - -
KUV - Kuv + i X uv (A.III-B)a
con
- 1 ° o .
LI 3 <0] {3g¢x1.35¢v1} o> (R.IXT.3),
x,, =-ielx=x') <o [j; x),35¢x"1] | o> (A.TIT.3)

Sin embargo, al utilizar el teorema de Wick los resultados de

uno y otro lado de la igualdad (A.IXI.3) Adifieren apreciablemente

La diferencia corresponde a productos

ae - 1 de
= & o - - 5 A elx)

(A.IXIX.-4)
gque no estdn bien definidos en el origen.

Sin embargo, existen distribuciones con singularxidades

coincidentes para los cuales es posible dar una definicidn unf-
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voca de su producto. Para ellas la convolucién de sus transfor-

madas de Fourier existe y es acotada de tal suerte gque la trans-—
formada de Fourier inversa de su convolucién puede utilizarse

como la definicidn de su broducco. Un ejemplo de dichas distribu-—

ciones es ATy) cuyo cuadrado, es decir A—(y)A-(y) quedarfa defi-
nido como

- - - - 0(=p?) 0 (p2am?) Y am?p?y }
- - - -4

8T (v AT (y)=FTa 8T (pr)=F 1 Bp2 Cp=am e ) 111,85y

Tal definicién no puede utilizarse, por ejemplo, en el

caso del producto

a(r)s(t) (A.IXT.6)
{que es basicamente la singularidad de (A.III.4)) pues la trans-—

formaaa de Fourier correspondiente diverge. A pesar de esto, el

método descrito enm el rarrafo anterior modificado directamente

parmite una interpretacidén l6gica de este producto. Para ello se

considera un subespacioc del conjunto de funciones de prueba don-—

de el producto de distribuciones est& bien Aefinido. Asf en el
caso del producto (A.IIXI.6) dicho subespacio corresponderfa a fun-

ciones £ tales que £(0) = 0O, esto es funciones de la forma
f£(e) = v g(t). (A.IXIX.7)

En este subespacio, al pasar al espacio momental

%;_ ( O*s ) = O o *

donde ¢ es una constante cualguiera.

s - c (A.TIX.8)

Se extiende entonces la definicidén del producto a todo el

espacio de funciones de prueba. Esto es

G(e18(t) = ed(t) {(A.IIT.9)
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Observamos entonces gque en este caso el producto de dos distribu-
ciones nos proporciona una familia de distribuciones y no una dis-
tribucidn finica.

Cabe destacar que una formulaci8n mis rigurosa del
proceso arriba descrito involucra una previa®regularizacifn® de
las distribuciones involucradas. Esto es, los cllculos intermedios
deben realizarse en t&rminos de secuencias de funciones bien compor-

tadas que definen a las distribuciones.

En el caso particular de las distribuciones gue se
emplean en 1la teorfa cufntica de campos sus productos pueden escri-
birse generalmente en el espacio momental como la suma de una funcifn bien defini-—

da y un polinomio de coeficientes indeterminados. Asf por ejemplo

-
, u
A A -172
(0S+s%) (p) = 34— (% - m? ) I\‘: = 2T Yur)

m2

AR —1lxl? (A -~ 4am?)

Para comparar con 1os resultados obtenidos en el capftulo dos para

L% (p) -basta sustituir F()\) y considerar c = c* = O.
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