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1. * INTRODUCCION

Desde las primeras etaﬁas del desarrollo de la maci-
nica cuidntica, las transformaciones canfnicas fueron muy impor-
tantes para entender 1la estructura de esta nueva teor!a"s),
basta mencionar el ejemplo de la representacifn unitaria (ker-
nel de Fourier) que transforma los estados entre los espacios
de configuracifn y momento. Durante varios afios las transfor-
maciones canbnicas quedaron relegadas y es hasta las filtimas
‘"d€écadas en que el interés por ellas se ha despertado, ya sea
por l1la importancia que tienen en aplicaciones directas6'19),

o bien por su utilidad en la cuantizacibn geométricazo_zs).
Este trabajo se basa fundamentalmente en conceptos

15-19) on el marco

desarrollados por algunos de estos autores
del lenguaje clidsico de la mecinica cusintica y su extensisdn
al formalismo de cuantizaci®én geom&trica. Dos de ellos, Mo-
shinsky y Seligman, han estudiado en forma sistemitica las
transformaciones canfnicas NO BIYECTIVAS y sus representacio

16-18)
»

nes en mecinica cuintica asi como la estructura de

los espacios fases involucrados en la transformaciénlg). u-
no de los objetivos del presente trabajo es indagar a que
nivel surgen en cuantizacifn geométrica conceptos como.espih
de ambiglledad y estructura de hojas de Riemann, que los au;
tores anteriores introducen. Dada una transformacién canéni-
ca. no biyectiva F:F(f'g‘)' _?:;(r,g'); {}6, 5}___1_}
los operadores ? » é_‘ asociados a las variables P9

del espacio fase original tienen espectro continuo de - atowm .
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En general, los operadores f; > gi asociados al nue-

Vo espacio, tienen espectro muy diferente por lo que a prime

Ta vista parece imposible encontrar un operador unitario tal
que

'f?—_- wpu ?\:qiu (1.1

Se ha observado que atin en la mecinica clésica la

-1
,

no biyectividad de la transformacifn implica la existencia

de un grupo de ambiglledad, i.e. un grupo de transformaciones

que deja invariantes las variables Fs > i’ . Asf, 1la

biyectividad se ha recobrado introduciendo una estructura de
hojas de Riemann en los espacios fase en forma aniloga a las
funciones multivaluadas sobre el plano complejo. Tambi&n con

el auxilio del espin de ambigledad, indice que etiqueta la

representacibtn irreducible del grupo de ambiglledad, estos a-

utores han conservado la estructura de una hoja en los espa-
cios fases y la no biyectividad 1la han mandado a las funcio-
nes sobre los espacios, que se répresentan ahora como'esping
Tes.

Para el problema mencionado en 1a.ecuac16n (1.1)

el espin de ambigticdad permite hacer mis grande el espacio

de Hilbert y extender el espectro de is » 5: , de tal
P % - |

Por otro lado, la cuantizacibfn geom&trica trata

forma que coincida con el de

de entendcer las estructuras matemiiticas necesarias para cuan
tizar un sistema clisico. Empczando con un espacio fase cli-

sico, que en términos geométricos es una variedad simpléctica,
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uno busca construir un espacio de Hilbert y el espacio de o
peradores para la teoria cufntica, de tal forma que no de-
penda explicitamente de un sistema de coordenadas particu-
lar. Mds ambicioso seria poder aplicar cuantizacifn geomé&-
trica a sistemas en los que 1la forma normal de cuantizacidn
no resulta obvia como en espacios con curvatura. Es en este
contexto en el que queremos analizar las transformaciones
canfnicas no biyectivas.

Las transformaciones canfnicas y sus representa-
ciones en mecinica cuidntica han sido estudiadas por varios
autore56’11’15'18’30). Uno de estos trabajos‘s) presenta la
representacisn unitaria como la solucifn de un par de ecua-
ciones diferenciales (ecuaciones M-M ) parciales. En muchos
casos estas ecuéciones son dificiles, no s6lo de resolver,
sino tambi&n de expresar explicitamente, debido a que sur-
gen de la construccién de operadorés autoadjuntos. En algu-
nos casos de transformaciones no biyectivas, ha sido posible
incorporar tambiép el espin de ambiglledad en estas ecuacio-

nes31),

La comprensifn matemitica, sofiada, de 1la meéﬁnica
cufintica engloba la correspondencia entre &sta y la teoria
clisica. A ' este respecto, alGn quedan algunas preguntas sin
una respuesta definitiva, como ¢l caso de si, a una trans-
formaci6n canfnica dada, le corresponde una transformacién
unitaria en el espacio de Hilbert de estados cufinticos. Al
pirccer, €sto fue tomado como un principio por los fundado-

res de la mecinica cufintica, Actualmente el problema no ha
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sido sistemiticamente investigado, y no existe ningGn algo-
.ritmo que permita enviar una transformacifén canénica en una -
unitaria. En conexifn con esto, en este trabajo se ha busch
do una respuesta en dos direcciones diferentes, pero no se
ha logrado obtener algo definitivo. Una a través de la des-
composicifén de la transformacifn candénica en una secuencia
de transformaciones puntuales y de Fourier, y otra via el
kernel de Blattner-Kostant-Sternberg que surge en la cuan-
tizacifén geométrica. N

El contenido de este trabéjo lo podemos bosquejar
como sigue. En el capftulo 2 se presenta 1la idéa de que las
secuencias infinitas de tranformaciones punfuales y de
Fourier, alternados, soﬂ densas en el conjunto de transfor-
maciones canfnicas, y se investiga si las ecuaciones Mello-
Moshinsky nos dan un homomorfismo para estas sucesiones. En
el capitulo 3 describimos someramente algunos mé&todos re-
cientes que permiten relacionar, con objetos geom&tricos,
las mecfnicas clfisica y cufintica. La cuantizacifn de una va
riedad simplé&ctica ()C,u)) consiste bidsicamente en encon

trar un mapeo que mande obsevables clidsicas :F€ c*= (x)

a operadores autoadjuntos ;? sobre un espacio de Hilbert
Htalﬁe:\i) (/;i-a\)= ?1—3\ s ii) (A-f): )s'f,AeR
ii1) {"la} = T:‘—C;/%] 5 iv) I'=1 (1= funcién

constante; I = operador identidad).
El espacio fase 2 tiene un elemento natural de
volumen ILu“l Yy un espacio de Hilbert L} (3(_) de

funciones complejas sobre X . de cuadrado integrable, con
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producto interior <‘f’ ‘P) = (z—:,_?.)”jx "? 4’ Iw"l s \fﬂlle Lt(X)

Cada observable clidsica f actlGa sobre L2 (x) como un ope
rador simé&trico bajo la correspondencia f : (f o 4 -t ?.} (f .
Aunque el mapeo { —_— 'ﬁ ?f satisface las reglas de

cuantizacién, su kernel es distinto de cero, por l1lo cual no es
isomorfismo. Esto puede tratar de corregirse agragando otro té&r
mino en la forma L ~-ih §_,_ '-f + -f‘f . La constante
actia sobre Lz (x) por multiplicacifén, pero la condici&n
iii) ya no se cumple. Si uno aln forza el razonamiento agragan
do otro té&rmino ;-‘: -1+ Lif_il_‘gf‘le)]"-';

donde 9 es la 1-forma candnica, la condicidén iii) se cumple,
pero an persiste otra dificultad. La construccién de f de-~
pende de la elccifn de e y por lo tanto :;!\ no puede de
finirse globalmente, a menos que [ sea exacta. Un escape

de esta contrariedad es permitir tranformaciones de norma:

si o'= 9+g£u, ‘f‘= e-tuy por lo que 76‘?'=

=[5 L (a0 e e 59 = SF {-h[Ep-L(guerg]+ 55}

Como las amplitudes de transicién son invariantes, ;:\ es in-
dependiente de la forma 1-forma canSnica. Pero (B8 se deterx
mina de (2] y e' excepto una constante de adicién, luego
hay una ambigliedad en la fase de q' e e Esto
puede ordenarse un poco, haciendo actuar ? » no sobre fun-
cion‘es, sino sobre secciones de un haz lineal hermitiano sobre
X '« Este espacio de secciones es demasiado grande. Una
forma de restringirlo es considerar Gnicamente secciones que
sean constantes en ciertas direcciones, y por csto es necesario

introducir el concepto de polarizacif6n. Se puede construir ade-
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mis un apareamiento entre objetos asociados a diferentes polari-
zaciones, cuando se cumple una condicién a.propiada de transver-
salidad. '

En el capitulo 4 tratamos de hacer la conexifn entre
el apareamiento antes mencionado, conocido como kernel de BKS, y
las representaciones unitaria s‘.Dada la transformacién canfnica

¥F=3Cpg), P=F(p.y) , Fq v Fg son

las polarizaciones generadas por los campos Hamiltonianos ;1. -
= . Los espacios de representaciones — '

1% VA Fz ) iad .K$_CyL@%G)
) ﬂ§= F (L& 7 estin asociados a F; 9 F’ .
En el kermel de BKS es necesario construir secciones A?/ ,\i-
de L- que son covariantemente constantes sobre F; 9 Fi- .

1\1 cumple con esta condicifén si se escoge la conexifn en la
forma V,\; = - 6 ® /\3 . Para construir /\§’
tal que Vi‘i Ai = O » Sse expresa ’ /\§ en
términos de ,\;; )\5 = -f /\$ 9 se encuentran dos |
ecuaciones diferenciales de primer orden zs -; = EFB-“F 9
3‘_’; = (Pd..'ﬁ)-j’. que determinan } a través de

$ = exp [t SLpds+if(2; So(3z)ap)dy - i Jo (%) 45 ]

donde L_? = e CSF ) - -‘5 « En 1a solucién de va-
rios ejercicios encontramos que el objeto importante conectado
con las representaciones unitarias, es f » ¥ no el opera-
dor u: ﬂi — ﬂ? inducido por el kernel de
BKS a través de K(o")q"i)—: (0—1’ ILLG';)_ .

Esto se debe a que -f » excepto factores de norma-

lizacibn, es la representacién unitaria, mientras que e »
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ademi3s de contener a 4? » tiene otros factores que nada
tienen que ver con los que se deben agregaripara tener la unita-
riedad. En consecuencia, la esperanza de algunos autoresza’ZGI,
de que el kernel de BKS induzca operadores unitarios, es errs-
nea excepto para transformaciones canfnicas lineales. Tambié&n
aqui exploramos los primeros términos de las secuencias de trans
formaciones canfnicas: puntual-Fourier-puntual.... y los résultg
dos concuerdan con los que se obtienen en el capitulo 2 usando
las ecs. M-M. )

En el capitulo 5 usamos un ejemplo especifico de trans
formacién canénica no biyectiva para ilustrar como intérviene
cuantizacifn geom&trica en la estructura de hojas de Riemann. Al
hacer esto sobre un ejemplo, no creemos que se pierda generali-
dad en el razonamiento. Bisicamente lo que tenemos es que el gru
po de ambiglledad determina la estructura del espacio cubriente,
en nuestro caso R ([F;ij, Z) » ¥ se hace la exten-
sién a este espacio, de los conceptos del capitulo 3, tales como
haz de marcos metaplécticos, polarizacién, haz de mediés-formas,
haz lineal complejo, conexidn, etc. De esta manera, se puede cons
truir, en relacidén con una hoja de Riemann, una funcién que hace
que V§§. /\F = O se cumpla. Excepto un factor
de nmormalizacifn, esta funcifn es la representacién de la trans-
formacifn canénica. Pero necesitamos extenderla a un espacio ma-‘
yor con . el fin de que sea unitaria. Esto se logra construyendo u
na suma dirccta de espacios de Hilbert.

En el capitulo 6 examinamos, nuevamecnte en ejemplos,
1a forma en que interviene el espin de ambiglicdad en cuantizacién

geométrica, para hacer unitaria una representacifn de una trans-



formacifn canfnica no biyectiva. Para obtener un espacio mayof

: * -0 , t+ oo 2 (o, 1 » se hace uso del grupo de ambigledad
’ ’

y de sus representaciones irreducibles al nivel de las funciones

que hacen la seccién )\F covariante sobre 1la polarizacidén

Fr .-




2. TOPICOS CLASICOS DE TRANSFORMACIONES CANONICAS

En este capfitulo haremos algunas consideraciones que
permitiridn complementar el material desarrollados por Moshinsky

y colaboradores.
En primer lugar veamos las transformaciones puntuales
b 4 biyect1vas, del tipo
-l 5 = : (2.1a) , (2.1b)
I=¢) , P ¢‘($1
Las ecuaciones Mello-Moshinsky (M- M)ls) de esta trans

formacifén, son

-Q-(‘ilu-li) 4'(#)(?/(1.13"} (2.2a)
y Fple' )"+ Lo T PI<eiely=igs <3lu[F) (2-20)
A cont1nuac16n mostraremos que si tomamos 1la representac16n
 L3lwlFY por
<gqgluwlgy>= E4"($)]’EJ(§— #r1) 2.3
entonces las dos ecuaciones anteriores se satisfacen. La ecua-

cibn (2.2a) es trivial. La segunda ecuac16n toma la forma

2 2 —-ﬂﬁL]{g[u[,;}- c[e'w] ‘5(3 $(2) )= 5 T (ﬁ/ali7

"l @' 29 Lo'tn]

y por tanto la ecuac16n (2.2b) también se satisface.

Nuestro inter&s en este tipo de transformaciones radi-
ca en que se tiene la sospecha de que las secuencias infinitas
de transformaciones puntuales y de Fourier, altcrnadas, son den-
sas en el conjunto de transformaciones canénicas, i.e. crcemos
que cualquier transformacién can6nica puede escribirse como una
sucesibn infinita de las transformaciones anteriores menciona-
das. Al final de este capitulo mostraremos un cjemplo de una
transformacién que sc deja descomponer en la‘forma puntudl-Fou—
rier-puntual-Fourier (PFPF). Por lo pronto tencemos el hecho in-

teresante de que esta clase de transformaciones (PFP....) for-
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man un grupo bajo aplicaciones sucesivas; Esto se debe a que 1la
composicidn de dos transformaciones (PF....), tiene por represen
tacifén la composicifn de las representaciones correspondientes.
En otras palabras, las ecuaciones M-M nos dan un homomorfismo pa
ra la composicifén de transformaciones del tipo (PF....). Vamos a
hora a trabajar este homomorfismo para casos sencillos, porque
queremos conectarlos al final del capitulo con un ejemplo concre
to bien conocido. Posteriormente veremos si en cuantizacifn geo-
métrica se preserva tambi&n esta estructura.

Para el caso de una transformaciSn puntual seguida de

una Fourier (PF); tenemos;

_  ind
Y, =4(R) (2.4a) Fa= P (2.5a) F= = Fi,  (2.6a)
. P _
P-="—‘¢-(q) (z.4p) T2= % (2.5b) P = — PC3) (2.6b)

De 1la ecuacifn (2.3) sabemos que la transformacién ca-

nénica dada por el sistema de ecuaciones (2.4) tiene por repre-

sentacién
) Y (2.7)
H(g.9)= [¢'@]*S(3.-+w@)
donde ahora usaremos la notacién’ H, (q, q,) = <?.Iu."2.> H
¥ la representacifn de la ecuacién (2.5) es
P | 'q x
Ho(a.,9.) = 5= =1 2.8

Por lo tanto, si componemos (2;7) y (2.8) encontramos
una representacifn, para las ecuaciones (2.6}, dada por
2 % i9:409)
' @'() 14 T (2.9)
Hi(1,1.) = G H.G, 004y, = [ T2 ) &
-
Veremos ahora que f‘;(?,?;) satisface las ecuaciones M-M co-

rrespondicntes a la trnnsformaciGn (2.6), esto es

"+C$)H:($13¢)‘* < a? “L(Q:?a

b 4
il o _ &M
. 2 $'cy) 93 r 41(7)31]’4 (s 931) = Ga ”a. (Q;?&)
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El siguiente punto en complejidad es tomar las trans-

formaciones biyectivas PFP, de l1la forma

= ¢(*) (2.10) 2 = b (2.11a) = ‘P(h) | (2.12a)
f = -‘;%’—)- (2.10b) P2 = -9, (z.116)  p_ (2.12b)
de donde P '-}’ (? )
%= ‘I’( ®i(3) ) (2.13a)
&%) : .
B= — '4"( = £2.13b)
En este caso tenemos que 4"(?)
Ho(3,2) = [¢'=)] % S(2.-4®)) (2.142)
1 i9.92 (2.14b)
“a (q\l Qa.) = vaar =
(2.14¢)

)
Ha (%.%) = [ ¥'(s0]% 5(33-4'(%))
Luego, la representacidn unitaria para la transforma-

cién (2.13) seri

&' [ 3 “?"{’-'(73}
“ (Q q’) j ” (?IQ)” (’u,%)us(?aIQ‘,)‘Lﬂtdﬂz (: 6 (w )(13) (2.15)

Las ecuaciones (2.13) se pueden expresar miAs ficilmen-

te como
Y'() = iy - »
$'Cq) (2.16a)
-~ . > [ -t (2.16b), (2.16c)
B )=-dm 5 ¥'= (¥ N
Luego, las ecuaciones M-M correspondientcs son

. 2 5 _ _$'"(9)
_‘:[ ¢'ca) é}; Ca'(4)]? JH (3)43) '(?J)H ($; %)
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y [z PangZ + «P"(sﬂfg(m,) =-¢@H ) ;
. = vy
que se satisfacen con 'AgYil?s) dado por la ecuacidn (2.15).
Para el caso de cuatro transformaciones suscesivas del
tipo PFPF tenemos, aparte de las ecuaciones (2.10), (2.11) y
2.12) ‘

2%=h (z.17a) y=- —2@) (2.18a)

V(<%

R=-2 (2.17b) £ = __4,( 4:’@)) (2.18b)
. ’ . < ?
Como Hy (?”?q) = ﬁ_:;_' = ‘N«

la representacién unitaria de (2.18) seré

to ’
Hi(r3 = J H.02,9.) H.(0,2) Hy (129 Ha (20,7 dgo s L3s =

+to®
‘j_ 4 (1.95) Hy (93.%4) 493 =  (z.19)

[ f’a ) jﬂ(‘l’"l (h)J/‘ (4 F (1) + i $3%e

Obviamente la representacidén (2.719) se puede escribir

I

en una forma no integral mis sencilla:
(2.20) !

;H‘," (1,p4) = j 4y, (1.94) < i"fu?, = [+ @@)¢ P-«)]

Veremos ahora que la expresifn (2.19) efectivamente

cumple con las ecuaciones M-M relacionadas con 1la transformacién
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(2.18), la que, por simplicidad, escribiremos en la forma

¥4 :‘T’.(‘fv) = - g(3) . (2.21a)

4 (- Fy) = —4’—2-?—)— (2.21b)

Ahora, las ecuciones M-M son

L¥ [(“l’ Cro+2 "f’(l’v) )T(”“(Q'?“))J =+ Hy (3.7 (2.22a)

“:I th [(4;21) 99-7 B Cﬁcgf’lz ) #4 (?'7")]“ Wen) ¥ (s Gian) 222

donde ¢ (36 — 4Py
F 3 1a0)= =& j 3(2.99 = g 494
b4 £l3r—Fv fy)

T (klpr)) = o2 S kAP < dpdp,

Los cilculos muestran que efectivamente las ecuciones '
(2.22) se satisfacen.

Aprovecharemos lo desarrollado en este Eapitulo para
introducir ingenuamente la transformacién canSnica NO BIYECTIVA
a variables de Angulo y accifén del oscilador armSnico. Es obvio

. que como esta transformacifn es no biyectiva, la expreéiﬁn que
obtendremos en seguida , NO SERA UNITARIA, pero mostrari el he-
cho de que una transformacién que aparentemente nada tiene que
ver con transformaciones puntuales, se puede superponer con trans
formaciones de la forma (PFPF). Otros autoressI) han incorporado
ya, en lecnguaje de ecuaciones M-M, el espin de ambigledad, obte-
niendo la representacién unitaria cerrespondiente. En el capitu-
1o 6 se obtiene esta representacifn mediante cuantizacifn gcomé-

trica. Tomemos pues, las siguicentes transformaciones canénicas

= L£=5(3) g2 (2.23a) . Ja= £ (2.243) Gy=ancton §,(2.252)
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CP= syte) f (2.23b) y=— 9 (2-24b)  p=p (1+ 73)(2.25b)
Jy=—"P3 (2.26a)
Py = 95 (2.26b)

Tomando la composicifn resulta

Iy = i/z(?) (fz+7=) ; fa=ar ta. [Ag(?) -;—) (2.27a)3; (2.27b)
Como +3) = t 3 (“')gl by ] "P'[%!): arc fon T2 , en

tonces, usando la ecucién (2.19) tenemos queée la representacién es

F R X > 1575 ak o ML -2
Hq (?:?4)=72l,,?!553@)?m‘?ﬂ2€ 3 | T 25 (2.28)

o bien. en t&rminos de 1la expresién (2.20), el resultado anterior

es mi&s simple. Volveremos a este ejemplo en los capitulos g5 y 6.
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3. ' ELEMENTOS DE CUANTIZACION GEOMETRICAZ6)

Sea X variedad diferenciable Yy (2 Y] una 2-£§rma
cerrada y no degenerada sobre x . La pareja (xl w)
se llama variedad simpléf:tica. -
Un haz 1lineal l_ sobre x es una terna ( L,ﬂ‘, X) ‘
donde: '
1) i es una variedad Cw llamada el espacio
total del haz. . :
2) ™ es un mapeo < de L sobre X '
3) Para cada T Xe x , 1a fibra en x : Lx= 'ﬂ’.'(&) ‘
tiene estructura de un espacio vectorial complejo de dimensidn ) ‘

uno.
4) Es localmente trivial; i.e. cada Xe X de-

be tener una fecindad U tal que L~ UX «©
Una seccidn < de L. ( Se r'(L)) es un mépeo c=
tal que eSS = i , i.e. sx) e L Vx¢ xC
El conjunto de secciones de L , r' ( L) forman un

Co(x'_).- m6dulo con la ley de multiplicacifn

EDE) = $§I36) $ec™(X), s<l(L)

Para definir 1la deri:vada de S en la direccién

del campo vectorial Z es necesario introducir un con-
cepto que nos permita comparar vectores de fibras diferentes.
Esto es la conexién.

Una _conc)sién ( L/ V) de l_ es un m:ipco
V: TuX X "(L) — (L) quc se denota
por V(i,s) = Vi < 2 g e TeX ) S e r‘(l—) ,
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que satisface .
a) ‘7§‘:5.1ﬁs‘) = ‘73 S, + .‘7§Sh » . -
—_ S
B) V.5 S = V3,2 t Vg

c) V,;;S = .}V_,‘s -
D ps) = (35) + F Vs L Fe CTRKD

La forma de conexién de (L, V} es la tGnica 1-forma o
sobre Lk = L - { Seccion’ O} tal que
VSS = 2w {S%¢,ED s _ e T X
En cada fibra de L. se define un producto
escalar c® J (s, t): X —» &€ :@ X “—,ﬁ'(SCK), 4(x)) ,
5' _t e rn (L) . s 1lamado m&trica herx

mitiana, que se preserva (es invariante) ante transporte parale-

lo, en el sentido

V54(5-15n-) = ( Vgsn 454) + (S: s V_;‘ 54)

La conexién ( L, V) tiene una estructura
Hermitiana invariante si y solo si 2ri (K ~x) es
exacta sobre L. :

Como el espacio de estas secciones resulta demasiado
. grande para formar el espacio de reprgsentacidn, una forma de
discriminarlas es considerar aquellas que son constantes en
ciertas direcciones. Por esto es necesario el concepto de pola- ‘
rizacién.

Sea (X , @) una variedad simplé&éctica de di- _
mensién 2n . Una polarizacién de (x ,u_s) es
una distribucifn compleja involutiva F [y T; X = T)(_QC
=o 3 dm{Enk}

de dimensi6n n tal que L 1
. FXF

es constante.

Un marco lineal de F en x e X es ;
|
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una base ordenada - W= (W, .-, wa) de Fx .
La coleccifn de todos los marcos lineales de F ) forman
un haz fibrado principal PF sobre x s COM grupo estructu-
ral G L (n, C) . Asociado a BF se tiene el haz 1li-
neal complejo A" = . E1 espacio de secciones de A" F
es isomorfo al espacio de funciones complejas sobre BF que cum-

plen con

a través de

—_~ —
k)= = (W, Wa) WAoo A Wn
donde —~ significa el dual.
Como el (M )V" es doblemente valuado, es conve-

.niente eliminar esta ambiglledad pasando al grupo doblemente cu-

briente de GL(n, @) , llamado grupo metalinear ML(H,‘C).
P: MUln, c)—> GLGM <) tal que ML <) :f' (cLt, )
es el mapeo de covertura. Explicitamente ML (v, C) es

un subgrupo de G L (lﬂ-f), C) de la forma .

LA, © '] ; Ae GL(w <),
o =(dtA)2 _ .

5 ( [ 2 t.@ld:bA)"’-]) = A

Se tiene ademis el homomorfismo ’)L T M (q', @)§> C
tal que el diagrama '

ML(V.\,c) w5
ls >

=7 @*
GL (wae) —(gx

conmuta.

Mo (wa)=[det (A-')JV’/‘_‘O w).:; we B F, AeGL(n)c)‘g
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Con esto se puede definir el haz de marcos metalinea-

les fF como el haz fibrado principal sobre x . con

. grupo de estructura ML(n,C)' » junto con la proyeccién

T: BF > BF

diagrama conmuta

BFX MLne) — > B¢

j Txp : l T
BF X 6L (wc) ——> BF
Asociado con EF se tiene el haz lineal complejo
VA~ FE sobre x , cuyas fibras son < s ¥

HL_(VK, C) actfia sobre ellas con la multiplicacién X(A)/

A € ML("J C) . )
El espacio de secciones F ( \//\"F) es iso-

<=( §P) : que

tales que el siguiente

morfo al espacio de funciones complejas

satisfacen

pe(Fa)= X (AD v (W)

_para W e B _ Ae ML(n,T) 3 V°= T (BF)
Consideremos que el conjunto de campos hamiltonianos

complejos -( Be ) neanny 2. }- generan 2 en el
conjunto abierto contractible w s X » ¥y denotemos
por i I W—> BF el campo de marcos definido por
26O = ( R (), -, T, (x)) para Xe W . Enton
ces existe un levantamiento de £ a un campo de marcos
netalinear ?: W o— = B - . Supongamos que

es 1a Gnica seccifn sobre w

wvg € (VYA F)
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tal que.
LVE . E = A ’ 3.0)
Entonces toda I e r‘((/\" F) puede repre
sentarse sobre W como o = o~

Una seccifn local FZ o = h( \//\"F) sobre W= X
se dice que es covariantemente constante en = ,» si -.(J'-_S-:'
es constante en - » ¥ se define por

(Vul-’)lw—_—u(u.o:i_:)ug ’U&F[uu

Esta diferenciacisn en (VA F) y la conexién
en [P(L) inducen una diferenciacién en rie  va- )
en la direccién. F " « Las secciones covariantemente cons-
tantes en la direccidén = representarin los estados cuinticos

del sistema. Para construir este espacio, primeramente se asocia

al par de secciones (4, ,0';) de Le var constantes so-
bre = » 1a densidad <07, >x sobre D
donde Do = FNF . Sobre la vecindad AV de

Xxe X , las secciones a, ¥y 0= son de la forma
d-‘lV: AIQUI 7 a—:IV=AZQUx » con A.,Azé h(LIV)
b'% constantes sobre = . La densi
Y Heve € (A~ F Iv) o

a <o, >x/D se define como

AR, AL )> (W) S (W)
donde W e ﬁ{: . Depende en forma lincal
de a, , antilincal en 0z y ademis (U“’ a > x</p >0
El producto escalar Hermitiano Co, 63) se defi-

ne intcgrando <o, 0 sobre T
g =/p L
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(n,73) = L, <000>xn .

L ® VA*F para

el cual el producto escalar es finito, forman un pre-espacio de
Desafortunadamente redu

El conjunto de secciones de

Hilbert del espacio de representaciones.
cir el espacio de Hilbert en esta forma,

servables que pueden cuantizarse a la clase que preserve

. f# € (::; (1(:) tales que
£g+7eF, Vne F .

introducimos el concepto de variedad metaplé&cti-

también reduce ‘las ob-

=

‘d.e. las observables

Ahora

ca, que es fitil cuando se investiga la existencia de mapeos en-

tre espacios de Hilbert asociados con polarizaciones que cumplen
se requiere escoger una estructura

T .

El haz de marcos simpl&ctico es el haz B (T)(,l.))
( w, FRZEV] Un \,'/ ] V"‘)

con ciertas condiciones, i.e.

metalinear en cada subespacio Lagrangiano de

sobre X de todas las bases ordenadas

de T X » xe X tales que
w(aia \fj): SI.J. v ““(aizu:)’: CIJCV;, VJ')zo
B CTj(,“)) es un haz principal, con el grupo simpl&ctico

Sf’ (n, R D como grupo de estructura.
Sr ( n, R) son

con la forma

Los elementos del grupo
matrices Te GL(2w, R)
T = T. T2
= (s =
nxmwn que

donde -17/ T;I T3 , Ty son matrices de
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~ P -~ o~
satisfacen T —T.h=I y T —rl y Te T
son simétricas.

El grupo doblemente cubriente de Sr CV), ) se deno
ta por Hr(v\, ﬁL) Y se conoce como €l grupo metaplé&ctico,
con mapeo de proyeccién -f: M?(n, R) —> SP(n,tp_) . Ans
logamente al caso me_talinear, se introduce el haz de marcos meta
pléctico de (K,Lo) como el haz principal :é‘ ('l)c,u:) so
bre 2 con grupo de estructura HF (wn, R) , junto
con el mapeo

T: B(TX, ,.,) — > B(TX,w)

tal que el diagrama

(TX,W)K MF(V\.I R) —_— B(TX “J)

Txp lT'
> BTX ,w

B(TX,w) X Sp (n,R)
conmuta. )

Una variedad X junto con una estructura metaplécti )

ca, se llama variedad metaplé&ctica.

Un haz de marcos Lagrangianos positivos de (K,u))
es el haz ?(‘T’x,m) sobre x de todas las n-tuples ordena-
das W= (w,,..... ;) Wa) de vectores de T“ xX .
tales que W,,..., Wa son lincalmente independicntes sobre Ly
y w (W, we) =o y iw (Wi, Wa) =0

Queremos ahora ver que el haz P(Tx,w) es un

haz fibrado sobre x cuyas fibras son
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?—:{(3’) : vank (“t)zn UV es simétrica; ((vty - wtv)
es positiva semidefinida } .
y grupo de estructura que actfia sobre P es’ SP (ﬂaﬁl) .
‘ Para esto veamos que un marco Lagrangiano positivo W

se puede expresar en forma Gnica en términos de un marco simpléc

tico Ca,v) como .
' . o
W= alt+vV= (av) (v .1
con L{_ y V matrices complejas de nxmwn tales
que (-3,'{) [ P .

Primeramente notemos que (3.1) establece una biyeccifn

entre ?(T;X,w) y K . Luégo .Sr( n, R)

actia sobre P en la forma
Ts Tq (V)“_'r,,,u+7:v

Si adem3s consideramos que

T. T?.
€., ) . .
(l."i'/g.)—" (w, V) (TB X

es otro marco simplé&ctico en X & x » entonces

w o= & U+ XV = (ul,y) (3)

w’ ) _ [T Ty u)
v/ = (7 v |
Esto nos induce a identificar :P(T;X,w) con

donde
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ei espacio de funciones _V\_I° - B (T;X , u.)) —_ ? a tra-
vés de :
w o= (u,v) wlu,v)

donde W?°® satisface
w* ((5,!)3 ) = 3w (uw) F = Sy (w®).

Ahora queremos introducir el concepto de un haz de mar

cos Lagrangianos metalineares positivos.
“"Siendo los elementos de 3)( TX, kJ) marcos li-

neales complejos, G L ( n, < ) actia sobre este haz en 1la

forma W= w C » con w,w!e PCTX;“’) y
Ce GL(n, ). ‘ '

Esta acci6n se traduce en © en 1la forma

(V)= [SE

Si definimos las matrices

c = U-iv (3.2)
y : . . —1{
o W= (u+iv)ua—-iv)
las condiciones en la definicién de + implican que < es
Lan 1
no singular, w= w y ﬂ wi =< L.
Denotemos por B la bola unitaria cerrada en el
espacio de matrices simé&tricas complecjas de hxXw
) B_—{ w: we GlLlu,z), T=w, (IWI|$I} .
r se puede identificar con B X GL(w,Z) a
través de la biyeccién (3.2). G L (n, C) actuari sobre

B X GL (Vl,C) en la forma
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((w,c)c') —s (W, ccV
mientras que Sr Cn, R) 1o hari en la forma

%(w,c)= cgw, < (g,w)c)
= T ) e Sf (“IQ)
aw = (u +:v)(u'—7V')== (TU+TV +i(T U+ T V)
= [ (T +iT)(T+ W)= (Ty-iTa) (T-w)]
LT =TT W) + (Ta4iTa) (T-w))

< (g,w) = c'c? = (uw-ivodt
= f,_—((r.- iT3) (T +w )t (a+iT)@-w)) (5 5

donde

< : 5 Cu,@) x B — GL(»n, <) satisface
P d ( 3» 31 y - .4 ( S- 2’ 3—2 W) [~ 4 (j»g,\AJ)
se puede encajar en SP (n, R) a través

del mapeo

Si en (3.3) escogemos T.=Tq= A y 7;._= -Ty=8B
tendremos que ) '
X(3,w) = A+iB < L ()
Existe un lecvantamiento ﬁniéo de X : &= HP (“oR),(B
—_— HL(“( C) tal que el diagrama siguicnte conmuta
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HP("‘IR)X B == s ML (n, <)
lf‘xi& lf
Sf(n, R) XB —= > GlL(n, ) .
a’ definido por B x Muln, ) es un haz
principal sobre B con grupo de estructura ML (a,c) .
Para este haz se tiene una accifn izquierda de Hf’ (ﬂ,ﬂl) de

la forma -
J v, <) = (f(g)w, < (j',w}c), Fe e O , (w,&)< B(z..a) ) j
. 'fs ademis,es el espacio doblemente cubriente de
L id con proyeccién T: P —- P dado por
. W —
twe)= (v)= ¢ ( crewarces) )
(x-w) pr )

Ahora podemos definir un haz de marcos Lagrangianos me

talineares positivos de C:)(lw) s como el haz fibrado
?CTX \o) sobre X » con fibras "3’ sobre las que actda

HP ¢ ", R) _ en la forma (3.4) Podemos también identifi
car f(TXI u.)) con el espacio de funciones'

— L ned -
—“_)‘0: 8(7;)( u.)) 5 p a través de la relacidén

e ((qw3z)= 5" W~ (gv)

Luego ?(Tx W) es el haz doblemente cubricnte
de _f’( TX, u)) con proyeccién T ?(TX, u.))——a- ?Cm'm)
tal que el siguiente diagrama conmut'l-
B(TiX,w) 2. F
1' < ] L T

B(‘l;xm) 2o p
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y tambié&n — ) ~
P(TX.,w)x MLNW, @) ——— 5 B(TX,«)
. l Txp L T
PX, w)xGLh ) —— PLTX,w)
conmuta. Como BF es un subhaz de P(TX,w) v
gF es un subhaz de ?CTX’“_,) , entonces el siguien-
te diagrama tambi&n conmuta ’ v

BF x ML(n,c) — BF

] x § J, T

BF X GL (n,¢) ——> BF
Ootro vconcepto que es de utilidad en 1la cuantizacién es
el de polarizaciones fuertemente admisibles. Para esto considere-
mos la polarizacién F y denotemos por > y E las

distribuciones

< = . —_
D= FQF P EC = 4+ F
D es involutiva debido a que L 1o es.
Cuando también E es involutiva, se dice que = es

fuertemente admisible,

Si ~ v F. son polarizaciones fuertemente
admisibles, y si

Dz = D, ND, . Eanw = E\+E,;
entonces el par de polarizaciones ( F., F;_) se dice quc cs
fuertemente admisible si | es una distribucibn involutiva.
Ahora tencmos los elementos para empezar a describir

el proceso de cuantizacibn de funciones sobre ( X ,c...)) que
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generan grupos uniparam&tricos de transformaciones canfnicas ba-

jo ciertas condiciones.

Si fe C"’(x) . ¢; denotari el grupo unipara

métrico generado por el campo vectorial ;} . Para cada

4 ¢ R » la polarizacién = seri transladada por el mape
o T4>+' - TX —=>TX a la polarizacién —T4>; ()
El diagrama siguiente muestra los sucesivos levantamientos cané-
nicos del mapeo ¢ 4>§

, asi como las conexiones entre los di
ferentes haces fibrados.

~ & = ~
PTX, =) —*5 D(tx,») > BF

< 1 | |

» €t : -
BF ¢ PUTX,w) $7s e PCTX,W)

‘ «
x x
~ TR T LTHEE /
‘A . R o
NF 2 - X i > X YA F
1 i) l 4>§ 5]
VA VA~ Tt (F)

Dado que - = es transportada continuam;:nte por

T‘f’: » entonces en cada t se tendrfi un haz de marcos

BT4t(F) € P(TX,0) ¥ T'(BT+{(M)= BTdEE@)cPETX, o)
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Dado _ﬁj = E r entonces :ﬁ“;’ CQ) € gTé} ()

y por tanto EF ~ g’l‘cﬁ (P . Si denotamos por.
;/(\"Té? ('F') el haz fibrado asociado a §T4>§ (F) cu-
yas fibras son & Yy ”L(H.C) actGa sobre ellas multiplicin
dolas por %CC) R C e ML(V‘,C) . Las secciones de VARE
"sersn transladadas por ¢; al haz yA» T¢; (F) ., ¥ se

escogen en la forma

(fu) (D) =" (F*55(&)), Ge BT F) .5

S3i /&4 . es covariantemente constante en 'l > en
tonces ¢f o es covariantemente constante en T‘i’; (F) .
Si los espacios de representaciones H vy ‘fﬂt se

construyen con secciones covariantemente constantes de L ® VA"F
9 L& vAr T‘ég CF) respectivamente, entonces 4>}t es
un isomorfismo de % by u—t definido por
433(]".? ¢§) & 4);:‘) » donde ¢ = A+ , 4’; A se defi-
n or + e __ o % -t s €O - c=(CL
° P (FEN"= A°- ¢~; noATe ~)

tales que A° (car) = C-"Z, ce Cx , g L.a , b q’;;:“
definido por (3.5). : :

En el caso en que . q&: preserva la polarizacién,
i.e. . .
t
Té¢; (F) = F , Veer . (3.6)
es posible encontrar un método para cuantizar -5 . La con-

dicién (3.6) es equivalente a pedir que

K 3:0=L0%,3]c) = £ W00 - Gon
para jg . (3._’ R ‘3’.‘) campo de marcos para F -

—
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El operador cufntico asociado a f se define

por

que es un operador diferencial de primer orden. Por supuesto o-
tra t&cnica deberid desarrollarse para encontrar un operador de

orden mis alto.

Una f6rmula explicita para este operador puede encon-

—~

trarse en la forma siguiente. Sea z un campo de marcos metg_
lineal tal que . z (’?): z y ¥ V5 e [_'(\//\" P) seccidn

local, definida por

vy-: =1

Localmente o puede escribirse como
aly = Ne ©f ’ u=XxX
para alguna Aa M ( L IU.) . Entonces se tiene

F@= ik Ip (V| evr « Ao it FA5D)] e

, .
Evaluemos el primer t€&rmino de esta expresiém. Primera

mente veamos queé L s es el haz fibrado sobre X asociado a
L- s cton grupo de estructura C = . Se establece un i-
somorfismo entre ™ L) ¥ C“(L,‘) a través de
Alwea)) = A=) 2 (3.8)
para ce T w R 2 e (x y W: L. —> XX proyeccién
canfnica. Ademis /\° satisface la condicibn
,\° (C i:) = a' /\OC—a) - (3.9)

Para cada < € & se denota por 'zc el campo
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vectorial sobre L,t. .
4G zaict
/ (4 =,
'lc ) es el vector tangente en Ze L a la cux;va -
2swict .
[ g = s pPOTr tanto .
d 2uict -2
('zcg)(e)z: < 9 Ce 2) t=e , 3S CT(l~)
En particular, para = A® se tiene
: c A° = — z2uvc A®
Para f e c™ (X ) se define Vl_; sobre L« como
— &
s (R) = Us(ne) @
Luego
s A” = — 2w ( f=mw) A° (3.10)
Denotemos por 4 la 1-forma de conexifn sobre [~ K
tal que
()= < , & <& (3.11)
[ 4 define la distribucién horizontal bovr TL en Lo«

en la forma
hov TLx = '{ Qe TL“‘ < d(u’) =°}
T Lhwe es la suma directa de las distribuciones ’

—r‘Lit = “’xov TL& @ ver TL*

donde los elementos de vev Tl son vectores tangentes a las

fibras de L »* - |
El lcvantamiento horizontal de un campo vectorial §

- . - ‘

sobre . X es el Gnico campo vectorial 3 sobre Lo~ |

qQue satisface
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()= y Tu(z*@)= 5(rw@), =zl

se define 1a derivada covariante de Ae r’(LJ en 1la
direccidn Z sobre X , como 1la seccibn V.!/\ e D)
dada por R

Vi A (n2) = (A )= = (3.12)

rpara xXe X, TA Cf CX))é KOO L« puede

descomponerse en la forma

TACEO)) = her TA (3¢0) + ver TA (3¢0)
= EFCAC) + Mucra )t )

Entonces tenemos que

(2*A2) (Aw) = A [3*%(Ac)]
' = AA[TA(500]—dA° L qecra csoon ('\(‘)2]

E1l primer t&rmino es cero debido a que
AA(TAGW)) = TACIeNA = 3 (A%=A)
Come  Ax) = A°(AW) AX) =» A°ed =
Y por tanto d Ae (TA (—3»(,())) = o
Para calcular el segundo t&€rmino tenemos

< A° E”Z« (rAlzcnr) AN ] = (N (Ta (500 A) (a «)
= —~2Mix {(TA(30) (XNoA)x) = —210i A% ( Tcx)

por lo que

(3 A)()\ W) = 2w A% (3w)

( 73/\ )(K) = EZTN A% (%)/\]C() (3.13)
En general tenemos que para dos campos vectoriales 'g’
y - g' ) sobre X . Vg y V’ no con

mutan, y la conexifn tendri una curvatura definida por

[vs, vs]- Vs, £
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a (3.12) tiene un valor

zni A* A< (2,3')

es la 2-forma de curvatura.

Yy tomando en cuent

donde J_O(

Considerando que

Ko dex = Ned d(doc) + L (s )
Yy ecuacién (3.71) entonces se tiene :
Ne JAdt =0 ¥ &1‘- d=x = o (3.14)
Si ademids denotamos por g el campo vectorial rTe

al sobre L* que preserva X , i.e. £S K = O

tenemos, usando (3.14) ue
(BEgx)(ne) = ( BAde)e) + L= EN) |

— rlc (‘,((;‘)).—_—O , Ve .

~ Yy

¥ por tanto “(g) es constante sobre las fibras de

es imagen de una funcidén & C“(’C) tal gue

“(T)=-FL T = -5 < ()= < (ver 5)

por tanto
Vch="T¢,l-rI‘§'

La ecuacién (3.15) la podemos escribir en la. forma
(ver ) 4d= + (hor T)Ahax = =L (c(5))= %Ld (F~7) (5.16)

Usando 14 ecuacidén (3.14) el primer término es cero.

La condicifn de precuantizacidén establece que la forma

de curvatura y la forma simpl&ctica estin relacionadas por
- { *
A < = - = T 7w (3.17)

Luecgo (3.16) se escribe como
hovr 4 T1%*w = — o (fou)

L\o\' es el levantamicento horizontal del campo Hamiltoniano
T asf construido, por -;-f .

?f . Luego si denotamos ;‘




33

Ty = EPE _q/— s

Considerando (3.10) y (3.13) se .tiene

Ak = [ v 0+ £ FAT 5. 18)

Como f & C%® (X) genera el grupo uniparamétrico ‘#g
) €
que a su vez induce el grupo 4>‘_5_ de difeomorfismos de

L » tal que el diagrama siguiente conmuta para todo teR

L.‘—‘—*LL-»L*

Pk

E1l grupo CP*'t es generado por el campo vecto-

23

£
rial ;; . Como A’s C”(L,‘) entonces ¢‘-tz\' A’e *‘-ti

= ( ¢j~ )\)' c* (]_,‘) esti conectada con un elemento de r"de)

ue se denota por t /\ s Y deb1do a que genera
a ¥
4>* z s Se tiene '

o ff‘@’f'\)o/ﬁo: ¢t z5 (& z\)'/{:.,f—‘ ik Sgd”

De (3 18) se tiene

ck (cﬁj. /\)/ = -4 V;f/\ +§A 3.19)

d{:

que es el primer t&rmino de (3.7). Afin tenemos que evaluar el se

gundo término. Para ello definamos el campo de marcos metalincal

de F - f; ?: por

Eand t ~ -t
4’; Flx) = #;.“5 (3 (:ﬁf x)) » (3.20)
Los marcos 4; ~(><) bs 2 (%) se relacionan por

$tTx) = Fe) T ; Ceeos MLing

Usando las ecuaciones (3.5) y las dos anteriores, tenemos quc

i
N
i
H
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(¢
(@5 E( #;5¢cx)))
(_i_"'(qb‘e 0) E e (F))

%(c:;c (x)))l)s (E(¢5F0))
=_2f(c:_t C‘))) (vge=3 J(FF i)

usando l1la ecuacién (3.0)

= x (& (4>‘}cx)))(uf - £ )x)
Por tanto

P op 00 = K (EIE(#F@)) X

(4>; vg ) (fzx))——

—

m,- lw. Iwh

Luego

2 (45 ‘Jf("))] '_- = 2 % (&2 (cﬁ}tcx)))L oy )
= x (Z% (x))/{no DF <)

El primer factor se escrlbe como »
L x (&3 (x)))t_o = 2 (2t ( e W) G &)= GLWR)
=+ a3 L (det (&P 0O ]eze = g 4 (At <o )ezo
- e (A |enn ‘

Como adem&s C—e x) es tal que

4;- Ex) = B x) Cex)

entonces, usando (3.6a) tenemos

(3.21)

Z (x) 9—’:— Ce C&)I = (4’5_ TR, e 45 §-\(")) Jézc
= (- Ez,c,z.ch),. ' —li,,s.‘]&)) (-Zas ez, an<~>s’ <~>)
esto es, ‘
q-. - . QAin
4 = — : ' i
, Lo Ce " gao = — ( A ...q...\) . _

+v fz-ctﬁx)lt_—.o = —JZ G;; <) ) f

por 1o que
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. A, Cx
d‘l’. JL(C (‘))! = = ?— Jj < ©(3.22)
De aciui tenemos que la ecuacidn (3.21) se puede escribir como
¢ ~ :
(4; L5 (x))}{__;o = Z Qj;(x) X x) - (3.23)

Substituyendo las ecuaciones (3. 19) y (3.23) en (3.7), tenemos

finalmente que

£(r) = (-:hv,fa‘,c),\eu_g-«t Aa (—%_Jza.jj ) Dy

flrevg)= (-t Vg +f ~£ TF Z @A @ug G20

Esta ecuacifn nos da un isomorfismo entre el Slgebra

d.e.

de funciones que preservan la polarizacidn y el espacio de opera
dores sobre % , ya que
/\ -
- -
it <f’13} == E:F:?J
En el caso en que la condicifén (3.6a) no se cumpla, pe

ro las polarizaciones | 2 v Fa de CX,U) sean tales

que

F+ R = T X (3.25)
i.Je. H Yy F;. sean transversales, es posib1e> utili-
zar otro método conocido mo kernel de Blattner-Konstant-Sternberg.
Algunas generalidades de este mé&todo son las siguientes. Conside-
remos los espacios de representaciones %1 ' Yy "j(l co-
rrespondientes a . y F;_ ', i.e. 7{, = F[La \/A"F4) y

= P([_Q VA“E) . En una vecindad de X, 4, € ﬂ'.
b4 2 € ﬂz se pucden factorizar en la forma

JT[""A|®U1 J 03 = Az_& 22 , Con Al,/\zé P(L) (3.26)

9 U e F'(\/A"F)
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Se puede definir la funcibn <q‘.’d‘l>; X — < en

la forma

L0, mD() = <A, A 00> U (W) U2 (02)  (s.2m

donde E{l < §x ':J que se proyectan en los marcos lineales
_Vyj' = (‘Uj'/ ey WJ-") = Bx f:J » tales que ‘
lw(Wr, W)= hsrs (3.28)

Si ademis suponemos que 4/, y gy en (3.26) se esco

. gen tales que

N o~

O Z, = e T =1 (3.29)
donde f‘a son los levantamientos de los marcos de campos
Hamiltonianos :; = (ZL P IRRRE ;‘ ) de F: . En términos
de Estos se define la matriz A= como

ik S =k
% = E w(;', , ;z) e GL (n<Z) (3.30)
5 t
5i -;z = ( ' ;z)( 4u~-~- d«-\) tal "que
b A
= 4°k din. = SJ.\ ) (3.31)

entonces k

(vre ) (020 B4) = def(dJk)"‘
At () = ()™ [t w (=7, 2) ]

por 1o que podemos escribir la ecuacidn (3.27) como

<o, my= ()" [det w (5i, 22)]% <A, 2> @32

En el caso en que a e A, y e f scan scc
ciones integrables al cuadrado, se define el kerncl de BKS como
el mapeco K:rA xH,—>C tal que

— 3.33
K@ n) = I <a,a> |w (3-3%

Ahora supongamos que la segunda polarizacibn esti dada por
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) T¢; (F) Y que FHt es e1 espacio de representacio
nes correspondiente. Entonces K¢ ﬂx;(t —> C ) induce
.el mapeo uf H ﬂ.é —_— }C a través de la relacién

K(a,0e)= (T10e0z) ; de H 6 d¢ eIt (3.34)
Luego el operador cuintico correspondiente a 56 C“(}C)

se define por

F= it 5 &« le<o (3.35)
donde ét = Ye= 4;’;._ -(»: esto es,
’ 74 —*ii-?- 2
gi:ﬁf g{/21¢
En €l caso en que la polarizacién F sea real y
las hojas de X/D ' sean simplemente conexas, es posible'darl

una forma explicita para la expresi6n (3.35). Para ello escoja-

mos un sistema de coordenadas en la siguiente forma: sea VC x/p

contractible y sea TD c X — X/_‘D la proyeccifn canS-

nica. Supongamos ademfis que sobre 'ﬂ";’ (V)CX 'existen
2n funciones reales ?., iy G Y v, --- P , ta-
les que §$”_._ -+ Eqa generan }-_l o~ (v) y 1la
1-forma () definida por

o = = Pidwn (3-30)
satisface ' ’ :

- = de
w | w5 (v) ,
Definamos la seccibn Ao e (L) ta1 que

—_ - (3.37)
V. i © @ Ao .

(3;38)

A, A p=+4



T - -
Rac

38

g
Denotcmos por g el marco de campos metalineal

que se proyecta en = =( 31' PR gq}_‘) . Sea J)f :7[-;'(.‘,)_’\/'\-\':

tal que
Uy « £ =1 (3.39)
La secc16-x: T= A ®&e r (L & VA" F) se
puede representar en -“-D ('V) como
o= P2, IAe ® YE (3.40)

. -y “.
con t}’e c® (R™) ya que . = (%,,--,Tn): T!}(.V)—?R -
‘'Las funci_onés 4.'1 e, 14 definen un sistema coordenado

i‘. ) - ‘_‘i,‘ sobre Vv en la forma

-u—;' (-v) 3 = §G‘B [R 3.41)
Lt.’/
v : ,
Las secciones Ao b U_i: se escogen de forma tal
W LAe@VE, A @ Y5> =AY = |AF, A A dGw]

=1
~ = BF (&) Uf"(I) 3.82)
donde _L; € BKFI .“. '(v) - . -
El producto escalar en ‘Y = (‘((l_ @ \//\" F‘)Iv) se
puede expresar como
(/\'ausl/\eus)'—f ‘P'(ﬁ)‘l"‘i)dﬁ- (3.43)
donde A = \P(é)}, b4 A= 4)(45) Ae - :
’ Como & (o q—)_(a‘ | U+ 0—-2) entonces

K (a,¢tan) = (1 | ue- #% z)=(<rl§e<f) (3-49

\
donde v, 0 € j( Il ((L P '/An F))V) 1‘) 4>f g € r ((Lo \/A'\ T‘#J'CF))IV,

Esto es

RS
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K(Wo 25, 4f(A@ o) )= K(¥' @225, &f (P(2)r.)e ¢3
= K(¥'@)Aoars> V(- )dfr, @t o5) =

(PG @ o5 | B (V(2)Ae @ U5))
= (¢'(2)Ae ® 9T | Y ()Xo ®25)
= S, V() V(d)dd (245

donde tPt ~ se ha definido por la relacibn

Ve (f)h.@ v = D (#td) 4. ® DF)

Por otro lado, se tiene también

K($'(2)Ae @ V5 , P(2-FF) df Ao @b} v5 ) =

vy

= J_, < ¢'@)A. @ 25, $(2- ¢;*)4>f)‘,@ &t oD Jw ket @) 3-47

“D( } De las ecuaciones (3.32), (3.45) y (3.47) tenemos que

fv‘»‘"(‘) R@LF = (3) _{(Uﬂ? @ (%, #5507 % <0e, ¢ AP YT (3-457) 4S8

por lo que

"’«& (I = (t.)"yz.i‘r;,grd)d' w(fgz, 4}"?9&)] <d>§ A, X°> 4,(2_ oant)d"_p v(3.49)

Pero

Aot A = < A A + S A, i_ A> -

.=: <( ZE%T 4;1'*A,,,X,:> - — <:‘#_t * 'xo’ A.;> =

)=

(3.46)



= = TEALAD = (4K 4>§'[C-‘f".V§f+ f):\o),‘/\=>=
(CH)'< s ((-0Gs)+F)re ), AeD> =

(i4)" ((-6Gs)+§)=¥5F) < & Ae) AD
4 [ re(s5)-57- 47 ds

por lo que

‘( ‘#; ’x°1 A :> =
Y (3)= (d').yf[u‘"(fi, ‘5’1~)] <

Luego de las ecuaciones (3.35) y (3.46) se tiene que
fe Cc®CX) es

el operador cuintico correspondiente a
' (3.51)

F(eA.@ug) = N N N o

[ets)-F])= &5 s
4. L e ;;.)d"r (3.50)



4.  REPRESENTACTONES UNITARi‘AS ‘A _TRAVES DEL KERNEL DE B.K.S.'

En esta seccion queremos considerar representaciones

de transformaciones canfnicas finitas en una dimensién:

‘i: i (1;?) . F = ﬁ (?_ R F) - Para esto, denotarcmos
por f‘—* Y F'i las polarizaciones generadas por los campos
Hamiltonianos 23_ Yy i‘-i . Los espacios de representacio-
nes asociados con Fg_ y Fq. se denotarin por w$= P(L@ VA‘F;)

-—_-[‘(LQ VA‘F#) * . El1 kernel BKS induce el mapeo (,L‘f(i-) FHe
a través de K(‘l‘*,‘rz)‘—‘ (G;\U.U_;) » donde <rq= 4’(?)*40 Ui"’*_ b4

tf(@)A% - US‘{' . Adem&is, /‘\* y ’\i son
covariantemente constantes sobre Fq, b 4 Fﬁ_ » i.e.
V Ay = —it0 @ Ay (h=1).{Ag, ngdD=1 9y Viz Ag=<-
Para construir /\"1‘_ que sea covariantemente constante sobre
Fz‘ tomemos primeramente '
AT = FC3,3) s - (a.1)
b 4
2] .
g = alpy) 2 + b(p.3) 5~ €4.2)
doride ¥ P aP P 2%
- . °5 — _°F 4.3
a= 29 ‘2 L 2p '
Entonces

= Aq Zzf —ifAq pde(35)=0

de donde resulta
= = < 4.4
By f = tpbf (4.4)
Uno puede interpretar esta ecuacifn en términos de
q» 1 P » Si tomamos gi‘ como en la ecuacién (4.2). pero

en general es una ecuacién diferencial parcial complicada. Una
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forma de solucionar esto es aprovechar la estructura simplé&cti-

ca tomando ?3—. = — 2 » ¥ mediante la transformacién cand

nica expresar f‘/ b 3 .5. como funciones de r} q— s d.e.

33

Esta ecuacién nos determina { hasta una funcién ar-

bitraria de E . Para fijar esta funcidén, debemos encontrar o

tra condicifn. Para ello procederemos en la siguiente forma.

Construyamos ?,f, como
ZF = < (pp) ——— + 4 (F/ﬁ) 93 (4.6)
donde ° °ep o5 a.7)
c=-2F » d4=-ZE—
Queremos tambi&n que /\_F Cl’l‘i) A z sea cova
riantemente constante sobre Ff’ . Entonces
(4.8)

Vi-r /\FC‘:‘M 3’\% = A T3+ F Vs Az =

—~ es covariantemente constante sobre F;_ R

podemos expresar esto en las coordenadas F > ﬁ— como

| VAT = —ipdg e Ag - (4.9

ya que W es invariante. ]
Es posible agragar a la 1-forma {545 la diferen-

cial dA donde A= A(ﬁ) ,» pero esto s6lo se traduce en

una fase para f . Con ayuda de la ecuacidén (4. 9) podemos

escribir la ecuac16n (4.8) como

i }rdg(?,,)—~o

Cuya soluc16n es .
4(F,3)= B(p)=FF . C(a.10)

donde B(P) es arbitraria.

24 =-ip (%.3) L('s‘ls) + (4.5a)

Feiin
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‘"Pero por otro lado tenemos tambi&én que

Vep Ap = Vip §FAg = Aq3p (GF) + 35 Vsplhs =
= Ay (3 556+ S3-3fpda(3pl) =©

.de donde tenemos :
2§ . Y /e oy =
>3 = (Lrpa)de 1) - B (4.5b)
que es la segunda condicifn para 1la 51 .

A continuacifn trataremos algunos ejemplos para ilus-
trar estos resultados. El miAs sencillo que podemos considerar es

el caso lineal

1 a _ )

> = ~agttbp (a.11)
P= —<g +dp

con la condicién bec~ ad = | para que & sea invariante.

De la ecuacién (4.5a) se tiene
§¥£ = - & (c:i’—-ch )laf
que tiene por solucién ' __2)

- ~ibCcxp -5 P

$(pa)= g@) <= "% (@12
y —ib(cgfF- a p*)

a . — — d F = P

_ 55?1(.: [Fibep g+ 5] <

Luego, la ccuacién (4.5b) establece que

~ibes + A9 _ fcd s —ickps
por lo que F‘f ¢ i F)Lf

I3

cuya solucién cs
()= =

De las ecuaciones (4.12) y (4.13) resulta

] cd =2 — < 9gp .éﬁﬁ P*
$(3,5) = = (% —begp+ L2ps)

-3
:Eﬁ_ ‘de i—

- ¥c

A G2
< 3 4.13)

(4.14)
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Como . .F hace que /\i sea covariantemente cons,
tante sobre Fir , entonces necesitamos escribirla en t&rminos
de g‘i' , con el objeto de que el kernel de BKS tenga senti-

do. Asi tenemos que
'z (‘ii -2 $ —ag *)
"F(?;?)—- F(7, P(q-,'%))-— ~c ? . (3.15)

Esta expresifn la podemos 1dent1f1car inmediatamente,
excepto el factor de normalizacién, con la obtenida por Moshins-
ky—QuesneG) para la representacién de la transformacifn (4.11).
Como Aot (*J(:i: ) Zi):z - b (4.16)
entonces el kernel de BKS sera

K (o, a5)= (zludg)= 5.& | SR et IP g VRS PN \P(Q)?(ﬁ)drclg,

S [ f b S o6 (43 -244"“?‘)9(4)4(’34’@)41

Definamos por

El operador - 1o podemos representar mediante su accidn !
_ (452~ 295 - aq.) ;
1\ @ U5 e 3 zb g } Vi (4 17a) !

u(?@’*i@”z}) = [Ug@E) ) ® Y54
al operador lineal U 3 (K) di) — (% (R, Ag) - Entonces, . I
de (4,17) se tiene

. —=3mn; = (d§* 2 —a ) '
(ve11(n)= -IR T = iz (457243 ?'f(g*) dp (417D »
Observamos que el factor del kernel de U no es el

correcto para tener la unitariedad. En este ejemplo &sto no im-
porta mucho porque s6lo es un nfimero, pero a continuacién vere-
mos cjemplos en que el factor es fundamental.

2) Consideremos ahora la funcidn (qfﬂz y definamos

@R, = { Camts 1y Cww
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C QF):r nos genera la transformacifén candénica BIYECTIVA
=g &% . . (a.19a)
F‘.f; e 2pq (4.19b)
t €s d ’
a través de { _ C‘P):p
F —_ e(??):y (4.20),
Para este caso la condicién (4.5a) nos da
2%

N

: °op ¢ F?af ’
"que tiene por solucidn e
= =) = = {F*g
F(7,P)= w(3) <
¥y de 1la condicidén (4.5b) tenemos

e §z : -‘
2f . (2:3p2y + %—;—)e? =‘.2¢P.9ef’$

25
lo cual implica que *f:c'fe y por tanto )
§CF/§')'= e‘P ﬁ- (4.21)
o bien $(a3)= =% (Pn2g -2 luqlng + 829 ) a.22)
4

Utilizaremos la expresién (4.22) para construir la re-
presentacién unitaria. Definamos primeramente la funcién F(5,%)

en la forma

i (4 (L«"%“ZL?L% + L 5—)_215_.( ) (4.21a)

9% 9%
La forma explicita de la expresi6n anterior seri
: 1 i (lrg - 2404 03 +R23)
FGA)T faw vae = | 4-210
El siguiente cidlculo mostrari que F(Q'Ti) es u-
n1tar1a —L(ﬂ.\" _ u 9 +0 . L -
i S Wg - L2g)l s (Bagr-bay) Rz
(zuzg Lige) |

= ;.r‘—;—.—— <’ sm«; Log) = 8(5-9)
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or el otro lado tenemos
- " . 1 ot * e 25“‘"(1.4 2.5 fuq L
__5-‘ IQ’) (Qli)dq 8u vgi—l\ Lo A(LQ) = g(? -3 .)

3) Consideremos la siguiente transformacién candnica BIYECTIVA

para el potencial lineal

9= J"_. + 9 ‘ (4.22a)

o - ’ (4.22b)
P .

Tanto en este ejemplo, como en Ootros que mostraremos,

la seleccidén de 1las polarizaciones es fundamental para tener la

unitariedad. En este caso la polarizacidn F-’—. generada por
- - 2 . (4.23)
23 2p ' P g%
conduce a complicaciones debido a que aparece un té&rmino adicio-
nal. La polarizacién apropiada es FF generada por
s = 2 4.24)
P 27 : : . :

De la condicién (4.5a) tenemos

2L - —ip*S

. . 53
de donde :F(‘i.,:’) (f (,?) e-‘ %"

- La condicién (4.5b) implica que 9’(5.) = cle y por
tanto _: a + }’Fi‘

k(ilﬁ)E £C5,7) 3(§I§)= e 3 (4.25)
en donde "?'5) la tomamos de la ecuacién (4.10) con

B(T’) ?(’3) =1 . Pero ahora estamos utilizando las pola
rizaciongs Fé, Y FF' » entonccs dcbemos de poner la ccua
cibn (3.25) en términos de 1 y f . Anfilogamcnte a (4.15) vy
4.21)

¢ P +ipg
h(i;[_’)f h(-ﬁ-(?:i’-):}—’)= = '° TP (4.26)
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o - (B tPe) | ' ~
vy HisfF)= l 39’5 P hig,p)= h (3,P)

La representacifn que se ha construido esti en té&rmi-

nos de las variables I v F . Mediante transformadas de

Fourier podemos expresarla en t&rminos de coordenadas o momen-

tos, i.e. -
. S,y siPg Rz '
H (r'?)=\fz‘n“‘ in(s,P) <. dg = & J(P—P)' €4.27)
es la representacidn Enitaria en variables de momentos, y
-) = ' = — i(pg—-9P
H(3.5) = =% J_QH(r,P) S qp)dpdp— (4.28)
N v, 5
273 - %
= & (2= (F-%)
En la ecuacién

es la representacifn unitaria en coordenadas.

(4.28) d? es la funcién de Airy. Este resultado concuerda con

el encontrado por Garcia Calderén y Moshinsky?zasando funciones

de Wigner.
4) Transformaciones candnicas puntuales BIYECTIVAS del tipo
g = ——,1—— (4.29a)
*'cp
-— : . - (4.29b)
F = &)
Este problema 10 podemos resolver exactamente como el

anterior, considerando las polarizaciones F% y F:F

Para aplicar la condicién (4.5a), tenemos primcramente que

L= 2% - . % (% &) (p) (4.30)
o2p (Gt ¢71) (F) :
ya que . P = 4>—I(F) (4.31)

Por tanto, 1la solucidn de 1la ecuacién diferencial que

resulta de (4.5a) y de las dos ecuaéioncs anteriores es
o C_EUE) (2 V) s
_ ) — — ) (4.32)
fFGp)=x1G) =1 (&'« +)(p) F
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La condicibn (4...5131 establece la siguiente ecuacidn
para XK (F) e T a4 ) (= :
v e = ) (¢-4)E)
dx — i[er et e0PI-P- | v e o
que tiene por solucién ,

. s (P=2)(B) 457 7
A(G)= c [$'GIEF-F)FB)-P — jj (:.p' 4>")(P) - d'(j4 33)

Como X es solamente funcidn de i y no de "'S

entonces los términos dentro del paréntesis deben sumar a una

constante. Podemos ver, integrando por partes, que -
S ('@ (@I R/ @-47)(F)]dF = +T (PN /F)-F

De las ecuaciones (4.32) y (4.33) se tiene que
eg (¢ ¢ )(p)-F
Sz, p)= <% (47 Cp) (@47 P.) f’i(h)( o ((4_.‘33::\)
Y o h@Gge s FERGER = =F FEeeVE

Pasando la expresifin anterior a variables 6.’.

> ¢‘< ) » F se tiene
—— _ iq &P
b4 h (‘?’7";1)624;‘?)) ) A (5 Y. ¢g¢ ;,,/4
Har)= |am “o35p ) h(2,8) = {—t’ LR e @
La funcién (4.34) cumple con las propiedades de unita-
“+ o -
riedad S_.,, H*(q“’—,) H(s,F) dF: SC‘}—%')
y 4+ o

Ce H*(3.,7) H(a,p)dg = S(F-PY

Expresiones equivalentes se pueden encontrar en otras

variables mediante transformadas de Fourier, i.e.

Hpp)=ZJ H(‘}:T’)é:‘“’d?=\/(7"}—'ZF—'<5(#’"(F)—]°)(4'35)

o bien

-“[‘(f ?{,)—- zn 5- HC?:P)e (P—i ?P)o(,:olp
- ——————— i (FF ()~ 2F) 3
— :‘:-lF J‘ \/“,_‘) &S e FFEY(P)—- 2F F (4.36)

En ¢l caso en que la transformacifn puntual dada por

la ecuacién (4.29) es no BIYECTIVA, veremos mis adelante que 1la
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expresién (4.35) debe modificarse por una fase que involucra el

espin de ambigtledad. _
A continuacifn mostraremos algunos ejemplos de trans-
formaciones candénicas NO BIYECTIVAS y veremos que se presentan

problemas con la unitariedad. Este tipo de problemas se resolve-

r4in mediante el espin de ambigliedad, en el capitulo 6.

5) Consideremos la transformacién NO BIYECTIVA

§= ﬁ'f: (4.37a) -
62F== P re , M= s3 (PO (4.37b)
La condicién (4.5a) nos da para este caso
- 3? = —iFf .
por lo que $C(F,p) = P(F) S v
De la condicién (4.5b) tenemos iFE
d . SigP . A~ —-F = ¢
= (3t -irg) ST (P9 S
luego ¢ (3) — Y }(gl?,) —_ e? =3 . Ana-
logamente R i A g2 ez“’
—_ 2 . i ( _ = a
h(F,p)~ < ; h (2,F) - _ |
¢ - (4.38)

’ -
y _ — P (A gt
Hig.7) =VF =" =%
Analicemos ahora quec sucede con las condiciones de uni
rariedad o . RPrqgz gt ’
‘oo caef(s-9) —
J (g, p) HCHIF) df = 1% j, < - A(e®®) (4.390a)

= avzze SC(g-97) = SC(q9-1)+ 8(3+%) i
Yy - 4+ -F+_, « "& 2 zi 2p -
JZ ) np)ag = SR S ETE f(s,j,j""g"’

= 2P S(e*fl &) = S(F-FY
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. El hecho de que en la ecuacidén (4.39a) aparezca 1la su-
ma de dos deltas, se debe justamente a la no biyectividad'de la

transformacidén (4.37), la cufil es invariante bajo el intercambio

P—+-Fr , ¢—>-%

6) Transformac16n canbnica a variables de &ngulo y accién para

el oscilador arménica repuls:l.vo
= /;1 (F'-- $?) : C4.40a)
= 4 b (pt3)* m= s3(pte) (4.40b)

La condicién (4.5a) toma la forma de la ecuacién
2 . 5 S3M%

—f_. =-i(&+Fe )£

aP 2

que tiene por solucidn

40l Y|

i = —=a S1E
_ ., St (i FrET)
flzp) = 9vG3) = r

La segunda condicidn (4.5b) implica que

? i C Mg
3)5;-‘=(4/*P9’€”+1i)e "”Zj,,f,fe»a)
= (MY 4 Hef‘ﬁ)\fe‘

(4.41)

de‘donde resulta la ecuac16n diferencial para ‘f
df  _  gm 2mF
. N <3 a4 < b
cuya solucidn es . ezﬂ:;'_

f3)= =*

Substituyendo la expresifn anterior en 1la ecuacidn

(4.41) se tienec que . — 23
—L(kp+ P S M i+ < )
fap) = = 7007
de dondc * . “g 13
_ _ S %omss e ge )

"F(?-:i) =



. ' s1
AE/ = ( -z LI e"’)
y F@.3)= ~—~—Y_. é * 4 . (4.42)

2
Las condiciones de unitariedad nos dicen ahora quc

\5‘*
= Ti eVQt_q*}S(% §¢) = _L Scs -3') ,.,)
< - ' ( »q-e
'S F (11'3')0-‘(1,5)4’, = i(“i'f/*#) i (e
e e L (g e %)

Los problemas con las deltas nos hacen ver que la ex-

'

presidn (4.42) no es unitaria. Lo que si podemos verificar, de
paso, es que esta expregiGn cumple con las ecuaciones de Mcllo-
Moshinsky. Escribamos primeramente (4.40) en la forma
F= 4 (p-a)
ZMuE
7t = (ptg )™

Y trabajemos en la representacidn de coordenadas. Las ecuaciones

M-M serin
& (-

e ".?I)F(?l?})= i ————93; ?(?3-)
(s 1) F () - STEGD

2 (-85 -9)FGa)= (ig +& M3 ™) Fay
= 1 25 F(3.¥)

la primera ecuacifn se satisface,’y la segunda es trivial.

7) Analicemos ahora el mismo ejemplo anterior, pero ahora modifi
camos la variable de dngulo

(4.43a)

) Pte \? _ (4_44;))'
= £ L (£ ; M=r30Pry)

“(1‘?) F(‘}lﬁ)dﬁ. . ){_eé("t.gt) + jﬁ $pa e"?(g i) ( ”)
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En este caso la ecuacifn (4.5a) nos da
aZ_.f = ie mahzy f > e=s3(p-37)
P

cuya solucibn es

Feenh 23
.f(i,p)— v3). € £ (4.45)
Lu o .
o f eg de ie ";/u...ln 2F Aepsenhzg
;i—‘(‘e?“‘lﬂ 2g + —_—)e —'—cefaasl.zq,e _
De aqui obtenemos que ° 3'==c4e , y.la ecuacidn (4.45) es sim-v
plemente
= - Lepamh2y
FC(3,7) =
‘o bien ) -
, & 92 edq b . oM+
Flagy= { S 5T
1.3)= i & g2 tanh g
y < * s m=-t
£9*cihgh F (4.46a)
F%‘%:?)” Jﬁs‘ g csch g E? <ﬁ g A= ?

i g2tanh é;‘/“; IRECERLLS

F"—-(%.q)— ,,—-z V3t aechy <
° Se puede ver con facilidad que las expresiones de

(4.46) casi son unitarias. Nuevamente la no biyectividad entra

en jucgo, obteniéndose suma de deltas, i.e.
oo
v i» 5‘(?‘l§)§(ﬁ,i)d§ = §(s-3)+ 8(3+%Y)
+oc0 x _ _ 3 CS(.——--‘)
f—m F;« (2.3 Fu (%.3) AE}. = -7

8) Transformacidn canbnica a variables de &dngulo y accién para
el oscilador arménico.
Consideremos la transformacién

§= & (p*3?)

(4.47a)
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F:- avrce tam M P/g_ ; /4: 53 i3 (4.47b)
y apliquemos las condiciones de las ecuaciones (4.5). De la pri-
mera se tiene .

2F - 2 —
=L = -~ ¢ 2 /ikan
>s ¢ 2q pemtp f
con solucidn
. _ §aem2p— (PF v
F(§,P) = $w§) € (4.48)

. " La condicién (4.5b) implica que ‘f(i):c,t y pbr

tanto _ ST aen 2F .

- o bien .

e _ . ?1"{%_
hl(g,p)= <=/ s
Introduciendo 1la normalizacifn se tiene
=+ aecp => p g fonp .. C 4.49)
a .
ii(‘4.50)

F4('§,?) = 2T
'La representac16n en coordenadas tiene l1la form
-sz‘fan P
P

r“(‘};f’) e = j
Si se calculan 1as cond1c1ones de unitariedad se obtie
‘o
ST N(923) HF)az = S(5- Vs 9+ S(3+ Vo399
4'- —
S Hia,5) H(3.5) 45 = 5@-3’-')
Para hacer unitaria la expresién (4.50) es necesario

incorporar el espin de ambigledad para tomar en cucnta la no bi-
Esto lo hacemos en el capitulo 6

H(1,3) =

yectividad de la transformacibn.
Ahora podemos preguntarnos si el kerncl de BKS contic-
ne el homomorfismo que presentan las ecuaciones M-M para los ca-
Antes de entrar cn este punto, cs

sos tratados en el capfitulo 2
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c_onve'niente dar una expresidén explicita para .F(.; F) . Es-
ta es
fa5) = = SLpdg+:§ (55 fo(zp)4F) 4y ~¢Je(zz)dp a.49)
donde L-P = e(i )—F o equivalente
()= =SSPt dr i S(F pedp)ds- fpbdp < P¥ 4.50)
' Es obvio que si rb © es factorizable en la forma
pb = «.(3) <. (F) , entonces el 22 y el 3% término

de la GGltima exponencial son iguales, y.por tanto

f(zp) = SHrtdr-ieg (4.51)

Veamos la representacidn unitaria de la transformacién

cz. 1]. En este caso

b = _?_\_ . szfaf- P —

ep d 2p = Plca) =P g
por 1lo que -Fcl’p?)=- 1 > hé;:i") = ='§F (4.52a), (4.§2b)
k(’hr) [—Zn 4‘(1)] e J»(-;) » ¥ la representacidén unitaria es

e 4.53)
Hisa) = d=J_ hGp) ETF a5 = (46" 56 b
que como ya vimos cumple con las ecuaciones M-M de las ecuacio-
nes (2.3).

‘'Para 1la transformacidn (2.6), tencmos Plo—-— ?,. P

luego la ecuacién (4.51) es aplicable. Como cé:o 5 Ca = — 4’(1.)
[}
‘M“ov\cés H{ (q, ?2) = (i.(_’_)/ L 31 ¢(3) (4.54)

en donde se agragb a la funcibén

el factor de normaliza
cibn. )
Para el caso de l1la transformacién (2.13) sc ticne

Pb: "F‘(‘i 3) "P-'(?a) ; PGQ-‘: - Pa "P-'(QJ) \F‘C‘?;) . La ecuacién

(4.51) es aplicable a ecste caso, y por lo tanto s61lo basta hacer
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la integral jP Addg3z = - pP3 ‘I"—‘(q-s) "T;‘(QB)""P?‘?Q' - Luego
‘;‘(ilr’) - éifs+-‘($3) “p‘(?s) " . Considerando la ecua-

cién (2.13b) e introduciendo el factor de normalizacifn se¢ tiene

Hy (2,93} = &= (4>’($)_ («vp-‘)‘(q«,)) = $lt) 7 (2s)

que concuerda con la expresib6n (2.15).

Ahora analicemos la transformacién (2.18):
pb =~ 54 V/CP)T (o) | pd = —Fiép) ¥'C-P) . 1uego
-1 U (- ~t /- -
{(?"‘FV)z e'?i"" Gpa) $(-Pe) i Py
En este caso necesitamos. ir hasta l1la polarizacidn

generada por el campo vectorial Z‘ » en donde
h(inp)y= <" Frer) ¥

por 1o que 1la- representac16n unitaria es
(4w "P" ~P4)
-
$(a,py) = [ GY(PI]H =
que es la misma expresidén que (2.20).
) Adicionalmente debemos hacer notar la forma en que se

incluye el factor de 1la normalizacidn. Supongamos que mediante

(=) Pz )

~ N

el kernel de BKS obtenemos S(g,x)= &P donde g ,
b‘ son funciones (inicamente de la variable que se indica, X
puede ser 94 o 'P- y s puede ser ¥ o res

pectivamente, entonces la representacifn unitaria sera33)

4 9% B.(q) Blx) }"16.‘;3,(4)/31 &) (a.ss)

S(gq,x) =

29 O x
donde é es la constante de normalizacién y S=¥F
para X = 5 . S=H » X =F .
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'S. * HOJAS DE RIEMANN DENTRO DE CUANTIZACION GEOMETRICA

El problema de las transformaciones canSnicas senci-
l1las (lineales, cuadriticas, pdntuales) puede ser rTresuelto desde
diversos puntos de vista®:33)pero 1a fisica real, €s en sSu mayor
parte no lineal, y muchos ejemplos de transformaciones de inte-
r&s son no biyectivas. A nivel clisico se ha encontrado '9) que
los espacios fase involucrados en una transformacidn caﬁﬁnica no
biyectiva tienen una estructura semejante al plano complejo bajo
transformaciones conformes. En esta forﬁa, partes de un espacio
fase se puede mapear en forma biyectiva sobre una hoja de Riemann
del otro espacio. En este capitulo se hari una presentacifn de
lés hojas de Riemann en el marco de cuantizacifn geom&trica, pues
otros autores han hecho la formulacifn matemitica en otro contex-
t034).

En esta parte seguiremos usando la notacidén del capi-
tulo“s. Por simplicidad, supondremos que la transformacifn cand-

" nica no biyectiva es de tal forma que todo el nuevo'espacjo fase
[:F,sj 'se mapea s6lo en una banda del espacio original

Er(i;,;),q(‘?,;)] Y poer tanto el mapeo inverso llevari los puntos

(Y y (F«}m-(r,q.) s, e Z , en el mismo punto (§.5).

"a menos que en el espacio [P‘,r;_'] se tome la estructura de hojas
de Riemann. En este filtimo caso, cada banda de C;),y] va a
dar a una hoja de Riecmann en CF,;] . Denotemos por R([—F,;],Z)
el espacio cubriente de L.F,’i] , i.e. % es la fibra en

CF’_z’) . Luego
R(Cp31, Z)= U CFFIm
me< Z

(5.1)
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A: R(palLE)—=L tal aue A |cH 37— A

Zhen - kR pucdé extendersc a R(CP/-‘*] _Z)
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donde EF,'Q,J.“ es el espacio fase de la m-&sima hoja de Riec-
mann.

Cada r_?,i]..« tiene una Z-forma Wm= A6 m don-
de [ = oy es la 1-forma canbnica sobre Ei_’li] ~m . Sea

3‘0 'T'C‘i‘;"q‘_]m el haz de marcos metaplécticos de (Cﬁ F 1, w.,..)
"
Yy Fen 1a polarizacifn generada por vectores tangentes de

Cp q,]m . E1 haz Bw,‘TCf ﬁ.]-« induce el haz lineal com-
plejo I/A' F sobre EP,qJ... . L

seri el haz
lineal complejo sobre (Cf,ﬁ]..., w...) con una conexién \v4 que
satisface la condicién de precuantizacibén (3.17), /\0-\‘ [F/.‘;J""—) L.

es la seccidn trivial de, "La tal quc VA.”——_;_‘Q..G Ao ¥

(A,__“ )‘°~>= 1. . .la coleccibdn de los haces fibrados anterio-

_res darfin lugar a los haces “B'NT(&U:?;;], l»/ F., YAy £ 9 - !

sobre R(EF, 31, z) tales que para cada me F

BuT(K(CP.%] -E)))CP 3l = Eme Cf—’/-'-?l']"‘) Flf?li.]"\———_ P~
V/\ F)Cr,# m__ VA F Yy Llffﬂ]h: L . Tambi&én se tiene

que las secciones Aea: IFIE]M._:, Lo v induce una seccidn

» para cada e Z
Las conexiones en los haces L se extenderin a una co-
, pidiendo que V/\ = -L_-e Q A
es una 1-forma sobre R(Cp3]3., &)
b4 w= d6

nexién en [ , donde &
tal que elcrﬁ] = Om
es la 2-forma simpléctica extendida, (_.)‘L_

__J = (O .}
- :
Supongamos por €l momento que conocemos

fm € C"’(L‘ Flm). !

denotari el grupo uniparamétrico generado por el campo vectorial

a través de

k‘ 7 QJV\:— km y tambié&n ¢klcp13m 4"‘”‘. Escogida '3 R

cada ho;a . [‘?-li],m ticne un espacio de llilbert "

. El1
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espacio de representaciones de Q(FF,iJ, 2) seri

= U Ha~ : ' (5.2)
me Z
" La accién de ‘#b puedc levantarse al haz
?u) TR(L_hQ-J 1’2) (eJ'Z ?%TEPIE-]"“ donde ?W"\T CF;;]"‘ es

el haz de marcos metalineales Lagrangianos positivos para

(CF;?JM/ W ) . Denotaremos por é“t el grupo de
automorfismos de ? TR.(L—P,‘?J -Z) inducido por ¢kt . La
distribucién ¥ no es invariante bajo la accifén de ¢I¢

y por tanto la imagen Té;s (F) de = bajo éi en
general seri diferente de F . Para cada me & , la distri-
bucibn T4’:. (.F) !l‘f'.,'ij..‘ = T ¢,E (F) es una polarizacién de
(EP,QJM/ (_,_),,,) . Sea BT’ ‘Pk (F) el haz de marcos metali-

neales para —mﬂ(F) inducidos por el haz de marcos metaplécti-

' co §meEF/5]M > Y VA Ta 4>k () el haz lineal asociado.
Denotemos por JA‘Td;s (F) e1 haz lineal complejo sobre R(Cp.31, z)
tal que, para cada W\eZ JA‘T4:k (;:)}C } \/A T ¢A(F) Para
cada seccién L€ r'((/l F) deflnlmos la secc16n ¢£‘)e r'(\/A’ T4’t(F))
a través de (d>{'/)]°(kl)—l)°(4’“(m))con we BT&'#h (F)— U BT—'.¢,. (F)

De una manera anfiloga podemos definir 1la acc16n de «.Pk

sobre secciones de L. . Para cada seccién Ae PCL) , de-
finimos la seccidn 4’2/\6 P(L) por (4>£ A)O: /\° © **‘:t -
Denotemos por ﬂt el espacio dc representaciones definido por
la polarizacidn T ¢K (F) de (ff,gjm,w,.,> , de tal forma
que parzi e "J(.A\ , Se ticne QJua=Am@ Mm , con A € P(LM)

Yy Unm ér‘(‘/A'Fm)es covariantemente constante a lo largo de Fo .
La accitn de ¢‘:'_ sobre secciones de L y JA‘F induce
t . t ¢
un mapeco §h~." Hon— %‘E\ definido por i"mo_ = 4’2-.)\"“@ ¢PkMUM

Supondremos ademfs que para 'l:)o pequefia, las polarizacio-
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nes F-m Y T,.J#t (F) son transversas, % wnto se puede

construir el kernel de BKS Kt cHeax Hen —» <

y (,Li : ﬂtﬂ —_— j{.w- serd el mapeo lineal induci-
do por Kf‘ en la forma Kt (0~ 0‘ ) (G" lut a‘f) con
d.. e ?CM v a_:..t [ ﬂ}n . Luego LLt ék...‘ es un mapebo

lineal de ﬁm en ﬂm - ut °§g_Gﬂ'n K‘La colec-

cibn de mapeo lineales {u‘t °§h.. 2 Hen—> o ’ ms = }

,» indu
ce un mapeo .6‘,_ : ﬂ-??(, tal que para cada wme Z
€t s .
ék l.ﬂ“ = Ut . fk_ . Aunque lo anterior es vilido
para cualquier € C Cfp,g:) ) » nuestro interés se centra

en las funciones im:ﬁ.‘ > §-,‘ » donde F..‘ y §... denotan el
sistema coordenado para la m-&sima hoja C'ﬁ,;]m.

. Antes de pasar a ver aplicaciones de lo que se ha ex-
puesto\anteriormente, introduciremos de manera informal el con-

cepto de grupo de ambigltiedad. Dada la transformacidn canbnica

P= F(P’$) . ?:5 (&,p) , supongamos que existe un gru-
-po discreto ﬂ que deja F » ﬁ__ invariantes; esto es,
P=pP(P3,73)= FPPv) 35 F=F(ry>33)= Flpg), Y35,
entonces H se llama grupo de ambigliedad. Como ilustracién, re

visemos la transformacidén puntual de la expresién (4.29), en don

de supondremos, como lo hicimos al inicio de este capitulo, que
el grupo de ambiglledad translada la variable de momentos por ™,
me Z  Lie. A=T 2T :(3,p)—>(g, ptmn) - Enton-

ces tencemos

¢ (ptwn) = ¢p(p) , ¢'(ptmn)= ¢ () (5.3a), (5.3b)

~
s < ‘ R
donde 1la derivacibn ¢s respecto al argumento. 47 queda inva-
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"riante- bajo la accibn de ‘77 , ya que

. $'(,—,-) = ¢ (@7'(p)) = #'(p) = ' (ptr~T) "(5.4a)
¢Cp) = (P A L -F <R =T (5.4

Para el caso biyectivo vimos que el kernel de BKS esti

y

conectado con la expresidn (4.34). Como el ejemplo que ahora tra
tamos es no biyectivo, tendremos un kernel de BKS KE_ . por ca -
da C?Ii}"‘. . Por tal motivo la ecuacién (4.33a):
;(q_'?)-: 'e'ié"CP) $"C?)—;§F nos conduce a un kernel

fo (p3)= S TLHE@Itnm) $G) =3P (s.5)
relacionado con Kuw, - Adicionando el factor de normalizacién

‘y_'pasando a la polarizacién Ff‘. , como en el ejemplo (4.4),
se tiene
(§ (7 Cp)tmn) P '(P)
he(p,3) = == RS . s — |
y P3) 2n $3(p) = : 4ip) = G Gy 5o
T (38) = ! ecgﬁ!(”“"““?‘ (5.6b)
~ AP Vzn &2 ¢p)

Ahora queremos hacer de % algo anilogo a la descom

posicifn de una variedad en la suma directa de complcmentos orto

' gonales, i.e., si se tiene un espacio de Hilbertss) > y
){,, C )‘( es subespacio de )’(. s entonces )—( se I
<+ i
puede escribir como X = }, & )(;" donde 2, es el com- ‘
plemento ortogonal de )-(, . En el caso general, X se i

puede descomponer en la suma directa de una secuencia arbitraria

de subespacios ortogonales ){,,v}(z ,-+-~- » es decir, H=X, D BN

o
®--.- = & }’(k . Como ademis existe una correspondencia natural con- ;
R =) :

tre operadores de proycccibn y subespacios de )‘( , entonces

tencmos que . : M —= Me » tal que Py (M)=Hi ,k=t2,... . :

Para nosotros es afin mis importante el hecho de que dada una fa-
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’ ’ - = Y
milia -( )‘(u_} de espacios de Hilbert, uno siempre puede cons-

= N - [
truir un espacio de Hilbert » mis grande,que se ve como

<
1a suma directa de los espacios dados, i.e. JM'= k@ )—(L .
=1
Dado xke}(.‘,_ podemos construir la secuencia -
. '

CoX= (X, Xz, i, e, ) & X (s.7)
El producto interior en )¢ se define, para Xs4 € MH' »
como

<K,‘j>’—_‘ % <x"’5">3(h

Con el fin de que

(5.8a)

<x,5>x‘<co, la secuencia en (5.7) debe cum-
plir ademis con la condicién
> 2
Z Ul Xellyy <@ (5.8b)
k=)
Volviendo a nuestro ejemplo, queremos construir, a par
tir de 1los espacios de Hilbert ﬂ,\

por la suma directa.

» un espacio mayor dado
Escribiremos la extensidn (5.2) en la forma
“+a
H = & H. (5.9)
= -
El operador de proyeccifn que introduciremos en Z&C

es justamente la restriccidén U, : F —> Elm  tan que

VM(ﬂ)'—“ﬂlfF,E]m: ﬂm . En este caso tenemos que para

TG & Hon , 1a secuencia (... €,, 0, q’j,.....):@sjc . Pe-

.TO CcOmo en necesitamos un producto escalar y como en este e

jemplo el grupo de ambiglledad ha conducido a una secuencia infi-

nita de espacios de Hilbert H .~ ., entonces no todas las secuen-

cias de elementos de %m son permitidas, sino solamente aque-

llas que hacen que ¢l producto escalar en pd
+ o
— Z ' 2
LTL 000 = Tn T ™00 <
sea acotado; i.e. Te ﬂ

(5.10)

Yw = -eo

it = <0'..‘.G‘,..);? <.
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o
Por otro lado sabemos que hm(q‘—?) s €xcepto

el factor de normalizacifn, es consecuencia de un producto esca-
lar en ﬂm s como el que aparece en (5.10),

y ademis es el
t
kernel del operador L{io fF

que efectia la transformacisén

canbnica (4.29), sujeta a las condiciones (5.4). E1 kernel

(5.6b) es la representacibn del opcrador mencionado actuando sO

bre el espacio L‘ ("w, *QD) . La extensifn de T;m se pue-
de hacer a través de la secuencia
—~ —~ - T‘ --.)
B Ctoney = (o ha 12 (Mo ity ? Metibmemd ™7 (5011
- ™~ - —~ - “~
de forma tal que h ‘Lf'..(-w,-fw) = hon L2 (~o,+e0) (5.12)
<o
La unitariedad de (<5] [_'“(-m,-rw) se puede expresar
"
como - i .
= <t (5.13
<:’\ h‘769\"“eo+wldf) - o ™ ';7L:“Guyhmjdg) . )
donde RI(T R R Tou)s Riz T, FLEL ) Y P= P
Luego "l s L (-, t ) es unitaria si P L o, tom)
. LY 4
es unltarla.

Esto Gltimo lo podemos comprobar,
la ecuacifn (5.6b) i.e.

Ll B s ag) ™ j RX(2,8) b (2,p) g = $(5-P)

b4
(T\-"‘ ’ >Ll (—QI"@)AP) j‘ h IQIf) h'ﬂcslf’) dP = 8(1 9')

En este capitulo se ha estudiado un ejcmplo,

haciendo uso de

en cl que,

y por ello
el espacio de Hilbert se construyf como una suma directa INFINI-

el grupo de ambigledad es el grupo de translaciones,

TA. En otros casos, c¢l grupo de ambigtiedad nucvamente determina-

r8 la estructura del espacio cubriente de alguno de los dos espa

cios fase involucrados en l1la transfomacién y el nimero de espacios de
Hilbert quedarfi también determinado.
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‘6. ESPIN DE AMBIGUEDAD EN CUANTI ZACION GEOMETRICA

Hemos visto que para transformaciones canfnicas no bi-

yectivas, los espacios fases involucrados presentan una estructu

ra geométrica semejante a hojas de Riemann del plano complejo.

Sin embargo, llevar esta estructura a la mecfnica cuintica resul

ta complicado. El espin de ambigtiedad ha sido introducido como

una alternativa a las hojas de Riemann, con la ventaja de que su

traduccidn a la mecinica cufntica es inmediata. Usando el spin

de ambiglledad, en el caso clfisico, 1la biyectividad de 1la trans-

formacifn se recobra preservando la estructura de una

hoja de
los espacios fase,

e incrementando el espacio base de

las funcio
nes. En el caso cuintico,

se incrementa el espacio de Hilbert
que requiere del spin de ambigtiedad.

Como la mecidnica clAsica puede formularse en términos

de geometria diferencial, y la cuantizacifn geométrica trata de

incorporar la mecfinica cuintica en este lenguaje, nos podemos

preguntar a qué nivel surge el spin de ambigledad en 1la cuantiza

cibn geométrica. A continuacifn veremos casos concretos de trans

formaciones candénicas no biyectivas. El primer caso que tratare-

mos seri el que vimos en el capitulo anterior, i.e. la transfor-

macifn canfnica NO BIYECTIVA (4.29).
Las componentes de Fourier de 1la reprcsentaciédn unita-

ria involucran el espin de ambiglicdad A

en la forma
~ = =i enmr A “} e @ 2aim (T4
= h-ld.p) S = N — z
h I P) m:—-.ﬁ . Vzn 4». [67)) "= -

e"’d’. (?) +w

m Z__ S g — Avzn) s a;.', (F) = (¢'- 4’:')(5)

En el Gltimo paso hcmos usado la identidad
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21!'\ A x

Z S(N+x) = Z Luego K (P,P)———‘I h"(ﬁP)e'*dq

- iq (€' (B)~-P)
= 1-7«#.-(7)‘.,\_-, S’.o ¥ ) ) (*’. = Atzmm) dg 6.13
R s ACem-n)

= V& o . 2 S(E(p)-prmw) = e{T‘p) S(#'¢p)-p)

. Esta expres16n ha sido tambi&n obtenida por otros auto

ress1) directamente de las ecuaciones M-M. Veamos ahora sus rela-

ciones de unitariedad

+c0 [] L3 . .
Jo J., H* ¢r. ') HA(E p) dAdg= S(p-pY (6. 22)
j—w H‘,\.’(ﬁr) H*CFiﬁ)alP = SCF"F') S(A-AY) (6-2b)
La primera de ellas se obtiene como sigue .

e I 3 _S:%. iA Cp-p »

_L L H (R 'R ) Aadp = J( ~tp)- p) 8(¢'(p) -p) AL [ ()]
Haciendo las descompos:Lc:.ones P= P.+xrl'. b4

- fﬂ +1Tk‘ se tiene que la expresidén anterior es igual a

5: SN ETILAE RS S (- R) S (A (P)B) S S LA A 4510
= s(p-g) [l = HTER 4= SCr-py

La relacibn (6.2b) se demuestra en la forma siguiente

57 W Gun WA G p = N |
. s dkrany ’ ip-(X-A)
L A ‘F’g(—_—oZ A J Z e X we- ol a))

W, m=2-=

Prongpit <dp.

_ SC?-?')?: éur(,\c_«\)___ §(5-7Y S (A=A

Veremos a continuacifn otro ejemplo de transformacidn

no biyectiva en que se manipula el espin de ambiglcdad. Este ecs

el dado por las cxpresiones (4.47) del oscilador armbnico.



65

Primeramente descompongamos la transformaci6én (4.47)
en las vl.)artes elementales ‘de las ecuaciones (2.23), (2.24),
(2.25) y (2.26). Como (2.23), (2.24) y (2.26) son biyectivas,
sus represent_aciones unitarias estin dadgs por (2.14a) y (2.14b).
La transformacién (2.25) no es biyectiva, y por tanto debemos ha-
cer la descomposicién en la fibra de l1la funcién f(?_, P) corres-
pondiente. Observamos que el grupo de ambigtiedad translada 1la
variable de posicién del nuevo espacio, i.e., T’ T 1 (9, F)H(t""’";?)
por tanto el cilculo que ahora haremos es completamente anilogo
al ejemplo anterior. De 1la ecuacién (4.52b) tenemos que la fun-

cifén que nos hace las secciones covariantemente constantes en la

polarizacién FF es _
h(3,7)= <='F% 6.3)
Haciendo la descomposicién
I=F +mu= Yo (gtma , - < F. 275 ,me & (6.4)

tenemos

m

) l‘m(qo;?) = e‘;- +I'NTIP_
o bien - , ' ;\po(?)"f- imﬂ'f—?—
he(9,7) = [w@l* S r

El espin de ambiglledad entra en juego nuevamentc en

;
i
i
{
i
:
]
i
t
t
!
t
H
i
1
i
i
i

1 as componcntes de Fourier de la representacién

R )= 20 P58 ST J[waited '““"’z § (F-At2m)

~m= ~co
(6.5)

La expresién anterior tambifn serd una represcntacifébn unitaria

en las variables (%,F) . En las variables dc posicibn, 1la
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expresiftn (6.5) toma la forma
(c.
H q.3)= ‘—’"j h (q,r) = 794_ [2,1.4, (3)) A, (9) - ) |
5 S(h @)

m T~
Teniendo en cuenta que

4’(4)= i_sé(q,)q_'- ) /{).(?z)= Arc“'a-«‘-i'-z,' ‘2’5%(?&)ﬁ1z_ (6.7) .

las representaciones unitarias en cada etapa son

H.@,9.)=[+)]™ §(F-+@))
“;\.t\' (‘3-,"7'1)= ( e:i ) 9a 5(/\ -AY)

Ver
HM (2:9-) = Czu.' (?z) et A (Y (F2) - q’)Z S (b Qoo -},

=3¢ m= ~eo
“4 (33.?1) = Ver <=
Luego, la representacibn unitaria de la transformacidn (4.47) .

sersi, identificando Z= F¢:
—_ + e [} . _
H*(?li)—— .J- S “ (7141) “:r‘\(7u?t) H*(?z,aa) Hq. (?5, i) dA d?, ng;&?; ‘
- (-z#,@)]/zi S(g+ ,\fzm)j 4(1\1.-.{-'.(?:.)3- ‘(h)_],‘ d;; (6.8a) %

_ [2,‘;;@)]., _“;_: S(a-*f/\-f-lw-)j i $(s) L (uo)—ct::_?) (u.)]  1U(6. 8b)
En la iltima expresidn h1c1mos el cambio de wvariable U= "P C‘?'a.)
~11'/2,~ 2 Uo £ T/, . Ademis, como '%(ﬁ-):’l*.,(‘f-){-mn entonces
w= Us ¢+ ma , CON —DLUL D B

Observemos que el espin de ambigledad csti asociado

al espacio original, i.e.
$Z JoH (53 H (4 ,3) dAAg = §CE-FY)
'.ff: H“”(t‘# %) H'\(-?u?{)a@;; = §(-4) S(A-A)

La representacibn (6.8) fuc reclativamente flicil de

y-
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obtener, debido a que 1la transformacibn puntual no biyectiva

que entra en juego tiene una representacibn unitaria sencilla.
Sin embaréo, si queremos ir directamente a descomponer la fun-
cibn -f(%.,F) correspondiente a la transformacifn (4.47), de-
bemos tener cuidado porque {(F, F)

grupo de ambigliedad. Esto es,

es invariante bajo el

de la ecuacibn (4.48) tenemos

qQue o _Liseu\zp‘—ig_,?
f(5.7)= e‘- 6.9a)
- L gsenzp '
9 h(g,p) = < €6.9b)
Invirtiendo las ecuaciones (4.47a,b) se tiene
T = dz;_‘sacq) 55(.*?) sen 7 (6.10a)
P=V 23 s;cﬂ‘ Cos £ (6.10b)

El grupo de ambiglledad translada la variable momen-

tal del nuevo espacio en la forma J > Tou

: (F,p) > (F, Primc)
Por tanto T k(QlF)z h(g, F+2mn‘)= h(5,p) - Esto nos
conduce a que la Tepresentacibdn en las variables (? > }"5)
Y 5q5(3)g* tonF
i3 p)= [z acrp]* &7
es invariante bajo T . Ahora nos interesa saber qué suce-

de con la representacifnm en las variables (‘1-;?) . Proce-

damos tomando la transformada de Fourier correspondiente

“H( = A j«e}:( B éfﬁ‘ra(— Pero ahora el kerncl de
H3)= V=T oo 417) P :

Fourier debe descomponersc en cada banda del nuevo espacio,

dadas por el grupo de ambiglledad, por lo que en cada ba.nda'tc-

Si2myg *"/z.~
nemos - e ‘i-Pe 45
“He (2.7) — s h (3. 8) e P

N ‘- + 7

“H)‘(q.i)—” Z H-~G7y) e &L J“ZS(‘**/\tM)jk(f &)6 dp,

M= —C ™Mo -~c /
que concuerda con 1la expresibén (6.8b). L

i
1
'
i



7. " ALGUNAS PERSPECTIVAS

Considero que hay varios puntos importantes por in-
vestigarse. Uno de c¢llos es la propuesta de que una transforma-
cibn candnica arbitraria. puede aproximarse como una secuencia
de transformaciones puntuales y de Fourier alternadas. La re-
presentacién unitaria se puede encontrar entonces, a través
de las rTepresentaciones unitarias de estas Gltimas.

A nivel de cuantizacidn geométrica, la libertad de
escoger la segunda polarizacidn da mayores garantfias para que

se cumpla la condicidn de transversalidad, lo cual puede usar-

se para implementar las ecuaciones presentadas en este traba-
jd, para encontrar las representaciones unitarias. Después de
€ésto, basta precuantizacidn para.cuantizar el espacio fase.
Esto puede ser de mucha utilidad en la estructura y en los
objetivos de 1la cuantizacidn geométrica actual.

Por otro lado, los resultados que se han obtenido

pueden es-

del apareamiento de secciones en el kernel de BKS,
i36)

tar relacionados con el m&todo de g&rmenes de Plebansk

para encontrar transformaciones de similaridad.
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