
0038:¿. 
/9'J>I-

.. o ()7 o-z. 

Tesis Doctora1 

"EL POTENCIAL DE POZO CUADRADO EN I;A TEORIA 
DE PERTURBACIONES PARA EL ESTADO LIQUIDO" 

Presentada en 1a Facu1tad de Ciencias de 1a 
Universidad Naciona1 Aut6noma de México 

por 

MARIA DE LOS OOLORES AYALA VELAZQUEZ 
(Universidad Autónoma J\letropo1itana, I) 

Ju1io. 1981 

f -. TISIS·. CD•: . .' .l rau ·D1 OliBDi 

I 
t -e-,' 

.; '~ 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



El·potencia1 de pozo cuadrado en·1a teoría 
.de perturbaciones para el estado liquido 

Contcnic:Io: 

Indice 

l. 

II. 

III. 

IV. 

v. 

Introducción 
Formulación perturbat]va 
Desarrollo eñ serie de Taylor ordinaria 
Desarrollo funcional 
El sistema de referencia de pozo cuadrado (PC) 

Teoría alfa 
Teoría blip 
Coeficientes viriales 
Parámetros efec~ivos y diámetros de colisión y de enlace 
Representación del PC 
La fl.L,ción de distribución radial gpc(r) 
Los valores gpc CXc) 
Resultados de1 esquema ITDA de gpcCXc) 
Resultados de la representación con la IL y la IC 
La energía libre Fpc 
Aplicación a t.m sistema Lennard-.Jones (LJ) ·como prueba de 
la TPPC. 
La función de distribución radial g(r) 
La energía libre d"' Helmholtz 
El factor de compresibilidad 
El equilibrio líquido-vapor 
Los parámetros efectivos d y R 
Cumulantcs en la teoría alfa 

~~- Discusión general y conclusiones 
Agradecimientos 
Apéndice A 
Bibliografía 
Figuras 

. · .. ~ ... : ··~-

2. 

3 

6 

7 
7 

9 

11 
13 
16 
17 
22 
25 
29 
31 
33 
38 
41 

41 
44 
47 
49 
53 
57" 
SS 
60 
61 
64 
(17 



3. 

I INTROIUCCION 

Los líquidos son de vital importancia en 1a naturaleza y sin emba~ 
go. ocupan una parte sumamente pequefia del enonne intervalo de temperaturas y 

presiones que existen en.el universo. En la Ffsica Estadística se·quiere en
tender porqué las fases fluidas son estables en ciertos intervalos de densidad 
y temperatura y relacionar la estabilidad, estructura y propiedades tennodiná
micas de éstos con el tamafio y fonna de las partículas que fonnan al sistema 
y·con la naturaleza de las fuerzas entre ellas. Este estudio ha ofrecido dif!_ 
cu1tades especiales que· ocasionaron su retraso respecto al entendimiento de 

los estados sólido y gaseoso y no ha sido sino hasta hace \lllOS 15 años; que se 
ha dado un desarrollo sistemático en la comprensión y cálculo de propiedá.des 
de fluidos densos. 

Entre las distintas teorías que se han usado para estudiar a los 
líquidos, la teoría de perturbaciones ha jugado un papel importante. ·En ella, 
se utiliza la infonnación de un fluido modelo bien conocido, que se espera co!!_ 
tenga el comportamiento que se considera esencial en el sistema a estudiar y 

cuyo Hamiltoniano se usa como· referencia para representar el H::uniltoniano del 
sistema de interés. 

La imagen que se ha obtenido de los fluidos coincide esencialmente 
con el modelo introducido por van der Naals en 1873; Tradicionalmente se eli
ge un sistema de referencia fonnado por partículas que jnterac_túan con la 
p:i.rte repulsiva del potencial, de modo que las fuerzas atractivas son conside-'
radas como una perturbación y la contribución a primer orden en ese Jesarrollo 
¡,2-turbath·o es proporcion::ll al campo promedio (1 -20). Las propiedades del si::_ 
tem:i de referencia repulsivo se obtienen mediante otro desarrollo reíerido a 
un sistema de partículas que interaccionan con un potencial de esfera dura. 
Este sistema de referencia de esferas duras (ED) es muy práctico porque ;;;u 
f'-unción de distribución radial g (r) se conoce con precisión de simulaciones 

. E~ 
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en comput:adora ( 21 - 2 2 ) y. de cá1cu1os -i:e6ricos para densidades bajas e i.n-i:"er
medias (23-26) y es independiente de 1a "tempera.tura. Además su ecuaci6n de 
estado para 1a presi6n es ana1ítica (27). 

En ese esquema perturbativo 1as fuerzas repu1sivas y a"t:Tactivns 
se tratan de manera diferente: 1as fuerzas repu1sivas contribuyen a orden 
cero representadas por e1 sistema de referencia de ED, mientras que 1as fue.!:_ 
zas atractivas, que se consideran a1 mismo nive1 que 1a fonna o suavidad de 
1as repu1sivas -como perturbaciones sobre e1 sistema de referencia- contribu
yen a primer orden. 

~· 

Aunque 1a teoría de perturbaciones -refyri.da a ED ha tenido éxito 
en 1a predicci6n de 1as propiedades de 1íquidos si.mp1es a altas densidades 
(cerca de1 punto trip1e). en la regiiSn ce densidad baja e intermedia, en 1a 
que e1 efecto de 1a temperatura es importante, diclui teoría no puede predecir 
correctamente 1as propiedades de un fluido real • .Esta deficiencia se manifies
ta prácticamente en 1a dificultad de predecir correctamente propiedades en 
1as que interviene una fase gaseosa. como por ejemplo en e1 equilibrio 1íqui
do-vapor. Atlllque hay maneras de ca1cu1ar las propiedades de 1os gases con la 
aproxirnaci6n necesaria (desarro1los viria1es), se ve uno en 1a necesidad de 
usar distintas teorías en regiones de distinta d~;isidad cuando un f1uido num.i_ 
fiesta una continuidad entre su fase vapor y líquida; continuidad que quisié
ramos se reflejara en e1 planteamiento te6rico. Además la teoría de perturb~ 
cione~ referida a ED no permite establecer una re1aci6n con otros aspect:os 
t:e6ricos import:antes de 1a física de líquidos, como 1o es e1 pri.ncipio de es
tados correspondientes. 

En este trabajo se presenta una teoría de perturbaciones en ln que 
se incorporan en el sistema de referencia las fuerzas atractivas, de manera 
qu7 éstas pueden tratarse al mismo _nivel que las repulsivas y mediant:c el mis
mo procedimiento. En el capítulo II se proponen dos foTinas de real.iznr el 
desarrol.lo en perturbaciones: una serie de Taylor ordinaria con n par~ú:;c

tros perturbativos y un dcsarro1lo funcional. En el capítulo "III se discut ... • 
cómo la selección de un sistema de referencia en el que 1as partículas int:cr

accionan con un potcncia1 de pozo cuadrado.,· conduce a .1as teorías al.fu (para 
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el desarro11o ordinario en dos parámetros ~••"-a)Y b1ip (para el desarrollo :funci.Q_ 
nal con :f(u). 1a función de ~!ayer de1 sistema). Se nruestra que en 1a teoría 
blip el segu.rido coeficiente viria1 de1 sistema en estudio .es exactamente 
igua1 a1 segundo coeficiente viria1 de1 sistema de referencia de pozo cuadra
do. Se exhibe además que los parámetros efcct~vos: diámetro y alcance, der.!_ 
vados de esta teoría de perturbaciones, pueden interpretarse como los diáme
tros .de colisión y enlace de la teoría cinética elemental. 

En el capítulo IV se discute la representación del sistema de referen
cia de pozo cuadrado usando distintas aproximaciones. el manejo ele datos nec~ 
sario en cada caso ·y los resultados a los que conducen estas aproximaciones. 

En el capítulo V se presenta la prueba de esta teoría aplicándola a un 
sistema Lennard Janes (12-6) y se analizan sus predicciones para la :función de 
distribuci6n radial, la energía libre de Helmholtz, e1 :factor de compresibili
dad y el equilibrio líquido-vapor, comparándolas con resultados de simul.acio
nes en computadora y/o resultados de otras teorías. 

Finalmente. en el capítulo VI se presenta una discusión de las caracte
rísticas relevantes de esta teoría y las· conclusiones más importantes de este 
trabajo. 

_ ...... ;e,~·-:-. 
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II FOR'·n.JL\CI0:-1 PERTIJRBATIVA 

Dada 1a dificu1tad para representar ana1Iticamente 1as propiedades 
de un 1íquido, usualmente se recurre a1 método de perturbaciones en·e1 que se 
aprovecha e1 conocimiento de a1gún fluido mode1o que se usa como sistema de r~ 
ferencia, sobre e1 cua1 se hace un desarro11o en serie. de Tay1or de 1a :funci6n 
de partición configuraciona1 de1 sistema cuyas propiedades tennodinámicas y e~ 
tructura1es se desean representar. 

Considérese un fluido unifonne e isotr6pico fonnado por N mo1écu-
1as en un vo1unen V que interaccionan con un potencia1 esféricamente simétrico 
y aditivo entre pares u(r). de manera que 1a energía p9tencia1 de1 sistema es 

U{t-4): U (i, 2,. -~. N) ~ 'ii-«t u. (-r¡_j) 
y su fi.mciñn ne part;c;ón c.onfiguraciona1 en e1 conjunto canónico es 

Q =J ... JJr. 9> (1"¡_J·) J-ri. 
N &.<..} . 

en donde 

[ 11 t/> ( <i.j) = </>(ij) = ~x.p [ -'-j-:>U. ( r.:)] 
con .-. ·-:. \;. - T· \ • !O= ( I~\ )- t ·, siendo k 1a constante ·de Bol t=mann y T 1a Ll L l 1 

temperatura de1 sistema. 

En estas condiciones, la función de distribución radial del sistema es 

[2] 9(.12) = ·~-..~ J ... J e. ¡..U~N)J.\.~-1.} 
en donde d i N- '2... °\ :: dr":, · ·· d;t-4 

La energ.ía libre de 1-!elrnholt= puede escribirse como 

._.""..::·:-. 
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en donde Fid es la energía libre del gas ideal. Entre las alternativas para 

hacer Un desarrollo en perturbaciones de esta función, aquí se proponen dos 

:fonnas: w-ia serie de potencias con varios _parámetros perturbativos y una serie 

funciona1. 

Desarro11o en serie de Tavlor ordinaria. 

Sean tj , ) -; i, ... , 'f\ parámetros perturba ti vos en ténninos de· los 

cual.es el desarrollo .en serie de Taylor para F con respecto a un sistema de 

referencia arbitra_rio, cuyo potencial de interacción entre pares es u 0 (r) co

rrespondiente a líj-:. O , t~ la fonna"' 

[ 31 F =- +:: + 2.. ~ · fj -T :S- °tj "d g_ ~.&. 4- • • • 
o j=-1 J j';T. 

donde F0 representa la energía libre de1 sistema de referencia y 

(41 :fj= l;~)l(.=0 "iic.= d! c.;:~L)~,..)'L:O , ... 
son los t€-rmi110"" t'IP. pTime:rn, ~!:".1mdo y órdenes sucesivos de la serie en perturb~ 
clones, evaluados en e1 sistema de referencia. 

Desarrol1o funcional. 

Considérese una :ftmcional de1 potencial entre pares f r~(r)] arbi

traria, en términos de la cual el desarrollo :funcional de F referido al. sistema 

de referencia está dado por ( 19): 

en donde 

(6] 

con/'=~ la 

l 1 1 
densidad nt.nnérica, 

Af ( r)-=- r [\A.(...)] - F LU.o (r)] 
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y 

siendo . ~·· . 

[9a] A~,"';_~~ 'jo(,~) l""~ (\'2.)-'1H(\'l)) lb-i(l'l.)) J;.J-;~, 

\_gb) b.~'l. = ~ ~ \ '30 ~(\'l~}""f{l'L)AH,'2.)'1,(\~)A{ (\3)d7,cl12.dr3 ~ 

{:9c1 Af ~ = l \\H[~.,.,._\t'1~4-)-'l.l•2.) ~al!A)) u.¡(\'1)AH1'1)"-'\M)&.H~4')clr0 clf'2 dr1 d~ 
y 

· · Eil ·es tas eA})resior ... es U:f 7· U:ff. sen,. rcspccti '\tar.tcntc,. 1:::. primera )' . , . 

segwida derivadas funciona1es de u(r) con respecto a ..f ['4 (r) J . . 
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III EL ·SISTIM.!\. DE REFERE'-<CIA DE POZO CUADR.\00 (PC) 

El sistema de referencia se selecciona tomando en cuenra dos crite 

rios básicos: que dicho sistema incorpore el comportamiento que se considera 

esencial en el sistema a estudiar y que sus _propiedades sean conocidaS. 

En l.~·iq,J.icaciones de 1a teoría de perturbaciones a l.os líquid.os 

simpl.es, tradicionalmente se ha partido de considerar a las fuerzas atrae ti vas 

como una perturbaci6n. En estas aplicaciones e1 sistema de referencia es.tá e!!_ 

tonces fo:nnado por partículas que interactúan cori la parte repulsiva del pote!!_ 

cial., y la perturbación se introduce mediante w-i desarrollo en serie de Taylor. 

del tipo r 3] • con un sol.o parámetro perturbativo ·i definido por 

u. ( "• t) ~ '4.,-r ( T) + {f u. o.tr (r) 

De esta manera la contribución a primer orden es proporcional al· .. 

"canpo promedio" <: "'-o.tr >.,.ef 

En un segundo paso se calculan las propiedades· del sistema con po

tencial un!p • usando de nuevo un desarro_llo en perturbaciones. en el que aho 

ra el. sistema de referencia es w-i sistema de esferas duras (ED) 

Este segundo desarrollo puede hacerse de cualquiera de las dos m:1-

neras presentadas en el. capítulo II ( 5, 12 ) • En runbas. el di[1metro de las 

esferas duras se determina imponiendo la condición de que el té~mino a primer 

orden en este segundo desarrollo se anule. 

Como se ve de esta breve descripción. las fuer=as rcpulsi ""ª"' y 

atractivas se tratan de manera distinta: · las repulsivas contribq:-~en :~ onkn 

cero, representadas por el sistema de ED, mientras que las í"<.1.:-r=as atr:l..:t:ivas 

.. ~· ~.-~ .. ~-
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contribuyen a primer orden, como también lo hace la fonna ("suavidad") de 

Urep·. 

El resu1tado de esta doble perturbación es 

F=FEl>+(Ll.i. )! -~ 2o. orden+ ••• 
-..,,~ 'f'Cf 

en donde los términos de segundo orden contienen tanto la contribución de las 

fuerzas atractivas ( < U.a..""tT ~•P - <. u.!"'t, ~rcr } cuanto la de la suavidad de 
la parte repulsiva. 

La teoría de perturbaciones con base en un sistema de -referen
cia de ED ha tenido éxito en 1a p-redicción de 1as propiedades de líquidos sim
ples (e.g. arg6n) a altas densidades, esto es, cerca del punto triple, porque 
a tales densidades, la estnictura de1 fluido está detenninada en su mayor 
parte por las fuerzas -repu1si vas. Sin embargo• a densidades bajas y moderadas. 
las esferas duras no representan adecuadamente la estructura de un fluido real• 
ya q~ et. ~s las Uen.sidades 1a tcmpcr::ltl.ira. tiene l..ln. efecto n.otabl.e. qui?' no ¡i11P.d~ 
ser ·explicado mediante un potencial de refe-rencia puramente repulsivo. De 

hecbO • la teoría de perturbaciones de esferas quras no predice correctamente 
el segundo coeficiente virial, sino s61amente su límite a al~as temperaturas. 

En este trabajo se ha seleccianado un sistema de referencia 
que pennite tratar a las fuerzas at,activas al mismo nivel que las repu1sivas 
y mediante el misma ··procedimiento. Este sistema ·tiene un potencial de inter
acción entre pares de pozo cuadrado (PC), definido por tres parámetros: su 
diámetro d, su profundidad~ y su a1cance R, en la forma 

\-

000"' . t" !: el 
u. ., (..,. l = ... d < " .s R 

~>R 

Con.este sistema de referencia se con5iderará como perturba
ción, la diferencia entre 1a forma particular de la interacci6n real y 1a dc1 
pozo (ver Fig. 1)~ 
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La teoría de perturbaciones con un sistema de referencia de 

PC requiere' qué, dado un potencia1 intenno1ecu1ar u(r), se proporcione un c~ 
··· terio para 1a determi~f6n óptima de d, € y R. En este trabajo se fija 1a 

profundidad ¿e1 po=o (-E. ) igua1 .ª1 :núnimo de u(r) (1oca1izado en r=Rm) y 1os 

parámetros d y R se deteTIIJinan imponiendo 1a condici6n de que 1os ténninos de 
primer orden en 1as perturbaciones se· anu1en. 

·Teoría a1fa. 

En e1 desarro11o en serie dado por ·{.3) Y. '(4) se introducen 

dos parámetros de suavidad or, y °'• , ~ociad.os respectivamente, a 1as regiones 
repu1siva y atractiva de u(r). a través de un potencia1 modificado l u. ('l.) ,. ~ dt , 

(11] U"{r;cl.R.R-,Oj.•••'1}= \-E. d,<r< R,, 
r- el ,._"k(w) r ~ R, ' 

en donde z =d.+~ "W":s ~ + ~ . d 1 :: i:J+ ot1 (R.-t:J) 
Y 'R, = R + °'"2. <Rwt·- R.)°'" 
de manera que [1) pueda escribÍ.rse como 

</;(ij) = e1'f[-f-'1T(~j)] 
Como se muestra en 1a 'Fig. 1 , 1os parámetros de suavidad ot, y °'a producen una 

variaci6n continua de v(r) en 1as dos regiones: :repu1siva (r< ~) y atracti-

va (r> Rni). respectivamente. Cuando at1:~s 0, d 1 : el, K,: i< y por consi-

guiente :¡ = d y -w-= R • de manera que V'(rJ= UpcCrJ; y .cuando O"'=«~= J 
"(r)=u(r). 

Con estos parámetros, 1os dos términos a primer orden en 1a 

serie (3] son (ver Apéndice A) : · K ] 
_!!_ = 2rrlld"1.&.l"'C.(d)e~E. ( J ... r í - e-j->\:~•u.(~) ) ch. - J} 

~~- N~ r ~~ 1 o L _ 

y 

~---- .---
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QD 

.¡:;_ = 2tr¡ J<~~rc (l<) ( l - e.""") \ R_ + (eP~ - ll' f \.é(3""hl_ l]ch- R} 
N~ . . L 

en donde 

Yvc ( .... ) = ~he. (r) /</>pe (r) 

La.ecuación (12a) s6lo contiene infonnación acerca de 1a 

parte repulsiva de la interacción (r4:Rm). La condición F 1 =o conduce a la 

obtención de un diámetro efectivo d=doc dado por 

d (T) - IR ... [ _,_c~· .... <~>J)c1 
(i4] .. - t - e • 

o 
que coincide con 1a definición del diámetro de esfera dura de Barker y 

Henderson ( 5 ) . 

La expresión [12b) involucra únicamente a la región atractiva 
de u(r) (r~ Rm) y produce .con Fz=O, un alcance efectivo de pozo cuadrado 

[1s] 'RGl(T) = R.,.+ (ePf. - •)-' JGO (e-pc.&.(:t) _ 1] d-z. 
R-

.AnCos parámetros d 1111 y Rar son funciones monot6nicas de T, 
doblemente acotadas: 

d;: .\;m cl.(T) = í<_ 
T..,, o 

R:: \:""' R"' (T) =R.,,, 
T-o 

d:::. l:m J. C-T) - O , 
T .... ao ao 

R• = lim R"' (T) =R ... - ~-'Ju.(2)ch 
oc T...pOD ·;;¿ ... 

Los términos de segundo orden distintos de cero (ver Apendice 
A) son: 

y 
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con· 

Para calcular estos ténninos es necesario conocer los valores 

de Ypc(r) y Ypc = ;~c. en contacto ("r=doc para F" ) y en el alcance 

(r=R .. para F'l~ ) • para tma razón A~-= R.../cl_ dada. 

La existencia del ténnino cruzado F,2. depende de la manera 

de representar "PC. (r) [la) La forma adoptada (A4] produce F12. = 0 (A10] 

Las condiciones F 1 = F 2 =O que permiten definir ad• como 

y a R"' como [1 s) conducen además • a que 

20 F Fpc. + Zo. orden 

De [17) y flsl es de esperarse, que con esta seleci6n de los 

parámetros efecti "\ros dv; )r R;;.; : 1 os t".P.rrni nnc; a~ corr~cción de segundo orden 
sean muy pequeños, de modo que, si se desprecian éstos y los ténninos de orden 

superior 

[zoa] F Ff', 

a primer orden. 

Teor.ia blip. 

Considérese ahora el desarrollo funcional [s) escogiendo a 
f [u.(,-)) como la función de Mayer 

[21a) , 
para la cual 
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A.f {r) = eitp (-pu. (r) 1 - e.itp [-~U.pe ( r)] 
es 1a 11amada ftmción b1ip (15). En estas condiciones, 1as derivadas funciona-
1es de u(r) con respecto a f son 

y 

De [6] • e1 término de primer orden es entonces 

p (!°F)Pc..:-2"TTN/' J00

YPc(r) llf(r) r2 dr 
o 

que puede separarse en dos regiones, una asociada a la parte repulsiva de u(r) 
(r ~ Rm) y 1a otra asociada a su parte ~tracti va (r~ Rm) • en l~ fonna siguiente 

f-> ( ¡ F) ;¿ = - 2 rr N J° Í,, "'""' ':1 Pe ( r) ll f ( r) r 2. d r 

y 
{!> (tfF)::,. = - 211Np ioo ':Jpc.(r) /1.f(r) r 2 dr 

E1 término repulsiv!-~Ó l;J,~ep.,,. O es una condición para 1a de
terminación de 1os parámetros efectivos db y ~ : 

R.. . 
{23a) J YPc.(r} A.f(r) r~ dr =-O 

o 
Esta expresión se reduce a 1a propuesta por Weeks et a1 ( 12 ) 

para un sistema de referencia de esferas duras. 

A semejanza de la teoría al.fa, 1a segunda condici~ para 1a 
obtención de db y Rb impuesta en este p1anteamiento es ( .f F )p~ s O . es 
decir 



acopladas. cuya 

conocimiento de 

mite p- O., 
do a 

[24aJ 

y 

[ 24b] 

15. 

-JR .... 'Jpc. (r) ll+(r) r2.dr =O 

Las integrales blip [23a. b] forman un sistema de ecuaciones 

soluci6n. que proporciona db ( p . T) y Rf> <.p • T) • requiere el 

&pc(:r) como :ftmción de J'•T y ;\~=Rbldb. Sin embargo. en el l!-

'JpcC r)-. f y el sistema de ecuaciones se desacopla. conducien-

00 

1< (T)~= 'R?. + 3(eF>~_,r'J [e-f!>"'<-z>_1lz-a.J~ 
~ M R_ 

La expresi6n (24a] corresponde al lllnite de baja densidad del 

diámetro de esfera dura de Weeks et al. • y es una :función continua de T • acot!!_ 
o .... 

da entre dbo (T)=Rm y db: (T)=O. 

entre 

Anlilogamente • ~o (T) es una función continua de T acotada 
00 

y 'R.- ( T )3= R 'b - 3 e·'lu {r )r-i.t:Jr 
tDO "- ~ ... 

Con la condici6n ( & FJpc=O. el último término del segundo orden 

[ 9d) A_.!..:O y comode [ 221 Uff=Ul • se tiene en [ 9a] que A F.= O . Los tér

minos At~ l9bl y AF~ (9c1 son más difíciles de ca1cuiar por la presencia de 

g¡,c a (123) y &pe .., (1234) • Sin embargo• aunque las correlaciones de tres y 
cuatro partículas son importantes. su contribuci6n. comparada con la de gpc(12) 

es bastante pequeña. Además• como los parámetros efectivos db y Ri> derivados 

en· esta teoría. son funciones no sólo de T como en el caso alfa. sino también 

de la densidad. como se verá. los resultados que produce a primer orden. en el 

cual la energía l.ibre del sistema de interés se reduce a la de los pozos [ 20a). 

son afín mejores que los de la alfa a segundo orden. 
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Coeficientes viriales. 

Para un fluido poco denso la serie. virial en: potencias _de la 
densidad 

[ 26a] Z = J'~T = 

es una adecuada representación del factor de compresibilidad. 

Usando la relaci6n 

z = fJ (;, (-~T)) T 

puede detenninarse la contribución a los coeficientes viriales B¡(T). de los 
términos de los desarrollos perturbativos aqfil discutidos. En la teor.Ia alfa, 
los términos de orden cero• primero y segundo I 12 ] ( 1 7] y [ 1s1 • contr.!_ 
buyen al segundo coeficiente viria1 B 2 (T) del sistema estudiado. Pero 1a con
dición F 1 =F'a. =ú. e.Limina .la contribución a Is 'L (T) de J.os términos· de primer 
orden. 

E1 término de orden cero es B~c (T) • s:c (T) =; rrd?. [ef.t~ ( 1- )3) + ls J 
Por 1o que respecta a la teo~a blip, se demostrará a contin~ 

ci6n que a primer orden. ella contiene exactamente a B~(T). Esto puede verse 
partiendo de la definici6n del segundo coeficiente virial 

B2 (T)= -~ J f(u.CdJdr 
con f(u) dada por (21a1 • Al agregar y restar en el integrando el término 
~ [ f(Upc(r)) + 1) se tiene 

B~ ( T ) = ..s;c ( T) - i J 'Í ( T) 
en donde 
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S ,p ( T) = f ll E ( r) Jr 
mide 1a desviación entTe e1 
teoria, con · f(r) l21b] • 
de [23a, b) , en este caso 

coeficiente viria1 exacto y e1 aproximado por 1a 
Como Ó~(T) corresponde a1 1ñnite de baja densidad 

B'2. ( T) = B:c ( T) 
y 1a teoria b1ip es exacta a primer oTden en 1a densidad. Esta caTacterísti
ca 1e asegura predicciones precisas de 1as pTopiedades de1 vapor di1uído, y 

es una característica que no está incorporada en 1as teorías de pertuTbaciones 
que usan un sistema de referencia de ED ni en 1a teoría a1fa usando PC, aunque 
en ésta se obtiene un. segundo coeficiente viria1 cua1itativamente correcto, ya 
que B ~ (T) tiene esencia1mente e1 mismo comportamiento con 1a tempeTatura que 
B'2. (T) de un sistema rea1. 

Los ténninos de segundo orden diferentes de cero en e1 desarro 
110 blip con pozos cuadrados A.F'2. ( 9b1 y /!t. F 3 t 9c1 contribuyen, respectiv~ 
mente, a1 tercero y cuarto coeficientes viria1es, por 1o cua1, en esta teoría 
a primer orden, 1os coeficientes viriales B3 (T) .~ B.¡ (T), ••• no estaTán. dados 
exactamente. No obstante, aquí también estos coeficientes B¡ (T), i> 2 , apT2_ 
ximados por B re (T), tendrán un comportamiento_ con 1a temperatura cualitativ~ 
mente correcta. 

Parámetros efectivos y diámetros de colisión y de en1ace. 

Los parámetros efectivos d y R derivados en 1as teorías a1~a 
y b1ip pueden identificarse con cantidades que tienen un.a interpretación fís.!_ 
ca dentro de1 marco de 1a teoría cinética. Como se mostró por F. de1 Río y 

D. Ayala .. (28) el diámetro de Barker y Henderson que coincide con ( 14) , puede 
expresarse como 1a distancia media de máximo acercamiento entre dos partículas 

en colisión: ~"' 

< .s '> = J s p(s) ds 
o 
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en donde p(s) es 1a distribuci6n de distancias de máximo acercamiento s,Rm, 

detenninada por 1a energía cinética 

E~ U.ts)+E. = u.(s)-LL (R,..-) 
Hf 

a través de 1a re1ación p { s) c:/s : - / (E) d E• 
( )

rep . · 
con I' E =- p etp (-p E) nonnalizada en (O ,oo). 

como p(s) =:s {e-f-'[E+U.(.5)]} 

De modo que <,s) puede escribirse en 1a forma 

J í2 ... [-' - e-~C:.6 + u.(s) J] ds <S>-:: o 1 

y entonces dot = ~ s> .. 
E1 a1cance R• pennite un.a interpretaci6n simi1ar: Como 1a dis

tancia promedio de máxima separaci6n entre dos partícu1as 1igadas (es decir, 

pares de partícu1as cuya energía tota1 en e1 centro de m~a está entre O y -~) 

está dada por oo 

<::J."> = 1 ..l. p(i.)J.I.. 
R,,.,, 

y en este caso 1a distribuci6n de energías cinéticas (no:rma1izada entre O YE} 
es 

de modo que, 1a distribución de distancias de máxima separación p(,l) es en-

tonces 
( -f'E)-1 Z> p (l) = 1- e al. 

después de una integración parcia1 < Í."> queda expresado como 

<l > = Rw. + ( ef-'6 - I )- 1 JR:[e-pu.tL> - f] di. 
que es idéntica a 1a expresión para Roe dada por ( 15] Por consiguiente• 

Ree es e1 promedio de las distancias de máxima separaci6n entre pares de partí

cu1as 1igadas • R"' = <l> • que puede llamarse diámetro de enlace·. 
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Tambi8n 1os ténninos de segundo orden en 1a teor!a a1fa F,, y 

Fa'I. dados por [ 111 y ( 1s] • respectivamente. pueden escribirse en té:nninos 
de s y .1 . 
C.omo -p..[~+u<s>] 

e } Sd$ 

su promedio en cumu1antes 

< s2.>. = <.s'l.> e 

es entonces 

[2s] <.S2.'): 
c J 12"'{ -~C~+u.lsl]} J 1'2. 2. 1 - e s s - d_, 

o . 
y mide 1a desviación cuadrática media de las distancias de máximo acercamiento 
s a1rededor de su va1or medio d«. En forma semejante 

< L2.> = R:, ... 2 (ef-> 6
- J)-' JR:[e-f->u.{.l) - 1] l. cll 

y su promedio en C1..Dlllllantes (o segundo momento corregido por e1 promedio) 
00 

t.29J <t'l>: R~~ 2(e~~-,r' l [e.-e..u.to _ 21..td.t- 'R~ 
. e ~~ . 

da 1a fluctuación cuadrática media de 1 
Estas- f1uctuaciones (2s] y (29] son las expresiones que apare

cen entre \) en \: 1 11 y [ 1 s 1 • respectivamente• de modo que F
11 

y F '2. '2. pueden 
escribirse como 

( 30a1 

y 

[ 30b) 

Esto sugiere que los momentos de orden superior des yJ.. estén 
asociados a los ténninos de orden superior en el desarro11o a1fa. 
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Por otra parte, 1a adecuada representaci6n de los coeficientes 
viriales, asegura e1 tratruniento correcto de1 .fluido a bajas densidades. me
diante _e1 mismo fonna1ismo usado para el fluido denso. Esto último contrasta 
con 1a teoría de perturbaciones referida a ED, que tiene éxito s61o en 1a 
regi6n de alta densidad. 
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IV REI'RESENTACION DEL PC 

Así como la teoría blip a ler. orden necesita el conocimiento de 
la función Y•c; , ll3] , para la determinación de sus parámetros efectivos d" 
y R .. -a través de la solución del sistema de ecuaciones acopladas [23 a.b] 
ver Fig. 2- la teoría alfa requiere los valores de esta funci6n y de sus 
derivadas en r = dt , R:t (en el cálculo de C(r) , [ 19] ) para la obtenci6n 
de sus terminas de 2o. ar.den F11 y F22 [17]y (1s] , respectivamente. 

Por consiguiente, para la aplicación de estas teorías y a11n para 
ponerlas a prueba, deben conocerse varias propiedades de los pozos. Estas 
propiedades son su función Ypc (r) o su función de distribuci6n radial 
gpc;Cr) y su energ:1a libre Fpc• como funciones de p*, T* y~= R/d. Sin 
embargo, a primer orden, tanto en la teoría alfa como en el limite de baja 
densidad de la blip, la determinación de los parámetros efectivos ~el flui 
do en estudio es.independiente de la estructura del PC, necesitándose dnica 
mente una buena representación de FPC • 

Estas funciones gPc. y Fpc han sidci estudiadas para pozos de 
alcances particulares, especialmente~= 1.5 , en ciertos estados termodin_! 
micos mediante distintos procedimientos, los cuales pueden separarse en 3 
grupos: teor:1as en base a la solución de ecuaciones integrales, desarrollos 
perturbativos referidos a ED y simulaciones en computadora de Dinámica Mol.=_ 
cular (IM) y Monte Carla (MC). 

En el primer grupo se cuentan las teorías de Born-Green-Yvon 
(BGY), de Percus-Yevick (PY), de la cadena hipertejida 01NC), la aproxima
ción esférica promedio (M3A), la de fase aleatoria optimizada (ORPA), la~ 
ponencial (EXP) y algunas otras. De estas teorías pueden obtenerse aproxi
maciones para gpc;, para la presión, la compresibilidad y la energ1a interna 
del sistema, pero este procedimiento no permite un calculo directo de Fpc 

Los resultados de estas teorías aplicadas a pozos son los si
guientes : El cálculo de los 2 primeros termines en un desarrollo de g Pe:. en 
potencias de la densidad, realizado por Barker y Henderson ( 30 ). 
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Un estudio detallado de la teorla BGY (con la aproximaci6n de superposici6n) 

para pozos de 'l= 1.5 y 1.85 e 31-34 ) . 

Sus resultados para ~ = 1.85 fueron satisfactorios al compar~r-
1os con datos experimentales del arg6n. Los resultados para A= 1.5 con

cuerdan bastante bien .con datos de simulaci6n en computadora de IJ.l.f e 35 ) 

hasta p* = O. 7 • pero sus predicciones son malas a alta densidad y por arriba 

de1 punto critico. en particÜ1ar de la compresibilidad. Young et al. ( 36 ) 

usando una BGY modificada mejoran los resultados de la compresibilidad para 

" = 1. 5 y T* > Te • la tempera.tura cr:tt ica. 

En las aplicaciones de la teor1a PY para pozos de A= 1. 5 (y en 

a1gunos casos~= 1.85). se cuentan los trabajos de Levesque ( 37 ). Verlet 

et al. ( 38 ). Tago (39,40) y Smith et al. ( 41 ). Sus resultados para 

gp, son satisfactorios a altas temperaturas. pero cerca del punto triple. 

cuando f3E ~ 1. 5 y p*= O. 8 • su descripci6n de g PC (r <l. 5) es mala. 

Ademas. la presión y la compresibilidad que predice para T* baja y p * alta 

son inadecuadas, ya que en estas teor:tas no se describe .. correctamcnte-el efec 

to de las fuerzas atractivas a alta densidad. 

La teor1a 

sariamente ventajoso. 

mostraron que supera 

HNC incluye mas diagramas que PY • pero esto no es nece 

Sin embargo. para A = 1 . 5 Henderson et al • e 42. 43 ) 

las predicciones de PY,especialmente a alta densidad. 

De la aplicación de la MSA para pozos con A= 1.5, Smith et al. 

( 44 ) encontraron que cuando /3E = o. gP<:(J\ISA) = gE.J> (PY) y que se vuel 

ve inexacta en el 11mite p*-- O • 

.Anderson et al. e 4 5) propusieron como forma modificada de la 

MSA, la ORPA y sus resultados para pozos de A= 1.5 son mejores que los de 

los ~1'3A. Estos autores propusieron posteriormente la aproximaci6n E.'<P 

( 46) que es exacta en el 11mp*- O y que mejora a la ORPA en la descri,E. 

ción de g PC (r ,.. 1 • 5) • aunque para r < 1. 5 es menos adecuada que la MSA y la 

ORPA. Los valores que predice en r = (l.0,1.5) son mejores. 
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La manera de cerrar 1a ecuación de Ornstein-Zernicke (OZ) en 
estas teor!as introduce bastante inexactitud. por 1o que sus resu1tados 

--no ~on muy satisfactorios. excepto e1 de 1a encrg!a interna. la cua1 re
producen muy bien. 

Car1ey ( 4 7 ) propuso una ecuación de estado para pozos medi~ 
te una ecuación integra1 param~trica. y sus resultados a T* a1ta y p* baja 
son buenos. pero cerca de1 punto critico fa11a comp1etamente. 

De1 segundo grupo. correspondiente a los desarro1los perturb!!_ 
tivos en base a ED. se tienen resultados tanto para &pe como para 1a ener
g!a 1ibre de He1mho1tz Fpc Smith et a1. ( 48 ) ca1cu1aron por sinn.11!!_ 
ción de MC e1 t«!rmino a ler. orden en perturbaciones de g pe, y sus resu1 t!!_ 
dos son bastante buenos excepto a a1tas densidades. pero este comportamie_!!. 
to fue corregido por Henderson et a1. ( 49 ) • quienes estudiaron esa re
gión usando 1a presión obtenida por MC. calcularon tambi~n el t~rmino de 
.20. orden en 1a perturbación en potencias de (3€ En un desarrol1o seme 
j a.n.t:e ~ .tü.der et o..1. ( 3 !; ) i..:a.l.t..:u1a.ron los tér1nin.os correspon<lien Les e11 IJvi. 

Por lo que toca a 1a energ!a 1ibre. este procedimiento propor
ciona 1a información más valiosa ( 1 8 • 2 5 • 3 5 • 4 8 51 ) • Del estudio 
de1 t«!rmino a ler. orden Fpc~ ca1culado por r.t.1 o por Me. Ponce y Renón 
(PR) ( 52 ) propusieron una aproximación anal~tica como función de p• 
T* y j\ . Esta expresi6n predice resu1 tados correctos para A = 1 . 5 y 

p * pequefia. 

Reijnhart: ( 5 3 ) propuso una eXpresi6n 1'.>ara F PC. ~ basada en 
resultados de Barker y Henderson ( 5 ) • El conocimiento de FP~ ._ 

permite formular una represºentación para F P c. ~ usando cualquiera de las 
aproximaciones de comnresibili~ad local o macroscópica. 

Dentro del tercer grupo. e1 conocimiento de los pozos por re
sultados directos de simulación en computadora puede separarse en 2 etapas: 
la primera. en la que se estudiaron pozos con ;\ = 1.5 y 1.85 para algunos 
valores de p * y T* ( 3 5 • 4 1 • 5 4 - 5 7 ) y la segunda a partir de 
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1976 0 en 1a que se empezaron a estudiar pozos con nuevas ..;t •s. 

M:>tivados por las necesidades del presente trabajo, Henderson 
et al. ( 5 8 ) calcularon por el ml:!todo de Jl.C las prcpiedades de los pozos 
con l. = 1.125, 2.00 (0.125) para ¡IO* = 0.4, 0.6 y 0.8 y algunas temper!!. 
turas reducidas entre 0.5 y 4.0. 

El. trabajo de Co11ings ( 59 ) en 11\1, proporcion6 informaci6n 
adicional para l = 1.3, 1.4, 1.5 , 1.6 , 1.75 y 2.00 y estados termodin!, 
micos part.icu1ares. A esta información de MC de Henderson y de U•I de 
Co11ings, se le identificará a_,quí como los "datos de g PC. exactos" (DGE). 

Rosenfie1d et al.. (6o,6n han cal.culada algunas propiedades 
de pozos con A = 1.2042 y 1.3675. 

En las secciones siguientes se discute la manera como se esca 
giO la representaciOn de g PC y F PC a partir de la informaci6n anterior. 

I.a funciOn de distribuciOn radial gp, (r) 

En esta sección se presentan formas alternativas de represent!!, 
ci6n de g PC. , partiendo del caso especial. más simple, en orden creciente 
de complejidad y generalidad. 

a) L:lmite de baja-densidad. 

La aproximación Ypc = 1, i.e. 

para cualquier densidad, ignora las correlaciones entre las partículas del 
sistema y su variación con la densidad. Evidentemente, gPC (d+) = g 'f'C. (R-) 
= ef!E. y g (R+) = 1 (ver Fig. 3a). PC 

Los parámetros efectivos di..0 y R .,
0 

{.24 a ,b] que se obtie-
nen usando esta aproximación en 1a teoría b1ip, son independientes de 1a 
densidad a1 igual. que los correspondientes de la teoría alfa. 



La ecuac!.On de 1a pres i6n 

da para e1 PC 

1 - 2.ITfl. 
3kT 
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-J 9(r) 
o 

éhc.(r) .,.~J.--

z Pe.= 1 .... ; "P* { 9 (d +) .... A 3 
[ ~ (R-) - 3 ( R +)]} 

y en esta aproximación predice 
exacto, dado por {. 27 :l , pero 
de orden superior. 

Z 1 * BPC (T) B!C. (T) ~C. = + p 1 , con _ 
que carece de 1os coeficientes viria1es 

b) Lfmite de a1ta densidad. 

Como a densidad a1ta 1a estructura de1 f1uido está determinada 
principa1mente por 1as fuerzas repu1sivas, proponer 

Y pe = Y El> , a cua1quier <lens i<la<l, 
introduce una dependencia aproxima.da con p *, que es consistente con e1 
1:1mite de baja densidad~ Además, como yEl>= gEJ) parar :> d, se tiene 

\

e.PE. SEJ> d< r< í< 
5Pc.: 

~ED 11 ~ > R 

que en e1 1imite de a1ta temperatura, 
cua1 es exacta a cua1quier densidad. 

(b -P- o, resulta en &pe,= &e~, 1a 
En otras pa1abras, e1 error de esta 

a1ta independientemente de 1a densidad. aprox:imaciOn es despreciab1e a T* 

1os mismos 
Fig. 3b). 
sistema de 

En 1 - / - d+ , R- y R+ este caso, e cociente &pe g El> tiene, en 
va1ores que presenta g PC. en e1 1:1mite de baja densidad (ver 
Por consiguiente, esta aproximación postu1a una e~tructura de1 
PC id~ntica a la de1 sistema de ED fuera de1 pozo y corregida por 

e1 factor de Bo1tzmann dentro de1 mismo. 
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Para este caso 1a presi6n de1 PC esta dada por 

Z = .1+; 1TJ>*lef!'E.:/e-J>(d+) + °A.
3 

(ef!>E. - ~)~El> (R)] 
PC. 

Un desarro11o de gE])en potencias de 1a densidad contribuye. por e1 término 

de orden cero,a1 20. coeficiente viria1 exacto de1 pozo. y como gED es 

independiente de 1a temperatura, 1as potencias superiores de p * contribuyen 

con coeficientes viria1es que exhiben 1a misma dependencia con 1a temperat!:!, 
ra que B :c. (T) • 1o cua1 es ü1.ccrrecto ( 29 • 62-65) • 

c) Caso genera1 

La aproximaci6n anterior desprecia e1 efecto dependiente de 1a 

densidad, de 1as corre1aciones en e1 interior de1 pozo y en 1a vecindad de 

é1·. Estas se manifiestan en va1ores de1 cociente g PC /gEDdistintos de 
e'1~ • parar d+ • R- y de 1 para r = R+ • 1o cua1 puede expresarse como 

!he (X) -- e ) r--
3 e.D (X) ·.:ex x==d 

La función Ci. • cuya dependencia con p* • T* y A se omite por simp1ici

dad. debe escogerse de ta1 forma que Ypc sea cont:inua y que contenga co
rrectamente 1os 1~ites de 1os casos a) y b), por 1o cua1 es necesario co.!! 

siderar 3 regiones (Fig. 4): 1a región i = 1 corresponde a r ~ d y en 

e11a gpc; (r) =; O, en 1a región i = 2, con d+~ r~ R- • g pc;Cr) es una fU_!! 

ciOn suave y unifonne de r • y en 1a región i = 3 para r ;,: R+ • g l'C. (r) es 
una función cont:rnua de amp1itud decreciente que osci1a a1rededor de1 va1or 

&pe;= 1. 

(i) E1 comportamiento más simple que puede proponerse consiste en una i,!! 
terpo1aci0n 1inea1 (IL) en r. de1 va1or de gPC /gEJJ entre r = d+ y r = R

(ver Fig. 3c), i.e. 
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en donde b y m, son funciones de .P *, T*, y A que estlln determinadas 

empf.ricamente de 1os va1ores de g PC y g El> en x 1 y x = ). como sigue: 

[34a) 

y 

[34b 1 wn,= (.e-b)/(l-1) 

siendo 

Para representar correctamente a gpc en 1a regi6n 1, se usa 

1a condición de continuidad de Ypc. en x = 1, y para 1a región 3 se prop.2., 
ne 1a dependencia eXponencia1. 

C3i(x)= t -
con e1 parámetro X 0 obtenido de 1a condición as int6tica g Pe (x) = g EJ> (x) 
para x >>A . E1 coeficiente CL está deteiminado por 1a condici6n de con

continuidad de y rc en :x = A , resu1 tanda 

[ 36] Q.. = 1 - e - p~ e-¿ (X"" ). ) 

En este caso, 1a dependencia con 1a temperatura de 1os coeficientes viria 

1es BA 7 ••• , se modifica con respecto a la de1 11rnite de a1ta densidad, por 
1a dependencia de C '2. (:x) con T. 

(ii) Una correcci6n a esta aprox:imaci6n es inc1uir una curvatura en 

C'2. (x) a través de una interpolaci6n de orden superior, por ejemp1o cuadrá 
tica (IC) (ver Fig. 3d), tal como 

en donde 



[3sa) 
y 

siendo 

YY\2. = 
4h-e-3b 

1- i 

Y\= 2 [e..-b-2h] < }.- o-i. 

con 1< )\
1
<)\ y m 1 • n y h fUncioncs de .P*• T* y). 
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La determümci6n de las f'..1 .. 'lciones b, o y h [34 ~.c) y t39] • 
respectivamente• requiere el conocimiento de los valores de g PC (x) en 

Xc = l 1 +~ ')., :!: ., )..
1 

} • con 1 < A1 < ~. En estas condiciones• la ~nima in:form!!_ 
ciOn requerida para caracterizar la IL • son los valores g pe ( !. ) con 

'!> = l '\ ~ A:±} • y para la IC, los valores g pe Cxc ) • En la siguiente seE_ 
ciOn se discute la obtención de estos valores a partir de los valore~. 

gpc (x~ ) para los valores A0 • p
0
* y T 0 * contenidos en los DGE. 

Los valores g l'C (Xc ) • 

El problema planteado por el manejo del sistema de referencia en 

la teor1a de perturbaciones referida al PC (TPPC), surge de que, como se me~ 

cion6, g Pe (x; ) contiene datos sol.amente para ciertos valores de p*.• T* y 

)t.. por lo que se hizo necesario desarrollar un proceso de interpolaci6n en 

estas variables en la forma siguiente: 

1) Interpo1aci6n en T*. 

De los datos gPC (x~ ) como función de ptE. al mantener los ~ 
lores de ~ y J>~ constantes, se interpo16 gráficamente para los valores 

de T* que se deseaban. Se evit.6 la eXtrapo1aci6n para T* grande tomando en 

cuenta el 11mite f.'E: - o. esto es gpc = gEI>. Sin embargo. para T*< 1 
fue inevitable extrapolar dada la falta de datos de gPccx: ) en esa regi6n. 
particularmente para ). > 1. 5. 
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Como e1 comportamiento de gPC ( ,!. ) con 1a temperatura es Unifo!:. 

me y suave. e1 conocimiento de sus va1ores en varios puntos dentro de 

cierto interv::i.l.o de tempera.tura.. permite usar un ajuste basado en un crite 

rio de mtnimos cuadrados en polinomios de Chebyshev para predecir 1os val.2, 

res correspondientes a cualquier T en ese intervalo. A los resultados de 

este proceso de interpolaci6n en T* se 1es identificará como g Pe. {T*). 

2) Interpolaci6n en p~. -
Con 1os datos ya interpo1ados en temperatura g l'C. {T*} se. hizo 

1a interpo1ación en p * a cada T* de inter~s mediante un ajuste de mtnimos 

cuadrados. Aqu1 se evit6 extrapo1ar a p* pequeña, tomando e1 11mite 

p * - o. en e.l cual gp.:,. = e~~ pero t1..tvo que extrapolarse en 1a regi6n 

de a1ta densidad. Los resu1tados de esta interpolaci6n en p*. para 

p* o.o. 0.8 (0.1) están contenidos en gpc<p*}. 

3) Interpolaci6n en A . 
Fina1mente • como 1a TPPC introduce una dependencia con ). • es 

necesa~ .. io conocer 1os v~l.orc.s Je g pe ( .l,) como í'unclón. ele· t!Sta uueva ·varia
b1e. lo que condujo a1 proceso de interpo1ación en A ·que se describe en

seguida. 

Como 1os datos iniciales de simulación g Pe. (xg) contienen in

formaci6n para ~o= 1.125• 1. 75 (0.125) • y l:!ste es un interva1o suficiente 
mente amplio, la dependencia con A se obtuvo mediante una interpo1acj6n

de Aitken-Lagrange con esos puntos, manteniendo p* y T* constantes. gene

rAndose as 1 g Pe. {A). 

Lo anterior puede resumirse en el esquema de interpolaci6n en 

temperatura, densidad y al.canee de g'Pc;.(Xc ). siguiente: 



S"' \T*} 
S':, 1\ 0 =efes 

Esquema ITDA de g (x , ) 
~Pe 

9pc{.f'*] 
T*. ~0 -=ctes 

9Pe {~l 
s>*, T*= e.Tes 
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Se estima que 1as incertidumbres debidas a 1as manipu1aciones 

gr4ficas y num~ricas en este esquema, tengan su valor maximo entre 2 y 3 

veces 1os errores estimados de 1os n:;E origina1es excepto en 1as regiones 

extrapo1adas. Debido a que g PC (x ~ ) contenia muy pocos va1ores de g POI: 

( ~ •) para ;:\ ,¡. 1. 5 y estados arbitrarios ( 9 "• T*) • e1 mismo esquema de 

interpo1aci6n usado pé!ra los ""'1ores d~ e Pe. en ~ p-rodujo rcsu1t:idos poco 

sistemáticos y en ocasiones c1aramento no fisicos. Para corregir esta s.!, 

tuación, se supuso que g Pe ( ?.') = 1/2 [ g pr; (1+) + g Pe ( ?\-) J . 
y se asign6 una desviación fracciona1 dependiente de ~". pero fija en 

T* y A • basada en e1 comportamiento sistem:itico observado en g Pe ( ~!) 

a1 variar 1a densidad. De esta manera se comp1etó la base de datos de 

g Pe ( ;\,) necesaria en e1 esquema ITDA. A continuación se discuten 1os 

resu1tados obtenid6s-con dicho esquema. 

Resu1 tados de1 Esquema ITDA de g ge (x ... ) • 

Interpo1ación en T*. 

En 1a Fig. 5 se muestra e1 comportamiento con 1a temperatura 

de g Pe (x e ) para j' * = O. 4 y "A = 1 • 5. Estas gráficas se obtuvieron de 

'g Pe \ T* } • Las tres curvas eXhiben un comportamiento semejante: para 

O. 5 !!i T* 6 2. O, 1os valores en '$ y en el punto medio decrecen rápidamente 

con T* y a a1tas temperaturas este decrecimiento se vuelve más lento y 
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lD1ifonne. 

- Interpo1aci6n en f' *. 
De la informaci6n contenida en g pe ( \' * ) se obtuvo la Fig. 6 • 

en la que se observa la viariaci6n de g ., ( j ) con '1 * • para ?\ - 1. 625 
y T* = 1. 2 y 3. Para T* = 1. g 9 , (1+) decrece suavemente con la dens,!_ 
dad hast:a S' ''=0.35• valor a partir del cual empieza a aumentar y en 
, .. = 0.65 su crecimiento se acelera grandemente. Aumentando la tempera 
tura (T* S!: 2) • g (l+) se vuelve una funci6n creciente en todo el inte;-

Pc. 
valo de densidad. y a densidades altas como el efecto de las fuerzas re-
pulsivas es más importante. es independiente de T*. 

Por lo que toca a g Pe ( ?1- J. es una fUnción decreciente de f * 
cuya raz6n de decrecimiento a alta densidad es menos importante cuando el 

sistema está más frio 

Datos en g Pe l ~ l · 

g Pe ( ") " 

para T* = 

Las Figs. 7 y 8 son ejemplos de la informaci6n contenida en 
En la Fig. 7 se muestra el comportamiento de g Pe. (1 +) con R/d 

1 y <¡ * = O. 2 • O, 8 (O. 2) • Todas las curvas presentan caracte-
rf.sticas semejantes: disminuyen con ?I hasta una ?I ..,; .. • cuyo valor de
pende de la densidad y a partir de la cual empiezan a crecer. A la den
sidad más baja, f' * = 0.2. el decrecimiento no es muy marcado y la 
~ .... ~ 1.63; al aumentar la densidad la raz<5n de deerecimiento va aumen

tando y .::il _;.. se va desplazando hacia valores más pequeños • mientras que 
su raz6n de crecimiento para ~ > A-;" y r * = O. 6 se reduce bastante. 
A una densidad mayor ( í' * = 0.8) la posici6n del mínimo para .::t_;" = 1.38 
está claramente definida parque el comportamiento general es mucho más m~ 

cado. .Además. las intersecciones de las curvas en el intervalo de densi
dad (O. 2 - O. 6) • indican que g Pe. (1 +; p*) pUede ser mayor o menor que 
g•c (1+; i1* +A§'*) dependiendo de1 pozo considerado. 

En la Fig. 8 se exhibe el comportamiento de g Pe ( ?1- ) en los 
mismos estados termodinámicos de la Fig. 7. g Pe ( /\-) es una funci6n que 
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disminuye con 'A hasta una cierta ~ ~ 1. S. a part:i,r de 1a cua1 aumenta 
suavemente. E1 decrecimiento es más intenso a1 awnentar 1a densidad, de ma 

Taera 4ue. mie:ntras;para ~ = 1.125 g~(;\-; ·p * + .t..f*) > g Pe: ( ?í; f"'!),. 

para ?l > 1 • 3 e1 comportamiento se invierte. 

Resu1tados de 1a Representación con 1a IL y 1a IC. 

Se presentar ahora 1os resu1tados de 1a representaci6n de 

g 1'c: (r) usando ambas inten,o1aciones: 1a 1inea1 y 1a cuadrática. <;e consi 

deran situaciones en 1as que se cuenta con inf"ormaci6n de 1os DGE y en 1as 

que es necesario ap1icar e1 esquema ITDA para 1a determinación de 1os va1o

res g •e (x c. ) • 

Las Figs. (9-15) penniten juzgar 1a bondad de 1os criterios con 

1os cua1es se hizo esta representación. a1 comparar sus resu1tados con da
tos conocidos de l>.f y MC a ciertos va1ores de r "" y T* con A = 1. 5. En 

todos estos casos se uso e1 va1or de g Pe (:~'= 1. 25) obteniclo ele 1as s:i.nn.i1a 

ciones. 

c.amportamiento con 1a temperatura. 

Las Figs. (9-11) muestran 1a dependencia con 1a temoeratura de 

g Pe (r) para f * = O. S = cte • Es fác:i1 notar que e1 1 :tmi te de ha ja den
sidad es una ma1a aproxi.'T!aciOn para g 9 , (r) a esta densidad, ya que predice 

un va1or constante dentro de1 pozo igua1 a ef!-'" = 2.72, 1.65 y 1.40 para 

T* = 1, 2 y 3, respectivamente, y f"uera de ~1 un va1or de 1. 

Simi1annente deficiente es 1a representaci6n de g Pe en e1 1fmi 

te de a1ta densidad. ya que sus va1ores el!>~ g eo sobreestim~· considera 

b1emente 1os va1ores de g pe; dentro de1 J>OZO y aun fuera de ~1. 

Los resu1tados de 1a representaci6n con la interpo1aci6n 1ineal 

superan notab1emente 1os resultados de 1as aproximaciones anteriores. nar

ticu1armente a a1ta temperatura. De estas figuras {lllede verse que 1a repr.!:_ 

sentaciOn con 1a interpo1aci6n cuadrá~ica es ex:ce1ente cuando se 1e propoE_ 

ciona correctamente e1 va1or en ~ Naturalmente ambas representaciones 
coinciden fuera del pozo. 
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Vale la pena mencionar que para T* = 1 (l::'ig. 9) se observan 

a1gl.Dlas diferencias entre los resultados de lJO..f de Collings y los de MC 

de Henderson, especialmente en x = ;! = { 1 + • ".\-} De la Fig. 10 se 
nota también que los valores ajustados a los datos de IJl.f para T* = 2 no 

satisfacen la condicit'ln de continuidad de y re. (x) en ~ • ya que la d.!_ 
ferencia entre los valores en ;\- y ;\ • de g ,,.. no corresponde al factor 

e f.>€. • 

Comportamiento con la densidad. 
De las Figs. (9, 12-14) pUede 

de g~ con la densidad, ya que en ellas se 
cambia de una a otra en 0.1. empezando en 

do en 9 * o.s (Fig. 14). 

observarse el comportamiento 

mantiene fija T* = 1 y f. *_ 
9 * = o.s (Pig. 9) y terminan 

La comparaci6n de los resultados de la IL con los de lJO..f y MC, 
muestra que en todos los casos la IL sobreestima el valor de g PI< (x) para 

1 < x < :;\ • y que• como era de esperarse, las diferencias son menos impo!:_ 
tantes al aumentar-ia densidad por la importancia de las fuerzas repuls~ 

vas en esa regi6n. Sin embargo, como se muestra en la Fig. 14 aun a 
altas densidades la diferencia entre la g•c y la g"s,J> es notable a t~ 
peraturas bajas y moderadas. Debe notarse que los datos de MC que apar~ 
cen en esta figura corresponden a una temperatura T* = 0 0 666, lo que expli 
ca en parte sus diferencias con los valores de Df en ?\ t. • A1 aumentar -

la temperatura la .!liferencia entre gpc y gEJ) disminuye, pero como mue~ 
tra la Fig. 15, a T* = 3 esta diferencia es adn anreciable, especialmen
te en la regi6n alrededor de x ). • 

Por lo que respecta a la representaci6n de IC, pUede conclui.E. 
se que el conocimiento "exacto" de g pe. ( ':;;\' ) garantiza una excelente ca
racterización de g Pe. (x) dentro del pozo. En ambas representaciones la 
interpolacit'ln eXponencial [. 35) reproduce bastante bien el comportamien

to de g Pe. fuera del mismo. 

Enseguida se discuten los resultados de estas representaciones 
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en e1 caso genera1 que requiere e1 uso de1 esquema ITDA para determinar 

los valores g Pe. (x e.). Para poder estimar lo correcto de estos resulta 
dos ez necesario comparar ccn datos de IJl.f y de MC en estarlos cercanos. . 

Aqu~ las diferencias deben poder eXplicarse en fun.c:i6n de 1as tendencias 

generales de g Pe. (x c.) descritas en las Figs. (S-8). 

La Fig. 16 muestra una comparacic>n de este 

en que i\ es practicament<:' la misma y ex:hihe el efeétci 

en temperatura y densidad para T* = 1.35 y p * = o.4. 
nota que el valor de g pe. (1 +) es menor que los valores 

ma f * y T* = 1 • O ¿_ 1 • 35) y de Me (para y * = O. 5 > 

esti1o para el caso 

de interpolacic>n 

De esta figura se 
de DM (a 1a mis-

0 .4 y T* - 1.333). 

Esta disminucic>n en el valor en contacto es completamente consistente con 

su comportamiento: la Fig. 5 muestra que gPG (1+) siempre disminuye al 

aumentar T* y de la Fig. 6 se ve que para ~ * = O • 5, también dismirn1ye 

al disminuir la densidad. 

Por lo que toca a g Pe. ( .,..- ) , ésta tiene un valor considerable

mente menor 4ue a la temperatura m.:ts baja y ligeramente mayor que el ·de 

la densidad más alta. Ambos efectos concuerdan con el comportamiento re
presentado en las Figs. 5 y 6. 

En la Fig. 16 se observa también que para esa densidad y tem

peratura, el valor elegido de g "' ( ?.') hace que la representacic>n con 
la re coincida con la IL. La representaci6n de re puede mejorarse dándo 

le un valor en ~· concordante con los datos de simulaci6n 0 que por lo 

aqu1 observado debe ser menor que el obtenido con la IL. En este caso la 

representación de g Pe fuera del pozo presenta una desviacic>n mas impor

tante con respecto a los datos de simulaci6n que en los casos de las Figs. 

(9-14). Esta desviación mayor se debe en parte a que se comparan estados 

termodinámicos diferentes, 

Falta discutir las características generales de la g Pe (x) 

obtenida usando 1a IL y la 1e al variar la densidad y la temperatura. En 

la Fig. 17, para f* = 0,3, se observa que 'llnicament:e a la temperatura más 

baja, T* = 0,75 la 1e disminuye ligeramente con respecto a la IL dentro del 
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pozo. A1 aumentar la densidad a j * = O, 5. como se nuestra en la Pig. 4. 
esta disminución es apreciable para T* = o.75 y se hace menos importante al 

aumentar la temperatura, de modo que para T* = 1 0 35 ambas practicamente 

coinciden, y a T* = 2,74, el valor de g 1'C. (x <. ~) de la Ie es mayor queel de 
la IL. 

e.orno se vi6 antes, la representación con la rL predice valores 

de g Pe. en esa región mayo'.!"es que los obtenidos. por el m!!!todo de D<f o MC. 

ast. que los casos en los que la re está por arriba de la rL son incorrectos, 

Este comportamiento de la aproximación de re re-fl.eja el hecho de que la se

lección de los valores de g i>c. en el pUnto medio del pozo. que componen la 

base de datos del esquema ITDA. fUe arbitraria, 

En la Fig, 18 se muestra como• a al ta densidad (. p * = O, 8) y 
T* = O, 75 la re presenta el comportamiento correcto, tal vez exagerándolo 

un poco como pUede verse de la Pig, 14, pero para T* = 1.15 ya es id!!!ntico 

a la rL. aumentando su valor dentro del pozo a temperaturas mayores, Es -
te aumento de g Pe ocasiona una disminución en el alcance efectivo; lo 

cua1 se rcf1ejar.:1 c."'1. las propiedatles dc:1 !:iisteJna perturba.Ju. 

En cada una de las Figs. 4. 17 y 18 se puede apreciar también 
el comportamiento con la temperatura de g pe. (x) obtenido de la rL y de la 

re, Se observa que a baja densidad ( S' * = O. 3) • g 11e. es un escalón cuya 

altura disminuye al aumentar la temperatura; a una densidad intermedia 
( j * = O, 5) ,. g Pe. (1 +) disminuye con T* hasta una cierta T _ * -;:::. 1 , 15 a 

partir de la cual empieza a crecer. de manera que para T* ::::: 1,35 coincide 

con el valor en T* = 1,15• y el valor de g Pe ( .,.-) disminuye continuamente 

con un aumento en la temperatura; y a la densidad llllls alta ( f * = o.8), 

g re (1 +) aumenta y g Pe. ( ~-) disminuye a al ta temperatura desde T* = O, 7 5, 

De lo anterior puede concluirse que si bien la representación 

de interpolación cuadrática es potencialmente la mejor aproximación a la 

g•c (x) cuando se tiene inforrnaci6n precisa y confiable de la zona central 

del pozo, la escasez de esta infonnaci6n que condujo a asignar valores r~ 

lativamente arbitrarios en el punto medio del pozo. produjo que esta repr~ 
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sentación tuviera 1as desviaciones respecto a1 comportamiento_correeto 
antes mencionadas, y un tanto impredecib1es, Estas 1imitaciones deben 
· Lorr.a~·se en cuenta eu los resultados de la TPPC obtenidos con esta in-· 

terpo1ac i6n, 

Para completar e1 an.11isis de 1os resu1tados para 1a tunci6n 
de distribución radial de1 pozo cuadrado, en las Figs, 19 y 20 se exhibe 
el comportamiento con la Perisidad de su representación con 1a IL, mant~ 

niendo T* = cte, Como se ve en la Fig, 19 para T* = 0,75, g Pe (r) tiene 
1a forma de un esca16n cuya huella se curva y cuyo pera1te disminuye al 

aumentar la densidad, de manera que para S' * > 0,6 el valor en r = d+ 
empieza a aume..?'lt::.r nucv~omcntc. mientras qt:c la a.ltura en r = n- sigue 
disminuyendo, Se puede observar también que la posición e intensidad del 
segundo maximo se comporta adecuadamente con f *, 

Al aumentar la temperatura, como se JJP-lestra en la Fig. 20 
para T* = 2, 74, la huella de1 escalón para f * - 0,1 se deforma barrien 
do wla cierta área a1rededur de un punco dentro del pozo. aumentanrlo- Su 

curvatura y angu1o de barrido con el aumento en la densidaq. A esta tem
peratura, la altura del escalón en r = R se reduce en proporción al fac 

tor ePE. ·• 

Finalmente, en 1a Fig, 21 se presenta la fUnción y Pe. (r) co
rrespendiente a la g"' de la Fig. 20. Se observa claramente que y pe. es 
una fUnción continua de r que en el limite T*- oo tiende al valor 

y"" (r) = .g ""'- (r) = g &P (r), 

De los resultados anteriores puede concluirse que el esquema 
de representación para g Pe. · (r) aqu1 prepuesto. sintetiza el conocimiento 
actual de la estructura de los pozos cuadrados y que la flexibilidad de 

su manejo refUerza la viabilidad del PC como sistema de referencia, 
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La energía 1ibre F re: 

.. Teniendo una adecuada representaci6n de 1a fUnci6n de distri
bl.Jción radia1 de1 pozo cuadrado, só1o resta e1egir una buena eXpresi6n 

para su energ!a 1ibre. 

La energía 1ibre de He1mho1tz de1 PC se ha determinado a 2o. 

orden dentro de un esquema perturbativa [ 3 ) con un sistema de referen.;. 

cia de ED, en 1a forma 

en donde F Eo pnede ca1cu1arse usando 1a ecuaci6n de Carnahan-Star1ing (27 ) . 

con 

F;J 
NK.T 

=.31 ..... ( ~ )~-i 
21ím 1<.T 

y 

siendo m 1a masa de 1as partícu1as y h 1a constante de P1anck. 

Los tE!rminos F 1'C 1 y F pe. & han sido ca1cu1ados por D'..f ( 34 ) y 

M:: ( 66 ) • En particu1ar, partiendo de datos de MC, 8arker y J.Ienderson 

ajustaron F PC• y F pe.._ como funciones de r *, mediante 

FPc .. =c .. f1-e"Pb c<.,J':J-Cl(.,y .. ]+-P.,~*+Q.,~* 1 
N kT 1 /J .. -P _ fo .. 

con n = 1 y 2 para varios va1ores de :::>. En esta ecuaci6n fo., = rz da 
la densidad de empaquetamiento y los demás coeficientes fUeron determina 

dos por un ajuste de m1'.nimos cuadrados a sus datos de r-c para cada valor 
de .::\ A ;\ constante [ 41 ] representa a 1os dos primeros t~rminos 
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de1 desarro11o ( 40 J dentro de 1a incertidumbre de 1os clf1cu1os de si.Jru 
1a.ci<5n. Además·. su dependencia e.""<p1ícita con f' * permite e1 cl!1cu1o di
:¡-;:icto de Z p, [26b J ~unquc 1~s :inccr't:idumbrcs en 1os valores de esta fun 
ción sean mucho más grandes debido a que en e1 proceso de diferenciacion. 
1a fa1ta de preeisi6n en 1a representaci<Sn de1 comportamiento de F..., con 
1a densidad se amp1ifica notablemente. Por otra parte. como los coefi_: 
cientes de [ 41 ) han sido ajustados para los valores .i\ 0 contenidos en 
g Pe { ~ J • su ap1icaci6n ·es irmediata en el esquema de represent:aci6n de 
1as propiedades del pozo aquí considerado, 

Por 1o anterior. en este trabajo la representación de la ene!:_ 
gla 1ibre de1 stst€'!?'.a de referencia se haceatraves de 1as ecUaciones 
~o) y [41] 

Sin embargo, aunque esta representaci<Sn es suficiente para ma 
nejar. e1 sistema de referencia y poner a prueba al convergencia de 1a TPPC 
(prueba que se presenta en e1 siguiente capítulo). para faci1itar 1as ap1l_ 
cae.iones seria can~veniei-ite ten'-.:r ur.a. buena ecuación de estado que exhiba 

exp11citamente la dependencia con las variables f * • T* y ;:\ , 

Como se mencion6 a1 inicio de1 capítu1o 0 eXiste una aproXima
ciOn analítica de F Pe.• que fue obtenida por Po.ice y Ren6n 0 en lo que 
esencialmente es e1 límite de ;\ > > 1 de F Pe. 4 ( 67 ) , 

[42a] f"'. PR 
Pct 

·(1-rir .... - 4-117 .11"' 
%(2'7~1)2 1 

y usando la aproximación de compresibi1idad macroscópica de Barker y 

Henderson ( 5 ) para el segundo termino se tiene 

[42b J 
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Desgraciadamente esta aproximación analítica introduce un 
error considerable en la energía libre del pozo cuadrado, Sin embargo. 

s~ cnnsí~P.rar~ dPbido a que es.la ~nlca expresi6n analitica para Fv,~ 
con l.a que se cuenta. 

En este capítulo se ha descrito cómo. mediante aproximaciones 
sucesivas. se construyó una representaci6n de la funci6n de distr-ibucidn 

radial del PC 0 con 1a cual. se pt.tede lograr una gran exactitud si se cuen
ta con la información apropiada de los valores en x e = f 1 +. ~ - • l.• ] • 
con 1 .t:. 'A',¿_.:\ • Se propt.tso un esquema para el. manejo nlJlllérico de la in
formaci6n recopilada_ acerca del PC. Se presente5 un estudio del comport~ 

miento de g PC (r) • del cual. pueden obtenerse criterios para mejorar la 
representaci6n con l.a interpolaci6n cuadrática a nivel de la base de da

tos. 

Aunque actualmente no hay una teoria que d!'! las propiedades de 

los pezos en forma arialítica. las expresiones obtenidas con métodos pert~ 
bo:tivos p11~-:lcn nsa~st'.:! sa.'f":i.:;fa.ctori::1mP.nte dentro de un czquema d'=' inter

polaci6n como el aqu1 presentado, 

Si bien el estudio de un sistema de particulas que interacci2_ 
na con un potencial. de pozo cuadrado es un problema de por sí interesante, 
su uso como sistema de referencia en l.a 'I'PPC para el conocimiento de las 
propiedades de fl.uidos isotr6picos como l.os fl.uidos nobles, y su posibl.e 
é:oneXi6n a través -del. principio de estados correspondientes, hacen que el. 
conocimiento de 1as propiedades del PC sea de gran utilidad. ñe manera que 

el. esfUerzo invertido en este trabajo para obtener una rcpresentaci6n ad~ 
cuada del. sistema de PC, ha sido muy próductivo. ya que dicha representa
ci6n pt.tede utilizarse en el. estudio con la TppC de eualquier sistema csf6 
ricamente sim!'!trico, 
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V APLICACION A UN SISTEMA LENNARD JONES (LJ) CCMO PRUEBA DE LA TPPC 

Habiendo encontrado la manera de resumir el conocimiento del 
sistema de referen~ia de pozo cuadrado por medio del esquema de interpolaci6n 
para cualquier estado tennodinámico y ~ arbitraria, la teoría de perturbacio
nes referida al pozo cuadrado puede aplicarse directamente al estudio de flui
dos con potenciales esféricamente simétricos. 

El punto esencial es demostrar que el desarrollo en perturba
ciones referido al PC converge con suficiente rapidez (cuando se trunca a pr!_ 
mer orden) para dar buenas predicciones ._le las propiedades tennodin&nicas y 

de la estn.ictura, descrita por la :función de distribuci6n radial g(r) del si~ 
tema perturbado. Además, y dado el carácter físicamente significativo de los 
partimetros efectivos según esta teorfa, es interesante averiguar c6mo es su 
ccmportamiento generai para los fluidos simples. 

Para probar la convergencia de la teoría se escogió un poten
cial de Lennard Jones (12-6), porque se posee bastante información de su es
tructura y de sus propiedades tennodinámicas y porque tradicionalmente se ha 
identificado como un buen potencial modelo para fluidos simples reales (e.g. 
arg6n y los demás fluidos nobles). 

En este capítulo se hace una comparación entre los resultados 
del desarrollo perturbativo [18] aquí propuesto, los cálculos directos media!!_ 
te simulac;onP.s en computadora y los resultados de diversas teorías: de per
turbaciones refcriuas a ED y de soluciones a ecuaciones integrales como la 
EXP y la ORPA mencionadas en el capítulo anterior, y se incluye una discusión 
del comportamiento de los parámetros efectj_vos. 

La :función de distribución radial. 

En el espíritu de la teoría de perturbaciones aplicada a las 
funcjones de distribución radial ( 13 ) , se tiene a orden cero ~(..-) = ~oV') • 
Para el sistema· de refex:encin de pozo cuadrado, y 0 = Ypc• .que- ya inclu)·c tma 
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parte atrartivn en Ja interacción, por .lo que 1a función de distribución ruitial· 
g(r) de1 sistema ?erturbado que se obtiene de esta aproximación, 

I ) -~IJ.(.r) 
( 43 J 9,r =e "JK(r) 

debe ser una mejor aproximación que 1a obtenida con un sistema de referencia 
puramente repulsivo. 

En Ja Fig. 22 se muestra 1a g(r) de1 sistema LJ obtenida a1 apl!_ 
car esta ecuación a 1a función YpcCr) de 1a Fig. 21. A las densidades del pozo 
cuadrado f* = 0.·1, 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8 corresponden las densidades del sist~ 
ma LJ f= 0.1071, O. 2145, O. 4300, 0.6478 y 0.8694 (en wiidades de cr. el cero 
del potencial LJ). Esta figura indica que g(r) tiene Wl comportamiento con la 
densidad cualitativamente correcto: a la temperatura de 2.74, la amplitud de 
los picos que sefialan la estructura aumenta con la densidad y la posición del 
primero dismintl)'e poco con 9 ya que está influenciada en gran parte por el m!

nimo de1 potencial LJ. pero la posición de los sigui.entes máximos• qu~ es wia 
manifestación de la estructura del fluido, se reduce en forma importante con 
la densidad. Se manifiesta además que en los estados de densidad mayor que la 
critica el fluido ya tiene estructura e 68 ). 

l\1 TC'.'duc;r J~ 't('":nperatu:":":t ~l ccmportc..mento del ·m!i.."""Ci.n:.o de g(-:-) 

con la densidad es diferente. Como se nuestra en la Fig. 23 para T..,= O. 75, 

existe una densidad 9,,.ro.s a partir de la cual, cualquier cambio en r produce 
un al..DTiento en la altura del primer máximo. Las demás características de g(r) 
no muestran cambio en su comportamiento como funciones de r. con la tempera
tura. Este comportamiento se observa aún a la temperatura T * = 1 . 35 . En la 
Fig. 24 se compara esta función calculada usando [43] para T•= 0.75 cerca
na al punto triple-:-y una densidad muy a:tta f= 0.7402, con resu1tados para 
T•= 0.729 y p= 0.8446 de I:M para g(r),resu1tados para la g0 (r) de un siste
ma de referencia repulsivo usando el diámetro de esfera dura de Weeks et al. 
Cdwca) y con resultados de 1a aproximación de superposición simpl.i:ficada con 
e1 criterio de la ecuación de la presión para la determinación tlc1 diámetro 
de· esfera dura discutidas en (1 3 ) • Como la diferencia en densidad entre 1os 
estados termodinámicos aquí considerados es importante. es necesario hacer 
una estimación de1 comportamiento de g(r) obtenida con la TPPC a la densidad 
f= 0.8446. De la Fig. 23 puede extrapo1arse la información necesaria. En 

particular, el valor extrapo1ado para el máximo sefialado con e.l c:frculo en la 
Fig. 24 concuerda con el mliximo de los datos de IM por lo que puede concluirse 
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q'..le la ccmparaci6n es satisfactoria, aunque 1.n descripci6n en la vecindad. de 
r ~ R presenta desviaciones ya que la posici6n del primer mínimo está ligera
mente desplazada a valores más pequefios de r. A esta temperatura, la TPPC pro 
duce resultados para g(r) comparables a los de la teoría de perturbacionPs con 
sistema de referencia repulsivo caracterizado por el diámetro <\~ca y mucho me
jores que los obtenidos con la aproximaci6n de superposici6n. 

Una comparación más directa puede hacerse para estados tennodi
nánicos más próximos como en la Fig. 25, en la que se presentan los resultados 
de (43] para T • = 1.15 subcrítica y f' = 0.6777 bastante alta, con resulta
dos para T"" = 1.095 y §> = 0:6257 de IM, resultados de &o(r) del sistema de re
ferencia repulsivo con el diámetro de esfera dura de Barker y Henderson y con 
resultados de la aplicación de la aproximación de superposición simplificada 
para la obtenci6n directa de g(r) e 13 ). 

A cero orden, la TPPC predice una magnífica representaci6n de 
los dos primeros máximos de g(r) y únicamente presenta desviaciones en su 
ancho alrededor del valor g(r) = 1 y en la profundidad del primer minimo, otra 
vez en 1a vecin<la<l c.lt= .1.· - R. A pesa1~ de est:as desviacione~, prudu~c t.Ln.a. mejor 

representaci6n que· las obtenidas con las otras teorías. 

En la Fig. 26 se comparan los resultados de la TPPC para una te!!!. 
peratura en la vecindad del punto crítico T* = 1.35 y una densidad moderada 
f = O. 492 con los datos de rM y los resul"tados de las soluciones de ecuaciones 
integrales usando las aproximaciones EXP. ORPA y de la teoría de perturbacio
nes referida a ED con el diámetro dwca para T* = 1.36 y p= 0.5. Para este 
estado tennodinámico la predicción de g (r) con [ 43) no es tan buena como en 
los casos anteriores, pero es mejor que la obtenida con la aproximaci6n de la 
TPED con el diámetro dwca (69). 

En las tres últimas Figs. (24-26) se observa c6mo la mala re
presentación de ::l:pcC:x:) en la región 1L )(e::. A y en X~:;>. se refleja en las des 
viaciones que presenta la g(r) dada pBr [43] con respecto a los datos de I:t-1: 
La concordancia es muy buena a alta densidad (Fig. 24), porque a esa densidad 
la aproximación lineal para gpc{)c¡) es bastante ad~cuada excepto en la vecindad 
de ~y aunque es menos buena a baja temperatura,este efecto es 1nenos importon
te que el de la densidad. En la Fig. 25 para T" = 1.15 la densidad es toclav1:a 
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suficienter::ente al ta paT'a producb; w-ia adecuada representaci6n de g (r) y ade -

n:ás e1 aumento en temperatura tiende a favo-recerla, sin embargo. 1a desviación 

en la vecindad de R es más notabl~. 

Por lo que toca al estado termodinámico de la Fig. 26, la deri-. 

ciente descripción de g(r) se deb" esencialmente a 1a mala representaci6n con 
la IL de &pc(X) para 1 < x~ )1 en la región ·de densidad y temperatura moderadas 

(ver Fig. 16). 

Del análisis anterior puede concluirse que la TPPC para la :fun

ción de rlistrjbución radia] representada a ~rden cero por ( 43) produce una 

adecuada descripción de esta :funci6n, que se puede mejorar al mismo orden, te

niendo una descripci6n más precisa de la gpcCx) del sistema de referencia. 

La·energía libre de Helmholtz. 

En las Figs. (27-30) se muestra la energía libre de exceso res
pecto al gas ideal del sistema LJ como función de la densidad a las temperatu
r~~ T* -= 0 .. 75., 1.15, 1.35 y 2.74., re.:;pcctiv.a.,-f.cntc. !;s~::?s ,,. ... a:!.or~s fuercr. e .... ·.::.-:

luados con un incremento en p *constante de 0.1 entre O.O y 0.8 pero a causa 
de 1a dependencia de d con p y i*, los resu1tados no corresponden a ptu1tos 

equidistantes en '] para T* = cte • ni tampoco a los mismos valores de '] para 
distintas T*. Para facilitar la cO!llparacic5n con los datos de. simu1aci6n • a los 
puntos sobre las is.ote.nnas ( 5' • F) así obtenic1os. se les aplicó w-i ajuste poli
nomin~l de So. grado, que está representado en 1as figuras por la cur-ra conti

nua. Este polinomio de regresi6n permite predecir valores de F para 9 con in
crementos de O. 05 entre O. 00 y 1 • 00 a 1as d:istintas temperaturas . Aunque la 

aproximaci6n de interpolación cuadrática para &pc(x) tiene las fallas mencion!!_ 
das en el capítulo anterior por ~a base de datos en X con la que se us6 • aquí 
se incluyen sus resultados en los casos en los que es equivalente usar esta 
aproximación o la lineal, o bien ,-,ara mostrar c6mo se afecta.Tl los resu] tados 
para el sistema al variar la representación de la función de distribuci6n rn
dial Jel pozo. 

En las Figs. 27, 28 y 30 se usó la aprox~nación de IL.para &pe 
y cómo·para el estado t~rmod~nt:ünico de la Pig. 29 ambas aproximaciones son 
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equiva1entes, se presentan 1os resu1tados con l.a IC. Los resultados de 1a 
TPPC bl.ip para F .se comparan con da.tos de MC (70. 71)y resul. tados de 1a teoría 
de oerturbaciones referida a ED de Verl.et y Weiss (VW1 ( 1 R ) • as! como con los 
resultados de 1a teor!a al.fa a segtmdo orden y 1a misma blip en el 1L"llite de 

baja densidad, us~&do la representación de Barker y Henderson [. 41 ) para Fpc, 
y Frc :r. • Se inc1uye también 1a energ!a libre obtenida usando 1a aproximación 
ana1ítica de Poncc- y Rendn [42a, b) (PR) con l.os parámztros efectivos deri
vados de 1a teoría b1ip. 

Se encuentra que en todos los casos l.a TPPC b1ip presenta l.a 
mejor concordancia con 1os resul.tados "exactos" de sinu.11ación en un amp1io in
tervalo de densidad ( f·= 0.0 - 0. 7) para cual.quier temperatura, y esta COnCO.!:, 
dancia es notabl.e a las temperaturas T* = 1 • 15 y 1. 35 por l.as m!nimas desvia
ciones que exhiben l.os resu1tados en todo el. interval.o de densidad considera
do. Aun en la regi6n de al.ta densidad ( g~0.6) los resultados de esta teoría, 
a1 incorporar la dependencia con 1a densidad de 1os par:lmetros e:fectivos, son 
competitivos con la teoría de \~~ que hasta ahora da muy buenos resul.tados en 

Los resu1tados obtenidos con el 1Imite de baja densidad de &pc(r) 
estlin cuantitativamente lejanos de las· predicciones logradas cuando se usan 
datos conocidos de esta funci6n a alta densidad; esto quiere decir que, si se 
pretenden predecir cuantitativamente 1as propiedades te:nnodinámicas de un 
fl.uido simp1e, es necesario incorporar e1 comportamiento de 1a flmci6n de di~ 
tribuci6n radial. c:le1. sistema de referencia, como se ha mostrado en este traba
jo. No ·obstante, cabe hacerse notar que el. cálcul.o de 1as propiedades tennodi
ntúnicas en la aproximación de baja densidad es sumamente senci1lo y que s\.Dni
nistra resul.tados cualitativamente correctos, por lo que puede usarse como una 
buena aproximación cuando se requiera sólo una descripción de este tipo. A1 
comparar estos resultados con los obtenidos usando para F la aproximación a~a-
1ítica PR (con la mejor representación del sistema de referencia para la deteI, 
minaci6n de los parlímetros efectivos d y R) puede_ conc1uirse que, para e1 éxi
to de 1a TPPC es mejor contar con una buena ecuación de pozos para F y una 
expres.ión aproximada para d y R que tener una mala ecuación para F y ·una m:ign.!. 

fica definición para d y R. 
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Por 1o que respecta a 1os resu1tados que produce la teorla a1fa. 

es evidente de las Figs. (27-30). que se trata de una descripci6n vá1ida s6io 

_ .en .. 1a_regi:6n_ de baja densidad y que mejora a1 disminuir 1a temperatura, ya que 

para T* = 0.75 sus resultados son comparables a 1os de 1a b1ip en el 1Imite 

J' .. O hasta una densidad ""'0.6. 

Los resu1tados con el limite de baja densidad de la blip para 

T* - 2. 74 pueden ~r una idea de la sensibi1idad de la teoría a los errores 

de la representaci6n de gpc(r). En efecto. los valores de F as! obtenidos son 

satisfactorios hasta fJ :;::. 0.43, regi6n en 1a que. ccms>· se muestra en la Fig. 

21 a la misma temperatura, la funci6n Ypc(r) no difiere en mli.s de 25'1; del 

valor Ypc(r) = 1. De manera que es de esperarse, que el conocimiento de gpc(r) 

con un error hasta del 20\ produzca todavía resultados satisfactorios a esa 

temperatura. 

Para ilustrar el efecto de las caracte~ticas de la representa

ci6n de la gpc (r) con la interpolaci6n cuadrática• antes discutidos • en la 

Fig. 31 se muestran sus predicciones para F junto con. las de la lineal corre~ 

pondientes a1 ajuste polinonunal y los datos de .Me· y vw. Para T* = o. 75 y en 
- -

la región de alta densidad. en la cual se sobreestima. la correcci6n al caso 

lineal F(Ie) queda por_ abajo de 1a F(Me); a las tenperaturas intermedias en 

donde la representaci6n de IC es prácticamente idéntica a la IL • la concorda!!_ 

cia con los datos de ·Me es JJ'UY grande; y para la temperatura más al ta T* = 2. 74 • 

en la región de alta densidad. donde gpc(r) está mal representada con 1a Ie 

ó:m valoi-es arbiti;a;cios dentro de1 pozo (ver Figs. 15 y 18) • la F(Ie) >F0-1:). 

Naturalmente. 1os resu1tados usando esta representaci6n de gpc(r) pueden mejo

rarse considerablemente introduciendo e1 comportamiento correcto dentro de1 

pozo. 

Vale la pena mencionar que ·aun con 1a representaci6n de IL pueden 

va~arse .ligeramente los resultados para F cambiando el valor del parámetro 

Xo que determina e1 va1or asintótico de e3(X) ( 35 J en 1a caracterización de 

gpc(x). En este trabajo se usó un valor Xo = 1.17333. pero podría plantearse 

la condición de asi:gnar un valor óptimo a cada temperatura. 

Por (il timo. c:abe hacerse notar que mientras para la descripción 

de 1a función de distribución radial del sistema LJ es muy importante el conQ_ 

cimiento detallado de la estructura del sistema de referencia de PC • para la 

-- J 



47~ 

descripción de su energfa lil::>re has.ta tener una represent:ación aproximada como 
1a obt:enida con 1a IL,a partir del conocirnient:o de los va1ores de ·gpc( $) con 

·- -~- .... {-1.- A}- • Esto se debe a .que. en 1a soluci<Sn de las integra1es blip [23a, 
b] que detenninan los parámetros efect:ivos d y ·R. 1a ·forma exacta de gpc(x) 

dentro del ~zo no es t:an importante (ver Fig. 2) como 1o es para la represen
taci6n de 1a ft.mción de di:st:ribuci:ón radial del sist:ema perturbado. 

El fact:or de compresibilidad. 

De la ecuaci:C:Sn _! 26b] • se tiene 

Z - (ºF) con - j ~p 'T .. 
- F 
F = tlt!:T 

Ahora bien• a orden ce-ro 

de modo que 
.. 

y como 

.. 
y 

entonces 

44 .Z : lr,(r•. T--: i\)f 1+3L ~el 1 + ('Jr,.,) s> { o::\~ 
L el <>P JT• 1~ T~f* \~J'-JT .. 

Est:a propiedad te:nnodinámica es más difi'.ci1 de calcular que F y 
la obtenci<Sn de buenos resultados para e es una pruebá más exigente. poi-que 

se está partiendo de lma fonna aproximada de Fpc para ?. fija cuyos errores 
..que son mayores· a alt:a densidad- se amplifican en el proceso de derivación n~ 

cesario para dar lpc • como se nuestra en la Fig. 32. Por lo que respecta a 
los ténninos de corrección a Zpc • la derivada ( C>F"5) ha sido estima-

•~ :r~T~c.t& 
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da en este tr;:ibajo de un ajuste pol.inomial de cuarto grado en A a J.os val.o

:tes de Fpc predichos por l.as· expresiones de Henderson et al.. (58) para el. con-

. __ junto _ {'-..} Asf pues 1a bondad de esta estimación depende de que J.a Fpc 

obtenida de estas· expresiones tenga una dependencia correcta con 'A( para cua.!_ 

quier val.or de~) • y de l.o adecuado de su representación mediante el. ajuste 

pol.inomial. Esta derivada es negativa y se vuel.ve m:l.s importante a al.ta den

si:dad y en particul.ar,. para T"" = O. 75 su magn.i tud es grande desde densidades 

moderadas .f =:.. O. 3, y en el. caso de l.a representación de gpc(r) con J.a IL, 

esta magnitud crece continuamente en todo el. interval.o de densidad considerado 
a esta temperatura. 

EJ. comportamiento de J.os ténninos ( "'3d) y (ª:\.) 
op T., '3p T*. 

pende directamente del. grado de aproximación en la representación de gpc(r). 

De J.a Fig. 36 puede verse que (a el) es negativa y de magnitud muy pe-o_p T* 
quefta y afecta imperceptibl.emente a Z¡,c. De l.a Fig. 41 puede observarse que 

{;~ )T* es positiva y que su magnitud es mayor a baja temperatura y al.ta 

cJensidad, región en J.a -que 1as diferencias entre -l.as aproxilnaciones de· inte~.Q. 
l.ación J.ineal. y cuadrática para gpcCr) son muy notabl.e~. Debe recordarse aquí 

que en dicha región l.a IC exagera ligeramente 1a profundidad de ·gpcC ?\ ) con 

1 <A•<"). • mientras que la IL predice val.ores por arriba de los de J.as simu

l.aciones en computadora. Estas diferencias se reflej 3n tanto en J.os valores 

de d y A como en la energía libre (Fig. 31) • donde· su efecto es pequefio • y en 

el. factor de comp~bilidad, en el que J.as diferencias cualitativas y cuanti

tativas son notabl.es, como muestra J.a Fig. 33. 

En efecto .. para T"" = O. 75 • :i! (IL) tiene un comportamiento 'inadecu~ 
do a partir de p = 0.6 debido :fundamentalmente a l.a fuerte dependencia de 

Fpc con A • pa~a l.os val.ores de ;\ en esta aproximación• impidiendo que el. 

:fac;:tor de compresibil.idad tenga la curvatura debida. Además, el. ajuste en de!!. 

sidad a esa temperatura presenta el. máximo error de estos ajustes. con un valor 

de 0.015 para el. factor de compresibil.idad Z, mientras que para F este error es 

de O. 005. Sin embargo• para p < O. 6 su comportamiento es aceptabl.e. La dcscriE. 

ci6n obtenida-con la aproximación de IC es cualitativamente correcta a esta T"". 
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Para .~• = 1 • 15, 1a apJ'OX:i.Jnación 1inea1 presenta desviaciones a 

parti:r de p = 0.65 :y 1a cuadr:itica predice buenos resu1tados hasta p 2: O. 75. 

_JU. aunenta.J:" 1a temperatura, 1a dePendencia. de Fpc con.~ es m:is adecuada en 1a 

-iegión de a1 ta densidad. de manera que a partir de T• - 1 • 35 • 1a aproximación 

de IL predice magnfficos resu1tados para Z en todo e1 interva1o de densidad 

cons·iderado, mientras que 1a IC exhibe desviaciones a a1ta densidad, como re

su1tado de su ma1a representaci6n en esa región a causa de 1os datos de ent~ 

da de gpc (_ ").• ) • Sin embargo• en ambas aproximaciones• ami a esta temperatura• 

se predicen va1ores más pequefios que 1os de MC en l.a regióJJ de densidad ce~ 

na a l.a crftica (para ¡o = 0.4, Z(MC) = 0.27 mientras que Z(TPPC) - 0.20). 

Para T*"" 2.74 estas diferencias se reducen grandemente con 1a aproximación de 
IL en todo e1 interva1o de densidad, mientras que con 1a IC 1as desviaciones 

se manifiestan desde p = 0.45. Comparando el. factor de cont>resibi1idad de1 

sistema IJ (Fig. 33) con el. correspondien1;.e a1 PC (Fig. 32) • puede apreciarse 

claramente el. efecto de 1os tl!nninos de corrección ·a Zpc en 1a ecuación [ 44] • 

La detenninación del. factor de compresibi1idad ha pennitido obt~ 
ner infonnación adiciona1 acerca de1 efecto de 1as caracterJ~ticas teTmOp;nlfmi._ 

cas del sistema en estudio• encontr::indose que a baja temperatura y densicia:d 

entre 0.4 y O. 7 1a IL predice va1o-res del muy parecidos (Fig. 41) que. auna

dos a 1a fuerte dependencia de Fpc con l. • ocasionan e1 ma1 comportamiento de 

Z a partir de esa región. 

El. equi1ibrio l.fguido-vapor. 

Como tma ap1i.caci6n en 1a que intervienen ambas propiedades. F y 

z. se considera aquf e1 cá1cu1o de 1a densidad ortob4rica. Teniendo presente 

que en perturbaciones referidas a esferas duras• 1a curva de1 1ado de1 vapor no 

es buena y presenta exponentes· cl~icos, es interesante obtener 1a curva de 

coexistencia para e1 IJ predicha por 1a TPPC, conociendo sus 1imitaciones para 

"Ee¡>resentar a l.a energfa 1ibre y a1 factor de compresibi1idad. 

Las densidades y presiones de 1a curva de coexistencia se deter

mincn reso1 viendo e1 sistema de ecuaciones sinru1táneas obtenidas de l.as condi

ciones de equilibrio: mecllnico 
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. [4Sa] 'P., = '¡>~ 
y qu!3ni·co 

( F + Z)., : ( F + Z )'-

Este· s:istema de ecuaciones es no 1:inea1 en p y para -reso1ver1o 

se requiere conocer F y i!! como funciones de p y T* • o bien• como funciones 

de p a 1o 1argo de distintas isotennas. por 1o que pueden usarse 1os po1ino
mios de1 ajuste de F y i!! como :funciones de p antes mencionados. A1teniativa

mente 0 1a energ'.la 1ibre y e1 factor de compresibi1idad pueden ca1cu1arse 
también por medio de 1as expresiones de Henderson et al. ( ( 41] en ( 40] ) 

para Fpc y de 1a expresi6n r 44] para tr:. usando 1os va1ores de d y ). corres
pondientes a 1a densidad y temperatura en cuesti6n. 

Desafortunadamente. de 1a info:nnaci6n obtenida para 1as compara
ciones que se muestran en 1as Figs. 31 y 33. s61o en 1as temperaturas 

T"" = 0.75. 1.1s·y 1.35·puede encontrarse coexistencia de fa.ses. y para dctcnaj,_ 
nar 1a curva de coexistencia con suficiente deta11e. se uti1iz6 1a infonnación 

adi.ciona1 obtenida para T* = 1.0. 4.0 (0.5) para pTedecir va1ores de F. z. d·. 

Ry ~a p= o.oo. 1.00 (O.OS) de sus ajustes po1inomia1es en p a T* - cte. 
Para 1a mayoria de estas 11 temperaturas• 1a estimación de propiedades a p j;e, 
0.8 invo1ucra una extrapo1aci6n y por 1o tanto. contienen errores considerab1es 
no imputab1es a 1a ~resentaci6n dt-:1 sis tema de referencia. ni a 1a teor.'.la pe_!'.. 

turbativa. ni a 1a manipu1aci6n nl..llOOrica. sino a1 uso impropiado de 1a infonna
cic5n proporcionada por ésta. Estas tabu1aciones se ajustaron .a p= cte como 
:funciones de 1a temperatura. encontrándose que 1os po1inomios de ajuste de m'.ln!_ 
mos cuadrados de quinto grado en JSE dieron menor suma de cuadrados de residua-

1es que 1os· po1inomios de1 mism.o grado en T*. E1 error máximo en 1os ajustes 
en·~c se encontró a 1a densidadp=< o.s. con un va1or de 0.007 para F y de 0.095 
para z. Con estos ajustes se ca1cu1al;'On 1os parámetros efectivos y 1as funcio

nes tennodinlñnicas a 1as temperaturas T* = 0,96 0 1.24(0.02) y T* = 1.24 0 1.45 

(!;l.01) para p entre o.o Y. 1,0. Estos resu1tados considerados a T = cte como 

:funci6n de p fueron usados para un ajuste fina1 de 1os parámetros efectivos y 
de F y Z; po1inomios con 1os cua1es se procedi6 a buscar so1uciones a 1as ecll!!_ 
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c:i011es del equilibrio líquido-vapor [45a, b] usando l.as dos fo:nnas al.te:rna

tivas para calcu1al;" las propiedades tennodinámicas y tener así una estimaci6n 

-de l.os errores· introducidos en el proceso. de_ ajuste en f y T. 

Debe tenerse presente que la dete:nninaci& de la curva de coe

xistencia está condicionada por el manejo nunérico antes mencionado y por la 

p:recisi6n alcanzada en l.a representaci6n de F y e escogida en este trabajo, 

as~ que los resultados debe~ reflejar todas las deficiencias de ambas: la ma

nipulaci6n nunérica y la ·representación del sistema de referencia, además de 

l.a bondad de la teorra en la obtenci6n de propiedades tan difrciles como ésta. 

En las F:i:gs. (34a] y [34i?I se muestran los resultados para la densi

dad o"J;"tobárica obtenidos con las aproximaciones lineal. y cuadrática, respecti

vamente. Tanto la descripci6n directa de F y ~ usando (40] y [44] cuanto 

l.a obtenida usando los ajustes polinomiales para estas_ftmciones, producen 

esencialmente los mismos resul.tados excepto en la vecindad del punto crítico 

en donde son ligeramente diferentes. Aunque las escal.as de las Figs. [34a]y 

[34bj son ligeramente di:ferentes. las dos curvas en anbas gráficas son indistin-
. guibles, excepto muy cerca ·del punto érít.ico. -- -- -------- ---- - ·-----

El val.or medio ( ~v + p._ )/2 denominado diámetro rectil.íneo 
nuestra un comportamiento lineal con T* para ambos casos y en ambas grá.ficas. 

Una pequefia extrapolación lineal hasta intersectar la curva que une suavemente 

a J.as ramas del líquido y del vapor saturados pennite obtener para la aproxi

maci6n lineal los valores .P~.s. = O. 320 de l.a representaci6n de Henderson y 

P~t = .305 de los ajustes polinomiales, con T~'-= 1.438. En la aproximaci6n 

de IC los valores correspondientes son P~s. = 0.317 y /'~-a.= 0.330 con T;tc. = 
1.439. Esta infonnaci6n puede reducirse al valor .Pe = 0.32 ± 0.01 y por 

·l.o que toca a l.a temperatura cr1:tica, cabe mencionarse que entre T* = 1.430 

y 1.440 se encontr6 un comportamiento aparentemente nonnal. de la soluci6n a 

l.as ecuaciones del equil:i:brio l.íquido-vapor s61o hasta T* = 1.436, resultando 

l.as subrutinas de solución numéri.ca incapaces de proporcionar soluciones ff'.

s:i:camente significativas a una temperatura mayor en este intervalo, segurame!!_ 

te a causa de estar en el. l.1:mite de precisión de las alternativas de cálculo. 

Por consiguiente, puede estimarse que T~ es no menor que 1.436 ni mayor que 

1.440, ya que para T*> 1.440 no parece existir soluci6n no trivi.al al equili

brio. 
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En 1a Fi:g. '34b se ;i;nc1uyen resul.tados de 1a teorla de perturt>a

ciones :i¡efe.ri:da a esferas duras de Barker y Henderson ( 5 ) y · cál.ail.os pione-

.. _ -~s" de Ki.r~d et al. C 72) de 1a ,so1uci6n de ecuaciones. i:ntegra1es en 1a ap%"2_ 

~ci'6n de Bo:rn y Green. 

Es· notable la semejanza en 1a fonna de 1a curva ortobárica dete.!: 

:minada por Barker y Henders~n y 1a obtenida por medio de 1a TPPC. Debe. resa1-

'1:arse el hecho de que, 1a predicciCSn de val.ores de Z l.igeramente subestimados 

de esta teorf.a en l.a vecindad de1 punto crj'.tico. que se menciones en 1a secci6n 

'8111:erior. tiene como consecuenc:ia un atmtento en 1a temperatura que se aprecia 
en 1a :forma sigui~nte: de 1os ajustes en :funci6n de P,f. sobre 1as. isCScoras 

entre 0.2 .y o.s. por medio de i:.nte%p0laci6n inversa se obtiene a T* • 1.42 e1 

,,.ior correspondiente a ,1as simul.aciones para T* - 1~35 0 1o que es una indica

ci.6n de 1a exi:stencia de un error sistemático en e1 e:fecto de 1a temp~rat:ura. 

eqi.d.val.ente a AT~ = 0.07 en 9= 0.40. A1 corregir, en las Figs. 34a y 34b. 

1as t:emperaturas por este error sistenático 1os puntos de 1a rama del. vapor 

saturado (~partir de f ~ 0.15) y l.os puntos de la rama del. 1f.quido saturado 

se desplazan paral.el.amente al eje de 1a temperatura, produciendo un va1or .co- · 

Tregido para T~ = 1.3! ~o.os. Con este desp1azamiento de 1os puntos de 1a 

curva ortobárica obtenida de la TPPC • la concordancia entre dicha curva y 1a 

de Barker y Henderson aumenta considerabl.emente. 

La. curva de 1a densidad ortobárica obtenida por Kirkwood et a1. 

exhibe c1aramente l.as limitaciones de la teorf.a por el.los usada. 

En r.r-Fig. 35 se muestra 1a curva de coexistencia obtenida en la 

aprox:imaci6n cuadrlltica. en l.a que se encuentra Pe e• = 0.1233 y Pee a = 0.1229 

Con 1a aproximaci6n de IL: Pe .. , = 0.125 y Pe .. ._ = 0.125. asf. que en es'tc 

trabajo l.a presión crf.tica del sistema LJ es Pe 0.12 T 0.01. 

Estos resul.tados pueden resumirse en 1a tabl.a siguiente: 

Constantes crf.ticas para el. sistema Lennard-Jones (12-6) 

Barker y Henderson Yerlet TPPC Kirkwood et al.. 

~ 1.35 1.32-1.36 1-38 ± o.os 1.433 
y~ 0.30 0.32.,0.36 0.32 ± 0.01 0.387 

~· 0.14 0.13-0.17 0.12 ± 0.01 0.199 

~ 0.34 0.30-0.36 0.38 '! 0.03 0.514 
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Los panlmetros efectivós d y R. 

Debido a que en la teor.f.a de ~rt:url>aci,ones referida al._l'C_1a 
particu1aridad de los sistemas se muestra tot:al.Jlente en la dependencia de los 

par&netros efectivos con la densi:dad y la temperatura.. es i.nportante conocer. 
el canport:amiento con ~ y T de estos par~tros. 

En esta secci6n se discuten las caracterlst:icas genera1es de la 
dependencia con la temJ,erarura y la densidad de los par.lmetros d y R y de su 

cociente il - R/d, en las dos versi:ones blip y a1fa, incl.uy6ndose una discusi6n 
de 1os cumul.antes que caracterizan a 1os ténninos de segmido.orden de esta 1il

tima. 

Dilimetro efectivo. 

a) Conport:amiento con· l.a temperatura (Fig. 36). 

El. canportamiento de~ vs. T* espr4c:tic:amente el. mismo a cua1-
quier densidad: db decrece suave. y monot6nicamente ai aunentar T*. Esta disiaj,_ 

· nución tiene un origen c1aramente identificable graci·as--:- á l.a inte-rprel:aclón ae-· 
db cano distancia media de máximo acercamiento: ~ disminuye a1 aumentar T de- • 
bi_do a que la parte repu1siva del potencia1 de LJ es 5uave; a mayor temperat:u

TII. 1a distancia de máximo acercamiento entre dos pa~cu1as obviamente dismi.Jl!!. 

ye. 

La diferencia por el uso de las aproximaciones lineal y cuadrát!_ 
ca es muy pequefia. El lfmite .T-. O de db es db = 21/6 Cí •·que es la distancia 
el.A.si.ca entre primeros vecinos a esa temperatura. A1 aumentar la temperatura 
1as part:fculas pueden acercarse mlis un.as a otras y ei diámetro efectivo dismi
nuye hasta que en ·el límite T-oo • di) = O • Esto CU.timo sucede así: porque 
el potencial de lJ no ti:ene parte :repulsiva dura. 

El. comport:anti.ento de d • con T es semejmite al de ~ y aunque no 

es novedoso, admite la misma inte-rp:retaci6n. En l.a Fig. 36 da • que es inde

pendiente de l.a densidad, correr-1a paralela a las curvas de db y con val.ores 

1111.lY cercanos a l.os de éste para g * = O. 75. 
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La dependencia de db con T es simi1ar a la del diámetTO de esf~ 

~ duJ:"a de. Weeks et al, Cdwca) , pero corresponde a otras densidades como lo 

mJestra ~1- p~to_ indi·cado con d'.rc::u:Lo en la Fig, 36 para f • = 0.4, se nues

tra también el valor para e1 potencial lJ repulsivo en e1 mismo estado tenno

dintlmico, obtenido por F. del ~o (29) mediante argunentos de estados corre.::!_ 

pondientes-. 

Para prop6sitos prácticos. 1a suavidad de d vs T* pennite su ~ 

presentación median.te ajustes polinomiales senci1los. 

b) Comportamiento con la densidad. 

A1 intTOducir 1a dependencia con 1a densidad para la dete:nnina

ci6n de los parámetTOs efectivos en la teoria b1ip, se requiere resolver el 

sistema de ecuaciones (23a, b) cuyo integrando se muestra en la Fig. -2 parasu 

so1uci6n db y Rb a T* = 0.75 y f* = 0.1, 0.2, 0.8-(0.2), usando 1a represent!!_ 

cl6n de IC para &pe (:r) • Sus caracteristicas genera1es son las siguientes: el 

c:anbio de db con 1a densidad es casi imperceptib1e; 1a e1ecci6n de la pTOftmd.!_ 

dad del pozo igual al mL"limo del potencial LJ mantie_ne el ceTO de los integra!!_ 
dos en r = 21 /6 o- , y la dej,endencia de 'Rb con la densidad es importante por 

e1 efecto de las corre1aciones entre las particulas. Este· cC1111portamiento se 

repTOduce para cada temperatura. 

La dependencia de db con 1a densidad se muestra en la Fig. 37. 

E1 di:imetTO efectivo db es una ftmci6n suave, monotónica y ligeramente decre

ciente de la dens:i.iiLad. El hecho de que db varie llUlY poco con la densidad es 

una indicaci6n de que este parámetTO admite un desarrollo en potencias de la 

densidad, que converge hasta para densidades muy altas, .Y por esta dependen

cia puede inferirse que se requeririan muy pocos coeficientes viriales para 

su correcta representación; esto coincide con 1os desarTOllos viriales para d 

mediante el método de estados correspondientes (29 ) • Esta posibilidad es ~ 

portante porque pennitir!a obtener el comportamiento de d a densidades moder!!_ 

das y a1tas a part±r de su conocimiento a bajas densidades. 

El diámetTO efectivo parece ser una función continua de la den

sidad y .la temperatura en prácticamente toda la regi6n fluida. incluyendo la 

tTansici6n liquido-vapor. En su dependencia con la densidad, db es más sens!_ 
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b1e a 1as caracterf:sticas de 1a ;i-ep~sentaci6n de gpc(:r). ya que se aprecia 

mut. cli.ferencia mayor ent"J"e 1os.· resu1tildQs con 1a IL y 1a :i:c. Esta dependencia 

·- · ------ con· 1a- dens:i:dad · es· más· .j,equeiia- que 1a de1 di~tro de Weeks et a1. dWc • y por 

es.to, dwc ~ dlJ para_ e1 mismo estado tennodin~co .• 1o cua1 se debe a que, con 

1a inc1usi6n de una parte atractiva en e1 sistema de referencia, e1 efecto de 

J.a.s :fuerzas repul.sivas se reduce 1igerainente. 

La tendencia genera1 es que db disminuye .1entamente con p a causa 

de que 1as corre1aciones entre 1as parti'.cu1as de1 sistema aumentan con 1a densi

dad, ya que 1a dependencia con 1a densidad de 1os parámetros efectivos se intro

duce por 1a dependenci:a con esta vari:ab1e de1 sistema de referencia de PC. 

Aunque por el memento no se cuenta con lD1a interp:retaci6n cinéti

ca de d¡,. v:i1ida a cua1quier densidad, puede suponerse que cual.itativamente, 1a 

interpretaciéln a baja densidad es vá1ida a altas densidades y el efecto de 1as 

corre1aciones séllamente es un b1indaje. 

~canee efecti yo. 

a) Comportamiento con 1a temperatura: 

En 1a Fig. 38 se ve 1a dependencia con T* de 1os a.1cances Rot {1 S J 
y Roo (241?} siendo, respectivamente, la distancia y vo1unen pranedio de separ~· 
ci6n entre dos particu1as • presentan un comportamiento adecuado con T*: 
Para T* - O• R! ·= ~ = z V"' a- y en e1 limite T* _.-

'R~-.!2. "._o- (.1 + !! ) = l .4C.4'4 
y 'R:'.::. 2.. .,. a- (3 - '*) l/Z, = 1._ 55 <.5 

E1 valor asint6tico Rb~ es mayor que R°: reflejando el carácter 

vo1unétrico· de R¡,. 

E1 hecho de que R,,.y R¡, tengan valores asintóticos para T* - ..... 
se· debe a que a1 aunentar la temperatura, la distribuci6n de energías f(E)atr 

. se vuelve unifo:nne, de manera que R(T) alcanza un va1or de saturación. En la 

Fig. 39. se ve que este valor asintótico de ~ aunenta con la densidad y el mfil!. 
mo pennanece en Rm· A densidades mayores e1 comportamiento cualitativo con T 

es el mismo. Se. observa también que R es nrucho más sensible a la representa

ci6n de &pe (r) • pero la dependencia de las propiedades tennodinámicas con R es 
menor que la del diámetro. 
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la} Olmportainiento con la. densidad. 

~l ccmi>ortami:ento de~ con la_densiclac! se nuestra en la_Fig. 40, 
- Clmnc> al auinentar la densi.dad el efecto ~ l.os segundos vecinos es muy importll!!. 
te en la soluci6n de las integral~s bl:ip (ver Fi.s. 2 y 23) • esto ocasiona que 

)'b ~nte con p • De la Fig. 2 puede "Verse tanbif!n que este pardmetro es muy 
sens:i;ble a la forma de gpc (:r) dentro de1 pozo. lo que hace que las diferencias 
entre las aproximaciones . de - IL y de l:-C se mnpli:fiqÜen en Rt, a al ta densidad • 

.La aparici6n de intersecciones de sus isotennas en esta regi6n es un efecto 
deb:i:do a la mala caracterizaci6n del s:ist~ de Teferencia y al proceso de ex

-tnipolaci6n para p * > O. 8 • en 1os ajustes ~lmcmia1es usados para la obtenci:6n 
·de 1as curvas. 

Alcance del PC 

Vale la pena anali.zar también el comportaniento del cociente 

~ - R/d 0 ya que i:Sste es ~ par4metro muy importante en el estudio del sistema 

c1e referencia. 

a) Comportamiento con T*. 

En la Fig. 41 se observa la dependencia con la temperatura de 

~b a las mismas densidades que las de ·las curv= de Rb; dada la fuerte depen

dencia con T de db • ;\. b crece m4s r:lpidamente con T que Rt>. 

b) Cont><>rtamiento con _p*. 
Por lo que respecta a su dependencia con la densidad indicada en 

1a Fig. 42 0 -;\b es menos sensible a p que .R¡, ya que dm> var.la muy poco al ªUlle!!. 
tar l.a densidad. Debido a la mala representación de Bpc(r) dentro del pozo 
con l.a aproximación de IC a temperatura moderadas y ütas densidades, las 
curvas de .::l b para T* = 1 • 15 y 1 • 35 se intersectan en. ·una densidad cercana a 

o.a. 
Estas caracter!sticas de los paránet:ros efectivos• que son f!si

c:anente identificables con las propiedades de las parc!cula.s del sistema en e~ 
tudio -en este caso·lin sistema Lennard-Jones- y de :fllcil representaci6n en 
forma polinomial (!:J-1 menos en su dependencia con la densidad. ya que la depen-
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ciencia con 1a temperatura de1 a1cance efectivo es más camp1icada) • hacen m4s 

atractivo e1 uso de 1a TPPC en e1 estudio de 1os 1íquidos. 

º-alantes en 1a teorla a1fa. 

Como en 1a forma a1fa de 1a TPPC e1 cál.cu1o de 1os ténninos de 

seaurldo orden (3oa. b] requiere e1 conocimiento de 1os cunul.antes [2s] y 
[26] • en este 1ugar se discute su ccmportaniento con 1a temperatura 111Dstra

do en 1a F:ig. 42. 

Lai fluctuaciones cuadrAticas medias de 1os. di&netros de co1isic5n 

s. tienen sus va1ores 1:fmites T*-o y T•--. ta1es que <st,¡-<:sª>":- o 
y su va1or en e1 interva1o O <T*<- es ta1 que <~t>c. ~ 10-3 -< S)'J.. 

Por su parte• 1as fluct:uaciones cuadráticas medias de 1os di*ne-
1'2 o 

tras de en1ace .1. están acotadas entre < >e- O y 

4! l'>9; ='R!.-2.E.-' j-u..llH.dl = ~! (1+ 1) .:... 2 .. 02.04- o-~ 
- - . - . --'R- . - .. -- -- ---··· --- ·-· .. -· - . -

E1 hecho anterior refleja nuevamente 1as caracterlsticas de 1a 
distribuci6n de energías en 1a parte atractiva de 1a interacci6n. 

Las fluctuaciones de J.. son mds importan.tes que 1as de s • ya que 

~.l .. >c. ~ lO-'J.< 1> .. > <.s 1 >c:. 
Tanto 1os parl!lmetros efectivos como sus fluctuaciones en 1a teo

rla a1fa son muy f~es de obtener por carecer de dependencia con 1a densidad: 

dado un potencia1 de interacci6n, 1as integra1es [ 13] • (14] • \)s] y [26) 
proporcionan directamente 1os par&netros efectivos dac y ·R •• y 1os cunulantes 

~ a•)c y <1.'J.>c· Estos admiten una interpretaci6n fisica en forma natura1 
y directa, que ha pennitido identificar la inte-rpretaci6n correspondiente de 

1o~·par&netros efectivos de la teoría blip. 

,Aµnque 1a TPPC en su fo;nna a1fa (independiente de la densidad) • 

no presenta una convergencia suficiente a segundo orden, su fonnu1aci6n ha se.;: 
vida de base en este trabajo. para buscar una fonna a1teniativa que superara 

esta deficiencia y que permitiera continuar con e1 uso de un sistema de -refe

rencia que incorpora 1as caracte.rísticas esenciales dé la interaccic5n rea1· Y 

cuyos parámetros tienen una imagen física bien definida. 
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yt HDISCUSION.GENERALY.CONCLUSIONES 

La teorla de perturbaciones con un sistema de referencia de 

pozo· cuadrado es Una teorla a1 tamente convergente que puede ap1icarse di:rec

tmnente a1 estudio de cua1qu±er fluido simp1e con potencia1 esféricamente s~ 
trico y de forma rea1i:sta. Sus resu1tados quedan expresados totabnente en té.!:_ 

minos de 1os parámetros efectivos d y R. de manera que 1a infonnaci6n que per

mite distinguir a un sistema de otro estft. contenida en estos parámetros. Es 
decir. e1-sistema de referencia incorpora todo 1o que es comt:in a todos 1os 

fluidos s:imi>les de un mismo tipo. i>ar ejeq>1o LJ (m~n). con m y n var:.i.ab1es. 

dejando 1as diferencias entre esos potencia1es como pequeftas variaciones en los 

parllmetros efectivos.Con un -potencia1 diferente _(por ejemp1o e1 potencia1 de 

Yultawa) 1os parámetros efectivos refleja-r:in 1as caracterí'.sticas de este nuevo 

potencia1. Esto e~tahlece l.ma conexi6n con e1 principio de estados correspon

dientes. ya que 1a energla 1ibre de todos los fluidos simp1es. escrita en tér

minos de ias variab1es reducidas j * • T* y "A es ia misma para todos. 

A1incorporara1as fuerzas atractivas en e1.sistema de refe

Tellcia0 por medio de1 alcance efectivo. 1a TPPC reproduce exactamente e1 .20. 
coeficiente viria1 de1 sistema en estudioypuede usarse para 1a descripci6n de 

propiedades dinámi~ y de transporce en el 11quido. J.as cuales no pueden ser 

descritas correctamente en 1a teorla de perturbaciones con un sistema de refe

-rencia puramente repulsivo. por 1a natura1eza de corto a1cance de su interac:ci6n. 

El. dilimetro y el a1cance efectivos admiten una interpretaci6n 

riguTOsa mediante el uso de 1a teorla cinética elementa1 0 que conduce a una 

vi;~i.6n intuitiva del significado de dichos parámetros. independiente de la 

teorla de perturbaciones. Esta interpretaci6n, aplicab1e en el 11mi.te y•- O 

en 1a teorla b1i-p. parece sostenerse aun a densidades finitas. aunque no ha 

sido i>osib1e e:xP:resarla rigurosamente. ColQo estos parámetros efectivos varlan 

suavemente con la densidad y la temperatura en toda la regi6n fluida. incluye!!. 

do 1a transici6n lfquido-vapor. pueden expresarse en términos de series de po-
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tenc:ias a1tainente convergentes·, 1o que es rruy conveniente para fines prácticos. 

E1 grado de convergencia de 1a TPPC depende de 1a :forma adop"t!!_ 

da. par.i hacer 1as perturbaciones• encontrándose· a1 ap1icar1a a1 estudio de1 
sistema Lennard Janes que 1a teorla a1fa produce \.D'la. descripci6n vMida tiniC!!. 

mente en 1a, regi6n de baja dens:idad, Y.que 1a regi6n de va1i.dez aunenta a1 di~ 
ainui-r 1a temperatura. Por 1o que Tespecta a 1a teorf'.a b1i.p • 1a convergencia 
es notab1e en un amp1io intt:rva1o de temperatura y densidad, que canprende 
toda 1a regi6n fluida, excepto quiz4, 1a regi.&l nUy densa.cerca de 1a curva de 

fusi:«Sn,; regi6n en 1a'que 1as propiedades de1 sistema. de referenci.a no se cono
cen satisfactoriamente. 

E1 exito de 1a TPPC depende, en buena medida, de1 conocimiento 

de1 si.stema de referenci.a de pozo c:uadrado. Este conocimiento, expresado en 
la representaci:6i¡i emplrica de gpc(r) -con 1as aproximaciones de interpo1aci6n 
1inea1 y cuadrtltica. propuesta en este trabajo -1a cua1 contiene 1as caracte
dsti:cas esencia1es. de 1a estructura de1 sistema de pozo cuadrado en 1a impor
tante Tegi.6n interior a1 pozo- y 1a infonnaci6n proporci.onada por 1a expresi6n 

de Henderson para .la energía .libre de este sistema para ciertas A• s · espedf!. 
cas. permite obtener resu1tados significativos y satisfactorios, mediante 1a 
aP1:icaci6n. de método;. numéricos ordinarios, que resu1tan más prácticos y nunl!
ri:camente ml1s ventajosos que reso1ver ecuaciones integra1es o s:i.nul.aciones di

rectas. 

Sin embargo• serla conveniente contar con mayor y mejor infor

~i&l de1 sistema de PC: para mejorar 1a -representación de &pc(X) • conocer 
esta funci6n a 1as j\. aqtd usadas pero en estados tennodinmnicos que abar

quen toda 1a -regi6n fluida, en particu1ar, 1os va1o:res en Xc = { 1+, ~~. ~· J 
con l' un va1or interior a1 pozo. Para mejorar 1a predicci6n de 1as propieda

des tennodin:hnicas, serla rruy conveniente tener una expresi6n para F con deJ>e!!. 
dmlcia exp1fcita de j\ y mejorar su dependencia con 1a densidad y 1a temi>erat!:!. 

ra paTa '!=ener mayor exacti.tud en 1a detenninaci6n de propiedades derivadas 

camo 1a presi6n. 

Dado e1 éxito de 1a TPPC ap1icada a1 estudio de un fluido 

simp1e como e1 I.J • 1a consecuencia ml1s importante de este trabajo es 1a posi

b1e extensi6n de 1a teorfa a1 estudio de fluidos mo1ecu1ares. en 1os que 1a 
no esfericidad puede considerarse como una perturbaci6n • o bien incorporarse 
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ele alggta manera en el. si$tema, de referencia,. En aiabos casos l.a TPPC garanti

• Wl8 adecuada. representaci6n de l.as fuerzas atrac~vas de 1argo al.canee. ca
ll'llCterlsticas de los flui.dos J110l.eculares. y- tcmando en aenta l.a correcta des

cr1Pci6n que produce de l.as pTOpi:edades de fluidos s¡q,1es, puede esperarse 

que sea wia teor~a convergente con los atributos descritos en este trabajo •. 
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En e1 desarro11o alfa se extiende la teoría de Barker y 

Henderson ( 5 ) a través de 1a ecuación ( 11] • en donde se ha incluido 

1a parte atractiva de 1a interacción. 

Los tE!:rminos de primer orden en 1a eXpresi6n [ 3 J se obtie 

nen de 

.o 

(A1] t3(~:.J=-21fNfJ1'j(.-)~lr-fr-~J.- Cj=•~-i) 
o 

donde rpj fr) ="d:. r/>(r-) •con (>(r) dado por [1a] y ·y (r) 
obtenida de ( 13) • :J 

Los tE!:rminos de segundo orden en [ 3] tiene la forma 

con ~ .... (r) = y 

(A3) 
00 

/!>(~:~~) =-211Nf J ctSjj(r)~(r)r~dr + ~'"(;:Ji 
. J o 

_ .r~ JJS 9( 12?>) ~cnJ' ~('23)_,~ (12) s6J{23) d;:; d;= .. d;; 

- ¡ 4Jf [f g (12:.4-) </> (r2r'9'l34-r
1
f6j (12) <Pj (34-) dr=; dc,..d r=3 d ~ 

Para evaluar estos términos, se introduce una representación 

continua de 95 (r) dada por 
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(A-1] cp(r) = (1 - 14 (~-R ... )] e~v.<.-z)+ l \-\ tz-12-)- \-\(-w-- R-)J e~E. 

+ H (ur- t? ... ) ér;u.l'UJ') 

donde H(~) {
0,l(L.0 

es 1a función esca16n de Heaviside H(x) = f O 
','.X> 

Ca1cu1ando s6j (r) • con j = 1. 2. de l A41 resu1 ta en 

(AsJ </J, (~) =-(i-.t1 ~el;~~ ... ) l er--u.c.~~ ~é] 

+ fb(z:,~) ( i- \.1(-i-.12 ... )J1.,(' c~J ¿f->CA.('a) 

y 

mientras que 1os te-rminos de segundo orden son 

</>-z., (r) = cJ, 2 (r) =O 

</J,,Cr) = ; cp, (r) + {J-d.)'L2'(i.-e ... ) f é(3u.t~l epe + 2[3&.l("Z)é.~~'L)l 
1 '( "'1 l 2' - 12- J 

- ~ ( ~ .,;,d1L.1- ~ (i-~ ... ~e~·*) L\A." l1') _ r-.~7-(-c > J 
y 

~z (r) = -2- 'fa ( r) - ( 't.Ü- 12-) 5 (w- ~[e{Yi - e(31A.(V) ~ 'If->1.L'(W')e¡3u{w5) ª2 2 o('l. .....,._ í2_ J 

-~( w_;~) \-\(-w--R-) é.~u.L-.J) ~u. ''(-w)- ¡;u:' z (ü.7) J 



du.. donde · u• (x) = -;¡-;---
de Dirac. 

• u" (x) 

63. 

y $ (x) es 1a funci<5n de1 ta 

Introduciendo 1as expresiones correspondientes [As] - (A9] 
para 1as derivadas en ( .L\l.) - [ A3 J • y tomando e1 11mi te o( 1 = ot 1 = O. en 
e1 cua1. v(r) se convierte en e1 potencia1 de1 pazo cuadrado y y(r) 

Y,.c(r) • se encuentran 1as ecuaciones (12 a 0 b} para 1os t~inos de -pr.!_ 

mer orden y 

[A1o] 

para e1 termino cruzado• debido a 1a combinaci<5n particu1ar de f\Jnciories 

de Heaviside usada en 1a representaci<5n de t/> (r) en [A4]. Otras posib1es 
representaciones no producir~an [Al.o]. 

Lo15 dem::ts tl!nninos de 20. orden son bastante comp1ejos. pero 
can J.a e1ecci6n de d y R dada por [ 14] y ( 1.5] • éstos se reducen a 

l.as ecuaciones (171 y (1s]. 
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F:ig. 1 E1 potencia1 rea1, e1 potencia1 de pozo cuadrado Y.e1 potencia1 modi
ficado v(r). 
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Integrando de 1as ecuaciones [ 23a, b) para 1os va1ores de d y R qoo 1as satisfacen. · 
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(b) 

R 

Fig. 3 Cornparaci6n cualitativa de la :funci6n de distribuci6n radial del 
pozo cuadrado con la de es~eras duras en las aproximaciones: 

a) límite de baja densidad, (b) límite de alta densidad, (c) int!!.r 
po1aci6n lineal y (d) interpo1aci6n cuadrática. 
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Fig. 4 Comparaci6n del com
portam

iento con la ten¡ieratura de &
c(r) a p * " · 

cte =
 0.5, en las aproxim

aciones de interpolaci6n line!il: (-
-

--
-) , 

(---i, (-·-·-·~,( ....... )y
 c

u
a
d

rá
tic

a
:(-), (-

-
-
~
,
 

(-·-·-1
 y ~-------1, correspondientes a las T* • 0.75, 1.15, 1.35 

y 2. 74, respectivam
ente. 

Se u
stran

 los valores de l 
correspondien

tes, obtenidos con la IL. 
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RHO* = 0.40 
'A = 1.so 

a · (.el+) 
J PC 
'3 Yc. (K") 

X 9,.c(cl¡"R) 
2.0 

1.0 l.....----'----'---...L..---'---"------1.___....;.¡,_ 
1.0 '2..0 3.0 4.0 

T* 

Fig. 5 gpcCXc) vs. T" para ~ - 1.5 y 9 * - 0.4. Los_ si'.mbolos ( 0 ) • (A)• 
y (x) corresponden a ~ = 1+, ~ = y 7'

2 
+ 1 • respectivamente. 
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Fig. 6 gpcC ~) vs. ~" para ?I = 1.625. Los slinbo1os e~·~-.)• (G) y (e)• co
rresponden a &pcC1+) para T" = 1, 2 y 3, :respectivamente, y ( 4l>. ) • 
(A) y C _•) son 1os va1ores correspondientes de &pcC A-). 
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Fig. 7 Dependencia con a de ·&Qc(l+) a T"' = cte = 1 y f "' = 0.2( A)• 
0.4(t:J ). 0.6( 0) y 0.8(+). 
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r/d · 

(Q) Aprox. 
Collings 
(L) Aprox. 
He:inderson 
Hard-ephere 

Fig. 9 Comparaci6n de &pc(r) en 1as aproximaciones 1inea1 (• • • • •) y cuadrá
tica (- - - -) con 1os datos de sirnu1acion_es de IM ( G)) y MC(A) 
para pozos con ?. - 1 • 5 y. I' * = O. 5 y T* = 1 • Se inc1uye también 
1a g~b (r) (---) a 1a misma densidad. E1 va1or en X se tom6 
de 1os datos de IM 
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Fig. 10 Comparación de gpcCr) en 1as aproximaciones 1inea1 (• • • •) y cuadrá-
tica ("."' - - - ) coh 1os datos de sinru1aciones de IM( G ) para 
pozos con?.= 1.5 y p* = 0.5 y T* = 2. Se inc1uye también 1a g.,. (r) 
(---~. a 1a misma densidad. E1 va1or en ;..• se tom6 de 1os datos n.t. 
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Fig. 11 Comparaci6n de gpc(r) en 1as aproximaciones 1inea1 .C••• ··•) v cuadrá
tica (- - - ~ con 1os datos de simu1aciones de IM( A) · para 
pozos con"-= 1.5 y p* = 0.5 y T* - 3. Se inc1uye tambi~n 1a glE» (r) 
C:---:> a 1a misma densidad. E1 va1or en se torn6 de 1os datos IM. . 
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Hard-aphere 

e. s ___ _. ___ __.__ 
l. 0 

Fig. 12 

·l. 4 l. 8 
r/d · 

Comparaci6n de g¡,c (r) en 1as -aproximaciones ·1inea1 {• - • - • • ~ y cuadr4-
tica (---~ con 1os datos de s·inu1aciones de IN( 0 •)·y MC ( &.) para 
pozos con"l.:1.Sy p* = 0;6 y T* - 1.- Se inc1uye también 1a &&P (r) 
(:---) a 1a misma densidad. E1 va1or en "Aº se tomlS de 1os datos IN. 
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Fig. 13 Igua1 que en 1a Fig. 12 pero para p * = O. 7. 
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Fig. 15 

r/d · 
Comparaci6n de g cCr) en 1as aproximaciones 1inea1 (• ••• •) y cuadr4-
tica (- - -) coC~ios datos de simu1aciones de IM(G>) y MC( .,é.).,para -
pozos con ?. = 1.5 y p* = 0.8 y T* = 3. Se inc1uye también 1a &a.• (r) 
( ) a 1a misma densidad. E1 va1or en X se tom6 de 1os datos 
IM. . 
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Comparaci6n de gpc(r) en 1as aproximaciones 1inea1 (• • • •• ·) y cuadrli
tica e- - -J (con gpcC X) e1egido arbitrariamente). para 9* - o.4 
T* = 1.35 y 'A= 1.5U03 con 1a g"• (r) ( ) a 1a misma densidad y 
con 1os datos de simul.aciones de IM(0) para p* = 0.4. T* = 1.0 Y "'= 1.5 y de MC(A) para p* = 0.5 y T* = 1.333. 
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Comportamiento con 1a densidad· de ~(r) obtenida con 1a 
IL-para T* = o.75. 
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Fig. 20 Igua1 que en 1a Fig. 1_9 pero para T* - 2.74. 
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Comportamiento. con .1a .. densidad.de_1a _.fl.lnci&Lde_d:1s~:i::ibuciCSn 
radia1 ·de1 sistema IJ obtenida ·ap1icarido [ 43] a 1a fUnci6n 
Ypc (r) que se nuestra en 1a Fig. 21 para T* = 2. 7 4. 
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La fUnci6n de.distribuci6n radia1 de1 sistema LJ obtenida 
usando [ 43) • en donde Ype(r) = e-:tt•&pc(r) y 1a ~(r) mos 
trada en 1a Fig. 19 para ·· T* = 0,75. 
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Fig. 24 Comparaci6n· de g(r) ·obtenida de 1~- IL pa..-a-T*- - 0 0 75 y p = 

o.7402 (---) con-resu1tados de DM ( +) • de 1a TP para un 
sistema -de--referencia:-repul.sivo=.-con -e1 - di~tro~de- esfera--dura 
dWCIJ ( • • • • ) y con resu1tados obtenidos usando 1a aproxi 
mac1C5n de superposici(ln y e1 criterio de 1a presiCSn para e1-
di4metro de esfera.dura (- - - -). Todos estos resu1tados son 
para T* = o.729 y P- =:0.8446. E1 ptmto (E> ) corresponde 
a 1a extrapo1aci6n é:te 1a TPPC a esta densidad •.. 
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Fig~ 25 Resu1tados de 1a TPPC para-g(r) con 1a IL para T* = 1.15 y-. 

p = O. 6777- (---) comparados .con datos de Q.f (_ + ~) • resu1.ta_ 
aos de 1a g (r) :de sistema de referencia _repu1sivo con e1 dDl 
metro de Barker y Hendersony con resu1tados obtenidos usan -
do una aprox:imaci6n de ~erposicilSn s:i.mp1ificada. Estos re
su1tados fUeron obtenidos para T* = 1 0 095 y f ~ 0.6257. 

2. 9 
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Comparaci6n de 1os resu1tados de g;,._(r) con 1a_IL para T*~ 1.35 
y p = 0.492 -(---:)·-y-para• p .-,-Ot¡'-5908-a.1a misma··temperatura , 
(- - -) • con 1os datos de DM ( + ) • resu1tados de 1a TPED con. 
e1 diámetro d,.,,ca (- .. • • · • • ) • resu1 tados . de 1a so1uci1Sn de ecua 
ciones integra1es en 1as aproximaciones ORPA ( :) y EXP -
( lE )( )( ) para T* = 1 • 36 y p = O. S. 
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RHO 
ComparaciCSn predicciones de-F·de excesocobtenidas-en.1a TPPC 
usando 1a IL (---) y 1a IC ( - - - ) a 1as temperaturas 
(1) = o.7s. (2) - 1.1s~· (3) = 1.35 y (4) = 2.74. tas e+) 
corresponden ·a 1os datos de :r.c y 1as ( 0 ) son 1os resu1ta
dos de 1a teoria de VW. 

e. e 
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Fig. 32 E1 factor de compresibi1idad Z_,. derivado de 1os resu1tados de 
1a Fig. 31. Los sflnbo1os tien~ e1 mismo significado que en 
esta figura. 
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bo1os representan 1o mismo que en esa figura. 
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Fig. 42 Dependencia de·~ con p a 1as temperaturas (1) o. 75. (2) 
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(3) 1.35 y (4) 2~74. en los casos de IL (- - -) y de IC. 
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