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I~ INTRODUCCION -

Los liquidos son de vital importancia en la naturaleza y sin embar -
g0, ocupan una parte sunamente pequefia del enorme intervalo de temperaturas y
presiones que existen en el universo. En la Fisica Fstadistica se ‘quiere en-
tender porqué las fases fluidas son estables en ciertos intervalos de densidad
Yy temperatura y relacionar la estabilidad, estructura y propiedades termodini-
micas de &stos con el tamafio y forma de las particulas que forman al sistema -
Y con la naturaleza de las fuerzas entre ellas. Este estudio ha ofrecido difi
cultades éspecia.‘les que’  ocasionaron su retraso respecto al entendimiento de
los estados s6lido y gaseoso y no ha sido sino hasta hace unos 15 afios, que se
ha dado un desarrollo sistemitico en la comprensidn y cilculo de propiedades
de fluidos densos.

] Entre las distintas teorias que se han usado para estudiar a los
1iquidos, la teoria de perturbaciones ha jugado un papel importante. °En ella,
se utiliza la informacién de un fluido modelo bien conocido, que se espera con
tenga el comportamiento que se considera esencial en el sistema a estudiar y
cuyo Hamiltoniano se usa como referencia para representar el Hamiltoniano del
sistema de interés.

La imagen que se ha obtenido de los fluidos coincide esencialmente
con el modelo introducido por van der Waals en 1873. Tradicionalmente se eli-
ge un sistema de referencia formado por particulas que interactian con la
parte repulsiva del potencial, de modo que las fuerzas atractivas son conside-
radas como una perturbacién y la contribucidn a primer orden en esc desarrollo
po~turbativo es proporcional al campo promedio (1-20). Las propicdades del sis
temt de referencia repulsivo se obtienen mediante otro desarrollo referido a
un sistona de particulas que interaccionan con un potencial de esfera dura.
Este sistema de referencia de esferas duras (ED) es muy prictico porque =u

funcidén de distribucién radial gEID (r) sc conoce con precisidn de simulaciones
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en computadora (21-22 )} y de cidlculos tebricos para densidades bajas e inter-
medias (23-26) v es independiente de la temperatura. Ademas su ecuacién de
estado para la presidn es analitica (27).

En ese esquema perturbativo las fuerzas repulsivas y atractivas
se tratan de manera diferente: las fuerzas repulsivas contribuyen a orden
cero representadas por el sistema de referencia de ED, mientras que las fuer
zas atractivas, que se consideran al mismo nivel que la forma o suavidad de
las repulsivas -como perturbaciones sobre el sistema de referencia- contribu-

yen a primer orden.

Aunque la teorfa de perturbaciones referida a ED ha tenido éxito
en la prediccién de las propiedades de liquidos simples a altas densidades
(cerca del punto triple), en la rTegibn de densidad baja e intermedia, en 1la
que el efecto de la temperatura es importante, dicha teorfia no puede predecir
correctamente las propiedades de un fluido Teal.Esta deficiencia se manifies-
ta priacticamente en la dificultad de predecir correctamente propiedades en
las que interviene una fase gaseosa. como por ejemplo en el equilibrio 1liqui-
do-vapor. Aunque hay maneras de calcular las propiedades de los gases con la
aproximacién necesaria (desarrollos viriales), se ve uno en la necesidad de
usar distintas teorfias en regiones de distinta d_ertsidad cuando un fluido mani
fiesta una continuidad entre su fase vapor y 1Iquida; continuidad que quisié-
ramos se reflejara en el planteamiento tedrico. Ademdis la teoria de perturba
cione= referida a ED no permite establecer una relacién con otros aspectos
teSricos importantes de la fisica de liquidos, como lo es el principio de es-
tados correspondientes.

En este trabajo se presenta una teoria de perturbaciones en la que
se incorporan . en el sistema de referencia las fuerzas atractivas, de muanera
que éstas pueden tratarse al mismo Vriivel que las rTepulsivas y mediantec cl mis-
mo.procedimiento. En el capitulo II se proponen dos formas de realizar cl
desarrollo en perturbaciones: una serie de Taylor ordinaria con n pardme-
tros perturbativos y un dcs'.arrollo funcional. En el capitulo III se discute
cémo 1la seleccidn de un sistema de referencia en el que las particulas inter-
accionan con un potencial de pozo cuadrado, conduce a las teorias alfa(para
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el desarrollo ordinario en dos parﬁmetrbs %L, Ay} blip (Ppara el desarrollo funcio
nal con f(u). 1a funcién de Mayer del sistemal.

Se muestra que en la teoria
blip

el segundo coeficiente virial del sistema en estudio es exactamente

igual al segundo coeficiente virial del sistema de referencia de pozo cuadra-
do. Se exhibe ademds que los pardmetros efectivos: diametro y alcance, deri
vados de esta teoria de perturbaciones, pueden interpretarse como los didme- -

tros de colisidén y enlace de la teoria cinética elemental.

En el capitulo IV se discute la representacidn del sistema de referen-
cia de pozo cuadrado usando distintas aproximaciones, el manejo de datos nece
sario en cada caso y los resultados a los que conducen estas aproXimaciones.

En el capitulc V se presenta la prueba de esta teorfa aplicidndola a un
sistema Lennard Jones (12-6) y se analizan sus predicciones para la funcién de-
distribucidn radial, la energia libre de Helmholtz, el factor de compresibili-
dad y el equilibrio lfiquido-vapor, comparidndolas con resultados de simulacio-
nes en computadora y/o resultados de otras teorias. )

Finalmente, en el capfitulo VI se presenta una discusién de las caracte-

risticas relevantes de esta teoria y las conclusiones mids importantes de este
trabajo.




II FORMULACTION PERTURBATIVA

/

- Dada 1la dificultad para representar analfticamente las prop1ed1des
de un 1J.qu1do usualmente se recurre al método de perturbac:.ones en’'el que se’
aprovecha el conocimiento de algtn fluido modelo que se usa como sistema de Tre
ferencia, sobre el cual se hace un desarrollo en serie de Taylor de la funci6n
de particidn configuracional del sistema cuyas propiedades tewmodinamicas es’
tructurales se desean representar.

Considérese un fluido uniforme e isotrdpico fomado por N molécu-
las en un volumen V que interaccionan con un potencial esféricamente simétrico
y aditivo entre pares u(r), de manera que ‘la energia potencial del sistema cs

U{u} U (4,2,-+,N) = zZu( )

Y su fumcién de narf-nc16n rnnf:meracn.onal en el connmto canénlco es

Q.= j’ﬁ @ () 4%

en donde )
'] S0 = ¢(u)—==xp [-pu (v N |
con f;.s‘- ‘?‘-?.\‘ > €>= (KT )_. 4 siendo k la constante ‘de Boltzmann y T la

temperatura del sistema.
En estas condiciones, 1a func16n de d:.strl‘guilon radial del sistema es
-pUiN
(2] guoy=% ...yt 4 {n-2}
QN .
en donde d {N- 'L} &fa"-di
La energia libre de Helmholt:z puede escribirse como

F’Fz FF-.-& - ‘“Qu
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en donde Fid es la cenergia libre del gas ideal. Entre las altexrnativas para
hacer un desarrollo en perturbaciones de esta funcién, aquf se proponen dos
formas: una serie de potencias con varios paridmetros perturbativos y una serie
funcional. . .

Desarrollo en serie de Tavlor ordinaria.

Sean ‘j* 3:&,....\'\ paTdmetros perturbativos en términos de los
cuales el desarrollo .en serie de Taylor para F con respecto a un sistema de
referencia arbitrario, cuyo potenciél de interaccién entre pares es u,(r) co-
rrespond.'l.ente a 8 =0, toma la forma :

(5] F= J:-‘+Zx 5 +}'_‘y31 TR

donde Fgo representa la energia libre de1 sistema de referencia y '

1 §- (384)&-0 © Fe= ();:;;z)b’, Xc; T

. son los términos de primero; <emmdo y 6rdenes sucesivos de la serie en perturba
ciones, evaluados en el sistema de referencia.

Desarrollo fumcional.

Considél"eseuna funcional del potencial entre pares -F [\.L(r)] arbi-
traria, en términos de la cual el desarrollo funcional de F referido al sistema
de referencia estd dado por (19):

Bl F=fs (OF), + S (8°F),+ 5 (8°F) +..,
en donde
(] (SF)D: £ jj 90(\1)u;(|2)A¥ (12)d&Eds,

con f- H- la densidad numérica,

[7] AR = FIe ) - F e (n)]




1 - (iﬁ:) -fl\_m-‘ pAF, fm-' - A%,

. siendo

[ss] AF =% §{9.0% ‘_u (\2)- Ueg (2)) Las (n.)} Ara
r)  AE= §§]aa01duy D) AEOD)u, () AF (\3)6:, 7,d% .

[9c] aF, = 1 f{lactraz9) - S.LW-) 3.2} u,l\t)&‘(n)u;(m)as(u)dr dn 4,,4, |

[ed) A§=;"T -5?) { {[F3.un)w, (n.)Af(l‘l) Ar,a-r'}

En estas expresiones ugf y Uff son, I‘CSpCCtl\ amcntc,. 1a primera ¥y
seg\:mda derlvadas funcionales de u(r) con respecto a ‘F [u, (r)]



IIT EL SISTEMA DE REFERENCIA DE PCZO CUADRAm (PCY

El sistema de referencia se selecciona tomando en cuenta dos crite
rios bidsicos: que d:Lc.ho sistema incorpore el comportamiento que se considera
esencial en el sistema a estudiar y que sus propiedades sean conocidas.

En las "aplicaciones de la teorfa de perturbaciones a los liquidos
simples, tradicionalmente se ha partido de considerar a las fuerzas atractivas
como una perturbacifn. En estas ap11cac1ones el sistema de referencia esta en
tonces formado por particulas que interactiian cori la parte repulsiva del poten

cial, y la perturbacidn se introduce mediante un desarrollo en serie de Taylor .

del tipo [3] » con un solo parametro perturbat:nro ' definido por '
u.(r,x, = Uy () Y gy (1) '

De esta mancra la contrlbuc:Lon a pnmer orden es proporclonal al"
"carrpo promedio'’ < W )te'

En un segundo paso se calculan las propiedades "del sistema con po-
tencial u‘.‘,,P » usando de nuevo un desarrollo en perturbaciones, en el que aho
Ta el sistema de referencia es un sistema de esferas duras (ED)

co r<d
W, (r)=
o r>d
Este segundo desarrollo puede hacerse de cualquiera de 1las dos ma-
neras presentadas en el capitulo IT (5, 12 ). En ambas, el didmetro dec las
esferas duras se determina imponiendo la condicién de que el téimino a primer

orden en este segundo desarrollo se anule.

Como se ve de esta breve descripcién, las fucrzas repulsivas v
atractlvas se tratan de manera distinta: ' las repulsivas conrtribuyen a orden
cero, representadas por el sistema de ED, mientras que las fuerzas atractivas



contribuyen a primer orden, como tambi&n 1o hace la forma (''suavidad') de
ui‘ept

El resultado de ‘esta doble perturbacién es
. _ 5 ..
o) _ FFD Uy, “?-}_o. orden + .

en donde los términos de segundo orden contienen tanto la contribucién de las

fuerzas atractivas ( < U x 7“9 - <u:“.>“? ) cuanto la de 1la suavidad de
la parte repulsiva. ) . :

La teoria de perturbaciones con base en un sistema de referen-
cia de ED ha tenido &xito en la prediccién de las propiedades de 1lfquidos sim-
ples (e.g. argbn) a altas densidades, esto es, cerca del punto triple, porque
a tales densidades, la estructura del fluido estid determinada en su mayor )
parte por las fuerzas repulsivas. Sin embargo, a densidades bajas y moderadas,
las esferas duras no representan adecuadamente la estructura de un fluido real,
ya que a esias densidades la temperatura.ticne un efecto notable, que no pnede
ser explicado mediante un potencial de referencia puramente repulsivo. De
hecho, la teorfa de perturbaciones de esferas duras no predice cor;ectaménte
el segundo coeficiente virial, sino sflamente su limite a altas temperaturas.

En este trabajo se ha seleccionado un sistema de referencia
que permite tratar a las fuerzas atvactivas al mismo nivel que las repulsivas
y mediante el mismo procedimiento. Este sistema tiene un potencial de inter-
- accién entre pares de pozo cuadrado (PC), definido por tres paridmetros: su
diametro d, su profundidad € y su alcance R, en la forma

co .red
c(f)z - der< R
0 T>R

Con este sistema de referencia se considerari como perturba-

c16n, la diferencia cntre la forma particular de la interaccidn real y la del
pozo (ver Fig. 1).
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La teoria de perturbaciones con un sistema de referencia de
PC requiere que, dado un potencial intermolecular u(r), se proporcione un cri
- terio para la determinncién Sptima de d,€ ¥ R. En este trabajo se fija la
profundidad del pozo (—€ ) igual al minimo de u(r) (localizado en r=Rm) y los
parametros d y R se determinan in&poniendo 1a condicibén de que los términos de
primer orden en las perturbaciones se anulen.

';l‘eoria. alfa.

En el desarrollo en serie dado por [3] b \'_4] se introducen -
dos pariametros de suavidad er,y otg, as_ociados respectivamente, a las regiones
repulsiva y atractiva de u(r), a través de un potencial modificado

w(2) r<dy o
[11] I’(r; A,R,Rm,aw,dg): - € d, < fl R, »
—d tu(w) r> R, :
en donde =d+ &, B w=?+ f—R > d.: d-l-ﬂ. (Rm"d)

y Ri= R+ oty (R, -R)

de manera que [1] pueda escribirse como
Da) S(cj) =exp L-pw_(z j)]

Como se muestra en la Fig. 1, los pardmetros de suavidad of Yy o producen una

variacién continua de ¥w(r) en las dos Tegiones: repulsiva (r<Rm) y atracti-

va (r» Rm), respectivamente. Cuando of,=a,= 0, d,: d R ™4 ¥y por consi-

guiente 2zd v —wrz R, de manera que w(r)= upc(r), y cuando of. dz 1,
" w(r)=u(r).

Con estos pariametros, los dos términos a primer orden en la
' serie [3] son (ver Apéndice A):

[123] .f_ _211pd Yoc (d)e { j [ {5[€+u(‘i)])d1 J}
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. . - @- )
[} = 2p Ry (R (1-¢%) R (e7-1) J(ef L 1}4=-R}

en 'donde

: sl . Ypelr) = goc (0 /¢pc (r)

La ecuacién [1 Za] s61o contiene informacién acerca de la
parte repulsiva de la interaccién (r<£Rm). La condicién Fy =0 conduce a la
obtencién de un didmetro efectivo d=d, dado por’

R‘. ' + ..!
G du(T)= [ [1-e P an

que coincide con la definicién del difimetro de esfera dura de Barker -
Henderson (5 ).

La expresién [1 Zb] involucra tmicamente a la regién atractiva
de u(r) (r2Rm) y produce.con F3=0, un alcance efectivo de pozo cuadrado

[_15] 'R“(T) _ R,,, + (ePe- D-| s.“’ Y-e_‘gu.(z) R ) ] de

Ambos parémetros d. Y Rg son func:.ones monot6nicas de T,
doblemente acotadas:

Do) do=lmd(T)=Re .  dZ=lim dy(T)=0 .
T»o0

T o0

Ler) R°%= \1.3-. R(M=R.,., R _u....R (T) Rm- € fu(z)dz‘
-0

Los términos de segundo orden distintos de cero (ver Apendice
A) son:

cru(2)]
o) pFa=Cldae™ {2 U et ]142-3}
[o) pFas CRD (1-e™) J{Rhaa e j[ A4 .. R

P
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, [19]4 . C(r) = Nﬂp;ar—‘_rtgn(r)]

Para calcular estos t&rminos es necesario conocer los valores

de Ypc(r) ¥ Ypc = -a,::_"' en contacto (r=d, Ppara F,; ) ¥ en el alcance

(r=R,, para F, ), para una razén ){: R‘/J‘ dada.
La existencia del término cruzado Flz depende de la manera
de Trepresentar ¢P e (T) [ a] . La forma adoptada [A4] produce F,, = O[a10] .

Las condiciones F, = F, =0 que permiten definir a d, como

'[14] y a R, como [15] conducen ademds, a que

20 F = FPC+ 20. orden

De [1 7] Y “.IS] es de esperarse, que con esta seleci6n de los
paridmetros efectivos de ¥ R . Tos t&mminos de correccifn de segv___":;jo orden |
sean muy pequefios, de modo que, si se desprecian &stos y los t€minos de orden
superior

[ ZOa] ‘ F

a primer orden.

I
]

FC

Teoria blip.

Considé_rese ahora el desarrollo funcional [5] escogiendo a
‘F[“(')-l como la funcién de Mayer

[212) flu@®)] = exp[—-pu(rﬂ -1 s

para la cual
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1210} Af (r) = exp \-_-Pu.(r)] - exp [’Pu‘pc(')]

es la llarnéxda funcién blip (15). En estas condiciones, las derivadas funciona-
les de u(r) con respecto a f son

[22a] w(r Y= SJ(’:u((r))) ~-KT exp [pup. (r))

La2v} u“ r) (éj‘_’('_?%’)) =(KT)13*P[2P“PC (r)]

De [6] s €l termlno de primer orden €s entonces

A (,SF)P -—-‘Z‘WN]DJ ':ch(r) AfF(r) v2dr

que puede separarse en dos regiones, una asociada a la parte repulsiva de u(r)
(r(Rm) y la otra asociada a su parte atractlva (rZRm), en 1a forma siguiente

p (SF) T =-2uNp [ "7y, (1) AF () 1

” p (SFF= - 2mNp [Ty, (0 BEC rdr

El témmino repulsivo (J‘ &'GP O es una condicién para la de-
terminacion de los parametros efectivos dp y Ry,

[ 232} I gpc(r) AF(r)rrdr=

Esta expre516n se reduce a la propuesta por Weeks et al (12)
para un sistema de referencia de esferas duras.

A semejanza de la teoria alfa, la segunda condlc:.gr para la
obtencién de dp y Rp impuesta en este planteamiento es (J-F s, ©€S
decir
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L] [ e AFC) e -

Las integrales blip [23:-1, b-] forman un sistema de ecuaciones
acopladas, cuya solucifn, que proporciona dp( P ,T) ¥y Rb(f’ » T), Tequiere el
conocimiento de gpc(r) como funcién dep,'l‘ y7\5=Rb’/db. Sin embargo, en el 11I-
mite P 0, ypc(r)-p { y el sistema de ecuaciones se desacopla, conducien-

do a
- (2)
[24a] "‘bo(T)3= 3 I Lt- Pté#u ’ ]]‘2"’2

N Y
[2] Ry (T =R+ 3(eP-1) 'sze P 1) =

La expresién [243] corresponde al limite de baja densidad del
didmetro de esfera dura de Weeks et al., ¥y es una funcién continua de T, acota -
A a
da entre dfp (T)=Rm y d,_. (T)=0.

Andlogamente, Rpp (T) es una funcibén continua de T acotada

oo 3 > - i 2
L2s) R:o(T)’Rm y Rbo (TY=R,, - 3¢ Lp:(r)r dr

Con la cond1c16n (8§~ )pc » €l Gltimo término del segundo orden
1 8 Qd] At = =0y como de[ZZ] Uff-'U.f » Se tiene en [Qa] que AF O . Los tér-
minos Ak‘z {Qb—l b AFS (9::] son mds difficiles de calcular por la presencia de
Epca (123) y gpc4q(1234). Sin embargo, aunque las correlaciones de tres y
cuatro partfculas son importantes, su contribucifn, comparada con la de gpc(12)
es bastante pequefia. Ademis, como los paridmetros efectivos dp Yy Ry derivados
en esta teorfa, son funciones no s6lo de T como en el caso alfa, sino también

entre

de la densidad, como se verid, los resultados que produce a primer orden, en el
cual la energia libre del sistema de interés se reduce a la de los pozos [203]

son afin mejores que los de la alfa a segundo orden.
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Coeficientes viriales.

L . Para un fluido poco denso la serie virial en potencias de 1a
densidad
i B, (T) p*"
[ 26a]} Z - 1+ ): V.
/:KT

es una adecuada representacién del factor de compresibilidad.

: Usando la relacifn
[ 26v] Z-r (&)«

puede determinarse la contr_ibucic‘m a los coeficientes viriales B‘- (T), de 1los
téminos de los desarrollos perturbativos aquf discutidos. En la teorfia alfa,
los téminos de orden cero, primero y segundo [12] . [17] v [1 8-] » contri
buyen al segundo coeficiente virial By (T) del sistema estudiado. Pero la con-
dicién F, =F, =0, elimina lia contribucitn a B, (T) de los t€rminos'de primer
orden. ' .

El término de orden cero es B.:c T,

[2] B (T)=5wd" [P (-2 +37 ]

Por lo que respecta a la teoria blip, Se demostrari a continua '
cién que a primer orden, ella contiene exactamente a B,(T). Esto puede verse
partiendo de la definicif6n del segundo coeficiente virial

B (T)=-% [ Flutn) a7

con f£(u) dada por [21a] . Al agregar y restar en el integrando el término
%[ £flupc()) + 1] se tiene

B (T)=B(T) -5 d4(T)

en donde
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§6(T)=J Af(r)dF

mide la desviacifn entre el coeficiente virial exacto y el aproximado por la

teorfia, con - f(r) tZ‘Ib-_\ . Como S¢C1‘) corresponde al 1limite de baja densidad
de [233, b} , en este caso

B,(T) =B (T)

y la teorfa blip es exacta a primer orden en la densidad. Esta caracteristi-
ca le asegura i:redicciones precisas de las propiedades del vapor diluido, y
es una caracteristica que no esti incorporada en las teorfas de perturbaciones
que usan un sistema de referencia de ED ni en la teorfia alfa usando PC, aunque
en &sta se obtiene un segundo coeficiente virial cualitativamente correcto, ya

que B:_c (T) tiene esencialmente el mismo comportamiento con la temperatura que

B,‘(T) de un sistema real.

Los témminos de segundo orden diferentes de cero en el desarro
11lo blip con pozos cuadrados AF.L tgb-) Y AFZ [ 9c] contribuyen, respectiva-
mente, al tercero Yy cuarto coeficientes viriales, por lo cual, en esta teoria
a primer orden, los coeficientes viriales B (T, Bq (), ... no estaran dados
exactamente. No obstante, aqui también estos coeficientes B; (T), €>2 , apro

ximados por B i (T) » tendrin un comportamiento con la temperatura cualitativa

mente correcta .

Paramctros zfectivos v difmetros de colisién y de enlace.

Los parimetros efectivos d y R derivados en las teorias alfa
Y blip pueden identificarse con cantidades que tienen una interpretacidén fisi
ca dentro del marco de la teoria cinética. Como se mostrd por F. del Rio y
D, Ayala. (28) el didmetro de Barker y Henderson que coincide con [14] » puede
expresarse como la distancia media de maximo acercamiento entre dos particulas
en colisidn: R

<S> = J; sP(s)ds
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en donde p(s) es la distribucibén de distancias de miximo acercamiento s£Rm,
determinada por la energfa ciné&tica

F=u(s)4+e = u(s)-u (R.)

- a través de la relacién P(s)c)s = - ;(E)'ede »
con r(E)l’Gf’___’ P exp (—F E ) normalizada en (0 ,@0),
como P(s) =59_; {e,p[e-fu.(.s)J }
De modo que £sD pueacha escribirse—en‘:lea*f:)‘r??) 3
<s>= J, " [t-ef ] ds
Y entonces dd = 4S7. .

El alcance R_ permite una interpretacién similar: Como la dis-
tancia promedio de mixima separacidn entre dos particulas ligadas (es decir,
pares de particulas cuya energia total en el centro de masa esti entre 0y -¢)

esti dada por oo
<l> = _f L pee)dL
Ry
Y en este caso la distribucién de energfas cin€ticas (normalizada entre 0 y €)
atr -pE (e P€ )—‘
F(E) = pe P (e - 1
de modo que, la distribucién de distancias de maxima separacidn p(l) es en-

tonces P(L) - (‘_e_PG)—I£ e..pu.{l.) _l]

después de una integracién parcial <d» queda expresado como

<l> = Rm + (ef“—-t)"f“[e"*““‘“—i]dl

m
que es idéntica a la expresidn para Ry, dada por [15] . Por consiguiente,
Ry es el promedio de las distancias de mixima separacién entre pares de parti-
culas ligadas, Ry =<l>, que puede llamarse difmetro de enlace.
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También los términos de segundo orden en la teorfa alfa E, y
. Fg4 dados por \-_ 17_] y [18] . respectlvamente, pueden escribirse en témnos
‘de s b 2

Como <52>=2f {1—

su promedio en cumlantes

<S> = <52> - ¢5¥ = L (s-<¢5>)>"

..F.[e-l»u.(s)] } < ds

es entonces
—ale+u(s)] 2
[28] <s*> = Zf {I—e }sds - d,

y mide la desviacifn cuadritica media de las distancias de miximo acercamiento
s alrededor de su valor medio d, . En forma semeJante

<1>= Ry +2(efe-n7 [T 1] 0 ds

y su promedio en cumulantes (o segundo mcmento corregldo por el promedio)
oo
2 -1 - ) 2
[20] <175 =RZ42(efc ) je [ee4® _ 1)ade- RE
L) - .

da la fluctuacidn cuadritica media de R. .

Estzs™ fluctuaciones [28] b4 [29] son las expresiones que apare-
cen entre {.} en (17—‘ Yy [1 8_) , respectivamente, de modo que F“ Y F'l.?. pueden
escribirse como

t 303-]‘ pF.= C(3.) epegs"z

[ 30v) pF;,,_'-: C(R,‘) (l-epe) <i*>,

Esto sugiere que los momentos de orden superior de s y ,'. estén
asociados a los témminos de orden superior en el desarrollo alfa.
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Por otra parte, la adecuada representacitn de los coeficientes
viriales, asegura el tratamiento correcto del fluido a bajas densidades, me-
diante el mismo formalismo usado para el fluido denso. Esto Gltimo contrasta
con ‘1la teoria de perturbaciones referida a ED, que tiene &xito s&lo en 1la
Tegidn de alta densidad.
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IV REPRESENTACION DEL PC

Ast como la teoria blip a ler. orden necesita el conocimiento de
la funcion ygc , L13) , para la determinacién de sus parametros efectivos d
Yy Ry -a través de la solucién del sistema de ecuaciones acopladas [23 a.b]
ver Fig. 2- 1la teorla alfa requiere los valores de esta funcién y de sus
derivadas en 1 = . Ri' (en el cialculo de C(xr), ]:19] ) para 1la obtencién
de sus términos de 2o. or'den Fi3 ¥ FZZ (17])' (_18-_\ , respectivamente.

Por consiguiente, para la aplicacion de estas teorlas y adn para
ponerlas a prueba, deben conocerse varias propiedades de los pozos.

Estas
propiedades son su funcitn vy, (r) o su funcién de distribucién radial
Epc (r) ¥y su energla libre F

pc» Como funciones de p*, T* y A = R/d. Sin
embargo, a primer orden, tanto en la teorla alfa como en el lImite de baja
densidad de 1la blip, la determinaci6n de los parsmetros efectivos del flui
do en estudio es independiente de la estructura del PC, necesitfndose dnica
mente una buena representacién de FPC R

alcances particulares, especialmente A = 1.5 , en ciertos estados termoding

micos mediante distintos procedimientos, los cuales pueden separarse en 3

grupos: teorlas en base a la solucit6n de ecuaciones integrales, desarrollos

perturbativos referidos a ED y simulaciones en computadora de Dindmica Mole
cular (DM) y Monte Carlo (MC).

En el primer grupo se cuentan las teorlas de Born-Green-Yvon
(BGY), de Percus-Yevick (PY), de la cadena hipertejida (HNC), la aproxima-

cion esférica promedio (MSA), la de fase aleatoria optimizada (ORPA), la ex

ponencial (EXP) y algunas otras. De estas teorias pueden obtenerse aproxi-

maciones para ggg, Para la presitn, la compresibilidad y la energia interna
del sistema, pero este procedimiento no permite un cdlculo directo de Fpo .

Los resultados de estas teorlas aplicadas a pozos son los si-

guientes: El cdlculo de los 2 primeros términos en un desarrollo de Epe €N

potencias de la densidad, realizado por Barker y Henderson ( 30 ).
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Un estudio detallado de la teorla BGY (con la aproximacioén de superposicion)
para pozos de A= 1.5 y 1.85 (31-34 ). '

) Sus resultados para A = 1.85 fueron satisfactorios al comparar-
los con datos experimentales del argodn. Los resultados para A= 1.5 con-
cuerdan bastante bien con datos de simulacidn en computadora de DM (35 )
hasta p*= 0.7, pero sus predicciones son malas a alta densidad y por arriba
del punto critico, en particular de la compresibilidad, Young et al. (36 )
usando una BGY modificada mejoran los resultados de la compresibilidad para
A=1_5 y T*> T, , la temperatura critica.

En las aplicaciones de la teorfa PY para pozos de A= 1.5 (y en
algunos casos A= 1.85), se cuentan los trabajos de Levesque ( 37 ), Verlet
et al. ( 38 ), Tago (39,40) y Smith et al., ( 41 ). Sus resultados para
Eec SON satisfactorio: a altas temperaturas, pero cerca del punto triple,
cuando @Beos 1.5y P = 0.8 , su descripcion de gpe (r<1.5) es mala.
Ademdas, la presion y la compresibilidad que predice para T* baja y e * alta
son inadecuadas, ya que en estas teorlas no se describe correctamente el efec
to de las fuerzas atractivas a alta densidad.

La teoria HNC incluye mds diagramas que PY, pero esto no es nece
sariamente ventajoso. Sin embargo, para A = 1.5 Henderson et al. (42, 43 )
mostraron que supera las predicciones de PY, especialmente a alta densidad.

De la aplicacién de la MSA para pozos con A= 1.5, Smith et al.
C 44 ) encontraron que cuando B€ = 0, EpcMSA) = g éD (PY) y que se vuel
ve inexacta en el limite ,)*——- 0.

Anderson et al.( 45) propusieron como forma modificada de 1la
MSA, la ORPA y sus resultados para pozos de A= 1.5 son mejores que los de
los MSA. Estos autores propusieron posteriormente la aproximacion EXP
( 46 ) que es exacta en el limp*—— 0 y que mejora a la ORPA en la descrip
ci6én de Epec (r> 1.5), aunque para r< 1.5 es menos adecuada que la MSA y 1la
ORPA, Los valores que predice en r = (1L3,1.5) son mejores.
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La manera de cerrar la ecuacifén de Ornstein-Zernicke (0Z) en
estas teorlas introduce bastante inexactitud, por lo que sus resultados
.-no -con muy satisfactorios, excepto €l de la encrgla interna, 1la cual re-
producen muy bien.

Carley ( 47 ) propuso una ecuacién de estado para pozos median
te una ecuaci6n integral param&trica, y sus resultados a T* alta y /o* baja
son buenocs, pero cerca del punto critico falla completamente.

Del segundo grupo, correspondiente a los desarrollos perturba
tivos en base a ED, se tienen resultados tanto para gpe Como para la ener-
gta 1ibre de Helmholtz Fpe - Smith et al. ( 48 ) calcularon por simula
cion de MC el término a ler. orden en perturbaciones de gp¢ Yy sus resulta
dos son bastante buenos excepto a altas densidades, pero este comportamien
to fue corregido por Henderson et al.( 49 ), quienes estudiaron esa re-
gién usando la presion obtenida por MC. Calcularon también el t&rmino de
20. orden en la perturbacién en potencias de B€ . En un desarrollo seme
jante, Alder =t al.{ 35 ) calcularcn los t&rminos corrvespondientes en M.

Por lo que toca a la energfa libre, este procedimiento propor-
ciona la informacion mds valiosa ( 18, 25, 35, 48- - 51 ). Del estudio
del término a ler. orden Fpest calculado por DM o por MC, PonCe y Rendn
(PR) ( 52 ) propusieron una aproximacién analitica como funcisn de Jo"‘
T* y A . Esta expresién predice resultados correctos para A = 1.5y
p* pequefia.

Reijnhart (53 ) propuso una expresion para Fgc 4 basada en
resultados de Barker v Henderson ( 5 ). El conocimiento de F

- [ X%
permite formular una representacién para F

— usando cualquiera de las
aproximaciones de comnresibili-dad local o macroscOnica.

Dentro del tercer grupo, €l conocimiento de los pozos por re-
sultados directos de simulacitén en computadora puede separarse en 2 etapas:
la primera, en la que se estudiaron pozos con A=1.5 y 1.85 para algunos
valores de p* y T* ( 35, 41, 54 - 57 ) y la segunda a partir de
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1976, en l1la que se empezaron a estudiar pozos con nuevas Ars,

L Motivados por las necesidades del presente trabajo, Henderson
et al. ( 58 ) calcularon por el método de MC las propiedades de los pozos
con A = 1.125, 2.00 (0.125) para 0% = 0.4, 0.6 y 0.8 y algunas tempera
turas reducidas entre 0.5 y 4.0.

El trabajo de Collings (59 ) en IM, proporcion6é informaci®n
adicional para A =1.3, 1.4, 1.5, 1.6 , 1.75 y 2.00 y estados termodini
micos particulares. A esta informacicon de MC de Henderson y de DM de
Collings, se le identificara aquf como los ''datos de g pe exactos' (DGE).

Rosenfield et al. (60,60 han calculado algunas propiedades
de pozos con A = 1.2042 y 1,3675,

En las secciones siguientes se discute la manera como se e€ScCO
gi6 la representacitn de g ec ¥ ch a partir de la informacidn anterior.

La funcién de distribucitn radial gpe (r)

En esta seccifn se presentan formas alternativas de representa
cion de gpe , partiendo del caso especial mis simple, en orden creciente

de complejidad y generalidad.

a) Limite de baja densidad.
La aproximacitn Ype = 1, i.e.

_ {eP‘- d<cr<c R
Epc= 11 > R

para cualquier densidad, ignora 1las correlaciones entre las particulas del
sistema y su variacidn con la densidad. Evidentemente, g fc (d"’) = Egpe ®™)
= ePE b4 gpc(Rﬁ =1 (ver Fig. 3a).

Los pardmetros efectivos dpeY Ryge [24 a,b_] que se obtie-
nen usando esta aproximacién en la teorfa blip, son independientes de la
densidad al igual que los correspondientes de la teoria alfa,. .
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La ecuacién de la presidn

o
A S -%%fs(r)iﬂi’ >de
V -]

da para el PC
Bl Zp= 143" {9 @*) + 2 [g(R) -9 (RN)]]

y en esta aproximacién predice Z ve = 1+ P * B:c (T), con B:c (4]

exacto, dado por L 271 , pero que carece de los coeficientes viriales
de orden superior.

b) Limite de alta densidad.

Como a densidad alta la estructura del fluido estd determinada
principalmente por las fuerzas repulsivas, proponer

Yype “ YD » & cualquier densidad, .
introduce una dependencia aproximada con P *, que es consistente con el

1tmite de baja densidad. Ademids, como Yep™ EgpPaTa T > d, se tiene

- e_P"QED , AS<r< R
Irc

Jep , >R

que en el limite de alta temperatura, (> —> 0, resulta en gp.= Egp» la
cual es exacta a cualquier densidad.

_aproximacitn es despreciable a T*

En otras palabras, el error de esta
alta independientemente de la densidad.

En este caso, el “cociente Epe /gen tiene, en a*t , r” b4 rRY
los mismos valores que presenta Zpe €N el 1imite de baja densidad (ver
Fig. 3b). Por consiguiente, esta aproximacidn postula una estructura del
sistema de PC idéntica a la del sistema de ED fuera del pozo y corregida por
el factor de Boltzmann dentro del mismo.
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Para este caso la presién del PC esta dada por

o E s 1+ 2 mp* Lelfg ,(d™) + A% (eP-1) 9. (R))

Un desarrollo de gEDr,n potencias de 1la densidad contribuye, por el término
de orden cero,al Zo. coeficiente virial exacto del pozo, y como Egp ©S
independiente de la temperatura, las potencias superiores de .P* contribuyen
con coeficientes viriales que exhiben la misma dependencia con la temperatu
ra que B (T}, lo cual es incorrecto (29, 62-65).

c) Caso general

La aproximacién anterior desprecia el efecto dependiente de la
densidad, de las correlaciones en el interior del Pozo y en la vecindad de
€1, Estas se manifiestan en valores del cociente gpc /g gpdistintos de

ef€ s, Para r = d+, RT y de 1 parar = R+, lo cual puede expresarse como

Gec (¥ _ - =X
132] ——__Sen(x) C:(x) , x= 3

La funcicén Ci » cuya dependencia con p* , T* y A se omite por simplici-
dad, debe escogerse de tal forma que Ype sea continua y que contenga co-
rrectamente los 1Imites de los casos a) y b), por lo cual es necesario con
siderar 3 regiones (Fig. 4): 1la region 1 = 1 corresponde a r<£ dy en
ella gpc (¥) = 0, en la regiotn 1 = 2, con d*<s r= R7, g pe(r) es una fun
cibn suave y uniforme de r, y en la regién i = 3 para r = R"', gpe (¥) es
una funcion continua de amplitud decreciente que oscila alrededor del valor
gpc= 1.

(€D) El comportamiento mds simple que puede proponerse consiste en una in
terpolaci6n lineal (IL) en r, del valor de g pc /gED entre T = a* yTr= R™
(ver Fig. 3c), i.e.

[3s] C;(x) = b+mkx-1)
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en donde b y m, son funciones de p * T* vy A que estin determinadas
fampiricamente de los valores de Epe YEgpenx= 1 y x=2A com? sigu-e:_- .

L34a) b= 3,(_(5)/351,(1) »

[sa0) m, = (e-b)/(2-1)

[34(:.] ‘@ = gp(_()\)/ﬂgp(l)

Para representar correctamente a Epc la regién 1, se usa
1la condicion de continuidad de ygpe en x = 1, y para la regidn 3 se prbpg
ne la dependencia exponencial. 2=

L] - Co(x)= d-ae TX

con el pardmetro Xg obtenido de la condicidn asintética gpc x) = ZeD (x)
para Xx >>). El coeficiente @& esti determinado por la condicién de con-
continuidad de y,. en x = A , resultando

[36] a=1{- B-Pe Cz ("-':A)

En este caso, la dependencia con la temperatura de los coeficientes viria

les Ba,. .., se modifica con respecto a la del 1limite de alta densidad, por
la dependencia de Cz(x) con T.

(ii) Una correccidn a esta aprOXimaciGn'es incluir una curvatura en
Caq, (x) a través de una interpolacién de orden superior, por ejemplo cuadri
tica (IC) (ver Fig. 3d), tal como

1s7]1 C:(x) = b-l-m,_(x-i) +n (x- 1)

en donde
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_4h-e-3b
[sea) M W

2 o
[ssb] n= 1) [e+b 2 \"]

siendo

o) h= goe (XY ges (A)

con 1<ACA y m, , nyh funciones de po*, T*y A

La determinacién de las funciones b, oy h L34 a,c) y L139),
respectivamente, requiere el conocimiento de los valores de gpe (X) en
xg = {f", Xl, 1'}, con 1< A'CA. En estas condiciones, la miInima informa
ci6n requerida para caracterizar la IL , son los valores gpge (%) con
% = {_\‘; )\t} , ¥ para la IC, los valores gpc (Xc ). En la siguiente sec
ci6n se discute la obtencitn de estos valores a partir de los valores
gpc (XE ) para los valores A, £y T contenidos en los DGE.

Los valores gye (Xe ).

El problema planteado por el manejo del sistema de referencia en
la teoria de perturbaciones referida al PC (TPPC), surge de que, Como se men
cion6, gege (x& ) contiene datos solamente para ciertos valores de p*, T* y
A, por lo que se hizo necesario desarrollar un proceso de interpolacién en
estas variables en la forma siguiente: '

1) Interpolacidn en T*, )

De los datos gege ('xg ) como funcidn de @€& al mantener los va
lores de % y p:' constantes, se interpold grdficamente para los valores
- de T* que se deseaban. Se evits la extrapolacién para T* grande tomando en
cuenta el limite f[€ - 0, esto es goe = gep+ Sin embargo, para T*< 1
fue inevitable extrapolar dada la falta de datos de gpc.(xg ) en esa Tregidn,
particularmente para A> 1.5,
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‘ Como el comportamiento de gg (%) con la temperatura es unifor
me y suave, el conocimiento de sus valores en varios puntos dentro de
ciertc intervalo de temperatura, permite Usar un ajuste basado en un crite

rio de minimos cuadrados en polinomios de Chebyshev para predecir los valo

res correspondientes a cualquier T en ese intervalo, A los resultados de

este proceso de interpolaci6n en T* se les identificari como gg. {T*}.

2) Interpolacidn en p*., -
Con los datos ya interpolados en temperatura ge. {T*} se hizo

la interpolacidn en P* a cada T* de interfs mediante un ajuste de minimos

Aqui se evito extrzpolar a p* pequefia, tomando el limite
tuvo gque extrapolarse en la regidn

esta interpolacién en p*, para

cuadrados.
P*—> 0, en el cual gp. = € pero
de alta densidad. Los resultados de
P* = 0.0, 0.8 (0.1) estdn contenidos . en gp¢ {p *}.

3) Interpolacién en A.
Finalmente, como la TPPC introduce una dependencia con A , es

necesario conocer los valceres de gpe (X) como funcisSn de esta nueva varia-

ble, lo que condujo al proceso de interpolacién en A ‘que se describe en-
seguida,

Como los datos iniciales de simulacidn g pe (x€ ) contienen in-
formacién para A°= 1.125, 1.75 (0,125), y &ste es un intervalo suficiente
mente amplio, la dependencia con A se obtuvo mediante una interpolacisn
de Aitken-Lagrange con esos puntos, manteniendo P* y T* constantes, gene-

réndose asi gpc {A).
Lo anterior puede resumirse en el esquema de interpolacicdn en

temperatura, densidad y alcance de gepc (X¢ ), siguiente:




31.

| 2 Esquema ITDA de gx (xc) 2
SN{T’} 99:{.?*} Gec il
£, Ao =ctes T* Ag=cles _p""T > tes

Fec(Xe)

Se estima que las incertidumbres debidas a las manipulaciones
graficas y numéricas en este esquema, tengan su valor midximo entre 2 y 3
veces los errores estimados de lds DGE originales excepto en las regiones
extrapoladas. Debido a que g, (x ) contenia muy pocos valores de g u
CA’) para A#1.5 y estados arbitrarios (¢*, T*), el mismo esquema de
interpolacifén usado para los valores de g, en § produjo resultados poco
sistemiticos y en ocasiones claramento no fisicos. Para corregir esta si
tuacidn, se supuso que g, ( A') = 1/2 [ £ pc a*ty + Eec (A7) J
- ¥y se asignd una desviacién fraccional dependiente de ¢*, pero fija en
T* y A, basada en el comportamiento sistemdtico observado en g, (2A3)
De esta manera se completd la base de datos de

al variar la densidad.
A continmuacidén se discuten los

£ o ( A*) necesaria en el esquema ITDA.
resultados obtenidos con dicho esquema.

Resultados del Esquema ITDA de g pe (X, ).

Interpolacifn en T*.

En la Fig. 5 se muestra el comportamiento con la temperatura
de gp. (X¢) para o * = 0,4 y A =1,5. Estas grdficas se obtuvieron de
e § T*}. Las tres curvas exhiben un comportamiento semejante: para
0.5 = T*< 2,0, los valores en § y en el punto medio decrecen rdpidamente

con T* y a altas temperaturas este decrecimiento se vuelve mis lento y
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uniforme.

-Interpolaci6n cn ¢*, - - R
De la informacién contenida en g , (¢*) se obtuvo 1a Fig, 6,

en la que se observa la viariacitn de g,  (€) con @*, para A = 1,625

y T =1, 2y 3, Para T* = 1, g, (1*) decrece suavemente con la densi

dad hasta ¢ *=~0.35, valor a partir del cual empieza a aumentar y en

® * = 0.65 su crecimiento se acelera grandemente., Aumentando la tempera

tura (T* > 2), g, (1%) se vuelve una funcifn creciente en todo el inter-

valo de densidad, y a densidades altas como el efecto de las fuerzas re-

pulsivas es mis importante, es independiente de T¥*,

Por lo que toca a g pe (A~), es una funcién decreciente de ¢ *
cuya razén de decrecimiento a alta densidad es menos importante cuando el

sistema estd mis frio .

Datos en g o $ A% -

Las Figs. 7 y 8 son ejemplos de la informaci6n contenida en
€ pc (A). En la Fig. 7 se muestra el comportamiento de g , (1+) con R/d
para T* = 1y ¢* = 0.2, 0,8 (0.2). Todas las curvas presentan caracte-
risticas semejantes: disminuyen con A hasta una ‘A_;,. , cuyo valor de-
pende de la densidad y a partir de la cual empiezan a crecer. A la den-
sidad mas baja, ¢ * = 0.2, el decrecimiento no es muy marcado y la
Amia = 1.63; al aumentar la densidad la razén de decrecimiento va aumen-
tando y A..;. se va desplazando hacia valores mis pequefios, mientras que
su razén de crecimiento para A >A.. y ¢* = 0.6 se reduce bastante.
A una densidad mayor (@* = 0.8) la posicif6n del minimo para Awmin = 1,38
estd claramente definida porque el comportamiento general es mucho mis mar
cado. Ademis, las intersecciones de las curvas en el intervalo de densi-
dad (0.2 - 0.6), indican que g o (1%; ¢*) puede ser mayor o menor que
g, (17; ¢* + A9 *) dependiendo del pozo considerado,

En la Fig. 8 se exhibe el comportamiento de g ,. ( A~) en los
mismos estados termodinimicos de la Fig. 7, g g ( A7) es una funcibn que



33.

disminuye con ‘A hasta una cierta A = 1.5, a partir de la cual aumenta

suavemente, El decrecimiento es mids intenso al aumentar la densidad, de ma

nera que, mientras; para A = 1,125 g"( A3 pr*r AN S e e Cas 9,!)"
para A> 1.3 el comportamiento se invierte,

Resultados de la Representacisn con la IL v la IC.

Se presentar ahora los resultados de la representacién de

£ v (r) usando ambas interpolaciones: 1la lineal v la cuadritica, Se consé_

deran situaciones en las que se cuenta con informacién de los DGE y en las
que es necesario aplicar el esquema ITDA para la determinacién de los valo-
res g [ J4 (xc ) .

Las ¥Figs, (9-15) permiten juzgar la bondad de los criterios con
los cuales se hizo esta representacifn, al comparar sus resultados con da-
tos conocidos de DM y MC a ciertos valores de ¢* y T* con A = 1,5, En
todos evstos casos se us6 el valor de g Pc CGA'= 1,25) obtenido de las simala
ciones.

Comportamiento con la temperatura,

Las Figs, (9-11) muestran la dependencia con la temperatura de
g pe (¥} para ¢* = 0,5 = cte, Es facil notar que el 1limite de haja den-
sidad es una mala aproximaci6n para g . (r) a esta densidad, ya que predice
un valor constante dentro del pozo igual a e€ =272, 1,65y 1,40 para
T* = 1, 2 y 3, respectivamente, y fuera de &l un valor de 1,

Similarmente deficiente es la representacién de g,

en el 1fmi
te de alta densidad, ya que sus valores efe

g€ ep sSobreestiman  considera
blemente los valores de g, dentro del pozo y aun fuera de &1,

Los resultados de la representacién con la interpolacidn lineal
superan notablemente los resultados de las aproximaciones anteriores, nar-

ticularmente a alta temperétura. De estas figuras puede Verse que la repre

sentacitn con la interpolacién cuadritica es excelente cuando se le propor
ciona correctamente el valor en A

. Naturalmente ambas representaciones
coinciden fuera del pozo,
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Vale la pena mencionar que para T* = 1 (Fig, 9) se observan
algunas diferencias entre los resultados de DM de Collings y los de MC
de Henderson, especialmente en x = £ = {1", ‘.\‘} . De la Fig. 10 se
nota también que los valores ajustados a los datos de TM para T* = 2 no
satisfacen la condicion de continuidad de y g (x) en A, ya que la di
ferencia entre los valores en A"y A" de g,, o corresponde al factor

e e | :
Comportamiento con la densidad, .

De las Figs. (9, 12-14) puede observarse el comportamiento
de gg con la densidad, ya que en ellas se mantiene fija T* = 1y ¢ *
cambia de una a otra en 0.1, empezando en ¢ * = 0.5 (Fig, 9) y terminan
do en @ * = 0,8 (Fig. 14),

La comparacién de los resultados de la IL con los de DM y MC,
muestra que en todos los casos la IL sobreestima el valor de g g, (X) para
1 < x<A, y que, como era de esperarse, las diferencias son menos impor
tantes al aumentar la densidad por la importancia de las fuerzas repulsi
vas en esa regién, Sin embargo, como se muestra en la Fig. 14 aun a
altas densidades la diferencia entre la g, ¥ 12 g¢p es notable a tem
peraturas bajas y moderadas. Debe notarse que los datos de MC que apare -
cen en esta figura corresponden a una temperatura T* = 0,666, 1o que expli
ca en parte sus diferencias con los valores de M en A% , Al aumentar
la temperatura la diferencia entre Cpc Y Zed disminuye, pero como mues
tra la Fig, 15, a T* = 3 esta diferencia es aun avreciable, especialmen-
te en la regisn alrededor de X = 2.

Por lo que respecta a la representacién de 1IC, puede concluir
se que el conocimiento ''exacto' de g, ( A") garantiza una excelente ca-
racterizacisn de g ,. (X) dentro del pozo. En ambas representaciones la
interpolacién exponencial L 35] reproduce bastante bien el comportamien-
to de g, fuera del mismo.

Enseguida se discuten los resultados de estas representaciones
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en el caso general que requiere el uso del esquema ITDA para determinar
los valores g p, (X, ). Para poder estimar lo correcto de estos resulta
dos ec necesario comparar cen dates de DM y de MC en estados cercanos, .

Aqui las diferencias deben poder explicarse en funcién de las tendencias

generales de g, (x.) descritas en las Figs., (5-8).

La Fig, 16 muestra una comparacién de este estilo para el caso
en que A es prdcticamente 1la misma y exhihe el efecto de interpolacisén
en temperatura y densidad para T* = 1,35y p* = 0,4, De esta figura se
nota que el valor de g, (1*) es menor que los valores de DM (a 1la mis-
mag *yT* =1.0 <« 1,35) y de MC (para ¢ * =~ 0,5> 0,4y T* = 1,333),
Esta disminucisn en el valor en contacto es completamente consistente con
su comportamiento: la Fig, 5 muestra que g, C1+) siempre disminuye al
aumentar T* y de la Fig, 6 se Ve que para ¢* = 0,5, tambié&n disminuye
al disminuir la densidad,

Por lo que toca a g o ( A"), &sta tiene un valor considerable-
mente menor e a la temperatura mi3s baja y ligeramente mayor que el-de
la densidad mds alta., Ambos efectos concuerdan con el Comportamiento re-

presentado en las Figs, 5 y 6,

En la Fig, 16 se observa también que para esa densidad y tem-
peratura, el valor elegido de g pc ( A*) hace que la representacién con
la IC coincida con la IL, La representacisn de IC puede mejorarse dando
le un valor en A' concordante con los datos de simulacién, que por 1lo
aqui observado debe ser menor que el obtenido con la IL, En este caso la
representacién de g ,. fuera del pozo presenta una desviacién mds impor-
tante con respecto a los datos de simulacién que en los casos de las Figs,
(9-14) , Esta desviacisn mayor se debe en parte a que se comparan estados
termodindmicos diferentes, :

Falta discutir las cCaracteristicas generales de la g }‘ )
obtenida usando la IL y la IC al variar la densidad y 1a temperatura, En
la Fig. 17, para ¢* = 0,3, se observa que Unicamente a la temperatura mis
baja, T* = 0,75 la IC disminuye ligeramente Con Tespecto a la IL dentro del
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‘pozo. Al aumentar la densidad a ¢ ® = 0,5, como se muestra en la Fig, 4,
esta disminucisn es apreciable para T* = 0.75 y se hace menos importante al
-aumentar la temperatura, de modo que para T* = 1,35 ambas practicamente -

coinciden, y a T* = 2,74, el valor de g < (X < A) de 1la IC es mayor queel de
la IL. ‘
Como se vié antes, la represéntacién con la TL predice valores

de gy, en esa regién mayores que los obtenidos por el m&todo de DM o MC,
asi que los casos en los que la IC estd por arriba de la IL son incorrectos,
Este comportamiento de la aproximacistn de IC refleja el hecho de que la se-
leccisn de los valores de g, en el punto medio del pozo, que componen la
base de datos del esquema ITDA, fue arbitraria,

En la Fig, 18 se muestra como, a alta densidad (¢ * = 0,8) y
T* = 0,75 la IC presenta el comportamiellto correcto, tal vez exagerindolo
un poco como puede verse de la Fig, 14, pero para T*# = 1,15 ya es idéntico
a 1la IL, aumentando su valor dentro del pozo a temperaturas mayores., Es-
te aumento de g p. ocasiona una disminucién en el alcance efectivo; lo
cual se reflejard cn las propiedades del sistema perturbado,

En cada una de las Figs. 4, 17 y 18 se puede apreciar también
el comportamiento con la temperatura de g g (x) obtenido de la IL y de la
IC, Se observa que a baja densidad (¢* = 0.3), g g €s un escalsn cuya
altura disminuye al aumentar la temperatura; a una densidad intermedia
(9* =10,5, g (1*) disminuye con T* hasta una cierta T.* = 1, 15 a
partir de la cual empieza a crecer, de manera que para T* = 1,35 coincide
con el valor en T* = 1,15, y el valor de g, ( Xx°) disminuye continuamente
con un aumento en la temperatura; y a la densidad mds alta (¢* = 0.8),
g'c(1+) aumenta y g, ( A~) disminuye a alta temperatura desde T* = 0,75,

De lo anterior puede concluirse que si bien la representacién
de interpolacidn cuadritica es potencialmente la mejor aproximacién a la
g pc (X) cuando se tiene informacién precisa y confiable de l1la zona central
del pozo, la escasez de esta informacidn que condujo a asignar valores re
lativamente arbitrarios en el punto medio del pozo, predujo que esta repre

e
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sentacidn tuviera las desviaciones respecto al comportamiento correcto
antes mencionadas, y un tanto impredecibles, Estas limitaciocnes deben
‘tomarse en Cueflita en 10s resultados de la TPPC obtenidos con esta in--

terpolacién,

Para completar el andglisis de los resultados para la funcién
de distribucisn radial del pozo cuadradc, en las Figs., 19 y 20 se exhibe
el comportamiento con la dernsidad de su representacién con la IL, mante
niendo T* = cte, Como se ve en la Fig, 19 para T* = 0,75, g, (r) tiene
1a forma de un escalén cuya huella se curva y cuyo peralte disminuye al
aumentar la densidad, de manera que para ¢ * » 0,6 el valor enr = d*%
empieza a aumentar nucvamentc, michtras gquc la altura en T = R™ sigue
disminuyendo, Se puede observar también que la posicién e intensidad del
segundo maximo se comporta adecuadamente con § *,

Al aumentar la temperatura, como se nuestra en la Fig. 20
para T* = 2,74, 1la huella del escalén para ¢* = 0,1 se deforma barrien
do una cierta area alrededor de un punto dentro del pozo, aumentando’ su
curvatura y dngulo de barrido con el aumento en la densidad. A esta tem-
peratura, la altura del escaldn en r = R se reduce en proporcion al fac
tor ef€ . -

Finalmente, en la Fig, 21 se presenta la funcién y . (r) co-
rrespondiente a la g, de 1a Fig, 20, Se observa claramente que y g €S
una funcidn continua de T que en el 1fmite T* —» oo tiende al valor

Yo () = g8o (¥) = g, (X,

De los resultados anteriores puede concluirse que el esquema
de representacifn para g -(r) aqui propuesto, sintetiza el conocimiento
actual de la estructura de los pozos cuadrados y que la flexibilidad de
su manejo refuerza la viabilidad del PC como sistema de referencia,
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La energia libre F .

- Teniendo una adecuada representacién de la funcién de distri-
bucién radial del pozo cuadrado, sdlo resta elegir una buena expresitn
para su energfa litre, -

La energia libre de Helmholtz del PC se ha determinado a 2o,
orden dentro de un esquema perturbativo [ 3] con un sistema de referen-
cia de ED, en la forma

[40] Fee = Fep + pre Fn’ + (/ae}" Feoca

en donde F,, puede calcularse usando la ecuacidén de Carnahan-Starling (27 ).

2

Fepo _ Fid b o¥ —

NKT NeT TS (i-n)*
con : .
'hd— = ( h )3_ yl :_—_-1—'—- *
NKT 31n 2TTm KT + 4 1T=<¥¢

siendo m 1la masa.de las particulas y h 1la constante de Planck,

Los t€rminos Fg., Yy Fp., han sido calculados por DM (34 ) y
MC ( 66 )., En particular, partiendo de datos de MC, Barker y Henderson
ajustaron Fg., ¥ Fg., como funciones de ¢*, mediante

{42] Foen =cC, {1 exP[ .} ___3_.}...'?9 +Q.9"?
N kT Bn-P ?
con n = 1 y 2 para varios valores de A , En esta ecuacién fB. = Iz ~da
la densidad de empaquetamiento y los demids coeficientes fueron determina
dos por un ajuste de minimos cuadrados a sus datos de MC para cada valor

de A ., A A constante [41] representa a los dos primeros términos
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del desarrollo [ 40] dentro de la incertidumbre de los cdlculos de simu
1aci6n, Ademis, su dependencia explicita con ¢ * permite el calculo di-
rocte de Z pe (2567 zunque las incertidumbres en los valores de asta fun
cién sean mucho mis grandes debido a que en el procCeso de diferenciacion,
la falta de precisitn en la representacion del comportamiento de F ,c con
l1a densidad se amplifica notablemente, Por otra parte, como los coefi-
cientes de [ 41} han sido ajustados para los valores A, contenidos en
g Pc {]} , su aplicaci6n~es.inmediata en el esquema de representacién de

las propiedades del pozo aqui considerado,

Por lo anterior, en este trabajo la representacicn de la ener
gla libre del sistema de referencia cse hacea través de las ecuaciones

fgol y [42] .

Sin embargo, aunque esta representacién es suficiente para ng
nejar el sistema de referencia y poner a prueba al convergencia de la TPPC
(prueba que se presenta en el siguiente capitulo), para facilitar 1las apli
cacioncs seria conveniente tencr una buena ecUacidn de estado que exhiba
explicitamente la dependencia con las variables ¢*, T* y A,

Como se mencions al inicio del capitulo, eXiste una aproxXima-

ci6n analitijca de Fp., que fue obtenida por Poiuce y Rendn, en lo que
esencialmente es el limite de A >> 1 de F,., (67 ),

PR 4 ‘(1"'7)4 3
[423_] F—’c‘ = -—2- z-__-—_(zfl«bi)z -— 4-V12

y usando la aproximacién de compresibilidad macroscépica de Barker y
Henderson ( 5 ) para el segundo término se tiene

(426] Fo.% = 2g(1-n2‘[_(?ﬂﬂi-_‘7)_’ _ 25]

= (1+2o7)" 2.(2*]41)5
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Desgraciadamente esta aproXimacidn analitica introduce un
error considerable en la energia libre del pozo cuadrado, Sin embargo,
se cmansiderars debido a que es la Unica expresién analfitica para F_ .,
con la que se cuenta,

En este capitulo se ha descrito cdmo, mediante aproximaciones -
sucesivas, se construyd una representacisn de la funcién de distribucicn
radial del PC, con 1la cual se puede lograr una gran exactitud si se cuen-
ta con la informacidn apropiada de los valores enx= §1 %, a2 -, 2},
con 1 £A€ X | Se propuso un esquema para el manejo rmmérico de la in-
formaci6n recopilada acerca del PC, Se presentS un estudio del comporta
miento de g . (r), del cual pueden obtenerse criterios para mejorar 14
representacién con la interpolacién cuadritica a nivel de la base de da-
tos,

Aunque actualmente no hay una teorfia que dé& las propiedades de
los pozos en forma an'alitica, las expresiones obtenidas con mé&todos pertur
bativos pricdon usarse satizfactoriamente dentro de un esquema de inter- -
polacién como el aquil presentado,

Si bien el estudio de un sistema de partfculas que interaccig
na con un potencial de pozo cuadrado es un problema de por si interesante,
su uso como sistema de referencia en la TPPC para el conocimiento de las
propiedades de fluidos isotrbpicos como los fluidos nobles, y su posible
conexién a través-del principio de estados correspondientes, hacen que el
conocimiento de las propiedades del PC sea de gran utilidad, de man€ra que
el esfuerzo invertido en este trabajo para obtener una representacisn adg
cuada del sistema de PC, ha sido muy productivo, ya que dicha representa-
€ibn puede utilizarse en el estudio con la TPPC de cualquier sistema cs£é
ricamente simé&trico, ' -
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V_APLICACION A UN SISTEMA LENNARD JONES (LJ) COoMO PRUEBA DE LA TPPC

Habiendo encontrado la manera de resumir el conocimiento del
sistema de referencia de pozo cuadrado por medio del esquema de interpolacidén
para cualquier estado temodindmico y A arbitraria, la teorfa de perturbacio-
nes referida al pozo cuadrado puede aplicarse directamente al estudio de flui-.
dos con potenciales esféricamente simétricos. ’

El punto esencial es demostrar que el desarrollo en perturba-
ciones referido al PC converge con suficiente rapidez (cuando se trunca a pPTri
mer orden) para dar buenas predicciones de las propiedades termodinimicas y
de la estructura, descrita por la funcién de distribucidn radial g(r) del sis
tema perturbado. Ademis, y dado el caridcter fisicamente significativo de 1los
parimetros efectivos segiin esta teoria, es interesante averiguar cémo es su
canportamiento general para los fluidos simples. ’

Para probar la convergencia de la teoria se escogié un poten-
cial de Lennard Jones (12-6), porque se posee bastante informacién de su es-
tructura y de sus propiedades termodina@micas y porque tradicionalmente se ha
identificado como un buen potencial modelo para fluidos simples reales (e.g.
argén y los demids fluidos nobles).

. En este capfitulo se hace una comparacién entre los resultados
del desarrollo perturbativo [18] aqui propuesto, los cdlculos directos median
te similaciones en computadora y los resultados de diversas teorfas: de per-
turbaciones referidas a ED y de soluciones a ecuaciones integrales como la
EXP y la ORPA mencionadas en el capftulo anterior, y se incluye una discusidn
del comportamiento de los parimetros efectivos.

La funcidn de distribucién radial.

En el espiritu de la teorfa de perturbaciones aplicada a las
funciones de distribucidn radial ( 13 ), se tiene a orden cero 3(r)=l5°(').
Para el sistema de referencin de pozo cuadrado, yg = ypé,.quo ya incluye una
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parte atractiva en Ja interaccion, por lo que la funcidn de distribucién radial-
g(r) del sistcma perturbado que se obtiene de esta aproximacidn,

[43) =Py ()

debte ser una mejor aproximacién que la obtenida con un sistema de referencia
puramente repulsivo.

En Ja Fig. 22 se muestra la g(zr) del sistema LJ obtenida al apli
car esta ecuacidén a la funcién ypc(r) de la Fig. 21. A las densidades del pozo
cuadrado ¢* = 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8 corresponden las densidades del siste
ma LI = 0.1071, 0.2145, 0.4300, 0.6478 y 0.8694 (en unidades de @, el cero
del i:otencial LJ). Esta figura indica que g(r) tiene un comportamiento con la
densidad cualitativamente correcto: a la temperatura de 2.74, la amplitud de
los picos que sefialan la estructura aumenta con la densidad y la posicién del
primero disminuye poco con @ ya que estid influenciada en gran parte por el mi-
nimo del potencial LJ, pero la posicién de los siguientes miximos, que es una
manifestacién de la estructura del fluido, se reduce en forma importante con
la densidad. Se manifiesta ademds que en los estados de densidad mayor que la
critica el fluido ya tiene estructura ( 68 ).

Al reoducir 1o tr:mfweratur:! 21 comportomiento del mfivimo de gD
con la densidad es diferente. Como se nuestra en la Fig. 23 para T = 0.75,
existe una densidad @,2¢0.5 a partir de la cual, cualquiexr cambio en @ produce
un aumento en la altura del primer miximo. Las demds caracteristicas de g(x)
no muestran cambio en su comportamiento como funciones de @, con la tempera;
tura. Este comportamiento se observa aim a la temperatura T*=1.35. En 1la
Fig. 24 se compara esta funcién calculada usando [43] para T®= 0.75 cerca-
na al punto triple_,_y una densidad muy alta ¢= 0.7402, con resultados para
T¥= 0.729 Y £= 0.8446 de M para g(r),resultados para la go(r) de un siste-
ma de referencia repulsivo usando el disdmetro de esfera dura de Weeks et al.
(dwca) Y con resultados de la aproximacidn de superposicién simplificada con
el criterio de la ecuacidn de la presiSn para la determinacién del diametro
de esfera dura discutidas en (13 ). Como la diferencia en densidad entre los
estados termodinimicos aquf considerados es importante, es necesario hacer
una estimacién del comportamiento de g(r) obtenida con la TPPC a la densidad
P = 0.8446. De 1la Fig. 23 puede extrapolarse la informacién necesaria. In
particular, el valor extrapolado para el miximo sefialado con el cfirculo en 1la
Fig. 24 concuerda con el mfximo de los datos de DM por lo que puede concluirse
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que la comparacifn es satisfactoria, aunque la descripcién en la vecindad de
T = R presenta desviaciones ya que 1la posicién del primer minimo estid ligera-
mente desplazada a valores mis pequefios de r. A esta temperatura, la TPPC pro
duce resultados para g(r) comparables a los de la teoria de perturbaciones con
sistema de referencia repulsivo caracterizado por el didmetro dy.a Y mucho me-
jores que los obtenidos con la aproximacién de superposicién.

Una comparacién mids directa puede hacerse para estados termodi-
nfmicos mias préximos como en la Fig. 25, en la que se presentan los resultados
de (43] para T * = 1.15 subcritica y P= 0.6777 bastante alta, con resulta-
dos para T = 1.095 y @= 0.6257 de IM, resultados de Eo(T) del sistema de re-
ferencia repulsivo con el didmetro de esfera dura de Barker y Henderson y con
resultados de la aplicacidn de la aproximacidn de superposicién simplificada
para la obtencién directa de g(xr) ( 13 ).

A cero orden, la TPPC predice una magnifica representacién de
los dos primeros miximos de g(r) y Gnicamente presenta desviaciones en su
ancho alrededor del valor g(r) = 1 y en la profundidad del primer mfnimo, otra
vez en la vecindad de r — R. A pesayr de estas desviaciones, produce una mcjor
Tepresentacién que las obtenidas con las otras teorias.

En la Fig. 26 se comparan los resultados de la TPPC para una tem
peratura en la vecindad del punto crfitico T* = 1.35 y una densidad moderada
= 0.492 con los datos de IM y los resultados de las soluciones de ecuaciones
integrales usando las aproximaciones EXP, ORPA y de la teorfa de perturbacio-
nes referida a ED con el didmetro dyca para T* = 1.36 y P= 0.5. Para este
estado termodinimico la prediccién de g(r) con [43] no es tan buena como en

los casos anteriores, pero es mejor que la obtenida con la aproximacién de la
'!PF_D con el didmetro dwca (69).

En las tres filtimas Figs. (24-26) se observa c6mo 1la mala re-
pPresentacién de zpc(x) en la regidtn 14 X< y en X2 A se refleja en las des
viaciones que presenta la g(r) dada por [43] con respecto a los datos de IM:
La concordancia es muy buena a alta densidad (Fig. 24), porque a esa densidad
la aproximacién lineal para gpc(x) es bastante adzcuada excepto en la vecindad
de A y aunque es menos buena a baja temperatura,este efecto es menos importan-
te que el de la densidad. En la Fig. 25 para T# = 1.15 la densidad es todavia
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suficientemente alta para producir una adecuada representacién de g(r) y ade-
mis el aumento en temperatura tiende a favorecerla, sin embargo, la desviacién
en la vecindad de R es inds notabls,

Por lo que toca al estado termodindmico de 1la Fig. 26, 1a defi-
ciente descripcién de g(r) se deb: esencialmente a la mala representacién con
la IL de gchx) para 1< X< A en la regidn de densidad y temperatura moderadas
(ver Fig. 16).

Del andlisis anterior puede concluirse que la TPPC para la fun-
cién de Aistribucidén radial ref)resentada a orden cero por [ 431 produce una
adecuada descripcién de esta funcifn, que se puede mejorar al mismo orden, te-
niendo una descripcién mis precisa de 1z gpc(x) del sistema de referencia.

La -energfa libre de Helmholtz.

En las Figs. (27-30) se muestra la energiaz libre de exceso res-
pecto al gas ideal del sistema LJ como fumcidn de la densidad a las temperatu-
ras T* = 0,75, 1,15, 1.35 y 2.74, Tespcctivamente. Estos valores fuercn ova-
luados con un incremento en ¢ * constante de 0.1 entre 0.0 y 0.8 pero a causa
de la dependencia de d con ¢ y T*, los resultados no corresponden a puntos
equidistantes en ¢ para T* = cte, ni tampoco a los mismos valores de ¢ para
distintas T*. Para facilitar 1la compairacién con los datos de simulacién, a los
puntos sobre las isotermas (¢ , F) asfi obtenidos, se les zplicd un ajuste poli-.
nominal de S5o. grado, que estd representado en las figuras por la curva conti-
nua. Este polinomioc de Tegresién permite predecir valores de F para @ con in-
crementos de 0.05 entre 0.00 y 1.00 a las distintas temperaturas. Aunque la
aproximacién de interpolacién cuadritica para gpc(x') tiene las fallas menciona
das en el capitulo anterior por .a base de datos en A con la que se usé, aqui
se incluyen sus resultados en los casos en los que es equivalente usar esta
aproximacién o la lineal, o bien para mostrar c6mo se afectan los resultados
‘para el sistema al variar la representacién de 1la funcién de distribucién ra-
‘dial del pozo.

En las Figs. 27, 28 y 30 se usd la aproximacién de TL.para gpc
Y c6mo-para el estado termodinimico de la Fig. 29 ambas aproximaciones son

e
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equivalentes, se presentan 10s resultados con la IC. Los resultados de la

- TPFC blip para F se comparan con datos de MC(70,70)y Tesultados de la teoria
de perturbaciones referida a ED de Verlet v Weiss (VW) (18). asf como con los
resultados de la teorfa alfa a segundo orden y 1la misma blip cn el 1fmite de
baja densidad, usando la representacién de Barker y Henderson [417]) para Fpe
Yy ch 2 - Se incluye también la energfa libre obtenida usando la aproximacién
analftica de Ponce y Rendn [42a, b] (PR) con los pariametros efectivos deri-
vados de la teorxrfa blip.

Se encuentra que en todos los casos la TPPC blip presenta la
mejor concordancia con los resultados '"'exactos'' de simulacidén en un amplio in-
tervalo de densidad ( §= 0.0 - 0.7) para cualquier temperatura, y esta concor
dancia es notable a las temperaturas T* = 1.15 y 1.35 por las mInimas desvia-
ciones que exhiben los resultados en todo el intervalo de densidad coasidera-
do. Aun en la regifn de alta densidad ( ¢=0.6) los resultados de esta teoria,
al incorporar la dependencia con la densidad de los parimetros efectivos, son
competitivos con 1la teorfa de VW que hasta ahora da muy buenos resultados en
esa rogidn. . . ‘

Los resultados obtenidos con el 1imite de baja densidad de gpc(r)
estin cuantitativamente lejanos de las predicciones logradas cuando se usan
datos conocidos de esta funcién a alta densidad; esto quiere decir que’, si se
pretenden. predecir cuantitativamente las propiedades temmodindmicas de um
fluido simple, es necesario incorporar el comportamiento de la funcién de dis
tribucién radial del sistema de referencia, como se ha mostrado en este traba-
jo. No obstante, cabe hacerse notar que el cidlculo de las propiedades termodi-
nimicas en la aproximacién de baja densidad es sumamente sencillo y que sumi-
nistra resultados cualitativamente correctos, por lo que puede usarse como una
buena aproximacifn cuando se Tequiera s6lo una descripcién de este tipo. Al
comparar estos resultados con los obtenidos usando para F la aproximacién ana-
1ftica PR (con la mejor representacidn del sistema de referencia para la deter
minacién de los pardmetros efectivos d y R) puede concluirse que, para el &xi-
to de la TPPC es mejor contar con una buena ecuaciGn de pozos para F y una
expresidén aproximada para d ¥ R que tener una mala ecuacién para F y una magni
fica definicién para 4 y R.
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Por lo que respecta a los resultados que produce la teorfa alfa,
es evidente de las Figs. (27-30), que se trata de una descripcibn vilida s6lo
.en_la _regifn de baja densidad y que mejora al disminuir la temperatura, ya que
para T®* = 0.75 sus resultados son comparables a los de la blip en el 1lfmite

9 -0 hasta una densidad =0.6.

. Los resultados con el 1limite de baja densidad de la blip para
T*® = 2.74 pueden dar una idea de la sensibilidad de la teorfa a los errores
de la representacién de gpc(r). En efecto, los valores de F asf obtenidos son
satisfactorios hasta ? = 0.43, regifn en la que, como se muestra en la Fig.
21 a 1a misma temperatura, la funcién Ypc(r) no difiere en mis de 25% del
valor Ypc(r) = 1. De manera que es de esperarse, que el conocimiento de gpc(T)
con un error hasta del 20% produzca todavia resultados satisfactorios a esa
temperatura.

Para ilustrar el efecto de las caracterfsticas de la representa-
cién de 1la gpc_(r) con la interpolacién cuadritica, antes discutidos, en la .
Fig. 31 se muestran sus predicciones  para F junto con las de la lineal corres
pondientes al ajuste polinominal y los datos de MC y W. Para T* = 0.75.y en’
la regi6én de alta densidad, en la cual se sobreestima la correccién al caso
lineal F(IC) queda por abajo de la F(MC); a las temperaturas intexrmedias en
donde la representacién. de IC es pricticamente idéntica a la IL, la concordan
cia con los datos de MC es muy grande; y para la temperatura mis alta T* = 2.74,
en la regidtn de alta densidad, donde gpc(r) estid mal representada con la IC
. ¢on valores arbitrarios dentro del pozo (ver Figs. 15 y 18), la F(IC) >F(QLK).
Naturalmente, los resultados usando esta representacifn de gpc(r) pueden mejo-
rarse considerablemente introduciendo el comportamiento correcto glent;‘b del
pozo. :

Vale la pena mencionar que aun con la representacién de IL pueden
variarse ligeramente los resultados para F cambiando €l valor del parimetro
Xo que determina el valor asintbético de C3(x) [35 ] en la caracterizacifn de
gpc(x). En este trabajo se usé un valor Xpo = 1.17333, pero podrfa plantearse
la condicién de asignar un valor Sptimo a cada temperatura.

Por Gltimo, @be hacerse notar que mientras para la descrii:ciGn
de la funcién de distribucién radial del sistema LJ es muy importante el cono
cimiento detallado de la estructura del sistema de referencia de PC, para la

e e et e & M s & e .
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descripcifn de su energfa libre basta tener una representacién abroximada como
1la obtenida con la IL,a partir del conocimiento de los valores de gpc( %) con

- _.—<§ {1,>1} Esto se debe a que en la solucién de las integrales blip [23a,

b] que determinan los parimetros efectivos d y R l1la forma exacta de gpc(x)
dentro del pozo no es tan importante (ver Fig. 2) como lo es para la represen-
tacifn de la funcibén de distribucidn radial del sistema perturbado. :

El factor de com'esi’bili'dad.

De 1a ec:.lacidn__[zéb] » Se tiene

2F =
= F._F_
Z 2P )1—~ noen = wWer -
Ahora bien, a orden cero - »
de modo que F(PIT*)= F-Pc (f’:—r ’ 7\) ’
2F _[DF D p* m—‘n 2271 -
- z=9(3%) =1FEES 55 3R,
Y como

g=pd* Ty S’QP*=§>"(1+ é‘i’_?_‘i_)

’Df e
Y
R Fpe
- zrc" ?#( q;:‘-)
entonces T‘.

44 Z-= zu(? T R)[i +3-?—- ] + ')Fn (
T ? 2 T“ ?l’ v
Esta propledad termodinamica es mis diffcil de calcular que Fy
1a obtencifén de buenos resultados para £ es una prueba mis exigente, porque
se esta part:.endo de una forma aproximada de Fpc para A fija cuyos errores
-que son mayores a alta densidad- se amplifican en el proceso de derivacién ne
cesario para dar ch, como se muestra en la Fig, 32. Por lo que respecta a
los témminos de correccién a Zpc, la derivada (_?& ha sido estima-

Thde
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da en este trabajo de un ajuste polinomial de cuarto grado en A a los valo-
Tes de ch pred:u.chos por las expres:.ones de Henderson et al. (58) para el con-
Junto _ [X.} Asg pues 1a bondad de esta estimacién depende de que la ch
obtenida de estas expresiones tenga una dependencia correcta con ){ para cual
quier valor deN, y de lo adecuado de su representacidn mediante el ajuste
fnolinomial. Esta derivada es negativa y se vuelve mAs importante a alta den-
sidad y en particular, péra T* = 0.75 su magnitud es grande desde densidades
moderadas p= 0.3, ¥ en el caso de la rei:resentacién de gpc(r) con 1la IL,
esta magnitud crece continuamente en todo el intervalo de densidad considerado

3A )
de
- (?P ™ \3p ' =
pende directamente del grado de apro‘:;.lmac16n en la representacién de gpc(r).
.3_.) -
De la Fig. 36 pue#e verse que ('a_p S es negativa y de magnitud muy pe
quefia y afecta impercept;iblemente a Zpe. De la Fig. 41 puede observarse que

' a esta temperatura.
El comportamiento de los témminos

es positiva y que su magnitud es mayor a baja temperatura y alta

(‘c) »*
dm151£d-r regién en la que las diferencias entre las aproxnnac:Lones de interpo
lacién lineal y cuadrédtica para gpc(_r) son muy noi':able_s. Debe recordarse aqul
que en dicha regién la IC exagera ligeramente la profundidad de ‘gpc( AN ) con
1<)\'¢\A , mientras que la IL predice valores por arriba de los de las simu-
laciones en computadora. Estas diferencias se reflejan tanto en los valores
de dy A como en la energia libre (Fig. 31), dond¢~su efecto es pequefio, y en
el factor de compresibilidad, en el que las diferencias cualitativas y cuanti-
tativas son notables, como muestra la Fig. 33. .

En efecto, para T* = 0.75, EZ(IL) tiene un comportamiento inadecua
do a partir ‘de‘ £ = 0.6 debido fundamentalmente a la fuerte dependencia de
Fpe con A, para los valores de A en esta aproximacién, impidiendo que el
factor de compresibilidad tenga la curvatura debida. Ademis, el ajuste en den
sidad a esa temperatura presenta el miximo error de estos ajustes, con un valor
de 0.015 para el factor de compresibilidad Z, mientras que para F este error es
de 0.005. Sin embargo, para P < 0.6 su comportamiento es aceptable. La descrip
cién obtenida ‘con la aproximacién de IC es cualitativamente correcta a esta T*.
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Para T" = 1,15, 1a apmximacién lineal presenta desviaciones a
ﬁartir de p= 0.65 y 1la cuadrét;xca predice buenos resultados hasta p 2= 0.75.
_.Al aumentar la temperatura la dependenma de . ch con A es mids adecuada en la’
regitn de alta densidad, de manera que a part::r de T* = 1.35, la aproximacién
de IL predice magnificos resultados para Z en todo el intervalo de densidad
considerado, mientras que la IC exhibe desviaciones a alta densidad, como re-
sultado de su mala representacifn en esa Tegifn a causa de los datos de entra
da de gpc( A’ ). Sin embargo, en ambas aproximaciones, aun a esta temperatura,
se predicen valores mfs pequefios que los de MC en 1la regifn de densidad cerca
na a la crftica (para o = 0.4, Z(MC) = 0.27 mientras que Z(TPPC) = 0.20).
Para T* = 2.74 estas diferencias se reducen grandemente con la aproximacién de
IL en todo el intervalo de densidad, mientras que con l1la IC las desviaciones .
se manifiestan desde p == 0.45. Comparando el factor de compresibilidad del .
sistema LJ (Fig. 33) con el correspondiente al PC (Fig. 32), puede apreciarse
claramente el efecto de los téminos de correccién a zpc en la ecuacidn [44] .

La determinacién del factor de compresibilidad ha i:ermitido obte

‘ner informacidn adicional acerca del efecto de las caracterfisticas tevmodindmi

cas del sistema en estud].o, encontrindose que a baja temperatura y densidad
entre 0.4 y 0.7 la IL predice valores de A muy parecidos (Fig. 41) que, auna-
dos a la fuerte dependencia de Fpc con A , ocasionan el mal comportamiento de
Z a partir de esa regifn.

El equilibrio liquido-.-vaf)or.

Como una aplicaci6n en la que intervienen ambas propiedades, Fy
£, se considera aquf el cilculo de la densidad ortobirica. Teniendo presente
que en perturbaciones referidas a esferas duras, la curva del lado del vapor no
es buena y presenta exponentes: cl&s:cos, es interesante obtener la curva de
coexistencia para el LJ predicha por la TPPC, conociendo sus limitaciones para
representar a la energfa libre y al factor de compresibilidad,

Las densidades y presiones de la curva de coexistencia se deter-
minanresolviendo el sistema de ecuaciones simultineas obtenidas de las condi-
ciones de equilibrio: mec#nico
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. [4531 ?v = PL

'y.-tit..l!mi;co
Tesu) | (F+2), = (F+Z)

Este sistema de ecuaciones es no lineal en p y para resolverlo
se requiere conocer F y 2 como funciones de 2 4 T*, o bien, como funciones
de P a lo largo de distintas isotermas, por 1o que pueden usarse los polino-
mios del ajuste de F y Z como funciones de p antes mencionados. Alternativa-
mente, la energfia libre y el factor de compresibilidad pueden calcularse
también por medio de las expresiones de Henderson et al ( [ 41] en [40] )

para Fpc y de la expresién [44] para 2, usando los valores de d y 2 corres-
pondientes a la densidad y temperatura en cuesti&n.

Desafortunadamente, de la informacit6n obtenida para las compara-
ciones que se muestran en las Figs. 31 y 33, s6lo en las temperaturas
T™ = 0,75, 1.15°y 1.35 'ﬁuede encontrarse coexistencia dc fascs, y para dctormi
nar la curva de coexistencia con suficiente detalle, se utilizé la informacién
adicional obtenida para T# = 1.0, 4.0 (0.5) para predecir wvalores de F, Z, d, .
Ry Aa p=0.00, 1.00 (0.05) de sus ajustes polinomiales en p a T* = cte.
Para la mayoria de estas 11 temperaturas, la estimacién de propiedades a P 2
0.8 involucra una extrapolacién y por lo tanto, contienen errores considerables
no imputables a la_representacifn decl sistema de referencia, ni a la teorfa per
turbativa, ni a la manipulacién numérica, sino al uso impropiado de la informa-
cifn proporcionada por ésta. Estas tabulaciones se ajustaron a = cte como
funciones de la temperatura, encontrindose que los polinomios de ajuste de mini
mos cuadrados de quinto grado en @€ dieron menor suma de cuadrados de residua-
les que los polinomios del mismo grado en T*. El error miximo en los ajustes
en’ A€ se encontrdé a la densidad p= 0.8, con un valor de 0.007 para F y de 0.095
para Z. Con estos ajustes se calcularon los parimetros efectivos y las funcio-
nes termmodinimicas a las temperaturas T* = 0.96, 1.24(0.02) y T* = 1.24, 1.4S
(0.01) i)ara p entre 0.0 y 1.0. Estos resultados considerados a T = cte ~como
funcién de P fueron usados para un ajuste final de los parimetros efectivos y
de F y Z; polinomios con los cuales se procedi6 a buscar soluciones a las ecua
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ciones del equilibrio liquido-vapor [453, b] usando las dos formas alterna-
tivas para calcular las propiedades temmodinidmicas y tener asf una estimaci6n
-de los errores introducidos en el procesa de.ajuste en g y T.  __ ___ ____ e

Debe tenerse presente que la determinacién de la curva de coe-
xistencia esti condicionada por el manejo numérico antes mencionado y por la
precisidn alcanzada en la representacién de F y 2 escogida en este trabajo,
asf que los resultados deben reflejar todas las deficiencias de ambas: la ma-
nii)ulaciGn numérica y la representacion del sistema de referencia, ademis de
la bondad de l1la teorfa en la obtencién de i)rcpiedades tan diffciles como ésta.

En las Fi:gs.[34a]y[34a se muestran los rTesultados para la densi-v
dad ortobidrica obtenidos con las aproximaciones lineal y cuadritica, respecti-
vamente. Tanto la descripcifn directa de F y 2 usando f40] y [44] cuanto
la obtenida usando los ajustes polinomiales iaara estas funciones, producen -
esencialmente los mismos resultados excepto en la vecindad del punto critico
en donde son ligeramente diferentes. Aunque las escalas de las Figs. [34a]y
[34]:;] son ligeramente dlferentes, las dos curvas en anbas graflcas son mdlstm—

) guibles, excepto muy cerca del punto critico.

El valor medio ( §, + p, }/2 denominado diimetro rectilineo
muestra un comportamiento lineal con T* para ambos casos y en ambas graficas.
Una pequeiia extrapolacidn lineal hasta intersectar la curva que une suavemente
a las ramas del liquido y del vapor saturados permite obtener para la aproxl—
macién lineal los valores .Pcs 0.320 de la representacién de Hendgrson y
Pct = .305 de los ajustes polinomiales, con T’c*"= 1.438. En la aproximacién
de IC los valores correspondientes son p:t = 0.317 y PZ1= 0.330 con T:c
1.439. Esta informacién puede reducirse al valor P, = 0.32 * 0.01 ¥y por
30 que toca a la temperatura critica, cabe menciocnarse que entre T* = 1.430"
¥ 1.440 se encontré un comportamiento aparentemente normal de la solucién a
las ecuaciones del equilibrio liquido-vapor s6lo hasta T* = 1.436, resultando
las subrutinas de soluciSn numérica incai)aces de proporcionar soluciones ff-
sicamente significativas a una temperatura mayor en este intervalo, seguramen
te a causa de estar en el 1fmite de precisién de las alternativas de cilculo.
Por consiguiente, puede estimarse que T(‘;" es no menor que 1.436 ni mayor que
1.440, ya que f)ara T*> 1.440 no parece existir solucién no trivial al equili-

brio.
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. En la Fig. 34b se incluyen resultados de la teorfa de perturba-
ciones referida a esferas duras de Barker y Henderson ( 5 ) y cidlailos pione-
_.x0s de Kixrkwood et al (. 72) de la solucifbn de ecuaciones integrales en la apro

ximacidén de Born y Green.

Es notable la semejanza en la forma de la curva ortobirica deter
minada por Barker Yy Henderson y la obtenida por medio de la TPPC. Debe resal-
tarse el hecho de que, la pred1cc16n de valores de Z ligeramente subestimados
de esta teorfa en la vecindad del punto critico, que se menc10n6 en la secc:.dn
anterior, tiene como consecuencia un aumento en la temperatu-ra que se aprecia
en la forma siguiente: de los ajustes en funcién de A€ sobre las is6coras
entre 0.2y 0.5, por medio de mterpolac:ldn inversa se obtiene a T®* = 1.32 el
wvalor corresponchente a las simualaciones para T* = 1.35, 10 que es una indica-
cifn de la existencia de un error sistemitico en el efecto de 1la temperatura,
equivalente a AT* = 0.07 en @= 0.40. Al corregir, en las Figs. 34a y 34b,
Aas tenberaturas i)or este error sistemitico los i:mtos de la Tama del vapor
saturado (a partir de ¢ == 0.15) y los puntos de la rama del lIquido saturado
se desplazan paralelamente al eje de 1la temperatura, produciendo un valor co-- R
xregido para T'c' = 1.38 ¥ 0.05. Con este desplazamiento de los puntos de la
curva ortobirica obtenida de la TPPC, la concordancia entre dicha curva vy la
de Barker y Henderson aumenta considerablemente.

La curva de la densidad ortobdrica obtenida por Kirkwood et al.
exhibe claramente las limitaciones de la teorfa por ellos usada.

En ITT Fig. 35 se muestra la curva de coexistencia obtenida en la
aproximacién cuadi'&tica, en la que se encuentra Pc‘, = 0.1233 y Pccz = 0.1229
Con 1la aproximacién de IL: Pc%, = 0.125'y Pc'y = 0.125, . asf que en este
trabajo 1la presifn critica del sistema LJ es Pc = 0.12 ¥ 0.01.

Estos resultados pueden resumirse en la tabla siguiente:
Constantes criticas para el sistema Lennard-Jones (12-6)

Barker y Henderson Verlet TPPC Kirkwood et al.
T2 1.35 1.32-1.36 1.38 * 0.05 1.433
b4 0.30 0.32-0.36 0.32 * 0.01 0.387
PE 0.14 0.13-0.17 0.12 * 0.01 0.199
2E 0.34 0.30-0.36 . 0.38 * o_03 0.514



los pardmetros efectivos d vy R.

N Debido a que en la teorfa de perturbaciones referida al PC_la
part:.cular:.dad de los sistemas se muestra totalmente en la dependenc:.a de los
parimetros efectivos con la densidad y la temperatura, es importante conocer.
el comportamiento con ¢ y T de estos iaar&metros.

En esta seccién se discuten las caracterfsticas generales de la
dependencia con la tem;}eratﬁra Y la densidad de los pardmetros d y R y de su
cociente A = R/d, en las dos versiones blii: y alfa, incluyéndose una discusién
de los cumulantes que caracterizan a los t€éminos de segundo orden de esta Gl-
tima,

DiSmetro efectivo.
a) Con;iortamiento con la temperatura (Fig. 36).

El comportamiento de dp vs. T* es pricticamente el mismo a cual-
quier densidad: dp decrece suave y monoténicamente al aumentar T*. Esta dismi_
" pucidn tiene un origen ciaramente identificableé gracids a la interpretacién de™
dh como distancia media de miximo acercamiento: dp dxsninuye al aumentar T de-;
b:Ldo a que la parte repuJ.s:.va del potencial de LJ es suave; a mayor temperatu-
ra la distancia de miximo acercamiento entre dos particulas obviamente disminu

ye. )

La diferencia por el uso de las aproximaciones lineal y cuadriti
ca es muy pequefia. E1l 1fmite T-—» 0 de dp es dp = 21/6 § , que es la distancia
clisica entre primeros vecinos a esa tempei‘atura. Al aumentar la temperatura
las partfculas pueden acercarse mis unas a otras y el didmetro efectivo dismi-
miye hasta que en el 1limite T-s#o0 , &, = 0. Esto Gltimo sucede asf porque
el potencial de LJ no tiene parte repulsiva dura.

El comportamiento de dg con T es semejante al de dp y aunque no
es novedoso, admite la misma interpretacién., En la Fig. 36 dg , que es inde-
pendiente ‘de 1a densidad, correria paralela a las cuxvas de dp Y con valores
miy cercanos a los de €ste para 9* = 0.75.



muestra el punto indicado con cfrculo en la Fig. 36 para ¢* = 0.4,

S4.

La dependencia de dp con T es similar a la del difmetro de esfe
Ta dura de Weeks et al. (&eca), Pero corresponde a otras densidades como 1lo
se mues-
tra ta.mb].én el valor para el potencial LJ repulsivo en el mismo estado texmo-

dinfimico, obtenido por F. del Rfo (29 ) mediante argumentos de estados corres
pondientes.

Para broi)ésitos précticos, la suavidad de d vs T* pemite su TEe
presentacifn mediante ajustes polinomiales sencillos.

b) Comportamiento con la densidad.

Al introducir la dependencia con la densidad pé.ra la detexrmina-
cién de los parametros efectivos en la teorfa blip, se requiere resolver el
sistema de ecuaciones [23a, b] cuyo integrando se muestra en la Fig. 2 parasu
solucién db y Rb a T* = 0.75 y ¢* = 0.1, 0.2, 0.8 (0.2), usando la representa
cién de IC i:ara gpc(xr). Sus caracteristicas generales son las siguientes: el
cambio de dp, con la densidad es casi :imi)etceptible; la elecci6bn de la profundi
dad decl ?oza igual a1l mInimo del potencial LJ mantiene el cero de los integran
dos en r = 21/6¢g , y 1a dei:ende‘ncia de Rp con la densidad es importante por
el efecto de las correlaciones entre las particulas. Este comportamiento se
reproduce para cada temperatura.

La dependencia de dp con la densidad se muestra en la Fig. 37.
El difmetro efectivo dp es una funcién suave, monotSnica y ligerarnente decre-
ciente de la densidad. El hecho de que db varfe muy poco con la densidad es
una indicaci6n de que este parimetro admite un desarrollo en potencias de la
densidad, que converge hasta para densidades muy altas, y por esta dependen-
cia puede inferirse que se requeririan muy pocos coeficientes viriales para
su correcta representacibn; esto coincide con los desarrollos viriales para d
mediante el método de estados correspondientes (29 ). Esta posibilidad es im
poi'tante porque permitirfa obtener el comportamiento de 'd a densidades modera
das y altas a partir de su conocimiento a bajas densidades.

El diidmetro efectivo parece ser una funcién continua de la den-
sidad y .la temperatura en pricticamente toda la regi6n fluida, incluyendo la
transicifn 1liquido-vapor. En su dependencia con 1la densidad, dp es mis sensi



SS.

ble a las caracterfsticas de la representacidn de gpc(r), Yya que se aprecia
una diferencia mayor entre los: resultados con la IL y 1la IC. Esta dependencia

- ——— con- la-densidad es mis pequefia-que la del di&metro de Weeks et al. ducs ¥ POT
‘es'to, dwec € dp para el mismo estado tennodinﬁnico, lo cual se debe a que, con
1a inclusién de una parte atractiva en el s1stana de referencia, el efecto de
1as fuerzas repulsxvas se reduce ligeramente,

La tendencia general es que dp disminuye lentamente con @ a causa
de que las correlaciones entre las partfculas del sistema aumentan con la densi-
dad, ya que la deﬁendenc:i;a con la densidad de los i:ér&netros efectivos se intro-
duce por la dei)endencia con esta variable del sistema de referencia de PC.

Aunque iaor el momento no se cuenta con una interpretacitn cinéti-
ca de &;,, vidlida a cualquier densidad, puede suponerse que ct;alitativamente, la
interpretacidn a baja densidad es vAlida a altas dens:.dades y el efecto de las
correlaciones s8lamente es un blindaje.

Alcance efectivo.

a) Camportamiento con la temperatura.

En 1la Fig. 38 se ve la dependenc1a con T* de los alcances Rg [15]
Y Rpo [2413 siendo, respectivamente, la distancia y volumen praonedio de separa’
cién entre dos particulas, presentan un comportamiento adecuado con T*:

Para T® — O, R:= Rb‘:a —2"‘&“ Yy en el liImite T*-—voﬂ
me2"C0 (1 +15)= 1.4694
'I:s .
Y RE,=2"c@- )7 15565

El valor asint6tico Rpo es mayor que R: reflejando el caricter
volumétrico de Rp. )

El hecho de que R,y Rp tengan valores asint6ticos para T* —e oo
se debe a que al aumentar la temperatura,la distribucién de energfas f£(E)3tT
‘se vuelve uniforme, de manera que R(T) alcanza un valor de saturacién. En la
Fig. 39 se ve que este valor asintbtico de Ry, aumenta con la densidad y el mini
mo permanece en Rp. A densidades mayores el comportamiento cualitativo con T
‘es el mismo. Se observa también que R es mucho mis sensible a la Trepresenta-

cibn de gpc(T), ﬁero la dependencia de las propiedades termodinamicas con R es
menor . que la del didmetro.



n) Gulportamiento con la densidad.

El camportamiento de Ry con la densidad se muestra en la Fig. 40.
Oub al aumentar la densidad el efecto de los segundos vecinos es muy importan
te en la solucifbn de las mtegrales blip (ver Fis. 2 y 23), esto ocasiona que
Ry aumente con p . De la Fig. 2 puede verse también que este pardnetro es muy
sensible a la forma de gpc(r) dentro del pozo, 1lo que hace que las diferencias
entre las apmx:macxcmes de-IL y de IC se anpl::fiquen en R, a alta densidad.
La aparicién de intersecciones de sus isotermas en esta regifn es un efecto
. debido a 1a mala caracterizacién del sistema de referencia y al proceso de ex-
trapolacién para p*>0.8, en los ajustes polmaulales usados para la obtencidn
‘de las curvas.

Alcance del PC

Vale la pena analizar también el ccmbortaniento del cociente
A= R/d, ya que Este es un parimetro muy importante en el estudio del sistema
de referencia.

a) Canportamiento con T*.

En 1la Fig. 41 se observa la dependenc:.a con la temperatura de
Zb a las mismas densidades que las de las curvas de Rp; dada la fuerte depen-
dencia con T de dp, Ap crece mis r3pidamente con T que Rp.

b) Comportamiento con P". : ,
Por 1o que respecta a su dependencia con la densidad indicada en

la Fig. 42, ﬁb es menos sensible a p aue Rb ya que &, varfa muy poco al aumen

tar la densidad. Debido a la mala representacitn de gpc(r) dentro del pozo

con la aproximacién de IC a temperatura moderadas y altas densidades, las

curvas de A b para T* = 1,15 y 1.35 se intersectan em una densidad cercana a

0.8.

Estas caracteristlcas de los parémetros efectivos, que son fisi-
camente 1dent1f1cab1es con las propiedades de las particulas del sistema en es
tudio -en este caso tmn sistema Lennard-Jones- y de £acil Tepresentacién en
forma pollnomlal (al menos en su dependencza con la densidad, ya que la depen-
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dencia con la temperatura del alcance efectivo es mis 'cmpliéada), hacen mis
atractivo el uso de 1la TPPC en el estudio de los liquidos.

Qllulantes en 1a teorIa alfa.

Como en la forma alfa de la TPPC el cilculo de los té€rminos de
segundo orden [30a, b)] requiere el conocimiento de los cumulantes [2s] ¥
[26] » en este lugar se discute su canportan:.ento con. la tenperatura mostra- -
do en la Fxg. 42,

Lss fluctuaciones cuadriticas medias de los. di&metros de colisidn
s, tienen sus valores limites T®*—» 0 y T®*.pos , tales que <s"'> =< s'->
¥y su valor en el intervalo 0<£LT®* oo es tal que (s 2 <103 ¢ s>"

Por su parte, las ﬂuctuaclones cuadriticas med:xas de los diZime-
tros de enlace 4, estdn acotadas entre <l >= 0y

- AN = z
< 157 =R:-,_-ze'j witdt =R2(1+%) = 2.0204 0
E1 hecho anterior_ refleja nuevamente las caracteristicas de 1la
distribuci6én de energfas en la parte atractiva de la interaccién. -

Las fluctuac:.ones de L son mAs importantes que las de s, ya que
<> = 107T< > > <s?> .

Tanto los parimetros efectivos como sus fluctuaciones en la teo-
rfa alfa son muy faACITes de obtener por carecer de dependencia con la densidad:
dado un potencial de interaccién, las integrales [13), [14) , 1251 y [26]
proporc:xonan directamente los parémetros efectivos 4, y R, , ¥ los cumlantes

4 8D ¥ < >c. Estos admiten una interpretacién ffsica en forma natural
y directa, que ha permitido identificar la interpretacién correspondiente de
los -parametros efectivos de la teorfia blip.

Aunque la TPPC en su forma alfa (independiente de la densidad),
ne presenta una convergencia suficiente a segundo orden, su formulacién ha sexr
vido de base en este trabajo, para buscar una forma altermativa que superara
‘esta deficiencia y que permitiera continuar con el uso de un sistema de refe-
Tencia que incorpora las caracteristicas esenciales de la interacci6n real y
cuyos parametros tienen una imagen f£isica bien definida.
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T Y1 DISCUSION GENERAL Y 'CONCLUSIONES

. La teoria de pertu'rbac:tones con un sistema de referencia de
Ppozo cuadrado es una teorfa altamente convergente que puede aplicarse direc-
tapente al estudio de cualquter fluido simple con potencxa.l esféricamente simé
trico y de forma realista. Sus resultados quedan exj:tesados totalmente en tér
minos de los parametros efectivos d y R, de manera que 1la informacién que per-
mite distinguir a un sistema de otro esti contenida en estos i)arémetroé. Es
decir, el s:.stema de referencla mcorpora todo lo que es comin a todos los
fluidos s:unples de un mismo tlpO, por e;enplo LJ (m.n). con m y n variables,
dejando las diferencias entre esns potenciales como pequefias variaciones en los
parfmetros efectivos.Con un potencial diferente (por ejemplo el potencial de
Yukawa) los parimetros efectivos reflejarin las caracteristicas de este muevo
j:otencial- Esto establece una conexifin con el principio de estados correspon-
dientes, ya que 1a'energia 1ibre de todos los fluidos simples, escrita en tér-
minos de las variables reducidas ¢*, T* y A es 1la misma para todos.

Al incorporar a las fuerzas atractivas en el sistema de refe-
yencia, por medio del alcance efectivo, la TPPC reproduce exactamente el 2o.
coeficiente virial del sistema en estudio ypuede usarse para la descripcitn de
propiedades dinamiggs y de transporte en el 1iquido, las cuales no pueden ser
descritas correctamente en la teoria de perturbaciones con un sistema de refe-
rencia puramente repulsivo, por la naturaleza de corto alcance de su interaccdoén.

El difimetro y el alcance efectivos admiten una interpretacitn
rigurosa mediante el uso de la teorfia cinética elemental, que conduce a una
visifn intuitiva del significado de dichos parimetros, independiente de la
teoria de perturbaciones. Esta interpretacién, aplicable en el 1imite g —» 0
en la teoria bl::p, parece sostenerse aun a densidades finitas, aunque no ha
sido pos:.ble expresarla rigurosamente, Como estos parametros efectivos varian
suavemente con la densidad y la temperatura en toda la regi6én fluida, incluyen -
do la transicién 1fquido-vapor, ﬁueden expresarse en téﬁnir_zos de series de po- )
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tencias altamente convergentes, lo que es muy conveniente para fines pricticos.

El grado de convergencia de la TPPC depende de la forma adopta
da_para hacer las perturbaciones, encontrindose al aplicarla al estudio del
sistema Lennard Jones que la teorfa alfa produce una descripcién v4lida Gnica
mente en la regién de baja densidad, Y que la xégiGn de validez aumenta al dis
minuir la temperatura. Por lo que respecta a la teoria blip, la convergencia
es notable en un amplio intervalo de tenpefatura y densidad, que comprende
toda 1la reg16n £fluida, excepto qm.za la regidn muy densa’ cerca de la curva de
fusidn, reg::&n en la que las pmp1edades del sistema de referencia no se cono-
cen satl<factorlamente.

El &xito de la TPPC depende, en buena medida, del comocimiento
del sistema de referencia de pozo cuadrado. Este conocimiento, expresado en
1la mpresentac:.én empirica de gpc(r) -con las aproximaciones de interpolacién
lineal y cuadritica, propuesta en este trabajo -la cual contiene las caracte-
risticas esenciales de la estructura del sistema de i)ozo cuadrado en la impor-
tante regién interior al i:ozo- ¥ la informaci6én proporcionada por la expresién
de Henderson para la energia tibre de este sistema para ciertas ‘X"s‘especif_i_
cas, permite obtener resultados significativos y satisfactorios, mediante la
abli;cacidn de métodos numéricos ordinarios, que resultan mis pricticos y numé-

ricamente mids ventajosos que resolver ecuaciones integrales o simulaciones di-
rectas. : :

Sin embargo, seria conveniente contar con mayor y mejor infor-
macién del sistema de PC: para mejorar la representacidn de gpc(x), conocer
esta funcibdn a las Ae aquf usadas pero en estados termmodinfiimicos que abar-
quen toda la regi6n fluida, en particular, los valores en Xc = { 1+, At, ;\'}
con 2’ un valor interior al pozo. Para mejorar la prediccién de las propieda-
des tennodmamlcas, seria miy caonveniente tener una expresién para F con depen
¢hnc1a expl!c:l.ta de A Yy mejorar su dependencia con la densidad y la temperatu

ra para tener mayor exactitud en la detemmauén de propledades derivadas
. como la pres::dn.

Dado el €xito de la TPPC ablicada al estudio de un fluido
simple camo el LJ, la consecuencia mis importante de este trabajo es la posi-
ble extensidn de la teorfa al estudio de fluidos moleculares, en los que la
no esfericidad puede considerarse como una perturbacién, o bien incorporarse
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de alguna manera en el sistema de referencia. En ambos casos la TPPC garanti-
za. una adecuada representacién de las fuerzas atractivas de largo alcance, ca-
xucteristlcas de los fluidos moleculares, y tomando en cuenta la correcta des-
cripaﬁn que produce de las pmp1edades de fluidos snlples, puede esperarse
que sea una teoria convergente con los atributos descritos en este trabajo..
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APCNDICE A

En el desarrollo alfa se extiende la teoria de Barker b4
Henderson ( 5 ) a través de la ecuacisén [ 11}, en donde se ha incluido
la parte atractiva de la interaccién.

Los termJ.nOS de primer orden en la exnre516n [ ] se obt:l.e
nen de

{Al] ﬂ —?5—:2) =—-ZTI—N_?). ¢j (r)s(r).r"dr (i=1,2)

gonde  F () =2B(r) L con B aado por [1a] ¥ ¥ @
obtenida de {13]. Y

Los términos de segundo orden en [3] tiene la forma
Lz ] /3('30(, ot =_21TN?J ¢J,.,(r)g(") radr R
-0

con B = _’?i__ b (r) v

(3 p(FE )2 [ngrde . 3(35)

—f’jﬂﬂ( 123) $(12 '$ (23] B (12) B;(23) d7 d7= 3
-9 Uffg(nsdr)géaz) '34) '%; (:2)925 (34) d7dF,d s da .

Para evaluax estos térmlnos, se intr oduce una represcntacion
continua de & (r) dada por
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]l D) = D-HE-R)] PP, (n(z-2.)- Hw-R)]e?®

+ H (w- Ru) g B4

0,x<c0
1, x>0
Calculando ¢ (), con j = 1,2, de \'_A-'q resulta en

las] ¢ (r) _H S(z-R ){ crua neJ

+ ﬁ(éj:‘-li) [1-HE-2Y)]w(@ )

donde H(x) es la funcién escaldn de Heaviside H(X) = {

{as] ¢2(r) = ( ":R)g(w— P.—.)[e"’e‘— é[sutw?) :

+'lt~(W— )u(w') —ﬁu@:) .

mientras que los t€rminos de segundo orden son ,
[a7] ¢, r)=d,, (rY=0 )

Casd ¢..<r>=%¢.tr>+g;é)‘su-me:i‘-f_“gf?f +'2,;a<l>em>] |

e [ro-pw]

e

L] 95“ () =-2 2.4 (1) (2m2) s(w_p.\[e_—___;“: +‘l@u(‘~')e‘3u( ]
(w-:l \-\(w-R..) aBu) iu”(w)—-ﬁu? (w)_]
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. 1
donde " u’({x) -.-.-—3;:-— , u”’ (x) = j:"_ v S(X) es la funcidén delta .

de Dirac,

Introduciendo las expresiones correspondientes [AS-_] - [Ag]

para las derivadas en [Al] - [A3] , ¥ tomando el 1fmite ao¢,
el cual,

i 4
=alqg = 0, en
v(r) se convierte en el potencial del pozo cuadrado v v(r) =

y’c(r) , Se€ encuentran las ecuaciones 112 a,b] para los témminos de pri
mer orden y

[ a0} _ pF.

para el término cruzado, debido a la combinacién particular de funciones

de Heaviside usada en la representacicn de ¢ (x) en [a4]. otras posibles
representaciones no producirfian [Alo],

Los demds términos de 2o, orden son bastante complejos, pero

con laelecciénde d y R dada por [14] v [15] . éstos se reducen a
las ecuaciones [17) ¥ fas]. Co
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o, (R-Rw)

Fig. 1 El potencial real, el potencial de pozo cuadrado y el potenéial modi-:
ficado v(r). v
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GQUADRATIC

-

1

1 | 2

B. 86

1. 86 .

1. 26

~

1. 46

1. 66

1. 86

Fig. 2 Integrando de las ecuaciones [23a, b] para los valores de d y R

que las satisfacen.
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‘a. } g}
(a) 9., (b)

_ggj (c) g,,_# (d)

'

Fig. 3 Comparacién cualitativa de la funcién de distribucién radial del
pozo cuadrado con la de esferas duras en las aproximaciones:

a) 1limite de baja densidad, (b) 1limite de alta densidad, (c) inter
polacién lineal y (d) interpolacién cuadritica.
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-4. Los sfimbolos (@), (&),
&

F1g. 5 gpc(X.) vs. T* para A = 1.5 y 9*-
5 1, respectivamente.

(4]
Yy (X) corresponden a Xg = 1+, A~ y A
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Fig. 6 gpcl ‘; ) vs. @ * para A = 1.625. Los simbolos (), (©) v (@), co-
rresponden a gn.(1+) para T* = 1, 2 y 3, respectivamente, ¥y (& ),
(A& ) y (&) son los valores correspondientes de gpc( A7). .
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Fig. 9 Comparacion de gpc(r) en las aproximaciones lineal (e e ¢ ¢ ¢) y cuadri-
. tica (— — —-) con los datos de simulaciones de IM (® ) y MC(A )
para pozos con A = 1.5y p* = 0.5y T* = 1. Se incluye también
la ggp () (———) a la misma densidad. El valor en A’ se tomS
de los datos de DM
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Fig. 10 Comparacitn de gpc(r) en las aproximaciones lineal (- . - -) y cuadri-
tica (———~) coh los datos de simulaciones de IM(® ) para
pozos con A= 1.5y p* = 0.5 y T* = 2. Se incluye también la ggp (T)

) a la misma densidad. E1 valor en A’ se tomS de los datos IM.
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Fig. 11 Oomparaclén de gpc(r) en las aproximaciones lineal (¢+.--+) Vv cuadria-
tica (—~ —— 3 con los datos de simulaciones de TM( & )" para
pozos con A = 1.5y p* = 0.5y T* = 3, Se incluye también 1la ggp (T)
———) a 1a misma densidad. El valor en se tomS5 de los datos IM.
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Fig. 12 Compa:
tica

r/d -

<(T) en las aproximaciones -lineal Gee=eed ¥y cuadri-

d coﬁp Jos datos de simulaciones gle mME® ) Yy MC ( A) para
pozos con A= 1.5y p* = 0.6 y T* = 1. -Se incluye también la g gp (r)
) a la misma densidad. El valor en A’ se tomS de los datos IM.
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Igual que en la Fig. 12 pero para p* = 0.7.
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MC calculados para T* = 0.666

’ e el et bt T R ]
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. Z 3 " I i | L s _Y 1 2
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Fig. 14 Igual que en la Fig. 12 pero para P* = 0.8 ¥y con los datos de
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Fig. 15 Comparacién de g,.(r) en las aproximaciones lineal (c+ = =3 ¥
tica (— — =) -col Slos datos -de simulaciones de IM(®-). y. MC( A )..para- -

Se incluye también la ggp (T)

El valor en X se tomS de los datos

pozos con A= 1.5y

p* = 0.8y T* = 3,
) a la misma densidad.
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Fig. 16 Comparacién de <(r) en las aproximaciones lineal (----.J y cuadri-
& ti“c!g (- — ) égﬁ(g)c( A’ ) elegido arbitrariamente), para o* = 0.4
T* = 1.35 y A= 1.5003 con 1a gep (r) ) a 1a misma densidad y
con los datos de simulaciones de IM((® ) para p* = 0.4, T* = 1.0 y
A= 1.5y de MC(A ) para p* = 0.5 y T* = 1.333,
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Fig. 20 TJIgual que en la Fig. 19 pero para T* = 2,74,
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Fig. 21 Comportamiento con r y P* de ypc(r) obtenida con 1a TL
para T* = 2,74, . : ;
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Fig. 22 Comportamiento.con.la. densidad de_la_funcién_de_distribucien
radial -del sistema LJ obtenida aplicarido [43] a la funcién
'ypc(r) que se muestra en la Fig, 21 para T®* = 2,74
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Fig. 24 racisn de g(r) obtenida de 1a- IL
0,7402 ( ) con resultados de DM ( + ), de 1la TP para un
sistema -de-referenciarepulsivo-con-el-diimetro-de esfera-dura
dwcag (= *» » ¢« ) ycon resultados obtenidos usando la aproxi
macién de superposicién y el criterio de la presifn para el
didmetro de esfera. dura (- - - -). Todos estos resultados son
para T* = 0,729 ' =.0,8446, E1 punto ( & ) corresponde
a la extrapolacisdn de la TPPC a esta densidad...
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Fig, 25 Resultados de 1la TPPC para g(r) con 1la IL para T* = 1,15y -,
p= 0,6777 ( ) - comparados. con datos-de IM (L +:), Tesulta.
dos de l1la g (r) ‘de sistema.de referencia repulsivo con el did
metro de Barker y Henderson y con resultados obtenidos usan
do una aproximacisn de superposicifén simplificada, Estos Te-
sultados fueron obtenidos para T* = 1,095 y @ = 0,6257.
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Fig,-26 Cmnparacién de los resultados de g . (r) con 1a IL i:ara T*= 1,35
vy p =0.,492 ( ) -y-para: @ =-0;5908.a-1a misma-temperatura. . .
(——-), con los datos de DM ( + ), resultados de la TPED con.
el didmetro dyen C.» ="+ - ), Tesultados.de 1la solucién de ecua

ciones integrales en las aproximaciones ORPA (weeee) Y
(3¢¥>X%—-) para T* = 1.36 y p= 0.5,
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tac16n de IC para g ..

“y6




- jrerra e | aear] | e | , g

G G‘ Excess Free Energy ‘For a Lennar-d Jones system
. - S ; S P 4

-8.3

F/NKT _1. @

-1.5L |
—-2. 0 1 L - L \
a. o8 . B. 2 - B. 4 B.6 B.8 RHO

- Fig. 29 TIgual que en la Fig. 27 pero para T* = 1,35,

S
o
wn



i - ¥ H . i [q—— [ oy Beowemineiz e |

Excess Fr;et:a énéfgy ”'Fér‘ oLennard-Jones ;;;tem

r-—‘—“ T P I I e
5. 9| | /]
8. 7 |
F/NKT 23 -
5.3 i
B. 1 i
-8. 1 - BN ! 1

. 1
.8 . B.2 2. 4 8.6 8.8 RHO

w
N

Fig, 30 1Igual que en la Fig. 27 pero para T* = 2,74,
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Fig. 31 Comparacitén predicciones de-F-de exceso: obtenidas-en. 1a TPPC

usando 1la IL ( ) y 1a IC (- - -) a las temperaturas

(1) = 0,75, (2) =1.15,(3) =1.35y (4) = 2,74, las (+ )
corresponden ‘a los datos de MC Yy las ( ® ) son los resulta-
dos de la teoria de W,
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Fig. 32 El1 factor de compresibilidad derivado de los resultados de

la Fig, 31, Los simbolos tien el mismo significado que en
esta figura,
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Fig. 33 El factor de compresibilidad del sistema-LJ obtenido.de .[44],
para los mismos estados termodindmicos de la Fig, 31, Los sim-
bolos representan lo mismo que en esa figura,
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Fig. 34a La curva de la densidad ortobirica para el sistema LJ con la

IL, Los-{ + ) Trepresentan los resultados obtenidos usando [40)
y-[44) para F y Z, con interpolaciSnen A , los ( & )

son sus didmetros rectilfneos, las ( ©@ ) corresponden a la
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(X ) -son los didmetros rectilineos correspordientes,
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al didmetro d, -, para_ p= 0.4 y la ( 4+ ) _es el didmetro cobteni

do para el LJ Tepulsivo usando el prinCipio de estados corres-
pondientes a 1la misma densidad y temperatura,



104

! M ) T .ﬁ
. «75
1. B4 . 1.15 B
1.35
2.74
1
1. 82 ) -
2
3 3 T
1. 0O T
p. 98| . ]
2. 96 . 1 1 . 1 .
2. n. 20 B. 408 a. 60 0. 80
s RHO -

-Fig, 37 Dependencia del didmetro. efectivo con la densidad a las:tempera
‘t(:uras (1) 0.75, (2) 1.15, (3) 1.35 y (4) 2.74, (~—==) ILy
) IcC.




105

R : | 1
/R/bo/-’—-_—_——
|.5— . /
/ - @
/ ...o°".‘..
/, ..0'. ;
/Lt
/e
/ . R,
/..‘ ;
1.3} /.
a '
{o >
/.
: | L

0.1 | ' 10

Fig. 38 Dependencia con la temperatura de los alcances Res ( ¢+ * * ° b
E obtenido con el desarrollo alfa y Ry, (- - -), el 1fmite-de ba
ja densidad de la teoria blip.



106

. 400
. 600

’I 43L

8. 880 12&3 1. Sﬂ 2. ZB 2.421 28@ 3."@ 3.6@ 486

T
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: hacia arriba_a las densidades p = .0, 0,2, 0,4y 0,6, 1a
‘]ii‘nea (- - -) representa los resultados de 1a IL y 1a ( )
e la IC.
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alaILy SalaI.
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