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PROLOGO

Es claro que "Za observacibn" forma parte def proceso cogngo
84tivo humano, que es acto ineludible del~ttamado Método Cien-

2LfLco, e imprescindible panra La toma de decisiones.

La Estadlatica, como todas Las demds ciencias es, ante todo,
un sistema de conocimientos y conceptos que expaesan Yy genena-
Lizan Los nesultados del conocimiento humano en dreas especlfbL
cas. En su contenido, existe un método determinado de estudio
del mundo matenrial y de una Ligazén indestructible con £a pade
ticaz "La obsenvacibn " fonrma pante de La aceibén de transposdi-
cibn de Lo fenomenckbgico (realdidad objetiva) a La cabeza huma
na y de su transformacibn en materdial empirico y pensamiento

Zebrico.

Enlta EbtadiAtica, sin embango, "La obsenrvacibn" va mds alkd
de Lo extenno y ademds dé sen elemento de £a metodologla cilentlfi-
ca, de Lintenna en ella, como elemento del sistema de conceptos
propiamente estadisticos. En efecto, el concepto de "observa-
edlon” es un elemente mds, del ALAtema‘tédnLco estadifstico, y co
mo tal, estd intenncelacionado con otnos conceptos (poblacibn, va

niable, muecstra, cte.) en £os que encuentra su definicibn.

En cl sdistema de conceptos estadisticos (manco tednico), "po-



&L,

bLacibn", ase deﬁihe como un conjunto de efementos individuates,
de cualquien Indole, del que'ée p&eciba‘indonmacién. EL con-
cepto de "observacibén" es entonces, el nesultado de obsenvan ca
da efLemento Aeleccianado de La poblacibn. Ahonra, Aé puede con-
sdidenan una poblacién como "el univenso de todas £Las observa-
ciones pentinentes que pueden hacense en un problLema de dec.ladibn
dado "(Chou.;96%p-3L Puede danse el caso de que dunante La in-
vestigacibn de una poblacibn detenrminada, existan obenvaciones,
considenadas como pertinentes, que ponr una u odrna nazén no pue-
dan hacense, entonces se tiene que no se cuenta con el univenso

de obsenvaciones y que se producen "“observaciones faltantes”.

Este trnabafo sobnre obsenrvaciones galtanites se Lnbcﬁibe en ekl
marnco tebrico del andfisis de nrnegresién con todas Las definicdldo
ﬁeb, conceptos y vardiables usualmente aceptados, afiaddiendo a €8
tos Ra defindicién de obsenvaciones incompletas, asi como de Los

sinbnimos empleados pana &stos.

En andfisdis da-aegneai6n es usual considenan que £as obsenva
ciones obtenidas panrna determinan £a regresibn de una vandiable de
pendLiente en una o mds vaniables independienies o explicativas
conslsten en una muestra aleatonda de n (el ndmeno de obsenrva-
clones) "obsenvaciones vectondiales", donde Las componentes de
estos vectores son Los valonrnes de Las vanilables dependiente y

explilicativas. -



Se degine una obsenrvacibn Ancompleta como aquella obsenva-

cifn vectordial en La que hay datos faltanites.

Las causas de que existan datos faltantes son principalmen-

2es (£) que haya existido £La Lmposibilidad de efectuar La ob-

senrvacibn cogrrespondiente ya sea pon defecto téenico o pon ca-

nactentstical especificas del diseiio empleado 6 (iL) que ha-

biendo efectuado £a obsenrvacibn no se tenga registrno de Esta,

ya sea porque no se hizo nregisiro alguno o porque el regisitho se
extrhavib.

Una matndiz con afgunas obsenvaciones Lncompletas da onigen
a Lo que se ha denominado un probLema con datos Ancompletos.

Por Lo tanto cuando se habla de datos u obsenvaciones incomple-

tas se estd habtando delf mismo problema. Ademds, 4e han utdili-

"S""obsernvaciones pendi-

zado Los ténminoa, "obenrvaciones faltantes
daa” o "datos pendidos” como sinénimos de'"datos falitantes", utlili-

zando el adfetivo "pérdido" no pana indican que se tenia Yy se

extravdidd, s4Lino para indicar La falita de La ob§e4uac15n o el da

to.
En todos Los casos en gue se trnata con obsenvaciones Lncom-

pletas, se parte delf hecho de que Los datos faltantes no pueden

sen necuperados, ya que de £o contranio Lo natunal sernda necu-

penranfos desaparneciendo asail el problLema y pon oxra parnte se ha

supuesto que Ros datos no faltantes son de {fLaxn.
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EL enfoque del'pneéente.znaﬁajo es Bayaéiano. Entnre su con
tenido se incluye La nevisifn y el andfisis de algunos traba-
jos que itustran el trnatamiento que ha sido dado pon algunos
autones al problema de andeisis de negresdibén con obsenvaciones
falttantes. La clasificacdién y discusibn def contenido de Los
trabajos, Jq hace en ténminos de su pentenencia a La corniente

"ckdaica” o a Ra bayesiana (capitulos 1 y 11 nespectivamente).

En el capitulo 111, se desarrnclila y explica ampliamente La
sd0lucibn bayesiana du¢ e propone en este trnabajo. Aunque, én
‘un princdpio, se nesuelve el problLema de negresién con observa
ciones LﬁcomptetaA, en fornma secuencial, asae demuestnra en este
miamo capitulo, que La forma secuencial no es Lnhernente a La
s0Lucibn. Es decin, en el trnatamiento del problLema, se puede
in inctuyendo, una a una, Lasd observaciones, sean &stas incom-
pletas o completas (procedimiento. secuencial), o Lnkas dincoarpo
nando en bloque. Esta es una panticulanidad de £La socolucidn

presentada que La hace muy operativa y ventajosa sobne otrnos mu

chos métodoa.

EL capfitufo 1IV. contiene La discusibn y ejemplifiicacidn
del método presentado con el fin de concrelan La so0Llucibn que
ofrece. Comienza con una Lista de Las ventajas y prilncipales
caractenisdticas de La so0lLucibn bayesiana Yy continda con La pre
sentacifn de vanloa cfemplos en Los que se mucsiran Las bon-

dades de La so0lucdibn y se pone a "prueba” su opernalivdidad. En



afgunos de estos ejemploa se comparnan £os nesultados obtenidos
mediante seluciones alternativas con Ros de esta solucibén baye
siana. 7

Por de&timo, y como concluasifn, puede decinse que La soluciln
que aqul se desannoclla tiene comg principales atributos:

‘ \
(L) sen n¢5u£§ado de una conceptualizacibn bayesiana, (ii) asen

de muy £dcil manefo y (£44) produce nesultados intultivamente
aceptables. Cuando La estadlistica se vincula con Las diferentes -

disciplinas del conocimiento humano y se va mas atld delf desanng

L0 punamente estadlstico, estas atnibuciones nesultan de cande-

Ten vitakl.



CAPITULO I
METODOLOGIA CLASICA.

INTRODUCCI6N,

.

EL métode estadistico se puede definin como un procesoc de -

produceibn de conocimiento y pon Lo tanto con Las sdguientes

etapas:

a)

b}

c)
d}
e)

EL

Identificacitn.det problLema a tratan. Se incluye ta deten
minacibn de £a precisibn deseada, £a ubdicacibn temponrnal

Yy espacial, elc.;

ELabonrnacién del manrco Xebnrnico en ef que se apoya £a bads

queda delf conoccimiento;

Captacibn de La informacién;

Tratamiento y pnrocesamienito de Los datos;

Diseminacibn de La Anfonmacibn.

andlisis de La histonia del método estadistico y en espe

cifico del tratamiento de obsernvaciones Lincompletas descubne’

dos tendencias en el desarnnollo def problema: £a tradicionalmen

te LLamada cldsica Yy La Tendencia bayesiana. Las divergencias

enthe uno Yy otno tnatamiento apuntan acbre Xodo al contenddo £



. Lecton 4Lintenesado, al trabajo de

‘Losbgico en torno af problLema peno Este se traduce en impontan

tes difernencias en sAu Lrnatamiento L6gLico.

Este capitulo se concreta a L£a paresentacdbn cnitica de La

conceptualizacibn cldsica def prnoblema de trnatamiento de datos

incompletos, .a través de Las secciones sdigudlentes:

.
1.1.- Los angumentos clda&sicos;

1.2.- E& proceso genenadon de datos Ancompletos;

1.3.~- Procedimientos ctdsicos pana el tratamiento de datos

Lncompletoas.

En Lo q&e concienne al dGLXimo punto "procedimientos clA&siL-

cos pana el Anatamiento de datos Lincompletos", no se pretende

nealizan una nevisdibén exhaustiva sobnrne et tema. Se nemite al

Hoyke (1971) ya que contiene

. tanto una bibliognagifa extensa como La nevisibn de RLos princdi-

pales me&todos. :
1.1. LOS ARGUMENTOS CLASICOS.

Es necesando pailmeno, coﬁpnanden clanramente Lo que se en—'
tiende pon "estadiastica cldé&sica"” con el fin de encontran La$
frontenas y conexlfones exLstentes entne esta corndenie y La
bayesiana. Los trnes volkdmenes escnitos pon Kendalt & Szuant’

{1967, 1968, 1969) contienen un pancrama amplio y clanro de La



estadlstica cldsica pon Lo .que se rnecomienda su Lectuna.

~ - -

La escuela, ecstadistica ala que ahonra se hace nefenencia ha
necdbido -también Los nombres de ontodoxa, estdndan, frecuentils
ta,de muestaas o de Berkeley. Se ondigina con R.A.Fishen, IJ..
Neyman, E.G.Peansonete.3; y considena que Ba informacidén cuant£
tativa nefegdnte, puede sen obtendida ihicameniz a paatin de um
muesitna de comportamiento probabdliatico conocida,y modelada -
en La ven&aLmLLtud (Banrnett (1973)). En L0 que 3e nefienc a
La construcedbn y establecimiento de procedimientos ecstadisti-
cos se adopta como base el "comportamiento a La Langa® (Long
ﬁmm?&ﬁuuién) que supone "circunstancias diguales”. Bafo esta
Sptica, nesulta que el dAnico manrco probabillstico vaARido es
aguel que Aintenpreta a a probabitidad como un £imite de {re-

cuencias.

Entonces, pueden defininse como "argumentos cllasicos" a
aquellos arngumentos que se basan en La LAntenpretacibn g§recuen-
tista de Za pnobabizidad,yvcam€Acan£Ecuanc£a'gn dis tnlbucionea

s muestrales y epn proceddimientos "a La Lanrga”.

Como ejemplos del compontamiento "a La Larga", pueden citan
se, nespecito a estimacibn puntual, Las propiledades de Ansesga-
miento, consistencdLa o eficiencia; nespecto a estimacibén pon
Antenvalos, RLos conceptos de confianza y distancia espenadas;

Yy, respecto a contraste de hipbtesis el nivel de signifdcancia



y La potencia>d§ £La prueba.

EL mocho_génenaL que se conasadidena bajo el enfoque cldsdico,

puede ecstablecense en £os sigudlentes ténminos: considene un es

pacio muestrnal X de elementos x, d otado con un g-~campo

lapropiado) . de conjuntos sobre £os cuales se especifica una fa-
mitia de medidas de probabitidad. Estas medidas estdn <identif<_
cadas mediante el Andice 0 (escalan o0 vectonr) que se conoce con

ef nombre de pandmetao y que pentenece af "espacioc pandmetral”
H . Los valones de x se conocen Bajo Los nombrnes de muestna,

obsenvaciones o datos.

Es usual suponen que estas medidas de probabitidad estd&n do-
minadas porn una medida o-findita de tal forma que pueden sern des
cnitas mediante sus funciones de densidad (p{x|0)) nespecto a

£a medida empleada (pn{x)), de forma que:

PlA]O)= [ p (x]0) du (x) -
i A
‘donde A es cualquien miembrno def o- campo y P(A}l@) es Ra proba-

bitidad de A nespecto a La medida Ldentificada mediante 0.

Las medidas dominantes comunmente empleadas son £a de Lebes-
que Yy £a de contan,

de da (x).

Yy en cuanto a notacibn,se emplea dx en vez

Es costumbne déALgnan a La funcibn pi{x|0) con el



nombne de "6unc£6ﬂ»de verosimititud” cuando se considena como
funcibn def pandmetno .0 pana x §ifo.

Es Aimpoxtante mencionar que 0 nesulta simpLemente un Lndice

pana Las probabifidades, nesultando como consecuencida que en

esta discusién se ha incluido también a ka estadistica no-pana
métnica.. *

1.2. EL PROCESO GENERADOR DE DATOS FALTANTES.

EL o)u‘:gen de £os datos faltantes no b—c’.ambq'.e-u el mismo. Las causas por Las que
AipnbducénpuedaqéeuHiﬂeneutebanacadacagoqﬁe#eébtudémya{eczanetﬁnd&i
sis estadfatico. Eresta seccibn se presentan Las Aideas y nesulta-

dos de Rubin (1976 c) nespecto a £as circunstancias en Las que

el procesoc genernador de obsenvaciones iLncompletas debe sen to-

mado en cuenta en el andfis4is.

Sea U= }u;,.,..un) un vectorn de variables aleatondias-con fun

cibn de densdidad de probabitidades pl-]160), donde 8 es el pand-
metho. Sea M= (Ml,...,Mn) el vectorn de vaniables aleatonias
asocilado a U que indica qué vaniables 6@Ltan.

Eato es, Mi to-
ma

el valon ceno o uno; cenc 5L La connespondiente componente
‘de U falta,

Yy uno, s4i ata ha s.ildo oﬁbanvada.
de

La probabilidad
que.M tome el valon m={my,...,m.) dado que U toma ef vaton

u=(u;,...,un) es p{mlu,¢), donde ¢ es el pardmetno connespon-

diente af "pnrnoceso genenadon o causante de datos faltantes’.



Sea X et vector de variables aleatonias (Xi,...,X_ ) con nango
extendido de tal manera que -comprenda af sfmbolLo "*" pana Las

obsenvaciones faltantes.

Se define a X por medio de £as siguientes neglas: X = ui Py
M, =1 y X, = T s4i M= 0. Es impontante no penden de vista que
X €8 obsenvable mientras que U no Lo es; Yy que el intenés se
centra en infenin sobre £a distraibucidn de U.

EL valon obsenvado de M, es decin m, paroduce una panti-
cibn de Ros vectonres de vaniables ateatonias y de obsenvacio-
nea, de taf fonrma que cornresponden a Los valonrnes faltantes

{(m=0) y L£os no faltantes o negistaados (m=1):

X

U=l gyr Ugayle X7 Xoyr X(ay)

um gy stqyl ¥ X7 (X gy X g,

donde pon definicibn X (oy=i%.*

L ] = ’
o) R A T PP PR

EL pnocedimienio'ctdbico de inderencia en @; problema con
obsenvaciones fattantes, debe considenan a £a densidad de pro
babilidad obienida mediante La distribucién manginal condicdio
natl de q(1) dados M=m @ y; . Esto es:

: J’P(ulm,e,qz)dytaré J{p(ulﬂ bp tmiu, @) /Kimlo,e))d u g,



donde Kimlo,8)~ [plul0) pimlu, 6) di.

A pantin de esta dltiﬁa'exp&zéédn se obsenva que Las conclu-
ALoneA'o¥LuseuencLabquz@ehealicen en presencia de datos faltan

tes dependen no soko de plu |0}, sino de pim|u, ¢).

Rubin.(l97f e ) proponciona Las sdiguilentes definiciones:

1. Los datos faltantes se pienden aleatoniamente s4i, pana

cada valtor ¢, pilmju,o} toma el mismo vakon pana toda

“oy* -
Lob.datoa obsenrvados se obsenvan aleatoniamente- 84i, panra

cada valon de ¢ y “ oy plmlu, ¢ ) toma el mismo valkon bg

na toda Uiqy-

DPemostnando q@e en ef caso en que Los datos se piendan y ob

. senrven aleatonrniamenite se tiene La Lgualdad entre La densidad

manginal de £a vaniable aleatonia u(1) dada pon ! p(u]O)ch(o)

y £La densidad manginal condicional de u(1)daw:a&vQLWLdeM,0g¢‘

Resulta entonces, como consecuencia de £os nesultados ante-

nionmente establecidos, que el procedimdlento clLdsico de inge-

nencdia en un prnoblema con obsenvaciones faltantes debe consi-
denan a La densidad de probabilidad obtendida mediante La dis-

trnibuciébn manginal condicional de u.,, dados M,0 yé amenos que

se suponga que Los datos se han pendido y obsenvado aleatonia



mente, ‘en cuyo caso La densidad de probabilidad puede obtenen

se" dinectamente mediante La disitrnibucibn manginal de Uiqgy-

71.3. PROCEDIMTIENTOS CLASICOS PARA EL TRATAMIENTO DE DATOS
INCOMPLETOS.

Una vez toﬁgdo en cuenta el proceso generador de obsenvacio-
nes fattantes se prosdigue al andlisis estadfstico del conjunto

de datos Aincompletos.

En todos aquellos casos en queel proceso genernadon de'QBAenvg'
ciones falttantes sea tal, que éétebdaba den axeLLthamentg mo-
detado’ se produce una.. situacibn panticulan que-deb; sen
Zratada en forma especifica Yy que pon tanto,.bdlb se discuti-
nd en forma ﬁuy breve af gdinal de esta seccdbn.. En Los casos
en que el proceso generadon de obsenvaciones faltantes sea
tak, que peamita suponen que Las obsenvaciones faliantes se
bieuden aleatoniamente y Los datos abAenva¢o4 se obéeivan
aleatoaiaménte;entonQQA el pﬁocediqiento~é£d4ico a utilizan-
aAe ea el diécutidb en £a seccibn antenion Y conAiaté éh obte-
Hnen La venosimilitud conneépondienze a 2os datos obsenvados.
PesgracLadamente , en La gran mayonia de Las situaciones prdc
ticas no es posdible delenminan La dens.idad de probabitidad
apropiada debido a £a complejidad def problema,debiéndose conti
nuar el andfisdis mediante alguno de Ros siguientes prnoceddi-

mientos que Antentan, con mayonr o menon Exito, reproducdn o



ﬂpp@oximad at descrito en £a seccifn antenion. .-

Los princdipales p&bcedimtentba estadlsticos panra el trata-

»mientovag datos Lncompletos desde un enfoque cldsico son:

1.3.1. Omitin, descantar o Lignonran Xodas Las obaenrvaciones

Ancompletass
i T

Este procedimiento usualmente no es satisfactornio, sobre to-
do 84 en cada obsearvacibn Lncompleta se conocen £0s valonres de

muchas varniables. : S

En £Las técnicas conocidas como "diserio He expenimentos”, don
de £a anL;a vaniable a obsenrvan es La LLamada ngépuebta o va-
niable dependiante, ocunrne que en ef caso de que ae pﬁoduzcan
pérdidas, 4se aplique este procedimiento y a continuacién se
analticen Los datos ﬁediante técnicas panra diLsenios desbatancea
dos. Este es un casdo en el que géte procedimiento es satis-
6actbi£o y conrnecito. Algunas aeseAenctaA a éAze-geApecto pue
den Ae&: Seante (1971); Kendaff & Stuant (1968f, Migliken &

M Donakd (1976), Mifeiken § Johnson "(1981), Freund (1980),
Nuenall § Spieéel (1969) y Speed et at.(1978).

Respecto a técnicas de agrupamiento (CLustening) ferndrqu4ico,
catd el tnabafo de Baken (1978) y rnespecito a nregresibn Lineal

el de Hadiltovshky [196E8).



10.

1.3.2 Eatiman por separado cada elemento de x'x donde X es La
matriz de datos anampletoA.

Sea X £a matnrniz de dazOA Lncompletos,

] de dimensaién (nxp) con
. elemento (L£,5) dado pon X

ij; En algunas ocasdiones es convendiente consideran
una vaniabte tal que siempre tomo ef valoa uno, esto es una colum
na de X de unoa.

. . n
Cada elemento de X'X es de La soamai§1xijxik y s8¢ estima pon

medio de [ Zp xijxik donde'P es el conjunto de indicea donde tanto

1
X;) como Xij duernon obsenrvadoa.

Algunas nefenrencias interesantes sobre-cate procedimiento son

Las sdiguientes: en el anflisis de negresibn considernando pérdidas entre £as va-

riables LeLamadas Lndeﬁendientea, estdn Los trabajos de GRassen(1964)

y Hailtovosky(1968), En eZ trnabafo de Hadltovashy se muestrna, pon me-

dio de simulacibén en computadona, que este pnocedimiento no brinda

buenasa solLuciones; cabe mencionan que en el trabajo de Hadltovsky,

g A6ko se compana este procedimiento y el discutido en el inciso an-

' tenion (1.3.1), en base al insesgamiento y £a eficancia de Las ea-

timaciones. Ademds se contradicen algunas de Ras.afilrmaciones de

? GRassen.

Kendatt (1275) defiende este procedimiento en ef caso en que ef nimero de

observaciones con pérndidas sea'pequedio’ comparado con el wmimero total de obsenva-

c4oneé Aeat&zadaé.

m

Una posihle mejora a este procedimiento podria ser considerar, al igual gue
o en el muestreo, factores de expansidn.
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'71.3.8. Sustituin obasenvaciones perdidas por valores apropdia-

demente estimadoas.

La substituciSn de observaciones peandidas por valores estima
dos es un procedimiento utitizado de muy divernsas §Eoamas.

efemplo, Yates (1933), Healy § Wesatmacott (1956),

Pon
Cochran §
Cox (1957), Wines (1962), Afifi 8 ELashodf (1966),(1967) ¢
(7967) y Baown (1975), Lo utilizan sustituyendo cada valor
peaddido de La variable §, poa La media . de La vaniable § cal-
" culada con Los vatr+2s conocidos. ’

Rubin (1972) ¢ (1976 b) sustituvz en el "Andlisis de Vandianza®
Loas vatones perdidos, mediante divensas combinaciones Lineales
- delos valores 6bo¢muadoa utilizando para 2lLo residuos. Apli
eﬁ‘;atg procedimiento a problemas con s8Lc una ﬁuente.dc
earon,

-das”.

con L0 que se exclfuyen wmodelos como "Parcelas dividi-
EL taabdajo de Rubin resulta 8620 una solucifbn pancial
al problem:, ya que su método mo gemera conrectamente todos Los renglo
nes de 2a tabta de «wndtisis de varianza, tiene problemas con

Las matadices singularncs y ademds, es un mé€lodo complicado y

Laboriocso en su utilizai6n. En et trabajo de John § Prescott
(1975) se defiende y n2discute, en base al trabajo de Rubin
(1972) La utitizacibén de varniables {icticias (Dummy) en un
andlisis de covarianza para estiman Los valores pérdidos, méito
do que oniginalmente {ué€ propuesto poa Bantlet (1937) y que ~

poa sen considerado attamente Laborioso (Shearen (1973)) no ha
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tenddo accptacibu'p&dﬁtica.

En el tarabajo de Jarnnet (1978) se discuten ampliamente Los

- - taabajos de Rubin (1972) Yy (1976 b) asl como Los de Wilkhimaon

(1958 a) y (1958 b}, mddt(icando eatos dltimos en un <intento
pPOR subsanarn ;bt inconvenientes de Los resultados de Rubinm.

Resapecto al andlisis de regresibn, se tienem Los trabajoas

- de Buck (1960), Kruskal (1961), Dagenais (1973) y (1976) ¢

Beale § Little (1975) que a jaand;t ra8g0s Se presentan a con
téinuacibn:

 Buck (71960), estima 2os valores faltantes de La siguiente
§oama: sea X La matnir det di;éuo. de dimenasidn {(nxp) y elemen
Loas Xy donde cada arenglén representa Los valonres de Las va-'
adables independientes en una observacifn. Sean x;.....xp
Las vaniables cuyas obsenvaciones son Las columnas de X. Sa-

ponga que L04 primenocs m nenglones de X estdnm conp&eto&.‘ Sean
Las aegreaiones

EXpn 1 X o T Fy By X

donde 1 es8 un conjunts de Lndiceas.

Si Xy estd perdida (aA>m) entonces, se estimand por medio
de . ) '

E(Xj lxkp lr"kz:xr

By Xy
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donde I, es et conjunto de Lndices que deuti(ica a Las varnia
blLes no pendidas en La observacidn 4;¢4£m¢. 5k cs el esatima-
doa de 8, obtenido poa mInimos cuadrados a partin de Las pri-
mexas m obseavaciones con La regresidn E(xy1X,,T_) y Los va-
Lores de X, empleados 4son aquellos observados en el renglén

n-&aimo.

Kruskal (1961) utifiza Las ideas expuestas por Vates (1933)
donde 4¢ estiman Los vatpac; peadidos de tal {forama que La su-

ma de cuadaos del nesdiduo asea mInima.

Dagenadis (1973) y (1976) travaja suponiendo que Las ptadi4
das han side exclusivamente entre Las vaaiables Lndependteﬁ-
tes. En-estos axiliculos se estima el valor. de Las vaniables
faltantes en tr~ otservacidn L por meddio de Las variables obaen
vadas cqnpteé;ncnze a Lo Laago de todo el esatudio, utitizando
para clta una serie de aAegresiones "auxilianea”. Poa esta na-
zén Los resuftados do Dagenadis écon una aplicacibn delf mé€todo
de Buck. La iayoa arontacibn aparece en el tratamiento anall-
2tico del problema mediante La aplicacibn del método de mindimos
cuadrados generalizadcs y La dezeamtnagian de propiedades de

Loa eatimadones de Loas parndmetnros.

Beale y Littee (1975) paesentan un mé€todo Literativo basado
en La investigacdién de Buck y en el qQque La dnica diferencia

con €ate cstriba en que al calecular La estimaciln de La matndiz
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de vanianzaa ¥ covarndianzas se divide poi (N-7) en vez de N{

Ligny et al. (1981), presentan una aplicacifén Lterativa det
método de Buck al andtisis de factones com obaervaciones imcom
pletas.

La padincipal ventaja al utilizar el pnoc¢dimt¢nto descrito
en este inciso estriba em peaxmitin el uso de mé€todos estadls-
£4Lcos y programas de computadora claaificados como "estandar”,
colocdndose asl al alcance de un magygor ndmeno de usuanioa. ‘
Las desventajas sra: ;.iesgo de nealizan un pésimo andlisdias ai
al exdistin una {(uente connelaciln entre Las variables €sta no
es tomada en cuenita em forama apropiada y 84 al LLevar a cabo
el andlisis estadlalico no se toma en cuenta el que se han
efectuado estimaciones de Los valores peardidos y que boa tanto
deben rectizanze "modificaciones aparopiadas™ por ejemplo en
iao varianzas de Los pardmetaos estimados. Sobre cate de&Ltimo
punto Kendall (7975) indica que La deteaminacibén de estos ajus
Les o nodi‘ieu;ion¢¢ cpropiadas 1o es en foama alguna un traba
Jo sencditlo o un problema nesuelto. Ademds menciona que no de
be otvidarse el hecho de que n; exiate sustituto para elL cono-
cimiento y que neemplo:ian valores pendidos por cantidades estdi
madas, no aflade informucibn, simplemente facilita el andlisias
esatadlfestico al permitin que este resulte un andlisis "estandar”

con datos incompletos.



15.

1.5.4. Suponea qdc Loas datos proceden de una dlai&tbucidn Noa
ﬁal multivariada y que adQnda La inferencia de interls es La
‘estdimacdin de Los pandmetrnos Linvolucrados, realizada mediante
el método de maxima venosimititud.,

Como efemplos de trabajos en qu que se utiliza este proce-
dimtento pueden citarse Los de Witka (1932], Rao (1952}, Andenson
(1957), Afifi & Elashodg (1966), Orchand § wWoodbury (1972),
Beale 8 Litele (1975), Littege (1976), Rubin (1976a) Dempaten et-
«lL. (1977), Sanathan § Blumenthal (1978), LittLe (1979) ¢
Hasselblad et at. (1980).

Sobre estos ¢nttcuioo puede decinse brevemente que Oachand
¥ Woodbuny establecen et LZLamado "Principio de La infdormacdidn
peadida®, que Beale y Little presentan en foama clara Los re-
aultados de Orchard y Woodburny, que Little aplica €ste mitodo
a La estimacidon de modelos autoregresdivos en senies de tiempo
¥ a La infenencia sobre combinaciones Lineates de medias e
una pobifacifn Noramal. Dempsten et al., genenallizan Los nesul-
2ados mencionados antenionrmente. Este mé&todo es JLiterativo ¢
produce colateralmente La modificacidn "apropiada”™ a La varian
za de Los pandmetrnos eastimados. Los estimadones son aproxima-
damente mdximo verosimitles . Por otra panté es dimpontante ae
Aalar que Demapten et al., discuten aplicaciones de este méto

do a probtemas de datos incompletos en senies de tiempo, and-
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Lisis de factones y andlisis dtacntntnantc. que Sanathan y‘.

BLumenthal Lo aplican a un modelo LogLatico y Qque Hassetblad
et alt., Lo aplican durante un andlisis Probit uazztplc.

Litete (1979), para ;L caso de acg;gttdn mdetiple compara
entre 8d por medio de saimulacibn en computadona £os procedi-
mientos en el inciao 1.3.3) y et pdocedimicnto de minimoa cua
dradosa ordimnarnios aplicado en dos casos: 1) deapués del proce
dimiento (descarito en el incdiso 1.3.1)consistente en eliminan
Las observacdiones incompletas; y, 2) con 2,5 Zuitos completos,

esto es, el conjunto de datos ain pé€addide alguna.

Rubin (1976 a) generatiza et coeficiente de correlacibn mdl-
tiple (Drapen § Smith (1968)) a adituacione; en Laas que haya
observaciones pendidas 86Lo0 entre Las vaiioblLes independientes..
EL cldlculo de este coeficiente sc Lleva a cabo utilizamdo Las
téenicas de Dempsten et at. (1977). €Em Los cascs enm que mo
haya perdidas coincide con el coegiziente definido en foama
usual. Con eate cocficiente ptantea Rubin L2 posibitidad de
companan vaataktea independientes, y por Lantc, diferentes mo
delos de negresibén como posibles predictornes de Za vandiable de

pendiente, ayudando en esta foama a La selecc.icn de variables.

'1.3.5. Factorizan la vernosimititud de foama tat que sea posi-

bte factornizarn o aepanarn el problLema de catimacicn orniginal

en problemas mds pequedios y sencillos de estimacibn.
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En eate ﬁ&occdimicnzotae enmanrcan Los nesultados de Anderson

(1957), Oachand § Woodbunry (1973) y Rubin (1974).

Ee bﬂtuctb&o'dc La infoamacién pendida de Onchand y

Woodbury mencionads en el .inclao antexdion » 4e aplica en eate ca

40 a modelos Lineales y a La Noamal Multivaniada. La idea es,
consdiderarn a Los valornes perndidos como vaniables aleatorias y
factordizarn La versoasimilitud en:

Pix| 0)1=p (ug,10)p lug10,ayy)

4egdn La notacidn empleada en La seccién 1.2

EL taabajo de Rubin es una generatizaciOn del de Anderson.
En ambos ase descompone el problema oa&glnﬁz de eatimacdién de
pardmetros en problLemas mds "pequeiios” de estimacidn, wmedimn-
te factorizaciones de La verosimilitud de Los datos obseava-

dos, en un producto de venrosimititudes cuyos parndmetnos son
*"distintoa”.

1.3.6. O2tros procedimientos.

En paoﬂzcmaa con datos binanioa. multivaniados con obaerva-

ciones 4incompletas, se tiene el trabajo de Tittenington (1977),

que utiltizando et método de Aitchison § Aitken (1976) propone
un tratamiento no paramétnico. Desde ﬁn enfoque paramétrico
4e tiene Los nesultados de Hocking § Oxpring (1974) y Koch

et at.(1972). .
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eq alluaclioneas en Laa que ae quiene contrastarn hipdtesls
40bne una poblacidn Noamal bivaniada con coeficiente de co;
arelacién no cere, cuando La muestra tiene datos pendidos cgo
arespondientes a ana o tas dos vaniables, se puede mencionar
L0s trabajoa de Mehta 8 Gurland (1969), Naik (1975), Lin &
Stivens (1975), Ehbohm (1976) y Dahiya § Korwaxr (19‘0) respec
20 a Lnfenenclias asonne Llas difernencia de medias y a Bhog

(167!) en cuanto a tn‘eaehcta; s0bne Za di{c&cné;c de vanian-
z@’s .

Ern estadlatica no panramétaica, se ticre el trabajo de
Ktotz (1980) en el que se modifica Za prueba de Friedman a
4dtuaciones con datda categlnicos ordimalea e Lincompletos.

Por attimo, Orygas (1976) trabajando modelos Limeales “ain
coordenadas” (Eaton (19701) ercuentra,al considerarn obseava-
ciones incompletas,que L£0s esatimadorcs del vector de medias
(X8 en La motacidn usual) ason esiimadones de Gauss Markov a6-
L0 en condiciones nesatrnictivas y d£5£c£Z¢A de satisdacen.

En el caao en que el procesoc genenadon de ohseavaciones
peadidas no peamita suponern que tanto Las pérdidas cono'zac'
cbtc&vacibnco squceden ateazoﬁiamenze, entonces 2L pnroblema es-
tadlatico nesultante suele no ser catalogado como un problema de

obaervaciones perdidas, aino que dependiendo del proceso gene-
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radon de obaervaciones 4Lncompletas el problema rnesultard pon
efemplo, um caso con muestras censuradas o con un diseflo res-
adingdldo, etc. . Se aecomienda poar Lo Lanto consultanx Los taa-'
bﬁjoc de Rubin (1976 c) y (1978 a) asl como La bibLiogradla
apropiada. Cabe mencionar que en el trabajo de Dempater et
at. (1977) ase dt&éuzeu aplicaciones del "principio de La Linm-
§oAamacibn pcndida?«:p&ob&cma; con obsexvaciones cnuncadai.‘dc
£oa censurnados o'ggaupadoo. puopoad(onando adends , czgundt‘cé

2as bibliogrddica:.

‘Reqaumiendo, dcade un engoque é&ditco. el paocedimiento ¢paa-‘
plado ante un waolblLema con datos faltantes comsiste en obtenen
La verogimititud corrczapondiente a Los datos observados. Debi-

do a que Za gran *ayorla de Las sdtuacdiones pardcticas no €4 po-

4408e detcaminar eata veroaimilitud, ae LLeva a’cabo el andltliasdls

catadlatice madiante alguno de Los procedimientos descaitos some
aamente en este caplitutlo.

EL panorama que 42 ha planteade en este caplitulo resulta con-
§uao come conaecuencia de La no exiatencia en el enfoque cldsaico
de un carltexdeo de obtﬁnaatdad que permita juzgan tanlo .%as dide-
rertea gpcionesd come 3ud diferented variantes .



CAPITULO II
METODOLOGIA BAYESIANA

INTRODUCC 16N,

En eate capltulo se trata de paesentar ur panorama (no ex-
haustivo) sobre el tratamiento de obaservaciones perdidas utlli
zando asgumentos bayesiancs. Panra esto, se ha considerado apro
piado definir, primero, Lo que debe entenderse por argumentos
bayesianocs, desapuls discutin La necesidad ae modelan el proceso
generadon de observaciones faltantes y pore deLtiwmo, presentar y
ocasionalmente discutin algunos de Los taabasjos que se han pu-
bticado y que paresentan so0luciomes bayesiances. Lo anterion ae
Logaa mediante la presentacibén del material de La sigudiente ma
nera: ‘

2.7. La argumentacién bayesiana.

2.2 EL procesoc generadon de decins faltantes.

‘2.3 Sotucdiones bayesdianas a problemaa de datos Lincompletos.

‘2.7 LA ARGUMENTACION BAVESTANA.

E4 necesardo definin qué se entiende por "astadfstica baye-~
adana” con el {in de comprenden Las conexiones y simititudes,
asl como Las diferencias,entre eata coaniente y La cldsica. Co

mo ‘refernencias clave para conccen y estudiarn La indenencia con



t 2 8

base en angumentos bayesianos se recomienda alos siguientes tra-

bajoa:s Raiéfa & 'Sc.hta.l.‘uz. (1961),Llndt¢y (1965), Ve Groot (1970)
¥y Box 8 Tiao (1973).

Lindley (1971,pg.2) define como "argumento bayeaiano” a cual-

quien anrgumento basado en La existencia de un' o campo sobre

el espacioc panametaal y una medida de probabilidad aobre é€ate.
Eate miamo autor define "una solucidn bayesaiana®™ como una solu
ced{fn basada en angumentos bayesianos y que por Lo tanto utili-

za distrnibuciones “c naobabitidad sobre el espacdo détbpan.dmc-
Lro. -

A paaéia de Lo antendion es posiblte definirn como "estadlasti-

ca bayesiana®™ al métzdo estadlstico basado er argumentos baye-

adancas. EL modef. ceneaal que se con;idcﬂa bajo el enfoque ba

yesiano puede ¢itrablecerse de La manera siguliente:

Comaidene un cspacio muestral X de elementos x, dotade

con un o-cumpo l(apropdado) de conjuntos sobre Las cuales se es

pecifica una famitia de medidas de probabitidad. Estas medi-

das estdn identificadas mediante el Lndice 0 (escalar o vecton)

que 4e conoce como pardAmetrno y Qque pertenece al espacio parame-

tralt H. Loa valornes x Ae conocen bajo Los nombres de mueastra,

observaciones o datosa. AL resultar @ simplemente un Lndice pa

ra Las probabitidades nesulta que este modelo £Lncluye a £a LLa
mada estadlstica no-panamétrica.



&8 usual oupoum que estas umudcu de probabitidad estan douu:na.dnu por

une ncd.(da. q-ginita,de forma tal que pueden ser descritas mediante sus funcio-
neade densidad (p(x|0)) nespecto a La medida (#ix)), de tal foama que

PlAlO)- [ plx| 01 d u (x)
A

donde A eas cuatquc}t miembro del o-campo y P(A|O®) es La probabi
Lidad de A nespecto a La medida identificada mediante 6. Las

medidas dominantes comunmente utilizadas son La medida de contar
y 2a medida de Lehcoqui, Yy en cuanto a notacién, en Lugan de ‘

du (x), sa¢ ecacribe simplemente dx .

Hasta aqul Ltas codincidencias entre Los modelos cldsicos y ba

yesadano es abaoluta. Pasemos ahorna a sus diferencias.

La conceptuclizacibén de La probabitidad constituye cieata-
‘mente cl punts bhdsico de disociacidn de tas dos corrnientea esta
disticas. La metodologla bcyuu‘ma La intenpreta como una medd
24 deci.lt 2a plzobab;udad es ahora una me-
La paobabitidad aub;g

da def comocimicnto,
dida subjetiva y como tal se Le acepita.
- Ldva peamite, en foamc statural, La obtencién del o-campo y de
La medida de probabililad sobre el espacio parnametral. La pro-
babitidad Aub;e«t«.va coiaidena en forma natural el conczpto de
probabitidad condicional debido a que todas Las probabitlidadeas
4on condicionales (De F-Cnuti..-lﬂa‘ps,7y134')_& E& marco §ilosdfico dee

presente trabajo es bayesiano. Por esta razén, aunque en algu-



nos casos La motaciSn empleada mo Lo manifiecste en forma expll
elta, y adn en tratamientos cldsicos, s4e consdidena que todas
Las probabitidades son condécionales.

‘La descaipcidn de La medida de probabilidad puede hacerse a
través de 4u funcidén de densidad p(®) coﬁ respecto a alguna me
dida o-§inita dominante, hecho que resulta matemdticamente con -
vcuicnzc. La integracibén respecto a esta medida dominante 4e.
denotaxrd como I...d. . ’

A paxtin de £o. hechos expuestos con anterioridad, es posd-
bLe generar, utilizando para ello el teorema de Bayes, una fa-
. mdtia de medidos achre el espacio parametral pl0|x) <identifica
das respecto a x.

La foama de cbtzner p(@|x) mediante el teorema de Bayes
(utitizando (u-ciouen de denotdad) eas -

piolxl= nix[0) p (@) /p (x)
donde: .
poa= [ pixle) o (0) d (o)

y todas Las distrnibuciones plo|x) estdn dominadas por La miama
meddida. -

En términos bayesianos se utitiza La sdiguiente nomenclatuna:

verosimittud de 0 dado x, para La {funcidn dé 0 expresada mcdi&g



24,

Le p(x]0), denaidad inicial o a prioni (antes de observar x) de @ pira p (0)
y densaidad posaterion (decpu%g de observar x) de @ pu&a p(O]|x).

"Enm afgunos caasocs, el argumento bcyco&ano contideaa exptlei-
Lamente un espacilo ‘de decdLsiones y ana funcidn de utitidad aso0-
‘bre el espacdio paoducto, formado porn el producto dinecto de
dos espacios: el paramé€trico y el de decisiones. Conociéndose
a fa teorfa resultante como "Teoxla de La Decisifn”.

E&'u&b de La teorla de La decisiln y como consecuencia de
La estadlstica bayesiana y La probabitidad wubj tiva, cuenta
en este siglo con un gran estimulo paxa Lo divulgacidn de traba
Jos conducentes a fundamentan axiomdticamcnte La teonla de .deecd
sdones. Los axdiomas se ecatablecen sobre Las mrecferencias del
4nt¢acaaaa (en La toma de decisiones), resvetando que Los axio-
mas pueden ser viatos como criteaios de conbt&t;ncia I’} coki&cn-

cia sobre Las preferencias del .intenceado.

-Algunos efemplos claves sobre tiabajoa encausados a propor-
cionan una base axiomdtica a La teorla de decisiones som Zos de
Ramsey (1931) y Savage (1954); mientras que tacbajos que presen
" Lan un‘panoucma de L0s nresultados obtenidos en este campo A?n

Los de Fishburn (1970) y (1981).
2.2 EL PROCESO GENERADOR DE DATOS FALTANTES.

En La 4introduccibén a este trabajo, se discutiernon Los posdi-



bLes oxtgenes de Las obaervaciones perdidas y La manera em que

€stas afectan al andlisis estadletico. Ahoxra, por Lo que se re
§iene a Las cirncunstancias em que e paoceso generador de obasen
vaciones §altantes debe sex tomado en cuenta en ef andltisis ea-
tadlatico, se presentan Las ideas de Rubin (Rubin (1976 c})).

vc';guaz ‘aanaAquc en dt procesao cldaico, se tiene:

Sea u-(u.;;...un) un vectox de variables aleatorias con fun-
cifn de densidad “: probabitidad pl(-|0), donde @ es el pardme-
Ltro. Sea Me(M;,...,M_ ) el vector de variables aleatorias aso-
cdiadas a U y que 4indica qué vaniables {altan, esto es, u‘ toma
el valor cero ¢ uno,cero, 44 La connespondiente componente de
U falta, y uno, 4L Zata ha sdido obaservada. La parobabilidad de
que M tome el vaton m-(m,.....nnl dado que U toma el valon
us{uz,.c.,ua.) s pim|u,¢), donde ¢ es el pardmetro correspon-
diente ;l "preceso generador o causante de datos faltanteas”.
Sea X ef vector d¢ variables ateatonias (X1,...,X,) con rango
extendido de Tat marera que comprenda el sfmbolo "*" panra Las
obaervaciones faltantes.

‘Se degfine a X medecnte Las adigudientes ngglaoz

Xy=U; 8L My= 1 y x;=* a< M =0 . Es importante no perder
de viata que X es obsenvable mientnas que U no £0 es, Yy que el

‘inten€s se centra en indenin sobre La distribucibén de U 6 de
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una funcifn suya.

EL valor observado de M, ea dtci& m, produce una particién’
de Los vectores de variables aleatonias y de observaciones, de
2al §orama que corresponden a Los valones fattantes (me0) y Los
no {altantes o n¢g£§tnadoa (msd)s

Us (U gyoU¢ay! o X=X (g2 X ()

“'(u(o)ru(‘)) . ‘.(‘(o)nx'“))..

donde por definicdibn, x(o)-(‘,’ .

,_...,‘) Yoy,

La s0Lucibn bayesiana a ur paocblema con observaciones §altan

' tes debe considerarn a La verosimilitud nbtendida de La asiguiente
manera?d

IP(“|’|P(-|3.0\ € ooy o

S{ ple,¢) es La diatrnibucidn conjunta inicial de ® y ¢, en-

toncea La diatribucibn poatcuiom send (Lea = ccmo "es proporcio
nal a”):

p(o,e | Reye ™ ) =p (0,0} Ip {uleliptmju,e)d “ 0y
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de donde se obaerva que 2a 40Lucifn bayeadiana depende tanto de
plul®), pimlu, ) como de pl®,6)

Rubin (1276 c), jmopon.c..toua Laas sdigudlentes deddiniciones:
B

Los datos faltantes se pienden aleatoriamente, si para cada

valor de ¢é,p(miu,¢) toma et miamo valon para toda ®e0y’

el pa.n.dmc.tn.c é e daunto de 0, si el espacio parnametral
eonjunto ase puede factoaizan enel espacio de 0 y el espacio
de ¢, y cuando se especifican distrituciones apadiordi para 0
¥y para ¢, €atas aon Lndcpc.mu.enzga. '

Entonces, at comlduu a ta dutlu.buudn marginal de & da-
de “cs !j - 00. ucnc_ que:

polu ,.m= Ip(0.¢)I PLalo) p imlu.d)dugg, d¢

S4i Loas datos faltantes se pienden aleatoriamente, entonces

pimlu, #¢) es una constante reapecto a @w(gy Por Lo que
plolu, ., m = Ip (0,01 p (miu,0] I-"‘“‘”d “or2®

¢ 4L 0 es diatinto de ¢, se tieme

plo,¢)= pl(o) p (&)




dc doudc

p(o|uu,,m)- p(u [ p lu 10) du g, .-

En oca&ionco,cuando:no éutéxe introducinse informacion subje-

ztva.ce consideran Las Llamadas distaibuciones Lindicialea de ne .

derencia o "no Ln‘oamat4v45"(”(Beanaudo 1979} y en relacidn

‘& ellas, se hacen Las sdiguientes observacdioneas:

sdides posdible suporer que La pérdida de Las 660¢uv&cionci

- sucede aleatoriamente,y si @ diferente de ¢,entonces La distraibucidn
intcta; de ae‘cagucta a usanse es La que se obtendrla com.
el procedimiento de Beanando (1979) al considernanr a La

- yerosdmititud Ip(u 1) du,, 3

44 mo ea posdible suponer que Las observaciones se pilenrndean
aleatoriamente ¢ que 9 es diferente de ¢, cntomcesa el co-—
" necdmiento que ae tiene y que no peamite acalizan eiics
Aubaalcioneb. Ltiene que ser modelado e incluldo apropiada
mente en La venosimilitud, En eate caso el procedimiento
‘pana obtener La 4inicial de referencia de 0 y ¢, debend
 a¢nv¢p££cado a La verosimititud de @ y ¢, donde ae contem
ﬁtc ﬁpﬁobtadamcnte el pagcedimiento de péadida de obseava

" clones.

(1) Ea costumhre dar el nombre de distribucifin posterior de raferencia a

la distribucidn posterior obtenida en base a una inicial de referen-
cita,
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2.3  SOLUCTONES BAVESIANAS A PROBLEMAS CON DATOS INCOMPLETOS.

. Uma vez considerado el proceso genexradoxr de obaervaciones
lcltané¢¢, debe detexminarase a4l debe .0 no modelanse ecate pro-.
ces0. S£ ae cbnatdeaa que Los datos faltantes se pienden ateg_
torliamente y que el pardmetrno 0 e4 diferente del pardmetro ¢

(vex 4eccidn anteriorn),entonces una s4olucién bayesiana serd

aquella que obtenga La distribucion de @ condicional a L£os vatlo
aes observados, que segdn La notacién de La secciln anterndior es:

POl u (yyoml = p 10) [plujo) du,,

A continuacidn se comentan Los trabajos de Mehta § Swamy

(197¢), Dagenals (1974), Press & Scott (1974 y 1976), Stewarnt §

Sorensen (1981) y Lairnd & Louis (1982).

Press 8§ Scott, conaidexan un modelo de regresidn Limeadl mdl-
‘tiple y diacuten el paochlema de eatimaciémn de Los p¢4¢n¢t504.4£
volucrados poa medio de mdxima verosimititud generalizada
(Pe Gro02,1270,p.236). Eato es, calecular La funcidn de distribucidn
pq4tcatom de referencia de Loa paadmetnoa Anﬁoluqaadoa ¥ Las ob-
aervacionea falilantes condicionado ascobre Laa obaervaciones no
perdidas, y caleulan La moda de esta distribucidn de forma tat

que simuttdneamente estiman Las observaciones fatltantes y Loa



|

- p(Olu

pcudaczuoo_tnvczﬁeuadoA. ‘Conaidenan que pueden haber pérdidas
tanto en La vakatbiz dependiente como en Las <independientes o
expldicativas adiempre y cuando al haber pé€ardidas en La varniable
dependiente se haya obaervado af menos, ef valonr de una de Las
variables independientes. Suponen tambi€n, que Las variables
indpendientes perdidas se distribuyen como una Noamal. En et
trabajio publicado en 1974, suponen que todas fas varxiables Ainde
pendientes tienen La misma media y La misma precdisifn. En cam-
bio, en et artplculs Jdc 1976, suponen que La matriz del diseio
ae puede expaesarn !penmutando sus cofLumnas) de La siguiente {on-
ma X=(U,V) donde en U han quedadce todas aqueltlas variables inde-
pendientes que han sudrido altguna péadida, mientras que en V han
quedado todas Las vardiables "completas”. Adoemds, considero que

cada renglén de U se distraibuye Noamalmente con media una combina

cedfn Lincct del zoareapondiente aenglén de V y matriz de preed-
446n comstante. En ambos trabajos, Press 8§ Scott, obtienen Las
expresiones anallfticas de plul®), pero hasta el momento de escadi

bir ecstas LIneas ha s..do impoadible Llévan a cabo La integnracifén
analltica de €stas.

" Dagenais (1974) pox su parte, considera el pnroblema de obtenen

sddena el modelo, que en notacildnm matnicial usual puede estable-
cernse como:

(il'"' en ;L andliocio de negresdibén quttplc. Para ello, con



V= X g+ g

con todas Las aupoadiciones diatribucdionales ﬁauclet-, " ARade
Loa aupuesatos slguientes: 1] no exiate ondenada atl origen;

2) existen otras variables que no han aido 4Lncltufdas en el mo
delo, que tLambi€n han sldo obaervadas y que eastdn retacionadas
con Las vardlables independientes y Jl.ixiotz una Liga entre
Las variables no incltuldas en el modct& de regresaifn y algunas
de Las vaniables explicativas. Pon hjchpto,(acﬁata el auton )
Las variables explicativas X, y Xz , s4e relacionan con Las
variables no incluldas en La‘mataiz_dec diselo 22 ¥y 22, Je La

dlguiente gonma:

(ol 2 sl S0 B

donde Vig (£=1,2), se distribuye confuntamente en doama Noxamal,

con media cero y maitriz de covarianza

Sm '} c‘ll.v
L2t f!
Supone también que tas v's son independientes de Las €'a,

que pueden haber péardidas en ¥, en X y en Las variables 2i y 22,

31,



y'quc La distribucibn inicial ea de rneferencia.

Dagcnai&,bcxpucaa La vencsimiltitud como un producto de veag
admititudes, una para cada asalituacién cAbect(tca de bCAdea.
Por ejemplo, asocia una verosimititud para £os casos en que

no haya habido pérdidas, otra verosimilitud para aqueltas ob-

servacdiones en que ase hayan pcudtdo:vvy X2 pero mo Xi,2; g Za,

ete. Por medio de easte procedimiento, LLega a plantean Las

‘unc&onct de densdidad posternion de g_.Acz (La varianza comdn
del ernonr ) y S, asf como tas de Bi1,82 y A (¢77) S, e indica
Qque & partirn de esatas expresiomnes ae pued:n obtencnrn Las distri

buciones marnginates de interés mediante La integracidn numéri-
ce aproplada., '

Es tnpo@tantc comentan que el procedimiento de Daginait pre

senta fas nestricciones siguienies: La-existencia de Las vandia

bles Z: y Za2, La impoatancia desproporeionada de Las vaniables

X1 Yy Xz nespecto al resto de Llas vai:iables independientes

»
2as dificultades técnicas y el gaato e¢en tiempo de computadora

pana realizanrn La 4integracién numénica sobne un ndmeno de vaala-

. dles que puede nresultan exceasalvo.

an au ba&tc. Laind 8 Loudls (1982) diacuten uilgunas aproxi-
maciones a problemas con obseavaciones bcudtda;, aplicables en.

diferentes situaciones. qué Los autornes ejemplifican con mues-



‘znuo cen&uﬂadci boa La dernecha en una pobzactdn exponencial ¢
en muestrasy extraldaa de una poﬁtcetdn multinomial. EL m€todo
de aproximacdidn que utiltizan consiste bdaicamente en Ligualar
La moda y La infoamacibn de Fisher en La distriljucién usada
{(Noamal o Gaussianra,o0 un miembro de La ‘amith conjugada de
distribuciones aaoqtadca a La diatrnibucdibén de La que ae ﬁuct;
Zrea) con La moda y La tn‘oanactdu de Fiahea cbaervadas en La

muestra.

Ee trabajo de rehta €6 Swamy(1974) aocbre el problema de rea-

| tizan 4nferencias sobre La diferenmcia de medias en una pobla-

ci8n Noxmal bivamniada con coefdiciente de cornelaciln posible-
mente mayoxr que cexro, cuandovzc nﬁect&c tiene algunoa velores
peadidos tanto em una como en otra variable, es resuelto al
obtener e disrtilbuciln poatenian del pardmetro de interla me-
diante Cng;gﬁaeLJn numéaica.

'Poa aLtimg, en problemaa dq Aeapuesta nd&t&plzi. Stewand §
Sorensen (194811, reatizan una aproximaciin a La funcidn de den-
sidad poateaion para catos en que Las pérdidas Adlovocuaacn en
tre Las variables nesputsta, Lda verosimiltitud empleada ea

. ’,_, (wj@®) d “cay reexpresada adecuadamente.,

Para el caso en que Las pérxdidas no sean aleatorias (aegdn
£a definicibn de Rubin (19276 c) presentada en La aeccidn ante~
rior), se tiene,por ejemplo,el trabajo de Susarta § Van Ryasin
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(11161 donde tratan el problema de estimacidn de‘cuavatbdc su-
pcnvlvcncta basadas en muestras censuradas porn La derecha. En
eate trabajo, ae presenta una solucidén bayeaiana no paramétrica
¢y La diatrhibucdilén apriordi usada es un proceso VDinichtet de Los

presentados poa Ferguason (1973).

Reaumiendo, ef problLema ‘uud&ncutﬁt encontrado hasta ahora en
el t&ctcuicqta del andtisis de negneaidn con datos faltantes des
de un enfoque bayesdiano ha sido ta dificultad de obtenenr La dia-
erlbucibn posaternion de Loas pandmetnos de Lur~riasa en condiciones
no ueatutctivao, siendo esta distribucibfn Za base de cualquiexn
andtisais bayesiano o toma ye decisicnes, resulta entonces muy Lm-
poatante el obtenen un; 40Lucidn bayesiama que brinde nesultadoas
satiafactordios ante problemas con datoa Limcoipletos.



CAPITULO ITT

UNA 'SOI.UCIVOA“ BAYESIANA AL PROBLEMA DE -
REGRESION MULTIPLE CON OBSERVACIONES
INCOMPLETAS.

INTRODUCCION.

Eate cnbttuto preaenta una solucidn bayesiana al problema
de regreailn mdetiple con observaciones peadidas mediante un
procedimiento secuencial para el tratamiento de Las obseavacio
nes, utitizande ec concepto de familias conjugadas de distaibu
ciones, que en el caao de um paroblema de regresidn com™eanores”
Noamales es La distrrbucibn Noamal Gamma. En étte mismo capitm
2o se demuestra que La foama secuenclal no es inherente a La aso
Lucién y que el conjunto de observaciones (sean completas o 4in-
completas) pdedc ser tratado en bLoque. Para facilitan La expy

44cibn, se ha partido este capltulo en Las asdiguientes seccivnes:

3.7.~ Procedimiento secuencial de inclusibn de obaervaciones;
3.2.- Andlisia &c una obaervacién completa;
3.3+~ Andlisis de una observacilOn incompleta;
'3.3.1.- Pérdida def vakon de La vaniabte dependiente;
'3.3.2.- Obsenvacidn del valon de La vaniable dependiente;
‘3.4.- Tratamiento de un conjunto con mds de una obaenvacifn;
3.5.- Particularidades operativas en el procesamiento de Los

datos.
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3.71. PROCEDPIMIENTO SECUENCTIAL DE INCLUSION OE OBSERVACIOAiE .

La conclusifn principal Qque se extnrnae del caplitulo antexdior,

en aelacidén a Los trabajos reatizados respecto al problema de
regresidn con datos faltantes, esfa necesidad de reestructurar el proble

ma de tal mauélza que sea posibte integrar £as variables {faltan-
tes enla Midadpcatw,oa conjunta de Mmca y valores gattantes pudiendo
entonces obtener £a funcidn de densidad posterion de £0s Mmu de intenés.
En Press 8 Scott (1976 ) La complejidad dee plwbzm se manigiesta en La imposs -
bitidad de integrar ﬁnat‘t‘t{camenzc una expresifn en La que apa
Aece una matriz en La que algunas componentes estan perndidas y
cuando La Lintegracién se plantea nrespecto a Los com-

otaasa no,
En Dagenais (1974) 4e factoriza La fumecidn

ponentes pendidas.
de verosimititud pero no se Logra simplifican £a integracidn

andlitica de Las variables perdidaa.

Por Lo anterdicimente expuesdto se decidil simplificarn La situacidn

a enfrentar Lo mds poasible, manteniendo el compromiso de no perder generali-

dad en el problem: tratado. Se encontrf que 2a forma mis simple comsist: em

4r inctuyendo las observaciones una a una, en el andlisis, utitizr-ndo
para ello La idea de un modelo secuencial presentada en Harrndioov

& Stevens (1976). De esta manera resulia poéibzé obtenenr andli-~

ticamente La diatribucidn postenion de L£os pandmetros de <internés,

neqolviendo Los problemas antes mencionados.

Por otra parnte, ae ha considerado importante el Que fa distribucion
poatenign nesuliante sea un miembro de La familia de distribuciones Noamal

Gamma que e4 £a famitlia conjugada utitizada en probltemas de re~

_grescon. Para una _dizcdacdn amplia sobre Las damitias
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conjugadas de diatribucién en genenal y schre 2La distaibucibn
Noamal Gamma en. particular se recomienda conaultar el ubao de
Raiéa 8 Schlaifer (1961, pp-43-78).

" En Lo que resta de eate trabajo se subrayan Los vectores para ma-
dan claridad y se considera que Ros datos faltantes se pmden aleatorianente
¢ que el pardmetio ¢ correspondiente al proceso generadon de observaciones-
‘am»tu y 9=(f',w)'son distintos,donde 8 yw son pardmetros que definen &a
media y La precisifn en un probema de negresidn. Estas suposiciones pérmi-
Zen no considenan exptlcitamente al proceso generadon de observaciones ‘amuu

3.2. ANALISTS UE. UNA OBSERI'IACION COMPLETA.

En el caso en que La matriz del disefo X y el ve@to&' de ob-
'ouvcu'onco de L3 vandiable nespuesta l eastén completas, La ob-
tcnaéu de La distribucibn postenior de Los pa&dmetn.ot. Lavolu-
caados condicionadaa £oas datos, ha sido publicada en -ue‘oa Lage
nes ¥y eas una solucdidn bayesiana ampliamente comocida.  Esinr so-
Lucidn que puede encontrarse, por ejemplo, en Raiffa & mzm‘n
(1961 ,pp. 334-353) ,sc presenta a continuacidn bda-«:caméntc por dos razones:
L) con ella ae ohtendad La forma de incluinr una sola observa-
..ed6n como un caso particutar de €sta; y L<£) servird para tcnei
La presente al probarn que en el caso de -conta.n. con varias obaen
vacionea completas, es equivalente imcluinlas en bzéquc o de

una en una. . . .



Sea @8 = (ﬁ'a-'.ﬂz';---oﬂpl"._ donde A’ ea el frarapuests de A,un
vecton de pardmetrnos cuyos valones estan en RE (kI v sea w
otro pardmetro real positivo. '

Sean X La matriz de dimenailn (nxpl y elementos "1.5' cono.cil_'
da con el nombire de matrniz del diseilo y Y el vector de dimen-

446n (nx1] y elementos ¥; Que representa Las obaervacibnes de £a
variable dependiente.

Suponga que La distribucibén de ¥ dado X,2. y w es Noamal (n
variadal. con media X8 y precisiém w 1, (T, matrdz identidad de dimension
n), quepy waon desconocidos y que X esta {ija (Li.ncucy 1965, pg.2(3).

EL parolitema de inferin sobre Los valorer de 8 y w basdndose

en £oa valores de X y y 4&e conoce como 28 buobtema de regne-
446n mdlLtiple.

Un estimadonr de mlinimos cuadrados de 3 se define como el vectcn
_ﬂ: que minimiza La forama cuadadiica (Y- XB)'(Y -X8 ) que apa-
rece en el exponente de La funcifn de verosimilitud obtenida a
_pa.n.tin. de ta distribucibn de ¥ dado X,8 y w mencionada anteriox
mente., Por dé‘menctaciﬂn; se demﬁ.e&taa (Gravbitt ,1961 ., p .
11-312] Qque é: minimizard esta forma cuadrdtictr AL y a0Lo &L aa-s

tiadace La ecuacibn conocida como "ecuacidén noamal’”:

X'X B = X'y



' En el £LBro de Rao (12651, pg.24-25)se establece La existencia de,atl

menoa una Aclucdfn a eate slatema de ecuacliones. En genenralt La

aolucltfn de €ate sistema de ecuaciones no ¢4 dnica.

" Uma solu-
cifn es 5_‘-

(X*°X)"X*'Y: .doudclx'xrzi“.c.weua generaltizada de La ma-
tniz X' X ; hay que .lz.ec.cn,dp.l:. Quc en el caso en que
téible entonces. (X'X) =

X'X sea invea

(xix)~* ..

. R .
- .- PR

€a tnpon.ta.nte concntau que aunque se utildizan Linversas gene
Aatlizadaa a Lo ¢n.go de tos desarrollos presentados em este ca-
puulc; at §inal ase dcmuequa que La solucdién obtenida es Linva-

niante ante eleccdiones de inversaa genenatizadaa.

La MAMhucaton dndicial confunta de 8 ye. qae-se: considera es una dis
tadibucibn No'u-al Gamma con pa.n.dme.tn.on @ de dimenaion (px1),2
de dimenaiér. (,pxpl, simétrica y definida positiva,y eacalanes

& § 7y poaitivoa. En este taabajo se dencta a esta distnibuciln
"ecome NG lp,u,t,7,al.

La duncidn de densidad de esta distribu-
" clfn es:

P, wle WP/ Pexp {8 cul 't (Brpll2 )

™ exp frwrl 8LB8 cR y w>o
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P8 ,wl=0 en 0tro caao,

La diatrdlbucidn poaterior confunta de § y w cuando ae han
obaervado ¢,2;y~x eat

PE.w|Y.X] = p(B.wl p(Y|@8.,w, XL=

wwP/? exp f-wl@-pl't@-pmilfz}-
s W expf-wy} s Ww™/?
e exp {-wly-x81' (y-x81/2}

Como X({X’°X]1  (X'X} » X (apéndice .I)f‘“ enicnces:
Y- XB ) (Y-XB)e (¥Y-XBI (YaXBEL+ (B -81°'0CX1(B <81
.. x’.z“i' (X" X1 E;O (’E_,é_xl (‘x-xl@-‘ él
de donde.
PR.w| ¥ XIx w®/2 exp f-wi@rp '@ cpba.
CBEL (X" XL (BB | 1/2} s @@ *PC2hn3 5

cexp {-wi v+ (y'Vy - B (x*X1 B/21} .

. (1] Este remultado pued b sa en £ equivalente si se considera sim-
Plemente que § es solucidn de la i8n 1.




R

-

benad At e d

Uoans

o1,
€Ea §dcit demoatrar que:
@ epl B p L+ (@1 (X XL + 8 L=
e (B -prl’L3(B-prleop tp+8° (X'X)B-p} 1 pu1 ,
donde ta" Lo X'X g pa=ti’ (La+ XY 1.

Es 4importante ohservar que a1 resulta dejianida posditiva ¢
poa tanto invertible debido a Qque £ es defindida positiva.
Utitizando cate resultado, se tiene cue:

PR.w Y, X) « wP/? exp §-wi(f-p1)° s (B-p111/2]) ¢

w272 exp f-w ¥i}

donde a;= a +n/2 Y

vie Y'Y epttu - u tama)/2
eyt (Y -Xua) ' Yt -l tp ) L2

entonces, puede concluinrse quefa dambuuan pabmn. conjunta de 8
y w dades ¥ ¢ X es NG(p. Ba. €, va,aal,

Es impontante saber que esta distribucibn postenion es Linva-
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xiante ante elecciones de Lnversa generalizada de; x'x .

Si La inicial de nefernencia aocbre 8 y w es La comunmente acep
. tada poa divensocs autores, esto es:s

plg. wia w™?

entonces La distaibucién postenion

piB.wly,X) es NGIp, B8, X°X, 71, (n-p)/2)
donde

Yo (Y- XB)'Y /2= (¥Y-XB)*' (Y -XB ¢

Z -
(Y'Y - YIX(X'X)T (X'¥) /2

Este nesultado puedc.veu‘iccaoc gfdcilmente ya que La 4inicial

de nefenrencia puede expresanse eono. una NG(r,s,t, v, a) 44 2—~0,
¥ *0 y a*-p /2.

Con 2048 nesultados anteniones quedar. demostnados Los sigudientes
teonemas: '

Teorema 1.- Si X es una matriz de dimensifbn (nxp), y 8ai para X

€ifa el vecton Y de dimension (nx1) es tal que Y~N (XB,w 1) don
de w es pandmetro de precisidn y el vector de f de dimenaidon (pxl)

es paﬁqmcuo de tocalizacibn, entonces ai La distribucién inicial

conjunta de 8§ y w es NG (p,n,t,v,a) se tiene que La distribucibn
posteriorn conjunta de B y w dados ¥ y X es NG (p,pi1,£1,71, a,) donde:
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£ = £+ X'X,
s1 = 23t mexy),
xy * ax+n/t
v Yy o 7o (Y'Y rp'tu-pi £t ma1)/2
oy e (Y- X 8,)' Y+ lp-u1)’tu)/2.

Teorema 2.- Bajo tas condiciones del teorema anternior se éicne
‘quc_ot 4e toma una distribucifn inicial de referencia para f y w
tat que '

-1
P)e_.w) « w

entonces La distribucddn postenior de B y w dados ¥ y X es
NG (p,B,X'X, 71,{u-p)/2)

donde - -1
fe(x'x)" *x'y

¥ va=lY-XB)'y/e -y -XxB)" (y-XB )/2
(Y'Y -y'X (X*'X)”"X'V) /2

En el casc en que X'X no sea de rnango mdximo (esto es, Linverti-
ble), se tiene que La distribucidn poasterionr obtemnida con @nn aparto
2i de referencia es Ainvaorniante ante La eleccdibén de La invensa gene-
raliZada de X'X. Esta invarianza 8¢ consdigue con base en que

X{x*x)"x* es Ainvariante (ven Lema 2.26 en Rao § Mitra (19711).

. N\
Considerando el problema de anegres.idn de tal gorma qQque ase
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calecule La diatribucdibn posterdion de g;y w observacidén a obaen.
vacibn, se tiene que: o

Vs {ys, y!; o -.ynl',, X= ,(_550'0- -ns;‘l.' ».

8= 181.....’5[' H

donde 5‘-()(;,,,.'...’“9[ con £sl,...,n .
Con esta notacifn La Li-&aima obaervacdla es {yi.ﬁi):ipl,.u,n.

SL La diatribucibn cohiunta de 8 y w es Noamal Gamma

{(P,Ga,Le,7e,a4), entonces se ticne que 28 considenan La chaen-
vacifén uno:

P(’_-wlyln_x_l, es "G(P. -'ilo’tlu"" 0‘)

donde

L= to+ X1 X2

I 3% £? (topert X1 ¥ )»

Ya=ye + [ (ya-Xap:)' ya+(Barpal’Lapall/2
v ®«3ym g +0.5 .

Eate nesultado se obtiene como un caso particullar delt desa-

anollo en anteniones parrafos al se considera a yi como un vee
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Zor nespucsta de oraden (IXT] y a X1 como una matriz de diaedlo
de onden (1 Xp]).

En este punto debe tomarae en cuenta que alempre que ae
considere solLamente una obaeavacidén 5'_)_(. es de dimenaién pxp
y de rango 1, por Lo tanto no ea invertible ¥ resulta suficiente que
te - sca definida poaitiva parxa que £i resulte definida po-
sitiva e iventible. Por Lo tanto no puede usanse u.';a distriba
edén de uc‘ucnel.q' como 4n.¢c£¢£; Sin embargo, en el caso en
que hkaya que usoa una distribucibn a priori de referencia, sdiem
pre es posible etperan hasta disronen de i obseavaciones
“(h>p) tates que X, La matriz delt disedo foamada por estas h
obaeavacionea sea de pango completo Yy entonzes obtenen La pos-
Lerdior de § y w drdas eatas h observaciones, prosiguiendo el
andltisis catadiatico com cata distrnibucibn como La distribucibn
iniciac para 2a inclusibn de La sigudiente obsenrvacibn.

Andta_é;ﬁmeute a la forma en que scpasade La informacién a paio
ni a La asimitacibn Je Za obaervaci&n ndmero umo, se pasa de ha
ber incoarporado T-1 ols 2ayaciones a Lncoraporar La obaervacidn
T. obte.némdoiquep(ﬁ_-wly' r oo lyrl 51 s e -né,rl, eas una diatribucion
NGIP,tps €10V g, agl donde '

Lp=typ. g+ Xp Xy

- -3
L= ‘?-r (Tp 8y, + X3 Yy )



46.

Vg™ Vpay it (Y~ Xplp 1 Y ¢ Wp =l oy By, 1/2

1] e« -« - é.s

‘para T=1,2,...

S4i 4e tienen n ocbservacionea y un conocimiento Lmicial

NG(p,s84,%0,7e, as] puede optarae por incltuir en conjunto a Las

n observaciones utilizando La matriz del diselo X y el vectoxr

. ¥, 0 Ancludin observaciln a ob;c&vaéidn anatizando,s£ sedesea, el im
pacto que causa cada observacidn en La distribucith 120 sterion. Desde Luego que estas
Jcp manenas de proceder coinciden, y como LRaa distribuciocires
resultantes en cada caso son Noamalea Gamma, baata con comparan

. Losa pardmetrnoa para demostrarle, siendo cbvic en el ¢zao de p obaervaciones.

Como ya ase demostald en el caso de tricdbajan com La matniz X
y el vecton ¥ ae tiene que La distrnibucidn postendioa es una

NGlp,u . 2,,7;, @y ) donde
‘I- Lo+ X'X ,
8, t;“ (tappo+ X'Y) »
_-y:‘- Yo+ L (Y - x&).['—_V__* (go- ‘LI,‘ ttapmaly/2

v 'ar- @aeg + /2

En el caso de includir observacifbn a observaciln ae ttcné‘ que
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una vez inclufdas Las n gbaecrvacignea, La diatribucifn poate-
ndon neaultante es: :

entoncea

al a = a
Bl L =t _ ¢ X' X = %

¥ como X= L_)g;_, .’...'.3_';.-1' entoncea X'Xs,
¢ poa La tanto £ =%, .

" me *Nn/2 = &

NG (ps . €, ¥, %, donde

o= £7} Uenl; By ¢ X Vol o

Vo= Ve * U oy =X m Lty e lu, g 1'2, 6, 1/2

a=-a +a.5

n=1

r=a? 1/ = Fn_jz’ZIz' coeT @ *K/2Z ...,

T

L J s’ . [ ]
.=n =n n=2 05n-1 Lfa-s .t X5 . -&n -

Meeem Lo+, E X' X

ia3 = = -

g ' .
=1 ’-‘t.-‘!s.
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: - .
el ‘t ‘-‘a- n=1 gn- -—'n'vn' ‘tn-z E—n-z ’5.,_, vn-1‘

- n
X YnT cae t e et E, XYy .

) n
y como Y= (yr,e..,4,)° entonces X'y = E

[
15:%°y vy

¢ por Lo tanto t g - t: B, Yy como L =2t y exiate
-l
E 4

g entomces 8 = p,. .

) Y= Y, o+ ly,te M PN -SRI (R b /2

V-2 + Htyl,+9] *H a2t 28 BT, —n} /t

n
seeomva + LI ylerszonr-a it u,} /2

Yy como g =u.  y L,= 2L entonzes

Ta" Ve + (Y'Y ru’e to Be-u, T, B _}/2
- 11 -

Por Lo tanto ea& equ4ivalente Lncluin Las ocbazavacdiones una a

una o todas a La yez. Esta es un propiedad de L0s procedimientos bayesianos.

EL resultado anternionr dcmueat}cd et.aiguiente teoiema:
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ch:u.um. 3.- Bdjo Las coﬁdl.ci.onu del teonrema 1 y considerando a
Y y X como n observaciones.de La goxma (V;, X, )} para L{=1,...,n,
donde X, es el i-€simo renglln de X, ae tiene que 2a distribu-
ceifn posternion corfunta de 8 y w puede obtenense mediante cual-

quiena de Los siguientes procedimientos:

a) incluirn en conjunto Las n obseavaciones,
dw{.zcudo La matriz X y el vector ¥ &

.

b) Lncluir observacica a obsexvacidn 'calcu-
Lando cada vez 2La &umbuctd_’u posteaion
de £ ¢y w y utitizandota para La siguiente
o bcuvcud;u como distaibucibn inicdial,

© .-, ealizando este proceso luu(a habea 4in-
e Luido Las n observaciones.

Respecto a Las dist:ibuciones manginales asociadas a una dis
tribucidn ANon.ma.l Gammc., ef Lector interesado puede consultan el
tibro de De Groot (1970}, pg. 183. '



| 3.5. ANALISIS DE UNA OBSERVACTON INCOMPLETA.

En el caso en que una obaerveacidn (y.&l aea incompleta por
haber sugrido pérdidas em aus componentes,eq4 necesario comocer
L& manera de Lncorporar al andlisis eatadlatico La informacidn
contenida en La obaervaci@n. Para eato, ae presentan a contir
nuaclidn Las diferentes maneras en que une observacidn puede
sex incompleta, discutiendo en cada caso La distribucddn poste
aion de 8 y w dada La observacidn inmcompleta.

3.3.7. Peadida del vatoxr de La variable depeadiente.

Suponga que se ke perxdido ef valor de L& vaxiabledependien-
Le ¥ y que ademds e han pexdido Q{8 < q < pl componentes del
vector de obaeavaciones X correspondiente a Los valores de 2aa
vardiabtea independientes. . Puede auponerse 4in péndida cdo gene
Aalidad que han aido Las q primernas conﬁoucntu v exbll.uu a X
como (v,.Xl, donde v y X som vectores de oadem (1Xq) y (1 X(p-q
&etpccu:mncntc, ademds v ea aleatordio y n.cbn.eccn-ta a Las obaer
vaciones peadidas de X y X xrepresenta a Las observaciones neQ
perdidas de X . ' '

Por medio de una aplicacidn directa del teorema de Ba.yca,.‘ se
tiene que 44 q=Q '

p(8.w,yldatos)= plB,w,y|X) =
«p(B,w) plyl B.wip(X|B,w,yl,



¥ en eita aituaciln es ‘aceptable suponext@que 'p(gl'ﬂ_».‘w.‘yl ea
conatante. Integrando aobre y se tlene que:

B, wl XY & pg,wl
concluyendo que &L ae pierde el valoa de La variable dependien
Le ¢ ae obaerva todo el vectox X. La diataibiucdén poat'c.uoa. de

"8 ¢ w coincide con La diatribuciOn indicial y por Lo tanto X mo -
aflade conocimiento Aoblu. 8 6 w.

- Em et caso en ez 20 .ase ttcnc.ct‘{t'guat que. cuando q=0 ,
que X mo afiade ir§ormaciOn alguna sobre £ § w.cuando uwuan. de v
se plerde. Esto pucd: entenderse aise piensaque 44X no aporta nueva dnformacion
uma yw, tampoco. L0 hard ad ae han pucu.do algunoa de aus com-
poucmtu.

'3.3.2 Obaer.aciln def vatoa de La vaniable dependiente.

En eata aeccibn ae aupone que el valoa de La variabite depen-
diente ¥ ha 5.dc otservado y qu2,por Lanto,sd hay pérdidas eﬂ
una obaen.vac.-éo;n (y,Xi, satas deben catarn o1 el vectox ;)g._ de oa-
den (1Xp).

Supfngase que qI « gy <pl compthwtc.& de X ae han perdido y

(asn perdida de generatidad) que €atas aom Las q primenad’ compo

nentes de X que sendn denotadas ponr v, un vecton de dimensién

(JXQ[. Sea X e vecton de dimensdibn (1X(p-ql] c.on.n.eapond.c‘.e'nte
(2) lé.(co:ﬁx gque e trata de un problema de zegre-tén Y qQue al .cd-l.a as



& £0s componentes de X mo extraviadaa-.

Supbngase que Laa varniablea explicatdivas tienen media ceno.

e

) Conasidene, como ea uut; que 2a distrdibucildn condicional
de ¥ dadoa 8,.w ¢ X ea Normal, con media X 8 y preciaibn w,

Sean & y § vectorea de pardmetros de orxden {(gX3) y ((p-q)x1)
ARespectivamente y'tatu que f= _(_-_'..;' 1', con ﬁ.cbue&cmhdo
a Los pardmetrnos correspondientes a Laa ohservaciones extravdia
das (v} v B_ reprrientando a Laa coarespondientes « é N

Emntonces ne-expresando a La media de ¥ dado X, B ¢y w se tie
ne '

E(y |X. 8, wi~ X 8=y a+sX8 .

Sea _0_ un vector cuyas componentes 40n Cero ¥ que tiene oader
Q X1, Sie=Q entoncea no <intervienen realmente en el modedo
Las obszrvaciones pvl.dl,dao,‘ mientrasy que a4l ¢ + Q0 intenviene .
al menos una . Para §facilitan La diacuaibn sigudiente, Ac.'
conaidernan estos dos c.a.icu pon separade.

'S4 e+ Q2 , se tiene que:

.- w —

P, w.y | datosl= plB,w,vl p ly | B, w X I



. P vl WP expi-ely~X 810 y-X 8172 |-

SL y®- y-X B ., entoncea ae tlene que
(%01 (y-ya-XELnv® “ya,

Ycomo va=(yal'sa’y’ , entoncea ly-X Bley®: a’'y’,

de donde:

ss,
.

p(L.w}! | datos)= p. B,w. vl u’h ‘exp (-’-»(g'—é_'.g_' D u-"-g_'.!_'lltl'

utitizande invexaas generalizadas y Los ~cauttados del apéndi-

ce 1, que afirman que a’(a «’'I7ig a’ls o' ¢y (= «'lla a') 2~ a ,

4e Liene qQue

Suatituyendoen pl8,w,v | datos) La <Lgualdad
ly®~ a’y' L' (y*~ a'y'l= (v~a] D (v+~al’

se tiene:.



' sa,
Pl w,y | datoals PR, @, L. €¥? exp fouly~glDly~alt/e: } -

Como plB.w,viap(f.wl p (y | 8,&l entoncea puede procederse a ea-
pecificar plyls,wl.

La diatailiucdin a prlfoal aclire Caa ohaervaciones peadidas de-
berd tener media cero deliido a que ae Aa supuesto que Laa variables
explicativas tienen media cclno; puede Auponerae que su matriz de
precisifn ea diagonal al ae comaidena que se esta trahajando bajo
La aupoaicilén de pendidaa a.lc.atﬁ&ta.a reauttando que unra foama gener
rat de Loa elementos dimgonales ¢4 dw,con d cénatcnze. Puede aupo
nense una disatribucig= liormal q-~vaniada al conadideran tas "bondades
explicativaa” del nodelo Noamal y La conveaniencia de trabajar con una
familia de distrdbuciones, en ecate cas¢o La Noamal Gamma, cerxxada an-
Ze el mueatarer esto ~4, una familia conjugada de diatribucioneas.

Para pearmilin Za obtemcién amallitica de thdumbuczcn poste-
réon de 8 y w §r.e necesariq en eate punto suponex que de(x'al/2 donde

(como se aecocand) a son Las P’s correspondientes a Las obaervacio-

nes fattantes. Cormg se verd em el caplftulo 4, La distribucifn poa-

terion obtemidd con date en eata forma de eapecifican el conocimien
2o acbhre Laa chaeavacionea peadidaa reaulta intuitivamente aceplan
&fe.  Poa otra pante,conrsdidenando por simplticidad q=1, ai ae mide
La contribucdidn de unc variable cxplicativa a La §oamacidn de La va

rialbile dependiente mediante el valor abagluto del coeficiente B nea

pectivo ae tiene, que entre mas contribuye La variablLe maa concenn

trada en el cero eatand La distribucibn inicial, diaminuyendo con

esto La contribucién de La variable explicativa en L£08 cados en que
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Mn PEALLdRL.: En el caa0 en que el vaoa. a.bwcuzc det eoc(l.ueu-
T te aea "pquc.no!'. ac tendad que La vardiable explicative conmsuyc
) *poco"- ¢ que entae menos contriliuge menos concentrada en el cexo
| estand La déstrilucidn a p«tcn«c. Pox L@ tanto La eleccidn de d
- mesulta m:ona.alc. ' '
Conadderande a p(_glﬂ.n[ de La §orme antes duma ae tiemes
PR, w,v|datoal mpd,w Muﬂ”c.zpfan v d T v' It ) 9 -
w12 exp fawly~alD (v-a)’ /2} - ) T
Por etro Lado
V-2l O Cyral‘ oy (471 ¥' o
a(¥-a1lPs (yreil' + & P a’ ~ @10 as
donde PrmdT 49 TN A d”2 124217 (@ @'), ¥ aaea POT?
Aderda ae &cnuc.o_&u. en ef apéndice Z que 4< A €4 una matriz

~ausdrada de ordem %,X €4 un vectoa de oaden (KX1]l y exiate A-?
entoncea [A*X ' !m [A] 76 x° A™ X 1, de aqué Que

Pal=ldT+a a’'|m|dT|Usa’ (3T &)
= d(sy
" fay Que notar que dWa ya que x g -,

Entoncess



Pl w,y | datoal = p'(f; Wl .
S TIPS 1Y a7 exp fratlyegalPsly-aal’ s2} -

.2 exp frwlaDa’~ g1 Piallt)

84 ae integrea p(f,w,v | dateal acabcc.to a v, Qque at obaeryanr
La expreailn anterndior ae concluye que ea um vecton Noana q-va-
atado com vectoa de medias &y ¥ matrdiz dc. ptuo.&&«.du wpD,, se. m
ne Qque

pl8.w | datoslmp (B, wl .
e w2 exp {—‘n‘(g_vg-'-g_. Pia’sl/2}.

Usando el resuftado u,v, a;-d (duoamda en el a.ptndi.cc 3)
V. Ju.con.dando que a D a'= y** | se obtieme

pcg,.uutau«: p(a_.m- w¥2 exp {“w y*2/2}. eee (2}

Ahora bien dediniendo a ﬁ;_- {x*x)" X' y, ac tiene
que:

%
)
»

W=

(X'X)” X' y=y
con Lo que se obtiene al considerar que y* = y- X g.

P8, widatos)=p (B, wl w ‘2 exp {-wly-X B)°(y- XB)/2} "
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Ce e w1 exp i B ':Li'é.’;‘é <&ty
e B el W 7? expirelg~ 401 TE-u"1/E |-

donde 4* y T aon -'um.(cca. de oaden -(pxl ly(pxp) respectivamente
¥ catdn definidas de La sigulente manexas

n* .-(g,~,.:"n;')". ‘donde Q es et vector de ceros de oaden

( Tas T)a)
T =] . .
: Tasr’ T2a

donde f:; eTaz oTas ¥ Taa ason matrices de oaden (qxq}. qx(p-gl,

tex1] v

(p-q)1xq2 ¥ (P-Q1x(P-q) respectivamente, tales que Ti,Tia & Tas
son identicamente cero y Tap= X'X .

Si plB,w) ea una distribuciln Normal Gamma demetada mediamte

NG (Poﬂ.ozﬂv‘y_lp. al

entonces o ' IR
plg.,w| datos) =

wP/2exp {-w(B - pal’tea (B« ua) (2}

o g-1

. W ‘exp {-w e}
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.« w2 v exp {-w(B - u®)°'T(8- ) [:}

Como (B~ gal'e (B~ ma) ¢ (8~ p*L T 8- 8% =
o (f-12)"22 (B-1,) + B} Lo ot B Tu®-ut £, 81

donde -- : - -

. Ly ete+T ' . (!).

(que resulta dedinida positiva poxr senlo T4) ¥ _
$Ba= 23" (tapa * Te*l ) (s}

s:uwu.yenda.ebte nesuttado en p‘(é_,'wlda,zca'; te tiene que
P8, widatos)= wP’/? exp f-w(B -pal't: 18-u.11/2 }

« @™~ exp {~wya )}

donde
Yimve *+ (Bhte mot y'-mits g2l /? - .
(y‘ qu.e '_".. T ‘L.' - yt ) y

ay=ae+ 0.5 ' : 151

Eatoa nrcauttados demucatran el siguientes v

fcoacua 4.- Sea X un vecton de dimensidn (1Xp) ¢ ¢ un escalan.
Suponga que tas primenas ql{1 <q <p) componentes de x ae ﬁan pen-
dido ateatorniamente (seccidn 2.2) ¥ que estas compcnenato_A se de-

notan mediante V un vector de dimensidn (1Xq) mientras que X un



vector de dimensidn (1 X (p-q)) denota Las componentea no pé&udcc.
' Suponge que 2a distribucidn de ¥ dado X ea N(X L,wl donde 8 es de
dimensifn (p X1 ) y w es La pacetntdu v que 8 v w son didenentes
{acccidn 2.2) del pud-euo del paroceso genucdon. de obauvcucnu
faltantes. Sean ® y 8 vectores de orden (@X1) y ((P-q)X 1) Arespec
tivamente tales que f = (a’, 8°)" Entonces 44 La distribucdidn ini-
cial conjunta de 8 ,w,y ¥ _e: t‘atvquc, su densdidad

piB,w, V)= PIB,w, V) p(V]|8,.w)
donde

piv| 8 ,w) es 2La densidad de una wmucw. Noaxmal con media

0(1 Xq) y mataiz de precisidn dw I, con'ds (a 'a)/2 ,.y p(B,w) es La
densidad de una distribuciOn NG (p, me, Lo, Yo, Ye) entonces La dis~
trlbucidn posterion coujunta'dc 8 y w dados- ¥, X es una distribu-
eifn NG (p, 82, £1,71,%,) donde

L1 =te + T

TlpxplefTn T
Ta Tl

Ta (qzq). Tulgqx(p-Q)), Tallp ~-q) xq) son matrices de cenros,
Taa (tp-q) X(p-q)) -X'X .,
Ba= 23 (to“o’rl‘.)-
s®(px1) = (0, B') ,
o {eqx?) vector de cexros,
' (lp-qix1 )= (X°XI X"y ,
V1= Yo+ (4o Lomor y2-m] £181)/2

Yy o= ag +0.5.
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Hay Que notar que eata diatribucidn poatenion mo depende
de La eleccidn de Lmversa genmerallzada de (X'X), ya que

O 6

St e =0, entonces y ne tieme ingerencia en el modelo y
p(!,_foldn&u.g-ﬂ-ug,c-clg-o.lw’/?uipf- 4 ty- é g_ P}, eata expresdidn
ch similan a La expresaddn (11 obtenida en el caao awg, porn Lo
2anto Lo distadidicibn obtendida en cstecaso tiene La miscat foama La ob-
tendida cuando « w @ . '

Eata so0lucibn hka aupuecato que 40n Laa primerca q co-poacn—‘
tes de X Las Que se han peadido. Esta suposdicdifn no es restrdlc
tive en {orma alguna, ya que 445L0 habrla que proceder c CLevar
a cabo Las peamutacdiones apropiadas en X, 8 ,§5q¢ ¥ La para qQque
duera adcéuadc. procediendo una vez <incoarpoarada La ohaervacdisn
at ¢.ua4;4u:4.-a peamutar a X, 8, p1 y t1 de tal forma que se

aecuperara el orden que ordiginalmente -Ae habla especificado.

En el caao en que q=p, ae tendala que Loa resultados ante-
dlores aegudintan asaiendo vdlidos hasta La exprealdén (11, La cual

en: esate caso senlfa

p(ﬁ_..wlda‘tab)_- plB.w)l w72 exp {—"%’ y* }-



ya que y® g bc& no cxtAthZX'g

S&L p(B,w)l, 2a diatnilucin indcial de 3 ¢ @« ea- namul. ‘Gamma. .
tal que se denote mediante NG (p.g...t..'n.u R ¢M:qucu La dia
T tadibucidn poateadion de f y w aend Ltambi€n Noamal Gamma y ae de
notanfa mediante NG (p, ua .t.. 7;. a3l dcndt.

Yimye+ €.5 L (4L

®1s@q* 0.5 . e e - »(7'[_

En el siguliente capiltulo, ae diacute mpuuéntc eate caso
en el ejemplo ] .

3.4 TRATAMTENTO DE UN CONJUNTQ CON MAS TE UNA OBSERVACION.

En el caso en que 3se cuente com uma distribucibn 4indiciat,
no hay ningdn problema al tratan cuiriquier ndmeno de obaerva-
ciones, ain importan 44 son completas o no. Peno La sltuacdbn
es diferente s<i no se tiene und distribucibn inicial (La del 4in
ternesado), o no quiene o pucde’attllzau;@ €ata. En easata alitua-
cibn, pueden diatinguinae dos cascas B

a) Exiaten al menos p+1 oliservaciones completas. Come pue-
de observarse a partin de Las expresiones obtenidas para

Los pardmetnos de La di@tatbuciﬂn poatenion (Noamal Gamma)



b)

BN T

. en el caa9 de includir en el andlliaia una s9la obacrvar-

c46n sea €ata completa o imcompleta, La diatrilucidn
poaterior que se obtendrfa conm un conjunto de m obaeava

" edlones no dibcndc en abaoluto del ornden en que estas n .

obaervaciones se haya acatt:ado;

Deliddo a que en el aentide mencionado en el parradeo
anterior Las obaseavaciones son intercambiables, se pue-
de proceder en ecate caso a reordenanr eé conjunto de ob~
servaciones, de tal forxma Que primesv sutren al andlisis
Las obaervaciones crcmpletas y a continuaeldn Las Lincom-
pletas. Las observaciones complctas se analizaxian en
&loqdc mediante el uao deiunnwdittazbdcidn de xeferen~

. eda g acto seguido se analizarlfan Las incompletas una a

una.

Exiaten menos de p+] obeervaciones completas, En ecste
caao no pueden utilizanase 2is distribuciones iniciales

de refernencia usuales yes §orzosc e imprescindible contar con
In‘oam¢q£4n Lndicial subjetiva. Pero ya que se eatd su-
bontendo que €sta infoamacifbno nmoexdiste, > no se quiene

o puede usarnse, se procederd a preaentar na aalid: mate
mdtica at problema mediante La construccién de una déqtng
‘buclLbn "inicial” Lo menos informativa poaibie. Se suglie-

re pon §acibidad que sea miembro de £a §amitia conjugada de distribucio~



3.

© mea, «u. en eate cako ‘ea La Noamal Gamma, NG (p.gc.zc.'n.nl.
Se wcuc Loa pmﬂ&«t&QQ Aca.n. zu.u quel
Lec aT, B~ G ¥ ae ecacoia a “ar & @ Yd como Aealea pon
8LLivos "pequeRioa”. Eato permite Lndciax matemgticamen~ '
Le el proceso de asimilacidn de La informacién ¢ proponr-
clonarla una distribucldn poatenion Noamal-Gamma baaada
%poco” en Los valores imiciates de Loa pardmetroa § pox
tanto “fuentemente”en La infoamacidn muestral.

Ern el cua’y 25 que 4e tuvieran al menoa p+! obaerava-
- ecliomes de i La variable dependienie, se podatla elegin
@y {gual a (-p/2l, en un intento por tener una”distribucidn
dndcial” Wmproria) parecida Lo mas posible a La inicial de referen

eia usual en Mmoblemas de xegresidn y propuesta entre oLros poﬁaumdo
(197¢%).

3.5 PARTICULARIDADES OPERATIVAS EN EL PROCESAMIENTO DE LOS DATOS.

-Pana LLrivan a caho el paocedimiento deacrito en este capltu- '
Lo, es necsandio,cn el casdo de tener ohsenvaciones Lhcon-
plLetas (seccibn 3.3.2),rcalizan penrmutaciones en X, p_, Mo Y Lo
antes de incorporar al andliadia La ohaenvacifn,y en n_,i:; Yy @
despuls de haberta incorporade. . Qperacionalmente, es pcara.c‘.bzc ‘

simpltificar el procedimienig deacrito. A continmuacisn se de-
muestra &€sto.

Considere ta notacisn empteada en fa seccién 3.3.4 y defina
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«z de gaden Oxpl de et §onma ane Z¥ (@, X1, donde @ eq e
vector de ceros de gaden (Ixgl, Reaulta entoncea qued

Te2'z oy e f Q423 a
LA TR LR SO §

'S QJ: 1w @ entonces

2rzr” . [P Ta ) v 2 ' 'a‘
- = (7:1' 'fg'él?" _‘ ST ¢ ( é!"\) .,

Laa expreadlemes (2] ¢ (31 de &a aeccildn 3.3.2, pudden ne-
expresarnse de La siguliente maneras . .

£3= Lq * 2%2Z L
v _a
gar 23 (Lapaq+2'yl z)1

ya qde T g% 2%y .

A pu.t_):w. de eatas erpresdiones y de Las expresdiones (4L a (71
de La aeccibn 3.3.2 puede ébaa&vme. ta equdivatencin de Laa al-
gulientes tres gonmas de plmcedea a La énc.on.bon’a.c.«:dn de una ob&cg
‘vacibn Lncompleta (en el asentido de La aeccifn 3.3.21:



&)

e)

Pmum ¢plwp4‘.¢du¢nt¢ aX, ¥y enr conaeccuencie a g_,n_l

y Lo de forma que Lao primernas q conponcutu dc. X sean
288 observaciones faltantes, Lncorporar 2a abouvcudu
4Lncompleta y procedexr a ac-pu-m af,m vy £, de ‘oa-

ma tal que ae c.o-utga de nuevo et oaden ougtua-c.

Definir a Z en La foxma ubcgt‘tcgdq antexioamente, com-
4idenando sdimplemente a X ‘couo .c.lA.vc.con'n. _cayab componen
tes son Las obseavaciones de Las vaniables explicativas

no exeraviadas. Permutar a Z de fal §oame que Los elemen
2os de é _r.-uc.dcn en La poatc(_dn que ougtntntn.te ocupan

en X. Cafcular a g ¥ t3 wediante Las expreadones (7)
'y (2) de esta seccifn y con eatos dos veloAes &« 71 ¥ ®a

mediante Las expresiones (4] y (5) de La seccién 's.s.z.

Sustituin en X Las. obocavactbncc faltantes por cerysd - .
definin al vecton nresultante como 2. Calculer & pi ¥
£: con Las expresdones (1) y (2) de esta cccétdu Yy a
v, Yy @; con Las expresdiones (4) y (5] de 2a Acdcidn
3.35.2.

Ahora bien en La seccidn s.z,}: ha demoasatrado que sita a

priori de 8 y w es NG ,(p.g..t.,y.‘.u.lestoncu' La diatribu-

eién posterior de 8 y w obtenida de ta inmcorporacifn al andti-
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848 de una observacdidn ccupzm ty.xl s una wmbuucu Noxn-
mal Gamma, demotada pon. MO(p.u;.t,,v.cl donde:

£r0 Lo+ X'X,
Y XL &;’(tiCQOQ'Ql . o,

Y = Y+ 0,5 u Ladoryt-u" i u,),
& e aqg+ 0.5 . A

Ademds se ha demostrado que debe eliminanse 2a observacidn
44 ek valor de ¥ se ha perdido (seccidm 3.3.7). '

En esta 42eciln se ha viato que' 44 el valloa de Y ae obaeavs,
entonces &8 imconpornacddin de La obseavacidn anqnpteta PROPOAR -

ciona una distribucidn poatenior NG(p,m,t,7v,a) donde

L= Lo Ol'l .
.= 2 (Leper2'y ) ,

T ® Yot 0.5 (B Le et yr-n' 2p),
U} ' &_-. xq + 0.5

en La que Z ¢4 el vector de dimensaidn (71 xp) que se obtiene al
sustituin en X Los valo:es perxdidos pox ceros.

A parntin de estas expresiones para Los pardmeltros de Las

distribuciones posterniones de 8 y w, en Los casos en que (y,X)




67.

Q@ aea cogmpleta o Labuptuétdat no adecten a y, resulta {deil
'qoneluta qutvzao'czpncttongo para calcular Los pardmetros de
2a distribucifn posterior som similarnes y ademds, como se ha
demostrado en £a seccifn 3.2 , con estas expresdiones es equi-
Qc&cntq proceder a La incoaporacidén de Las obaervaciones me-
diante una mataiz de diselo, que proceder inconpordndolas

uRe a una. Entonces, a Lo Largo de esta seccidn se ha encon
taado’ una 6oama de proceder openativamente en el 2tratamien-
2o de obaervaciones incowpletas, de til manera que cste trata
miento se puede LLevar a cabo facilmente mediante un programa
. de computadora que aealice un andtisis "estandar” de uggucctdn
adetiple. '
T 3.5.1.. ANALISIS DE LOS SUPUESTOS HECHOS. ) )

Se ha supuesto en este trabrjo que Las variables explicati- -
vas aon tales que no hay multicolineatidad. En ef caso de ob
senvaciones inccmklctaa con multicolinecidad el problema de
regresibn puede complicarse mucho, dependiendo del nidmero de
datos faltantes y La catuuétuua de pérdidas en 2a iazaiz de da
£os. Easte problema no se discute en este trabajo.

Reapecto a La suposicion de que Las variadlss explicativas
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tienen media cero, cabe decir Qque no ed reataictiva ya que bus
de conseguirse La vatidez de eata supoaicidn mediante una trans -
formaciin de Las varniabtes. '

Conadidere el modelo expuctado de La adiguiente forma:
- YVe B, Xy ¢ ...Oﬂpxpoc_
‘entonces un resultado ampliamente comocido en el caso en Qque
no Ray observacionea 4incompletas.es que al oﬁtcn;p ta media
anitmética de Las V'as , se tiene que:

Ve A’{X)*...Oﬁpxpo?

de donde
(¥=¥e By (Xa - K)o ... +8p (Xp- Rp) +e -F

¥ en este caio Las "nuevas”variabltes explicativas definidas por

2,," (x“—le; i*=1, ., Py di=l,...,n tienen media cero."

En el caso de observaciones incompzctaa, esta transformacddn
no puede aplicarase dirnectamente debido a que al menoasa algunas

de Las medias aritméticas involucradas no pueden calcularse.

Ante esta dificultad se pltantea el sdiguiente procedimiento:
con La vauiabze e;pticattvalj(j-l;..-.pl caleulan La media arit
(c) Loa grados de lihertad de la distribuci8n mx-ginal da § mon ap el casc en

que se contemple en el modelo un término ccns’- .te n-~p y en <asp ‘contrario
n-p+1. . ’
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‘mEtica com Las obaervacionea diaponiblea de eaa variable ¢ deno-
| tanla pox ay. Hacex 2o nl.ono con 2a yariable dependiente V,
demotando a La media. pox ae.  S& Tp ea el almbolo utilizado pa
an Lu obouvaaouu peadidea y se define La asuma de Ip con un
An.cl e de 2a ol..ul.cntc manexa 1-,,0 c=ce¢ !p “Ipe entoncesd puuueou
Laulnse nuevaa variables ¢xpuuuvu (Zta] ¢ nueva vmabzc dc
) pcumutc (.sl de u Atgucnzc foama:
B-vs we - { P 0 V97T
' | vymaq 8 vywiIp

. “Ir " BL Xyam T -
l,_,‘-zt_,.j-a, - P vii 4

Xyymay 8L x W Tp
con §o23,2,...,00 ¥ L0 ,cc-0p ..
De esta manera ef modelo ae esacnibe como:

| . |
¥ ‘“'E""ag:’a‘_": Loy Bytxym-aglive,

Y equvalcntmenti ‘eomo 3

‘t-’."‘O"zitﬁ e .*’p Zp’. + e’.
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‘ con .t-i,.....u-y donde 8¢ =-ag ¢ ’!1 ﬂjﬂ-,_ ¢y La media de Las varia-
bles explicativas es cerno.’

~ E£ procedimiento thcut&ﬁo a Lo Largo de eate capltulo eas
consecuencia matemdtica de 2a aplicacidn de tc.nczodologta baye-
4lana a un problema de a;gacttdnvcon’ob&eavcc&angt daltantes.
Una manera sencitla de pnéccdcu a La deteaminacidn de La distri-
bucldn postendion de 8 yw puede resuminse de La siguiente fon-
me : '
- Restar a cada varniable (explicativas y dependiente) 2a me-
| dia aritmética caleculada con Los valores disponibles en easa
vaadiable, utcoadandq quclcn caso de haber observaciones pea-
dides sec mangicnen como taleas; ‘
- eldminar Jd-€ andliadis a aquellas obasenvaciones en Las que se
perdds ¢l valoa de La variable dependiente;

- nQtiludin en L£as observaciones nrestantes, Los datos peadidos

POR ceacs;

- 2Levar a cabo un andtisis de negresidn bayesiano estdndan
con La matriz del cisefio y el vector de vatorea de La varia-
Qze respuecata, que Aesultan, de Las eliminaciones y suatitu-
clones antemiouea, conadiderando aiempre un modelo de regre-
0Ldn con orndenada al origen,

(51 HAY qua notax que 8¢ asume el papel de oxdenada al origen y el nGmerc de
parfmetrgs es entonces igual al nimero de variables explicativas (no cons-
cantes) mas uno (por 31 ) y los grados de libertad son en el casc en que

se contenple originalmente el modelo con ordenada al origen n-p y en caso
contrario n-p-1,
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Es cpnvculcdt; resaltar el hecko de que el tratamiento baye-
sdano quLgcdo a Las obaervaciones faltantes de La vaniable ex-

plicativa K,(K=1,2,...,p} produce un resultado equivalente a La

sptituciin de Lds variables peadidas por La media de La vaniable

explicativa K, Aﬁgulcndc a ccnt&nuud;dn con un andtisis de hq-

. gReslln bayesdiano estdndarn. Eate hecho es de gren {-pontanetc
y& que entonces no 40L0 se diapone de unc'dtotitbuctlu poste-
xdion (obtenida andliticamente) de 8 y w sino de un resultado

Lntuitivamente aceptable de ‘létt aplicaciln y'icopatdado zcd;
alcamente con Za metodologla bayesiana.
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CAPITULO 1V
DISCUSION Y EJEMPLOS

En el capitulo anterior 4se ha presentado una s0lucifn ba-
yesdiana al problema de regresién con obasearvaciones imncomple-
tas. Aunque eata solucdidn indcialmente es secuencial, se de-
muestra al final del mismo capltulo, que eata forma de proce-
derxr (incluyendo una a una tas obaeavaciones sean &stas comple-
tas o 4Lincompletas) es equdivalente al siguiente procedimiento
(que por enfdsis se preserta una vez m%s;:

- ~xestar a cade observacidén de 2a van lable (explicativas Y
dependiente) La media aritmé€tica emlculada con Los valo-
nes disponibles de esa vaniable. recordando que emn caso de

haber observaciones peadidas s¢ maniiener como tales;

-~ eliminar del andlisis a aquelias 058 ervaciones en Las que
4e pendi el vaton de 2a yaaéabia dependdiente;

- sustituin en Las observaciones restantes, Los datos faltan-
L£es por cenos;

- 'Llcvag a cabo un andlisis de negresdidn bavesiamo ostandan

con La diseribucidn inicial conjunta de 8 y w en La famitia

conjugada de distribuciones Normal Gamma. utitizar, parna

- ello, La matriz del diseio y el vector de valoaea de 2a va-
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| - éable nespucata ixesultantes de Laa eLiminaciones y austli-
tuclones anterdlores, consliderande a.tc.nbn.e un modelo de acgre
.aLdn con oxdenada al oxdigen (repreaentada pox Se1 en La mota
_edén del capltulo tresl, ' :

La 4Qlucifn bayesdiana dada.' al quedar exparcaada en uzc ‘oA
~me, reune Las sigulentes ventajas: '

J1 Ea poalble tratar ocbaeavacidn a ochseavacidn o tratan to-
do et conjunte de obaervacionea en bloque.

21 No supone dic tribucidn atguna sobre tas variablas explicativas, 40L0 supone
quelamatriz del disedo esta gijayque Las variables explicativas tienenmme-~
 ddacero (aunque se supone una a priori especlfica para plyiBw)l).

3] La aolucifn es inmediata. No es necesario rRecurrinrn a
{tenaciones del procedimiento para obtenen La aoclucdifn.

4) N¢ requiene de programaa eapeciales de computadora. | 1A
tratamiento se hace utiltizande programas para reatlizar
andlisia de negresailbn y en ccasadones basta con usan sim-
plea catculadorad.

S5i Si A€ utiliza esta aglucidn con un conjunto de datoa com
‘ﬂuoa el neaultado ea é.l. miamo que ae hubiera obtenido
¢niy¢¢.a.ndo el p&ocedimtén«to ba.n.a. obhaenvaciones combzctat
(aeceidn 3.21. '
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La dLatrlbucidn postexdion reaultante es miembrg de La §a-
milia conjugada de disatribuciones, '

Permite La §ormulacién inmedlata de una aoLucidn “cldsi-

" ea®.

‘8L

.. & 4QLuCLIn cldsica que se gbtliene ¢4 una mezcla de
Loa procedimientoa diacutidoa en el capltulo uno, seccio
nea 31.3.1, 1.35.2 y 1.3.3, Del procedimiento deacrito en
1;3,2;. bc&que calecula Las medias debzaa,vanlabtga 4Lnvo -
Lucaadas a partin de Las obaeavaciones disponibles; del
procedimiento descrito en 1.3.1., PoAque se elimiman Las.
obaeavaciones en que §alta el vator de 2a vardiable depen
diente; del parccedimiento deacaito en 1.3.3., poaque ae
aAuatituye Loa valones faltantes pon cero de&buca de haben
aeatado, a cada yvariable,la media connespondiente.

EL Lraatamiento resultante en el caso en que el valon de.
La variabite dependiente se pierde muestra el camino co-
rrRecto a acguin, en el caao de obaeuvucioneg p¢&d£d¢6 en
diaele de expenrimentoa. Fate ea, {ignorar todas Las ob-
Aervaciones <incompletas; -esfo . puede desbalancean ¢
complicar el diaefig griginal, quedando come primcipal
b&obtema La deteaminaciln y maneso (numérico en computa-
doral de La matriz det disefio (Kendatl § Stuart (1965)).

-
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EA.‘n?ontqntc ccucﬂtq&'gn'cqtc éunt, Que nre todoa

.24 caaea demodelos deabalanceados en "disedlo de experimentos”

" aom producidos por cbaecavaciomes §altantes, hay algumoa
expeximentos Que p04 reatriceliones en el dlseflp aon Jea-
batanceadoa.  Healy - § Weatmacott (J156] proponen que en
estos ditimos se “"inventen” obseavacionea peadidas (y por
Lo tante renglones en La mataiz del disedol} de tal mane-
AQ. que una vez soluclonado el problema de Las observa-
ciones "faltantes fiotinias” se contard con un disefio bzlancedo
Con eata aoluciln bayeaianma, s4c demuecstra que como era £4

g4co capexar, “imventar™ observar.icnes §altantes mo cam-
tila en ‘onna alguna el problema de desbatanceo exdistente.

.Por otxro tado en el caao de obsevvaciones aberxantes
fouttiers) desde um enfoque "cldsico”, cuando han sido Ldentifd
'c;daa Yy 4e ha neatizado un nrepcrte adecuado de La presen- )
cla de eatas chaervaciones, &2 planiea el paoblema de pro
dﬁpu&n el and&lisis estadlsatico, €& cLaro que pon ser una
‘obaeryacién abernrante afLo pueden pasarx doa cosas : 6 ta ,
Poblacidn es en reatidad una mezcla de pollaciones y esas
- obaeavaciones abearrxantes aon miembros de algunas de eaas
politaciones v por tante ne puedennddebenser austituidas pa
xa Racerlaa pasar come obaeavaciones s6o de una pobla-
c.i;&n,' ¢ ha habido alguna causa fortuita que ha distoncio-

" nado al veadadero valtor ocasionando su pénrdida y pon &o
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- de distribucidn predictiva {ap€ndice 4).

76.

Lanto en eate caso debe tratarse como-observacidn faltante
‘v entonces eliminarxta del andlisis.

Con cata aoluci{ln ae puede explicar adecuadamente La Ae
Lacibn entre Las variablea upuca.tx:va.o ¥y La vaadlabte de
pendiente utilizando para ello 2La funcifn de distaibucddn
de probabhitidad manginal conjunta posterion de 8 y La de w. Ade-
mnla, pueden predecinse Los vatores de ta variable depen-
diente dado un deteaminado vector de valores de lLas varia
0les explic.tivas mediante La utitizacibén de La {funcién
Es Aimpontante
reecordar gue el vector de valores de Las variables expltl
cativas debe catan tranafoamado (Los valores faltantes
aunsatitudidos por cenos y a Laa no fallante sc Les debe
l«.v;a"tul.a media coxrespondiente) y de esta manera La pre
dzCQAOM se hace sobre B (y-as, utilizando La notacifén

del capltufo anteadion). Hay que observar también que La
‘mm...-_wn predictiva queda centrada en un valor caleulado-exclusiva-

mente con Loa vilores no "'azftantcb def vecton de vandiables
explicativas.

Con esta soticifn al eitlanen boqa‘.ﬁittdad de expltican
ta relacidn entre Las vasiablea explicativasa y La vaniable

dependiente, 4se: esta en posibitidad de satisfacer Los ob-

fetivas de cualquier problema de rnegresidn.
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10) Peamite La utilizacidnm,en prollemaa con datos Lncomple-
zoa, de técnicaa y procedimientoa ugé.doa al andliadla
de regresidn, como pon ejemplo em L& aeccién de varia-
teqa (verseccidn 4.2 ejemplo 4] & £a utilizacidn .del coe-
§iclente de deteaminacidn.,

Contax con un coeficiente de determimacidn en el caso
‘de obaervacionea Limcompletas ea de gran utitidad, ya que
bun'l:tc valuar 4§dcil y rdpidamente el €xito que ha teni-
d9 el modilf, cii La explicacién de La vardiacidn obsernvada
en Los daoa. E& porn esto que se I2eldid estudian (enm La
Liguiense Aucl.ﬁnl el compoxtamiento del coeficiente de
| cemetacddn en parohlemas de regrealdncon datos {altantes.

A continuac<ili sc preaentan en La seccién 4.1 Los nesultados
de un estudlic s4omerg s0bre La forma de La distribucidn de proba-
bitidad del cceficiente de determinaciOn para diferentes ndmeros

‘ de pérddidas y para difenentes conjuntosy de varniables con péadi-
daa. En La seccildn 1.2 se preasaentan ejemplos de aplicacidn de
La &Qlucifn al problema de regreadidn con dato@ daltantea, con

" eonfuntos de diferentes estructunras y ndmenos de pléadidas, le
proporcionan Las diatribucionzs manginalea posteriores de § et
vecton de pardmetroa]l ¢ de w (La preciadidn de La variable depen-
‘di:cnat'e),‘; intervatos de mayor densdidad sohre Laa componentes de

"8 y el coeficiente de determinacibn. Esto se hace con algunos conjuntos

de datos simuRados y-con £o0s conjuntos de datos pubficados en Dagenadis Yy Rubin 1976a).
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En Laoa c.juploc basadoa en Loa 'da.zoA. 4£ Pagenadia y" Rubin ae com
paran ¢ dt.cuten Los nesultados obtemidoa pon eatoa ¢uzoau con
zca obtenidoa aqul con este pn.cc.c.dMentoq

Se utditizd pan.c Laa tuuzcuonu una conp’mdoaa Hewlett
Packard modelo 9845 B.

‘Eqa convendiente en eate punto recoadar Qque La solucifn paecaen
tada es cornsecuencia de La metodelogla bayeaiana. Este hecho
es de gran <mportancia ya que entonces ae diapone de um aesul-
Ladg respaldade tebardicamente y que resull’. ademds intitivamen-
te aceptable y de ‘cw aplicacibn. '

4.2 COQPOLMGR“‘ del Coo.‘-ctl.:cm, de Deteamimacidn. Conside
ae el conjunto de datoa de La tabla 7. La parimer columna es 2La
variable reapucata o dependiente u 2as siouientes tres som Las
variables explicativaa. ’

- E& modelo empteado f§ué:

Ya 2 X3 +14 X2+ Q.5X3 ¢+ ¢

donde € 4e aimulé Noamal, mediante et mé€todo de Box § Muller

(1958), con media cero y precisién uno, Parc Las variablea ex
plicativas ae escogdexon dos valores para cado una X :11.5 y'2.5,
v.x_,ojd..s y 31.5 y X3t 3.5 4y 2.5, Estoa valonres ae asdigmaron
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TABLA 1. DATOS UTILIZADOS Ei PARTE 1..

Y. - X3 X X

152,642 . . 2.5 1o.5 2.5

1s1.502 . 2.5 10.5 1.5

166.033 2.5 11.5 1.5

162.38%6 1.5 11.5 1.5

164.089 1.5 ‘11.8° 2.5

151.534 2.5 10.5 z.5

164.749 1.5 11.58 1.5

165.285 2.5 11,8 1.5

149.907 1.5 10,5 2.5

150.163 1.5 10.5 1.5

150.09¢ 1.5 10.5. 2.5

164.3%0. 1.5 11.5 2.5

153.785 . 2.5 10.5 2.5

163.40% 1.5 11,5 2.5

1435.933 1.8 10.5 1.5

150.013 2.5 10.5 2.5

164.739- . 2.5 11:8 1.5

167.264 2.5 11.% 2.5

164.083 1.5 11.5 1.8
- 150.142 1.5 0.5 2.5

149.77a 1.5 710.5 1.8

16¢.513a . 1.8 11.5 2.5

153.25¢ - 1.8 10.5 1.5

165.657 ' 2.5 11.5. 2.5 |
163.82¢2 o ... 1.8 11.5 . 1.5 :
150.562 . ' 1.8 10.5 2.5

162.066 1.5 11.5 1.5

170.707 2.5 11.5% 2.5 |
163.541 1.5 11.5 2.5 B
‘152.513 2.5 1.5

10.5
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aleatoriamente en cada olaeavacion con paobabitidad @.5 .

EL coefliciente de detexminacifn se dedine (Drapex 8 Smith
(12681 pg. 57-62) como:

g'-r-t(v-vl/}:(V‘_-Vl'.

La manera de calcularlo com un confunto de obaervacioneas Lin
completas e& La sigudiente: aplican el pnoecdln&dnzo de eliminmna
clonea ¢ sustitucionea indicado en el capftulo ITI, y con La
matriz del diseilo y el vector de valores de La variabte ac&phcﬁ
e resultantes obtemer dixcctamente T(Y,-F1t y Ty ,-¥ 12,

En ef caao de utitizar uns diatribucitn indicial de referen-
T eda ae admplifica La obtemciln de La suma de cuadrnados del resl
duo (zfvt-;*i’l ya que (ver seccifn 3.2} :

V= X(X'X)"x'y ,

v o
' Vety-92) -0 ,
entonceas
. ' 732 0.5 (¥ -¥1'(¥-¥1=0.5 B(Y,~¥,1°
de donde ’ - o

RIeT- 292/ BLY,-V12 ,
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Una propiedad conocida del coeficiente de deteaminacidn es
que O<R*<7. ' S

Esatadlaticas bdedicas pana este conjunto de datos se presen-
tan en La tabla 2. Dentro de €atas es importante destacar Las

coarnelacionea de Las variables explicativas con V:.

Rx1,y=0.12]
Ax2,¢=0.257
xx3, [’ ..Qo Qo7

~ Elcocfdiciente de deteaminacibén que Aé obtiene al ajustar un
modelo de aegresidn con eate conjunto de datos €& R2=0.95 y se
atiliza a Lo Largo de esta pante une, como punto de conﬁmulu

_para Los valores cLtenidos en 2as simulaciones.

A continuacibn se procedid a simular pérdidas demtro de este .
conjunto de datos. Realizandose en dos formas: ' variable a varia-

_bLe y en grupoa de variables.

La aimulacidn de Las pérdidas ae hizo aleatoniamente. Se de- -
teaminanon cuantas idenotadas pon c; 1sc<3gm¢4 eran Las columnas

en Qquz se admularlan Las perdidas, a continugeidn se plwccdta.,d'

eacogex aleatoriamente una columna y un renglfn. Loa renglones

4e escogiernon con probabitidad 1/30 y tas cotumnas con probabil i

dad 1/c. En ef caso en que La posicidn obtenida mediante La



: TABLA 2, CORRELACIONES, MEDIAS Y VARIANZAS DE LOS DATOS DE LA

_TABIA 1.
MATRIZ DE CORRELACION '
2 X3 Xz Xs
1 ' 0. 121 Q.57 : 0.007
- : | -0.546 » ‘o0.082
o ' , 1 =0.071
.- - ) » '
MEDIAS '
Y. Xa Xs . Xs
158,216 T 1.%40 17,038 2.c33
YARIANZAS .
X1 Xa C Xs

4 :
55.81%2 T 0.248 e.258 0.258
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eleccibn de columnas y §ila catuvicra ya Ldentificada como per
dida o §altante, ae pﬁ.oe-c.cuﬂ a esacogen de nuevo §ila y columna.
Eate procedimiento se Aepitis haata conaegudis el ndmero deseado
de obsenvaciones {faltantes en el confunto.

. Acto segudido se cal
‘euls el coeficiente de deteaminacifén.

Se simularon 5,7Q y 15 perdidaa en cada yariable pali aepara-
do, empezando por ¥ (La dependientel y siguiemdo con Xi,Xs ¢ Xs.

‘Ademds se simutaron 5,10,15,30 y 60 perdidza entre Los conjuntos de variables

{ X2, X2} y{X1,%X2, X3} » haciendo 10Q nepeticionea cada vez la
excepedibn de cucndo hubl 60 pérndidas entre X3 gy Xst.

Loa nesultados de estas simulaciomea ae expresan mediante
100 veceas el coeficiente de deteaminacién y se comentan a conti

nuacldén con La ayuda de Las figunaa 71 a 27. Eatas figuras mues

tran Los histogramas obtenidos con La Ln‘oudetdu resultante ce

estas simulaciones (Los intenvalos de clase, sus LImites y Lars

frecuencias cornesapondientes se muestran en el apéndice 5).

En Las figuras 1,2 y 3 puede apreciarse el compoatamiento del
coefgiciente de determinacdién (CP) al habern respectivamente 5,10
y 15 péadidas en La vaniable dependiente V. A '

Como ena de esperan,

dependiendo de Loa valores que se pien-

den pueden cambian et vator det CD Cen easte caso aumentando

hasta 0.99 o disminuyendo hasta 0.911. Eato implica
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ss,
que ade mpi'c._ ea posible mejorar un ajuste 4L ae extravian
2as obaervaciones "adecuadas”™ de La vaniable dependiente. Co-
mo este efecto puede resultar engadoso y de diflcil imteapreta
cifn al presentarse confundido con Los efectoa causados pox La
cxtaténc.l.u d_c pérdidas entre Laa vaniables explticativas, se de-
eddi6 no simulax en este trabajo pérdidas asocbre La variable de
pendiente. Sin embargo, en el ejemplo 3 de ta segunda parte,
&4e presenta y anatiza un conjunto de datos con perdidas entae
Loas valores de 2. vz2idiable dependiente.

En Laa §iguras 4 a 12 puede apreciarse el comportamiento del
coeficiente ae deteminacifn at haber §altantes entre Las diferen-.
Les variehles explicativas. Puede decénse después de observanr
estas ‘a_iyull.a.t,' que La nediccéSnen la cantidad de variacibn explica-
da poa <L modelo es dinectamente p&oponu":ona& a La coarnelacibn
de a varimole explicativa (que augre Las perdidasal com La va-
adable dcpchdtznte y desde Luego al ndmenro de pérdidas sufrni-
daa.

En Laas figuras 13 a 16 se observa el compontamiento del coe-
ficiente de deteaminacifin al haber pérdidas en dos variables,
en eate caso. Xy ¥ Xz . P uede concluirse que el comportamien-
to es ai.ni.i,a.n. al obAeILv;do al ocunrnin pénrdidas a6Lo en X; 6 en
Xs. Se taratf también un casao en que hubilenra 60 péndidas ‘en X,

y X3, esto es, que Las dos vana:abLzAL penrdienan todas sus obsen



e e e

m S PERDIDAS eu X

scco B e 5. . 100 cO o o™ o5
. © FIGWA'G, 15 PERDIDAS EN X,

se.”

MMMI“SRX.

9 93.9‘6"95_




g T T - A T T T i]
- T T S esor S e SRS e oo P st s N st S s somunun O s v

8 ) L J1eac0 =

LINNA. 2, 1S PEROIMS X,

- . R .
» © ) ® ® )




[

-

|

(]

msmlwm‘-.

100CoD

Cosse.

.:mu..lommsm

1aaco - M 95

EIGURA 12, 15 PERDIDAS EX X,

1ooco

9%

95



- -

R
. 7T 10000 ® e 2= .-
Lot -~ - .. -
B - ZHNEA 23, 1S PERSIDAS LNTRE .v X.
; L. , ’_. — )
st ) : A
4 o
~
!
'._; .' P

100C0 w2 93

¥!
..
o
14
..
h
e

| ZMERAJS, 30 FIRSIBAS CNTRE Xv R,

.

i)

Py




vaclones y reaulid-como ea de eaperarqe~que ef valor del coe-
f§iciente de detexminaclidn obtenido §u€ 0.916 que ea el cuadra
do delt coeficitente de correlacidn de ﬁ. ceu,?.
tibamente Ldgico ya que debe

vc&Lacidn cbaervada tando aé

Esto es imtul
explicarae La miama cantidad de
4820 ae tiene a La variable Xz cgo
Qaa&ablca cxp&tcattvcb peno ase

Xy ¥ Xy . ’

mo Al ae conaldernan Laa trea
pierden todoa Los vatones de

Poa dltimo, en Las {igurnas 17 a 21 se muestra el compoanta-

miente del coeficiente de determinacién af producinse péndidas
en X1,X3 ¥y X3. Se observa en estas §iguras que Xz, por sern La

variabhlte mda coxrnelacionada con Y, deleamina en este caso et

ec-po&zﬁ-tcntc de2 co;‘&e&en&c. SL X3 24 £a vaniable que mds
péardidas aufre entonces el coeficiente de deteaminaciln ase

afecta mds, mientras que a{ X2 sufre pccas pérdidas el cdc‘t-
ciente 4e adecta poco, nesultando en eonsecuencia que el aango

de vaniacidén es mayon en este carc que et Los antendiones.

RgAumLcndo, en base a La discusidn anteaion puede conjetu-
rarae que al aplican ta técnica desaranoltlada en ecate trabajo a
un conjunto de datosa Lincompletos el coeficiente de detenrmina-

celén ae componta de La sdlgudlente manera (al comparailo con el

obtenido con Loas datos completosl: en el caso de péndidas en
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thre Las vm&tcib_ ¢x§ltc¢t«¢vu ac tiene que Lo mda probable ea
que haje La cantidad de variacidn explticada por et modelo. La
magnitud del decremento dzﬁendc tanto del ndmenro de btadi,dco cg

mo de La impoatancia (medida poa La correlacifn con La vaniable

dependiente) de La variable cxpcz,ca.z‘cv‘q; En muy pocos casos se

ohaeavs que sulitera el vator del coeficiente de deteamimacidn
al Raber péndidas ¢ nunca subiis en mda de una centésima, Lo que
sugiene que el valor delf coeficiente de determinacién en el caso

de datos sin perdidas se encuentra en el extremo derecho de Las
distribuciones bajo estudio.

En el caao de pudtdu aobre La variablte dependiente, el mo-

delo puede tanto mesforar como empeoxar ef ajuate que se obten-
datla adi no hubierna pérdidas, dependiendo de qué valonrnes de csta

variable son Los que se pierden.
4.2 EJEMPLOS

En eata parte, y a menos que se especdfique £¢ contrando, se
han utitizado las distribuciones Lnicialesa de referenciamencionadas
en el caapliulo antenlon. En Loa ejemplos 1 y 2,5¢ presentan conjuntos
de datoa generados utilizando modeloas de regresidn en £0s que el errwonr se 4i-

muld Norwmal con meddia ceno y presicidn 1 mediante el método de Box & Mullen -
(1958) . ’

Ejemplo 1.- A 2o targo de este cjemjol.o sae Llustra el com-
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portamiento de La Aatuccdnﬁgyesdnuaen el caso en Qque haya observaciones .
con todos £04s valores de Las variables independientes perdidas,se ccnu':detcm-_- :
difenentes situaciones en Las que el ndmero de oéucnvacioneacontbdoatasuuzg
res de Las variables explicativas perdidas se incrementa a Lo Largo del ejemplo.

Por dacilidad .en La discusiln, el modelo de negresaibn em-
pleado para La aimulacidn de Los valorea de La vauiabzcldepcn-
diente, mismoa Qque se presentan en La tabla 3 junto con Los va-
Loarea de La variable explicativa, {ues

¥= 1a+2 X+ € .

Loa valores de X se escogienon atfeatoniamente com nRepeticida
entre Lo4 enterca poasitivos menonrea que laa.

En La tabla 4 aparnecen Las medias y Las varianzas de ¥V v X,
asl como La cornelacdidén entre 2a Y y La X. Las varianzas se

calculanon di.vi.diendo entrne (N-1), donde N ¢s el nimero de observaciones
de ¥.

Con eate conjunto de datos La distribucicn marginal poste-
néion de # ea una T de Student con 28 grades de tibertad, Loca-
Lizada en 1.985 y precdisibn 10336.242. La mah.gi.’nat postenion
de w ea una distribucibn Gamma con pardmetnros a=14.500y y=41.542.

Loa intervatos de mayon densidad, de probabitidades 0.5,

0.8, 0.2 y 0.95 para B ason,respectivamente:



o
]
1
-

[ . X N 4 X
T 194.524 Qe 1357.888 65
- 93.627 VY 32.659 12
155.958 73 195,139 92
174.261 83 84.008 37
77.964 ze 196.017 93
23.409 7 23.695 7
174.674 32 122.385 56
13s.210: 63 175.184. 81
59.782 .. zs 71.532 31
12.088 1 87.747 39
127.965 59 30.417 10

" 66.264 28 . 189.991 91
31.664 10 60.582 23
191.28e Q1. . 91.416 41
201.858 99 56.438 23




. TABLA & EJEWPLO'Y. ‘CORRELACIONES,MEDIAS Y VARIANZAS DE. LOS DATOS, -

B [ PO

e
.Y X
3 © 049996

"3
" MERIAS

v x
. 109,181 49.667

- YARIANZAS

.Y x .
4027.783 1021.126
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t1.978, 1.2%2), U1.972, 7.9981,071.968, 2.0021y [1.965, 2.0051,
EL valLor del coeficiente de deteaminacidn es de 0.%7%° ,

En La tabla 5, se presentan Loa datoa de La tabla 3 pexo, en
eate caao, diez valiornes de X ae han pendido (por §acilidad, Los
diez dttimoa).

Se utitiza a 2999.99992 como Lidentificador de valones peadi-
doa.

Las mediaa ¢ va&tan#aa muestraltes de ¥V y X, catculadas con
Loa valtores disponitites de cstas varxiables, aon:

. ¥n J09.783, X= 54.400, S1=4027.783 y S2= 1109.576.

EL modeto conaiderado para el ajuste es en notacidn del ca-

pltulo anterioa,
B;m Y- aa= Boa*+ Balxs-az)+ e
donde £#1,2,...,30; ao* V y az= X .

Con este conjunto de datoa La distaibhucifn manginal poste-
adion de 8 = ($1,8011' ea4 una T de Student con 28 gxrados de Li-
tertad, vecton de Localizacibn (1.986, 0.000)' y matriz de pre

claibn
17.55¢8 o )
0 0.020
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. TABLA 5. DATOS EJEMPLO 1. HAY. 10 PERDIDAS ENTRE LOS VALORES
 DE LA VARIABLE EXPLICATIVA. -

[ X Y X
194,524 92 1357.888. £>
3,427 42 32,657 12
155.958 - 73 195.139 %2
176.261 1 . s4.0a8- 37
77.964 LY 196.017 e3
23.409. 7 23.695 9999 .9999
174.674 s2 122.385 9999 .999¢
135.210 63 175.184 9999.99¢¢
se.782 25 71.532 9999.9599
12.088 3 87.747. 9999 9999
127.965 59 30.417 9999.9999
66.264 28 189.991 .. 9999.9999
33.660 10 60.582 9999.9999
191.280. 91 91,416 9999.9999
201.858 99 56.438 9999.9999

NOTA.- 9992.9999 representa un valor faltante,
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La diqtribuclidn marginal poaterior de w es Gamma com pard-
metros a=14 y y- 16808.724 .

Los Lintervalos de mayor densidad para #, de probabditidades
0.5,0.8,0.92 y 0.95 aon nespectivamente: (1.824,2.150] ,
[1.673, 2.300),(1.5871 ,2.392 1y [1.498, 2. 4751 .

Estos 4nt¢nv¢£oa de probabillidad peamiten oiutenen. facilmen-
te una {dea de La distribucibn manginal postendion de B La cual
es de utitidad, por efemplo en el caso -de estarn intenesados en
hacen estimacidn o contrastes de hipdtesis (Lindley 1965,pg.6
y 23-24 y De Groot 1970 ,pg.226-237), ;wvn. ejemplo: 8L As0-5,.5])
entonces podala interesan contaastan Hy: By €A contra Hy: 8y €A,
en eate caso se tendala una muy duente evidencia contnra Hi y
en favor de Halta probabitidad de H2 sea cienta es prlcticamer
Le uno ), en el caso .en que Bf <1.5,2.5] e interesara proban

Hi:P; €EBecontra H:81 §¢ B se tendrla una fuerte evidemcia en fa

vor de Hi.

En este efemplo el valor del coeficiente de determinacibn es
0.712, Lo que se interpreta como que el 71.2% de La variacidn
obaenvada de Y, ha sido explticada mediante el modeto, €L re-
sulta completamente L0gico ya que se perdild ana tercend parte

de Las observaciones de X.

En La tabla 6 se presentan Los mismos datos de La tabla 3, peno
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TABLA 6. DATOS EJEHPLO 1. HAY 27 PERDIDAS ENTRE LOS VALORES DE

LA VARIABLE EXPLICATIVA. .-

Y X 2 x
194,524 92 1357.888 9999.9999
3 427 42 52.659 9999,9999
155.958 73 195,125 9999.9999
174.261 9999.99%9 $s.008 9999.9999
77.964 2999.9999 19€6.017 9999.9999
23.409 9999.9999 25.695 9999.9999
174.674 9999.9999 122 .385 9999.9999
735.210 9999.9999 175.78 4 9999.9999
59.782. 9999.9999 71.532. 92999.9999
12.088 - 2999.9999 87.747 9999.9999
127.965 . 9999.9999 30.417 9999.9999
66.264 9999.9999 " 189.991 9999.9999
31.660 9999.9999 60.582 9999.9999
191.280 9999.9999 91.414 9999.9999
207.858 9999,999¢9 56.435 9999.9999

Nota.~ 2999,.2992 represaenta un valor faltantel
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en esate caac ae han perdido todoa Los valorea de X excepto Las COAREAPOR-
dientes a Laa trea primeraas obaseavacionea. ‘ -

La media ¢ La varianza mueatralea de ¥ y X aon: Ve109.187,
s;- 4027.783, X= 69.0aa ¥ S:-637.qﬂﬂ.

EL modelo Qque se uso para el ajuste eas:

'*Fx!9¢l- 51:*#4(8;—431* € .
donde 4i=1,2,...,30; ae= ¥V y azn X ,

En —aste cosc, La distribucdldn poaterica marginal de
8= ($1.,001)' ea T de Student con 28 grades de Libertad, vectoxa
de Locatizacibn (2.022,0.000]1' y matriz de precisibn

f/o,320 a )
a a.aas

La diazt.:ibucibn manginal posterion de w es una Gamma con
a=14 y y= 55799.843. EL valor del coeficiente de deteaminacidn
es 0.0445.

Eate efemplo es particularmente Linteresante &4 se consdidena
el nechazo de Laa cbiervaciones Lmcomplelas, ya que entonces 46
Lo quedarian tres ohseavaciones, La distrnibucién de B3 quedarla
centrada en 2.022, La variacibn obsenrvada de La vaniable depen-

diente, 3::,:'i-V)z.4¢ reducintfa en forma arbitraria y artificial



de ¥16805.700 a sépa:qzz 4 e coeficiente de determinacidn ten-
dala un vator de Q.299197,

Eate valor del coeficiente de deteaminacién no debe inten-
pretarnse dinectamente puesto que podnla pensarse que se ha ex-
plticado practicamente toda La varndiacibn obaeavada, Lo guac es
un earorn. PDelie intenpretarnae qui con el modelo se ha explica-
do el 929.9997 § de 5206.022 (que es s6Lo el 4.5% de La varnia-
elfn total obaservada 116805.700), de donde se concluye que ae
ha explicado adLo el 4.46% de La variacdén total observica, va
Loa Que coaxnespconde exactamente a La cantidad expiicada medlian
Le La soluciln bayesiana.

Es Jimportante seflalan en este efemplo que el ignorarn Las ob
servaciones con pérdidas no s6Lo afecta el coeficiente de detes
minacidn 84 no tamﬁten a Las pa}ct&iong; Lnvolucradas. En e2fe
caso se tiene, al consideran s6Lo a Las tres observaciomes sinm
pérdidas, que La precisién postenior marginal det pandmetio 8,
es 175 442, 341, aiendo en nealidad de sé6lo 0.320.

En La tabla 7, ae presentan Los datos de La tabla 3, penb
ahkora ae han peadido todos Los valones de X.

ta medéa y La varianza muestral de ¥ son: V= 709.181 y
S;.-4027.733.
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TABLA 7. DATOS EJEMPLO 1.

TODOS LOS VALORES DE LA VARIABLE
EXPLICATIVA SE HAN PERDIDO. -
v X Y. x

194,524 €999.9999. . . . 137,887 2999.92999.
93.427 9999.9999 52.659 . 9999.9999
155.958 9299%.9999. 195.139. 2999.9999
174.261. 9999.9999. 84.008. 9999.9999
77.964 2999.92999 196.017 2999.9999
23.409 29929.9999 23.698 9999.9999
174.674 9999.9999 122.385 9999.9299
135.210 9999.9999 175.184 9999.9999
59.782 2999. 2999 © 71,882 © 9999.9999
12.088 2999.9992 87.747 9999.94999
127.965 9999.9999 30.417 9999.9999
66.264 2999, 9999 139.991. 9999.9999
s51.660 9299.9999 60.582 9999.9999
191.280 9999.9999 21.416 . 9999.9999
201.858 9999. 9999 £0.43¢. 9999.9999

Nota.- .9999.9999 nrepresenta

un vwallorn altante.
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EL modelo. que ae conaidera para el afjuste ¢4 en notacidn
del capltulo antenrdion:

By = .Y“*,-acf Bar+ B2 cx&«a.; i« LY

donde 4n1,2,...,30; ¢ aen ¥ ¢ 4e consgidera ar= 0.

Suponiendo que no ae tieme una diatribucidn inicial informa .
tiva se podrnla proceden como se augiene en el imnciso b) de La aec
ci8n 3.4 y considenax que La distribuciOn inicial de 8=(f1,.801)'
vy w es una disirniliuciédn Noamat Gamma (2,pa,%ae,Ye,x0) donde

‘gamQ , Lto= (1730011, 741/300 y aq= -1,

En eate cadao La diatribucidén posterior margimal de § es una
T de Student zor 28 gnrados de tibeatad, vector de localizacidn

Qy natriz de preciailbn

7.99 x 10”7 a
0 0.007

. La diatribucidn nonginal postenior de w es una Gamma con
pardmetrnos as=14 y y= 1/300+0.5Z% (Y’;-V),"- 58402 .858 .

L valon del coeficiente de deteaminacidn es cero,

EL coeficiente de deteaminacibn ceno indica claramente que

el modelo no sxplica nada de La vaniacdibn observada de Las Y's,



L0 cual es L8gico puesto que al no observar nimgdm valor de X,
no se aprenddll nada sobre 8 por Lo que no se puede hablar aso-
bre La relaclidn existente entre Las X's y La V (44i es que eata

_cxlAte) ¥ por otra paxte Las predicciones scbre VY ase centran en
V. Lo mismo que 44 no se usara el modelo.

Eale ecfemplo ¢4 dintencsante ya que pexmite en forma sencilla
La comparobacifén,de que La solucifn bayesiana presentada en et
capltulo thes, €8 intultivamente coarecta en esta situacibn
extrema.

EJEMPLO 2.- A paatin de un conjunto cspeclfico de datos.se
muesdtra en esie ejemplo el compoatamiento de La solucidn baye-
sdana obtenida,al consideranr problemas de negresidn tanto con

. grandes poacentajes de observaciomes faltantes como con estruc

Lunas csosmplicadas de péardidasa. Encontrando en Las situaciones

¢Atud;hd¢5 um comportfamiento intuitivamente aceptable.

Se Trcéafa coxn 20s datos que se muestran en La tabla 8 y que

fuenron generados de La siguientc forma. Los valones de La va-

ndiable dependiente 52 generaron segdn el modelo:

¥ 2 X3+ 5 X+ 3 Xg+ €
donde € se simulo Nowmal con media cenro y preocdlsdién 1.

Loa valonres de X,,X2 y X3 8¢ eascogdienon aleatoriamente y por

aepanado, s~z repeticibn entué Los entenos positivos menones a 100. En 2ata
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TABLA 8. DATOS EJEMPLO 2. SI PERDIDAS .. - ~ .

2 X3 Xa Xs
6135.524 ) 'Y a2 73
35¢6.427 . 83 3¢ 7
553_9532 . 1] 63 25
379.261 . 3 “se . 28
771.964 1a 7. . o9
465.409. 68 12 K}
560.674. . . 57 e3 4
609.210. . 56 81 - 81
400.782 3e. 10 27
sgo0.088 - s P’} ] 23
409.965 453 ] 3
691.264 . 15 s9 72
$72.66C . 56 445 78
632.280 M se 71
7170.858 : 6 ' 18 s
686.888 _ ‘90 43 98
617.659 . : _ 98 78 11
6135.139 - 66 57 65 -
s7z2.008 " . ‘17 83 43
325.017 6 ' 11 86
360.695 3 44 45
765.385 48 90 73
268.184 o 43 19 ' 28
772,532 57 73 98
530.747 43 B 1 1a
363.417 7. za ss3
$46.991 24 73 . 12
718.582 FTE s0 926
703.416 ; : 40 g7 ) : 63

249.438 s ) 55 11 28 .
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bla 9 aparnecen La matriz de coarelaciones entre Laa variables
.V, X3,X2 y X3, a8l como Las medias y La varnianzas muestrales

ﬁcopcctivd&.

EL modelo que se ajusts ea:

B,= VYV -ae" ’1(&‘1;-‘11 *Pa(_xag-_Ial +8:3(X31-X,) + <,
donde £=1.2.....30 .

La distribucdidn marginal posterion de 2-if1,82,B83)' es una

T de Student con 26 gradvs de tibeatad, con pandmetro de cen-
ralidad (2.015, $.004, 3.016)° y con matriz de precisiln

2670.657 - 375.584 461.953
-375.584 9128.644 - 1776.922
461.955 -1776.922 17192%.13¢4 .

La distribuciln marginal postesior de w es una Gamma con
a=]13.5 y y=37.284. EL valon del cocjficiente de deteaminacidn
es 0.9999. '

Inteavalos de mayon densidad pana ﬁ;.P, o 3;. de probabiti-~

dades 0.5, 0.8, 0.9 y 0.95 aon:



- 108,

TABI.A Q. DATOS EJEﬂPLO 2,- CORREU\CIONES, 'MEDIAS Y VARIANZAS DE
-LOS DATOS DE LA TABLA 8.

R A X3 83 Xy
b | a.347 . a.731 0.453
7. _ a.aq04 0.00¢
7 ~@.170

1

N -
B 2 ) L Xa ‘ ‘ Xz Xs
' 514,747 €3.267 53.033 54.400
‘. N .
Y . Xa X2 X

. 30548.795 920.961 . 869.344 1136.041
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13.000, 3.032 1

0.95 .ll.994, 2.036 1 (2.997, 3.035 )

Pr . L 3% - fs Bs
0.5 l2.008, 2.022 1 14.997,. 5.011.) (s.010, 35.022 1
0.8  12.002, 2.028 1 14.990, 5.078 ) (3.004, 3.028 1
0.9 (1.998, 2.032 ) 14.986, 5.022 )

1

L4.982, 5.026

2.1~ 8o 'sepienden diez valonea de X,, que por facitidad se han

eacogdido como Loas detimos, se tiene La Labla 10 de datos.

Con estos datoa se Lienen Lu: adiguierdies medias y vardianzas

muestrales:
¥ = 514,747 , S: = 30548.795 ,
- Xy = . 44 . 500 , s:, - 1105.737 ,
X, = 53 . 033 . S - . 869.344 ,
. Xy = 54 . 400 u’ s‘;’ - 1136. 041,

EL modelo que se ajusta eas:

By=V;-a¢= Baart B1(Xi1i-a1) +B82(Xa5-az) +Bs(Xsj-as)+ e, .
Ponde i=1,2,...,30; ae= ¥V, a1=Xi1,az= X2 y 3= Xs .

La distribucibn manginal postenion de = {8,, B2,Bs, Bor )' e&

‘ de itbcutad. vectoa
de Locatizacibn (2.028, 5.105, 3.178, 0;0001' y matriz de pre-
cis4i6n

ana T de Student multivarniada con 26 gnrados
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TABLA 10. EJEMPLO 2. HAY 10 PERDIDAS ENTRE LOS VALORES DE:
LA VARIABLE X:. | |

AN Xy - Az P.CMS
613,524 . 92 : 42 73
556.427 83 34 7
553.958 . ' s2 63 ‘25
$79.261 - b | 59 28
7731.964 . 1a 93 ‘949
465.409. 65 12 92
560.674 37 9s .

. 609.210 . 56 ‘81 31
400.782 se 10 1
320.03s 23 47 23
409.965 43 '] , 93
691.264 15 S 1 2 72
572.660 . : s6 45 78
652.280 5 82 71
130.858 Lo & 18 5
686.888 ' 90 43 ' 98
617.659 T 78 13 .
613.139 66 57 65
572.008 17 53 41
325.017 . 6 11 86
360.695 . ' 9999.9999 44 45
765.385 . 9999.9999 90 73
268.184 9999.9999 19 28
772,532 9999.9999. 73 qs.
530.747 . 99929.9999. 83 la
363.417 9999.9999 20 83
446.991. 9999.9999 73 12
718.582 9999.9999 50 96
703.416. 9999.9999 . 87 63
249.438 . 9999.9999 11 28
Nota.- 9999.2999 rep

nesenta un vaton fattante.
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24.097 . - 2,180 -1.286 0.000
-2.180 28.917 - 5.629 . ‘a.0aQ0
-7.286 ~-5.629 37.788 ‘e.000

\ 0.000 .a.000 ‘0.000 0.034 .

La distribuclisn marginal poaterdion de w es Gamma con a=13 gy

¥y= 113353.979 .  EL valoa del coediciente de determinacdidn eca
0.974,

Intervalos de mayor densdidad para $1,82 y B3, de pachzodltd-
dades 0.5, 0.2, 0.9 y 0.95 aon:

Pe . 81 ‘B2 8

0.5 (7.888, 2.167 ] (4.978, 5.232 ) (3.067, 3.290 )
0.8 i {72.760, 2.299 1 ‘[4.861, 5.350 ) !2.96‘, 3.392 )
0.9 [1;6‘0, 2.375 ] (4.788, 5.423 ) [2.907, 3.456 ]
0.95 .(,.609, 2.447 1 (4.723, 5.488 ) [2.844, 5.513 )

2.2.~. .Siahora se considera que hay diez vafoaes pendidos de Xz

(por facitidad, ae escogen en easate caso Loa dltimos) ae tiene
el conjunto de datos de La tabla 11.

Se tiene con estos datos Las sigudientes medias Yy vanianzas
muestrales:
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TABLA 11. DATOS EJEMPLO 2. HAY 1Q PERDIDAS ENTRE LOS VALORES
_ DE LA VARIABLE X: . '

Y. .. Xa - Xs X
613.524 . o2 42 73
$56.427 83 3¢ B /
553.958 , _ sz L 25
379.261 ) 1 59 28
771.964 o 10 91 99
465.409 S : 65 12 'Y
560.674 37 93 7
609.210 56 . 81 . 33
2100.782 39 10 91
s20.088 . 23 41 28
409.965 43 9 93
691.264. . 15 se 72
572.660 ‘ 56 45 78
632.280 5 se 71
170.858 . 6 18 s
686.833 - %0 43 98
617.659 98 78 11
613.139 66 57 65
572.008 . 17 s3 41
325.017 ‘ 6 11 . 86
360.695 . 3. 9999.99299 45
765.385 8 9999.9999 73
268.18¢4. 43 9999.9999 28
772.532 o 57 9999.9999 98
$30.747. ; 4 9999.9999 10
568.417 7 9999.9999 £3
446.991. : 24 9999.9999 12
718.582 83 9999.9999 96 -
703.416 40 9999.9999 63
249.438. 55 9999.9999 28
Nota. -

9999.9999 nepresenta un vator faltante.



«w $14.747 , S?
| Ry~ 43.267 . , S =

" Ram  52.050 , St =

- 30548.

b AN
%3 ?20.
x2 887.
1136.

Xsm - S4.400 . St

EL modelo Qque se ajusta eas:

795

9617
840
ae1

1713,

‘1"&'7? BartBi1(X15-a2)+B2(X23-az)+B s (Xsj-as)*ey,

donde i~1,2,...,30; az~ X).Fa'i: ¥ asn Xy .

La udlstaitucibn marginal postexiorn de 2=(B1, P2,Bs,Pn)’ es

une T de Student muttivariada con 26 grados de Libentad, vector
3.126, 0.000)' y matriz de precs

de Locatizacibém (2.176, 5.074,
a40nz

[ 3-382 ~-0.241
-0.241 z.137
0.3162 -0.709

] 0.

0.162

-0.709

4.173
o

La diatribucidn rianginal postenion de w es Gamma con pardme-

T tnos a=13 y ¥y=102621.768. EL vator del cozficiente de determina

cifn es 0.768.

Los intervalos de mayor densidad para 81,82 ¢ B

bitidadea .5, 0.8, 0.9 y 0.95

a0n:

de proba-
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Pr 81 - ' 82 6s

0.5 17.806,2.568 1 [4.606,5.562] [2.792,3.4671 1
0.8 17.467,2.897 ) (4.174,5.9781 ~ (2.485,3.770 ]
0.9 11.249,3.104 1 "13.907,6.241) [2.291,3.967 )
0.95 (7.858,3.294 1 1

[3.667,6.480) (2.7120,4.7133

Sé ahora se conadidera que hay diez valores perdidos de X,
(por facitidad de eacogen Los diez detimos]l se tiene el conjun
2o de datos de La tabla 12. Con estos datos se tienen Lar si-

guientes medias y varianzas muestralea:

¥V .= s14.747 , s 30548.795
Rym 43.267 , sSI = 920.961
Ra-~ S53.033 , sl - 869.344
.  Xy.= S56.800 y S3, 1201.116 .
EL modelo Que se ajusta es:

B*FV‘-V' Boa + ﬂl(xgg-ax’*ﬂz(Xzi-dz)*ﬂs(xsi-dk)*cl
dondc i=1,2,...,30; ¢1-X;.¢z-2} Yy @as=X,y .
La diatribucibn marnginal posterlon de B=(8,, B2, B3, Bn)" es T

de Student multivariada con 26 grados de Libeantad, vector de Lo-
calizacibn (2.291, 5.106, 3.056,'0;0001' y matriz de precisdidn

7.728 -0.300 -0.324 0
-0.300 7.295 . -1.619 0 -
-0.324 -1.619 6.603 0

] o o 0.009
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.. DE LA VARIABLE X, ..

-TABLA 12. DATOS EJEMPLO 2. HAY.IO.PERDIDAS ENTRE LDS VALORES

_V, x; xg . x..‘

613.524 o2 .2 73
s556.427 . s3 s¢ 7
553.958 : 82 63 28
3$79.261. 1 N 13 28
771.964 . 1a 93 '] ]
465.409 . &S - . 12 LT
560.674. . 37 es 7
609.210. T - 81 : 31
400.782 : 39 10 91
s$20.088 : 23 . 43 : zs
409.965 T ] 9 93
691.264 ' .15 89 72
§72.660 : s6 45 78
6352.280 3 sz . 71
170.858 . .6 ' 18 5
686.888 90 43 ) 98
617.659 . 98 78 11
6135.139 66 57 65
572.008 . 17 83 41
325.017 : 6 11 86
360.695 - 3 44 9999.9999
- 765.385 . 48 90 9999.9999
z268.784 . . . 45 . 19 " 9999.9999
772.53%2 57 73 2999.9999
530.747. . 453 83 92999.9999
363.417 . "7 2q 929992.9999
446.991 .24 73 9999.9999
718.581. ss 50 9999.9999
703.416. . 40 87 99992.9999
249.438 55 11 9999.9999

Nota.~ 2999.29992 nrepresenta un valon faltante.
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. La désatribucibn naagtnc& poatendior de w ea O¢-.¢ con pcad
metros x=13 y Y=44928.302 .

EL coeficiente de deteaminacidn ¢A g.8%

Los 4Linteavalos dc mayon densidad paaa ﬂ;.ﬂzy By de probabiltsi
dad 0.5, 0.8, 0.2 y Q.95 son:

Pr 81 [ 8s

a.s. (2.045 ,2.537] S (4.8585 ,5.559 ) (2.790 ,3.522 )
0.8 (1.818 ,2.7641 6.6 ,5.5¢2 | (2.544 ,3.568 |
o.e (1.677 ,2.9205) 16.47¢ ,5.738 1 [2.392 ,5.720 1
Q.95 171.552 ,3.0311 [4.345 ,5.467 1 12.256 ,3.856 ]

Antes de proseguin con este ejemplo,. es conveniente hacea
algunas obseavaciones sobre e mutenicl paessentado. Hay que no
Ltar, observando Las matnicca de preciadildn de Las distribuciones
marginales posteriones det vectox #., que fas precisiones mangi-
nates (eltementos de £a diagonal) ae yven muw diaminudidas por La
presencia de observaciones faltantes y que La disminucidn es di
rectamente proporcional a La co&&etqci&n eatre La vaniable de-
pendiente y £a vardiable que sudre Las pérdidas. Ademds, y en
concondancia a Lo discutido en La primera parie de este capltu-
Lo, Los coeficientes de deteaminacién han disminuiido al haben

pérdidas, siendo esta disminucdibn dinectamemte proponcional a
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La comaelacdidn entre La vaniable dcpendtiutt ¥ La vardiable con
pu@da;A. | Eatoa cambioa indican, por La dependencia existente entre
dcﬂe‘Md&d&twu‘.m&é&ny ¥ , el pardmetro de ta distribucidn mar-
_ginat posteniorn de w, La manexfa en que ' fata se ve afectada por
Las péndidas. ‘

A continuaciln gy en base en el conjunteo de datos de fLa tabta 7,

4e ejemplifica con conjuntoa de datoa con eataructuras de pérdi-
da cada vez mda complejaas.

En La tabla 13, se preaenta un conjunte de daicsa con diez
pérdidas en Xy y ocho b(J_uM;da.a en X2, Se tiemen para este con-

funto Lca'étgucntea medias y vaxdianzas muestrales:

V & 514.747
X, = 44.500

» S7 = 30548.795
» Sz = 1105.737 ,
X2 = 53.364 , S2 = 936.814

Xs =  54.400 R s;.. 1136.043

EL modelo que se ajusta es:

BiﬁY*.-V-_ﬂu?_,ﬁ; (X13-a1l+82 (X21-a2)1+Bs (Xsg-as)+ e,

donde £=1,2,...30; ainXa,a22X2 ¢y as=Xs .

La diatribuciln manginal postenion de B+ (B, Bz, B3, Barl’ es

una distribucidn T de Student mulitivariada con 26 grados de 24i-
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. TABLA 13. DATOS EJEMPLO 2, ENTRE LOS VALORES DE LAS VARIABLES

y . ' X3 - ' X2 Xs
613.52¢ . _ 17 42 . 73
356.427 83 36 .7
553.958 : 82 &3 25
379.261. 1. 59 g 7]
771.964 : - 10 97 A 29
465.409. 65 12 92
560.674 : 37 23 7
609.210 56 81 . 32
400.782 39 10 91
s20.088 : 23 41 23
$09.965 4 9 93
691.264 15 89 72
572.660 56 9999.9999 78
632.280 5 2999.9999. 71
170.858. 6 2999.9999 5
686.888 90 9999.9299 'Y
617.65°. ' 98 9999,9999 11
613.139 66 9999.9999 65
$57¢2.008 17 9999.,.9299 41
325.017 6 2999.9999 85
360.695 . : 9999.9999. 44 45
765.385 . : 9°99,.9999. L] 73
268,184 C 2599.9999. 19 28
772.532 9729.9999. 73 : 28
530.747 9949.9999 83 10

 363.417 . 29929. 9999 20 53
446.991 9999.9999 73 12
718.58¢2 " 9999.9999 50 96
703.416° : 9999.9999 87 63
249.438 9999.9999 11 28

Nota.-~ 2999.99299 nrepresenta un valor fatitante.



1719,

4b¢&t¢d.'v¢ct¢& de Localizacddn (I.lil,'syjzzr‘3.¢l1, e.000)"
y mataiz de preciaidn: '

3,439 ~0.618 - =0,184 ‘a
-~a.638 3.221 -a.6a8 Q
-0.184 -~0.608 = . 5.394 o

Q o a ‘a.005

La distribucdién manginal postenion de w es Gamma con a=13 y

y=7940¢L w95 . Fi valoa del coeficiente de determinacifn es
a.821.

Inteavalos de mayorn demnsidad para p,,‘ﬂz y Bs dc probabitidad
es 0.5, 0.8, a.2 y 0.95 '

Pe C 8 . B2 s
0.5 (2.117, 2.8561 (4.796, 5.558] (2.723, 3.312 )
0.8 [.:.z79_, 2.197}) [4.444, 5.9210] {2.457, 3.583 1
0.2 (1.268, 3.40s51 [4.226, 6.128] [2.283, 3.752 )
0.95 {1.379, 3.59¢} (4.031, 6.323) {2.132, 3.903 1

En La tabfa 14, sr presaenta ef conjunto de datos de La tabka
. 13 ahora con ocho pérdidas mias 2n La vaniable Xs. Con este con

funto de datos asec tienme Las siguientes medias y varianzas:



- TABLA 14..

DATOS EJENMPLO 2.

ENTRE LOS VALORES DE LA VARIABLE
Xs+ Xs Y X HAY 10,8 Y8 PERDIDAS RESPECTIVAMENTE

| 2 X3 - Xa - Xy -
613.523 9z 2 73
356.427 FY 34 7
$53.958 82 63 25
379.261 1 59 'Y ]
771.964 . 10 21 2999.92299
"  465.409. &5 12 9999.99299
560.674 37 93 - 9999.9299
“609.210 56 81 9999.9999
400.782 39 1@ 9999.9999
$20.088 23 41 9999.9999
409.965. ‘3 9 9999.9999
691.264 15 PY) 9999.9999
572.680 56 2999. 9992 78
" 632.280 5 2999.2999 71
110.858 6 9999. y9039 5
686.888 " 90 9997. 9999 98
617.659 98 999%.9999 11
" 613.139 66 9999.9999 65
572.008 17 2999.9999 41
325.017" P 2§99.999¢ 86
360.695 9999.9999 44 45
765,384/ 2999.9999 90 73
268.183 9999,9999 19 28
772.532 99992.9999. 73 98
$30.747 ©9999.9999. . 83 10
363.417 9999.9999. 20 s3
446.991 9999.9999 73 12
718.582 9999.9999. 50 25
705.416 9999.9999 87 63
249.438 9999.9999 11 28

Nota.~ 2992.2999 representa un valor faltante.
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V=  514.747 , S® «  30548.795

. Y ’
Ram ; 44.500, s ... 1105.737
) x;- . 53.364 , s;aq R 2356.814 »

Kem - 51.091 ., s:’. ;. 1065.801

EL modelo que &e ajuata es:

B, = 47*-.79501’ 81 (Xy131-ay) +8a2 (X23-a2)+f8s (Xsy-as)e €,
donde 4i-1,2,...,30; ai*X,, az= x: Yy as* X3 .

La distribucibn marnginal posterdion de = (f3,81,8», Bear) "ea
una T de Student multivariada con 26 grados de tibeatad, vee-

Zoa de Localizacifn (2.204, 4.405, 2.982, 0.000)' y mataiz de
precisibn:

2.165 - 0.389 - 1.146 0
.-0.389 . 2.027 0.101 [
-1.146 0.101 2.307 0

4] o 0 0.003

La distribucibén manginal posternior de w es Gamma con a=13 y

y= 126149.436. EL vaton del coeficiente de deteaminacibn es
0.715 ,

Loa 4intervalos de mayor densidad parna 81,82 y Bs de probabi
Lidades 0.5, 0.8, 0.9 y 0.95 ason:
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0.5 [(7.7392 , 2.669] (3.925 , 4.886] [2.53%1 , 3.432]
a.s (1.311 » 3.0971 [(3.482 » 5.3291 12.116 , '3.848)
0.9 (7.044 , 3.363] ({3.207 , 5.64a3) {1.858 , 4.105)
0.95 [0.806 , 3.601}). [2.96]';'5;841] . [1.628 , 4.335)

2.6.-Enla tatita: 15 ae presenta el conjunto de datos de ta tabla
14, ahora con una pérdida mas en cada rnenglén (de Los que pre-
sentan pérdidas em 2a tabla 13). Con esatos datos se calecula-

aln Las medias ¢ varnianzas muestrales, rcsultando:

V- S514.747 . S; = 30548.795 ,
Xa= 47 000 R s;, - 1224.909 ,
Xae  55.923 . sz~ 675.410 |,
Xs= 63.923 . S3. = . 979.577 .

EL modelo e se afusts es:

Bi-_V*—VH fav+ 8, 0N4~a1)+B2(X23-a2) +B3(Xssi-as) + ¢4,

donde 4=1,2,...,30; ay* Xy, az= X2 y as= ¥ .

La distribuciln manyinal postenion de A-(81,82,B83.B01)' s
una T de Student mutfivariada con 26 grados de Libentad, vec-
ton de Localizacidn (2.079, 3.890, 3.407, 0.000)' y mataiz de

precisibn:

128,
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EJEMPLO 2. EMTRE LOS VALORES DE LAS VARIABLES

X, X, XX HAY 18,17 'Y 17 PERDIDAS RESPECTIVAMENTE.
7— Xa X2 X3
" 613.5248 oz 42 73
356.427 83 " 34 7
555.958 82 " &3 25
579.261 1 . sq 28
771.964. 10 :  9999.9999. 9999.9999
465.409 999¢9.9999. 12 9999.9999
560.674. 37 92999.9999 92999.9999
609.210 9999.9999 87 ' 9999.9999
400.782 ‘39 o 9999.9999 9999.9999
320.08%8. 9999.999¢ 41 9999.9999
409.965 ‘43 ’ 9999.9999 9999.9999
691.264.. 9999.9999 re 9999.9999
572.660 56 © 9999.9999 9999.9999
632.280 9999.9999 9999, 9999 71
110.858 6 2999.9959 2999.9999
686.888 9999.9999 9999. 9999 98 .
617.659 98 " 9999.9999 9999.9999
613.139. 9999.95%9 99992.9999 65
572.008 17 ) 9938 .9999 9999.92999
325.017 9999.9992 9999.9999 26
360.695. 9999. 9999 P 9999.9929
765.385 9999,9999 9999,9999 73
268.184 9999.9999 19 9999,92999.
C772.532. " 9999.9999. 9999.9999 98
530.747. 999999299 g3 9999.9999
363.417° 9999.99929. 9999.9999 83
T 446.991. 99999999 73 9999.2999.
718.58¢ 9999.9999 9999.9999 96
" .703.416: 9999.9999 87 2999.9999
z‘!.‘:l " 9999,9999 9999,9999 28

Nota.- 9999.9999 nepresenta un valton faltante.
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La diatribucibn marginal posteniorn de w es Gamma con parxd-

metros asl13 gy y= 294673.252 .,

teaminacién es

a0.335 .

Loa intenvaloa de mayonr denaidad para 8,82 y 8 son:

Pr

a.s 171.792
a.3 10.373
0.9 £0. 134
0.95  Fo.588

2.7.- Enla tabla

[ B
., 2.966)

» 3.785])
,» 4.292])
, 4.746)

16 , se presenta el conjunto de datos de

82
{2.747 ,

11.691 ,
t1.03s ,
to.452 ,

5.034)
6.090])
6.744])
7.329)

8s

12.458
(1.581
11.038
to.552

EL valtoar del coeficiente de de-

4.357)
5.2331
5.7761
6.2623%

La ta-
bLa 15 ahonra con Roa cuatuoabpgimeuOA nenglfones con pé€addidas.

Calculande Laa medias y vanianzas muestrates de estos datos

ae tiene:

¥ o~ 514.747
Xin  47.100

 R,- . 58.800

Xs= . 63.167

. Sy -
-2

» lea

[ R sz -
x2

. S:'!

30548,795

_1036.9289
810.844
1060.515



ENTRE LOS VALDRES DE LAS VARIABLES

TABLA 16. EJEMPLO 2.
. Xas X2 Y X, .HAY 20,. 20 Y 13 PERDIDAS RESPECTIVAMENTE
Y. X - Xa Xs

613.524 9999.9999 9999 2999 2999.9999
$56.427 g3 2999, 9999 7
$53.95%8 sz 9999.9999 25
379.261 9999.9999 - s 28
771.964 . 10 92999.9999 9999.9999
465.409 9999.9999 12 9999.9999
560.674" 37 9999.9999 9999.9999
609.210 2999,9999 81 9999.9999
400.782 39 2999.9999 9999.9999
320.08% 2999.92999. 4 9999.999%
409.965 . 43 ' 9999, 2999 92499.9999
‘691.264 9999.9999 29 9999.9999
572.660 - 56 92999. 9999 9999.9999 .
" 632.280 9999.9999 9999, 99299 77

J110. 858 6 9999. 9999 9999.9999
" 686.888 9999.9999 9999. 9999 98
617.659 'Y 9999.9999 9999.999y
613.139° 9999.9992 9999.9999 65
$72.008. 17 9999.9999 9999.9999
325.017 9999.9999 9999.9999 g6
360.695 . 9999.9999 44 9999.9999
765.385 9999.9999 9999.9999 73
268.184 9999, 99929 €19 9999.29929
772.532 2999.9999  2999,.92999 98 '
530.747. _ 29992. 29299 83 ' 99992.2999
363.417" | 9999.9999 2999.9929 '
446.991 9999, 9999 ‘78 9999.9999
718.582. 2999.9999 9999,9999 96
703.416. 9999.9999 87 9999.999¢9
249.438"° 9999.9999  9999,9999 28

Nota.r 99292. 21292 xepresenta un valor faliante.

-



EL wmodelo que Ai ajusaté ea:

B‘-“Vt-vﬁ fu* BilXis-azl+ s (X2i~az]l +83(Xs2-asl* ey
donde £L*1,2,...,30; a;-X;.'Qa-,xg g as* Xs .

Lta distribucidn manginal posterdiorn de B=(8:,82,83,80:)" es
una T de Student con 26 grados de Libenrtad, vector de Localliza
cifn (2.267, 4.117, 4.030, 0.000)' y matriz de precisdidn:

‘a.414 a -q.148 a \
0 0.3524 ) 0
-0.148 0 a.s17 o
0:401

Q o e

La diatribucifn marginal posterion de w e Gamma con a= J3
¢ ys 293131.055 .
Lon 0.338.

EL coeficiente de deteiminacibn tomé el va-

Loa 4intearvalos de mayonr densidad para 61, B2 y B3 aon:

Resumiendo £04 resultados antea- pacaentados (Tabzaa 17 a 19)

« -

8, B2 8,
a.5 {1.203,3,330] {2.914,5.3191] [3.079,4.981])
O 8 [0.223,4.3111]. {7.805,6.428]) {2.202,5.858]
0.9 [~0.385,4.918]) [7.718,7,115] (1.658,6.402})
0.95 [0.229,5.462] [0.503,7.731] [1.171,6.888]

126.
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TABLA 17. EJEMPLO 2. '
LAS DISTRIBUCIONES SON T DE STUDENT CON 26 GRADOS DE LIBERTAD. a.vmmmn DIE#: ES 2 -

nﬂneao DE PERDIDAS
EN LAS VARIABLES
b 33 X2 Xs °

DlSTRlBUClONES MARGINALES POSTERIORES DE 8: .

PORCENTAJE DE OB~
SERVACIONES CON

PERDIDAS. LOCALIZACION PRECISION (ESCALA) T
) o [ o 2.015 9670.657
10 o ° 33.33 2.028 24.097
o | 10 0 33.33 2,176 3.383
) o 10 a3z.3a 2.291 7.728
10 ] o G0 ,00 2.488 3,439
10 8 8 86.66 .204 ‘2.1658
18 18 17 86 .66 2.079 0.594
20 20 18 100.00 Z.267 0. u14

il
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TABLA 18. EJEM?IL 2. JISTRIBUCINES MARGINALES POSTER:ORES DE 8. .
LAS DISTRIBUCIONES SON T DE STUDENT CON 26 GRADOS DE LIBERVAD. a.vmmmmma. ‘ S .

: NMERO DE PERDIDAS _PORCENTAJE DE OB~
EN LAS VARIABLES SERVACIONES CON ) ) Lo
! ©XE X2 X8 * - PERDIDAS. LOCALIZACION | PRECISION (ESCALA)
? o o -0 o ) s.oos . . 9128 ,644 '
? 10 o o ) _ 33,33 : - 5,105 : 20,917
1 o 10 o 33,33 o 5.074 L. 2,137
o -0 ‘10 - 33.33 - 5,106 . 7.298
10 8 o . 60.00 5.177 " 3,221
10 8 . 8 . 86.66 . 4.408 . . Az.oz7
ie 18 17 ' 86.66 o 3,890 . . 0,358
20 20 | 18 100.00 4,117 ) _a.32u

—
"~
o
Y




"TABLA 19. EJEMPLO 2. DlSTRlBUClONES MARGINALES POSTERIORES DE 8. .
LAS DISTRIBUCIONES SON T DE STUDENT CON 26 GRADOS NE LIBERTAD. El. VALOR VERDADERD DE #s ES 3 .

uﬂneao DE PERDIDAS PORCENTAJE DE OB~
EN LAS VARIABLES SERVACINNES CON )
X3 X2 X PERDIDAS . LOCA'.1ZACI16N PRECISION (ESCALA)
o ° 0 : o 3a.016 - . 11929.134
——
10 o o 33.33 ) 4.178 . 37.788
o 10 -9 ’ 33.33 : 3,176 . ... 8,173
o o 40 33.33 s.ose. .| ... . e.e03
10 8 "o : 60.00 3.017 " 5,394
; 10 8 8 86.66 2,982 2.307
18 18 17 : 86.66 3.407 . 0,519
j . 1 o :
: 20 20 18 100.00 4.030 . 0.517
{

63l



130.

puede concluirase al utilizar La solucddn bayesdlana que atl habexr
péardidas entre Las obhaervaciones de Laa variables explicativas
Las precisiones de Las diatribuciones marginales poaécutoaeciée
dtaninuyén en dorma dradstica y se puede conjetuiaa Que La magni-
Zud de La disminucidén depende tanto del porcentaje de obaiavacig
nes con pérdidas como del ndmeno de obsenrvaciones (azzanzéa en

cada una de Las variables explicativas.

Sin embaigb La disminucién en La precisidén moldea de tal 4Lorma
a Las distribuciones marginales posteriores de B, B2 y P que ne
4ultan contendidos to@ verdadercs valores de estos pardmetros en 2.
giones de mayor densidad pana probabilidades que en a mayorla de
204 casos 40m Lan bajas como 0.5 y en el resio de Los casos ya es

tan contenidos para probabitidades 0.8 .

Esato indica que en todos Los casos estudiados Los verdaderos var

Lores de Los pardmetros son valonres "cencanos” a La Localizar.ifn

de La diatribucidn.

En este ejemplo se presenta el conjunto de datos

EJEMPLO 3,.-
La <mpontancia

sdmulados y publicados pon Dagenals (1974).
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de trabajar con eate confunto de datos, eataliba en el hecho de
sder uno de Loas pocoa coniuﬁtob de dateoca putiticadoa en La Lite-
raturna en relacién al problema de obaervacionea {altantes, AL
§imal de cate efemplo se diécuten Las conclusdiones obtendidas
‘por Dagenais (1974).

En La tabla 17, se presenta el conjunto de datos en Los que
L& vardiable dependiente se simuld con el modelo:

Yim ,zx;th?(zg+c,_; A= 1,2,...,30 .

La informacdidn referente a fLa manera en que se obtuvieaon

€.Xy ¥ X2 no ea precisa o completa, L0 que se aahe es que € ¢
X3 8¢ simulan Noamales, € con media ceno y X3 con media uno.

Los valtores de X2 ae eacogieron de tal forma que Xz resulfura

*medianamente " comrelacionada con X1+ Las varianzas de e y X,

Ae afustanon panra producin Los coeficientes de cornelacibn Gue
neparodunimos en La tabia 17.

Loa valonrea pendidos ae eacog+eron at azax.con probabitida-
des 1/15 pana Y y Xz, y 1/4 pana Xi, preduciendo entonces et
" eonfunte de datos que reproducimos en la tabla 18,

" tas mediaa Yy vardianzas muestrales calieculadas con Los datos
completos (tabtita 17)son:



TABLA 17. DATOS

EJENPLO 3.. .

SIN PERDIDAS .

1.32..

y i X3 X2 y X3 X2
83.09 -.66 17.81 -23.86 -. 41 ~14.01
19.56 -5.55% 13.94 57.47 18.09 10.38

© 36.26 -3.68 16.96 -79.158 7.04 -13.06
-35.68 -8.62 -11.16 -99.99 0.60 - 9.9¢
115.07 6.77 6.03 -102.12 -11.70 -29.00
-23.42 -2.22 ‘- 5.84 -49.27 - 9.14 0.21
- 5.64 -4.24 -13.04 47.71 7.53 2.38
~10.41 22.91 - 8.16 147.30 29.09 17.96
~129.72 -5.04 -25.901 4.38 6.25 10.13
27.53 -2.46 5.65 -49.39 -8.12 -17.99
-152.60 -14.27 -36.08 121 .00 21.96 -24.59
-17.80 710.88 0.96 57.91 11.90 0.19
-27.69 ~4.70 -6.67 -79.05 1.38 ~70.86

15.11 -15.55 0.90 4.34 -4.26 3.92
-46.23  -17.46 3.42 -75.22 -15.79 -715.90

(CONTINUACION} CORRELACIONES, MEDIAS Y VARIANZAS-

BAIRIZ DE CORRELACIONES
y X3 X2
1 0.624 0.808
1 0.497
Sy 1
' MEDIAS
24 X3 x:
-16.284 -0.670 -5.380
VYARIANZAS
1 4 X3 X2
4946,795 136.718 192.825

Fuente: PDagenais

(1274).
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LV acT6.284 ,  S2om 4946,725
Ry« 0.670 , ° S . 136,118
Xam - S$.380. y S - 192,825

Se afusts et Aﬁgu&cn&é modelLo a Los datos completos:

B,= ¥V~ Ve $1(X2;-Xsl+ B2(X232-X2] +€4
com £=1,2,...,30.

La dtat&zbuckdn Andicdlal que se utiltizl fué€ una de referen-
cia. ladistribuciln marginal posterion dz B =181, P2 )'es una T Student
muliivariada con 27 grados de Libertad, vector de Localizacifn
(1.790, 35.328)1" ¢ matrdiz de precdiaidn

2,692 1.593
( 1.598 . 3,813

" La distrnibucibn manginal postenior de. w es Gamma con a=14 y
r=20530.240 , EL coeficiente de detewminacién tomé el valon
0.714 . )

Ea LAimpontante notar que debido a &€a forma en que Los datos
dueron aimulados, el modelo de regresidn que se obtiene al ajus .
| dan Los datoa completos AfLo explica el 71.4% de La vardiacidn
ctaervada en La variable dependiente.

toa inteavalosa de mayor densidad para 81 y Bz 4aon:
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8, - ‘ [
0.5 . . 1,575, 2.207 1 . te.e78 , 3,678 1
0.8 © o re.ese , 2.593 ) 12,655 , 4.00l }
0.9 . 1ae.752 , 2.828) [2.456 , 4.200 )
0.25 ) [e.539 , 3.041 1 ) {2,277 , 4.379 )

Considenande ahora Loa datoa tncombtctoa (tabla 18], se tie
nen Laas sdigulentes meddias y vardianzas muestralesd:

¥ a o~ 6,553 , s, = 4262,113
Xa» o0.6a3 |, s} - 122.272
Xae - 6.606 , ~ si - 183.357

Se ajusts ef modelo:

By= ¥V -aq #8031 * 8, (X21-a1) + Ba2lX25-az)+ ey
donde £i+1,2,...,30 y ae= V, az= Xz y a2 X3 .

La distribucidn inicial es de negonzncia y La distrnibucibn
manginal posteniorn de g = (B1, 82,801 )" ¢4 una T de Student mul -
tivariada con 24 gradoes de Libeatad, vector de 2ocaltizacibn

(1.476, 3.692, - 5.922)' y matriz de precisiln

1.454 , 0.872 0.€03
0.872 2.119 0.024
0.003 0.024 0.015%
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TABLA 18. DATOS EJEMPLO 3, ENTRE LOS VALORES DE LAS VARIABLES
o - Y, Xy Y X, HAY 3, 8 v 2 PERDIDAS RESPECTIVAMENTE

4 . Xy X3z
" 83.09 -. 86 T 17.81
19.56 -5.58 9999.9999
36.26 3.68 -16.96
-35.568 - -8.62 -11.16
115.07 6.77 6.03
) -23.42 -2.22 -5.04
-5.64 -4.24 -135.04
-10.41 9999.9999 -8.16
9999.9999 -5.04 -25.01
24.53 -2.46 9999.9999
| 9999, 9.999 . 9999.9999 -356.88
17.8 10.88 .96
-21.69 9999.9999 -6.67
18.11 -15.55 .9
-46.23 ~171.46 3.42
-22.86 -.41 -14.01
. 57.4° 18.09. 10.38
-79.15% 7.04 -13.06
-09.99 9999.9999 -9.94
-102.72 11.7 -29
9999.939¢ 9999.9999 .21
47.71 7.53 2.38
-147.3 29.829 17.76
4. 38 6.25 Ja 15
-49,39 92999.92999 17,99
~121 2399, 2999 «24.59
. 57,91 11,9 ,19
«79,08 99992, 9999 10,86
-. 34 4,26 "3.92
-75.22 -75,79 ~15.9
Fuentes DAGENATS (12741,
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La distaibucién marnginal posteriox de w ¢4 Gamma con pard-
metros a=12 y y=20935.867. EL valor del coeficiente de detex
minacibn es 0.631. ’

Los intervalos de mayorn densdidad sobre B3, Ba Yy Bor son {

Pr 8y » B B
a.50 (0.908 , 2,044 (35,221 , 4,162]) [-171.429, -0.416)
0.80 {a.383 , 2,570 [2.786 , 4.597]) -16.517, - 4.672)

[2.516 , 4,867
[2.274 , =.1091 (- 22.514, 10.669;

0.%20 ([e.a57 , 2.896
0.95 -0.236 , 35.188

- -y

Conviene notax qacicn este ¢j¢ip¢o (9 a difjerencia de Los
efemplos anteniornes)l Boy ha quedado con una distribucilén mangi-
natl poateniorn con las Aiguteﬁzea carcacteriiticas: centrada en
un valor diderente de cero (en z25te cas0-5.922) y con una paeéi-
adibn de 0.015 . Esto es debido a La exis tencdia de valouea“altag
tes entre £0s valones de Y, y ae rchlesja en RLa paediccion'de va-

Lones de ta variabte dependiente.

Loa verdadenca valores de. £oa pardmetros 83 Bz (2y3 reapec-
tivamente]l catdn incluldos en rneglones (marginaiesl de mayor den-
addad de. probabitidad desde probabikidades .47 y .68 reapectiva-
mente. Eato puede uttcizaaae como un indicadon de Ra bnoxtmidad

de 20s pandmetnos de Localizacidn reipecto a Los veadaderos vako-

{-19.676, 7.831) .
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Rea de Lo& pardmetros.

En Dagenadia (12741 pag.287, ae concluye en relacidn a este con-
junto de datos mediante dosa afirmacdiones, miamaa que se reproducen
y discuten a contlinuacién: '

a)l Las modaas de Las diatribuciones (mangimales posterniores de
83 ¥ 82l eatan m&s cerca de Los verdadenos valores Je Los pandme-
2neoa, para Las densdidades obtenidas mediante eate método (el de
Dagenadisl, que Laa obtenidas con Las densidnd:s 2onrespondientes
a La mueatara completa y a La muesira con solo Laa 19 observacio-
nes completas.

&l Como ae ecaperaha, ta disperaibmn de £aa denasidades poatenrnio-
rnes obtenidas es menor que £a de Las densidadzs posteanionres basa-

das en Las 19 observaciones completas,

En ambas afinmaciones se companan Lns resultados de Dagenals
contra Los obtenidos con el conjunte de 19 cbseavaciones comple-

tas paoducido al ignoran a Las observaciones imcompletas.

Es Limpontante necordarn que en el ejemplo 1, ie muestra que ﬁté
Lizarn al confunto de obsenvaciones completas digavrando Las obsen-
vaciones incompletas puede producir una distadibucsidsn pqote&ion no
confiable. En el ejemplo 1 La distribucifén poatenior correspon-
diente preasents (entnrne otnas fallas) :imna pnrecliaidn "inflada”

C175 442 , 3471, que reaultd adn mas grande que La obtenida con et
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conjunto completo de datos (10 336. 242)1. EL que La distribueildn
poatendion, obtendida al ignoran a Las obaervaciones incompletas,

RP o .
AResulte no confiablte se debe a que es incoarecto L{gnoran a Las
obsenrvaciones incompletas.

En base a La discusibn antenion nesulta que en un problema
(de negnresién) con datos faltantea es Linapropiado utilizarn como
punto de referencia a La distaibucibn posterion obtenida alt ig-
norarn Las observaciones imcompletas y no es convendlente en base

a ella "esperan” nesultados que permitan furzpan La convendencia
de un procedimiento estadfstico.

La afirmacidn de Qque £as modas de Las diat&ibucionea postendio

nes obtenidas mediante el método de Pagemnis estan (aparenetemen

te, ya que s6Lo se juzga mediante una grdfica) mas cenca de Los

verdaderos valones de Los pardmetnco, quz Las modas obtemdidas
con Las densidades posterndiores coanespaomdientes a La muestra com

plLeta. Es intuitivamente inaceptable como una paropiedad generat
del método de Dagenadis (o de cualquicn nrocediwmiento parc proble-
mas con_datoa incompletos), ya que entonces nesultanifa pregeni-

blLe tenen observaciones pendidas que no tenenlas.

EJEMPLO 4.~ En cate caso se itustra La pqai.bi.&édad de utilizan técnicas

asociadas al anlliadls de negresidn en probltemas con datos fattan-

zes. Esto se hace especlficamente mediante La utilizacifn del



cae‘tctcute‘dg deteaminacién como un Lnrndicador para La seleccidn
de varxiabltes dependientea, Se comparan Loa reaultados obtenidos

por Rubinm (1976 a)l con Los obtendidos con La asclucién propuecsta en
eate Lrabajo.

Se presenta en La tabla 20 el conjunto de datos que ordiginal-
mente aparecen en el caplitulo é6 del Libro de Drapen y Smith (1968)
¥ Que Rubin (1976 a ) utiltiza pana {lustran el compontamiento de
La esatadlstica. . que . propone para estimar al coeficiente de

detexminacidn en problemas de negnresidén con datos Lincompletos.

i
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TABLA 20, DATOS EJEMPLO 4. Slﬂ PERDIDAS

y : X, Xz - 1 X3 Xo
78.5 7 265 p 60
74.3 1 29 15 52

104.3 11 56 ] 20
87.6 11 31 _ . 8 47
95.9 - - 7 52 P 33
109.2 17_ 55 9 22
102.7 3 71 a1z 6
72.5 1 31 22 44
93.1 z 54, 18 22
115.9 21 47 4 26
$3.3 1 40 23 34
113.3 11 66 9 12
109.4 10 68 : s 12

FUENTE: RUBIN (1976 a)



181.

EL metode propueato por Rubin para eatimar ef coeficiente
de deteaminacidn (ver seccidn 1.3.4] se basa en Los nesulta-
dos de Hantley & f.loett_ng (1971), Rubin (1974) o Beale § Little
(1975) que son procedimientos iterativos, que suponen Noamaldil

dad ¥y que pn.oducc.-n estimadones aproximadamente mdximo verosdi-

miles. Eastos métodos nequienen parna su utilizacién de prognra

mas de computadonra especiales y complicados. Eate estimadon

4e denota en este trabajo mediante Q2. Rubin agirma que Q‘-Ré
8680 cuando Las variables explicativas no presentan plrdidas y que en gene
rat d‘Q’iR:, donde R: es el coeficiente de deteaminacisn ob

zenido con el conjunto de datos completo. Como ya se memcionl

en La seccibn 1.3.4, Rubin a6lo trata pérdidas entre Las varia
blLes explicativas.

En La parte 1, se ha eatudiado el comportamiento del cozf<i-

ciente ‘de detenminacidn definido - en forma usual y calculado a por

24in de Las distribuciones postendiones obtenidas en ef caplrtulo
3.

Se ha encontrado que este coeficiente de deteaminacibn, auz

se ha denotado pon R2, e¢s tal que 0<R2<1 y que R2=R2 cuando
no hay pérdidas entre Los valores de La variabte dependiente, R2
puede ser mayorn ¢ Lgual que R2 y que cudndo hay pérdidas entre
La4 vaniabltes explicativas se tiene con una probabitdidad "atta”
que R* <R? y con una probabitidad "baja” R’>R: . Entonces re-
Adtta al m¢no$ poaible que RZ> Qf en alagunos casos.
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~ Rubdin utliltizando o4 datoa de La tablita 20, deacarnta atgunas
observaciones y presenta Los datoa de La tabla 21.

En La tabla 22 se pn.cacn.tan.' en La p&iﬁe& columna Los Lndi
cadores de qué€ variables explicativas se usanon en La regre-
446n, por efemplo 234, indica que en ese caso ia a;g&cotdn tu-
vo como vardiables ¢apuc¢t£§¢5 a X2,Xs y Xu; en La columna dos
4¢ presentan Loa coedicientes de deteaminacidn obtenidos con
Lo4a datos completos (tabla 20.} , en La columna tres £L£os nesul-
tados obtenidos con el estimadon de Rubin y en £a columna cuatro Los
coeficientas de cornelacibn (R2) calculados a parti. de Las dis
taibuciones posteniones obtenidas en el capltulo tres de este trabajo.

Se puede obseavar en esta tabla que todas Las Q* y Ras R'
40R menoaes qQque Las correspondientes R’c.

En cuanto.a Laas indicaciones que se obtiemen con La Q2 y
La  R2 sobre L0s mejores modelos comn una, dos y tres vandiahtes,
se tiene que coincdiden en sefalan que entnre Las negnresiones con
4680 una vardiable ta mefor es ta que se forma con la variable .
explticativa 2 . y que entre Las regresiones con dos vaniables
La mejor es £a que se foama con Las variabtes 2 y 3 . En-
tne Laa negresdicones con trea vaniablea ezipl.i.ca.ttvao. con Las
Qf"" 4e apunta como £&a mejon a La foramada con Las variablea 1 -,
2 ,. 3 y deapuls de ésta a La formada con tas vaniables 2 _,

3 2 4 ,nu‘.enma que con £a R? 4e apunta como £a mejon a La



148,

' X3 '.x* ....... ‘.x'. X
78.5 7 26 6 60
74.3 T 2§ 15 52
104.3 11 56 B 20
87.6 il" 2 8 47
95.9 i 4 52 ] - 33
109.2 11 55 L] 22
102.7 3 71 ‘17 9999.9999
-72.5 1 ‘31 22 92999.9999
93.1 4 54 ] 18 9999.2999
115.9 9999.9999 19999.9999 4 9999.9999
83.8 9999.9999 19999.9999 23 9999.9995 _ |
113.3 2999.9999 19999.9999 9 9999.9999
109.4 2999.9999 [({9999.9999 8 9999.9999

FUENTE: RUBIN
Nota. ~ 292922. 2999 representa un valor falttante.

(1976 a)
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Vaniabtes . - - - - - COEFICIENTE - DETERMINACION
Explicativas ) Datoa Eatimadon de Datos Incomple
Incluidas en Completos Rubdin Loa
Regnresdibn R ' 2 RrR2
[] 0.000 : 0.000 0.6001
1] ‘0.534 L 0.335 0.171
2 0.666 0.532 0.405
3 0.286 0.286 0.286
4 ‘0.675 0.272 0.327
12 0.979 0.679 5.526
13 0.548 0.435 0.296 4
14 ‘0.973 - 0.546 0.263
23 0.847 0.728 0.727
24 0.680 0.554 ‘0.440
34 0.935 - 0.597 0.581
123 0.982 0.767 0.727
124 ) ) 0.982 " 0.679 0.527
134 0.981 0.652 Oréll
‘234 B 0.973 ) : ‘0.745 0.741
1234 0.982 -~ 0.775 0.749
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ormada con Las variablea 2., '3 ., -4 _ y en saegundo Lu~-
gar a 2a foamada con Las variabltes 1, 2. ,.°3 ., Es impoxr

- tante notax que padceticamente Los valonaes ‘de R* aMAcoban-

dientes a Las variables 1., 2. ;3 .4 2., 3 . 4
aon L{guales indicando €sto que realmente en base a La R? son

prdeclicamente {guales ambos modelos de regresidn.

Puede entoncesa concluirse quc; al menos en este ejemplo han
codncidido Las indicaciones obtenidas mediante La Q2 y_ Las
obtendidas con el coefdiciente de cor=elacsilr caleculado a partixn
de ta 50Luc£3n bayesiana. Sin embango, caibe resaltan La supe-
adordidad de Las Rf aohbne Q2, Zanto pca su sencillez en el
cdlculo como por La lb6gdica de sus resuliados mostrada a Lo

Lanrgo de Los ejemploa presentados en este capltulo.

lztuq&:ndo de L¢a xesultadeos sbtendicdes en eate caplfitulo pue-
de concludinse que al menca en Los casos estudiados La solucidn
Gayesiana ha paopoaétonado rnesultadcs Lntuiiivamente acepitables
Qque al eatar respaldados metodofLogicamente resulian doblemente con-

vincentes,

et



APENDICE 1

Una L{nversa generalizada de La matrniz A de onden (mxk) ea
une mat&tz A~, de orden (kxm} tat Qque

AAT A= A,

Es §dcil demostraxn que 8L A’ es La matriz transpuesta de A,

entonces una eleccidn de (A')” es (A7) .
A continuaciln se demuecstra 28 :igudienst~ rncsultado:
TA(ACA)TIACA)= Ay (ATAN(ATA;T A's A’

Consdidene et producto

(A(ATA) T (A’A)-A)' [A(A’A) (A'A)-A'S
- s ({ATA)(A'A) A <ANA(ATA) (A'AY-A)=
= ((A*A)Y[A'A)T-T1 ((ATAY{(A’A) (A'A)=-A'A)= 0

y como E’E=0 4implica que E=0, para cualquier mnaztriz E, enton-

cea se tiene que:
A(ATA}T(ATA)= A .

Andlogamente se procede para demostran que (A'A) (AA) " A'=AL

A continuacsidn se demuestra que o<l A existe, entonces H=A A~

146,
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ea una mataliz 4d¢ant¢nz¢ ¢ Au rango ea {gual a La traza de

H, Que a su vez ¢4 Lgual al rango de A, esto es:
R(H)= R(A AT1= T, (A A] = R(A) .

S&L AT existe, se tiene por definicién que A A A=A de donde
A ATA AT =A AT , Zo.Que demuestra que H es Lidempotente.

Como ef rango del producto de dos matrices es menon o Lgualt

al rango de cualquiera d. Las dos matrices, entonces:

R(AI P R(A AT )= R(H]) > R(HA)* R(A)

poa Lo tanto R(H4!=R(A) y como H es Lidempotente se tiene qQue
R(H) es Lgual a traza de H.

S4 « es un vectca de dinenq;&n(qxl). no Ldénticamente ceno,
entonceb‘(g.g;l es una matriz de oaden (qxq), de rango uno y
tal que no todos sus elLementos aon cenro, pon Lo tanto existe
(o @*)” ¢ utilizando 20s nesultados que arriba se demuestran

s4e tiene que:

al «'(e &% (@ a’ )= a’
Gl ') (x «’) a = og

o) @'la a'l"asT (a a' (@ a’) )R (x a’)n 1
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Por | A | ‘ae demota el deteaxminante de La matriz A .

Como :

- L:A . ’ "
HENES T T

de este resultado se

£l fIAB] = |A][B]

1 |E F
, ‘!I. Ell ¢l

= |Allp-8A"? c}

desprende que:

[o4
‘p-BA" e

A, Xle fall-1-x"A"2X]e - JA] (1+x*A" Xx)

X' -1

ya que 1+X*A™ X es un eacalan.

Ponr otra parte se tiene que:



entoncess

|A x| |Aa X T a Aex X* X : .
: =] . IS ] AeX X'| tell
x* -1] |x° -1 x* 7 e 2 | 4 I =11

Por Lo Lanto:
JAex x* |= 1A} (1ex*A™X) .

sl Alnxznl, Xlnxl]l ¢ |Al»s @ -
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APENDICE 3 .

En eate apéndice ae denueatra que g;; Pis ai= 0 . Como ax ¢
D1 se definen de L& sigudiente manera:

"ai= a P Pi' gy PDamdIe+ D
donde

as

%

a’ (@ a'l™

o=

-
de (' al/2

¥ en conaecuencia

-(2d2)™* (@ '),

ce 23

a ta definicibn de Dy se¢ tiene que D; =d”'1 -
entonces utitizando Los nresultados del apéndi-
e Pey® a'la a’)”

(ﬁg“'y.ﬂ_'
de donde:

2103 ay* a D B’ D a'> y*? a' DI’ a.
y como

@'t as d7 (atal-(2d?) e’ (@ a’)

- Q

4e concluye que ay Py al = Q@

.t
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APENDICE 4 -
DISTRIBUCION PREDICTIVA DE Y.

Se tiene que La distribucilén de ¥ dadoa Los valones de
8.,% y X ea Noamal (X 8,W) de donde La denaidad es:

6Ly 1X; 8.w) «w”? exp{-wly-X 81" (y-X 81/2}

¢y 44 La posterndoa e B .y w ¢4 una Noamal-Gamma con paxdmetros .
ol ¥ & entonces La funcidn de densidad de paobabmdhd con~
junta de YV, ¥ y w es tal que :

PLY. 8. wiXlcw' /2 WP/ 2 exp{-wly-X 81" (y-X 8)/2}-

cexp{-w(f-p)'e (B-pl/2}w™ Vexp{-vw}-

QqQue a au ‘ez ea proporcional a

[w'2 P72 ¥ =1 oxp {-wy 1.
cexpf-w [ (y-X B)'(y-X 81+ (B~ p)'2(g-u))/2} -

Y 4L Hate 3"_(_ entonces

-1 -1
Tt gmt . XKL
Texe ' x*
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de donde, es §dcil 'dcmcntn.an. ques
(g~X )% (y-X B1+(B-rp1'C(Brpl =

w8 A BT H(E - OLaCynX w]’ (T=X NTIX"L y-X @)
com b= H™'(ep eX'y L
entonces t _ ‘
Py, 8. o0l Xio (w42 @PL2 W™ exp frw v } ]
rexp {-w(g-b) 'H(B-8)/2} o
sexp f-wly-X B 1" (J-XH > X'V (y-X p)/2}

e Lntegrando eastu densidad nesapecto a f (una Noamal p vandiadal,
4e tiene que La denaddad de ¢y y @ dade X e& tal que

ply . wiX1=[w? /2 W™ exp f-wy} 1 s

vexp {~w Cy-X o) (1-X H X' {y-X n)/2}

e integrando esta densidad respecto a w (una Gamma) se tiene que
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La funcibn de denmsidad de probabitidad de y dado g(_ es tal que

. v ) . - . (2mer)
PlLYIXI=lT+ (2@l™? (y-X g)* (X 0™ X° ) (a/y 1} ty-Xp)) '

Por Lo tante, La diatribucibn predictiva de y dado X es una
T de Student con ?2a grades de Libeatad Localizada en X g y con
preciadén (1-X W™ XL (x/7).
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APENDICE 5 .
FIGURA 1
e - = - . | ‘Precuencia Frecuencia
clase | - LEmitea _Frecuencia | xelativa "~ acumulada
[ 2] {22.95,98.95> - 3 a.as 0.03
L 2} [23.95,24.95> L2 4 e.50 0.53
5 [ 94.95,25.95> zs Q.28 0.81
%8 [ 95.95,96.95> - 19 Q.19 1.00
FIGURA 2
. - : - - Farecuencia Farc.encia
- clase ] LtEmiteas - " Frecuencia | xeLativa acumulada
L £ 4 {97.95,322.95 > ] 0.01 0.07
93 {922.95,23.95> 16 0.36 0.17
o4 [93.95,94.95> 26 0.26 0.43
L 1] [24.95,95.95> 24 0.24 0.67
26 . {95.95,96.95> 23 .23 0.90
7 {926.95,97.95> 5 Q.05 n.95
98 -1 (97.95,98. 95> 4 0.04 0.929
99 [ 98.95,99.95> 7 0.01 71.00
FIGURA 3
Frecuencia Frecuencia
-clase LEmites Frecuencda | retativa ___ acumufada
21 [20.95,91.95> 2 a.02 Q.02
92 [97.95,22.95> ] 0.09 0.11
o3 £922.95,93.95> 2a 0.20 0.31
4 [93.95,94.95> 7 0,07 0.38
95 [94.95,95.95> 20 0.20 0.58
96 [925.95,96.95> 16 0.16 0.74
97 [96.95,97.95> 15 0.15 0.89
8 ([97.95,98.95> 9 0.09 0.98
99 [_98.95,99.95> 2 0.02 1.00
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FIGURA 4
B ' frecuencia frecuencia
clase ] timites - |frecuencdla | xelativa | acumulada
3 (22,95, 98.95> 13 0.13 0.13
L2 (25.95,94.95> . 65 Q.65 0.78
9’5 [94.95,95.95> 22 o.22 _1.00
FIGURA 5
. frecuencia | drecuencia
clase .1 =~ Limiteqy frecuencia xeltativa acumulada
es l92. 95, 23,25> 3s 0.s3s 0.35
2 193.95, 94.95> 54 a.s54 0.89
25 [94.95,95.95> 11 0.11 1.00
FIGURA 6
‘uecuenéia érecuencia
clase Limites frecuencia | retativa acumulada
. . (01.95,92,95> 14 a.14 Q.14
3 92.95, 93 95> 52 a.52 Q.66
94. (93,25, 94, 25> | 31 a.31 0.97
a5 I94.95,95:95>1 - -3 - |- o0.08 | - 1.00




Loend

Lodeset

FIGURA 7.
cetase Limites poncan | i Retettva " | acamutada

69  |les.es,62.05>| 1. | 4@ - e.w

70 [6e,%5,70,25> ] a0 0,01 .
71 (70,%5,71,925> e a.ea e.a1
72 171.95,72,95> z. ‘a.02 0,03
73 (72.95,73. 25> 2 e, 02 0.05
74 175.25,74. 95> a 0.e 0.05%
75 |174,95, 75, 95> 2 0,02 0.07
76 175.95,76.95> 6 a,06 0.13
77 (76.95,77,95>| 13 G.23 0.26
78 |t77.95,78. 25> . a.e2 0.ss
7e  |17s.95,7¢2,95>}) 13 e.13 0.43
sa |t7e.95,80.95>| 13 e. 11 e.59?
'3 (80.95,87.95>| 14 0.%4 0.73
s2 te1.95,82.95>| 13 e.11 0.34

‘83 |tsz.9s,85.95> 6 a.06 0:20
84 (85.95,84.95> . 0.4 0.94
85 . |ls4.95,85.95> 1. a.a1 Q.93

" 86 (85.95,86.95> 0 0.aa 0.95
87 |ts6.25,87.95> 1. . a1 2,26
ss t87.95,88.25>| 1. a.a1 0.97

----- se__ |tss,95,89,95> 3 . a.05 1,00 -
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FIGURA 8
: Vo | . Faecuencia | Faecuencia
clase | - timitea - |frecuencia | nelativa | acumulada
"S54 [535.95,54,95> 1. a a1 e,01
55 [54,925,55.25 > 3 " 0.a8 a.0¢
U 155,95,55.95> 2 ‘e, a2 0.a6
. 57 156.,25,57.95> 4 a.a2 'e,08
ss (57.95,58.25> s Q.a5 0,13
se . (58.95,5¢2.25> s a.as 0.18
6a (52.95,60.25.> Jo Q..o a.28
61 160,95,61,95> s ‘e.as 0,36
62 (61.95,62.95> 3 c.as °.39
63 162.95,63.95> 7 Q.07 0.46
64 163.95,64.95> 10 a.10 0.56
&S [64,.25,65,95> 9 e.ca 0.65
66 (65.25,66.95> 7 0 a7 0.72
7 166.25,67.925> ] 2,09 0.81
'7] (67,25,68,25> 3 e.03 0.84
62 168.95,69.95> 7 0.07 e.91
7a (69,95,70.95 > 6 a.96 0.97
73 170.95,71.95> 3 .02 1.00



FIGURA 9 -
. : : . Frecuencia Frecuencia
- clase CLEmitea _1frecuencia | relativa acumulada
37 136.95,57.95> - 2 © a.a2 0,02
58 [37,25,38.25>] 1 a.01 0.03
3e 138,925,539, 95 1 - q.01 a.a4
4a 132,25,40,95> 3 . e,as e.07
41 142.25,47,95> 5. a.as a.12
.2 141.25,42.95> 5 a.as 0.17
43 [42.95,43.25>] 4 0.04 0.21
4 (43.25,44.75> 5 a.as Q.26
45 [44.95,45.955, - 5 a.05% 0.31
46 [45.95,46.95>] 9 0.a9e 0.40
.7 [46.925,47.95 e a.09 0.49
48 (47.25,48.95> ? e.09 e.58
11 [48.95,49. 95> 7 a.07 0.55
s [42.95,5¢.95> s a.08 0.73
51 [50.95,57.95> 6 0.06 0.79
52 (51.925,52.95>] 2 0.02 0.81
s3 (52.95,53.95> 3 e.0s 0.84
54 [53.925,54.95> 2 0.02 0.86
55 [54.95,55.95> 5 0.05 0.91
56 [55.925,56.95> 2 0.02 0.93
57 [ 56.925,57,95> 1 0.01 0.94
58 (57.95,58. 25> 2 0.02 0.96
59 [58.95,5%. 95> 4 0.04 .00
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F1GURA 10

. ’ Frecuencia Frecuencia
_tlase . LImites __fnecuencda _nelatdiva |  acumutada
94 (93.95,24.95>] 35 . 0.35 0.35
95 (94.95,95.95> 1 A M 0,65 ° - 1.00
FIGURA 11° .
. T . Frecuencia Faecuencdia
© clase LiImites drecuencia retativa acumulada
1 7) (23.95,94. 25> 59 Q.59 0.59
95 | t94.95,95.95> 41 a. 41 ‘1,00
FIGURA 12
Frecuencia Frecuencia
clase . - LEImdtes relativa acumulada
[ 2 193.95, 94.95> 69 0.69 0.69
' ({94,95,25.95> sa Q.30 0.99
96 l95.96,26.95> 1 0.31 1.00
FIGURA 13
Frecuencia Frecuencdia
clase oimites _frecuencia retativa acumutada
3 [9z,%5,33, 95> & 0.06 0.06
24 (23,95, 94,95> 61 0.61 0,67
T 194,95,95,95> 32 a,s2 0.99
96 195.95,96.95> S 1 - 1.00
FIGURA 14
’ Frecuencia Frecuencia
cltaase Limites __frecuencia netativa acumulada
3 122.95,93,95>] 13 a,13 0.13
94 [{e3.95.94.95> 61 0.61 0.74
L5 [94.95,95,.95> 26 0.26 1.00
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FIGURA 15
i : B .-y Frecuencda Frecuencdia
clase Lfmites 1 frecuencim |} - 'n.‘o_'l.'ati.va . _acumutlada
ez (97.95,92.95 > 1 ‘a,a1 g.07
o3 [e2.95,93.95 > 33 e.33 0.32
L 7] [ 93.95,94.95 > 54 , a.54 0.86
95 [ 94.95,95.95 > 14 1 a, 14 1.00
FIGURA 16
Frecuencdia Frecuencéa
slase . Limites | frecuencia retativa acumulada .
[ (21,95, 92,95 > 27 ~ a.27 0.27
?3 [22,95,93,95 > sa a.sa 0.77
cs 193,95,94.95 > 16 0.16 0.93
5 194.95,95.95 > 6 a.as6 0.99
96 195.95,926,95 > 2 0.0 1.00
FIGURA 17
. Faecuencia Frecuencia
clagse LEmitesr necuencia - nelativa acumulada
817 118a.25,51.95 > 1 0,01 e.aq1
sz {(87.495,82.95 > 2 0.02 0.03
83 (gc2.95,28:.95 > 1 0.01 0.04
84 (83.95,84.95 > 4 0.04 0.08
85 (84.95,85.9+ > s o0.o08 0.16
86 (g5.95,86.95 > 4 0.04 Q.20
87 [264.95,87.95 > s a.as a.25
88 [87.95,88.95 > 7 a.07 0.32
s . i(ss.25,89,25 > 4 a.04 0.36
20 (89.95,90.95 > 14 a.14 0.50
v lag,95,97,25 >| 11 ‘a.31 0.61
2z lo1.95,92.95 > 15 0.15 . 0.76 .
3. lqz..,as,es.e.s > 8. ‘a.08 - 0.84
94 [93.95,94.95 > i1 L. 0411 0.95
95 [94.95,95.95 > 5 . 0.0% 1.00
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FIGURA 18 .

ctase Lemites  |Fascusncéa \ ‘jﬁﬁhgg__‘“‘:“;m
67 { 66.95,67.95> 17 ‘a.a1 ‘ 0.01
'Y [e67. v_s 68.95> a 0.a0 0.01
13 lu es, 69. 25> 2 ‘a.a2 0.03
70 [ 62.95, 74 , 25> 2 e, 0.0¢
71 { 7a.95,71,95> Q a.aa Q.04
72 {71.925,72.95> 1 a.a1 0.05
73 {72.25,73.95> a a.oa 0.05
74 [ 73.95,7+.95>~ 1 e.07 0.06
75 ( 74. ¥5,75.95> 7 e.ar 0.07
76 [ 75.95,76.25> 4 a.04 0.11
77 1 74.25,77.95> 3 0.03 0.14
78 |17 95, 78. , 25> Y 0.04 0.78
7¢ . [ 78.95,72.95> 4 0,04 o.22
s0 { 72.25,29,.95> 5 a.os5 0.27
L 2 { 80.95,81.25> 7 a.a7 0.34
82 ln.ts 82, 95> s a.o8 0.42
23 [ 82.95,83.95> 11 0.11 . 0.53
84 [ £3.95,64,.95> 6 0.06 0.59
85 [ 54.95,85.95> 9 Q.09 0.68
86 [ 85.95,86.95> 4 0.04 .72
87 [ 86.95,87.95> 10 .10 0.82
s [ 87.925,88.95> 3 ‘a.as 0.87
89 ( ss. 25,89.9> 1 a.a1 0.88
W [ 892.95,24, 25> 4 Q.04 0,92
. | 920,95,97.925> 3 g.a3 0.95
22 [ 97.95,92.95> 2 0.02 0.97
3 i 92.95,93.95> ? 0.a1 a.28
g6 |t as 15 Sapusly DTl Ry SRS s =
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FIGURA r '
-“-'“‘;“-'“l~”'-?T‘v:~¥.'r:'7':vz~ &zeueuclc::~.¥&ecuznat¢- .
60 | fse.e5,60.95% = 1 | a.a1 . 0.1
61 160.95,67 .95 o 0,00 a.01
62 161.95,62.95> 0 ‘a.0a Q.01
63 -la:.is.ss.és> ] 0.a0 0.01
4 - 163.95,64.95> a e.aa 0.01
65 (66.95,65.95> 2 a.02 0.03
66 165.95,66.95> 1 0.01 0.04
67 166.95, 67.95> 1 @.o01 0.05
68 167.95,68. 95> 2 0.02 0.07
9 168.95,69.95> 2 e.o02 0.09
70 169.95,70.95> 1 0.01 0.12
71 170.95,71. 95> 2 0.02 . 0.12
72 (71.95,72. 95> 2 0.02 0.14
73 172.95,73. 95> 3 e.o0s3 0.17
74 (73.95,74.95> 3 0.0s3 0.20
75 (74.95,75.95> 10 0.10 0.30
76 175.95,7¢.95>] 6 0.06 0.36
77 176.95,77.95> 6 0.06 0.44
78 [ 1 77.95,78.95>] 7 0.07 0.49
79 [78.95,79.95> 10 0.10 0.59
s0 [ 79.95,80.95> 2 0.02 0.61
s1 1 80.95,81,95> 6 a.06 0.67
82 1 81.95,32.95> 7 e.a7 0.74
83 { 82.95,83. 95> 7 0.07 0.81
84 [ 83.95,84.95> 6 0.0a6 0.87
85 { 84.95,85.95>{ 2 a.02 a.s9
86 { $85.95,86,9% 2. a.02 0.91
87 ( 26.25,87.95 3 ‘0,08 0.94
ss [ 87.95,87.95 3 0.03 0.97
89 [ 85.95,89.95> 2 Q.02 0.99
" 9@ { 89.95,90.95> - ~ 0.01 1.00
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FIGURA 20

clase |

37
38
39

‘40

41
4.2
43
44
45
46
447
48
49
50
57
52
$3
54
55
56

57

58
59
60
61
62

' 63

64
65
66

- 67

68

136.95,37.95
137.95,32.95
(38.95,39.95
139.95,40.95
(40.95,41.95
[47.25,42.95

Le2.95,43.95

143.95,44.95
le4.95,45.95
(45.95,46.95
(46.95,47.35
(47.95,48.95
(48.95,49,. 95
(49.95,50.95
(50.95,57.95
(S51.95,52,.95
(52.95,53, 95
(53.95,54.95
(54.95,55.95
£55.95, 56.25
156.95,57.95
157.25,58,95
{58.95,59.95
159.95,60.95
(60.95,461.95
161.95,62.95
(62.95,63.95
163.95,64.95
(64.95,65.95
165.95,66.95
166.95,67.95

[67.95,6‘.95

VVVVYVVVVVYVYVVVVVVYVVVVVYVVVVVVVYVVVYVY Y

O WM O NWW=ANWNULNNSSOQO™=O=NOORDAD-NDO™-

..;F&zcuenc£¢

6.a7
'a.a0
Qe.a0
‘0,01
a.a0
a.a0
0.04
0.00
a.a0
Q.02
a.01
a.a0
0.01
0.01
0.00
0.a1
0.02
0.05
0.03
Q.01
a.as3
0.02
0.a4
a.a3
Q.03
Q.03
0.07
0.10
.05
0.08
0.03

183,

,.:a&cuzn&4a
0.01 .
0.01
0.a1
0.02

- 0.2
0.02
Q.02
0.02
0.02
0.04
0.05
0.05
0.06
e.o07
0.07
0.08
0.10
0.15 .
0.18
0.19
0.22
0.24
0.28
0.29
0.32
~0.35
0.42
0.52
0.57
0.65
0.68

0.06

0.74
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PIGURA 20 (CONTINUACION).

0.03 0.77

9 [ 68.95,69.95 > 3 0.7
70 [ 69.95,70.95 > 4 a.ae © o0.87

14 ( 70.925,71.95 > 3 0.03 " 0.8

72 [ 71.95,72.95 > 3 e.03 . 0.87

73 [ 72.95,73.95 > s a.as 0.92

74 [ 735.25,74.25 > 2 a.04 0.96

75 [ 74.95,75.95 > Q e.0a Q.96

76 { 75.95,76.95 > I q.a1 0.97

77 [ 76.95,77.925 > a 0.0 0.97

78 [ 77.95,78.25 > Q a.o00 0.97

79 [ 78.95,79.95 > 3 9.03 1.00
FIGURA 21 _

) . ) . Fazczzncid Frecuencia

ff“‘"?'??ff?f??fﬁ?fi"H"‘?"“‘ g.a7 ”"‘???fz““L“_“
15 [ 14.25,15.95 > ] -6.00 0.a1

16 { 15.925,16.95 > 2 0.@Q2 ea.03

17 [ 76.95,17.95 > 1 0.arn 0.04

18 { 717.95,18.95 > 2 2 az 0.06

19 [ 18.95,19.925 > a .uo 0.06

20 ( 19.95,20.95 > 7 e.a1 0.07

21 { 20.95,21.25 > 2 0.0z 0.09

22 [ 21.95,22.95 > e a.0a 0.09

23 [ 22.95,23.95 > 3 ¢.03 0.12

24 {1t 23.95,24.925 > 5 a.05 0.17
T ( 24.95,25.25 > 7 0.07 0.24

26 [ 25.25,26.95 > 7 e.07 0.31

27 [ 26.95,27.95 > 7 a.07 0.33
28 { 27.95,28.95 > . 2 a.02 ‘q.40

29 ( 28.95,29.25 > 7 0.07 0.47

30 [ 292.925,30.25 > . 0.04 0.51

37 [ 30.95,31.25> 3 a.03 0.54

32 { 31.95,32.95 > 1 0.01 ' 0.55

33 [ 32.95,33.95 > 1 0.01 0.56

34 [ 33.95,34.95 > 3 0.03 0.59
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_i’idm 21 (CONTINUACION) .

3s (34.95,35.95> z . a.a2 . 0.61
36 (35.95,36.25> 3 ‘a.es Q.64
37 156.95,37.95> o ‘a.a@ 0.64
ss (37.95,358.25> o ] ‘9.02 Q.66
3e (38.95,392.95> 3 ‘a,03 a.69
40 (392.95,40.95> 7 a.a7 " 0.76
41 (€0.95,47.95> 2 ‘a.az 0.78
4z (471.95,42.95> 3 a.03 0.81
43 (42.95,43.95> 1 ‘a.a1 a0.82
Yy (43.95,44.95> 7 a.a1 : 0.83
45 (44.95,45.95> ? a.a1 0.84
46 (45.95,46.95> 2 a.o2 0.86
47 46.925,47.25> 3 a.o03 ‘ 0.89
48 167.95,48.95> 2 a.oz 0.9
Y] 48.95,49.95> 2 0.02 0.93
s0 o.95,50.95> Q 0.00 0.93
51 50.95,51.95 > 4 0.04 0.97
sz 151.95,52.95 > 2 a.02 0.99
53 (52.95,55.95 > 0 0.00 0.99
7] 1535.95,54.25 > 0 0.00 0.99
55 © (54.95,55.95 > 0 a.a0 0.99
56 (55.95,56.95 > Q a.o00 0.99
57 (56.95,57.95 > 0 0.00 0.99
58 (57.95,58.95 > 7 0.a1 " 1.00 ‘
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