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J:ntroducci.'5n 

Reci.entemente, e1 u•o de t6cni.ca• cubri.ente• •e ha pue•to 

en voga en 1a Teor~a de Repreaentac;lonea de A1gebraa (ver por 

ej-p1o [ BG) • [ Gll • ( B.11.G) • ( MPJ)) • 

aparecen en J!oaaa natura1.grupo• de automorJ!i.amo• de a199braa 

y de otra• e•tructura• a•oci.ada• (carcaj ordi.nari.o, carcaj de 

Aua1ancSer-Rei.ten). Parte de 1a moti.vaci.6n y de•arro11o de e!!. 

te trabajo •e avoca a 1a oompren•i.en de 1a e•tructura da·10• 

grupos de automorJ!i.amoa de 41gebraa y de •u• conexi.onea.con 1oa· 

automorJ!i.•mo• de 1a• otras eatructura• menci.onadaa. 

Por otra parte, 1a• cubi.ertaa, q\Mt han derno•trado ya 1Uft

p1i.amente su ut.i.11.dad, pueden verse como con•trucci.one•, a•oci.!!:' 

das a1 &1gebra en estudi.o y a ci.erto• grupo•. Luego, reau1ta 

de,amp1i.o i.nter6s obtener nueva• con•trucci.one• a•oci.adaa a a1-

gabraa y a grupoa, de J!orma que di.cha• oon•trucci.one• reJ!1ejen . 

1a• propi.edade• que nD9 i.ntere•a estudi.ar y si.mu1t&neamente ten

gan una e•tructura mas •i.mp1e. 

Para que una construcci.6n re•u1te de i.nter6• en· 1a Teor~a 

de Repre•entaci.one• deber~. a1 menos pre•ervar. •1 ti.po de re-

presentaci.6n de 1•• 41gebraa. AdernS• de 1aa cubi.erta• ([Gf), 

( .MPf)J, hay a1 menos una construcc~6n que sati.•~ace aeta• pr~ 

pi.edade•• 1a• a~gebra• torci.da• ll RR) l • En eate trabajo eat~ 

di.aremo• ••te concepto y obtendremos :importantes re1aci.one• de 

••te con 1aa cubi.ert••· Fi.nal.J'llente, ap1i.caremos 1o• re•u1tadoR 
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obten.ido• en a~guno• ca•o• part.tcu1•r••· 

La pr~ra •ecc1en t1ene caracter .introductor.t.o, en •11a 

-pon-• bre~nte a19uno• re•u1tado• de 1a Teor1n que no• ~ 

ran de ut:1.11dad en e1 re•to de1 t:rabajo. 

En 1a -gunda ••ce.ten e•tud1.- •1 grupo d• aut-r~1.-• 

de un a1gebra ba•.tca e 1nde•oonapon:ib1• (e•t• e• e1 camo .a. :la-

portante en 1a Teor1a). De•cr:ib1mo• a1guno• •ubgrupo• 11aporta!!, 

te• y •u• re1ac1one• con e1 carcaj de Au•1ander-Re.1ten. 

La• ••cc1one• 3 y 4 1ntroducen e1 concepto de a19ebra· tor

c:ida y a1quna• ~¡dwdade• blls.ica. A19una• de 1o• re•u1tado• 

a111 pre•entado•~•e,dlaben ª' z. Re:iten y Ch. R.iedtmannp·•.in .. ~ 

bargo 1a• prueba•·~ueron obten.ida• .independ.ientementi.r. 

En 1a •ecc1en 5 de•cr1.b:illlo• 1a de•campo•.1c1en en ...Sdu1o• 

1.ne•c1.nd:ib1•• para 1o• 1111Sdu1o• :induc.ido• en e1 a19ebra torc14a • 

.. ta• de•c:oapo•1c.1one• •er&n muy Gt:i1e• a 1o 1argo de1 re•to d•1 

trabajo. En part::icu1ar ap1.1cac:ione• de e11a •e dan en 1a ••c-

. o.ien ••donde •e prueba que c:iert:a• prop:iedade• 1mportante• de1 

a1gebra (t.11teada, tener (PJ-~ana111a, conex.idad) •e pre•ervan 

bajo torc1m.1ento. 

Bn ia •ecc:i6n 7 con•tru.t!ao• e1 carcaj de Au•1ander-Ra1ten 

de un a1gebra torc:ida, conoc1endo e1 carcaj -1 a~gebra or1.g.1-

na1. 

Bato .. hace por med:io de c.ierta• re1ac~one• entre 1o• ·~ 
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tmb111•adorea de m«Sdu1o• 1neac1nd1b1ea. 

En 1• aecc:USn 8 probamo• a~gunoa de 1o• reau1tadoa -aa 1--

portante• de1 trabajo • Vmao• que torcer a un a~gebra A por 

.. d10 de un. grupo da A-autOJ110rr.1.111110• que r.1.je vert1aea, reaui-

ta en 1a construcc1dn de una cUb1erta de A. l!l1 re•u1tado 1n-

-rao ea tanb1en c1erto, cub.1.erta• de A deteaa1nada• por_gru-

po• ll01ub1es pueden obteneraa a part.1.r de 

•1va• operac.1.onea de torc1Jll1ento por med1o. de grupo• que r1jan 

vart.1.caa. 

En 1aa aecc1one• 9 y 10 •e ap11can 1o• re•u1tado• en aaaoa 

part1cu1area. En 9, •• va que 1a prop1edad de que 1a cub1erta 

un1ver•a1 de A tenga c1c1oa d1r1g1do• puede 1aerae en e1 gru-

po de Automor~.1.emoe de A. 

1a• 41gabra• eat4ndar. 

Por mad1o de e11o, caracter1•amo• 

Bn 1• 01t1ma aecc1dn (10), vemo• que e1 rango de1 grupo rua, 

.S...nta1 de un 41gabra coc1enta de hered1tar1a <•1n a1c1o• en su 

carcaj ord.1.nar.1.o) puede ca1cu1arae .1.nduct1vamente por med.1.o de 

una runc16n en 1o• vert1cea de1 41gebra. 
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l.A: ALGEBRAS Y CARCAJES 

Bn ••ta prbftera ••ccL6n LntroducLrelllO• 1o• concepto• bA•!. 

co• que ••r&n u•ado• a 10 1ar90 d•1 trabajo. BnuncLar.-o• •Ln 

prueba• a1guno• de 1o• r••u1tado• Laportant••· 

Ca.o rererencLa• genera1•• u•arelftO• !AFJ para anL11o• y 

..&du1o• y 1 e LSJ & 1 Gr) para 1a re1acU~n entre 1a• &19ebr•• • 

1o• carcaj•• y 1a teor~a d• repreaentacLon•• d• A1gebra•. 

FLjamo• ahora y para e1 re•to de1 trabajo un caapo k que 

•upondr ... o• a19ebraLcamente cerrado. 

Un carcaj Q •• •~1el!lente una grArLca orLentada. 

~o denotamo• e1 conjunto de •u• vArtLc•• y por 2 1 a1 de •u• 

r1echa•. Adema•, tenemo• runcLone• •,& • 2 1--- 2 0 , donde 

para una r1echa a e~,. •lml denota e1 prLncLpLo d• a y 

&(al •u punto r~na1. 

c~mo• que e•t• camLno va de •la 1 1 a &(anl y que tL•n• 1onq,!. 

tud n • Dado un vArtLce lit e 2 0 , 11-amo• T x a1 c-Lno tr!. 

vLa1 que. va de lit en lit• y que no Lnvo1ucra r1echa a1guna. 

B1 &1gebra de camLno• k2 a•ocLada a 2 e• 1a k-A1gebra 

que CCl¡IM> ••pacLo vectorLa1 •• 1Lbre sobre 1a co1eccL&n d• todo• 

1o• cam~noa dLrLg~do• de Q. B1 producto de do• camLno• •• d~ 
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e:1.ne pe9ando 1-o• c-:1.no• cuando ••to •• po•:l.b1• y oo.o O' •:l.' 

no 10 e•. 

1ln ••t• trabajo •upondremo•• •a1vo que •• e•pec:l.C:l.qu• 1o 

contrar:l.o que Q. •• C:l.n:l.to. Bn ••• ca•o 1 •alooT• •• •1 •1~ 

-nto un:l.dad 4•1 A19ebra ltQ.s ad..a•, {T. I • E ~) •• un •:l._e, 

t... ca1ap1eto de :l.deapotente• ortogona1e• y pr:l.a:l.t:.:l.vo• de lt~. 

La :l.n4e•coapon:l.b:l.1:1.4ad de1 Al.gebra ltQ. e• equ:l.va1ente a 

1a conex:l.dad de1 carcaj Q.. 

Por F denot:.areJllO• e1 :l.dea1 :l.squ:l.erdo de ll'(t'' 9enerae, 

por cam:l.noa de ~ong:l.tud 1 (1a• C1echaa). F re•u1ta •er ua 

:l.deal. b:l.l.atera1 y co_, il•pac:l.o vector:l.a1 t:l.•ne por ba•e 1o• c~· 

m:l.no• de 1ong:l.tud mayo~ o :l.gua1 a 1. 

un :l.4ea1 b:l.1ateral. 1 4• ltQ. •e 11ama a~•:l.b1e •:l. 

1 e F 2 y para a1guna K EN, Fn 'e 1. 

B•cr:l:b:l.r-• lt(Q., 1 t • - ltQ./1 que· ea una &19ebra de 4:1.-

.. na:l.6n e:l:n:l.t:.a •obre lt. :l.nde•compon:l.bl.e y bA•:l.ca, con 

<i.I• E ~0 > como a:l.atema comip1eto de :l:dempotent:.e• ortogona1e•· 

y pr:l.a:l.t:.:1.va•. 

Una. pareja de 1a Corma (!2,,1) con !2. carcaj • 1 :l.4ea1 

a41U.a:l.b1e de ltQ. ae 11ama carcaj con rel.ac:l:on••· un -=»rC:l.a-

ao ,. • CQ.,11-CA,.J) entre do• carcaj•• con re1ac:l.one•, e• 

una Cunc:l.6n que env~a v8rt:.:l.ce• de Q. en vart:l.ce• de A. C1e-

cha• de !2. en ~1echa• de A, 49 Corma que •:l. m E Q. 1 • 

\ 

\ 

1 
j 

' 
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'(Alall • AUlall y •lc.(all •c.Ulall. A4..a•. ' debe pr

-rvar 1a• re1ac:i.on•• dada•• •:i. p • J.!i~J."s. E 1, con AJ. E •. 

y "s. c .. J.no d:i.r:i.9:i.do en Q, 'IPI •J.!1AJ.''"s.I E J. 

C1ar ... nte, un mor~J...., de carcaj•• con re1ac:i.one• 

ltCU • kHl..11- UA,JI. 

Sea A una 1t-a19ebra de d:iaen•J.dn ~:i.n:i.ta. Como ••tamo• 

:i.ntereaado• en •1 eatud:i.o de 1aa prop:i.edad•• de 1a cat99or!a 

de mtSdu1oa ModA, 

pcaponJ.b1e. 

podemo• auponer que A •• ba•:i.ca • :i.nd••-

PodmM>• ahora aaociar a A un carcaj Q. de 1a manera •.!. 
gu:lente1 aea "Cc.J.IJ.-1, ••• ,n} un •:i.•t .. a comp1eto de :i.dempo

tentea ortogona1ea y prJ.m:i.tJ.vo• de A, Q tJ.ene " vart:i.c••• 

!lo • { 1 •• ••• "} y •:i. "'• j e !20 hay "u • - """'" c.,!::tx c.s. 
~1echa• de s. en j. 

Para.cada J..j e !lo eacojamoa una ba•• (-a}aEA •donde 
J. j 

~a e c.,~adA c.J., de c.,::~gA c.J. y podemo• tamar As.,-<alJ.~j} 

Para de~J.nJ.r • • k!l ---+ A baata dar •u• va1orea en ioa 

•1emento~ de 1a ba•• de •!2 aobr• •• Aa~ • •ITJ.I . c. J. para 

.l E 00 y para .i. -JL. j en <l.o• •lal . ~a· No •• dJ.~!cJ.1 .a~ 

trar que • •• auprayect:i.va Y que 1 . Kc.~• •• :i.dea1 a~•:i.-

b1• d• •2. d• ~orma que reau1ta A • kl!l. 0. 



-. --
.,. --~ rora. •1 ••tud:lo d• 1a• a19ebra• •e puad• rechlc~r 

a1 de 1o• carcaj•• con un :ldea1 ada:l•:lb1e. Ver...a• que llDdA 

.. puede :i.nterpretar tlllab:l8n en e•t• contexto. 

-- 12.rt un carcaj con r•1ac:lon••· Una re1ac:ldn 
n 

p E 1 - 11- 1eg:lb1e •:l p •;t.!ió\;t.YJ.' con A;l E lt. Y;t, ~-

no d:lr:i.g:ldo en 2 de roraa que 6ly;t.J • 6fy3 J. &fy;t.J • &fv 3 J. 

para~ par "'-•i E <r ••••• 11). S:l-pre puede generar .. 1 

por .. d:lo d• un na.ero r:i.n:lto d• re1ac:lone• 1eg:lb1e•. 

una lt-repre••ntac:i.8n V de 2 

lt-••pac:lo• vector:i.a.1.'e• (Vl1tJ h E flo 
IVlcaJ • l'f:itt- Vl!I) l 1t~ 

con•~ de una r..u.1:la de 

y de tran•rormac:lone• 1!, 

nea1e• 
~ . 

+ • v~-~· de repr•••ntac:lon•• de 

•n· 2 1 t. un- .,rr:i.-

2 •• una co1'eco:l8n de· 

tran•ror-c:lon••: ~':i.•••1•• .• • I+. • V(:itJ - V' l•J I' ta1' •EQo 
q- para cada r1echa lit~ !I en 2 1 •1 •:i.gu:l•nte cuadrado 

co-ta• 

"l 1t) li!' 11 I ·r •• 1 •• ·y 

.,. 'ª' ., ... , '"'f!I) 

pod .. o• eva1uar 1a repr•••ntac:l8n· V de Q en y 0090 •:l9ue1 

VlyJ • V lcant ••• V(ca 1 J • V(1t) -··v111t • donde 

lit• 6(ca1 t. !I • &(cant. 
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8:1. p • -J.1 1 :>. i.'Y i. •• rel.ac:l.6n l.eg:l.bl.e, pod-.o• eval.uar 

V en p • V(p) • i.~iAJ.V(yi.). DecJ.1110• que V •atJ.•race J.a 

re1ac:l.6n p •:l. V(p) • O. 

Bn general. V •at:l.•race •1 :l.d•a1 ada:l.•:l.b1e 1. •J. 

V(p) • O para toda re1ac:l.6n 1egJ.b1• p e 1, 6 equJ.va1ent•-

•atJ.•race un •:1.•t ... generador de re1ac:l.one• 1~. 

g:l.b1e•. 

Denotal'll<>• por Modl2.1) a 1a catsgorla de 1a• lt--repre-

••ntacJ.one• que •at:l.•racen 1. 

tacJ.ona•. 

con 1o• J11Drr~•-=»• de repr••en-

SJ. tenemos un &l.gebra 

:l.nde•compon:l.b1a y bA•J.ca con A m lt(C2,~1) con ~ carcaj • 

1 J.deal. adlll:l.a:l.b1a. obteneao• que ModA • ModlC2,.1). De e•ta 

ronaa el. e•tud:l.o de 1o• m6du1o• •• reduce al. de 1a• repre•en

tac J.one• de un carcaj que •atJ.•racen un :l.dea1 adlBJ.•:l.b1e. 

Lo• anlSdul.o• ~J.nJ.tamente generado• modA corra•ponden ba

jo e•te :l.•omorr:l.•mo a 1a• repra•entacJ.onee .v e Mod(2.11 con 

V(x) de d:imen•J.6n r:l.n:l.ta para cada x e CZ,0 • B•ta •ubcatego

rla de Mod(~.I) •ara denotada como mod(2.1). 

AÍ.gunoa ml5du1o•'e•pecJ.a1•• tJ.enen en mod(2.1) una de•-

Lo• mc5du1o• •1.mp1e• corre~ 

ponden a 1a• repre•entac:l.ona• ISxlxeae• 

t:l.ene dÜMtn•J.6n 1 6 O depend:l.endo de •J. 

de rorma que S~(yl 

x • y 6 no. Lo• ~ 
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4u1o• proyect:tvo• :tne•c:tnd:tb1e• •on de 1a rorma p 
• l 1t. -1 

con ll E ~o y 1o• :tnyect:tvo• :tneac:tn4:tb1e•• I• • Ol-.1tl 

con ll e 0 0 , donde O denota 1a dua1:tdad uaua1 reapecto a1 

Una de 1a• meta• de 1• teor~a de repreaentac:tone• de A1-

9ebra ea 11egar a c1aa:tr:tcar toda• 1•• S1gebra• A que t:tenen 

•61o un nGmero r:tn:tto de c1a•e• de :taomorr~a de .edu1o• :tne•c.i.!!, 

d:tb1•• r:tn:ttamente generado. un S1gebra que aat:tarace eeta 

cond:tc:t6n •• d.i.ce que •• de t:tpo de repre•entac:t6n r:tn:tto 

(t.r.r.). 

Supongamoe.que· A• ~l~.11 e• un· 41gebra de ~:tpo de re-

preaentac:t6n r:tn:tta y que aon dbtl 

pr_?yect.i.voa :tneac:tnd:tb1••· un conoc:tdo reeu1tado de Jane ('JI' 

noe di.ce que •• un 41gebra un:taer:ta1 -o 

eea, con una Gn:tca aer:te de compoa:tc.i.6n, a saber, 1a •er:te ~• . -
m!Sdul.o 4:tca1-, y que l1t 1 .1t 2 1 • ffo~AIP 1 ,P 2 1 

:tzqu:terdo un:taer:ta1 ~un FKdAlP 2 1 ~u1o dPre~ho un:taer:ta1 

y en todo caso un b:tm6du1o tin.i.aer:ta1 aobre estas S1gebrae. 

y l GOJ se a:tgue qug en eata e:ttuac:tt5n 

el carcaj Q no t.i.ene r1echaa dob1e•. o •••• 1o• nGmeroe 
~J • ~«dA • 1 1 "i.j • .. 4-lllk ~j~ad2A e.i. •on -norea o ... gua e• a • 

Como 1a e:ttuac:t6n que no• .i.ntereea eeta re1ac:tonada con 

•1 t:tpo de re~reaentac:t6n r:tn.i.ta, convendremo• en euponer que 

1oa carcajea con 1o que trabajamoa no t:tenen r1echae dob1••· 
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cuando e1 &1gebra A e• de tipo de repre•entac:i6n ~:in:l-

ta, podemoa esperar tambiEn describir tota1mente 1a categor~a 

Moc!A. Un conocido teorema de M. Aue1ander l Al no• dice que 

en ••ta aituaci6n todo A-m6du1o, finitamente generado 6 no, 

•• auma directa de m6du1oa ineacindib1•• ~initamente generac!os 

1uego, baata describir 1oa morf im'!loa entre 1o• m6du1oa ine•-

cindib1e•. Para esta tarea, 1a herramienta mil• dti1 aon ioa 

morfi•mo• -:Lrreducib1es. Un morfiamo en modA •e dice ine-

ducib1e si no es eecci6n ni retracci6n, pero •iempre que 

h sera secci6n 6 g retracci6n. Se aabe qu~ ai A ea de 

t.r.f. todo morfismo es combinaci6n 1inea1 de compo•icione• 4• 

morfismos irreducib1es entre inescindib1ea, en caso de ir entre 

inescindib1es y no ser isomorfismo. 

L1amamos indA a 1a aubcategor~a p1ena de modA cuyo• O!? 
jetos son un representante de cada ciase de isomorf~a de 1o• a!. 
4u1o• ineecindib1es. Un morfismo :lrreducib1e j§ • M- N en 

indA tiene una descripci6n simp1e •i N ea proyectivo 6 si 

M ea inyectivo. En efecto, en e1 primer caso ea 1a inc1!!. 

ai6n de un sumando directo de radN, y en e1 segundo ea 1a· 

proyecci6n a un sumando directo de M/socM. 

Para 1os casos restantes se introducen en (AR) 1as au-

cesiones que casi se dividen, tambi6n conocidas como suceaione• 

de Aua1ander-Reiten • Una sucesi6n exacta que no ae escind~ 

. o-A~s~c-o con A y e inescindib1es se dice de 

Aus1ander-Reiten cuando para todo morfis:no h·: X --e que no 

1 

! 

1 

1 
1 ¡ 

1 
~ 
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••• r••tr:lcc;U5n. ex:l•t• .t; 1 X -s tal que 11 • 9.t. • 

do C e• un mddulo :ln••c:lnd:lb1e y no proyect:lvo, ex:l•t• wna 

Gn:lca auce•:l.C5n de Aualander-Re:lten que term:lna en c. 
O -A ~8 _s_.C. -o. La aaoc:lac:l.C5n e -A ••tab1•c• una· 

b:lyecc:lC5n entre lo• me5dulo• :ln••c:lnd:lbl•• no proyect:lvoa y 1o• 

:l1M1•c:lnd:lble• no :lnyect:lvo•. 

por Dtr y au :lnver•• por TrD. 

D:lcha corr••pondanc:la •• denota• 

S:l A~B J. ~ E 1 • • • • •" 

c:lble• que com:lenaan en A. entone•• y 
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LB. CUBIERTAS 

E1 concepto de carcaj de Aua1ander-ReLten tL•n• una gene-

ra1Laac~6n nat\&ra11 un ca~caj de trana1acL6n r •• un carcaj 

no neceaar~ ... nte rLn~to •Ln riecha• dob1ea nL 1asoa junto con 

una ~nyecc~6n T • A ---- r. der~nLda en un aubconjunto A 

d• r. y ta1 que lt IT1t)+ para toda lt e A. donde lt d~ 

nota 1oa vArt:Lc•• de r. d••d• donde 11egan riachaa a 1t y 

Jt+ 1o• vArtLce• a donde 1199an riechaa deade 1t. La• re1acL!!, 

nea da 111A11a en r rorman e1 Ldea1 Mr de ltr generado para 

cada Jt e A por 1a auaa de todo• 1o• c-Lno9 de 1ongLtud do• 

de Tlt a lt. La categor~a de ma11a de r. denotada por 1t e rt 
•• e1 coc~ent:e· ltr /Mr. 

ObvLamente un carcaj de Aua1ander-ReLten rA ea de trana-

1acL6n con T - Dtr. 

&L A ea de t.r.r. y 11mnmnoa LndA a 1a aubcategor~a 

p1ena de modA cuyo• objeto• •on un repreaentante de cada c1~ 

•• de Laomor~~a de A-a6du1oa ~neacLndLb1••• •• d~ce que A •• 

a19ebra eat4ndar •~ ~ndA • lt(rAJ. 

tar (BQGJ. SL A• ltCQ.11 con Q 

reau1ta e•t4ndar. 

Para e•t:e concepto, con•u1~ 

aLn cLc1o• dLrLg~doa, A 

Un mor~Lamo ~ • (A 0 0J---+(r 0 TI ·de carcajea con trana1a

cL6n ae d~ce que ea cubr~ent:e •L aatLa~ace: 

para toda x e Ao• 1o• mor~Lamo• y 
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x-- · l+·llll 1- :lnduc:ldo• por • mon b:lyect:lvo•. 

R:ledt:aann prueba que para todo carcaj con tran•1ac:l.6n 

tr,TI ex:l•te un objeto un:lver•a1 n • tr,;1........;....;.tr,TI en 1a 

categor~a de 1a• cub:lerta• de (T,TI. D:lcha cub:lerta e•tA de-

~:ln:lda por 1a acc:l8n de un grupo n
1
tr,TI 

S:l r - rA e1 carcaj de Au•1ander-Re:lten de un •1gebra 

A de t.r.r., re•u1t:a •egdn 1 B. GJ que n,crA,TI• e• un grupo 

1:1.bre. E•te re•u1tado e• muy :llaportante. 

La• cub:lerta• pueden •er der:ln:lda• en genera1. De 1o• v~ 

r:los po•:lb1e• enroque• u•aremo• 1o• de•arro11ado• en (PJ, 

l MPrJ. 

sea C!!,, JI un carcaj con re1ac:lone•, un gru:;oo de automo~ 

l!!. 1.1 •e 11ama adlll:l•:lb1e e:l n:lnguna 8rb:lta de 

G en !2.e t:lene mA• de un v•rt:lce en un conjunto de 1• ~oraa 

lt con 1t e Q0 • En e•te ca.o, e1 carcaj de 8rb:lta• 

!2./G tanib:l•n re•u1ta •:ln r1echa• dob1e• y e1 1110rr:1...., natura1 

D 1 Q. - !2./G :induce b:lyecc:lone• Jt + -( R ( 1t 11 + y 1t --( D ( Jt 1 t-. 
8:1. T • R(JI e• e1 :ldea1 de !2./G • 1 ~ :lnduc:ldo por J, •• d~ 

ce que n 1 (!2.,JI___;_. (~," fl e• un morr:lmno cubr:lente de carc~ 

je• der:ln:ldo por 1a acc:l8n de1.grupo o. 

Un carcaj con re1ac:lone• C !2.. JI tamb:lan adm:lte una cub:le~ 
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~ unLver•a1 (genera1mente Ln~Ln1.ta) que •• conatruye de 1a •A 
••a W e1 conjunto de todo• 1oa caaLnoa no 

or1.entado• de ~. o aea, para cada ~1echa _,. 
•da1. t:l9D• ,,, ..!!- lt. Denotmnoa por ~ 1a re1acLdn de equL-

va1enc~ en W 1.nduc1.da por 1a• •~gu1.ente• re1acLone• ei ... n

t•1•• • 

Jt ~ y •• ~1•cha en ~. 

b) SL i!,A~µi e Jlit,t,JI •• re1ac1.dn •~nL .. , ••to••• 

que para cua1quLer • 1 K ~ tr •••• ,ft},~iKA~µ~ - Jl~.1:11. µ~ ~ µj 

para todo par 4.,/. e·(r,~.--">· 

e) 81. µ ~ v por aedLo de a) & b) entonce• w•µw.\.w•vw 
• 

•~empre que eato• producto• ea.tAn det:1.n1.doa. 

La re1ac1.dn ~ •• 11ama homotop~as i •• una camponen-

te conexa de W/~ (toda• 1•• cmaponentea aon Laomort:aa) • "don-

d• •• pone it 1- .it 2 •L y •o1-nt• •L exL•ten w 1 ,w2 EC. con 

.a(w
1

1 • .a"!w2 1, it 1 • tw 1 ), it 2 • lw21 y hay una ~1echa a -en 

Q con w2 - aw 1 • 

[w) - ~lwl. S1. J e• e1 Ldea1 de ~ generado ¡>e>r 1o• 1•-

vantaa1.ento• de re1acLonea n~n~ma• y cero, n • 1i.i1 - 1~.11 
reau1ta ••r 1a cubLerta unLveraa1. Bata determLnada por J.a 

accLdn de1 grupo n 1 1Q,JI, e1 grupo ~undamenta1 de IQ, J 1 
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~n 1a re1ac:f..6n 4• hD..otopla "'· Bete_9rupo ~:f..an s--4• 

repre•entar•• 4• 1a •:f..gu:f..ente ~orma1 •:f.. x 0 11 q~ con 

Dl1tl • n1111. 4e~:f..n:f....,• •x.y • ~:......·q~.z- z1t- 1 11. a•I• 

n 1 1a..11 • <s •• y 1 ncxl • nCuJ>. 

De4a una cub:f..erta p 1 1Q..11- 1Q..1 J • e1 ~untar :f..nClu

c:f..cSo klpJ 1 kl~0 IJ___. klQ.0 11 re•u1ta ••r cubr:f..ente 0 ••to••• 
•at:f..•e°ac• 1a •:i.gu:f..ent• con4:f..c:l.&n1 para 1t • pl_xl. 11 E ~ 

. 
Bn •1 ca•o en que A •• a19ebra eetandar 0 1• cub:f..erta 

un:f..ver••1 co:f..nc~d• con 1a de~:f..n:f..da por Gabr:f..•1 (01). Sea 

p 1 rA---+ rA 1a cub:f..erta un:f..verea1 de1 carcaj de .lm•1an4er

a.:f..ten rA. Y klpl 1 klrAI___,. klrAt •1 ~untor cubr:f..ent• :f..n

duc:f..Clo. B:f..endo A ••t6n4ar A~ :l.ncSA • klrAt y klpl p-

de re•tr:f..ng:f..r•e a 1a U.agen :l.nverea 4• A. A 
~untar cubr:f..ent• F ta1 que 

F ¡---0-- klf ::pi 

A klrAt. 

dando 1ugar a1 

Bx:f..eten carcaj•• con re1ac:f..one• A• kl~0 ll y A• klQ..11 

y un ..or~:f.....o aubr:f..ente n 1 l~.11-1a..11 ta1 que klnt • F. 

i 
i 
l 
l 
l 

J. 
¡ 
i 
¡ 

l 
l ¡ 
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• r••u1ta ••r 1• cub:i.erta un:i.ver••1 4e l4.ll. 

Bn ••te ca•o a4..a•• ti.'il no t:i.ene a:i.a1o• 4:i.r:i.9:i.do• y 

n,1~.11 • n,trAI ••un grupo 1:1.bre. 



1 

1 
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& 
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2 • EL GRUPO DE AUT0!·10RF 1 S!10S DE Ui'I ALGEBM. 

En esta aecci6n veremoa a1gunos reau1tadoo genera1e• •2 

bre 1a e•tructura de1. grupo de automorfiamoo de un 419ebra y 

de a19unos de sus subgrupos re1evanteo. 

Supondremos que A ea un 41gebra bS•ica e in4eaca.pon:i

b1e de d:lmensi6n finita •obre e1 cam~o a19ebraic1UBDnte cerra-

do k. Ademds, e1 carcaj 2. aaociado a A no tiene f 1echa• 

dob1ea. E1egimo• un idea1 admiaib1e de forma que A• k(Q.0 11. 

Por AutA denotaremoa a1 grupo de 

A que deterininan una permutacil5n de1 conjunto de idempotente• 

{ix 1 Jt E '2ol da A. o. sea, AUtA •• e1 grupo de auta.c>rf :i!!, 

moa de 1a cateqor~a asociada a A cuyo• objeto• aon H.l1tE~} 

y con bomomorf:l.amo• de i a 
X iy. HOlllA(Px• Pyl. Esto 1o ha~ 

moa a•~. debido a que 1a• t8cnica• que em:;>1eamoa aon de carac-

ter diagramAtico. .. 
Un •ubgrupo ilftportante de AutA e• e1 gru¡;>0 de aut-rfi~ 

ao• que ~:ija todo• 1o• vart:icea, a eate aubgrupo 1o denot:are111e>• 

Aut0 A. 

(2. 1) ~· Aut0 A ea un aubgrupo norma1 de AutA. 

Aut(Q. 0 11 - e• aubgru:¡:oo d.e AutA. 

O-Oatracil5n 1 La primera de 1a• do• af:irmacione• •• c1a-

ra. Para 1a segunda basta obaervar que a•AUtlQ..1)""'-"'llutA.9.._ klgl 

ea IM>rf::l.-o de grupo• inyectivo// 
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Parte de1 trabajo ee concentrara en e1 e•tud.1.o de ••to• 

eubgrupo• de AutA. Comenoemo• por ver que •e puede dec.1.r 82. 

bre e11o• en genera1 •. 

81 grupo Aut ( Q.. 1 ) e• c1•raaente E.1.n.1.to. ya que •u• e1e-

.. nto• ••t«n determ.1.nado• (>Or •u va1or en 1o• vart.1.ce• de ~. 

Por 1o dem&e este grupo puede •er cua1qu1.era. como ahora •e 
aueetra. 

( 2. 2) Propoe .1.c .1.6n 1 Sea G grupo f.1.n.1.to. ex.1.•te un car-

caj con re1ac1.onea IQ.. 11 de forma que A • k(Q. 0 1) e• S1gebra 

da t.r.E. y G "' Aut l.Q.. 11. 

Damoatrac.1.6ns Sea G grupo f1.n1.to generado por n a1e-· 

mentoa. Sea Q. e1 carcaj 

sea 1 e1 1.dea1 generado por 1oa productos de do• f1echa• •u-. 

cee.1.va•. Sea n •IQ.tl---IQ.0 11 1a cub1.erta un.1.verea1 def1.n~ 

da por e1 grupo 1.1.bre n,. Lo• e1.gu1.ente• hecho• aon 1.nmed.1.a-

toes 

•> Por 1a 1.1.sta dada en (BRJ para 1o• &rbo1ea con re1a-

c.1.one• cero. ae a.1.gue que cQ:.11 es 1oca1mente de representa-

c.1.«Sn f.1.n1.ta. 
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b) C09IO no hay hoaotop~a• 4ada• por re1aa~onea no cero. 

n 1 •• 1~bre con K generador••· 

a.a. P b. n 1 de roma qu. n 1 /p •o~ 

un· aaraaj aon re1ac~on•• U!, IJ 
n• Ci'..lJ-CQ.~11 y ta1•• qae 

pR' • n. y n• ••t& der~n~do por 1• aea~en d• .P. 

p ••ta d•tera~nado por 1• aaa~en de n 1 /p • a. 
De aqa~. 

COIM> G e•·~~n~il:O• C~.11 •• an aaraaj aon re1aa~on•• r~-

n:U:o y e1 &1g•bra ••oa~ada l • kCi2,fJ ••de t.:r..r. Ad..ae,. 

G e Aut ( l!. 1 1 • De hecho •• ••be -ver ( Pl- que 

G • {9 E Aut(Q,11 I· P9 • p} • . 
Sea g E Aut(Q., l J • probar-• qua pg • p. Sea lit E 'lo 

ta1 que pllt • llt 1 • Luego, da gllt deben ••1~r 2 r1eaha• y no 

puad• entrar n~ngunas ••to •d1o 10 ••t~•racen 1o• panto• en 1• 

r~br• d• lit,. o •• a. pgllt • lit 1 • 

Bn Q. tenemo8 1a •~gu~anta U..gen 

~Y-• 

·~----·---... b 

de rorma que en y, y•, z, z', w, w• 

y• •• 

9 <•-w•·---'• b' 

.o1o entra una r1echa y 

entran 2 r1ech•• y 

••1•n 2. s~ gy • z', ya •o1o podr~a •er w• 1o que es ab-
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•ureo. Por tanto, 9 fJ ,. .IJ' • . 9 z -~ .z ! • etc. E• c1aro qua a1 -~~ 

ao argumento puede ap1icar•e a todo• 1o• punto• y •e obtiene 

P9 p. o •ea. G • Aut Pl.. J 1 que e• 1o que d••eaba probar•a.// 

E1 ca•o de Aut0 A e• muy diferente, por un 1ado puede .. r 

inf~nito y por otro •u e•tructura debe •ati•facer a1gun•• 1a

ya•·· 

(2.3) E1mnp1os 

generado por e 3 
• o. 

Sea 2. e1 carcaj 

Por [ B.GJ • A• ltl2.,fl 

e con 

e• t.r.t. 
1 

Sea g e1 morfilM'AO de a19ebra• generado por gloJ • o, 

9Cel • e • e 2 r como 9Ce 1 J • O, g e• efectLvamente un aorr~~ 

mo de A en •~ mi.ma. ~· racL1 checar que hlol • a,hlel •e-e2 

e• •u Lnver•o y_por tanto ge Aut0 A. Adema•. 9nlel • 8•N8 2 

y si chark•O e•te morfi11mo e• 1Lbre de tor•L6n. otro e1•-

n.nto de Aut0 A e• ~Cal •o• ea. ~lel • e con Lnver•o 

Llol • a - ea • e 2 o, Llel • e. Se tLene para ••to• e1 ... nto• 

~glol ·• a+eo, g~lol • 0+80 + 8 2 0. 

abe1~ano. 

Y por tanto Aut
0

A no e• 

B1 aLguLente concepto ae utL1Lza comunnente para grupo• 

1Lnea1e• (ver [Hui ) • 

(2. 4·) DefLnLcL6ns Un e1emento 

potente •L exL•te un endomorfLamo ft 

g e Aut0 A •• 1~ama un~

de A como k-e•pacio 

vectorLa1, n· nL1potante y ta1 que 9 • J • n. 

• { 9 E Aut• A 1 g ea unLpotente} • 
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(2. 5) Proposici6n1 ,AutµA ea un subgrupo norma1 de 

Como grupo es ni1potente. 

Observemos primeramente que g e Aut
0

A e• 

unipotente Bi y so1amente a1 para toda f1echa 
a 

x - y en 

Q. g(al •a +~a con ~a e radÁ(x.yJ. En efecto. •i 9 

••ti•face esta condici6n, podemos poner n • g - 1 e EndkA 

que env1a 1oa idempotentes Tx a cero y dada una f1echa a, 

n(al • ~a· As~. n(a 1 a 2 1 • ~a 1 a 2 + a 1 ~a 2 + ~a,~a 2 que e• un 

e1emento de rad 3
, de donde n2(al e rad~(x.yJ. Procediendo 

inductivamente y debido a 1a ni~potencia de radA, e• c1aro 

que n debe ser ni1potente. En e1 otro sentido, en caso de 

que g • I + n y para a1guna f 1echa 

tendr1amoa nCal • Aa + ~ con A e k• y ~e radX(x,yJ, d•-. 
bido a que en 

n 2 (al • Aníal 

no hay f1echas dob1ea. Por tanto, 

+ n(~J 

tr• par8nteaia esta en 

• A 2 a+ (A~+ n(~JJ, donde e1 termino en
z 

radACx.yJ. En. genera1, nt(aJ •Ata+~· 

y n obviamente no ea ni1potante. 

De aqu~ ae sigue c1aramente que 1• compoaici6n y e1 in

verso de automorfiamoa unipotente• aon unipotentea y que 

Como 1a conjugacidn de un ando-

morfialllO ni1potente por un automorfiamo ea tlllllbian ni1potente, 

•• tiene que AutµA es norma1 en Aut0 A. 

Fina1mente, formado 

¡ 

' 



- 19 -

por e1ementoa un.i.potentes. como /\. ea un f¿-espac.i.o vector.i.al. 

de d:Lmena.i.6n Z.i.n.i.ta, en (f.f.u, (1·7. 5) 1 

debe ••r un· q11upu n.i.l.~tente. // 

ae •uestra c¡ue Aut /\ 
lJ 

B•to jÚnto con un poco mil• de .i.nformac.i.6n no• d4 el. a.i.

gu.i.ente resul.tado. 

(2.6) 

Demoatrac.i.6n1 Por Jt. denotamo• al. rad.i.ca1 de A. Por 

tanto Jt. 2 e• e1 .i.dea1 generado por 1o• producto• de do• f1e-

cha• •ucea.i.vaa en Q, donde Q •• e1 carcaj aaoc.i.ado a 1\. 

Sea p •A ..__.·/\/Jt. 2 e1 coc.i.ente natura1. 

ex.i.ate un Gn.i.co +lgl E Aut0 1\/Jt. 2 que hace conmutat.i.vo el. cu~ 

4ro1 

+ 1 Aut
0

A - Aut0 A/Jt. 2 es un morf.i.smo de grupos •• 

Ponemos g • 1 + n. con 

11· E Bndl\. A 1o• .i.dempotentea ix • lt E 0 0 , n 1o• env!:a en 

es .i.neduc.i.b1e en l\/Jt. 2 y o. sea a fl.echa en Q., p(a) 

p 1 a 1 • + 1 9 1 1 P 1 a 1 1 • . P9 1 a 1 • De donde 9 lal • a+ Jt.a con 
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•:l nfal • it.0 y •• c1aro 

ahora que 11 e• n:l1potente. Por (2.5), Ker• e• n:l1potente. 

Aut0 A/it. 2 e• abe1:lano1 S:l x~v 
Luego, a:l 9 e Aut

0
A/1t.2• g(m) • ~a con 

en ~. HoaA/1t.2fx.-)•km. 
~ e •• De 1a conau-

tat:lv:lclad de •• •e •:lgue •1 re•u1tado. 

Por tanto. Ker• e fa • •on ambo• ao1ub1e• y •:lendo Aut0 A 

exten•:l~n de ·a11o• e• t-b:l4ln •o1ub1e. //" 

U•ando e1 1110rf!:i.•mo • rec:l41n def!:ln:ldo podemo• probar •1 

•:lgu:lente re•ul.tado •. 

(2.7) Prooo•:lc:l6n1 S:l G e• •ubgrupo f!:ln:lto de 
~ 

tal. que- chark.eo(GI. G e• abe1:lano. 

Demoatrac:l6n1 Sea 9 e G y aupongamoa +fg) • 1. Por 

l.o probado en (2.6) 9 - + 11 con 11 endomorf!:l•lllO n:ll.poten-

te. sea p • charkr 
p - º· 9 ea l.:lbre de tora:l~n 1o 

que contrad:lce que G aea f!:ln:lto. 'Luego. p > o. A•~• ex:l•-

te .e e • con nPt - o y gpt - '(• +n)Pt - , . De donde. 

p 0(9) que contrad:lce l.• otra h:l~te•:l•. Hemoa probado que 

G • •fGI e Aut
0

A/it.2 que •• abe1:lano por (2.6).// 

Veremo• ahora de que f!orma ae re1ac:lona AutA con e1 car

caj de Au•1ander-Ra:lten de A. rA. 

-· 9 e AutA, M e HodA. Por M9 denotamoa a1 A -54u1o 

:lsqu:lerdo con e1 m:l•mo k-e•pac:lo vector:lal. aubyacente de M 
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y con mu1t1.p11.cacLdn ~E'/\• ME M. 

C1aramente ••to deteraLna una acci.&n da AutA •obre 

ModA. o •ea • 

..&!u1o• 1.neac1.nd1.b1••· 

De ••ta rorma 1a acc1.&n de AutA 

A•~• dado 9 E AutA. podelllO• def1.n1.r •lgl rA~ rA• 

M - M9 que e• un morr1.mno de carcaje• con tran•1,ac1.&n. Co

mo ~(gl- 1 
• ~lg- 1 1. ~ 1 AutA ---+AutrA e• un 1110rr1.8lllO de 9r~ 

po•• donde AutrA es e~ grupo de automorr1.•mo• da1 carcaj con 

trans1ac1.&n rJi.. 

(2.B) Teoremas 1 - Aut0 A - AutA -i!.....-. Autr A •• una 

auce•1.&n exacta. cuando A •• 41gebra de t.r.r. 

\ 

Demo•trac1.&n1 Sea 9 E AutA ta1 que ~lg, 1 • En part!, 

cu1ar, 9 actGa tr1.v1.a1mente sobre 1o• proyecti.V08 1.ne•c1.nd1.b1•• 

Tomamos ahora 9 E Aut0 A y de•eamo• probar que •u ac~1.&n 

en modA, es tr1.v1.a1. Que actGe tr1.v1.a1mente •obra 1o• proyeg 

ti.vo• 1.ne•c1.nd1.b1es ea senci.1101 sea "' E 0 0 , 

f1.n1.mo• para A e A,. 

Dado >.,µEA tenamos1 
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B1 re•u1tado •• a:Lgue de un Teoreaa para1e1o a1 d...aatra

do en l MPfJ 1 aqu~ eaboaar-o• •o1-nt• 1o• paao• de 1a pru~ 

ba1 11......o• g .• rA- rA a 1• acc:U5n de 9 que r•ja prg_ 

yect•voa. Tomamoa M e rA y tlllftb••n Pe rA proyect•vo. 

sea n 1 rA- rA 1• cub:Lerta un:Lver•a1 

a) Ex:Late 9 

que ~¡; -¡;. .Sonde 

9or~aa de proyect:Lvo• 'A· de • 
mo• 

¡ 

Fr 
A • 

dond• F •• 1• reatr:Lcc:115n de 

te·. 

aut:omor~•-o con llg • gn, .· ta1 

S:L re•tr:1n9:1moa rt l.D 1 a 1aa' cat~ 

ftlrAJ Y-' A• de rt e ri\.t · ten•-

ftlrl\I 

l ftCllJ 

1i1rl\1 

1t 1n1 que reau1ta t!untor cubr:le!! 

Se t.j,ene Fgf • 9IF, donde si y 91 •on 1•• re•tr•c-

c:Lone• a eataa categor~aa. Como íJP • P y 91 • ~dAa' por e1 

1evant-i.ento Cln:Lco de cam:Lno• de F •e a:Lgue que íJ 1 • ~dA., • 

Por tanto, íJ ~:Lja proyect:Lvoa en rl\. 

b) Sea X E fA 1evantam:Lento de M, o aea nx • M. 

L1amal!IO• 2 a 1a •uma de todo• 1oe proyect:Lvo• en e1 •oport• 
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de JC en rA. y •• aigebra de t.r.f. •1n 

c1c1o• d1r1g1do• en au carcaj de AU•1ander-Re1ten r 11. •• Ade9&•, 
9 1nduce un automorf1smo g 0 • r A. - r 11. de carcaj•• con 

trana1ac18n que f1ja proyect1vo•. X e rA
0 

de forma que 

ix • ¡.x. 

e) no t1ene c1c1o• d1r1g1do• y 11.. •• •1ge-

bra t.r.f. ex1•te proyect1vo y K e • de foZ98 que 

Equ1va1entemente. JC • TJtt>"P•. Pero COlllO · ·p • ••-

ta f1jo por 9. y eate pre•erva 1• tran•1ac1dn g~JC • JC. 

Por 1a def1n1c1dn de 9 •• 9 y 9, 

Recordamos que A -.e 11ama ••t~ndar cuando •• de t.r.f. 

y En part1cu1ar A~ k( rAJ. 

(2.9) Propos1c1dn1 S1 A ea a1gebra e•t~ndar, AutA 

Demo•trac1dn1 Ba•ta que mo•tremo• que e1 morf1•mo 

ae e•c1nde. 

tomorf1mno de categor1a• 1nduc1do 

s1 g e AutrA. tenemo• e1 ·~ 

lt ( 9 J lt ( r AJ - lt ( r A 1 que· 

env1a proyect1vo• en proyect1vo•• por tanto 1o podemo• re•tr1~ 

g1r a un funtor entre au categor1a de proyect1vo• 

l 
i 

J 

1 ¡ 
\ 
! 
¡ 

¡ 
' 1 
) 

1 
1 

1 
¡ 
l 
1 
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a 1 AutrA --- AutA 

•• .ar.f:l.•mo de. grupo•. Ahora, a(gJ deteza:l.na 1a acc:l.&n da-

da por "10(gJ en rA, ••ta c1aramente ••t:l.•~aoe 

/'l. urAI 

al gil l u•afsLI 
A urAI· 

Ra•U1ta que ljla(gl y 9 t:l.enen 1a•:I.- acc:l.&n mobre 

proyect:l.vo•. Por ar~nto• an&1ogo• a 1o• de J.la d-•tra-

c:l.&n (2. 8) •e a:l.g:ue que 9 -•algJ. 11 

Una herram:l.enta Gt:l.1 en e1 e•tud:l.o dé 1a acc:l.&n de grupo•· 
~ 

en un conjunto e• 1a noc:l.&n de eatab:l.1:1.sador. 

(2.10) De.f:l.n:l.c:l.&n 1 Sea Ge AutA 

e1 ·eatab:l.1:1.sador de M en G, e• GN • 

•ubgrupo y M E aOdA, 

• {9 E G 1 M9 • M}. 

GN ea· un aubgrupo de G. E1 •:1.gu:l.ente re~ 

•u1tado da una reatr:l.cc:l.&n :1.mportante en eata fam:l.1:1.a de •ub-

grupo•. 

Propos:l.c:l.&n1 Sea O aubgrupo de A~tlQ,JI. con (2 .11) 

A • lt(Q, JI A1gebra de t.r • .f. S:I. Jf E modA e• :l.neac:l.nd:l.b1e, 

GN e• ao1ub1e. 

Demo•trac:l.&n 1 S:I. 9 E GN, por (MP2) 9 debe .f:l.jar un 

proyect:l.vo :l.neac:l.nd:l.b1e. Sea pue• x. e Q. ta1 que gx. • x •• 

Por tanto, 9 dete:aa:l.na una penautac:l.&n de x.•. Como A ea 
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de t.r.c. e•te conjunto t1.ene a 1o DA• 3 punto••. 1uego 9 6 a~ 

tela en Jt~.· tr1.v1.a1-nte. S1.m1.1armente 9 6 actCla tr1.v1.•1-!! 

te en ir. Proced1.endo de ••ta roraa 1.nduct1.v ... nte •obre ~. 

C08IO ••conexo y r1.n1.to •• t1.one que 0(9t • r•5b con a.&e•. 
De aqu~ qua tar.1b1.8n •1 orden de GM •ea de e•t• rorma. 

e1 conoc1.do teorema de Burna1.de, GM debe ••r ao1ub1••// 

Por 

(2.12) Coro1ar1.01 S1. A ea a1gebra •1.•p1emente conexa, 

AutA e• grupo •o1ub1e. 

Demoatrac1.6n1 Por (2.6) y (2.8) 

•• ao1ub1e. Ana1ogmnente a (.2.11) pod-o• probar que 1o• eata-

b1.11.zadore• da punto• en rA aon •o1ub1ea. 

Soa Q.rA e1 carcaj de 6rb1.ta• de rA der1.n1.do en [BlSJ. 

Como A •• :•1.mp1amente conexa, ..... 
l s~. 

AutrA actda •obre 

(6.4t.f6.Stl-. AutrA 

!Z.rA• 

!Z.rA reau1ta un arbo1. Ade

Por un conoc1.do re•u1tado -ver 

go debe r1.jar e1 proyact1.vo P cuya 6rb1.ta corre•ponde a e•te 

Pero entonce•, que e• •o-

1ub1e ~or (2.11).// 
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3. ALGE'3RAS TORC ID.1'S 

En esta secc:i.6n introduc:i.mos e1 concepto de &1gebra torc:i.

da amoc:i.ada a un 61gebra y a un grupo que actda •obre e11a. 

Z•ta noc:i.&n tiene ia ventaja de encerrar en una •o1a e•tructu

ra toda 1a :i.nformac:i.&n re1ativa a1 &1gebra y a1 grupo que 1e 

dieron origen. Ademas, permite asoc:i.ar a un &1gebra dada a1-

gebra• con estructura mas •:lm~1e que •in embargo pre•ervan mu

cha• de 1as prop:i.edade• de1 a1gebra origina1. 

A1guno• de 1o• re•u1tado• que pre•antarmno• fueron obten~ 

dos por :i;. Re:!..tan y Ch. R:i.edtmann y dado• a conocer. durante e1 

Congreso de Representaciones de A1gebras de Oberwo1fach en 1981· •. 

Estos resu1tados 1os ind°lcaremo• por ('RR). 

sentaremos a1gunas ~ruebas para perr.iitir e1 comp1eto da•arro11o 

de1 trabajos dichas demootrac:i.ones fueron obten:i.das :i.ndepend:i.e~ 

t-nte. 

A 10 1argo do esta •ecci&n e1 &1gebra A de dimen•i6n fi-

nita •obre k quedara f :i.ja. Como no exigimos que A •ea b&•i-

ca, por automorf:i.amo entenderemos 1o usua1. 

mantendr6 a 1o iargo de1 trabajo. 

E•ta convenci&n •e 

(3.1) Def:i.nici&ns Sea G un grupo fin:i.to de autoaorfi•-

mo• de A. E1 S1gebra torcida A(G) ea e1 conjunto da combin~ 

con coef:i.c:i.entes >.
9 

e A.g e G. 

La• operaciones en A(G) est&n def:i.n:i.dae de 1a siguiente mane-

ras 

l 
l 
1 

1 
¡ 
l 
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y (Ag) (µh) • Ag(i,i)gh 0 producto que se ex-

t:iende b:i1:lnea1mente. 

E1 61gebra resu1tante 

n:i ta •obre k. 

A( G) e• tamb:i6n de d:iaen•:i&n f L-

La• categorfaa de m&du1oa de A y de J\(O) e•dn 1.1.9•-

das de 1a a:lgu:lente manera• en pr:lmer 1ugar e1 &1g•bra A 

puede ver•e como •ub41gebra de J\[G) :ident:lf:icanclo A con 

A.r para A E A. Luego, todo J\( G) -m&du1o •• un ·A - ..&du1o 

restr:lng:lendo 1a mu1t:ip1:lcac:i6n •61o a 1o• e1emento• de e•ta 

rorma, tenemos aaf e1 ruator restr:lcc:l&n entre 1a categorfa de 

m6du1o• :izqu:lerdoaa 

res a Moc:IAI G 1-ModA. 

Por otra parte, como J\-m&du1o, J\( G) e• •uma de copia• 

de A y t:iene por tanto estructura de A-m6du1o derecho e La-

qu:ierdo 1:ibre, 1o que perm:lte cona:lderar e1 funtor :lnducc:i6n 

:indaModJ\ - ModJ\( G) • tai que a un m&du1o :izqu:ierdo M •obre· 

A 1e aaoc:la A( GJ•A. M. 

Est~ par de funtores son ciaramente exacto•. 

Aquf, no• roatr:lng:lremoa ai eatud:lo de1 caso chark~ 0 (GI. 

de forma que o(GJ e• una unidad sobre k. Las enormes ven-

tajas de esta •:ituac:l6n quedan de man:lf:ieato en e1 s:lgu:iente 

¡ 
1 

·I 

1 
! 
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reaul.tado que ea el. paral.e1o del. Teorema da :taachke para Sl.ge

bra• de grupo. 

(3.2) ~· Sea X auceei.t5n exacta en MocSAl'<11' tal: 

que re•X ae e•ci.nda en ModA, entonce• X ee eeci.ncte. 

Demoetraci.t5n1 

ModAI OI y tal. que 

Supongamos O ~M -'-.N ee exacta 

O - >t~•M ~'l~•N •e eeci.nde en 

Sea n • N - M en MoctA tal. que n 11 • r 11 • 

Defi.ni.lftO• n • N - ... "-~ 9Eos- 1
n(911). 

bi.en defi.ni.da. 

sea ~~e A[GI. cal.cul.amo•1 

Por l.o tanto, íi ea A[ Gl-morf'i.amo. Ad..S•. 

en 

ModA. 

Bate reaul.tado ti.ene :importante• coneecuenci.ae para l.a ••

tructura del. Sl.gebra A[GI. 

(3.3) Propoei.ci.6n1 [RRJ i.). Si. S •• A-m6du1o si.na-
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p1•• SG e• A[G) m6du1o •••L•Lmp1e. 

radA(G) • A[G) radA. 

o-»•tracL6na 

c••L6n exacta 

r••Sº • 9~Gs9 
Por (3.2). t§ 

de A(GJ-m6du1o•. A1 re•trLngLr a A. 

LL) a 

•• A-mMu1o •-L•1.mp1e, r••« •• ••cLnde. 

•e e•cLnde y sº •• •elllL•1.mp1e. 

Probaremo• prLmero que radA.A(G) •• nL1potante. 

Sean JI. E radA. y 
9
¡ 0 A

9
g E A(G), entonce• 11.(

9
¡GA

9
9) -~GA9g 

con 11.A
9 

E radA. 

ra toda 9 E G. 
~ 

tenemoaa 

E radnA. 

Cpmo radA •• nLipotenta. radA.A( GJ a• nL1potente. 

Probarelllo• ahora que A(GJ/radA.A(G) 88 B811lLB1.mp1e. 

Para e11o c::on•Lderamo• 1a •uce•Ltln exacta O - radA - A .,.Jl,lradl\-O. 

A1 Lnduc::Lr a Jl(GJ •• obtLene, 

o- JI( G) 9A radA- JI[ G).AA- 1\( G) •AJl/radA-0 

a • o- A(G)•radA- Jl(G) 



- 30 -

Por tanto, ll(G)/ll(GJ·radll • A(GJ AA/radll que•• •--.1.•1ap1e 

por :L). A•f, radll•A(GJ e A(GJ•radA • radA(GJ y 1a otra con-

tenc.1.«Sn ea obv:La. // 

Tamb:Lan, (3.2) t.1.ene re~rcua.1.one• en 1a eatructura de 

1o• runtore•• re•. :Lnd que heao• ante• der.1.n:Ldo. 

(3.4) Propo•.ic.1.«Sn (RR)r 

. d.1.racto de raaM6 
• re• .1.ndM. 

S.1. U E Hodll • 

:L.1.) S.1 N e Nod"('G) • N.' ea. •-ndo d:Lrecto de ••• •e•N~. 

Demoat:rac.1.6n~ :L·) 1 si. A 9 •• e1• A"-.6du1o derecho con ·e~-

pac.io aubyacente 11 y ll e A 9 • 'k e 11, •• ti.ene 

Ea c1aro que reaA(GJ •9~GA9 • Luego. para ME PK>dll, 

rea .indM • re•ll( G) 11u • ( 9~A9J 11M • ~G(A9 AMI. Pero. c1ara-

-nta A9•A" • M9 - 1
," 111 - 9- 1 (AJ111. Ad-••• U 1 

• M y tene-

-=>• a1 re•u1tado de•aado. 

:L.1.) sea N e ~dA( GJ • der.tn.imo• n 1 .1.nd re•N -N, 

que•• ll(GJ morr.t ... o ya que 

Rf~h(Ag nlJ • R(µh(AJh9 ni • µh(Alh9n • (µhJR(A9 ni 

Por otro 1ado .i • N - .1.nd reaN. 11 - r•11 •• c1ar-ente 11-lllO.!O_ 

r:Lamo • y R~ •• N. Por (3.2). n •• eac.1.nde como ll(GJ-morr.1.a-

.o.// 

De hacho. 1o• 1110ri!:Lamo• con•trufdo• en -(3.4) aon·natura1ea. 
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E•te reau1tado tLene una •encL11a ap1LcacL~n que •Ln --

bargo aue•tra parte de 1a re1evancLa de 1a• &19ebra• torcLda•. 

•l 

(3.5) Teorema (RR)i 

A(GJ ••de t.r.f!. 

A •• &19ebra de t.r.f!. •L y ao1o 

DeDO•tracL6na Sup. que A e• de t.r.r. y ••an M1 ••••• Mn 

repre .. ntante• de 1•• c1a•e• de L•omorrla de A-ntSdu1o• Lne•

cLndLb1e•. M~ e• A(GJ-ml5du1o 5•9 y tLene una de•COlllpe>BL-· 
G ni 

cL6n en A(GJ-lllddu1o• Lne•cLndLb1e•• M1 -j~ 1 N 1 j. ••to para 

cada ~E {l ••••• n}. Sea ahora NE modA(G) ~ne•cLndLb1•• 

debe aer L•omorf!o a a1guno de 1o• llftlSdu1o• N1 j. La rLnLtud 

de e•ta f!amL1La mue•tra que A(GJ e• t.r.f!. E1 conver•o •• 

LdantLco. // 

Un emp1eo •L~i1ar a1 hecho de (3.4) en (3.5) no• perr.tLte 

mo•trar e1 aLguLente reau1tado. 

(3.6) Teorema ( RRJ r Sea A 

ne cLc1o• dLrLgLdoa •L y •o1o •L 

&1gebra de t.r.f!. • 

r A( a) 1o• tLene. 

' . ' Demo•tracL6n 1 - ) a Supongamo• que N1 ---.J. N2- •• -N.~N1 
~5, 

(3.2) • re•N,-:--- raaN 2 •• un cLc1o dir~gido en Por 

no e• ~nvertib1e. Luego. debe haber •~ando• ~ne•c~ndLb1e• 

M
1 

de ra•N, y M
2 

da reaN 2 • de f!orma que e1 morf!iBJftO Ln

ducLdo por raa6
1

• M 1~M2 no ea cero y no e• invertLb1e. 

Por tanto. en rA aparece un camino dirLgido M
1 

M
2

• . De 

1a mL•naa f!orme aparecen ineacindLb1ea M; da re•N 2 y M3 de 
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re•N3 con un cam:lno d1.r1.g1.do en r A• 1t;-----.M3 ~ Por 1o de

me»•trado en (3.S), ex:lste un m6dul.o 1.ne•c1.nd1.b1e LE modA 

ta1 que N2 ea awaando de 1.ndL. de donde tanto M
2 

ccmt0 

M• •On •umandoa de re• 1.ndL -CJ:GLCJ • Por tanto, -1.•te 2 

9 E a ta1 que "2 - .,,g 
2 • Apl.1.canclo g •1 c-1.no entre M• 2 

y M3 •e obt:lene un calll1.no d1.r:lg:ldo en rA, M2--. M;. 
Rep:lt:lendo el. proceso se obt:lene un caa:lno d:lr:lg:ldo en 

en un m6dul.o de 1a foraa Jf~ para al.guna ... e a. 
Como G · e• f:ln~to, ... el. orden de lo. e• f:ln:lto y ap11.cando1o •!!. 

ce•:lvaa vece• •· ·••~ caa:lno •e obt:len-·un. c:lcl.o en· M1 • 

) S .. ~ .. - •• ·- .. ,, . .. 
- 1 upon9amoa que .. 1 - "' 2 "'•--=-.... .. 1 •• un .. 

c:lcl.o en r A. El. morf:l•mo 1.ndM 1 .t...s&, 1.ndM 2 no e• 1.n.vert:lbl.e 
n.l 

ya que 6 1 ea in.unand.o de rea 1.ndj( 1 • Eacr:lbamo• 1.ndPl 1 -j~ 1 N.lj 
de•compoa1.c1.6n en A(GJ-m6dul.o• 1.ne•c1.nd1.b1ea. La reatr1.cc:t6n 

de 1.ndj( 1 • N 11' t-poco e• 1.nvert:lbl.e y entonce• debe haber 

un •u.ando de 1.ndJl2. d:lg-o• N21 de forma que. 1a re•tr1.cc:l6n 

1.nd1.c.1:da N11 91 
~1 no •• cero ni. 1.nvert:lbl.e. Luego, hay 

en r A( GJ un cma:lno d:lr:lg:ldo N 11........,,... N 21 • Cont:lnuando de esta 

forma •e obt:lene un cam:lno d:lri.91.do de N 11 
heao• obten.1.do un c:lcl.o en Si. d:lga•o• j•f, 

Si. j·J~ 

podemo• 

vo1ver a camenzar y obtener un cam:lno d:lr:lg:ldo de N12 en N~j· 

j' E {J, •••• ,n1 }. Este p~oceso noa da f:lnal.mente un c:lcl.o d:l

r:lg:ldo'en rA(GJ"H 

En part1.cu1ar, cCllDO 1a reatr1.cc1.6n y J.a 1.nducc1.6n de pro-

j 

l 
{ 
¡ 

1 
1 

í 
i 
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yectLvos en proyectLvo, tenemo• qua e1 carcaj Q. a•OCLado a 

A tLene cLc1os dLrLgLdo• •L y •o1o sL 1oa tLene e1 carcaj 

~ a•ocLado a A( G). 

Pr••entaremo• ahora a19uno• ej .. p1o•• En a1gunoa ca•o• 

1• teor~a para obtener1o• •• d•••rro11ara .a. ade1ante, •Ln 

.-bar90, •Lrven ahora ca.o L1u•tracL6n. 

(3.7) Ejemp10•1 a) La propLedad de ••r •1ap1 ... nte c2 

nexa no se preserva bajo 1a operacL6n de torcer. 

i. ?-

\, / 
3 • A • con todo• 1o• producto• cero. E1 AutClllor:fL...o 9 

/'\ 
,¡ s· 

qua env~a r - 2. 4 - s. 2 .. r. s ... 4 Y a 3 1o deja fLjo, 

•• ta1 que Al GJ 

2/\.3 
'\,/ 

¡ 

resu1ta 

b). E1 A1gebra A 
!i. 6 
~Á· 

1 K'.i._ 

··{)~ 
y~ 

-; a 

con todos los productos cero, 

donde G • <g>. 

dada por el. carcaj 

con todo• J.os producto• de 

:fJ.echa• O 

3 
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y 1o• producto• de f1echaa un1d•• por 1~n••• punt .. 4•• e:.ab1an 

O. B1 autcmorf1•mo 9 r - s. 1 - '-• 5 - t. 5 .. a. 6 ~ -;. r~ 
au1ta no tener v6rti.ce• f 1jo•- 81 G • <g> 0 Al GJ ••ta 4ado 
por 

con •1 producto de 3 f1acha• caro. 

Y 1o• producto• •obre 1aa 1~nea• punteada• o. 

def1n14o por k r 5 .. 4 • J y f. 

f1joa. noia 4& e11 &1gebra lll GJ ( ffJ' 

---· 7·~· 

ai.· ,... •. <k>. 

A( G)( ffJ • 
-,~. 

con 1oa pro4uatoa de 3~·· 

f1ech•• O y tamb16n 1oa productoa.•obre 1a• 1~neaa punt-daa. 

Obaervar que en e1 pr~r caao A ea cub1erta de AlGJ. 

c) B1 &1gebra A 1.:;:;;.:;1 con y 4 
• O• 8<ll • O• a8 - y 2 • 

B1 au~rf1alll0 g 1 • A - A. "' ... "'• 8 ... s. y --y. pro-

. duce •1 a19ebra 

A(<g 1>1 con ly 2y
1
12 •0•(y 1 y 2 J 2 .B1 cs 2•0•82m2 

a 1 8 1 -y 1 y 2 • m 2 8 2 -Y 2 Y1• 

B1 autcmiorf1BlllO 9a • A - A, "',__ "'• 8 ... - s. Y ... y, reau!_ 

ta en un &1gebra d1aconexa 1gua1 a 1a awna de do• cop1a• de A. 

Obaervar que ahora Al<g 1>J reau1t6 cubi.erta de A. 
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4. ~UCCIOH DE ALGEBRAS TORCIDAS 

Como h.-o• i.ndi.cado en 1a •ecci.6n anteri.or.· 1a• A19ebr•• 

tora~•• en oca•Sonea aon a&• •U.p1•• en au eat:ructura que e1 

A19ebra que 1e• di.6 ori.9en. Ver.-o• ahora que tllllbi.an e1 hecho 

de ~ner un grupo •camp1i.cado• puede en oc••i.-• •gp1i.ri.carae 

por ...Si.o de torcer repeti.4-nte re•pecto a 9rupoa .aa atap1e,•. 

sato reau1tara 1.aportante camo ae vera en aecc~on•• poaterso-

rea. 

E1 pr;lJMtr reau1tado expre•• ya 1a i.dea anteri.or. 

(4.1) Propo•i.ci.6n1 s- G grupo ~i.ni.to de autamorrse

•o• de A. Supongamo• O • 0 1 x G2 • entonceaa 

i.) o 2 •• grupo de auta.orrs...aa de A( GJ 

Demo•traci.6n1 i.) 1 Sea g 2 E o 2 • Para Ag 1 E Al 0 11. 

deri.n:blo• i2CAs, , .• S2IAJ9,. Si. ten.-o• otro A's; E A(OJ 

i 2 lAs 1 A"s;J • i 2 lAg 1 [A'ls 1 s.¡t • s 2 CAJs 2s 1CA"ls 1 s; · s 2 lAl9 1 s:JA'9 1 s;• 

• ts 2 CAls 1 Jls 2 lA•ls;J • i 2 CAg 1 Ji2 1A's;1 Y 92 t;; .11.uu101. 

Ad..aa. ·g 2 g:i[Ag 1 1 • g 2 1s21AJg 1 J • s 2s;i1Alg 1 • 9 2921Ag 1 1° Luego. 

1a aaoci.aci.6n - • o 2 - AutA(GJ •• aorri.-o de grupo•• Por 6!. 

tu.o. ai. •a• Sd A• g2 1AI • g 2 1AJ para toda A E A y· 9 2 • i.d • 

.Aa~. G2 e AutA(G). 



- 36 -

.U.) 

~unc:i.6n. 

Der:i.n:i.Jno• • 'AlqJlG2J --- A(GJ. (A91ti¡--- A9192 

•l((A91IW2l(A!9;W~ll • •IA91~2(A'9;t929;1 

• •llA9 1 tl9 2 (A't9;t9 29il • •llA 1 l9 19 2 ttA'l9 19;t9 29;1 • 

• A119,92t (A' t9191929i • A, 191921(A'19,92919; • '·A9,9:} IA'9;93t• 

• ~(A9 1 9}•1A'919it y • •• mor~:i....o de A19ebra•. 

S:i. 

Tod08 1o• coe~:i.c:i.ente• deben ••r o. •al.vo 

para 9 1 9 2 • 1'.. Pero ••to •61o aucede cuando 9
1 

Entonce•, 

Que ~ ea·•obre e• ev:i.dente- Por tanto •; e• :i.ao de a1~ 

gebr••· // 

"· 2) 
CoroJ.ar:i.01 S:i. G e• grupo abe1:i.ano r:a.n:i.to de autg_ 

mor~:i.•1110• de A. ex:i.•ten grupo• ctc1:i.co• G1 ••••• on e G tal.e• 

que A[ GJ • A[ G 1 )[ 0 2 J ••••• [ o .. J • .1.1 

Dado un 9rupq de autcmor~:i. .. o• ~:i.n:i.to G de A. pod•

mo• con•:i.derar el. grupo de caractere• de o. 

X (Gt • • {JC•G - lt'I X e• mor~:a. .. o de grupoa} 

Sucede que JC(Gt t:i.ene una acc:i.6n natural. •obre A[G)• 

para X E JC(Gt der:i.ni.mo• X. A[G) ---- A[G); Ag ,__. x(9JA9. 

•• muy •:i.mp1• checar que 1 X(G) --- AutA[GJ •• mor~:i.mmo 

de grupo•. S:i. X ·- 1. 9 • xlst • xlgl9~ y xtst • 1 para 

toda 9 E G. o •ea. x • 1 y e1 mor~:i.amo e• :i.nyect:i.vo. 
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Por tanto, X (G 1 ea un grupo de autOlftorf:i.lllllO• de A(G). 

S:i.n embargo, e1 comportami.ento de1 grupo X (GI rea pecto 

a G no •i.empre e• e1 adecuado. Probamoa e1 a:i.gui.ente conoc~ 

do reau1tado, ya que m&• tarde necea:i.taremoa exp11c:i.t ... nt• 1• 

demoatrac:i.6n. 

(4. 3) Si. chark1'0(GJ. JC(GI • G/G' 

Demoetraci.6n1 Supongamoa 

G e• c1c1i.co generado por 9. 

n • O 1 G J • Pr:i.-r-ente que 

Sea w una ra1s n-6aj,ma pri.-

mi.ti.va de en h.. 

Def:i.namos ~ • G 

xl9:1.I • w:1.. como O(w) 

X' (9 I 

Si. X' 
i. 

- w • 

e JC(GI • 

Por tanto, 

X (GI • g ,__ X • G - tr.• con 

e• homeonorf:i.emo i.nyect:i.vo. 

1 • y ex:i.ste ~e•• 

x' y ~ es :i.sonorf:i.amo. 

... 
Si. G as abe1:i.ano, G • i.'! 1 G:I. • 

x(GI • Hom 

Adem6a, obv:i.amente, X(GJ • X(G/G').# 

(4 .4) 

un caracter 

coro1ar:i.o: 

X e JC(G) 

Si. chark1'0 (GJ y g e G\ G' • 

ta1 que xlgJ 1 1. 

ex:i.ete 

Demostrac:i.6n1 Basta moatrar1o en e1 caso abe1:i.ano. E1 
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oa•o c~o1j,co e• c1aro. Sea pu•• G • 

oj,o1oe. Sea i 9 • 91••• •9n con 9t,. E GC 

0 1 • Sean 9 1 i J. Sea 9; e1 9enerac!or c!e - . 

de•coapoat..ct..6n en 

Podemoa •upone:r 

•t. • Gi.- JC(Gi.I 

1o• j,•a.ort:t..•ao• c!e l4.3)J i.~ 1 Gi. --- JC(G), (9;.o •••• ,O) - X 

~1 cau• xlsl • • 1 19;1 ls 1 1 i • . 11 

••t.-oa ahora en oondj,at..on•• ele probar e1 •t..vut..ent• U.por

tante re•u1tac!o. 

(4.5) Teor ... IRRJ• st.. chark~OtG), entono•• 

JlloclAl GJ ( JC (G) J "' ModAI' G' l. 

Demoatract..6n1 Det:t..n:l.ao• e1 t:untor F • .ModAl GH X (G)) 

ModAl G '1 que a un objeto Me ModJ\[GJ(JC(G)J 19 a•oot..a 

••• • - {M E M 1 x·• - "'. X E JC(GI} • st.. g' E G' • X E JC(G), 

M E .. •• x·t9'1111 -xl9'l9'x·111 - 9'111~ Por t-to, 9'• E M• y 

M• E Mo4A(G'J. St.. ' • M - N ea aort:t..- en Al 01 (X (G 11 • •e 

tt..ene M -L. N ya que 111 E ME x. x•,(•I - 41xllil . ,, .. , • • • 

Hemo• probac!o que en et:eato F e• un t:unto:r. 

Sea NE ModA(G'J, A(G1eA(G'lN E ModAIGJ, y at.. X E X(G), 

SeK E A( (!19A( G,) N c!et:t..n:l.ao• X• (geft) • X ( 9) 9eft. 

una t:aat..1 aamprobact..6n muaat:ra que con e•ta eatruotura 

A(G1•A(G'lN e• un A(G)(JC(G))--6du1o. JMS...a•• at.. '•N 1- N 3 

e• A(G'I aort:t...-o. A(GJ4DA(G'l'. A(GJ•A(G'IN,- AIGl•,.,0•1Na 

i 
! 
j 

i 
~ 

1 
1 
1 
! 
i 
i 
' 
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ea A(G"J morf1.•mo que aat1.sface A(GJCID1flx•ge111J • A(GJ9~(xl9J99111JJ 

• ae&fxfgJmJ • xfg)(g«>&hnJJ • x·(A[GJ•&JC9e .. 1 y e• por tanto 

A(GJ(X(GJJ-morf1.smo. 

Aa~, A(GJeA(G'J- • ModA(G'] - ModA(G)(X(GIJ e• funtor. 

a .. Me ModA(GJ(X(GJJ • def1.n1.moa nH 1 A(GJ®AIG'JMx-- M, 

99• ~ 9111. "" •• AIGJ-aorf1.aao1 nMlx·99111J • nM(xl9Jge111J • 

• xl9J 9111 • xl9l 9X"' • x·l9111J • xn"lge•I y e• t&lllb1.6n 

A(GJIX(G)J-aorf1.aao. n e• natura11 81. lt ~ N •• A(GJ(X(GIJ 

morf 1.smo, 

nM ea 1.nyect1.va. Sean 1 • 9
1

,9 2 , •••• , .9 n repre•entante• de 

1aa c1a•e• 1atera1ea de G' en o. Luego, todo e1emento de 
n 

A(GJ0A[G']Mx se escr1.be en formn dn1.ca camo :1.! 1s:1.•"':1.· 

o -
n 

O 1 :1.! 19:1.••:1. t1.ene e1 mr.n1.mo pos1.b1e de 
-1 n 

"':t 1 o; s:t:1.! 1 9:1.•"':1. 
t1.ene e1 coef1.c1.ente de d1.•t1.nto de O y tanab1.6n nM 1o 

envr.a en o. Podemo• entonce• suponer que 111
1 

1 O. Como· 

n. ( Je~ 1 1 • 111 1 , debemos tener j 'I' 1 con 111 j . 1 O • 

Por (4.4), como gj ~ G', ex1.•te x e X(GI con x(gjJIJ. 

Entonce8, O• x·l:1.! 1 9:1."':1.I- :1.! 1 xl9:1.l9:1.X"':1. ·:1.! 1 xl9:1.19:1.m:1.. Por 
n n 

tanto, O• :1.! 1 (1 - xl9Jl9:1."':1. • 1¡ 2 l1 - xl9:1.ll9 1mi que ade-

..a. ••t1.sface 
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IJ - xl9;1U•:1 fo. O f :1.J2g 1 l1 - xl9:1.ll•i. y ae1..a •• t:l•n• ~ 
no• •umanelo• que i.~ 1 9:1. •:1.• 1o que contrad~c• •u e1ecc:l6n. 

"• •• entone•• :lnyect::lva. 

Supongaao• que M e• r:ln:lt ... nt:e generaelo, probar.-o• que 

"" e• •obre• Ce.o ante•. 9:1. • J, 9z•••••9n •on repre-.ntan

t:e• ele 1•• c1•••• 1•t:•r•1•• ele a• en o. 

oer:ln:tmo• M:l.x • - <•E M 1 xlg tx• ••·V x E JCIOt>. el• 

• M • • Al O' J a6du1o•. 

~ :lrmamo• que ce.o Al G • I .edu1o. M •• 1a •- el:lrecta ele •.~: 

t:o• m6clu1o• M • 
J.x 

Sea 1 M - M - 1 J: X C 9 J.) X•· P:1. :1.x• • otXIOll JCl~J 

En ••vundo t:Ara:lno e• A( O'). morr:l-01 •:l 9' E 9'. 

P:1.IAs'•t • otxlait z xl9:1.txAs'• • Ag'ocxla 11 JCfotxls'txls:1.tx•• 

• Ag 'P:1. I•) • y¡· 
Sea 

M •":1.x P:1. 

.. 

Pro :l O ~-er .. t··c•• x-··"-"•\JxeJCCGI. e • • " .. "':tx :1.x "'1x• , 
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Bato ao1o e• poa:lb1e cuando 9 1 e o•. o ••a 9 1 • J. 

H-• probado••~ que p 1 ¡ 1 •O para todo par· :t: ti 1. 

A4..aa, J.!1i1P1'"' 1 • 1!1 orxlo11 xelia1x 1si.lx• • ouloJI · 

'xfoi 1i.l1 xl9i.)lx111. 

n 
Probar-• que 1!1 ~(9 1 1 ·{ o •:l.· no. 

OCJCCGIJ aL• X • J 

Supongaao• x i J • -:1.•t• · 9 E G con x ( 9 ) i J • Bva1u-• 

e1 producto 

Bx:l.ate una perautac:l.6n o de "{J ••••• 11} 

aon hi. e o•. Luego. xl9i.9J • x19aci.>I 
••to •o1o •• po•:l.b1• •:l. 1~1 xl9 1 1 • o. 

En oonc1ua:l.6n. y ... 
c:l.en ca.o AIG'J-a6du1o. 

ta1 que 9 1 9 • h 19 0 c1> 
n 

y 1 ! 1 xf9 1 1CJ-xlGJJ•o. 

n .. .. 
t.-1 1x deaca..poa:I.- . 

Po:s; otra parte. 

lt-:laomorf!:laao. ya que 

. -1 
•1 1 M1x ~ Mi.x• 111 ...-- 91 111 •• un 

xl9 1 Jxl9i¡l•xl9 1 1xlsi 1 191 1x.111•9i¡ e M1x. 

Por tanto, d:lakM • " d:lakfl 1 x. Ca..o ta.b16n. Al GJ •• 

un AIG'J a6du1o dereoho 1:1.bre con " generador••• 
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d1.akA(G)C)A(G'JMx • " d~M1xº 

COIM> "" conmuta con 1~:lt•• d:lrecto•• ••to prueba que "" 

•• un :l•cmorr:l.i.o. Ha•t• aqu~ hemo• ao•trado que F •• •ea

c:l6n. B1 re•to •• •enc:l11oa 

B•• NE ModA(G'J. der:ln.iao• c. 1 N ~ tArGJ•A(O'JNlx• 

" - ··"· e• ••un A(O'J-aorr:l•ao. natura1 en N. 

n 
cN •• :lnyect:lvo. Sea fl • t.!119 t.•"t.E IA( OIW>MO, ~IX 

n ~ n n 
sea x e JC(GJ. :1.!1 1 9:1.•"t. • xf:1.!1 s:1.•":1.I. • ·¡¡1 xls:1.19:1.•":1.· 

Luego, para toda i. E {1, ••• ,n}, (J - X19JINi. • O. 

muestra que ":1..· o. 
c 6 •• :i•omorr:a.aao. 

•:l .i. 1 , .• Por tanto, 

B•to 

F ••'ahora equ:lva1enc:la, 1o que au••tra e1 re•u1tado"// 

E•t• re•u1tado t:lene una agradab1e ap1:lcac:l6n. 

Bupongaao• qua G •• •o1ub1a. o •ea. 

G ::> G' ::> G" ::> •••• ::> G (n) • (JI • 

:i.dant:lr:lcando o< 0 >.o. Tenemo• entonce•• 

ex:l•te " e • con 

L1--o• JC 1 • JC 1 G ( i.). 1 
i. 

A[GJ[JC 0) "'AlG'J, A[G'J(JC
1

J "'AlG"J , ••••.• , A[G<n•1 >J[Xn_ 1 J"-A• 

Luego. e1 e•tud:lo da A[GJ podelllO• reduc:lr1o med:lant• un 

•torc:l.m:lento• por e1 grupo JC 0 qua e• abe1:lano a1 e•tud:i.o de 

¡ 

1 
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A( G'J y aal aucaasv...,nte haata que •1 dob1• torc:t.Sen~ por 

aabo• abe1Sano• no• reduce a1 ••tu-

dSo de 1oa .eduJ;oa •obr• A. De donde, para •1 eatudSo de 

Al GJ, no• baata co~ aaber •torcer• por grupo• abe1Sanoa. 

ro .aa a6n, •n vsata de (4. 2) a-a reducSdo •1 eatudSo de 

1oa 9rupoa ao1ub1•• a1 de 1oa grupo• clc1Scoe. Bato •• de 

partscu1ar :laport:ancsa en vsata de 1o• reau1tadoa d• 1a pr8x!_ 

•• aeccsen. 
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S. DESCOM!'OSJCION DE LOS r-10DULOS Ef! l\LGEB~J\S TORCID~S. 

Bn ••ta ••cc.:l&n regr••lll'llo• a1 prob1_.. de re1ac~onar 1o• 

.-&du1o• •obre un A1gebra con 1o• m&du1o• •obre un a1gebra tor

o.ida. Para e11o re•u1tan de part.icu1ar .lnter•• 1o• ~untor•• 

r••• .ind de~.in.ldo• en 1a •ec:c.i&n 3. Aqu~ de•cr.ib.lremo• 1• 

demc011PO•.ic.i6n en .lne•c.ind.ib1•• de Mª con M un IM5du1o .in•~ 

c.ind.:lb1•• •obr• •1 a1gebra dada. 

Para ••t• d••arro11o ••vu.t.rmno• parc.ia1 .. nte 1o que h.ic.!, 

mo• en ( PJ. 

mo• de A, G. Supondremo• que chark~o(GJ. 

•, •• 1a .ident.:ldad y •h•g - • 119 para l&,9 E G. 

b) ' r (M,(•9 19 ea1 ---- (N,(.9 1gea1 •• •or~.:l .. o en a.oc1ªA 

•.:l ' r M - N e• A-•or~.l-o y para g E G, e1 •.:lgu.l•!!, 

te c~adro conmuta a 

.. ' N 

.,,g 1 r·g 
' IP tN' 

1 

.1 
i ¡ 
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(5.2). Prop0•~c~&n1 La• cate9or~a• modA(G) y ..ac1°A 

•on equ~va1ent••· 

O...O•trac~&na Sea R • r•• 1 lllOCSA(G) ..._. modA •1 f'untor 

re•tr~ccL&n. Sea Me l904A(GJ. def'~n..._,• •
9 

1 RM ...._ CRMl 9 • 

111 - 9111. •
9 

eli A-IM>r~~-01 •
9

Cll.111I • 9_.A.111•9 CAl111~A.•9111•A••9 C111I. 

Ademllia, dado ' : M--.. ·N en lllOdA( O)• ••- c1aro que· 

,p9 R' • R, ... 9 • 

Lue90, e1 ~untor R ••tA bLen def'LnLdo de IM>dA(G) en modªA. 

Sean ,,g. E llDaA(G) IM.NI, •L R' • Rg obvL-nte ,.9~· 

R e• f'La1. 

Por tanto. para toda ge G ' •.i----··i·. 
I RM)<I ' ...,1 RN)9 

conmuta. 

Por tanto. 'IAg.1111 • A,191111 • A, ... 9 11111 •· A•Jl•I • Ag,l•I 

y 'E HomA(G)IM.NI. R e• p1eno. 

R •• den•oa Sea IM.l•9 19eal e mod0 A. 

Def'Ln:iJao• Asª• • _A..,9 (1111. Probar-o• que • e• A(GJ-prg, 

du.cto ( µhl ª ( Ag (1111 • (µltl ª I All•9 l•l l •µ•b lA•9 (111 l •µh I Al "1b•9 l•I • 

•µhlAl ... b 9 1111l.lph.µ9lª111•lµhlAlhglª111•µhlAl•b 9 l111I. 
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Para M con ••te producto. 

Pero. •
9 

1 RM -·(RMl 9 • 111 - ·9•111 • •
9

(1111. 

d•n•o. // 

Por tanto. R •• 

(5. 3) 

A• llCQ..11. 

Coro1ar:l.01 S:I. A •• :l.n4e•compe>n:l.b1• y bA•:l.ca 0 

G un grupo ~:l.n:l.to de automorr:l.8-o• 4a 

actda •:1.n v6rt:l.c•• r:1.jo• 0 n • (Q,0 ll -· lll. TI 1a cub:l.erta 4•

t:l.n~da por 1a acc:l.dn de G y ~ • lllU.TI. entonce•· A(G) •• 
Mor:l.ta aqu:l.va1ent• a ~. 

Delfto•trac:l.dns Bn (P 0 (5.5)) - prueba que 

B1 Coro1ar:l.o (5.3) no• d:l.ca que e1 ••tud:l.o da 1a• &19ebra• 

torc:l.da• general.:l.za e1 de 1•• cub:l.erta• f:l.n:l.ta•. !IUI• ade1ant• 

vermno• que eato• 1~zo• aon mucho m&a fuerte•. 

sea M e modA, recordmso• que GM - {9 EG 1 M •M9 }. Por 

•1 reato de 1a aecc:l.dn •upondremo• que M •• :l.neac:l.nd:l.b1e y 

que GM e• c~c1:1.co. Bata dl.t:l.ma h:l.p6te•:I.• e• auy Gt:l.1 en v:I.~ 

ta 4e1 a:l.gu:l.ente reau1tado que enunc:l.mnoa a:l.n prueba. 

(5.4) ~ (G2)s S:I. 

:l.aonaorf:l.~o• ~i. 1M -- w9
:1. 

GM • {g 1 •• • •• gn} c~c1:1.co. ex:l.•tan 

tal.•• que ~9,•9:1.-•9j9i.¡// 

Podeao• ahora proceder a de•c~poner 

:l.neac:l.nd:l.b1••. 

en Al G) -mddu1o• 

Sea H una fam:l.1:1.a de repraaentante• de 1•• el.•••• 1ata-
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ra1e• derechas de en G. Tenemos aa1., •u-
ponemos , e u. 

Def:lnimos • ai. 

(5.5) Para cada ,¡_e {J, ••• • n> ae puede con•trui.r 

una ram:l1:la l~Lg>geG de automorr:lamoa de Mi. ta1 que 

(Mi.••~i.9 1 9eGI E modGA. Ademas. cada do• de eatoa objeto• re

au1tan :laomorfos en modGA. 

Demostraci.l5n1 

tomorfi.smos de 

se comi.enza construyendo 1a fami.1!.a de au

de forP.ta que pertenezca a modGA. 

Sea g E G, defi.ni.mos c5
9 

H - H y e:
9 

¡• 

cíones ta1es que para cua1qu:ler h E ff, c5
9

(hl y 

l.os ani.cos e1ementoa con hg- 1 - o:
9

(hJc5
9

lhJ. 

Como oJl-1 ,t.1h-M69(h)9 
E:9 (h) 

ea :lsomorf:lsmo, si. def i.ni.moa 

ea un A-i.aomorfi.amo. 

La l.abori.oaa demostraci.6n de que 

puede encontrarse en (P;(7.2Jt. 

Los restantes morfi.amos para se defi.nen por 
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con 

Ad ..... 

(5.6) Proeo•J.cUSn 1 M 1 •• •waando d1.recto de Mº • Bn 

partJ.cu1ar Mº •• J.ne•cLndil>1• •L y •o1aaente •L G" •• tr~ 

vJ.a1. // 

La demo•tracL6n de 1a Propo•J.cLen anterJ.or •• omLte, ya 

que d• LddntJ.ca· a 1a dada en [PJ. 

Supongamo• que n • OfG") y que GM - fg 0 ). Sea w una 
• ra~• n-d•Lma prLmJ.tJ.va da ia unJ.dad en k. oerLnamo• ahora 

J. . 
•w9! • • w ·~0 • Ob•arvemoa que l•w

9
) 9EG ••otra ramJ.1La da 

L•omorrLaano• que •átJ.arac• ~w91 •w92 • •w9192 para 9 1 .9 2EGM. 

Para aeta ramJ.1La P<>dmno• con•truJ.r a1 aumando dLrecto 

Mw • 1 hliHMh. f 1" Wg ) gEG) e mod0 11, de M
0 exactamente en 1a rorma 

en que ae hLzo ante• (en rea1J.dad era a1 caao w • 1). 

a1 aJ.guLente Teorema cuya prueba•• tambJ.dn como en [P). 

(5.7) Teoremas 

c:t.nd1.b1ea da A[ G) • 11 

Mº • • M e• una deacompoaJ.cJ.6n en Ln•~ 
J'-1 w 
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De h9ch0 elli~e re•·u1tado puede -:1orar•e ci..,do .. yor :l.n~or

aao:l.dn acercad• 1o•.~ao~re• M.., ele 1a de•aaapo•:l.c:ldn. 

(5.8) Pro20•:l.c:l.dn1 8:1. &ª • .r : • ..,n •on do• ra1c•• 4:1.~~ 

ren~• ele 1a un:l.dad, M& .. M..,. 

O.-O•trao:ldn1 con•:lderemo• Ne• lN1 ,l•&9 1,.EQI. 

M,. • IM 1 , l•IU9J9E0 J •1-nto• de aodºA. 

Suponga.o• :e 1 M&-·M.., e• un :l.•amor:e:1.- en madºA. 

C:e 1 ••1 que :eh.1h2 ' Mh2--.... Mht • 
h1h2 h1h2Ea· 

Por tanto, ~~oda 9 e O e1 •:lgu:len~e cuadrado aormu-

ta1 

produc~o•. 

•:l. no 

l 
j 
l 
l 

1 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
¡ 
! ., 
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•:l. no 

Por tanto. 

Ob••rv....O• que 5 9 (5 9 _ 1 111 1 11 • 5 1 111 11•111 y11111 1 1•5
9

_ 1 1111 1. 

De aquf.. c9-1.llt1lc9l~9-1lll1fl • c1lll1I • 1 y 

E9(fl(ft1)) • E9-11fl1)- 1 • 

8:1. ••. :l.80. .t:h159 Chz> 

y 5 9 1112 1H;1 e GM. pero •:1.•ndo 

ambo• •1 ... nto• repr•••ntante• de 1•• c1•••• 1at•r•1•• de 

ª• •n ª• 5911tz1 • "1· 

Ad..aa • a:I. la 1 e H • •:1.endo .t: :l.nvert:l.b1• • ex:l.•te 

.e• • l.t:' h
1

h
2

1 matr:l.s ta1 qu• .t:.t:• • .,,id. o •••• 

,,id. l.t:hh'll.t:'hh', • 1¡,.ehh'.t: 1 h'h- 1h,h•" 
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Por tanto, ~ • .eh 1h,.e•h"h, f •. como M •• :ln••c:ln4:lb1e, 

BndAM e• 1oca1 y debe por e11o de ex:l•t:lr h' e H con 

.t¡.
1 
h. .:lnvert:lb1•. 

como 4 9 • H -+ H •• ;&.•o• exi.•t• 1& 2 e H con ~· •.S9 fh2 J. 

LU .. o. .e .. •• :l•omor~:l•mo• pero acabamo• de probar h1u9 Ch2) 

que entone•• .S
9

fl& 2 J • 1& 1 • Y por tanto, •:l .. pre •• t:l•n• 

.th,h' e• :laomorr;&.lllÍ!ao. 

A•~• para toc!a I& E ff,_9 E O, •
-1 

.ehh ec9 c.s; 1 ch)) 

• ~;:9 ca9 _ 1 ch)).ea 9_ 1 ch).S 9_ 1 ch) ••una :lgua1dad 4e :l•01BOrr:l•

aao•. 

qu• 

Bn ¡>art;i.cu1ar, 

ch(l&J.Sh(l&J • ~ entonce• 

&h-1ffJ • h). Deb:l4o a que 

.thh • .t,, • 

. , -1 .. .,,..,, . (ya 

t•n-• 

. Obtena.o• .e 11 - 4 + ~ con 4 E lt, JI. E rad ll!:ndl\ IMJ • 

.t 11 •• :l•a.or~:lamo, 4 I O. 

como ant••• ponglllllOa GM 

ten-o a 
&9ó

11
'' 

. 9o• Ya que 

encontramo• I& E H con 
ª•o (" J 

. (gºJ. 

4 
9o • . , . 

COlllO 

H~ H 

Aa~. 

c 9011f J.S901 ffJ•s 0 • 

•• b:lyecc:l6n, 

c 901l4
90

11&JJ • 9 0 • 
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con•~ .~9o. 
~o . 

Su•t1.tuyendo en 1a ecuac1.8n (1). 

1.ue90. 

•:1endo a .¡ o. ~ ~ w. 11 

Vermno• ahora en qua •ent:14o e1 runtor :1nd a mocSA -

-·inodA( G) pre•erva euce•:1one• de Au•1ander-Re:1ten. La con~ 

trucc:18n que haremos e• un tanto d1.rerente y da mayor 1.nrorma

c:1dn que 1a a:1m:11ar en (PJ. 

Como 9 :induce un automorr1.amo en modA para 9 e G, 

debe preaervar aucea1.one• de Auaiander-Re:1ten. En part:1cu1ar 

GM • º™• donde TM ea e1 medu1o DtrM aaoc:1ado a M •:1 no 

ea proyect1.va. 

Supongamo• que M no •• proyect:1vo y aea l•9 1geGM una 

ram:111.a de :1aomorr:1•mo• • 9 • M ~ M9 compat:1b1e• con º"• 
en·~ aent:1do de (5.4). Sea l•~lgeGN una ram:11:1a a:1m:11ar. para 

TM. 

Sea n • 0 - TM ~E M-O 1a •ucea:1dn de Aua1a!!. 

der-Re:1ten en modA. Por tanto. y ·10 ge-

nera. 
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Ext<•9••;> 1 ExtACM.TMl ___,. ExtA(M9 .TM9 t •• un ~•amorr~~ 

mo. Por tanto. Ext<.P9 .1";)((n)) e Soc ExtA(M9 .TM9t y una •u

ce•L&n corre•pon4Lente a e•t• c1a•e •• 1a A-•uce•L&n 4• Au•1•n 

4er-Re~ten que coaLanaa en TM9 • Pero ••t• •uce•L&n tambLan 

•• n 9 • Por tanto • .P~n•9 Ext<•9 ·•~><lnJ) • n 9 • 

' ~ 
na o M •E ... •O .,,. l 1 1 9 

•O .p• n • o [-1· ... 
9 l 1"9 

.P;nÍP9 • .. e ~ ~ •Mª o 'º 
~9 1 

n9• o •t.tª 'º 

E1 4Laqrama qua acabllllfto• da 4Lbujar tLene todo• •u• •ub-
cuadrado• conr~utatLvoa. 

Sea 
CJ 

E en E 

~i9 - ·9~. 
qu~ aparecen en e1 4Laqrama. Por tanto. 

E• un ejercLcLo para ••pacLo• vectorL•1•• a1 probar que 

~9 •• dnLca •atL•facLando ••ta propLe4a4. 

~9192 y $91"¡92 hacen conmutar 1o• 

1nL-o• d·Laqrama•. rea:;>ecto a •; 1 •; 2 - •; 192 Y .P91 • 92 - .P9192 • 

Por 1a unLcLdad, ~9192• ~91~92 • 

DefLn1Jao•, 



en 
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(5.0). Tecir-• s~ .,n • .f 

k en~nc••• 1• muc••~en x., • 
•• ra~s· 11-aa:a:.a 4• 1a un~da4 

o..--·tdll ~· E.,L ,.,,,~o 

(1) 

como ant••• 

-{•

0

;;; 0 , 2 , a h,-a9 ch2 • 

•~no 

-{ 
•• _, 'h2 

-~ lt' ·49 11l2 i wc 9 Ch 2 ) 

& t h,h2 h2h2 

o •~ no. 
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De 1a prop1edad que der1ne a •
9

, •• •19'1• que (1) •• 

comautat1vo, y ¡ • (TM:w__. Ew •• A(GJ-norr1 .. o. 

.l.l• 

y J( 

81a1l.armente, 

Ad-a•. JC111 no •e e•c1nde 1 •1 

• .é.d"t' se tendrla en ~rt1cu1ar, 

•• e•c1nd1rla. 

Sea y p • 

r1mao que no e• ep1 que •• ••c1nde. 

exacta, JC111 •• exacta. 

.l' 1 M 1 - . E 1 ~1 que 

.f.f'tt • .f,,.f;, • .é.dM. 

.... 
P n, 

Supongamo• que N - M111 • M1 - M •• ••c1nde, ••to 
ea, ex1•te s ·, M - N A-morr1-o con R1pS • .é.d". Mod1r'.!, 

cando S •1 e• nece•ar1o podemo• a•Wft1r (ver (P,p&9.67)) que 

S-1119 • x9S, para toda 9 e º"· 
que hace conmutar·e1 d1a9rama1 

Por tanto, ex1•t• ~•M 1-+ N 

e• rac1l. checar que .! • M111 - N 
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Luego, n 1 p 1 N - M no •• ••c:ln4e, y ex:l•t• b•N - E 

N 

. /lf 
ti/ .. 

/ lw ,/ .._n, 
E t lllM"' 

De~ :ln:lnlo• 6 • • 1 bxh J :ea • N - bl:liÉh • E 1 • done!• 1 ,~, 
•• 1a aatr:l• tran•pu••ta. 

(2). 

•• una •tr:la co1uana, cuya entrada en 

•1 ren91dn la • 
1 •• • · 6 - ;- 1 

bx • h1hz hz wc9 ch 2 > hz 

B1 r•ng1dn 11 1 • 5
9

111 2 1 

Pei;o, 

A•~• (2) •• conmutat:lvo y 6 • N ___.EH •• AIGl-aor-

F:lna1aente, con•:lc!•rmno• •1 tr:langu1o 
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Ey .., (3) 

.n ••una -tri.• co1uana con entrada "· ~.,x .. -n,Pxh -•,•J· 
A•~• .H . (D 1•.., .. P)h • ~ .. ~, 

Ahora. e1 cuadrado . .., .. f ea conauta-
n, 

M:, •• 
ti.vo, donde nh e• 1• aatri.s con 1 en la y o en 1•• 4.ma• 

entrad••· En erecto, •wh - («h
1

h
2

) cono ante•• 

n,.,,.., .. - 1 .. z1n 1 1 .. «h h 1 ... • 1« 1 h • ... 
1 . 1 1 2 2 2 2 

Donde 

•i. no. 

e~ chlkl5~lla) • 1111- 1 • '• 5hllal • 1 • chlh). Si.endo ah b.!, 

yecti.va, 11 2 • la y .• ;;h(h) - ·;~ - ~dM. A•~• D 1 •wh - nh. 

ta. 

a .. o• probado que x.., e• auceai.6n de Aua1ander-Rei.ten en 

IMMSAI GI. // 



- 511 

(S.10) coro1ar~o1 
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5. ALGU;t'\S P~OP 1 EDADE:S 'DE LAS ALGEBR.AS TORCIDAS. 

En ••ta secci6n ap1icare~o• a1guno• de 1o• re•u1tado• •n 

terior•• para obtener informaci6n de 1a• S1gebra• torcid••· 

En concreto probaremo• que 1a propiedad de un S1gebra de ••r 

ti1teada •e preaerva bajo torc:lmiento. 

d• tener una Fina1mente. e1 torcüaiento bajo un 

grupo c~c1ico de automorfimao• de un carcaj con re1acione• pre

serva 1a conexidad de1 S1gebra. 

Comenzaremo• con 1a• 419ebraa ti1teada•. Para no•otro• 

(ver(HR)) un A1gebra A •e 11ama ti1teada •i exi·•t• un •ubcon 

junto f e rA que aati•face 3 propiedad••• f no tiene 

cic1oa diriqidoa. ii) f e• cerrado bajo 1a formaci6n de car.1_!! 

nos ·dirigido•.• iii) f inter•ecta en uno y ao1o un· punte;» Ct!!da 

T-«5rbita de E1 conjunto f se 11ama rebanada comp1eta. 

E•ta rea1idad ea una caracterizaci6n de 1a• S1gebraa ti1-

teada• cuando A ~• de t.r.f. ·AdemA•• en aate caao •e prueba 

que rA no tiene cic1o• dirigido•. 

Sea A A1gebra de t.r.f. ti1teada. 

tener un nGmero natura1 1t (MI ta1 que Tn(M)M •• proyectivo. 

Para un mubconjunto 

P(MJ 

Te rA pondremo• nlTl•·M~Tn<H>. Tam

e1 ?royectivo ta1 que Tn(M)M•P(MJ. 

Dada• dos rebanadas comp1etaa ·f 
1 

• f 2 diremo• que f 1 ·e; f 2 • 

cuando para cada par de m6du1oa M1 e f 1 • M2 e f 2 con 
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B1 •:l9u:lente re•u1tado po•:lb1eaente •ea b:len conoc:ldo. 

(6.1) Proeo•:lc:l«Sna S:l I 1 • J' 2 •on rebanada• coap1eta• 

de I rebanada cmap1eta ta1 que I e; f s. • :1.-, • ::a. 

0-•trac:l«Sna S:l M1 e 1 1 • M
2 

e I 2 
Det!:ln:li.o• MIPI • M1 •:l n1M 11 e; nlM 2 1 

con P l M 1 1 • P l M 2 t • •P. 

«S MIPJ • .M 2 •:l no. 

sea I • CMIPI 1 P e rA proyect:lvo}. probar...o• que 

I e• una rebanada cOlllp1eta. Como ·r A no t:lene c:lc1o• d:lr:l-

9:ldo•. ba•ta ve~ que I e• cerrada bajo car.a:lno• d:lr:lg:ldo• y 

que :lnter••cta · en·· un punto a cada• T-«S~ta. 

La •e9unda •prop:ledad e• obv:la. Suponqat11D• entbnce• q-' 

M1----M 2-----+ ••••••• ---- Mn ••un cam:lno d:lr:l9:ldo en rA 
con M1 • Mn e l. 

Supon9amo• M11 :•M 1 e 1 1 y M2n•·Mn E 1 2 • Sean M21E1 2 
ta1 que PIM 11 t •· PIM 21 1 y M1 n e 1 1 ta1 que PIM 1 nl•PIM 2nl· 

Por tanto. •e debe tener n(M 11 1 e; t11M 21 1 y t11M 2 nt c;,nlM 1nJ .• 

A•f.• M,,- M2-···---...2~~T-,~ .••• J"M1n" -••un 

cam:lno d:lr:l9:ldo con extrmaoa en 1 1 
T-6rb:lta. 

Y M2n e 1 1 • B•tando 

M 1 n·M 2~El 1 • 

Podemos asf. suponer que M11 • M1 E 1 1 
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Por tanto, 

con ~e {f, ••• ,•-f}. 

Por tanto, M2\. ?TM2~ /.,,.1._ . .,,u+n .. •• 

"t. ... 
.... , TM, .. 2 • 
. '\./' \/'n 

z, 1 ••• 

A•~• 

Hmao• probado en general, y 

MU. - M ( P ( M u.11 E .f.// 

(6.2) 

c~cl.1.co• y con chark~o(GJ. S.I. A e• a1gebra t.r.r. t.l.1tea-

da, Al G) t~.t.•n e• t.l.1teada. 

De1110•trac.l.6n1 Sabemoe ya por (3.5) que A(G) e• de 

t.r.r. Ba•ta po~ ello probar que A(GJ t.l.ene una rebanada 

completa. 

--
••te •• nue•tro cand.l.dato a rebanada CO!!lpleta. 

Por (3.6), rAIGI no t.l.ena c.1.clo• d.l.r.l.g.1.do• y por tanto 



tampoco /. ... 
con N 1 • 

Nn 1 M~ y N 
n 
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N 2--..· •••• - Nn clll!l:l.no 4:1.r:l.g:l.do en r,.
101 

Por tanto, ex:l.•ten M1 • Mn E /A con .. :. 
E- Mn.-o 
EG- Mª--·o 

e• ca•:I. •e d:l.v:l.de :l.squ:l.erda en 

1o ••en A(OJ. por (5.10). 

.... 
n 

Nn_ 1 --+ Nn. •• A(G)-:l.neduc:l.b1e, Nn_ 1 Eª y ex:l.•t• Mn_
1 

A-:l.ne•c:l.nd:l.b1e ta1 que Nn_ 1 1 M:_ 1 • Por tanto, Mn_ 1- Mn 

en r,.. Cont:l.nuando ••~ •e obt:l.ene 

que Ni 1 M1G 

g e G ta1 que 

y .. ,G 
:l. • 

rx •• rebanada camp1eta. 

Luego, ex:l.•te 

Bn e~ecto, •:l. 

K~ - K2 - •• • .- 1Cn_ 1 - K: con IC 1 •Kn E /A• •e t:l.ene 
- 9-1- - 9-1- 9-1 9-1 I 

K 1 IC 2 •••• "n- 1 ICn y entonce• IC 2 •···•"n- 1e A" 

&:l. N e rA. ex:l.ete M e Z con T•,,9 - 1 e r,. por tanto 

T•N E IX e• e1 Clnico de e•a 8rb:l.ta. 

sea IC 1 e /A ta1 que PllC 1 J • PIM;J. supongamo• que 

nlM;J < nCIC 1 J. Siendo /A y IX rebanada• COlftp1eta•• por 

(6.1) ex:l.•t• r• rebanada comp1eta con /•< r,.. I~. pero •n-

Ten-o• ••~ que 

1a ~orma 

1o que contrad:l.ce 1a e1ecc:l.6n de .r,.. 
y por tanto un diagrama de 
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1e, TIC, u; - "2 - ••• - Mn_,- Mn con 

\. / \. / v, ••• 

(TnMIª. o aea 

Supongmno• r:lna1..,nte que N, TnN e / con ~ > o. Bx:l~ 

ten M1 .M 2 E /A con NIMª, y T"NIM~. Tamb:l•n por (5.9), 

T nN 1 ( T nM 
1 

1 G • y debe entonce• ex:lat:lr 9 e G ta1 que 

Esta a:ltuac:l8n 1a acaballloa de enrrentar arr:lba 

y conc1u;lmoe que n • O. Bato e• 1o que deaeaba probar••·// . ' 
(6.3) Coro1ar:loa S:l G ea grupo •o1ub1• con 

chark~o(GI Y. A e• de t.r.r. Entone•• A •• t:l1teada •:l y 

•o1o a:l A[GJ •• t~1teada. 

Demoatrac:l8na ->• Por (4.2) e1 ca•o clc1:lco en (6.2) :la-· 

p1:lca •1 aba1:lano. COlllO adema•. A"' A[G<n- 1 >J[Xn_ 1 J, ••• , 

.•• ,A[G'J "'A[GJIX(GIJ donde G<n> • (JI y XJ. • X(G<J.>1,' e1 

reau1tado es c1aro. 

-> 1 Por (4.5), A( GJ [X IG 11 "' A[ G' J , :por -> e. :lnducc~6n 

•• a:lgue e1 Coro1ario.// 
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Ob•ervemo• que de hecho •• ha probado que •L A e• tL1-

teada, exL•te un m6du1o tL1teado M de A, de manera que 

MG e• un m6du1o tL1teado para A(G). 

Para 1a• 

Cver 1 •I) •e dLce que un a19ebra A de t.r.r. •• una 

(PJ-a19ebra •L rA tLene una cubLerta ••tratLrLcada de •eocLo

ne•1 ••to e•, hay una raaL1La F de .. ccLone• .de rA ajena• 

do• a do• y que aatLaracen1 

a) UF • rA1 

b) F po•ee una ••tratLt:LcacL«Sn I& • F - • (•• decLr, 

una runcL6n ta1 que para cada vartLce ~ no proyectLvo va1e 

h(fTX) • h(f X) ~ f 

que éontLene a F. 

(6.4) 

A c~c1Lco ta1 que 

9ebra, entone•• AIGI 

donde fx denota 1a GnLca •eccL«Sn de F 

SL G e• grupo de autoaorrL .. o• de 

chark1'o (Gt. SL A ea de t.r.r. y (Pt-•~ 

1Pt""'a19ebra. 

oemoatracL«5n1 Sea F un~ cubLerta eatratLi:Lcada de •eccLg 

ne• de rA y h 1 F.:._... e•tratLi:LcacL«5n. 

Obaervemo• que f9 - (f9 lf e F} •• t-...l>L•n una cubLerta 

••tratLt:Lcada de aeccLone• de rA y h'lf9 t • hlft ea una e•-

tratLi:LcacL«Sn. En IBLI •e prueba •Ln embargo que una raaL1La 

••~ e• dnLca, 1uego f9 • F. 
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Otra ob•e:r.vacLdn1 •L I E F, hl/I • hl/91. En •:f'•cto, 

•upongamo• hl/I < hl/9 J, • • hl/9 1 - hl/I > O. ExL•t• por 

tanto una cadena I - / 1 - •••••• -/r - / 9 ta1 que • e• •1 n~ 

.. ro de :f'1ech•• hacLa ¡9 meno• e1 ndmero de :f'1echa• hacLa 

1 (ver IL1 c2.11)) >. 

Por tanto, 

• 1111921 • r •. 
-. y 11(/J • ~(/9J + •• 

DLgamo• que 9n • 1 • 

Por tanto • • 0• 

entone•• h(/J. • la(/9nJ + 11• • la(/J + ,. •• 

De:f'Lnaao• ¡G-- {NE rAl9J lexL•t• Me'· NIMG} 

I E F. 

para· 

~ · FG - {/G 1 I e F}. Probaremo• !'IU• ••ta •• 1a 

cubLerta que bu•c&bamo•. 

En prüner 1ugar, •L /e F, /ª •• ••ccL~n1 Supongamo• 

NeTN E 1ª. ExL•ten M1 ,M 2 E I con NIM~. TNIM~. Como en 

(6.2), exL•t• 9 e· G con M2 • (TM 1 19 • como TM 1 ~ /, exLete 

entone•• /
1 

e F ta1 que TM 1 e / 1 ~ /. lal/ 1 1 • 11111 - 1, 

pero M
2 

• (T~ 1 1 9 entonce• Hf/I • la(/~J • laf/ 1 1. SL 

N - JC :f'1echa en rAIGJ ta1 que NE ¡G y J( 9 1ª. Cama 

.• L .. pre,,exL•t• Me I con NIMG y V e rA y una :f'1echa 

M _,...V con XIVª. por (5.9). Sabealo• que V 9 /, entone•• 

TV _e I y como TJClfTVl_G, TJC E /ª. 

Que 1a• ••ccLonee eean ajena• do• a do• •• c1aro1 •L 
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Ne/~ n /~, existen M1 e 1 1 • 

Por tanto M 2 • M~ para a1guna 

M 2 e I 2 ta1e• que N 1 M~. M~. 
g e G. Por 1a pr111\era ob

E•to :trap1ica que /~ - /~. aervaci6n. /~e F y /~ - /2. 

•)• C1aramente, UFG • r A( G) • 

b)1 Defin:lmoa hG r FG - •• ¡G - lt(/I que por 1a ·~ 

gunda ob•ervaci&n a1 principio eata bien definida. 

Si Ne 1ª, existe Me I ta1 que 

y 1;N (/~KIª. Por tanto hGt1;N1 

N 1 MG • de donde 

• hG(/NI l.// 

(6. 5) Coro1ario• Si 

1ub1e de aut<>1'ftorf iamoa de 

A •• de t.r.f. y G •• grupo •o

A con chark~o(GI. Entonce• A 

e• IPl-41gebra si y ao1o si A(G) ea IP)-61gebra. 

Demoatraci6n: :cdantica a 1a de (6.3). // 

Hemos visto en (3.7) que 1a propiedad de ser a~op1emente 

conexa no se preserva bajo torcimientos. 

e1 aiguiente1 

Sin embargo tenemos 

(6.6) Coro1ario1 Si A es aim?1emente conexa b6aica y . 

G ea grupo de automorfismoa de A con chark~o(GI. Entonce a 

A( G) e• l P l -61gebra. 

Demostraci6n: Por (2.12), G ea so1ub1e. Se ap1ica 

(6.5).// 

Daremos ahora una ap1icaci6n de un tipo diferente. En 

t 
1 

l 
1 
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(3.7) •• v:l6 que e1 A1gebra torc:lda de un A1gebra :lndeacompon.!, 

b1e no •• necesar:lamente :lndescompon:lb1e. Hoatrarerno• ahora 

que para c:lerto t:lpo de grupoa eata prop:ledad •~ •e preeerva. 

P:lje-=>• pr:lmermnente •1 grupo G de aut01110rr:letllO• d• A 

y aupoft9a1M>• chark-tolGI y G •• c~c1:lco • 

... nt• aaum:lendo que· A •• :lndeecompon:lb1e d• t.r.r. 

(6.7) Propos:lc:l6n1 

tr:lv:la1, entonce• A(G) 

S:l M E modA •• :lneec:lnd:lb1e y º• 
•• :lnde•compon:lb1e. 

que por (5.6) •• 
A(G)-:lneec:lnd:lb1e. Sea N 2 E modA(G) :lneac:lnd:lb1e, ex:lste 

M 2 e r A con N 2 1 M~.· Como A •• :lndeecompon:lb1e de t. r. r. • 

r h •• conexo, .por tanto hay un >.d:lagral!la 

M • X1 en· r A. 

S:l Xn_ 1- Xn• tomando n r O - Xn_ 1 - e - x;__ 1 - O 1·a 

suces:l6n de Aus1ander-Re:lten que com:lenza en Xn_ 1 • Sea 

x:_ 1 i! 1X(n- 1 )i. deacc:xapoe:lc:l6n en A(G)-:lneec:lnd:lb1ee. 

S:l ni •• 1a aucee:l6n de Aue1ander-Re:lten en modAIGI que 

Colllo xi'! 1 E, x: 1 eº y ex:lste j e { 1 •••• •"'} de :rorma que hay 

En genera1, •• prueba que hay una 

ar:l•t• x,n_ 1 , 1- N2 y cont:lnuando, x;.,-"'" X21 -::~~x<ñ..:1 , 1 - N2 • 

Pero, N • X 11 y 1uego N2 esta contectado en r/\IG) con N. 

Por tanto, rA(GI es conexo y A(G) tamb:l6n 1o e•.// 

1 

1 

\ 
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T~o• H un aubgrupo de G • y aea M e raodAI ff) j,ne~ 

cj,ft4j,b1e. Podemoa tomar 1a j,nduccj,6n re1atj,va de1 m6du1o M. 

M0 • Al GISAI fll M. Bate a&dulo 1o de•coapon-o• en Al •1-ftl6d~ 
1o• j,neacj,ndj,b1e•• 

p1anteano•• •• qu• valor tj,ene eata r. 

B1egj,aoa N e j,ndA ta1 que MINª. Podeao• conteatar 1a 

pregunta1 

Con 1•• notacj,one• anterj,orea, ~-olGal¡offfwf~ 

Demo•tracj,6n1 Supong-oa NH • N1• •.•••• •Na ea de•coapo•:!; 

cj,6n en Alffl-m6du1o• j,neacj,ndj,b1ea •. Sj,n pardj,da de 9enera1j,-

(6.8) 
~· 

dad, M • N 1 • Sabemoa ademaa que 111 • .o 1ff11 1 , por ( 5. 7) • 

Ahora, N~~ •••• •N: - N° • N;• •••• •N~ deacom::;>oaj,cj,6n en 

A(G)-j,neacj,ndj,bles. Aqu~, ." • olGNI. Lo• m<Sduloa M1 , ••• ,Mr 

aon a1gunoa de 1oa Nt· 
Por la teor~a deaarrollada en la aeccj,6n S, aabeftlo• que 

Por tanto, tambj,An, 

De la Glt:lma deacompoaj,cj,6n tenemoa, ~111d:imkN; • rtdj,mkN;. 

Y ~ • rt/111 • olGN)/o(flN) que•• lo que deseaba probar•••// 

(6. 9) corolarj,o; 

j,neacj,ndj,ble con MIN 8 

j,neacj,ndj,ble. 

Sj, NE modA j,neacj,ndj,ble, M E modA(fl] 

y aj, GN e H entonce• Mº es A(G]-

l 
l 

1 

1 

1 
1 

1 

1 
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O..o•t:rac:l.4Sn1 COl'!lO H e G 0 H• e º•· Pero. º• e H :l.!! 

p1:1.ca que "• • ~... En (6.B). Jt. • _r y Mº •• A(GJ-:1.ne•c:I.~ 

d:l.b1e.// 

A190 •:l.m:l.1ar a 1o que acaba de hacer•• para 1o• a&su1o• 

puede hacer•• para 1•• •uce•:l.on•• d• Au•1•nder-Re:l.t:en. 

En ell!!ect:o. ••• V •uc••:l.dn d• Au•1•nd•r-Re:l.t:en en modA(HJ. 

Cx:l.•t:• X una •uce•:l.45n de Aua1and•r-Re:l.t:en en lllOdA t:a1 que 

X8 • X1• ••• •Xa deacmapoa:l.c:l.45n en aucea:l.onea de Au•1a~ 

der-Re:l.t:en en modA(ffl y t:a1 que V• X1 • 

X~• •••• •x: - x0 • X~• •••• •X~ deacoapoa:l.c:l.45n en A[GJ

aucea:l.one• de Aua1ander-Re:l.t:en. Supongamo• que V cma:l.ensa en 

M, con 1a r.a:l.ama not:ac:l.45n de ant:••• X~ cora:l.enza en M1• •• •Mr. 

Y podemo• auponer que X~ com:l.enza en Mi, i-1 •••• ,r. 

-· ªi 
a:l.no ll!!:l.na1 de 

1• :l.nc1ua:l.8n de1 t:ar111:1.no ll!!:l.na1 de X' i en e1 t:ar-

xº y ni 1a proyecc:l.dn ent:re 1o• :l.n:l.c:l.•1••· 

X' i 

que com:l.ensa en 

nix0 ai. cano 
Mi .Y coao por 

nix~ •• ca•:I. •• d:l.v:l.d• derecha 

(5.7) ~ I j - Mi ~ Mj• •1 t:ar-

m:l.no ll!!:l.na1 de xr debe ·~arecer camo •W'!lando de1 t:6rm:l.no ll!!ina1 

de X~. 

Por t:ant:o, Vº • 

S:I. G ea grupo de aut:or.1orll!!:l.er.aos de 1i:i.11 y A• lz(Q.,JI, 

por (2.1) podemos ver a G como un grupo de autttitorfianoa de A. 



70 

(6.10) Teorema a 61 G ea grupo de aut:amorr1mnoa de (Q..JI 

c~c11co y A • _k(Q.. JI ea 1ndeacan~on1b1e de t:.r.r., A( GJ ea 

n..oat:rac1&n1 81 e1 oat:ab111sador GM •• t:r1v1a1 para a1-

9Gn M e .odA 1neac1nd1b1e, por· (6. 7) habr~amo• t:erm1nado. Po-

d .. o• ent:onc•• aupon•r que GM 1 

M e aodA. 

para t:odo 1neac1nd1b1e 

Ahora, •1. t:odoa 1o• eat:ab111sadorea rueran 1gua1••• GH •' G• 

para cada doe 1noec1nd1b1ea M,N e aodA, t:Olft..oa 9 e GM con 

M 1neac1nd1b1e, por t:anto para t:odo proyect:1vo 1neac1nd1b1e 

P, pG • 

t:oncea 

P. 

g • 

o aea, CJ 

y GH 

d1b1e M e modA con 

Por 1nducc1&n, 

act:Ga t:r1v1a1ment:e aobre ~ •• pero en-

aer~a tr1v1a1. Luego, ex1at:e un 1neac1n-

r f GH C G. 

ea 

Ne modA(GMI 1neac1nd1b1e con 

1ndeacompon1b1e. 

NfMGM. Por (6,9), A(GI-

medu1o 1naac1nd1.b1e. Por 1o que acabamoa de probar :;>ara 1a 1n-

ducc1&n re1at:1va do aucea1onoa de Aua1ander-Re1t:en, 1a der.to•

t:rac1&n ~uade aegu1r .. exact:ament:e cOlllO en (6.7). Por t:ant:o 

Al GJ •• 1ndeacompon1bJ.e. // 
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1·. RELACIQrlES ENTRE ESTA31LIZl\DORES. 

En ••t• .. cc~en deduc~• a19unaa re1acLone• que ••tL•~•-

cen 1o• ••tabL1L•adore• do m&du1o• Lne•cLnd:lb1e•. Lo• re•u1t~ 

do• obtenLdoa pezmLten una de•crLpcL8n de1 carcaj de Aua1ander-

para un a19ebra torcLda conocLendo rA y 1o• e~ 

tabL1Lsadore• bajo 1a accL8n de G. 

FLjmno• para e11o un &19ebra A de t.r.r. y G un grupo 

de autOlllOrrLamo• de A c~c1Lco y ta1 que chark~o(GJ. 

(7.1) oerLnLcL8na sea O - M - E - ~- 1 M - O A-•uce•L8n 

de Aua1andar-ReLton para M no LnyoctLvo. Sea 

compo•LcL6n en A-Lna•cLndLb1e•. MG - • M , 
vn-1 w 

ea 1a de•compo•~cL6n de 1a ••ccL6n 5 para Mª. 

• E ·J.~ 1 MJ. de•-

donde n•O(GHJ 

Sea Ew a1 

térmLno centra1 de 1a A(G)-•uce•L8n da Au•1ander-Re~tan que 

comLanza en Mw· 
L1amamo• Jt.(M. lotj 1 a1 nOmaro da a1emanto• da 1a 8rb~ta 

de Mj bajo 1a accL6n de G que aparecen como •umando• en 

E. 

L1amamo• nlM 0 M j' wJ a1 ndlnero de •umando• da que 

aparecen en 1a de•compo•LcL6n da Ew• 

( 7. 2) ~· E1 ndmaro n OC, Mj • wl no dependa de w. 

Damo•tracL8n• Sean c,w do• ra~ce• n-••:Una• de A 

en Ir..• 



Sea 

para cada 

l.. j. 
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tj 
l.~ 1 Mj~ de•ca.poal.cl.6n en AIGl-1.ne•cl.nd~b1e•• 

{J ••••••• }. re• M:1~·- M:llG•GMjl para toda 

Sjaj,1aa.ente para E_. re• E_ • : M (GaGMj)K(M.M,.cf 
• • :1-1 j . .. 

Soor otra parta. •ab9ao• que re• E.., • re• Ec• y amba• 4e•
ca111poa~c~onea en ~ne•c~ndl.b1•• •on l.9u.a1ea. l"Or tanto K(M.M,.•t• 

K(M.Mj• e) para toda J G {t ••••••• }.// 

(7. 3) Proeo•l.cl.6na Para cada JE <r ••••• •l. K(M.Mj)oC:GMI• 

Demo•trac~6na Sea JE {t ••••• •}. C1 ndm9ro tota1 de •u-

.. nc1oa ~ne•cl.nds.b1e• que aparece en Eª-• E ea ..,n_, MI 

Por otra parte e1 nO..ro de 9u.ando• l.neac~ndl.b1e de 

e• o(GMj). como aparecen ~CM.M:I) e1e111ento• de au 6rbl.ta en 

1a deacoapoal.cl.6n de E. e1 nGaero tota1 de auaando• l.ne•cl.nd.!. 

b1aa·que aparece en Eª e• ~CM.MjlolOMjl ya que adpi"4•• Mj 

M>1o aparece una vez en 1a de•compo•l.cl.6n de E -porque A 

e• de t.r.r.-

Por tanto. 
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E•ta ~6zmula perm~te conocer localmente a1 carcaj rA(GJ• 

dado rA y 1os eatabL1~zadore• de •u• m6dulo•. Podemo• dar 

a1guna Ln~ormacL6n acerca de eato• nas-roa. 

Por ej emp1o • para toda · ¡ e· {J • ••••• •>. Ya 

que por aer •1 &lgebra A de t.r.~. neceaar~mnente • < 4. 

ex~•t• entonces un GnLc:o sumando ~n••c~ndL-

que •• proyectLvo. Pero aLendo ••to• •unando• e1e~ 

111entoa de la mLBJllB drb~ta bajo o. todo• •on proyectLvo• 

Lo• •~gu~ente• re•u1tadc>• ade..aa de expreaar re1acLone• e!i 

tre ~oa ••t•b~1Lzadore• de Jll6du1o• LneacLnd~1••• pezaLte aho~ 

dar en e1 aaunto de 1o• nGmeroa rec~an de~~n~doa. 

(7 .4) Propo•LcL6n1 Sup0ngamo• ~rreducLb1e• 

DemoatracL6n 1 

Supong-ci• que & 1 
no ea proyectLvo. 

Sup6n9••• que 9 • G11 • 

es aobre. Por tanto. (Al: fd > (ti: kl y 

Obtenemo•• 

Lrreduc~1ea en rA. 

N 

La aucea~dn da Aua1ander-Re~ten que term~na en N e• de 

1a ~orma 
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Por tanto. [TN•k) •[U•M9 - 1•L•k) -fN:k) > [M:lt). 

De donde. •• •obre y M no e• proyect~vo. 

proceao1 

· a~TN~, 
TM ~M 

q2~yN9-;;i 
2 2 

Lrreduc:tb1•• en 

La •uceaL8n de Aua1ander-ReLten e• de 1a ~orma 

y como ante•• [ dhi'.l > [ TN•l!) y TN no •• proyectLvo. 

ContLnuando en·eata-~orma •• obtLene 1a ~a!U.1La de Lne•cLndL

bl.ea TªN. s e • que ••tL•~•c• [ T·N•k) > [ T•-'M•l!) > [ T•-'N•l\) 1• 

E•to contradLce o1 hecho de que 11. aea t.r.r. 

ea mono. M no e• Lnyect~vo y •e procede ~gua1.# 

(7.5) Propoa~c~dn1 SL e• /l.-Lneduc:tb1e. ento~ 

c•• 

Demoatrac:U5n: supongamos ~•1•o e1 re•u1tado. 

Supo11gamo• qua 6 e• aobre. [M•l!l > [N:k) y N no e• 
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p.Gyect;lvo. 

Pa:ocedSendo ~ en (7.•) • ( -rNdkl > ( MrltJ.. .,., e• •abz. y M 

no •• proyectsvo. Ahora t•n-•• 

yectJ.vo. ContJ.nuando en e•t• ror111a •• obtJ.ene una ~..U.1J.a sn

rj.nSta de ml5duio• ;lneacSnd;lb1e• con d~n•J.dn crec;lente. 

SS 0
11 

e G" entonce• Jt.(M.NJ • o(G"J/o(G11 J y 11(M.NJ • r. 
ss G" e 0

11 
entonce• Jt.(M.NJ • 1 y 11(H.NJ • o(G")/o(G"). 

SL. 

Demoatrac.i.dn1 SupongalllO• que º• e G". 

sean 

De~;ln:l.Jao• tll • {9 1 ••••• gn} - ª"'ª•• s,_ .,__ 
9 eª"• M-<::

9 
y exj.•te ~e <r •••••• 11} con 

9 1 ~unc:S6n. 

N9 • N
9

J.. 
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Por tanto. 9 s; 1 eº• Y i • i~· Luego. • e• •obre. 

Ad ..... •• t.j.ene 

Por tanto. 

Por (7.3). O(GM)NfM.N) • ~fM.N)O(G•I • O(GNI y 

ftfM.NJ • '· S:l º•eª·· •upo119u.o• que NV E M+. Por (7.4) • 

• Eª• eª• y N9 • Nr 1u990. ~CM.NI • '· CCllllO ante•. 

"CM.NI • _orc_..10.,1-. 11 

Coro.J:ar:lo a S:l M ~ N :lneduc:lb1e y G¡.. e ª• • 

BLen puede •uceder que O(G"/GNI • J como 1o naue•tra •1 

419ebra heredLtarLa 

J( 

./!~ 
fl1 fla · fl:s 

•:s actda •obre ••ta A19ebra de ~onna que Gx • Z 3 Y Gy
1
•ffl. 

Ad..a•, por •er heredLtarLa hay un Lneduc;ib1• p - p. 
Y1 x 

S;in embargo. tenellllD• e1 •LguLente re•u1tado cuando 1a ~1e

cha con e•t• propLedad •• ••tab1•· 

(7.8) Propo•LcUSn 1 S:l e• LrreducLb1e con 

•on ••tab1••• 

A e• autoLnyectLva. 

Demo•tracL8n1 Sean g 1 h E GN ta1•• que i 1 r 1 h 1 9 
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Por tanto. no aon :l.ao90rroa. 

B:I. ex:l.ata otro llddu1o P 1 E M+ • debe aer proyect:l.vo :l.n-

Bn eae caao :·.ta-•• 

Obaerveaoa·que de ya no aa1e n:I. entra otra r1ecba. 

a:I. S • •ocP 1 •:l.mp1e. S e radP1 que •• por tanto 

:1.neac:1.nct:1.b1e y 

1'8:1.tan. 

P 1/aocP 1 

Ad ...... 

·a - radP, - P,. e• aucea:l.«Sn de Aua1ander

topP 1/aocP1 • topP 1 •:l.mp1e y por tanto 

e• :l.neac~nd:l.b1e. P,-- P 1/aocP,-- O ea •ucea:l.«Sn de 

Aua1and9r~Re:l.ten. 

Por (7.6). 

pueden ••1:1.r de 

n(TN 0Mt • J. 

TN. Sea " 

Ho• pre9untaJ110• cuanta• riecha• 

un A[G)-m«Sdu1o ta1 que KITNG. 

Como n(TN.Mt • S. 

de Aua1ander-Re:l.ten que com:l.enaa en "• ti.ene 3 •umandoa :l.ne•-

c:l.nd:l.b1e• de MG. Luego. a 1o m&• puede aa1:1.r una r1echa ~:1.r~ 

rente de "• K - L. COlllO 1oa •umandoa de MG no aon pro-

yect:l.voa. L debe •er proyect:l.vo-:1.nyect:l.vo. So1o en e1 caao 
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de que ••t• ~1eoba ex:l•ta, •• t:iene tamb:t•n TN ~ L' • M, de 

~onaa que L 1L• 0 .• •n~no•• L • debe ••r proyeot:ivo-:inyeot:lvo 

en -.SA. 

Am~. en oa•o 4• ••1:ir •1vuna ·~1eoba de TN, TN• e TNh 

••1e •o1o una y tena:lna en un proyeot~vo-:inyeot~vo. 

De ••ta ~oraa •e puecte oont~nQAr 1• oon•truoo:i4Sn d• rA. 
Todo• 1o• proyec:t:ivo• que aparecen .an ~nyect:lvo• y •:i•ndo ••ta 

1a 6n:ioa componente de rA• cona1uflmo• que A •• auto:inyeot~

va. // 
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8. ALGEBRAS TORCIDAS Y CUBIERTAS. 

En ••ta ••ces.en ••tud:f..araao• 1a acc:f..en d• 9rupo• que ~:f..jan 

vart:f..c•• eobre A1gebrae b&•:f..ca•. Ver...a• que torcer r••pecto a 

••to• 9rupoe re•u1ta en 1a con•trucc:f..CSn 4• cub:f..erta• ~:f..n:f..ta• p~ 

ra •1 &19ebra or:f..9:f..na1. Para •11o,verelll0• tamb:f..an para qua 9~ 

po• 4e ••t• t:f..po •1 &19ebra torc:f..4a ~••u1ta conexa. 

Sea A• fdQ..11 &19ebra bA•:f..ca generada por •1 carcaj con· 

re1ac:f..on•• 1 !l. 11·. 

Sea G grupo c~c1:f..co ~:f..n:f..to 4e automor~:f..•mo• 4• A que 

~:f..jan v6rt:f..ce• • :l.··•· Supondr•raD• que chark'to (G)- •. 

Ob•ervemo• que por (2.'7) 1o• •ubgrupo• ~:f..n:f..to• de Aut'
0

1\. 

cuyo orden no ea d:f..v:f..•ib1e por chark. •ón abe1:f..anoa • Luego 0 

e1 e•tud:f..o de1 c~•o en que •1 grupo ea c~c1ico no e• eaenc:f..a1-

.. nte re•tr:f..ct:f..vo. En part:f..cu1ar~ •:f.. 1o que no• :f..ntereaa e• o~ 

tener •1 A19ebra torcida por (4.2) no hemo• perd:f..do genera1idad. 

Dado g e G 0 una h:f..p8te•:f..• agradab1e ••r~a que 9 manda

ra a cada ~1echa de Q en un mG1tip1o 4• e11a m:f..•ma. E•ta •• 

urua h:f..p8te•:f..• que puede hacer•• •:f..n perder 9enera1:f..dad. En e~e2. 

debe ••r •em:f..•:f..mp1e (ya que 9 . !'.9µ donde g. e• •-:f..•illl-

p1• y 9µ unipotente y 0(9) . 019µ1 pero •:f.. 9µ no •• 1:f..-

bre de tor•:f..6n. chark di.Vide a 019µ)). Por tanto 9 e• di.a-

gona1:f..sab1•• o ••a• exi•te T un k-i•amor~:f..amo 1:f..nea1 de A 

\ 

1 
1 

\ 
! 

! 
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•1 A1g•bra con •---P!! 
ci.o vectori.a1 •ubyacent• A y mu1ti.p1i.caci.6n dada por a • b • 

• T- 1 1Tlct.T(btl. 

C- Tic• b) • TIT- 1 (c).T(b)I • T(c).T(b). T 1 A' - A ee 

1.•cmorri...., de A1g•bra•. Ahora O r••u1ta ••r un autamorr1.8lllO 

de A' 1 

Ade..a•. e1 carcaj amoci.ado a 

y •i. T (e.) •• un e1emento ri.jo por 

A' 

9. 

•• el: ~- que •1 d• 

O(e.) • T- 1 gT(e.) • e.. 

A 

Luego, 1a i.magen bajo T- 1 de 1o• varti.ce• de A pueden tmaa~ 

•e CClllO 1o• varti.ce• de A'. (Ob•ervar que eetoe e1 ... ntoe de 

A·• rorraan un •i.l!lteaa comp1eto de i.dempotentee pr:lllli.ti.vo• orto

gona1e• cuya categor~a aeoci.ada e• preci.•--•nte A')~ 

A•~• O e Aut
0
A'. L1___,• G • <g> C Aut

0
A. H • <O> C 11Ut

0
A'. 

0er1.ni.1110• · ljl • A' l ffl - Al G) • :>.oi. - T(Jdgi. morri.elllO k-11.nea1. 

ljl(l:>.
1
oi.Jl:>.

3
ojf»· "''",oi.1,.

2
1oi.•j1 • Tl,.

1
JTOi.l:>. 3 Jsi.•j • 

T(A,Jgi.TIAa19i.+j. (Tl:>.,Jgi.)(Tl"a19jl • "''"'ºi.)ljllAaOj). 

Y "' •• un i.eCXQOrri.•mo de 41gebra•. 

Pi.nal.mente obeervemoe que O ti.ene 1• propi.edad deeeada. 
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O env1a 1!1echa• en un mGlt~plo de ella• n~sma•. 

Hac~endo lo ~nd~cado arr~ba para un generador de G, 

mo• a•wa~r que G env1a r1echa• en mG1t~p1o• de r1echa•. 

A•wa~retllO• eato por e1 re•to de la •ecc~6n. Po....oa 

G • <s0 >. 

Sea • AT • e1 proyect~vo aaoc~ado al v8rt~-

ce •· 

Para 9 Eª*· der~n~mo• f 9 1· P• • l\T.- P:. ATx - gf>..)·•x 

•• A ~•omorr~.-01 'IJ e A. •
9

hJ(ll.Tx)) • gh•"-ITx • g(iolg(.\)T,.• 

E•ta e• una ~am~l~a de ~aomorfJamoa compatible 

para toclos g,lt E G. 

Sea w ra1s pr~n~t~va n-••~ma de 1 en k, donde n•O(GJ. 

Por (5.7), pG···., ne 1 (P) • de•compo•~c~6n en A(G)-proyect~vo• 
X • 1•0 X V.a. 

~neac~nd~b1e•. IPxlc t~•n• por A-llMSdulo •ubyacent• a Px• 

·~ 9 • 9~ e G la au1t~pl~cac~6n por 9 ••t6 dadf por 

9 • 

(8 .1) 

' • IP.1 1 - (Pylc 

'(TX) • ~g0 (,(TX)J. 

' • P.--- PY A-morr~mllo, entonce• 

e• A(GJ-anorr~mno •~y •olo •~ 

Demo•trac~6n 1 -1 

• CSp 1 1 ' 1TX1 1 • ... 



- .. -
.-, sea A e A. 4 e <o ••.•.• n-f} 

''g!CAT.ID• ••s!C~JT.I • g!CAl,CT.I • s!tAIEgº'''T.11 

s!•"ATªI • IJES~UCATxll • ci.s!UCAT•ll • ci.s!CAls!UCTxll 

- ci.s!C>.J E-t.uh.11 • s!IAIHT.J - cs!CAlsaUCT.n~// 

(8.2) Propo•:lc:ldn 1 
OI 

x ........ ~ e• ~1echa en Q. 

una Gn:lca ra~a de 1a un:ldad c,cn • ta1 que 

•• :lrreduc:lb1e en AIGJ. 

Demoatrac:l6n1 Recordmao• que w e• ra~a pr:lm:lt:lva ft-··~ 

ma de 1a un:ldad en k, 

Der:ln:lmo• 

1uego.ex:l•te 

E • W-j. 

J e <o •.•••• n-f} ta1 que 

Co,-1 • • ' • PY- Px •• A-morr:t.amo. Ar:t.zmamo• que 

'1 CPYJ 1 ----- IP~IE •• A(G]-mor~:l•mo. En erecto 

y (8.1) •••gura qua baata checar 

eet:o. 

Ade..S•• •• A(GJ-t.neduc:lb1•• ai. es una 

~actor:lzaci..Sn de ' con X A(GJ-proyect:lvo, 1a reatri.cc:l6n de 

A de1 d:lagrmaa aer~a una ractori.zaci.dn de ' • PY p X a tr!!_ 

v•• de••.un A-proyecti.vo. Como ' •• i.rreduc:lb1a en A. ,., 6 

'ª deben e•c:lndi.ree en A. 

de en .A( G] • 

Por (3.2), a1guno de e11o• •• eaci.!!. 
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-·•5 ,. 
( p XJ E' •• Al G) 

A-J.neducJ.b1e (•J. ••ta 

re•trJ.ccJ.6n •• ractor~•• por A-proyect~vo•, por 10 que prob...ae 

antea, t..t»~•n por A(G)-proyect.i.vo•) • 

y ..._ e ra42 (P P 1· A y• x con '. -"' ...... 
Aª .. Jl.('Tyl - "''TYJ ..... ,'Tyl - , .• (T·,.I - ,. (goTyl - 9o.,. ('Tyl -

fc, 9 (6' (TY) 1 • c'f9 . (A,(TYI I· • .._('TYIJ • E'c- 1 Aa •'E'f
9 

(Jl.hyll• 
o o . o 

Como JL(TYI • .,,
90

(J1.(TY)•I e racS 2 P... >.·c·r-c•c- 1 ra e ract 2 P .. , pero 

•J.endo a riech•~ ·~ coerJ.cJ.ente debe ••r éero, ••to •• 
1 

e• e'.// 

En v.i.•ta de 1o que acabamo• de probar e1 •LguJ.ente re•u1t~ 

clo e• L•portante. 

(8.3) Proeo•J.cJ.6na A( G) •• a1gebra b&•J.ca. 

DeaoatracJ.6na. A(G) • Aº 

G n-1 
Para cada Jt e ~· P x • .L:o ( P •' wi. deaca.poaJ.cJ.6n en A( G) -J.n•!!. 

cJ.ndJ.b1••· Por (5.8), •abelnoa que •L ~' j, (Pxlwi. - (Pxlwi.· 

Ad..a•, c1aramente •J. (Pxlc • (Pylc' entonce• Jt • ~·. 

Luego, Al G) • •,.;. n9 1 
( P 1 xt::.

0 
:l•O x w:l 

cJ.ndJ.b1•• no ~90m0rro• do• a do•· 

de•compoaJ.cJ.6n en A(G)-J.n•!!. 

Por tanto, A( G) e• b&•J.ca. // 

Lo que (8.3) arJ.naa ••que A(G) ea e1 a1gebra a•ocJ.ada a 

un carcaj con re1acJ.onea (•1 carcaj poaJ.b1emante dJ.•conexo). 



l 
1 

1 

---------------·-----------·----------

---
Por tanto en (8.2) hemo• con•trufdo 1a• ~19Cha• d•1 carcaj de 

A( GJ • ya que •99Gn 1a prueba ••to• aon 1o• tln~coa ~duc~b1••· 

-.Cord..-• que XCGJ •• •1 grupo de caracter•• de G 

y que ••t• grupo acttla aobr• A(GJ. 

te ••ta acc;U5n. 

(8.4)_ ~· s~ x0 • G - ~·. 9 0 - w •• •1 carac-

ter de G que genera a X(GJ. entone•• (P•J~º • CP.J..,. 

O..o•traci.dna L1...__,• o a1 producto •n (P J Xo . , y • 
• E P.. 11 0 • • • x0 f9 0 1 •• • w9 0 • • w•110 f•J; 

LUego. ••to• producto• aon ~gua1••· // 

(8.5) Propoai.ci.dns X(GJ •• un 9rupo actai.aJ.b1• para 

A(GJ. E1 coci.ent• A(GJ/X(GJ •• i.•01110rro. A. 

D-o•traci.dns si. 1a acci.6n da X(GJ no ruera adllli.•i.b1•• 

exi.ati.r1a 1 1 x E X(GJ t.1 que 

por 1a da•crJ.pci.6n 

1•• r1echa• d• A( GJ ••gdn (8. 2). supon9amo• que - J. 
el• X Xo 

j J. 
y E . wj ap1J.cando (8 ... , • 'p yl ~ . ( (Pyl~ªJXo - f Pylw .i+ j. 

Por (8.2). otra ve•, ..,J.+j - E . ..,j • J. - o. Luego, X . , . 

Por tanto. ti.ene •enti.do obtener A[GJ/X(GJ. Por (5~3), 

••t• coc~ente ea Mor J. ta equJ.va1ente a1 41gebra torci.da A( GJ( Xf<:J J. 
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8:1.•nclo G B91:&.ano, por (4.5), A(G)(X(GI) "'A. Lu.90, A y 

A( G) /X(GI mon .llDr:l.ta •qu:&.va1•nt••, sam:ro· •:1.•ndo a.ba• b&•:l.ca• 

debmn •er :l.aomor:fa•. // 

L1ae90, en 1a •:l.tuac:1.en cona:l.d•rada A(G) r••u1ta. •er cu-

b:l.•rta 4e A. De••-• •abmr cuando e• ••ta cub:l.•rta conexa. 

AlGJ ea cub:l.erta d• A d•:f:l.n:l.da por 1a acc:l.dn de un 

t:l.po pued•n obt•ner•• como A19•braa torc:l.da• 4- A. 

•:l.gu• conteatar...c>• ••taa pregunt••· 

(8.6) Teor-• Al G) 

ll:n 1o que 

un v•rt:l.ce Jt
0 

cerrado en 2,, 
ª:1.+1 

Jto -- Jt, -- • • • • -- Jt.,-- xo • ... +·1 1 

d• manera que a:I. ponmmo• º:1.+l - J •:l. 

Jt:l - Jt:L+1 
.2J,.:!:.! y ":L+1 • -J •:l. Jt:l Jt:L+1 y ad...aa 

9o(a:LI • c:La:L t•ngamo• ~cº:1. - w. 
:L.!.\ :L 

O-O•trac:&.dn1 ->• sea x
0 

E 0
0

, •:l.•ndo Al G) con•xo, 

x.,, • • • • • Jtn E 2.0 , c 1 , •••••• cn ra~c•• K-6•:1..ma• d• 

1a un:&.dad d• :forma qu• (P 1, - (Px •c--.... --cP. •c--CP. ,.., 
•o 1 1 ".' n o 

... l G) • Ponemo• En+1 • Id, e • o J • 

Por tanto, en 2. hay un c:l.rcu:l.to d• :f1•ch•• 
.....2J_ ~ ~ 

X.o x.,--..... Jtn X.o• 

Supongamo• 

( P 1 1 ....;..._. 1 P .t e-, •• :f1echa de Al G) • 
X:l+1 X:l :L+1 

1 

1 



S:l 
rJ.+1 .., . 

ae debe tener 

S;i. 
ª.t.+1 
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e• r1echa en 

ante• E .i.+1 y 

Por tanto, 

A[ Gl y por 1a un:lc:ldad de (8.2) 

ya que a i+ 1 ·1. 

proced;i.endo como 

ya que ahora. º.t.+ 1 •-r. 

E•+1 • MI. _,. 
Pongamoa E • o y aupongmaoa der1.n:ldo 

S1. lt i 
ª,t,+J. 

lti+1 entonce• Ci+1E i 

S:l lt i 
.ªi+1 

lti+1 
º.t.+1 

Ei+1 C.i.+ 1 E.i. • 

entonce• En conc1u•1.6n, 

Por (8.2), hay una riecha IP • .i.lc.i.---- (Pxi+l~J.+ 1 en 

A[G] en e1 aent;i.do opueato a1 de ªi+ 1 • Bato puede checaree 

por ;i.nducc:l6n, e1 caao ~ • O •• d:lrecto1 •1. por ejemp1o 

( p •2'1 - e• r1echa y 

Por tanto 

( p X JE c-1 
1 2 2 

(PXoJ 1 

•• r1echa. etc•tera. 

eat& conectado con (P 1xo 
•o .., (Px

0
JW2 

y cont1.nuando ea c1aro que todo• 1o• proyect:lvoa 

tan conectado•. 

( pxolwi . ••-
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y 

•xL•te x~x0 SL 11_..,• y
0 

a1 cLrcuLto en x 0 de1 enuncLado, Y- 1Y0 Y •• c~rcuLto en x. 

SL con 1a notacL6n que heano• u•ado puaLar.-o• ªt. 
et. • 

e•~ derLnLc~6n •• podr~a extender au1tLp1LcatLv ... nte a caaL

noa. Kn partLcu1ar c(y
0

1 • w y c(y- 1 y
0

yl • w. 

Entone••• ••gGn heao• probado todo• 1o• proyectLvo• de 1a 

roraa (Pxlwi ••tan conectado•. rLna1 .. nte, •i toaa.oa 

x.y e 'l.o y do• ra~ce• n-••i-• de 1. e• e• • y conecta.o• 
y 

p~p 
.. y en A encontraao• que 

y 
(Pxl,~(Pylc• e• un 

camLno en Al G) para a1guna ra~• e•. Pero, (Pxlc ••tA C!!, 

nectado con 1 p ·' , .• 

1o• proyectivo• de 

y,- 1 P Y 1 e. con 1 P Y 1 e• • probando que todoa· 

J\l'G) ••t&n conectado•.// 

En 1a aiquiente seccic!Sn baremo• mA• e•peciricacLon•• acer

ca de 1a condici6n dada en (8.6) para 1a conexLdad de1 A1gebra 

torcLda. 

Ahora. conte•tareano• 1a ••gunda pregunta rorau1ada. Sea 

X • ltl?l.11 cubLerta conexa de A ·derinida por 1a accL6n de1 

grupo c~c1ico G. Una ariraaci6n •iaL1ar a 1a •iguiente apare-

ce ain prueba en ( G) • 

(8.7)· ~· G •• i•omorro a un •ubgrupo de Aut0 A. 

Dmnoatraci6n1 Sea n • CQ,l)---. IQ.II 1a cubierta uni-

1 Q.. IJ derinida por 1a acci6n de1 g~po n. 
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Ex:l.•ten do• 1110rf :l.•mo• cubr:l.entea ft • p ta1e• que 

, a. 1 , p , 12.. 11 

n ~ ln 
'2.. J 1 conmuta. 

Supongamoa que p eat6 def :l.n:l.da por 1a acc1.6n de1 grupo 

R <I n. entonce• R/R • G. Sea u • n - G e1 coc:l.ente na

tura1. 

F:l.jamoe e1 v6rt1.ce xo e ªº y para cada vert:l.ce Jt e .Cla• 
un cam:l.no lll 'X: 1 de xo a lt. E1eg1.mo• W(Jto) como e1 c-:1.-

no tr1.v1.a1. 

51. a 
Jt- !I es f1echa en 2.. def1.n1.mo• ljl(al . l w (Y 1 - 1 aw1 x 11 en. 

AsS.. 1jl • 2. 1 - n ea func1.6n b:l.en def1.n1.da, obv:l.amente 

mu1tip11.cativa de forma que 1a podemo• con•iderar definida en 

1o• cam:l.nos de Q.. A eeta extensi6n 1a seguiremos 11amando lj¡. 

Observemos que 1jl ea compat1.b1e con 1ae re1acionea 

•:l. 1! 1 Aiµi E J(x.yl ea m!n:l.ma. 

(w(yJ- 1 µjw(xJI • 1jl (µj 1. 

J de J\. 

L1amaremos funci6n def1.n1.da en 1oa caminos de 

2. y con va1ores en G. 

J\. 

Haremos ahora actuar a X(GJ 

S:I. X E X(GI, a E Q.
1 

sobre 

Esta 

acci6n aobre Q. 1 
extend:l.da a caminos pre•erva re1acione•. En 



r 
1 
1 

' 1 

1 

1 
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efecto, •i i! 1 Aiµi e l(llt,y) •• re1aci6n m1nima, •abemo• que 

;;,(µiJ ;¡,(µj) para toda• ~.je {r, •••• ,n}, 1uego 

x.1i!1AiµiJ i!1Aixfif,(µiJlµi xfijilµ,Jlifa,Aiµi e ll:it,!f). 

A•1, X : A -A 

ro •u inverso •• c1aramente x- 1 y entonce• x e Aut
0

A. 

Para probar que efectivamente X(G) 

debemo• mostrar que 1a acc~6n definida e• fie1. 

x e xlGJ actda trivial.mente •obre A. Supongamos 

para todo camino y en Q, Y• X • Y• Xf.¡;(yJ)y o eea, 

X (!JJ (y) 1 r • Entonces, x1z • .¡;1 r • Ca1cu1emoa lmijj. 

A•1, 

Sea 9 E G y h E n con u(h) • g. Por 1a definici6n 

de u. existe un circuito y en ~o con h • e yJ • 

!JJIYI • [w(:it
0

)-
1yw(:it

0
JJ •[y) • h y iji(y) • u(/tl • g. 

En conc1uai6n, ijj ea •obre, xlGI y x ea trivia1. 

De eata forma G m X(GJ 

(8.8) Propoaici6n1 A( X (GJ) ea conexa. 

Demoatraci6n: sea Xo : G - k•, 9o- w generad.or 

de X(GJ, con G • (g
0

J. Tomaremos todas 1as notaciones de 

(8. 7) • Aa1 existe un circuito y en llt
0 

con h•( y) E H 

Supongar:toa que ~ Y • lito lltr y 



1 
! 
~ 

ª:1. e {1. -1} 

y. o •ea. 

de rorma que 
•+1 ª:1. 
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ª.t a:I. e• 1a r1echa COlllO aparece en 

y - U1ª:1. • Ponemo• adelll4• d• 

Xo·ª:1. C:1.ª:1.• 

Entonce•, 

Hemo• cbecado 1a condi.c:l.«Sn de1 Teorema (8.6), a•t A(G] •• 

conexa.// 

Obtenemo• ahora e1 re•u1tado de•eado1 

(8.9) Teoremas A( J( 1G1 ) - A. 

Demo•traci.6n1 Sobre A(XIGIJ actda H • XIXIGll 

v~rti.ce• r:l.joa y por (8.5), A(XIGl]/ff •A. Por tanto debe 

exi.•ti.r un carcaj con re1aci.on•• 1 o. •• 'f • 1 • un 1.dea1 admi.•1.-

b1• 1. de kQ y una cubi.erta ft• 

r:1.ni.da por 1a acci.6n de ff, ta1e• que 

y A • k ( Q, 1 ' 1 • 

1 ?1 •• 'f • 1 - 1 Q. l. 1 

A(X(G)] • k(Q.•,i•J 

e.cordemo• que A • kl~,11. Probaremo• pr:lmero que 

?! - ?1'. 

segui.remo• aqut reapetando 1a notaci.6n de (8.7). 

Sean i~ e a~. 

De1!1.nimoa en ·?!', 
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ft•ti 0 1 • x0~ y• ft•(y'I en Q y exi•t• una Gnica riecha 

en ~. i 0 ---"- y ta1 que filcil • a. 

o.rinimo• b(y'I • y, 
nexidad de ~· --(S.81 

d:lmiento a todo ~ • • 

b(ci'I • ci. Aprovechando 1a co-

b puede extender•• por ••te proce-

Sin ..margo, hay que probar que b ••t& de~inida •in 11!! 

biguedad••· Tenemo• y• e it~ • Si ft•(y'J •y, do• camino• 

que conecten a i~ con -. y • eegGn (8.21 deben ver••• 

con 

E•to determina un circuLto en x
0

, y • 

• > 1, de rorma que •L x 0 1aLI • cLªL' 

E•ta condLci6n LndLca que x 0 (iji(y)) • 1, 

" .. +1 ª1 
ª•+1 • • • • • ·ª1 
a+ 1 a L 
1TcL • 1. 
L•1 

y J.uego iji(y) • 1. 

A•i'., (y)• "11ly)) e R. De aqui'. •• •i9ue que un 1evantmniento 

de y a ~ debe aer cLtcuLto. En erecto, •i y e• 1evanta-

mLento de 

que P~o . 
·ai•n•• en 

na1 de y 

y a 

io. 

"' xo• 

•• 

~ comensando en 'i 0 , tOJftlllfto• 

Levantmno• y a un camLno 

e1 punto rina1 de 

P((y)~ol • P~o • io· 
•• 

~o e ~o ta1 

~ que co

E1 punto ri-
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Hemo• probado ya que b e•t& bi.en de~i.ni.da. JIU!em4•• 

Por 1a uni.ci.dad de 1oa 1evant .. 1.entoa de cuni.noa 

48 n Y n•. f> ea aobre. Si.ando 1o• carcajea ~1.ni.toa y 

con e1 ai.mno nGmero de varti.cea (porque 1aa Li.braa de ft 

y I•. lllllba• ti.enen o(GI punto•), ,, • ll' - ~ •• 

PodeJllO• ahora •uponer que ~' • lt. 

S:t: y~ :it en Q.. la. -1 

e1ecci.6n de :lu:educ1.b1e• en A. 

~e& • P x - P Y ea una 

Por (8.2). 1a ~1echa co-

rre•pondi.ente ii __¡__ i en 

1r .. 1 1 ~. 
il' • ~ puede e1eg1.rae en 

Al XIGI) como donde 
_, 

Xo·ª - E a. 

Podemoa •uponer que e1 1.dea1 

e1ecci.6n de i.a:aduc:t:b1••· 

eat& determi.nado por e•ta 

sea e1 

1evantaa1.ento de µ1. 

do• 1oa cami.noa µ1. 

a ll coménzando en ¡¡. Por tanto• tg, 

termi.nan en un punto comGn i e ~0 • Si. 

ISµ i. ea e1 producto de 1o• 1.U&duci.b1e• 

a1 cami.no µ1., tenemoa 1.!1 A1.4µ1. • O 

cada ~1echa a con ft(al • e&. Aa~, 

de A( X(G)) aaoci.ado 

ya que IS¡; 4
0 

para 

1.!
0

1 :11.1. \; i E 1 ' ( y, i) y 

ya que e1 1.dea1 ! ea e1 1evantam1.ento de1 1.daa1 l, 1 e r •. 

Ahora. dado• i,y e~. por 1a de~1.ni.ci.6n de morLi.•mo cu

bli:i.ente 
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SJ.endo l.aa ~J.bra• ~J.nJ.taa e J.qual.a•.Y l.o• coc:ientaa de dJ.men-

•J.6n .f!J.nJ.ta, r• • T. En concl.uaJ.15n, A[XlGlJ ""k(Q,fJ' • li. 11 

(B.10) Corol.arJ.01 Sea X cubJ.erta de A dada por l.a ac-

cJ.dn del. grupo aol.ubl.e G con chark~o(GJ. Entonces, -J.•ten 

grupo• ci:cl.J.coa G 1 •••••• sn de .f!ozma que GJ: ea aubgrupo de 

AutA(o,1 ••••• [GJ.-1• para j,• 1 ,. •••• ,. n y 

Jt • A[G 1 ) ••••• [Gn) "// 
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!f. ALGE9:11\.S ESTA~!DAR 

Sabemo• por ( M f' J J que un &1gebra b&•ica de tipo de re-

pr••entaci6n ~inito e inde•componib1e e• e•t&ndar ai y 11<>1a

.. nte •i puede encontrar.. para e1 &1gebra un carcaj con re1a

c ionea aaociado ele ~o:nna que •u cubierta univer•a1 no tiene c~ 

En 1a •ecci6n anterior hamo• vi•to que ae ti~ 

ne una ~orma de re1acionar 1a• cubierta• de un &1gebra con aua 

automor~i•moa. Veremoa en eata secci6n que.eatoa doa hecho• e~ 

t&n eatrechament• vincu1adoa. Xntentaremoa deaarro11ar una ge-

nera1izaci6n par.a- el:· caao no-eat&ndar. 

Fijemos por· e1 reato de 1a aecci6n·· /\ • k (!]_, I 1 · un &1gebra • 

aaoc~ada a un carcaj con re1aciones conexo. 

(9.1) De:!!inicionea• i). Sea 9 E Aut
0

/\, asociada a 9 

conatruimo• una ~unci6n c(gJ : Q.
1 

- k• de 1a,•aiguiente :!!or

ma1 ai a ea ~1echa en ~. g(al • da + ~ con ~ E rad 2
/\, 

ponemo• clgl (al .• d. A clgl 1a podemos· extender mul.tipl:i-
n o 

cativamente a caminos de Q., as1: ai y - TT a i. i. '· camino donde 
:1.-1 

ªi. e• ~l:echa y º:1. e·{J',-J} indica 1a orientaci6n con que 
n ··· 0;1. 

aparece en y, entonces c(gJ(yJ TT cl9Jla;1.I • 
i.-1 

di.ce qua 9 actda ~uertemente sobre /\ 

tal: que chark~n ae 

ai para al:gGn vértice 

(equi.va1entmnente, para todo v•rtice) existe un cic1o 

y en ~o no necesariamente di.rigido tal: que clgJ(yJ ea una 



- 97 -

ra~• prU.LtLva K-••:t.ma de 1• unLdad en k. 

L~L). Un •ubgrupo ctc1~co G de Aut0 A •e dLce que·~ 

tda ruert ..... nte •obre A ·~ tLene un_ generador que 10 hace. 

Ob•ervar que •L 

r1echa•· por (8.6), 9 

•~ A(<g>J e• conexa. 

actda ruert.ment• mobr• A •~ y •o1o 

De hecho. por 1a ob•ervacL6n· a1 prLncL-

p~o de 1a .. ccL6n a. 4e que todo autamorrL...o 

en cLerto .. nt~do equ~va1ente a uno que envta ~1echa• en aG1tL

p1oe de •11a• •Lmaa•, .. t~ene que •L 9 actGa ruert ... nte •o-· 
bre 11, ea conexa. 

EnuncLamo• rorma1mente e•te hechos 

(9. 2) ProPo•LcLCSna 

bre 11, e• conexa.// 

Una cue•t~6n :i.Bportante e• que en 1a de~LnLcL6n de c(g) 

aparent .... nte •u• va1ore• dependen de 1a e1~cc~6n de LrreducL-

b1e• que •e hLso. o •ea, de1 Ldaa1 I que •e tom6. E•to no e• 

a•f como ac1ara e1 •LguLente re•u1tado. 

(9.3) ~· s~ 9 e ·Aut
0

A, c[g) ••t& bLen derLnLda Ln

dependLentemente de 1a e1eccL6n de1 Ldea1 I. 

Delllo•tracL6n1 Supongamos kl~.II • 11 • kCQ,31 do• e1ec-

cLonea po•Lb1e• de Ldea1 para 11 • 

rad11 C•.Yl/radAC•.YI f a. L1amemo• 

. sean 

OI 

ta1e•·qu• 

1a e1eccL6n de1 Lrredu-
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c:lb1e para para ,1. 

Como ~ no tLene f1echas dob1es, a' • "ª + ~ con ;\Elt• 

Ahora supongamos g(al • ca + ~· con 

~·e radX(x,yJ. Entonces, g(a'I • 1.g(al + g(~I • 1.ca + "~'+g(~I· 

• "c(1.- 1 Ca'-~ll + '-~' + gC~I •ca' + (1.~' + gl~I - c~I. donde 

e1 taraLno entre parantesL• esta en radXCx,yJ. 

c(gl (al • ~ (gl (a' 1·11 

o •ea, 

Una vas ac1arada 1• dL~Lcu1tad vera1m>• 1a conexL6n entre 

1oa automorfLsmo• y 1•• A1gebraa e•tAndar. 

(9 ... ) Teorema a Sea :t • l(!, 1'1 - (Q., II 1a cubLerta· -!. 
veraa1 de~LnLda por e1_grupo Tf. Entoncea1 

L) SL A ea de t.r.~. y ~ no tLene cLc1os dLrLgLdos, 

para todo vartLce y y cLc1o dLrLgLdo en 

aLte un automor~Lsmo g que actGa fuertemente sobre A con 

e (g 1 (yJ ' r. L1mnemo• a eata condLcL6n (*). 

LL) -SL A ••tL•face ( *) con automor~Lamoa que env~an ~1• ....... 

cha• en mG1tLp1os de ~1echa•, no tLene cLc1os dLrLgLdos. 

Demo•tracL6na L) a SL x, y e Q
0

, x -.sL+ y f1echa en Q., 

ponemo• g~a - mAx{n e • donde 

l • LndA y ~l denota a1 radLca1 de 1a ·categor~a J, •LmL1a!:_ 

denota e1 radLca1 de A cano categor~a. 

Ccmo A es ••tllndar, por [ SoG] puede extender•• a 
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una_graduacLdn (func:ldn ad;lt:lva) de 1o• cm!l:lno• de Q en •• 
en foaaa ccmpat;lb1e con 1a• re1ac;lone•. A•~. •L z e• c:lc1o 

en Q. t:a1 que ( zl e lT' tenemo• g~z - a. 

Coaa •Lempre, exL•ten cubLerta• n• (Q.' 0 l'I - IQ,TI 

Y P • t?l..1'1 --- ca..11 ta1e• que p e•t4 def Ln;lda por 1• ·~ 

cL&n de n• Y n• por 1a accLdn d• n/n• y n• p • n. 

!!.' tmapoco t;lene cLc1o• dLr:lgLdo•a 

Y.' fuera c;lc1o d:lrLgLdo en x' e Q.~~ y • R'lv'I 

·dLr:lgLdo en e1 carcaj Q y con ba•e en e1 punto x • n•cx•t. 

t:a1 que p~ • x'. [y] e Tf e1 grupo funda-

menta1 de que podel"lOs suponer ba•ado en 1' •. como 

,.([y) 1'1 e• e1 punto fLna1 de1 camLno y•, o •e• x'. 
p([ y) 1'1 - pll'l. Esto Lmp1Lca que p(y) • p y entonce• 

1 vl e Tf•. Hamo• ya :lnd:lcado que en e•te ca•o g.11.y • O, pero 

•:lendo d;lr:lg;ido y y ·g.11. ad:lt:lva •e debe tener que y ea 

tr;iv;la1. 

CC11nem•mno• ahora a probar (*). 

dLr:lgLdo en x
0

• Luego, (y] e lT y como 2' no t:lene cLc1o• 

dLrLg:ldo•, [y] en R/R' t:lene orden Ln~:ln:lto. 

S:lendo R/R' abe1:lano f:lnLtamente_ g_enerado, exL•te una 

proyeccLdn p.11. : R/R' --- Z ta1 que p.11.rYf t:lene orden :lnf:l-

nLto. Podemo• ent:oncea encontrar un •~grupo norma1 R V ü 

con Z • n/R y de .forma que 1a c1a•e de 1 y] en e•te coc:le!!. 

te tmnb:lan tLene orden :lnfLnLto. segu:lremo• denotando e•ta 
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ni.da por 1a acc1.en de 
A. 
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Sea ñ : [Q,fl --- [~.JI cubi.erta def !, 

Il/R • Z. Fi.nal.Jnente, obtenemoe otra c~ 

bi.erta n : l.Q.. 11 - [q_.11 de:t!i.ni.da por un grupo G • 1I/N 

c1c1i.co que eat1.•:t!ace que e1 orden de [y) en G e• poei.ti.vo, 

o •ea (y) ~ N. (Baeta tmaar por CQ, TI un coc:l.ente no tri.

vi.a1 de CD,fJ). 

Por (8.9), X[GJ actGa fuertemente •obre A. Sea x 0 

iji(yl 

un 

generador de X(GJ • G. SegGn 1a notaci.6n de (8.8), e• 

·1a c1aee de [y] en 1I/N • G, por tanto X 
0

· ( iji (y 1 J 1 1 • Pero, 

eete nGmero e• preci.•amente clx
0

1 (yl 1 1 

ba probar••· 

que e• 1o que deeea-

1.1.) Supongamo• qua A aati.aface (*) con automorfi.emoa 

que env1an f1echaa en f1echaa y que ~ ti.ene un ci.c1o di.ri.gi.do 

~ con punto ba•e "' Jto • sea JI~ - y ci.c1o en ~ con punto b~ 

Por hi.petea1.a ex1.ste un automorfi.amo g que ªE. 

tGa fuertemente •obre A, que env1a f1echaa en f1echaa y que 

c(gl (yl 

de A. 

Sea G • <g> y por (8.5), A[·G] 

Podemo• suponer que tenemo• una cubierta 

ea cub.1.erta 

( ~, 11 -1L. ( Q. 11 

definida por XlGI y ta1 que A[GJ • kl~.ll. En efecto, proc~ 

di.ando como en 1a demo•trac1.6n de (.8. g) , 1a e1ecc1.6n de i.rred~ 

c1.b1ea de A puede trans1adarae a A[G). Tornemos i 0 E ~o ta1 

e1 punto i • o 
aer un c1.c1o. 

Por (.8.2), e1 1evantam1.ento y de y que une 

( p .Xo 1, 
Pero, :a1. 

con 

TI' 

l.Px
0

lc(.q) Cyl-1 "' (P.x
0

) 1 no puede 

(~.~I --- (~,71 ea cub1.erta con 

ñn•. n entonces ñn' [ '.}'¡ = JI~ • y • ñy y y, TI'~ son doa 
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1evantaa:lento• de y por ft que podemo• hacer comenzar en •1 

•:l- punto. Deb1.an •er :lgua1e•, pero n • ~ e• c:lc1o ~ • // 

(9. 5) eoro1ar:lo• Sea A 41gebra de t.r.~ •• entonce• 

A ea eat&ndar •:l y •o1o a:l ex:l•te una e1occ:l6n de1 carcaj oon 

re1ac:lone• (Q.,tt ta1 q..- k(Q.,Tt •A y A aat:l•~ace (*) ~. 

ra autaaor~:l.mso• que env1.an ~1echa• en JllG1t:lp1o• de ~1echa•"// 

su20nvamo• ahora que A ea 41gebra eat:andar. En [ MP51 

•e prueba, •:lgu:lendo una :ldea de Gabr:le1 lque aparec:l.6 da ta~ 

de en {B~G), que A ti.ene una baae mu1.t:lp1:lcat:lva. Bato e•, 

que para cada par de v6rt:lcea x, y e 0
0 

hay una ·k-ba•e 

de HomA(x,y) de ~orma que a:l y~x e yBx• 

ca• •cY ycx e• cero 6 un e1emento de •ªx 

•cY e ~s~. enton,.

De hecho ae mue•• 

traque tomando una e1ecc:l6n IQ.,J) con A • klQ,J) ta1 que 

n 1'?1.. l'> - (Q., ll 1a cub:lerta un:lver•a1 no ti.ene c:lc1o• 

puede a1eg:lrae corno 1a c1a•a en d:ls:lg:lc!o•, cada b&•:lco ycx 

A da un cam:lno d:lr:lg:ldo en Q.. 8 • U yB x.veoo x 
1a ba-

•e mu1t:lp1:lcat:lva áa1. con•tru1.da. 

Tomarel'M>• otra• de~:ln:lc:lonea de 1o• trab~jo• arr:lba menc:l.2 

nado•- e1 grupo abe1:lano 1:1.bre en Q.
0

• S 1 (Al . e1 

grupo abe1:lano 1:1.bre en B. e1 grupo abe1:lano 1:1.bre en 

{(ycx•acy.) e 8 2 zcy ycx ' O}. Eato• aon 1o• pr:lmero• e1-!!. 

to• de un cmnp1ejo a:lmp1:lc:la1. 

Se de~:lnen 1o• mor~:l•moa de 1a cadena comos 
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c!
0 

1 S
1 

(Al ycx - y-x 

(ycx•zcy) - &ex ~ycx -zcy• 

C1aramente .S-
0

4
1 

O. 

Se de~:lne 

mo1og1:a de A 

H1 (A,k•J • Ker.S;/I•.S~ e1 pr:lmer grupo de coho

con coef!:lc:lentes en k •. 

(9.6) Propo•:lci6n: e : Aut
0

A 

morf:lsmo de grupos b:len def:ln:ldo. 

Ker.s;-. 9 - c(gl ea. 

Adem&s, este morf:lamo •e ea-

cinde y Aut0 A resu1ta ser producto semid:lrecto de AutµA 

por Ker.sr. 

Damoatrac:J.6n: Sea c(gl : Q.
1 

___,___ k• ea ~u!!. 

c:l6n que puede extender•• mu1tip1:lcat:lvamente a camino• de Q. 

Pr:J.Jlleramente necea:J.tamo• aaber que esta func:l6n sea compat:J.b1e 

con 1a• re1ac:lonea· dada&. Eato ea en efecto as1:, si defin:J.moa 

I& .• kQ. - A por 

por ( MPI • ( 2. 711 

h(al • c(gllala para toda f1echa a en 

dado que ~ no t:lene cic1os d:lr:J.g:ldos, h 

puede extenderae a un isomor~:J.smo h • A ~ A. Por tanto, 

clgl 

c(gl 

eata b:len def:lnida en c1aae de cam:lno• de A, o sea, 

B - k• está bien definida. Ahora puede extenderse 

1:lnea1mente a 

Sea Segtln :L!!, 
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ta1ea que 

Esto significa que 

E l(>t.zJ. Vo1viendo a uti1izar e1 hecho de que 

mo. ••obtiene que cl9J '•µYI c(9I (~µxi • c(9J(•µ•J. Por t•!!. 

to. 4~c(gtfyca•acyl • c(9)(•cxlc(91CycxJ-1cC9J(•cYl- 1 y 

cfgJ E Ker4;. 

Si ~E Ker6;. definimo• .t: • kQ --- A por .t:(al • ~(aJa. 

Como ~ preserva 1•• re1ac1.one•• ~ puede extenderae a un 

i•omorfiamo de A. en A. Luego. •1. a• Ker6; ---AutvA• 

~ --- .t: e• morfimno de grupo• 1.nver•o derecho de c., ca··· 1 -.ra •. 
1 

Mo•tremo• final.'lftente que Itere . Aut A 1 •ii 9' E AutµA• µ. 

existe " E EnclltA ni1potente con 9 .. ' + "· c(gl . ' . Si 

9 E Kerc. cf 91 . '. definimo• tl . 9 - ' 1o que re•u1ta •er 

un k-endomorfi•mo de A ni1potente. ya que env1a 1o• idempo

tent•• acezo~ 1a• f1echa• a e1emento de rad 2 A.,g 

En vi•ta de 10 anterior ae antoja natura1 1a •iguiente d~ 

f1.nic1.C5n. 

(9. 7) Definici6n1 

cerrado •1. para todo cic1o 

un automorfiamo B E Aut0 A •• 11aaaa 

y en· Q. c(gllYI· f. E1 conjunto 

Hay varia• obaervacione• que hacer re1ativaa a eata defi-

nici6n. En primer 1~gar. por (9.3) 1oa automorfismo• cerrado• 

••t4n bien definido•, e• decir. •u condicidn no depende de 1a 
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e1ecc:1.en de :l.neduc:l.b1e• hecha. Adma&• • cQlllD e e• .m1 ti.p1 :l.c~ 

t:l.va, AutcA e• un •~grupo norma1 de Aut
0

A. 

AutµA V AutcA V Aut0 A. 

De h8cho, 

(9 .8) Propo•:l.c:l.tSn 1 

•• •uce•:l.tSn exacta. 

......_. AutcA _.e:,... Z•a: ..._., 
ff

1 (A,lr.•J • Aut0 A/AutcA" 

D9lllo•tracLtSn1 E• c1aro que 6 e /•~: •:l. y •o1 ... nte •:l. 

ex:l.•te una t!unc:l.tSn· h r !!o - 11.• ta1 que 4Cal • h(glh(>tl- 1 

para " ...JL. y riecha en Q. De aqu!. e• obv:l.o que para 1a 

runc J.6n ~ a Ker4 ;- Aut 
0

11 •e t:l.ene .. ( t.•4:) C Aut e A. Por 

otra parte, •:l. Be t:l.ene 9 E Autc/I tomamo• x 0 E 4 0 y e• r~ 

c:l.1 det!:l.nJ.r I& • Q0 - 11.• como h(>t 0 1 • y para otro v•rt.! 

ce 

ce 

1t E Q0 , •• toma un camJ.no 

h(xl • c(91(w(>tlJ. como 9 

..,, "1 de "a 
e• cerrado, 

en x y •e ba
h e•t• b:l.en ~ 

r:l.n:l.da. Para una riecha "...Ja...· !l. 

c(9) (a) • l&(gl l&l>tl- 1 • // 

c(gl (w(yl-: 1 aW(>tl I • J y 

(9 .9) Coro1ar:l.01 S:I. 9 E Aut
0

11 actda ruertemente ·•obre 

Lo que por (9.8) re•u1ta ••runa caracter:l.sac:l.6n en e1 

ca•o e•t&ndar podemos convert:l.r1o en der:l.n:l.c:l.tSn para e1 ca•o 

genera1. 

(9.10) 

Z(A,lr.•J • • Aut
0

A/AutµA. B(A,k•I y 

ff 1 (A,11.•1 a • .ZIA, at•) /B(A,k•). 
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Por la prueba de (2.6) se tiene que ZlA,k•t y por tanto 

•on_grupoa abeliano•. A•!.• e• •iempre gr~ 

po abeliano. Probaremo• algunos reaultado• concerniente• a la 

relaci«Sn de e•te_ grupo con otro• ya· conocido•·· 

Si A • k(Q., TI• ClenotareJM>• n 1 U:!.. Tl a1. grupo .fund-n

ta1 del carcaj con relacione• (2.,JI. 

(9 .11) 

Damoatraci«Sns· Fijamo• un vartice x 0 E n0 

vartice " E 2.
0 

tC111amo• un camino wtx·I da "o 
.forma qua wlx

0
1 •• trivial. 

y para otro-• 

y "• de 

De.fin1.mo• V. 2., - n,IQ.ll·. a - 1ºw1111- 1 a111(itl)~ •i 

" --"- !I e• .fl:echa·~ 

Para un mor.filllllo 4 e H~IR 1 (2.,ll,k•J. de.fin:lmo• 

~141 • 2.1 ---- k2. por ~l&llal • &lv(~lla para toda ~lacha a. 

~ ( 41 •e extiende mu1tiplicat1.vamente a · k'24 Adern4•• •1. 

i!
1
Aipi e l(x,111 e• relaci6n m!ni.ma o cero, pi ~ µj para 

todo par .i., j e { 1 • ••••• "} y entonce• u l µ i 1 • ." ( µ j 1 • O •ea• 

-~14J(µiJ • ~l&I (µji y ~141 puede extender .. a un endomor.fi~ 

mo de A y claramente ~141 e Aut
0

A. Pa•ando al cociente, 

;¡; • eom."ln
1
1Q..,ll,k•1- H1 C•.k•t e• un mor.fi.smo de grupo• b1.en 

de.f1.nido. 

Si iiil&I • 1, ~l&I E AutcA. Luego, si. tomamos un ci.clo 

y en el punto baso X O • 1 • C ( ~ ( 4 ) 1 ( Y J • 4 (V (Y J 1 • 4 (( Y) J Y 
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t1. '·11 
Tom&..'ftO• y 11mnmnoa JI a1 grupo ~undamanta1 de 

1• gr&f1.ca ~ con ba•e en x
0

• 

S1.gu1.endo 1a notac1.6n de (G2) 11al'IUUM>• P a1 •ubgru-

po d• n 
Con (v,wl 

generado por 1a• c1a•e• de conjugac1.6n e (v,wJ. 
•o 

contorno en 11.. RecordeJM>• b:reveaente 1o que a•-

to qui.are dec1.ra dado• 4, b e Q
0

, n e • donotamo• por d(nl 
el . 

e1 mllx1.mo d E • u {-} ta1 que radnIICllllll. (4, bl • "- 11.(4,bl • 

donde "-A ea a1 raü1.ca1 da 1a categor~a A y radkoaA(«,bl 

e1 rad1.ca1 de1 End/1.(4) - End11.lbl b:i.Jn6du1o Hom11.(4 1 bJ. Un 

morfi.amo que cae en radnHomA(4,b) pero no en rad"+ 1 HomA(4.,bl 

•e di.ce que ti.ene profund1.dad d(nl. Un cam1.no d1.r1.g1.do 

se di.ce eatab1e •1. 1a pro~und1.dad de 1• co~ 

permanece conatante para cua1qu1.er e1e~ 

c1.6n de 1oa .:Ureduc1.b1ea a 1 • una pareja 

tab1ea con 1o• m1.amoa extremo• y 1a mi.ama pro~und1.dad •e 11ama 

un contorno. S1. no t1.enen v y w mlla v~rt1.cea comunea que 

1oa extremo• e1 contorno •e 11ama a1.mp1e. 61. e1 contorno (v.wl 

va de1 v4Srt1.ce µ e• un cam1.no cua1qu1.era ele • 
Jt. 

oe·1a def1.n1.c1.6n m1.• ... de contorno ae a1.gue que P ea un 

1.nvar1.ante de A, en o1 aent1.do de que no depende de 1a e1ec-

c1.6n de1 1.dea1 I ta1 que 11. • ~C~.11. 'l'arnb1.4Sn, que P V n. 

(9 .12) Propoa1.c1.6na 
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De~•trac:i.dn 1 Para d:i.~erenc:i.ar con 1a notac:i.~n de (9.11), 

denotaremo• por (y) a 1a c1a•e de1 cam:i.no y en n • 

.p{gl • n- 1t•. {yl - c(gl (yl. 

En (9.6) v:i.mo• que c(gl ••taba bJ.en de~:i.nJ.da en c1a•e• de ca-

mJ.noa de 11, por tanto, ip(gl •• mor~:i.smo de grupo• b:i.en de~:i.-

nJ.doa. Probaremo• que ••te tft0r~1.mno puede ractor:i.zar•e a tra

vaa de R/P. 

Sea ( ", wl un contorno •:i.lftpl.e, -di.ante un calllb:i.o de el.e2, 

c1.6n do :i.neduc1.b1e•• poclemc>• •uponer que Ü • w, en 11. 

Entoncea, gl.\il • c(gl (ÜIÜ • .11.v• 9(1'11 • c(gl (wlw • .11.. con 

d(.11.vl > d(vl• dl.11.,.V> dlwl., donde d(Üi denota 1a pro~und:i.dad 

del. mor~:i.amo v, :i.mpl.:i.ca que clglliilü· - c(gl(wlw • .11.w - .11.v. 

Por 1a der1.n:i.c1.6n do profund:i.dad •e debe tener, c(g)(ÜI • c(g)(w). 

o aea, clgl (w- 1 "I • 1. 

Aa1, ip 1 Aut
0

11 H~(n/P,1t•1. 9 ,___. .Plgl ea morfJ.amo 

de grupo• b:i.en clerJ.n:i.do. 

S:i. 9 e Autc/I• cl.aramente ..Plgl • 1. :i:nveraamente, aJ. 

lj)(g) para todo cam:i.no cerrado y, c(g,-(y) • y gEAutcll. 

Luego, tenemo• un morf:i.•mo :i.nducJ.do iP • ff 1 (11,fL•t1 - Hom.lll/P,k•I 

que adema•. •• 1.nyectJ.vo.# 

Dado un 

11-emoa 11 1 
(9.11). y .,;;i. 
•2·•1· 

carcaj con re1ac1.one• lQ.,11 ta1 que 11 • k(°-,ll, 

1 11.on.1n
1

(Q,?J,f¿•) c..-_. ff 1 (A,fL•) a 1a 1.nc1ua1.dn de 

• H1_(11,k•J--Hr:lllaln/P,1t•1 a 1a J.nc1usidn de (9.12). caicuiernos 
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En pr:imer J...igar, def:inamoa u : n - > ll
1 

(Q., JJ • (y)- (y). 

Sea un contorno s:impl.e de X a !I • Por v, w deno-

taremoa •u• el.asea en 11 aegdn 1a el.ecc:i6n aaoc:iada a1 ~dea1 

1. S:iendo 11 de t.r.f., aat:isface 1as cond:ic:ionea de Jana. 

Como Por ejemp1o, 

dlvJ • c1rw1. 
Hoa11 (lit, !11 • 

De donde, 

eatAn en 1a m:iama potenc:ia del. rad:ica1 de 

v • Aw + .1t con A e kª, dC.1tl > d(vl • d(wJ. 
en n,l12..r1. Por tanto, po-

del'!'IOS extender u ll/P - ll
1
,Q,JJ. Moatrarel!IOS que 

tJl 2 a.P.1 - u•. En. efecto, a:i ¡(E Ho"'a(ll 1 (Q,JJ,k•J, (yJ En 

ij> 2 a.P 1 l&JTTYiT • c(~ 1 (t(IJ(yJ • c(,¡,(¡(IJ(yJ • &fv(ylJ 

&·v·TIYJT • v•l&llfYTI~ Esto no• aera dt:i1 en e1 a:igu:iente 

Teoremas 

(9.13) Teoremas S:i chark • O. tP 2 e• :iaomorf:i•mo a:i y 

ao1o. a:i 11 e• A1gebra eatAndar. 

Demoatrac:i6n • S:i A e• eatAndar, podemos encontrar un 

:ideal. r ta1 que 11 • k(Q,JI y 1a cub:ierta un:iveraa1 de. !g,rJ 

no t:iene c:ic1o• d:ir:ig:idoa. En eate caso todas 1a• pareja• de 

cam:inoa que ae re·l.ac:iionan son eatabl.e• y V • ll/P -- ~,IQ,11 

ea :iao. Como 1P 2 • .P 1 - u• :iao, .p 2 ea sobre y tamb:ian :iaomo~ 

f:iamo. 

Supongamos ahora que .p 2 ea :iaomorf:iamo. 

gabra eatAndar aaoc:iada a A, aegGn (B.llG]. Ademas, 9.1t•2.,-. 
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1a graduaci.6n de 1aa :t!1echaa de 2. aaoc:lada a A• como en 

(9.4). Podemoa extender 9~ ad:lt:lv...-nte a cami.no• arb:ltra-

r:lo• en 2.. por 1a con•trucc:l6n de A•• e• c1aro que 

9~P • U}. 

Toalamo• 4 e 1t • 11.bre de tor•i6n y de:f!i.n~• d
0 

• R/P - ll •, 

(Yl - a 9 r <Y~ mor:f!i.__, rau1t1p11cat1vo. Siendo .p 2 sobre, 

exi•te 9 e Aut0 A con .P2 19J • d
0

• 

Supongamo• que A • k(2.JJ ta1 que (!?..JI no •ati•:t!ace 

1a cond1c16n (cJ de (MPf.(f.J)]. 

de 1neduci.b1es. podemo• •upone• que 

Por madi.o de otro cambi.o 

. º" "~ z .-..X,..,.y ta1e• que 

vu • üZii en A. Sin pGrdi.da de genera1i.dad e1 punto ba•• para 

1a con•trucc16n de n e• z. 

Pero• C ( 9 J ( vii) . • e ( 9) (V iii) • e ( 9) ( Z ) 

y •:lendo a 11.bre tor•16n, 9~lzl • O. 

• 1. Por tanto. 

Pero •:lendo z di.ri.g:ldo 

deb~a •er entonce• tri.v1a1 Por tanto, A e• e•t&ndar. // 
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io·. ALGEBPAS sm CICLOS DIP.IEH>OS 

Sea A • k(Q.11 &1gebra de t.r.f. y ta1 que Q no t1.e-

ne c1.c1o• d1.r:i.g1.do•. Ap11.camo• a1guno• de. •1o• reeu1tado• obt!!_ 

n1.do• en 1a •ecc1.6n 9 a e•te ca•o part1.cu1ar. 

do 

Ob•ervemoe en pr:imer 1ugar que •1.n 1.mportar 1a e1ecc1.CSn 

IQ.11. •u cub1.erta un1.verea1 no t:i.ene c1.c1o• d1.r1.g:i.do•. 

part1.cu1ar. n
1 

(A) e1 grupo fundamenta1 a•oc1.ado a 1 !.?.. 11 

t~ uef1.n1.do a1.n amb1.guedad y por [MP1) e• 11.bre. 

En 

Dado un grupo G y un nOr.lero pr1.lno p. denotaremo• aqu~ 

por G 
p 

obe11.ano. 

a 1oa e1emento• de G de orden 

G 
p 

reau1ta·•ubgrupo de G. 

es P· S1. G •• 

( 10 .1) ~· 
chark, 

S1. n • rangR 1 <A> 
H1 (ft. k•J ,. zpn" • p 

y p ea un ndmero pr1.mo 

d1.ferente de 

Deno•trac1.6n1 l'or 1a •ecc1.6n 9 6 por [ B~G) • 

H1 1A.k•J,. 11°"'&1n,1AJ.k•1 • uorrz1zn,¡¿•1 • H~(z,k•1n. 

por •ar plchark.// 

2' de Q. denotaremo• por ./\ 1 Q~ 1 a Dado un eubcarcaj 

1a aub41gebra p1ona de ./\ con vdrt1.ce• en ,, . - . Dada una. aub&~ 

gebra Ji.. p1ena de A. denotar& •u carcaj. 

(10.2) Teorema: Sea ./\' aub41gebra p1ena de ./\ ta1 

que QJ\• ea aubcarcaj conexo y convexo de Q. 

rangD 1 (.l\'I < rangD 1 (A). 

entonces 
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Demo•trac:l.6n1 SupongSJ110B ra~g:t 1 lA1 • tt y rangn1 lA' l>n. 

B1eg:lno• un nGmero pr:l.J!IO p f chark. Por (10.1), 

z:• 1 
"--- z;•n9 n, (J\ 

0 > "" H1 lJ\', lr.*I pº Sean g 
1

, •••• ,g
0

,g
0

+
1

E ·icera; * 

ta1e• que b(9 1 1 •••• ,b(9 1, bl9 +
1

1 e H1 CA',lr.*I man z. L • .L., 6' n 6 , n p r 

donde S
2

(A' 1 ·--=:..L. S
1

(A'1 -..A4. S
0

(A' 1 e• e1" CQlllP1ejo a•oc:l.ado 

a A' y b • Ker6;• ___._ff 1 1A',lr.*I e• e1 coc:l.ente natura1~ 

S:l.n pGrd:l.da de_ genera1:l.dad, podmao• auponer que o(g:a.I • p, ~ 

ra toda .i. e { 1 , .•• ·- , n+ 1 } • 

SegGn e1 Lema (·2. 7) de ( ll.11.G), ax.i.•te una •uce•:l.6n de •U!!,· 

carcajes de º- convexo• QJ\, . c.º e e:, e ...... e e. . Q.. d• 

forma que c:l.+1 - ci: . {x:a.+1} con ":a.+ 1 extrema1 en c:l.+1. 

Ll.amemoa ./\:l. a !.as •ub&1gebra• pl.ena• con carcaj c:l.. 

• g i., Extende-

remo• asta• func:l.one• a ./\
1

• 

Para 1 (?., l I podemos •uponer que 1a• f1echa• se han e1eg~ 

do mul.t:l.p1:l.cat:l.vamente, ••to es, •:l. µ, u .son dos cam:l.no• d:l.-

r:l.g:l.dos en Q de 

µ • u en ./\. 

lt a y, d:l.ferente• de cero, entonces 

S:l. lt 
1 

no est& conectado con c 0 , 

L • J • •••• • n+ J. 

con !11• ••••,y 

Supongamos entonce• que 

E ... e ,11. 
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•on doa can1.noa no cero, 

e l.g oi. 1 ( v 1 Ü. 

Por l 8) • exiaten :t.. 
1 

, ••••• , :t...,. E f¿ • 

de forma que a1. 

ta1e• que para cada 

y cam1.no• µ i. , 

con lf:1.ª:1. 1 O 1 µjaj 

- :l\.jc(g 0 i.) (µj)µj~j 

en 

en 

entonce• 

01.remoa que •1. ex1.•te 

una a1.tuac1.6n como 1a anterior. 

Obaervemos que cua1qu1.er m01tip1o de 1o• coef1.c1.ente• 

Ai.• .i.. • 1 •••• ·•'" 

auponer que :t.. 1 

aat1.sface 1a m1.•ma propiedad. Aat, podemos 

• 1 • S1. a 
1 

"' a 2 ). 2 - :t.. 
1 

e ( g 
0 

i. 1 1 µ 1 1 (e ( g 
0 

i. 1 1 µ 2 1 1 - 1 
• 

como ).~ 1. Si a 1 "' a 3 , tamb1.6n :t..~ • 1. 

S1. tuvie!aemoa 

11.bremente :t.. 2 • 1. 

S1.no, hacemos :t.. • 
3 

1o ex1.atan :ll.
1

, :t.. 2 ) 

1. 

a
1 
~ a 2 , a 1 "' a 3 , entonces podrtamoa fijar 

S1. adem&a, a 2 "'a 3 , entonce• :t..~ • 1. 

1. En conc1uai6n, :t..
1

• :t.. 2 , :t.. 3 (ta1 vez ª2. 

pueden e1eg1.rse como ra~cea p-6•1.ma• de 

s1. z ' Jt1 

a 
Luego, def1.nimos para z --+ w. 

•1. 
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Por 1o que acaba de hacer•e, 9 1 i E Ker.S 
1

.lA 
1 

1 • y e• de 

orden p. Si. como antes, b : Ker.S
1

(.A
1

1 • - ff 1 (A
1

,1t•1 e1 

coci.ente natura1,probarmno• que bls1 1 J •••• ,b(9 1 ln+ 1 >1 Son 

Z¡~-~. en ff 1
(A 1 ,k•tp. 

n+1 
Supongamo• que i.! 1 KJ.b(g 1 J.I • O 

n+1 
(O, ••• ,p-1}. Por tanto, I! _, 

en ff 1 (A 1 .1t•1 p• 

9~~ E l111.S
0

{A 1 I •. 

exi.•ti.r "1 • e 1 1t• ~unci.6n, ta1 que •i. 

en 

cha 

n+1 

e,• 

De~J.ni.mos ,¡, 1 • ,¡, 
n+1 ° 

en co• n, g~f (al 

Si. " ___s:a.... y 

"'º(yJ,¡,º("l-1. 

Y debe 

e• ~1echa 

e• 1!1•-

A•~• 

1~1nib(goil o en Debe tener•e entonce•, 

n J. • O• "'- • 1 • •••• • n+ 1. o •ea, zn+ 1'---- ff 1 (A 1t•J . p ,. p" 

E• c1aro que •e 

zn+ 1c...- ff 1 (A 1t•1 . • 
p •• p 

rangn
1

1A'I < n. 11 

En parti.cu1ar, 

puede continuar por J.nducci.6n, hasta 

ff 1 (A 1t•J • zn Por tanto, • p p 

esto mue11tra que 1a• •ub41gebra• p1ena• 

de •U!lp1emente conexa• tmnbi.An 1o •on. 

Racordemo• tambi.dn que un 41gebra A e• ai.mp1emente co-

nexa si. y •o1amcnte si. •ati.•~ace 1a condJ.ci.6n lSI - ver 

[Sl.].;,. Enunci.are1110s aqu~.di.cha condi.ci.6n como se hace en 
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( 8J1.G) • Para cada 4 e Q
0

, denotamoa por Q.. e1 aubcarcaj p1!!_ 

no de Q :rormado por 1oa vértícea ~ ~ 4 -donde 4 ~ b •í hay 

un camíno dírígído de b en 4-. Por Z
9 

e1 conjunto parcía~ 

•í y mente ordenado {~ < 4 HomA(~,41 1 O}, donde 

ao1o •í HomA(~'4l • HomAl~.~·1 1 O. E1 punto •atí•:!!•c• 

(SI •í cada componente conexa de º~ contíane a 1o mSa una 

componente conexa de z •. 
to• 1o hacen. 

A aat:l.a:raca (SI aí todo• aua P\&!i 

Podemoa fScí1menta genara1ízar eata nocídn. 

(10.3) Def:l.nícídn 1 Decímoa que lt E Q.
0 

aatíafaca 

sí cada componente conexa da Q~ contiene a 1o m4a ~ + 

ponentes conexa• de z . 
X 

S(xl • ~. sí x aatía:race (Sil' pero no 

Obvíamento, 1a condícídn ea aímp1emente (SI. Como 

A ea de t.r.f., S(xl e {O,J,2} para todo x e Q
0

• 

(10.4) Propoaící6n1 

Sea b Kerll; - ff 
1 ( A. k. • 1 

Sea pozo de 

e1 cocíente natura1 y 

con Jl.•S(xl. 

p ndmero 

prímo p • chark. Exísten entonces funcíonea h 1 , •• ,hr E Kerll~ 

de orden 

11 1 (A fl.•1· • p 

p 

y 

ta1ea que b(l1
1

1, •.... ,b(hrl 

hi Q - {x
0

} J para toda 

son z,-.t..~. en 

~e {J, •••• ,11.}. 

Qemgatracídn 1 Sí S(.ll
0

1 • O, no hay nada que proba~. 

baremos e1 caso S(x
0

1 • 2, 

p1e. 

ea simí1ar y más si~ 
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Sean ~ 1 .~2 .~3 componente• co-

nexa• di.~erente• de ~x en una mi.•ma componente conexa de 

Q.x. Por tanto• para cada .C. e { J • :Z • .3} • 

"' una ~ 1echa · x J.. -.::...L. Jt 
0 

• 

exi.•te ".i e ~i. Y 

Tanuunoe w una ra~• pr1.m1.t1.va p-e•1.raa de 1. 

De!!1.n1.mo• 91 • !21 - 1t• ta1 que 

. { •1. . "' 
" "'1 

91 ( "'' 
w •1. "' - "'1 

Süni.l.armente. 9 2 r !2.1 - lt • con 

. { si. "' " "'2 

92 '"'' 
w •1. "' "'2 

Mc>•tremos que g 1. 92 e JCer.5~: Si. .ig1>..iµ.i e I(x,yJ •• 
re1ac1.6n, e.:l y .¡ "o• para toda j!J.echa a en a1gdn cam1.no 

µ i.. 
g j '"'' 

- '· por eer "o pOso, y 1uego 

j 1. 2. 

61. y • "o• µi. • ªj.iui. con Podemos a•u-

• x
1 

e Z:
1

• Aat • para toda ,,¡_ • J •••••• " 

• '"'· 92 (µJ.J J. 



ll':i.na1mente, 

- 116 

blg 1 1. blg 2 1 son 

En efecto, a:i. m1 ,m 2 E {O, •.•• ,p-J} 

est4n conectados en 

en Q,.
0

• 

z ,.t. ..... 
con 

en lf 
1 

( A • fl. • 1 P. 

g~1g~2 e Zm6:. co-
y• 

ex:i.ate :it 1 """""'x
3 

De f :i.n:l.mo• c:i.rcu:i.to en :it
0 

ta1 que 

.. , - o. 

Hoatraremo• ahora que e1 rango de1 grupo fundamenta1 n
1 

(/\) 

puede ca1cu1arse :i.nduct:i.va!'lBnte por sned:i.o de 1a func:i.6n s. 

(10 .5) Teoremas pozo, Q.' - Q - {:it} y 

f\• = AlQ.' I, entonces rangn
1

1AI • Sl:itl + rangll
1
(A'). 

Demostraci6n: Sea p un nOmero primo, p Ji chark. Para 

morfi.amos asociados a 1aa 41gebras, 1as 1etras pr:i.madaa correa-

ponderan a A' y 1as 1etras ain pr:i.mar a A. 

As~. sean 6~·····•6m E Ker6~* 

ea base de H 1 (/\!,k•I • Como n• • o 

ta1o• que b' l6 1 1 ••• , 6' l6,.I 

p ""- ... ea conexo en por 1a 

demoatraci6n de (10.2), existen 

son L • .L. en 

• 
9 1 • •• • .9,.. E Ker.S.1 

ff 1 (A,k•IP Y 9il~' 

ta1e• que 

Supongamos .11. • S(:it). Por (10.4), ex:i.sten h 1 , •• ,hr. E Keró; 

con b(h
1

1 •••• ,b(hrl E ff 1 (A,k•IP L • .<.. do forma que hi. IQ.' 

blh 1 1,-,bl~rl y~ E {J • •••• ,.11.}. C1aramente, b(g 1 l, ••• ,b(gml, 

son L • .<.. en ff
1 (A,k•IP 1 si. iiTg~i. 11,h~j .. 

e Z.m.S o. toaamos 

J • 
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un c:l.c1o y en Q.' y entonces 
.. . 

I!,9J. J. lyl 1. AaS:, 

... , .. . • . • • • .... .. a . -
"'' •...• ··•' • a. 1 r 

••• Le JCara; 
y 11....-a L' 

E {0, •••• ,p-1} 

• Ll2.' E ic.ra;•. Luego, deben haber "1 • .. •"'•E 
ta1ea qu· e L' _,ni . _,na E Z•.S

0
° •. 

a 1 ~ • • • ª• 

sea .l. Lgn, n• ta1 .l. I a.• e .. 
: - ... ·9· que L1115

0 
• Podelao• •!!_ 1 

. poner que .l. I Q.' - 1, ya que •:l. ' ea una extena:l.6n de 

' "1 nm 
L & 1 • • ••• '• a ·Z111.s:. entonce• .l&-112.' - 1 • 

supongarno• que y 

j E {1, .••• ,n}, donde w e• una raS:z pr:l.m:l.t::l.va· "p-4!1•:1.ma ele Ji~ 

Supongamoa que .l(aJ.I 

.lit ;•1 ••••• 1,:•r e Z1115:. 

• IAJ-'J... {1, •• ~ •• ~}. Af:l.:rrnamoa que 

En efecto, •:l. y e• c:l.c1o en Q, 

mo• auponer que p~•a por 

en 2.' .lh;•1 .••. h;ª~(y) 

En conc1u•:l.6n, 

~. a•S: y • a~ 1 ~'ªt con y• cam:l.no 

• .l.(aJ.)- 1 .l.(ajlh 1 ~aJ.J•ihj(ajJ-•j • 1. 

De eata manera, H 1 (A,k•J • z•+r y por (10.1), p 

rangn 1 (A) • 111+~ •·rangn 1 (A'I + S(4J.u 

Para conc1u:l.r caracter:l.zaremo• a l.Aa &~gebra• que t:l.enen 

grupo fund-nta1 con rangn 1 (Al < 1. 
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ra~gn 1 l.I\) < J 

ti.•facen 

1). S{x.)<1 para todo x. e Q
0

• 

2). Si. 4(x.) • 1, 

De11110•traci.6n1 Supongamc>• rangn 1 (A 1 < 1 y t-• 

carcaj convexo de Q.. Por (10.2) • 

Pero, -••n Ax• 
x. resu1ta ser un poso y por (10.5) 

do (1). 

sA.,,Cx.) e 1. HelllO• proba-

Tarnbi.6n por (10.5), 

Entonces, debe •er •Uap1emente conexa, probando (2). 

Supongamos que .1\ ea A1gebra de di.men•i.6n mtni.ma que •a-

poso en 

que A' 

(1) y (2) y ai.n embargo 

Q.. L1~a Q.' • ~ -

aati.•face (1) y (2). 

rangn1 (A) > 1. Sea " e 2.0 
{x.} y A' • A(Q.'). A~:ianamo• 

En efecto, •i. :t:. e º' -a• 
y si. 1.2..; ea componente conexa de Q.~, exi.•te 

Q.
0 

componente conexa de Q.t tal. que !l~ e 2.
0

• aáf. 

s.l\;l:t:.) < SJ\l:t:.l < 1. Ademas. si. s.l\{:t:.1 • 1, tambi.6n 

SAl:t:.I • ·, y por h:1p6teei.a, .l\(Q.tl ee eilftp1emente conexa. 

Pero, Q.:O ea aubcarcaj convexo de ~ aat. que por (10. 2 )' • 

tambi.6n e• a:Lmp1amente conexa. C1aramente, A'(Q~l • 
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L~go, por a1.n:laa1:ldad, 

1"9zo, por (10.5) ra~• 1 <A) • r~gD1 (A'( • SCxl, ••~ 

que S(xl > 1. Por (1), S(xl. • 1. Por (2), Aº debe -r 

•:lap1-te con-• ya que Q. 0 
• ~· l!ntoncea, ·ran9n 1 CA' I • O 

y todo junto da rangn 1 (AJ • r.f ·u 
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