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INTROOUCC!úll 

La simulación de procesos qu,micos es l11111 tic:r·rarnienta muy út i 1 1..""n 

el diseño, operación, control o redisef'10 de procesos. La simulación de 

procesos requiere, entre otras CO'.>ds: ( 1) un modelo m11temtit'ico q11e des

crioa ci2rtos aspectos de interés del proceso, {2) una estrateyiJ numé

rica de solución y (3) ejecución de la estrategia de solución ml:dian·te 

:;n algor-itmo para computador·a diyital. La experiencia indust1·ial hd 

dernJs:rado que la simulación. ademtls de motivar el estudio e investig:.:

ción de los procesos, ha contribuido en gl"'an medida a lograr procesos 

muy e:f ic ientes y productos de alto g...-ado de ca i ldad. E:. <lec ir-, li;a s ·i111u

lac i6n es una disciplina que t'lene un t..·Cecto casi inmediato en la econo

mia de la producción. 

En un pa 's como el nuestro, la s imu lac ión ofrece un gran µotenc ia l 

de desarrollo. Esto se debe a que para desorrollos tecnológicos usual

mente se dispone de la información básica en la literatura o es factible 

obtenerla con una inversión razonable en experimentación. Sin embargo, 

para llegar a 1 diseño fina 1 de un proceso económicamente rentable hoy 

que explorar un buen número de opciones en cuanto a procesos y cond i- -

cienes de operación. En nuestro pa's observamos que muchos de 1os pro

cesos importantes han sido d iser1odos de esta forma en los centros do:? 

d".sel;u del extranjero. Por otra parte, cie .. t.o estrato de la industl"'ia 

nacional, presionada por la escasez de divisa~, ha iniciado la inves~i

gación y·desarr-ollo de procesos. En muchos casos el análisis de ¡.;osi- -

oilidades se lleva a cabo con largos y costosos pr-ograrr.as d~ tanteo exp~ 

rimenta\. 

En conclusión, la simulación es una actividad que requiere ct..n ..... 

inversiGn una computadofa t.le Lamaíio razonable y el person~1l hum.:inu '.:ali-
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f~cad:, y que ofrece un gran potencial en el desarrollo de procesos o.-_·~. 

13 mejora en cuanto a calidad y competitivid:Hl en los y•t 0x.·istenti::s. t. l 

flujo continuo y en aumento de egresados de los programas de pos'grodo, 

:an:o nacional CG:~J del extranjero, proveen el mate1 , 1 hum,:ino califi

.:ada, nientras que la computado1-a que íJUede ejecutar l.:1 simulaci·~-11 si:- 11:1 

·;uelto un eqt:ipo indispensable en las med1anas y grandes indu:.tri:1s '1•: 

:~pital nacional. 

En es.:e tr5oajo htmvs desa1·ro l lado un pr u grama que s imu i<i "r1 µr v

::e5'" .:'.1~,;n~.:o qtie consiste en una r"eacción de polimerización, y 11uestl'"a 

con~r-iouci.Jn ::e ..:¿nt1-J.rJ c:,_n::iJ }::;!...'llte e11 ,_ .. 1 o lgor-itmo par·a resolvi:-r 

las ecuaciones no lineales diferenciales en diferencias que resultan. 

La s'ntesis de polímeros es, entre los procesos químicos, uno ~U'2 

~estaca por su importancia económica. Esta indu .:.ri<1 pürte d•°" per.roqui

rr;icos b~sicos y genera productos manufacturados con "lto vo iL.i" dgregadu 

y ccn un mercado rr.uy importante i' L'n con:.tonte exp~1nsión. 

ex is te una gran capac :dad insta lada para la produce 1011 de í_,· .11111~r"0:., 

;::ero se tiene la desventaja de qul'. 1,1~ cornp,Hlias est.;:)h?cidas muest.rflr, 

.. e.a. al:J. jependencia tecriológic;1 ,h_.. i extei·ior", y las pocas indust.r'1as 

(1ue dec lden ll.iCi:r innovaciones car-ecen de los grupo~ y med i· .. s para con

cluir"' las de man~ra t:ticiente. Esto permite visualizar lc.:.: beneficios 

que ¡:.·ueóen ob~enerse de aplicar t 1Jdas las técnicas a nuestr·v .i 1cance 

:;ara el estudio de 10·;; sistemas pal imér-icos. 

Los ~Jol'ir.ieros están fo. 1:.'Jdos de mol~culas muy largas o cadencs, 

cons: ituidas a su vez poi- c ientus o mi les de unidades ..:st.i-uctL:1 J les más 

s ir.i;:i léS. Cuan.::. se s 1nte• ; '-J un po l 'imei-o ocur-i-en 1·ectcc iones químicas tn 

las ~u¿ las 11nidades estructui·ales o nionómeros se van uniendo p~ra for-

mar- las cadenas psliméy-·icas,{1) ~ (2) A 1 í ina 1 dt.:: 1 proc;_•so se oot iene 
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i..n pi'"oducto fof'm.:i.do pof' mo l~cu l J:; de poi ·11111.:!"Zl c:nn d iVcf'sas longi tu.!· <:, de 

.:.s.éena {o nt.me.-o de unidades est!"'ucturales en lo t:'1de11ü) y r.or ello, 

C~f'aCter-izadc. por- L•na distribución de pesos molecular-es {OPM). Esto 

.jl:irr.a influ.:,•e iuertcmente en las propiedades físicas del 111·..1lerio 1 obte

nido, tales como: f'esistcncia al impacto, 1 la t~nsiU11, etcétera, y por 

lo t.::into es uno de los p..i1-timeti-o:; .:1ue definfc:n la calidad del vul'imero 

l3) • (4) 

Uno de los objet~'IOS p(incipales de simulur el p1'ocesu d.:_, sin:csi::: 

es e5ta:Jlecer un modelo que per"mita predecir"' lJ DPM que St: obter1dria 

:.ajo condicionts J~ r'Co.cc16n determln •. l.1•.. Por o:r·o lad1J 1 las ecuaci0-

nes mat.eirét1cas de un modelo de este tipo son complicatl.'.ls, especialmente 

a altas convers i.:Jnes, ya que los términos de ,.-eacción se modifican ¡,-::,,-~ 

incluir"' fenómenos de difusión, debidos a la viscosidad creci1:;:nte df:i 

¡,,¿Jio de reacción. Generalmente estas ecuaciones no tienen so luc 16n 

ana1,:ica y 1·equier~n de un método numérico programado en una corr.putadora 

Cigi¡al par"'a resolver"'las. 

En esta tes is tomamos como ejemplo de trabajo l¿¡ homopol imerizo

ción de metil metacf'ilato (MMA}, mediante radicales lilJres. Est.:: 1"eac

~~1én r.a sido bastante estudiada tanto en \¡:¡ industria como en los unive.c_ 

s"'ld5.::;¿s. Balke y Hamielec \S), efectu¿¡con un.1 serie de experimentos que 

r.an serv'ldo c0mo bu.se para nurT1P1·osos desaf'r"'O 1 los teórico~,. Ld u10.iU( 

¡:arte de estos estudios han modelado los pr lmeros momentos de l::i DPM 

(ó) , (7) • ¡;:".J Son pocos los esfu1'('ZOS que se hilo enci'l1r.inad:..; .; 

desc1·i:Jir la (";ulución de la curv3 d(J 1,, llPM. Zeman y Amundson \:-.1) , 

¡Jro;::!..::. leron op1·ax 11r.Jr las ecuaciones diferencia les en d 1 f ¿rene ió:: r .. • 

di.;r.:e ecuaciones diferen..:iales 211 derivad·is paf'cialcs pa('a lut:go sel' 

i·esueltas con las técnicas 11um&1·icds disponibles para EDP. En d'lversos 
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e5:l:dios se l1an r"esuelto las ecuaciones resultantes par;i c.;¡::,os restringi

dos en cuanto a las regiones e'>tudiadas o a la complejidoJ dl! i.:~ formas 

: .. ~:iona les de los parámetros que definen la cinética de la reacción 

ti:),{11) 

Una técnica numé1·lcJ. que ('ecientemente se tia ,)plicado cr.n ~.-. ·. 

:·~f"a cesolve1· las ecuJciones de la DPM en 5istcí!;as de pollmer"os, 1J:i la 

de ele~ento fin'ito. Coy ie y colaboradoí'CS ( 12) resalviEron lds ecuacio

nes integro-diferenci.:i les que modelan la polimerización bajo la aproxi-

-.a.:ié:-, cent inua d.e Zeman y Amundson {9) j' de~·~1' iLen la evoluc~6n de 

1a. '.)~;.¡ ..::vn el t•.empo de f'eac,~iUn, oun .:i .:.ltJ::. ccn•: 1~!"~io1·0 .:: ... 'i, :"ira el me

:~1-rr,e:a.:ril.:i~c. {:.::-;A). Ellos emplear"on el método de elemento finito e: ... ~ 

i..na m3lla f!,ja constr"uida sobr"e el eje de la 1ongitlld de cadena, ¡ t:-rv

:ar"Ori cue la técnicü es aJ~cuada par"a este tipo de problemas. Sus resu.J.. 

t.3.dc: :::. .• g~r~eron la conveniencia de ahondar en lc.:i•, posluilidades del r:~f:

:.:od.: je solución pafa eventualmente emplearlo en estudios de es· oL>ilidcd 

de ,...ea-=.tores o en esquerTu.l:S dt.: c,_,ntr"Ol que u1 "1 l ·icen comµutadcras 1211 1 '1nE:ó 

con el pí"OCt:5o. 

lino de los aspectos más interesant~~ J más v1.:ntajosos d~ l rr.étodG 

de elei;:ento finito soo...-e otr·os métodos nurr;érico:.., es la posibil~·-::: 11 quE

oT.-ece de estimar el erro(' dt: upr-ox.imación c¡11e se comet._. ., l .:.·rr.;1lear"lo J, 

1-:. :¡L>-2 es mejo( aun, de ccn:(cl.lr di•.:t10 e1·rol'" con algún critel'"io conve-

i-e.:~ . .:r.temen:t:, Eenner { 14) seleccionó un c1·itef'io y pi-opuso un -1 lgor~::.mo 

Ce ref'1n3;:·.~.::.r.:.0 de l,1 ~ .. ,Jla por ¡r,(dio del cual es po·,i:Jle equidisrr'ibui1· 

el error de aproximación en t0,:,. ~ l intervolo d+: soh1, ~1'_,·; colocar.do con

venienterr.::::f1~e los nodos c¡u·-~ d12finen la mal IJ. Para 1ogr·ar la equ1dis

r.ri::u.:ión ·J·_.; l:11·01 .-:1 algoritmo Je [';!nner· r7111tier . ..: fijo el nl:m~rL ·Je 
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nooos, per"o rec:ilcula la colococión de ésto:. coda vez que cambia l[,J •·?

gión donde se busca la solución o q1•'2 se avJnzu un paso de lntegrac16n 

er. el CJ'";;..J de pi-o~lemas que involucran ecuuciones dife,~enciales. 

Se n.3n deS3r"rollado otr-os rr.étodos de mall.1 adaptüblc como ius métQ 

des de elemento finito espacio-te111pt"Jrales { 15) ,{ 16) v t..:l rnétn,1. •le ele

mento finito móvil {17) ,(18) ,{ \•JJ.foctos ellos lien,_·n como c,t.;jetivo el 

o¡::irr;i.zs.r en al~;ún sentido la Cúlocac\ón dt.: lus nodos. En estr.:- traboj•J 

ncs interesa utilizar las técnicas dt: mulla <.1Japt.-,t,1c can refinami~111J:. 

p3.ra. man-.:ene!'" control soorc el .::r~,~ar de la solución. 

r:.- :::r::. ,-_.. ·--: .:-t :"·ntJlerro de describir- la evolución de lo LiPM en 

un si.stema ?Ol~rr.érico es un Cilmpo fértil para la apl i...:dCión dí: ul:todos 

de ma 1 "1;: móvi 1. La forma de la curva que: nos ocupa se deforma a 1 Jv¿,.nzor 

el tiem;::io de r"'eacción _,. si '.F:' deja unJ. 111.J \ lu fija no se tendr"'á: contfG 1 

sa::;l'e el erl'Or"' Je aproximació11 y será cuestionable la extensión del rr.t-

:odo ~~ra estudios de estabilidad y control. 

En este trabajo desar,..ollorno'.:i un olgcr ,,,,..., ql.!e, utilizand(· 15 r.~c-

1-.ica de elemento finito, pel"'mite u.cotar"' y distribuí!' ur1ií.,1r.,·_.-n1er1tt: el 

er1·or de aprcxim.:::ción de la solución. El al1Joritmo se aplica •_·:1 la des

.::1·i;:ciór: -_1¡.;1-cximada d.:- :_:i DPM de un sistema poliméf'ico. 

En el pr""imer capítulo establL·-:cmos el maf'CO en el qut: se genef"i:i 

el ;;r·c.:.-lema. 

ocj¿:ivos que se perstguen y l<t--. 1:1-icvltudes que se ¡Jresentan 

gt.:id.s. se modela el :J1·oces. __ . f 1na lmente se enumerl.1 el conjunto de ecua

c1cr.e;; diferencialt:s en diferencic1'.. 'i'•i2 consti;..uyen el mode10. i:n ei -

,:~;:~:ulo 2 e.e- arrox iman las secuencias de con ... '-"i"•traciones de ¡:::;:iecie::. 

;r,¿J '.ante- i._;!l per: 1:.nl inuo. c.:.n es tu 5€ gei;t~fó un ·:is tema de .~,-\l::c iones 

~r.:e:;ro-diferenc~ales parciales len tiempo y en lon-gitud ue cadén5). En 
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ei capitulo 3 se formula t:>l problema específic0 que constituye el aLJjeto 

;..r',"c~pal de esta LL·:.\s, e~ J::cír, l.:i posit)ilid<.1d út> utili.:ci! 1Jn,1 mcili.1 

aca¡-;tacle ¡:;ara describir la evolución en tiL•mpo de la di~tri!JlH.:i6n de 

p-?sos moleculares pJr_, lJ polirrlt:r-iLociór; i:it1tl•i·mica del 1: .• : i! nu::t<lcril-~· 

e•1.;~ 1·e;:::::.:r pcr 101.:eso semicontinl..1. En el C<1f1.tl se cipli1_,1 la tócnic.:z :.;..:..

elemento finito con malla fija d las ecui.lciones integro-.Jlferencio les 

~arciales ~btenidas en el capitulo z. Como res11ltado, Pl r1··oblem~ mJtc

mát~co se transru,·ma en un siste1na e.Je t-cuoc_ Íl)nfls difer"encili les ordinaf l:JS. 

{EDO•s) con vala .... es inicialt;·. r 1 (J¡ .. ítu lo 5 di~c•.ltl' lu-. 1r.é:todos t'!·! 

sc1u.:ión que se pr-obar·on para r-esolver las ELlO's obt1..'nidd~ 1'.!n el Cllp'i1_:1I-, 

anterior, as1 como las dificultades encontr<idas y se elige el métüclo c;uc 

resultó más eficiente compar-c1ndo L.1- cai-actL-risticas ,_ilJservadas al c.;,Ji

car c.:-:da uno de el los. 

El cap1tulo ó introduce la ll:ü1"ÍJ do:: nwll;: adap·L,jole t:i. •:l•""~;.•:Cr1tú 

finito y detalla el algor'itrno 1..·rnpleado pdr.:.i determinar" lo evi:;lucié.n CE: 

la curva de la OPM utilizando una rn1lla adaptable. Fir.Jlmente~ el CC:íJÍ

tulo 7 cent.lene las conclusiones .__;1, .. 1,,,J .... ; lit)tenidas .Y Lis recorr.t:nd;;•:ionr:s 

re-s¡;ecto a 11uevas rutas de i11'1..:st igllc ión en el tema. 
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Ci<P 1 TULO l 

GENES 15 DEL PROBLEMA 

En este cap,tu1o se hace una descripción flsicJ. de los distintos 

;:i1·.;.:esos de polimerización que ·~.~ emplean indusll,ialmente seiiJlando las 

ventajas y desventajas que caracterizan a cada. uno de ellos, í,<Jl"a luego 

enfocar nuestra atención al tipo de proct'.:'$0 que será oUjeto de este -

estudio: po 1 imeri zac ión por ,..ad ic<.1 les 1 ibres en m:1sa o en so 1 uc ión, 

efectuada en r¿3cta!'"es agitados operados en f arma intcrm i tente o semi-

rea.:.:iones qu1micas involucradas. A partir del e~qul:!ma quirn~co se -

plantea el conjunto infinito de ecuaciones diferenciales en d1ft"1"éncias 

.:;ue constituyen el modelo matemático natural que repr!'.:~,\!nt.3 El sis~ema 

po ·11mér ico. 
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1. i ?recesos dt: Po l imer i zac ión 

Los ¡:,1~cccsos de polimerización er..p lean como matl,1· ia µrima princi

;:al .;: :iel'"t0:5 cc:r.pl1estos denomin:nlns monóm,_•ros. [~tos monóm1;ros ~ i~:nen 

~ropiedades qu,m\cas esp~clficas y proveen, ~1 r~accionar, la5 unidades 

es:!'"ucturales que fo1-mJn l:,'~ cudenJ.s d<.: pol,11¡,__.,-o. lxi'Jt1_11 diver'JOS 1¡;., e: 

nismos de r-eacc1ón íJdra oL>tcner pu1·.;;;ero~, pel'"o el que nos ;:,,-11¡iará se 

denomina de l'"adicales lil)fes (se efectúa rncdi.11,:..e especies q11í;1•i,:JS neu

:r-as de vida corta). 

L3S reacciones de polimL-'i ización son 0~- 1 ,t·•:1alm011tc dificii1.:s de 

:c'1:f"a1a!'", y,; que son fue1~temente exotérmicas '/ la remoc i1'in del ce lor 

;cnerado en ellas es complicada. Esto es deoidú d yue ld vi:;.:.-,::;~c!.J;; ,:: 

la mezcla l'"eaccionJnte crece al prog1 esar l.J conversión dt· i mor16m<:-ro 

en pol1mero. Es por" ello que los procesos a ,_•-:o..:ala indu'.;il,-',u I se disei'ian 

de ta 1 fo1·ma que comtlinen ca!'"acteí'í~t icas de contra lJui l \dod de la i"Eo:

ción, coi; eccnom'a y calidad en el pí'Oducto. Entre las procesos comer

.:iales más ir.it-0rtantes e:.1.;.i1 los de masa, emulsión, suspens\l,n 1 soluc1ón. 

En el pf'oceso en masJ l..i ',-·acción se rea liza ún icJmen~e en presen

.:ia del monómero y '-='" ,'."~· el control ~!e ten~Jeí'atura es compl'1cuJci 1 la 

calidad del pí'oducto es alt¡:¡. Esto se debl"' a que no hay contaminación 

cor: sustancias extra has. El problema de !"emoción de Cú lcH· (contr·ol de 

-e~.;Je,-atul'"a) se ha enfrentado co11 ¡1ulimt.::r-izaciones r:n dos fas .... _ (Sl15pcn

si6n o emulsión). Sin er.,oar·go, -.·_,Las opciones r~quier"en eta;=i.as .Jdicio

na les de separ""O·.: ',6n después de la í'eacción para ais l<ii" el producto. Oti-a 

;:!·c.:eso eri iu·,a -.Jla fase es el de ·,~·lución, que emplea un solvente para 

i!T.::edir"' que la visco::.idód del medio reaccionante aumente t:·n demasía ¡ 

j~ficulte la !"emoción del calo1 Sln embu• qu, al finJl de -e~te ;:··:·c~so 

ta~.:)ién es necesJciv :.epa1· •. 1r al ¡_;ruducto del solvente. 



Les cr"ocesos '-·1. ¡,;asa y en soluc'\ón púeLlen ser descf"itos matf.!m:1ti

::;.:--.en:e er. iorma si1:iilor· pues su":> e'.:.L¡11~rnas l 1uímicos ".:.'..1t1 semejantes. En 

es::i. :esis 1~>.;:learemos un ffiOLI· lo que es aplicable tanto ;"ira proc•::::os en 

:;:3sa cv;r;o en solución. Cu,_1 \quier-.J de los proce~os me11~: ion •. HJOs -::...: ·:·fec~:._-1 

Est1: ¿quipo consiste en un t.inque con un ~llJ ·1tadür .. r_.:on 

:.l;úr, r..edio, Ja seJ unJ. cl1a.ql1etd o un se1-penti11, L¡ue pc:-mite (",-\l~r1t.11· o 

enfr"iar la ¡¡,2zcla i·eaccionantc según se r"equiecc1 tver fi~¡urti l. i). 

Re5peC':G a l_, for·ma L'll ...¡:1,_· se uper·un lo·., reactores, lo~ pror.:esos 

de ::-olimel"'izac1ón :.t pu<::J....::i el.:::._,, \ficar en continuos y en intermitentes. 

::r. 1::::: p1·-tmer""OS, y u1,.·1 vez que se alcanza tin,o •.·pC'r-ic16n es 1_,'.lble, 1u C·Jn

-:~::!~::i ·~·2 mcnémero (;ue entra e~. i•3u1l a la del pol,inerv '¡t;._; s;,le. t-o·

o:ro lado, en los reactor"es inte1~m\tentes se· cacga una ch:i 1:: .·i11L ;,J;_.~ 

de rr.ate(i.3 p1·i.n:íl :,' se hace reaccio11.:i1 i;asta ulJtE:11t.:f· una transfcírr;ac~.:.(1 

en pcl,mero lo 11.bs com¡il::·:d posiole. E11 L";;t.: 11;,Jmento se des .. 11 '::ii.: 1::1 r .. r..:.

c ... ::o del ref\ctol"' y se 1nlcia un nl•L'VO cíe lo con nueva mal(;-1 '-· ¡Jr irr.a .. 

.;(. :ei·:e(' tipo de operac\ón que combina caractef",Sticas de lo•_, dos an'.0::-

fiores es el se111i.untinvo. Este es semej¡,nte al inter""n.il(:nt~ pero ¡:.~t

mi:e l.;-. dosificación de algunos de los compu2stos en f,Jrma con1:ir1ua. 

La e lec e ién de reactores ,¡•,,:: se operar1 en fo1 rna cent inua se j;__.-: 

f·l;:; ..:.;ando se ft..;uiere una alta capacic.L:d oc· producción, pues lJ ~';'h:• -

si6n in11e!"'ente es muy costosa. Estos proct:-;;._1::: producer1 ;nate1·,.:.:. :es c!e 

c31id3d alta y '.:iifu11!1t' tJu,:;:; : . ·.1;.-r,...i1o11. ;,¡nes J¿ las ,11·0¡)ieda.Jes en el 

rr.~:ci-1a l son CE:r"i'i.idas. En lo::: .-.,,actores int.errnitentes 11,.:._y di'=> t.- -1:buc:1c

r.es más obier·tas ae las propiedades qul..·, en generu1, .. 1<:1:1.¿1·it:i11 la c.Jl11ad 

de1 ¡:;1·oducto, pe1a ~ \.Os pr L"-l~sos sor. .·:.As ( \.·;.; ·1l;l.-::;. •_:>n su o;-.i:·r:::.cién _. 

.-equiere:n iflt'1;..:;1·es invL'r~s1ones que los continu•.i:;. 

: ~n'_.;cs ;')íesentan ca1-~,::e1ísr icas intermedias de 

.:e costo en la. inver~; -n. 

L0s p1·ocesos sem~cor.

\~·:x1ol i 1d:id, c.:i.l'\d.:;.:!., 
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Los me.delos r..:i.~··;rJ.t'L::u-:. que describtn h.is pr-oc:esos .-..~ontinuos son 

'.(;nt1':1:.; que los cor-r'espondient.::s _1 lj f;¡;._·,-ación 

:n:er:ni:.en;:e i11::luyen ecuaciones Llifert:'r1c iales, y~1 que 1~1s v_,,-: ,:i lí~~ 

:ac "\ón v ~a raJ ica les l ic,-es l'n mJsa o en so 1.1,_ ;,·,n, efectu.n! -·~ en ,·,. '".C: :e•-

1.2 Esqu2rr.a Cinftic:o y Mo~:c-L, :-~1~·-·11ético O,-iginal 

Cuando la polir..er-izución .... lle·:.: ::.:ibo por radici1 1'::. l ibr-es, 

cor . ..:. c-11 nuestro caso, se pued\?n dist ingu ¡,- v.icias etapas s imp ies de reJ~ 

ción. 

!n~..:i~ción. 

muy ;::equeña can•_)d,;.·J _11 1r:onór;ie1·0, suf1-e una i'eacción de d.:-::::.:;:;..c:.~:. :.>: 

9er;e1·ando dos cspec i<.:-:.. ;:¡.,, activas (1-adica les l lur~":.. ~o1-i11.:•( ·.os} que -

a¿::,¿ncadenacán 1a 1·eacc 1-2.1' de pe l ·',;::-:r" i zac ión. 

L.:i. ~tD,)a de iniciación consta '-'•'•Lances de dos pasos: 

Descc1:.;,:osic ~ón del iniciador· 
~· ' 

-'-'>- 2r:. 

Reacc~jn dei r.J.1ica 1 prim~r·io K. con r;,1_.1 .. :.;;;~ro 

;-..T l'I 

D~1;je F-1 ,·epr,::l·nt.:i un rad1ca1 llore ¡,c,llr;if:cico d8 longitud •.h.: ;:.Jdena l. 

r. (._ .:9ació11. 

:<Ja 1 ... :-.~ ca.c .. ,;.n,:-, activa de "..:;· ir.o n, ~ Pn ), 1 eacc ion: • ._on monóme!'"O, iri,:-·,~ - -



ment~r¡jo en uno su longitud. EsquemáticamPnte se tiene: 

p + ;.¡ 
n 

Terminación. 

--1.. p 
n + 

l-0 

Finalmente, dos cadenas activas o de pol~mero "vivo" de longitudes 

n y m respectiv,:mente, re.1ccionan de~ .. 1ctiv.'.indose y proporcionando poli.

mero esta.ole, tamoién llamac.Jo pol\mero "mueí'tO". Existen dos tipo~ de 

terminación, OL·,,t:ndiendo de si las dos cade11;1:: ~•f' unen para formur una 

sola de pol\mero muc1·t.:1 (combinación), o si las Códenas se desactiv.:.i11 

tación esquemát L: .. es: 

Corrbinación 

Despropo1·c ión 

ktd 
pn + Pm-~-. 

donde 00 y Om rep1·esentan pn l \mero muerto de tamaño n y m respectivamente. 

En el problema que nos º'upa (pal im~1·izoción de MMf\) sólo existe L1:rmi

n;:¡,c ión por desproporción por lo que emplear l!HJOS una so la kt, ta 1 que ~· _ : 

De acuerdo a la e ',nét icr1 química y suponiendo que Lt ... 1itación 

es perfecta er. el medio de ri: .. .J<C ión (modela idea 1 de ,~c-dr.L0( dgitadú) 

( 20 l. las ,-eocc1one::. d..:scritos puc··!._•n r,,;~Jelarse maL~:;;,.'1L icJmente con 

las siguientes expf'es iones de ve loe idud de rea ce ión: 

Descomposición de ini.:. ludor: 

d ¡ ( t) 
dt -kd 1 (t) (l. 1) 



Radicales primarius: 

d R ( t 1 
dt 21" kd 1 ( t 1 - f;; H ( t) M ( t) . 

Consuma de monómero: 

d M ( t 1 
dt - k i R ( t 1 M ( t) - kp l·I ( t) ¡; P n ( t) 

n= l 

Radicales poliméricos de longitud l (ro·" I); 

.QEJ...lü 
dt = k

1
. R(t) M(t) - kpP¡lt) M(l) -P¡(t) ¡; k

1 
P (t) 

n= l n 

~ad1ca les pc1lmót1co:; de longituG n: 

E 
m=l 

Po 1 ~mero muerto de longitud n ( s6 lu Jes;proporc lón) : 

dOn(t) 
dt p" (t) ¡; 

m=l 
k L Prn ( t) n= 1 , ro 

1-7 

( 1. 2) 

( 1.J) 

( 1.4) 

(l. 5) 

( 1.6) 

En estas expresiones, las cantidodes kd, k;, kp y kt son constantes 

para una temper-atul"'a dada, aunque .:;. u Itas convt.:1'siones la kt (y en al

gunos casos kp) se ha,:en dependientes de la conversión y de la longit11d 

de las cadenas que chocan pilf';1 reaccionar. Lós ecuaciones 1.1 a 1.6 

constituyen un sis temJ infinito de ecuaciones di fe1·8nc ia les en di fer-en-

cias, cuya solución se dificulta especialmente por el hecho de qt,t· ;l 

altas conversicnes la constante de t'2rmin~11_ ión dSume formas funciona lt!S 

comp l tcadas. 

Si la kt fuese independiente del tamaño cie las cade11as bajo cual

quier circunStó11cia, las L·cu:1cianes tendr1an soll:....:ión ana11tica haciendo 

algunas sirr.p1 ~ficaciones; sin en1bargo, en ni.estro caso emplearemos un 
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modelo general que incluya la influenLia del tamaño de las cadenas en 

la velocidad de terminación. 

1.3 Efecto Gel o Autc .. 1ct:· '\eración 

E 1 hecho de que las constantes cinétic.J-:., .:Je terminación se modifi-

quen a altas conve(':> it;nes se fJUede entender en for 111:1 mecanic lsta pul' 

medio del 1 lamado efecto gel o Trommsdorf, enunciado originú 11l!C:11l2 en 

{ 21 ). De acuerdo a esta teoría, las moléculas de pol1mer-o que están 

creciendo duí'ante la reacción, hacen que el m~Jlo sea codu vez m~s vis

coso y dificultan la difusión de las mol&culas, hac'1enJo cada vez ma.s 

improbi\t', l.? que oc1..1·1·J lJ. rC:-JC:Ción de terminación. EstP. efecto es más 

marcado conforme aumenta lo conve1·si6n y por e-l lc1 la vi~,l:osidad, afl"c

tando mayormer1LL' las moléculas má::> grande!,. Por otro lado, la velocidad 

de propagación, que rirácL i..:.L111;ente no es c1fectada por fenómenos di fusio

na les dada la mov i 1 id ad de 1 monómero, ::.e ve incrementada debido a que 

aumenta grandemente la población del polímel"'o vivo al disminu•1r la velo

cidad di.: las reacciones de terminac iün. As~ pues, .~·l .._,fecto neto es 

una autoaceleración muy gl"'ande en la ve loe hidd gleba l de reacción y 

una dificultad extrema para contf'Olar el p1·oceso. 

La dt:-SCl"'ipción matemática de este ft:>nómeno e~ muy compl '1,:uda Y 

sólo recienterr.ente ~e ha i-ecurrido a teoric.:::. básicas para elaborar rno.Je::-

los bien fundament..iJc·:. Cua lqu1er· rL·presentac ión mdlemctL h:.e1 cu .. h::~uad.:i 

implicará una forma funcional ~..i1·a l<.i kt que depend.'.1 de la :·.;11versión 

y de las longi tt1d(·.:. de caden¿¡, por- lo cua 1 li.i kt debl~i·:: ser sust itu i i_, 

por kt (x, 1, n} en la ec. 1.'1 y por· kt (x, n, m} en las l'Cu.1cic1¡;;~ l.~) 

y 1.ó. Aunque e11 t:..-.Le Lr'.:Jb.Jjo el ig ii·emü'.· una forma funciona 1 especí

fica pare kt (x, n, rn), la validez Lh:: lus conclusiones obtenidas es -

independitnte del modelo empleado. 
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En conc lu::. ión, a partir de la d0scripc ión f i:." .i y de la'.l reacc io-

nes qu1mic~is que ocurren en el proceso, se planteó el sist('1n;1 inf-"11,iLo 

de ecuJ.ciones difer1~ni:iah ... ._. en diferencias 1 ~1 .J l.•,, cuya solución 

exacta es partlCl1i~11rnente <;mpleja deUldo a qu1.: el efecto gel rC'quierP 

una funcionaliu.1·J de kt q11e dep1.:11Je JL' la lu11'.J1tud de cadena. 



CAPITULO 2 2-1 

MODELO CONT 1 NUO 

En el cap~tulo ¿interior se encontró que la descripción natu!"'a 1 del 

proceso es un sistema infinito dl: ~cuaciones diferenciales en diferer1cias. 

En este capitulo, con el objeto de r-esolver más eficienLL·111ente el prol.:l lt.'mu 

matemático, se hace la aproxim.:ición continua de Zeman y Arnundson {9} , la 

cual trata la longitud de cJdena cuma una variable continua. Asi, la 

rt?presentaci6n mc1r.c-r11ática del pro:•l•?mil se ti :11l'>forma en un conjunto finito 

de ecuaciones integro d if erenc ia le'-: ,- on derivadas pare ia les en tiempo 

y en longitud de cadena. 



2-2 
¿ l modelo desaf'roll:ido hastr;i este punto i11vulucrr:. 1 .. , conjunti; ir1finito 

de e.::::uaciont: difE:t"er;.~la.les cu.:,1 . .1 solucit.;11 exacto es ffülf' comr)lcja. Zeman 

y Amundson (9) han resuelto pr·oblemils de mod..:-ludo de ~i-:;temas ¡:u1imé1·i-

ces ¿mple.1ndo L..1 aproximación continua, en la Lual la longitud Ut:: caden;:1 

n se tr-ata como un~ ViH·iah le cont in11a. De esta manera, los tórminos en 

dife,..encias se pueden a¡H·oximaf'" poi· ::.e1·ics de Taylo,.- .J le:·, · .. ¡1!,1lorias 

por- integr"ales. 

Desarrollando li:is dife1·encias en forma de serie$ de T,1.,,i.~1· tl"'uncadas 

a 2do. orden se tiene: 

í.·,-1 \¡.)- pn (t) = 1 (n-1-n) + ;¡
1
-

- 3P 1 1 ---;¡¡ + 21 
n 

n 

2 (n-1-n) 

(:'.. 1) 

Por ;:.:ro lada, las sum3tor"'ias infinitas -;e pueden dJ.a·uximar· pcJr· la fór-mula 

de Euler-Mclaurin: 

~ 

E f(x) = r ,. ( x) dx + l f(a l + f { "' I (2. 2) 
x=a 

donde los dos últimos términos de l.l derecha son desprl:· i :tJles. Aplicando 

estas aproximaciones ,1 las ecuaciones (l.J)-{1.6) C·:-ta: •11F:dú11 como sigue: 

Monérr.ero 

dM( t) 
Cftº -ki R(t)i·Htl- K '.·:( t) 

e 

Po 1 imero vivo 

; P(r., ·.¡ 

3 t 

( - •P(n,: l 
·:n 

e 
' 1 

:e~ =ondicicnes de frontera e iniciales 

P(m,t)drn ( 2. ::¡} 

-P ( n, t) ./
0

kt ( n ,m) P{m, tj dm 
l 

< n ..::: •. ( 2 . : ' 

'" dP (1,tl ( (1 )P( ) d dt = 'i R(t) l•\(t)-f;p?(l,t) 1·1 (t)-P l,t) "t ,rn m,r. rn 



p·:.·.r.)=J,t;:.O 

OO{n,t) : 
3t P{n,t) ·' 

con condiclones iniciales 

P{n,O) -=P.,, n:;. l 

P{m,t) ll•:1 

l ' ti C::: G0 
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(2.6) 

(2. 7) 

(2 .8) 

Por otro lado,dadu que la c inét icü d~ con'iumo de radica les primario~_ 

es rnuy r"áp ida, podernos supone,- ~~ L,1Jo quilsi-t:s tac it...i • .:ir io { 22) 1 ( 23} ¡¡.:i,- ,1 

esas espec1es, con 1o que 1a ecuación \1.2} queda: 

!~{L) Mlt), (2.9) 

además, l.;: e inét ica d" l 'n ic iadc:r 1'epresenLada en { 1. 1) se pu-?:de poner 

expl1cir:amcrit•.:, r·esolvienJ•~ ( 1.1), como: 

1 ( t) = e 
-kdt 

( 2. 10) 

donde 1 :(t=O), 

~on lo que la ecuación (2.9) queda: 

k; R(t.) M(t) 2fkd lo e (2. 11) 

Estl! ,-esultado se puede sustituir"' en las ecuacic..i;o:.. {2.3) y (2.5) con 

lo que el nueve c::;njunto de ecuaciunt::s a f'€S.:11ver es el siguiente: 

dM(t.) 
d t. 

_Jf'(n,tl 

3 t. 

-., fk. !, o e 

r -
L 

-kdt 
-k !·: 

\' 

M(o) 

¡¡ P(n, t) 
?n 

00 

1 t) ¡ l P(m,t)dm 

~ Vio 

:¡''P(n,}J l -P(n t) 
a n J ' 

(~. 1;,¡ 

(2. U) 

i •t(n,m)P(m,t)drn 
l 

(2. ¡:.¡ 



dP( l, t I 
dt 

P(~.t,=O, t~O 

Oú( n, t) 

"' 
= P(n,t} 

D(n,O)=Dc' n '!-1 

2-4 

... 
->; P(l,t)M(t)-P( l,l)/ kt( l,m)i'(m,t)d:li 

p l < 2. lo J 

¡:(11 10):.p., n::. l 

/
1 

kt{n,m) P(rn,t) dm (2.17) 

(2. 18) 

Es conveniente nacer carnriios d~ va,.-ial>le parJ. 3dime:r;·.::i; .. nal i.:ül"' las -

ecu;iciones a fin de que el procedimif•nto de solución numérica sea más 

Los camoios de variable que ell!~imas son los sug¿r-idos poi" 

Tu 119 y Tirr-cl1(24 }, 

T = kpt ( 2fkdlº)¡ 
kto 

A = 

a 

X = 

kd 

( k 
2fkdlº 

p kto 

kto 

~ 
M(t) -M(o) 

M(o) 

rl 

4> (1},m) = kt(n,m) 

"to 

'I' = p (~¡~diº 
Q = o ( 2f~:~. 

M ( k"to 
\ -cr>:dlº 

A 

y son los s iuuientes: 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.?2) 

( .--: • .:_ j.) 

( 2. ?~ J 

(2.26) 

( 2. 27) 
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Consecuentemente, las ecuaciones {2. lf') a (.::.18) se convierten en: 

e -A T cu 
dx(T) = 
d. 

o. - + (1-x(T))/
1

'1' (m,,) úm 
}.lo (2.28) 

x( •=Ol=x 
o ( (.. 29) 

o'V (n,, l 
3. l.lo ( 1-x(T)) 1 

"'l' (n T } .. , :- 111(n,T) 
-o "n• + .~~"~~~'"'-a 1v(n,-r}/

1
4' (n,m,x)• 

u a n ~ 

< 11 < C&) .• l!J (m;r )dm 

00 a o (n, • l 
a, a 'l' (n,T) ¡ 

1 
1ti (n,m,x) 1p (m,-r) dm 

l(n<co 

Con condiciones de frontera e iniciales: 

(2.30) 

(2.31) 

-A ' 
a e - '1'(1,-r} Ua (1-xh)l-o.'l'(l,,)tO> (l,,,,,X)'I' (m,<) dm 

. l 

T ~ Ü 

q.r ( w, -r) = O, T ~O; q.r (n,0) (2.33) 

n (n,O) = ºº (n), n '.J.. l (?. 34} 

En este sistema tenemos ecujciones diferl:ncia les ortJinarias acoplada:.. 

con ecuaciones integrad i feren._~ ia le:.. F l problema es de va lores inicia les 

(2.32) 

en tiempo y de valores a la front~r·a en longitud de CJ.dcn.l. l:u._/ que hu.cer 

notar que la· evolución de la ílPM dr~ f_";!J•~'cies vivas q.r (n,T ) no -:1C'pi?nd' ~!e 

la OPM de espec íes muertas n (11, T ) . Por lo tanto se puede resolvl:...-

para 'l' (n, -r) y al imentur l.:i ~o luciór, comv func lón for~zante al conjunto 

de ecuaciones 2.31. 
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CAi' 1 TULO 3 

FORMULAC 1 ori DEL PROBLEMA 

En los cap 1 tu los ¡;rev ios p 1l!n t l: .. Hnos un modelo matemti t ico p..-u~a des

cribir el curso de una reac .... ión de pollrnerizJción en masan •_!11 ~u-lución. 

Los aspectos cuantitativos que nos inte1·1~san son el cu1·so de la conver

sión y de la distribución de longitudes de cadena (peso moleculctr} en el 

El modelo matema.tico resultó cunstituido por un 

sistema de ecuaciones integrodiferenriales con derivados parciales cuya 

:;olución aproximada mediante ~l1":!mento finito será el objeto d<: los si

guientes capítulos. 
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3. 1 Antecedentes 

Los primer"OS modelos q10.; 1·1.;!conoci···t"on la depenrJenCill de las cons

tantes de terminación de la lon•J i tud de cadena de las especies reacc io

nantes fueron el de Cardenas y 0 1 0riscoll en 1976 (25), (26} y el 

de Marten y Hamielec en 1979 (27) . Sin emt)af'g{1, estos moJelus linicamente 

consider-aban una constante de t•-•11.·1nación promedio que dependía sol<Jmt:nt..: 

de la conversión a pal ,mero y de la longitud pr-omedío de las especies 

reaccionantes en cado instante de la re._;cción. [n ellos 110 se e111pleo1 (,o 

formas funciona les más r-('(•cisas que evaluaran distintas r:onstantes de 

terminación dependiendo de lurHJÍtudes de cadena d~ las especies reaccio

nantes, ya que no contaban con métodos numé1·icos eficientes para resolver 

las ecuaciones resultantes. 56 lo muy recientemente Soh y Sundberg ( 28) 

y Boots ( 29), .:imbos en 1982, desaf"'ro 1 laron métodos que permiten resolver 

las ecuaciones pal"'a ciertas funcionJ 1 idades restringidas de las constan

tes de terminación can las longitudes de cadena. 

La técnica de elemento finito fue :11, l i·..:.1da por primera ve:.:. en 1984 

por Coyle, Tulig y Tirl'"ell (12)pal"'a la solución e.Je l!Ste problemé1. Ellos 

utilizan este método paf"'a resolver lac. ecuaciones a altas conversiones, 

donde la funcionalid~1d de kt respecto u las longitudes de cadena impide 

la solución por otros m0tados numéricos. Coyle y col.J.bOr.':1Jores seleccio

r:arcn el modele de Tulig y Tirri:::ill pnrñ iluc;trnr el método de elemento 

finito en problemas de polimerización con kt siendo una función <le cual

quier ;:omplejid;:,.J. [n ~~,tc1 tesis, con el objeto de l1acer un<.i 1..vmpar-ación 

objetiva, también se se"l<::ccioná el modelo de Tulig y Tirr-ell p¿1r·.-i ¡iron;:;, 

los algof'itmos de elemento finilo con m,llla adaptable que se desarrolla

ron. El modelo en cuestión :,,- :1.1~¿1 en la tear,,"i l'"C:\.-''-·1nte para la difu!:iión 

de po1,meros (30} 'J propone unu funcionalidad Je la cu11::.lante de ter·rnina-
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ción dependiente de las longitudes de cadena de las especies reaccionantes 

n y m, y de la conversión a pul lm~r-o, x. Por otra rarte, es impor"tante 

hacer notar que este modelo presenta problemas matemát ices de u iscont \

nuidad que deben considerarse si se pretende oplicar este modelo para es-

tudios de control u optimización. Este problema se Jiscute más adelanLe 

pero primero se muestra el modelo. 

El modelo de Tulig y Tirrell presenta la siguiente funcionalidad 

para kt (n, m, x). En forma adimensionJl: 

X ~ X* 
41 (n, m, x) = 

f L" +¡mJNcl13] K (M .. x)- i. 7 !i l + fmin X~ X* + N ¡ll e 
(3. l ·a) 

donde 

.:> (n, m, x) ( 3. l b) 

Los par~metros d~l modelo son x*, Ne, f.i y fmin: 

x* - Conversión a pal"'t ir de la cual se "enciende" el efecto ge 1. 

Abajo de esta conversión kt ~ kto. 

6 - Potencia derivada del modelo reptante de lulig y Tirrell que 

toma en cuenta la mayor ·disminución de kt para moléculas 

largas que para moléculas cortas. La teoría sugiere 13 = ~' 

aunque los autores dQ la misma proponen que el parémetro se 

ajuste con datos experimentales. 

Ne - Parámetro que permite ajustar la longitud de cadenú en la -

que el término TílJ:-rWl3 empieza a aproximcu' el comporta-
e 

miento de~ 1 qut~ •-=S la expresión directamente obtenida 

de la teoría. 
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fmin - Paf'"ámetr-o que pone una cota infel"'ior- al valor de ktque -

estimJ. la ecuación 3. 1. L.:: inclusión de t-ste parámetro 

está en aCL1t_:1'JO con el hecho de que .:11a1 i'dJica lL".:. muy -

grandes muestran e i(·1'ta ve loe idad de tel"minac ión. 

La constante K se ajusta para p.:.»1ir continuidad de ld función en 

x = x*. Sin embargo, e::.ta condición e5 el aspecto débil del rí.vJelo d:i~!;:, 

que la continuidad ~o lamente se pu~de alcanzar en forma parcia 1 para 

un va lar" de la pareja {n, m), mienLr·as (jUe pofu la:; dcmls pJrcja..:; 1::: fun-

ción presenta saltos de m.JiJnitud variable al pasar de x<x* a x;:.x~, lo que 

cuestiona la inclus:ión de dict1a constantr:- Y,)O!" lo tanto, del modelo. Por 

Otf"a parte, existen algunos modelos (31), {32) qui.: a'.>t.:l.JUl"'an la continuidad 

matemática de kt tomando en cuenta aspectos difusionales desde conversio

nes muy baj:;.s. pel"'O es tos modelos sólo se hún Jes<il"'íu l lado hasta e 1 punto 

de obtener constantes de tern:inación promed1o para todas las especies 

reaccionantes. Un punto futuro de investig.:ición cori'iistirá en enriquecer 

estos modelos pal"a que conside1-en constantes U¿ terminación del tipo kt 

(x, n, m) 

3.2 Motivación y Especificación del Problema 

En el tl"abajo pione..-o de Coyle et al se plantean y se resuelve:n 

las ecuaciones de balance de las especies l"eaccionantes para un sistema 

de pal imerización intermitente de HHA ~mµ iedndu lH10 l~cn leo de e ler...:r.t..::: 

finito con malla fija. Su est.•iJlo h._1 .• : ~nf.J.:...is en ajL1'.::.'1r l.:;';; p,:r·ámetros 

del mCJdelo de Tulig y Tirrell pa.-a simular'" los resultados experimentales 

de Ealke y Harr.ielec publicados ~n l1::i73, lu ... 1ue consiguen medianamt::nlé 

oien. En sus conclusiones r-esaltan la aplicabilidad de la técnica de 

el~mento finito indepenct·ic·ntemente de la forma funcional de k
1

, pero -

hacen escasas considel"aciones ·~.:itf'e la eficiencia del método numél"ico 
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empleado. El esquema que probar·,,n incluyó una malla fijo en número y en 

colocación de los n:idos, a pesar de que trabajaron en una región en la 

que los perfiles de polimef'o vivo y mL1~rL0 cambian ab,.l1ptamente al trans-

currir el tiempo de reacción debido al efecto gel y en la que el empleo 

de una malla adaptable puede loq1"...i1· una reducción considerable del esfuer"zo 

numérico mediante la reducción del número de nodos sin afect.:if la preci-

s16n de la soluc16n. 

El paso lógico inmediato es el desarrollar una técnica de elemento 

finito con malla adaptable que permita logr~ar una colocación óptima o 

cuasi óptima de los nodos para condiciones que cambian na tura lme11Le con 

e 1 CUr"'SO de id rect<.:C ión, lu t¡ue 1·edu11ddrd. én 111t1.yor ~f ic i~nc ia del mftodu 

numérico con las ventajas en econom1a y en ap1icat.Ji1idad inherentes 

en el lo. En e 1 curso de una reacción de po l imeri zac ión ex is ten dos eta-

pas en las que hay cambios muy marcados en la población di! pol1mero vivo, 

que es la que gobierna b~sicamente el desarrollo de 1a polimerización: 

el inicio y la fase de efecto gel. En ambas etapas el er-ror de aproxi-

mación de la solución por"' elemento finito can;uia fuertemente de un ele

mento a otro y a cada momento, y el empleo de una malla adaptable es 

particularmente útil si se desea mantener control sobre el error. J\di

cionalmente, una malla móvil puede mejorJ.r la pr"'ecisión numérica en todas 

las etapas de la reacción y no :..ola en sus fases criticas, puesto que 

las variables de procc'.::.o pr"'esentan un compor"'tamiento no estacionario en 

operaciones intermitentes y semicont '1nuas. 

La mayor eficiencia numérica Lle los métodos de malla ad~1ptabl~ sobr"'e 

los de malla fija es el resultado neto de dos tendencias opuestas: Por"' 

un lado, los algoritmos de malla adaptable .:un:.umcn m;:iyor tiempo de cómputo 

que los de malla fija debido a los cálculos adicionales que efectúan para 
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reu::>lcar los nodos d-:.: iv mallJ (y ¡:n ocasiones el núrn0ro de los mismos). 

Por otra paf'te, la co loc,1,: ión m.1.s ,.dt!cuada dt: lu·,, nodo~. l11grddi1 con un -

algoritmo J~ malla móv',\ pi..•fmite abatir fuertern(:nte el tivmí."-' d~ cómputo 

respecto a 1 emplea do por una ma 1 Id fija o l requt.::r ir·se menos nodo:.. p<Jra 

lograr l:: misma precisión que l 1 <Jlcíl.nzada con un es1;:1.·rno..1 de nod,_.- 1 i.jos. 

Un a lgof'itmo adecuado de mal la ad'1ptab le buscará m,iritener lo más bajo 

posible el tiempo de cómputo adicional que se em¡1!...:a en la rl'uli·P.<•l·ión 

de los nodos. Por ej1·111¡.1lo 1 los m.~t~·iJos de Benner y lo'.; desarrollados en 

esta tesis ocu¡:_;.n tiempos de cómputo para reubicación 1.k· l,i m.J 11:1, que 

no exceden de un 5% y 3 % r-espect ivamente, los tiempos E:rr.p leados por los 

correspondientes algoritmos de ma \la t 1ja (a igua load en nümeru u .. ~ 11o<los 

_y mayor pr"'ecisión numL•i·i._a con la rrulla móvil). Estos incrementu:; pequi;!

ños en tiempo de kroceso pueden f(1:· ilmente ser compensatlu::, y tf"aducirse 

en tiempos globales de proceso menores par u los métodll'.> de mal la adapta

ble cuando en éstos se reduce el número de nodos para mantener una pre-

cisión comparalole a la obtenida con r1~;dos fijos. 

Existen di-. .. :,-sos algoritmos de malla adaptable que sehanJesarrollado 

recientemente y que presentan d ist in tos ni ve les de desarro 1 lo forma 1 -

matemático y de ventajas pr5.cticas eh l:ficiencia numér'ic.1. '~u discusión 

se hará en algún detalle en c·i .::apitulo L. La opción elegida en est.:i 

tesis fue el desarrollo J2 un algor·i:.mu semiempiricv :'"; pr"es0111 _1 in.por-

tante::. reducciones en t lempo de cómputo. 

jeto de esta tesis. rlueStt~O ObjetÍVl1 e<: Jesarro11ar y 2Studldf lo~ f.t l-

canees de un métodv .Je elemento fi111~i."J con milll.J. adaptable qu<.', ..ll resol-

ver- las ecuac i:-.!"::.. ,¡ue mode i.:!l la úPi·i ¡1,11 d uni1 po l lmer~ lzoc ión por i" J.d ~::J-. 

les libres intermiten h._--. o semi·...:-·.;11: inuil, proporcicn.._· t•na cu locación 6pti1..:.J 
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o cuasi-óptima de lo~ nodos. tal l1ue ¡iL·rmita reducir el 11ümero de ellos 

y resulte en menores tiempos de cómputo obteniendo la misma pfec isión 

que los esquerros de malla fija 

3.3 Estrategia de Solución y Resumen 

Para a lcanz¿,r nuestro objetivo podemos plantear varias metas ínter-

medias: 

l. Aplicación del método de elemento finito con malla fija al 

problema que nos ocupa en tvJllS las etd11as de ld reacc iOn. 

Este punto. que se desarrollará en el cap1tulo 4, transfor-

mará el prob l\::;1,..1 matemá t ice en un sis tema de ecuaciones a lge

bra icas y diferenciales ordinarias. 

2. Estudio de esquemas numé1·icos apropiados para resolver el 

sis tema a lgebra ico-d iferenc ia 1 de 1 punto y selección del 

mejor de ellos. El desarrollo de este punto se efectúa en el 

cap Hu lo 5. 

3. Estudio de algoritmos d2 malla adaptable que optimicen o cuasi

optimicen la colocación de los nodos, elección y aplicación 

de uno de ellos. Este aspecto se discute en el capítulo 6. 

En este capítu.lo se formuló con precisión el objetivo de esta tesis, 

exponierido que ésta se originó al considerar los resultados obtenidos en 

e 1 trabajo pionero de Coy le et a 1 que ap 1 icaron la técnica de elemento 

finito para modelar la DPM en la polimerización del Mt-lA y al estimar que 

una mal la adaptable podría incrementar la ef ic ienc ia de 1 método numérico 

en este problema dadas las caracter,sticas f'sic~1s del mismo. Adicional

mente, se presentó el modelo de Tulig y Tirrell para la etapa del 1_•fecto 

ge 1, seña lan1jo que este mude lo se adoptó en este trabajo para ilustrar 

las bondades de los métodos de ma 11 a móvil. 



CAPITULO ~ 

DISCRET!ZAC!otl DEL SISTEMA COHTINUO MEDIANTE 

TECNICAS DE ELEMENTO Flll!TO 

4-1 

En el capitulo 2 se transformó el planteamiento matemético de nues

tro problema de tal manera que resultó en un sistema de ecuaciones inte

grad iferenc ia les can derivadas pare ia les. En e 1 cap 1tu lo anter 1or se 

formuló con precisión el objetivo de esta tesis y ~e estableció como pri

mer punto de la estrategia par-a lograr nuestro objetivo la aplicación 

del método de elemento finito con mctlld fija para discrctizar el sistema 

de ecuaciones obt.enido en el cap1tulo 2. En este cap1tulo se expone 

brevemente la teor'a de discret\zación mediant~ elemento finito con malla 

f1ja y se ap 1 ka a nuestro problema, transform~ndo lo en un sis tema de 

ecuaciones a lgeb,.-a icas y diferencia les ordinarias. 
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4. l Discretización de las ecuacionus 

Para resolver las ecuaciones (2.2B) a (2.34) aplicamos el método de 

elemento finito en el esquema de Ga lerkin ( 13 ) . Pura ello supane111os 

que las distribuciones solución se pueden aproximar por las funciones: 

N+l 
(-e) <P i(n) 'l' (n,-c l =E P; ( 4. 1) 

i = i 

11+ 1 
( -e) "'i (n) n ( n,-c l =E d; 

i=i (4.2) 

donde las P;«l y d;(-cl son funciones peso y las <P
1(n) son 1·1+1 funciones 

base, que genera. lmente se e 1 igen como po 1 inomios de primero o de segundo 

orden que se construyen sobre una ma 1 la de N+ 1 nodos. Los N in ter-va los 

delimitados por los nodos se denominan elementos y la unión de todos 

ellos constituye el dominio de las funciones solución. En nues~ro caso 

eligiremos funciones base de primer orde:n que exhiben formó de sierra. 

El arreglo de nodos, funciones y elementos se muestra en la figura 4.1. 

nodos n(2) n(3) n(4) n(N-1) n(ll) n(N+l) 

elementos 2 3 N- l 11 

cada n(i) es un valor del dom1nio den. 

F.igura 4. 1 Funciones base linea les, nodos y elementos 

Las funciones base de r1~imer úr'den se definen forma. lmente corno sigue: 

'" i = 1 ( n-n ( i- 1) ) ( · 1) ( · ¡ 
~ n(i)-n(i-l) ni- ,:n.,ni (4 .3) 

2 ~ i $ N+ l 



<P i = ~~-.;-1 ~"'"' n( i+ 1 )-n( i) 
(n-n(i+l)) 

<P ; o n" n(i-1) 
; :;: 3 

<P i o n;,n(i+l) 
i ~ N-1 

n(i).; n, n(1+1) 

l,.i.;;tl 
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(4. 4) 

(4 .5) 

(4.6) 

Una técnica muy útil para facilitar el mañejo algebraico, es efec

tuar en cada mitad de elemento un camb.io de variable, sustituyendo E 

por n, de ta 1 manera que E asuma va lores entre O .Y 1. As 1, para el e le

mento i se tendrá: 

Figura 4.2. 

Transformación 
isoparamétrica. 

de donde: E i-l = 
n - n(i-1) 

n(i )-n(.1-1) 

Ei n-n(i) 
n (i+l)-n{i) 

(4.7) 

(4.8) 

Este cambio de variable simplifica las ecuaciones {4.3) a (4.6) que 

se convierten en: 

E i-1 º""i-1~ (4 3a) 

<P = 1 -E 1 (4.31>) 

Antes de proceder a formar los residuos ponderados para las ecuacio

nes ( 2. 28) a (2. 34) introduciremos brevemente la técnica. Considérese 

Y . un vector de p incógnitas Y = (Y 1(v,t),Yo(v,t), •.. , Y (v,t)) donde las 
" p 

Y; son funciones de v,t
1
que tienen que satisfacer ecuaciones diferen-

ciales de la forma; 



j=l, ... ,p 
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(4 .9) 

La solución se puede aproximar por expansión en fllnc iones base como: 

N+ 1 • 
I: y lJ.(L)!jl\ V) 
i=l 

j=l, •.. ,p 

si se sustituye esta solución aproximada en ( 11. IJ), se tiene: 

(~. 10) 

(4.11) 

donde Rj es un residuo distinto de c1~1·0, pues la solución no es exacta. 

El método de Galerkin ortagonaliza el error Rj al espacio generado por -

las funciones base~;, de tal manera que: 

f 
¡¡ 

- k (Y j - f (Y) ) . !jl (V) OV = 0 j=l, ... ,p ( 4. 12) 

Las condiciones a la frontera involucran dos relaciones adicionales. 

A 1 desarrollar estas integra les que definen a 1 producto \nterno. los 

coeficientes yi son las incógnitas a resolver. 

La ecuación (4.12) también se representa como: 

2,:lú: N (4.13) 

Ahora procedemos a sustituir las aproximaciones 4. 1 y 4.2 y requerir 

que los residuos sean ortogonales a las funciones base. En el apéndice 1 

se pueden ver los detalles y aqu' nos limitaremos a dar los resultados. 

Sustituyendo la ecuación (4.1) en la (2.28) se obtiene: 

dx(i:) _ a e-1\t: (1-x(')) 
d "t" - ----¡¡:-- + 

N+l 

jr;l pj( i:)"' j(n) dn (4.14) 

y empleando la definición de las funciones base e integrando, queda: 
-A ' 

[ dx(i:) o. e 11 p.( 1') (n(j+ll - n(j-1)) = __ + (1-x(i:)) 
ll + s( ~ --0- J 2 µ. (4. 15) j=2 
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la cual constituye una ecuación diferencial ordinaria con condición ini-

cial x(O) =O. La función s (") se define en el apéndice l. 

Propagac íón . 

Ortogonalizando el error respecto a las funciones base en la ecuación 

(2.30),se obtiene: 

¡~ Ía'l'(n,1') -\.l.(1-x(·tl /-;fl'(n,"t:) 
1 t a "t l an 

+ l a''l'(n,1') 

a n 2 

a.'P (n;t) 17.:>(n,m,x)'l'(m,-r}dm} cp
1(n)dn=O 

\ + 

( 4. 16) 
El desu!"rollo de esta ecuación se efectúa sustituyendo en ella la 

aproximación (4. 1) y la función ~ (n, m, x) del modelo cinético elegido. 

En nuestro caso tomamos la expresión para ~ (n, m, x) dada µar el modelo 

reptante de Tul ig y Tirrell ( 12 ) y dado por las ecuaciones (3. l a) y -

(3.1 b). El desarrollo algebraico dado en el apéndice l se efectuó em

pleando la forma 3.1 a, ya que la forma 3. 1 b resulta un caso particular 

de aquélla si hacemos K=O, fmin=l 

La expresión final es la siguiente: 

i+l 
1: dpk("t:) 
k=i-1-~-

k-i - ltl k-i(- ) 
f (ni)=--1\,(1-X("t:))l:. pk\<)y n; 

k=1-l 

N+l i+l ( - k-i- ( - .k-i- 1 pJ.("t:) E h1(x,nj)g (n1l+h2 x,nJ.)t"" (n.) ~(1:) 
k=i-1 , (4. 17l 

donde ñ1 representa el conjunto de va lores de los 3 nodos en la vecindad 

de n(i); esto es: 

ñ;= { n(i-1), ,,(i), n(i+ll }, 

{-1,0, 1 } se de-finen en el apéndice 1 y únicamente 

dependen de los puntos en la malla. hi (x,~jl y h2 (x,ñjl también se -

deta 1 lan en e 1 apéndice l y dependen de la convers i6n y de los puntos en 

la malla. 
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Las ecuaciones l4.17} constituyen un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias {EDO's) en lo:. coeficientes Pk{T ) cuyas condiciones 

iniciales se pueden obtener consider:1ndo la ec. (2.33): 

'1' {n, 0) = tp
0 

n ?;-1 

que se traduce en pk {o) = pk,; pdra k;: l, •.. , t!+ \. Por otro lado. la con

dición dada por '1' l "°' -r) = O "t;;:.. O, se puede aproximar suponiendo que 

existe un valor de n: n(N+l), suficientemente grande, para el cual la 

concentr"ac ión de pe 1 'mero vivo e~ pr~ct icamente cero. Esto es: n(Nt 1) 

se escoge de tal modo que tV ( n { N+ 1 } , T ) < e: , donde e: se puede hacer tan 

pequeño como se desee. 

La ec. (2.32) de condición de frontera toma la siguiente forma sus

tituyendo la aproximación 4. 1: 

-AT dp1 tt l = o. e -p 1(T )µ 0 ( 1-x(T) )- ap 1 (T) 

d T 

g) N+ 1 • 
f <t>(l,m,x) Epj{T)q>J(m)dm 

l j= l 
(4. 18) 

donde p1(Tl es la función µeso del primer elemento. En la ec. (4.18) 

se ha tomado en cuenta que: ll'{l; -r)= p 1{T), pues todas las demás funci.Q. 

nes base se anulan en n=l. La ec. {4.18) se puede desarrollar sustitu

yendo la función ~(l,m,x), dada en {3.1), con lo que se obtiene: 

AT'• N+l r. ) 
dp 11tl= o.e- -p 1(T)lJv(l-x(Tll-ap 1 <.l i: pk(-¡;)Lg4 (x)u(i\l+ q(x)w(ñk) (4.19) 

d T k=l 

g4 (x) y q(x), funciones de la conversión x y {u, w), funciones de la 

malla, se dan en e·1 apéndice 1. Nótese que ñ1= { n(l), n{?)} y nN+l= 

¡n(N), n(tl+l)}, a diferencia de los demés ñk que incluyen 3 nodos. La -

expresión {4.19) es una ecuación diferencial ordinar-ia adicional, Cu)'a 

candlción inicial es p 1(0)= Pl. 

Tet'minac ión. 

Sustituyendo las aproximaciones (4. l) y (4.2) y la ecuación (3. l a) 
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en la ec. (2.33) y ortogonalizand1i el e!"'ror. se obtiene, (ver detalle en 

el apénd1ce l): 

I N+ l 
i+ l 

I: 

k=i-1 

I l 

k-i - N+l 
f (n 1)=o.i:: 

j=l 

i+l 
E [h 1(x,ñ.ilgk-l(n 1l+h2(x,ñj)fk-\ñ1 l) pk(-r) 

k=i-1 

i=l, .•. , N+l (4.20) 

Las N+l ecuaciones (4.20) constituyen un sislL·m.1 de N+l Eoo•s en 

las funciones peso dk ('t), con condicionE!S iniciales inferidas a partir 

de la ec. (2.34) como dk(O) = dk.' k=l, ... , N+l. Es posible resolver 

la ecuación par.-1 dn+l haciendo .¡ue, en forma similar a lo efectuado para 

el po11mero vivo, n( {N+l),"t)<e: para & tendiendo a cero y "t~O. Esto 

implica que dn+l =O a cu.llquier tiempo, lo cual elimina una incógnita. 

5.2 rtotac16n matr1cial. 

Las EDO's para el pol1mero vivo (4. 17) y (4. 18), se pueden escribir 

en forma compacta, empleando notación ma trie ia l, como sigue: 

F(x,n l V (T) = E(x, n) V (T) - H(x, n. V) (4.21) 
donde: 

V("t) es un vector de dimensión N, cuyos elementos son los pk(k=l. 

. . . ' tl) • 

F(x, n} es una matriz tridiagonal de dimensión NxN que contie_ne 

1 d .,dpk os coeficientes de las er1\ ... , ... ::. · y que depende de la conver-
d-r 

s16n x y de la mallan· 

E(x, n) es una matriz tridiagona l de dimensión NxN, dependiente 

de la conversión x y la ma 1 la n • 

H(x. n. V) es un vector- de N elementos, constituido por- funciones 

no lineales de la conver-si611, la malla y los pesos pk {T) 
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En forma similar, la ec. (4.20) se r"'epresenta matricialmente como: 

F(x,n) z (~) = H (x,n, v) (4. 22) 

donde z' es un vector de dimensión N formado por los pesos dk(i:), (k=l, 

. . . ' N) • 

Nótese que después de discretizar nuevamente el sistema continuo, 

la formulación matemética del problema re~ulta en un sistema de 2N + 1 

EOO's: 

l para la conversión, ec. (4.15) 

N para pol\mero vivo, ec. (4.21), con condiciones iniciales V (o)= 

v. 
N para po l 1mero muerto, ec. (4. 22), con condiciones inicia les 

z (o) = z 
o 

En el siguiente capitulo se plantean 3 algoritmos que se probaron 

para la solución de este sistema de EOO's. 
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CAPITULO 5 

SOLUCJON OEL SISTEMA RESULTANTE DE EDO'S MALLA FINA 

En el cap1tulo anterior se aplicó la técnica de elemento finito a las 

ecuaciones que describen el comportamiento del proceso. El procedimiento 

generó un conjunto de E00 1 s. En el p!"esente ct1p1tulo se discute la aplJ. 

cabilidad y bondad de algunos métodos de integración de EDO's que se 

probaron. En base a esto, se elige uno que se utilizará en la simula

ción a estudiarse, tanto para el esquema de m,:illa fija como para el de 

malla adaptable. También se incluyen y se discuten los resultados de la 

simulación de los casos estudiados al emplear un esquema de malla fija. 
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Primero presenLaremo~ tres algoritmos que se probaron para la solu-

ción del sistema de EDO's dado por las ecuaciones (4.15), (4.21) y (4.22), 

y que son: (1) el método de Runge-Kutta, (2} el que denominamos método 

de Newton-Runge-Kutta y (3): método de Euler; diferencias hacia atrás. 

Posteriormente se discuten los métodos y se elige el mjs adecuado para 

la so Juc ión con esquemas de mal la fija y para el desarrollo úe algoritmos 

con ma 1 la adaptable. Finalmente se presenlu11 varios casos de s imulac io

nes realizados con el esquema d~ malla fija y los resultados obtenidos. 

5. 1 Método de Runge-Kutta 

El primer método que se probó fue un algoritmo de Runge-Kutta-Fehlberg 

de 4° y 5º orden con extrapolación loca 1 (33). La estr-ategia de aplica

ción de esta técnica consistió en pone1· en forma expl 1cita los términos 

en derivadas. As1, las ecuaciones (4.21) y (4.22) se transformaron res-

pectivamente en: 

V h:l = F-l (xn) E(x,n)V(•) -F-l (x,nl H(x,n,V) (5. 1) 

-1 ) Z (-e)= F (x,n H(x,n ,V ( 5. 2) 

La matriz F se invirtió con un algoritmo para nwtrices tridiagonales 

(34). Aunque este método es el de aplicación más simple, ya que práctic~ 

mente no requiere á lgeora adicional, su emplea 110 resu i tó adecuado para 

este problema. La dificultad ~ucuntradl.I consiste en que el si~Lema de 

EDO's es r1gido. Esto se debe a que las especies vivas tienen una diná-

mica mucho más rápida que la conversión y, como consecuencia, requ i~-

ren un tamailo de µaso demasiado pequent .. En genr:ral, las métodos expl1-

citos de integr·oción adolecen de este mismo problema. En vista de esta 

dificultad fue necesario probar métoctos mós efectivos para sistemas r1gi 

dos. Uno supone que las esp~cies vivas alcanzan un estado quasi-estaci.Q. 
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nar-io can respecto a la .:voluci6ri en tiempo de las especies lentas. 

Esto se expresa matemáticamente haciendo que las de,..ivadas de las espe

cies vivas se desvanezcan transfonn:1ndose el sistema de EDO's en un sis-

tema algebraico diferencial. Otro método consiste t:n ap 1 icar alguna 

técnica de integración impl,cita, tal como diferenci.:is haci.J 1.1trás, que 

r-equiere la solución de un sisterro ulgebralco no lineal en cada incre-

mento de tiempo. 

5. 2 Método de Uewton-Runge-Kutta. Aprox iu:;;c ión Quas i-estac ionar ii1 Para 

las Especies Vivas 

Atendiendo a que la diné.mica de las especies v lvas es muy ré.pida, 

:.us altas velocidades de forrn.'.lción y desapdrición hacen que estas espt?

cies alcancen una caneen trae i6n de t!qU i 1itJ1·1o en un tiempo muy corto en 

relación a la dinámica de las concentraciones de mon6mero y del pol1mero 

muerto. Esta situación se aproxima desvanecient.Jo las der·ivadas de las 

radicales libres (miembro izquierdo de la ecuación (5. l}), lo cual cons

tituye la formulación matemática de la suposición quasi-e:.Laciona!"'ia 

y produce la siguiente ecuJción algebraica: 

E (X' n ) V ( i:) - H (X' n ' 1/) = ON (5.3) 

Las ecuaciones (4.15), (~.2) y (5.3) forman un sistema algebr-aico 

difer-encial que puede r-esolverse mediante el algoritmo de Rung¿-Kutta ya 

.:i~ado p~r2! la~ LDO's (4.15} y ('l.?) que !"'epresentan la conver~ión y la 

población de especies muert.Js r-espect ivamente. La evaluación de las 

derivadas en las ecuaciones (4.15) y (5.2) requiere conocer los valores 

instantáneos de V, lo que a su vez exige la solución de la ecuación {5.3) 

en cada in ter-va lo. Para este ú 1 timo cálculo es necesario determinar 

el jacobidno del sistema algebraico: 

Si llamamos 1< 1 , ... , RN a los residuos de los renglone$ l a N res-
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T pectivamente, de la ec. (5.3}, el jacobi~1110 del vector{R 1, R2 , ... , R

1
.¡> 

es: 

¡¡R, ~ __3- 3-_ l ---
;ipl ¡¡ Pz 3PN-l ilPN 

J ~ i!Rz ¡¡Rz :-¡R2 

;ipl ilPz ilPN-1 ilPN 

(5.4) 

donde los elementos de la matriz se calcula ron anal' t icamente y puedt:n 

verse en e 1 apéndice 2. La solución del sis tema algebraico :>e logra 

por medio del método de Uewton Raphson con la siguiente iterdción: 

(5.5) 

donde el 1ndice k se r-¿fiere a la iteración k-ésima. La convergenc io 

de 1 método de Newton es cuad!"ét ica y, una vez que se ha calculado el 

vector V en un intervalo, se procede a evaluar las derivadas de la con-

versión y de 1 po 11mef'o muerto. E 1 método de Newton funciona muy bien 

cuando la secuencia de aproximaciones E!~ tá en un va lar cercano (medido 

con una cinta métl"ica). El métulio tiene pf'oblemas cuando las aproximé!-

cienes se encuentran lejos de la solución. En el caso que nos ocupi\ 

esto no es problema pues 1.1 naturaleza de la integrac·ión en tiempo hace 

que 1 mediante la selección apropiada de 1 paso. nosotros podamo~ graduar 

el avance {o cambio) en 1n -;o1ución. 

5.3 Método de Eu1er. Diferencias li:icin Atr-és 

Coyle y colaboradores {12) reportan ~iertas diferencias en los resu} 



5-5 
tados cuando la solución del sistema de ecuaciones (4.15), (4.21) y (4.22) 

se efectúa haciendo la suposición de estada quasi-estacionario para las 

especies vivas, como en la sección 5.2, y cuando se efectúd por algún 

método imp11cito que no hace esa simplificación. Aunque las diferen

cias son muy pequeñas como para ser percibidas con los métodos expe,..i

menta les con los que se cuenta actualmente, la solución rigurosa de las 

ecuaciones requiere que no se haga la suposición quasi-estacionaria. La 

solución rigurosa se puede obtener con un método impl1cito para EDO's, 

ya que se sabe que los métodos de este tipo permiten integrar las ecua

ciones aun cuando éstas pertenezcan a sistemas r1gidos, aunque u~ualmente 

esto requiere la evaluación de los jacobianos del sistema, ;¡a sea en 

forma anal\tica o numérica. En nuestro problema es necesario aplicar 

una técnica de este tipo en forma simultánea a las ecuaciones de conver

sión y de pollmero vivo (4.15) y (4.21). Esto resulta,en cada paso de 

integración, en un sistema algebraico no lineal para x y V que se puede 

resolver mediante el algoritmo de Hewton. Finalmente, la solución de x 

y U se emplea para aplicar el esquema de diferencias hacia atrás o la -

ecuación de pol\mero muerto (4.22) y se inicia otro paso de integración. 

Tomando las diferencias hacia atr~s en las ecs. (4.21) y (4.15), 

respectivamente, se tiene: 

F (x(T'),r¡) V (i:') - V (•l - E (x(i:•),r¡) V(,•) - H (x(i:•),r¡, V({))= 

LI 't 

x(•')-x(•) a e 

donde -r' = -r + .o.-r 

-A• -(1-x(i:')) 
N 
E 

j=2 

(5.6) 

pj(i:') (n(j+l)-n(j-1)) + s(T'l= 
2 

o (5. 7) 

El sistema algebraico formado por las ecs. (5.6) y (5.7) requiere las 
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entradas del Jac:Jbiano corre~µondiente pare 1'esa·1ver1a ¡111r ld i .erac·t~.n 

de Newton. Si ident i f icamJ~ los res h.!l'JS dP los reng lone:.. l' ... ' N ~'.e 

la ec. (5. 7J como R l' ... ' RN respectivamente y el residuo de la ""C . 

(5. 7) como RN+ l, el jacobi3no res.ultant· es. 
~ 

~ ~ aR __ l_ ;iR __l_ 
;.·,•; 

apl ap2 )pU-1 apN ºx 

~ aR2 aR2 ~ ~ 
aP1 0P2 ;¡pN- 1 apN ºx 

~ ~ aRll aRN <lRN 

0P1 ap2 0P1ül aPN ax 

aRN+l aRIHl aRN+l aRN+l ;¡RN+l 
(5.8) 

apl a P2 apN-1 apN ax 

En este caso también las entradas del jacobiano se calcularon anal1-

ticamente y las expresiones resultantes se encuentran en el apéndice 2. 

[: 

El esquema iterativo de Newton en este caso es el sigui~nte; 

( T +l>T)lk+ l 

( T +l>T) [X

V ( T +A-r) k 

-J-1 * 

( T+AT) 
[ 

Gl (xk( T +ti.T ) • vk ( T +AT ))l 

Gz ( xk ( T 'l> T ) • V k h: + l> T) )J 

( 5.9) 

donde G1 es el lado izquierdo de (5. 7) y G2 el lado izquierdo de (5.8). 

Una vez que se logra la convergencia paro V ( 't +A't} y x ('t + 6T) se 

puede calcular fácilmente Z ('t +6"t} mediante la siguiente ecuación: 

Z ( T + ti.-r) = F-l (x( T+ l>T ) , n) H (x( T + l>T), n , v (' tAT ) ) l>T + Z(-r) 

(5. 10) 
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Este algoritmo es muy eficiente pues permltc empleac pasos de integración 

relativamente grandes sin pérdida de estabilidad. 

5.4 Discusión 

Los tres métodos expuestos se aplical"on para tratar de resolver el 

sistema de ecuaciones (4.15), (4.21) y (4.22). Como ya se mencionó, el 

método de Runge-Kutta no fue adecuado para este problema, ya que su apli

cación implicaba describir la din~mica de las especies vivas que son muy 

rápidas y esto exigía pasas de integración demasiado pequeilos que no re

sultaron prActicos. Una corrida típica con este algoritmo requer1a pasos 

de 10-lO - lo- 11 seg y mós de 100 eva 1uac iones de las derivadas para -

una to lera ne ia de error relativo de 10-6 . Cada paso tomó de O a 12 seg 

en una computadora HP-3000. El método de Newton-Runge-Kutta. con suposi

ción quas i-estacionaria para las especies vivas, e 11mina el pí'ob lema de 

descripción de la dinámica de éstas permitiendo pasos de integf'ación del 

orden de segundos {ver tabla 5. 1) y representa una opción adecuada para 

este problema. Finalmente, el método de Euler hacia atrás es el mAs efi

ciente pues, como se puede observar en la tabla 5. 1, requiere pasos de 

integración del orden de segundos y no es necesario llacer ninguna supos i

ción respecto a la poblac'l6n de las especies reaccionantes para aplicarlo. 

Debido a sus ventajas sobre los otros métodos, este último se eligió en 

este trabajo para reso lvt:r ejcmp los de .ip l icación con mal la fija y para 

el desarrollo de algoritmos de malla adaptable (cap\tulo 6). 



TABLA 5. 1 TABLA COMPllRllT!VA DE REQUER!MIUITOS OE 

COMPUTO T!PICOS PllRA METOOOS DE SOLUCION DE EOO'S 

MHodo 

Runge-Kutta-Fehlberg 
Ne'.-Jton-Runge-Kut ta 

Euler hacia atrAs 

RESULTANTES. ( 26 NODOS, 90 ºC) 

Tiempo de proceso 
paso de integración 

(seg) 

B-12 
4.3 
1.6 

Precisión 
numérica 

5-8 

Tamaño de 
paso 
(seg) 

10-10 

10 

25 

5.5 Aplkación.Simulaciones de la Evolución de DPM's con Esquema de Malla 
Fija 

Con el objeto de ilustrar los resultados que se pueden obtener con el 

esquema de malla fija y de resaltar aspectos importantes de estos resul

tadas para los objetivos de esta tesis, se presentan las simulaciones de 

reacciones de polimerización de MMA. empleando el modelo cinético de Tulig 

y TirreTipara reactores por lotes y semicontinuos a dos temperaturas di

ferentes: 70 y 90ºC. 

S.S. l Reactor intermitente {por \ates), 90ºC. 

El primer caso analizado fue un reactor intermitente operado a 90ºC y 

con las condiciones de alimentación dadas en la tabla 5.2. Este problema 

se resolvió con 26 nodos (incluyendo extremos) y se emplearon pasos de 

integración de 25 seg que requirieron de 2 o 4 itcr.::c 1onPc; de Newton y de 

1.5 a 3.5 seg de tiempo de proceso en cada paso. El tiempo de proceso 

total empleado para la simulación de O a 90% de convers\ón fue de 125 seg. 

La convergencia en el método de Newton se implantó con una norma infinita 

y una tolerancia de 10-6 gmol/lt po1·d las especies reaccionJntes (estas 

mismas condiciones de convergencia se emplearon 1..:n todos los casos estu

diados a 90ºC). A conversiones bajas la colocación de los nodos fue equ.i 
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distante, pero a partir del 40% (inicio del efecto gel), fue necesario 

distribuir las nodos en forma intuitiva. agrupándolos más en aquell¿¡s 

regiones donde eran más necesarios. per·o dejando fija esla colocación 

del 40 a 1 90% de conversión. E 1 nodo máximo ( N+ l) se .... u locó en una lon

gitud de cadena de 5000 antes del 40% de conver"'sión y fue necesario reco

l"'rerlo hasta n:50000 después del efecto ge 1. La gráfica 5. l muestra la 

evolución de la OPM desde O a 90% de conversión y en ella se observa que 

a partir de la conversión d~ inicio de efecto gel es notable el cambio en 

la población de especies vivas que tienden a hacerse más grandes. La 

evolución de las especies muertas Di se muestra en las gráficas 5.2 y 5.3. 

En esta última se presenta en forma de distribuclón de f1~ecuencias, que 

es la usual en la literatul"a de pol1meros, aunque no la mAs adecuada para 

el análisis numérico. 

5.5.2 Reactor semicontinuo, 90ºC 

Una práctica común en la industria es efectuar una 2a carga de inici-ª. 

dar una vez que se ha consumido ciertil pt•oporción de éste pa,..a lograr una 

mayOr conversión. Para simular esta adición es necesario modificar las 

ecuaciones (2.10), (2.28) y (4.15), añadiendo un término en cada una de 

ellas. La ecuación (2. 10) requiere un término que tome en cuenta la can

tidad de iniciador p!"'O'/eniente de la segunda carga qucdJndo: 

[ ( ) I.e
-kdt -kd(t-L') 

t = + 11e t ~ t• ( 5. ¡ ¡) 

donde 11 representa la 2a carga de iniciador y t • e 1 tiempo en que se 

efectúa esa carga. La ec.{5. ll)se puede escribir como: 

1 ( t) = [ 1. + J 
1
e kdt' ] ( 5. 12) 

Después de adimens iona l izar 1 la ec. ( 2. 28) se modifica quedando como 



sigue: 

dx(• l 

d T 

-A T ( l + _j e A i; l + ( l - x(T)) 

1 o 

y en consecuencia, la ecuación (4.15) se transforma en: 

N 
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f 1 '!' e m, T ) dm 

( 5. 13) 

dx(i:) = 
di; 

a eA'i: l + (1-x(• l) ~ 
j=2 

pj(i;) (<n(,jil);n(j-1)) + 

+ S( T l] 
( 5. 14) 

Con estos cambios, las t!Cuac. iones se pueden <.1¡> 1 ica(' e:n forma iút:nt ica o -

las del caso intermitente, únicamente reemplazando la ec. (4.15) por la 

(5.14). Este caso se estudió empleando condiciones iniciales de concen

traciones y tempera tura idénticas que para el caso intermitente, pero 

simulando una adición de iniciador a los 730 seg., que cofll)ensaba exacta

mente el consumo de iniciador {25%) hasta ese instante de la reacción.Los 

resultados se presentan en las gráficas 5.4 a 5.6 y muestran variaciones 

importantes en la población de especies vivas a 1 añadir la 2a carga de 

iniciador y durante el efecto gel. Cabe hacer notar que el incremento en 

la poblac_ión de especies vivas es mucho más marcado en el inicio del efe.f.. 

to gel que en la segunda carga de iniciador. Por otra parte, se observa 

que a altas conversiones la población de po l 1mero vivo se con true, esto 

se debe a que a 90ºC de temperatura el inici.J.dor pr-oduce üna alta propor-

ción de r-adica les primarios que no alcanzan a crecer dem.1s lado. Este 

caso también se resolvió con 26 nodos y pasos de integración de 25 seg., 

e igualmente requirió un cambio de ubic;J.ción de los nodos al inicio del 

efecto ge 1. E 1 tiempo tata 1 de proceso de O ... 90% de convers lón fue de 

121 seg. 
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5.5.3 Reactor intermiti:nte a 70ºC 

Las condiciones de alimentación para es te caso se presentan en la 

tabla 5.2. El problema requirió de 30 nodos ( n(N+ l) = 6500) antes de 

la conversión de efecto gel (30~) con pasos de integración de 200 seg., 

2 a 3 iteraciones de Newton y 2 .6 seg. de tiempo de proceso en cada 

paso. Después del efecto gel y debido a 1~1 exp.:insión dt: la población 

de especies vivas, se requil"'ieron 50 nodos {n(N+ 1) = 120000) con una co

locación intuitiva de los mismos y tiempo de ltl.5 seg. en cada paso. 

Las griificas 5.7 a 5.9 muestran las curvas para h , 0
0 
y;~-· , respect.i 

vamente. El tiempo total de proceso fue de 599 seg. para este caso. 

5.5.4 Reactor semicontinuo, 70ºC 

El corrportamiento de esta simulación fue muy similar a 1 del reactor 

intermitente eflll leando los mismos requerimientos que aqué 1. Se simuló 

una adición de iniciador a los 8400 seg., compensando el consumo de 25% 

que para entonces hab1a suff"ido el iniciador. El tiempo de proceso fue 

de 571 seg. y los resultados se muestran en las gráficas 5. 10a5.12. 

En conclusión, en este capitulo se expusieron las ventajas y desven

tajas de los diversos métodos de integración que se probaron para el sis

tema resultante de ED0 1 s y se seleccionó el método de Euler hacia atrás 

para erJlllearlo en las simulaciones. Se pres,entaron simulaciones a 70 y 

90ºC para reactores por lotes y semicontinuos (con adición secundaria de 

iniciador) y para estos últimos se efectuaron pequeñas modificaciones en 

las ecuaciones para tornar en cuenta la segunda carga de iniciador. Las 

simulaciones de aplicación se realizaf"on con mallas fijas y la comparación 

con mallas adaptables se hace en los siguientes capitulas. 
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TABLA 5.2. COilSTANTES UTILIZADAS f.N LAS SIMULACIONES 

T ·e 70 90 

kp lt 828 1178 
gmol seg 

kto lt 3.67 X 107 3.83 X 107 
gmol seg 

kd seg-l 3.4 X 10-5 3.98 X 10-4 

f 0.5 0.5 

M. ql~l 0.85 8.58 

1. 9)~1 0.0016 0.02 

1 qlol 
l t 0.0004 + 0.005 + 

X* 0.3 0.4 

¡¡ 2 2 

Ne 50 50 

fmin 0.001 0.001 

-
+ sólo para loS casos semicontinuos. 



CAPITULO 6 ti- 1 

MALLA ADAPTrlBLE 

En este cap1tulo se presentan los conceptos más relevantes de los 

métodos numéricos que emplean nw 1 las adaptables y se ofrece un panorama 

muy general de algunos de estos métodos. En seguida se muestran algunos 

resultados teóricos obtenidos previamente para mallas adaptables y que 

son de interés en este trabajo y se presentan los criterios de estimación 

de error en elemento finito que empleamos. En base a estos criterios se 

propone un algoritmo de malla adaptable en la sección 6.3 y en la última 

sección se muestran los í'esultados obtenidos en simulaciones efectuadas 

Erfllleando este algoritmo con considerables reducciones en tiempo de cómp!!. 

to respecto a los esquemas de malla fija. 



ó. 1 Introducción 

Los métodos de mal l.:1 ,:Japtable tienen aplicación en la solución num•_·

ri.:a de ecuaciones d1fert:n...:iales parcia les pJ.rticularni1:nte cuan·•- éstas 

involucran zonas con evoluci,~n tempol""a l de perfiles, distribuciones <_un 

gradientes marcados o frontef""dS qut.:.' se mueven. Estos métodos tienen ccmn 

objetivo la optimización a sub-optimización de la colocJción de los nodos 

para. minimizar el error de aproxim..ición de la solución. Mucho del desa-

1·rollo de estos métodos se ha desprc~r1.J ;.Jü de ¡.¡·,-A> lc.•1nas en dinámica de 

fluidos ( 35 ) y este trabajo e.::. una aplicación pionera en el campo de 

¡:;el ~meros. 

Al emplear un método de malla adaptable, la colocaci611 de ésta debe 

ser dirigida por la física del problema, di.! manera que los r.untos de la 

molla se concentren dinán1lCi.1mente en ..ic.¡uellas regiones de la s:.:.lución 

donde son mjs necesarios pal""a obtener mayor"' precisión. Lo~ cr~itef""ios que 

permiten ubicar los nodos se basan en alguna medida del er'ror carnet ido 

al ap,.-oximar la solución cúr1tinua por medio de valof""es discr'etos. 

Ex is te un~ gama muy amplia de enfoqu1" para los prob lern.15 de mal la 

adap tdb 1e. Los hay desde métodos matemáticamente rigurosos has td métodos 

elabor·actos ad-hoc ptu.:i. resolver una aplicación fi:;ica particular y que 

descansan más en la intuición que en la teor1a, pero que sin ierr.Llargo fun

cionan. Los métodos rigui-osos ímp 1 lean una tr'ansfofm,-1c i(.n de las cuorde

nadas cartesianos a coordenadas curvilíneas adaptadas a la f'isica del 

·pro:> lema. Esta transformación introduce en las ecuaciones tl•i-mi nos adi

ciona les que representan a las d1:rivlid~1s de los nodos en el tiempo y que 

permiten emp l=.~Jf"" ur~:! :n.J 11<1 f ijJ. en los coordenadas t:ur vi 1 ineas, '..:>in nece

sidad de interpolación, aunque los nodos se muevan en el espacio físico. 

En el otro lJdo del espectro, los métodos intuitivos no requic11.:n trans

fof""rr.ación de coordenad,::.. pero ~rnplean inter¡~·i:..lación para t1011sferir"" los 
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va lores de la antigua ma 1 la a la nueva cada vez que es necesaria una re-

ubicoc ión de nodos. En genera 1, los métodos r-igurosos son más costosos 

de implementar pues l"'esultan en el manejo de un mayor número de variables, 

aunque la teor1a disponible en ellos es mtis r-ica. 

En este tr·atJajo optamos por un método de mal la adaptable que se apoya 

en resultados teóricos conocidos pero que recurre a ideas 9u iodas por la 

in tuición. E 1 método que se propone aqu 1, como todos los de mal la adap

table, se basa en perseguir la equidistribución del error local entre 

los nodos de la ma 11 a como un medio de disminución de 1 error. La medida 

del error que se emplea aqu1 fue utilizada por Benner (14 J en una apli

cación a mecánica de fluidos, tomando una cota del error local dada por 

Strang y Fix ( 13 ) . Nuestro método emplea la medida propuesta por Benner 

para definir una distribución del error local entre los elementos. Esta 

distribución se caracteriza empleando su media aritmética como una medida 

del error global y su varianza como medida de la dispersión del error 

local. E 1 método local iza e 1 nodo donde e 1 error loca 1 es mc1x imo y a que 1 

donde es m1nimo y los reubica asegur.J.ndose que disminuya la varianza y 

por ende, la media aritmética. Esta estrutegia se repite hasta que no 

hay mejora ulterior en la equidistribución del error pul' esta v1a. La 

malla resultante requiere interpolación· para cOnocer en los nuevos nodos 

la solución y los valores de las funciones dependientes de la malla que 

aparecen en las ecuaciones. La justificación teórica del método se puede 

entender con la teor1a de aprox lmacián de Chebychev o con conceptos esta

d1sticos. Esta justificación e~ objeto de otro trabajo que se está desa

rrollando y aqu1 sólo se menciona. 

Los métodos de ma 11 a adaptable han probado ser efectivos en problemas 

en los que una malla fija produce una solución inestable y en general pr.Q. 

porcionan soluciones más precisas que al emplear mallas fijas. Esta última 



6-·l 
caracterist ica es la que se aprovect1a t..·n l?S L(• trabajo: al obtener mayor 

precisión con 11na ma 1 la adaptable l!~ posible rectuc ir el númel"'o de nodos 

necesarios pJra alcanzar la mism<J precisión •pi'-' cun u1i.1 mallJ. fijar •_·sto 

permite abatir cons'lderalJlemünte el tiempo di.:.· cómputo. Existen muchos 

m~todos de rn 1 l la adaptl1L> \e y ounllue no s~ prPtendc ,1qu i hacer una revisión 

exhaustiva de ellos, la cual pueJv t!ncontf'lírse en {36), mencionar~mos las 

caracter,sticas Je ctlguno·_.. Paf' ejemplo, en el método es¡llcio-temporal, 

las dimensiones de espacio y de tiempo se 1·epresentan sobre una bi.1::.e de 

elementv finito ( \~ ). El método de elemento finito móvil de Mil le!" y 

M111er { \7 ), { 18) hace que los puntos e.le la mallo sean variables depEn-

dientes adicionales en una fu.rnulaciór1 de GalerK.'111. E.l rc~iduo de la ::.o-

lución aproximada por funciones base se orto gana liza a éstas par<1 .1:·;t.ener 

la solución de las variables dependientes originales del problema físico 

y para los puntos de la mal \a. Otf'o:.. n16todos emplean refinamiento de 

la ma 11 a. es to es. aumento o d isminuc 1011 de nodos h.J~ ta que el erf'or loca 1 

en cada elemento es infecior a cierta tolerancia dada ( 37 }, ( 38 }. 

Todos estos m~todos. como apunta Thompson (36) 1 tienen como caracteri::.t... ica 

unificadora la equidistrioución de alguna cantid<.1d de la solución !"'elaci.Q. 

nad:J a 1 error. Este concepto puede identificarse, en el contexto del 

Cálculo de Variaciones, con la minimización de una funciona 1 ,1-.;ociada con 

e 1 muv 1m1er.tc de loo:; nodos. 

ü.2 Teor'a de 1::: lemento Finito i\d-:.1ptable 

Pereyf'a y 5evJell (39) demostra!"'on que el error lur:al puede reducirse 

persisuiendo la equidistribución d\..: i misfno entre los nodos, lo que funda-

menta la adopción d~ .:;sta estrategia por los métodos de malla adaptable. 

Adicionalmente, Babu~Ka y Rheinboldt (40) concluyen que lt1o distcibución 

de fiados es asintóticamente óptima si alguna medido. <lel error se equidi.s-
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tribuye y que este error óptimo es estable bajo perturbaciones de la dis-

tribución nodal. Esto hace que no sea nece~~,Jl·io locc.11izar los nodos de 

la mal la con excesiva precisión y por lo tanto prepare iona una tJase só 1 ida 

para los métodos de s111.J-optimización de mallas como el que se empled en 

esta tesis. 

Para poder precisar el algoritmo de malla adaptable que se desarrolló 

es necesario definir qué medida de error local se empleó. Para ello con-

s idérese que st pretende uprox imar la solución a la ecua e ión: 

L(y,U)=O U=(x,t) x=variable en espacio (6. 1) 

donde Les un operador difer""encial. Strang y Fix demuestran que cuando la 

función solución y(U) de (6. l} se representó mediante elemento finito con 

funciones base pe l inómicas <P! x) de orden m-1, el error loca 1 e i (k) queda 

acotado por: 

1 :mJ 1 dx 1, ... , N-1 (6.2) 

donde xi es la posicióri del nodo i-ésimo, e es una constante (dados un 

dominio y orden m de funciones base) yy(:<.) es la solución t?xilcta de (6.1), 

aunque en la práctica es una aproximación dada por elemento finito. Si

guiendo a Benner (14 ), que tomando la recomendación dé Strang y Fix emplea 

la cota con k=l, y dado que en nuestro caso m=2 {funciones base lineales), 

la cota (6.2) se convie1 te en: 

X1+1 

¡ 1 ~1 dx 
ctx2 

1, ••• , N (6.3) 
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Nótese que esta cota J..:1 err"or local está asociada con el cambio en la 

pendiente de la solución en el elem..:nto i-ésimo ponderdda fJOr la longitud 

de ese elemento. Benner se basa en la cota (6.3) para definir un conjunto 

de residuos locales de equidistribución Ri, como: 

I
BI dx 

dx 2 
= 1, ..• , N (6.4) 

donde eº es una constante que representa el error de equidistribución de~ 

conocido. El desarrollo de la integral en (6.4) produce: 

i = 1, ... ,u (6.5J 

donde m1 = .o.y(xi} es la pendiente de y(x} en el elemento i-ésimo. 

A Xi 

Con el objeto deequidistribuir ~1 error local, Benner fuerza los resi-

duos R1 a desvanecerse y resuelve las ecuaciones algebraicas resultantes 

simultáneamente con las ecuaciones (diferenciales o algebraicas según el 

problema) obtenidas a partir de la formulación de Galerkin para la solu-

ción de (6.1). El sistema algebraico generado está formado por las ti 

ecuaciones (6.5) y tiene corno incógnitas eº y la posición de los N-1 nodos 

internos (los nodos de los extre11:1;s son fijos). Benner logra re so 1 ver 

estas ecuaciones y reporta que el tiempo de cómputo adicional derivddo de 

resolver las ecuaciones (6.5) es sólo un 5% mayor que el obtenidoal man

tener los nodos fijos. 

En este trabajo se probó a utilizar el esquema propuesto por Benner 

simultáneamente con el método de Euler hacia atr.Js Jescrito en la sección 

5.3, pero se abandonó esta aproximación debido a la dificultad para lograr 

la convergencia en la iteración de Newton. En su lugar se adoptó el mét.Q. 

do que se describe en la sección 6. 3 en el que empleamos una cota del 
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error local como medida de éste. La m~dida empleada, que denotaremos por 

e1, se basa en la ecuación (6.3) y en el desarrollo de la integral conte

nido en (6.4), y resulta en: 

( 6 .6) 

i=l, •••• M 

Nótese que esta medida no representa una cota superior en sentido absoluto, 

dado que no se ha considerado en ella la constante desconocida e involu

crada en (6,3), .pero es út\1 para comparar errores relativos. E5ta. cara.f_ 

ter1stica es la única necesaria pa.ra emplearse en el algoritmo propuesto 

en esta tesis. 

6.3 Un Algoritmo de Malla Adapatable 

Debida a la naturaleza din~mica del problema que se resuelve en este 

trabajp, el algoritmo que se propone aqu' se efectúa cada vez que se ha 

avanzado la solución en un incremento de tiempo. La solución hasta ese 

momento, guía la ubicación de los nodos haciendo que las cantidades l!i 

dadas por (6.6) se distribuyan ma.s uniformemente. Para tener uno me.elida 

de la dis.perslón de las e; se calcula su varianza 0 2
1 mientras que la 

media aritmética e proporciona una m~dida del error global. En una pri

. mera fase del algoritmo la reubicación de los nodos se hnce manteniendo 

f1jo el número de los mismos pero concentra.ndolos en las regiones donde 

son ma.s necesarios (mayores e;). En la región de m1nimo error i.:
1
n se eli-

mina un nodo y se coloca en el eleme~to de iráxino error eM. Esta acción 

se repite siempre y cuando la nueva ubicación de los nodos genere una me

dia e* y una varianza 02 * menol'"'eS que las anteriO!'"'CS. Cuondo se ha lo-

grado una malla mejo!'"' que la anterior y no se mejora m.5.s por este meriio, 

se procede a una segunda fase de refinamiento de la malla. En esta fase 

los elementos se examinan por pares adyacentes y la ubicación del nodo 
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inte:rmed io entre los dos elementos cons iderddos se mueve 1 igeramente si 

esto lleva a una distribución mtis uniforme del error entre esos dos ele-

mentas. La dirección y el tamú11u del movimiento quedan deter-11iinadús por 

la magnitud y el signo de la desvidción del error en cada uno de los ele-

mentas respecto al error promedio e . La mallo gener"'ada en C'..t<J fol"'ma 

se acepta si genera una media €* y una va,.ionza o 2 *menores que las de-

jactas en la fase l. Todos los cálculos en estas dos fases se efectúan 

11 congelando11 la solución obtenida hasta el instante considerado e ínter-

pelando los nuevos valores de la solución al reubicar los nodos. Una vez 

que se c~t iene la m~jor ubicación de los nodos con este criterio, se pro

cede a avanzar otr"'o incremento d~ i.iempo en la solución, después de lo 

cual se repite el algoritmo de reubicación de nodos y as1 sucesivamente. 

En términos m~s precisos e 1 algoritmo quedJ expresado como sigue: 

l. Incremento de tiempo 11• y cálculo de DPMV (DPM polimero vivo) 

y conversión x en T +a-r mediante ec. ( 5. 9) em;J le ando la i tg_ 

rae ión de Ne\-Jton con 1 a mal la más reciente r¡ • Uurante 1 a 

iteración de Newton la malla es fija. 

2. Cálculo de DPMM (DPM polimero muerto) mediante (5.10). 

3. (Fase 1). Cálculo de Máx.(ei);e¡.p M1n(ei);em' e, o',con ec. 

(6.6) en DPMV, con la r¡ más reciente. 

4. Eliminación del nodo en la r·egión de em. 

El nodo a eliminarse ser"'~: 

n ( 1) s 1 em-1 < e m+ 1 

n(i+l) si em+l < em-l 

5. Aumento de un nodo en el elemento i=M (máximo .error: eM). El 

nodo se aumenta· en 

n(i) + n(i+l) 
2 
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y se intecpola e 1 va lar de po l 1mero v ·ivo en e 1 nuevo nodo. 

6. Renumeración de no<los can lo que se obtlenc:: la nueva malla 

tentativa n *. 

7. Célculo de eM*, em*• 0 2 * y e· pura la rJUt.:Vt.1 malla n *· 

8. Si 0
2 * <o 2 y "é*<C, hacern + n k, inte-rpolar la DPMM 

y µasar a 3. Oe otra md11<:..r·a y sólo si ya hubo o lgún cambio 

de malla en el paso 8 (fase 1), pasar a 9 (fa5e 2); si no 

hubo mejot'a en fase 1, pasa'r a l. 

9. (Fase:·¡; 

j ..i- l (apuntador- a e len.L:ntus l; n*( 1) ot- n( 1}. 

10. Si ej <iF y ej+l> e hacer (cor-1~imiento del nodo a la dere

ChJ): 

n• (j+2) + n(j+2) 

n* {j+ 1) + n(j+l)+ (l-APROX + POND l\ej-e\ 
ej+1 

interpolar polímero vivo 

j + j + 2 

pasar a 11 

Si ej>e y ej+l<:e hacer (conocimiento del nodo a la 

izquierda): n•lj+2) +n(jH) 

n•(j+ 1) <· ºlj) + ( llPROX-PONO q ej-e ¡ + ¡ ej+ 1-e p) • 
ej 

*(n(j+1) - ºl j)) 

interpolar po 1 ímero vivo 

j "'\• j + 2 

pasar u 11 

Si (ej 'e y ej+1 < e ) . o bien, 



(ej > e y e j+ 1 > e ), hacer 
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n• ( j+ l) n ( j+ 1) 

j •· j ' 1 

pasar a 11 
• 

11. Si j ~ ti, pasar a 12; de otra manera, pasar a 10. 

12. Calcular o 
,. 

y e• 
hacer 

n ..- n * y pasar a 1. 0.:? otra manera, pasar a l. 

El algoritmo termina cuando la conversión x alcanza un valor 11mite pre

determinado. 1 a cantidad APROX es una corrección absoluta (no de¡.h?nde de 

las magnitudes de los errores) que oscila entre O (mAximo corrimiento po

sible) y l (corrimiento nulo). POND hace un corrimiento en función de la 

magnitud del error relativo (suma de las desviaciones absolutas expresadd 

como fracción del error en el elemento a corregirse). En esta L1.:::. is se 

utilizaron valores de 0.9 y 0.1 r-espectivamente, para APROX y POND y en 

todos los casos en que se ejL-·...:utó la Li-;e 2 cJel algoritmo hubo mejora en 

la malla. 

6.4 Aplicación. Simulaciones de ld Evolución de DPM 1 s con Malla Adaptable 

Todos los ca su::. .;:s Luú iodos 1..u11 ma 1 ld f ·ijd se dna 1 i zar"on tamoién con 

el algoritmo de malla adaptable pr"esentado en la sección G.3. Los resul

tados concuerdan en términos generales con los obtenidos con mallas fijas 

salvo por" pequeñas diferencia~ en l.:i UPM para cadenas cortas a 70ºC, donde 

se obtiene mayor" precisión con una malla adaptable. Sin embargo, siempr"e 

se trató de efectuar las s imu lac iones con ma 1 la adaptable de manera que 

se obtuviera una pr"ecis.ión similar a la ol.Jtenida con el esquema fijo. La 

precisión se midió mediante ·1a media e y en general resultó ser variable 
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conformQ avanzatio la. simul'1ción, dl· r.10Jc qUl! la elección del número ll\J 

nociDS para las simul<lciones con malla adapt<.1Lde se hizo ..;on el c.-ir.erio 

de mantener e 1 efror e de 1 esquema adaptable por dct"·1jo {en promc:d io en 

el tiem:ia), aunque muy cerca, del error e del esr¡uen'k) fijo en la simulaw 

ción correspondiente. En todos los casos se obtuvo una reducción consi

derable en el cómputo ,11 e1rple.-JI" una molla adaptable y los r'C'suitados de 

tiempo de procesa y nlunero de nodos 5e dan en l ú tabla 6. 1. 

Las gr6.ficas 6. l ,-1 6.8 muestran la evolución de la ubicación d•: los 

nodos al avanzar l<.1 simulación. Las gráficas 6.1 y 6.2 exhiben la DPM 

del po l 1mer""o vivo de O a 40'% (ge 1) y de 40 a 90% de ccinver"S ión respect i

vamente, para el reactor por lotes a 9ü'C. Las gráficas 6.3 y 6.4 mues-

tran resultados similares para el reactor semicontinuo a 90'-'C. Por· otra 

parte, las gráf leas G. 5 y 6. 6 corresponden a la DPM del po 1 imero vivo de 

O a 30% (gel) y de JO a 90% de conversión respectivamente; para e 1 reof. 

tor semicontinuo a 70ºC se muestran en las gr·.Ji"icas 6.7 y 6.8. 

Ce;;;,:; puede observarse~ la N máxima sufre un cambio dréstico antes 

y después del efecto gel. EJtO piza necesario correr las simulaciones en 

dos etapas, una antes del efecto gel y otr-a después del mismo, alimentando 

en cada caso diferentes va lores para N máxima. Es te problema puede evi

tarse si se utiliza un algoritmo que permita movinriento de 1¿1 frontera 

con posioi1ida.O u~ dum~r1Lu dUlúfl.ático J.: nodos, lo cual ¡~:-.,.Jr~J hJccr::c 

con relativa facilidad empli.:.Jndo las mismas ideas que se usaron en el 

algoritmo de la sección 6.3. 

6.4 Detalles de Implementación 

Cuando se desea emplear el método de elemento finito, ya seó con malla 

fija o adaptable, para describir la evolución de la DFf.l p,1ra ciertas con

diciones de reacciGo, surgen interrogantes acerca de cuántos nodos emplear 

inicialmente y dónde colocarlos, así como de cuál debe se1· la longitud de 



Compar"'ación t \empos de procv· o (seg. HP-3000) 

malla fij.:i v':i. mall.1 ,1dapt:.ble 

ff nodos malla rf nodos mal la Tiempo pl"o- % Reduc. Tiempo pr uceso adapt.üb le an-CASO fija antes gel/ malla fija ~3~s9~J~des-
ceso mal la tiempo 

desoués qe l adac table 

90ºC Batch 26/26 125 18/18 60 52 

9o=c Semicontinuo 26/26 121 18/ 18 58 52 

70ºC Batch 30/46 599 18/34 230 62 

70ºC Semicont inuo 30/48 571 18/34 219 62 

cadena máxima a considef'arse. En seguida se dan lineamientos para resol-

ver estas cue~tiones. 

El número de nodos deberá ser p1·oporc iona 1 a la máxima longitud de 

cadena que se modelará. A menor temperatura y/o concentr"'ación de inicia

dor, las cadenas alcanzarán longitudes mayores que requerirán un mayor 

número de nodos. Una medida del .:rror global, tal como e, permitif"á afi

nar el núraero de nodos de tal nianef"a que e se mnntenga por debajo de e ier.. 

ta to ler"'anc ia dada. La estrategia para la selección Je l número de nodos 

--
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consisti1·a entonces en, empleando como referencia los datos reportados en 

esta tesis, estimar inicialmente tal número sobre la base del efecto que 

tienen la temperatura y la concentración de iniciador en la longitud de 

cadena promcd io. Partiendo d1~1 estimado inicial es posible afinar el 

número de nodos hasta que se obtenga una tolerancia dada para t1r1J medida 

del erf"or global e'. Este refinamiento puede realizarst! después del pl"'imer 

paso de integración efectuado, aunque cabe recordar que la medida e puede 

variar conforme avanza el cuf'so de la s imu \ación, lo que sugiere un método 

dinamice de refinamiento de número de nodos (ver capitulo 7}. 

La ca locación in ic \al Je los nodos estfl. 1 igada fuer· temen te al número 

de los mismos, pero siempre es posible aplicar en principio la estrategia 

descrita 11neas arriba empleando una colocación equidistante de lo:. nodos. 

Dada una tolerancia en e, el número de nodos equidistantes seré una cota 

superior al número de nodos que permiten obtener esa misma tolerancia 

ubicéndolos en forma inteligente. Esto es, cuando los nodos se colocan 

intuitivamente de manera que se agrupen más en li.is regiones donde se esp~ 

ran gradientes mayores en la solución. seré necesario un menor número 

de ellos que cuando se colocan equidistantes. Es importante hacer notar 

que este vago criterio intuitivo puede emplearse al seleccionar el número 

y la colocación de los nodos en un algoritmo de malla fija, pero que sus 

alcances son lim1tados debido a la imprecisión de las nociones que emplea. 

Por otra parte, el algoritmo de malla adaptable desarrollado aqu,, apunta 

precisamente a formalizar los criterios intuitivos y permitiré aprovechar_ 

los más cabalmente. 

En resum~n, aunque no es posible decir la última palabra en lo que se 

refiere a fijar el número y la ubicación inicial de los nodos. es impor

tante el conocimiento cualitativo que se tenga del fenómeno f'sico y aplJ. 
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car"'lo en conjunción con los criterios discutidos. Lu coloc¡¡,:ión equidis-

tante de los nodos podrá emplearse como etupa intermedia e11 L1 soiución 

de esta cuestión, pero deberá evitarse como solución definitiva. 

Por lo qut respecta a la longitud máxima t.ie cadena ó considerarse, t.'S 

conveniente anotar aqu 1 que en es te tí' abajo una de las p1· inc ip,l les di f i

cultades a vencer consistió en que la solución presentaba O!:icilaciones 

(paí'O un tiempo fijo} cuando se pasaba de lJS regiones de baja conversión 

a las de efecto ge 1. La clave de este comportomiento es ti"' iba én que la 

longitud de cadena máxima necesaria de modelarse después del efecto gel 

puede s¿,~ de 1 crden de ffid']rlitud mayar~ que anlr.S de ese efecto. Unii -.:;ub

estimación 1...·n ese valor conduce a oscilaciur1cs en l..1 :.o lución al fer-zar 

la condic i6n de fr"onter"a derecha .i de:lva11i...·Cer" Pu+ 1 en v~1 lo1·es bajos de 

n{tl+l). E::.ta teor1a pudo comprobarse al observar el mismo comportamiento 

aun antes del efecto gt.•l (Uando se empleó deliberaáamente una longitud de 

cadena ohl.xim:J. muy pequL-11.;. Pa!"'a fijar .:·.:te par".ámetro. de nuevo 2s conve:

n iente cons ide!"'ar los da los repo!"'tados en e~ l,1 tes i:; .:i~ 1 .::amo e 1 c0mportE. 

miento cualitativo del sistema físico. La pf"esencid de oscilaciones en 

la solución es signo inequ\voco de una s1H1l:'.:>timaci6n en la longitud máxima 

de cadena. 

Otra áf"ea en que pueden enci.;ntrarse dificultades en la implementación 

de los métodos numéricos descl'"'itos en e~Ld tes i::. ~s l!n la dt2¡:;ur.Jcién del 

código cor ,-espond iente a 1 método de Newton. El 110 lag1-a!"' la convergencia 

en unas cuantas iteraciones del método puede deberse a eY""rores en la pt'O

grama.c ión o a incrementos de tiempo demJ"o.iado gründes~ p01~ lo que durante 

la depuración del r:órli90 conviene utilizar incrementos de tiempo muy pequ~ 

ñas para. eliminar ~sta posible c.;usa de problemas. 
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CAPITULO 7 

CONCLUSIOUES Y SUGERENCIAS PARA TRABAJO FUTURO 

En este capitulo se presentan las conclusiones d las que se arribó en 

este trabajo. Primero se enuncian las conclusiones concernientes a aspef. 

tos cinéticos y posteriormente las referentes a los o::.pectos numéricos en 

general, y en particular los relativos a los métodos de malla aduptJble 

desarr·v 1 lados. Se incluyen sugerencias para trabajo futuro. 
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En esta tesis se estudió la .:ipllcación del método de elemento finito 

al problema de describir la evolución de la DPM para r-eacciones de poli

merización por !"'adicales libres en reactores intermitenlt:5 (por- lotes) y 

· se1;,1continuos. Se tomó como caso de estudiu la polimerizo.Jción del mctil 

metacrilato {f·~·1A) debido a la gran cantidad de información que hay respe~ 

to a este sis tema y en particular se adoptó el modelo e inét ico de Tu 1 ig y 

T1rrel 1 ( 12) para el estudia del sistema en las etapas de efecto gel. 

Cabe aclarar que .los métodos de elemento finito sólo se requieren aplicar 

cuando las constantes ,fL~ termina e ión (y a muy altas conversiones las de 

propagación), se hacen dependientes de la conversión y/o de las longitu

des de las cadenas individuales que reaccionan. En ~1 modelo cinético que 

se probó. esta condición sólo ocurre a conversiones superiores a una su

puesta conversión criticd a la cual se inicia el efecto gel, pero existen 

otros modelos en los que tal condición se presenta desde el inicio mismo 

de la reacción. Indeµt..!ndientemente de que para el modelo cinético proba

do, antes de la conversión critica las ecudciones se pueden resolver num.t 

ricamente empleando un método directo (sin continuificor), en esta tesis 

se utilizó el método de elemento finito desde el inicio de lo reacción 

para poder establecer conclusiones más generales respecto a su aplicación. 

7. 1 Aspectos Cinéticos 

Aunque el objetivo pr"'incipal de este trabajo no es un estudio de la 

cinética del proceso o de la validez del método cinético empleado, la 

cual se discute en ( 12). se pueden extraer algunas conclusiones y recome!!. 

daciones en este aspecto. 

- El modelo cinéti<.:o de Tulig y Tirrell presenta un pr"oblema de 

discontinuidad en el "inicio" del efecto gel pues la constante 

K sólo permite la continuidad para una combinación de longitu-
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des de cadena reaccionantes (n y m). Esta carilcter1stic..l, 

derivada de la suposición de und conversión cr1tic~ a la cual 

se inicia el efecto gel. hace que este modelo 11arezca artifi

cial y ¡1oco plausible. 

- El modelo predice un incremento importante en la población de 

especies vivas y en las longitudes m¡jximas de la caa~na de 

especies vivas y muertas .:i parLir del efecto gel. El incre

mento en las longitudes m~ximas es de un orden de magnitud en 

los casos analizados. 

El incremento en la población de especies. vivJs es mucho má· 

pronunciado debido al efecto gel que debido a una segunda adi

ción de iniciador (25% respecto a la primera carga). 

- Se recomienda el empleo ele modelos cinéticos que consideren 

aspectos difusionales desde el inicio de la reacción para tener 

una transición m§.s suave (continua) a las etapas donde el efe.f_ 

to gel se Ita ce pronunciado. 

7 '. 1 Aspectos Numéricos 

En cuanto a los a-:..pectos numéricos de tipo genera 1 :,·..: obtuvieron 1as 

siguientes conclusiones: 

- Los ecuaciones res u 1tantes a 1 di scret izar e 1 sis tema mediante 

elemento finito son muy r-1gidas, lo cual se deriva .Je la din~

mica extr-emadamente rápida de las especies vivas. 

- La rigidez de1 sistema se puede manejar convenientemente hacien 

do la suposición de est.uio 1uasieStdc ionario pJ.1'.:1 las t:~¡JeC ic::. 

vivas o empleando un método imp1icitu de integración numérica. 

Los resultados en ambos casos son prácticamente idént ices. 

- Los r-esultado~ predichos con elemento finito son casi idénticos 
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a los que se obtienen con un método de intr:graci6n directo, -

para las regiones cl<~nde es posible utilizar· esta última técnica 

(donde kt I kt lx,n,m)). 

- Al emplear· elemento finito pi:lra el rango completo de convc1·

siones es necesario utilizar dos fronteras distintas untes y 

después del efecto gel, ya que la longitud m¡]x irna de cadena 

var1a considerablemente. 

- La precisión del método de elemento finito con malla fi.)J medj_ 

da por e, se deteriora en gt.:·nL:f .:i l al avanzar coU:1 incremento 

de tiempo en la integración y no se tiene r.inglJn cct11trol sobre 

el mismo. 

- Aunque la repre:.;~ntación más adecuada Je la DPM se obtiene, 

desde el punto de vista de la ciencia de pol,meros, en forma 

de distribución de frecuencias; desde el punto de vista numérJ. 

co la ünica forma de estudiar adecuadamente la evolución de la 

DPM es representándola con caneen trae iones absoluta~ l <1unque 

éstas, desde luego, pueden ser ad imens iona les}. 

- Una subestimación en la longitud de cadena máxima que se modela 

produce oscilaciones en la solución (para un tiempo fijo}. 

Las caracter1sticas del método de malla adaptable que se utilizó que

dan aefinidas como sigue: 

- El algoritmo empleado es sencillo y recurre a ideas geométricas 

simples par:i la reubicar ión de los r10dos. 

- El tiempo de cómputo adicional requerido paf' el ülj~:i~itmo de 

ma i lo ddaptab le es menos de 3% super ÍO( a 1 tiempo c:.:;11¡; leado por 

un método de mal la fija con el mismo número de nodos. Sin -

embargo, la prc:c is ión obtenida con e 1 método de mal la adaptab lé 
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es s._.per\01· J la de malla fiJ,1 con l>l tnlsmo nl.rn.L·ro de nodos. 

- Los pef'files obtenit!,_,·_; con un esqut:rri...1 de m .• 1la hdaptable :.:.ur1 

prAct icamente idénticos a lo':, que '=>'-' obt 'i·~nen con una m<.11 la 

f1ja ~11 em¡)lear uno mis111u µ1ecisi6n én .1ihüOS métodos (mi:Ji.:.1 

por e>. So lómente h..iy pequt!nac_:. di ferenc id~ e11 1as rt:gionc~ J,,: 

11~ bdj.:is, debido ~ que el método adaptable tiene mayor pr-e

cisión local en esas .·unas. 

- Cuandc -:.e de$~il 111.afltener 1,\ misma precis16n que con un esquema 

de malla fija, el método de ri.a.lla adaptdble desarrollado 'f"'e

qu ier·e menos nodos 9 lo cua 1 redunda en <.lr,orro~ ~n tiempo de 

cómputo de 50-60%. 

- Las curvas de DPM para pal ímef'o vivo y m11.:.'rto evoluc i011<;1rr en 

forma distinta en términos generales. Esto requiere una doole 

reubicación de nodos: Un,~ ¡Jdr'a eS¡Jf;r.:ies vivas y Otra para 

muertas. La extensión del método para (Onsidel"'ar ambos crite--

1- ;os de reubicación e~ muy ,, imple. 

7.3 Trabajo Futuro 

Actua lm~nte se está traba j,1n\_10 en la formalización matemática del 

algoritmo de mal1a adaptable oesarrollado de manera que pueda emplearse 

en .\reas de aplic-:lción más general. Adicionalmente se pel"'sigue .::-1 refinE_ 

miento d l11d111 il.u dt: ~ 11;:;¡¡,crc Ce !:Odas 1 dP manPra oue éste no ten~.-, que ser-

un ntimeco fije, sino que se v;1·va Cé1 lculando de maner-ll. que no ·_,e exceda 

una tolerancia dada de erro1-, medida pci"· e, durante todo e-1 cur-so de la 

simulación. La t~.:ir~a necesaria µara la formalización del método ¡-.1 o-

puesto en esta tesis pui::d\,! tom3r ideas del diseño de experimenteis estad\i 

tico planteando los objetivos dt: J._, form.:ili?.ación como si·Jue: 

a) Loca.1\z¡H- nodos {experimentos en .;J· '-·''º experimentJ.l) par-a minimi-
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zar el erro1· global y la val"ianza th> 1 ;_:rror local. 

b) Añadir o eliminar nudos (datos experimentales} d fin de mantener e 
entre ciertos l~mites. 

Este segundo punto puede lograrse subopt irnizando pr"imero la ubicac.. lón 

de los nodos con e 1 número de e 1 los que se tenga en un momento dado para 

obtener una medida del error gleba l e. Posteriormente se debe comparar 

esta medida contr"a CÍ•_•r tos l'mites C m,n. y e mtlx. pr-eestablecidos y en 

base a estos criterios aumentar o ~ 1 iminar nodos hasta hacer que e ca igd 

dentro del rango deseado. 

Otros puntos de trabajo futuro s.:_;n: 

- Extender el método para considerar simultáneamente dos criterio:. d¿· 

reubicación de los nodos: uno para especies viva._, y otro parr..1 muertas. 

El no hacerlo así puede gener~r pérdida d~ información para las especies 

que no guíen la ubicación de los nodos. 

- Adaptar e 1 mét!·•ito para t¡·J'2 : ":1 r· :ipaz do:• m3.ne }ü'' OPM • s de cor1cd imero~. 

Esto aumenta la complejidad del pf·oblema al incrementar una dimensión 

en las longitudes de cadena, pero las ideas desarrolladas aquí para ádap

tar la malla pueden man¿jarse sin mucho dificultad. 
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NOTA.- En las ecuaciones de este apéndice y por simplicidad s~ emplea p en 

lugar de p(i:). 

Ecuación de propagación 

Considerando la ec. (4.16) y sustituyendo en el término de derivada ¡iJf

cial respecto a~ , la ec. (4.1), se obtiene: 

N+ l dp. ~ 
E ~ 1, 
j=l 

1, 

i+l 

E 
j=j -1 

N+l 

a .:1 p. '"tn) '" l(n) dn 

a • 

n(i+l) 

:~j I <Pj(n)<P 1!n)dn 

n( i - l) 

(J. 1) 

ya que los demás productos tpjtpi se anulan fuera del intervalo de la última 

integra 1. Esta se desarrolla f~ci lmente empleando las transformaciones -

(4.Ja)y ('l.3b) 

ler término: 

n\ ¡) 

; - l i 
I <P(n) <P (n) 
nli- l) 

1 
dn =(n(i)-n(i-1)) ! (l-¡; 1 ¡; df: 

o 

de donde definimos: 

f-1 (ñ';) = nlik-r1ji-l) 2 :S iG ti 

= n(iJ-r.(i-ll (l. 2 ) -5--

( 1.3) 



2º término: 
A-1-2 

n(l+l) 
2 

f "'
1 

Jn • (n(i)-nli-1) ) /E 2 dE + (n(i+l)-n(I)) /ll-E 2 ¡ dE 
o • • 

n(i-1) 

y se define 

3er término: 

n ( i+ 1) 

n(i+l) - n (i-ll 
3 

f"(nl) ; n{ i+ 1) - n { i- l) 
3 

fº(n
1
);; n(2) - n(l) 

3 

r "' 1 tnJ<P1 (~) dn. (n(i+ll - n(il) 
n(1) 

y definimos: 

f (- )" n{i+ll - n(i) 
"1 - 6 

2~i~:N 

l 

f (1-E )E dE 
o 

( 1 .4) 

( 1.5) 

nl i+ 1 l - n( 1i 
6 

(l. 6) 

(l. 7) 

Por otl"'a paf'te, dado que la apf'oximación (4.1) emplea funciones base llne~ 

les, al considef'af' los téf'minos en derivadas parciale~ de 2º orden respef. 

to a n en la ecuación (4.16), es necesario integrar por" partes para evitar 

que se desvanezcan estos té,.-minos. As1: 

;¡ "'j dn 
an 

a 'l'(n;c) 

ª" 
( 1.8) 
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Dado que 

Emp leanda este l"esul tado, los términos en derivadas pare ia les r-especto a 

n se pueden agrupar, para luego sustituir l!' ( n, L ) por la aproximación (4. l} 

quedando: 

µ 0 ( 1-x(-c )) ¡ 
1 

- µo 

-~'P(n, "t" 

a n + l 

- µº (1-x("t)) 

N 

( 1-x("C)) r üj;I 
1 O~~~~~~ 

an 
N 

I: 

j=l 
p. I 

J 1 
( <p 

i(n) + dw i(n) l du ) dn 

i+l 

- µº ( 1-x("t)) E 
j=i-1 

n ( i+ 1) 

P·/ 
J n(i-1) 

Las derivadas d "'j (n) 
dn y 

clcpj (n) ( <Pi(n) + l d cp 
1
(n)) dn 

dn dn ( 1.9) 

se evalúan idcilmente, pues la.s 

funciones base <D son lineales y con ello las integr"'ales involucf·Jdas son 

de polinomios que también se calculan dif'eCtamente. Los términos en la 

sumatoria (1 .9) quedan finalmente como sigue: 

para j= i-1 
n( i) 

P;-1 I 
n( i-1) 

- 1 (l. !D 1 
y 



donde: 

para j= i 

n( i+ l) 

f 
n(i-1) 

con 

para j=i+l 

n(i+l) 

" l - l ( l + n(i)-n(i-1)) para 2 <í <N 

dc¡J1(n)(mi) 
dn ~ (n + ! 

d 1p i ( n) 
dn dn y 

y. !ñ,. > - l ( 1 + 1 ) = n(l)-n(1-I) n(HJ)-n(i) 

para 2 ::: i:;; N 
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( !. 11) 

( !. 12) 

( r. 13) 

(!. 14) 

donde: 1 
) (l - n(i+l)-n(il ( !. 15) 

para 2..; i < N 

El último sumando de la ec. (4.16) corresponde a la cinética de termina

ción. Si aislamos la integral interior y en ella reemplazamos la Bproxi

mación (4.16), se obtiene: 

f 

N 
E 

k=l 

N 
q,(n, m, x)'!' (m,"t") dm = f 

l 
ilJ(n,m.x) E pk "'k (m) dm 

.. N 
!

1 
q,(n, rn, x)c¡Jk(m)dm = E 

k=l 

k=l 

n(k+l) 
f •11Cn,m,x) 

pk n(k-1) 
kll 

k cp (m)dm (J.16) 

Nótese que las integrales resultantes sólo son distintos de cero donde no 

se anulan lascrl<(m), por lo que el intervalo de integración se hace finito. 
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Ad ic ior"~J lmente, las integr.:i les se pueden cfectudr dna 1 ·1 i. icamente por par

tes, pues <ti (n, m, x) est.; da.da por la ec. {3.1 a) y las U>k {m) son de la 

s ig·.1 iente forma: 

"'k (m) m - n(k-1) 

n(k)-n(k-ll 

m - n(k+l) 

n(k+l)-n(k) 

n(k-1) ~ m e n(k) (J.17) 

(l. !ti) 

El desarrollo de lo in1egrdl en {1.16), sustituyendo las igualdades (3.l a), 

{I.17) e (I.18), e integrando por partes, l"esulta en: 

n(k+l) 

f 
n(k-1) 

k 41 (n, m, x} q> {m) dm = q(xl . 
ln+NJI' + fmrn 

donde (- ) n(k+ ll-n(k-1) ( ) K 
U nk = 2 (l.20)' q X= Tii:X)i.75 

([.21) 

2.,: k~ N 

[ 

(n(k+l)+Ncl 2- ª-(n(k)+Nc) 2- e+ 

n(k+ l) - n(k) 

( n (k-.l )+f1c) 2-e-( n(k )+ll,._ i 2-J 

n(k) - n(k-ll 

( [. 22) 

para k= l 

n(2) 

¡ e<n, m, 
n( l) 

x) '" 1tm)dm= ( _s_(x) ' fmin)(n(2)-n( 1)) - q (x) >i(n
1 

l 
't' n+Nc 

n(2)-n(l) 
2 

( !. 23) 

- _l_ r (n( 1 )+N ) l- f3+ 
1- e l e 

( n( ll+Nc ¡2-13_ (n( 2 l :~¡2-13] 
(n(2)-n(l))(2- el 

( !. 24) 
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Con estos resultados es posible evaluar la integral externa del último 

sumando de la ec. (4.16). 

= [ N 
¡ '!'(n, T) <l>i(n) i:: 1\ 

1 k= 1 

(- ) (fil& 
u nk {uux)l.75 + fmin) + q(x)w(ñk) J dn 

2..: i< N 

( J.25) 

De nuevo, d0sarrollando w(n, T) en términos de (4.1) y considerando sólo 

aquellos términos de la integra 1 que no se desvanecen 1 la expres i6n ( 1 .25) 

se convierte en: 

i+l n( i+ 1) ll 

[ h1(x, ñk) 
llz!x.ñki] 

i:: Pj <l>j(n) "'i (n) E pk dn ( 1. 26) ¡ + 

j= i- 1 n(i-1) k=l (n + Nc)f3 

donde hemos empleado: 

h 1 (x, ñk) = u(ñk) q(x) 

(J. 27) ( 1. ¿::.;¡ 

Lo expresión (I.26) también puede desarrollarse efectuando anal~tica

mt:nte - paf' partes - las integrales involucradas. Omitiendo el detalle, 

la expresión (I.26) se transforma en: 

N 
E 
j=l 

i = 2, ••• , N 

(J. 29) 

donde g"
1
(ñ;l= (n(il-n{\~\l)\l-f3)\Z-f3) [(n(i)+N0 !2

" f3+ (n( i-l)+Nc)
2

-f3 

_
2 

(n(i)+Nc) 3-f3 - (n(i-l)+Nc) 3-13J 

(n(i)-n(i-1)) (3-13) (1.30) 



(n(i+l)+N_)J-13 - (n(i) 
+ ' 

(n(i+l) - n(i))(3-13) 

n(i)-n(i-1) 

+ ll ) 3- 13] 
e ) 

(n(i)•Ne) 3-P - (n(i-l)+Ne)l-13 

(n( i)-n( 1-1 !) (3- 13) 

2 
( n ( i' 1) -Ne) J-13 - ( n ( 1) +Ne) 3- 13 J 
(n(i+l)-n(i)) (313) 
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J 
(J.31) 

(J. 32) 

F ~f;a lmente, agrupando los sumandos ya desarro J J¿1dos de la ec. (4. 16). ot.-

tenemos la expresión (4. 17). 

Condición de frontera 

La ecuación (4.18) sólo requiere el desarrollo de L.1 integral del miembro 

derecho. 

ro 

; ·;i l 1 ' 
1 

n(J+l) 

f 
n(.j-1) 

m, .d 
N ¡.¡ 

E Pj <Pjlm)dm E 

j•l j•l 

í: j f <l> ( l, m, x) "'j(m) dm -

<Pj (m) dm { j. 33) 



g(x) r; + fmin 
( ltHc) 

( l. 34) 
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La integración se puede efectuar anal,ticamente por partes, lo que resulta 

en: 

n( j+ l) 

r 
n(j-1) 

( l. 35) 

La sustitución de este resultado es la ec. (4.18) produce la forma final 

de la condición de frontera, ec. (4. 19). 

Ecuación de terminación 

El desarrollo de la ecuación (4.20) es anAlogo al efectuado para la ecu;

ción de propagación en las expresiones (!.l) a (l.7) (miembro izquierdo de 

(4.20)) y en las expresiones (l. 15) a (I.32), (miembro derecho de (4.21)). 

Conversión 

Esta ecuación no presenta dificultades especiales y aqu' solo definimos 

la función s('t) : 

S('t)= p1(n(2)-n(l)) + PN+l(n(N+l)-n(N)) 

2 (l.36) 
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APEtlDICE 2 

ENTRADAS DE JACDBIANOS ( 5 .4) Y ( 5 .8) 

Jacobiano (5.4) 

aR1 ~ --a¡;¡- = - u 0 ( 1-x) -2a pl [ g4 (x)u(ñ1)+ q(x)wlñ1>1 

(g4 (x)u(ñk) + q(x)w(ñk >] 

aR 1 
'Tpj = - a j=2, .•. , u 

N+l 

-u. (1-x)y-'<ñ;> - ai: pk(h 1(x,ñk)g- 1 (ñ;>+ h2(x,ñklf- 1(ñ;» 

k=l 

i+l 

- a E 

r=i-1 

i+l 

- a E 

r=i-1 

i:2 t ••• t ¡.¡ 

fl+ l 

a E pk(h 1(x,ñk)g•(ñ;> + h2 (x,ñk)f"(n;» 

k=l 

i=2, ... , N 

N+l 

- u.(1-xl Y 1<rr;> - a E pk(h 1(x,rrk)g 1(ñ;l+ h2 (x,r.;,1 f'(ñ;>l 
k=l 

i+l 

o. E Pr (h
1
(x,nr)gr-i(ñ;>+ h

2
(x;ñr) fr-i (ñ

1
)) 

r= i- l 
i=2, ... , N 



;; R; 
--;p:-

J 
j.11-1 

t- 1 
;I i + 1 

- a 

j= l, ... , ll 

i+l 

E 
r= i-1 

i=2 •...• ti 

por simplicidad se ha hecho x: x(T), P;;: P;(-r) .. pj:_ pj(-c), ele. 

jacobiano {5.8) 

A-2-2 

Definiendo x(T +6."t ):= x•, pj("t +.6.-r);: Pj j=l, ... , N+I; se tiene: 

3 Rl 1 1 
"Pi = - -¡;¡ - µ .( 1-x' l -2a p; [ g4 (x' )u(n1 l + q(x' )v1!ñ1 l 

N>l 

p1

1 tl 0 - a p'l E 

k=l 

11+ 1 
a E PÍ<[ g4(x'lu(ñk¡ + q(x' h1(nkl] 

k=2 

j=2, ... , M 

H+l 
- µ" (1-x 1 )y- 1(ñ;)-a t Pk(h 1(.x',ñk)g- 1 li1¡)+ h2 (x•,ñ"k) 

k= 1 

-1 i+1 r· . 
f (ñill-a E p~Ch 1 (x',ñr)g - 1 (fi;l+ 1,2 (x',ñr)fr-i(ñ¡ll 

r= i-1 

i=2, ... , N 



N+1 

ESTA l1SIS Nll DEBE 
SAU~ IJf L.' AQ..li'j.lllf~¡;J. 

- u oll-x') y"(n¡l- al: p~(h1(x',nk)g 0 (ñ1l•hctx•,ñklf"(n;ll 
k=l 

i+l 
_a E p~(h 1 (x'.ñrl gr-icñ1l+ h2lx'.ñrl fr-icñ1ll 

r= i-1 

l=2 •.•. , N 

fhl 

- f' <il1l - u.,(1-x')y' cñ1J-a i: pk(l1 1cx•,ñklg1 cñ1l+ h2lx',ñklfl(ii)l 

~· k=l 

i+ 1 
a E 

r=i- l 

i =2, •.. , N 

i+l 
= _ a E P; (h 1(x',nr) gr-icñ1 l + h2 (x',ñrl fr-i <ñ1 ll 

r=i-1 
j¡li-1 

¡. j 

j¡I l+ l 
i=2, ••• , N 

j=l, ... ,N 

a Rrr+ l 
a P1 

i+ l N+ 1 
ll~!: PkYk-icñ;> -al: 

i+l r h - r-i -
pk;: _0_1_ (x',nk) g (ni} + 

r= i- 1 a x k=i-1 k=l 

i=2, .•• , N 

- ;¡ Rr11 l - a RN+ 1 
( 1-x' )u(n 1); ---· -' =( 1-x' )u(n .) ; -- = 

iJPj J a X 
j=2, •.. , N 

N+l 
-_1 - i; 
~· J= 1 



da(x) u(ñ l 
dx k 

dq(x) 

-ax-
- 1.75 µ" ---

{ µ0X)2~ 7!. 

.2.9.i!<.l. w ( ñk ) dx 

A-2-4 



A 

D(n,t) 

E(x,r¡) 

f 

F(x, r¡ ) 
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A P E N D 1 C E 3 

N O M E N C L A T U R A 

Parámetro def1nido en ec. (?..20) 

Función peso po11mero muerto 

Po l 1mero vivo de long l tud n, o concentración del mismo, 0
0 

( t), 

gmol 
lt 

Representación continua de On(t) 

Matriz tridiagonal de dimensión NxN. Definida por ecuaciones 
(4. 17), (4. 18) y (4.21). 

Error local de aproximación por elemento finito. Definido por 
ecudción 6.6. 

Media aritmética de errores locales e 1. Medida del error global 
en elemento finito. 

Factor de eficiencia del iniciador. 

Función dependient:e de la malla. Definida por' ecuaciones _(1-3), 
(l-5), (l-7). j = ¡-1, O, l l 

Matriz tridíagonal de dimensión NxN definida por las ecuaciones 
(4. 17), (4.18), (4.21). 

fmin Parámetro (cota inferior de con~tante de velocidad de termina

ción), ec. (3.l a). 



Función dependiente de: la ma 1 la definida poi· ecuaciones l I-30) 
a (l-32). j = (-1, O, 1 ) 

función definida por la ecuación (l-35). 

Vector de U elementos definido pur el lado izquierdo de la ec. 

l s :n. 

G2lx,V) función definida por el lado izquierdo de la ecuación (5.8). 

h1lx,ñ
5
¡ función definida por ecuación (1.2/l 

n 2{x,ilj) Función defini<J,1 por ecuJción (l.28) 

H(x,n,Pl Vectuo· d~ li elementos definido por ecs. (4.17), (4.28) y (4.21). 

l •'d 'ód''id l(tJ,9\ºt 1 nic1a ar o cc~centru.1.:1 n e in1c a al", 

Segunda carga de iniciador en reactof'es semicont inuos, 9i~ 1 

Matriz jacobiana. 

Constante de descampas ic 16n del iniciador, seg-l 

Constante de iniciación, lt 
gmol seg 

Constante de propagaci6n, 1t 
gmol seg 

Constante de terminación por comliinac16n, lt 
gmo 1 seg 

Constante de terminación por desproporción, 1t 
gmol seg 

kt {x,n,m) Constante global de terminación considerando efectos uifusion.2_ 

les , ='-1 t¡--,. 
gmo 1 seg 

K Constante de propurcionalidad en la ecuación 3.1 a. 

M honómero o su concentración, M{t), 9~~ 1 
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n Lcngitud de cadena {adimensional). 

n{i) Nodo i-ésimo. 

N Número de elementos {formulación de Galerkin). 

Ne Para.metro de ajuste en e 1 modelo reptante, ecuación l 3. 1 a). 

P{n,t) 

q {x l 

R o R· 

s {"t ) 

t 

u{n;l 

V {i: l 

X 

X* 

Conjunto formado 
= { n{i-1), n{i), 

por e 1 nodo 
{i+l)). 

Función peso polímero muerto. 

i-ésimo y los dos nodos adyacentes 

Po limero vivo de longitud n o su concentración, P 
0 

( t), 9~~ 1 

Representación continua de concentración de pol,mero vivo gmol 
lt 

Función definida por la ecuación {J.21). 

Radica les 1 ibr"es pr imar"ios o su concentración, 9\~ 1 

Función definida por la ecuación {J.36). 

Tiempo en segundos. 

Función definida por ecuación (!.20). 

Vector de dimensión N for"mado por los pesos pi 

Funclú11 definida por la ecuación (l.22). 

Conversión adimensional definida por la ecuación (2.22). 

Conversión a la que se inicia el efecto gel en el modelo rep
tante. 

Z(L) Vector de dimensión N formado por los pesos d;. 



SUB!NO!CES 
A-3-4 

o Indica valor de la variable en la alimentación al reactor. 

S IMBOLOS GR 1 EGOS 

a 

n 

J\(i:) 

µ (1:) 

1: 

definida en la ecuación (2.21). 

Parémetro en la ecuación t3. \a). Potencia en el mod~la rep
tante que indica la dependencia de kt respecto a las longitudes 

de 'las cadenas que reacci.unan. 

Función dependiente de la malla definida por las ecuaciones 

(J.11), (!.13), (!.15), j = { -1, O, 1 l 

Conjunto de nodos que constituyen una malla {n{i); i=l, N+l} 

M(t>( ~}k' 1 ) l 
d o 

Concentra e ión adimens iona l de inic iadol"' def i

n ida en ecudción l2.27}. 

Concentl"ac ión o.dimensiona 1 de monómel"'o def i

nida en ecuación (2.26). 

Transformación isoparamétrica de la variable n (longiLud de -

cadena) definida por ecuaciones en figura 4.2. 

Varianza de errores locales e;. 

tiempo adimensional definido po~ la ecua
ción (2.19). 

Funciones base en la foJ"mu1..,c-ión de Galerkln. 



o (n,m,x) 

'i' {ntr) 

O ( n;t ) 

A-3-S 
Constan t..: adimension.1 l de terminación def In ida pu.· 

ec. (2.23). 

Concentra e ión ad imens iono l de po l ~mero 

vivo definida por ec. {2:.24). 

Concentrdc ió11 dd imens iu11u 1 de po l lmero 

muerto definida por ec. {2.25). 
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