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INTRODUCC LU i

L3 simulacidn de procesos quimicos es wna herramienta muy Otil eén
el diseno, operacidn, control o rediseno de procesos. La simulacién de
procesos requiere, entre otras cesas: {1) un modeloc matematico que des-
crina ciertos aspectos de interés del proceso, {2) una estrategia numé-
rica de solucidn y (3) ejecucitén de la estrategia de solucién mediante
un glgoritme para computadora digital. La experiencia indusirial ha
demastrado que ls simulacidn, ademds de motivar el esitudio e investigae-
cién de 1los procesos, ha contribuido en gran medida a lograr procesos
muy eficientes y productos de alto grado de caiidad. Es decir, ja $itu-
lacidn es una discipling que tiene un vfecto casi inmediato en la econc-
mia dé la produccidn.

En un pais como el nuestra, la simulacion ofrece un gran potencial
de desarrollo. Esto se debe a que para desarrollos tecnolbgicos usuai-
mente se dispone de la informacion bdsica en la Jiteratura o es factible
obtenerla con una inversidn ragzonable en experimentagidn. Sin embargo,
para llegar al disefio final de un proceso econbmicamente rentable hay
que explgrar un buen nimero de opciones en cuanto‘a procesos y condi- -
ciones de operacidn. En nuestro palis observamos que muchos de los pro-
cesos importantes han sido disenados de esia forme en los centros de
disefia del extranjero. Por otra parte, cierio estrato de la industria
nacional, presionada por la escasez de divisas, ha iniciado la inves.i-
gacidén y-desarrollo de procesos. En muchos casos el andlisis de posi- -
pilidades se ileva a cabo con largos y cosLosos programas dz Lanteo expe
‘rimental.

En conclusion, la simulacion es una actividad que requiere cun

inversidn una computadora de tamaio razonable y el personal humano <zli-




_ 14
ficad:, ¥y que ofrece un gran petencial en el desarrollo de procesos ¢ ot
iz mejora en cuanto a calidad y compétitiﬁidad en 105 yia existentes., L
flujo continuo y en aumento de egresados de los programas de posgrado,
:én:o nacignal <oiio del extranjero, proveen el mater ia§ humano califi-
z3ds, nientras que la computadora que puede pjecutar la simulaciin sé bz
wuelto un equipo indispensable en las medlanas y grandes industring ue
zapital nacional,

En este trabajo hemos desarrollado un programa que simuia un pro-
cese gquimico que consiste en una reaccion de polimerizacidn, y nuestra
contrioucidn e centrard counciolmonte en ol algoritmo para resalyer
las ecuaciones no lineales diferenciales en diferencias que resultan.

L3 sintasis de polimeros es, entre 105 procesos guimnicos, unc zue
gestaca por su importancia ccondmica. Esta indusiria parte de petrogui-
micos basicos y genera productos manufacturados con «lto vaiur agregado
¥y con un mercado muy imporiante y en constante expansion. Ea il&xing
existe una gran capacidad dnstalada para la produccion de ooiimercs,
serc se tiene la desventaja de que las coupianias estueb lecidas muestran
wnd alnz dependencia tecnoldgice Jel exterior, y las pocas industrias
gue deciden hacer innovaciones carecen de los grupow. y medius para con-
cluirlias de manera eticiente. Esto permite visualbizar 1o bDeneficios
que puaden cobienerse de aplicar todas las técnicas a nuestr¢ o lcance
sara el estudio de 1os sistemas poliméricos.,

Los olimeros estdn fornados de moléculas muy largas o cadenas,
constituidas a su vez por cientus o miles de unidades estructurales mas
simpies. Cudndil se sinter i-/a un polimero ocurren ceacciones quimicas en
135 Gue las unidades estructurales o mondmeros se van uniendo paras Tor-

mar ias cadenas poliméricas,(1) o (2) . AY iinal del prociso se optiene



it
wn producto formado por moléculus de polimers <on diversas longitul-o de

cadena (o nimerg de unidades estructurales en la cadeus) y por ello,

-

[t

racterizads por una distribucidén de pesos moleculares (DPM). Esta

1tima influye Tuertemente en las propiedades fisicas del walerial obte-

nido, tales como: resistencia al impacto, + la tensidn, etcétera, y por

o itznto es uno de los pardmetros que definen la calidad del polimero

Uno de los objetivos principaies de simular el proceso do sinteosic

g¢ estanlecer un modelo gque permita predecir la DPHM que se¢ obtendria

zajo condiciones de réaccisn determinslia,  Por otro lads, las ecuacio-

nas matemiaticas de un modelo de este tino son complicadas, especialmente

a2 altas conversiones, ya que los términos de reaccion se modifican narz

ingluir fenémenos de difusion, debidos a la viscosidad creciente dri

medio de reaccidn. Generalmente estas ecuaciones no tienen solucion

analitica y requiecren de un metodo numérico programado en una computadera

digital para resolverlas.

En esta tesis tomamos como ejemplo de trabajo la homepelimeriza-

ci6n de meril mecacrilato (MHMA}, mediante radicales libres. Es5t: reac-

ciln ha sido bastante estudiada tanto en la industria comc en las univer
sidzies. Balke y Hamielec (5}, efectusron una serie de experimentos que

rnan servido como base para numerosos desarrollos tedricos. Lo hkinyor -

-

rarte de estos estudios han modelado los primeros momentos de lz DPW
(9 , (7Y, & . Son pocos los esfuerzos que se nan encaminads .
descrioir la evolucién de la curva de i DPM. Zeman y Amundsen {4}
aropusigron apirgximar las ecuvaciones diferencizles en diferencis: ra--
dizrize ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para 1uego ser

resueltas con las té&cnicas numénicas disponiblies para EDP. E£n diversos



v
-25iudios se nan resuelto las ecuaciones resultentes para €asos restringi-

dos en cuanto a las reglones estudiadas o 2 la complejidad de i:o formes

]

funzionales de loas pardmetros que definen la cinética de la reaccion

Una técnica numérica que recientemente se ha aplicado con i

i
~ara rasolver 1as ecuacionas de la UPM en sistemas de polimeros, ¢ 1la
de alemento Tinito. Coyie y colaboradores (12) resolvieron las ecuacic-
nes integro-diferenciales que modelan la polimerizacion bajo la aproxi-
=z22%¢n continua de Zeman ¥y Amundscen (9) v describen la evolucion de
T2 DFW o con el tiemps de reaccidn, el a altas conversionas, Lara gl me-
Til-mezacrilate (MHA). EVlos emplearon el método de elemento finito coe
una malla vija construida sobre el eje de la longitud de cadena, y pro-
zardn cue la técnica es adecuada para este tipo de problemas. Sus resul
T3dgs fugirieron la conveniencia de ahondar en lau posipilidades del m&-
Tads de solucidn para eventualmente emplearlo en estudios de es: :bilidad
de reagtores o en esquemas di control que utilicen computaderas 2n linga
con el proceso-

Uno de lgs aspecios mas interesantec ) mds ventajosos del nétodo
de 2lemento finito sobre otros méicdos numéricos, es la posibﬁ]?:ad qus
otrace de estimar 21 error di aproximacidn ue se com2t.e -1 cwpiearlo g,
15 zu2 es mejor aln, de contrelar dicho error con algln criterio conve-
niente.  Strang y Fix {13) arcoporcionan algunos cri'crios de e tige o
recientamente, Benner (13} selecciond un criterio y propusa un z1gaorima
de refinamicrio de la oo ila por incdio del cual es pasinle equidistribuir
21 grror de aproximacién en tod. o1 intervale e solu i colocands con-

venienter=nte 105 nodos qgue definen la malia. Para logriar la equidis-

ricusidn o ero ol algoritmo de Fonner mantiene fijo el nimiere e
g
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nodos, pero recalcula la colocacién de éstos cada vez que cambia lo ra-

g%ﬁn donde se busca 1a'501ﬁciéﬁ O qud S8 avanZza un paso de integraciin
en &) cuzs de problemas gue invalucran ecuaciones diferenciales.

Se nan desarrvollado otros métodos de malla adaptable como ius métpg
dos de elemento finite espacio-itemporales (15) {18} o el méLad. de ele-
manto finito mdvil (17) ,(018) ,{lu)lodos ellos tiencn como oujativo el
arzimizar en aluifin sentido la colocacton de lus nodos. En este trabajo
nes interesa utilizar las técnicas de malla adaptable con refinamiento

para mancener control sobre €1 error de la solucidn.

Dmpe A o,
i -

o rz ooty miorablema de describir la evolucitn de Ya GFM en
un sistema polimérico es un campo fértil para la aplicecion de wétodos
de maliz movil. La forma de la curva que nos ocupa e deforma al avanzar
el tiempo de reaccidn y si we dejs una malle fija no se tendr& control
sacre €1 error de aproximacidén y serd cuestionable laz extension del mé-
zodo para estudios de estabilidad y control.

En este trabajo desarrollemos un algcr itmo que, utilizand:: 1z rnée-
1iica de elements finite, permite acotar y distribuir uniformomente &)
grror de aproximacidn de la soclucion. E1 algoritmo se apliga iy & des-
srigeiée aproximada de 'a DPM de un sistema polimérico.

En el primer capitulo establecemos el marco en ¢l que se gensra

21 prerlema.  Primerc describimos o) propiema de Ye poidinerizacisn, loc
‘ocietivos que se persiguen y las iricultades que se presentan.  Ensc-
guids se modela el oroces. v finalwente se enumerce ¢l conjunic de ecua-
ciones diferenciale: en diferenciar que constituyen el modeiv. in el --

Z2pftulo 2 =e aproximan las secuencias de concentraciones de especizs
mesiante un perti! centinuo. Can estuse genera un <istema de <cuaciones

integro-diferenciales parcialas (en tiempo y en longitud ae cadens). En



vi

=i capitule 3 se formula el problema especificu que constituye el oujeto
wrincinal de esta ie:is, e JxCir, la posibilidad de utilicay uno mstia
acantacle para describir la evolucian en tiempo de la distribucion de
o2sos moleculares pars la polinerizacion iso:ioemitca dol et i) metacrila o
an un r2z2uor por loces o semicontinLa. En el Cap.d se eplica la técnica oo
elemento finite con malla fija o las ecuacicones integro-Jdiferenciales
parciales cbtenidas en el capitulo 2. Caomo resultado, 1 problems mateo-
matico se transtorma en un sistema de ecuacicnes diferenciales ordinar iss
{(Z00's) con valores iniciale:. F1 copitulo 5 discute lo, métodos o
cciucidn gue se probaron para resgiver las EDO's obtenida. en el capital.
anzerior, asi como las dificultades encontradas ¥ se elige el método que
resultd mids eficiente comparande lu: caractecisticas ubservadas al wili-
car cada uno de ellos.

£1 capitulo 6 introduce la teoris de malla adapiaple ¢n & lenencs
finito y detaila el algoritine cmpleado para determinar la evolucién de
la curva de la DPM utilizando una mylla adaptable. Finalmente, el cepi-

tule 7 contiene las conclusiones glutiales obtenidas y 135 recemendscicnes

respacto & nuevas rutas de investigoacion en el tema.
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CAPITULO 1

GEMESIS DEL PROBLEMA

En este capitulo se hace una descripcidn fisica de los distintos
grcresos de polimerizacitn que <e emplean indusirialmente senalandc las
ventajas y desventajas que caracterizan a cada uno de ellos, pora luego
enfocar nuestra atencidén al tipo de procese gu2 serd objeto de este -
estudio: polimerizacion por radiceies libres en masa o en solucion,
efectuada en reactores agitados operados en forma intermitente o semi-
continua. En seguida se cxpone 1o teuria bicica de polimeriracisin y Yas
reasciones quimicas dnvolucradas. A partir del esqguema guimico se -
plantea el conjunto infinito de ecuaciones diferenciales en diicrencias
que constituyen el modelo matemdtico natural que represcnta el sic:iema

noiimérico.
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1.1 Frocescs de Polimerizacién

Los procesos de polimerizacidn emplean como materia prima princi-
£31 3 ciertos compuesitos denpminados mondmeros.  Estos mondmieros Uionen
rropizdades guimicas especificas y proveen, al reaccionar, las unidades
estructuraies que forman 1.5 cadenas de polimero. Lxiston diversos s o
nismos de reaccidn para obtener puellawros, pero el que nos ooupard se
denomina de radicales libres {se efectia wediantle especies quimiluos neu-
ras de vida cortal.

Las reacciones de polimer izacidn son erypecialmente dificiies de
controlar, ya que 3an fuertemente exotérmicas y la remocion del calor
senerado en ellas es complicada. Esto es depide ¢ que la viscosidao oz
la mezcla reaccionante crece al progresar la conversion dei mondmero
an polimero. Es por elloc que Jos procesos a wscala industrisl se disefizn
de tal forma gue comdinen caracteristicas de controluuilidad de Va reac-
c¢idn, con elonomia y calidad en el producto. Entre lcs procescs comeér-
ciales mds importantes esitan los de masa, emulsidn, suspension y solucidn

En el proceso en masa la r22aceion se realiza OGnicamente 2n presen-
tia del mondémero y uie ue el control e temperatura es complicedo, la
calidad del producto es alta. Esto se debe a gue nu hay contaminacion
con sustancias extranas. E1 problema de remocidn de calor {(control de
-emperatura) se ha enirentado con poliimerizaciones en dos Tasw. (suspen-

"$i6n o emulsidn). Sin emparge, -.tas opciones reguisren etapas adicio-
naies da separagion después de la reaccion para aislar el producto. Qtro
croceso en una -3la fase es el de -oiucion, que emplea un solvenie para
imzedir que la viscouidad del medio reaccionante aumente en demasia
diticulte la remocién del calor . 3in emboryge, al final do este Dooceso

tamoién es necesarig separar al producto del solvenie.
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Las ¢rocesos o masa y en s0lucidn pueden ser descritos matemati-

zmente en Torma sihailar pues suy esguemas guimicos son semejantes.  En

&

in

T3 tesis wuglearemos un mod lo que es aplicable tanto jura prooesos en

masa come en solucién. Cualquicra de Tos procesos meniicnudas e fectin

coun o readtor. Este equipo consiste en un tangue con un agitador . con

3lglin medio, ya Se3 una chagueta o un serpentin, gue permite calentar o

entriar la mezcla reaccionanta segin se requiara (ver Figura 1.1),
Retpedto 3 Y. forma on ghe se operan los reactares, 10s procesos

de zolimerizacidn o pudden Clasificar en continuds y en intermitentes.

ono 1 srimeros, y ound vez que se alcanza une wpérociom estable, lu can-
<idzd e mondmero que entra es dguil a la del polimere que sale.  For
otrg lado, en los reactores intermitentes se carga una Cler o Uit idod
de materia prima y se hace reacCiocun nasia ubteéner una transiormaciin
an pelimero o mads complnia posiple. En ¢sce msinente se desiaeygz &% Lro-

[b¥uge)

del reactor y se inicia un nuevo ciclo con nueva mates v prima.

- terzar tipo de operacidn gue combina caracteristicas de lou dos anus-

riores es 21 semi.ontinuo. Este es semejasnte al intermitente pero per-

mite 1z dosificacién de algunos de los compusstoes en vorma continua.

ta eleccidn deé reactores ol se operan en forma continua se juiti-

-ty

icz cuando se reguiere una alta capec idad oo produccion, pues ja Tnver -
gibn inherente es muy costosa. Eslos proceses producen materiiies de
c3lidad alta y wnifotie pues Jietedtnjunes de las eupiedades en el
materizl son cervadas. En los ceactores intermitentes ney disueibucic-
785 mis abiertas ae 1as propiedades que, en general, Jaameritsn la calidad
g2l producto, PErs £.10S procwsos sonowds P lexiblos eon su oparzciin
reuieren mensreés inversiones wue los continuus.  Los processs iamicon-
“inues presentan caricterisrticas intermedias de floexipiviaasd, calidad

Je costo en ia inversin,
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Los meag=los ma.smdricos gque describen 10s procesos continuos son

e iipo algecrst

I

G, ienteas que los correspondientes o 1a Gporacion
intermizente  inCluyen eccuaciones diferenciales, ya gue lus var LLuies
carpian continuemente ae valor en el tiempo. B ocoabiema que nos inte-
“@52 en este irabajo se refiere .\ reactores intermiténte: y semicon: fnuc.
Fn reésuien, enfocarcimos nuestro andlisis a procecos de g i oier i-
2acidn via radicales libres en mada o an 50i-h oin, efectucd.s en s a-

ra8s operados en forma intermitente © SemiCunt inua,

m
[F]

1.2 guemd Cingtico y Mowels tiicmdtico Original
Cuando la polimerizacion - Tlevs o Zobo por radicales libres,
COro en nuestirg caso, se pueden distinguir varias etapas simpies de reac

cidn.
Iniciacidn.

Un compuesta 5rainico, qu. generalmente €5 un pordxido, chadido on
ruy sagueda cantidad .o moadmery, sufre una reaccidn de de.cingosiiiln
ganerando dos especie: .. activas (radicales liores rimarios) gue -
gesencadenardn la reaccian de polimerizacion.

La =tapa de iniciacidén consta vrnionces de dos pasos:

Descomposician del iniciador

I —== IKx.
Reaccisn dei radical primario Ko COMn LwnLwbero
w1

Roe v ——= ¥y
Jonde By representa un radical tiore uolimécico de longitued b2 cadena 1.
Foe agacidn.

La siguiente wtapa ue d7zcinguimos es 14 Jde prepagac iyh, en 1a -

cud 1 wng cacens activa de turane n,iPn), reaccions con mondmero, inTen--



mentzndo en uno su longitud, Esquemdticamente se tiene:

b
Pa + o —lE, Py )

Terminac idn.

Finalmente, dos cadenas activas o de polimero "vivo" de longitudes
n y m respectivamente, re.sccionan dewactivandose y proporcionando poli-
mero estanle, tampién llamado polimero “muerto”. Existen dos tipos de
terminacidn, avuendiendo de si las dos cadena: se unen para formar una
sola de polimero muerto (cambinacién}, o si las cadenas se desactivan

Susdand

O
€

- oy A - - i el -
ada wna del taiiaha Gue ten

an (dospraporcidn). Lo reprosen-

tacion esquemdtic. e5:

Comb inacion

Pr* P -"ELQ’ By m
Desproporcidn
Pn+9mﬂ~ QD

dande Dn y Um representan pollimero muerto de tamano n y m respectivamente.
En el problema que nos o:oupa (polimerizacion de MMA) s6lo existe Lermi-
nacibdn por desproporcidn por lo que emplearamos una sola kt’ tal que v -
ktd'
" De acuerdo a la c¢inética quimice y suponiendo que li iitaci6n
es perfecta en el medio de reusccion {(modelo ideal de reactor agitado)
{20 ), las reacciones déscritas pucleon modelarse matoniticamente con
las siguientes expresiones de velocidad de reaccibn:

Bescomposicién de inic iador:

d i (t)
—atT = kgl {t) {1.1)



1-7
Radicales primarios:

dR (t)_

i =z kg 1 u) - omg R (L) M () (2
Consumo de mondmearo:
dm (L) . o ;
—daT - = - I\,.' Ry M (t) - kp bl (L)n:lpn(t) {(1.3)

Radicales poYiméricos de longitud 1 (n=1):

Py tt) _ =z X
S = kg REE) MIL) - kP o) ML) <P (L) Bk R0 )

Radicales poliméricos de longitud n:

d Poo(t) _ w
—gT = KpMe) (P qlei-Poith)- POl T kg By () (1.5)

m=} n=1,=
Polimero muerto de longitud n (séiv desproporcion):

"~ dDn{t) - - .
=gt = P il x Poln) . (1.6)

En estas expresiones, las cantidades kqs K k, ¥ k, son constantes

L
para una temperatura dada, aunque a o ltas conversiones la kt {y en al-
gunos €asos kp) se hacen dependientes de la conversién y de la longitu:d
de las cadenas que chocan para reaccionar. Las ecuaciones 1.1 a 1.6
constituyen un sistemr infinito de ecuaciones diferanciales en diferen-
¢ias, cuya solucidn se dificulta especialmente por el hecho de que a.
altas conversicnes la constante de terming: 9n asume formas funcionalus
comp 1 icadas.

Si la kt fuese independiente del tamafo de las cadenas bajo cual-

quier circunstancia, las ecuaciones tendrian solucicn analitica haciends

algunas simpiificaciones; sin enbargo, en nuestro caso emplearemos un
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modelo general que incluya la influencia del tamafieo de 1Tas cadenas en

la velocidad de terminacién.

1.3 Efecto Gel o0 Autcuceloracidn

E1 hecha de que las constantes cinéticay de terminacion se modifi-
quen a altas conversiunes se puede entender en furma mecanicista por
medio del llamade efecto gel o Trommsdorf, enunciade origine lcnte en
(21). De acuerdo a esta teoria, las moléculas de polimero que estdn
creciendo durante la reaccién, hacen que el wmedio sea cada vez mis vis-
coso y dificultan la difusibn de las moléculas, hacicndo cada vez mas
improbat: 12 gue acurra la rcsccion de terminacion.  Este efecto es mas
marcado conforme aumenta la conversidon y por elia la viscasidad, afec-
tando mayormentz 1as moléculas més grandes, Por otro lado, la velocidad
de propagacion, que praclicamente no es «fectada por fenémenos difusio-
nales dada ia movilidad del mondmero, <e ve incrementada debide a que
aumenta grandemente la poblacion del polimero vivo al disminuir la velo-
cidad d¢ las reacciones de terminacidn. As9 pues, ¢l <fecto neto es
una autoaceleracidén muy grande en Ja velocidad global de reaccidn y
una dificuitad extrema para conurolar el proceso.

La descripcion matematica de este fendmeno es wmuy complizeda ¥
sélo recientemente ¢e ha recurrido a teoric: bdsicas para elaborar modz-
Tos bien fundamentadios.  Cuaiquier representac i6n maiemal ica adecuada -
implicarad una forma funcional pura lo K, que depends de la <inversitn
y de las Tongitude: de cadena, por Jo cual 1o kK, debuwrd ser sustituit.
por kt {(x, 1, n) en laec. 1.9 y por kt (x, n, m) en 1as ovcuaCicnes f.u
y 1.6. Aungue en cste trapajo eligirems: una forma funcional especi-
fica pare ke {%x, n, m), la validez dJd< ilas conclusionas cbtenidas es -

independiente del modelo empleado.
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En conclusidn, a partir de Yo descripcion fivioa y de las reaccio-
nes guimicis que ocurren en el proceso, se¢ planted el sistoma inficile

de ecuaciones diferencialey en diferencias 1.1 a3 1.u, cuya solucidn

exacta es particuismente -umpleja debido a que ¢l efecto gel requiers

una funcionalidad de kt que depende de ta lon;itud de cadena,



CAPITULO 2 2-1

MODELQO CONTIMUO

En el capitulo anterior se encontrd que la descripcidn natural del
proceso es un sistema infinito de vcuaciones diferencisles en diferencias.
En este capitulo, con el objeto de resolver mis eficientimente el problema
matemdtico, se hace 1a aproximacidon continua de Zeman y Amundson (9) , la
cual trata la longitud de cadena cumoe una variable continua. Asi, la
reprasentacion matemitica del problema se b sasforma en un conjunto finito
de ecuaciones integro diferenciale< .oun derivadas parciales en tiempo

y en longitud de cadena.
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£ ! modelo desarrollado hasta este punto involucra ., conjunto infinito

de ecuacione. difereniales cuys solucidi: exacta es muy compleja. Zeman
y Amundsan (3) nan resuelio problemas de modelado de <istemas jpoiimdri-
cos empleando 1w aproximacifn continua, en la wual la longitud de cadeni
n se trata como una variable continua. De esta manera, 105 Lrminos én
diferencias se pueden apraximar por series de Taylor y le: .anctorias

por integrales.

Pesarrollando las diferencias en forma de series de Tayior truncadas

a 2do. orden se tiene:

- : Lp 1 AP 2
g it P (t) = o \ {n=-1-n} + 55 o— {n-1-n)
=1 b n Il " 2! “n n
-5 1 f\'Zl')
= 2L + 5 < .
i n Zl anc n (:.-])

Por stro lade, las sumatorias infinitas se pueden aproximar por la Taérmula

de Euler-tclaurin:

& =

T f(x) = ST k) dx o+ Pf{al + b e {2.2)

X=a *

donde los dos ¢ltimos términos de 1o derecha son despro 1:hles. Aplicande

estas aproximaciones a las ecuaciones (1.3)-{1.6) &utas quedun como sigue:

lonémearo
M) -k R(OAE- K E() £, P(m,tidm (2.3)
T i o !

Polimero vive

3 iy e . -3 - . -5 H o .
LA TRV ®_Mt) ———iﬂJlLal LR Fiin,i) -P{n,t} 7 k. {n,m)P({m, t;dm
N P +n B 2 1 L
2T an
1 < < « - (&,
con zondicicnes de frontera e dniciales
dP_(1,1) b

i

St = ry R0 sl =R POLE) (1) -P(,0) SR LmIPin, ) dm o (2.5)
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P, t)h= 3, 320 P(n,0) =P, n3> 1 (2.6)
Polimeéro muer1o
L) o prn ) Tk, (mm) PAmt) un
ERd ! t (2.7}
ten < e )
con condicicnes iniciales
Din,0} =B, n &1 (2.8)

Por otro lado,dadu que la cinéticu de consuio de radicales primarios
es muy répida, podemos suponer eutudoquosi-estacionario (22), (23) para
esas especies, con 10 gue la ecuacion {1.2) queda:

z fky 1) - ke ROU) e, {2.9)

ademas, le cinética «4o1 Iniclader representada en (1.1) se pucde poner

explicitamente:, resolviends (1.1), como:
-kdt
1t} = Iu e (2.10)

donde 1_ = .[{t=0},
Zon 1o que la ecuacion (2.9) queda:
-kdt
Ky R{t} M(t) = 2fxd I, e _ (2.11)

Este resultado se puede sustituir en lzs ecuacicnes (2.3) y (2.5) con

1o que el nuevc conjunto de ecuaciovnes a recolver es ¢l siguiente:

) -kt - .
arlz) . m d Lo . .
—gr— 2 fiy kpu (t) f‘ P{m,t}dm {2.12}

Mlo) = K, {2.13)

a b - P ] RO .
-Jiéﬂiil = kpm(t) [ aP(Qat) PR Pﬁgafl_j-P(n,L) 7 ke lo,m)P(m, t)am

1
(2. 14)
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con condiciones e frantera & iniciales

dP(1,1) gt |

——TEELL—— =2 fky lo @ -kp P(l,t)H(L)-P(l.t)Jlkt(I.m)P(m,t]uni (2.1%)
P (=,ty =0, tz0 Fin,0)ePy nw (&0
_égé%éll = pin,t} f: k_{n,m) P{m,t) dn {2.17)
B{n,0)=Dc» n 2] : {2.18)

Es canveniente nacer camnios de variable para adimencicnalizar las -
ecuaciones a fin de que el procedimirnto de solucién numérica sea mis
adecuads.  Los campios de variable que elugimas son los sugeridos por

Tulig y Tirrel1(24 }, y son los siguientes:

i
T . 2Fk Ta\* .
k" { . (2.19)
to
k -3 :
p- L [ 2fkgle (2.20)
P Kto
k
a = Ft_o. (2.2])
p _
x = Mz) -Mlo)
o (nm = Kelmom) Py
K (.23}
10 o . . :
W e p [ Ren ) : ' ,
- ‘ {2.2q)
. ( 2fl—.dlu . _
Q@ =0 Keg 1} " S (¢.25)
2fkd!n ' .
4 ‘ ' _
Ho=M / FfT.O I . ’ (2.26)
\ _rkdlo . o _ .
a =1 kie 11 : . , - (2.27)
2fk gl
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Consecuentemente, las ecuaciones (2.1¢) a (2.1€) se convierten en:

_;\']'_‘

d;(i} = a —E-ﬂ + (i-x(rl)jTlP {myz ) dm (7.28)
x(T=0)=x_ ©.29)
—lnr) .o, Oxto) ("—'@;:’T Les n;‘p:,n”’ﬂ\‘ & W) £ (n,mx)e
i<n g o _ew {m,T Jdm (2.90)
—_oagin, T ;1 T) . L {n,t) fo: @ {n,m,x}) wlm, ¢ ) dm (2.31)

Con condiciones de frontera e iniciales:

-A T - ‘
g8Lr) . ae Ty, u, (exbrh-a e, £ (ol (ne) dm (2.32)
Tt 20
W {(o,t)=0,t20;% (n, 0} = waln), n 21 {2.33)
2 (n,0) =89 (n), n21 (2,34}

En este sistema tenemos ecuaciones difervnciales ordinarias acopladas
con ecuaciones integrodiferenciales. P problema es de valores iniciales
en tiempo y de valores a la frontera en longitud de c¢adera. 1y, gue haler
notar gue la evolucion de la DPM e especies vivas ¥ (n,T ) no zepend:. s
la DPM de especies muertas Q(n, t ). Por Jo tanto se puede resolver
para ¥ (n, t) ¥y alimentar 12 solucién coma runcion forzante al conjunto

de ecuaciones 2.31.



CAFITULO 3

FORMULACION DEL. PROBLERMA

En los capitulos previos planteamos un modelo matemitico para des-
cribir el curso de una reaccidon de polimerizacion en masa o v solucidn,
Los aspectos cuantitatives que nos inturesan son el curso de la conver-
sidén y de la distribucidn de longitudes de cadena (peso molecular) en el
Liempo de reaccian. E1 modelo matemitico resultd constituide por un
sistema de ecuaciones integrodiferenciales con derivadas parciales cuya
solucién aproximada mediante eiamento finito serd el objeto de los si-

guientes capitulos.
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3.7 Antecedentes

Les primeros mode los qu. reconocicron 1a dependencia de las cons-
tantes de terminacidon de la lonyitud de cadena de las especies reaccio-
nantes fueron el de Cardenas y 0'Driscoll en 1976 (25}, (26} y el
de Marten y Hamielec en 1979 (27) .Sin embarga, estos modelos Unicamente
consideraban una constante de t-:ninacién promedio que dependia solomente
de la conversidon a polimero y de la longitud promedio de las especies
reacc ionantes en cada instante de la reuccién, En ellos no se emplearon
formas funcionales mds precisas gue evaluaran distintas constantes de
terminac ién dependiendo de lunyitudes de cadena de las especies reaccio-
nantes, ya que no contaban con métodos numéricos eficientes para resolver
las ecuaciones resultantes. 5670 muy recientemente Soh y Sundberg (28)
y Boots (29), ambos en 1982, desarrollaron métodos que permiten resolver
las ecuacicnes para ciertas funcionalidades restringidas de las constan-
tes de terminacidén con las longitudes de cadena.

La técnica de elemento finito fue apiicada por primera ve: en 1984
por Coyle, Tulig y Tirrell (12)para la solucién de este problema. Ellos
utilizan este método para resolver law ecuaciones a altas conversiones,
donde la funcionalidad de k, respecto & las longitudes de cadena impide
Ta solucidn por otros métodos numéricos. Coyle y colaboradores seleccio-
narcn el modele de Tulig y Tirrell para ilustrarc 2] método de elemento
finito en problemas de polimerizacidén con kt siendo una funcidn de cual-
guier complejidad. En ests tesis, con el objeto de hacer una womparacion
objetiva, también se selecciond el modelo de Tulig ¥ TirreW para prous
los algoritmos de elemento finite con iialla adaptable que se desarrolla-
ron. EJ modelo en cuestidn =~ Dusa en l1a teoria repiante para la difusidn

de polimeros {30) y proponc una funcionalidad de la constante de termina- -
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cidn dependiente de las longitudes de cadena de las especies reaccionantes

nym, y de la conversién a pulimero, x. Por otra parte, es importante
hacer nutar que este modelo presenta problemas matemdticos de disconti-
nuidad que deben considerarse si se pretende aplicar este modelo para es-
tudios de control u optimizacidn. Este problema sc discute mas adelanie
pern primero se muestra el modeio.

E1 modelo de Tulig y Tirrell presenta 19 siguiente funcionalidad -
para kt (n, m, x). En forma adimensicnal:

X S X *
¢ {n, m, x} =

-1. 1 ] .
K (Mox)~'7° g+ 3] + fmin  xzx*
{n + NC)p {m + NC)
(3.1°a)
donde

k
o (n,m x) = ~Hfafbxl (3.1 b)
to

L.os parametros dei modelo son x*, NC’ By fmin:

x* =~ Conversidn a partir de la cual se "enciende" el efecto gel.
Abajo de esta conversion kt = kto.

B - Potencia derivada del modelo reptante de Tulig y Tirrellque
toma en cuenta la mayor -disminucidn de kt para moléculas
largas que para moléculas cortas. La teoria sugiere g = z,
aunque los autores de 1a misma proponen que el pardmetro se
ajuste con datos experimentales.

Ne - Pardmetro que permite ajustar la longitud de cadena en la -
q?e el térm:no Tﬁ_%ﬁﬁETB empieza-a apfoximap el compor%a--
miento de B 0 G s la expresifn directamente obtenida

de la teoria.
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fmin - Parametro que pone una cota inferior al valor de ktque -

estima ia ecuacion 3.1. La inclusidn de este pardmetro
gstd en acuscde con el hecho de que sun rudicales muy -

grandes muestran ciiérta velocidad de termipacién.

La constante K se ajusta poara podir continuidad de la funcidén en
x = x*, Sin embargc, ¢:ta condicibn es el aspecto débil del nmudelo dado
que 1a continuidad solamente se puede alcanzar en forma parcial  para
un valor de ia pareja {(n, m), mientras que para las domds parejas la fun-
cién presenta saltos de magnitud variable a1 pasar de x<x* a x»x*, lo que
cuestiona la inglusidn de dicha constante y sor lo tanto, del modelo. Por
otra parte, existen algunos modelos (31}, (32) que ascyuran la continuidad
matemdtica de Ky tomando en cuenta aspectas difusionales desde conversio-
nes muy bajas, pero estos modelos s6lo se han desarrcollade hasta el punto
de obtener constantes de terminacidbn promedio para todas las especies
reaccionantes. Un punto futuro de ifnvestigacidn consistird en enriguecer
estos modelos para yue consideren constantes de terminacién del tipoe kt
{x, n, m)
3.2 Motivacidon y Especificacion del Problema

En el trabajo pionerc de Coyle et al se plantean y se resuelven
las ecuaciones de balance de las especies reaccionantes para un s%stema
de polimerizacitn intermitente de MiA empieandu una Lécnica de elemcntic
finito con malla fija. Su estuwdio ha o &afauis en ajustar 105 puardmetros
del modelo de Tulig y Tirrell para simular los resultados experimentales
de Balke y Hamielec publicados en 1973, i3 gque consiguen medianamente
pien. En sus conclusiones resaltan la aplicabilidad de la :técnica de
elemento finito independicntemente de la forma funcional de k, , pero -

hacen escasas consideraciones <obre la eficiencia del mé&todo numérico
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empleado. £V esquema que probar:n incluyd una malla fije en nimero y en

colocacién de los nddos, a pesar de que trabajaron en una regién en la
que los perfiles de polimero vivo y mucrtu cambian abruptamente al trans-
currir el tiempe de reaccidn debido al efecto gel y en la que <1 empleo

de una malla adaptabie puede lograr una reduccion considerable del esfuerzo
numérico mediante la reduccién del nimero de nodos sin afectar la preci-
sién de la solucibtn.

E1 paso l4gice inmadiato es el desarrollar una técnica de elemento
finito con malla adaptable que permita Jograr una colocacibén Gptima o
cuasi Optima de los nodos para condiciones que cambian naturalmente con
el curso de ia resccion, 1o gyue redundara en mayor eficiencia del método
numérice con las ventajas en economia y en aplicabilidad inherentes
en ello. En el curso de una reaccién de polimerizacién existen dos eta-
pas en las que hay cambios muy marcados en la poblacidén de polimero vivo,
que es Ja que gobierna basicamente el desarrollo de la polimerizaci6n:
el inicio y la fase de efecto gel. En ambas etapas el error de aproxi-
macién de la solucidn por elemento finito cambia fuertcmente de un ele-
mento a otro y a cada momento, ¥ el empleo de una malla adaptable es
particularmente 4til si se desea mantener control sobre ¢l error. Adi-
cionalmente, una malla movil puede mejorar la precisidén numérica en todas
las etapas de la reaccién y ne swolo en sus fases criticas, puesto que
las variables de proceso presentan un compertamienta no estacianario en
operaciones intermitentes y semicont inuas,

La mayor eficiencia numérica de los métodos de malla adaptable sobre
los de malla fija es el resultado neto de dos tendencias opuestas: Por
un lado, los algoritmos de malla adaptable conzumen mayor tiempo de cédmputo

que los de malla fija debido a los cdlculos adicionales que cefectdan para
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reubicar los nodos 4 ie malla (y en ocasiones el nimero de lpgs mismos).

Por otra parte, la colocasidn mas .decuada de los nodes lograda con un -
algoritmo de malla mévil permite abatir fuertemente el tiemp. de cédmputo
respecto al empleado por una malla fija &l requuerirse menos nedos para
lograr 13 mism2 precision que 1+ alcanzada con un esaeema de podos 1 jos.
Un algoritmo adecuado de malla adaptable buscard mentener o mas bajo
posible el tiempo de cémputo adicional que se emplva en la reubivac ion
de los naodos. Por ejeiplo, los métados de Benner y los desarrollados en
esta tesis ocupsn tiempes de cdmputo para reubicacitn de o malta, que
no exceden de un 5% y 3 % respectivamente, los tiempos empleades por los
correspondientes algoritmos de malla r1ja (a igualdad en nlmere de nodos
y mayor precisidén numdrica con la malle mévil). Estos incrementus peque-
fnos en tiempo de procese pueden fi: ilmente ser compensados y traducirse
en tiempos globales de proceso menores para los métodss de malla adapta-
ble cuando en éstos se reduce el ndmero de nodos para mantengr una pre-
cision comparat:le a la obtenida con nodes fijos.

Existen diversos algoritmos de malla adaptable que se han desarrollade
recientemente y que presentan distintos niveles de desarrollo formal -
mateh&t1ca Yy dé ventajas précticas en oviciencia numérica.  Su discusidn
se hard en algin detalle en el capitulo [. La opcién elegida en esta
tesis fue el desarrolio de un algorizmb semiempiricoe i present s dipor-
tantes reducciones en tiempo de cémputo.

Estamos ahora en posicive < tormular con precision el oo lena oli-
jeto de esta tesis. luegstro objetive oc desarrollar y estudiar los ul-
cances dg un métocds Jde elemento rinito con malla adaptable que, al resol-
ver las ecuac inrey que mode len la OPM pare wna polimerizacidn por radica-,

Jes libres intermitente o semivoul inud, proporcicne una colocacion Oplina
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o cuasi-Gptima de Jo: nodos, tal gue permita reducir el nomero de ellos

Y resuite en menores tiempos de cémputo obteniendo la misma precisién
que los esquemas de malla fija _
3.3 Estrategia de Solucidén y Resumen

Para alcanzar nuestro objcetivo podemos plantear varias metas inter-
medias:

1. Aplicaci6tn del método de elemente finito con malla fija al
problema que nos ocupa en tudus las etapas de la reaccion.
Este punto, que se desarrollard en el capitulo 4, transfor-
mard el probleni matemdtico en un sistema de ecuaciones alge-
braicas y diferenciales ordinarias.

2. Estudio de esquemas num&ricos aproplados para resolver el
sistema algebraico-diferencial del punto 1 y seleccidn del
mejor de ellos. E1 desarrollo de este punto se efectia en el
capitulo 5.

3. Estudio de algoritmos d= malla adaptable que optimicen o cuasi-
optimicen la c¢olocacién de 1los nodos, eleccién y aplicacidn

de uno de ellos. Este aspecto se discute en 21 capitule 6. -

En este capitulo se formuld con precisidn el objetivo de esta tesis,
exponiendo que ésta se origing al considerar los resultados obtenidos en
el trabajo pionerc de Coyle et al que aplicaron la técnica de elemento
finito para modelar la DPM en la polimerizacién detl MMA y al estimar que
una malla adaptable podria incrementar la eficiencia del método numérico
en este problema dadas las caracteristicas fisicas del mismo. Adicional-
mente, se presentd el modelo de Tulig y Tirrell para la etapa del ofecto
gel, sefialando que este nﬁde]o se adoptd en este trabajo para ilustrar

las bondades de los métodos de malla mbvil.



CAPITULO 4

DISCRETIZACION DEL SISTEMA CONTINUO MEDIANTE
TECHNICAS DE ELEMENTO FIHITO

En el capitulc 2 se transformd el planteamiento matemdtico de nues-
tro problema de tal manera que results en un sistema de ecuaciones inte-
grodiferenciales con derivadas parciales. En el capitulo anterior se
formulé con precisi6n el objetivo de esta tesis y se cstablecid como pri-
mer punta de la estrategia para lograr nuestro objetivo la aplicacion
del método de etemento finito con malla Tija para discretizar el sistema
de ecuaciones obtenido en el capitulo 2. En este capitulo se éxpone
brevemente la teoria de discretizacién mediante elemento finito con malla
fija y se aplica 2 nuestro problema, transforméndolo en un sistema de

ecuaciones algebraicas y diferenciales ordinarias,



q-2
4.1 Discretizacién de las ecuaciones

Para resolver las ecuaciones (2.28) a {2.34) aplicamos el mé&todn de
elemento finito en el esquema de Galerkin (13 ). Pora ello suponenos

que las distribuciones solucidén se pueden aproximar por las funcicnes:

H+ 3
¥ (n,t) =g Ps {t)p (n) {4.1)
i=1
H+1 .
8 (nx) =2 d; (T)e'(n
i=1 (4.2}

donde 1las pi(r) ¥ d;{t} son funciones peso y las wi(n) son H+1 funciones
bése. que generalmente se a@ligen como polinomios de primero o de segundo
orden que se construyen sobre una malla de N+1 nodos. Los N intervalos
delimitados por 1los nodos se denominan elementos y la unién de todos
ellos constituye el dominio de las Funciones soclucién. En nuestro caso
eligiremos funciones base de primer orden que exhiben forma de sierra.

E1 arreglo de nodos, funciones y elementos se muestra en la figura 4.1.

! w 2 ® ? o" ol g+l
XX XK
nodos n{2) n(3) nl(4) n{f-1) n{ll} na{l+1)

elementos 2 3 M-1 i

~cada n{1) es un valor del dominic de n.

Figura 4.1 Funcignes base lineales, nodos y elementaos
tas funciones base de primer urden se definen fornmmimente como sigue:

i, 1 {(n-n{i-1))

® NOEIET n{i-1) < n gn( i) {4.3)

< N+1

=

2gi
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ol -1 (n-n{i+1))}
Y ST 6D n{ilg ng n(i+1)
i .
wl =0 ni:s;gh-]l {4.5)
i :
ls] 0 niasnrl‘:-;” (4.6)

Una técnica muy Gtil para facilitar el maﬁejo algebraico, es efec-
tuar en cada mitad de elemento un cambio de variable, sustituyendo E

por n, de tal manera que E asuma valores entre O y 1. Asi, para e}l ele-

mento i se tendra:

i
l‘p‘
. '
Figura 4.2. 'Ei-g
Transformacion Ei,-l=° Ei-y= g;=1
isoparamétrica. ’
de donde: E i1 =1_.D.._-__rl$i'_11_ _
! nt4)-nli-1) (4.7)
€= n-nli)
n (1“‘])"“(1} (4.8)

Este cambio de variable simplifica las ecuaciones (4.3) a (4.6) que

se convierten en:

i . :
© = Eqq O0<Fy e (4.33)

r—

i <
© 1-E., 0<5E s (4.30)

Antes de proceder a formar los residuos ponderados para las ecuacio-
nes (2.28) a (2.34) introduciremos brevemente la técnica. Considérese
Y ., un vector de p incHhgnitas ¥ = Y1 v,t), ¥alv,th .oy Yp(v.t))donde las
\r1 son funciones de v,rque tienen que satisfacer ecuaciones diferen-

ciales de la forma:
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L(Yg) = £ i= 1, ..y p (4.9)

La solucién se puede aproximar por expansidén en funciones base como:

N+]1 3
Y.-‘ = Ey .(L)ml\f) j = ]I vesy P (d-iU)
i=1d

si se sustituye esta solucifn aproximada en (4.4}, se tiene:
'S = = R 4.
L(YJ) :Fj 3 (4.171}

donde Rj es5 un residuo distinto de cuero, pues 12 solucidn no es exacta.
E1 método de Galerkin ortegonaliza el error R‘j al espacio generado por -

las funcicnes base pi, de tal menera que:

7y - oK _
é (Yj_ FO) "o v} dv=0 2ekeN 3=h...5p (4.12)

L.as condiciones a la frontera involucran dos relaciones adicionales.
Al desarroilar estas integrales que definen al producto interno, los
coeficientes y; son las incégnitas a resolver.

La ecuaci6n (4.12) tamsiin se representa como:

<Y - £ (), ek =0 2¢ks N (4.13)

Ahora procedemos a sustituir las aproximaciones 4.7 y 4.2 y requerir
que los residuos sean ortogonales a las funciones base. En el apéndice 1
se pueden ver los detalles y aqui nos limitaremos a dar 105_resu1tados.
SuStituyendo 1a ecuacion (4.1} en la {72.28) se obtiene:
: : HEa
dxtr) __a e (1x(T))

il ._ce g psil TIo In) dn (4.14)
] le J

y empleando 1a definicién de las funciones base e integrando, queda:
-AT

dx{t) . ¢ + {1=x{t)) i p.{T) (n{j+l) - n(j-1)) TJ .
4 B J ” s{
He ¢ (4.15)

J=2
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1a cual constituye una ecuacion diferencial ordinaria con condiciéon ini-

¢ial x(0} = 0. La funcion s { t ) se define en el apéndice 1.

Propagac itn.

Ortogonalizando el error respecto a las funciones base en la ecuacidn

{2.30),se aobtiene:

-apin,T) + iaW(mTL_
In an?

® Taw(n,T) ~potl-
f: [? (n{r] ol 1-x(t)

+

oy

a¥ {n,T) J‘l@{n,m,xlw(m.r)dm] cpi(n)dn=0

{4.16})
E1 desarrollo de esta ecuacidén se efectla sustituyendo en ella la

aproximacion {(4.1) y la funcion & (n, m, x) del modelo cinético elegido.
En nuestro caso tomamos la expresién para o (n, m, x) dada por el modelo
.reptante de Tulig y TirreN {12 )} y dado por las ecuaciones (3.1 a) y -

(3.1 b). E1 desarrcllo algebraico dado en el apéndice 1 se efectud em-

pleando la fdrma 3.1 a, ya que 1a forma 3.1 b resulta un caso particular

de aquélla si hacemos K=0, fmin=1

La expresi6n final es la siguiente:
i+

T dp(r) fk—i('rT.-IF—u,,U-x(t));”p e E) -
ked-1—% k=1-1k
d

N+ i1 5 .
oy K=o =y k=i
a %_.1 Pj(-:)kr:_i_][h](x,nj)g (n1)+h2(x,nj)fk (ni)] A ét)

{4.17)
donde'ﬁ1 representa el conjunto de valores de los 3 nodos en la vecindad

de n{i); esto es:

-ﬁ'i: { n('i'1)s "(.")3 n{1+.” }'l

fj, Yj ¥ gj = {-1,0,1 } se definen en el apéndice 1 y Gnicamente
dependen de 1o0s puntos en la malla. h_i {x,ﬁj) y hz (x,ﬁj) también se -
detallan en el apérdice 1 y dependen de la conversion y de los puntos en

1a maila.
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Las ecuaciones (4.17} constituyen un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias (EDO's) en los coeficientes peiT ) cuyas condiciones
iniciales se pueden obtener considersndo la ec. (2.33):

w o (n, 0 = 9, , n2l

que se traduce en pk(o) s pks para k=1, ..., H+i. Por otro lado, Ta con-
dicién dada por ¥(«,T) =0 Tz 0, se puede aproximar suponiendo que
existe un valar de n: a(H+1), suficientemente grande, para el cual la
concentracign de polimerc vivo e: practicamente cero. Esto es: n(N+1)
se escoge de tal modo quewi(n (N+1), r)<e, donde € se puede hacer tan

pequefio como se desee.

La ec. (2.32) de condicién de frontera toma la siguiente forma sus-

tituyendo la aproximacién 4.1:

AT @ N+ 1 j
dpyc ) ae” Splein, (1-x{t))- apy(t) ; @(1,m,x) Epj(T)m (mYdm {4.18)
—dax ! 3=
donde pltT) es la funcién peso del primer elemento. En la ec. {(4.18)
se ha tomado en cuenta que: W{l; T)= pI(T), pues todas las demas funcic
nes base se anulan en n=1. La ec. (4.18) se puede desarrollar sustitu-
yendo la funcion @{1,m,x), dada en (3.1}, con lo que se obtiene:

AT N+ _ _
dp ) ae  -pylthy, (1-x(x))-apyla) & pk(r)[pq(x)u(nk}+ q(x)w(nkﬂ {4.19)
dT k=1

gatx) y qi{x}, funciones de la conversidan % ¥y {u, w), funciones de la
malla, se dan en el apéndice 1. HNotese que ﬁ]= {n{1), n{?2}} ¥ EN+]=
{n(N), n{l+1)} , a diferencia de los demas'ﬁk que incluyen 3 nodos. La -
expresién (4.19) es una ecuacitn diferencial ordinaria adicional, cuya

candicidn inicial es p](0)= Py

Terminacibn.

Sustituyendo las aproximaciones {4.1) y (4.2) y la ecuacién (3.1 a)
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en la ec. {2.33) y ortogonalizando el error, se obtiene, (ver detalle en

el apéndice 1):

£ N+
i+] s
dd (€) , . H#l i+1 e i
T 51 fk1mg=aF pﬂt) E&ﬂxmjmk1miH%(mnﬂfkimiﬂpur)
K=i-1 3=1 k=i-1
P i=1,..., N+ (4.20)

Las N+1 ecuaciones {4.20) constituyen un sistems de N+1 EDO's en -
las funciones peso dy (t), con condiciones iniciales inferidas a partir
de la ec. (2.34) como dKIO} = dka’ k=1, ..., H+1. Es posible resolver
la ecuacion para dnel haciendo que, en forma similar a lo efectuado para
21 polimero vivo, 0 {N+1},t)<e para € tendiendo a cero y v20. Esto

implica que dn+] = 0 a cualquier tiempo, To cual elimina una incdgnita.

5.2 MNotacidén matricial.
Las EDO's para el polimero vivo (4.17) y {4.18), se pueden escribir
en forma compacta, empleando notacion matricial, como sigue:

Flx,n ) V() = E{x, n) V(T) - H(x, n, V)

(4.21)
donde: _ ;

y{t) es un vector de dimensién N, cuyos elementos son los pk(k=1.
ceay H).
F(x, N} es una matriz tridiagonal de dimensidn NxN que contiene

los coeficientes de las derivu.tus Pk Yy que depende de la conver-
dr

s¥6n x y de la malla n.

E{x, n} es una matriz tridiagonal de dimensidn HxN, dependienté
de la conversifn x y la malla n .

H{x, n, V) es un vector de N elementos, constituido por funciones

no lineales de la conversion, la malla y los pesos Pk {T)
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En forma similar, la ec. (4.20) se representa matricialmente como:

Fix,m )} z{T) = H (x,n,v) {4.22)
donde Z° es un vector de dimension N formade por los pesos dk(r), (k=1,
cees N
Notese que después de discretizar nucvamente el sistema continuo,

la formulacién matemdtica del problema result2a en un sistema de 2N + 1
EDO's:

1 para la conversion, ec. {4.15)

N para polimero vivo, ec. (4.21), con condiciones iniciales ¥ (o}=

¥,

N para peolimero muerto, ec. (4.22), con condiciones iniciales

z (o) = a4

En el siguiente capitule se plantean 3 algoritmos que se probaron

“para la solucién de este sistema de EDO's,
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CAPITULU 5

SOLUCTION DEL SISTEMA RESULTANTE DE EDO'S MALLA FINA

En el capitulo anterior se aplicéd la Lécnica de elemento finito a las
ecuaciones que describen el comportamiento del proceso. E1 procedimiento
generd un conjunto de EDO's. En el presente capitulo se discute la apli
cabilidad y bondad de algunos mé@todos de integracién de EDO's que se
probaron. En base a esto, se elige uno que se utilizard en la simula-
cién a estudiarse, tanto para el esquema de malla fija como para el de
malla adaptable. También se incluyen y se dizcuten los resultados de la

simulacién de los casos estudiados al emplear un esquema de malla fija.
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Primero presentaremos tres algoritmos que se probaron para la solu-

cion del sistema de EDQ's dado por las ecuaciones (4.15), (4.21) y (4.22},
¥y que son: (1} e) método de Runge-Kutta, (2} el que denominamos método
de Newton -Runge-Kutta y {3): método de Euler; diferencias hacia atrds.
Posteriormente se discuten los métodos y se elige el mids adecuado para
la sojucioén con esquemas de malla fija y para el desarrollo de algor itmos
con malla adaptable. Finalmente se presentun varios casos de simulacio-

nes realizados con el esquema de malla fija y los resultados obtenidos.

5.1 Método de Runge-Kutta

El primer método que se probé fue un algeritmo de Runge-Kutta-Fehlberg
de 4° y 5° orden con extrapolacion local (33). La estrategia de aplica-
citn de esta técnica consistié en poner en forma explicita los términos
en derivadas. Asji, las ecuaciones {4.21) y (4.22) se transformaron res-

pectivamente en:

v (1)

ol e n) Elen) VD) - FT1 on) Hix,m, V) (5.1)

Z (%) = F7 (xun) Hixen ¥ ) {5.2)

La matriz F se invirtid con un algoritmo para matrices tridiagonales
{34). Aunque este método es el de aplicacion mas simple, ya que prictica
mente no requiere &lgepra adicional, su ewmpiec no resuitd adecuado para
este'prob1ema. La dificultad encontrada consiste en qgue el sistema de
EDO's es rigido. Esto se debe a gque las especies vivas tienen una dind-
mica mucho mas répida que la conversion y, como consecuencia, requic-
ren un tamano de paso demasiado pequonc. En general, los métodos expli-
citos de integracién adolecen de este mismo problema. En vista de esta
dificultad fue necesario probar métodas mis efectivos para sistemas rigi

dos. Uno supone que las especies vivas alcanzan un estado quasi-estacig
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nario con respecto a la uvolucidn en tiempo de las especies lentas.

Esto se expresa matemiticamente haciendo que las derivadas de las espe-
cies vivas se desvanezcan transformindose el sistema de EDQ'S en un sis-
tema algebraico diferencial. Otro método consiste en aplicar alguna
técnica de integracion implicita, tal como diferencias hacic outrds, que

requiere la solucién de un sistema olgebraico no lineal en cada incre-

mento de tiempo.

5.2 Método de Newton-Runge-Kutta. Aproximacién Quasi-estacionaria Para
las Especies Vivas

Atendiendo 3 que la dindmica de las especies vivas es muy rapida,
sus altas velocidades de formacién y desaparicidn hacen que estas espe-
cies alcancen una concentracién de equilibric en un tiempo muy corto en
relacién a 1a dindmica de las concentraciones de monbmero y del polimero
muerto. Esta situacidén se aproxima desvaneciendo las derivadas de las
radicales libres (miembro izquierdo de la ecuvacidon (5.1}), lo cual cons-
tituye la formulacién matemitica de la suposicidon quasi-estacionaria
y produce la siguiente ecuacidn algebraica:

E(x,n) Vvt -H (x,n, y) = 0y (5.3

Las ecuaciones (4.15), (5.2) y (5.3) forman un sistema algebraico

diferencial que puede resolverse mediante el algoritmo de Runge-Kutta ya

(4]

itado pzra lac £00's (4.15) y (5.7) oue representan lg conversidon y la
poblacién de especies muertas respectivamente. La evaluacién de las
derivadas en las ecuaciones (4.15) y (5.2) requiere conocer los valores
instantéaneos de ¥, lo que a su vez exige la solucién de la ecuacion (5.3)
en cada intervalo. Para este 0ltimo calculo es necesario determinar
el jacobiano del sistema algebraico:

Si Vlamamos R], cees Ry @ los residuos de los renglones 1 a N res-
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pectivamente, de la ec. (5.3}, el jacobianoe del vector(RP R2, cees R“)T
es:
r 3
2R, Ry o oR, IR,
Bp]-— Ipo PN Py
3= 3Ry 3Ry C 3Ry 2Ry
3Py oAb WPH-1 Py
aR aR e aR oR
i = - —f (5.4)
any ) N1 My )

donde los elementos de la matriz se calcularon analiticamente y pueden
verse en el apéndice 2. La solucion del sistema algebraico se logra
por medio del mérodo de Hewton Raphson con la siguiente iteracién:

v ¥ ks 0 e [E und vR - Wk, R (5.5)

donde el findice k se reviere a la iteracidén k-ésima. La convergencio
del método de MNewton es cuadratica y, una vez que se ha calculado el
vector ¥ en un intervalo, se procede a evaluar las derivadas de la con-
version y del polimerc muerto. E1 método de Hewton funciona muy bien
cuando la secuencia de aproximaciones estd en un valor cercano (medido
con una cinta métrical)l. E1 método tiene problemas cuando las aproxima-
ciones se encuentran lejos de la solucidn. En el casg que nos ocupa
esto no es problema pues lus naturaleza de la integracidn en tiempo hace
que, mediante la seleccidn apropiada del paso, nosotros podamos graduar

al avance (g cambio) en la solucidn.

5.3 Método de Euler. Diferencias HaCia Atrds

Coyle y colaboradores (12) repartan ciertas diferencias en los resul
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tades cuando 1a solucidn del sistema de ecuaciones (4.15), (4.21) y (4.22)

se efectGa haciendo la suposicién de estado quasi-estacionario para las
especies vivas, como en la seccidn 5.2, y cuando se¢ efectla por algdn
método implicito que no hace esa simplificacién. Aunque las diferen-
cias son muy pequefias como para ser percibidas con los métodos experi-
mentales con los que se cuenta actualmente, la solucidn rigurosa de las
ecuaciones requiere que no se haga la suposicién guasi-estacionaria. La
solucién rigurosa se puede obtener con un métoéo implicito para EDO's,
ya que se sabe que los métodos de este tipo permiten integrar las ecua-
ciones aun cuando &stas pertenezcan a sistemas rigidos, aunque u:ualmente
esto reguiere la evaluacidn de los jacobianos del sistema, ya sea en
forma analitica o numérica. En nuestro problema es necesario aplicar
una técnica de este tipo en forma simultdnea a las ecuaciones de conver-
sitn y de polimerc vivo {4.15) y {4.21}. Esto resulta,en cada paso de
integracién, en un sistema algebraico no lineal para x y V que se puede
resglver mediante el algoritmo de Hewton. Finalmente, Ja solucion de x
¥ U se emplea para aplicar el esquema de diferencias hacia atrds a la -~
ecuacion de palimero muerto (4.22) y se inicia otro paso de integracioén.
Tomando las diferencias hacia atrds en las ecs. (4.21) y (4.15),

respect ivamente, se tiene:

Fix{e),n) ¥ () - V(r) -E (x(x)ym ) Vi) - H {x(xd,n, V()=

AT
| . =0y (5.6)
() - x(T) - g o AT (exw) E, P57 (olgen)ntsm) « s(ese
At u,
donde T/ = T + AT =0 (5.7)

E1 sistema algebraico formado por las ecs. (5.6) y (5.7} requiere las
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entradas del jacobiano correspondiente pare resoiverlco por la i.eraciin

de Newton. Si identificamis los residves de los renglones 1, ..., ¥ do
la ec. (5.7) como Ry, ..., Ry respectivamente y el residuo de la ec.

(5.7} como RNH, el jacobiano resultant: es:

r 3
DR] aRl L. BRl JR-I ot
3Py 3Pp P 3Py Dy
aR, 3R, .. 3R, 3R, 3R,
aRN aRN - DR” BRN BRN
3Py 3Py P Py ax
Ryu MWy MRl My Ry (5.8)
BP] 3 pz apN_-| BPN 3x
\

-

En este caso también las entradas del jacobiano se calcularon anali-
ticamente y las expresiongs resultantes se encuentran en el apéndice 2.

El esquema iterativo de Newton en este caso es el siguiente:

Vs [M1 v (e K Gy (xK(xrav), VK (Tear))
- a7«
x [ T+aT) X ( t+a1) 62 (xk{r tAT ), v¥ (T +at)}
a (5.9)

donde G, es el lado izquierdo de (5.7) ¥ G, el lado jzquierdo de (5.8).
Una vez que se logra la convergencia para ¥ {T +AT )} y x (T +4T) se

puede calcular faciimente Z {T +4T ) mediante la siguiente ecuacidn:

Z {t+aT) = F'] {x{ T+AT ), n) H (x(T+AT), N ,V\r(T-mrr Y)Y AT + Zit)
(5.10)
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Este algoritmo es muy eficiente pues permite emplear pasos de integracidn

retlat ivamente grandes sin pérdida de estabiiidad.
5.4 Discusitn

Los tres métodos expuestos se aplicaron para tratar de resolver el

sistema de ecuaciones {(4.15), {4.21) y (4.22}. Como ya se menciond, el

método de Runge-Kutta no fue adecuado para este problema, ya que su apli-
cacibn implicaba describir la dinémicae de las especies vivas que son muy
rapidas y esto exigia pasos de integracién demasiado pequeiios que no re-
sultaron practicos.

Una corrida tipica con este algoritmo requeria pasos
de 10710 - 3o~ M

seq y mis de 100 evaluaciones de las derivadas para -

una tolerancia de error relativo de 10°%. Cada pasc tomd de & a 12 seqy

en una computadora HP-3000. E1 métode de Newton-Runge-Kutta, con suposi-
cidn quasi-estacionaria para las especies vivas, elimina el problema de
descripcion de 1a dindmica de é&stas permitiendo pasos de integracién del
orden de segundos (ver tabla 5.1] y representa una opcidon adecuada para

este problema. Finalmente, el método de Euler hacia atréds es el mas efi-

ciente pues, comd sSe puede observar en la tabla 5.1, requiere pasos de
integracitn del orden de segundes y no es necesario hacer ninguna suposi-
cion respecto 8 la poblacion de las especies reaccionantes para aplicarlo.
Debido a sus ventajas sobre los otros métodos, este G1ltimo se eligid en
" este trabajo para resolver ejemplos de aplicacién con malla fija y para

el desarrollo de algoritmos de malla adapLable {capitulio 6).
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TABLA 5.1 TABLA COMPARATIVA DE REQUERIHILHTOS DE

COMPUTO TIPICDS PARA METODOS DE SOLUCICH OE EDO'S
RESULTANTES. (26 HODUS, 90°C)

Método Tiempo de praceso Precisién Tamano de
1 paso de integracidn numér ica paso
(seq) {seg})
-6 -10
Runge-Kutta-Fehlberg B-12 10 10
Newton-Runge-Kutta 4.3 1076 10
Euler hacia atras 1.6 1070 25

5.5 Aplicacidn,Simulaciones de la Evolucién de DPI's con Esquema de Malla
Fila

Con el objeto de ilustrar 1os resultados que se pueden cbtener con el
esquema de malla fija y de resaltar aspectos importantes de estos resul-
tados para los objetivos de esta tesis, se presentan las simulacicnes de
reacciones de polimerizacidn de MMA empleando el modelo cinético de Tulig
y Tirrell para reactores por lotes y semicontinuoes a dos temperaturas di-
ferentes: 70 y 90°C.

5.5.1 Reactor intermitente (por lotes), 890°C.

E1 primer case analizado fue un reactor intermitente operado a 90°C y
con las condiciones de alimentacidn dadasen la tab15 5.2. Este problema
se resolvio con 26 nodos {incluyendo extremos) y se emplearon pasos de
integracidn de 25 seg que requirieron de 2 o 4 iteraciones de Newton y de
1.5 a 3.5 seg de tiempo de proceso en cada paso. E1 tiempo de proceso
total empleado para la simulacion de O a 90% de conversidn fye de 125 seg.'
La convergencia en el método de Newton se implantd con una norma infinita
y una tolerancia de 10'6 gmol/1t para las especies reaccionantes (estas
mismas condiciones de convergencia se emplearon en todos los casos estu-

diados a 90°C). A conversignes bajas la colocacion de les nodos fue equi
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distante, pero & partir del 40% (inicio del efecto gel), fue necesaric

distribuir los nodos en forma intuitiva, agrupdndolos més en aquellas
regiones donde eran mis necesarios, pero dejando fija esta colocacion
del 40 al 90% de conversidn. E1 nodo mdximo (K+1) se culocd en una lon-
gitud de cadena de 5000 antes del 40% de conversidn y fue necesarioc reco-
rrerlo hasta n=50000 después del efecto gel. La gréfica 5.1 muestra la
evoluci6n de la DPM desde 0 a 90% de conversién y en ella se observa que
a partir de l1a conversign dc inicio de efecto gel es notable el cambio en
la poblacidén de especies vivas que tienden a hacerse mis grandes. La
evolucion de las especies muertas Di se muestra en las graficas 5.2 y 5.3.
En esta dltima se presenta en forma de distribucidn de frecuencias, que
es lausual en la literatura de polimeros, aunque no la mis adecuada para

el anadlisis numérico.

5.5.2 Reactor semicontinuo, 90°C

Una préctica comin en la industria es efectuar una 2a carga de inicia
dor una vez que se ha consumido cierta proporcidn de &ste para lograr una
mayor conversidn. Para simular esta adici6n es necesario modificar las
ecuaciones (2.170), (2.28) y (4.15), afiadiendo un término en cada una de
ellas. La ecuacitn (2.10) requiere un término que tome en cuenta la can-

tidad de dniciador proveniente de la segunda carga gquedando:
[(t) = Ledt 4 pekdlt-tt) s ¢ (5.11)

donde I, representa la 2a carga de iniciador y t' el tiempo en que se

efectiia esa carga. La ec.(5.11)se puede escribir como:
1) = [1o+1qe kdt" ] g kdt £t (5.12)

Después de adimensionalizar, la ec. (2.28) se modifica quedando como
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dx(T-') = a e -A T (]
dT i,

+

i]_ e ATy + (1 - xit)) f':“l‘(m,'r ) dm
la

{5.13)
y en consecuencia, la ecuacién (4.15) se transforma en:

N

dx(t) . _a e T e I AT s exien pyic) [(n(jm-nu-m
= o j=2 7
dT He

+

sl ﬂ {5.14)

Con estos cambios, las ecuaciones se pueden oplicar en forma idénticse a -
las del caso intermitente, Gnicamente reemplazando la ec. (4.15) por la
(5.14). Este caso se estudid empleando condiciones iniciales de concen-
traciones y temperatura idénticas que para el caso intermitente, pero
simulande una adicidn de iniciador a los 730 seqg., que compensaba exacta-
mente el consumo de iniciador {25%) hasta ese instante de la reaccion.Los
resultados se presentan en las gréficas 5.4 a 5.6 y muestran variaciones
importantes en l1a poblacién de especies vivas al afadir la 2a carga de
iniciador y durante el efecto gel. C(Cabe hacer notar que el incremento en
la poblaci6n de especies vivas es mucho mis marcado en el inicio del efec
to gel que en la segunda carga de iniciador. Por otra parte, se observa
que a altas conversiones la poblacién de polimero vivo se conirae, esto
se debe a que a 90°C de temperatura el iniciador produce una alta propor-
cién de radicales primarios que no alcanzan a crecer demssiado. Este
caso también se resolvid con 26 nodos y pasos de integracidon de 25 seg.,
e igualmente requirid un cambio de ubicacién de los nodos al inicio del

efecto gel, EV tiempo total de procesc de O o 90% de conversidn fue de

121 seq.
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5.5.3 Reactor intermitente a 70°C

Las condiciones de alimentacidn para este caso se presentan en la
tabla 5.2. E1 problema requirié de 30 nodos {n{N+1) = 6500) antes de
la conversién de efecto gel (30%) con pascs de integracion de 200 seg.,
2 a 3 iteraciones de MNewton y 2.6 seg. de tiempo de proceso en cada
paso. Después del efecto gel y debido a 1a expansién de la poblacién
de especies vivas, se reguirieron 50 nodos {n{N+1) = 120000} con una co-

locacidn intuitiva de 1los mismos y tiempo de 14.5 seg. en cada paso.

Las graficas 5.7 a 5.9 muestran las curvas para % ’ Dn y'gga{- » respecti

vamente. E1 tiempo total de procesc fue de 599 seg. para este caso.

5.5.4 Reactor semicontinug, 70°C
- E1 comportamiento de esta simulacién fue muy similar al del reactor
intermitente empleando 1los mismos requerimientos que aquél. Se simuld
una adicién de iniciador a los 5400 seq., compensando el consumo de 25%
que para entonces habja sufrido el iniciader. E1 tiempo de proceso fue
de 571 seg. y los resultados se muestran en las gréficas 5.10 a 5.12.
En conclusibén, en este capitulo se expusieron las ventajas y desven-
tajas de los diversos métodos de integracién que se probaron para el sis-
tema resultante de EDC0's y se selecciond el método de Euler hacia atras
para emplearlo en las simulaciones. Se presgntaron simulaciones a 70 y
90°C para reactores por lotes y semicontinuos (con adicidn secundaria de
iniciador) y para estos 0ltimos se efectuaron pequefas modificaciones en
jas ecuaciones para tomdr en cuentz la segunda carga de iniciador. Las
simulaciones de aplicacién se realizaron con mallas fijas y la comparacidn

con mallas adaptables se hace en los siguientes capitulos.
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TABLA 5.2, COHSTANTES UTIL1ZADAS LM LAS SIMULACIONES

T oC 76 90
k. it 878 1178
p gmol seg
k 1t 7 7
to gmal seg 3.67 x 10 3.83 x 10
k, seg”! 3.4 x 1078 3.98 x 107°
£ 0.5 0.5
1, 2501 0.85 8.58
1. gmol 0.0016 0.02
St
1 a0l _ 0.0004” 0.005 * -
X% 0.3 0.4
B 2 2
N 50 50
fmin 0.00% 0.001

+ s6lo para log casos semicontinuos,



CAPITULO & 6-1

MALLA ADAPTABLE

En este capfitulo se presentan los conceptes mis relevantes de los
métodos numéricos que emplean nmellas adaptables y se ofrece un panorama
muy general de algunos de estos métodos. En seguida se muestran algunos
resultados tebricos obtenidos previamente para mallas adaptables y que
son de interés en este trabajo y se presentan los criterios de estimacidn
de error en elemento finito que empleamos. En base a estos criterios se
propone un algoritmo de malla adaptable en la seccién 6.3 y en la Gltima
seccidén se muestran los resultados obtenidos en simulaciones efectuadas
empleando este algoritmo con considerables reducciones en tiempo de cémpg'

to respecto a los esquemas de malla fija.
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6.1 Introduccidén

Los métodos de mail: cdaptable tienen aplicacién en 1a soluciéon nums-
rica de ecuaciones diferenciales parciales particularpente cuani. @stas
involucran zonas ceon evolucian temporal de perfiles, distribucion=e won
gradientes marcados o fronteras que se mueven. Estos métodos tienen coms
objetivo la optimizacién o sub-poptimizacidn de la colocacidén de los nodos
para minimizar el error de aproximacion de la solucidn. DMucho del desa-
rrolla de estos métodos se ha despren.iilu de jaebtemas en dinamica de
fluidas { 35 } y este trabajo €5 una aplicaciaon pionera en el campo de

climeros.

T

Al emplear un método de malla adaptabie, la colocacidn de ésta debe
ser dirigida por la fisica del probiema, de manera que los puntos de ia
malia se concentren dindmicamente en wguellas regiones de l1a sulucicn
donde son mds necesarios para obtener mayor precisidn. Los criterics que
permiten ubicar Jos nodos se basan en alguna medida del errcr cometido
al aproximar la solucidn continua por medio de valores discretos.

Existe una gama muy amplia de enfoque: para los problemas de maila
adaptable. Los hay desde métodos matemiticamente rigurosas hasita métados
elaborados ad-hoc para resolver una aplicacidn ricica particular y que
descansan mds en la intuicién gue en la teoria, pero que sin embargs fun-
c¢ionan. Los métedos rigurosos implican una transformacicn de las cuorde-
nadas cartesianas a coordenadas curvilineas adaptadas a la fisica del
‘problema. Esta transformacidn introduce en las ecuaciones términos adi-
cionales que representan a las derivadas de los nedos en el tiempo y que
permiten emplear un: m2lla fija en las coordenadas curvilineas, »in nece-
stdad de interpolacién, aungue los nodos se muevan en el espacio fisico.
En el otro lado del espectro, los métodos intuitives no requicren trans-

formacion de coardenad.:. perg emplean dinterpulacidn para transferir los
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valores de la antigua malla a Jla nueva cada vez que es necesaria una re-

ubicaciéon de nodos. En general, los métouyos rigurosos son mds costosos
de implementar pues resultan en el manejo de un mayor nimerc de variables,
aunque Ta teorfa disponible en ellos es mds rica.

En este tranajo optamos por un método de malla adaptable que se apoya
en resultados tedricos conocidos pero que recurre a ideas guiadas por la
intuicién. E1 método que se propone aqui, como todos los de malla adap-
table, se basa en perseguir la eqguidistribucién del! error local entre
los nodos de la malla como un medio de disminucidn del error. La medida
del error que se emplea agul fue utilizada por Benner {14 ) en una apli-
cacién a mecénica de fluidos, tomando una cota del error laocal dada por
Strang y Fix ( 13 ). HNuestro método emplea 1a medida propuesta por Benner
para definir una distribucién del error local entre los elementos. Esta
distribucidn se caracteriza empleando su media aritmética como una medida
del error global y su varianza como medida de la dispersi6n del error
local. E1 método localiza el nodo donde el error local es mximo y acuel
donde es minimo y Jos reubica asequrandose que disminuya la varianza y
por ende, la media aritmética. Esta estrategia se repite hasfa que no
hay mejora ulterior en la equidistribucidn del error por esta via. La
malla resultante reguiere interpolacidén para conocer en los nuevos nodos
la solucidn y los valores de las funciones dependientes de la malla que
aparecen en las ecuaciones. La justificacién tedrica del método se puede
entender con 1a teoria de aproximacion de Chebychev o con conceptos esta-
disticos. Esta justificacidn es objeto de otro trabajo que se estd desa-
rrotlando y aqui s&lo se menciona.

Los métodos de malla adaptable han probado ser efectivos en problemas
en las que una malia fija produce una solucibén inestable y en general pro

porcionan soluciones mas precisas que al emplear mallas fijas. Esta Gltima
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caracteristica es la gque se aprovechs ¢n este trabajo: al obtener mayor

precision con una malia adaptable e: posible reducir el nimero de nodos
necesarios para alcanzar la misma precision uc Cun una malla fija y wsto

permite abatir considerablemente €1 tiempo do cdmputo.  Existen muchos

métodos de m:1la adaptable y aungue no sc pretende auyui hacer una revision

exnaustiva de ellos, la cual puede vncontrarse en (36), mencionaremos las

caracteristicas de algunos. Por ejemplo, en el método espacio-temporal,

las dimensiones de espacic y de tiempo se representan sobre una base de

elemente finito { 195 ),

Miller (173, {18)

£E1 método de elemento finito mbvil de Milier y

hace que los puntos de la malia sean variables depen-

dientes adicionales an una fu . mulacion do Galerkin. £V reciduo de la so-

lucién aproximada por funciones base se ortogonaliza & &stas para obtener
1a solucion de las variables dependientes griginales del problema fisico

y para los puntos de la malla, Otro. nétodos emplean refinamiento de

Ja malla, esto es, aumento o disminuciin de nodos hasta que el error local
en cada elemento es inferior a cierta tolerancia dada (37 ), (38 ).
Todos estos metodos, como apunta Thompson (36}, tienen como caracteristica

unificadora 1a equidistribucion de alguna cantidey de la 50lucibn relacio

nada al error. Este concepto puede identificarse, en el contexto del

Célculo de Variaciones, con la minimizacion de una funcional asociada con

el muvimiznte d2 los nodos.

6.2 Teoria de tlemento Finito Adeptable

Pereyra y Suwell (39) demostraron que el error lucal puede reducirse

persiguiendo la equidistribucion dei mismo entre los nodos, 1o que funda-
menta la adopcidn de &sta estrategia por los métodos de malla adapiable.
Adiciona Imente, Babuika y Rheinboldt (40) concluyen que le distribucidn

de nodos es asintdticamente OGptima si alguna medida del error se equidis-
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tribuye y que este error Optimo es estable bajo perturbaciones de la dis-
tribucion nodal. Esto hace que no sea necesaqcio localizar los nodos de
la malla con excesiva precisidn y por Jo tanto proporciona una Lase sdlida
para los métodos de sub-optimizacion de malilas como el que se emplaa en
esta tesis.

Para poder precisar ¢l algoritmo de malla adaptable que se desarrolld
es necesario definir qué medida de error tocal se empled. Para ¢llo con-

sidérese que se pretende aproximar la solucidn a la ecuacidn:

Li{y,U)=0 ; U=(x,t) x=variable en espacio (6.1}

donde L. es un operador diferencial. Strang y Fix demuestranque cuando la
funcidn solucion y(U) de (6.1) se representa mediante elemento finito con

funciones base polindmicas «{x} de orden m-1, el error local ei(k) queda

acotado por:

m-k X+l
eylk) <e s x4 dx =1, ..., N-1 {6.2)

donde Xy es la posicidn del nodo i-ésimo, & es una constante {(dados un
dominio y orden m de funciones base) y y{x) es 1a solucibén exacta de (6.1),
aunque en 1a practica es una aproximacién dada por elemento finito. 5i-
guiendo a Benner (14), que tomando l1a recomendacién de Strang y Fix emplea
la cota con k=1, y dado que en nuestro caso m=2 (funcicnes base lineales},
la cota (6.2) se convierte en:

*341

e;(1) 2 e ax dx i=1, ..., H {6.3)

i ’)

%3
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Notese que esta cotae del error local estd asociada con el cembic en 1la

pendiente de la solucion en el elencnto i-&simo ponderada por l1a longitud
de ese elemento. Benner se basa en la cota (6.3) para definir un conjunto

de residuos locales de equidistribucibn Ri, como:

P
i+ 2
R, = e, = ax Ayl ogx i=1, ..., N (6.4)
i i f d 2
X *

3

donde e, es una constante que representa el error de equidistribucién des

conocido. E1 desarrolio de la integral en (6.4) produce:

R1= Bo - A X4 {]m_i”-rn,ii + |m1-m1_]| } i=1, ...,  {6.5)
donde m, = Ay(xi} es la pendiente de y(x) en el elemoento i-é&simo.
A Xy

Con el objeto deequidistribuir el error local, Benner fuerza los resi-
duos Ri a desvanecerse y resuelve las ecuaciones algebraicas resultantes
simultdneamente con las ecuaciones (diferenciales o algebraicas segin el
problema) obtenidas a partir de la formulaciton de Galerkin para la solu-
cion de (6.1). E1 sistema algebraico generado estd formade por ias N
ecuaciones (6.5) y tiene Como incdgnitas e, y l1a posicion de los N-1 nodos
internos (los nodos de Tlos extremns son fijos). Benner logra resolver
estas ecuaciones y reporta que el tiempo de computo adicioné] derjvcdo de
resolver las ecuaciones (6.5) es s&lo un 5% mayor que el obtenidoal man-
tener los nodos fijos.

En este trabajo se probé a utilizar el esquema propuesta por Benner
simultaneamente con el métedo de Euler hacia atrds descrito en la seccidn
5.3, perc se abandoné esta aproximacidn debido a la dificultad para lograr
la convergencia en la iteraci6on de Newton. En su lugar se adoptd el méto

do que se describe en 1la seccién 6.3 en el que enpleamo$ Una cota del
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error iocal como medida de éste. Lla medida empleada, que denotaremos por

e,, se basa en 1a ecuacidon (6.3) y en el desarrollo de la integral conte-

nido en (6.4}, y resulta en:

ey = A Xy (|myq-my] + | my - mig)‘] (6.6)

i=1 ..., N

Notese que esta medida no representa una cota superior en sentido absoluto,
dado que no se ha consideradc en ella Ta constante desconocida e involu-
crada en (6:3), pero es autil para comparar errores relatives. Esta carac

teristica es la dnica necesaria para emplearse en el algoritme propuests

en esta tesis.

6.3 uUn Algoritmo de Malla Adapatable

Debidu.a 1a naturaleza dindmica del problema que se resuelve en este
trabajo, el algoritmo que se propone aqui se efectla cada vez que se ha
avanzado 1a solucidn en un incremento de tiempo. ta solucidn hasta ese
momento, guia 1a ubicacién de los nodos haciendo gue las cantidades ¢y
dadas por (6.6) se distribuyan mis uniformemente. Para tener una medida
de Ta dispersién de las e; se calcula su varianza o?, mientras que 1a
media aritmética & proporciona una medida del error global. En una pri-
-mera fase del algoritmo la reubicacitn de los nodos se hace manteniendo

fijo e nimerc de Yos mismos pero concentrindolos en las regiones donde

son mis necesarios (mayores ei). En la regidén de minimo error ¢ se eli-

m
"mina un nodo y s& coloca en el elemento de maximy  error ey Esta accidn

se repite siempre y cuando 1a nueva ubicacién de los nedos genere una me-
dia ‘e* y una varianza o? * menores que las anteriores. Cuando se ha lo-
grado una malla mejor que la anterior y no se mejora mis por este medio,
se procede a una segunda fase de refinamiento de la malla. En esta fase

los elementos se examinan por pares adyacentes y l1a ubicacion del nodo
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intermedic entre Jlos dos e¢lementos considerados se mueve ligeramente st
esto 1leva a una distribucién mas uniforme del error entre escs dos ele-
mentss. La direccién y el tamano del movimiento quedan deterniinadus por
Ja magnitud ¥ el signo de la desviacidn del error en cada uno de los ele-
mentos respecto al error promedio € . La malla generada en ety forma
se acepta si genera una media e* y una varianza o?* menores que las de-
Jjadas en la fase 1. Todos los cdlculos en estas dos fases se efectidan
"congelando" la soiucidn obtenida hasta el dinstante considerado e inter-
paiando 1os nuevos valures de la sotuci6én al reubicar los nodos. Una vez
que se chtiene la mmejor ubicacidén de l!os nodos con este criterio, s€ pro-
cede a avanzar otro incremento de iiempo en la solucidn, después de lo
cual se repite el algoritmo de reubicacion de nodos y asi sucesivamente.

En términos mas precisos el algoritmo queda expresado como sigue:

1. Incremento de tiempo AT y cdlculo de DPMY (DPM polimero vivo)

y conversidn x en t+aT mediante ec. (5.9) empleands la ite
* racién de Newton con Ta malla mas reciente n . Llurante la

iteracion de Newton la malla es fija.

2. Calculo de DPMM (DPM polimerc muerto) mediante (5.10}.

3. (Fase 1). Calculo de Max.{e;)=ey, Min{e.)=e,. &, o%con ec.
(6.6} en DPMV, con la nmds reciente.

4. Eliminacidn del nodo en ia regibn de €n
E1 nodo a eliminarse serd:
n(i) si e ;< e

m

n{i+1) sie < e

m-1
5. Aumento de un nodo en el elemento =M (mdximo.error: eM}. E1
nodo se aumenta-en

n{i} + n{i+1)}
2

j
i
|
)
i
|
i
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y se interpola el valor de polimero vivo en el nuevo nodo.

Renumeracién de nodos con 1o que se obtiene 1a nueva malla
tentativa N *.

Célculo de eI_*, em*,GZ* y ex para l1a nueve malla n *.

Si a?” <o y Bx. T , hacern + p *, interpolar 1a DPMM
y pasar a 3. De otra manera y s6lo 51 ya hubo algin cambio
de malla en el paso B (fase 1), pasar a 9 {fase 2}; si no
hubo mejora en fase 1, pasSr al.

(Fase )

j«1 (apuntador a elenwcntos);n*{1) « n{1},

5% ey <€ y € 441> 2 hacer (corrimiento del nodo a la dere-
cha):

n* (J+2) + n{j+2)

ax {3+1) ~ a(ie)+ [1-ApROX + -EP_E% Ues-F | +] ey~ | 1]
J+

*{nlj+2}'“(3+¥))

interpolar polimero vivo

I+ j+2

pasar a 11

51 ej:ﬁ? y ej+]<§' hacer {conocimiento del nodo a la

jzquierda): n*(je2) « n(y+2)

A (3E1) ¢ Ayt [nPnox-T}_N'Q (Je3-% | + | ey )}«
*geny 7 NGy
interpolar polimero vivo
J «j+ 2
pasar a 11

51 (ej < -é— Y Ej+1 < E ), 0 bﬁEH:



(ej >»e ¥y ej*] > @ ), hacer

n* {j+1} *~ n (j+1)
j v J+

pasar a 11

LY

M. Sij = N, pasar a 12; de otra manera, pasar a 10.

12. Calcular o2 y @«
13. S 0°*¢ g% y E<ex* hacer

n + n*ypasar a 1. Do otra manera, pasar a 1.

E1 algoritmo termina cuando la conversién x aicanza un valor 1imite pre-
determinado. la cantidad APROX es una correccidn absoluta (no depende de
las magnitudes de los errores) que oscila entre O (mdximo corrimiento po-
sible) y 1 {corrimiento nulo). POND hace un corrimiento en funcién de 1la
magnitud del error relative (suma de las desviaciones absolutas expresada
como fraccidn del error en el elemento a corregirse). En esta tesis se
utilizaron valores de 0.9 y 0.1 respectivamente, para APROX y POND y en
todos los casos en que se ejeoutd la fase 2 del algoritmo hubo mejora en
la malla.
6.4 Aplicacidn. Simulaciones de la Evolucidn de DPM's con Malia Adaptable
Todos los casus estudiados cun malle Fija se analizaron también con
eT'algorifmo de malla adaptable presentado en la seccidon 6.3. Los resuil-
tados concuerdan en términos generales con los obtenidos con mallas fijas
salvo por pequehnas diferencias en o DPM para cadenas cortas a 70°C, donde
se obtiene mayor precisi6n con una malla adaptable. Sin embargo, siempre
se tratd de efectuar las simulaciones con malla adaptable de manera que
se obtuviera una precisién similar a 13 obtenida con el esquema Tijo. La

precision se midid mediante 13 media @ y en general resultd ser variahle
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conforme avanzaba la simulacién, do nmiede gue la eleccidn del ndmers e

nadas para las simulaciones con malla adaptable se hiza con el criterio
de mantener el error € del esquema adaptable por debajo {en promedio en
el tiempo), aunque muy cerca, del error ¢ del esquema fijo en la simula-
cién correspondiente. En todos los casos sé obtuvo una reduccion consi-
derable en el computo al emplear una malla adaptable y los resulitados de
tiempo de proceso y nimero de nodos se dan en la tabla 6.1.

Las graficas 6.1 o 6.8 muestran la evolucidn de 1z ubicacién de los
nodos al avanzar lo simulacion. Las graficas 6.1 y 6.2 exhiben la DPHW
del polimerc vivo de 0 a 40% (gel} y de 40 a 90% de cenversidn respecti-
vamente, para €1 reactor por lotes a 90-C, Las grdficas 6.3 y 6.4 mues-
tran resultados similares para el reactor semicontinuoc a 90“C. Por otra
parte, las gréficas 0.5 y 6.6 corresponden a la OPH del polimersc vivo de
0 a 30% (gel) y de 30 a 90% de conversidn respectivamente; para el reag
tor semicontinuc a 70°C se muestran en las griricas 6.7 y 6.8.

Cciis puede observarse, la N mixima sufre un cambio dréstico antes
y después del efecto gel. Esto hizo necesario correr las simulaciones en
dos etapas, una antes del efecto gel y otra después del mismo, alimentando
en cada caso diferentes valores para N mdxima. Este problema puede evi-
tarse s} se utiliza un algoritmo que permita movimiento de la frontera
con posioitidad de aumenle autonatico Jde nodos, 16 cual podria hacerse
con relativa facilidad empleando las mismas ideas que se usaron en e)
algoritmo de la seccidn 6.3,

6.4 Detalles de Implementacion

Cuando se desea emplear ¢l método de elemento finito, ya seq con malla
fija o adaptable, para describir la evolucién de la DFM para ciertas con-
diciones de reacciin, surgen interrogantes acerca de cudntos nodos emplear

jnicia imente y dénde colocarlos, ast como de cudl debe ser la longitud de



TAS A 6.1 6-1z

Comparacién tiempos de proce.o (seg. HP-3000)
malla fija vs. malla adapiable

# nodos malla X # HOdQS malTEH}iem - % Reduc.

. s dapi.e - poe pro .

CASO fija antes gel/ ;ﬁ'?gof%gceso 29‘3“’;\;‘12382'} ceso malia tiempa
después qel pugs ge adaptable

90°C Batch 26/26 125 18/18 60 52

§0°C Semicontinuo 26/26 121 18/18 58 52

70°C Batch 30/48 599 18/34 230 6z

70°C Semicontinuo  30/48 571 18/34 219 62

cadena madxima a censiderarse. En seguida se dan lipeamientos para resol-
ver estas cuestiones.

E1 nimero de nodos deberd ser proporcional a 12 méxima longitud de
cadena que se modelard. A menor temperatura y/o concentracién de inicia-
dor, las cadenas alcanzarin longitudes mayores que regueriran un mayor
nimero de nodos. Una medida del error global, tal como €, permitird afi-
nar el nimero de nodos de tal manera (ue € Se mantenga por debajo de cier

ta tolerancia dada. La estrategia para la seleccidn del nimero de nodos
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consistird entonces en, empleando como referencia los datos reportados en

esta tesis, estimar inicialmente tal nimero sobre la vase del efecto gue
tienen la temperatura y 1a concentracion de iniciador en la longitud de

cadena promedio. Partiendo det estimado inicial es posible afinar el

nomero de nodos hasta que se obtenga una tolerancia dada para una medida
del error global €. Este refinamiento jpuede realizarse después del primer
paso de integraci6n efectuado, aunque cabe recordar que la medida e puede

variar conforme avanza el curso de la simulacion, lo que sugiere un métudo
dindmico de refinamiento de nimero de nodos (ver capitulo 7).

La colocacidn inicial de los nodos estd 1igada fuertemente al nimero
de los mismos, pero siempre es posiblie aplicar en principio la estrategia
descrita lineas arriba empleando una colocacién equidistante de lou nodos.
Dada una tolerancia en e, el nlmero de nodos equidistantes serd una cota
superior al nimero de nodos que permiten obtener esa misma tolerancia

ubicindoios en forma inteligente. Esto es, cuando los nodos se colocan

intuitivamente de manera que se agrupen mis en las regiones donde se espe

ran gradientes mayores en la solucién, serd necesario un menor ndmero

de ellos que cuando se colocan equidistantes. Es fmportante hacer notar
que este vago criterio intuitivo puede empliearse al seleccionar el nimero
y la colocacion de los nodos en un algoritmo de malla fija, pero que sus
alcances son limitados debide a la imprecisién de las nociones que emplea.
Por otra parte, el algoritmo de malla adaptable desarrollade aqui, apunta
precisamente a formalizar los criterios intuitivos y permitird aprovechar
105 mas cabalmente.

En resumen, aungue no es posible decir la Gltima palabra en lo que se

refiere a fijar el nimero y la ubicacién inicial de los nodos, es impor-

tante el conocimiento cualitative que se tenga del fendmeno fisico y ap\i
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carlo en conjuncion con Jos criterios disculidos. La colocanidn equidis-

tante de los nodos podré emplearse como etapa intermedia en lu solucién
de esta cuestion, pero deberd evitarse como solucidon definitiva.

Por lo que respecta a la longitud mixima de cadena a considerarse, s
conveniente anotar aquil que en este trabajo una de las principales difi-
cultades a vencer consistid ep que la solucidn presentaba oscilaciones
{para un tiempo fijo) cuando se pasaba de 1i5 regiones de baja conversion
a las de efecto gel. ta clave de este comportamiento estriba en que la
longitud de cadena mixima necesaria de modelarse después del efecto gel
puede ser de 1 cerden de magnitud mayor que antes de ese efecto, Una Sub-
estimacidn c¢n ese valor conduce a oscilacicrnes en Ja zolucién &l forzar
1a .condicidn de Trontera derecha & desvanecer PH+1 en valores bajos de
ni{t+1). Esta teorda pudo comprobarse al observar ¢l mismo comportamients
aun antes del efecto gol cuando se empled deliberadamente una longitud de
cadena madxima muy pequens. Para fijar eute pardmetro, de nuevo es conve-
niente considerar los datos reportados en esta tesis ooi como el comporty
miento cualitativo del sistema fisico. La. presencia de oscilaciones en
la solucidn es signo inequivoco de una subestimacion en la longitud méxima
de cadena.

Otra &rea en que pucden encuntrarse dif icultades cn la impliementacion
de los métodos numéricos descritos en este tesis e3 ¢n la depurocidn del
c¢6digo correspondiente al método de Newton. El 0o legrar la convergencia
en unas cuantas iteraciones del wmétodo puede deberse a errores en 12 pro-
gramacién o a incrementos de tiempo demusiado grandes, por 10 que durante
1a depuracidn del cadigo conviene utilizar incrementos de tiempo muy peque

fios para eliminar esta posible casusa de probiemas.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS PARA TRABAJO FUTURD

En este capitulo se presentan las conclusiones a las que se arribé en
este trabajo. Primero se enuncian las conclusiones concernientes a aspec
tos cinéticos y posteriormente las referentes a 1os aspectos numéricos en
general, y en particular los relativos a los métodos de malla adaptable

desarrollados. 5e incluyen sugerencias para trabajo futuro.
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En esta tesis se estudid la aplicacidn del métndo de elemente finito

al problema de describir la evolucion de la DPM pare reacciones de poli-
mer izacion por radicales libres en reactores intermitentes (por lotes) y
“semicontinues.  Se tomd como caso de estudiu la polimerizecion del metil
metacrilato (MMA) debido a la gran cantidad de informaci6n que hay respec
to a este sistema y en particular se adoptd el modelo cinético de Tulig vy
Tirre11(12) para el estudio del sistema en las etapas de efecto gel.
Cabe aclarar gue los métados de elemento finito sblo se requieren aplicar
cuando las constantes Je terminacion {y a muy altas conversiones las de
propagacidn), se hacen dependientes de la conversion y/o de las longitu-
des de las cadenas individuales que reaccionan. En ¢l modelo cinético que
se probd, esta condicion sdlo ocurre a conversiones superiores a una su-
puesta conversiotn critice a la cual se inicia el efecto gel, pero existen
otros modelos en los que tal condicién se presenta desde el inicio mismo
de la reaccidén. Indepundientemente de que para el modelo cinético proba-
do, antes de la conversidn critica las ecuaciones se pueden resolver numé
ricamente empleando un método directo (sin continuificar), en esta tesis
se utilizd el mérodo de elemento finito desde el inicio de la reaccidn

para poder establecer conclusiones mids generales respecto a Su aplicacion.

7.1 Aspectes CintGiicos
Aunque‘ei objetive principal de este trabajo no es un estudio de la
cinética del proceso o de la validez del método cinético empleado, 1a
cual se discute en (12), se pueden extraer algunas conclusiones y recomen
daciones en este aspecto,
- E1 modelo cinético de Tulig y Tirrell presenta un problema de
discontinuidad en 1 "inicio" del efecto gel pues Ja constante

K s6lo permite la continuidad para una cambinacidn de Tongitu-
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des de cadena reaccionantes (n y m). Esta caracterijstica,
derivada de Ja suposicidén de una conversidn critice a la cual
se inicia el efecto gel, hace que este modelo parezca artifi-
cial y poco plausible.

- E1 modelo predice un incremento importante en la poblacién de
especies vivas y en las longitudes miximas de 1la caaena de
especies vivas y muertas & pariir del efecto gel. E1 incre-
mento en las longitudes miximas es de un orden de magnitud en
los casos analizados.

- E1 fincremento en la poblacién de especies vivas es mucho ma:
pronunciado debido al efecto gel que debido a una segunda adi-
cibn de iniciador {25% respecto & la primera carga).

- Se recomienda el empleo dc modelos cinéticos que consideren
aspectos difusionales desde el inicio de la reacci6n para tener
una transicion mis suave (continua) a las etapas donde el efec

to gel se hace pronunciado.

7.2 Aﬁpectos Numéricos
En cuanto a los aspectos numéricos de tipo genersl .. abtuvieraon las
siguientes conclusiones:

~ Las ecuaciones resultantes al discretizar el sistema mediante
elemento finito son muy rigidas, lo cual se deriva de la dind-
mica extremadamente rdpida de las especies vivas. )

- La rigidez del! sistema se puede manejar convenientemente hacien
do 1a suposicidn de estwio guasiestacionaric para las eéspecies
vivas o empleando un método implicitc de integraci6n numérica.
Los resultados en ambos casos son practicamente idénticos.

-~ Los resultadu: predichos con elemento finito son ¢asi idénticos
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a Tlos que se obtienen con un método de intrgracién directo, -
para las regiones dunde es posible utilizar esta Gltima técnica
(donde k, 7 ki (x,n,m)}.

- Al emplear elemento tinito pora el rango conpleto de conver-
signes es necesario utilizar dos fronteras distintas antes y
después del efecto gel, ya que la longitud maxima de cadena
varia considerablemente.

- La precisifn del método de elemento finito con malla fijs medi
da por e, se deteriora en general al avanzar ceds incremento
de tiemgo en la inteqgracidon y no se tiene ringin rontrol scbre
el mismo.

- Aunque la representacién mas adecuada Jde la DFM se obtiene,
desde el punto de vista de la ciencia de polimeros, en forma
de distribucidn de frecuencias; desde el punto de vista numéri
co la Unica forma de estudiar adecuadamente la evolucidn de 1la
DPM es representandola con concentraciones absolutas (aungue
éstas, desde luego, pueden ser adimensionales}.

- Una subestimacitén en l1a Jongitud de cadena maxima que se modela

produce oscilaciones en la solucidn (para un tivmpo fijo).

Las caracteristicas del método de malla adaptable que se utilizé que=
dan def inidas como sigue:
- E1 algoritmo empleado es sencillo y recurre a ideas geométricas
simples para la reubicac ion de los nudos.
- E1 tiempo de cOHmputo adicional requerido por el olguritmo de
maiis adaptabie es menos de 3% superior al tiempc cipleado por
un método de malla fije con el mismo némero de nodos. Sin -

embargo, 12 precision obtenida con el método de malla adaptable
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es superior a Ya de malla fija con el mismo niiero de nodos.

tos perfiles obtenidas con un esquema de malla adaptable wor -
précticamente idénticos a3 los que s¢ obticnen con unag meila
fija al emplear una misme pracisién en ainwos métodos (media

por €). Solamente hay peguenas diferencias en las regiones du
t

ne bajas, debido a que el método adapteble tiene mayar pre-

cision local en esas sonas.

Cuandsc ce¢ desez mantener la misma precisidn que con un esquema
~de malla fija, el inftodo de malla adaptoable desarrollado re-
quiere menos nodos, lo cual redunda en urnorros en tiempo de
computo de 50-60%.

- Las curvas de DOPM para polimero vivo y muorto evolucicnarn en
forma distinia en términogs generales. Esto réguiere una doble
reubicacidn de rnodos: Une para especies vivas y otra para
muertas. La extension del método para considerar ambos crite-
rios de reubicacidn es muy simple.

7.3 Trabajc Futuro

Actualmente se estd trabajands en la formalizacidn matematica del
algoritme de malla adaptable desarrolladc de manera que pueda empliearse
en &reas de aplicacion mds general. Adicionalmente se persigue =1 refina
miento dinamico 4l admerc de nodes, de manera gue éste no tengs yue ser
un nGmera fijc, sino gue se viva calculando de manera que no wo¢ exceda
una tolerancia dada de error, medida per €, durante tedo el curso de 16
simulacidn. La teoriaz necesaria para la formalizacion del método pro-
puesto en esta tesis pucde tomar jdeas dal diseio de experimentos estadis
tico plantesndo los objetivos de 1a formalizacibn como s igue:

a) Localizar nodos {experimentos en .4i wno experimental) para minimi-



Zzar el error global y la varianza de i error local.
b} Anadir o eliminar nodos (dates experimentales) a fin de mantener e

entre ciertos 1imites.
Este segundoe punto puede Jlograrse suboptimizando primero la ubicacién
de los nodos can e! nimero de eiles que se tenga en un momento dado para
obtener una medida del error global ®. Posteriormente se debe comparar
esta medida contra cicrtos limites © min. y @ mdx. preestablecidos y en
base a estos criterios aumentar o climinar nodos hasta hacer gue & caiga
dentro del rango deseado.

Otros puntos de trabajo future son:

- Extender el métecdu para considerar simultdneamente dos criterivs e
reubicacidén de los nodos: uno para especies viva. y otro para nmuertas.
E1 no hacerlo asi puede generar pérdida de informacidn para las especies
gué ro guien la ubicacién de los nodos.

- Adaptar el métada para gue on capaz @ manejar DPM's de copclimeros.
Esto aumenta la complejidad del problema al incrementar una dimensidn
en las longitudes de cadena, pero las ideas desarrolladas aqui para asdap-

tar la malla pueden manajarse sin mucha dificultad.
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APENDICE )

Desarrollo Matemdtico de Ecuaciones
de Ortogonalizacion del Error

~NOTA.- En las ecuaciones de este apéndice y por simplicidad se¢ emplea p en
lugar de pit).

Ecuacidbn de propagacidon

Considerando la ec. (4.16) y sustituyendo en el término de derivada jrar-

cial respecto a v , la ec. (4.1), se ohtiene:

N+1 .
= a¥{n,t) 1 .. 3 B gy dn =
L 5T © {n) dn = J i=1 Pj n(n)-n_(n)
' 3 T
Nl g R (-1
o N _ x 3 .i
3=1 ! 3=1-1 n{i-1)

ya que los demds productoscp'jtp1 se anulan fuera del intervalo de la G1tima
integral. Esta se desarrolla fiécilmente empleando las transformaciones -
(4.3a)y (4.3b)
ler término:
n{i)
i-1 3 . 1 . .
5 ®mye {n) dn =(n{i)-n{3-1) ) S (1-E ) E dE =_ni)-nti-1) (1.2)
nii- 1) L0 6 :

de donde definimos:
-1

£ @)

n(igﬂﬁi-T) 2 <49 €H _ {(1.3)

= 0

—

S
f (n]
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2° término:

nli+1}
12 - 12 . ) 2
5 @' dno= (n()-nli-1} } s E© dE + (n(i+l-n{i)) f {(1-g “} dE =
ali=1} ’ °
nli+l) - n(i-N (1.4)

3

"y se define

Fﬂnilg n{i+1) - n(i-1)
3

(%]
Fa
-

i g i (1.3

(¥}

fola) = A(2) - a(1)
3

der término:

nli+1)
1
I @ ‘(n}w‘{l) dn = (ali+]) - o) S (1-E)E dE = _nti+]) - a(i)
al1) 6
{1.6)
y definimos:
f {'ﬁ'.]].:_ n(i*’lé -n('.i) (17)

Por otra parte, dado que la aproximacion (4.1) emplea funciones base linea
les, al considerar los términos en derivadas parciales de 2° orden respec
to a n en la ecuacidn {4.16}), es necesario integrar por partes para evitar

gque se desvanezcan estos términos. Asi:

=¥ (n. )¢ (n}dn = @' (n) B¥in.of . G Dy0ln, -~ 2¥ax)
f.l anZ an . f‘ an In dn fl. 3n

(1.8)
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Dado que

BW(N,T] - . 1 — 1>‘
rr i 0 ; ¢p(l)=0

Empleando este resultado, los términos en derivadas parciales respecto a
n se pueden agrupar, para luego sustituir W{n, ) por la aproximacion (4.1}

quedando:

( -o%(n, T | 3 A% (n,

nell-x(v s, o~ Lo Ty olnydn= - ne (1-x(T))
n

- : 3
s a:’(n.—:) (o) 43 dfng )y gp -
. n

o - X 3 i
= =g (]-x(r)]f dj:;l PJ(T)(D (n) ((p‘i(n) + ‘]-. _(_j_lgn_{_r_l_) ) dn = -uo(]-X{t))
! an
= Ps, el (oln) + 3 28dn)y gq
J= .
i+1 n(i+1) im 1( )
1ipY {n i deop (n
= = p, (1-x(T)) I p. 220 (5 (n) + 3 5212 dn
j=i-1 3 Tagsn) dn dn (1.9)
. 3 5
Las derivadas-Q{%Tiﬁl y EL{%;LQL se evalban Ticilmente, pues las

funciones base ¢ son lineales y con ello las integrales involucradas son
de polinomics gue también se calculan directamente. Los términos en la
sumatoria (1.9) quedan finalmente como sique:

para J=i-1 o ; ‘
n{i i- . q -y
91_1 s _g._‘-E._d.n_(_n..!. (m‘{n) + 1 i%.ﬁgﬂ.). } dn = " (“i) {1.10)

n{i-1)
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donde: vy -t (ﬁi) 2 -3 (14 ET?%TET?:TT )para 2 ¢1 =N (r.14)
para j=1i
l'l(H‘]) 5 . ’ i
; dwd(n) (0! (n} + 1 Lcr’%f_fﬂ_)dn=y°(ﬁi) (1.12)
n(i-1}
o __ - 1 ]
con  y (n;) = i( nGTenten * n(i;])-n{i)) {(1.13)

para 2 <is N

para j=i+1
n{i+1)
i+ i
I d(ﬂdn(n) (wi(n) + _,!. d‘gn(n) ) dn = Y,_ (?..'1) (I.]Q)
n(i}
donde: Yl(.ﬁi) = L (- m) (1.1%)

para 2< i <N

E1 é1timo sumando de la ec. (4.16) corresponde a la cinética de termina-
cién. Si ais]amos la integral interior y en ella reemplazamos la aproxi-
macion (4.16), se aobtiene:

=] w N

.fl oln, m, x}¥(m,t ) dm=17 ®{n, m, x}) = P wk {m} dm =
! k=1
N = N n{k+1) «
£ P S, oln.m, Vokimydm = g p, 4 elmmx) oS (m)dm  (1.16)
! k=1 nik-1)
k=1 _ k#1

Hoétese gque las integrales resultantes sélo son distintas de cero donde no

se anulan 1a5¢k(m), por lo que el intervale de integracidn se hace finito.
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Adicionalmente, las integrales se pueden efectuar anaiiticamente por par-
tes, pues @ (n, m, x) estd dada por 13 ec. (3.1 a) y ]BS(Dk tm) con de la
sinuiente forma:

wk (m) = M= n{ik=-1)

ali)-a{k-1) nl{k-1} € m ¢ nfk) (1.17)
K ; m = n(k+1)
P e et MK emealke]) (. g)

E1 desarrallo de la integral en (1.16), sustituyendo las iqualdades (3.1 a},

{1.17) e {1.18), e intogrando por partes, resulta en:

n{k+1)
- @ (n, m, x} ‘pk(ml din = (g%ﬁﬁﬁ + fmin u(ﬁk) + Glx) w(ﬁk) {1.19)
n{k-1)
— k ~nlk=1
2 k< N donde u(n, )= 5'—(—“—%—L-) qix}= -(:'f?,i.;s (r.21

(1.20)*

_ 2-p_ 2- B - 2-B_ , 20
LR [ln(k+1)+Nc} (kN2 (k=) 2B (nlk) 4 ) ]

n{k+1) - nlk) n{k) - n{k-1)
2ekg N (1.22)
para k=1
ﬁ(Z) ] . .
;oo m x) o tmans (S T IMINaa) (1)) - g () wiEy)
n{1) ¢
donde
2= 2-B
u(ﬁ1)= n(2}-n{1) w[ﬁ1) S [(n(1)+Nc)1- P (n(1)+NC) B-(n(?)tﬂgl .]
-z -8 (n(2)~-a{N)(2-p)

(1.23) (1.24)
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Can estos resulitados es posible evaluar la integral externa del ditimo

sumando de la ec. (4.16).

@ ) N _ . _
r owin,t) af(n)[ ’2 Pk ”("k)( éii%i.vs + fmin) + q(x)w(nkJ] dn
1 k=
2¢ g N
{1.2%)

De nueva, desarrollando win, ¢} en términos de (4.1}) y considerando s6lo
aquelios términos de la integral que no se desvanecen, la expresion {1.25)

se convierte en:

i+] n{i+1) {t -
. : hilx, n ) —
Py f em o'tn} = Pk [ —l-——-5§ + hplxan )] dn (1.20)
j=i-1 nli-1) k=1 (n + K)

donde hemos empleado:

Chy (%, ﬁk) = u{ﬁﬁ) qlx) hyix, ﬁk) = u(ﬁk) fmin + q(x) w(ﬁk)

(1.27) {1.25)

La expresidn (1.26) también puede desarrollarse efectuando analfitica-
mente - por partes - las integrales involucradas. Omitiendo =1 detalle,

la expresion (1.26} se transforma en:

Py & [‘nI(x,FJ-) g “"(ﬁ‘i) + hz(x,'ﬁj)fk" () ] P (1.29)

=2, ..., N

N 1 2~ . 2-B
donde g (nj)= T -a(3-TT(T-g {23} [(n(1)+Nc) B+ (n{i-1)+N_)

(n(1)+nc)3'5 - (“”’”*“c)a-ﬁj

(n{1)=n(i-1)} (3-8) (1.30)



+

A-1-7

R 2 1 : 2-
0"UTy) = TR | mr Ry ()88

iR - () 4 NC)3)'BJ
(n(i+1) - (3))(3-B )

-

. a X g _ . B

. 1 U'ﬂi)+Nc)2 B _ {n(1)+Nc) {n{1 1)+Nc)

ati)-nii-1) (n()-n(1-13) (3 )
(1.31)
- i 1 N 2«8 . . ) 2'6
9'7) = eIy | O TP i)
. 3-8 3-8

{nlis1)-0_) - (n{i)+N_)

2 < £ ] (1.32)

{n{i+1)-ni}) (3p)

Firaimente, agrupando los sumandos ya desarrcllados de la ec. {4.16), ob-
tenemos la expresion (4.17}.
Condicién de frontera

La ecuacion (4,18} sdlo requiere el desarrollo de lo integral del miembro

derecho.
oo H . i o .
Soeth s k) g opj pltm)dm = g o @tlomx) od(m) dn -
1
J=1 j=1
n{J+1) ) .
= g [94¢%) @dtm) 4 %E(I:—‘\!I—)-B-] @) (m)  dm ' (1.33)
(o4

ald-1)
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gix)

donde gq(x) =
L)
¢

+ fmin (1.34)

La integracion se puede efecruar analiticamente por partes, 10 que resulta

en:
ni j+1) .
! [g4¢%) @d(m) + %#ﬁ%—ﬂg em] dm = ga(x)uiny )+ q(x)w(ﬁk)
n(3-1} ¢

(1.35)

~ La sustitucion de este resultado es la ec. (4.18) produce la forma final

de 13 condicién de frontera, ec. (4.19).

Ecuacion de terminacidn
El1 desarrollo de la ecuacidn (4.20) es andlogo al efectuado para la ecua-
cidn de propagacion en las expresiones (1.1) a (1.7) (miembro izquierdo de

(4.20)) y en las expresiones {1.16) a {1.32), {miembro derecho de (4.21)).

Conversidn

Esta ecuacidén no presenta dificultades especiales y aqui solo definimos

la funcidn s(T) :

s(T)= p1(n(2)-n(1)} + pN+1(n(N+1)-n(N))

2 {1.38)
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APEHDICE 2

ENTRADAS DE JACOBIANGS (5.4} Y (5.8)

Jacobiano {5.4)

N+
o%) = - u.(i1-x) -2 [ (x)u{n )+ qlxlwin ﬂ_ -
ap] U, a9 1 q 1 a I§=2 P
[94(x)u(E) + qtxw(R,)]
3R1 _ _
—553— = - a Py (gq(xiu(nj) + q(x)w(nj)} 322, v..y U
N+
QR-‘ “1{h - -1 — -1
Ty = -ue (=x)y ny) - az p (h{xn)g Tnds hylx,n )f “(n;))
k=1 .
i+l . -
-a 5 pplhyT g E D, (xAETTAD)
r=i-]
i=23 ey “
N+l
Gl T 1-x) ¥ “(n £ e (n = oo
ap; = - nall-x)y {ng)- a P hylxan dg®{n,) + hy{x,n )= (n,))
k=1
i+l ) N
- a ® pAbptxan) g )+ nytxn) 7T
r=i-1
=2, ..., H
= ‘ I+ 1
Can T P T 1g! = PVE
"pi+] Hao Y i a I pk(h'l(xs"k g (ﬁi“ hz(x,ﬂhi f (n,.l))
k=1
i+l

© a2 P In0GEI AN ) FTTT ()
r=11
=2, ..., N
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n i+ - P _ s
3Ry -_.a ¥ p. (hylx,n) g 1(ni)+ h,(x,n ) £ {ny1)
P e=i-]

JE1-1

P =2, ..., l

Zi41
B P

por simplicidad se ha hecho x= x{t), P = p,i['t), pjg pj(r), clc.

Jjacobiano (5.8)

Definiendo x{T +AT )= »', pj(t +AT ) p"]. =1, ..., N&ly se tiene:

3R, ]

_ _ gt _ ] ' - 1 - -

--—i-.}-ﬂ— = - 'g - moell-x") 23 p] [gq(x )U(n]) + qix )w(n])]

[+ R »

aE p;([ 9alx )u(nkJ + gl(x' )w(nk)]

k=2
aR - —
1;;%— =~ pa (gq(x') u (nj) + g (x')w (nj)) j=2, ..., H
BR] Nel
—_— = p']llo - Q;p'] b DL[ dgq(x') u (ﬁ) + dqlx') w (E )]
ax k=1 Tax K ﬁ_ k™.
BR‘.I 'F-l('ﬁ) ] Y “+1 1 .l -y W . 7_".
Bpi-l- - o i u, (t=-x'ty (ni)- o b pk(h}(x ,nk}g ‘”i)+ hz(x ,nk)

k=1

- BRES s s
i) -g 5 . ;:r'.(hl(x','ﬁr)gr NS T ETA R A T b
r=1-

=2, ..., N



ESTA TESIS MU DERE
SAUR BE 8 QspieTins

3R _ N+
.,_.._ﬂpi =g (=x') y*(@))- oz pglhy(x,my)g° (g )eh, (x ", V(T D)
i AT k=1
i+] . . = r-i,— v Ty i
.at pr(hltx snr) q (ni)+ hz(x ,nr) T (ni))
r=i-|
=2, ..., M
3R1 T Nel
= = U e W (ML )ea g pl b (xt m gt (A ) holx',m ) F1 (L))
3P4 AT i “kl;]k 1 (RN LA k i
i+

Car Prtnytxnm) o HED ¢ nytxem ) f7 @)

r=i-1
i=2, , N
-éR- i+) e i —_ i
— 1 . _ az pahy{xtyn) g (ng) + hyix',n) F {ny))
ap
d r=i-1
J#i-1
£ i=Z, ..., H
JEiH
J=1, ....N
3 R i+ N+1 i+l _ I
ol = w2 DY k= 1(n )-az Pz [i_h1_ (x',n) g’”j(ni) +
k=i-1 k=1  r=j-1 &%
g h s
2 PR r=1;=— ] 1
12, ..., N o ) fHRg) | opg
N+1
BR R aR . _—
1 R Ty | 1 FP oy | T I B ptoulng)
—7;67—— (1-x"Julny); 2;53~ a(1-x )”(”j)"s“i?' e §=] M3 J

j=2, ..., N
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dx
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dg(x) - 175 4.

dx ( uox]z.'rs-

aly — . daix) -
» (x,nk} = i w (nk)
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APENDICE 3

NOMENCLATURA

A kg 2fkyla

" (__E____) Paradmetro definido en ec. (2.20)
p t

di(T) . Funci6n peso polimere muerto

Dn Polimero vive de longitud n, o concentracidn del mismo, Dn(t),
gmol
i3

D{n,t} Representacién continua de On(t)

Elx,n} Matriz tridiagonal de dimensidn NxN. Def inida por ecuaciones
(4.17), (4.18) y (4.21). '

e, Error local de aproximacion por elemento finito. Definide por
ecuacion B.6.

e Media aritmética de errores locales e;. Medida del error global
en elemento finito.

f Factor de eficiencia del iniciador.

fjtﬁﬁ) Funcidén dependiente de la malla. Definida por ecuaciones (-3},
(1-5), (1-7)}. 3 = (-3, 0, 1}

Flx,n 13 Matriz tridiagonal de dimension NxN definida por las ecuaciones
(4.17), (4.18), (4.21}.

fmin Pardmetro (cota inferior de constante de velocidad de termina-

cién), ec. (3.1 a).



gqlx)

Gy ix,V)

Gztx.V)
h1(x,ﬁsl
hzix,ﬁsi

Hi{x,n,P)

R'EC

ktd

kt(x,n,m)

A-3-2
Funcibén dependiente di la malia definida por ecuaciones (1-30}
a {1-32). 3 = {']‘ 0, 1 1

Funcion definida por 12 ecuacidn (1-35).

Vector de N elementos definido por el lado izquierdo de la ec.
{5.7).

Funcitn definida por el lado izquierdo de la ecuacisn (5.8).
Funcidn definida por ecuacioén (1.27)

Func ién definida por ecuacidon (1.28)
Vectur de li elementos definido por ecs. {4.17), {4.28) y (4.21).

Iniciador o ccncentracion de iniciador, I{t), 9?%1
Segunda carga de iniciador en reactoresSemiceontinuos, mgl
Matriz jacobiana.

Constante de descomposicidn del iniciador, seg'.I

. 1t
Constante de iniciacion, gro 1585

Constante de propagacion, gmo}tseg

Canstante de terminacidn por coub inacidn, 1t

gmal seg
< . X 1t
Constante de terminacién por desproporcién, Jmo\ seg

Constante global de terminacién considerando efectos difusiona

les, 1t
amol seg

Constante de propurcionalidad en la ecuacién 3.1 a.-

Fondmero o su concentracion, Mit), 9%%1



xx
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Lengitud de cadena (adimensional).
Nodo i-ésimo.

Hamero de elementos {formulacidn de Galerkin).

Pardmetro de ajuste en el modelo reptante, ecuacion (3.1 a}.

Conjunto formado por el nodo i-ésimo y los dos nodos adyacentes
= (ndi-1), ali), (i+)y .

Funcién peso polimero muerto.

Polimero vivo de longitud n o su concentracién, P (t}, 3?%1

Representacion continua de concentracidon de palimero vivo 9%%1
Funcidn definida por la eccuacion {1.21).

Radicales libres primarics o su concentracidn, mg1

Funcign definida por la ecuacion (1.36).

Tiempo en segundos.

Funcion definida por ecuacion (1.20).

Vector de dimensidn N formado por los pesos Py

Funcion definidz por la ecuacion (1.22).

Conversién adimensional definida por la ecuacidon (é;22).

Conversitn a la que se inicia el efecto gel en el modelo rep-
tante. '

Vector de dimension N formado por los pesos d,.
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Indica valor de 1a variable en 1a alimentacion al reactor.

SIMBOLOS GRIEGDS

@)

AlT)

u{t}

qﬁ{n)

Ko
& definida en la ecuacibn (2.21).
b .

Parémetro en la ecuacidn (3.1 a}. Potencia en el modelo rep-
tante que indica la dependencia de k, respecto a 1as longitudes
de 1as cadenas que reaccionan.

Funcidn dependiente de 1a malla definida por las ecuaciones
(031, (13, (1., 3 =¢{ -1, 0, 1}

Conjunto de nodos que constituyen una malla = {n{i); =1, H+11}

l(t}( ke )5

Concentracion adimensional de iniciador defi-

FAT N
d nida en ecuacion (2.27).
ke :
td{tl(-g?ﬁzTD) Concentracidn adimensional de mondmero defi-

nida en ecuacion {2.26).

Transformacibn isoparamétrica de la variable n (longitud de -
cadena) definida por ecuaciones en figura 4.2.

Variénza de errores loceles ey
Kt kadl, i
p ( —E—-—“) ,» tiempo adimensional definido por la ecua-

to cién {2.19).

Funciones hase en 1a formulec ion de Galerkin,
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o (n,m,x} kﬁ{“’m‘X) Constanie adimensicnal de terminacioén def inida por
ke ec. (2.23).

]

¥ {n,t) P(n.t)( kto \ < Concentracion adimensional de polimero

VBRI vivo definida por ec. (2.24).

. .k )
Q o«

(n,) Gin, t){ ts ) Concentracion adimensivual de polimero

efkyle muerto definida por ec. (2.25).



10.

1.

12.

REFERENCIAS

Odian, G., "Principles of Polymerization", td. McGraw-Hill, H.York,
Cap.1, 1970.

Rodriguez, F., "Principles of Polymer Systems®, Ed. McGraw-Hill, -
N.York, Cap.2, 1970.

Martin, J.R., Johnson, J.F., Cooper, A.R., Mechanical Properties of
Polym=rs, The Influence of Mclecular MHeight and Molecular Weight -
Distribution, J. Macrem. Sci. Rev. (8, 57-19% (1972).

Berry, J.P., Fracture Prucesses in Polymeric Materials. V.Dependence
of the Ultimate Hroperties of Poliy{Meihyl Wethacrylate) in Molecular

Weight, J.Polym. Sci.Part A, 4069-4076 (1964).

Balke, S.T., Hamielec, A.E., Bulk Polymerization of Methy! Methacry
late, J. Appl. Polymer Sci. 17, 905-949 {1973).

lto, K., Estimation of Molecular Meight in Terms of the Gel Effect
in Free Radical Polymerization, Polymer J., 12, 499-506 (1980).

Ross, R.T., Laurence, R.L., Gel Eifect and Free Yolume Theory in the
Bulk Polymerization of Mh:thyl Methacrylate, AICHE Symp. Ser., 72,74-
78 (1976).

Tulig, T.J., Tirrell, M., Toward a molecular Theory of the Tromsdorf
Effect, Macromolecules, 14, 1501-1511 (1981).

Zeman, R., Amunison, N.R., Continuous Models for Polymerization, -
AICHE J. 9,297-302 (1363).

Bogunjoko, J.5.T., Brooks, B.Y., Molecular Weight Distributions of
Poly({methly methacrylate) Produced at tligh Viscosities, Makromol.
Chem., 184 ,1623-i643 (1983).

Friis, M., Hamielec, A.E., Cap. 1 en "Polymer Reaction tuyineering,
Course Hotes, Part 1.", icMaster University, Hamilton, Untaria, Ca-
nada, 19/6.

Coyle, D.J., Tulig, T.J., Tirrell, M., Finite £lement Analysis of -
High Conversion Free Radical Polymerization, en prensa,



13.

4.

15.

16.

17.

i8.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Strang, G., Fix; G.J., "An Analysis of the Finite £lement Method",

Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1973.

Benner, R.E., "Equilibria, Stability and Bifurcations in the Physics
of Fluid Interfaces", Ph.0., Thesis, University of Minnesota, Minnea
polis, 1983.

Bonnerot, R., Jamet, P., Numerical Computation of the Free Boundary
for the two-dimensional Stefan Problem by Space-Time Finite Elements,
J.Comput.Phys., 41,357-388 (1977).

Varoglu, £., Finn, W.D.L., Space-Time Finite Elements Incorporating
Characteristics for the Burgers equation, Int. J.Numer.Meth.Engr.,
16,171-184 (1980).

Geiinas, R.J., Doss, S5.K., The Moving Finite Element Method:
Applications to General Partial Differential Equations with Multiple
Large Gradients, J.Comput.Phys., 39,179-200 (1981).

Miller, K., Millier, R.N., Moving Finite Elements. 1., SIAM J. Numer.
Anal., 18,1019-1032 (1981).

Miller, K., Moving Finite Elements. 11., SIAM J. Numer. Anal., 18,
1033-1057 (1981).

Smith, J.M., "Chemical Engineering Kinetics", Cap.4, 2a. Ed. McGraw
-Hil1, N.York.

Trommsdorff, E., Kohle, H., Lagally, P., Sobre la Polimerizacidn del
Metil Metacrilato (en alemén), Makromol.Chem., 1,169-198 (1948).

Ray, W.H., The Quasi-Steady-State Approximation in Continuous Stirred
Tank Reactors, Can. J. Chem. Eng., 47,503 {1969).

Friis, N., Hamielec, A.E., Cap.5 en "Polymer Reaction Engineering,
Course Notes, Part ]1.%, McMaster University, Hamilton, Ontario,
Canada, p. 32-33, 1976.

Tulig, T.J., Tirrell, M., On the Onset of the Trommsdorff Effect,
HMacromolecules, 15,459-463 (1982).

Cérdenas, J., 0'Driscoll, K.F., High-Conversion Polymerization I.
Theory and Application to Methyl Methacrylate, J.Polym.Sci., Polym.
Chem.Ed, 14,883-897 (1876}.



26.

27.

28.

29.

30.

3.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Cérdenas, J., 0'Driscoll, K.F., High Conversion Polymerization. 1.
Influence of Chain Transfer on the Gel Effect, J.Polym.Sci.,Palym,
Chem. Ed., 15,1B83-1888 (1977).

Marten, F.L., Hamielec, A.E., High Conver-ion Diffusion-Controlied
Polymerization, ACS Symp. Ser., 104,43-70 (1979).

Soh, 5.K., Supndberg, D.C., Diffusion Controlled Vinyl Polymerization,
1-1v, J.Poliym.S5ci., Polymer Chem. Ed. 20,1299-1371 (1982).

Boots, H.M., J.Polym.Sci., Polymerizotion and Reptation, an Analy-
tical Treatment, J.Polyn.Sci.,Pol.Phys.Ed., 20, 1695-1708 (1982).

Tirrell, M., Tulig, T.J., Diffusion Controlled keactions in Polymers,
Proc. Int. Berlin Workshop on Polym. Reaction ing., Berlin, Germany,
Oct. 1983.

Chiu, MW.Y., Carrat, G.M., Soong, D.S., A Computer Model for the Gel
Effect in Free Radical Polyierization, Macromolecules, 16, 348-357
{1983).

Arai, K., Saito, 5., Simulation Model for the Rate of Bulk Folymeri-
zation Over the Complete Course of Reaction, J. Chem. Eng. Japan, 9,
302-313 {1976).

Forsytne, G.E., #alcom, M.A., Moler, C.B., "Computer Methods for
Mathematical Computations", Englewood C1liffs, H.J.,Prentice-Hall,
1877.

Carnahan, B., Luther, H.A., Wilkes, J.0., "Applied Numerical tethods™,
J.\Wyley, N.York, Cap.7, 1977.

Eiseman, P.R., Grid Generation for Fluid Mechanics Computations, Ann.
Rev.F luid Mech., 17, 4B7-5&C (1985).

Thompson, J.F., A Sur#ey of Dynamically-Adaptive Grids in the Nume-
rical Solution of Partial Differential Equations, Appl. Num. iMath.,
1,3-27 (1985).

Babuska,l., Rheinboldt, W.C., Computational Error Estimates and Adap
t ive Processes for Some Nonlinear Structural Problems, Comp.Meth.
Appl.Mechs.Eng., 34,895-937 (1982). '



38.

39.

40.

41,

Hoffman, R.E., Guerra, F.M., Humphrey, D.L., Practical Applications'
of Adaptive Mesh Refinement (Rezoning), Comp. Struct., 12,639-655
(1980}.

Pereyra, B., Sewwell, E.G., Mesh Selection for Discrete Solution of
Boundary Problems in Ordinary Differential Equations, Humur.fiath. 23,
261-268 {1975).

Babuska, I., Rheinboldt, W.C., A Posteriori Error Estimates for the
Finite Element Method, Int.J.Numer.Meth.Engng., 12,1597 {(1978}.

) Gear, Y., "Numerical Initial VYalue Problems in Ordinary Differential

Equations", Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1971.



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Genesis el Problema
	Capítulo 2. Modelo Continuo
	Capítulo 3. Formulación del Problema
	Capítulo 4. Discretización del Sistema Continuo mediante Técnicas de Elemento Finito
	Capítulo 5. Solución del Sistema Resultante de Edo's Malla Fina
	Capítulo 6. Malla Adaptable
	Capítulo 7. Conclusiones y Sugerencias para Trabajo Futuro
	Apéndices
	Referencias



