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INTRODUCCION

Debido a la necesidad de disefiar apropiadamente las estructuras

que se localizan en zonas sismicas se han oripinado varios es-

*tudios relacionados con el fenémeno de propagacién y amplifica-

cién de ondas sismicas, sin embargo, los resultades obhtenidos

indican que an son nceesarios mas estudies para comprender --
las caracteristicas de los movimientos en la superficie de la

tierra.

bado que las caracteristicas de los suelos dependen de muchos
Factores y sabiendo que ¢l factor de amplificacidn para un si-
tio dado varia considerablemente de acuerdo con el movimiento,
es necesario tratar de explicar cstos factores para comprender

de forma general el movimiento del terreno en un sitio dado.

Para definir los movimientos en ia superficie da un depdsito -



de suelo dado ws n

i6 voncger las caracteris

el mov,

niento en 1a base del misma, Las propiedades dindmicas dal fuc-

los y un método adecnado pava caleular dicho movimienta.

Entre los primeros métados numéricos de andlisis para caleular

la respuesta cn un

tio so euouentea el que idenliza una eapa

semi-infinita d¢ suelo con uaa sepie di B4Ea8 ConCERLDALS Com
nectadas por medio de reuortes y amortiguadoves ([drius v Seed)
con los cuales se simulan lan propicdades dul suelo, s vequig

re que las propiedades del material sean constances a lo largo

de planos horizontales v qu: el movimiento que se aplica en la

base sea horizontal, o

, se estudia el suclo como una viga

de cortante. Este modelo solo us aplicable en aquellos sities

dode 1a pendiente en la superficie del depésito y en la base
del mismo sea muy poco promunciada y ademds, la excitacion este

" dada ‘por ondas

ismicas del tipo § que se propagan vertical-

mente,

Dada la complejidad del- problema de propagacién de ondas en me-

dios de geometria irregular los modelos unidimensionales solo

proporcionan una idea vaga del problema real. Un paso hacia

adelante 1o representan los modelos bidimensionales, que aunque

més costosos, incluyen factores no manejables con una teoria -

unidimensional, dentro de esta Jinea se han realizado varios tra
bajos (Idriss st al), sin embargo su utilidad prdctica on el campo
de la ingenieria sismica es cuestionable debido a lo limitado

del rango de frecuencias invest:-.ado y a las inceptidumbres in-

herentes en los modelos mméricos - mpleados.



Desde 1977 hasta 1a fecha s¢ han venido desariallande «

@1 Tox

tituto de Ingenjerfa (UNAM) varios proyectos para tratar de ang

lizar el fondmeno de Amplificacidn Dindmica, emire olle on

cuentran el que utiliza ¢l método de Yas caracterfstic

(Ayala

y Reyes) para el estudio de amplificaciones de ondas ¥y 8V, el

que utiliza el método del elemento Pinito junto con vl conecpto

de fronteras activas (Aeanda v Avala) para el esrudio do ampli
ficacién de ondas Sl y ¢1 que emplea cemaeioncs intograles y -

distribucién de Fuentes sismicas para cesolver el problema de

ampl; cacidn (Sdnchez). Con estos mdtodes se han obtenido re-
sultados bastante aceptables, sin embargo, algunos de wllos han
sido interruspidos por diversas causas y su aplicabilidad prig

tica aun no ha side complcetamente

emplotada,

En este trabajo se estudia la formulacién numérica del fendmeno
del Amplificacién Dindmiea originado por ondas del tipo P, SV

v sH.

En el capftulo 2 sc deseribe el problema y se fundamenta el mig
mo con base en la teoria de propagacién de ondas en medios elds
ticos. En el capitulo 3 se presenta la forma de aplicar el méto
do de las difercncias Finitas al fendmeno de amplificacidn de
ondas SH, se discuten algunas aproximaciones utilizadas por va
rios autores y se hace énfasis en el tratamiento de fronteras

e interfases. En el siguiente capitulo se desarrolla el métedo
de las caracteristicas para ondas del tipo SH tomando como ba-
se el trabajo realizado por Ayal: y Keyes pava andas Py SV y

se plantea 1 conjunto de ecuaci. nes necesario para la modela-



cidn de ITonteras o interfases,

En el capftulo 4 s plantea el mitodo del wlemento finito, se rg

visa y extiende ¢l convepto de {eonteras activas, e caleulan

de veflexidn para ondas P, 5Y v SH con |

105 coeficiente:
tante atro enj

este concapto y se comparan con los abtenidos mu

terio, asi mismo, se presentan y compavan las:amplitudes normg

lizadas de los desplazamivntos gaca la incidencia nornal de en

* das SH sobre un valle ajuvial samicilfndeico v pars la ineidon

cia normal de ondas Py §¢ sobre un cafion con la misma peome- -

tria.

En'el capitulo 6 se prosenta la formulacidn directa e indireg

ta del método de los elementos de frontera derivados del prin-
cipio de los trabajos virtuales como un procedimiento general

para la solucién de problemas de elastodinimica, asi mismo, se

plantea el tratamiento de lronteras infinitas y se presenta una

posible Forma de tratar némericamente ingularidad

Por Giltimo, en el capitulo 7 s describe wna forma aproximada
de aplicar los elementos de frontera c¢n el cstudio de problemas
de radiacién ya que con ellos se pueden definir condiciones --
aproximadas en las fronteras de regiones que se encuentran ale

jadas del dominio en estudio.



DESCRIPCLOM UEL PROSLENA

flasta la fecha no ha sido posible definir un wodelo general mediante el
cual se pueda evaluar la influencia de las condiciones locates en las ca-
racteristicas de los sizuos. La aplicabilidad de los wodelos existentes
esta restringida ya que no cubren toda el rango de situaciones que se pue-
den presentar en Ja realidad. Por lo regular, estos modelos consideran
solo de manera aproxinada 1a influencia de 1as caracteristicas guologicas
¥ topograficas de un sitio dado (vefs 1,2 )

E1 conocimiento de 1a influencia de 1as condiciones locales es iiti) en

1os estudios de microregionalizacidn donde es necesario formular eriterios
que permitan definir para un sitio dado espectros de disefio. Estudios rea
Tizados’ han demostrado la influencia que las caracteristicas locales de al-
gunos sitios han tenido sobre el daio observado en las estructuras (ref 3

Entre Jos factares que was influyen en las caracteristicas de los movimien
tos sismicos se encuentran las caracteristicas del mecanismo generador y
1a trayectoria que siguen Tas ondas para Vlegar al sitio en consideracion.
Anbos factores determinan el tipo o tipos de ondas que dan Tugar al movi-
niento.

Observaciones realizagas han denostrado que dependiendo del mecanismo ge-
nerador se originan diferentes tipos de ondas,mismas que al viafar a tra-
vés de Yas diferentes capas de la corteza terrestre sufren fenduenos de
reflexion, refraccion y dispersion que modiFican radicalmente sus carac-
terfsticas en la fuente. Estos fendnenos norwalmente se concentran en las
capas de suelo superficial, de aqui, la importancia que tiene para el in-
gentero el estudio de Ta influencia del suelo y a topografia local en los
movinientos sismicos

La evaluacidn de dafios producidos en sismos recientes ha proporcionado
pruebas cada vez ns convincentes de 1a importancia de las candiciones
Tocales. Se ha visto que adn en zonas localizadas a poca distancia una
de 12 otra existen mavcadas difercucias en el moviniento de la superficie
(ref 4 ). Estas diferencias s

deben principalmente a los cambios * *



en espesor de los depositos de suelo bajo 1a superficie y a las diferentes
caracteristicas topogréficas, sobre todo si te tienen zonas de transicion
entre suelo y roca como se micstra en 1a fig 1 En cste caso, el
tamafio de la irregularidad topogrifica, el tipo de suelo y 1a longitad de
onda doninante son factores muy inportantes en este fendneno ya que si la
irregularidad es wmy pequeiia en relacidn a fa longitud de onda el fendneno de
amplificacin se puede despreciar. Lo misno sucede si la irreaularidad

es muy grande en relacién a 1a longitud de onda. Por lo regular en los
estudios sismoldgicos se consideran estas condiciones, sin eabargo, para
Fines de Ingenieria Sfswica es nccesario considerar por ejenplo pendientes
pronunciadas y longitud de ondas de interds en el disefio siswico.

En la ref 5 se proponen para su estudio algunas condiciones topogrificas

y geoldgicas de utilidad en ingenicria sismica,nsi mismo,se sugicre que se
utilizen frecuencias mayores de 1 Mz o longitudes de onda menores de 1000 m .
Sin embargo, independientemente del método que se utilice, la evaluacién

de 1a respuesta en un sitio para diferentes frecuenclas puede resultar,
demasiado costosa, por lo que es nccesarfo utilizar métodos de interpola-
cién con ayuda de Tos cuales se pueden construir las funciones de transfe-
rencia para el rango de frecuencias de interés.

Ya- que 1a experiencia ha demostrado que la influencia de las configura-
ciones topograficas y geolagicas es my iuportantes en la distribucién
Tocal de ampiificaciones, 1as que pueden ser criticas en algunas estruc-
turas, estas se deben considerar en las especiFicaciones de disefio. Por
To regular, los r 1o consideran as variaciones posibles de Tos
movimientos en la superficie. :

Se considera (vef 5 ) que Tas condiciones topograficas y gealégicas como
las que se muestran en la fig 2 pueden formar las bases para la modela-
ci6n y evaluacin de los futuros modelos ingenferites , asi mismo es con-
. veniente, desde el punto de vista de costo y eficiencfa, considerar como
superficie plana a 1a que se encuentra junto a 1a iregularidad .



PROPAGACIOH DE UKDAS CH MEDIOS ELASTICOS

Con el objeto de funaanentar el contenido de Tos capitulos siguientes, on
esta seccién se presentara uia introduccion a la teorfa de propagacion de
ondas en medios eldsticos

Considerenos un cuerpo en cquilibrio definido por su volunen V y su fron-
tera s (fig 3 ).

E cuerpo esta sometido a un sistema de fuerzas'por upidad de masa v nor
unidad de volumen definido por
res o tracciones ¢
E1 equilibrio se establece de_ forma qeneral con la seaunda Tuy de
Mewton, misma que en notacisn indicial se escribe como

8y en su Frontera actuan fucrzas exterio-

Luds v LBV = (pldV

donde p es 1a densidad de masa del cuerpo, t;, By, u; son las conponentes
de los vectores de fuerzas externas, fuerzas de cuerpo y desplazamiento
(4) respectivamente, el punto indica derivacién con respecto al tiempo,

Al sustituir en 1a ec 2.1 la relacion de esfuerzos de Cauchy (ref 6 ) da-
da por

A= Gyng 2.2

donde 91, son tas componcntes del tensor de esfuerzos y ny es el vector
normal unitario a la superficie, se obtiene

Jse;jn.ds + \[;-B.JV = c-ﬁxav 2.3

51 ahora en esta ecuaciGn se aplica el teorema de Gauss (ref 7 ) que re-
laciona una integral de volumen con una integral de superfice se obtiene

‘{l(%i. « pBj - plijjdy =0 2.4



y como esto se cunple para cualquier volunen ¥, eatonces la ecuacién de
equilibrio quedard finalmente.

1V es elastico, lineal,

Si se supone que el waterial que ocupa el vol
nomogéneo e is6tropo, entonces de acuerdo con la ley de fooke (ref 6 )
1as relaciones constitutivas del matérial se definen como

G, Ny by * ZGz-q- 2.6

donde Xy G son las constantes eldsticas de Lamé , 3jj s una delta de

Kronecker que se define como

y las €y son las componentes del tensor de deformaciones {ref 6 ) defini
do por las relaciones desplazaniento-deformacion como

L2y +_3_“J.] 2.7
7% T
desplazani on en 1as

Al sustituir las relaci
constitutivas del material y a su vez esta en las ecuaciones de equilibrio

se 1lega a las siguientes relaciones

2
g .
- ‘)'C"anﬂ; + By = gl




corocidas como ecuaciones de movimiento de Havier
En forma. vectorial y despreciando las fuerzas de cuerpo, las ecuacion ante

rior se puede expresar cono

GV + (N+GIYT-u = gu 2.9

donde ¥ es el gradiente,V es 1a divergencia y V* s el operador Laplacia-
no.

Segln el teorema de Helaholtz 1a ec. 2.9 admite una solucion si 3 se expre.
sa cono una conbinacién de un potencial escalar § y un potencial vectorial

.o e deciv

dondeVa representa al rotacional

Ya que 1a ec 2.9 relaciona las tres componentes del vector de desplazamien

to can cuatro funciones, es necesario para definir el problema una restriccidn
adicional, o sea debe existir una restriccion entre Tos conponentes de .
Esta restriccin se escribe cono =

vy :0 2.1

Si se sustituye 1a ec 2.10 en 1a 2.9 y se considera esta restriccion se
* obtiene

y[()w“za)vz(p - f‘P] - V/\"Gvﬁf“ p\ﬂ =0

ta cual solo se cumple i

V[(?\wk ’lG)qu)—p(é] =0 212



A [G vy l"{‘] 2
la primera de estas ccuaciones nos 1leva’a
) .
ol - L .
7% = EE({I 2.12
y la segunda a
2.15
donde
¢l @ 2.16
G

La aplfcacidn del teorema de Helmholtz permite desacoplar el sistema de
ecuaciones original dado por la ec 2.9 en un sistema de ecuaciones defi-
nido por Tss ecs 2.14 y 2.15. Cualquiera de ellas se conoce con el nom-
bre genérico de ecuacin de anda. De aqui, es posfble demostrar (ref8 )
que 2 través de un medio eldstico infinito se pueden propagar dos tipos
de peturbaciones, una con velocidad C, asociada al potencial § y 1a
otra con velocidad Cg, asociada al potencial . La primera se conoce

con el nonbre de onda de dilatacion {onda P, onda de compresion) y la
sequnda como onda de-distorsidn (onda S, onda de cortante). La onda de
dilatacidn produce canbios Volumétricos en el cuerpo mientras que la de
cortante distorsiones en el cuerpo. E1 problewa quedars resuelto’si

se determinan los potenciales § y ¥ que satisfagan las ecs 2.1 y
2,15 y ademds cumplan con las condiu]ov\es iniciales y de frontera. Una
alternativa de interés practico la representa el considerar un frente

de onda plano que se propaga en wn espacio eldstica honogénea e isdtropo.
£n este caso, se puede demostrar que esta solucidn esta dada por

§ o= Pl CUg

W= ol Coraodi- G 2,18

cptr 2.7




donde @, 4, » Yy ¥ Y, son funciones arbitravias de sus avgunentos y

1; representa |05 cosenos divectores de la novmal al Frente de la onda
(Fig 4 )

Si se considera quo Tas omias estan polarizadas en el plano x %y . es-
to es el plano que define al frente de onds normal al plamo x x5, 108
potenciales § y § son fusciones solo de (f v W, y por 1o tanto Tos
desplazamientos se escriben de la ec 2.10 como

[ 29 oY% 2.19
ex % .
2% 3% 2.20
Iy N
uy= 2, 2% 2.21
TN

En este caso 1os componentes uy u, son 10s asociados a 1a onda Py a la
componente de onda $ sobre el plano de polarizacidn, onda SV, La componen
teu, esta asociada con 1a conponente horizontal de Ta onda S, onda SH.
Los potenciaies § ¥, soluciones de Tas ccs 2:14 y 2:15, considerando
que 1a onda es arménica, que se propaja en la direccion positiva del efe
%y ¥ que incide en una superficie libre, pueden escribirse cono

P = foegrexp[thictxy) z.22 .

¥ = guepexpfikeet-xp] 2.23

donde ¢ es la velocidad aparente de propagacion de la onda en 1a direccion

del efe x,,k es el nimera de onda resultado " de dividir 1a frecuencia

entre Ta velocidad de propagacién de |as ondas y f(%3) y al%)

son funciones que describen 1a forma en que }a amplitud de la ondas cam-

bian con 1a profundidad,Al sustituir las ecs 2.22 y 2.23 en Tas 2.14 y 2:15 respec.
tivamente se Y1ega a una ecuacion diferencial de 22 orden, la que al ser

resuelta para el caso de ondas P y 5V nos conduce a



for = Ajex {ikx - 1] + A ?%P[-i\u.z - Jz.zo
%y = Agerp 349‘ 2 o {
g = bose s [E7] + Buoafitos [ 1o

por 1o que Tos potenciales se expresaran de la siguiente forma

g = Aesp

iktebony o fd + g explik (et vy o] < 2.2
: ,1*34 7 r[ﬂ 1o vy 226
8 16 [ (

4= Yep ]xw\.x\‘% -w'] +8, e,f{ikkm,. e Ua‘J .
= s 3

o en forma compacta
Q=@ + 4
Y=t h
Para el caso de una onda P incidente se ha demostrado (ref' 9 ) que esta

refleja tanto una onda P como una onda SV. Con estas circustancias los
potenciales se definen como

=+ 4 2.8
=
\}f 1 2.29
¥ en el caso de que se tenga una onda SV fncidente se refledaran tanto

una onda SV como una onda P, por 1o que ahora los potenciales quedaran

g =9 2.31
Ve _— -

Para una onda 1ncidente SH se ha dewostrado {ref 9 ) que unicamente
se refleja una onda SH, por lo tants



Y= \1'-1 2.32

Los vatores A, , A, , By y B, dependen de 1as condiciones que se tengan
en 1a frontera

Rayleigh (ref 10 ) dewostrd que en la superficie 1ibre del plano de po-
Jirizacion P, SV, no solo pueden viajar ondas de cuerpo sino también on-
das de superficie cuya anplitud es funcion de 1a frecuencia y de la pro-
fundidad. En este caso los potenciales se expresan como

@ = Agexp [iktet-x,y 2.33
Ni, = Byexp [ikict- x| 2.3

Se ha demostrado que en Tas ondas de Rayleigh la anp1itud del desplaza-
miento disminuye exponencialmente con Ja aistancia a la superficie Mibre,
es decir A, y B, son funciones exponenciales de %,

Sustituyendo 1as ecs. 2.33 v 2,34 en los ecs 2,19y 2.20 y a su vez sus-
tituyendo estas en las relaciones que nos definen una superficie 1ibre en
%y = 0 se obtienen dos ecuaciones homogéneas para las amplitudes A, »
8, . Elininando de estas ccuaciones Jas amplitudes se obtiene una ecua-
cién cubica en funcién de 1a relacion Cpf C, 4 1a que puede ser resuelta
si se conoce el valor del médulo de Poisson v , con 1o que se demuestra
que 1as ondas de superficie son no dispersivas, o sea, la velocidad de
propagacidn no es funcidn de la frecuencia y solo depende de las propie-
dades eldsticas del material. De esta manera se demuestra (ref 10 )
que 1as funciones que definen el desplazamiento son

Utlayy = l:exrt—q/k) . ?'13’51 eup e r/ky](kx,) 2.35

Wiy = |far Eth—r/k),ietpl—q/k)'(kxp 2.36
¥ i 3 ]



donde

tn los parrafos anterfores se ha presentado la teorfa asociada con los
principales tipos de ondas que se propagan en un semi-spacio elistico
considerando que ) frente de oncas es plano,sin embargo, cerca de los
mecanisios generadores o fuentes que dan Jugar a los provlemas de vadia-
€i6n no se puede considerar que el frente de las ondds sea plano sino
que existen ondas que se pueden aproximar con las 1lanadas ondas ¢ilin-
dricas y esféricas (ref 8 ). Por lo cual, si se considera que la region
en estudio esta a una distancia o suficientenente lejana de 1a fuente,
el frente de ondas s pucde considerar camo plano, si esto no ocurre, se
debe hacer una correccion y considerar Ja curvatura del frente de andas,
sin embargo, esto fmplica un grado moyor de complejidad,

Por otro lado, 1a existencia de estratificacion e irregularidades topogra
ficas ocasfona combinaciones de ondas que en general son dispersivas.



METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS
El método de las diferencias finltas se ha utilizado en la
aproximacién de las ccuaciones diferenclales parciales y condi
ciones de frontera que gobiernan el problema de propagacién de

ondas. La aproximacién consiste en sustituir para el punto

pg , Coma se muestra en la fig 5

a la colocaci6n espacial del punto y el super-fadice a la tom-

(los subfndices se vafieven

poral) cada derivada de la ec 2.9 por una ecuacién de diferen-
cias en términos de los valores de la funci6n en el punto con-
siderado y en puntos vecinos. La derivada temporal se sustity
Ye por valores en el intervalo considerado y cn tiempos ante-
riores. Como resultado se obtiene un sistema de ecuaciones re
cursivo, el cual se resuclve junto con las condiciones inicia-

les de frontera.

A continuacién se presenta una aplicacién de este método al
problema de propagacién de ondas Sli, el cual csta gobernado

por una ecuaci6n diferencial parcial del tipo hiperbélico,

El primer paso consiste en dividir el espacio continue x, z,
t {en este capftulo por conveniencia se utilizard notacibn es-
calar) en una malla rectangular de tal forma que el campo de

desplazamientos queda determinado por los valores en los pun-

tos nodales. Si se escoge un espaciamiento constante Ax, Az
y At cada nodo quedard colocado de una sola forma con respec-
to a un origen arbitrario de coordenadas por los fndices m, n,

P, 0 sea, por ejemplo, el despiazamiento v estars dado por



~(mbr. o

2. phl) 3.1

Bkilizando la notacién anterior sc puede establecer una apro-
ximacién para la primera y segunda derivadas de la siguiente

manera

(_av_) - Yma - Y
n

Ax

__¥mas= W v Ymey
AxY

este esquema se conoce como el de diferencias finitas centra-

les (ref. 11)

De 1a misma forma se aproximan las derivadas con respecto a
zyt.

La ecuaci6n diferencial parcial que rige el movimiento de una

onda SH en un medio no homogéneo donde sc desprecian las fuer

zas de cuerpo se puede demostrar de la ec 2.9 que esta dada

por
R 2_(g2% 2 (g3 X
PT 3 (G50) + 5-G50 32
donde

6=Glx, 2) es el médulo de rigidez al cortante

=plx, 2) es la densidad de masa

<

= desplazamiento



Si consideramos
G(x, z) = constantc

P z) = conatante

entonces la ec 3.3 nos quedars

2 .
%‘ZT:G(%‘:T ¥ %) 3.4
al sustituir las aproximaciones para la sequnda derivada de-
finidas con la ec 3.2 y agrupando términos se obtiene una
ceuacibn para el desplezamiento en wna forma explfcita
e va TR H A('vm.,.n—zvmmwm‘ B 4 Vo 2Ena b, .‘.;l
; l (Ax)? (A
esta ecuaci6n junto con las condiciones de frontera y condi-
En el

ciones iniciales nos definen por completo el problema.
caso de que el medio en que se propagan las ondas no sea homo

géneo podemos escribir la ec 3.3 de la siguiente forma

XY
=2 [cs ) 3 {Cs u,z,sv]
donde c’s' = G/p es la velocidad de propagaciGn, que se consi-

dera varfa espacialménte. Kellyet al (ref 12) discuten algu~

nas aproximacioncs para cste tipo de derivadas y concluyen que
las que mejor se comportan son

Chman V507 )~ Ol Vi = vy )

llc’ o 1—"]; -
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Se ha demostrado (vef 13) gue pavawa discrotizacién espacial

uniforme los esquemas nds elementales de diferencias fini-

tas y de elementos finitos son idénticos. Se puede
que siscutilizan las ideas de isoparametrfa desarrollados en

el método de los elementos finitos es posible dorivar csquemas
para mallas no uniformes (rcf 14). N6tesc que en todas las

expresiones, s¢ ha considerado Ax y Az como constantes, sin
embargo, se puede incluir dentro del programa de célculo valo-
res variables de cstos incrementos aungue esto implica un au-

mento en el costo del mismo.

CONDICIONES DE FRONTERA
cuando se tienen cambics de rigidez dentxo de la superficie
que se estd estudiando, o sea, existen interfases, las condi-
ciones que se deben cumplir son las de continuidad do esfuex-
zoa normales y de desplazamiento a través de 1as mismas. Es-

tas condiciones se expresan de la siguiente forma

GG




11 se refieren a los

donde los subfndices I v terfales que
se encuentran a ambos lados de la interfase y N es la normal

a la interfase. La condicién definida cn las ccuacioncs ante~
riores presenta problemas cuando la interfase es curva. Una

forma de resolver cste problema es utillizando el artificio que
presenta Boore (ref 15) el cual comsiste en construir una nor-
mal a la curva en el punto donde se quicre calcular el desnla-
zamiento (fig 6 ), enscguida se caleulan los desplazamicntos

mediante una interpolaci6n lineal cn los puntos donde la roc-
ta notmal intersecta a la malla y la aproximacién sc establece

conla siguiente ecuaci6n

con 1a cual se obticne ol nuavo desplazamiento en el punto de
la interfase b, o sea, vh'™'. DCy DC' son las longltudas a

lo largo de la recta normal de los puntos Cy C' a D (fig6 ).

La condieién de frontera en la superficic libre se expresa

como
™
o7 = 0
FRONTERAS -ARTIFICALES
Las e tificales son n arias para tri la

extensi6n dél medio debido a las limitaciones que se tienen,
tanto econémicas como en capacidad de memoria de las computa~
doras. Las condiciones que se deben definir en estas fronte-

ras dependen del

ipo de problcma que se este estudiando.



si consideramos el de wna onda $1 incidicndo verticalmente

sobre un estrato superficial que ticne una interfase jrregu-
lar pero simétrica, s¢ puede considerar que el plano de sime-
trfa es una frontera con la condicién dv/dn = 0, o sca cs
una superficie libre (fig 7 ). Para otros casos, so han desa
rrollado varios esquemas para cl estudio de las fronteras ver
ticales, entre cllos destaca ol de Boove (ref 15) cl cual cop

sidera las siguientes opciones.

i) S la irregularidad es peri6dica se pusde considerar como

superficie libre (fig 8 )

11) Se pucden calcular las condiciones de frontera consideran
do que 1a onda incide verticalmente sobre un estrato de
espesorh(fig 9 ). Esto e, se ignora el efecto de irregu
laridad.

Para la frontera inferior las condiciones de frontera se cal-
culan con la solucién analitica al problema unidimensional ig~
norando también el efecto de la irregularidad. La inclusién de

£ronteras artificiales, cualquicra que sca la forma en que se

originan la aparici6n de fuentes 1as que
producen movimientos espurios en la superficie ya que la onda
al ser reflejada cuando choca con la superficic vuelve a ser

reflejada por las fronteras artificiales,

Por otra parte, Engquist y Majda (ref 16) han desarrollado una

jerarquia de condiciones de frostera locales que aproximan



condiciones ne-locales tanto en el espacio como en el tiempo.
pesde el punto de vista de cdlculo, las condiciones son im-

précticas, ya que para conocr

el valor del desplazamicnto en un
punto de la frontera para un determinado intervalo de ticmpo
es necesario comocer la informacién en todos los intervalos
de- tiempo anterioros y sobre todos los puntos de la frontera.
Para las condiciones. de frontera locales, fundamentados en una
aproximacién paraxial propencn la siguiente jerarquia de condi-

ciones de frontera absorbentes con C 1

B v 3.6
1) e - ¢

2 2 3

dv Py _ A 3w 3.7
e Tl s

5 N f

2V 9y 1 _3v 3
3 By -4 _3
P eeT S T T e g an =0 M

. ete
donde se considera que el eje x es paralelo a la direccin de

propagacidn y el origen se.cncuentra en la frontera. Para in-
cidencia normal la reflexifn casi es nula mientras que para
incidencias a 45° estas condiciones de frontera reflejan el
17%, 3% y .5% respectivamente de la amplitud de la onda inci-
dente. La primera de estas,ec 1.6 tiene elmismo significado £i-
sico que la condici6n de absorci6n de Lysmer y Kulhmeyer (ref
17) mientras que para las dos restantes atn no se conoce algy
na interpretaci6n ffsica. Por ejemplo utilizando el esquema
de diferencias finitas centrales, las ecs 3.6 y 3.7 se pueden

recscribir de la siguiente’ forra



P -1
Vet Vi | i~ Vil L
24x M

0y ?

e -4 P L P ® [ £,
(b o Wl A Wha - vihn) Voo 298 n*"mm] . fnes = 2V at v ]x -0
. 7

40% M un? CAz)
En las expresiones anteriores, se puede apreciar que a medida
que aumenta el grado de aproximaci6n aumenta el nfimera de
puntos necesarios para encontrar el valor del deselazamicnto
en la frontera, ast mismo aumenta ol tiempo de cilculo. En la
derivacién de estas condiciones de frontera se consider6 que
la incidencia de las ondas es normal; en el caso de que se
tenga informacién sobre el dngulo de incidencia de las ondas
las aproximaciones se deben desarrollar sobre esta direccibn.
Si no se tiene informacibn respecto al dngulo de incidencia es
posible desarrollarcondiciones aproximadas del tipo de las que
se presentan en el capftulo 5 donde se considera para cada
punto sobre la frontera un cierto rango de dngulos de inclden-

cias.

Ang y Newnmark (ref 18) también utilizan el esquema de las di
ferencias finitas centrales para modelar fronteras transmiso-
ras definidas a partir del principio de D'Alembert aplicado a
modelos discretos. Se aproxima la ecuacién de movimiento uni

dimensional de la siguiente forma

3
M = F(f(b) 3.9
Dx



donde u(b) es la aceleraci6n en el punto b de la Frontera en
el instante p y G'(b+#1) y ¢P(b-11 son los esfucrzos en el
instante p en los puntos b+l y b-1 respectivamente (fig 10},
Como el esfuerzo ¢ P{b+1) es desconocido, su valor sc calcula
considerancdo que la onda de esfuerzos recorre la distancia en-
tre dos masas concentradas en el siguiente tiempo

S

: P

donde ¢ es la velocidad de propagacién, ademds se considera
que el esfuerzo en el tiempo (p-n) en el punto (b-1) estd
dado por

e

G by

el cual es igual al esfuerzo en el punto b+l para el tiempo b,

o sea
® P
Gtbetyz ¢ b1y
por lo que la ec 3.9 quedard
n 3
G (bai- Gbhy oy
V o = pilichy
Esta formulaci6n es equivalente a las Eronteras viscosas pro-

puestas por Lysmer y Kulhmeyer mismas que se discuten en el

capftulo 5. Sin embargo dadas las incertidumbres en los fn

gulos de incidencia una formulaui6n en dos dirensiones no se



justifica analfticamente.

Enere los problemas que se presentan en la formulacidn del mé-
todo de las diferencias finitas se encoentra la cleceién de
los intervalos tanto espaciales como del tiemwo, ya que pueden

conducir a errores de convergencia y de dispersi6n de ondas.

Los errorcs por dispersi6n se minimizan si se awnanta la dens

dad de puntos on la malla o bien se utilizan esquems

do un or
den superior (ref 12). Un modelo convergente se logra si la
ecuacibn de diferencias sc aproxima a la soluci6n del modelo

continuo a medida que se disminuyen los incrementos cspaciales.

La

ests muy relacionada con la estabilidad, Para
el caso de diferencias Finitas centrales cl 1fmite de estabili

dad estd dado por ‘(ref 15)

Atg

i
Eik

INICIALIZACION DEL PROBLEHA

El empleo de diferencias finitas centrales en el tiempo imoli~
ca que para infciar el problema se requiere de artificios ya

que la solucibn en el tiempo t ==At no se conoce.

Bn este caso es posible disefar esquemas de diferencias hacia
adelante gue solo incluyan como dato el valor de la funcién

en el tiempo t

0.

Como se wenciond anteriormente, el fenémenc de dispersién ests



porales. I la

asociado con los intervalos espacialas y te
f£ig 11 sc puede apreciar la influencia de estos factores, En
ella se grafica la variaci6n del desplazamicnto con vaspecto
al tiempo para un pulso de presi6n variable que incide sobre

una cujfia de 90° en 1a cual, la velocidad cs nula, Dicha cufa

se encuentra dentro de un medio acGstico {ref 12). La linea

llena representa la soluci6én analftica micntras que los puntos

representan la soluci6n obtenida con el método de las diferen-

cias finitas.

De lo anterior se deduce que dados 1os mejores resultados que
se obtienen utilizando esquema de diferencias de orden supe-

rior o aumentando la densidad de puntos del dominio, las prin-
cipales limitaciones pricticas de este método son el tiempo de

computadora y la capacidad de memoria de la misma.



METODO DL LAS CARACIERISTICAS

En este capitulo se presenta cl método de las caracterfsticas
aplicado al problema de propagacién de ondas SH. Si el proble
ma se idealiza como lineal y bidimensional, las ccuaciones que
1o gobiernan son un conjunto de ccwaciones diferenciales par-

clales hiperbGlicas de primer orden dque Ducd solvorse efi-

carac-

clentemente por el método convencional (ref

terfsticas. Sec ha dewostrado que la utili de aproxima-
ciones comunes en el método de los elementos finjtos conduce a

un procedimiento numérico de integracifn paso a paso (ref 14).

Para el calculo de los valoves de las funciones y de sus dexi

vadas en los puntos seleceionados del dominio discretizado de
soluci6n se aplican las funciones de intersolaci6n empleadas

en el método del elemento Einito..

Para elininar las reflexiones artificiales que aparecen en las
f£ronteras ficticias se utiliza una aproximacién de la ecuaciGn
escalar de onda (ref 16) con la que se establece una ecvacién
diferencial parcial para cada una de las fronteras, esta ecua-
ci6n junto con las establecidas mediante el método de las ca-

racteristicas minimizan las reflexiones falsas.

Finalnente se establece el conjunto de ecuaciones y condicio~

nes necesarias para resolver el problema de medios con diferen

tes tipos de materiales.



FORMULACTON ANALITICA
La propagaci6n de onda del tipo Sl polarizadas esta goberna-
da por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales dado

por la ccuacién de equilibrio dindmico establecida cmla ec 2.3

a7, o7, .
_yx ., _yz v
St gt P e =0 4.1

y de las relaciones constitutivas dada por la ec 2.6

—yx g 1.2
2%
2%
—YE g 4.3
Tt

yx? Tyy 10 componentes del tensor de esfuerzos, V el
coriponente del tensor de velocidades, p la densidad de masa y

siendo f,

G el médulo de rigidez .al cortante.

Al definir las siguiont bles adimensionale
te, R
£ == v =9/,
_ % e 2
X<k Tyx T Fax/oCs
-z .2 2
2= Tyz = Tyz/PCq .

donde b es el ancho caracteristico del elemento y sustituir-
las en las ecs4.1,4.2yd3se llega al siguiente sistema de ecua

ciones diferenciales hiperb6liras adimensionales de primer



orden

ax a1, .
T, M oy
Eae 3
I
vE_ v, 1.4
3 =
2yz v,
1 5

3u

vt 3

donde a,; son cocficientes conocidos, y

X Tyx
X =4z Uy = e
t v

Sienla ec 4.5 realizamsuna transformacidn a las coordenadas in-

dependientes xi » obtendremos

ax.

N
g

a g
I RT3

Si se establece que en xj = cte u, ©s una funci6n conocida de

xj y x5 se tiene



i

%3 Duy
kel

3

donde

son funciones conocidas.

Las superficies xj = cte se definen como caracterfsticas

{ref 20) st

pr
x5

o

a5 26

B“a’(‘ ™ -0 4.6

Am T Y

Esta ecuacién se satisface si

8 s
(OCTET

o

donda 3xy/3; son proporcionales a los cosenos directores
Ny .ny, ny de las normales a las superficies

%3 (xy, Xy, %3) = constante.



Se ha démostrado (rof21) que 1a ec 4.7 representa una fanilia
de planos normales al eje t y no proporciona informaci6n Gril,
nientras que la cc 4.8 ahora oscrita como

B;jn,nj =0

define un cono_cufidrico, la que junto con la restriccién
ning =1 4.9

definen las normales para una familia de supcrficies
funciones de un parfmetro independiente 9 el cual cor conve-
niencia se elige como el dnqulo entre cl eje x; y la proyec-
cién de la normal n; en el plano x,, X3 (fig 12).  La nor-
mal M nos defime un conjunto infinito de suncrficies carac-
terfsticas a través de cada punto del esvacio X, y tiencn

como’ envolvente un cono cuya ecuacibn es

P Edadsg a0

Para definir los puntos que se localizan en cl conoide utili-
zamos el parfmetro independiente T, por 1o tanto, las curvas
@ = cte se encuentran simultineamente cn el cono y en la su-~
perficie caracterfstica definida por cse valor particular de
8, a estas lineas se les conoce con ol nombre de bicaracte-

risticas y tienen como ecuaciones paramétricas

dyg= [N+ pyoose +v;send}dt



donde N Pyr son cocficiontes constantes.

Se ha demostrado (ref20) que si x}(x,, cte, es una

Ry
superficie caracteristica entonces existe un vector nulo tal
que
1y, 8y 28 20
PO
i
¥ que las combinaciones lincales

1)@,.,,3- —g—fr =0 4,10

¥ cionan i ait iales a lo largo de las bica-

racteristicas conocidas como ecuaciones de compatibilidad.

De 1as ecs 4.9 y 4.10 obtenemos el vector nulo

l:<¢ BT csd . gady

A slyr. —.;av ATC‘,se m“me‘“ 411

GE send 2t 4 EPsnO2L = 0

De la regla de la cadena se tiene



| df _2f ax
T T At
I

si 14 sustituimos en la ec 4,1lobtenemos la llamada ecuacién

diferencial de continuidad

b [ g cosd 4 [ dTyn send = [—31,. (1- [ eso)

%
4,12
I

(e 3 snd)(-0) - (B2 . )R msma]u

FORMULACION NUHERICA

La e¢ 4.12representa un conjunto infinito de soluciones, sin

enbafgo, si sustituimos cn ella los valores de 8

-0, T
=0, 5%, 3
y lof integramos a lo largo de las bicaracteristicas correspon

dienbeés y ademfis integramos las ees 4.2 y 4.3 a lo largo del

eje flel tiempo t, obtenemos un conjunto de relaciones diferen-

cialps las que al combinarse eliminan de la Formulacién a las

primeras derivadas de las funciones en el »lano t to + 1y
dundf k es el intervalo de tiemno seleccionado,

| A ;_{%_ @y 0y By3 8, -2

’ ATyl S oy - 20 -(R:-l)bh 4.3

Lo 2 —([F-1ee

| iy




Gonde a), 4y, ay, a, representan a la ecs 4.12  integrada

a lo largo de las bicaracteristicas 8

1 P resoccti-
vanente, y aa, bb, cc representan la integracifn ce las -ecs
4.4 a lo largo del cje del tiempo ¢

Para la evaluacién de las ccs 4.13 se discretiza la re-

G1i6n en estudio mediante upa malla cuadrildtera. Ya quo los

puntos en el plano t =

o 1o coinciden en general con los vun
tos de 1a malla original, el cdleulo de las funcioncs y de
sus derivadas se hace utilizando las funciones de interpola-

cibn de la teorfia de elcmentos finitos isoparamétri {ref 22),

o sea

Foo . 2y 9N 1T "
Tl 5 S0 iR b

Fr . ool _ N g .2l BN
Tyl ) B =TT BE=-T

donde Y, Tyyr Ty, son vectores que conticnen los valores de

las funciones en los nodos del elemento finito, N represonta
tn vector que contiene las funciones de intersolacién en tfr-

minos de las coordenadas locales § y q .

Para el elemento que sc muestra en la fig13, las funciones de

interpolacibn se definen como



. u,::—u-zm-'m-z-q-n

By £ U=

las restantes se obtienen fdcilmente por simetria.

Las derivadas de las funciones de interpolacién N con respec-
to a las variables espaciales sc obtienen mediante un procedi-

{ref 22) y se ha demostrado que son iguales a

| |2k o |[av 2
KN o I B3
-4
[V]
| | 25 en flay 2
2z B 37 2 K]

donde J es el Jacobiano de la transformacitn,

FHONTERAS
La inclusién de las fronteras ficticias en nuestra “ormula-
ci6n numérica se logra al eliminar de las ecsd.13la relacién
o relaciones diferenciales que se encuentren fuera de nuestro

doninio con lo que un sistema i inado de ecua

ciones. La ecuacién o ccuaciones faltantes se obtienen.a par
tir de una aproximacién de la ecuaci6n escalar de onda {ref 16}

esta aproximaci6n sc establece para 8 = 0, ¥ , Ty 31, coma
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<oy

¥
3 11
= { o togiw =0
+ al combinarse ‘las ent ) con
cac

las resultantes de climinar la relaci6n diferencial que
fuera de nuestro dominio e integrarla a lo largo del eje del

tiempo nos conduce a un simple sistema determinado de ccuacig

nes lineales.

INTERFASES
Para cl caso de la interfases entrc dos materiales diferentes,
fig 14,  Sc establecen las ecs 4.13 para cada uno de
cllos, y en cada uno de estos sistenas de ecuaciones se elimi-
na la relaci6n diferencial que se encuentra en el dominio del

otro material, obteniéndose

para 1:

Av +%—A‘[,1H§ (rmas= 2y 52 (2 [ tyree

£ (@i-ay) «E {1bb

A%




para I1:
Av+ AT,,‘-‘; g

ATS @G-

este, es un sistema de ccuaciones indeterminado, para encon-
trar su solucibn establecamos en la interfasc las siguicntes
condiciones

Av= AV

Mye= Alye
e pucde apreciar que la formulacibn anterior no os muy diff-
cil do aplicar, sin embargo, existen otro tipo de fronteras
con las cuales se permite transmitir eficientemente ondas que

se propagan en diferentes direcciones (ref 23), la inclusién,

en nuestro modelo, de este tipo de fronteras serd el objetivo

de estudios posteriores.
EJEUPLO NUMERICO

Con el objeto de mostrar la aplicabilidad numérica de este mé

todo, se estudi6 el problema de una onda SH que incide verti-

calmente en una cdpa horizontal de suelo como se muestra en la

f£ig 15. En ella se grafica la variaci6n de la velocidad con

respecto al tiempo para un punto localizado en la superficie

libre de la capa as{ como para un punto en la base de la misma.



Dado que el problema se idealizé camo bidimensional, las con-
diciones necesarias para esta modelaci6n se obtuvieron de la

forma explicada anteriormente.

De los resultados obtenidos se observa que este mGtodo PrOnOL
ciona una buena aproximaci6n, sin embargo, sus principales li-

mitaciones son la cantidad de tiempo invertida en la vrevara-

6n on el modelo de fronteras qua

ciébn de los datos y la inclu:

no sean rectas,




METODO DEL ELEMENTO FINITO

INTRODUCCTON
wno de

Eatre los métodos aundricos que se wtilizan para estudiar el fe
propagaciGn de ondas se encueatrs el método del elemento finito, el cual

consiste en discretizar o dividic ¢l dominio, o repitn en ostudiv en w

al forma que el eusimble

Lomentos Cinitos, de

conjunto cquivatente do
de todos cllos represence la regifn original.

Las ccuaciones que gobiernan el problema se aproximan dentro de cada ele-

“mento finito medimnce Funciones de forma o Funciones de interpolacidn con

10 cusl se caracteriza el comportamiento del dominio en cada clemento £i
nito. Los valores de las inedgniras en cada punto nodal sirven co-
mo coeficientes de participacidn para las funciones de interpolacidn. Se

utilizan principlos energiticos o variacionales para detevminar lus combi
-naciones de las Eunciomes de interpolacidn que mejor sacisfacen las ceua-
ciones. S realiza un ensamble de las contribuciones de cada elemento £i-

nito obtoniéndose wn sistema de ecvaciones gemeval, el cual al ser resuel

to proporciona los valores de las incdgnitas en los puntos nodales de los

clenentos finitos .

FORMULACION
en cquilibrio como. el que se mues

si n s81ido
tra en la fig 3 sobre el que actuan las cracciones en la superficie &,
las Fuersas de cusrpo By, las fuerzas concencradas F y aplicasos el prinei
{ pio de los trabajos virtunles el cual cstablece que dado un desplozamien=
to vireual, el trabajo virtual Interno desarrollado en el cucrpo os igual

a1 ‘trabajo virtual externo realizado por las fuerzas sobre &1, se puede es



tablecer (ref 22) como

fe'adv = §0'n - L0145
v v S

donde

s el veetor de desplazani

ento del cuerpo en la configuracidn de-
formada.
& son las deformaciones virtuales correspondientes a
Son los esfuerzos conrrespondicntes o Las deforwciones e la con
Figuracin no deformada.
EL subindice i estd asociedo a los puntos donde se aplican las [uerzas
* concentradas. En el uétodo del clemento finito se emplen una téenica me-

diante la cunl un cuerpo se subdivide con lineus o superficies imagina-

rias en una seric de subdominic

\estos subdominios o clementos [initos os
tan conectados entre

i por medio de puntos nodales que se encucntran en

sus Fronteras

La aproximacibn es local mediace una serie de funciones que
definen de una sola forma en cada elemento los desplazamientos y deforma-

ciones en funcifn de los desplazamicutos de los puntos nodales, o sea!

gy 5.2
el gy

i . . o
el superindice m se reficre al clemento m, los matrices 8O y 1™ a0

son mas que:las matrices de G para definir los

y 1n defornacidn . respectivaments y U es el vector de desplazaminntos
de los puntos nodales. Para relaciorar los esfuerzos con las deformaciones
en cada clemento finita se enplen la siguiente expresidn (Ref 22)

6™ DT g™ 5.4
donde la matriz D depende de las propiedades del material en cada elemen-

. to Finito. Las tres ocuaciones anteriores nos definen el estado de despla
zamientos, deformacidn y esfuerzos dentro de cada clemenco’ finito,

51 aplicunos cl principio de los trabnjos virtuales a'una serie de elemen



tos Einitos de tal fos

que el conjunto o suma de todos ellos coustitu-
ya el volumen total del euarpo pedremos eseribdic la ccsl e L siguicnce

fotmuz

S g g gy = y}?"[“ B v i de 20,

y 8i on cata couacidn s¢ incluyen  relaciones del tipo de las estableci

das en lns ecs. 5.2, 5.3 y 5.

g vl - O] -
Ol ] o

donde T s un veetor de fuerzus concentradas cuya componente i-Gsima cs

1a fuerza nodal que a1

i-gsino de des
plazamiento en U,
Se pucde apreciar que esta ccuaeifn nos define cl cquilibrio entd tico del

conjunto de elementos Finitos, sin embargo, en problemas dindmicos como
10 es el de propagaciSn de ondas ne deben considerar las fuerzas de iner-
cia que obran en el cuerpo. Para la inclusidn de las fuerzas do increia se
considera que las aceleraciones se aproximan de la misma Formn que los

desplazamicntos, es decit

ey
St 1lamanos o P 1a densidad de masa del elevento m y aplicando el prin

cipio de D'Alambert, pedemos recseribir la  ©¢.5.5 de la siguiente ma-

i avl‘gﬂ.mn’.m.‘s}m, iy = OEg I e 5] ave] N
! Boyim : - yimy § i 5.6

G‘[‘#‘J;I.J:‘," e P




]
Debido a que I no es mas que un desplazanients virtuad y o suponcios
igual & la unidad para todos Los componente del desplazamionto lo podemos

clininar de la ceuacidn anterior, la que al ser ege

A en.forma compaca

o8 queda N
M+ kU = P .
donde
(i quns g e gy wor
M= 51\‘1}”' £ Ny 5

8 la matriz de masas del sistema camhidn conoeida como matriz consistoate

K= gl\?:‘::n B dy 5.9

es la matriz de rigideces del sistema, y
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es el vector de cargas del sistema
Para la evaluacidn de la matriz de masas se han utilizado los criterios dema-

as concentradns y masas comsistentes.

EL prinero de stos ceiterios uti
liza un procedimierito Fisico "razonable" para la concentracidn. Se obtie-
nen matrices diogonales, lo que desde el punto de vista de cilculo es muy

Grdl y ccongmico. Cuando se utilizan clamencos finitos simples, la concen
tracion es bastante obvia, pero para clementos de orden superior se debe
realizar ua procedimiento sistemitico accptable. Se han desarrollado va-
rias formas para lograr 1o anterior (Ref 22) pero independientemente del

mtodo que se siga, se debe conservar la masa total del elemento.

Para ¢l célevlo de la matriz de masas consistente, basta con sustituis
las funciones de interpalacidn que se utilizaron para aproximar los des-

plazanientos en la ce.5.8y renlizar li integracidn, obtenidndose matvices -
1lenas.



Existe tambidn la posibilidad de caleslor ia matriz de misas por medio de

una combinacidn lineal de la matri

de masas concentradus y la matriz de ma

sas consistente, o sca

Moz oM M,

donde M) =matriz demasasconcentradus, M, cs la macriz de ma
® es un parimetro tal que 04¢4% . So ha obscrvade que cusndo se considera

que @ =0.5, el clemento finite ticne w mejor comportamiento cuando se esty
dian problemas de propagacifn de frecu

ncins altas (vef 24).
La ucilizacién de & implica gue para una Erccuencia dada ¢l ndmero de elemen-

tos requerido para obtener un resultado es menor que cuando no se utiliza lu

combinacisn de las matrices de masas.

Actualmence se esta Llevands n cabo wn estudio e cl que se trata de determi-
nar los valores de %= & () que producen la dispersisn minina. Desafortunaw
damente los valores de & que minimizan los cambios de velocidad de fase no son
1os mismos que los correspondiences a los cambios de velocidad de grupo.

La extrapolacidn de estos conceptos al dominio del tiempo requicre de un proce

“ 80 de minimizacin tomando en cwenta el espectro de la excitacidn.

Un ejemplo del efecto de ® cn la representaciSn de una solucidn en el dowinio

de'la frecuencia se muestra en la Figle . En los resultados que se muestran
¢n lag figs 3,3 y 32 sc urilizavon 5 clementos por longitud de onda, se pue-
de observar que este tamsiio de longitud de onda proporciona resultados bastante

« aceptables,
FRONTERAS DE, LYSMER
A'partir de la relacidn de encrgia definida como el cociente de la encrgfa re-

flejada y la encrgfa producida por las ondas incidentes,lysmer y Kuhlweyer

(ref"17) que las sigui i

sonla forma nis sencilla

de. las i de Erontera




G= apC iy
T= bpey &,
donde 6 yTson los esfuerzos normales y tangencinles en la frontera vospec-

tiva, Uy y Uy son la v(.}.ncmnd nommal y tangeneial e w pun:o de la fron-
teray @, b son 1 a ser

Eatas condL

al

condiciones gon andlogas a la colocacitn de anortiguadores orientados nor

y tangencialmente a la Lrontera,

Las expresiones para el cilenlo de lu energin son las siguiented

‘OndaP o e

E - —%\;FC,&:‘G&AG

5, = CetRuend 4 LoCoutocnr
Onda § - - = -

= %Pcim“s...»\

LrcsButsent o 4 pGRudsend

donde E; es la energia incidente, £, la cnergfa reflejoda, § es el fingulo de
incidencia y refloxin do 1
de ondas S, A=anplitnd

5 Ondas P, ¥ =dngulo de incidencin y reflexidn
de Onda P reflejadas, Beamplitud de ondas § reflcjadas,
@ =frecuencia do las ondas y C/Cy%s.

Se encontrd que a=b=l son los valores que mejor definen este Lipo de fronteras
viscosas ya que para ondas P incidentes sc aleanza a absorher hasta el 95.5¢
de la energiu reflejada para dngulos de incidencia mayores de 30°para
§ incidentes se obsorbe hasta un 957 de las ondas reflejadas.

ondas

FRONTERAS DE SMITH
Smith (Eig 25) emplea una tdenica mediante la cuol climina completameate las re

flexiones espurias. Su formulacién analitica es exacta e independiente de la



frecuencia y del dngulo i incidencia de las ondos. Se uriliza una superpy
que 11 fron-

sicin de dos La primera a
tera es libre y su represeuca con la condicidn de Newmann y Ia seyunds con-

Fija y se representa mediante da condicidn de Di-

sidera que la Erontera
riehlet.
Por ejenplo, en el caso de propagacidn wnidinenslonal de wna onda plany

que incide con un dngulo O sabre la frontera x=o (fig 17), el conpo de des-

plazamiento esta dado por

32 o emsd vran 0 cbit Ao p i Gusand 2oenbecly

W oenp i

EN =0 s obtiene A=
W =0) en x=0 ue obriene A=l y de la

Al aplicar la condicldn de Newmann (

A= -1. La suma de estas dos solucio-

condicign de Dirichlet (u=o) en x
nes climina completamente la veflexidn, De forma similar se aplica este cri
terio para el caso de ondas Iy V.

De 1o anterior s deduce que si el dominio en estudio estd modelado con

n franteras (fig 18) entonees se requieren 20 solucioncs independientes

" para eliminar las reflexioncs, la cual aumenta obviamente el tiempo y cos-
to de cfleulo, Ademds para poder realizar la superposicidn se requicte que
el material sen lincal, con la desventaja adicional de que lag reflexioncs
espurias que aleanzan fronteras reales no pueden ser elininadas por este
Pproceso de superposicida. Esto, sin embargo, se puede evitar empleando una
aproximacisn (ref 26) qua pernite climinar estas reflexiones a medfda que
se avanza en el riewpo, con esto, aunque la absorciSn no es perfecta, el ng
nero de soluciones requeridas es independiente del ndmero de fronteras ¢

igual a 2.



FRONIERAS ACTLVAS

acifn vaidineasional de ondas planas de corte con ve-

En el caso de propa

.8 se transform en

locidad €5 2 lo largo del vex] . (rig 19)
By 4
a7

donde Wy ca La componente de desplazamiento normal a 1a direceidn de propa=

gcidn y se han despreciado las conponentes de las fuerzus de cucrpo. I

ecuacidn acepra como solucitn (ref 27)

Uy {!ul.csu - F}L»ﬁ Cet)

donde f3y Fy son funciones con argumentos acbitrarios y diferenciables

con respecto a los mismo primera de ellas representa wna percubacisn

que s desplaza an Ln direccidn posiciva dol oje X,  y Lo megunds repre
senta otra peturbacidn pero que se desploza su dircecldn contraria a lu
anterior, es decir, £3 esta asociada con las ondas incidentes y ¥y con
obtener las ondas reflejadas

De 1n ec2,6 el esfuerzo Oy arociado a una parcicula con desplazamiento

W se expresa como

3u.
. 2u
G = G 3 5.1

pero

T
D2 = 2 M- ko - Fog + G
[ Dy

1a coma indica derivacidn con respecto al argwnente de la funcidn, por lo

=it B

tanto

i Gy = G [Fﬂ Fs’]




be la cc2.l6sc tiene que

G =
y ademdis como
= oCfy + Co Ty
entonces 1a ecs, 5.13 quedard
Gy = eCs[f 0 Bl = 200K eCsu,
Ya que

= -Cfy

In cc 5.13 se transforma finalmente en

Gy = -ec, (26, -4
la que al scr expresnda como esfuerzo externo a unu frontera cuya normal
¢8 de sentido contrario al de ln propagacidn de la onda incidente quoda

camo -

e (26, - w,)

De la misma forma sc obtiene una expresiGn para el caso de ondas de com-

presitn, o sea

= pC, |24, i)

En forma gencral, los esfucrzos en esta frontera para un tren de ondas P

¥ SV ique s propagin en la misma diveccidn se pucden cxpresar como

1= ecp 24, - @]
1 i=2,3

% = pee [2f) < §,

.+ 1as tildes indican que lus variables cstan referidas a la direccidn de

propagacitn definids por los cosenos divectores 1),1,,1, (fix 4 ). be 1o



anterior se deduce que ¢l estado de esfuerzos de wna particula ubicada en
el Crente de ondas de cucrpo ¥y SV que sa propaga en direccitn del efe %]
(£ig 20) estd dado por

donde s<Cg/Cp

En forma matric

Uy
U!
siendo 1 . P P
e (e, - 20 €5 Ty = 2F, <y Uy m 7 -
o en forma compacta G = AU
Utilizando las reglas de idn tanto para matriz A' y el vector

U al estado de esfuerzos de una partfculs en el freate de onda se express

en el sistena de coordenadas X;Xy, de la siguicate mnera
oy Cp con’®

[ ZCS)EnnBcnszﬂ—l v, ' H
(8+2C;) sen?0cos@ ) + It sen’0 .

] {

|

1 !
‘ oy pe-p (Cp ~ 2Cg)sen’Ocosd | Cpsen®d +

!

| |

! !

i

. + Hees’d (it+2C5) sendcos®®
%) (Cp-ii-Cg)sendeos?® | (Ci-ii-C;)sen20c0s0 v,
+ Cg sen’® + Cg cos'd

Se puede apreciar que el estado de esfusrzos depende Gnicamente del Sngu-
gulo de incidencia de las ondas y de las propiedades del material
En general, los esfuerzos externos asociados a una frontera se derivan de

1n exprenién



5.1%

donde ny son loa cosenos irectores de la novmal a ln fronters considera
da.

Si se utiliza la ec 5.15 en Lla ee 5.14%e tiene que en forma wacvieial.
PO

diffeil de predecir, la matriz A se puede aproximr por medio de wna ma-

triz A% cuyos elementos se

v independientes del fugulo de tal form que

; -9k ] <, ¥y
3 lJ| €, ¥i,j

donde € ca el error,

Lo que se quiere es encontrar los elemeatos de A% tales que cl valor de

los elementos de € sean minimos, dado que dichos valores pueden ser posi

tivos o negutives es conveniente clevarlos al cuadrado y aplicar un eritg

.
rio de minimizacisn. Tara esto sean Ay aff los elementos de las matri-
ces A & A% respectivamentes y sea

J,

el error cuadratico medio, entonces aplicando un criterio do ninimos cua-~
drados

= fuay - a‘ijs’an

eI I PAPR ¥
Su ")

vds

de donde ul despejar se obticue




Por lo anterior, la ec 5.1% queda como . oy
2 P 5o b 2C } 5
Y C,,;u;hrz}[(’ [} :_c,[‘f cJedd + VCFJ |
<26, oy 5 26
I E sen@ - P Cli'® Cpeond - i ~e it 517
| 2, % .
} by Selor el edorcums FRrcud v g .,--MAMUBJ}
s

donde 9,y 8, determinan ios lfmitcs para el intervalo de in-

cidencia de las ondas sismicas,

El criterfo anterior no incluye ninguna consideraci6n respce-
to a la energfa que estas fronteras pueden reflejar lo cual

es de mucha importancia, ya que la energfa reflejada depende
del &ngulo de incidencia de las ondas, o sea, ondas de iqual

amplitud pero con diferentes &ngulos de incidencia reflejan

diferentes cantidados de encrgia. Por lo tanto se debe tratar
de minimizar esta energfa incluyendo la influencia del dngulo
de incidencia y considerando que la energfa en un frente de
ondas es proporecional al coseno del &ngulo de incidencia de
las ondas sfsmicas.
Aplicando este critoric, el error cuadritico medio se define
como
By
J= /(l\- A cos™@ db

0

el cual después de ser minimizado nos progorciona los elenan—

tos de A* o sea

3J.

ES # X

= v 2(a - aF. ) cos?d - .

oy / (35~ #}) cos™0 db = 0
i .



Laec 5.16 se expresa ahora de la sigwiente forma

20 d6
43 cos’e

— 5.18
co5?0 d0

Por ejemplo, para una Lrontera vertical (fig 21) el rango
de incidencia estd comprendido entre W2 y - W2 por 1o que
la cc 5.1 se transforma on
IR B . -
3 T (Fre-m | ° w,-£)
8c l
e e e 5.19

151 i
¢, [absarcidn o B

ot

(34 28) | [tug - £4F

'y'para una frontera horizental (fig 22) el rango de incidencia
estd cubierto entre 0 y W, por lo tanto la ec 5,14 se modifica
y queda como

by £

- £

absorcidn

t

Siguiendo un procedimiento similar al anterior se pueden deri-
var las condiciones de frontera para el caso de ondas SU que
se propagan a lo largo del eje X). E) estado de esfuerzos de
una particula referido al sistema de ejes X; X, estd dado por

[ Gy " o5 8Ty

Ty = sen 0 Oy



donde

Oy *-p € 0E, -y
Bplicando el criterio anterior se obtiene coro condicion de
frontera activa tanto para una frontcra vertical como horizon-

tal

H 8¢
5.21

[l O )
¢ e, Y
sin embargo es importante mencionar que cuando se tiene alguna
irregularidad topogréfica como la que se muestra en la fig 23
y se emplea el concopto de fronteras activas el rango de inci-
dencia de las ondas no cs ficil de definir como el de los dos
casos anteriores ya que las ondas al chocar con la irregulari-
dad-sufren reflexiones con direcciones que no pueden ser deter
minadas mediante la tcorfa de reflexi6n de ondas. Tor lo ante-

‘rior, en este trabajo sc ha supuesto un modelo de reflexi6n ba

sado en criterios £isicos aproximar el rango de dngu

lo de reflexi6n como se explica con la tig 24.

Por otra parte no se debe olvidar la existencia de las ondas
superficiales anteriormente mencionadas en el cap 2 . En
este caso los potenciales se expresan de la siguiente forma
(ref 10 ) '

Q= Ay exp Lyt Sktetovp]

Y= byaevp Gry s idetekexp}



donde se ha supuesto que las ondas son arménicas y que se pro

pagan por un semiespacio clistico en la direceion del eje x;

(£ig 25; q y r estdn dadas por las ccs

La relaci6n entre A, y B, se determina del sistema de ccuacio-
nes que se obticnc al sustituir las condiciones de frontera

como se mencions en ¢l cap 2 y estd dada por

23
AYT,

Los desplazamientos u; y u, estén dados por

-2 3
w =2 +~%:

ELN
u, =2 3
L P T
y los esfuerzos en la frontera como
N c2) 2, A2 5.22
Gz D426 i A e
Gz g2 . 2 5.23
PR ) |

Dadas las expresiones para los potenciales y para los despla-
zamientos, se pueden sustituir enlas ecs 5.19 y 5.20 obteniendo-

se

Gy = a(kmpcra, 5.24
Gy = bkz1p Gy 5.25



donde a(kz) y b(kz} estdn dadas por:

ooy tnp e b iy - T orebe fdil/cr €.
Tepclatin TR (00 aep tn (0] JC0- 01

v

boay =L s e el - 2% (- ep a1/ €
B enp ok i 1 (20l exp s oo /02 €
donde "

£
. [

<

@:cs

y 2 es la profundidad medida a partir del eje x;. Nétese que
los esfuexzos postulados en las ccs 5.24 y 5,25 son los mismos que
los de Lysmer y Kulhmeyer utilizados para absorcién de ondas

superficiales.

En la £1g 26 se muestra la variaci6n de a(kz) y b(kz) para un
valor del m6dulo de Poisson V = 0,25, se puede apreciar que a
partir de un clerto valor los parémetros ay b tienden a la
unidad. Asf mismo se aprecia que existe una singularidad en

la curva correspondiente al parimetro "a", dicha singularidad
corresponde al punto donde la componente de la velocidad en la
direceién del eje x; es nula como se aprecia en la fig 26 asf
nismo se puede obscrvar que a partir de una cierta profundi-
dad los valores de las velocidades tiendena ser nulas. De lo ante
rior se deduce que los principales problemas en la-definici6n

de ‘condiciones de absorci6n par: ondas superficiales son el



tratamiento de la singula

ridad y la definici6n de una profun-
didad hasta la cual se deben considerar los cfectos de las on-
das swperficiales. Dado que la singularidad concide con el

punto de velocidad nula, la condicifn que se puede suponer en
ese punto es la de esfuerzo normal nulo. Por lo que respecta
a la profundidad Ssta se puede definir de acuerdo con la fig

26 , es decir, la influencia de las ondas superficialles se des
precia a partir del valor de z donde las componentes de la ve-

locidad tiende a ser nulas.

EL argumento anterior es solo una anroximaci6n del problema
real ya que su validez depende de que las ondas reflejadas
sean solo de Rayleigh

COLPICIENTES DE REFLEXION

onda P

Para este caso los desplazamientos u)y uy al ser expresados

en funcibn de los potenciales § y ¥ quedan de la siguiente

manera
v = 2Nt 2 5.26
EE ey
i+ 4, v i
u o w2 5.27
By I
Los dos con estos despl i se pueden

expresar de acuerdo con la ley de looke de la siguiente forma:



?n Ty Ay
SRS

Gy = (OMHG) = %y 5.28
N
- 2y 2 5.29
Oy = Glgy + ) B

Al sustituir las ecuaciones 5.26 y 5,27 cn 1as 5.28 y 5.6 ohtenaros

= rpl_—ulmwmu- —n—m.w -

_ 3%, b . 5

= sPl T N’LW.W.) 5.1
De la Ley de Snell (ref §):

{Cpcost = C, cosd casds Socmd = sawd 5.32

1 C

donde los &ngulos 6.y @' se definen en la fig 27

Al hacer A = 1, B = 0 en las expresiones para los potenciales
y sustituyendolas en 1as cos 5,30 y 5.31y utilizando la ec 5.32 se
llega a

KU - 24 oty - 826 carBrant + L= 26 cot® = Gaa/p 5.23

K 25" cosOsent + Biser'd = deadt) - amBsmd = Gy 5.3

Las condiciones’ de esfuerzo segln el criterio de las fronteras
activas eficientes estdn dadas por las’ecs 5.19 y 5.20,0 sea

Gy= - U3 42604,

_BG
!$l|pt 5.35

s . .
5= -85 (542 —agu :
[ s 5.3



Al sustituir estas ccuaciones en la 5.33 y 5.34 respectivanente

el siguiente sistema de

1= 20e0i6 - ¢ rnf  ZroosOuenl ont [N
it g 5,37
2¢cas® — cpcosh sed '~ sost 84 ey Of B

) Ls?
donde o) =y (5 + 24 - 257) ¥y ¢ =

Onda sV

En este caso se tiene las siguientes relacioncs

LBt 'wh Wy
o= - -+ .
M. _ Mm v. .
RN i

las que al ser sutituidas on las ecs 5.30 y 3.31 dan lugar a

Gy= G [g"' 4 3‘9 .1,2, - ;Xa('\{w‘f) 5.3
N
‘ kil i
C’F[sxe Gy — —-—ql.m + 2 Bi!;n} | 5.3

Para este caso la ley de Sncll se establece como sigue (ref
8
[

o0 Leout = Lot

donde 0' y. @ se definen en la figura 27

A= 0 en las expresiones para los potenciales en

Al hacer B =



las ecs 5.33 y 3.34 utilizando la ec 5.40 y reemplazando las
condiciones de esfuerzo estableridas en las ec 5,35 y 5.36 sc

obtienc otro sistema de ecuacfones:

ser'B- eodly 2o @58 - sertB + Ssend)

25 sent cond - <

2cofBrc cent  ~Lsenbeosd - ¢, [;\'l_ lsenbeosd 4 co
wnB| |8

CRITERIO DE LYSHER

- onda P

Como se estableci6 en las ecs 5.11 y 5.12 los esfuerzos estén
dados por
DGy Cyuly = oaplpy, 5.42

! . .
| Gy = Cauly = bplady 5.43

donde se ha considerado que a = b = 1

Al sustituir las ecs 5.42 y 5,43 en las 5.28 y 5.29 respecti-
vamente, utilizando las expresiones para los potenciales y la
relaci6n establecida con la ec 5.32 se obtiene el siguiente
sistema de ccuaciones

1-25%ea + 3300 2sc0sBsenl’ v acosd | [K o cos’a - L+ asen 0]

= 5.44
beost’ + st san28 - 25tcadd~baend’] {8 f5enl8 - bs s

A partir de este sistema de ecuaciones se determinan A'y B'en

funeibn del dngulo 8 y de valoics especfficos de ay b.

a1



onda SV

Procediendo de mancra similiar a la anterior, Lysner estable-

©i6 el siguiente sistema de ecuaciones

TscosBoent + beor®  cas?0 ~baend] [K] [Lcas 28 bsent
= 5.45
[ FOSIEEL: R

i
f [ ~es28 4 asent’ sen2b o s
1o .

De la misma forma que para el caso anterior se calculan A'y B'

en funcién del &ngulo @ y de valores especcificos de a y b.

En las figs 28 y 29se grafican las amplitudes de las ondas re
flejadas utilizando cl criterio de fronteras activas eficien-
tds y el de Lysmer, estas grificas se obtienen con 3olo resol-

ver los sistemas de plantcados con las

5,37, 5.41, 5.44 y 5.45

En estas figuras se aprecia que el criterio de fronteras acti-
vas proporciona una mejor absorcién:para un rango mayor de &n-
qulos de incidencia que el criterio empleado por Lysmer. Se
puede observar que si el rango de los dngulos de incidencia de
las ondas difractadas gue llegan a una frontera artificial son
conocidos, los resultados mejoran dentro de este rango, figs
30, 31y 32, sin embargo, como Se explicé anteriormente, la de-
terminaci6n a priori de este rango de incidencia requiere de
wna sensibilizaci6n con el problema lo que no es £dcilmente

lograble.



Por lo que respecta a las onda

superficiales, tambicn existe
la duda acerca de la profundidad hasta la cual deben ser con-
sideradas. De hecho,. el problema es bastante compleio ya que
se debe decidir si se consideran ondas superficiales o de
cuexpo dnicamente, o si se consideran ambas. Hasta la fecha
no se han logrado cstablecer los criterios que permitan in-

cluir de una manera formal cstas consideraciones.

In este trabajo se encontr6 que la mejor opci6n la renresenta
el considerar y restringir hasta cierta profundidad el efecto
do las ondas superficiales, Dicha profundidad dehe ser consis
tente con aquella que predice poco efecto de las ondas superfi
ciales y mas alla de este valor sustituir el criterio de absox

ci6n por el equivalente para ondas Py SV.
EJEMPLOS NUMERICOS

Con el objeto de mostrar la aproximaci6n obtenida al utilizar
el método de los elementos finitos junto con el concepto de
fronteras activas, se estudi6 la amplificaci6n dinémica de on
das SH en un valle aluvial semicilfndrico como el que se mues
tra en la fig 30-a. EL arreglo de elementos finitos utiliza-
do se muestran en la £ig 30-b. En las figs 30-c y 30-d se
grafican la amplitud de los desplazamientos contra un pardme-
tro adimensional definido por x,/a, en la primera de elias se
emple6 una frecuencia normalizada f= 0.25 muestras que cn la
segunda la frecuencia normalizada fue de 0.50. En estas figu
ras se puede apreciar que la s.lucibn numérica mejora al



considerar un cierte rango de dngulos de reflexién sobre las
fronteras activas, dichos &ngulos se fijaron con el criterio

mostrado en la fig 24.

Cabe hacer notar, que la discrepancia observada entre la solu
ci6n de Trifunac (ref 1) y la solucién numérica para cl puntoe

sobre la superficie donde x,/a

0, disminufa al modificar el
arreglo de elementos finitos en esa zona, es decir, si se cam
“ biaba el elemento finito en esa zona por dos elementos finitos
como se muestra con la 1fnea punteada en la £ig 30-b se obte-
nfan resultados en los que la solucidn cn ese punto cambiaba

hasta en un 203, sobre todo para la frecuencia de 0.5.

En la fig 31 sc muestran los primeros resultados obtenidos con
esta formulaci6n para el caso de incidencia normal de ondas P,
en este caso se estudié la amplificaci6n de un cafn simicir-
cular se comparan los resultados con los obtenidos por Sdn-
chez(ref 28). Se grafican tanto la amplitud de los desplaza-
mientos verticales como horizontales, Asf mismo, cn la fig 32
se presentan los resultados para el caso de incidencia normal

de ondas SV.

El programa de computadora gue se utilizé fue originalmente
desarrollado por Aranda y Ayala (ref 23), el cual se documen-
to y modifict para hacerlo. mas eficiente desde el punto de
vista de tiempo de cdlculo, as{ como las modificaciones de
necesarias para incluir cualquier tipo de ondas de las mencig
nadas, o sea, ondas ©, SV, SH y de Rayleigh,



0DO DEL ELEHENTO DI FRONTERA

IMPRODUCCION

En los capftulos anteriores se han presentado algunos métodos

con los cuales sc discretiza al dominio en estudio en un con-

junto de elementos (método del elemento Finito y método de las
caracteristicas) o puntos discretos (mttodo de las diferencias

finitas)

En estos métodos se presenta la dificultad de representar en
una forma apropiada las condiciones cn las Eronteras nocesa-
rias para limitar la regién o dominio cn cstudio. Dichas con-
diciones se deben definir de la mejor manera posible de tal
forma que representen la continuidad del medio y permitan la

transmisién y absorci6n de la energfia de las ondas sismicas.

Sin’ embargo, sus principales ventajas estén en la capacidad
para estudiar medios no homogéneos y problemas no lincales,

aunque el grado de complejidad es mayor (ref 29).

Ultimamente se ha desarrollado otra técnica que se conoce con
el nombre de Método de los Elementos de Promtera (ref 30) en
la cual, las funciones que aproximan la solucién satisfacen
las ecuaciones que gobiernan al problema en el dominio pero
no satisfacen las condiciones de frontera, le cual no ocurre
con los métodos formulados en los capitulos antariores ya que
en ellos las funciones que aproximan la soluci6n satisfacen

las ecuaciones que gobierneal problema y satisfacen parcial o



completanente las condiciones de frontera.

La téenica de los elomentos de frontera consiste en dividir la
superficie externa de un dominio o regi6n en una serie de cle-

mentos cn los cuales las funciones o inc6gnitas del problema se

pueden aproximar de la misma forma que en el métode de los clg

mentos finitos,

Las ventajas que ofrcce cste método son la capacidad de defi-

nir Gnicamente la superficie del cucrpo por lo cual se necesi-
ta una menor cantidad de datos para resolver el problema, sis
temas de ecuaciones mas pequefics y la posibilidad de estudiar

problemas con dominios que se oxtienden al infinito,

Por otra parte, este método es dificil de aplicar para resol-
vor problemas no homogéncos ya que las soluciones fundamentales
para este tipo de problemas son muy escasas. Su aplicacién

tanbitn es diffcil para el estudio de problemas no lineales.

FORMULACTION ANALITICA

Las relaciones de equilibrio para un cuerpo de valumen V y
Erontera S como el yue se wuestra.en la fig 3 se establecie-

ron de la siguiente forma
0
: .
n—lehﬂl-nu'-n 6.1

Para definir las condiciones de frontera se que la

‘misma estd formada por dos partes: Sy y 8, la primera de

ellas se asocia con' fuerzas de superfice prescritas y la



segunda con desplazamientos prescritos.

Las condiciones anteriores se escriben como sique

oy

(|

donde El son las tracciones prescritas, n, son los coscnos di-

3

rectores de'la normal cxterior m con respecto a los cjes x;

y u; son los valores prescritos del desplazamiento

Para encontrar wna soluci6n aproximada del problema vlanteado
con las ecs 6.1y6.2 se aplica el principio de los trabajos vir-

tuales, el cual para un cucrpo eldstico se define como

3
g gn) o -
lv\a—’:*ui-nu,y v STy ies - 6.3
- P
J T e .
donde uf son los desplazamientos virtuales y ti = (j; ny son las

fuerzas o tracciones correspondientes al sistema de desplaza~

wientos uf.

5i se integra por partes el primer término del primer mierbro
de la ccuaci6n anterior y ademis se aplica el tcorema de Gauss

se obtiene .

N ; N
o= 12 G- 6 S s - f g 1_““_ b [kl
S¢

¥ 9% 2
la que al ser sustituida enla ec 6.3y eliminando términos con-

duce a



AL sustituir en esta ecuaci6n las relaciones esfuerzo-deforma-

ci6n se obtiene

LN'H duy 3 Wl du Bu
i 12,y v
T G ) o )

T

" e

LRI 7N STV
Sg s,

METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

De acuerdo con la tcorfa del elemento finito, el vector de

desplazamientos se puede aprosimar como .
AR 6.5

donde @y = f; (%) son funciones.de interpolaci6n que satis-
facen las condiciones de frontera de desplazamiento y U) son
los desplazamientos nodales del elemento Einito los cuales

son 1as incSgnitas del problema.

AL sustituir la ecG.5en laG.4yaplicando el Método de Galerkin
ol cual establece que las funciones que se utilizanpara aproxi
mar la solucién - §;, - deben ser las mismas que definen las

funciones de peso, en este caso los desplazamicntos virtuales,

se obtiene

I T T T P
e m S w i T N P Y - p

s B
a



donde sc ila supuesto como se mencioné anteriormentc que
s =

vt Ay

Bn forma compacta la ¢ 6,6 se escribe como

Kialy * g Ug Py

donde ky, es la matriz de rigideces, my, os la matriz de masas

1m

consistentes y p, el vector de cargas Ge eada clemento finito.

51 la formulacién anterior se aplica a cada uno de los clemen-
tos finitos de la regi6n en estudio y s¢ realiza un ensawblo

de contribuciones se obtiene N

- 6.7
WK p
donde ¥ es la matriz de masas del sistema, K la matriz de ri-

gideces del sistema y P el vector global de cargas.

n6tese que esta ccuaci6n es idéntica a la 5.7 lo que difiere
es el tipo de formulacién que sc emplea para llegar a ellas.
La primera formulaci6n se basa cn un enfoque encrgatise mien-
tras que la Gleima utiliza el principic de los trabajos vir-
tuales como método aproximado de soluci6n que es el método de
Galerkin.
FORMULACION INDIRECTA DEL HETODO DE LOS FLEMENTOS DE
FRONTERA
Como se mencion6 en la introduccién de este canftulo, en este
método se supone que se satisfacen a priori las ecuaciones de
equilibrio en el interior de un cuerpo eldstico pero no se sa

tisfacen las condiciones de froutera, por lo tanto, la ¢ 6.3



se escribe ahora como

En otras palabras, las funciones que aproximan la solucién fij)
satisfacen la ecuacién diferencial de equilibrio y Gnicamente
se aproximan las condiciones de frontera. Por lo tanto, las

funciones que se utilicen para aproximar t; y u; debon satis-
facer la ecuaci6n de equilibric. Ya gue como en ¢l caso de

los elementos Einitos la aproximacién global del problema es

diffcil conviene dividir la frontera S = S5 + §, en clementos
y aplicar la ec 6.8 para cada wio de ellos. Dada la escasez de
soluciones que satisfagan lo anterior, se utiliza una superpo
sici6n de soluciones clomentales o de Green definidas para ag
clones distribuidas sobre una superficiec awsiliar que puede o

no coincidir con la frontera del cuerpo.

El conoctmiento de sol clementales que ademds de satis

facer las ecuaciones de equilibrio del sistema satisfacen al-
gunas condiciones de frontera (por-cjemplo, soluciénestdtica de
Mindlin para una carga puntual dentro de un semiespacio elds-
tico), generalmente simplifican la aplicacién de la ec 6,8
Desafortunadamente lo escaso de estas soluciones y dificulta-
des involucradas en su obtencién generalmente conducen a que
solo se utilice la soluci6n clemental para una carga puntual
dentxo de un cuerpo elistico de oxtensi6n infinita (solucién

estdtica de Kelvin).



$i se utiliza una superficie auxiliax (5,) como la que se mues
tra en la fig 33que no coincida con la frontera, el voctor des
plazamiento se puede definir como un potencial de capa simple

del tipo (ref 31)

alnd = 76l v oy ds 6.9
“a

donde

. punto sobre la superficie real

), punto sobre la superficie auxiliar

15 componente i del desplazamiento en el punto X debido
a una fuerza unitaria en la direccién j aplicada en
el punto v, (ver apéndice )

4 densidad desconocida de carga en la direccibn j defi-

nida en la superficie auxiliar

El tensor de esfuerzo asociads a Gy se pusde escribir de la

ley de Hooke como

16, %6, 3,
. R O QO AR 6.10
Tin T M E, fie 6 b e H

Por tanto, el tensor de esfuerzo @4 asociado a u; s¢ define
como el potencial de capa doble
S ™ é‘ Tiim ey ¢ (v) s 6.11
A

Para evaluar las ecs 6.9 y 6,11 es conveniente dividir la super-

ficle auxiliar §; en subregiones usando el mismo nfmero de



puntos nodales que para la frontera real, y para cada uno de

estos clementos aproximar 1a densidad de cargn &

cama

" 40 6.2

donde %1 son funciones de interpolacién definidas sobre el
elemento de frontera considerado y Dy los valores nodales deg
_conocidos de la densidad de carga.

AL sustituir 1as cos 6.9y 6.12on 6.8, se  encuentra wna aproxi-

macién para el principio de los trabajos virtuales dada por

) . " - >
J {:s;‘ T Gl Bb5gd 0y T} oas
o A

so -7} tas e
-sl{zs/ uu( k.yk)andunn u[} €jds =0
o A

Las 'funciones prescritas T, y u; se pueden representar do ma-

nera aproximada mediante funciones de int

spolacion ¢y, defi-

nidas dentro de cada elemento sobre la frontera S. Asf, para

un elemento, se tiene

donde T, ¥ U, representan los valores nodales prescritos de

las toy o P . Para un elemento de

frontera dado, la ec 6.13 sc puede escribir



v Fas -
! {x I e G s 0, -F,, T, s
o A . .15

: : 5, - bas =
-sl {L s; G5 bron) &;045 8y ol."u"} fus =0
A
"y

Nétese que si la ec G.15sc considera como expresi6n del método

de los residuos ponderados, el método de colocacidn nodal re=

quiere la utilizaci6n de funciones de peso definidas como

* o,
80y xd 6.16
* o
AEE NN

donde §; es cl delta de Dirac y x las coordenadus del punto
nodal d el elemento (puntos de colocacién).

La inclusi6n de la ec 6.1l.cnla6.15 dalugar a una formulacién
equivalente a la indirecta del mGtodo de clementos de fronte-
xra, donde la frontera y la soluci6n estén definidas en super-

ficies diferentes, esto es
o o
z sf lem oy) nmﬁjlds % - € (xk)s 0 6.17
h
a w8 .
£ al L Gy 95445 0y ule) =0
Sa
De los pirrafos anteriores se deduce que la formulaci6n numé-
rica dada por la ec .15 es general, ya que la seleccitn de

distintas funciones de peso da lugar a las diversas versiones

del método de los residuos pesados.

Dn el caso del método de Galexkin las funciones Uy y &,



an dadas por

sobre la frontera S es

P . .
v, .19
PR
R 6.20
La sustituci6n de las ecs6.19y 6.20 en la 6,15 da lugar a
5l z sf TUN(xk ) n‘“muus/\uy ds - I ¢lncmvnds -
o a
6.21
- ¥ / By (g Y] 945,07 a5 4 sf FiFiplads = 0
u y
© bien, en forma compacta, a
STy - +T U =0
2p1% * SpnTa ™ Ppas, * Fpnth .
£ 1,2, 6.22
P 1,2,

donde M es el nimero total de valores nodales de la densidad
de carga sobre la superficic auxiliar S, y M el ndmoro de gra
dos. de libertad en el elemento de frontera considerado.

La ecG.21 permite tener en un elemento de frontera vestricciones
de esfuerzo y de desplazamiento simultdneamente. Sin embargo,
si solo existen condiciones de frontera de desplazamiento, re-

sulta

- byby + :F“\l"
y-si solo existen condiciones de frontera de esfuerzo

aB * Egly = 0 6.24



El cnsamble de las contribuciones correspondientes a cada elg
mento de frontera da lugar a una ecuacién matricial similar a
la resultante de aplicar el método de clementos £initos, esto

es

L= 12,

donde las matrices Agy, Byyy ;4 son las globales resultado
del ensamble de la ec .22 para cada clemento. Nsf, para la
respuesta al problema planteado en pdrrafos anteriores que se
requiere la soluci6n de un sistema de ecuaciones lineales no
simétrico. Al resolver esta ccuaci6n y encontrar los valores
nodales do la densidad de carga, Dy, la formulacion para obtg

nar y desplazamientos en cualquier punto dentro del

cuerpo se hace directamente de la versién discreta de las ecs

6.9y 6.11,0 sea

0yt

=1 S/ LTI 6.26
A

oy ) =2 sf T 3 0908 6.27
Una alternativa para la sclu’::ién aproximada de la ec 6.8 es
considerar gue la superficie auxiliar sobre la que se definen
los potenciales de las ecs 6.9 y6.1llcoincide con la frontera
del cuerpo. En este caso es necesario considerar la disconti
nuidad de los potenciales de capa doble cuando la superficie

auxiliar se acerca a la fronteia S. El problema ha sido



tratado por Cruse (ref 31), encontréndose que el potencial de

capa simple no se modifica, es decir

uplx) = s/ 013 Ogay 1y y)ds 6.28

sin embargo, el potencial de capa doble tiene una discontinui-

dad enla frontera $ medida por
XS ¢
[aim ER IS v.k)] iy = 28 Ox) 6.29
o sea que lacc 6.11 setransforma en
Oralxgtn, = ijlxk) +sl Tum(xk.‘/‘)n d.{x Yds 6.30

m K
donde

8= 631

3 e Yy * %, desde ol interior del cuerpo
1
z

51y, % desde el exterior ded cuerpo

Como en el caso en que la superficie auxiliar no coincida con
1a frontera §, las ecs 6.28y6.30proporcionan una solucién exac
ta para u; y @, . Los errores que puedan existir son debidos

a la aproximaci6n de la funci6n d;(x,) como una funci6n seccig

nalmente continua,

Tratamiento do fronteras infinitas
Una situaci6n un tanto comn en la formulacién numérica de
problemas de geomecénica es la existencia de regiones limita-

das por fronteras que se extienden a distancias tales que

hacen impractica, y hasta en ovasiones imposible, la

licacién



directa de métodos discretos de solucién del tipo del de los

elementos de frontera.

Esta dificultad, que también aparece en las aplicaciones del
método de los elementos finitos, se puede resolver al cmplear
elementos de frontera especialmente disefiados para modelar

condiciones al infinito.

En el presente estudio sc opib vor usar clementos de Erontera
del tipo de los de la ref 32 en aplicaciones del método de los
elementos finitos a problemas relativos a propagaci6n de ondas.
Una geometrfa tfpica para un elemento de frontera plano, aquf
denominado seminfinito se presenta en la fig 34, FBste tipo de
elemento se conecta a los clementos de frontera convenciona~

les a lo largo del lado x, = 0.

De igual manera, para elementos finitos las funciones do inter
polacién pueden ser las definidas por polinomios de Lagrange.
Con objeto de garantizar que las integrales de la ec 6.8 tien-

dan a un valor finito, es 1 Ltiplicar las

de interpolacién por funciones con comportamientto asintético.
Por ejemplo, las funciones de intexrpolacién para un elemento
de frontera como el de la £ig 34 se pueden definir como una
combinacién de polinomios de Lagrange en direccibn %, y fun=
ciones de interpolaci6én definidas a lo largoe del eje ¥y como
(ref 33) .

'"' bl Mﬁl o - a0

b -l

i)

{no suma) 6.31

=12,




donde L es un parfmetro que mide la rapidez con que docae la

funci6n exponenctal.

La funci6n de interpolaci6n para i = N se obtfene do

-1
L EREE 6.32
i=1
En el Apéndice Bsc presentan las funciones de interpolacién
asociadas a un clemento seminfinito plano como el de la fig 34
Para elementos de forma distorsionada es posible definir una
representaci6n paramétrica similar a la emplcada en los ele-

mentos de frontera convencionales.

3.4 Equivalencia del método de Galerkin y el método de Colo-
cacién Ortogonal

La evaluacién analftica de las integrales de la ec 6.21 no es

prdctica por la complejidad de los ntcleos y la posible irre-

gularidad de la regién de integracién. Una forma altexnativa

de formular numéricamente el problema es utilizar las ideas de

integraci6n numrica comfinmente cmploadas en el método de los

elementos finitos (ApéndiceC ).

" La integracién numérica de la ec 6.21 se obtiene de remplazar
las integrales sobre S y S, por sus cuadraturas numéricas. Si
se considera solo la integracién numérica sobre S, resulta

¥ Tl Yid 05 01050, 0, GENS - o1 ()0, GENFT -
A 6.33
IO Y 95 (n 0950, G + 0 e ORIV, = 0



donde el superfndice o indica el punto de integraci6n considg

rado y W% el factor de peso correspondiente.

Por simplicidad la cc 6.33 se puede cseribir en foma compacta

o o a0
£1500% 1 KN = 0, GRIT 81 LI - .
. o u o, oy
Funk@w(xk)w »q;i"(xk)u"élp[xk)\w =0
donde
a
Eg =1 s[ T”m(xk,yk)nm¢jL(yk)dS 6.35
A
' o
GRLIPAALY 6.36

H6tese que el nfmero de operaciones involucradas en la aplica~
ci6n numérica del método de Galerkin es excesivo. [sta desven
taja, sin embargo, puede ser superada si en voz del método de
Galerkin se emplea otra modalidad del método de los residuos

pesados, conocido como colocacibn ortogonal (ref 34),

En ese método las funciones de peso son deltas de Dirac evalua
das en puntos correspondientes a los ceros de los polinomios

de Legendre, que para elementos de frontera regular coinciden
con los puntos de integraci6n Gausiana, x . Para clemontos se-
minfinitos los puntos de colocaci6n son los ceros de los poli-

nomios de Laguerre (ref 34).
La aplicaci6n del método de colocaci6n ortogonal en la ec 6.15

conduce a



s{,{z sjA im0k YiIna 1o 0,95 D = ¢4, 0007, ] 60, - xas -

6.317
-d { £ 6 Uiy (450, = 0, e, } 60 - das w0
0 Sa
o sea
o a. -
zsf T ey by Vi85 0y = 8t ) Ty
A 6.38
o
-25/ G5 Cmand ¢y (y,)d50g + &y (xy)Uy = ©
Finalmente, de las ecs 6.35 ¥ 6.36 se obtiene
. a o
Ergle = finl0) Ty o PPy~ dinlxd U= 0 6.39

que es equivalente a la ec 6.34 resultante de la integracién
numérica en el método de Galerkin. Este resultado es impor-
tante, ya que si los errores de cuadratura en la aplicacibn de
la ec 6.34 son pequefios, los resultados del método de coloca-
ci6n ortogonal son los mismos que los de la aplicacién direc-
ta de la ec 6.21, esto ¢s, un mismo resultado con un esfuerzo

computacional menor,

3.5 Tratamiento de singularidades

La aplicacién del mtodo de los clementos de frontera presen-
ta dificultades cuando la soluci6n aproximada se construye
sobre una superficie auxiliar que coincide con la frontera en

1a cual se utiliza la discretizaci6n, ya que al coincidir los



puntos x y ¥, los integrandos de las ccs G.9 y 6.11 presen
tan singularidades. kEstos integrandos son cn general diffci-
les de integrar analfticamente, por lo que s necesita una In

tegracién numérica de cllos.

Lachat y Watson (ref 35) presentan un algoritwo que permite

una integraci6n numérica de estas singularidade

sin embargo,
su procedinients es diffcil de implantar en un programa de
computadora; ademis su aplicaci6n requicre un gran esfuerzo

computacional.

Tomando en cuenta la simplificaci6n que se introduce al em-
plear-el método de colocaci6n ortogonal como cl equivalente a
1a aplicaci6n numérica del método de Galerkin, es factihle in
tegrar numéricamente de manera simplificada las singularidades.
Bsto se logra si una vez definidos los puntos de colocaciSn,
1a integraci6n mumérica de las soluciones aproximadas se efeg
da con reglas de cuadratura de orden superior a la necesaria
para lograr la equivalencia del métode de Galerkin con el de
colocacién ortogonal, a-fin de que los puntos de colocacién

(donde se 1as ularidades) nunca coincidan con

los alai numéri

Esta manera de integrar resulta més sencilla qué la propuesta
en la ref 35; sin embargo, es necesario veriffcar su efectivi

dad en el programa de computadora



FORIULACION DIRECTA

EL principio de los trabajos virtuales para un problema clas-
tico-lineal se cstableci6 en el cap$ y se escribe de 14 si-
guiente forma

2ay

4 By - pug i

= - .
o ‘55' PSTLEE

s o g

Si se considera que las relaciones desplazamicnto-deformacion
y las propiedades del material son linecales y se integra por
partes se obtiene

g x .
Baday = [puiiipdV - [Gyy2dv =¢ frp a8 - fugulfas -
: jv o fpuiiic [I 15 1”“\ (g‘ 9 - |

85 « [y —uply 45
v ° Su

y considerando que s =

o * S » entonces,

Jebadio pad G gy epav = <[l —fTndis 4 fiae-wp G5 540
N u % Su

s

.+ 81 se utiliza la siguiente relacién

y\’aij SV = ff‘i ejav = I\g?;.‘;,‘i;. av

y s€ integra por partes la ec 6.40 seobtione

.
n . B0y N . N e g
- s 28ugyav = fuiuids — fRad o w[apeas -
R 'jvla,\n putug4 e ui) fs\.u' fsqx ls\‘. T

y finalmente
Jee W iV = feids — s — facas - fuies
H M o S Su S

51 se'considera como soluci6én fundamental el valor de los des,

plazamientos virtuales uj de tal forma que se satisfaga la



siguiente ecuacién

donde A; @s una funcidn Delta de Dirac y vepresenta uma car-

ga unitaria aplicada en 1y en direccién k

Dsta ecuaci6n tiene la siguiente proviedad

A% i ' ! 36 _ 5y 6 Ay up dv
200 oWt 4 A w9V = [(SEL - pBhug e + A ) W
!‘4 2%} tl L Ls\; IV v

= SpaibwdY + u

i 26}
B v &

donde ul es el valor desconocido de u en el punto donde se

aplica la fuente o carga, o sca, s el desplazamiento en 1 en

la direccién k.
De lo anterior se deduce que

W o
26 (V=
Iv(ﬂ\s SpE Y = )

_pox 1o que la ec 6.40 se transforma en

uwox
M

(05 ds  fuptios = (R dV fuudds o fi
N “ v S t

o en general

‘u"‘ + fuiyds =

Los valores de uj y t} son los desplazamientos tracciones ori

ginados por una carga concentrada que actGa en el punto 1y



en la direcci6n "k".

51 se consideran cargas concentradas unitarias actuando en las

tres direcciones, la ec 6.41 se escribe como

wr fu g ds

Loy ds v j:.f; 3; Qv .42
donde W&y son los valores de los desplazamicntos y tracciones

en la direcci6n "i"

debidos a fuerzas unitarias actuando en
la & Ky sus

se en el ap&ndi-~
ce A . Notese, que esta Gltima expresi6n es vdlida para’ cual
quier punto dentro del dominio V. Con el objeto de formular el
problema como uno de frontera, se debe cansiderar que el punto
1" estd sobre la frontera, aunque, en general, la ec 6.42 se
puede escribir para un punto como

Tepul e fuitiy 9 = [ aleds + fug By 6.43
s s v

donde el valor de o, depende de la localizaci6n del punto. Se

ha demostrado (ref 35) que ¢, = 1 para un punto interno,
) = 0 para un punto externc y ¢, = 1/2 para un punto sobre
una frontera suave.

En forma matricial la ccuacién anterior se escribe como




donde u, t, B son los vectores de’ de:

lazamiento, de traccio-

nes superficiales y de fuerzas de cuerpo respcctivanente y

Wy oy uy

La ec6.44 seaplica sobre la frontera del dominio en ostudio,

la cual se puede considerar dividida en clementos y aproximar

los vectores u y t utilizando las funciones de interpolacién

4%, o sea

donde uj ¥ tj son los valores desconocidos de los desplazamien
tos y tracclones en los nodos del elemento, los que son simi-
lares a los del clemento finito, solo que este caso los nodes

y los elementos solo estan Gnicamente sobre la frontera S.

Por lo tanto, laec 6.4ise descretiza como

M
= 'i(]\g g'dsyy + 2fur g av
A% s

g
3¢l dsyy,
welilre

dondeN es el nfmero de elementos de frontera y M es el ndmero

de celdas o regiones internas sobre las que se doben calcular



las integrales para las Fuerzas do cuerpo y Sy ¢s la superfi-

cie del elemento

Generalmente la integracién de estas ecuaciones es numérica y
las funciones de interpolacién que se utilizan son las mismas
que las cmpleadas en el método de los clomentos finitos. S5i
se realiza la integracién de la ccvaci6n anterior para cada

nodo se obticne

DA .
ciup v 2 Hguy + 8y = 36t
m

E i R 6.45
: ygw + 8 = 365
donde g, ﬁ‘j para i # 3, gy = ﬁi] *epparai=j B oes

el resultado de realizar la integral sobre el dominio V y n

es el nimero total de puntos nodales.

En forma matricial la ec 6.45 se escribe como

HU+8 = GT '
y al reordenar términos y colocar todas las incégnitas del

lado dzquierdo se llega a

donde X es un vector que contiene los valores desconocidos de
Uy tyaque de los n puntos nodales, ny tienen como incégni-

tas los valores de ty n, tienen como incognita los valores



deuyosea, n=n, +n

Al resolver este sistema de ecuaciones se conocen los valores

de u y q en cualquicr parte de la frontera y si sc desea cal-
cular los desplazamientos en cualquier punto interno del domi

nio se utiliza la cc 6.43, queddndo

ol b ds = il ds v Jerudv

Asf mismo, para el chlculo de los esfucrzos en 105 puntos in-

ternos del dominio se aplican las relaciones csfuerzo-despla-
zamiento obteniéndose

R

.
Gj= [261" S a""— v G\n""‘ - 9—‘{"‘—J}u s .
e

20 g W
1-2 ¥,

26y 5 My 4 G(__J,\\ uuﬂ 5, dS
Hr-av B D

En la actualidad, se estan formulando los programas de compu-

tadora para ambos casos, o sea, tanto para el método directo
como indirecto.



APLICACION ASINTOTICA DEL METODO DE LA INTEGRAL DE

RONTERA

Debido a que la definicifn de fronteras ficticias en el estu-
dio de problemas de extensién ilimitada (como lo puede ser el
de difracci6n de onda en depSsitos de suelosino se ha podido

lograr de manera exacta con los métodos presentados en los ca-
pftulos 3, 4 y 5 o5 posible con el método de la integral de

frontera definir condiciones matemiticas que clfminen la uti-
1lizaci6n de fronteras ficticias y aproximen la extensifn infi-

nita de los dominios considerados.

A manera de completar este trabajo sc presenta la forma de
aplicar esta idea al método de la integral de frontera a la
ccuacibn escalar de onda, obteni€ndose como primera aproxima-
‘ci6n la condicién de radiaci6n de Sommerfeld. Dicha aproxima
cién se obtlene utilizando las funciones de Green, asf mismo,
se presenta la derivaci6n matemitica de una segunda aproxima-

cién utilizando estas mismas funciones.

En los siguientes parrafos se presenta el desarrollo matemd~
tico para la definicitn de las fdeas expuestas en el parrafo

anterior y finalmente se las solucion

les para el caso de ondas P y SV a partir de las cuales se po
drfan obtener las condiciones de radiacién cn los elementos

de frontera para este problema



Para ondas arménicas la ccuacién escalar de onda se rransfovr-

ma en la ecuaci6n de llelmholtz al separar la dependencia con

respecto al tiempa, o sca de la oc 2.9 se obtiene

Ve Ruz 0

Transformdndola a coordenadas polares queda como

2 s A s
donde r y © estan dados por
r‘ \(‘»Jl
8 = tad'(4/x)

Para encontrar la soluci6n de esta ccuacidn, se aplica el mé-
todo de’ separacién de variables, o sea

wiry 0y = VonTehy = YT

entonces

d6*

por 1o tanto la ec 7.1 queda corio

1oav L a7
TrraTtw s

Vo VT = 0

art

manipulande algebraicamente se llega a

8%y, av By 21
AN S Y 41 [ )
ErS TS . _d4%
N T H

Consiiderando solo la parte derccha de esta ccuaci6n se tiene
4

L 4+ 0T =0



la que admite comd soluci6n

= Aven nd + Boenb
donde Ay B son constantes arbitrarias

Considerando ahora el micmbro izquicrdo de laec 7.2 se tienc

+r‘di‘l P S A

y si hacemos x

kr se obticne la siguiente relaci6n
PR
L

FRVEEE ]

mejor conocida como ecuaci6n de Bessel, la que acepta como so

uciones funciones del mismo nombre de primex

y segunda cla-
se (I (kr), ¥, (kr) ) y las funclones de Hankel de primera y

segunda clase (ref 36). Si se escoge como soluci6n la funcién
do Hankel de orden cero y primera especie,n;” (kr), vy la de-~

pendencia con respecto al tiempo como exp (iwt) donde i = {=1'
se satisface la condici6n de radtaci

n, o sea, si se conside-

ra que r—soo ,

Mtk espiuty = [ankr\»f i“lnu.-;”uw\_;um\]

7 LI v 2y T [conat — teen it
; [l o ]t ten]
i fmeee illv-—}-nj\rl



@
Ho (hryexp ciwty up;(hr—%—wt)

The

1a cual es la representacién clisica de una onda que se aleja

en la direccibn que aumenta r, o sea, f(r - ct).

Por lo tanto, la soluci6n fundamental de la cc7.l estd dada

por {ref 37)

oy 7.3

s

Para el estudio del problema de propagaci6n, SuLONGamos que

tenemos una regibn R, discretizada con elementos finitos y una
regién R, que se extiende al infinito en cualquier direcclén y
una superficic § que une a ambas (fig 35), entonces, si aplica
mos el principio de los trabajos virtuales emlacc 7.1y consi-
derando como desplazamicnto virtual la solucién fundamental u*

e integrando en todo ol dominio R = Ry + R, se obticne
Simtu 4 ¥ utaR = 0
R i

la'gue al ser integrada por partes dog veces como se mostré

en el cap 6 nos lleva a

[Su».‘-g%- - ¥ upasee . 7.4



donde n es la normal exterior a la frontera S (ref 7).

Sustituyendo lnec 7.3 en la ec 7.4

;[1 Hoo

%’l.;.l;’*:'«lwx]u]tsz 7.5

51 se considera que r =~ n, entonces el segundo término de la
ecuacibn anterior se modificard

JCI IR\
N

por lo que la ec 7.5quedard como

" o
. Dy Bu g BHdkn N
“;‘[Hg W 2w g Jérqulae 0

Empleando las f6xmulas para las derivadas de las Eunciones de
Bessel y las relaciones entre ellas (ref 3§) se puede estable

cer

IO 1 gy - e
otkn T M e = R G0
expresi6n que al ser sustituida en laec 7.5 nos conduce a

HJS[[H‘;U.X 2]« []]:“LLn]u]dS 2o 7.7



Una de las propiecdades matemAticas de las funciones de Hankel

es su expansi6n asintética, o sea

e = [

[Prosum ~ i Qo ks Jexp icin-

[P s - 1Qo ] np i 57

donde P y Q son los polinomios con los que Se cfectfa la ex-

pansién.

si se considera como primera aproximaci6n Gnicamente los ele-
mentos de la expansi6n donde aparezcan términos de primer or-

den y se sustituyen en la ec 7.7 se llega a

‘ L
f - B

k) - 3i)uds = 0
Bkr
y si adends se considera que r es muy grande

T 7.8

expresi6n mejor conocida como la.condicién de radiacién de so-
nmerfeld (ref 37), Si por otra parte se hubiera considerado
como soluci6n fundamental la funcién de Nankel de orden cero

y de segunda especie (ref 37), o sea
L
s -k

y la dependencia con respecto al tiempo como exp (i wt) se

llegarfa a la siguiente expresion




-0 7.9

que se conoce como la condici6n de absorcitn de Sommerfeld

(ref 37).

Anbas expresiones (ecs 7.8y 7.9 tienen un sentido Cfsico, con—
siderando por ejemplo la dependencia con respecto al tiempo
como exp (- iwt), la primera de cllas establece que las ondas
no son reflejadas por la regién exterior Ry, mientras que en
1la segunda so establece que todas las ondas convergen hacia la
regi6n interior Ry, s decir, cada wna de cllas estd asociada

con un problema exterior e interior respectivamente.

Como se mencioné anteriormente, en el estudio del problema de
propagacién de ondas se prescnta el problema de modelar mate-
miticamente las fronteras del dominio por lo que la condicién
en la frontera 5 serd la que sc define con la ec 7.8

o sea, la condicién de radiacién.

Hanipulando algebraicamente con la ec 7.8 se puede llegar a la

siguiente expresi6n

N ca ks i = 22K o
3n V4 [ZTTE
lo que se transforma en
2 2 ike - A 7.10



si r es grande

Al comparar esta ccuaci6n con la fue se obtiene coro condicién

ransmisora para una onda cilfndrica ijue abandona

de frontera
una regién (ref 38) se ohserva cierta similitud, por lo que se
infiere que la condiciGn de radiaci6n en’ la frontera del domi-
nio discratizado con elomentos finitos cstd asociada a ondas
cilindricas.

i ol problema cstuviera definido on el dominio del tiempo se
tiene que la ecuacién de propagacisn en coordenadas polares so

escribe como

en este caso la soluci6n estd dada por

u = fo,tigm {u'-cug(“)

Tseng y Robinson (ref 38} demuestran que la condicién de fron-

* tera transmisora estd dada por

2

or

Hétese la similitud entre las ecs 7.1 y 7.11, Sin embargo Tseng
y Robinson emplean el método de las diferencias finitas para
resolver el problema de propagacin, siendo la estabilidad y

' 1a convergencia los problemas mis serios que presenta su for-
mulacién,



Si ahora como segunda aproximaciSn se consideran 10s términos
de segundo orden en la expansién de la funci6n de fankel, la

condicién de frontera queda como

w138 | (et pag -

FR S T L
I tein Lot 4 1o

n 16b Wt 4 snh K v 8L |

Se puede apreciar en esta expresiGn que ol hecho de conside-
rar que r es grande no impliva que se puede daucir de manmera

sencilla la dici6n de Erontera transmi para ondas ci-

lfndricas ademds, el calculo de esta expresién implica un poco

mds de tiempo de computadora.

De la misma forma que el desarrollo anterior se pueden estable
cer las condiciones de radiaci6n en los clementos de fromtera
para el caso de ondas Py SV, para ello se considera como so-
lucién fundamental la respuesta de un medio infinito eldstico
e isotrfpico a una fuerza arménica concentrada en un punto
(ggf_m, o sea

[‘I‘ Sk 4

1"‘!(:1

2y [ g B 3]
rx[' ] st,a,l n)

L2 3K B e,

ERTERD




donde las funciones Y 4 se defincn como

fusr =
KUy - 2

K, son funciones de Bessel de segunda clase y de orden v ,
G4 ¥ €, son las velocidades de propagaci6n de las ondas P y
SV respectivamente, §; es una delta de Kenocker y p cs la

densidad de masa.

El procedimiento analftico istirfa en sustituir estas ex-

presiones en la ecuacién del trabajo virtual y hacer el desa-

rrollo matemtico correspondiente; dado lo extenso de estas

expresiones y lo tedioso de este procedimiento finicamente se

ha planteado ¢l problema.



CONCLUSTONES

En este trabajo se estudiaron varies métodos para modelar nu-
néricamente depbsitos finitos de suelo considerando al mismo
como un medio eldstico, homogénco e isGtropo. Se supuso cono
cido el tipo de onda incidenteyla direccibn de propagacién.
La formulacién al momento est restringida a ondas incidentes

planas.

Se present6 la formulaci6n numérica y analftica del problema
de ampliffcaci6n dindmica a partir del método de las diferen-
cias finitas, del método de las caracterfsticas , del método

del elemento finito y ol mGtodo de los elementos de frontera,

e la misma forma se las condict de absoreién
necesarias para la minimizaci6n de las reflexiones artificia-
les en las fronteras ficticias, asf como también las condicig

nes para resolver cl problema de medios con estratificacin,

Se encontré que las principales limitaciones que vresenta el
método de las Qiferencias £initas son la modelacién de fronte
ras e interfases curvas y la densidad de puntos requerida

para logra una buena aproximacion.

El método do las caracterfsticas presenta también la dificul-
tad de modelar dominios con Eronteras curvas, Para la utili-
zacién de alguno de estos dos métodos se reguiere una gran

cantidad de tiempo en la preparacién de los datos 1o que im-

plica un aumento en el costo @o aplicaci6n de los mismos.



No obstante que los rosultados obtenidos con el método del
clemento finito indican una cxcelente aproximaci6n, no s pug
de considerar a este método como el que propraciona la mejor
solucién para este tivo de problemas ya que no sc debe olvi-
dar que atn no ha sido posible definir de manera exacta condi
ciones en fronteras ficticias requeridas por el modelo. De
igual manera existen dudas acerca de la influencia y contribu
ci6n de las ondas superficiales y de las ondas de cuevpo y de
los efectos que pucden ocasionar al incidir en las fronteras

ficticias,

Es de importancia mencionar que 1os resultados obtenidos de
un andlisis con clementos finitos dependen fuertemente del
tipo de elemento y de la discretizaci6n empleada. Una concly
s16n de este trabajo es que el uso de clementos cuadrangula-~

res con 4 nodos parcce ser el mas adecuado.

Un punto de importancia es la definicibn del nGmero de ele-
mentos por longitud de onda; 1o cual estd intimamente rela-
cionado con el tipo de matriz de masas (consistente, concen-
trada o una combinacién de ambas) empleada. En gencral los
resultados hasta ahora presentados en la literarutra son co-
rrespondientes a frecuencias bajas de poco intercés en inge-

nierfa sfsmica.

Es necesario explorar frecuencias mas altas lo que implica
ivestigaci6n adicional para definir cual método de los aqul

discutidos es mejor. Cabe hacur notar que el tiempo de



computadora empleado para el andlisis de estos problemas cuan
do se utiliza el método del elemento finito es bastante wenor

comparado con ¢l obtenido con el de otros métodos.

bada la complejidad que tienc el problema de amplificacién di
némica eh depésitos de suelo de extonsi6n infinita os posible
extender las fronteras al infinito utilizando clementos de

frontera de extensi6n semi-infinita, con los cuales se aproxi

men las condiciones de i on parrafos ante

riores, sin embargo, como se estableci6n en el capitulo 6 esto

implica un alto grado de dificultad numérica.

No obstante el empleo de la analogfa entre el método de
Galerkin y el de colocaci6n ortogonal actualmente se esta os-
tudiando la posibilidad de utilizar elementos de frontera en
una frontera ficticia y aplicar las expansiones asintéticas
para la solucibn fundamental con lo cual se chticnen condicigo

nes de frontera locales cowo se discutid en el capftula 7.

La conclusibn general de este trabajo es que la utilidad de
estos métodos solo se podrd verificar a través de registros
obtenidos en el campo. La informacién hasta ahora disponible
no es suficiente dada la incertidumbre en los pardmetros que

definen la excitaci6n sfsmica.
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APENDICEA. SOLUCIONES ELEMENTALES EN LA TEORIA DE ELASTICIDAD TRIDINENSIO,
NAL

Tas soluciones elemontales o de Green en la teorfa de la elasticidad lineal
Son generalmente escasas. Sin embargo, existen on la teorfa tridimensional
s 3oluciones de gran utilidad en la aplicacisn del método de clementosde
frontera: 1a solucién de Kelvin y la solucidn de Mindlin (ref40).

La de Kelvin es la respuesta al problema de una carga concentrada en un pun

to dentro de un cuerpo clistico lincal hemoglneo e isbtropo de extensitn
dnfinita (f£ig 36). Esta solucién se escribe

EE,
[OLE Wﬂ—{;‘}é—, [(3 W) 6y +il]

) {12
Tkt = gy [T")x (8 4 800+ 6,0,

n__‘J‘_]

donde

Er=lyp ~xp




ety s ) Gy )

65 delta de Kronecker
€  médulo de elasticidad
v relacién de Poisson

E1 significado de las otras literales se ilustra en 1a fig 36.

A partir de 1a solucién de Kelvin es posible encontrar la solucidn para una
carga concentrada en un punto dentro de un semicspacio cldstico (Eig 313,
En estc caso la solucién, conacida como de Mindlin, satisfaca condiciones
de traccién nula en la frontera, con lo cual basta que en.la aplicacién del
. método de los elementos de frontera o problemas como i del cafen , la iz

cretizacién solo se requiera sobre el mismo.

El campo de dosplazamlentos y de esfuerzos para la solucidn deMindlinse
escribe para el caso do una fuerza de magnitud unitaria en la direcci®n X,
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donde

G mBdule de cortante
¥ relacién de Poisson, y el significado de las otras literales se ilug

tra en la figura 3.

1as soluciones correspondientes a fuerzas unitarias on las dirccelomes xz y

X3 8¢ encuentran por ejesplo en 1a ref Wi,

Para un medio estratificado que consista en capas paralelas, el uso on el
nétodo de los el

ntos de frontera de una solucidn olemental que satisfa

g9a las en las inplificorfa ol problema, ya que o

sorfa necesario utilizar elementos de frontera sobre ellas. Esta tipa de
soluciones pueden derivarse si se usan mftodos de trasfommadas integrales

como los de la ref 4| .



APENDICE B. FUNCIONES DE INTERPOLACION

ZLa reprosentacidn iscparanétrica de la geonctria do un clemento de fronte

ra se puede lograr si se utilizan las ideas correspondicntes desarrolladas

en el método de elementos finitos. Asf, un elemento de frontera isoparant

©rico es uno en que las funciones de interpolaciGn que definen la variacidn
t; son las mi las quo se

de los despl [1%%
utilizan para definir su geometrfa (ref?Z}. Con un elemento coro el de 1a
£1g B a se puede demostrar que as funciones de interpolacién del tipo
Senendipily son adecuadas para definir la variacidn de desplazamientos u;
/0 tracclones t; sobre un elemento de frontera como el quo so muestra en
1a fig Wb sL Ly = 1

En general, la variacidn de los desplazamientos y/o tracciones sobro un ole

mento de frontera plano sc escribe como
uy (&) = R (e
£ (8) = W (@)

donde

o

H7(E)  1as funciones de interpolacién

UF 4T} 1o valores du los desplazani :
1Tt os desplazamientos y de las tracciones en el -
nodo a de cada clemento de frontera

las coordenadas intrinsccas del alemento,

g,



Para una variacibn lineal, a = 1,2,3,4

W O ) )
Wom b (-6 Ok )
W (-6 (- E)
W ) (1 g

Para una variacién cuadritica,a = 1,2,3,4,5,6,7,8

Wk (14 E) (B (G B - 1)
. W (0= Ba) (34 ) (Eu % & o)

NS m k(1 -6 (1 - Ea) (-By - £ 1)

W e (e g) (- B (B - G - 1)
[ SRR SRR~
W) (-
Wk (-8 (-6

b

i W e - ) -6
. f

54 o1 elemonto do frontera considerado no es plano, lag funciones de inter

polacin sc como casos de las a
los elementos tridimensionales a los que se van a acoplar. Asi, por ejemplo,

B4 el acoplamiento ocurre en la cara del clemento tridimensional §3 = -1
(£ig 392), bastard sustituir el valor anterior de €3 en las funciones de
el elenento

uando se utilizan clomentos de frontera seminfinitos, 1as funciones do inter
Polacibn se obticnen al combinar las Euncloncs definidas en la ec 6.31 con
103 polinomios convencionales de Lagrange en la direccibn Xz , X3 ¥ se obtis;

- nen las co tes a elementos que se extienden al $nfi



nito en la direccidn x1 , esto es
WK L R Ee % L g
i [ 1 [

e " .
donda Mi‘ son las funcioncs de interpolacidn en la direccidn que se extien
de al dnfinito y N , W7® las funciones do interpelacion en la diroccisn
X2,%; ; Taspectivanente.

Como ilustracibn,a continuacidn se derivan las funciones de interpolacidn

para un clemento rectangular como ¢l de la fig 3Be.

En la direccién xi

n-1 3
o
RN 1 (_3_::_)
v

Enla direccifn xz
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donde los superindices indican el nodo al que ostd asociado la coordenada.



APENDICE C. INTEGRACION NUHERICA

La evaluacidn numérica de las integrales que aparccen en los mLodos de los

elenontos finitos y de los clementos de frontera puede hacerse cficientems
te con 1a férmula do cusdratura de Gauss-TLegendre, due en ol caso unidimen

slonal se escribe
' n
[ X owiE e, ) €n

donde
M, factores de poso
£, coordenada del punto de integracién

A nfinero de puntos de intogracién
€, crror
1os factores de peso y los puntog de integracidn se cacogen de tal mancr.
que la férmla es exacta cuando F(E) es un polinomic de grado menor que 2n.

Las a biy tridi se ep
cuentian al conbinar 1a cc C.1 para el nimero de dimensiones. Por ejemplo, la




anal resulta

cuadratura bidimer

s

v n
S EGg,n)didn = o flE ) ©.2)
214 g BTy

T

Cuando ¢l imite superior de integracidn es infinito, cono en el caso de
las integrales que aparceen en la fommulacién do los clomentos de Erontera

del tipo

seminfinitos, esto o5, integral

5 fan ©.3

su cvaluacion nunérica en la direceitn que tlende a infinito se hace al en

ac i de Ga rie, © sea

plear e1
o n
Lo (F(x)dx = DA T} +E (©.h)
: i i ey

con factores do peso y puntos e integracidn derivados de los polinomios de
Laguerre, La integracién en la otra direccidn, al ser con limites finitos,

clisico de N

56 efectfa con el

Los puntos de integracién y los factorcs de pesos para las cuadraturas de
tabulados en 1a ref 42 pa

¥ de s se

ra diforentes valores de n.
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