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. ~J!!'_RODIJCC ION. 

IJno de los sistemas din~micos que cambia probabi.l!sticamcnte 

en el tiempo es representado por los denominados cadenas de 

Markov. La importancia de dicho sistema radica en las pro

piedades anal!ticas y resultados asint6ticos qu~ presenta 

as! como en la simplicidad de su interpretaci6n probabil!s

tica y la aplicaci6n que tiene a diferentes ramas de la 

ciencia. 

En los sistemas de Cadenas de Markov, el estado en un insta~ 

te o perfodo n, se denota x(n), y representa la informaci6n 

relevante del sistema. Por ejemplo, en una presa, el esta

do del sistema podrfa ser el nivel de agua al inicio de un 

perfodo de producci6n agr!cola o bien, en un sistema finan

ciero, el estado ~s la cantidad de dinero en efectivo que 

se dispone más el valor de los bienes al principio del peri2 

do lectivo. 

En sistemas dinámicos que cambian probabilfsticamente con el 

tiempo se desea determinar el comportamiento de la sucesi6n 

de estados {x(n)} cuando se aplica una polftica de operaci6n 

sobre el desarrollo del sistema. Idealmente, lo que se de

sea es asociarlo con cada decisi6n efectuada en el sistema, 

en el periodo n, un costo o beneficio determinar aquell,a P2 

lftica que minimice costos o maximice beneficios. 



Una cl~se importante de sistemas din&mlcoa denominados de de 

cisi6n markovianos, por las reglas de cambio probabilístico, 

han siuo estudiados en la 1i ter a tura desde la d~cada de los 

sesenta por Dlackwell y Howard. El primer autor forrnul6 ma

temáticamente el problema mientras que el segundo propuso un 

m~todo de soluci6n que resulta sencillo y elegante. El pro-

blema resuelto se denomina programaci6n markoviana con des-

cuento. Posteriormente, se ilustr6 la relaci6n de los m~to-

dos propuestos por Howard y el concepto de mapeo de contrac

ci6n, con lo que m~todos alternativos, computacionalmente . . 

fueron propuestos y aplicados a una extensa variedad de pr~ 

blemas reales. 

Una de las dificultades del proceso de decisi6n markoviana 

con descuento es la justificaci6n del factor de descuento. 

Es por ello que se propusieron nuevos modelos que rescataran 

las propiedades y métodos de soluci6n del primero, sin te-

ner la restricci6n de dicho factor. Esto di6 lugar a pro-

cesos de decisi6n markoviana con costos especiales, esto es, 

costos negativos o bien costos positivos. En ese formato 

se formulan una clase importante de problemas que habían 

sido estudiadas de manera aislada en la literatura como pr~ 

blemas de paro 6ptimo, teoría de apuesta, reemplazo de equ! 

po y otros. 

"• • 



En este trabajo se formulan y analizan los procesos de deci

si6n markoviana con costos especiales. El prop6sito del tr! 

bajo es la justificación del análisis de tales procesos bajo 

un mismo m~todo de an51isis, mapeos y de contracción y pro

gramaci6n dinámica. En particular, la existencia y caract~ 

rizaci6n de soluci6n se ef ectaa mediante el nuevo enfoque 

de !atices. Los m6todos disponibles de busqueda de la sol~ 

ción, tales como m~todo de aproximaci6n sucesiva, mejoramie_!l 

Lü ~e políticas y programaci6n lineal se discuten y analizan 

L~~~ los marcos te6ricos de la existencia y caracterizaci6n 

establecidos. Par.a.cada caso de costos especiales se indi

can las restricéiones de aplicaci6n para los métodos consi

derados. Ejemplos ilustrativos se anexan. 



. 4. 

Este trabajo se desarrolla como sigue: el primer capítulo 

dencribe las bases metodol6gicas de análisis de una cadena 

de M.1rkov con especial 6nfasis en las propiedades asint6ti

cas de la matriz de transici6n. El capítulo dos describe el 

clásico problema de cadenas de decisi6n markoviana con des

cuento y caracteriza las políticas 6ptimas así como los co

rrespondientes métodos y ejemplos ilustrativos. El capítulo 

tres, formula las cadenas de decisi6n markovianas con cos

tos negativos y caracteriza las políticas 6ptimas. Asimis

mo, se describen los métodos de soluci6n clásicos:mejoramie~ 

to de políticas de Howard, aproximaciones sucesivas y pro

gramaci6n lineal, especificando las ventajas y desventajas 

de tales métodos. La aplicaci6n a problemas clásicos de 

reemplazo de equipo se desarrolla. En el capítulo cuarto se 

analizan el caso de costos positivos y una vez caracteriza

das las políticas 6ptimas y métodos de soluci6n se aplica 

al problema de teoría de apuestas. Las conclusiones de es

te trabajo se tienen en el capítulo cinco. Asimismo se 

anexan dos apéndices técnicos, uno sobre matrices y sus prQ 

piedades espectrales aplicadas a matrices no-negativas y 

otro sobre las bases y resultados fundamentales de latices 

usadas en este trabajo. 



CAPITULO I 

CADENAS DE MARKOV 

Uno de los procesos estocdsticos más estudiados en la liter! 

tura es el proceso de cadenas de Markov. La importancia del 

proceso radica en las propiedades analfticas y resultados 

asintóticos que presentan así como la simplicidad de su inteE 

pretaci6n probabilística y la aplicaci6n que tiene a difere~ 

tes ramas de la ciencia. Las cadenas de Markov que nos ocu

pan son 'las relacionadas con ndmeros finitos de estados y p~ 

r~metro discreto aunque las propiedades y resultados que an~ 

lizaremos se extienden al caso de nrtmeros contables de esta-

dos y parámetro contínuo. La idea del análisis es estable-

cer el marco teórico b~sico para las cadenas de decisión 

markoviana que presentamos en los siguientes capítulos. 

Este capítulo se desarrolla como sigue: La primera sección

define el concepto de cadena de Markov mientras que en la 

segunda se presentan las características de la distribuci6n

l!mite de una matriz regular. En la tercera sección se des

cribe la clasificación de estados de una cadena, y en la 

cuarta se efectaa un an~lisis de los estados transitorios. 

El concepto de periodicidad se analiza en la quinta sección 

y, finalmente se presentan ejemplos ilustrativos. 



l.1 Cadenas de Markov simple2. 

Uno de los sistemas dinámicos que cambian probabilística-

mente en el tiempo es el representado por las cadenas de 

Markov. Dicha clase de sistemas din~micos tiene aplicacio

nes a diversas ramas ~e la ingenieria, biología, finanzas, 

etc. Entre los conceptos básicos de un sistema din~mico se 

distingue el concepto de estado del sistema, esto es, la 

información relevante al sistema en un instante de tiempo 

dado. Por ejemplo, en una presa, el estado del sistema po-

dría ser el nivel de agua al inicio de un periodo de produ!:_ 

ci6n agricola o bien, en un sistema financiero, el estado 

es la cantidad de dinero en efectivo que se dispone más el 

valor de los bienes al principio del año lectivo. 

El estado de un sistema en el instante o periodo n se denota 

como x(n) o bien xn y lo que se desea es conocer el compor

tamiento de los valores {x(n)} cuando se aplica una politi-

ca de operación sobre el desarrollo del sistema. Ideal-

mente, deseariamos determinar una política que maximizara 

beneficios o minimizara costos en un periodo de planeaci6n 

esp~cificado, Conviene señalar que los valores que puede 

adquirir x(n) son, en general finitos. Una forma esquemáti

ca de representar los valores x(n) se muestra en la figura l. 

.. 
• 
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Fig. l. Desarrollo del sistema. 

considere un proceso estocástico X = {xn 1 ncN} donde los 

valores que puede tomar una variable xn forman un conjunto 

finito E. 

Definici6n. Un proceso estocástico X 

cadena de Markov si cumple que 

para todo jcE y toda etapa .n. 

{x 1 ncN} es una n 

En otras palabras, una cadena de Markov es una sucesión de 

variables aleatorias tal que en la etapa n, el evento xn+l 

depende únicamente de xn (el presente) y no de la historia 

pasada x0, x1 , ••• ,xn-l' Otro aspecto importante es que 



P [xn+l = j 1 xn = i] i,je:E 

esto es, la probabilidad condicional es independiente de la 

etapa n. Este tipo de cadenas de Markov se dice que es hom2 

génea, pues no depende del tiempo. Asimismo si E={l,2, ••• ,n}I 

la matriz de probabilidades de transici6n es 

Definici6n. 

p 

Una matriz P = [P .. ] de orden nxn se denomina 
1) 

matriz de transici6n si sus elementos son no-negativos y la 

suma de los elementos de cada hilera es igual a uno, esto es 

a. pij > o i,j 1, ... ,n 

n 
b. E Pi. 

j=l J 
= 1 i 1, ... ,n. 

Es comün decir que la matriz de transición P tiene n estados 

y que cada elemento Pij representa la probabilidad de pasar 

del estado i al j en una transici6n. Por otra parte, es co~ 

veniente puntualizar que si P es una matriz de trans'ici6n, 

P2 es tambi~n una matriz de transici6n y cada uno de sus el~ 

mentes (i,j) representa la probabilidad de pasar de un estado 



i a uno j con dos etapas. Una interpretación semejante se 

tiene para la matriz Pm donde m es un ~n~ero positivo, 

1.2 Cadenas de Markov regulares y distribuciones límite. 

Un aspecto básico de una matriz de transición P es carac

terizar el comportamiento de sus potencias Pm cuando m 

tiende a infinito. 

Definición. Una cadena de Markov se dice resular si existe 

u~. entero positivo m tal que Pm es estrictamente positiva. 

La regularidad de una cadena de Markov significa que des

pués de un namero suficientemente grande de transiciones o 

pasos, la cadena es estrictamente positiva, esto es, exis

te una probabilidad positiva de ir de un estado i a otro 

cualesquiera. 

El principal resultado asociado con el concepto de cadenas 

de Markov regular se tiene en el teorema siguiente, cuya 

interpretación es como sigue. El limite de Pm·existe y la 

probabilidad de ir de un estado a otro es independiente del 

estado inicial. 



· / o· 

Teorema. (Propiedades limites de una cadena de Markov), Sea 

P matriz de transición de una cadena de Markov regular. En-

tonces 

a, Existe vector n0 > O Gnico tal que n0P = n0 
b. Dado un estado i cualesquiera y ei vector hilera con 

elemento igual a uno en la posición i y cero en el resto. 

Entonces 

c. ~ = lim Pm donde P es una matriz con vectores hilera 

igual a n0• 

E_rueba. El resultado ~ es inmediato del Teorema de Frobe

nius-Perron (Teorema 4. Apéndice A). En tal caso AO = l 

pues la suma de cada hilera de R es igual a uno (Proposi

ción l. Ap~ndice A). Por otra parte, cualquier otro vector 

caracteristico de P, digamos Á, es tal que IAI < l, Apli-

cando el teorema de Jordan se tiene que podemos escribir 

P = TJT-l donde T es matriz no-sfngular y J es la matriz 

Jordan, que sin perdida de generalidad, puede expresarse 

como 

J 

• 
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donde Ji es la forma Jordan con ¡;i. 1 ¡ < l i=l, ••• ,P. 

E . d . t Pm Jm -1 . s inme ia o que = T T y que (Lema 1, Ap~ndice A) 

1 

o 

De donde e.P = lim e.Pro= (lim e. Pm-l) P = (e.P)P y se tie 
1- 1 1 1- -

ne que n0 = e1~ pues ei~ es un vector de probabilidades. Da 

do que i es arbitrario se concluye que todas las hileras de 

~ son iguales a no y la prueba termina. 

Una pregunta inmediata asociada con este teorema es la veri 

ficaci6n a priori de la regularidad de una cadena de Markov, 

pues bajo tal suposición es posible garantizar que se tiene 

una distribuci6n límite no que inclusive'puede calcularse -

resolviendo el sistema lineal homogéneo n0P = n0 cuya sol~ 

ci6n es no-trivial. 
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1.3 Clasificaci6n de Estados. 

En el desarrollo de una teor!a general de cadenas markovia-

nas un primer paso es sistemáticamente estudiar la estruct~ 

ra de intercorrelaciones de los estados. En esta secci6n, 

se presenta la clasificaci6n de estados lo cual ayuda en el 

análisis de cadenas markovianas. 

Se dice que el estado j es accesible del estado i si existe 

algdn m > O tal que la probabilidad de transici6n Pij1 > O. 
N6tese que la propiedad de accesibilidad no .es simétrica. 

Si los dos estados i y j son accesibles mutuamente, se dice 

que i y j son comunicantes. N6tese que la propiedad de co

municaci6n es una relaci6n de equivalencia. Esto es, se 

cumple: 

a). i +• i 

b). si i +• j , j ++ i 

c). si i +• j y j ++ k, k •~ i. 

los postulados ~ y. E son inmediatos de la definici6n de co

municaci6n entre estados. El postulado E se puede compro

bar por la ecuaci6n de Chapman-Koimogorov pues: 

N 

r 
r=O 

Pm. Pn m Pn 0 ir rk ~ Pij jk > 

El concepto de estados comunicantes divide los estados de 

una cadena markoviana en clases ajenas, como se muestra a 

continuaci6n. 



Proposición l. El conjunto de estados de una cadena de 

markov se divide en clases comunicantes ajenas.Cada esta

do comunica con los estados de la misma clase y no con 

otros. 

!'~· Sea Ci una clase comunicante. Suponga que k ~ Ci 

y k ...... 1 ·e: C i. Por la propiedad de comunicación, k se carun_! 

ca con todos los estados de ci y viceversa¡ esto implica 

/-, : ' k e: Ci y es una contradicc.i6n. Por lo tanto, las di-

.. · i ~,., .. tes clases no deben contener estados en com(in; cualquier 

n9tado de la cadena pertenece a una y solo una clase. 

Las clases ~omunicantes pueden clasificarse en varias cla-

ses especificas las cuales se definen como sigue. Una cla 

se r;omunicante es cerrada si cualquier estado de esta cla-

se no puede accesar otros estados que no pertenecen a 

ella. Si un estado es el Gnico elemento de una clase ce-

rrada se llama estado absorbente. Una clase cerrada es 

irreducible si todos los subconjuntos no propios de esta 

clase no son cerrados. Una cadena de Markov es irreduci-

ble si s6lo contiene una clase cerrada. 

Una clase comunicante es una clase transitoria si los es-

tados de esta clase pueden accesar algunos estados fuera 

de ella. Los estados de una clase transitoria se denomi-

nan estados transitorios. 
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Resumiendo la discusi6n anterior, es interesante observar 

que la clasif icaci6n de los estados indica que una cadena 

de Markov tiene al menos una clase cerrada. En particular, 

no importa que P.l proceso parta inicialmente de una clase 

transitoria siempre existe una probabilidad positiva de en-

trar una clase cerrada dentro de un número finito de pasos. 

En otras palabras, el proceso deja los estados de clase 

transitoria y permanece en los estados de clase cerrada. P2 

demos expresar la matriz de transici6n de una cadena de MaE 

.. ··:·,"::" .. , un una forma can6nica, esto es, expresar P como sigue: 

p :J R 

donde P1 es una matriz estocástica de orden rxr que repre

senta la matriz de probabilidades dentro de las clases ce-

rradas (se suponen que r estados pertenecen a las clases c~ 

rradas); Q es una matriz subestocástica de orden (n-r) x (n-r), 

esto es, al menos un rengl6ñ de Q tiene una suma menor que 

uno. Esta matriz representa las probabilidades de transi~. 

ci6n entre los estados transitorios. R es una matriz de º! 

den (n-r)xr que representa ·las probabilidades entre estados 

transitorios y estados de la clase cerrada. En este caso, 

el vector característico correspondiente al valor caracte-

rístico 1 debe tener la forma P = [p1 , O] donde p1 es un 

vector r-dimensional, porque s6lo los estados en las cla-



ses cerradas pueden tener probabilidad positiva de equi

librio. 

Conviene señalar que si una cadena regular de Markov es i

rreducible, entonces .todos los estados de ella se comuni

can. Sin embargo, no todas cadenas irreducibles de Markov 

son regulares. Por ejemplo, considere la matriz per!odica 

En este caso, el estado 1 y el 2 pueden comunicarse mutua

mente, sin embargo, cuálquier potencia de P contiene dos 

elementos igual a cero y no existe entero n tal que Pn sea 

una matriz estrictamente positiva. 
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1.4 Análisis de estados transitorios. 

Considere la forma canónica de la matriz de transición 

p 

R 

donde Q es una matriz subestoc~stica, esto es, alguna hile-

ra de Q suma menor que la unidad y los estados que forman Q 

son una clase comunicante. Se define la matriz M = ·[I - Q]-l 

como la matriz fundamental de la cadena de Markov. 

Proposición. M ~ [I-Q]-l existe y es no-negativa. 

Prueba. Observe que io(Q) 1 < 1 y que lim Qm O. Por l~ que 

la inversa de I - Q es dada por 

y la prueba termina. 

Se observa que los elementos de la matriz fundamental M re-

presentan el nGmero promedio de visitas de varios estados 

transitorios. Formalmente: 

Teorema l. El elemento mij de M de una cadena de Markov con 

estados transitorios es igual al nGmero promedio de veces q~e 

el proceso visita j dado que partió de i. 



. ,., . 

Teorema 2. La suma del rengl6n i de M es igual al namero 

promedio de pasos de la cadena antes de entrar una clase 

cerrada cuando el proceso parte del estado transitorio i. 

Si una cadena inicia de un estado transitorio, va a llegar 

(con probabilidad 1) a algGn estado dentro de una clase 

cerrada. A veces nos interesa saber la probabilidad de que 

dado un estado transitorio inicial, la cadena entre por pri 

mera vez a una clase cerrada por un estado particular de e~ 

ta clase. El siguiente teorema nos dice c6mo calcular es-

tas probabilidades. 

Teorema 3. Sea b .. la probabilidad de que, una cadena de 
l.J 

Markov que parte del estado i entre por primera vez a una 

clase cerrada por el estado j. Sea B la matriz (n-r)xr con 

bij' entonces B = MR. 

Prueba. Suponga que i pertenece a una clase transitoria y 

j está en una clase cerrada. entonces 

donde k es uh estado transitorio. Entonces, matricialniente: 

B R + QB 

cuya soluci6n es B [I - Q]-l R MR. 



1.5 !~riodicidad. 

Definición: Se dice que un estado j de una cadena de Mar~ov 

tiene periodo d(j) si d(j) es el máximo coman divisor del 

conjunto 

Qj = {n 1 p~j > O} 

El estado que tiene d=l es referido como estado aperiódico. 

Teorema 4. Suponga que i ~ j entonces d(i) = d(j). 

Prueba: Note que d(i) es el máximo coman divisor de 

Qi = {n 1 p~i > O} 

y existen m1 y m2 tales que 

p~~ 
Jl > o por j + i rn2 > o pij por i •j. 

entonces para algGn n e Qi se tiene n 
pii > o y 

ml+n+m2 ml n p~~ Pjj ~ pji pii > o lJ 

de donde ml + n + rn2 ~ Q.. Si p~. > O, implica p1~n1. > O. 
. J 11 

Por la misma ~azón Pj~+2 n+rn2 > O es decir, rnl+2n+m2cQj, Ob 

serve que d(j) divide ambos ml+n+m2 y ml+2n+m2 de donde d(j) 

divide a n; es decir, d(j) divide a d(i). Por el mismo ar-

gumento tenemos que d(i) divide a d(j) y concluimos qqe 

d(i) = d(j). Equivalentemente todos los estados de una cla 

se tienen el mismo nGmero de periodos. 

• 



Teorema: Si p es una matriz de transición irreducible entonces Pe;!'!_ 

tara en uno y solo uoo de los siguientes dos casos: 

a). Pes aper!odica y existe un M tal que Pm >O para toda 

m ~ M. 

b). Pes periódica y puede expresarse como 

o pl 

o o 
p - - -

o o 

o 

con periodo n ~ 2. 

.. 

o 

P2 

-
o 

o 

- - -

o o 

o o 

Q. Pn-1 

o o 

En algunas aplicacion~3, es natural que formulen mode-

los de cadena de Markov de un número infinito (contable) de 

estados. Frecuentemente una cadena de Markov tiene gran s.!_ 

metria en este caso y por ello nos conduce a simplificar la 

formulación. En realidad, muchos de los conceptos y la e-

sencia de la teoría de cadena finita son extendibles para 

el caso'de cadena infinita, como los conceptos de accesibi-

lidad, clases de comunicación e irreducibilidad que son {itiles 

para el caso infinito sin hacer ningún cambio. 

1.6 Ejemplos ilustrativos. 

A continuación se presentarán unos ejemplos de aplicacio

nes de la cadena de Markov. 

., 
• 



Ejemplo l. El tiempo en una cierta ciudad puede ser carac

terizado como soleado, nublado o lluvioso. si el d1a es s2 

leado, existe la misma probabilidad de que el d1a siguiente 

sea soleado o nublado. Si el d1a es nublado, entonces hay 

un 50% de probabilidad 'de que el siguiente d1a sea soleado, 

25% de probabilidad que continaa nublado y 25% de probabil! 

dad que cambie a lluvioso. Si el dia es lluvioso, continu~ 

rá lluvioso o nublado con una probabilidad igual para cada 

estado. 

Suponga que los estados del tiempo, soleado, nublado y llu

. vioso se denotan por S, _N y LL respectivamente. Un modelo 

de cadenas de Markov que represente las transiciones p:r.o

babilisticas de un estado a otro es 

p 

s 
s -1/2 

N 1/2 

LL O 

N 

1/2 

1/4 

1/2 

LL 

1~4 J 
1/2 

donde los valores de las· hileras. correspondiente a cada es

-tado representan la probabilidad de pasar de ese estado a 

otro. Una forma esquemática de los cambios de un estado a 

otro se muestra en la figura l. 

- . 



Fig. l. Diagrama de transiciones. 

Las potencias sucesivas de la matriz de· transición se mues-

tran a continuación y se observa que el vector de probabili

dade~ estacionarias es Il=[Oi4, 0.4, 0.2], esto es, 40%~de 

las veces está soleado, 40% de las veces está nublado míen-

tras que 20% está lluvioso. Conviene observar que las po-

tencias de la matriz de transición convergen rápidamente a 

la matriz límite cuyos vectores hileras son idlinticos al vec 

tor de probabil~dades estacionarias. 

.500 .375 
.125 J p2 .375 .438 .187 

.250 • 375 .375 

[ .422 
,'399 .179] .405 .401 

.194 J 
p~ .. .398 .403 .199 p6 .400 .401 .199 

.359 .399 .242 .390 .400 .210 

- .401 .401 

·'" J t ·"º 
.400 .2óo J 

pB = .400 .401 .199 pl6= .400 .400 .200 

.397 .401 .202 .400 .400 • 2·00 



Ejemplo 2. (Juego de monopolio). Un juego cldsico de ries

go e incertidumbre para varios jugadores se muestra en la f i 

gura 2, donde cada jugador posee una ficha que generalmente 

mueve en el sentido de las manecillas del reloj de una casi

lla a otra. En este j'uego, el jugador en turno lanza una m~ 

neda al aire; si el resultado es "cara" se desplaza una casi 

lla y si es "águila" se desplaza dos. Un jugador que cae en 

la casilla "Ir a la carcel", debera ir a dicha casilla y es

perar su próximo turno. Durante elresarrollo del juego, los 

jugadores pueden apropiarse de las casillas, excepto las co

rrespondientes a "Ir a la carcel" y "carcel". Si un jugador 

cae~en un casillero propiedad del otro, éste deberá pagar 

una renta al propietario, de acuerdo a la cantidad marcada 

en la casilla. Con el propósito de formular la estrategia 

de juego resulta Gtil conocer qué casilleros son más valio

sos en términos de la renta que se espera generar a lo lar

go del juego. Sin análisis previo, es dÍficil conocer los 

valores relativos asociados a cada casilla. 

El movimiento de las fichas a lo largo del tablero puede ser 

considerado como una cadena de Markov con siete estados, co

rrespondientes a las siete casillas. Observe que el casill~ 

ro "Ir a la carcel" es una forma equivalente de decir vete a 

la casilla cuatro. 
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Fig. 3. Tablero 
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o 172 1/2 o 

o o 1/2 1/2 

o o o 1/2 

p = o o o o 

o o o o 

o o o 1/2 

1/2 o o 1/2 

de 

al 

"Ir a la 

carcel" 

$ 180 

$ 300 

juego. 

problema es: 

o o o 

o o o 

1/2 o o 

1/2 1/2 o 

o 1/2 1/2 

o o 1/2 

o o o 

2 



y es sencillo verificar que existe una potencia N tal que 

la matriz PN es estrictamente positiva. Por lo tanto, po

demos calcular el vector de probabilidades estacionarias de 

la cadena por medio del limite de las potencias de P. En 

realidad la matriz P 6 ~ es suficiente para obtener 

n = ¡,0909 .0455 .0602 .2soo .1591 .204s .1010 

cuya interpretación es como sigue: 0.09% de las veces ze vi

sita el estado 2; y as1 sucesivamente hasta tener que 18.18% 

de las veces se visita el estado 7. No ea sorprendente ob

servar que la "carcel" es la casilla m's visit~da y que las 

caiiilas 1, 2 y 3 se visitan con menos frecuencia. Es por 

ello que aunque tale~ casillas son las de mayor renta, no 

resultan ser las más atractivas debido a la frecuencia con 

que se visitan, como puede verificarse de la tabla siguiente, 

en donde los ingresos relativos est'n normalizados a que el 

estado 7 reciba $100. 

Casilla Renta Ingreso relativo Jerarqu1a 

1 180 90.00 3 

2 300 75.00 4 

3 100 35.00 6 

4 ~ -- -
5 120 105.00 1 

6 50 56.25 5 

7 100 100.00 2 

Tabla l. Jerarquia de las casillas. 



Ejemplo 3. Considere dos persone:~ A y B que se involucran 

en una serie de juegos donde A gana con probabilidad p y B 

con probabilidad q = l - p donde O~ p ~ 1. Se supone que 

los resultados de juegos sucesivos son independientes entre 

s! y que el perdedor .de un juego paga una unidad.monetaria 

al ganador. Suponga que en el inicio del juego A posee i 

unidades monetarias y B unicamente N - i. El juego termina 

cuando alguno de ellos pierde todo su capital disponible. 

Se desea conocer la probabilidad de que A gane el juego o 

equivalentemente, que A logre tener un capital de N unida

des monetarias antes de quedarse sin capital. 

Este es un problema clásico conocido como "caminata aleat~ 

ria", pues cada vez que A pierde o gana es equivalente a 

decir que se desplaza un paso a la izquierda o derecha. 

Si logra un capital N o pierde todo su capital, es equiva

lente a decir que lleg6 a uno de los dos extremos de un ca 

mino de longitud N + l. 

Con el propósito de resolver el problema conviene definir 

el t€rmino u(il como la probabilidad de que A logre una 

for~una Nantes de perder todo su capital, dado que el ca-

pita1 inicial es de i unidades rronetarias. 

esta .def inici6n es posible escribir: 

u(i) = p u(i+l) + q u(i-1) 

Observe que con 

"' • 
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do~de 1 < i < N-1 y u(N) = l; u(O) = O, son las condiciones 

de frontera. Sin embargo, dado que q = 1 - p podemos refo! 

mular la ecuación anterior como sigue 

q(u(i) - ~(i-1)] = p [u(i+l) - u(i)] 

Donde, si hacemos r = q/p y v(i) = u(i+l) - u(i) la ecuación 

puede reducirse a la fórmula recursiva v(i) = r v(i-1) para 

toda 1 < i < N-1. 

Sin embargo, la solución de esta ecuación es dada por 

v(i) = riv(O) para toda i = 0,1, ••• ,N. Por otra parte, se 

observa que si r ~ 1, 

1 = u(N) - u(O) 

N-1 

= 

E [u (i+l) - u (i)] 
i=O 
N-1 

E v(i) 
i=O 
N-1 

E ri v(O) 
i=O 

~~.::] ·V(O). 

y se implica que v(O) = (l-r)/(1-rN). Un argumento, semeja~ 

te para u(i) = u(i) - u(O) pues u(O) = O demuestra que 

1

-1 - ri J 
u(i) = _ 1 _ r v(O) 
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Sustituyendo el valor de v(O) y recordando que r = q/p po

dernos concluir que si r ;. l 

u(i) 
1 - (q/p)i 
1 - (q/p)N 

En el caso particular de r = 1 se tiene que 

l = u(N) - u(O) 

N-l 
= i~O [u(i+l) - u (i)] 

N-1 
= igO v(i) 

N-l 
= igO v(O) 

= N V(O) 

O < i < N 

o bien v(O) = N-l. y es sencillo-verificar que u(i)= ~para 

toda i = 0,1, ••• ,N. En resumen 

u (i) 

1 - (g/p)i 

1 - (q/p)N 

i 
·Ñ 

'· 

si q ;. p 

si q=p='5 
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CAPITULO Il 

CADENAS DE DECISION MARKOVIANA 

Uno de los modelos más adecuados para representar sistemas 

dinámicos estocásticos con decisiones secuenciales es dado 

por una cadena de decisi6n markoviana. En dichos sistemas, 

existe un beneficio asociado con cada decisi6n y la manera 

estopástica en que se desenvuelve el sistema de una etapa a 

otra depende de tal decisi6n. Una clasificaci6n importante 

de estas cadenas de decisi6n es de acuerdo al tamaño del p~ 

riodo de planeaci6n: finito o infinito. 

El análisis de las cadenas de decisi6n markoviana con peri~ 

do finito es sencillo y una política 6ptima se obtiene de 

la aplicaci6n directa de la programaci6n dinámica. Sin em-

bargo, una cadena con periodo infinito no puede resolverse 

directamente por esta técnica. Una manera de resolverla es 

introducir un factor llamado factor de descuento e (0~6~1) 
que permite una interpretaci6n econ6mica y evita el proble-

· ~a de divergencia del beneficio total esperado. 

Este capítulo se desarrolla co~o sigue: primero se estable

cen los conceptos básicos de cadenas de decisi6n markoviana 

y se analiza el caso de periodo finito. Luego se concentra 

en el análisis del caso con periodo infinito y factor de des 

cuento. 



2.1 IX?scripción del problema. 

Considere un sistema dinámico que es observado en cada uno 

de los instantes de una sucesión de puntos del tiempo, de

notados por l, 2, 3,.,., En cada instante el sistema Be en 

cuentra en uno de los estados del conjunto S = {1,2,3, ••• s} 

o bien el sistema "para". Si el sistema es observado en el 

estado s e: S una acción, denotada· a, es ejecutada. Dicha 

acción a pertenece a un conjunto As de posibles acciones; y 

un beneficio r(s,a) (o un costo c(s,a)) es recibido. Se S.!! 

pone que la probabilidad condicional de que el sistema se 

observe en el estado s, en el tiempo N+l, dado que se en-

cuentra en el estado i en el tiempo N, que la acción a ha 

sido ejecutada y que los estados observados y las acciones 

ejecutadas en los tiempos 1, 2, ••• N-1, son conocidos, es 

una función no-negativa p(sli,a) que depende anicamente.de 

s,i,a,. Equivalentemente 

p(s ªil = p(s 1 i,a) 

la propiedad m~rkoviana se satisface. La probabilidad con 

dicional de que el sistema "pare" en el tiempo N+l es dado 

por 

1 tP<sli,a) 
s 

una vez que el sistema "para" permanece en ese estado y no 

se obtiene ningOn beneficio, 



Se observa que los beneficios y las probabilidades de tran

sici6n son funciones s6lo del Gltimo estado y la acci6n su~ 

secuente. Usualmente se le llama ~ decisi6n al proceso 

de decidir cGal de las posibles acciones se va a ejecutar 

en un estado i, el cual· es observado en el instante (o pe-

r!odo) n. 

Para tomar una buena decisi6n, debe seguirse alguna política 

o estrategia. Una política es una regla para tomar decisi~ 

nes. Denotaremos una política por el símbolo n. En reali-

dad una política n es una sucesi6n de las acciones {a1 , a 2 , 

••• ,}donde ªi representa la acci6n tomada en el período i 

y pertenece al conjunto A de posibles acciones. 

Un subconjunto importante de todas políticas es el de pol! 

ticas estacionarias. Una política se dice estacionaria si 

la decisi6n que se especifique en el período n s6lo depende 

del estado presente. Denotamos una política estacionaria 

por f
00 

= (f, f, ••. ,). Algebraicamente, una política esta

cionaria es una funci6n f que mapea el espacio de estados 

en el espacio de acciones. Esto puede interpretarse como: 

·para cada estado i, f(i) denota la acci6n que se toma por 

la política cuando est~ en el estado i. Una vez que la po-

lítica estacionaria f es empleada, la secuencia de estados 

{xn' n=0,1,2, ••• ,} forma una cadena de Markov con probabil! 

dades de transici6n p .. =p .. (f(i)). Por ello, la cadena 
i] i) 
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es llamada cadena de decisi6n markoviana. 

Sea n una política cualquiera. El beneficio o costo total 

esperado dado que se emplea n y est6 en el estado i inicial 

mente, puede represent~rse por 

"' Vn(i) =E.(• E r(x, a) 1 x0 = i] 
" n n=O n n 

donde r(xn' an) es el beneficio obtenido en el ~nstante n. 

Para el sistema dinámico que se ha descrito anteriormente, 

se desea determinar una política 6ptima tal que se maximiza 

el beneficio total esperado o equi~alentemente, se minimiza 

el costo total esperado. 

Sea VN(s) el beneficio máximo esperado de un sistema, dado 

que se est6 en el estado s de un problema conN periodos (se 

supone que el máximo existe). Suponga que se ejecuta la a~ 

ci6n a E As inicialmente y que después, se saque una polít! 

ca "6ptima" (esto es una política que está asociada al máxi 

mo beneficio esperado), Entonces se cumple que 

max {r(s,a) + E p(j 1 s,a) VN-l (j)} 
a e As 

que es equivalente al principio de optimalidad de la progr~ 

maci6n dinámica. 



2.2 El problema con horizonte finito. 

considere una cadena de decisi6n markoviana con período fi-

nito, como se ha mencionado anteriormente. Este tipo de c~ 

denas puede resolverse_ directamente por la t~cnica de pro

gramaci6n dinámica, la cual, esencialmente, es un procedi-

miento analítico para resolver problemas discretos secuen-

ciales. La idea central de la programaci6n dina~ica es el 

principio de optirnalidad propuesto por Richard Bellman en 

1957. El principio de optimalidad establece que la políti

ca 6ptima tiene la propiedad de que no importa el estado i-

nicial ni la deci~i6n previamente tomada, las decisiones res 

tantes deben constituir una política 6ptima con respecto al 

estado resultante por la primera transici6n". La esencia de 

programaci6n dinámica es la optimalidad de los procesos de 

decisi6n secuenciales. Esto es, en base del principio de ºE 

timalidad se convierte un problema dado, en n subproblemas 

relacionados ~ntre si, por la ecuaci6n recursiva formulada, 

las cuales son mucho más simple de resolver que el problema 

original, y cada uno de ellos forma un paso para resolver el 

problema original. Además, cada soluci6n de subproblema cons 

tituye, junto con las soluciones de periodos anteriores, una 

política 6ptima. La soluci6n del Gltimo subproblema plante~ 

do es la soluci6n 6ptima del problema original. 

" • 
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En el problema con N períodos, el objetivo es encontrar una 

política 6ptima n tal que satisface el principio de optima

lidad, Este tipo de problemas se puede resolver por t~cni-

cas estándares de programaci6n dinámica en forma como sigue: 

La ecuaci6n recursiva está dado por: 

k 0,1,2, ... N 

donde Vk(i) es el beneficio máximo esperado para k períodos 

dado que inicie en el estado i y la condición de frontera 

es 

VN+l(i) = u(i) Vi E S. 

donde generalmente se supone que u(i) = O. Sea Vn(i) el 

beneficio total esperado usando la política n, entonces 

N 
V (i) = E [ i: r (xt, At) 1 Xº = i). 

n n t=O 

La siguiente proposici6n nos asegura que mediante la t~cnica 

estándar de programaci~n dinámica puede lograrse el objetivo 

del caso con período finito ~encionado anteriormente. 



Proposici6n l. La política de decisión y el valor 6ptimo 

asociados al problema markoviano con horizonte finito pue-

den obtenerse ll1ediant.e la soluci6n de las ecuaciones. 

1) max{r.(i,a) + i: p. j (a) Vk+l} 
a j J. 

k=l, ••• ,N 

2) u (i), 

donde (1) y (2) se denominan las ecuaciones recursivas y 

condici6n de frontera, respectivamente. 

Prueba. En un problema de N períodos, el procedimiento de 

programaci6n dinámica es como sigue: En el N+l-~simo per!~ 

do, suponga que VN+l(i) es 6ptimo y que 

VN+l(i) = u(i) ie:S 

donde u(i) son funciones acotadas: que es equivalente a la 

condici6n de frontera de la proposici6n. En· el periodo 

k = 1,2, ••• ,N, las decisiones a realizar, denotados (ak, 

ªk-l'''''ªN) dependen ünicamente del conocimiento del vec

tor de estados xk. Dichas soluciones son 6ptimas si resue! 

ven el problema 

N 
Vk(xk)= max {E[r(xk,aJ +· i: r(x., a.)] 

j=k+l J J 

Sin embargo, esto es equivalente a 

N 
max E{r(xk,a)} + i: max E{r(x.,a.)} 
ªk~ j=k+lafA J J 

V k. 



2.3 El problema con horizonte infinito. 

Considere una cadena de decisión rnarkoviana, corno se descri-

be :;1 principio de la i;ecci6n uno. Si n -+co se dice que es 

una cadena con período infinito. Para una política 11 dada: 

donde V
11

(i) representa el beneficio total esperado. El ob

jetivo en un problema de horizonte infinito es encontrar 

una pol~tica óptima 11* tal que 

V
11
*(i) = V*(i) = sup V (i) 

11 11 
i E S 

Debido a que existe un ndrnero infinito de políticas, la exis 

tencia de una política óptima no es obvia. 

Las cadenas de decisiones rnarkovianas con periodo infinito 

·y descuento han sido bien estudiado desde la d~cada de los 

sesenta. El uso de un factor de descuento es motivado por 

el efecto económico de actualización del dinero a valor pr~ 

sente. 

Se dice que una política 11* es a-óptima si su valor esperado 

con factor de descuento O < a < 1 es máximo para cada estado 

inicial, esto es v
11
.(i) = V*(i)para todo estado i en s. 



Teorema l. La ecuaci6n de optimalidad se cumple: 

V*(i) = max {r(i,a) +al: P .. (a}V*(j)}, Vi cs. 
a j 13 

~: Sea n una política arbitraria. Entonces, el bene

ficio total esperado es dado como 

que implica que la polttica n toma la acci6n a en el instaE 

te O con probabilidad Qa, acA. Sin embargo, ya que 

I: Qa (r(i,a) +a!: P1 .(a) V*(j)J 
acA j J 

I: Qa max (r(i,a) + n !: P .. (a) V*(j)J 
acA a j 1 J 

< 

max ( r ( i, a) + n !: P. j (a) V* ( j) J • 
a j i 

Debido a que n es arbitraria, se tiene 

V*(i) ~ max {r(i,a) + n ¡; Pij(a) V*(j)]. 
a j . 

En otro lado, por definici6n de V* se observa que 

V*(i) > max {r(i,aí + a ¡; Pij(a) V* (j)) 
a 

por lo tanto 

V* (i) = max (r(i,a) + a ¡; (a) V* (j)) 
a j 

y la prueba termina. 



Teorema 2. Sea f pol!tica estacionaria tal que para todo 

i e: s 

r (i, f (i)) + a ji:: Pij (f (i)) V*(j) = max {r(i,a) + a ~ Pij (a) V.*(j)} 
a J 

entonces Vf(i) = V*(i) para toda i e: S y desde luego, fes 

a-6ptima. 

Para demostrar el teorema 2 se necesita el siguiente lema. 

Lema l. El mapeo 

(Tfu) (i) = r(i,f(i)) +a i:: Pij (f(i)) u (j) 
j 

tiene las siguientes propiedades: 

) 1 . n V 3 • im Tfu = f' 
n+co 

Prueba!). Por-la definici6n de Tf' obviamente que 

Tfu = r(f) ta P(f) u_:: r(f) +a P(f) v = Tfv. 

Dado que ·(TfVf) (i) = r(i,f(i)) +a EP .. (f(i)) Vf(j) es 
j 1J 

equivalente a 

r(i,f(i)) +a i:: Pij (f(i)) Vf(j). 
j 
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1>· Observe que si Tfu = r(f) + aP(f)u. Entonces: 

N-1 
i: 

n=O 

N 
[aP(f)]n r(f) + [aP(f)] u 

·38. 

Por ser u una funci6n acotada y o ~ « < 1, podemos hacer 
• N 

que 11m Tf u = Vf. 
N+"' 

N +"" y obtener 

Prueba. (Teorema 2). Observe que 

(TfV*)(i) = r(i,f(i)) +al: P.j(f(i)) V*(j) 
j l 

= max {r(i,a) +a i: P.J.(a) V*(j)} = v~il 
a j i 

y se obtiene que T~V* =V*. Suponga que T~- 1v• =V*. En

tonces T~* = Tf(T~-lV*) = TfV* =V*. Cuando n+co y usando 

el lema 1, se tiene Vf(i) = V*(i) Vi e s. Esto es, fes 

a 6ptima. • 

Ahora, se define el mapeo T como sigue 

-
(Tu )(i) = max { r ( i , a) + a ¡: p .. (a)u(j)} V i E s. 

a j lJ 

~- lim T11 u.= V*, V i E s. 
n+co 

Prueba. Suponga que a 0 maximiza r(i,a) +a ~Pij(a)V"*(j) Y. 
J 

que a1 maximiza r(i,a) +a i: P.J. (a) u(j). 
j l 

Entonces 

-' 



(Tu) (i) - V* (i) 

- [r(i,a
1

l +a; Pij(a1 l ~*(j)] 

=ar. P .. (a
1
)[u(j) - V*(j)] 

j l.J 

< Cl f.P .. (a
1
)B=aB 

j l.J 

donde B = 2 max {sup u{i), sup V(i)} y 

v*(i) - (Tu) (i) < a 

< a 

r. PiJ' (a
0

) [V'"(j) - u(j)] 
j 

r. PiJ' (a0) B = a B. 
j 

Entonces 1 (TU) (i) - V*(i) 
< a B. Suponga que ITn-lu(i) 

* I n-1 n v (i) <·a B. Sea a 1 
la acción que maximiza r(i,a) + 

n-1 
ar. P.J. (a) (T u) (j). 

j l. 
Entonces 

y 

(Tnu)(i) -y*{i) <ar. Pij(a~) [Tn-lu(j)-V"(j)] 
j 

v"ti) - (Tnu)(i) <ar. Pij(a
0
)¡v*{j) - (Tn-lu)(j)] 

j 

< a r. P .. (a
0

) an-l B = an B. 
j l.J 



Esto es J (Tnu) (i) - v''(i) 1 < cxn B V n > 1 cuando n + 00 se 

tiene el resultado deseado. 

Se observa que u es una funci6n arbitraria y que el resul

tado del 10ma 2 nos indica la manera de buscar una políti

ca 6ptima. Más bien, la aplicaci6n del mapeo T a la fun

ci6n u es conocido como el m~todo de aproximaci6n sucesi

va que se discutirá en más detalle en adelante. 

El siguiente teorema muestra que la unicidad de la solu

ci6n acotada v*de la ecuaci6n de optimalidad. 

Teorema 3. v*es la Gnica soluci6n acotada de la ecuaci6n 

de optimalidad. 

~· De manera semejante del teorema 2, se puede de

mostrar que 

V n > l. 

Cuando n + ~ y usand~ el lema 2 se tiene el resultado re

querido que es lo que V*es la soluci6n Gnica de la ecua

ci6n de optimalidad.• 
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2.4 M6todos de solución. 

Se discuten tres m6todos para calcular el valor de la 

función óptima V* y determinar 'la pol!tica óptima 11*. 

A. Método de Aproximaci6n sucesiva. 

Sea v0 ti) una funci6n acotada arbitraria y se defina v1 por 

v1 til = maax {r(i,a) +a¡; P .. (a) v0 tjl) 
j l.J 

En general, para n > 1, 

Vn(i) = max {r(i,a) +a¡; P .. (a) V 1 (j)}, 
a j l.J n-

y por el lema 2, cuando n ~ ro se tiene que 

lim Vn(i) = V*(i) V i e: S 

Vi e: S 

Como se implica en el teorema 2, se podria determinar 

la función de valor óptimo v*. Es posible conocer la poli-

tica óptima si existe una política estacionaria f, que sa-

tisface 

r(i,f(i)) +a¡; P .. (f(i)) V*(j)· 
j l.) 

= maax {r(i,a) +a¡; Pij(a) V*(j)) 
j 

V i E: S 

En la pr&ctica, el método de aproximación sucesiva podria 

ser usado cuando una aproximación a una politica óptima es 

disponible, pues en pocas iteraciones es posible apro~i-

mar a V*. 



s. Mt!t•Y\o de Mejoramiento de PoHtica. 

El método de mejoramiento de política fué propuesto por 

Ronald A. Howard en 1960. El método es simple y suficie~ 

temente valioso para encontrar efectivamente una política 

6ptima de un problema con período infinito y factor de 

descuento dado. 

Como en el teorema 2 del capitulo presente se indica_, una 

vez que V* está determinado, la política óptima es aquella 

acci6n a que maximiza r(i,a) +a t P .. (a) V*(j), cuando es 
J 1) -

ti? ·en el estado i. Es interesante observar el siguiente 

caso. Se suponen que para alguna política estacionaria g, 

se ha obtenido Vg' el valor esperadÓ bajo la ejecuci6n de 

esta política; y se encuentre una nueva política h tal que 

h(i) es la acci6n que maximiza r(i,a) +a i P .. ·(a) Vg(j), 
j 1) 

cuando esté en i. Entonces de allí surge una pregunta 

¿Qué tan buena es la ¡:ol1ticah comparandola con la•g?. En el 

siguiente teorema se demostrara que la política h es al m~ 

nos tan buena como la g, y si ~ (i) = Vg(i) para todo i, 

entonces, las g y h ambas· son 6ptimas. Como se ve, el si-

guiente teorema forma base te6rica del método de mejora

miento de poHtica. 



Teorema 4. Sea g una política estacionaria con valor es-

perado v
9 

y sea h la política tal que para todo i•:e S 

r(i,h(i)) +a EpiJ.(h(i))V (j) = max {r(i,a) +a Ep .. (a)V
9

(j)} 
j g a j 1J 

entonces Vh(i) ~ v
9

(i)', V ie s. Si Vh(i) = v
9

(i) para todo 

i E: s, entonces vg = vh = v•. 

~rueba: Observe que 

r(i,h(i)) +a¡; p .. (h(i)) V (j) 
j 1J g 

,:'.. r{i,g(i)) +a E.p .. (g(i)) v
9

(j) 
j l.J . 
V i e S. 

De aqui es sencillo verificar que 

Cuando n ..,."' el lema 2 implica que Vh > V • 
- g 

Si V = V · entonces h g' 

V
9

(i) = Vh.(i) = r(_i,h(i)) + ex ¡; P .. (h(i)) v
9

(j) 
j J.J 

r(i,h(i)) +a E p,,(h(i)) Vh(j) 
j l.J 

= max {r(i,a) +o. l: P .. (a) V (j)} 
a j J.J g 

y v
9 

= Vh; h y g satisfacen la ecuaci6n de optimalidad. 

Por el teorema 3, Vg = Vh =V*.• 



Corolario: El algoritmo de mejoramiento de política conveE 

ge a una política 6ptima en un ndmer.o finito de iteraciones. 

Prueba. Dado que s6lo existe un n~mero finito de políticas, 

cuando el conjunto de estados es finito, por el teorema 4, 

cada iteraci6n resulta un mejoramiento estricto, entonces no 

se repiten políticas. Cuando no es posible mejorar la V, en 

tonces h es igual que g, la cual es 6ptima por el resultado 

del teorema 3 o la unicidad de la solución acotada. • 

Lema 3: Si u~ Tfu V f E A1 entonces u~ V*. Si en parti

cular u = V * entonces n* es la política 6ptima. n , 

Prueba: 
. . n 

Si u ~ Tfu, por lema 1, u > Tfu' cuando n +oo y usan 

do el lema 2 u >V*. • 

.... 
• 



Algoritmo de mejoramiento de políticas (Howard 1960), 

Sea f 0cA una regla de decisi6n (arbitraria). Calcule 

Sea k = O. 

Paso 1: V f E A, entonces 

V max{V(11) 111 cA""} por el lema 3. 
fk 1T 

Paso 2: Suponga que T Vf ~ Vf 
. g k k para algan gcA, entonces 

Vg ~ Vf por el teorema 4. Hacer k: = k+l, fk ~ g y regre

sar al paso l. 

El procedimiento de mejorar política suministra una secuen-

cia convergente mon6tona de políticas y logra la política 

6ptima en un nGmero finito de iter~ciones. La desventaja 
-1 del m~todo es la dificultad para calcular [I-ap(f)] cuan-

do el orden de lamatriz crece. 

C. Programaci6n I,ineal. 

Debido a que la función de valor 6ptima v*es la funci6n de 

valor mínimo que satisface, por el lema 3, 



u ( i ) > max { r ( i , a) + a l p . . (a) u ( j ) } , 
- a j 1J 

V i e S, 

entonces, v*es la anica soluci6n del problema de optimiza-

ci6n 

S. A. 

min }'. u(t) 
U tES 

u(i) > max 
a 

{r (i,a) + a ~ pij (a) u (j)} V i E S, 

o bien 

u (i) > r(i,a) +al p .. (a) u(j) 
j 1) 

V i E S, a E A. 

Sin embargo, esto es un problema de programaci6n lineal y 

en el caso de que.elconjunto de estados es finito, se pue

de resolver por una técnica bien conocida como :el método 

de Simplex. 

A continuaci6n, se discute el algoritmo de programaci6n li-

neal. 

Primero, para cualquiera etapa n, se define ln(i,f) la pro

babilidad de la coyuntura de estar en estado i E S y efec-. 

tuar la decisión f E Ai' Se considera el problema de maxi

mizaci6n bajo la distribución inicial q ~ [q1 , ••• ,qn] debi

do a que se logra simultáneaménte una polttica óptima para 

cada estado inicial. Como ln(i,f) obedece la ley de proba

bilidad pfj' se podría escribir 
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(1) 

si n = O 

n=l,2, ... ,je:S 

donde qj = probabilidad de que el sistema está en estado j 

en el tiempo O. 

Lema 4. Cualquiera soluci6n no negativa "n (i,f) de (1) .es 

una distribuci6n de probabilidad y el valor esperado total 

del caso con descuento correspondiente es acotado. 

Prueba: Observe que 

}. }. >. (j ,f) 
j e:S fE:Aj n 

f 
E Pj_j = l. 

je:S 

qj 

De.donde 

f · .J. 
J.e:S 

Y "n-1 (i,f) 
frAi 

si 

n = 

n = O 

1,2, ••• ,. 

la suposici6n de que q es una distribuci6n de probabilidad, 

implica que 

'.I }. >. (i,f). = 1 
ie:S fe:Ai n 

n = 0,1,2, ••• ,. 

la no negatividad de An(i,f) prueba la primera parte del 

lema. Defina: 



.. 
\" n n 

Va(n) = L a p (n)r(fn+ll 
n=O 

y sean r = max r(i,f) y E 
i,f 

min r(i,f). Entonces se tiene 
i,f 

que 

!: -
---e < Va(n) < _r_ e 
1 - a 1 - a 

donde e -1 [l,1, .•. ,1) • A 

Como un resultado del lema 4, se obtiene la siguiente fun-

ci6n objetivo 

max l 
n=O 

bajo la restricci6n (1) y ~n(i,f) ~O Vn, icS, y fEJ\i. 

Se observa que este problema es similar a un problema de 

programaci6n lineal estándar. Sin embargo, debido a que 

se contiene un número infinito de restricciones y variables, 

no se puede analizar con la teoría clásica de programaci6n 

lineal. Entonces se define un conjunto de nuevas variables 

x(j,f) como: 

X (j 1 f) V je:S, fe:~, 

usando x(j,f), se obtiene el siguiente problema de 'progra

maci6n lineal estándar: 

max r l r(j,f)x(j,f) 
jcS fEAj 



S.A. 

(2) - a l 
iES 

r p .. (f)x(i,f) 
fcA. lJ 

l 

x(j,f) ~O V j e s, f e Ai. 

Teorema 5. Si se restringe el sistema (2) a las variables 

seleccionadas x(i,f) por cualquiera política estacionaria, 

entonces: 

a). El correspondiente subsistema tiene una tinica soluci6n; 

b). Si qj > o (j e S), X (j ,f) > - o (j E SI; 

e). Si qj > o (j e S), X (j 1 f) > o (j e S). 

Prueba: Considere el sistema homogéneo asociado con 

X (j) - a }. p, . X (i) = q, 
ie:S lJ J 

je:S 

por suponer qj = O (jcs)·. Este sistema debe tener al me-

nos una soluci6n nula. 
ti. 

Si x fuera ·otra soluci6.n no cero, 

se define I- = {i 1 x(i) < O} Sumando 

00 

\' n n va (11) = ¡. a p (11) r (fn+l) 
n=O 

un vector Nxl 

sobre todos je:I-, se obtiene 

l _ [ l - a l _p, . ] X ( i) - a Í _ Y. p, · X ( i) 
ie:I jcI lJ i~I jÉI- lJ 



ya que qj = O, y a < 1 implica que 1 - a ,l _pij > O, el 
]Cl 

cual implica que la primera sumatoria debería ser estric-

tamente negativa. Esto es una contradicci6n excepto cuando 

I- = 0. Por el mismo argumento, se concluye que I+ = 0 doQ 

de I+ = {i 1 x(i) > OJ. Esto es, la soluci6n nula es la a-
nica del sistema. Además, es cierto que existe una única 

soluci6n para cualquier valor de qj. 

b). O, esto implica que I 0, => x(j) ~O (jcS). 

c). Si qj >O, se define I 

.ca que I- = 0 o x(j) > O. 

{i 1 x(i) < O}. Esto impli-

4 

Usando el teorema 5, en el siguiente se demuestra una rel~ 

ci6n importante entre politicas estacionarias y soluciones 

básicas factibles del sistema (2) cuando qj >O (jcS). 

Teorema 6: · Cuando q. > O (jcS), existe una correspondencia 
J • 

una a una entre políticas estacionarias y soluciones bási-

cas factibles del (2). Además cualquiera soluci6n básica 

factible es no degenerada. 

·Prueba: Por c) del teorema 5, una política estacionaria 

tiene una única soluci6n de 

x(j) - n l p .. x(i) 
itS l.J 

j e: s 

. ' 



que tiene N variables positivas. Esto es, por definici6n 

una soluci6n básica no degenerada factible del (2). Por 

otro lado, si x(i,f) es una soluci6n factible del (2), se 

tiene 

Í x(i,f) = q. +a l }'. p .. (f)x(i,f) > q. >O V je:S 
f¡;~ . J iE:S fE:J\i lJ - J 

desde entonces, al menos existe una variable x(j,f) que es 

positiva. Entonces, existe exactamente una x(i,f) > Opa-

ra cada estado j, esto define únicamente una poH.tica es-

cionaria. 

Ahora, si se considera que .. -

S.·A. 

rnax l Y, r ( j , f) x ( j , f) 
j¡;SfEA. 

J 

í x(j,f) - a r r p .. (f) x(i,f) 
fe:F j icS fr Ai lJ 

X (j 1 f) > 0 V je:S, 

V jcS 

corno problema primal, entonces su dual es representado por 

min í ql. u. 
ie:S l. 

S.A. 

(3) ui > r(i,f) +a l p,. (f) u. 
jcS 1.J J 

··V ie:S, fe:.Ai. 

'Esto se puede derivar inmediatamente de :la 's·iguiente mane

ra: para una política estacionaria 6ptima n* = f~, se tiene 



V gc:A, 

si se escribe la ecuaci6n anterior en elementos uno por 

uno, se obtiene (3), La funci6n objetivo en la distribu~ 

ción inicial q es 

esto es el problema dual. 

l q. ui 
ic:S l. 

Cuando q. > O, el (2) tiene una solución bási
J 

ca óptima y su dual tiene una única soluci6n 6ptima. Cua

- .lesquiera política estacionaria 6ptima asociada con él man 

tiene :6ptima para cualquier q. > O. 
J -

.Prueba: Por el teorema 5, obviamente existen soluciones 

factibles y por el lema 4 la funci6n objetivo es acotada. 

Esto nos garantiza la existencia de una soluci6n 6ptima p~ 

ra ambos problemas primal y dual. 

Por teorema 6, cualesquiera soluci6n básica va a ser no d~ 

generada, y por estas condiciones inactivas complementarias, 

cualquiera 'solución 6ptima del dual debería satisfacer el 

sistema correspondiente de N igualdades duales, entonces, 

· la soluci6n dual es única. 

se nota que la optimalidad de una soluci6n básica factible 

dada de un pnoblema de programaci6n lineal depende s6lo de 



la función objetivo y no de qj. El cambio del segundo só

lo afecta la factibilidad de cualquier valor no negativo 

Debido a la discusión el algoritmo de mejoramiento de po

líticas es sólo una extensión especial de programación li

neal el cual tiene la propiedad de que se ejecutan simul-

táneamente las operaciones de pivote para muchas variables. 

Para problemas con conjunto de estados finito, se puede ca! 

·,~·: cular V11 por m~todo de programación lineal o de mejoramien

to de políticas. 



2.5 Ejemplos ilustrativos. 

Ejemplo l. (Problema de produción-inventario). Considere 

un sistema de producción-inventario que desea determinar su 

política óptima de producción-inventario p~ra los próximos 

N periodos. En este sistema puede ordenarse una cantidad 

uk de artículos al principio de cada periodo (k=l,2, ••• ,N). 

Cada articulo tiene un costo c. Asimismo, puede almacenar-

se una cantidad xk de at·ticulos en cada periodo a un costo 

unitario h de inventario. La demanda de artículos en cada 

periodo denotado wk' es una variable aleatoria que sigue 

una función de distribución conocida. se supone que las de

mandas de artículos de un periodo con respecto a otro son 

estocásticamente independientes y que la demanda insatisfe-

cha en cada periodo se pierde con un costo unitario cp de 

insatisfacción. 

Sea Vk(xk) el mínimo valor obtenido al aplicar una política 

óptima de producción-inventario del periodo k al N dado que 

se tiene un nivel de inventario xk al principio del periodo 

k. se observa que lo·que se desea es v
1

1x
1

) y que para el 

~-., caso especiál en que k=N se tiene que 

donde 

q(xN,uN,wN) = cuN+h max{O, xN+uN-wN} + cp rnax {O, wN-wN-u~}~ 

Aqui se supone que los artículos al principio del periodo 

N+l no tienen valor o bien VN+l(xN+l) =O. 



; .• ¡ 

En general, para k=l,2, ••• ,N-1 se tiene 

donde 

y 

que son las ecuaciones.recursivas de la programación din&nica. 

suponga que las demandas de articules y los niveles de inven 

tario son variables enteras no-negativas. El costo unitario 

cp es igual a tres y los costos unitarios de almacenamiento 

y de producci6n son iguales a uno. Suponga que la capacidad 

máxima de almacenamiento es dos y la función de distribuci6n 

de probabilidades de las demandas es la misma para todos los 

períodos e igual a 

-------

_] w o l 

p(w) 0.1 0.7 
----

Se desea determinar la política óptima para tres periodos 

dado que se tiene un nivel de inventario inicial cero al ini 

cio del primer periodo. 

Para los datos del problema la condición de frontera es 

.,j 

• 



• 

v 4 <~ 4 ) = O y las ecuaciones recursivas son 

donde q(xk,uk,wk) ,. uk+max{O, xk+uk-wk} + 3 max{O, wk'-xk

uk} y xk+l = max{O, ~k + uk - wk}. Específicamente: 

--
.v3 = E(q(x3 ,u3 ,w3)J + V4(X4) - w, ----
u3 o 1 2 V* 

3 
u* -

3 
X3 

o 3.3 l. 7 2.9 l. 7 1 

1 0.7 l. 9 - 0.7 o 

2 0.9 - - 0.9 o 
~-

-·---- -
v2 = E [q(x2,u2,w2)] + V3 (~3) ... 

u2 o 
x2 

1 2 V* 2 u* 2 

o 5.0 3.3 3.82 3.3 1 

l 2.3 2.82 - 2.3 o 

2 1.82 - - 1.82 o 

Por lo tanto la política Optima es ordenar un articulo si el 

nivel de inventario es cero y nada si ocurre lo contrario 

debido a que x1 = O y: 

6.6 4.9 5.3 4.9 (6ptimo) 

o l 2 1 (Optimo) 



Ejemp±~· (Problema de mantenimiento). Considere una má

quina que opera sincr6nicamente, es decir, una vez por hora. 

En cada periodo hay dos estados, uno es en operaci6n (esta-

do 1); y otro es en condici6n de falla (estado 2). Si la 

máquina funciona bien,, hay una ganancia de $3.00 por perio

do y la probabilidad de quedar en estado 1 en el siguiente 

periodo es 0.7; la probabilidad de ir al estado 2 es 0.3. 

Si la máquina está en condición de falla, se tienen dos ac-

ciones para reparar la máquina, una es una reparación rápi-

da que requiere un costo de $2.00, con la probabilidad de 

ir al estado 1 igual .:;, O. 6; otra es una reparaci6n normal 

que requiere un costo $1.00 con la probabilidad de ir al e! 

tado 1 igual a 0.4. Se desea determinar la politica 6ptima 

y el valor 6ptimo. El factor de descuento es 0.9. 

Se definen F = {f1 , f 2} y a ~ 0.9. Donde fl representa la 

politica de reparación rápida y f 2 representa la politica 

de reparaci6n normal. 

0.7 0.3] J P(f1) = r(f1 ) 

0.6 0.4 

0.7 0.3] -3] 
p (f 2> r(f 2) = 

0.4 0.6 _-1 

..,¡ 
• 



a. Se aplica el método de mejoramiento de pol!tica. Supon

ga que la po11tica inicial es a0 = f 1• Entonces 

= 
-0.54 

-o. 27 ]-1 
0.64 

- 0.37 

., - 1380/91] 

880/91 

Considere ahora la relaci6n 

V(2) = r(2,f2) 

·.= ..,1 + o. 9 

+ a Ep 
j 

[0.4 

881/91 > 880/91 

(f2) 

0.6] 

V(j) \ 

[1380/91 J 
-- 880/91 

·• entonces la pol.f.tica f 2 es mejor que f
1

. Sea a1 f 2 y note 

que 

·-1 v.= V(a1) = [I - aP(a1 )J r(a1) 

. 1::::::::7 ::::::::. r J 

.J 

., ., 



0.36 

0.27] 

0.37 

l 
0.073 

-1110/73] 

710/73 

Por lo tanto la politi.ca óptima es f 2 y el valor 6ptimo es 

1

-1110/73 J 
- 710/73 

b. Se aplica el m~todo de aproximación sucesiva con 

e= 0.001. Sea v0 =O • 

T2v = maX o 

+ 0.9 

+ 0.9 

. CJ} 

l
-0.7 

0.6 

0.3] 

0.4 

[

0.7 

0.4 

0.3] 

0.6 

[ 
4.62]· 

-0.74 

[ 
4.62] 

-0.46 

rv .= [5. 7864 J 
o - 0.4148 

TlOV = [10.63733545 J 
o 5.157454821 

T20V [13.6126019 J . 30 [14.65029881 J 
O = 8.133149849 _ ••• T VO = 9.170846667 

T v
0 

= • , • T v
0 

40 [15.01172343 J 50 

9.532274802 [

15.13723453] 

9. 65778729 . 



T V = 60 [15 .18168464 J 
o 9,70223258 

.. • T70V = [15.19645194] 
o 9.7169436 

por lo tanto, el valor aproximado al 6ptimo con un error de 

0.001 es igual al 70 . [15.19645194 J 
T V = 

o 9. 7169436 

c. Se aplica ·el m~todo de programaci6n lineal. 

S.A. 

0.27x1 (f1 )' 0.27x2 (f1) > 3 -
0.54x1 (f1) + 0.64x2 (f1) > - 2 

0.37x1 (f 2) 0.27x 2 (f 2) > 3 

- 0.36x1 (f 2) + 0.46x2 (f2) > - 1 -
o i=l,2 

la soluci6n 6ptima es x1 = 1110/73 , x2 = 710/73 y se obse! 

ve que coincide con la obtenida por el m~todo de mejora-

miento de política. 



60 [15.18168464] 
T V = 

o 9.70223258 
.. • T7°v = [15.19645194 J 

o 9.7169436 

por lo tanto, el valor aproximado al 6ptimo con un error de 

0.001 es igual al 70 . rlS.19645194 J 
T V = 

o 9.7169436 

c. Se aplica ·el m~todo de programaci6n lineal. 

min xl + x2 

S.A. 

0.27x1 (f1 l 0.27x2 (f1 ) > 3 -
- 0.54x 1 (f1) + 0.64x2 <r1 ) > - 2 -

0.37x1 (f 2) 0.27x 2 <r2) > 3 -· 
0.36x1 (f2) + 0.46x2 (f21 > 1 -

x1 (fi) , x2(fi) > o i=l,2 -

la soluci6n 6ptima es x1 = 1110/73 , x2 = 710/73 y se obseE 

ve que coincide con la obtenida por el m~todo de mejora-

miento de politica. 



CAPITULO III 

CADENAS DE DECISION MARKOVIANA CON COSTOS NEGATIVOS 

Una variedad importante de problemas dinámicos reales es

tlin clasificados de acuerdo a su estructura como problemas 

de decisión markoviana con costo negativo. casos típicos 

de estos problemas son: invent.?irio, reemplazo de equipo, 

confiabilidad, etc. Los métodos desarrollados para obte-

ner la correspondiente solución óptima son llamados m~to-

dos de Programación Dinámica Negativa. 

En.este capítulo .se describe la forma general de los pr~ 

blemas de decisión markoviana con costo negativo así como 

algunos problemas reales simplificados. Se analizan las 

características estructurales de este tipo de problemas y 

se establece la existencia y for~a de las políticas esta

cionarias óptimas así como los m~todos de soluci6n dispo-

nibles. Finalmente, se aplican los m~todos desarrollados 

para resolver problemas de paro óptimo, reemplazo de·equ! 

po y otros. 

. 
,l 



3.1 Descripci6n del problema con costo negativo. 

Considere el problema de cadenas de decisi6n markoviana 

y suponga que el conjunto de estados s es finito o infi

nito contable y que el conjunto de decisiones disponi-

bles A es finito. Si se toma una decisi6n acA cuando es-

trunos en el estado icS, se obtiene un beneficio esperado, 

denotado como r(i,a)c R_ El objetivo es determinar la 

sucesi6n de decisiones que maximiza el beneficio total 

esperado. 

Considere una cadena de decisi6n markoviana con período 

infinito denotada {xn' An} donde xn es el estado.de la c~ 

dena en la etapa n y An el conjunto de decisi6n ejercida 

en la misma etapa para una política n. Entonces, el va-

lar: 

.. 
E ( l r (X ,A ) 1 x0 n n=O n n 

i) 

representa el beneficio total esperado. Observe que por 

ser r (i,a)'.c · R~ ·se tiene que Vn (i) está bien definida (Pg 

dria ser -ao) • Sea el valor 

y si n* la política tal que 

vn*(i) = v*(i), V icS 

Entonces se dice que n* es la política 6ptima. 



Ejemplo l. (Paro 6ptimo), Considere un proceso din4mico 

con estados posibles 0,1,2, ••. , en donde para cada estado i, 

se puede tomar la decisi6n de paro (acci6n 1) y recibir una 

cierta ganancia terminal R(i); o bien, se puede tomar la d~ 

cisi6n de pagar un cierto costo C(i) e ir al estado j (ac

ci6n 2) de acuerdo con las probabilidades de transición. 

(Pij ~O). Se proponen dos condiciones para analizar el 

problema. 

i. sup R(i) < "' i 

ii. sup 
i 

e (i) · < o. 

Se desea determinax una política óptima de este proceso de 

manera tal que la ganancia sea m4xima, suponiendo que el 

proceso va al estado <X> cuando se tome la decisi6n de paro 

y que una vez en ese estado permanece indefinidamente. 

sean 

C(i,f1 ) = R(i) > O; C(i,f2) = C(i) ¡; R_; 

O; 1 

donde, f l y f 2 representan la regla de decisión de paro r 
de continuaci6n, respectivamente. 



N6tese que este proceso no cumple las condiciones de la 

programaci6o dinámica neaativa, debido a que no todos los 

costos son negativos (C(i,f1) > O), Es posible transfor

mar el proceso a uno que satisfaga todas las característi

cas de programaci6n dinámica negativa de la siguiente man~ 

ra. Sea R = s9p R(i), considere que cuando est~ en el es-
1 

tado i, se puede parar y recibir una ganancia terminal 

R(i) - R (o equivalentemente, pagar un costo terminal R -

R(i) >O)¡ o bien ir al estado j con P .. >O y pagar un 
1) 

costo de continuaci6n C(i). Se denomina este proceso, el 

proceso modificado. 

Suponga que para cualquiera política 11 se' denota por VlÍ y 

v1T las funciones de beneficio esperado del proceso original 

y modificado, respectivamente, entonces, para políticas que 

paran con probabilidad 1, se tiene que 

V ieS. 

Sin embargo, por la condición (ii) , cualquiera política 11 

que ~o para con probabilidad 1 tiene V (i) =-V (i) = - ~. 
1T 1T 

Por lo tanto, cualquiera política que es óptima para el·pr.2 

ceso original es óptima para el proceso modificado, -y vice-

versa. Por otra parte el proceso modificado ya es un proc~ 

so de decisi6n markoviana con costo negativo, de manera tal 

que, su ecuación de optimalidad está dada por 

... 
1 



V (i) = max 

R(i) - R 

s 
C(i) + í p .. V(j) 

j=O J.J 

V ieS, 

esto es, el beneficio esperado total del proceso modifica-

do cuando se .inicie en el estado i. Equivalentemente 

R (i) 

V )i) ~ max V ieS. 

s 
C(i) + ~ PijV(j) 

·-
' 

;; 



Ejemplo 2. (Venta de un inmueble). Considere una persona 

que desea vender su casa. Una oferta se recibe al princi-

pio de cada d!a y la persona debe decidir inmediatamente si 

acepta o rechaza la oferta. Se supone que las ofertas su

cesivas son independien.tes entre s! y tomen el valor i con 

probabilidad Pi, para toda i > O. Se supone que se tiene 

un costo de mantenimiento e por cada d!a que la casa no es 

vendida. La persona desea determinar la política 6ptima de 

aceptar o rechazar ofertas de manera de tener máximo benef i 

cio. 

·El problema puede forinularse como cadena de decisi6n marko

viana con dos acciones y aunque no se cumple la condici6n 

de no-pasitividad de los costos es posible efectuar una 

transformaci6n para convertir el problema a un problema de 

paro 6ptimo cuya función de beneficio 6ptimo asociado al e_!! 

tado i satisface la ecuaci6n de optimalidad dada como 

V(i) 
s 

max {i, - c +E P.V(i)} 
j=O J 

p~ra todo estado iES. 

... 
' 



Ejemplo 3. (Confiabilidad de un equipo). Considere una rn4-

quina que puede estar en uno de los dos estados; bueno o ma-

lo. Se supone que la máquina produce un articulo al princi

pio de cada d!a. El articulo producido es bueno o malo de

pendiendo del estado de la máquina. Se supone que si la rn! 

quina está en el estado bueno va al estado malo con una pro

babilidad q; si está en el estado malo permanece en ese es-

tado hasta que se reemplaza por una nueva. Se supone tarnbi~n 

que despu6s de la producci6n del articulo, se puede elegir 

una de las dos opciones, inspeccionar y no inspeccionar el 

articulo. Si el articulo se encuentra mal, despu6s de la 

inspecci6n, se reemplaza inmediatamente la m~quina con un 

costo adicional R. El costo de inspeccionar es l y el costo 

de un articulo maLproducido es C. Se desea determinar la 

política 6ptima de inspección de manera tal que el costo to-

tal de operación sea minimo. 

se'puede formular el problema como sigue. Sean 

donde - (I+R+C), -I y -e e: R_ , y 

en donde a1 y a
2 

representan las acciones de examinar, no ex~ 

minar el articulo, respectivamente, mientras que los estados 

2 y 1 son de bueno o malo, respectivamente. 



3.2 Caracterizaci6n de soluciones 6ptimas. 

En esta secci6n se estudian las propiedades de la funci6n 

de beneficios esperados 6ptimos de una cadena de decisiCS:n 

markoviana con costos negativos. Siguiendo el mismo cam! 

no del caso con descuento, se observa que dicha funci6n 

satisface la ecuaci6n de optimalidad de la programaci6n 

dina'.mica como se presenta por la siguiente pro!:Jos.i:ci6n: 

Proposici6n l. La funci6n de beneficios esperados 6ptimos, 

denotada por V*, satisface 

s 
V*(i) = max {r(i,a) + l P .. (a) V*(j)}. 

a j=O iJ 

Prueba. Es similar a la efectuada en el caso con descue~ 

to y no se reproduce. 

El teorema que se presenta a continuación caracteriza.la 

condici6n suficiente de existir una política estacionaria 

6ptima en el caso con costos negativos, la cual es esta-

blecida en bases del mapeo de contracci6n y la teoría de 

latiz. 

... 
• 



Teorema l. Considere el mapoo T:R~ + R~ dado como 

Tv max {r(f) + P(f) v J ftA} 

y suponga que tiene un punto deficiente, esto es, existe 

vtR8 tal que Tv ~ v. Entonces existe una política estacio

naria f"' tal que 

V((°) = V* 

Asimismo V(f"') = V* si y solo si V* = r(!) + P(!lV*. 

~· Sea v el punto deficíente de T. Considere·e1 in

tervalo [v,O] y observe que es una sublatiz compacta de R~. 

Sea V* 

que V* 

sup L0 • Debido al teorema 2 ap~ndice B se tiene 

sup LF y V* pertenece a LF. De donde V* = TV* y 

existe f tal que 

TV* = r(~) + P(~)V* 

Pues A es un conjunto finito. Por-otra parte (Lema l). 

TNO = max {VN(íl) + PN(íl) o íltA"'} 

De donde TNO ~ V~ (TI)· para todo na~ 
00 

Sin embargo, dado . 
que O = sup fv,OJ se tiene (teorema 3, Ap~ndice B) que 

V* lim TN(O) ~V (TI) para todo íleA
00

• Asimismo, para ca
n 

da f tal que 



V* "' r(f) + P (f) V* 

N-1 
r Pn(f)r (f) + PN(f)V* 

n=O 

< VN(f 00
) 

Haciendo N tender a infinito se tiene V*~ V(f
00
), Pero, 

en particular, V*> V(f
00

) y se implica V*= V(f
00
), Esto 

demuestia la existencia de una política estacionaria tal 

que V* = v<(>. 

_Finalmente, si V(f
00

) V* se observa que si hacemos 

entonces T~O converge a V(f
00

) V* cuando N tiende a infi-

to. Dado que Tf(·) es continuo se tiene que 

V* 

y la demostraci6n se termina. 

..,¡ 
4 
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3.3 M6todos de soluci6n. 

Los m6todos disponibles para encontrar la política estacio

naria 6ptima y el valor'6ptimo de la función de beneficios 

esperados 6ptimos se desarrollan en esta secci6n. 

El mátodo de aproximaci6n sucesiva es un mt!itodo sencillo y 

válido para encontrar el valor 6ptimo de la funci6n V* en 

el caso con costos negativos. Sin embargo, por la natura

leza de sí mismo, el método no puede encontrar; general-

mente una política estacionaria 6ptima en este caso. El· 

método de mejoramiento de política no es simplemente fun-

clonado como en el caso con descuento sino tiene sus pro-

pias características del caso negativo. Las discuciones 

adelante manifestarán sus características. El método de 

mejoramiento de política nos ayuda a concluir que una po-

1 ítica estacionaria sea óptima si y solo si cuando aque-

lla política satisfaga estrictamente la ecuaci6n ~e opti

malidad. El mátodo de programaci6n lineal no fue consid~ 

rado d~bido a que no se puede garantizar siempre que la ~ 

quiere.el valor·6ptimo de V* mediante este mátodo. La 

proposici6n 2 que presenta a continuaci6n declara este 

punto. 

-• 



A. Método de Aproximaci6n Sucesiva. 

Sean v0 (i) = O, y para n > o 

s 
Vn(i) = max {r(i,a) + )'. pij(a) .V _1 (j)}, 

acAi J=O n 
Yics. 

en donde Vn(i) representa el beneficio máximo esperado pa

ra un problema de n periodos cuando se inicie en el estado 

i. Para demostrar que V* es la minima soluci6n negativa 

de la ecuaci6n 6ptima conviene tener el resultado siguie~ 

te; 

Proposici6n 2. Si la funci6n u(i) e R_ es tal que 

s 
u(i) max . { r ( i , a) + l p .. (a) u ( j ) } 

a j=O iJ 
... (4) 

entonces u(i) ~ V*(i). 

Prueba. Sea f la política determinada por la ecuaci6n de 

optimalidad, esto es, u(i) igual a 

s s 
r(i,f(i)) + l p .. (f(i})u(j) = max {r(i,a) + l p ... (a)u(j)} 

j=O iJ ae:A. j=O iJ 
. i 

Considere el problema usual con la edici6n de una decisi6n 

de paro que cuesta u(i), si se ejecuta en el estado i. En 

tonces la expresi6n anterior establece que el paro inmedi~ 

to es equivalente a usar f en un período y luego parar. 

Repitiendo este argumento, se demuestra que el paro inme

diato es equivalente a usar f en n períodos y luego paro. 

.. 
4 



Entonces, 

s Ya que u ~R_, esto implica que 

Ef[costo den periodo 1 x0 = i] ~ u(i), 

y cuando n + 00 , Vf(i) ~ u(i). Por ser Vf(i) 2 V*(i) se im 

plica que u(i) 2 v*(i). • 

La proposici6n ha asegurado que V* es el m§ximo punto fijo 

del mapeo T en R~. El siguiente teorema demuestra la vali 

dez del m~todo de Aproximaciones sucesivas. 

Teorema 2. Si existe un punto deficiente de T:R:+R: en R:, 

entonces TnO + V* por abajo, cuando n + oo, en donde v* es 

el máximo punto fijo y el punto deficiente de T en R:. 

Prueba. Sea v un punto deficiente de Ten Rs. Entonces, 

v < Tv y sea V < u < O. Por isotonicidad de T, v 2 Tv 2 

Tu< TO< O. Esto es, T:[v,OJ + [v,OJ. Dado que Tes un 

mapeo continuo, el resultado se obtiene por el teorema 2 

en el apéndice (el teorema "de punto fijo de Latiz) ,.4 

... 
• 



B. M~todo de Mejoramiento de Política. 

Sea g una política estacionaria con funci6n de beneficio es 

perado v
9

. Si se define h tal que 

s 
{r(i,a) + l P .. (a) V (j)} 

j=O J.J g 

entonces h es al menos tan buena como g. Específicamente, 

Proposici6n 3. Una política h que satisface la expresi6n 

anterior es tal que Vh(i) ~ v
9

(i), para todo iES. 

Prueba: Observe que 

Por lo tanto 

Eh [benef. total de n periodos 1 x0 = i) ~ v
9

(i) 

y cuando n + ~, se tiene Vh(i) ~ Vg(i). • 

Ñote que h satisface la ecuación óptima, pero por la propo

sici6n 1,: Vh ~ v* y no se puede concluir que Vh =V*. Por 

~llo, es :posible que el algoritmo para en una política no 

óptima que satisface la ecuaci6n óptima. En el siguiente 

teorema se representan las condiciones suficientes para con 

cluir una política 6ptima. 

... .4 • • --'--.º,i. 



Teorema J. Sea r(i,a) e: R_. Si el conjunto de estados y de 

decisiones son finiton y si f es una pol!tica estacionaria 

tal que, para cada i, 

s 
Vf(i) > r(i,a) + l P.j(a)Vf(j) 

j=O. l 
V a f f (i) ... (7) 

entonces vf = V*. 

Prueba: La expresión anterior implica que tomar la decisi6n 

f es mejor que hacer cualquiera otra cosa en un periodo y 

luego conmutar a f. Además, si se hace cualquiera otra de-

cisi6n en un periodo, del siguiente periodo conmutarse a f 

::es mejor que hacer cualquiera otra cosa en un periodo más y 

luego conmutarse a f. Repitiendo este argumento, se ve que 

tomar f es mejor que hacer cualquiera otra decisi6n en n p~ 

riodos y luego conmutarse a f. Esto es, 

i) l 

ya que r(i,a)e: R_, Vf(i) < O, V ie:S. Si hacE:!m'.)S n + "'• 

V (') > V (') + E [Vf (Xoo) 1 x
0 

= i] f l - TI l TI 

Pero por ETI [Vf (x..,) 1 x0 = i] = -0, y Vf (i) > VTI (i) para 

toda Ti ya que TI es arbitraria, 

Por otro lado, de la proposici6n 1, se sabe que 

vf (i) < v* (i), 

y esto implica que Vf =V*, A 

V ie:S. 

V 'ie:S. 



El siguiente teorema afi~ma que el m~todo de mejoramiento de 

política funciona en el caso estrictamente negativo. En pa~ 

ticular, si el m~todo inicia con una política estacionaria 

transitoria, automáticamente, se itera dentro de esa clase. 

Teorema 4: Si r(i,a) <·O y el conjunto de políticas transi

torias no está vacio, esto es At + o. Entonces 

(i) V* es el único punto fijo de T en R~, y cada aeA tal 

que se cumple V*=r(a) + P(a) V*, es transitoria; 

(ii) si f"'• E A; y V(g,f
00

) > O para.alguna g EA, entonces 

g"" e A; y V(g
00

) > V(f
00
). 

Prueba: Sea Lf Rs -+ R~ tal que 

LfV = r(f) + P(f)V, Y fEA,.Lf es is6tono~ 

Se define que 

y 

Si f"" "" E At' 

Dado que At + 

T V =max LfV' 
fEA 

L~ V = Vn(fw) + Pn(f) V. 

cuando n -+ 

Ln 
f V -+ V (f"") ¡ 

o, sea f~ 
"O) 

E At' entonces 

y 

Esto es, V(f~) es un punto excesivo de Ten Rs. 

V eRs. 



Por el teorema 2 de esta secci~n, existe un m~ximo punto fi

jo V de Ten Rs, además, por el teorema 1 de este capitulo 

existe una politica estacionaria g E A tal que 

V(g
00

) :: v*. 

Obviamente g"" E A~, en otro caso V(g"') + - 00 en al menos una 

componente ya que r(g) < O. 

** s ** * suponga que V es otro punto fijo de T en R_; entonces. V <V 

** Sin embargo, V T v** > L v** > L "v**, v n >l. 
g g 

Por g"' E A~, n+"" 

, 1··. V**~ V(g"') ;: V* 

esto es, V**=V*, que el único punto fijo de T en Rs. Abo-

ra, si V* = r (f) + p (f) V* ;¡ LfV* para alguna fEA, entonces 

V* LnV* 
f 

= vn(f"") + P11 (f)V11 
V n > l. 

Esto es, f
00 

e:A~. En otro caso, Vn(f
00

) + -oo al menos en una 

componente. 

Si f°" EA;, y. v(g!f
00

) = 'V(g,.f"')-V(f
00

) - L
9
V(f"')- V(f"') >·O, 

entonces, 

V n > l, 

Lo mismo corno antes, g
00

EA;, n +"' : V(g"') ~ V(g,f
00

) > V(f"'). • 

.;j 

• 



3.4 Ejemplos ilustrativos. 

A continuaci6n, se estudia el pr:ihlema de paro 6ptimo con 

más detalle. Con respecto a las características especia-

les de este tipo de p~oblemas, se proporciona una manera 

de clasificar aquellos estados, los cuales forman un sub-

conjunto de estados en donde la acci6n de parar es, al ID! 

nos mejor que la de continuar una etapa más y después pa-
l 

rar¡ y se demuestra que la política 6ptima establece que 

para en un estado i si y solo si i pertenece a aquel con

junto, dado que las probabilidades de tLansición de i a 

otros estados que no estfin en este conjunto son ceros. 

Asimismo, se demuestra que bajo las condiciones 

a. 

b. 

R sup {R(i) 
i 

e = s~p {e (i) 
l. 

i 1,2, •.. } < oo, y 

i 1,2, ... } <o, 

el problema de paro·6ptimo puede resolverse por el método 

de aproximaci6n sucesiva ya.que la diferencia entre el v~ 

lbr Vn(i) y el valor c5ptimo V*(i) tiene una cota superior. 

Otro problemaº que se estudia ·con más detalle en esta sec

ci6n· es el problema de reempl:azo de un equipo, las condi:

ciones de existencia de una política 6ptima para este ti

po de problemas se describen en adelante. 

-· • 



Ejemplo. Considere un problema de paro 6ptimo donde el es

pacio de estados es el conjunto de los números enteros. 

C(i) 

R(i) 

o 

i 

Entonces,·se observa que para cualquier estado i, v0 (i)=i' 

y para cualquier n la ecuaci6n recursiva 

Vn(i) = m1K [R(i), C(i) +P. '+l V 1 (i+l) +P .. l V 1 !i-l)] 
i,i n·· i,i- n-

implica que Vn (i) = i. Sin embargo el.. sistema se co!!! 

porta de acuerdo a una cadena .de una caminata aleatoria si 

m~trica hasta antes de parar. 'Dicha caminata es una cade

na de Markov recurrente nula, y todos los estados se comu-

nican. Entonces, con probabilidad uno, cualquier estado N 

es, eventualmente visitado. Por lo tanto, si partimos del 

estado i se garantiza que podemos llegar al estado N y pa

rar ahí obteniendo un beneficio final N. Sin embargo, da

do que N es ·arbitraria se concluye que v*(i) =""para toda 

i. Por .. lo . tanto .dicho :proceso no es estable. 

La discusi6n anterior demuestra que si el proceso es esta-

ble se tiene que lim Vn(i) = v*(i) para todo i. sin embaE 

go, no especifica condiciones bajo las cuales podamos de--

terminar la política estacionaria 6ptima. Para obtener r~ 
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sultados en esta direcci6n defina el conjunto. 

"" 
B {i R(i) > C(i) + ~ P .. R(j)) 

j=O iJ 

,y observe que B representa el conjunto de estados en donde 

la acci6n de parar,es, al menos mejor que la de continuar 

una etapa más y después parar. La política que para la 

·1 primera vez que el .proceso entra en B se denomina la polí

tica miope (pues sólo considera una etapa más). 



Teorema. Suponga que el procego de paro e~ eHtable y Pij=O 

si icB, jin. Entonces la pol!tica 6ptima establece que pa-

ra en el estado i si y solo si icB. 

~· Es inmediato que v 0 (i) = R(i) cuando iEB. Supon

gamos que vn_1 (i) = RÜ) si icB. Entonces 

s 
Vn(i) = max { R(i); C(i) + l Pi. vn_1 (i)} 

j=O J 

max { R(i); C(i) + }: P .. Vn-l (i)) 
jcB lJ 

= max { R ( i) , e ( i) + l P . . R ( j l } 
jcB lJ 

= R(i) 

De donde Vn(i) = R(i) si icB y cualquier· n. Haciendo n 

tender a infinito y recordando la hip6tesis de estabilidad 

se tiene que V*(i) = R(i) para toda icB. Si i~B, podemos 

observar que 

s 
V(i) > C(i) + l P .. R(j) > R(i) 

j=O lJ 

donde la primera desigualdad es inmediata, y corresponde 

a la comparaci6n con la pol!tica de continuar una etapa 

m~s y despu~s parar mientras que la segunda desigualdad 

es obvia de la definici6n del conjunto B. 

• 



Proposición 4. En problemas de paro 6ptimo bajo las condici2 

ries: 

a. R = sup {R(i) i 1,2, ... } < IX) 

b. e= sup {C(i) i 1, 2, ... } < o -
se cumple, para toda n y toda i que 

Vn(i) - V*(i) > (R+C)[R-R ( i!J 
- (n+l)C 

Prueba. Sea f la política 6ptima y denote por T el tiempo, 

variable aleatoria, en que f para. · Sea fn la· política que 

elige las mismas acciones que f para los tiempos O, l, ••. ,n-1, 

pero que para'en el tiempo n (si previam~nte no lo ha hecho). 

'Si hacemos que X denote ~l costo total, se tiepe~que 

.Y 

Vn(i) ~ Vf (i) = Ef(X[T~n)P(T~n) + Ef (XIT>n)P(T>n) 
n n 

donde la~ esperanzas condicionales consideran x0=i. Entonces 

Vn(i) - V*(i) ~ [Ef (XIT>n) - Ef(XjT>n)] P(T>n) 
·n 

> - [R + C] (P(T>n) 

Sin embargo, 'se observa de las expresiones anteriores que 

R(i) ~ V~(i)~ RP(T ~ n) + [R + (n+l)C] P(T >n) 

= R + (n+ll e P (T > nl 

De donde se obtiene la cota superior para P(T>n) y la'prueba 

termina. 

• 



.filernplo Considere el problema de venta de un inmueble, 

Suponga que se permite aceptar cualquier oferta pasada. En 

ese caso, el estado en cualquier periodo, es la máxima ofe_!: 

ta recibida hasta ese periodo., Las probabilidades de tran

sici6n P .. de un estado a otro son: 
l.J 

O si j < i · 

i 
pij i: pk si j i 

k:.:O 

P. si j > i. 
J 

El conjunto que caracteriza los estados de paro asociados a ·;v: 

la polttica miope en un periodo está definido corno 

s i 
B { ·i 1 i < l: jPj-C+i¿p,} 

j=i+l j=O J 

s 
i 1 e < i: (j-il P j} 

j=i+l 
= 

= { i j C 2 E ( (X - i)+] } 

donde x es una variable aleatori~ que representa la oferta 

en un dfa dado. Debido a que· (x-i) + decrece en i, es sen

cillo demostrar que B es conjunto cerrado. Suponiendo que 

existe estabilidad del proceso se ¡;:uede demostrar cuando 

E(x 2 ) < ~, la política 6ptirna acepta la primera oferta que 

es al menos i*, donde 

" /' f i 
l \ 
~, 



i* = max { i 1 -e < 
s 
l (j-i) pj}. 

j=i+l 

Como la política 6ptima.nunca retira una oferta pasada, la 

6ptima tambi~n es.una pol!tica legítima para el problema 

original que no permit~ ·retirar ninguna oferta pasada. Por. 

,10 tanto, la politica anterior debe ser ~ptima para el pro" 

_ blema original. 



~emplo 4: (Reemplazo de un equipo). Considere una máquina 

que puede estar en cualquier uno de los estados 0,1,2, ••• 

Se supone que al inicio de cada día, se observa el estado de 

la máquina y se tome una de las dos decisiones: reemplazar 

o no la máquina. Una .vez de reemplazar la máquina, se supo

ne que la máquina se reemplaza por una nueva cuyo estado es 

O. El costo de reemplazo es R y el de mantenimiento por d!a 

es C(i), dependiendo del estado. Sea P .. la probabilidad de 
l.) 

que una máquina est~ en el estado i al inicio del día y pasa 

al estado j al inicio del siguiente día. Las siguientes su

posiciones sobre los costos y las probabilidades de transi

ci6n se cumplen: 

(i) {C(i), Y iES} es una sucesi6n acotada y creciente; 

(ii) 
s 
I: p. . es una funci6n creciente de i, Y k > O • 

j=k l.) 

La suposicí6n (i) es obvia pues el costo de mantenimiento es 

una funci6n creciente de estado. La segunda suposición in

dica que la probabilidad de una transici6n dentro de éual

quier bloque de estados {k, k+l, ..• ,} es una funci6n cre

ciente del estado presente. 

:se desea determinar la pol!tica · 6ptima de reemplazo y man-

tenimiento de equipo de tal manera se maximiza el beneficio. 

total esperado. 



Este problema es uno de cadena de decisi6n markoviana de dos 

acciones. Sean 

C(i,f1) = R; C(i), V i cS1 

V i cs. 

En donde R y C(i) cR_. Las fl y f 2 representan las accio

nes de reemplazo y mantenimiento, respectivamente. Enton-

ces el modelo matem6tico se puede presentar como sigue: 

max { 
C(i) 

R + C(O) 

que representa el beneficio esperado para el primer día cuan 

. do se inicie en el estado i y para n > 1 

max 

s ¡ R + E P
0

.v 1 (j) · 
j=O J n-

s 
C(i) + E P .. V 

1
(j) 

j=O l.J n-

que representa el benef.icio esperado para n periodos cuando 

se inicie en el estado i. 

Para determinar la estructura de la pol!tica'Óptima de·tal 

problema se necesitan los siguientes dos lemas necesarios.· 



ll 

•• 
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Lema é.l: La suposición (iil del problema (ejemplo 4) implica 

que para cualquier función decreciente g(i), la funci6n 

es decreciente en i. 

s 
¿ Pij g!jl 

j=O 

~: Por la suposición (ii) 

s s 
í pi+l,j > 

j=k 
¿ 

j=k 
V k > O 

esto implica que 

P.+l . > P ..• l ,J - l,J 
V i,j 

ya que g{i) es decreciente en 

Pi+l,s g(s) < P. s 9 (s) 
- l, 

s 
sea Í P. l . g(j) = 

j=k l.+ ,J 

entonces 

k-1 s 
l pi+l g(t) + l P.+l · g(j) 

t=O ' j=k 1 ,J 

s 

i, entonces es obvio que: 

s 
l. P. g (j), j 

j=k i,j 

s s 
l P.+l .g(j)< ¿-P .. g(j) 

j=O l ,J - j=O lJ 

Es.to:es, ) .Pij g(j) es una funci6n decreciente en i. 
J=O 

> l 

:Lema: .2: Bajo suposiciones (i) e (ii), V*(i) es función de-

creciente en i . 

~: Sean 



R + C(O) 

y it s, 

C(i) 

y para n > l 

s 

l 
R + C (O) + j~O POj vn-l(j) 

Vn(i) = max 
s 

e !i) + j~O pij vn-1 (j)· 

por la suposición (i), v1 (i) es decreciente en i. Suponga 

que Vn_1 (i) es decreciente en i, para todo i. Entonces, por 

el lema 3.1, Vn(i) tambi~n es decreciente en i, para todo i. 

Como 

V*(i) lim vn (i) 
n 

V*(i) es decreciente en i. • 

Entonces, la estructura de la política 6ptima est~ dada por 

el-siguiente teorema. 

Teorema 3.5. Bajo· lar¡ dos suposiciones, existe un entero 

·:i*,.·i* ~ 00 , tal que .'liii. pol!tica óptima es reemplazar equipo· 

si i > i*, o no reemplazar el equipo si i < 

Prueba: por.el teorema .l. 

'* l. • 

.. 



s 

{

R + C(O)s+ j~O Poj V*(j) 

V* (i) = max 

C(i) + j~O Pij V~(j) 

. V ie:S, ••• , (y) 

sea 

s s 
i* = nax {i : C(i} + L P.j V*(j) < C(O) + R + r P

0
• V*(j)}, 

j=O 1 - j=O J 

Por los dos lemas anteriores, C(i) + jÍo Pij V*(j) es decre

ciente en i, y por (Y): 

V* {i) 

..;.. ·.:.: ¡ 

!. Pij V*(j)' 
j=O 

s 

= { C(i) + 

R + C(O) + r PO. V*(j) 
j=O J , 

i < i* 

i > i*. 

• 

•. 



CAPITULO IV 

CADENAS DE DECISION MARKOVIANA CON COSTOS POSITIVOS 

Si se consideran s6lo aquellos problemas de decisi6n marko

viana con costos positivos llamado beneficios, los m~todos 

desarrollados de. soluci6n basados en la t~cnica de program~ 

• ~·'in din.§mica configuran una rama importante que es denomi-

.:;.nada Programaci6n Din:imi.ca Positiva. La programaci6n diná

. ·,.'.·:nica. positiva tiene notable aplicaci6n en el área de la te2 

· "L·fa ie apuestas. También es aplicable para .resolver muchos 

.problemas especiales reales tales como problema·de inver

si6n, selecci6n de localidad, etc. 

e En el presente capitulo, se presenta la estructura general 

·de problemas con costo positivo con algunos problemas sim

plificados. A continuaci6n,. se caracteriza la forma más g~ 

neral de las politicasces~acionarias 6ptimas y sus corres

pondientes valores 6ptimos. Asimismo se analizan y discu

ten los m~todos disponibles de soluci6n y su implantaci6n 

en los p~oblemas que s~ consideran. 



4.1 Descripci6n de problemas de costos positivos. 

Una vez más, se suponen que el conjunto de las decisiones .. 

a t A es finito y el conjunto de los estados $ es finito o 

infinito contable. También se supone que r (i ,a) e: R+ es el 

-beneficio obtenido por tomar la decisi6n a cuando esté en 

el estado i. Entonces, para cualesquiera política, se de

fine el término 

. V (i) =E 
11 TT [ Er (Xt , At) 1 X 

t=O o 
i] ie:S 

esto es el beneficio total esperado del proceso bajo la P2 . 

lítica TT ·cuando se inicie en el estado i. Como r(i,a)é.R+' 

para toda i 'e: S, entonces VTT (i) está bien definido (y po- · f•i: , 

dría ser+ m). Sea 

V*(i) = sup V (i) 
TT TT 

Se dice que TT* es una política 6ptima si 

VTT* (i) = V* (i) 1 para toda it::S • 

· · 'A continuaci6n, se consideran un par de problemas interes_a!! 

tes··con costos ·positivos. ·· •Y :posteriormente se ·analiza, las 

: ·caraéter!sticas de la 'pol!tiéá 6ptima y los métodos de so-

luci6n. 
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Ejemplo l. Considere un individuo que posea i monedas y e~ 

tra a un casino de juegos. El juego permite cuales uiera 

apuesta de la siguiente forma: si se posee i monedis en-

tonces puede apostarse cualesquiera cantidad entera posi

tiva menor que ó igual.a i. Si se apuesta,j monedes en-

tonces: (a) se ganaría con una probabilidad p o (b) se pe! 

der!a con una probabilidad 1-p. Se desea saber cuá pol!-

tica de apuesta que maximiza la probabilidad de que el in-

dividuo obtendrá un fortuna de N monedas. 

Se puede formular el problema como sigue: 

Sea el conjuntos= {0,1,2, ••• ,N) de estados, dond se dice 

que está en el estado i cuando la fortuna presente es i. 

Se define 

r(i,a) i Y, N y toda a 

r(N,a) l¡ V 1. 

esto es, se gana l.si y solo si su fortuna alguna 1ez lo

:gra N. El modelo matemático se presenta como sigu:?: Sea 

O ¡ i ~ s, el beneficio esperado del perio o O cuan 

do se inicie en el .. estado i ¡ y para n > O •.. 

s 
V(i)=max{r(i,a)+ l:P .. (a)V 

1
1j)) 

n j=l iJ n-

que es el beneficio total esperado del pro~l.ema c ando se 

inicie en el estado i y en el n-~simo periodo. 

. '· 
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(ii) esperar en la caja de sitio mtís cercana: 

En la zona 3, se puede escoger una de las mismas tres accio-

nes. Pero en la zona 2, como no existe el servicio de radio 

en esa zona, la Oltima acci6n no es disponible. Para cuales 

quiera zona dada i y una acci6n dada a asociada con la zona, 

existen una probabilidad P .. de ir a cada una de las zonas 
l) 

1, 2 y 3 para el siguiente viaje, y un beneficio corrcspon-

diente conocido r(i,a) asociado con el viaje. Se desea de-

terminar una polf tica de sele~ci6n de acciones para los si-

guientes viajes de tal manera que el beneficio total esper! 

do sea m~ximo. 

Se puede formular el problema con;o sigue: 1, 

2, 3 denotada las acciones i, ii, iii, respectivamente, y 

los estados 1, 2 y 3 corresponden a las zonas 1, 2 y 3 res-

pectivamcnte. El modelo rnatcm&tico es presentado como si-

gue: 



0, r S 

s 
V ( il 

n 
m:u: {r(i,a) + ) p .. (a) V 

1
l 

3 j~l lJ n-
V icS. 

que representa el bencf icio total csperiido en el n-ésimo 

periodo cuando se inicie en el astado i. 



caso analizado en la secci5n 3.2, se c~~rlc que dicha fun-

V* ( i) ¡;¡ax 

a 

s 
{r(i,a) + /_ PiJ.(a) V*(j)) 

j=O 

Prueba. Es similar a la efcctu:ida <en el caso con dcscucn-

to del capítulo 2, y no se reproduce. 

El resultado principal de la programación din6mica positi-

va se presenta por el siyuicnte teorema. En el cual la 

condición suficiente de existir una política estacionaria 

'óptima es establecida en bases del mapeo de contracción y 

la teorfa de latiz. 



Tv E Rs 
+' donde el mapeo T 

cstS d~[inldo cc~o si9uc: 

entonces, 

Tv ,. rn:n: r r ( ;l} + p (a) v) • 
a 

(1) ~xist0 u~a ~olftica estacionaria r• que maximiza V(·); 

(2) V(f~) : v• si y solo si V*= r(f) + P(f) V*. 

Pru~ba. Obscr\'C que 

V n 

haciendo N ~ ro se tiene que 

V* > Yim VN ( r.) 
N-+oo 

V(rr). 

N6tese que V* es el mfnimo punto excesivo y fijo de T en R!, 
entonces se define Tf : LE -> LE y se observa que 

V* > T V* > TN V* 
- f f 

por V* es un punto excesivo y Tf es is6tono. Como LE es 

compacta (ver teorema 2 de ap~ndice B). 

Cuando N .. 

es 6ptima. 

V ( f
00

) 

Si V(f
00

) 

TN V* > V* 
f 

ITrñ TN V*= V*, esto es, f
00 

existe y 
N->oo f 

=V*, se puede hacer TfV = r(f) + P(f)V. 



V* f.íi T f {'l'NO) r(f) + P(fl v•. .. 



A. M~todo de Aoroxinnci6n s.~cc~iv~s. ---·-··--··--""'--·-· -·---·-·-··-·-----~-------- --- ··- - Co1).;;.ir:erc el proCcso 

o para todo irS 

y para n > O 

s 
max {r(i,a) + !:P .. (a)V 

1
CjJ), 

a j'=l lJ n-
V ¡¡;S. 

En donde V (i) representa el m&ximo beneficio esperado para 
n 

un problema de n periodos cuando se inicie en el estado i. 

El siguiente teorema demuestra la valid6z del ~~todo de 

aproximación sucesiva. 

Te~ema_l. En el caso positivo, si existe un punto excesi

vo de T en R! donde T es un mapeo definido como 

Tv max {r(a) + P(a) v}. 
a 

Entonces, TNO ~ V* por abajo cuando N + ~ 
s el mínimo punto fijo y excesivo de T en R+• 

Prueba. Ver apéndice sobre latices. 

En 1onde, V* es 

N6teRe que este método obtiene sólo el valor óptimo del pro-

blcma pero no la política óptima. 



ll (i) 
s 

{1-(i,a) + l: p .. (a) u(j)} ....• (B). 
j =Cl lJ 

. 99. 

_Eroro~tc:Li2_1~ _ _;;_. Una fllnci6n no negativa u que se satisface 

(B) es till que 

u(i) > V*(i), V i e S. 

donde V*(i) es el valer 6ptimo del problema con costos po-

síti'.'os. 

Prueba: Si define que T es un mapeo tal que 

Tv max {r(a) + P(a) v} 
a 

entonces la expresi6n (B) nos dice que u es un punto excesi-

vo del mapeo T. Por los incisos c) y d) del teorema 2 en el 

s apéndice B, V* es el m!nimo punto fijo y excesivo de T en R+• 

Por lo tanto, se cumple que u(i) > V*(i) para todo i e S. 

Suponga que V*(i) <ro, para todo i e S. Entonces, debido a 

que V* satisface la expresi6n (B) (más bien con igualdad), 

podemos usar la proposici6n 2, se puede obtener V* como una 

soluci6n de un problema de programaci6n lineal. 

Se pueden representar los problemas primal y dual en las si-

guicntcs formas: 



Primal 

max I~: {f) r (f) 
fe!> 

s.a. 

• IC'O. 

Du~1l 

min q V 

s.¡¡ 1 

L x(fl (I - P(f) j 
f U1. 

[l - F(f)}V:. r(f) 

X ( f) > Ü 1 

mal, Si y solo si, pnra C!lyuna f, X (f) [l - Í' (f) J m q y 

x(g) = O, p3ra toda g f. P~ro c~istc una suluci6n x(f) 

no negativa si y solo si (' e ,~ 

Por ser V* el mfni:no punto fijo y ex:::csi\·,, de T en V* 

es óptimo para el prcblc~a dual. Entonces, existe una so-

luciCn básica factible óptima correspondiente para el pro-

blema primal. Observe que el problema dual es id!ntico al 

problema 

min q u 

s.a. 

u - P(a) u> r(a), 

u > o 

Este problema se puede resolver por el método estándar de 

programación lineal (SIMPLE>:, etc). 
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c. Discuci6n drl m~tado de Mejoramiento de Politicas. 
-~--------····-·-· . -·-···-----------"' -······~. -·-··-·-----·--·--~------

Sea 9 una pol{tica 0sl~cioniltia con función de beneficio 

espcr2do V • Si se dé: fine la política h tal que 
g 

s 
m:¡x {r(i,.:i) + l: P, .. (a) V (i)} 

j=E: ~J g 
y i E: s 

entonces, dcspt1(s de n periodos se tiene: 

Eh !beneficio total en n periodos 1 x
0 

i) 

i] 

J:):,bido a que Eh [V (X ) 1 XQ 9 n 

que 

> V (i) - g 

i] > O, no se puede concluir 

Eh (beneficio total den periodos 1 x 0 = i] ~ v
9

(i). 

Esto es, en el caso positivo, es muy probable que no exista 

una política estacionaria óptima. Entonces, no puede ase-

gurarse que por el método de mejoramiento de política se pu~ 

de encontrar una política estacionaria 6ptima. Sin embargo, 

se puede demostrar que si la funci6n de beneficio satisface 

la ecuaci6n de optimalidad para una política dada, entonces 

esta política es 6ptima. 

!..i:E~~· Sea Vf la funci6n de beneficio esperado para la 

política estacionaria f. Si 



·/ 02. 

s 
nux {r(i,.:i) + r p .. (a) Vf(J')}, 

¡¡ j "º 1) 

i e S, 

Entt'nccs 

Vf(i) =V*(i), i e s. 

Pn:d)a: La 11i¡-é-tcsü; del t.:·orL'1•u cstabloce que para toda a 

s 
Vf(i):: r(i,a) + l: p .. (a) Vf(j), 

J .l) 

La ecuación i~plica que to~ar fes ncjor que hacer cualqui! 

ra otra cosa i:on ol prii:·1cr periolio y luego conmutar f. Ade-

wjs, si se hace cualquiera otra cosa en el primer periodo, 

del siguiente ::ierioclo conmutarse a f es mejor que hacer cual 

quiera otra cosa en un periodo más y luego conmutarse a f. 

Repitiendo este argumento, se ve que tomar f es mejor que 

hacer cualquiera otra cosa en n periodos y luego conmutarse 

a f. Esto es, 

Como r(i,a)c R+' se obtiene 

n-1 
Vf(i) > E11! ¡; (xt'at) 1 Xº i]. 

t=O 

otro lado Vf(i) <V* (i) = sup V11 (i), y se puede concluir 
11 

que f es la politica estacionaria 6ptima. 
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Consic:.:•r.:: 1~11 i:1di\'icluo c11yo c.:ipi tal es i unidades monetarias 

y pnticip;< las <1pncst•1s de un c:1~;ino. El casino permite 

apostar ac la siJ'1icntc ~ancra: si se dispone de un capital 

i se rcicde ªF·"''tar cu;'lquier cantidad j _:: i y se ganan j uni 

dadcs ~onetarias con probabilidad p o se pierde j unidades 

mon0tari:1s •:::'n : i·c-;, 1Lii 1 übd 1-p. Se desea establecer la es

trategia que m:n:i11ice la probabilidad que el individuo obte~ 

ga una fortuna N .:intcs de perder el juego. La formulaci6n 

de este prob:'.c¡;:a en términos de la programación dinámica po

sitiva demuestra que si p ~ ~ (que equivale a tener una 

apuesta favorable) la estrategia 6ptima es apostar siempre 

una unidad monetaria hasta que el capital sea N o bien cero. 

Dicha estrategia se denomina la estrategia timida. Por otra 

parte, si p < ~ (que equivale a tener apuestas desfavorables) 

entonces la L~strategía óptima es apostar todo el capital en 

cada jugada hasta tener un capital N o bien perder. Esta 

estrategia se denomina la estrategia aqresiva o total. 

Con el propósito de establecer este problema eh el marco de 

la programación din6mica positiva considere el conjunto de 

estados S = {0,1,2, •.. ,N} y diremos que estamos en el esta

do i si el capital disponible es i. Defina la estructura 

de beneficios asociados con cada decisión como 



r (i. ,a) o si i + N y a arbitraria 

r(N,a) 1 

y probabilidades PN 0 (a) = P
00

(a) = l. Equivalcntc~cnte un 

beneficio igual a uno se obtiene si y solo si el capita~ es 

N o más y el beneficio total esperado es simpl0i::ente la pr~ 

habilidad que el capital sea N. 

Demostraremos la optimalidad de la política descrita inicia! 

mente aplicando el teorema 5 que equivale a proponer una po

lítica estacionaria tal que cumpla los postulados de dicho 

teorema. Específicamente, observe que si nuestro capital es 

i no conviene aportar más de N-i y podc~os limitar las apue! 

tas a 1,2, ... , min (i, N-i). Sea V(i) el beneficio esperado 

asociado con una política estacionaria de apuestas. Si V(i) 

satisface 

V(i) > p V(i+k) + (1-p) V(i-k) 

para toda O < i < N y 1 < k < min (i, N-i), sabemos (Teore

ma 2) que dicha política es 6ptima. 

Considere la estrategia tímida, esto es, la estrategia que 

apuesta una unidad monetaria en cada jugada. Bajo esta es

trategia el juego de apuestas se convierte en un problema de 

caminata aleatoria con fronteras finitas o simplemente, el 

problema ciásico del jugador. 



Si V(i) denota la probabilidad de llegar a N antes que a cero 

cuando se emplieza con un capital i < N sabemos (Ejemplo 3 ca 

pítulo ll que 

j 
i 

-1.:::Jg{p_t p + !.; 1-(q/p)N 

V(i) = 

1 
i J.; N- p 

donde q = 1 - p. La conclusi6n del resultado propuestc en 

esta sección se tiene en las proposiciones siguientes. 

t < 

' ... 

r; 
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i./N 1;at i>;L1cc 

r2t<l toda O< i < N y k =ruin {i, N-i}. Por lo tanto l• 

politica Hmi.d<t es 6ptim<t ('rcorcma 2). De manera scrncj:~.''. 

te, si p > ~¡ <lebcmos <lcmoGLrar que 

i l_-:._J sil.el 
N 1 - (q/p) 

o bien 

> q 

i i+k . i-k 
(q/p) ~ p(q/p) + q(q/p) 

Sin embargo, esto tambi6n equivale a que 

1 < p[(q/p)k + (p/q)k-1] 

que es cierto si k l. Sea f (k) la expresión entre par~~ 

tesis de la desigualdad anterior y note que f(k) es ere-

ciente pues 

f 1 (k) (q/p)k log(q/p) + (p/q)k-l log(p/q) 

[ (p/q) k-1 - (q/p) kl log (p/q) > O 

es decir si p > ~ estrategia tfmida también es óptima. 



pcobi1bilirl;H1 1lc lo•Jr.ir una f'r11:Lun.1 tJ Pn 1111 l i1·11•L"' 11 .• •l, 

o bien 

V (r) - p V (r+s) - q V (r-s) > O n+l n n --

para todo O < s e min {r, N-r}. Aplicaremos un proceso <le 

inducción para obtener al resultado. Observe que si n = O 

el resultado es inmediato. Supongamos entonces que 

vn (i) - p v
11

_ 1 (i+k) - q vn-l (i-k) > o 

para todo i = 0,1, ... ,N-l y O< k < min {i, N-i}, Para el 

caso n + 1 cuya desigualdad se muestra al principio consi-

deraremos cuatro casos: a) r+s < N/2 b) r - s ~ N/2 ; c) 

r ~ N/2 < r + s ¡ y d) r - s < N/~ e r. En el caso a se 

observa que 

debido a la hipótesis de inducción con i 2r y k 2s. 

Caso ~· Es semejante al ! pues 



·/?8. 

a"' Vn+l.(r) - p V
11

(n:>) - q Vn(r-:;) 

p+q V
11 

(2r-N) -· p[ph¡V
11

_
1 

(2n2:;-N)] - 'l [p+qVn-l (2r-2s-N)] 

= q [V
11

(21·--N) - pV11 _l(/.r--N12:~) - q v
11

_
1

(21:··N-21")] >o 

debido a la hi[)Ótcsis de i mlucciún con i 2r-N y k 2s. 

Caso c. Observe que r - s < r < N/2 ~ r,+ s y que 

a a Vn+l(r) - p V
11

(r+s) - q V
11

(r-s) 

= p[Vn(2r) - p - qVn_ 1 (2r+2s-N) - q v
11

_ 1 (2r-2s)]. 

Sin embargo, 2r > r + s > N/2 y Vn(2r) puede reemplazarse 

R = p[p+qVn-l(4r-N) - p - qVn-l(2r+2s-N) - q Vn-l(2r-2s)] 

q[pVn_ 1 (4r-N) - pVn_ 1 (2r+2s-N) - p vn_ 1 (2r-2s)J 

~ q[Vn(2r-N/2) - p Vn-l(2r+2s-N) - p Vn-l(2r-2s)] 

donde la Oltirna igualdad se sigue de que O~ 2r - N/2 ~.N/2. 

Analizaremos dos alternativas sobre s. Supongamos que 

s ~ N/4. Dado que p < q se tiene que a es mayor o igual a 

debido a la hipótesis de inducción con i 

k = 2s - N/2. 

2r - N/2 y 
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• '( V l (?.rl-2G-N) - p V (21:-2s)) > O n- n 

2r - N/2 y k -, N/2 2s. El 

tílL.i1110 c,1:;n: 1: - n < N/2 < r < l' -1- s <'S S('l\lej.intc y no se 

Corolario. Con ti_,;mpo .ili111il·.:ido; la estrategia total maxi-

miza la probahilid.:id de llegar a N cuando p < ~ • 

.!?.E..l1~.~~· Sea ll(r) la prob,1bilidud de lle9ar a N untes que 

a O si empezamos con 1111 c<.1pital r y u:;arnos la política to-

tal, Dado que U(r) lim U
11

(r) uc lleno que 
n 

U (r) > p U (r+s) + r¡ U (r-r;) s < min (r,N, r) 

debido a la proposición •:lnl:t;rior. in t:uorcma 2 termina la 

prueba. 
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C/\Pl'.l'ULO V 

CONCW:>.lOtms. 

En este lrúb;1jo :;e }¡,\11 .-,i;Lud i cH1o 1 DG lJJ:1Jblcmilfl 1H11itmicos 

que <)VOl11cio11.:in prob.dii. l í.sl: i.cd1<1«•11Lo y con[oi:m,rn J .1s pro

p.i.ct1<H1cs de cL!<lcnas mdrkovi.;111<.is J.i;.1jo una 1;sl.rucl:ura 1ln 

1;ostos. Bl con:c,,;pondi.ente .:rn:ilisis de exislencia y c<1r 

tcrizuci.6n de polit:icas 6pl:i.111<1s se ha sic1o rcali 7.L!do en ba 

ses del mapeo de con lr.1cción y la teoría de la t íz. f,os mé 

todos disponibles de r;olucionos tales como 1i16todos de upr~ 

ximaci6n s11c.,siva, mcjoi:amicnto 1.k políticas y p.rogr;:1111cfón 

lineal fueron considerudos. Y las condicionas bajo las 

cuales dichos ~dtodos son aplicables fueron indicados para 

códa caso de problemL!s diñrímicos mencionados. En resumen 

los tres m6todos son L!plicablcs en el caso con descuento, 

el 1iití.todo de progrnmuci6.n lineal no es aplicnble en el Ci! 

so con costos negntivos; y el mátodo de mejoramiento de 

políticas no es aplicable en al cnso con costos positivos. 

Los ejemplos ilustrntivos han sido anexado permitiendo la 

unificaci6n <le los un~lisis correspondientes. 



APE~DICE.- ~at~ic0~ ~~r0ci3lcs y conceptos b5sicos de 

Latices. 

En el an6lisis de modelos probabilisticos y econ6micos 

se utiliza con frecuencia cierto tipo de matrices - matrices 

no-negativas, matrices cuya inversa es no-negativa y funcio-

nes de matric0s expresadas cerno series. Debido a la necesi-

dad de manipular de manera conveniente estas matrices se re-

quiere estudiar sus propiedades y caracterizaciones equiva-

lentes. Por ello, ,,:en la primera parte del apéndice, el aná

lisis se concentra en laS'propiedades de interés de matri-

ces. Como usual, se expresan las matrices en su forma Jor-

dan y se analizan sus propiedades en términos de los valores 

característicos. 

En el análisis de modelos probabil!sticos y econ6micos, 

la aplicaci6n de la teoría de latíz también ocupa un lugar 

muy importante. Debido a que la necesidad de caracterizar 

en una manera concisa las soluciones de problemas de progra-
0 .. 

maci6n dinámica en casos especiales, se introducen los con-

ceptos generales de latices en la segunda parte del apéndice. 

Asimismo, las propiedades básicas y los resultados principa-

les son desarrollados. 



A. Miltrices especi.:1_1:_0_13_. 

sea A una matriz compleja de orden nxn. El conjunto de 

valores característicos asociados con A se denota por J(A) y 

se dice que el radio espectral de A es ja(A) ¡, esto es el 

mlximo valor absoluto de los elementos de o{A). Asimismo di 

remos que J es una matriz Jordan de orden sxs con valor ca

racterístico >.. si 

>.. 1 

o >..' • 

J 

• 1 

o bien J = AI + E donde I es la matriz identidad de orden 

sxs; y E es una matriz con elementos igual a uno arriba de 

la diagonal principal y cero en otras posiciones. 
o .. 

La propiedaú más importante que nos interesa, de la ma-

triz Jordan se presenta mediante el lema 1 en acelante. Lue 

go, se presentan las propiedades importantes de matrices ge

nerales, las cuales incluyen~matrices cuadradas complejas, 

cuadradas no-negativas y positivas en una manera progresiva. 
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Lema l. Sea J Matriz de Jordan asociada al valor caracte

r!stico X. Entonces IXI <l si y solo si O= limJn. 
n 

Prueba. La matriz J de orden sxs puede expresarse como 

J = Al + E donde la matriz E satisface E5 = o. Asimismo, 

sin embargo, si n > s la fOrmula anterior se reduce a 

s-1 
l (~) An-k Ek 

lt=O 

Si fijamos el !ndice k (O ~ k ~ s-1) y comparamos los coefi

cientes de Ek en las matrices sucesivas Jn y Jn+l se tiene 

que el cociente de estos coeficientes es ig~al a: 

(n~l) An+l-k 

qn = -( ~ ) A n-k 
n+l 

n+l-k A 
J 

que implica lqnl < 1 si y solo si IAI < 1 y n es suficiente 
o .. 

grande. De esta relaciOn podemos concluir que cada uno de 

los coeficientes. de Ek converge a cero cuando n tiende infi

nito si y solo si JAJ < l. Equivalentemente Q = lim Jn si 
n 

y solo si IAJ < l. 

i . ~ 
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Teorcn1a l '. SuF:in,~¡¡:1 que B (~s una mat..:iz cuadrada compleja. 

Entonces, los postulados siguientes son equivalentes: 

a. lo(Bll<l 

b. lim BN o 
N 

c. l IBNI 1 < 1 para algGn N l 1 

"' 
d. r BN es absolutamente convergente 

N=O 

Prueba. El teorema de Jordan implica que podernos escribir 

B = QJQ-l donde Q es una matriz no-singular y J es la forma 

~ .1 
··'. 

J.= 

.. 
donde cada Ji es una matriz de Jordan, esto es, podemos ex-

presar Ji corno Ji = ~iI + E donde Ai es un elemento de o(B) 

y c~da una de las matrices descritas es de orden nixni (i=l, 

• •., n) • 
N= N -1 Puesto que B QJ Q para toda N se observa que 

l IBNI 1 1 IOJN0-1 11 

< 11 Q i i • 1 1 JN ¡ 1 • i 1 Q - l I j 

11Q11 ' 11 Q-l 11 • 11JN11 
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De aqul se concluye que 

Por otra parte, O = lim JN si y 
N N solo si O= l~m Ji para toda i=l, ... ,n. Sin embargo, debido 

al lema 1 esto es cierto sí y solo si '"i 1 < 1 para todo 

i 1, ... ,n 6 equivalentemente 1a(B)1 < l. Por lo tanto 

o = lim BN si y solo si 1 o (B) i < l. 

La prueba de ~ implica s_ es inmediata. Ahora bien, por de

finici6n E Bk ej.absolutamente convergente si y solo si 
k=O 

"' j jBkl 1 r < "" 
k=O 

Sin ;mbargo, podemos escribir 

co 

i IBkj 1 
co n-1 

llBjN+i¡¡ l r r 
k=O j=O i=O 

CD n-1 
l IBNI 1 j l!Bil 1 < l r - j=O i=O 

si 11BN11 < .1 para algl1n N > 1. Esto prueba que _s implica !i· 

Finalmente, se observa que ~ ic;!ica E pues la convergencia 

absoluta implica que 1 IBNI ! converge a cero cuando N tiende 

a infinito. Equivalente a O = lim BN y la prueba termina. 
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~2!.::.0-~· S'!il B nnn matriz c11adrada y no-negativa. En-

tonces, cualquier postulado del teorema 1 es equivalente a 

cada uno de los siguientes: 

e. (I-B)-l existe y es no-negativa 

f. Existe un vector x > O tal que (I-B)x > O 

~· Usando la identidad 

.. : 

N , 
(I-B) ( l BJ.) 

i=O 

N 
= ( l Bi) (I-B) 

i=O 

y la condición b se impl::ca que la inversa de I-B existe y 

es dada por la serie Y Bi Dicha inversa es no-negativa, 
i=O 

pues la suma de matrices no-negativas. Esto demuestra que 

~ implica ~· Por otra parte ~ implica !• pues la solución 

de la ecuación (I-B)x =u= [i, ••• ,l}t es 

-1 
X = [ I-B } U 

y x ~O debido a la no-negatividad de [I-BJ-1 . El caso! 

La condición [I-B} x > O donde .. implica E es como sigu~: 

x ~ O puede escribirse como x > Bx e implica que x > O. 

Asimismo, existe un escalar o < X < 1 tal que X X > Bx. 

sin embargo esto implica que XNx > BNx > o y O = lim BNx. 

De donde O = lim BN pues X > o y la prueba termina. 
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~.J~!:"J.<?......!., Suponga que B es una matriz sub-estocástica, 

esto e5, D as no-nay~tiva y 1IDI1 ~ l. Entonccn cualquiera 

de los postulados del teorema 2 es equivalente a cada uno 

de los siguientes: 

g. 1IBSI1 < l. Donde 5 es el orden de B. 

h. I - B es no-singular. 

Prueba. Observe que ~ implica el po~tulado c del Teorema l. 

La dcmostraci6n del resultado reciproco es como sigue: su-

ponga que B es la matriz de transici6n de uri proceso de Mar 
' , 

kov con S estados:· Para cada hilera i defina lQ probabili-

dad de transición del estado i a un estado absorbente exter-
n 

no y denotela por 1 - .l bij' 
n J=l 

tales que l b .. < l. Si ~ es 
j=l 1J 

Sea i el conjunto de estados 

cierto, se implica que el 

proceso tiene como única clase comunicante cerrada el estado 

absorbente (pues de otra manera B tendría una submatr!z tal 

que 1IBNI1 = l para toda N). Considerando que B
5 es la ma

N S 
triz de transici6n de S pasos se tiene que l b .. <l donde 

J=l 1J 
b~j es el elemento (i, 2) de BS. Est~ implica que 11é11 < 1 

y se prueba g. Finalmente observe que e implica h. Probare 
: - N , - l 

rnos que h implica d. Usando la identidad l B1 
= (I-B)-

- - i=O 
(I-BN+l) se tiene que: 

11 Y B1 11 2 11 (I-Bl-1 11 (1III1+1 IBI IN+ll 2 2 11 (I-Bl-
1

11 
i=O 

N 
y se tiene que .l s1 es acotada superiormente y converge 

1=0 
(absolutamente) cuando N tiende a infinito. 



~~~~· (mapeo Espectr~l). Sea B una matriz cuadrada co~ 

pleja con co11junto Je ve~tores característicos denotado por 

o(B). Suponga que 

es absolutamente convergente. Entonces la funci6n f(A) 

donde AEo(B) = {f(A); A€o(B)}. 

~· El teorema de Jordan implica que podemos expresar 

B = QJQ-l donde J es de la forma 

J 

y cada submatéiz J{i=l, ••• ,n) es una matriz de Jordan aso

• ciada con un escalar Air.o(B). Note que los valores caracte-

rísticos A. y A. asociados con las matrices de Jordan Ji y 
. 1 J 

Jj' no son necesariamente distintos., Asimismo, 

pues B y J son matrices similares. Usando el hecho que 

BN = QJNQ-l para toda N podemos implicar que f(B)=Qf(JIQ-l y 
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f(J) l 
N=O 

Sin embargo, el conjunto de elementos en la diagonal princi

pal de f(J) son dados por el conjunto 

que coincide con los elementos del conjunto f(o(B)). Si Ai 

es valor característico de J sabernos que 1 A. 1 < 11J11 y po
i -

demos implicar 

"' laN A~I "' 
l IJNI 1 r < ~ la11 l N=O - N=O 

"' l IO-lBNOI 1 = l , laNI 
N=O 

Entonces, f(B) absolut~mente convergente implica la misma 
'\ 

propiedad para f:(Ai) (i=l, ••• ,n), i.e., f(A) absolutamente 

convergente para todo A~o(B). Usando el hecho que f(B) y 

f(J) son matrices similares se tiene que o(f(B)) = o(f(J)). 

Sin embargo, o(f(J)) = f(o(B)) pues J es una matriz trian

gular. Por lo tanto, o(f(B)) = f(o(B)l y la prueba termina. 



A.JO 

trictamcnte positiva. Entonce:s: 

a. Existen escalar AO > O y vector x0 > O tales que Ax0=A0x0 
b. Si Ax = A0x se tiene que x es múltiplo de x

0 
c. Si Ax 0 = µx 0 se tiene que µ = AO 

d. Si A es otro valor característico de A entonces l >- ! ··< AO 

e. t Existe vector y0 > O tal que y0A 

Prueba. Considere el conjunto 

S = {A ~ ~ \ Existe x ~ O tal que Ax > AX} 

y observe que siendo A estrictamente positiva entonces Ax >O 

para toda O + x > O. Asimismo, para cada O + x > O existe 

A > O tal que Ax > >.x. Si en la definici6n de S suponemos 

que ex= 1 donde e= [1, •.• ,1] se tiene que Ses cerrado y 

acotado en R. Equivalentemente, S es compacto y su máximo, 

denotado >. 0 ; es positivo. La existencia del vector x0 > O 

tal que ex0 = 1 y Ax0 ~ >. 0x0 es sencilla de establecer usan 

do un argumento de contlnuidad. Si Ax.o = >. 0x0 es inmediato 

que x0 y se demucs~ra. ~· Si O + Ax0 - A0x0 ~ O entonces 

A(Ax 0 - >. 0x0J > O que equivale a Aw > t. 0w donde w = Ax0 • 

Sin embargo esto contradice la definici6n de A0 • 

Sea Ax = >-ox donde x = u+ iv. Si X no es múltiplo de XQ 

entonces U 6 V no es múltiplo de XQ. . Suponga que u no es 

múltiplo de x0 > o. Observe que existe escalar e tal que 

o + XO + ·- u > o con alguna componente igual a cero, pero 
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x
0

<x 0 + cul = A(x 0 + su) ' O que es falso y se dernu~stra b. 

Sea Ax0 = µx 0 . Usando el vector y~ > O de ~ se tiene: 

t donde y0x0 > o. Por lo tanto AO µ y se demuestra E· 

Sea Ay = Xy donde y + O. Denote por Jyl el vector cuyas com-

ponentes son los valores absolutos de y. Puesto que A es 

estrictamente positiva se observa AIYI > jAyl = !XI IYI· o~ 

bido a la definici6n de x0 se tiene que IX! ~ x0• Suponga 

!Al = Ao y X * x0• Sea ó > O tal que A0 = A - óI es matriz 

éstrictamente positiva y observe que si o(A) denota el con

junto de valores característicos de A se cumple que la rela

ción o(A) - ó = o(A-ó). Repitiendo los·argumentos anterio-

r~s con A0 en lugar de A se tiene l\-ól ~ \ 0 - ó y 

J 

De donde !XI = x0 implica que IX-o! + o= x0 • Sin embargo, 

desarrollando la igualdad IX-él = \ 0 ,- 6 se concluye que \ 

es real y positivo. Entonces X 

tradicci6n. Por lo tanto IX! < x0 y se demuestra d. La PªE 

te ~ es inmediata si usamos At en lugar de A en la parte~ 
t y recordamos que o(Al = o(A) . 



T~c~0~1 5. Sn~ A ~~triz cuadrad~ nc-neaativa. Entonces 

a. Existen escalar AO :_ O y vector x0 .::_ O tales que Ax0 A0x0 

b. Si Ax0 = u x0 donde x0 > O entonces µ = AO 

c. Si A+ .\ 0 es valor caracter!stico de A entonces IAI 2Ao 

d. t Existe vector y0 > O tal que y0A 

~· Sea E matriz cuadrada cuyos elementos son todos 
' 

iguales a uno y defina la matriz estrictamente positiva An 

corno ~ A+ (l/N)E. Observe que la sucesi6n de matrices 

{~} es tal que A = lim ''N• Para N > 1 fija, se tiene del 

teorema 4. (Frobenius-Perron), que existen escalar AN > O 

y vector xN > O tales que ~xN = ANXN y A = N lo(~)!. Es 

inmediato que existen ,\ > o 
o - tal que AO = lim AN pues 

Al > A2 > >-3 > ••••• , dado que Al > A2 > AJ > •• :- • En partic~ 

lar se tiene que >. 0 ~ lo(A) ¡. Sin perdida de generalidad 

podemos suponer que cada vector xN está normalizado, esto 

es, exN = 1 y la sucesi6n de vectores {xN} tiene una subsu-

cesi6n convergente a u~ vector x0 ~ o tal que e X = l. El 
' o 

limite de ~XN = :\Nx:N AxO = AOXO donde \O > o y o + XQ > o. 

Este:· demuestra que >.
0 

eo(A). El resto de la prueba es sen-

cilla y no se reproduce. 
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Cor_l;)_lar~(l_l · Sea A matriz cuadrada no-neqativa tal que Am 

es estrictamente positiva para algun m. Entonces 

a. Existe escalar ~O > O y vector x0 > tales que A.~ 0=>. 0x0 
b. Si Ax = >. 0x se tiene que x es multiplo de x

0 

c. Si Ax 0 = µx0 se tiene que µ = >.
0 

d. Si ;\ f >. 0 es valor característico de A entonces l>.1 < \O 

e. t Existe vector y0 > O tal que y0A 

Prueba. Sea Am > O. Aplicando el teorema 4 se implica que 
m existen ªo > o y x0 > o tales que A x 0 = a0x0 • 

m te se observa que a
0

!Ax
0

) = A(a
0
x

0
> = A(A x

0
) = 

Por otra pa_;: 
m 

A (Ax
0

) y se 

implica que Ax 0 > 

m para algQn A0 > O. 

o es múltiplo de x0 > o. De donde Ax0=>. 0x0 
La igualdad a 0x0 = Amx0 = >,~x0 implica 

ªo = >.
0

• Si ;\ es otro valor característico de A con vector 

característico x se tiene que Ax = ;\x y Amx = ;\mx. De aqui 

se implica que !>.mi < a 0:= ;\~que equivale a l>.I < >. 0 • Si 

Ax = >. 0x se tiene que Arnx = ;\ ~x y se implica que x es m~l ti

ple de x0• Si Ax0 = µx0 y Ax0 >. 0x~ podemos premultipli

car por q f O ambos sistemas e implicar que µ = >. 0 • La Úl

tima parte es inmediata si recordarnos que a(A) = o(At). 

Nota. La matriz A en el corolario es regular. 

, 
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!'._rgJ~<?.~J.ci~n l. Sea A matriz no neqativa de orden nxn y 1.. 0 
su correspondiente valor característico de Frobenius-Perron. 

Entonceii 

min {oi 1 i~l, ••. ,n} 2 A0 2 max lai 1 i=l, ••. ,n} 

donde •\ es la suma de los elementos de la hilera (columna) 

i de A. 

Prueba. Sea x~ = [x1 ,x2 , ••. ,xn) al correspondiente vector 

característico asociado a A0 y suponga por conveniencia que 

la suma de los elementos de x0 es igual a uno. Observe que 

Axo = A0x0 y que si e es un vector hilera con n componen

tes igual a uno entonces eAx0 = A0e x0 equivale a 

~I 

-~onde 6. es la suma de los elementos en la i-ésima columna 
-:" l. 

de A. Eqúivalentemente Ao es un promedio pesado de la s_uma 

de las columnas. Puesto que el promedio pesado está local! 

zado en los valores extremos de las sumas de las columnas 

se tiene que 

min {oi 1 i=l, •. 9,n} 2 A0 ~ max {ai 1 i=l, ••• ,n} 
::> 

Un argumento semejante aplicado a At termina la prueba. 



A.15 

~· Sc\.l A mat:.::i:~ i;u,1drudJ. ri0-n,·.·~¡a"°l,.rJ. e it:"rcduciblc Ce 

orden~. Entonces [I +AJn-l es e~trictamentc positiva. 

~2.· El resultado es inmediato si ! I+A] n-l w >O para to

da O + w > O. El postulado es cierto si dado O + w > O con 

algGn elemento igual a cero, el vector z = (I+AJw tiene menos 

ceros que w. Suponga que esto Gltirno es falso. Note que el~ 

mantos positivos de w originan elementos positivos en z, pues 

z = w + Aw. Suponga que 

donde u > O y v > O son vectores de la misma dimensi6n. Pr2 

cediendo a particionar la matriz A de manera de expresar con 

venientemente la relaci6n z = w + Ax se tiene 

[:] J Al ::J.[:] + 
_A3 

e .. 
que implica A2u := O. De donde A2 = o pues u > o. Sin em-

bargo demuestra que A es reducible, pues 

l~ J A = 

_A3 

donde A
1 

y A2 son matrices cuadradas, que es una contradicción. 
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Ropits este argumento n-1 veces, se observa que para cual

quier vector O + w ~ O, se cumple 

(I + A)n-l w > O 

esto es, (I+A)n-l > o. 

El lema 2 es interesante porque nos indica una manera rela

tivamente simple de v~rificar si una matriz es irreducible 

o no. 

o 
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Considere un conjunto no-vacío A con una relaci6n binaria T 

definida en AxA que por simplicidad notacional la expresar~ 

mos por medio del símbolo "<" y diremos que (a,b) e:T si a< b. 

Un sistema (A,~) se dice espacio Earcialmentc ordenado si la 

relaci6n Pe• cumple con los postulados 

i. a < a para todo ae:.l\ (reflexividad) 

ii. a < b y b < c implican a < c (transitividad) 

iii. a < b y ~ < a implican a b (antisimctrta) 

Asimismo si B es un subconjunto de A y a es un elemento de 

A tal que b <. a para toda b e: B se dice que a es una ~ta ~ 

perior de B. Análogamente, si a< b para toda be:B.se dice 

que es una cota inferior de B. Si c es una cota superior 

de B y cada ccta superior a de B satisface e < a entonces se 

dice que c es la mínima cota superior de B o bien el supre

!!!2. de B y se denota como c = sup B. Análogamente, si d es 

una cota inferior de B y cada cota idferior a de B satisface : 

a < d, se dice que d es la máxima cota inferior de B o bien 

el infirno de B y se denota como d = inf B. 

Una la Hz, denotada (A, .'.5.l , es un conjunto parcialme~1tc ord.§!_ 

nado t¡l que cada subconjunto de A que consista de dos ele

mentos tiene un infimo y supremo. Específicamente, si a, b 

están en A entonces, existe elemento c en A tal que 

~: 
1 
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c .., sup {n,i.J} y se denota como e = aVb. Antilogamcnte, exis 

te elemento a en A tal que d = aAb. 

Una lat!z (A,~l se dice completa si cada subconjunto B de A 

tiene supremo e infimo. Una latiz de este tipo tiene siempre 

dos elementos O y l definidos por las f6rmulas O = inf A y 

1 = sup A. Dados dos elementos cualesquiera a,b en A tales 

que a < b se define el conjunto intervalo corno 

[a,b] = {xcA 1 a 2 x 5 b} 

y se observa que ([a,b], 2) es una latiz completa si A es 

completa. 

Una funci6n f:A+A donde A es una lat!z se dice is6tona si da-

dos x, y en A tales que x 2 y se tiene que f(x) ~ f(y). Se 

dice que la fuilci6n f tiene un !'.!:!~ fijo x en A si se tiene 

~ue f(x) = x. El punte ne dice excesivo si x > f (x) y defi

ciente si x < f(x). 

Un resultado muy interesante de la te~r!a de lat!z para nues

tro estudio es el resultado de Tarski. El teorema de Tarski 

(Pacific J. Math, 195~) indica que un conjunto de puntos fi

jos O.e una lat!z completa asociada a una funci6n is6tona es 

una lat!z completa. Y se presenta este teorema a continuaci6n. 
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~.~.1..ºª }.. (Tarski). Sea (A, ~I una lat1z completa y f:A·+A 

una función is6tona. Sea P el conjunto de puntos fijos de f 

en A. Entonces P es no-vacio y el sistema (P, ~) es una la

tíz completa. Asimismo se tiene que 

VP 

AP 

V{xt:A 

/\{xe:A 

X < f {X)} e: P 

X> f{x)} e: P 

~· Sea Q = {xe:A 1 x < f(x)} y defina u= VQ. Es inme 

diato que x <u para toda xe:A tal que x ~ f(x). Asimismo 

f(x) ~ f(u) por ser f is6tona. Por lo tanto x < f (u) para 

toda x en Q. Esto implica u~ f(u) debido a la definición 

de u. Por otra parte ue:Q y f(u) ~ f(f(u)). Esto implica 

que f{u) ~u y se demuestra que u= f(u). Asimismo u= VP 

VQ pues vcPcQ. De manera an&loga seas= {xe:A 1 x;: f(x)} 

y defina v = AS. Observe que x > v para toda xcA tal que 

x ;: f (x) . . As.1.,nismo, deb.~do a la propiedad is6tona de f se 

tiene que f(x) > f(v). De aquí que x;: f(v) para toda x en 

s. La definición de v implica que v;: f(v). Sin embargo 

f(v) ;: f ( f(v)) demuestra que f(v) ~ertenece a S y por lo -

tanto f(v) ;: v. De donde v = f(v) y se concluye que v = AP = 

AS pues ve:PCS. 

Sea Y un subconjunto arbitrario de P. Entonces el Jistema 

([VY,!J, ~) es una latíz completa. Si XEY se tiene que 

x ~ vy y x = f(x) 2 f(vy). Por definición de vy se implica 

t1Y ~ f (vy). Asimismo, vy 2 z implica •;-:• < f (z). De donde 
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la restricci6n del dominio de f al intervalo (''Y,!1 equiva

le a una función isótona f' de (YJd.l a (1·~·,_!1. Aplicando 

el resultado de la primera parte de la prueba al conjunto 

S' = {xc[\·y, .!1 1 f(x) ~ x} 

se demuestra que el ínfimo de S' es igual al ínfimo de to-

dos los puntos fijos de f' y que tal elemento es un punto 

fijo de f' que denotaremos por r. Obviamente, r es el punto 

fijo minimo de f que es una cota superior de todos los ele-

rnentos de Y. Eqi..i va lentei .. cnte r es el supremo de Y en el 

sistema [P, ~J. 

Un argumento semejante demuestra la existencia del intimo de 

Y en el sistema [P, ~]. Especificamente, se observa que el 

intervalo [Q, AY] es una latiz completa y que la restricci6n 

de f a dicho in~ervalo equivale a una funci6n is6tona f" de 

[Q, AY] a iQ, AY]. Aplicando el resultado del principio de 

la prueba al conjunto 

·~ 

Q' = {xe(_Q., AY] 1 x >' f(x)} 

se demuestra que el supremo de Q es igual al supremo de to

dos los puntos fijos de f" y que tal elemento es un punto 

fijo de f" que denotaremos ror q. Dicho elemento es obvia-

mente el infimo de Y en el sistema [P, ~). De aqui se con

cluye que [P, ~) es una lat!z completa. 
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Sean u y v vectores en Rn. Se dice que u 2 v si se cumple 

que u1 <vi para todo i ~ 1, ... ,n. Asimismo u< v si u <v y 

u 1- v. Si L e Rn se dice que T:L->L es i.s6tono si u < v implJ: 

ca Tu < Tv y estricta~ is6tono si u < v implica Tu < Tv. 

Un punto u en L se dice ~cesivo, deficiente o fijo respecto 

al mapeo T si u~ Tu,~ Tu y u= Tu; respectivamente. El con

junto de puntos excesivos, deficientes y fijos de f en L se 

denotan por LE' L0 y LF' respectivamente. 

Ejempl~. Sea OEL y TO < O. Entonces el punto O es un pun-

to excesivo. 

Ejemplo 2. Sea T:L+L definido como Tu = r + Pu donde rERn y 

~ es matriz no-negativa de orden nxn. Entonces T es un mapeo 

-"is6tono, pues si u < v se tiene que Tu < Tv. 
~. -

Ejemplo 3. La funci6n real definida en [O,l] mostrada en la 

figura tiene tanto puntos fijos como excesivos y deficientes. 

o X¡ X2 

In = [O,x1]U[Xz,X3] 

1'E: ~ tx1 , Xz]U[x 3 ,l] 

1p = {X11 X21 X3} 



puntos u1 , u2 en L ticnon u~a maxima cota inferior que deno

taremos por u1h u2 y se denomina el infimo de u1 , u2 • Anl

logamentc, L es una ~-semi.latiz si cada par d2 puntos u1 y 

u2 en L tienen una mSxima cota inferior que denotaremos por 

u
1 

V u2 y se denomina el supremo de u
1

, u¿. Un subconjunto J 

de L se dice un sup-subsemilatiz si J es una sub-semilatiz y 

el supremo de cada par de elementos en J coincide con el su-

premo de ese mismo par considerados como elementos de L. La 

definici6n de inf-subsemilatiz es semejante. Observe que L 

es una latiz si' és tanto inf-semilatiz como sup-semilatiz. 

Como ejemplo, sea LCRn es una lat!z. suponga que LF es 

un conjunto de todas las sucesiones afines en L. Entonces, 

LF es una latiz no-vacía pero no es una inf ni sup - subsemi 

latiz de L. Suponga que LE es un conjunto de todas las suc~ 

sienes convexas en L, e ... tonces LE es una sup-subsemilatiz de 

L. Suponga que L0 es un conjunto de todas las sucesiones 

c6ncavas de L, entonces, L0 es una inf-subsemilatiz de.~. 

' Gráficamente: 

u,v e: LE u,v e: L0 

u Vv =m:<{u,v} u óv =minfu,v} 



T v rnnx lr(f) + p(f)v} 
fe/\ 

en donde ,¡ C!S finito, v t: L. Entonces T es un rnapeo conti-

nuo. 

Prueba: Sean u, vcL. Supongan que a 0 es la decisi6n que 

maximiza Tu y a1 es la que maximiza Tv. Entonces, 

s 
'I\.l(i) - Tv(i) = nux (r(i,f) + E p .. (f)u(j)} -

fEA j=O lJ 

s 
m:.'1X {r(i,f) + E p .. (f)v(j)} 
fEA j=O lJ 

s s 
= r(i,a

0
) + l: p .. (a

0
)u (j) - {r (i,a

1
) + E pi. la

1
)v (j)} 

j=O lJ j=O J 

s s 
:::_ r(i,a

0
l + E p .. (a

0
)u(j) - r(i,a0) - E p .. (a0Jv(j) 

j=O lJ j=O lJ 

s 
E p.j(a0) [u(j) - v(j)J 

j=O i 

<P .. (a
0

) e 
- l.J 

. = c. 

' 

ViE:S, fcA 

donde e= 2 max {sup u(i), sup v(i)} >O. Por otro lado 
i i 

se obtiene que 
s s 

Tvlil - Tu(il 5.. r p .. 1a
1
1 [v(j) - u(j)] .::. r. p .. (n1l e= e, 

j=O lJ j=O lJ 
v u·s, 

esto implica que 11 Tu - Tv 1 ! _:: e, dado que 1 i u-v 11 -:_ 11. 



Teorema 2. Sea L una latiz compacta y T: L-•L un m;ipeo is6to1;0 

y continuo. Entonc~s 

a. El conjunto do puntos excesivos de T es una inf-r,emilatiz 

no-vacía y compacta, 

b. El conjunto de nuntos deficientes de T es una sup-semil! 

t!z no-vac1a y c~~pacta. 

c. Los conjuntos de puntos excesivos, deficientes y fijos 

de ~ son una latiz no-vacía y compacta, 

~2· a. Es i1i!llediato que sup L es un elemento de la lat1z 

por ser compacta y que dicho elemento pertenece al conjunto 

de puntos excesivos de T, denotado LE. Sean u1 y u2 elemen

tos de LE. Entonces u1 ~ Tu1 y u2 ~ Tu2• Por otra parte, 

u1 ~ u1A u2 y u2 ~ u1 f\ u2 implican que 

pues u1 ~ Tu1 ~ Tu1 f\ Tu2 para i=l,2. Entonces LE es una 

inf-semilatiz. La compa~idad de LE es inmediata • 
.. 

b. Es inmediato que inf L es un elemento de la latiz y que 

pertenece al conjunto de pun~os deficientes de T, aenotado 

L
0

. El resto de la prueba es semejante a la descrita en a. 

c. Sean u1 y u2 elementos de LE. Entonces 

Cl = inf {wr.LE 1 w > ul 1 w ;- u2} - -

inf LE 
(~ [u,• ... supJ,] 11 [u2, supL] 
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que equivale a la dcterrninaci6n del ínfimo de un conjunto 

no-vacio y compacto, Por lo tanto existe w e LE tal que 

w = u1vu 2. Esto dc~~cstra que LE es una sup-s~milatíz y 

debido a la parte ! se tiene que es una latiz no-vacia y 

compacta. La demostración para L0 es semejante. 

Finalmente, sean u1, u2 elementos del comjunto de puntos 

fijos de T, denotado LF. Observe que LF C LE y que 

pues u1A y u2 son puntos excesivos. Entonces 

para toda n >l. Sin embargo, la sucesión (Tn(u1Au 2)} es 

acotada inferiormente por inf L y existe WEL tal que 

w n-1 lim T (T (u1Au 2ll = Tw 
n 

debido a la continuidad de T. Asimismo w •= u1 Au 2 pues para 

todo puntó fijo ~ tal que u1 A u2 _:: ~ se cumple que 

y se concluye que w es la máxima cota inferior. Un argumen-
1 

to semejante demuestra la existencia de una mínima cota in-

ferior y LF es una latíz no-vacia y compacta. 



A. 2(, 

~ma 3. Sea Luna latiz compacta y 'l':L ~ L un mapeo 

is6tono y continuo, Sean LE, L
0 

y LF los conjuntos de puE_ 

tos excesivos, deficientes y fijos de T. Entonces 

y ambos elementos pertenecen a I'F' Asmimismo se tiene 

lim Tn (infL) ( 1 ) 

lim Tn (supL) = sup LF (~) 

donde (t) indica que la sucesión {Tn(infL)} es creciente y 

converge a inf L,. La interpretación de (~) es semejante. 

Prueba. Es inmediato que µ = inf LE pertenece a LE. En

tonces µ ~ Tu ~ T(Tµ) debido a la propiedad isótona de T y 

Tu pertenece a LE. De donde Tµ > µ y se demuestra que µ=Tµ 

o bien µ t: LF. La demostración sup L
0 

= sup Lp es semejan

te. Por oti·a parte, si µ = inf L se tiene que. µ < Tµ y 

l Tn µ ~ Tn-l\J toda 2 3 E t se cump e que para n=, ,.... n onces 

la sucesión no-decresiente {Tfl} converge a un vcL tal que 

VELF pues 

V 1 im T ('l'n} 
n µ 

debido a la continuidad de T. Note q~e si WELF entonces 
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µ 2 w y Tnµ 2 Tnw ; w. Tomando limites se implica que v2w 

y se demuestra que v = inf LF. Bl otro caso es semejant.e. 
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