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RESUMEN 

A partir de la Segundd Guarrd MundLal, la ramJ d~ ir1vest1~ación 

de operaciones ha tenido grandr.s avances tanto en el ci:4mpo l12~ric:o 

co1no en las diversas Are.is d~ apl1cac1ór;. Mucho~ prcJblemilS su han 
resuelto satisfdc:toriamente, filn embargo, la solucilm de otro~ 
problemas es bastanta diffc:il en el sentirlo de que al c:re~er la 
dim•nsi6n de éstos, los procedimientos. de solt.1c16n 6e vuelven 
laboriosos, y a vec:es hasta imposibles. Urio de est.e tipa di' problema·,; 
es al Problema de Viajero analizado en este trabaJu. 

Un problema tipico del agente de viajar-o es ei de un comerciante 
que desea recorrer N ciuUades P.Spec1-ficadas ccn una dista.nt:ii', toti.l 
mfnima. La condición del recorrida es visitar sal amente ur1a vuI a 
cada ciudad. 

El presente trabajo tiene c:omo propósito el análisis dr. las 
bases tmtricas, descripción. clasificación, impl3ntación y 
comparaciOn de diversos métodos de soluc:ión del proD!ema de 
viajero, asimt .. mo la regla de selecc:ión dn tales m~todos par .. 
casos re•les especificas. Adicionalmente se proporcionan algoritmos 
eficientes en el c:aso de viajeros multiples vistos como una 
generalización inmediata del problema de viajero simple. Con 
objetivo de f,;¡c:ilitar el uso de los ali¡or·itmo.:, estos est.!111 
implantados en la ,.icroco01putadara Apple bajo el sistema ooe•·•t:·.-= de 
USCD Pascal. 
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I l"·ITRDDUCC :r CJN 

A pdrtir· ~~ l~ ~~QL1nd~ Guerra Hund1~l, la rama ~e 1nvPst1Gaci~1 
de ccer cl.Cl ones h.a ten t da qr ~u1de·:.l avances tanto en ~! ct\fr.pc teár 1 ni 
cuma en lan d1vcH-~Jas ~rei-ts cJe a.pl1cac:1ón. Huchas problem"1~ se h~m 
r·esueltc sat1~factoriamente, sin emb.,-..r·qo, la ~oluci6n de at.t·as 
problemas es b~stdnte dificil en el sentldo de que al ~r~~~r l~ 

Jimensión de ésta'J, los procedim1ent.us la solución se vuelven 
laborio5as, y a ve~es hasta imposibles. Uno de eate tipo de problen1~~ 
es el Probl~ma <1e Viajero dnali~~do en este trabaja. 

Un problema lfpi~o del agente de viajero es el de un comerciante 
quE' de!::ea rec.orrer N c:1udades especificadal::i con una distancia total 
mínima. La cond1ciór1 del recorrido es v1~itar· solamente una vez a 
cada ciudad. 

En 1934, Hassler Whitney, de la Universidad Princetan, 
identificó el nroblema de viajero. y descubrió sorpresi.,1amente, 
que ha.y pocos resul tCAdos y propiedades matem.\.tic:os ~·el aci ona.dos a 
este tipo de probl~ma. 

Desde la identificación dol problema de viaj11ro, •Ucha gente ha 
t.:oncenlrado su e~fuerzo en el desarrollo de soluciones, ya sea por 
m"dios analfticos o bien computacionales, Asimismo, &e ha utilizado 
este problema y ~u solución para regolver probl•mas ~~a complejos. 
Er.tre elles, podemos menc:ionar1 problen1a de Viiljeros multiples, 
problema de viajero dependiente de ti~mpo, problema de trayectoria di> 
Euler, etc. 

Hay, se están empleando los m•todos de solución del problema 
de viajero en v.arios ca'llpos de apllcaclOn tal•• como1 problema de 
distribuciOn, secuenciación de instalaciones, arden-recolección 
1!11 un almacén, diseno de ruta para camion•& escolares, etc. El 
~regreso obtenido se debe en gran parte al d•sarrallo paralelo de la 
computadora digital, con sus tr ..... ndas capacidades de velocidad de 
cómputo y almacenaje de información. En efecto, si no hubiera 
$ido por la computadora digital, los problemas de dimensiones grandes 
de computación no habrian adquirido el estado actual promisorio en 
todas l~s clases de .Mibitos operacionales. Al mismo tiempo que se 
llevan los algoritmos a casos reales, se descubren que los mlltodos 
&Y.actos desarrollados originalmente ( Ramificaciones y Acotamiento, 
Programación Lineal, Programación Entera > resultan ineficientes, 
ya que consumen mucho tiempo y memoria de la comput•dora. Por otra 
parte, algunos algoritmos inclusive necesitan Justificación 
intuitiva, cosa que e5 sumamente dificil para una co~putadora. Por 
tanto, se ha abierto otro .:ampo de des11rrollo: los métodos 
aproximadcs o bien denominados heuristicos. Estos algoritmos tienen 
la ventaja de ser adecuados para resolver algún tipo espec:!fic:o d" 
problemas. Un algoritmo heuristico bien empleada sólo consume el 
tiempo de c:omputa~ioi en orden de n~, y ocupa el espacio de 
memoria en orden de n2 , asimismo logra una solución de menos de 
2Y. de diferemcia c:cn ¡,. óptima. Mientras que l.J ma·1oría lle la<"• 
métodos exa':tcs c.onsL·.me líempo v memoria exronenciralrr.er.te. 



Actualmente existen numero!::ms métodos heurístico5, y surge la 
nacesldad de clasificarlos para poder utilizarlo~ adecuadamente. Los 
criterios de cl•sificaclón pueden ser diferentes para distintos 
Autores, pero los que se emplean con mAs frecuencia son: ~rden del 
número da operaciones. y el error en el peor cago. Este último nos 
indica la cota de diferencia entre la solución proporcionada por u~ 
algorit~o heuristico y la óptima. Bas•ndo en la clasificación y 
comparacitn de los diversos algoritmos, para un problema 
determinado, se puede seleccionar el método que conduce a la 
solución con mavor eficiencia. 

Una 
eMisten 
visitar 

·problema 
pretiienta 
atrae una 

generalización del problema de viajero es el caso en que 
varios viajeros. Es decir, varios agentes viajeros pueden 
las N ciudades. Por la estructura e-special asociada, t?l 
es mu~ho mas dificil para resolver. No obst .. nte, •rn 
en un número de situaciones reales y, consecuent.emente, 
atención mayor. 

El presente trabajo tiene como propósito el an~lisis de las 
bases te61""icas, descripción, clasificación, implantación y 
comparacitn de diversos métodos de solución def problema de 
viaj.,ro, asimismo la regla de selección de tales métodos par•. 
CASOS re•lles especi~icos. Adicionalmente se proporcionan algoritn1os 
•ficientes en el caso de viajeros multiples vistoa .como una 
generalizAción inmediata del problema de viajuro simpla, Con 
objetivo de facilitar el uso de los algoritmos, estas astan 
implantados en la microcompv.tadora Apple bajo el sistema operativo de 
USCD Pascal. 

El trabajo estÁ organizado de la siguiente manera: 

En •l capitulo se formula el problema de viajero y se 
describen sus propiedades. Se presentan algunas aplicaciones que se 
pu•den tener en diversos campos. Las diferentes formas de 
conc•ptualizarlo nos conducen a lA formulacitn del problema en 
t6rminoa des prcgrAmaci6n lineal, entera, !rbol de e:<pansil'.ln 
mínima y problema de asignaciOn. 

En el 
c:l.iaic:oa d• 
ramlficAci6n 
ba•• t•6rica 

capitulo II, &e describen y analizan los m'tot1os 
•~lución eKacta. En pArticular, los m6todos d• 
y acotamiento son tratados detalladamente, desde su 

hasta las variaciones usuAles derivAdAs del método. 

En el capitulo III, se describen y revisan l~s algoritmos 
AfJrDKimada~ pArA resolver el problema de viajero. Se clAsifican tales 
Al9oritmos ssgún su estructura y se comparan la calidad de la 
solución obtenida, el tiempo consumido, as1m1smo las ventajas y 
desventajas. Se deriva simultAneamente la aplicabilidad de los 
método a. 

problema de viajero simple 
pretiientan los resultados 

este tema y se proporcionan 

En el capitulo IV, se q•neraliza el 
al CASO d• viajeros múltiples. Se 
desarrollados por varios autores sobre 
Algunas msjorAmientos sobre este génsro de problemas. Este es el 



principal resultado da! lrab•Jo. Tambi~n se dts=utu ~l a~p•~t: 

computacional de la!i algcritm~s. 

En el c.apftulo V. SF.' prt:~~entan l.Hi cunc.:lusio•1tts "' e:·'..onEiHJt:::
c!el trabaje. 

Se ana:<an dos ~pbndítoo;;.. Er: o! r1pé~d1C.!.! l, .:~ .1.nt··c:v~L1:.L1 : 
conceptos bAsico3 du qráficds v lL>~ lt!~rcm~~ f~~dam~:·1tale~ e~ 

redes, necesarios durilnte toda el ~es~~rollo ~e! tr~bdJo. ~~el 

apéndice 2, se e:~plit.:c.' el u~o de c.,11:fa uno dí:! lo;¡ p,...nc;r.1.T''1S :•!' 
camputadcra asf cerno un bosquejo dE· la e~b-uo:tl.!ril .::;~Ion mi::"no~. 



CAF'ITULO :X EL PROBLEMA DEL VXAJERO 
V SUB EXTENSIONES 

Contuderando quo una qr•n vari•dad de problem.itica& r•ales •• 
pUlfden modelar como el nrobl•ma de viajero, &e h• dlf&per·tado •l 
int•rés •n resolver est• probl•ea. Antes de encontrar una solución 
apropiada. varios autores han tratado de aimplific•r el problem• 
relacionandolo con los problemas asoci•dos •ctualmente r•sueltos. 
Esto ha~• qulf mucha g•nte haya buscado la soluciOn al problema d~ 
vlafero formulandolo de difer•nt•s manOPras. Dichas formulacianlfs 
aprovechan las propiedades dlf probl•mas da optimlzac~On COlllOI 

asignacl6n de r•cursos, arbol de expansiOn m1nima, 
programación entera v problema dlf tr•vectorla mas larga, entrlf 
otros. Dlf l• relación que eKIStlf •l •fectuar OPstas formulaciones •e 
deduc1m métodos de •oluciOn •l problema d" vi•Jero. 

Este capitulo•• desarrolla como •igu•1 

En la ••cclOn 1 , sw d•flne el problv•• de viaJ•ro v &e •u .. tra 
•lgun.ta aplic•ciones v •xtlfn&iones. En l• ••cciOn 2, se describen 
las propi•dades aas importante• del llKJdelo ••ociada al prabl••• de 
viajero, v s• e&tabl•ce l• equlvalOPOcia entr• la veraiOn ruta y la 
v..-sl6n circuito usada en la formulación del probl••a. En la 
s•cclOn J, "ª pre~enta la refor1111.1lación de este proble•& y se 
discuten la• r•sultados anal!ticas relacionados can lag prableaas de 
a&lgnación, arbol de lfxpan&iÓn mfni•a, pragraMación entera, y 
travectoria mas larga. 



El Problema d~ Via1ero consl!Jte 11nt dddO un conjunto finito N du nodos 
(i .e .. , ciudadefi. estac1or1«:?9, ate.> v la matr1.- dP "c:astns" o 
"distanciati 1' er1trP- e.ida p.ir de nod<Js. se pret~nde m1nim1laF la 
1 onqi tud de ..tQuul la rul i\ nue v J '!ii t iil tudot; los nodns al m&n0'5 un• Ví!Z. 

con mJnimo costo. E"c:.>pr:1cff1ci\rttf~~nt.4'!' l!'l problema consiste eni 

donde 
forma 

Hin Z<U= l: C:,, 
( i ,j )e-t 

repre5enta una ruta, esto u~, una sucesión de arco$ de la 

donde k. k=t,2, .... ,p denota los nades visitados por la ruta, v c•d• 
nodo t.2.3, ••• ,n es vAsitado al menas una vez. 

En términos de 1• teoría de qrAf icam, el problema del 
viajero es sencillo de explic•r si introducil!ICls el concepto de rut• 
ha•iltvniana, esto es, una sucesión de p+1 ent•ros •n X=<l,2, 
••• ,nJ en 1~ cual cada uno de los elementoe de X •par•ce al menos un• 
vez v donde el primer v último elementos son Iguales. Cbserv• que la 
ruta estA formad• por los pares consecutivos d• elementos de la 
suceslon de p+l •nteros de x. < l4l l 

AlgunaG situaciones reales donde podemos Identificar el llamado 
problem• del viajero son: 

Ejemplo l. <Problema de DistribuiclOnl Suponga que el almac&n 
central de una compahía desea distribuir m•teri• prim• a c•da una de 
sus &ucursales v que el costo de distribución d• m•teria prim• es 
proporcional a la distanci• total recorrida por el vehiculo 
rep•rtidor. Se dese• determinar l• rut• de costo mlnimo. 

EJ1tt11plo 2.<Secuanci•ciOn de Jnstal•clone&l En l•• industri•• 
qufeicas y fArmaceúticas surge el siquiente probl•••• Un númaro 
de productos es ••nufacturado usando un recipiente de r•acciOn. 
Desputs de cada op•ración de producción Pi, el recipiente puede 
ser limoiado o no, pero antes de que empiece 1• producción PJ, 
dependiendo de la combin•cl6n de productos <Pi,PJl. El costo del• 
limpieza es const•nt•. Supong•mos que lo& n productos son 
••nufacturados en un ciclo cor;tinuo, •sto es, terminando la última 
a¡>eracion, empieza nuev•mente el ciclo de producción. 

El problema que se plantea consiste en d•finir la sucesiOn de 
operaciones de producciOn Pi <i•l, •• ,nl, d• manera de minimizar 
costos. 



El ProblPma de Vii11Pro con51s.t• en: dddo un conjunto finito N de nodos 
(j .e.. ciudades., estac1onus, etc.:.} v la matri¡- de ucostos 11 o 
ºd1stanc1tls" entr·e ca.da par de nodos., se pretende m1nlm1zar Ja 
Jonq1tud de dQuulla rut" oue v1'5tt111t tudas los nodo• al mvnos un• vez 
con mfn1mo costo. Ecpet:l ftcame11t.{l' el problema consiste en: 

donde 
forma 

donde 
nodt' 

Mt n z < t > = E e, , 
( 1,j)€-t 

representa una ruta, esto es, una sucesión de a~cos de la 

k. k=l,2, .•• ,p denota 
l .,2"3 1 ••• .,n es visitado al 

los nodos visitados por la ruta, y c•d• 
Nrna!li una vez .. 

En tt-rminos de la teor!a de qrAficas, el problema del 
viajero es sencillo de explicar si introducilkls el concepto dll' rut• 
hii•iltc.iniana, ttsto es" una sucesión de p+l ent•ros en Xa=(l,2, 
••• ,n} en la cual cada uno de las elementos de X aparece al meno& unA 
vez v donde el primer v último elementos sot1 iguales. Observe que la 
ruta est• formada por los pares consecutivos de elementos de la 
sucesión de p+l •nteros de X. ( C4l > 

Algunas situaciones reales donde podemos id•ntif ic•r •l llamado 
problema del viajero son: 

Ejemplo l. !Problema de Distribuic:i6n) Suponqa que .. 1 almacén 
central de una compahÍa desea distribuir materia prima • cada una de 
sus sucursales v que el costo de distribución de materia prima es 
proporcional • la distancia total recorrida por el vehlculo 
reo•rtidor. Se desea determinar l• ruta da costo mlnimo. 

EJ1H11Plo 2. !SecuenciaciOn de lnfftalaciones> En l•• industrias 
qulmicas y farmaceúticas surqe el siguiente pr·oblemaa Un nllmaro 
de productos es manufacturado usando un recipiente de reacciOn. 
Despu•s de cada O!Jeración de producción Pi, el recipiente puede 
ser limpiado o no, pero antes de que e111¡>iece l• producciOn PJ, 
dependiendo de l• combinación de productos <Pi,PJ>. El costo de la 
limpieza es constante. Supongamos que los n productos son 
eanufacturados en un ciclo continuo, esto es, terminando la última 
operaci6n, empieza nuevamente el ciclo de producción. 

El problema que se plantea consiste en definir la sucesión de 
operacio•,e• de producción Pi (i*l , •• ,n>, de manera de minimizar 
costos. 



Ej11naplo :-.• \Problmn.1 de C~rturosJ l:n•1s1der«? vr. ,·artern qu~ part& 
d• J• oficin• c•ntral • rvcoler:ta.r correspondencia dl! los buzone:. oue 
••t•n colocados en diferente~ luqares da la ciudad. ¿Cómo dub~ 
•tr•vast1r 1 a e i ud•d el cartero p.1ira rm:oqer las corresnondenc: i as 
•lnl01iz.ando el tiempo del vtaju"' Una c:ar .. cterlst1ca de este problema 
•• qulP eJ cartero tiene que P••car AL H~NOS unA vez par c:Jda •Jno dli" las 
buzan•s. 

EJ•Olplo 4, <Orden-recolección en un al macen rectangular) Uno 
de los problemas funda•ent•le~ asccj~dos can el maneio de los 
1111at.,.i•l•• de un •l•acttin es llamada "Problema d':! 
Of"'d9n-rtteaJ•cci6n•. Un• orden es en un conJunto de .irtfc:ulos 
pltdldo• .al .almac.,,,, Cuando •• recibe la orden, se despacha un 
v.ttlculo de9de el Are.a d• emb.arqu• • colec:c:ionar los articulas v 
r99f"•••r .al .irea de eoobarqu•, El objetiva es minimizar la distancia 
recarrid.a a el tl•mpo usado por el vll'hlculo. 

Convi•n• s•h•l•r que •n los •Jemplos •nt•riores es sencillo 
identific.ar los nodo• que s• consider•n en l• ruta hamiltoniana. En el 
ultl.a c~so, •• nec•s•rio p.asar el problema origin.al .a uno 
...,.ific.ado dond• Rfi ••nclllo id•ntificar l.a ruta hamiltoniana. Una 
configuración tiple.a del .almacen •• 11uestra en la figura I.I y 
su llOd•l.ado en titr11inos d•l p•oble1oa de viajeros• muestra en la 
flour.a 1.2. 

EJ1t11PIO ~. IProbl•11.a d• distribución con varios vehículos 
rep...-tidor••> En •I probl..,.a d• distribución de materias primas del 
•Jeeiplo 1, pu•d• •Kistlr varios v•hlculos repartidor••· Ahora la 
pr .. unt.a ••r ¿A cuAl •• consu11i dores debe di stri bui r cad.a uno de 1 os 
v.ttfculus? Est.a extll'Oslón del probl•m• del viajero es un ejemplo 
•lepl• de probl••• de vi.ajeros multiples. Dicho problema tiene 
dif11r11nt.. v.arlacion••· Algunaw d• las cual•s sont al todos lus 
v.ttfculos tillf•llfl qu• p.artlr de un.a mi&ma ciudad baser b) al menos r 
vehlculas ti•n•n que ser us.ados1 e> los vehlculos puaden partir de 
diferent•• clud.ad••· 

pasillo artfculo en la orden 

L--> 

'---'-----......,..,.,.----·-..!.-

Figur.a I. 1 área de errbarque 

longitud dP. pasillo 

~~•~.r~~~-~·~·ª ,6 

Figura I.2 

v0 es un nodo 

vll artificial, 

distancia ( v
0

, 

b~) : o 



Un aspecto cásíco dul eEtu<J10 de un problum• de o~t:m12dcidn 
fHi la e~.1~tencic:1 Jel t.rJluttones. U$iualm~nte. lo que s• dwsea •::. 
determinar lJ~ ~011d1c1one5 11ocesar1as y suficiente~ pdra l• •xistvnci¡1 
de s~luc1on•.E. Una I/(.~;! cont1cid.J.5 es.t.1-s, pod•mos jlplicarl•• p•r• 
determin~r las soluc1ones óottma~ mvdi~nteo un procedimi•nta qu• •ea 
eficTeinte. D1cho procedimiento e& simplemente un algorittna. 

Una condición nl:!cesaria caria quu el problema cJel viaJ•f"'o, •n una 
qrafica no dir1g1da G=CN,AJ, tenga golución •~ que G s•• 
:-conectada. es decir. l• cardinalidad de c•da nodo•• m•vtr e igu•I 
aue 2. En el caso de grdf1ccH; diriq1das, la condición n•c••ari• •• 
que el grado de entrad• v el de salid• de cad• nodo d•b•n s..- .. yur o 
igL1al que l. <C2ll 

La condición dnterior sEJ puede genp,.-alizar un poco ca.o •iou•• 
Sea G=rN,Al gr~fica dirigida. Sea S, § un• particiOn no nul• d• 
la~ nodos de N. esto •&• S y S son no v~cfo• y suSaN. O.fina 
,..,=l si <i.;JEH: >:,,~o caso contrario. Entonc•!I un• 
condición ner.esaria para la existencl~ d• l• solución d•l prabl ... 
de vialero es: 

E X¡j ~ 1 

Convi1rne senalar
15<tdr h•sta hoy, no se conoc• la condlcidn 

necP.sAri• v suficiente para comprobar eficientemente la •xistt1nci• de 
la solución dal proble111a de viaJtrro. 

Un caso especial de la ruta ha01iltoniana es cu•ndo c•da nodo •s 
visitado ••actilni..,,te una vt!'z. Este caso esta rmtucido •l concepto d• 
circuito ha,.ilton1ano. Un circuit1.• h••dtoniano (o circuito) es 
una rut• ha,.lltoniana en que cada nodo en <1,2, ••• nl es visitado 
ex•ct•~ente ~clo una vez. 

El siguiente 
ewact~mente una 
11111triz de costos. 

resultado garantiza que cada 
vez cuAnda se cuNple cierta 

ver.tic• se visita 
condición sobr• la 

TEOREMA J • 1 : 
satisface l • 
Ootl1110. ([4]) 

Si en el 
deslguald•d 

problema d• viajero, l• 111atriz d• costos e 
d• tri.Mlgulo, entone•• existe un circuito 

Prueba: COlllo C satisface l• desigualdad de triingulo, no •xist• 
ningun arco <digalltOs i v JI cuyo costo es infinito1 pues la suMa d• 
los costos de la travectoria que une i y J tiene que s.r Mayor qu• el 
costo •soci•do al •reo <i,J). Por t•nto, 111 grafica •• CD91Pl•t• y 
exist• soluci6n factible <Por •J.,..plo,{11,21,(2,31, ••• <n,1>>. COllO 
el nu111•ro d• solucion•s factibltrs es finito, s• implica qu• trxi•t• 
un• soluci6n óptim•• 

Cuando se esta resolviendo un problema de opti111ización, un 
asoecto importante es saber si se llega • lJ soluciOn ópti111a o no. 
Es po&ible v•rificar dirha condición usando l• llamada PRUEBA DE 
OPTJl'IALJDAD. En nuestro caso, esta prueba .,. r•duce al sigui.,,te 
r••ult•do cuva d•1110stración es obvia. 



TEOREMA 1. 2: ~e~n a, ... p., dos permutaciones dH,.rentes de 
los enteros <2.3, ..• k+I>. Denote tales permutaciones por 

D 1= (i, .i 7• •••• t "") 
p 7 c( 1 1 , 1~ ••• •,J .. ) 

v sean 101' costes totales asoc:il\dog can tau segmentas de las rutas 
h~miltaniana5 Qenerada~ 

Z<Pml~ 

51 

entonces 

E C,, mnl .:!. 
( i ,j leiim 

cli + Z(p¡l + C; 5 < C¡j + Z(p2) + cj 5 

<l.p?,s> no pu~de ser seg~ento de\ circuito ~timo. 

Observe que la aplicación recursiva de este resultado puede 
servir de base para determinar el circuito óptimo. <r4l> 

COROLARIO I. 1: 

Si C es simetrlca v, t, v t2 son dos circuitos en los 
cuales los vtrtices son visitados en orden reverso, esto es1 

t,•(it ,i:z .. •• ,inti a) 
t,=<i,,i", ... ,í,,i,> 

entecas Z<t,l=Z<t.,l. 

Escribimos un circuito hamiltoniano del siguiente modo1 

t,a(j, ,t,.,. •. ,inti ,) 

Para calcular el número de permutacion•s de los v9rtices que 
forman un circuito hamiltoniano, s• procede como sigue1 se debe fijar 
un v'rtice, digamos i,. Observe que para sel•ccionar i2, hay 
n-1 man•ras; para s•leccionar i3, hay n-2 man•ras1 asf 
suceslvam•nte. En general, hav <n-1) ! circuitos, p•ro para probl•mas 
slm9trlcos, sólo hav <n-11 !12. Si •• r•su•lv• el probl•ma d• 
vlaJ91"o mejorando circuito por circuito, •l número d• op.,.aclon•s s& 
cr•ca •Kpon.ncialmente mi•ntras cr•ce al valor d• n, pues k!>a~ 
cuando k tiend• a infinito. 

EQUIVALENCIA ENTRE VERSION RUTA Y VERSION CIRCUITO 

En la d•finición del µrobl•m• de viaj•ro, cada nodo puede 
aoaracar m•s d• una v•z •n la solución. Sin •mbargo, casi •n todos 
los algorit1110s d•sarrollados, para su soluciOn, s• pide qu• cada 
nodo ••• vi•itado EXACTAMENTE UNA VEZ. Equivalent•m•nt•, la ruta 
hamiltoni•na óptima ••un CIRCUITO. <Cbl> Por lo ant•rior, eKisten 
dos V•r&iones de la soluciOn d•l probl•ma d• vi•J•ro. En la 
v•r11iOn ruta, un nodo apar•c• una o 111.6s v•c•s, 01i•ntra• qu• •n la 
V91"Si0n circuito, •l nodo apar•c• una sola vez. 

Los m•todos de eoluciOn de la versiOn circuito pueden ser 



df.Jllt:ado~~ a l~ '·~·r· .. 1.)n r·11t..-'"l L.1•.,.u1ttll un ..trqu.nfH1tn (Jp )rl ~.1qu1t?nte 

naturaleza. (to;;c)l.l.:lci.-1 d J,-.. vt1_1r~;1ó11 ruta th~ una. qrc\fic4 G, ~--puede 

duf1n1r· ot·r·a or·iflf1<.i Ll' rnn lr.t prnplí'dad dr que unlll rutd t'ipt1f'1.:1 f1f\ 

G cnrt·•n•p()nd1~ a un i:1rc111t•1 ópl1¡11u .,,, fj". l ,'t nr.lf I< r, e· PS 
et-instruida del O:tlC1UirntP modo: 

l. l .oc:; nodo'!> tlr' G' •_,011 l o'9i m1 s1un'- dP !i1 
... En o·. lo~:. nodo~ l V i •.10n un1do·~ pur un nrTf"J tlir-1q1cJ11 <1, J) .. ·~l y 
Sl~lo si f:')li~tl' tllld tr~'lVP.ctor 1 a 1::'11 fi t1onot.01d,;k 

-\ < t • •: , ) , < k , • • , ) , •••• < ~ m, i l > • 
3. L.as longitut.htis d' <l .. 1> t-Jn G' Gtln l.H., lon91t11dt.10 i de J,1 t.r-u.yec.tar1a 
más cort• ~ntrP lo~ rlodos i y J de Ci. 

Lo& <:.iguientt?S len1;H-:, dr.mue~lr1\fl qu~ 1 .. uqu1valenci.a dP. ont1malldad 
entre las Qr~f1ca~ G V o·. 

Lema 1.2. 11 A cualqu1rr c:1rcu1to f.:.ct1hle denotado Reno· correspond1? 
una ruta tac:tal:>lt:.• 1 f:'l1 G1 v la.,. lonqilud1:.•s. de T y de R !..Otl iguales. 

Prueba; Su~anga que e~ <1.=l,1 2~2, ...• i") es un 
cir·r:uito en 1 G ·, entonc:us la ruta c:orr-e~pcmdie-nte en G es 

Ta(:i, i=l,F"l,i 7='l., ••• ,f'n,1,., .. 1 ) 

donde <i .. ,Pk,i.,. .. d es l1'l trayectoria dirig1da lfti!S 

corta ;.>n G entre i., y i..- ..... [victentumente T fHi factible y 
por la definición da las 11Jnq1tudes en G', !u• longitud•.., de T y R 
son iguales. 

Lema 1.2.2: Si T es untl rut.:t ópt;ma en 6, entonces existe un 
circuitll R en G' tal que T=t<R>. Donde t P.S la transformación que 
definimos anter~tarmcmte. 

La prueba os obvia por la deflnic1!'.ln de t. Evidentement• R no es 
necesariamente único. 

Lema 1.2.3: Un circuito R en G' es óptimo si y solo si la ruta 
T=t<R> es 6ptim• en G. 

Prueba: Sean R el circuito óptimo en G', y L su longitud. Supongas• 
que t<Rl no es óptimo; entonces existe otra ruta T' tal que T' ns 
óptl010 y su longitud L"'.L. Por el leroa I.2.2, existe un circuito R' 
t.al que t<R'l=T'. La longitud de R' e'!I tambit!!n la de L', as{ R no 

.es óptimo. Esto es una contradicción. 

Rec:.iprocamente, sea T una ruta óptima, y L su longitud.' Por •l 
le01a 1.2.2 existe un circuito R tal que t<R>=T, y por el lema 1.2.1 la 
longit.ud de R es L también. Supngamos ahora que R no"" óptimo, 
entonces e~-:iste otro circuito R' Optimo litl quo L '<L. Entoncas la 
longitud de t<R'l es L', T no '1S óptima, lo cual es una 
cantr-adicr:ibn otra ve:t. v la pr·ueba termina. 

El lema 1.2.3 implica que Ja versión ruta del problema de 
viajero cuedo transfarma~se en la varsión circuito. 
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1. :s ~!lli.Jl.J..BQS PBDBLEMA6 llE-ºflltm .. m 
D•bldo • las propiedades ••ludiada• en I• ••cci6n anterior, se 

observa que el proble'"• d• viaj ... o tl1tne clurtafl similitudes con otros 
probl-•• de pra<Jra,.acl6n .. atem6í.lca. Auwll 1,ndo1ios de la solución 
de ••t•• proor..,aciones, se puede obten•r la solución del problema 
... nclanado d• una ••n•r• ••• f6cll. L• relación con otros problemas 
de optl.,izacl6n tambi•n no• ayuda a encontrar ciertos parametros 
d•l probl..,a de viaj•ro tale• co•o1 la cota lnf&rlor de la función 
ob.l•tlvo, la probabilidad d• que una solución d• otros problllma• slla 
un circuito ha111ltoniano, •te. Lo• ca•os mas usualus dll problema• de 
proor•10aclOn •atemJtic• que tienen relación con el problema del 
viajero •• d••crlb•n a continuación. 

El probl ... de aslonaclón ••ti d•finldo c0G10: 

1'1inl•lzar ... Et c., Kt.t 

ij 
Sujeto a E ><• ,-1 YJ-=1 , ••• ,n 

1 
¡; x •• -1 Yi •l, ... ,n 
j 
M1J•O,l Yi ,j 

E• otra• palabras, el problema de asignación •• puedw eKplicar 
COllOI S. ti11nen n individuos y n trabajos. Si ei Individuo l es 
••i9nado al trabajo j •• lncurr• •n •l costo e, ,. S• desea 
11ncontrar el costo •lni•o d• asignar lo• individuos • los trabajos. 
Ob•erve que •i x,,•l significa que el Individuo i ha sido 
••tonado al trabajo J, y qu• x, ,•O indica que el Individuo 1 no 
.. t• a•lonado al trabajo J. 

S. pulid• int..-pretar la solución del problema mencionado en 
far,.. or•fica CDftlD slgu•1 prinoero se dibujan n nodos en la 
or•fica. LultQo .. traza un arco li,;> si el individuo i es asignado 
al trabajo J. En tal gr&flca. ge observa que ol grado de entrada de 
cada nodo •• l y •l de salida tambi*n. Esta caracterfstlca cu.,ple 
la condiciOn n•cesaria de la eKist•ncla de la solución d•l 
probl .. a de viaJel"o. No obstante, en la 9r•fica pU•den •xistlr 
subcircuitos aislados que no cumplen la condiciOld• una solución 
de probl .. a de viajero. 

cualquier circuito •n el cual cada nodo es visitado 
una vez. Entonces "•••O si li,j) no •stA en el 

Sea t 
eMCt-11nte 
circuito y 
una saluciOn 
funci6n 

M, ,• 1 si ( i, j) sf ... t... Entonces Cx, .> es 
factible del probl•ma d• asi9naclón con valor de la 

Zlt>• 



.• 

Obviamente, la 1nv..:r·~a cJe este teorema no es cierta. 

El probl•m• de asignación ha e.Ido estudiado por mucha qent.e. La 
obtención de la soll'dón .,,. ""ncllla aplicandP alglln método 
l'><i11lente, por· eJemplo: ttl método húngaro. Esta aolución puede 
ser un circuito factible. del problema de viajero. P~ro, ¿qué tan 
prob•ble es que la solución de asignación &ea un circuito 
i·1amtltaniano? Etas.indo en el siguiente teorema, podamos l!ncontrar asta 
prob•bllidad &uponiendo que cada elemento de la n1atri2 de costos sea 
una variable aleatoria. 

Sea el oroblemo de asignación modificado 

Mini mi zar w= L te:,, x, t 
¡ j 

Sujeta a tw.,•t YJ~1, ••• ,n 
i 
t x, ,=1 \11iml, ••• ,n 
j 

Mat=O Yi 
donde c, 1 son variables aleatorias independientes e 

idéntic.amente distribu(das. ([3Jl 

TEOREMA 1.31 Supong.amos que las soluciones del problema anterior tiene 
la misma posibilidad de ser óptimas, entonces la probabilidad de que 
la solución óptim• sea un circuito factible es 

Pn•<n-ll !/Cn!e-'+O.:;J'::,e/n paran gr.ande 
Prueb•• Primero demostr•mos que el número de •oluctones enteras es 

Cn!e-~+0.5l. 

Si resolvemos el problemas 

H!.nimizar ... f fC• .J: K 1 .J 

Sujeto .a f '"'ªf""'"I Yj•t, ... ,n 

Consider••O• que se obtiene del proble•• snterior otro problees 
hsciendo Xkk•O, v elimin•ndo la colunona k y el renqlón k. El 
problema ..adificado obtenido tiene <n-ll ! soluciones, y hay <"> 
-nitr•• para e•CDQIW" k. 1 

Ahor.a considwralK'..~ el probl~•• obtenido por escoger 2 Índices k y 
1, haci•ndc XMkmX,,=O. De asta manera, vamos a r•solver un 
prabl•m• de asigo.ación nd• tamaho ln-2lKln-2l. El número de 
soluciones e• <n-2> ! y hay <2> maneras p.ara escDQer k y 1. 

Aplicando el principio de Inclusión v Exclusión, se obtiene el 
ndmero de soluciones del problema de asignac;ón modificado que es1 

n!-(~) <n-1> !+(~) Cn-2> !-<~> <n-31 !+ ... +(-1>"(~) <n-nl ! 

•n!<l-1/1!+1/2!-1/3!+ ••• +<-ll"/n!l 

8 
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Los tén11inos que estao dentro de par¡élnlP.sis •on ln·;. pr lm•rus n 
términos de lcl serie d• exnaintuón dfi" e-l. Se pueda dt~mostr.1r 
que el .rrr>r d• e•t1.mac16n dtl' 1.a exprus1ón •& mE>nor qui• O*~ P•r.a 
r.>J. Por tanto, el nómero de soluciones •s d•do por· n'eo"ª+O*~ 
r1tdondeada _.¡ entP.ro mas cercano, o !ir.el ln ~ e-·a +O. 51 .. 

Pn=<nó.tRtiro de circuito• factibles~l<nttmero do soluc1oneori. 1mtPr•s> 
~<n-1)!/[n!w-•+O.Sl 

v esto termin• la prueba. 

El problema d• Arbol de expansión mlníma est~ definido cc>t1101 

Dada l& matriz de costos de una grAfica no dirigida, encontrar 
el ~rbol oue incluve todos lo& vértices an la grafica, y tal que 
el costo total del arbol sea 1ninimo. 

En una solución factible del probl•ma d• qiajero v•rsión 
circuito 1 21 grado de cualquier vértice es 2, pero la O\Ol ..ici ón d•l 
arbol d9 expansión minima no cumple esta condición aunqu• la 
grAfica esté conectada. Sin embargo, se puede obt""er la 
solución del problema de vi alero desd• este arbol, 
transfor~Andolo hasta que la cardinalidad de todos los nodos sea 2. 

En el caso de una gr~fica no dirigida con ••triz de costo 
sillétrica, una cot• inferior par• la solución del probl ... • de 
viajero es d..,-ivada usando •I correspondient• .Vbol d• exp•nsión 
minima de la qrAfica de la siguiente s.aner•. Supongamos que al 
.arco lx,,x7 l •stA en el circuito óptí1110 del problema de 
viajero. Si este .arco es borrado del circuito, se genera un• 
travectori• d• n-1 arcos que recorre todos los vértic•s empez.ando de 
•• V t•rminando en ><2· CDlllO el costo d•I arbol d• 
e><pansión 111lni11a l.<AEl'1l •• la cota inferior de asta travectoria, 
L<AEMl ... ,. c(u,,x,.l es la cota inferior d11l canto del 
prob lesa dR Vi a ler-o. ( [ l]) 

En qenl!'l"'al •e desconoce tx,.x2> en el circuito ópti~o, 
por tanto se selecciona s•xCc<x, ,slJ, dondes es el v•rtice 
segundo cercano a ~ •• Entonces una cota inferior vjlida d• l• 
solucibn del problem.o de viajero se tiene por medio d• 

L IAEl'11 + 11ax Ce <x, , si J 

•• 

9 



El problema de progra••ci6n entwra lineal con~i•t• vn: 

Minimizar CX 
Sujeto" AX=b 

x~· 
X 1tntero, 

donde X •• un vector <n 1), C as un vector <1 x n>, bes. un 
vector <n H 1> v A es un• matriz <n M n>. 

Canvlan• ••ff•lar r,u11 el problema d• viajero d•notado por PV pu•de 
••r for•ul•do como una programacibn entera. De e~ta manera, se puede 
aplicar cualquier técnica de solución programacion entera para 
resolv11r •I problema en cul!stian. <C4J, fBJ> 

La formulac10n del PV quw tíen• que visitar exactamente una vez 
c•da una de las n ciudades indexadas 1, 2, ••• , n partiendo de la 
ciudad base O, v cuvoa costas de transporte de un- ciudad i a una J, 
son dados par la matriz C•Cc,~es dado c:o111D: 

CPEll 

Mini Mi zar z= ~ ~e:., M,, 
1 J 

SuJtrto " ,¡J x, J*l 

j~i •• ,.¡ 
>c., 1=0, l Yi, j 

donde u~ son n0111eros real•• que p•rMiten la equivAltrnci• di! l• 
soluciOn del PV con el problema de progr•ma.c:ión •nt•r• planteado. 

La idea de la formul•ci6n anterior es como sigurn 

El viaj.,,.o va de la ciudad i a si y solo si x.,•l. 
Entonces. lo i111>ort•nte de l• for11ul ación canaist1t en demostrar qu• 
s• corresponden los dos conjuntos de soluciones factibles, es decir, 
una solución f•cttbl• para PE tiene variables x,,=l que definen 
un recor·rido legitimo en PV, y r•cfproca111ente, un recorrido 
le9lti110 d• PV define un conjunto de variable• x,,~1 que 
satifac• las restricciones de PEI junto con valores de u, 
.apropi •dos. 

Con el propósito de establecer asta equival•ncla, considere 
pri11•ro un• solución factible de PE!. Demostraremos que todos los 
circuitos incluven el nodo O. Las restricciones de la form• 

r. x • .Jªl y x, ,¿o 
j 

repr•sentan las condiciones de 
visJtada eKactamenta una vez. 

que cada ciudad (diferente de Ol 
Los u, •irven para eliminar los 

es 



circuito~ qua no emp1ezAn nt finalizan en 01 nado O v los circuito~ 
oue visitan m~s de n c1ud•des. Con•id•re cualquier x ... 0 .,... .. ~1 

Crl~O>. Existe un r2 unico tal ~u• x,... 1 .,,..~~1. A no 5ar que 
r2=0, también •Kl•t• un r3 unlca tal que Y.r 2 .r 3 •1. As! 
liUC•aiv•,.•nte h11.st• encontrar un rk•rj, j<~-1M Como ningún r et,; 

c•ra, t1tn•~a• que 

or 
u.,..,- u,.., .. ,s_-1 

Su••ndo d• i•j h••t• k-1 twne•os que u,,- u,-w•O~j+l-~ Que 
•• una r.ontrcdicci6n. Por t•nto, todos los circuito5 tncluven el 
nodo O. D•moatrar•mos ahora que ninguno de los circuitos tiene 
longitud mavar qu• n. Supongas• que •Kiste un circuito de longitud 
flWlyar qu• n, dig•~a• Mo.,-1, M,...,.,...2, X,...n.rn•s•l, ri~O. 
Entone•• 

u .... - u ... n .... ~-n 
or 

p•ro 

u,...._.,- Ur1~n ( 1-M..-n•t .,,... , )-l~n-1 

ou• •• una contradtcciOn. 

R11eiprocam11nt•, d•mostrar•mos que un recorrido legitimo en el 
PV d•fin• una eoluci6n factible de PE!. Si x,, corresponden a 
un r•carrido lmgitimo, ee puede ajustar u, tal que u,~j si 
1 ea la j-.. i~a ciudad qu• se visita, v 

u, -u,'0J-l. 

La diecueión ant•rior demuestra el teorema de equivalencia 
entr• las eolucione• d• PV v PEl• 

TEOREtlA 4t El circuito óptimo de PV pued• •ncontrarse resolviendo el 
Propramación entera PEl. 

Otra formulación •quival•nt•, pero diferente del problema de 
viajero en ttrminos de Programación entera se presenta a 
continuación para el caso de matriz de costos simétricos. Antes de 
pr••entar el resultado, conviene aclarar el concepto de partición d~ 
un conjunto <l, 2, ••• , n}. Una partición 5, § es no vacía, si cada 
conjunto •• no vacío y snS•O y SU§•Cl, ••• ,n>. En la figura I.3, se 
muestran unos •j•mplom dr las par·ticiones. 

11 
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s F~QUr'A l. 3 

[) 1·-·-f<I 
~_J 

TEOREMA :51 Sea Cuna 1u•triz simétric•, se;on 5, !l una partición de 
los '"1tlN"'os i•l, ••• ,n. Por costos 9imétricos podemos asign•r 
><••ªº si el &reo n dirigido !i,jl no asta en un circuito y 
x,,•1 11 •l •rcc no dirigido li,jl esta. Un circuito óotimo 
puRd• ••r •ncontrado •l resolver el programación entera 

t1inimizar Z• f f e, ,x, 1 

SUJ•to a MtJ*0,1 <1•1, ••• ,,j-1; J=2, ..• ,n) 
f'E2 

lf ~.f•s"' '22 

p&ra todas l•• p•rticion .. , no nulas CS,!ll tal qu& si <S,!ll est.6 
considerado, clf,S> y• no, CNOTA: e&peclficaMente, en una graftca 
dirigida, las restrincciones ser.In 

I E >< >t > 
it5.Jt3 ''-

Pru9ba1 Si•ilar a la dtNlostr&ción Anterior, se establece l• 
correspondencia de la definiciOn de variables entre al problema de 
viajero y •l probllMIA de prograa&ci6n •nter•. 

La solución 
PE2. Ya que en 
cardinalidad de 
.. n.ra qu• 

f"V evid11nt.....,te •• una •olución factibl• de 
9r•fica generada por la solución de PV, l• 

nodo as 2, y la gr•flc& es cbnectada, de tal 

t ,E"• ,¿2. 
IH,j•?. 

En otro sentido d• l• prueba, nótese que en la solución de PE2, 
l• cardinalidad de cada nodo es mayor que 2, porque se puede 
particionar S que contien• ünica~ente i. Si e><iate un nodo de 
cardinalidad .. yor 2, existe un arco que con•cta a otro nodo de 
cardinalidMI •ayor que 2 tarblen. P•ro por la ainiaización, este 
arco na pu•de exi•tir. Por tanto, cardinalidad de 1:ada nodo &s 2 
•><acta..,.te. Por la eisaa condición 

¡is. ~s x, ,22. 

la gr,fica es conectada. Por tanto, Ja solución de PE2 tambidn es 
•oluciOn dR PV. 
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El probl e•a de travector i .1 más l wa.rq.t c::onisi ste en: 

DAdo un conJur1to f1n1to de nodo~ Cl,2, ••.• i, •.. nl, Jan di&tanci•• 
d<i.J) entr·e cuaJqui1r1r r>i.,.. nrd~n.,do <1, i> y da~ nodou especlfit:u<:i { 
dig•mas 1 v n), encontrt"lt· un~ sucesión 

t= (¡ '=1, l·.r, ••• 'i. ,.} 
tal que: 

i) ningún nodo puede aoarec~r mA5 de una vez, es decir, 
la !lucesión es una trayectoria .. 

ii) la longiturt da esta travectoria ws máxima. 

El probleMa de trav~ctoria mA5 larga es ~ucho mAs dificil que 
el de la travectcria mAs corta~ per .. o si mi lar al problema de viajero. 
([b]) 

El problema de vi•Jero pueda transformarse • un problema d• 
travectoria mas larga. Se defllOstrarA que para cada grAf ica G, 
•Miste una orifica L<Gl de tal manera que la trayectoria mas larga 
'"° L<Gl corresponda a un circuito óptimo en G. Construcción de la 
grifica LCGl asociada a la grAfica G del proble~a de•viaiero: 

ll Los nndca de L<Gl son los ~lsmos de G •••uno adicional 
d•notado por 1 ·• 

ii) Los arcos de L<G> son los mismos de G, eMcvpto qu• para lo• 
arcos d• forma <J,1> en G, se &ustltuye por (j,l"l en L<GI. 
llll La• di4tancias D<i,J) en L<G> astan definida• por• 

D U ,j > s {~d <i , j) 
l<-d<i,ll 

si i•j 
si iflj y jtll' 
si i "i V j•l . 

donde K una constante ••tricta....,,te ~•yor que S el cual es la 
suma d• los n valores dCi,Jl m&s grand••· La travactorla en L<GI 
significa la trayt1Ctoria entre los nodos 1 y 1' en L<Gl. 

Un eje91plo de la construcción de LIGI •• mu•stra en la figura 
I.4. 

S•8+8+8+8+6•38 Fiqura 1.4 
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En ••QUI da. demostraremos Que ext ste 1• gr~f i ca L <G> tal Qu• l • 
trav•ctoria '"''- larqa en L<G> corresponda• un cín:..u.ito hamiltoniano 
óptimo •n l• Qraf1ca G. 

TEOREMA 61 Una travectoria mA~ larqa desda 1 a l · en la nueva red 
conti•ne cu•lquier nodo intermediario (1 ·, •.• ,n>. y si denotamo~ asta 
tr•v•ctori a mas 1 arga el , 1 • , .... , i "'-·•, 1 · >, e 1, i, 
, ••• , i,,,_,, 1> e11el circuito óptimo. 

B•••ndo an los siguientes lam•s, se puede demostrar ffl teorema, 

L•ma 1.6.11 Cualquier travector1a más l•rga en L<G> contienen 
arcos, y por lo tanto, todos los nodos de L<G>. 

Prullb~• S•a Lk la longitud da cu•lquler tr•vectoria que contiene 
arcos, y s•a •~n-1. Entonces por d•finlc16n de K, tenemos que 

max LM 5_ 1111< ~ (n-llK ~ nK-K \ nK-5 ~ min Ln 

por tanto cualquier trayectoria 
cualquier trav•ctoria de m<n 
tray•ctori• más larga tlen~ n arcos. 

de n· arcos 
arcos.. f°n 

es más larga que 
particular, cualQuiur 

L1t11ta I.ó.21 Exist• una correspondencia uno-uno entre circuito~ 

factibles 2n G y tray&etoria dan arcos en L(GI. 

Prumba1 S•a Cia•l. i2, ••• , in> un circuito factible en 
B, entonces la ••cuencia (i,=1, i~, ••• , i"> en G' 
obvia.,.nt• •• una trayectoria de n arcos, entone~& (i,=1, 
ia, in> •• un circuito factible en G, v esta 
correwpond""ci• es uno-uno. 

LttfllA I.6.31 Una tr•vectoria •n L<Gl •• una trayectoria más larqa si 
y solo si al circuito ccrr•spondi•nte •• Optimo. 

Prullba1 Sean P1 la travotetoria eAs larga en L<GI v P2 cualquier 
tray.ctoria que conti•ne n arcos !pero no la mAs l•rgal, Sean Ll y 
L2 la• lon9itud•s d• Pl y P2 respectivamente. Por el 1.ma J.h.2, PI 
ti11n• n arcow, y adeeAs por el l••• 1.6.2, existe dos circuito~ 
factibles Cl y C2 "" G correspondientes a Pl y a P2 re•pectivam90tli;, 
Entone•• 

Lk • ni<- Ec•d < i , J > (k=l ,2) 

y O<L1-L2• 'i:~ < i , J l - Ec, d <i, j 1 

Por tanto Cl es un circuito óptimo. 

En otro sentido, sea CI un circuito optimo v C2 cualquier 
circuito factible <pero no 6ptimol, sean Pl y P2 trayectorias 
corr••pondi•ntas en L<Gl, v sean LI v LZ las longitudes de PI v P2 

·respectiva11nete. Entonces por el lema 1.6.2, PI v P2 ambos contienen n 
arcos y bajo la hio6tesis d<i.jl<d<i,Jl, tenemos qu91 
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Ll•n~;- ¡:~ <i, i> > n~.- ft~ <I, j) •L'.2, 

v por el ,.,,.. l.b.:Z, 1• travectoria '""" l•rga •n L<rll cunben• n 
•reos. Por t•ntn, Pl es la trmvectnr1a mas l•ro•· 

En virtud del lem• J.6.1, un •lqoritmo para la. trayectort.a '"•s 
larg.a ?~•eda resal vPr t'i'l probleina de viajero., d•bido a que encontrar u.n 
circuit~ L~timo iltn U, ~ólo SA n•c•~ita encontrar una travector1a 
~á& larga en L<Gl. 

tS 



CAPXTULO XX ALGORITMOS DE SOLUCXON 
EXACTOS 

• .. 

16 

Una v•z id•ntlficado el pro~lema del viajero <PV>, se Empezaron a 
proponer .. todo• de •oluci6n. Entre estos métodos, podemos 
dlstin9uir los llamado• exactos, qye determinan la solución óptima 
d•l probl .. a d•l PV. En esta cla•e da m9todos, se tiene a los 
lla•adoa -*lodo• de Ramificación v Acotamiento (R-A>, los cual••, 
por au .. tructura, re•ultan los mA• adecuados para este tipo de 
probl9111as. Conviene •enalar que los m•todos de R-A combinados con 
ot,,••• tik:nlca• de optimización proporcionan difer'entes maneras de 
r..alv•r •I PV, Estos algoritmos son de gran utilidad cuando 
r•llOlvanios probl..,..s d• diMansl6n menor. 

En ast• capitulo, se ••tudian loa algoritmos exactos para 
r••olv.r •l problema de viajero. Dentro de los algoritmoR, el mas 
usual y cl•sico es el m•todo de R-A basado en la matriz reducida, 
aunqu• se ti•n• lo• conibinados con Arbol de expansión Mlnima y 
prabl ... a de aaignaci6n, entre otros. La primera sección anali7a el 
aspecto ~llbrlco d• los IÚPtodo• de ramificación y acotamiento. Las 
secciones ~e do• a cuatro 111Uestran las aplicaciones de m6todo• R-A al 
rroblema d• viaJ•ro. En la quinta sección, se analiza otro método 
de solucian1 como el de penalizaci6n. Finalmente, en la última 
secci6n, s;e •nallz.11 el m6toda de progran1aci6n dinámica. 
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11. 1 fü.\!'1!..!::J!;!'<.GLCJtLY..J:l¡;Ql):lM!!,.';tiJQ.t_í\fül:CLCl'.l .. l¿q¡¡;~pi,,¡::~ 

Los métodos de ram1f1car1ón v ac-ol<JtnlE'''tu -:_.c;wi ul,'lnleam1entos 
enumerativos P-'ra resolver uroblap¡.,:c;. dp r}ntJml.!diCtC·n d1c..:.c,·c ... ta. 
Dtchoe metodos tienen l<l C.iWJiCh•r-1: .. ~t ic.1 dP )l':'íiif"Oll!~r1 lL1'3 

dl9tinta'5 Dlternatl'v'<!S d~ SDlLICIÓfl c:d COl\5H!l?r 1r • !'!'f'· 9erH~rc°'l • l10i\ 

pequat'lts. oart t_'t de tadi'n l a'i'.o .al l ernat l vc1s O(J'S 1 tJ les, Pllf?S 1 as r est ~t~tei:. 
uon eJ iminadas por criter1u<5 out:' eo:.>t.ablecPn QLm talr.s; alter .. ndt1vas no 
son óptimas. La idea d~l métocto t.~1::. r.1e~cr1b~r ~l conTltnto oe 
soluc:1ooes del problem~ en cuesttón (:>r1 fol""m~1 de un ?rtJol 
proced•r a •nal1z•rla s1n omil1r \'ért1ce. El concevto dP la c~ta 
inferior sobre los valores de la función obu~ct1vo t,a.ce oos1ble qua 
una solución f.tctibli.' buena elimine un volumen cons1dl~r:tble de 
sotucionPs factibles oara r,raoósitos de ~nál 1515. 

Considere el oroblema Ce optimización dtscreL1: 

Minimizar Z=f<x> Suieto a ~ €E 

donde E es el coniunto de soluciones f~cttble~ v f es un.a func.i~n 
.... 1. 

El fNttodo de raMificación v acota~1ento consiste en la 
aplicación recursiva de las opnractones de ramificación v 
acatami•nto con el ob teto de el 1mí nar aauel 1 os con iuntos de sol L1c1ones 
que na canti•n•m la solución óptima hastL'. determinar el aue la 
cant1t1f'l!1, ,,;i c:tlch" sluc16n ópti'"ª e><1ste. ([21) 

La ooeracl6n de ramificación del método consi3te en dividir 
el con.tunto de soluciones factibles E en subconiuntos a lenas de manera 
qu• e& aisle la solución óptima en uno de los subconjuntos. Para 
reor1n~emt11Rr esta división, se C:Oí'st.ruve un .lrbol cuvo v@rtice 
bA•ica corre5oande a E, v los restantes vértic•s corresoonden a 
las subconjuntos de E. 

S•• S un subconjunto del conlunto de las soluciones factibles E. 
El conjunto S puede ser seoarado en un número de subconjuntos ajeno!i 
Sl, ••• Sp tal que S:SIU ••• USp. En la mavoria de Jo,; t:as:ls. S ""' 
s.parado en dos subconjunton ajenos aue son reoresentados oor los 
v*rtices de Url 1'rbol .. Por ejemplo. en la siquiemte ~1qul"°a anex~,@ 
r9Presenta el subconjunto 5, v las vertices@ v $los subconjuntos 
SI v 62. 



Desou~ do dJvuhr S vn du,. st1br.oniur .. to~. se íJUL"'c.h~ pPns.ir- Cll.IP. la 
solución óotim• t1t-nu rnAs pus.ll>t l 1dades •n uno de lou 
subconjunto ... 

La op~~•ci ón de acot C\1n1 en tu c.Jel m~todn conmi e;t e en determi n.1r 
una cota inferior dP f <>:) en 5 par,1 cada subcon.iuntn SCC:. Esta r.:ota 
puede 5•r conside.ffada cumc un11 ev.1luaci6n de f (;:) en S, qu6' se 
dttnot• por ~v<S> v se ltE~nc que ev<S>~fCx>, Y>1l?S .. La utilidad de 
la evalu•ci6n t1e le\ cote1 int•r1nr es la giguient.tJ: si tenemos un.a 
soluclOn del prubll!ma ª" opt.lmizaclón d1'lcrP.ta !ltEEl y si 

ev <S> .:t <P.-> 

entonces no existen mr.1oreG soluciones en el subconjunto S, pue& 
f(><)!_'i!vCS>2,f (~) , 'w'xES. La vent"tJ,;¡ de e5t• observación es 
que prAticamente se reou1er·e que calculemos una "buena" •v•luación 
de f(H) µara todos los subcon1untos de S, para obtener una "bu9"a 11 

solLd:ión f.tctible de f <•> en E. 

En resumtfn, para Lan problema dad-a, 11e requier·e buscar una buRna 
evaluación de la cata inf~r-1or. Frucuentement", se uaa el siguient• 
métodci suponer qLle E=E'f'E", Sio-s·ns 11 con S"CE" y"S 11 CE 11

, y r·esolver 
•I problem• más sencillo: 

min g<>d 
X€ S' 

dond• 91•> "" una función definida en E' tal qu• glxl~f(x) 
YxEE. < usualmente g(M) es igual a f (x)). Entonces para obtener 
una evaluación de la cota inferior de f (x) en s, ••relaja la 
condiciOn del problema en 

ev, (S)nmin ghd 

"6 s' 
Los m6todos m.ls 1.1&ados de exploración d•l Arbol asociado 

al ... todo de ramificación v acotamiento son: 

a.M6todo de ramificación v acotamiento progresivo: 
Consiste "" ramificarsP. a partir del v..-tice de •valuación 

111fnh1a de Arbol. Esto significa una balsqueda amplia. 
Generalm1t11te es complejo, pero es de interés cuando •xisten pocas 
re•trtcciones o si uno sabe cómo obtener una buena solución. 

b ..... todo de ra•lflcación v acotamiento secuencial: 
Con!li st• 

c...-ca al 
•xploración 
Regreso al 
v.,.tic•s •s 
generalm•nte 
frl!!cuenci a. 

"'" ramificar aquel vértice del Arbol que estA mAs 
último v~rtice ramificado. Esto significa una 
de profundidad. Es empleado aquf •l concepto de 
nodo anterior, o sea que la regla para la solución de 

UEPS <óltima l!ntrada, primera s•lidal. Este mttodo 
es fácil de operar y por lo tanto se usa con mavor 

Un .. todo de R-A p~ra un problema en particular queda definido 
'al especificar sus operacione~ de ramificación y acotamiento. En el 
CASO del problema de viajero, ex1!!.ten tre& métodos de ramificación 
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d•l 

t. Construcción del círcullo 5•Qón la matriz r•ducida. 
2. Eli111lnacl6n d& subc:ircl11lo<1 • p•rtir dw la soluci6n de 

probl&•• dw ••i9naclt'ln. 
3, Contitruir la travectoria basando en el Arbol de exp•nsión 

r11fni ma. 

En se9uida 11 ••explica al funcion•miunto rJe c•da uno da ellos. 

El funcl onaml en to d• este método se bafia en la construcción 
circuito h•m1lton1ano s•gún 1 ,¡¡ matriz reduc:1da ([7l, [2]). Para 

llu .. tr•r l• idea d• este ...iodo, Vlltllf'ID9 el siguiente ej•mplo1 

B•• la •atrlz de tiempoa 

A e e D E F 

A 27 43 lb 30 26 
B 7 lb 1 30 25 
e 20 13 35 s o 
D 21 lb 25 18 18 
E 12 4b 27 2B 5 
F 23 s 5 9 s 

TAbl• 11.1 tieinpos entre loc11lidades 

E11peza111os por obs&rvar qu& si T eg la duración de un recorrido 
h•111iltoniano a11oc:iado a la inatriz de tiempo• de la tabl.a II.I, 
entone•"• la duración de ese misino recorrido con la 111atriz ~. tiempo 
obtenida de restar un escal•r hi a la hilera i •• dado por T-hi. Esta 
ob...-vación - inmedi.ata pues cada rmcorr;do considera uno y sólo 
un el...,,to d• la hilera i. Lo mismo sucede si restaMOs un ••calar hl 
de la colu.,,a j (j•A,B,C,D,E,FI. Un• cota inferior del recorrido 
ha111iltoniano Opti1110 es ••ncilla de obtener si restamos d& cada 
hilera de la matriz de tieinpos &ntre localid•des, al mlniino eleinento 
correspondlent•. Por eJ&inplo, si &n la tabla II.1, restamos el escalar 
lb de la prh1era hilera v los eacalar11s1 l, O, lb, S y S de las 
resp•ctivas hileras restantes se tiene como nueva matriz de tiempos 
entre localidades: 

A B e D E F 

A 11 27 o 14 10 
B 6 15 o 29 Zll 
e 20 13 35 s o 
D 5 o 9 2 z 
E 7 41 22 23 Q 

F 18 o o 4 o 

Tabla II.2 tl&mpos modificados entre localidades 
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ha mi 1 trnu ..ino de dur- ne 1 óri r •"!::,nt" 1 adt• a 1 :1 t ... "it· l ·,1 Un· recorrido 
1I.J., tiene una 
entre l..:Jcalidades 
labia JI.2 el mintmn 

dur•c:1ón 1-41 cuando su c,·1lt:ula con los t.1einuos 
de la t.·1bla IJ .. ~. D• r·pst;.tmo:-· d•·' c;ula colum'1!1!l de la. 

(\ 

E• 
e 
o 
E 
f'" 

~lemento 

1\ fl 

ti 

1 •. _, 13 
(> (i 

2 41 
13 0 

corr Pspundi •'"11tl!, ~.i! i.:.ol.1 t 1 f!f'fc' 

e D [ 

"2"1 (• 14 1" 
15 (1 ;:9 ~-;.1 

?.5 5 (; 

9 2 2 
:?2 :!3 ú 

(1 4 n 

Tabla Il.3 tiempos modificados e11tr~ locdlld~des 

Un recorrido ham1ltan1ano de duración T íu.:;oc1~.do a tabla JI. 1. 
tiene una duración T-48 cu .. 1nda Si? calcula con tiemooo;; entre 
localidades de la tabla I!.3. 

Un aupecto importante de la discusión Anterior es aue c~da 
r-acorrido hamiltoniano asoc1ado a la tabla Il.~· tiene una duracz.ón 
no negativa y que difiere del tiemoo de r~corrJdo original en 46 
la1idades dt! tiempo.. EqLtivalentemente una r:ota 1nfer1or de l 3 
du..·áclón del recorrido mfnimo es 48. 

APLICACION DEL METODO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO: 

Una ntanera de p¡~oceder a. 1 a determ1nac1 ón del recorr1 do 
hamiltoniano de mínima duración es particion~r el conjunto de 
recorridos ha•iltanianos como sigue: 

al. Recorridos hamiltonianas oue usan el arco AD 
a2. Recorridos hamiltonianos que no usan el arco AD 

En el 1 prlmer caso la matriz de tiempos entre localidades se 
reduce A un• nueva matriz en donde se elimina la hilera Av la columna 
D. Asimis~o. el tiempo entre localidad O v A se hace infinito <o un 
nümero qr•nde) para evitar usar el ..arco DA: pues sabemot. que no 
forma. parte del recurrido ha.miltoniano mlnimo. Si no hacemos este 
ti•"'PO infinito, existe la posibilidad de la aparición de 
subcircuitos. 

A B e E F 
e 1 15 29 24 
e 15 13 5 o 
D o 9 2 ~ 

E 2 41 22 (1 

F 13 o o o 

Tabla I I. 4 tiemoos entre 1 oc: al l d.;:tdes 

Una cota inferior de 1 a duración de los recorridos 
hamlltonia.nos asociados con esta tabla es sencilla de obtener si 
re~tamos una uni da.d u cndl1 E"l errtrnto de hilera unci cara obt.ener; 
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A IJ e E F 
B o 14 28 :'!. 
e 15 13 ~ o 
D o 9 2 ::' 
E 2 41 ~2 •) 

F 13 (1 (• (• 

Tabla 11.5 tiempos modificados entre 1 ocal ídñdes 

Conviene set'lalar que c:amo result.ados de la!. ma.n1pulacíones 
anteriorali podemos decír que los recorridos hamiltonianos asociados a 
la t•bla IJ.1, que usen el arco AD tiene una dur.Jción no m~11or de 4? 
'1nid.ades de tiempo: 48 unidades acumuladas hasta la obtención de 1'1 
tabla 11.3 y una unidad ª"' turo::->o al pasar la tabla tJ.4 a [!.5. 
Equivalentemente. 49 unidades de tiempo es uncJ cota infericir a la 
duración de los recorridos hamiltoni•nos que usan el arco AD. 

Un• cota inferior a la dur•c16n da las recorridos ham1ltoniano5 
qu• no usa.n el a·"co AD es sencilla de obtener. Si np usamos el arco AD 
ttrJn•mc& qua usar un arco que va de A a a.lc;iuna de las localtdades del 
conjunto <B,C,E,FJ y otro arco que parte de CB,C,E,Fl v llegar a la 
localidad D. De la tabla 11.3 se observa que el tiempo Mfnimo para 
ir de alguna de esta~ localidades a O e~ cero. 

Al &vit•r el arco AD es nece~ario pagar un retardo mfnimo de 1(1 
unidades de tiempo. Equivelentemente, 58 unidades de ti.,mpo es una 
cota inferior a la duración de los recorridas ham11toniano5 oue no 
u•an •l arco AD. 

Una forma esquemática de 
r•1.liz•d• sobre los recorridos 
muestran en la figura Il.1. 

la ramif ícación v 
hamiltonianos que 

acotación 
se analizan 

Una cue15tión qur.t convi e-na an•l izar en este momera te es: ¿por 
qu• se efectuó la ramificación sob~e el arco AD v no sobre otro 

se 

que tuviese el ti.,mpo ~ntre localidades igual a cero en la tabla II.3 
? La razón es como sigue: estrict.amentv d.,bimos haber analizado 
para cada arco Ci,J) que tiene tiempo entre localidades igual a cero 
en la tabla II.3, el correspondiente retardo asociado al eliminar ese 
arco y eltr9ir el que t.,nga mA•imo retardo <qu.,. es el arco AD> para 
garantizar una mayor cota inferior de la duraci6n de los recorridas 
hami l toni ;ono!i. 

Como slgui~nte paso consid.,ramos una ramificación del nodo AD, 
esto es, recorridos hami 1 toni anos que L1san el arca AD cuy& r:ote 
Inferior de duración es 49, Para ello partimo~ de la tabla II.5 v 
calculamos 1 os retardos mf ni mos -lsoc i a dos con cada uno efe 1 OS"· arcos 
cuvo tiempo asociad~ ~s cero. Dichos retardos son sencillos de 
calcul•r. Si s& tr~ta del ~reo (!tj) lo que necesitamos ha=er es ~ac~r 
el mínimo de la hilera i ~~! como el mlnimo de la columna t en la 
tabla II.5 v sumarlos para obtener una cota inferior a los r·etardo 
asoei ~dos c:cn 1 on recorridos hL'11~ l tarii anos oue no usan el arco < i • j) • 

"ilpeclflcan;ente: 
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Retaroo CBAI • 14 1 2 16 
Retardo <CF> ~ 5 t O 5 
Retardo <OB> 2 ,.._ ü "'1 •. , 

Retardo <En 
R<'t arrJo <FBI 
Ret.ardo (FC) 

Retdr-<Jo <FEI 

" o 
(1 

(1 

t . . ., 

o 1) 

o o 
9 9 

~, 

" 

Es oor ello q1Je escogemna el drLu Bn p~ra e'~ctti~r la 
rdmificac16n como sigue: 

bt. Recorrido hamiltar1iano que usan al aren BA 
b2. R&corr-1 do ha mil t.on1 <U1r1 llUe no usan el arco DA 

• 
caso partimos de la tabla [1.5. ~lim1r1ando ld hilera 
A V hi'CP.íll0~3 Qlh? vl tiempo da A a a sea l nf i nl to pélra. 

evil.!r circuitos 1nnece:.ar1a!::i. En este momento, como AD y BA han sido 
geleccionc1dos pa.rit fnrmur el recarr-ido hamilt.oniano, t--acernos que '"l 
tiempo de n el A sea 1nflnito por implicac:ión. La nuev11 tabla de 
tiempos es: 

En 
V } 11 

el pri mP.r 
columna 

B e E F 

e 13 5 o 
D 9 2 2 
E 41 ~~ o L~ 

F o o o 

Tabla I I. b Tiempos entre l oc.ali dad es 

Con el propósito de tener un elemento cero en cada hilera y 
columna a$i como mejorar la cota inferior de los recorrido 
hamiltonianos procedemos a restar dos unidades de la hilera 2 en la 
tabla II.6 para obtener: 

B e E F 

e 13 5 o 
D 9 2 2 
E 41 22 o 
F o o o 

Tabla 11.7 Tiempos modificados entre localidades 

y observar que una cota inferior de los recor-ridos hamilton1anos que 
usan BA es 51 unid~des de tiemno. 

Una c:ota inferior de la duraci6r1 de los recorrido~ que no usan 
el arco BA es 51 unidades di? tiempo. 

Una iarma esquem&tica de lae ramificaciones v acotuciones 
desa,.rolladas sobre los recorridos hamiltaniana~ se tiene en la fiqur-¿ 
JJ.1 en donr1e se muestra el resto da las operclciones de manera 
reaumi da para 11 egar a demostrar que el recori ... ido hami l toni ano 
óptimo es A-D-C-E-F-B-A cori una duración ifo 63 unicfadi?s de tiempo. 
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Figura u. l Arbol de btlsqueda del problema. 



La fl:1rmal1zac:10n del .. ,larw1lmo dl!l rilmitlCilf~ll~n v .ar.ut.lriif.•n1-t.1 
!Li tllr>> .,,,, 

Prooós1tcn f)L"tr.rm1n¡u· i=:il CJt"c:uito lli•m1ltnn1,1no dP c.o!~t.n mínimtJ darla 
una matriz de costos. El m~tnrlo utiliza la r1ron1edül1 Je~ la m~tr·11 di! 
c.osto~.i r•:.2duc1tJ .. 1 p.1ra probdr 1..1 inc..lusu'Jr1 o r~xrlu~uj11 rfp 11n aren .... 11 pJ 
circuito. 

Descr1oción: 
Paso 1: 0 .. 1tiii la matriz de costos C .. <:ie eft~cll'1an subtracc.:1one~ .. en 1<1s 
hileras v las columnas da la matriz e, sir1 per·rn1t1r Llue aparezcar1 
valares rlEH.Jativos. Con ento obten~mo~·, una cota irder·1~Jr del prablerfl.i'.:t 
de vi il lt>ro al sumar 105 c~l ermml.Js que 5P restaron .i las hi. 1 er~1c;, v 
columnas. L.a matriz C' ohtonida ~s ld matriz reducida dP C. 

Paso :: Sean S un vértice del ár·bol v flv(S) la la cota inferior de 
eñte vért.1 ce 5. Con ca.di\ par ( i, ) > tal Qt.t~ dí .1=0 ol$OC:i ..ir el 
ndmero w. 1 ~u._·h1 1 dc.inde u.,v_. ~on da-fínídos 
como 51gue: u, (o v~) es el vlem~nta mfnimo dt4erente que 
est..\ en la hilera i (o Ja columna .1) da la matriz reducirla D'. 
Seleccionar el arco que tiene el mál{imo de los ""'• J• 

Paso 3: Si el arca h,j) ne.. usta seluccionado, ev(S)+-w•J es una 
cota i nf eri ar. 81 el arco ( i, J > esta sP.1 ec:ci an•do, entonces la 
matriz serA reducid~ omíliendn la hilera i v la columna j. Buscar la 
condición adicional sobre o· para excluir la introducción de 
subcircuito. 

Paso 41 Seleccionar el v~rtice que tiene el menor casto~ ir al paso 
1. 

La idea principal del algoritmo e~oliminar de subcircuitos a partir de 
la solución de problema de "";ignación. ([1]) 

En Ja sección I.3 deÍ capítulo uno, se indica que la 
solución del problema de asiqnación P.<;.o una cota inferior del 
problema de viajero. Sin embargo, en Ja soluci6n d" problema d., 
asignación, e>tiste subcir·cuitas, esto es, puede existir una. 
solución de la for·ma {Ci0).i(2)) , (í(k>,i<ll>, 
!i!l<+ll,i(l:+2ll ... , <i<n>,i!k1+1»J. En este casri, los vtrtices 
i<1>, 1==1, •.• k forman un subcircu.~t:o; y lois vértices i(l), 
l~k+l, .•• ,n 4arman otro. La esencia fundamental que esta método de 
rami f icacibn v a.cotami llnto l!'3 eliminar· l!Gto5 subcircui tos para 
formar un circuito ham1ltoniano. 

Hetoda de R-n basa.do en el problemn de .. '1siqnac:ión: 

Propósito; Determinar el circuito hamiltoniano de costo mínimo, dada 
una matriz de castas. Primera se obtiene la soluciOn de problema de 
asignación, y luego se tema 1~ decisión sabre las arc:os de los 
subcircuitos para convertirlos en un circuíto hamiltonian1:l. 
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De~cripciOn: 
La aplicación del m@todo d& ramificación v acotamirnto tiene 
dtf•r•ntes formas dependiendo de la operación de laB operaciones de 
ramificación, pero Ja operación de acot~mianto siempre es Ja misma 
y ••t.11 bas;od" •n lil solución óptima del problema de a&1gnaciOn 
bajo la matriz de costos supuesta. <m~todo húngaro) 

L•• tr•• maneras diferentes d~ efectuar la operación de 
ramificación son• 

a) Ramificación simple 
Romper el subcircuita de la solución de problema de 
asignación suponiendo que uno de los arcas del 
subcircuito tiene costa infinito. 

b> Ramificación disjunta 
Supon•r que uno de los arcos del subcircuito tiene costo 
infinita pero un subconjunto de los arcos del subcircuitc 
ti•n• que est•r conectado forzosamente. 

el Ra~ificaciOn •eiorada 
RD111Per el subcircuita suponiendo que todos los arcos tienen 
casta infinito excepto uno de ellovi. 

E:Jiimplo1 En la fig•ira 11.2.a, se "'ueatra una solución del problema 
d• asignaciOn. En la figura 11.2.b,c,d, se muestran diferentes las 
op•racion•s d• ramiflcacitrl mencionadas anteriormente. 

Figura 11.2.a solución d• prob. 
asignación PO 

Figura 11.2.b ramificación 
simple 

Figura 11.2.c ramlflcaclOn 
disjunta 

Figura Il.2.d ramificación mejorada 
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En ciertos c•sas del problema del vi.tleto, s• nrr.e,ttt,!' tllJlPtmr un11 
trava-ctoria hamiltoniana con costo mfnimo. En ntra,. J1.tl11hr.a~, un• 
trayectoria que pase todos los nodos sin Cl1rrars~. P,uE" la •nluctóu 
de este pr·obl em" se puede aprovechar 1 a propi f'ddd del t.rtiul de 
•xpanaión minima. En la sección 11.4, hernos visto qur el c.og,to 
total del .lrbo~ de l!Xp•nsi 6n mi ni ma es una cota in fer 1 or dfll 
problema del viajero. Observe QUI! en el arbol de e•p•n<ilón 
01fnlma puede haber m.As de do!i arcos incidentes en un nodo, Jo QUP 

pretende este al9oritmo es eliminar estos nodos. 

"•todo de R-A basado en el .lrbol cie expansión minima: 

Propósitos Dada la matriz de costos simétricos, se encuentra la 
trayectoria ha01lltoniana •ntre cualquier par de nodos. El nodo inicial 
y el final no son especificados. El algoritmo aprov•cha la 
con•ctivldad de un .lrbol y trata de transformarle a una tray•ctcrla 
hamiltcniana m•diante la tema d• de~islenes sobre los arcos con•ctadcs 
al nodo qu• tlen• grado mayor que dos. 

Descripción• 
La aplicación del método R-A en •st• caso consiste en •fectuar 

la op..-aciOn de acctami•nto por tnedio de l~ solución del .lrbol 
d• ••pansiOn mínima de la matriz de costos actual. La op•ración de 
ramificación ••• suponer cada uno de los arces eKcesos en un nod~ 
til!ne el costo infinito, de •sta manera gl!nerar varias alternativas. 

EJINlplo: considere la matriz de costos siguiente y re'IStllva usando •l 
.. todo anterior 

2 3 4 5 6 

1 4 10 1B 5 10 
2 4 12 e 2 6 

C:• 3 10 12 4 1B 16 
4 lB e 4 14 6 
5 5 2 16 14 o lb 
6 10 b 16 ó lb o 

El .lrbol d• •Mpansi6n mCnim.a 
obs•rY.alllO& d(2l•3>2. 

e•pansión mínima bajo 
la •atriz de costo actual 

g•n•ra 1.a solución 

7•m ~5•m 
c26•m 

e 
23 21. 25 

Ct•22, 

.lrbol de ramificación 

l.as trl!!I al terna ti vas se muestran como sigue: 
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B: costo actua1~23 

soluciSn 6ptima 

C: costo actual=24 Di co~to actual=25 

Un ca90 1tspecial del problema lle trayectoria hamiltoniana 1ts 

cuando •st~n fijos los vartices extr1tmos da la trayectoria. Este 
tipo da probl1tmas se puede resolver por medio d•l m•todo de 
penalización. La idea fundamental del método "'" generar el -'rbol 
d• expansión ~fnima y luego aaígnar un mayar costo al los arcos 
conectados al nodo de grado mayor que dos. L.a introducción de esta 
penalización es sencilla de contabilizar en el problema que su 
analiza CC<llO pu9d• observar <>el len1a siouiente. 

U..a 11.11 
tal qU!H 

Si la matriz d~ costo C es transformada a otra matriz e· 

e · ( 1 , j) •c <i , J) +p li 1 +q (j l Yi , j • I , 2, ••• n 

donde 
tot•l bajo 
tten1tn los 
bajo C y una 

plk) •• un número real no n•oativo, entonctrS •l co•to 
la matriz e· d• toda• la• trayectoria• ha1dltoniana<1 qu• 
•i•lk>• nada. inici•l y final es la suma del casto total 
con5tant1t. 

Pruebat Sea Fe el costo d1t una trayectoria hamiltoniana bajo la 
•atrtz de costo C que tien1t el nodo inicial x<ll y el final x<21. 
Entone••• 1C(1) y x<2> se unen un.a sola v"'z a la trayectoria, y los 
d.,. •• nodos •• unen dos veces a la trayectoria. El costo F~' de la 
•i..,a trayectoria haeiltoniana b~jo la matriz de costo C' difiere Fe 
por• 

Fe' •Fe+ p<ll + pl21 + 2 t p <.t> 
j<l.2. 

lo• pi~> son conatantes, por tanto queda demostrado el lema. 

B•••ndo "" 1tste 
p•naliz•ción COlllO sigue• 

se desarrolla el algoritmo de 

l'letodo de P1tnaliza~í6n1 

Propósito• Dada la matriz de costos 
trayectoria hamiltoniana entre el 
••pecificados. En este algoritmo, es 
p1tnalización que normalmente esta entre 5 

simétr1C1'-• det•rminar la 
nodo inicial y el iinal 
necesario definir un valor de 
V 10. 



O.mct-ipc:iúnt 
Pa5c> Is 

Pasa 2• 

' Paeo 4• 

Panal llar lt>B 1 nodos extremofi. f'1~N. At;.iqnar un valor· 
9rand• il pCMJ, p<N>: calcular nueva matr·iz de colilo: 

e:' ( l , j) re: ( i , .l l +p 1i Hq ( j) Yi, j 
Obte"er la soluc:lon de 4rbol d"' <rnpansión 
mtnima con la m.ittrtz de c:osto acbJ~1l. 
Si no e><i ste nodos de qr ado mayo,.- que 2, ter mi 11a. 
Penalizar loi& nodo¡¡ Que no ts~tiij;fact~n las; condictones 
de ,..,,. uolucióo del problema de viaierc>. 

p(il ~ r max(d(il-2.0) 
ttonda r es c.onlitante, •>'pertm~ntalrnente, se eisc.nge 
•"tre 5 y !O. 
Calcular nueva Matrir da co~ta 

i: ' ( t , j l •c l i , P +p ( i l +p < j 1 ""i , j 

Ir al pasa 2. 

E ;,.mplat d•ter111ínar la tray .. ctoria hami l toni ,l;na óptima cJd.dO'l:l los nodos 
terminales 8 y 

2 
1 28 
2 :za 
3 31 31 
4 28 40 
5 22 41 
b :Sb ó4 
7 :ro 74 
B 67 80 
y 40 63 

10 74 101 

Durante 'ª" 
transforma a 
11anera1 

9' y la matriz 

3 4 :s 6 
31 28 22 36 
31 40 41 64 

14 53 :n 
14 50 41 
53 50 40 
53 41 40 
53 39 61 24 
50 41 86 58 
42 28 :53 22 
83 b9 78 39 

iteraciones, 
la sol uc:i 6n 

de cot;lass 

7 
:50 
74 
53 
39 
61 
24 

37 
11 
30 

8 'J 10 
b7 40 74 
BO 63 1 (11 

50 42 83 
41 :a 69 
06 :53 78 
!;B 22 39 
37 11 3(1 

36 60 
36 41 
60 41 

Arbol dR expansión mfnima 9e 
problema de Villjero de la sigui.,nte 

la.!eración P<6>=5x<3-2l~5 



Conv1ane hacer algunos ob\.H~!'rvaciones adíLlur1i\lr~s al ,1lqor1trr10 Úf:• 

p'"1alización nut?' 1 mpl ica un" mavor p-f1r.iaoc:.id. Pfl.r·a F~1 l p•so ·_s df!l 
algoritmo, se puede aolaca.r d1ferentf!s. frl"btr·ataqi~1~ ch! p~nal1&;u::irtn:-

l. Penallzac;i0n fi ¡.~ 
a> Con valores po5it1vtls t1nicamente; 

para 1 os nodo-;; dr~ qr .. 'ldO mayor que 2. 1 i.1 pe-nal i z ac i t~n e!~~ 

r <d <i > ···:') 
b) Con valorP-s naqativr:is unicantEnte: 

P11ra los nodos de grado 1, l• penali2"ación tt~t 

-r 
e) Combinado: 

para. los nodos de qr- a.do mavor· ou~ 2, a de qrado 1, l <:.1~ 
penal iz .. 1c:iones so1l respectivamr:?nte: 

r(dltl-2), -r 

2. Penali7ación decreciente reversible• 
Para evitar la divergencia dffl algarit~o, en Ja iteraciOn k, 
se usa en lugar Ú6? r, el valor v""'-'r dO(lde O<v<t. 

3. Penalización cal cul adai: 
a) Con valores positivos únicamente: 

S• calcula p(i) de la siguiente manera: 
Borrar desde el árbol T<X,A> uno de los a.reos 
(K, ,~r> incidentes en el nodo x,. 
Esto deja que T esta separado por dos partes Tl y T2. 
Encontrar el a.rea de i:osto mtnimo qua Lígue estos dos 
i;ub.lrboles; 

entonces 

mio {C(xj'xk)} 

"keT2 
•x 

r 

p(i) - min {C(xj,x~)-C(x. x )} 
es la p .. naliz.1c:ión mini,.a. (xi,xr)€A 

1
' r 

b) Con valore-o; negativos ónicar0!1nt": 
Supongamos que d!it=I. 
Constdera~os la adición de un ~reo (x,~x~) 

al 4rbol T, inmediatamnete se form.,r.\ un ciclo. 
Sea Sri el conjunta de arco'! de T en la ruta 
<X~ ,X, 1 p(i)• min (C(x.,x) - min {C(x.,xk)l) 

-OX 1 r J 
xr (x. ,xk)USri 

""' decir, p ( i) es el c:osto adi cl onal .. ¡ni mo por agregar 
un arco de ~. a cualquier otro x~. y borrar el 
arco menor en la ruta de x~ ax •• entonces, 
d(i > será ~. 

e) Método combinado: 
Para los nodos de qr·ado mavor o igual que '-• usar a> 
P~ra los nodos de grado 1. usar b). 



Una tnBnera. 
proceder .a 
equivalente 

de resolver- el probl@ma de N rtapd.~ de dec:1-:.;1ón e~ 
descomponerlo en N subproblf1mas cuva solución es 

a.1 problema original. A grant1tH::. r·~1zga~ lo que SI? pretende 
primero ta. l'lltima etdpa v u5ar dir.:hc.Js rlL'sultados para es resolver 

resolver l• 
procedimiento 

penúltima. et r"JP.l v asf !iucusí vamente. Este 
se denomina PRDGRAHACION OINAMICA. 

LA programación dinámica par·a resolver el problP.ma de vía jera 
consiste en1 

Sea 

f.,_, e (i (m) 1 i ( 1) ••••• i (m-1) • l (mi-!) ••••• i ( k-1)} 

el costo 
p"sa11do por 
i <ml. 

total mínimo de la trayectari.,1 que p¡..,-te del nodo l, 
<i<t>, ••• ,i<m-1),í(m+l), .... ,í(k-1)} y termina en el nodo 

En el etapa k de solución. la trayectoria do coslo mínimo de 1 a 
está determinada por1 

., min Cf.,_,[(i(mlli<1l, ••• ,i<m-1>,i<m+l>, ••. ,i<k-l>l+c<i<m>,jl} 

Se aplica la ecuación anterior, empezando con la condición 
inicial1 

f,.(jli ll)}=c<l,i !l))+c!i (!) ,.i> "'J1'1, J"i (1) 

El circuito hamiltoniano optimo se obtiene por resolver: 

fN e< J 1 i 11 > , ••• , i <n-1 > > 

11in CfN_,[(i(mlli<t>, ••• ,i(m-ll,!(m+t>, .•• ,i!n-lll+c(i(ml,ll) 

La dificultad para resolver las ecuaciones recursivas en una 
computadora digital es el alma~enamlento de los valor"s de f ,.. 
PAra calcular f,.., , se debe tenl!r pr·esente el valor da todos 1 os 
f .. ·s. Una vez que f.., .. , 's han sido calculados., f.., puaúen 
.,... eliminados de l" memoria. Se ouede calcular que el n'1mero de 
valores de fw es: 

9(n,k>=<n-ll !/[(k-1> '(n-~-1> ! l 

cuando <n-ll/2~k~(n+ll/2. g llega a su valor mAximo. 

Entonces, en 
el usuario, se 
g (14, 7>=12,012. 

una computadora Apple que tiene 171( de memoria cara 
puede resolver un problema de n:::it4.. ya que 

Para un pro~lema de matriz de costos simétrica, con un número 
par n, sólo es necesario calcular f .... .,7. En particular 
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f .... ..,:x-<j li (t) , ••• ,i <n/2-J )} •f.~.,..2C.1I i (n/:'-tlJ , .... ,i <n-1 )l 

ws •1 costo toal del circuito opt1mc1 que pr·oc::~de d~!!.ch:• nodo 1 
pasando oor {i (l) •••• ,i tn/2-1>> sucie'sivamt'!nte, y r~qre!iA JJl nodo t por 
Ciln/2+1l , ••• ,i<n-l>l. 

Eismpla1 ObtEmt-r el c.irc.ui to hamiltoniano óptimo usando 
matriz de coslosi 

2 3 4 

l 13 5 
2 13 11 
3 6 4 
4 'l 11 

f-a<312)•(1() 
f,. C:Zl3)mc <1. 31 ·te (3, 2>~11 
f,.{214)=00 

f2{412l=c<l.2l+c<2,4l•24 
f2<413l•c<1,3l+c(3,4)~9 

f.,.(314)=00 

f 3 {21 <3,4>>mmi.n lf.,(413)+c(",2> 
f:z{314J+ct3,2> 

f,.<41 (2,3))=min 

a:::mit"t 

=20 

r, oo 
9+11 

f2C213}+c 12,4) 
f2C312>+c<3,4) 

•min 

=22 

11+11 
00 

f f,.{31 <2.3)}+c:C4,I> 
f4{1112,3,4l>•min f,.<21C3,4l}+c:<2,ll 

'. f,.{31 (2,4>l+c<3,1l 

::?2+2 
"'min 1 20+13 

l 00 

=24 

El circuito hamiltaniana ~timo es <1,3,2,4>. 

la sirJuiente 

)1 



CAPITULO XII ALGCRITMODS DE SOLUCION 
HEURIST1COS 

LoG métodos e:<a.ctos para resolver ~l problema dt! viajero, "" la 
prictica, res¡,ultan ine-ficientes en un gran número de sitLT:J.c1ones. 
Es decir, consumen demasi~do tiempo en el procesa de solución, o 
pueden llegar a E.aturar l.;t memoria de la c:ampulador.:i. Por ella, para 
problema& de di~•nsión prActica, sólo ~e de~ca obtener una buena 
soluciOn, que usualmente no f>S óptima. Estos métodos de solución 
aproximada se denominan heurísticos, espec{f icamente, el procedimiento 
para obtener una solución factible sin enfatizar en la función 
objetivo se denomina algorit•o heurlsti<:o (o aproxi•ado). A la 
soluciOn producida por un algoritmo heurístico se denomina 
solución h•urlstica. 

La m•dida principal para los m~todos proximados es la 
•xperiencia computacional que ofrece. De hecho, uno toma en cuenta la 
calidad d• solución obtenida. No obstante, un método que produce 
casi si•01pre soluciones excelentes puede proporcionar una solución 
pobr• para un tipo. particular de problemas. Es por elllo que se ha 
introducido •l concepto de "cola del peor caso" para medir la certeza 
d• la calidad de soluciOn. 

En •l caso de problema de viajero, supongamos que V<al es la 
longitud d• u.~• ruta producid• por un algoritmo heuristico, y Vlpl 
•s la longitud da una ruta óptima, entonces un buen indicador es el 
valor mixilDO d• la razón V<al/V!pl para cualquier problema al que 
s• aplica •l llltotcdo heurístico. Este valor m.iximu a& la "cota 
d•l paor case" d• ·un algoritmo Al!ipeclfico. Un análisis 
probabillstico nos ayuda a saber el comportamiento de esta razón 
baje la suposiciái de la distribución de costo. Hasta hoy, se han 
disl!ftado nu•eroGos algoritmos h•urfsticos, resultado del gran 
•sfuarzQ dl!sarrcllado por los investigadores en esta area. 

En •ste capitule, r•visamos y comparamos los algoritmos 
heurlsticos más populares para resolver el problema de viajero. 
Los algorit•os para resolver un problema de viajero est!n 
clasificadas de la siguiente manera: 

1. l'lllJaraMiento circuito por circuito. 
2. EliMinaciOn da subcircutas. 
3. ConstrucciOn de circuito. 
4. Algoritmos combinados. 

< lll. 1 
<III.3 
( III.:5 
<IU.11 

~ III.2 > 
~ III.4 > 
~ lll.10) 
~ lll.12) 

dond• •l' nd••ro indicado dentro de de la paréntesis, significa la 
nullll!raciái d• algoritmos que se describen en este capítulo. 

32 



La idea priricipal de estos métodos c.:c.1nsi5tl? en lu s1yu1ento: 
empez•r ~ partir da un circuito inicial arb1trJrio y se busca un 
cir-cuito 11 vecinon del circuito actual que e'i..i mejor. Fs Lh:!cir·, Sl! trat~1 

de efectuar un número mlnimo de intercambios r1e ar·cas pdra tener 
un m&-Joramiento en la &oluciQi~ Estl!' tipo de algorí tmo e':i rJ.pida 
Y• que se efectdan camparacionefi que no consumen mucho liempo de! la 
computadora. Dado que se ustá opt1mi ::ando con 1 os c:i rcui tos 
factibles, se puede terminar el algorilma en c:ualquim·· momento. Sin 
embargo, pueden resul ti1r ineficientes cuLindo el numero de ar·c.os il 

intercambiar es grande. Por ejemplo, el algoritmo k-óptimo, qu" se 
1nostrar4 a continuación, tidlo es bueno cuando k=2 y 3. Si 1: ss un 
número grande, el algoritmo se vuelve lento debido a la 
recursividad. 

111.1 Algoritmo k-óptlmo: CC4l) 

PropOsito1 Dada la matriz de costos sim6trica, eocontrar un circuito 
hamlltoniano de menor costo. Decimos "menor costo", porque el método 
es aprowlmado, y en muchas ocasiones no se obtiene la solución 
óptima. El valor de k indica el nómero de arcos a intercambiar 
durante cada iteracOn. 

P.scripciOn1 
Pasoll Encontrar un circuito hamiltoniano arbitrario1. 
Paso21 Asi9nar x=2 
Paao3: Int~rcaMbiar K ar~os. <es decir, eliminar K arcos qua 

estM> actualmente en el circuito y agregar K arcos que no 
est..,, an •1> 

Paso41 Si te _ te >O, sustituir la solución con el remplazo de los 
i4161 i~ 

H arcos, ir al paso 2J (61 conjunto de a.reos a eliminar; 
6'1 conjunto de arc011 a ins..-tar> 

6i
1
J.iei - 1~s_o, y no han agotado las conlhinaciones de >< 

arcea, ir al paso 3¡ 

Si t ei - t eiiO, y han agotado las CDtllbinaciones de K arcos, 
iGS iGS' 

se incrementa x en l. 
Paso51 Si K as Mayor que k, ter•ina; si no, ir al paso 3. 

A continuación, se explica el proceso del interciUlbio de arcos en el 
algoritmo k-optieo con ka2. En la figura III.1 para un circuito 
inicial <VI, V3, V2, V4l, se selecciona un vértice VI y un arco 
incidente en VI, que no esta en el circuito, digamos CVl,V2l. Si 
agregamos este arco al circuito, un arco del circuito original que 
esta conectado con V2 tiene que ser eliminado, digAJ11os IV2,V3>. Para 
que al grado del nodo V3 sea 2, se tiene que agregar un arco incidente 
en V3 al circuito. El otro extremo que este arco mencionado debe ser 
un nodo que esta conectado al VI. En la figura III,1, se nota que 
este nodo es é.nicn. Es decir, por haber escogido 1Vl,V2> y CV2,V3l, 
se requiere que los ~!timos dos arcos a rempla%ar sean unicos. 
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Figura III.1 

Ejemplo• Considere el problema del viajero con matriz du co5lo • 
soluclbn inicial mostrados • continuación: 

2 3 4 5 

f 2 3 5 4 
2 2 2 4 2 
3 3 2 b 2 

" 5 4 6 4 
s 4 2 2 4 

El costo del circuito inicial <t,5,3,2,4,1) es 17. Seleccionamos 
Vl•l, <Vt,V2)•(1,4l y <V2,V3)•(4,5l, de esta manera, V3 queda 
seleccionado por la implicación. Pero la reducclon de co&to e~ 
igual a C<5,3l-C<3,ll+C!l,4)-C(4,5) 2-3+5-4=0, por lo que est4 
opclOn no nos ofrece ningún mejoramiento. Otra alternativa es 
<Vl,V2>•<1,5>, <V2,V3>•<5,2), entonces el arco <3,21 serA remplazado 
por 13,1), La rRduccilln ahora es C!l,5»-C<5,2>+C!3,2)-C!3,11~1, et 
circuito nuRvo va a ser <t,3,5,2,4,1> can el costo 16. 

RRinicializando con este circuito, se repite el ~lema 
procedimiento. Seleccionamos (V1,V2)•<t,4l y <V2,V3)=14,5l. Esto 
implica Rl caMbio adicional de 15,2> por 12,1), y la reducción de 
costo es un valor positivo l. De lt1ite modo el circuito nuevo es 
11,2,4,5,3,1) con costo 15. Continuando el procedimiento, ya no ofrece 
ni~gt:m mejoramiento. Por tanto <t,2,4,5,3,ll es 2-ó~timo. 

111.2 Algoritmo ALGO IV(r) 

Propósito• Encontrar un circuito hamiltoniano de menor costo dada 
una ... triz dR cactos. El tn*todo trata da intercambiar la posición 
de los SRQmentos de la trayectoria para mejorar la souci6n inicial. 
Para .ntend•r .,..jor el algoritmo, se divide la explicación en dos 
etapas. 

De11c:ripc:idn1 
Etapa I1cuando r•l, es decir ALGO IVll> 

Paso 11 Encontrar un circuito arbitrcrio tCilll, il2l, ••• ,i(n)>, 
v asi9nar el contador x el valor le 

Fato Z1 Intercambiar la posición de i <ll con i(2), i(l) con 
i 13), ••• , i (1 l con i In). Da 1 as n-1 comparaciones 
ei e;;tuadas, se denota al mejor ra1ml tado despuds del 
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cambio para <;<1>, j(:> •••• , j~p,>;, 

P•uo 31 S& hace la s1guiente a~1qnación: 
i<J:)•J<l:+I) para l_\.l:<n; i<n>~i<I> 

Selncrement• M en 1. 
Paso 41 Si x~n, ir al p;1.sa Z; 81 x>n, termith1. 

Etapa II1 ALGO IV<r> 
Paso 11 Usar el circuito obtenido por ALGO IV<r 111 (i <!>, •.• , 

i <nl >, y asignar •I contador >: el -,alar 1. 
Paao 21 lna•rtar <i<ll, l <2>, ... i (r)) en la secuencia i1 (r·+I), 

i <r+2> , ••• ,i <n>). Se tl1me n-r maneras para la 
ins•rsi6n. De estas n-r compar·aci enes efectuadas• 
sed.nota el m•Jor resultado CJ(ll, J<2l, ... ,J(n). 

Paso ::S1 In••rtar <t <rl, ••• i <2>, i <I)) en la sec:uenc:ia <! <r+ll, 
i<r+2l , ••• ,i <nll. De ••tas n-r c:omparac:1ones eiectuadas, 
••denota el .. Jor reeultado <J<t>, j(2>, ••• ,J<n>l. 

Paeo 41 Hacltr' la siguiente asignac:iOn: 
i (kl •J !k+ll l<k<n 
i <n>=J<ll -
Incrementar • •n l. 

Paao 51 Si Kin, ir al pa•o 2; 
Si K >n, termina. 

Un eJ••plo da ALGO IV!l) ae muestra en la figura 111.2. 

~---·---12 

eoluc:iOn inicial 11,2,3,4) int•rcambia l con 2 C2,t,3,4> 

~ /~ 
~/~ 

lnterc:atmbia 1 con 3 C::S,2,·1 1 4) intercambia 1 t:un r, >.4 1 :2.!,11 

Fi t;L\ra ! 11.2 



L• liOlución d~ ciertas algor1tmou nos conduce uní:l gr tific:a qi.JA 

can si ate de v.ar1 os subc:1 r·r~·.i tos. En euto caso, cad.J &.ubc i r·cui to ea 
óptima par• un st.tbcon junto de nodos .. Por e.i<~mplo, cuando Ge resuelve 
"I problem• de asignacien, •i la solución es un circuito, t!stit 
también es I• solución del problema de viajero. Si la ~olución de 
probl•m• de asigni\ciOn no es un circuito, !:ie tiene que a.plic:ar un 
esquema iterativo para eliminar los subcircuitos. Se ob~erva que aste 
tipo d9 a.lgoritmoG pL~ede particion.ar el conjunto de n nodon en varios 
subconjuntos menores. La obtenci6n de la solución localmente óptima 
par• cada subconJunto es fádl. La v•ntaJa de eute tipo de algoritmo 
"" 11edi.1nt• esta decomposiclOn, ,.e usa menos memoria de computadora 
y se disminuye el tiempo consumido, ya qu~ el nómerc de operaciones de 
un •lgoritmo exacto da problema de viajero crece exponencialmente. En 
much•s situacicn•s r••l•s, las solucionas localmente óptimas s~n 
•d•cuadas. 

111.3 Algoritmo de adecuación: 

Prcpósito1 Dada una matriz de costos, encontrar un circuito de menor 
co•tc. Primero, se resuelve el problema de asign•ciOn, se elimina el 
•reo 1111.s costoso en cada subcircuito, y se agregan arcos neces•rios 
pilra convertirlo en un circuito hamiltoniano. 

DescripciOn1 
prÓb!ema PASO 11 R•solver el problema original ccmo un de 

asignación. 
Paso 21 BorrAr el arco mis costoso •n CAda uno de los 

subcircui tos;. 
Paso 31 Escog..- algunos arces con los que se for11a un circuito. 

EJe11plo1 Considere •l problema de viajero con la matriz de costo: 

2 3 4 5 6 7 e 

1 - '76 43 38 51 42 19 80 
2 42 49 26 78 52 39 87 
3 48 28 36 S3 44 68 61 
4 72 31 29 42 49 50 ::se 
5 30 52 38 47 64 7:5 82 
6 66 51 93 51 22 37 71 
7 77 62 93 !!14 69 38 26 
8 42 :58 66 76 41 52 83 

La aoluci6n del problema de asignacidn es• 

~A 
El arco 111As costoso en cada ciclo es (8,~), <4,3). 
Por tanto la soluci6n se transforma en: 

et•·-~ 

"o--©-
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Fit;1ura HI.3 Figura lll.4 

III.4 Algoritmo da Karp: 

Prooó&lto1 Dada una 1Watriz de colltos, determinar un circuito 
hamiltoniano de IWRnor costo. El ""'todo procede a dividir 
Q•0111illtrica-nte los nodos en v•rios subconjuntos, para obtener la 
solución 6ptiea en cada subconjunto. Finalmente, se ligan todos los 
subcircultos para obtener la solución. 

Dttscrcpcl6nt 
?aG~ 11 Dibujar los n vértices en un rectAnqulo plano. 

Dividir este rect•n1:1ulo en varios sub-rectkngulos RJ 
tal que 

A. no eKiste traslape entre ellos¡ 
8. el nómero de los vlltrti ·:es colocados dentro de 

él no••• mayor que t <una consta~te>; 
C. al menea existe un vlllrtlce en cada Rj en el 

llaite con un rect•ngulo adyacente, 
Paso 21 Construir el circuito óotlmo en cada uno de los 

sub-rect6nqul 0$ Rj. · 
Pa•o 31 Unir todos los circuitos en los rectingulos para 

conducir a un circuito que visite todos los nodos. 

Ej911plo1 •• ob•erva que en la figura III.3, los nodos son 
p.,.ticionados en varios subrect•n1:1ulos, y la solución de viajero 
para cada subconjunto de nodo& es obtanida. En la figura III.4, se 
unen todos aubclrcultos para obtener una solución del problema da 
viajero. 

I JI. 3 tt;JQDOS DE ral!':i§I!iY.t:CION DEL Clfil:.Yl!Q. 

Los algoritmos de este tipo parten de un nodo arbitrario, digamos 
i<ll. Desde este nodo, se construyll' una sucesión <i<ll, i<Z>, 
••• ,l(k) par la lncluslOn de nodos bajo cierta regla. El proceso 
t.ereina cuando el circuito ,.,. obt1mido. Un esquema muy simple es la 
r119la de "nocto 11•• cercann prOxilfto, Inicialmente se tiena el nodo 
i(1), Se buac:a el nodo .... cercano al nodo 1<1>, diga.mes í<2>. Luego 
se busca el nodo 11as c...-cano al nodo i (2l, y asl sucesivamente. 
Final..,,te, de i(n) ••regresa a 1(1), La ventaja de estos algoritmos 
es que se obtienen soluciones b&stante apro•imadas al Opt.i,no. El 
t.iellPD co11•umldo es f.IM::ll do deter111inar. Puro, r•o so dispone de 
solución .factible hasta qu<! termine tod.:i la aplic1.ciOn :l<il 
al 9Dr'l t.1110. 
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lII.5 Algoritmo de ln&ersión. 

Prop6sita1 Dada una matriz, encontrar un circuito hamiltonlano de 
menor cost.o. La idea principal consiste en lo siguiente: se forma 
primero el circuito hamiltoniano pi\ra un subconjunto de nodos, y ee 
busca el nodo que no esta dentro de este subconjunto, pero que 
estA mas cercano de él. SE agrega ••ta nodo entre un par de nodos 
~el subconjunto de manera que minimiza el costo total actual. 

Descropcidn: 
Pa•o 11 Empezar con una subgrafica que consi&te de nodo i. 
Paso 21 Encontrar el nodo k tal que Cli,k) es mlnimo v se forma 

un subcircuito i-k-1. 
Paao 31 Dado un subcircuito, eleccionar un nodo k ~ue no est4 

dentro de la subgrafica. 
Paso 41 Encontrar el arco (i 9 j) en la subcircuito de manffra que 

minimiza Cli,kl+C(k,J)-C(i,J). Insertar k entre i y j. 
Paso 51 Ir al paso 3 ha~ta t..,er un circuito hamiltoniano. 

Tres poltticas usuales para la selección del nodo k en el paso 3 
•on1 

A. Insersión mas cercan•• 
Que el nodo k estA mas cerca de cualquier nodQ en la 
subc:ircuito. 

B. Insersión con costo m!nimcu 
Encontrar li,JI en el subcircuito y k no est4 en él, tal 
que CCi,kl+C<k,J>-C<i,JI sea 111lni11D. 

C. lnsersiOn arbitraria1 
Seleccionar el nodo k arbitrario que no estA an al 
11ubcircuito. 

EJemplo1 considere la matriz de costo dadas 

2 3 4 5 

1 2 3 l5 4 
2 2 2 4 2 
3 3 2 6 2 
4 5 .. 6 4 
5 4 2 2 4 

Inicialmente la suborAfica consiste del nodo 1. Se escoge al nodo 2 
que estA m6s cerca de 1 formando un subcircuito 1-2-1. El nodo 3 
es al nado ••s cercano de 11,21. Por tanto, se inserta 3 entre 1 y 
2, y el resultado ••• 

~ 
Ahora el nodo 5 es al m4s cercano de la subgrifica, v 

CC1,5l+C15,31-CC1,31•3 
Cl2,5l+Cll5,31-CC2,31•2 
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C<l,5l+Cl5,2l-C<l,2l•4 
El valor mfnimo en esto caso es i~2, Jz3. Se ín~•rta 5 ~ntra <~,3>. 
La subgráfica quada1 

¿-=-~ 
El ültimo nodo a insertar es 4, y 

Cl1,4l+C<2,4l-C<i,2l•7 
C<l,4l+C<3,4>-C<l,3)~B 
Cli,4l+C<5,4l-C<l,5l=5 
C(2,4l+CC3,4>-C<2,3>•B 
CC2,4l+C<5,4l-C(2,5>•6 
CC3 9 4l+C<5,4l-CC3,5l•B 

El valor •inimo as 5. Se inserta 4 entre l y 5. El circuit~ óptimo 
•• auaatra • contlnuaciOnt 

6 
III.6 Al9orit111a da inaaraiOn má• l•Jana1 

PrapO.ito1 Dada una matriz da costos, determinar un circuitc 
hamlltüniano da aanor costo. La idea es similar a !a ce ~éto~o de 
inaar•ión, aKcepto la política da insersldn. 

O.acripci6n1 
Pa•o 11 Empezar la aubgráfica con nodo J, 
Paao 21 Encontrar al nodo k más l~Jan~a i, formar i-k-i. 
P••o 31 Encontrar al nodo k •ás lejana a caulquier nodo de la 

aubgráfica, pero qua k no asta en ella. 
P••o 41 Encontrar al arco (i,J) en la subgráflca t•l que 

•iniaica C<i,kl+C<k,Jl-C<i,Jl. Insertar k entre l v J. 
P••o 51 Ir al Paso 3 hasta tener un circuito hamiltor>iano. 

III.7 A19arit11a Doble 9iro1 

Prapóaito1 Dad• una 
circuito h••iltoniano 
da axp•n•idn a(nima 
•rea•. 

matriz da cestos simétrica, determinar un 
da eanor costo. Se trata de convertir el árbol 

a un circuito hamiltcnianc mediante cambios de 

Dewcripción1 Es un llNttodo euv simple surgido para les cases 
si-*tricos, convirtiendo el árbol de expansión minima a una 
soluciOn da problema da viajara. Especificamente, primero aa 
conatruya un .trbcl da expansión •inima YCE. Una trayectoria de 
vi •i t• a cada nodo a• creada por tra: ar arcos dir·i gi des < i , j) y < j, i) 
par• cada U,JlCY. Empezando con la lista da nodos, form;uic!l otra 
lista nueva eliminando los nodos encentrados anteriormente hasta que 
al ~ltiao nodo da la lista sea anccntr•do. 
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Ili.B Algoritmo Vecino 1n~~ cercano; 

PropOsito1 Oadil un~ m<1tri• 
h•miltoniana de menor cesto. 
algoritmns heurfsticos. 

do costos. determinar un c1rcu.~~ 

El esquema es el más fácil entro l:~ 

o .. scrlpción• 
Paso 1: Empezar con un nodo arbitrario. 
Paso 2: Encontrar el nodo más cercano •l último nodo agregadc 

a la trayectoria. Agregar este nade a la trayectoria. 
Paso 31 Rapetir el pase 2 hasta aue todos les nodos se&n 

contenidos en la trayectoria Entonces, Juntar el pr1rrer ncd::i 
y el Llltima. 

III.9 Algoritmo Clarke ~ Savings 

PropOslto1 Dada una matriz de costas, determinar un circuito 
hamiltonlano de menor costa. Se aprovecha las propiedades geométricas 
cuando las castas son euclidianos. 

OescripclOn1 
Paso lt !lttlecclonar arbitrariamente un nodo como el depósito 

central al cual denotamos come nodo l. 
Paso 2: Cal cul.ar S <I, J > =C <1, i > +C < 1, .i >-e <i, J > <,li , j=2, 3, ••. , n 
Paso 31 Listar S<i,Jl en orden decendiente. 
Paso 41 E111pezar con el primer elemento de la llñta v mo/er hacia 

abajo, formando subcircuito mayores por ligar nades 
apropiados 1 y J. Repetirlo hasta formar un circuito. 

III.10 Algoritmo de Christofides: 

Propóslto1 Dada una matriz de costos simétrica, determinar el 
circuito hamiltoniano de menor costo. Se combinan el árbol de 
expansión •Ínima y el apareamiento perfecto de los nodos de grado non 
para obtener el circuito haailtoniano. 

0-.cripcións 
Paso 11 Encontrar el Arbol da eKpansión miníma T de G. 
Paso 21 Identificar todos los nodos de grado non en T. 

Resolver el apareamiento perfecto da costo minlmo en 
los nodo• de grado non usando la matriz de casta 
Df'iQinal. Al;re;ar los arcos de la solución al",j¡rbol 
T, obtwner un ciclo Euler. En esta subgráfica, todos 
loa nodos ~nn de grado par. <Puede ser eayor que 21 

P•so 31 EliainL'r los arcos con los cuales el grado es ma·,or que 
2 y transformar el ciclo euclidiano al circuito 
ha•iltoniano. 

11 I. 4 "frTDPC!6 C!J1BI NA-'!Q3 

6eneral111ente, ,los ali;¡oritmos de liste tipo aprov.,ch•.n un cir:· .. ito 
inicial obtenido por un m'todo d!i construcciOr. de circuito, y 
despu•s, buscan una solución mejor usando uno o m•s alg::i~itmos oe 
mejoranti.,,to d• cir-cuita•. SegWi les reportes de ve.rios a.utorti!::, lo3 
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a) QC!"" !, tt'·OS 

logran U'1il 

eHpt:r l ere i e\ 

mas r~pi c.•o 
é.:ºoritmo ce 

c~~btna~cs ~u-~ rel;tivsmente rApido!; computacion~:.11erto y 
e~•'-eler.te a.pre :.mac16r: s lJ. t.aluc:1ón 6ptíma. Sai tienP. 
~L¡r un c~1-~u:lo 1n!~1al je 1•buena'' calidad conduc~ mucho 
E\ ! ;1~ ;=-lt·c1 ón b•.1ena ~·n al eta;H• d11 aplicar .algün 
m~lcr~miantc de circuitos. 

rrop6Gita: Dac:~ ~ra matrt! de costos simélric•, determinar el 
circ~!to h•miltcri~no Je reenor costo. Se obtieGe un circuito inicial 
pcir l.'l m~todo de i::cnstrL1cción, y 9& mejora al resultado por el 
matado de mejoramiento de circuitos. 

De1icrlpclén: 
P•so 11 R•so1ver el problema con un algoritmo d• construcción 

qu• &• m•ncian• anteriormente. 
P•so 2: Aplicar método k~óptimo. 

III.12 Algoritmo coinbin•do 21 

Propósito: D•da un• matriz de costo• 
cir~uito hamiltoniano d• m•nor costo. 

D•scripclon1 

simétrica, determinllr 

P•so 1r SOio aplic•r Rl proceso d• construcción p•ra pocos 
nodos, y •• •gragan los nodos r•stant• •rbitrariamenta 
al circuito. 

Paso 21 Usar k-6ptlmo p•ra m•Jor•r la solución. 

•I 

EJ011plo1 rasolv..- •l prabl•m• da vlaJRro usando la matriz d• costosa 

2 3 4 :; 

1 2 ~ 5 4 
2 2 2 4 2 
3 3 2 4 2 
4 5 4 b 4 
5 4 2 2 4 

Aplicando al algoritmo EL NODO PROXIHO l'IAS CERCANO mencionado al 
inicio da lue .-todo• d• insarsiOn, nos da un circuito inicial• 

V 
con cD11to 2+2+2+6+5•17. 
(2,51, C:S,41, sa lnsartan 

con costo=2+2+2+4+5•15 

Aplicando •l algoritmo 2-6ptilllD, •• •liminan 
<2,:SI, (4,5), •l circuito r••ulta1 
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Debido a los •quipo11 limitados y el ti"mpo que tenemos, es 
impasible realizar todos los exparimentos para probar el esfuer:o 
collljlutacional de caoa algoritmo. Sólo podemoG citar los resultadoR 
obtanidos por otros autcr1H qua se mostrar~n a continuación. Cabe 
sieNlar que la cc111paración • vece11 e• difícil ya que los autores 
usan diferentes computadoras. <C10Jl En la tabla 1, se muestran laE 
lon9itudes de los circuitos obtenidos por diferentes al9oritmost 

Nu•eraci6n de problema I Ne. nodos 

l/2:S 2142 3170 

11ejcr salucion conocida 1711 699 684 
2-opUllO 1711 707 694 
3-opti.a 1719 699 699 
Clark• 11 Wr-ight l7:SO 702 7~~0 

Vecino •a• cercano 1772 964 719 
In..,..•ian •as c•rcana 1917 776 748 
Insersian •as l•Jana 1711 717 699 
ln•lll'"•ion arbitrarla 1797 720 699 

En la tabla 2, se •xhiben los porcentages de la solución de los 
~odoe sobr• la r..Jor solución conocida. Por ejemplo1 la m•jcr 
•clución conocida •• 100, y la longitud obtenida por un algoritmo •• 
102, •ntonc•• •l pcrcentag• es 21. 

R•vi•Ando las tablas y 2 1 notamos qu• lo• algoritmos de 
construcclOn tienen dificultad•• con la calidad de la solución. El 
parcentage .. ..yar que 3iC.. El Vecino mA• cercano, •l lnsersión 
19As c•rcana no funcionan bien en todos los CQsos. El algoritmo de 
Clark• 11 Nrlgth, el lnsersiOn m~• l•Jana y el lnsersión 
arbitrAria scrpr .. iv__,te trabajan bien apesar de sus li19itac:iones. 
La t•cnica de l.rna conv•xa y la de 2-óptimo son ef lcientes y 
obtienen bullna calidad de •oluciOn. 

Los M*lodos conipu•sto• probados trabajan muy bien. El 
parcentag• sobr• la mejor sclucltJn conocida es menor que 3X. En 
todas l•• pruebas, solo hay tres casos •n que el pcrcentage es mayor 
qu• 3X. Durante los experimentes, se dstecta tambiit:i q~<• una 
110luci6n inicial buena conduce a un busn resultado para 101 

algoritfllCls compuestos. 
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T"bla :z 

Mejor solucidn conocida 
2-óptlmo 
3-óptimo 
Clarke 11< Wrioht 
Vi»cino m.6• cerc.ar.o 
ln•er•ión •"• cerc.an.a 
lnaer•ión m&• leJan.a 
ln•er•idn arbitrari.a 
AlQoritmo de Christofid•• 
Ur-n.a convexa 

PletodOll COllPU••tos 
V•cino ••• cerc.ano, 
2-apt' 3-opt 

Ur-na convexa, 
2-opt 

Ur-na COt'lVeMa' 
3-apt 

2-opt. 
3-opt 

Chrhtafidaa, 
2-opt, 3-apt 

lnsrsi6n arbltr"Al"i• desde 
10 nodos, 3-opt par.a 1.a -Jor 

ln..irsión arbitr.arta desde 
10 nodos, 3-apt par4 cad.a una 

In•.,.•ión llA• lejana desde 
10 nodos, 3-apt p.ar.a la .. Jor 

lns.,.aiiln -'• lejana desde 
10 nodOll, 3-apt para cada una 

Numaraci6n do problema / No.nocas 

3/100 

:2l:Z02 
1. llX 
1.a:zx 
l.62X 

16.67Y. 
18.69% 
:S.14X 
4.46'Y. 
7.:i:SY. 
3.64X 

0.941' 

o.37Y. 

O. BlY. 

2.51Y. 

1.42X 

0.56Y. 

l.17Y. 

0.4bY. 

4/100 

22148 
3.02% 
2.B4Y. 
3. 747. 

l6.85Y. 
17.7BY. 
b.94Y. 
3.47X 
3.90X 
2.49X 

l. 91 Y. 

l. 43Y. 

1.41X 

l.37'X 

l.48X 

1.307. 

3.0-.!>X 

:S/100 

21)749 
0,51X 
3.30Y. 
6.3};( 

13.35Y. 
22.96% 

3.17Y. 
3.26X 
5.36X 
2.54Y. 

1.6QY. 

1.061. 

0.:53¡: 

1.53X 

2.571. 

1,201. 

0,:587. 

0.49X 

b/100 

21294 
3.27Y. 
l .15Y. 
3. 41Y. 

lb.51Y. 
14.44Y. 

1.9?Y. 
2.907. 

14.447. 
2.35): 

2.35X 

2.041' 

0.351' 

1. 74Y. 

0.171' 

l.13Y. 

O.bbY. 

2.341' 

0.4!51' 

7/1(•(\ 

22(166 
3.247. 
l. 40% 
::.es;: 

n.2n 
20.:s:s;: 
7.4~X 
5.03Y. 
B.5!% 
3.45% 

3.457. 

3.221. 

2.46Y. 

o.ter. 

3.0:SX 

l.!591' 

1.061' 

2.60X 

0,98Y. 

Hasta ahora. la• di•tancla• cumplen la d .. i9ualdad d• trianoulo, y la• 
9r"~lcas • .., diri9ida•. En la tabla 3, •e 111Uestran lo• resultados de 
los algoritmo• aplicados a cinco problemas. Las distan~i•• de los 5 
prob1..... •en •im•tricas, y •en oenerad.a• de•de un• di•tribución 
probabilÍ•tlca unifar.. y discreta. Los rangos de la distancia de los 
cinco probl-H son1 0-99, 0-200, 0-300 1 !50-3:10, 100-!500. 

En la tabla 3, se obs.,.va qu• en general, la• algoritmos compuestos 
aperan MeJor que otra• t•cnlca•. Sin embargo, la• ventajas no san 
tan con•i•t11nt .. de un probllll!la a otro como en el e.aso donde se cumpla 
la desigualdad da triangulo, 
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Tilbl a : 

Numeración de problema I Na.nodos 

9/1(•0 10/100 11/100 12/101) l'.:./10•) 

2-óptimo 
3-optimo 
Vecina m~s cercar.o 
Ins•rsiOn m•s cerc•na 
lnsersión mAs lejana 
lr•••rsión arbitraria 

lns•rsion arbitraria desde 
10 nodos iniciales, 3-ópt 

37:8 
241 
373 
603 
57'1 
62'3 

desd• la mejor solución 211 
lnsersión arbitraria desde 
10 nodos iniciales, 3-ópt 
di!sd• cada solución 207 

lnsersiOn mAs lejana desde 
10 nodos, 3-opt para la mejor 222 

lnsersiOn m•• lejana desde 
10 nodos, 3-ópt para cada una 199 

657 
'151 
748 

110'1 
1201 
1087 

415 

'106 

424 

410 

837 
573 
906 

1681 
1651 
1677 

520 

520 

561 

554 

6065 
5736 
60:!.7 
6780 
6874 
6810 

5703 

5721 

5696 

11227 
10779 
11:1;{1 
12188 
12300 
12:::09 

10787 

10787 

10846 

10803 

En la tabla 4, ~• ilustran la eficiencia y cari!cter!sticas de algunos 
algoritmos, 

Otros criterio• para la selección de un algoritmo sonr la cota 
superior del error y el arden de nÚMeros de c•lculos r11queridas. La 
cota de •rror se obtiene por suponer una distribución de 
probabilidad de las distancias, y frecut'!lltemente usa la propiedad de 
triAnt;¡ulo. El or·den de c.Uculo implica el Ue111po consumido cuando •• 
i11Planta el algoritmo en una computadora. Uno pullde deducir 
f•cileente el n6mero de operaciones a realizar para estimar el orden 
de tieepo consumido. Sin eebargo, para algunos .,.todos, es muy 
laborioso calcular la cota del error. Es decir, se desconoce todavla 
el CQ111Porta.iitM1to del error de alguno• algoritmos. 
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AIQCll"itmos 

Proc;ir•m•ciOn 
Dinamic• 

R•miflc•cidn 
y Acot•mlenta 

Progr•••cldn 
lineal 

r-óptinta 

"6toda de 
penal h•cidn 

N m&Kima comput•dora 
re11uelto 

13 7090 

70 1620 

42 7094 

100 7094 

60 CDC 6600 

":.iempo 
<m1n> 

comenti1rto 

0.28 1.Conwume much.2' memoria 
para n1111:13, usa 321'~ 

:.Tiempo de computo deter
m!nlst!co 

3.Es bueno cuando n{ ~O 

103.5 1.Vartac!On grande ~n el 
tiempo consumido 

2.E& bueno cuando n es 
menor que 70 

3.Cuando hay muchos ciclos 
con 2 arcos, ~e muestra 
mucha desventaja 

S 1.VarlaclOn grande del 
tiempo consumido 

30 

o.2::s 

2.El orden recomendable es 
m•nor qua 3(1 

3.Var!os •utoras reportan 
d1n.afavorable 

1.Cu.ando r•3, T=30n~ 

con probabilid.ad de ser 
optima 2-n/'1.0 

2.Bu11na cu•ndo n esta dentro 
d• (20,100) 

3.Norm•lm•nte, se toma 
r=2 o r~3 

l.Para n<::SO, muchas veces 
resulta mejor la pena
liz•ción positiva 

2.0rden recomend.able es 
(:5,60) 

::S.Esta camputadora es 
mas rápida. 

Notu la co11putadora 7090 es apro:dmadamente :S•) vecH1 mas rápid•. 
que 1620. 
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En la siquientu t11bla, ~? mLllHíitr.in ul orden de número da opernc:1onet; 
•· la cota superior del err t:lt. 

Algoritmo Orden da nUmero 
d& opera.clonas 

Ram1f. v acotamiento 
Vec.intJ m•s cercano 
ClMk" "- Wri9ht 
Jnaars1on más c&rcana 
lnsersion con costo mínimo 
Insersion arbitrarla 
lnsersion "'"ª lejana 
Urn• convexa 
Christofides 
k-Optimo lk<n/41 
ALGO IV<kl 
Doble giro 
~:arp• 

Método de adecuación 

- significa d•"conocido. 

w:;ponenci•l 
n"' 
n"xlgCn) 
n" 
n"xlg Cnl 
n" 
n" 
n•xlglnl 
n'" 

'"'" n" 
n'" 

21n-ll/Ct-11Slt) 
+Olnlglnll 

n" 

Cot• da peor cauo 

o. 5:<11 gin) +11 

2 
2lnCnl+0.16 
2lnlnl+0.16 

1. :s 
:;: 11-1 /nl 

2 
l+t-0 ·• 

• t es el nómero de v'rtices en un rect,nqulo, Sct> es •l orden de 
cAlculo• del alooritmo para resolv•r un subproblema. 

En la sigui•nt• tabla, s• listan la calidad y el ti•mpo consumido de 
algunos algoritmos de soluciOn. Todos ellos estAn implantados en 
Apple 11• con el l•nouaje USCD-Pascal. El primer dato•• •l valor de 
función objetivo, y el segundo es al tiempo consumido. 

n a 10 n = 20 n • :50 
AIBORITI'IOS 

2-óptlMO 223 I 23" !53b I eo• 853 I 910" 

,...todo d• insersión 246 I 23" 3b0 I 95u !512 I 810" 

114ttodo de adecuación 231 I 32" 374 I 17511 447 I 81!5" 

Mtodo C091Puesto 173 I ;!7'' 360 I 12!5" !512 I 810" 

Branch le Bound 14B I 60 11 I >1800" 
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CAPITULO XV PROBLEMA DE VIAJEROS 
MULTXPLES 

El prcbl•ma del vlaJaro cl•slco considera que un solo viajero 
d.t>e realizar la visita a todas las ciudades. En el problema de 
viajeros multiples se disponen de m viajeros que deben v!9it,1r n 
ciudad••· Cada clud•d tiene que ser visitada exctamente una vez por 
uno de los • viajeros. Se puede suponer que eaiste un costo adcional 
fijo por tener activo un viaJer·o. El problema es d:>terminar cuantos 
viajeros usar y cuales son las rutas a recorrer para que el costo 
total sea elni.mo. 

El problama da viajeros multiples tiene diferentes variaciones. 
Estas se clasifican de la siguiente manera: 

11 Todos los viajero& tienen que partir de una "Ciudad Base". 
21 Al lllfH'IOs r viajeros tienen que ser activos. 
31 En un caso eAs Qeneral, los viajeros puecen partir de 

diferentes ciudades 

En este capftulo, analizamos, en la primera sección, la 
solución del problema de viajeros multiples que tienen que partir de 
una ciudad base. La idea principal de este m6todo es transformar el 
probl .. a actual en un problema de viajero simple, y despu .. aplicar 
CU5lquier IMttodo que explicó en el capitulo III. La segunda 
seccitln consiete de una modificación de dicha transformación 
para . resolver el caso de usar al menos r viajeros. En la tercera 
smcción, se proporcionan los métodos para resolver la tercera 
varlc=l6n drl problema de viajeros multiples. 
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Una ••nera eficiwnte para re~olver ~l problem~ 
multiple• con la misma c:il•dad ba'Se es transformarlo en •.•n 
viajero si .. rile <o estandar). Para ello '"' define el 
r-ruta que vamo& a usar mis adelante en esta sección. (ll41> 
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de v1aJeros 
problema dP. 
concepto de 

Un conjunto de r !óubc:ircuitos dirigidos en una gr·Afic:e G<N,Al ~e 

denomina una r-ruta si: 

il Cada subcircuito debe tener el nodo O como su nodo inicial: 
iil Cualquier nodo de la gráfica diferente del nodo O es 

visitado exactamente una vez por uno de los r subcircuitos. 

Por la definición anterior, una r-ruta <l~r~m> es una 
soluc:IOn factible para el problema de viajeros. En particular, una 
1-ruta lla•ada •i~lefllent• "circuito", es una solución factible para 
el proble•a de viajero sifllple <o estandarl. 

La transformación del problema de viajeros multiples al caso 
•i111Pl• •• como sigue: suponga que los m viajeros están inde•ados 
d••d• O a m-1 tal que 

Donde Dlil es &l costo adicional si el viajero i ~s usado para 
visitar ciudades. Entonce& el problema es equivalente a encontrar una 
r-ruta que mlnl•lza1 

r r-1 
Z= E Zlkl+ E D(kl <IV-1> 

k•l k•tl 

para todo r <l~rS:,m> donde Z (l:l es el costo del k-éslmo 
subcircuito en la r-ruta. S1> demostrar.\ que r-ruta que minimice Z 
sobre r •• puede obtener desde el circuito minimo en una gráfica 
extendida G<N",A'I. 

Construcción de la gr~fica GIN',A'I: 

El conjunto de nodos N' es 
adicional.. • N, lo• cuales sa 
conjunto d• arcos A' consist• d•• 

<11 Todos los nodos •n A; 

obtenido por agregar m-1 nodos 
denotan por -1, -2, ••• , - (m-11. El 

<2> Arco <-1,JI para cada nodo adicional <-il si A contiene 
•l arco (0 9 jl para J•t, •• n. 

(3) Arco <J,-il para cada nodo adicional (-il si A conti~n• 
•l arco <J,Ol para j•1, ••• ,n. 

(4) Arco <-i,-<l-1)) para isl,2, •• , <m-·1>. 



G(N,Al 
Figura IV.1 

Las costas asociados a las arcos son: 

C'<i,jl=C<i ,ji para i=l, .•• ,n1 J=1, ••• ,n 

C'<-i,Jl=C<O,Jl+O.SDlil 

C'<J,-il=C<J,Ol+0.5D<il {

i•0,1, ••• ,<m-1) 
para 

j=1,2, ••• ,.n 

C'<-i,-(i-1ll•0.50<i-1l-0.5D<il para i•1,2,:·• lm-1> 

!IV-2> 

<IV-3> 

<IV-4) 

dcnd• Cli,JI •s la distancia de arco <i,JI en A y O!il •sel costo 
adcional del i-esimo viajero. 

Conviene sehalar que las ecuaciones <IV-31 y <IV-4> son para 
sumar O<il al costo del circuito en GIN',A'l si y solo si un grupo de 
nodos positivos siguen inmediatamente al nodo (-il en la visita. Esto 
implica que el viajero 1 visita este grupo de ciudades que siguen al 
nodo <-il. 

EJe111Plo: Considere la gr•fica siguiente con tres viajeros mostrada 
en figura IV.1. Si consideramos el circuito 10,1,4,-2,-1,2,3,0) en 
GIN',A'l, La interpretación •s 1 El viajero O visita la ciudad 1 y 
la 41 El viajero 2 no visita ninguna ciudadJ El viajero 1 visita la 
ciudad Z y la 3. Se observa que 0101 es sumado al costo total, la 
mitad ••tA en <0,11, y la otra mitad •n 13,0I. Un argumento 
s•11111Jante pasa con 0111, pmro 0.50(21 ea sueado •n 14,-21 y -0.50121 
.. sumado en <-2,-11, por tanto •• cancela. 

La optimalidad d• un circuito en G=IN',A'I resp.cto a la gr~fica 
original •• como sigue: 

T•ar .. a IV.11 Para cualquier r-ruta en GIN,Al para l~rim, eKiste 
un circuito •n GIN',A'I tal que 

r r-1 
Z• tZ<l<I+ t Olkl llV-SJ 

k•l k•O 
donde Z •• •l costo d•l circuito •n GIN',A'J, Z<kl es el costo del 
k-••itllD subcircuito en la r-ruta •n GIN ,A l y Olkl es el costa 
.asoc1adc con el vla.1•ra I··, 
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Prueb•I Sean los s.ubcirc.uitos en la r-r1.1ta numeradas "°rbitrariamemte 
de 1 • r. So construye un circuito en G<N",A'l de lv siguiente manera: 

A partir del nodo O, el circuito recorre a lo largo de los nodo$ 
en el subclrcuito 1 y regresa al nado <-1): luego des•:!e el nodo <-! > 
recorre a lo larga de los nodos en el s1.~t.cirt.u1ta 2 y regres'3 al r1oao 
<-2>; continó~ este proceso h•stil recor·re.-r el subc:ircuí to i:r-:i 
regre&.indo •1 ciclo -<r-~>; luego dandi? -Cr-~) recorre lei~ nodo:; en E:!l 
subcircuito (r-1) y regresa al nodo (m-1); después recorre -(m-~J, 
-cm-3>, ••• , -cr-1>, y fin•lmante desde el nodo -<r-1) reco~re a lo 
largo de los nodos del subc:irculto r y r .. 9resa al nodo .:•, Este 
recorrido es posible ya que en G<N",A'l existen el arco (j,-i> v el 
(-i,jl p•ra lRO,l, •• -<111-l)1 er1 G<N,A> existen !j,0) y (0 1 j) 
respec:tiv•mente. De esa ••ner•, D(k) es sumado al costo del circuito 
p•ra · kaO, 1, ••• , <r-ll por ecuaciones <IV··3> y <IV-4>, Se cvmpla 
<IV-5) y termina l• prueba. 

Teorema IV.Z1 Para cada circuito en G!N',A') con costo Z, hay una 
r-ruta en G<N ,A ) para •lgún r (l~rim> t•l que 

r r-1 
l_l tZ\k>+ t D<kl 

k•l k•O 
donde Z(k) es la distancia del k-&simo ciclo en r-ruta. 

Prueb•: Si un grupo de nodos positivamente indexados siguen al nodo 
<-il en un circuito dado en 13(N",A'l par" O~ii,<m-ll 1 entonces 
el viaJero visita • ese grupo de ciudades¡ en caso contrario, el 
viajero es ocioso. D•do un ci rc<!i to en G(N" ,A·>, sea r el 
número de viajeros activos para visitar ciudades de acuerdo con la 
interpretaci6n anterior. Se construye r subcircuitos dtrigldos, cada 
grupo de nodos es visitado por un viajero desde el nodo O, y un 
numero arbitrario de subcircuitos 1 a r. Entonces tenemos: 

r r-1 
z~ t Z<kl+ t 0(~.) ,_ t Z<k'+ t D<kl 

k•l k6S k• 1 k•O 
donde S es el conjunta de viajero activos, Z<k) es el costo del 
subcircuito k, y la desigualdad es derivada de la relación 

y esto termina l• prueba. 

Corolario 1: Si un circuito en G<N',A"l es de costo m!nimo, enton=ss 
r r-1 

Z• t Z!kl+ tD<kl 
k•l k•O 

donde Z es el costo del circuito en G<N',A'>. 
r r-1 

Pruebaa Supongamos que Z es mlnimo y Z> t Z<ld+ t D<kl. Entonce;; 
k•l k•O 

existe un circuito de costo Z' tal que <Teorema IV.11 
r r-1 

Z"n t ZO:I+ t D<k> 
k•O k•O 
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Ca donde z·~z, qL1.e 1?'$ Und contradicción. 

C.:orolario 
entone•& 
todo r. 

2: Si L<ncircuito en G!N',A'l es de cm:to mlntmo, 
la r-ruta corre&pondiente en el teorema IV.2 minimizil Z solfft:? 

Prueb&z Como el cir~uito es de costo minimu, la r-ruta obtenida an 
el teorema IV.2 satisface 

r-1 
Z= E Z ! k H t D < k l por el corolario 1. 

k•l k•O 
Supongamos que '1::iste una r'-ruta P"'ra alt,1ún r'(l~r'S,ml que 
sati sface1 

~ ~¡ ~¡ 

tz·<~l+ E D<ld Z<H+ ton:> 
k•I k•O k•l k•O 

donde Z' !kl es el costo dél -k-ésimo ciclo en la r ·-ruta. Existe un 
circuito en G<N',A'l con distancia Z' satisfaciendo <Teorema IV.ll 

r· r-1 
Z'= t Z' !kl+ t D<ld 

k•l k•O 
Entonces Z'<Z, que as una contradicción. 

NOTA ACLARATJVA: 

F'or el corolario 2, el problema de viajeros multiples puede .. ar 
resuelto como un problema de viajero simple en B<N',A'l. 

que al menos r viaJeros tengan que salir a efectuar 
solución as bastante sencilla si usamos la 
la sección IV. l. Espectficamente, La 

En el caso de 
las visitas, la 
metodolo9la d• 
transf ormacibn as como sigue: 

El 
agragar 
-i, ••• ' 

conjunto de nodos N' en la gr&fica B(N',A'l es obtenido al 
m-1 nodos adicional•& a N, los cualea se denotan por -1, 

-<m-1>. El conjunto de arcos A' en G(N',A'l contienes 

(1) Todos los nodos en A¡ 
(2) Arco (-i ,J> para cada nodo adicional (-i) si A contien• 

•l arco !0,j) P•ra J•1, •• n. 
(3) Arco ( j ,-il para cada nodo adicional (-i) si A contiene 

el arco <J,O> para J•l, ••• ,n. 
{4) Arco {-i ,-!i-1)) para i=r+l,r+2, •• ,<m-1>. 
(\5) Arco <-r,O> 

Los costos asociados a los arcos soni 

e· <i,Jl-C(i,j) para i=l, ••• ,n; jal, ... ,n 

C'<-i,Jl•C<O,Jl+0.5D(il i•0,1, ••• ,<m-1l 
pa!"a 

C'<J,-il=CCJ,Ol+O.:SD<i> J=l ,2, .... •" 
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C' <-1,-(i-l))><l),5D(i··l)-0.5D(i) para inr+l,r+~, ••. , <m-ll 

C' (-r,O>=O.S<D<O>-D<r)I 

Se puede observar que si se usa el arco (-i,-<i-1)), ~e desactiva 
el viajerc i, ya que se ~Jma un co~ta negativo 0.5D<i) al coste tate!. 

Er nuestro ca.so, como r Yiajaros deben astar •c:tivas per-n recorror 
ciudades. Si ne agre~amos el arco (-i,-<i-1)), na se Euma 0.5D(i) al 
:osto total, v por propi.,dada del pro~lema c!e viaje1·u, <>! n':ldo -i 
tienfil que ser visitaC-:> una vez. Por lo anterior, el costo total Sf:i 

incrementa ~r.a cantidad igual a: 

CO. SO< i l >C <i ,j) l+CO, Sll'i > +C(k ,1 > l 

dondl! j es el nodo !;;Ucesor de i, k es el nodo antece-sor de i. Por 
tanto, el viaJerc i es ~ct1vo. 

IV.3 b~!.aJEROS__E.!,!~ARTIR DE DIFERENTES CIUDADES 

Cuando los viajeros pueden estar en diferentes bases, se tiene un 
c:aso m.1s c;ieneral dentro de lo5 problemas de viajeros multiples. De 
hec:ho, el problema de viajero c:on una sola base no es aplic:able en 
algunas situaciones reales. Por ejemplo: se requieren que v~rias 
agentes viajeros efectóer. una visita a n ciudades. Obligar a los 
viajeros que regresen a un mismo lugar origgn puede resultar más 
c:ostosa que usar un sola viajero <[16]). En e.:te tipo de problema, el 
egquema da solución es colocar los r viajares en r ciudades 
diferentes, y asignar a c:ada uno de ellos las c:iudades a visitar. En 
esta sección, se proporcionarán algunos algoritmos para resolver 
el problema de viajeros multiples c:on diferentes c:iudades base. 

IV.3.1 Algoritmo de transformación: 

Prop6si ta: Oetern1inar la soluc:l6n de problema de viajeras 
multiples c:uanda el número de viajeros es ~as. Las viajeros tienen 
pueden partir de diferentes c:iudad base. La idea principal es 
transformar el problema de viajero multiple a uri problema de via.'.ero 
simple. Una vez qu• el problema en cuestión est6 transformada, 
puede ser resuelto ¡:ar un método e><acto o heurfstic:a. Pero este 
algoritmo tiene un limitante, que es apllc:able sola para m=2. ([lóll 

D••c:ripciOn: 
Paso l: Para cada JEN, eliminar los arcas (j,1) y (j 1 0)6A; 
Paso 2: Para cada jeN, si <J,OlSA, agregar un arc:a dirigida 

<J, ll con el costo e• (j, ll=C<J ,Ol ¡ 
Paso 3: Para c:a.da jSN, si (j, l)SA, agr1tgar un arc:o dirigido 

<J,O) c:on el costa C'(J,Ol=C<J,ll¡ 
Pasa 41 La distanc:ia de los otros arc:os estA dada por: 

C' (i ,j)=C(i ,jl 1 
Paso 51 Aplicar un •.lc;ioritmo n1anc:ionac.'o en el c:ap:!tl!lo lll para 

re;;a!ver el probl•m" d• vi;;.tero simple. 
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Figura IV.: 

~=-
;~~ 

1Jf--·· 
8 

Figura IV, 3 

Ejemplo• En la figura IV.~, se muestra !a gn1fic:a original ::!e un 
probl•m• de viajeros multiples con m1::1:. En la figura I'J,3, sa mues~ra 
la converslOn a un problema de vidJero simple. 

IV.3.2 Ramificación y acotamiento• 

En este algoritmo, primero se re~ualve 

asi9naci6n, y d•spu1h tratar· de eliminar los 
inneceaarios que s61o queden m subcircuitos. 

el problema da 
subcircL!i toG 

PropOsito1 Dada una matriz de costos, determinar la solución 
.~ptima •¡:uando de dh;ponen de m viajeros. Ellos pueden partir c!e 
~iferentes ciudades no especi~icadas. El costo asociado para tener 
1ctl\.'C • un viajero es cero. Los viajeros activo: tienen que vi::titar 
nas de una ciudad. 

DescripciOn1 

Pase 1.0peración de acotamiento: 
Resolver el problema da asiganción b~io la matr1~ de costos. 
La solución del problema es la cota inferior del ~rottema de 
viajeros. ' 

Paso 2.0peraci6n de ramíflcaclón1 
Si el número de de sube i rcui tos en ta sol ud ón de 
asignaciOn es menor o igual Que m, entonces, la soluGión 
Optima es obtenida. 

En caso contrario, la operación de ramificación es la 
siguiente• para uno de los subcircuitos, suponer que el costo 
de cada uno de los arcos es infinito, de esta manera generar· 
difttrlffltes alternativas. 

EJemplo1 Supongamos que tenemos :z viajeros y la matriz de costo e·:s l 11 

siguiente: 
La solución de problema 

:z 3 4 s b 7 de asignación est 

1 11 3 8 21 9 12 

11 
\7:J \ 2 11 19 20 14 2 9 

3 3 19 15 24 10 20 
1 

4 8 20 15 1 14 3 

16~ 5 21 14 24 1 19 2 
6 9 2 10 14 19 10 j ' 7 12 9 20 3 2 10 l.~J Is-·-·· 7 
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La forma de ramificación está mostrad• en la s1gui!lnti! f!gur~.1 

o 

Propósitos Dada una matriz de costos, encontrar los circuitos 
hamiltonlanos que visitan las n ciudad.,., usando r viajeros. Los 
viajero" pueden partir de diferentes ciudades base. S<> supone ql<'1 no 
hay costo adicional por activar un viaJero. El algoritmo funcicna de 
la SiQui•nte manera: se obtinen primero r cíud~des que tienen ~n~ 
maycr distancia entre si, 5e incluyen las otram ciudades en una d: 
las r ciudades bajo una regla definida. 

Oe!5crlpcldn1 
Paso 11 Empezar con una subgráflca SI que consis~e de un nodo 

i 1' k•l. 
Paso 21 Encontrar el nodo i,. •• que estoA mas le.lana de 

91 t• • .Sk 9 O SS• 

Paso 3: 

Paso 41 

Paso 5: 

k 
"ª" t e 11 ... , , 1 .> 

ik+l l•l 

Si k=m-1, entonces Ir al paso 4; 
caso centrarlo, Incrementa k en 
Para cada Se, encontrar un nodo 

formar le - je - le. 
Encontrar el nodo k que no está 
el •rea (i ,j) de tal manera que 

C Ci ,kl+C<I:, jl-C Ci, J l 

p•r& todo i,Jese, e#1,2, ••. ,m. 
Insertar k entre 1 y j. 

1, ir al paso 
mis cercano je 

dentro de los 
minimice 

~ 

~· 
al 

Se, 

Paao 6: Si todos los nodos est4n Incluidos en uno de lo5 
subconjuntos, termina el proceso; 
caso contrario, ir al paso 5. 

nodo 

y 

ie, 

EJ1t11Plo: R11solver el problema de 2 viajeros con la matriz de costo 
dada a continuación: 

2 3 4 5 6 7 

1 e 3 12 7 6 9 
2 9 5 6 3 19 5 
3 3 5 19 e 20 3 
4 12 6 18 17 2 7 
5 7 3 B 17 3 10 
6 6 19 20 2 3 9 
7 9 5 3 7 10 9 
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LA forma de r,¡m11icac16n l''ltA mostrada en la sq¡ui'!!nte figur~.1 

Prop6sito1 Dada una matriz de coslos, encontrar los circuitos 
hamiltonianos que visitan las n ciudades u11ando r viajeros. Los 
viajero'I pueden partir de diferenta!I ciudades base. Se supone qu" no 
hay costo adicional pur activar un viajero, El algoritmo funcicna de 
la siguiente manara• s" obtinen primero r ciudades i:¡ue tien;m ·~na 
mayor distancia entre sl, se incluyen las utras ciudades en una de 
las r cluda~es bajo una regla def inidb. 

De1icripcidn1 
Paso 11 Emp•zar con una subgrAfica 51 que consiste de un nodo 

i1. k•1,. 
Paso 21 Encontrar el nodo i.,+, que esté mAs le.iana de 

Sl, ••• Sk, o sea 
k 

Max t C<i ... ,,ia) 
ik+l l•l 

Paso 3: Si k=m-1, entonces ir al paso 4; 
case contraria, increment• k en 1, ir al paso 2. 

Pasa 41 Para cada Se, encontrar un nodo mAs cercano je al nodo ie, 
forma~ io - Je - ie. 

Paso 5: Encontrar el nado k que no esta dentro de los Se, y 
el arco (i,Jl de tal manera que minimice 

e u ,k> +e o,, J 1--c <i, J 1 

par• todo i,jESe, e=1,2, ••• ,m. 
Insert~r k entre i y J, 

Paso 61 Si todo11 los nodos estén incluidos en uno de los 
subconjuntos, termina el proceso; 
caso contrario, ir al paso 5. 

EJe01plo1 Resolver el problema de 2 viajeros con la matriz de ~esto 
dada a continuacidn1 

2 3 4 5 b 7 

l e 3 12 7 b 9 
2 e 5 b 3 19 5 
3 3 5 lB B 20 3 
4 12 b 18 17 2 7 
5 7 3 e 17 3 10 
b 6 19 20 2 3 9 
7 9 5 3 7 10 9 
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Las subconjuntou injciales se~' 

Si~uiendo el paso 5, se encuenlra que t::S, í=J • j=3, 
Por tanto, "" in•erta 5 tfntre 1 ·1 "!-. 

&~ f]1 
'"' \Ji 

~y 
t 
( &) 

Aplicando el algoritmo, nos resulta finalmete: 

lV.3.4 Algoritmo de Partición: 

Prop6slto: Dada una matriz de costos simftrica, enr.ontrar lns 
circuitos hamiltonianos que visitan las n ciudades usando r viajeros. 
Los viajeros pueden partir de diferentes ciudades base. Se supone que 
no hay costo adicional por activar un viajero. La ideal fundamental 
del algorit.mo es particl onar el conjunto de nodos en r subconjuntos 
aprovechando la propiedad del ~rbol de expansión m{nima. Se resuelva 
los r subproblemaB Individualmente. 

Descripci6n: 
Paso 1t Obtener el Arbol de expansión mínima bajo la matriz de 

costo c. 
PaBO 2: Eliminar los m-1 arcos mAs pesados. De este modo, se divide 

•l conjunto de nodos en m subconjuntos. 
Paso 3: Aplici'.r cualquier algoritmo desarrollado en el capitulo 111 

para resolver el problema d• v;ajero simple para cada uno de 
los m subconjuntos de nodos. 

EJa111PlOt Sean 1n•2, y la matriz de costost 

2 3 4 5 6 7 

1 e 3 12 7 6 9 
2 a 5 6 3 19 5 
3 3 5 18 a 20 3 
4 12 6 19 17 2 7 
5 7 3 e 17 3 10 
6 6 19 20 2 3 9 
7 9 5 3 7 10 9 
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El .i1•bcl de expansión mlni111a es: 

El arco m.is pesado es <2,3), se elimina. Se divide en 
1 3 7 2 4 5 b 

1 3 q 2 b 3 19 
3 3 3 4 b 17 2 
7 q 3 5 3 17 3 

b 19 2 3 

Entonces, la i;clucien es: 

A A 5 

Cesta tatal•34. 
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CAPXTULO V CONCLLIG:IClNEG Y 
EXTENSIONES 

En esta tesis. hemos analizado las bases teóricas del pr·ublema del 
v1a;ero v sus métodos de solución. Junto can los programas 
imclantado& hemos efectuado una clasificac1ón y comparación tanto 
para los métodos exactas como pari'. los apro>':imados, ba.sar\doros en 
su estructura y eficirmcia. Se ha Ilustrado la solución del problema 
de viajeros multiples por dos maneras: conversión al c~so de viajero 
simple, y e! tratamie~to directo del problema. 

El método exacto clásico analizado con mayor detalle e~ 
ramificaclan v acotamiento desar·rollado por John L>~tle. Tal 
metodo es de gran utilidad cuando ,;e requiere una solución exacta. 
En el pro9rama implantado en el trabajo, se almacenan la matr1~ 
reducida y los arcos de decisión que salen de cada nodo en el 
.irbol de solución. De este modo. se consume menos tiempo en la 
obtencian de la solución. Sin embargo, se ocupa mucho espacio de 
memoria. Otra manera de implantar el algoritmo es almacenar 
únicamente les arcos de decisión que salan de cadd nodo en el 
árbol de solución. El objetivo de est¿ implantación es ocupar 
menos espacio de memot·ia. Pero el proc:eso de solución es más lento 
porque cuando se recupera la información de un árbol de 
solución, se tiene qua reducir nuevamente la matriz de costos. Con 
esto, qui si eramos decir que aunque los algoritmos est~r. 

desarrcl 1 ados, aún se puede hacer muchas cosas en 1 a i mpl antaci Di er. 
una computadora. 

Dentro de los algoritmos heurtstlcos, Ja clase de mejoramienlo 
de circuito nos ofr-ec:e la ventaja de que se puede terminar el proceso 
de solución en cualquier momento, ya que siempre estamos trabajando 
con un circuito hamiltoniano factible. Los métodos d~ eliminación 
de subclrcuitos obtienen inicialmente soluciones localmente óptimas, 
y luego conQctan los subcircultos para formar un circuito 
hamlltoniano. Este tipo de algoritmos decomponen un problema en vario~ 
suborobl .. mas, la solucioo e>:acta de cada subproblema es fácil de 
obtener. Muchas veces. las soluciones loc•les son adecuadas. Lus 
algoritmos de constricción del circuito proporcionan soluciones 
b.ast.•nte aproxh1adas a la óptima, •dem.\s de comsumir poco tiempo \' 
memorl• de co01put•dora. Por último, los m•todos combinados 
aprovechan un circuito inicial obtenido por un método de 
construccloo, y buscan un• solución 01ejor uH1ndo al9Lln método 
de ""'Jora01lento de circuitos. Estos m.i:odos logran un• exceler.ta 
aproxlmaclan a la solución 6ptlm• y el ti•mpo consumido es 
consider•blemente menor compar•ndo con el del método exacto. 

El problema de viajero cnn dlferent•~ ciudades ~ase es dificil 
da resolver. El m•todo de ramificación y acotamiento es presentado 
en el traba.lo. 5• proporcionan dos métodos h12uristicos1 el 
Algoritmo de Insersl6n y al Algoritmo de Partición. Con estos 
métodos, podemo;a resol ver al problema de vi• Jera• mul tiples con 
dift1·ar.te« ciud,¡,des base satisfactoriamente. Usando l"" praqrama 
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impl•ntadas, podem~6 e~timar 1~ eftciencia d~ estas algorit.mou. Stn 
embargc, todavia se de&ccnoce el comportamJ~nta de la cota de urTc>r vn 
al peor caso. Para calcular est• cota, se requiere un dnálisis 
complicado de probabilidad. 

Los programas estan implantados en la mlcrucomputadora Apple y 
sus compatibles. Debido a la naturaleza de ésta, no se puede esperar 
una gr·an capacidad de almacenamiento y velocidad de proceso. Por lo 
que sólo recomandamog usar los programas para problemaSpeque~os o 
medianos. Se puede ob~ervar que los algoritmos presentados en el 
trabajo tiene muchas relaciones con otros problemas de optimización. 
Esto puede ""r"•ir para motivar estudiantes que dssean .ampliar su 
conocimiento en el campo de optimiiación discreta. 
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APENDXCE X CONCEPTOS BASXCOS 
DE C3RAF:CCA 

Et lenguaie de gráficas ha hecho posible representar la 
•structura da un gr·¿m número de situaciones de una manera simple. 
EJ•-plos cl•sicos de tales repr•sentaciones son: 

al Red de comunicaciones tales como lineas de ferrocarril, 
fluJos de información, etc. 

b> Relaci~n binaria asociada a relar.iones algebraicas, 
sociológicas, regla ~e Juegos y control de Instalaciones. 

cl Representación dP las transiciones de astados en una cadena 
111arkoviana. 

El estudio bisico de los conceptos de grif icas que •• describe 
en este aptndice hace especial fnfasis en las definiciones que se 
usan en aeta trabajo. 

En eete apéndice se describe el concepto da grif ica dirigida y 
no-dirigida asi como loe parimetros típicos que se le asocian como 
11r·ado de entrada y •alida de un nodo y la manera de nombrar conjuntos 
eepec:fficos da nodos y arcos como trayectoria, ciclo, circuito, 
entre otras. 
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Una 9r,fi<:• danotada G=CN,Al conli\Ste de un conjunto N cuyos 
ele11entos •• danolllinan •'ilrti<:•s (o nodos> y un conju'1to A de 
pare• ordenados de N drnominados arco;, <C2J> 

Si denot•mos por 1'1&1AI es •l número de vértices, se dice qL<e 
la gr•fica •• de ord•n n. En gener~i, Se supone que los 
vértic•• B0'1 numerados iat, ••• ,1'1. Si N y A son finitos, se dice que 
G as una 9r•fica finit•. 51 a=(1,j) es un arco de G 1 entoncas 
es el nodo inicial del arco a y j es el nodo final de a. 

Gr•ficamente, los vértices pueden ser representados por 
puntos, y cada i11rco a=(i ,J.> se repre!H;!nta por Lma flecha que cor.acta 
los puntos i y j. La dirección de tal flecha es de i a j. En el 
caso de qu• i=J, o sea que los nodos inicial y final de un arco 
coinciden, el arco se llama rizo. Sean a, b dos ar·cos d1.fe,..-e11tes, 
si a•<i,Jl, b•li,Jl 1 entonces a y b son paralelo~. 

El nodo j es llamado un sucesor de i si existe un arco con el 
nodo inicial i y el nodo final j. El conjL,ntc de sucesora;; de un nodo 
ieN es denotado por q <i). La traneforma.ción q:N --> R es 
•apeo •ulti-valuado, esto es, mapea subconjuntos de N a lo" 
nómeroa enteros positivo&. Si e~iste un arco <j,i~, es 
antecesor de i. El conjunto de antecesores de i e N se 
denota par q-l( il donde q-• es macea i nver·so del 
mul ti -valuado q. 

EJ~lo A.I.11 En la siguiente gráfica, 2 es el nodo inicial del 
arco 43 y J el nodo final; •• es un rizo¡ qlll={2}, 
q-•(t)a{2,~>; y finalment~ ª•y aa son arcos pa~alelos. 

Figura A.I.1 
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En el estudio da ciarta• propiedades de grAficas, la dirección 
de los arcos no es tan relevante. Por eso, se introduce al concepta da 
gr,ficas no dirigidas v algunas d~flniclones aaoci•da~ con dstas. 

Un p.ar 
es un arco 
.a=<! ,j> es 
una graf i ca 
~.~ llf i ca ru:1 
diri9id•. 

no ordenado <i.J) se l!ama arista, esta as, una ~r1~ta 
sin importar la dirección. G~ficamente, ~l ilrisla 
representado por una l lnea que une dos puntos i •p J. S1 
co1·t1ene únicamente aristas, se dice aue es u•ia 
dirigida, E~ caso contrario, la qráfic~ es 

Una 
más de 
b=(i. kl 

QrAfica es 3Í•ple si no contiene rizas, y no existe 
un 4rista entre cualquier par de vértices. Si a=<i ,J) y 
·~ntonces se di ce cue 1 as aristas a y b son ~dyacen tes. 

Ejemplo A. I.:.>1 En la figur .. A. 1.2 se muestra una gr.ifica no 
dirigida, donde a, •••• ,a7 son aristas: la gráfic• no es 
simple, ya Qtte tiene rizo ats " además tiene! más de un arista 
l.'!1tre 2 y 1: fir.almente a.,. y a~ son advacentas. 

El ~r<.du de ;aJ ida d" '"' nodo i denotado por d•(i l es el 
~ ... ~.:r"'o de arcos <o aristas) que tienen i como su nodo inicial. 

El gr adL• de entrada de denotado por d-(i l "" el 
nt'.•m.,ro de arcos <o aristas) que tienen i como su nodo final. 

El qr ado de J nodv i, denotado por d < i J es el número de arcos 
<o aristas> que tienen i como su nodo inicial o final. De inmediato, 
se tiene que: 

Dado el &ubconjunto X c N, la sub9r•fica qenerada por X es 
la gráfica GK=[X,AKl cuyos vértices son elementos de X y cuyos 
arcos Ax son los arcos de G con Vfftice en X. 

Sea G=[N,Al y V c A. La qr•ftca parcial 9enerada por V c A 
es la qráf ica con al mismo conjunto de vértices N como lo de G, 
pero sus arcos son d• V <omitiendo lo• arcos A-V>. 

•3 

ª2 ªs 

•1 ª6 
Figura A. 1.2 



D•dos un• gráfica B•CN,Al, un subconjunto de vélices X e N, 
y un 9UbconJunto de ar-ces V e A. la $Ub9r~fica parcial generada 
por X y V "'" la gr.llfica p.irc:i.al de G:'. generada por V. 

Ejemplo A.1.31 En la f1gura A.1.3, se muestra el c:c.iricepto de 
o;ubgr~fica v gráfica pJrcial. 

Una gr.!lfica G=CN,AJ es co•Pl•ta si p•ra cualquier :;iar de 
i,J, existe 111 arco 11,.i>. 

Una colección de arcos <no necesariamente distintos) 
~ •••.• ,aN de un• grAfica s~ dice que ~arma una 
pr<•9resibn da lon'litud N, si e::iste una sucesión apropiada de 
vll!rtices V0 , ... ,Vn tal que a,=<Vi-1,Vil. Si Vo1'Vn, 
la progre!iibn es abi1rta. En casa contrario, la progresión es 
carrada. SI Vi-Vj para todo l,J, la progresión es una 
cadena. La longitud N tanibién se llama la cardinalidad de 
la cadena. Un ciclo es una c.adena cuyos extremos se coinciden. 
Una trayectoria es una cadena cuyas arcos estAn di~igidos en la 
misma dirección. 

Un circuito es una travoctoria mn la cual el nodo ínicial v 
nodo flnJI se coinciden. O sea que, el punto Inicial de la cadena es 
el punto final de la misma. 

Una ruta e" una progresión en que un nodo de la gr.iflca 
puede aparecer mas de una vez, y que todos los arcos est.in 
dirigidos en la misma dirección, 

Un<a gr.Uica es conectada si para todos los cares de 
vértices i y j, e;~iste una cad•n• que una i y j. 

~ ~ 
Grifica Subgrifica 

LS:J 
' 

L Subgr¡fica Gdfica 

parcial parcial 

Fic;¡ura A.I.3 
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D•dos un• gr.llficd G •CN,AJ, un subconjunto d1> vtHicus Y. e tl, 
y un subconJunto de at·cos V e A. la subqr~fic~ parc1~1 generada 
cor X y V es la gr~fica parcial de fr· generada por V. 

Ejemplo A. 1.3: En la figura A.1.3, se muest:ra el concepto de 
subgr~fica v grafica parcial. 

Una gr~fica G=[N,AJ es co•pl•ta si para cualquier par de 
i,J, •xiste el .arco Cl,_í>. 

Una colección de ar~os <no necenariamente distinto5) 
ü,,.,."ª"' de una gr"-fica se dice que forma una 
oro9resibn de Joni;¡itud N, si e:<iste unao sucesión ;apropiada de 
vértice" Vn, ••• ,Vn tal que ;a,=<Vi-1,Vi>. Si Vn'11Vn, 
l• progresión es abierta. En caso contrario, la progresión es 
cerr•d•. Si Vi~Vj para todo i,J, la progresión es una 
c•d•na. La lonc~itud N también se ll•ina l• cardfoalid•d de 
la cadena. Un ciclo es una c•dena cuyos l!l<tremos 5e coinciden. 
Una traoyl'c:toria es una cadena cuyos arcos est.1n dirigidos en la 
misma direcciOn. 

Un ~ircuito es una travectoria en la cual el nodo inicial v 
nodo final se coinciden. O sea que, el punto inicial de la cadena es 
el punto final de la misma. 

Una rut•- es Ltna progresión en que un nodo de la gr.1flca 
puede aparecer m~s de una vez, y que todos los arcos est.1n 
dirigidos en la 01isma dir·•cci6n, 

Una 9rUica es CtH1e<:tad~ si para todos los pares de 
vértices i y j, existe una cadena que une i y j. 

~ ~ 
Gráfica SubgrSfica 

[SJ 
Gdfica L Subgráfica 

parcial parcial 

Fir;¡ur.a A.I.3 

66 



• 

EJe111plo A.1.4: En la figur.a A.1.1, l.aprogre<JlOn {(1,2), <: 1 3), 
l:S,41, (4 1 11 es cerrada¡ esta progre5iOn también es un" 
tray•ctoria, ya que los •reos tiunen un mismo i;entido; v e5 ·.·.r. 
circuito porque eus •xtremo~ coiciden. La cardinalidad e5 4. 
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APENDICE IY PROGRAMAS DE 
COMF·UTADOR(."' 

Los orogramas de cOmputo relac:tonadcs con lo-; rnétodos de 
solucicn del problema dGl viajero están implantadoe. en la~ 
microcomputadoras Apple 11 v sus ~umpatibles. El lengua le usado es 
USCD Pascal Ver.1.1. Sin embargo debido a la alta estandarización 
del len9uaJe Pascal. estos programas son fAciles para trasladar en 
otr•s mAquinas. El disco de programa es autoeiecutable. Con los 
discos montados en los drives, s6lo se necesita prender la 
m~quina, aparece el menú de opera~iones que gufd al usuario. 

En la figura A.2.1, se muestra un bosquejo de los programa~ 
implantados en la computadora. Para usar cualquiera de los programas, 
primero s• tiene que crear un archivo donde se almacen~n los elementos 
de la matriz de castos. El archivo consiste de varios registros. Un 
r-egistra a su vez consiste de varios c:a.mpos. En cada. registro se 
almacena un renglón de l.a '11atriz. En cada campo se alm.icena un 
elemento del renglón. El nombre dl!l archivo ,.., forma por ocho 
caracteres alfanuméricos (el primero tiene que ser wn~ letra!, y una 
e~tensiOn. La 1mtension tambi(m contiene ocho caracteres 
alfanuméricos. Cuando se corre un programa, la computadora pida el 
archivo de datos. Entonces el usuario s61n necesita teclear al 
nombre del archivo seguido por <Return), y la mAquina empieza a 
correr el programa. 

Al principio de la ejecución de cada programa, el usuario tiene 
opción que enviar la salida por video o por la impresora. Pues la 
computadora indica "Oprime I si desea Imprimir el resultado". Se puede 
oprimir cualquier otra tecla en caso de querer observar el resultado 
en la pantalla. 

En la biblioteca de la DEPFI <División de Estudios de Posgrado 
de Facultado de lngenier(a!, se puede consultar los listados de los 
programas implantados. 
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1, RAl11FICACION Y ACOlAMIENTO 
Nombn11 BRl!.E<ND 

De!lcripciOn: C':i un alqoritma exaxta p111r-a r·esolver el problem.i del 
viajero v fue desa.rr·ollddo por John Little. La r-·ar~uf1cc:lc16rt se 
efectua sobre un elemento du la malr1: reducida d~ acuvrdo con c1erl~ 
regla (ver Cap.II.2>. La ~cataciOn so obtiene reduciendo la m~tri: 
de costos desoL;és de el1min~r las htleraü v columnas inn~cesar·13s. 

Comentarlo: Este proqrama guarda la mat,- i z de e os los dCI t. odas le·,;, 
estados del Ar bol de solución, dv esta. m•nera • el prc1grama corre cct< 
mavor velocidad, pera, usa mucha memoria. La gráfica puede ser 
dirigida o na. 

Salida: Se imprime ld m?tr1z de costos d• cada vértice del ~rbol 
Je solución. junto con la trclyectaria gener-ada y el costo ac1,.tmulad:i. 
Se imprime también el ~lumenta sobre ~l cual se efectua la 
ramificacior.. 

2.METODO E PENALIZACIOM 
Nombre: PENALIZ 

Descripción• El objetivo de este programa es el siguiente• dados el 
nodo inicial y el final, encontrar la trayectoria hamiltoniana 
óptima. Se genera primero el árbol de expansión mlnlma, y luego 
son penalizados les nodos que tienen mAs de dos arce& incidentes. Se 
modifica la matriz c:o!1 la penalización, para volver a generar el 
árbol de e>:p.,.nsi 6n mini ma h .. sta que el grado de los nodos sea dos 
(excepto el inicial y el final l. 

Comentarlo• 
e11 el nodo 
normalmente 
di veq¡enci a 

En este program~, la comput•ci~ra pregunta al usuario cual 
inicial. el final y el valor de penalización que 

esta entre 5 y 10. Un valor inadecuado puede provocar 
del algoritmo. La gr~fica es no dirigida. 

Salida: En c•da iteracibn, la computadora imprime la conexión de 
los nodos para generar el árbol de expansión mlnima bajo la matriz 
de costos act~ales. Se indican los nodos que tienen mas de dos arcos 
incidentes y el valor de penalización, y se imprime la nueva matriz 
de costos. 

3.TRAVECTORIA MAS LARGA 
No11br.a TRAML 

Descripción: El programa genera la trayectoria más larga del nado 
1 al nodo n+1 <n es el núnero de ciurl~de5 del problema del viajero). 
El nodo n+1 es artificial. Se tiene que convertir el problema del 
viajero en uno de trayectoria más larga. Se cambia el nodo final a n+l 
para todos los arcos que llegan al nodo l. 

Comentariot La matriz de costos es de dimensión n+l, y tiene que 
estar triangularizada, Es decir, después de permutar ciertos 
renr,ilones Y columnas, los elementos inferiores de la di;agonal 
principal son de valor infinito. La gráfica es dirigida. 
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Salida: 
hasta 
nodos 
es; 11, 

L• r.ompuladora 1mpr·1mt:> l.l trayt.1c.lor1 if qur:> ''ª de:.de 
el nodo i (in2 •••• ,n+l). Si la tr·J·1e:toria que íncl:..ive 
es <t, J, ••• , l:., n+l>, l..:i !:toluc1t'..:n del prublemJ del 
j. 1-. I). 

4.METODO DE INSERS!ON <casa '°tmple) 
Nombnu M 1 NSERS 

cJ ·-. :J:· 1 
lod1..'~ 1 e:: 
vi aJero 

Descripción: El programa se basa en el métod" de !n;ersión Má<> 
Cercana, funciona de la siguiente maner.a: se busca el ncdo que e¡.lá 
mis cerca al subconjunto de nodos va resueltos. Luego compara. los 
valores de C(l ,U + C(J,k) Ch, il. Seleccionar el fOEr (i •. n que 
minimiza este valor. Insertar k entre ellos. 

Comentario: En este algoritmo, la grAf1'-a debe ser na dirigida. 

Salida: Cada vez que se inserta k entre i y j, la c:omputadora imprime 
estos 3 indices, y actualiza conexión de loli nodos del 
subconjunto. 

5.R-OPTIMO 
Nombr&: ROPTIMO 

Descripción: El algoritmo parte de cualquier circuito inicial. Luego 
prueba eliminando r arcos del circuto y adiciona r arcos que ne 
est•n en éste para obtener una nueva solución. Si este 
interc•mbio de •rcau ofrece mejoramiento. se usa este circuito para 
seguir intentando la prueba. El algoritmo termina, cuando por 
interc~mbio de r arcos ya no se puede meJorar má~ y además se ha 
co•te.,,lado que el circuito también es (r-1)-óptimo. 

Comentario! Debido a la recursividad dE'l algoritmo, cuando r E5 

grande, el programa corre con mayor lentitud. Por lo que el método 
solo es implantado para r=2 y 3. La gráfica debe ser no dirigida. 

Salida: Cuando un intercambio produce mejoramiento, la computador= 
.impritn• las arcos que sar.t.n el iminado1:i y los arcas agregados, e 
i111priM• nuevamente la canexiOn entre los arcos. 

6.l'ETODO DE ADECUACIDN 
Nombre1 l'IAOEC 

O.scripciOn1 Primero, se obtiene la solución del problema de 
asionaci6n usando el Metodo húngaro. Si la solución es un 
circuito, entonces es óptima tambiÉn para el problema del viajero. 
Si la solución consiste de subcircuitos, entonces se borra el arco 
MAS pesado de cada subcircuito, y se ligan los subcircuitos por 
adlclOn d• algunos arcos. 

Comentarios La s&lecci6n de 
algoritmo trata de obtener 
orifica pueda ser dirigida o no. 

los arcos agregados es arbitraria. El 
soluciones localmente óptimas. La 
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Salida: La computJdara imprime todo el pr~ced1p11~r·1to de !~ 

ger:eracib'l de la ~oluc1on del orotlema de etB1gnación. lh~sp1.1t.h. 

indica el ar~o m~s costoaoen c~da 5ubcircu1to. Al ftr1dl 1mpr1mo t: 
scluci6n d•l problemc?. de viajero. 

7.METOOO COMBINADO 
Nombre: COMB 

Oescripcit'.111 Se usa inicialmente el alqorttmo de Inserción MAs 
Cercana para gener·ar la solución i'"1icial. Luego se aplica el 
al~oritmo 2-0ptimo para mejorar la solución. • 

Comentarios: En muchas occJciones, el 2-6ptimc ya no me1ora naid11 L::
soluclón porque el circuito generado por· Insersión M!>s Cercana 
es bastante bUC!'10. La 1;ri.fica debe ser no dirigida. 

Salida: La computadora imprime primero toda la salida mencio1ada en el 
algoritmo de Ins~rsión tt:.s Cercana, y luego la salida de r-óptimo. 

8.METODO DE INSERSION <caso nrultiplel 
Ncmbre: MINSERM 

Descripcitrn1 El ~rog~ama se basa en la implantación del método 
de Insersión Más Cercana, ~uncior.3 de la siguiente manera: 

Sea m el numero de viajeros. Primero SI! iorman m subconjunto~ 
distantes injciales. Cada uno ccnsiE..te de das nodos. Despudst se usa 
cualquier nodo k para calcular el mínimo de C<i,kl+C<J,kl-C(i,Jl. 
Donde i,j deb~n pertenecer al mismo subconjunto. Se inserta k entre i 
y j. 

Comentario: Al principio, la computadora pide el nómero de viajeros en 
el problema. La gráfica debe ser no dirigida. 

Salidas Cada vez que se inserta k entre i y J, la computadora imprime 
estos tres indices, y la conexión actualizada de los nodos del 
subconjunto. 

9.HETODO DE PARTICION <caso multiplel 
Nombre: MPART 

Descripción: Primero, se genera el árbol de e>:pansidn mínima, se 
elimina los m-1 arcos m~s costosos para dividir el árbol en m partes 
<donde m es el numero de viait!ros>. Se resuelven estos m subpr·oblemc.: 
individualmente. 

Comentarios: 
nómero de 
simétrica. 

lnici.,lmante, 
viajeros en •1 

la computadora 
problema. L• 

pregunta al usuario el 
matriz de costos debe s&r 

s.,lida: Se imorime el 
exoa~sión mí~ima. Se 
Fin~!mente ze im~rime 

proceso de la generación del 'rbol de 
indicar. los m-1 arcos mas costosos del .lrbol. 
el procec!imier.to de solución de cada uno de 



los subproblemas 
contiene un solo 
subgr-'fica. 

usando 
nodo, 

el método de 2·6ptimo. Si una subgráfica 
ya no se imprime la soluciOn de dicha 

10.METODO COl1DINADO <caso multiple> 
Nombret COMBH 

Descripción: Se usa inicialmente el algoritmo de lnsersl6n para 
generar la solución inicial. Luego'"' aplica t>l algoritmo 2-óptimo 
para mejorar la solución. 

Comentario•il Al principio, el usuario tiene que proporcionar- el m\mer: 
de vi.aJltf"os. En muchas ocaciones, el 2-óptimo va no me.iara nada li' 
solución porque el rircuito generado por Insersión es bastante 
bueno. La grifica debe ser no dirigida. 

~alida1 La co~putadora imprime primero toda la salida mencionada en el 
>l<:ioritmo de Insersión Más Cercana, y luego 1 a salida da r-óptimo. 
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