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RIEESUMERN "

A partir de la Segunda Guerra Mundial, la rama de inwesticacitn
de operaciones ha temido grandes avances tanto en el campo tedrico
como en las diversas dreas de aplicacion. HMuchos problemas se han
resuel to satisfactoriamente, sin embargo, la solucifn de otros
problemas es bastante dificil en el sentido de que al crecer la
dimensién de #éstos, los procedimientos de solucion se vielven
laboriosoz, y a veces hasta imposibles. Uno de este tipo de problemaz
es ®#l Problema de Viajero analizado en este trabtaso.

Un problema tipico del agente de viajero es ei de un comerciante
que desea recorrer N ciudades especificadas con una distancia total
minima. La condicidn del recorrido es visitar solamente una ver a
cada ciudad.

El presente trabajo tiene como propésito el andlisis de las
bases tedricas, descripcidn, clasificacion, implantacidn vy
comparaciétn de diversos métodos de solucisdn del problema de
viajero, asimismo la regla de seleccion de tales métodes para
casos reales especificos. Adicionalmente se proporcionan algoritmos
eficientes en el casp de viajeros multiples vistos como una
generalizacion inmediata del problema de viajero <cimple. Con
objetivo de facilitar el uso de los algoritmos, estos estan
implantados en la microcomputadora Apple bajo el sistema operzti.c de
USCD Pascal.
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TOTRODUCC Y O

A partir Ze la fegunda Guerra Mundial, la rama de invectigacién
de creraciones ha tenido grandes avances tanto en el campo tedrico
como  en  las diversas dreas de aplicacidn. Muchos problemas se han
resuel to satisfactoriamente, sin embargo, la solucién de aotros
problemas es bastante dificil en el sentido de que al crecer la
dimension de éstos, 1os procedimentous la solucidn se vuelven
laboriosos, y a veces hasta impasibles. Uno de este tipo de problemas
es el PFroblema de Viajero analizado en este trabajio.

Un problema tipico del agente de viajero es el de un comerciante
que desea recorrer N ciudades especificadas con una distancia total
minima. La condicidn del recorrido es visitar solamente una vez a
cada ciudad,

En 1924, Hasaler Whi tney, de la Universidad Princetan,
wdentificé el oproblema de viajero, y descubriv sorpresivamente,
que hay pocos resultados vy propiedades matemdticos relacionados a
este tipo de problema. ‘

Desde 1a identificacidn dol problema de viajero, mucha gente ha
concentrado su ecsfuerro en el desarrollo de soluciones, ya sea por
medios analiticos o bien computacionales. Asimismo, se ha utilizado
este problema y su sclucién para resolver problemas mds complejos.
Entre ellaos, podemos mencionar: problema de viajeros multiples,
problema de wviajero dependiente de tiempo, problema de trayectoria die
Euler, etc.

Hoy, se estian empleando los métodos de solucion del problema
de viajero en varios camnpos de aplicacién tales como: problema de
distribucion, secuenciacidn de instalaciones, orden-recoleccidn
en  un  almacén, disefio de ruta para camiones escolares, etc. £l
frogreso obtenido se debe en gran parte al desarrollo paralelo de la
computadara digital, con sus tremendas capacidades de velocidad de
computo y almacenaje de informacion. En efecte, si no hubiera
eido por la computadora digital, los problemas de dimensiones grandes
de computacion no habrian adquirido el estado actual promisorio en
todas las clases de ambitos operacionales. Al mismo tiempo que se
llevan los algoritmos a casos reales, se descubren que los meétodos
ezactos desarrollados originalmente ( Ramificaciones y Acotamiento,
Programacion Lineal, Programaciodn Entera ) resultan ineficientes,
ya que consumen mucho tiempo y memoria de la computadora. for otra
parte, algunos algoritmos inclusive necesitan justificacion
intuitiva, cosa que es sumamente dificil para una computadora. Por
tanto, se ha abierto otro campo de desarrollo: los métodos
aproximades o bien denominados heuristicos. Estos algoritmos tienen
la ventaja de ser adecuados para resolver algun tipo especifico de
problemas. Un algoritmo heuristico bien empleado sédlo consume el
tiempo de computacitn en orden de n¥, y ocupa €l espacio de
memoria en orden de n?, asimismo logra una solucidn de menos de
27 de diferencia cen la éptima. Mientras que la mayoria de los
métodos exacztos consume tiempo v memoria exponencialmente.



Actualmente existen numerosos métodeos heuristicos, y surge la
necesidad de clasificarlos para poder utilizarlos adecuadamente. Los
criterios de clasificacidn pueden ser diferentes para distintos
autores, pero los que se emplean con mas frecuencia son: orden del
numero de operaciones, y el error en el peor caso. Este Jdltimo nos
indica la cota de diferencia entre la solucion proporcionada por un
algoritmo heuristico y la dptima. Basando en la clasificacidn y
comparacion de los diversos algoritmos, para un  problema
determinado, se puede seleccionar e! método que conduce & la
solucidn con mavor eficiencia.

Una generalizaciétn del problema de viajero es el caso en gue
existen varios viajeros. Es decir, varios agentes viajeros pueden
visitar las N ciudades. Por la estructura especial asociada, ol
‘praoblema es muchao mas dificil para resolver. No obstante, se
presenta en un numero de situaciones reales y, consecuentemente,
atrae una atencién mayor.

El presente trabajo tiene como proposito el andlisis de las
bases tetricas, descripcidon, clasificacidn, implantacidn vy
comparacion de diversos métodos de solucidn del problema de
viajero, asimismo la regla de seleccitn de tales métodos parse
casos reales especificos. Adicionalmente se proporcionan algoritmos
seficientes en el caso de viajeros multiples vistozs come una
generalizacion inmediata del problema de viajero simpla. Con
objetivo de facilitar el uso de los algoritmos, estos estan
implantados en la microcomputadora Apple bajo el sistema operativo de
UsSCD Pascal.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el capitulo I se formula el problema de viajero y se
describen sus propiedades. Se presentan algunas aplicaciones que se
pueden tener en diversos campos. Las diferentes farmas de
conceptualizarlo nos conducen a la formulacion del problema en
términos de:r programacion lineal, entera, 4rbnl de expansidn
m{nima y problema de asignacion.

€n el capftulo 11, se describen y analizan los métodos
cldsicos de snlucion exacta. En particular, los métodos de
ramificaciétn y acotamiento son tratados detalladamente, desde su
base tetrica hasta las variaciones usuales derivadas del método.

En el capftulog IIl, se describen y revisan lous algoritmos
aproximados para resolver el problema de viajero. Se clasifican tales
algoritmos seguin su estructura y se comparan la calidad de la
solucién obtenida, el tiempo consumido, asimismo las ventajas y
desventajas. Se deriva simultaneamente la aplicabilidad de los
métodos.

En el capitulo IV, se generaliza el problema de viajero simple
al caso de viajeros multiples. Se precentan los resultados
desarrollados por varios autores socbre este tema y se proporcionan
algunos mejoramientos sobre easte género de problemas. Este es el
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principal resultado del trabajo. Tambien se discute wl aspw
computacional de los algoritmos. .

En el capftulo V. se presentan las conclusiones v esionsion
del trabajo.

H

Se anaxan dos apéndites. En el apgrdico i, @ antroduc
conceptas basicos de gréficas v los tooremesn fondamenitales
raedes, necesarios durante todo el Jdesarrolle de! trabaic. En €l
apendice 2, se explica el uso de cada uno de los prograras o
camputadara asi ccmo un bosquedo de la estiructura de los misnos.




CAFITULO I (. FAFROBILLEMA DEL. VIANAJERO
Y SuUSs EXTENSIONES

Considerando gue una gran variedad de problemdticas reales se
pueden modelar como ®1 oarablema de viajero, se ha despertado el
interds en resolver este problema. Antes de encontrar una solucidn
apropiada. varios autores han tratado de simplificar el problema
relaciondndolo c¢on los problemas asociados actualmente resueltos.
Esto hace que mucha gente haya buscado la solucidn al problema dae
viajero formuldndolo de difersntes maneras. Dichas formulaciones
eprovechan las propiedades de problemas de optimizacion como:
asignacion de recursos, arbol de expansion minima,
programacion entera y problema de trayectoria més larga, entre
otros. De la relacion que existe al efectuar estas formulaciones se
deducen métodos de solucidn al problema de viajero.

Este capitulo se desarrolla como sigue:

En la gsecciéon | , se define el problema de viajero v se susstra
algunas aplicaciones y extensiones. En la seccién 2, se describen
las propiedades mias importantes del modelo asociado al problema de
viajero, vy se establece la equivalencia entre la version ruta vy la
versién circuito usada en la formulaciéon del problema. En la
seccion 3, se presenta la reformulacidn de wste problemz y se
discuten los resultadoz analliticos relacionadoa con los problesas de
asignacién, arbol de expansidén minima, programacioén entera, y
trayectoria mads larga.

.



El Problema de Vialero consiste ens dado un conjunto finito N de nodos
{i.e., ciudades, estaciones, aetc.) v la matriz de “costos" o
“diatancias" entre cada par de nodos, se pretende ainimizar 1a
longitud de aguella ruta oue visita todos los nodos al menos una vez
con minimo costo. tspecificamente el problema consiste en:

Min Z(t)=LCy,
{i.d)et
donde t representa una ruta, esto ®s, una sucesidn de arcos de la
forma

(lasizady (iagtn)aeeatin,ly)

donde k, k=1,2,...,0 denota los nodos visitados por la ruta, v cada
nodo 1.2,3,....0 es visitado al menos una vez.

En términos de la teorfa de graAficas, el problema del
viajera es sencillo de explicar si introducimos el concepto de rutae
hamiltoniana, esto es, una sucesion de p+! enteros en X=(1,2,
«es9en} en 1a cual cada uno de los elementos de X aparece al menos una
vez v dande el primer v ultimo elementos son iguales. Observe que la
ruta estA formada por los pares consecutivos de elementos de la
sucesion de p+!l enteros de X. ( [41 )

Algunas situaciones reales donde podemos identificar #1 llamado
problema del viajero son:

Ejemplo 1. (Problema de Distribuicién) Suponga gque el almaceén
central de una compafifa desea distribuir materia prima a cada una de
sus sucursales y qgue el costo de distribucion de materia prims es
proporcional a la distancia total recorrida por el vehiculo
repartidor. Se desea determinar la ruta de costo minimo.

Ejemplo 2. (Secuenciacitn de Instalaciones) En las industrias
quimicas y farmaceuticas surge el siguiente problesa: Un numero
de productos es manufacturado wusando un recipiente de reaccién.
Después de cada operacidn de produccion Pi, #1 recipiente puede
ser limpiado o no, pero antes de que empiece la produccion Pj,
dependiendo de la combinacién de productos {Pi,Pj). El costo de la
limpieza es caonstante. Supongamos que los n productaos son
manufacturados en un ciclo continuo, esto es, terminando la Jdltima
operacion, empieza nuevamente el ciclo de produccidn,

El problema que se plantea consiste en definir la sucesion de
operaciones de produccidn Pi (i=f,..;n), de manera de minimizar
costos.



1.1 DESCRIFCION_DEL_PPOELEMA_DE VIAJERD_CLASICO

El Prablema de Viaiero consiste en: dado un conjunte finito N de nodos
(i.e.., ciudades, estaciones, etc.) v la matriz de “costos" o
“distancias"” entre cada par de nodous, se pretende minimizar la
longitud de aquella ruta oue vistta todos los nodos al menos una vez
con mintmo costo. bEopecificamente el problema consiste ens

Min 2(t)=LC,,
(i.)et
donde t representa una ruta, esto es, una sucesion de arcos de la
forma

(iyylady (layts)eeselip,ig)

donde k. k=1,2,...,p denata los nodos visitados por la ruta, vy cada
node 1,2,3,...,n es visitado al menos una vez.

En términos de la teorfa de qgraficas, el problema del
viajern es sencillo de explicar si introducimos «! concepto de ruta
hamiltonfana, esto es, una sucesion de p+l enteros en X=(},2,
«sesn} en la cual cada uno de los elementos de X aparece al menps una
vez v donde el primer v Ultimo elementos son iguales. Observe que la
ruta estd formada por los pares consecutivos de ealementos de la
sucesion de p+! enteros de X. ( (47 )

Algunas situaciones reales donde podemos identificar el 1llamado
problema del viajero sons B

Ejemplo i, (Praoblema de Distribuiciton) Suponga que @l almaceén
central de una compahia desea distribuir materia prima a cada una de
sus sucursales y que el costo de distribucién de materia prima es
proporcional a la distancia total recorrida por el vehiculo
repartidor. Se desea determinar la ruta de costo minimo.

Ejemplo 2. (Secuenciacion de Instalaciones) En las industriag
quimicas y farmaceaticas surge el siguiente problemai: Un numero
de productos es manufacturado usando un recipiente de reaccion.
Después de cada operacidn de produccion Pi, el recipiente puede
ser limpiado o no, pero antes de que empiece la produccion Pj,
dependiendo de la combinacion de productos (Pi,Pj). El costo de la
limpieza es constante. Supangamos que los n productos son
sanufacturados en un ciclo continuo, esto es, terminando la dltima
operacitm, empieza nuevamente el ciclo de produccidn.

E!l praoblema que se plantes consiste en definir la sucesion de
operaciones de produccion Pi  (iwt,..,n), de manera de minimizar
costaos,.



Eiemplo T, iProblema de Carteros) Considere ur cartero que parte
de la oficina central a recolectar correspondencia de 1os buzones que
estAn colocados en diferentes lugares de la ciudad. {Céhdmo debe
atravesar la cliudad el cartero para recoger las correspondencias
minimizando el tiempo del viaje? Una caracteristica de este problema
®s que @] carterc tiene que pasar Al MENOS una vez por cada uno de los
buzones.

Ejemplo 4, (Orden-recoleccidn en un almacén rectangular) Uno
de los praoblemas fundamentales asocizdos con el maneio de los
materiales de un almacen es 11 amado "Problema de
orden-recoleccion”. Una orden es en un conjunto de articulos
pedidos al almacén. Cuando se recibe la orden, se despacha un
vehiculo desde #] area de embarque a coleccionar los articulos v
regresar al 4rea de embarque., El objetivo es minimizar la distancia
recorrida o el tiempo usado por el vehiculo.

Conviene aeshalar que en los ejemplos anteriores es sencillo
identificar los nodos que se consideran en la ruta hamiltoniana. En el
dltimo Caso, es necesario pasar el problema original a uno
maodificadn donde es sencillo identificar 1la ruta hamiltoniana. Una
condiguracidn tipica del almacén se muestra en la figura I.1 vy
su modelado en términos del problema de viajeroa se muestra en la
figura 1.2.

Ejemplo Y. (Problema de distribucidn con varios vehf{culos
repartidores) En el problema de distribucion de materias primas del
wjsmplo i, puede existir varios vehiculos repartidores. Ahora la
pregunta es: (A cuhles consumidores debe distribuir cada uno de los
vehiculus? Esta extensién del problema dasl viajero es un ejemplo
sisple de problema de viajeros multiples. Dicho problema tiene
diferentes variaciones. Algunas de las cualies sont &)  todos los
vehiculos tienen que partir de una misma ciudad base: b) al menos r
vehiculos tienan gque ser usadasi c) los vehiculos pusden partir de
diferentes ciudades.

pasillo artfculo en 1a orden longitud de pasillo

\

Vg €s un nod

Y11 artificial,
distancia (v
b4) =0

[ 3
——

J - —J

Figura I.t @&rea de embarque Figura 1.2

0

0’



1.2 FROPIEDACES _CSTRUCTURNLES _DEL _PROBLEMA_DE_MIAJERD
Un aspecto casico del estudio de un problema de opt:mizacidn

€5 la enistencia del soluciones. Usualmente. lo que se desea e:

determinar las condicianes necesarias y suficientes para la existencia

de soluciona:., Una vez conocidas éstas, podemos aplicarlas para

determinar las soluciones dotimas mediante un procediniento gque sea

eficiente. Dicho procedimiento es simplemente un algoritmo.

Una condicion necesaria nara que el problema del viajero, en una
grafica no dirigada G6=I{N,A}, tengs solucidn w®»s que G sea
Z2-conectada. es decir, la cardinalidad de cada nodo es mayor o igual
oue 2. En el caso de grdficas dirigidas, la condicion necesaria es
que el grado de entrada v el de salida de cada nodo deben ser mayor o
igual que 1. (21

ta condicion anterior se puede generalizar un poco como sigue:
Sea G=[N,A) grafica dirigida. Sea 5, 5 una particién no nula de
loe nodos de M, esto s, S y § son no vacios y SUS=N. Defina
e 3=) si {i,))EA: %y ,=0 caso contrario. Entonces una
condicidn hecesaria para la existenciza de la solucidn del problesas
de viaiero es:
L x‘.jzl

Conviene sehalar‘eﬁd 2§ hasta hoy, no se conoce la condicién
necesaria v suficiente para comprobar eficientemente la existencia de
la soclucidn del problema de viajero.

Un caso especial de la ruta hamiltoniana es cuando cada nodo es
visitado exactamente una vez. Este caso estd reducido al concepto de
circuito hamiltoniano. Un circuito hamiltoniano (o circuito) es
una ruta hamiltoniana en que cada nodo en (1,2,...n) es visitado
exactamente solo una vez.

El siquiente resultado garantiza que cada veértice se visita
exactamente una vez cuando se cumple cierta condicién sobre la
matriz de costas.

TEOREMA 1.1: 6i en el problema de viajero, la matriz de costos C
satisface la desigualdad de triangulo, entonces existe un circuito
dotimo. ([4))

Prueba: Como C satisface la desiqualdad de trifngulo, no existe
ningin arco (digamos i v j) cuyo costo es infinito; pues la suma de
los costos de la travectoria que une I v J tiene que ser mayor que e}
costo asociado al arco (i,j). Por tanto, la grafica es completa y
existe solucion factible (Por ejemplo,{(1,2),(2,3),...(n,1)). Como
el numsero de soluciones factibles es finito, se implica que existe
una solucion optima.

Cuando se esta resolviendo un problema de optimizacidn, un
aspecto importante es saber si se llega a la solucidn dptima o no.
Es posible verificar dicha candicidn usando la 1lamada FRUEBA DE
OPTIMALIDAD. En nuestro casao, esta prueba se reduce al siguiente
resul tado cuva demostracion es ocbvia.



TEQREMA [.2: 3Sean o, v p» dos permutaciones diferentes de
los enteros (2,3,...k+1). Denote tales permutaciones por

DiFliveizieeaatn)
[T 0 FYP IR Py

v sean los costos totales asociados con los segmentos de las rutas
hamiltonianas generadas

Z(Fm)= I Con m=1,2,

. tilep,
1
Chg, *2py) + € o < Cyy +2pp) + Cy g

entonces (1.p»,%) no pu%de ser seg&ento de; circuito Abtimu.

Observe que la aplicacién recursiva de este resultado puede
servir de base para determinar el circuito éptimo. (L4121}

COROLARIO [.1:

8i € es simétrica v, t, v tz son dos circuitos en los
cuales los vértices son visitados en orden reverso, esto es:

timliyizyeeeyinmgdal
ta2=(isglmyace simiy)
entoces IZ(t,)=I(ta),

Escribimos un circuito hami{ltonianc del siguiente modo:
timliggdmgeesgingis?

Para calcular el numero de permutacionss de los vértices que
forman un circuito hamiltoniano, se pracede como sigue: se debe fijar
un vértice, digamos i,. Observe que para seleccionar iz, hay
n-1 maneras; para seleccionar iy, hay n-2 maneras; asf
sucesivamente. En general, hay (n-1)! circuitaos, pero para problemas
simétricos, solo hay (n—-1)!/2. 6i se resuelve el problema de
viajero mejorando circuito por circuito, sl nimerc de operaciones se
crace exponencialmente wientras crece el valor de n, pues k!>a%
cuando k tiende a infinito.

EGUIVALENCIA ENTRE VERSIDON RUTA Y VERSION CIRCUITD

En la definicion del problema de viajero, cada nodo puede
aparecer miés de una vez en la solucidn. Bin embargo, casi en todos
los algoritmos desarrollados, para su solucion, se pide que cada
nodo sea visitado EXACTAMENTE UNA VEZ. €Equivalentementa, la ruta
hamiltoniena dptima es un CIRCUITO. (£6]1) For lo anterior, existen
dos versiones de la soluciéon del problema de viajero. En la
versiéon ruta, un nodo apsrece una o mids veces, mientras que en la
version circuito, el nodo aparece una sola vezx.

Los métodos de wsolucidn de la veraidon circuito pueden ser



aplicadas a la wrcian ruta usandy wn arguaent o de ) a sigurente
naturaleza. Asocladas a la versidn ruta de una grdfica G, s puede
definir otra aratica G7 con la propredad de gqus wona ruta Optsea en

G corresponde a un  circutta dptaco e G, ta orattcan 0O (.39
construfda del siguiente mados

1. Los nodos e G won los mismos de Gt
2. En B, los nodas 1 ov i oson unidos por un arco diriaido (i,1) . 510y
s9lo si exiete una travectoria en G denotada

VO k) ey b)) ey (kmy §Y D
3. Las longitudes d'(i,1) en 6 sun las longitndes de 10 trayvectoria
mds corta entre los npdeos iy 1 de 0.

lLos siguientes lemas demuestran que la eguivalencia de optimalidad
entre las grdficas G v G°.

Lema I1.2.1: A cualgquier circurto factible denotado R en G° corresponde
una ruta factible T en G, v las longitudes de T vy de R son iguales.

Fruebas Suponga que C=x (1,=1,1272,...,in) es un
cirrcuito en‘G’, entonces la ruta correspandiente en G es

T (i ,=1 ,Fl,ia=2,.0 0 FRy1eay)

daonde (iu,Pk,i..:) @s la trayectoria dirigida mds
corta en G entre i. y iues. Lvidentemente 7 es factible y
por la definicion da las longitudes en G°, las longitudes de T y R
son iguales.

Lema 1.2,2: 81 T es una ruta odptima en G, entonces existe un
circuito R en B6° tal que T=t(R). Donde t es ia transformacidn que
definimos anteriormente.

La prueba es obvia por la definicidn de t. Evidentemente R no as
necesariamente Gnico.

Lema 1.2.3: Un circuito R en G° es Optimo si y solo si la ruta
T=t{R) es éptima en G.

Prueba: Sean R &l circuito éptimo en G', v L su longitud. Supongase
que ¢t(R) no es optimo; entonces existe otra ruta T tal que T’ es
optimo y su longitud L°'<L. Por el lema 1.2.2, existe un circuito R’
tal que t(R")=T’'. La longitud de R' es también la de L', as{ R no
.es optimo. Esto es una contradiccidn.

Reciprocamente, sea T una ruta optima, y L su longitud. For el
lema 1.2.2 existe un circuito R tal que t{(R)=T, v por el lema 1.2.1 la
longitud de R es L también., Supngamos ahora que R no es dptimo,
entonces existe otro circuito R’ optimo tal que L'<L, Entonces la
longi tud de tiR’) es L'y T no es déptima, lo cual es una
contradiccion otra vez v la prueba termina.

El lema 1.2.27 implica que Ja versitn ruta del problema de
viajerc puede transformarse en la versidn circuito.



1.3 RELACION CON DIROS PROBLEMAS DE_OPTIMIZACION

flebido a las propiedades estudiadas en la seccidn anterior, se
observa que @l problema de viajero tiene ciertas similitudes con otros
problemas de programacién matemaiica. Auxiliéndonos de la solucidn
de estas programaciones, se puede obtener la solucidén del problema
mancionado de una manera mas fhcil. La relacidn con otros problemas
de optimizacion tambidn nos ayuda a encontrar ciertos pardmetros
del problema de viajero tales como: la cota inferior de la funcion
obietivo, la probabilidad de que una solucion de otros problemas sea
un circuito hamiltoniano, etc. Los casos mads usuales de problemas de
programacion matemdtica gque tiwnen relacidn con el problema del
viajero se describen a continuacidn,

I1.3.1 ASIGNACION
El problems de asignacion wsta definido como:
Minimizar we [L Coy Xo
Su jeto a ! L Xeg=1 Vi=)l,o..n
L Xes=1 Vi=l,...,n

§
Ky g0yl Vi, 3
Es otras palabras, el problema de asignacion se puede explicar

cona G@ tiwnen n individuos y n trabajos. Si @1 {ndividuo i es
asignado al trabajo J se incurre en =1 costo cqs. Se desea
mcontrar el costo minimo de asignar los individuos a los trabajos.
Observe que si x,,=t significa que el individuo 1 ha sido
asignado al trabajo 3, y que x,,=0 indica que el individuo i no
esth asignado al trabajo j.

Se pusde interpretar la salucién del problema mencionado en
farea grafica como sigue:t primero se dibujan n nodos en la
grafica, Lusgo wme traza un arco (i,j) si el individuo i es asignado
al trabajo j. En tal grafica. se observa que el grado de entrada de
cada nodo es | vy @) de salida también. Esta caracteristica cumple
la condiciotn necesaria de la existencia de la solucidn del
problema de viajero. No obstante, en la grafica pueden existir
subcircuitos aislados que no cumplen la condiciénde una solucidn
de praoblesa de viajero.

Sea t cualquier circuito en el cual cada nodo es visitado
exctasente una ver. Entonces x.,=0 si (i,j) no estd en el
circuito vy Heg®i wi (i,j) uf estd. Entonces {x.,) es
una solucion factible del problema de asignacidn con valor de la
funcion

I(t)= L LCysRysmm,
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Obhviamente, la inversa de este teorema no es clerta.

El oproblema de asignacion ha sido estudiado por mucha gente., La
obtencitn de la soltcidn es sencilla aplicando algun método
existente, por ejemplo: =] método hungaro. Esta solucion puede
ser  un circuitn factible del problema de viajero. Pero, ¢qué tan
prabable es que la solucidtn de asignacidn sea un circuito
namtltoniano? Basando en el siguiente teorema, podemos encontrar asta
probabjiidad suponiendo que cada elemento de la matriz de costos sea
una variable aleatoria.

Sea el problems de asignacion modificado

Minimizar w= [ 5Cis ¥y
t ¢

—

Sujeta a ;x.,nl Miml,eeaqyn
L)
Ixes=1 Miml, ..o 4n

J
. Hie=0 Wi
donde | c., son variables aleatorias independientes (]
idénticamente distribuidas. ({3D)

TEOREMA 1.3: Supongamos gque las soluciones del problema anterior tiene
la misma posibilidad de ser optimas, entonces la probabilidad de que
la solucion optima sea un circuito factible es

Pn=(n-1)!/ln!e-*+0.51%e/n para n grande
Prueba: Primero demaostramos que el numero de soluciones enteras es
{n'e~*+40.51,

8i resclvemos el problemas

Minimizar w= § fc., Ky

Sujeto a f x.,!}x,.ﬂl Viml,..04n
existe exactamente n! soluciones factibles.

Consideramos que se obtiene del problema anterior otro problemsa
haciendo X,w=0, v eliminando la columna k y el renglén k. El n
problema modificado obtenido tiene (n-1)! soluciones, y hay (1)
MANRrAN para escoger K.

Ahora consideramcs el problema cbtenido por escoger 2 {ndices k y
1, taciendo Xuwx=X:11=0. De osta manera, vamos a resolver un
problema de asignacién de tamato (n-2)x(n-2). E1 ndmero de
soluciones es (n-2)! y hay (2) maneras para escoger k y 1.

Aplicando el principio de Inclusidn v Exclusidn, se obtiene el
ndmero de saluciones del problema de asignacion modificado que es:

n n
2 3

=0t (f~1/11 /21 =1/3 40 o+ (=1 /)

n!—(q)(n-l)!#( =22 = () (n-3) '+ ...*(—1)”(:)(n—n)!



Los términos que estan dentro de paréntesis son los primeros n
términos de la serie de sxpansai1dn de e~ ', Se puede demostrar
que. el error de estimacion de la expresion es menor que 0.5 para
n»l. Por tanto, el namero de soluciones es dado por n'e *+0.3
redondeada al entero mas cercano, o sea [nle*+0.51,

Pn=(ndmero de circuitos factibles)/(namero de soluciones enteras)
={n~1)!'/[n'e *+Q,.51

v esto termina la prueba.

1.3.2 ARBOL_DE _EXPANSION MINIMA

El praoblema de Arbol de expansiéon minima estd definido como:

Dada 1la matriz de rostos de una grafica no dirigida, encontrar
el arbol aue incluve todos los vértices en la grafica, y tal que
el costo total del arbol sea winimo. .

£n una saluciotn factible del problema de viajeroc versidn
circuito, 21 grado de cualquier vértice es 2, pero la solucidn del
arbol de expansidn wminima no cumple esta condicidn aungue la
grafica este conectada. 8in embargo, se puede obtensr la
soluci én del problema de viajero desde este drbol,
transformandolo hasta que la cardinalidad de todos los nodos sea 2.

En el caso de una grafica no dirigida con matriz de costo
sinétrica, una cota inferior para la soluciéon del problesa de
viajeroc es derivada usando el correspondiente arbol de expansidn
minima de 1la ografica de la siguiente manera. Supongamos que el
arco (X4 ,%3) estd en el circuito éptismo del problema de
viajero. Si este arco es borrado del circuito, se genera una
travectoria de n-1 arcos que recorre todos los vértices empezando de
Xxe v terminando en xa. Como el costo del érbol de
expansién minima L(AEM) es la cota inferior de esta travectoria,
L(AEM) mds c(n,.x2) es la cota inferior del costo del
problema de viaierc. (L11)

En general se desconnce (x,.x2) en el circuito dptieo,
por tanto se selecciona maxlcix,,s5)], donde s e @l vértice
segundo cercano a ¥,, Entonces una cota inferior valida de la
solucidn dei problema de viaijero se tiene por medio de

L(AEMY+ maxc (i, %))
%



1.3.5  PROGRAMACION ENTERA
€1 problema de programacion entera lineal conagiste en:

Minimizar CX
Sujeto a AXeb
X 20
X entero,
donde X w8 un vector n x 1Y, C s un vector (1 x n), b eg un
vector (n x 1) v A es una matriz (n x n).

Conviune sefialar gue el problema de viajero denotado por PV puede
swr formulado como una programacitn entera. De esta manera, se puede
aplicar cualquier teécnica de solucidn programacion entera para
resolver el problema en cuestion. ({41, (B))

La formulacion del PV que tiene que visitar exactamente una vex
cada una de las n ciudades indexadas 1, 2, ..., n partiendo de la
ciudad base O, Vv cuves costos de transporte de unae ciudad 1 a una j,
son dados por la matriz Ce=(c,,} es dado como:

Minimizar z= { }c., Ry y

Sujeto a ,ij‘,al V3

(PE1) *

I

j#ix'Jul Vi
Xe 320,10 Wi,

Uy~ K, s¢=n-1 Vi, excepto i=j=0

donde u. son nameros reales que permiten la equivalencia de la
solucién del PV con el problema de programacidn entera planteado.

La idea de la formulacitn anterior es como sigums

El viajero va de 1& ciudad i a 3 =%i v solo S{ x.y=1.
Entonces, 1o importante de la formulacion consiste en demostrar que
se corregsponden los dos conjuntos de soluciones factibles, es decir,
una solucién factible para PE tiene variables x,,=1 que definen
un recorrido legitimo en PV, y reciprocamente, un recorrido
legitimo de PV define un conjunto de variables x,,=1 gque
satiface las restricciones de PE! junto con valores de u,
apropiados.

Con el propdsitoc de establecer westa equivalencia, considere
primero una solucién factible de PEl. Demostraremos que todos los
circuitos incluven el nodo O. Las restriccicnes de la forma

To%as=l W x,,20

J
representan las condiciones de aque cada ciudad (diferente de 0) es
vigitada exactamente una vez. Los u, sirven para eliminar los



circuitos que no empiezan ni1 finalizan en el nodo © v los circuitos
que visitan més de n ciudades. Considere cualguier X,o,-.=i
(rig0), Existe un r2 unico tal que X.,r221. A NO ser que

r2=0, también existe un r3 unico tal que ¥, .a,,-37i. AsT
sucesivamente hasta encontrar un rk=rj, jik-1. Como ningin r es
cera, tenemos que

Ues™ Urgs ety reeain-t
or
Upri= Urgesl—]

Sumando de i=j hasta k-1 tenemos que u,,~ u,.s04¢j+1-k que

@3 una contradiccién. Por tanto, todos los circuitos incluven el
nodo O. Demostraremos ahora que ninguno de los circuitos tiene
longitud mavor que n. Supongase Qque existe un circuito de longitud
mayor que n, digamos Xo,-1, Xer,ray Xen,rnes=l, ridO.

Entonces

Urs= Urnesl—nN

ar
Uppmes™ U2
pero
Urpet™ UrttNhrnea raSN-1
or

Urnes™ UrdSN{i=Nepnes ro ) ~1<n~13
Que ms una contradiccién.

Reciprocamente, demostraremos que un recorrido legitino en el
PV define una solucién factible de PEL. Si x,, corresponden a
un  recorrido legitimo, se puede ajustar u, tal que us=j si
i as la j-ésira ciudad que se visita, v

Ue ~uy==1 sk x4 ,=1
y siempre se cumple que
ug—~uyip-t.

La discusién anterior demuestra el teorema :le equivalencia
entre las soluciones de PV vy PEl:

TEOREMA 4: El circuito dptimo de PV puede encontrarse resolviendo el
Programacién entera PEL.

Otra formulacién equivalente, pero diferente del problema de
viajero en términos de Programacidn entera se presenta a
continuacion para e]! casc de matriz de costos simétricos. Antes de
presentar el resultado, conviene aclarar el concepto de particion de
un  conjunto €1, 2, ..., n}. Una particién S, 5 es no vacfa, si cada
conjunto es no vacio y 68N8=0 y SUS={1,...,n). En la figura 1.3, se
muestran unos wjemplos de las particiones.
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Figura 1.3

TEOREMA 5: Sea C una matriz simétrica, sean 5, 5 una particidn de
los enteros i=l,...,n. Por costos simétricos podemos asignar
4320 wi wl arco n dirigido (i,j) no estd en un circuito vy
x43=1 i w] arco no dirigido (i,i) estd. Un circuito dptimo

puede ser sncontrado al resolver el programacitén entera

Minimizar I= f§ Cyg¥es
Sujeto a KXo 3®0,1 (im1 . .0y i~ §%2y...,0)
PE2 -
22
les, ja3”* <
para todas las particiones no nulas (5,5) tal que si (§,8) estd
considerado, (8,8) ya no. (NOTA: especificamente, en una grafica
dirigida, las restrincciones seran

I I 5
ies, ez 102! ?

Pruebas Similar a la demostraciin anterior, se establece la
correspondencia de la definicion de variables entre ol problema de
viajero y el problema de programacion entera.

La solucidn del PV evidentemente es una solucidn factible de
PE2Z. Ya que en la grafica generada por la solucidn de PV, la
cardinalidad de cada nodo ws 2, y la grafica es cbnectada, de tal
|anara que

r L
its,jc;’“ s22

En otrao sentido de la prueba, nétese que en la solucion de PE2,
1a cardinalidad de cada nodo es mayor que 2, porque se puedse
particionar § que contiene udnicamente {. 6i existe un nodo de
cardinalidad wmayor 2, existe un arco que conecta a otro nodo de
cardinalidad wayor que 2 tarbién., Pero por la sinimizacidn, este
arco no puede existir. Por tanto, cardinalidad de cada nodo es 2
exactamente. Por la misma condicidn

I I

fis, J‘; X4 122.

la gréfica es conectada. Por tanta, la solucidn de PE2 tambidn es
solucién de PV,



I.3.4 TRAYECTORIA MAS LAKGH

£l prohlema de travectoria mads larga consiste en:

Dado un conjunto finmito de nodos {(1,2,....1,...n), las distancias
d¢i.j) entre cualauter par ordenado (i,§) vy dos nodous especificos {
digamos 1 v n}, encontrar una sucesion

t=(1 42y hzqnns gipn)
tal gue:

i) ningin nodo puede aparecer mids de una vez, es decir,
la sucesitn es una travectoria.

ii) la longitud de esta travectoria es maxima.

£1 problema de travectoria mads larga es mucho mds dificil que
el de la travectaria mads corta, pero similar al problema de viajero.
[§ -2}

El problema de viajero puede ¢transformarse a un problema de
travectoria mas larga. 5Se demostrara que para cada grafica G,
existe una grdfica L(G) de tal manera que la trayectoria mads larga
en L (G) corresponda a un circuito édptimo en G. Construccidn de la
grafica L{(G) asociada a la grafica G del problema de’viajero:

i) Los nodcs de L(G) son los mismos de G més uno adicional
denotado por 1°.
{i) tLos arcos de L(G) son los mismos de B, excepto que para los
arcos de forma (j,1) en G, se sustituye por (j,1°) en L(G}.
iii) Las distancias D(i,3) en L(G) estdn dafinidas por:

0 81 i=)
Dl )= K-d(iy3) si 1% v j#fL°’
K-d{i,1) sl 1A v j=i-
donde K una constante estrictamente mayor gue S el cual es la

suma de los n valores d(i,Jj) nds grandes. La travectoria en L(B)
significa la trayectoria entre los nodos 1 v 1’ en L(G).

Un  ejemplo de la construccidn de L(G) se muestra en la figura
.4,

S=8+8+8+846=38 Figura 1.4
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En seguida, demostraremos gque existe la grafica (L(G) tal gue la
trayectoria mds larga en L{(G) corresponda a un circuito hamiltoniano
optimo on la grafica 6.

TEOREMA &3 Una travectoria mau larga desde | a |’ en la nueva red
contiene cualquier nodo intermediario (1°',...,n), vy si denotamos esta
travectoria mas larga (! 14 ,ec0y dpess 1°), (1, 14

teeas bn_ey 1) es el circuito dptimo.
Basando en los siguientes lemas, se puede demostrar el teorema,

Lema I.4.3: Cualquier travectoria md4s larga en L(B) contiene n
arcos, y por lo tanto, todos los nodos de L(G).

Prusba: Gea Lk la longitud de cualquier travectoria que contiene k
arcos, y sea m{n—-1. Entonces por definicidn de K, tenemos que

max Lm € mK < (n-1IK = nK-K < nK~5 ¢ min Ln
por tanto cualquier trayectoria de n° arcos es mas larga que

cualquier travectoria de m<n arcos. €n particular, cualquier
trayectoria mids larga tiene n arcos.

Lema 1.6.22 Existe una correspondencia uno-uno entre circuitos
'flctlbles 2n G v trayectoria de n arcos en L(G).

‘Prusba: Sea (i4m), izg...y in) un circuito factible en

68, entonces la secuencia (i(=!, iz, ...y in) en G’
ocbviamente ®s una trayectoria de n arcos, entonces (i(=l,
imy PR in) e8 un circuito factible en G, y esta

correspondencia es uno-unoc.

Lema 1.4.3:1 Una travectoria en L(G) es una travectoria mas larga si
y solo si al circuito correspondiente es Gptimo.

Prusba: Sean P! la trayectaria mis larga en L(B) y P2 cualquier
trayectoria que contiene n arcos {(pero no la mds larga), Sean L1 y
L2 las longitudes de P} y P2 respectivamente. Por el lema 1.4.2, Pi
tine n &rcos, y ademds por el lema 1.46.2, existe dos circuitor
factibles C1 y C2 en G correspondientes a Pl y a P2 respectivament.
Entonces

Lk = nK- Eqﬂ(l,j) ’ (k=1,2)
y . O<L1-L2= Bd¢i, )~ L ddi, )
] C
Por tanto C! es un circuita dptimo.
En otro sentido, sea Ci un circuito optimo v C2 cualquier
circuito factible (pero no ¢ptimo), sean Ff1 vy P2 trayectorias
correspondientes en L(G), y sean L! y L2 las longitudes de Pl y P2

‘respectivamnete. Entonces por el lema [.6.2, P1 y P2 ambos contienen n
arcos v bajo la hipdtesis d(i.j)<d{i,j), tenemos que:

14
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Li=nk- ypd(i,i) * nk- Ld(i,3)=t2,
] €

v por el lems 1.6.2. 1la travectoria mas larga sn L{(G) cuntiens n
arcas. Por tanto, Pl es la travectoria mas larga.

En virtud del lema 1.4.3, un algoritmo para la trayectoria mas
larga nuede resolver el praoblema de viajero, debido a gque encontrar un
circuite cptime en G, sdlo sk necesita encontrar una travector:a
mas larga en L(B).
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t:‘\F;I'TlJl_CD IT ALGORITMOS DE SOLUCION
EXACTOS

Una vez identificado el proulema del viajero (PV), se empezaron a
proponer sétodos de solucidn. Entre estos métodos, podemos
distinguir los llamados exactos, gye determinan la solucién 6ptima
del problema del PY. En esta clase de métodos, se tiene a los
1lamados wmétodos de Ramificaciodn v Acotamiento (R-A), los cuales,
por su estructura, resultan los mas adecuados para este tipo de
problemas. Conviene sehalar que los métodos de R-A combinados con
otras técnicas de optimizacién proporcionan diferentes maneras de
resol ver ol PV, Estos algoritmos son de gran utilidad cuandn
rasolvamos problemas de dimension menor.

En aste capitulo, se estudian los algoritmos exactos para
resolver el problema de viajero. Dentro de los algoritmos, el mas
usual y clésico es ®1 método de R-A basado en la matriz reducida,
aunque se tiene los combinados con Arbpl de expansién minima vy
problesa de amignacién, entre otros. La primera seccitn analiza el
aspacto <morico de los métodos de ramificacion y acotamiento. Las
secciones Jde dos a cuatro muestran las aplicaciones de métodos R-A al
problema de viajero. En la quinta seccidn, se analiza otro método
de Eso0lutiént como el de penalizacion. Finalmente, en la Gltima
seccidn, o analiza el método de programacibn dindmica.
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1.1 RAMIFICACION Y _ACOTAMIENTO: ASFECTOS GENMGRALED

Los métodos de ramificaci16n v acotamiento con planteamientos
enumerati vas para resolver oprablemas de ontimizacidn discreta.
Dtchos mnétodos tienen la caracterfstica  Jde  eraraudler las
distintas alternativas de solucidn  al consiger ar, ern genaral. una
pequetia parte de todas las allernativeas nosibles, pues las restantes
son eliminadas por criterios aue establecen gue tales alternativas no
son Optimas, La idea del método es describir al coniunto oe
soluciones del problema en cuestiéon en forma de up  Arbol
proceder a analizarlo e:n omitir vértice., El councepto de la cota
inferior sobre las valores de la funcién chiectivo hace oosible gue
una solucidn factible buena elimine un  volumen considerable de
saluciones factibles para rrondsitos de andlisis,

Considere el problema ce optimizacién discreta:

Minimizar Z=f¢(x) Sujeto a x €E
donde E es el coniunto de soluciones factibles v § es una funcion
real.

El método de ramificacion v acotamiento consiste en la
aplicacion recursiva de las operaciones de ramificacioéon v
acotamiento con el obieto de eliminar acuellos coniuntos de soluciones
que no contienen la soluciodn 6ptima hasta determinar el aue la
contiene, si dicha slucién gptira existe. {([2]}

La ooeracidn de ramificacion del método consizte en dividir
e] conjunto de soluciones factibles E en subconiuntos aienos de manera
que  se aisle la solucidn éptima en uno de los subconjuntos. Fara
representar esta division, se corstruve un 4rbol cuvo vértice
basico corresponde a E, v los restantes vértices corresponden a
los subceniuntos de E.

Sea § un subconiunto del coniunteo de las soluciones factibles E.
El conijunto S puede ser separado en un nimero de subconijuntos ajenos
S1,...8p tal que S=S1U...USp. En la mavori{a de los casus. S es
ssparado en dos subconiuntose ajenos oaue son representados cor los
vértices de un drbol. Por ejemplo, en 1a siguiente figura anexa,
representa el subconjunto S, v los vertices(é) v @7 los subconiuntos
81 v 82,

@
&



Después de dividir 5 en dos subconiuntoa, se puede pensar aue la
solucion ootima tivne mas posibilidades en uno de lou
subcon juntos.

La operracion de acotamento del métodn consiste en determinar
una cota inferior de f(») en 5 para cada subconjunto SEE. Esta cota
puede ser considerada come unr evaluacion de §) en 5, que se
denota por av(S) v se tiene que ev(S){fix), ¥x€5. La utilidad de
la evaluaciton de la cota inferior es la siguiente: si tenemos una
solucion del problema de optimizacion discreta (REE) v si

avis) 4(m

entonces no existen mejores snluciones en @] subconjunto S, pues
fix)zev(S) 26 (X) , VxES. La ventaia de esta observacion es

que praticamente se requiere que calculemos una "buena" evaluacidn

de f(x) para todos 1ns subconiuntos de §, para obtener una "buena®
solucitn factible de {(x) en E.

En resumen, para un problema dado, se raquiere buscar una busna
evaluacion de la cota inferior. Frecuentemente, se usa el siguiente
métode: suponer gque EsSE'ME", 5=5°NS" con §°CE’ y 8"CE", v resolver
®! problema mas sencillo:

min g(x)
x €'
donde g(x) es una funcion definida en E’ tal que gix)<f(x)
WEE. { wusualmente gix) es igual a f(x)). Entonces para aohtener
una evaluaciodn de la cota inferior de f(x) en S, e relaja la
condicién del problema en

ev, (S)=min g{x)
x& S*'

lLos métodos mis usados de exploracion del arbol asociado
al mé#todo de ramificacion v acotamiento sons

a.Método de ramificacidn v acotamiento progresivos

Consiste en ramificarse a partir del vértice de evaluaciodn
minima de Arbol. Esto significa una bisgqueda amplia.
Generalmente es complejo, perac es de interés cuando existen pocas
restricciones o si uno sabe cémp obtener una buena solucidn.

b.Método de ramificaciédn v acotamiento secuencial:

Consiste en ramificar aquel vértice del arbol que estd mas
cerca ai ultimo vértice ramificado. Esto significa una
exploracion de profundidad. €s empleado aqui el concepto de
Regreso al! nodo anterior, o sea que la regla para la solucidn de
vértices es UEPS (4ltima entrada, primera salida). Este método
generalmente es facil de operar y por lo tanto se usa con mavor
frecuencia.

. Un método de R-A para un problema en particular queda definido
al especificar sus operaciaones de ramificacién y acotamiento. En el
cagso del problema de viajero, existen tres métodos de ramificacion



y acotamiento:
1. Construccion del circuito segun la matriz reducida.
2. Eliminacitnm de subcircuitos a partir de la solucién de
problesa de asignacion.
3. Construir la travectoria basando en el 4arbol de expansion
minima.

En sequida, se explica &1 funcionamiento de cada uno de ellos.

11.2 METODOD R-A_PASADD EN_LA MATRIZ REDUCIDA

El funcionamiento de este método se basa en la construccidn
del circuito hamiltoniano segun la matriz reducida (L7, [2]). Para
ilustrar la idea de este método, veamos el siguiente ejemplo:

Swa la matriz de tiempos

A B c D E F

A - 27 43 t6 0 2
B 7 - 14 i 30 25
C 20 13 - 35 <} (1]
D 21 16 25 - 18 18
E 12 46 27 28 - S
F 23 3 ) 9 3 -
Yabla II1.3 tiempos entre localidades ’

Empezamos por observar que si T es la duracidén de un recorrido
hamiltoniano asociado a la matriz de tiempos de la tabla I1I.1,
sntonces, la duracidn de ese miamo recorrido con la matriz de tiempo
obtenida de restar un escalar hi a la hilera i es dado por T-hi. Esta
observacion es inmediata pues cada recorrido considera uno y sdlo
un elemento de la hilera i. Lo mismo sucede %i restamos un escalar h)
de la columna 3§ (i=A,B,C,D,E,F). Una cota inferior del recorrido
hamiltoniano ¢éptimo  es sencilla de obtener si restamos de cada
hilera de la matriz de tiempos entre localidades, al minimo eiemento
correspondiente. Por ejemplo, si en la tabla Il.1, restamos el escalar
16 de la primera hilera y los escalares: 1§, 0, 16, 5 y 5 de las
respectivas hileras restantes se tiene como nueva matriz de tiempos
entre localidades:

A B c D E F
A - 11 27 0 14 1o
B ) - 15 0O 29 24
c 20 13 - 35 S 0o
D S o] 9 - 2 2
E 7 41 22 23 - Q
F 18 ] o] 4 o] -

Tabla [1.2 tiempos maodificados entre localidades
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Un' recorride hamiltonitano de duracion ! asoctade a 1a tablos
1T.1, tiene una duracion T-43 cuando s calowla con tos tiempos
entre localidades de la tabla [1.2. G1 restamos dv cada columna de la
tabla 11.2 el minimo elemento correspondisnte, se obliere

2] 2] C D € i

A -1y 27 014 Lo
B 1 - 19 0 29 24
C 135 13 - 75 o G
D &) [} ? - 2 2
E 2 41 22 23 - [
K 13 (2] O 4 O -

Takila I!.3 tiempos modificadons entre localidades

Un recorrido hamiltomiano de duraciéan T asocirado a tabla I1.1.
tiene una duracién T-48 cuando w2 calcula con  tiemnos entre
localidades de la tabla II.3.

Un aspecto 1mportante de la discusion anterior es aue cada
raecorrido hamiltoniano asociado a la tabla [1.2 tiene una rduracion
no negativa y que difiere del tiempo de recorride original en 45
unidades de tiempo. Equivalentemente una cota inferior de 123
du-acion del recorrido minimo es 48,

APLICACION DEL METODO DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO:

Una manera de prroceder a la determinacion del recorrido
hamiltoniano de minima duracidn es particionar el conijunto de
recorridos hamiltonianos como sigue:

al. Recorridos hamiltonianos oue usan el arco AD
a2. Recorridos hamiltonianos gue no usan el arco AD

En el .prlmer caso la matriz de tiempos entre localidades se
reduce a una nueva matriz en donde se elimina la hilera A v la columna
D. Asimismn. el tiempo entre localidad D v A se hace infinito (o un
numero. grande) para evitar usar el arca DA: pues sabemos que no
forma parte del recorrido hamiltoniano minimo. 5i no hacemos este
tiempo tnfinito, existe la posibilidad de 1a aparicidn de
subcircuitos.

A B c E F
B 1 - 15 29 24
c 15 13 - S (4]
o] - o] <? 2 2
E 2 a4y 22 - [e]
F 13 o 1] Q -

Tabla I1.4 tiempos entre local idades

Una cota inferior de la duracién de los recorridos
hamiltonianos asociados con esta. tabla es sencilla de obtener si
restamos una unidad a rada elemento de hilera unc para obtener:



A B Cc E ¥
B (4] - 14 2B 22
C 15 13 - b4 Q
D - o q 2 o
E 2 43 22 - ]
F 13 Q (¢ [ -

Tabla 1I1.% tiempos modificados entre localidades

Conviene sefalar que como resultados de las manipulaciones
anteriores podemos decir que los recorridos hamiltontaros asociados a
la tabla II.1, que usen el arco AD tiene una duracidn no menor de 47
unidades de tiempao: 48 unidades acumuladas hasta la abtencioén de la
tabla I!.3 y wuna unidad de tigmno al pasar la tabla [1.4 a II.S.
Equivalentemente, 49 unidades de tiempa es una cota inferior a la
duracion de los recorridos hamiltonianos que usan el arco AD.

Una cota inferior & la duracidén de los recorridos hamiltonianos
que no usan 8] arco AD es sencilla de obtener, Si np usamos el arco AD
tenemos que usar un arco que va de A a alouna de las localidades del
conjunto (B,C,E,F} v otro arco que parte de (B,C,E,F} v llegar a la
localidad D. De 1la tabla 11,2 se observa gue el tiempo wminimo para
ir de alguna de estas localidades a D es cero.

Al evitar el arco AD es necesario pagar un retardo minimo de 10
unidades de tiempn. Equivelentemente, S& unidades de tiempo es una
cota inferior a la duraciédn de los recorridos hamiltonianas aue no
usan =1 arco AD,

Una forma esquemdtica de la ramificacidn v acotacidn
rezlizada sobre los recorridos hamiltonianos que se analizan se
muestran en la figura II.1.

Una cuestian que conviene analizar en este momento es: [ por
qué se efectud la ramificacidn sobre el arco AD v no sobre otro
que tuviese el tiempo entre localidades igual a cero en la tabla II.3Z
? La razén es comp sigue: estrictamente debimps haber analizado
para cada arco (i,}j) que tiene tiempo entre localidades igual a cero
en la tabla II1.3, el correspondiente retardo asociado al eliminar ese
arco y elegir el gue tenga maximo retardo (que es el arco AD) para
garantizar una mavor cota inferior de la duracion de los recorridos
hamiltonianas.

Como siquiunte paso consideramos una ramificacidn del nodo AL,
esto es, recorridos hamiltonianos que usan el arcao AD cuva rote
inferior de duracidn es 49, Para ello partimos de la tabla 11.5 v
calculamos los retardos minimos 3sociados con cada unp de los arcos
cuye tiempo asociadn es cero. Dichos retardos son sencillos de
calcular, 5i se trata del arco (i,j) lo que necesitamos hazer es vacsr
@l minimo de la hilera i asf como el minimo de la columna i en la
tabla II.5 v sumarlos para obtener una cota inferior a los retardo
asociados con los recorridos hamiltonianos aque no usan el arco (1. ).
especificamente:
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Retarco (BA) = {4 + 2 <14
ketardo (CF) = 5 + 0 = 5
Retardo (DB) = 2 + O = 2
Retardo (EF) = O + O = 1)
Retardo (FR) = o + 0 = Q
Retardo (F{Z) = O + % =9
Retardo (FE) = 0+ 0 = 2
Es por ello que escogemos el arco BA para  etectuar  la

ramificacion como sigue:

bi. Recorrido hamiltoniano gque usan el arco BA
b2. Recorrido bamiltoniann gue no usan el arco BA
.

En el primer caso partimos de la tabla I1.5, eliminando la hilera
B v la columna A v hacemos gue @) tiempo de A a B sea infinito para
evitar circuites inrecesarios. En este momento, como AD y BA han sido
seleccionados para formar el recorrido hamiltoniano, hacemos que el
tiempo de D a A sea infinito por implicacidn. La nueva tabla de
tiempos es:

B C E F
c 13 - S ]
D - 9 2 2
€ 41 22 - o
F (o] o] [} -

Tabla II.6 Tiempos entre localidades

Con el propdsito de tener un elemento cero en cada hilera y
columna asi como mejorar la cota inferior de las recorrido
hamiltonianas procedemos a restar dos unidades de la hilera 2 en la
tabla I1.4& para obtener:

B C € F
c 1 - S [¢]
D - 9 2 2z
E 4y 22 - o
F [o] o] o) -

Tabla 11.7 Tiempos modificados entre localidades

y abservar que una cota inferior de los recorridos hamiltonianos que
usan BA es 31 unidades de tiempo.

Una cota inferior de la duracion de los recorridos que no usan
el arco BA es 51 unidades de tiempo.

Una forma esquemdtica de las ramificaciones v acotaciones
desarrolladas sobre los recorridos hamiltonianos se tiene en la figura
11.1 en donde e muestra el resto de las operaciones de manera
resumida para llegar a demostrar que el recorrido  hamiltoniana
optimo es A-D-C~E~F-B-A con una duracién de &3 unidades de tiempo.

22



2g=63

ﬂguu 11.1 Arbol de biisqueda del problema.

23



24

La foarmalizacion del algoritmo del ramidicacion v acotamienta
{Little) es:

Propdsito:  Determinar  #l circuito hamiltooiano de costo minimo dada
una  matriz  de costos. £l método utiliza ta proppedad de la matriz de
castos reducida  para probar la inclusidn o exclusidn de un arco eon el
circuito.

Descrioncidn:

Faso 1: Dada 1la matriz de costos (. se efectdan subtracciones en las
hileras v las calumnas de la matriz C, sin permitir que aparezcan
valares negativos. Con esto obtenemos una cota inferior del problema
de vialera al sumar los elementas gue se restaron a las hileras v
columnas. La matriz C° obtenida es la matriz reducida de [,

Paso IJ: Sean § un vértice del drbol v eviB) la la cota inferior de
este veértice 8. Con cada par (i,j) tal gue d;,=0 asociar el

ndmero  w. ;=u, +v,; donde us,v, son definidas

comg sigue: u. (o vy) es el elemento minimo diferente gue

estd en la hilera i (o la columna ) de la matriz reducida D°.
Seleccionar el arco que tiene el maximo de 108 W, 4.

Paso 3: Gi el arco (i1,)) no estad seleccionada, ev(S)+w.; &5 una

cata inferior. 9i el arco (i,i) est4d seleccionado, entonces la
matriz serd reducida omitiendn la hilera i v la columna j, Buscar la
condicidn adicional sobre D’ para excluir la introduccién de
subcircui ta.

Paso 4: Seleccionar el vértice gue tiene el menor caosto, ir al paso
1.

11.3 METODO R-A_PASADD EN_EL _PROBLEMA DE ASIGNACION

La idea principal del algoritmo eseliminar de subcircuitos a partir de
la solucidn de problema de asignacion. (011

£n la seccitn 1.3 def capitulo unao, se indica que la
solucién del problema de asigoacion es una cota inferior del
problema de viajero. $in embargo, en la solucién de problema de
asignacion, existe subcircuitos, esto es, puede existir una
solucion de la forma LGty ,i(2)) y asey (k) i (1)),
k+t) i (ke2))  , ..., (N, i(k1+1))}. En este casn, los vértices
i¢1), 1=1,...k farman un  subcircuite; y los vértices i(1),
i=k+1,...,n forman otro. La esencia fundamental que este métodu de
ramificacion v acotamiento wes eliminar estos subcircuitos para
formar un circuito hamiltoniano.

Metodo de R—-A basado en el problema de asignacidn:

Fropositos Determinar el circuito hamiltoniano de costo minimo, dada
una matriz de castos. Frimero se obtiene 1a solucién de problema de
asignacién, v lnego se taoma la decisidn sobre los arcos de los
subcircuitos para convertirlos en un circuito hamiltoniann.
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. La aplicacion del método de ramificacion v acotamiento tiene

¢« diferentes formas dependiendo de la operaciéon de las operaciones de
ramificacion, pero la operacidon de acotamiento siempre es la misma
y estd basads en la solucidn éptima del problema de asignacion

' bajo la matriz de costos supuesta. (método hungaro)

-

Las tres maneras diferentes de efectuar la operacion de
ramificacion son:

a) Ramificacion simple
Romper el subcircuito de la solucién de problema de
asignacion suponiendo que uno de los arcos del
subcircui to tiene costo infinito.

b) Ramificacion disiunta
Suponer que uno de los arcos del subcircuito tiene costo
infinito pero un subconjunto de los arcos del subcircuite
tiene que estar conectado forzosamente.

c) Ramificacién mejorada
Rompoer el subcircuito suponiendo que todos 1os arcos tienen
costo infinito excepto una de ellat.
Ejemploi En la +figura ll.2.a, se muestra una solucisdn del problema

de asignacion., En la fiqura I1.2.h,c.d, se muestran diferentes las
operaciones de ramificacién mencionadas anteriormente.

e & & 0

Figura [1.2.a solucién de prob. Figura I1.2.b ramificacidn

asignacion PO simple
- P
Cet 0
$12"H C1am Ce1™”
Cpe™M €= 21" \Ce2™
. Cn = O
, o P26 z;
(P & & 3
Figura I11.2.c ramificacion Figura 11.2.d ramificacion mejorada

disjunta

25



I1.4 METODO DE R-Y) BASADO_EN EL ORHOL DE ¢

En ciertos casos del problema del viaiero, se necesita abtener una
travectoria hamiltoniana con costo minimo. En ntras palabras, una
trayvectoria que pase todos los nodos sin cerrarse. Para la soluwsion
de este praoblema se puede aprovechar la praopiedad del Aarbol de
expansidn minima. En la seccidn 1.4, hemos visto que el costo
total del drbel de expansién minima es una cota inferior del
problema del viajero. Observe qgue en el Arbol de expansidn
minima puede haber mds de dos arcos incidentes en un nordo, lo que
pretende este algoritmo es eliminar estos nodos.

Metodo de R-A basado en #]1 4rbol de expansién minimas

Propésito: Dada la matriz de costos simétricos, se encuentra la
trayectoria hamiltoniana entre cualquier par de nodoas. El nodo inicial
vy el final no son especificados. E1  algoritmo apraovecha la
conectividad de un 4rbol vy trata de transformarlo a una trayectoria
hamiltoniana mediante la toma de derisiones sobre los arcos conectadns
al nodo que tiene grado mayor que dos.
Descripcidn: ’

La aplicacion del método R-A en este caso consiste en efectuar
la operacion de acotamiento por medic de la solucidn del drbol
de expansion minima de la matriz de costos actual. La operacidn de
ramificacion es: suponer cada uno de los arcos sxcesos en un nodo
tiene el costo infinito, de ssta manera generar varias alternativas.

Ejemplo: considere la matriz de costos siquiente y resglva usando el
sbktodo anterior

1 2 3 4 S &

1 - 4 10 18 3 10

2 4 - 12 8 2 &

C= 3 10 12 - 4 18 16
4 18 8 4 - 14 [}

5 5 2 18 14 0 16

] 10 &6 16 & 16 o

El 4rbol de expansion minima genera la solucidn Ctw22,
observamos d(2)=3>2.

‘n

23

arhol de expansidn minima bajo drbol de ramificacidn
la matriz de costo actual

lLas tres alternativas se muestran como sigue:

6
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B: costo actual=23 C: costo actual=24 D: costo actual=25

solucidn Bptima

[1.5 METODO DE PENALIZACION

Un caso especial del problems de travectoria hamiltoniana es
cuando westan fijos los vértices extremos de la trayectoria. Este
tipo de problemas we puede resolver por medio del método de
penalizacidn. La idea fundamental del método es generar el 4rbol
de expansion winima vy luego asignar un mayor costo al los arcos
conectados al nodo de grado mayor que dos. La introduccién de esta
penalizacion es sencilla de contabilizar en el problema que se
analiza como pusde chservar del lema siguiente.

Lema IX.1: 8f la matriz da costo C es transformada & otra matriz C°
tal ques

'l PDemcli, D+plidrqll) Vi, j=1,2,...n

donde p(k) es un adamero real no nagativo, entonces el costo
total bajo la matriz C’' de todas las trayectorias hamiltonianas que
tisnmen los wmiseos nodos inicial v final es la suma del costo total
bajo C y una constante.

Pruebat Gea Fc @l costo de una trayectoria hamiltoniana bajo ia
aatriz de costo C que tiene el nodo inicial x(1) y el final x(2),
Entonces, x(1) y x(2) se unen una sola ver a la trayectoria, y los
demés nodos se unen dos veces a la trayectoria. El costo Fo' de la
misma trayectoria hamiltoniana bajo la matriz de costo C° difiere Fc
pors

Fe' = Fe + pl1) + p(2) + 2 L p(y)
"I,Z
los p(k) son constantes, por tanto queda demostrado el lema.

Basando -n este lema, se desarrolla el algoritmo de
penalizacion como sigues

Metodo de Penalizacions

Propasito:r Dada la matriz de costos simétrica. determinar la
trayectoria hamiltoniana entre el nodo inicial y el final
sspecificados, En este algoritmo, es necesario definir un valor de
penalizaciédn que normalmente estd entre S5 v 10,



Descripciong
Paso (3

grande a p(Ml, p(N):
c i, cti (Y 4plidegls)
Obtener la solucidn de drbol de evpansidn

Paso 2:

Penalizar Jos 2 nodos extremos M, N.

8

Asignar un valor

calcular nueva matriz de costos

Yi,d

minima con la matriz de costo actual.

Paso X1

81 no existe nodos de grado mavor aue 2,

termina.

Penalizar los nodos gque no satisfacen las condiciones
de ser solucion del problema de viajero.

, entre 5 y 10.
Paso 4%

Ir al paso 2.

Eiemplos

. pii) = r max{d(i}-2.0)
donde r es constante, axperimentalmente,

5@ escoge

Calcular nueva matriz de costo
c i diweli, Deptid+pcy)

Vi,

determinar la trayectoria hamiltoniana dptima dados los nodus

terminales B y 9, vy la matriz de costos:

1 2 3 L] 5 é 7

1 - 28 31 28 22 34 %50
2 28 - 31 40 41 64 74
3 31 3 - 4 53 53 53
4 28 40 14 ~ 50 41 39
5 22 41 83 50 - 40 &1
b 364 &% 53 41 40 - 24
7 S0 74 53 39 LI 24 -
] &7 BO SO 41 B4 S58B  3I7
k4 40 63 42 28 53 22 {1
10 74 104 83 &9 78 39 30
Surante las iteraciaones, e}
transforms a la solucion del)
maneras
3 ~
=
2 d

3
Arbol de expansion minima,
P(1)mGx (4-2)=10; P(7)=5x(4-2)=1{C

a1
T)

7
/ -
s
{o

@\ ¥

2a. iteracidn p(7)=3 \(D

8 ¥ 10
47 40 74
€0 43 104
SO 42 43
4L 28 49
86 %53 78
&8 22 39
37 1t 0
- 36 60
3& -~ 41
&0 A1 -
Artol de expansion minima ae

problema de viajero de la siguiente

o S

=

G @ (o

la.ieracion P(4)=8x {(3-2)=5

({'i\"igxr *10:9
N, e

ey %

7 \ Vo

- AT

51 \@)
splucidn dptima



Conviene hacer algunos obugrvaciones adicionales al algoritmo de
penalizacidn que 1mplica una mavor eficiepcia. Para el paso 3 dsi
algoritmo, se puede aplicar diferentes estrategian de penalizacien:t

1. Penalizacion fi)a
a) Con valaores positivos unicamente;
para los nodos de grado mayor que 2, la genalizacidn es:
ridGi)-2)
b) Con valores nagativos unfcamente:
Para los nodos de grado t, la penalizacidn os:
-
¢) Combinado:
para los nodos de grado mavor aue 2, o de grado 1, las
penalizaciones son respectivamentes
rid(1)-2}), -r

2. Penalizacion decreciente reversible:
Para evitar la divergencia del algoritma, en la itecacidén k,
se usa en lugar de r, el valor v«—t'r dopde O0<v<l.
3. Penalizacion calculadat ’
a) Con valcres positivos dnicamente:
Se calcula p(i) de la siguiente manera:
Borrar desde €1 arbol T(X,A) uno de los arcos
Xy 4%} incidentes en @l nodo x,.
Esto deja que T estd separado por dos partes Tl y T2,
Encontrar el arco de costo minimo que ligue estos dos

wsubarboles: rr
C(x.,x,) » nin min {C(x ,x.)}
e x 6T, x €7 E
S e R 3
* .
entonces X X

p(i) = min (C(xr,x;)—c(xi xr))
@8 la penalizacion minima. (Ki.xr)&k '

b) Con valores negativos dnicanante:
Supangamos que d (i)=1.
Consideramos ia adicion de un arco . {X.x.)
al 4rbol T, inmediatamnete se formard un ciclo.
Sea S.. el conjunto de arcos de T en la ruta

(e XD p(i)= min (Clxi,x ) - min (Clxx )

: xr{’x (x.,xk)esri
re decir, p(i) es el costo adid%nnal minimo por agregar
un arco de x: a cualquier otro %,., y borrar el
arco menor en la ruta de x,. a %x,, entonces,
d(i) sera 2.

c) Método combinado: ¢
Para 1os nodos de grado mavor o igual que 2, usar a)
Para los nodos de grado 1, usar b).



I1.6 SOLUCION POR PROGRAMACION DINAMI

Una manera de resolver el problema de N ptapas de decision e
proceder a descomponerlo en N  subproblemas cuva solucidn  es
equivalente al oproblema original. A grandes razgas lo que se pretende
es resolver primero la ultima etopa v usar dichos resultados para
resol ver la penultima etapa v as{ nucesi vamente. Este
procedimiento se denomina PROGRAMACION DINAMICA.

La programacidn dindmica para resolver el problema de viajero
consiste ens
Sea
fu—a (UM i) oo idm-1) 3 tmed) 00 i k=10
el costo total minimo de la trayectoria que parte del nodo 1,
pasando por {(il1) ..., i(m=1),idmtt), ..., ,itk=-1}) vy termina en el nnda
iim).

En el etapa k de solucidn. la trayectoria de costo minimo de 1 a
J estd determinada por:s

Frlitit1) ,one gl tk-12)
= min (fu s LUHM I Lo i lm=1) ,idmel) oo 0 i (k=1) 2+ (m), )2
Se aplica la etcuacién anterior, empezando con la condicidn
inicials
F2030 (D I=c 1, i LI+ (L (1) 4 ) Vikl, i (1)
El circuito hamiltoniano 6ptimo se ochtiene por resoclver:
FruClidi(1) yaenyiin-1)2
= @in (Fu-aLU M T yo0nidm=1) i (mtd) yoon i {n=1)J4c (i (m) 1))
La dificultad para resolver las ecuaciones recursivas en una
computadora digital es el almacenamiento de los valoras de fuo.
Para calcular fu..,, se debe tener presente el valor de todos los
fu's. Una ver que fues's han sido calculados, f. pueden
ser eliminados de la memoria. Se puede calcular gue el ndmero de
valorea de f. es:
gln.kI=(n—1) ' /L Ck-1) ' {n-k=~1) !1]
cuando {n-1)/2¢k{{n+1}/2, g llega a su valor maximo.
Entances, en una computadora Apple que tiene 17K de momoria para
el usuario, [-1=] puede resglver un problema de n=14. vya que

g(14,7)=12,012.

Para un problema de matriz de costos simétrica. con un nimero
par n, s0lo es necesario calcular f..=. En particular
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Froaliti (1) yen ey i €N/2=103 08 al3 i N4 1) 4o enyiin-1))

#s el costo toal del circuite optimo Que procede desde nodo |
pasando oor {i{1)....,i{n/2-1)) sucesivamente, y regresa al noda | por
n/2+1) ,...,itn-1)}.

Eiempio: Obtenpr el circuito hamiltoniano dptimo usando }Ja siquiente
matriz de costos:
1 2 3 4

1t - 13 S -

2 13 - - 1

3 - b - 4

4 2 1 - g
f2{312)=00 f2{A12)}=c (1. 2)+c(2,4)=24
fa{2i3)=c (1,32 +c(3,2)=11 f2(4132=c(1,3)+c(3,4)=9
f2{214)=00 £2(3142=00

$3(2:(3,4)r=min f2(413)+c(q,2)
f=2{314)+c (3,2}

emin { OO0
L 9+11

=20

F3{A1(2,3))=min [ $2(213)+c(2,4)
L $a(312)+c(3.4)

=min ' 11411

n22

{31 (2,3))+c (4,12
$a031(2,3,4))=min Fa{21 (3. )3+ {2,1)
a3 (2,4) )4 (T )

2242
=min ¢ 20413
\ 00
=24

El circuito hamiltoniano éptimo es (1,%,2,4).
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CAFPITULDO XII ALGORITMOOS DE SOLUCION
HEURISTICOS

Loz métodos exactos para resolver el problema de viajero, en la
practica, resultan ineficientes en un Qran numero de situvaciones.
Es decir, consumen demasiado tiempo en el procesc de solucion, o
pueden llegar a saturar la memoria de la computadora. For ello, para
problemas de dimensidn practica, sdlp se desea obtener una buena
soluciotn, que usualmente no ps dptima. Estos médtodos de solucidn
aproximada se denominan heur{sticos, espec{ficamente, el procedimiento
para obtener una solucién factible sin enfatizar en la funcion
obietivo se denomina algorriteo heurfstico (o aproximado). A la
solucion producida por un algoritmo heuristico se denomina
solucibon heuristica.

La medida principal para los métodos proximados es la
experiencia computacional que ofrece. De hecha, unc toma en cuenta la
calidad de saplucidon obtenida. No obstante, un método que produce
casi simmpre soluciones excelentes puede proporcionar una sclucion
pobre para un tipo particular de problemas. Es por elllo gque se ha
introducido el concepto de “cota del peor caso" para medir la certeza
de la calidad de solucién.

En @l caso de problema de viajero, supongamos que V(a) es la
longitud de una ruta producida por un algoritmo heuristica, y Vip)
®s la longitud de una ruta o6ptima, entonces un buen indicador es el
valar maximo de la razén V(a)/Vip) para cualquier probhlema al gue
se aplica el método heuristico. Este valor mdximo es la “"cota
del peor caso" de -un algoritmo wespecificao. Urn  andlisis
probabilistico nos ayuda a saber el comportamiento de esta razdn
bajo la suposicion de la distribucién de costo. Hasta hoy, se han
disetado numernsos algoritmos heuristicos, resultado del gran
esfuerzo desarrollado por los investigadores en esta area.

En este capftulo, revisamos y comparamos los algoritmos
heuristicos miés populares para resolver el probhlema de viajero.
Los algoritmos para resolver un problema de viajero estan
clasificados de la siguiente manera:

1. Mejoramiento circuito por circuito. (III.% ™~ III1.2)
2. Eliminacién de subcircutos. (I11.3 ~ 111.,4 )
3. Construccion de circuito, (111.5 ™~ 111.10}
4, Algoritmos combinados. CIfg. 11 ™~ 111.12)

donde el* ndeero indicado dentro de de la paréntesis, significa la
numeracion de algoritmos que se describen en este capftulo.
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11I.1 METODOS DE_MEJORAMIENTO DE CIRCUITO

lLa idea principal de estos métodos consiste en lo siguiento:
empezar a partir de un circuito §nicial arbitrarto v se busca un
circuito “vecino® del circuito actual que ey mejor. Fs decir, se trata
de efectuar un pumero minimo de intercambios de arcos para tener
un mejoramiento en la solucién. Este tipo de algoritmo oy rdpido
vya que se efectdan comparaciones que no consumen mucho tiempo de la
computadora. Dado que wse estd optimirando con los circuitos
factibles, se pucde terminar el algoritmo en cualquier momento. 5in
emhargo, pueden resultar ineficientes cuando el oumero de arcos a
intercambiar es grande. Por ejemplo, el algoritmo k-dptimo, que se

mostrard a continuacidn, sdlo es bueno cuando k=2 y 3. 81 |k 25 un
numero grande, el algoritmo se vuelve lento debido a 1la
recursividad.

111.1 Algoritmo k-déptimo: (C41)

Propositor Dada la matriz de costos simétrica, encontrar un circuito
hamiltoniano de menor costo. Decimos “menor costo", porque 21 método
es aproximado, y en muchas ocasiones no se obtiene la solucion
optima. El valor de &k indica el namero de arcos a intercambiar
durante cada iteracon.

Descripcion:
Pasolr Encontrar un circuito hamiltoniano arbitrario,
Paso2: Asignar x=2 '
Paga3: Intercambiar x arcos. {(es decir, eliminar x arcos que
' estan actualmente on el circuito y agregar x arcos gue no
astén en ¢1)

Paso#: 5i pc, - pc, 20, sustituir la sclucidn con el remplazo de los
i gt
166 i
% arcus, ir &l paso 2; (6: conjunto de arcos a eliminar;
£8°t conjunto de arcos a insertar)

si £C - xCico na han agotado las combinaciones de x
s 1 St Y © €
arcos, ir al paso J;

S‘u;ci - é;ﬁigo. y han agotado las combinaciones de x arcos,
se incrementa x en 1.
PasoS: Si x es mayor que k, termina; si no, ir al paso 3.

A continuacion, se explica el proceso del intercambio de arcos en el
algoritmo k-optieo con k=2, En l1la figura IIl.1 para un circuito
inictal (Vi, VI, V2, V4), se selecciona un vértice V! y un arco
incidente en Vi1, que no esta en el circuito, digamos (V1,v2). Si
agregamos este arco al circuito, un arco del circuito original que
estd conectado con V2 tiene que ser eliminado, digamos (V2,V3). Para
que el grado del nodo V3 sea 2, se tiene que agregar un arco incidente
en V3 al circuito. El otro extremo que este arco mencionado debe ser
un nodo que estd conectado al V1. En la figura IIX.1, se nota que
este nodo es Gnico. Es decir, por haber escogido (V1,V2) y (V2,V3),
se requiere gque jos Gltimos dos arcos a remplazar sean uUnicos.



Figura IIl.1

Ejemplo: Considere el problema del viajero con matriz de costo v
solucion inicial mostrados a continuacion:

1 2 4 H
1 - 2 3 S 4
2 2 - 2 4 2
3 3 2 - ] 2
4 S 4 [ - 4
S 4 2 o 4 -

@

El costo del circuito inicial (1,%5,3,2,4,1) es 17. Seleccionamos
Vi=]l, (Vi1 ,Vv2)=(1,4) y (V2,V3)=(4,5), de esta manera, V3 queda
seleccionado por la implicacién. Pero la reduccion de costo es
igual a C(3,3)-C(3,1)+C(1,8)-C(4,5) = 2-3+5-4=0, por lo que estd
opciétn no nos ofrece ningun mejoramiento. Otra alternativa es
(V1,v2)=(1,5, (V2,V3)=(3,2), entonces el arco (3,2) serd remplazado
par (3,1). La reduccion ahora es C(1,H-C(5,2)+C(3,2)-C(3,1)=1, el
circuito nuevo va a ser (1,3,5,2,4,1) con el costo 14,

feinicializando con este ecircuito, se repite el miamo
procedimiento. Seleccionamos (V1 ,V2)=(1,4) y (V2,V3)=(4,5), Esto
implica el cambio adicional de (5,2) par (2,1), v la reduccidn de
costo e€s un valor positivo 1. De este mode el circuito nuevo es
(1,2,4,5,3,1) con costo 15. Continuando el procedimiento, yva no ofrece
ningun mejoramiento. Par tanto (1,2,4,5,3,1) es 2-d4ptimo.

I11.2 Algoritmo ALGO IV(r)

Propdsito: Encontrar un cirecuito hamiltoniano de menor costo dada
una matriz de costos. El método trata de intercambiar la posicidn
de los segmentos de la travectoria para mejorar la soucion inicial.
Para entender meior el algoritmo, se divide la explicacién en dos
etapas.

Descripcidn:
Etapa Iicuando r=1, &s decir ALGD IV(1)
Paso i1 Encontrar un circuito arbitrario t(i(l), i(2), .(..,itn)),
v asignar el contador x el valor i
Feeo I3 Intercambiar la posicién de i (1) con id{2), i(1) con
1(3)y avey i(1) con i(n). De las n-1 comparacianes
efectuadas, se denota @] mejor resultado después del

3



cambio para (§(1), $(2)y coes Jinid,
f'aso 3t Be hace la stguiente asignacidn:
itk)y=ji+1) para 15<ng ftny=j{1}
Se incrementa x 8n 1.
Paso 4: Si x<n, ir al paso 23 S1 x>n, termina.

Etapa Il: ALGO IV(r)
Fasbd 1: Usar el circuito obtenido por ALGO IVI(r-1)s (1 (1), ..,
itn)), v asignar el contador » el valor (.
Paso 2: Insertar (i(1), 1(2),,.. il{r)) en la secuencia {(i(r+1),
ilrt2) .00 yitn)). Se tiene n-r maneras para la
insersion. De estas n-r comparaciones efectuadas,
se denota el mejor resultade (3(1), j(2),...,3(n).
Paso 31 Insertar ti(r), ... 1(2), i(1)) en la secuencia (i(r+l),
itr+2),...,4i(n)). De estas n-r comparaciones efectuadas,
so denota el eejor resultado (J(1), j{(2),...,0i(n)).
Paso 4: Hacer la siguiente asignacion: ’
’ i(kI=j(k+1) 1<k<n ;
in)=j4(1)
Incrementar % en 1!.
Paso %St Si x<n, ir a)l pasao 2;
8i x>n, termina.

Un ejemplo de ALGO IV(1) se muestra en la figura III.2.

€ O——

® ® O
solucion inicial (1,2,3,4) intercambia 1 con 2 (2,1,3,4)

Q
&

Intercambia 1 con 3 (3,2,1,4) intercambia {1 coun & 24,2.7,1)

Figura II1.2



11,2 METQDOS DE ELIMINACION DE_SURCIRCUITOD

La solucion de ciertos algoritmos nos conduce una grafica que
consiste de varios subcircoitos. En este caso, cada subcircuito esg
Hptima para un subconjunto de nodos. For ejemplo, cuando se resuelve
el problema de asignacion, si la solucicon es un circuito, dsta
también es la solucitn del problema de viajero. Si la solucion de
problema de asignacidn no es un circuito, se tiene que aplicar un
esquema iterativo para eliminar los subcircuitos. Se observa que este
tipo de algoritmos puede particionar el conjunto de n nodos en varios
subcan juntos menores. La obtencién de la solucion localmente dptima
para cada subconjunto es facil, La ventaja de este tipo de algoritmo
es mediante esta decomposicitn, se usa menos memoria de computadora
y se& disminuye el tiempo consumido, ya que m! ndmero de operaciones de
un algoritmo exacto de probtlema de viajero crece expanencialmente. En
muchas situaciones reales, las soluciones localmente é&ptimas sun
adacuadas.

I11.3 Algoritmo de adecuacidn:

Propésito: Dada una matriz de costos, encontrar un circuito de menor
casto. Primero, se resuelve el problema de asignacion, se elimina el
arcao mis costoso en cada subcircuito, y se agregan arcos necesarios
para convertirlo en un circuito hamiltoniano.

Descripeitn: .
Paso 11 Resoclver &! problema original como un problema de
asignacién.
Paso 2: Borrar el arco mas costoso en cada uno de los
subcircuitos.

Paso 3: Escoger algunos arcos con los que se forma un circuito.
Ejemplao: Considere sl praoblema de viajero con la matriz de costo:
1 2 3 4 5 & 7 a

- ‘76 43 38 51 42 19 80
42 -~ 49 26 78 S22 3I9 B7
48 28 - 36 ST 44 4B 61
72 3t 29 ~ 42 49 350 38
30 852 38 47 - 64 73 82
6 51 B3 51 22 - 37 71
77 &2 9% %4 &9 38 - 26
42 S8 b6 764 41 S22 a3 -

BNCASUN =

La solucién del problema de asignacidn ess

o PN

£l arco més costoso en cada ciclo es (8,8), (4,3},
Par tanto la solucion se transforma en:

D'“'\
6

36
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Figura I{1.3 Figura 111.4
I11.4 Algoritmo da Karp:

Prontsi to: Dada una matriz de costos, determinar un circuito
hamiltoniano de menor costa. El método procede a dividir
geomdtricamente 1los nodos en varios subconjuntcs, para obtener la
solucitn Optima en cada subconjunto. Finalmente, se ligan todos los
subcircuitos para aobtener la solucion.

Descropcidn:

" Paue 13 Dibujar los n vértices en un rectanqulo plana.
Dividir este recténgulo en varios sub-recténguloz R)
tal que

A. no existe traslape entre ellos;
B. el numero de los vérti:es colocados dentro de
¢l no sea mayor que t (una constante):
C. al menos sxiste un vértice en cada Rj en el
li{site con un recténgulo adyacente.
Paso 2: Construir el circuito dotimo en cada una de los
sub~rectfngulos Rj.
Paso 3: Unir todos los circuitos en los recténgulos para
conducir a un circuito que visite todos los nodas.

Ejemplos se ohserva que en la figura II11.3, 1los nodos son
particionados en varios subrecténgulos, v la solucién de viajero
para cada swsubconjunto de nodos es obtenida., En la figura IIl.4, se
unen todos subcircuitos para obtener una solucidn dal problema de
viajero.

111.3 METODOS DE CONSTRUCCION DEL CIRCUITO

Los algoritmos de este tipo parten de un nodo arbitrario, digamas
i(1). Desde aeste nodo, se construye una sucesidn (i{(1), i(2),
~esyi{k) por la inclusién de nodos bajo cierta regla. El proceso
termina cuando el circuitoc es obtenido. Un esquema muy simple es la
ruegla de "nodo mids cercann préximo., Inicialmente se tiene el nado
1(1). Se busca e! nodo maés cercano al nodo i(1), digamos i(2). Luego
se® busca @l nodo mas cercano al nodo §(2), y asi sucesivemente.
Finalmente, de i(n) se recresa a i(1). La ventaja de estos algoritmos
@s que se obtienen sopoluciones bastante aproximadas al éptimo. El
tiempo comsumido es fécil de detarminar, Pero, no se dispone de
solucién factible hasta que termine toda la aplicecion del
algaritmo.



II11.9%5 Algoritmo de Insersidn.

Prop6sitor Dada una matriz, encontrar un circuito hamiltoniano de
menar costo. La idea principal consiste en lo siguiente: se forma
primero el circuito hamiltoniano para un subconjunto de nodos, y se
busca @l nodo que no estd dentro de este subconjunto, pero que
eztd mas cercano de él. SE agrega este nodo entre un par de nodos

del subconjunto de manera gue minimiza el costo total actual.

Descropcidn:

Paso 1: Empezar con una subgrafica que consiste de nodo i.

Paso 2: Encontrar el nodo k tal que C(i,k) es minimo y se forma
un subcircuito 1-k-i.

Paso 31 Dado un subcircuito, eleccianar un nodo k que no estd
dentro de la subgrafica.

Paso 4: Encontrar el arco (i,)) en la subcircuito de manera que
minimiza C(i,k)+CCk,J)-C(i,§). Intertar k entre { y j.

Paso 3: Ir al paso 3 harta tener un circuito hamiltoniano.

Tres politicas usuales para la seleccidn del nodo k en el pase 3
sons

A. Insersidn mas cercana:s
Que ®] nodo k esth mis cerca de cualquier nodp en la
subcircuito.

B. Insersion con costo minimo:
Encontrar (i,j? en el subcircuito y k no wstd en @1, tal
que C(i k)+C(k, §)—-C(i,§) sea minimo.

C. Insersion arbitraria:
Seleccionar el nodo k arbitrario que no estd en el
rubcircuito.

Ejemplot considere la matriz de costo dadas

1
%
‘

1 2 3 4 S

NN~
SIWEN |
NeNIN
N> N
> 102U
t&aNNS»

Inicialmente la subgrafica consiste del nodo 1. Se escoge el nodo 2
que estd miés cerca de ! formando un subcircuito 1-2-1. El nodo T
es el nodo mis cercano de (1,2). Por tanto, se inserta 3 entre 1 ¥y
2, y «! resultado es:

1
Ahora el nodo 5 es el mdés cercano de la subgrafica, y
CUL,3)+C(S,N~-C(1,3)=3
C(2,3)+C(S,3)-C(2,3)=2




39
C(1,5)+C(5,2)-C(1,2) =4
El valor minimo en estu caso es i=2, j=%. Se inzerta S entre (2,3),
La subgrafica queda:

USRS

El tltimo nodo a insertar es 4, y

C(1,8)+C(2,4)-C(1,2)=7

Ci1,8)+C(3,)-C(1,T)=B

C(1,8)+C(5,8)-C(1,%5)=5

C(2,4)+C(3,4)-C{2,3)=8

C(2,4)+C(5,4)-C(2,8)=4

C(3,)+C(5,4)-C(3,5)=8
El valor minimo es 5. Se inserta 4 entre 1 y 5. El circuito dptimo
se auestra a continuacian:

111.6 Algoritmo de insersion més lejana:

Propositos Dada una matriz de costos, determinar un circuitc
hamiltuniano de menor costo. La idea es similar a la ce métoce de
insersidn, excepto la politica de insersion.

Descripcion:

Paso 1t Empezar la subgrafica con nodo i,

Paso 2: Encontrar el nodo k mas lejang a i, formar i—k-i.

Paso 3: Encontrar w1 nodo k més lejana a caulquier nodo de la
subgrifica, pero que k no estd en ella.

Pasa 4: Encontrar el arco (i,Jj) en la subgrafica tal gue
minimice C(i,k)+C(k,j)-C(i,ji). Insertar k entre 2 v 3.

Paso S Ir al Paso 3 hasta tener un circuito hamiltoniana.

IIX.7 Algoritma Doble gira:

Propdsitos Dada una matriz de costos simétrica, determinar un
circuito hamiltoniano de menor costo. Se trata de convartir el drbol
de expansiodn minima a un circuito hamiltoniano mediante cambios de
arcos.

Descripcidn: Esxs un método muy gsimple surgidoc para los casos
simétricos, convirtiendo el drbol de expansidn minima a una
solucion de problema de viajero., Especi{ficamente, primerc se
construye un &rbol de sxpansidn minima YCE. Una trayectoria de
visita a cada nodo es creada por trarar arcos dirigidos (i,j) y (i,1i)
para cada (i,j)CY. Empezando con la lista de nodos, formanos otra
lista  nueva eliminando los nodos encontrados anteriormente hasta que
wl Ultimo nodo de la lista sea encontrada.
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11,8 Algoritmo Vecino nds cercaro:

Froposito: Dada wuna matriz de costos. determinar un circu.tc
hamiltoniano de menor costo. El esquema es el mds facil entre l:s
algoritmns heuristicos.

Descripcidnsg
Paso 1: Empezar con un nodo arbitrario.
Paso 2: Encontrar el nodo mas cercano 3l Jdltimo nodo agregade
& la trayectoria. Agregar este nodc a la trayectloria.
Paso 31 Repetir el paso 2 hasta que todos los nodos sean
contenidos en la trayectoria Entonces, iuntar el prirer nedo
y ®1 dltimao.

II1.? Algoritmo Clarke % Savings

Propdsitos Dada una matriz de costos, determinar un circuito
hamiltoniano de menor costo. Se aprovecha las propiedades geométricas
cuando los costos son euclidianos.

Descripcion:

Paso 1t Selwccionar arbitrariamente un nodo como el depdsito
central al cual denotamos como nodo 1.

Paso 2@ Calcular S5¢i,§)=C(1,i)+C01,)~-C{i,J) ¥i,i=2,3,...,n

Paso 31 Listar S(i,j) en orden decendiente.

Paso 4: Empezar con el primer elemento de la lista vy mover hacia
abaio, formando subcircuito mayores por ligar nodcs
apropiados i y j. Repetirlo hasta formar un circuito.

I1I1.10 Algoritmo de Christofides:

Propdsito:r Dada una matriz de costos simétrica, determinar el
circuito hamiltoniano de menor casto. Se cambinan el 4rbol de
axpansién wminima y el apareamiento perfecto de los nodos de grado non
para obtener el circuito hamiltoniano.

Descripcions

Paso 1: Encontrar ®1 4rbol de expansidn minima T de G.

Paso 2: ldentificar todos los nodos de grado non en T.
Resolver el apareamiento perfecto de costo minimo en
los nodos de grade non usando la matriz de costo
original. Agreagar los arcos de la solucidn al “drbol
T, obtener un ciclo Euler. En esta subgrafica, todos
1os nodos son de grado par. (Puede ser mayor que 2)

Paso 31 Eliminor los arcaos con los cuales al grado es mavor que
2 y transformar el ciclo euclidianoc al circuito
hamiltoniano,.

II1.4 METODOS COMBINADQS

Generalmente, ,lo0s algoritmos de a@ste tipo aprovechan un cir-cuito
inicial obtenido por un método de construccidr de circuito, y
después, buscan una solucidn mejor usando uno o més algoritmos ce
mejoramienta de circuitos. Segin los reportes de varios csutorec, los



algoritros corbinados su~ relctivamente répidos computacicnalserte y

logran una escele~ie apro-imacidr & la colucidn éptima. Se tiene
suporiercia guf  un cirouito inicial de "buena" calidad conduce mucho
mas ré&pico a tna axlucidn buena en el etapa de aplicar algun

éigoriton ce meicramiente de circuitos.
II1.!1 Algoritmo comtinade 1t

Froposito: Daca ura matrt: de costos simétrica, determinar el
circuito hamiltoriano de menor costo. Se obtiere un circuito inicial
por el método de construccidn, y se mejora el resultado por el
matodo de mejaramiento de circuitaos.

Descripeidn:
Faso 1: Resolver el problema con un algoritmo de construccidn
que se menciona anteriormente.
Paso 2: Aplicar método k-4&ptimo.

111.12 Algoritmo combinado 2

Propasita: Dada una matriz de costos simétrica, determinar el
cirtuito hamiltoniano de menor costo.

Descripcion:

Paso 1: Solo aplicar el proceso de construccidn para pocos
nodos, y se agregan los nodos restante arbitrariamente
al circuito.

Paso 2: Usar k-optimo para mejorar la solucidn.

Ejomplo: resclver el problema da viajero usando la matriz de costos:

1 2 I .4 s
1 - 2 X S5 A
2 2 - 2 4 2
3 3 2 - 4 2
4 S a [} - 4
3 4 2 2 4 -

Aplicando @1 algoritmo EL. NODD PROXIMO MAS CERCAND mencionado al
inicio de los métodos de insersidn, now da un circuito inicials

con costo 2+2+2+6+5=17. Aplicando el algoritmo 2-4ptimo, se eliminan
(2,%), (3,8), se insertan (2,3), (4,5), ] circuito resulta:

e

con costo=242+2+4+5=1%5



111.5 ASPECTOS COUEARNTIVOS

Debido a los equipos limitados y el tiempo que tenemos, es
impaosible realizar todos los experimentos para probar el esfuerzo
computacional de caca algoritmo. Solo podemos citar los resultados
obtenidos por otros autores que se mostrarén a continuacidn., Cabe
sehalar que la comparacion a veces es diffcil ya que los autores
usan diferentes computadoras. ({101) En la tabla 1, se muestran lac
longitudes de los circuitos aobtenidos por diferentes algoritmos:

Tabla 1.

Numeracitn de problema / No. nodos

1/2% 2/42 3/70
Mejor solucion conocida 17414 699 684
2-optima 1711 707 &84
3-optimo 1719 699 &%8
Clarke & Wright 1750 702 700
Vecino mas cercano 1772 864 719
Inmersion mas cercana 1917 776 748
Insersion mas lejana 1711 717 689
Insersion arbitraria 1787 720 498

En la tabla 2, se exhiben los porcentages de la sclucitn de los
métodos scbre la mejor solucidn conocida. Por ejemplo: la mejor
solucidon conccida es 100, y la longitud obtenida por un algoritmo es
102, entonces s1 porcentage as 2X.

Ravisanda las tablas § y 2, notamos que los algoritmos de
construccion tienen dificultades con la calidad de la solucidn. El
porcentage es mayor que JX%. El Vecino mas cercanc, 1 Insersion
mis cercana no funcionan bien en todos los casos. El algoritmo de
Clarke & Wrigth, el Insersion mds lejana y el Insersidn
arbitraria sorpresivamente trabajan bien apesar de sus limitaciones.
La técnica de Urna convexa y la de 2-dptimo son eficientes y
cbtienen buana calidad de solucién.

Los métodos compuestos prabados trabajan muy bien. EIl
porcentage sobre la mejor solucitn conocida es menor que 3%. En
todas las pruebas, solo hay tres casos en que el porcentage ®s mayor
que 3I%X. Durante 1os experimentos, se detecta también gue una
solucion inicial buena conduce a un buen resultado para lox
algoritmos comspumstos.
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Tabla 2
Numeracion de problema / Na.nodos

37100 4/100 57100 6£/1C0 77100
Me jor solucidn conccida 21202 22148 20749 21294 22068
2-tptimo 1.11% J.02% 0.51% 3.27% 3.24%
3-éptimo 7.82% 2.B84% T.30% 1.15% 1.40%
Clarke & Wright 1.62% X.78% 6. 37% X.417% 2.85%
Vecino més cercarno 16,674 16.85% 13,354 16.51% 13.27%
Insersidn més cercana 18.89% 17.78% 22.96%4 14.44% 20.33%
Insersion més lejana 5.14% &.94% 3.17% 1.99% T 424
Insersidn arbitraria 4. 86% 3.47% T.28% 2.90% 8.03%
Algoritmo de Christofides 7.53% 3.90% 5.367% 14,44% 8.51%
Urna convexa 3. &4% 2. 497 2.54% 2.35% T.A5%

Métodos compusstos
Vacino mas cercano,

2-opt, 3-opt T.64% 2.49% 2.54% 2.35% 3. 457
Urna convexa,

2-opt 0.94% 1.91% 1.60%  2,04% 3.22%
Urna convexa,

3-opt 0,37% 1.43% 1.06% 0.35% 2.4567%
2-opt,

J-opt 0.81% 1.41% 0.53% 1.74% 0.18%
Christofides,

2-opt, J-opt 2.51% 1.37% 1.534 0.17% 3.03%

Insersion arbitraria desde
10 nodoms, 3-opt para la msejor 1.42% 1.48% 2.57% 1.13% 1.59%
Inswrsidn arbitraria desde
10 nodos, 3-opt para cada una 0.56% 1.30% 1.20% 0.b6% 1.06%
Insersidn mds lejana desde
10 nodos, 3~opt para la mefor 1.17% J. 05% 0.38% 2,348% 2.460%
Insersién sds lejsna dende
10 nodaos, 3~opt paras cada una 0.44% 1.54% 0.49%  0.45% 0,90%

Hasta ahora, las distancias cumplen la desigualdad de triangulo, y las
graficas son dirigidas. En la tabla 3, se muestran los resultados de
los algoritmos aplicados a cinco problemas. Las distancias de los S
problemas son simétricas, y son generadas desde una distribucién
probabil{stica uniforme y discreta. Los rangas de la distancia de los
cinco problemas son: 0-99, 0-200, 0-300, %0-3350, 100-500.

En la tabla 3, se ocbserva que en general, los algoritmos compuestos
operan mejor que otras técnicas. Sin embargo, las ventajas no son
tan consistentes de un problema a otro como en el caso dondse se cumpla
la desiqualdad de triangulo,
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Tabla 2

Numeracién de problema / No.nodos

/100 10/100 11/100 (2/400 1Z/100
2-4ptimo pad 657 837 60465 11227
J-aptimo 241 451 573 5736 10779
Vecino mds cercaro 37 748 04 6027 11200
Insersion mas cercana 603 1104 1681 4780 12188
Ingsersion mis lejana 574 1201 1651 6874 12300
Insersién arbitraria 423 1087 1677 6810 12288

Insersion arbitraria desde

10 nodos iniciales, 3-6pt

desde la mejor solucidn 211 415 520 3703 10787
Insersién arbitraria desde

10 nodos iniciales, 3-opt

desde cada solucidn 207 406 520 3703 10787
Insersion mas lejana desde
10 nodos, 3-opt para la mejor 222 424 561 5721 10846
Inseraicn més lejana desde
10 nodos, J-apt para cada ura 199 410 554 5694 10803

En la tabla 4, ce ilustran la eficiencia y caracterf{sticas de algunos
algaritmes.

Otros criterios para la seleccidn de un algoritmo sont la cota
supsrior del error y e]l orden de nimeros de cdlculos requeridos. La
cota de srror se abtiene por suponer uns distribucion de
probabilidad de las distancias, y frecuontemente usa la propiedad de
tridngulo. El orden de cdlculo implica el tiempo consumido cuando se
implanta el algoritmo en una camputadora. Uno puede deducir
ficileente ] namerc de operaciones a realizar para estimar ) orden
de tiempo consumido. 8Sin embargo, para algunos métodos, es muy
laboriosa calcular la cota del error. Es decir, se desconoce todavia
el comportamiento de! error de algunos algoritmos.



Tabla 4

Algoritmos N maximo computadora *“iempo comentario
resuelto (min)
Programacién 13 7090 0.28 j.Consume mucha memoria
Dindmica para n=13, usa 32K
2.Tiempo de computo deter-
K minfstico

T.Es bueno cuando n{'ld

Rami ficacidn 70 1620 10%.5 .Variacidn grande en el
y Acotamiento tiempao consumido
2.Es bueno cuando n es
menor gue 70
I.Cuanda hay muchaos ciclos
con 2 arcos, e muestra
mucha desventaja

Proyramacidn 42 7094 S l.Variacidn grande de!
lineal tiempo consumido
2.El orden recomendable es
menor que 30
3.Varics autoraes reportan
desafavorable

r-dptimo 100 7094 30 t.Cuando r=3, T=30n>
con probabilidad de ser
optimo 2-n~/t1e
2.Busnn cuando n est4 dentro

de (20,100)
J.Normaleente, se toma
r=2 o r=3
Método de &0 CDC 44600 0.23 1.Para n(30, muchas veces
penalizacidn resulta mejor la pena-

lizacion positiva
2.0rden recomendable es
(35,40)
3.Esta computadora es
mds répida.

Notat la computadora 7090 es aproximadamente 50O veces mds rapida
que 1420,




€n la siguiente tabla, =2 mugstran el arden de numero de operaciones
v la cota superior del erroc.

Algaritmo firden de ntmero Cota de peor caso
de operaciones

Ramif. v acotemiento eiponenci al 1
Vecino mas cercano n3 0.5¢ (1g(n)+1)
Clarke % Wright n3xlgn) -
Insersion mdés cercana n2 g
Insersion con casto minimo  n2xlg(n) 2
Insersion arbitraria n2 2In(n)+0.16
Insersion mds lejana n* 2ln(n)+0.16
Urna convexa n?x1g{n) -
Christofides n> 1.5
k-dptimo (k<n/4) ne 2(1-1/n)
ALGO IV(k} n“ -
Daoble giro ns 2
Karp# 2{n-1)/7{t-118(t) j+t-o-=
+Q(nlg(n))
Metodo de adecuacidén n> -

- significa desconacido.
# t es @l ndmero de vértices en un rectdngulo, S(t) es el orden de
cdlculos del algoritmo para resolver un subproblema.

v

En la siguients tabla, se listan la calidad y el tiempo consumido de
algunos algoritmos de solucion. Todos ellos estdn isplantados en
Apple Ile can @l lenguaje USCD-Pascal. El primer dato es w1 valor de
funcién objetivo, y el segundo es el tiempo consumida.

n = 10 n = 20 n = 30
AIGORITHMOS
2-dptimo 223 / 23" 536 / 80" as3 /7 910¢
Método de insersién 246 /7 23* 340 7 95" 512 7 810
Método de adecuacién 231 /7 32" 374 7 175" 447 / a135"
Método compuesto 173 7 27 340 7 1258% 512 /7 810"

Branch & Bound 148 / &0 - / >1800%
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CAFPITULO IV PROBLEMA DE VIAJEROS
MULTIRPLES

£l prcblema del viajero clasico considera que un solo viajero

debe realizar la visita a todas las ciudades. En el problema de
viajeros multiples se disponen de m viajeros que deben visitar n
cludades. Cada ciudad tiene que ser visitada exctamente una vez por
uno de los = viajeros. Se puede suponer que existe un costo adcional
fijo por tener activo un viajera. El problema es determinar cudntos
viajeros usar y cuales son las rutas & recorrer para que el costo
total sea minimo.

El problema de viajeros multiples tiene diferentes variaciones.
Estas se clasifican de la siguiente manera:

1) Todos los viajeros tienen que partir de una "Ciudad Base'.

2) Al mengs r viajeras tienen que ser activos.

3) En un caso mas general, los viajeros pueden partir de
diferentes ciudades

En este capitulo, analizamos, en la primera seccidn, la
solucién del problema de viajeros multiples gue tienen que partir de
una ciudad base, La idea principal de este método es transformar el
problesa actual en un problema de viajero simple, y después aplicar
cualquier método que explicéd en el capftulo IIl. La sequnda
seccitn consiste de una modificacion de dicha transformacidn
para resolver el caso de usar al menos r viajeros. En la tercera
seccidn, ®me proporcionan los métodos para resolver la tercera
variczion del problema de viajeraos multiples.
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Iv.1 LOS VIAJERDS PARTEM DE UNA CIUDAD EASE

Una wanera eficiente para resolver el problema de vialeros
multiples con la misma civdad base es transformarlo en wn problema de
viajero simple (o estandar). Fara ello <s2 define el concepto de
r—-ruta que vamos a usar mis adelante en esta seccidn. ((141)

Un conjunto de r subcircuitos dirigidos en una grafica G(N,A) se
denomina una r-ruta si:

i) Cada subcircuito debe tener g1 nodo O como su nodo inicials
ii} Cualquier nodo de la grafica diferente del nodo O es
visitado exactamente una vez por uno de los r subcircuitos.

Por la definicidn anterior, una r-ruta (1<rim) es una
solucion factible para el problems de viajeros. En particular, una
t-ruta llamada simplemente "circuito", es una solucion factible para
el problama de viajero simple (o estandar).

La transformacidén del problema de viajeros multiples al caso
simple es como sigue: suponga que los m viajeros estan indexados
desde O a m-1 tal que .

DO LD(ILD(2) ¢, v LD (M=)

Donde D(i) es el costo adicional si el viajero i es usado para
visitar ciudades. Entonces el problema es equivalente a encontrar una
r-ruta que minimizas

T r-1
Z= § Z{k)+ § D(k? (Iy-1)
k=1 kel

para todo r (1<rim) donde Z(¥) es el costo del k-ésimo
subcircuito en la r-ruta. Se demostrarad que r-ruta que minimice Z
sobre r se puede abtener desde el circuitu minimo en una grafica
extendida G(N‘,A’).

Construccion de la grafica GI(N',A'):

El conjunto de nodos N° es obtenide por agregar m-1  nodos
adicionales & N, los cuales se denotan por -1, -24..., ~(m-1). El
conjunto de arcos A’ consiste de:

(1) Todos los nodos en A;

(2) Arco (-i,j) para cada nodo adicional (-i) si A contiene-
el arco (0,3) para j=1,..n.

(3) Arca (j,~i) para cada nodo adicional (-i) si A conticne
el arco (j,0) para j=1,...,n.

(4) Arco (~i,~{i-1})) para i={,2,..,(m1).
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Figura IV.1

Los costos asociados a los arcos son:

C'(iyjd=Cli,3) para i=l,...yM} j=1,...40 (1V-2)
C'(~1,3)=C(0, §)+0,5D(i) 2041000y (m=1)
C'(j,-1)=C(5,0)+0.8D(i} ra(j=1,2,...,n (IV~3)
C'e-i,=(i=1)1=0.5D¢i-1)~0.5D(1) para i=1,2,,., (m-1) (1v-4)

donde Cli,j) es la distancia de arco (i,j) en A y D(i) es el costo
adcional del i-ésimo viajero.

Conviene seMalar que las ecuaciones (IV-3) y (IV-4) son para
sumar D(i) al costo del circuito en GIN',A’) si y solo si un grupao de
nodos positivos siguen inmediatamente al nodo (-i) en la visita. Esto
implica que el viajero i visita este grupo de ciudades que siguen al
nodo (-i).

Ejemplo: Considere la grafica siguiente con tres viajeros mostrada
en figura 1IV.1. 8i consideramos el circuito (0,1,4,-2,-1,2,3,0' en
GIN‘yA’). La interpretacion es 3 El viajero O visita la ciudad | y
la 43 E1 viajerc 2 no visita ninguna ciudad; El viajero &t visita la
ciudad 2 y la 3. Se ohserva que D(0) es sumado al costo total, la
mitad estéd en (0,1), y. la otra mitad en (3,0). Un argumento
semejante pasa con D(1}, pero 0.5D(2) es sumado en (4,-2) y -0,5D(2)
#% sumado en (-2,~1), por tanto se cancela.

La optimalidad de un circuito en G=(N°',A’) respecto a la grafica
original es caomo sigue:

Teorema 1IV.1: Para cualquier r-ruta en G(N,A) para 1{rim, existe
un circuito an G(N',A’) tal que

4 r-1

I= $Il{k)+ I D{(Kk) (IV~5)

kel k=0
donde 1 es @1 costo del circuito en G(N',A°), Z(k) es el costo del
k-¢eimo subcircuito en la r-ruta en G(N ,A ) y D(k) es el costo
asociadc con el viaiero k.



Pruebat Sean los subcircuitos en la r-ruta numerados arbitrariamente
d2 § a r. 8e construye un circuito en G(N',A’) de 1o siguiente manera:

A partir del nodo O, €l circuito recorre a la largo de los nodos
en al subcircuito ! y regresa al nudo (-1): luego desde el nodo (-1)
recorre a lo largn de los nodos en el subcircuito 2 v regresz al nodo
(-2); continda este proceso hasta recorrer el subcircuito ir-2)
regresando  al ciclo -(r-2); luego desde -(r-2) recorre loe nodos en el
subcircuito (r-1) vy regresa al nodo (m~1); después recorre -{(m-2),
“(m=3}y .e., =(r-1), vy finalmente desde el nodo -(r-1) reco-re a 1o
largo de los nodos del subcircuito r y regresa al nodo ©. Este
recorrido es posible ya que en GI(N',A’) existen el arco 7i,~-i) v el
(—i,y3) para i=0,1,..-(m=1); (1] GIN,A) existen (j,0)0 vy (0,
respactivamente. De esa manera, D(k) es sumado al costo del circuito
para k=0, 1l4..., ({(r-1) por ecuaciones (IV-3) vy (I1V-4), Se cumple
(IV-3) y termina la prueba.

Teorema IV.2: Para cada circuito en GI(N',A') con costo Z, hay una
r-ruta en G(N ,A ) para algun r (1<r<m) tal que
r r-1
2z LZik)+ E D(k)
k=1 k=0

donde 2Z(k) ea la distancia del k—-ésimo ciclo en r-ruta.

Prueba: Si un grupo de nodos positivamente indexados siguen al nodo

(~i) en un circuito dado en G(N',A‘) para OLii{(m~1), entonces
el viajero i visita a ese grupo de ciudades; en caso contrario, el
viajern i es ocioso. Dado un circuito en GIN',A'), sear el

namero de viajeros activos para visitar ciudades de acuerdo con la
interpretacion anterior. Se construye r subcircuitos dirigidos, cada
grupo de nodos es visitado por un viajere desde el nodo @, y un
numero arbitrario de subcircuitos | a r. Entonces teremos:

r r -1
Z= L Z(k)+ %L D(+! ;. L Z(kd+ § DK}
k=1 kes k=1 k=0
donde S es el conjunto de viajero activos, 2Z(k) es el costo del
subcircuito k, y la desigualdad es derivada de la relacidn

DAOICD(1) <. .. <D
y esto termina la prueba.
Corolarioc §: Si un circuito en GIN',A’) es de costo minimo, entonzes
r -1
Z= L Z(k)+ LD(k)
k=1 k=0
donde Z es el costo del circuito en G(N',A').
r r-1
Prueba: Supongamos que 7 es minimo y Z> f Z(k)+ § D(k), Entonces
kel k=0
existe un circuito de costo Z° tal que (Teorema 1IV.1)

T r=-1
Z'=m g Z(k)+ T D(k)
k=0 k=0
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da donde I°':Z, que es una contradiccioén.

Carelario 2: Si ungircuito en G(N',A’') es de costo minimo,
entonces la r-ruta correspondiente en el teorema IV.2 minimiza Z sobre
todo r.

Prueba: Como el circuito es de costo minimo, la r-ruta obtenida a2n
el teorema IV.2 satisface
r r-1
2= ill(k)* L DKk por el corolario 1.
- k=0

Supongamos que euiste una r'-ruta para algan ¢’ {i<r {m) gue
satisface:
r rz1 r r-1
L2:(k)+ B DGk = L Z(k)+ I Dk
k=1 k=0 - k=0
donde Z°'(k) es el costo dél k-ésimo cicle en 1a r'-ruta. Existe un
circuito en G(N',A’) con distancia Z° satisfacienda (Teorema IV.1)
[ -1
2'= L Z'¢0+ £ D)
k=l k=0
Entonces 1°<2, que ®s una contradiccién,

NOTA ACLARATIVA:

For el corolario 2, el problema de viajeros multiples puede sor

resuelto como un problema de viajero simple en G(N’,A").

V.2 @, MENOS_r VIAJEROS DEBEN ESTAR_ACTIVDS

En el caso de que al menos r viajeros tengan que salir a efectuar
las visitas, la solucidn es bastante sencilla si usamos 1a
metodologla da la seccidn V. 1. Especificamente, La
transformacion es como sigue:

El conjunte de nodos N' en la grafica G(N',A’) es obtenido al
agregar m-1 nodos adicionales a N, los cuales se denotan por -1,
~Z4seey —im—1). El conjunto de arcos A’ en G(N',;A’) contienes

(1) Todos los nodos en A;

(2) Arco (~i,3) para cada nodo adicional (-i) si A contienae
el arco (0,3) para j=1,,.n.

{3) Arco (j,-i) para cada nodo adicional (~-i) si A contiene
el arco (j3,0) para j=1,...,n.

{4) Arco (=i,~(i~1)) para i=r+l,r+2,..,{(m-1).

(%) Arco (~-r,0)

Los costos asociados a los arcos sons
C'¢,)=Cli,)) para i=1,...,n; J=l,...yn
C’'(~i,5)=C(0, §)+0.5D(4) i=0,8y00uy(m=~1)

para

C ¢d,-1)1=C(j,00+0.3D(1) 3=1,2,.004n
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C'{=1,~(i-1))=0, 5D (i~ ~-0.8D¢L) para i=r+l,r+2,..., (m-1)
C' {-r,Q)=0.5(D (N -D(r))

Se puede obscrvar que i se usa el arco (-i,~(i-13), se desactiva
el viajerc i, va que se sama un cesto negativo 0.ZD(i) al coste total.

Ern nuestro caso, como r viajeros deben estar activos pera recorrer
ciudades. Si no agregamos el arco (-i,~(i-1)), na se suma 0.3D(i} al
zosto total, v gor propiedada del probhlema de viajero, el nodo -i
tiene que ser visitads una vez. Por la anterior, el coste total se
incrementa una cantidad igual a:

[O.SDLI) +C L, 332400, SD1) +C(k,1) 1]

donde i es el nodo sucesor de i, k es el nodo antecesor de i. Por
tanto, el viajerec i es activo.

Iv.3 LOS VIAJERDS PUEDEN FARTIR DE DIFERENTES CIUDADES

Cuando los viajeros pueden estar en diferentes bases, se tiene un
caso mds general dentro de los problemas de viajeros multiples., De
hecho, el problema de viajero con una sola base na es aplicable en
algunas situaciones reales. For ejemplos se requieren que varios
agentes viajeros efectder una visita a n ciudades. Obligar a los
viajeros oque regresen a un mismo lugar origen puede resultar mds
costosa que usar un solo viajero ([15]). En este tipo de proklema, el
esquema de solucién es colocar las r viajeros en r ciudades
diferentes, Yy asignar a cada uno de ellos las ciudades a visitar. En
esta seccidn, se proporcionardn algunos algoritmos para resolver
€l problema de viajeros multiples con diferentes ciudades base.

IV.3.1 Algoritmo de transformacidn:

Propésito: Determinar la solucidn d2 praoblema de viajeraos
multiples cuando el numero de viajeros es dos. Los viaferos tienen
pueden partir de diferentes ciudad base. - La idea principal es
transformar el problema de viajero multiple a un problema de viajlero
simple. Una vezr que el problema en cuestion estd transformado,
puede ser resuelto por un método exacto o heuristico. Fero este
algoritmo tiene un limitante, que es aplicable s6lo para m=2. ([i&1)

Descripcion:

Paso 1: Para cada JEN, eliminar los arcos (j,1) y (j,0)BA;

faso 2: Para cada jEN, si (§j,0)EA, agregar un arco dirigido
{jy1) con el costo C°'(§,1)=C(3,0)3

Paso 3: Para cada JEN, si (j,})EA, agregar un arco dirigido
(§,0) con el costo C’'(3,0)=C(3,1);

Faso 4: La distancia de los otros arcaos esta dada por:

C’(i,3)=Cli, )}

Faso 53 Aplicar un 2lgoritmo mencicnacdo en el capitulo I(I para

resolver €l problema de viejero simple.
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2
Figura 1V,2 Figura IV, 2

Ejemplot €n la figura IV.D, se muestra la grafica original de un
problema de viajeros multiples con m=2, En la figura IY.3, se muesira
ta conversiétn a un problema de viajero simple.

IV, 3.2 Ramificacién y acotamientos

En aste algoritmo, primero se resuelve el problema da
asignacidn, Yy después tratar de eliminar los subcircuitos
innecesarios que sélo queden m subcircuitos.

Propbsito: Dada una matriz de costos, determinar la solucidn
Sptima cuando de disponen de m viajeros. Ellos pueden partir de
diferentes ciudades no especificadas. El costo asociado para tenar
activa a un viajero es cero. Los viajeros activos tieren gue visitar
nds de una ciudad.

Descripcién:

Paso 1.0peracion de acotamiento:
Resolver el protblema de asigancién baio la matriz de costos.
ta solucidn del problema es la cota inferior del probtlema de
viajeros. ¢

Paso 2.0peracion de ramificacidnt
Si @] numero de de subcircuitos en la solucion de
asignacidn es menor o igual que m, entonces, la seclucidn
édptima es obtenida.

En caso contrario, la operacion de ramificacidn es la
siguisnter para unc de los subcircuitos, suponer gque el costo
de cada uno de los arcos es infinito, de esta manera generar
diferentes alternativas.

Ejemplor Supongamas que tenemos 2 viajeros y la matriz de costo 25 la
siguiente:
La solucidn de problema

1 2 3 4 5 & 7 de asignacion est
1 - 11 3 8 21 9 12 5
2 11 - 19 20 18 2 9 g@) (4
3 3 19 -~ 15 24 10 20 i \
4 8 20 15 - ! 14 3 |
s 21 14 24 1 - 19 2 ! .
& % 2 10 14 19 -~ 10 V4 \
7 12 9 20 3 2 1o - (3) :_65 (5 @ - = 7
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La forma de ramificacidn estd mostrada en la siguiante figuras

IV. 3.3 Algoritmo de insersion:

Proptsito: Dada una matriz de costos, encontrar los circuitos
ttamiltonianos que visitan las n ciudades wusando r viajeros. Los
viajsros pueden partir de diferentes ciudades base. Se supone qu2 no
hay costo adicional por activar un viajero. El algoritmo funcicna de
la siguiente manera: se obtinen primero r ciudades que tienzn una
maycr distancia entre 1, se incluyen las otras ciudades en una de
las r ciudades bajo una regla definida.

Descripcidns
Paso 1: Empezar con una subgrafica 5§ que consisle de un nodo
igy k=1,
Pasu 2: Encontrar el nodo iw.: que estd mas lejana de
S1,...5k, 0 s®a
k

Max L Clipwesyia)
fgp 11

Paso 3: Si k=m-1, entonces ir al paso 4;
caso contrario, incrementa k en 1, ir al paso 2.
Paso 4: Para cada Se, encontrar un nodo mds cercano je al nodo ie,
formar ie - je - ie.
Paso S5: Encontrar el nodo k que no estd dentro de los Be, y
el arco (i,J) de tal manera que minimice

Clik)+Cik, J)-Ci, )

para todo i, j€Se, e=1,2,...,m.
Insertar k entre i y J§.
Paso &4: Si todos los nodos eatdn incluidos en unn de los
subcon juntos, termina el proceso;
caso contrario, ir al paso S,

Ejemplo: Resolver el prablema de 2 viajeros con la matriz de costo
dada a continuacidn:

1 2 T 4 5 & 7
1 8 I 12 7 6 2
2 a - 5 b 3 192 5
3 3 5 - 18 8 20 3
4 12 & 18 -~ 17 2 7
5 7 3 8 17 - 3 19
] & 19 20 2 3 - 9
7 9 S 3 7 10 9 -
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tl.a forma de ramificacién estd mostrada en la siguiente figuras

‘s 26

IV.3.3 Algoritmo de insersion:

Proptsito: Dada una matriz de costos, encontrar los circuitos
hamiltonianaos que visitan las n ciudades usando r viajeros. Los
viajeros pueden partir de diferentes ciudades base. Se supone qu2 no
hay costo adicional pour activar un viajero., El algoritmo funcicna da
la siguiente manera: se obtinen primero r ciudades que tienzn una
mayor distancia entre si, se incluyen las otras ciudades en una de
las r ciudades bajo una regla definida.

Descripcidn:
Paso 1: Empezar con una subgrafica 5! que consiste de un nodo
i1, k=i,
Paso 2: Encontrar el nodo i..; que estd mads lejana de
81,...8k, 0 sea
k

Max L Clivaesyia)
el 11

Paso 3: Si k=m-1, entonces ir al paso 4;
caso contrario, incrementa k en 1, ir al paso 2.

Paso 43 Para cada Se, encontrar un nodo mds cercano je al nodo ie,
formar ie ~ je - ie.

Paso 5: Encontrar el ncdo ¥ que no estd dentro de los Se, y
el arco (i,j) de tal manera que minimice

i

Cli,k)+C K, jI-CCH,3)

para todo i,j€Se, e=1,2,...,m.
Insertar k entre i y j.
Paso 4: Si todos los nodos estan incluidos en uno de los
subconjuntos, termina el proceso;
caso contrario, ir al paso 5.

Ejemplo: Resolver el problema de 2 viajeros con la matriz de costo
dada a continuacidns :

1 2 T 4 5 6 7
1 ~ 8 3 12 7 & 9
2 e - S & 3 19 5
3 3 9 - 18 8 20 3
4 12 & 18 -~ 17 2 7
S 7 3 68 17 - S 10
[ 6 19 20 2 I -~ ?
7 9 5 3 7 10 9 -



Los subconjuntog iniciales sons
Q 4,’)
V. L
@ 0
Siguiendo el paso 5, se encuentra gque k=5, i=1, i=3,
Por tanto, se inserta & entre ! v T.

! e

G~ ‘1{ 1’?

v
heY) ®

Aplicanda el algoritmo, nos resulta finalmete:

IV.3.4 Algoritmo de Farticion:

Proptsito: Dada uvna matriz de costos simétrica, encontrar ins
circuitos hamiltonianos que visitan las n ciudades usando r viajeros.
Los viajeros pueden partir de diferentes ciudades base. Se supone gue
no hay costo adicional por activar un viajero. La ideal fundamental
del algoritmo es particionar el conjunto de nodos en r subconijuntos
aprovechendo 1la propiedad del 4arbol de expansidn minima., Se resuelve
los r subproblemas individualmente.

Descripcion:

Paso §: Obtener el arbol de expansién mfinima bajo la matriz de
costo C.

Paso 2: Eliminar los m—1 arcos mds pesados. De este modo, se divide
#]1 conjunto de nodos en m subconjuntos.

Paso 3: Aplicar cualquier algoritmo desarrollado en el capitulo III
para resolver el problema de viajerpo simple para cada uno de
los m subconjuntos de nodos.

Ejemplo: Sean m=2, y la matriz de costos:

1 2 3 4 5 &6 7
1 - 8 3 12 7 & ?
2 8 - 8§ & I 19 S5
3 3 8§ -~ 18 8 20 3
4 12 6 8 - 17 2 7
S 7 3 8 17 - 3 10
[} 6 19 20 2 3 - 9
7 5 3I 7 1 9 -



El arbol de expansitn minima es:

El arco mas pesado e@s (2,7), se elimina. Se divide an

7 2 4 S &

1 - 3 9 2 - & 3 19
3 3 - 3 4 & - 17 2
7 9 3 -~ S 3 17 - 3
L] 19 2 3 -

Entonces, la solucion es:

Costo tatal=34.




CAFITULO WV CONCLUSTITONES v
EXTENSIONEIS

En esta tesis. hemos analizado las bases tedricas del proublema del
viaiero v sus métodos de solucidn. Junto con los  programas
implantados hemos efectuado una clasificacitn y comparacion tanto
para los métodos exactos como para los aproximados, basaddoros en

su estructura y eficiencia. Se ha ilustrado la solucion del problema
de viajeros multiples por dos maneras: conversion al caso de viajero
simple, y el tratamientc directo del problema.

El metodo exacto cldsico analizado con mayor detalle es
ramificacion v acotamiento desarrollado por Jaohn Liltle. Tal
método es de gran utilidad cuando se reguiere una solucidn exacta.

En el programa implantado en el trabajo, se almacenan la matriz
reducida Yy los arcos de decisidn que salen de cada nodo en el
arbol de solucion., De este modo, se consume menns tiempo en la
obtencion de la solucién. Sin embargo, se ocupa muchn espacio de
mamoria. Otra manera de implantar el algoritmo es almacenar
unicamente los arcos de decisidn que salen de cada nodo en el
arbol de solucidn. El objetivo de esta implantacidn es ocupar

menos  espacio de memeria, Pero €l proceso de solucion es mds lento
porque cuando se recupera la informacitn de un Arbol de
solucién, se tiene que reducir nuevamente la matriz de costos. Con
esto, quisieramos - decir que aungue los algoritmos estan
desarrcllados, adn se puede hacer muchas cosas en la implantacion er
una computadora.

Dentro de los algoritmos heuristicos, la clase de mejoramientc
de circuito nos ofrece la ventaja de que se puede terminar el procesc
de solucidn en cualquier momento, ya que siempre estamos trabajando
con un circuito hamiltoniano factible. Los métodos de eliminacidn
de subcircuites obtisnen inicialmente soluciones localmente &ptimas,

Y luego conectan los subcircui tos para formar un circuitc
hamiltoniano. Este tipo de algoritmos decomponen un problema en varioe
subproblemas, la solucitn exacta de cada subproblema es facil de
obtener. Muchas veces, las soluciones locales son adecuadas. Los
algoritmos de constriccidn del circuito proporcionan soluciones
bastante aproximadas a la optima, ademds de comsumir poco tiempo y
memoria de computadora. Por Gltimo, los métodos combinados
aprovechan un circuito inicial obtenido par un método de
construccion, y buscan una soluciédn mejor usando algun método

de wmejoramiento de circuitos. Estos meétodos logran una excelerta
aproximacion a la soluciédn dptima y el tiempo consumido es
considerablemente menor comparando con el del método exacto.

El problema de viajero con diferentes ciudades tase es dificil
de resolver. E! método de ramificacidn y acotamiento es presentads
en el trabajo. Se proporcionan dos métodos heuristicos: el
Algoritmo de Insersién y el Algoritme de Particidn. Con estos
métodes, podemos resolver el problema de viajeros multiples con
diferentes ciudades base satisfactoriamente. Usando 1os pragrama
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implantados, podemcs entimar la eficiencia de estes algoritmos. Sin
embarge, todavia se descaonoce e! comportamiento de la cola de wrror en
@l peor caso. Para calcular asta cota, se requiere un andlisis
complicado de probabilidad.

Los programas estdn implantados en la microcomputadora fpple y
sus compatibles, Debido a la naturaleza de ésta, no se puade espaerar
una gran capacidad de almacenamiento y velocidad de procesc. Por lo
que sdlo recomondamos usar los pragramas para problemas pequeffios o
medianos. Se puede obrervar que los algoritmos presentados en el
trabajo tieng muchas relaciones con atros problemas de optimizacidn.
E€sto puwde servir para moativar estudiantes gque desean ampliar su
conocimiento en el campo de optimizacidn discreta.
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AFRPENDICE I CONCEPTOS BASICOS
DE GRAFICA

3 lenguase de agrdficas ha hecho posible representar la
estructura de un gran numaro de situaciones de una manera simple.
Ejemplos clasicos de tales representaciones sons

a) Red de comunicaciones tales como lineas de ferrocarril,
flujos de informacion, etc.

b) Relacitn binaria asociada a relaciones algebraicas,
sociolédgicas, regla de juegos y control de instalaciones.

c) Representacion de las transiciones de estados en una cadena
markoviana.

El estudio badsico de lus conceptos de grificas que se describe
#n este apéndice hace especial ¢nfasis en las definiciones que se
usan en este trabajo.

En este apéndice se describe el concepto de grdfica dirigida y
no-~dirigida asi como los pardmetros tipicos que se le asocian como

grado de wentrada y salida de un nodo y la manera de nombrar conjuntos

espwci{ificos de nodos y arcos como trayectoria, ciclo, circuito,
entre otras.
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Una grérica denotada G=IN,Al congiste de un conjunto N cuyos
elementos se denaminan vértices (o nodos) y un conjunto A de
pares ordenados de N denominados arcos. ([21hH)

8i denotamos por M=!A! es el numero de vértices, se dice gue
la grafica es de orden H. En general, se supona que los
vértices son numerados i=f,...,M. Si Ny A con finitos, se dice que
6 @s una grafica finita. Si a=(1,)) es un arco de 5, entoncos i
es el nodo inicial del arco a y J es el nodo rinal da a.

Graficamente, los vértices pueden ser represantados por
puntos, y cada arcp a=(i,J) se representa paor una flecha gue conecta
los puntos {i y j. La direccion de tal flecha es de i a j. En e}
caso de que i=j, © 8ea que los nodos inicial y final de un arco
coinciden, @1 arco se llama rizo. Sean a, b dos arcos diferentas,
si a={i,J), b=(i,§), entonces a y b son paralelos.

El nodo j es llamado un sucesor de i &1 existe un arco con el
nodo inicial i y el nodo final j. El conjuntc de sucesores de un nodo
i€fN o8 denotado por qli). La transformacién q:N --> R es
mapeo wulti-valuado, esto es, mapea subconjuntos de N a los
nameros anteros positivos, 8i existe un arco (j,i), § es
antecesor de i. El1 conjunto de antecesores de i £ N se
danota por Q- (i’ donde q=? es mapeo inverso del
multi-valuado q.

Ejemplo A.1.1: En 1la saiguiente grafica, 2 es el nodo inicial del
arco as Yy 3 el nodo final: a. es un rizo; ql{1)={27,
q-*(1)={2,3}; y finalmente as y am son arcos paralelos.

Figura A.l.1
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En el estudio de c¢iertas propiedades de griaficas, la direccidn
de los arcos no es tan relevante. Por eso, se introduce el concepto de
grdficas no dirigidas v algunas definiciones asociadas con dstas.

Un par no ordenado (i,i) se llama arista, esto es, una arizta
es un arco sin importar la direcciéon. Geaficamente, el arista

a=(i,j) es representado por una linea que une dos puntos i y ). Si
una grafica coctiene dnicamente aristas, se dice aue s una
gréfica no dirigida. En caso contrario, la grdfica es
dirigida. )

Una grafica es simple si no contieng rizos, y no axiste
mas de un arista entre cualguier par de vértices. 8i a={i,j) vy
b=(i,k) =2ntonces ze dice cue las aristas a y b son advacentes.

Ejemplo A.1.2: En 1la figura A.l1.2 se muestra una grafica no
dirigida, donde Ay 4:..4a4» 50N aristas: la grifica no es

simple, vya que tiene rizo aa v ademds tiene mds de un arista

entre 2 v 1; firalmente as vy ax son advacentes.

.

El gradu de salida de un noda i denotado por d*+(i) es el
~.rero de arcos (o0 aristas) que tienen i como su nodo inicial.

El gradv de entrada de i denotado por d-(i) es el
nimero de arcos (o aristas) que tienen i como su nodo final.

El grado del nodov i, denotado por d(i) es el numero de arcos
(o aristas) que tienen i como su nodo inicial o final. De inmediato,
se tiene gue:
dii)=d*(i)+d—{1)

Dado el subconjunto X c N, la subgrafica generada por X es
la grafica 6Gx=[X,Ax] cuyos vértices son elementos de X y cuyos
arcos Ax son los arcos de G con vértice en X.

Sea G=[N,A] y V c A. La grafica parcial generada por V c A
es la qgrafica con el mismo conjunto de vértices N como lo de G,
pero sus arcos son de V (omitienda los arcos A-V).

)

1 | %2

Pl

} Y
Figura A.I.2




Dadas una grafica B=IN,Al, un subconjunto de vétices ¥ c M,
y upn subconjunto de arcos V ¢ A, la subgrdrica parcial generada
por X y 'V es la grafica parcial de G generada por V.

Ejemplo A.1. 252 En la figura A.1.2, se muestra el conceptoc de
subgrdfica v grdfica parcial.

Una grafica 6=IN,Al es completa si para cualquier par de
i, existe el arco (i,i).

Una coleccion de arcos (no necesariamente distintos)
Asgereydn de una qraéfica se dice que forma una
progresfén de longitud N, si eciste una sucesion apropiada de
vértices Voy...,Vn tal que a,=(Vi-1,Vi). 6i Va#vn,
la progresitm es abierta. En caso contrario, la progresidn es
cerrada. Si Vi#Vj para todo i,j, la progresién es una
cadena. La longitud N también se llama la cardiralidad de
la cadena. Un ciclo vs una cadena cuyos extremos se coinciden.
Una trayectoria es una cadena cuyos arcos estdn dirigidos en la
misma direccion, .

Un circuriteo es una travectoria en la cual el nodo inicial v
nodo final e coinciden. D sea que, £l punto inicial de la cadena es
e}l punto final de la misma,.

Una ruta es una progresidn en que un nodo de la grdfica
puede aparecer mis de una vez, y que todos 1o0% arcos estdn
dirigidos @n la misma direccién,

Una grafica es conectada si para todos los pares de
vértices i y Jj, existe una cadena gque une i y j.

Crifica Subgrifica
v
= Gréfica \“-—"_"—‘ Subgrafica
parcial parcial

Figura A.I.3
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Dados una grafica GIN,Al, un subconjunto de veétices ¥ c M,
y un  subconjunto de arcos V ¢ A. la subgrdfica parctal generada
por X y V es la grafica parcial de G: generada por V.

Ejemplo A.I1.3: En la figura A.1.3, se muestra el concepto de
subgrdfica v grdafica parcial.

Una grafica G=[N,Al es completa =i para cualquier par de
i,J, existe el arco (i,i).

Una coleccion de arcos (no necesariamente distintos)
Aigees yan de una grafica se dice que forma una
progresiéon de longitud M, si existe una sucesidn apropiada de
vértices Voy...,Vn tal que a,=(Vi-1,Vi). §8i Va¥Vn,
la progresion es abierta. En caso contrario, la progresién es
cerrada. 8i Vi#Vj para teodo i,j, la progresién es una
cadena. La longitud N también se llama la cardirnalidad de
la cadena. Un ciclo es una cadena cuyos extremos se coinciden.
Una trayectoria es una cadena cuyos arcos estdn dirigidos en la
misma direccién. v

Un circuito es una travectoria en la cual el nodo inicial v
nado final se caoinciden. O sea que, @l punto inicial de la cadena es
el punto final de la misma.

Una ruta. ®s una progresion en que un noda de la grafica
~puede aparecer mids de una vez, y que todos los arcos estdn
dirigidos en la misma direccién.

Una gréfica es corectada si para todos 1los pares de
vértices i v j, existe una cadena que une i y Jj.

Grifica Subgrifica
= Créfica """ Subgrdfica
parcial parcial

Figura A. 1.3




Ejemplo A.1.4: En la figura A.I.t,

(3,4, 4,1 es cerradas asta

trayectoria, ya que los
circuito porque sus extremos coiciden.

progresion  tambien

L.a cardinalidad es 4.

la progresion {(1,2),

es

arcos tienen un mismo sentidog

2,3,
una
v es

e
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AFENDICE II PROGRAMNS DE
COMFEUTADORA

Los programas de camputo relacionados con los métondos de
solucién del problema del wviajero estdn implantados en las
microcomputadoras Apple 11 v sus coumpatibles. £l lenguaje usado es
UsCp Pascal Ver.l.1. Sin embargo debido a la alta estandarizacidn
del lenguaje Pascal, estos programas son faciles para trasladar en
otras maquinas. El disco de programa es autoejecutable., Con los
discos montados en los drives, s6lo se necesita prender la
maquina, aparece el menu de operaciones que gufa al usuario.

En la figura A.2.1, se mnuestra un bosqueio de los programas
implantados en la computadora. Fara usar cualquiera de los programas,
primero e tiene que crear un archivo donde se almacenan los elementos
de la matriz de costos. €l archivo consiste de varios registros. Un
registro a su vez consiste de varios campos. En cada registro se
almacena un renglén de la matriz, En cada campo se almacena un
elemento del rengléon. El1 nombre del archivo se forma por ocho
caracteres alfanuméricos (el primerc tiene que ser una letral, y una
extension. La extension tambié¢n contiena ocho caracteres
alfanuméricas. Cuando se corre un programa, la computadora pide el
archivo de datos. Entonces el usuario s6lo necesita teclear el
nombre del archivo seguido por <{Return>, y la maquina empieza a
correr el programa.

Al principio de la ejecucidn de cada programa, el usuariac tiene
opcitn que enviar la salida por video o por la impraesora. Pues la
computadora indica “Oprime 1 si desea imprimir el resultado". Se puede
oprimir cualguier otra tecla en caso de querer observar el resultado
en la pantalla.

En la biblioteca de la DEPFI (Divisidn de Estudios de Fusgrado
de Facultado de Ingenierfa), se puede consultar los listados de las
programas implantados.
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Programas

implantados
—. _— L - S
Métodos { Métodos | Métodos para -
exactos heuristicos | : viajeros mul-:
H i tiples

o
oo b1 1T 1 o 1

fMétodo de ]Hétoda j iHEi;do de} Hitod';d-; ‘Método ¢
‘combinado |

Ramif. y [irayectoria]

R T L
;Algnritno‘; rﬂetodo dei Método
Iaeo:aintoltll largs

,idn pcnal.l; Eim:eral:i.ﬁnI r—éptimn; :adecuaciﬁn; I‘ca-bintdo'f ‘imersiEnE |par:ici6n'
[ - - - = i a— kb . { . -4 -

Figura A.2.1
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1. RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO
Nombre: BRLEND

Descripcion: es un algoritmo exacto para resolver el problema del
viajero v fue desarrollado por John Little. La ramificacidn se
efectua sobre un elemento de la matri: reducida de acuerdo con cierta
regla (ver Cap.ll1.2). La acotacidn se obtiene reduciendo la matri:z
de costos desnués de eliminar las hileras v columnas innecesar: 15,

Comentario: Este programa guarda la matriz de coustos de todos los
estados del 4rbol de solucidn, de esta manera, el proagrama corre ccn
mavor velocidad, pero., wusa mucha memoria. La grafica puede ser
dirigida o na.

Salidat Se imprime la m2triz de costos de cada vértice del 4arbol
de solucién, junto con la trayectaria generada y el costo acumuladsy,
Se imprime también el elementa sobre el cual se efectua la
ramificacion.

2.METODO E PENALIZACIOM
Nombre: PENALIZ

Descripcion: El objetivo de este programa es el siguiente: dados el
nodo inicial y el final, encontrar la trayectoria bhamiltoniana
éptima. Se genera primero el 4rbol de expansidn minima, y luego

son  penalizados las nodos que tienen mas de dos arcos incidentes. Se
maodifica la matriz con la penalizacién, para volver a generar el
4rbol de expansion minima hasta que el grada de los npdos sea dos
{exceptao e} inicial y el final).

Comentaric: En este programa, la computadora pregunta al usuario cual
es @]l npodo inicial, el final y el valor de penalizaciéon que
normalmente esta entre & y 10. Un valor inadecuado puede provocar
divergencia del algoritmo. La grafica es no dirigida.

Salida: En cada iteracion, la computadora imprime la tonexidn de
los nodos para generar el drbol de expansién minima bajo la matriz
de costos actuales, Se indican los nodos gue tienen mds de dos arcos
incidentes y el valor de penalizacién, y se imprime la nueva matriz
de costos.

3. TRAYECTORIA MAS LARGA
Nombres TRAML

Dascripcidn: El programa genera la trayectoria mds larga del nodo

1 al nodo n+l (n ms el nimero de ciudadez del problema del viajero).
El nodo n+1 es artificial. Se tiene gue convertir el problema del
viajero en uno de trayectoria mds larga. Se cambia el nodo final a n+1
para todos los arcos que llegan al nodo &.

Comentario: La matriz de costos es de dimensidn n+l, y tiene gue
estar triangularizada. Es decir, después de permutar ciertos
renglones v columnas, los elementos inferiores de 1la diagonal
principal son de valor infinito., La grdafica es dirigida.
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Salida: La computadora imprime la trayectoris gue va desde €3 .22 )
hasta el nodo i (i=2,...,n*+1), Si la travectoria yue incluve todus lcs
nodos es (1, Jj, +.ay k, N+1), la solucién del problema del viajero
en {1, J, .0y by D).

4.METODO DE INSERSION (caso simple)
Nombre: MINSERS

Descripcién: El1 programa se basa en el método de Insersian Mas
Cercana, funciona de ia siguiente manera: se busca el ncdo que ezt
mds cerca al subconjunto de nodos va resueltos. Luego compara los
valores de Cli,k) + C(i,k) =~ Cli1,j). Seleccionar el per (i,i) qgue
minimiza este valor. Insertar k entre ellos.

Comentario: En este alqoritmo, la gré&fica debe ser no dirigida.

Salida: Cada vez que se i1nserta k entre | y i, la computadora imprime
estos kg indices, y actualiza conexidn de los nodos del
subconjunto.

S.R-0PTIMO
Nombre: ROPTIMO

Descripcién: El algoritmo parte de cualquier circuito inicial. Luego
prueba eliminando r arcos del circuto y adiciona r arcos que nc
estén en éste para obtener una nueva solucidn. 8i este
intercambio de arcos ofrece mejoramiento, se usa este circuito para
seguir intentando la prueba. El algoritme termina, cuando por
intercambio de r arcos ya no se puede mejorar mas y ademds se ha
costemplado que el circuito también es (r—1)-dptimo.

Comentario: Debido a la recursividad del algoritmo, cuando r es
grande, el programa corre con mayor lentitud. For lo que el método
s6lo es implantado para r=2 y . La grdfica debe ser no dirigida.

Salida: Cuando un intercambio produce mejoramiento, la computadora
imprime los arcos que serdn eliminados vy los arcos agregados, e
imprime nuevamente la conexitn entre los arcos.

6.METODO DE ADECUACION
Nombres MADEC

Descripciént Primero, se obtiene la solucidn del problema de
asignacién usando el método hungaro. Si la solucidn es un
circuito, entonces es optima también para el problema del! viajero.
Si la solucién consiste de subcircuitos, entonces se borra el arco
maés pesado de cada subcircuito, y se ligan los subcircuitos por
adicion de alqQunos arcos.

Comentaric: La seleccibn de los arcos agregados es arbitraria. El
algoritmo trata de obtener soluciones localmente déptimas. La
gréfica pueda ser dirigida o no.
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Salida:s La computadora imprime todo el procedimenta de (a
gereracion de la solucion del problema de asignacion. Despuds

indica el arco mas costosten cada subcircuito. Al final smprime 12
soluciéon del probleme de viajero.

7.METODC COMBINADD
Nombra: COMB

Descripcitm: Se usa inicialmente el alqoritmo de Insersion Mas
Cercana para generar la soluciétn inicial. Luego se aplica el
alcoritmo 2-éptimo para mejorar la solucion. *

Comentarios: En muchas ocaciones, el 2-éptimo ya no meiora nada 1=
selucidn porque el circuito generado por Insersidn Mas Cercana
es bastante bueno. La grafica debe ser no dirigida.

Salida: La computadora imprime primero toda la salida menciuvnada en el
algaritmo de Insersién MAs Cercana, y luego la salida de r—éptimo.

8.METODO DE INSERSION (caso multiple) .
Nombre: MINSERM

Descripcion: El programa se basa en la implantacion del método
de Insersion Mas Cercana, funciona de la sigquiente manera:

Bea m el numera de viajeros. Primero se forman m subconjuntos
distantes iniciales. Cada uno consiste de dos nodos. Despuéds, se usa
cualguier nodo k para calcular el minimo de C(i,k)+CCi,k)=Cli,i).
Donde i,j deben pertenecer al mismo subconjunto. Se inserta k entre i
y 3.

Comentario: Al principio, la computadora pide el nimero de viajeros en
el problema. La grafica debe ser no dirigida.

Salida: Cada ver que se inserta k entre i y j, la computadora imprime
estos tres indices, y la c«onexién actualizada de los nodos del
subconjunto.

?.METODD DE PARTICION (caso multiple)
Nombre: MPART

Descripcion: Primero, se genera €l Arbol de expansidn minima, se
elimina los m-1 arcos mas costosos para dividir el 4drbol en m partes
(donde m es e} numero de viajeros). Se resuslven estos m subproblemasz
individualmente,

Comentarios: Inicialmente, la computadora pregunta al usuaric =i
nimero de viajeros en el problema. La matriz de costos debe ser
simétrica.

Selida: Se imorime el proceso de la generacién del 4drbol de
axparsidn wirima. Se indicar los m~1 arcos mas costosos del arbol.
Finalmente sze imprime @) procedimiento de solucién de cada uno de
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los subproblemas usando el método de Z-dptimo. Si una subgrdfica
contiene un solo noda, ya no se imprime la solucién de dicha
subgrafica.

10.METODO COMBINADO (caso multiple)
kombre: COMBM

Dascripcidn: Se uza inicialmante el algoritmo de Inserzicén para
generar la solucién inicial. Luego me aplica el algoritmo Z-dptime
para mejorar la solucion.

Comentarios: Al principio, el usuario tiene que proporcionar el ndmer:
de viajeros. En muchas ocaciones, el 2-dptimo va no mejora nada l:
solucién porque el rcircuito generado por Insersion es bastante
tueno. La grafica debe ser no dirigida.

Talida: La computadora imprime primero toda la salida mencionada en &l
alqoritmo de Insersién Mas Cercana, y luego la salida de r-éptimo.
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