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Estuve en uha escuela de Matemdticas, en
‘donde el phofeson ensefiaba a sus alumnos
~con un método apenas Lmaginable para noso
imob en Eunopa. La proposicibn y demostna
cidn eran eschitas sobre una oblea defga-
da con tintuna cefdlfica, La oblea tenla -
que sen Zomada en ayunas. Durnante Los tnes
dias sigudlentes nada mis se podfa Lngenin
pan y agua. Cuando La oblea erna digendida -
La tintura ascendfa al cerebro, £Levando -
La proposicidn y demostracidn junto con -~

ella,
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INTRODUCCION |

En 1970 Zangwill y Polak, utilizando las nociones de semicon

tinuidad y de adherencia presentaron por primera vez un con-—
junto de resultados generales sobre condiciones suficientes
para la convergencia de una extensa clase de zlgoritmos des-~
cendentes de programacién no lineal, motivando con esto, el
desarrcllo de una teoris general de convergencia algoritmica.
Poco después en 1975, Huard aplicando el concepto de mapeo
cerrado estudidé la convergencia de algunos algoritmos de pro
gramacidén no lineal, dando psuta a que Meyer y Komldsi, re-
cientemente, combinande la nocién de cempacidad con la des ma
peo cerrado, obtuvieran resultados todavia mis generales que
los de Zangwill y Polak.

Pocos han sido los resultados relevantes que se han obtenido
sobre la convergencia de algoritmos de programacién no lineal
y muchos los resultados aparentemente alslados o sin conexidn.
El principal objetive que lleva consigo este trabajo, consis
te en fundamentar y desarrollar una teoria general sobre la
convergencia de algoritmos de programacidn no lineal que con-
Junte y conecte dichos reswltados, ¥y que trate fundamentalmente
los dos aspectos siguientes:

(i). Convergencia global.
Dado cualquier punto inicial, se cuestiona si el algo-
ritmo converge.

(ii). Rapidez de convergencia.

Dados dos algoritmos convergentes. i Cudl de los dos
converge mas ripido 7.



Un hecho significativo para el desarrollo adecuado de una teo
ria general de algoritmos de programacidn no lineal, consisti
ré4 en asociar a cada algoritmo un mapso de punto a conjunto;
Un algoritmo serd considerado como un procedimiento iterati-
vo que genera una sucesidén de puntos de acusrdo a un conjun-
to de reglas preestablecidas y a la informacidn cedida por
puntos previamente obtenidos.

Muchos de los algoritmos empleados en programacién neo lineal,
por su complejidad, pueden ser considerados comc la composi-
¢cidén de dos o mas mapeos de punto a conjunto, siendo absolu-
tamente necesario, incluir dentro de la teoria el estudio

de mapsos composicidn y de su convergencia.

En 21l transcurso del capitulo 1, s=2 pressntan los conceptos

y resultados més relevantes del anédlisis convexo, casi indis
pensables, en la obtencidn de condiciones de optimalidad en
programacién no lineal. A través del capitulo 2, se presentan
los fundamentos necesarios para sl desarrollo adecuado de una
teoria general que trate sobre la convergencia de algoritmos
de programacidén no lineal. En el capitulo 3, se estudia la
convergencia algoritmica y la rapidez con que esta se efectia.
Finalmente, en el capitulo 4, es estudiado un aigoritmo de
programacién no lineal desarrollado, recientemente, por D. Pa

viani.
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1.1 ANALISIS: CONVEXO

1.1.1 INTRODUCGION

Uno de los t6picos de la nmatemética, ya sea pura o aplicade,
que ha cobrado un creciente interés en las ltimas décadas,
es el anélisis convexo. Lz ingenierfa y la investigacién de
operaciones han dirigido también su atencién en forma ascen-
dente a la aplicacién del andlisis convexo en la teoria de
optimizacibn.

El primer estudio formal sobre el tema de convexidad, apare
cib6 en 1911, con la obra de Herman Minkowski, titulada:

" Teoria de cuerpos convexos ". El segundo trabajo importan
te sobre convexidad fue realizado por Werner Fenchel y fue
publicado en 1934 bajo el titulo: " Sobre funciones convexas
conjugadas ". Casi desde entonces, fue reconocido el impor-
tante papel que desempefian las funciones convexas en la teo
ria de optimizacibén debidc a sus particulares propiedades.
Sin embargo, es importante hacer notar aquf, que en la préc
tica, es imposible esperar gue todas las funcicnes sean con
vexas; pero 1o que si es posible, es investigar sobre la ge
neralizacibn de dichas funciones, relajando los supuestos,
de tal manera, que las propiedades deseables para efectos

de optimalidad se preserven.

En el estudio de la Programacién no lineal, el andlisis conve
Xo participa esencialmente en la obtencién de condiciones
adecuadas de optimalidad bajo hipdiesis relajadas de conve-

xidad.



~1.1.2 CONJUNTOS GONVEXOS - - -

Enesta secéién, Sé”presghtaﬁrios cdnceptos ¥y resultados
més relevantes del anélisis convexo, los cuales compren-—
den: En primer término. El teoremz de Carathéodcry sobre
la compacidad de la envolvente convexa de conjuntos com-
pactos, y la nocibn de envolvente convexo-balanceada Gtil
en la construccibén de conjuntos convexos con cierta sime
tria con respecto al origen. Despuds se estudian las pro-
piedades topolégicas de los conjuntos convexos y de las
envolventes- convexa y convexo-balanceada. A continuacidn
se presentan los teoremas de hiperplznos de soporte en

la frontera de conjuntos convexos y los teoremaos de sepa
racibén entre conjuntos convexos y ajenos ror hiperplanos,
como consecuencia directa de estos dltimos resultados se
establecen los teoremas de a2lternativa de Parkas y Gordan.

En todo lo que sigue se hard refencia al espaclo euclidiano
n-dimensional R" y al producto escalar <x,y>=xty, en donde x,
¥ son vectores columna de R®. Este producto escalar define en
R 1a norma Hx“2=<i,x) y esta norma a su vez define la métri
ca 4(x,y)=llx-¥yll, la cval induce una topologia T ,en la que los
conjuntos abiertos son de la forma {yERn;llx—y]ercon €>0.

La siguiente definicién relacionada con ¢ serd de utilidad en

el desarrollo de esta seccidn.

Definicién. 1.1.2.1 Sea A un subconjunto no vacio de R®, en

tonces:



(i). La ¢erradura de A, dznotada por A, es la interseccidn
de todos los conjuntos cerrados que contiensn a A. Un punto
xeB” pertenece a X si, y sblo si-{yﬁﬁn; lIx=yll<NA#P para to
do e€>0.

(ii). El interior de A, denotado por Int(4), es la unidn de
todos los conjuntos abiertos contenidos en A. Un punto xeR"
pertenece a Int(A) si, y sb6lo si, existe €»0, tal que

{yeRn; [lx-lkejCA.

(iii). La frontera de 4, denotada por 94, es el conjunto
E~Int(A). Un punto xeR” pertenece a a4 si, ¥y sblo si

{yemn; | x~y lIkeyNLFB ¥ [yemn; Hx—y!kéﬂ\AC#¢.

(iv). Se dice que un conjunto AR es compacto, si toda cu-
bierta abierta de A contiene una subcubierta finita, es de~
cir, si {Ud} s cualquier familia de conjuntos abiertos, tal
gue AC\JUd s entonces existe una subfamilia finita {QH,UQ,..
-, U} tal que ACHU‘(; .

Tos conceptos fundamentales sobre los cuales descansa la esen
cia toda del pensamiento matemdtico es el concepto de limite
ds una sucesidn infinita. En 2l estudio de la matemética, es
ta concepto aparece casi invariablemente, ya sea implicita o

explicitamsnte-

Definicibn. 1.1.2.2

(i). Una sucesién {xk}kew de elesmantos de En, s2 dice que con
verge a un slemanto x*emn si dado €70, existe NelN, tal qus
para toda kel con k3N, se tiens que Hx —-x*{l<€. Se denota que
la sucesién {x Kl ke CODVETEE x*¢RE por lim xk_x .
Frecuentemente, este hecho se denota como: llxk—x | = O cuan
do k—>oo, 0 ‘bien, x;—; x* cuando k 3 m.

(ii). Una sucesion {xk}kem de elzmentos de Rn, es llamada de
Cauchy, si dado ey0, existe Ne¢lN, tal gque para todo k,mel

con k,myN, se tiene que X, =X lI<€-



Cabe mencionar aqui,mniehfﬁn*todagsucesién.de Cauchy converge,

Proposicifn. 1.1.2. 3 Sea A un’ subcongunto no vacfo de R".

Entonces las 51gu19ntes condlc1onns son squivalentes:

(i). A es compacto

(ii). A es cerrado y acotado’

(iii). Toda sucesidén de elementos de A contisne una subsuce—

sién convergente

La prueba de la proposicibn anterior se omite, y pusde sar

encontrada en la refarancia

Definicién. 1.1.2.4 Sean A,BCR® y NCR, entonces

(i). A+B={x+y ; xehA , yeB)

(ii). Aa={ M ; leA, xeA}

Frecuentemente se utiliza la siguiente notacidn: {a}+B=a+B ¥

XA=)A .

o

Figura 1. Suma y producto por
escalaraes sntre conjuntos.

Definicidn. 1.1.2.5 Sea CCR™, se dice que el conjumto C es
convexo, si XC + (1-2)CCC para todo A€0,1).
Equivalentemente, si x,yeC, entonces lx+(1l-X)ye( para todo
refo,1]



Geomitricaments,lo gue la definicién antéfid’ ice, es que"

un conjunto C es convexo, si dados dos punto‘ cuaIGSquleral‘
del conjunto, los puntos del segmesnto de recta que los une

pertanzcen tambidn al conjunto.

Figura 2. Convexidad

Mungue la definicibn de conjunto convexo se eXprasa en tér-
minos de parss dz puntos. Es posible mostrar sn forma sanci
1la, gue un conjunto ss convexo si, ¥y sélo si cada combina-
cibén lineal convexa de un ndmaro finito de puntos del con-
junto es de nuevo un punto del conjunto.

Observe tambidn que la definicidn de conjunto convexo,tiene
sentido en cualquier sspacio vectorial.

Las propiedades mencionadas en la siguiente proposicidén son
sencillas de probar o casi triviales, por lo gue se omite su
prueba. Dichas propiedades son utiles, cuando es inconvenien
te verificar convexidad directamente a partir de la definicidn.

Proposicibn. 1.1.2.6

(1). La interseccidén de cualquier familia de conjuntos conve-
x0s es de nuevo un conjunto convexo.
(ii). Una combinacién lineal finita de conjuntos convexos es

‘de nuevo un conjunto convexo.

Proposicibén. 1.1.2.7 Sea CCR™ un conjunto convexo y m*bo,
entonces («+9)C = oC +§C.
Prueba:
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51 &=0 6 $=0 no hay nada que probar. Suponga qusz «,p>0,
puesto gque C es un conjunto convexc, entonces qf@ C +?£%;C
CC, de donde «C+CC (x+P)C, la contencidén contraria se satis

face para cualguier conjunto ¢ y para cualesquier escalares
dy(.’),

Dado un subconjunto § de K’se sabe que existan subconjuntos
convexos de R" que lo contienen, por sjamplo, =21 mismo Rn, ¥
se sabe ad=més por la proposicidbn 1.1.7.6, que la intars:ccidn
de conjuntos convsxos gs de nusvo un conjunto cenvaxo, 2n con
secuencia, se sigus quz 3xistz un minimo conjunto convaxo quz

contiene a S. Bste hecho sz przcisa a continuacién:

Definicidén. 1.1.2.8 Sea SCR". La snvolvente convexa de S denota
da por conv(S), es la interseccién de todos los conjuntos con

vexos qug contisnen a S,

conv(S)

(a)‘

(®)



(c)

Figura 3. Los incisos (a), (b) ¥ (e)

son s2jemplos de envolventes convexas.

Proposicién‘. 1.1.2.9 Sea SCR", entonces

(i). conv(8) es el minimo conaunto convexo que contiene a S
(ii). conv(S)= {Zo(x eR™; o ;€f0,11 Z,o: =1,x,e8, me[.}

Prueba:

(i) se sigue de la proposicidn l 1.2.6;

(ii). Sea T—-{deelR ;456,11 Zo( =1, x€S8, melN} Claramente
- 8CT, se vera que T es un conjunto convexo, entonces por (i)
cony(S)cT. Sean ¥q,7,€T y A¢[0,1] , entonces ¥q= E:q x; ¥

Jo= Zq xl, en donde algunos o( J o( son cero, ae tal manora
que yl Y ¥, se expresen como comblnac1ones convexas de los
mismos elcmentos (si es necesario). Entonces )yl+(l A)yg_
Z{O‘“ +(1- x)x )% €T, ya que ) M +(1-M)a =1 3 oy +(1-3)«} 30,
Por lo tanto ‘I‘ 2S convexo y en consecuenc:la conv(S)CT.
Flnalmente, se probard por induccidn sobre m que Tcconv(S).
Para m=1, se sigue de qus SCcom(S) Suponga que para k‘m—l
20( X. econv(S) con o 20, .d. _l ¥ x ES Sea y= Z;o( X. con o(

Zo( 1 ¥ X eS si algun q ~O entonces por h1po«.es:Ls de 1ndu9_

i)



] e

cién yeconv(S), de dondz es poslble suponer que- o& >O para toda

i, Sea o = Zo(’>0 entonceas Z—-‘ =1 y l-0= o( . Por hlpétesn.s de
induceibn ]‘gixleaonv(s) y xmeconv(s) ¥y puesto que conv(S)

es un conjunto convexo, y_dzi“‘x +(1-o)x econv(S) Por lo-
tanto TCconv(Ss). : :

De acusrdo a la proposicién anterior, un punto en la snvolvan
te convexa de un conjunto puede sar reprassntado como combina
cidén lineal convexa de un ndmero finito de puntos. El siguisnte
tsorema debido a Constantin Carathéodory muestra gque cualquier
punto de la envolvente convexa de un conjunto scr™ puede ser
representado como combinacidén lins=al convexa de, a lo mids n+l

puntos de S.

Peorema 1.1.2.10 (Carathéodory) Sea SCR®, entonces para todo
yeconv(S), existen {xl,xe,...,x s y {)\ ?,. ..,)\k-]CIR, tales

que

a) kéngl
D) F=2 A%

c )\)b =1
) Y LM

Prueba. "
S=a yeconv(S), entonces y=z>s x; , donde M ;%0, 2—_\,}\ =l y x;€8.
Si k£n+l , no hay nada que probar. Supong;a que k>n+l entoncas
Xp=Xy 4 x3—x1,...,xk x, son nacesariamente vactores linsalmente
depz2ndisntes en R" , por lo tgnto existen escalares }12,)4 ye ey
Hl no todgs cero, tales que Z{ (x. -xl) =0. Defina py=-% R,
sptonces 3 f;x; E“ i-P%a= TR Z;Pl 1° EHJ_(XZL x))=0"y

7‘ ).,1 =0 ¢bh no todos 1os }J. nulos, Ademas por lo menos un

}4 .>0. EntonCﬁs para toda O(LIR se cumpls que y—E) X. —O—

i
)s X4 —0(2_‘,}11 I—Z(X )x . Escojaa como sigue: o —mln{ ,}11>0}=
7,l>0 Ahora 1en,s:. H5£Cy entonces oMy ‘OO\:L, asi A, —u/J >0 y si }xl
>O, entonces —)ilk>—ﬁ~a— =% y por lo tanto -04)1 O. £n conclusidn

.—0(}1 >0 para tode i y en partlcular )\J-"(}B—O debido a la defi
nicién de « . Por lo tanto y-}_",(}\ ~dp; Jx, con M ;—Op;20 pare
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toda 1, 2(A —ap,)=1, {xl,lz,...,:\k}cs y )\ ~Of=0. Bn otres
_palabras yeconv(S) se puede expresar como comblnacién lineal
convexa de k-1 elementos de: S Sl k- l—n+l la prueba termins.
En caso contrario, se replte el,procedlmlento anterior hasta
representar a yeconv(S) como combinacién lineal convexa de

n+l elementos.

: . n
La envolvente convexz de un. subconjunio S de R posee muchas

proviedades geométricas y topolégiczs-noisbles, las cuales

serdn expuestas a continuacidn:

Corolario. 1.1.2.11 Sez SCBn, s1i S es un conjunto compacto,

entonces conv(8) es también compacto.

Prueba:
QObserve prinero gue la funcibn F: Rn+1 (R )n+1—%-ﬁn definida
mediante F(A ...,k q 1,y2,...,xn+1) 2: ; €s una fun016n

continua y que el congunto A= {( 1 2""’An+l)’ A 20, ZZ;A wﬂ
es conpacto., Sea Q35X5X..+X5, entonces AXQ es compacto puesto
gue el producto cartesfgno de conjuntos compactos es de nuevo
un conjunto compacto, asf F(AXQ) es un conjunto compacto de
Bn, ya cue; éste es la imagen continua de un compacto. Por el
teorema de Carathéodory se tiene gue conv(S)CF(AAQ) For otra
varte, si yeP(AXQ) , entonces y=) A;x;, A0, A =1, lo
cual implica que yeconv(S), de donde F(AXQ)Cconv ) y por lo.

tanto conv(S) es compacto.

T3
Flgura 4, A {(Ap oha) s Aiéo’illifl}
=1



Proposici6n. 1.1.2.12 Sean SCE® y acR, entonces conv(S+a)=
conv(s)+a. . S ' S o
Prueba: :
Puesto que SCconv(S), entonces S+aCconv(S)+a, por la proposi
cién 1.1.2.6, se sigue que conv(S)+z es un conjunto convexo,
entonces por ls proposicién 1,1.2.9 conv{S+a)Cconv(S)+a.
Andlogamente S$=(S+a)-aCconv(S+a)-a, de donde‘conv(S)ccohv(S
+a)-a, eguivalentemente conv(S)+aCconv(S+a).

Proposicibn. 1.1.2.13 Sean S,TCR", entonces conv(SUT)=
A&géxs+(1-A)T).

Prueba:

Denote por H=¢%§§S+(l—))T), clarasmente SUTCH, se verid que el
conjunto H es convexo, de donde por la proposicién 1.1.2.9
conv(SUT)CH. Sean x,yeH y «el0,1] , entonces existen Ao,AleLO,l]
tales que xe)bS+(l—)o)T y ye)ls+(1—A1)T, entonces wx+(1-K)ye
d)bs+(l—q)kls+d(1~AO)T+(1—d)(1—)1)T=(xko+(1-d)A1)5+(d(1—ko)+
(1—d)(1—%1))T,ésto filtimo se sigue de gue S y T son conjuntos
convexos (Ver proposicién 1.1.2.7). Ahors bien, si @:uko+(1-ﬂ)
"y, entonces 1—@=N(1—)b)+(1—«)(1—A1) con pel0,1] , de donde
ox+(1-o)y€H. Por lo tento, conv(SUT)CH. Por otre lado, si xeH,
entonces existe k&i[O,l], tal gque x:)bs+(l—)o)t con s,teSUT,
pero SUT conv(SUT) y como conv(SUT) es convexo, se sigue que
xeconv(SUT), asi Hcconv(SUT).

Una de las propiedades topolbgicas mids inportante que tiene
la envolvente convexa de un conjuntoc S, es que si 3 es un con:
junto abierto, entonces conv(S) también lo es, como lo nuestra

el siguiente teorena:

Teorema. 1.1.2.14 Sea SCR™ un conjunto abierto y no vacio,
entonces conv(S) es abierto.
Prueba:

m w
Sea xeconv(S), entonces x=§%kixi con Aiéo,?lkizl, y x€8, mell.
= ! :



§i .S es:abierto, entonces existen €11€550+4,8 70, tales que

o n . : .
VB(xi;si)ziyeB ; uxi—yu<eiy:s para todo i. Sea e;ﬂ%ﬂééi}’
entonces %Sxi;e)cs pare todo i,y si yeR"™ es tal que jlyli<e,

m m

en“l:cmcesIIZ_:‘S}\ixi—ﬁi;)\i(}:i-ry)ll=|]:{||'<E con %éi(xi+y)€°°nv(s)’ ya
que,H(xi+y)—xﬂl=Hyﬁ£ para todo i, de donde xi+yeB(xi;e)CS
para todo i.

Observe oue si scr” es cerrado, entonces conv(S) no es nece-
sariamente cerrado. En efecto, considere en R el conjunto
aue consiste de los puntos (-1,0),(1,0) y el eje de las orde
nadas, la envolvente convexsz de este conjunto se muestra en

la siguiente tigura:

Lty

A

T

t

1

-

: !

b

S “econv(js) A

4 = A0
»> 0 Py 3= X S— .+ » X

1

A

|

] .

|

|

|

y
I SR

FPigura 5. Ejemplo de envolvente convexa

A continuacién se discute sobre algunas otras propiedades to
polégicas de los conjuntos convexos.

Proposicibn. 1.1.72.15 Sea ccR™ un conjunto convexo, tal que
Int(C)#@ y sea vel y zeInt(C). Entonces y=hx+(1-)\)zeInt(C)
para todo Ae(0,l) .



,Pru-;ba : ‘ e :
Si zeInt(C), entonces ex1ste e)O tﬂl que {wem ; Hw- zH<é}CC.
Se probaré que {weR"; Nw-yil<(1- ))E]CZC Sea woem , tal que
llw,~yUk(1-2) . Puesto gue xeC, se sigue que {weR™; Nw-xll<
({(1-N)e- Hwo—yﬂ)ﬁﬂric%ﬁ, de donde existe wleﬁn, tal que

flw —xH(((l—%)E—Hw —yH)/}. Sea wy= wzjﬁwx

—)w. |- ]]\ig~>iw,)‘—l+)\>'ll Sl =y )+ Moy )“z S (hwg =y e - )

<€ , de donde w,EC, pero w —(1 ))n +Aw v como hlEC esto
irplica que wEC. For lo tanto {weB, H\—;“dl—))é}C:C para
todo ME(0,1) con y=)lx+(1-))z.

entoncesllwz—zﬂ;

Figura 6. Segmento de linea que
une un punto de Int{C) con uno de 2C.

Corolarig. 1.1.2.16 Sea ccR™ un conjunto convexo, tal que
Int(C)#£B. Entonces

(i). Int(C) es un conjunto convexo

(i1). T es convexo

(iii). Int(C)=T

(iv). Int(C)=Int{(C)

Pruedba: :

(i). Sean x,zeInt(C) y como Int(C)CT, en particular zeC, de
donde Ax+(1-))zeInt(C) para toda he(0,1).

(ii). Sean x,ycC y see zeInt(C), entonces Xx+(1-))zeInt(C)
pera toda )e(0,1), sea Me(0,1) fijo, entonces Hy+(1—p)(kx+
(1-N)z)eInt(C)cC para toda A€(0,1). Si ahors se toma el 1%
mite cuando > 1 se tendrd entonces gue py+(1-§)xeT.
(iii). Claramente Int(C)CT. Sea xeC y =ze€Int(C), entonces



Mt (1-N) zeInt(C) para toda Xe(0,1). Si X\ > 1, entonces xe
Int(C). Por lo tanto CcInt(C). R S

(iv). Obviamente Int(C)CInt(@).'Sea”ernf(e), entonces exis
te €>0, tal que |Jy-x||<€ implica que yeC. Sea zeInt(C), z#x

y sea y={l+«)x+xz, donde u_éﬂ§—~”, as{ lly-xll=ll(1+o}x-x+axz |
=o{x-z| =€ implica que yel, pero x=Ay+(1-))z donde )——~—e(0 1),
en consecuencia xeInt(C). Por lo tanto Int{C)cInt(C).

" 4 continuacién se pressnta la nocién de envolvente convexo-
balanczada, la cual es de utilidad =n la construccién de

conjuntos convexos con cierta simetria con respscto a origen.

Definicién. 1.1.2.17 Sea SCRY, se dice que S es un conjunto
balanceado si AxeS siempre ocue x€S y MR con |M£l. Eguivalente
mente, si ASCS siempre oue [M41.

‘ Figura 7. Ejemplos de conrjuntos balanceados

Proposicidén. 1.1.2.18 Ta interseccién y la unién de cualguier
familia de conjuntos bzlanceados son de nuevo conjuntos balan
cecdos.

La prueba de esta proposicibn es trivial.

De igual manera que tiene sentido hablar de la envolvente con
vexa de un conjunto, también tiene sentido hablar de la envol
vente balanceada, ya gque dado un subconjunto S de mn, es claro
que existen conjuntos balancezdos oue lo contienen, por ejem—

plo, el mismo ﬁn. Por la proposicibn anterior se sabe gue la
AN



1ntersecc16n de- conguntos balanceados es de nuevo ‘un conJun
to balanceado. En consecuen01a ex1ste un- minlmo conJunto ba'

lanceado que contlene a S._‘"

Definicibn. 1.1.2. 19 Sea SCR ; la envolvente balanceada de
S, denotada por bal(S), es la interseccibn de todos 10s con

juntos balanceados gue contienen a2 S.

bal(s)
OO
(a)
.. S ®
(v)

Pigura 8. Ejemplos de envolventes balanceadas.

Proposicién. 1.1.2.20 Sea SCR™. Entonces
(i). pal(S) es el minimo conjunto balanceado que contiene a S
(ii). pai(s)= { AxeR™; R con IM=1 y xeS}
(iii). vail(s)=UJrs

e
Prueba: el

(i) se sigue de la proposicibn 1.1.2.18.

(ii). Denote T={ »xeR™; XeR con IM21l y xeSY y por A ={)eR;
IN21} , entonces T=AS, de (i) se sigue que Scbal(S) y dado
que bal(S) es belanceado, se tiene T=ASCAbal{S)C bal(s).
Por otra parte, clarsmente SCT, se verd que T es balancesdo
Yy en consecuencia se tendrd que bal(S)CT. Sea yeT, entonces
existen)gﬂ.y ¥eS toles gue y=px. Sea )el, entonces dy=(Ap)x
eT, ya que, AFeA , de donde T es bslanceado.



'F(ill)
'donde bal(S)CT Por otra parte

asi que yﬁﬁxebal(s) Por lo tanfojTCbal(S)

El propésito de haber estudiado el conceptofdé‘énybliéhte7bg'
lznceada de un conjunto dentro del tema de convexided ‘se re--
fleja en la siguiente definicién: ' '

Definicidén. 1.1.2.21 Ses Scmn, la envolvente coﬁvexo—balanceg

cesda de S, denotada por env, b(s)’ se define como env, b(s)
N 3
=conv(bal(s)).

s al(s) env_ ,(8)

3

Figura 9. Ejemplo de envolvente convexo-balanceada de S

Se veré en la siguiente proposicién que env, b(S) es el mini
1

mo conjunto convexo y balanceado que contiene a S. Sin embar

go, es importante hacer notar aguf, que bal(conv(S) puede no

ser un conjunto convexo. En efecto, considere el conjunto in
tegrado por los puntos (1,0) ¥ (0,-1), la envolvente balan-
ceado-convexa se muestra en la siguiente figura.

¥ J

i k

o

A\

%al(conv(s))

y

-1 ﬁ

Figura 10. Ejemplo de snvolvente balanceado-convexa



Lema. 1.1.2.22 Bea- AcR® un congunto balancnado, nntonces
conv(A) es balanceado.. N
Prueba:

. : m
Se sabe por la proposicién 1.1.2.9 gque conv(A):{E:)ixieEn;
T

A =0, sz =1, x€h, melN}. Si xeconv(A), entonces x=?£Aixl
con las propledades antes mencionadas. Sea )KR, tal qus’

|p|‘l, entonces px= E:A (yx )] con Mxy €hd, ya que el conjunto
A es balanceado. Por lo tanto ﬂxeconv(A) conlpl‘l, siznde

asi que conv(a) 2s balanceado.

Llema. 1.1.2.23 BSean A,chn, tales gue ACB. Entonces
(i). bal(A)cbal(B)
(ii). conv(A)cconv{B)
(iii). envc,b(A)cenvc,b(B)
Prusba:
(i). Si yebal(a), entonces por la proposicidén 1.1.2.20
y=Ax con x€A y AeR, tal que |A|¢1l y como ACB, se sigue que
y=Ax con xeB y )eR, tal que IM£1. De donde xebal(B).
(i1). 81 yeconv(i) en virtud de la proposicién 1.1.2.9,
se sigue que existe melN, tal que y= E:) con A >0,

) =1 T ox €A y como ACB, lo anterior tamblnn sucode con
XlEB Asi, conv(A)Cconv(B)
(iii) =s consszscuencia inmediata de (i) ¥ (ii).

Proposicién. 1.1.2.24 Sea SCRn, entonces
(i). env_ . (8) es el minimo conjunto convexo y balancesado
c,b
’
gue contiene a S.
(ii). env, (8) es la interseccidn de todos los conjuntos
,D
convexos y balanceados que contlenen a S.

(iii). env_ (S) {ZX x e R MR, ZU €1, x.8, meny
Prueba: i

(i) Denote B—env (S) Hay que ver que:
(a). B es un congunto convexo y balanceado
(b). scB
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"(c) S5i C es un conaunto convexo vl balanceado tal queiSCC,
entonces BCC. N e : & :

£n efecto, g :
(a). Claramente B es convexo, que sea balanceado se sigue
del lema 1.1.2.22.

(b). Es inmediato que Scbal(S)cconv(bal(s))=B.

(e). Por 21 lema 1.1.2.23, si G es convexo y balanczado

y SCC, entonces bal(8)cbal(C)=C y conv(bal(s))cconv(C)=C.
(ii). se sigue de Llas prop05101ones l.1.27.6 y 1.1.2.18.
(iii). Denote T= LY‘M x EB ; oER, Z:lul‘l x;€8, meli}. Hay
que ver que:

(d). T es un conjunto convexo

(e). T es un conjunto balanceado

(f). scr.

En =fecto,

(d)nISean ¥,:¥,€T, entonces existe mell tal que y= 2;« v
y2 Z‘a 1 , 2n donde algunos d 6 q son cero (en gaso de
que sea nncesarlo), des tal manora que ¥, ¥ ¥, se expresen
como combinaciones lineales de los mlsmos elementos. Sl@dbﬂ,

entonces @yl+(l @)y2 fi(@a +(l P)X )x. eT, ya que,
;)Ipo( +(1- p)o( ]4{5210f1l+(1 p)Z,lm 1£p+(1-p)=1.

(e) Sea yeT, entoncas ex1ste melN tal que y= Z:)lxl.msi FEE
conl)uél, entonces ﬂy~2}(ﬁk )x eT, ya que ElWil UH%%I)I 2],
(f). Obviamente para m=1 se tlene gue SCT.

De los incisos (d), (&) ¥y (f) se concluye que BCT. Se veri
ahora la contencidn contrarla, TCB Sean xfas y dfsﬁ tales
Z)|q|‘l Ponga t=) la4| ¥ @1 , entoncesl@ﬂ =t<1l, lo
cual implica que lxlébal(S) Sea a%grix% '?{ entonces
lZ}\l_l v )\e [0,11, de donde 2}‘1(%1}{1“2 -I-&ffrl X —Zu( Xy € B.

Por lo tanto TcB y en consecuzncia T-B.
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La nocidén de hiperplano de" soporte y la propiedad que tie-
nen los cenjuntos c¢onvexos ajenoé de poder ser scsparados
por hipsrlanos constituysn una parte importante de la teo
ria de optimizacién. Casi todas las condiciones de optima
lidad y dualidad las utilizan en algin ssntido.

Los resultados que a continuacibén se derivan estén basados
en el siguiente hecho geométrico: Dado un conjunto convexo
¥ cerrado ccr™ y un punto y¢C, existe un tUnico punto x*C que

minimiza la distancia a y.

Teorema. 1.1.2.25 (Teorema de proyeccidn o Lema de Riesz)

Sea CcR™ un conjunto convexo y cerrado y y¢C. Entonces exis
te un Unico punto x*¢C que minimiza la distancia a y. Algo
méds, x* minimiza la distancia a y si, y sbélo si <(x-x*,x*-y>=0
para toda xeC.

Pruedba:

Sea yp=1inf {|y-xll; xeC}>0 7 sea {xk}kém una sucesién de elemen
tos de C,tal que Hy—xkn+y cuazndo k 9. Se verd gue %&g X
=X* C probando gque {xk}kew es una sucesién de Cauchy. En

- efecto, utilizando la ley del paraleslogramo, sz tiene gque

2 2

2
+ Eme-yﬂ - UXk+xm—2yH

2

2 2
lly = 1= Gy =~y )= (3 =9 N T =20y =3 7
= 2llxk—y1l‘2 + 2nxm—yu

_ - R, X+ Xm
=2, =y I+ 2lx ~FIT - HTES=T yl

- 432-% 2r2+2r2—4x2=0 cuando k,m wm.Note que Exg—imec y
{xk}kew es una sucesibébn de Cauchy. Por lo tanto {xk}kew
tiene un limite x*«C, ya que, C es un conjunto cerrado,
asi, 1im x =x*cC. Para probar la unicidad, suponga gque

) Kim Tk - 2 2 =42 2
lim x, =XeC, entonces O€Ix*-XI"£ 2ix, -x*II" + 2”xk—xH - 4p
= 2p%+ 2p°- 4y® =0, de donde x*=X.
Suponga ahora que <{x-x*,x*-y»:0 para toda xeC, entonces
HY-XH2=Hy—x*+(x*—x)Hezlm—x*ﬂ +Hix*=ylIl +2<x-x*,x*~y>éﬂx*-yH2
para toda x€C.
Reciprocamente, silly—x*llgéuy—xll2 para toda xeC, entonces
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;"51 X)O,Hy~(%x+(l %)x*” ~H3>x ~M=x)HI *ﬂy x* 12 para toda
.xec . Por otra parte lly-x*—Mx-x*)I“=1y-x* H2+) lx-x*I° 4+
2K x-x*,x*-yp, lo cual implica Nll—x*1i2 + 2MH=x x* gy
20 para toda xeC, asi dividiendo por)oO se tiene )Mx-x*|

4+ 24x-x*,x*-¥>20 para toda xeC. Si )»0, s= sigue que
{x-x*,x*-y»»0 para todo xeC.

Figura 11. Distancia minima de y¢C a C.

Uno de los conjuntos convexos mAs importante es el hiperpla
no. El concepto de hiperplano es fundamental en el entendi-
miento de la teoria de optimizacidén. La definicién més natn
ral de hiperplano se obtiene de la generalizacidn légica de
las propiedades geométricas de un plano en R”,

Definicidén. 1.1.2.26 Un conjunto VCR® es llamado una varie—
dad lineal si dados x,yeV, se tiene que Xt+(1l-)\)yeV para to

do A€R.

Observe que la vinica diferencia de esta definicidén con 1la de
conjunto convexo, es que, dados dos puntos del conjunto,toda
la linea que pasa a través de ellos pertepnece también al con
junto. En R" todos los subespacios trasladados son variedades



dimensidn n—l.

Figura 12. Un hiperlano en el espacio BB.

“Lema. 1.1.2.28 Sea VcR® una variedad lineal ¥y sea yeV. Si
M=V-y, entonces M es un subespacio de R",

Pruszba:

Claramzntz QOeM. Sea xeM y aeR, =ntonces x=v-y ¥ ux=xv—uj+y;y
=¢v+(1-«&)y-y con av+(l-x)yeV, de donde oxeM. Sean x,zel, =en
tonces x=v-y, z=w~y con v,weV, sntonces x+y=v+w-2y, de donde
2(x+y)=1(v+w)-y, siendo asi que 3(x+y)eM, de donde x+yeM.

Proposicidén. 1.1.2.29 Un subconjunto H de En, es un hiperpla
no si, y sélo si existen peR™, p#£ O y x€R, tales que H={xeﬁn;
{p ’X> =} o

Prueba:

Suponga que existen pemn, p#E O y xR, tales aque H={xeRn;(p,x>
=] . Observe que H es una variedad lineal, ya que, si x,yecH
¥ XeR, entonces {p, x+(1-N)FD=XD,x)+(1-)x WD, 7P =re+(1-N)t =K.

Sea yeH, entonces por el lema 1.1.2.28 M=H-y es un subespacio.



" Este subesnuczo con51ste de todos aquello 2 o
les que <p,z»=0, ya que,: si. zeM, entonces‘z ﬂy con heH, de “
donde (p,z) (p, by (o, )= u—u—O y nor lo tanto dlm M=n—1 pues—»;
to que Mt —(p), donde (p) denota el subesna01o generado por:

el vector p.

Reciprocamente, si el congunto E es un hlperpl«no, entonces
M=H-y es un subespacio de dimensién n-1. Sea pER p#0, tal
aue Mt =¢p)y , asi h={xeﬁ : (p,x)=0}. Tore «={(p,yy, si xeH, en
tonces x-yeH-y, teniéndose que (p,x)-(¢p,yy=0, de donde {(p,x)
=«. Por lo tanto HC{zeR";(p,x)=c} y como ya se sabe que

{xeﬁn; (p,x):@ tiene dimensién n-1 al igual gque H, se conclu
Ye con esto 12 prueba de la proposicidbn establecida.

Por la proposiciédén anterior se siguz que un hiperplano H

en Rn, es un conjuntoe de la forma {xeﬂn; <p,x7=u}, donde
peRn, p£O v oR. El vector p es llamado el vector normal a H.
Un hiperplano H define dos semiespacios carrados ( en el sen
tido topoldgico) H(é)={xeﬁn;<p,x>éq y H(é):{xcRn;<p,x>éu}.
Asimismo, H define dos semiespacios abiertos ( en el santido
topolégico) H(>)={xeRn;<p,x7>q} y H(():{xeﬁn;<p,x><cx} .

Se concluye entonces que cualquier punto ¥eR" satisface la
tricotomia xecH(y) 6 xeH(¢) & xeH.

Tambidn un hiperplano H puede ser referido a uno de sus pun
tos, esto es, 5i yeH, entonces (p,¥)=& ¥y en consscuencia

HZ{XE-[Rn; {P,xX~37 =O}-

Definicidn. 1.1.2.30 Sean S,TCRn dos conjuntos no vacios y
sea H={xeR™;¢p,x>=«} un hiperplano.

(i). Se dice que el hiperplanoc H separa a 8 de T, si {Dp,x)

20 para toda xeS y <¢p,x)<x para toda xefT.

{(ii). 8i en (i) se tiene que SUT¢H, entonces se dice que H

separa propilamente a S de T.

(iii). Se dice que el hiperplano E separa estrictamente a

8 de T, si{p,x)>o para todas x€S ¥y {p,X¢*r para toda xeT.
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(iv). Se dice que el hipsrplano H separa fuertemente a S de
P si existe un nfimero €>0, tal que {p,x)>Xk+€& para toda xe5

¥y <p,X>£« para toda xeT.
Una interpretacidén geométrica de la definicién anterior se

mugstra en la siguiente figura:

P
s
-
]
H H

(a) Separacién (b) Separacidn propia

] S .
!\. J— A'-'/—" b3 Q
'. j H @

(c) SBeparacién estricta (d) Separacibén fuerte

Figura 13. Tipos de separacidn.

Obviamente 'se tiene:
Proposicién. 1.1.2.31 Separacién fuerte = Separacidn estricta
=» Separacién propia =» Separacibn.

Separacidn fuerte

Separacibén estricta

Separacidn propia

Separacién

Figura 14.Contencién entre separaciones.



A continuacién se presentan los ‘teoremas de sasparacibn:

Teorema 1,1.2.32 Sea S un conjunio convexo, no vacfo y cerra
do de R™ ¥ sea y{¢S. Entonces existen un vector no nu10'pemn ¥y
un escalar «eR, tales que (P,¥)>x ¥ <{p,X7<£u para todo xe8 ¥y
por lo tante la separacidn es fuerte.

Prusha:

Puesto gque S es un conjunto convexo, no vacio y cerrado de R™
Y y¢8S.Por el teorecma de proyeccidn, existe un dnico x*¢S tal
que (x—x*,y-x*)£0 para todo xeS, sguivalentemente {x,y-x*)<€
{x*,y-x*) para todo x£S, entonces Hy_x*u2=<y—x*,yhx‘)=(y,y—x‘>
T F-XTDELY Xy (X, T %) = (§-¥%,T-x"y para toda xeS. Bea p=
v-x-#0, asil]y—x‘“zé(y—x,p) ¥ por lo tanto {p,xy +ily—x*l <
{p,¥7 para todo xS § {p,x)«p,y> para todo x€S. Sea x=sup{
{p,x); xeS}, entoncss ¢(p,x>£X para todo X€S ¥ (p,¥>>d.

Corolario. 1.1.2.33 Sea S un conjunto convexo, no vacio ¥y
cerrado de R . Fontonces S e¢s la intarseccién de todos los
semiespacios que lo contiensn. )
Prueba:

Obviamente S esti contenido en la interseccibén de todos los
semiespacios que lo contienen. Para verificar la otra conten
cién. Suponga que por el contrario, que existe un y¢S que
pertenece a la interseccidén de todos los semiespacios que
contienen a S. Por el teorema 1.1.2.32, existe un semiespacio
que contiene a S pero no a y. De donde y no estéd en la intersec
cién de todos los semiespacios que contienen a 8, lo cual es
una contradiccién, probindose asi el corolario propuesto.

La discusién prdéxima seri basada en el teorema de Farkas, el
cual ha sido ampliamente usado en la obtencidn de condiciones
de optimalidad de problemas de programacidén ya sea lineal o no

lineal.



. Teorema 1.1.2.34 (lema de alternativa. de Farkas)hg; 7
Sea 4 una matriz de orden mxn y ¢ un vector de R”. Entonces
uno ¥ s6lo umo de los siguientes dos sistemas tieme solucidn:

Sistema (i) Ax‘O ¥y <&, x))O para algun,XEB
Sistema (ii) At y=¢ y>0 para algin yeR™

Prueba:

Suponga que el sistema (ii) tiene solucién; esto es, existe
yERm, F¥=0, tal que Aty:c, entonces O((C,X):ytAxéO, Por lo tan
to el sistema (i) no tiene solucidn.

Ahora suponga que (ii) no tiene solucidn. Sea S={xeR"; x=Aty,
yéo}. Note que el conjunto S es convexo ¥y cerrado y que cgS.
Por el teorema 1.1.2.32 existen pGRn, p#0 ¥y un escalar «£R,
tales que {p,edrady (p,xX)£4 para todo xeS. Es claro que 0£8,
asi 0=(p,0)<«, teniéndose pues que <{p,c)»0. También k>
<p,x> =ptAty=(Ap)ty=yt(Ap) para todo y=0, pero como y pug

de ser tan grande como se desee, sSe implica que Ap<0, es de
cir existe un vactor pemn, tal que {p,X»0 y Ap£0, siendo asi
peﬂn una solucibn del sistema (i).

El teorema anterior acepta una 1nterprnta01on g=0metrlca sen
cilla: Sean gy:95,--.59, las columnas de 1a matriz A entonces

el sistema (ii) tiene solucién si c pertenece al cono convexo
generado por Q39Q5r--29, T el sistema (i) tiene solucién si
el cono convexo carrado {xem Axéo} y el semisspacio ablorto
{xem 1{c,x>»0} tienen interseccién no vacia.

Z
{XEIR ,(C,X’PO} /QQA-

q
(a) £l sis- n
tema (i)
tiesnz sol.
R T .. ..
(b) Bl sistema (ii)
{xeR™; Ax<0} tiene solucién

-
Figura 15. Interprstacidn geométrica del teorema de Farkas.



Hasta el momento se ha estudlado sobr= la separacidn entre
- un conjunto comnvexo cerrado y'puntos yeﬂ que no estin en &l.
Si 8 es abierte o no es cerrado, entonces punden suceder dos

cosas: A saber,

(1) ¥#S, en cuyo caso se aplica’el teqréma 1.1.2.32

(ii) yeds
Se verd a continuscién que ?éra;el caso (11), wn conjunto con
vexo S tiene un hiperplanovsopcrtﬂ,en cada punto de 3S en el
siguiente sentido: '

Definicibn. 1.1.2.35 Sea S un subconjunto no vacfo de R"
(8, no necesariamente un conjunto convexo) y sea xedS. Se di
ce gue un hiperplano H={xeﬁn;(p,x-i>=0} soporta a2 S en X si,
una y sb6lo una de las siguientes condiciones se cumple:

(i), SCH(>), esto es, {p,x-X>20 para toda x€S

(ii). SCH(Z), es decir, <p,x-X>50 para toda xeS.

S5i en adicibn, en cualquier csso, S¢H, se dice entonces que

el hiperplano H soporta propiamente a S en X.

S S
S H
H N X
X [} e
X H % Az,

Figura 16, Ejemplos de hiperplanos de soporte
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Teorema. 1.1.2.36 Sea'S‘un sub¢onjunto convexo y no vacfo de
R™ (S, no necesariamente ‘cerrado) y sea XedS. Entonces existe
un hiperplano que soporta 2 S en %. Equivalentemente, existe
un vector no nulo peﬂn, tal que ¢p,x-Xp=£0 para toda XeS.
Prueba:

Sea %edS ¥y fea {yk}kew una sucesidn tal gque ykéﬁ parsz toda
kel y Ve 2 X cuando k »w. Por el teorema 1.1.2.32, para caz
da Yy existe un Py el cual sin pérdide de generalidad satis
face HpkH:l, tal que <pk,y§7>(pk,x> para toda xeS. Puesto cue
la sucesidn (yk}kem estéd contenids en el conjunto compacto

{xeﬁn; Hx”:ﬂ, se tiene que existe unz subsucesgidn {ykg'mem’
la cual converge 2 un elenento pe{xeﬁn; Uxl=1} , note que
_1=%ggl|pkgl=ﬂ%§g pkm”=npn. Ahora bien, como {pkm,y%g->(pkm,
%)y para toda xe5, entonces %}g;<pkm,ykg,= %é5n<pkm,x) pera
toda xe§, y por la continuidad del producto esczlar se sigue

que <{p,x>—(p,x>=(p,%x-X)>%0 para toda xef§.

Figural?7. Interpretacidén geométrica
del teorema 1.1.2.36

Hasta aguf, se han presentado resultados sobre la separacibn
por un hiperplanoc entre un conjunto convexo y un punto que
a

no pertenece al conjunto y sobre hiperplanos gue soportan a
conjuntos convexos en puntos de la frontera. A continuacién



.,se establecen algunos resultados A 'l ‘sepa rac»én:dv‘
,Juntos convexos, gaenoS y-no vacios por'un hlperplﬂnb,

)\,

manera -que uno de ellos’ pertenece a H(>) y el otro a- H(

Mds precisamente:

Teorema. 1.1.2.37 Sean S y T aos subcon;untos convexos, aae,i’a‘
"ros y no vacios de R™. Entonoes ex1stp un hiperplano H que
separa a S do T ¢s decir, existe pER y P20, tal aue supi<p,
xy; xeS}€ Inf {®,z>; zeT) ‘
Prueba:

Definase el conjunto Q=S-T={yek™; y=x-z, xS y 2T} ,

es claramente convexo. Ahora bien 040, va cue SOT=@. Por el
teorema 1.1.2.32, existen pemn, p#£0 v un escalsr o&R, tales
que {p,y»><d pasra toda yeQ v <{p,0d>«, teniendo as{ aque <p,y><
0 para toda yeQ, es decir,dp,x)y «D,zd para todo xeS v para
todo zeT, ¥y asi sup{{p,x); xeS}% Int {(p,zv; zeT}.

Esta seccién se concluye con otro resultado importante en la

teorfia de desigualdades.

Teorema 1.1.2.38 (Teorema de alternativa de Gorden)
Sea A una matriz de mxn. Entonces uno y sblo uno de los dos

siguientes sistemas tiene solucibn:

Sistema (i). Ax<O para slgtn xeR"
Sistema (ii). Atp=0 y p=0, p#0 pars algln pe™,

Prueba:
Primero se veré que si el sistema (i) tiene solucién, enton-

ces el sistema (ii) no tiene solucibn. Suponga gue por el con
trario, que los sistemas (i) y (ii) tienen soluciones ¥ y P,
entonces AX<O y como P20, $#0, se tiene O>§tA§=(At§)t§EO, lo
cual es una contradiccidén. Por lo tanto, si el sistema (i),
tiene solucibn, entonces el sistema (ii) no tiene solucién.
Suponga shora que el sistema (i) no tiene solucién y considere



los dos siguientes conjuntos convexos, éjenos y no vacios
S={z€Bm; z=Ax, xeR™} ¥ T={zsRm; 7z<0} . Por el teorema ante—
rior, existe un vector peR™, p£0, tal que <¢p,Axd<p,2> pars
todo xeR" v para todo zeT. Puesto que el vector ze.T , z<0,
puede hacerse tan grande en valor absoluto como se quiera,

se sigue gue p20, y como 0eT, se sigue también que ptAXEO
para tode xeR", escogiendo X=—Atp, se tiene -HAtpHZEO, de
donde Atpzo. Por lo tanto el sistema (ii) tiene uns soluecidn.



‘1.1.3 FUNCIONES CONVEXAS

SU GENERALIZACION

'En esta secc16n se 1ntroduce el concépto de funcibn convexa

Yy se- dlchue ‘sobre su pronledﬂd de contlnuldad en el inte-

'rlor de su dominio. A continuacién se ‘presenta el concepto.

de subgrsdiente, el cuzl recientemente ha despertado un cre
ciente interés en la programzcibn no linezl. Este concepto
estd relacionado con el siguiente hecho geométrico: El epi-
grafe de una funcibn convexa, es un conjunto convexo y por 1o

tanto tiene un hiperplano de soporte en cada punto de su fron

tera. Después se presenta la caracterizacidn de las funciones
convexas diferenciables, as{ como un conjunto de condiciones
necesarias y suficientes de soluciones 6ptimas’ de problemas
de programscibn no lineal convexa. Por dltimo se presentan las

generalizaciones mds importantes de las funciones convexas.

En lo que sigue, se establecen las propiedades més‘importan—

tes gue poseen las funciones convexas:

Definicién. 1.1.3.1 Sea £:5 » R, ScR™, una funcién definida

sobre un conjunto convexo y no vacio S. Se dice .gue f es un?

funcibn convexa, si dzdos x,yeS, se tiene gque f()x¥(1—X)Y)é

M{(x)+(1-\)1(y) para todo )e[0,1] .
Se dice que una funcibn £:S » R es cénceva si -I es convexa.

Un per de resultazdos inmediatos que se desprenden de Jla defi

. : . n .
nicién anterior son que: Si {:5 -+ R, SCR™ es una funcibn con

entonces el conjunto de nivelw , S —{XES (x)< o} es
e Xy Ics y

vexa,
un conjunto convexo para toda weR, y que si {xl,x2,.
{Al, 2 DY }CIR son tales que X X0 para toda m, 3 A =1,en-

tonces 1’(2) X, )£ Z\)\ f(x ). -

La nocién de Tuncibn convexz es gr&ficesmente representada en

la siguiente figura:



s f
d- & S ) X
(a) funcién convexa " (b) funcién convexa
y 74
hil
f /
S s P
o ; 3+ o f i ) X
(¢) funcidén convsxa (d) funcién convexa
¥y oA
[
i S X 0_" § e} X

‘ {d) funcién no convexa (£) funcidn no convexa

Figura 18. Ejemplos de funciones convexas ¥y no convexas



De las propiedades relevantes Qﬁé"sekestudiarén,xlé'pfiméra '
consiste en el hecho de que, si f:5 3 R es una fuhcién”cdnvé
‘xa definida sobre un conjunto convexo SCBn, entonces L es ‘una.
func16n continua en el interior de su dominio.

Definieibn. 1.1.%.2 Sea £:5 + R, SCR", S£0, se dice que“ia o
funcibén f es continus en el punto xeS si, dado €70, ex1ste.;
§>0 tal que lx-ylg§ implica | £(x)-£(y)ice.

31 £ es continua en todo punto de S, se dice entonces que- f
es continua en S.

La definicidn anterior expresa cue para cada vecindad V de
f(x), existe una vecindad W de x, tal que f(y)eV pars toda y
€W, es decir, f(W)CV.

Un hecho Util y sencillo de probar, es gue: Una funcidn £:5 <
R, SCRn, es continua en el punto xS si, y sdlo si f(xk) -»
f(x) pera toda sucesibn {xg weyr tal gque x; - X cuando k J®.

Teorema. 1.1.3.3 Sea S un subconjunto convexo no vacio de R
con Int(S)A¥ v sea £:5 >R una funcibn convexa. Entonces f es
continua en Int(38).

Prueba:

Sea yelnt(S), se verd gue f es continua en y, es decir, que
dado €70, existe d>0, tal gue, Nw-yl¢§ implica [£(w)~f(y)l<€ .
Sea pues, €0, puesto que yeInt(S), se sigue gque existe é’70
tal que llx-yH<<S 1mp11ca xeS. Tome cualguier we{xe(R s hx— yll<‘(§_'}
Siow —ykko sea 7, = Jek, en czso contrario zk——éek, donde

{ek}lfkén es la base algebraica canénica de ®™. Entonces
w—y:flqkzk donde qk&o para toda k. En efecto, si {ek}lékén
K1

_es base algebraica de IR, entonces también lo es{&ék}ltkén.
Algo més, si cualquier vector éé se reemplaza por —3% ) en-
tonces también se tendrid que {zk}lékzn es una base algebralca
de R"®. Por lo tanto, existen escalares ), €R (k=1,2,...,n),



tqles que o >O para toda X ¥ w—y—ézxk g En consecuencla

uw—yu —Z:xdk, de donde Hw—yu S[i)a ]5; Ahora examinese 1w,’
R L3 8 - S
funecibn T evaluada en el punto w, ' :

f(w f(y+2: o 2 1,) f(z;l (y+n«kzk))
ézflf(ﬁ“"‘k z) ,
lZ, £(y-nely y+no, y+ney 2, )
= &y T{(ney )yraay (ye, ) )
5i se quiere aplicar la propiedad de convexided de la. fun
cibén f como sigue:
£((1-nay Jy+ney (y+2,) )€(1-nd, Y (y)+na £ (y+z),

se reoulere gue 0£nd ‘1 en cuyo caso se debe pedir que
Okk <, ast lw-yl= &' Zo(k)e‘ & |y por lo tanto

f(\")‘ll’((l no \f(y)+no(1_f(y+zk)) =f(y)+ Z‘,o(},(f(y-%zk) -f(y)),
de donde f(w —-f(y)= Ejd y+zk o{y)).

5i se quiere shora gue f(w)-f{y)z€, ponga 6= max{max{f y+de

- {y),f(y- éeh) -f(y)}} . Observe que ® es un nfimero finito
no negativo, si 6=0 reemplace & por ©+1. Entonces f(y+zk)—
f(y)4e para toda k, teniéndose que f(w)- ’(v)‘@}jd . 5i se
toman los mk, de tal manera que “k—ne para todo k, entonces
|w-yll£8 implica que f(w)-f(y)2€ , donde é= mln{y, ’Vﬁe}

Para concluir la prueba del teorema, basta demostrar gque
f(y)-T(w)2e . Sea z=2y-w, entonces lz-yll=lly-wI£d§ , en con
secuencia f£(z)-r{y)£€, pero y=sz+3w, y puesto que f es una
funcién convexa (y)<ir(z)+if(w) 6 f{y)-f(w)=t(z)-f(y)€e .

Uno de los conceptos particularmente Gtil en el desarrollo
de condiciones necesarias de optimalidad en programacién no
lineal, es el concepto de rzzdén de cambio insténtaneo del

valor de una funcibn en una direccibn.



Definicibn. 1.1.3.4 Sea SCR", S#F y abierto y sea f:S = R.
' Sea xeS y deﬁn, a#o, tal que x+AdeS para X0 suficientemente
pequeiio. La derivada de Gateaux de la funcién f en el punto
x€S en 1la direccién dR", denotada por Df(x;d) estd dada por
el éiguiente limite, si es que existe: ‘

f(X+Ad)—f(x) - g :
Si 1e func16n T es Gzteaux-diferenciable en todo punto de S,
se dice entonces gue f es Gatesux-diferenciable en S.

Una rropiedzd importznte de las funciones convexas Gatesux-

diferencisbles es mostrada en le siguiente proposicién:

Proposicibén. 1.1.3.5 Sea SR, S#@ abierto y convexo y sea
f:5 » R una funcidn convexa Gateaux-diTerenciable en el punto

x€8, entonces Df(x;d)= inf {f x+AdA—f(x ; A>O} , donde deRT,

d#0 y A>0 suficientemente pequefia, tal que x+AdeS.

Prueba:
Sean ﬂ AR, }1>X>O suflcwentemente peouenou. Por ser f una

funcién convexs, se tiene que F(x+)d)= f(;r(X+ﬂd)+(1-FJk)‘
ﬁ'f(x+pd)+(1—-ﬁJf x), ésta dltima desigualdad implica

f(x+"d);f(x) < f("*‘“‘y‘f(}‘) . Sea ¥:(0,m) >R, definidas por
P(A)= £LZiA%£:iizl » por lo tanto si A<}1, entonces Y(A)<€

¥(p), es decir ¢ es una funcidén no decreciente de A»0 y acg
tada inferiormente por Df{x;d) con lo gue se concluye la prue

ba de la proposicién,

A continuacidn se estudia el concepto de subgrezdiente de una
funcibn convexa, €sto serd hecho estableciendo primero los
conceptos de epigrafe e hipbgrafe de una funcién convexa,
los cuales a su vez, cono veremos, son utiles en la carscte

rizacibén de las funciones convexas.
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Una funcién f:5 -»R™ definida sobre un. subconjunto no vacio
s de R" puede ser totelmente descrita mediaznte el conjunto
{(x,£(x)); xeS}CHRn+1, este conjunto es llamado la grafica de
fyes denotadq pdr'graf(f)q Existen dos conjuntos estrecha-
mente ligados a graf(f): la epigrafe y la hipdgrale denotzdss,

respectivamente por epi(f) e hip(f).

Sea SCR™, S£F y sez :S - R, entonces

o

Definicibn. 1.1.3.
(i). La evigrafe de la funcidén f, consiste en el conjunto
¢ n+
cepi(f)= { (¢, 0(x)); £(x)£y , %S, yeRJCR "~
(ii). La hipbgrafe de la funcién f, consiste en el conjunto
n+
nip(£)= { (3, £(x)); £(x)>y , xe8, yeRICB .

MIVHTR LAY
\\\\epi(% §\§9p1(f\ \\\\epl(f\\

<>\ A\ V§§%$

///////)/////% /// // ////////

N
gy
i f i £
R

Pigura 19, Ejemplos de epigrafgs e
hipégrafes.

+1
Bl conjunto epi{(f) consiste de =zquellos puntos en R gue es

t4n por encima de graf(f) y el conjunto hip(f) consiste de 2z
guellos puntos en Rn+l aue estén por debajo de graf(f). Estas

nociones conducen a una ceracterizacién muy importante de las

funciones conveXxas.
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“Proposicién. 1.1.3.7~~Sea'S“uﬁ subcpnjqﬁtéfdgnvexq,y nofVAEio*'
~de'R™ y :S >R una funcibn. Entonces, f es una funcién conve
~xa si, y sblo si su epigrafe es un coﬁjﬁnto convexo -
Prueba:
Suponga primeroc que f es una funcidn convexa ¥y sean (x,xl),
(y,x2)€epi(f). Se tiene que ver aue )(x,y1)+(1—k)(y,y2)eepi(
T) vara toda Ael0,1] . Si (x,yl),(y,yg)eepi(f), entonces
f(x)éxl ¥ f(y)ﬁyé. Sea Ael0,1], entonces () x+(1-)\)y)% Af(x)+
(I-))f(y)# )Yl+(l—))x2 ¥ por ser S un conjunto convexo Mx+
(1-\)yeS y lo anterior implica cue ()x+(l—})y,Ayl+(l—X)Jb)e
epl(f) para toda )e[0,1] , es decir, epf(f) es un conjunto con
vexo.

Reciprocamente, suponga oue epf{(f) es un conjunto convexo y
sean x,yeS, entonces (x,f(x)),(y,T(y))eepf(f) y por la con-
vexidad de epf(f), se sirue ocue (Ax+(1-\)y, M{x)+(1-N\)f(y))
gepi(f) para todo A\e[0,1] , por definicién lo anterior implica
FOMx+(1-N)y) = M (x)+(1-\)f(y) perz toda Xe[,1], lo cual impli

ca que I es una funcibn convexa.

De manera anéloga, se puede demostrar que el hipbgrafe de una

funcibn cdncava es un conjunto convexo e inversamente.

En el transcurso de la seccibn anterior se estudid sobre la
existencia de hiperplanos que soportan conjuntos convexos en
puntos de su frontera. Este hecho conduce a la nocibn de sub

gradiente, el cual se discute a continuaciébn:

Definicién. 1.1,3.8

(i). Sea S0 un subconjunto convexo de R™ y sea £:S »[R una
funcibn convexa. Se dice gue el vectox'ges un subgradiente de
f en el punto XeS si f(x)2f(x)+<{%,x-x? para toda xeS.

(ii). Andlogamente, si f es una funcibn céncava, %ﬁﬁn es un
subgradiente de f en XxeS si f(x)4f(x)+<E,x-x) para toda x

esS.
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o [
. R L i
B W : e
8 B IO v
R KX ey : x T
 (a) Subgradiente de una - - (E)fsﬁbgrédiente de una

~funcibn convexa funcibn céncava

Figura 20. Ejemplos de subgradientes

no vacio en R y sea £:5 + R una funecibn convexa sobre S.
Entonces para cade xeInt(S), existe un subgresdiente % de

T, %el que el hiperplano H={(x, y)y=f(X)+{E,x-x7 , xeR", yem}
soporta al epigrafe de f en (X,f(X)). En varticular f(x)2
£(x)+¢€x-X)» para toda xeS (€, es un subgradiente de f en X).
Prueba:

Puesto que f es una funcién convexa, por la prorvosicibm 1.1.
3.7, epi(f) es un conjunto convexo. 4demés (X,f(X))ed(epi(£))
para toda XeS. Por el teorema 1.1.2.36, existe un vector.no
nulo (}M}L)€|RHXR, tal que <p,x-X>+A({-f(X))£0 para toda (x,0e
epf{(f}. Observe que \£0, ya que en caso contrario, se podria
escoger Y suficientemente grande, de tal manera que la desi-
gualdad establecidz conduzca z una contrediccidén. También si
J=0, entonces {p,x-X)<0 para todo x€S y puesto que XeInt(S),
existe A>0, tal gque X+ApeS y por 1o tanto <{p,XtAp-X)=<{p, pd=
AHpHZéO, de donde p=0 y asi (p’F):O’ lo cual contradice el he
cho de gue (p,p)ﬁo. Sea'gzﬁ% , entonces {%,x-Xp-Y+1(X)£0



a

para toda (x,p)cepi(f). En parficulér,,élihiﬁerpiaho y;f(x)
+{¢ ,x-X) soporta a epi(f) en el punto (X,f(X)). 8i y=f(z),
entonces f{x)>f(X)+¥,x-X> para todo xeS.

() (x-%)

]
|
|
!
|
! 1
i i
S E L L
L X x)

Figura 21, Interprztacidn gaométrica del
teorema 1.1.3.9

En la figura enterior se observa que un subgradiente es la
pendiente de una recta (un hiperplano) de soporte del epigra
fe de la funcién f en el punto XeS.

Un concepto mds general de diferenciabilidad que el de derive
da de Gateaux, es el concepto de deriveda de Fréchet,

Definicibn. 1.1.3.10 Sea SCR™, S#@, abierto y sea £:5 >R.
Se dice que la funcién f es diferenciable en el punto xeS

en el sentido de Fréchet, si existe una transformacién 1li-
neal continua Tf(x):Bn-» R, @ = (Tr(x))(d) con deR®, tel que
si x+deS, sé tiene que f(x+d)—f(x);(Tf(x))(d)+o(ﬂdn), donde
o(llall) significa que lo(ldM/lidll » O cuandolidll> 0, o(lall)

es llamado un infinitésimo de orden superior'al primero con
respecto de lidll. ’

Si f es Fréchet-diferenciable en cada punto de S, se dice en
tonces que f es Fréchet diferenciable en S.
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.'Se puede prdbar‘que (Tf(x))(d);4gradf(x)3d>, donde-gradf{x)=(
L%y IT) L0y o PP X

7%, g, 3xn') Note que- para gque una funcién sea Fréchet-
diferenciable no basta con que gradf(x) exista; sino que es
necesario que las derivadas parciales sean continuas.

Definicién. 1.1.3.11 Sea SCR™, S##, abierto y sea £:S » R.
Se dice que la funcién f es dos veces Fréchet-diferenciable
en el punto xe$S, si existe una transformacién lineal continua
Tf(x):R + R, deR™ w (Tf(x))(d) y.una transformacién bilineal
continua Bf(x):R™%R® -+ R, (d,d) » (B(£(x))(d,d) tel que si x+deS,
entonces f(x+d)-f(x)=(TF(x))(d)+(Bf(x))(d,d)+o(lial)

= (gradf(x),d+(B£(x))(d,a)+o([Iaf),
donde o( d11%) satistace lo(IIaN2)/ildll » O cuando Hdl+> 0, o(lldl?
) es llamado un infinitésimo de orden suverior al segundo con
respecto de lldf].
Si una funcién f es Fréchet-diferenciable en cada punto de 3,

se dice entorices que f es Fréchet-diferenciable es S.

Se puede probar también que (B(f(x))(d,d):(d,H(x)d), donde
2
. s . _i{2f
H(x) es 1a matriz Hessiana de f en x; H(x)f Exﬁx;}lfk,jén
Las funciones Fréchet-diferenciables definidas sobre conjun-
tos convexos poseen las siguieﬁtes propiedades enunciadas en
.dos proposiciones, las pruebzs se onmiten y pueden ser encon-

tradas en la referencia

Teorema. 1.1.3.12 (Teoremz del valor medio)

Sea S un subconjunto convexo, abierto y no vacio de R® y sea
f:5 >R una funcidén Fréchet-diferenciable en S. Entonces para
todo x,yeS, se tiene f(y)=rf(x)+<gradf(z),y-x>, donde z=}x+(1
~A)y para algin Ae{0,1). ‘

Teorema, 1.1.3.13 (Teorema de Taylor)
Sea S un subconjunto convexo, abierto y no vacfo de RrR" ¥y sea



f:85 = R una func16n dos vece:'F éciet d1ferenc1able, entonces

para todo x,yeS, se tlenef
(y-x3, a.
~A)y para algin )\6(0,1)11.‘_‘

A continuacifbn, se preséhtafun;resultadofque cazracteriza a las

funciones convexas en términos de la mabtriz Hessiana. §

Lemz. 1.1.3.14 Sea ScR", S#ﬁ, sbierto y convexo y sea f:S » {
R una funcidn Fréchet-diferenciable en el punto XeS. Enton-
ces el conjunto de subgradientes de f en X, es el conjunto ;
gue consiste sbélc del elemento gradf(x). ;
Prueba: ' :
Por el teoreme 1.1.3.9, el conjunto de subgradientes de f en
X es no vacfo. En consecuencia, existe gzan, tel que para A>
0 suficientemente peguefia f(X+2d)>f(X)+)Eg,d>, donde R es
un vector arbitrario. También por definicibn de Fréchet-dife \
renciabilidad de f en X, se tiene que f(X+Ad)=f(I)+)gradf(%),
ad+0(A). Después de restar las dos expresiones para f(X+Xd),
dividir entre A>0 y tomar el limite cuando A?O, se sigue qué
{&—gradf(x),d) €0, escogiendo d=f-gradf(x), se tiene que |l & -
gradf(i)”géo, de donde E=gradf(x). Esto completa la prueba.

J,

(y)

£(%)+ gradf(Z)(y-x)

et e e

Figura 22. Interpretacidn geomédtrica
del lema 1.1.3.9
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Si SCRD, 5#¢ es un conjunto abierto ¥ convexo, y si £:8 + R

es una funcidn convexa-Fréchet-difersnciable, entonces por
el teorema 1.1.3.9 y por el lema anterior, se tieme que f(x)
>f(x)+{gradaf(x),x-x) para toda x,XeS.

Teorema. 1.1.3.15 Sea S un subconjunto no vacio, abizrto y
convexc ds R vy £:S - R una funcibén convexa dos vscaes Fri-
chet~diferenciable sobra S. #ntoncas f es una funcibn con-
vexa si, y sblo s5i la matriz Hassiana H(X) es semidefinida posi
tiva en cada punto xS, es dacir, {y,H(X)y)*0 para todo yeRn
¥ para todo XeS.
Prueba:
Sea ¥eS. Puesto gue S es un conjunte abierto, entonces para
cualquier yémn, se tiene que x+)yeS para )\ suficientemente
pequefia. ihora bien,como f es convexs y Fréchet-diferencia-
ble, entonces f(X+)y) X (X)+M{gradf(X),y> y por ser f dos ve-
ces Frechet difersnciable f{X+Ay)= f(x)+)(gradf(1),y>+5My,H(y)
) +o() ), después de restar adecuadamente las dos expresio-
nes para f(x+Ay), se tiene 1\ (y,H(x)y/+o() )20, dividiendo
entre M>0 y tomando el llmlte cuando > O, se obtiene el re
sultado pedido.
Reciprocamente, sean x,XeS y suponga que H(x) y H(X) son ma-
trices semidefinidas positivas. Por el teorema del valor me-
dio se tiene que £(x)=f(X)+{gradf(X),x-xX)+5¢x-%,H(X)(x~-X)7,
donde R=AX+(1-\)x para algin )0,1l) y como %e¢S, se tieme que
f(x)2f(x)+{gradf(X),x-Xy. Sea yeS cualquiera, entonces también
es valido que f(y)>f(X)+(gradf(x),y-%X>, multiplicando la desi
gualdad para f(x) por cualquier «€0,1} y la de £(y) por 1-a ,
vy sumindolas, Se obtiene o« f(x)+(1-o)f(y)2E(X)+{gradf(X),dx+
(1-o)y-X), si ahora se toma F=ox+(l-®)y, se tiene «f(x)+(1-&)
£ (y)>f (sx+(1-)y) para cualquier «€(0,1).

A continuacidn se estudian condiciones necesarias y suficisn-~
tes de soluciones 6ptimas de problemas de programacién no li-

neal convexa:
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. Sea f:R" » R una funcién convsxa y S un conjunto convexo no -
: PR R T e e e e T T
vacio de R, Considsre’el problema = -

_(I);.Minimiiar r(x),
sujeto a xXeS

Se recuerda aqui que x%¢S 2s un minimo local del problema (I),
si existe €70, tal que f(x*)4f(x) pars todo xeS que satisfa-
ce lix-x*I<&. También se dice qgues x*€S es un minimo global, si

f(x*)<f(x) para toda xeS.

Teorsma. 1.1.3.16 Considere el problema (I). Entonces x*eS es
unsa solucién évtime global de (I) si, y sblo si la funcidn f
tiene un subgradiente % en x* tal gue (¥,x-x")>0 para toda xeS,
Prueba:

(Suficiencia) Sea.‘% un subgradiente de £ en x*, entonces
f(x)éf(x‘)+(g,x—x*) para todo xeS. Pero por hinbtesis<i,x-x*>
30 para toda xe€S, de donde T{x)xT(x*)+<{(¥%,x-X*>21(x*) para

toda xeS, lo cual inmplicz gue x* es un éptimo global de (1).
(Necesidad) Suponga que x* es soluciédn 6ptima global de (I)

¥y considere los dos conjuntos siguientes: Ql={(x—x*,y); xeRY,
PEx)-I(x*)} ¥ Qaz{(x—x*,y); x€S, Y £0}. Los conjuntos &3y Qyson
conjuntos convexos, ajenos y no vacios. Por el teorema 1.1.2.
37, existe un hiperplano que los sespara, es decir, existen un
vector'(p,P)eﬁn+l, (p,p)#0 ¥ un escalar «cR, tales que:

(1). <p,x-x*>+p éx para todo (x—x*,y)te,
(ii).{p,x-x*}+}uxéu para todo (x—x*,y)eqe,

Abhora bien, nots que el vector (0,0)ng, ya que x*eS'y =0
satisfacen los requisitos 42 pertenencia. Por lo tanto de (ii)
se obtienme que ®£0. Por otra parte, ScR™ y por lo tanto (0,f)e
Q implica~pgéd para todo (O,X)te. Pero al mismo tiempo (0,¥)e
Q, permite que ¥>F(x)-£(x*)20, ya que, por hipbtesis f{x*)zf(x
} cada vez que xeS. Note que la desigualdad W<X tiene que
mantenerse pars cualouier $70, 1o cual sb6lo puede cumplirse



:ul pco ¥ oxQ, de. aondetx‘o‘m ’ eS'decizrmﬁol-Se verd ahora
. que JKO. Suponga que =0, entonces de (i) se tiene ¢o,x-x*)=
0 para toda xeR™, si se toma x= x¥+p, se tendria <p,x-x*=
(P yX¥+p- x*)-lmn‘ £0, lo cual implica gque p=0 contradiciendo
el hecho de que p,ﬂ)#o Por lo tanto MO y dividiendo {(ii)
entre ~| se obtiene gue —(X ,x-x*)>-}¥20 para tode (x-x* 3IEQ,
es decir —(— ,X=x%*) ¥ 20 para toda xeS y ¥£0. Si ege hace §=0
v ?——-—p, se obtiene gue ¢(%,x-x*>20 parz toda xe£S. Finalmente,
se veré aue € es un subgradiente de f en x¥*, dividiendo (i)
entre -} se obtiene quc(é,x—x*)-yéo para toda yeﬁn, tal que
Yor(x)-f(x*). Sea X»0 , entonces p=1(x)-1(x¥)+\>1(x)-F(x%)
para toda xeR" y por lo tanto <§,x-x*p-1(x)+L(x*)-)£0 para
todo xeR™ y A20y cuando A+ se tiene la conclusiédn pedida.

Corolario. 1.1.35.17 3Bajo las hipdtesis del teorema anterior,
si en adicién el conjunto S es abierto. Intonces x*e3 es una

solucién 6ptina del problema (I) si, y sdélo si existe un sub

gradiente =0 de £ en x*.

Prueba:

Por el teorema anterior, x*eS es una solucidn éptima si, y sb

lo si f tiene un subgradiente E en x*, tal aque 4, x-x*>20 pa-

ra todo xeS, Como S es ablerto, x=x*)%e3 con O suficientemente pe

quefio, entonces {(%,x-x*>=-){¥,% =r%“§f50 de donde &=0.

Corolario. 1.1.%.18 Adem#s de las hipbtesis del teorema 1.1.3.

16, suponga gque S es abierto y f es Fréchet-diferenciable.
Entonces x*e¢S es una solucibn 6ptima global si, y sb6lo si

gradf(x*)=0.

Las siguientes dos proposiciones son dtiles en la identifice-
cibn de soluciones Sptimas globales Gnicas del problema (I).

Proposicibn. 1.1.3.19 Sea x*eS una solucibn Sptime local del
problema (1), entonces x*¢S es una solucibn 6ptima global.

Prueba:
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Suponga que por el éontfario, que ‘x*eS no es una solucién 6o
tima global del problema (1), entonces existe algin xeS, tal

que £(X)<f(x*). Ahora bien, si x* es solucibn 6ptima local de
(1), entonces existe €70, tal gue para toda xeS gue satisface
llx-x¥<¢ se cumple oue f(x*)£f(x). Sea p(0,1) suficientemente pegue
fia, tal que‘M&—xﬁlcg, entonces »o+(1-))x*cS ¥y satisface DX+
(l—))x*—x*ﬂ=)ﬂi—xﬂke ¥ en consecuencia (M x+(1-A)x*)40L(5)+
(1-))£(x*) ¢« £(x*), 1o cual contradice el hecho de que xS

sea una solucién bptima local de (I).

Proposicibn. 1.1.3.20 Considere el problema (I), si en =zdi-
cibén T es estrictsmente convexa y si x*¥ es una solucién Jpti
ma local, entonces x*¢S es uns solucién Spiima global dnica.
prueba:

Por 1z nroposicibn anterior, se sigue cue x*e3 es una solu-
cibn optima global. Para ver la unicidad suponga que por el
contrario gue existe XeS ¥#x*, tal aue £(X)=(x*). Sea Ae0,1)
fijo, entonces por l1ls convexidad de S,)§+(1—X)X*ES Yy por ser
T una funcién estrictamente convexa se tiene que T IE+(1-))x*)
SN(E)+H{L-A) f(x*)=F(x*),con 1o cual)x+(1-)\)x*eS contradice la

optimalidad global de x*.

Ji

f(x

‘f(x:¥+§(x—x'),5=0

¢

ST X

=

OLS }'{¥
Figura 23. Solucién 6ptima global Unica
de una funcibn estrictamsnte convaxa.



Hasta este momento se han estudiado funciones y conjuntos con
vexos Y se ha visto, que éstos poseen propiedades muy impor-
tantes dentro de la teorfa de optimizacibn. Sin enbargo, co-
mo ya se habia mencionado, en la préctica es imposible espe-
rar que todas las funciones sezn convexas. Lo que interessz es
pues, investigar haste donde se pusden relajear los suruestos
de convexidad manteniendo las propledsdes deseables para efec
tos de Sptimalidad.

Definicibn. 1.1.3.21 Sea £:5 » R unz funcibén definida sobrs
un conjunto convexo no vacio SCR". Se dice que 1la funcién T
es cuasi-convexa si, para todas x,yeS se satisface que f(Ax+
(1—))y)émax{f(x),f(y)) para cualquier »D,1 .

Una funcibn I es llamsda cuesi-céncava si -f es cuasi-conve-

xa.

La definicidn anterior dice que, le funcifn I es cuasi-convexa
si £{y)2f(x) implice que f(y)>f(Ax+(1=)\)y) para todo )e[0,1].

Una de las caracterizaciones mds importantes de las funcio-
nes cuegsi-convexas viene dada por el siguiente teorema:

Teorema., 1.1.3.22 Sea f:5 > R una funcibén definide scbre un
subconjunto convexo no vacio 3 de R™. Entonces f es cuasi-con
vexa si, y s6lo si el conjunto Qu={xeS; f(x)4«} es un conjun-
to convexo para cualquier ninero real ™ .

Prueba:

Suponga que la funcibn f es cuasi-convexa y sean %,yeQy ,%ER.
Como x,yeQ, se tiene que x,yeS y que max {f(x),f(y)¢a . Sea

z= x+(1-))y, Aef0,1] . Entonces zeS, ya que, el conjunto 5 es
convexo, y como f es cuasi-convexs, se tiene que f(z)%nax {
£(x),r(y)} %% , es decir zel4. Esto implice gue Qy es un con-
junto convexo para & un nimero real arbitrario.
Reciprocanente, supongz que Oy es un conjunto convexo para
cualouier wecR. Sean x,yeS, 2,1 y z=kx=(1-N)y. Si o =max{
f(x),f(yﬂ, se tiene entonces que x,yeQ y como por hipbtesis



fes” cuasi-convexa.

A continuaciﬁn'se'prbpbfbi na:l bn. de funcién estric

tamente cuasi—cdﬁyex

;uncién definide sobre
. Se dice que I es estric

Definicifén. 1.1.3. 23 Sea ,
un conjunto convexo no v=c1o S de R
tsmente cussi-convexa si pars cuslesduier x,yeS con T(x)#f(y),
se tiene que (Ax+(1-)\)y)¢max{f(x),f(y)}pera todo he(0,1).

Una funcibén f es llamzde estrictzrmente cussi-cbnecava si -f es

estrictzmente cuasi-convexa.

Otserve que cuzlouier funcién convexa es una funcibn estricta
mente cuasi-convexa. En efecto, sean x,yeS con f(x)#f(y) y
suponga gque en particulsr f£{y)>f(x), si I es convexa, entonces
T+ (1-N)y)4he(x)+(1-0)£(y)<E(y)=max {£(x),£(y)} con le(0,1).

La diferenciz prinecipsl entre unes funcién estrictamente cuasi-

convexa y una gue es sblamente cuasi-convexs, es que en la pri

nera no se admiten puntos gue no sesn minimos globzles en los

que el gradiente desapsrezca. Este hecho se denmuestra en el si

guiente teorema.

T4 b |

L5 - S

= —] X = = R <

(a) funcibn cuasi-convexa (b) funcidn estrictamente
cuasi-convexa

Figura 24. Generalizaciones de funciones convexas.
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Teorema 1.1.3%.24 Considere el problema (I). Si en adicibn
f es une funcibn estrictamente cuasi~convexa., Tntonces si
x*€S es una solucibn Sptima local del-problems (I), también
‘es una solucidn bptima globel de (I).

¥ruebsa:

Suponga que por el contrario, gue existe XeS, t2l aque F{X)<
f{x*), como 5 es un conjunto convexo, se tiene que z=\%+
{1-})x*€S pora tods he(0,1) . Ahors bien, como x*&S es solu-
cibn Sptima locel, existe Occel tal que L(x¥)EF(hx+(1-\)x*)
para toda Ae(0,€). Fero como f es estrictamente cucsi-convexs
vy £(X)<«f(x¥) se tiene que también T(AF+(1-M)x*)¢f(x*), 1lo
cual conduce a lz contradiccibn de aue f(x*)¢f(x*). Por lo
tanto x* es una solucibn bptime global del problema (I).

Un hecho curioso es que, contrario a lo que pudiera suponerse,
una funcidn estrictamente cuasi~ convexa no es necesariamente
cuasi-convexa. Para ver esto, examine la funeién siguiente:

1,si x=0

f(x)=

0, si x#0
De acuerdo a2 la definicién dada, la funcibdn f es estrictamen
te cuasi-convexs. Sin embargo, si x=1 y y=-1, se tiene que
f(Ex+5y)=£(0)=1> max{f(x),f(y)}=0, 1o cual se debe a que f(x
=f(y) ¥ %#y.

Definicibn. 1.1.3%.2% Sea £:5 > R una funcibn definida sobre
un subconjunto convexo no vacio S de R™. Se dice que f es fuer
temente cuasi-convexa, si para todo x,yeS con x4y se verifica
que: F(Ax+(1-\)y)< max{f(x),f(y)} para toda Ae(0,1).

Se dice gue 1 es fuertemente cussi-cdéncava si -f es fuertemen

te cuasi-convexa.

Proposicién. 1.1.5.26
(i). Toda funcibn estrictamente convexa es fuertemente cuasi-

convexa.



~(ii)- Toda func16n ¢uerteme'

,Cu351_'

nn la flgura 51gu1ente se; muestra'una fun01on oue es estrlcta L
mente cuasﬁ—convexa,’nero no fuertemente cuasi- convexa.‘ S

3

£(x)=1(y) |

Figura 25. Ejemplo de una funcidén que es
estrictamente cuasi-convexa pero no fuer

temente cuasi-convexa.

La propiedad méds importante de lzs funciones fuertemente cua-
si-convexas se establece en el siguiente teorema:

Teorema. 1.1.3.27 Considere el problema (I), si en adicién
la funcibn f es fuertemente cuasi-convexa. Si x*c¢S es una
solucibn 6ptima local del prcblema (I), entonces x*¢S es una
soclucibn 6ptima global Ynica

Prueba:

Por la proposicibn enterior, si f es fuertemente cuasi-con-
vexa; entonces f es estrictamente cussi-convexa. Por el teo-
rema 1.1.3.24, si x*¥ es una solucibn 6ptima local del proble
ma (I), entonces x* es una solucidén dptima giobal de {(I).
Para ver la unicidad, suponga cue ‘existe XeS, ¥#x*, tal que



convexa, T() x+(1- k)x*)< max[f(x) f(x*)} f(x*) para tod
1), lo cual contradice’ el hecho de’que x*eS’séa ‘una soluclén
6ptima global de (I)

Por Wltimo, en esta secCiénfse;estﬁdlan’Ias}funcibnes‘bséudo—'
convexes. TR PR '

Definici6n. 1.1.3.28 Sea SCR™ un conjuntc convexo, abierto ¥

no vacfo, y sea £:S + R una funcidn Fréchet-diferenciable so-

bre el conjunto S. Se dice cue 1z funcidén f es pseudo-convexa,

si para todo x,yeS, {eradf(x),y-x >0 implica gue f{y)2f(x},

Eouivalentemente, si f{y)«I(x) imrlics <oradf(x),y-x¢ 0.

Se dice que una funcién f es estrictemente pseudo-convexa si
(x),y-2>20 implica oue £(y)>

perz todo x,ye3 con xZy, {rradf s ¥
YEL{x) implicez que {pradf(x),

i
f(x), esto equivsle & decir cue f(y
y=-xp<0.

Para las respectivzs definiciones de Tunciones pseudo-cdneavas

basta cambiar los sentidos de las desigusldades.

4]

Proposicién. 1.1.3.29 Considere el problema (I) v suponga

de
m&s que la funcidén f es vseudo-convexa, entonces gradf(x¥)=0
es condicién necesaria vy suficiente para gue xX*& 5 sea una so-
lucibdn 6ptima global. '
Prueba:

Lz necesided es inmediata & partir del corolario 1.1.3.18.
Para ver suficiencia, suponga que gradf(x*)=0, entonces
(gradf(x*),x-x*»=0 para todo xeS, lo cual por definicidn im-
plica que f(x*)£t(x) pare toda x€S.



© f estrictamente’
convexa - it

(Baio diferendiabiiidéd)

N

7 estrictzmente
:Z::::Z:§> f pseudo-convexs

pseudo-convexa

f fuertenente ::::::::;> f estrictanientc éJ
cuasi-convexs

cuasi-~-convexs

( Rajo semi-cnn-
tiruidad inferior)

f cuasi-econvexa
AN

Pigura 26. Relacibn entre los
diferentes tipos de convexidad.
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‘1.2 CONDIGIONES DE OPTIHALIDAD -

1.2.1 INTRODUCCION

La obtencidén de condicicnes suficientes para solucionzs 4p-
timas locales o globales de problemas de programacidn no 1i
neal, es indispensable en el desarrcllo de criterios de ép-
timalidad para la formulacidn de algoritmos de solucidn. Asi-
mismo, la obtencibén de condiciones nscesarias, es 4til en la
caracterizacibdn de dichas soluciones 6ptimas.

Al principio de la década de los cuerentas, Fritz John pre-
sentd los primeros resultados generales sobre condiciones de
optimalidad de problemas de programacién no lineal con res-
tricciones que pueden s=r igualdades y/o desigualdades.

Poco después, en Princeton John Von Neumann v A.W. Tucker
junto con dos de sus discipulos H. Kuhn y D. Gale, introdu-
ciendo la nocidn de regularidad en las restricciones obtu-
vieron resultados, que si no son més genasrales que los de
Pritz John, son mas Utiles en la prictica, ademéds de gue
tuvieron mayor divulgacidn. Las condicionszs de Fritz John pus
den satisfaczrse trivialmente en puntos no éptimos cuando el
gradiente de la funcidn objstivo y/o los gradientes de las
funciones gque definen las restricciones se anulan. Ademés de
que los rssultados obtenidos por H. Kubn y A.W. Tucker esclarg
cen el importante concepto de dualidad lagrangeana original-

mente propussto por Wolfe.



1.2.2 CONDICIONES DE FRITZ JOHN Y KUHN-TUCKER'

En la seccibn anterlor fueron“evtudladas condlclones de optl
nalidad para el problem ' ‘ e

(I). Hininizaer f(x)
sujeto a xeS

donde f:R" - R es une funcién convexa diferenciable ¥y S es un
subconjuntc abierto, convexo y no vacio de Rn, y se vid oue
ung condicidbn necesegria y suficiente para que un punto x¥eS
fuera solucidn dvtima globzl del problemz plantesdo, es que
{gradf{x*),x-x*>20 pora toda x€8.

En esta seccifn,la nsturaleze del conjunto S serd especificada
tplicitamente. En particulsr, se considerarén problemas con
restricciones que son igualdades y/o desigualdades. Las condi
ciones necesarias de optimzlidad serdn obtenidas sin hipdtesis
de convexidad. No obstante, se veré gue bajo condiciones relz

jadas de convexidad, las condiciones necesarias establecidas

serdn también suficientes.

& continuacién se presenta el concepto de cono de direcciones
factibles, el cual es util en la obtencién de condiciones gep

métricas neceszrias de optimzlidad.

Definicibn. 1.2.2.1

(i). Sea S un subconjunto no vacio de R y sea ¥eS, se dice
que un vector d#0 es una direccidn factible en X, si existe
§>0, tal que x=x+t)AdeS para todo Ne(0,6).

(ii). B1 conjunto D(X) de todss las direcciones factibles en X,
se le conoee como el cono de direcciones factibles de S en X;
es defir, D(X)={d#0; existe ¢>0 tal que X+\deS para toda A&
(0,8);.
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De la definicién anteridr, éé~élaro qﬁe;‘una direcci6n"deBn,'
'd#0 es factible, a partlr de xes, si es posible desplazarse

en esa direccién y obtener otros puntos pertenec1entes al
conjunto S. :

Proposicibén. 1.2.2.2 Bea £:R" 5> R una funcién difsrenciable
en el punto X. Si existe un vecter demn, d#0, tal que {gradf
(x),dY<0. Entonces existe ¢>0 tal gue f(x+Ad)<f(X) para todo
4¢(0,8) (21 vector dERn, es llamado una dirsccidn factible

de descenso de f 2n %).

Prusba:

8i la funcién f ss difsrsnciable en =1 punto X, sntonczs por
21 toorema de Taylor, f(X+id)= f(x)+)<gradf(x) d>+o(A), donds
o(A)/A + O cuando )= 0, asi para ry0, X+AdA—f(y ={gradf(x),
d>+(o(A)/X) v puesto gue por hipdtesis <{gradf(x),ad<0 y o(A)/A
» O cuando )= O, se tiene que existe un >0, tal que <gradf(
X),d>+(o(X)/N)¢0 para toda A<(0,§), de donde se sigue el rasul
tado pedido.

Si se considera ahora el problema

(I'). Minimizar £(x)
sujeto a xeS,

donde S es un subconjunto no vacio de R® y £:$ + IR una funcidn.
Se sabe que si1 S es un conjunto abierto y f es diferenciable
en el punto XeS, y deD(x) es tal que <(gradf(x),d><0, entonces
por la proposicidém 1.2.2.2, se tiere gue es posible desplazar
se en la direccidén d y obtener un punto xS, tal que f(x)<f(X).
De este hecho se espera que, para que XeS sea una solucién ép-
tima local del problema (I) con las hipdtesis adicionalmente
hechas,.es necesario gue <gradf(X),d»20 para toda deD(X).
decir, <(gradf(x),d»<0 implica que d¢D(X). Esta idea se precisa

en el siguiente teorema.



Teorema. 1.2.2.3 Ecbﬁsigéreigijproblema,(I') ¥ suponga ademéis
que. S es un conjuntorébierfd'y que la funcibén f es diferencia
ble en el punto x*S, Defina F(x*)={d#0;<gradf(x*),d»<0). Si
X* es una solucidén éptima local del problema (I'), entonces
F(x*)ND{x*)=0.

Prueba:

Suponga lo contrario, es decir, existe un deF(x*)ND(x”), =n
tonces por ls proposicidén 1.2.2.2, axistes un 7>O, tal gque
T(x*+)Ad)<f(x*) para toda Ae(0,R) y por la d2finicién de direc
cibn factible, axiste ¢>0, tal ous x*1),d¢S pars toda Ae(0,§).
Tome e =min{h,dy>0, se tiene entoncas que F(x*+Ad)<f(x*) ¥
x*+AdeS para toda Ae(0,€), 1o cual contradics =1 hecho de que
X* 8 ssa una solucién 6é6ptima local d21 problema (I') con las

hipbtasis adicionales.

thora suponga quz =21 conjunto 8, sz sspscifica de la mansra si
guiznts:

S={xeX; g, (x)<0, i=1,2,...,m}CR",

donde gi:Rn + R para 1=1,2,...,m ¥ X es un conjunto abierto y
no vacifo de R”. Considere ahora, el problema de programacidn
no linsal con rastriccionss definidas por un conjunto de des-

igualdades:

(ITI). Minimizar f(x)
sujeto a gi(x)éo 1=1,2,...,m
xeX

Las condiciones necesarias de optimalidad cuando el conjunto
8 se especifica con estas desigualdades se proporcionan en el
siguiente teorema:

Teorema. 1.2.2.4 Considere 21 problema (II). Sea x¥*eX una
solucién factible y sea I={ij; gi(x*)=0}. Suponga que las iug

ciones gi:mn»m para i€l son continuas en el punto x*&X y supon

yfgiffirﬁﬂi
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ga ademis gue las funciones g; son diferenciables en x"eX pa
ra iel y que f es una funcién difersnciable en x*. Sean
F(x*)={d#£0;<{gradf(x*),d><0} y G(x*):{d#O;(gradgi(x*),d><o para
toda ieI}, Si x* es una solucibn S6ptima local del problema
{(IT), entonces F(x*ING(x*)=@.

Prueba: o~

Sea deG(x*), como x*¢X y X es un conjunto sbiarto de Hn, aXis
te €>0, tal que x*+M>MeX pare toda »(0,€). Ldemés, paras igI,
por continuidad de las g,, se tiens que gi(x')LO y por lo tan
to existe ¥y>0, tal gue gi(x*+)d)40 para todo Ae(0,¥) psra to-
da igI. Finalmente, como deG(x*), se tiene que (gradgéx'),d}(O
y por lo tanto existe />0, tal que g (x*+Ad)¢g, (x* )40 para to
do Xe(0,}) y para todo iel. Asi, para é=minfe,y,f}, se cumple:
gi(x‘+)d)éO, x*+hdeX para toda Je (0,§) y para toda ie{l,2,...
,}, lo cual indica gue deD(x*). Pero por el tzorema anterior
F(x*ND(x*)=¢, de donde F(x*ING(x*)=f.

A,
s N\
~

K
F(x*)

proyscciones de
las curvas de T~
nivel de la
funcibn objstivo Vo)

: f disminuye -

Figura 27. Ilustracidén de la condicién
necesaria geométrica F(x*)NG(x*)=@



- En lo que 51gue, S° transfbrman las condlclones geométricas
nacesarias de optlmalldad'quajsa han desarrollado, a una for-

ma mis operacional.: stas condlclones son conocidas como con-~
diciones necesarias de optimalidad de Fritz-John.

Teorema. 1.2.2.5 (Condiciones necesarias de Fritz John para
el problema (II)).

Considers el problema (II) ¥y sez x* una solucibén factible, es
decir x*e{xeX; gi(x)£O , i=1,7,...,m}. Defina ahora el conjun
to I={i; g;(x7)=0} y suponga ademés cue f y las g; para ie{1,
2y.00,m} son diferencizbles en el punto x¥. 51 x*eX es una
solucibn éptima local del problema (II). Entonces existen U,

u; para i=1,2,...,m, no todos cero, tales que:

118
u_gradf(x*)+ ) u.gradg.(x*)=0
o & i i

A 1 =
uo,ui—q i=l1,24...,m

uigi(x‘)=0,i=1,2,...,m

Prueba:
Como x* es una solucién éptima local sobre S={xeX; gi(x)éo,

i=l,2,...,nﬂ, por el teorema 1.2.2.4 es imposible gque exista
un deRn tal que ¢(gradf(x*),d)<0 y (gradg (x*),d>¢0- para to
do ieI. Sea A una matrlz cuyos ronglones con51sten de los
vectores gradf(x*) y gradg; (x*) para 1lel. Entonces la condi
cidén geométrica necesaria de optimalidad F(x*)NG(x*)=@, equi-
vale a decir que el sistema Ad¢O no tiene solucidén. Por el
teorema de alternativa de Gordan, se tiene que existe un vec-
tor u20, u#0, tal gue utr=0, si u:(uo,ul)t, gntonces se tie-
ne que: '

A= gradf(x*)+y . u.gradg, (x*)=0
° Cier .



“Ahora bien, obsefve que para iel, B; (x‘) 0 ¥ por lo tanto u,
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85 (x*)=0 si ieI. Pero ademés en la conclu51on del teorema so—r”'""

lo se requiere que algunos u; sean diferentes de cero. Por lo -

tanto,haciendo‘ui=0 para i¢l se obtienen todas las condicio-

nes propusstas en el enunciado del tsorema.

L los 2scalares u_,u, i=1,2,....,m se les conoce como multi-
o'’i
plicadorzs de Lagrangs y a la condicidn uigi(x')=0 121,290 ve,

m, como holguras complementarias.

Aungue cronoldgicamente las condiciones de Fritz John sz obtu-
vieron antes que las de XKuhn-Tucker, adembs de que las condi-
ciones de Fritz John son més generalss, las condiciones de
Kuhn-Tucker tuvieron mayer divulgacién y son de hecho més uti
les. dsto se debe a que es posible que se cumplan las condicio
nes de Pritz John trivialmente en puntos no 6ptimos. Shety ha
construido varios de 2stos ejemplos. £n 2stos casos 1o que su-
cede es que gradf(x*)=0 y/o gradgi(x*)=0 para alguna iel ¥y es
posible dejar que los correspondientes multiplicadorss de La-
grange sean cualquier numero positive y los deméds ceroc, para
cumplir las condiciones en puntos no Optimos.

En realidad, el dnico caso Gtil, es cuando u >0, ya que, si
uon las condiciones de Fritz John no proporcionan informacidn
alguna sobre lo aue sucede con la funcidn objetivo en el pun-
to X*. Sin embargo, es posible identificar el caso en que uo>o
sl s2 pide cierta condicién adicional sobre las rastricciones,
En el siguiente teorema debido a Kuhn-Tucksr, que se enuncia

a continuacibn se impone el requisito rastriccional ds que los
vactorss gradg (x*) con i€l ssan linzalmente independientes en
i para que se obtenga u 70

Teorema. 1.2.2.6 (Condiciones necesarias de Xuhn-Tucker para
el problema (II))
Considers el problema (II) y sea x*¢X una solucidén factible,



o Segjlé{i;fgi(x*)=o} ¥ suponga ademés que las funciones f y By
~para iel son diferenciables en el punto x* y que las funcio-

‘nes g; para igI son continuas en x*. Si los vectores gradg (
x* ) con i€l son linealmente independisntes en m y si x* es
una solucidén éptima local dal problema {(II). Entonces existen
escalarss u.éO, no todos caro para iel, tales que:

gradf (x*)+ u; gradsg (X*J=0

iel
uigi(x =0 para todoc i€Il.

8i ademéas, las funcionss &; son también difsrenciables en 2l
punto x*¢X cuando ifl. Se tiene que existen ui, 1=1,2460.,0,

no todos cero, tales que:
m
gradf(x*)+ ., u.gradg, (x*)=0
IS 1
uigi(x*)=0, uiéO, i=1,2,...4m

Prusba:

Si x*X es una solucibn 6ptima local del problema (II), las
condiciones de Fritz John afirman que axisten vo,viéo no to-
dos cero para iel, talss que:
v gradf(x*)+,7‘ v.gradg. (x*)=0,

ier *t 1

v.g.(x*)zo, 1i=1,2,.00,M.

Ahora bien, como los vactores gradg (x*) con i€l son lineal-
mz2nte indepsndientes en g™ entonces se debe tener que vo>0
en efecto, si v =0, entonces los gradgi(x*) para iel serian
linealmente dependientes. Sszan

= o -
o Y,
con lo cual se concluys la prueba del teorema.

=150, ul_% si iel, y u;=0 si ifl,

Note gue las condiciones de Kuhn~Tucker son un caso particu
lar de las de Fritz John, en donde se exige un requisito res
triccional para garantizar que u>0.

El requisito restriccional impuesto es conocido como condicidn
de regularidad de las restricciones del problema (II).
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Las condiclones necesarias de .optimalidad de Kuhn—Tucker acnR
tan una ‘interpretacidn -geométrica sencilla. Se debe notar pri

mero que cualquier vector y= }:)u gradg (x*) con u. —0, para
ier
iel pertenece al cono generado por los gradientes de las res-

tricciones activas en x*, es dacir en aguellas restricciones
g; con iel en las cuales ui>O. Entoncas la condicidn '
gradf(x*}hZ: uigradgi(x‘)=0,
iel

claramente equivale a decir que -gradf(x*) estd sn dicho cono.
&n consscuencia, las condiciones de EKuhn-Tucker dicen que si
x*¢X es una soluciébn 6ptima local del problema {(II), entonces
~gradf (x*) pertensce al cono generado por los vactores gradgi(

x*) para iel.

Hasta este momento, s6lo se han pressntado condiqiones necesarias
para soluciones éptimas locales del problema (II). Ahora se

veri gque bajo condiciones relajadas des convexidad, es posible
obtener tambiédn condicionas suficientes.

Teorema. 1.2.2.7 (Condiciones suficientes de Kuhn-Tucker para
2l problema (II))

Congidere el problema (II). Sea x*X una solucién factidle y
sean £:R" » R una funcidn pseudo-convexa y gi:mn + R funcio-
nes cuasi-convexas y diferenciables en x* para i=1,2,...,0.
Si se satisfacen las condiciones de Kuhn-Tucker en x*%X. En-
tonces x* es una solucidn dptima global del problema (11).
Prueba:

Sea xeS una solucidén factible cualguiera del problema (II).
Entonces gi(x)égi(x*)=0 para iel, donde I={i; gi(x*)=0}.

Por la propiedad de cuasi-convaxidad de las funcionss 8,1 S
tiene que gi(Ax+(l-A)x*)=gi(x*+k(x—x'))émax{gi(x),gi(x*)]=
8; {(x*)=0 para cualquier \e(0,1) y para toda ieI. Lo anterior
1mpllca gue es posible desplazarse en la direccidn d=x-x*
sin incrementar los valores de las funciones g; para iel,
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para toda 1€I, es dec1r, <gradg (x ) x—x*)ﬁo para toda 1€I
¥ para toda xeS. Ahora blen, 1as cond1c1ones de Kuhn-Tucker
por hlpote51s se satlsfacnn en x* 'y por lo tanto, existen
u.-O i=1 2,...,m no todos cero, tales que:

gradf(x )+<Zl u,; radg, (x*)=0

ie I
uigi(x') =0, ieI,

de donde
—gradf(x*)= 23 u. gradg (x*).
ieI
Pero 2_ u. <gradg (x*),x=-x*»£0 para teda xe8, asi
iel

2 ul<gradg (x*) ,x~x*>==(gradf(x*),x-x*Y0 para toda xeS, es
iel

decir {gradf(x*),x-x*>20 para toda x¢5 ¥ como f es pssudo-
convexs, lo anterior implica que f(x*)ef(x) para toda xeS,

con lo cual se tiens el resultado pedido.

Obviamente, si las funciones f y 8,9 i=1,2,...,11, SON con-
vexas, las condiciones de Kuhn-Tucker son también suficien

tes.

Considere ahora el problema:

(I11). Minimizar f(x)
sujeto a gi(x)éo, i=1,2,c..,0

hi(x)=0, i=m+l,...,D
xeX,

donde X es un subconjunto abierto y no vacio de R™ v las
funciones f,gi v hi son de R™ en R. En este caso,

8={xeX; g; (x)€0 para i=1,2,...,m, 3 h,(x)=0 para i=m+l,...,p}
Como una extensiébén natural del teorema 1l.2.2.4 se tiene la

siguiente condicibén geométrica nacesaria de optimalidad para
el problsma (III).



Peorema. 1.2.2.8 Considers el problema. (IIL). Sea x*e¥X una
solucién factible y sea I={i; gi(x*kol Suponga que. para i¢I,
entonces g, es continua en x* y que las funciones f y g; Ppa-
ra iel son diferenciables en el punto x*. 5i las funciones
b, i=m+l,...,p, tienen derivada continua en x* y si los vec
tores gradhi(x*) son linealmente indepandizntes en R%m+léi£p ¥
F(x*)={d#0; {gradf(x*),d»<0}
G(x*)={a#0s ¢Fradg, (¥*),d><0 para iel)
H(x*)= [geR% ¢gradh, (x*),dy=0 para i=m+l,e.e,}
ipntoncas si x'es una solucidn 4ptima local del problema (IIT).
F(x* NG (x* )NH(x*)=0. |
Prueba:
Por contradiccién, suponga que sxiste un vector yeF(x*ING(x*)
NH(x*); esto es (gradf(x*),y><0, {gradg; (x*),y>40 para toda
i€l y <gradh (x*),y>=0 para toda 1~m+l,...,p #Ahora bien, pa
ra Az20 doflna la funcién «:[0,m) »>R" mediante la ecuacidn
uOQ =P(N\y con la condicién de frontera «(0)=x*, donde P()A) es
la matriz que proyecta cualquier vector de R" en el espacio nu
lc de gradH(x(N)), donde gradH(«())) es la matriz con vectores
columng gradhéﬁ{ﬂ), i=m+l,...,p. Para A»0 suficientemente pe-
queniay la ecuacibén diferencial anterior estéd bien definida y
tiene solucidn, ya que, por hipdtesis gradH(x*) tiene rango
completo puesto que los vectores gradh (x*) son linealmente
independientes en g™ , también por hlpéte81s H tiene derivada
continua en x*, donde H es el vector gque consiste de las fun-
ciones h y i=m+l,...,p, ademds la matriz P es continua en A
v L(N) é»X* cuande A+ 0%, A continuacién se mostraré que pa
ra Z\y0suficientemente pecuefia «{A) es un punto factible y
F(X(2))<¢f(x*), contradiciendo el hecho de que x* es una solu-
cibén 6ptima local dal problema (III) Ahora bien, utilizando
la regla de la casdena, se tiene que dA g4 (xX(A))= gradg (o« (A)),
d)c*(k)> {gradg; («(M\)),P(N)y) para cada 1eI En partlcular,
el vactor y nsté en =21 espacio nulo de gradH(x*), ya que,
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por hlpote51s <gradh (x*),¥>=0 para i=m+l,...,p, asi para )—O”
_ 'P(O)y =¥ dA gl(d(O)) (gradg, (x*),¥>< 0 para toda ieI, de donde
~gl(d(k))<0 para A>0 suf1c1entnmnnt° peguefia, ya que 5 By (= (0))
_ B (BM)-g (X(0)) | o(n) = B HOA)-g(x*) 0y g](d(A)) R

o(k)<(hl%onda bi%lje»o cuando A %AO. Por otra parte, para
igl, s2 ti=ne que gi(x‘)<0, y & es continua en x*, de donde
gi(d()))< O para A>0 suficisntsmente pequefia. También puesto
qua el conjunto X es abierto, «(X)eX para MO suficientemente
pequefiz. S6lo falta mostrar que hi(d(%))zo pera Ay0 suficien-
temente pequefia para concluir que ol(h) para A0 suficientemen
te peguefia es una solucidén factible del problema (III). Consi
derando el teorema del valor medio (1.1.3.12), se tlenﬂ que
para algin FE(O »), se cumple que B (2(A))=h; (x(0))+ % b (o
(p)) =h, (X')+A‘““h (“(ﬂ)) Aaxh (d(p)) para 1—w+1,...,p Da nue
VO por la regla de la cadena, se tiene gue h (d(P))—
{gradh, (M(F)),OAIX(p)> <gradh. (u(%)) P(WY) para i=m+1l,...,D
Pero por construccidn P(ﬂ)y estd en el espacio nulo de grad

H (M) v por lo tanto %) h. (u(y)) =0 para i=m+l,...,DP Y como
h, (R(A)) %dh l(d(ﬂ)), se sigue que hl(d(A)) =0 para 1iz1,24.04,
p. Finalmente observe que g; £((0))={gradf(x*) ,y)<0, de don
de £(RA(N))-Ff(x*)<0 para A> 0 suficientemsnte paquefia, como ya
se habia hecho notar, leo anterior contradice que x* sea una

=

solucibn 6ptima local del problema (III).

A continuacién, se expresara la condicién geométrica necesaria
de optimalidad F(x*)NG(x*)NH(x*)=@, en una forma algebraica
méds opsracional, obtznijdndose asi las generalizacionss corres
pondisntss & los teoremas 1.2.2.5, 1.2.2.6 ¥y 1.2.2.7.

Tgorema. 1.2.2.9 (Condiciones necesarias de Fritz John para el
problema (III)).

Considere el problema (III). Sea x*X una solucidn factible y
sea I={i; gi(xﬁko}.Suponga que las funciones g, para ie{l,
2,..0ym} , asi como la funcidn f satisfacen ser diferenciables



es T

: ,en el punto X*EX Suponga tamblén que 1as iunc1ones h para
: —m+1,...,p poseen derlvada contlnua en el punto x*. Sl x*A,

: «es una soluc16n 6ptima local del problema. (III). Entonces?

o exlsten uo,u

para i€l y v, parc i=m+ly .. 05Dy tales,que:r‘

1 i
3 5] .
u_gra df(X*)+Z‘, u;grade, (x*)+ 2 v, gradh, (x*)=0
: i=) ismrl =

uo{uigO, i=1,2,4..4m

(x'k):,:’ i=l,2,.-.,m

5i los vectores grﬂdh (x*) pzrs i=m+l,...,D son lineszlmente
dependientes en &" entonces ex1sten escalares vy i=m+l, ...y
P, no todos cero, t"les aue E} Vs ;gradhy (x*)=0, entonces ha-
ciendo u, = ui=0 para i=l,2,...,m, se tﬂenen las condiciones
pedidas. Suponga ahora que los vectores gradhi(x*) para i=
p+l,...,p son linealmente independientes en R™, Sea T la
matriz con renglones gradf(x*)t ¥y gradgi(x*)t para iel y sea
S la matriz con renglones gradhi(x*)t para i=p+l,...,p. Enton
ces por el teorema enterior el sistema Td<0, 5d=0 no tiene so
lucibén. Ahora considere los siguientes conjuntos Ql={(zl,z2);
z,=Td, 22=Sd} e sz{(zl,zg); z2,<0 ¥ 22=O}. Observe que Qy ¥
Q2 son conjuntos convexos, ajenos y no vacios. Por eltteorema
1.1.2.32, existe un vector p={u,v) no cero, tal gue u Td+
vtSdéutzfvtz2 para todo deR™ y para todo (21,22)6Q2. Tomando
2=O y teniendo en cuenta gque z( puede hacerse en valor abso
luto arbitrariamente grande, se sigue que u0. Tzmbién pnra
(= 1,22) =(0, O)&Qz, se tiene que (u T+VtS)d5'0 y tomando d——(u T

+ S)t se sigue que —HT§1+Skﬂi2>O de donde Tﬁ1+sﬁr =0. Por lo

tanto se han obtenido u, ¥y u; para iel no negativos si u—( Uy

uI). i se toman uy =0 pﬁra 1#1, se concluye la prueba del teg

rema,

A continuacién se presentan en dos teoremas las extensiones

.naturales de los resultados obtenidos en 1.2.2. 6y l.2. 2 Ts

sus pruebas se omiten, ya que, esencialmente no dlfleren de



87

de las Pruebﬂs de 1os teoremﬂs 1,2, ‘”lwfi l '*freéféctifa%i 

,mente.

Teorema. 1.2.2.10 (Condlc1ones necesarlas de Kuhn—Tucker pa
ra el problema (III)).: : -I ey SR .
Considere el problema (IIT). Sen x*e? ﬁn€ soTucién fﬂctible‘v
sea I={i; g4 (x*)=0}. Suponga oue las funciones f y g; pera ie
{1 4,...,M} son diferencisbles en el punto x*eX y que las h,
para ie{m+l,...,p} tienen derivadsz continua en el punto x¥e .
Adicionalmente, supongz que los vectores gradgi(x*) para iel
v gradh (x*) para i=m+l,...,p son linealmente independientes
en R™ Si ¥ es una solucién 6ptima loecal del problema (III).
Entonces existen escalares u; para ie{1,2,....,m} y v, para
ie{m+l,...,P}, tales que:
gradf(x*)+ ﬁi}u gradg; {xc*)+ §§) v, gradhy (x*)=0

i=m+l
uigi(x*)=0, i=1,2,...,n

uiEO, i=1,2, 000y,

Teorema. 1.2.2.11 (Condiciones suticientes de Xuhn-Tucker P2
ra el problema (III)).

Considere el problema (III). Sea x*eX una solucién factible y
sea I={i; gi(x*)=0}. Suponga que la funcién f es pseudo-con-
vexa y que las funciones g; para i€l son cuasi-convexas. Su-
ponga que las condiciones de Kuhn-Tucker se cumplen en x*, es
to es, existen escalares uiéo para iel y v, para ie{m+l,...,D},
tales que:

v, gradh, {(x*)=0.

gradf(x*)+ 2 uigradgi(x*)

iel J=m+l
Sea T={i; v,;>0} y 5={i; v,<0} y suponga ademds gue las funcig
nes hi para ieT son cuasiconvexas ¥ gue las hi para ieS son

cuasi-concavas., Entonces x* es una solucién 6ptima global.



En lo que sigue se estudia el concepto de dualidad, el cual
surge con regular frecuencia“en'optimizacién y en mateméticas -
en general. En abstracto, a cada ente matemético corresnonde
otro ente matemdtico cue tiene ciertas propiedades en comun{
con el original. En progra ma016n matem tlca este concento
aparece en forma natural. s ‘ ’

Considere el siguiente problema de prbgramaCién no-Yineal:

Minimizar f(x) R
sujeto a g, (x)20, i=1,2,0.4;m
h,(x)=0,
XEX :
donde f,g yhy R" >R y X es un subconaunto no vacfo de R"

El problema dual lagrangeano ;soc1ado al problema planteado
es definido como:
Kaximizar 6(u,v)

sujeto a v=0,
donde €(u,v)= 1nf{ (x)+ Z::ulgl x)+ 523 vihy (x)3 XEX}

Note que la funcidén lagrangeana dual G(u,v) puede tomar el
valor - para algin (u,v) y que en el dual lazs restricciones
gi(x)éo para i=1,2,...,m ¥ hi(x)=0 para i=m+l,...,p han sido
incorporadas a la funciébn objetivo mediante multiplicadores
de Lagrange. Ademéds, los multiplicadores de Lagrange asociados
a las restricciones que son desigualdades estan restringidos'
a no negatividad, mientras cue los que estén =zsociados a res
tricciones que son igualdades no tienen restriccidbn en el sig
no. Pinalmente, note que el problema dual lagrangeano es en
realidad un problems max-min, ya que, se trata de maximizar
el infimo de una funcibn. Por esta Gltima razbén también se

le conoce a veces como el problema dual max-min.
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CAPITULO FUNDAHENTACION DE LA TEORIA DE ALGORITMOS DE
-PROGRAMACION NU LINEAL

2L1QIﬁTRQbU§ci0N75‘~“"'

‘ Un hecho significativo para el desarrollo de unz teoris gene
ral de algoritmos de programzcibn no lineal, consiste en aso
ciar a cada algoritmo de solucibn un napeo de punto a conjun
to; Un algoritmo de solucién seré entendido como un procedi-
miento iterativo, el cual genera una sucesibn de puntos de
acuerdo a un conjunto de instrucciones preestablecidas y =
la informacibn cedids por puntos vreviamente obtenidos.

Los conceptos que m&s han destacado explotando la asociaciédn
de cada algoritmo de solucidn con un mapeo de punto = conjun
to para la obtencibn de resulitados generales sobre convergen
cla algoritmica, son los conceptos de funcibdn de descenso y
de mapeo cerrado, este ultimo estd {ntimamente relacionado
con cierta propiedad de continuidad cue poseen los algorit-

mos convergentes.

2.2 MAPEOS ALGORITMICOS Y FUNCIONES DE DESCENSO

En esta seccién se proporcionan los fundamentos necesarios
para el desarrollo de una teorfa de algoritmos de programa-—
cibn no lineal. LEn primer término, se presentan los concep-
tos de mapeo de punto a conjunto v de mepeo algerfitmico.
Después se describen los conjuntos solucibn mds usuales.
Por Gltimo, se introducen las hociones de convergencia al-

goritmica y de funcién de descenso,
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. sario generallzar el conce
tido: ' A

Definicién. 2.2.1 Sean X y*Y:ads
dice gue un mapeo T:X » of : '
xeX, se tiene que T(x)e?Y equlvale
es el conjunto potencia de Y)-. -
£1 hecho de cue T:X 3 27, se denotaré
Y es un mapeo de opunto s conjuntok

Ejenplo. 2.2.2 Dado xeR, sea T(x) ={ Ur,u4xizy<12;x9,5entbg
ces T:R » R es un mapeo de punto a conjunto. ' ‘

Un 2lgoritmo serd considerado como un mapeo de punto a con-
junto zgplicado en forma recursiva de tzl manera gue se gene
Te una sucesidédn de puntos. MNis precisamente, dado un vector
xfﬂRn, si se aplican las instrucciones del algoritmo se obtig
ne un nuevo vunto x . BEste proceso puede entonces ser des-

k+1
crito por un mapeo de punto 2 conjunto T, mediante la rela-

cién xk+1eT(xk).

Definicibn. 2.2.3 Un algoritmo es un meveo de punto a conjun-
to T:X » X, xcr™ gue aplicado en forma recursiva genera una
sucesién infinita de puntos.

Los términos algoritmo y mapeo algoritmico serén utilizados

indistintamente.

Observe que czda algoritmo tiene asociado un mapeo de punto
a conjunto. Sin embargo el reciproco de esta proposicién no
es cierto. En efecto, sea T:R » B un rapeo de pﬁnto a con-
junto definido por T(x)={y; y¢x y y>»>x} paras cada xR, enton
ces T satisface T(x)=f varz todo xR. Teniéndose como conse
cuencia aue T no genera sucesiones de puntos. Por lo tanto
T no define un elgoritmo. ' .

Otro caso extremo gue pudiera no tener sentldo con lo que

intuitivamente se entiende por un algoritmo, es que si se



,define”el mapeo de punto a conjunto T:R > R como T(x)={é}
para tedo xR, entonces. se tendrd que xk=c’para,tbda*kéwut:;.
.y sin embargo, por definicién T es un algoritmo. .. '

Ejemplo. 2.2.4 Sea T:R + R el mapeo de punto a conjunto de
finido en el ejemplo 2.2.2. Sea x;=2, entonces T(xl)=T(2)=
{y; -1<y<0}, =i x, ha de pertenecer a T(xl), ponga por ejem
plo que xzz-%. Ast T(xg)zT(~%):{y; —~3<¢y<3/2}, si x5 ha de
estar en T(xz), ponga vor ejemplo cue€ xgzl, etc. Entonces

{x}kE[N={2$"%sly--o} [

ELl propb6sito que lleve consigo el ejempio anterior, es el da
mostrar que lz expresibén xk+leT(xk) no debe ser confundida
con Xk+l=T(xk).

A primera vista, podria parecer que la definicidén de ma-

peo algoritmico es superflua, ya que en le préctica no se es-
cogen puntos arbitrarios pertenecientes a un conjunto determi
nado, sino oue se tiene identificado un punto en cada itera-
¢ibn del procedimiento de solucibn. Sin embargo, si un algorii
mo se programa y se corre dos veces en ung computadora digi-
tal con diferentes puntos iniciales, seguramente se generarén
dos sucesiones diferentes. Es aquf{ en donde se destaca la im-~
portancia del concepto de mapeo algoritmico, pudiéndose rela
¢ionar las dos sucesiones como generadas por el mismo mapeo

algor{tmico.

A continuacién se presenta un ejemplo, en el cual se muestran

las ideas establecidas:

Ejemplo. 2.2.5 Considere el problema de programacién no lineal

 Minimizar f(x)=x2 (f:R » R)
sujeto a x>1.

Obviamente la solucibn éptima global se tiene para x*=1l. Sea
T:R > R el mapeo algoritmico definido por T(x)={%(x+1)}.

72 =
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Puede ser fécilmente verificado que la sucesibén generada por
la aplicacibn repetida de T con cualquier punto inicial con-
verge a la solucién éptima x*=1. En efecto, note que la apli

cacidn repetida de T conduce a la relacidn

1 €105 =18 )= { B3 +((1/2)+ (1/8)+(1/8) 4+ - -+(1/25))

¥ claramente g1 ? 1l cuando k 5w -

Ahora considere el mapeo algoritmico 5:R & R,‘definido'por

R, (1/2)(x+1)]  si x21
S(x)=

Rl/2)(x+l),i] si x<1
La imagen S(x) de cualguier xeR es un intervalo cerrado y
cualguier punto en ese intervalo puede ser seleccionado en
calidad de sucesor de x. Al igual que antes, independisnte-
mente del punto inicial, el mapeo algoritmico S converge
tambidn a la solucibén 6ptima x*=1. Para x,=4, las sucesio-

nes generadas por T y S, respectivamznte son:

{#,2.5,1.75,1.3795,1.1875,...} v {4,2,1.2,1.1,1.02,...}

Note también que tanto T como S tienen como dominio a R ¥
no al conjunto definido por la restriccidn x21. Teniéndose
con ésto que un mapso algoritmico no involucra condiciones
de factibilidad nscesariamente.

f

(%) el

:
f
1
|
Pl —s * i‘_ % -
////, x*=1 X1l *x

(a)




Figura 28, Los incisos (a) y (b) son los
mapeos algoritmicos d21 =2jemplo 2.2,5

4 continuacién se describiradn los conjuntos solucidén mas usua
les en programaciéﬁ no lineal.

Considere el problema de programacién no lineal

Minimizar f(x)

sujeto a xeS,

donde f:R" » R, SCR®, S#@.

Bs claro pues, que la aplicacidén de un algoritmo al problema
planteado, tiene como propbésito encontrar un punto que cumpla
con ciertos requisitos. En nuestro caso estos requisitos son
condiciones de optimalidad.

Una propiedad deseable que un algoritmo debe poseer, es gue és
te genere una sucesidén de puntos que converja a una solucién
Optima del problema, Sin embargo, en muchos casos basta con ob
tener puntos suficientemente préximos a dicha solucidn éptima,
por sjemplo, cﬁando se carece de propiedades de convexidad, o
bien por el tamano del problema, etc., en cuyo caso el proce-



‘dimiento 1terat1vo debe ser detenldo 51 el punto obtenldo per57
tenece a un conjunto predetermlnadoSZ el cual seré 1lamado con
junto solucibn. En seguida, se listan ﬁlgunos de los conJuntos
solucién més usuales en programacién. no llneal.

(i).§2={xem ; X es una solucibn 4ptims locai}”
(ii).glz{xemn; xe5 7 £(x)£b}, donde b es un valor ' aceptable
de la funcibn objetivo.

(iii)§2={xeﬁn; €S y £(x)<L+e}, donde €>0 es una tolerancia

especiticade y L es una cota inferior de la solucidén Sptima.

D,

(iv). Q={xR"; xeS y £(x)-f(x*)<€} , donde f(x*) es 1la solu-
cibn bptima globel y €>0 una tolerancia especificada.
(v). §2={XER ; €S y satisface las condiciones de optirialidad

de KuhnuTucker}.

(vi). Q={xeR"; xeS y satisface las condiciones de Fritz Jhon}.

En general , la convergencia de algoritmos es basada en la

.nocibén de conjunto solucibn.

Definicién. 2.2.6 Se dice que un mapeo algoritmico T:X - X,

XR? converge sobre YCX a2 un punto en &, si al comenzar con

cualouier punto iniecial xgY¥, el limite de cualquier subsuce-

sién convergente {x } ey e la sucesién {x } nely Senerada por
el mapeo algoritmlco, pertenece al conjunto solucién & .

Ejemplo. 2.2.7 Considere los dos mapeos algor{tmicos T y S

del ejemplo 2.2.5, entonces los mapeos algoritmicos Ty S con
vergen sobre R a un punto en , ya que, la aplicacibn repetida de
T ¢ S con cuzlouier punto inicial converge a la solucibn épti

ma x*=1 y por lo itanto cualquier subsucesidn de las sucesiones
generadas por T 6 S converge también a x*=1,
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Una vez que han sido introducidos los conceptos de mapeb al-
- goritmico, conjunto solucién y convergencia algoritmica, se
pbrecisaréd la nocién de funciébén de descenso en un algoritmo:.

Definicibn. 2.2.8 Sea T:X - X, XCR™ un mapeo algorftmico y
sea CX un conjunto solucibn. Se dice que una funcién con
tinua F:X » R es una funcién de descenso para T v £1-, si F

satisface las siguientes condiciones:
(i). x£ 2 ¥ yeTx implica ¥(wv)<F(x)

(i1). xeSe y yeTx implica F(y)<PF(x),

Casi siempre, la funcibn objetivo misma, sirve como funcidn

de descenso. Sin embargo, esta regla no es generzl. Por ejem-
plo, en problemas irrestrictos de orogramacidn no lineal, una
funcién de descenso podris ser F(x)=llgredf(x)i| si se define
QR={xeR"; eradf(x)=0}. Esto se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. 2.2.2 Considere el problema irrestricto de progra-
macidén no lineal

Minimizar f(x)=x2 (f:[0,0) - [0,m) )

y considere el mapeo algoritmico T:[0,®) - [0,m), definido

por T(x)=[0,%x], sea §2={0} y sea F:[0,m)sR, F(x)=llgradf(x). Pa
ra toda yeT(x), se tiene que cuando 'x#0, se satisface O<y<x,asi-

P(y)=llgradf(y)ll = 2y < 2x =|gradt(x)i=r(x). ,
Ahora bien, si xeSd, es decir, x=0,y si yeT(0)={0}, entonces
#(y)=0=P(x). En consecuencia F(-)=|gradf(-)] es una funcibn

de descenso para T yg?.

Definicibn. 2.2.10 Sea T:X -» X, XCR™ un mspeo algorftmico.
¥ sea S2CX un conjunto solucidén. Se dice gue el algoritmo T
es de descenso, si existe una funcibn de descénso para T y Q.



2.3 MAPEOS CERRADOS -

‘En esta seccibn se introduciréd la nocién de mapeo cerrado de
punto a conjunto. El significado de la cerradura serd estudiz
do mediante algunos ejemplos y una discusién subsecuente.

El tener una nmedida de mejoramiento en un algoritmo, como pue
de ser la funciébn de descenso, es una propiedad deseable. No
obstante, lo anterior no es suficiente pars gerantizar cue el
algoritmo converja a un punto perteneciente 21 conjunto solu-—
cién § . Ahora bien , todos los algoritmos convargentes pogeen
ciertas propiedsd de continuidad, que es quizés la més signifi-
cativa para la obtencién de resultados generales sobre conver
gencia algoritmica. Dicha vropiedasd de continuidad, como se

‘g

verf estd relacionada con la nociébn de cerradura de un maneo

algoritmico.

A continuacibén se presenta un conjunto de ejemplos, gue tie-
nen la finalidad de mostrar la necesidad de introducir la no
cibdn de cerradura en un mapeo algoritmico como una propiedad
de continuidad para alcanzar convergencia aslgoritmica.

Ejemplo. 2.3.1 Considere el problema
Maximizar f(x)=5-x (f:R > R )
sujeto a x20.
Obviamente la solucién Optima global del problema planteado
es x*=0. Sea ={0} y sea T:R > R el mapeo algoritmico definido
por:

{l+%(x—l)},si x>1
Ix=

{$x} , si x£1
Defina la funcién de ascenso como: P(x)=f(x)=5-x. Entonces
para x1=5, el algoritmo genera la sucesién.
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{ncheen=15:312,3/2,5/4
Ast, ‘ S ,
(P2 )y ={0,2,3,7/2,15/4,... 1
Hote que F(xb+1)>F(xk) pa#a'fbda'kﬁw} 1o cual muestra que
efectivamente F es unz funecibn de ascenso para T y&. Sin
embargo,xk > 1£x*=0 cuando k5 ® , ya cue, 1z relaciébn X
eT(xk)=Tk(x1):{1+(%)k(xl—l)} implica gue ¥, » 1 cuando

k 2w y desde luego 1€52 .

v

7{x)

e

Y

I
i
i
1

—

Figura 29, Mapeo algorftmico del sjemplo 2.3.1

Si se examina el mapeo zlgoritmico definido en el ejemplo
anterior. Se observard que no es continuo en el punto x=1.
Esta discontinuidad es precisamente lz que impide la conver-. ..
gencia a la solucién 6ptima. Algo més, aunque F es una fun-
cibén de ascenso para T ySZ, se tiene que la existencia de
dicha F no garantiza la -convergencia de T a un punto de {2 .

Ejemplo. 2.3.2 Considere el problema

2

Minimizar f{x)=x“ (f:R >R )

sujeto a x21.



Claramente 1a solucién bptima
na R ={1}y considere ¢l mapeo algoriimico T:R » R definido
por: S Sl
[(3/2)+2x,1+3x], si x22
Tx=

{%(x+1)} , 51 2
Para cuzlquier punto inicial xlé2, se tiene que la suce-
sién generads por T converge a ¥=2. Hote aue x£§2. Por otra
varte, para cualauier x1<2, la sucesibdn generadz vor T con-
verge a x¥=1. En este ejemplo el algoritmo T converge sobre
el intervalo (-®,2) a un punto de §e y no converge sobre el
intervalo [2,0) a un punto en §2,

]
//////7’ © e A

Figura 30. Ejemplo de un mapeo algoritmico no convergente,

Observe que los mapeos algoritmicos de los ejemplos 2.2.5 ¥y
2.3.2 poseen las siguientes propiedades:

(i).. Dado uh punto factible Xy, S€ tiene que el punto Xiet1
es también factible.

(ii). Dado un punto factible xﬁéQ, el punto sucesor satisface
f(xk+1)<f(xk), en otras palabras, la funcibn f es estrictamen



te decrecmente.;”
(idi) Dado un punto factible x egl se cumple oue 1os pun— ST
tos sucesores pertenecen tgmblén a §o. L

A pesar de la similitud, los dos algoritmos dei'éjemplo'2.2.5
convergen a x¥=1. Nientras que el algbritmo del ejemplo 2.2.3
noe converge a x*=1 si el punto inicial Xy S€ elige de tal
mznera que xl§2.

La nocién oue se explotarf para estudiar la continuidad de
mapeos algoritmicos, es la nocién de mapeo cerrado de punto

a conjunto que a continuacibn se presenta:

Definicibn. 2.3.3 Sean X y Y dos subconjuntos cerrados y no
n N .

vacfos de B". Sea T:X = Y un mapeo de vunto a conjunto. Se

dice que el mapeo T es cerrado en un ovunto xeX si cuando:

(i). {Xﬁ}kem es una sucesibén de elementos de X, tzl que

X ? X* cuando k » © .

(ii) y si {yk}kﬁm es unz sucesibn de elementos de Y, tal que
yEETxk Yy ¥y = ¥y*¥ cuando k 3 @© .

Se implica que y*eTx*.

Un mapeo de punto a conjunto T es llamado cerrado sobre ZCX

si T es cerrado en todo punto de 2.

Ejemplo. 2.%.4 Considere el mapeo algoritmico T del ejemplo
2.3.2. T no es un mapeo cerrado en el punto x*=2, En efecto,
la suces16n X w2—;L > x¥=2, sin embargo, la sucesibn yk—g(x

+1)=3@-p)+1)= £ - L 5Y*=2 y yrdeav=(2)

E]emplo. 2.3.5 Define 7:[0,0) ~[0,0), mediante Tx={y; —)X‘y
x—} Se verd que T es un mapeo cerrado sobre BLG). Es decir,
T es un mapeo cerrado en todo punto x20.

Sea {xk}kem una sucesibén de ndmeros no negativos, tal gue

X, » x* cuendo k s y sea {ykakzﬂ con yeTx, y ¥y, > y*



Ahora bien, ykeTxk 1mpllca que BXk yk—3 k.. para toda kell, de
donde Z1lin x <lin y, £ glim %, asi %x*‘y*‘gx* teniéndose que
y*eTx*. Algo m‘s, si se deflne.Q ={0} v se toma cuslguier

e(O ), se tiene que %, 1€Tx) implica 0<x <X, . Por lo tan
to {Xy3k;m es una sucesién monbdtona decreciente y acotada, en
consecuencia es convergente. Es fécil ver oue converge o cero,
ya que, %xkéyké%xk implica ( )ﬁ ‘V_¢1‘( ) %y, de donde kgg %,
=0, en cuyo caso se& tiene que cualauier subsucesidbn convsrge
tanbién a cero y por lo tento el mapeo zlgoritmico T converge
sobre [0,0) 2 un punto de So.

3 [} Ry A

Figura 31.Mapeo algoritmico del =jemplo 2.3.5

Finalmente, se mosirari medisnte un ejemplo, que el hecho de
.tener un mapeo cerrado no garsntiza la convergenciz algorit-
mica.

- Ejemplo. 2.3,6 Considere el mapeo algoritmico T:R » R defini
do por Tx={y; -14y%1} para toda xeR. Seafl=(-z,z) con ze(0,1),



entonces xk=(—1)k define una sucesiofl infinita que puede ser
generada por la gplicacidén repetida de T, ests sucssibn tie
ne dos subsucesilones infinitas convergentss {—-1,—1,-—1,...}
v {1,1,1,...}, sin embargo, los puntos -1,1¢Q. Por lo tan
to el mapeo algoritmico T no converge sobre R a un punto de

S?,.



EEEEESEEE RS E R X
EEEEEERER EE RS

,**#*##***%**#%*%#**#%%#****%#*#**%*#*%%**H%#****%*#***%**********%*%* I EEE RS EE SRR R E L LS

*

E XX R R

*
*
*
¥*

*

*****#**#******%%*%**#%*#%*%%*%*****#**#*H**#**#%**#*#**#%**%ﬁ###*%** LEEERE SRS R ERERE R S

CAPITULO

CONVERGENCIA DE MAPEQS

(EE R R R RS L RS E RS R R R RS E RS RS E E R R AR R RS
ALGORITMICOS

(R EEEEE ST LS RS RS E LS R E S S SR SRR



84

CAPITULO 5. CONVERGEICIA DE JWPEDS ALGORITHICOS
3.1 INTRODUCCION | e |

En 1970 Zangwill y Polak presentaron por primera vez un conjun
to de condiciones suficientes para alcanzar convergsencia algo-
ritmica, motivando con esto, 21 desarrollo de una teoria gene-
rzl de algoritmos de programacién no lineal. Recientemente,
Meyer y Komlési han obtenido resultados mids generales explotan
do la nocibén de compacidad.

En el transcursoc de este capitulo se establecen las propiedades
deseables gue un algoritmo debe poseer. En general, los algo-
ritmos gensran sucesiones infinitas de puntos, siendo posible
que ninguno de ellos califique estrictamente como una solucidn
éptima. Se probari puss, que un algoritmo con las propiedades
astablecidas, afectivamente converge a un punto del conjunto
soluciédn.

También, en este capitulo se estudiard la convergencia de compo-
siciones de mapeos algoritmicos, ya que, muchos de los algorit-
mos dasarrollados en programacién no linesl, por su complejidad,
puzden ser considerados como composicién de mapeos algoritmicos.
Por dGltimo, se présentaré una discusidén scbre la répidez de con

vergencia de un algoritmo.

‘3.2 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE CONVERGENCIA ALGORITMICA

Una vez '‘que han sido introducidos los conceptos de mapec algo-—
ritmico, convergencia algoritmica y mapeo cerrado, se presen-
tard un conjunto de condiciones suficientes para la conver
gencia de un mapeo algoritmico. Para lo cual, es necesario
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tener en cuenta el concapto de compacidad estudiado en =1
capitulo 1. Dichas condiciones seridn establecidas mediante
el teorema fundamental de convergencia algoritmica.

Se comenzari por probar el siguiente lema:
Lema. 3.2.1 Sea Xcmn, X£¢ , sea F:X » R una funcién con=-
tinua, y s=aa {xk}kem una sucssidén infinita de puntos en X,
tales que:
(1). F(xk)<F(xk+l) para todo kelN.
(ii). Existe una subsucesiédn {ka}mew de la sucesién {xﬁ}kem
tal qus X > x* cuando m Som.

m
Zntonces lim F(x, )=1im F(xk Y=F(x*).

Ky k m-> @ m

Prueba:
Zn primer lugar, como F es continua, entonces lim F(ka)=
my o

F(x*). asi, dedo €70, existe un NeclN, tal que F(x"‘)-—F(xk )
) m
=]F(x')—F(xk )l<€ para toda melN que satisface myN. Note que
m
la sucesién {F(ka)}msm' es monbtona creciente y conver-
gente, teniéndose asi gue converge al supremo. En otras pala

bras F(x*)=sup {F(xk )]é F(xk ) para toda meN, de donde
m m m

'F(x*)-F(xk )=0 para toda mell. En particular, dsbido a le con
m

enci nai ‘ ‘Bl * Y
vergencia de la sucesién {F(ka)}mem, F(x*) F(xN)<e.

También a consecusncia de la hipdtesis (i), se tiene que
F(xN)éF(xk) para toda kyN. Asi,
F(x')~F(Xﬁ=ﬂF(X')-F(XN)) + (F(XN)—F(xk))<e+O=e para toda

k2N, Por lo tanto, %égJF(xk)=F(x*), con lo que se concluye
la prusba del lema.
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Teorema. 3.2.2 (Tzorema fundamental de convargencia algoritmica)
Sea X un subconjunto cerrado y no vacio de iRn, sea §2#@, QcCX
un conjunto solucidén y s2a T:X » X un mapec algoritmico. Dado
xeX, la sucesidn {xk} kel €S B2nerada como sigue: Si xke.Q

se detiene el algoritmo; [On caso contrario, toms xk+1€hk’
reemplace k por k+l 2 itere de nuevo.

Suponga gu2z la sucesidn gensrada por el mapeo algoritmico T,
{xk} kel gstd totalmente contenida en un conjunto compacto K
de X y suponga que existe una funcién F de ascenso para T y&.
8i T es un mapeo cerrado sobre X~§{!. Entonces el mapeo algo-

ritmico converge sobre X, e¢s decir,

(i). El algoritmo se detiene en un ndmero finito de pasos con

un punto en £2, &
(ii). Cada subsucesidén convergente {xkn}1 neqy 4€ 18 sucesién

{Xk}keIN converge a punto en el conjunto soluciénQ, esto es,
todos los puntos de acumulacién de la sucesidén {Xk} ke PeTte
necen a §2 .

Prueba:

Si en alguna itsracidn sz gensra un punto sn £, entonces el

algoritmo se detiene. Suponga ahora, gue una sucesién infinita

es generada. Sea {xk] mey Cualauier subsucesidn cqnve_rgente .
™

a un punto x*X. Por el lema anterior, se tiene aque lni))ué) F(xk)

.—_1'“1‘)1& F(kkm)=F(x*). Para demostrar que x*&, suponga lo contra

rio, es decir, x*#£§). Considere la sucesibn {Xlﬁn*’l} meli? ésta

sucesidn estd contenida en el conjunto compacto KCX y por lo

tanto contiene una subsucesidn convergente {xk R }pe[N con
m
P

limite XeX. De nusvo por el lema anterior

F(X)=1lim P(x =1im P(x, )=F(x*

(®)=1im FCr, ,)=18m FOr)=F(x")

P



vergente a x*'y como X 1 ETX, gue que XeTx' por

m

ser T cerrado en X~ . pe’ré_"o‘bié > igque x*#Q, de donde
F(x*)<F(x), lo cual contradice el'heého de que F(x)=F(x*).

En consecusncia x*efl.

El teorema anterior muestra gque ademas de una madida de bro
greso definida por una funcidén de ascenso y una propiedad de
continuidad debida a la cerradura de T, se Tequiere ademls
que la sucesidén generada por el mapeo algoritmico T esté
contenida en un conjunto compacto, con la finalidad de ase-
gurar que todos los puntos de acumulacién de la sucesion

{x, Y,y Pertenecen al conjunto solucién Q.

Ejemplo. 3.2.3 Sea T:[0,®) » [0,®) el mapeo de punto a con-
junto del ejemplo 2.3.5. Si§2={0}, se vi6 gque T era un mapeo
cerrado en [0,0) y convergenté sobre [0,0) a un punto de £ .
Note aue para cualquier xle[OJD}, se tiene que xke[O,xﬂ =KC
[0,0) para todo kelN, ya oue xk+léxk para toda kelN. Asi K

es un conjunto compacto de [0,m) para cualguier %2 0.

Corolario. 3.2.4 Bajo las hipdtesis del teorema anterior,
si {2 consiste de un sb6lo punto, digamos, fZ:{x*}. Zntonces
la sucesién {¥;]}y v Benerada por el mapeo algoritmico T con-
verge a x*.

Prueba: )
.Suponga lo contrario, es decir, gue existe un €>0 y una sub

. . : *
sucesibn {xk;}meﬂ de 1la suce51ép {Xk}keﬁ’ tal que “ka—x > e

para todo melN. Observe gque existe una subsucesidn {ka }pEN
4 p



Xl Pero §2 {x*h tenléndose asi que X -x*' Por lo tanto;
3&; z:;xf 5es dec1r, ex1ste un Néw tal que Hx ~—X*|I<é ,pg
P “n ’

?‘ toda p>N pero si {xk }ch es una subsuce516n de {x, }mem’

entonces también’ Hxy -X*H>e para todo peli. Esta contradiccidn
1
D

prueba el corolario.

De acuerdo al teorema 3.2.3, un algoritmo es detenido cuando
se obtiene un punto xef a partir de la sucesidn generada por
1. En muchos casos, sin embargo, lz convergencia a un punto
en el conjunto solucién §2 sbélo ocurre en el limite, teniendo
que recurrir = reglas précticaes pars detener el procedimiento
iterativo del slgoritmo. A continuacidn, se presentsn las re-
glas usadas con més frecuencia para detener un algoritmo:

Sean €70 y N un ndmero natural predeterminados, los siguien
tes criterios son frecuentemente utilizados para detener un
algoritmo:

(1)e lgeggmx =11 1% (e ) x| <
Agui, el algoritmo es detenido si el desplazamiento después
de N aplicaciones consecutivas del mapeo algoritmico T es
menor que € , :
(10). Pl _ 1 Gg)-m %, £0

leydt [E3N]
Bajo este criterio, el algoritmo es detenido sl el desplaza
miento relativo con respecto a la k-ésima iteraciénldespués
de N aplicaciones consecufivas del mapeo algoritmico T es

menor que €,

(111). |P(xy )-F(x)i<e
Aqui, el algoritmo es detenidc si el mejoramiento total en

88 -



la funcién de ascenso (descenso) después'de'N apiicééiones
consecutivas del mapeo algoritmico T es menor que € .
PO p)- Flx
2 (x, )l .
51 el mejoramiento relativo de la funeibn de ascenso {descen

(iv).

k)l €, F(Xk)%o

s0) con respecto @ lz iteracibn k después de N aplicaciones
consecutivas del mapeo algoritmico T es menor gque € , enton-
ces el algoritmo es detenido.
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3.3 COMPOSIGION DB MAPEOS ~

Muchos de los algbritmos_désarféllados en programacién no 1i
neal son bastante complejbé; estos Eigoritmos frecuentemente
son la composicibn de verios mapeos algoritmicos. Por ejemplo,
algunos algoritmos determinean primero une direccidn factible
dk para desplzzarse a través de ellsz y posteriormente deter-
ninan la longitud del ps Av resolviendo el problemz uni
mensional de minimizsr W(xk-kd ), donde F es una funcién de
descenso. En este caso el procedimiento de solucibn es 1z
composicién de los mapeos algoritmicos 11 ¥y T2 (rn ey ), don
de Tl determina la direccidn factible dK h T2 encuentra la
solucibn Sptima del problema unidimensional de wminimizar
F(xk—Adk). Para formalizar este tipo de situzciones se pro-

{}.
{ e

porciona la siguiente definicibn:

Definicidn. 3.3.1 Sezn X,Y y Z subconjuntos cerrados y no
vacios de Rn RY M Rq, respectivamente y sean T1 ¥ T napeos
de punto a2 conjunto Tl X > Y, T2 :Y » Z. E1 mapeo comp051016n
T=T7,9T. es el mapeo de punto a conjunto T:X = 2 definido por
T(x)=LHT2(y), yﬁTl(xﬂ . Frecuentemente se denote T,0T, poT
ToTy

Figura 32. Composicibén de mapeos.



Teorema. 3.3.2 Sean X,Yry~Z'sdbé6njﬁn%bs,cerrados y no va-
cios de BH,BP y mq,.réspectivamente; SeanfTi:Xza'Y y TpiY > Z
dos mapeos de punto a conjunto 'y considere el mapeo composi-
cibn T= T2T1 Suponga gque elrmépeo Tl es cerrado en el punto
¥eX ¥ cue el mapeo T2 es ceérrado en todo punto yETl(x).
Suponga ademés gue si {Xk}kﬁm es ung sucesibdn infinita de
elementos de X, tal que X FXY y,eTl(xmg, entonces existe

una subsucesibén convergente {yk melr 0€ 12 sucesitn {yYy

Entonces el mapeo conposicibn T ‘es cerrado en el punto X.

Prueba:

Sea {xk}kem una sucesibén de elementos de X, tal que X + X
cuando k s ¥y sea {2z)} .,y una sucesién que satisface z £ T
(xk), tal que z, ~ zeZ cuendo k »w. Se verd que zeTx. Por
definicién del mapeo composicién T, para cada kell, existe un
ykeTl(xk), tal que =z eTQ(yk) Por hipltesis, existe uns sub-
sucesién convergente {ykm}mGN de lez sucesibn fyk}kem’ tal

que y, > yeY. Puesto que Tl es cerrado en xeX y como Xp 7 X
m gt
Y ¥y -y cuandonm »® con y,e T{x, ), ya que si {x}
- km 1 ]\‘m k-’ kelll
converge a X, se tiene que {Xk'}mem también lo hace. Enton-
‘ o _ m :
ces yeT (x). Ademés T2 es cerrado sobre T, (x) ¥ como Y =¥
. n
y zk + z cuando m $m con ZRET2(yk ), entonces zeT o(y). Asi

zeT y)ET (T (x))= (TZT Y{x)= T(X)

Los dos resultazdos siguientes son consecuencia directa del

teorema anterior.

Corolario, 5.5.3 OSean X,Y y Z subconjuntos cerrados y no
vacios de Bn,Rp v RY, respectivamente. Sean Tl'X + Yy T

Y > Z dos mapeos de punto @ conjunto. Suponga gue el mﬂpeo
Tl €s -cerrado en el punto x€X y nue el maveo T2 es cerrado
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en.todo punto y T (x). 81 el congunto Y es CDmpaCtO Enton-
ces T=T,1, es cerrado en xeX. '?_' .

Corolario. 3.3.4 Sean X, Y y 2 suﬁcoﬁjuntos cerrados y no
vacios de En ®P ¥y m*, respectivamente. Sea G:X - Y una fun-
cibén cont;nua V. sea T :Y 5 Z un.mapeo de punto 2 conjunto
€l cuzl es cerrado sobre Tg(x). Entonces T=I,G es cerrado
en €1 punto xeX.

Note la inportancia de la hipbétesis de aue existe una subsuce

ciébn convergente {yk }meN de -elementos de Y. Sin esta hipbie
" sis puede ser que aunque Tl ¥ T2 sean s@mbos mapeos cerrados,

el mapeo composicién T=T_T., no es necesariamente cerrado co-

2”1
no se nuestra en el siguiente ejemplo.

Eiemplo. 3.3.5 Sesan Tl,TZ:R -+ R definidos por Tl(x)={%} si x#
0 con T1(0)=O N Tz(y)={z; z| £ yl}. Observe que Ty y T, son
napeos cerrados sobre R. Sea T:T2T , entonces T(x) T (T (x))
={z; |z|f|Tl(x)”, es decir, T(x)={z ; |z]% ,ll}s1 x#O ¥ T(O)
=0. Se verd que el mapeo T no es cerradc en el punto x=0.
Sea {xk]kew la sucesibén definide por Xy = %— kell. ¥ote que
(x)={z; 1212k} y por lo tanto z =lel(x,) para toda kell.
Sea {z)}, y 12 sucesién {1,1,...,1,...} , obviamente z, »1
cuando k @ ¥y sin embargo 1¢ T(0)={0}. Por lo tanto, el ma
reo T no es cerrado en el punto x=0 atn cuando T1 ¥ T2 lo
son. Bl teoremaz 3.3.2 no se aplicz debido a gue 1la sucesibn
{3 e con ykETl(Xk)={k} para x, = -4 no tiene subsucesiones

k™ k
convergentes.

Muchos algoritmos de programacién no . lineal, en cada itera-
cibn utilizan dos mepeos de punto a conjunto, uno de los
cuales es cerrado v satisface las hipbtesis del teorema 3.
3.2 ¥y otro gue tiene como provdsito hacer gue el valor de
alguna funcibén de ascenso no disminuya. Se veré a continuas-
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cibn que los algoritmos cue posgeen las vroviedades antes men
cionadas mds cierta condicibén de compacidad sobre las suce-
siones generadas, efectivamente convergen.

Teorema 3.3.6 Sea X un subconjunto cerrado y no vacfo de R"
Yy sea QCX un conjunto solucién no vacfo. Sea F:R" » R una fun
cibén continua y suponga cue el mapeo de punto a conjunto Tg:
X 5 X satisface la siguiente propiedad: Dzdo xeX, P(y)>P(x)
para todo yeTg(x). Sea lex + X un mepeo de punto 2 conjunto
gue es cerrado sobre X8, el cunl satisface F(y)>P(x)
para toda yeTl(x) cuando x£€Q. Ahora considere el mapeo compo
sicidn T:Tle. Sea xlex y suvonga gue la sucesién {xé}kew es
generada coro sigue: Si xgﬂQ, entonces el algoritmo se detie
ne; En caso contrario, tome X, €Ty reemplace k por k+l

e itere de nuevo. Suponga también aue el conjunto K=lx; P(x)
éF(xl)}es un subconjunto compacto de R". Entonces el algorit
mo converge sobre X, es decir, 21 algeritmo se detiene en

un ndmero finito de iteraciones con un punto en £, o0 bien
todos los puntos de acumulacidn de la sucasidn {x N Per-
tenscen al conjunto solucidn &2 .

Pruedba:

Si en alguna iteraciébn xkegl, entonces el algoritmo se detieg
ne. Suponga ahora qus una sucesién infinita es generada por
el mapeo algoritmico T. Sea {x }mem una subsucesidn conver-

gante a un punto XX, entonces por continuidad de la funcién

F, se sigue que F(x,_ ) 5 F(x) cuando m - © y por el lema 3.2.

1, se tieme que limF(xk)=F(x). Para probar que x&f, suponga

que por el contrario x#£R v considere la sucesidn {xk +l}nmEP
m

Por definicibn del mapeo T, note gque ka+1ET2(ykm), donde

ykEETl(xk ), teniéndose asi que yk xk +1€K para toda melN,

ya que, F(x )4F(x )<F(yk )—F(xk +l) Iuesto que el conjunto
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K es compacto, existen subsucesiones {yk ]pelN ¥y {xk +l}pe[N’
. m m
- b b
tales que T PYY X +l <+ X cuando p -+ ® para algunos
m

_ b -
Y.XeX . Por el lema 3.2.’1 lim F(x, 1)=F(>{) ¥ por lo tanto
P>

F(x)=F(x) ¥y puesto que sl mapeo Tl es cerrado en x£Qy como

xk S xy yk €Ty (x ), entonces yéTl(x) y por hipbtesis

+lefl‘?(yk ) para toda psWN, enton-
P "p
+1)éF(y ) para toda pel,

o

P 1Y
tomando el limite cuando p +® , se tiene por continuidad de la

P D
F(yl))>F(x) y puesto que x;
m

ces también poxr hipbdtesis F(xk

funcién F que F(X)3F(y) y como ya se vib gque F(y)>F(x) se

implica que F(X)>F(x), lo cual contradice el hecho de que
F(x)=F(x). Por lo tanto xef.



3.4 RAPIDEZ DE CONVERGENGIA.

En el transcurso de la seccidén anterior se exploraron las con
diciones para que un algoritmo converja. En esta seccidn seréd
de interés desarrollar herramientas de an&lisis que permitan
estudiar la rapidéz con la que un algoritmo alcanza convergsancia
a un punto del conjunto solucidn.

A continuacién se presentan dos definiciones que serén de uti
lidad para precisar la idea de rapidez de convargencia de un

algoritmo.

Definicidn. 3.4.1 Sea {rk}kelN una sucesidn de nimeros reales.
Sea E el subconjunto de R que consiste de acguellos ndmeros r,
tales que existe una subsucesidn {rkn} mely €°1 rkm » r cuando

m >m. Entonces
(i). 1}&!&) sup r) =sup E
(ii).lim inf Ty =inl E
Kyw
Deflnlclon. 3.4.2 Sea {x kelN una sucesién de slementos de

R" que converge a un punto x‘E[Rn El orden de convergencia
e({xk}keIN) de la sucesién {x keqy ©5 €1 mimero

llx *ll
0{x} pepy?)= =sup { p>0; 1im sup ﬂ_)zk:r_'l_._)_c.*_"p oo} .
-
De la definicién anterior se observa que si (P=lim sup"xlg-ﬂ * )
fx, - x*f

icie %] =~ e ¥F
entonces para k suficientemente grande “xk+l X Il,.(ﬁ!l)ck XM,

con llx, - x*lI<1, teniéndose asi que entre mayor es el valor

de p mds rapido es alcanzada la convergencia a x*



Ejemplo. 3.4.3 Considere 1los mapeos algoritml
»[0,m) definidos por Tx= {-—x} ¥y Bx= {—xe} y se

ces para el mapeo T ¥y xl>O se tiene que’

1
e P TS I k lyl-p,

1%, —le B i TR

Para p=l, se tiene que

*
1im sup IXV..+L —* '=%a

X»m ka - x‘i

para p=2

lim sup_'fki;[i =lim sup %-}lz:(n

W0
Ky lxk - x*ta

Ya que Ssi Ky O cuando k = 0,
Teaniéndose como consecuencia que GT( {xk} kemI):l'

Para el mapeo algor;'.tmico Sy xl>O, se tiesmne que

lx] ]-x*l x]2{
!xk - X*IP

Para p=1l y p=2 claramesnte lim sup
=

%1:17% Lo . Mientras que

...x*l

- x*i—.

]x

Para p»2 se cumple que lim supl k+1

Ko>m

GS({xk'}kElN)=2. De donde S converge mis rapido que T a §2.

1
entonces =

- X*IP

o K

o}

Figura 33. Mapeos dlgoritmicos del ejemplo 3.4.3

1

=>m cuando k »>w.

o - Por lo tanto



' Existe una amplia clase de algoritmos de programacién no li- -~ -
neal qus poseen orden de convergencia uno. Se hari un breve
"andlisis para_ este particular perc importante caso.

Definicidn. 3.4.4 Si una sucesién {xk}keN de elementos de
RO converge a un punto x*R? d= tal forma que
Py, —X
lim .Ml__ = ?4 l .
.V\-)w”xk —X*“
S8e dice entonces que la convergencia es lineal a razbn @ .

Si =0, sz dice gue la convergencia es super-lineal.

De la definicién anterior se observa gus { es una medida Gtil

en la determinacidén ds cudl de dos o més algoritmos que conver
gen linealmente es mejor, siendo por supuesto, el de menor va-
lor de [?; el que més rapido convsrge, ya que, para k suficien-

temente grande [ix —x*ncﬁnxk—x*ﬂ.

k+1

Ejemplo. 3.4.5 Considere la sucesién generada por el mapeo
algoritmico T del ejemplo 3.4.3, entonces {Xk}kelN converge 1i

nealmente a razén @:%.

Ejemplo. 3.4.6
(i). Sea xk:%c para toda ke, entonces xk 3> 0 cuando Kk -0 ¥y

ka+1-):*! sl o 1 —~ =1 cuando k - o
ka =X = %, = T13(1/k)

Por lo tanto, la convergencia es lineal,

(ii).Sea xk=(1lz)k para toda kell, entonces x, - O cuando k »w ¥

Xysq el - 1

— *
Bem X5 X k(14(2/K))
De donde la convergencia es superlineal.

_x*’:

s 0 cuando k > .

Las definiciones anteriores de rapidez ds convergencia son
mis bien de naturaleza global y no proporcionan informacidn



s

sobre la rapidez con que el algoritmo progresa de una itera-
cibén a la siguiente. Una alternativa es tratar de encontrar
una medida de rapidez promedio por paso después de cisrto

nimero de pasos.

Definicidn. 3.4.7 Sea {xk}keﬂ una sucesibén de elementos de
n - - . .
R" convergente a un punto x*eRP. =1 orden promadio de conver

gencia é({xk}kem) dz la sucesidn {xk}kem, es 21 nlimero
1.k

3 -4 . (7).

8({x} e y)=1int {p>l, ]ﬁg;supllxk -X* -1}

ek para toda keN,

Ejemplo. 3.4.8 Sea ae(0,1) ¥y sea x, =2

entonces Xy 35 0 cuando k¥ > . Asi
1.k k, k L.k
—x*l(p) = a2 /P. Si p=1, entonces l%absup!xk—x*l(P) =0,
>

ka 1%
F) .

si p=2, entonces %é% supixk-x‘l a; pero si p»2, entonces

lim sup|x —x*ﬁ%ak—l Por lo tanto 8({x,},. p)=2-
ow P17k = P ke
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4.1 INTRODUCGION

En lz mayoria de los casos cuzndo un algoritmo dec programsz-

une conputadora digital, una considerzble parte del ticnopo de
procesamniento es gsstado pare satisfacer requerinientos de
factibilidad. D. Pavieni, recicentemente hs desarrollado un
algoritmno descendente, mds precisamente un algoritmo composi
cibn, el cual en cada iteracidn, utiliza la informacidn ce-
dida, tento por puntos factibles cowmo por ciertos puntos per
pitidos, no fzctibles, llem=dos puntos cussi-Tactibles, de tal
manera, aque los limites de cuasi-factibilidad son groduslmente
hechos més restrictivos en tanto ouwe el mapeo algoritmico con
verge a un punto del conjunto solucibn, en donde, por supuesto,

s6lo puntos factibles son aceptados.

4.2 METODO DE BUSQUEDA POLIEDRICA

Bl método de bfisqueda poliédrica que a continuacién se des-
cribe, es us2do con frecuencia para resolver problemas

no restringidos,’ sin embargo, se verd en la siguiente sec-
cidn, que este nétodo tiene particular importancia en el desa
rrollo de algunas etapas del algoritmo de Psviani para proble
nas de programacibn no iineal restringidos.

El método de bhscueda poliédrica consiste, en construir en
cada iteracidn un poliedro en R" v evaluer la funcién en

cada uno de sus vértices. Después se considera, €l vector

que tiene como puntos inicial y finsl, el vértice del po-
liedro donde se obtuvo el velor méximo de la funcién obje-



tlvo y el centr01de del polledro, respectlvamente. A contl—-‘
nuac16n se-multiplica dicho vector un escalar constante posi-
tlvo‘, 1lamado coeficiente de reflexibn, el punto final del
vector asf obtenido es llamado punto de reflexién. Tenien-
do de estaz manera, un nuevo poliedro que se obtiene del polie
dro enterior., eliminasndo el vértice donde se obtuvo el §910r~
méximo de la funcibn objetivo e incluyendo el punto de refle
x16n. E1 procedimiento descrito es aplicado al nuevo polied;o
y asi sucesivamente. ,

Los poliedros obtenidos, en general, no tienen por que ser
regulares. En cada iteracién los lsdos del poliedro pueden

ser expandidos o contraidos en la direccién definida por el
vértice donds se obiuvo el valor miximo de la funcibn objeti
vo ¥y el centroide, dependiendo si el punto de reflexién ha
producido un poliedro con un vértice de menor valor de la
funcibn objetivo que el minimo de los valores de 1la Tuncién
objetivo en los vértices del poliedro anterior, o bien si

el punto de reflexién no produjo un polledro con un vértice
con valor menor de la tuncibén objetivo gue el minimo de los
valores de la funcibn objetivo en los vértices del poliedro
anterior.

En caso de que se produzc¢a un nuevo poliedro mediante la
contraccibn del punto de reflexibén y no se obtenga un vér
tice con valor de la funcibn objetivo menor que el minimo

de los valores de la funcién objetivo en los vértices del
poliedro anterior, entonces todos los lados del poliedro
anﬁerior se reducen por mitad quedando fijo el vértice

donde se obtuvo el valor minimo de la funcibn objetivo.

______ e X5= x4+o((x4-xl)

.»" [x,coeficiente de reflexién]
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%2
\'
1
\\
b'e = -
1 _7 X x4+Q(xl 14)
]
/ [ﬁ,coeficiente de contraccié%
%
3
(e)

Pigura 34. Suponga que en los vértices X, ¥ %, se
obtuvieron los valores midximo y minimo de la fun-
cibén cbjetivo, respectivamente, y que x, es el cen
troide del poliedro con vertices X),X, y Xsj (a)
muestra una reflexibn; (b) una expansién; {c) una

contraceidébn y; (d) una reduccién.



Lo anterior es formallzado a- COhtthﬂClén.‘ PR
Sea P—{x }1‘1‘n+17xkem , el con;unto de. vértlces del polledro
" de busqueda en la k-ésima 1ter5016n ¥ sean. . Lo
y*~m4y{f(x oy pr=min{r(x¥ )}

1<i<n+l” 1£i4n+1t

por comodidad se denotarén x%* y xz% los vérﬁlces del polle—

drc donde se alcsnzan los Vﬁlores y*y z*, respectlvwmente.
Las coordenadas del centr01de, el cuﬂl se denotaré por xg+2,
estdn dadas por ‘

n+1
s = L 5ok
n+2,J n+l i=1 i,J?

Los procesos de reflexién, expansién, contraccién y reduccidn

(2]

kk“k K\t
donde xiz(xi,l’xi,Z""’xi,n ) I

se precisan como sigue:

(1). Reflexién
El punto de reflexibdn xk+3 es obtenido mediante la relacibn

k )
*n+o” y* ’

k _
n+%

donde el nfmero od0 es el coeficiente de reflexibn,

k
X oot o (%

(ii). Expﬁnsién
Si f(xn+3)<u ’
te 1la expres16n
k k ¥
xn+4 Xnto * x n+3 n+2)

donde y>l es el coeficiente de expansibn. Reemplace ng por
k
n+4”

entonces determine el punto de expansién median
-X

X

(iii). Contraccibn

Si f(x§+3)>f(x¥) para toda i diferente del fndice donde se
obtuve y*, calcule el punto de contrapcién como

k k k k

Xpe5=Xpio * @(xy*—xn+2),

donde ()(@ < 1 es el coeficiente de contraccibén. Reemplace
k k

Xyx POT Xp.g

»
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_(1v) Redu0016n . e
Si f(xn+3)>y* entonces reduzca todos los vectores xf-xg*
para i=1,2,...,n+l, mediante la eypre516n R
<K=y
P e

+“(x *) i=1,2,..e4ntl y contlnuc la bﬁsqueda.

El criterio para terminar 1la busqueda

n+l 1
w2 G- o)) Jie

para un €»0 predeterminado.

Los vértices del poliedro inicial pueden ser determinados

mediante 1la relacibn

0_.,0 .
xi=x +Di i=1,2,...,n+1,
o] . A . s
donde x~ es un vértice inicial proporcionado y los vectores

Di son los vectores columna en R™ de la matriz de nx(n+l)
0 dl 62 62 ¢« e . d2
0 d2 dl d2 LR d2
D= dp dp dy = v = dp o
0 d2 d2 62 . . dl
. p—

en donde

dq= Eﬁﬁ(UHIi +n-1) y dy= ﬁvﬁ(Jﬁii -1),

siendo + la distancia entre dos vértices.

Ejemplo. 4.2.1 El procedimiento descrito para determinar los

vértices del poliedro inicial con el vértice fijo x°:0, n=2
¥y t=1 proporciona los puntos:

x9=0, x‘2’=(o.965,o.259)t ¥ x§=(o.259,o.965)t

eSaque “ge sat;sfaga“
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iy
i o]
. X3
o]
o
X
= >
*1

Figura 35. Poliedro del ejemplo 4.2.1



Disgrama-de flujo del s no-de.bisqueds poliédrica

 Comienzo
Calcule Xgii:l’z"‘-sn+l_y'f~5"

f(xg) para el poliedro inicial i
y Provporcione €,

3 Calcule Xyxr Xpx ¥ xn+2'
Reflexidn: Calcule xn+3=xn+2+d(xn+2—xy*)

!

Calcule f(x

n+3)

(Xn+3)<f(xi) para
toda ify*

S5i

Expansién:

Calcule xn+4=xn+2 +

—JReemplace X, 4 DOT X,
8(an3:X 9) v n+3

)

v

Calcule f(xn+4)

(3]
1

ENCIRIETN i

Pinal
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'(dont.}:.

A prerto )

Reemplace Xy« poY X,z

A

A

Contraccadn:
Caleule f£(x,c)

Calcule Xne5=Xpeo+
e( X:r*_xn-!-?)

o /\

flxp g 2T lxga) > :

i ~ |

) Reduccibn:

Reemplace toda X4

Reemplace Xyx POY Xp,g

por X ,+3(x,-x,4)

A

Y

Reemplace Xy*

POT X4
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El problema general de‘pro mac IiC lineal es'repetido aqui
por conveniencia o e SRR T '
(I) Minimizar f(x)

sujeto a g (x)<0, i=1, 2,...,m

hl(x) =0, di=mtl,...,D
xeX,
donde XCR", X#£6 y las funciones f,gi,hizmn > R pueden ser 1li-
neales y/o no lineales.
Se comenzaré por replantesr el problema (I) de la siguiente
manera:
(IT). HMinimizar f(x)
sujeto a @k—S(x)éO,

donde 8 es una funcionzl positiva de las restricciones y @k
es el valor del criterio de tolerancia regulable para violar
factibilidad durante la k-&sima. iteracién. Dicho criterio es
definido por:

o¥=nin{p*t, —15 rﬁ’jux R [ LR

donde
t=distancia entre dos vértices del poliedro inicial 4e bisqueda.
x§=i—ésimo vértice en R® de poliedro de bfisqueda 14iZn+l, en la

k-4gima iteracion.
x§+2=centroide del poliedro de blsqueda en la k-ésima iteracibn.

La funcional S de las restricciones es definida mediante
S(x):+{ {w g (x) + £ nf (x)}
'—m+

donde Ui es el operador de Heaviside,

0, si g.%0
U, = 1
1, si gi>0
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H es.

Observe que S(x)>0 pgra toda xﬁﬁn y que L Z:Hx n*2

n+1

la dlstancla promedlo de cada vértlce al centr01de.: ey

El rango permitido peara violar féétibilid ad es determlngdo a
continuacibn. Como S(x)20 para fodorkem‘ entonces cualquler
vector xeR" satis fcce une y sblo una dérlas s;gulentes tres
condiciones cuando @%>0: ' ' el e

(i). S(x)=¢

(11). 0¢S(x)<q"

(ii1). S(x)>0"

En el caso en que un punto xeR" satisface {i), se tiene enton
ces que x es tractible. 81 x satisface la condicién (ii) se di
rd gue x es un punto cuassi-factible. Por dltimo si x satisface
(iii), se 4iré que x es no fsctihle.

La regidén de cuasifactibilidad es definida mediante @ -8(x)=0.

Para ver que la solucién del probleme (I) coincide con la del
problema (II) cuando ésta existe, basta observar que O‘@k‘ﬁk 1
con 1ﬁn@ es decir, en el li{mite la distancis promedioc en-
tre 1os vértlces del poliedro y el centroide es cerc, lo cusl
equivele a cque el poliedro de biscueda se ha contraido a un
s6lo punto, teniéndose como consecuencia gue ya no es posible

" mejorar el valor de la funcibn objetivo. Ademés como OéS(x)fgﬁ
en el limite se tendrd que S(x)=0, obteniéndose asi un punto
factible,

A continuacibn se presentan los pasos del algoritmo de Paviani,

Proporcione los parémetros del método de bisgueda poliédrica:
d=factor de reflexibn,

p=factor de contracecién,

y'=factor de expansién,

t-distancia entre los vertices del poliedro inicial,
x°=vértice inicial propuesto



Proporc1one ﬂdemés un crlterlo de toleranc1a para cua51—f"ct1— o

bllldad €> 0, para detener el alg orltmo de.. anlanl,

Paso 0. Obtenga los vertices del polledro 1nlclal {x x2,;;;,
n+1} ' : o
Paso 1. Asigne k=0

o

liédrica para mejorar el valor de la funcidn objetivo. Obte-

. , : k
niéndosce asf un nuevo poliedro con vértices {xk,xg,...,xn+l}

Si @k ~S(x)=0 continue con ¢l paso 3; En caso conirario ir

. } 4 o P
Pago 2. Calcule x§* y XE* ¥ utilice el método de blsaqueda po-

al paso 4.

.=k .
Paso 3. Sl.®1>e, asigne k=k+1 y regrese zl paso 2. En caso

contrario ir =2l paso 5.

Paso 4. Minimice S(x) mediznte bisoueda poliédrica hasta que
S(x)é@k, haga x=xC y regrese al pzso 2.

Péso 5. E1 algoritmo es detenido.



Diagrama de £lujo del algoritmo de Paviani.

. ~Comienzo

FProporcione xo,t,a,P,y,e v d°=t

Obtenga xg, i=1,2,...,0n+l mediante el
algoritmo de bhsqueda poliédrica.

< k=k+1 | P —

Minimice S(x?) de tal
k

msnera que S(XI_;) £5 .

Calcule f(x?).

X

Peternine )
e B 1 n+l X k 2
X0 —'i(gggxi—xy%)

Final




~(Coqt;j_

Deternine

k - ¥K
*0+3 %

Minimice S(xk ) de tal

3
manera gue S(xi+3)é @k .
Caleule (x5 ).

nt3

Determine

T s k
Kinimice S(Xn+4

N Lk K
manera -que S(xn+4)£@ .

) de tal

k
Calcule f(xn+4).




13

(Cont.)

. k_ .k
Asigne Xyx=Xppg - i
Caleule f£(x¥,).
K ok ¥
¥y* T"nt3
. k _k
Asigne Xy*‘xn+4 .
Calcule f(xg*).
X
Determine ; \\
kK _k k Xk 1 ,
Ints=*neo * @(Xy* - Xn+2) v
. N ) /
—»  Calcule f(xy*) 2 —




Y

e X s
Minimice S(xn+5) de tal
manera que S(xg+5)é§§k.

k
Caleule f(x] ).

e k _ X /
Asigne Xye=Xp o . K::E:::>4m——__-

Colcule f(xi*) )

Determine x - xg*), i=1,2,.00,n+1

»

ky .
Calcule los nuevos valores de f(xJ), 1=l,2,...,n+l
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- 4.4 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA ALGPAV -

El1 programa ALGPAV consiste de un programa principal Yy cua-—
tro subrutinas en lenguaje Fortran IV.

El programa principal controla lz ejecucién de las subruti-
nas y conciste de dos partes. En la primera, se leen los da-
tos regueridos: titulo, ninmero totzl de varisbles indepen-
dientes, nfimero total de restricciones cue son igualdedes,
nimero totel de restricciones que son desigualdades, distan
cia entre los vértices del poliedro inicial, criterio de con
vergencia para detener el algoritmo y el vértice propuesto
para el poliedro inicial. En esta misma parte, se asignan
valores & los coeficientes de reflexién, contraccibn y expsn
sién, y se inicializan contadores de iteracidén y de impresiobn
de informacién. En 1a segunda parte, mediante blisoueda polié-
drica se mejora el valor de la funcidn objetivo. En caso de
que en alguna iteracibn el vértice pars el cu2l se obtiene el
minimo valor de la funcién objetivo no sea un punto cuazsi-fac—
tible, se hace un llamado alternativo de las subrutinas FAC-
TIB y SUMR. En la subrutina FACTIB se minimiza la suma de los
cuadrados de las restricciones violadas y en la subrutina SUMR
se calculan los valores de los cuadrados de las restricciones
violadas. En la subrutina COMENZ se actuzlizan las distancias
entre los vértices del poliedro generado.

Mediante la-subrutina ESCRIB ge “imprime para cada ‘iteracién
el volor de la funcién objetivo, el vector obtenido y los va
lores de las restricciones y por 6ltimo mediante la subruti-
na PROBIE se introduce al programa la funcibn objetivo y las

restricciones del problema.



ALGPAV

FACTIB SUMR COMENZ ESCRIB PROBLE

Figura 36, Estructura del programa ALGPAV.

=



117

4.5 ENTRADA" DE: DATOS DEL "PROGRAMA- 1GBAT

_Columnas .

Ti;SO 'f

Colunnas

1-5

6-10

11-15

16-25

26-32

3%-35

blema“f" : S

Tarjeta‘tipo 2
Pardnmetros

NVI, ntmero de variables
independientes

HRI, nGmero de restriccio-
nes gque son igualdades

NRD, ntmero de restriccio-
nes que son desigualdades

TAM, distancia entre vér—
tices del poliedro inicial

EPS, criterio de convergen
cia para detener el algo-
ritmo

NUMITE, ntGmero méximo de
iteraciones permitidas

‘Formato

80A1

Tormato

I5

15

15
F10.5

F7-5

I3



Colunnas

10-20

‘Té,frjefas”f‘tip'o_-}f BRI e

VCOOrdenadas del vértlce
inicial propuesto =

X(l),'primefa ¢6§ﬁdéh§dél
del vértice inicial pro-
‘puesto S

X(2), segunda coordenada
del vértice iniecial pro-~
puesto

Se deben usar tantas tarje-
jetas del tipo 3 como sean
necesarias para leer todas
las coordenadas del vérti-
ce inicial propuesto.

- e e e e we R ma e e =

" Formato

 F10.5

0.5
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4.6 USO DEL PROGRAMA ALGPAV

Para ilustrar el acceso al programa ALGPAV, se resolveri me
diante dicho programa el siguiente problema de programacidn

no lineal restringida.

Hinimizar £(x)=lxl® , xeR®

sujeto a gl(x)sxléo
ge(x)=x2é0
hB():)=HX”2—9x?+4.25=O.

En primer lugar =1 programa ALGPAV necesita gue las restric-
cion2s quz son desigualdades ssan puestas en la forma gi(x)
20 i=1,2,004.,.

Dantro del programa ALGPAV se hacen las asignaciones %=1,
¢=0.5 y Y=2, auncue el programa est& disefiado, de tal mansra
que el usuario asigne los valores que des=e.

El vértice inicial que se propone es (4,4.5)t, lz distancia
entre los vértices del poliedro inicial se tomard como t=1.
El criterio de tolerancia para detener el algoritmo seré
€=0.00001 y el nimero miximo permitido de iteraciones seré
de 40.

Claramente

NVI=2 (ndmero de variables independientes)

NRI=1 (mimero de restricciones que son iguéldades)

NRD=2 (ndmero de restricciones que son desigualdades)

51 problema planteado es introducido al programa ALGPAV a
través de la subrutina PROBLE como se mu2astra a continuaciébn:

SUBROUTINE PROHLE {IND)
DIMENSION X(50)+X1(50450)+sX2(50+50) sRE10U) 4SUNMISN) sF (50) ¢

1SH(50)sRALO(100) |
COMVLNII/NVIqhHl9hHDqPASO'ALPHA-RETA;GAMHn'IN,INF FDIFER+SECLYKC1,y

PRCZYKCITKCA Y KCS 1 KCE1KCT KCRIKCIr X X1, X2 K SlIMy FySRyHALDY
3CKUCE
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COMMON/2/LFEAS M5 s M6 1M T2 MBs ¥ ¢ S1 A1 52A3 53R TAM
IFUING.EQ.3) GO TO 3
IF(INQLEC.2) GO TO 2

QQGDDGDDoDOGDQoﬂhﬁﬂﬁﬂﬂhﬂﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬁﬂﬁOﬂbﬂ

#6 HESTRICCIONES QUE SON TGUALOADES &%
FORRNCOOLPERTRRORE DR RALAPROOGE B D REDD

o000 n0n

R(1) = X(1)®ez + X(2)ew2 = 9,4X(2) + 4425

G0 10 S

OODGQDDGQDGQOOEQQDﬂCﬂﬂﬁﬂﬁﬁﬂﬁﬂﬂ@ﬂﬂﬁﬂﬁﬂ@ﬂnﬂ

es RESIRICCIONES OUE SON NESTGUALDADES ve

obnaoaocoﬁoonaaonanno&ﬁnnvnoonn0a&&hGa&ﬁd

aoanoan

2 Riley = X(1)
R(3) = X(2)
GO 10 5

oo apnpoaohotodon o

#e FUNCIOM ORJETIVO e

btonotonupbanabiteiniio oo

o600 0

3 R(4) = X{1ll#eg & X(2)8"2
S RETURN
FND

La entrada de datos es hecha de acuerdo a la seccidn ante-
rior, obteni&ndose asi el siguiente conjunto de datos

) soose EJEMPLO DE TESIS ®eaca
2 1 2 1.0.00001 40 _
3. 4.5

Los rssultados obtenideos con el programa ALGPAV son mostra-
dos en las siguientes hojas. Observe también que

_ *1 2
Solucioh exacta | 0.0 0.5
Solucibn por. 0.0140 | 0.5000

programa
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Figura 37. BEvolucidén del programa ALGPAV en
el problema planteado



RESULTADOS DEL PROGRAMA ALSPAV
wassa EJEMPLO DE TESIS oeass

NUMERU OB VANIAHLES INDEPENDIENTESeearesusses = 2

NUKERO DE RESTRICCIONES QUE SON IGUALDADES... = 1
2

1l

NUMERO DE RESTRICCIONES OUF SON DESIGUALDADES
TAMANO DEL PULTEDRO INICIAL ceseveacacsssoaee = +10000E+01L

CRITERIO DE CONVEKGENCIA PROPUESTOiaeeteaowssoz 00GUL

TIEMPO DE PARTIDA EN_SEGUNDOS.-.-..----........: - 10445E+02

VECTOR INICIAL PROPUESTO

«300000E+01 +450C00E«Q]
CRITERIO OF TOULERANCIA ACTUAL = L400CLE+U1L
SUMADE KESTRICCIONES VIOLADPAS = .760LUEQUI
VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = «2YZS0U0E+02

LOS VALORES DE LOS VECTORES INDEPENU[ENTES SON
»30U0NV0E+O) +45GC000E+0 ]
LOS VALORES DE LAS RESTHICCIONES QUE SUN IGUALNADES SON

~+7000000E+01

LOS VALOKES DE LAS RESTKICCIUNES QUE SUt DFSIGUALDADBES 5SON
 BVUGOOE+ UL «4500000E+GC1

EL VECTOK PROFUESTO NO SATISFACE EL CHITERIO INICIAL DE TOLERANCTA

apepeycpepyoegeQeyrryepeQRyeyegepR UL R0

EL VECTOR DETERMINADO POR PROGHAMA EL CUAL SAT[SFACE
EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES=

«1384S6E~-01 «493422E+00

SUMA DE RESTRICCIONES VIOLADAS = *<2388CSE+GL

e(BQ2YsUeQeU0e0oUa0e0c0eLe020R U080 LP0R 050 e



_NUMERD DE ETAPA DE. CALCULOS -

«400UUCGE+DY

CRITERIU DE TOLERANCIA ACTUA

VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO. 36572E+ 00

LOS VALOKES DE LOS VECTORES INDEPENDIEI

«13864562E-01 .4934222€fdb7

L0S VALUKES DE LAS RESTKICCIONES QUE: SUN 1GUALGADES SON

+SZBST44E-0)

LOS VALORES DE LAS HESTKICCIONES QUE SUN DESIGUALDADES SON
»13R4562E-01 «4934222E+00

spepapRpLOBQEQEQBQRQAQRRRQRGEEE0BILIGENRDA0

NUMERO DE ETAPA DE CALCULOS = 12
CRITERIO DE TOLERANCIA ACTUAL= «13BZY)E+00
VALOR DE LA FUNCION OBRJETIVO = 25C2145E+00

LOS VALORES DE LOS VECITURES JINDEPENDIENTES SON

«14U3069E-01 #5000 17T6E+00

LOS VALURES DE LAS RESTRICCIONES QUE 50N TGUALDADES SON

«559224TE~04

LOS VALUKRES DE LAS RESTKICCIONES NUE SUN DESIGUALDADES SUN
1403069E-0) «5000)176E+00

sprgrpRrURREAQRQROe0eQR(eRDRQLDI0R0RURGRUOCROR

NUERU DE ETAPA DE CALCULOS = z4
CRITERIOU DE TOLERANCIA ACTUALS= « 1382910 +00
VALOR DE LA FUNCION OBJETIVO = £25U2215E+00

LOS VALORES DE LOS VECTORFS INDEPENDIENTES SONn

«1403089E-01 «5000246L+00

LOS VALORES DE LAS RESTRICCIONES QUE SUN JGUALDADES SON

.7392487E-10
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“LOS VALORES DE LAS RESTHICCIONES OUE 5u~ 0 sinﬁALhAnEs{suu-
.14030n9£ 01 500024 6£+00 ' : I

oooonuuououuognoaonoogaoauooegouoooddoédg

NUMERO DE ETAPA DE CALCULOS = 36
- CRITERIO DE TOLERANCIA ACTUAL=  ,13BZ91E+00
VALOR DE LA FUNCION ORJETIVO = .25L2215E+00

LOS VALORES DE LOS VECTORES INDEPEMDIENTES SON

«1403089E£-01 »S50C0246E+00

LOS VALORES DE LAS RESTRICCIONES QUE SUN IGUALNALCES SON

0.

LOS VALORES DE LAS RESTHICCIONES OQUE SUN DESIGUALDADES SON
«1403089E-01 +5060246E+00

BUepRpEUep20E 000202050202 070 °0R00 0 e 0" g0
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(2 Xz N3 X2 X2l

[z zXsNeRg)

4.7 PROGRAMA FORTRAN ALGPAV

DESCRIPCION DE VARTABLES Y PARAMETROS

sbhasschtgodoaat

E-X-1

ae NVI NUMERO TOTAL DE VARIABLES INDEPENUIENTES

av NRI NUMERO TOTAL DE RESTRICCIONES QUE CORRESPONDEN A
oo v IGUALDADES. '

ae NRD NUMERDO TOTAL DE RESTRICCIONES QUE CORRESPONDEN A
e DESIGUALDADES . )

a8 TAM LONGITUD DEL BOHDE DEL POLIEORO INICIAL .

e® EPS CRITERIO DE CCNVERGENCIA PARA TERMINAR LA RUSQUEDA

as ALPHA COEFICIENTE DE REFLEXJON

‘se BETA  COEFICIENTE DE CUNTRACCION

oo GaMMA COEFICIENTE DE EXPANS]ON
ad X(1} VECTOR PROPUESTO pPARA INICIAR LA BUSQUEDA
e FRIFER EL CRITERIO DE TOLERANC
aa NCONT CONTADOR PARA IMPRIMIR

&'DDQDOOGOOGOD'DQGQH!! spoacobRnhBEL DN XX E-R-2- A

DIMENSION TITULO(B0O]
DIMENSION‘X(SO)!X](SOvSO)'XE(SOv
1SR (50} sKALD(100)
CDMHON/]/NV]qNRItNHDiPASOvALPHA|BE]Ay
lKC2:KC3.KC4,KCS'KCG'KC7,KC8vhc9'X,Xl,XZ'
2CRUCE .

CUHHON/Z/LFEA59MS'H6:M7uH81N9rS]AvSZAyS3“vThH

GGO&DGQDOOOQQGG'QDQQOQGQCO

ee TITULO DEL PROALEHA °# -

ataocoboa nuopegogboocaolo

READ(S.7S9)(TITULO(I):]=I-80)

QOODGDDODQQQGQQDDQOGODGQGDODQ

ss PARAMETROS DEL PROBLEMA =¢

adheaRdaaResER sgoadecannoood

READ (5+ 1. NVI,NRI,NRD: TAMsEPS NUMITE
ALPHA = 1.
BETA 0.5
GAMMA 2.
10 CALL SECUND(TIEMPO)
PASO=TAM

oo

1A PARA VIULAR RESTRICCIONES
LA INFORMACIONM DE CADA

[T XE-XEXS-R-E-R 221
e
“"a
oa
oo
an
e
o
E-X-3
X
bo
X
L2
av
LR
an

ae (NVI+]1l)-FASE
se INFMIN INDICE PARA IDENTIFICAR LA INFORMACTON RELACIONADA CON w8
il EL VALOR MINIMO DE LA FUNCION ORJEITIVO EN EL POLIEDRO on
aa MAS RECIENTE . R AX
ae INFMAX INDICE PARA IDENTIFICAR LA INFORMACION RELAC1ONADA oo
a4 CON EL VALOR MAXIMO DE LA FUNCION ORJETIVO EN EL we
#s JCONT CUNTADOR PARA REGISTRAR EL NUMERO DE ITERACLONES s
ea POLI1EDRO MAS RECIENTE . L3
48 LSEG INDICE PARA IDENTIFICAP LA INFORMACION RELACIONADA an
A “CON EL VALOR MAS PROXIMO AL VALOR MAXIMO DE LA FUNCIUN Ly
& OBJE¥IVO. L
a0 . oo
oﬂobaccnaunﬂnnaauﬁnoaaeéoao

So)vR(IOU)'SUM(SO)!F(SU)!

GAHHA,]N,INF.FDIFER-SECL,KCI,
RySUMFy SRyRALD
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[sXsXeXsEel

[sRsEsReNed

aanan

. @aoonbdHOOBOBRGROGRCRAA0OGRARBRRARES OO

ubacnnoaaeuueooonoenncnoabpnonaqaoquﬁpqq@pépin

" ws VECTOR PKROPUESTU PARA INICILAF LA RUSOUEDA Tee ~

pEbaBAB AN

READ(512) (X(E) sy I=1eNVI)

WRITE(6s1U6)

WHITE (62 759) (TITULO(1)+1=1+80) :
WRITE {6+7561 NVI,NRINHD,TAMIEPS,TIEHPO

QDDOBGDGDQD&GGGGQDQ“OQQOOQQ

e PARAMETROS AUXILTARES =&

BpboooCoacoGUR UG ORRADNAAB O B

NV

KCl = « 1
Kc2 = NVl + 2
KC3 = NV[ + 3
KC4 = NVI + 4
KCS = NVI + 5
KC6 = NRI + NRD
KC7T = NRT + 1
KCB = NRI + NRD
KC9 = KC8 + 1
M = NVI - NRI
Nl = M + 1 ~
IFIN1.GE.3) GO TC S

- Nl = 3
M = 2

50 N2 = M + 2

N3 = M + 3
NG = M+ 4
NG = M ¢ 5§
N6 = M + 6
NT = M + 7
NG = M + 8

XN = M
XNX = NVI
XNl = Nl
SIA = 0,52 (SORT{5.) - 1.)
S2A = Slaee2
S3A = S1A®S2A
My = NVI + S
M6 = NVI + 6
M7 o= NVI + 7
MH = NVI + 8
Mg = NVI + 9

oaoaononubenacoauauaunoooaanﬁncnu

os ACTUAL IZACION DE CONTADORES &*®

WQGQOHQDb“ﬂabﬂGGGQDGDOOOQQDQQQﬂﬂﬂ

ICONT = 1

NCONT = |}

WRITE (6,115)

WRITE (6 116) (X (JY1pJ=1sNVI)

9#&065”&6965&&66600GDDOGDQQ9“9¢GDDhﬂﬂﬂﬂdﬁﬁdﬂﬂoﬂﬂﬂoﬂguﬂ_

o# CRITERIO DE TOLERANCIA-PARA VIOULAR RESTRICCIONES =@

QOQGGUOQOQGOQOGOGOQG@QEQQDQOEQOGGDDGGDGOQEQDQODDQQQOQQ

FDIFER = 2.% (NRI+1)#PASO
ChUCE = FDIFER

IN = N1

CALL SUMR

SR(N1) = SORT(SECL!}
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WRITE (64763) FDIFERYSRNIY .~

IF(SR(NL).LT.FDIFER) GO r07341'
CALL ESCRIB R
WRITE(6,757)

SINF = N1}

PASO = D.USYFDIFER

CALL FACTIB

WRITF(6+764)

WRITE(65116) (X2(INF+J)sd=148VI)
WRITE(64765) SRUINF)
IF(CRUCE.LT.1.0E~09) GO TO 80
WRITE (64 35)

WRITE{6+y758) ICONT+FDIFER

CALL ESCRIH

FTER = R(KCY)

ftopanooasaddadpttadadadibosbbbhoadpttadntbbbgdadblontiobddogpiodaptantiandbon

#a CALCULO DEL CENTROIDE DE TODOS LOS VERTICES DEL POLIEDRO INICIAL®e

bhrosuasdodabatatstatpdodatiatneddaRdopbLaldooandinddndPpaolodtadiidadoasdun

8

5
1000

PASO® {SQRT(XNX + 1.) & XNX - 1.)/7(XMXeSART(Z2.))

PASOYl =

PASO2 = PASO2(SORTU(XNX + 1) = @,}/(XNX*SAQRT(2.}})
ETA = (PASOLl + (XNX ~ 1.,)8PAS502)/(XNX + ].)

DO & J= 1NV . . .

Xtd) = X{(J) - ETaA

CONTINUE

CALL COMENZ
DO 9 I=lyNL

DO 9 J=1,.NV1

X2(IsJd)l = X1 (Ts)

CONTINUE

DO S5 I=1,N1

IN = X

DO 6 J=R4NVI

(S = X2l )

CaLL SUMR

SR{I) = SQRT(SECL)

IF{SR(I).LT.FOIFER) GO 10 8

CALL FACTIH K

1F (CRUCE.LT.1.0E-09) GU TO BG

CALL PRORLE (3)

F(l)= R(KC9) ‘
CONT INUE

PASO=0.,05%FDIFER

ICONT = [CONT + 1

#épndobocohoapioinigbodaagddraspdbitgtonsontinpatotagtn

#e SELECCION DEL MAXIMO VALOR DE LA FUNCION OURJUETIVO *®¢

X4

16

A PARTIR NDE LOS VERTICES DEL POLIEDRO wa
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FH = F(1)}
INFMAX = } L
DO 16 [=2.N1 : 1
IF(F{I}eLT.FH) GO TO 16 {
FH = F(I)

INFMAX =

CONT INUE

adnoadecpnbopopnopupboopprboaplogipnoaditnddouolspgdn

#4 SELECCION DEL MINIMO VALOR DE LA FUNCION UBJETIVQ oe
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A PARTIR DE LOS VERTICES DEL POLIEDRO
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FL = F{l)
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INFMIN = 1
pu 17 I=2.n1
IF(FL.LT.F (1)) GO T0 17
FL = F(1)
INFRIN =
17 CONTINUE
DO 86 J=1.hVI’
86 X(J} = X2(INFMIN+J)
IN = INFHMIN
CALL SUMRI
SRUINFMIN) = SORT(SECL)
1F(SR{INFMIN).LT.FDIFER) GO T0 87
INF = INFHIN
CALL FACTIH
IF (CHUCE.LT.1,0E~09) GO TO 8@
FOINFMINY = R{KC9)
GO 10 4l
87 CONTINUE

ﬁOQQQD{}QCQ@ODQbb&uﬂ“&uﬂGGQGGQGDDOOEDGGOHQQQOQ

5% SE ENCUENTHA EL CENTROIDE DE LOS PUNTOS @®
es PARA I DIFERENTE DE INFMAX en
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DO 19 J=14NVI]
sSuMzZ = 0,
DO 20 I=1,.Nl

20 SUMZ = SUMZ + X2(1+J)

19 X2(N2sJ) = l./XM8(SUM2~X2 (INFMAXsJY)
SUHZ = O,
N0 36 I=1,N1
DO 36 J=1+NVI
SUM2 = SUMZ + {(X2(IsJ) ~ X2(N24J))E02

36 CONTINUE
FOIFER = (NRI + 1)/XN1#SORT(SUMZ)
IF(FNIFER.LT.CRUCEY GO TO 98
FUIFER = CRUCE
GO 10 198

98 CRUCE = FNDIFER

194 CONTINUE
FTER = F{INFMIN)
NCONT = NCONT + 1}
IF(NCONT.LT.4eN1) GO TO 37
IFCICONT.LY.1500) GO TO 337
CRUCF ‘= 0.5%CRUCE

337 NCUMT = ©-
WRITE (64 35)
WRITE(6+758) ICONT FDIFER
cAaLL ESCRIH .
IF (ICONT.GE.NUMITE) GO TO 9999

37 IF(FDIFEKR.LT.EPS) GO TO 81

dogonutonOOROOROD

«a SELECCION DEL VALOR MAS PROXIMD AL MAXIMO VALO

* o
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NDE LA FUNCIUN OBJETIVO

IF (INFHARCERL1) GO TO 43
FS = F (1)

LSEG = 1

G0 T0 64

FS = F{2)

LSEG = 2

DO 18 I=14NI
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18

IFCINFEAXLENLT) GO TO 187
IF(F(1).LT.FS) GO TO 18
FS = F(I}

LSEG = I

CONT INUE
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2e VECTOR DE HUSOUENA A LO LARGO DE LA DIRECCICNM
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84

23

25

26

60

65
64

66

£ MAXIMIZA A TRAVES DEL CENTRUIDE °®

n»nnocnﬂnooooﬂoﬂonnﬂnonunbunuoud

REFLEXION DEL PUNTO OU

DO 61 J=1WNVI .
X2(N3yJ) = X2(N2sJ} + ALPHA® (X2 (N2:J) — XZ(INFMAX,J})

X{Jr = X2(N3+J)

IN = N3

cALL SUMR

SH(N3) = SORT(SECL)

IF(SR{N3) ,LT.FOIFER) GO T0 82
INF = N3

CALL FaCl1B :

IF (CRUCE .LT.1.0E-09) GO T0 80
caALL PROBLE(3)

F(N3) = R(KC9)

IF(F (N3) «LT.F{INFMIN)} GO TO 84
IF (F {N3) .LT.F(LSEG)) 60 T0 92
GU TO 60

DO 93 J=1sNVI

X2 (INFUAX»J) = X2(N3sJ)
SR(INFHAX} = SR{N3}

F(INFMAX) = FI(N3)

GO0 Tu 104U

QGGEﬁbﬂﬂﬂnpunﬁd“hoﬁﬂ!ﬂoﬂbﬂbbé
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A TRAVES UDFL CENTROIDE Y EL VECTOR REFLEJADO
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DO 23 J=1.NVI
X2 (NLsd) = X2(N3sJ) + GAMMA® (X2NIsJ) = XZ(N23JD)

X{J) = X2(N4sJ)

IN = N4

CALL SUMR

SR(N4) = SQRT{SECL)

IF(SR{NG} LT.FDIFER) GO T0 25
INF =-N4

CALL FACTIB
IF(CRUCE.LJ.I-OE'DQ) GO 10 B¢
caLL PRORLE(3)

FN4) = R(KC9)

TF(F (INFMIN) JLT.F (N4} GO TO 92
DO 26 J=1wNVI

X2 (INFMAX,J) = X2(Na4sJ)
F{INFMAX) = F(N&)

SR{INFMAX) = SRING)

Go TO 1000 .
IF(F (N3) .GT.F{INFMAX))} GO 10 64
DO 65 J=1sNV]

X2 (LNFHAXsJ) = X2(N3+J)

DO 66 J=1sNVI

X2 (N4yJ) = BETA2X2(INFMAX,J) + (l. = BETAl® X2(N2,J!

XtJ) = XZ2{(N&,U)

IN = N&

CALL SUMK

SRIN4) = SOHT(SECL)

IF(SK{NG) LT.FOIFEK) GU TO 67

.{éé.



JINF o= NG
CALL FACTIR ) i
IF {CHUCE.LT.1.0E-09) GO TO'8
\67 CALL PROHLE(3) '
FIN4) = R(KCD) T
IF (F (INFMAX) .GT.F(N4)) GO TO. 68
D0 69 J=lyNV [ : T
DO 69 1=1s+N1 T N S F
69 X2 (L.d) = U.S®(X2(Ied} + X2UINEMINGJIY ), :
DU 7o I=1.N1 N
DO T1 J=LWNVI

71 X(J) = X2(1+J)
InN=1
CALL SUMR

SR{L) = SART(SECL}
1F (SR(1).LT.FRIFER) GO TO 72
INF = 1
CALL FACTIB
1F (CRUCE.LT.1.0E~-09) GO TO 80
72 caLL PROBLE(3)
70 FLl) = R(KCY]
GO TO0 1000
68 DO 73 J=l.NVI
73 X2 (INFMAX.J) = X2(N4#J)
SRUTNFMAX) = SR(N&)
F{INFMAX) = F(N&4)
6o TO 1000
Bl WRITE(6+760) 1CONT,FDIFER
CALL ESCRIB
CALL SECOND(TIEMPO)
WARITE (61755) TIENPO
WRITE(61761)
GO T0 10
BU WRITE(6:760) ICONTWFDIFFR
CALL ESCRIE
WRITE(6+762)
GO TO 10
1 FORMAT(3I5+1F10.5+F7.5+13}
2 FORMAT{RF10.5) )
35 FORMAT (/310%'"80080808G2020°0207020¢
106 FURMAT (1HLs//}
115 FORMAT(//1 10Xy "VECTOK [NICIAL PROPUESTO™)
116 FORMAT (//5,10%,BE1646)
755 FUHMAT (/710X "TIEMPO EMPLEAD

15)
756 FORMAT (/73 10X UNUNERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES. sevescsrs s =",15
Les7s 10X, "NUMERO DE KESTRICCIONES QUE SUN IGUALDANES... =1y 154/7410
2% MNUMERD DE RESTRICCIUNES OIE SON DESIGUALNADES =13 154//7+ 10X, 1AM
3AND DEL POLIEDHO INICIAL exvesareoscnsasons SHAE12.59//5 10Xy "CHRITERT
X0 DE CONVERGENCIA PROPUESTO. aveecrnsase=1FT7.50774 10X+ TIEMPO DE

SPARTIDA EN SEGUNDOS.......-.-........:",EIE.S)
757 FORMAT (///s10Xs"EL VECIOR PHOPUESTO NO SATISFACE EL CRITERIO INICI

1AL DE TOLERANC[A“;/!VIDXv"°0°0”0°0“0°D“Uﬁb“0“0“0°0°0“0“0”0“0”0°0°U

2ape0en) )
758 FORMAT (/s 10X "NUMERQ DE ETAPA DE CALCULODS =ty 154 /72 10Xs"CRITERIO O

8E TOLERANCIA ACTUAL="E 14 .6}

759 FORMAT (8UAL)}

760 FORMAT (//+10X4"NUMERO TOTAL DE ETAPAS OE CALCULOG ="415+/110Xy"CRI
1TERIO DFE CUNVERGENCIA LIMITE ="3yE14.6)

76[ FORMAT(/[.lux,qunonoﬂuoubocoaobooonoounUoonunoooquooaobuooaoau,//
2415X 18 & & RESULTADOS FINALES # & o0}

762 FORMAT(//115X M2 # # RESULTAPOS NO FINALES & o au)

763 FURMAT{//4y10X,"CRITERIO DE TOLERANCIA ACIUAL =ty E12e59 /71 LOX"SURA

3DE RESTHICCIOMES VIOLADAS =1 ,E12.5)

Ge0FNEUA0EQeLeQO0RUTUTDRDEN)

0 EN LA [TERACION EN SEGUNDODS= "hEl2,.
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o000 n

2164 PORHAT(//leXs"EL VECTOHR DETERMINADD POR PROGRAHA EL CUAL SATIbFAC

AE%s /410Xy "EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES=").
765 FORMAT(//310X+"SUMA DE RESTRICCIONES VIULADAS. =%,£17.7)

9999 STOP

END
SUBROUTINE FACTIB

ﬂﬂﬂhﬁQODGDDGQ“DDQGEQOGGQQ&GDGDOQDQG“QDGQEQ“”“GODQQEaaﬂDﬂﬂQﬂoDhGaoDﬂﬂn
#o0 ESTA SUBRUTINA MINIMIZA LA SUMA DE LOS CUAQRADUS NE LOS VALURES e«
®#4 DE LAS RESTRICCIONES VIOLADAS. ES LLAMADA CaDA VEZ QUE EL VALOR @o
#a COMHEIMADO DE LAS RESIKICCIONES VIOLADAS EXCEDE EL CRITERIU DE oo
#8 TOLERAMCIA PARA LA TTERACION ACTUAL we

L R R R R LR A AR LR LR R RN R R R R R0 R R R AR - R R R R R R N A e

!
DIMENSTION X(S50}+¢X1(50+5013X2(50550)+R(100L) ¢SUN{(SQ0)1F (50)
IRALD (100)+RECLO0) 431100} ,FLGLLI0)»H(S0} Sk ([50)
COMMON/Z]1 /NVI o NRTIyNRDAPASO,DUMT DUM2, DUMI+ IN, INFyFNIFERWSECL v KCl
IKC2+KC3sKC4 s KCSsKCHIKCTIKCHIKCI 9 X e X1 9 X2alka SUM,F 3y SRIHALDIWESCALAY

2CRUCE
COMMON/2/LFEAS 1M5 M6 sMTyMB1M99S1AYSPAS3AITAM
ALPHA = 1.

RETA = (.5

GAMMA = 2,

XNX = NVI

ICONT = 0

LCHEK = ¢

ICHEK = ¢

25 CcaLL COMENZ
N0 3 I=1.KCl1
DU 4 J=lenVI]

4 X(J) = X1(1+J)
IN = 1
-CALL SUMR

3 CONTINUE

GOOQDOOQDGODGQ&GDﬂ&boDQGOOQHQGGDQD;DDHQHGDQ“ﬂb&ﬂﬂﬂoaq
s® SELECCIONA EL MAXIMO VALOR DE SUM(I) EN gL POLIEDRO

gt oatpatiipopRoritvannpcRiadaRRRRRPRuRRARan

28 SUMH = SUM(1)
INDICE = 1
DO 7 1=2.KC!
IF(SUM(I), ,LE.SUMH) GU TO 7
SUMH = SuM(])
INDICE = 1
7 CONTINUE -

GOQDDQQQ&ﬁQDOQGQCﬂEﬂQDoQDﬂOﬂﬂﬂ@pbﬂﬂﬁﬁﬂﬂﬂﬁﬁﬂﬁgGﬂooﬁﬂna

e SELECCIONA EL MINIMO VALOR DE SUM(I) EN EL POLJEDROC

LD E-LA-A-RE-E-LEEEEE-LARELUELELNLE AL AR DR L AR AR LY

SuML SumMtl)
KONT 1
DO B I=2.+KC1
IF(SUML.LE.SUM(I)) GO TO 8
SUML = SuM(l)
.KONT = 1

8 CONTINUE

CGGDQQQDGﬂﬂoﬂaﬂﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂDGQHQQDHDQEQDaQEﬂHOEGQODDOQQpQﬁnﬂﬂﬂﬁfﬂﬂﬂﬂﬂﬂco

a4 ENCUENTRA EL CENTROIDE DE LOS PUNTUS CON [ DIFERFNTE DE INDICE oee

LELE-EREE-E-R-AEEEEIEELALEDEELEIEELELEONL LRSS FE-REEFE- LAY XXX LN X ¥ 2. 7Y

DO 9 J=1,4NVI
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SuM2 =z 0.

DU 10 1=t,KCH
10 SUM2 = SUMZ + Xl(IvJ) ;
T OXL(KC2+J) = L. /XNX“(SUME - Xl(IND[CEvJ))

QQQQ“QQQOQQQQQDQDGGﬂQOQHONQDDﬂﬂﬂ@ﬂﬂauﬁﬂﬂﬂﬂbnunﬂﬂa¢

s ENCUENTRA LA REFLEXION DEL MAXIMO PUNTU A TRAVES nEL CENTRO!DE ol
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X1{KC3+J) = 2.8X1{KC2sH) = X1 ({INDICE,J}
9 X(J) = XI1(KC3«N)

IN = KC3

CALL SUMR

IF (SUM{KC3).LT.SUNL) GO TO 11

fpoocopbonLORRREROHQRARTORECNODDBRDORDRPRLOBBRLEUDDHEOARURRRRACERDOOG

#& SELECCIONA EL VALOR MAS PROXIMU AL VALOR MAXIMO EN EL PULTEDRQ

LE-RR-2R-2-2- TR TR LSRR A EREE-LREELELESELEFEEEEFF YL 2T X3

IFUINDICE.EP.1) GO TO 38
SUMS = Suml(l)
60 10 39

38 SUMS = Sumi2)

39 DO 12 I[=1+KC1
IF((INDICE - 1).EQ.C) GO TO 12
IF(SUM(Y).LE.SUMS) GO T 12
SUMS = SUM(I)

12 CONTINUE
IF (SUM(KC3) .6T.SUMS) GO TO 13
GO TO 14

90tV BAABBLENDVLECORLDUOOIVORCDOUNNOTCOHDO DA OpESO RO apBOCORROOOD

“® GENERA UN NUEVO MININMO SI LA REFLEXION PRURUCE UN MINTMO #°

RGBT RRIDODARBORRICOOCRDNAFURTTROLTRGACGRIRNTHARITDONNCR R RUGRAGHG

11 DO iS5 J=1.NVI
X1 (KC49Jd) = X1{KC2sJ) + 2,9(X1IKC3+J) - XL(KC2+J1))
15 X(J} = X1{(KCa4, M)
IN = KC4
CALL SUHR
IF (SUM(KC4).LT.SUML) GO TO 16
GO TO 14
13 IF{SUH(KC31.GT.SUMH) 6O TO 17
DU _18 Js=14nNV]
18 XY (INDICESJ) = X1(KC3.J}
17 D0 1. J=1aNVI

X1 (KC4sJ) = U,59K1 (INDICEsJ) + 0.58X1 (KCZsJ)
19 X(J) = X1AKChsJ)

IN = KC4&

CALL SUMR

IF (SUMH.GT.SUM(KC4)) GO TO 6

NS R O G R PR NGOG IR LG NIRO R AR RO AR IR LR O OEER AR AR pp RO RORRARNORER
84 REDUCE EL POLIENRD POR MITAD SI LA REFLEXIUN PRODYCE UN VALYR ao

#% MAYOR QUE EL MAXIMO ae
A NB OO RO DN BN AR DN RGODORNRORRA DO RO DRONONROUDIRAIDINIRQOINAREDARRNRRO

DO 20 J=1.NVI
00 20 I=1sKCl
20 X1{I+J) = 0.S%(X1{Xsd) + XLIKONT4U))
00 29 I=1s+KC1
DO 30 J=1sNVI
30 X(J) = X1{(1ls)}
IN = 1

aqnnnocnonpn
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CALL SUMK

29 CUONTINUE

5 SUML = SUAtl)d

KONT = 1
DL 23 [=2.KC1 e
IF (SUML .LT.SUKID Y G0 TL 23
SuUML = SUM(I)’
KONY = 1

23 CONTINUE
SRIINF)} = SORT (SUM{KONT))

DU 27 J=1.NVI] .

27 X(J)} = XL(KONT+J)

GO TO 26
6 DO 31 J=14NV]

31 X1 (INDICE.J) = X1L(KCho I
SUM(INDICE)} = SUM(KC4)

G0 T0 S

16 DO 21 J=1,.NVI
X1 (INDICEJ) = X1 (KC4 s J}

21 X(J) = X1{INDICEsJ)
SUM{INDICE) = SUM(KC&)
SRINF) = SQRT (SUM(KC4))

GO TO 26

14 DO 22 J=1NV]

X1 (INDICEJ) = X1{KC3.+d

22 X(J} = X1(INRICE«J)
SUM{INDICE) = SUM(KC3)
SR{INMF} = SORT (SUM(KC3))

26 1CONT = ICUNT + 1}

DO 36 J=1sNVI .

36 XZ(INFd) = X(J)
IF(ICUNT.LT.2eKC1) GO TO S0
JCONT = U
D0 24 J=1shVI

24 X(J) = X1(KC2+J)

IN = KC2
CalLL SUMR
DIFER = Q.

bo 57 1=1,KCl

57 DIFER = DIFER + (SUM(T) ~ SUM(KC2))®s2
DIFER = l./(KC7°XNX)°SORT(DlFER)
1F(NDIFER.GTW.1.0E-14) GO 70 50

ﬂQQDiDODG&GODQGGC‘&GGGOQOOQﬁ690999 DGGQC‘QO&GQQQGEQﬂOODD“GﬂOGﬁG°uﬁGG“ﬂG§

se Sp EL FOLIEDRC HEGULABLF FALLA paRs SpTiSFacER LAS LAl
ae RESTRICCIONES DENTRO PEL CHRLITERIO DEL CRILERTU OF TOLERANCTA a0
we En LA ITERACIOM ACTUAL. LA RUSAUEDA ES CAMFIADA DE LA POSICION ##

se DONDE EL VECTOKR X ES PUESTO Y ENTOKNCES FACTIR £ES REPETIDA DESHE @<
ev

e EL PRINCIPIO

Danouonaoe&anaeeenncen&noﬂaoeoneoocoabaonnnpﬁaoaDaunan&aoaaoaoonaoeoa

51 IN = KCI
PASO = 20,%FDIFER
cAaLL SUMR
SR(INF) = SORT{SECL]
DO 52 J=liNVI
62 X1(KCleJ) = X{J)~
DO 53 J=14hVI
FACTOR = 1.
X(J) = X1{KClsJ) # FACTOR®PASO
X1(M9,J) = XtJ)
IN = M9
CAaLL SunmR
X{J} = X1(KC1+J) = FACTOR®PASO
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S4

55
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X1 (MSd) = K
IN = MG

SCALL.SUMR .~ .

1F (SUM(MY) LToSUMIKCI)) GO T0 .54
IF(SUH (M5 .LT.SUM(KCI)} GO "TO 55 " ..
Gu 10 97 : L SR
X1(M5.d) = XT{KClasJ} o
SUM{MG) = SUMIKCI)

X1(KClyd) = X1{MT )

SUM(KCLl) = SUM(NG)

FACTOR = FACTOR + 1.

X(J) = XL{KClsJ) + FACTOR®PASO

IN = M9

CALL SUMR

GO 10 56

X1{MF+J) = X1{KC1l+d)
SUM(KMG) = SUM(KCL)

X1(KCled) = X1(HSs+d)
SUM(KCL) = SUMI(MS5)

FACTOR = FACTOR + 1.

X{J) = X1(KCleJ) ~ FACTOR®PASO
IN = M5

CALL “SUMH

60 TO 56

ﬂﬁﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬁkﬂﬁgonDQGQQQQDOOOGOQGDGQ”D

»5 SE EFECTUA UNA RUSQUEDA POKR SECCION DORAUA A LO LARGO DE CADA ®®
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16

68

71

H{J) = X1{MSs+J) - X1 (M5}
X1(Mbyd) = X1(M5sJ) + H{J)#S1A
X(J) = XL(M64J)

IN = M6

call SUMR
X1(MT7+J) = X1{M5.J) + H(J}#52A

K(Jy= A1{M72 0}

IN = M7

CALL SUMR

TF (SUM (M6) «GTLSUMINT)) GO TO 68
X1 (MA,JY = XL{M5+J) + (1. - S3A) eH{J)
X1{MSsd) = X1{MT D)

X(J) = X1{(MByJ)

IN = M8

CALL SUMR

IF (SUM(MH) .GT,.SUM(M6E]1) GO 10 76
X1 (MSyd) = X1(K6J)

SUM(MS) = SUM{M6)

G0 TO 75°

X1{MGyJ) = X1(M8,J)

SUM{Mg) = SUM(MHE]

G0 Y0 75

X1({M9,J) = X1(M6sdJ)

X1(MBsJ) = X1{MS.J) + S3A%H((J)
X(J) = X1{(MB,J)

IN = M8

CALL SUMR

PASO = TAM

SumM(Mg} = SUM{ME)

IF(SUMIMT) .GT.SUMIMB)) GO TO 71
X1(HSed) = X1(MB81J)

SUM(MS) = SUM(NMB)

GO T0 75

X1(M9ed) = X1IMT4J)

LI
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SUM(MG) = SUM(HT) RS ’ L
75 IF (ARS (X1 (M9sJ) = X](MS:J)).GT 0. ol“FDlFth) G0 TN. 97
X1{KCled} = X1(HMT4d) e
X{J) = X1(MTeJ}
SUM{KC1) = SUMI(MS) .
S SR{INF) = SORT(SUM(KC1))
IF (SR(INF) LLT.FUIFER) GO TO- 760
53 CONTINUE
ICHEK = ICHEK + 1
PASO = FDIFER
IF(1CHEK.LE.2) 60 TO 25
CRUCE = 1.UE-12
WRLITE (6+853)
WRITE(61850)
WRITE (6+851) (X (J)sJ=1,RV1)
WRITE (6yR52) FDIFER,SRUINF)
GO T0 46
760 DO 761 J=1aNVI
X2 (IWFsJ) = X1L(KCled)
761 X(J) = X1(KCl+JD)
50 IF(SK(INF).GI,FRIFER) GO T0 28

benbﬂubﬂGGQQOOGQDDGGQDQQQODﬂﬂﬁbﬂﬁﬂ&ﬂ!ﬁbunnﬁ“ﬁnDOQQQQ“O"#HD@OG

en MODIFICA LA INTERPOLACION DE LAGRANGE PAKA NESIGUALDADES @¢
a8 AJUSTADAS aea

ﬂﬂﬁEQ“DQQEOuﬁ&aﬂﬂu&uﬂﬂ&ohDDGHHGQGQD#OQE&ﬁGQC°§nﬂh@0agﬂﬂ@ﬁhﬂ¢ﬂﬁ

IF(SR{INF1.GT.0.) GO TO 35
CALL PROBLE(3)
FINT = R(KC9)}
D0 139 J=1wNV1
139 X(J) = X2 (INFsJ)
CALL PROBLE(2)
DO 40 J=KC7+KCB
40 R1(JY = R(J
DO 41 J=1+NVI
41 X(J) = XLLKONT+d)
CALL PROBLE(2)
N0 42. J=KCT7+KCB
42 R3tJ) = RtJ)
DO 43 J=1yNVI
H(J) = X1(KONTsJ) = X2 C(INFed)
43 X(J) = X2(INFsJ) ¢ G.SH(J)
CALL PROBLE(2) _
FLG(1) =0. )

FLG(2) =0
FLG{3) =0.

DO 44 J=KCT7:1KCH
IF(KR3(J).6E.U.) GO TO 44

FLG(1) = FLG(1) + Ri(JI®a2
FLG(2) = FLG(2) + RiJ1®e2
FLG(3) = FLG(3) + R3(J1==r2

44 CONTINUE
SR(INF) = SORT(FLG(1))
IF (SR(INF) .LT.FDIFER) GO TO 35
ALPHAL = FLG(1) = 2.°FLG(2) + FLG(3)
HETA1 = 3.8FLG(1) = A4.°FLGI(2) + FLG(3)
RADIO = HETAL/ (4.%ALPHAL}
No 45 J=14NVI
45 X(J} = XZ2(INFaJ) * H{J)}®#RADIO
{N = INF
caLl SUMR
SROIMF) = SRHRTISECL)
IF(SRUINF) LLT.FDIFER) GO TO 465
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48

49
465

46
47
35

335
850

851
852

853

. 2CRUCE

PO 49 I=1.20 136

DO 48 J=laNV1 o
X{J) = X(J} = 0.059H{N)

CALL SUMK =

SH{LNF) = SQRT(SECL) T
IF (SRUINF) LT FDIFER) GO TO 465
CONT INUE R Lo
CALL PRORLE (3) RS
1F (FINTGT.H(KC9)) GO TO 46.
SRIINF) = 0.

60 TO 35

DO 47 J=11nVI

X2 (INF+ ) = X{J)

CONT INUE

DO 335 J=1aNVI

X(J) = R2(INF.
FURMAT(//vIUXv"°U“O“O“O”O“U°O°0“0°U“O*U"U°0“0“0°0°O“O“U°U“0°U°D°uo

Loe"y//+ 10X, "NO ES POSIRLE SATISFACER EL CUNJUNTO NnE RESTHRICCIONES™
2./910X+"VIGLADAS. LA BUSQUEDA ES TERMINADAM, /71 10Xy "SELECCIONE UTR
30 VECTOR INnICIAL PARA REPETIR DE NUEVO', /1 10Xs"EL PRUOCESU"s/ /10X
“l""O“O“U“U“U“O“U“O“U“U°0°U‘U“0“0°0°0”0“U“U“O’U°U°U°U°0°") .
FORMAT (//+10Xs"EL VECTOR PARA EL CUAL LAS HESTHRICCIUNES NU FUERUNY
1+7110X+"SATISFECHAS ES"e// 910X +8E16.0)

FUKMAT (//7+ 10X "CRITERIO DE 10LERANC1A="-E]4.61//v10x'"RAIZ CUADNRA
10A LAS RESTKICCIONES AL CUADRADO=Y,E16.6)

FORMAT (/710X e & & & LA SURKRUTINA FACTIB FALLO EN ENCUONTRAR UN
JPUNTO FACTIHBLE ¢ #® # sl
KETURN

END

SUBKROUT IME COMENZ

NDIMENSION A(504+50)

DIMENSION X{50+50) s X1 (50450}«
1RALD(100)
COMMON/1/NVI 4NRI JNRD »
1KC2+KC3+KCh4 s KCSIKCEI K

X2(50750)’RIIOO)'SUM(SU)vSR(SU)-

PASO»ALPHA;HETA.GAMHA'INulNF'FﬂIFEH,SECLvKClo
C7yKCHvKC9vX,X1-XZthSUM-F;SRvNﬂLD|

CUMNUN/ZILFEAS’PSvFé-N7oHﬂvM9,SIAv52AgS3A-TAM

VN = NVI .
PASU) = FASU/(VNSSORT (24)) @ (SORTUVN ¢ 1.) +« VN = 1}
PASO2 = PASU/(YNBSORT (2,11 @ (SART(VN ¢ 1.) = 1.)

o0 L Js=TnVI

Alled) = 0.

py 2 I=2.KC1

DO 4 J=1.NVI

Allsd) = PASU2

L=1~-1

Atl+L) = PASOL

CONT INUE,

po 3 I=1:KC}

DO 3 J=1,NVI

X1(IsJY = X{J) + AT}

RETURN

END

SUBRQUTINE ESCRIH
DIMENSION X{(50)1X1(504

1SR(100)+RALD (200}
'COFHON/l/NVI-NR[{NRD-PASO'ALPHA,RETAvGAHNAvlNleF-FDIFER'SECLyKCl-

2KC20KC30KCQ;KCS!KCﬁvKC7,KCBvKC9!Xch!XZyH'SUMthSR'RPLDv
3CRUCE
CUMMUN/Z/LFEA51M51M61M71M3oM9151A152AvS3A1TA“

. CALL PHOHLE(3)

wRITF (69 1) H{KC9)
FURMAT (/79 1UXy"VALOR DE LA FUNCIUN OBJETIVO ="E17.7)

WRITE{6+2) (X{J)ed=1aNVI)

50)'X2(50'50)'R(IOU)vSUM(SO)vF(IOO)v
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2 FORMAT (/7 10Xs"LOS VALORES DEL
LIUXs6ELT.T) ' S
I[F(NRLILEQ.U)} GO TO 6
caLl PROBLE(I) e
WHITE (653) (REJY sJuloNRTY 770

3 FORMAT(//+10X%s"LOUS VALORES DE: LASRESTHICCIONES QU
I SON",//410X,6ELT.T) L

6 IF(NRD.EN,0) GO TO S
CALL PROHLE (2)
WRITE(G+4) (R{J) +J=KCTWKCE)

4 FOKRMAT(//+1UXsMLOS VALORES DE
IDES SUN'",/+6ELT.T)

5 RE [UKN ’
END
SURROUTINE SUMR

LAS RESTHICCIONES QUE SUN DESIGUALDA

apaoaccuaneauunuooﬂunonno,anenovcﬂnnaq
DE LOS VALORES @@

EL CRITERIO DE #&=¢
LX)

w4 TOLERANCIA
anoononnnqoonnneawoenan»nanonouonuanaooouqnﬁﬁpoonanqgcaeuanoanuu

saappuocpodaRROOODODOOOROR
¢4 FSTA SURRUTINA CALCULA LA SUMA DE CUADRADUS
#8 DE LAS RESIRICCIONES PAHRA SER COMPARADA CUN

DIMENSION X(SU)le(SO'SO)vXZ(SOvSO)1R(100)'5UM(50)vF(50)0

1SR {50} yRALD (100)
COMHON/1/NVE yNKT
2RC29KC31KC4 s KCS s KCHARCTrKCBIKCH 9 X o X1 X291 H1SUM,
3CRUCE
COMMON/2/LF EAS MG MG 1 MT 1 MBy MG 51415282 53A 1AM
SUMIIN) = U.
caLL PROULE (2}
SECL = 0.
IF (NRD.EQ.0) GU TO 4
DO 1 J=KC7KCA
IF(R(J).GE.0.) GO TO 1
SECL = SECL + R{J)ea2
1 CONTINUE
4 TF(NR[.ER,0) GO TO 3
CALL PRORLE (1}
R0 2 J=1.NRI

NRD'PA50|ALPHA;FETAtGA”*AvINv[NF'FUIFERDSECLlKCll
FeSRIRALD .

2 SECL = SECL + R{JI®e2
3 SUMILIN) = SECL
'S RETURN

END

SURRQUTINE PROBLE(INN)
« DIMENSION X(50)3X1(S50+50)»

1SR(50) yRALD (100
COMMUNZE/ZNVL o NRI SNRD P A
2KCZIKC31.KC’0|KC5VKC61KC7|KC8!KC9v Xy X1leX2
3CRUCE
COMMON/2/LFEAS yMS M8, MTaMB1 ¥ S1A152AS3ATAN
[F(INQ.EN.3) GO TO 3 )

IF (INQL.ED.2) GO TO 2

X2 (50+50)sR{10UI sSUMISN) 2F (50D

SOvALPHA'RETAvGA”anlelNF.FUIFERVSECL'KC]v
yHISHMyFaSRIRALD

ﬂ#ﬂb&ﬁﬁﬂﬂuhﬂd&ﬂﬂDDﬁGQOBﬁDGQDQHGGQOHGﬂQ_

w¢ RESTRICCIONES (UE SON IGUALDADES #&%®

5aanaoaonuonoonooﬁonnannpando&uuaabﬁuo
REL) = X(1)1%82 + X(2)982 - 9.°X(2) + 4.25
GO T0 S

nneodsuBtaneo

or RESIRICCIONES QUE SON NESIGUALDADES *##

ouuaoaonoaooqouooonﬂnapanqcooo&bu&nnnuuno



2 R{2) = K(I) B o IR SR » ,
S - 138

R(3) = X (2}
GO 10 5

dnopgasapnononontapabonon

#¢ FUNCIUN ORJETIVO . @&

#ocacpoododtoononotaoot

3 R{4) = X(1)®e2 &+ X{2)e®#Z
S RETURNM
END
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