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INTRODUCCION 

En 1970 Zangwill y Polak, utilizando las nociones de semico_g_ 

tinuidad y de adherencia presentaron por primera vez un con

junto de resultados generales sobre condiciones suficientes 

para la convergencia de una extensa clase de algoritmos des
cendentes de programaci6n no lineal, motivando con esto, el 

desarrollo de una teoría general de convergencia algorítmica. 
Poco después en 1975, Huard aplicando el concepto de mapeo 
cerrado estudi6 la convergencia de algunos. algoritmos de pr.Q_ 
gramación no lineal, dando pauta a que I1eyer y Komlósi, re
cientemente, combinando la noci6n de compacidad con la de m~ 
peo cerrado, obtuvieran resultados todavia más generales que 
los de Zangwill y Polak. 

Pocos han sido los resultados relevantes que se han obtenido 
sobre la convergencia de algoritmos de programación no lineal 
y muchos los resultados aparentemente aislados o sin conexión. 
El principal objetivo que lleva consigo este trabajo, consi~ 
te en fundamentar y desarrollar una teoría general sobre la 
conv·3rgencia de algoritmos de programación no lineal que con
junte y conecte dichos resultados, y que trate fundamentalmente 

los dos aspectos siguientes: 

(i). Convergencia global. 

Dado cualquier punto inicial, se cuestiona si el algo
ritmo converge. 

(ii). ·Rapidez de convergencia. 

Dados dos algoritmos convergentes. ¿ cuál de los dos 
converge más rápido ?. 
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Un hecho significativo para el desarrollo adecuado de una te.Q_ 
ría general de algoritmos de programación no lineal, consist.:!:_ 

rá en asociar a cada algoritmo un mapeo de punto a conjunto; 

Un algoritmo será considerado como un procedimiento iterati

vo que genera una sucesión de puntos de acuerdo a un conjun

to de reglas preestablecidas y a la información cedida por 
puntos previamente obtenidos. 
Muchos de los algoritmos empleados en programación no lineal, 
por su complejidad, pueden ser considerados como la composi
ción de dos o más mapeos de punto a conjunto, siendo absolu
tamente necesario, incluir dentro de la teoría el estudio 
de mapeos composición y de su convergencia. 

En el transcurso del capítulo 1, se presentan los conceptos 
y resultados más relevantes del análisis convexo, casi indi~ 
pensables, en la obtención de condiciones de optimalidad en 
programación no lineal. A través del capitulo 2, se presentan 

los fundamentos necesarios para el desarrollo adecuado de una 
teoría general que trate sobre la convergencia de algoritmos 
de programación no lineal. En el capitulo 3, se estudia la 
convergencia algorítmica y la rapidez con que esta se efectúa. 
Finalmente, en el capítulo 4, es estudiado un algoritmo de 
programación no lineal desarrollado, recientemente, por D. Fa 
viani. 
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1.1 ANALISIS CONVEXO 

1.1.1 INTRODUCCION 

Uno de los tópicos de la matemática, ya sea pura o aplicada, 
que ha cobrado un creciente interés en las últimas décadas, 
es el análisis convexo. La ingeniería y la investigación de 
operaciones han dirigido también su atención en forma ascen
dente a la aplicación del análisis convexo en la teoría de 
optimización. 

El primer estudio formal sobre el tema de convexidad, apar~ 
ció en 1911, con la obra de Hsrman Minkowski, titulada: 
" Teoría de cuerpos convexos "·El segundo trabajo importa!! 
te sobre convexidad fue realizado por Werner Fenchel y fue 
publicado en 1934 bajo el título: " Sobre funciones convexas 
conjugadas"· Casi desde entonces, fue reconocido el impor
tante papel que desempeñan las funciones convexas en la te~ 
ria de optimización debido a sus particulares propiedades. 
Sin embargo, es importante hacer notar aquí, que en la prá~ 
tica, es imposible esperar ~ue todas las funciones sean CO!! 
vexas; pero lo que si es posible, es investigar sobre la g~ 
neralización de dichas funciones, relajando los supuestos, 
de tal manera, que las propiedades deseables para efectos 
de optimalidad se preserven. 
En el estudio de la Programación no lineal, el análisis conv~ 
xo participa esencialmente en la obtención de condiciones 
adecuadas de optimalidad bajo hip6tesis relajadas de conve-

xi dad. 

5 
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l. l. 2 CONJUNTOS COUVEXOS 

En·esta secci6n, se presentan los conceptos y resultados 

más relevantes del análi~is convexo, los cuales compren
den: En primer término. El teorena de Carathéodury sobre 
la cor:1pacidad de la envolvente convexa de conjuntos cor:i

pactos, y la noción de envolvente convexo-balanceada útil 
en la construcción de conjuntos convexos con cierta sir:i~ 

tría con respecto al origen. Despu~s se estudian las pro
piedades topológicas de los conjuntos convexos y de las 
envolventes convexa y convexo-balanceada. A continuación 
se presentan los teoremas de hiperplanos de soporte en 
la frontera de conjuntos convexos y los teoremis de sepE_ 

ración entre conjuntos convexos y ajenos por hiperp12nos, 
como consecuencia directa de estos ólti~os resultados se 

establecen los teoremas de alternativa de Farkas y Gordan. 

En todo lo que sigue se hará refencia al espacio euclidiano 

n-dimensional !Rn y al producto escalar <.x~y>=xty, en donde x, 
y son vectores columna de ffin. Este producto escalar define en 

!Rn la norma llxll2=(x,x) y esta norma a su vez define la métr_!; 

ca d(x,yhllx-y¡¡, la cual induce una topología e; ,en la que los 

conjuntos abiertos son de la forma { yERn; 11 x-y ll<E} con E>O. 
La siguiente definición relacionada con L será de utilidad en 

el desarrollo de esta sección. 

Definición. 1.1.2.l Sea A un subconjunto no vacío de ffin, en 

tonces: 



(i). La cerradura de A, denotada por A, es la intersección 
de todos los conjuntos'cerrados que contienen a A. Un punto 
xEIRn pertenece a A si, y sólo si { yEIRn; llx-yll<E}ílA/0 para to 
do E>O. 

(ii). El interior de A, denotado por Int(A), es la unión de 

todos los conjuntos abiertos contenidos en A. Un punto xE!Rn 
pertenece a Int(A) si, y sólo si, existe E)O, tal que 
{yEIRn; Jlx-yjj<r:}CA. 
(iii). La frontera de A, denotada por aA, es el conjunto 

A'lnt(A). Un punto xEIRn pertenece a dA si, y sólo si 
{yEIRn; IJx-yll<e:)f'\#0 y tyEl!P; jlx-yJl<E)nAC/0. 
(iv). Se dice que un conjunto AC!Rn es compacto, si toda cu
bierta abierta de A contiene una subcubierta finita, es de
cir, si {Uctl es cualquier familia de conjuntos abiertos, tal 

"'<l 
que AC Uu"' , entonces existe una subfamilia finita t U,¡ 1 , u~., •. 

0((1 ~ " 

• , U,¡} tal que AC Uu~. . 
k ,;J. ' 
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Los conceptos fundamentales sobre los cuales descansa la ese!!. 
cia toda del pensamiento matemático es el concepto de límite 
de una sucesión infinita. En el estudio de la matemática, e~ 
te concepto aparece casi invariablemente, ya sea implícita o 

explícitamente. 

Definición. 1.1.2.2 
( i). Una sucesión { xk 1kE.!N de elementos de !Rn, se dice que CO.!!, 

verge a un elemento x*EIRn, si dado E)Q, existe NEIN, tal que 

para toda kEIN con k)N, se tiene que llxk-x*ll<E. Se denota que 

la sucesión f xk)ki::IN converge a x*EIRn por ~~ig.,:xk=x•. 
Frecuentemente, este hecho se denota como: 11 xk -x* 11 -7 O cuaE_ 

11·11 
do k-?co, o bien, xk--7x* cuando k ·7CO. 

(ii). Una sucesión (xktkEIN de elementos de En, es llamada de 
Cauchy, si dado E.':70, existe NElN, tal que para todo k,mEIN 

con k,m':}N 1 se tiene que 11xk-Xmll<E· 
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Cabe mencionar aqui, que en tRn toda sucesión de Cauchy converge. 

Proposición. 1.1.2.3 Sea A un subconjunto no vacío de tRn. 
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 
(i). A es compacto 

(ii). A es cerrado y acotado 

(iii). Toda sucesión de elementos de A contiene una subsuce
sión convergente 

La prueba de la proposición anterior se omite, y puede ser 
encontrada en la refer2ncia 

Definición. 1.1.2.4 Sean A,BCtRn y f\ctR, entonces 

(i). A+B={x+y ¡ xeA , yeB} 
( ii). AA=- {>-x ; ~el\., xEA} 

Frecuentemente se utiliza la siguiente notación: {a)+B=a+B y 
ü!A=>..A, 

Figura l. Suma y producto por 
escalares entre conjuntos. 

Definición. -1.1.2.5 Se~ CCtRn, se dice que el conjunto Ces 

convexo, si )..C + (1-~)C ce para todo ).E(o,1). 

Equivalentemente, si x,yEC, entonces ~x+(l-~)y~C para todo 

AE[O,l] • 



Geométricamente, lo que la definición anterior diefo; ·es que 

un conjunto e es conve~o, si dados dos puntos cualesquiera 
del conjunto, los puntos del _segmento de recta que los une 

pertenecen también al conjunto, 

Figura 2. Convexidad 

Aunque la definición de conjunto convexo se expresa en tér
minos de pares de puntos. Es posible mostrar en forma sene~ 
lia, que un conjunto es convexo si, y sólo si cada combina
ción lineal convexa de un número finito de puntos del con
junto es de nuevo un punto del conjunto. 
Observe también que la definición de conjunto convexo,tiene 
sentido en cualquier espacio vectorial. 
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Las propiedades mencionadas en la siguiente proposición son 
s.encillas de probar o casi triviales, por lo que se omite su 
prueba. Dichas propiedades son útiles, cuando es inconvenien 
te verificar convexidad directamente a partir de la definición. 

Proposición. 1.1.2.6 
(i). La intersección de cualquier familia de conjuntos conve
xos es de nuevo un conjunto convexo. 
(ii). Una combinación lineal finita de conjuntos convexos es 
de nuevo un conjunto convexo. 

Proposición. l.l.2.7 Sea CCRn un conjunto convexo y ~,~>O, 
entonces (o<+~)C = oiC +~C. 

Prueba: 



Si ~=O ó ~=0 no hay nada que probar. Suponga que a,~)0 1 
puesto que C es un conjunto convexo, entonces ~ C +~C 

O(+,_. o<-1-¡'> 

10 

ce, de donde Cl'C+~C e (cx+~)C, la contención contraria se sati~ 
face para cualquier conjunto C y para cualesquier escalares 
o( y ~. 

Dado un subconjunto S de ~nse sabe que existen subconjuntos 
convexos de ffin que lo contienen, por ejemplo, el mismo IBn, y 

se sabe además por la proposición 1.1.?.6, que la inters?c·-~ión 
de conjuntos convexos es de nuevo un conj1mto convexo, ::n con 
secuencia, se sigue que ;xiste un mínimo conjunto convexo que 
contiene a S. Este hecho se precisa a continuación: 

n . 
Definición. 1.1.2.8 Sea SCIB . La envolvente convexa de S denota 
da por conv(S), es la intersección de todos los conjuntos con 
vexos que contienen a S, 

(a) 

• 
• 

s 

• • 

(b) 
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• 

• 

(c) 

Figura 3. Los incisos (a), (b) Y (c) 

son ejemplos de envolventes convexas. 

Proposición. 1.1.2.9 Sea SCIRn, entonces 

(i). conv(S) es el mínimo conjunto convexo que contiene a S 
m lll 

(ii). conv(S)={2::o<ixiE:IRn; O:iE[O,l],L,<Xi=l,xiES, m€CI} 
Prueba: 1= 1 l=:i. 

(i) se sigue de la proposición 1.1.2.6; 
"' m 

(ii). Sea T={.I>J?C-EIRn;o<iE!P,1] ,°""o:-=l, x.ES, mEIN}. Claramente 
]_- l. L_) l. l. 

-SCT, se verá qJe Tes un conjuni~ convexo, entonces por (i) 

cony,,(s)cT. Sean y1 ,y2ET y A€[0,l] , entonces y1 = [ C{ .x. y 
'\' , . ~ , h). 1. 1 

y2=¿_,~·x., en donde algunos«· o q. son cero,de tal manera 
.i•1 l. l. l. l. 

que y1 y y2 se expresen como combinaciones convexas de los 

~ismos elemen~os (si es necesario). Entonces AY1+(1-),)y2= 
'\'(),~.+(1-)-)c<.)x.ET, ya que '\')-o>.+(1-)-)~~=l y >.«.+(1-}.)c{~~o. 

+.--{ l. l. l. fu l. l. l. l. 
Por lo tanto T es convexo y en consecuencia conv(S)CT. 
Finalmente, se probará por inducción sobre m que Tcconv(S). 

P,p.ra m=l, se sigue de quemsc comr( S). Suponga qu,;, para k~m-1, 
·~c(.x.Econv(S) con c<.~O, >'~.=l y x.ES. Sea Y=Lc{~x. con o{~;.;o, 
~ l. l. l. ti l. J. >•l. l. 1 l. 
Lc<~ =l y x .ES, 'si algún c(·:1=0, entonces por hipótesis de induc 
,., 1 l. l. . -



ción yeconv(S), de donde es posible suponer que ex'.> O para toda 
m·i 'Tfl-1 ' 1 · ·. 

i. Sea O(= ')'e<~ >o, entonces L~(=l y l-ti=IX1
• Por hipótesis de 

~i, i, ,. 1 m 
inducción ~ Ol>x.Econv(S) y x_econv(S) y puesto que conv(S) 'f;i C\ J. 'O>-l · 0 

• 

es un conjunto convexo, Y=ctl:~
1

x. +(1-c()x econv(S). Por lo 
i=1...., i m 

tanto TCconv(S). 

De acuerdo a la proposición anterior, un punto en la envolveg 
te convexa de un conjunto puede ser representado como combin~ 
ción lineal convexa de un número finito de puntos. El siguiente 
teorema debido a Constantin Carathéodory muestra que cualquier 
punto de la envolvente convexa de un conjunto SCIRn puede ser 
representado como combinación lineal convexa de, a lo más n+l 
puntos de s. 

Teorema 1.1.2.10 (Carathéodory) Sea SC~n, entonces para todo 
yEconv(S), existen {x

1
,x

2
, ... ,xk)CS y {,\,>-

2
, ••• ,.>-k)CIR, tales 

que 

a) kkn+l 
}( 

b) Y="'):"'A.x. 
~ J. J.,, 

c) >--~O y Z>· =1 
J. :N J. 

Prueba: K ~ 

Sea yE.conv(S), entonces y=_L).x., donde .X.~o,'>',\.=1 yx
1
.e:S. 

3Sl. 1 1 l ~ J. 
Si k~n+l , no hay nada que probar. Suponga que k>n+l, entonces 
x2-x1 , x3-x1 , .•• ,xk-xl son necesariamente vectores linealmente 
dependientes en ~n, por lo t~nto existen escalares f2 ,~J, ... , 
~l no todos cero, tales que ">'µ.(x.-x1 )=0. Defina f1=-)~., ~ K l< 'M_~ J. J. K K dT.i J. 
entonces ¿u. x. =~}.t. x. -p1x1= · )'J.I· x. - ')'u. x1= Lp· (x. -x1 )= Y 

l< J=J. , .. J. J. J=2. J. J. T.1'. J. J. !;-il J. ' Í''- l l . 
L'., u. =0 con no todos los J1. nulos, aüemas por lo menos un 
l'1 í"J. l ~ 
µ.>O. Entonces para toda o<E.IR se cumple que y=I;>-.x.-0= 

t<, l l\ K . j<). l l ).. • 
_E>-. x. -e()' u. x. = T'O. -11.u. )x .• Escoja ex como sigue: o< =minlu:; llp O}"' 
1,i J. l .tF,f'J. J. 1:;S J. / ·:i. :i. in•\\ r1 r· 

*>O.Ahora 'tien, si }tjfO, entonces Cl~if0(Ai' así ,\-~Ji>O y si )Ji 
>O, entonces #~ ~~ =O\ y por lo tanto >..-cm. ~o. En conclusión 

,:i.. 1 a :i.ri 
~.-cty.~o para tode i y en particular A.-~.=0 debido a la defi 

J. J. l< JJ -
nición de ~ • Por lo tanto y="(A.-tiu

1
. )x. con ~--~ll.~0 para 

~ :i. r· J. J. ri 
h'l. 
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'K 

toda i, .fuC\-ct)li)=l, {xi,x2 , ... ,xk}CS y Aj-O!j-lj=O. En otras 
palabras yEconv(S) se puede expresar como combinaci6n lineal 
convexa de k-1 eleoentos de S. Si k-l=n+l la prueba termina. 
En caso contrario, se repite el procedimiento anterior hasta 
representar a yEconv(S) como combinación lineal convexa de 
n+l eleI:Jentos. 

La envolvente convexa de un subconjunto S de ~n posee ~uchas 
propiedi:ides geooétricas y topológic<::s notables, ·1as cuales 
serán expuestas a continuación: 

QQ!Ola!io. 1.1.2.11 Sea Sc~n, si S es un conjunto cor:ipacto, 
entonces conv(S) es también cocpacto. 
Prueba: 
Observe primero que la función F:Rn+lX(ffin)n+l-7 Rn definida 

l1+l 

r:iedisnte F(.A1 ,>-2 , .. .,\,ix1 ,x2 , ..• ,xn+l)=ff\_xi es una ~~~ci6n 
continua y que el conjunto A=[C/11 ,>. 2 , ..• ,Xn+l); .>-i~O, .:¿:.Ai=l} 
es cor:ipacto. Sea Q=rSXSX· • · XS,, entonces .AXQ es conpacto 

1Puesto 
nn1 

que el producto cartesia'no de conjuntos compactos es de nuevo 
un conjunto compacto, asi F(AXQ) es un conjunto cor.ipacto de 
IRn, ya que, éste es la iI:rncen continua de un cor.1pscto. Por el 
teorema de Carathéodory se tiene aue conv(S)cP(10<Q). Por otra 

n(i ~·i 

parte, si yeF(AXQ) , entonces y=¿)\ixi, Ai~O, y ¿:Ai=l, lo 
cual iI:Jplica que yEconv(S), de doiide F(AXQ)Cconv(s) y por lo. 
tanto conv(S) es compacto. 

X 

~---'J-Y 
1 

. 3 

Figura 4. A= { (\,>·2,>-3); \~o,¿). i ".'l} 
Í<J. 



Proposici6n. 1.l.2.12 Sean SG!Rn y aEIR, entonces conv(S+a)= 

conv(S)+a. 

Prueba: 

Puesto que Scconv( S) , entonces S+acconv( S) +a, por la proposj, 

ción 1.1.2.6, se sigue que conv(S)+a es un conjunto convexo, 

entonces por la proposición 1.1.2.9 conv(S+a)Cconv(S)+a. 

Análogamente S=(S+a)-aCconv(S+a)-a, de donde conv(S)cconv(S 

+a)-a, equivalentemente conv(S)+acconv(S+a). 

Proposición. 1.1.2.13 Sean S,TCl!l.n, entonces conv(SUT)= 

U ( >.S+( 1-A )T). 
A<.l0,1.l 
Prueba: 

Denote por H= U(,.\ S+ ( 1-,\)T), clarar.iente SUTCH, se verá que el 
!,e[o,1J 

conjunto H es convexo, de donde por la proposición 1.1.2.9 

14 

conv(SUT)CH. Sean x,yEH y o;E:[O,l], entonces existen ,.\
0

,,.\1E lü,l] 

tales que xE.).
0
S+(l-).

0
)'.l.' y yE).1s+(l-A1 )T, entonces c¡x+(l-O:)yE 

~~0S+(l-0:)).1s+«(l-A 0 )T+(l-~)(l-).1 )T=(~A 0+(1-~)A 1 )S+(o<(l-A 0 )+ 
(1-o<)(l->-

1
))1', ésto último se sigue de que S y T son conjuntos 

convexos (Ver proposición l.1.2.7). Ahora bien, si ~=O(A0+(1-~)
·/-1, entonces 1-('.>=<l((l-\)+(l-o()(l-),1 ) con 0E[O,l], de donde 

c<x+(l-c<}yE:H. Por lo tanto, conv(SUT)CH. Por otro lado, si XEH, 

entonces existe )-
0
e [0,1], tal que x=>-

0
s+(l-)-

0
)t con s,tESUT, 

pero SUT conv(SUT) y como conv(SUT) es convexo, se sigue que 

xEconv(SUT), así Hcconv(SUT). 

Una de las propiedades topológicas más importante que tiene 

la envolvente convexa de un conjunto S, es que si S es un co:n_ 

junto abierto, entonces conv(S) también lo es, como lo muestra 

el siguiente teorema: 

Teorema. 1.1.2.14 Sea SCl!l.n un conjunto abierto .y no vacío, 

entonces conv(S) es abierto. 

Prueba: m m 
Sea XE.conv(S), entonces x=;L>.ixi con .\~0,L,Ai=l, y xie:S,mE:IN• 

l•l l•J 
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Si Ses abierto, entonces existen E1 ,E 2 , ••• ,Ern>O, tales que 
B(x

1
. ;e. )=f yElRn; 11 x. -y~(E.l.CS para todo i. Sea E =rnin{c:.i], 

J. l J. J.J lH&tn 

entonces B(xi ;E )es para todo i, y si y'°JHn es tal que llYll<E., 
m m ~ 

entonces 112: A 
1
. x. -",.\. ( x

1
. +y )11 = Jlyii<E con )A. ( x. +y )Econv( S), ya 

~-l 1 -4-- 1 E 1 1 

que, 11 (xi +y J-xill = llyiRE para todo i, de doi:tde xi +yEB( xi; E:)CS 
para todo i. 

Observe que si SclRn es cerrado, entonces conv(S) no es nece
sariamente cerrado. En efecto, considere en R2 el conjunto 
que consiste de los puntos (-1,0),(l,O) y el eje de las ord~ 
nadas, la envolvente convexa de este conjunto se muestra en 
la siguiente figura: 

/ s __ 
(,,, ~~ 
f -~ 

---11>---,.Ü-11----+--:i-X 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y 

[· conv(S) 
1 

·----~ -·---n-
' 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1· 

+--x 
-1 

. 1 

Figura 5. Ejemplo de envolvente convexa 

A continuación se discute sobre algunas otras propiedades to 
pológicas de los conjuntos convexos. 

Proposición. 1.1. ?.15 Sea CCIRn un conju-:to ronvexo, tal que 
Int(C)f~ y sea YEC y zeint(C). Entonces y=Ax+(l-A)?.Gint(C) 

para todo,.'-t:(0 1 1). 
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Prueba: 

Si zElnt(C), entonces ,existe E)O, tal q_ue {wEIRn; llw-zrke:}cc. 

Se probará que {wt:!Rn; llw-yll<(l-~)E) C C. Sea w
0
e:!Rn, tal que 

llw
0
-yll<( 1-})E . Puesto que xeC, se sigue que { wEIRn; llw-xll< 

((l-.>-.}e:- llw
0

-yll)/.A}nc¡,0, de donde existe w1E.1Rn, tal que 

llw1-x 11<( (1-)\)f -llw -yll )/,\. Sea w2= Vio -A\'\ entonces 11w
2

-z11= o 1-). . 

11 \\'o -AW1 -xi\= ¡¡wo - >.w, -:r+).. XII=~\\( w -y)+).( x-w ) \1 .f _l_(l w -y ll+~!lx-w 11) 
l->. 1-,h H o 1 ]-,). o 1 

<E , de donde w 2ec, pero \\•
0
=(1-}.)w2+A\'ll y cor.lo· \'.•1e:c, est.0 

i;-·.nlica oue w E C. For lo tanto { wd1n,. 111·:--,,JI<( l-})f.} C C para - - o ' 
todo ).E(O,l) con y=h+(l-).)z. 

e 

Figura 6. Segmento de linea que . 

une un punto de Int(C) con uno de oC. 

CorolQ~~Q· 1.1.2.16 Sea cc~n un conjunto convexo, tal q_ue 

Int(C)/,0; Entonces 

(i). Int(C) es un conjunto convexo 

(ii). e es convexo 

(iii). Int(C)=C 

(iv). Int(C)=lnt(C) 

Prueba: 

(i). Sean x,zeint(C) y como Int(C)CC, en particular zEC, de 

donde l.x+(l-).)zr:-Int(C) para toda}.e(O,l). 

(ii)'. Sean x,ytC y sea zelnt(C), entonces Ax+(l-),)zeJ;nt(C) 

para toda ,\e(O,l), sea )J.€(0,1) fijo, entonces JJ.Y+(l-f)( >.x+ 

(1-~)z)e:Int(C)cc para toda AE(O,l). Si ahora se toma el li 

mi te cuando A-7 1 se tendrá entonces que py+(l-p.)xe:C. 

(iii). Claramente Int(C)CC. Sea xeC y zEint(C), entonces 



.>vc+(l->.)zEint(C) para toda .Ae:.(0,1). Si ).. ...,, 1, entonces XE 

Int( C). Por lo tanto Ccint( C). 

17 

(iv). Obvia~ente Int(C)Cint(C). Sea Xélnt(C), entonces exi§ 

te E.>0, tal que lly-x¡j<E implica que yEC. Sea zEint(C), zfx 

y sea y~(l+o<)x+cxz, donde_o:= 211;'_zH, asi lly-xll=ll(l+~)x-x+o;zll 
='íl:X-zll=2E inplica oue yEC, pero x=).y+(l-~)z donde ).=-1-E(O,l) 

- 1 t~ ' 
en consecuencia xeint(C). Por lo tanto I~t(C)clnt(C). 

A continuación se presenta la noción de envolv9nte convexo
balanceada, la cual es d8 utilidad sn la construcción de 

conjuntos convexos con cierta simetría con respecto a origen. 

Definición. 1.1.2.17 Sea SCIRn, se dice que S es un conjunto 
balanceado si .Axes siempre que xi=S y ).EIR con l>-1~1. Equivalent~ 
mente, si ,\ses siempre que J>-.1 ~l. 

Figura 7. Ejemplos de conjuntos balanceados 

Proposición. 1.1.2.18 La intersección y la unión de cualquier 

familia de conjuntos balanceados son de nuevo conjuntos balan 

ceados. 
La prueba de esta proposición es trivi¿l. 

De igual manera que tiene sentido hablar de la envolvente con 

vexa de un conjunto, también tiene sentido hablar de la envo1 
vente balanceada, ya que dado un subconjunto S de ~n, es claro 

que existen conjuntos balanceados que lo contienen, por ejem
plo, el mismo ~n. Por la proposición anterior se sabe que la 

' 
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intersecci6n de conjuntos balanceados es de nU.evo un conjUD 
to balanceado. En consecuencia existe un mínimo conjunto b_g 

lanceado que contiene a S. 

Definici6n. L l. 2.19 Sea SCIRn, la envolvente balanceada de 
S, denotada por bal(S), es la intersección de todos los con 
juntos balanceados que contienen a S. 

u 
o 

(a) 

. ; . Rl(S) 
(b) 

Figura 8. Ejemplos de envolventes balanceadas. 

Rro2osici6n. 1.1.2.20 Sea SCIRn. Entonces 
(i). bal(S) es el mínimo conjunto balanceado 
(ii). bal(S)= {hEIRn; ).E!R con i>.!61 y xi:.S} 
(iii). bal(S)=U>-s 
Prueba: Jkl~l 

(i) se sigue de la proposici6n 1.1.2.18. 

qu~ contiene a S 

(ii). Denote T= { AXEIR.n; ).elR con l).l!:l y us1 y por A ={}E.IR; 
lh~l} , entonces T=AS, de (i) se sigue que Scbal(S) y dado 
que bal(S) es balanceado, se tiene T=J\SC]\.bal(S)cbal(S). 
Por otra parte, claramente SCT, se verá que T es balanceado 
y en consecuencia se tendrá que bal(S)CT. Sea yET, entonces 

existen wA y XES tales que y=y.x. Sea >.EA, entonces )-y=P·.p. )x 

E.T, ya que, ).y..rdi. , de donde T es b8lanceado. 
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(iii). Denote T=UXs. Claramente T es b~laricéado y sc:::T, de.· 
. . . l~l~l . . . . '. . . . .. ' .. ' . 

donde bal(S)CT. Por otra parte, si yeT, eli;to!J.ces_ ej{_isi;_e.n.pEIR 

con l)ll~l y xi:.S tales que y=µ_x,perossbal(~),teniéndose 
así que y=pxEbal(S). Por lo tanto Tcbal(S) ~ '' -

El prop6sito de haber estudiado el concepto de envolvente b-ª 
lanceada de un conjunto dentro del tema de convexidad se re
fleja en la siguiente definici6n: 

~~f1~1~ión. 1.1.2.21 Sea Scffin, la envolvente convexo-bal0nceE 

ceeda de S, denotada por envc,b(S), se define cooo envc,b(S) 
=conv(bal(S)) • 

• 
• 

s 

Figura 9. Ejemplo de envolvente convexo-balanceada de S 

Se verá en la siguiente proposici6n que envc,b(S) es el mini 
mo conjunto convexo y balancead9 que contiene a S. Sin emba~ 

g~ es importante hacer notar aquí, que bal(conv(s» puede no 
ser un conjunto convexo. En efecto, considere el conjunto iQ 

tegrado por los puntos (1.,0) y (0,-1), la envolvente balan

ceado-convexa se muestra en la siguiente figura~ 

y y 

----0-1---~r-- X 

s 
-1 

Figura 10. Ejemplo de envolvente balanceado-convexa 
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Lema. 1.1.2.22 Sea ACIE?.n un conjunto balanceado, entonces 
conv(A) es balanceado •. 
Prueba: 

lll 

Se sabe por la proposición 1.1.2.9 que conv(A)={LA.X.E!Rn; 
m i•l-ml 1 

/l.;:.o,'\""'>,.=l, x.E.b., me:!N}. Si XEconv(A), entonces X=t3f1.x. 
l f.{ 1 1 '" 1 l 

con las propiedade~ antes mencionadas. Sea )!dR, tal que· 
lflf.1, entonces ¡1x= \'}>.. (ux.) con U){iEA, ya que el conjunto .fu111 / 
A es balanceado. Por lo tanto yxEconv(A) con lf lfl, siendo 
así que conv(A) es balanceado. 

Lema. l.l.2o23 Sean A,ECIRn, tales que ACB. Entonces 
(i). bal ( A)c bal(B) 
(ii). conv(A)cconv(B) 

(iii). env b(A)cenv b(B) c, c, 
Prueba: 
(i). Si y€bal(A), entonces por la propos1c1on 1.1.2.20 
Y='t-x con xEA y AE.!R, tal que IA!fl y como AcB, se sigue que 
Y=Ax con x€B y ~EIR, tal que L>-lfl. Di:i donde xebal(B). 
(ii). Si yeconv(A) en virtud de la proposición 1.1.2.9, 
se sigue que existe me:!N, tal que y=f:.A.X. con A.~O, 
!!\ l'l l l l 
)' ~. =l y x .EA y como ACB, lo anterior también sucede con 
~ 1 l 
xi E B. Así, conv(A)Cconv(B). 
(iii) es consecuencia inmediata de (i) y (ii). 

Proposición. 1.1.2.24 Sea SCIRn, e'ntonces 
(i). env b(S) es el mínimo conjunto convexo y balanceado 

c, 
que contiene a S. 
(ii). env b(S) es la intersección de todos los conjuntos c, 
convexos y balanceados que contienen a S. 

m -m 

(iii). env b(S)={L,>-. x .e: IRn; A .i;:IR, LI A .\fl, x .E. S, mEIN} 
c, jQ i i i ~i i i 

Prueba: 
(i) Denote B=env b(S). Hay que ver que: e, 
(a). B es un conjunto convexo y balanceado 
(b). ScB 



( c). Si C es un conjunto convexo y balanceado tB.J. que Scc, 

entonces Bcc. 

-En efecto, 

(a). Claramente B es convexo, que sea balanceado se sigue 

del lema l.lo2.22. 
(b). Es inmediato que Scbal(S)cconv(bal(S))=B. 

(c). Por el lema 1.1.2.23, si C es convexo y balanceado 

y scc, entonces bal(S)cbal(C)=C y conv(bal(S))cconv(C:)=C. 
(ii). se sigue demlas proposicione~ 1.1.2.6 y 1.1.2.18. 
(iii). Denote T=(2o<.x.EIRn; CX·EIR,¿jo:.j~l, x.E.S, mEIN}. Hay 

i•l l l l i•l l l 
que ver que: 

(d). T es un conjunto convexo 
(e). T es un conjunto balanceado 

(f). SCT. 

En efecto, 

"' (d) ·..,,Sean y1 ,y2ET, entonces existe mEIN tal que y 1 =¿:~ixi y 

L. ' , ' ( 1•1 Y
2

= / <A. x. , en donde algunos o(. o D(. son cero en caso de 
).;1 l l l l 

que sea necesario), de tal man.era que y1 y y2 se expresen 

como combinaciones lineales de los mismos elementos. Si ~~[0,1], 

entonces ~y1 +(1-~)y2=f(M.+(l-~)o<:)x.ET, ya que, 
m m 1,1 í 1

111 
l l 

hlj~o:i + (1- ~)e<~ 1 ~ ~f,'¡ ICXil +(1- ~)~lixj 1 f ~+(1-p=l. m 
(e). Sea yE.T, entonces existe melN tal que Y=t).x .. Si UEIR 

rn m ,.~ 1 l 'Ttl I -
con 1 u¡.::1, entonces µy=>' (u~. )x. e:T, ya que ¡;:, lf11\I =l ll 1.I! 1 Ajl .:l. r f.t 1 i i .i;i r· 1, 1 
(f) • Obviamente para m=l se tiene que SCT. · 

De los incisos (d), (e) y (f) se concluye que BCT. Se verá 

ahora la contención contraria, TCB. Sean x.E.S y ~.EIR, tales 
,,, 7T1 o(t l l 

que >'lot·lfl. Ponga t=)'lo< .¡ y ~·= =-=
1
;.1, entonces l~~=tfl, lo 

T:i l ti., l J_ 1 \ 1c<·¡ 
cual implica que A.x.eoal(S). Sea ahora A·= t1, entonces "' ri l -m m (C( ;( k+ m 
\'1 =l y A.E lü,11, de donde _E,A.B.x.=~ -t ~ x.=¿ll(.X. E.B. 
f.{'i i j-¡ l\l l i<J. l<X¡I l i-i 1 l 
Por lo tanto TcB y en consecu~ncia T=B. -

21 



La noci6n de hiperplano de soporte y la propiedad que tie

nen los conjuntos convexos ajenos de poder ser separados 
por hiperlanos constituyen una parte importante de la te.2_ 
ría de optimización. Casi todas las condiciones de optim~ 

lidad y dualidad las utilizan en algún sentido. 

Los resultados que a continuación se derivan están basados 

en el siguiente hecho geométrico: Dado un conjunto convexo 
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y cerrado CCIRn y un punto y1C, existe un único punto x"EC que 
minimiza la distancia a y. 

Teorema. 1.1.2.25 (Teorema de proyección o Lema de Riesz) 
Sea Ccffin un conjunto convexo y cerrado y y~C. Entonces exi~ 
te un único punto x*EC que minimiza la distancia a y. Algo 
más, x* minimiza la distancia a y si, y sólo si <x-x* ,x-*-Y> ~O 
para toda xEC. 
Prueba: 

Sea t=inf{Uy-xlJ; xec!>O y sea (xk)kEIN una sucesión de eleme_!! 
tos de e, tal que lly-xku -r~ cuando k -7o:>· Se verá aue lim x1 ' , "--'>"' e 
=X*G C probando que {xk) kEIN es una sucesión de Cauchy. En 
efecto, utilizando la ley del paralelogramo, se tiene que 

2 2 2 2 2 
IJxk-xmll =ll(xk-y)-(xm-y)\I =211xk-yll + 2llxm-Yll - i¡xk+xm-2yl\ 

=21tx:k-yll2 + 211xm-ylJ2 - 411xl<2 Xm_ y11 2
G 21\Xk-Yli2 + 211xm-y112 

- 4t 2 -7 2t2+2t2-l;l-t2=0 cuando k,m ->¡ro. Note que x"2 Xm¡¿c y 

{xk1kEIN es una sucesión de Cauchy. Por lo tanto {xk1kEIN 
tiene un limite x*EC, ya que, C es un conjunto cerrado, 
así, lim xk=X*EC. Para probar la unicidad, suponga que 

, lH~ - 2 ¡2 -¡¡2 2 lim xk=XEC, entonces OGl!x*-xll ~ 211xk-x*I + 21lxk-x - 4J~ 
1-<'>CX> 2 2 2 -
= 2f + 2r - 4r =0, de donde x*=x. 
Suponga ahora que <x-x*,x*-y)~O para toda XEC, entonces 

2 2 2 2 2 llY-x 11 =llY-X*+(x*-x) ll = llx-x* // +llx*-yll +2(x-x* ,x*-y)~llx*-yll 
para toda xEC. 

Recíprocamente, si lly-x*ll 2~11y-x1l2 para toda xec, entonces 



si A)ü, lly-(.>.x+(l-)-)x•ll 2=lly-,x*-.>-(x'-x•)ll 2=11y-x* 11 2 para toda 

x€.C. Por otra parte lly-x*-,\(x-x*)ll 2=11y-x*ll 2+X2 11x-x*ll2 + 

2>.<x-x•,x•-y), lo cual implica ), 2 11x-x*Jf2 + 2).<x-x•,x•-y:> 
~O para toda xE:C, así dividiendo por~')() se tiene ).llx-x* 11 2 

+ 2(x-;x*,x*-Y)70 para toda XEC. Si ).~O, se sigue gue 
<x-x• ,x•-y>~o para todo xe:C. 

y 

Figura 11. Distancia mínima de y1C a C, 
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Uno de los conjuntos convexos más importante es el hiperpl~ 
no. El concepto de hiperplano es fundamental en el entendi

miento de la teoría de optimizaci6n. La definición más natu 
ral de hiperplano se obtiene de la generalización 16gica de 

las propiedades geométricas de un plano en R3 º 

D~finición. 1.1.2.26 Un conjunto VCRn es llamado una varie
dad lineal si dados x,yr:V, se t'iene gue )..x+(l-),)yi=.V para to 
do t. E.IR. 

Observe que la única diferencia de esta definición con la de 
conjunto convexo, es que, dados dos puntos del conjunto;toda 
la linea gue pasa a través de ellos pertenece también al COI!_ 

junto. En ~n todos los subespacios trasladados son variedades 



lineales, en g:meral, se puede ;hablar. de l~,.af~insi6h: ~e· una 
variedad como la dimensi6n;:aé1: sub'~;fi~;a~~~'~:g_p.·~~~~~~iii'da.do ·. 

,., ~~'"•:. ( ··. 

coincide con la variedad. :. :· "~ · •> 

Definici6n. 1.1.2.27 Un hi~efpla~~::I1 ~nJ~;~·1lll8. variedad de 

dimensión n-1 • 

o . 

Figura 12. Un hiperlano en el espacio R3. 

Lema. 1.1.2.28 Sea VCffin una variedad lineal y sea yeV. Si 
I1=V-y, entonces M es un subespacio de ffin. 
Prueba: 
Claramente 0E.I1. Sea XE1'1 y ~ECR, entonces X=v-y y rt.x=rJ:V-ri.y+y-y 
=~v+(l-~)y-y con ~v+(l-cx)yeV, de donde ~xEM. Sean x,z€M, e~ 

tonces X=v-y, z=w-y con v,wEV, entonces x+y=v+w-2y, de donde 
~(x+y)=~(v+w)-y, siendo asi que tCx+y)EM, de donde x+yeM. 

Proposición. 1.1.2.29 Un subconjunto H de ffin, es un hiperpl~ 
no si, y s6lo si existen pERn, p! O y ~ER, tales que H={xEffin; 

(p,x) =CX} • 

Prueba: 
Suponga que existen pEffin, pf O y ~fffi,tales que H={xciRn;(p,x> 
=d]. Observe que Hes una variedad lineal, ya que, si·x,y~H 

y AER, entonces (p,~x+(l-A)Y>=A<.P,x)+(l-~)~p,y)=)~+(l-~)~ =~· 
Sea yEH, entonces por el lema 1.1.2.28 I1=H-y es un subespacio. 



Este subespncj.o consiste de todos aquellos eleme~tos <ZirRn t§! 

les que <P, z)=O, ya que, si z"rn; entonces z=h-'y ~~!1 he::H, de 
donde (p, z)={p,h)-(p,y)=c(-t<=O. y :por lo fa.rito dim M=n-1 pues
to que r.1J..= <P), donde (p) denota el subespacio generado por 
el vector p. 
Recíprocamente, si el conjunto H es un hiperplano, entoncBs 
M=H-y es un subespacio de dimensión n-1. Sea p<!Rn, p;fO, tnl 
q_ue Iill.=(p) , así li:=1xe\Rn; (J:.,x/=O}. Tor.ie o:=<p,y>, si x!OH, e_!! 
tonces x-yEH-y, teniéndose que (o,:.v-(-(p,y>=O, de donde (p,x) 
=ex. Por lo tanto Hc{xe!Rn; <p,x')=o(} y como yo. se so.be que 
{xelRn; (p,x>=:J tiene dimensión n-1 al igual que H, se cor.el~ 
ye con esto 12 pruebo. de la proposición establecida. 

Por la proposición anterior se sigue que un hiperplano H 
en Rn, es un conjunto de la forma {xt:Rn; <p,x)=cx}, donde 
pr;IRn, p/02~. El vector pes llamado el vector normal a H. 
Un hiperplano H define dos serniespacios cerrados ( en el sen 
tido topológico) H(~ )={ xr;\Rn; <P ,x);,,o,} y H( 6 )= { xt:Rn; (p ,x) ~«}. 
Asimismo, H define dos semiespacios abiertos ( en el sentido 
topológico) H(>)=\xeRn;<p,x/><:t} y H(<)={xelRn;<p,x)<o<.}. 
Se concluye entonces que cualquier punto xe\Rn satisface la 
tricotomía XEH(>) ó xEH(<) ó xeH. 
También un hiperplano H puede ser referido a uno de sus p~ 
tos, esto es, si yEH, entonces (p,y)"'°' y en consecuencia 
H<={xeRn;(p,x-y)=O}. 

Definición. 1.1.2.30 Sean S,TCRn dos conjuntos no vacíos y 
sea H"'txEIRn;(p,x),,,~1 un hiperplano. 
(i). Se dice que el hiperplano H separa a S de T, si (p,x) 
~cx para toda xcoS y (p,x)60( para toda XE.T. 
(ii). Si en (i) se tiene que SUTÍH, entonces se dice que H 
separa propiamente a S de T. 
(iii). Se dice que el hiperplano H separa estrictamente a 
S de T, si(p,x)>o( para toda XES y (p,x)(ot- para toda XéT. 



(iv). Se dice que el hiperplano E separa fuertemente a S de 

T si existe un número 
0

E:>O, tal que (p,x)"' °'.+~ para toda xeS 

y <p,x)~cx para toda xeT. 

Una interpretación geométrica de la definición anterior se 

muestra en la siguiente figura: 

s 

H 

(a) Separación (b) Separación propia 

..... ---- ..... ~ 

/' 
! ' 
1 s j/ 
!\ ._/T:---·· 'f 

H/( . ,' 
... " ~ ..... _ .... ,,.·· 

(c) Separación estricta (d) Separación fuerte 
Figura 13. Tipos de separación. 

Obviamente ·se tiene: 

26 

Proposición. 1.1.2.31 Separación fuerte~ Separación estricta 
'9 Separación propia ~ Separación. 

Separación fuerte 

Separación estricta 

Separación propia 

l Separación 
1 

Figura 14. Contención entre separaciones. 
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A continuación se presentan los teoremas de ssparaci6n: 

Teorema 1.1.2.32 Sea S un conjunto convexo, no vacío y cerr!! 
do de IRn y sea y4s. Entonces existen un vector no nulo ·pe:lRn y 

un escalar cxeolR, tales que (p,y)>o< y <J¡,x/.GC( para todo XE.S y 

por lo tanto la separación es fuerte. 

Prueba: 
Puesto que S es un conjunto convexo, no vacío y cerrado de IRn 

y y4s. Por el teorema de proyección, existe un único x•e: S tal 

que(x-x*,y-x*/~O para todo xES, equivalentemente (x,y-x*?~ 
(x*,y-x*/ para todo xeS, entonces Jly-x*il2=<Y-x*,y-x*)=(y,y-x*> 
-<x* ,y-x*)~(y,y-x')-(x,y-x*/=(Y-x,y-x*¡ para toda xES. Sea p= 

2 2 
y-x·f.O, asi 11 y-x*ll 6.(y-x,p) y por lo tanto (p,x/ +Jly-x*JI !f 

(p,y) para todo xeS 6 (p,x)dp,y) para todo xe:S. Sea O(=sup{ 
(p,x>; xes}, entonces <p,x)~~ para todo xES y (p,y)~~. 

Corolario. 1.1.2.33 Sea S un conjunto convexo, no vacío Y 
n 

cerrado de IR . Entonces S es la intersección de todos los 

semiespacios que lo contienen. 

Prueba: 
Obviamente S está contenido en la intersección de todos los 

semiespacios que lo contienen. Para verificar la otra cante~ 
ci6n. Suponga que por el contrario, que existe un YfS que 
pertenece a la intersección de todos los serniespacios que 
contienen a S. Por el teorema 1.1.2.32, existe un semiespacio 

que contiene a S pero no a y. De donde y no está en la interse~ 
ción de todos los semiespacios que contienen a S, lo cual es 
una contradicción, probándose así el corolario propuesto. 

La discusión próxima será basada en el teorema de Farkas, el 
cual ha sido ampliamente usado en la obtención de condiciones 
de optimalidad de problemas de programación ya sea lineal o no 
lineal. 
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Teorema 1.1.2.34- (Lema de alternativa de Farkas) 

Sea A una matriz de orden mxn y e un vector de IRº. Entonces 

uno y sólo uno.de los siguientes dos sistemas tiene solución: 

Sistema (i) .. A:xfO y <c,:x)>O para algún :xi:!Rn 
Sistema (ii). Aty=c y~O para algún yEiRm 

Prueba: 

Suponga que el sistema (ii) tiene soluci6n; esto ºes, e·dste 
m t t yER , y~O, tal que A y=c, entonces O<<c ,x>=Y P.xt,o. Por lo tan 

to el sistema (i) no tiene solución. 
Ahora suponga que (ii) no tiene solución. Sea S={xt::IRn; x=Aty, 
y~O}. Note gue el conjunto S es convexo y cerrado y gue c~S. 
Por el teorema 1.1.2.32 existen p~Rn, p/O y un escalar ~EIR, 

tales que <p,c>>dY <p,x)~« para todo XES. Es claro gue OGS, 
asi O=<p,O)~«, teniéndose pues que <p,c)>º· También ~"'" 

<p,x) =ptAty=(Ap)ty=yt(Ap) para todo y~O, pero como y pu~ 
de ser tan grande como se desee, se implica que Ap~O, es d~ 
cir existe un vector pE~n, tal que <p,x)/0 y Ap60, siendo asi 
pE1R0 una soluci6n del sistema (i). 

El teorema anterior acepta una interpretación geométrica se~ 
. t 

cilla: Sean q1 ,q2 , ••• ,qm las columnas de la matriz A, entonces 
el sistema (ii) tiene solución si e pertenece al cono convexo 
generado por q1 ,q2 , ... ,qn y el sistema (i) tiene solución si 
el cono convexo cerrado {: XE.IRn; Ax~O} y el semiespacio abierto 
lxEIRº;<c,x)>01 tienen intersección no vacía. 

..(,-J 

q . 

q1~
2 

Je 

1 

I 
I 

o 

/ qn 

(b) Sl sistema (ii) 
tiene solución 

Figura 15. Interpretación geométrica del teorema de Farkas. 
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Hasta el momento se ha estudiado sobre la separación entre 

un conjunto convexo cerrado. y puntos y€1Rn que no están en élº 

Si S es abierto o no es cerrado, entonces pueden suceder dos 

cosas: A saber, 

(i) Y1tS, en cuyo caso se apliCa eFteórema 1.l.2.32 

(íi) ydS 

Se verá a continuación que para el caso (ii), un conjunto con 
vexo S tiene un hiperplano soporte en cada punto de ds en el 

siguiente sentido: 

2~finici6n. 1.1.2.35 Sea S un subconjunto no vacío de !Rn 

(S, no necssariamente un conjunto convexo) y sea xEélS. Se dj, 
ce que un hiperplano H={x€Rn;<p,x-x>=01 soporta a Sen i si, 

una y sólo una de las siguientes condiciones se cumple: 

( i ). SCH( ~), esto es, <P, x-x)~O para toda xES 

(ii). SCH(~), es decir,<p,x-x)fO para toda xES. 

Si en adición, en cualquier caso, SqH, se dice entonces que 

el hiperplano H soporta propiamente a S en x. 

~ H s s I 
H~~,ft X 

Figural6. Ejemplos de hiperplanos de soporte 
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Teore!!§. 1.1.2.36 Sea S un subconjunto convexo y no vacío de 
~n (S, no necesariamente cerrado).Y sea X€dS. Entonces existe 
un hiperplano que soporta a S en x. Equivalentemente, existe 

un vector no_nulo pelRn, tal que <p,x-x>~O para toda xES. 
Prueba: 

Sea XEoS y sea {Yk1kEN una sucesi6n tal que yk¡/_'S para toda 
kEIN y yk-;. x cuando k +ro. Por el teorema 1.1.2.32, para cg 

da yk existe un pk' el cual sin pérdida de generalidad satiE 

i'ace llPkl\=l, tal gue (pk,yk7><Pk,x¡ para toda xES. Puesto que 

la sucesión f yk}kdli' est8 contenida en el conjunto coDpé!cto 
{ xel.1.n; \lxll=lj, se tiene que existe una subsucesi6n {yk} J:JfN , 

m 
la cual converge a un eleIJento pi=-1xe.1Rn; \lxll=l} , note que 

l=lím 11 pk li=lllfm pk ll=1Jp11. Ahora bien, como {pk ,yk / -;.(Pk , 
m~co ID m~O> ID ID l!l ID 

x) paré! toda xeS, entonces lím <Pk ,yk) ~ lím (pk ,x) para 
m-'>co m rn m">CP m 

toda xeS, y por la continuidad del producto escalar se sigue 
que (p,x)-<p,x)=<p,x-x)~O para toda xeS. 

H 

Figural'?. Interpretación geométrica 
del teorema 1.1.2.36 

Hasta aquí, se han presentado resultados sobre la separación 
por un hiperplé!no entre un conjunto convexo y un punto que 
no pertenece al conjunto y sobre hiperplanos que soportan a 
conjuntos conve~os en puntos de la frontera. A continuación 
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se establecen algunos resu]_tados sobre la separación d.e c.o·n~ . 
juntos convexos, ajenós y no vacíos p¿r ~ hiperplal'l~ /el.e tal 

manera que uno de ellos pertenece a H( ~) y el otro a H(~). · 
Más precisa~ente: 

Teo~. 1.1.2.37 Sean S y T dos subconjuntos convexos, aj~ 
nos y no vacíos de Bn. Entonces existe un hiperplano H que 
separa a S de 'L; es decir, existe pEIRn, p¡fO, tal que sup\(p, 
X); X€SJ~ ínf {Qi,z); zeT}. 
Prueba: 

Definase el conjunto Q=S-T={YE~n; y=x-z, xeS y zeT}, Q 
es claramente convexo. Ahora bien OtQ, ya que SílT=~. Por el 
teorema 1.1.2.32, existen pEIRn, p,io y un escalar o\EIR, tales 
que <p,y)~o: para toda yEQ y <p,0)/c<, tenirndo así que (p,y).( 
O paro toda yEQ, es decir,(p,x/<(p,z) para todo xr:S ;t para 
todo zeT, y así sup{<p,x); xeS}~ inf{<'p,z'); zeT}. 

Esta sección se concluye con otro resultado importante en la 
teoría de desigualdades. 

Teorema 1.1.2.38 (Teorema de alternativa de Gordan) 
Sea A una matriz de oxn. Entonces uno y s6lo uno de los dos 
siguientes sistemas tiene soluci6n: 

Sistema (i). Ax<O para algún xeRn 
Sistema tii). Atp=O y p~O, p¡fO para algún pe!Rrn. 

Prueba: 
Primero se verá que si el sistema (i) tiene solución, enton
ces el sistema (ii) no tiene soluci6n. Suponga que por el co_g 
trario, que los sistemas (i) y (ii) tienen soluciones 2' y 'fl', 
entonces A~<O y como p~O, p¡fo, se tiene O)ptAx=(Atp)tx""O, lo 
cual es una contradicción. Por lo tanto, si el sistema (i), 
tiene solución, entonces el sistema (ii) no tiene solución. 
Suponga ahora que el sistema (i) no tiene solución y considere 



los dos siguientes conjuntos convexos, ajenos y no vacíos 
S={zGRrn; z=Ax, xEIRn} y T={z€1Rm; z<O}. Por el teorema ante
rior, existe un vector pelR.m, p¡éO, tal que <'.p,Ax)~<'.p,z) para 
todo xEIRn y para todo zET. Puesto que el vector zi:.T , z<O, 
puede hacerse tan grande en valor absoluto como se quiera, 
se sigue que p~O, y como OET, se sigue también que ptAx~O 
para toda. xe:IR.n, escogiendo x=-Atp, se tiene -11Atpll 2~o, de 

32. 

t donde A p=ü. Por lo tanto el sistema (ii) tiene una soluci6n. 
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1 •. 1. 3 · FUNCIONES'~()iivEXAS Y- SÚ Í}ENERALIZACJ:PN 

En est~ se'cci6ri se introduce el concepto de funci6n convexa 

y se discute sobre su propiedad de continuidad en el inte

rior de su dominio. A continuaci6n se presenta el concepto 

de subgradiente, el cual recienteoente ha despertado un cr~ 

ciente interés en la programación no lineal. Este concepto 

est~ relécionado h6n él siguiente hecho geométrico: El epí

grafe de una función convexa, es un conjunto convexo y por lo 

tanto tiene un hiperplano de soporte en cada punto de su froE 

tera. Después se presenta. la ca~acterizaci6n de las fw1ciones 

convexas diferencia.bles, así cooo un conjunto de condiciones 

necesarias y suficientes de soluciones óptimas' de problemas 

de prograoacj_6n no lineal convexa. Por último se presentan las 

generalizaciones más importantes de las funciones convexas. 

En lo que sigue, se establecen las propiedades más importan

tes que poseen las funciones convexas: 

Def_:!_!!ici6n. 1.1.3.l Sea i':S -?-IR, SCIRn, una funci6n definida 

sobre un conjunto convexo y no vacío S. Se dice -~ue f es una 

funci6n convexa, si dados x,yeS, se tiene que f(~x+(l-A)y)f 
Áf(x)+(l-)Jf(y) para todo ).E-[0,1]. 

Se dice que una función f:S ~Res c6ncava si-fes convexa. 

Un par de resultados inoediatos que se desprenden de Ja defi 

nici6n anterior son que: Si f:S 71R, SCIRn es una. función COE 

v~:.·.a, entonces el conjunto de nivel o:, S<(={xES; i(x)~ o(} es 

un conjunto con~exo para toda o:E:R, y que si {xl'x2 ,x ... ,xk}CS Y 

{>.
1

,).
2

, ... '~k}C IR s_~m tales que \n~O para toda m, .L,>.m=l,en-

tonces r(± >-mxm)f )' >.mr(xm). rn'
1 

Jn•1 J:\•l 

La noción de función convexa es gráfica~ente representada en 

la siguiente iigura: 



(a) función convexa 

y 

f 

(c) función convexa 

y. 

(d) función no convexa 

• 1 
• 1 
1 1 

~ 
(b) función convexa 

(d) función convexa 

-~ 

(f) función no convexa 

Figura 18. Ejemplos de funciones convexas y no convexas 

34· 
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De las propiedades relevantes que se estudiarán, la primera 
consiste en el hecho de que, si f:S ..:¡.IR es una furici6n conv~ 
xa definida sobre un conjunto convexo SC!Rn, entonces f es una 

función continua en el interior de su dominio. 

Definición. 1.1.3.2 Sea f:S _,,.IR, SC!Rn, S~P, se dice que la 
función f es continua en el punto x~S si, dado E)O, existe 
Ó>O tal que llx-;yll~~implica lf(x)-f'(y)\~€:. 
Si f es continua en todo punto de S, se dice entonces que f 
es continua en S. 

La definición anterior expresa que para cada vecindad V de 
f(x), existe una vecindad W de x, tal que f(y)EV para toda y 
eW, es decir, f(W)CV. 
Un hecho dtil y sencillo de probar, es que: Una función f:S ~ 
IR, SCRn., es continua en el punto xE:S si, y sólo si f(x1,) ~ 

f(x) parn toda sucesión {x¡J kEN' tal que xk _,,. x cuando le -rro. 

Te~. 1.1.3.3 Sea S un subconjunto convexo no vacío de ffin 
con Int(S)f~ y sea f:S ~ffi una función convexa. Entonces fes 

continua en Int(S). 
Prueba: 
Sea yeint(S), se verá que fes continua en y, es decir, que 
dado E.:>O, existe ó>O, tal que, llw-yll~b implica \f(w)-f(y)\ ~é 
Sea pues,E>O, uuesto que yeint(S), se sigue que existe ó'~o, 
tal aue l!x-yll<i' implica xeS. Tome cualquier v;e{xe.!Rn;llx-yil(~}. • , , 1n 
Si wk-yk~O,sea zk=Jek' en caso contrario zk=-~ek' donde 

{ek}l~k~n es la base algebraica canónica de !Rn. Entonces 
n 

w-y=L,~kzk donde ~k~O para toda k. En efecto, si {ek}l6k~n 
l<-1 

.es base algebraica de IRn, enton;es también lo es [ókk1l6 k6 n. 
Algo más, si cualquier vector Óek se reemplaza por -áek' en

tonces también se tendrá que {zk}l~k~n es una base algebraica 
de !Rn. Por lo tanto, existen escalares ~keffi (k=l,2, ••. ,n), 



n . 
tales que ex k~O para toda k y w-y= ~o<k~k· En consecuencia 

Uw-y11 2=Eó'a~, de donde'Uw-yll,,;f/[t}r1.~J'2-. Ahora exaininese la 
X•L •1 

función f evaluada en el punto w, 
ll n 

f(w)=f(y+ :0 O(kzk)=f(.L,i- (y+ncx.kzk)) 
:K•l n >«1 

~ ~ -fi- f ( y+nO(kzk) 

=-rZ~ f( y-no<ky+nc<ky+nC\'kZk) 

=f¡ L,, f( ( 1-nc<.. )y+nc<., ( y+zk)) 
l{"J K K 

Si se quiere aplicar la propiedad de convexidad de la fun 

ción f como sigue: 

f ( ( 1-nock) y+nixk (y+ zk)) 6" ( 1-nc{k) f (y )+nO\kf ( y+z¡J , 

se requiere que O~nixk~l, en cuyo caso se debe pedir que 
l , • n. 2 l. 6' 

o\kfn, así IJw-yJi= ó ( _L,o( 1 ) 2 ~ - , y por lo tanto 
n ~·1 .{ VI\' n. 

f(w)fft ~ ( Cl-nc:1.k)f(y)+nO(kf(y+zk) )=f(y)+ L,o<k(f(y+zk)-f(y)), 
~l n k~ 

de donde f(w)-f(y)~ Lo<k(f(y+zk)-f(y)). 
J<•1 

Si se quiere ahora que f(w)-f(y)~E, ponga 8=max[max[f(y+Ó~k 
' J~l\~n 

-f(y),f(y-bek)-f(y)}}. Observe que e es un n6mero finito 

no negativo, si 8=0 reemplace e por 8+1. Entonc"es f(y+zk)

f(y)fe para toda k, teniéndose que f(w)-f(y)~e¿c<k. Si se 
E .l\3.1. 

toman los D\k' de tal manera que o(kfne para todo 
1
k, e;ntonces 

llw-yll~Ó implica que f(w):..f(y)~E , donde b=r:iintvf, ~~}. 
Para concluir la prueba del teorema, basta demostrar que 

f(y)-f{w)~E • Sea z=2y-w, entonces llz-yll=lly-wll"'~ , en CD.!} 

secuencia f(z)-f{y)"'E, pero y=tz+iw, y puesto que f es una 

función convexa f{y)~-?!-f(z)+kf(w) ó f(y)-f(w)~f(z)-f(y)""E. 

Uno de los conceptos particularmente 6til en el desarrollo 

de condiciones necesarias de optirnalidad en programación no 

lineal, es el concepto de razón de cambio instántaneo del 

valor de una función en una dirección. 

36 
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Definición. 1.1.3.4 Sea SCIRn, S/~ y abierto .y sea f:S '."?fil. 

Sea XES y d€~n. d/O, ~al que x+AdeS para ~)Q suficientemente 

pequeño. La derivada de Gateaux de la función f en el punto 
xES en la dirección d!ffin, denotada por Df(x;d) est,·dada ~or 

el siguiente límit~ si es que existe: 

Df(x;d)=lfm f(x+>.d)-:f(x) = iL f(x+).d)I 
).?Q+ ).. d;. ?.=O 

Si la :función :f es Gateaux-diferenciable en todo punto de S, 
se dice entonces que f es Gateaux-diferenciable ~n S. 

Una propiedad inportante de las funciones convexas Gateaux

diferenciables es mostrada en la siguiente proposición: 

Proposición. 1.1.3.5 Sea SC!Rn, S/,0 abierto y convexo y sea · 

f:S -71R una función convexa Gateaux-diferenciable en el punto 
xeS, entoncE;s Df(x;d)= ínf {f(x+>.dl-f(x) ; >.>o) , donde d€Rn, 

dpO y ).. >O sufici.enternente pequeña, tal que x+>.aes. 
Prueba: 

Sean f,>.rrt, ¡nbo, suficientemente pequeños. Por ser f una 

función convexa, se tiene que f(x+,Ad)=f(fr(x+jld)+(l- p)x)~ 

fr f(x+p.d)+(l-"'fo:)f(x), ésta úl tir:ia desigualdad implica 

f(x+,>.d)¡f(x) ~ f(x+µ~-f(x) • Sea 'f':(O,ro) -t IR, definida por 

lJ'(A)= f(x+Ad)-f(x) , por lo tanto si ).<)1-, entonces 'f'().)~ 
~(p), es decir~ es una función no decreciente de A)Ü y acQ 
tada inferiormente por Df(x;d) con lo que se conc1uye la pru~ 
ba de la proposición. 

A continuación se estudia el concepto de subgradiente de una 
función convexa, €sto será hecho estableciendo primero los 
conceptos de epígrafe e hipógrafe de una función convexa, 
los cuales a su vez, co¡;¡o verernos, son útiles en la caract~ 
rización de las :funciones convexas. 
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Una función f:S ~fin definida sobre un subconjunto no vacío 
S de Rn puede ser totalmente descrita mediante el conjunto 
{(x,f(x)); X€S}CIRn+l, este conjunto es llaI:Jado la gráfica de 

f' y es denotado :por graf(f) .• Existen dos conjuntos estrecha
mente ligados a graf(f): la epígrafe y la hipÓgrafe denotadas, 
respectivamente por epí{f) e hip(f). 

(i). La epígrafe de la función f, consiste en el conjunto 

} 
n+l 

epí(f)={(~ 1 f(x)); f(x),.;J', xeS, ;¡'G.8 CIR . 

(ii). La hipógrafe de la función f, consiste en.el conjunto 
hip(f)'= {U,f(x)); f(x)~;f, xES, tE:IR}C8n+l. 

Figura 19. Ejemplos de epígrafes e 
hipógrafes. 

El conjunto epí(f) consiste de aquellos puntos 
tán por encima de graf(f) y el conjunto hip(f) 

n+l á d quellos puntos en IR que est n por debajo e 

en IRn+.l que e~ 

consiste de .§. 

graf(f). Estas 

nociones conducen a una caracterización muy ii~portante de las 

funciones convexas. 



Proposición. 1.1.3.7 
de IRn y f:S ~IR una 

xa si, y sólo si su 
Prueba: 
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vacío Sea S un subconjunto convexo y no 
función. Entonces, f es una función conve 
epígrafe es un conjunto convexo. 

Suponga primero que fes una función convexa y sean (x,~ 1 ), 

(y,t2 )Eepí(f). Se tiene que ver que ~(x,t 1 )+(1-~)(y,/2 )eepi( 
f) para toda ,\e[O,l]. Si (x,J'i),(y,-;¡' 2 )Eepí(f), entonces 
f(:x)~t1 Y f(y)='f2 • Sea ).E[O,lJ, entonces f0x+(l-,\);y)~ ).f(x)+ 
(1-).)f(y)~ .>.~1 +(1-~)t2 y por ser S un conjunto convexo ),x+ 
(1-)JyeS y lo anterior ir.Jplica o_ue (},x+(l-).)y,Aó\+(l-~)t2 )E 
epí(f) para toda ~~[9.~ , es decir, epÍ(f) es un conjunto COQ 

vexo. 

Recíprocar:Jente, suponga oue epí( f) es un conjunto convexo y 
sean x,yES, entonces (x,f(x)),(y,f(y))eepí(f) y por la con
vexidad de epí(f), se si~ue que (,\x+(l-,\)y,).f(x)+(l-~)f(y)) 

Eepí(f) para todo ,\ero,D , por definición lo anterior implica 
f0x+(l-~)y):!i)f(x)+(l-~)f(y) para toda )-.eEJ,1]. lo cual implJ: 
ca que f es una función convexa. 

De manera análoga, se puede demostrar que el hip6grafe de una 
función cóncava es un conjunto convexo e inversamente. 

En el transcurso de la sección anterior se estudió sobre la 
existencia de hiperplanos que soportan conjuntos convexos en 
puntos de su frontera. Este hecho conduce a la noción de SUE 

gradiente, el cual se discute a continuación: 

Definición. 1.1.3.8 
( i). Sea S/0 un subconjunto convexo de IRn y sea f:S -r/R una 
función convexa. Se dice que el vector~ es un subgradiente de 
f en el punto xeS si f(x)~f(xJ+<~,x-x) para toda XES. 

(ii). Análogamente, si fes una función cóncava, ~!fRn es un 
subgradiente de 1· en xE S si f(x)~f(x)+<~,x-x) para toda x 
ES. 
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1 
1 

~Cx) 
1 
1 

S 5-5----'=----IY-'l~ 
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(a) Subgradiente de una 

.función convexa 
(b) Subgradiente de una 

función cóncava 

Figura 20. Ejemplos de subgradientes 
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1:'..§'.greE_J_§. 1.1.3.9 Sea S un subconjunto convexo con interior 
no vacío en lRn y sea f:S -rlR una función convexa sobre S. 

Entonces para cada x~Int(S), existe un subgr8diente ~ de 

f, tal que el hiperplano H={(x,y-)¡)'=f(x)+<~,:x-x>, xdtn, d'e:IR} 
soporta al epígrafe de f en (i,f(i)). En particular f(x)~ 
.f(x)+<tx-i> para toda xeS (J, es un subcradiente de f en i). 

Prueba: 

Puesto que f es una función convexa, por la proposición 1.1. 

3.7, epí(f) es un conjunto convexo. Adem8s (x,f(x))eo(epi(f)) 

para toa.a xeS. Por el teorema 1.1.2.36; existe un vec.tor.no 

nulo (p,µ_) ElRl):IR, tal que <p,x-x)+f(t-f(x))~O para toda (x,jl)E 

epí(f). Observe que )J-~O, ya que en caso contrario, se podría 

escoger t suficientemente grande, de tal I3anera que la desi
gualdad establecida conduzca a una contradicción. También si 

P=ü, entonces (p,x-x)~O para todo xeS y puesto que xeint(S), 

existe A>O, tal que i+Ape:S y por lo tanto <p,x+,).p-x)=(p,).p)= 

.>.!JplJ 2~o, de donde p=O y así (p,p.)=0, lo cual contradice el he 

cho de c::.ue (p,p.)fO. Sea ~=_E , entonces <~,x-:x)-,Y+f(x)ofO 
lfl 
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para toda (x,t)&epí(f). En particular, el hiperplano Y=f(x) 
+(~,x-i) soporta a epí(f) en el punto (x,f(i:)). ;:li j'=f(x), 
entonces f(x)~f(x)+(~,x-i:) para todo xeS. 

Figura 21. Interpretación geométrica del 
teorema l. l. 3. 9 

En la figura anterior se observa que un subgradiente es la 
pendiente de una recta (un hiperplano) de soporte del epígr.§ 

fe de la función f en el punto i:~S. 

Un concepto más general de diferenciabilidad que el de deriv.§ 
da de Gateaux, es el concepto de derivada de Fréchet. 

Definición. 1.1.3.10 Sea SCIRn, SI%, abierto y sea f:S -7-R. 

Se dice que la función f es diferenciable en el punto XES 
en el sentido de Fréchet, si existe una transformación li
neal continua Tf(x):IRn ~IR, a~ (Ti'(x) )(d) con dE!Rn, tal que 
si x+dES, se tiene que i'(x+d)-i'(x)=(Tf(x))(d)+o(lldll), donde 
o(lldll) significa que lo(ll dll)l/lldll 7 O cuandolldllr O, o(lldll) 
es llamado un infinitési~o de orden superior al primero con 
respecto de lid 11. 
Si f es Fréchet-diferenciable en cada punto de S, se dice en 
tonces que f es Fréchet diferenciable en S. 
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Se puede probar que (T.f(x))(d)=<gradf(x),d>, donde grad.f(x)=( 

Gl.f(x) (}.fCx) ;}fcx>) Note que para que una .función sea Fréchet-ax1 1 ;:JX
2 

, ••• , 3Xn 

diferenciable no basta con que gradf(x) exista; sino que es 
necesario que las derivadas parciales sean continuas. 

Definici6n. 1.1.3.11 Sea SC!Rn, Sf~, abierto y sea f:S +fil. 

Se dice que la función f es dos veces Fréchet-diferenciable 
en el punto XES, si existe una transformación lineal continua 
Tf(x):IRn~IR, d€1Rn ~ (T.f(x))(d) y.una transformación bilineal 

continua Bf(x):IRnx!Rn _,,.IR, (d,d) 17 (B(f(x))(d,d) tal que si ·x+deS, 
entonces f(x+d)-f(x)=(T.f(x)) (d)+(Bf(x)) (d,d).+o('lld11

2
) 

= (gradf( x) , ct>+ ( Bf( x) )( d, d)+o( lld1!2 ), 

donde o( lid 11
2 ) satisface lo( lldll 2 )V11dll 7 O cuando 11 dli-r O, o( lldJJ 2 

) es llamado un infinitésioo de orden superior al segundo con 

respecto de lldll. 
Si.una función fes Fréchet-diferenciable en cada punto de S, 
se dice entonces que f es Fréchet-diferenciable es S. 

Se puede probar también que (-B(.f(x))(d,d)+k<d,H(x)d), donde 

H(x) es la matriz Hessiana de f en x; H(x)'.'° [a(~xJ l='k, j='n 

Las .funciones Fréchet-di.ferenciables definidas sobre conjun
tos convexos poseen las siguientes propiedades enunciadas en 
dos proposiciones, las pruebas se omiten y pueden ser encon
tradas en la referencia 

Teorema. 1.1.3.12 (TeoreLia del valor medio) 
Sea S un subconjunto convexo, abierto y no vacío de !Rn y sea 

.f:S 71R una .función Fréchet-di.ferenciable en S. Entonces para 
todo x,y~S, se tiene f(y)=f(x)+<gradf(z),y-x), donde z=Ax+(l 
-)..)y para algún ).dO,l) • 

Te~. 1.1.3.13 (Teorema de Taylor) 

Sea S un subconjunto convexo, abierto y no vacío de ~n y sea 
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f:S ~ ¡:¡ una función dos veces Fréchet-::-di:ferenciable, entonces 

para todo x,yES, se t·iene f(y);;;,f(x)+(gradf(x) •. y-x)+i(y-x,H(z) 

(y-x)), donde H(z) es la matr.i.idiessiana de f en z y z=>oc+(l 
-).)y para algún ,\e(O,l}. . '\ : 

A continuación, se presenta un resultado que caracteriza a las 

funciones convexas en términos de la matriz Hessiana. 

Leoa. l.l.3.14 Sea SclRn, S,±~, abierto y convexo y sea .f:S -r 

IR una función Fréchet-diferenciabl e en el punto xES. Enton

ce¡;¡ el c"'onjunto de subgradientes de f en x, es el conjunto 

que consiste s6lo del elemento gradf(x). 

Prueba: 

Por el teorema 1.1.3.9, el conjunto de subgradientes de f en 

x es no vacío. En consecu~ncia, existe ~~ffin, tal que para)? 

O suficienteL1ente pequeña f(x+/.d)~f(x)+)(~,d), donde ÜEIRn es 

un vector arbitrario. Taobién por definición de Fréchet-dif~ 

renciabilidad de f en x, se tiene que f(x+Ad)=f(x)+~<gradf(x), 

d)+o(A). Después de restar las dos expresiones P?ia f(x+)d),_ 

d:j.vidir entre ).>O y tomar el límite cuando ,\7Q, se sigue que-

<!f-gradf(x) ,d)~O, escogiendo d=~-grad:f(x), se tiene que 11 ~

gradf(x) 11 2~0, de donde ~=gradf(x). Esto completa la prueba. 

y 

gradf (x) (y-x) 

Figura 22. Interpretación geométrica 

del lema 1.1.3.9 
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Si SCIRn, Sl0 es un conjunto abierto y convexo, y si f:S _,,.~ 
es una función convexa·Fréchet-diferenciable, entonces por 

el teorema 1.1.3.9 y por el lema anterior, se tiene que f(x) 
~f(x)+<gradf(x),x-x) para toda x,xES. 

Teorema. 1.1.3.15 Sea S un subconjunto no vacío, abierto y 
convexo de IRn y f:S _,,IR una función convexa dos veces Fr3-
chet-diferenciable sobre S. ~ntonces f es una función con-

vexa si, Y sólo si la matriz Hessiana H(x) es semidefinida posi 
n -

tiva en cada punto xES, es decir, (y,H(x)y)~O para todo yEIR 
y para todo xeS. 

Prueba: 

Sea x~S. Puesto que S es un conjunto abierto, entonces para 

cualquier yEIRn, se tiene que X+AyES para ~suficientemente 
pequeña. Ahora bien, como f es convexa y Fréchet-diferencia

ble, entonces f(x+AY)~f(x)+~(gradf(i),y} y por ser f dos ve
ces Fréchet-diferenciable f(x+Ay)=f(x)+A<gradf(x),y)+~A'cy,H(x) 
y) +O(A2), después de restar adecuadamente las dos expresio
nes para f(x+Ay), se tiene ~A 2(y,H(x)y)+o(A2 )~0, dividiendo 
entre A2>0 y tomando el límite cuando A~ o, se obtiene el r&_ 
sultado pedido. 
Recíprocamente, sean x,xeS y suponga que H(x) y H(x) son ma
trices semidefinidas positivas. Por el teorema del valor me
dio se.tiene que f(x)=f(x)+(gradf(x),x-x/+~<x-x,H(x)(x-i)), 
donde °i=AX+(l-)-)x para algún ~~(0 7 1) y como x.:.s, se tiene que 

f(x)~f(x)+<gradf(x),x-x). Sea y~s cualquiera, entonces también 
es válido que f(y)¿.f(x)+(gradf(X) ,y-x), multiplicando la des.:!:_ 
gualdad para f (x) por cualquier olE(O, 1) y la de f (y) por 1-cl... , 
y sumándolas, se obtiene <Xf(x)+(l-O()f(y)¿.f(x)+(gradf(x),«x+ 
(1-ol)y-x), si ahora se toma X=olx+(l-o<.)y, se tiene cl(f(x)+(l-o\) 
f(y)~f(o(x+(l-Q/)y) para cualquier c<!ó(O,l). 

A continuación se estudian condiciones necesarias y suficien
tes de soluciones óptimas de problemas de programación no li

neal convexa: 
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Sea f :IRn ..;. IR una función convexa y S un conjunto corivexo no 
vacio de IRn. Considere· el problema 

(I). Minimizar f(x) 
sujeto a xES 

Se recuerda aquí que x*eS es un mínimo local del problema (I), 
si existe E/'0, tal que f(x*)~f(x) para todo xeS que satisfa

ce llx-x*ll<f.. También se dice gue x*e.S es un mínimo t::lobal, si 

f(x*)~f(x) para toda xeS. 

Teorema. 1.1.3.16 Considere el problema (I). Entonces x*eS es 

una solución 6ptiE1a glob::::l de (I) si, y sólo si la función f 
tiene un subgradiente ~en x* tal que (~,x-x•/~0 para toda xeS. 
Prueba: 

(Suficiencia) Sea ~ un subgradiente de f en x*, entonces 

f(x)2f(x•)+<~,x-x*) para todo xeS. Pero por hinótesis<~,x-x*) 
;:.,o p::::r:::: toda xeS, de donde f(x);>,f(x*)+q~,x-x*:>~f(::;..""'·) para 

toda xeS, lo cual implic:::: que x•· es un 6ptiEJo glob::::l de (I). 

(Necesidad) Suponga que x* es solución óptima global de (I) 
y considere los dos conjuntos siguientes: Q1={(x-x*,t); XEIR.n, 
t>f(x)-f(x*)} y Q

2
= {(x-x* ,~) ¡ xES, )1 ~O}. Los conjuntos i.;¿1 y Q.2 son 

conjuntos convexos, ajenos y no vacios. Por el teorema 1.1.2. 

37, existe un hiperplano que los separa, es decir, existen un 
vector (p,f)e~n+l, (p,f)IO y un escalar ~eR, tales que: 

(i). <p,x-x*)+)-lt ~ex para todo (x-x*,~')e.Q1 , 

(ii).<p,x-x*>+ p)1;;,,01. para todo (x-x*,tkQ2 • 

Ahora bien, note que el vector (O,O)e.Q2 , ya que x*eS y /=0 
satisfacen los requisitos de pertenencia. Por lo tanto de (ii) 
se obtiene que el .fO. Por otra parte, ScRn y por lo tanto (O,f)E. 

Q1 implica. p ~6c( para todo (O, t )e: Q1 • Pero a 1 oisr:io tiempo (O,<)' )e; 

Q1 permite aue t>f(x)-f(x*);>,O, ya que, por hipótesis f(x*)6f(~ 
) cada vez que xE:S. Hote que la desiguald::::d )A~'6r:x tiene que 

mantenerse para cuall!Uier /}::>O, lo cual s6lo puede cur.iplirse 



45 

si )J.~O Y o<l!!O, de donde o< ~o~cx , es decir rA=O. Se verá ahora 

que jl<O. Suponga que jl=;Q, entonces de ( i) se tiene (p,x-x*)~ 

O para toda X€~n, si se toma x=x*+p, se tendria <p x-x*>= 
0 ' 

(p,x*+p-x*> = llpll"' ~O, lo cual implica que p=O contradiciendo 

el hecho de que (p,¡;.).Po. Por lo tanto }-\<'.O y dividiendo ( ii) 

entre -j-l se obtiene que -<} ,x-x*>-b~O para toda (x-x·> , 0 )H~ 2 , 
es decir -<.¡J_ ,x-x*)-3' ~o para toda XES y t~o. Si se hace o'=O 

Y ~=-;h-p, se obtiene que <~,x-x->·)~O para toda xi::S. Fin8lmente, 

se verá que les un subgradiente de f en x*, dividiendo (i) 
entre -p..se obtiene quc<~,x-.x*)-~>~o 02r2 todo xEBn, tal que 

b-f(x)-f(x*). Sea A/0 , entonces J'=f(x)-f(x*)+),)f(x)-f(x*) 

para toda xe:IRn y po:-: Jo tanto <'.~ ,x-x*/-f(x)+f(x·' )-).~O paro. 

todo XEen y A'O, cuando ~~o se tiene la conc1usi6n pedida. 

Qorolario. 1.1.3.17 Bajo las hip6tesis del teorema anterior, 

si en adici6n el conjunto S es abierto. Entonces x*·ES es una 

soluci6n óptima del problema (I) si, y s6lo si existe un sub 

gradiente ~=O de f en x* • 

Prueba: 

Por el teorema anterior, x*ES es una solución óptir:le si, y s.Q 

lo si f tiene un subgradiente ~ en x*, tal que t¡,x-x*>~O pa-

ra todo xES, Co¡;¡o S es abierto, x=x1'-).~ES con \>D suficientemente pe 

queño, entonces <~,x-x*)=-)-i:'.~,~)=-'>-.ll~1f~O, de donde ~=O. 

Corolario. 1.1.3.18 Además de las hipótesis del teorema 1.1.3. 
16, suponga que S es abierto y f es Fréchet-diferenciable. 

Entonces x*ES es una solución óptil:la global si, y sólo si 

gradf( x-l!·) =O. 

Las siguientes dos proposiciones son útiles en la identifica

ción de soluciones óptimas globales únicas del problema (I). 

Proposición. 1.1.3.19 Sea x*ES una solución óptima local del 

problema (I), entonces x*ES es una solución 6ptima global. 

Prueba: 
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Suponga que por el contrario, que x*eS no es una solución ÓE 
tima global del problema (I), entonces existe algún xeS, tal 

que f(x)<f(x*). Ahora bien, si x* es solución óptima local de 

(I), entonces existe E>O, tal que para t~da xeS que satisface 

llX-x'JI<~ se cumple que f(x*)~f(x). Sea 4(0,l) suf'icientemente pequ~ 

ña, tal que AltX-x'i\<~, entonces >5:+(1-).)x"'.::S y satisface llJ.Y.+ 
(1-~)x*-x*ll=~llx-x*lJ<E. y en consecuencia f0x+(l-,>.)x*)~)..f(x)+ 

(1-~)f(x*) <f(x*), lo cual contn:.oice el hecho de que x~t:S 

sea una solución óptima local de (I). 

Fronosición. 1.1.3.20 Considere el problema (I), si en adi

ción f es estrictm::iente convexa y si x* es una solución ÓJ,t1: 

ma local, entonces x*eS es una solución óptima global única. 

prueba: 

Por lo r-'roposici6n anterior, se sigue que x'e.S es una solu

ción optima global. Fara ver la unicidad suponga que por el 

contrario que existe xeS xpx*, tal Cl_Ue f(x)=f(x*). Sea )..f(O, 1) 

fijo, entonces por la convexidad de s, )S:+(l-A)x*i:S y por ser 

f una funci6n estrictsmente convexa se tiene que f( )S:+(l-A)x*) 

<Af(x)+(l-)..)f(x*)=f(x*),con lo cual,\X+(l-)-)x*<=.S contradice la 

optimalidsd global de x*. 

y 

f(x 

f(x•):+Hx-x•), ~=O 
1 . 

o 4~8""----"11..-----=<-__,,_ X 
x• 

Figura 23. Solución óptima global única 

de una función estrictamente convexa. 
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Hasta este momento se han estudiado funciones v coniuntos con . . -
vexos y se ha visto, que éstos poseen propiedades muy impor-
tantes dentro de la teoría de optimización. Sin embargo, co
mo ya se había mencionado, en la pr~ctica es imposible espe
rar que todas las funciones sean convexas. Lo que interesa es 
pues, investifer heste donde se pueden relejar los supuestos 
de convexidad oanteniendo les propiedades deseables pare efec 

tos de óptimalidad. 

]2efini-ºi6& 1.1.3.21 Sea f:S -r IR une función definida sobre 
un conjunto convexo no vacío SCRn. Se dice o_ue la función f 
es cuasi-convexo si, para toda x,yE:S se satisface que f( Ax+ 
(1-/);y)~mex{f(x) ,f(y)} para cualquier AE[J,1] • 
Una función f es llamada cuasi-cóncava si -f es cuasi-conve-
xa. 

La definición anterior dice que, la función f es cuasi-convexa 
si f(y)~f(x) inplica que f(:,r)?=f(h+(l-}.)y) pare todo }.E[O,JJ. 

Una de las caracterizaciones nás importantes de las funcio
nes cuasi-convexas viene dada por el siguiente teorema: 

Teorema. 1.1.3.22 Sea f:S 7 !R una función definido sobre un 
subconjunto convexo no vacío S de IRn. Entonces f es cuasi-COE 
vexa si, y sólo si el conjunto Q~=(xeS; f(x)~~} es un conjun

to convexo para cualquier núriero real ex . 

Prueba: 
Suponga que la función f es cuasi-convexa y sean x,yEQ~ ,~e!R. 

Como x,yE:Qc< se tiene que x,ye.S y que max{f(x),f(y~6~. Sea 
z=.h+(l->.)y, (le[O,l]. Entonces zES, ya que, el conjunto S es 
convexo, y corno fes cuasi-convexa, se tiene que f(z)~max\ 
f(x),f(y)}6~, es decir z~Q~.Esto inplica que Q~ es un con
junto convexo para ~un número real arbitrario. 
Recíprocamente, suponga que Q~ es un conjunto convexo para 
cualquier ~elR. Sean x,ye.S, >.ejp,l] y z=}.x+(l-.>.)y. Si<X=max{. 
f(x) ,f(y)), se tiene entonces que x,ye.Qc< y como por hipótesis 
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f es cuasi~convexa~· · 
-, :" 

--o,··;,~:-;.-,~---,---

. . :" »";~:: ' ,' .· :: ; :··:: 
;,.; ~ -

A continuaciÓn se 'prOp~r~~j~ria :':(a_ ·á.éif:í.riicl6n.~'Cie fúnci6n estriQ 
t <>mente cuasi· -con·vex·a .• ·< .. •··: .. • ·.:'.'.;V<•' ·• .•.:··~ •... e} •;;• ..... . : • ' ,_ - - . ',e~-:~';_-,-·; • .·· 

;R~fini.Q.H~.!!. l. l. 3 .23 Sea~l:•S; IIR· ~na funci6n definida sobre 

un conjunto convexo no ~acío S ~e Rn • Se dice que f es estrig 
ta~ente cuasi-convexa si pera cuales~uier x,yeS con f(x)/f(y), 
se tiene que f(Ax+(l-).)y)(r;ax{f(x),f(y)}para todo ).E(O,l). 
Una función f es llam2da estrictar;,ente ct:asi-c6ncava si -f es 
estrictamente cuasi-convexa. 

Observe que cualquier funci6n convexa es una funci6n estrict~ 
mente cuasi-convexa. En efecto, sean x,yES con f(x)ff(y) y 
suponga que en particular f(y)>f(x), si fes convexa, entonces 
f( h+(l-)-)y)~).f(x)+(l-~)f(y)<'.f(y)=rnax {f(x) ,f(y)J con ).E( 0,1). 

La diferencia principal entre una función estrictar:iente cuasi
convexa y una que es s6lamente cuasi-convexa, es que en la pri 
mera no se admiten puntos que no sean mínimos globales en los 
que el gradiente desaparezca. Este hecho se demuestra en el si 
guiente teorema. 

y y 

(a) función cuasi-convexa 

V 
s 

1---;------=t---'it-X 

(b) función estrictamente 
cuasi-convexa 

Figura 24. Generalizaciones de funciones convexas. 
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Teorema 1.1.3.24 Considere el problema (I). Si en adición 

f es una función estri.ctamente cuasi-convexa. Entonces si 
x*ES es una solución óptima local del problemn (I), tar:ibién 

;es una solución óptima global de (I). 
irueba: 
Suponga que por el contrario, que existe iaS, tal' que f(i)< 
f(x·"), cor:io S es un conjunto convexo, se tiene que z=Xf.+ 
(1-}.)x*ES poro toda AE(O,l). Ahora bien, como x*E:S es sol;,1-
ción 6ptir~8 loc8l, e):iste 0<<=-=-1tal que f(x*)~fOY.+(l->-h•) 
para tods /-<=-(O ,E:). rcro co::io f es estrictaoente cu<: si-convex2 
y f(i)cf(x*) se tiene que también f(}-i+(l-~)x*)(f(x~), lo 
cuol conduce a la contradicción de que f(x*)cf(x*). Por lo 
tanto x* es una solución óptima global del problema (1), 

Un hecho curioso es que, contrsrio a lo que pudiera suponerse, 
uns función estrictamente cuasi- convexa no es necesariamente 
cuasi-convex8. Para ver esto, examine la función siguiente: 

{ 

1, si x=O 
f(x)= 

O, si x;fO 

De acuerdo s ls definición dada, la función f es estrictDmen 
te cuasi-convexa. Sin embargo, si x=l y y=-1, se tiene que 
f(tx+ty)=f(O)=l> max{f(x),f(y)}=O, lo cual se debe a que f(x) 
=Hy) y xf.y. 

Definición. 1.1.3.25 Sea f:S ~Runa función definida sobre 
un subconjunto convexo no vacio S de ~n. Se dice que f es fuer 
temente cuasi-convexa, si para todo x,yES con x±y se verifica 

que: f(h+(l-}.)y)<: max{f(x),f(y)} para toda A"-(0,1). 
Se dice que 1" es fuertemente cuasi-cóncava si -f es fuerteme!); 

te cuasi-convexa. 

R!.2Q2Sición. 1.1.).26 
(i). Toda función estrictaoente convexa es fuertemente cuasi-

convexa. 
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( ii) •. Toda función :fuertemente cuasi-convexa es estrictar:iente 
cuasi"'ccmvexa. 

En la :figura siguiente se muestra una función oue es estricta 
' . . - ' --

mente cuasi-convexa, pero no :fuertemente cuasi-convexa. 

y 

f(x)=f(y) 
____ \_) 

1 1 

' ' ' 1 
1 1 

o·-~~~E-s.___,_:~~1 ~--¡3c__~~>-x 
X y 

xf.y ) 

Figura 25. Ejemplo de una función que es 
estrictamente cuasi-convexa pero no fuer 
temente cuasi-convexa. 

La propiedad más importante de las funciones fuertemente cua
si-convexas se establece en el siguiente teorema: 

Teor~. 1.1.3.27 Considere el problema (I) ,· si en adición 
la función f es fuertemente cuasi-convexa. Si x*ES es una 
solución óptima local del problema (I), entonces x*E S e.s una 
solución óptima global única. 
Prueba: 

Por la proposición anterior, si f es fuertemente cuasi-con
vexa, entonces f es estrictamente cuasi-convexa. Por el teo
rema 1.1.3.24, si x~ es una solución 6ptima local del probl.§. 
ma (I), entonces x* es una solución óptima global de (I). 
Para ver la unicidad, suponga que ·existe xtS, xlx*, tal que 
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f(x)=f(x*), entonces como f es una función i'uerte!llente-cua.;,:¡_. 

convexa, fÜx+(l->.)x*)< max[f(x),f(x*)}=f(x*) para-t"pd~~:;;~(~', 
1), lo cual contradice el hecho .de que x*e.S sea una ~01Uc:ii6n 
óptima global de (I). 

Por último, en esta sección se estudian las funciones pseudo
convexas. 

Definición. 1.1.3.28 Sea SCIRn un conjunto convexo, abierto y 

no vacío, y sea f:S +IR una función Fréchet-diferenciable so
bre el conjunto S. Se dice cue la funci6n f es pseudo-convexa, 
si para todo x,yeS, (gradf(x),y-~ ~O i~plica que f(y)~f(x). 
Enuivalentemente, si f(y).:f(x) ir.:r:·lica <cradf(x) ,y-x'!t.. O. 
Se dice que una función f es estrictamente pseudo-convexa si 
pare todo x,yeS con x~y, (~radf(x),y-x)~O implica que f(y)> 
f(x), esto equivale a decir que f(y)~flx) implica oue <rradf(x), 
~r-x)<O. 

Para las respectivas definiciones de funciones pseudo-cóncavas 
basta cambiar los sentidos de las desigualdades. 

R.!:.21?.Q~ición. 1.1.3.29 Considere el problema (I) y suponga ad~ 
més que la funci6n f es pseudo-convexa, entonces gradf(x*)=O 
es condición necesaria y suficiente para que x*eS sea una so

lución óptima global. 
Prueba: 
La necesidad es inmediata a partir del corolario 1.1.3.18. 
Para ver suficiencia, suponga que gradf(x*)=O, entonces 
<gradf(x*),x-x*>=O para todo xeS, lo cual por definición im
plica que f(x*)~1·(x) para toda xeS. 



f 

convexa 

(Bajo diferenciabilidad) 

f estricts:mente 

pseudo-convexa 

f 1'uerteoente 

cuesi-convPY'J 

J1 

Bajo diferen

ciabilidad) 
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1 
1 ----¡¡ 

f pseudo-convexa 

f estrictauent·~ 

cuasi-convex2 

( Bajo semi-c0n

t~~uidad inferior) 

i 

Figura 26. Relaci6n entre los 

diferentes tipos de convexidad. 
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1.2 CONDICIONES DEOPT~MALIDAD 

1.2~1 INTRODUCCION 

La obtención de condiciones suficientes para soluciones óp

timas locales o globales de problemas de programación no l_:h 

neal, es indispensable en el desarrollo de criterios de 6p
timalidad pp.ra la formulación de algoritmos de solución. Asi-

mismo, la obtención de condiciones necesarias, es útil en la 

caracterización de dichas soluciones óptimas. 

Al principio de la década de los cuarentas, Fritz John pre

sentó los primeros resultados generales sobre condiciones de 

optimalidad de problemas de programación no lineal con res

tricciones que pueden ser igualdades y/o desigualdades. 

Poco después, en Princeton.John Von Neurnann y A.W. Tucker 

junto con dos de sus discípulos H. Kuhn y D. Gale, introdu

ciendo la noción de regularidad en las restricciones obtu

vieron resultados, que si no son más generales que los de 

Fritz John, son mas útiles en la práctica, además de que 

tuvieron mayor divulgación.Las condiciones de Fritz John pu~ 

den satisfacerse trivialmente en puntos no óptimos cuando el 

gradiente de la función objetivo y/o los gradientes de las 

funciones que definen las restricciones se anulan. Además de 

que los resultados obtenidos por H. Kuhn y A.W. Tucker esclar~ 

cen el importante concepto de dualidad lagrangeana original

mente propuesto por Wolfe. 



1.2.2 CONDICIONES DE FR~TZ JOHN Y KUHN..:TUCKER 

En la secci6n anterior fueron 

malidad para el problema: 

(I). hlinicizar f(x) 

sujeto a x¡::S 

. .' ... ·.·,.',. 

e~;ttlcÚ~d~( condiciones de opti 
. '" '",·. . .. : . -

donde f:IRn ...:;- IR es w18 función convexa diferenciable y S es un 
subconjunto abierto, convexo y no vacío de IRn, y se vió q_ue 
una condición neces2ria y suficiente para que un punto x~ES 

fuera solución óptica global del problema planteado, es que 
<'.gradf(x·>),x-x~>~o p2r2 toda xE:S. 
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En esta sección,la n2turaleza del conjunto S será especificada 
explícitamente. En particular, se considerarán problemas con 

restricciones que son igualdades y/o desigualdades. Las cond1 
ciones necesarias de optimalidad serán obtenidas sin hipótesis 

de convexidad. No obstante, se verá que bajo condiciones rel! 
jadas de convexidad, las condiciones necesarias establecidas 

serán también suficientes. 

A continuación se presenta el concepto de cono de direcciones 

factibles, el cual es útil en la obtención de condiciones ge~ 

métricas necesarias de optimalidad. 

Definición. 1.2.2.1 

(i). Sea S un subconjunto no vacío de ~n y sea xe8, se dice 

que un vector d)O es una dirección factible en x, si existe 

6>o, tal que x=x+AdeS para todo AE(O,ó). 

(ii). El conjunto D(i) de todas las direcciones factibles en x, 
se le conoce como el cono de direcciones factibles de S en x; 
es decir, D(i)={#O; existe ó> O tal que i+>.dES para toda )..e. 

(O,ó)}. 



n 
De la definici6n anterior, es claro que, una dirección delR 

d¡iO es factible, a partir de xeS, ·si es posible desplazarse 
en esa dirección y obtener otros·puntos pertenecientes al 
conjunto S. 
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Proposición. 1.2.2.2 Sea .f:IRn _,,.IR una .función dif.:~renciable 
en el punto x. Si existe un vector de!Rn, d;iO, tal que (gradf 
(x),d),O. Entonces existe O>o tal que :r-(x+).d)<:f(x) para todo 
A-'.(O,b) (:!:l vector d€!Rn, es llamado una dirección factible 
de descenso de f en x). 
Prueba: 
Si la función f es diferenciable en el punto x, entonces por 
el teorema de Taylor, f(x+M)=f(x)+ .A<gr~df(x),d~+o(),), donde 
o(A)/).. +O cuando ).....>:-O, así para hO, f(x+Ad)-f(x) =<gradf(x), 

d)+(o( 'A)/>-.) y puesto eme por hipótesis <'.gradf(x) ,d)<O y oO)/A 
->O cuando A""' O, s9 tiene que existe un el> o, tal que <gradf( 
x),d)+(o(X)/~)<O para toda A€(0,S), de donde se sigue el resul 
tado pedido. 

Si se considera ahora el problema 

(I'). Minimizar f(x) 
sujeto a xES, 

donde Ses un subconjunto no vacío de IRn y f:S ~IR una función. 
Se sabe que si S es un conjunto abierto y .f es diferenciable 
en el punto xeS, y deD(x) es tal que <gradf(x1d)<O, entonces 
por la proposición 1.2.2.2) se tiene que es posible desplaza.!:_ 
se en la dirección d y obtener un punto xeS, tal que f(x)~f(x). 
De este hecho se espera que, para que xeS sea una solución óp
tima local del problema (I') con las hipótesis adicionalmente 
hechas,.es necesario que <gradf(x),d>~O para toda deD(x). 8s 
decir, <gradf(x),d/~O implica que dfD(x). Esta idea se precisa 
en el siguiente teorema. 
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Teorema. 1.2.2.3 ·Considere elproblema (I') y suponga además 

que S es un conjunto abierto y que la función f es diferenci~ 
ble en el punto x*ES. Defina F(x*)={dfO;<gradf(x*),d)<O}. Si 

x* es una soluci6n Óptima local del problema (I'), entonces 
F(x• )nD(x* )=0. 
Prueba: 

Suponga lo con~rario, es decir, existe un dsF(x•)nD(x•), e~ 
tonces por la proposición 1.2.2.2, existe un 1>0, tal que 
f(x•+).d)<f(x*) para toda AE(O,~) y por la d?finición de direc 
ción factible, existe cl:>O, tal oue x*-i).fü::S para toda M.(O,cS). 
Tome E=mint~,Ó}>O, se tiene entonces oue f(x*+Ad)¿f(x*) y 

x*+AdES para toda Aé(O,E), lo cual contradice el hecho de que 
x*E.S sea una solución' óptima local dgl problema (I') con las 
hipótesis adicionales. 

1'.hora suponga gu3 el conjunto S, se especifica de la manera si 
gui?nte: 

S=[xt:X; gi(x)~O, i=l,2, ••. ,m}ClRn, 

donde g. :Rn -rR para i=l,2, ••• ,m y X es un conjunto abierto y 
l n 

no vacio de ITT • Considere ahora, el problema de programación 

no lineal con restricciones definidas por un conjunto de des

igualdades: 

(II). Minimizar f(x) 

sujeto a g.(x)~O i=l,2, ••• ,m 
l 

XE.X 

Las condiciones necesarias de optimalidad cuando el conjunto 
S se especifíca con estas desigualdades se proporcionan en el 
siguiente teorema: 

Teorema. 1.2.2.4 Considere el problema (II). Sea x-x·¡::X una 

solución factible y sea I={i; gi(x*)=O}. Suponga que las fUQ 

cienes gi :IRn~ p8 ra iiI son continuas en el punto x-li·E.X Y supo_g 
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ga además que las funciones gi son diferenciables en x*EX p~ 
ra iEI y que f es una ~unción diferenciable en x*. Sean 
F(x .. )={#0;<'.gradf(x .. ),d)<O} y G(x .. )={d/O;(gradgi(x*),d)¿Q para 

toda iEI}. Si x* es una solución óptima local del problema 
(II), entonces F(x•)OG(x .. )=0. 
Prueba: 
Sea dEG(x•), como x*EX y X es un conjunto abierto de ~n, exi~ 

te E>O, tal gue x•+AdEX para toda ~e(O,e). Adem~s, para itI, 

por continuidad de las gi' se tiene que gi(x·)~O y por lo ta~ 
to existe i>O, tal que gi(x•+~d)~O para todo Ae(O,t) para to
da iiI. Finalmente, como deG(x*), se tiene gue (gradgi(?:-•),d)<O 
y por lo tanto existe 1~0, tal gue gi(x*+Ad)<gi(x*)~O para tQ 
do ~e(O,~) y para todo ieI. Así, para Ó=minle,/,i), se cumple: 
gi(x•-t>.d)60, x*+ÁdE"X para toda Aé (O,ó) y para toda iE.{1,2, .•• 
,m}, lo cual indica que dED(x*). Pero por el teorema anterior 

F(x*)(\D(x•)=0, de donde F(x*)ílG(x*)=0. 

,... 
/ ', 

F(x*) ',, ---- ', 
....... ,~, 

"" --- .......... x:;;-
proyecciones de -... '-

' ~ las curvas de --, ' \' ' ' ,', 
nivel de la 
funci6n objetivo 

• 
' \ \ ' 

' \ 1 ' 
\ \ 1 ', 

1 ....:-1--1 )! 

f disminuye 

Figura 27. Ilustración de la condición 
necesaria geométrica F(x•)nG(x*)=0 
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En lo que sigue, se _trarisiornian las condiciones geométricas 
necesarias de optimal:i.dadque se han desarrollado, a una for
ma más operacional. Estas condiciones son conocidas como con

diciones necesarias de optimalidad de Fritz-John. 

Teorema. 1.2.2.5 (Condiciones necesarias de Fritz John para 
el problema (II)). 
Considere el problema (II) y sea x• una solución .factible, es 
decir x•~{xEX; gi(x)~O 1 i=l,?., ••. ,m}. Defina ahora el conjUQ 
to I=(i; gi(x*)=O} y suponga adem~s que f y las gi para ie{l, 
2, ••• ,m} son diferenci2bles en el punto x*. Si x""·EX es un2 
solución óptima local del problema (II). Entonces existen u

0
, 

ui para i=l,2, ••• ,o, no todos cero, tales ~ue: 

m 
u gradf(x*)+:L, u.gradg.(x*)=O 

o . l l 
l=l 

u ,u.~~ i=l,2, •.• ,m 
o l 

u.g.(x•)=O, i=l,2, ••• ,m 
l l 

Prueba: 
Como x* es una solución óptima local sobre S={xeX; gi(x)~O, 
i=l,2, •.• ,m}, por el teorema 1.2.2.4 es imposible que exista 
un deRn, tal que (gradf(x*),d)~O y ~gradg.(x*),a)~O para tQ 

l. 
do ieI. Sea A una matriz cuyos renglones consisten de lop 
vectores gradf(x*)t y g;adgi(x*)t para iEI. Entonces la condi 
ción geométrica necesaria de optimalidad F(x*)ílG(x*)=0, equi
vale a decir que el sistema Ad(O no tiene solución. Por el 
teorema de alternativa de Gordan, se tiene que existe un vec
tor u~O, ufo, tal que utA=O, si u=(u

0
,u1 )t, entonces se tie

ne que: 

utA=u gradf(x*)+L u.gradg.(x*)=O 
o . iEI l l 
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Ahora bien, observe que para i~I, g.(x•)=O y por lo tanto u.· 
l - l 

g.(x•)=O si ieI. Pero además en la conclusión del teorema só-
1 

lo se requiere que algunos ui sean diferentes de cero. Por lo 
tanto,haciendo u.=0 para iiI se obtienen todas las condicio

i 

nes propuestas en el enunciado del teorema. 

A los escalares u ,u. i=l,2, •••• ,m,se les conoce como multio J. 
plicadores de Lagrange y a la condición u.g. (x*)=O i=l,2, ••• , 

l J. 
m, como holguras complementarias. 

Aunque cronológicamente las condiciones de Fritz John se obtu

vieron antes que las de Kuhn-'Iucker, además de que las condi

ciones de Fritz John son más generales, las condiciones de 
l~uhn-Tucker tuvieron mayor divulgación y son de hecho más út2:_ 
les. Ssto se debe a que es posible que se cumplan las condici~ 
nes de Fritz John trivialmente en puntos no óptimos. Shety ha 

construido varios de estos ejemplos. Sn estos cRsos lo que su
cede es que gradf(x•)=O y/o gradgi(x*)=O para alguna iEI y es 
posible dejar que los correspondientes multiplicadores de La
grange sean cualquier número positivo y los demás cero, para 
cumplir las condiciones en puntos no óptimos. 

Sn realidad, el único CRSO útil, es cuando u
0
>0, ya que, si 

u
0

=0 las condiciones de Fritz John no proporcionan información 
alguna sobre lo aue sucede con la función objetivo en el pun
to x•. Sin embargo, es posible identificar el caso en que u

0
'0 

si se pide cierta condición adicional sobre las restricciones. 
En el siguiente teorema debido a Kuhn-Tucker, que se enuncia 
a continuación se impone el requisito restriccional de que los 
vectores gradg.(x•) con iEI sean linealmente independientes en 

n i 
ffi para que se obtenga u

0
)0. 

Teorema. 1.2.2.6 (Condiciones necesarias de Kuhn-Tucker para 
el problema (II)) 
Considere el problema (II) y sea x•~x una solución factible. 
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Sea I={i; g.(x*)=O} y suponga ademls que las funciones f y g. 
]. . ]. 

para iEI son diferenc~ables en el punto x* y que las funcio-
nes g. para i~l son continuas en x*. Si los vectores gradg.( 

]. ]. 

x*) con i~I son linealmente independientes en !Rn y si x* es 
una solución óptima local del problema (11). Entonces existen 
escalares ui~O, no todos cero para iEI, tales que: 

gradf(x* )+ L; u. gradg. (x• )=O 
ieI 1 1 

u.g.(x*)=Ü uara todo iEl. 
]. ]. -

Si además, las funciones g. son también diferenciables en el 
]. 

punto x*EX cuando i~l. Se tiene que existen ui, i=l,2, ••• ,m, 
no todos cero, tales que: 

m 
gradf(x*)+ L, u.gradg. (x*)=O 

l•l. J. J. 

u.g.(x•)=O, u1.~0, i=l,2, ••. ,m 
]. ]. 

Prueba: 
Si x"EX es una solución óptima local del problema (11), las 
condiciones de Fritz John afirman que existen v0 ,vi~O no to
dos cero para iel, tales aue: 

v gradf(x•)+L v.gradg.(x*)=O, y 
o iEl J. J. 

vigi(x*)=O, i=l,2, .•• ,m. 

Ahora bien, como los vectores gradgi(x•) con iEl son lineal
mgnte independientes en Rn, entonces se debe tener que v

0
>0, 

en efecto, si v =O, entonces los gradg.(x*) para iel serían o ]. 
linealmente dependientes. Sean 

u= Vo =1>0 u.= Vi si ie.l, y u.=0 si i¡tl, 
O V0 ' J. V0 J. 

con lo cual se concluye la prueba del teorema. 

Note que las condiciones de Kuhn-Tucker son un caso particu 

lar de las de Fritz John, en donde se exige un requisito re.e. 
triccional para garantizar que u

0
> O. 

El requisito restriccional impuesto es conocido como condición 
de regularidad de las restricciones del problema (II). 



62 

Las condiciones necesarias de optimalidad de Kuhn-Tucker ace.12. 

tan una interpretación·geométrica sencilla. Se debe notar pri:_ 

mero que cualquier vector Y= Bu.gradg. (x*) con u.~o, para 
iEI l. l. l. 

iEI pertenece al cono generado por los gradientes de las res-
tricciones activas en x*, es decir en aquellas restricciones 
g. con iEI en las cuales u.>O. Entonces la condición 

l. l. 

gradf(x*)+ L, u.gradg.(x*)=O, 
iEI l. l. 

claramente equivale a decir que -gradf(x•) está en dicho cono. 
2:11 consecuencia, las condiciones de Kuhn-Tucker dicen que si 
x*E:X es una solución óptima local del problema (II), entonces 

-gradf(x*) pertenece al cono generado por los vectores gradgi( 
x*) para iE. I. 

Hasta este momento, sólo se han presentado condiciones necesarias 
para soluciones óptimas locales del problema (II). Ahora se 
verá que bajo condiciones relajadas de conv.3xidad, es posible 
obtener también condiciones suficientes. 

Teorema. 1.2.2.7 (Condiciones suficientes de Kuhn-Tucker para 
el problema (II)) 
Considere el problema (II). Sea x*¿X una solución factible y 

sean f:Rn ~ ITT una función pseudo-convexa y g. :rRn + IB funcio-
i 

nes cuasi-convexas y diferenciables en x* para i=l,2, ••• ,m. 

Si se satisfacen las condiciones de Kuhn-Tucker en x~X. En
tonces x* es una solución óptima global del problema (II). 
Prueba: 

Sea XES una solución factible cualquiera del problema (II). 
Entonces g.(x)~g.(x*)=O para ieI, donde l={i; g.(x*)=O). 

l. l. l. 

Por la propiedad de cuasi-convexidad de las funciones gi' se 
tiene aue g. ().x+( 1-.A)x* )=g. (x*+ A(x-x•) )6max{g. (x), g. (x* )} = 

• l. l. l. l. 

gi(x*)=O para cualquier AE(O,l) y para toda iEI. Lo anterior 
implica que es pasible desplazarse en la dirección d=x-x* 
sin incrementar los valores de las funciones gi para iEI. 
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Por la proposición.1~2:2~2, se tiene que {gradgi(x•),d)~O 
para toda ie:I, es deci:i:, < gradgi (x*) ,x-x*) ~O para toda iE::I 
y para toda XES~ .Ahóra bien, las condiciones de Kuhn-Tucker 
por hipótesis se satisfacen en x• y por lo tanto, existen 
u.~O, i=l,2, ••• ,m, no todos cero, tales que: 

1 

gradf (x * )+ 2 u. gradg. (x*) =0 
• ÍEI 

1 1 

uigi(x*)=O, iEI, 

de donde 

-gradf(x*)= 2 u.gradg. (x*). 
iE I 1 1 

Pero 2: u.<gradg.(x*),x-x*)~O para toda xeS, así 
iEI 1 1 

Z u.(g~adg.(x*),x-x*)=-<'.gradf(x*),x-x*)fO para toda xe.S, es 
iEI 1 J.. 

decir (gradf(x*),x-x*)~O para toda xe.S y como fes pseudo
convexa, lo anterior implica que f(x*)~f(x) para toda xe.S, 
con lo cual se tiene el resultado pedido. 

Obviamente, si las funciones f y g., i=l,2, .•• ,m, son con-
1 

vexas, las condiciones de Kuhn-Tucker son también suficie~ 
tes. 

Considere ahora el problema: 

(III). Minimizar f(x) 
sujeto a g.(x)~O, i=l,2, ••• ,m 

1 

b.(x)=O, i=m+l, •.• ,p 
J_ 

XEX, 

donde X es un subconjunto abierto y no vacío de ~n y las 
funciones f,g. y h. son de ~nen~. En este caso, 

1 J.. 

S={xe.X; gi(x)fO para i=l,2, .•• ,m, y hi(x)=O para i=m+l, ••• ,p} 

Como una extensión natural del teorema 1.2.2.4 se tiene la 
siguiente condición geométrica necesaria de optimalidad para 
el problema (III). 



Teorema. 1.2.2.8 Considere el problema (III). Sea x*eX una 
solución factible y sea ;r= {i; gi (x*)~O}. Suponga que para i~I, 
entonces g. es continua en x• y que las funciones f y g. pa-

l l 
ra ieI son diferenciables en el punto x•. Si las funciones 
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hi' i=m+l, •.. ,p, tienen derivada continua en x* y si los ve~ 
tores gradh. (x•) son linealmente independientes en IR~m+l~i:f'p y 

l 

F(x*)={dl0;<gradf(x*) 1 d)~o) 
G(x*)={d/O;<~radgi(x•),d)(O para ieI) 

H(x*)=[dEJtt;<gradhi(x•),d?=O para i=m+l, •.• ,p} 

Sntonces six• es una solucién óptima local del problema (III). 

F(x• )nG(x• )nH(x• )=0. 
Prueba: 
Por contradicción, suponga que existe un vector yEF(x•)nG(x*) 
ílH(x•); esto es (gradf(x•),y)<O, (gradgi(x*),y)~O para toda 
iEI y <gradhi(x*),Y>=O para toda i=m+l, ••• ,p. Ahora bien, p~ 
ra >. 90 defina la función O:: [O,co) + IRn mediante la ecuación 
~ 11 ot.(>-)=P(>-)y con la condición de frontera cx(O)=x*, donde P(,}-) es 
la matriz que proyecta cualquier vector de Rn en el espacio n~ 
lo de gradH(~(\)), donde gradH(ot.(A)) es la matriz con vectores 
columna gradh .(o<.(>.)), i=m+l, .•• ,p. Para A> O suficientemente pe-

1 
queña 1 la ecuación diferencial anterior está bien definida y 

tiene solución, ya que, por hipótesis gradH(x*) tiene rango 
completo puesto que los vectores gradh.(x•) son linealmente 

l 
independientes en IRn,. también por hipótesis H tiene derivada. 
continua en x•, donde Hes el vector que consiste de las fun
ciones hi' i=m+l, ••• ,p, además la matriz Pes continua en A 
y o((~) 7 x* cuando ~7 o+. A continuación se mostrará que p~ 
ra A)Osuficientemente pequeña ~(A) es un punto factible y 
f(~(A))<f(x•), contradiciendo el hecho de que x• es una solu
ción Óptima local del problema (III). Ahora bien, utilizando 
la regla de la cadena, se tiene que ~A gi(~(A))= gradgi(o((A)), 
~A <X O))= (gradgi (o(()-)) ,POJy) para cada iE:I. En particular, 
el vector y está en el espacio nulo de gradH(x*), ya que, 
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por hip6tesis <gradh.(x*),Y>=O para i=m+l, ..• ,p, asi para A=O, 
1 

P(O)y=y, gA gi (r:X(O) )=(gradgi (x"') ,y>< O para toda iEI 1 de donde 
gi(~(~))<O para A>O suficientemente pequeña, ya que,~~ gi(ct(O)) 

= gj(~(~))-gi(~(O)) + o(A) = gi(~(~))-gj(x*) +o(~)= gi(~(A)) + 

o(A) <O, ;.donde lo(/ )1 +O cuando A {O. Por otra parte, tara 

iitl, se tiene que gi(x*)<O, y gi es continua en x•, de donde 

gi(«(~))< O para A>O suficientemente pequeña. Taobién puesto 
que el conjunto X es abierto, ~(A)EX para ~/0 suficientemente 

pequeña. Sólo falta mostrar aue h-(~(A))=O pera A/0 suficien-- . l . 

temente pequeña para concluir que~(~) para }.>O suficientemeg 

te pequeña es una solución factible del problema (III). Consi:_ 

derando el teorema del valor medio (l.l.J.12), se tiene que 
para algún jlE(O,A), se cumple que h. (o<(},))=h. (0((0))+ ,\~\ h. (ex. 

d d l _i /\ l 
(Jl))=hi(x*)+A Mhi(c1(p))= Ad);hi(o<(/.\)) para i".'.m+l, •.• ,p. De nu~ 
va por la regl~ de la cadena, se tiene que ~A hi~~Cf))= 
<gradhi (c<(y.)) 'dA D( C¡.t))=(gradhi (o<()-l)) ,PC,L~)y) para l=m+l, ••• ,p. 
Pero por construcción P(f)y está en el espacio nulo de grad 
H(D((µ)) y por lo tanto gA hi(~Cy))=O para i=m+l, •.. ,p y como 
hi(lll.(A))=Ahhi(~CY.)), se sigue que hi(o<.(,\))=0 para i=l,2, ••• , 
p. Finalmente observe que ~A f(~(O))=(gradf(x*),y)<O, de do~ 
de f(o<.(}.))-f(x*)<O para A>O suficientem'lnte pequeña, como ya 
se había hecho notar, lo anterior contradice que x* sea una 
solución óptima local del problema (III). 

A continuación, se expresará la condición geométrica necesaria 
de optimalidad F(x•)nG(x*)(\H(x*)=0, en una forma algebráica 
más operacional, obteniéndose asi las generalizaciones corres 
pendientes a los teoremas 1.2.2.5, 1.2.2.6 y 1.2.2.7. 

Teorema. 1.2.2.9 (Condiciones necesarias de Fritz John para el 
problema (III)). 
Considere el problema (III). Sea x"EX una solución factible y 

sea I=fi; gi (x*)=O}. Suponga que las funciones gi para ,iE:{l, 

2 m} así como la función f 'satisfacen ser diferenciables ' ... ' ' 
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en el punto x*e-x. Suponga también que las funciones hi para 
i=m+l, ••• ,p poseen derivada continua en el punto x*. Si x* 
es una solución 6ptima local del problema (III). Entonces 
existen u ,u. para iEI y v. para i=m+l, ••• ,p, tales que: o l l 

m p 
u

0
gradf(x*)+_B u.gradg.(x*)+ L v

1
.gradh

1
.(x*)=O, 

i=l 1 1 i=m+l 

u0 ,ui~O, i=l,2, ••• ,rn 

ui gi ( x*) =G, i=l, 2, ••• , m 

Prueba: 

Si los vectores gradhi(x~) para i=rn+l, ••• ,p son linealmente 
dependientes en ffin, entonces existen escalares v., i=m+l, ••• , 

p l 

p, no todos cero, tales que 2, v.gradh.(x~')=O, entonces ha-
• l•ffi•l l l 

ciendo u
0

= ui=O para i=l,2, •.. ,m, se tienen las condiciones 
pedidas. Suponga ahora que los vectores gradh.(x*) para i= 

l 

m+l, ••• ,p son linealmente independientes en Rn. Sea T la 
matriz con renglones gradf(x*)t y gradgi(x*)t para ieI y sea 
S la matriz con renr;lones gradhi(x*)t p~ra i=m+l, ••• ,p. Ento_g 
ces por el teorema anterior el sistema Td<O, Sd=O no tiene s2 
luci6n. Ahora considere los siguientes conjuntos Q1={(z1 ,z 2); 
z

1
=Td, z

2
=Sd} y Q2={(z1 ,z2 ); z1,o y z2=o}. Observe que Q1 y 

Q
2 

son conjuntos convexos, ajenos y no vacíos. Por el teorema 
1.1.2.32, existe un vector p=(u,v) no cero, tal que utTd+ 
vtSd~utz1+vtz2 para todo deRn y para todo (z1 ,z 2 )~Q 2 • Tomando 

z
2

=0 y teniendo en cuenta que z1<o puede hacerse en valor abs.Q 
luto arbitrariamente grande, se sigue que u~O. También para 
(z

1
,z

2
)=(0,0)EQ

2
, se tiene que (utT+vtS)dl'!O y tomando d=-(utT 

-i"'ftS)\ se sigue que -11Ttt+s\11 2~o, de donde Tt+s\r=o. Por .lo 

tanto se han obtenido u
0 

Y· ui para iE:I no negativos. si u=(u0 , 

u
1
). Si se toman ui=O para i~I, se concluye la prueba del te~. 

rema. 

A continuación se presentan en dos teoremas las extensiones 
-naturales de los resultados obtenidos en 1.2.2.6 Y 1.2.~.7, 
sus pruebas se omiten, ya que, esencialmente no difieren de 
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de las pruebas de ios teoremas 1.2.2.6 y i·.~?.2/7,· respectiva
mente. 

Teorema. 1.2.2.10 (Condiciones neces.arias de Kuhn-Tucker p_g 
ra el problema (III)). 

Considere el problema ( III). Sea x.J<·e:X una soluci6n factible y 

sea I={i; gi(x*)=O}. Suponga que las funciones f y g1 para ie 
{1,2, ••. ,m} son diferenciables en el punto x*eX y que las hi 

para ie:{m+l, ••• ,p} tienen derivada continua en el punto x*EX. 
Adicionalmente, suponga que los vectores gradgi (x·') para ie:I 
y gradhi(x*) para i=m+l, ••• ,p son linealmente independientes 
en ~n. Si x* es una soluci6n 6ptima local del problema (IIl). 

Entonces existen escalares ui para ie[l,2, ••.• ,m} y vi para 
ie{m+l, •.• ,p), tales que: 

gradf(x"')+ ±:;u.gradg.(x*)+ ~ v.gradh.(x*)=O 
i=l 1 1 i=m+l 1 1 

uigi(x*)=O, i=l,2, •.• ,m 

ui~o, i=l,2, ••• ,m. 

Teorema. 1.2.2.11 (Condiciones suficientes de Kuhn-Tucker P.§ 
ra el problema (III)). 
Considere el problema (III). Sea x*EX una soluci6n factible y 
sea I={i; gi(x*)=O}. Suponga que la funci6n fes pseudo-con
vexa y que las funciones gi para iEI son cuasi-convexas. Su
ponga que las condiciones de Kuhn-Tucker se cumplen en x*, C.§ 

to es, existen escalares ui ~O para ie:I y vi para iE{m+l, •.• ,p), 
tales que: 

p 
gradf(x*)+.~I u.gradg.(x*)+. >' 1v.gradh.(x*)=O. 

lE l l J =iñ+ l l 

Sea T={i; vi>O} y S={i; vi~O} y suponga además que las funciQ 
nes hi para ieT son cuasiconvexas y que las hi para ieS son 
cuasi-concavas. Entonces x* es una soluci6n 6ptima global. 
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En lo que sigue se estudia el concepto de dualidad, el cual 
surge con regular frecuencia en uptimización y en matemáticas 
en general. En abstracto, a cada ente matemático corresponde 
otro ente matemático que tiene ciertas propiedades en común 
con el original. En programación matemática este concepto 
aparece en forma natural. 

Considere el siguiente problema de programación no lineal: 

l\'!ini¡;¡izar f(x) 

sujeto a gi(x)~O, 

hi(x)=O, 
xe:X, 

n · n donde f,gi,hi:fR .=,IR y X es un subconjunto no vacío de IR. 

El problema dual lagrangeano asociado al problema planteado 
es definido como: 

~aximizar e(u,v) 
sujeto a v~O, m p 
donde e(u,v)=Ínf{f(x)+ L.:u.g.(x)+ B v.h.(x); xi:x}. 

i=l l l i=m+l l l 

Note que la función lagrangeana dual 8(u,v) puede tomar el 
valor -mpara algún (u,v) y que en el dual las restricciones 
g.(x)~O para i=l,2, ••• ,m y h.(x)=O para i=m+l, ••• ,p han sido 

l l 
incorporadas a la función objetivo mediante multiplicadores 
de Lagrange. Además, los multiplicadores de Lagrange asociados 
a las restricciones que son desigualdades están restringidos. 
a no negatividad, mientras que los que están asociados a re~ 
tricciones que son igualdades no tienen restricción en el sig 
no. Finalmente, note que el problema dual lagrangeano es en 
realidad un problema max-min, ya que, se trata de maximizar 
el ínfimo de una función. Por esta última razón también se 
le conoce a veces como el problema dual max-min. 
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CAPITULO 2. FUfWAMENTACIOf·J DE LA TEORIA DE ALGORITMOS DE 

PROGRAMACION l~O LINEAL 

2.1 INTRODUCCION 

Un hecho significativo para el desarrollo de una teoría gen~ 
ral de algoritmos de programaci6n no lineal, consiste en as~ 

ciar a cada algoritmo de soluci6n un napeo de punto a conju~ 

to; Un algoritmo de soluci6n seré entendido como un procedi
miento iterativo, el cual genera una sucesi6n de puntos de 
acuerdo a un conjunto de instrucciones preestablecidas y a 
la informaci6n cedida por puntos previamente obtenidos. 
Los conceptos que más han destacado explotando la asociaci6n 
de cada algoritmo de soluci6n con un mapeo de punto a conju~ 

to para la obtención de resultados generales sobre converge~ 
cia algorítmica, son los conceptos de funci6n de descenso y 

de rnapeo cerrado, este ~ltirno está íntimamente relacionado 

con cierta propiedad de continuidad que poseen los algorit
mos convergentes. 

2.2 rilA.PEOS ALGORITMICOS Y FUNCIONES DE DESCENSO 

En esta sección se proporcionan los fundamentos necesarios 

para el desarrollo de una teoría de algoritmos de programa
ci6n no lineal. En primer término, se presentan los concep
tos de mapeo de punto a conjunto y de rnapeo algorítmico. 

Después se describen los conjuntos solución más usuales. 

Por último, se introducen las nociones de convergencia al

gorítmica y de funci6n de descenso. 

70 ·. 
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::~: ::~~:=~~::;i:11:0:::~~:. !: . f;=üif iit;~0~i~~~c~Ati~;~n· 
tido: ~·e-·,,:' ..• ~_":,.""·:.~.; •:·é''L:L:Y"': 

" 

:!;~n::~::n:~~:: ~:~~;,ª~Y:: u~~:i~j~~!~~f~l~lf ¡¡~~~0.· 
~,¿ ; ; ' .. :: ·~;.' :,_'¡'é"¡"·'·'.':i.-':·: ~~0 0·:.:·~~{:''.·::- o:.,: y 

es el conjunto potencia de Y). -- :;: :'\-/\·.<::·:~},:~~';:/ ·• n··: }:/:" 
El hecho de oue T:X + 2Y, se denotará §ímpleín~~'té>pci'r .'1':.X ~ 
Y es un ~npeo de punto a conjunto. -·;,·. ··· ·-" · 

- ~· ·, ; ·. 

Ejeonlo. 2. 2. 2 J)ado xe:ffi, seGJ T( x)={y; - 11-xl ¡; (. 12-xl}, entoJ} 

ces T:R + ffi es un 02peo de punto a conjunto. 

Un GJlgoritmo será considerado como un ~apeo de punto a con
junto aplicado en foroa recursiva de tal oanera que se gen~ 

re un2 sucesión de puntos. r.:8s precisamente, dado un vector 
xkE [Rn, si se aplican las instrucciones del algoritmo se obti~ 
ne un nuevo punto xk+l· Este proceso puede entonces ser des
crito por un mapeo de punto a conjunto T, mediante la rela

ción xk+lE.T(xk). 

Definici6n. 2. 2. 3 Un algoritmo es un r:12peo de punto a conjun
to T:X ~X, XCRn que aplicado en forma recursiva genera una 

sucesión infinita de puntos. 
Los términos algoritmo y mapeo algorítmico serán utilizados 

indistintamente. 

Observe que cada algoritmo tiene asociado un oapeo de punto 
a conjunto. Sin embargo el reciproco de esta proposición no 

es cierto. En efecto, sea T:ffi 7 8 un capeo de punto a con
junto definido por T(x)={y; y~x y y~x1 para cada :xtffi, entoJ} 
ces T satisface T(x):p par2 todo x~ffi. Teniéndose como cons~ 

cuencia ~ue T no genera sucesiones de puntos. Por lo tanto 
T no define un algoritmo. 

Otro caso extremo que pudiera no tener sentido con lo que 
intuitivamente se entiende por un algoritmo, es que si se 



define el mapeo de punto a conjunto T:!R ~IR como T(x)={c} 
para todo xeR, entonces.se tendr8 que xk=c para toda k€~ 
y sin embargo, por definición T es un algoritmo. 

E~emnlo. 2.2.4 Sea T:IR -+IR el mapeo de punto a conjunto de 
finido en el ejemplo 2.2.2. Sea x 1=2, entonces T(x1 )=T(2)= 
{y; -l<y<01, si x2 ha de pertenecer a T(x1 ), ponga por eje~ 
plo que x2=-t. Así ~'(x 2 )=T(-1r)={y; --i<y.(3/2}, si x3 ha de 
estar en T(x2), ponga por ejemplo que x~=l, etc. Entonces 

{x}kE¡¡-¡-={2,--&,l, o •O 1. -

El propósito que lleva consigo el ejemplo anterior, es el d~ 

mostrar que la expresión xk+lET(xk) no debe ser confundida 

con xk+l=T(xk). 

A primera vista, podría parecer que la definición de ma-
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peo algorítmico es superflua, ya que en la pr¿ctica no se es
cogen puntos arbitrarios pertenecientes a un conjunto determá 
nado, sino que se tiene identificado un punto en cada itera
ción del procedimiento de soluci6n. Sin embargo, si un algori~ 
mo se programa y se corre dos veces en una computadora digi
tal con diferentes puntos iniciales, segura~ente se eenerarán 
dos sucesiones diferentes. Es aquí en donde se destaca la im
portancia del concepto de mapeo algorítmico, pudiéndose rel~ 
cionar las dos sucesiones como generadas por el mismo mapeo 

algorítmico. 

A continuación se presenta un ejemplo, en el cual se muestran 

las ideas establecidas: 

Ejemplo. 2.2.5 Considere el problema de programación no lineal 

Minimizar f(x)=x2 (f:IR + IR) 
sujeto a x=>l. 

Obviamente la solución óptima global se tiene para x*=l. Sea 
T:IR ~IR el mapeo algorítmico definido por T(x)={tCx+l)}. 



Puede ser fácilmente verificado que la sucesi6n generada por 
la aplicaci6n repetida de T con cualquier punto inicial con

verge a la solución 6ptima x*=l. En efecto, note que la apl_i 
caci6n repetida de T conduce a la relaci6n 

xk+l ET(xk)=Tk(x1 )= { ~ +( (1/2)+(1/4 )+(1/8 )+. • • +( l/2k)} 

y claramente xk+l -t 1 cuando k 7 ro • 

Ahora considere el mapeo algorítmico S:~ ~ ~. definido por 

{ 

[1, (l/2)(x+l)l si x~l 
S(x)= 

[(l/2)(x+l),l] si xd 

La imagen S(x) de cualquier x8R es un intervalo cerrado y 
cualquier punto en ese intervalo puede ser seleccionado en 
calidad de sucesor de x. Al igual que antes, independiente
mente del punto inicial, el mapeo algoritmico S converge 
también a la solución óptima x*=l. Para x 1=4, las sucesio
nes generadas por T y S, respectivamente son: 

{4,2.5,1.75,1.375,1.1s75, •.• } y {4,2,1.2,1.1,1.02, ••. } 

Note también que tanto T como S tienen como dominio a R y 
no al conjunto definido por la restricción x~l. Teniéndose 
con ésto que un mapeo algoritmico no involucra condiciones 
de factibilidad necesariamente. 

(a) 
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(b) 

Figura 28. Los incisos (a) y (b) son los 
mapeos algoritmicos d31 ejemplo 2.2.5 
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A continuación se describirán los conjuntos solución mas usu-ª. 
les en programación no lineal. 

Considere el problema de programación no lineal 
Minimizar f (x) 
sujeto a xe:S, 

donde f:~n 7 fil, sc~n, s10. 

Es claro pues, que la aplicación de un algoritmo al problema 

planteado, tiene como propósito encontrar un punto que cumpla 
con ciertos requisitos. En nuestro caso estos requisitos son 
condiciones de optimalidad. 
Una propiedad deseable que un algoritmo debe poseer, es que é.§. 
te genere una sucesión de puntos que converja a una solución 

óptima del problema. Sin embargo, en muchos casos basta con o~ 
tener puntos suficientemente próximos a dicha solución óptima, 
por ejemplo, cuando se carece de propiedades de convexidad, o 
bien por el tamaño del problema, etc., en cuyo caso el proce-
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dimiento iterativo debe ser detenido si el puntoobtenido pe.!'. 
tenece a un conjunto pFedeterminado Q, el cual será llamado con 
junto solución. En seguida, se listan algunos de lo.a conjuntos 
solución m~s usuales en programaci6n no lineal: 

(i). Q ={xE.!Rn; x es una soluci6n óptima local) 

(ii).!:l={xelRn; XE.S y f(x):!:b}, donde bes un valor aceptable 
de la función objetivo. 

(iii)Q={xE.IRn; xe:S y f(x)<L+E}, donde E.>0 es una tolerancia 

especificada y L es una cota inferior de la solución 6ptima. 

(iv). fc!={::«:IHn; xES y f(x)-f(x*)¿E}, donde f(x') es la solu
ción 6ptir.:a global y E.> O una tolerancia especificada. 

(v). Q ={xE.IRn; xeS y satisface las condiciones de optioalidad 
de Kulm-Tucker}. 

(vi). SG={xe!Rn; XES y satisface las condiciones de Fri tz Jhon}. 

En general , la convergencia de algoritmos es basada en la 

noci6n de conjunto soluci6n. 

Definici6n. 2.2.6 Se dice que un mapeo algorítmico T:X ~X, 
XC!Rn converge sobre YCX a un punto en .Q , si al comenzar con 
cualquier punto inicial x1<i.Y, el límite de cualquier subsuce

sión convergente {xn 1 mJN de la sucesión { xn} nEIN generada por 
el mapeo algorítmico~ pertenece al conjunto solución n . 

EjemElo. 2.2.7 Considere los dos mapeos algorítmicos T y S 
del ejemplo 2.2.5, entonces los mapeos algorítmicos T y S COQ 

vergen sobre R a un punto eníl, ya que, la aplicaci6n repetida de 
T ó S con cualquier punto inicial converge a la solución 6pt~ 
ma x*=l y por lo tanto cualquier subsucesi6n de las sucesiones 
generadas por T ó S converge también a x*=l. 



. 76 

Una vez que han sido introducidos los conceptos de mapeo al
gorítmico, conjunto solución y convergencia algorítmica, se 
precisará la noción de función de descenso en un algoritmo. 

Definición. 2.2.8 Sea T:X ...,. X, XC~n un mapeo algorítmico y 
sea .íl.cx un conjunto solución. Se dice que una función co_g 
tinua F:X 7 R es una función de descenso para T y Q. , si F 
satisface las siguientes condiciones: 

(i). x~Q. y yETx implica :F(y)¿_F(x) 

(ii). xd"l y yETx ir:rolica F(y)a(x). 

Casi siempre, la función objetivo misma, sirve como función 
de descenso. Sin embargo, esta rer,la no es general. Por ejem
pl~ en problemas irrestrictos de programación no lineal, una 
función de descenso podría ser F(x)=ttgredf(x~ si se define 

íl={xe!Rn; !!radf(x)=O}. Esto se muestra en el siguiente ejer:iplo: 

~emplo. 2.2.9 Considere el problema irrestricto de progra
mación no lineal 
Minimizar f(x)=x2 (f:[O,oo) ~ [o,m) ) 
y considere el mapeo algorítmico T:[o,ro) ~ [0,CD), definido 
por T(x)=[ü,-h], sea Q ={0} y sea F.: [O,ro)..:¡IR, F(x)=l\gradf(x~I. Pa 
ra toda yeT(x), se tiene que cuando ·x,fO, se satisface O<y<x,asi· 

F(y)=ilgradf(y)il = 2y <. 2x =llgradi'(x)ll =F(x). 1 

Ahora bien, si xeQ, es decir, ·x=01 y si y<=:T(O)={O}, entonces 
g(y)=O=F(x). En consecuencia F(·)=Ugradf(·)íl es una funci6n 
de descenso para T y Q. 

Definición. 2.2.10 Sea T:X -rX, XC!Rn un mapeo algorítmico 
y seaRcx un conjunto solución. Se dice que el algoritmo T 
es de descenso, si existe una función de descenso para T yn. 



2.3 MAPEOS CERRATIOS 

En esta sección se introducirá la'noción de mapeo cerrado de 
punto a conjunto. El significado de la cerradura será estudiE 
do mediante algunos ejenplos y una discusión subsecuente. 
El tener una I:ledida de mejoraniento en un algoritmo, como pu~ 

de ser la función de descenso, es una propieded deseable. No 
obstante, lo anterior no es su1'iciente p8ra :;2rar,tiz3r que el 
algoritmo converja a un punto perteneciente al conjunto solu
ción íl . Ahora bien , todos los algoritmos convergentes poseen 
cierta propiedad de continuidad, que es quizás la más signifi
cativa para la obtención de resultados generales sohre conver 
gencia algorítmica. Tiicha propiedad de continuidad, como se 
verá está relacionada con la noción de cerradura de un mapeo 
algorítmico. 

A continuación se presenta un conjunto de ejemplos, que tie
nen la finalj.dad de mostrar la necesidad de introducir la n_Q 
ción de cerradura en un mapeo algorítmico como una propiedad 
de continuidad para alcanzar convergencia algorítmica .. 

Ejemplo. 2.3.1 Considere el problema 
Maximizar f(x)=5-x (f:R ~ R 
sujeto a x~O. 

Obviamente la solución óptima global del problema planteado 
es x*=O. Sea º-={O) y sea T:~ ~ R el mapeo algorítmico definido 

por: 

{ 
{1+·Hx-1l}, si x>l 

Tx= 
{h} si x~l 

Tiefina la función de ascenso como: F(x)=f(x)=5-x. Entonces 
para x1 =5, el algoritmo genera la sucesión: 



{xk}ke!N={ 5, 3, 2, 3/2,5¡'4;~/8,17/:J.6, '. .) 

Asf, 

{ F ( Xk) J kE IN= {O , 2 , 3 , 7 / 2 , 15 / 4 , • , • } 

Note que F(xk+l)>F(xk) para toda kEIN, lo cual muestra que 

efectivamente F es una función de ascenso para T y Q. Sin 

e1::tbargo, xk ~ l:fr·=O cuando k .:+ro , ya que, la relaci6n xk+l 

ET(xk)=Tk(x
1

)={l+U-)k(x
1
-1)} implica que xk+l -;. 1 cuando 

k -+ w y desde luego l,e:'Q • 

l 

T(xy/ 

________ / 
.1. ----------
'" 

Figura 29. r.Iapeo algorítmico del ~jemplo 2.3.l 
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Si se examina el rnapeo algorítmico definido en el ejemplo 

anterior. Se observará que no es continuo en el punto x=l. 

Esta discontinuidad es precisamente la que impide la conver

gencia a la solución 6ptima. Algo más, aunque F es una fun

ción de ascenso para T y Q, se tiene que la existencia de 

dicha F no garantiza la ·convergencia de T a un punto de Q • 

Ejemplo. 2.3.2 Considere el problema 

Minimizar f(x)=x2 (f :fil ~fil ) 

sujeto a x~l. 



Claramente la soluci6n 6ptima globáles.el punto x*=l. Defj, 
na .Q ={1} y considere el mapeo álgÓf.Hci:icqi T:IR ~ IR definido 
por: 

{

[( 3/2)+tx,l+tx], si x~2 
Tx= 

{-?z-(x+l)} , si x<.2 

Para cualquier punto inicial x1~2, se tiene que la suce

si6n generada por T converge a x=2. note que x¡:{Q. Por otra 
parte, para cualquier x1<2, la sucesi6n generada por T con
verge a x*=l. En este ejeDplo el algoritmo T converge sobre 
el intervalo (-m,2) a un punto de Sl y no converge sobre el 
intervalo [2, ro) a un punto en Q • 

Figura 30. Ejemplo de un mapeo algorítmico no convergente, 

Observe que los mapeos algorítmicos de los ejemplos 2.2.5 y 

2.3.2 poseen las siguientes propiedades: 

(i). Dado un punto factible xk' se tiene que el punto xk+l 

es también factible. 
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(ii). Dado un punto factible xksiQ, el punto sucesor satisface 

f(xk+l)(f(xk), en otras palabras, la funci6n fes estrictame~ 
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te decreciente. 

(iii); Dado un punto factible xkE.R, se 
tos sucesores pertenecen tmnbién a Q .• 

cumple que los pun-

A pesar de la similitud, los dos algoritmos del ejemplo 2.2.5 
convergen a x*=l. J,'.ientras que el al¡:;oritmo del ejer:iplo 2.2.3 
no converge a x*=l si el punto injcial x

1
, se elige de tal 

manera que x1~2. 

La noci6n que se explotar~ para estudiar la continuidad de 
rnapeos algorítmicos, es la noci6n de wapeo cerrado de punto 
a conjunto que a continuaci6n se presenta: 

Def!niE_i6n, 2.3.3 Sean X y Y dos subconjuntos cerrados y no 
vacíos de Rn. Sea T:X ~Y un mapeo de nunto a conjunto. Se 
dice que el mapeo T es cerrado en un punto xEX si cuando: 

(i). {xk"}kt.U\T es una sucesi6n de eler~entos de X, tel que 
xk -r x* cuando k + ro • 
(ii) y si {Yk1hw es una sucesi6n de elementos de Y, tal que 
yke.Txk y yk -'? y-x- cuando k 7 ro • 
Se implica que y*eTx*. 

Un rnapeo de punto a conjunto T es llamado cerrado sobre ZCX 
si T es cerrado en todo punto de z. 

~ernplo. 2.3.4 Considere el mapeo algorítmico T del ejemplo 
2.3.2. T no es un rnapeo cerrado en el punto x*=2. En efecto, 

la sucesi6n xk=2- i + x-i<·=2, sin embargo, la sucesi6n yk=-Hxk 

+l)=-Jt((2-~)+l)= f - h-7 y*=~ y y*iiTx"={2}. 

Ejemplo, 2.3,5 Defina T:[O,CD) 
2 

~ro,cn), mediante Tx={y; lx~y~ 
3 
decir, X3} • Se veré que T es un mapeo cerrado sobre [o ,m). Es 

T es un mapeo cerrado en todo punto x~O. 

Sea {xk}k<=:IN una sucesi6n de números no negativos, tal que 

xk -7' x-i<- cuando k ~ro y sea { yk) kélN con yk.::Txk y yk -7 y* 
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Ah b . T . 1. l ¿ .c: 2 t d "'' d ora 1en, YicE' xk 1mp 1ca que 3xk-yk-3xk para o a ~u,, e 
d d 1 lf Llf -" 2Ü Í .l *"° ,,._d * t . é d on_ e 3 "->&\ xk- k->fil yk-3 "'"W, xk' as 3x -Y - 3x , em. n ose que 
y*e:Tx*. Algo r:1ás, si se define f2. ={O} y se toma cualquier 

x1 E.( O,cn), se tiene que xk+le:Txk implica O<xk+l<xk. Por lo ta_!} 

to { xkl kE!H es uni:i sucesi6n non6tona dec:!'.'eciente y acotnda, en 

consecuencin es convergente. Es fácil ver que converge 2 cero, 
, <i 1 ¿ ¿2 . 1 . ( 1) k L .<: ( 2) k, - j d li ye. que, 3xk-yk-3xk 1r.ip ica 3 x 1-xk+l- 3 x 1 , cte ron e ~..-.lii xl-: 
=0, en cuyo caso se tiene que cualnuier su~sucesi6n converGe 

taobién a cero y por lo tanto el mapeo algorit~ico T converge 

sobre [o,ro) e un punto de Q. 

Figura 31.Mapeo algorítmico del ejemplo 2.3.5 

Finalmente, se mostrará mediente un ejemplo, que el hecho de 

.tener un mapeo cerrado no garantiza la convergencia algorít

mica. 

Ejemplo.· 2.3.6 Considere el mapeo algoritmico T:IR -'t [R definj, 

do por Tx={y; -l~y~l) para toda XEIR, Sea$/.=(-z,z) con ZE(O,l), 
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entonces xk=(-l)k define una sucesion infinita que puede ser 
generada por la aplicación repetida de T, esta sucesión ti~ 
ne dos subsucesiones infinitas convergentes {-1,-1,-1, ••• } 
y {l,1,1, ... ), sin embargo, los puntos -1,li.Q. Por lo tan 
to el mapeo algorítmico T no converge sobre ~ a un punto de 
Q. 
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CAPITULO 3' CONVERGENCIA DE 11APEos· ALGORITfüCOS 

3ol INTRODUCCION 

En 1970 Zangwill y Polak presentaron por primera vez un conju_g 

to de condiciones suficientes para alcanzar convergencia algo

ri tmica, motivando con esto, el desarrollo de una teoría gene

ral de algoritmos de programaci6n no lineal. Recientemente, 
.Meyer y Komlósi han obtenido resultados más generales explota.E_ 
do la noción de compacidad. 
En el transcurso de este capítulo se establecen las propiedades 
deseables que un algoritmo debe poseer. En general, los algo
ritmos generan sucesiones infinitas de puntos, siendo posible 
que ninguno de ellos califique estrictamente como una soluci6n 
óptima. Se probará pues, que un algoritmo con las propiedades 
~stablecidas, efectivamente converge a un punto del conjunto 
solución. 
También, en este capitulo se estudiará la convergencia de compo

siciones de mapeos algorítmicos, ya que, muchos de los algorit
mos desarrollados en programaci6n no lineal, por su complejidad, 
pueden ser considerados como composición de mapeos algorítmicos. 

Por último, se presentará una discusi6n sobre la rápidez de con 

vergencia de un ~lgoritmo. 

3.2 EL Ti!XlREtlA FUNDAMENTAL DE CONV.c:RGENCIA ALGORITMICA 

Una vez ·que han. sido intro.ducidos los conceptos de mapeo algo

rítmico, convergencia algorítmica y mapeo cerrado, se presen-

tará un conjunto de condiciones suficientes para la conver 

gencia de un mapeo algorítmico. Para lo cual, es necesario 
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tener en cuenta el concepto de compacidad estudiado en el 

capitulo l. Dichas condiciones serán establecidas mediante 
el teorema fundamental de convergencia algoritmica. 

Se comenzará por probar el siguiente lema: 

Lema. 3.2.1 Sea xcmn, Xl0, sea F:X 4'~ una funci6n con
tinua, y sea {xk¡k€['¡ una sucesión infinita de puntos en X, 
tales riue: 

(i). F(xk)¿F(xk+l) para todo kE~. 

(ii). Existe una subsucesión {xk} N de la sucesión lxJkelN 
m mE 

tal que xk + x* cuando m -;>co. 
m 

Entonces lim F(xk)=lím F(xk )=F(x•). 
1~_,ro m->m m 

Prueba: 

3n primer lugar, como F es continua, entonces lím F(xk )= 
m_.,co -in 

F(x*). Así, dado E.:>0, existe un N~IN, tal que F(x*)-F(xk ) 
m 

= /F(x* )-F(xk )l<E para toda m EIN que satisface m~N. Note que 
m 

la sucesión {F(xk )}mEIN es monótona creciente y conver
m 

gente, teniéndose asi que converge al supremo. En otras pal~ 
bras F(x*)=sup {F(xk )}~ F(xk ) para toda mEN, de donde 

m m m 
· F(x* )-F(xk )~O para toda mEIN. En particular, debido a la con 

m 

vergencia de la sucesión {F(xkm)}mEIN' :F(x*)-F(xN)<E. 

También a consecuencia de la hipótesis (i), se tiene que 
F(xN)~F(xk) para toda k~N. Así, 

F(x* )-F(x~== (F(x* )-F(xN)) + (F(xN)-F(xk)) <e- +O=E: para toda 

k~N. Por lo tanto, lim F(xk)=F(x*), con lo que se concluye 
J\.,,()'J 

la prueba del lema. 
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Teorema. 3.2.2 (Teorema fundamental de convergencia algorítmica) 

Sea X un subconjunto cerrado y no vacío de !Rn, sea Q 'f91, .Qc X 

un conjunto solución y sea T:X +X un mapeo algorítmico. Dado 

x1EX, lA sucesión {xk1k"-(N es g·enerada como sigue: Si xkt.S2 

se detiene el algoritmo; En caso contrario, tome xk+lETxk' 

reemplace k por k+l e itere de nuevo. 

Suponga que la sucesión generada por el mapeo al~oritmico T, 

{xk1 kt:li~ está totalmente contenida en un conjunto compacto K 

de X y suponga que existe una función F de ascenso para T yQ. 

Si T es un mapeo cerrado sobre X'.Q. Entonces el mapeo algo

rítmico converge sobre X, €S decir, 

(i). El algoritmo se detiene en un ndmero finito de p8sos con 

un punto en Q , ó 

(ii). Cada subsucesión convergente {xk.J mdN de la sucesión 

{xk¡.kE.!N converge a punto en el conjunto solución Q, esto es, 
todos los puntos de acumulación de la sucesión { xk1 kt:lN pert~ 
necen a Q . 

Prueba: 

Si en alguna iteración se genera un punto en[¿, entonces el 

algoritmo se detiene. Suponga ahora, que una sucesión infifita 

es generada. Sea fxk) mE!N cualquier subsucesi6n convergente 
m . 

a un punto x*EX. Por el lema anterior, se tiene aue lím F(xk) 
. - ~ro 

=lÍm F(xk )=F(x*). Para demostrar que x"E..Q., suponga lo contr~ 
m~w m 

rio, es decir,x*iS1. Considere la sucesión. {x~+l1mt:IN' ésta 

sucesión está contenida en el conjunto compacto KCX y por lo 

tanto contiene una subsucesión convergente {xk +l } pe:IN con 
mp 

límite XEX. De nuevo por el lema anterior 

F(x)=lim F(xk 1 )=lím F(xk)=F(x*) 
P~!P m + 11~00 

p 



a1· 

. . 

Ah9ra bien . como x .•... ·~ ~·~ ~áa:ftd.p :P j, rP', yá que · [x } 

es una sub:ucesi:n 1f ·;¡.;~~*~f j~S&~~i~: ;: ~~al ::Pe:~ 
;·.;,,~,:·1· .. :. 

vergente a x* y como xk .·· +ieT.xl<;,f ¡~\/~e.;sigue que xe:Tx• por 
mp . . . <,Illp''/ > 

ser T cerrado en x-...Q , pero observe que x•~Q, de donde 

F(x*)<F(x), lo cual contradice el hecho de que F(x)=F(x•). 
Bn consecuencia x*e~. 

El teorema anterior muestra que además de una medida de pr~ 
greso definida por una función de ascenso y una propiedad de 
continuidad debida a la cerradura de T, se requiere además 
que la sucesión generada por el mapeo algorítmico T esté 
contenida en un conjunto compacto, con la finalidad de ase
gurar que todos los puntos de acumulación de la sucesion 

{xk\ké~ pertenecen al conjunto solución Q. 

Ejemplo. 3.2.3 Sea T:[O,co), [O,ro) el mapeo de punto a con
junto del ejemplo 2.3.5. Siíl={01, se vi6 que T era un mapeo 

cerrado en [O,ro) y convergente sobre [o,ro) a un punto de .Q • 
Note que para cualquier x1E[O,co), se tiene que xkE[O,x11 =KC 

[O,cn) para todo kéN, ya que xk+lbxk pera toda kt:IN. Así K 

es un conjunto compacto de [O,ro) para cualquier x1~ O. 

Corolario. 3.2.4 Bajo las hipótesis del teorema anterior, 
si [2 consiste de un sólo punto, digamos, f6 ={x*}. Entonces 
la sucesión {xk)kélN generada por el mapeo algorítmico T con
verge a x*. 
Prueba: 

. Suponga lo contrario, es de.cir, que existe un E:>O 

sucesión { xk} me IN de la sucesión txk1 kEIT~' tal que 
m 

para todo m~IN. Observe que existe una subsucesión 

y una suE_ 

JIXk -x*li> € 
m 

{xk }pEN 
mp 



de la sucesión {xk }me:n~· tal que xk .;:;; x Éo Xdebido a la hi-
- . 

m . m 

pótesis d.e. compacidad. Por ~1 teorem~ anterior se tiene que 
xi;:Q.- ~ Pero Q =lx*}, teniéndose así que x =x*. Por 16 tanto, 

x ~ x*, es decir, existe un NelN tal que llx1, -x* 11 <.e. p_g km NO>- • 
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p . rnp 
re toda p,N, pero si {xk }pcN es una subsucesi6n de {xk 1mEti• 

mp m 
entonces también 11 xk -x* ll>e: para todo pEIN. :Esta contradicción 

¡:¡p 

prueba el corolario. 

De acuerdo al teorema 3.2.3, un algoritmo es detenido cuando 
se obtiene un punto XER. a partir de la sucesión generada por 
él. En muchos casos, sin embargo, la converrencia a un punto 
en el conjunto solución Q s6lo ocurre en el límite, teniendo 
que recurrir a re5las prácticas para Netener el procedimiento 
iterativo del algoritmo. A continuación, se presentan las re
glas usadas con m6s frecuencia para detener un algoritmo: 

Sean ErO y N un número natural predeterminados, los siguien 
tes criterios son frecuentemente utilizados para detener un 
algoritmo: 

( i). llxk+N-xkll= 11 TN(xk)-xkl! .C:.E 
Aquí, el algoritmo es detenido si el desplazamiento después 

de N aplicaciones consecutivas del mapeo algoritmico T es 
menor que E: • 

N 
( ii). 11xk+N-xk1I _ llT (xk)-xk 11, xJ!O 

llXkll - llXkll 
Bajo este criterio, el algoritmo es detenido si el desplaz~ 
miento relativo con respecto a la k-ésima iteración después 
de N aplicaciones consecutivas del mapeo algorítmico T es 

menor que E. 

(iii). \F(xk+N)-F(xk) 1 <E 
Aquí, el algoritmo es detenido si el mejoramiento total en 



la función de ascenso (descenso) después de N aplicaciones 
consecutivas del mapeo algoritmico T es menor que E • 

(iv). IF(xk+N)- F(xk)J (E, F(x )¡éo 
IF(xk)I k 
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Si el mejoramiento relativo de la función de ascenso (desceQ 
so) con respecto a la iteración k después de N aplicaciones 
consecutivas del ~apeo algoritmico T es menor que E , enton
ces el algoritEo es detenido. 
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. 3.3 COMPOSICION'.DE M.APEOS 

Muchos de los algoritmos. desarrollados en prograrnaci6n no 11, 
neal son bastante complejos, estos al~oritmos frecuentemente 
son la cornposici6n de varios mapeos algorítmicos. Por ejemplo, 
algunos algori toas determinan primero un2 direcci6n f'¡¡ctible 

dk para desplazarse a través de ella y posteriornente deter
oinan la longitud del p¡¡so ~k resolviendo el proble~e unidi 

mensional de r:ünimizar F(xk->..d1 ) , donde F es un2 funci6n de 
• .e 

descenso. En este caso el procedimiento de soluci6n es la 

composición de los mapeos algorítmicos T1 y T2 (T 2c'.i\), do.!} 
de T1 determina la dirección factible dk y T2 encuentra la 
solución 6ptima del problema unidimensional de minimizar 

F(xk-Adk). Para formaliz2r este tipo de situ2ciones se pro
porcion2 la siguiente definición: 

Definición. 3.3.1 Se2n X,Y y Z subconjuntos cerrados y no 
vacíos de ~n,Rp y ~q. respectivamente y sean T1 y T2 mapeos 

de punto a conjunto T1 :X ~Y, T2:Y + Z. El mapeo c~mposici6n 
T=T2 oT1 es el mapeo de punto a conjunto T:X + Z definido por 
T(x)=LJ{T

2
(y); yi::T

1 
(x)] • Frecuentemente se denota T2°T 1 por 

T2Tl. 

Figura 32. Composición de mapeos. 
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Teorema. 3.3.2 Sean X,Y y Z subconjuntos cerrados y no va

cíos de IR.n ,IRP y !Rq, r~spectivamente. Sean T1 :X _,,.Y y T2 :Y 7 Z 

dos mapeos de punto a conjunto y considere el mapeo composi

ción T=T2T1 . Suponga que el napeo T1 es cerrado en el punto 

Y.EX y qu,e el mapeo T2 es cerrado en todo punto yeT1 (x). 

Suponga ader:!ás que si { xk}fil:E:l es una sucesión infinita de 

elenentos de X, tal que xk 7 x y ykET1 (xl<;), entonces existe 

una subsucesi6n convergente {yk 1 "' de la sucesión {yk) i,-,,,r;r-
m r.JEc< -- --C· 

Entonces el mapeo composición T es cerrado en el punto x. 

Prueba: 

Sea {xk}kEITf una sucesión de elementos de X, tal que xk + x 

cuando k -rro y sea {zk} kdf una sucesión que satis.face zkE. T 

( xk), tal que zk -'I zEZ cuando k --;. co. Se verá que ZETY.. Por 

de.finición del r.iapeo co:mposición T, para cada keN, existe un 

YkE:'.l\(xk)' t:ü que zkE:T 2 (yk). Por hipótesis, existe una sub

sucesi6n convergente {yk }md~ de la sucesión [yk}lreüJ' tal 
m 

que ykm 7 yt.Y. Puesto que T1 es cerrado en xeX ;.' como xkm -7> x 

y yk ~y cuando m -?>CP con ykE T}xk ), ya que si [xk1kem 
m m m 

converge a x, se tiene que {xk }rnEfl'r también lo hace. Enton
rn 

ces yeT~ (x). Además T2 es cerrado sobre T
1 

( x) y como yk ~ y 
m 

y zk -+ z cuando m -reo con zkeT2 (yk ) , entonces zeT
2

(y). As:i 
m ·m m 

zeT2 (y)ET2 (T1 (x))=(T
2

T
1

)(x)=T(x). 

Los dos resultados siguientes son consecuencia directa del 
teorema anterior. 

Corolario. 3.3.3 Sean X,Y y Z subconjuntos cerrados y no 

vacíos de IR.n,!Rp y IR.q, respectivamente. Sean T
1

:X -r Y y T
2

: 

Y 7 Z dos mapeos de punto a conjunto. Suponga que el mepeo 

T1 es -cerrado en el punto xeX y ~ue el mapeo T
2 

es cerrado 
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en todo punto y T1 (x). Si el conjunto Y es compacto. Enton
ces T=T2T1 es cerrado en xEX. 

Corolario. 3.3.4 Sean X,Y y Z subconjuntos cerrados y no 
vacíos de IRn,ffip y lRq, respectivamente. Sea G:X ..,..y una fun

ción continua y sea T2 :Y ~ Z un rnapeo de punto a conjunto 
el cual es cerrado sobre T2(x). Entonces T=T2G es cerrado 
en el punto XEX. 

N ate la ir.i:portancia de la hipótesis de a_ue existe umi subsuc_s: 

ción convergente {ykm}melN" de elementos de Y. Sin esta hipót_g 
sis puede ser que aunque T1 y T2 sean ambos rnapeos cerrados, 
el napeo composición T=T 2T1 no es necesariamente cerrado co
rno se nuestra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo. 3,3,5 Sean T1 ,T2 :R ~ R definidos por T1 (x)={~} si xi 
O con T1 (0)=0 y '.I.12 (y)={z; lzl~IYI}. Observe que T1 y T2 son 
napeos cerrados sobre IR. Sea T=T2T1 , entonces T(x)=T2 (T1 (x))_ 
={z; 1 zi~IT1 (x)IJ, es decir, T(x)={z; lzl~ j~j}si x/O y T(O) 
=O. Se verá que el mapeo T no es cerrado en el punto x=O. 

1 Sea [xklkeN la sucesión definida por xk= k kdN. Ifote q_ue 
T(xk)={z; lzl~k} y por lo tanto zk=leT(xk) para toda kelli[, 
Sea {zk}kellif la sucesión {1,1, ... ,1, ... }, obviamente zk -71 
cuando k 7CD y sin embargo l~ T(O)={O}. Por lo tant~ el m~ 
peo T no es cerrado en el punto x=O aún cuando T1 y T2 lo 
son. El teorema 3.3.2 no se aplica debido a que la sucesión 

[ykl kEIN con yke:T1 (xk)={k} para xk= ~ no tiene subsucesiones 
conve;r:-gentes. 

Muchos algoritmos de programación no.lineal, en cada itera
ción utilizan dos napeos de punt6 a conjunto, uno de los 
cuales es cerrado y satisface las hipótesis del teorema 3. 
3.2 y otro que tiene como propósito hacer que el valor de 
alguna función de ascenso no disminuya. Se verá a continua-



ci6n que los algoritmos que poseen las propiedades antes neE 
cionadas más cierta conaición de co~pacidad sobre las suce
siones generadas, efectivamente convergen. 
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Teorema 3,3.6 Sea X un subconjunto cerrado y no vacío de Rn 
y sea .QcX un conjunto solución no vacío. Sea F:!Rn , IR una fuE 
ci6n continua y suponga que el mapeo de punto a conjunto T2 : 

X ..... X satisface la siguiente propiedad: Dsdo xE.X, F(y)~F(x) 

para todo yeT 2 (x). Sea T1 :X ~X u~ mapeo de punto a conjunto 
que es cerrado sobre X 'U , el cual s2tisface F(y)>F(x) 
para toda ye T1 ( x) cu2ndo xfÍQ.. Ahora considere el r.wpeo co1:1p_Q 

sici6n T=T2T1 • Sea x1EX y supongo. q_ue la sucesión {xk1kdN es 
generada como sieue: Si x}~Q, entonces el algori tr:Jo se deti~ 
ne; En caso contrario, tome xlc+lE.Txk reemplace k por k+l 
e itere de nuevo. Suponga tar:Jbién que el conjunto K=~; F(x) 
~F(x1 )}es un subconjunto compacto de !Rn. Entonces el algori~ 
mo converge sobre X, es decir, al algoritmo se detiene en 
un número finito de iteraciones con un punto en iR, o bien 
todos los puntos de acumulación de la sucesión f xJ k!;;N per
tenecen al conjunto solución Q • 
Prueba: 
si en alguna iteración xke.Q, entonces el algoritmo se deti~ 
ne. Suponga ahora que una sucesión infinita es generada por 
el mapeo algorítmico T. Sea {xk} mE.IN una subsucesión conver-

m 
gente a un punto xeX, entonces por continuidad de la función 

F, se sigue que F(x~) ~ F(x) cuando m ~ro y por el lema 3.2. 

1, se tiene que limF(xk)=F(x). Para probar. que x éQ,, suponga 

que por el contrario x~f;G y considere la sucesi6n {xk +l1 mf.!N' 
m 

Por definición del mapeo T, note que xk +lET2(yk ), donde 
m m 

yk E T1 (xk ) , teniéndose así que yk ,xk +l t:K para toda melN, 
m m m m 

ya que, F(x1 )~F(xk )<F(yk )~F(xk +l). Puesto que el conjunto 
m m m 
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K es compacto, existen subsucesiones {Yk }p(@ Y t~ +11p•~' 
m m 

- p p 
tales que yk 

m 
-T Y Y xk +l -7 x cuando p -t co para algunos 

- p 
y,xE.X • Por el lema 

m 
p 

3.2.1 lím F(xk 
1
)=F(x) y por lo tanto 

P-l>Cll + mp 

F(x)=F(x) y puesto que el mapeo T
1 

es cerrado en xt9,y como 

xk -7 x Y Yk E: T1 (xk ) , entonces yeT1 (x) y por hipótesis 
m¡:> rnp rnp 

F(yJ>F(x) y puesto que xk +ltT?(yk ) para toda p~fil, enton-
mp mp 

ces también por hipótesis F(xk +l)~F(y~) para toda})€:~. 
mp P 

tomando el limite cuando p -t ro , se tiene por continuidad de la 

función F que F(x)~F(y) y como ya se vi6 gue F(y)>F(x) se 

implica que F(x)>F(x), lo cual contradice el hecho de que 

F(x)=F(x). Por lo tanto xE.Q. 
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3.4 RAPIDEZ DE CONVERGENCIA 

En el transcurso de la secci6n anterior se exploraron las co~ 
diciones para que un algoritmo converja. En esta sección será 
de interés desarrollar herramientas de análisis que permitan 
estudiar la rapidez con la que un algoritmo alcanza convergencia 
a un punto del conjunto solución. 

A continuación se presentan dos definiciones que serán de uti 
lidad para precisar la idea de rapidez de convergencia de un 
algoritmo. 

Definición. 3.4.1 Sea {rk}kEN una sucesión de números reales. 
Sea E el subconjunto de R que consiste de aquellos números r, 

tales ~ue existe una subsucesi6n {rk 1 meW con rk + r cuando 
m m 

m -:reo. Entonces 

(i). lim sup rk =sup E 
!Hro 

(ii).lím inf rk =inf E 
K->w 

Definición. 3.4.2 Sea {xk1k.l:N una sucesión de elementos de 
IRn gue converge a un punto x"EIR.n. El orden de convergencia 

8({xk}k€W) de la sucesión {xk1kE~ es el número 

9( {xkhEN)=sup { p>O; lll\~ sup llxk+J-x*ll < CD} • 
llxk - x*llP 

De la definición anterior se observa que si ~-=lím sup llxk+l-x•n , 
11~ - x*llP 

entonces para k suficientemente grande llxk+l -x"'ll::::~llxk -x*llP, 

con llxk - x*ll.<:: l, teniéndose así gue entre mayor es el valor 

de p más rapido es alcanzada la convergencia a x* 



Ejemplo. 3.4º3 Considere los mapeos algorítmicos !l';s:Tó;ro) 
..,.[o,ro) definidos por TX=\~x} y Sx=Hx2} y sea b"2'~·{bf/ ;~nio!! 
ces para el mapeo T y x1>0, se tiene que 

jxk+l-x•¡ ¡xk+l I ~ xk =1xl-p 
1xk-x•1p= ¡xk¡-e= xk 2K 

Para p=l, se tiene que 

lx -x*¡_l lím sup lo] 
l<-.w ¡xk - x· ¡ -2' 

para p=2 

l • lx -x*I 1 . 1 l CD im sup k+l = im sup -·- = , 
J:!?co lxk _ x•¡ 2 "-·HO 2 xk 

ya gue si xk "'r O cuando k ->ro, entonces ]:_ -?Cll cuando k -+CO. 
xk 

Teniéndose como consecuencia que 8T({xklkefil)=l. 

Para el mapeo algorítmico S y x 1>0, se tiene que 

lxk+l -X* 1 - X~ 
lxk - x•¡P- x-f_ 

Para p=l y p=2 claramente lím sup lxk+l -x*¡ <ro • Mientras que 
ll"'"' jxk - x*jE' 

para P>2 se cumple que lim sup ¡xk+l - x*l::ro • Por lo tanto 
l<-•ro jxk - x* jP 

98 ({xk1kEIN)=2. De donde S converge más rápido gue T ar2.. 

1 

1 
2 

1 
Figura 33. Mapeos algorítmicos del ejemplo 3.4.3 



Existe una amplia clase de algoritmos de programación no li~ 
neal que poseen orden d~ convergencia uno. Se hará un breve 
análisis para_ este _particular pero importante caso. 

Definici6n. 3.4.4 Si una sucesión {xk1kEW de elementos de 

rnn converge a un punto x*E~n de tal forma que 

limllxk+l-x'l¡= P,<:. 1 . 
.ll'>rolfx,_ -x*I\ r 

1\. 

Se dice entonces que la convergencia es lineal a razón ~ . 

Si ~=O, se dice que la convergencia es super-lineal. 

De la definición anterior se observa que 0 es una medida útil 
en la determinación de cuál de dos o más algoritmos que conveE 

gen linealmente es mejor, siendo por supuesto, el de menor va
lor de ~ el que más rápido converge, ya que, para k suficien

temente grande Jlxk+l-x*ll-:::~llxk-x*ll. 

Ejemplo. 3.4.5 Considere la sucesión generada por el mapeo 

algorítmico T del _ejemplo 3.4.3, entonces {xk1ke~ converge l~ 

nealmente a razón ~=~· 

Ejemulo. 3.4.6 
(i). Sea xk=~ para toda kE!N, entonces xk -7 O cuando k ...:¡.CJJ y 

Jxk+l-x*1 = xk+l ~ l:(l/k) -> 1 cuando k -7 oo. 
¡xk - x*¡ xk 

Por lo tanto, la convergencia es lineal. 

(ii).Sea xk=C})k para toda kelN, entonces xk ~O cuando k -+CO y 

lxk+l -x*¡_ xk+l - 1 ..;. O cuando k 
lxk- x*1-x;-- k(l+(l/k))k+l -'l>CO. 

De donde la convergencia es superlineal. 

Las definiciones anteriores de rapidez de convergencia son 
más bien de naturaleza global y no proporcionan información 
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sobre la rapidez con que el algoritmo progresa de una itera

ción a la siguiente. Una alternativa es tratar de encontrar 

una medida de rapidez promedio por paso después de cierto 

número de pasos. 

Definición. 3.4.7 Sea {xk}k ., una sucesión de elementos de 
n . i:o "' 

IR convergente a un punto x*EIRn. Sl orden prom-~dio de conve:c. 

gencia 1:;i( {xk} hlN) de la sucesión {xk! hN' es el número 
l k 

8({xk1kew)=Ínf fp>l; 1J._~00 sup /Jxk -x*IJ(p) =l} 

2k E,jemplo. 3.4.8 Sea aE(O,l) y sea xk=a para toda kd~, 

entonces xk -? O cuando k ~ro • Asi 

el )k 2k; k (J,_)k 
lx

1
,-x•¡ P =a P. Si p=l, entonces lim sup/xk-x*I P =0, 
• JHCC> 

si p=2, entonces lím 
.l\~00 

1 k 
suplxk-x*I (p) =a; pero si p>2, entonces 

.L k 
lím suplxk-x*l(p) =l. Por lo tanto ~({xkhi:orrq)=2. 
:i<~ro 
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CAPITULO 4. ·EL ALGORITJ1(FDÉ. PAVIANI 

En la r.:ayoría de los ca sos cuando un algoritmo de progrnr:ia

ci6n no lineal para probleoas restringidos, es i~plant96o en 

una computadora di¿:;ital, una considerDble parte del t:i.é'r:ipo ele 
procesamiento es gastado para satisfacer requerioientos de 
factibilidad. D. Paviani, recientemente ha desarrollado un 

algori tr:10 descendente, más precisamente un algori too cor.1pos1 
ci6n, el cual en cada.iteración, utilizD la inforoaci6n ce

didél, t2nto por puntos factibles co1:io por ciertos puntos peE 
oitido~ no factibles, llam~dos puntos cuBsi-factibles, de téll 
manera, que los limites de cuasi:factibilidad son gradualmente 
hechos más ru:trictivos en tanto oue el oapeo algorítr:iico co_!} 
verge a un punto del conjunto solución, en dond~ por supuest~ 

s6lo puntos factibles son aceptados. 

4.2 METODO DE BUSQUEDA POLIEDRICA 

El método de búsqueda poliédrica que a continuaci6n se des
cribe, es usado con frecuencia para resolver problemas 

no restringidos,· sin embargo, se verá en la siguiente sec

ción, que este 1~étodo ~iene particular il:'lportancia en el des_§! 
rrollo de algunas etapas del algoritno de Paviani para probl~ 

oas de procraoaci6n no lineal restringidos. 
El método de búsqueda poliédrica consiste, en construir en 
cada iteración un poliedro en ~n y evaluar la función en 

cada uno de sus vértices. Después se conGidera, sl vector 
que tiene como puntos inicial y final, el vértice del po
liedro donde se obtuvo el valor r:iáximo de la función obje-
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tivo y el centroide del poliedro, respectivámente. A conti

nuaci.ón se multiplica dicho vector un escalar oonstant·e: posi
tivo , .llamado coeficiente de reflexión, el punto final del 
vector así obtenido es llamado punto de reflexi6n. Tenien-
do de esta manera, un nuevo poliedro que se obtiene del polie 
dro anterior,. eliminando el vértice donde se obtuvo el ~~lor
máxil:lo de la función objetivo e inclvyendo el punto de rei'l_;: 
xión. El procedimiento descrito es aplicado al nuevo poliedro 

y así sucesivamente. 
Los poliedros obtenidos, en general, no tienen por que ser 
regulares. En coda iteraci6n los lados de1 poliedro pueden 
ser expandidos o contraídos en la direcci6n definida por el 
vértice dond(: se obtuvo el valor máxir~o de la funci6n objetJ: 
vo y el centroide, dependiendo si el punto de reflexión ha 
producido un poliedro con un vértice de menor valor de la 
funci6n objetivo que el mínimo de los valores de la funci6n 
objetivo en los vértices del poliedro anterior, o bien si 
el punto de ref1exi6n no produjo un poliedro con un vértice 
con valor menor de la funci6n objetivo que el mínimo de los 
valores de la función objetivo en los vértices del poliedro 

anterior. 
En caso de que se produzca un nuevo poliedro mediante la 
contracción del punto de reflexión y no se obtenga un vé~ 
tice con valor de la función objetivo menor que el mínimo 
de los valores de la función objetivo en los vértices del 
poliedro anterior, entonces todos los lados del poliedro 
anterior se reducen por mitad quedando fijo el vértice 
donde se obtuvo el valor mínimo de la funci6n objetivo. 

x2 
' ... , 

' ...... ,, 
xl ----..---------::..)1 X5=X4+o<(x4-x1) 

X4 ,.,," ,,,,,." e~, coeficiente de reflexi6n] 

X~ 

(a) 



--- -- ----- -........ . '. . 

-- -- -- - - - - - - -:: ;: ~..::;..,. ,x6=x4+ y(x5...:x4) ------ .,· .. . : .. ' 
- - - - - - [i-, coeficiente ·ae E!.X.PansiónJ 

X3 

( b) 

~2 
1 
1 
1 
1 

-1 X7=X4+~(Xl-X4) 
I 

/ [~,coeficiente de contracció~ 

( c) 

Figura 34. Suponga que en los vértices x1 y x2 se 
obtuv.ieron los valores máximo y mínimo de la fun
ción objetivo, respectivamente, y que- xA es el ce_g 
troide del poliedro con vertices x1 ,x2 y x3 ; (a) 
muestra una reflexión; (b) una expansión; (c) una 
contracción y; (d) una reducción. 
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Lo anterior es formalizado a continuaci6n: 

Sea P= [x~h~i~n+l' x~eIRn,· el conjunto de vértices del poliedro 
de búsqueda en la k-ésima iteraci6n y sean 

y*=máx{f(x~)} y 
l~i;;"n+ll 

z·•·=mín [f( x~ )} 
l::fi~n+l 1 

Por cor.10didad se denotarán xk" y xk los vérti_ces del polie-
"J'~ zt:· 

dro donde se alcanzan los valores y* y z*, respectivamente. 
Las coordenadas del centroide, el cual se denotará por x~+ 2 , 
están dadas 

k _l_ 
xn+2, j n+l 

por 
n+l 
L.:; 
i=l 

k k(k k k x. . , donde x. = x. 1 ,x. 2 , ... ,x. n 
l,J l i, 1, l, 

Los procesos de reflexión, expansión, contracción y reducci6n 
se precisan como sigue: 

(i). Reflexión 
El punto de reflexión x~+ 3 es obtenido mediante la relaci6n 

le k ( k k ) 
xn+ 3=xn+2 + o( xn+2-·Xy* ' 

donde el nÚJJero ~>O es el coeficiente de reflexi6n. 

(ii). Expansi6n 
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Si f(x~+ 3 )<z*, entonces determine el punto de expansi6n media~ 
te la expresi6n 

k k t( k k ) xn+4=xn+2 + xn+3 -xn+2 ' 
k donde t>l es el coeficiente de expansi6n. Reemplace xy·x· por 

k 
xn+4' 

(iii). Contracción 
Si f(x~+ 3 )>f(x~) para toda i diferente del índice donde se 
obtuvo y~, calcule el punto de contracci6n como 

k k (J.( k k ) 
xn+5=xn+2 + í xy*-xn+2 ' 

donde O<~< 1 es el coeficiente de contracción. Reemplace 
k k 

xy* por xn+ 5 • 



( i v) • Reducción 

Si f(x~+ 3 )>y*, entonces'reduzca 
para i=l,2, ••• ,n+l, mediante la 

todos los vectores x~-xk 
1 z* 

expresión 

x~=xk,.;_+fi-(x~-xk*) i=l,2, ••• ,n+l y continuc la bÓ.sql.leda. 
l z l z 

El criterio pera terminar la bdsqueda es que se'satisfaga 

{ 
1 n+l , 2 } 1 

- 2=U(x~~)-f(xk_,_ )) ·;;·¿E 
n+l i=l i n.2 

para un E)Ü predeterminado. 

Los vértices del poliedro inicial pueden ser determinados 
mediante la relación 

X º. =xº+D. . 1 2 1 
l l i= ' ' • • • 'n+ ' 

donde xº es un vértice inicial proporcionado y los vectores 
Di son los vectores colunma en IRn de la matriz de nX(n+l) 

o dl d2 d2 d2 
o d2 dl d2 . d2 

D= o d2 d2 ~l d2 

o d,., 
"-

d2 d2 . dl 

en donde 

d1= ~( Vñ+l +n-1) y d2= ~~<Jn+1 -1), 

siendo t la distancia entre dos vértices. 

Ejemnlo. 4.2.1 El procedimiento descrito para determinar los 
vértices del poliedro inicial con el vértice fijo xº=O, n=2 
y t=l proporciona los puntos: 

x~=O, x~=(0.965,o.259)t y x3=(0.259,0.965)t. 

104 
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y 

Figura 35. Poliedro del ejemplo 4,2.1 



DiagraD1a de flujo del a~goritmo de. búsqueda poliédrica. 

Expansión: 

Calcule x~ i=l,2, ••• ,n+l .y 

f(x?) para el poliedro inicial 
l . 

y proporcione E, 

Calcule f(xn+·J 
·---<---· 

No 

Calcule xn+ 4=xn+ 2 + 
~ eemplnce xy* por xn+ 3 t(x ) 

Calcule f(xn+ 4 ) 

o Final 
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( Cont.) 

Si 

Contracción: 

Calcule xn+5=xn+2+ 
~(X *-X ) 

No 

Reemplace x * por xn+5 

Ree::iplace xy* por xn+3 

Si 

~~y_*_·)~~~~__Jé___~~~-¡ 
Reducci6n: 
Reemplace toda xi 
por x *+t(x.-x *) 

Reemplace xy* 

por xn+4 

107 
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4. 3 DESCRIPCIO~;DEL'.ALGORB~MÓ' D~ ~AVIANI 
.·-:-_,.-.--

El problema general de proÚ~iiiribf6ri rio lineal es i·epetido aquí 
por conveniencia 

(Il hlinimizar f(x) 

sujeto a gi(x)~O, i=l,2, ••• ,m 
hi(x)=O, i=m+l, ••• ,p 

xeX, 

donde XC!Rn, X-r'of(J y las funciones f, gi, hi :!Rn -?- lR pueden ser li
neales y/o no lineales. 
Se comenzará por replantear el problema (I) de la siguiente 
manera: 

(II). Minimizar f(x) 
sujeto a ~k-S(x)~o, 

donde S es una fnncional positiva de las restricciones y clk 
es el valor del cri t'erio de tolerancia regulable para violar 
factibilidad durante la k-ésima. iteraci6n. Dicho criterio es 
definido por: 

k ( k-1 1 JJ.±). k k } 
Q') =mín td1 ' n+ 1 .L' llxi - xn+ 211 ' 

i=l 
!Ji.º=t, 

donde 
t=distancia entre dos vértices del poliedro inicial de búsqueda. 
xr=i-ésimo vértice en !Rn de poliedro de búsqueda l~i~n+1; en la 

k-ésirna iteraci6n. 
x~+ 2=centroide del poliedro de búsqueda en la k-ésima iteración. 

La funcional S de las restricciones es definida mediante 
_1_ 

S(x)=+ { ~u.l(x) + -b, h?(x)} 
2 

i=l 1 1 i=m+l 1 

donde Ui es el operador de Heaviside, 

U.= i 
{

O,sig.fO 
1 l,si gi>O 



1 .n+l k· 
Observe que S(x)~O para toda XEIRn y que n+l L; !lx~ - xn+ 2ll es 

i=l l. 

la distancia promedio de cada vértice al ceritroide. 

El rango permitido para violar factibilidad es determinado a 
continuación. Como S(x)~O para todo X€1Rn, entonces cualquier 
vector xEIRn satisface una y sólo una de las siguientes tres 
condiciones cuando ~k>O: 
(i). S(x)=O 
(ii). O<S(x)""{!ik 
(iii). S(x))g¡k 

En el caso en que un punto xE!Rn satisface (i), se tiene ento~ 
ces que x es factible. Si x satisface la condición (ii) se dJ: 
r8 q_ue x es un punto cuosi-üictible. Por último si x satisface 
(iii), se dirá que x es no factible. 
La región de cuasifactibilidad es definida mediante ~k-S(x)~O. 

Para ver que la solución del problema (I) coincide con la del 
problema (II) cuando ésta existe, basta observar que o~q¡k~mk-l 
ton limCI> 11:=0, es decir, en el limite la distancia promedio en-

l'->co 
tre los vértices del poliedro y el centroide es cero, lo cual 
equivale a que el poliedro de búsqueda se ha contraído a un 
sólo punto, teniéndose como consecuencia que ya no es posible 
mejorar el valor de la función objetivo. Además como O~S(x)6~~ 
en el limite se tendrá que S(x)=O, obteniéndose asi un punto 

factible. 

A continuación se presentan los pasos del algoritmo de Paviani. 

Proporcione los parámetT.os del método de búsqueda poliédrica: 
~=factor de reflexión, 
~=factor de contracción, 
(=factor de expansión, 
t~distancia entre los vertices del poliedro inicial, 
xº=vértice inicial propuesto 
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Proporcione ader.iás un criterio de tolerancia. para cuasi-fa cti
bilidad E> O, para detener el algoritmo de Paviani. 

Paso O. Obtenga los vertices del poliedro inicial {xº,x~, ••• , 

x~+l 1 · 
Paso 1. Asigne k=O 

P ., • e 1 1 1
' aso c.. 8 cu e xy* y 

liédrica para mejorar 
x~* y utilice el método de b6squeda po-

"' el valor de la funci6n objetivo. Obte-

{ 
k k k niéndose así un nuevo poliedro con vértices x",x2 , ..• ,xn+l}. 

Si ~k -S(x)~O continue con el paso 3; En caso contrario ir 
al paso 4. 

Paso 3, Si q> 1~e, asigne k=k+l y regrese al paso 2. En caso 
contrario ir al paso 5. 

Paso 4, Minimice S(x) mediante bQsqueda poliédrica hasta que 
S(x)~~k, haga x=xk y regrese al paso 2. 

Paso 5, El algoritmo es detenido. 
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Diagrama de flujo del algoritmo de<Paviani~ 

Comienzo 

Proporcione x0
, t, o<,~ .}t, E y (llº= t 

Obtenga xf, i=l,2, •.• ,n+l mediante el 
algoritmo de búsqueda poliédrica • 

..___k=-k+l_--.J~ 

Minimice S (x~) de tal 
K k r.ienere que S(x1 ) G<P 

k Calcule f( x 1 ). 

No 

~k GE Si 
Final 

J 11 



(Con t.) 

Deterriine 

xk 
IJ+ 3 

Minimice S(x~+ 3 ) de t8l 

m8nera que S(x~+ 3 )f (t!k 

k Calcule f(xn+ 3 ). 

Deterl!line 

Si 

No 

No 

Si 

Si 

Minimice .9 (x~+4 ) de tal 

manera .oue S(xk ):f ;nk 
, n+4 ~ • 

Calcule f(xk 
4

). 
IJ+ 
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(e ont.) 

No 

Determine 

k k k k 
xn+5=Xn+2 + ~(xy* - xn+2) 

Calcule f(x~*) 

As· e xk - .k , ign y'l.-xn+ 3 • 

C"'lcule f(xk ) - y""-· • 

Asigne xk -xk y'I.-- n+4 

Calcule f(xk*). y 

5 ") 

/ 
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(e ont.) 

Si 

s~ 

Asigne 

Calcule 

k k 
xy*=xn+5 • 

f(x;~.) • 

0J ·. .. . I .,,,. 

No 

Minimice S(xk ) de tal n+5 
manera que S(xk )~ ;i; k ·n+5 ~ • 

Calcule f(x~+ 5 ). 

Determine x~=x~ + 1( k k ) 
i i 2 xi - xz* ' i=l,2, ••• ,n+l 

Calcule los nuevos valores de f(x~), i=l, 2, ••. ,n+l 
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4.4 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA ALGPAV 

El programa ALGPAV consiste de un programa principal y cua
tro subrutinas en lenguaje Fortran IV. 

115 

El programa principal controla la ejecuci6n de las sur.ruti

nas y conoiste de dos partes. En la primera, se leen los da

tos requeridos: titulo, núnero total de variables indepen
dientes, número total de restricciones que son icualdades, 

número total de restricciones que son desiGualdades, uistaD 
cia entre los vértices del poliedro inicial, criterio de coD 

vergencia para detener el algoritmo y el vértice propuesto 
para el poliedro inicial. En esta misma parte, se asiKnan 
valores a los coeficientes de reflexi6n, contracci6n y expaE 
sión, y se inicializan contadores de iteración y de impresión 

de información. E~ la seGunda parte, mediante búsqueda polié
drica se mejora el valor de la función objetivo. En caso de 
que en alguna iteraci6n el vértice para el cual se obtiene el 
mínimo valor de la función objetivo no sea un punto cuasi-fac
tible, se hace un llamado alternativo de las subrutinas FAC
TIB y sui,'.IR. En la subrutina F.ACTIB se minimiza la suma de los 
cuadrados de las restricciones violadas y en la subrutina SU1iíR 

se calculan los valores de los cuadrados de las restricciones 

violadas. En la subrutina COI.IBNZ se actualizan las distancias 

entre los vértices del poliedro generado. 

Mediante la :subrutina ESCRIB se '·imprime para cr.da ·i teraci6n 

el valor de la funci6n objetivo, el vector' 'obtenido Y. los VE,. 

lores de las restricciones y por último mediante la subruti
na PROBLE se introduce al programa la funci6n objetivo Y las 

restricciones del problema. 



ALGPAV 

1 
FACTIB SUl\ffi 

1 
CO!IIENZ l 

1 

ESCRIB l PRO BLE 

Figura 36.Estructura del programa ALGPAV. 
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4.5 ENTRADA 'DEiDATOS DEiíPROG~ ALGPAV 

Columnas 

1-80 

Colur:mas 

1-5 

6-10 

11-15 

16-25 

26-32 

3)-35 

-- . ~ - ;.'.:; -_: ... : ~ _·. . - '· 

T~r j etá .t:ipo 1 

TITULO, titulo del pro

blema. 

Tarjeta tipo 2 

Parámetros 

NVI, número de variables 
independientes 

HRI, número de restriccio
nes que son igualdades 

NRD, número de restriccio
nes que son desigualdades 

TAM, distancia entre vér
tices del poliedro inicial 

EPS, criterio de converge~ 
cia para detener el algo

ritmo 

NU!liITE, núr:iero máximo de 
iteraciones permitidas 

------------
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Formato 

SOAl 

Formato 

I5 

I5 

I5 

Fl0.5 

F7.5 



Columnas 

1-10 

10-20 

Ta.rjetas tipo 3. 

Coordenadas del vértice 
inicial propuesto 

X(l), primera coorde~ada 
del vértice inicial pro
puesto 

X(2), segunda coordenada 
del v~rtice inicial pro
puesto 

Se deben usar tantas tarje
jetas del tipo 3 como sean 
necesarias para leer todas 
las coordenadas del vérti
ce iniciál propuesto. 
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Formato 

Fl0.5 

Fl0.5 



4.6 USO DEL PROGRJ\.MA .ALGPAV 

Para ilustrar el acceso al programa .ALGPAV, se resolverá m~ 

diante dicho programa el siguiente problema de programación 
no lineal restringida. 

I·iinimizar .f(x)=llxl1 2 , XE:IR
2 

sujeto a g1 (x)=x1 ~o 
g2(x)=x2~º 

h3 (x)=11x11 2-9x2+4. 25=0 

En primer lugar el programa ALGPAV necesita que las restric

ciones qu3 son desigualdades sean puestas en la forma g.(x) 
l 

;;.o i=l,2, ••• ,m. 
D·3ntro del programa ALGPAV se hacen las asi5naciones o< =l, 

~=0.5 Y !=2, aunque el programa está diseñado, de tal manera 

que el usuario asigne los valores que desee. 
El vértice inicial que se propone es (4,4.5)t, la distancia 

entre los vértices del poliedro inicial se tomará como t=l. 
El criterio de tolerancia para detener el algoritmo será 

E=0.00001 y el número máximo permitido de iteraciones será 
de 40. 
Claramente 
NVI=2 (número de variables independientes) 
NRI=l (número de restricciones que son igualdades) 
NRD~2 (número de restricciones que son desigualdades) 

Sl problema planteado es introducido al programa ALGPAV a 
través de la subrutina PROBLE como se muestra a continuaci6n: 

SlJHflOUT 1 NE f.'F<Of!LF. ( 1 NO) 
O!MENSIOl·I X!5l)) ,x¡ 1so.soJ ,x21so.soJ .Rl!Ou) .SIJ~;l5íl) .F 150)' 

lSl<15lJ),RALOllOUl. · 
CO~MUN/J/NVJ,NHltNHQ,PASO,ALPHA,RfTA,GAMM~,¡N,lNF.FUIFER•SECL,KCl, 

2KC2• KC3• KC4, KCS, KC6• KC7, KCR • t<C9tX1X1, 12, H• Sl•M, F 1SR1RALO1 
3Cl<UCE 
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COMNON/2/LFEAS1~51M6,M71MO,P91SIA1S2AtS3A•TPN 
IFtlNQ.[0.3l GO TO j. 
IFIINO.E0.21 GO TO 2 

e 
C OOGO*~OOOOOOOOOOQOOOOOOOOO*~OOOOOOOQOO 
e •• RESlRICCIONES ílUE SON TAUALD•ots •• 
C *OO~~~OQV~O~QOQO~OOQOOOOOOOOOGOOQOO~OO 
e 

R ( l l = X ( 1) • • 2 t X ( 2) <> • 2 - 9 ••X ( 2 l + 4. 25 
GO TO 5 

e 
( OOOO~OOOOO*OOQGOOOOGOOG0000000000G0QQ0000 

e •• RESIRJCCIONES nUE SON nESTGU•LOADES •• 
( OOOOOOOOOOOOQO~OOQOOO~OOOOGOOOOOOGO~OOOOO 

e 

e 

2 R(2l = X(l) 
R(3l = X(2l 
GO TO 5 

e ººººººººººººººººººººººº 
C •<> FUl>.Cl11N OllJtTTVO <>• 
( OOOOO~OOOOWOO~OOOOOO*OO 

e 
3 R(4) = X<Il•<>2 + X(2J<>•2 
S flflURN 

FkO 

La entrada de datos es hecha de acuerdo a la sección ante
rior, obteniéndose asi el siguiente conjunto de datos 

2 
3, 

2 
4.s 

••••<> EJEMPLO DE TESIS ••••• 
1,0 •. 00001 40 

Los resultados obtenidos con el programa JJ..fJPAV son mostra
dos en las siguientes hojas. Observe también que 

SolucioIÍ exacta 

Solución por. 
programa 

o.o 

0.0140 

0.5 

0.5000 
! 
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6 f(x)=36 

Figura 37. Evolución del programa ALGPAV en 
el problema planteado 
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RESULTADOS DEL PROGRAMA ALGPAY 

••••• EJEl'PLO DE TESIS 00 •• 0 

Nlll'EfW 01:. VAH!ARLES INDEPENDIEl'<TES ••••• ·•• •• • • 2 

NUMERO DE RESTRICCIONES QUE so" IGUALDADES ••• 

NUMERO OE NESTHICCIONES OVf SON DESIGU•tn•nES 2 

TAl'Al<O DEL PUL !EOH(l !NICHL. •• ••, •• · •• •• •••• • = • !OGOOE+Ol 

CRITERIO DE CONVEl'GENCIA Pf'OPUESTO ............ : .OOGOI 

T!f'1PO DE PAl<T IDA EN SEGUNDOS .... •• •• •••• •••••• = .10445E+02 

VECTOR INICIAL PROPUESTO 

0 JOOOOUE+OI .4SOCOOE+Ol 

CR!TEH!O DF. TOLERANCIA ACTUAL .4UOl•LE+OI 

SUMADE kESfHICC!ONES VIOLAOAS .70ULUE+UI 

VALOR DE LA FUNCION OUJETIVO .292SOUOE+O;> 

LOS VALORES DE LOS VECTORES INOtPENOlfNTfS SON 

,JOOOOOOE+Ol .45GGOOOE+OI 

LOS VALORES DE LAS RESTHICCC01'ES DIJE SON IGUAL'lAllES SON 

-.70U0000E+OI 

LOS VALORES DE LAS RESTl<IC"(!UMS lllJE S<JI< !JfSlr;ll'LOAUES SON 
l IJ u u r. o o E • u l • '• 5 u o C• o 11 E + C 1 

El VECfOk PROPUESTO NO SATl~FACE EL CklTtR!U INICIAL DE TOLF.HPl'<C!A 

EL VECTOR DETERMINADO PON PROGRAMA EL CUAL SAT¡SFACt 
EL CRITERIO DE TOLERANCIA INICIAL ES= 

.13B456E-Ol .4934?2E+OU 

SUMA DE RESTk!CCIONES VIOLADAS = .<:'.2388 GSE • GL 
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NU~ERO UE ElAPA bE CALCULOS = 
123 

CRllEHIO DE lDLERANCIA A¿TUAL;· 

VALOR DE LA FUNCIU~ OBJElJVO -

LOS VALOl<ES OE LOS VECTORES lNDEPEtm1e~~~s SON 

.13B4562E-Ol • 4934 222E •O O 

LOS VALUHES OE LAS HESTHICCIO~ES QUE SUN IGUALDADES SON 

.52f!5744E-Ol 

LOS VALORES DE LAS HESlklCCIONES DUE ~UN OESIGUALDAOES SON 
,J31\45ó<'E-UI .4934222E+OO 

NU~ERO DE ElAPA OE CALCULDS = 12 

CRJTEHIO DE lOLtRANClA ACTl•AL= .• 138<".9JE•00 

VALOR DE LA FUNCJON ORJElJVO = .z5~2145E•oo 

LOS VALOHES DE LOS VEClOHES lNDEPENDltNlfS SON 

.J4U3069f-OI .sr1or. J 7óE •oo 

LOS VALUHES OE LAS HESTHICC!ONES QUE ~UN JGUALnADES SON 

.5592247E-04 

LOS VALORES DE LAS HESTHJCCIONES llUE SUN DESIGUALDADES SON 
.J4U306QE-ul .SOOül76E•OO 

Nl~ERU DE ETAPA DE CALCULOS = 24 

CHITEHIU DE TOLERANCIA ACTUAL= .138~9Jí+DO 

VALOR DE LA FUNCJUN OBJETIVO= .2~U?2JSE•oo 

LOS VALOHES DE LOS VECTORFS INOEPENOJtNTfS SON 

.!41l3089E-Ol .500l-24M +UD 

LOS VALORES DE LAS RESTHICCJONES QUE SON JGUALOAOES SON 

.73924B7E-l0 
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··tos VALONES DE LAS RESlHICCIONES QUE ~o~· OESJc;tlAlílAllES SON . 
• l4030H9E-OI .S000246E+OO 

NUMERO DE ETAPA DE CALCULOS = 36 

CRITERIO DE TOLERANCIA ACTUAL= 

VALOR OE LA FUNCJON OAJETIVD .2sv221sE•oo 

LOS VALDHES DE LOS VECTORES INDEPENDIENTES SON 

.J40JOB9E-Ol .SOC024&E+OO 

LOS VALORfS DE LAS RESTRICCIONES ou~ SON !GUALOAUES SON 

o. 

LOS VALORES DE LAS RESTHJCCIONES OUE SUN DESIGUALDADES SON 
.J4030B9E-Ol .SOG0246E+DO 



4.7 PROGRAMA FORTRAN ALGPAV 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

oo•<>•••• 0 • 0 • 00 DE~CRIPCION DE VARIABLES Y PAHAl'-ETROS º°""ªªººªªººªª ... ... .. ... ... .. .. 
o o ... .... ... 
'"' 
ºª ... ... 
ºª .... 
ºº .... 
ºº 
ºº 
"ª 
ºº 
º" .... .... 
"º .... 
00 

NVI 
NRI 

NHlJ 

TAH 
EPS 
ALPHA 
BETA 
GAMMA 
X.< I l 
FDIFEH 
NCONT 

INFMll' 

ICONT 

LSEG 

NUHEHO TOTAL DE VARIARLES INDEPENUIENTES 
NUMERO TOTAL DE RESTRICCIONES QUE CORRESPONDEN A 
IGUALDADES • 
NUMERO TOTAL DE RESTHICCJONES QUE CORRESPONDEN A 
DES!GUALDAOES. 
LONG! TllD DEL BOHDE DEL POLIEDRO INICIAL 
CRllERIO DE CONVERGENCIA PARA TERHINAR LA AUSílUEDA 
COEFICIENTE DE HEFLEXION 
COEFICIENTE DE CUNTRACCION 
COEFICIENTE DE EXPANSJON 
VECTOR PROPUESTO PIHA INICIAR LA HUSílU[OA 
EL CRITERIO DE TOLERANCIA PAHA VIOLAR RESTRICCIONES 
CONTADOR PARA JMPHIHIR LA INFORHACION DE CADA 
(NVl•Il-FASE 
INDICE PARA IDENTIFICAR LA INFOHHACION RELACIONADA CON 
EL VALOR HINIMO DE LA FUNCIO~ ORJtllVO EN EL POLJEOHO 

l-'.AS HE.CIENTE 
INDICE PARA IDENTIFICAR LA INFOflMACJON RELiCIONADA 
CON EL VALOR MAXIMO DE LA FUNCIUN ORJETIVO EN EL 
CUNlADOfl PARA REGISTRAR EL NUMERO Uf ITERACIONES 
POLIEDRO "MAS RECIENTE , 
INDICE PARA IDENTIF!CAP LA INFORHACJON HELACIO~AOA 

·CON EL VALOR MAS PRUX!~O AL VALOR MAXJMO DE LA FUNC!ON 

OBJETIVO. 

D!HENSION TITULO(AOl 
D 1HENS1 ON· X. ( 50 l , X 1 ( 50, 50 l 'X2 ( 50 • 50 l 'R ( I O u l , SUM ( 5 O) • F ( 5 U) ' 

.. .. 
•• 
"º .. .. 
~· .. .. . .. ... .. ... 

l SR C50l ,kALD ( 100) COMMON/l/NVJ,NRJ1NRD1PAS01ALPHA,8ElA,GAHMA,IN1fNF,FDIFEkoSECL,KCJ, 
)Kc2.KC31KC4•KC5•KC6•Kc7.KC8·KC91X,X.I ,x2,K1SUH,F,SR1RALD· 

?CRUCE 
COMH0h/2/LFEAS,H51H6 1 M70M81f'90SIA1S2A1SJA1TAH 

c 
C oaOGOOOQOOOOOOO~OOOOOQQOO 

C 00 TITULO DEL PROHLEMA oo 

e ººººººººººººººººººººººººº 
e 

fifAD ¡5,7S9l <TITULO <l l .I=JdiO l 

e 
C ~000000QQOOOGQ0Q0000000000000 

C oo PARAMETROS OEL PROBLEMA 00 

C CIOOOOOOQQ«l-Q0.0-000-Q-OOOQ>OQQOOOOO 

e 

e 

READC5•1J NVJ 1 NR!1NRD1TAH1EPS,NU~!TE 
ALPHA } • 
BETA = 11.5 
GAMMA = 2. 

10 ChLL SECONOITIE~POI 
PaSO=TAf' 
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e ºªºººººªºªªººººººººººªºªªºªºººªººººªººº~ººººººª 
C "" VECTOR PROf'UESf(J PARA INICIAi' LA RUSOIJl::OA "" 
e ººººªºººººªºªºººººººªºªªªºªªººªºººººººººªºººººº 
c 

c 

REAU(5•2> (X(!) ,¡:¡,NVIJ 
WR !Tf.(6 ti 06 l 
WRITE(6,759) (TiTULO(!) •l=ldlOI 
WRIT!: (6,756) NVI ,NRI ,NRO,TAM,EPS,TIEMPU 

e ªººººººªªºººªºººººuooaaoao~ 
C oo PARAPtTRUS AlJX!LJARES •• 
C OQOOOOGQOOOOOUWQOOO~OQOOOOO 

c 
KCl NV! + l 
KC2 NVI + 2 
K'C3 NV! • 3 
K'C4 NVI + '• 
KC5 NV! + 5 
KC6 NR! + NRO 
KC7 l<Rl + l 
KCB NRI • NRD 
KC9 KCB + 1 
,., = NVI - NRI 
NI = ,., + 1 
IF<Nl.GE.31 r,o TO 50 
NI 3 ,., 2 

50 N2 M + 2 
N3 " + 3 
N4 M + 4 
NS ,., + 5 
N6 ,., + 6 
N7 ,., + 7 
NB ,.. + 8 
XN M 

XNX NVI 
XNI Nl 
Slfl 0.5° IS<lRT (5. 1 - 1.1 
S2A SlA"º2 
S3A StA•52A 
M5 NVI + 5 
M6 NV 1 + 6 
•·'7 NVI + 7 
f.l!l NVI + ll 
1'9 NVI + 9 

e 
( OQO~QQOQQOQQQGOQQOOOOOQQOQQQOOOOQ 

C oo ACllJAL 17AC.10N DE CONTADORES oo 

e ~ºººªªªºªºº~ºªººªª~ººªººººººªºªºº 
c 

!CONT = l 
NCONT = 1 
WRI TE (6, 1151 
llR IT E ( 6, 1161 (X C J 1 , J= J , NV 1 l 

c 
e ªººººªªºººªºººººººªªªººªººªºªººªºººªªªºªªºªªººªºnooaao. 
C º"CRITERIO DE TOLERANCJA·PARA VIOLAR RESTH!CCIONES o

0 

e ºººººªªªººªººººººººººª*ªººªººººªªªºªªªªººªªººªªªªªªººº 
c 

FDIFER = 2."CNRJ+Il•PASO 
CRUCE FDIFER 
IN = l\o I 
CALL SUl<R 
SR<~ll = SOHT(SECll 
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e 

e 

WRITE(6,76Jl FDIFEA,SRtNll 
JF(SA(Nll.LT.FDlFERl ~O TO 341 
CALL ESCR 18 
WR1TE16o757l 
!NF = N l 
PASO= o.uS•FoIFER 
CALL FAC 1 Hl 
WfHlf(ó,7f.11) 
WR!lE (6, 116) (X2(!Nf,Jl ,J:J,NV!l 
WRITE(6,765l SAtl~Fl 

!FtCRllCE.LT.J.OE-09) GO TO 80 
341 WRITElbt35l 

WRITE(6,75el JCONT•Fú!FER 
CALL ESCR!H 
FTER = RtKC'll 

C 000000DQOQ0QUO~D0000VOOOOQO~OOUQ000Q~00000000o00000ooOOOOOQUOnoonnOoa 

C •• CALCULO DEL CENTROlDE DE TODOS LOS VERT!CtS DEL POLIEOílO JNJC!AL•• 
e ººººººººººººººªºººººººº*ºººººººººººººººººººº~ºººººººººººªººººººººººuº 
e 

PASO! PASO•(SORT(X~X + J.l + XNX - 1.J/(XNX•S0RT(2.ll 
PASO¡:> PASO"(SOl!T(XNX + ¡.J - l.l/IXNX•SCWT(2.)) 
ETA (PASO! + (XN1 - J.l 0 PAS02l/(XNX + J.l 
DO 4 J= lo NV 1 
XtJl X(Jl - ETA 

4 CONTlNUE 
CALL COMENZ 
DO 9 l=l,NI 
no 9 J=l.NVl 
X2(!,Jl = Xlt!1Jl 

9 CONT!NUE 
DO 5 1= 1, N l 
IN = l 
DO 6 J=l,NV! 

6 X(Jl = X21l•Jl 
CALL SlJMR 
SR t I l = SllHT tSECL l 
IFtSRtll.LT.FDIFF.Rl c;o TO 8 
CALL FACT!ll 
IFICRUCE.CT.1.0E-09) GO roªº 

B CALL PRORL~l3) 

Ftll= RIKC9l 
5 CONTINUE 

1000 PASO=o.os•FOIFtR 
ICONT = ICUNT + l 

e ºººººººººººººººººººººººººººººººº*ººººººº~ººº~ºººººººººº 
C •• SELECClO~ OEL MAXJMO VALOR DE LA FUNCION OAJET!VO •• 
C •• A PARllR OE LOS VERTICES OEL POLIEDRO 00 

e ºººººººººººººººººººººº*ººª~ººººªººººººººººººººººººººººº 

e 

FH = Flll 
IN.FMAX = l 
00 16 1=2,Nl 
lf(f(!l.LT.FHl GO TO 16 
FH = F(Il 
INFMAX = 1 

16 CONT!NUE 

e ººººªºº~ººªººªªººªªªºªºªu~o~ooaaooaoaaoooaoooaaaoaoaaao 

e ºº SELECCION DEL H!N!HO VALOR DE LA FUNCION UeJETIVO •• 
C 00 A PARTIR OE LOS VERT!CES DEL POLIEDRO 00 

e ºººªªºªºººººººªºººª~ºª~ªªªªºªªºººªªªºªªªªªªªªªªªªªºººªª 
e 

4 l · FL = F ( l l 
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lNFMIN = l 
OU 17 I=ZtNI 
IFIFL.Ll.Fllll GO 10 17 
FL = Flll 
!NFIHN = I 

17 CONl !NUE 
00 Bb J=l ,NV 1 

Bb XlJl = XZ!INFMINtJl 
!N = !Nft'IN 
CALL SUr<ll 
SHIJNFP.lNl = SORT!SECLl 
lflSRl!NFM!N).LT.FDlfElll GO TO 67 
!NF = !NFM[N 
CALL FACílH 
lf (CRUCE.U. t.OE-U9l r,o ro BU 
FllNFM!Nl = HtKC9l 
GO TO '• l 

87 CONT!r-;UE 
e e ooo~oooocooooooooooo~ooooooooooooo~oooooooooo 

C •• SE ENCUENTHA EL CENTHU!OE OE LOS PUNTOS •• 
C •• PARA I O!FEHENTE DE INFMAX •• 
e ººººººººººººººººººººººººººººººº~ºººººººººº~ºº 
e 

00 19 J=l,NVI 
SUM2 = O. 
00 20 1 = l, N J 

20 SUM2 = SUM2 + X2!!1Jl 
19 X21N2tJl = l./Hi•(SUh2-X2!1NFMA)<.,Jl) 

SUM2 = o. 
no 36 I=ltNI 
00 36 J:¡,NVI 
SUM2 = SUM2 + lX21ItJl - X2!N2•Jllªº2 

36 CONT!NUE 
FO!FER = (Nll! + ll /XNJ •SOHT !Slll•2l 
lF!FOIFE~.LT.cRUCEl GO TO 98 
FU!FH< = CllUCE 
GO TO l9H 

98 CHUCE = FOIFEll 
19H CUNT!NUE 

FTER = F l !NFM!Nl 
NCONT = NCONT + l 
lflNCONT.LT.4•N!l GO TO 37 
!FllCONT.Ll.15001 GO TO 337 
CHUCf = o.5•CHUCE 

337 NCUNl = U. 
WRllf (6, 351 
WR11El6•75Al !CONT,FDlFER 
CALL ESCHIH 
!F llCONJ.GE.NUM!lEl GO TO 9999 

37 lFIFD!fEH.Ll.EPSl GO 10 81 
e C 000000000000000000000000G000000000000000*0000Q00000QO 

C •• SELECC!ON OEL VALOR MAS PROX!MO AL MAXIHU VALOR a• 
C •• DE LA FUNClON OAJETJVO aa 
C 00000000..-000000000000-000.a oouooooooooooooo.0«1<0000 0000 oo 

e 
lf(lNFMAX.Eíl.ll GO TO 43 
FS = F l l l 
LSEG = l 
GO TO 44 

43 FS = F 12l 
LSEG = 2 

4 4 DO 111 l = l 1 N l 
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IFCINFl'AX.Ell.!l GO TO IR 
lf!FC!l.Lí.FSJ GU TO JO 
FS = Flll 
LSEG = 1 

JS CUNT INUE 

ººººººººººººº~ªººººººº~ºººººººººººº~ººººººª~ººººººººººªªºªªºª 
•• REFLEXION UfL PUNTO QUE ~AX!PIZll A TRAVES DEL CENTNOIDE 

00 

ºªº~ºººº~ºººººªªººº*ººººººªºªªºººººªºªºººººªººººººººªºªºººººº 

no ó i J= i , NV r 
X2CN3rJl = X2CN2,JI + ALPHAº(~2CN2rJI - X2(JNFMAx,Jl l 

bl XCJl = X21N3,JI 
IN = N3 
CALL SUMR 
SNCN3J = SORTCSECLl 
JFCSR(N3l.LT.FD!FERl GCJ TO 62 
INF = N3 
CALL fACl l B 
IFCCRUCE.LT.J.OE-09) GO TO 60 

82 CALL PR0RLEC3J 
FCN31 = RCKC9J 
IFCF CN3i .LT.FC!NFM!Nll GO TO 84 
IFCFCN3).LT.FCLSEGJI GO TO 92 
GO TO 60 

92 00 93 J=I,NVI 
93 X2(1NfMl\X,JJ = X2CN31Jl 

SRCINFHAX) = SRCN3J 
FCINFHAXl = FIN3) 
GO TO IOUU 

e 
( 000000000000000000~;v00000000000000·J000000~00Q00000 

C • 0 VECTOR DE 8USOUEOll 11 LO LARGO DE LA DINECCJON •o 
e •• A THAVES o~L CENTROIDE y EL VECTOR NEFLEJ~p0 •• 
C 0000~000QOO~~QOOQ00000000000000000000000000~DQ00000 

e 
84 DO 23 J:J,NVI 

x2cN1,,,J) = X2CN31J) + GAf-'MA•(X2CN3rJI - X2(N2.Jll 

23 XCJI = X2(1<41JI 
IN = N4 
CALL SUMR 
SRCN4) = SORTCSECLl 
IFCSRCN4l .LT.FDIFEf<l GO TO 25 

Jf><F = •"14 
CALL FACT !B 
IfCCRUCE.L~.!.OE-09) GO TO 60 

25 CALL PROHLEC3l 
FC1'4l = RCKC9l 
IFCFCINFl-IINJ.LT.FlN4ll GO TO 92 
DO 26 J=l 1NVI 

26 X20NFMAX1Jl = X2CN4rJI 
FC!Nff.'AXl = FCN4l 
SRCINFMAX! = SRCN4! 
GO TO lOUO 

60 lf!f CN3l .GT.FCINF"1AXI l GO TO 6'1 
DO 6 5 J= 1 , NV l 

65 X2ClNFHAX,JJ = X2CN3tJI 
64 DO 66 J=l1NVI 

X2CN4,Jl = RETA•X21INFMAXrJI + !l. - flEíl\l<> XZCN2,JJ 

66 XCJJ = X21"'4,Jl 
IN = N4 
CALL SUl'k 
SRIN4J = SORTCSECLl 
If(Sf-(N4J.LT.FCl!FEhl GU ro 67 
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!NF = f-<4 
CALL FACT IH 
IF(CHUCE.LT.l,OE-09) GO TG SO 

\67 CALL PROHLE ( 31 
F(N4l = R(KC'll 
IF tF (!NFMAXl ,GT.FlN4>l GO TO 6B· 
DO 6'1 J=l,N\/[' 
DO b9 l=l •Nl 

69 X2(!,Jl = u.5•(X2(1,Jl + X211NFMIN1Jll 

00 70 I=l •Nl 
00 71 J=l1NVI 

71 X(JI = X2tl•JI 
H•=I 
CALL SUHH 
SR!ll = SOHT(SE.CLI 
IF (SR(ll.LT·FOJFERl GO TO 72 

!NF = l 
CALL FACT IR 
lf(CJHICE.LT.!.OE-091 GOTOSO 

72 CALL PROHLECJI 
70 Flll = R!KCCJI 

GO TO lOOU 
68 00 73 J=l•N\/[ 
73 X2(1NFHAX•Jl = X21N4,JI 

SRllNFMAXl = SR(N41 
FCINFMAXI = f(N4l 
GU 10 1000 

81 WRllE(617601 !CONT,FO!FER 
CALL ESCR Jtl 
CALL SECONO!l!Ef'POl 
WR!l[(617551 TJEHPú 
WR Jl E ( 6 1 7 6 l 1 
GO TO !O 

llU WRITE (61761Jl ICONT1FDIFF.R 
CALL ESCH!fl 
WRITE.(617621 
GO TO !O 

l f0RHA1(3[S,F!0,5•F7.51!31 
2 FOHHAT<RF!O,'il 

js FOHM/\T (/• lOX , 11 1:1oooooa(jWQGUO(j '°º°'º<l'º'°ºªººª ºLlªOºOºLºOºOºU*.úºQ'PQOll) 

106 FURMAl (!Hl tl/l 
115 FURMAT C//• 1ux. "VECTUI, JN JCIAL PROPUESTO" l 
116 FUHMAT(//,!OX,RE16.6l 
755 FUfi>IAT (//1 IUX1 "l l(MPO EMPLEADO EN LA 1 IEKPC!DN EN SEGUNDOS= "•El2. 

l':>I 
75ó FORMAl C//.!UX•"Nllf'Ef<O OE llAflJABLES HlílEf't.NOJENTEs ........... ="tl5 

),//,)U)(•"NllMERO DE fiESTHICCI01-<ES tlUE SON IGllALOAnES,., ='0,!5,//110 
2X1"NUf.IEllO DE. RESTfiJCC(LlNES ()llE SON OF.:S!GUALnAnES ="•I5tl/• IOX."1Af' 
3A'<0 DEL POL!EOIW INICIAL··""'"' ........ ="•El2.5•//1JOX1"Cfl!IERI 
40 DE CONl/EHGENCIA PHOf'IJESTO ......... ,..="1F7.5,/t. IOX1"llEMPO DE 
5PAHT IDA EN SEGUt<DOS •• , •• ,. • • •. • •,,., ,="• E.12,51 

757 FOílHAl (///,) OXo"EL \/EClOH PflOPUESlO NO SATISFACE EL CRITEH!O INICI 
l AL DE TOLERA'IC 1 A",//• 1 OX • ''"0 <>O 0 0 "0" O •o•u "ll" 11" o• O •O 

0
u•o 

0
o•O ºO •O •o•u 

2.auooou) 
758 f0RMA1 (/tlUX1"lfüMEf;O DE ETAPA DE CALCIJLOS ="tl5•//t!OX•"CH11Efll0 O 

BE TOLERANCIA ACTUAL="E 14 ,61 
759 FORMAT<BUA!I 
760 FOílMAT (//t!OX1"Nll~•EHO TOTAL Of ETAPAS DE CALCUL05 =

1 
.. J5,/1 !OX,.'CHI 

!TF.:RIO DE CONVERGENCIA LIMITE ="1EJ4.6l 
7b 1 FORr<AT 1111 10 x. "ºo• o•oº º"u• o 0 o0 º" o•o 0 o• u• u• o• u •o•º" u• 0° o

0 
o• 0° o

0
" • ll 

2115X1"º o o RESULTADOS FINALES o o <>
11

1 
762 FOHMATl//d5X,"º • o RESULTAl'OS NO FINALES 

0 0 
<>"I 

763 FUHMAT(//.tOX,"CHlTERJO DE TOLEHANCJA AClUAL ='"El2.51//t!OX1"5llt-A 

301'.: RrSTl<ICCIOMES VIOLADAS ="1El<'.Sl 
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e 

764 fORMAT (//1 lOX1"EL VECíOR DETEHHINADO POH f'ROGl!AMA EL CUAL SAT!SFAC 
4E 11 ,/, IOX,"EL CR!l!:.HIO OE TOLFRANC!A INICIAL ES="> 

765 FOHMATl//,IOX,"SUMA DE NESTNICCIONES VIOLADAS ='' 1 El7.7l 
9999 STOP . 

END 
SUHRDUTINE FAcTIO 

C 0000G00000000*00V000000000000000000000GOOOOOOQQ0000Qo0000000000~ooooo 

c "ºESTA SUHIWTINA HIN!PIZA LA SlWA OE LOS CUA[lRAOUS nE LOS VALORES ... 
e •• DE LAS RESTRICCIONES VIULAUllS. ES LLAMAOA CAnA VEZ OUE EL Vl\LOH •• 
C ºº COMHINAOO Ut LAS HESlMICCIONtS VIOLADAS tKCEUE EL CM!TERIU UE •• 
C 00 TOLERANCIA PARA LA llERACIUN ACTUAL •• 
e ººººº~ººººººº~ºººº~ººººººº~ºº~ºººººººººººº*~ºººººººººººººº~ººªººººººº c , 

c 

DIHENSJON xcsol.XllS01SOl1X2(501SO)tR(IO(;l,SIJM(50)•f(50), 
1 RALO ( l 00) , H 1 ( l 00) , f< 3 ! l 00 ) , FLG 1 l O l , H < 50 l , Sf< ( 5 U) 

CUMMON/J/NV! ,NHl tNflD,PllSO,QUMI ,QUM2,nUM3• !N, INF 1FOIFER,SECL1KCJ 1 

1Kc2 • K e 3 • K e 4 ' K c 5 • K e 6 ' K c 7 ' K c ¡¡, K e 9 • X •. x l ' X 2 ' f< ' s ll M ' F ' s R '11 AL o ' Es c AL A ' 
2CFlUCE 

COMMON/2/LFEAS,M5,H6,H71H81M9,S!A1S2A,S3A•TAM 
ALPHA l. 
RETA 0.5 
GAMMA 2. 
XNX NV I 
ICONT U 
LCHEK U 
1 CHEK O 

25 CALL COMENZ 
00 3 I = l, KC l 
DU 4 J=l,NVI 

4 XIJI = XI (l•Jl 
IN = l 
CALL SUHR 

3 CONT!NUE 

C *00GOG0*00000000*000000DOOOO~OGOQ0000~QQOOOPOO~OG00DQ 

C ~• SELECCIONA EL MAX!MO VALOR DE SUH(I) EN EL POLIEOHO 
e ºººªººººººººººªºªºº~ººººªªuoaooaooaoooooooooooooaoooa 

e 

e 

2fl SllMH = SUM 1 l l 
INDICE = 1 
00 7 I=2,KCI 
JF(Sl,J~'(IJ.LE.SUMH) GO TO 7 
SUMH = SUM ( l l 
INDICE = I 

7 CONl JNUE • 

e ºººªººººººººººªººº~ªººººªªºªªªªºªºººººªººªºªºªªºº~ªºº 
C •• SELECCIONA EL MINIMU VALOR DE SUM!l) EN EL POLIEDRO 
C 0000000QOQ0Q000000GQQQOQOOOQOQ0QOQOOOQGQ*OQOOQQQ000~Q 

e 

e 

SllML = SU"1 < l l 
KONT = l 
DO B 1=2,KCI 
IFCSUML.LE.SUMIIll GO TO 8 
su><L. = SUM ( l l 
KON T = I 

8 CONíINUE 

e ªººººººººººººººªººººªººªººªºººªºººººªººªªººªººººººººººªºººººªªªºººªº 
C ~o ENCUENTRA EL CENTROIDE DE LOS PUNTOS CON l DIFERFNIE DE INOICE oo 

e ºººººººººººººººººººººººººººªºªªººººªººººººººººººººªººººªºººººªªººººº 
e 

DO q J=l ,NVI 
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e 
e 
e 
e 
c 

c 

SU"12 = O. 
OU Í O l= 1, KC 1 

10 SUM2 = SU"l2 + Xl!ltJI 
Xl!KC2,JI = l./XNX<>!SUH2 - XI !IND_ICE,Jl) 

il' O OOit O O o p O O O O Q o O !>O O O O O O O O O O a 00 O O O a'f:tO(I O U O·_O O Q.o-Q.it":O.O QO. 0-.0 (f~-~ '~it-oo-~. O O ~00 ~-~-~
<><> ENCUENTRA LA REFLEXION DEL MAXlMD PllNTO_-A-TF<AVES-_· nEL~-CENTl{Oll'lE "" 
oooooooo~oouooocoaoaoooooooooooaooooooooooo~~ooooooo~~ooa~~ooooooo~·a 

XI !KC3•J> = 2."XI !KC2tJI - Xl !lNDlCE,Jl 
9 X!J) = XI CKC3,JI 

IN = KC3 
CALL SUMR 
IF!SUM!KC3).LT.SUMLI GO ro 11 

C 00000000Q0000000Q000000Q000000000000Q0UD000~UOQ0000ooDOOQG000DOO 

C <><> SELECCIONA EL VALOR MAS PROXJ~O AL VALOR MAXJ~O EN EL POLJEURO 
C 000Q~OV~Q000000000000D0000Q000DOOODDOOeQoooGDoooOooooOOOD~000000 

e 
lF!lNDICE.Eíl.ll GO TO 3íl 
SUMS = SUM(l) 
GO TO 39 

38 SUMS = SUM(2J 
39 DO 12 I=J,KCJ 

lF ((INDICE - ll .Eíl.C l GO TO 12 
If!SU,..!ll.LE.SUMSl GO TO 12 
SUMS = SUM ( l) 

12 CONTJt-UE 
IF!SU,..(KC3).GT.5UM5) GO ro 13 
GO TO 14 

c 
C ooooooooooooonoooooooooooo~oooooooooooovoo~ooaoooooo 0 oooaooooo 

c .... GENEPA UN NUEVO MlNIHO SI LA REFLEX!ON PHUnUCf UN MINJMO ... 
C ooooooooooooooo~ooooooaouooaaaoooaoooooaaooooooaaeoo 0 ooo~aoooo 

c 

c 

11 00 15 J= l , NV 1 
Xl!KC4tJl = XJCKC2tJI + 2."(XICKC3•J> - 7'l(KC2,Jll 

15 XCJ) = Xl !KCt+.JI 
IN = KC4 
CALL SUMR 
JF!SUM!KC41.LT.SUMll GO TO 16 
GO TO 14 

13 IF !Sll~'IKC31.C;f ,SlJMHJ GO TO 17 
DO 1 f\ J= 1t!'<V1 

18 XI ll~•IJICE,Jl = Xl !KC3.JJ 
17 DO ¡, J=l•l'<V[ 

Xl!KC4oJ) = u.s•Xl!INlllCE.Jl + o.s•Xl!KC2.J) 
19 X!Jl = X l.(KC4, JI 

IN = KC4 
CALL SUMR 
IF!5UMH.GT.SU4!KC4l) GO TO 6 

e ~ªªºªºº*ªº*ºººªªººªººººªºªªºººººªºªºº~ºººººªªªªººªªººººªºººººªªºªº 
e º" REDUCE EL PoLIEnno POH MITAD SI LA REFLEXlU~ PRODUCE UN VALOR •o 
C oo MAYOR OUE EL MAX!MO º" 
C 4Q0000000~00000000G00000000000000000000000~~0QQ0000QQ0000Q00000QQO 

c 
00 20 J=loNVI 
DO 20 l=! tKCl 

20 Xl!loJl = o.s 0 tXl!ltJl + Xl!KONT,J)) 
DO 29 I=l •KCl 
DO 30 J:l,NVl 

30 X!Jl Xl!ltJl 
IN = J 
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CALL SUMf< 
29 CCJNTINUE 

5 SLIHL = SUM l 11 
t<ONT = l 
00 23 1=2,KCl 
IFlSUML.LT.SUHllll GO TU 23 
SUML = SUM l I J. 
t<ONT = l 

23 CONT!NUE 
SHllNFJ = Sc:>IH(SIJ~'(KONTIJ 
00 27 J=J,NV) 

27 XlJI = Xl(KUNf ,JI 
GO TO 26 

b DO 31 J=J ,NVI 
31 XI llNIJICt::.JJ = Xl(KCt.,J) 

SUMl!NOICEl = SUM!KC4l 
GU TO 5 

lb 00 21 J=l,NVI 
XI lH10ICE•J> = Xl !KC4,JI 

21 XlJI = Xl(INOJCE,JI 
SUMl!NDICEI = SUM!KC4l 
SflllNF) = SORT(SlJH(KC4ll 
GO TO 26 

14 DO 2 2 J= 1 • NV 1 
x11n:orcE.J> = xHKCJ,J> 

22 X(JI = Xl!INIHCE·Jl 
SUM(H10ICF.l = SIJH(KC31 
SH()NFI = SllRTlSlJMlKCJll 

26 ICONT = !CUNT + l 
·Do 36 J:j,NVI 

36 Xc(INF,JI = X<JI 
JF()CONT.Ll·?."KCll GO TO 50 
!CONl = U 
00 21, J:[,1'VI 

24 X (Jl = XI (KC2,Jl 
IN = KC2 
CALL SUHR 
D!FEFI = o. 
Do 57 I=l,KCI 

57 DIFEH = DIFE.R + (SUH(IJ - SUP!KC2l J<>•2 
D!FEFI = l./IKC7"XNXJ•Sc:>RT(DIFERI 
Jf(O!FER.GT.1.oE-14) GO TO So 
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e C 0000*0000~00000G~GOO~OOOOOa~OGOOOD0GO~*OGOO~OOe0000000000~000UOGGOOOO 
e •• SI EL POLIEDRO ~EGULAílLF FALLA PARA S•f!SFAcEH LAS º" 
C •• RESllllCCIONES DENlf-0 !'EL CH! TEHIO l'EL Clll lf~ll' O<; IULER•NCIA o• 
C •• EN LA ITERACIO~• ACTUAL• LA Rll5ílUEDll ES CAMF-JJIOA OF. LA P05!Cl0'1 °• 
C ••DONDE EL VEClOFI X ES PUESTO Y ENlONCES FACl!R ES FIEPEllDA DESílt o• 

C •• EL PHlNC!PIU oo 
( 0~0000000~00D000CG00VOG00000~00C00000~~0D0U9UQ0000000~~00VV~OOOVVO~Od 

e 
51 IN = KC 1 

PASO = 20.°FDlf[R 
CALL 5UMR 
SR<INFl = 50R!(5ECLl 
OU 52 J=l•NVI 

52 Xl CKCI tJl = XCJl 
00 53 J=!,NVI 
FAClOR : l. 
X<Jl = X!CKCltJl + FACTOfl 0 PA50 
Xl (1-19,Jl = X CJl 
IN = 1'9 
CALL SUMR 
XCJl Xl(KCJ,Jl - FACTOR•PASO 



XI (M5,JJ X(,11 
IN = ."'5 
CALL SUMH 

56 IF<SUM(H9l ,LT.SUMCKC!ll GO 10 54 
lF(SUM(M5J.LT,5lJH(KCIJl ,GO TO 55 

GU 10 97 
54 X!(¡.,5,J) = Xf(KC!,Jl 

SUM(,..5) = SUMCKC!l 
Xl(KCl,JI ;= Xl(M9,Jl 
SUH(KCll = SUM(H9l 
FACTOR = FACTOR • l. 
X (JI = Xl !KCI ,JJ • FACTOR•PASO 

IN = f-19 
CALL SUHH 
GO TO 56 

55 XI (H9,Jl = X 1 (l<'CI ,J) 
SUH(~9) = SUM(KCll 
XllKCl,Jl = XllM5,Jl 
SUfol(KCll = SUMIP.5l 
FACTOR = FACTOR • lo 
X (JJ = XI (KCI ,JJ - FACTOH•PASO 

IN = M5 
CALL SUHH 
GO TO 56 

e C OOO~OOnoOOV00000~000000000GOOOQQQ00W0000000~0Q00000Q000000~00GOQQ00 
C •• SE EFECTIJA UNA RUSOUFOA POH SECCION DOHAVA A LO LhNGO DE CAUA •• 

C •• COORDt NAOA •• C OQOOOOOGOOQQOOOQ~OOOOO~OOOOOQOQOOOnOOOOO~OQ00Q00000ooOUOQOQ0000000* 

e 
97 H(Jl = XI (M9,Jl - XI IHS,Jl 

XI (M(>,Jl = X 1 !HS,Jl + H(Jl 0 SIA 
X (Jl = XI (Mó,Jl 
IN = f.'6 
CALL SUfolH 
Xl(M7tJl = J.J(M5oJl + H(Jl•S2A 
X(Jl= Xl(M7,Jl 
IN = M7 
CALL" SUMR 
JF(SUHIH6).GT.SUHIM7ll GO TO 6R 
XI (HR,Jl = X 1 (M5tJl + (!. - S3Al •H(J) 
XI (H5,J) = X! (t-17,Jl 
X<JJ = x1n18,Jl 
IN = M8 
CALL SUHH 
IFISUM(HRJ .GT,SUMIH6ll GO 10 76 
XJ(H5,JI·= XJ(t'6,Jl 
SUM(M5) = SUM(M6l 
Gü TO 75' 

76 XI (M9,J) = XI (1-18,Jl 
SUH(M9) = SUMCM!ll 
GO TO 75 

68 Xl (M9,JI = Xl (H6,JI 
Xl(M8,Jl = Xl(M5,Jl + S3AºH(J) 
X<JI = XI (MlltJI 
IN = "'8 
CALL SUf.'R 
PASO = TAH 
SUH(f.'9) = SUH(M6l 
JF(SUM(H7J,GT,SIJM(M8ll GO TO 71 
XI (M5,Jl = XI (M8,Jl 
SUM(M5) = SUM(H8l 
GO TO 75 

71 Xl(M<J,J) = ~.llM7,Jl 
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SUMC~9l = SUMCH7l 
75 IF CARS p 1 (t-19,Jl - Xl(M5.J)).IH .o.ol<>FDIFt.11) GD To 97 

XI (KCl ,J) = Xl CH7,Jl , 
XCJI = XI fH7,Jl 
SUHCKlll = SUMCH5l 
SIHINFI = SOlll(SlJl<CKCJll 
IFCSRC!NFl.LT~FülFERl GO TO 760 

53 CONT 1"1UE 
ICHEK = lCHEK + l 
PASO = FOCFEH 
IFCICHt.K.LE.2l r.o TO 25 
CRUCE = 1.uE-12 
WR! TE (6,IJ53l 
"Jll!TEC6•85Ul 
Wf<lTEC6oRSll (XCJl,J=l•NVll 
wRITf {bdl521 FDIFER1SRtlNFl 

GO TO 46 
760 DO 761 J=loNV! 

X2tlr•F•Jl = X!CKCloJI 
761 XCJl = XI CKC!oJl 

50 !F{Sf<{INF).GT.FOIFERl GO TO 28 

c e oooooouo~*ººººººº~ºººººººººººº~ºººººªººººººººººººººººººººªºººº 
C •• HOOIF!CA LA !NTERPOLACION DE LAGRANGE PAkA OESIGUALDAOtS 

00 

C <>• AJUSTAOAS 
00 

e ººªºººººº~ºº~ººººººººº~~ªºªºººººººªºººªºººº~ºººººººººººººººººª 
c 

IFCSRCINFl.GT.O.l GO TO 35 
CALL PRORLEC3l 
F!NT = R(KC91 
DO 139 J=l •NV! 

139 XCJI = X2CINF,Jl 
CALL PROBLEt2l 
DO 40 J=KC7•KCB 

4U Rl (Jl = RIJl 
DO 4 l J= 1, NV 1 

41 XtJl = XI (KONT,Jl 
CALL PROHLE C2l 
no 4?. J=KC7.KCB 

42 R3(Jl = RCJl 
DO 4 3 J= 1 , NV 1 
HIJI = Xl(KONT,Jl - X2CINF,Jl 

43 XtJl = X2(!NF,Jl + o.5•H(Jl 
CALL PROHLE ( 2l 
FLGC!l =O. 
FLG C2l =O• 
FLGC3l =U. 
DO 44 J=KC7•KCfl 
IFCH3CJJ.(;E.U.l GO TO 44 
FLGl!l FLG(!l + RltJJ<><>2 
FLGl2l = FLGt2l + R!Jl 00 2 
FLGl3l = FLG(3l + H3CJJ 0 •2 

44 CONT !NUE 
SR(INFJ = SORTIFLGtlll 
JF!Sfl!INFl.LT.FD!FtRl GO TO 35 
ALPHAI = FLf>Cll - z.•FLfiC2l + FLG13l 
RETAi = 3.°FLfilll - 4.°FLGt2l + FLG!3l 
HAOIO = HETA!/(4.•ALPHAll 
00 4 5 Je 1 , NV 1 

45 X(Jl = X2(1Nf,Jl + H(JJ•HADIO 

IN = rr.F 
CALL SUMR 
Sil( H•Fl = SllHT ISECLl 
!FCSRCINFl.LT.FO!Ftfll r.o ro 4f.5 
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00 49 I=lt20 136 
DO 4fl J=ltNVJ 

4H X(Jl = X<Jl - o.05ªH(Jl 
CALL SUMH 
SH!lNFl = SORT(SECLl 
JF<SR(INFl.LT.FDIFERl GO TO 46S 

49 CONTJNUE 
465 CALL PROHLE!3l 

IF!FJNT.GT.H<KC9l) GO TO 46 
SR ( Ir-;Fl = O. 
GO TO 35 

46 00 47 J:¡,NVJ 
47 X2 ( INF,Jl = X (J) 
35 CONTJNUE 

00 335 J=l tNVI 
335 X(J) = X2(!NF,J) 
85 O FUfiM A T ( / /' l O X ' ••o U o O o O o O o O o U o O PO o O o U o O o O o U t> O PO o O o O o O o G o {Jo O o O o UPO o U o 

Io•"~//,\OXt"NO ES f'OSIRLE SATISFACER EL CONJUNTO ni: RESTHICC!ONES" 
2,/tlOXt"VIOLADAS. LA HUSílUEDA ES TERMINADA",//• IOX•"SELECCIONE UTA 
30 VECTOR INICIAL PARA RF.PETIR DE N!JEVO"tl• J(IX•"EL PHOCESU",//tlOX 
4,uoonoououa-ooooonoooouooouGuooaoouoooooo"1JºOºOºOºnºUº0º11J 

851 FORMAl(//dOX."EL VECTOH PARA EL CUAL LAS RESTf<IccIUNES NU FllEHllN" 

lt/tlOX•"SATlSFECHAS ES",//,)OX,AEJ6.6) 
B52 FUf<MAT (//, IOX• "CHI TER ID OE l OLERANCIA="•E 14.br//, ¡ OX •"RA IZ CUAllRA 

lOA LAS HESTl<!CC!l>NE:S AL CUADl<AD0="•E16·6l 
!153 FORHAT!//,lUX,"ª • o o LA SUf<RUílNA FACfll' FALLO F:N ENCllNIRAfl UN 

JPUNTO FACTillLE o o a º") 
RE l UfiN 
END 
SUHHOUTINE COMENZ 
OJMENSION A(50t50) 
DIMENSION x150,so1.x11so,so1,x21so.sol •R1Juo> ,su1.11so1.sR<5u>, 

lllALD (: 00 l 
CUHMON/J/NVJ,NHJ,NHQ,PASOrALPHA•ílETAtGAMHA,JN,JNF,Fll!FEMtSECL1KC!t 

IKC2,KC3,KC4,KCS•KC60KC7,KCR,KC9•X,XlrX2,HtSUM1F,5R1HALD1 

2CRUCE 
COM~0~/2/LFEASt,..5•~60M7,MíltH9,SIA•S2A,S3A•lAM 
VN : NVI 
PASO)= FAS0/(VN~SORT!2.llº($0Hl(VN +J.)+ VN - l•l 
PAS02 = PA~U/!VN•S1lRT(2.ll"(SURT(VN + !.l - ¡.l 

00 1 J=t,NVI 
A(l,Jl =U. 
l)U 2 !=2•KCI 
00 4 J=J ,NVI 

4 A<J,,Jl = PASIJ2 
L = ¡ - ¡. 
A<I •l l = PASO! 

2 CONTJl•UE 
DO 3 I=l

0

•KCI 
DO 3 J=l1NVI 

3 XJ(!,Jl = XCJ) + A(I,Jl 

RE.TURN 
ENO 
SU8ROUTINE ESCRIH 
O 1 ,.. EN S 1 UN X ( 5 O ) , X l ( 5 O • 5 O l • X 2 ( 5 O t 5 O l • R ( l O O l t S UM 1 5 O l • F ( 1 O O l , 

1SR!I00l•RALDC200l 
· COMMON/l/NVI,Nf<JiNRD•PASOtALPHAtRETAtGAHMA,¡N,INF,FOlFE.R•SECL,KCi• 
2KC2•KC3,KC4tKC5,KCó•KC7tKCHoKC9tX,XI,X2tHrSUMtFtSR•RALD• 

3CRUCE 
CUMMUN/2/LFEAS,M5tM6t~7oM8,M9tS1At52At53A•TAM 

· CALL PflOllLE (3) 
lo)lllF(6tll H!KC9) 
Füf<'1Af(//tlOX, 11 VAL0R DE LA FUNCION O[lJETJVO ="•El7•7l 

Wldll::(6,?l (X(Jl,J=l•NVII 



2 FOHHAT (l/ 1 lOX1"LOS VllLONES DE LO.S VECTO.Í(tS: H•OEPENDIENTES SON"tll• 

llUXof.El7•7l 
IF(NHt.EO.Ol GO TO 6 
CALL PROHLE ( l l 
>lfl ITE (6 13) (R(Jl 1J=l 1NRll 

3 FONHAT!//1lOX~"LOS VALOHES 
1 SON",//tlUX11'El7.7l 

6 IFINRO.Ell.Ul GO TO 5 
CALL PROflLE !21 
l./RITf(614l !R!Jl ,J:KC7tKC6) 

4 FOf<~'AT < // d U X, "LOS V A LORES DE 
IOES SON"1/,hE17.7l 

5 RE [Uf<N . 
ENU 
SlJHROUllNE SUMR 

LAS RESTRICCIONES QUE SON UESIGUALDA 

e 
e ººº*ºªººººººººººººººººººººª~ºººº~ªººººº~ºººººªªººººªººººººººªººº 
C •• ESlA SUAHUTINA CALCULA LA SUH/I DE CUADHAUUS DE LOS VALORES •• 
C •• DE LAS RESlHICCIONES P/IHA SER COMPARADA LUH EL CRITERIO DE •• 
C •• TOLERANCIA •<> 
e ººººººººººººº~º~ººººªººººººººººººººººººººººººººººººººººººººººººº 
e DIHENS!ON X (50) .x1 ¡50.SOl .xz 150,sol ,R 1 IOU) ,SUM (50) .F (50)' 

1Sll(50) ,RALO! !OOl 
COHMON/l/NVl,Nf<I1NR01PASO,ALPhA1rET/l,GAH~A1IN1lNF,FOJFER1SECLtKClt 

2KC2·KC3.KC4.KC51KC6.KC7.KCB·KC9,x,x1.x2.H.SUM,F.sR·RALD· 
3CRUCE 

COHMON/2/LFEAS1H5,H6 7 M7,HB,H9,SlA•52A•S3A•lAH 
SUHIJN) = u. 
CALL PROllLE ( 2 l 
SECL = O. 
IF (NRO.Ell.0) GO TO 4 
DO l J=KC7,KCA 
IF(R(J).c;f.O.l GO TO 1 
SF.CL = SfCL • R<J>••Z 

l CONTINUE 
4.IF(NH(.EO.Ol GU TO 3 

CALL PRORLE ( 1 l 
.00 2 J:) ,Nfll 

2 SF.CL = SECL • R!Jl~•z 
3 SUH!INl = SECL 

·5 Rt:lUfiN 
ENO 
SlJHROUTINE PROHLE!INO) 
0!11ENSION X!5U),XIC50,50),X2(5Q,5Q),R(IO~),SlJ~1(50)•F(50)• 

1SR(50) ,RALO< (OUl 
COHHUN/!/NVI,NRl•NRD·PASO,ALPHA,AfTA1GAMH~,¡N,fNF,FUTFER•SECL•KCl1 

2KC~1KC31 KC4 'KC5. l<C6. KC7 • KCR' KC9. x.xl '12. K• SIJH, F• SR ,RALO• 
3CHUCE . 
COHMUN/2/LFEAS1~5•H6,M7tMO,P91SIA•S2A1S3A•TPM 
IF !1Ml.Ell.3l GO TO 3 . 
IF!INQ,EO.Zl GO TO 2 

e 
e ºªºªºªªºªºººººººººººººººªººººªººººªººª· 
C •• RESTRICCIONES OUE SON IGUALDADES ~• 
C OQOO~~QOQOOOQQQOOQOOODQOOODOOGOOQQOOQQ 

e 
R<ll = X!ll"•2 • X(2!••2 - 9,•X(2) 
GO TO 5 

e 
e ªªªªªªªºªºººªººªºªº~ªºªººªºªªªªªªºªªªººªª 
C o• RESIRICCIDNES OUE SON OESIGUALDAOES •• 
e ºªªªªºªªººªºªªºººººººªªººº~ªºººªªºªªºªººº 
c 
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e 

2 R 121 = }( ( 11 
Rl31 = Xt2l 
GO TO 5 

e ºººººººººªºººººººººººªº 
C oo fU!'.CltiN ORJET!l/O. ºº 
C Ooaooooooaóooaooooooooo 

e 
3 R(4l = Xlll 00 2 + Xl2l 0 •2 
5 RE!URN 

END 
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