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RESUMEN

EN ESTE TRABAJO SE PRETENDE DAR UM PRIMER RASO HACIA UNA TEORIA GEMERAL DE
MODELADO PARA SISTEMAS DESDE UN PUNTO DE VISTA MATEMATICO, PARA ESTO NOS
BASAMOS EN LA TEORIA DE "SISTEMAS ADJUNTOS", ESTABLECIDA A PRINCIPIOS DE
LOS A0S 70's POR MEDIO DE LOS TRABAJOS DE M.A. ARBIB y E.G. MANES PRINCI-

PALMENTE.

LA IDEA FUNDAMENTAL DE ESTE TRABAJO ES LA CONSTRUCCION DE UN fUNIVERSO DE
SISTEMAS" ADECUADO PARA LOS "SISTEMAS ADJUNTOS", EN ESTE MARCO DE TRABAJO
SE GENERALIZAN VARIOS RESULTADOS DE RELEVANCIA EN LA LITERATURA SOBRE AL-
CANZABILIDAD, OBSERVABILIDAD, TEORIA DE REALTZACION, TEORIA DE DUALIDAD Y
TANTO TEORIA (CATEGORIA)} COMO METATEORIA DE “SISTEMAS ADJUNTOS". FINALMEN
TE SE ESTABLECEN ALGUNOS RESULTADOS SOBRE "“CLASES DE SISTEMASf PARTICULARES
DE LOS "SISTEMAS ADJUNTOS" Y SE PLANTEAN ALGUNAS PERSPECTIVAS PARA CONTI-

NUAR ESTE TRABAJO EN VARIAS LINEAS DE INTERES.
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INTRODUCCION

Establecer una metodologfa que permita representar los fendmenos adecuada
mente, de una manera coherente, sencilla y unificada en las diferentes
ciencias, es de fundamental importancia. Este problema se ha resuelto par
cialmente en tanto que existen métodos aplicables a varios conjuntos de
fendmenos; pero no existe un solo método general utilizable en todos los

€asos.

Uno de los objetivos de este trabajo es establecer un marco de referencia
que permita upa primera aproximacién a una metodologia general para la re-
presentacidn de los distintos fendmenos en las ciencias. Este objetivo

es demasiado amplio como para alcanzarlo en este trabajo en toda su magni-
tud; nos restringiremos pues aquf exclusivamente al aspecto matemético del
mismo. Para esto nos basaremos en la teoria de los sjstemas adjuntos esta
blecida a principio de la década de los afios setentas por medio de los tra
bajos de Arbib y Manes. Esta teoria hace uso principalmente de la teorfa
General de Sistemas y la teoria de Categorias, definiendo un sistema sobre

una categoria y qeneralizando después para los sistemas asi definidos.



Los conceptos fundamentales de alcanzabilidad, observabilidad, realizacién
minima y dualidad. Ademds, establece vinculos con otras disciplinas como
la teorfa de control, la teorfa de automatas y la teorfa de computacidn,

entre otras,

La teoria de los sistemas adjuntos establece un enfoque lo suficientemente
general comc para alcanzar nuestro objetivod sin embargo, no es el enfoque
mds general, Por ejemplo, los A-autdmatas y los A-autdmatas implicitos,
también construidos por Arbib y Manes a mediados de la década de los aiios
setenta son sistemas definidos sobre categorias los cuales son mds genera-

les que los sistemas adjuntos.

Por modelo de un sistema entenderemos una representacién de unA?enémeno
visto como sistema, es decir, un conjunto de elementos (por ejemplo, simbo
los, grdficas, ecuaciones, conceptos, realas, etc). gque preservan las pro
piedades esenciales (desde nuestro punto de vista) del fendmeno en estudio,
visto como sistema. Esta concepcidn de modelo de un sistema depende de]
modelador; esto es, del observador que construye el modelo para e] sistema;
de hecho parece practicamente imposible que exista alguna concepci@n de

modelo de un sistema que no dependa del modelador.

Por sistema entenderemos una clase de entradas, una clase de salidas y una
relacidn o relaciones entre ellos; las entradas, las salidas y las relacio
nes son seleccionadas o establecidas por el modelador, de acuerdo al fend-

meno en estudio y sus ubjetiQos de estudio.

Consideraremos @ los sistemas adjuntos como modelos para los distintos sis

temas, en un primer paso hacia un "universo de modelos para sistemas" o



simplemente un “universo de sistemas", donde no hacemos distincién entre

el sistema y su modelo, La definiciGn y andlisis de los sistehas adjuntos
para la construccidn de una teoria general de modelado constituye el cuerpo
del presente trébajo. Por supuesto no esperemos que para cualquier sistema
exista un sistema adjunto que sirva como modelo para &1, pero si que ]os

sistemas adjuntos sirvan como modelos para una amplia variedad de sistemas.

E1 presente trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo I establecemos un lencuaje de trabajo a través de una serie
de conceptos y resultados sobre la Teoria General de Categorfias, y presen-
tamos parte de los resultados que son necesarios en Tos siquientes capitu-
los. Este capitulo no pretende ser una introduccién formal a la Teoria de

Categorias, ni hace que este trabajo sea autocontenido.

En el capitulo Il construimos el universo de sistemas adjuntos como una
cuasi-categoria, y presentamos los principales resultados de este trabajo
sobre alcanzabilidad, observabilidad, teorfa de realizaciones, teoria de

dualidad, teoria (categérica) y metateoria de sistemas adjuntos.

Finalmente, en el capitulo IIIl presentamos algunas aplicaciones sobre cier
tas clases especificas de sistemas adjuntos, damos algunos ejemplos de éstos,
para terminar hacemos algunos comentarios sobre lo aqui presentado y damos
algunas perspectivas para continuar este trabajo, de acuerdo con varias

17neas de interés.



I PRELIMINARES

En este primer capftulo presentamos una breve introduccién a la teoria de
Categorfas, mencionando algunos resultados de teorfa general de Categorfias,
y Categorias especificas como Categorias Algebraicas, Categorfas Abelianas,
y topos. Mencionaremos ademds algunos vinculos entre teorfa de Latices y

Légica Matemdtica con teoria de Categorfas,

1. Teoria General de Categorfias

Una Categoria € estd definid§ por una clase de objeto denotada 0b(C);
para cada par de objetos A,B (C-objetos) tenemos una clase {en particular
un conjunto), 1lamada la clase de mogfismos en C de A a B denotado por
C(A,B) (también morc(A,B) ] Homc(A,B)). Para A,B, C-objetos tenemos un
mapec composicidn

c(A,B)x c{B,c) - c(A,cC)

wis, s 30— a9 .

Para todo C-objeto A, existe un elemento identidad distinguido, que denota

remos 1A en C(A,A). Ademds se deben cumplir los dos axiomas siguientes:

(1.a) (f g)h = f( g h) para todo A28, 83%c, ¢ fo.
1 lB
(1b) A-Pa D g-alg-nt 8 3 8.

Ejemplos:
(1.i) La Categorfa set, cuyos objetos son conjuntos-y cuyos morfismos son

funciones.

(1.ii) La Categoria Rel, cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos son

relaciones.



(1.i71) La Categorfa Grp, cuyos objetos son grupos y cuyos morfismos son
homomor fismos de grupos. .

(1.iv) La Categoria g:éggj cuyos objetos son R-modulos y cuyos morfismos
son mapeo R-lineales,

(1.v) La Categoria Lat, cuyos objetos son latices y cuyos morfismos son
homomorfismos de latices.

(1.vi) La Categorfia Rng, cuyos objetos son anillos y cuyos morfismos son
homomorfismos de anillos. ‘

(1.vii) La Categoria Hon, cuyos objetos son monoides y cuyos morfismos son

homomorfismos de monoides.

Esto es una pequeiia muestra de una muy amplia variedad de ejemplos conocidos
(ver [ 41, [16], [17]).

Diremos que una Categoria C es pequeiia si la clase C(A,B) resulta ser un
conjunto para todo A,B,C-Objetos; ejemplos de estas categorfas son Set, Grp,
R-mod, Lat, Rng y Mon. Si la Categoria C no cumple con Ta condicidn an

terior diremos'que es grande; Rel es un ejemplo de estas Categorfas.

Llamaremos a una categorfia C discreta si todos sus morfismos son identi-

dades; Conectada si para cada par (A,B) de C-objetos, homC(A,B) oo
Se dice que una Categoria B es una subcategoria de € si se cumplen las dos
condiciones siguientes:

(1.c) ob{B) <= ob(C);

(1.d) homg(A,B) = hom.(A.B) para cada par (A,8) de B-objetos.

Se dice que la subcategoria B de 1a Categorfa C es una subéétégorfa plena

(Full subcategory) de C, si cumple con (l.c) y homB(A,B)=homc(A,B) para



cada par (A,B) de C-objetos.
Ejemplos:
La Categerfa fipset, cuyos objetos son conjuntos finitos y cuyos morfismos

son funciones, es una subcategorfa plena de Set.

La Categoria vectR. cuyos objetos son espacios vectoriales sobre un campo
R y cuyos morfismos son mapeos R-lineales, es una subcategoria plena de

R-mod.

La Categoria de conjuntos y funciones inyectivas es una subcategoria no
plena de set. Para cualquier categoria C, la Cateqoria c®® , 1lamada la

Categoria opuesta (o dual) debc, estd definida como sigue:

(1.e) ob(C%) = oblC);
(1.f) Para cada par {A,B,} de C-objetos, homc(A,B,) = homcop(B,A);
(1.9) Si c(A,B) x C(B,C) =+ C(A,C)

wis, 8%c—adfc entonces

c®P(c,8) x c®P(s,A) ~ c°P(c,A)

c9 8, 8f ap—c 9 a

Proposicién (1.1) La Categoria opuesta de cualquier Categoria C es una

Categoria (ver [4]).

Proposicidn {1.2) Para cualquier Categorfa C, (COP)0p = C (ver [4]).

Si S es una proposicifn referente a morfismos y objetos de una Categoria

C, entonces, por definiciédn.

La proposicidn dual s%P se cumple en C si y solo si S se cumple en c®P,



Por ejemplo, la proposicidn dual SOP; "Para cualquier C~-objeto y, existe
un Gnjco C-morfismo f:x + y" se cumple en C si y solo si la proposicién

S "Para cualquier coP -objeto y, existe un Unico ®P norfismo f: y o+ x",

E1 prefijo fCO“ serd usado para expresar el concepto dual de un concepto
categdrico; por ejemplo, el dual de producto contable es coproducte conta
ble, el dua] de igualador es coigualador, como veremos mis adelante. En
otros casos el prefijo NO serd usado; asi, un monomorfismo es dual de un

epimorfismo, objeto terminal de objeto inicial, como veremos mds adelante,

Principio de dualidad para Categorias:

Si S es una proposicidn categrica que se cumple para todas las Categorfas,

entonces S°° también se cumple para todas las Categorfas.
Un C-morfismo A i B se dice es un monomorfismo en C (o un C-monomorfismo),
si para cualquier par de C-morfismos h y k tales que fh = fk, se sigue que

h = K (ver también 3.1, [161).

Por ejemplo, en set, Grp, R-Mod y Rng, los monomorfismos son precisamente
los morfismos inyectivos sobre los conjuntos subyacentes. Esto no siempre

es asi, como se ejemplifica en (6.3[4]).

Proposicidn (1.3) Si A i B y B 9 ¢ son C-monomorfismos, entonces A gj c

es un C-monomorfismo (ver [4]}.
Un C-morfismo A j B se dice ser un epimorfismo en C (o un C-epimorfismo),
si para cualquier par de C-morfismos h y k tales que hf = kf, se sique que

h = k {(ver también 3.1, [161).

Por ejemplo, en set, Grp y R-mod, los epimorfismos son precisamente los
morfismos scbreyectivos sobre los conjuntos subyacentes. Nuevamente esto

no siempre es asi, como por ejemplo en Rng (ver 6.10, [4]).



Proposicidn (1.4). La comzosicién de C-epimorfismos es un C-opimorfismo

(ver [¢]). ’ ,

Prososicién (1.5). fionomorfisnmo y epimorfismo son conceptos duales (ver

).

Un C-morfismos se dice ser un binorfismo en C {0 un C-bimorfismo)}, si este
es un monomorfismo y un epimorfismo. Una categoria se dice ser balanceada,
si cada bimorfismo es también un isomorfismo, donde un isomorfismo es un
C-morfismo que tiene inverso {zquiercdo e inverso derecho Gni;os ¥ estos

coinciden (5.16, {41 v 2.5, [16]).

Proposicidon (1.6). En cualquier cateqoria la composicidn de isomorfismos

es un isomorfismos {ver [4]).

-1
£
oroposicién (1.7). Si A 3B un isomorfismo, entcnces B f, A es un iso

-1

morfisme y f = (f'l)'1 (ff77 =15y f'lf - lA) (ver [47).

Proposicién {1.8). Isomorfismo es un concepto autodual {ver [41).

Proposicién (1.9). Para cualquier categoria C, la relacidn “es isomorfico

a" establece una relacién de equivalencia sobre Cb {C) (ver [4]).

Notemos gue para cualquier categoriez cada isomorfismo es un bimorfismo.
Por ejemplo en Set, Grp y R-mcd lo inverso también es cierto, i.e., son ca

tegorias balanceadas; sin embargo Rng no lo es.

Proposicidn {1.1C). Lla composicién de bimorfismos es un bimoerfismo (ver

[41).

Para la definicién de subobjeto, de objeto cocjente, objeto neteriano y

i



objeto artiniano ver 3.1, [11] y 4.1, 4.2, 4.4 v 4.6, [12],

Un objeto x en una categoria C es 1lamado un objeto inicid1 en C si para
todo C-objeto B, homc(x,B) tiene exactamente un elemento. Para el concepto

dual de objeto terminal ver 2,6, [18].

Proposicién (1,11). Cualesquiera dos objetos iniciales son isomorficos;

dualmente, cualesquiera dos objetos terminales son isomorficos en l1a cate

goria en que existan (ver [4]).

Un-C-objeto es 1lamado un objeto cero para C, si este es un objeto inicial

y un objeto terminal en C.
Por ejemplo, Set, Grp, Mon v R-mod tienen objetos cero.

P

Proposicidn {1.12). Cualesquiera dos objetos cero en una categoria C son

isomorficos (ver [4]).

Un functor de C1 a C2 es un triple (Cl, F, CZ) donde F es una funcidn de
la clase de morfismos de Cl a la clase ce morfismos de CZ (i.e., F:mor(Cl)*

mor(Cz)) que cumple los siguientes axiomas:

(1.h) F (lc) = ch’ i.e., como Ff: Fc -~ Fc' para cualquier Cl—morfismo

f:C~+C", con Ff un Cz—morfismo, entonces FlC:FC -+ FC = IFC:FC + FC.

(1.1) Flgf) = F(g) F(f), i.e., si fiC C'y g:C' » C", entonces F(gf):FC
FC" = F(g) F(f):FC - FC' - FC".

F
Denotaremos a un functor como FiCy» C0C ~C, (ver {&7).

Ejemplos de functores son:
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(1.viii} Para cualquier categorfa (C, 1 » C) es un functor 1lamado el
: mor{C)

functor identidad sobre C y depotado por lc.

(1.7x) Si €, es una subcategoria de C, y E:Hor(Cl) + Mor(C,) es la funcidn
inclusidn, entonces E:C1 - C2 (o E:C1 - C2) es un functor, 1lamado el func

tor inclusidn de C1 a CZ‘

(1.x) Si C; ¥ C, son categorias y F:Mor(Cl) - Hor(Cz) es una fupcidn la
cual manda cualquier Cl-morfismo a una Gnica identidad en Hor(cz), entonces

F:C1 -+ C2 es un functor, 1lamado un functor constante de C1 a CZ’

(1.xi) Si (cy» Fu CZ) es un Funétor, entonces (C?p, F, cgp) es un functor
1lamado el functor opuesto de F y denotado por FOP . Notemos que F y FopP

cuando son considerados como funciones sobre las clases de morfismos son

"idénticos (Mor(Cl) = Mor(cz)).

Sin embargo, considerados como functores son diferentes por que tienen di

ferentes dominios y codominios (i.e., C, ?# C?p yC, # Cgp).

Proposicién (1.13). Si F:A - B y C:B + C son functores, entonces CF:A + C

es un functor (ver [4]).

Un triple (C,, F, C2) es 1lamado un functor contravariante de C1 a C2 siy

1’
solo si (C?p, F, C2) es un functor (o, equivalentemente si y solo si
(Cl, F, cgp) es un functor}. MNotemos que un functor contravariante de ¢

a C2 generalmente no es un functor de C1 a CZ'
Ejemplos de functores contravariantes son:

(1.xii) Para cualquier functor F = (Cl’ F, CZ) existen dos functores con

¢



BT S S

travariantes asociados

*

F=(P.Fc) y *F=(c. F P,

(1.xii1) E1 functor P:set®? - set, el cual asigna a cada conjunto A el con
junto P(A) de todos los subconjuntos de A y a cada funcidn f:A -~ B la fun
cidn PF:PA + PB definida por Pf(c) = £ 1[C], donde [CI=F(A) =B (f(A) es

la imagen de f).

Un functor FiCy - C2 se dice que préserva la propiedad categérica P, si la
imagen bajo F de cada morfismo {u objeto, o diagrama conmutative} en C con

la propiedad P viene la propiedad P en C2.

Un functor F:C1 - C2

pre y cuando un morfismo (u objeto, o diagrama conmutativo) bajo la imagen

se dice que refleja la propiedad categorica P. siem

de F en C1 tiene la propiedad P en Cz, entonces el morfismo (u objeto, o

diagrama conmutativo) debe tener la propiedad P en Cl‘

Proposicidn (1.14). Cualquier functor preserva identidades, isomerfismos,

secciones, retracciones y tridngulos conmutativos (ver [4])}.

Notemos que como un functor preserva tridngulos cormutativos, también pre
serva diagramas conmutativos, dado que cualquier diagrama conmutativo se

puede descomponer en tridngulos conmutativos.

. . . s s hom( FA,FB)
Un functor F.C1 -+ C2 se dice ser Pleno (Fu]]), si cada restriccidn F hom(A,B)

es sobreyectiva para cada Cl-morfismo f:A > B. Se dice ser fiel (faithfull)

. . as hom({FA,FB)
si cada >
restriccion F hom(A, B)

Se dice ser un encaje (embedding), si F:mor(Cl) > mor(CZ) es una funcidn in

es inyectiva para cada Cl-morfismo f:A + 8B,

yectiva. Se dice ser denso, si para cada B € Ob(cz) existe algun A ¢ Ob(Cl)



212

tal que FA es isomorfico a B. flotemos que existen functores fieles que no
son encajes; mds adn, que un functor es un encaje si este es fiel y uno-a-

uno sobre los objetos {i.e., sobre las identidades).

Una categoria concreta es un par (A,v) donde A es una catejorfa y v:A + set

es un functor fiel,

Proposicién (1.15}). Cualquier functor fiel F:A - B refleja monomorfismos,

epimorfismos, bimorfismos, morfismos constantes, morfismos co-constantes,

morfismos cero y tridngulos conmutativos (ver [4]).

Proposicién (1.16). Cualquier functor F:C1 - C2 que es pleno y fiel refleja

secciones, retracciones e isomorfismos (ver [47]).

Teorema (1.17). Cualquier functor F:C) =~ C, que es pleno, fiel y denso,
preserva y refleja monomorfismos, epimorfismos, bimorfismos, morfismos cons
tantes, morfismos coconstantes, morfismos cero, secciones, retracciones,

isomorfismos y tridngulos conmutativos (ver [4]).

Proposicidn (1.18) La composicidn de functores plenos (respectivamente fie

les, encajes, densos), es un functor pleno (respectivamente, fiel, encaje,

denso) (ver [4]).

Para la definicidn de objeto Proyectivo y objeto inyective ver 5.7[12].

Por ejemplo, en R-mod un R-modulo izauierdo es ca%egdricamente proyectivo
si y solo si es un R-modulo provectivo, y es categéricamente inyectivo si y
solo si es un R-modulo inyective. Si R es un dominio ideal principal, en
tonces un R-médulo A es proyectivo si y solo si es libre y es inyectivo si

v solo si es divisible.
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Un C-objeto S es 1lamado un segérador para C o un generador para C si y
f
solo si para cualquiera dos C-morfismos A g B distintos, existe un C-morfis

mo S XA tal que
s¥alersiads,

Dualmente, un C-objeto C es 1lamado un coseparador para C o un cogenerador
t
para C si y s6lo si para cualquiera dos C-morfismos A g B distintos existe

un C-morfismo B X C tal que

afsicendstec.

Por ejemp]o, en set los separadéres son precisamente los conjuntos no va
cios.  Para Grp un separador es el grupo de los enteros Z bajo la adician.
El monoide de los nimeros naturales N bajo la adicidn es un separador para

Mon. ET anillo R es un separador para R-mod.

Sean F:C1 - C2 y G:C1 - CZ functores. Una transformacidn natural (o morfis

mo de functores) de F a G es un triple (F, n, G) donde n:Ob(Cl) - Mor(Cz)

es una funcién que satisface los siguientes axiomas:

{1.j) para cada C,-objeto A, n(A) (usualmente denotado por nA) es un C,-mor

fismo nA:FA-+GA.

{1.k) Para cada Cl-morfismo A i A', el diagrama

n
FA —P 5 6
A
Ff l le |t
FA! > GA' A
nAn

conmuta,
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Una transformacién natural (F, n, G) es 1lamada un isomorfismo natural, si

para cada Cl-objeto A, M es un Cz-isomorfismo. F y G se dicen ser natu-

ralmente isomorfos (denotado por F = C) si y sélo se existe un isomorfismo

natural de F a G,
Ejemplos:

(1.xiv) La transformacién natural 1F de cualquier functor F en s mismo, la
cual asigna a cada objeto A" el morfismo identidad sobre FA, es un isomorfii

mo natural.

(1.xv) Para cada conjunto A existe un isomorfismo natural n = ng del “Pro
ducto cartesiano izquierdo por A", i.e., el functor (AX-) : set + set a el

“Producto cartesiano derecho por A", i.e., (-XA) : set -+ set, definido por:
nB(a,b) = (b,a).

La composicidn de transformaciones naturales F 3¢ yC £ Hes el tripie
(F, £, H)'donde £ es la funcidn que asigna a cada objeto A, el morfismo

£an :
FA -flli+ HA. La composicién usualmente es denotada por F E, H {ver [41).

Proposicién (1.19). La composicién de transformaciones naturales (respecti

vamente, isomorfismos naturales) es una transformacidn natural (respectiva

mente, isomorfismo natural) (ver [4]).

Proposicign (1.20). La composicidn de transformaciones naturales es asocia

tiva (ver [47).

Teorema (1.20). Una transformacién natural n:F - G es un isomorfismo natu

ral si y sélo si existe alguna transformacidn natural S:G + F tal que
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Sn = gy ns =1, {ver [4]).

En consecuencia, no es dificil ver que podemos formar una categoria de

functores de C1 a C2 como objetos, y transformaciones naturales entre ellos
C
como morfismos, la cual es usualmente denotada como C2 1.

Se dice que un functor F:C1 +—C2 es un iédmorfismo functorial o simplemente

un isomorfismo de C, a Cz, si existe un functor G:C2 + C, tal que GF = 1

1 1
Dos categorfas se dicen isomérficas (lo cual denotamos por

!
y FG = lcz.
C1 = C2) si existe un isomorfjsmo entre ellas.

Por ejemplo, cualquier functor jdentidad es un isomorfismo, Existe un iso
morfismo de Rng en si mismo eI cual manda cada anillo R en el anillo opues
to R*. Para cualquier anillo R, R-mod es isomérfica con Mod-R*, i.e., con
la categoria de los R*-mddulos derechos y R* el anillo opuesto a R. La ca
tegorfa Rng es isomGrfica a la categoria Z-Alg, i.e., a la categoria de to

das las dlgebras sobre el anillo de los enteros. La categoria Z-mod es

isomérfica a la categoria de los grupos Abelianos Ab,

Proposicién (1.21). Si F:C

1 C2 es un functor, entonces las siguientes pro

posiciones son equivalentes:

(1.21.1) F es un isomorfismo;

11.21.2) La funcién F;mor(Cl) -+ Mor(CZ) es una biyeccién;

(1.21.3) F es pleno y fiel y la funcién asociada a 1ds objetos Fi0b(c;) ~

Ob(Cz) es una biyeccidn (ver [4]).

Se dice que un functor F:C1 -+ C2 es uraequivélenéié, si es fiel, pleno y

denso. En este caso las categorias C1 y C2 se dicen ser equivalentes y
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ello se denota por C; = CZ‘

Proposicidn (1.22). La relacidn "es equivalente a" es una relacién de equi

valencia en la cuasi-categoria de todas las catecorias pequefias y functores

entre ellas 1lamada €at (ver [41).

Proposicidn (1.23). Si F:C, - C, es un functor, entonces las sicuientes

1 2
proposiciones son equivalentes:

(1.23.1) F es una equivalencia;

1. y6F=1
)

(1.23.2) Existe un functor G:C, ~ C1 tal que FG C.
.- 1
(1.23.3) Existe un functor G:C27+ C1 y también isomorfismos naturales

nile > 6F y e:FG > 1. tales que F*n + (e:*F)—i y G*e = (n*G)'l,
1 N

C
2
-1 -1 -1
donde (F*n), = F(ny), (e*F)," = egy, (G*e)y = Gleg) v (n*6)g" =
“éé para cualquier par de objetos A ¢ Ob(Cl) vBe Ob(CZ) (ver

(4.

A la tétrada (F, G, n, £} le 1lamaremos una situacidn de eguivalencia.

®roposicidn (1.24). La composicidn de equivalencias es una equivalencia.

Si F es una equivalencia, entonces P también lo es. Si (F, G, n, ) es

1

; s . . - -1 <
una situacion de ecuivalencia, entonces (3, F, € , nn ~) también lo es

(ver [4].
Ejemplos de equivalencias:
{1.xvi) Cualquier iscmorfismo functorial es una equivalencia.

{1.xvii) Si F:C = C es naturalmente isomdrfico a 1C' entonces F es una

equivalencia, pero no conversamente.
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Para la definicién de categorfas dua]hénte equivalentes ver 3,2 [1]. Una

categorfa se dice ser auto-dual, si es dualmente equivalente a si misma.

Por ejemplo, para cualquier categoria C, C y ¢®P son dualmente equivalentes,
La categoria de espacios vectoriales finito dimensionales sobre un campo K,

denotada por Vect, es auto-dual. La categoria de espacios de Banach refle

K
xivos es auto-dual. La categoria de grupos abelianos compactos es dualmen

te equivalente a la categoria de Algebras booleanas atémicas completas.

f
Sean A g B un par de C-morfismos. Un par (E,e) es 1lamado un igualador en
Cde fyg, si secumplen las siguientes condiciones:
(1.1) e:E + A es un C-morfismo.

(1.11) fe = ge.

(1.m) Para cualquier C-morfismo e':E' ~ A tal que fe' = gr', existe un

inico C-morfismo e:E' -~ E tal que el tridngulo

- E*

E— A conmuta.
e

Para el concepto dual de coigqualador ver el apendice A de [12].

£
Proposicidn (1.25). Si (E,e) es un igualador de A 3 B, entonces (E,e) es un

subobjeto de A (ver [4]).

f
Proposicidn (1.26). Cualesquiera dos igualadores de A g B son subobjetos

isomérficos de A (ver [4]).
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Por ejemplo, en set, Grp y R-mod, si A 3 B son morfismos en cada una de
ellas, entonces, si E denota al conjunto {a e A/f(a) = g(a)} considerado
como un subconjunto (respectivamente, subgrupo, R-submodulo) de A y si e:E +
A es la funci6n inclusién, entonces (E,e) es un igualador de f y g en set,

Grp y R-mod respectivamente,

SiE $Aesun C-morfismo, entonces (E,e) es 1lamado un subobjeto regular

si y sélo si existen C-morfismos f y g tales que (E,e) es el igualador de

f y g. Dualmente, si B b E es un C-morfismo, entonces (h,E) es llamado un

objeto cociente regular de B y h es llamado un epimorfismo regular si y sé
. °

1o si existen A g B C-morfismos tales que (h,E) es el coigualador de f y g.

Por ejemplo, en set, Grp y R-mod, los monomorfismos regulares son precisa
mente los monomorfismos y los epimorfismos regulares son precisamente 10s
epimorfismos. Sin embargo, en Mon y Rng existen monomorfismos que no son

monomorfismos regulares.

Una categorfa C tiene igualdadores si cualquier par de C-morfismos con do
minio y codominio comin tiene igualador. Un concepto andalogo se establece

para una categoria C, la cual tiene coigualadores.

Por ejemplo, cada una de las categorias set, Grp y R-mod tiene igua)adores

y coigualadores.

Sea una categor}a C tal que para toda A, B € 0b(C), homC(A,B) contiene exac
tamente un morfismo cero o, equivalentemente, existe una "“funcion de deci
si§n" seleccionando exactamente un e]emento de cada conjunto homc(A,B) taj
que la composicién (por 1a izquierda o la derecha) de un morfismo seleccio

nado con cualquier morfismo es nuevamente un morfismo seleccionado (siempre

‘
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que la composicidn esté definida).
Ahora, si A ﬁ B es un C-morfismo y 0AB es el dnico morfismo cero de A a B,
entonces el igqualador de f y OAB es 1lamado el Kernel de f y es denotado

por ker(f).

C se dice que tiene Kernels, si ker(f) existe para cada fe Mor(C). Se de-
fine también un concepto dual, 1lamado cokernel de f. El kernel se define
también para dos C-morfismos A { B como el igualador de fy gy es 1lama

g
do el kernel diferencia de f y g (ver [19]). Notemos que el kernel dife-

rencia es precisamente el igualador de f y g; de manera andloga el cokernel

diferencia es el coigualador,

Si B es un C-objeto y (Ai’ mi)ieI es una familia de subobjetos de B, el

par (D,d) es 1lamado una interseccidn en C de (Ai’ m.). ., si se cumple:

i'iel
(1.n) d:D +B es un C-morfismo.
(1.R) Para cada iel existe un C-morfismo di:D - Ai con la propiedad de que

m.d, = d.
id

(1.0) Si g:C -8 y para cada iel, gi:C -+ Ai son C-morfismos tales que

m.g.

i9; = 9, entonces existe un dnico C-morfismo f:C + D tal que el tridngulo

c

N

D—d—8

conmuta. Se define también un concepto dual 1lamado cointerseccidn de una

familia de objetos cocientes.

Proposicién (1.27) Cualquier interseccién (D,d) de una familia de subobje

tos (Ai’ mi)ieI de un objeto B es un subobjeto de B, i.e., d necesariamente

es un monomorfismo. Ademds (D,d) es, salvo isomorfismo, el mayor subobjeto
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(relativo a) orden < sobre subobjetos; ver 4.1,[12]) que es mds pequefio

que cada uno de los subabjetos (Ai'mi) (ver [4]).

Corolario (1.28) Cualesquiera dos intersecciones de una familia de subobje

tos de un objeto A son subobjetos isomérficos de A (ver [4]).

Proposicidn (1.29) Si C es bien potenciada, i.e., cada C-objeto tiene una

clase de subobjetos la cual es un conjunto y tiene intersecciones, i.e.;

cualquier familia indexada (por un conjunto) de subobjetos de cada C-objeto
tiene una interseccidén, entonces cualquier familia de subobjetos (no nece-
sariamente indexada por un conjunto) de cualquier C-objeto tiene una inter

seccidn {ver [4]).

Para la definicién de (e, u)-Factorizacién ver 2.4, [11] o 3.3, [18]; para

mis detalles ver 17, [4].

Para la definicidn de Productos y coproductos contables ver 2.10 y 2.14,

[1e]

Teorema (1.30) (Freyd) Para cualquier categoria C tal que mor(C) es un
conjunto, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1.30.1) C tiene productos

(1.30.2) C tiene coproductos

(1.30.3) C es equivalente a una latiz completa (ver [4]).

Una fuente en C es un par (X’(fi)iel)‘ donde X es up C-objet? y (fi:X+xi)ieI
es una familia de C-morfismos.
Frecuentemente una fuente es denotada (X, fi) por simplicidad. ET concepto

dual es el de pozo (fi,X). Si C1 y C2 son categorias y D:C1 -+ C2 es un
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functor, entonces una fuente natural para D es una fuente (l’(li)isob(cl))
en C, tal que para cada ieob(Cl), ]i:L +D(i); y para todos los morfismos

i+ jen Cl' el tridngulo

D(i)
Y
L D{m)
\D(j)
¥

conmuta, En otras palabras, si L: C1 -+ C2 es el functor constante cuyo valor
en cada objeto de C1 es L y cuyo valor en cada morfismo de C1 es IL' Yy si

(L'(]i)ieob(cl)) es una fuente en C,, entonces (L‘(]i)

isob(cl)) es una

fuente natural para D si y s6lo si (]i)isob(cl) es una transformacidn natu

ral de |, aD. Dualmente, un pozo natural para D es un pozo - (Ki)ieob(cl)’K)
donde (Ki)ieob(cl) es una transformacién natural de D al functor constan
te K: C1 > Cz.

1.) para D es

1lamada un limite de D si para cualquier fuente natural (I, ii) para D,

Si D:C1 -+ C2 es un functor, entonces una fuente natural (L, 1

existe un tnico morfismo h: I + L tal que para cada jsob(cl), el tridngulo

conmuta.
Dualmente, un pozo natural (ki’ K) es 1lamado un Colimite si para cualquier

pozo natural (ki,i) para D, existe un Gnico morfismo t:K - K tal que para
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cada j ¢ Ob(cl),'e1~triéngulo

0(§} ———

conmuta,

\ :
Notemos que (L, ]i) es un limite de D si y s6lo si (11, L} es un colimite
de Dop'

Ejemplos:

N
{l.xviii) Sea C, la categoria } % %, y sea D:C1 - C2 un functor. Entonces

1
(L, (11.)1.=1 2) es el 1imite de D si y sélo s7 (L, 11) es un igualador de
o{m) vy D(n),y 1, = D(m) 1 D(n)]l. ((ki)i=1,2,K) es un colimite de D si
v s6lo si (kZ’ K) es un coigualador de C{m) y D(n) y kp =k, Mm) = k, D(n).

(1.xix) Sea Cl'la cateqoria que es justamente un pozo (Aifiﬁ Ao’ Ao), y
sea D:Cl - C2 un functor tal que para cada i, D(fi) es un monomeorfismo.
Entonces (L, 1,), 1 ) es un Vimite de D si y solo si (L, 1) es una inter
seccidn de la familia (D(Ai), D(fi)) de subobjetos de D(Ao) y 10 = D(fi)]i

para cada i € Ob(Cl).

(1.xx) Sea C, cualquier categorfa discreta y D:C; + C, un functor. Enton

ces (L, ]i) es un limite de D s y solo si es un prohucto de 1a familia
Sy - . - -

(0(1)’150b(cl)’y (k;» K) es un colimite de D si y s6To si es un coproducto

de la familia (D(i))ieeb(c )
1

{1.xxi) Si C1 es la categoria vacia, i.e., la categoria que nc tiene obje
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tos ni morfismos y D:C1 -+ C2 es un functor, (L; 11) es un limite de D si
y solo si L es un objeto terminal para C2 Y (]i) = ¢; tambien (ki’ K) es

un colimite de D si y solo si K es un objeto inicial para C2 y (ki) = ¢,

De los anteriores ejemplos notamos que igualadores, intersecciones, produc
tos y objetos terminales son 1imites. Dualmente, coigualadores, coproduc
tos y objetos iniciales son colimites. También otros conceptos categori

cos resultan ser 1imites o colimites.

Proposicidn (1.31). Si (L, ]i) y (L, Ti) son limites del functor D:C; »~ C,,

entonces existe un Gnico isomorfisme h:L - L tal que para cada i e Ob(Cl)

el tridngulo

I
~

~ e

conmuta {ver [4]}).

Corolario {1.32). Objetos terminales igualadores, intersecciones y produc

tos son dnicos, salvo isomorfismo.

También los colimites son dnicos salvo isomorfismo, por lo que existe un
corolario similar al anterior para objetos iniciales, coigualadores y co

productos.

Para la definicion de producto fibrado {Pullback) ver el dpendice B en [12].

ET concepto dual es el de coproducto fibrado (Pushouts). E1 producto fibra

do es un 1imite y el coproducto fibrado es un colimite.
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Si Cl es una categoria, entonces la categorfa C2 se dice ser Cl-comp1eta
(o tener Cl-lfmites) si cada functor D:C1 - C2 tiene un limite. Una catego

ria €, se dice ser completa si C2 es Cl-completa para cada categoria C1 don

2
de mor(Cl) es un conjunto. También tenemos los conceptos duales de Cl-co-

completa y cocomplieta.

Teorema (1.32). Para cualquier categoria C, las siguientes proposiciones

son equivalentes:

(1.32.1) € es completa;

(1.32.2) C tiene productos fibrados miltiples y un objeto termina];
(1.32.3) C tiene productos y productos f%brados;

(1.32.4) C tiene productos e intersecciones finitas;

(1.32.5) C tiene productos e igualadores (ver [4]).

Un resultado andlogo caracteriza a las categorfias cocompletas y también
existen resultados para el caso de una categoria con productos contables y
una categoria con coproductos contables (categorfas contablemente completas

y cocompletas (ver ﬁ4]).

Entre los ejemplos de categorias que son completas y cocompletas tenemos

a set, Grp.y R-mod.

Corolario (1.33}. S C es una categorfa donde mor(C) ‘es un conjunto, enton

ces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1.33.1) C es completa;

(1.33.2) C es cocomp]efa;
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(1.33.3) C es equivalente a una latiz completa.
Demos tracién:

Se sigue del teorema (1.30) y teorema (1.32).

Sea I una categoria y F:C1 - C2 un functor. Entonces se dice que F preserva
I-1imites si cuando D:I -+ C1 es un functor y (L, ]i) es un 1fmite de D, en

tonces (F(L), F(]i)) es un limite de FD:I - Cy.

Se dice que F refleja I-Limites si cuando D:I + C1 es un functor y (L, ]i)

es una fuente en C, tal que (F(L), F(]i)) es un 1imite de FD, entonces

(L, ]i) es un limite de D.

Se dice que F preserva limites si F breserva I-1imites para cualquier cate
gorfa I donde mor{I) es un conjunto.” Dualmente, existen los conceptos de

que F preserve y refleje I-colimites y colimites.

Teorema (1.34). Si C1 es completa y F:C1 + C2 es un functor, entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

(1.34.1) F preserva limites;

(1.34.2) F preserva productos fibrados miltiples y objetos terminales;
{1.34.3) F preserva productos y productos fibrados;

(1.34.4) F preserva productos e intersecciones finitas;

{1.34.5) F preserva producto e igualadores (ver [4]).

Por ejemplo, los functores que "olvidan" de Grp, R-mod, mon, Rng y lat a

set preservan y reflejan 1fmites, pero ninguno de ellos preserva o refleja

colimites (ver [4]).

Teorema (1.35). Si F:Cl - C2 es fiel y refleja isomorfismos y C1 tiene I-11



- 26 .~

mites (respectivamente [-colimites) ¥ F los preéerva. entonces F también

los refleja (ver [4]).

Proposicién (1.36). Cualquier functor fiel vy pleno refleja I-1Tmites y

I-colimites para cada categoria I (ver [4]).

Proposicién (1.37). Si F y G son functores naturalmente isomSrficos ¥ I es

una categoria, entonces F preserva o refleja I-1imites (respectivamente

I-colimites) s7 y s6lo s G también lo hace (ver [4]).

Proposicién (1.38). Cada equivalencia F:C; + C, preserva y refleja I-17mi

tes y I-colfmites, para cualquier categorfa I {ver [4]).

Sea G:C1 + Cy un functor y sea B e Ob(Cz). Un par (u,A) con A e Cb(Cl) y
u:B + GA es Tlamado un mapeo universal para B con respecto a G (o un mapeo
G-universal para B) si para cada A' € 0b{C;) y cada f:B + GA' existe un
Gnico C;-morfismo F:A + A* tal que el tridngulo

g —Y 5 gA

6f

GA*

conmuta. Oualmente, si F:C1 - C2 es un functor y B ¢ Ob(CZ), entonces un

par (A,u) es 1lamado un mapeo couniversal para B con respecto a F (o un ma

peo F-couniversal para B) si (u,A) es un mapeo universal para B con respec
to a F°pzcgp + Cgp,
cada Cz-morfismo f:AF' + B, existe un inico morfismo f:A' + A tal que el

j.e., puesto que u:FA » B y para cada Cl—objeto At y

tridnculo



FA—— 8B
conmuta.

Ejemplos de mapeos universales de functores que o]vfdan a set es cualquier
categoria concreta (A,V), Set, Grp v R-mod, porque para cada conjuntc B
existe un mapeo U-universal (uB, AB) donde AB es el conjunto 8 en set, el
grupo libre generado por B en Grp y el R-mGdulo libre generado por B en
R-mod. ug:B - U(AB) es 1a inclusién de B en el conjunto subyacente de Ag-
Los objetos AB usualmente son 1lamados "objetos libres" y ]as funciones up

son frecuentemente 1lamadas "insercion o inclusidon de generadores”.

Si C1 y C2 son categorfas, G y F son functores y n y € son transformacio

nes naturales tales que:

(1.p) G:C1 - Cz'y F:C2 - Cl;

(1.q) n:lcz +GF y e:FG »~ 1, 3

* *
(1.r) 6 "8 ere S e =6 'S¢, y
Fimpr " r-r i

entonces (n,e, F, 6) es 1lamado_ una aajuhcidn y es denotado por (ﬁ,e):F -G o-
simplemente por F— G. Si F—} G, entonces F se dice ser un adjunto iz~
quierdo de G y G se dice ser un adjunto derecho de F. Un functor G:C1 -+ C2

se dice que tiene adjunto izquierdo si existen F, n y ¢ tales que {n,e):F

—] 6. Similarmente F:C2 - C1 se dice que tiene adjunto deracho si existen

G, ny e tales que (n,e):F—| G.
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Proposicidn (1.39). Si G:Cy - C2 es una equivaTencia, entonces existe
un functor F:C2 - C1 que es simulténeamente adjunto izquierdo y adjunto

derecho de G con (n,e):F—] Gy (e-l, n-l):G——{ F {ver [4]).
Teorema (1.40). Sea G:Cy + Cy.

(1.40.1) Si cada B ¢ Ob(Cz) tiene un mapeo G-universal (nB,AB), entonces
existe una {inica adjuncién {n,e):F—| G tal que n = ng ¥ para cada B ¢ 0b

(CZ)’ FB = AB.

{1.40.2) Conversamente, si tenemos una adjuncién (m,e):F—| G, entonces

para cada B ¢ Ob(Cz), (nB, FB).es un mapeo G-universal para B (ver [4]).

Corolario (1.40). Si los fuhctoresF y F son. adjuntos izquierdos del functor

G, entonces F es naturalmente isomorfo a F (ver [4]).

Teorema (1.41). Si (n,e):F—| G es una adjuncién, entonces F preserva coli

mites y G preserva limites (ver [4]).

En los capitulos subsecuentes utilizaremos la siguiente notacién para func

tores adjuntos:

Sqi G:Cl -+ C2 es un functor, entonces G'denota el adjunto derecho de G y°G

denota el adjunto izquierdo de G.
Esta notacidn es frecuente en teoria de Sistemas.

Si G:C, + C2 tiene adjunto izquierdo F, entonces existe una biyeccién

1

8 Fsca

con B g 0b(C2)
FB Ys A
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definida por el diagrama conmutativo

GA

[ Si F:C2 - C1 tiene adjunto derecho G, entonces existe una biyeccidn

A <Y orB
—_— con A ¢ Ob(Cl)

f

GA « B

definida por el diagrama conmutativo
i EA
A ~——— FGA

Ff

FB {ver [17]).
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2. Las Categorias Algebraicas,Abelianas y Topos.

Una categoria Algebriica es una categoria concreta (A,U) que satisface

las siguientes condiciones:
(2.a) A tiene coigualadores.
(2.b) U tiene adjunto izquierdo.

(2.c) U preserva y refleja epimorfismos regulares.

Un functor Algebrdico es un functor que tiene adjunto izquierdo y preser

va y refleja epimorfismos regulares.

Teorema (2.1) Si (A,U) es una categorfa Algebrdica, entonces A es comple

ta y U preserva y refleja 1imites (ver [4]). )

Corolorio (2.2) Cada categorfa algebrdica (A,U) es dnicamente (regular
epi, mona)-Factorizable, y U preserva y refleja estas (e,p)-Factorizacio-

nes (ver [43).

Teorema (2.3) Cualquier categoria algebrdica es completa (ver [4]).

Proposicidn (2.4) La composicién de functores algebrdicos es un functor

algebrdico (ver [4]).

Proposicién {2.5) Cada functor algebrdico es fiel (ver [4]).

Proposicién (2.6) Cada functor algebrdico,

(2.6.1) preserva y refleja monomorfismos;
(2.5.2) preserva y refleja isomorfismos;

(2.6.3) preserva y refleja (recular epi, mono)-Factorizaciones (ver [4]).

Una categoria C es llamada normal si tiene Kernels y coKernels, es (e,u)-

Factorizable, v cada uno de sus monomorfismos es un monomorfismo normal
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(ver [4]). C es llamada conormal si tiene Kernels y coKernels, es
(e,u)-Factorizable, y cada uno de sus epimorfismos es un epimorfismo

normal (ver [4]). C es 1lamada exacta si es normal y conormal.

Por ejemplo R-mod es exacta, Grp es conormal pero no normal y Mon no es

ni normal ni conormal,

Sea C una categoria exacta; se dice que una secuencia (fn) de C-morfis

nel
mos indexada por un intervalo (finite o infinito} de nimeros enteros es
una secuencia exacta si para cada par n, n+ lel

(2.d) codominio (fn) = dominio (fn+1)
(2.e) Im(fn) = Ker (fn+1) (ver [4]).

e ea . f . -
Proposicién (2.7) Si « + g. son morfismos en una categoria exacta,

entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
(2.7.1) (f,g) es una secuencia exacta, i.e., Im(f) = Ker (g).

(2.7.2) cok(¥)

[

coim(g).

{2.7.3) gf = 0 y cok(f) Ker(g) = 0 donde "0" es el morfismo cero (ver [4])

Un functor F: € ”'CZ entre categorias exactas es llamado un functor exacte

. s . . f
s1 preserva secuencias exactas, i.e., si « =+ » g. es exacta, entonces
Ff Fg

« > « <+ « g5 exacta.

Proposicion {2.8) Cada functor exacto preserva objetos cero, morfismos

cero, Kernels, coKernels, epimorfismos, monomorfismos, imdgenes, coimagenes

v (e,u)-Factorizaciones (ver [4]).

Una estructura aditiva (respectivamente, uno estructira semi-aditiva) sobre

una categoria C es una funcign denotada por + que asocia con cada par (f,q)
de C-morfismos con dominio comin A y codominio comin B, un C-morfismo de-

notado f+g con dominio A y codominio B tal que cumple con los siguientes
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axiomas:
(2.f) Para cada par (A,B) de C-objetos, + induce sobre homC(A,B) una es-
tructura de grupo abeliano {respectivamente, para estructura semiaditiva,
para cada par (A,B) de C-objetos, + induce sobfe homc(A,B) una estructura
de monoide conmutativo).
(2.g) La composicidn es distributiva por la derecha y la ezquierda sobre
+, j.e., si

ak

B C D

3
h
son C-morfismos, se sigue que

f(g+h)= fg+fh y (g+h)k=gk+hk.
(2.h) E1 morfismo cero "0" de C actda como una identidad respecto de +, i.e.,

para cada C-morfismo f, 0+ f=Ff+0="f.

Si + es una estructura aditiva (respectivamente estructura semi-aditiva)
sobre una categorfa C, entonces 1lamaremos a (C,+) o simp]emente a C una
categoria aditiva (respectivamente semi-aditiva).
Por ejemplo, R-mod es aditiva perc Grp no lo es.

Una categoria es 1lamada cateqoria Abeliana si es exacta y tiene biproduc

tos finitos {ver [4]).
Por ejemplo, R-mod, Ab y la subcategoria plena de Ab que consiste de grupos

Abelianos finitos, son categorfas Abelianas.

Teorema (2.9) Si C es exacta y tiene productos finitos o coproductos fini
tos, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(2.9.1) Existe una estructura aditiva sobre C;

(2.9.2) Existe una unica estructura aditiva sobre C;

(2.9.3) C es una categoria Abeliana (ver [4]).
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Corolorio (2.10) Una categorfia abeliana si v solo si las siguientes condi

ciones se satisfacen:
(2.10.1) C es exacta.
(2.10.2) C es semi-aditiva.

(2.10.3) C tiene productos finitos (o coproductos finitos) (ver [4]).

Proposicidén (2.11) Cualquier categirfa Abeliana es finitamente completa y

finitamente cocompleta (ver [4]).

Teorema (2,12) Sea F: C1 + C, un functor que preserva ceros (objeto cero y
morfismo cero) entre categorfas Abalianas. Entonces las siquientes propo-
siciones son equivalentes:

(2.12.1) F es exacto

(2.12.2) F preserva limites y colimites finitos.

(2.12.3) F preserva productos fibrados y epimorfismos

(2.12.4) F preserva Kernels y epimorfismos (ver [4]).

Un topo elemental o simplemente un topo es una categorfa C tal que:
(2.1) C es finitamente completa

(2.j) C es finitamente cocompleta.

(2.k) C tiene exponenciacidn

(2.1) C tiene un clasificador de subobjetos (ver [21]).

Donde, una categoria € tiene exponenciacidn si tiene productos binarios,
i.e., existe e1 producto para cualquier nar de C-objetos, y para cualquier

par de C-objetos A,B existe un C-objeto denotado BA y un C-morfismo

ev: BA x A+~ B, 1lamado la evaluacidn, tal que para cualquier C-objeto €

A

y C-morfismo g: C x A > B, existe un dnico C-morfismo §: C -+ B que hace

conmutar el siguiente diagrama
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A

BXA
A

v

w»
>
—

>

e
CxA g——> 8 L, oi.e., ev{g x lA)=g.

La asignacion de § a g establece una biyeccidn

¢ (¢ x A,B) = c(c,8M)

entre la co1ecci6nAde C-morfismos de C x A en B, y la coleccidon de C-morfis
mos de C en BA.

Si C es una categoffa con objeto terminal 1, entonces un clasificador de
subobjetos para C es un C-objeto denotado por 2 junto con un C-morfismo
T:1 + Q 1lamado "verdad", que satisface el siguiente axioma:

(2.11) Para cada C-monomorfismo f:A - D existe un dnico C-morfismo xf:D+Q

1lamado el morfismo caracteristico de f,o simplemente el caracteristico de f,

tal que el siguiente cuadrado

f
>

A D
v ¥ xf
1 ? Q

es un producto fibrado.

Un clasificador de subobjetos, en una categor{a cuando existe, es dnico
salvo iscmorfismo (ver‘[Zl]).

En 1o que resta de este capitulo dendtemos un monomerfismo f:A - B como
f: A= B y un epimorfismo g:A -~ B como g:A -+ B.

Ejemplos de topos son set, Finset, la categoria de conjuntos finitos, ¥ en
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general setc, donde C es una categoria tal que Mor{C) es un conjunto. Estos
son algunos, pero no todos los ejemplos de topos existentes,

Se dice que un topo C es bien punteado si es no degenerado, i.e., el objeto
inicial y el objeto terminal de C no son isomorfos, y tiene al objeto ter-
minal como separador (generador).

En un topo C el C-morfismo 1:1 - @ Tlamado "falso” es el udnico tal que el

siguiente cuadrado.

0 - 1
¥ +1 donde 0 es el objeto inicial,
1 » 0 y 1 es el objeto terminal,

es un producto fibrado.

Un topo no-degenerado C se dice ser bivalente si verdad T:1 +Q vy fa]so
L: 1 +9 son lgs dnicos C-morfismos de 1 en Q.

Teorema (2.13) Si C es un topo bien punteado, entonces C es bivalente
{ver [21]).

Para ver la relacién entre topos y Iégica recomendamos [207, [21] y [41].
De manera no rigurosa podemos definir un functor lé6gico entre topos como
aquel functor que preserva la estructura de topo, i.e., aquel functor que
preserva limites finitos, colimites finitos, clasificador de subjetos y

exponenciacidon {ver [5]).

Proposicién (2.14) Un functor 16gico L tiene adjunto derecho L si y solo

si tiene adjunto izquierdo'L {ver [5]).

Proposicidn (2.15) Cualquier topo tiene una (e,u)-Factorizacién {ver [5]).
Una EiEii es un conjunto parcialmente ordenado, (i.é., un conjunto donde

la relacién de orden entre los e]ementos es reflexiva, antisimétrica y
transitiva) en el que cualquier par de elementos tienen una minima cota

superior (sup) y una mixima cota inferior (inf).
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Una latiz se 1lama completa si cualquier subconjunto de esta tiene inf y

sup.

E1 cero o elemento minimo de una latiz es aquel elemento tal que cualquier

otro elemento en la latiz es mayor o igual que este.

E1 uno o elemento mdximo de una latiz es aquel elemento tal que cualquier

otro elemento en la latiz es menor o igual que este.
Una latiz se l1lama acotada si tiene cero y uno.

Una latiz se 1lama distributiva, se satisface las siquientes condiciones:

am) XTI ] =1 [ &[T

2} X [T = |1 &[] 2). Para toda X,Y,Z en la la
tiz. Aqui X [7] Y significa el infdeX y VY, yX | | Y significa el

sup de X y Y en la latiz.

En una latiz acotada,Y se dice que tiene complemento X si X L_J Y=1y

X[1Yy=0, donde 1 y 0 son el uno y el cero respectivamente en la latiz.

Una latiz se dice ser complementada si cada uno de sus elementos tiene un

complemento en la latiz.

Una &lgebra Booleana, es por definicidn, una latiz distributiva y complemen

tada.

Un elemento X de un subconjunto A de una latiz L es lfamado el mayor elemento
de A si X es el sup de A. Andlogamente, un elemento X de A es 1lamado el
menor elemento de A si X es el inf de A. Notemos que un elemento Y de la
latiz L puede ser el sup o el inf de A y no estar contenido en A, en cuyo

caso no es el mayor elemento ni el menor elemento.



- 37 -

Si L es una latiz con cero, y a es un elemento de L, entonces b, un elemento

de L, es 1lamado el seudo-complemento de a sT y s6lo si b es el mayor elemen

to de L disjunto de a, i.e., b es el mayor elemento del subconjunto de L
A= {Xel/a]]Xx=0} Sicualquier miembro de L tiene un seudo-complemen

to, entonces L es 1lamada una latiz seudo-complementada,

Cualquier latiz complementada es seudo-complementada, pero el converso no
es cierto. E1 concepto de seudo-complemento puede ser generalizado al reem
plazar el cero de la latiz por algin otro elemento b ce la latiz, obtenien

do el seudo-complemento de "a" relativo a "b", i.e., el seudo-complemento de

"a" relativo a "b" es el mayor elemento C tal que a [ | C es menor o igual

a "b". Cuando el seudo-complemento de "a" relativo a "b" existe para cuval

quier a ¥ b en la latiz L, decimos que es una latiz relativamente seudo-com-
plementado. Notemos que la definicidn anterior para una latiz no requiere

de cero en esta.

Un d1gebra de Heyting es, por definicidn, una latiz relativamente seudo-com-
plementada que tiene cero. MNotemos que toda digebra. Booleana es un dige

bra de Heyting, pero el converso no es cierto. Para mds detalles en [21].

De manera no rigurosa podemos interpretar cualquier categorfa como un siste-
ma deductivo donde los objetos de esta son interpretados como férmulas (lg
gicas), los morfismos de ésta como demostraciones o deducciones y las opera

ciones sobre morfismos como reglas de inferencia.

Analogamente, de manera no rigurosa podemos interpretar cualquier categoria

con productos binarios y objeto terminal como un cdlculo para la conjuncign,

i.e., un sistema deductivo con un valor de verdad y con conjuncién, donde
el objeto terminal es interpretado como el valor de verdad (verdad) y el

producto binario como la conjuncién entre férmulas (objetos).

— ™ ——

- ——t e e o=
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Continuando de &sta manera no rigurosa, podemos interpretar cualquier cate
goria con productos binarios, objeto terminal y exponenciacién como un

cdlculoproposicional intuicionista positivo, i.e., un cdlculo para la con

juncién con implicacién, la cual es interpretada como una operacifn binaria

adicional sobre los objetos, 1a exponenciacidn.

Finalmente, un cdlculo proposicional intuicionista puede asociarse como inter

pretacidn, a cualquier categoria con productos binarios, coproductos bina

rios, objeto terminal, objeto inicial y exponenciacidn, i.e., es un cdlculo
proposicional intuicionista positivo con otro valor de verdad (fa]so) y con
disyuncidn interpretados como el objetq inicial y el coproducto binario res

pectivamente. Si queremos obtener un cdlculo proposicional cldsico debemos

exigir que ademds se cumpla el "principio del tercer excluido", el cual tie
ne una interpretacidn en una categoria a la cual se le puede asociar este
cdlculo, en términos de la exponenciacidén, el coproducto binario y el objeto

terminal de un objeto (férmula). Para mds detalles en [41].

Es posible demostrar que toda 1égica intuicionista tiene asociados un cdlcu
lo proposicional intuicionista y un dlgebra de Heyting. De manera andloga,
toa 1dgica cldsica tiene asociados un cdlculo proposicional cldsico y un &1

gebra Booleana (ver [20], [21], vy [411]).

Para los preliminares necesarios sobre teorfa de sistemas (sistemas descom
ponibles, sistemas adjuntos, etc.) referimos al lector a los articulos [1],

(2], [11], (123 y [13].

Finalmente, damos la definicién de Cuasi-Categoria y dos resultados referen

tes a esta.

Una Cuasi-Categoria C es ‘una quintupla C = (0. u, dom, cod, 0) donde
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2.0} O y u son conglorerados,
2.p) dom y cod son funciones de u a 0; y
2.q9) 9 es una funcidn de

D= ({f,g) e ux u/don(f) = cod{g)}

en u; tal que:
2.r) Si (fog) esta definida (i.e., si (f,g) e D), entonces dom(fog) = dom(g)
y cod(fog) = cod(f);
2.s) Si fog y hof estan definidas, entonces ho{fog) = (hof)og;
2.t) Para cada A £ g, existe aTgﬁn e € u tal que dom(e) = A = cod(e) v
2.t.1) foe=f cuando foe este definido, y

2.t.2) eog=g cuando eog este definido (ver 4).

Proposicidn (2.16). Cualquier categorfa es una Cuasi-categoria {ver 4),

(6, F, dom,

il

Proposicidn (2.17). Existe una Cuasi-categoria denotada CaT

cod, 0) donde G es un conglomerado de todas las categorias, F es el conglo

merado de todos los functores entre todas las categorias, dom y cod son fun
ciones que asignan a cada functor su dominio y su codominio, respectivamente;

y oes la composicidn de functores (ver 4).

A continuacién presentamos el capitulo que muestra los principales resulta
dos de este trabajo, para el que necesitaremos de los resultados prelimina

res establecidos en este capftulo,
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IT RESULTADOS

En este capitulo comenzamos definiendo la cuasi-categorfa Eatpc, sobre la
cual construimos la cuasi-categoria Adj de sistemas Adjuntos, para después
presentar los principales resultados sobre Alcanzabilidad, observabilidad

y Realizacidn de sistemas adjuntos de este trabajo. Posteriormente se intro

duce un enfoque alternativo para alcanzabilidad y observavilidad y se conen
tan las extensiones de los resultados anteriores para alcanzavilidad y obser
vabilidad finitas. Finalmente presentamos dos meta-teoremas y hacemos un

breve andlisis de la teorfa de sistemas adjuntos expuesta,.

1. La cuasi-categoria Adj. de Sistemas Adjuntos.

Consideremos las cuasi-categorfa(*) Cat de categorfas pequeiias como objetos
y functores entre ellas como morfismos; tomemos ahora la sub-cuasi-categoria
Eatpc de categorfas pequefas que tiene productos y coproductos contables {que
abreviaremos {P.C.C.)) y con (e,n)-Factorizaciones (3.3, [18]) donde los mor
fismos son functores fieles entre ellas. La cuasi-categoria Adj la definimos
como sigue; sus objetos son todos los sistemas Adjuntos (2.1[1]) definibles
sobre todas y cada una de las categorfas catpc-objetos, y como morfismos ten
dremos las asignaciones siguientes: al sistema Adjunto Ml (Xl,Ql,Gl,Ul, Ty
Yl’ 51) definido sobre un Catpc-objeto Cl, le asignamos el sistema adjunto
(XZ’ pQ, P8;, Pulf Ptys PYys Fsl) definido sobre un Catpc-objeto C, donde
P:C1 - C2 es un catpc -morfismo que preserva (P.C.C.) y cumple ciertas con-
diciones que presentaremos después de introducir una notacién adecuada para

presentar los resultados de este capitulo.

(*) (NOTA: La definicidn de cuasi-categoria la dimos en el capitulo I)

¢
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Dados sistemas Adjuntos Ml y Hz = (XZ, 02, 62. VZ’ Tys Y2, 82) definidos
sobre €atpc-objetos C1 y C2 respectivamente, establecemos la siguiente
notacidn:

(1.a) Xy C1 +C y X Gy + C, son endofunctores (functores) 1lamados
procesos Adjuntos vy tienen functores adjuntos derechos Xi: Cl -+ C1 y

Xé: C, ~ C, respectivamente;

(1.b) 61: qul - Ql y 52: X2Q2 - Q2 son un Cl-morfismo y un Cz-morfismo
respectivamente, 1lamados Xl-dinamorfismo y Xz-dinamorfismo (2.6 [12]), ¥

con Q1 y 02 objetos de estados;

(1.c) 1y: V) > Q¥ 150V, > Q, son un C,-morfismo y un Cz-morf%smo respec

tivamente, con objetos de entradas V1 y V2;

(1.d) B¢ Q1 Y; ¥ B,:Qy Y, sonun Cl-morfismo y un C,-morfismo
respectivamente, con objetos de salidas Y1 y Y2'

Como los funtores Xi son adjuntos derechos de los functores Xi para

i = 1,2; tenemos la biyeccién (1-1)

coni =1,2 (1.4)

para ArBrCI-objetos y AZ,BZ,CZ-objetos.

También tenemos el siguiente principio de Transposicién (2.3 [2])

Xif5 9 hy
Xe A% + Xi Ai -+ Bi' + B!
N R X h con i = 1,2 (I.B)
' 1 i . i i Y i
A]. - A'i - X‘i 81. - Xl' B'i

1 ' - 3 [ - J
para Al’Al’Bl’Bl’ C1 objetos y A2 ,AZ,BZ,Bé,CZ objetos,
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.

E1 morfismo de alcanzabilidad (reachabi)ity) ge el sistema M1 es el Unico

mapeo (map) rl:l_é_xivl - Q1 tal que el siguiente diagrama conmuta (2.2.{1])
S

n+l

1

Y

X11n in

. . i
X, (| [x3u;) -L(LXJU o (1.€)
1 %E$ 17 . REUMS SO U1

le‘1 r.

%19 > Q

El sistema M, ese,-Alcanzable {reachable) si r e g i.e.r es un epimorfismo

de la Categoria C1 con (sl,ul)-Factorizacién. E1 morfismo de observabilidad

del sistema M, es el dnico mapeo o, : QI4T"T X J Y, tal que el diagrama con
j>0 -

muta (2.3.[11]).

/ K oN
. . n
X (7% 0v)) TT x9r,——2 sy, (10)
>0
50 2
x101 [of 81
.
. 4 1
10y ¢ ol

donde Gi corresponde a 51 bajo la adjuntez. Ml es ul-observable si G, € 1y
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Ahora establecemos las condiciones faltantes péra que el Catpc -morfismo

E: C1 - C2 forme parte de un Adj-morfismo del sistema Adjunto Ml definido
sobre C1 al sistema Adjunto M2 = (XZ' Qz. 62, VZ‘ Tos Y2, 32) definido sobre
CZ' Como habfamos estabiecido antes P debe preservar (P.C.C.), pero ademds
debe cumplir con:

(1.e) P X, = XP

i.e., existe un isomorfismo natural

8: P Xy > X3P

= 1 = = = = =
(1.F) PUp = Uy, PY) = Yy PO, Qs P8 = Gps Py = T, ¥ PRy < By
De aqui en adelante haremos el siguiente abuso de notacién,a un Adj-morfismo
1o denotaremos por el Catpc-morfismo P y escribiremos P: M, ~ M, donde (1.e)

serd interpretado como :

(1.e') PU, = Uy, PY = Y5, PQ; = Q) son C,-objetos isomorfos y

PGl(a)E Sé(a), Prl(a) = 15{a), PBl(a) = Bé(a) para todo "a" que sea un
Cz-objeto, son_Cz—objetos jsomorfos, i.e., Mé = (Xé, Qé,&é, Vé,Té. Yé, Bé)
serd "isomorfo" a M2 o igual a 81 de manera (inica salvo isomorfismo (1o cua]
abreviaremos (u.s.i.)}).

Veamos que la cuasi-categorfa Adj esté bien definida.

Tenemos

Pfl
PXiA; - PB, {u.s.i.) co? Pfl(a) = fz(a) para
~ P
KPR s T PB, todo "a" que sea un C,-objeto y
; fz )

2

A2 - X282

Por tanto



L

Pf1 ‘

PXlA1 -> PB1
-

Ay 2 X5 B,
Ademds

PX,f) Pg, Ph,

PXA] PX(A; '+ PBy > PB (u.s.i.)
X,PF) e phy

1 ]

+ X,PAI + X, PA;  + PB; - PB
P (Pgy)- X3Py '
| . -
Pl\1 -+ Pl\1 - XZPBI - XZPBI
. o5, Ky
1 i
Ay *.hA, X8, > X%

- (- - o [} -
donde PA] = Ay, PB. = By , Pg,(a) = gy(a), Phy(a) = hy(a) y Pfi(a) = fy(a)
para todo "a" que sea un C2-objeto.

Entonces:
Plel Pg1 Phl

] ]

leAl > PXIA1 S PBl -+ PB1
f 5 Xahy

] . *nl

A2 > A2 > XZBZ > XZBZ

A continuacidn presentamos.algunos lemas necesarios para probar los resulta
dos principales.

Lema (1.1) Si P:M; + M, es un Adj-morfismo que preserva {e,u)-Factorizacio
nes, entonces (u.s.i.): si M) es él-Alcanzable = M, es ?TEI)-A]canzab1e,
donde (el,Libs una (e,p)-Factorizacidn de C, vy (P(el),P(ul))es una (ez,uz)-
Factorizacién de C2' con El es la clase de morfismos mas pequefia que con-

tiene a € > todos los isomorfismos y que es cerrada bajo composicion de

morfismos. Andlogamente para Ple,), noy Ffﬁf).
‘= . J
Demostracién., Sea n: %;é XV Q ¥rp €eEqps

‘
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entonces el diagrama (I.E) conmuta porque P preserva (P.C.C.) y I(1.14)

n+l
le Ul
s ‘\\
lemn P'lnM1
PX (J,_[Irxju ) PO X9 u )4———-PU (1.E)
sy 1 J,_lll,
PXpry Pry
Prl
- Pdl ¥
PX, O > PO
como PX! = X, px0-1 o = X «>px" = xTp
4 1 1 ..... 2 1 2
Tenemos
Prl(a) = ry(a) para todo "a" un C,-objeto.
, . j
(u.s.i.) , donde r,: XU
| e L
. C i
P1nn 1nn
n+l
X0 %
Xzin' inrl1+1
J h] in!
Xp UL ¥30) LI ¥ty oty (1.F)
32 ‘ lJi
i
l X2r2 rF
52 A

Y ——m



- 46 -

Entonces el diagrama (1.F) conmuta y como P Preserva (e,u)-Factorizaciones,
T, € Plep) -
De aqui en adelante cuando dos C-morfismos f y g cumplan con f(a) = g(a) para

todo "a" un C-objeto, lo denotaremos por f = g.
Lema (1.2) Si P: My > M, es un Adj-morfismo que preserva (e,u)-Factorizacio
nes y tal que PXi = XéP; entonces (u,s.i.): Si M es ul-observab1e - M,
es P(uz)-observable.

s . TT o d .
Demostraccion. Sea 01. Q1 - >0 Xl Y1 AR entonces el diagrama

(1.G) conmuta porque ° preserva (P.C.C.) y I(1.14)

.n+l
PX] Y
PXiTrn P“n+1
j iy y_ o
PX;(MX;7Y,) PmX;7Y,) ——PY, (1.6)
3204 >0 ¢
PXlo1 Pc1
P8,
P
PX;0) —————> PQ,
. s YO Do yepyen-1 - yeN - N BN |
como PX1 = X2P => PX1 = XZPX1 = ... = X2 p > PXl = X2 tenemos
.n+l :
IR .
x (u.s.i.) (1.H)
Y. Mhel
. , . donde
fTed . L
%313 ¥,) T80, oy, ST T
3>0 hiaY t
PX;8; = X, P&y =
. : 1°1 %2 "9
%2 % % .
8 ‘ 2 =y 8= 8, =
x50, < Q . . :
X+ -
2 2 ?51 = 62 Yy
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s .J
Poy = 0,1 QZ+'TFX2 Yo
J>0

Entonces el diagrama (1.H) conmuta
y como P Preserva (e,u)-Factorizaciones, d, € Plu;) -

Lema (1.3) Si P: Nl-a M, es up Adj-morfismo que refleja (P.C,C.) (ademds

2
se le puede pedir que refleje (c,u)-Factorizacicnes, pero para este lema no
es necesario). Entonces (u.s.i.):

Si MZ es P(el)-A1canzab1e =>M, es el-A]canzab1e.

1
Demostraccién. Sea T',: %;é -Xg Uy +Q vy rye PTe,), entonces si el
diagrama (1.F) conmuta, el diagrama (1.C) conmuta porque P refleja tridngulos
conmutativos 10-15k60ﬂ0PX? = X; Py Pinn = ina, entonces como P refleja

epimorfismos, monomorfismos, bimorfismos y (P.C.C.) por I(1.15), entonces

I‘IE El'

Lema (1.4) Si P: N es un Adj-morfismo que refleja (P.C.C.) (ademds se

17
le puede pedir que refleje (e,u)-Factorizaciones, lo cual no es necesario) y
tal que PXi = Xé P, entonces {u.s.i.):

Si M2 es P(pl)-observable => Ml es ul-observable.

Demostracidn. Sea a,: 02 1] XéJ Y2 y o€ P(ul), entonces si el dia-
j>0 )

grama (1.H) conmuta, el diagrama (1.D) conmuta porque P refleja tridngulos

. . . T T - e

conmutativos [{1.15); ccmo PX1 x X2 p, Pnn Yy P§) = 62 , entonces

como P refleja epimorfismos, monomorfismos, bimorfismos y (P.C.C.) por

I(1.15), entonces o€ By -
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2. Principales resul tados sobre Alcanzabilidad y observabilidad en sistemas

Adjuntos.
A continuacidn presentamos los srincipales resultados.

Teorema (2.1) Sean P: ”1 - “2 un Adj-morfismo que ademds es equivalenCiay

XI: C1 -+ Cl, X2: c2 - C2 equivalencias. Entonces tenemos que (u.s.i.)

(2.1.1) “2 es PXE&}A1canzab]e <> Hl es el-Alcanzab]e;
(2.1.2) MZ es Plul)-observab1e<h> “1 es ul-observable;

(2.1.3) H, es (P(el), P(pl))-canénico <> K es (cl,ul)-canénico.

Demostraccién. Si P es equivalencia entonces {H1) (P(el), P(u;) es una

(ez,u2)~Factor1zac1on para C,;

(H2) (P'(P(el)), P'(P(uli) es la (el,u1)~Factorizaci6n de C; donde
LI

Pt C2 - C1

ver (2.2, 2.3, [3]). Ahora, por ser X1 y X2 equivalencias tienen adjunto

(p': My - Hl) es un functor de regreso. Para la demostracién

derecho e izquierdo y estos coinciden I{1.39), por lo gue PX1 = XZP =
Xé PX1 =P, §% denotamos_‘Xl y'Xz a los adjuntos jzquierdos, como.X1 = Xi

y.X2 = X2 tenemos que Xé PX1 = P = PXi = X5 P por I(1.17) y usando I(1.38)
y los lemas (1.1), {1.2), (1.3) v (1.4) tenemos que (2.1.1) y (2.1.2) se

cumplen; luego (1.2.3) se cumple.

Corolario (2.2) Si P: M1 -+ Mé un Adj-morfismo es equivalencia,entonces
tenemos que {u.s.i.):

Si M, es P(el)-A1canzable => M, es el-Alcanzable.

Demostracidn, Se sigue inmediatamente del inciso (2.1.1) del teorema (2.1).

Observacidn: En la categoria contenida en Adj, que 1lamaremos Decomp, cuyos

objetos son sistemas Adjuntos con functor X la identidzd, i.e., los sistemas



o -49 -

‘ descomponibies {decomposable systems) [13] y hom Adj (Hl, Hz) = hOmDecomp
(Hl. MZ)’ la relacion denotada por Ml MZ y definida si existe una equiva

lencia P: M MZ induce una particidn en Decomp, E1 teorema (2.1) implica

1
que los sistemas descomponibles, alcanzables, observables y candnicos estdn
en una misma clase de equivalencia #3s adn el teorema (2.1) caracteriza
la clase de los sistemas descomponibles, alcanzables u observables,
Supongamos que un sistema descomponible Ml estd en esta clase pero no es
alcanzable ni observable; entonces no existe ninqguna equivalencia de &1 con
ningin elemento de esta clase (por el teorema (2,1)), 1o cual es una contra-
diccidn; luego todo elemento en esta clase es al menos alcanzable u observa

ble.

A continuacidn damos un Teorema mas general,

Teorema (2.3) Sean ?: M) + M, un Adj-morfismo que preserva {e.u)-Factoriza
ciones, refleja (P.C.C.}, y Xl’ X2 equivalencias; entonces tenemos que
(u.s.i.):

(2.3.1) M, es P(el)-A1canzab1e <> My es g)-Alcanzable;

1
(2.3.2) M, es P(ul)-observab1e &> Ml es pl-observab1e;

(2.3.3) M, es (P(sl), P(ul))-canénico<u> M, es (sl,ul)-candnico.

Deriostracidn. Como X1 y X, son equivalencias, entonces F‘X1 = XZP =9PX1§ X;P

2
y por otro lado P preserva (g,p)-Fact. y refleja tridngulos conmutativos y
(P.C.C.) entonces (2.3.1) y (2.3.2) siguen de los lemas (1.1}, (1.2}, (1.3)

y (1.4); si se cumplen (2.3.1) y (2.3.2) entonces se debe cumplir (2.3.3)

Claramente el teorema (2.1) es un corolario (interesante) del Teorema (2.3),
donde no es necesario pedir que se preserven (;,p)-Factorizaciones ni que
se reflejen productos y coproductos contables porque toda equivalencia lo

hace.
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Ahora mostraremos como ]os teoremas anteriores extienden el resultado de Hegner
en [3] para sistemas descomponibles a sistemas Adjuntos. Mostraremos ademds
que del enfoque anterior se recupera parcialmente el resultado principal sobre

dualidad de sistemas Adjuntos establecido por Nolte y Maude en [1].

Siguiendo un procedimiento completamente andlogo al de [3] definamos Sys. Adj.
(C). La categoria de sistemas Adjuntos en C1 catpc como objetos, y dados
M y B, sistemas Adjuntos en Cy» un morfismo de M, a M, es una tetrada orde

nada (a,b,c,d) de C-morfismos tal que los siguientes diacramas conmutan

T 7 By
uy - 20 2 9 Q > N
a+ +b ct b b+ +d (1.1)
U -~ Q XQ > Q Q s Y
2 7 % B o 2 g Y2

donde XI:C1+C1 y XZ:CI--ﬂCl son furctores Los sistemas serdn isomorfos si a, b,
c yd son isomorfismos.

Sea Ci otra categoria en Eatpc y sea P: C1 - Ci un functor fiel que pre
serva productos y coproductos contables, Entonces la conmutatividad de los

diagramas {1.I) implica la conmutatividad de los siguientes diagramas:

: s PR
Pt PO 1
PU ST P PX,Q > PQ, PQ, - PY,
Pat tpy pPc+ +Pb Pbt +°d (i.J)
PU + PG PX,Q + PQ PQ +  PY
2 P, 2 2% Ps, 2 2 °8, 2

entonces notemos que P jnduce un functor, denotado P: Sys Adj (Cl)+ SysAdj(Ci),
v 3, D

el cual hace que (Xy, @y, 8;5 Upstys ¥y 8;) Py (PXy, POy, Py, PU,

v (a,b,c,d) = (Pa, Pb, Pc, Pd) en los morfis

-

PTI’ PYI’ PBI) en los objetos

mos.
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Sea R: C1 -+ Ci

formacién natural, ODefinamos ;: obj (sysAdj(Cl)) - Mor(sysAdj(Ci)) por

otro functor fiel quepreserva (P.C.C. Ly T: P + R una trans

(X34 Qp+8ps Upatys Ypo B2 b TV, TQp, TXQp, TY;). Entonces tenemos el

siguiente resul tado:

Proposicién (2.4) Sean P y R functores que preservan {P.C.C,} y sea T:P+ R

una transformacidn natural. Entonces

~ ~

(2.4.1) T es una transformacidn natural de P a R ;
(2.4,2) $i T es isomorfismos natural, también lo es T ;

(2.4.3) Si P es una equivalencia P existe y es es también una equivalencia.

Demostracion (2.4.1) Como T es una transformacién natural de P a R, enton

ces los siguientes diagramas conmutan

U, TQ v, ™9
PU, - RU PQ; -+ RG  PY; - RY, PXQ o RX,Qy
Pa+ Ra Pb+ +Rb Pd¢ +Rd Py e (1.%)
P, -+ RU Pg, -+ RQ PY, - RY, P%,Q, - RX,Q, -
2 2 2 7 2 2 2 242 242
U, T, TY, TX,0,
Por mostrar que TMI
PM;, -+ ORIy
{Pa,Pb,Pc,Pd) + +{Ra, Rb, Rc, Rd) conmuta
->
PH, ™, RM,

Pero TMZ(Pa, Pb, Pc, Pd)E(TUz, TQ,, TXZQZ‘ TYZ)(Pa, Pb, Pc, Pd)

(TUzPa, TQZPb, TXZQZPC, TYZPd) = (RaTUl, RbTQl, RCTXlQl, RdIYI)
(Ra, Rb, Rec, Rd) (TUl, Q) TXlQl, TYl) = (Ra, Rb, Rc, Rd) ™ por la

conmutatividad de los diagramas (1.X).
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(2.4.2) Es inmediato de (2.4.1) y ]a definicidén de jsomorfismos natural.
{2.4.3) Es inmediato de que las equivalencias preservan y reflejan (Tridngu

los conmutativos) de [(1.23) y del inciso (2,4.1)

Como consecuencia de este resultado tenemos la siguiente extensidn al re-

suitado de Hegner en [3].

Propbsiciéﬁ'(z.s) Sean P: Cl - Ci, Xp:Cy C1 y X3t Ci -+ Ci, equivalencias

tales que PX1 E X3P, y sea M1 un sistema Adjunto en Cl. Entonces tenemos

que (u.s.1.):

(2.5.1) BMI es un sistema Adjunto;

(2.5.2) PM, es P(eli-A1canzab1e <> N es el«Alcanzab1e;

1
(2.5.3) EMI es P(uli-observable <> M es pl-observable;

(2.5.4) PM| es (P(sl>, P(ul))-canénico <> My es (el,ul)-canénico.

Demostracién (2.5.1) Como P es eguivalencia, Preserva y refleja limites y

n

colimites. Por tanto PM, (X3P, pQ;» P85 PUL, Py, PYy, PBI) es un

sistema Adjunto en Ci {u.s.i.) porque

Pf) PX ) Pg, Ph
I X - - !
XA+ PB y PXAL PX A PB, PB
Pf X.PF Pg Ph
1 , 3 h 1 o B .
PXgPAL > PBy > XPA' o XyPA; B PB;  (u.s.i)
| (pf,) Pf (Pa.) X.Ph
1 * -+ 1 ~1 . 31 ]
PR X3 PAL > PA] > X;8; - X5PBJ

Los otros incisos se siguen de la proposicién (2,4) y del teorema (2.1)
con una ligera modificaci6n en este dltimo; en lugar de X2 tomamos ahora

= ificad
X3, notando que MZ E (XZ’ PQI‘ Pdl, PUI’ Prl, PYl, PBI) es modificado a
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Mp=(PX;, PQy, P8y, PUj, PTy, PY), PB)) = p M, =(X3P, PQy, P, PU}, Py ,PY,
P8,).
1

De manera andloga se puede establecer otra extensidn basada en 1a proposi-

cién (2.4) y el toerema (2.3),

Pfopoéié%éh‘(é;ﬁ) Sean P: C; » C' un funtor que preserva (e,u)-Factoriza-

ciones y refleja (P.C.C.) ¥y Xp: €~ Cps X3:Ci + €] equivalencias tales
que PX1 = X3P, y sea M1 un sistema Adjunto en Cl' Entonces tenemos que
(u.s.i.)

(2.6.1) ﬁMl es un sistema Adjunto;

(2.5.2) ﬁMl es P(el)-Alcanzab1e<=>M1 es el-Alcanzab1e;

(2.6.3) ﬁMI es P(ul)-observab1e<??ﬁ es ul-observable;

1

(2.6.4) ﬁMl es (P(el), P(ul)-candnico<=9M1 es (el,pl)-candnico.

Mostraremos ahora como del enfoque anterior se recupera parcialmente el
Teorema (3.20) sobre dualidad de sistemas Adjuntos establecido por Nolte y

Naude en [1].

Sea M, = (Xl’ Q2615 Upa1ys Y;’Bl) un sistema Adjunto en Gy My = (XZ’

1
. . 0

QZ,GZ, UZ’TZ’ YZ’BZ) un sistema Adjunto en Cz?

Debido a que P': C1 > Cgp es un functor contravariante debemos mordifi-

car (l.e) y (1.f) como sigue:
1 | -~y
(1.e") P'X) = XoP!
i.e., existe un isomorfismo natural
8':P'X > XP!

(1.F") Py

"

1 UZ’ P'Y1 = Y2, P'Q1 = Q2 son Cgp -objetos isomorfos, y



1 e R

' = . = M (F = ~ gl = ="
Plry = 1. P8y = By P16y = Pl 0 M0 =8, ¥y PI§) = 070 0P"8; = 6,
donde pedimos que P' sea una equivalencia, entonces existe un isocmorfismo

natural vy : XZP' -+ P'X1 (ver Lema 3.6. en [11]), i.e., C, v Cgp son ca

tegorias dualmente equivalentes.
f

Por otro lado, es claro que si A1 R B1 entonces :
£, Xt q, h
. 2 . 2'2 2 2
KR = By KRy 7T KRy »7 By T By (u.s.i.)
f fl g X,h
2 2 2 22
A2 -+ XZBZ Aé -+ A2 -+ XZBZ -+ X28'2

con P'A; = Apu P'A) = Aps P'By = By, P'By =By v PUfy =y, PUfY =

' = =
P'gy = 9 ¥ P'h1 = h,.
Podemos enunciar ahora el siguiente teorema.

Teorema (2.7) Dado un functor P':M1 - MZ cumpliendo con las condiciones
anteriores, tenemos que (u.s.i.):

(2.7.1) M2 es F'(ul)—observable <=> M1 es sl-Alcanzab]e;

(2.7.2) M2 es F'(sl)-alcanzab1e <> Ml es ul-observable;

(2.7.3) M, es (P'lel}, P‘(ul)h-canénico <= M, es (el,ul)-canénico.

Demostraccign, Dado que P':M1 -+ ”2 es equivalencia, preserva y refleja
(e,u)-Fact., (P.C.C.) y tridngulos conmutativos {en general 1imites y co-

1imites). Entonces, si reE € el diagrama (1.€) conmuta; como P'Xf = XénP'

tenemos que
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notemos que : Xé "ﬁé
(Pl T, TP7e))) es T N (u.s.i.)
2'n n+l
una (a.u)-:actor1zi ‘ - . (1.1)
P 0 < . *J . . 0
cidn de C,, si Xz(lgb Xs Uz) 520 XU, —— 1,
(sl, ul) 1o es de T - donde
» | ] .
C,(u.s.i.) por X.rs r T2 © P rl'QE*
1 2 2 2 s .
(2.6:[11] y 4 . l 2 > X-JU
- X s 2072 V2
202*—‘""—" 2 QZ
(2,3, [3]). » '
P in,=m,

Entonces el diagrama (1.L) conmuta y ré £ P'(ul). Por otro lado como
P'X? = Xén P' y suponiendo que ré € P'(ul), el diagrama (1.L) conmuta, en-
tonces el diagrama (1l.c) conmuta y ry € €, con lo que esta demostrado{2.7.1).

.

De manera andloga usando P‘X1 = XZP' se demuestra {2.7.1) y si se cumplen

(2.7.1) y (2.7.2) se cumple (2.7.3).

Notemos que el teorema (2.7) es un caso menos general que el Teorema {3.20)

en [1]. Tambien es interesante observar QUe si partimos de las suposiciones
hechas en [1] y la teoria expuesta aqui, es posible extender el trabajo pre
sentado en [1] al caso de equivalencias no duales, pero no a functores arbi-

trarios.

3. Resultados en teoria de Realizaciones sobre Sistemas Adjuntos

En esta secci6n presentamos una extensién de algunos teoremas de Realizacidn.
Sgan Ml y M2 sistemas Adjuntos, i.e., Adj-objetos y P:M1 -+ M2 un Adj-mor
fismo entre ellos. La respuesta total del sistema M1 es el mapeo (Cl—morfii
mo) . »

Hy = opry: %_& X U > m X1y,
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) n m _ .
La matriz de Hankel de ! 41 es la bisecuencia le X1 U1 > X1 Y1 de C1 morfis

mos definida por el siquiente cuadrado conmutativo:

J °1"1 *J
[)é XY, | XY
> 320
m . - uh
ln , 1.8., W H1 - le
m n
——__—_—_——*
Xl U A X Y1

1 -
Definamos ahora rtm) = " inm: XT Ul - Q1 y U(n)E Prnolz Ql-> Xln Yl’ note-
mos que

_ 1 1 Ly M N i
Mo) =71 %) “ 81 Y )t M1 Y T KO > O

L

: ) X o
1 . 1.7 1%(n) ,*y°n .
I(n+1) Ql + XIQ1 Xlxl Y1 . Ademds
n _ 1 1 - * o * o o 1
le = G(n)r(m) = XIG]('n_l) 61 61 Xl Y'(m_l) (ver [12]).

Proposicidn (3.1) Sea P: M1 > M2 un Adj-morfismo tal que PX} 3 X;P y Preser
va (e,p)-Factorizaciones. Entonces (u.s.i.):

(3.1.1.) si H1 es la respuesta total de M1 = PH1 es la respuesta total de

MZ;

(3.1.2) si 1H; es la matriz de Hankel de M; => Pl”; es la matriz de Hankel

de MZ'
Demostracién (3.1.1) Es inmediato de la definicidn de Adj-morfismo y de que

Py =X P o= Pxpd = X0 P,y Lemas (1) y

(1.2), (3.1.2) Se sigue de (3.1.1) y de que P(nn) =m Y P(inn)= in!
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Proposicidn (3.2) Sea P: M1 - MZ un Adj-morfismo que refleja (P.C.C.),

{e,u)-Factorizaciones y tal que PX{ z XéP. Entonces (u.s.i.):

(3.2.) H1 es la respuesta total de M1 => PH1 es la respuesta total de Mz;

(3.2.2) H" es 1a matriz de Henkel de M1<v> PIH; es la matriz de Hankel

1'm
de MZ‘

Demostracién. La suficiencia es inmediata de Va proposicién (3.1), la ne

cesidad se sigue del hecho de que P refleja (P.C.C.) , (e,u)-Factorizacio-

1
(1.2), (1.3) y (1.4),

nes y que PX. = XéP, la definicién de Adj-morfismo y los Lemas (1.1),

Proposicidn (3.3) Sea P: Ml + M, un Adj-morfismo que es equivalencia y

n

tal que PXi XéP. Entonces (u.s.i.):

(3.3.1) H) es la respuesta total de M, <=> PH, es la respuesta total de M,,

(3.3.2) si M, es (el,ul)-canénico 6 si M, es CICOR P(uli)-canénico, en-
tonces; (rl,al) es una (erul)-Factorizacién de Hy <> (Pr1 Pcl) es una

(PTe;), PUIT)-Factorizacién de PH ;

(3.3.3) IHS es la matriz de Hankel de M

de MZ‘

o p " .
1 < .le es la matriz de Hankel

Demostracién (3.3.1) y (3.3.3) son un corolorio de 1a proposicisn (3.2),
(3.3.2) se sigue del hecho de que P es equivalencia y los Lemas (1.1),
(1.2), (1.3) y (1.4)

Corolorio (3.4) Sea P: M, > M, un Adj-morfismo que es equivalencia y X;, X,
son tambien equivalencias. Entonces (u.s.i.), valen (3.3.1), (3.3.2) y

(3.3.3).



- 68 -

DemostraciGn. Es inmediato de l1a proposicidén (3.3) y de que X1 y X, son

equivalencias.

A continuacidn mostramos dos extensiones a dos teoremas cldsicos de reali-

zacidn.

Teorema (3.5) (la. Extensidn del Toerema de Realizacidn)

n,_m ; n . . . . } .
Sea le. X1 U1 » X1 Y1 una bisecuencia arbitraria de C1 morfismos. Sea

) J -J P . ; in =
Hl' %:é X U1 - };g X1 Y el dnico Cl morfismo tal que Hn H1 in
IH; y sea P:M, > M, un Adj-morfismo tal que PX{ = XéP y preserva {g,u)-Fac

torizaciones. Entonces las siguientes tres condiciones son equivalentes

(u.s.i.) (P1 H; es la matriz de Hankel y PH. es el dinamorfismo de Hankel

(ver [11])):

1

(3.5.1) Existe un sistema Adjunto Mz con matriz de Hankel PlH;, i.e., M2
, n,
realiza a Ple,

(3.5.2) Para todam, ne & tenemos
n

P.H

m+1 1 m+l ,°n

X300 U, T, .
Pyl ni1

sz UZ Im X2 Y2

(3.5.3) PA.: (]| xd Uy, Pz) = (TTIX3 ¥.. PL) es un X, -dinamorfismo,
10 W% 0 [ 157 Y 2
3>0 J>0

donde z esta definido por

: . i~nm+1 .
iy oz i m i
gL 2oLl gy - Lhxy
>0 30 3»0
L Xj U 2;(_‘ (I m Zl;l : J
X %7 v XU x; LLxdy
o 11 Lo 7171 1 7 1P 101

y los diagramas conmutativos
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LL o, +___.___Z___ X, xJ ) | 1 x3u14__3__.xxlai-x1”1
4 B :
j-0

///ﬂ 1 s

m+1 nm ) l1 1
\\\\\\ v

T'1 18 —X0

X1X1 Yy

. Ln
X 'J » on
Lhe TN Xy , _
— =1 — y los diagramas conmutativos
Ty v, = » X7 %y My
501 1 1
320
- .
j R § :
! TJ- ' > X1JY1 49 —1 0
j=0 j=0 8
/. N
Ln // Tn ¥ X9 o] 1
X n . S Sy, A,
X 1 X X 1—— T Ix
1 1 .55 71 301
j-0 j=0
en C;.

Demostracidn. Sea My=(X5,05,8,.U;,7,Y,:8))5(X,,PQ),P8; 4PU; P 7 ,PY, ,PE))
un sistema adjunto en Cz; entonces, basados en la demostracion del teorema
(2.3,[11]), tenemos que (3.5.1)=>(3.5.2) es inmediato de que
1
1" (m)

P X1X1U1

PX0, PY, le' Y1

m
KXty S0,

2722

r s, X, o
g _(m) 2 . 2 %n) .+, °n
5 — 4, X2 0y Xy Xp Y Y
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el ol 2 2 _ on
PiHy = Pc(n)Pr(m) )" (m) = 2 H, por la proposicién (3.1).

(3.5.2) => (3.5.3) es suficiente ver que el diagrama

PXyin . PX.H

1l''m J 171 -J
px XMy 2 ™ x| xJu—2 L1 px T Xy
Pz PL
P1'nm+1 !
Pl | x,Ju PT_T_XJY——»PXY
' I_T)ﬁi——_“) i20 1N

conmuta porque P es functor, Adj-morfismo y la proposicién {3.1), Tuego

también conmuta el diagrama

‘n' ... X H .
my ju 272 J
X X ~—-——»X | [ Xg ¥ X l l X0y
172 2 2:]-20— 22 2 520 2 2
lpz PL (3.C)
g |
1nm+1 J .
3, —— l X5y gm— XY
|.>(|) X2 U2 H2 J.fo 2 2 'nn 2 2 .
J-

~ ~

(3.5.3) = (3.5.1). Por mostrar gque si H, = PH; es un X,-dinamorfismo,
entonces la "realizacién libre" = | é_ XJ Up» 8 = PZ, t=1n}, B =mH,
tiene matriz de Hankel ZH;' Es c]aro que Ty = ing X2 y—> | é—XZ o
Para.mostrar que okn)r(m) = wnHzln es suficiente probar que °(n) "nHZ
Esto es cierto por definicién para n=0. Ahora por induccidn y tomando

s = XéPZ tenemos



. XoPr'H
. 272 e+l
| xdy,—Sx ] v, S ne oMy
2'2 2 fap 22 KRS
jy _PZ Il yJ nz n
X2 _L>L 2% r3em % Y,
j20
Luego
1
H . Pr
J 2 .J n+l n+l
le X == 1] %2'%; CRNF
. X, H . PriopL
Jy 22 *J n °n
X xJU <2 oy 1 0y, —2 My
2 3110 22 2 jag 2 2 2 12

Pero por la propiedad de ser X,-dinamorfismo, i.e., que el diagrama (3.c)
2

= t =.I '=
conmuta, HzoPZ PLonHZ, y por tanto Prn+1H2 innﬂzoé I(n+l).

Teorema (3.6). (2da, Extensidn del Teorema de Realizacidn).

Sea, H;:XTU1 —_— XinY1 una bisecuencia arbitraria de Cl-morfismOS. Sea

. J +J PR _ : |
H,: jg%-xlul — jE%XI Y, el Gnico C -morfismo tal que Pr H in_ 1Mo
y sea P:M, — M, un Adj-morfismo que preserva (e,u)-Factorizaciones y re

1 2
fleja (P.C.C.), (e,u)-factorizaciones y tal que PXi = XéP. Entonces las si

guientes tres propostiones son equivalentes (u.s.i):

(3.6.1) Existe un sistema Adjunto Hl con matriz de Hankel 1H£;
[l

<~ Existe un sistema Adjunto M2 con matriz de Hankel 2H:‘;

(3.6.2) Para toda n, m £ n tenemos que
n n

H H
m+ly 1 m+l n m+ly 2 m+l °n
S S S S L' T X,
yitl g N ;
my 1m n+l (1] 2m on+l
%5 " XUy =—=——— %Y

H. J . iy i .
(3.6.3) H: (JJU XlUl,Z) (j[kfl Y;,L2s un X, -dinamorfismo +>
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fy: ( l_% ijuz, Pz} - (T‘T’Xéj Y., PL) es un X,-dinamor fismo.
I 3>0 ‘

Demostracign. Es consecuencia del Teorema {3.5) y la proposicidén (3.2)

N

Corolario (3.7) Sea H": XT U+ X

Hn’ Y1 una bisecuencia arbitraria de

C,-morfismos. Sea H,: TR - TT X3 v, el Gnico C,-morfismo tal que
1 1 U 1 350 1 i 1

T“)n Hlinm = 1H; y sea P:H1 -+ Mz un Adj- morfismo que es equivalencia y

X X2 son también equivalencias. Entonces las proporsiciones (3.6.1) ,

1’
(3.6.2) y (3.6.3) son equivalentes {u.s.i.).
Demostracién. Es inmediato del teorema {3.6) y el corolario (3.4).

Teorema (3.8) (12 Extensién del Teorema de Realizacidén candnica) Sea (lH;)

una matriz de Hankel con dinamorfismo de Hankel Hy» ¥y Hy tiene una (sl,u1)~

Factorizacidn
Mo || x{ul W1 .0 ] T x{j Y, i, Hle ey HO1 ey
b 20

lit

sea P:M1 - M2 un Adj-morfismo tal que PXi XéP y preserva (€,u)-Factori

zaciones.

Entonces existe {u.s.i.) H52 : X2 HQ2 -+ HQZ haciendo a Hrz'y HO2 Xz-d1n3
. . - .y . .

morfismos. E1 sistema HMZ (XZ’ HQZ’ 1S2» UZ‘ Hraing s Yz, Pro ch) reali

za a 2H; y tiene mapeo de alcanzabilidad Wy Mapeo de observabilidad

ROz ¥ por tanto es una realizacidn canGnica de ZHS . Cualquier otra reali

zacién canénica de ZH; es isomérfica a HHZ'

Demostracién. Basdndonos en el Toerema de Realizacidn Candnica y su demos-

tracion (ver [11] y [2]) tenemos que

] . _ n
To K92 WMz 1Ny T Mg
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i s oyn
por la proposicidn (3.1) y que LT Hr1 lno = le .
Ahora por el (dynamorphic image Lema [2]) existe un dnico péy tal gque yry ¥ 4o

Xl-dinamorfismos y el siguiente diagrama conmuta

. ¥
. 1} ryin 1 ’ .
. 1 H17 Prowy pr S8 X RY Gy
: . // o]
1no l e
~ R th Q W j
J 3.
|>| X U — HY T:(\)xl Y
3z H™ 1 1 .

Por el (simulation Lemma [2]) cualquier realizacién candnica es minima y
todas las realizaciones mfnimas de H1 son isomérficas. Aplicando P al dia-

grama anterior, el siguiente diagrama conmuta

- Uy v,

in' l K21 s w"z/' .
- /,/ o donde P,Q; = 0,
- L X3 Uy % - X .

iz W2 W2 HXZ "2

porque P preserva (e,u)-Factorizaciones y la definicidn de Adj-mqrfismo
(Hr2 e?(éz) Y yop eP (ul} por los Lemas IT {1.1) y (1.2). Ahora, por el
-~ (dynamorphic image Lemma) aplicado al diagrama anterior existe un dnico
HGZ: X2 HQZ.+ HQZ tal que g2 ¥ o, son X2 - dinamorfismos y por el

(simulation Lemma) cualquier realizacién candnica es minima y todas las

realizaciones minimas de H2 son isomdrficas ,

Teorema (3.9) (291 Extensidn del teorema de Realizacién candnica) Sea

(lH;) una matriz de Hankel con dinamorfismos de Hankel H1 y H1 tiene una
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(€.1)-Factorizacién

j Hr1 HO1 .5
H,: Wy 2 Q, "+ TT x93 v
1 %;% 19 H1 50 11

y sea P: Ml - Mz un Adj-morfismo que preserva {e,u)-Factorizaciones y re

fleja (P.C.C.),

(e,u)-Factorizaciones y tal que PXi = XéP. Entonces (u.s.i):

(3.9.1) Existe IEIR SR

mos<=> Existe Hdl: X2 HQ2 -+ HQZ haciendo a W2 Yy Xz-d1namorf1smos;

haciendo a W1 YR Xl-d1namorfis-

(3.9.2) E1 sistema HMl = (XI,HQl,Hdl,U1 ) ino, Yl’ Pro Hol) realiza de
manera canfnica a lH; y tiene mapeo de Alcanzabilidad W1 y mapeo de

s . - . = N | 1
observabilidad yop < E1 sistema HM2 (XZ,HQZ.HGZ,UZ,Hrzmo,Yz,Pr0 HOZ)

realiza de manera candnica a ZH; Yy tiene mapeo de Alcanzabilidad Wa Y

mapeo de observabilidad HO2 §

. . . .- P n . - s
(3.9.3) Cualquier otra realizacidn candnica de le es isomfrfica a HM1<——=>
. . . 2 P n . PP
cualquier otra realizacion canénica de le es isomorfica a HMZ'

Demostracién. Es consecuencia del teorema (3.8), la proposicién (3.2) y

los Lemas (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4)

lH;) una matriz de Hankel con dinamorfismo de

Hankel H; y H, tiene una (e;,u;)-Factorizacin

Corolario (3.10) Sea (

. i 1 K1 .j
He: | Lxdus 25 00 S TT x93y
1 %EF 11 H1 e h

y sea P; M1 - M2 un Adj-morfismo que es equivalencia y Xl’ X2 también

equivalencias. Entonces (u.s.i.) valen (3.9.1), (3.9.2) y (3.9.3).

Demostracién. Es inmediato del Teorema (3.9) y el corolario (3.4).
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Observaciones: Lo primero que notamos es que los teoremas (3.5), (3.6) y
los teoremas (3.8), (3.9) cuando P = 1y : M, ~M =M, (i.e., es el func
tor identidad 1c1: C1 - Cl)’ se reducenlal teorema de realizacion y al
teorema de realizacién canénica respectivamente. Por otro lado el corolg
rio (3.10) implica que todas las realizaciones canénicas en Decomp estdn
en una Gnica clase de equivalencia, tomando en cuenta la relacidn de equi
valencia M1 ~ M2 definida anteriormente en la seccién 2 sobre Decomp.
Para finalizar ésta seccidn presentamos dos exrensiones del Teorema de
Realizacidn parcial establecido por Arbik y Manes en [117].
E1 diagrama conmutativo (2.17 '[11]) establece que

koo W
IIXJ T—TX‘J

AN Y0 T Y

!
i Hﬁ
K+1 I+2 1 M4 nel
k+} ; n j
xJu - TT %9y
L 1 .
o 1
Tomando 1la (El,p1)~Factorizaci6n de IHE ’IHE;T. y IHE?i entonces exis-

ten t, yu, por el (Diagonal Fill-in Lemma) en el siguiente diagrama

l ' J é - I - ntl 'J'

e l t1 (3.0)
; 1
K+ k42 To+2 ne1

RN Y

k+} . o SN
J e 5

%;U xJu; 1— Q
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Teorema (3.11) (ira. Extensién del teorema de Realizacién Parcial) Si t

¥ uy son isomorfismos, es posible definir un sistema M2=(X2,Q2,62,U2,12, YZ’
BZ) (u.s.7.) en C2 a través de un Adj-morfismo P: Ml + Mz tal que PXi = XéP:
preserva isomorfismns y preserva (el.ul)—Factorizaciones, por

=l uolos. - 5.: e
(3.11.1) 6, = t; 0 u; 08, : X0, *Qz » 8yt Xl 0y s

(3.11.2) Ty = 8,0 (1n U l—% X + Qy
n+l :
(3.11.3) 8, = (00 d,: § T—rx'J Y, ¥y

de tal manera que 1a matriz de Hankel de M, es zHg = (Hg+l)' 0 ﬁé 0 Eéo(inﬁ)'—

n+1)

(n HE o(1n ) para 0<i<K,0¢<j<n+l.-

0
Demostracidén. Basdndonos en la demostracidn de (2.1§, [11]) tenemos que

ink |k

. . g
! = a L ki i J 1 -
Ti) T &0 ingr XUy o S XU - Q) para 0 < i <k
n+l
. m
¢ . ntl .M | ' 3 J
o(j) B HJ ° ml : Q1 RS -0 X1 Yl hd 1 Y1 para 0 < j < n+l
J=

y i = 0(1) ( ) Entonces por ser P Adj-morfismo  preservar (sl,ul)-FaE

torizaciones y preservar isomorfismos tenemos que

(Pr ) HPa )Tt P8 X,PY) PR com B x> Q)

Pdl

[

- b3 L ko, J
PTl Pe1 0 P1n0 : PU1 > 3;UX2PU1 - PQ1 y

= o™ e ph o T L X by ey
P81 PHO 0 Pml. PQ1 -+ =0 X2 P Y1 [ Y1 ;
(Pinf) = (in¥)r (Pn';“l)=(n§”>'

Luego (u.s.i.) tenemos (3.11.1), (3.11.2) y {3.11.3). Por otro lado
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J 2oy =t - s Ry' ol n+l .k
PIHY = Po(j)Przi) (ﬂj ' o Pm;0 Pelo(lni) (Hj ' o PHE o (1ni)'

. Jo_ n+ly, - I 4
entonces (u.s,1.) 2Hi = (nj }'o m, 0 &, O (1ni

)', donde

ﬁz(a) x P(ﬁl(a) y éz(a) = Pél(a) para todo "a" un C,-objeto, i.e.,

Teorema (3.12) (2da. Extension del teorema de Realizacidén parcial) Si t,

-y U2 son isomorfismos en el siguiente diagrama conmutativo

[ xd g & q iy ?‘t} x 3y
Jj—;& 2 Uy > Iz IR

2 ltz (3.E)
s
Tkl k2 Ry Moe2 nel

[ ) 2

k+l x}' n_ oL
= 2 Up 5, L i, ;gxz P

es posible definir un sistema My = (Xl’ Ql, 815 Ups 108 Yo Bl) (u.s.i.) en
C, a través de un Adj-morfismo P:M; ~ M, tal que Pxi z XéP, refleje (e,u)-
Factorizaciones y (P.C.C.), por '

{3.12.1) 8

S B
t1 0 ul 0 61 : X1 Q1 K Ql 5

-z Lk Ky yd .
(3.12.2) T =& oin U1 - ;=| XU >0 s
1 .
O N S AR )
(3.12.3) g n’; myoc Q- TTJ_=0 XUy Y

de tal manera que la matriz de Hankel de M, es ng = ﬂ?+1 0 ﬁl o] él o in; =

—

n+l,

|~

ﬂ2+1 (:1}421T o in? para 0 <i <k, o<
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Demostracidn. Nuevamente tenemos que
. k -
2 kel yig UMYy &
r(i) * e, 0 (1"i)l' X2 U2 - %EU X2 U2 -+~ Q, para 0<i<k
m n+l o
. (an+l - Moo nl g (o .
o) * (Ilj ' o my, : Q, - E:B X" Y, - X," Y, para 0<j< ntl y

2“? = O%j) r%i). Entonces por ser P un functor que refleja (e,p)-Factori-

zaciones, (P.C.C.) y tridngulos conmutativos, (u.s.i.) tenemos que el dia-

n+l r_1+1 o

grama (3.D) conmuta, vy ng = Uzj)rzi) = Hj 0 1Hk in? para O<i<k ,

0<j<n+l,

Corolorio (3.13) Si ts Uy, t2 y u, son isomorfismos en los &iagramas

(3.0} y (3.E), y P: M- M, es un Adj-morfismo que es equivalencia y X;, X,

también lo son, entonces (u.s.i.):

(3.13.1) E1 diagrama (3.D) conmuta<=>el diagrama (3.£) conmuta;

(3.13.2) ¢, = til o uil 0 31 > 8, = tél o uél 0 52;
(3.13.3) Yy = él 0 in§ <=> T, = Ez 0 (ing)' ;
(3.13.4) B = ﬂ;n+1 o ﬁl <> B, = (ﬂ2+1)' 0 52 3

i . odil2 2 . -
(3.13.5) |Hy o5y M5y < M = 9 T(i) Para 0<i<k, O<j<n+l.

Demostracign. Es inmediato de los teoremas (3.11), (3.12) y del hecho de

que P, X1 ¥ X2 son equivalencias.

4. Alcanzabilidad y observabilidad en tiempo finito.

En esta seccién introducimos los conceptos bdsicos referentes a alcanzabilidad
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y observabilidad en tiempo finito, presentamos también un enfoque alternativo
al anterior para Alcanzabilidad y observabilidad en general y en tiempo fi-

nito, y mostramos algunos resultados.

Sean M; y M, sistemas Adjuntos (Adj-objetos) y P:My + M, un Adj-morfismo

entre ellos.

El mapeo de Alcanzabilidad en menos de n pasos del sistema Ml es el CI-MOL

n-1
. Loy o
pn"\lﬁﬁxlul Q

definido por el siguiente diagrama conmutativo

fismo

n-1 .7 .
J o}
J.—%Xl Up—n 0
J=U A
i
§
.. n-1 i
iny r
k in J
XU k ' l Xy
-—-—__—)
1% st 1

m .
Gracias a las propiedades del coproducto | Xi U1 conm > 0, es posible
J

definir un mapeo

1 . m'-1 .
| Xi U, -~ l_é 30U, con m>m ,

i
!

m-
m m' : !
J:

por medio del siguiente diagrama conmutativo

inm'l - m-1 .
x& u ) X0
11 > 3=
| |
in -1 ? m!
m'-1 .
| [x3u
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' m-1 . .
. . j J ; . R
E1 mapeo L. j=| X1 U1 > l_! X1 U1 tiene la propiedad de que -

C = ink (ver [131])

De manera andloga, el mapeo de observabilidad a lo mds en n pasos del siste

ma M1 es el C1~morfismo

n-1
1 l *J
A T N RS S

definido por el siguiente diagrama conmutativo

sl n-l N
n oJ
Q — TJ_—B XN

o -1
1 Ty
TT g Tk, Xk
0\ A
m-1 ..
Gracias también a las propiedades del producto T T XIJYI con m > 0, puede
J=0

definirse otro mapeo

r'ngv ﬁx chonm'>m,
=0

por medio del siquiente diagrana conmutativo
m-1 . nm 1

x;Jy k x:ky
T:I 171 1 1

(]

—

T ﬂt"l

3
t
—

th
Y

-

[
(Y
[}
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. . m-1 .
E1 mapeo T s TTx Yy,  TTxd Yy, tiebe la propiedad de que
UBLIRNE S N BRI E ‘

. -1 ~
ﬂ? T N T -

Notemos que los mapeos PA y Sﬁ son los dGnicos mapeos que hacen conmutar
Tos siquientes diagramas, respectivamente, de manera aniloga al caso del

mapeo de Alcanzabilidad y observabilidad definidos en 1a seccién 1;

Xr11+1ul '
A
%3 m.] . m-1
})nn - e
m-1 L,/ m-1 .
X, (1 $Ju) iy M
1-;-:—!5 11 A X Uy y, (4.R)
: l
i
len M (n < m-1)
| >
%.Q 8 ; L/
M Q
.n+l
, LN
/ 1
. m-1 -
X 1Ty Tl
. n-1 © 5
Xl( _ Xl Yl)
J h .
Xlsn
. 8e
. 1
X104

Ahora como consecuencia de la metodologia presentada en las secciones 1 y 2,
es claro que es posible establecer una extension inmediata de los lemas
(1.1), (1.2), (1.3) vy (1.4) al caso de Alcanzabilidad y observabilidad fini

ta, notando que el sistema ”1 es Alcanzable en tiempo n € N si PB e& Y
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observable en tiempo n si SA €Yy . Por tanto, también es inmediata una
extensidn de los teoremas (2.1), (2.3), (2.7), corolario (2.2) y proposicio

nes (2.5) y (2.6) al caso de Alcanzabilidad y observabilidad finita.

Por otro lado, es posible también establecer una extensidn parcial inmediata
a los resultados en teorfa de Realizacidgn presentados en la seccidn 3, defi .

niendo la respuesta total de M; en n pasos, como el mapeo (Cl-morfismo )

La matriz de Hankel de M1 es la misma que la definida en la seccién 3, pero

ahora redefinida por medio del siguiente diagrama conmutativo:

n'-1 . st ot n'-1 .
T Swer "Tho,
=0 "171 T J=0"1 "1
T |
vont-1 '
' i -1 (n' >n,m)  (4.c)
l 1
m *n
X7, - 5> XY
H
I'm
3 3 ' = At s n'-l ] = t-1 '
Redefinamos también r(m) =P 1nm y °(n)‘ ﬂ2 Sn, , ¥ notemos que
HY = ot !}, =X ( n'-1 S'.) 06,08, 0 X,{p’ inn"l) Entonces, como conse
1'm n  {m) 1'Th-1 pe 1771 1'%¥nt Tm-1 7 ? -

cuencia tenemos una extensidn parcial de las proposiciones (3.1), (3.2) y
(3.3) y el corolario (3.4), modificando Gnicamente las partes donde intervie
ne la respuesta total. Por tanto, también es inmediata una extensidn parcial
de los teoremas (3.5), (3.6) (3.8) y (3.9) y los corolarios (3.7) y (3.10),
modi ficando Gnicamente las partes donde interviene la respuesta total.

Ahora presentamos un enfoque alternativo al de las secciones 1 y 2, estable-

cido en [11] y [12] por Arbib y Manes.
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m -1 :
ml-l ; eml nml . n I Xj emn n . .
Sean Xy u Q sess s U Q -

y

; ey L
- i ]
l}!xl Uy — Qy — 0 » (El.ul) Factorizaciones de pml,...,

qﬁ y oz p'N respectivamente. Entonces tenemos el siquiente resultado:
n .

Teorema (4.1) Sean o' ..., p' , r, con sus respectivas (e,,u,)-Factori
e ml mn 1 1'"1 -

zaciones y my <My < ...<m Entonces existen mapeos {nicos
hm m, ° Qn

los siguientes diagramas conmutan

. -+ sz seves O : qn +Q ¥y hm : qn + Q tales que

3

1 im m m2-1 mn-l im
J 172 J J n N J
| X1 Ul-——-—--—> X1U1 [ I XIUI._.______+ X1 U1
Jl= = J:” Ji
e e e e
™ my J My N
h J h

v m,m m \
Q, 172 Q. eeeeees Q, n it .,

1 > 2 n !

M i : m N
1\ / 2 N,/
9 D
La demostracién se sigue del (diagrama-fill-in Lemma) ver [14].

En consecuencia tenemos la siguiente cadena de subobjetos de Ql

. S[lea Nm1] < .. £ [ans nmn] < [QN: n N] i [le ]-Ql] (4-0)-
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Teorema (4.2) Si h es un isomorfismo, entonces h es un isomor
—_— 0 el m,m m -
12 . 1,2
fismo para cualquier & > m, . Tambien hm y es isomorfismo.
n
Demostracidn. Para la demostracion ver [13].

Por la definicién de Alcanzabilidad (general y en tiempo finito), como con

secuencia de los teoremas (4.1) y (4.2) tenemos que el sistema Adjunto M1

es Alcanzable si y solo si [Q y o NJ = [Ql, 1Q ], y el sistema es Alcanza-
' 1

ble en tiempo n si [Qn, nn]=[Ql, 101]-

e’ n'm-1 .

. : m . m, 1% =J
De manera completamente andaloga tenemos que si Ql -1 le - 11—]— X1 1

. 3=0
m -1
e’ nt n . ey niNUI—r .

m [ m J °J -

. Ql +"n Q" +"n i )(1 Y1 y Ql______»Q.N——» jioxl Yl’ (el,ul)

Factorizaciones de Sl;l seeens Sl;] yop = S'N respectivamente, entonces:

1 n
Teorema {4.3) Sean S§' ,..., S' , con sus respectivos (€.}, )-Facto-
—_—— m m 1 1’1
rizaciones ym, < m,<...“m_ . Entonces existen mapeos Gnicos h :
1 2 n mym,

Q'+ Q ,..., h' Q0 -+ Q! y h' : QL+ Q Tales que los
™y m M1 M, mo-1 Mo IN IN my
siquientes diagramas conmutan

- ™ - -
my -1 s ™y sy "‘21_. mnl_. m N .
T %y xRy & JUERA
j=0 j=0 j=0 J=0
A.
nl nl nl n!
rrl1 m, mn N
' 4.
bom, 1 (48
) B 1 ) QI
Q «—-— . Q
ml M -N
=
\ /
1 1 ]
€N
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Demostracidn. La demostracidn es analoga a la del teorema (4.1).

]
En consecuencia también tenemos la siguiente cadena de objetos cociente de Q1

L [0,;,1. e,;,1] << [Q,;,n, e,;‘n] < [Q'y, ey 3 < [0y, 1Q1] (4.E).

Nuevamente por la definicidn de observabilidad (general y en tiempo finito),
como consecuencia de los teoremas (4.2) y {4.3), tenemos que el sistema
Adjunto M1 es observable si y solo si [Q‘N, e'q] = [Ql’ lQ ] y el sistema

. 1 1

es observable en tiempo nsi [QA, eé} = [Ql’ 1Q1].

En este nuevo enfoque es relativamente facil recobrar los resultados presen
tados en las secciones 1 y 2, notando que las cadenas (4.0) y (4.E) se

pueden reescribir como los dos siguientes diagramas conmutativos

(4.F)
Q —

(4.6)
1Ql
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respectivamente, y notando también que el sistema Adjunto Ml es alcanzable
si y solo si hN 1 es un isomorfismo, y a]canzab]é en tiempo n si hmn-lm"
es unisomorfismo; ademds es observable si y solo si h'N 1 esun isomorfis
mo, y observable en tiempo n si hl;‘n-lmn es un isomorfismo. Todo esto
gracias al teorema (4.2). Como ejemplo demostremos el Lema {1.1) con

esta técnica.

Demostracién del Lema (1.1) Si el sistema Ml es El—Alcanzab1e entonces

h N1 esun isomorfismo en el diagrama (4.F); aplicando el Adj-morfismo
P: M1 > M2 al diagrama mencionado, obtenemos el siguiente diagrama conmu
tativo '
Ph_N 1 thn \
PQI‘ PQ_N‘ PQm‘__a...POmﬁ__.....
n 1
Pn Pn
N L
Pn
1 m
PQI / 1
PQ1

donde Ph es un isomorfismo y Pn.,, Pn_ ,..., Pn_ .... son monomorfis-
N IN Mo my
mos porque P preserva (el ul)-FactorizacioneS. Ahora, por la definicién

de Adj-morfismo, el siguiente diagramé conmuta (u.s.i)

N n Qm*""om‘——"" .

m

._.
o)
~nNy
‘/
L) Ae——rreeee— D) —— O >
\ N
=3
=}
=53
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donde Q y = POy, Gn, = POy, oo Qmy = PQmy, Pn ((a) =0 (a),
ann(a) = nmn(a), e mel(a) = nTl(a) para todo "a" un C,-objeto y h ;

es un isomorfismo, n N* Mg s sees Mo ... SON monomorfismos, Tuego M2 es

M m
P(el)-Alcanzable.

De manera similar se demuestran los lemas {1.2), (1.3), y (1.4). En conse
cuencia también podemos demostrar con esta técnica los teoremas (2.1), (2.3),
(2.7), el corolario (2.2) y Proposiciones (2.5) y (2.6). También mediante
esta técnica se pueden demostrar las extensiones mencionadas para Alcanzabi

lidad y observabilidad finita,

5. Metateorfa y teoria de Sistemas Adjuntos.

En esta seccién presentamos dos meta-teoremas y hacemos un andlisis elemental

de Ta teoria de Sistemas Adjuntos expuesta en este capftulo.

Por una propiedad "q" en un sistema Adjunto M definido en C, entenderemos que
el sistema M es Alcanzable, observable, que dada una cierta bisecuencia de
C-morfismos, existe un sistema Adjunto ﬁ que realiza a la bisecuencia, que

se cumple una cierta condicion sobre ella, o que hace conmutar algin diagra
ma, que existe un C-morfismo recurrente por columnas {renglones) de grado

fd" para la bisecuencia (5.1 [12]), etc. De manera mds formal, diremos que

un sistema Adjunto definido en C cumplira con una cierta propiedad "q" si:

(5.a) Un cierto diagrama que involucra Gnicamente C-objetos, productos
{y/o) coproductos finitos o contables de &stos, C-morfismos (monomorfismos,
epimorfismos, isomorfismos bimorfismos, etc.) y combinaciones de &stos, con

muta.

(5.b) Un cierto C-morfismo o C-morfismos que involucren dnicamente C-objetos

sus productos {y/o)coproductos finitos o contables, para los cuales se cumple

{
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alguna condicién categorica sobre este o estos, o existe un sistema Adjunto
M (posiblemente Gnico) con ciertas caracteristicas sobre sus objetos Q, U, Y
y sobre sus morfismos §, T, B, de tal manera que &stas (inicamente involucren

productos (Y/0) coproductos finitos o contables de C-objetos y C-morfismos.

(5.c} Si C tiene 1imites (y/o) colimites (y/o) propiedades categéricas adi
cionales, entonces un cierto diagrama que involucre lnicamente C-objetos,
C-morfismos, 1imites (y/o) colfmites (y/o) propiedades categéricas adiciona
les, conmuta o, un cierto C-morfismo o C-morfismos que involucren Gnicamente
C-objetos, C-morfismos, 1imites (y/o) colimites (y/o) propiedades categéri
cas adicionales, cumpla o cumplan con alguna condicidn categGrica, o existe
un sistema Adjunto M (posiblemente Gnico) con ciertas caracteristicas sobre
sus objetos Q, U, Y y sobre sus morfismos §, T, B de tal manera que estas
inicamente involucren limites {y/o)} colimites (y/o) propiedades categéricas

adicionales de C-objetos y C-morfismos.

Por una "condicign categérica" entendemos una cierta propiedad categdrica

suceptible de ser preservada (y/o) reflejada por functores.

(5.1) Primer Meta-teorema sobre sistemas adjuntos.

Sea P ; Hl - MZ un Adj-mortismo, entonces:

(5.1.1) Si existe un "teorema que establece vdlidas las propiedades Qs ees
a, sobre Ml y P preserva estas propiedades, entonces existe una extensidn
del "teorema" la cual establece que a partir de las condiciones del "teore

ma", las propiedades 9y -+ G SON validas sobre Mz.

(5.1.,2) Si existe un "teorema" que establece vdlidas las propiedades 915 --o
a, sobre M2 y P refleja estas propiedades, entonces exista una extensién del

"teorema", 1a cual establece que a partir de las condiciones del teorema,



POy &+ JUP———
. ‘ }’:_r
w’% t;‘ 3:;\ X

@ i
son vdlidas sobre M. iﬁm Bk Lé LU

las propiedades Qs -ee0 Gy 'i i

(5.1.3) Existe un "teorema" que establece vdlidas las propiedades Gqs wees
h sobre M1 si y s6lo si existe una extensidn de este "teorema", la cual
éstab]ece que a partir de las condiciones del "teorema", las propiedades
Qs --+» G, SOD validas sobre Mz (y viceversa), si P preserva y ref]eja es

tas propiedades.

Observacién. n es un entero mayor o igual a uno y por "teorema" entende

mos un teorema, una proposicién, un corolario o una afirmaci6n demostrada.

La demostracidn de este primer Meta-teorema es evidente, puesto que al pe

dir que P preserve, refleje y ambas, las propiedades ERERRR queda cla

ro que siempre es posible establecer una extensidn del resultado que afirma

vdlidas las propiedades Qs -ves G sobre un sistema Adjunto Ml 0 Mz'

Como una consecuencia directa de este Primer Meta-teorema tenemos todos Tos
resu]tados presentados en este capftu}o. Por supuesto se pueden establecer
muchos resultados mds; por ejempio, sobre teoremas de recurrencia y teore
mas de rea}izaciﬁn que estén vinculados con otras propiedades de sistemas
Adjuntos (ver secciones 5 a 9 en [12]) los cuales no presentamos aqui.

~

A continuaci6n hacemos algunas observaciones sobre Catpc y sistemas Adjun

tos para motivar la definicidn de "Sistemas Adjuntos abstractos", la presen

tacién del Principio de Correspondencia y el enunciado del Segundo Meta-teg

rema,

Notemos que Ta cuasi-categoria Catpc, definida en la seccién 1 de este capi

tulo, por ser sub-cuasi-categoria de Cat y tener objetos que tienen cardina

lidad no finita vistos como conjuntos 6 clases, entonces tiene productos y

coproductos contables dado que Cat los tiene, y por otro lado debido al teo

- ?‘ J-g\'
Hek

¢

+

A
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rema (4.1 pdg. 18 [19]) el cual establece que cualquier functor fiel T:A-8

admite una (I,Tr)-Factorizacién (u.s.i.)

!

A AF T

tal que A es una subcategoria I'-densa de Ar y I es el functor inclusién y

Tr es un functor fiel y I-transportable; donde I es un Eat-epimorfismo y Tr
es un Cat-monomorfismo (ver (4.1 [10])), entonces es posible en principio de
finir "sistemas Adjuntos" sobre Eatpc. Notemos ademds que Eatpc no es objeto

de si misma por no ser pequefa.

Por otra parte en (2.1 pdg. 225 [9]) definen una categoria denotada S de “sis
temas generales", donde uﬂ sistema general es una relacién S TX x Y arbitra
ria sobre dos conjuntos X y Y arbitrarios. 5 esta definida como sigue: obS
es la clase de todas las relaciones S ©X x Y sobre conjuntos arbitrarios X
y Y donde X = dominio (S). Para cada par (S,S') de S-objetos homg(S,S') es
el conjunto de todos los pares de funciones (hx‘hy) conh :X->X'y hy:

Y+ ¥') (S ¢ X' xY') tales que h, es sobre y
(X,Y) e S~ (hx(x), hy(y))e S'.

La composicidn estd definida por
J t ] !
(hx’hy) o (hx’hy) = (hx o h, hy 0 hy)

t 1
donde hx 0 hx y h‘y 0 hy son las composiciones usuales de funciones.

Como consecuencia de Ta definicidn de S, no es dificil mostrar que S tiene
productos y coproductos contables y (e,u)-Factorizacién por 1o que es posi
ble definir sobre ella "Sistemas Adjuntos". Motemos que ahora § si es una

categoria pequena.
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Las observaciones anteriores motivan la siguiente definicién : Diremos que
un sistema Adjunto sobre una categoria es un sistema Adjunto concreto si
la categoria C donde esta definido es pequefia y no es una categoria de sis

temas; en caso contrarijo diremos que es un sistema Adjunto abstracto.

Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es el siguiente Princi-

pio de correspondencia entre sistemas Adjuntos concretos y abstractos:

Princfbfovde Corfeépondehéia:

Si qi,..}, qa son propiedades de un sistema Adjunto M definido sobre C y
dependen Gnicamente de C-objetos, productos (Y/0) coproductos finitos o con
tables de stos y C-morfismos, con sus respectivas (¢,u)-Factorizaciones.
Entonces una afirmacion que establezca Ta validez de qi,..., qa, es cierta
tanto para sistemas Adjuntos concretos como para sistemas Adjuntos abstrac-
tos".

Un hecho inmediato que se sigue del Principio de Correspondencia es el si-

guiente Meta-teorema.

(5.2) Segundo Meta-teorema sobre sistema§>Adjuﬁfoé:

Si un "teorema" establece validas la propiedades qi;.,, qg mencionadas en
el Principio de Correspondencia sobre sistemas Adjuntos concretos, entonces
también es vdlido ese "teorema" sobre sistemas Adjuntos abstractos y vice-

versa.

Nuevamente la observacién hecha para el primer Meta-teorema es valida para
el segundo Meta-teorema. Ademis, notemos que si el primer Meta-teorema es
restringido dnicamente a las propiedades qi,...,qa mencionadas en el prin

cipio de Correspondencia, entonces éste es vdlido para sistemas Adjuntos
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concretos y abstractos.

Para finalizar esta seccidn y el capitulo, presentamos a continuacién un
breve y elemental andlisis de la teorfa de sistemas Adjuntos presentada

aquf.

Para comenzar definimos un mapeo o morfismo <L, K> entre adjunciones
<F, 6,C,n, €= A » B y <F',G',C',n',&'s : A" -8'(1-I), como
un par de functores K : B+~ B' yL: A~ A' tales que el siguiente dia-
grama (5.A) conmuta

G
3

+n

B A B
K+ L+ K+ (5.A)
B' & Al ] B’

y el siguiente diagrama (5.B) conmuta para

c

B(Fx.a) A(x,Ga)
K=KFx,a l L=Lx,Ga (5.8)
B'(KFx, Ka) A'(Lx,LGa)

It 1

]
B'(F'Lx,Ka) ~———C A" (Lx*6'Ka) -

Todos los objetos x eA y a ¢b, donde f § Kfy g L Lg {ver IV-7,[15]).

Ahora tomemos dos sistemas Adjuntos M1 y M2 con endofuctores Xl’ X2 Yy sus
respectivos adjuntos derechos Xi y Xé; entonces para cada uno de Tos sis
temas Adjuntos tenemos asociada una adjuncién, en este caso tenemos <X1,
Xi, Cl, ﬁ1=31 >y <Xy, Xé, Cy 32,22 > respectivamente y tenemos el siguien

te resultado
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Proposici6n (5.3) Dados sistemas Adjuntos Ml'y M2 una condicién suficien

te para que exista al menos un Adj-morfismo P: M1-> M2 en la categorfa

1’
‘1’1, ﬁls 21 >y <X2, Xé, ‘:’29 ﬁZ’YEZ> , <L, K> con L=K=»P‘, P sea

Adj, entre e]jos, es que exista un morfismo entre las adjunciones <X1, X

fiel, preserve (P.C.C.) y cumpla con (1.ii).

Demostracién. De l1a definicion de morfismo entre adjunciones tenemos que
el siguiente diagrama conmuta y la definicién de Adj-morfismo se cumple,

y P: Ml -+ M2 es un Adj-morfismo.

X X1
C1 -+ C1 -+ C1
P4 v P + P
c - C + C
2 . 2 2
) X1 X2

Observacidn. Notemos que en la categoria C2' Cl‘ cuyos objetos son func-
tores de C1 en C2 y cuyos morfismos son transformaciones naturales, la cla
se [Sl] de functores naturalmente isomorfos a PX1(6 a XZP) puede contener
composiciones de functores P'X1 y XZP‘ tales que P'X1 = XZP', P' es
fiel, preserva (P.C.C.) y cumple con {1.f). Luego, en general, entre My

y M2 no necesariamente debe existir un dnico Adj-morfismo P: Ml > M2.

Por otro lado, de P'X1 = X2 P' no se implica que P‘Xi = XéP' dado que
no existe razén alguna para suponer que <P', p'> sea un morfismo entre
las adjunciones <X1, Xl’ C1 Nys €12 Y <X2, X2, C2 ﬁZ' EZ >.

Por otro lado, tenemos el siguiente teorema.

Teorema (5.4) -Dadas dos adjunciones
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<F,G My e>: A8, <FA"»G:"»;1"':;"88*5

La composicitn de functores 1leva a la adjuncion
<F"F,66",Gn"Fon, c"0F"€6"> : AxD

(ver Iv-8, [16]).

También definimos para dos adjunciones entre las mismas categorfias

~ ~

,\’do,n,s>:A—>B

<F,G,¥,n,e>, <F_, G o o

0 o}

un par <T1, T2> conjugado, como dos transformaciones naturales

TiF>Fgs Tyi66

1 2

tales que el siguiente diagrama conmuta para cualquier par de objetos xeA
y aeB

0
B(Fox,a) 2 A(x,Goa)

(10" = 8(1;,.2) Mx.Ty,) = (T,

ix

"o

B(F); ) A(x,Ga)

,a
(ver 1v-8, [16]).

Ahora a partir de las adjunciones

~ ~ ~

KpaXpsmpe g2 2 O = Ly <XpuXps mps £p> 1 Cpr G
suponiendo la existencia de otra adjuncidn

<P,P ,fi,€>: C1+C2

poderos formar las adjunciones composicidn



<XpP, PXzuP MPOR, €0Kpekp> 1 €15y ' - (5.e)

e

. o -‘_"~'\-. e
<PX1, P Xlnxlonl, so?elP > C1+C2 (5.¢)

vtilizando para esto la definicidn anterior. Luego tenemos el siguiente re

sultado.

Proposicidén (£.5). Dados sistemas adjuntos Ml y Mz una condicidn suficiente

para que exista al menos un Adj-morfismo P:M1+N2 en la categoria Adj, entre
ellos, es que exista un functor fiel P:C,»C, con adjunto derecho P':Cz-rC1
el cual preserva productos contables y que para las adjunciones (5.c) y

(5.d) exista un par conjugado <T1,T2> con TI:PX1+X2P isomorfismo natural,

T2:XiP'a-P'Xé transfornacion natural y cumpla con (1.f).

Demostraciéh. Es inmediato de 1a definicion de Adj-morfismo, la definicién
de par conjugado, el hecho de que P tiene adjunto derecho (1-F) y el hecho

de que T1 es isomorfismo natural.

En el caso particular de que Xl’ X2 y P sean equivalencias tenemos el siguien

te resultado.

Proposici6n (5.6) Sean X1:CqCe, X5:€,7C, y P:C,»C, equivalencias con adjun

tos derechos Xi, Xé y P' respectivamente, entonces

PX XZE +~> P X2 = Xl p

1
Demostracion. Supongamos que PX1 = XZP y tomemos las adjunciones (5.c) y
(5.d). Entonces, por I (1.24), PX,, X,P, P'Xé Y Xinson equivalencias tam
bien; del {Teorema 2 pag. 98 [151) existe Tz-dado que estamos suponiendo que

existe Tl' Sor otro lado teneros que
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X2PX1P = lele = 1CZ = X2P3 x2_> R X2 % XIE por ser X2P equ1va]enc1a,

i.e., X,P refleja jsomorfismos I (1.17).
La demostracidn en el otro sentido es completamente anidloga.

Los resultados (5.3) y (5.5) establecen condiciones suficientes para la exis
tencia de Adj-morfismos, sin embargo queda abierta la posibilidad de caracte
rizarlos, i.e., dar condiciones necesarias y suficientes para ]a existencia
de éstos. Por otro lado, el resultado (5.6) establece un interesante vincu
1o entre los endofunctores Xl, X2 y P con sus adjuntos derechos, cuando éstos
son equivalencias. Esencialmente establece que si P:(Xl,Ql,dl, Ul’ T Yy
Bl) =y XZ,PQI,PGI,PUI,P PY, PB) = M, es un Adj-morfismo, entonces p’
parece ser un Adj-morfismo P (xz,PQl,Pél,PUI,PTI,PYI,PBI) 142+( i’al‘sl’al’
Ty Yyoy )My donde §3q;, Up=U; NSV 8158y, 1=t y 8128, pero fiy y fy
no son sistemas Adjuntos, porque XéPQ1 + PQ1 y P61:PX101 -+ PQI’ xin + Ql y
31"‘151 -+ 61; luego P’ noes Adj-morfismo, Sin embargo; notemos que si Xl,
X2 vy P son isomorfismos functoriales, entonces t~‘.1 y r~12 son sistemas Adjuntos

yP :MZ - M1 es Adj-morfismo con r-12 H M2 y M1 ] Ml.

Ahora veamos porgue Adj es cuasi-categorfa Sean P-Ml-»M2 ¥ P:MyoMsy Adj-mor
fismos, entonces PXIEXZP y PX2 X3P pero esto implica que PPX1~X3PP porque
PPXlsPXZPsX3EP. Ademds tenemos que
P _ p 5 y 3 5 5
M > ((XZ'P\Ql'R‘Sl’PUI’PTl’PYI'P‘Bl) = MZ) > (X3,PP_Ql,PP61,PPUI,PP,TI,PPYI,
PPR) = g, i.e.,
”1 —, (X3,°PQ1,PP61,PPU1,PP'I1 PPYI,PPBI) tig con
My = (320365,U5013. Y5 8) ¥ Qg = POy = POy, 63 % Poy = PPy,
U3 = PU, = PPU,, 'r3 = Prz PP-rl, V3 = PY, = PPYI, By = Paz PPgl,

Por otro lado, composicién de functores fieles es un functor fiel, composi
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cion de functores que preservan (P.C.C.) es un functor que preserva (P.C.C.).

~

Por 1o que ﬁ»P: M1 + M3 es un Adj-morfismo., Ahora sea P : M3 - M4 un Adj-

morfismo, entonces .
A fp P
P(Pr):my + My

" My (ﬁ?)P: My Pow P My Y ﬁx3 = X45 , 1o que
implica que ﬁ(ﬁP)Xl = P(PPXy) = P(x4PP) = XaP(PP) 7.

g2

(PP) X1 5 X, é(EP), (]a composicién de functores es asociativa) y por otra
parte, tenemos (EP)le = (BE)XZP z X4(§ﬁ)P s (Sﬁ)PX1 =z Xq(ﬁﬁ)P, perc como
la composic%ﬁn de functores es asociativa, se cumple el axioma (1.a)<I. EI
axioma (1.b}-I es claro que se cumple, porque

M, > M

C1 1 1
es Adj-morfismo, y para cualgquier otro P: Hl - M2 Adj-morfismo, se cumple
I, p p p 1c2
M1—> Ml +H2—M1-r M2—M1 ->Hz *MZ

También es claro que existe un functor

F o Adj -+ Catpc

My G

E Para cada P:MI*’ M2 Adj-morfismo
pY B 4
My C2

,i.e., F(Ml) =) F(MZ) =Cy F(P) = P, el cual es fiel.
En lo que respecta a la teorfa de latices, notemos que cada Eatpc-objeto
puede verse como una latiz como sigue:

Dados dos objetos 3, ¥y a,en C1 en un Eatpc-objeto, estdan relacionadas, si

existe un Cl—morfismo L: a; > 2y, i.e., los morfismo en C1 establecen una
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1
a
relacién en ob(Cl). Es claro que ésta relacién es reflexiva (a1 51 a

siempre existe para cada a, en C,), y transitiva (si L:a, »a, y f:a,+a
1 1 1 2 2 3

- L L: a + a3) porque C, es categoria; como 4 tiene (R,g,c.), dados dos
Cl-objetos 3, a, es posible mostrar que “alxaz", el producto, puede verse
como el inf(al, az) Y que "a1 1 az", e] coproducto, puede verse como e]
sup(al,az) (ver (1-2)); por 1o que un posible enfoque para la teorfa de sis-
temas Adjuntos puede ser a través de la teoria de ]atices. Ademﬁs, como la
mayoria de las 1égicas de interés para la 16gica mateméiica, pueden ser vis-
tas como latices con propiedades adicionales (2-1), entonces catpC estable-

ce un universo muy grande para asociar ldgicas con cat_  -objetos, como vere

pc
mos en un caso particular en el siguiente capitulo. En consecuencia, los sis
temas Adjuntos tendrdn 16gicas asociadas diferentes, dependiendo de los Eatpc-
objetos sobre los cuales estén definidos. Esta es precisamente una de las
propiedades que debemos de esperar de un universo de;mode]os como 1o es Adj,
dado que de esta manera da Tugar a una gran variedad de posibles mode]os con
jdgicas asociadas también muy variadas. Por ejemplo, en la fisica es conocido
que los modelos usuales en mecdnica cuantica tienen asociada una 16gica cudnti
ca, distinta de 1la légica cldsica asociada a modelos de mecénica clasica (yer

[6]), por 1o que un universo de modelos adecuado para la ffsica debe tener

asociaciones al menos con 1a 16gica cuantica y la 16gica clasica.

Observaciones: La proposicidn (5.3) no es corolario de la proposicién {5.5)
ni viceversa, porque si existe un morfismo entre las adjunciones <X1, Xi. wl,
), El> < X5, Xé, Vps 32. 22 >, <P, P> con P fiel preservando (P.C.C.) y

cumpliendo (1.f), no se implica que el functor P deba tener adjunto derecho,

y viceversa, si existe un functor fie1 P con adjunto derecho P, el cual
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preserva productos contables yrquelﬁéfa las adjunciones (5,C) y (5.D) exista
un par conjugado <?1, ?2> con ?1: PX, = X,P, ?2: Xi P+ P'Xé trasformacio
nes naturales ¥ cumpla con (1.f), no se implica que PX) = X,P y Pxi = Xé P.
Sin ambargo, si se cump]e Ta condicién de la proposicién (5.3), entonces
tenemos un Adj-morfismo P: M, - M, para el cual PXi = XéP, condicién reque
rida en varios resultados anteriores. Por otro lado, notémos que si Xl’ X2

y P son isomorfismos functoriales, entonces le ] XZP y Pxi = XéP. Sin
embargo, si X1 y X2 son isomorfismos functoriales y P no 1o es o si P es
isomorfismo functorial Gnicamente, o si Xl, X2 y P son egquivalencias, no

tiene porque suceder que PX; = X,P ni que PX; = XéP.

En esta G]tima‘seccidn pretendemos dejar claro que en el nivel de la "Meta-
teorfa", i.e., en el nivel de la "teoria de la Teoria" (proposiciones sobre
proposiciones en 1a teorfa) los resultados de este capitulo $on evidentemente
ciertos y que muchos mis lo son, de acuerdo al Primer meta-teorema sobre
sistemas Adjuntos. Por otra parte, mostramos que se debe cuidar la catego
ria C1 donde definamos los sistemas Adjuntos, por que esta puede ser una cate
goria de sistemas o pueden aparecer patologfas (Paradojas) en otro sentido
cuando la categoria C no es pequeda, Sin embargo, esto no afecta la teoria
establecida, como lo establece el Segundo meta-teorema sobre sistemas Adjun
tos a través del Principio de Correspondencia. Ademds, establecemos condi-
ciones suficientes para la existencia de Adj-morfismos, hacemos algunas obser
vaciones sobre estos, mostramos que Adj es una cuasi-categoria, establecemos

un vinculo entre la categoria Cat la toerfa de latices y la 16gica con To

pc’
cual queda establecida una relacién entre la teoria de sistemas Adjuntos,
latices y légica, y finalmente establecemos varias propiedades sobre Adj-mor

fismos.
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Nos parece importante, hacer hincapie, en que un universo de modelos como
Adj debe tener una amplia variedad de mode}os con 16gicas asociadas también
muy variadas, entre mayor sea la variedad mejor seré este, por ejemplo, en
el caso de ]a Ingenieria serfa muy interesante poder modelar en este_ynivez
so, los sistemas de Inte]1gencia Artificial con Légicas no-clésicas, i.e.,

mostrar que son sistemas Adjuntos, lo cual nos parece gque es cierto.

En el capitulo siguiente daremos algunos resultados sobre sistemas Adjuntos

en categorfas especificas contenidas en €at ¢’ aprovechando en cada caso la

p
estructura particular de ]a categorfa; daremos algunos ejemp]o conocidos en
la literatura y algunos fnuevosf finalmente comentaremos sobre varias Tineas
de investigacién ya estab]ecidas y nuevas lineas de investigacién, también
haremos algunas observaciones generales sobre las ideas establecidas en este

trabajo.
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111 APLICACIONES, EJEMPLOS Y COMENTARIOS

En este dl1timo capitulo damos algunas apjicaciones de los resultados obteni
dos en el capitulo anterior para ciertas clases especificas de categorfas,

obteniendo nuevos resultados y aplicando también resultados conocidos a nue
vas clases de categorias. Posteriormente presentamos algunos ejemplos y fi

nalmente los comentarios generales del trabajo y perspectivas.

. En la cuasi-categoria Eatﬁc existen clases de cuasi-categorias interesan
tes que pueden servir en principio como categorias "base" para definir
sistemas adjuntos sobre ellas, algunas de éstas aln no usadas en el mode
lado de sistemas. A continuacion damos algunos ejemplos de éstas clases

~

de categorias, pero presentadas como sub-cuasi-categorias de Catpc. En
tre las usadas, aunque parcialmente, estdn la cuasi-categoria de catego
rias abolianas I(2.10) con productos y coproductos contables y functores
fieles exactos (2-1), y la cuasi-categorfa de categorfas Algebrdicas (2-1)
_y functores Algebrdicos (2-1). Esta Gltima es una sub-cuasi-categoria
plena de EatpC (2-1). Entre las practicamente no usadas, esta la cuasi-ca
tegorfa de topos con productos y coproductos contables (2-1) y functores

16gicos fieles (2-1). Denotaremos por Abel, Alg y Top respectivamente.

Las cuasi-categorias que acabamos de mencionar,

Los ejemplos anteriores son una muestra del potencial que tiene la cuasi-ca
tegoria Catpc para definir sobre ella sistemas Adjuntos y en consecuencia
del potencial que tiene la cuasi-categorfa Adj para "modelar" sistemas, da

da la variedad de estructuras existentes en Catpc.

1. Resultados sobre sistemas Adjuntos en Alg.

En esta seccidn presentamos una serie de resultados sobre Alcanzabilidad,



observabilidad y rea]izacién de Sistemas Adjuntos definidos en Alg como apli

cacion de los resu]tados obtenidos en el capftulo anterior.

Tomemos el sistema Adjunto M; = (Xl’ Q> 81 Vi &s Yl’ Bl) definido sobre
una categoria Algebrdica (A,U) (2-1) y el sistema Adjunto M, = (Xz, Qs 8ps
VZ’ Tos Y2; 82) definido sobre set ta)'que le = XZU‘ U es fiel porque todo
functor que olvida es fie]. Entonces si M2 = (XZ’ UQl’ Udz, le’ Ucl, UYl,

UBI)’ podemos establecer los siguientes resultados:

Proboé%c%én'(IZi). Sea U : A -+ Set un functor tal que (A,U) es una catego

ria Algebrdica y UX{ = XéU entonces (u.s.i.): m, es U(pl)-observable — M

es pl-observable.

Demostracién. Se sigue del Teorema I (2.1), el corolario I (2.2), el Lema

II (1.2) y el Lema II (1.4).

Proposicién (1.2). Sea U : A - Set un functor pleno tal que (A,U) es una

categoria Algebrdica y UXi z XéU, entonces (u.s.i.):

(1.2.1) si M, es Ulel)-A]canzab]e -t es el-A]canzable;
(1.2.2) M2 es Ulul)-Observab1e <> M1 es ul-observable;
(1.2.3) si M, es 10(e, T, U(ul)—canénico = M, es (el,pl)-canénico.

Demostracién. Se sigue del Teorema I (2.1}, el corolario I (2.2), el Teore

ma I (1.41) y los Lemas I ((1.1), (1.2), (1.3) y (1.4)).

Corolario (1.3). Sea U : A - Set un functor pleno tal que (A,U) es una ca

tegoria Algebrdica y Xl. X2 son equiva]encias;
entonces (u.s,i.) valen (1.2.1), (1.2.2) y (1.2.3).

Demostracign. Es inmediato de que UXy = X, U é-le = XéU (ver II (2.1)) y
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la proposicién anterior .

Ahora notemos que si pedimos a? functor U que preserve coproductos conta
bles y sea tal que UXi z XéU entonces es védlida ]a proposicién II (3,1);

si ademds pedimos que refleje coproductos contables, entonces también es
vélida la proposicién II (3,2). Por lo tanto, para el functor U : A -+ Set
que cumple con ]as condiciones anteriores son vilidos los teoremas 11 (3.5),
11 (3.6), I1 (3.8), IT (3,9), Il (3.11) y II (3.12) sobre realizacién de

sistemas Adjuntos.

Por otro lado, como consecuencia de las definiciones dadas en (2-1), los
teoremas I (2.1), 1 (2.3), el corolario I (2.2) y proposiciones 1 (2.5) y

1 (2.6), tenemos que Alg es una sub-cuasi-categorfa plena de Eatpc como ya
habiamos mencionado anteriormente, por 1o que podemos construir la cuasi-ca
tegoria Adj (Alg) de sistemas Adjuntos sobre Alg, 1a cual cumple los mismos
axiomas que Adj, de aqui que Adj (Alg) sea una sub-cuasi-categorfa de Adj

y podamos establecer los siguientes resultados:

Proposicigggil:i. Sea P : My - M, un Adj (A1g) morfismo, entonces (u.s.i.):

Si M1 es sl—A1canzab1e=? M2 es P(el)-Alcanzable.

Demostracidn. Se sigue de la proposicién I (2.6), 1a definicién de Adj-mor

fismo y el Lema II (1.1).

Proposicién (1.5). Sea P : M, + My un Adj (Alg)-morfismo tal que PXi = XéP,

entonces {u.s.i.):

(1.5.1) M, es P{e;)-Alcanzable « M, es e,-Alcanzable;
(1.5.2) M, es ?TIGTlObservab1e « My es pl-ObservabTe;
(1.5.3) M, es (F(EfT’ P(ul)-can6n1co < M es (el,pl)-canénico.
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Demostracidn. Se sigue de las proposiciones I (2.5), 1 {2.6), 1a definicién
de Adj-morfismo, los teoremas I (1.35), I (1.4} y los Lemas II (1.1), II
(1.2), II (1.3) y 11 (1.4).

Corolario (1.6). Sea P : My ~ M, un Adj (Alg)-morfismo y Xis X, equivalen

cias, entonces (u.s,i,) valen (1.5.1), {1.5,2) y (1.5.3),

Demostracion. Es inmediato de que PX1 = X2P > le z XZP por ser X1 Y X2

equivalencias y la proposicién anterior,

En lo que se refiere a teoria de Realizacidn tenemos los siguientes resulta

dos:

Proposicion (1.7). Sea P : M >N, un Adj (Alg)-morfismo tal que PX; = XsP.

Entonces {u.s.i.):

(1.7.1) si H1 es la respuesta total de Mle» PHl es la respuesta total de
Mz; }

(1.7.2) si lH; es ]a matriz de Hankel de H1=» P1H£ la matriz de Hankel de
”2'

(1.7.3) Si (rl,cl) es una (sl.ul)-Factoriéacién de H; = (Pry, P°1) es una
(PTe;), Pli)-Factorizacidn de H,.

Demostracién. Se sigue de las proposiciones 1 (2,6) y II (3,1).

Proposicfdﬁ (1.8). Sea P : My + My un Adj (Alg)-morfismo tal que

PX1

= xéP. Entonces (u.s.i1.):

(1.8.1) H1 es la respuesta tota] de Ml < PH1 es la respuesta total de My3

(1.8.2) IHQ es la matriz de Hankel de ”1 > PIH; es la matriz de Hankel de

MZ;

(1.8.3) (rl,ol) es una (cl,pl)-Factorizacién de H; « (er,Pol) es una
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(P(el), P(uli)-Factorizaciénfde»Hé.
Demostracién. Se sigue de 1a proposicibn I (2.6), Teoremas 1 (1.35), I (1.41)

y la Proposicion 11 (3.2},

Teorema (1:9). ST P : M - M, es un Adj (A1g)-morfismo tal que PX{ = XéP.
Entonces (u.s.i.) valen los teoremas II (3.5), I1 {(3.6), II (3.8), I1I (3.9),
IT (3,11) y II (3.12) sobre realizacidn de sistemas Adjuntos modificdndolos
en tanto que P : M1 - M2 debe cumplir unicamente 1o que se pide en este teo
rema.

Demostréciéﬁ. Se sigue de la proposicién I (2,6), teoremas I (1.35), 1 (1.41),
las proposiciones (1.7), (1.8) y los teoremas II (3.5), Il (3.6), II (3.8),
11 (3.9), IT (3.11) y IT (3.12).

Observacibﬁes. Notemos que la clase de sistemas Adjuntos observables sobre
una categoria algebrdica (A,U), ésté relacionada con la clase de sistemas
Adjuntos observables sobre Set y v1ce§ersa; a través del hecho de que U
preservé y refleja sistemas Adjuntos observables. U también refleja siste
mas Adjuntos canbnicos y Alcanzables. Eor otro lado, en )a sub-cuasi-catego
ria plena de Adj (Alg) que denotaremos Decomp(Alg), cuyos objetos son siste
mas descomponibles sobre Alg y donde homgﬁl,MZ) = hom(M ,Mz) para
~cualquier pareja (M ,M,) de A% gl peconp(ATz)
Decomp(A]g)—objetos, las clases de sistemas descomponibles A}canzab1es y
observables son cerradas y su interseccidn es la clase de sistemas descompo
nibles candnicos (por una clase cerrada de sistemas descomponibles 6 Adjun
tos respecto de una propiedad "g", entenderemos una clase dnica de sistemas
descomponibles & Adjuntos en 1a cual todos sus miembros tienen la propiedad
"q"). Notemos también que por el Primer Meta-teorema sobre sistemas Adjun

tos, se pueden establecer resultados sobre Alcanzabilidad y observabilidad
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finitas con relativa facilidad sobre los sistemas Adjuntos de Adj{Alg) segiin

la seccidn 4 del capitulo II.

Ejemplos interesantes de categorias algebrdicas son: Set, R-mod, Grp, Rng,
R-Alg, Lat, SGrP y Mon entre las mas usuales. Pset,(latices a-comp]etas,]g
tices distributivas, BpoA1g, PooAlg a-completas, Grupos Abelianos 1ibres de
torsidn, C*-Algebras junto con el functor disco unitario, compT2 y Grupos

Abelianos compactos entre las menos usuales {ver III-32, [4]).

2, Bg§u1tédoé_;égrg_siéﬁémas Aggyntéé en Abel.

A continuacidon presentamos algunos resultados sobre sistemas Adjuntos defi
nidos en Abel, utilizando para esto un resultado de subcategorfas Algebrdi
cas, un teorema de representacidn para categorias abelianas completas (dere
chas) y un teorema de representacidén para categorias Abelianas algebrdicas

finitarias.

Teorema (2.1). Si (B,U) es una categorfa algebrdica y A es una subcatego
ria de B con functor inclusion E : A »~ B (encaje), entonces los siguientes

enunciados son equivalentes.

(2.1.1) (A,UE) es algebriica;

(2.1.2) A es reflectiva en B y contiene con cada morfismo su (regular e,p)-
Factorizacidn en B;

(2.1.3) Aes reflectiva en B y contiene cada B-objeto, que es simulténeamen
te subobjeto de algiin A-objeto y un objeto cociente regular de

alglin A-objeto (ver X-38 [47]).

Una categorfa A es reflectiva en B si y solo si el functor inclusién £ : A

+ B (encaje) tiene adjunto izquierdo R : B » A,

Teorema (2,2). (Primer teorema de Representacién para categorfas Abelianas)

(P.Freyd).
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Cualquier categorfa Abeliana pequefia C es isomorfa a una subcategorfa plena
exacta G de Ab. Equivalentemente, para cualquier categorfa Abeliana peque

fia C existe un Functor inclusi6n (encaje) L : C -+ Ab (ver 7.14 [19]).

Teorema (2.3). Sea A una categoria Abeliana compieta (derecha) con genera
dor proyectivo pequefio K. Sea R1 el anillo de endomorfismos de K1 j}

F:A-~ Rl-mod un encaje exacto. Entonces,

Una categorfa C es equivalente a R-mod «» €sta es una categoria Abeliana

completa (derecha) con generador proyectivo pequefio (P, Freyd).

Es decir, existe un functor H0 . C > R-mod el cual es equivalencia <+ C
es una categoria Abeliana completa derecha con generador proyectivo peque

fio Ky R es el anillo de endomorfismos de K (ver 4.F, [19]).

Una categoria A es completa (derecha) si cualquier par de A-morfismos tiene
un cokernel diferencia (1-1) y cualquier conjunto de A-objetos tienen copro
ducto. Un A-objeto K es un generador si y sélo si el functor homA(K1~):

A + Ab es un encaje.

Corolario {2.4). Sea C una categoria Abeliana pequefa, sea L : C + Ab el
functor inclusién {encaje) en Ab y sea Ua : Ab + Set el functor que olvida.

Entonces,

(2.4.1) (c, UaL) es algebrdica +» el functor L tiene adjunto izquierdo y

C contiene con cada morfismo su (regular e,u)-Factorizacidon en Ab;

(2.4.2) (c, UaL) es algebrdica «+ el functor L tiene adjunto jzquierdo y
contiene cada Ab-objeto que es simultdneamente subobjeto de algin

C-objeto y un objeto cociente regulador de algiin C-objeto.
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Demostracién. Es inmediato de los teoremas (2.1) y (2.2), porque (Ab,Ua) es
una categorfa algebrdica (Ab = z-mod, Ab es isomorfa a z-mod y R-mod es alge

briica para cualquier anillo R).

En consecuencia, el corolario (2.4) caracteriza a las categorfas Abelianas
qﬁe son algebrdaicas, y en particular caracteriza los Abel-objetos que son
categorias algebrdicas. Luego, si un Abel-objeto resulta ser categoria al
gebrdica, para los sistemas Adjuntos definidos sobre ésta, son aplicables
Tos resultados obtenidos para Adj (Alg); y si no es categoria algebrdica son

aplicables los resu)tados obtenidos para Adj en el capftulo II.

Sea P0 : R-mod »+ C la equivalencia adjunto derecho e izquierdo de la equi
valencia H0 : C + R-mod en el teorema (2.3); sean M1 un sistema Adjunto de
finido sobre R-mod, M2 un sistema Adjunto definido sobre C un Abel-objeto el
cual es una categoria completa derecha con generador proyectivo pequefio,
Entonces, por el teorema (2.3), es posible encontrar un Adj-morfismo P0 :
M, + M

1 2
M1 y M2 adecuados. Esto nos gufa al siguiente resultado,

a través de la equivalencia Po : R-mod + C para sistemas Adjuntos

Corolario (2.5). Sea P0 : Ml +»M2 el Adj-morfismo mencionado antes con Xl,
X2 equivalencias. Sea R cualquier anillo y se Uo un R-médulo proyectivo fi
. . n _ N
nitamente generado, con matriz de Hankel, le : U0 - Y0 (donde U0 = X1 U1 y
Yo = XimYl) para M;. Respectivamente, sea PO(UO) el C-objeto obtenido bajo
. X n ., s

el Adj-morfismo P0 Yy P0 1Hm : P0 U0 > P0 Yo la matriz de Hankel de M2 (corg
lario {3.4-11)). Entonces (u.s.i.)

(2.5.1) lH; tiene una realizacién M1 con mdodulo de estados Q1 finitamente

n
generado <+ P0 le es recurrente por renglones;

n .. . P . =
(2.5.2) P, 1My tiene una realizacién M, con objeto de estados Q, Po(Ql)
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= 1H; es recurrente por‘reng]ones;
(2.5.3) Las afirmaciones (2,5.1) y (2.5,2) son equivalentes,

Demostracidn. Es consecuencia inmediata de la proposicién (5.13 [12]), 1a
definicidn (5.1[12]), el corolario (3.4-1I), el corolario (3.7-1I) y el he
cho de que Po preserva y refleja coproductos contables y tridngulos conmu

tativos.
De manera comp]etamente andloga tenemos el siguiente resultado.

Corolario {2.6). Sea P, : M =M, el Adj-morfismo mencionado antes con
xl’XZ’ equivalencias. Sea R cualquier anillo y sea U0 un médulo libre fini

. =x"u
DU Yy (donde Uy =X Y

Yy = XimYl) para M;. Respectivamente sea PO(UO) el C-objeto obtenido bajo

. , n .
el Adj-morfismo P y P, H  : P, U, > Py Y, la matriz de Hankel de M, ({co

tamente generado, con matriz de Hankel IHS

rolario (3.4-11}). Entonces {u.s.i.).

(2.6.1) lH; tiene una realizacién M, con midulo Tibre de estados Q, fini

tamente generado PJo lH; es recurrente por renglones;

(2.6.2) Po IHE tiene una realizacidn M, con objeto de estados Q, = Po(ql)

< lH; es recurrente por renglones;
(2.6.3) Las afirmaciones (2.5.1) y (2.6.2) son equivalentes,

Demostracién. Es consecuencia inmediata.de la proposicién (5.14{12]), la
definicién (5.1[12]), el corolario (3.4-11) el corolario (3.7-1I} y el he
cho de que Po preserva y refleja coproductos contables y triangulos conmu

tativos.

Observaciones: Clarzmente ambos resultados son consecuencia del primer me
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tateorema sobre sistemas Adjuntos., Por otro lado, en la cuasi-categorfa
Decomp (Abel) de todos los sistemas Descomponibles tomemos la sub-cuasi-ca
tegorfa cuyos objetos son las categorias completas derechas con generador
proyectivo pequefio y Abel-morfismos entre ellas. Es claro que en esta sub
cqtegoria valen los corolarios (2.5) y (2.6) para sistemas Descomponibles

definidos sobre cada uno de sus objetos de manera adecuada.

3. Resultados sobre sistemas Adjuntos en Top.

Como en las dos secciones anteriores presentamos algunos resultados sobre
sistemas Adjuntos definidos en Top, utilizando para esto algunos resultados

de teoria de topos.

Proposicidn (3.1). Para cualquier objeto ¢ en un topo T, o es inyective,

En particular 9 es inyectivo, donde  es el clasificador de subobjetos del

topo (ver (6.4) [20]). -

Proposicién {3.2). Enun topo los productos fibrados (pull backs) preser

van epimorfismos, i.e., si el siguiente diagrama

: K

c

€ —< o

._.._.E_.._,\)B
_—

S Y
es producto fibrado y e es epimorfismo, entonces también lo es e' (ver (6.5)

[20]).

Proposicién (3.3). Si T es un topo arbitrario, entonces las siguientes pro

posiciones son equivalentes:

(3.3.1) Cualquier objeto c en el topo es proyectivo;
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(3.3.2) Todos los epimorfismos en el Topo se escihden, i.e.,

Para cada epimorfismo e : A -»c existe un T-morfismom : ¢ + A tal que

em = 1c;

(3.3.3) E1 Topo T satisface el axioma de eleccién (ver (6.7), (7.5), [20]
y (2.1) |210).

Proposicién (3.4). Si en un topo T se satisface el axioma de eleccidn, en
tonces es Booleano, i.e., la férmula (Proposici6n Légica) (¥ x e Q) (XV>X)
(conocida como el principio del Tercer excluido) es vdlida en el lenguaje

interno L(T) del Topo (ver (7.4), (7.6), [20] 6 (12.1), (5), [21]) donde
">X" significa "NO X".
Corolario (3.5). Sea M1 un sistema Adjunto sobre un Top-objeto T con ma

c
triz de Hanel lH;. Entonces si xlnY1 =N para T-objetos Cn y para toda

n € H, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(3.5.1) IHQ tiene una realizaciébn Ml la cual es observable en tiempo d>0,

con dez;
(3.5.2) lH; es recurrente por columnas de grado d.
Demostracién. Es inmediato de la proposicién (3.1) y de 5.9, [12].

Corolario {3.6). Sea T un Top-objeto el cual satisface el axioma de elec
cibn y sea Ml un sistema Adjunto sobre T con matriz de Hankel lH;' Enton

ces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(3.6.1) IHQ tiene una realizacién M la cual es alcanzable en tiempo d>0,

con dez;
(3.6.2) lH; es recurrente por renglones de grado d.

Demostraci6n., Es inmediato de la proposicién (3.3) y de 5.8, [12].
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Proposicign (3.7). Sea T un Top-objeto el cual satisface el axjoma de elec

cién y sea Ml un sistema Adjunto sobre T con matriz de Hankel, 1H;. Enton
ces si XT Ul es Neteriano y el coproducto de un ndmero finito de T-objetos

es nuevamente Neteriano, las siguientes proposiciones son equivalentes:
n
(3.7.1) le es recurrente por columnas;

(3.7.2) 1H£ tiene una realizacidn M1 con Q1 un T-objeto de estados Nete

riano;
(3.7.3) EI1 T-objeto de estados candnico es Neteriano.

Demostracién. Por la definicién de Topo (2-1), el Teorema (23.7 [14]) y la
proposicidn (3.2), un topo cumple con la definicién 2 del Apéndice B eﬁ
[12]; entonces, en un topo son vdlidas la: proposicién 4 y el corolario 5
del Apéndice B en [12], por lo que la proposicidn (3.7) es consecuencia de

Ta proposicién (3.3) y el teorema 6 del Apéndice B en [12].

E1 corolario (3.6) y la proposicién (3.7) hacen resaltar el heche de que
en un topo T similar a set, como lo es aquel que satisface el axioma de
eleccion, debemos esperar también propiedades similares a las de set. Por
ello pensamos que seria posible extender la definicién de un functor cldsi
co X : Set + set y los resultados 5.6, 5.7 y 5.8 en [2], a un topo T sufi
cientemente parecido a set y especulamos que éste debe ser un Topo con pro
ductos, coproductos y bien punteado; esto Gltimo significa que el topo es
no-degenerado (el objeto inicial "C" y el objeto terminal "1" son tales
que 0 # 1) y tiene al objeto terminal "1" como separador (generador) (ver

cap. 5, [21]).

Por otro lado, el vinculo entre topos y 16gica hace posible que conceptos

definibles en un sistema Adjunto sobre un Top-objeto, a través de morfis
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mos con ciertas caracteristicas, o ciertos diagramas conmutativos, sea posi
ble interpretarlos en el contexto de 1a 16gica asociada al Topo particular
en el que se esté trabajando; por ejemplo conceptos como Alcanzabilidad, ob

servabilidad tienen las siguientes interpretaciones:

Para Alcanzabilidad, del diagrama (1.c) 1I y de I en [41] tenemos que

It

X,in Xr $
n+ly, 1 'n 11 1
X Ll — X (u ‘IX1U1‘1X1 U1V o qul—--—(]1

1
n+, Ml r
X vk v ) - (3.A)
in r [
0 . . 1 . 1
y oo oAy ) —Logq =y g

ademds si rp €€ V¥ el Top-objeto T donde estd definido el sistema Adjun
to Ml, satisface el axioma de seleccién, entonces por (3.3), tenemos que

existe my : Q) + EL_X conrym= lql, i.e.,

) 1
0
ool yv..) Tlq = —L g (3.8)

Para observabilidad, del diagrama (1.D) II y de I en [41] tenemos que
Gi - . . vty A 2 N 1 "n ntl _
Qg% @y X oy X (Y X Y K Yy ) e x Y =
s
T B [N (3.0)

% ="

ademds si o; €, entonces existe un Gnico morfismo, 1lamado el caracte

il

g n
1oy ~xy axt2y ~ 0
y QY XY K Y1 e By

ristico de op Que denotarenos car(ol), tal que el siguiente cuadrado conmu

tativo es producto fibrado
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donde 1 es el objeto terminal del Top-objeto T, donde estd definido el sis

tema Adjunto Ml’ Q2 es el clasificador de subobjetos en T, 0. es el dnico

O

morfismo de Q, en 1yTes el morfismo "verdad" en T (ver cap. 3, [20]).

W W
1 2. "2
> 9, X U550,

Notemos por otra parte que si existen T-morfismos X1U1
y Ql_l>xiY1, Ql _l> Xiz 1° e entonces por la propiedad universal del pro
ducto r, = Erl, wl, ”2’ ...] y el coproducto

Yooy = <By, My, Wpae>

estas igualdades son vdlidas para cualquier Adj-objeto, si existen los mor

fismos wl, wz, ces Y wl, wz, «... Sin embargo, en el caso de Top-objetos

tienen la siguiente interpretacidn 16gica

y 5l !
ll__ le lel l’-———ols “ae

y2 [
(U, VX U VXY L) 9,

B W
1 1 -
Up—Yi» Y——%"p> ...
(IO R S )
1 18R

o = <81, wl,_._>

Las equivalenciag 16gicas (3.A), significan que a partir de la fdérmula
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™1y e deduce 1a férmula X, (U,VX,U VX2U V...) a través de la deduccién
1 1 1'71771717°717]

(o demostracién) Xlinn; a su vez de la férmula X (U VX U VXlU .) se deduce

la férmula X Ql a través de la deduccisn (o dewostrac1on) X1 13 @ su vez de
la formula X Q, se deduce 1a formula Ql a través de la deduccién (o demos

tracién) 61 y ésta cadena de deducciones de la férmula X? 1U1 a Tla formula

Q1 es equivalente a deducir a partir de la formula X? 1U1, la f6rmula

(U VX U, VX U V...); a través de la deduccidn (o demostracidn) inn+1 y des

17171
pués, a partir de la férmula (UIVXIUIVXEUIV .), deducir la férmula Q- @

través de la deduccién ry (1 [31)

De manera completamente andloga interpretamos l1a otra equivalencia 16gica

( en (3.A) y las equiva]eﬁcias 16gicas (3.B), (3.C) y (3.D), donde los ob
jetos son interpretados como férmulas, los morfismos como deducciones (o de
mostraciones), las igualdades entre morfismos como equivalencias y las ope
raciones sobre morfismos como reglas de inferencia, en un sistema deductivo
que puede asociarse a cualquier categoria. Ademds, el producto entre dos
objetos (si existe) se interpreta comoc la conjuncién de las respectivas fdg
mulas asociadas a Jos objetos y el coproducto entre dos objetos (si existé)
se interpreta como la disyunci6n de las respectivas férmulas asociadas a '

los objetos (ver [41]).

Ncsotros denotamos férmulas con el mismo simbolo que para objetos; el sfmbé
Jo - significa deduccién y los sfmbolos ~, V y =, significan conjuncidn,
disyuncion y equivalencia, respectivamente, Finaimente, el sfmbolo E_:KE":.-
significa que las deducciones Kl’ KZ‘ ... se infiere la deduccién K (ver
[41]). Claramente en una categorfa con (P.C.C.) existen conjunciones y dis
yunciones contables entre las respectivas férmulas asociadas a los objetos

en cuestidn, tomando a la categoria como sistema deductivo, Es importante

MV
aclarar que en un Top-objeto no dGnicamente tenemos asociado un sistema de
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1

ductivo como en una categoria arbitraria; tenemos ademds asociada upa 16gi
ca intuicionista que en particular puede ser cldsica y bivaluda, dando lu

gar asf a interpretaciones mis ricas e interesantes (ver [20], {21] y [41].

4., Ejemplos de Sistemas Adjuntos.

En los artfculos [113, [2], [81, [111, [12], [13] y [14] estdn dados una
gran variedad de ejemplos de sistemas Adjuntos, de los cua]es mencionaremos
algunos. Dentro de los sistemas discretos deterministicos tenemos los sis
temas lineales 1.5 [12], sistemas sobre grupos 1.9 [12], miquinas secuen
ciales 2.8 [12] para dimensién finita; los sistemas lineales en espacios re
flexivos de Banach (2) [22] y sistemas en espacios topologizados linealmen
te (3) [22] para dimensi6n infinita; Tos sistemas bilineales 4.2 [1], siste
mas polinomiales 4.3 [1] y sistemas algebrdicos de ecuaciones diferenciales
2.3 [8], para los no lineales. Dentro de los sistemas discretos estocdsti
cos tenemos varios ejemplos en [23] para el caso particular de sistemas Ad
juntos, y autématas no-determinfsticos en 4.11, [2]; para sistemas mujti]i
neales ver [24]. Dentro de sistemas continuos lineales de dimencién finita

e infinita tenemos varios ejemplos en [7].

A continuacidn presentamos un posible ejemplo de sistemas no-l1ineales con

tinuos, i.e., especularios con que sea sistema Adjunto,

Este ejemplo es una generalizacidn de los sistemas bilineales y representa
una amplfa clase de sistemas no-lineales (ver [27]); el ejemplo son los sis

temas descritos por ecuaciones diferenciales de la forma

- m
X=flx)+ 1 gi(§7 u,
i=1 !

Yj = hj(x) . J=1, eney 2‘,
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donde los estados (x) evolucionan en una variedad ¥ que es un conjunto
abierto de Rn; f, gys «++s 9y SON campos vectoriales analfticos definidos
en N, hl’ vens hg son funciones analfticas definidas sobre N y Ups -ees Up
son funciones reales. Pensamos que probablemente este ejemp]o se pueda des
cribir como un sistema Adjunto sobre Ja categoria "Var" de variedades dife
renciales y mapeos o mapeos Cm, es decir, analiticos o una subcateqorfia
adecuada de Var la cual sea un canC objeto, Sin embargo, en principio,
como se trata de sistemas no-lineales y continuos, nos parece que no es ip
mediato dar la construccién como sistema Adjunto especifico, puesto que aln
en el caso mds sencillo de sistemas lineales continuos fdescomponib)es", se
complica mds que en el caso de sistemas discretos como se puede ver en [7].
Por tanto, queda abierto e] problema de estab]ecer Ta construcciodn de] sis
tema Adjunto (si es que existe) que describe a estos sistemas no-]inea]es

que describe a estos sistemas no-lineales de especial interés en teoria de

Control.

Otros ejemplos interesantes estdn en la categoria de los M-conjuntos y los
M-homomorfismos entre ellos denotado M-Set, la cual describiremos brevemen

te a continuacion:

Sea M=(Mo,*,e) un monoide, i.e., un conjunto M, con una operacidén binaria
definida sobre é1 *:MoxMo—vMo la cual es asociativa, y "ef el e]emento neu
tro respecto de esta operacién, e*x=x*e=x para todo sto. Entonces, cual
quier meM determina una funcion xm:MeM, 1lamada multiplicacién izquierda

por m, y definida por la regla Am(n)zm*n para toda neM, Asi obtenemos una

familia {Am:meM} de funciones, indexadas por M, la cual satisface

= =a*m=m:
(4.1) A IM, porque Ae(m) e*m=m;

(4.79) A 02X =

. Am*p‘ porque Am(kp(n))=m*(p*n)=(m*p)*n.



Las condiciones (4.1)-y (4.fi);éstab1ecen que, {km:meM} con la composicidgn
de funciones como operacin binaria y Ae como elemento neutro, forman un mo

noide.

La nocidn anterior puede generalizarse a un conjunto X arbitrario, como si

gue:
Sea A:MxX-X una funcidn, definida por A(m,a)=Am(a) para toda meM y aeX.
La cual satisface

(4.i7i) Ae,a)=a para toda aeX;

(4.iv)  Am, alp,a)) = A(w*p,a) para toda aeX.

Una funcién A con esas caracteristicas es 1lamada una accién de M sobre el
conjunto X y un M-conjunto serd un par (X,A}, con X una funcién como la

acabamos de describir.

Un M-homomorfismo entre M-conjuntos (X,A) y (V,u), denotado por f:(X,A) +
{Y,u) es una funcién que preserva acciones f:X + ¥, i.e., el siguiente dia

grama conmuta para cada meM

, flx(m,a))= {m,fla)) para toda

aeX y meM.

Claramente para distintos monocides M tendremos distintas categorfas M-Set
(ver 4.6 [21]. También en [21) se demuestra que estas categorfas son topos
los cuales tienen (p.c.c.), por )o que son ?op-objetos y que si el monoide
M es un grupo, entonces el topo M-Set es cldsico y s6lo en ese caso, tenien

do asi una 16gica cl4sica y bivalente asociada a é1; si el monoide M no es
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M no es un grupo, entonces la 16gica no es cldsica y no es bivalente (ver
5.4 [21]). E1 interés en este ejemplo radica en el hecho de que un siste

ma dindmico entendido como una ecuacién de la forma

X = v(®)
donde X es un elemento de una variedad N, la cua] es en general un conjun
to abierto de R" y v es un campo vectorial suave definido sobre f, puede
ser visto en cierto sentido como la accién de un grupo sobre un conjunto
con algunas caracterfsticas adicionales sobre M y X (ver [28] y 8.1, [29]).
Ademds esta categoria da Tugar a interesantes caracterizaciones para algu
nas categorfas, como setC [30] y tiene otras propiedades interesantes, por
ejemplo, el Teorema de Hahn-Banach en M-set [31]. En este caso no es pro
blema definir sistemas Adjuntos, sa]vo quizﬁ, que en cierto sentido, M-set
es una categoria de "sistemas dindmicos ceneralizados”, Este ejemplo, en
consecuencia, nos permite darnos una idea de las relaciones entre sistemas

dindmicos, andlisis, 10gica y sistemas Adjuntos, entre otras cosas.

Finalmente, una c]ase de categorias interesantes sobre las cuales se puéden
definir sistemas Adjuntos es Setc, con C una categoria pequefia, las cuales
son topos con {P.C.C.) (ver [16]). En este caso, queda incluido el ejemplo
anterior, dado que la categorfa M-Set es equivalente a la categorfa Setc
donde C es una categoria con un solo objeto y M puede ser identificado con
hom (C,C) (ver 9, [20]). Por otro lado resultados interesantes sobre topos,
como el teorema de descomposicion espectral para matrices reales simétricas
en topos [32] y la descripci6n de la teorfa constructiva de ecuaciones dife
renciales en andlisis computable para topos [33], abren la posibilidad de
extender 1a teorfa cldsica del control de sistemas lineales en espacios vec

toriales, a topos, dando lugar a una amplia gama de posibilidades en el es
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tudio de tal teoria.

Un G1timo interesante ejemplo de topos es ]a categorfa de conjuntos borrosos
pero con la igualdad redefinida para ser borrosa también; entonces la cate
gorfa resultante es un %op—objeto (ver [34] y [42]). Este ejemplo estable
ce todo un universo de.conjuntos borrosos para definir sobre ellos sistemas
Adjuntos, abriendo de ésta manera una amplia gama de posibilidades en 10'

que refiere a sistemas no-deterministicos incluidos en Adj.

Como ejempio final mencionaremos el Catpc—objetp, Top el cual estd consti
tuido por espacios topoldgicos, y funciones continuas entre ellos, Este
ejemplo nos parece que ha sido poco estudiado en lo que respecta a definir

sobre &1 Sistemas Adjuntos.

5. Comentarjos generales y perspectivas,

Comenzaremos indicando que este trabajo es el primer paso hacia una teoria
general de modelado en sistemas; una fuente de posibles perspectivas a de
sarrollar en el.corto y mediano plazo; puede entonces considerérsele como
1a parte inicial de un proceso que esta en sus primeras etapas de desarro

1lo.

Nos parece interesante resaltar que la cuasi-categoria Adj, como universo

de sistemas, es realmente un primer paso hacia una teoria general del mode
lado de sistemas, dado que contiene una gran variedad de los sistemas cono
cidos a la fecha y tiene un gran potencial para modelar sistemas nuevos de
bido a 1a variedad de estructuras matemdticas que es posible encontrar en

ella, como mencionamos en las primeras secciones de este capitulo. Sin em
bargo no es el enfoque mas general que podemos dar al problema de modelado
en sistemas; como mencionamos en la introduccién, los A-autématas y los A-

automdtas implfcitos [23] son ejemptos de un enfoque mds general en el cual
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los sistemas adjuntos son un caso particular., Es precisamente en el enfoque
dado por ellos que se tienen mejores posibilidades para modelar sistemas no-
determinfsticos, como lo hacer ver [23] y [25], incluyendo también a siste
mas deterministicos claramente, dado que un sistema Adjunto es un caso par
ticular de ellos. Es por ello, que esta posibilidad adicional y por su ma
yor generalidad, que los A-Automdtas y los A-Automatas implicitos son una
fuente de perspectivas atin mds interesante que los sistemas Adjuntos, dan
do lugar asi a la perspectiva de estudiar uan posible categoria de A-Automd
tas y una categoria de X}-Automdtas implicitos, lo que traeria como conse
cuencia inmediata un universo de sistemas mds amplio que el establecido por

Adj.

También nos parece interesante resaltar el papel fundamental, que desempefia

en este trabajo la Teoria de Categorias; gracias a ella es que pudimos esta
blecer una organizacion sobre una amplia clase de sistemas, clasificdndolos

y relaciondndolos. También es gracias a ella que pudimos establecer un mar
co de trabajo adecuado para los sistemas Adjuntos, como 1o es la cuasi-cate
goria Eatpc. Por otro lado, nos permitid establecer los metateoremas de 1a.
seccion 5, capitulo II, y nos dié la herramienta para demostrar los resu]ti'

dos presentados en este trabajo.

Una de las alternativas para continuar aplicando teorfa de categorfas a teo
ria de sistemas es a través de "Triples" o "monadas", [16], como 1o mues
tran [2], [25] y mds recientemente [26]., Estas ap]icaciones y otras de la
teoria de categorfas, hacen ver las posibilidades que adn pueden desarrollar

se en teoria de sistemas usando estas herramientas.

Ahora centremos nuevamente nuestra atencion en Adj y notemos que dentro de
ella existen varios "universos de discurso" para sistemas o universos de

sistemas, en varios "niveles" segln el "marco de referencia"; por ejemplo
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sea Cun Catpc-objeto, entonces Adj(C) denota 1a cuasi-categorfa de todos
los sistemas Adjuntos definibles en C con Adj-morfismos entre ellos., Clara
mente Adj{C) es una sub-cuasi-categoria de Adj, pero también los es, por
ejemplo, Adj{Alg) y, sin embargo, como universos de sistemas Adj(Ajg) es my
cho mds “"grande" que C y claramente estd en otro nivel, puesto que Alg es
una cuasi-categoria cuyos objetos son categorias y la categoria C no necesa
riamente tiene como objetos categorias. Otro ejemplo seria tomar una sub-
cuasi-cagegoria de Alg, la cual denotamos ng; entonces Adj(alg) también
tiene un "nive]f distinto de Adj(C), etc. Por ello, convenimos en conside
rar a Adj{C) una sub-cuasi-categoria de Adj de primer nivel y Adj como sub-
cuasi-categorfa de si misma en el G1timo nivel. Sin embargo, los sistemas
adjuntos abstractos no estdn consigerados en Adj, por lo que podriamos con
siderar una cuasi-cuasi-categoria Eatpc cuyos objetos sean categorias no ne
cesariamente pequefias con (p.c.c.) y (e,u)-Factorizaciones para definir Adj
la cuasi-cuasi-categoria de sistemas Adjuntos sobre ella y Adj-morfismos en
tre ej1os en la cual estarfan también los sistemas Adjuntos abstractos. En
sintesis, una caracterizacion adecuada de los "universos de discurso" para
sistemas en Adj requiere de un estudio profundo y del vinculo con otras dis

ciplinas como l1a 16gica, teorfa de clasificacion, etc.

En lo que respecta a los ejemplos presentados en las primeras secciones de
este capitulo, debemos decir que son una muestra muy elemental de lo que se
puede hacer sobre ellas (i.e., en Alg, Abel y ?op), tomando en cuenta los
actua]es conocimientos que sobre éstas se tienen, por ejemp)o, en ?op cada
objeto puede ser visto como un universo de conjuntos variables [34], dando
lugar a interesantes interpretaciones al definir sobre €1 sistemas Adjuntos,
como la seméntica asociada a topos de la forma Setc con C unz categoria pe
quefia en (9, [20]). Ademds, estos ejemplos son una pequefia muestra de Tos

posibles ejemplos que podemos encontrar en Eatpc para definir sobre ellos
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sistemas Adjuntos. Por ejemplo, no se ha hecho ningin estudio sobre las
propiedades de Sistemas Adjuntos definidos sobre las categorfas bicartesiana
mente cerradas con (P.C.C.) (ver [16]), entre otras. Esto abre una gama muy
amplia de posibilidades en el estudio de sistemas Adjuntos sobre categorias

distintas de las usuales.

Por otra parte, notemos que el comentario en la seccién anterior sobre la po
sibilidad de extender la teorfa cldsica del control a topos, abre la posibi
lidad de extender la teoria del control a sistemas Adjuntos, A-Automitas, y
A-Automdtas implicitos; por ejemplo entendiendo los conceptos de regu}ador,
controlador y condiciones de existencia para éstos, extendiendo los concep
tos de observador, estabilizacidn, y condiciones de existencia para éstos,
y generalizando el principio del modelo interno para ellos . En el enfoque
Algebrdico de sistemas estos conceptos ya estdn planteados, como lo muestran
[35], [363, [37], [38] y [39], por lo que es factible que no impliquen un
problema muy dificil en el enfoque categdrico de sistemas, abriendo asf el
camino hacia una teoria generalizada del control y la unificacién de los
distintos enfoques de la teoria de control (por ejemplo, controi de sistg
mas estocdsticos, control de sistemas lineales, control de sistemas bilinea
les, etc.). Ademds, permitiria, entre otras alternativas, un vinculo direc
to con la légica; por ejemplo, en el caso de sistemas Adjuntos definidos so
bre %op-objetos, dependiendo del tipo de 16gica asociada al ?op—objeto en
el que se esté trabajando, interpretariamos en el contexto de esa 1dgica
particular conceptos como regulador, controlador, estabilizacién, observa
dor, etc. dando lugar a la posibilidad de un estudio de la teoria del con
trol, desde un punto de vista formal, En sintesis, las a?ternativas y posi
bilidades a desarrollar en el enfoque categbrico de sistemas, son muy am
plias y prometedoras, abarcando inclusive campos como el de 1a Biologia Ted

rica, la Fisica y la Socio]ogfa (ver [40]) y posiblemente otros.
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La teorfa de sistemas Adjuntos es autoalusiva en cierto sentido, i.e., se
aplica a s misma de cierta manera, por que, como observamos en la seccidn
5 del capitulo II, cualquier Eatpc-objetc puede ser visto como una latiz,
pero la categoria de latices y homomorfismos de latices Lat es un Eatpc-objg
to, por lo que en cierto sentido 1§ cuasi-categoria Eatpc contiene un objeto

Lat sobre el cual se puede establecer la teoria de Sistemas Adjuntos.

Como la mayoria de las ciencias utiliza modelos matemdticos, es importante

contar con una teoria adecuada para estos.

Una teoria general y unificada para modelos de sistemas (o simplemente sis
temas entendidos como modelos tedricos) traeria como consecuencia grandes :

beneficios para la ciencia en general.

Creemos que esto no siempre ha sido fdcil de lograr en el proceso de evolu
cidn de la Ciencia, y que de hecho no se ha logrado completamente, hasta
ahora; quizd en un futuro no muy lejano, se logre por primera vez de manera
completa, aunque tal vez sdlo por un tiempo limitado, hasta que se encuen
tre (b se invente) un modelo que no sea contemplado en esta teoria., Pensa
nos Que un buen candidato para tal teoria general es el enfoque categdrico
de sistemas o una generalizacidn de éste y esperamos que el futuro nos dé la

razon.
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