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INTRODuccum 

explicar 	y 
granulares 

Para 
materiales 
mecánica 	de 
conceptos de 
simplificaci6n 
se pretende 
bajo carga. 

predecir el comportamiento de los .  

(arenas, gravas. enrocamientos). la 
suelos ha recurrido tradicionalmente a los 
la mecánica de los medios continuos. Esta 
encuentra rápidamente sus limitaciones cuando 

abordar fen6menos como la rotura de partículas 
La necesidad de una teoría especffica de los 

medios granulares considerados como agregados de elementos 
discretos es por tanto obvia. 

Los esfuerzos para desarrollar una teoría de este tipo han 
sido numerosos pero solamente parcialmente exitosos. En 
efecto, un planteamiento que pretenda tornar en cuenta el 
carácter discontinuo de los medios granulares debe basarse por 
una parte 
es decir-
por otra, 
mecánicas  

en un modelo descriptivo aceptable de la estructura, 
de la configuraci6n geométrica de estos medios, y, 
en hip6tesis realistas respecto a las interacciones 

que se presentan entre sus elementos const-itutivos. 
Ambos aspectos presentan dificultades considerables. 

En este trabajo, se aborda casi exclusivamente el primer 
aspecto, es decir la definici6n geométrica de la estructura de 
los medios granulares. Este enfoque, algo limitado, resulta 
sin embargo fructifero y Permite establecer un cierto número 
de resultados de utilidad práctica. 

Se busca presentar 
precisi6n una serie de 
se 	proponen 	varios 

en forma sistemática y definir con 
conceptos dispersos en la literatura y 

más susceptibles.de facilitar la 
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descripción geomtrica de la estructura de estos medios. 

RP recurre ampliamente a los W,:dodos de la teorla de la 
Probabilidad Y de la estadística y a las nuevas posibilidades 
que ofrecen 	las computadoras digitales para procesar 
rápidamente grandes cantidades de datos. En particular, se 
muestra que la simulaci6n con una computadora de la geometría 
Y, en el futuro, del comportamiento mecánico de los suelos 
ofrece perspectivas prometedoras para el estudio de estos 
materiales. 

Se 	muestra, asimismo, que la teoría de los procesos 
estocásticos constituye un marco conceptual útil para la 
descripción de la estructura de los suelos granulares. Esta 
teoría permite abordar en forma racional el problema de la 
heterogeneidad y separar este fen6meno de las variaciones 
locales no significativas atribuibles a lo que en este trabajo 
se propone llamar "efecto de escala geométrico". 

Se analizan tarnbien con cierto detalle algunas de las 
relaciones que unen en forma cualitativa o cuantitativa la 
estructura v las propiedades Indice, mecánicas e hidráulicas 
de los materiales granulares y se sugieren diferentes líneas 
de investigación en esta dirección. 

Tratando de definir un panorama tan completo como sea 
posible de los conocimientos y técnicas actualmente existentes 
para el análisis y la descripci6n de la estructura de los 
medios 	granulares, 	se revisa un número importante de 
resultados obtenidos previamente por otros investigadores. En 
particular, este trabajo no puede desligarse de los estudios 
pioneros desarrollados por los Profs. R.J. Marsal y J. Alberro 
Y sus colaboradores sobre este mismo tema. Por otra parte, los 
trabajos del matemático G. Matheron, aunque enfocados hacia 
otros tipos de aplicaciones, fueron de una gran ayuda Para 
definir en forma racional varios de los conceptos que se 
analizan en este estudio. 

Los resultados de este trabajo deberían ser útiles al 
ingeniero, principalmente en aspectos como las técnicas de 
muestreo, el dimensionamiento de especímenes, el diseVio de 
mezclas, etc. Sin embargo, la mayor ambición de este trabajo 
es constituir una contribuci6n al desarrollo de una teorra 
específica de los medios granulares. 

Los desarrollos matemáticos largos que podrían interrumpir 
la continuidad de la lectura se presentan en el Anexo I. Por 
otra parte, en el texto se hace referencia a programas de 
computadora que fueron desarrollados corno parte de este 
trabajo. 	La lista completa de estos programas, que se 
encuentran disponibles con el autor, se incluye en el Anexo 



DEFINICION GEOMETRICA DE LOS 
MEDIOS GRANULARES 



2» DEFIÑICION GEOMETRICA DE LOS MEDIOS GRANULARES - 

nONCEPTOS GENERALES 

Describir la estructura de un medio granular, constituido 
por partículas de MUY diversos t.:amarlos y formas y por 
complejos intersticios, parece ser una tarea imposible. Sin 
embargo, esta diversidad se acomparia de una gran monotonla 
son los mismos granos y poros los que se presentan en 
diferentes puntos del medio con variaciones que, 
frecuentemente, no son realmente significativas. Es por tanto 
posible 	intentar expresar lo esencial de estas formas 
geomátricas complejas a través de parametros v funciones 
relativamente simples. Este aspecto es el tema del presente 
capitulo. 

Tradicionalmente, las características estructurales de los 
suelos granulares 	se han descrito a través de las 
distribuciones 	granulomátricas, 	de 	diversos •"parámetros 
descriptivos de la forma de los granos Y de los conceptos de 
porosidad, de relaci6n de vacíos y de compacidad relativa. En 
el inciso 2.2 se revisan brevemente estos conceptos. 

Para una descripcii5n más completa de la estructura, se 
muestra en el inciso 2.2 que es posible recurrir a varios 
conceptos adicionales. Se hace un amplio uso del lenguaje 
Probabilista que resulta MUY cómodo para esta descripci6n. 
Cabe aclarar que, en elpresente conteldo, salvo menci6n 
explícita de lo contrario, la probabilidad debe entenderse en 
su aceptacián frecuencial. 
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Se establecen por otra parte diversns resultados fiailes 
aplicables 	a 	materiales 	constituidos 	P r Partículas 
aprol-limadamente esféricas. 

2.2 PARAMEIROS Y FUNCIONES USUALE PARA LA DESCRIPCION DE LA 
ESTRUCTURA 

Tamano de part.ícula y distribución granulometriea 

Para describir las partículas de un medio granular en 
forma concisa, se busca recurrir a parámetros sencillos que 
reflejen sus dimensiones, de preferencia a través de un 
"tamalo" único. 

Las partículas que se encuentran en la naturaleza son 
generalmente de forma irregular Y es dificil asignarles una 
dimensi6n. De hecho, no emiste un método de aceptación general 
para definir el tamaña' de una partícula irregular en términos 
geométricos.Sin 	embargo, 	cp han desarrollado 	v arios 
Procedimdentos para asignar a cada partícula una diámetro que 
resulta útil para muchos fines prácticos 

a) Análisis mecánico 

El análisis mecánico es el método más empleado para la 
definición de los tamaños de las partículas constitutivas de 
un suelo granular. Consiste en hacer pasar el material por una 
serie de mallas de diferentes dimensiones Y de forma 
generalmente cuadrada o circular. Se asigna a cada partícula 
un tamaño comprendido entre la dimensión de la malla más 
grande en la que haya quedado retenida y la de la malla más 
Pequeña en la que haya lograd':' Pasar. 

b) Método de la esfera equivalente 

A cualquier partícula irregular, puede asociarse una 
partícula regular equivalente : un cubo, una esfera u otra 
figura geométrica simple. La equivalencia se eTtablece en 
términos del volumen o del área superficial. 

Así. para establecer el tamaño de una partícula en términos 
del volumen de una esfera equivalente, es posible determinar 
el volumen v de dicha partícula, por ejemplo sumergiéndola en 
agua, e igualar el resultado con el volumen de una esfera 
hipotética. El volumen de una esfera de diámetro ti es TrD3 /6  , 
por lo que el diámetro nominal equivalente es aquél dado por 
la ecuaci6h 
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(2.1) 

Dado que la superficie de una esfera es UD , el diámetro 
equivalente en t1:2rminos del área superficial es. en la misma 
forma 

.0 
- (a/TW (2.21 

donde 

a Area superficial de la partleula. 

e) Promedio de . mediciones directas 

A partir de mediciones directas de las dimensiones de una 
parti'.cula es posible obtener alg6n tipo de prumedio 
representativo (aritmético, geomlitrico, arm6nico, etc.). As‘, 
Mar-sal 119721, recurre a la medici6n de las dimensiones de la 
particula séglin tres direcciones ortogonales Y calcula el 
promedio aritmético. 

El concepto anterior puede generalizarse definiendo el 
diámetro de la partícula como' el valor esperado EiPR}  del 
diámetro DR  medido segLin una direcci6n aleatoria que pasé por 
el centro de gravedad de la particula (Fig 2.1.a). Se tiene 
entonces : 

fE{DR 3 = El/(47r)) 	Ein zsco 	 (9.3 ) 

donde 

Angulo s6lido elemental igual a 

51 Esfera de radio unitario 

0 S ix 	dp 

d) Diámetro efectivo (ley de Stokes) 

El metodo del diámetro efectivo 
pequeñas y se basa en la ley de Stokes 
cuerpo en un medio liquido. Se deja 
líquido y se mide su velocidad de 
partícula el digmetro de una esfera 
velocidad ESARH, 1970]. 

se usa para partículas 
que rige la carda de un 
caer la partícula en el 
caída. Se asigna a la 

que caer-  la con la misma 

Si 	se 	determinan, con base en alguna de las 
definiciones anteriores, los tamaños de un número suficiente 
de partículas que constituyan una muestra-representativa del 
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Y 

G Centro de gravedad 
DR Diámetro 

1 0.1 10 

1 

F
3v 

(d) 

0.8 

0.6 	 

0.4 	 

ARENA 	 GRAVA 

0.2 

i  

100 	 1 000 
Diámetro d en rnm 

a) Diámetro de uno partícula 

(4) Material bien graduado ( Cu= 10 ; Cc= 1.3 ) 

(B) Material uniforme ( Cu= 1.47 ; Cc= 0.92 ) 

b) Ejemplos de distribuciones gronulométricos (escala semilogarítmica) 

Fig 2.1 Tamaños de particulas 
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. 
medio, es posible definir una distribueion granulometrica, es 
decir una función F V 

 (d) definida como sigue 
3  

F (d) = Proporcion, en peso, de part(culas con diámetro 
menor o igual que d 

Si el valor de la densidad de s6lidos puede considerarse 
constante, resulta equivalente definir la función anterior en 
términos de volumen o de peso. Esta equivalencia se supone 
aceptable en todo este trabajo. 

La 	función F25v,(d) es monot U icamente no decreciente y 
alcanza el valor mamimo de 1007. para diámetros iguales o 
superiores al de la part(cula más grande de la muestra. Es 
posible dar una inter'pretaci'Sn probabilista simple a e‹.i.ta 
funci6n. En efecto, Flw(d) representa la probabilidad de que un 
punto tomado al azar dentro de los granos pertenezca a una 
partícula de diámetro menor o igual que d. La derivada Vd) 
de F.:3V (d) respecto al diámetro se conoce como densidad en 
volumen de los diámetros de partícula y es una funci6n tal 
que: 

f3v(d) Q d = Proporcion, en volumen, de particulas con 
diámetro comprendido entre d y d +Lld 

La forma de la curva granulom6trica representativa de 
FV  (d) suele describirse mediante los coeficientes siguientes : 3 

donde 

- Coeficiente de uniformidad : 

u 	D
60 

/D
10 

(2. 4 ) 

Ü 60  TamaF:o tal que, en peso (o volumen), 60 % de las 
particulas tengan un tamaño igual o menor 

EL 	Tamallo tal que, en peso (o volumen), 1.0 % de las 
particulas tengan un tamal° igual o menor (tambill.n llamado 
diámetro efectivo) 

En realidad, Cu  es un coeficiente de no uniformidad 
Puesto que es menor cuanto más uniforme sea el material. Los 
suelos con Cu  menor de tres se consideran muy uniformes; las 
arenas naturales rara vez presentan valores de Cu  menores de 
dos. 
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- Coh-ficiente de curvatura 

donde 

Este coeficiente se define como 

a 
(D

30 
) 1 ( 	. 	) 

10•60 
(2.5) 

,. 0 T mia7lo tal que, en peso (o 
par t iculas tengan un' tamaRci igual 0 menor 

volumen), 30 7. de las 

Los valores de este coeficiente varlan entre uno y 
tres en suelos bien graduados. 

En el caso de suelos gruesos, surge la duda de cuál es 
el tamalo mlnimo de la muestra que debe someterse al análisis 
para obtener resultados representativos. Este problema se 
analiza más adelante en los incisos 2.3.7 y 4.2. 

1 	 En la Fig 2.1.b, se ilustran los conceptos anteriores 
con dos distribuciones granulom6tricas correspondientes • 
respIctivamente a un material bien graduado Y a un material 
uniforme. 

2.'D.2 Forma de las partrculas 

La 	forma de las part iculas de los suelos granulares 
suele simplemente describirse con términos cualitativos corno 
redondeada, subredondeada, subangulosa o angulosa (Fig 2.2). 

Una partícula se llama conveKa si al unir cualquier par-
de puntos internos de la partícula mediante un segmento de 
recta, todos los puntos del segmento pertenecen a dicha 
partícula. 

La manera más satisfactoria de describir la forma de una 
partícula convexa consistiría probablemente en recurrir a los 
parámetros estadísticos (valores emtremos, v6riancia y 
momentos de orden superior) del diámetro DR  (Fig 2.1.a). Sin 
embargo, por sencillez, se suelen usar parámetros más simples 
y más fáciles de medir. 

Idealizando la forma de los granos (Fig 2.3), es posible 
asignarles tres dimensiones ortogonales : longitud L, ancho 13 
y espesor T 	se dice en forma general Warr,19771 que : 

La partícula es equidimensional si 	L B T 

10 



(d) 
	

(e) 

 

(c) (a) (b 

FORMAS: 
a) Angulosa 
b) Subangulosa 
e ) Subredondeada 
d) Redondeada 
e) Bien redondeada 
f) Lajeado 

(f) 

Fig 2.2 Forma de particulas. Términos descriptivos usuales 
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Imagen proyectada 

  

  

a ) 
L 

 

     

     

b) 

Fig 2.3 Forma de partículas. Conceptos de longitud L 
ancho B y espesor T 

Circulo con misma área 
que la proyección 

Plano de máxima 
estabi 1 idad 

B 

Fig 2.4 Forma de partículas. Concepto de diámetro proyectado Dp 
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▪ La partícula tiene forma de placa si L 	> 

. La partícula tiene forma d' aguja si L 

Heywc»:'d E1947] defini6 las siguientes relaciones: 

. Orado de aplanado 	 f = L; /1. 

. Alargamiento 	 e = L/13 

▪ Diámetro provectado 	D = 	Ndr(4/V)a EY. \/(4/W)BL'  

El diámetro proyectado es el diámetro de un círculo que 
tiene la misma área a p 	que la proyecci6n de la partícula 
paralelamente a su espesor, es decir en su plano de máxima 
estabilidad (Fig 2.4). 

Wadell (1932] definió como grado de esfericidad de una 
partícula la relación 	Y = a' /a , donde a es el área 
superficial de la partícula y a' el de una esfera de volumen 
igual al de la partícula. El valor limite 'V= 1 se presenta 
cuando la partícula es precisamente una esfera. 

Puesto que las mediciones de esfericidad resultan 
excesivamente laboriosas, Wadell sugirió usar : 

donde 

Y 	D /D 1 - 	p c (2.6) 

DP 
 Diámetro proyectado definido arriba 

• 

Dc 	Diámetro del circulo mas pequeño circunscrito al. área 
proyectada. 

donde 

Como alternativa, Wadell propuso usar tambiln: 

Y2 = De/L 
it• 

(2.7) 

D
e 

Diámetro equivalente en tárminos de volumen (Ec 2.1). 

Los parámetros 1  y 4le varían también entre O y 
correspondiendo este intimo valor a esferas. 

La definicii5n de la Ec 2.6 es objetable puesto que una 
partícula con forma de pastilla (cilindro de poca altura) 
podría tener una esfericidad de uno. Patio y Alberro [19833 
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sugieren por tanto usar 

3 
a /a 

S 	19  
(2.P.) 

donde 

a 	Area de la proyecci6n de una esfera con volumen igual 
al de la partícula 

a 	Area de la Proyección de la partícula paralelamente a 
SU espesor. 

Marsal E1972] propone otro mátodo para definir la forma 
de las partículas que componen un material determinado. El 
Procedimiento consiste en determinar las dimensiones Di  Y 2  
y D3  de las partículas segGn ejes aproximadamente ortogonales 
y en calcular el promedio aritmiltico tlar jr 	de estos tres 
valores. Se define entonces un factor de forma r,, que queda 
expresado por la siguiente relación 

donde 

3 
= 6 	T riarir ) U.,  01 

y Volumen de la partícula medido directamente 

Se trata por tanto de la relaci6n entre el volumen de la 
partrcula y el de la esfera de diámetro igual al promedio 
aritmético de los tres diámetros medidos. Además, Marsal 
caracteriza la forma a travás del parámetro D /Darít donde. D3 
es el mas pequeflo de los tres diámetros determinados. 

Para describir la forma de los agregados para concreto, 
es usual EVenuat, 1961] recurrir al concepto de coeficiente 
volumltrico, análogo al factor de la Ec 2.9, Pero expresado en 
tIrminos de la dimensi6n máxima de la partrcula, D mzy 

3 
e = 6v/ ( lY Ei ált  (2.10) 

Otro parámetro ampliamente usado para caracterizar la 
furma es la superficie específica. Es usual llamar superficie 
especifica de una partícula a la relaci6n 

s = a/v 	 (2.11) 

donde 

a Area superficial de la part(cula 

14 



Volumen de la part(eula 

Las partrculas esfjricas son las de menor superficie 
específica (6/D) 

Para una muestra de material granular se define en forma 
análoga la superficie específica como : 

a/ Z~. v 	 (2.12) 

donde 

a Suma de las superficies de las partrculas de la 
muestra 

y Suma de los volámenes de las mismas partículas 

Sin embargo, algunos autores prefieren definir la 
superficie específica de una muestra como: 

S = 2: a/VI. S (1-n) (2.13) 

donde 

VT Volumen total de la muestra 

Porosidad (2.2.3) 

Esta segunda definici6n no es usual en mecánica de 
suelos pero se emplea comunmente en otras especialidades como 
la ingeniería petrolera o la biología Meibel, 1966]. 

n n Porosidad, compacidad, relaci6n de vacíos y compacidad 

relativa 

Varios parámetros, sensiblemente equivalentes, se usan 
Para representar las proporciones de s6l idos y vacíos en un 
medio granular : 

a) Porosidad 

Si VT 
	

es el volumen total de una muestra de suelo y Vs, el 
vDlumen de la fase sólida contenida en—ella, es decir el 
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volumen a de ls partículas del suelo, el volumen de vacíos es 
Vv 	= VT 	V9 	 entiende por porosidad la relaei6n del 
volumen de vacíos al volumen total de la muestra de suelo 

/VT 	(VT 	V .  )/V.. 	 (2.14) 

Se observa que si el volumen de la muestra es muy peque7io 
(o las partículas muy grandes respecto a dicho volumen), la 
porosidad puede acercar cp a los valores el<tremos O (vacros 
solamente) y 1 (s6)idos solamente). Es necesario que el 
volumen sea suficientemente grande para que este parámetro 
tienda a estabilizarse y converja hacia un valor- que pueda 
considerarse constante. Se ahondara en las consideraciones 
anteriores en los incisos 9.3.7 y 4.2. 

Algunos autores prefieren usar, en vez de la porosidad, el 
complemento a uno del valor de esta propiedad, llamado 
compacidad COrozcn, 1976]. 

b) Relacián de vac.los 

Además, o en lugar, de la porosidad, es usual recurrir en 
mecánica de suelos a otro numen':' indice llamado relaci6n dé 
vaclos,  o Indice de poros. Este parámetro se define corno la 
relacion entre el volumen de vacíos y 'el de las partáculas 
solidas contenidas en la muestra : 

e = V /V 	= (V - V )/V v s 	 s 

Se tiene por tanto : 

e = n/(1-n) 	y 	n = e!(1+e) 

(2.15 ) 

(2.16) 

La relacion de vacíos presenta la ventaja yr como se verá 
más adelante (2.3.7), el inconveniente. de tener uil intervalo 
de valores posibles mas amplio que la porosidad. En efecto, 
sus valores pueden variar entre O (solamente s6lidos) y el 
infinito (solamente vac(os). 

c) Compacidad relativa 

La compacidad relativa se define CCIMO : 

Cr 	= 	E (e 111  . 	e )/(e 1113X  - e r„111  )1 4‹.100- 	(2.17) 
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donde 

e 	Relaci▪  on de va' ios correspondiente al estado mas (1,,y 
suelto del suelo 

., In / 	Relacton de va' 	correspondiente al estado mas _ min 
compacto del suelo 

e . Relaci6n de vaclos de la muestra en estado natural 

La denominaci6n convencional del estado estructural de los 
suelos granulares según su compacidad relativa se da en la 
Tabla 2.1. 

17 

• 



Compacidad 	relativa 

(%) 

Denominación 

0-15 Muy 	suelto 

15-35 Suelto 

35-65 Medio 

65-85 Compacto 

85-100 Muy compacto 

18 

TABLA 2.1 Denominación convencional del estado 

de compacidad de suelos granulares 



2.11 F'AF:AME.1 RC  !--; Y FUNCIONES ADICIJNALES 

Distribuciones granulometricas generalizadas 

Las dimensiones de las particulas que constituyen un 
medio granular suelen describirse mediante las distribuciones 
qranulom›5tricas en peso o en volumen definidas en 2.2.1. Sin 
embargo. para el estudio de la estructura resulta gPneralmente 
mas c6modo recurrir a una distribuci6n en niimero. 

Por otra parte, son comunes las situaciones en las que, 
al estudiar la estructura de un material en el laboratorio o 
en el 	campoy no se tenga acceso a la distribución 
granulomfltrica tridimensional sino a las que se definen en 
cortes o sondeos (Fig 2.5). 

Para la descripci6n de la estructura, resultan por tanto 
de interls las distribuciones que se indican en la Tabla 2.2 y 
que se discuten a continuación. 

a) Distribución granulom“rica en nilmero 

Eta distribuci6n se define como sigue : 

F3D (d) = Proporción, en numero. de particulas con 
diámetro menor o igual que d 

En forma equivalente, puede definirse la derivada de la 
funci6n anterior respecto al diámetro (densidad en ntlwro) 
f
3D

(d) que es una funcion tal, que: 

ful(d) 'Ad = Proporción, en n6mero, 	part(culas con 
diámetro comprendido entre d y d +25d 

AdoptandO la definicii5n frecuencial de probabilidad, se 
tiene: 

F3D 
(d) = PED 	d] 
	

(2.18) 

f2BD(d ) LS d = PCd < 	< d +A d] 
	

(2.19) 

Si 	las part(culas pueden considerarse apromimadamente 
esféricas, la densidad en nilmero se obtiene fácilmente a 
partir de la densidad en volumen, ponderando las frecuencias 
de estas intimas por un término inversamente proporcional al 
volumen de las partrculas y por tanto al cubo de su diámetro. 
Se tiene: 
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a) Medio granular 

b) Granos intersecados por un plano y un sondeo 

DT  

  

o o  
O o 

  

   

 

c) Diámetros aparentes de los granos intersecados 

Fig 2.5 Intersección de un medio granular por un plano y un sondeo 
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NOTACION 

F
3V
(d) 

f
3V
(d) 

F3D (d) 

f
3D
(d) 

F
2V
(d) 

f
2V
(d) 

F
2D
(d) 

f
2D
(d) 

F
2AS

(d)  

f
2AS

(d)  

F2A (d) 

f
2A 

(d) 

F (d) 
IV 
f
1V
(d) 

f1D(d)  
f
10
(d) 

F1AL(d) 
 

f 	(d) 
1AL 

F1A (d) 

1A 
(d) 

TABLA 2.2 DISTRIBUCIONES GRANULOMETRICAS GENERALIZADAS 

Notación empleada 

- GRANULOMETRIAS TRIDIMENSIONALES 

Distribución granulométrica en volumen 

Densidad en volumen.  

Distribución granulométrica en número 

Densidad de probabilidad en número 

- GRANULOMETRIAS BIDIMENSIONALES 

• Partículas intersecadas por un plano 

Distribución granulométrica en volumen 

Densidad en volumen 

Distribución granulométrica en número 

Densidad de probabilidad en número 

• Diámetros aparentes de partículas  
intersecadas por un plano  

Distribución granulométrica en área 

Densidad en área 

Distribución granulométrica en número 

Densidad de probabilidad en número 

GRANULOMETRIAS UNIDIMENSIONALES 

• Partículas intersecadas por un sondeo 

Distribución granulométrica en volumen 

Densidad en volumen 

Distribución granulométrica en número 

Densidad de probabilidad en número 

Diámetros aparentes de partículas  
intersecadas por un sondeo 

Distribución granulométrica en longitud 

Densidad en longitud 

Distribución granulométrica en número 

Densidad de probabilidad en número 

NOMBRE 
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f 
V
(d )/ Id 

3 

3 
f

1.,\J 
(d)/d 	d f (d) 

3D 

3 
f (d) = f (d)/(d E £1/D3}) 
311 	3V 	 3V 

donde 

(2.201 

(2» 	) 

E 
3V 
	Operador esperanza aplicado con la densidad f3V(d ) 

Cr n¥En Diámetro mínimo de las partícu1as 

El/ Diametro málimo de las partículas m'ay, 

A la inversa, la densidad en volumen puede obtenerse a 
Partir de la densidad en nilmero como: 

3 	3 
f (d) = f (d) d/ E LD 
3V 	MI 

(2.22) 

Las transformaciones de las Ecs 2.21 Y 2.22, se pueden 
realizar 	fácilmente en forma numerica (programas para 
computadora 1-01 y T132). En la Fig 2.‹; se presentan, para fines 
ilustrativos, las distribuciones en nilmerin de partículas de 
los materiales de la Fig 2.1. Se observa que, en niimero, las 
partículas mas pequeñas son las que dominan numéricamente, lo 
que modifica drásticamente 	la 	forma de la curva 
granulométriea. 

b) Distribuciones granuloml ricas de partículas intersecadas 
por cortes o sondeos 

Al realizar un corte plano o un sondeo recto a través de 
una masa granular (Fig 2.5.b), los diámetros de las partículas 
intersecadas presentan una distribución frecuencial, diferente 
de la considerada en el inciso anterior. En efecto. las 
partículas de mayor diámetro tienen una mayor probabilidad de 
quedar intersecadas por el plano o la recta que las Requervas. 

En un corte plano, se define la distribución granulomitrica 
en n6mero siguiente: 

F2D 	
(d) = Proporc ion, en n6mero, de particulas 

intersecadas por el corte con diámetro menor o igual que d 

corte) 
F
213 

(d) = PC D 	d Ijintersecci6n con el plano de 
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Fig 2.6 Distribuciones granulométricas en número de- partículas 
para los materiales de la fig 2.1 (con linea punteada :granu- 
lometrías en volumen) 
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Su der.  vad a e s una fune ion ( den s 1dad ) f2D(d  ) t al que 

f (d)bk d «.= PI d 	D 	+ d I 19 inter 	ilSn con 	plano de 
D corte) 

En 	el caso de par t tculas apro;drnadarnente esfer iras, esta / 	 ., 
kil t irna f une ion puede obtener.  -:le a para. i r de la de. n s i. dad en 
nuirnero f313  (d) ponderando las frecuenci .c35 de esta intima con un 
término proporcion al al diámetro de la partícula. Se tiene : 

n rn fk V 

f 	(d ).= f (d ) d / 	d f (d ) .i. d 	 (2,23) 
21) 	3D 	 3D 

nmin 

f
20 

(d)= f (d ) d / E 
0 
 £01 	 (2.24) 

31 	 3 

En la misma fcsrrna, a lo largo de un sondeo, idealizado corno 
una _línea recta sin espesor (o a lo largo de una generatriz de 
una 	Per f orac i6n 	cilíndrica), 	se define la siguiente 
distribuci6n para las partículas intersecadas 

F1D 	(d) 	proporc6n , 	niárne ro, de partículas 
exsecadas por el sondeo con ditirnetro menor o igual que d 

F
in 

(d ) = F'CO 	d 13 intersección con el sondeo] 

Su derivada será una función (densidad) tal que: 

f
in 

(d ) A d = PEd < D <d +dd 3 intersección con el sondeo] 

En el caso de partículas apromirnadarne.nte e f,éricas, la 
funcicl.n 	(d) puede obtenerse a partir de la densidad en 
numero f3D (d) ponderando las frecuencias de esta áltima con un 
término proporcional al área transversal de la partrcuia: 

14117, 

f(d) = f (d) d2 / 	d f
3D

(d)Lld 
113 3D 

	2 

inln 

f (d) = f (d) d
e
/ E {Eh 	 ('r 26) 

D 	31) 	 31] 

211 

(2.25). 



Tarnbien es válida la relaci¿n: 

f 1d5 = f (d) d / E {D1 	 (2.27) 
11] 	2D 	 211 

Puesto que siempre es posible considerar el sondeo como 
contenido dentro de un plano de corte. donde "selecciona" las 
partrculas de acuerdo a su diámetro. 

Las transformaciOnes de las ecuaciones 2.24 Y 2.26, pueden 
tambilln hacerse en forma numkIrica (programas TO3 y TÍA). En la 
Fiq 2.7 se presentan las funciones de distribuci¿In F10  (d) y 
F 2,D  (d) para los materiales de la Fig 2.1. La seleceion de 
diametrOs que se presenta en el corte o en el sondeo 
distorsiona las distribuciones en nilmero hacia los diámetros 
mavores. 

Las distribuciones anteriores pueden, asimismo, definirse 
en volumen. 

En el caso del corte, se introduce: 

F2V (d) = PrOPOrci6n, en volUMen, de partículas 
intersecadas por el plano de corte Y Con digMetr0 Menor o 
igual que d 

La derivada fev(d) de la funcián anterior es la densidad en 
volumen de las partículas intersecadas. 

En el caso de particulas aproximadamente esfilricas, se 
puede obtener esta funci6n ponderando las frecuencias en 
numero con un término proporcional al volumen de la partícula 
Y por tanto al cubo de su diámetro: 

f (d) = f (d) d
3

/ E tr3
3 

2V 	a 	 2D 
(2.28) 

En la misma forma, en el caso del sondeo, se tiene: 

F1V (d) = Proporci6n, en volumen, de particulas 
intersecadas por el sondeo y con diámetro menor o igual que d 

La derivada flu(d) de esta funcicm es la densidad en volumen 
de los diámetros de las part(culas intersecadas por el sondeo. 

En el caso de partículas aproximadamente esf4ricas, esta 
funci6n puede obtenerse ponderando las frecuencias en nklmero 
por un termino proporcional al volumen de la part(cula y por 
tanto al cubo de su diámetro: 
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Fig 2.7 Distribuciones granulométricas en número de las partículas 
intersecadas por un plano (P) y por un sondeo (S) para 
los materiales de la Fig 2.1 (con línea punteado: distribuciones 
granulométricas en volumen, tridimensionalel) 	- 
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Fig 2.8 Distribuciones granulométricas en volumen de las partículas 
intersecadas por un plano (P) y por un sondeo (S) para 
los materiales de la Fig 2.1 (con línea punteado.. distribuciones 
granulométricas en volumen , tridimensionales) 
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f
iV

(d) ---- f
in
(d)d/E

1D
{D1 	 (2.29) 

Las 	funciones de distribuc ion F V  (d) y IV(d)  (determinadas 
con el mismo programa T02) estan representadas, para los 
materiales de la Fig 2.1, en la Fig 2.8 . La distorsiGn 
inducida en la distribuci6n en volumen por cortes o sondeos es 
todavía más pronunciada que en el caso de la distribución en 
numero. 

c) Distribuciones granulomiltricas de los diámetros aparentes 
de las partículas intersecadas por cortes o sondeos 

Al observar un corte plano o los resultados de un sondeo 
que atraviesa una masa granular, las partículas presentan un 
diámetro aparente generalmente inferior a su diámetro real 
(Fig 2.5.c). Lo anterior lleva a definir distribuciones 
granulocchltricas de diámetros aparentes. 

En un corte puede definirse: 

2A (d) Proporci6n, en numero, de partículas 
intersecadas por un corte con diámetro aparente menor o igual 
que d 

La derivada f (d) de la funci6n anterior es la densidad en 
njmero de los diámetros aparentes. 

Para partículas aproximadamente esf4ricas, esta funcián 
puede determinarse a partir de f313(d),  con base en 
consideraciones probabilistas, en la forma indicada en el 
Anexo 1, y resulta: 

 

Dnilx  

  

f 	(d) = (d/E LEG) 
aA 	 3D 

donde 

Cf
313(

d
3

)/ 	d3 d ]Ad
3
; para O 	d< Dm 

(2.30) 

m Diámetro maximo de las partículas 

A partir de la ecuacián anterior, es posible mostrar (Anexo 
1) que: 

E £D} = (11/ 4 ) (E {D }/E (D}) 
	

(2.31) 
2A 	 3D 	3D 

La esperanza del diámetro aparente de las partículas es 
igual al cociente de la esperanza de su área transversal 
m'Isima media y la esperanza de su diámetro. 
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En la misma forma, en el caso de Un sondeo, se puede 
definir la distribuci6n 

( lA d)  
intersecadas por 
igual que d. 

= 
un 

Proporei6n, en numero, de partículas 
sondeo, con diámetro aparente menor o 

La derivada fiA,(d) de la funci6n anterior es la densidad en 
nilmero de 1':'s diametros aparentes a lo largo del sondeo. Para 
partículas aprc'<irnadarr;ente esfp5ricas, esta función puede 
obtenerse a partir de f30 (d) con base en consideraciones 
probabilistas (Anel<o 1), y resulta : 

fi 	(d)(2d/E 
D 	 3 
M
a
1) Cl 	F

D 
 (d)] ; 	para O < 

3  rn :2+ )4, 
C") 

En 
pasar 

el mismo Anelw 1, se muestra que tambilln es posible 
de f

2A
(d) a f

1A
(d) por medio de la re1aci6n: 

f 
tN

(dr= (d/E Ml) 
2A 

2 	2' 
- d 	L d : para O < d <11111',0, 

(2.23) 
Ef (d )/jd 

2^ 2 	2 

En la Fig 2.9 se presentan las funciones de distribuci'5n 
F2A(d) obtenidas para los materiales de la Fig 2.1 
las transformaciones de las Ecs 2.30 Y 

T05 y TO6). Nuevamente, se observan distorsiones de 
la curva granulométrica en numero que, en esta ocasi6n, son la 
resultante de dos efectos opuestos : selecci6n de los tamaños 
mayores 	reduccieln aparente de los tamaVlos respecto a los 
reales. 

FIA  (d) y 
aplicando 
(programas 

Es 	de 	gran 	interés 	pract ico el problema de la 
transformaci6n inversa, es decir de la determinaci6n de la 
granulometría tridimensional a partir de las granulometrías 
aparentes en cortes o sondeos. 

En el caso del sondeo, la transformaci6n inversa es 
sencilla, puesto que la E': 2.32 puede escribirse: 

2 
1 	F

1) 	1 
(d) = Cf 

A 
 (d)/2d)  €f1 3 	 3D 

para 0 < d < D 	(2.34) max 

El 
cero, 

2 
momento En  {D ) puede obtenerse haciendo tender d hacia 

con lo que F
3D 

 (d) tiende tambiln hacia cero y se tiene: 
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Fig 2.9 	Distribuciones granulométricas en número de los diámetros aparentes 
de particulas intersecadas por un plano (P) o un sondeo (S) para 
los materiales de la Fig 2.1 (con línea punteada: distribuciones granu- 
lométricas en volumen, tridimensionales) 
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Fig 2.10 Distribuciones granulométricas en área o longitud de los diámetros 
aparentes de partículas intersecadas por un plano (P) o un sondeo 
(S) para los materiales de la Fig 2.1 (con linea punteada:distribuciones 
granulométricas en volumen,tridimensionales) 
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1/ E (El 
311 

Lircti f (d )/2(1 
lA 

(1/2)áf (0)/L5d 

Es decir que el momento de inters se define a partir de la 
derivada en el origen de f (d). 

lA . 

En el caso del corte, 	la transformaci6n es indirecta. A 
Partir de fEA (d) , se obtiene fl (d) por medio de la E': 2.32 v 
se puede escribir, tornando en cuenta la Ec 2.31 : 

1 - F (d) 	[E {D21/(2 E {111)3 	Ef 	(d )/ 	
2

2
- d

2 
 3Ad2  

3D 	3D 	 2A 2  

es decir, tomando en cuenta la Ec 2.31 

D Mrl 

1 	F . (d) 	E {D}/7Y) 	Ef (d )/ \AJ
2
- d  3 A d 
2 a 

Ml 	 30 	 2A 2 	 2 
(2.37) 

E311 {DI puede calcular- se haciendo d 
anterior, con lo que se tiene: 

Dm,`01. 

311 
E 	

A 
01 = (1Y/2) 	Ef (d

2  ) 
	d

2 	
d
2 P.  

O en la expresión 

1:11,:b) 

Teóricamente, 	el 	problema de la estirnaci6n de la 
granulometría tridimensional a partir de las granulometrías 
aparentes está por tanto resuelto. Sin embargo, se verá mas 
adelante (3.2.1) que la aplicaci6n de las Ecs 2.35 y 2.38 
plantea dificultades prácticas que obligan a recurrir a otros 
métodos para la estimaci6n de la granulometr(a tridimensional. 

Las distribuciones granulomiltricas de diámetros aparentes 
Pueden también definirse "en medida", es decir en .área (caso 
de los cortes) o en longitud (caso del sondeo). 

En el caso del corte, se define: 

F 2 	(d) = Proporcián, en área. de particulas A5 
intersecadas por un corte y con diámetro aparente menor o 
igual que d. 

La derivada de la funci6n anterior f (d) es la densidad, 
2A5- 
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en crea, de los diametros de las partteulas intersecadas. En 
el caso de partkulas apro;<imadamente esfricas, esta funci6n 
Puede obtenerse ponderando las frecuencias en nilmero con un 
termino proporcional al área de la intersecci6n y por tanto al 
cuadrad':' del di(tmetro aparente: 

2 	2 
f 	(d) 	f (d) d/ E 1:11 1 

2 A5 	2A 	 2A  
; para o < d 	D 	(2.39) 

may. 

siendo válida la relaci6n inversa: 

2 	 2 
f
2A

(d) = f 	(d)/(d E {1/D 1) ; para O 
2. As 	 2 A 

< D 	(2. 40) 
max 

En el caso del sondeo, se define: 

F.1AL(d) Proporci6n, en longitud, de partfculas 
intersecadas por un sondeo y con diámetro aparente menor o 
igual que d 

La derivada de la funci6n anterior, fÁ ,L(d) es la densidad, 
en longitud, de los diámetros aparentes de las particulas 
intersecadas por el sondeo. En el caso de particulas 
aproximadamente esféricas, esta funcicln puede obtenerse 
ponderando las 	frecuencias en námero con un término 
proporcional a la longitud de la intersecci'Sn: 

f 
IAL 

 (d) = f IA 
	 IA 
(d).d / E 01 	; para O 

siendo válida la relaci6n inversa: 

(2.41) 

f 	(d) = f (d) / (d E 
IAL  

{1/D1) 	; para O < d < El P. 2) 
lA 	IAL 	 rn.lx 

En la Fig 2.10 se presentan las funciones de distribuci6n 
F 

SAL 
 (d) y F2AS  (d) calculadas para los materiales va •mencionados 

(con los mismos programas TÜ5 y TC16). Se obser,ya que las 
distribuciones granulométricas en medida se alteran menos que 
las distribuciones en ndmero. La distorsi6n parece más 
pronunciada para el material B (uniforme) que para el material 
A, debido a que los diámetros aparentes presentan valores que 
se inician desde cero, lo que abre Considerablemente el 
intervalo de definicic'n de la granulometrfa. 

2.3.2 Porosidad y re 	de vaclos generalizadas 
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Por los motivos ya comentados para la granulometría, 
resulta de interés generalizar los conceptos de POrOSidad 
relaci6n de vacíos al caso de la intersecci6n de un medio 
granular por un plano n un sondeo. Por otra parte, para 
ciertas aplicaciones, es conveniente prestar atenci6n a la 
porosidad de las part(Culas de mayor tamaño del material 
considerando las partículas de menor tam4o corno parte de los 
vacros. Se llena en esta forma a los conceptos siguientes : 

a) Porosidad 	Y relaci6n de vacios bidimensionales y 
unidimensionales 

Le entiende por porosidad en un plano (porosidad 
bidirnensic'nal, nA  ) a la relaci6n entre el área de vacíos A v  Y 

el área total del. corte AT 

7-1 A 
A 	V

/A 
T 

(2., 4:3 ) 

La relaci6n de vacíos eA 
 en el plano se define como : 

1•••• ••• 
	

A /(AT  - A y ) 
	

(2.44) 

En la misma forma, se entiende por porosidad a lo largo de 
un sondeo recto (porosidad unidimensional, nL) a la relación 
entre la longitud total de intersección con los vacros Lv y la 
longitud total del sondeo L T  

n = ,T 

La 	relacicln de vacíos • unidimensional eL 	se define, 

eL 	= L 
v T  

/(L 	L y  ) 	
.46) 

En un medio homogéneo e is6tropo, se tiene obviamente : 

•••••••• 

	 (2.47) 
A 

Y 
e 

A 
	e = e 	 (2.4L) 

L 

Lo anterior puede establecerse fácilmente considerando una 
muestra con forma de paraleleplpedo rectangular de longitud L1.  
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área transversal t'!.A v volumen V . Para esta muestra se tiene 

n 	= 	V
y
/V

T 	
(A v L

T 
 )/(A r  L ) 

(I_AT)/(L AT ) = n rl rw  (2.49) 

La Ec 2.47 se conoce como "principio de Delesse" IDelesse, 
18473. Este principio no parece estar aceptado por todos los 
autores. Algunos de ellos Warr, 19821 han inclusive llegado a 
proponer f6rmulas complejas para calcular la porosidad 
bidimensional a partir de la porosidad tridimensional. 

En un medio homogy5neo, las diferencias que llegan a 
observarse experimentalmente entre los diferentes tipos de 
porosidades solamente pueden atribuirse al efecto de escala 
geométrico (2.3.7) o a la anisotropí. En este ultimo raso, es 
decir en medios homog;5neos anis6tropos (por ejemplo arreglos 
regulares. de esferas), la porosidad en un plano o a lo largo 
de un sondeo puede presentar fuertes variaciones de caracter 
perieldico o semiperi6dico de un plano o sondeo a otro: sin 
embargo, la esperanza matemática de la porosidad en un plano 
sondeo seleccionado al azar coincide necesariamente con la 
porosidad tridimensional. 

b) Porosidad de las partículas mayores y distribuciones 
granulomItricas referidas al volumen, área o longitud de la 
muestra 

Es posible representar mediante una funcián 6nica la 
porosidad 	y la distribuci6n granulométrica de un medio 
granular. Para ello, se define la funcion siguiente EAuvinet, 
19823 : 

1, 3 (d) = Proporcion del volumen total de una muestra 
ocupada por partículas de diámetro menor, o igual que d o por 
vacios. 

Para d = O , riz(d) corresponde a la porosidad n de la 
muestra o su equivalente en términos de la reta ion de vacíos: 
e/(14-e). Para otros valores de d, Ga(d) puede interpretarse 

• 

corno la porosidad de las partículas de diámetro mayor que d, a 
condici6n de considerar las partículas de diámetro inferior a 
d como parte de los vacíos. 

Si 	la masa granular se corta según un plano, la 
distribuci6n de diámetros aparentes de las partículas 
intersecadas puede definirse mediante una segunda funci6n 

n (d) = Proporci6n del área total del corte ocupada 3 
 

por partículas con diámetro aparente menor o igual que d o por 
vacios. 
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En la misma forma, a lo largo de un sondeo, es posible 
definir )a dístribuci6n de diámetros aparentes siyuienie: 

1 
(d) = Proporci6n de la longitud total del sondeo 

./ 
ocupada por particulas con un diametro aparente menor o igual 
que d o por vactos. 

En la Fig 2.11 se muestran las curvas representativas de 
estas funciones para el material El de la Fig 2.1, con una 
porosidad arbitraria de 40 X. 

Simples relaciones geometricas permiten establecer que, 
para un medio homoglneo 

F
3V 
(d) = E133(d) - 	n3/(1 n) (2.50) 

F2/11 /4 (d) = E3 	(d)n)/(1 Ti) (2.51) 

F 	(d) = CO
1 
 (d) - n3/(1 --n) (2.52) 

1AL 
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G (d) a lo largo de un sondeo 

G (d ),en % 

100 ••••••••..m. 

.... •---..--- 	'n ....-„,„.. - .--- , 

/ • 
/ / 	 1 

/
/

• 	 3(d) en un volumen 
I 

/ 
/
/

0 
I 

/ 0 	 1 
G 2(d) en un plano de corte 

Fig 2.11 Porosidad generalizada. Distribuciones granulométricas 
referidas al volumen, área o longitud de la muestra 
(Material 13, Fig 2.1) 

Porosidad 
e 

nzTre =40 

35 

o 

30 
	

100 

Diámetro d, en mm 



Distribuci
/
on espacial de particulas 

Para describir el arreglo de las particulas dentro de 
una masa de material granular homogi5nea. resulta útil 
introducir los conceptos adicionales siguientes : 

a) Numero de parti'culas por unidad de volumen 

5P llamará N (V) el número de parlii,culas contenidas dentro 
de una muestra de volumen V de la masa granular. 

Este numero puede variar de una muestra a otra. aun en un 
medio homog neo, y es una funci6n aleatoria. Su distribuch5n 
de probabilidad es: 

P 	(k) = P INV (V) = kl 	 (2.53) 
Nv(v) 

Su valor esperado es la funcián 

E(N (V)} = v V (2.54), 

donde >\,/ es la esperanza del ndmero de partrculas por unidad 
de volumen (intensidad de la funci6n Nv(V), también llamada 
"concentracia5n" por Marsal (19673). En medios homogéneos, esta 
esperanza es constante dentro de toda la masa. 

En este último caso, 	Y si las partículas son 
aproximadamente esf4ricas, la intensidad puede calcularse a 
partir de la densidad granulométrica en ntímero del material y 
de su porosidad como sigue 

= (1-n)/E (ID
3
/6) 

311 
(2.55) 

En el caso de muestras pequeñas, la definici6n de Nv(V) 
puede resultar ambigua debido a que una proporchm importante 
de 	•part (culas se encuentran parcialmente contenidas dentro del 
volumen V. Se requiere entonces una convenci6n adicional que 
puede consistir, por ejemplo, en contar estas partrculas de 
frontera en forma fraccionaria de acuerdo a la proporci6n de 
su volumen que quede incluida dentro 	del volumen de.  
referencia. N v  (V) puede entonces redondearse al entero más 
cercano (véase tambiln 2.3.7). 

b) Ndmern de partículas por unidad de -área- en planos de 
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interseccián. 

En un plano de intersecei¿n, se puede definir en la misma 
forma la función aleatoria NI\(A) igual al numero de partf:culas 
intersecadas por un plano en un¿l. área. A. 

Para esta nueva funcion aleatoria, se define la 
distribuci6n de probabilidad 

P 
A(Al 

 (k)* 	F' EN A(A) = k] 	 (2.11W.) 
N 

Su valor esperad'::' puede escribirse : 

ECN rI(A)} = ‘A A 	 (2.57) 

En el caso de un medio homog&leo e is6tropo formado por 
partículas aproximadamente esféricas., se tiene : 

:\ 	= (1-n) / 2A E 	El /41 (2.58) 

Por otra parte, si se toma en cuenta que la probabilidad de 
que una partícula de la masa interseque el plano es 
proporcional a su diámetro, es posible mostrar que : 

= 	E333{D} C.:> .F0) 

En efecto, si se considera una muestra caica de volumen V 
unitario, se tiene : 

EíNv(1)1 (2.(1',0) 

Si 	ahora se interseca esta muestra con un plano 'paralelo a 
una de sus caras, la intersecci6n tiene una área A unitaria y 
el naero de particulas intersecadas es 

 

N,, (i) 

NA (1) = 	Y. 
4.=1 

 

donde 

(2 61) 

Y1 	variable aleatoria igual a uno si la particula i. 
interseca el plano y a cero si no lo interseca. 

37 



Se tiene: 

Efil
A
MI EtECN A (1)INv (1))) 

Pero: 

EíN
A
(i)} 	E{N 

V
(1)E{Y.}1 

EAN '(1)1 = EtN
y
(1)3 Ely¿} 	) E€y. A 	 y 	t. 

(.2.6:14) 

(2.64) 

3 (E(y. ID)) 
30 	4" 

(2.65) 

= EAD} 	 (2.(;6) 
3D 

Y por tanto: 

E (NAM) 	= \ E 30  (D) (2.67 ) 

Marsal E19673 ha sugerido que debe cumplirse 
apro>limadamente 

(2.r;R) 

Esta relaci6n da un valor cercano al de la Ec 2.59 para 
materiales uniformes pero puede sobrestimar considerablemente 
el valor real para materiales bien graduados puesto que no 
toma en cuenta la selecci6n de tamaños que se presenta en un 
plano de intersecci6n. 

Se tiene tambiln, a partir de las Ecs 2.55 y 2.58, que : 

5
A = 	E cup3

/ 6) / E tfiEl /4) 
v 3D 	 aA 

2, '9 

Se observa por tanto que : 

. 
E (TID

2
/ 4) -4: E (TM

3 
 /61 / E (D) 

2A 	 3D 

El área media de la interseccin de las partrculas con un 
plano es igual al cociente de su volumen medio 	 •Y su diámetro 
medio. 
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c) N6mero medio de particulas por unidad de longitud a 
largo de un sondeo. 

Finalmente, 	tambil5n puede introdueirse una funciA 
aleatoria N (L) igual al nilmero de particulas intersecadas por 
un sondeo recto de longitud L. 

La distribucii5n de probabilidad de este proceso es: 

P 	(k) 	PENL(L) = k) 	 (2.71 ) 

Su valor esperado se escribe: 

E{N (L)} (232) 

En el caso de un medio homogéneo e is6tropo formado po-
partÍculas aproximadamente esféricas, se tiene: 

= (1-n)/ E (01 
	

(2,7:3) 
lA 

Por 	otra parte, 
que 	una 	part icula 

si se toma en cuenta que la probabilidad 
interseque 	el sondeo es proporcional a 

de 
su 

área 	transversal máxima, 	es fácil 	mostrar, 	siguiendo un 
razonamiento semejante al expuesto para la Ec 2.59 , que: 

11.1•••• E {irD
a  

3/3 .74) 

En este caso, el equivalente de la eKpresi6n 2.68 es : 

= ( Av ) = ( A ) 
	

(2. 75) 

La 	aplicacin de esta relacic?In está sujeta •a las mismas 
limitaciones que la Ec 2.68 , con la observaci6n de que la 
sobrestimaci6n es todavía más pronunciada en este caso..  

A pártir de las Ecs 2.55 y 2.73, se tiene 

= >s E VID3/61 / E {E0 
	

(2.76) 3/3 	 lA 
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Adem‘s. de esta ultima ecuacion y de la 2.74, siL,  concluye 
que: 

E 	71-  E Una / 61 / E ~2 / 4 1 
ih 	3D 	 3D 

(2.77) 

La longitud media de la intersecci6n de las.part(culas con 
un sondeo es igual al cociente de su volumen medio Y su ilrea 
transversal máKima media. 

Tambil5n resultan válidas, siguiendo razonamientos análogos 
a los anteriores, las relaciones: 

X,
5-- 

= 
A 2 
E £Eil 

A 
(2.75E:) 

X
A 
E

2A 
 €11D 	

A 
2/4} / E CEll 	 (2.79 ) 

L 	 l 

de dónde 

E UD/ = E UnD
2
/4} / E [E%} 

1A 	 2A 	 ZA 
(2.R0) 

La longitud media de la interseccián de las partículas con 
un sondeo es igual al cociente del área media de intersecci6n 
con un plano y el diámetro aparente medio en el plano. 

En las Tablas 2.3 y 2.4 se presentan los resultados 
obtenidos al aplicar algunos de los conceptos anteriores a los 
materiales A Y B de la Fig 2.1 y a fracciones de los mismos 
materiales. 

Se observa que las Ecs 2.68 y 2.75 sobrestiman los numeres 
de part(culas, particularmente en el caso del material bien 
grclusdn A . Cuando s6lamente se considera una fKaí-Jcia del 
material, estas ecuaciones dejan de ser aplicables. 

Conviene subrayar que en medios anis6tropos, los parámetros 
XA y XL.  son funciones de la orientaci6n del plano o de la recta 
de intersecci6n. Se volverá sobre este punto mas adelante 
(2.3.e) y se mostrará que estos parámetros presentan además 
una estrecha relación con la superficie especifica. 

d) Densidad de probabilidad de la distancia entre centros de 
particulas 

4o 



TABLA 2.3 	Número de partículas por unidad de volumen, área y longitud 

Material A (Fig 2.1) y fracciones. 	Porosidad n = 0.4 

Número 	de 	partículas Ec 	2.68 
t‘ 	1 2/3  
l''‘v/ 
N°/cm2  

Ec 	2.75 

(Xv)Y3 

N°/cm 

Material 
)'v 
N°/cm3  

)'11 
N'/cm2  

,\L 
ir/cm 

Material 	A, 	Fig 	2.1 9,802 213 6.15 458 21.4 

Material 	A, 	D>1 	mm 80 12.6 1.98 18.6 4.31 

Material 	A, 	D>10 	mm 0.046 0.067 0.091 0.128 0.358 

1 
	Material 	A, 	D>40 	mm 0.19x10- 

_ 
 1.16x10 9.54x10 3.38x10 58x10 

TABLA 2.4 Número de particulas por unidad de volumen, área y longitud 

Material B (Fig 2.1) y fracciones. 	Porosidad n = 0.4 

Número 	de particulas Ec 	2.68 
(>5v )

2/3 

N°/m2  

Ec 	2.75 
(X 	)1/3  

N°/m 

Material XA v 
N°/m3  1 N°/m2  N°/m 

Material 	B, 	Fig 	2.1 

Material 	B, 	D>50 mm 

Material 	B, 	D>80 mm 

12,091 

2,606 

101 

518 

153 

8.8 

18.5 

11.8 

0.61 

526 

189 

21.7 

23.4 

13,8 

4.65 



Para describir la reparticit5rn en el espacio de las 
particulas, algunos autores [Scott, 1962] han considerado 
conveniente introducir la variable aleatoria T igual a la 
distancia entre el centro (de gravedad) de una partícula y el 
de la partrcula de centro más cercano, y la densidad de 
probabilidad de esta variable, f3T(t). Esta densidad puede 
definirse para. todas las partículas o solamente para las de 
determinado tamaño. 

En un plano de iMersecci6n, se puede, asimismo, introducir 
la variable T i ua.l a la distancia entre el centro de la 
intersecci6n de una particula con el plano y el de la 
intersecci6n de centro más cercano, y su densidad de 
probabilidad 2T 

 (t). 

Finalmente, se puede también introducir la variable T igual 
a la distancia entre el centro de un seginento de interseccion 
de una partícula con un sondeo y el del segmento de centro más 
cercano, y su densidad de probabilidad f

17 
 (t). 
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Wimero 	 ►de coordinacion 	reparticiU de contac s to 

Varios autores han sugerido incluir entre los par:Imetros 
estructurales el nJmero medio de contactos por particula 
IMarsalf 	19821, tambin llamad':' niimero de coordinaci6n 
EAthanasiou-Grivas y Harr, 1980: Oda, 19823 

Este n6mero presenta una alta correlaci6n con los 
parámetros definidos en los incisos anteriores; en particular, 
crece con la compacidad,relativa y decrece con la porosidad Y 
la re1.aci6n de vac(os. 

En forma más general, se puede introducir la variable 
aleatoria Nc 	igual al njmero de contactos Por particula Y SU 

distribuci6n de probabilidad 

P (n) = F' ENc 	n1 	 (2.81) 
Nc 

El niámero de coordinaci6n se entiende entonces como la 
esperanza matemática EíNc 3. 

verá más adelante que también puede ser útil 
introducir el proceso estocástico Ne  (a) donde a es el área 
superficial de la partícula. Marsal [19733 ha sugerido que, 
para las partículas más grandes, el valor esperado de este 
proceso Eair  (a)} se calcule como 	donde >1A  es la esperanza 
del ndmero -de particulas por unidad de área (2.3.3). Una 
evaluaci6n del grado de aproximaci6n de esta estimación se 
Presenta en 3.3.4. 

La 	distribuci6n de los contactos interpart iculares sobre 
la superficie de cada grano puede ser representada mediante 
varias funciones. 

En general, se recurre a la densidad de probabilidad 
conjunta folio( oe y p)de los ángulos o< y 3 de la Fig 2.12. En 
algunas estructuras, la funci6nf" (0( 7 p) resulta prácticamente 

e, 
independiente del ángulo p (anisbtropía con simetría al4ial? 
volase 3.3.4.b). En este caso se puede recurrir simplemente a 
la densidad de probabilidad marginal del ángulo oc, fol. (0). 

Si los contactos están uniformemente repartidos sobre la 
superficie de un grano esférico de radio r, la densidad de 
probabilidad fot(00 varia con el área de la particula asociada 
al ánguloc‹. Se tiene (Auvinet, 19721 : 

(2 TV raros 0‹. 	( 4 lY r 2  ) = (cos tpc, )/2 ; 	para -11/2  < a <4Trig 

(2.R2) 



Plano horizontal 

G Centro de gravedad 

Contacto 

a) Definición de la posición de un contacto 

b) Función r (a,13) 

Fig 2.12 Repartición de contactos 
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Superficie representativa 
de r(a1 P) 



Las eventuales desviaciones respecto a esta función (Fig 
2.13) reflejan la anisotropla geomtrica del medio, 

Por su parte, Oda El9E:21 ha propuesto definir la 
distribuci6n de los contactos mediante una funci6n fl(0(,11), 
donde 	 r, son los ángulos mostrados en la Fig 2.12, y tal 
que: r 

r (o( dw = 1 	 (2.8:3) 

dw Angulo solido elemental igual a c.% S 	du. df 	-1172 
< + 1V /2 ; 	O <15 < 2 Ir 

52. Esfera de radio unitario 

f (ok.i3MCO representa entonces la probabilidad de que un 
contacto particular se encuentre en el ángulo solido dui. 

Cuando existe simetría atial, resulta dnicamente de 
interés la distribuci6n marginal no?) 	representada en la Fig 
2.14 y tal que : 

-F1112 

< 	cosos 	de< - 1 
	

(2.84) 

Cuando la reparticion de los contactos sobre la 
superficie de las partículas es uniforme, es fácil verificar 
que 	(0¿ 	) = 1 (4 TV ) y que r 	= 1/2. 

Varios autores han prestado también atenci6n .a la 
inclinaci6n 	de la normal a los planos tangantes a. las 
particulas en los puntos de contacto respecto a la vertical 
(Fiq 2.15). Es posible definir con este £ngulc unas funciones 

17( P.13) Y r(s) análogas a las de las Ecs 2.83 y 9.84. 

En el caso de particulas esféricas, se tiene simplemente 
5. = Tr/2 « Y la densidad de probabilidad del anqulo 0 se 
obtiene directamente a partir de f GO como: 

f (0) para O 	< Ir 	 (2.85) 

li5 

• 



Fig 2.13 Densidad de probabilidad marginal 
del ángulo a, fa(a) 

Fig 2.14 Distribución marginal, F( 
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Plano horizontal e 

Fig 2.16 Orientación de una particula 
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Fig 2.15 Inclinación de la normal al plano tangente en un 
contacto respecto a la vertical (ángulo 8) 



Es decir, para contactos repartidos uniformemente : 

f 	(J) 	(s e ri 5 ) /2 
	

• 	para O 	< 	(2,e6) 

Oripuntacion de partículas 

Cuando los granos dei medio no son esf ►  ricos o por lo 
menos aproximadamente equidimensionales, una descripci6n 
completa de la estructura debe incluir una evaluacion del 
grado de orientaci6n de las particulas. 

es posible admitir que cada partícula presenta tres 
direcciones ortogonales preferenciales a lo largo de las 
cuales se definen una longitud 1-7 Un ancho P. Y un espesor T 
(2.2.2), su orientaci6n se puede definir mediante cuatro 
parámetros (por ejemplo, los tres cosenos directores de un 
vector cuya direcci6n coincida con la longitud, más un coseno 
adicional que defina la direcci6n del ancho o del espesor en 
el plano perpendicular a la longitud). 

En 
solamente 

la 
al 

práctica, 
ángulo 	O 

lo 
de 

más 
la 

partícula con algun 	plano de 
plano horizontal, Fig. 2.16). 

Se puede definir entonces una densidad de probabilidad 
f (u) tal que 

comf.ln es prestar atenci6n 
direccieln de la longitud de la 
referencia 	(generalmente el 

f8  (u) du = P Cu .ti e< u + 	;  para - 1172 	u <-1- 7T/2 	(2.E:7) 

En las observaciones experimentales realizadas en 
cortes planos, no se tiene acceso al angulo e sino al angulo 81  
de inclinación de la longitud aparente de la partícula. El 
grado de orientaci6n se define entonces en términos de la 
densidad de probabilidad de este ángulo. 	 . 

Cabe hacer notar que la funci6n17(6,p) definida en el 
inciso anterior 	refleja también en cierta medida la 
orientaci6n de las partículas. 
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Distribucion de tamanos de porct 

Es dificil describir la,s dimensiones y la forma de I, 175 

poros de un medio granular mediante una func16n simple. El 
concepto mismo de tamarlo de poro resulta ambiguo pue(sto que 
los vacios son continuos y que cualquier divisi6n de los 
mismos resulta en cierta medida arbitraria. 

Sin embargo, es posible definir una funcicln que refleja 
las dimensiones de. los poros en la forma siguiente Watheron, 
19673 : 

F-- v(p) = Proporci6n del volumen total de los yac 
inaccesible a una esfera de referencia de diAmetro p 

El origen de esta definici6n se encuentra en los 
llamados diagramas de Purcell obtenidos en los porosi'metros de 
mercurio al medir el volumen de este metal que penetra dentro 
de una muestra bajo diferentes presiones (3.2.1). Los meniscos 
convemos del mercurio juegan el • papel de las esferas de 
referencia mencionadas en la definición. 

Cabe hacer notar que la función F.5\1(p) no corresponde 
rigurosamente a la obtenida con el diagrama de Purcell, puesto 
que pueden emistir poros en los que quepa la esfera de 
referencia pero que no sean accesibles desde el exterior por 
falta de "caminos" de acceso. 

Por analogra con las distribuciones de tamaWos de 
granos, se define tambien la derivada de la función anterior 
como densidad (en volumen) de los tamalos de poros : 

3V
(p) = dF

V 
 (p)/ dp 

3 
88) 

Una vez aceptada esta definición, y sus limitaciones, es 
posible introducir conceptos análogos a los discutidos en el 
inciso 2.2.1 para granos (Tabla 2.5) • 

a) Distribución de t'amalios de poros en numero 

Por analogía con los granos y considerando un conjunto de 
esferas 	"equivalentes" a los poros (con función de 
distribución granulomltrica igual a F(p)), se pueden definir 
la funci6n de distribucil5n y la densidad en ntímero siguientes 

(2.89) F
3P 

(p) = P CP 	P3 

y 
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- DISTRIBUCIONES TRIDIMENSIONALES 

Distribución de tamaños en volumen 

Densidad en volumen 

Distribución de tamaños en número 

Densidad de probabilidad en número 

- DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES 

• Poros intersecados  por un plano 

Distribución de tamaños en volumen 

Densidad en volumen 

Distribución de tamaños en número 

Densidad de probabilidad en número 

Tamaños aparentes de poros intersecados 

por un plano  

Distribución de tamaños en área. 

Densidad en área 

Distribución de tamaños en número 

Densidad de probabilidad en número 

- DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES 

Poros intersecados por un sondeo  

Distribución de tamaños en volumen 

Densidad en volumen 

Distribución de tamaños en número 

Densidad de probabilidad en número 

• Tamaños aparentes de poros intersecados 

por un sondeo 

Distribución de tamaños en longitud 

Densidad en longitud 

Distribución de tamaños en número 

Densidad de probabilidad en número 

NOMBRE NOTACION 

F3v (p) 

f 3v ( P )  
F
3p

(p) 

f 3p (P) 

F2v (p) 

f2v(P)  
F
2p

(p) 

f(p) 

F 	(p) 
2AS 

f2AS(P)  
F2A (p) 

f2A ( P )  

Flv (p) 

f lv( P )  
. F

1p
(p) 

f lp(P)  

F
1AL

( p )  

f lAL ( P )  
F1A (p) 

f lA (P)  

50 

TABLA 2.5 Distribuciones de tamaños de poros 

Notación empleada 



f 	(p)
3P
(p)/dp 

3p  
f (p (p 
3v 

€1 /E'
3 	

) (2,90) 

Conviene ha.cer notar que el concepto de conjuntcl de esferas 
equivalentes presenta serías limitaciones puesto que la 
equivalencia es solamente matemática Y no refleja la forma 

precisa de los poros ni su grade' de conexidad. 

b) Eiístribucin de tamaiks de poros intersecados por un plano 
de corte ': un sondeo 

Recurriendo nuevamente al concepto de esferas equivalentes, 
se introduce : 

— En Un corte (en nCimero): 

F
2P

(p) = F' CF' 	)13 intersecci6n con el plano] 	(2.91 ) 

CCin f
2P

(p) = dF 	(p)/dP = f 	(p)p/E (P1 	 (2.92) 
aP 	 3P 	3P 

— En un sondeo (en número): 

F
1P 
(N ) = P EP 	p 1 3 intersecci6n con el sondeo] 

	
(2.93) 

con 
	

f
IP
(p) 	dF 	(p)/dp =

P
(p)p

a 
/ 

3P 
E (P3 
	

(2.94) 

Las distribuciones anteriores pueden también definirse en 
volumen. 	Sin embargo, por brevedad, se omitirán las 
expresiones correspondientes. 

c) Distribucijn de tamalos aparentes de  por-os en cortes y 
sondeos 

La definici6n de distribuci6n de tamah'os de poros puede 
generalizarse al caso de la intersecci6n del medio granular 
con un plano o un sondeo: 

— En un corte 

En un plano de interseccicln, se define la funci6n de 
distribuci6n de tamañas aparentes de poros (en área) : 

F
2A5

(p) = Proporci6n del área total de los vaccis inaccesible 
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a un círculo de referencia 
	 ro PI  

Y la densidad: 

(p) 	= d E 	(p)/dp 
2As 	 A s 

Puede pensarse que la funcion de distribueion F 2A c, (P) 
Presenta mas analogía que la funci(Sn F3v(p) con el diagrama de 
Pureell si se admite que, en el porosImetro de mercurio, el 
frente de avance de este metal es aproximadamente p)ano. 

Considerando un conjunto de discos equivalentes a los poros 
(con función de distribución granulomtrica en área igual a 

2.L\ S (p)), 	es posible introducir las funciones siguientes (en 
número) 

F
2A 
(p) 	PI p .: p 	 (2.96) 

Y 

2A
f (p) dF (p)/dp = f 	(p)/( 2E £1/P

2
3) 

2A 	 21\ 	 21•5 
(2.97) 

- En un sondeo 

A lo largo de un sondeo, la definición de la distribución de. 
los tamaños aparentes de los poros no presenta ambigGedad 
puesto que la longitud del cruce de un poro por un sondeo está 
definida en forma cínica. La definición de la distribuci6n (en 
longitud) puede ser entonces: 

F lAL (p) = Proporci6n de la longitud total de los yac -ros 
inaccesible a un segmento de referencia de longitud p (lo que 
es equivalente a la proporci6n de la longitud total de los 
vacios con dimension aparente menor e' igual que p) 

La densidad (tambiln en longitud) es : 

Y 

f 
1AL

(p) = d F1AL- 
(p)/dp 

En ntimero, se definen asimismo : 

FEA (p) = P EP 	p) 

f
lA

(p ) = dF
1A 

(p )/dp = f1AL(p)/(pE
IAL 

tl/P}) 

(2.98) 

(2.99) 

(2.100) 
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El valor esperado de la lowlitud del cruce de un poro E {p} 1^ . 
se ezpresa en la forma siguiente en tilrminos del tamano medio 
aParente de los granos : 

E(P1 = E(DI . e = E 	ill}.n/(11- 	 (2.101) 
1A 	 lA 

 
lA 

donde 

e Relación de vacíos 

n Porosidad 

d) Planteamientos complementarios para la distribuci6n de 
poro s 

En las aplicaciones, puede ser de inter6s plantear en forma 
ligeramente diferente el concepto de distribución de poros Y 

generalizarlo. 

La distribuci4 de poros puede referirse al volumen, área o 
longitud total de la muestra, en forma análoga a lo planteado 
en 2.3.2 para la distribuci6n de los granos. En este caso, 
cuando p tiende hacia cero, la distribuci6n de t'amarlos de 
poros asi definida, G(p), tiende hacia la porosidad del medio. 
Es posible representar la distribuci6n de granos y de poros en 
la forma indicada en la Fig 2.17 , con lo que se reunen en una 
misma gráfica varias de las principales características 
estructurales del medio. 

Otro concepto de inter6s es el de la distribuci6n de 
tamos de poros de las particulas de tamatio mayor que 
determinado valor d. F (pt El > d). Esta es la distribuci6n de 
t'amarlos de los poros de las partículas grandes obtenida 
incorporando las partículas de diámetro menor que d a los 
vacíos. Se verá más adelante (4.5) que este concepto puede ser 
dtil para el estudio del comportamiento de los filtros. 

e) Ley de primer contacto 

Si X es un punto que se encuentra en los poros y e es la 
distancia de este punto a la partfcula más cercana, se llama 
ley de primer contacto eiviatheron, 1967] a la funci6n de 
distribucijn de C 

F c
(c) =F ce c] (2.102) 

En forma equivalente, puede recurrirse a la derivada de 

53 

• 



Porosidad 

D Diámetro aparente de grano 
P Diámetro aparente de poro 
W=D+P 

G(p) 	GO) 

100% 
••••••• ••••••11. ••••••• •••••••••• ~eh, .AIWUM NMAO 	 N.o.... 1.•••}. W.A• 

p poros 
	

d granos 

Fig 2.17 Representación en una misma gráfica de las distribuciones 
de tamaños de poros y de granos (referidas al volumen total 
de la muestra) 

Fig 2.18 intersección de port(culas por un sondeo 



están 
218). 
de 501100s y de 
1Papou1is, 1984] : 

separadas por intervalos de longitud aleatoria W (Fig 
Si se admite que eldste independencia entre la longitud 

• 
vaci
. 
 os, la densidad de probabilidad de W es 

funcirin anterior f (e), densi~ de probabilidad de la 3c  
distancia d'- primer contacto. 

densidades 
intersecei6n 

es posible definir unas funciones 
analogas a las anteriores 

, 	(e) y f
?. 
 (e), 	en un sondeo, 

de diStribUei6n Y 
en un plano de 

) y f (c ). 
1C 	le 

f) El cruce de un medio granular considerado como proceso de 
renovación alternante 

El 	cruce de medios granulares por un sondeo puede 
describirse recurriendo a un modelo clásico de la teoría de 
los procesos esto s 	 o caticos conc o 	 o 	e id como "proces de rnovaci¿n 
alternante" ERoss, 19693. En efecto, a lo largo del sondeo, 1:,12 
presentan tramos de sólidos y vacíos en forma alternante. La. 

. 
longitud de 	los tramos solldos tiene la densidad de 
probabilidad f(d) definida en el inciso 2.3.1.c v los tramos 
de poros tienen la densidad fv.\(p) definida en 2.3.6.c. 

sondeo, las entradas a las partículas 
vacíos) se presentan en forma aleatoria Y 

A lo largo del 
solidas (u:' a los 

f
1A 	l 

(w-p)f 
 A 
 (p) dP 	 (2.103) 

que suele escribirse como : 

f (w) f
lA 

(d):!:;:f 	(p ) 	 (2. 104) 
1/k 

donde el simbolo 	significa convolución . 

La teora de la renovación proporciona resultados de 
aplicabilidad directa a diversos problemas que pueden ser de 
interés práctico. 

si se considera un punto arbitrario de abscisa m 
sobre el eje del sondeo (Fig 2.18), la funci6n de distribuci6n 
de la distancia Y(x) a la áltima (o prógima) entrada dentro 
de 	los granos (o de los va': iras) corresponde al concepto de 
edad" (o de "vida residual") y es la siguiente EAuvinety 

19843: 

y 

F 	(Y) = P EY(x) < y] = (1/E{Wl) 	El 	F (u)] du 	5)  
Y(x) 	

\ 
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donde 

El W} Valor esperado de 

F .01) Funci6n de distribucion de W f (w)dw 
,0  

f (w) Densidad obtenida con la Ec 2.1021 
w 

Se volverá sobre este modelo en 3.3.4 
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2. :3 .7 Funciones ear act e r-  íst ica s  

a) 	Func ion cara c ter i'st lea binaria 

La 	di stribue 	aleatoria de los s6). idos y de los vacíos 
dentro de una rna -a granular puede describirse en forma concisa 
medente una fune ic/..in binar ja llamarla función caracteriistica 
EMa t he ron , 19673 

En cada punto de  1. medio X 	esta funci6n se define como: 

(X ) = 1 	si X pertenece .a los poros 

( 	= O 	si X pertenece a los granos 

Tornando en cuenta el carácter al eator i o de sus valores, 
esta func i6n puede con% iderar se como un proceso es t 	i. c'o  

espacial. Una estructura particular-  formada con el mater ial 
granular de interés es entonces una real ización de este 
proceso. 

Si 	se admite que el med i o es homogéneo s e tiene, a 
considerar un punto X al azar dentro del medio: 

F' El< ( X ) zr-t 11 = n 
	

(2. 106) 

P I<(X ) = 03 = 1 	n 	 ( 2.107 ) 

donde 

n Porosidad del medio 

Por tanto, se t iene también: 

E-EK(X 	= 

varEK (X) 3 = n (1—n ) 

(2.108 ) 

- (2.109 ) 

Aun 	si el mcd io es anis6t,ropo, sepueda_ 	 r considera que a lo 
largo de una mi terna direccion el proceso es estacionario en el 
sent ido amp 1 io. Su funci6n de autocorrelaci6n depende entonces 
solamente de la distancia vectorial entre los puntos de 
interils CAuvi net, 19843: 

R(X 1 ,X 2 ) = Ef..1((X 1 )1((X 2 )1 	= R(X1  — X 2 ) = R(h) — - 11.0) 
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covEn 
/1 
 ,n 3 = [1/(V

1  V2 
 )3 

1  

donde 

h 	X - X 

En la misma forma, su funcin de alttocovariancia es 

e (X,X ) 	C:  (X-1 F< (h) - n' = C(h) 	 (2.111) 

su coeficiente de autocorrelacin 

(X (X
1 
 - X ) 	e(h)/En(1-n)) - r  (h) 	(2.112) 

Las funciones anteriores permiten describir las variaciones 
aleatorias que presentan las propiedades estructurales como la 
porosidad, 	la relaci6n de vacíos Y la distribuci6n 
granulomCltrica, de una muestra a otra, dentro de un medio 
granular homoglneo. 

- Porosidad 

La porosidad de una muestra 
	volumen V es igua a la 

integral estocástica : 

ny = (1/V) 	K(X) dX 

Se tiene entonces : 

E1-1 y1 = (1/V) f E £K(X)1 dX = n 	 (2.114) 

varEns,3 = (1/V
2 

C(X - X /  ) dX d)(1= 	r 	(2.115) 
nv 

V V 

Además, para dos muestras de voltimenes respectivos VI  y V2  y 

con o sin traslape, la covariancia entre las porosidades 
respectivas puede expresarse como sigue : 

C(X - X
2 ) dX - -2  

(2.116) 

- Relación de vate íos 

58 



Si. en lugar de la porosidad, se usa, como es costumbre en 
mecánica ( e suelos, el concepto de relaci6n de vacos, Je. 
tiene para una muetra de volumen V 

nv/(1-) (2.117) 

En el caso ewtremo en el, que el volumen V es inferior  al de 
los poros mas grandes. la relaci6n de vacíos puede llegar a 
ser infinita si la muestra pueda totalmente dentro de los 
vacíos 	Su media Y variancia son por tanto también infinitas. 
Para muestras de mayor tamailo, la media y la variancia de e,/  
Pueden obtenerse a partir de las de ny recurriendo a una 
aproximacia de primer orden EBenjamin, 1970) : 

donde 

2 	2 
E{ey  = n/(1-n) + (1/2)Cd ev/dnvm  Crne , 

Cd 
2 
 ev  /dn V 3 M segunda derivada de e v 	respec D a n 

calculada para el valor medio de n, 

Es decir : 
2 	 2 	3 

Elev 	
M.  n/(1-n) + Cr

n  y 	
(1--n )3 	e 1- 	/ ( 1-n) n y  

Se observa que el valor esperado de la relacijn de vacíos 
medida en una muestra finita presenta un sesgo respecto a la 
relacián de vacios de la masa granular. Se tiende a 
sobrestimar este parametro si el volumen estudiado es 
demasiado pequelio respecto al teman'_' de las partículas. 

Por otra parte : 

2 	2 
varEey 3 	= Ede/dny  3 	

qr 	 120) ni ny  

	

a 	2 	4 	
, 

varEe ] 	1.7 cr 	= G-ri  / (1-n) 	 (2. ... I. ) 
y 	 ev 	y 

Se tiene ademas : 

2 
Grj- 	 n /e = 	/ C(1-n) e] = Cr-  /C(1-n)n3 

y  

El coeficiente de variación de la relaci6n de vacíos es por 
tanto superior (del orden del doble) al de la. porosidad. 
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/ 
Distribucion granulometrica 

Las considerac. iones anteriores se aplican también a las 
variaciones aleatorias que presentan las distribuciones 
granulométricas medidas en muestras de determinado volumen V 
extraídas de una masa granular homogénea. 

De hecho, 	Ya se hizo notar que las distribuciones 
granulométricas referidas al volumen total de la muestra, 
G(d), definidas en el inciso 2.3.1, pueden interpretarse como. 
porosidades a condiciGn de incluir dentro de los•vacíos. las 
partículas de diámetro menor que d. 

Es por tanto posible generalizar los conceptos anteriores 
introduciendo las funciones características siguientes: 

Kd (X) = 1 	si X pertenece a los vacíos o a 
Partículas de diámetro menor que—d 

d  V (X) 	O , 
diámetro mayor que d 

si X pertenece a las partículas de 

Aceptando 	las mismas hip¿itesis que en el caso 
	

l a 
porosidad, se puede escribir : 

EU: (X)/ 	(d) 
'd  

vartVd  (X)) =(d)E1 - 6.  (d)) 

(2.123) 

(.124) 

y, en forma similar, las funciones de autocorrelacion, de 
autocovariancia y el coeficiente de autocorrelaci6n de estas 
funciones caracteri/.sticas son respectivamente : 

R4 (Xii  X2 
 ) = EtKd ( 51 )Kj(/2)1 = R 	 = R (h)- -(2.125) 

R (h) - 3 
d

2 
= 	(h) á - 

ed
( 
	2 

) = C
d 
 (h)/{G

3 
 (d)E1

3
(d)1/ 

- 	
(),1(h) (2 127) 

En una muestra ,de volumen V la distribuci granulomá rica 
. medida es una funcion(d) igual a : 
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G(d) = 	(X) dX 	 (2.122) 

Se tiene entonces 

E€13‘1(d)3 	= 	(1/V) I E €1::.,1 (X)3  	E t 	(X_ ) } 	3(d ) 	(2.129) 

2 
varEG(d)] 	(1/V e (X - X ) dX dX 

v V 

Si, como es usual en mecánica de suel':'s la distribucil:5n 
granulomátrica se refiere al peso o al volumen de los s61idos, 
la distribuci¿in determinada en un volumen V se puede escribir 
5 

F (d) = [1.3y(d) 	ny]/(1 	ny) 	 (2. 131) 

Recurriendo nuevamente a una aprwzimaci6n de primer orden Y 
llamando : 

	

3v  (d) 	n 
	

(2..1:32 ) 

	

= 1 - n 
	

(J.!. 1:33 ) 

se tiene : 

2 2 
‘2  

EtF (d)} = Etv 3/Et- 	4-(1/2141, 	Cb F (d)119x.dm.) cov[x x . y ] 
j,1 	y   d m 	(2.1'34) 

es decir : 
3 

EtF (d)} = 	(d) 	n3/(1-n) 	tEG(d)-n3/(1 n) lvarEl-n y 	 y ]  

a 
C1/(1-n) IcovEG(d)-n (2.1_5) 

3 
E£Fv(d)3 = F.:3V (d) 	{E1-0

3 
 (d)3/(1-n) hiarEn 3 

2 
+ El/(1-n) 3coyEri(d),n 3 y (2.136) 
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En forma similar a lo comentado para la relacin dtn vacios, 
las esperanzas di 	los porcentajes granulomtricos medidos en 
muestras finitas presentan un sesgo respecto a los porcentajes 
reales. 

Por otra parte 

varEF (d)3 

 

E dF
y 
(d)/ (-) 	3 [Fv ( ) 	3 c o v 	3 

T.• 	 m 

(2.137) 

 

es decir 

2 
varEFv(d)1 = E1/(1-n) 3varEGv(d)-nv 3 

-4- 	(103  (d )-n3 / (1-n ) l var E I, -n„ 

2{E 133  ( d n / ( 1 --- n) }covf ü(d)- n 	- n 3 ( 	1.38  

varEFv(d)3 
M  E1/(1-n)

2
3varE6v(d)3 + (11-03(d))/(1-11)

2 2 
 varEn 3 

2£11-03(d )3/(1-n )
3

}covEGv 	nv) 	(2.138.b) 

- Cortes planos 

En el caso de un plano que interseca un medio granular. las 
variaciones aleatorias de la porosidad y de la distribuci6n 
granulom;5.trica aparentes pueden tambiln expresarse en términos 
de funciones caracter(sticas K(X) Y K11(X), definidas en la 
forma indicada arriba pero ahora en términos de los diámetros 
aparentes. 

Llamando n A 
(relacion entre 

la porosidad en un área plana de superficie A 
arca de vacíos Y área total), se tiene: 

A 

	

EAnA 	= (1/A) 	E(K(X)3 dX - n 
	 (2. 29) 

	

varen 3 	= (1/A") 	C(X-Xi ) dX dX 'r un
2 	

(2.140) 
A  

A A 

Y para dos ateas ron o sin traslape A
l 

y A2  

covtn ,n 3 = El/(A
1
A
2
)3 	d 

Al AZ 

1 

C(X -X ) dX 
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varEn 3 	(1/L
2 

C(X-XI ) dX dX/  

L L 

(2.145) 

Para la distribuci6n granuloml5trica de diámetros aparentes 
(d) medida en unarea A, se tiene: 

E{G(d)3 = (1/A) EfK )93 dX 	(X)1 	(d) 

	

_ • 	a 

varEG (d)3 
A 

Sondeos 

(1/A
2 

A A 

(X-X 1 ) dX dX 
— 

(2.113) 

En el caso de un sondeo, la situaci6n es totalmente an=lloga. 

Si se llama n i_ 	la porosidad en una longitud de sondeo L 
(relacijn entre la longitud de la intersecci6n con los poros Y 
la longitud total), se tiene: 

ECn } = (l/L) 
	

EW(X)} dX = n 
	

(2.141) 

Y para dos segmentos con o sin traslape de longitud L1  Y L 

covEn ,n 3 = El/(L
1
L

2
)] 

1.? 
C(X1 _.X ) dX - —o 2 

(2.146) 

Para la distribuci6n granulom“rica de diámetros aparentes 
(d) medida en una longitud L, se tiene: 

E{G (d)} = (1/L) 

varEG
L
(d)3 

ECK 	X)} dX = EK
4 
 (X)} =

I
(d) 

"cl    

(l/L
a 	

CiA (5 	) d1( dy!  

(2.147) 

(2.148) 

b) Otras funciones caracteristicas 
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Extendiendo los conceptos definidos en el inciso anterior, 
es posible introducir otras funciones características 6iiles 
para la evaluación de las variaciones aleatorias de otros 
pa4metros estructurales. 

- N' raer de particulas por unidad de volumen, crea o longitud 

El njmero de particulas por unidad de volumen introducido en 
2.3.3 medido en muestras de volumen V, presenta variaciones 
aleatorias cuya magnitud depende de la forma y del volumen de 
la muestra y puede estudiarse introduciendo la función 
caracteristica siguiente: 

KU(X) = 1. si X pertenece a los poros 

KV (X) = volumen de la particula en la que se encuentra el 
Punto X si X pertenece a los s6lidos 

El numero de particulas por unidad de volumen se expresa 
entonces mediante la integral estocástica 

Nv
(1) = E1-K(X)1/KY(X) dX 	 (2.149) 

En un medio homogneo, la esperanza de la integral del 
segundo miembro coincide con el par.lmetro Xv 

definido en 

Un planteamiento similar se aplica al ni.lmero de particulas 
por unidad de área o de longitud. 

-• Superficie especifica 

La superficie específica, definida en la Ec 9,13 y medida en 
muestras 	de volumen V es otro parámetro que presenta 
variaciones de tipo aleatorio cuya magnitud depende asimismo 
de la forma y volumen de la muestra y puede ser-evaluada a 
travils de la función característica siguiente: 

KS(X) = O si X pertenece a los poros 

KS(X) 	área superficial de la partícula en la que se 
encuentra el punto X si X pertenece a los sólidos 

La superficie especifica asociada a una muestra determinada 
se empresa entonces mediante la integral estoc.Istica: 
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(1/V)/ IKE09/iN(X)1 dX 
	

("2. 

La esperanza de esta cantidad es la superficie especifica 

del medio. 

Un Planteamiento similar se aplica a las superficies 
específicas generalizadas definidas en un plano •de corte y a 
lo largo de un sondeo, que se introducen má5 adelante (2.3.9). 

La determinaci6n de la variancia de las integrales de las 
Ecs 2.149 y 2.150 como funci6n de la forma y volumen de las 
muestras, es más dificil que en los casos anteriores per- 
puede 	llevarse a cabo siguiendo lineamientos totalmente 
análogos. En el presente trabajo, no se entrará en mayor 
detalle al respecto. 

1 
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SupPrficie especirica generalizada 

Se defini¿ en el inciso 2.2.2 el concepto de superficie 
epecífica aplicado , 	una muestra de material granular. Este 
concepto puede generalizarse y relacionarse con las funciones 
Y parametr(1s definidos en los incisos anteriores. 

a) Generalizaci&I del concepto de super- Neje especifica a 
planos y rectas de intersecci6n 

En forma análoga al concepto de superficie especIfica 
introducido en la Ec. 2.12, se puede definir en un plano de 
interseccion un perimeIro especifico entendido como : 

p /A 
	

(2.151) 

donde 

P Suma de los perimetros aparentes de las particulas 

A Area de la interseccit5.en 

A lo largo de un sondeo, el concepto análogo al anterior es 
el numero especifico : 

= N/L 
	

(2.152 ) 

donde 

N 	Numero de intersecciones del sondeo con la superf  ic e 

de los granos 

L Longitud del sondeo 

Para mayor claridad, se usara de aqui en adelante el 
simbolo 	S.  para la superficie específica tridimensional ez 

definida en la Ec 2.13. 

b) Relaciones entre superficie, perimetro y numero especifico 
y aplicacicln a medios anisotropos 

El concepto de superficie especifica de una muestra de 
material granular introducido en la Ec 2.13 puede ser definido 
enforma mas precisa como se indica a continuaci6n Watheron, 
19673 
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n una muestra de volumen 	re 	m V .. 	llaar.:í E 	d4(uo) el área 
ocupada por las porciones de superficie de los granos 
(orientadas por ejemplo desde los granos hacia los poros) COVI 
vectores unitarios contenidos dentro del ángulo s6lido de o de 
direcei6n media w . Se puede introducir la densidad 

( u. ) 	d 	) / d 	 (2.15:3 ) 

La 	superficie especifica (medida en una mues tra de volumen 
V) es entonces la variable aleatoria : 

E; 

	= (1/V) 
	71 

( 	d 
	

(2,154) 
V 

donde la integral se aplica a una esfera 	de radio unitario. 

La definición generalizada de la superficie específica del 
medio es entonces 

= E {Sv
3 

La superficie especifica así definida puede relacionarse 
con la función característica K(X) definida en 'D.3.7 , a 
partir de las consideraciones siguientes 

- Significado geométrico de la función de autocorrelaci6n de 
la función característica K(X) 

Si g Ps un vecto 	 c r de traslaion de direcci6nczz , el producto 
K(X)K(X 	(5-  ) puede interpretarse como una nueva funci6n 
característica que asocia el valor cero a la uni6n de las 
partículas srDlidas con ellas mismas desplazadas de 5 y el 
valor uno al resto del volumen de la muestra. Su valor 
esperado R(c) ) es la probabilidad de que X Y X+Jse encuentren 
ambos fuera de los granos. Si 61 es el conjunto de los granos : 

R(5') = (1/V) Etvol(C9C.U6G)l 	 (2 156) 

donde 

Conjunto de los granos desplazados de S-  

SI!) observa que R(á) puede interpretarse como la porosidad de 
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un medio Poroso con sólidos formados por el conjunto a U (71. 

. De acuerdo con el principio de Delesse (2.3.2), es por tanto 
invariante si se define dentro de un medio homogéneo en el 
espacio, en un plano o a lo largo de una recta. 

o 	es suficientemente pequ4o, Gt. u "-) (-91 	(::'L 0 tiene como 
VOlUmen la mitad del volumen barrido por-  el vector J cuando 
su origen recorre la superficie entre granos y poros (Fig 
2.19). 

vol (61 uG,- e? U Ci ) = 1 51/2 ,COSel 	 (2.157) 

donde 

e Angulo entre la normal a la superficie de separaci6n y 
el vector (3 

Relaci6n 
específica 

entre 	funcirin 
/ 	. 

carac eristica y superficie 

Se tiene, tomando las esperanzas en la ecuacion anterior: 

CR(0) - R(J)3/1j1 = El/(2V)3 	E (1.f(c-0)} k cos e 1 du 	(2.158) 

`S-2 

y, en el limite, cuando 151  

R /(0) = [1/(2V)] E 1nui)1 !cose, dw 	(2.159) 

s. 
Integrando sobre la esfera de radio unitario : 

" R (o) do< ='E1/(2V)) E t.r(w)) dw lcosei d0 	(2.160) 

i(  
Rc1(0) d01. = E fAu..03- dw 	 (2.161) 

y por tanto : 

= E £.9v = -(1/W ) ,3  /,t(0) dbc (2.162) 

s/ 

Se concluye 	que la superficie especifica se deduce 
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Fig 2.19 Grano sometido a una traslación 8 



directamente de las derivadas 
	

la funci
/
on de 

autocorrelación R(J). 

Cuando el medio es is6tropo en cuanto a la orientacin de 
los elementos de superficie entre granos y poros, R(J) depende 
solamente del m6dulo de (5 	Y no de su direccion. R.,(U) es 
entonces una constante independiente de c . Se tiene por tanto 
simplemente en este caso : 

_ 
S. 	7: -.4 F / (u) 
3 

(2.163) 

La superficie especifica, cantidad escalar, no refleja la 
anisotropia del medio. Para caracterjzar la anisotropia puede 
usarse la cantidad -Ri  (0) que representa la suma de las 
Proyecciones sobre un plano perpendicular a la direcci6n 	de 
todos los elementos de área de la superficie de separación 
entre s6lidos y vacíos por unidad de volumen. - R(0) puede 
por 	tanto interpretarse como una superficie específica 
"direccional". 	Se dara más adelante otra interpretaci6n 
geomr5trica simple de esta cantidad. 

En un plano de interseccin, se puede introducir en forma 
análoga para una muestra de área A una densidad: 

9)  (ce = 	(te) / d 	 (2.164) 

donde 

d, (w) Porción del contorno aparente de las partículas con 
vetes torés unitarios contenidos dentro del £ngulo dcx.) 	de 
direccion mediaw 

El perímetro específico medido en la muestra de área A es 
entonces la variable aleatoria: 

2TT 

	

S
A 

= (1/A) 	7)(c0 des (2.165) 

El perímetro especifico del medio en un plano se define 
entonces como : 

	

.12 = ECS ) 
	

(2.166) 

Consideraciones totalmente análogas a las de las Ecs 2.156 a 
2.160 permiten escribir 
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1/(2A) 

2 ir 

Et?((k.))} !cosed d (2.167) 

2 Ir 
	 2 ir 

o 	 o 
2TC 

(2/A) 
	

(c&) } d 
	

(2. 169 

1/(2A) E17(w)1 doo c 	d 1 de< 	(2. 168 ) 

R (0) 

P integrando : 

2 .1Í 

R (0) do< 
t. 
o 

/Ir 

/ 
R (0) do 

o 

y por tanto: 

 

21r 

 

 

= E(S I = (1/2 
2 	A 

R (0) do< (2. 170 ) 

Cuando el medio es is6tropo en cuanto a la orientacii5in de 
los elemenios del contorno aparente de )c granos, R'(0) es 
una i2onstante independiente de N y se tiene: 

R 	) 
o 

Combinando 2.163 y 2.171 , se obtiene: 

3 = (4/(T)Sn 	 (2.172) 

Finalmente, el njmero especIfico medido a lo largo de un 
tramo de sondeo de longitud L es la variable aleatoria : 

= N/L 
	

(2.173) 
L 

el niÍrnerci. PspecIfico del medio se define entonces WM0 

S
1 	

= E(S 	= E(N/Ll 
	

(2. 174 ) 

si se considera un sondeo recto que interseca el medio y un 
' pequeño cilindro de grea transversal ds cuyo eje coincida con 
este sondeo, la superficie especIfica medida dentro. del 
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volumen delimitado por el cilindro sera la definida por la Er.,  
2.154. la cual puede escribirse en este caso: 

S = r1/(L ds)] du..1 	11./(L ds )3 _...ids/cose- (2.175) 

3: =7. 
• 

(1 	L. 	(1 /co s 	) (2,17¿.) 

donde 

N 	Num e r o de inter .  se,2,7 ¡cine:2 "S del. e 
1.o S 9 rallos 

L Longitud del tubo 

con la superficie de 

Angulci. de inelinaicSn de la normal al elemento de 
superficie interseeado respecto al eje del tubo 

La 	superficie espee i :a del medio es por tanto de acuerdo 
con la Fc 2.1.55 

--7; E(''E;v) 

N 

E{E{( 1 /1...)7: ( 1 /C 	qt: )1N31 	Ef. (N/L 	1 /ros e 33 
(2.177) 

3 1 	w_ E N /1.. 3 E { 1 / ros 6) 3 
-  

(2.178) 

Si el medio es is6tropo, 

EC1/rose3 

fácil mostrar.  (Anemo 1) que 

(2.17':9) 

E IN/L1 = 2  •:.`f (2,1.80 ) 

En un medio isGtropo, la superficie específica es por tanto 
igual a dos veces el ndmero especifico, es decir dos veces el 
nulmero esperado de intersecciones del sondeo con la frontera 
entre s6lidos y vacíos por unidad de longitud. 

En 	el caso de partículas convexas, el ndmero de 
intersecciones con dicha frontera es igual a dos veces el 
numero di intersecciones del sonde:D con las partículas por 
unidad de longitud X L  (Er 2.72) y se tiene : 

3 	4 
	

(2. 181 ) 
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Es facil mostrar, razonando en forma similar en un plano de 
intersecei6n (Anexo 1) que se tiene 

(2.1:32) 

Ele la Ee 2.171 se desprende tambin que, para un medio 
is6tropo 

R / (t)) 	 (2.1e3) 

La pendiente en el origen de la funcin de autocorrelacin 
de la función caracterrstica es por tanto simplemente igual al 
ntimero de partkulas por unidad de longitud. 

En 	medios an i sót ropos , L  depende de la direcci6n del sondeo. 
La Ec 2.159 se e scribe: 

N 

- R(0) = Et1 / 	2._.: ds er.is 	eci es Oh 	(2.184) I;‹ 	 1 

- R:(0) = E(N/(2L)} =
Loc 

donde 

L njmero de partilas intersecadas por unidad 
longitud a lo largo de un sondeo de direcci6n oZ 

El nilmero de partfculas intersecadas por unidad de longitud 
aparece por tanto como un parámetro útil para describir la 
anisotropra del medio puesto que se puede interpretar corno una 
superficie especrfica "direecional" 

Cabe aqur el comentario de que la isotropra a la que se 
refiere este caprtulo es exclusivamente la de la orientaci6n 
de los elementos de superficie de los granos. Un medio formado 
por particulas esféricas es por tanto isótropo desde este 
punto de vista. Sin embargo, se sabe que pueden existir otros 
tipos de anisotropla en el medio (en particular en la 
repartici6n de los puntos de contacto entre partículas sobre 
la superficie de estas últimas, 2.3.4) que no se reflejan en 
el parametro X (vlase 2.3.9). 

c) Caso de medios granulares constituidos por partrCulas 
aproximadamente esfl5ricas 
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Los resultados anteriores toman una forma particularmente 
sencilla en el caso de los materiales constituidos For 
partículas aprol.zimadamente esf ►  ricas. 

La superficie específica tridimensional C ,1-') 

por definicicln como 

\ 	E {4D-} = 6(1-n )E (D
2 
 }/E {O

3 
3 	30 	 30 	3P 

puede escribir 

(2.186) 

El 	per lmetro específico en un plano de intersecci¿in se 
escribel asimismo 

= \ E ODI = (1_n )E {01/E U) 1 
2 	A 21\ 	 2 I\ 	2A 

(2.187) 

Finalmente, a lo largo de un sondeo, el njmero especl ,0 

es 

= 2\ = 2(l-n)/E 
	

) 

Y se tienen las relaciones 

, = (A/K)S 3  
2 

'71 
A  (2,129) 

."'a '"92.J.J. 	Anisotropia geometrica 

En los incisos anteriores, se setlal6 que diferentes 
características estructurales de un medio granular pueden 
variar dependiendo de la dirección segiln la cual se definan. 

La anisotropra geomátrica puede manifestarse en 
particular a través de las funciones siguientes: 

Repartici6n no uniforme de los contactos sobre la 
superficie de las particulas (no uniformidad de la funci'Sn 

fl(p(r p)) 

Inclinaci6n preferencial de los planos tangentes en 
los contactos interparticulares (no uniformidad de la funci6n 

17(E/p)) 

Orientación 	preferencial de las part iculas (no 
uniformidad de la densidad f

e 
 (u) c f

o' 
 (u)) 
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elementos 
(variaci6n 

Orientaein preferencial de las normales a los 
de la superficie de separaci6n entre granos y vacíos 

, 

de la superficie especifica direccional X con la 
Lk,, direcci6n 	) 

Estos diferentes tipos de anisotropia no son 
independientes entre si. 	En Particular, la existencia de los 
dos 61timos implica tambien en general la de los dos primeros. 
Sin embargo, los dos primeros pueden e;<istir sin que se 
presenten los dos liltimos (partículas esféricas). Lo anterior 
muestra que el concepto de anisotropla geométrica puede tener 
multiples facetas y debe siempre definirse con precisi6n. De 
hecho, 	es posible concebir otros tipos de anisotropia 
(orientaci6n preferencial de los poros por ejemplo). 

Algunos autores han tratado de describir en forma 
concisa la anisotropla del medio ajustando a las funciones 
Tix,P) Y171  (,11) unos elipsoides cuyos semiejes te adoptan como 
Indices descriptivos del grado de anisotropfa [Oda, 1982 
liara z y Windieck, 	1.9693. Se vera, sin embargo, en 3.3.4 que 
no e>;iste raz6n para admitir que las funciones anteriores se 
ajusten a elipsoides, en particular si la anisotropia se debe 
a 1a- orientact6n preferencial de partículas no esféricas. 

Para describir la anisotropla ligada a la cirientacitEin 
aparente de las partículas en planos de intersección, Curray 
E1956] propuso usar el indice: 

y 
= (100/N) 	 ) 1(Esen 9,) 	 ID S 2 6 ) 

donde 

N Njmero de partículas observadas 

Inclinaci6n aparente de la longitud de la partícula 
respecto a un plano horizontal ( - Z14/2 

 < el < + T(/2) 

La magnitud de este indice varia desde cero , para un 
arreglo 	sin direccion preferencial, hasta 100%' para una 
orientaci6n sistemática segun una direcci6n determinada. 
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3. E-STUDIO DE LA ESTRUCTURA DE LOS MEDIOS GRANULARES 

3.1 CONCEPTOS GENERALES 

En el capítulo anterior, se definieron diversos conceptos 
potencialmente lítiles para describir la estructura de los 
medios granulares. En el presente capltulo, se mostrará c6mo 
estos onceptos pueden efectivamente emplearse para este fin. 

La estructura de los medios granulares naturales (arenas, 
gravas, enrocamientos) o idealizados (esferas o discos planos 
de acero, 	aluminio, materiales plásticos, etc.) Puede 
estudiarse 	recurriendo a una gran variedad de tecnicas 
emperimentales de laboratorio o de campo. Estas técnicas y 
algunos de los principales resultados obtenidos con ellas se 
revisan brevemente en el inciso 3.2. 

Sin embargo, en general, los metodos emperimentales 
resultan laboriosos y por tanto de alcance limitado, lo que ha 
llevado a desarrollar modelos teáricos que representen la 
estructura de estos medios y faciliten su estudio. Los 
principales modelos de este tipo se analizan en el inciso 
En este mismo inciso, se proponen nuevas técnicas de 
modelacilm que recurren a la simulacia de la estructura con 
computadoras digitales y se presentan algunos de los 
resultados que estas técnicas han permitido obtener. 
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3.2 TECNICAS EXPERIMENTALES PARA EL ESTUDIO DE LA ESTRUCTURA 
DE LOS SUELOS 

3.2.1 Estudios de laboratorio 

a) Determinacion del tamano de las particulas y de la 
distribuci6n granulométriea 

La determinacton de la distribución granulométrica de 
materiales granulares es un ensaye comun en los laboratorios 
de mecánica de suelos. Las tf.cnicas empleadas dependen de la 
definici3n de tamallo aceptada (2.2.1) y se describen en 
diversos manuales CSARH, 19703. El procedimiento más Izom6n e s  

el análisis mecánico mediante mallas. Las limitaciones de esta 
prueba han sido discutidas en diversos trabajos Wahremuad y 
Stockdale, 1929, Herdan, 19603. Es significativa la influencia 
en los resultados del tipo y njmero de mallas empleadas y del 
mIltodo usado para la realizaci6n del ensaye (técnica y tiempo 
de vibrado, etc. 	). Diferencias importantes entre el t'amarlo 
nominal definido con mallas y las dimensiones reales de las 
partículas han sido puestas en evidencia por Marsal 019733. 

Se ha observado que, en suelos aluviales Kambefort, 19643 ü 
obtenidos por trituraci6n CEpstein, 	19483, 	la distribuciein 
granulométrica en volumen resulta frecuentemente parecida a la 
distribuci6n logarítmico-normal (o lognormal) CEenjamin 
Cornell, 19703. Este resultado puede explicarse si se acepta 
que el tama7lo final de una partícula se alcanza después de un 
gran numero de colisiones o roturas en las que el tamano 
inicial se reduce cada vez en una proporci6n aleatoria. El 
tamarto DM de una partícula e',  después de N colisiones: 

 

El W El W W 	W 
N o 1 a 	N 

D Diámetro inicial 0 

W Factor de reducci6n aleatorio 

donde 

en la colisi6n numero 

Tomando el logaritmo de ambos miembros de la Ec 3.1, se 
tiene: 

Lntl = LnD + LnW + 	+ LnW 
N 	 o 	1 	 N 

Las funciones LnWi.  son variables aleatorias y, con base en 
el teorema del limite central, puede esperarse que su suma 
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f. 

r. 

i6n normal. 	Por tanto, LnElli  tiene una 

N 
una distribuci6n lognormal. El 

puede aplicarse a la distribuci6n en 
De hecho, 	si un material tiene una 
volumen, también la tiene en número y 

19(.03. Conviene subrayar que lo anterior 
es aproximado puesto que las variables W. no son _ 

necesariamente independientes entre si, 	ni tienen la míma 

distribuci6n de probabilidad, condiciones que, te6rieamente, 
son necesarias par.a la aplicaci6n del teorema del límite 
central. 

La distribucián lognormal (Benjamin, 19703, puede expresarse 
COMO : 

E (d) = F E (Ln d 	Ln 	)/0- 	3 
3V 	U 	 Ln 11 

donde 

	

Fu 
	 Distribuci6n normal estandarizada (media 0, 

variancia 1) 

2 

	

o 	Mediana 
	

E 3v(D)  el<pE  -a
-LnD

/21 

U7LnD  Desviaci6n estándar del logaritmo del diámetro 
Ln(V3D  d-  + 1) 

V31) Coeficiente de variaci& del diámetro 

La Ec 3.3 permite ajustar una distribuci6n lognormal a la 
distribucián empírica de un material dado asegurando la a 
coincidencia de los dosprimeros momentos (E (D) y E (D )), 

3V 	3V 

Para materiales aluviales, Cambefort 019643 ha hecho notar 
que es posible dividir una mezcla de varios materiales 
granulares en sus elementos constitutivos, simplemente 
representando la granulometra en papel gausso-logarrtmico 
(Fiq 3.1) y buscando las rectas que mejor se ajustan a sus 
fracciones granulomátricas. 

Para materiales arenosos del Mississippi, Shockley y Garber 
E19533 mostraron que, dibujando la funci6n Wd) en escala 
doblemente logartmica, se obtiene un diagrama triangular (Fig ,  
3.2) que puede ser caracterizado en forma dnica por el modo Dm  
de la densidad (diámetro correspondiente al mál<imo valor de 
f3V(d)). En efecto, las pendientes de los lados del triangulo 
son tambián funciones de Dm  . La calidad de las correlaciones 

.entre D y las propiedades mecánicas e hidráulicas del 
material obtenidas por dichos autores sugiere, que, por lo 
menos para arenas de este tipo, Dm es el diámetro más 
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Fig 3.1 Determinación de los elementos constitutivos de una mezcla 
(aluviones del Rhin) por ajuste de distribuciones de tipo 
lognormal a diferentes fracciones granulométricas (Cambefort, 
1964) 
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Fig 3.2 Representación de lo dislribucidn granulométrica en escala 
doblemente logarítmica ( Shock ley y Garber ,1953 
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representativo del material de interés. 

b) Estudio de la forma de las partleulas 

La forma de las partículas de suelos granulares es el 
resultado de la acci6n de los agentes mecánicos y, en menor 
grado, de los agentes químicos. Las formas angulosas son 
típicas de las arenas residuales. Las arenas marinas son 
también 	a menudo. angulosas. Las formas redondeadas son 
frecuentes en arenas de río y en algunas formaciones de playa. 
Las arenas e61 iras suelen tener granos finos y redondeados. 

Eisten pocos estudios cuantitativos relativos a la forma 
de las partículas. 

En la Fig 3.3 se 
alargamiento (L/1E) de 
graduada 	EMahmood, 
particulas tienen un 
resultado es típiro de 
y arenas limosas. 

muestran resultados de mediciones del 
las partculas de una arena bien 

19733. Apremimadamente 507. de las 
alargamiento menor de 1.4 . Este 

los que se obtienen para muchas arenas 

En una investigacil5n reciente de la influencia de la forma 
de las partículas sobre el comportamiento de los medios 
granulares, Patino y Albergo E19833 propusieron un método para 
determinar la esfericidad de arenas basado en fotografías y 
mecH ..c.ones vol umétricas. 

Para determinar el coeficiente volumétrico de los agregados 
para concreto, sin ha desarrollado una prueba normalizada 
EVenuat, 19613. En la Fig 3.4 se muestra un calibrador que 
Permite obtener rápidamente la cantidad 13,,/6 de la Ec 2.10 . 
Para concretos, se considera que el coeficiente volumátricn de 
las partrculas debe ser por lo menos de 0.15. En mecánica de 
suelos, no e;<iste el equivalente de esta prueba. 

Investigaciones sobre la geometría de las partículas de 
diferentes suelos han sido realizadas por Marsal [1972]. En la 
Fig 3.5 se muestran los factores de forma definidos en la Ec 
2.9 obtenidos por medicicln directa. Corno refer.encia, se 
muestran en esta misma figura las curvas 
corresponden a placas cuadradas, cilindros 
revoluci6n, respectivamente. Los materiales 
planas quedan entre las curvas 1 y 2. La rnuest  

1, 2 y 3 que 
y elipsoides de 
con partículas 

ra de partículas 
con forma de aguja se localiza sobre la curva 2 . Con 
elor.epci6n de las muestras de partículas redondeadas, los 
factores de forma restantes son menores que los de la curva 3 

Resulta atractivo idealizar la forma de las partculas 
. mediante elipsoides. Esta idealizacii5n fue usada por ejemplo 
por 	Alberrc' y Patilo en el estudio ya .  mencionado. Más 
adelante, se analizarán algunas de las estructuras a las que 
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Fig 3.3 Histograma del alargamiento de las particulas de una arena 
bien graduada (Arena de Monterey N2 0,Mahmood,1973) 
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Fig 3.4 Calibrador para el cálculo del coeficiente volumétrico(NFP 
18-301 ,Venuat ) 1961) 
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Pueden dar lugar particulas que tengan esta forma (3.3.4). 

Para determinar 	la superficicie especifica de una 
partícula, 	la dificultad principal reside en medir el área de 
su superficie emterna. Esta área puede determinarse cubriendo 
la particula con una capa de parafina de espesor constante Y 

determinando el peso de la parafina empleada Warsal, 19631. 
En el caso de part‘culas convexas, el área puede tambin 
determinarse a partir de sus proyecciones (sombras) sobre 
planos recurriendo a la ley de Cauchy CBodziony, 19933: 

donde 

A = (1/V) a(cg,(1) deo (3.4) 

a(pk, 	) Area de la proyecci6n paralela (sombra) de la 
partícula sobre un plano, ortogonal a la direccijn de la 
proyeccirrin definida por los ángulos ocy p de la Fíg ').19  

51 y dw tienen el mismo significado que en la Ec 	0-1 

S? puede observar que la E': 3.4 es la misma que la Ec 2.1.62  
pero aplicada en este caso a una partícula convexa aislada. 

En la prctica, la técnica de medici6n consiste en 
determinar varias veces el area proyectada para orientaciones 
aleatorias o sistematices de lapartícula. 

Sr' tiene : 

N  

A 7=1  (4/N)
\

a 
 

ta,o ) (3.5) 

donde 

N Ndmero de mediciones realizadas • 

a.(u,p) Area de la proyecci on en la medici6n márnero 

o 

En el caso de materiales con partículas aproximadamente 
esf‘ricas, la superficie específica de una muestra puede 
determinarse a partir de la granulometría con la Ec 2.186. 

c) Determinacirrin de la porosidad, de la relaci6n de vaci_s y 
de la compacidad relativa 

La porosidad o la relaci6n de vacíos se determinan 
generalmente en el laboratorio mediante simples pesadas y 
determinaciones volumItricas CSARH, 1970]. En la Tabla 3.1 se 
presentan intervalos de valores típicos dé- estás propiedades 
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TABLA 3.1 Valores típicos de la porosidad y de la 
,relación de vacíos de algunos materiales 

granulares 

Porosidad 	(%) Relación de vacíos 

n 	. max nmín e 	. max emín 

Arena de Ottawa 44 33 0.80 0.50 

Arena limpia uniforme 50 29 1.00 0.40 

Limo 	inorgánico 52 29 1.10 0.40 

Arena limosa 47 23 0.90 0.30 

Arena fina 	o gruesa 49 17 0.95 0.20 

Arena micácea 55 29 1.20 0.40 

Arena limosa y grava 46 12 0.85 0,14 
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Para diferentes materiales. 

Para evaluar la heterogeneidad de estas propiedades dentro 
de especímenes de suelos arenosos, se ha recurrido a la 
conge1aci6n de muestras saturadas y a su divisiiln en pequenos 
cubos ECasagrande, 1975]. 

También es posible estudiar las variaciones de la porosidad 
dentro de una muestra y su evoiuci6n durante un ensaye 
mecánico midiendo la absorci6n de un ha de rayos gamma a 
través del espY15cimen LBouvard, 19e23. En forma análoga, Arthur 
E19('.93 mostr6 que, mediante mediciones de absorci6n de rayos X 
a trav6s de muetras de materiales granulares (Fig 3.6), es 
posible detectar heterogeneidades y variaciones perii5dicas de 
la porosidad asociadas con ciertos tipos MUY marcados de 

s 	
(2.3.2.a. 	Estas mediciones pueden resultar - 

sensibles al efecto de escala geométrico es decir a las 
variaciones aleatorias locales, como se mostrará más adelante 
(4.2). 

La determínaci6n ewerimental de la compacidad relativa 
implica la mediciU de los valores natural, máximo y mínimo de 
la relaci6n de vacíos. Desafortunadamente, no - se ha podido 
llegar 	a 	una 	estandarizaci6n 	satisfactoria de los 
procediminentos 	de determinaci6n de dichos valores. En 
part icular, se ha observado que el metodo más adecuado para 
obtener la relaciein de vacíos máxima depende del tipo de 
material. El concepto de compacidad relativa tiene por tanto 
una utilidad práctica limitada. 

d) Estudio del 
contactos 

numero• de coordinaci6n y de la reparticin de 

La medici4n del nilmero Y de la posicic/In de los contactos 
interparticulares es delicada y solamente puede realizarse 
fácilmente en modelos bidimensionales (discos o barras 
cilíndricas). Sin embargo, el ndmero de puntos de contacto 
entre las partículas de un medio granular tridimensional se ha 
Podido determinar llenando los poros con ácido [Smith, 1929], 
cera fundida [Field, 	19633, pintura EMars,al, 1973; 
Athanasiou-Grivas Y Harr, 198ü) o mortero de cal (Yanagisawa, 
19S31. Después de drenar el fluido empleado, los contactos se 
vuelven visibles. 

Los aspectos principales que han retenido la atenci6n de 
los investigadores han sido los siguientes: 

Relacil5n entre el numero medio de contactos por particula 
Ealc) y la porosidad o relaci6n de vacíos. 

Un gran 
Propuestas 

y 	 y 
numero de relaciones empirlcas de_este.tipo han sido 
por diversos autores. Las principales se presentan 

86 



Dirección de 
proyección Plano de proyección 

Líneas continuas 
de barrido 

Rayos X 

Distribución de 
espesores proyectada 

Fig 3.6 Estudio de la estructura de materiales granulares con rayos X 
(Arthur,1969) 
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en la Fig 3. 	. La más aceptada parece ser la de Filep 11936). 
Sin embargo, 	los datos el4JYerimentales obtenidos por Mar 
11973) y Oda 11977) no coinciden con ninguna de las relaciones 
propuestas. La dispersi6n y las discrepancias puestas en 
evidencia en la Fig 3.7 pueden quizá parcialmente atribuirse a 
errores experimentales (la viscosidad del fluido puede por 
ejemplo hacer aparecer como contactos puntos en los que las 
part(culas estan en realidad separadas por una pequea 
distancia), pero es probable que no eldsta una relaci6n Cínica 
entre EiNc  } y la porosidad n y que ésta dependa, entre otros 
parametros, del coeficiente de uniformidad del material y de 
la forma de sus partículas. 

Distribucion de probabilidad del numero de contactos 

En la Fig •3 se muestran las distribuciones estad(sticas 
del niárnero de contactos por partícula obtenidas para un 
material uniforme en estado suelto Y denso respectivamente 
(Mar sal, 	•1973). Estas distribuciones presentan un nilmero 
m(nimo de contactos del orden de cuatro. Para materiales 
densos, la forma de la distribuci6n tiende a ser gaussiana. 

- Distribucijn de probabilidad del ni5mero de contactos para 
las diferentes fracciones granulomtricas que integran un 
material granular no uniforme 

colocados 
al, 	1 9:30 

nlimero esperado de contactos 
de cada disco. Además, Alberro 
el proceso Nc(D) (2.3.4) puede 
embargo, esta conclusi6n no es 
medios 	granulares 	b i- o 

tridimensionales en presencia de la gravedad puesto que, CQMO 
se vio en la Fig 3.8, la gravedad hace que exista un n(imero 
minimo de contactos. La distribuci6n poissoniana sobrestima 
por 	tanto la probabilidad asociada a n6meros bajos de 
contactos (véase también 3.3.4) 

Reparticic5n de los contactos sobre la superficie de los. 
granos 

La reparticin de los contactos sobre la superficie de los 
granos ha sido estudiada esencialmente en medios granulares 
bidimensionales (modelos de discos e' barras cil(ndricas) y en 
láminas delgadas de medios tridimensionales (inciso f). 

Biarez 119613 mostr6 la existencia de una anisotropia 
marcada en esta repartici6n, ligada en materiales simplemente 
depositados al efecto de la gravedad y yen materiales 
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Experimentos realizados con discos fotoelásticos 
en un plano horizontal Wendoza, 1975; Mazari et 
Alberro, 19823 mostraron que 

diámetro es proporcional 
verific6 que, 
considerarse 
directamente 

poissoniano. 
en este caso, 

Sin 
aplicable 	a 

al 
el 
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sometidos a pruebas mecánicas, a la historia de deformaciones. 
En la Fig 3.9 se presenta la función 	17(0) obtenida por etIte 
autor para un espécimen bidimensional 	(barras cilíndricas) 
sometido a una importante deformación vertical (15Z). Se 
observa que la funcion 	(0c) torna una forma elíptica. Los 
planos tangentes a las partículas en los puntos de contacto 
tienden a orientarse perpendicularmente a la dirección de la 
deformación; 	aumenta el número de planos tangentes 
horizontales y disminuye el de planos verticales. Resultados 
semejantes fueron obtenidos por Mazari et al El9e(m. 

Los resultados obtenidos por Matsuoka E19743 con un arreglo 
de discos se presentan en la Fig 3.10 . En esta figura, se 
muestran histogramas de valores del ángulo 5.  (Fig 2.13) para 
P1 estado inicial y despus de someter el esplcimen a una 
Prueba de corte simple. Se observa que ,inicialmente, los 
contactos 	tienen una distribución trapecial, con pocos 
contactos en la zona ecuator 	 r ial de la patícula. Cuando se. 
alcanza la máxima resistencia. los contactos se concentran 
cerca de 	C = 30 grados. En la resistencia residual, el 
diagrama tiende a ser-  triangular con concentración de los 
contactos en la parte superior e inferior de la partícula. 

Se volvera sobre estos resultados en 4.6. 
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Espécimen sometido a una 
deformación vertical importante 05%) 

Fig 3.9 Anisotropia inducida en la reporticián de contactos paro un 
arreglo de discos sometido a una deformación vertical (Biarez,1961) 

-7r/ 2 + -rr/2 o 

a) Estado inic ial  

-7r/ 2 	O 	 +7r/2 

b)En la resistencia de pico 

8 
-7r/2 
	

+ 7r/2 

c)En la resistencia residual 

Fig 3.10 Variaciones de la densidad de probabilidad f8 (8) durante un ensaye 
de corte sobre un arreglo de discos (Matsuoka,1974) 
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e ) Medici6n de la d stribucin de tama?"los de porcos 

Existen diversas U2enicas para determinar emJerimentalmente 
la 	distr ibueiU 	a de 	t. marco 	de poros de un espeeimen de 
material granular natural. 

- Mci''todo de la altura de aseencin capilar (F 1 	3.11) 

El m&todo consiste en dejar drenar por gravedad una muestra 
inicialmente saturada. Si se admite que los poros del suelo 
están constituidos por una serie de tubos verticales de 
diámetro constante, 	las fuerzas capilares mantendrán el _agua 
en los tubos a una altura que depende del diámetro de cada 
poro. Midiendo el contenido de agua a diferentes alturas, es 
Posible obtener la distribuci6n de tamaos de poros. La altura 
hasta la que el suelo se encuentra totalmente saturado 
corresponde al diámetro de poro máximo. La altura en la que el 
contenido de agua se estabiliza da el diámetro menor. Los 
grados de satura' ion a alturas intermedias permiten definir 
los porcentajes asociados a tamarios intermedios. La 1imitaci6n 
principal de este m§5todo se encuentra en la suposir2i6n de que 
los poros están constituidos por tubos de diámetro constante. 

Materializacil5in de los poros (Fig 3.12) 

K15zdi [1976] realiz6 diversas mediciones de la distribuci6n 
de poros de materiales granulares calentando el medio y 
llenando los poros con plástico fundido. Determin6 el.  volumen 
Y las dimensiones de los poros despues de que. se  hubiera 
solidificado el plástico, eliminando las partículas s6lidas. 
Este procedimiento fue aplicado a suelos gruesos (gravas 
aluviales y basalto triturad':') en estado suelto y .compacto 
respectivamente (Fig 3.12). Se pudo observar que, al compactar 
el material, .los poros de tamaño intermedio son los que mas 
contribuyen a la reducci6n de volumen. 

Miltodo de la intrusi6n de mercurio ENagpall, 1972; Garcla 
Bengochea, 1981; Kloubek, 19833 

Este mItodo es aplicable a materiales granulares finos. Se 
seca el esp‘cimen y se sumerge en mercurio. Se ap1Lca presirrin 
por incrementos pequeños y se registra la cantidad de mercurio 
que penetra dentro de la muestra despus de cada incremento. A 
cada presil6n aPlicada corresponde un diámetro de menisco 
d iferente que puede ser estimad':' a partir de 1.a tensi6n 
superficial del mercurio recurriendo a la ley de Washburn 
E19211. La curva volumen de mercurio absorbido contra diámetro 
del menisco define la distribuci6n de poros Y se conoce corno 
d iagrama de Purceil (Fig 3.13). La 1'imitaci6n principal del 
mItodo reside en que, al igual que en el método de la altura 
de ascencion capilar, se admite que los poros pueden 
considerarse corno tubos cil(ndricos. Kloubek ha hecho notar 
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Fig 3.13 Distribución de poros de 
mezclas de limo y kaolin 
compactadas(Garc(a 
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que Url aumento del volumen de mercurio que penetra en los 
poros al 	incrementarse 	la presi6n no corre!iponde 
necesariamente al llenado de poros de determinado tamao, sino 
que puede estar asociado a la intrusi6n de mercurio en vacíos 
solamente accesibles a traves de poros angostos de 
1nterconexi6n. La obtenci6n de la distribuci6n de poro por 
este tipo de m6 todos es por tanto mas una prueba Indice que 
una verdadera medicin del tamaflo de los poros. 

f) Estudio de las características estructurales de los medios 
granulares en planos de corte (estereoloqía) 

Para este tipo de estudio, es generalmente necesario 
estabilizar la estructura del material en estudio con objeto 
de poder preparar láminas delgadas o cortes de buena calidad. 

El<isten varias técnicas de estabilizaci6n de la estructura 
de ).as arenas Mindish, 1970; Borowicka, 1973; Oda, 1977]. El 
metodo de Windish consiste en estabilizar la estructura del 
material por impregnacijn con un producto qu(mico conocido 
como 	AM -9 	(polímeros 	acrílicos 	combinados con dos 
catalizadores antes o durante la estabilizaci6n). Se deja 
secar este producto durante varios días. La es tructura asi 
estabilizado puede entonces labrarse fácilmente y se sumerge 
en una resina ep6mica hasta que se sature. Despues de que la 
resina se haya endurecido, es posible obtener láminas delgadas.  
por corte y pulimeto. 

El análisis ce laminas delgadas o cortes planos permite 
medir algunas de las c -iracterísticas estructurales del 
material. 

Las princi44:Jles tolcnicas emperimentales disponibles para 
este fin son las siguientes : 

. Análisis manual 

Mediante mediciones directas en las láminas o fotos de los 
cortes, con escallmetros, planimetros, etc. 	es Posible 
evaluar parámetros estructurales como la relaci6n de var:(:1s, 
granulometrra y la distribuci6n de tamaUs de poros. Este 
trabajo resulta sin embargo muy laborioso. 

. Análisis con la ayuda de una microcomputadora EAuvinet 
Hernández, 19843 

Para medir y procesar estadisticamente en forma rapida 
las dimensiones de partrculas y poros aparentes en una 
fotografia o lámina delgada, se puede hacer uso de una tableta 
de digitizaci6n que permite pasar directamente las dimensiones 
a una microcomputadora mediante un plum6n electr6nicc' que se 
usa como planímetro. Posteriormente, mediante .  programas de 
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computadora, se pueden procesar estadísticamente los datos 
qeom‘tricos almacenados en )a memoria de la microcomputadora. 

Análisis automatizado de imágenes [Peralta, 19821 

Esta te2cnica permite analizPr 	 en forma 
automática. La imagen se somete a barrido, se digitaliza v se 
almacena en la memoria de una computadora. Es posible entonces 
realizar estudios estadísticos semejantes a los mencionados 
el inciso anterior. Actualmente, esta tilcnica es todavía lenta 
y requiere de imagenes de gran nitidez y contraste. 

. Analizador de textura de Serra 01967] 

Este aparato permite tambien analizar láminas delgadas en 
forma automatizada. No se tiene experiencia en México con este 
dispositivo. 

Con 	las tl5cnicas anteriores, es posible medir las 
características estructurales bidimensionales de. los medios 
granulares Y, a partir de ellas, inferir en cierta medida las 
características tridimensionalel:. 

- Porosidad y relaci& de vacíos 

La medicir5n de la porosidad o de la relacic5'n de vacíos puede 
hacerse 	por medici6n directa del área aparente de. • las 
partículas.' 

También es posible recurrir a •integraci6n lineal., es decir 
determinar la porosidad unidimensi':'nal a lo largo de varias 
lineas (Fig 3.14), Windish, 1970]. 

En forma alterna, se puede proceder por conteo de puntos 
aleatorios localizados dentro y fuera de los granos (Fig 3.15) 
EWeibel, 1972]. La proporcián de puntos contenidos dentro de 
los vac(os respecto al nCtmero total de puntosconstituve una 
estimaci6n 
mh5todo de 
obtener la 
precisi6n, 
de 	puntos 	A 
una variab] e aleatoria 

N /N que se 	localizan dentro de 	los poros es 
Y 

con 	distribuci6n bin':'rni. al 	y por 	tanto 	: 

E(5- A  ) = EtNv /N1 = nA (9.6) 

varEl-A] = varCNy /N] = n A (1-nA )/N (3.7) 

variancia es 	mat<ima para nA  = 0.5 . Para valores de N 

de la porosidad. Este procedimiento se conoce como 
Monte Carie. El nilmero N de puntos requeridos para 
porosidad de una área de interés con determinada 

puede estimarse tornando en cuenta que la ,ProPorci6n 
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lgi  Longitud de intersección de la lineo AA con el grano i 

1p1  Longitud de intersección de lo lineo AA con el poro i 

Fig 3.14 Estimación de la porosidad unidimensional a lo largo de la 
linea en uno lámina delgada ( Windish ,1970) 

A 

. 	Nv 
nA = 5,-i— 

N Número total de puntos 

N v  Número de puntos dentro 
de los vacíos 

Fig 3.15 Estimación de la porosidad bidimensional por conteo de puntos 
en corte plano (Weibe1,1972) 
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suficientemente grandes, la distrihuci6n binomial tiende hacia 
la densidad normal y se tiene aproimadamente: 

PEn 	z lir' (1- 	) / N 	N/N 	n 	 ) /N 3 = 1 - o< 
c.¿,, 	A 	A 	 A 

(3.9) 

donde 

Valor tal que 1 	F (z 	) sea igual a tx/27 siendo F 
la funcion de distribucion normal estandarizada. 

En 	la Fig 3.16 C p ha representado la relacicln entre la 
desviación estándar del estimador y el nCimero de puntos N. la 
convergencia es lenta. 

Las mediciones anteriores pueden ser afectadas Por el 
efecto de escala geoml5trico si las dimensiones de la muestra 
son insuficientes. Las Ecs 2.140 y 2.145 permiten evaluar la 
variancia introducida por este efecto en los casos de una 
estimaci6n basada en áreas y en lineas respectis:/amente. Para 
poder usar estas ecuaciones es necesario estimar la funci6n de 
autocorrelaci6n R(h) de la función caracter—rstica K(X). Lo 
anterior puede hacerse en forma aproximada a partir de 
observaciones realizadas en el mismo corte. En efecto, un 
estimador insesgado de la funci6n de autocorrelaci6n R(h) es 
EAuvinet, 19243: 

R(h) = (1/A) K(X)K(X411) dX 	 (3.9) 

A 

Como ya se hizo notar anteriormente (a.3. 8), el producto 
K(X)K(X-41) 	puede 	interpretarse como una nueva funcion 
caracterlstica que asocia el, valor cero a la uni15n de las 
particulas con las mismas partículas desplazadas de una 
cantidad h y el valor uno al resto del área (Fig 2.19). La 
integral de la Ec 2.9 puede por tanto estimarse por medici6n 
de áreas (o en forma alterna, de longitudes de segmentos a lo 
largo de lineas, o de njmeros de puntos por el método de Monte 
Carlo) en dos láminas o cortes idénticos superpuestos con 
traslape de h EAuvinet y Hernández, 19843. La pendiente en el 
origen de la funci6n R(h) es, por otra parte, corno se mostró

.  
en 2.3.8 	simplemente igual al rdimero de parti'.culas 
intersecadas por unidad de longitud, cantidad fácilmente 
medible en el corte. Resultados numéricos obtenidos sobre este 
punto con el modelo del inciso 3.3.4 se presentan en 4.2. 

— Distribuciones granulomItricas 

°112- 
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Fig 3.16 Incertidumbre en la determinación de la porosidad por el método 
del conteo de puntos aleatorios 
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Fig 3.17 Distribuciones de tamaños de granos y de poros unidimensionales 
determinadas en una lámina delgada Windish ,1970) 
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En cortes, 	las distribuciones granulomtrica-s accesibles a 
la medici6n son las distribuciones aparentes bidimensionales 

F (d) 	(en longitud) (Fig 	 FlA  (d) (en n6 vi': mero). Se 	en 
F 2 A S (d ) (en área) y F2/.5 (d)  (en n6mero) o unidimensionales 

el inciso 2.3.1 como puede pasarse te6ricamente de estas 
funciones a las distribuciones tridimensionales en el caso de 
particulas aproximadamente esflíricas. La aplicaci¿In de este 
m.htodo te6rico presenta en la pr,71ctica serias dificultades. De 
acuerdo con las Ecs n ^1.38 , es en efecto necesario medir 
la 	distribuci6n aparente F 2. \ (d) con exactitud para los 
diámetros mas pequeños, que son precisamente los de mas 
dif(cil medici6n. Esta situaci6n ha llevado a desarrollar un 
nuevo ml5todo de estimacin de la granulometria tridimensional 
a partir 
19821. 
bayesiana 
definidas 
aparentes. 
part(culas 
que 

3
-(d) = 

2 	 -1 	 .1 
1 - (1/A)>1(11D /4)E1- cos (D/d)/cos (D,ZD , )11 

2i 	 24. 	111la'51 	( 3
. 10 ) 

donde 

A Area del corte 

N Numen:' de diámetros aparentes medidos 

D 	Diametro aparente máximo 

Este procedimiento (programa ESTIMACION) da estimaciones 
precisas para diámetros grandes pero su resoluci6n disminwe 
para diAmetros pequeños debido a la dificultad de medir los 
diámetros aparentes mas pequeños con precisi6n. 

Repartici6n de contactos sobre la superficie de los granos 

Oda [1972] v Mulilis [1977] realizaron mediciones de la 
orientaci'Sn de 	los planos tangentes en los contactos 
interparticulares a partir de laminas delgadas, con la avuda 
de un microscopio provisto de un sistema universal que permite 
observar la placa desde diferentes ángulos. En la F. ig 3.18 se 
presentan algunos resultados obtenidos por Oda para cuatro 
arenas. Se ha representado la funci6n 	17 ( 3) y se puede 
comparar con el valor correspondiente a una repartici6n 
uniforme de los contactos (1/(4n ) : 2.3.4). Los planos 
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de observaciones en 
Este mItodo recurre 
y permite estimar las 
en el inciso 2.3.2 
Si se llaman El 2i.  

medidos en el corte, 

un plano de corte CAuvim!t, 
a la t4cnica de estimac'i6n 
funciones granulomi5tricas C.i(d) 
, a partir de los diámetros 
los diámetros aparentes de las 
es posible mostrar (Anexo) 1) 
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Fig 3.18 Distribuciones del ángulo de inclinacidn de los planos tangentes . 
en contactos interparticulares para 4 arenas (Oda ,1972) 
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tangentes tienden ¿ ser M.:15 horizontales que lú que preve una 
distribuci6n uniforme del ángulo j . Las arenas presentan por 
tanto una clara anisotropla geoto5:trica inherente. 

- Distribucicln espacial de partícula' 

En cortes, t-J51 posible obtener por simple conteo el numero de 
partículas por unidad de area XA  Y de longitud>.I . 

En general, solamente se puede inferir en forma ap~zimada 
el valor de X, (número de partfculas por unidad de volumen) a 
partir de los números anteriores. Para ello, puede procederse 
en diferentes formas. 

el material 	praexicamente uniforme, las relaciones 17-> 5 

2.‘.:'.33 y 2.75 p roporcionan una est. imacicln aprwimada de >,v 
Wei.be1. Y 136rne z E 1964 3 han propuesto f ac tores corre': t i vos para 
este 	tipo de estimacir.5in en el caso de materiales con 
Partículas no esf‘ricas Y no Pstrictamente uniformes. 

Si el material n':' es uniforme pero tiene partículas 
esféricas, puede recurrirse a la Ec 2.59 , estimando E (D1 con 
la - 	2.11:e. Sin embargo, inste proCedimientó tanne 
limitaciones prácticas ya seRaladas para la estimaci6n de la 
granulometria. 

- Distribuciones de tam4cis de poros 

Las distribuciones de tamanos de poros (2.3.6) más. 
cilmente medibles son las de tamalos aparentes a. lo largo de 

una línea F L(p) (en longitud. Fig 3.17) o-F1A(p) (en nUmero). 1A 
Las 	distribuciones bidimensionales F2A5(p) (en £rea) o•f2A  (p) •  
(en número) pueden tambien determinarse, pero con cierta. 
dificultad, 	recurriendo a un algoritmo como los descritos••más. 
adelante 	(3.3.4.a). No es posible inferir las distribuciónes. 
de 	poro tridimensionales F3.V (p) 
	(en volumen) 1:1. • F

3P 
 (p) (en 

numero) a partir de estas funciones. 

Orientacin de partículas 

Oda y Koishikawa 119773 realizaron estudios sobre láminas 
delgadas de arenas naturales estabilizadas con partículas de 
forma irregular. Determinaron la distribuci6n frecuencia' del 
ángulo e' definido en 2.3.5 y correspondiente a la inclinaci6n 
de la direcci6n de la longitud aparente de la part(cula. 
Mostraron que esta distribuci6n es aproldmadamente uniforme en 
láminas cortadas horizontalmente pero que presenta un mimo 
Pronunciado para el'=. O (horizontal) para las láminas cortadas 
verticalmente 	(Fig 3.19). Lo anterior muestra que las 
part(culas tienden a depositarse de forma tal que su plano de 

Si 
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a) Preparación de dos láminas 
delgados 

b) Orientocign de lo longitud aparente de 
los partículas 

el en grados 

c) Distribución frecuencia' típica del ángulo o' para 
arenas aluviales 

Fig 3.19 Estudio de lo orientación de las partículas de un medio granular 
( Oda ,1977) 
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estabilidad 	(1 Ci 	Ud- r fIC 	 e 	ri r .i. d::/ rita1 	1,.. Ci 

a 1..1 1 r 	pudieron verificar que el 	grado de 	orientaci6n 
preferencial crece con la relaci6n longitud/espesor y se 
presenta tanto para materiales depositados en el aire como en 
el agua, 

/, Resultados analogos obtenidos por Mahmood [19733 se 
presentan en la Fig 3.20 y ponen en evidencia la importancia 
del mk5todo de preparaeijn del espi5cimen sobre la orielaci6n de 
las partfeulas. En este caso, los histogramas se dibujaron en 
forma polar. La mue.stra suelta presenta una fuerte orientaci6n 
mientras que la muestra compacta presenta un arreglo mgs 
aleatorio. 

Superficie especIfica 

Es posible estimar la superficie especifica de las muestras 
a partir del perimetro especifico que se define en un plano de 
corte recurriendo a la Ec 2.72 si el medio es is6tropo. 

Para evaluar la anisotrop(a eldstente en la orientacicin de 
la 	superficie de los granos, basta con medir el parámetro XL  

(nmero de particulas por unidad de longitud) según diferentes 
direcciones en el plano de corte (Ec 2.142) 

2.2,2 Fstudios de campo 

En el campo, el estudio de la estructura de los suelos 
presenta grandes dificultades y se realiza generalmente en 
forma indirecta a travs de pruebas de penetracieln, de 
deformabilidad o midiendo otras propiedades corno la 
permeabilidad, 	la resistividad ECambefort, 1957] o la 
absorei¿in de rayos Gamma. Estas pruebas solamente permiten 
estimar burdamente la porosidad y la compacidad relativa. 

1 

Sin embargo. en el caso de materiales granulares. gruesos 
(gravas, boleos), 	un estudio de la cleometrra de la masi.,a es 
posible mediante observaciones en cortes o sondeos. En 
Particular, 	es posible estudiar las distribuciones 
granulomIltricas G (d) en la forma va señalada en el inciso 
anterior, a Partir de la distribuci6n granulométrica aparente 
Iti (d) en un plano de corte (Ec 3.10). En forma análoga, la 
funcion 13  (d) puede obtenerse a partir de las longitudes Dlide 
las intersecciones de un sondeo con las particulas corno sigue 
(Anexo 1) : 

( d 	) ( 1 /L ) 

 

2 	a 	2 

mlot. 	 mak 	1.. 
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a) Basalto triturado suelto 
	

b) Basalto triturado compactado 
dinémicamente 

Fig 3.20 Orientación de las partículas de un medio granular medida en 
secciones verticales (Mahmood,1973) 
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donde 

L Longitud del sondeo 

N Nilmero de diámetr4Ds aParentes medidos 

Li , Diametro aparente maimo 
rn 

Nuevamente, para que este tipo de inferencia sea válida, 
el área de corte • A o la longitud del sondeo deben ser de 
dimensiones suficientes puesto que estas mediciones están 
afectadas por el efecto de escala geométric 	(4.2). 

Además, para que sea aplicable_. la E. 
deben ser rigurosamente planos. En la 
ingeniería 	geotcicnica, 	lo 	anterior 
excepcionalmente (por ejemplo en obras 
se "peina" cuidadosamente la excavaci¿n, cortando bloques 
boleos). 	En general, las excavaciones se realizan con 
herramientas que dejan una superficie muy irregular. En este. 
caso, 	ha mostrado en un estudio experimental EAuvinet.5,  se  
Herrández, 	1984) que las estimaciones basadas en la Ec 3.10 
pueden dar proporciones de partículas gruesas inferiores a las 
reales típicamente en 30 % para materiales con matriz•arenosa 
Y en 100 % cuando la matriz es arcillosa, debido a• que 1.a 
matriz  tiende a disimular las partí dulas grandes. En la Ng 
3.21 se presentan resultados típicos obtenidos• en este estudio 
en el caso de una mezcla de arena y grava 

3.10, los corles 
práctica de la 
solo se cumple 

subterráneas en las que 
Y 

• 
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a) Corte ( mezcla grava-arena) 

100.0 
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Diámetro,en mm 
b) Resultados 

Fig 3.21 Resultados típicos de estimaciones de la granulometri'a 
tridimensional a partir de la gronulometria bidimensional 
medida en un corte 
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HOLILLOS 	 TEuK1CC 

3.3.1 Diferentes tipos d'. modlos 

Para representar la estructura de los medios granulares 
ha recurrido a modelos muy diversos. 

Frecuentemente, se ha buscado idealiz.ar los medios 
granulares mediante. arreglos regulares de discos o esferas. 
Trabajos tehfiricos detallados han sido dedicados a estudiar las 
propiedades georwl;tricas de estos arreglos 1Scott, 196?]. A 
continuaci6n, se presentan algunos de los resultados que 
pueden obtenerse con estos modelos y se subraan sus 
limitaciones. Una alternativa atractiva consiste en considerar 
que las partículas del medio granular están repartidas en el 
esPaeto al azar de acuerdo con un proceso aleatorio de 
Poisson. Se muestra en loque sigue que este tipo de modelo 
tiene un campo de ap1icaci6n limitado. Finalmente, se propone 
un nuevo tipo de modelo consistente en la simulaci6n de la 
estructura de arreglos de discos o esferas en una computadora 
digital. 

3.3.2 Arreglos regulares 

al Arreglos regulares de discos de igual diámetro 

El 	modelo más sencillo para e t u 	r 	o m 	J a sdia en fra 1:lítativ a 
la estructura de un medio discontinuo es el de discos plenos o 
barras cilíndricas de diámetro constante. Este - modelo difiere 
considerablemente del material que se pretende representar 
puesto que es bidimensional, sin embargo conserva variasde 
sus principales características : el carácter 'discontinuo, los 
diferentes estados de compacidad, etc. 

Los parámetros estructurales definidos en 2.2.1 y 2.2.2 no 
se aplican directamente a este modelo pero la mayor Parte de 
ellos pueden ser adaptados fácilmente. Así, la porosidad de un 
arreglo de este tipo se entiende como la relacijn.entre el 
área de vac(os y el grea total de la muestra. 

Los arreglos regulares de discos más sencillos son los 
indicados en la Fig 3.22 Y corresponden a centros dispuestos 
segun unas mallas cuadrada y triangular equilateral 
respectivamente. Las porosidades correspondientes son de 0.215 
Y 0.093 . El numero de coordinaci6n es de cuatro en el primer 
caso y de seis en el segundo. 

b) Arreglos regulares de esfera de igual dílmetro 
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a) Malla cuadrada 
	

b) Malla triangular 

Fig 3.22 Arreglos regulares de discos de igual diámetro 

a) Cúbico simple 
	

b) Cubico - tetraédrico 

e) Tetragonal— 
	d) Piramidal 
	

e) Tetraédrico 
esfenoidal 

Fig 3.23 Arreglos regulares de esferas 

108 



Aunque los arreglos regulares de esferas constituyan 
tambin una simplificacijn radical de la estructura de los 
suelos, se ha buscado frecuentemente visualizar con ellos 
algunas de las características de las estructuras reales de 
Zoos materiales granulares Mereziewicz, 1955). Pueden 
concebirse diferentes arreglos de esferas de igual diámetro 
colocadas de acuerdo con un patrU específico. Los más 
sencillos son los representados en la Fiy 3.23 	y cuyas 
propiedades principales se indican en la Tabla 3.a : 

-- Arreglo rúbico simple 

En el arreglo cúbico simple, los centros de las esferas 
forman una c&lula unitaria ci.lbica. Se entiende por c&lula 
unitaria la porción mas pequeU del arreglo que contenga un 
volumen de s6lidos iqual al de una esfera y que d'  una 
completa idea de la manera en la que está constituido dicho 
arreglo. Cada esfera está en contacto con seis mas, cuatro de 
las cuales tienen su centro en el mismo plano y las dos 
restantes en planos paralelos adyacentes. 

Arreglo cábico-tetraédrico o simplemente escalonado 

En el arreglo cábico-tetradrico o simplemente 
escalonadO, cada esfera está en contacto con otras seis en el 
mismo plano Y como en el arreglo cúbico simple, el punto más 
alto de la esfera en un plano está en contacto con el más bajo 
de la esfera contenida en el plano superior; por tanto, cada 
esfera esta en contacto con otras ocho. 

- Arreglo tetragonal esfenoidal o doblemente escalonado 

Este arreglo es similar al anterior ya que cada esfera 
tiene seis contactos en el mismo plano, pero en este caso cada 
esfera descansa en una depresi6n formada por dos esferas 
adyacentes en el plano adjunto. 

- Arreglo piramidal 

En este arreglo, cada esfera esta en contacto con cuatro 
más en el mismo plano corno en el arreglo cúbica simple, Y 
descansa en un hueco formado por cuatro esferas contiguas en 
el plano inferior, de donde se deduce que cada esfera está en 
contacto con otras cuatro en cada uno de los planos 
adyacentes. El nilmero de coordinaci6n es de 12. 

- Arreglo tetraldrico 

Cada esfera esta en contacto con otras seis en un plano, 
como en el caso del arreglo c6bico-tetraldrico, y se aloja en 

, un hueco formado por tres esferas adyacentes en cada plano 
inmediato, superior o inferior, resultando nuevamente de 12 el 
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1 	Tipo de 
arreglo 

Número de 
coordinación 

Porosidad, 
en % 

Relación de 
vacíos 

Cúbico simple 6 47.64 0.909 

Cúbico tetraedral 8 39.54 0.654 

,Tetragonal esfe- 

noidal 
10 30.19 0.432 

Piramidal 12 25.95 0.350 

TetYaédrico 12 25.95 0.350 

• 
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TABLA 3.2 Principales características de arreglos regulares 

de esferas de igual diámetro 



numero de cordinacin. Es posible formar un romboedro con los 
centros de ocho esferas, contiguas como se muestra en la Fig 
2.D4 . Llamando 	« 	el ángulo formado por las superficies 
laterales del romboedro, se observa que ,en la Fig 2.22 , este 
ángulo es de 60 grados. Si se hace crecer 	y la porosidad 

crecin en la forma indicada en la Fig 3.24 UDalavalle, 
1943). rara un ángulo de 90 grados, se vuelve a encontrar el 
arreglo cúbico simple con una porosidad de 0.476. 

e) Arreglos regulares de discos 	esferas de diferentes 
diámetros 

A partir de los arreglos anteriores es posible construir 
arreglos regulares de menor porosidad introduciendo discos o 
esferas de menor tamalo en los vacíos dejados por las 
partículas grandes. Estos modelos han recibido atenciirtn 
principalmente en relaci6n con el problema de la definici6n de 
una granulometría que lleve a la porosidad mínima, en 
Particular para los agregados del concreto (véase tambián 4.3) 

Así, si se considera un arreglo tetraédrico de esferas de 
diámetro ti, es concebible un nuevo arreglo en el que los 
huecos se rellenen primero con esferas de diárpetro igual a 
0.4140 y, sucesivamente, por esferas mas pequeñas de diámetro 
0.2250, 0.1770 	y 0.116D. La porosidad del material se reduce 
en cada • etapa en la forma indicada en la Fig 3.25 EGiroud 
19693. En la Fig 3.% se ha representado la funcieen 03(d) 
(2.3.2), para este mismo arreglo. 

En la Fig 3.27 se muestra la distribucion de tamanos de 
p ►ros 	de una estructura cúbica simple de partículas de 
diámetro 	D. determinada por el algoritmo discutido más 
adelante en 3.3.4 CAuvinet, 19783. Se observa que es posible 
reducir en 60% la porosidad de esta estructura con un relleno 
de partículas de diámetro igual a 0.735 D. 

d) Arreglos regulares de partículas no esféricas 

Los arreglos de partículas no circulares ni esféricas han 
recibid':' poca atenci6n en la literatura. Sin embargo, algunos 
de estos arreglos pueden obtenerse en forma sencilla.- 

Es posible formar arreglos de elipsoides deformando segGn 
una o dos direcciones cualquiera de los arreglos anteriores. 
Estas deformaciones no alteran ni la porosidad ni el n6mero de 
coordinacia. Sin embargo, los arreglos así deformados se 
vuelven altamente anis6tropos (v6ase 3.3.4.b). 

e) Limitaciones de los arreglos regulares 

De los incisos anteriores se deduce que es posible concebi - 
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estructuras regulares de diferentes tipos, algunas de ellas 
con porosidades extremadamente bajas. Sin embargo, debe 
tomarse en cuenta que estas estructuras son idealizaciones que 
ni:' se dan en la naturaleza, aun si las proporciones y tamaí-Yos 
de las particulas son los adecuados. En efecto, la 
probabilidad de que se formen espontáneamente estructuras de 
e ste tipo que presentan una baja entropla (alto orden) puede 
generalmente 	considerarse 	nula 	(Eisten 	innumerables 
e structuras no regulares que tienen la misma probabilidad de 
presentarse). 

3.3.3 Arreglos estocgsticos poissonianos 

Como alternativa a los arreglos regulares estudiados en 
e l inciso anterior resulta atractivo considerar los medios 
granulares como conjuntos de part(culas repartidas al azar en 
e l esPacío. 

Sin embargo, aun en medíos granulares homogh5neot, no es 
posible aceptar con todo rigor que la distribuciU espacial de 
los centros de gravedad de las particulas sea de tiP0 
poissoniano (es decir que sus centros de gravedad esteh 
repartidos uniformemente al azar en el espacio). Én efecto, la 
presencia del centro de una part(cula en un punto dado hace 
que no pueda existir otro en una zona de radio igual por ló 
menos a su propio radio. Esta interferencia hace que las 
posiciones de 	los centros de dos particulas no sean. 
rigurosamente independientes entre sl. 

A pesar de las restricciones anteriores, es posible 
pensar a pr .  r ioi que, la distriu bcicln poissoniana puede 
constituir una apromimacia aceptable en los casos siguientes: 

- Cuando se considere una mezcla homogénea de un material 
granular con un suelo fino Y que la proporci6n de material 
granular sea baja. 

Cuando, dentro de una masa granular homogenea, se 
considere exclusivamente una fracci6n qranulométrica (por 
ejemplo particulas de tamalo mayor que cierta dimensil5n) que 
represente una proporci6n baja del total. 

Si se considera que, en estas condiciones, la distribuci6n 
poissoniana es aceptable, es posible escribir [Auvinet, 19843, 
para una muestra de volumen V, y usando la notaci6n del inciso 
2.2.2 : 

P 	(k) 	PEN (V) lu 
Nv(V) 

k 
(AvV) expE- vV:l/k! 0 

Para k =.0,1 r 4.• * 	ea 	(3.12) 
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En 	la misma forma, en una area A de un plano de 
interseccijn, se tiene: 

P 	(k) = 	 = 	(\ A) ‘1,5;4:7E-), A1/k! 
tV1 	

A 

para k = 0.1,2, 	11 ...:1  • 
	

) 

Finalmente. en un tramo de sondeo de longitud L. la 
distribuci6n del nrimero de partículas iniersecadas es: 

P (k) 	PUN (I) 	 (XL) expE-1-3/k! V 

NL(L) 
F ara k 	0,1 	1 

	 (3.14) 

Dentro de los ,l(mites de validez de las Ecs 3.12 a 3.14 , y 
si 	las 	part lculas 	pueden considerarse aproximadamente 
esfericas, se obtienen los siguientes resultados de inter-41s: 

- Densidad de probabilidad de la distancia entre centros de 
part(culas vecinas 

Si se llama T la distancia entre el centro de una particula 
y el de la más cercana (2.3.3), es posible escribir que: 

PET 	t3 = 1 -. PEN v
(4 Tít

3
/ 3 ) = O) 	expC- ),(4T( t

3  
 )/33 

(3.1, 

La 	densidad de probabilidad de T se obtiene d ar- ivando la 
expresi6n anterior: 

f (t) = 4TrA t
2 
 enpE-X(4Trt

3 
33 

3T 
(3.16) 

En 	la misma forma, la distancia entre el centro •de un 
crrculo de intersecci6n de una partícula con un plano y. el 
centro del circulo mas cercano tiene la densidad: 

2 
f (t.) = 21 ^t expE-->s^(T(t )3 
2T 

Finalmente, la distancia entre el centro de un segmento de 
intersecci6n de una partícula con un sondeo y el centro del 
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segmento mas cercano tiene la densidad el<ponencial clásica: 

f 	( t ) 	En< p I - >‘ t 3 	 (3, 
IT 

	

A titulo de ilustraci45n, 	se calcularon las densidades de 
Probabilidad anteriores para la fracci6n D > GO mm del 
material E de la Fig 2.1. Se observa que, a pesar de que la 
fracci6n de inter15s represente solamente 6 '1. en volumen del 
total, la densidad de la distancia T calculada con la 
hipe tesis poissoniana (Fig 3.28.c) debería ser fuertemente 
corregida puesto que T es necesariamente mayor de 80 mm. Una 
densidad mas cercana a la real seria la densidad condicional 
f (tit>80 mm) representada en la misma figura. 
3T 

Una correcci6n análoga debería aplicarse a la densidad de T 
en un plano (Fig 3.28.b), aunque en este caso son concebibles 
valores de T menores 

En el caso del 
menos significativa 
aproximaci6n 	la 
poissoniana. 

de SO rnrn. 

sondeo (Fig 3.28.a), la correccion seria 
y puede aceptarse como válida en primera 
densidad 	calculada con la hip6tesis 

Se observa por tanto que, para un material dado, la 
hip6tesis poissoniana es más aceptable a lo largo de un sondeo 
que en un plano o en el espacio. 

Se vera en 3.3.4.b que la Ec 3.15 corregida constituye una 
buena apro>limaci6n de la densidad de probabilidad de la 
distancia entre centros de partículas para materiales bien 
graduados. 

- 	Volumen de las part (culas contenidas en una muestra de 
volumen V 

Si 	se llama Vs(V) el volumen de las par•t iculas contenidas 
dentro de una muestra de volumen V, se tiene: 

 

N (v) 

TI D3  /6 

 

V, (V) = (3.19) 

donde D. tiene la densidad de probabilidad f (d) 
3D 

(V) es un proceso de Poisson compuesto CAuvinet, 1984) 
cuyos parámetros principales son los siguientes: 
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E{V(V)? 	\ V E Hl ri'/¿--.,} 
3n 

var[V(V)] zr X V E {IT(D3/6121 
313 

En la misma forma, si se llama MA)el rea de las 
intersielwiones de las particulas con un plano en una area A. 
se tiene: 

2 
A (A) = \ 
	

MEI. /4 (3.92) 

    

v: 

E{As(A)3 	).% A E C Tr Es 2/ 4 	 (2.23) A 	2 A 

varEAs(A)] = X A E {1TY D2/1)21 	 (3.24) A 2A 

Finalmente, 	si L. G  (L) es la longitud total de los segmentos 
de intersecci6n di? particu)as con un sondeo de longitud L. ,e 
tiene: 

Y. 

N1(L) 

L (L) 	I Ei 
i=1 

EtLSEL 	= ,)\ L EV1
(Di 

varELs(L)3 = L 
 L E (021 

l A  

Variaci15n aleatoria de la porosidad v de la distribuci6n 
granulomItrica dentro del medio 

Cuando puede considerarse aceptable la hipotesislde que los 
centros de las partículas esten distribuidos en forma 
poissoniana en el espacio, se obtienen algunos resultados 
particularmente simples en cuanto a la variaci.Sn aleatoria de 
la porosidad y d' 	la distribuci6n granulomItrica dentro del 
medio. 

Para la porosidad n y  de una muestra de volumen V 	se tiene, 
tomando en cuenta que n y  = (V-Vs)/V 

E£nv3 = EV 	E(V (V)}7 / V = 1 - 5. E3 13 
 (TLE3/61 

v  
(3.28) 
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var[n y ] 	
= (1/V2) 	V E W11)3/6)21 	 (:::.29) 

	

y 	3.0  

varEn] 	r: 	Ó‘ /V) E {(T1' D3/6)21 	 (3.30) 
V V 	 3g 

Para la distribuci6n granulométrica referida al volumen 
total de la muestra, puede escribirse en forma análoga: 

Et0v
(d)} 

var[G (d)] 

1 -X ,E CITD
3
/ 6 1 D>d3 

vol 3D 

(Y‘ /V) E {(Trp
3
/6 )

2
1 D>d3 

vcx 	3D 

(3.31) 

(3.32) 

donde 

> vd Nilmero de partiCulas con diilmetro mayor que d por-
unidad de volumen = E1-13(d)3/E (T1D3/6  1 D > dl 

311 

Los resutados anteriores solamente son átiles cuando la 
hipiStesis

l  
poissoniana es aceptable (porosidades extremadamente 

altas). En caso contrario, las variaciones aleatorias de la 
porosidad y de la distribuci6n granulométrica deben estudiarse 
recurriendo al concepto de función caracter(stica (2.3.7). 

Generalizaci6n del modelo poissoniano al caso dr medios no 
homomelneos 

En todo lo anterior, se ha supuesto homogeneidad del medio. 
En el caso de medios no homogil5neos, los conceptos anteriores 
pueden generalizarse recurriendo a la noci6n de proceso de 
Poisson no hom6geneo 	EAuvinet, 1984]. Los pargmetros :\ son 
entonces funciones de la posici6n de la muestra considerada 
dentro del medio. 
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3.3.4 SimulaciOn numérica de la estructura de los medios 

granulares 

Para modelar la estructura de los medios granulares, es • 
posible construir arreglos aleatorios de partículas, con 
diferentes granulometrías y grados de compacidad, mediante 
simulación cnn una computadora digital. Se han desarrollado 
algoritmos que permiten realizar este tipo de simulación 
LAuvinet, 1973] y cuya eficiencia ha mejorado con el tiempo 
hasta llegar a ser manejables aun con microcomputadora. A 
continuación se presentan dos modelos : el primero permite 
simular arreglos bidimensionales de discos y el segundo 
permite formar arreglos tridimensionales de esferas. Se 
presentan asimismo los resultados de una serie de análisis 
realizados con estos modelos. 

a) Modelo bidimensional 

— Algoritmo de formacián de la estructura 

Para formar-  estructuras con partículas circulares se procede 
corno se indica a continuaci6n (programa CIRCULOS) 

▪ Se define inicialmente un "recipiente" constituido por 
tres círculos secantes de gran diámetro (Fig 3.29). 

. Se elige al azar el diámetro del disco que se va a 
colocar en el recipiente •por muestreo aleatorio dentro de la 
distribuci6n granulométrica en n6mero del material que se 
pretende simular. Se selecciona entonces, tarnbien al azar, un 
e je de caída. 

. El primer disco (en su caso el fondo del recipiente) con 
el que el disco de interés entra en contacto se determina por 
inspecci6n. Este primer círculo se acepta como primer círculo 
de apoyo y, nuevamente por inspecci6n, se busca un segundo 
circulo (en su caso el fondo o las paredes laterales) que 
pueda proporcionar el segundo punto de apoyo requerido para el 
equilibrio del nuevo disco. 

. Se verifica que el equilibrio as( obtenido es estable y 
que el nuevo disco no interseca los anteriores ni las paredes. 
En este caso, la posición ocupada por el disco se acepta corno 
definitiva; en caso contrario, se repite el proceso hasta 
encontrar una posición aceptable. 

. Se repiten los pasos anteriores hasta alcanzar un n¿Imero 
de partículas suficiente para llenar el recipiente hasta un 
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nivel prefijado. 

Granulom 	 a etrias considerad 

Para los estudios que se presentan a continuaci6n se pens¿ 
que era conveniente poder hacer variar en forma continua las 
características granulométricas de los materiales simulados. 
Por este motivo, se escogi6 una densidad de probabilidad 
granulométrica en área sencilla, de tipo lineal (Fig 3.30) : 

f (d) = ad 4- b 	; para ID , < d 	D 
A 	 vriIfl 	 maY, 

( 3. 33 ) 

/ Las principales caracteristicas de esta distribuci6n 
trapecial y el método de muestreo se presentan en el inciso 
4.1 del Anexo 1. 

- Estructuras construidas 

En_ la Tabla 3.3 se presentan las caracteristicas de algunas 
de las estructuras construidas por el método indicado. Se 
dieron al recipiente las dimensiones arbitrarias 1 = h = 2 
(Fig :3.29). 

En la Tabla 3.4 se presenta, a título de ejemplo, un 
fragmento de la matriz de definición de una de las estructuras 
(parte inferior de la muestra). Se indican las coordenadas x e 
Y del centro 
el numero de 
muestra 	una 
graficador. 

y el radio de cada uno de los discos , asi corno 
contactos por part ícula. En la Fig 3.31 se 
de las estructuras simuladas dibujada con 

Granulometría teórica y obtenida 

adoptado garantiza que, conforme crece 
la granulometrfa de la muestra tienda 
deseada por la ley de los grandes 

la magnitud de las desviaciones que se 
presentar, para diferentes nameros de partículas, se 

las características granulométricas principales 
DGO coeficiente de uniformidad y coeficiente de 

correspondientes a la granulometría te6rica 
los parámetros a, b, 	 y se calcularon 

mismas características para las muestras obtenidas por 
el 	algoritmo 	descrito 	más 	arriba 	(programas 
GRANULOMETRIAITEORICA y GRANULOMETRIA/OBTENIDA). 

La comparaci6n entre los parámetros teóricos y los de las 

1 22 

El mltodo de muestreo 
el numero de discos, 
hacia la granulometría 
nilmeros. Para verificar 
pueden 
determinaron 
(Ei 40 	y El3 o 	y 

curvatura) 
definida por 
estas 



TABLA 3.3 	Estructuras bidimensionales construidas 

D
lidn Dmx 

	

Coef. 	c 

	

(Anexo 	1) 
Número de discos Nombre de la estructura* EH} 

0.12 0.12 1 350 'E/350 / .060 / .060 / 1 0.12 

0.10 0.14 1 360 E/360 / .050 / .070 / 1 0.118 

0.08 0.16 1 370 E/370 / .040 / .080 / 1 0.11 

0.06 0.18 1 400 E/400 / .030 / .090 / 1 0.099 

0.05 0.20 1 500 E/500 / .025 / .100 / 1 0.092 

-.. 	  

* Correspondiente al archivo definido en la computadora 

TABLA 3.4 	Fragmento de la matriz de definición de la 
estructura E/500 /.025 /.100 /1 

Coordenadas del centro 
del disco Radio Numero de 

contactos 

X Y R N
c  

0.232 0.026 0.026 

e
n

 en
 cr 	

d
-  0

1
  n

i-  Lr)  c
t L

S
Z

 tr)
 t.o

 1.-1")  1-C)  

-0.055 0.027 0.027 
0.498 0.027 0.027 

-0.483 0.027 0.028 
0.553 0.027 0.028 

-0.668 0.031 0.031 
-0.114 0.032 0.032 
-0.961 0.041 0.042 
-0.744 0.044 0.045 
0.051 0.047 0.047 
0.421 0.054 0.054 
0.155 0.057 0.058 
0.309 0.058 0.058 
0.764 0.062 0.063 
0.637 0.064 0.064 



CORTE E/500/025/100/I 

.00 	-0.60 
	-0.20 
	

0 .20 
	

0 .60 
	

1.00 

Fig 3.31 Ejemplo de estructura construida con el modelo bidimensional 



muestras indica que para los n6meros de parti'culas empleadas 
(>350), la granulometrfa obtenida coincide con buena precisi6n 
con la teórica (Tabla 3.5). 

- Distribucion de las particulas en el plano 

Para evaluar el grado de homogeneidad de las muestras, se 
contó el número de discos intersecados por rectas horizontales 
por unidad de longitud a diferentes alturas 	(programa 
HOMOGENEIDAD). La presencia a un nivel dado de un ni mero 
excepcionalmente pequeVlo o grande de discos es un indice de 
segregación. 	Los resultados obtenidos para el material 
uniforme y para el mejor graduado se presentan en la Fig 3.32 

En la Tabla 3.6 se dan las medidas de valor central Y 
dispersión 	del 	numero 	de 	partleulas 	intersecadas 
correspondientes a diferentes estructuras. Se cumple la 
relación: 

donde 

= \A  En  fEll (3.31) 

>\ L  Número de parti.culas intersecadas por una recta por 
unidad de longitud 

;\ Número de particulas por unidad de área,
A 	

igual a  

donde 

:= 	(1-n ) /E
D

C TV D'74I (3.35) 

E {D} Esperanza, en número, del diámetro de las 
particulas 

La 	relación s... • 34 se establece en forma similar a la relaci6n 
2.59« 

- Porosidad y relación de vaclos 

Para evaluar la compacidad de las estructuras, se desarrolló 
un algoritmo que permite cuantificar la relación entre área de 
poros y área de sólidos (relaci¿m de vaclos bidimensional) 
dentro de áreas de referencia de forma circular de radio R. 
con centro en cualquier punto de la muestra (Fig 3.33, 
programa RELVAC). En los calcules presentados, se adopto como 
centro del círculo de referencia el punto de coordenadas x = 
0, y = 1 y se hizo variar el radio 	de 0.05 a 1 con 
incrementos de 0.05 . En la Fig 3.34 se presentan los 
resultados obtenidos. No se observa una reducción clara de la 
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E 500/.025 /.025 / 1 écreadmaarromodum. 

— E 350/.060 /.060/ 1 

12 	14 	16 	18 	20 	22 	24 	26 
Numero de discos intersecados por una recta horizontal 

Fig 3. 32 Estudio de la homogeneidad 

h/2 

1 / 2 

Fig 3.33 Area de referencia para cálculo de la relación de vacíos 
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TABLA 	3.5 
	

Comparación de granulometr(as teórica y obtenida 

ESTRUCTURA 
D

10 
D

30 	1 D609 
C

u Cc

l  Teo* Obt* Teo. Obt. Teo. 	i Obt. Teo. Obt. Teo. Obt. 

E/350 /.060 /.060/1 U 	N 	1 	F 	O 	R M 	E 

E/360 /.050 /.070/1 0.104 .104 0.112 0.112 0.124 0.124 1.192 1.194 .973 .977 

E/360/.040/.080/1 0.088 0.088 0.104 0.102 0.128 0.128 1.454 1.443 .960 .940 

E/400 /.030 /.090/1 0.072 0.070 0.096 0.092 0.132 0.124 1.833 1.784 .970 .966 

E/500/025/.100/1 0.064 0.064 0.095 0.092 0.140 0.136 2.154 2.134 .992 .970 

* Teo. teórica 
Obt. obtenida 

TABLA 3.6 	Número de partículas intersecadas por una recta 
horizontal por unidad de longitud 

ESTRUCTURA 

Valor medio 
X
L 

,-. 

Desv. 	estándar 

°XL 

Coeficiente de 
variación 	(%) 

aki./X1 - 

E/350 / .060 /.060/1 8.22 0.621 7.55 

E/360/ .050 1.070/1 8.57 0.825  9.63 

E/370 / .040/.080/1 8.95 0.948 10.59 

E/400 / .030'/.090/1 9.26 0.970 10.48 

E/500/ .025 /300/1 9.32 1.320 14.25 



relaci6n de vacíos para los materiales 
relaciones típicas calculadas (e = 0.22 
una estructura abierta, ligeramente 
obtenida para discos de tamfAo uniforme 
segun una malla cuadrada (e = 0.27 
arreglo te6rico mas compacto en el 
dispuestos segun una malla triangular (e 

Niimero de coordinaci¿n 

Ele aruerdo con el algoritmo empleado, cada vez que se coloca 
un disco en el recipiente se generan dos contactos. El niSmero 
medio de contactos por part(cula es por tanto de 4. Se asustó 
un modelo de regresi6n lineal a la tendencia seguida por la 
relación entre numero de contactos y diámetro de partícula 
(programa NUCONT). Se observa (Fig 3.35) que, al mejorar la 
gradaci6n del material, la ordenada en el origen de la recta 
de regresi6n tiende hacia un valor de 2 que corresponde al 
numero rnini.rnc' de contactos necesario para asegurar el 
equilibrio estático de una partícula. 

Parece por tanto que, para los materiales mejor 
el número esperado de contactos adicionales a 2 - , 
Nc - 2, tiende a ser proporcional al diámetro 
partícula. Los contactos parecen presentarse 
aleatoria sobre cada partícula de acuerdo con un 
Poisson, es decir que se tiene : 

graduados, 
es decir 
D de la 
en forma 

proceso de 

PINc -2 = xiDl = (m D) expE-L u
D)/x! 

/  
; para x = 0,1..., (3.:36) 

donde 

D Diámetro de la partícula 

= 2/E {D) 	Intensidad del proceso (número de 
contactos adiciona es a 2 por unidad de longitud de diámetro) 

Sin embargo, el proceso anterior no coincide rigurosamente 
con el proceso real. Por una parte, el n6mero de contactos por 
partícula queda acotado, por el número máximo de partículas de 
menor tamaño que pueden flsicamente estar en contacto con la 
partícula. Si D es el tamdio de una cierta partícula y 
el 	diámetro de las partículas mas pequeñas, se tiene 
necesariamente : 

N 	< 	E 7r/sen 
1 
 (D 	/(D 	))3 3.27) 

N 
En particular, para los discos mas pequenos, el numero de 
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E/350/.060/.060/1 
E/360/.050/.070/1 
E/500/.025/.100/1 

Arreglo regular malla cuadrada 

le~.4. %dual 

a000. 

- Arreglo regular malla triangular 

13 

	 111:00.- 

0.2 

1 	 2 
Diámetro del círculo de referencia Do - 

Fig 3.34 Convergencia de la relación de vacíos 
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Fig 3, 35 Número de contactos vs diámetro. Rectas de regresión 
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contactos no puede ser mayor de 6, con lo que la distribuci6n 
de Poisson queda truncada. 

Por otra parte, tornando en cuenta que un n'ímero de contactos 
de dos o aun de tres corresponde a un equilibrio local 
precario, la probabilidad de que se presenten estos ni:meros de 
contacto es menor que la indicada por la ley de Poisson. 

Para cuantificar las desviaciones existentes respecto a la 
distribución de Poisson, se determinaron los diagramas de 
frecuencia 	correspondientes al nGmero de contactos por 
partrcula para diferentes fracciones granulométricas (programa 
DISCONT). La distribución observada se cornpar6 con una ley 
poissoniana de misma media. Los resultados obtenidos para el 
material mejor graduado se presentan en la Fig 3.36. 

La comparaci6n pone en evidencia que la ley de Poisson 
tiende a sobrestimar las probabilidades asociadas a n6meros de 
contacto bajos o muy altos y a subestimar las probabilidades 
asociadas a valores cercanos a la media. 

- Repartición de contactos 

Al depositarse los discos en, el campo de la gravedad 
(condici6n introducida al verificarse el equilibrio estático 
de cada disco), la estructura resulta anis6tropa. Lo anterior 
se manifiesta en la repartición de los contactos en la 
periferia de los discos. Se desarroll6 un algoritmo (programa 
ISOTROP1A) que permite obtener el histograma de los valores 
del ángulo 0.1, 	(Fig 3.37) . Los resultados obtenidos para la 
parte central de las estructuras simuladas se presentan en las 
Figs 3.38 a 3.44 en forma de histogramas polares (con 
intervalos de 10 grados). 

Para materiales uniformes, la distribuci'n del ;ángulo o< 
presenta cuatro máximos muy marcados (Fig 3.38). Los •máximos 
corresponden sensiblemente a o( = 60 , 120, 240 y 300 grados, 
lo que muestra la tendencia espontánea de los discos, aun 
colocados al azar, de adoptar una estructura primaria semejante 
a la de una malla triangular equilateral (Fig 3.22). A esta 
tendencia general se superpone otra hacia una pstructura 
secundaria de malla cuadrada y configuraciones aleatorias de 
diferentes tipos. 

La introducción de partículas de diferentes diámetros altera 
totalmente la estructura, aun cuando exista poca diferencia 
entre los tamaños máximo y mínimo. Se presentan nuevamente 
cuatro máximos principales, pero para valores de ot del orden 
de 45, 135, 225 y 315 grados . Por otra parte, se observa una 
reducción sensible del nGmero de contactos correspondiente a 0 
y a 180 grados (ecuador). 
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Estructuro E /500/.025 /.100/ 1 
Fracción 0.05 <D < 0.09 
(Part(culas pequeñas) 

Po isson - Medido 

Estructura E/ 500/.025/.100/1 
Fracción 0.09 <D < 0.20 
(Part(culas grandes) 

5 	6 	7 

Estructura E/500/.025/.100/ 1 
Fracción 0.05 < < 0.20 
( Todas los (Articulas) 

7 	8 	9 

Fig 3.36 Comparación entre la distribución de probabilidad medida 
y una distribución de Poisson de misma media 
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Fig 3.37 Definición de lo posición 
de un contacto 
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Fig 3.38 Anisotropia (histograma polar) 
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Fig 3.41 Anisotropia 
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Para los materiales mejor graduados, la anisotropra tiende a 
disminuir (Fig 3.42). Sin embargo, un análisis por fracciones 
muestra que las partrculas mas pequeZas tienden a presentar un 
mayor número de contactos en la parte inferior que en la parte 
superior. 	Las particulas grandes presentan la tendencia 
inversa y quedan en cierta forma cubiertas por una "lluvia" de 
partículas pequegas (Fig 3.11). 

- Distribución de tamaños de poros 

Congruentemente con los conceptos introducidos en el inciso 
.3.7, en el caso de un arreglo de discos, la distribución de 
tamallos de poros FA(p) se puede definir como el porcentaje del 
área de los poros de la estructura que resulta inaccesible a 
discos de diámetro mayor o igual que p. 

o „Je. 	desarro1.l6 un algoritmo (programa GRAVOS) para 
determinar esta distribución. Se recurre al método de Monte 
Carlo : 

. Se generan N puntos aleatorios dentro de la estructura 
analizada, rechazando los que caigan dentro de los discos. La 
re1aci6n entre el numero de puntos aceptados y ell - ndmero total 
de puntos generados permite estimar de paso la porosidad 

. Para cada punto se determina por tanteos el menor 
diámetro p de disco para el cual el punto queda dentro de una 
área inaccesible como la esquematizada en la Fig 3.45 , o bien 
existe intersecci6n de dicho disco con las partículas sólidas. 

▪ La relaci6n entre el número de puntos que quedan dentro 
de una área inaccesible asociada con un diámetro igual o menor 
que un diámetro dado p y el número total de puntos aceptados 
permite estimar FA  (p). 

En las Figs 3.46 y 3.47 	se presentan los resultados 
obtenidos 	al 	aplicar el procedimiento anterior a las 
estructuras del material uniforme y del material mejor 
graduado respectivamente. Se observa que, lógicamente, la 
dispersión de los tamaños de los poros es mayctr.para los 
materiales bien graduados que para los materiales uniformes. 

- Otras características estructurales 

Por brevedad, y tornando en cuenta las limitaciones del 
modelo bidimensional, se omiten aqui los resultados de otros 
análisis que fueron realizados sobre aspectos como la densidad 
de probabilidad de distancias entre centros de partículas , la 
granulometria aparente a lo largo de una recta, la función 
característica, el modelo de elipses, etc. 
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Area inaccesible a 
discos de diámetro> p 

Disco de referencia 

Fig 3.45 Area inaccesible aun disco de referencia de diámetro >p 
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Granos 
(Tamaño único) 

Estructura E/350/.060/.060 /1 
Porosidad n=17.5 0/0 

0.04 	0.08 	0.12 	0.16 	0.20 

F (p) 
100 

Estructura E/500/.025/.100/1 

Porosidad n=18.8 Ve 

1 

80 

60 

40 

20 

Dimensión de poro, p 

Fig 3.46 Distribución de tamaños de poros 

0.04 	0.08 	032 	0.16 	0.20 
Dimensión de poro, p 

Fig 3.47 Distribución de tamaños de poros 
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t.)) MOdelo tridimensional 

- Algoritmo de formación de la estructura 

El algoritmo (programa ESFERAS) es análogo al desarrollado 
para discos : 

• Se define inicialmente un recipiente constituido por 
cinco esferas de gran diarnetro (cuatro paredes y fondo, Fig 
3.48). 

. Se escogen al azar un diámetro dentro de la distribución 
granulométrica en njmero del material que se pretende simular 
Y un eje de calda. 

▪ Por inspecci6n, se determina la primera esfera (en su 
caso el fondo del recipiente) que entra en contacto con la 
nueva partícula. Posteriormente, se buscan, nuevamente por 
inspección, dos esferas más (en su caso el fondo o las paredes 
del recipiente> que puedan proporcionar un segundo y tercer 
punto de contacto asegurando el equilibrio de la partícula. 

. Se verifica que el equilibrio así obtenido es estable y 
que - la nueva esfera no interseca ninguna de las anteriores, ni 
el recipiente. En este caso, la posición ocupada por la 
partfcula se acepta corno definitiva; en caso contrario, se 
repite el proceso hasta encontrar una posición aceptable. 

Se repiten los pasos anteriores hasta alcanzar un numero de 
partrculas suficiente para llenar el recipiente hasta un nivel 
prefijado. 

Una alternativa consiste en probar para cada particula 
diferentes posiciones y conservar la más baja, con lo que se 
logra reducir la porosidad de la muestra EAuvinet, 1973). 

Granulometrías consideradas 

Para los estudios paramétricos que se presentan a 
continuación, se consideró una densidad de probabilidad 
granulométrica de tipo trapecial, pero ahora en volumen (Fig 
2.49) : 

f (d) = ad + b ; para D 	< d 
.3v 	 min 

(3.38 

Las características de este tipo de distribuci6n y el método 
de muestreo se presentan en el inciso 4.2 del Anexo 1. 
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Nivel del centro 
de las paredes 

h 

1 

o) En volumen 
	

b) En número 

Fig 3.49 Densidades granulométricas de los materiales simulados 
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- Estructuras construidas 

En la Tabla 3.7 se indican las características de algunas 
estructuras obtenidas. Las dimensiones del recipiente se 
fijaron en forma arbitraria de tal forma que 1 = h 	2 (Fig 
3.48). La estructura E fue obtenida rellenando 1 os poros de la 
estructura ti con partículas mas pequerlas. 

Se incluye en la Tabla 3.8 r a título de ejemplo, una parte 
de la matriz de definici6n de una de las estructuras 
construidas. Se incluyen las coordenadas 	Y, y z del centro 
y el radio de rada una de las esferas, asi como el número de 
contactos por partícula, Nc. 

— Granulometría te¿rica y obtenida 

En 	forma analoga a lo ya planteado para el modelo 
bidimensional, se compararon las principales características 
granulométricas (D 	3 D. 0  D. 	C U  y r ) tPnr iras y realmente (0 _ 	- 
obtenidas (programas URANUL/1EuRIUA y URANUL/OBTENIDA) . 

Para el njmero de partículas indicado en la Tabla 3.7 , la 
coincidencia es satisfactoria, sobre todo para lós materiales 
más uniformes. 

Distribuci6n de las partículas en el espacio 

Para evaluar la homogeneidad de las muestras, se contó el 
njmero 	de partículas intersecadas por planos horizontales 
a diversas alturas (programa HOMOGENEIDAD). 

Se muestran en las Figs 3.50 y 3.51 los resultados obtenidos 
para las estructuras A, C1, D y E . La estructura del material 
con granulometría uniforme es la más homogénea. Las muestras 
de materiales mejor graduados presentan por el contrario 
cierta segregaci6n. Se observan capas de partículas pequeAas 
en el 	fondo y a ciertas alturas. Este efecto es 
particularmente notable en la estructura D , para la cual el 
numero 	de 	part fculas 	intersecadas 	presenta. grandes 
desviaciones respecto al valor teórico para un medio homogéneo 
(Ec 2.59). 

— Porosidad y relación de vacíos 

Se calcul6 la porosidad asociada a vollImenes esféricos 
localizados dentro de la muestra, romo relaci6n entre el 
volumen de partículas contenidas dentro de la esfera de 
referencia y el volumen de esta esfera (programa POROSIDAD). 
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TABLA 3.7 	Estructuras tridimensionales construidas 

Estructura 
Número de 
eartículas 

Coef.c 
, 

(Anexo 	1 1 
D 
min 

D
máx Cu

*  C** 
c 

. _ 

A 460 --- 0.28 0.28 1 1 

B 480 0.2 0.16 0.40 1.55 1.05 

C3 500 0.3 0.08 0.80 2.56 1.22 

C2 520 0.3 0.08 0.80 2.56 1.22 

D 1580 1.0 0.06 1.80 4.72 1.31 

E*** 700 ___ 0.08 0.80 2.51 1.22 

D 

Cu 	Dio 
= 	(coeficiente de uniformidad) 

2 

030 	(coeficiente de curvatura) 
Cc = D10060 

E es la estructura C1  densificada; los parámetros 

granulométricos son en este caso los determinados 

en la muestra a posteriori 
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TABLA 	3.8 	Fragmento de la matriz de definición de la 

estructura C 

Coordenadas del 	centro 
de la esfera 

Radio 
, 

Número de contacto 

X Y Z R Nc 

-0.720 0.965 0.027 0.041 4 

0.839 -0.962 0.028 0.044 5 

-0.965 -0.530 0.029 0.041 3 

-0.966 0.350 0.030 0.040 3 

0.961 -0.767 0.030 0.045 4 

-0.962 0.707 0.030 0.044 4 

-0.312 -0.965 0.030 0.040 3 

-0.958 0.958 0.030 0.049 3 	- 

--0.958 0.958 0.031 0.041 3 

0.965 0.317 0.031 0.047 3 

0.959 0.859 0.032 0.049 
33 

0.957 0.957 0.032 0.043 
4 

-0.697 0.960 0.033 0.047 5 

0.385 0.963 0.033 0.045 
3 

 
4 

0.747 -0.595 0.033 0.040 4 

-0.960 -0.617 0.033 0.040 4 



.11~...." 	111%1~~ar 

dr.~». 111* 104~.010 

1 Valor tecirico,Ci 
XArz 9.71 

10 	 20 	 30 
Número de partículas intersecadas por un 
plano horizontal por unidad de área:  XII 

Altura 

10 20 	 30 
Número de partículas intersecados por un 
plano horizontal por unidad de área , Xix  

Fig 3.50 Homogeneidad. Estructuras A y D 

Fig 3.51 Homogeneidad. Estructuras Cj  y E 
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En la Fig 3.52, se muestran los valores de la porosidad 
determinados dentro de esferas con centro en el punto de 
coordenadas (0,0,1) y de diámetro Dr.,  variable de 0.1 y 2.0 con 
incrementos 	de 0.1, para cada una de las estructuras 
construidas. Se observa que, conforme crece 	la porosidad 
converge 	en probabilidad hacia un valor constante. Las 
estructuras estudiadas se encuentran en estado suelto 

. (porosidad proxima a 0.4), la mas densa siendo por supuesto la 
estructura E con una porosidad de aproximadamente 0.34. Los 
materiales mejor graduados tienden a presentar una porosidad 
más baja, pero de. mayor variancia debido al efecto de escala 
(estructura D principalmente ). 

Se sabe que cerca de las paredes de un recipiente la 
porosidad tiende a aumentar. Para estudiar este efecto, se 
calculó por el método de Monte Carleo la porosidad dentro de 
vol'imenes prismáticos ubicados a diferentes distancias l»Je la 
pared o del fondo del recipiente y de 0.051 de ancho (programa 
POR/PARED). Se promediaron las porosidades correspondientes a 
los mismos valores de l, respecto a cada una de las cuatro 
paredes. Los resultados obtenidos se presentan en las Fig 3.53 
y 3.54 

Para materiales uniformes o aproximadamente uniformes (Fig 
3.53), la porosidad presenta oscilaciones con un valor máximo 
cerca de las paredes seguido de un mi4.'nimo a una distancia del 
orden del radio de las partfculas y de un máximo cuando la 
distancia alcanza el diámetro. A partir de esta distancia, se 
observa poca variación de la porosidad. No se detectan 
diferencias entre paredes y fondo. Para materiales mejor 
graduados (Fig 3.54), la oscilación tiende a desaparecer y se 
observa un valor máximo cerca de las paredes seguido de una 
reducción paulatina. La distancia en que se estabiliza la 
porosidad no puede definirse con precisi6n, pero varia según 
]. a granulometrra de 3 a 6 veces 	En el caso del fondo, el 
efecto de pared parece menos acentuado pero se alcanza a 
distinguir un mfnimo de porosidad localizado entre 1 y 3 veces 
Dmin 	. La menor porosidad de la estructura E no parece 
modificar el efecto de pared. 

Tornando en cuenta los resultados anteriores, se pudo definir 
en el centro del recipiente un n&clec' cribico de lado igual. a 
0.6 veces el ancho del recipiente, dentro del cual puede 
considerarse que el efecto de pared es despreciable para las 
estructuras de la Tabla 3.7. 

Námero de coordinaci6n 

El mItodo de formaci6n de las estructuras conduce a que el 
numero medio de contactos por partícula sea exactamente de 
seis (salvo en la estructura E), y el njmero mínimo igual a 
tres (puesto que para el equilibrio de una partícula se 
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Porosidad,n 

A,B,CI,C2,D,E e. Estructuras definidas 
en la Tabla 3.7 
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Didmetro del volumen de referencio,D0  

Fig 3.5 2 Porosidades medidos en volúmenes de diferentes dimensiones 
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necesitan por lo menos tres contactos). 

Se ajust 
	

un modelo de regresián lineal a la relaci6n entre 
el numero de contactos y la superficie externa de la partícula 
(programa NUMERO/CONTACTOS). Los resultados se presentan en la 
Fig 3.55 	para las cinco estructuras no uniformes. Se observa 
que la pendiente de las rectas de correlaci6n es mayor para 
los materiales hien graduados. Además, el origen de la recta 
de correlacia tiene un valor poco diferente de tres en todas 
las estructuras. Por tanto, es posible considerar que el 
número medio de contactos adicionales a tres, (N,- 3), es 
proporcional al 

dei 
lateral de la partícula. Para representar 

las variaciones alrededor de este promedio, parece por tanto 
adecuado un proceso aleatorio de tipo poissoniano 

PEN- 3 = x1133 	(LL T E'2  ) expE-m D'El
2
3/x! /' 

para x = 0,17 mor 	(3*39) 

donde 

2 
3/ ( Tr E3D 	1) 	Intensidad del proceso (numero 

de contactos adicionales a 3 por urelidad de área 
superficial de la partícula) 

Para establecer si la distribuci6n de Poisson representa 
correctamente 
	

la distribucion real, se obtuvieron los 
diagramas 	de 
	

frecuencia correspondientes al número de 
contactos 	por 	partícula 	para 	diversas 	fracciones 
granulomItrica 
	

(programa DIST/CONTACTOS). La distribucí6n 
observada se compara con una ley poissoniana de misma media. 

En el caso de la estructura uniforme (Fig 3.56), el ajuste 
es pobre. En efecto, la ley de Poisson preve numerosas 
partículas con tres o cuatro contactos mientras la muestra no 
tiene esferas con tres contactos (lo que correspondería a un 
equilibrio local muy inestable) y tiene pocas con cuatro 
contactos : los arreglos obtenidos dieron en general lugar a 
cinco, seis o siete contactos por partícula. 

En el calo de las estructuras de materiales mejor- graduados 
(Figs 3.57 a 3.59), la ley de Poisson proporciona resultados 
mas aceptables, 	especialmente para las partículas más 
pequenas 5  En el caso de las partrculas mas grandes, el numero 
de partículas resulta insuficiente para poder llegar a una 
conclusión definitiva. 

Las desviaciones respecto a la ley de Poisson pueden 
explicarse por lo menos parcialmente por el hecho de que el 
numero de contactos queda acotado por el numero máximo de 
partículas de menor tamaño que pueden físicamente estar en 
contacto con una part ícula. Sin embargo, salvo en el caso de 
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materiales 	uniformes, 	este efecto parece mucho menos 
importante que en el caso del modelo bidimensional. 

Se puede comprobar a partir de la Fig 3.55 que la sugerencia 
de Marsal 	(2.3.4) en el sentido de que el ntimero medio de 
contactos por unidad de 	rea superficial debe ser igual al 
njmero medio de partículas intersecadas por un plano ,>,A, da 
resultados del orden de magnitud correcto para materiales 
uniformes. Sin embargo, el niSmero medio de contactos es muy 
superior a 	> 	en el caso de materiales bien graduados 
(aproximadamente en la proporci6n E 11)3}/(E (DIE {133.)). 

3n SU 3D 

Repartici6n de contactos 

Nuevamente, al depositarse las partículas dentro del campo ./ 
de la gravedad (condicion introducida al verificarse la 
condici6n de equilibrio estático de cada partícula) , la 
estructura resulta anis6tropa. Este efecto se refleja en la 
distribución angular de los contactos en la superficie de las 
partículas. 

Por inspección (programa ANISOTROPIA) es posible determinar 
la función de repartición 1-1(0‹,f5) definida en el ificiso 2.9.4. 

Los histogramas obtenidos muestran que el procedimiento de 
formacii5n de las estructuras no induce anisotropla en un plano 
horizontal (la distribución del ángulo resulta uniforme) y 
que por tanto la función de repartición puede escribirse 
noc). Este tipo de anisotropía se conoce corno anisotropía 
cruzada 	("cross anisotropy"), es decir anisotropia con 
simetría axial. 

Las funciones fl (or) se muestran en las Figs 3.60 a 3.63 para 
las estructuras A, E:, Cl , E, y D. Se observa que: 

La estructura de granulometria uniforme (Fig 3.60) 
Presenta concentraciones de contactos alrededor de los valores 

ok= 50 y oc= —50' . 

. Esta tendencia, menos acentuada, se aprecia tambi‘n en la 
estructura t3 (Fig 3.61) pero, en los materiales mejor-
graduados (Figs 3.62 y 3.63), la distribución 11(00 parece 
globalmente más uniforme. 

Sin embargo, si se considera la distribucie5n por 
fracciones granulométricas, 	se observa que tanto las 
partículas menores como las mayores presentan una anisotropía 
marcada. Las pequeñas tienen mas contactos en su parte 
inferior, mientras que las partículas mayores presentan la 
tendencia inversa. 

. En la Fig 3.62 	los histogramas correspondientes a la 

152 



- 60° 

90°  

60°  

30° 

— o 

r (a ):». 1/2 

-30°  

-45° 

45° 

Estructuro A 

Fig 3.60 Anisotropia en la repartición de contactos.Histograma 
polar 

153 



904  

45° 

30° 

0° 

-30° 

• 
-45° 

-90° 

b) 0.08 < < 0,16 

60° 
60°  

45° 

30° 

0° 

♦ 30° 

-45° 

-60° 

- Estructura Cl 
--- Estructura E 

0.08<D<0.80 -90° 

Fig 3.61 	Anisotropía en la repartición de contactos 

90° 

1 



900  90°  

45• 

60° 

45" 

30°  

0° 

-45°  

•60°  

-90°  

b) 0.16 <O < 0.24 

Estructura 8 

-90°  

C) 0,24 

Fig 3.62 Anisotropia en la repartición de contactos 

90°  

600  
60°  



90°  

-90° 

b) 0,08‹ D< L80 	 e) 0.06 <D<0 

Estructura D 

• • 

1 

309 

Fig 3,63 Anisotropía en la repartición de contactos 

-30° -30° 

..450 

900  

60° 

45° 

900  

60° 

300  

00  

300  

0° 

em011010 

-45° 

90° 

60° 

45. 



estructura E fueron indicados con líneas punteadas. Se observa 
que, a pesar de la densificacin por relleno, las tendencias 
son semejantes, aunque menos pronunciadas. 

Distribucion de tamanos de poros 

Para determinar la distribuci¿n de los samarios de los 
poros, se puede recurrir al método descrito a continuación 
(programa DIST/PORW) 

▪ Se generan N puntos aleatorios dentro del nricleo de la 
estructura analizada, rechazando los que caigan dentro de las 
esferas. La relaci6n entre el mimero de puntos aceptados y el 
nilmero total de puntos generados permite estimar de paso la 
porosidad. 

. Para cada punto se determina por tanteos el menor 
d igmetro D de la esfera de referencia para el cual el punto 
queda dentro del volumen inaccesible o eziste intersecci6n de 
d icha esfera con las partículas del medio. 

. La relaci6n entre el numero de puntos que quedan dentro 
de un volumen inaccesible asociado a un diámetro igual o menor 
que un valor dado p y el numere total de puntos aceptados 
permite estimar la funcicin F3V (p). 

La condici6n de inaccesibilidad considerada es en realidad 
una condici6n suficiente pero no necesaria. Por tanto, el 
método anterior tiende a sobrestimar el valor de F (p). Para 
mejorar 	la 	estimación, se desarroll6 un proced i m i ento 
complementario que consiste en determinar primero las esferas 
de mayor tamaño que caben dentro de los poros, es decir 
esferas contenidas dentro de los vacíos y tangentes a cuatro 
partículas. En una segunda etapa se aplica el método anterior 
con la informaci6n adicional de que un punto que queda dentro 
de una de aquellas esferas grandes es inaccesible a esferas de 
diámetro superior al de dicha esfera. En la práctica, la 
determinación de las esferas mayores consume mucho tiempo de 
cómputo, sobre todo para las estructuras bien graduadas, y se 
observa que la correcci6n que introducen no es muy importante. 
Por tanto, el ml5todo sencillo descrito arriba parece dar una 
estimacii5n suficientemente precisa de )a distribución de 
tamalos de los poros. 

Para los poros de menor diámetro es posible obtener la 
funci6n F V (p) en forma e>tacta EAuvinet, 1978]. En efecto, el 
volumen 	accesible a una esfera de pequeno diámetro puede 
escribirse como: 

N 

	 V; 
=1  - 

(3.40) 
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donde 

V Volumen de los vaclos 

V, 	Volumen de revoluci¿n inacesible alrededor del 
contacto i (Fig 3.61) 

N NLImero de contactos 

Esta fc;rmula es válida mientras la esfera de referencia sea 
suficientemente pequeNa para que los vollimenes de revoluci6n 
no presenten intersecciones entre sí. 

Las distribuciones de tamaí'ios de poros determinadas por los 
métodos anteriores se presentan en las Figs 3.65 a 2.69. 
Destaca lo siguiente : 

Las estructuras mejor graduadas presentan las 
distribuciones de poro con mayor dispersi6n 

. La dispersi6n disminuye conforme crece la compacidad del 
material 

. El tamaño de los poros mayores es del ord1.7:m del D,(1  de 
la distribución granulometrica de los granos (en el caso de la 
estructura de granulometria uniforme, es del orden del 
diámetro de las partículas). 

En varias estructuras, se determino la densidad de 
probabilidad de la distancia de primer contacto en el espacio 
Y en el plano (2.9.6). Los resultados se presentan en la Fig 
3.70. En un plano de interseccií5n, la distancia media de 
primer contacto es mayor que en el espacio. Este efecto es mas 
notable en materiales bien graduados que en materiales 
uniformes. Lo anterior debe atribuirse a un efecto análogo al 
de la selecci6n de los granos más grandes en un plano de 
intersección discutido en 2.3.1. 

Asimismo, se determinaron las densidades de probabilidad de 
las distancias entre centros de partículas. En la Fig 3.71 se 
muestran resultados tIpicos obtenidos para los ~eriales 
mejor graduados (estructura D). La densidad determinada se 
compara con la obtenida con el modelo de Poisson (3.3.3). La 
densidad observada presenta poca diferencia respecto a la 
densidad del modelo pc'issc'niano truncada para tornar en cuenta 
que la distancia entre centros no puede ser menor que dos 
veces el radio mrnimo de las particulas mas pequelas. 

Por otra parte, se determinaron las densidades de 
probabilidad de los cruces de poros y granos. Las densidades 
obtenidas para los granos coinciden con las densidades 
granulomídricas unidimensionales definidas en 2.3.1. En cuanto 
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a los poros, 	la densidad obtenida tiene una forma parecida a 
la 	exponencial 	(Fig 3.72). El mude) o de la teoría de la 
renovacion planteado en 2.3.6 parece por tanto poder aplicarse 
a los medios granulares con este tipo de densidad para los 
poros. 

F Une 101-1 c t` ac terist ica 

Se  determinaron en varias estructuras los parámetros de la 
funci6n característica binaria K(X) definida en 2.3.7 . Las 
estimaciones de la funci¿n de autoorrelación se realizaron a 
lo largo de segmentos de recta con diferentes direcciones, 
calculando el promedio espacial siguiente: 

R 	(h) =(1/1...)/ 1 (X-1-hi)K(X) dX 
	

(3.11) 

donde 

L Longitud del segmento estudiado 

- i Vector unitario paralelo a la direccton de muestreo 

h Escalar (distancia entre dos puntos del medio) 

Como ya se hizo notar anteriormente (3.2.1), es fácil 
verificar que el promedio anterior es un estimador insestuado 
de la funcign de autocorrelaci6n definida en la Ec 2.110 
EAuvinet, 1984]. 

Las 	mediciones asi realizadas combinadas con las de 
porosidad permitieron estimar los coeficientes de 
autocorrelacign 	(h) de acuerdo con la Ec 2.111 Las 
estimaciones numericas resultaron poco sensibles a la 
direccign de muestreo, lo que es 16gico tratándose de 
partículas esftlricas (2.3.8). En la Fig 2.73 se presenta la 
variacír5n del coeficiente de autocorrelaci6n con la distancia 
h referida al digmetro mínimo de partícula Dm,m , para las 
estructuras A a E. Se observa que las curvas pre'sentan una 
forma parecida a la de una exponencial. Tomando en cuenta que 
la pendiente en el origen de la función R(h) es igual en valor 
absoluto a la superficie especifica divida por 4 (Ec 2.167), 
estos resultados sugieren que el coeficiente de 
autocorrelaci6n puede escribirse en forma aproximada como: 

(h) = exp E -. S3h/{41-1(1-n)l] 	 (3.42) 

donde 
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Superficie especifica del medio (Ec 	10) 

Si se toma en cuenta la Ec, 2.138, la expresiclín anterior 
puede también escribirse : 

r  (h) = exp 1.--- Lh/{n(1-n)13 	 (3.43) 

donde 

NtS-mero de particulas intersecadas por unidad de 
longitud 

Es fácil verificar que el ajuste de las curvas de la Fig 
cnn las expresiones anteriores es muy satisfactorio, por 

lo que, para fines prácticos, estas expresiones pueden 
considerarse exactas. El coeficiente de autocorrelación se 
expresa entonces en términos del producto S3h mediante una 
función que solamente depende de la porosidad (Fig 9.74). 

- Estimaciones estereolclgicas 

Con el modelo numérico de esferas, es posible verificar la 
validez de los métodos de estimaci'Sn de las características 
estructurales tridimensionales a partir de las características 
uni-y bidimensionales, comentados en 2.2. 

Es posible en particular comprobar el grado de aproximaci6n 
del metodo bayesiano propuesto para la estimaci6n de las 
granulometrras en tres dimensiones a partir de las 
granulometrías aparentes en sondeos o planos de intersección. 

Corno ejemplo, se presentan en las Figs 3.75 y 3.76 los 
resultados obtenidos en el caso de la estructura B. Se 
determinó la granulometrra unidimensional G (d) a lo largo de 
una serie de sondeos y se aplicó el método de estimací6n 
bayesiana para calcular 03(d). En la misma forma, se determinó 

(d) en planos de corte y se estim6 nuevamenteZyd). Las 
ellimaciones dan buenos resultados, particularmente en el caso 
de los planos de corte, para los cuales los efectos de escala 
son menores que para los sondeos. 

- Estructuras anisátropas obtenidas por transformacit5n 
arreglos de esferas 

El modelo numerico solamente permite obtener arreglos 
aleatorios de partrculas de forma esférica. Su generalización 
a partrculas de otra forma (por ejemplo elipsoides) plantea 
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3 

serias dificultades Y los intentos que se hicieron para 
desarrollar un modelo de este tipo no se comentarán en el 
presente trabajo. Sin embargo, es posible obtener fácilmente 
algunas estructuras particulares constituidas por partrCulas 
el ipsc'idales por simple transformaci6n de los arreglos de 
esferas. Es posible por ejemplo "comprimir" o "dilatar" estos 
arreglos segun una o varias direcciones ortogonales entre sr. 
Por 	comodidad, una de estas direcciones puede hacerse 
coincidir con la vertical. 

En una transformación de este tipo, las coordenadas de los 
centros de las esferas se vuelven : 

X 
	

r)4 

Y 
	

f3? Y 	 (3.111) 

z 
	

11••• 
	 z 

donde 

412 5fik Coeficientes de transformación 

y las esferas de diámetro D se vuelven elipsoides de diámetros 
Principales 

0.1.• 
*PP. 

• 

Todas las partículas de las estructuras así obtenidas se 
encuentran orientadas sega las mismas direcciones. Se trata 
de un caso extremo de anisotropla que dificilmente puede 
encontrarse en la naturaleza pero que presenta ciertas 
analogías con la estructura de materiales aluviales formados 
por partículas lajeadas. 

Algunos par‘metros Permanecen inalterados en la 
transformación. Tal es el caso de la porosidad, de la relaci6n 
de vacíos y del namero de contactos por parUcula. Otros 
sufren alteraciones que se pueden cuantificar fácilmente. Así, 
el nalero de particulas intersecadas por unidad de longitud 
por un sondeo se modifica a lo largo de los ejes de la 
transformacion corno sigue: 
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1L  = / 	 (3.4r, 

13 3 

donde 

Nilmero de par t (Cubas por unidad de longitud en la 
estructura original 

I 	L y Y 	 Número de particulas intersecadas en la 
estructura 'transformada a 	lo largo de los ejes de 
transformaci6n x, y y M. 

En forma general, a lo largo de una direccin 	de cosenos 
directores a, b, c se tiene 

~ 
)\1

L 

2 
la /pi+ b/13:+ c

2
/(3-: 

(3.47) 

Las variaciones de A" con la dirección Y 	reflejan la 
anisotropia en la orientaci6n de las normales a los elementos 
de superficie de frontera entre granos y poros, de acuerdo con 
lo comentado en el inciso 2.3.8. 

Los coeficientes de autocorrelaciélin de la fun1:i6n 
caracterlstica se vuelven también anis6tropos pero se obtienen 
flcilmente a lo 	largo de cualquier direccion a partir de 
11.47, sustituyendo 	). 	por su nuevo valor seq6n la direcci6n 
correspondiente. 	Lo anterior muestra que los resultados 
relativos al efecto de escala geométrico presentados mas 
adelante en 4.2 para medios is6tropos pueden fácilmente 
extenderse a estos medios anis6tropos por simple 
transformaci6n geométrica. 

La distribuci6n de la orientaci6n de los planos tangentes en 
los contactos, se modifica también en la transfc'rrnac.i6n. Si u, 
V, w son los cosenos directores de la normal a un plano 
tangente en un contacto, los cosenos directores de la nueva 
normal después de la transformar i6n son (Anexo 1) 

u/ 
u/E f31 	(u/ 	+ (v/132 ) + (1.4/8 

13 	3 

vIc, ,Au, 131 ) 4 (v/N)2- 
 + (w/ 3 )2 (;.49) 

2 
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w 
	w/ r).3 	(u/r:i  ) 4 (V/ !),2  ) + (w/ 	3 

En el caso particular de una transformaci&I exclusivamente 
en la direcci6n vertical (f = = 1,p.y 1), se tiene : 

3 

wic 	I 2r v u 4 V 2 4 (w/p3 ) 	 (3.49) 

II:: ID s C) 	 1/1 	i t aticY + 113 s 

Es decir : 

r' 
cos ó (3.50) 

(:3.51) 

cc' S / t 	n + cos 3 
3 

donde 

1 Angulo de la normal al plano con la vertical antes de 
la deformaci6n (Fig 2.15) 

• 

ó Mismo ángulo despues de la transformacion 

En las Figs 9.77 y 3.78 se muestra el tipo de anisotropla 
que se obtiene en la distribuci6n del ángulo S para diferentes 
valores de 	, por transformaci6n a partir de una estructura 
is6tropa. La distribuci6n se presenta en forma usual (f (5) ) 
y 	radial ( I' ( ) ). Estas distribuciones dan una idea de la 
marcada anisotropra que puede existir en medios granulares 
formados por particulas no esféricas con alto grado de 
orientaci6n. La anisotropra así determinada es análoga a la 
medida en materiales naturales sueltos con partrculas no 
esféricas por Mahmood (197:33 (Fig 3.20). Conviene subrayar 
que, contrariamente a lo supuesto por varios autores, la 
superficie obtenida difícilmente puede asemejarse a un 
elipsoide. 
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Fig 3.77 Densidades de probabilidad del ángulo 8' (Fig 2.15) para 
estructuras transformadas anisótropas con simetría axial 

1 
277- 

Fig 3.78 Funciones F (8') para estructuras transformadas anisátropas 
con simetría axial 
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4. ESTRUCTURA Y PROPIEDADES DE LOS MEDIOS GRANULARES 

4.1 CONCEPTOS GENERALES 

Es posible afirmar que la estructura de los medios 
granulares tiene una influencia importante y frecuentemente 
determinante sobre todas sus propiedades relevantes desde el 
punto de vista de la geotecnia. 

En esta intima parte, se intentará mostrar lo anterior a 
trav*s de un análisis relativamente detallado pero de ninguna 
forma el<haustivo, 	del papel de la estructura en el 
comportamiento de estos materiales y de la forma en la que 
puede tornarse en cuenta en los dise los geotécnicos. 

Para el estudio e:‹perimental de las propiedades de los 
medíos granular-es, el geotécnico recurre al muestreo. Desde 
este primer paso, es necesario tornar en cuenta la e.structura. 
No solamente la muestra debe, en todo ]. o posible, conservar el 
arreglo interparticular del material in sito, sino que su 
tamaRo debe ser suficiente para que pueda considerarse 
representativa. En el inciso 4.2 se presta atenci6n a este 
último punto, 	frecuentemente 	ignorado y sin embargo 
importante, especialmente en el caso de materiales gruesos. 

La tendencia actual en geotecnia consiste en dejar de 
tener una actitud pasiva respecto a los materiales naturales y 
en estabilizarlos, reforzarlos o sustituirlos por materiales 
artificiales. 	Una forma simple de obtener materiales 
granulares de buena calidad consiste en mezclar en 
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determinadas 	proporciones 	unos 	componentes 	que, 
individualmente, no cumplen con los requisitos de proyecto. La . , 
determinaci6n de las proporciones opIimas de la mezcla es un 
difíCil problema que se aborda en el inciso 4.3. 

El coeficiente de permeabilidad es uno de los parámetros 
más sensibles a la estructura del medio. Las f6rmulas usuales 
que establecen una relaci6n entre esta propiedad y las 
caracterfsticas físicas del material dan resultados Litiles 
pero pOCO prCCiSIDS.. En el inciso 4.4 se muestra, a trav►  s de 
un estudio de carácter exploratorio, que existen otras 
alternativas para definir esta relaci6n. 

En una forma análoga, en el inciso 4.5 se sugiere un 
enfoque para el análisis del comportamiento de filtros 
granulares 	que, 	complementado 	con 	investigaciones 
experimentales, podrl'a constituir la base de nuevos mIltodos de 
diseíYo. 

Finalmente, en el inciso 4.6 se dan algunos elementos que 
ponen en evidencia el papel de la estructura de los medios 
granulares en su comportamiento mecánico en condiciones 
esta, iras 	y 	dinámicas. Este inciso no pretende cubrir 
totalmente este amplísimo tema y se limita a una discusi6n 
breve y generalmente cualitativa de algunos aspectos del 
comportamiento 	 •en los que el papel de la configuraci6n 
geomtrica del medio es particularmente notorio. 

4.2 REPRESENTATIVIDAD DE: MUESTRAS 

4.2.1 El problema del muestreo 

Al 	pretender 	determinar una de las propiedades 
geote5cnicas (porosidad, permeabilidad, resistencia, etc.) de 
una masa granular, ser,  suele primero dividir dicha masa en 
zonas de características apromimadamente hc'rn':'geneas o clava 
heterogeneidad siga una ley sencilla. 

Si U es la propiedad de interés, se acepta entpnces que, 
en cada zona, es posible asociar a cada punto del medio un 
valor Línico de la propiedad de interés y que ésta varla en el 
espacio de acuerdo con alguno de los modelos siguientes: 

entonces 
La propiedad U es homogénea y determinista. Basta 
con una sola muestra para determinarla. 

La propiedad es determinista y sigue una ley espacial 
simple (por ejemplo U = a + bz ,donde z es la profundidad). Un 
nilmero reducido de muestras (dos en el ejemplo anterior) es 
suficiente para definir totalmente la propiedad de interés. 
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- La propiedad es estadisticamente homogenea. En este 
caso, 	 una variable aleatoria cuya densidad de 
probabilidad 	se supone frecuentemente gauss iana y puede 
definirse mediante dos parámetros : media tí y variancia Crj. 
Por muestreo aleatorio o sistemático, se obtienen estimadores 
de los parámetros de interés. El número de muestras requerido 
depende de la precisión y del nivel de confianza con el que se 
quieran conocer los parámetros Leochran, 19773 

La propiedad es una función aleatoria espacial 
U(x,y,z) . Si esta funci6n se considera estacionaria, esta 
h ip6tesis equivale a la del inciso anterior. Otra posibilidad 
consiste en admitir que la funci6n aleatoria tiene incrementos 
estacionarios 	EAuvinet, 19843 o que sigue otra ley de 
variacieln simple. El n6mero de muestras requerido depende 
entonces de 	la ley aplicable y se determina con 
consideraciones análogas a las del inciso anterior. 

En el caso de un medio granular, independientemente del 
modelo adoptado, es coma que, por el gran dii:Ietro de las 
partfculas o el tamalo pequerio del dispositivo de ensaye 
d isponible, se plantee el problema adicional de la definici6n 
de las dimensiones mfnimas que debe tener la muestra para ser 
representativa del medio en estudio. La variaci6n de las 
propiedades con el tamalo de la muestra es un problema que no 
debe confundirse con su variaci6n espacial. Se trata de un 
efecto de escala que existe aun cuando la propiedad puede 
considerarse homogénea y determinista. 

La definici6n de las dimensiones mrnimas de la muestra 
se basa usualmente en consideraciones puramente empíricas. Se 
mostrará a continuaci6n que, por lo menos en lo que se refiere 
a las características estructurales del medio, para las cuales 
el efecto de escala es puramente geométrico, es posible 
abordar este problema en forma racional con base en los 
conceptos introducidos en 2.3.7 y en los resultados obtenidos 
por simulaci6n num6rica en 3.3.4. 

En la práctica, el efecto de escala geométrico se 
superpondrá generalmente a variaciones espaciales aleatorias o 
deterministas de las propiedades. En cada caso, se _tendrá que 
evaluar si el efecto de escala es el dominante o si, al 
contrario, puede considerarse despreciable. Los resultados 
presentados en este capitulo permitirán precisamente hacer 
este tipo de evaluaci6n. 

4.2. Efecto de escala geomiltri .co 

El grado de representatividad de una muestra depende de 
su tamaño. Para apreciar claramente este concepto, puede 
observarse, por ejemplo en la Fig 3.52 , - Como, al crecer el 
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2 
varEnv = El/(abc) 

b .c 

(.5 

dmiydz 

lb. 

tama7io de la muestra, disminuye la dispersi¿n de la porosidad 
medida. Lo anterior puede cuantificarse en términos 
probabilistas tomando en cuenta los conceptos Y resultados 
presentados en los capftulos anteriores. 

a) Porosidad 

La variancia de los valores de la porosidad medidos en una 
muestra de volumen V es la que se eli-Jresa en la Ec 2.115. 
Utilizando esta ecuación y los resultados obtenidos con el 
modelo numérico tridimensional en cuanto al coeficiente de 
autocorrelación de la funci¿n caracterfstica (3.3.4), ese;  
posible cuantificar en términos probabilistas la dispersic5n de 
la porosidad asociada a muestras de diferentes volLimenes y 
formas. 

El cálculo de la integral de la Ec 2.115 resulta en la 
práctica laborioso puesto que su expresi6n emplfcita es,   en el 
caso de un paraieleplpedo rectangular de aristas a, b y 

(4.1) 

El 	cálculo puede hacerse numéricamente dividiendo el 
volumen de interels en un n6mero suficiente de volkimenes 
elementales y sustituyendo las integrales por sumas. Los 
cálculos se reducen considerablemente si se aprovechan las 
simetrías. Además, es posible recurrir al algoritmo de Cauchy 
que permite reducir el orden de una integral rnultiple de 2N a 
N CJournel, 19773. 

Utilizando la funci6n de autocovariancia is6tropa obtenida 
en 2.7.4 : 

C(h) = n(1-n)r(h) = n(1-n)exp{- 11.5h/C4n(1-n)31 
	

(4.2) 

se 	calcul u la desviación estándar de la porosidad para 
muestras ck:bicas de diferentes aristas. Los resultados se 
presentan en la Fig 4.1 . La relaci6n entre dispersi6n y .  
dimensi6n de la muestra se expresa en forma adimensional y es 
aplicable a cualquier material granular de porosidad y 
superficie 	especifica 	conocidas c' estimables en forma 
aprol:imada a priori. Cuando las dimensiones de la muestra 
crecen, es posible verificar que la relaci6n tiende 
asint6ticamente hacia la expresi6n: 
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Desviación estandar de la 
porosidad 

Porosidad 

Superficie específico 
del medio 

15 
GS

3  

4n(i-n) 

any 

jn(i-n)
,  

10 

nv 

n 

S 3 

ernv  

NA;(1-n 

10 
OS

3  
4n(1-n) 

Fig 4.1 Dispersión de la porosidad de un medio granular medida en 
una muestra cúbica 

Fig 4.2 Dispersión de la porosidad de un medio granular medida en 
una muestra paralelepipédica 
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3/2 

aS / E 4n ( 1-n ) 3 3 

 

"Zr 
nv  

n(1-n) ( 4 . 	) 

donde 

07 	Desviaci6n estándar de la porosidad 
y 

K Coeficiente del orden de 1.4. 

La desviacin est‘ndar tiende por tanto a ser inversamente 
proporcional a la raíz cuadrada del volumen de la muestra. 
Este resultado era previsible. En efecto, se puede considerar 
que una muestra grande es la reuni6n de N muestras contiguas, 
más peque?ías, y sensiblemente independientes entre si. Se sabe 
que la desviaci6n estándar de la muestra más grande es 
entonces igual a la de las muestras elementales dividida por 
la raiz cuadrada de N CCochran, 19773. Este resultado es el 
que se vuelve a encontrar en la Ec 4.3 . Esta ecuaci6n no es 
aplicable a muestras pequeNas debido a que, en este caso, la 
hip6tesis de independencia entre muestras eleméntales no es 
aceptable. 

Para utilizar en forma más c6moda los resultados de la Fig 
4.1 	o de la Ec 4.3 , puede ser conveniente observar que, 
tomando en cuenta las Ecs 2.22 y 2.186, se tiene, para 
materiales de partículas aproximadamente esfklricas : 

S /C4n(1-n)3 = 'SE (D
2 
 1/E4n E Uf

3 
 33 = E3/(2n)3E C1/D3 

3 	 3D 	 3D 	 3V 
(4.4) 

Y por tanto, para materiales sensiblemente uniformes : 

3 
S /E4n(1-n 	 3V)2 	(3/(2n)3 (1/E ID}) W 11.5/(nD

50 	
(4.5) 

Cuando se cumplen las condiciones anteriores, la Ec 4.3 se 
escribe simplemente : 

-- 3/a  
Qn / \/n(1-n) 	E1.5a/(nD50 ) ] nv  

(4.6) 

Resultados análogos a los de la Fig 4.1 se presentan en la 
Fig 4.2 para muestras paralelepip'dicas. 

En la Fig 4.3 se proporciona el roeficiénte de correlací6n 
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Muestra 2 
Muestro 1 

p(nli  n2) 

n i  Porosidad medida 
en lo muestro 1 

n 2  Porosidad medida 
en la muestro 2 

aS 3 
4n(i-n) 

Notación :véase Fig 4.3 

053 

Fig 4.3 Coeficiente de correlación entre porosidades medidas en 
muestras vecinas 

Fig 4.4 Reducción de la correlación entre muestras vecinas con 
la distancia 

r 
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entre la. 	porosidades medidas en muestras cubicas vecinas ron 
o sin traslape, calculado con las Ecs 2.115 y 2.116 , como 
funcii5n de las dimensiones de las muestras. En la Fig 4.4 se 
presenta la variaci6n del mismo coeficiente de ccirrelaci6n 
corno funci6n de la distancia entre muestras para un tama7lo 
dado de muestra. 

Resultados semejantes a los anteriores pueden derivarse 
para muestras obtenidas en planos de intersecci6n o sondeos. 
En la Fig 4.5 	se presentan las desviaciones estándar de la 
porosidad medida en una grea cuadrada y a lo largo de un tramo 
de sondeo, calculadas a partir de las Ecs 2.143 y 2.1413 . Las 
relacii_:nes presentadas en la Fig 4.5 tienden respectivamente 
hacia las el<presiones siguientes: 

- Ares cuadrada : 

/ 	( 1-.n) 	- 	K {a!7-;3
./E 4n (1-n ) 3 } 

- Tramo de sondeo 

---___n 	 _ 1/ 2  
/ y/n (1-n ) = K faS /E4n(1-n)31 

ny 	 '3 

(4.7 

(4.8) 

La interpretacián es la misma que en el caso de la muestra 
cubica y K resulta nuevamente del orden de 1.4. 

Otro aspecto de inter‘s es la representatividad de la 
Porosidad medida en un sondeo o en un plano de intersecci6n 
respecto a la porosidad de una cierta masa granular. Este 
problema puede ser tratado con las mismas ecuaciones. En la 
Fig 4.6 se presenta, a tItulo de ejemplo, el coeficiente de 
correlaci6n entre la porosidad medida en el tramo de sondeo AB 
Y el de una masa granular cúbica que éste atraviesa. En la Fig 
4.7 se muestra en forma análoga el coeficiente de correlación 
entre la porosidad medida en un cuadrado ABCD y el de una masa 
granular cibica, una de cuyas caras coincide con el cuadrado. 

El error cometido al estimar la porosidad de la masa a 
partir de la medida en un sondeo, un plano o en jna muestra 
cubica de tamAo menor que la masa, puede cuantificarse en 
tIrminos probabilistas a travi5s de la variancia de estimación 
definida como : 

2 	 2 	2 	 2 
= Et(n 	n ) 3 = EAnv E 	y 	

+ Eín} Ww. 2 E(n.n
E
1 (4.9) 

donde 
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ITnv 

n(i-n 

0.5 

a 

la 

Área cuadrada 	Tramo de sondeo 
Sondeo 

Área cuadrado 
Muestra cubico (Fig 4.1) 

10 
	

15 
O S 3  

4n(i-n) 

Fig 4.5 Dispersión de la porosidad de un medio granular medida en 
un área cuadrada y en un tramo de sondeo 
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nAo  Porosidad en el sondeo AB 

ny porosidad de la muestra 

10 
aS 3 

4n(1 n) 

Fig 4.6 Coeficiente de correlación entre la porosidad medida en 
un sondeo yen uno masa granular 

p (nABcD,nv) 

nABCD Porosidad en el 
plano ABCD 
Porosidad de la 
muestra 

10 
OS

3  
4n(i-n) 

Fig 4.7 Coeficiente de correlación entre la porosidad medida en un 
plano y en una masa granular 
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n Porosidad de la muestra (i_ini, bi o tridimensional) 

Porosidad de la masa 

es decir: 

2 

E 
	= varEn y ]  + vartn 3 	2 covtn \i 

 ,n 
E
3 
	

(4.10) 

Los tárminos de esta ecuacillin se pueden calcular a partir 
de las mismas ecuaciones 2.115 y 2.116. 

b) Relaci6n de vaclos 

Para muestras pequenas (pero de tamal!lo superior a los 
máKimos poros) la dispersión de la relaci6n de vacíos puede 
evaluarse en forma aproximada a partir de los resultados 
presentados en el inciso anterior y de la Ec 2.121 : 

vartev 3 = 	/(1-n)4  

Además, se señal' en 2.3.7 que la relaci6n de vac ros medida 
en una muestra finita presenta un sesgo respecto al valor real 
de esta propiedad. La sobrestimaci6n esperada es (Ec 2.119) : 

3 
11e = varEn 3/(1-n) 

La magnitud de este sesgo puede por tanto ca .cularse a 
partir de los resultados del inciso anterior. 

A tItulo de ejemplo, se presenta en la Fig. 4.8 la 
sobrestimaci6n esperada de la relacián de vac(os asociada a 
una muestra cúbica. 

c) Pes': volumétrico 

El peso volumw5trico seco de un suelo se expresa en tIrminos 
de la porosidad como sigue: 

= Y's  (1--n) 	 (4.11) 

donde 

+5 Peso volumiltrico de los sálidos 
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pe (i-n) 
n 

he Sobrestimación de la relocijn de vacíos 

S 3 Superficie específica 

n Porosidad 

aS 

4n(i-n) 

Fig 4.8 Esperanzo de la sobrestimación de la relación de vados 
medida en una muestra cúbica 
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Si se acepta que la den' 	 os idad de l 	sol idos es una 
constante, el peso volumarico del suelo es realmente una 
propiedad estructural tal que, en una muestra de volumen V : 

Edav} 

var C.Ná 3 
(4.12) 

La dispirrsi6n del peso volum“rico debida al efecto de 
escala geciiyn 	puede por tanto también calcularse a partir 
de la dispersi6n de la porosidad. 

d) Distribuci6n granulow“rica 

Los resultados obtenidos para la porosidad se aplican 
directamente a la distribuci6n granulométrica, 03(d), referida 
al volumen total de la muestra, puesto que (13  (d) puede 
interpretarse como una porosidad a condici6n de incluir entre 
los vacCos las partículas de diámetro menor que d (2.3.7). 
Obviamente, en la Fig 4.1 y en la Ec 4.3 , la porosidad n debe 
sustituirse por G3(d) y la superficie especifica del medio por 
la que se  obtiene considerando exclusivamente las partículas 
de diámetro mayor que d. 

Cuando el diámetro d se acerca al diámetro máximo de las 
parti'culas, es fácil verificar que la dispersi6n de 03(d) 
estimada con la el;presik5n 4.3 tiende a coincidir con la 
calculada con la Ec 3.32 derivada en el caso del modelo 
poissoniano. En efecto, en este caso, esta ultima em)resi6n 
puede escribirse, tomando en cuenta que Ov (d) es cercano a la 
unidad : 

vUF 
1.32 O 3  . 13).  

La evaluaci6n de la representatividad de las muestras puede 
hacerse también en términos de la funci6n de distribuci6n 
granulometrica F 	(d ), más comiln que O (d) en la pr4ciica de 
la 	geu:'tecniaz 

V 
 (Ecs 2.124 a 2.138). Sin embargo, esta 

alternativa requiere pasos adicionales, en particular la 
estimaciin de la covariancia entre G v(d) y ny' que la hacen 
menos atractiva. 

4.2.3 Implicaciones para el dimensionamiento de muestras y 

especimenes 
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Los resultados presentados en el inciso anterior 
Permiten, utilizando las tenieas usuales de la estadistica : 

- Definir intervalos de confianza para las 
características estructurales de una masa granular a partir de 
mediciones realizadas en muestras pequ4as 

Definir las dimensiones mínimas de la muestra 
requerida para obtener estas propiedades cOn determinado grado 
de confiahilidad 

- Probar la hip6tesis de la homogeneidad de un medio 
granular a partir de las caracterlsticas de varias muestras 

El aspecto de las dimensiones m(nimas de las muestras y 
especfMenes es probablemente el que presenta el mayor inters 
práctico, en particular para el control de las obras de tierra 
y enrocamientos y para las pruebas de laboratorio y de campe'. 

a) Control de obras de tierra y enrocamientos 

Ei 	control 	de 	la porosidad, peso volumtrico 
granulometra es necesario para la construc1:i6n de obras de 
tierra y enrocamientos (presas, terraplenes, etc.). Cuando P1 
suelo contiene elementos gruesos, el efecto de escala 
geométrico puede dar lugar a errores importantes si la muestra 
analizada es demasiado pequeña. La selecci6n del tamaYlo de la 
cala volumétrica a realizar para fines de verificaci6n debe 
por tanto tomar en cuenta este efecto. La gráfica de la Fig 
4.1 y las Ecs 4.3 y 4.6 constituyen una gufa para esta 
selecci6n. En efecto, si se admite que la densidad de 
probabilidad de la porosidad es aproximadamente normal, el 
error debido al efecto de escala es inferior a 2CF con una n, 
probabilidad de 95% . Asi, de acuerdo con la Ec 4.6, para que 
el error sea inferior por ejemplo a 0.01 con una probabilidad 
de 95% , se deberá tener, en el caso de un material uniforme 
en estado suelto (n = 0.5) : 

a/D 	> 8.8 	 (4.14 ) 
50 

donde 

a Arista de la muestra cúbica 

Un error de +/- 0.01 sobre la porosidad corresponde a un 
error del orden de +/- 0.03 a 0.04 sobre la relací6n de vaclos 
Y de +/- 26 kg/m3  sobre el peso volumétrico (con una densidad 
de sólidos de 2.65). 
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Para ilustrar lo anterior, 	se aplic6 la Ec 4.14 a lose 
materiales especificados para la construcci6n de la prea de 
ChicoasIrm Warsal,19793. Los resultados se presentan en la 
Tabla 4.1 . Para materiales de filtros y de transicijn, la 
realizaci6n de calas ron efecto de escala despreciable es 
posible. Para el enrocamiento compactado, por el contrario, el 
t'amarlo de cala requerido resultarla el<cesivo en la práctica. 
En la Tabla 4.2 se presentan resultados análogos para los 
materiales de construcci6n de la escollera del puerto 
industrial de El Qsti6n, Ver. CFig 4.9 ; Hanell, 1982]. Los 
resultados de esta tabla muestran que par-a verificar la 
compacidad del nucleo, se requerirla una cala de muy grandes 
dimensiones. Para los materiales de transici6n y de la coraza, 
el efecto de escala es tan fuerte que el concepto de porosidad 
deja de ser útil.. As i, para una muestra de 5 m de arista, 
correspondiente al espesor de la capa de coraza, el intervalo 
de incertidumbre 41- 29-n, es aproximadamente de 41- 0.20 . Por 
otra parte, en el contacto con los materiales de transici6n 
eldste un efecto de pared. Además, la frontera superior de la 
capa no puede definirse con precisi6n. 

Resulta también 	interesante delimitar el campo de 
aplicaci6n de las calas de dimensiones usuales ISARH, 19703. 

- Para suelos finos compactados, es usual recurrir a una 
cala cilndrica de 20 cm de altura y de 15 cm de diámetro.• 
Puede considerarse por tanto que esta dimensi6n de cala 
solamente seria aceptable para materiales con Ds i< 1.7 cm. Para 
arenas y suelos finos, la dimensieln de la cala es por tanto 
generalmente adecuada desde el punto de vista del efecto de 
escala. 

-. Para gravas, es usual recomendar una cala cúbica 	50 
cm de lado. En este caso, D50 debe ser inferior a 5.7 cm. 

- Finalmente, para enrocamiento, suele recomendarse corno 
mínimo una cala de 1 m de lado. Esta 1.11tima dimensión impone .  
piso < 11.4 cm, un diámetro generalmente rebasado por los 
enrocamientos. 

En la misma referencia se recomienda usar un molde cúbico 
de 30 cm de lado par-a determinar la relaci6n de vacios wrnima 
Y máltima de materiales granulares con partículas de hasta 7.6 
cm de digmetro. La regla de la Ec 4.14 muestra que esta 
dimension serra inaceptable si El fuera mayor de 3.5 cm. 

50 

Por otra parte, conviene observar que algunos m1Stodos 
recientes de determinaci6n del peso volumétrico, en particular 
el método nuclear, operan sobre una muestra de tamaño menor 
que las calas tradicionales. Así, el método conocido como 
"Backscatter", emtrae informaci6n principalemente de la capa 
mas superficial (2.5 cm de espesor) del suélo, con lo que los 
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TABLA 4.1 	Tamaños mínimos de calas. Materiales de Chicoasén 

Zona 

Granulometrfa* 
Dimensiones mínimas 
de la 	muestra 

D 
m'in' 

en cm 

D 
máx' 

en cm 

D50, 

en cm 

C 
u 

a req. 

en cm 

Vol. 

en m
3 

Filtros 

Transición 

Enrocamiento 
compactado 

0.2 

4 

40 

' 	8 

12 

40 

2 

7 

40 

10 

1.8 

1 

18 

62 

352 

0.0058 

0.238 

43.6 

....._ 

* Límite superior 

TABLA 4.2 	Tamaños mínimos de calas. Escollera El Ostión 

Material Dimensiones, en m a requerida*, en m Vol. 	en m' 

1 	(núcleo) 0.15 - 0.50 2.86 

2 	(transición) 0.90 - 	1.60 11.0 1331 

3 (coraza roca) 2.40 - 2.50 21.6 10,022 

4 (coraza concreto) 2.60 22.9 11,978 

*Arista de una muestra cúbica 
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resultados so 	 c 	 o 

	

n sensibles al efes: 	de escala gemk5trico. Puede 
estimarse que con este m¿dodo, debe tenerse so

< 0.9 cm. 

b) Pruebas de campo 

Los resultados de los ensayes mecánicos de campo pueden 
verse 	afectados 	por 	el efecto de escala (-11.,? o mi? trico. 
Independientemente de los efectos de escala mecánicos que 
puedan presentarse, es necesario que la zona someiida a los 
ensayes 	tenga dimensiones 	suficientes para que sus 
características estructurales sean representativas de las del 
medio. Esto resulta claro por ejemplo en el caso de una prueba 
de placa (Fig 4.10). En estas pruebas, los bulbos de presi6n 
que afectan la masa deben tener dimensiones grandes respecto 
al diámetro de las partículas. Si, por ejemplo, se aplica la 
Ec 4.14 al bulbo de presiones correspondiente a (Jrz/p = 0.50, 
se encuentra que el diámetro de la placa debe ser superior a 
veinte veces el Cl del material en estudio. 

50 

Consideraciones analogas podrían hacerse para otros ensayes 
de campo como ]. a prueba presiométrica, los ensayes de 
penetraci6n, etc. En la misma forma, el efecto de escala debe 
tomarse en cuenta al usar extensómetros lineales para medir 
las deformaciones de masas granulares, en este caso, la 
dispersi6n de la porosidad asociada a una determinada longitud 
del extensómetro debe calcularse con las Ecs 2.148 IS 4.8. 

lel Pruebas de laboratorio 

En la selecci6n de las dimensiones de los espec(menes 
representativos inalterados o reconstituidos que se someterán 
a pruebas mecánicas de laboratorio, es necesario tomar en 
cuenta el efecto de escala. Para 3os especrmenes inalterados, 
la representatividad de la porosidad y de la granulometria 
puede ser evaluada con las Ecs 4.3 y 4.6 . En el caso de los 
especimenes reconstituidos, el problema se plantea en la misma 
forma para la granulometrla pero ya no existe relación 
estadística entre la porosidad de la muestra y la del medio 
que se pretende representar. 

Emisten diversas técnicas para verificar la hcsmnc'geneidad de 
los especímenes (3.2). Estas técnicas, destructivas o no, 
consisten en determinar la porosidad en diversas partes de la 
muestra. Este tipo de control puede resultar muy sensible al 
efecto de escala si las zonas estudiadas presentan dimensiones 
demasiado pequeñas en relación con las de los granos. 

Como ilustracilin de lo anterior, se han representado en la 
Fig 4.11 los resultados obtenidos en un estudio qammamétrico 
de un espécimen de arena (El lo = 1.3 mm , C u  =7  1.4). El método 
consiste en medir a diferentes alturas la absorci6n de un haz 
de rayos gamma de 4 mm de diámetro que cruza el espécimen en 
una longitud de 70 mm Mouvard, 19823. De acuerdo con la. Ec 
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Porosidad, ny 
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1 

Fig 4.11 Perfil de porosidad en un espdcimen de 
material granular (Bouvard,1982) 
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4.1 , el semiancho del intervalo de variaci¿n por efei:Ao de 
escala (2 U-11  ) es, para este volumen, de 0.005 a 0.008 
dependiendo del estado de compacidad del material. Las 
variaciones representadas en la Fig 4.11 no son por tanto 
significativas y la hip6tes is de homogeneidad no puede ser 
descartada. Estas variaciones pueden explicarse aicamente en 
ti rminos del efecto de escala geométrico. 

4.2.1 Conclusiones 

Se 	mostr¿ en este cap(tulo que las variaciones 
aleatorias de varias propiedades estructurales dentro de un 
medio granular pueden cuantificarse en t6rminos probabilistas. 
las relaciones establecidas deberían ser de gran utilidad para 
racionalizar el muestreo en este tipo de materiales y la 
selecci6n del tamaZo de los especímenes para ensayes de 
laboratorio. 
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4.3 MEZCLAS OPTIMAS 

4.3.1 Antecedentes 

El 	problema del diserio de mezclas de materiales 
granulares de baja porol.idad y por tanto de alta resil.tencia 
baja compresibilidad, ha recibido atención desde hace muchos 
alos. Los trabajos más profundos sobre este tema fueron 
realizados en relaci6n con la definici6n de las curvas 
granulométricas 6ptimas para los agregados de los materiales 
de pavimentación y del concreto. En la actualidad, este terna 
sigue siendo un tema que requiere investigaci6n. En este 
capítulo, a partir de una revisi6n de trabajos antiguos, 
aparentemente un poco olvidados, y con Ia ayuda del modelo de 
simulaci6n del inciso 3.9.4, se intenta presentar un estado 
del arte conciso sobre el terna y establecer varios resultados 
de aplicabilidad directa. 

4.2.2 Mezclas binarias 

Se entiende por mezcla binaria un material granular 
obtehido a partir de dos materiales con partículas de diámetro 
uniforme. ti1  (grandes) y D (pPqufnIas) respectivamente. Se llama ,  
c< la relacion D /ti1  . Para determinar el proporcionamjento de 
los ingredientes que permite obtener la porosidad mlnima, se 
han seguido diferentes enfoques. 

Fumas C19311 sugiri 	calcular la proporci6n 6ptima de 
particulas pequelas a partir del volumen de los vaclos de las 
grandes. En una muestra de mezcla de volumen unitario, el 
volumen de las partículas grandes es : 

V = 1- n
1 si  

(4.15) 

donde 
n1 	Porosidad de las grandes EG(El1

), 2.3.23 

Las partículas pequelas disponen entonces de un volumen 
igual a 	n1 	para acomodarse y su volumen 15Ftimo puede 
calcularse como 

donde 

V
5 

= t1-n,2 )n
l 2  

(4.16) 

n 	Porosidad de las peque ras 

Si 	no 	es la porosidad de los dos' componentes de la 
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mezcla considerados en forma aislada y si se acepta con Furna-4 
que n = n = no 

, la porosidad de la mezcla es: 

n = no _..(1-no  )n o (4.17) 

Las proporciones 6ptimas son entonces 

Proporcion de grandes 	(1-n)/[(1-no )(Hm O =1/(14-n o ) o 1 	 o 
(418) 

Proporci6n de pequena 	= 1 - Z = n /(1.4n 
2 	 o 	o 

(4.19) 

Las f6rrnuias anteriores solamente dan valores cercanos a 
los e>lperimentales para valores de o( muy pequen s. En efecto, 
la presencia de las partlCulas peque'rlas hace que las grandes 
se separen. Por otra parte, las grandes dan lugar a un efecto 
de pared que aumenta la porosidad de las pequeilas. Estos 
fenclinenos hacen crecer n y n2 y por tanto la porosidad n de 
la mezcla. Ambos efectos solamente pueden despreciarse si D e s. 
D
I
. 

Lo anterior fue puesto claramente en evidencia por 
Caquot E19373 en un estudio te6rico basado en resultados 
egperimentales de Leclerc du Sablon E1927). Haciendo variar 
los volaenes aparentes V11 	y  V2 	de los componentes que 
intervienen en una mezcla de volumen unitario, para un valor-
de o( dado, se puede determinar la porosidad mínima alcanzable 
(punto M de la curva AMC, Fig 4.12). Se obtienen en esta forma 
los resultados que se indican en la Tabla 4.3 para diferentes 
valores de o< . Estos mismos resultados se presentan en forma 
gráfica (curva SED) en dicha Fig 4.12. Caquot mostró que la 
curva BED es una hiplrbola equilátera. Si no  es la porosidad 
de cada uno de los ingredientes de la mezcla por separado 
(considerada del orden de 0.44 por Caquot), se puede ajustar a 
la funcion que proporciona la porosidad mínima en funci6n de 
la relación de diámetros, la expresi6n siguiente: 

2 
n = n 	n (1-n )[(1-01)/(14..a()) 

O 	p 	O 
(4.20) 

La mezcla mas densa se obtiene cuando o< tiende a cero, 
es decir cuando los vacíos de los granos grandes se rellenan 
con granos muy pequeños. La porosidad y las proporciones 
6ptimas tienden entonces asint6ticamente a los valores de 
Fumas (Ecs 4.16 a 4.19). La Tabla 4.3 muestra que el efecto 
de separaci6n de los granos grandes es más. importante que el 
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n=0.44 
paras  =c0 

0.25 0.50 

n=0.44 para 0:0 

Caquot 

o 	
(en volumen ) 
Partículas pequeñas 

o 50% 
A 35% 
o 20% 

0.8 	1.0 
a 

0.44 

o 

*(71 0.42 
o t_ 
o 

o 

 

ID1 

0.40 

0.38 
0.2 0.4 
	

0.6 

Fig 4.12 Porosidad de mezclas binarias (Caquot,1937) 

Fig 4.13 	Porosidad de mezclas binarias obtenidas por 
simulación 
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TABLA 4.3 Proporcionamiento de mezclas binarias para minimizar 

la porosidad 

a 1/
2 

1/
4 

1/
8 

1/
16 

1/
64 

1/
256 

1/
512 

1/1
024 1/4096 

Vi 
(gruesos) 0.566 0.667 0.776 0.862 0.965 0.990 0.996 0.998 0.999 

V2 
(finos) 

0.467 0.452 0.445 0.443 0.441 0.440 

n mezcla 
0.421 0.373 0.316 0.269 0.212 0.199 0.196 0.195 0.194 

% gruesos 54.8 59.6 63.5 66.1 68.6 69.2 69.4 69.4 69.4 

% finos 45.2 40.4 36.5 33.9 31.4 30.8 30.6 30.6 30.6 
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efecto de pared de las grandes sobre la porosidad de las 
pequenas. 

El modelo descrito en 3.3.4 para la simulaci6n numérica 
de la estructura de los medios granulares permite llevar a 
cabo estudios semejantes a los realizados en el laboratorio 
por Leclerc du Sablon. Para verificar la expresi6n 4.20 , se 
simularon varias estructuras constituidas por partículas 
esféricas de diámetros D y 	oc El en varias proporciones. El 
coeficiente c›z 	solamente se hizo variar de 0.3 a 1 . Para 
valores menores de 	se hubiera necesitado un niimero 
demasiado grande de partículas. En cada caso, es decir para 
cada valor de 	 y cada proporci6n, se formaron cuatro 
estructuras. Las porosidades medias obtenidas se muestran en 
la Fig 4.13 	donde se pueden comparar con los valores 
correspondientes a la f6rrnula de Caquot. Según la Tabla 4.9 , 
los porcentajes 6ptimos de partículas pequenas (en volumen) 
son del orden de 40 a 50 . La simulaci6n permite corroborar 
estos 	resultados en forma satisfactoria a pesar de la 
dispersi6n introducida por el efecto de escala geom&trico. 

4.3.3 Mezclas con N componentes 

Las consideraciones de Furnas se extienden fácilmente a 
mezclas de N componentes. Las proporciones de los diferentes 
componentes forman una serie geomtltrica con los términos 
siguientes (a dividir por la suma de los N primeros términos 
para una mezcla de N componentes): 

1/(1411 ) 	n0  /(14-n o ) 	n o /(14.n o ); 
	

(4.21) 

y las porosidades mínimas decrecen como sigue: 

no 	na - no (1-)o ) 
	

no - n o (1-n o ) - no (1-no ) 
	

(4.22) 

Nuevamente, estos resultados solamente son válidos Si 
los diámetros sucesivos de las partículas de los componentes 
presentan dimensiones muy diferentes entre si. En la práctica, 
las porosidades obtenidas son siempre mayores que las 
indicadas por la Ec 4.22 r  debido a los efectos de separaci6n 
de particulas y de pared ya comentados en el inciso anterior. 

Extendiendo los resultados de la Fig 4.12 a mezclas de 
varios componentes, Caquc't pudo definir en forma aproximada la 
porosidad mínima alcanzable al agregar a una mezcla de N 
componentes un componente N+1 de menor di‘metro. A partir de 
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las mezclas 6ptimas de dos componentes, fue en esta forma 
posible definir mezclas compactas de tres, cuatro, cinco. 
componentes. Las porosidades obtenidas en esta forma (programa 
MEZCLAS) se presentan en la Fig 4.14 
componentes de diámetros D, c,f. D, (.)<2D. 
de N de 1 a' 

para una secuencia de N 
N-1 

s o r 	 y para valores 

Cahe observar que las mezclas obtenidas en esta forma no 
son necesariamente las más densas. Para mostrar lo anterior, 
se reproducen en la Fig 4.15 los resultados obtenidos por 
Feret [1892] para una mezcla de tres arenas de porosidad 
natural 	proxlma 	a 0.5. Se  emplea en la figura una 
representaci6n triangular en la que f, g y m son los 
porcentajes de cada una de las arenas. Se  observa que la 
porosidad mínima se obtiene para la mezcla binaría arena 
gruesa—arena fina, sin arena intermedia. Resultados semejantes 
se obtuvieron en la computadora con el modelo numerico del 
inciso 3.3.4 	para tres componentes de diámetro D,orD y uí2D. 
Simulando estructuras con diferentes proporciones de 
partículas de estos diferentes diAmetros, se obtuvieron por 
ejemplo, para oc igual a 0.8, las porosidades que se indican en 
la Fig 4.16 	La tendencia es la misma que en la Fig 4.15 	es 
decir que las porosidades mínimas se alcanzan.cuando no se 
inclayen partrculas intermedias en la mezcla. 

Resulta por tanto claro que, dependiendo del valor de la 
relaci6n cx 	, las mezclas binarias pueden ser más densas que 
las de tres componentes y, en la misma forma, las de N 
componentes mas densas que las de N+1, etc... Lo anterior se 
puede verificar en la Fig 4.14 , donde se observa, por 
ejemplo, que, si se pretende formar una mezcla de tres 
componentes de diámetro D, cirD y 0<2D 	la mezcla binaria D,orlD 
resulta mas densa que la de tres elementos para (D> 0.15 . 
Resultados análogos se obtienen comparando entre sí las 
porosidades alcanzadas para tres, cuatro o cinco componentes. 

Para definir una granulometría discontinua de mrnima 
porosidad con tamanos comprendidos entre dos valores dados D,;,, 
y E, 	, es posible tomar en cuenta lo anterior y usar como 
gula los resultados presentados en la Fig 4.17 , que fueron 
obtenidos a partir de la Fig 4.14 	Para diferentes valores de 
D,;,, y DmIx  se indican las mínimas porosidades alcadzables con 
determinado número de componentes. El valor 6ptirno de o< es del 
orden de 0.1 y por tanto el numero '5ptirno de compcmentes puede 
considerarse igual al entero más cercano a : 

Log 	, /D , ) 
lo 	#11.1}L 

(4.23) 

Las proporciones de los componentes para el valor optimo 
de DI y de N se indican en la Tabla 4.4 , para diferentes 
valores de tt min  /1:3,4x 	. Se observa que las proporciones de 
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( 0,5 < O< 2 rnm) 

f +ni +g 100% 

(2<D‹ 5 mm) G 0.45 0.40 0.362 
D< 0,5 mm) 

0.45 0.40 

0.49 
G 

Fig 	4.15 	Porosidad de mezclas de tres arenas (Feret,1892) 

Fig 4.16 Repetición de los experimentos de Feret por 
simulación con computadora 
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Fig 4.17 Relación entre porosidad y número de componentes 
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TABLA 4.4 Proporcionamiento óptimo de mezclas 

d/D aQpt N6pt Fracción % óptimo 1 Furnas 

0.1 0.1 2 D 0.645 0.694 

aD 0.355 0.306 

0.01 0.1 3 D 0.545 0.612 

aD 0.257 0.265 

a2D 0.192 0.118 

0.001 0.1 4 D 0.509 0.582 

aD 0.234 0.255 

a2D 0.148 0.112 

a'D 0.107 0.049 



/ 
particulas grandes deben ser menores. y las de partículas 
pequenas, mayores, que las obtenidas con las f6rmulas de 
Furnas. 

4.3.4 Granulometrías continuas ¿ptimas 

Los 	resultados 	anteriores 	muestran 	que 	las 
granulometrías de tipo discontinuo son las que pueden dar 
lugar a las porosidades mas bajas. Las curvas granulométricas 
continuas "6ptimas" que pretenden llevar a materiales de 
porosidad mínima propuestas por diferentes autores Wuriez., 
1961 ; Fig 4.18] son por tanto ilusorias. Sin embargo, estas 
curvas pueden conducir a mezclas mas convenientes desde otros 
puntos de vista. En particular, se sabe que las qranulometrías 
discontinuas son mas susceptibles a la segregaci6n que las 
continuas, especialmente bajo el efecto, de las fuerzas de 
filtraci'n (4.5). 

4.3.5 Mezclas de materiales naturales 
"*,.mh".14Mw.M.MMM.M.Mw 

En la práctica de la ingeniería, es frecuente que se 
recurra a mezclas de materiales granulares con• diferentes 
características, con objeto de obtener un material con mejores 
propiedades que cada uno de los componentes• individuales y, en 
particular, con una menor porosidad. 

La distribuci¿n granulométrica F 	(d) obtenida al 3V 
mezclar dos materiales de distribución granulométrica F (d) y 
F (d) es : 	 3V1 

3V2 

F 
V
(d) = p F (d) + (1—p)F (d) 	 (4.24) 

3 	 3V1 	 3V2 

donde 

p Proporción (en volumen de si6l idos) del primer material 

tiene: 

donde 

En la misma forma, para mezclas con N componentes, se 

N 

F (d) 	1 p. F (d) 	 .(4.25) 
3‘,/ • 	 3V41 

p Proporción del componente 
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Fig 4.18 Granulometrios continuas óptimos propuestos por diversos autores 

207 



La porosidad obtenida con la granulometría resultante 
depende de las características de los componentes Y de los 
valores asignados a la proporciones pí  . La obtención de las 
proporciones 	6ptimas para minimizar la porosidad es un 
problema que no tiene soi'.re i6n ,e1 .r 4  ....ca general pero que puede 
resolverse en forma aprwimada a partir de los resultados 
presentados en los incisos anteriores si los componentes son 
aproximadamente uniformes. 

Si se dispone de los medios requeridos, la mejor forma 
de 	obtener una baja porosidad consiste en dividir los 
materiales disponibles en varias fracciones granulom“ricas 
con las que se pueden formar conjuntos de granulometri'as 
discontinuas de baja porosidad. 

Para ilustrar los conceptos anteriores, se muestran en 
la Fig 4.19 los materiales empleados por-  Marsal C19773 en una 
serie de 	experimentos sobre mezclas. Se trata de un 
enrocamiento basáltico (6 < O < 175 mm ) y de una arena bien 
graduada (0.05 < ti < 6 mm). En la misma figura se presenta la 
granoometria de la mezcla de acuerdo con la Ec 4.24 para 
= 0.5 . La mezcla de los do,s materiales da lugar a una 
granulc'rnetria continua por lo que los efectos de interacción 
geom4trica entre los dos componentes dentro de la mezcla son 
significativos. En la Fig 4.20 se muestran las porosidades 
obtenidas 	para diferentes valores de p y métodos di 
compactacii5n. El mínimo se alcanza para valores de p cercanos 
a 0.45 y resulta de 0.21, muy superior al limite teórico que 
se obtendría con el enfoque de Furnas y que en este caso puede 
calcularse como: 

donde 

n = n
1 

- (1-n
2 

)n
1 

= 0.135 (4.26) 

n Porosidad del enrocamiento por separado = .35 

n2 
Porosidad de la arena por separado = 0.n 

Porosidades más bajas podrían alcanzarse con estos 
materiales dividiendo por ejemplo la mezcla en 12 fracciones 
segun tamises cuyas aberturas formen una serie geométrica de 
razon 2 y reuniendo estas fracciones en tres conjuntos de 
granulometria discontinua de cuatro componentes: 

Primer conjunto : fracciones 1, 4, 7, 10 

Segundo conjunto : fracciones 2, 5, E:, 11. 

Tercer conjunto : fracciones 2, 6 79 
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Fig 	4.19 Mezclo de un enrocamiento (R) y de uno areno (S) ( Marsal 1977). 
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Fig 4.20 Mezcla enrocamiento-arena (Marsal,1977 ). Porosidad 
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Para estos conjuntos de cuatro componentes, la relaci6n 
resultarla de 1/8 con un valor de D 	/D , de 0.002 . De mi  
acuerdo 	la Fig 4.14 , se podría esperar

n 
 para cada conjunto 

alcanzar una porosidad cercana a 0.10. 

4.3.4 Conclusiones 

El problema del diseno de mezclas de minima porosidad 
puede resolverse, Por lo menos en forma aproKimada, con base 
en los resultados presentados en este capitulo. El hecho de 
que las mezclas discontinuas son las que pueden dar lugar a 
las menores porosidades debe recibir mayor atenci6n en la 
investigaci6n y práctica de la mec‘nica de suelos. Es en 
particular necesario que se emprendan mas estudios sobre las 
propiedades meegnicas de este tipo de mezclas. 



4.1 ESTRUCTURA Y PERMEAPILIDAD 

4.4.1 Introducci6n 

Los intentog para predecir la permeabilidad de un suelo 
granular 	a partir de su qranulometría Y porosidad dan 
generalmente resultados pobres. Lo anterior debe atribuirse al 
hecho de que la distribuci6n granulométrica y la porosidad de 
un suelo son insuficientes para describir adecuadamente su 
estructura. 

Las tilcnicas ewperimentales y te6ricas ya comentadas en 
este trabajo que permiten obtener la distribución de tamos 
de poros de un medio granular deber lan conducir a nuevas y 

mejores formas de estimar la permeabilidad. En efecto, es 
razonable esperar que 	la permeabilidad presente una 
correlación más satisfactoria con la distribución de poros que 
con la de los granos. En lo que sigue se presenta un estudio, 
de carácter exploratorio, sobre las diferentes relaciones que 
pueden establecerse entre estructura y permeabilidad. 

4.4.2 Relaciones entre estructura y permeabilidad 

a) Relaciones tradicionales 

Diversas relaciones entre la estructura de un medio 
granular y su permeabilidad han sido propuestas. A 
continuacián se presentan algunas de las más conocidas. 

F6rmula de Hacen E 1895] 

••••• 
«1~1 

2 
C D

10 
(0.7+0.03t) (4.27) 

donde 

k Coeficiente de permeabilidad, en cmis 

. 	
lo 	

/ 
, 	 D 	Diámetro efectivo tal que, en peso o en volumen, 10% ,  
i 	 de las part(culas tengan un diámetro menor, en cm 

3. Coeficiente variable entre 41 y 146 para 0.1 ‹' El < 
10 rara con un valor medio de 116 

t Temperatura, en grados Celcius 

- Fórmula de Slichter 
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donde 

'771, (Elio 	) (O. 74O. 3t ) 	 (4.2E!) 

donde 

Funci6n de la porosidad n (Tabla 4.5 ) 

t Temperatura, en c C 

Fórmula de Terzaghi E19181 

2 
1.< = r:1 

D
10 

(0.7 	0:3t, ) (11.29) 

C (n 	0.19)/ ,11-n
-1 
 i 2 

C Funci6n de la forma de las partlrulas (Tabla 4.6) 

t Temperatura, en c'e: 

F6rrnul. a de Kozeny-Carman C1953) 

donde 

2 3 

Os Ce /(14-e)] "4) 
(4.30) 

Cs  Factor de forma 
uniformes) 

(del orden de 0.2 para materiales 

0,5  Diámetro representativo de la dimensi6n de los 
granos, igual al inverso de la superficie especfica, en cm 

e 	Relaci6n de va: tos 

Peso volumatriro del permeante, en g/cm3  

p Viscosidad del 
considerada, en g.s/cm2  

Permeante la temperatura 

b) Otras relaciones 

Es posible recurrir a diferentes planteamientos para 
establecer una relacion entre la permeabilidad y la 
distribuci6n de tamaños de poros. 

212 



1•~•••••••••••••••,...M..1•1•.•••••••110..41•PMM.14Y.~.11•.•4111,••••••••••11! 

Arenas de granos redondeados =800 

Arenas de granos angulosos 

Arenas con limos 

=460 

=400 

TABLA 4.5 Valores del coeficiente C de la fórmula de 

Slichter 

Porosidad, n 0.26 0.38 0.46 

C 83.4 24.1 12.8 

TABLA 4.6 Valores del coeficiente C
o 
de la fórmula 

de Terzaghi 



Distribucin de tama7lors y permeabilidad 

se admite que los poros están constituidos por una serie 
de tubos de secci6n transversal constante de diámetro P, 
paralelos a la direcci6n del f lujo, en cada tubo el gacao 
sera, de acuerdo con la ley de Poiseuille 

q 	E 0 1/ (1297 )3 II) 	 (4.91) 

donde 

1„( 	Viscosidad din‘mica del permeante a la temperatura 
considerada 

P 	Diámetro del tubo 

Gradiente hidráulico 

PPso volum5trico del permeante 

Si se conoce la densidad de probabilidad en njmero f.r(t) de 
los -diámetros T de los tubos, el gasto total O a través de una 
muestra de secci6n transversal unitaria podrá calcularse corno: 

o = E (q} rn (4.32) 

  

donde 

azar E-r lq} 
	

Esperanza del gasto para un tubo seleccionado al 

donde 

2 
M Numero de poros por unidad de área = n/E (ITT /41 

2 
= 	C 	/ (39,k )3 n CE r

4
1/ET(T } (4 3) 

n Porosidad 	 • 

Para aplicar la ecuacicln anterior a suelos granulares, es 
necesario definir la densidad de probabilidad equivalente de 
diámetros de tubos f-r  (t) 

Si 	se admite que la densidad de pr obabilidad en m'amero 
ir(t) de los tubos equivalentes coincide con la densidad de 
probabilidad en ntImero de los tamartos de los poros f (p) r  el 3P 
coeficiente de permeabilidad resulta : 
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A 
k = El'/(32),.03 n CE U' l/E {E I] 

3P 	3P 
(4.34) 

Sin embargo, 	t4o► rnand ►_i en cuenta que el flujo es 
unidireecional, puede arguirse que es mas conveniente que la 
densidad de probabilidad de t'amarlos de tubos se considere 
igual 	a ].a densidad de probabilidad en nilmero f 2  (p) 11,. 
correspondiente a los t'amarlos aparentes de poros intersecaoos 
por un plano de corte. Con esta hip6tesis se tiene 

4 
k = E/0(32,)3 n EE2AIT 1/E £1:'}3 

2A 

Una tercera alternativa consiste en considerar poros 
tubulares con misma densidad de probabilidad en volumen que 
los poros del medio granular 

Bajo esta hiprStesis, la densidad en niimero de los tubos se 
obtiene ponderando la densidad en volumen por un tlIrmino 
inversamente proporcional al cuadrado del diámetro del tubo : 

a 2 
f 	 P (p) = f (p)/Ep E {1/11 

39 	3V 
(4.36) 

SP tiene, a partir-  de la Ec 4.33 : 

k = • 1r/ (32).A)3 n 
a 	2 

Cp
4

f (P)/(P E fl/P ))1 d 
zV 	3V 

2 
Cp2  f (p)/(p E { UF'

2 
 1)]dp 

3V 	 3v 

k 	= 	C61/(32)01 n C p f 
3V 

 (p)dpi 
9 

(4.97) 

k= El'/(327)3 n E £P
2 

3V 
(4.39) 

Finalmente, puede considerarse que los poros tubulares 
deben 	tener la misma densidad de probabilidad en área 
transversal que los poros. En este caso, la densidad en nilmero 
de los tubos se obtiene nuevamente ponderando la densidad en 
área por un termino proporcional al cuadrado del diámetro 
aparente del poro : 

f 	(p) = f 	(p ) /Cp
2
E {1 /P

2 
 13 

2,45 	2A5  
(4.40) 
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Se tiene, a par t ir de la 

n  
4 	 2 	 2 

p f 	(p 	(p 	/P 1 ) 
2A52 2istf- J  

2 
[p 	f 	( p ) / (p

2
E 	[1 1P 1 )3 dp 

2As 	 21\5 
(4.41 ) 

= E / (3'9,03 	E 	p f 	(p )d 3 
2A5 

	

l'/(327)) n E 	(P1 
ZAS 

- L.ey de p r i me r con tac to y pe Trae ab i i i dad 

Tomardo en cuenta que las res t r 	iones al f lujo se deben 
pr incipalmente a las 	 •pIrdidas de ener,g í'a por viscosi dad en la 
cercan ra de la' paredes de los granos, resulta atract ivo 
tratar de definir un tubo con un "di áWet ro equivalente", es 
decir cuya ley de primer contacto sea la misma que la del 
suelo. Puede esperarse que las condic iones de f lujo a tr'avils 
del suelo y a travils de una familia de poros tubulares con el 
di áme t ro equivalente y con igual porosidad sean hasta cier to 
punto semejantes, 

En 	un tubo cil In dr ic o de di áme t ro D, la ley de primer- 
contacto tridimensional es la misma que la bi di rne.nsi (mal en un 
plano de corte ort ogonal al, eje del tubo y se eser jbe (Fig 
4.:..1) 

f 	(c) 	f (c ) = 21(D/2-c ) / (11'D 2 / 4  ) = 8 (El/2-c ) /D
2 

; para 0.:c<E1/2 3C 	2C 
(4.44) 

con 

E (C1 = EI/6 y E (C
2

1 = D
2
/ 24 
	

(4. 45 ) 
2C 	 Ze 

Esta funcirin lineal presenta un máximo igual a 4/D para 
O y se anula para c = D/2 

A jus t ando 	Una 	rec ta 	a 1.a le y de • pr imer contacto 
bid imensional del suelo, es por tanto . posible definir-  • un •• 
digmet ro equivalente, De. 
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Tubo cilíndrico 

c 

8(D/2-c)  
13c(c)= 	02  

Fig 4.21 Ley de primer contacto de un tubo cilíndrico 
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El gasto a trav“ de un tubo de diámetro De bajo gradiente 
unitario es, de acuerdo con la ley de Poiseuille- : 

= 111/(32,p)3 (TCDe/4) 

Para una familia de poros tubulares con igual porosidad que 
el suelo, el flujo por unidad de área Y bajo gradiente 
unitario será igual .al coeficiente de permeabilidad: 

2 
= On/(11 D

2
/4) = [1'/(3p)] n De CIA  

( 4. 47) 

4.4.3 Aplieaci¿In a dos arenas 

Para evaluar en 	forma preliminar el grado de 
apIicabilidad de las distintas frrnulas planteadas en los 
incisos anteriores, se midiá la permeabilidad de dos arenas en 
el laboratorio, se simulo su estructura en la coMputadora, se 
determinaron su distribuci6n de tamaílos de poros y ley de 
Primer contacto y se compararon los valores ter5ricos del 
coeficiente de permeabilidad con los valores medidos. 

a) Caracterlsticas 	as arenas 

Material I 

Se trata de una arena fina de color gris claro de tamalo 
uniforme clasificada como arena mal graduada (SF') en el 
Sistema Unificado de Clasíficaci6n de Suelos (SUCS ) 

▪ Densidad de s6lidos 2.54 

. Re1acion de vaca os mínima e = 0.67 
mn 

• 

.'Relaci6n de vaclos máld.ma P =
rnax 

1.0 

El resultado. del análisis granulcaltrico se presenta en la 
Fig 4.22 . 	obtuvO 

. Diámetro efectivo 	D10 0.26 mm 

. Coeficiente de uniformidad C:0 = 	01:: 

. Coeficiente de curvatura c= 1.02 

Material II 
•••• •••••• 	 mr. 	 ••••• -upa ...roa 
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Fig 4.22 Distribuciones granulométricas en volumen de los materiales 
simulados 



Esta arena cuarzosa d 	color blanco e tambien fina 	se  
clasifica como SP en el RUCS. 

▪ Densidad de 

▪ Relacion de va' ios mínima e ,= 0.55 

• Relacián de vacíos máima e / = 0.25 mi\5, 

La distribucián granulométrica se presenta en la Fig 
. Se obtuvo : 

• Diámetro efectivo Dio = 0.21 mm 

. Coeficiente de uniformidad Cu 2. 

▪ Coeficiente de curvatura Cc  = 0.98 

b) Pruebas de permeabilidad 

Se determin¿I la permeabilidad de los materiales anteriores 
en un permeámetro de diseVlo reciente 	Fig 4.23, Auvinet, 
1981 ; Gutiérrez, 19811 en el cual la muestra se sella 
lateralmente con una membrana de latea y aire a presion. 

La muestra de material I se ensay¿I con una porosidad de.  

14%, correspondiente a una compacidad relativa de 707.. . Se 
observa una tendencia del coeficiente de permeabilidad a 
crecer durante la prueba, conforme disminuye el gradiente .. El 
intervalo de valores obtenidos se extiende desde 2.9x10- cm/s 
hasta 8.1x10-3cm/s. El promedio es de 5.2m10-3cm/s. 

La muestra de material 11 se ensav6 con una porosidad de 
37% correspondiente a una compacidad relativa de 87% . Se 
observaron las mismas inestabilidades que en el caso antesior. 
El intervalo de valores medidos se extiende desde 2.7x10 cm/s 

- 
hasta 8.5x10"3cm/s. El promedio es de 4.53x10-z  cm/s. 

c) Simulaci6n de la estructura de las arenas en la computadora 

Se utiliz6 el algoritmo presentado en 3.3.4 para simular en 
la computadora la estructura de las arenas. Con la . arena 1 se 
conformó la estructura 1 con 350 esferas. Con la arena 11 se 
conform6 la estructura II con 434 esferas. La porosidad de la 
estructura 1 resultó de 40 7. y la de la estructura II de 38%. 
Tomando en cuenta la escala, el volumen de las muestras 
c'ihicas simuladas resultiS de 8 mm3  . Para poder determinar las 
distribuciones de poro bidimensionales se. realizaron cortes 
verticales (Fig 4.24) y horizontales (Fig 4.25) de las 

220 



Stvula 
de purga 

Atmósfera Atmósfera 

Regulador para 
dont roo res f 

Alre a 
p re s I 6n 
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Fig 4.23 Permedmetro de carga varíable 



0 	 0 . 5 
e 	e 	eJ 

milímetros 

Fig 424 Corte vertical,estructura 1 

o 0 . 5 
1  

milímetros 

Fig 4.25 Corte horizontal ,estructura 1 
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muestras. 

Para determinar la distribuci6n de tamaos de poros en 
. 

volumen Wp) se utilizo el algoritmo descrito en 3.3.4.b . En 
las Figs 4.26 y 4.27 se presentan las distribuciones ,,, 
tridimensionales de tamanos de poros en volumen 
correspondientes a las estructuras I y II respectivamente. Se 
transforme' la distribucion de tama7Ios en volumen en 
distribuci6n en ntimero con el programa TG1,. Las distribuciones 
en n6mero obtenidas se presentan en las Figs 4.22 y 4.29 para 
las estructuras I Y II, respectivamente. 

En la misma forma, se determinó la distribuci6n de tamaos 
de poros bidimensional en área F2A5(p) mediante el algoritmo 
descrito en 3.3.4.a . En las Figs 4.30 y 4.31 se presentan las 
distribuciones bidirnensionales medias aparentes de granos y 
poros en área, correspondientes a las estructuras I y II para 
cortes horizontales realizados a diferentes alturas. 

La ley de primer contacto tridimensional se determin6 para 
las dos estructuras mediante un algoritmo que permite formar 
histogramas de distancias a los granos de puntos colocados al 
azar- dentro de los poros. En la Fig 4,:32 se presentan las 
densidades Vc) para las estructuras I y II. La ley de primer 
contacto bidimensional fac(c) fue determinada en forma análoga. 
Los resultados obtenidos para las estructuras 1 y II y para 
diferentes planos horizontales de corte se presentan en las 
Figs 4.33 y 4.34 . 

d) Comparacián de coeficientes de permeabilidad medidos y de 
valores te6ricos calculados. 

Se aplicaron las formulas discutidas en 4.4.2 a las arenas 
estudiadas. Los resultados •obtenidos se presentan, junto con 
los valores medidos en la Tabla 4.7 . 

En todas las fjrmulas, la temperatura se consider6 d 	'0 
grados Celcius. La comparaci6n muestra lo siquiente: 

— Las f6rmulas de Hazen, Slichter y Terzaghi sobr-estiman en 
un orden de magnitud la permeabilidad real. 

— La fórmula de Kozeny subestima la permeabilidad real en 
un orden de magnitud. Este resultado puede explicarse, por lo 
menos parcialmente, con base en las consideraciones que se 
presentan en el inciso 4.4.4. 

— Las fórmulas basadas en la distribuci6n de tama7los de 
poros tridimensionales subestiman la permeabilidad en un orden 
de magnitud. 

— Las f6rmulas basadas en la distribucion 
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Fig 4.26 Distribuciones tridimensionales de tamaños de granos y de poros, 
en volumen, estructura 1 
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Fig 4.27 Distribuciones lridimensionales de tamaños de granos y de poros, 
en volumen, estructuro II 
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Fig 4.31 Distribuciones bidimensionales medias de tamaños aparentes 
de granos y poros,en área, estructura II 
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Fig 4.32 Densidad de probabilidad de distancia al primer 
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TABLA 4.7 	Comparación de val ores medidos y cal cul arios del 

coeficiente de permeabilidad 

ARENA 	1 ARENA 	11 

k 	(cm/s) k/k
1 	b 

k 	(cm/s) 	k/k
lab 

Laboratorio 5.2 x 10
-3 

1 4.8 x 	10
_3 
	1 

Hazen 
_1 

1.1 	x 10 21 
2 

4.7 x 	10- 	9.8 
.-\ 

Slichter 4.3 	x 	10
..2  

8.2 1.1 	x 	10
_2 

 2.3 

Terzaghi 
_.2 

5.7 x 	10 11.0 
2 

7.5 x 10-  5.2 

Kozeny-Carman 
4 

3.3 x 10-  0.06 

_I 

1.2 x 10 0.03 

E 	{r} 

k-U 3P  -II-K 	] 
-4 

2.5 x 10 0.05 
-I, 

4.4 x 10 0.05 
32p 	E3p{P2} 

k4-1.-] n E 	{P2} 
32p 

5.0 x 10
- 
 0.1 5.1 	x 	10-'  0.1 

Enn{r} 
U%  k4-1-lni. 	] 

3 

1.3 x 10-  0.25 
-I+ 

9.0 x 10 0.2 
32p 	E2A{P2} 

k-[--/-]n E,Ac{P2} 1.4 x 10
-3 

0.27 8.7 x 	10
.3 

 0:18 
32u 	L'nj  

D2  U -1-D1 9.8 x 10-4  0.2
«.14  

9.8 x 	10 0.2 
32p 	'e  
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poros bidimensional subestiman la permeabilidad pero son del 
mismo orden de magnitud que el valor real. 

La ft5rrnula basada en la ley de primer contacto da 
resultados semejantes a las anteriores. 

4.1.4 Nota complementaria respecto a la fi:Sr- mula de Kozeny. 

La f¿rmula de Kozeny establece que la permeabilidad de 
un 	medio granular está relacionada con la superficie 

/ 
especif ica: 

â 9 A) (1/S
2
)Le

3 
 /(14-e)) 	 (4.48) 

donde 

Peso volum6trico del permeante, en g/crn3  

Viscosidad dinámica del Ju 	 permeante en 

s Factor de forma 

s Superficie especrfica del medio, en cm 
c 

Relación de vacios 

Esta relaci6n esta basada en apromimaciones que limitan 
su validez y su campo de aplicaci6n. 

Para mostrar lo anterior, es posible seguir paso a paso 
la derivacic'in de la fl5rmula 4.48 detallada por ejemplo en 
Mitchell 119763. 

— Flujo a travt"s de un tubo cil(ndrico 

El flujo está regido por la leY de Poiseuille: 	• 

donde 

V  
111 

R2 ,11 czyt (4.49) 

V Velocidad media del flujo 

R Radio del tubo 

i Gradiente hidráulico 
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Llamandu "radio hidr,lul 
	

" la relacion 

Ro  = EArea transversal del tubolnPerlmetro dei tubol 

R 	= (11 R2  )1 (2'1 FU =R/2 

la Ec 4.49 puede escribirse : 

donde 

2 
q = 	(1 / 2 ) ( 	//u) F.Hi a (4.50) 

q Gasto que pasa por el tubo 

a Area transversal del tubo 

Para un tubo con forma no circular, la ecuaci6n anterior 
pudra aplicarse introduciendo un coeficiente de forma 	: 

q = C5( 9A) R i a 	 (4.51) 

Idealizacicln del suelo corno un grupo de tubos paralelos de 
secci6n transversal irregular pero constante. 

Considerando una muestra, de secci6n transversal A (s6lidos mas 
vacios), el .1rea diponible para el flujo es 

A = n A 	 (4.52) 

Se idealiza el suelo como formado por un grupo de tubos de 
seccion transversal irregular pero con area constante al  y 
tales que Ea.= A 

En este paso, Kozeny considera que la f6rmula 1.50 puede 
aplicarse para calcular el flujo a traves del grupo de tubos 
considerando un radio hidráulico medio igual a : 

R = A
f 

/9= A L./ (5.5 U = Y
vi

/A
p 

donde 

Suma de los perímetros de los tubos 

Volumen de agua en la muestra 

A Area perimetral de los tubos 
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Peor' tanto: 

R r  eV ¡A 	e/S 	 (4.53) 
S 
	

r  
donde 

V Vcilurnen dh solide:1s 

e Relaci6n de, vac(os 

p e 	ficie espec fica 

La Ec 4. 51 se vuelve entonces: 

( 19,4) (e,/3 )2 i u A 	C: ( 	) (1 	e. ) t 3 / (1-ve )3 i A 
(4.54 ) 

el. ccu f i ciente de permeab i. I idad resulta 

k = C5 "0 (1/Sca,) Ce3/(14e)] 	 (4.55 ) 

El. plantearnie.nto anterior" es objetably?. en varios aspectos. 

Se 	acepta irnpl (citarnente en la fámula 	Kozeny que la 
superficie 	espec 1f ica 	del 	medio a considerar es la 
tridimensional. Tornando en cuenta el car4cter un id irnens ional 
del flujo, puede arguirse que es mas representativa la 
superficie,Especifica b id irnens ional (o per imetro espe:clf 
Se 	vio en 2.3.8 que, para medios is6tropos, este per Ime t ro 
específico se obtiene multiplicando la superficie espec(f ida 
tr idimens:ional 	por la cantidad ir/  4. Corno la superficie 
especifica 	interviene al cuadrado, el uso del per imetrci: 
específico en vez de la superficie específica aumenta el 
coeficiente de permeab i. lidad en 62% . En medios anis6tropos, 
la diferencia puede ser mucho mayor aun. 

Por otra parte, es objetable el uso de un radio hidrái.xlico 
medio para calcular el flujo a través del grupo de tubos en 
vez de .surnar los gastos correspondientes a cada tubo. En 
efecto, esta apro>timac i6n de Kozeny lleva a la siqujente 
f6rmul a: 

k = 	(5"/(32")) CETUT
a 
 ME TCT132 n 	 (4.56) 
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En realidad, 	la aplicaci,5in de la ley de Poiseuille a un 
grupo de tubos debe hacerse en la forma indicada arriba 
(4.4.2) obteni&ndose: 

k= Effi(327J3 LETCTl/ETCTl1 n 	 (4.57) 

Las dos fc5rmu1as anteriores solamente coinciden si todos 
los tubos tienen el mismo diámetro. Lo anterior muestra que, 
aun para un grupo de tubos, no existe realmente una relaci6n 
entre permeabilidad y superficie específica. En efecto, la 
permeabilidad depende de los momentos de orden dos y cuatro de 
3a distribuci6n de los diámetros de los tubos, mientras que la 
superficie específica depende de los momentos de primer y 
segundo orden. La aproximaci6n de Kozeny lleva por tanto a 
subestimar el flujo en una proporción que depende del grado de 
variabilidad de los diámetros de los tubos. 

4.4.5 Conclusiones 

Debido al numero muy pequeo de materiales ensayados, el 
estudio presentado en este capítulo no permite establecer 
conclusiones definitivas. Sin embargo, los resultados sugieren 
lo siguiente: 

El coeficiente de permeabilidad presenta una mejor 
correlaci6n con la distribución de tamaños de poros que con la 
distribuci6n de tamalos de granos. 

La distribuci6n de tamañas de poros a considerar es la 
distribuci6n bidimensional que se define en un plano de corte 
perpendicular a la direcci6n del flujo 

Por otra parte, de este estudio se desprende que las 
conocidas relaciones entre permeabilidad y superficie 
específica tienen su base en aproximaciones discutibles que 
pueden explicar, por lo menos parcialmente, sus deficiencias. 
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4.5 ESTRUCTURA DE MEDIOS GRANULARE 	Dli.F.TíI0 DE FILTROS 

4.5.1 Antecedentes 

En la práctica 
materiales granulares 
proteger los suelos más  

de la geotecnia, es comun emplear los 
como filtros para canalizar el agua Y 

finos contra la erosi6u. 

Los criterios aceptados en la actualidad para el diseF;o 
de filtros se bas.an en las dimensiones de los granos del 
material filtrante. Los granos deben ser suficientemente 
grandes para que su permeabilidad permita una evacuación 
rápida del flujo y suficientemente peque(os para retener el 
suelo base que se pretende proteger. Las reglas de diseFio más 
aceptadas son las de Ter zaghi [19203, qup las investigaciones 
experimentales de Eertram C19403 permitieron confirmar y 
afinar. Estas reglas consisten esencialmente en dos 
condiciones: 

a) Condición de retenci6n 

< 5 D 
	

(4.58) 

b) Condici6n de permeabilidad 

O 	571 Ddise, ,(5F" 

donde 

El  Diámetro tal que 15 7. en peso (o volumen) de las 
partículas del filtro tengan un diámetro menor o igual 

Ei
15E5 

Misma definición para el material base 

D85E5 	Diámetro tal que 85 % enpeso (o volumen) de las 
partzculas del material base tengan un diametro menor o igual 

En sus investigaciones experimentales, Bertram encontró 
que, en realidad, la interpenetraci6n del material base y del 
filtro se presenta cuando Et45F- 1  10 Db55. La Ec 4.58 incluye 

tanto un factor de seguridad del orden de 2. 

Variantes menos usadas de las f6rmulas anteriores y 
recomendaciones adicionales han sido propuestas por diferentes 
autores Woucell, 19823. 

Las Ecs 4.58 y 4.59 pueden tambign emplearse para 
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verificar las› propiedades autofiltrantes de materiales con 
granulometr(a amplia (capacidad de drenaje y de retenci6n de 
la fracci6n mas fina por parte de la fracci6n mas gruesa). 
Para ello, Kzdi E1976] sugiri6 dividir simplemente el 
material en dos fracciones granulow5tricas arbitrarias ( > 1) Y 
< D 	y verificar el cumplimiento de las Ecs 4.58 y 4.59 para 
varios valores de D. 

Los criterios anteriores han sido Y siguen siendo muy 
ailes para el diseño de filtros; sin embargo, no 1;opn 
totalmente satisfactorios puesto que la verificaci6n se basa 
en el tamal)o de los granos del material base Y del filtro 
cuando, en realidad, resulta claro que el tamal' de los poros 
del filtro y no el de sus granos es el que determina si este 
puede o no retener los granos del suelo base. Las limitaciones 
del criterio de la Ec 4,58 aparecieron con claridad con la 
introducci6n en la práctica de la geotecnia de los filtros de 
materiales sintl“icos para los cuales el concepto de grano 
deja de existir CAuvinet, 19821. 

En el presente capitula, se plantean algunos conceptos 
que podrían constituir 	la base de investigaciones 
experimentales para relacionar la estructura de los medios 
granulares con sus propiedades filtrantes. 

q. 	Modelo estocilstico del comportamieto de los filtros 

Una simple comparaci6n de la distribucián de poros del 
filtro con la distribuci6n granulométrica del material base 
(Fig 4.35) puede dar una idea de la capacidad de retencijn del 
segundo por el primero CSilveira, 1965]. Las particulas del 
suelo base de diámetro mayor que P

YY1b/4 
quedaran necesariamente 

retenidas mientras que las de diámetro menor que 	pasarán 
libremente. Las parí culas de diámetro comprendido entre Pm,, 

P yyl tendran un comportamiento aleatorio y pasarán por 
cierto márnero de poros antes de quedar retenidas o de recorrer 
todo el espesor del filtro. Es posible representar este último 
tipo de comportamiento mediante un modelo estocástico simple. 

Bajo el efecto de las fuerzas de filtraci6n, las 
partículas del suelo base pasan por una sucesic5n de poros de 
diferentes diámetros. En cada poro, la probabilidad de paso es 

 

F' CP>D] = 1 	F (D) (4 60 ) 

donde 

F (0) Funcion de distribuci6n de tamjios.de poros 
p 
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Fig 4.35 Comparación de dimensiones de poros del filtro y de granos 
del suelo base 
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de un filtro 

%Filtro/5 (Arena 1) 

  

Valores críticos { 
según Bertram 

 

 

235 



Tomando en cuenta el carácter unidimensional del flujo, 
la distribuci6n de tamaños de poros a considerar en la Ec 4,60 
es la funciU F„,.(p), distribuci6n de tamaílos aparentes en un 
plano ortogonal ál7a direcci6n del flujo, en arca. 

Por otra parte, cada vez que atraviesa un poro, la 
part(Cula avanza en la direccijn del flujo una distancia 
aleatoria que puede considerarse igual al diámetro del poro P. 
La situación de la partIcula puede entonces definirse a lo 
largo de su trayectoria mediante dos variables aleatorias X t,„ y 

YN 	. La variable aleatoria X m  representará el avance total en 
la dirección del flujo despul2s de atravesar N poros y YN  será 
igual a cero si la partrcula pasa libremente por el poro 
ndmero N y a uno si se queda retenida en este poro. 

Se define en esta forma un proceso estocástico 
bidimensional. Si se acepta que emiste independencia entre los 
tamaños de poros sucesivos, este proceso es de tipo markoviano 
de renovaei6n EAuvinet, 19843. En efecto, la variable Ym  
define una cadena markoviana de dos estados (O y 1), siendo 1 
un estado absorbente. Las probabilidades de transici6n de esta 
cadena son las siguientes: 

p 	=PEY =1IY = 03 =F(D) 
93 	

N 	 N-1 	 P 

p 	= P CYN= o i YN-1.- "13  = 1 - FP 
 (D) 

0,0   
p 	= P 1Y.,= O I YN-1=  13 = O U 

p
1,1 

= P EYN 	- 1 
= 1 I Y = 13 = 1 	 (4.61) 

Si se llama M el nt.Imero (aleatorio) del último poro en el 
que la partícula logra pasar (tiempo de absorci6n), la 
distribucián de probabilidad de M es de tipo geoml,trico [Tipo 
II, Auvinet, 19843 y se tiene : 

F' CM = m] = El- F (D)3 F (D) 

La esperanza de M es 

EAM} = 11-F (D)3/F (D) 

y su variancia: 

(4.?4'.2) 

(4.63 ) 

var1113 = El-F (D))/F (d)
2 

(4.64.) 
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La variable X, define por su parte un proceso de 
renovaci6n, las distancias entre renovaciones (pasos) siendo 

1 iguales a los di,7metros de los poros sucesivos Pi  

 

N 

  

X 
A..1 

(4.65) 

La esperanza de los di‘metros de los poros atravesados 
antes de que la partícula quede retenida es : 

E{PI P>Ell = p dF
P
(p) 	] /El-F (El)) 

tl 
El valor medio de la distancia X,,1 	recorrida por la 

particula de diámetro O dentro del filtro antes de quedar 
retenida es por tanto 

EU) = EfECEP 1M31 = EMECPIP>D)) = EtPIP5DIEIM1 	(4.67) 

EU
m
) = E{P1P>D1 11-F (D)3/F (D) 

y de acuerdo con 4.A6 • 

EU ) = 11/F (D)3 	p dFF  (p) (4.69) 

A partir de la distribuci6n de tamaños de poros, es por 
tanto posible obtener la esperanza de la distancia recorrida 
dentro del filtro por una particula del suelo base de 
determinado diámetro. Por otra parte, es fácil demostrar, 
procediendo en la misma forma que en las Ecs 4.67 a 4.69 ., que 
la variancia de esta distancia es : 

vartX 3 = E{Ml.varEP1P>D3 	varEMLEWIP>D3 
M 

(4.70) 

Estas f6rmulas se aplicaron a las dos arenas descritas en 
el 	capitulo anterior, utilizando corno distribuciones de 
t'amarlos de poros las presentadas en las Figs 4.30 y 4.31, 
respectivamente. Las esperanzas de la distancia recorrida por 
partieulas de diferentes dilmetros del suelo base se muestran 
en la Fig 4.36. La dispersión alrededor. de - los valores 
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indicad+_:' 	e5 importante; en efecto, el coeficiente de 
variación de la distancia recorrida calculado a partir de la 
Ec 4.70 es del orden de uno. 

En la misma figura, se han representado los requisitos de 
retenci6n de la Ec 4.52 y los valores crIticos obtenidos por 
Bertram. Se observa que estos áltimos valores corresponden en 
forma satisfactoria a los diámetros abajo de los cuales la 
penetracii5n se vuelve significativa. 

La Fig 4.36 permite apreciar además el papel del espesor 
en el funcionamiento del filtro. Se observa que previendo un 
mayor espesor de filtro es posible aceptar un menor valor del 
tamaño de las partículas del suelo base. Sin embargo, se 
Observa tambikIn que esta forma de proceder es poco.eficiente 
puesto que, para partículas pequeb'as, el espesor del filtro 
crece muy rápidamente. 

A pesar de su sencillez, y en particular del hecho de que 
se desprecien los efectos de arqueo que pueden presentarse en 
grupos de partículas, el modelo parece describir adecuadamente 
el comportamiento de los filtros. 

Para revisar las propiedades autofiltrantes de un material,  
se tendría que recurrir a la determinaci6n de la distribuci6n 
de tamaios de poros de la fracci6n mas gruesa y ronsiderar la 
fracci6n fina como material base. 

1.5.9 Conclusi6n 

El modelo presentado en este capítulo constituye un 
marco conceptual átil para entender las propiedades filtrantes 
de los materiales granulares. E5 necesario que se realice un 
estudio experimental análogo al de Bertram, pero poniendo 
ahora énfasis en la distribuci6n de tamaños de poros, para 
verificar este modelo y afinar los criterios disponibles para 
el dise lo de filtros. 
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4.6 ESTRUCTURA Y COMPOP1AMIENT .  MECANICO 

4 	1. Introducein 

La geometria de un medio granular tiene una gran 
influencia sobre su comportamiento mecánico. Sin embargo, 
hasta ahora, solamente algunos aspectos de esta influencia han 
podido ser entendidos y modelados en forma satisfactoria. 

Marsal 	E1.973 ha mostrado cómo los esfuerzos se 
transmiten dentro de un medio granular a través de las fueras 
de contacto interparticulares y de los propios granos. El 
fen6meno es complejo puesto que, como lo estableci6 Dantu 
E196e), solamente una parte de las partiCulas contribuyen a la 
transrnisi6n de esfuerzos dentro del medio, mientras que las 
restantes son inactivas. Sin embargo, s17> mostrará a 
continuaci6n que, por lo menos en algunos :;13S':'.5 particulares, 
es posible describir en forma apromimada la distribución de 
fuerzas dentro de un medio granular. 

La relaci6n entre la geometría y el comportamiento 
meegnico de los medios granulares ha sido puesta claramente en 
evidencia 	en 	forma emperimental tanto para- condiciones 
estáticas 	corno dinámicas. Después de revisar brevemente 
algunas de estas evidencias, se intenta también en este 
capitulo describir, en forma esencialmente cualitativa, los 
mecanismos de deformaci6n del medio en tIrminos de los 
parámetros estructura3es definidos en la primera parte de este 
trabajo. 

4.6.2 Transmisi6n de esfuerzos en medios granulares 

Marsal 019733 divide las fuerzas existentes dentro de Un 
material granular sometido a solicitaciones mecánicas en 
fuerzas de ccmtacto interparticulares 	(fuerza de contacto 
entre la particula i y la particula j) y en fuerzas 
intragranulares Fi 	que se definen en la in+ ,ersecci6n de cada 
part(cula con un plano (Fig 4.37). 

La estimacion tet5rica de la magnitud de las fuerzas 
anteriores plantea serias dificultades puesto que el 
equilibrio del medio es altamente hiperestático y está regido 
por una combinacicSn compleja de ecuaciones y desigualdades : 

- Equilibrio estático de cada partícula bajo el efecto 
de las fuerzas de contacto y de la gravedad 

Compatibilidad de deformaciones entre partrculas 
vecinas en los puntos de contacto (ley elástica de Hertz u 
otra ley aplicable) 

239 



Pij  Fuerza de contacto entre 
las partículas ¡ y j 

Fi  Fuerza intragronulor 
paro lo partícula i en la intersección 
con el plano 77 

Fig 4.37 Fuerzas de contacto e intragranulares 



- Condiciones de no desli-zamiento en los contactos (cono 
de fricci6n) 

Compatibilidad de las fuerzas internas con las 
condiciones de frontera 

Además, en rigor, la solucin solamente puede obtenerse 
en forma iterativa puesto que la aplicaci6n de solicitaiones 
al medio modifica la geometrla inicial considerada y por tanto 
provoca una redistri.buci6n de las fuerzas internas. 

La resoluci6n simultilnea d 	las ecuaciones anteriores 
solamente ha sido intentada, aparentemente con cierto Ildtor 
para medios granulares bidimensionales recurriendo a métodos 
numericos VCundall, 1979]. 

Otro enfoque ha consistido en considerar las fuerzas 
internas como aleatorias y limitarse a estimar su valor medio 
y variancia. Aun esta tarea resulta compleja puesto que la 
variabilidad no solamente depende de factores geom6tricos sino 
de las propiedades mecgnicas de los materiales que constituyen 
los granos. 

En ciertos casos, la componente geow5trica de la 
variabilidad de las fuerzas internas puede aislarse de la 
componente mecgnica. Si se considera por ejemplo el plano de 
intersecci6n con el medio de la Fig 4.37 	es posible estimar 
la variancia de las fuerzas intraganulares asociada con la 
repartici6n aleatori a de los s¿lidos y vacíos dentro del 
medio. Para ello, se puede suponer que los esfuerzos que 
actuar-(

r  
an en el plano en un medio continuo se reparten entre 

los granos de acuerdo a su área transversal. Se tiene entonces 
para las componentes de las fuerzas intragranulares del grano 
[Marsal, 19731 : 

F 	a./(1-n) 
X Á. 	z›c. 

F . = L a./(1-0 = 9-  a/(1 -n) 
z 'y 	 Z 	A 

(4.71) 

donde 

a , 	Area transversal del grano 
intersección 

n Porosidad 

i en el plano 

u--   z  y zx  y zY esfuerzo normal y esfuerzos 
el plano de intersecei6n, respectivamente. 

tangenc ial.es en 

Y se tiene, por ejemplo, en el caso de la componente normal : 
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r- 
varEF ] / (1-n )] 	varia 

2 

lo 	que 	se puede escribir 	en 	tíerminos 	de 
introducidos en 2.3.1 para partículas esféricas 

2 	 4 	2 
varEF 	3 [ / (1-n )3

2 
( TÍ /4) 	CE 	{ti 	1 	E 	{01 

ZA 1. 2A 	 2A 

(4,72 

los conceptos 
: 

2 
1 	(4.7:3) 

Y (Anel,lo I) 

varEE 
zt 

	

2 	 r 

3 	F.G.  /(1-n )3
2 	

/I) 	E (9/ 15)E €17J 1 /E Un 2- 	 3D 	311 
3 P 

- (4/9) (E iii 1 /E CD1 )
2

) 
3U 	3D (4.74) 

Un enfoque similar se puede aplicar a la evaluaci6n del 
efecto' de escala geométrico que afecta la distribuci6n de 
esfuerzos dentro del medio. 

Si se considera una área de intersecci6n A grande respecto 
a los granos, es posible definir unos esfuerzos medios en esta 
área como sigue : 

NA  

      

1\1  A 

= 	F ./A 
7 

 

/A 
7.Y 

,F /A 
x.1 Yi  

(4.75) 

donde 

  

F 	F 	F. Componentes de las fuerzas intragranulares 
XL 	Yi 	Zt 

Uz 	tzx 	 Esfuerzos normal y tangenciales medios en 
el área considerada respectivamente 

N Numero de partículas intersecadas en el área A 

En un medio homowi-.5neo sometido a un campo homoglIneo de 
esfuerzos, los promedios anteriores son variables aleatorias 
que tienden respectivamente hacía los esfuerzos r 	't 	Y gir 2), I z y 	z 
del medio continuo cuando crece el area de intersecci6n. 

La componente geoahltrica de la dispersi6n de estas 
variables aleatorias ligada a la repartici6n aleatoria de los 
s6lidos 	Y vacíos dentro del medio puede ser evaluada 
suponiendo nuevamente que las fuerzas se reparten 

242 



uniformemente dentro de los si5.11idos del medio. c-, t ]ene, por 
ejemplo en el caso del esfuerzo normal : 

- 'T
z 	

- n )/ (1 	) 
A 

donde 

n Porosidad en el área considerada 
A 

n Porosidad de 1 medio 

E; tiene por tanto : 

var E z.37 	=- E 0-f (1-n )3evar En 3 
A 

(4.76) 

(4.77) 

donde varEn A  puede estimarse a partir de las consideraciones 
del capítulo 4.2 y en particular de la Fig 4.5 . Se observa 
que el coeficiente de variación del esfuerzo es del mismo 
orden que el de la porosidad. 

Debe insistirse en que las variancias asi calculadas 
constituyen solamente un lfmite inferior de la variancia real 
de las fuerzas y esfuerzos considerados, debido a las 
concentraciones de esfuerzos que se presentan en ciertas 
particular:„ Sin embargo, la Ec 4.77 puede ser dtil, por 
e jemplo, para estimar un límite inferior de la dispersi6n del 
esfuerzo que puede actuar en una masa granular sobre una celda 
de carga. 

La estimaci6n de la magnitud de las fuerzas de contacto 
presenta también un gran interés. Buscando definir su valor 
medio, se ha propuesto asignar a cada contacto una fuerza 
proporcional al vector esfuerzo e p 	que actuaría en un 
medio continuo sobre el plano tangente a la part(cula en el 
contacto [Oda, 1974 ; Alberro, 19803 : 

     

cr2 
 sen5cosp 

senúSenp 

O-  C055- 

 

   

(4.78) 

   

    

donde 

1ZT ' 2 

5.  y 

 

Esfuerzos principales 

 

    

Angulos definidos en la Fig 15 haciendo 
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coincidir 
	

los ejes de esta figura con los esfuerzos 
principales 

Las fuerzas de 1.1ontacto tienen entonces una magnitud qUe 

depende de su orientación en la forma siguiente: 

P . 	 e 
	

(4.79) 

123 

donde 

enefiriPntIn que depende de e y 	para medios 
anis6tropos 

En los casos mas sencillos, es posible estimar en forma 
aproximada el coeficiente 
de estas fuerzas con los 
suponiendo las particulas 
planos tangentes 1s6tropa 
interseccijn horizontal corno el 
al esfuerzo principal Cri 	una 
dimensiones respecto a las particulas, 

que garantiza la compatibilidd 
e sfuerzos del medio continuo. Psi 
e sféricas y la orientacirrm de los 
y considerando en un plano de 

de la Fig 4.37 perpendicular 
área unitaria de grandes 
es posible escribir : 

Np 

E( 	1 ,-E(_...cosc)«3= 1E(Nr}E(cosZ1 (4.80) 

donde 

N 	Nilmero total de contactos en los casquetes definidos 
en las partículas intersecadas por el plano de intersecci6n 
(Siempre se escogerá el casquete de menor dimensi&I, arriba o 
abajo del plano y las fuerzas se considerarán en valor 
absoluto) 

Pzi Componente vertical 	las fuerzas 
actuando en los casquetes 

contar 

c Angulo definido en la Fig 2.15 para el contacto i 
supuesto independiente de Ne  

▪ • 

La Ec 4.80 implica.obviamente que : 

1/EE(N 3.Etcosl:}) 
	

(4.81) 

Tomando en cuenta que la distribución de los contactos 
es, por hip6tesis, 	is6trc'pa, es fácil mostrar (Anexo 1) que 
E(cos 5: = 3/4 y que la esperanza del número de contactos e : 
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r.() 

Eal 	= ( 1/4A  /1) E(N !dl f
2D 

 (d)¿\(1 = (\A/1) E thl 	(1.82) 

fin(d) 	Densidad de probabilidad de los diámetros de las 
partículas intersecadas por el plano (2.3.1) 

Ethic  Id) 	Esperanza del numero de contactos para una 
particula de diámetro d (2.3.4 y 3.3.4) 

E233 íN(- ) Esperanza del ndmero de contactos por"particula 
para los granos int.er secados por el plano 

NtImero de partfculas por unidad de area (2.3.3) 

Sc tiene por tanto 

=E £N 13 
- A 213 c 

(4.8:3) 

El valor medio de las fuerzas de contacto puede entonces 
calcularse corno la esperanza de la cantidad : 

2 	2 	2 	 2 r- 	2 	2. 	2  
!PI = 	IP 	1 	9".- 	COS 	+ 11:,

3 
senLi senil -4- 1T cris 

"» "41  
(4.84) 

Tomando en cuenta la isotropia se tiene 

r 
EítP1) = CE,/(211* )3 

.senj dr dY 

2 r 	2 2 2 	2 	 z 2 
1\1 sen cosp + Tsen 5".  sen + Cr ecos 

3 
- Ir 

(4.95) • 

cantidad que puede calcularse fácilmente en forma numérica 
Para el estado de esfuerzo de interils. En el caso de un estado 
de esfuerzos hidrostático, la empresi6n anterior se reduce 
obviamente a : 

ECIPI) (4.86) 

donde 
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qi Presi6n hidrostíltica 

lo 	que puede tarnb ien escribirse, tomando en cuenta las Ecs 
2.53 y 4.83 • • 

E{)P11 = (16/3)(Q-  E {1ED /4})/[(1-n)E (11}] 
2A 	 21,3" 

(4.197) 

Y, por la Ec 2.69 

-* 
E{IPI1 	(16/3)(TE in13/61)/1(1-n)E 01E thl 1) 	(4.80) 

3D 	 3D 2D c  

En el caso de materiales uniformes 
última ecuaci6n se reduce simplemente a 

(El constante) esta 

E{(P(} = (8/9)(TrE12)T/1(1-n)E {N 11 	 (4.89) 
c- 

Los resultados obtenidos con esta f6rmula son del mismo 
orden de magnitud (aunque sensiblemente mayores) que los 
obtenidos por Marsal (1973] a partir de consideraciones 
ligeramente diferentes. Para una presi6n hidrostática igual a 
1 kg/cma 	y valores t1/.picos de la porosidad (n = 0.4) y del 
nílmero de contactos por part(cula (Nc  = 6), las fuerzas de 
contacto medias obtenidas son las siguientes 

Arena media (D = 0.01 cm) 

Grava (El = 4 cm) 

Enrocamiento (D = 40 cm) 

1.2 gramos 

1.2 kilogramos 

1.2 toneladas 

Las fuerzas de contacto reales pueden diferir 
considerablemente de los valores medios así' estimados debido a 
las concentraciones de esfuerzos que se presentan en ciertas 
partículas. En experimentos real. izados en modelos de material 
fotoelástico, Dantu (1963] mc'strG en efecto que, dentro de un 
medio granular, pueden existir grandes ndmeros de contactos 
inactivos. 	De hecho, también pueden existir partículas 
totalmente pasivas, es decir sin contactos activos. 
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En el raso de particulas de forma sencilla es posible 
desarrollar criterios de inspecciéln basados en la posici6n 
relativa de los contactos para definir si los granos pueden o 
no ser activos. Para medios granulares formados por Partículas 
esféricas, un criterio de este tipo ha sido desarrollado por 
Alter- ro 	E19811. Este criterio establece las condiciones 
necesarias para que una partíCula con 2, 	..., N contactos 
pueda ser activa tomando en cuenta el angulo y de friceion 
intergranular. Este criterio fue aplicado a las estructuras 
simuladas en 3.3.4. Se determin6 para cada partícula el ángulo 
tal que, para ángulos iguales o inferiores", esta partícula sea 
necesariamente inactiva (programa PART/ACTIVAS). El porcentaje 
de part(Culas potencialmente activas en cada estructura para 
diversos angulos 	se presenta en la Fig 4.38 . Se observa 
que para valores cercanos a cero del ángulo l4 	esta 
proporci6n es muy baja por lo que las estructuras pueden 
considerarse como globalmente metaestables (véase 4.6.3). La 
proporcicln crece rapidamente con el angulo 	para DDS 
materiales uniformes pero mas lentamente para los materiales 
mejor graduados, lo que debe atribuirse a que, en este 61timo 
caso, algunas partículas pequenas se encuentran prácticamente 
desligadas de la estructura formada por las grandes y no 
pueden trabajar, aun si la rugosidad de la superficie de los 
grahlDs es alta. 

Marsal. [19733 propuso eKpresar el grado de actividad de 
las particulas a través del concepto de relación de vac(os 
estructural. e • s 

es 	
t, 

= 	 (V
s 

- y ) 	 (4.90) 
G si 

donde 

Vy Volumen de vaclos 

V
Sk 

Volumen de particulas inactivas 

Vs Volumen de s6lidos 

Debido al efecto de escala geometrico, solo fue posible 
calcular esta relación (Programa RELVAWESTR) para las 
estructuras más uniformes (A y B). Los resultados se presentan 
en la Fig 4.39 para diferentes ángulos de fricción 441  
Destaca en ambos casos el cambio brusco de la relación de 
vacíos estructural cuando el ángulo 4)  se acerca a 20 grados y 
su estabilizaci6n para ángulos mayores. En materiales bien 
graduados se obtendria una transicicin mas progresiva. 

Definida la relaci6n de vaclos estructural, la Ec 4.99 es 
aplicable a la estructura obtenida eliminando las par“culas 
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Fig 4.38 Partículas activos 
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Angulo tp, en grados 

Fig 4.39 Relación de vacíos estructural. Estructuras A y B 
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inactivas, 	a condici6n de modificar la por :'sedad y ajustar 1055 
valores esperados de los dimetros y del n6mero de contactos. 

En el caso de estructuras bidimensionales de discos, el 
equivalente de la Fe 4.8e. es (Anexo 1) : 

Etiro = (n2/3)E Cri-} &T n(l-n)Etn}.E írki 1] 	 (4.91) 
r2D 	 2D qi c  

donde 

E 1D 
	Numero de contactos por partícula en los granos 

intersecados por una recta 

Los resultados dados por esta fc5rmula con la relación de 
vacíos estructural coinciden en forma satisfactoria con los 
obtenidos experimentalmente con discos de material 
fotoelástí o por L.esser E 1984]. 

4.6.3 Relaciones esfuerzo-deformaci6n y resistencia 

La influencia de los parámetros estructurales del medio 
granular 	sobre su comportamiento esfuerzo-deformaci6n se 
manifiesta en miSltiples formas a travkls de los resultado 
experimentales disponibles. Después de revisar brevemente 
estas evidencias, se intenta interpretar algunos de sus 
aspectos en te1.7rminos de los fen6menos que se presentan al 
nivel de las partículas. 

a) Principales resultados experimentales 

Comportamiento de medios granulares bajo compresil5n 
uniaxial o hidrostática 

En la Fig 4.40 se presentan resultados tr picos de pruebas 
odométricas sobre arena de Ottawa [Lambe y Whitman, 1972]. Las 
curvas presi6n-deformaci6n obtenidas se caracterizan por 
presentar una concavidad hacia arriba para presiones bajas a 
moderadas, es decir una rigidez cada vez más marcada. Sin 
embargo, parea presiones altas, la curva presenta un quiebre 
brusco al alcanzarse una presi6n critica 9- , después de lo 
cual se presenta un nuevo aumento progresivo de la rigidez. 
Solamente una parte de la deformaciéen producida al aplicar la 
carga se recupera en descarga (Fig 4.41 	Lambe y Whitman, 
1972]. Además, al volver a cargar la arena hasta presiones 
superiores a la máxima, la curva presi6n-deformaci6n es 
esencialmente la misma, corno si no hubiera habido una descarga 
previa. 
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Fig 4.40 Curvos esfuerzo -deformación,en compresión confinado. Arena 
de Ottawa ( Lambe y Whitman , 1972) 
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Fig 4.41 Resultados de un ensayo odométrico en una arena 
calcárea bien graduada (Lambe y Whitman, 1972 ) 
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Bajo compresión hidriDstática, c. ,e observa un comportamiento 
análogo, que Juarez Dadillo cl9e1) ha podido describir con las 
relaciones siguientes : 

. Antes de la presi6n crítica 

kici  /V Ir 1 + ( T / 	) 	 (4.92) 

. Después de la Rresi6n critica 

Ve  /V = (T/To ) 
	

(4.92:) 

donde 

Ve  Volumen inicial 

V Volumen final 

(37,, Presi6n inicial 

WPresi6n de confinamiento aplicada 

./ 
Preston característica (igual a la preston requerida 

para reducir V, a V0 /2) 

1' Coeficiente de compresibilidad 

Biarez (1961) mostr6 por otra parte que. en compresil5n 
hidrostática, un material depositado en el campo de la 
gravedad da lugar a deformaciones menores en sentido vertical 
que 	en sentido horizontal : el material presenta una 
anisotropia inherente. Sin embargo, esta anisotropia tiende a 
desaparecer despu6s de varios ciclos de carga y descarga. 

— Comportamiento de medios granulares én compresil5n triamial 

El comportamiento de los medios granulares en compresii5in 
triaxial se ilustra en forma esquemática en la Fig 4.42. 

En el caso de materiales sueltos, la rigidez de la muestra 
disminuye progresivamente hasta la falla. Durante la prueba, 
la relaci6n de vacíos decrece hasta alcanzar un valor estable. 

e 	dice 	que el material presenta un comportamiento 
contractante. 

En el caso de materiales compactos, el esfuerzo desviador 
que 	soporta el esplcimen pasa por un máximo y tiende 
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Arena suelta 

Arena compacta 

Arma compacto 

111º0•1.5 •Ii••••• •••••• •••••1,1• .11.1.1sp. 

Arena suelta 

Deformacidn axial, e l  

Deformación axial, «1  

Fig 4.4 2 Comportamientos contractante y dilatante típicos 
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posteriormente haeía un valor residual del mismo orden de 
magnitud que el máximo alcanzi:,Jdo a partir de un estdo suelto. 
Durante la prueba, después de una pequeila reducci6n, la 
relacion de vacíos crece hasta alcanzar un máximo comparable 
al mínimo valor obtenido en el caso del material suelto. Se 
dice que el material presenta un comportamiento dilatante. 

Casagrande C19363 1lam6 re lar ion de vacíos crítica al valor 
de 	dicha relaci6n abajo del cual un material tiene 
comportamiento dilatante. Se ha mostrado emperimentalmente que 
la relaci6n de vacíos critica es una función decreciente de la 
presi6n confinante. 

Se suelen representar los esfuerzos actuantes en la falla 
mediante circules en el diagrama de Mohr (Fig 4.42). La 
envolvente de los círculos obtenidos para diferentes presiones 
confinantes permite definir la envolvente de falla o 
envolvente de Mohr. Para suelos granulares en estado suelto, 
se suele obtener una envolvente recta, por lo que su ecuaci6n 
puede escribirse : 

s = Cr tan p' 	 (4.94) 

donde 

s Resistencia al corte 

AD/ Angulo de fricci6n interna del material 

En el caso de materiales compactos, la curva de resistencia 
es concava hacia abajo, pero para fines prácticos suele 
asimilarse a una recta, por lo que la ley de resistencia 
resulta semejante a la anterior. 

El ángulo de fricci6n depende de la compacidad y en menor 
grado de la forma de las part(culas. Para presiones de 
confinamiento altas, las envolventes de los materiales sueltos 
y compactos tienden a coincidir. 

Adem4s de la resistencia 61tima, en muchas situaciones 
resulta de interés el comportamiento esfuerzo-deformaci6n bajo 
cargas menores que la requerida para provocar la falla. En la 
Fig 4.44 se representa una curva típica esfuerzo-deformaci6n 
obtenida al, aplicar varios ciclos de carga y descarga a un 
espécimen de arena 1Biarez, 19613. En esta figura se observa 
lo siguiente 

- El tramo de carga AB presenta una curvatura relativamente 
marcada y solo en su parte inicial puede asemejarse a una 
recta. 

Al descargar el especimen (tramo BC) 	una parte 
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Areno: 
0.4 mm 50 % 0-.2 =0-3 = 2kg/cm2  

0.1 mal 50% yd =1750 kg/m3  
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ro. 

Fig 4.44 Relación esfuerzo-deformación de una arena iobtenida en 
uno pruebo trioxioi (Biorez,I961) 
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importante de,  las deformaciones es irreversible. La curvatura 
del tramo BC es poco pronunciada pero se a1: entua para valores 
pequelos del esfuerzo di7'sviador. 

- La recarga del especimen (tramo CID induce deformaciones 
menores 	que 	las de la primera carga, la trayectoria 
e sfuerzo-deformación casi coincide con el tramo de,  descarga. 
Aunque esta coincidencia no sea perfecta, es posible decir que 
la carga aKial aplicada ha creado un dominio prácticamente 
e lástico : para cargas amiales menores que la máxima aplicada 
las deformaciones pueden tomarse corno reversibles. 

- Una carga mayor que la aplicada (tramo DE) induce 
nuevamente 
irreversibles 
(ciclo 2). 

deformaciones importantes, en gran parte 
rOMO lo muestran los ciclos de carga y descarga 

- Si se reduce la carga axial hasta llegar a condiciones de 
extensi6n (presicln confinante mayor que el esfuerzo vertical) 
se observa que 	 el material presenta una gran 
deformabilidad (tramo AD) debida a la anisotropía que ha sido 
inducida por 	la historia previa de cargas (efecto 
Bauschinger). 

- Lo mismo que en compresion, es posible crear un dominio 
eiasvico en extensi6n (ciclo 3). Al volver a pasar a 
compresicln (tramo LM) el material muestra una deformabilidad 
mayor que la inicial (tramo AB). Es decir que una deformaci6n 
en una direcci6n induce una mayor deformabilidad en las 
direcciones perpendiculares a la misma; además, los dominios 
e lásticos que pueden haberse inducido previamente en estas 
ultimas direcciones desaparecen. 

- Comportamiento bajo solicitaciones dinámicas 

Bajo 	vibraciones que 	inducen 	solamente pequen as 
deformaciones angulares, todos los suelos granulares presentan 
un decremento de volumen independientemente de su 2ompacidad 
inicial Waccioli y Res'ndiz, 19753. Bajo solicitaciones que 
inducen grandes deformaciones de corte, el comportamiento 
dinímico es análogo al estático, es decir que. puede ser 
contractante o dilatante. 

Lo anterior tiene sus más significativas consecuencias 
cuando un material granular fino se encuentra saturado y las 
deformaciones se presentan en forma suficientemente rápida 
para 	que 	no 	pueda haber drenaje. Un comportamiento 
contractante implica en este caso el desarrollo de presiones 
de poro positivas y a la inversa la dilatancia conduce a la 
aparicieSn de presiones de poro negativas. En el primer caso, 
puede presentarse una pérdida de resistencia que conduzca a la 
licuaci6n. 
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et al E19773 mostraron que la susceptIbilidad a la 
licuación de una arena no solamente depende de la ecopacidad 
del material y que se ve afectada en forma significativa por 
el método de preparación del espi"?cimen. A misma couwacidad, 
los suelos simplemente depositados en el campo de la gravedad 
son más facilmente licuables que los especfmenes vibrados o 
compactados con pisón. 

b) Mecanismos de deformacion y resistencia al nivel de las 
partfculas 

Bajo solicitaciones mecanicas, los medios granulares 
Presentan deformaciones que pueden asociarse con algunos o 
varios de los cambios estructurales siguientes al nivel de las 
part(culas: 

-. DeformacicSn elástica de los granos 

- Colapso de agrupaciones de granos metaestables 

- Deslizamiento relativo de partículas por vencimiento 
la friccijn en sus puntos de contacto 

- Giro con o sin deslizamiento de una particula sobre otra 

- Desaparici6n y creas: ion de contactos por separacic5n y 
acercamiento de partículas, respectivamente 

- Cambios de orientacián de partículas 

- R':tura de part(c 	 c ulas o alterair5n de su geometrl a y 
estado de superficie por desgaste 

La 	importancia relativa de los diferentes mecanismos 
anteriores puede variar considerablemente con el estado 
inicial del material, el orden de magnitud de los esfuerzos 
alcanzados, etc. Una modelaci6n de los fen6menos elementales 
al nivel de la partícula que permita deducir el comportamiento 
macroscopico del medio presenta por tanto dificultades 
considerables. Sin embargo, un análisis simplificado de los 
mecanismos anteriores permite entender ciertos aspectos del 
comportamiento de estos medios. 

D formaciones elásticas de los granos 

Ciara; E19623 mostr6 que, en ausencia de deslizamientos, los 
grupos de partículas presentan un comportamiento elástico no 
lineal. 

- Colapso de grupos de partí usas metacstables 
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Plano tangente 

Fig 4.45 Colapso de una agrupación inestable de partículas 

Fig 446 Cono de fricción en un contacto entre dos partículas 
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Las agrupaciones de part(culas se  llaman metaestables si 
unas cargas pe quenas son suficientes para provocar grandes 
desplazamientos de los granos. Estos colapsos generales o 
locales (Fig 4.45) contribuyen a las deformaciones de los 
medios granulares bajo compresión uniaial, hidrostática o 
triaxial 	y en presencia de vibraciones. Obviamente, la 
contribuci6n de este mecanismo es mas importante en materiales 
sueltos que en materiales densos. No parecen e;dstir modelos 
cuantitativos de este fen6meno. 

- Deslizamiento relativo de part(culas por vencimiento de la 
fricci6n en los contactos 

Varios autores han considerado que este mecanismo e‹; el más 
importante, por lo menos en intervalos amplios de 
solicitaciones,  Y han tratado de desarrollar modelos basados 
unicamente en el mismo. 

La fuerza tangencia' en un contacto no puede ser superior a 
la fricci6n dada por la empresi6n 

f = N tan 4' 	 (4.953) 

donde 

N Componente normal de la fuerza de contacto 

y Angulo de fricci€n del material constitutivo de los 
granos 

Suponiendo que el ángulo Y es independiente de la fuerza 
normal, todas las fuerzas de contacto deben quedar dentro de 
un cono de fricci6n corno el de la Fig 4.46 . Si una fuerza 
llega a salir fuera del cono de friceicln, el contacto es 
inestable y se produce un deslizamiento y una redistribuci6n 
de las fuerzas de contacto en el medio. 

La condici6n de deslizamiento en un cont4cto puede 
escribirse, llamando o el ángulo entre la normal al plano 
tangente y la fuerza de contacto : 

C 	> 
	

4) 
	

C. ID 5 'V > cos r 
	

(4.96) 

pero, escribiendo el producto escalar de la fuerza 	contacto 
P y de la normal al plano tangente, se tiene: 
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COS Esen c. ros F1  + 	n 	e n \ E 
? 

r  
(4.97) 

Y habrá deslizamiento si co 	e 
antericr. 

mayor que la cantidad 

Suponiendo que las componente's de las fuerza de cnntacto 
coinciden con sus valores medios indicados en la Ec 4.79. la 
condici6n 4.96 se escribe: 

• 2 	 2 
r o5 11)  ::t. 	s 6,? rl d cosr 	T Sen Úson 2 	 3 

/ ( 2  <se. njco 	(
3
Sendsen) 	( 	1-- 1-is ) 	(í .98) 

2 	 2 

La ecuacii5n anterior tiene las siguientes iMPliCaCiOneS: 

Si la so1icitaci6n es hidrostática (T1-4,5=9- ) , no se 
presentan deslizamientos; las fuerzas de contacto coinciden 
con las normales a los planos tangentes. Se trata obviamente 
de una idealizaci6n e>drema del comportamiento del medio 
puesto que, debido al carácter aleatorio de las orientacione 
y magnitudes de las fuerzas de contacto, pueden presentarse 
deslizamientos aun bajo estas condiciones. 

Si la solicitacin 
4.98 se escribe: 

es de tipo triat-lial (q.--4#(1,=-9-3) la Ec 

cos 4 > El + (T /G-  -1) cos ó 1 / y 	+ (Cr / Cr --1) cos d 
1 3 	 3 (4.99) 

y es fácil verificar (programa DESLIZ) que, como lo hizo notar 
Alberro E 1994], los primeros contactos inestables se presentan 
al 	aumentar 90,1 /T3  en una franja horizontal prUima a 	= 1174 + 

4)/2 , cuyo ancho crece con el esfuerzo desviador. En,eldensi6n, 
los deslizamientos se inician cerca de j= Ti/4 —(4)/2 (Fig 
4.47). 

Si se acepta que el mecanismo de deslizamiento en los 
contactos es el que rige el comportamiento de los medios 
granulares y que 	puede considerarse prácticamente constante 
en un intervalo de esfuerzos amplio, la estabilidad de los 
contactos no depende directamente de las componentes normal y 
tangencial de las fuerzas de contacto, sino de la relaci6n 
entre ambas. Es por tanto previsible que los medios granulares 
tengan aproximadamente la propiedad siguiente EWeber, 19663 : 
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3 	 4 

a-1 /o-3 

Fig 4.47 Zonas de deslizamiento de contactos en prueba triaxial 
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si un Pspecimen sometido a una trayectoria de esfuerzos (u (t) 
presenta una de formac i.on 	(t) , el mismo 11, ph5cimen sometido a 
una 	trayectoria de Psfuer zos 9 (J¿ (t) , donde 	9 	es una 
constante, presentará la misma deformaci6n (t) . Esta 

e propidad puede ser verificada para caminos de' esfuerzos 
usuales con materiales sueltos. En la Fig 4.40 se muestra que 
si se presentan en una misma gráfica los resultados de ensayes 
triamiales realizados con diferentes presiones de 
confinamiento g-  r poniendo en el eje de las ordenadas la 
cantidad (9. - G )/ 	y en las abscisas la deformacion axial 
registrada, 	se obtiene efectivamente un haz de curvas 
relativamente angosto, lo que además explica que la envolvente 
de falla en el plano de Mohr sea aproximadamente una rec ta. 

En la fa].la, las condiiones inem‘ c 	c 	ticas implican que los 
deslizamientos se presenten seql_in la direcci6n correspondiente 
al movimiento general y no necesariamente segun la direcci6n 
impuesta por la orientación de los esfuerzos principales 
impl rcita en la Ec 4.99 . La experiencia muestra que en 
materiales compactos la superficie de falla es aproximadamente 
plana. Si se admite que los contactos involucrados en el 
deslizamiento tienen planos tangentes con una orientaci6n al 
azar 17 (J, p) = 11(4ir) , es posible establecer por integraci6n , 

/ 
ECaquot, 19491 que el angulo aparente de fricc i on puede 
expresarse como sigue: 

tanfi= ( jT/ ) tan 	 (4.100) 

La experiencia confirma aproximadamente esta relaci6n para 
materiales con partiulas equidimensionales. 

- Oír°, con o sin deslizamiento, de una partícula sobre otra 

La contribuci¿In de este mecanismo a la deformacil5n del 
medio y a la generaci6n de la anisotropía bajo carga, aunque 
mal conocida, puede ser importante. Cundall 11980] mostró que, 
en ciertas condiciones geompftricas, los discos 	pueden 
rodar bajo el efecto de fuerzas muy pequelas. Sin embargo, en 
medios tridimensionales, las partículas estan sujetas a un 
mayor numero de restricciones y es mas dificil que se den las 
condiciones para que los grane s puedan girar. 

Desaparicin y creaci6n de nuevos contactos 

Una consecuencia indirecta de los desplazamientos y giros 
de los granos es la desaparici6n y creaci6n de nuevos 
contactos entre particulas por separaci6n o acercamiento entre 
ellas. Este proceso conduce a una evo1uci6n continua de la 
posici6n Y wrimero dIT1 contactos durante el proceso de 
deformaci6n. Obviamente, los contactos que presentan la 
orientaci6n mas favorable respecto al tensor de esfuerzos 
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aplicado son los que tienden a perdurar. El resultado de p,stp 
proceso selectivo, que se podria calificar de Darwiniano, es 
la anisotropla inducida que se manifiesta en la relacion 
esfuerzo deformaci6n y que geometricaftlente se refleja en una 
distribueion r(J,p) no uniforme , con concentraci6n de plahus 
tangentes según las direcciones perpendiculares a los 
esfuerzos principales y en particular al esfuerzo principal 
mayor (Fig 3.9) . Este proceso conduce a una profunda 
alteraciíSin de la estructura del material puesto que J. 

introduce en ella una orientaci6n preferencial de los planos 
tangentes, la cual, de acuerdo con lo vi:sto para estructuras 
de discos y esferas conduce a una variación de 3a porosidad Y 

del número de contactos por particula (vease por ejemplo la 
Fig 3.24). Se puede por tanto decir que este proceso es el que 
origina la dilatancia que presentan los materiales 
inicialmente compactos. 

- Cambios de orientacijn de las partfculas 

En 	el 	caso de partrculas no equidimensionale , los 
deslizamientos 	y giros de los granos tienen el efecto 
adicional de favorecer una orientaci&I del plano de mayor 
estabilidad de cada partí-cilla perpendicularmente al esfuerzo 
principal mayor. La anisotropfa resultante se refleja en la 
funci6n f

O 
 (u) pero también en ,r (3,

(
) 

- Rotura de partículas 

Marsal ha mostrad':' la importancia que puede tener la rotura 
de paií rCulas en el mecanismo de deformaciein de un medio 
granular sometido a presiones altas. La rotura de los granos 
permite explicar en particular los quiebres observados en las 
curvas 	es fuer z - de formac ii5in en compres ii5n con f finada (Fig 
4.40 ) 

Para evaluar la posibilidad de rotura de particulas dentro 
del medio bajo determinados esfuerzos, las fuerzas de contacto 
pueden compararse con la resistencia de los granos. Esta 
resistencia puede expresarse, de acuerdo con los experimentos 
de Marsal , corno: 

Fz 
	 (4.101) 

donde 

9 Y 	son caracterfsticas de la roca. 

En rigor, debe compararse la mámima fuerza de contacto Pm,15, 
que actija en una part:Icula dada con la resistencia anterior. 
Tanto la resistencia como la fuerza de contacto mámima son 
variables aleatorias por lo que la probabilidad de rotura de 
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una part(cula es lAuvjnet. 	Marsal, 19751 

1 

desarrollan en forma lineal, es logico pensar que 
distribuci6n de fuerzas se haga entre los diferentes diámetros 
de Acuerdo con la distribuci6n granulomItrica unidimensional 
FEA  (d) en la que la proporci6n de partículas grandes es mucho 
mayor que en la granulometria tridimensional. 

PC 	F' 3 (a) 
P ,  

(a )  da 	 (4.102) 
á 

() 

donde 

	

f r 	(a) Densidad de pro 	i bablidad de la fu 	 o erza de cntacto 
maima 

F-. (a) Función de distribucin de la resistencia 

La elzperiencia muestra que las partil.culas mas grandes son 
las que se rompen primero. Lo anterior puede explicarse por la 
existencia de partleulas pequeZas inactivas v la concentración 
de fuerzas en las mas grandes a consecuencia de la formaci6n 
de cadenas de transmisil5n de esfuerzos dentro del medio 

	

Mantu, 	19683. 	Tomando en cuenta que las cadenas se 
la 

A pesar de algunos avances EAlberro, 19843, este tema 
queda ampliamente abierto a la investigaci6n. 

Simulacton 
granulares 

numerica del comportamiento de los medios 

 

  

Es 	posible 	reproducir 
comportamiento mecánico de un 

	

transformaciones 	sucesivas 
estad(sticos estructurales del 
externas. 

en forma cualitativa el 
medio granular simulando las 

que sufren los parámetros 
medio bajo las solicitaciones 

Un modelo de este tipo, aplicable 
se presenta en el Anexo I. El 
deslizamiento de los contactos por 
Y 	la 	Progresiva generaci6n  
redistribuci6n de la orientaci6n  

a medios bidimensionales, 
modelo torna en cuenta el 
vencimiento de ta.fricci6n 
de la anisotrop por 

de los planos tangentes en 
los contactos hacia inclinaciones menos 
deslizamientos. No incluye el efecto de 
elásticas ni la rotura de los granos. 

senlibles a los 
las deformaciones 

Las 	fuerzas de contacto se consideran con direccion 
aleatoria. Se acepta que el ángulo que forman estas fuerzas 
con la normal al plano tangente en el contacto tiene una 
densidad de probabilidad gaussiana con valor medio definido 
por la Ec 4.97 . Las deformaciones se calculan acumulando los 
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Fuerza Resistencia 

u 	 a 

Fig 4.49 Probabilidad de rotura de una partícula 4 Ec 4.102) 
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deslizamientos en los contactos con base en consideraciones 
analogas a las de Horne U 19h53 (Aneo I). 

En la Fig 4.50 se muestra la curva esfuerzo-deformaci6n 
obtenida por simulaci6n de una trayectoria de esfuerzotr. que 
incluye varios ciclos de carga y descarga. Los efectos de 
endurecimiento a la deformaci6n y de memoria comentados en 
relaci6n con la Fig 4.41 se reproducen en forma satisfactoria. 
La dilatancia puede reproducirse con el modelo introduciendo 
en él una ley de variación de la porosidad con el grado de 
orientaci6n de los planos tangentes en los contactos. Sin 
embargo, se cuenta actualmente con pocos elementos para 
definir una ley de este tipo y este es un tema que requiere 
mayor investigación. 

El modelo sugiere en forma convincente que la memoria 
h isterítica de un medio granular se localiza esencialmente en 
los cambios estructurales locales que conducen a la 
modificaci6n de la densidad de probabilidad de la orientaci6n 
de las fuerzas de contacto. En efecto, resulta difícil 
e xplicar los efectos de memoria exc)usivamente en tilrminos de 
la alteracieín de la densidad de probabilidad f(s,p) de la 
orientaci6n de los planos tangentes en los contactos. La 
e liminaci6n arbitraria en el modelo de la redistribuci6n de 
esta orientaci6n afecta poco el comportamiento del material. A 
la inversa, la consideraci6n emclusiva de una redistribuci6n 
de planos tangentes, con fuerzas de contacto deterministas, no 
permite reproducir el comportamiento histerético. 

d ) Influencia de la anisotropra inherente 

- Partículas equidimensionales 

El proceso de formaci6n de un suelo granular conduce 
generalmente a una estructura anis6tropa. Esta anisotropí'a 
puede presentarse aun en materiales con partículas circulares 
o esféricas corno lo muestran los resultados obtenidos con el 
modelo de simulaci6n numérica del inciso 3.3.4 . Una 
d istribución 	2 (3, p ) no uniforme de la orientaci6n de los 
planos tangentes en los contactos conduce a una deformabilidad 
inicial que depende de la orientaci6n de los mgximosv mínimos • . 
de 	esta 	funcion respecto a los esfuerzos principales 
aplicados. Para condiciones de compres ion un maximo de la 
funci6n 	2 (1-177(1) cercano a .b.- = IT/4 4- Y/2 conduce por ejemplo a 
un alto porcentaje de contactos deslizantes y a una baja 
✓igidez. Lo anterior puede simularse fácilmente en forma 
cualitativa con el modelo descrito en el inciso anterior. 
Ademas, 	la formaci6n 	del medio puede dar lugar a 
distribuciones iniciales asimétricas de la orientaci6n de las 
fuerzas de contacto, que también contribuyen a alterar la 
✓igidez inicial del material. 
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Fig 4.50 Simulación numérica del comportamiento mecánico de 
un medio granular bidimensional 
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Por 	inspeccin de la estructura, 	es p(isible detectar la 
anisotrop(a en la funcien f((5,p) pero no existe un ulltodo para 
deducir de la estructura la anisotropla asociada a la 
orientaci6n de las fuerzas de contacto. 

Cabe menrjionar tambip5n que, principalmente en el caso de 
los suelos hien graduados, la anisotropfa existente en las 
funciones 	r ( ¿S-  i p ) 	(Figs 3. /1,1 	y 	3. 617:: ) 	puede 	reflejar 
simplemente la existencia de partíeulas ociosas sin que a ello , 
corresponda necesariamente un comportamiento mecanico 
anis6tropo. En efecto, la existencia de un comportamiento de 
este tipo depende de la orientaci6n de los planos tangentes y 
fuerzas de contacto unieamente en las partículas activas. 

La predicci6n del grado de compcwtamiento anisotr6pico de 
un material a partir de la observaci6n de su geometra plantea 
por tanto todavía serias difícult;ldes. 

b) Part(Culas no equidimensionales 

La influencia de la anisotropla inherente asociada a una 
orientaci6n preferencial de particulas no equidimensionales 
segiln 	determinado plano puede también interpretarse en 
términos de la orientaci6n de los planos tangentes en los 
contactos. El comportamiento mecánico en prueba triaxial 
dependerá fuertemente del ángulo -1W -e entre este plano y el 
esfuerzo principal mayor. Se puede por ejemplo considerar el 
caso extremo en el que todas las partículas esüln orientadas 
segun el mismo plano (Fig 3.77). En este caso, la función 
r(j,p)define un volumen de revoluci6n con dos laulos alrdedor 
del eje de interseccieln del plano de orientaci6n de las 
partículas y del plano vertical normal al anterior. El ángulo 
de inclinaci6n mas desfavorable desde el punto de vista de la 
deformabilidad y resistencia es obviamente el que conduce a la 
mayor proporci6n de contactos deslizantes. La inclinaci6n mas 
desfavorable se obtiene por tanto haciendo coincidir el eje 
longitudinal del volumen de revoluci6n con el ángulo 7r/4 -I- 

Y/2. En la Fig 4.51 se muestra un corte del volumen de 
revoluei6n según su eje longitudinal, con la inclinaci6n mas 
crítica así definida. Los resultados experimentales obtenidos 
por Kcinishi (1982.] en el caso de partículas bidiTensionales 
el ipsoidales confirman lo anterior puesto que muestran que la 
resistencia raíl-tima y la tasa de dilatancia pasan por un mínimo 
cuando el ‘ngulo de inclinaci6n es del orden de 60 grados para 
un ángulo de fricci6n interparticular de 26 grados. 

c) Anisotropi 
cíclicas. 

inherente y comportamiento bajo cargas 

La variación de la susceptibilidad de las arenas a la 
1icuaci6n con el mt;todo de preparaci6n de los especímenes 
puesta en evidencia por Mulilis [19773 pued_ tambien asociarse 
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Fig 4.51 Orientación preferencial de partículas más desfavorable 
en prueba de compresión triaxial 
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con la anisotropil.a geomtrica. El propio Mulilis observ6 que, 
a porosidad constante, la susceptibilidad a la 1icuaci6n es 
menor cuando los planos tangentes en los contactos entre 
partículas estan orientados perpendicularmente al esfuerzo 
principal mayor, 	lo que de acuerdo ron lo visto anteriormentY2 
disminuye la deformabilidad del medio. Por su parte, 9eed 
[19753 mostr¿I que las estructuras menos estables corresponden 
a una inclinacijn preferencial de los planos tangentes de 
aproximadamente 45 grados respecto a la solicitaci6n, lo que 
resulta tambjen lágico tomando en cuenta lo expuesto en los 
incisos anteriores. 

4.6.4 Conclusiones 

El estudio de la estructura de los medios granulares 
permite explicar varios aspectos del comportamiento meirgnico 
de estos materiales. Este enfoque constituye una alternativa 
atractiva al ajuste de modelos matemáticos de comportamiento 
al nivel macrosc6pico con parámetros cuyo significado f(sico 
no es siempre claro. 

Sin embargo, existen muchos puntos oscuros en las 
propiedades geomi;tricas de los medios granulares que 
dificultan el paso de la etapa explicativa cualitativa a 
modelos cuantitativos. Entre estos destacan las relaciones 
entre porosidad , ndmero de contactos y grado de anisotropla 
en la orientacit5n de los planos tangentes en los contactos, 
que rigen los cambios volumétricos. 

Por otra parte, es evidente que no puede esperarse 
desarrollar 	una teoria de los medios granulares basada 
exclusivamente en consideraciones geomb5tricas y que deben 
ampliarse los conocimientos sobre otros aspectos igualmente 
importantes como la fricci6n intergranular y la resistencia de 
las particulas a la rotura, entre otros. 
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5. 	CONCLUSIONES 



CONCLUSIONES GENERALES 

La estructura de los medios granulares puede describirse en 
forma precisa a travls de una serie de par‘metros estadísticos 
complementarios de los tradicionales conceptos de porosidad y 
distribuci6n granulomIltrica. Se rn':ustr6 en la primera parte de 
este trabajo que estos parámetros pueden definirse en forma 
simple recurriendo a la teoría de la probabilidad. 

Para la determinacit5n practIca de estos parametros, existen 
tIcnicas cada vez mas eficientes. Así, con el desarrollo de 
los metodos de análisis automatizado de imagenes, es 
previsible que el estudio de la estructura de los materiales 
granulares, 	hasta ahora extremadamente laborioso, podrá 
realizarse en el futuro en forma rutinaria y con gran rapidez. 
La simulaci6n en la computadora de la estructura constituye 
otro enfoque l.lt. i l para este tipo de estudios y se dersarrollará 
tambiln en el futuro. 

Es por tanto oportuno prestar cada vez mas atenci6n a las 
relaciones que existen entre propiedades y estructura. 

e rncsstr,5 en este trabajo que existen bases te6ricas 
adecuadas para definir el tamal° mínimo de las muestras que 
deben 	someterse al análisis estructural con objeto de 
establecer este tipo de relaciones. Los resultados presentados 
permiten además separar en forma objetiva las variaciones 
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locales de la estructura de los cambios debidos a la 
heterogeneidad. 

Asimismo, se dieron algunos elementos para la formaci6n de 
estructuras artificiales compactas, por mezclado de varios 
materiales granulares, que deberían ayudar a usar en forma más 
eficiente los materiales disponibles para las aplicaciones 
geotcnicas. 

Aun cuando el terna merezca investigaciones mucho más 
detalladas, se mostr6 que es posible asociar la permeelbilidad 
de un material granular con su estructura a través de 
relaciones diferentes de las tradicionales y tornando en cuenta 
la distribuci¿n de tamaños de los poros. El modelo simple de 
las propiedades filtrantes de estos materiales desarrollado en 
este estudio constituye, asimismo, un marco de referencia útil 
para investigaciones futuras. 

Algunos de los aspectos de las relaciones entre estructura 
y comportamiento mecgnico pueden ser explicados Y modelados en 
forma satisfactoria. Es posible afirmar en particular que los 
efectos de memoria que se aprecian en suelos granulares tienen 
su origen principalmente en las variaciones de la densidad de 
probabilidad de la orientación de las fuerzas de contacto 
mientrasque los cambios volumItricos están asociados con la 
orientacián de los planos tangentes en los contactos entre 
particulas. Sin embargo, pasar del nivel cualitativo al 
cuantitativo presenta todavi/.a grandes dificultades. 

El camino hacia el desarrollo de una teorra completa de los 
medios discretos que permita describir y explicar todos los 
aspectos de su comportamiento es todavía largo. 

• 
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ANEXO 1 

DESARROLIOS MATEMAT1C05 

1. 	DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE DIAMETROS APARENTES DE 
PARTICULAS ESFERICAS EN CORTES PLANOS Y SONDEOS REC:r05 

1 Cortes planos 

La densidad de probabilidad de los diámetros aparentes de 
particulas esféricas en un plano de corte puede obtenerse a 
partir de las consideraciones siguientes: 

De n s idad de pr ob ab i. 1 idac,1,  fD2 13-23  (d2  ) del d igme t. ro 
aparente D de una part icu ia 	diarnetro 1.13  intersecada por un 
p I arso: 

Sea L la distancia entre el plan':' de corte y el 
centro de la esfera intersecada. Se puede considerar que L es 
una variable aleatoria con densidad de probabilidad uniforme: 

f
L1B3

(1) =1/D3 para - D
3
/2 (1 r 1) 

Se observa por otra parte (Fig I.1) que el di,Imetro aparente D, 
es igual a : 

Ei
2 
	- 2 \in' /4 - L

2 	
(I.2) 

De acuerdo con las reglas usuales de transformacin 
densidades de probabilidad, se tiene: 

fD 	
(da) = 2 

fLID3(1) 
 IdL/dDa

1 
3 Inz 

con lo que se obtiene la densidad de probabilidad: 

f 	(d,) 	da /( D 	d ) 	
para O < d< 

31,11)3  

con valor esperado: 
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D3  D2  

  

  

Fig 1 .1 	Diámetro aparente de una partícula esférica 
intersecada por un plano 

Fig 1.2 Diámetro aparente de una partícula esférica 
intersecada por una recta 
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(d d ) ,nhd3 	 (1.10) 
/ II 3 

Imáx 

d3 ) / Id 
2 

d2 325d 
3 	2 	3 

para o < d2 	/ rnax 	(1.11) 

f 	(d z) 	/ E 	{ri }) 
D2  2- 	 31) "3 

f 	(d z) = 
Ti, a 

- Densidad de probabilidad conjunta del diámetro 
aparente Y del diámetro real para las partleulas interseeadas 
por el plano 

Esta dImsidad p% igual al producto de la densidad 
condicicmal anterior por la densidad marginal del diámetro 
real de la partícula. 

(d2,d).7.7.  f 	(d ).f 	(d ) 	 (1.6) 
I)2/ 113 	

I12. 1.133  ,?- 2D 3  

dondef2  (d3 r ) es  la densidad de probabilidad ganulométrica en .  
número de las partículas intersecadas por el plano. 

D3
(d

2
yd

3
) 	d

2  f 
	(d ) /( d 	d ) 
21.) 	3 	3 	 2 

2 
d

2. 	
E f
3 D 

(U ) /E3.0{D
3
13 

	

d
a 
f
3D 

(d
3 

) / ( Vd2 	d2  E {D ) 

	

3 	2. 	311 

f 	(d i d ) 

.132  1 Bz 	2 	3  
d2 / (d3 

(d
2- 
ed3  ) 

- Densidad marginal d' los diámetros aparentes de 
las partí'culas intersecadas por el corte 

Esta funci6n es la densidad buscada de los diámetros" aparentes 
en un plano de corte. Utilizando una notaci4n congruente con 
la de la funci6n de distribuci6n, se obtiene la Ec 2.20 del 
telto principal de este trabajo. 

Se observa que 

X,y1,4 

E 
2A 
Mi = 	d f 

A 
 (d

2 
 ),¿\ d, 

2 2  

	

I) ev-41›, 	D 1Y-1 2',1 
	í 

= (1/E Un )1d
2 	 2 

Ef3ri<d 3 ) / \/d2  2 3 	2 
3 Ad-,i5d 

3D 3 2 

o 
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E {01 = (1/E {DI) 
2A 	 3L 

E {D} = (1/E {D1) 
2A 	 3D  

2 
id./ Vd 	]/Nd 	c-J.3 	(1.13) I>

3D
( (1

3 

UN AV. 

2 	2 
f (d ) C- d d -d /2 
311 3 	2 3 2. 

d3 
(cr /2) sen (da  /d 3 )31..,

i_s.d3 3 

E {D} = (1 /E {DI) 
¿A 

f 	(d 
3

) (d 1T /1 )L5 d3 	 (1.15) 
313  

es decir : 

2 
E 	in} = ( Tr/4) (E CEI3 /E (El) ) 

	
(1.1 6 ) 

2A 	 30 	30 

con lo que queda establecida la Ec 2.31 del teldo principal. 

Si ndens rectos 

La densidad de probabilidad de los diámetros aparentes de 
particulas esféricas a lo largo de un sondeo, se obtiene en 
forma análoga a partir de las consideraciones siguientes: 

- Densidad de probabilidad del diámetro aparente El de 
una particula de diámetro D5 intersecada por un sondeo recto : 

Sea L la distancia entre el centro de la esfera 
intersecada y el eje del sonde':' (Fig 1.2). Se puede considerar 
que la intersecci6n se presenta al azar en el crrculo 
ecuatorial de la particula y que por tanto L es una variable 
aleatoria con densidad de probabilidad uniforme: 

2 
f 	(1) = 211" 1/ ( tí El3 

/4) 	; para -El /2 < 1 < El
3 

/2 
L I D3 	 3 

(1.17. ) 

Por otra parte : 

   

, 
El 	2 VD

2 

3 
/4 - 

1 

 

(1.18) 

De acuerdo con las reglas usuales de transformaci6n, se tiene: 
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id 	f (1) IdL/dD 
I I .B3  

con lo que se llega a la densidad de probabilidad: 

f 
D I 	3  

2 
2 d/ D3 parao 

	d1 	
(I.20) 

con valor esperado: 

EfFi 1r13  1 = 21.13 - /2 
	

(1.21) 

Densidad de probabilidad conjunta del diámetro 
aparente y del diámetro real para las partículas intersecadas 
por el eje del sondeo 

,d 	) 	f 	(d1  ). f 	(d ) 	 (1.22 ) 

3  
1) 	1 	3 	B 	1 0 	3 4 	3  

donde f 11  (d3) es la densidad granulométr 	u mro ica en ne 	de las 
particulas intersecadas por el eje del sondeo. 

a 
(d ,d,) = (2d / d ) f 	(d ) 

D1'D3 1 	 1 3  ID 3 

2 
f 	id ,d,) 	(2d / d )Ef (d3) d

2
/ E fD

a
33 

14, D.3 4 	4 	1 	3 	3D 	3 3 D 

2d 	
30  
f (d 

3  )/ 3D 3 
f D2  } f 	

D 
(d
i 
,d

3 
) 

tf 3 

 

— Densidad marginal de los diámetros aparentes de las 
partículas intersecadas por el sondeo : 

f (d ) 
-131  

inigíx 

f
n 	

d ,d
3 

) 	d
3 

ct1  

) — (2d / E 	{D
2 
 1)11 	F id )3 1 	3D 	 3D 

p r:•.1 	d
i 

D rn (1.27) 

Esta Ps la densidad de los di‘metros aparentes buscada. 
Usando una notaci6n congruente con la de la Ji-.tribuci6n. se  
obtiene la Ec '>.29  del tel<to principal de este trabajo. 
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(1.28) 
2 	2 
- d ) ; para O 

Tambin 	posible obtener la densidad de probabilidad de 
los diámetros aparentes de partículas esféricas a lo largo de 
un sondeo a partir de los que se definen en un plano con base 
en lo siguiente: 

Densidad de probabilidad f p ID _ (di ) del diámetro aParente D 
una re t ca. de un cfrculo H _e diámetr o D , intIP.rIlecado por 

Los resultados de las Ecs 1.1 a 1.4 son aplicables 
sustituyendo 1)3  por D y D por D . Se tiene por tanto : 

c. 1 

(d) - di /(Da  
111 1.)2,  

- Densidad de probabilidad conjunta del diámetro aparente y 
del diámetro real para los círculos interseeados por la recia. 

Nuevamente, pcir analogía con las Ecs 1.6 a 1.9, se obtiene 

f- D.t,B2  

2 
d 

 f2D 2 
(d ) ( 	d E {D 1) 

a 1 ¿0 2. 
(1.29) 

- Densidad marginal de los diámetros aparentes de los 
círculos intersecados por la recta 

es decir: 

f (d ) 
1  

Dolí"), 

1]
(d1 
	2

) 
1' 2 

2 
(I. .30) 

D ly, 

Utilizando una notacic/m congruente con la de la funci6n de 
distribución, se obtiene la Ec 2.33 del texto principal de 
este trabajo. 

Por integraciones similares a las de las ecuaciones 1.12 a 
1.16. se obtienen las fórmulas de transformaci6n de los 
momentos en niimero de la Tabla 1.1 . Por otra parte, de las 
Ecs 2.22, 2.28 y 2.29, se deducen fácilmente las igualdades de 
la Tabla 1.2 . Combinando las relaciones de la Tabla 1.1 y de 
la Tabla 1.2, se establecen las fórmulas de transformación de 
los momentos en medida de la Tabla 1.3. 
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TABLA I.1 	Transformaciones de momentos en número 

ElA{D2} 

Tí 	E2A{D2) 	2 	3 
{D3) 

4 E2A{O) 	3 E3D0) 

E2A
{D3 )  1 	

E3D
{04) 

3 E2AID) 	2 E3D(02) 

SONDEO 

E1A{D} = 

	

3n 	
E
2 
{04) 

2 	
E3D{D'}' 

	

E
lA
{W} = 

 16 
	

E2A{D} 	5 	E3D{D2} 

	

4)  = "13— 	E2 {D'} 
 

E10  

	

15 	E2 
 {D} 	= 

E3D
{D'} 

E3D{D2} 

E2A{1)2} 

E
30
02}  

TI 

4 	E 3D{D} 

2 	
E31){D'}  

3 	E3D{O} 

PLANO 

E2A
{D} = 

E3D{DÉ') 
E W3) = 2! 2A 	16 E30

{D} 

E3D
{W} 

E2A{D =- 
15 E3D{D} 
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{D 	
35 

) = — E A 	= 
4 	

2 SI  ' 
3 

TABLA 1.2 	Momentos en medida a partir de momentos 

en número 

E 
v
{D“} 

E
n  a 

 {D .") 

E
n 

{D3) 

E
2AS

{IP}  
E
2A
{D

a+2 

E
2A
{02} 

 

 

E
IAL
{r}  

ElAw
a+1 1  

E
lA
{D} 

TABLA 1.3 Transformaciones de momentos en medida 

3 
{D} 	= —

32 	
E2 AS

{ D} 
91r E1AL 

{D} 

E3V {D
2} = 5 

4 
E2 S'  

(021  = 
' 

E
1AL 

{D2} 

E {D3} = 64 	E 	{D3} = 
3v 

15u 
2AS 

E 	{D3}  
1 I_ 

SIAL{ 
 1 D 4 1  
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D / 2 

2. ESTIMACION BAYESIANA DE LA DISTRIBUCION GRANULOMETRICA 
TRIDIMENSIONAL A PARTIR DE LAS DISTRIBULDIUU:S APARENTES EN 
CORTES O SONDEOS 

2.1 Cortes planos 

Se vio en la primera parte de este An~ que la densidad 
de probabilidad del diámetro aparente D, de una partícula 
esfpfrica de diámetrc5 D3  interseeada por un piano e 

2 
d /(D 	d ) 	para O < dz < D3 2 3 3 a 

(1.32) 

, Para estimar el diámetro real El 	de una par c tiula con 
diametro aparente D, 	es posible recurr- ir al teorema de rayes 
[Benjamin, 1970]. 

Para ello, se define una densidad razonable a priori fjoj(d3) 
, 	por ejemplo una d~idad de plv(h.4hilidad unifot me en el 

intervalo [0,DmIx 3 donde Dm,/,,y  es el mayor diámetro. aparente. 

Es decir 

fd) = 1/D 
m x. 

3 

para O < d <D  3 	In aX 

El 	conocimiento de que el diámetro aparente de la 
partícula es D2  permite modificar esta distribución a priori Y 
obtener una densidad de probabilidad a posteriori fn iz  (d3 ) de 
acuerdo con el teorema de E:ayes y tomando en Zilenta que, 
necesariamente, 

Aníx 

(d ) = Ef 	(d a) f (d2 )3/ 
IU 

(d ) 
fo:d3) 

 1.1 
D3 	 1) 3 	, I D3 	133 	D

2. 

D2 3 

para D
2 

< d < Dmax 	(1.34) 

decir: 

z' 

2 
(d 3 ) = ID2 /(d3 	tl D 	)]/E(1/D 

031 	 4 	h» )1. 	 m NY,  

para O (1.35) 

.13z  

d < D 3 	tri a )1. 

con valor esperado: 
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_1 
EiD ID 1 = 11 /ro 	(D, /11 	LnI(D 

MAY,  
- D )1D ] (1.26) 

Las part(culas con dífimetro aparente D, 
diametro real D ma 'for 	 a que d con probbilidad: 

3 

tendrán un 

F' 111 
" 	

D di 	 (d ) 	d 3 D3  i 	3 	
(1.37) 

"3 '  

Para todas las particulas de diilímetro aparente Dz> d, esta 
probabilidad será igual a uno, per': para las partículas más 
pequelas tomará un valor comprendido.  entre cero y uno. 

La proporei6n Al 	del área total del corte A ocupada por 
Partfculas con un diámetro D mayor que d puede ser estimada 
midiendo los diámetros aparentes D .de las partículas en el 
plano de corte y  escribiendo que 

2A. 
 : 

131.4 

A 	= 	(1/A) 	( 	ti
2 
 . / A) 	f 	(ci ).A d3  3 

D31 .02  

donde 

N número de diámetros medidos 

es decir: 

(1/A) 
2 

(T( D2.1  /4) El -cos (D /d)/cos (D ,/D , )3 	(1,39) 
2i 	 2i. 	m ax 

con la convenci6n de que el blrmino entre corchetes se 
considere igual a uno si D2. ".: d. 

k 

Se tiene, de acuerdo con 	conceptode porosidad 
generalizada: 

1 - 3 ( ) 11-«) 	A 
	

• 	(I.40) 

con 	lo que resulta posible estimar la granulometr(a 
tridimensional expresada a trav's de 3a funci6n 63(d), es 
decir referida al volumen total de la muestra. 

4_ • 2 Sondeos 

En este caso, de acuerdo con la primera -parte 	este .  

295 



anemo, 	la densidad de probabilidad del di retro aparente Dl  de 
una partícula esférica de diámetro D3intersecada por un sondeo 
es: 

2 
f

ill 	
(d

1
) 	2d1

/D
b 	

; para o < d '.M.
3 	

(1.41) 
iD3  

	

' 	1 - 

Para estimar el diámetro real D.1  de una partii.cula con 
diámetro aparente D

1 
 , se recurre nuevamente al teorema de 

Baves. 

Se puede adoptar corno densidad de probabilidad a priori 
fp3  (d3) , la densidad de la Ec 1.1 . La densidad a posteriori 

se obtiene como: 
rn 

(d
3
) = Ef (d ) f (d3)3/ 	f 	(d ) f (d ),Ad 

3
I ]

DI 	 13 1 3 	 D3 	 n 	
Di I 133 
	

1 	
133 

" para D
I
< d

3 
 Ci 

rn x 

es decir: 

-1./nul>, 
2 	 2 

f 	(d3) = 	
ol  11: 	

C2d1  /(ti-El , x.  )3/E(1/0 , 	(2d1  ID) 	d 3  a 	 rrt a x 	 3 	I 

; para ti < d
. 
< D/ 	(1.420 

1 	ma x 

Y se obtiene la densidad de probabilidad: 

f 	(d
3
) 

3 ID  

2 
= 2d3 / Drn/a.  

2 
D
1  ) 
	; para O1  < d3 
	ti , wV. 	(I.41) tY 

con valor esperado: 

UD ID 3' 3 1 

3 

(2/20(D
3 

- 	MEI , 	E, 
) 

rn .1)c 	 á 
(1.45) 

/ Las 	partículas con diámetro aparente 01 	tendrán un 
diametro real El3  mayor que d con probabilidad: 

-U 1,41)s 

F' CD > dID1  3 = 	f 	(d )Ad 	 (1.46) 

d 113
H
31 

3 3 

Para todas las parUculas de diámetro aparente E14 ›, dy esta 
probabilidad será igual a uno, pero para las partículas mas 
pequenas, tomará un valor comprendido entre cero y. uno. 

La proporci6n
d 

de la longitud total del sondeo L. ocupada 
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por particulas de dilametro 03  mayor que d puede ser estimada 
midiendo los diámetros aparentes Dde las particulas a lo 
largo del sondeo y escribiendo que: 

N 

L 	( 1 /L 	 1.[.1  

=1 

rn 

f 
1)3  I

(d 
3  ) 
	cl :3 3 (1 47a 

donde 

N ntWero de diámetros aparentes medidos 

es decir : 
N 

"s7.7-1  2 	2 	 2 
(1/L)  	El 	E (11

2.

a X, 	
d )/ (DkYQ4  , 	D )1 ,ice 1 

(1.48) 

Se tiene, de acuerdo con el concepto de  porosidad 
generalizada : 

1 3 	) 
	

Lá 
	 (1.45) 

con 	lo 	que resulta posible estimar la granulometrla 
tridimensional a través de la función 63

(d), es decir referida 
al volumen total de la muestra. 

• 
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3. DENSIDAD DE PROBABILIDAD DEL. ANGUEJ ENTRE LA DIRECCION 
UN SONDEO Y LAS; NORMALES A ELEMENTOS DE SUPERFICIE DE LOS 
GRANOS 

3.1 En el espacio 
.......... 	..... 

normal 
considera un elemento de superficie de los granos con 
orientada hacia los vacii.os y centro en la intersecci6n 

del grano con el eje de un sondeo recto. 

El sondeo y la normal 1. elemento forman un ángulo e (Fi, 
1.3). El sondeo interseea el grano en un punto localizado al 
azar 	en planta. En un medio is6tropo en cuanto a la 
orientaci6n de los elementos de superficie, la cantidad A = 
sene tiene por tanto una densidad de probabilidad tal que : 

f
A 
(a) da 7.-= (21r a da)/V = 2 a da ; para O < 1 	41.50) 

El ángulo O = sen 
probabilidad: 

tiene por tanto ladensidad de 

f (e) = f (a)IdA/del = 2 sana cos0 	para O < 	IT72 	(1.51) 
e 	A 

La esperanza EC1/cos01 puede calcularse como : 
TV2  

Et1/cos e 3 = E2sen O cros e /cos03 de = 2 52) 

b 

3.2 En el plano 
coa •• work, 	1•111.• 	 •••• 

En este caso (Fig 1.3) Y para un medio ilátropo, la 
cantidad A - sen e-1  t i ene densidad de probabilidad uniforme 
entre O Y 1 y O = san A tiene la densidad de probabilidad: 

f (6) = 
Á

(a)%d/j/deI = cose 1 para t: < 0<lr/2 	(153)._ 

Y Si? tiene: 	 firia  

E f.1 /cos O 3 = 	Ecos e icos e 3 d O = Tr /2 f 	 '41. 54 ) 

o 
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Normal al elemento 
de euperf ic ie 

o) En el espacio 

Normal al elemento 
de superficie 

b) En un plano 

Fig 	1. 3 Angulo entre la dirección de un sondeo y las normales 
a elementos de superficie de los granos 



4. DISli-aPUCIONES GRANULOMEIRICAS TPAPU'IALES 

4.1 Granulometria de discos 

Un grupo de discos tiene densidad de probabilidad 
trapecial (en área) si 

CA  ( d ) = ad + b para D 	< d 	El 
rriax 

donde 
a Y b 	parametros que pueden hacerse variar para 

modificar la distribuci8n, junto con el diámetro máximo D • 	y tyl», 
el mlnimo D ryun 

Los parametros a y b se reducen a uno solo si se torna en 
cuenta 	la 	condici6n 	de que el area bajo la curva 
representativa de frs (d) debe ser igual a 1. Llamando u y v los 
valor-es de fA (d) para d = Ei rnín  y d = Dmix , respectivamente, se 
puede escoger como parámetro único el valor c definido como 
sigue : 

r = u(Ei 	-D , ) = 
rniíx 	min 

(El , -El , V 
rna x 	n 

(1.56) 

Para c = O la densidad es triangular con u = O 

Para c = 1 la densidad es uniforme con u= 

Para c = 2 la densidad es triangular con y = O 

En tirminos del parámetro c, la Ec 1.55 se escribe : 

2 	 . 
f 	(d) = 2(1 -c)d/(D, -D .) + CC (D 	+D 	) - 2D. ]/(0 -D 

A 	 max wisn 	 m. a ,c 	m 	rná 	min 
2 

(1.57i• 

La funci6n de distribución 	(acumulada) usual 

correspondiente resulta : 

2 
F (d) = l(dD , )/(D 	-ti , ) ][d(1-c) 

A 	
-

msn 	rn x 	rn n 

La densidad en milmero de discos se obtiene siguiendo un 
planteamiento 	análogo al del inciso 2.2.1 T es decir 
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ponderando las frecuencias en área por un tl5rmino inversamente 
proporcional al área del disco 

2 
f (d) = f

A 
 (d)/(d E {1/D

2
3 ) 	para 

A 
Ct 	 (1.59) iTyáx, 

Llamando ' la cantidad: 

E{1/D 1 = a Ln(D 	/D IY1 	) 	b E1/Drn  -1/El,„;n 3 
á V. 

se tiene : 

(1.60) 

f 	(d) = (ad + b) / (d2,5A ) 	; para 	D , < d < D 	(1.61) 

La esperanza del diámetro de un disco seleccionado al 
azar es 

rna>1. 

E {D3 = 	d f (d) L1 d 

(a/ 	(Ei 	-D , ) + (b/ á  )Ln ID ' /D , 	 (1.62) 
hl» 	mili 	 max 	?N'un 

1 n 	 reiax 

Y la esperanza de su rea A 

Brn'á'x. 

JfE
m
{A} = 	(Dd2/4  ) 5 (d) 5 d (1.6:73) 

Dmly, 

E CA3 = (IT/4 )C (a/ 	) (E1,,17,  - D2,  ) /2 min 

+ (b/ /1" )(D 	- El , )3 	 (1.64) 
n'UX 	mtvl 

Para formar muestras con una granulometra particular, los 
discos se seleccionan uno por uno al azar. Para elld se escoge 
un mimen° aleatorio N comprendido entre O y 1 y se adopta como 
diámetro del disco : 

D = F 1  (N) 	 (1.65) 
ti 

siendo F n  (d) la funcic'n de distribucin de los diámetros Y 

FIN) la flinci6n inversa de la anterior calcul¿Ada para el valor 
N. 

En terrninos de f (d) y F (d) se empresa como : 
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F (d) = 	f (d ) LS d 
TI 	13 J-01;11 

(a/ 	)Ln (d/E' 	) 
min  

(b/ 	1 /1:i 	1 / d ) ryon 
( . ) 

El 	valor de EL correspondiente a Fn (d ) 	se determina 
numilricamente por el rfitodo de Newton-Ral-Ilson. 

4« 
,M•ji 13r anulornetrla de esferas 

La 	dens i dad gr anulom¿t r ica trapee i al (en volumen) de 
esferas se escribe en forma semejante como: 

f 
V
(d) 	d + b 

3 
para 	, < d < El 

ynt n 	 may (1.r'.7) 

La 	densidad 	en 
frecúencias 	en 	volumen 
P r op orcional al volumen de 
inciso 2.3.1 . se tiene : 

f (d) = (ad 4- b) /( 'd3) 	; para D 
31) 

numero se obtiene ponderando las 
por un termino inversamente 
la partícula. De acuerdo con el 

d < 	, (1.68) 

donde 

= E {1/D
3
} 

1/D rr • x ) + bEl/(2D
2 	

) mtri 
	- 1/(2D , )3 	(1. 69 ) 

max 

2 

La esperanza del diámetro de una partlCula seleccionada al 
azar es : 

= (a/á")Ln(D 	/D 	) + (b/5")El/D ~v. 	mol 
	 - 1/D , ] 

	
(1.70) 

M A Y. 

La esperanza del cuadrado del di‘metro es: 

E 	} 

	

2 
= (a/3")ED , 	D 	] + (b/r)LnED , - D 

	

rr¥ a 	 01 X 	n,in 30 

v la esperanza del volumen V es: 
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= a(1/D 

E: (E 
3D 

(1.71) 



v% 
E

3
/ 151 = (11/6)C (a/2 5) (D rnax 	mm 

30 

4-1b/h")(D , w  D 	)3 
ma x 	Tv1 ti PI 

(1.72) 

Para formar muestras con una granulometría dada, las 
esferas se selecciónan una por una al azar. Para ello, se 
escoge un niimero aleatorio N comprendido entre O y 1 y se 
adopta corno diámetro de la esfera : 

_1 
D = F (N) 

3D 
(1.73) 

siendo F(d) la función de distribucin en numero de los z D 
digmetros y F;;;I(N) la función inversa de la anterior calculada 
para el valor N . En tilrminos de f (d), F 

D
(d) se empresa corno 

3.1) 	3 

F (d) 	-a/(g' d) 	b/(2 d
2 
 ) 	5- 

113 

donde: 

= a/ D 
vvx 1

,n ) 	b/ (2Y Ele 	) 
111 tl 

-1 
El valor de D correspondiente a F (d) 

3D 

O = a/1 	VI (a/3'12  - 2(N-Z)b/ls" ] /[2.01-1)3 

este caso directamente como: 

(1.74) 

se obtiene ►_n 

(1.75) 

• 

303 



5. TRANSFORMA :ION DE ESTRUCTURAS 

Las transformaciones d' estructuras de esferas planteadas 
en 3.3.4.b conducen a modificaciones de la orientaci6n de los 
planos tangentes en los contactos que pueden evaluarse en la 
forma indicada a continuaci6n. 

/ 
Antes de la transformaci6n, la ecuacion de los planos 

tangentes puede escribirse : 

>1 /a  + y/b +z/c = h 	 (1.76) 

donde 

a T  b, c, coordenadas de las intersecciones del plan':' con 
los ejes del sistema 

h constante 

ort ogonal de referencia 

La 	distancia del plano al origen' siendo irrelevante en 
cuanto a su orientaci6n, es posible suponer que, para todos 
los planos esta distancia es unitaria. En este caso, h es 
igual a 1 y los cosenos directores de la normal al plano son: 

11c 

(1.77) 

donde 

ángulo definido en la Fig 2.15 

Al aplicar la transformacion, las coordenadas de las 
intersecciones del plano con los ejes de referrencia se 
modifican como sigue: 

(1.7.8) 

Los 	nuevos cosenos directores de l a normal al plano son por 
tanto los indicados en las Ecs 3.48 	 del texto. 
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6. FUERZAS DE CONTACTO 

6.1 Algunas consideraciones respecto al numero de contactos 

sobre las partículas intersecadas por un plano 

Se consideran los cfAsquetes de menor dimensión definidos 
por el plano en las partículas. La esperanza del ni mero total 
de contactos N r 	en dichos casquetes por área unitaria de 
interseccion es 

Eal
r
3 	

A
. E {UN 1101 	 (1.79) 

2D 

donde 

Eals 	esperanza del ndmero de contactos sobre un 
casquete para una partícula de diámetro ti 

E2D{ 	1 operador esperanza aplicado con la densidad de 
probabilidad granulomItrica de part(culas intersecadas f (d) 
(2.3.1) 

numero esperado de partículas intersecadas por unidad .)\ A 
de a rea (2.3.3) 

/ 
SP admitira que los contactos están uniformemente 

repartidos sobre la superficie de la partícula y que en 
primera aproximacián pueden consderarse independientes entre 
fs. 

Se tiene entonces : 

EthIsIDI 
	

EiNcID) 
	

( 1 . SCO 

donde 

E{I\ic  ID) esperanza del niimero total de contactos para una 
parí acula de di¿metro D 

p 	proporcián del rea superficial total de la particula 
representada por el casquete (Fig 1.4) 

p= CITE' (D/2 - h)]/(TirD
2
) = 1/2 — h/D 
	

(1.81) 

donde 
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Punto de contacto 

Plano de 
intersección 

Fig 1.4 Contactos en casquetes de partículas esféricas 

Recta de 
intersección 

 

  

Fig 1.5 Contactos en sectores de discos 
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distancia del centro de la part(cula al plano de 
intersecci6n (variable aleatoria con densidad uniforme entre O 
v D/2) 

Por tanto : 

E{p3 = 1/4 	 (1.82) 

E(1\15 1E11.7---  (1/4) Ethi»Ell 	 (1.83) 

EiNI 3 = ( A  /4 )E 1:E€19 ID} 	( 	A 	 D 
/4 ) E 	1 	 (1.84) 

2  

de donde se deduce la Es:  4./32 del te :do principal. 

Por otra parle, el ángulo j- que define la posición de cada 
contacto es tal que : 

donde 

E {cos j". 3 	= EtEtcos j I 	c 

s o (2h/ti ) 

El angulo ¿--,1 	tiene una fil, ti'idad de probabilidad senoidal 
i(Ec 2.86) por tanto su coseno 	= cos 	t ene una densidad 

f (2) = f (J)idj/dzI 	= entre O v 1 

es decir uniforme entre O v 1 

Por tanto 

Efzlz>za l = (1+ z )/' (1.87) 

EfE.(z1 5Z 3 = 1/2 + Etz 3/2 = 3/4 	 (1.88) 
o 

es decir: 

Etcos S): 3 = 3/4 (1.89) 
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raso de discos 

El razonamiento anterior se aplica al ca,,ri d*: un medio 
bidimensional. Se tiene tambin (Fig 1.5) • 

Eíco 	1 = 3/4 	 (1.90) 

Por otra parte, en forma análoga, el ni/amero total esper¿ido 
de contactos Np  sobre los sectores definidos en los discos por 
una recta de intersecci6n por unidad de longitud es : 

Eal } = 	E 
L .  411

Mai
5

1D31 

donde 

UNs  1D1 	esperanza del nt./Imero d 
sector para un disco de diámetro D 

(1.91) 

contactos sobre un 

E411 ( 	1 	operador esperanza aplicado con la densidad de 
probabilidad granulométrica unidirnensicunal de los discos 

1. numero esperado de discos interscados por unidad de 
longitud 

Nuevamente, se escribe ; 

EtN51D1 = p E(Nc_ID) 	 (1.92) 

donde 

E(Nc. ID1 esperanza del iiiimero total de contactos para un 
disco de diámetro D 

ProPorci¿n del perimetro del disco representada por 
el sector 

En este caso: 

(1.93) p = 

ECp3 = (1/Tt ) ECI 	= (1/1T ) 

• 
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11,1 1,11).t5 

Eftl s  1DI = (1/11" )EiNc1D1 
	

(1.95) 

Por tanto : 

E{N 3 = (. 	1" /) E (UN 1D11 = (\ / T 	a l Tí ) E 	I 
u 

 
. 1 B 	c 	 4 I) 	c  

De esta empresi6n se puede deducir la Ec 4.91 del temto 

principal tomando en cuenta la Ec 3.35 . 
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7. MUUVM UllAIMI-N17dUNA1 

El 	modelo 
j 

de 	simula' ion numerica del comportamiento 
mecánico de los medios granulares bidimensionales que se 
discute en 	 (programa MODELO BIDIMENSION(L) se basa 
las consideraciones siguientes : 

a) se supone conocida la distribucit5n inicial r(j) de la 
Xrientación de los pianos tangentes en los contactos entre 
partículas. Se admite que esta distribuci6n presenta una doble 
simetrra respecto a las direcciones vertical y horizontal. 

b) y admite que las fuerzas de contacto forman con las 
normales a los planos tangentes un ‘ngulo aleatorio r  con 
valor medio cuvo coseno está definido en el segundo miembro de 
la Ec 4.95 (tambilm aplicable a medíos bidimensionales) y con 
desviaci6n estándar 	Vr

desconocida que se deja como un 
parametro del modelo. 1.1:e supone que la densidad de 
probabilidad de este ángulo es Gaussiana. 

c ) 	!.7.;12 aplica 	la presion confinante y se calcuia en 
intervalos de valores de e de un grado, la probabilidad de 
deslizamiento de Iris contactos. 

d) Se calculan las deformaciones correspondientes con base 
en consideracicmes similares a las de Horne 119681. , es decir 
suponiendo 	qua • 	la deformacion es el resultado de la 
acumulaci6n de deslizamientos a lo largo de cadenas de 
par t (culas segGn direcciones que coinciden con los ejes de 
los esfuerzos principales. (Fig 1.6). Se. admite que .los 
deslizamientos se presentan segun las tangentes en iris 
contactos. Se tiene entonces: 

k: E{41.1 cosd- 1 	 (1.97) 

a --- 	ECAu sencT 1 (1.98) 

donde 

k constante (d e l orden de 0. 1) 

AU cantidad igual a cero si no hay deslizamiento 
un si lo hay 

Las esperanzas E{451_1 cosl-} y E(6U senj• 1 dependen de la 
distribuci6n 	L' (3) y de•las probabilidades de deslizamiento. 
asociadas a cada•valor de •(5 

e) Se aplican incrementos del esfuerzo desviador y se 
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repiten los pasos c y d. 	embargo, los cllculos de 
probabilidad de deslizamiento se realizan sobre las densidades 
de probabilidad truncadas 	(i-ig 1.7), lo que es equivalente a 
considerar que se presenta una reorientaci6n de las fuerzas de 
contacto. En los tramos de carga, la truneaciA5n se realiza 
solamente del lado 	e K-T 	v se borra progresivamente la 
truncaci6n en la otra direcci¿n. En la descarga se procede a 
la inersa. 

f) Simultáneamente, 	se modifica la densidad f( (;) para 
tomar en cuenta lós efectos de desaparicil5n 	creaci& de 
nuevos contactos. Diversas hip6tesis pueden considerarse para 
esta redistribuci6n, la cual puede además asociarse con una 
variaci6n de la porosidad. 



 

mlleglawn~u~~01 

cr3  

 

Fig 1. 6 Camino sólido de dirección general vertical 
a través de un medio granular 	f 
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Densidad truncada después de 
aplicar lo presidn confinante Proporción de contactos 	 

deslizantes al aplicar Acri  

Memoria Memoria 

Densidad inicial 

(p) 

E  {P} 	o 	 + 	 p 
Cambio de valor ( Ec. 4.97) 
al aplicar Acri  

Fig 1.7 Efecto de memoria por truncacidn de la densidad de probabilidad 
de la orientacián de las fuerzas de contactos 
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ANEXO 11 

PROGRAMAS PARA COMPUTADORA 

TG1 (BASIC) 

Transformaci6n de una densidad granuloml,trica en volumen ¿ 
una densidad en nCímero 

TG2 (BASIC) 

Transformacii5n de una densidad granuloml5trica en n(imero a 
una densidad en volumen. 

Tü3 (BASIC) 

Transformaci6n de una densidad granulomtrica en numero a 
las densidades en numero y en volumen de las partículas 
intersecadas por un plano. 

..(BASIC) 

Transformaci6n de una densidad granulométrica en numero 
las densAades en numero y en volumen de las partículas 
intersecadas por un sondeo recto. 

T135 (BASIC) 

Transformaci6n de una densidad granulometrica en numero a 
las densidades en ndmero y en área de los diámetros aparentes 
de las part(culas intersecadas por un plano. 

T66 (BASIC) 

Transformacieln de una densidad granulomItrica en nurner-c a 
las densidades en ni./Imero y en longitud de los diámetros 
aparentes de las partículas intersecadas por un sondeo recto. 

LOGNORMAL (BASIC) 

Ajuste de una distribucin de probabilidad lc'ync,rma1. a una 
distribuci6n granulométrica empírica. 

ESTIMACION (BASIC y FORTHAN) 

Estimaci6n bavesiana de la granulometrfa tridimensional a 
partir de las granulometrlas aparentes en cortes planos o 
sondeos rectos. 

CIRCULOS (BASIC) 
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For rriac 	n 	a r 	g 1 os al eat o r--  ios d 	d s 1' 2 1: § 5 

GRANULOMEIR 1A TEOR I CA ( 11:A`::":: 1 C: ) 

e á 112 u 1 o dt-2 	los p a. r á etros gra rt 1 rni-5 trico <5 a. S 0 	III S a una 
densidad gra nu ':'ro'? t rica t rape i.a..1 	rt icular 

GRANULOMETK I A O E:TENIDA 	) 

Cálculo de los Par árne.tros granulom›-'...;triCos obtenidos con el 
Proqra ula C: RrUL 

HOM CIGE. N E. I DAD ( DAS C: ) 

4:3 i.r:1.l+: del 	n (me r o de par t leí.' 1 a S 	int er sec.' ada s 	pot-  U TI -3 

ree ta por unid.-9d de 1 ongi tud en las est rue t ur as simuladas. 

RELVAC (BNE:le ) 

Cálculo 	la re lac ii5n de yac tos dentro de la% estructuras 
s í muladas . 

NUCONT (BASIC: ) 

Cálculo del numero de contactos por par t rcul a y ajuste de 
un modelo de regresi6n 1 ineal. 

ri I scouT ( :: A : 	) 

Comparacit5'n de la densidad de probabilidad del numero de 
con ta c tos con una di stribuc i6n 	s son i an a . 

1STRIZIP 1A (DAS Ir ) 

Obtenc it5n 	del 	hist ogr ama de la repart ici6n 	los 
contactos sobre las par t lcul as . 

GRAVO 	( E: A S I C.1:'.*,) 

Determinacirrin de la distribucián del tarnarlo de los poros 
en las estructuras de discos simuladas . 

ESFERAS (DAS; ir Y FORTRAN ) 

Formaci.c1;r1 de arreglos aleator los de part lcul a s esfricas. 

GRANEA. / TEOR 1CA (FORTRAN ) 

Cálculo de los paráme Cros gr anulornétr icos correspondien 
a una di str.  i bue i6n trapecial part icular. 

GRANIJIJOBTEN 1 DA (FORTRAN ) 
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Cálculo de los parámetros granulomtricos obtenidc) con el 
programa UA:ERAE.. 

HOMOGENEIDAD (FORTRAN) 

Cálculo del ne:imero de partículas intersecadas 
por unidad de área en las estructuras simuladas. 

p o r un plano 

POROSIDAD (FORTRAN) 

Cálculo de la porosidad en volumenes esféricos dentro de 
las estructuras simuladas 

POR/PARED (FORTRAN) 

Cálculo de la porosidad en volumenes paralelepiplídicos 
cerca de las paredes. 

NUMERO /CONTACTOS (FORTRAN) 

Cálculo del ni.lmero de contactos por particula y ajuste de 
un modelo de regresi6n lineal. 

DIST/CONTACTOS (FORTRAN) 

Comparaci6n de la densidad de probabilidad del m'amero de 
contactos por part(cula con una distribuci6n poissoniana. 

ANISOTROPIA (FORTRAN 

Determinacic/in del histograma de la repartici ►  n 
contactos sobre la superficie de las partLulas. 

DIST/POROS (FORTRAN) 

Determinaci6n de la distribucián 
poros en las estructuras simuladas. 

de los tamal=ios de los 

FILTRO/PERM (FORTRAN) 

Determinaci6n de la esperanza de la distancia de. recorrido 
de 	una particula dentro de un filtro definido por su 
d i stribuci6n de tama7los de poros. 

EROODICO (FORTRAN) 

Estimaci6n de la funcijn de autocorrelaci6n dentro de las 
estructuras simuladas. 

INTEORACION (BASIC Y FORTRAN) 

Cálculo de la variancia de la porosidad dentro 
	un 
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volumen paralelepip‘dico o esf¿.rico por integraci&I de la 
funcion de autocorrelaci6n. 

PAR1/ACTIVAS 

Cálculo del porcentaje de part(culas necesariamente 
inactivas dentro de las estructuras de part(culas esféricas 
simuladas. 

RELVAC/ESTR (FORTRAN) 

Calculo de la relacián de vacios estructural de las 
estructuras simuladas. 

ESFERAS/MEZ (FORTRAN) 

Cálculo de la porosidad obtenida con mezclas binarias. 

PRIMER/CONTACTO (FOR1RAN) 

Determinaci 	de la densidad de la distancia de primer 
contacto dentro de las estructuras simuladas. 

CRUCE/POROS (FORTRAN) 

Determinaci6n de la densidad de probabilidad de los 
iamalos aparentes de los poros a lo largo de una recta dentro 
de las estructuras simuladas. 

DESLIZ (BASIC) 

Determinacián de las inclinaciones de los planos tangentes 
en los contactos para las cuales se presenta deslizamiento. 

MODELO BIDIMENSIONAL (BASIC) 

Sirnulaci6n 	cualitativa 	del 	comportamiento 
esfuerzo—deformacijn de un material granular bidimensional. 
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