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INTRODUGCION.

Cuando se trata de estudiar alguna estructura em particular,
es una técnica usual en matemaficas estudiar estructuras mas
sencillas, a partir de las cuales, de alguna manera, se recobra la
estructura original. Siguiendo esta técnica resulta tan importante
estudiar las estructuras simples como la manera de recobrar la
estructura original a partir de estas.

Cuando hablamos de la teoria de grupos, tenemos gque se ha
buscado utilizar esta técnica, para describir 1la estructura de
cualquier grupo en terminos de grupos con estructura sencilla, y
se han logrado describir completamente cuando se habla de grupos
abelianos finitos, en los cuales, la manera de recobrar la
estructura original es mediante la suma directa. Se busca dar una
solucidn seme jante para el caso general, en el cual tal vez sea
necesario considerar otros grupos de estructura sencilla y otras
maneras de combinarlos. Este es el caso de la suma activa, que es
otra manera de combinar grupos para recobrar otros de estructuras
mas complicadas.

Como sucede a menudo, cuando se trata de definir un nuevo
concepto, se dan muchas definiciones y, solo despues de cierto
tiempo se adopta alguna como la mas conveniente.

El proposito de este +trabajo es comparar las diferentes
definiciones que se tienen de suma activa. El trabajo esta
dividido en dos partes. En la primera parte se exponen, con cierto
detalle, las cinco definiciones de suma activa que se tienen,
mientras que en la segunda es en donde se comparan. '

Las dos primeras definiciones fueron dadas por Francisco
Tomas Pons, una en 1973 y la otra en 1978.

La tercera definiciton fué dada por Hugo Nava Lopéz en 1978 y
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es una generalizacién de la segunda dada por F. Tomas.

La cuarta definicién corrid a cargo de Paulo Ribenboim en
1981.

La quinta definicidn fué dada por Francisco Gonzalez Acubha
en . 1984. Esta es la primera vez que se publica esta definicion,
y el trabajo aqui presentado esta basado en unas notas elaburadas'
por Leopoldo Roman Sanchez.

En el segundo capitulc se hace una comparacion detallada de
las cinco definiciones, procurando ir de la mas general a la mas
particular. Primero se ve que la definicidon de F. Gonzalez implica
1a definicion de P. Ribenboim. A continuacion se ve que la
definicion de P. Ribenboim implica a la definiciéon dada por F.
Tomas en 1973, la cual se ve, a continuacion, que implica la
definicién de H. Nava. Finalmente Se ve que, con ciertas
restricciones, la definicion de P. Ribenboimres un caso particular
de la . definicion de H. Nava. Cabe hacer notar que las
restricciones que se piden en este ultimo caso son satisfechas por
la definicion de suma activa de F. Tomas de 1973 cuando se ve como
casio particular de la definicidomn de P. Ribenboim. .

Esquematicamente podriamos representar la situacidén de 1a

siguiente manera:



DEF. DE
F. GONZALEZ

DEF. DE
P. RIBENBOIH
~
. o
.
« 3 \\\\
DEF. DE DEF. DE DEF. DE
F. TOMAS —— H. NAVA —— P. RIBENBOIM
DE 1973 - | /RESTEINGIDA
E e
!
+
DEF. DE
F. TOMAS
DE 1978

Donde las lineas punteadas significan que las demostraciones

dichas implicaciones no se dan explicitamente pues son claras.
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CAPITULO I




i. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DE GRUPOS DADA
POR FRANCISCO TOMAS PONS EN 1973.

Dado cualiquier grupo H, consideramos el conjunto Autq de
automorfismos de H con la siguiente operacidn:

Si &8, t € AutH, h € H entonces st(h) = tesCh) = t{sChd).
Con esta operacidn es clarp que AutH es un grupo.

Denotamos por inty: H ——— AutH el homomourfismo que asocia
a cada h e€ H el automorfismo interior correspdndiente, esto es,

si a € H entonces intythdcad = b Lan.

1.1 La Categoria &, Asociada al Grupo X.

Dado cualquier grupo X, los objetos de la categoria ex son
las ternas (H,jH,kH), donde H es un grupo Yy Jy» kH son
homomorfismos .

Jy i+ H —— X
ky i X ——— AutH
que. cumplen kHeJH = int.H ysi xe€X y heH entonces
JpCkyCxdChdd = x71 5 chdx

Si (F,jF,kF) Y (G,jG,kG) son ternas con estas
propiedades, un morfismo de CF, 5p,Kpd eh €8, jg,kg? es un

homomorfismo ¢ : F ——— G  tal que
-jg°1° = jF‘
Yy si x e X, f «F p(kF(x)(f)) = kG(x)(p(f)).

— 12 -



La composicidon de morfismos es la composicién usuval de
funciones.

Con estas definiciones es claro que €y es una categoria.

Notacion: Si f e« F, g e« @ denotamos. f& como
€ = kpojgCed(rd
Si ademas h €« H denotamos por rgh 5 gEb o (fg)h.

Tenemos que =i f,f « F entonces

r —
£ 1 = kpejpCf 3D = intp(f13¢r

= £7trr,
r
. 1 . 1
P bl fi fr*i
Si g,.8, € G entonces, haciendo uso de que kF y Jg son
e,8 Cg.®.0
homomorfismos se comprueba directamente que £ * 2 = ¢ 1 2,

Ademas tenemos que

KpCx) (L
CkgCx>Cgdd

= [kge JpCkpCxd (FI>1CkgCxd (gD
= CkgCx 1 IR0 TckgexdCed>>
= [KgOxD okgCIpr?) okgCx 131 CkgCxdCgdD

= kgCxdCkge JpCEDCgdD

= kgexdcg

KpCxdCrd g
St CkgCxICED = kgCx>cgld.

—. 43 —



Notacion: Si £ € F, g€ G, h e H entonces denotamog
) h
£8%h . <&

Entonces, por computo directo se comprueba que

4

&% fh“ gh

y también que JpCEE = GeCe™I D jyCed

'y 81 Ap € MoaCCF, ip,Kp2, CH, iy, kg?d; Ag € MorCCG, jg,kgd, CH, dy, ky22

' e, _ -
entonces AG(g > = AF(f )Ae(g)AF(f).

1 .2 Coproductos Finitos en e*.
Supongamos que (F,jF,kF), (G,jG,kGD « 0&(€x1- Definimos en

.FxG la siguiente operacidn:
L
e,gr+Cr,,g,2 = If, .6 "6,

con esta operacidén FxG es un grupoa. <1F'1G> es el elemento neutro,
£

y el inverso de (f,gd) es (f"i,(g'1) La asociatividad se

comprueba directamente.
Sea RP G €1 subgrupo normal generado por los elementos de

1la forma (f—lf‘,g_igr), f «F, g € G.

Definimos F+G = FxG/RF,G

Lema 1.2.14 Si (Fl,g‘) s (f'g)RF,G ent?nces
Jp(f digCe,> = jF(fDJG(g)

-~ 14 -



dem. - Cualquier elemento de RF G €5 el producto de elementos
» ;

de la siguiente forma

- -1 8 -4 T
e tarTir 2, g0t T er 00

por lo tanto, basta demostrar el lema cuando

— -4 &, 4 T
r,,e,0 = P, ex<r,,e 0 tarTin 2, g7 e, %¢r L8,

~1 -1 62
LUt el e

T
. - -1 _~1_S2 % Y —1,"3 "2'a
R Cf‘,g‘) = (ffs fz fz fs,(ggs p ng > {5 53)

Entonces tenemos que

— .~ .5
r1r12

2 = f2 ra ra

3 —i—igz —~1 -1 rzra
JpCF0gCE, > = Jpeortr7ie %r D jgcceel®d 8,2 %6, g,
= g gt dede82e 55 rmAe16820 5315 o155 cpmleT1p82p 5.

pCEIIptl T T 10l 1,71, 1, " Jgtes,y PIpCly 1171,

B S | . -1 .

FpC5 5gCe Tt JpCr D pCer £ 371 e DR P T 3 gl )

B . -1 Ay s cpB2y i ol R -1 .
=GP §gCEE 2 dp e e T jper 2 et sper O dpcrThipce Tt yuce
P, L0 5g<E,>

= JpCfdjgled

.t JpCP OiglE,d> = JpCfliged

- 15 =



Lema 1.2.2 Para cada x < X, la funcidn

s,

et FXG —— Fx@
£,8d +— CRRCXD LD, KglxDCgdD

es un automorfismo que aplica EF G en s3 mismo.
>

dem. - Primero se ve que es homomorfismo

N, CCT,82CF,, 8,35 = ncof, 6T,

kp(x3<1rd
= CkF(x)Cf)kF(x)(f‘),kG(x)(g) kG(x><51>)

= nfo,g)nx(fa,gl).

Es claro que n, es automorfismo pues kF(x) y kG(x) -son

automorfismos. Para ver que n, aplica Rp g ©n =i mismo basta

demostrar que lo hace para los elementos de la forma
-1 o1 -1_£
r,,g, ) <™ r8 g gl 2l ,g,0
entonces
0, <<t g 7 erTr8 gl T5¢er ,e,00 =
= (n,Cf,,g,3> tn cr7lr8, g7 g, cr 8,20

- basta ver que n (f—lfg,&_isr) e R
x F,Q

- 16 -



Ly

n e le8, g7 TS o kP Ik0 Cr8), kgexd g™ ok gexd cgTrd

Kp(x> LD

kg(xdCg> -1
> skg(xdCg " OkgtxdCgd > € Rp g
>

= ckgoder oo

. nx(RF’G) < RF,G

Como consecuencia de este lema tenemos que si (fl,g1> e

<f, g>Rp g entonces kpCxdCE D, kg(xdCg dde (kp(xb(f),kG(x)(gDDRF a*
3 »

Definimos ahora JF+G: F+G@ 5 X
. CF, £2Rp g JpCTigled
»

Por el lema 1.2.1 tenemos que Jrag esta bien definido.
Veamos que Jp+g ©5 un homomorfismo

]

JpsGC<E,83CF g ORp o7

1]

£
£ . 1
Jp<ff, 2ig<s "8,

]

3 -1 . N
FpCET D dpcr 37 oCed §et D dgle,d

]

JpCrigladdpct, digle, >
= jF+G<<r’g)RF,GDjF+G((fx’gx>RF’G>
Se define a continuacion kF+G 2 X e Aut(F+GD:
Si X € X entonces kF+G(x)((f,g)RF’G) = (kF(x)(f),kGCx)(g))RF,G.
Por el lema 1.2.2 tenemos que kF+G(x) estia bien definido y que

KpaglXx> < AutCF+ad.

Haciendo el calculo directamente se ve que kp+é es un

homomorfismo.



Lema 1.2.3 <F+G,jF+G,kF+G) es un objeto de la categorié t&.

dem.- Basta demostrar:

13 kpygeJdpseg = intp,g
. -1 .
2> GpagCRpagCXOCCE, EORE @) = X ip,gC(F, EIRp, Pdx.

Veamos primero 13.

Sean D, = Ckp,gedp,gC<f,E2Rp g>(Cf , g Ry g

- o
D, = [CT,@Rp gl T I(r,,g,ORp gllCT,gRp gl.

Entonces basta ver que DzD:1 = gp G

D, = Ckp,g°dp.gC<T,82Rp 2(f g, ORp g

1

o
I

fg fg
%, 6,5 dRp g

1.t
feg £Cf >'e
. 1 —1 -1 1
-t Dx = ((f! > ,(g1 p )FP,G

Tenemos ademas que

D, =‘((f,;)"1(f1,gx)(f,g))RF’G

-1
£ -r.r
. - -1 -1 1
.. D, = ¢£°f £,¢g "D 53‘>RF,G

Entonces

-1 -1,
-1 _ o1 -1,F 0T ¢ 1.0 1, TF ) E
DD = <£7ir F g7t g e E g7 3Rp g

- 18 —



-1
DZD‘ =

-1 -1 ~1,F -1 ff £ cceTi>THe 4 perTisTe
ccee I haer I8 g™y fgied Py - P 1 EHRp g
>

si £, = &7 entonces

—ieg & '
b £ r —f £ f g
-1 _ -1l.g _~1 "2, —1."2 -1 "2 "2 P -1 2
DzD1 (fz fz,g g (gx > “glg 2 - (g'1 b )RF,G
Dot = <78, ¢ 1 20k
271 2 1228 & . F,G
—~1pE & g
. T P At e £ _q Tf 2
donde d = (g 1> 2 geg™r 2 = [: 3% g2 (5113 =

Se ve pof calculo directo que d = 1

<7 Kpyg ° Jpag T intp,g

Veamos ahora 2D

]

jF+G(kF+GCX)(<f'5>RF,G>) jp(kF(x)(f)jG(kG(x)(g))

= x—ijp(f)xx_ljg(g)x
= %1 jp,gC<r, ERp_@O%

Lo cual“compléta la deﬁosbra;ién.

. Se. definen los. morfismos

Pp : CF,ip,Kkpd w———— CF+G, jp, g Kpsg?
b e (f’16>RF,G

eg * (G,jG,kG) B e CF+G’JF+G’kFOG)
g ——— (1F,g)RF’G

- 10 — -




Se demuestra a continuacion que $p ©3 un morfismo de la
categoria @,. La demostracion para gy es completamente analoga.
Es claro que F —emep F+G es homomorfismo, para que

sea morfismo de ek debe cumplir:
1> Jpsg fr = JF
2> pCKpCxICEID = kg, gCxICOpCedd.,
Veamos 1> JpegoPpCEY = JRCEIjgligd = Jplfd
Ahora 2> PCkpCXICEID = CkpCxd (I, kgC(x2C1g>IREp g
= Kp,gCXdCpplrdd.

. Proposicion 1.2.4. La coleccidon ICF+G’jP+G’kF+G): PF’?B]
del’ objeto  CF4G, jp,g.-kp.g® Y l0s morfismos ep,eg ©s un
éoprbduéto de (F,JF,kF),(G,JG,kG) en Ek.

si Ap ¢ CF, 5p,kpd ——— CH, dy, kyd
Ag * €GB, g, kgd — CH,Jdy, kyd.

Entonces definimos A:

As CF+8, jp,grKpag®> — (H,jH,kH)
(f‘,g)RF G [ AF(f)XG(g)

La demostracion de que A no depende del representante es

idéntica a 1a del lema 1.2.1.

- 20 -~



Veamos que A es homomorfismo

e ;
ACCE,, 8 2CE,EORE ) = ApCE DARCE QApCE 1OAgle IARIEIIAGLED
= ACCT,, 6, Ry @OACLT,EIRp D

S6lo resta mostrar que A es morfismo de Gx

'j“«1<<r,g>RP,G) = JHCARCIID JuAgledd = JplfIjgled
= Jp+gl<T.8oRp o

-
ademas,

thF+G(x)<(f,g)RF’G)) = AF(kF(x)(f))LGCkG(x)(g))
= kHCx)(lF(f)AG(g)) = kH(x)(LCCf,g>EF’G))~
CC. A es un morfismo de tk

Se‘deMUestra directamente que Aepp = Ap Y Aepg = Ag*
Falta Onicamente demostrar la unicidad de 2.
Supongamos A”: (F+G'jF+G’kF+G) ——red CH,J“,k“) morfismo de
gx tal que X’opp = AF Y N epg = AG' ’
AL, ORE @) = ACCE, 1R OA7CCp, £IRp @)
= A7 epplfOA’ opglgd = AptAgled

= ACCT,gIRp o)
»

.10 cual concluye la demostracién.



1.3 Coproductos en E*.

Sea I un conjunto de indices y para cada p el un objeto
(ﬁp,jpé,ka) de &. Poxr simplicidad denotaremos por jp v kp a
JF y kF respectivamente. '

P P
Elegimos un orden +total en I. Sea o i el conjunto de
subconjuntos finitos de I, para cada S e ¥ se construira un
. . 1 .
coproducto g = [(FS,JS,RS); {pp}pesl de la familia
CFp'Jp’kp)peS' Esta construccion se hara recursivamente sobre el
numero n de elementos de S. Si n =1 y S = {p} entonces

s . <{p>
Pepr ™ [FFP,JP,RP), {¢p }pe{p}]

donde pép} = 1p .
| o
) Supongamos que siempre que £ tenga n elementos, t.enemos
definido ?g-
Supongamos que S’ tiene n+1l elementos, y que q es el
Ultimo elemento de S’. Sea S = S’°-{(q)}, entonces s tiene n
elementos y S> = S u {q>. Entonces definimos

S)
¢S, = [(FS+Fq’JFS+Fq’kFS+Fq); {pp }pes,]

S’ S
dond =
onde si p € S € (fp) (pp<fp>,1qukps 'Fq
v ¢S P = Clp FORE g .
q q g4 s *¥q

Se comprueba a continuacion gue ¢S’ es un coproducto de la

- 22 -



familia CFp’jp’kp)peS"
Sabemos que L[CFo+F _, J » K D: @ O > es un
S’ 'q FS"'Fq FS-H:'q FS’ Fq

coproducto de CFS, js,kSD y (Fq,jq,kq> y tenemos que éi pPeSsS

ST S s?
Pp = Prgp y fq = F,

entonces {\og,}pes, es una familia de morfismos de Q:x

Supongamos (G, jg, k5> un objeto de &, y para cada p e 87

un merfismo
g : CFL, dps kg2 —— (8, Jg, kgd-

Entonces por la propiedad universal de n;bs tenemos un morfismo *

w t (Pg, Jg,Kg? ~——— <8, g, Kgd

unico tal que para tode p e S wo\og = wp.
Ademas tenemos wq H (F‘q,jq,kq> B CG,JG,kG) y como

LCF +F_, j K 3,3 % - 1
ST qr IFGHF » “FgtF 7 IFghF o FFgaF FS'@’FQ

es un coproducto, entonces existe un inico

op ) ———— €@, jg, kg

N CF+F_, 3 k;
s T q? FS+F‘q' FS q

tal que rIo.pFS = y y noqu = ""q‘

Si p e S tenemos que

»
nS .u os= us=
NP = PR PR = ¥e¥p = ¥p

- 23 -



' . V S" o
y : neg T e, < ¥g

* vV peS’ r,s.ps,= W,
.. P p*

Unicamente falta demostrar la unicidad de n.

Supongamos

W FgtFasdpr ke > — <G Jdg ke

tal que napg, = ¥, para todo p € S°. Entonces

n?CCer,f_OR > = p’cCe,1, DR dn’cCiy £ DR >
- 0 R S FgTa’FFg+Fy

1

n’eep CEIN’ cpp (£D
FS q q

= pre oS’

=17 pFS(f)n a (fq)

= 0 epp (Dyfe.

_Ahora bien, tenemos que

n’epFS: CFg, ig kg — €GB, g, kg

y es tal que n’-ppsepg = n’op§,= ¥p para toda p € S.
Como wp era Unico en esta propiedad
ST = N ey
Fg .



P /] (Cf,fq)RFS+Fq) = w(f)wq(fq)

y tenemos que nC(f,fq)RFS+Fq) = w(f)wq(fq)

- n=2n

Con lo cual queda demostrado que wun coproducto de 1la  familia

<F k. > es

p’ Jpr ¥p’pes’

. s’
b = [CF+F,_, j k ;€D > 1
s” s a FS+Fq' FS*Fq’ p " pesS’
Utilizando la propiedad universal del coproducto tenemos que si

S<Tey existe un Gnico morfismo de Gy

#% 1 (Fg, jg, kgd —— CFop, g, kqd

tal que pgupﬁ = pg

vysi S cTgc Ve®d entonces pg = p¥up§

Sea F’ = 328 Fg union ajema y se define la siguiente
relacién R en F’

Si f e FS, £’ € Fp entonces (f,f’) « R si existe Ve 3§ tal
que V2SUT y @3 = phcrD.

Se comprueba facilmente que R es relacidn de equivalencia.

Sea F = F’~/R. Denotamos por ¥ a la clase de f .

Definimos la siguiente operacion en F:

sifeFg, geFp vy V2SuUTed y h= piCMeig> se define

FEge=Hh

Veamos que la definicidn no depende de los representantes,



supongamos £ « Fg,, g” « Fp3, £> e T, g’ e 8. Entonces existen

U, U e g tal que y 2 S usS’, U>” 2TuT vy
PaCEd = o8, 617> y P Cgd = of, ¢’
Supongamos que V'’ € § tal que VZ 2 S>> 0o T y
h’ = P (L7 dpN, g™,
Sea ¥edtal que W VuV ulU ulU entonces
PHCh> = olceY (¥ = plcrelced

> >
eceder 0¥, ol Cedd = oS, CE N, (ol (g’ DD

0

» >
e, cr R, Cgd = ¥, Cpu CE PR, Ca’d = P, Ch®D>

.*. ¢h,h’> «R

.*. l1la operacion esta bien definida.

F con esta operacion resulta ser un grupo. El elemento neutro es

R I}S, con. S e« ¥, se comprueba directamente que la operacion ‘es
s 5 5 . e
asociativa, v si f e FS entonces el inverso de T es £ .

Definimos el homomorfismo jp : F ———— X como sigue:

si T « F entonces existe S € § tal que £ « FS entonces
jFCT) = Jglrd

si £’ e Fp es tal que f’ €T entonces existe V ¢ ¥ tal que

VasuT y wg(fD = p¥(f’) y como wg y p¥ son morfismos de €y

- 26 -



entonces
GyCPaCrId = jgCrd v JyCPaCe?d> = jpcred
y camo pé(f) = p¥(f’)
T gl = e

. la definicién no depende del representante.

Veamos que jp . es un homomorfismo. Sean f e FS, g s FT y
Ve tal que V2SS uT y h= v(f)pTCg) entonces, como
r = piced v F = oped
entonces

JECT B0 = JpCpdCed pmigdd = Jp(ws(f)p¥(5‘3>

= GyCpgrId JyConcedd = j(f>jpCed = JpCId JpCEd
.. jF es homomorfismo

Abora definimos un homomorfismo kp: X ——— AutPF tal que’

si x.e X ¥y T « Fg entonces .

kF(x)(T) = Kg(x2 (D

Se comprueba directamente que kF(x) no depende del

representante.
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Veamos que kP(x) es un homomorfismo:
Sean f e Fs, g e FT Yy Ve tal que V2SS uT vy
supongamos h = pg(f)p¥(g> entonces

KpCxOCT 8> = KplxdCR> = ky(xdChd> = kv(x)(p‘s’(f‘)pT(g))

= kyCxICPUCTD kyCxICERCEDD = PaCkgCxDCLDD PRCkpCxICEd

= kF(x)(T)kF(x)CE).

y como k(x~ 1) es el inverso de k(x>

.. KCx> & AutF
Proposicidn 1.3.1 (F,jp,kp) es un objeto de. @y

dem.~ Sean f e Fg, g = Fq- Sea Vel tal que Vs uT

entonces T = piCFd, g = piCed

L KpedptE = KpCipCpaCEdd Coyeadd

= kyClyCeICrICaycedd>

€1 fg

y si - x € X es facil ver que
JpCkpCx2€M = x1 jocrox.

con lo cual se completa 1la demostracion.
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Se definen ahora los morfismos

fp : (Fp,Jp,kp) —— C(F, jp,kgd

£ —— T

Es inmediato que o

de Gﬁ.

es homomorfismo, y también que es morfismo

Observacion: F esta generado por la uniom de los pCFLY

dem.- Fg con 'S € 8 esta generado por la union de . los

@g(Fp), p € S. Si TeF entonces f e FT para alguna T € ¥.
.. existen f con p; € S tales que '
Pj J
T T
£ =g <D ... @ (& i ]
p. :
3, P, PJn P,
‘entonCEs
T=9lcr. > ... g <f_ >
P, P, Pjn P,
R

Proposicidn 1.3.2  [CF, jp, Kpd; <ppdpey] ©s un coproducto de

k D

<Pp’jp’ P pel’

dem. -~ Supongamos (G,jG,kG)_un objeto de @k y para cada
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p <l un morfismo
wp ¢ CFp,dnkpd ——— €GB, jg, kgd
entonces definimos g : (P,jp,kp) —— €8, jg,kg> como sigue:

si ¥ € F entonces existe S € 3§ tal que £ & Fs

por la propiedad universal del coproducto [(Fs,js,ks); {Pg}pesl
existe un Gnico morfismo 7ng : (Fg,Jjg,kgd —— €8, jg, kg tal
qﬁe para toda p e S nsnwg = wph

Entonces se define wCF> = ngdrd.

Veamos que esta definicion no depende del representante. Si

f* e Fp es tal que > ef, seaVed tal que V= 8 w T y
V. Vers V.S _ o oV
ps<f) = gl 2, tenemos que nvupsopp Ny°ep = wp para toda
peS ycomo ng es unica con dicha propiedad

. oyeed = mg
z \'4
analogamente nyePy = Ny
. - Vv = Vepry = >
L. ng<r> = nvnps(f) = nvepT<f > = npct >

Se comprueba directamente que w' es homomorfismo y que es de

. hecho un morfismo de €y- Tenemos que

wepp(rd = p = n (0> = npc.pgcf_» =y,
< ey = W

P
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Veamos ahora la unicidad de .

Supongamos £ : (F, jp,Kkpd w—m———s (G, juy,Kyg? tal gqgue VYV p e X
F>0F G’ a

Eeopy = Wy
Sea T e F. Coma F esta generado por los pp(Fp) entonces
3 fp‘ ey rph con l‘p_L « Fpi tales que
T = pp‘(fp‘) P pp“(fpn)
PR {Ff) = ECppich,> e ppthp“)>

= wpi(f‘p‘) .,;;panpn)

¥ tenemos que Wl = wp1(fp‘) e wpn(fpn)
2. K=y

lo cual completa la demostracidn.

1.4 Sistemas Admisibles de Grupos y Operaciones.

Sea {Fp}pel una familia cualquiera de grupos junto con

homomorf ismos

r .
kq 2 Pl e AuLFq

para.todo r,q = I. A la familia de grupos junto con los

homomorfismos la denotamos por

’ r
CFp, kot

Definicion 1.4.1% Decimos que (Fp?kg)I es un - sistema
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admisible de grupos y operaciones si existe algiun grupo X y para

cada p e I homomorfismos jp,kp tales que se cumplen:

1> (Fp,jp,kp) es un objeto de Gx para cada p e I

© .
2> kq(f) = kq°Jr(f) para todo q,»r e I, f & Fr‘

En- este caso decimos que @& es una categoria apropiada al
sistema Yy que 1la coleccién de las parejas (jp,kp) es una

. - T
inmersion de (Fp,kq)I en €x.

Y P s I
Para cada inmersion del sistema en una categoria apropiada se

tiene que existe un coproducto

X
[CFy, iy Ry (Pp¥per?

Lema 1.4.2 Si Ex y E& son categorias apropiadas - a
(Fp,k:>1 entonces existe un isomorfismo

¢: Fy —— Fy

tal que wg = wupg
X _ -1 Y

Pp = ¥ “Pp
bara todo p e 1.

dem.~ Para una inmersidn cualquiera del sistema en €y se
considera el coproducto obtenido como arriba para um cierto .orden

total I. Dencotamos este coproducto por

LCF, Sp, kpds €oprpeyl-
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Ahora si tomamos cualquier inmersién en EY y aplicamos el
mismo  porocedimiento con el mismo orden en I obtenemos wun

coproducto
[(F,jé,kﬁ); {Wp}peI]

donde se obtiene el mismo grupo F y los mismos morfismos *p-

: . ! . x :
Si [(Fx,Jx,kXD, {Wp}peI] en X
| Y
y LCFy, 3y, kyD; {¢p}pell en Y
son coproductos respecto a las mismas inmersiones tenemos
isomorfismos
Y o3 Px — F tal que fp = W’Wg
.- Y _
¥ T F ———— Fy tal que fp = w’c@p
définimos ¢ = ey, entonces ¢ es un isomorfismo

£ Fx-—-—-—-)FY

’ . ax ’uax= ?a X
y PPy = Wy fp y “p b ™
y es claro que wg = p-iowg para toda p € I. Esto permite. la

siguente definicidn.

Definicion 1.4.3 Una suma activa de un sistema’ admisible

(Fp,k:)I de grupos y operaciones es una coleccion

CF, <o ¥popd



Const.ituida por un grupo F y homomorfismos

e, : F e > F

con la propiedad de que, para cada inmersion (jp’kp>peI del
sistema en una categoria apropiada de €y existan Jx oKy tales

que
LCF, dy,kyd; {wp}peI]
es un coproducto de CPP,jP,kp) en la categoria Ek.

Proposicion 1.4.4 Todo sistema admisible tiene una suma

activa. Dadas las sumas activas,
CF; {wp}peI) y <F’; {Pﬁ}pe1>
existe un isomorfismo ¢ : F ———s F’ tal que
5 = eee y o, = 0 Lop?
P P P P

dem.~ Es=s claro.
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2.. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DADA POR
FRANCISCO TOHMAS PONS EN 1978.

Como en la seccidn anterior, si X es un  grupa,

consideramos
Aut(X)> ‘el grupo de automorfismos con la operacidn
. st = tes si s, L = AutdXd.
supongamos ahora que se tienen varios grupos, Hi’ HZ, v Hr'

ajenos dos a dos, vy homomorfismos

<
@5 H, ——— AULH

Notacion.— Si fa H;, g H; entonces £ = ¢{Cg)(f).

Si f,5,h € Hju ... UH_ entonces £8P = ¢e8>h,

Para evitar doble exponenciacion se utilizan
también: fwg = 8, rwgh = &P etc.

Estas notaciones no causan confusion yva que los H; son ajenos
dos a dos,

Suponemos ademas gque los homomorfismos ¢j cumplen las

siguientes condiciones:
> glednd = g7lng ¥ g,h e H;

-1
ii> 8™ o gh7gh ¥ f,g.h e ByuHyu ... UH

Convenimos en que £, 6, b, repr tan el t.os de H&.
Consideremos &l producto cartesiano Hixﬂzx ».- xH, con la
operacion
_ -9 8,8, -6,
(fl,fz,...,fr)(gl,gz,...,gr) = (flgi,fz gz,‘..,fr ) gr)
Tenemos gue con esta operacion HyxHyx ... xH, es grupo. En
efecto, el elemento identidad es €4,1, ... ,13. El idinverso de
~1 —~1 —1 -1
r £ PUPE Wl o
o —~1 1 —~1 7 vt 2 s
Ty, ... L) es o7, crp®> R i) >

Si calculamos la coordenada £ del producto
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-1 —1 -1 -1
} _ R PUE e it o
I3 TP USRS 1€ FEIT? b LIRS it PR 2 71,
obtenemos
C P S | —1 =1 1 -1 -1 ~ -1 -1
rr1 13 Wt b TS Pt Jiet s SENSININS UL -G O ><f_1)rk_‘...r‘ -
£ &
1, —1 ~1 -1, -1 -1
£ T el T r I e, T
_ R-1" -2 1 -1 " R-1" 2 1 _
= f, & b ] =1,

anAdlogamente el producto al revés.
Se cumple la ley asociativa. Calculando el elemento de 1la

coordenada & del producto
Ly,f5, ... £ ofCgy, - 'gr)Chl’ <. ,h0d
obtenemos

(€M, CEMN R (e #h B Oh, ... Cgp Whiho.. . hg Ohg hoha
£ €p
-1 -1 -1
rgah:(h: g 2. .Chp o---h Tgp Jhyo o hy JOhy h:"‘ha—:h =
-3 [-¥ N RYN

’ B8, 8p s hh,...he
=Ly gp° hg

que es preci te el el to de la coordenada £ del producto
((fy,f,, ... £3Cg,, ,833Chy, ... LR
Sea R el subgrupo normal de Hlxﬂzx . xHr generado por los

elementos de la forma

€ ; L)

‘ a1, ... ePtr o F e, L ,g;15} "’1? ce. ,1D
para todo AL m j.
Definicion 2.1. Al grupo S = HyxHyx ... xH__~R lo 1lamamos
la suma activa de los H; ¥y los ¢j.
Denot.amos por (fl,fz, cee fr)’ = Cfi’ e ,frDR.

Para cada i tenemos el homomorfismo




we: Hy e 0 S
h p—— <1, ... ,1,h,4, ... ,1D7

Proposician 2.2, Para todo 4,4 =1,2,...,r se cumple:
-1 e
w L 0 wn‘:CgJ)w'LCI‘_‘.’) = u,uJ:(gj_
dem. - Consideramos tres casos:
i2 A < 4

—1 -
w_Cr o wj(gj-)wd-,(fd:> =

= Ci,...,1,1‘11,1,...,1)’(1,...,J.,g‘j_,i...,1)’(1,...,1,f4:,1,...,1)f
T, f.
= (1,...,1,5"’:"',1,...,1)’ = wj(gj e’
1> L= 4

er 5y e dw E D> = wir e £.5 = wAe D
L) WJ"B";W‘*_ < V‘J'_ A'.gcj-d'. .Pd'g:f

iiid L > 4

"

’ -1 -1.64
RSP L LTS S B C PR - FTE TRRRE P Jra s L SRR M

1.8 ; —q T 4 .8; .
(1,..,1,g‘*-,1,..,1,(f_‘-_1) "‘f“,...,1)’(1,..,1,30‘:13‘}-"',..,1,!“-_11‘4._’,..1)’

-1
t ) q SN g (g WD
= ¢1,..,4, gj‘,i,..,1,<f£1> L T o

o
1eod,. 0,10

A

y tenemos que

-1 10—
E o A . . 1T . og L, 4 8
A BT B BT 1 B i BT B T8 i 8
<@ L ) &+ Lt (& Jitab )] ¢ b WP
S . |
a3 € ;
. 1 -1 =1 g ) -1
= (e rtar s S e
1 1.8 —1*5 1
= pLlcp— fe oL i -
= e o7 o er; Lot O W s




= e ep 155568 e (01554084
= L7072 TL,90 (F 7 I =

. -1 Te,
.. V—L( £ xpé.( 5J:> wolr,> = "”J-( £
La siguiente proposicion es la propiedad universal de la suma

activa:

Proposicién. 2.3. Si T es un grupo y se tienen para toda £
Xt H_‘._ _— . T

homomorfismos tales que

.
-4 =
X CED T g P CE D = aC gj“’)

para todo 4:,7 4 T, € H

< o 8; e Hy entonces existe un lUnico

homomorfismo pw: S e T tal que

X = wew, para todo 4L =1,2,...,r
dem.~ - Sea T -un grupo y X ipH; ——> T una familia de

homomorfismos con la propiedad
~1 T "’.)
F L A xJ-_(gd._) 202 = 2,¢ -

entonces se define

>

we Hixﬂzx .o xHr —_— T

Chy, .... ,h D r—0—s 2y Chyde,Chy D oo, Chy D
Se comprueba directamente que w’ es homomorfismo.
 Ademas se tiene que

—1

-1 .8 ;
7 s

Tr, 100 = 14

A
W, ... ,1,g gi",i,.. .,1,1
ot w (R = 14
.. 3 92 & ———3 T homomorfismo tal gue,
wC<hy,h,, ... ,h)>’> = wCChy, ... ,h0> = x,ChydxyChyd. .oy (hp D
ée comprueba directamente que para toda £
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X = Wy,
Si : S e T es tal que Vi uew, = x, tenemos que

#CChy by, By 37D =

MCChy ,1, .. ,2D37DpCC1 by, 1, ., 1370 . uCCl, .. ,1,b, 37

I

u(w1<h1))p(w2(h2)). .. u(wr(hr))

= wlChy,h,, ... ,h D%
-0 M=y
.. v es unica
Corolario 2.4. La suma activa de los H“-‘ y los ¢;.I no

depende del orden en que se tomen los H,i_’ .
dem. —~ Se deduce facilmente ut.ilizando la propiedad

universal de la suma activa S y los morfismos w .

S




3. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DADA POR
HUGO NAVA LOPEZ2.

Esta definicidn es una generalizacidon de la definicidn dada
por Tomas en 1978 (sgccién anteriord. La mayor parte de ‘las
deﬁoshraciones se omiten, por ser generalizaciones de las
demostraciones dadas en la seccién anterior.

Como en la seccién anterior, =i G es un grupo, consideramos
al grupo AutG de automorfismos de G con la operacion

si s, € AutG entonces st = tes

Sea {Gd?iel upa familia de grupos ajenos dos a dos, donde I

es un conjunto totalmente ordenado de indices. Y para cada 4,4 € X

un homomorfismo

&
r+3 < I} aQ .
pd_ i — Aut.J_
Notacion. 1) Si g e G, a < G; entonces af = pj(g)(a)
2> Ei a,g,h e U G, entonces afh = (ag)h.
4ecl
Suponemos, ademas, que los morfismos pj cumplen las
siguientes dos condiciones
1> VY oa,g =6, af = g lag
b -1
2> VYV a,g,heu G, a8 = ab* "&b,
AT
Sea i:IGi = 4 f: I —_~——’JZIGi | fCidd e Gi vV Adel, 'y

(4> = 1 s0lo para un numero finito de < e I ¥

Entonces e 3, son las I-adas,donde la coordenada 4 pertenece
A=Y

a Gi’ ¥ solo un numero finito de coordenadas es distinto-de 1.

Definimos




.3 @ G, ——— .
p'f' eI © G"'
£ r——— TR

la proyeccidn natural sobre la coordenada 4.

Notacién. Si o « o G, se denot .= p.Ced = i
otacion i = 284 = enota por a, p&(c al £

Fn o G. se define el siguiente producto:
P it
si a,Be 06, y 4,4;,...,% ;5 son los indices de I menores
~<e<I
que 4 tales que ﬁcx =1, k =1,2,...,r(f, centonces o3 = 3, donde
¥ es tal que
po= o PPz B g
o+ o o
Como solo un nameroc finito de ad; v ﬂﬂ; es distinto de 1, es claro

que solo un numero finito de v, es distinto de 1.

Yy e o Q.
<l *

Con esta operacidn '@IG"; es un grupo: el elemento identidad
[ 2=

=1; si a e ® G; el inverso de a es tal

es a, donde Vje]"oz.
o+ 4=l

) o, e et )
que (a_i)j = (aj"i) Lrcis Lz T donde &;,%,,. .., €. ;5 SON

los indices menores gue + donde a, = 1; la operacibn es
k

asociativa, lo cual se comprueba analogamente a como se hizo en la

seccién anterior.

De aqui en adelante denotaremos a o G, simplemente por oG .
el 7

Sea N el subgrupo normal de *G generado por los elementos «

< ®@,; tales que 3 4,4 I, con & = j ¥

a, =1 si LA, L4
o 1 By _ -1 8%5¢
Qe = 88 cr= 8.8, con g, e G,, g, < Gj_
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Definicion 3.1. La suma activa de la familia €6 > ;.1 Y los

homomorfismos p:: es

S = o6 N
‘No'tuct‘én. a’ denotara la clase oN de a en S,
Para cada 4 € I +tenemos definidos los homomorfismos

W, G“-_———aS donde a” es tal que a; =1 si g™ L y a, =g
g r———s a’ 4

Pr‘oposicién 3.2. Para todo 4,4 e I

- 5.
w e 1)wdi(g-j_)w‘.'Cg4._) = v g5

si g, e G, gJ.EGJ-.
dem.—~ Analoga a la proposicion 2.2.
Proposicion 3.3. (Propiedad universald Si 2, dp —m— T

son homomorfismos definidos VW £ e I, tales que si 4,4 e I, €; €

’G“-’, 5‘}:&6}

—_ ) g ;
14_(5,.-_1)1‘,;(5,914;(349 = x <6 e

entonces existe un tnico homomorfismo ¢: S ——a T tal que’

Viel Xz = Oy,
dem.~ Analoga a la proposicion 2. 3.
Corolario 3.4. La suma S de {G'i,}ieI Yy los morfismos lp;: no

depende del orden de I.

dem. — Se deduce facilmente utilizando 1a propiedad

universal de la suma S.
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4. DEFINIGION DE SUMA AGTIVA DADA POR
PAULO RIBENBOIM.

1. Graficas Dirigidas.

Definicidén. 4.1.1. Una grafica dirigida & consiste de un

conjunto no vacio I, que llamamos vértices, y para toda 4,4 < I

un conjunto ACL, £, que llamamos flechas <CAdL, D puede ser
vaciod. Si a e A(i;j), 4 = oCaxd es el vértice inicial de a, Y 4
= tCad> es el vértice terminal de «. Denotaremos por A al conjunto

de todas las flechas
A= 0 ACL, Cunidn ajenad
£, <
En caso necesario se escribira 3 = (I,A, 0,L).
Un camino de ¥ es una n—ada
& = Caxps vne > O,y 2

donde n = 1, y cada @ es una flecha y t(ak) = o(ak+1) para
k=1,2,...,n~-1.

El vértice inicial de & es oCey) y el vértice terminal de d
es L(an). La longitud de & es n, y cada flecha esta asociada de
manera natural con un camino de longitud 1.

Si &= (cn, .. ,az,al) y ﬂ = (ﬁm, ... ,ﬁz,ﬂl) son
caminos de J. y 0(/3;,> = tla, > entonces

(Bm, PR ,Bz,ﬂi,an, PN ’02’a1)

es un camino de longitud n+m denotado por d-fi.
Un morfismo de una grafica § a una grafica 3’ es una funcidn
0: TOA ey I’0A’  Cunidn ajenad

tal que odId> < I’, oCAd < A’ y



0.0 = 0’=q, o« = %0

Un morfismo de ¥ en T que es biyectivo se llama un
autmorfismo de ¥. El conjunto Auty¥ de automorfismos de ¥ es un

grupo bajo .la composicion.

2. CGarcajes de Grupos.

Sea ¥ una grafica dirigida. Un carcaj de grupos sobre J es

una familia 6 = cg&?iel de grupos=, donde los indices son los
de

vértices de J, y para todo 4,4 @ I una familisa (Ca)aeA<¢,j)a

homomorfismos de grupos:
Cui B¢ — G;

Si &= Ca,, -.. ,¢3,84) es un camino, con. oCad = 4L y tlad = 4

entonces, sea C_ = C, ° ... °C, °C, entonces c_: Gi — G}
a ™ 2 1 a

es un homomorfismo.

Sea ©® wun carca,j sobre . Sea ; = I y si4, 4 eI y

I

a,3 € AC4, 4, se define o = (3 cuando c cﬂ. Es claro que & es

.3
relacién de equivalencia.

Sea ACL, 4 = AlL, D = y 3 la grafica dirigida con

vertices I y flechas A’(.4, ). Entonces es claro que & es un

carcaj sobre ¥ que satisface:

VvV a,3 e RCi, 4> se tiene que €q ™ S

De aqui en adelante suponemos, sin perdida de generalidad,

que la condicidon anterior se satisface.
‘ El esparcido de un carcaj & es el conjunto igIGL Cunidn

ajenad, que denotaremos por }|G.

Definimos la siguiente operacidn parcial en ]|®:

SiL f,g € ]|® ¥y existe L eI tal que f,g = G£ entonces fg
esta definido en ||® como el producto fg de G .

Sea & un carcaj de grupos sobre ¥ y & un carcaj de grupos

sobre ¥’. Un morfismo de & en &’ es una funcidn o: | |8 —— | ]®&
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tal que existe un morfismo g: ¥ —s 7 que satisface las

siguientes condiciones:

1D Vv iel a:G{_—————a Gé(i) es homomorfismo de grupos.

2DV L, fael ycada a e AGL D, el siguiente diagrama
) c

[=3
GL ———y, Gj
o o
Shco—T Gip
olad

es conmutativo.
Se dice que o descansa sobre g.
Iin automorlfismo del carcaj & sobre ¥ es un morfismo
o 18 —— ]]& tal que
1> VvViael 0:6; —— GE<£> es un isomorfismo de. grupos.

2> ¢ es un auvtomorfismo de ¥.

Al conjunto de avtomorfismos de & lo denotamos por Aut®. Si
o |]1® —— ||® es5 un elemento de Aut®, entonces es clarc qué

. 2 2 - s ry
existe 1la funcion inversa, es  decir, que o es biyectiva, ¥y

o1 & Aute.

El conjunto Aut® es un grupo bajo la composicion:
Si 7,0 € Aut@G entonces T-0 descansa sobre I-g.
La identidad 1 et & —— 1I® es el 1 del grupo v

descansa sobre 1y

Si o « Aut® entonces o ' descansa sobre o1
Notamos que si o € Aut® entonces g esta determinada de manera
unica por o.

Es claro que la composicion de morfismos de carcajes es

tambien morfismo de carcajes.



3. Acciones.

Definicién 4.3.1. Sea & un carcaj de grupos sobre la gréfica
dirigida ®. Una accidn en & es una funcion

T L —— Auts

tal gue satisface las siguientes condiciones:

1 'si h,h’ « }]|® y hh’ esta definido entonces

h o oh? oh
2) S83% L eX y h= 1G. el clemento neutro de G; entonces
A
Th es el automorfismo identidad en Autd®.
3 851 4L« y he G; entonces P restringido a G; es el

automorfismo interior de G, definido por h.
c,Chd h
42 ¥V 4, f e X, a e ACL, D y h e G& T = T .

Entonces, por 12> y 2> v es homomorfismo. Y como P e Auts,

cnl.onces Th descansa sobre algun zh < Auty, y de acuerdo con la

definicidén tenemos que:

5 vhe €8 , i & I ™ @, s

a es un
< Mo

isomorfismo de grupos.

6 V he ]IS 4,5€ I, ae ACL, ) el siguiente diagrama

[=3
o
g; —m—— Gj
h B
h, [ > h, . es conmutativo.
A IhCG) T CE
Notacidén.— Se denota hwk = 7l'k> V¥ h,k e L1l® cuande no se

preste a confusidn.

Se dice que la accion es trivial cuando




V h,k e J|® hwk =k

- = = 2 3
. Observacion 4.3.2. Si T es una accion trivial en ©

entonces G, es abeliano V < e I,

dem.— Sean h,k « G; entonces h¥k = k
.. wek = hkh™t = &
P hk = Kkh

h

Se dice que la accion es normal cuando ¥ es el automorfismo

identidad de J, para todo h e ]|&.

Definicién 4.3.3 Un carcaj activo de grupos consiste de un
carcaj ® sobre una grafica dirigida ¥, junto con una accidn T en
©. Si la accidn T es normal entonces lo llamamos un carcaj activo

normal de grupos.
En caso de que § = I sea una grafica discreta, llamamos a &
una familia activa de grupos, y si ademas la accidom es normal la

llamamos una familia activa normal de grupos.

4. Construccion de la Suma Activa.

Proposicion 4.4.1. Sea ® un carcaj activo de grupos sobre la
grafica dirigida ¥. Entonces:
142> Existe un grupo G y un homomorfismo
¢ }|E ————— G
tales que
SChkd = $Chd@CkIPCch™> v h,k « }}&
Gec, = ¢ vV ae A
2> 8i 6’ es un grupo, ¢’: }|® ——s G° es un homomorfismo

que satisfacen las propiedades anteriores, entonces existe un

Gnico homomorfismo p: G ———s G’ tal que



dem, — Sea F el producto libre de 1la familia de grupos
{Gi?ieI‘ Sea R el subgrupo normal de F generado por los elementos
de la forma: )
thitkIth tachme ™2 ¥ h,k e ||&
[ca(h>][h~1] VijeI, aeAlld, he G,
donde L[hl es la imagen de h « }|& en F.
Sea G =F R y 72! F c— ,—y G el homomorfismo candnico,
entonces definimos  ¢: 1}3 —————a_G .
1 ——— 3CIh1D>
Como 3 es homomorfismo y [ 3: GL — F también es

homomorfismo, entonces es claro que ¢ es homomorfismo.
Como [hirkIth™litnk1™ e« R v h,k & ||® entonces
FCCRITKICh L arhmac1 ™ = 14
L. 2CLhIdpCIkIY»CIh 11> = 2CLh¥kI>
o HCIPCEIFCh™T> = @Chwkd
.'xnfxlngami:n!,e? s¢ comprucba guoe
¢(cc‘(h)5 = ¢gChd.

Supongamos G’ un grupo y ¢’: J|®& — G un homomorfismo

con las mismas propiedades que ¢ y G. Consideremos el siguiente
‘diagrama
e —r.3 P L FR=6G
. 1 b PR
¢ ‘\\_ l -~
\\\ n -
@

Tenemos por la propiedad universal de producto libre, que

existe un Gnico homomorfismo #"t F ee—s G’ tal que para toda
£ = 1Us



2’CLgld = #7Cgd i.e. 0 3 = ¢

Haciendo directamente el calculo sobre los generadores de R

se comprueba que °(R> = lG’

3 p: F R ——— G> homomorfismo tal gque pop = 27,

R @ = 2l 3 = popol 1 = pogp
. @® = pog.
La unicidad de p es inmediata, con 1o cual queda concluida 1la
demostracion.
Definieién 4.4.2. Al grupo G junto con el homomorfismo ¢ se
llama la suma activa del carcaj activo de grupos 6. Si no se

7 ] . z s
presta a confusion se utilizara la notacidn € =7

Observacion 4.4.3. G = FH4® esta generado por
HCL|® = $CG .
LU = P00
dem.— Esto es claro, ya que 6 = F _ - R y F es el producto

libre de los G ;. Entonces F esta gencrado por u:[[G,.:]' entonces el
=
cociente esta generado por

7€ LIG.1> = »CLG 1D = #CGE D
&1 € L < 7R A

FH® esta generado por @(]j®

Obszervaciéon 4.4.4. Si para todo h = |]&, zh(-i'.) = {con L1
ent.onces ¢(G-£> es un subgrupo normal de G.
dem.— Sea k e G’i, h e« |]® entonces
¢Ch)¢(k)¢(h_1) = ¢Chwk) e #CGD
por la observacién anterior concluimos que ¢(G;) es un subgrupo

normal de G.



Observacion 4.4.5. V¥V h,k,1 « ||& se tiene que

1

15 SCCoRhIHLD AClonc ek 11335

2> ¢lkkChild)d = SCCRhdInClokld ),

dem.— Ambas se calculan directamente.
4.4.6. Las giguientes condiciones son

.
Observacion

dquivalentes:
15  K¥Ch®ID = Ckekhds#eClkl)
23 Ck¥hO®1 = kwChwck Isdd)

dem: — . Supongamos que e cumple 1), entonces

CahO®L = CRMRIWCINID = ChowhdwCkic Tald

ChhdwC kM KT Iw1d)

i

]

KoChaCk 1aid)d

‘analogamente para la otra.

Definicion 4.4.7 En caso de que la accion cumpla alguna ‘de
estas dos Ultimas condiciones se dice que 1a accidn es

ditributiva.
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§. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DADA POR
FRANCISCO GONZALEZ ACUNA.

1.- La Categoria Ad.

Definicion 5.1.1. Un ad A es un conjunto 1A] y wuna funcidn

my: My ——— [A] donde M, = |AlZ.

Definicion 5.1.2. Se define la categoria Ad como sigue:
i) los objetos OCAdD son los ads.

i) si A y B son ads, entonces los morfismos

P

f£f: A -~ B son las funciones f: }JA| ——— |B] tales que
ad fxf(HA) = HB
b> onfxf = Lom,. Ec decix, el siguiente diagrama conmuta

m
A
£xf £
m
B
HB ———————— | B}

* s - : ] P
iiid) la comp951c16n de morfismos es la composicion usual

"de funciones.
Proposici&n 5.1.3. Ad es una categoria completa.

dem. - Basta demostrar que Ad tiene productos arbitrarios y

productos fibrados:

Productoss: Sea {Ai}ieI una familia de ads. Sea A el ad tal

que
A} = Caleer | a5 € 1Al >

y sea -

-5 -



M, = € CCad g,

2 .
b, D elal® | vied (a;_,b‘._)eHAd:}

Definimos

m,: M, > 1A}
(cai?iel’(bi?iel)'-_—_* (mAiFai'bi?)ieI

Como Ca_;,b,> €M, V .e1I entonces m, esta bien definidL
<

Veamos que A es el producto de la familia (Ai}del:

Para cada 4 € I definimos

W Al ~—————p A ]
| ad

Directamente se comprueba que 7w, es un morfismo de
categoria Ad.

Supongamos B un ad, y para cada <+ e I un morfismo de ads
Py B ——— A,
Consideremos el siguiente diagrama:

@
iB} — — — A}

T,
L A

1441

Entonces es claro que si definimos

¢: Bl ~——— |A
b re—

1 .
(wigb))isl
¢ es la Onica funcidén tal que

(AL SR &)
Veamos que ¢ es un morfismo de ads:

Sea <b1»bz> e "B entonces
Pxplby , byl = ((piﬁb1>>iel,(pisz))isl)
Como ¢, es un morfismo de ads para todo 4 e I tenemos que

(p£<b1),?in2)) < "Ai
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- pxp(b1,b2) < HA
. exeCNgd < M,

Consideremos ahora el siguiente diagrama:

m
Mg —B 1B}
PXP l l e
M, ————e——ap JA|
A LY

Tenemos que si Cby by & HB entonces
pvaﬂ:ri’bz) = (g mpCb; b,y3d . o
Yy como . P oM = My cp X, entonces
ER
pempCb, ,b,d = (m, .°P4'_x'p_£<b1’b2))—£eI
) : <
- (mA_L(W&Cbi)’WLCbZ))'«ZeI
= mpCCp Chy DD . o, Cp (b3 g2
= mAupxp(b1,b2)
Sl #: B ———m— s A - es un morfismo de ads y T e = P, para
toda 4 e I.
Supongamos '4.7": B —— A morfismo de Ad tal que para toda

4 eI nd:vp’ = ¥ Entonces el siguiente diagrama
. o’
1B} — |A]

L2 ne
14,1
es conmutativo. Y como ¢ es Gnica con esta propiedad entonces
P = v
e CA,{n ;> ; y> es un producto de la familia <A ..y

Productos fibrados: Sean A, B, C ads y f: A ———— C ¥y

g: B ———e C morfismos de ads. Entonces definimos el ad D  como
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sigue:

IDf = {Ca,b) « [AIXIB} | fCad = g<hd ¥

y My -'{(Cal,bi),(az,b2)> b= |Dlz 1 (ai,az) e My ¥y <b1’5a) « Mp)
Definimos
mpy Mp {D}

((ai,b1>,<az,b2)> e (mA(al’az)’mB(bi'b2>)

Con estas definiciones tenemos que D es un ad. Definimos
funciones

YOI 3 B i 1. 3 |
[UETOEUR S}

ng: D} ———— B}
Ca,bd ——p b

Ca,b)

Sea ((ai,bl),(az,bz)D a HD entonces tenemos que

"Ax"Acca1*b1)'<32’b2)) = (al,az)
Yy por la definicidn age My, tenemos que (ai,az) e HA
FORPEN nAanCHD) < "A

Ademas, =i consideramos el siguiente diagrama

m
Mp 2 D]
ﬂAXﬂA 1 l"A
My ————— 1A}
A m

| tenemos gque Ty ompCCay , by 3, Ca,,b,y0) = myCay,a,d

- el diagrama anterior conmuta

.7. m,y es morfismo de ads

= mAenAan(Cai,bl),(az,bz))

las

Analogamente se comprueba que wy es también morfismo de ads.

For las definiciones de D, My, Ty, Tig o8 C R PN -
fonA = geny
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.. el siguiente diagrama

A
D —-2 4, A

| l

B ——

r3 conmuta

Supongamos E un ad y nA: E c—— A, né: E e-—— B
morfismos de ads tales que fom) = gonj. Entonces se define
¢ |E| ——————— D]
e ——— (n;(e),né(e))
Entonces es claro que como funciones tenemos que
7S A} ngee = nR
Ahora bien, tenemos gue si (ei,ez> « HE entonces
pxp(ei,ez) = (w(el),p(ez))
= ((nA(ei),né(el)),(nA(ez),né(ez)))
y como ny y wp son morfismos de ads entonces
(nA(ei),nA(ez)) e'"A 'y (né(e1>,n§(e2)) e HB
... pxp(ei,ez) « HD
L. pxp(HE) < Mp
Ademas tenemos que
mpeexpley,e,d = mD((nA(e1>,né(e1)),(nA(ez),né(ez)))
='(mA(nA(ei),nA(ez)),mB(né<ei),né(e2)))
= (mAenignA(el,ez),mBonéxné(e1,ez))
= CnAumE(el,ez),nénme(ei,ez))
= pomE(ei,ez)
LT ¢ es un morfismo de ads.
‘Supongamos w: E —m——es D un morfismo de ads tal que
pcw = mL gey = Wy
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entonces, si e <« |E|
npCyCedd = nA(e) y nB(w(e)) = né(e)

N wled = (n;(e),né(e)) = pCed

. ¢ es Gnica.

* Ad tiene productos fibrados.

. Ad es una categoria completa.

La categoria Ad tiene coproductos.

Progposicion 5.1.4.
una familia de ads. Se define el ad

dem. — Sea (Aj?jel

como sigue:
1A} = u JA.l union ajena y M, = U M unién ajena.

deI TA T e Ay

Tenemos que HA = |A|2. Definimos
my: My ——— 1A}

(a,b)r————+mA_(a,b) si Ca,b) e HA-
o+ P

con estas definiciones tenemos que A es un ad. Para cada 4 €
definimos un morfismo de ads
iy, ¢ (A ;] —————— A}
A o+
o+ a r——————— e a

Supongamos B un ad y para toda 4 € I morfismos

vj: Aj — B

Consideremos el siguiente diagrama:

A,
|Aj|\—-—4L* 5?'
Y4 L
B
Definimos fr: JA| —— |B] como sigue:
Si- a e« JA| entonces R 4 « I tal que a e IAJI. Entonces

' ad = v}Ca)
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Es claro que foi = o
AJ -

Se comprueba directamente, como en casos anteriores, que T es

un morfismo de ads.

Supongamos g: A ———3 B morfismo de ads tal que

5°iA} =v, vV +eI,

si a e |JA] entobces 3I! L eI tal que a e Aj

- glad = g(iAJFa)J = vJ(a) = f£Cad

.. f =g

(A’{iA}}jeI> es un coproducto de la familia (Ai?iel'

Progposicion 5.1.5. La categoria Ad tiene coigualadores.

dem.~ Sean A, B ads, f,g: A ——3 B morfismos de ads.
Se definirad en |B} una relacidn de equivalencia, para lo

cual se procede como sigue:

1

Primero se define la relacidn en |B|

by = b, & 3 ae |A|] tal que f€ad = b, y glad = b,.

-]
A la relacidon de equivalencia generada por :1 la denotamos

por ~*'.
Supongamos que para n 2 1 tenemos definida la relacidn ~"
entonces se define la relacidn ;"*‘ como sigue:

b, ="t p @ by ~" b, o existen (bj,b{’d,(bj,b3’)> e Mp tales

2 1
que bi ~n b5, bj’ ~" b3’ ¥y mplby ,bi’> = b,y
mgCbs,bs’> = b,.
A la relaciébn de equivalencia generada por x"**! la

~n*1_

denotamos por
Es claro que b, ~K b, = by ~" b, vV n = k.
Definimos en |B| la relacién =~ :

by ~b, © 3 n tal que by~" b,.



Veamos que esta relacidn es de equivalencia:

i> Reflexiva: “Sea b . |B}, come ~' Ges rglaciéﬁ
eﬁuivalencia
S b ~*»p
.. b ~ b.

ii) Simétrica: Si by ~ b, entonces existe n tal que

n
by ~" by
coma ~" es relacion de equivalencia
- tal
P b2 -~ b1
L. b2 ~ b1

ii) Transitiva: Supongamos b1 -~ b2' bz ~ b3

L

. D M
.. @ n,m tales que b1 bz y by bS

sea k = max{n,mr entonces b1 ~k b2 v b2 -k b3. Como  ~¥ es

equivalencia

Definimos el ad C como sigue:
jel = B L

b?

1-b3> & Mgl

Mo = <<By,By> < [B]? | A b « By, by « B, con
y definimos M MC ——— |C} como sigue:
si <¢B;,B,> e Mg ¥y by « By, b} « b, son tales que (b,
(S HB entonces
mG(Bi’SZ) = mglby,bs>
Veamos que me no depende de los representantes,

Supongamos (cy,cy? e Mg con ¢; = B, ., cy b,
PEN Gy ™~ bi Yy G ~ bé
. @1,k tales que <y ~t bi Yy cy ~¥ B
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sea n = max{(l,k>»

. N » ~

. <y b y oy b5
y como Cbs,bj), Ccg,c,) € Mp
" mpCe,y ,ey)

* m~ no depende de los representantes.

.. mgCbs ,b3> ~

Sea w: |B}| —~—— (B}~ = |C| la proyeccion..candnica. Veamos
b re—— b
que m es un morfismo de ads:
Por la definicidn de Mg es claro que 7xrnCMpd < Mg

i (bl’b2> e HB entonces

nemplb, ,by> = mplh, ,by> = mc(Bi,Bé> = mcanxn(bl,bz)
N w es morfismo de ads.
Sea a e |A] entonces fcad ~' gCad, .°. fcad ~ gcad
<. nef @ wog
Supongamos D otro ad ¥ #w’: B ———+ D un morfismo de ads tal

que w” of = 7w’ eg.

Consideremos el siguiente diagrama:

r .4
A A;B » C
I3 e
2 -
"l -~
D/

Entonces definimos ¢: |G| —— |D}
B e (b2

Lema.5.1.6 b ~ b? » w'Ch) = n’Cb’).

dem. — Supongamos b ~ b’, entonces existe n tal que ‘b ~™ b’

Se demostrara por induccion sobre m que b ~™ b’ » #w’(bd = r’Cb’>

Para n = 1. Supongamos b ~! b’. Sabemos que ~* es la

relacion de equivalencia generada por -;* entonces



Ab=1Dby, by, -.. , b, =b’ e |B} tales que V i =1,2, ... ,r-1
sucede alguna de las siguientes tres condiciones:
Cad b; = b, 4
> by ' by
> b ' by
En el caso (a) es claro que u’(biD = n’(bi+1).
En el caso (b): Supongamos b, ;‘ bi+1
-7 3 a e[Al tal que fCad> =b; y gCad = b
como m’e<f = W’ og qntonces
n’(bi) = n’<fdadd = " (gladd = H’Cbi+1)
St M) = by, )
El caso (c) es analogo al caso (b). Entonces
n’(bd = n’(bi) = n’(bz) = ... = n’(br) = n’(b’D
- . ' <bd = w’C(b*>
Supongamos ahora que
b ~" b’ . = 7n<b> = w’Ch’>
entonces supongamos que b ~™** b’. Qomo ~"'?! es la relacidn de
equivalencia generada por ¢"'! existen
b =Dby, by, ... , b =Db" e |B|
tales que sucede alguna de las siguientes tres condiciones para
toda i = 1,'2, e , T
€ad b; = b -
B> by "7 b,
> by, "7t by
En el caso (a) es claro que n’(bi) = n’(bi+1)
Supqngamos (b)), entonces tenemos dque bi ~7 bi+1 o que
existen (b;,b;*), (bi,4,b}l4> € Mg tales que b} ~" biyy, bIT ~T



ivr Y mglbi,bi’> = by, mplbi,,,bild = by,
Si b; ~” b,,, tenemos por hipdtesis de induccién que

W Cb;> = 7w (b; 4D
Supongamos entonces que b; ¥ bi+1 no estan relacionados

™, entonces tenemos por hipotesis de induccidn que

n’(bid = n’(b%+1) y n’(bi’) = n’(b{;i)

como ' es morfismo de ads entonces

n'(b.) = n’(mB(bé,bi’)) = mp(n”(bid, 7’ (b1 7232

mD(n'(b;*i),n’(bg’

T

7 CmgCb}, 4 ,b3342) = 1 Cby 40

PN w’Cb,2> = n’(bi+1)

El caso {c) es completamente anélogo.

r’Cbd = w’Cb’>.

bajo

122 = mpCu’xw’ (b’ ,4,bi 42D

Entonces es claro que

. r s P
Como consecuencia de este lema tenemos que la definicion de ¢

no depende del representante, pues si b ~ b’ entonces

n’Cb> = w’<b”>

e eCB) = @w’<b> = nr’Cb’> = (b’

Veamos que de hecho ¢ es un morfismo de ads.

Si (B,5> eM; ¥y b’ < F,

¢’ & € con (b’,c’d
entonces
expCB, 8 = pxpCBE?,T’) = w’xn’Cb’ ,c’d e HD
LT PxXPCHD = My
Ademés

pem<b, 5> = pCmgCb’,c?d> = 0 CmgCb*,c” 3D
= mplr’Cb’d,n” Ce’dd = my e pxpCh’, &2
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= mD~pxpCB,E)
P ¢ es un morfismo de ads.
Es claro que

Lo = n?

La demostracion de que @ es uUnica con esta propiedad es

inmediata.
.. Ad tiene coigualadores.
Proposicion 5.1.6. La categoria Ad es cocompleta.
dem. — Basta demostrar que Ad tiene coproductos y

coigualadores, gue son las proposiciones 5.1.4 y 5.1.5.
2.~ La Categoria Adact..

Definicion 5.2.1. Un adactivo A es un conjunto JA| junto con
dos funciones
3 mpr My ——— JA] ¥y ©p: Cp ——— JA|
donde "A, C, = |A|2.
Definicion 5.2.2. La categoria Adact se define como sigue:
i) Los objetos de Adact, 0&CAdact) son los adactivos.
ii2 Si A y B son adactivos f:A ——— B  es un morfismo
de Adact si f: |A] —s |B] es una funcidn que satisface:
a) x> < Mg
b> fxf(CA) = CB

c) Los siguientes diagramas conmutan:

mA c
HA —— A Cy —— A}
fxfl 1? fxfl lf
My —p— IB| G —— 1B
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ii1> La composicién de morfismos es la composicidn

usual de funciones.

Con estas definiciones es claro que Adact es una categoria.
Proposicion 5.2.3. Adact es una categoria completa.

dem. - la demostracion es completamente analoga a la dada

para la categoria Ad, proposicion 5.1.3.
Propomicion 5.2.4. Adact es una categoria cocompleta.

dem. - la demostracion es analoga a la dada para la

categoria Ad, proposiciones 5.1.4. y 5.1.8.
3.— Sumas Activas.

Llamemos Grp a la categoria de los grupos, vy Set a 1a
categoria de los conjuntos.
Definimos el funtor 1i: Grp ———— Adact. como sigue:

En los objetos: Si G es un grupo, iC(GY es el adactivo tal que

}iC<G> | es el conjunto subyacente de G, Micgy = li(G)lz = Ci(G)’
. 2 .
m; ¢ ]iced —— }E1C6D
ice>d 1 h:l* —_— Iab !

donde ab denota 1 producto en G. Y

. 2 .
SicEy: 1EB|° —mrs |1£f)|
Ca,bd }——> b “ab

donde b~ lab denota el producto en G.

Con estas definiciones es claro gque i(G) es un adactivo.

En los morfismos: Si f: H - K es un homomorfismo de ..

grupos entonces definimos
il =1

que es claro que es un morfismo de adactivos.



Con estas definiciones es claro que 1i: Grp ———p Adact es

un fantor.

Proposicion 5.3.1. El funtor 1i: Grp —— Adact preserva
limites.
dem. — Basta demostrar que preserva productos y productos
f'i brados:
Prpductns: Sea {GJ?JEI una familia de grupos, consideremos

‘(G,{HJ}JEI) el producto de la familia en Grp.
Supongamos A un adactivo y para cada J e I fj: A ———»i(Gj)

un morfismo de adactivos. Tenemos el siguiente diagrama:

il D

Entonces definimos g: [A] «——— [iCG)]
. a ——p (fjﬁa))j

entonces es claro que para toda 4 e I

rJ = 1(nJ>ag

Utilizando el hecho de que los siguientes diagramas

ma <]
My, ——— JA} Gy — 1A}
fxfl lf fxfl lf
Mp ——ﬁg——a 1B| Cg —73;» B}
son conmutativos, por ser fj morfismo de adact, ‘se comprueba

directamente que g es morfismo de Adact.
Se comprueba, también directamente, que g es Unica. con la

propiedad de que para toda 4 e I



fJ._ = 1.(1:'4:) °g.

Productos fibrados: Sean G, H, K grupos y f: G —muey K,

g: H ———— K homomorfismos. Considerémos el producto fibrado de

L
|
H

con L = {(Ca,b) « GxH | (a2 = gcbd>} y los homomorfismos

«r,gd>

[o]

FalK e
u’

g

: L e———3 G L ————— 5 H
“ (a,bd e a ! (a,bd>y—— b
Tenemos que al aplicar el funtor i al diagrama anterior

obtenemos un diagrama conmutativo. Entonces supongamos A uh

adactivo y p: A — 5 (G, q: A —m— T en Adact tales
que ICfDp = iCgloq.
A\ﬁ
N iCL, D
q = iCL> b | i@
1C¢L,0 iCfd
T CHY gy —— ACKD2

Entonces se define

e: JA} ——— il
a —— (pCad,;qladd

Utilizando el hecho de que p y q son morfismos de Adact, se
comprueba directamente que ¢ es un morfismo de Adact. También se
comprueba directamente la unicidad de ¢.

N i: Grp ———— Adact preserva limites

Consideremos los siguientes funtores: ’

U: Grp ———— Set el funtor que olvida 1la estructura

grupo.



¥: Adact ——wy Set el funtor gque olvida la estructura de
adactivo.

Tenemos que U tiene adjunto izquierdo, y es claro que ¥ es un
funtor fiel.

Consideremos el siguiente diagrama

i
Grp ———————— Adact
1 4

~
Set

conmutativo de categorias y funtores. Entonces como
id Grp es completa, bien potenciada y bien copotenciada.
iid> i preserva limites.
iiid U tiene adjunto izquierdo.
iv) ¥ es fiel.
R i -tiene adjunto izquierdo.»
Si llamamos S a dicho adjunto izquierdo entonces, si A es un

adactivo, SCA) es el grupo libre con base en |A] moddulo el

subgrupo generado por los elementos de la forma

ab mA(a,b)_l con (a,bd> e M,

b lab cACa,b)_1 con <a,bd & G,

Definiciéon 5.3.2. Una familia activa de ads consta de
) 1> - Un funtor F de una categoria pequeﬁa en Ad.

11> Una funcion c__,,, 0. h1imFp —— lcolimF| donde

2
ccolimF < lcolimF }“.
Con el ad colimF y la funcidémn C__ ;.. Obtenemos un
adactivo que llamamos A.

Definicién 5.3.3 Se llama suma activa de la familia activa
de ads al grupo SCAD.

® 113 HERRIL.ICH, HORST PY. 213
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CAPITULO IT




1. LA DEFINICION DE F. GONZALEZ IMPLICA LA
DEFINICION DE P. RIBENBOIM

‘Sean & un carcaj activo de grupos scbre una grafica
dirigida ¥ y 7:]i6 s Aut(® una accidn, segiun el concepto
de Ribenboim.

- Entonces la grafica 3 puede ser vista como una categoria §

donde los objetos de S corresponden a los vértices de la gréfica
OF> = 1

y si i, € I entonces Aam(i, JD) = a | &« es un camino dirigido de i
a j).
Entonces el carcaj ® corresponde a un funtor & ¥ —— 2 Grp.
Definimos el funtor H: Grp ———3 Ad como sigue: En lo#

chetos, si G es un grupo entonces (HC@| es el conjunid
subyacente de G,

Mg, ® jHCE) | # v Mo Myg, —— [HCED | el producto
Ca,b) poo—— ab

definido en G. En 1los morfismos, si f: G - K es un

homomorfismo entonces H(LD = f: JH(GY| ——— [HCKD].

Como £ es homomorfismo entonces H(f) es morfismo de ads

Definimos F = Ho&: ¥ ————» Ad. Entonces F es un funtor de una
categoria pequéﬁa en Ad. Podemos entonces considerar el colimite
‘de F. Explicitamente el colimite se construye como sigue:

Sea C el coproducto de la familia {F(j)}j entonces

[=x 4

Icl = Jo\FCepy oy M = JgIIF':.i)lz
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Definimaos en C una relacion de equivalencia como sigue:

Primero se define la relacién »' en G

h o' k 3 a « Aom(i, j> tal que FCadChd = k

Sea ' la relacién de equivalencia generada por g‘.

Supongamos que para n = 1 tenemos definida 1la relacién wh

entonces definimos la relacion :"*’ como sigue:

h €“*‘ k © h »" k 0 bien existen h’,h’’ ,k” k”’’” ¢ C tales que
h” «" k’, h’’»" k”’, con Ch’, h*’3, C(k’>, k’’>) e M_ y
m_C¢h?, h°’> =h y mc<k’, k’’> =k

. : .
Sea «"*! la relacibén de equivalencia generada por :"*‘.

definimos en }C] la relacidén de egquivalencia
h «~» k © 3 n tal que h " k.
Definimos el ad D como sigue:
ipy = €Ly
Qb = {ch, B> € ID|® | 3 h' eh, k¥ « K con Ch”, k’> € M_}

Defipnimos m, : M, ———— |[D| como sigue:

Si ¢h, k> e M, y h’,k’ son tales que h’e h, k° e con

m

<h?,k*) e M_ entonces




Se comprueba directamente que la definicidn de m, no depende
de los representantes. Tenemos n: {G| ———— |D| 1la proyeccion
canonica, due es de hecho un morfismo de ads.

FCj) ———— 0 1la inclusién en el

Ademas tenemos tpcj):

coproducto. Entonces, para cada j = I consideramos
2, = 1ol ., FC3) —— D.

Supongamos  j, j’ e I ¥ a: j ————— j> un camino,

consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

.
FCj§d> - D

FCa)l i
-

J
FCjr>

Supongamos E un ad, y para cada j . I un morfismo’

fj: F(j2 ~——— E

tal que si a: j ——— j’ entonces el diagrama

FC3i> ~&u E

Fla> 7
5

FC37 es conmutativo.

Entonces definimos ¢: |D| ~——— [E| como sigue: Si h e |ID|

con hve |FC(ji> | entonces
eChd = fj(h)

. .
Se demuestra el siguiente lema por induccidn, analogamente a

la demostracidén dada en la seccién 5 del capitulo 1.



Lema.~ Si h «" k con h € F(ji> y k e F(j’>, n > 1 entonces
£f.Chd = f__CkD.
j j

Como consecuencia tenemos que la definicidn de ¢ no depende

" del representante.

Se comprueba directamente que ¢ es morfismo de ads y que

poredn iy, = F;

Ademas se ve directamente que ¢ es OUnica con esta propiedad.
Por lo tanto D junto con los morfismos Hvipcj> es um

colimite de F.

Definimos ¢ .t ID|Z e—— D]
—_——

Ch, kD b p "D
Tema.— h " h’>, k " k> = ¥PCkd = vP (k>
dem.~ La demostracidn es por induccidm y es analoga a las

dadas anteriormente.

Con estas definiciones tenemos una familia activa de ads

segin la definicidén de Gonzalez. Entonces consideremos S¢DY la

suma activa.
S(D> es el grupo libre con base en jD| mbédulo el subgrupo

generado por los elementos de la forma
abm_Ca, bd>7*
p¢as

b-iabcn(a, p>~1

Consideremos ahora el carcaj ® con su accion T y veamos que

SCD> corresponde a Hie-

Definimos la funcidn g: [D] ——— SCDD
E ——— [EK]



donde (K1 representa la clase de equivalencia de E en SCD).

Entonces tenemos la sigiente situacidn:
A<d iF(j b 14 g
FCj> ———s [FC(jd | — |C] |1D) sSCD

donde 4d es el morfismo identidad.
Veamos que g-noipcjaa—"d ¢ F(jd» ——3 SCD> es un homomorfismo de

grupos. Sean h,k = FC1 ' entonces

g-:noil,cj:'a«id(hk) = gvno'il__cj)(hk) = goenChk) = g(RKD

Como ; mpCR, B> = WU, K> = Rk
gomei, . eddChkd = glmpCR, K> = [F K1 = [A1(K]

Lt gnhoiF(j ,oid es homomorf ismo

.. {,‘_;'w-nw-::‘:‘(jJ u—id}jexzj_]_@ —— S{D> es un homomorfismo,

Sea ¢ = (guﬂﬂchJ: °'°d}je:r

Sean h,k & ||®, entonces tenemos que:

2P0 = gCnxPdd = P = gleph,

= LepCh,. 1 = [RITHRIR = #ck> T achd¢ckd
Supongamos” o: j ———s j° una flecha, y h & FCJj> entonces
#oc Chd = $Cc, Chdd = gCE TH> = gCB> = ¢Chd
e pec, = ¢

s = EHe.



2 LA DEFINICION DE P. RIBENBOIM IMPLICA LA
DEFINICION DE F. TOMAS DE 1973.

Sea (Fp'k;)I un sistema admisible de grupos y operaciones

segin la definicion de Tomas de 1973.Existen entonces un grupo

X,
y para.cada n e T

Jﬁ, kﬁ de tal forma que

categoria ©y y tales que

2 -
kq = kq°34'

Sea ¥ la grafica discreta

homomorfismos

(Fﬁ,jp,kﬁ) es un objeto de 1a

con I su conjunto de vértices y sea
8 el carcaj de grupos sobre la

grafica § con la familia de
(Ff?

ETUpPOs
el

Definimos <: }§® ~————>s Aut® +tal que si g e F

e ¥ f e« F
entonces T(gX(ED> = ¥BCrd = k'q"(g)(f‘)‘

q

Veamos primero gquo +& oy clemento de AutG:

Si ¢ e Fm entonces restringido a Fq tenemos que
E: P s
M 9 i

es. igual a kgCg) e AutfF .

e 78 e Aas
‘Veamos ahora gue v es una accidn:

Sean g,8’ & Pm y © e Pq entonces

xB8 (e = K3CEE">Cr> = KELE ICKICEICrD

= z& 8>
R ng’= Tg’aTg
si 1ﬂ es la ident.idad en Fﬂ entonces es claro gue
1
[P
U T tye
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Si ) £,8 F«. entonces

T = KXCed(r) = gTirg
.". T es una accion.
Veamos ahora que v es una accion distributiva:

Sean [ e F,, & € F‘”_, h e Fq entonces

L eBchyd = kc";(f)(k;(g)(h))

= kgl CrddCk €, Cgd>ChdD

1

kq(ju(g)jo(f))(h)

. - .
K Q3,003 ,¢0 725, (€2 5,(r33Chd

: -1
kq(Jo(f) jm(g),jo(f))(kq(jo(f))(h))

k (j,‘(k

CEY>CgIIIDCKZCEIChD)
q >>Cg3IIICkY

L
gy, o
= ¥ “82¢rtcndo.
L. T es una accidén distributiva

Ademas es claro que T es normai.

Consideremos F el producto libre de la familia (F_‘;} usado en
'la demostracidén de la proposicidén 4.4.1, y R el subgrupo normal de
F considerado en la misma demostracion.

Consideremos entonces la suma activa C(EH®,¢> definida por
Ribenboim.

Definimos el homomorfismo Jjp: F —— X de tal forma que
si g € F»ﬁ entonces JpCigld = ,jﬁCg), y se extiende linealmente a

todo F. Tenemos que si f < F‘,L,h e Fq entonces

<J,Cr3¢hddj, 7t

o Chdj, <>

r -1 — s
JpCLv ChOIIE T IThILL1) = Jqu )
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= (jﬂﬁf)—1jq(h)jnﬁf>>'1JM<f)_1quh)jaﬁf)

= 1.

Entonces jF manda a los generadores de R al 1

L. JpCRY =1,
.*. existe un unico morfismo j : B3%® ——— X tal que el
' 122

diagrama

J

F - £ X
J
BN e

Ege

conmuta.

Definimos para cada x € X un automorfisma kpCx2: F s F

en los generadores: si g = Fﬁ entonces

Kp<x>CIgl> = C(k (xDCgdT.

y se extiende linealmente a todo F. Como para cada gne I tenemos

que k (x> e AutFﬂ entonces es clarc gue Kp(xd es biyectiva, vy

que por lo tanto es un elemento de AutF.
Veamos que KpCx2CRY = R. Sean f e« F,, g Fq entonces

(]
KpGCIleed 1D = kpxd €Ik €4, CrCd 13

= [k CxdCk €5, CI¢Eg]

= [k €, fx>Cgr>]
= rchxx"ijmcr>x><g>1

= LK€, <k, ) C0ID3Ck (xCgIDT
= rkS(kHFx>Cf)><kq§x><g>33
N

[

Ck (x> CgdD1
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entonces

kpGoctrf gt gite1s =

K, Cx>CED Y
= v Che QCxOCEII TR CxD CED T Ik LI CEI Ik, CXDCHD]T

que es un elemento de R. Ademas dado el generador
t-fegriteitgitrl
de R este proviene, bajo kF(x) del clemento

K, (x7*D —a ot — —e s
3 Tk O™ (gD 1Lk, (x T2k Cx T D eI Ik, (X713

2. kF(x)(R> = R

entonces existe un Unico automorfismo k (x>  de E[EHS tal que
|He
el diagrama
. k(x>
F F
L n
Be e es conmutativo.
x>
eBe

Tenemos asi definido un eclemento de Autffd® para cada x X,

y es claro que

K xx*> =k Cx’2 ok Cxd
He =1

He

Veamos que C(HHS,J es un objeto de &y:

, kK >
B  Ede
Se.demostraran las propiedades para los generadores, de donde

‘se sigue la propiedad para todos los elementos. Sea £ e F, v x € X
" entonces v
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3 C k. (xDCrCLLIIDD J CHCkp (x> CIT1YD
e e

B EBe

I

JpClk, CxDCrD31)

I}

3,0, €30 CEDD
= x1j, crox

=x1j CrCLf1d%
EHge

analogamente se demuestra para los generadores que

s e §
k <3 (£IICgd = g " fg
BEHe HEe
R (Ee,jmg, kE@> es un objeto de &.

Veamos ahora que g restringido a FP es un morfismo de &:

Sea g e F x « X entonces

n Y

CPlegdd = j CnClgldd = jCilgld = j C(gd
‘e me " F F o

T e T n

1
(7%

N -
-y analogamenta tenemos que

K CxDCPHCEdd = PpCk CxDCEID
Ege n
Entonces ¢: F —s [FJ® es un morfismo de Cy-

Veamos ahora que C<CHES,j J>;¢) es un coproducto de

, k
e HBe

famili j .
1a am11‘1a {(Fn"]ﬂ’kﬁ)}ﬁsl
Supongamos (H,j“, kH) un objeto de Gx y para cada qpnre I un

morfismo N, Fﬂ - H, entonces si g e Fﬂ, h e F‘q tenemos  que
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1 CT8¢hId> = n < i < =
1 cTEChd N <K €5 (E22ChD2) = kyC§ CeIICn Ch)d

_1
= C = -
kH(jH(n.p g)))(nq(lﬂ) nn(g) nth)nﬁ(g)

g = -1 ‘
'nq('rr <hd> nﬂ(g) nq(h)nﬂ(g)

Entonces por la propiedad universal del producto libre existe

un Unico homomorfismo 2i F s H tal que el diagrama

F -—[-—1——; F

LA [

\ 1~

ngs . =

~ 1

H

es conmutativo.

Supongamos g e Fﬁ, f e F, entonces t.enemos que

L8> 1™ e 1rr1ig1) = perefer 1> o g o reCrg1d

i

7,78 <> i n coon 6>

1 a1 1 yae ‘
(nﬂ(a) nm(f)r)ﬁﬂ,)) 13{109) 1,1 )r)ﬂ(g))

= 1‘
entonces DCRY = 1
R Ex»is.te un g’lnico morfismo v /He —— H tal que el
‘diagrama
F !, r = FR = 3%
1 - .
- -
.. |¥ v
~ 4
H
conmuta.

Es. claro que ¥ es unico con la propiedad de que
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venol 1 = nﬂ

Veamos que » es morfismo de la categoria ek:
Se cdmprueba directamente en los generadores que
Jyer = 3 y que vk CHDICED) = Kk CxD (DD
" B ==L H
- v es un morfismo de la categoria Gy.
et cCcEae, J , k e);¢) es un coproducto de 1la . familia

Be

R(CF nel”

ﬁ,jﬂ,kﬂ)}
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3. LA DEFINICON DE F. TOMAS DE 1973 IMPLICA LA
: DEFINICION DE H. NAVA B

Supongamos {G;> 1 uUna familia de grupos ajenos dos a dos 'y

ie

homomorfismos p::: Gp —— AutG =~ tales que pﬁ(g)(a) = g—1ag y =i
h -1
denotamos af = .pﬁ(g)(a) entonces af = al' &k
Teorema.3.1.—~ (Gi’ pm'(’)I es un'sistema admisible de grupos y
operaciones, segin el concepto de Tomas.
= <
dem.— Sea S = @Gi/N la suma activa de {Gi}ieI y los “m

segin la constuccién de Nava con respecto a un cierto orden total
~de I.

Se define entonces |Jj,: G, ——— S como Je = ¥ donde w,
es el homomorfismo inclusidn definido por Nava.

Se define ﬁczwi ———p AuLGL como sigue:
si o e ef; y £4<8,<...<L son los indices de I en 1los cuales

a‘k = 1 entonces

~ Qp Gy ...
k, CoOCgd = g 172 Lr
L - ol Lr -1 L1
Como  k,Ca) = @ Ca, deop, Cat‘__i)o. c.cpy Copld
entonces k£<a) es un automorfismo de G,
Se comprueba directamente que I‘ZL es un homomorfismo.
" Ahora tomemos o < @G, un generador de N. Entonces existen

~, Re I con 4 < & tales que

o =1 sima=ry mm=%&



£
: R § 3
Co . " Cp G

’ o ~=1.8r
oy Gg = Tpfp

Entonces

r g
- Txg.kf;xfkr
k(> = g ¥ r =g

. kCad =1
LA GL
. keNd =1
£ G,
Entonces existe un homomorfismo

kcz S —— Auth

tal que s8i o: eGi ——— S es la proyeccibdn natural éntonces

Veamos que CGL’ k;, Jg> es un objeto de Gg

Se comprueba directamente que

1

koo Cg2Chd = g " hg

Ademas, si «’ S vy €4< £5< ... < &, son los indices de

en los cuales «, es distinto de 1, entonces
o+

>

«” = wc1(a¢1)w£2(a£2) ...er (atr
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. -1

PN a jtﬁg)a’ =
= Cwg e > ... ‘”cr(“cr”_i"'x.cg)‘”cl(“cl) ce- we Cag
C et T B
= jL(gaL‘ e atr)

= §CkCa’>Cgdd
finalmente se comprueba directamente que

L _ <
Pm = Kpode
L. G ,, @;)I es ‘un sistema admisible de ‘grupos- y
operaciones y Es‘es una categoria apropiada.
Se definen
jq=1sz S — =

kS = intsz S e——— Auts

con estas definiciones tenemos que’(S,jS,kS) es un objeto de la
caﬂegoria Cg.

Para cada <& e I tenemos el morfisma Wt 8, — s
definido por Nava, que es de hecho un morfismo

Wpi€8,, 5,k —— (S, jg,kg> de la categoria &g

Proposicion 3.2.— [(S8, j ks (w,> 1 es un coproducto de
s S L Le=X

la. familia CG,, Jg» kKed>, v en &g

dem. ~ Supongamos (T, j5, kgd un objeto de & y para cada L
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< I un morfismo
Net €8u, dgr kgpd —— CT, Jq, ko3

entonces s1 g < GL’ y f e Gm

£y

neCE 70K g€ 3T CED

kg€ Cra2¢n (g>>

[

K€ Gl CTII3Cn (gD

N, <Y In (edn,

i

Entonces por la propiedad universal de la suma activa 5,
sesﬁn Nava. existe © § ——=—s T homomorfismo tal ague el diaerama

¥e
GL ——p S

e ,///1:/

e

T conmuta para todo £ e X
Veamos a continuacidn que p es un morfismo de &g, tenemos
que: ’
.jT“U,C = J‘T‘“P"'.“,C
'Y como n, es morfismo de €g entonces

JTGUL = ‘jC = W



- J‘T"'P"Pc = Ye

Entonces, por la propiedad universal de la suma activa £  de

Nava tenemos que

ya que :I.suwC = W,

Jg = 1g = JT"P

Ahora bien, si a’, 3> € 8 y 4:1< 4’2< ... < L3 < . <n, son

los indices en los cuales

entonces

k3(3’3CpCa’ D>

[+ w1l vy 3 - 1
'Cs "
knl3°dCpClyw, Caa,p, D ... ey, Ca, 3D
T 4 Y “n Im
kT([Z")Cn‘Cl(ucl) e n‘m(a‘r‘m))
Ck, (B°3Cex, > ... 71, <k, (3°3Ca, 2D
ey "ty 4y “m " Em “m
Bp By -0, "By By
Ca T2 'y ... n, Ca * ty
M2y "y : Zm Cm
By ---Bp B By
oo, Cotp 1 Y3 L. pew, Ca, 1 t>
'cl 1 ™ m

"’c"’ntq’nt)-l' .. :,uni‘:1'3]”‘“1)"1:;21 (a£1)wn1(ﬁn1). K
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' -1 -1
(ﬂ“L) I W“LCB"L) ...wn1<3n1> w£m<a£m>¢n1c3n1)...wntcpnt)>

..wnL

pcpr ™1

]

a3

PCkg (3" dCa’d>>
oo LpCB37 3 CpCedd = plkg(B’ICa’>d

Entonces ¢ es de hecho un morfismo de Qs. Ademés, sabemos

que ¢ es unico por la propiedad universal de la suma activa s,
segin Nava.

PR [cs, js, ks); {WL}LGIJ es un coproducto de 1la familia

G,y g Kpd-




4. LA DEFINICION DE H. NAVA IMPLICA LA DE P. RIBENBOIM
£I SE TOMA ESTA CON UNA ACCION NORMAL Y
DISTRIBUTIVA SOBRE UNA GRAFICA DISCRETA.

Sea ¥ una grafica discreta, y & un carcaj de grupos {Fﬂ}pel

sobre ¥. Supongamos 7T: }|¥ ———— Auty una accidén normal y
distributiva, de acuerdo con la definicibén de Ribenboim.

Para «.q9 € I definimos k;(g) = & restringido a F

. Como
<

¥ es una accion normal entonces 1% < AutF .

=)
Ademas tenemos gque si h < Fn entonces

t = 8h _ g h _ ;2 ’t,
kq(gh) T o kq(g)kq(h)

AN kg : F, — Auth es un homaomorf ismo.

Como 7T es una accidn tenemos que si g,h € F, entonces

KXgIChd = g ing.

Si denotamos por h% = k;(g)(h) entonces por la

ditributividad de 7 tenemos

£ K™ Cr>Ced o1 £
ne =n " = h" 87 = 7

]

-1 -1
wTcxBcxT cnyd> = nf O &T,

Entonces, con la familia {Fﬂ} y los homomorfismos

‘2,
kG F,—— AutG,

definida por H. Nava. Tenemos también las inclusiones

=X
2, € I podemos tomar la suma activa S

Yot FL —_— = 6, escrito de otra forma




{""p}ne-l’ 118 ——— s
Por otro lado tepemos la suma act.iva de Ribenboim, con el

- Il
homomorfismo canonico

@ 1138 —— B3

g 24
»Como {wﬁ}(h b (wﬁ}(kq(gD(h))

wqckgc@ Chd>>

v, et waChow, Ce>.

tenemos que por la propiedad universal de <3, #? cxiste un anico

~homomorfismo p: EHY ——— S tal que
pow = Ly ¥
Como ademas
HCh8 = @Cr8Chdd> = otgd Tachdace>

ehtonces, por la propiedad universal de la suma S, existe un

inico homomorfismo p’: S —m EH3 tal que
p,°{w£} = ¢

Entonces aplicando las propiedades universales se demuestra

facilmente que

ey’ = 2ep = .
PP L 4 e’ ep 1EE?3
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