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INTR.ODUCCION. 

Cuando se trata de estudiar a1guna estructura en particu1ar, 

es una técnica usual en matemalicas estudiar estructuras maS 

sencillas, a partir de las cuales, de alguna manera, se recobra la 

estructura origina1. Siguiendo esta técnica resu1ta tan importante 

esLudiar las esLrucLuras simples como la manera de recobrar la 

estructura origina1 a partir de estas. 

Cuando hab1amos de 1a teoría de grupos, tenemos que se ha 

buscado uLilizar esta técnica, para describir la estructura de 

cualquier grupo en terminas de grupos con estructura sencilla. y 

se han 1ogrado describir comp1etamente cuando se hab1a de grupos 

abe1ianos rinitos, en los cuales, 1a manera de recobrar la 

estructura origina1 es mediante 1a suma directa. Se busca dar una 

solución semejante para el caso general, en el cual Lal vez sea 

necesario considerar otros grupos de estructura senci11a y otras 

maneras de combinar1os. Este es e1 caso de 1a suma activa, que es 

otra manera de combinar grupos para recobrar otros de estructuras 

más comp1icadas. 

Como sucede a menudo, cuando se trata de deCinir un nuevo 

concepto, se dan muchas de~iniciones y, sólo despues de cier~o 

~iempo se adop~a alguna como la más convenien~e. 

E1 proposito de este trabajo es comparar 1as diterentes 

detiniciones que se tienen de suma activa. E1 trabajo está 

dividido en dos partes. En 1a primera parte se exponen, con cierto 

deta11e, 1as cinco detiniciones de suma activa que se tienen, 

mien~ras que en la segunda es en donde se comparan. 

Las dos primeras detiniciones rueron dadas por Francisco 

Tomás Pons, una en 1973 y 1a otra en 1978. 

La tercera detinición rué dada por Hugo Nava Lopéz en 1978 y 
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es una generalización de la segunda dada por F. Tomás. 

La cuarLa deriniciÓn corrió a cargo de Paulo Ribenboim en 

1981. 

La quinLa deriniciÓn rué dada por Francisco Gonzalez Acuña 

en 1984. Esta es la primera vez que se publica esLa derinición, 

y el trabajo aqul presenLado esta basado en unas noLas elaboradas 

por Leopoldo Román Sanchez. 

En el segundo capitulo se hace una comparación detallada de 

las cinco deriniciones, procurando ir de 1a mas genera1 a la mas 

parLicular. Primero se ve que la deriniciÓn de F. Gonzalez implica 

la deriniciÓn de P. Ribenboim. A continuación se ve que la 

deriniciÓn de P. Ribenboim implica a la derinición dada por F. 

Tomás en 1973, la cual se ve, a cont..inuación, que imp.lica la 

deriniciÓn de H. Nava. Fina1mente se ve que, con ciert.as 

resLricciones, la deriniciÓn de P. Ribenboim es un caso parLicular 

de la deriniciÓn ~e H. Nava. Cabe hacer notar que las 

restricciones que se piden en este ÚlLimo caso son satisrechas por 

la deriniciÓn de suma acLiva de F. Tomás de 1973 cuando se ve como 

caso parLicular de la derinición de P. Ribenboim. 

Esquematicamente podr1amos represenLar la situación de la 

siguienLe manera: 
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DEF. DE 
F. GONZALEZ 

l 
DEF. DE 
P. RIBENBOIM 

DEF. DE DEF. DE DEF. DE 
F. TOMAS ---+ H. NAVA ---+ P. RIBENBOIH 
DE 1973 ,._ ___ _I ____ - _,RESTRINGIDA 

1 
1 

.... 
DEF. DE 
F. TOMAS 
DE 1978 

Donde las 1Íneas punteadas signi.f'ican que las demost..raciones d.d. 

dichas imp1icaciones no se dan exp1icitamente pues son ciaras. 



CAPITULO I 



i. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DE GRUPOS DADA 

POR FRANCISCO TOMAS PONS EN i973. 

Dado cualiquier grupo H, consideramos el conjunt.o Aut.H de 

auLomorrismos de H con la siguiente operación: 

Si s, t. e AutH, h e H ent.onces stCh> = t•sCh) = t<s<h>>. 

Con esta operación es claro que Aut.H es un grupo. 

Deno~amos por inLH: H ----+ AuLH el homomar~ismo que asocia 

a cada h e H el au~omorrismo interior correspondiente, esLo es, 

si a e H ent.onces: int.8 Ch><a> = h-1 ah. 

1.1 La Categor1a €x Asociada al Grupo X. 

Dado cualquier grupo X, los objet.os de la categor1a 

las donde H es un grupo y 

homomorf'ismos 

kH X - AutH 

que cumplen ku•JH ~ int8 y si x e X y h e H ent.onces 

Si y son ternas con 

propiedades, un mor~isma de en 

homomorf'ismo ~ : F ------+ G tal que 

y si x e X, !" e F 

- 12 -
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La composición de morrismos es la composición usual de 

:f'unciones. 

Con estas deriniciones es claro que C!:x es una categor1a. 

Notación: Si r e F, g e G denotamos :f'g como 

Si ademas h e H 

rg kF·JaCg>Cf'> 

denotamos por :f'gh 

Tenemos que si :f',f'~ e F entonces 

a 

Si g~,g2 e G entonces, haciendo uso de que kF y 

homomor:f'i&m0s se comprueba directamente que 

Ade•as tenemos que 

k Cx)(:f') 
CkG(X)(g)) F 

- 13 -
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Notación: Si r e F, g E G, h e H entonces denotamo$ 

rg*h ~ r<gh> 

Entonces, por cómputo directo se comprueba que 

y también que 

en~onces 

1 .2 Coproductos Finitos en O:X· 
Supongamos que <F,jp,kp>, <G,jG,kG> e ©bC~x>. Derinimos en 

FxG la siguiente operación: 

con esta operación FxG es un grupo. <1F,1G> es el ele•ento neutro, 

y el inverso de <T,g) es <r-1 ,<g-1 >r-1). La asociatividad se 

comprueba directamente. 

Sea 2F,G el subgrupo normal generado por los elementos de 

la rorma <r-1 rg,g-1 gr), r E F, g E G. 

Derinimos F+G = FxG/2F,G 

Lema 1.2.1 Si <r~,g~> e <r,g>RF,G entonces 
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de•.- Cualquier elemento de RF,G es el producto de elementos 

de la siguiente rorma 

por lo tanto, basta demostrar el lema cuando 

En~onces tenemos que 
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Lema 1.2.2 Para cada x e X, la runcíÓn 

FxG - FxG 
Cf',g) 1-->Ckp<x)(f'),kG(x)(g)) 

es un automorf'ísmo que aplica RF,G en sl mísmo. 

dem.- Primero se ve que es homomarrismo 

k <x><f') 
<kp<x><f'>kp<x><f'~>,kG<x)Cg) F ka<x><g~)) 

Es claro que ~x es automorf'ísmo pues kp<x) y kG(x) son 

automorf'ísmos. Para ver que ~x aplíca RF,G en sl mismo basta 

demostrar que lo hace para los elementos de la f'orma 

ent.onces 
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Como consecuencia de es~e 1ema tenemos que si c:rJ.,g:1.) e 

<r,g)RF,G entonces CkFCx)Cr
1
),kG(x)Cg

1
))e CkFCx)Cr),ka<x)(g))RF,G· 

Def'inimos ahora F+G X 
(f'' g)RF ,G ,____ jFCr)jGCg) 

Por el lema 1.2.1 tenemos que 

Veamos que jF+G es un homomorrismo 

está bien derinido. 

Se def'ine a continuación kF+G : X -------. Aut<F+G): 

Si x e X entonces kF+G<x)CCr,g)RF,G) ~ CkF(x)Cr),kGCx)(g))RF,G· 

Por el lema 1.2.2 tenemos que kF+G<x) está bien derinido y que 

kF+G(X) e Aut<F+G). 

Haciendo el cálculo directamente se ve que kp+~ es un 

hornomor:rismo. 
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LeMO 1.2.3 <F+G,jF+G•kF+G> es un objeto de 1a categorla ~x· 

dem.- Basta demostrar: 

Veamos primero 1). 

Sean 

'fenemos además que 

Entonces 
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º2º~-1 = 

cccr;1>r>-1ccr;1>r>g,<cg-1>r~g~g><cr;1 >r>gcg;1>rcr;1>rg>>Ry,G 

Si r
2 

donde 

Se ve por cálculo direc~o que d = 1 

Veamos ahora 2) 

Lo cual comple~a la demos~raciÓn. 

Se derinen los morrismos 

~F CF,jp,kp> - CF+G,jF+G•kF+G> 
r .---- cr,1a>JT,a 

~o <G, Jo, ka> - CF+G, jF+G• kF+a>--
g .---- Cip,g>RF,G 

- 19 -
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Se demuest.ra a cont.inuaciÓn que ~F es un morri..,.o de la 

cat.egor1a tx· La demost.raciÓn para ~G es complet.ament.e análoga. 

E. claro que "'F : F - F+G es hOl90lllO:rtismo, para que 

sea mortismo de t,c debe cumplir: 

1 > jF+Gº~F • Jp 

Veamos 1> 

Ahora 2> 

La col.ecciÓn 

del' objet.o y los mo:rtismos 

si 

Ent.oncem detinimos ~: 

~: CF+G,jF+G•kF+G> ~ 
cr,g>RF,G 

es un 

La demost.raciÓn de que ~ 

idént.ica a l.a del lema 1.2.1. 

no depende del represent.ant.e es 
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Veamos que X es homomorrismo 

SÓ1o resta mostrar que X es morrismo de €x 

además, 

. . ~ es un morrismo de «'x 

Se demuestra directamente que X·~F = XF Y X·~G = XG. 

Falta Únicamen~e demostrar la unicidad de X. 

Supongamos X': CF+G,jF+G•kF+G> -------- CH,j8 ,k8 > morrismo de 

€x ta1 que X'·~F = Xy y X'·~G XG. 

lo cual concluye la demos~raciÓn. 
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1.3 Coproductos en l!::x· 
Sea I un conjunto de indices y para cada pe I un objeto 

de~- Por simplicidad denotaremos por 

respect.ivament.e. 

Elegimos un orden total en I. Sea 

subconjuntos f"initos de I, para cada S e 

coproducto ~s CCFs,Js,ks>; <~~>peSJ 

C1 el 

('J se 

de 

y a 

conjunto de 

construirá un 

la f"amilia 

Est..a construcción se hará recursivamente sobre e1 

número n de elementos de S. Si n = 1 y S = <p> entonces 

donde ~<p> 
p 

Supongamos que siempre que S tenga 

def"inido ~s· 

n element.os, 

Supongamos que S' t.iene n+1 elementos, y que q 

Último element.o de S'. Sea S S'-<q>, ent..onces s 
elementos y S' = S u <q>. Entonces def"inimos 

donde si p e S 

y 

t.enemos 

es el 

t.iene n 

Se comprueba a cont..inuaciÓn que ~S, es un coproduct..o de la 
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ramilia CFp,Jp,kp>peS'' 

Sabemos que C<Fs+Fq,jF +F ,kp +F >; 'l'p , 'l'p > es un 
s q s q s q 

coproducLo de <Fs,js,ks> y CFq,jq,kq> y tenemos que si pes 

y 

S' entonces {~p >peS' es una familia de mor~ismos de C!"x· 
Supongamos CG,jG,kG) un objeto de €x y para cada p Es· 

un morrismo 

Entonces por la propiedad universal de ~S tenemos un morrismo · 

Único tal que para Lodo 

Además t..enemos 

p e S ljl•'f'~ ~ ~p· 
CFq,jq,kq> _______., 

es un coproducto, en~onces exis~e un Único 

tal que y 

Si p e S tenemos que 

'7º.PF • .,,s s p 

- 23 -
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y 

v p e s• T-.e1tpS"= '" .• p "'"p" 

Unicamente ralta demostrar la unicidad de r¡. 

Supongamos 

tal que T/·.P~· = 'l'p para todo p Es•. Entonces 

Ahora bien, ~enemas que 

y es tal que s s• 
r¡• º.Pps º.Pp = r¡• º.Pp ~ 'l'p para t.oda p e S. 

Como ~ era Único en esLa propiedad 
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y tenemos que 

Con lo cual queda demost.rado que un coproduct.a de la :f'amilia 

es 

<f>s, 

ULilizando la propiedad universa1 del coproducto Lenemos que si 

S ~ T e ~ existe un Único morrismo de ~ 

t.a1 que 

y si Ss;;Ts;;Ve~ 

Sea F, s~ Fs 
re1aciÓn R en F, 

.PT 
p 

ent.onces .p~ .p~·.P~ 
unión ajena y se de:f'ine la siguient.e 

Si r e Fs, :f'' e FT ent.onces <f',:f'') e R si exist.e V e ~ t.al 

que V ~ S u T y .p~(:f') .p~<f''). 

Se comprueba ~ácilmente que R es re1aciÓn de equiva1encia. 

Sea F = F'/R. Denot.amos por r a 1a clase de :f' . 

Derinimos 1a siguiente operación en F: 

si :f' e Fs, g e FT y V ¿ S u T e ~ y h = .p~C:f').p~Cg) se de:f'ine 

Veamos que la deriniciÓn no depende de los representantes, 
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supongamos f'' e Fs,, g' e FT·~, ~, e r', g' e g. 
U, U' e~ ~al que U 2 Su S', U' 2 Tu T' y 

y 

En~onces exis~en 

U' <PT' Cg') 

Supongamos que V' e ~ ~al que V' 2 S' u T' y 

h' 

Sea W e ~ ~al que W 2 V u V' u U u U' en~onces 

Ch,h') E R 

1a operación es~a bien de~inida. 

F con esLa operación resu1~a ser un grupo. El elemen~o neu~ro es 

rF , con s E o, se comprueba direc~amen~e que la operación es 
s 

asociativa, y si f' e Fs en~onces el inverso de ~ ·es f:=í. 
Derinimos el homomorrismo jF : F -----+ X como sigue: 

si r E F en~onces exis~e s e ~ ~al que r E Fs en~onces 

es ~al que r• e r 
y .,,~cr) .,,~cr•) y 

en~onces exis~e V e ~ ~al que 

como <P~ y <P~ son morrismos de 

26 -



entonces 

y 

y como op~(:f') 

la deCiniciÓn no depende del represent.ant.e. 

Veamos que Jp es un homomorrismo. 

V e ~ tal que V ~ S u T y h = op~(:f')op~(g) entonces, como 

y ~Cg) 

ent.onces 

jF es homomorrismo 

Ahora de:f'inimos un homomor:f'ismo kp: X ~ AutF 

si x e X y :f' e Fs entonces 

tal que 

Se comprueba direct.amente que no depende del 

represent.ant.e .. 
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Veamos que kFCx> es un homomorrismo: 

Sean r e Fs, g e FT y V e ~ tal que V ~ S u T y 

supongamos h ~~Cr>~~Cg> entonces 

y como k(x- 1 > es el inverso de kCx> 

kCx) e AutF 

Proposición 1.3.1 CF,jF,kF) es un objeto de-ltx. 

dem.- Sean r E Fs, g e FT. Sea V e ~ tal que V ~ S u T 

entonces I" 

y si x e X es rácil ver que 

con lo cual se comple~a la demos~raciÓn. 
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Se derinen ahora los morrismos 

'l'p 

Es inmediato que 'l'p es homomorrismo, y también que es morrismo 

de ~-

Observación: 

dem.- Fs con ·s e (':! est..á generado por la unión de los 

s 
'Pp<Fp)' p e s. Si r 

exist..en f'p. con 
.J 

ent.onces 

J'" 

r 

Proposición i.3.2 

<Fp, jp, kp>peI" 

e F ent..onces 

Pj e s t..ales 

T 
"'P, crP,> 

"'P· crP' 
.J. • 

r e FT para alguna T E 

que 

T 
"'P· crP > 

.J " " 

'l'p . 
.Jn 

crpn). 

dem.- Supongamos CG,j0 ,k0 ) un objeto de ~ y para cada 

- 29 
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p e I un mor:f'ismo 

en~onces de:f'inimos ~ 

si ~ e F entonces existe S e ~ tal que f' e Fs 

por la propiedad universal del coproducto 

que para toda p e S 
. s 

Tls º.Pp 

Entonces se de:f'ine ~<I':> 

tal 

Veamos que esta de:f'iniciÓn no depende del representante. Si 

es tal que f'' e ~. 

.p~Cf''), tenemos que 

sea V e ('t 

V S 
Tlvº"'sº.Pp 

tal que 
V 

Tlyº.Pp 

y como Tls es Única con dicha propiedad 

análogamente Tlv·.P~ - TIT 

T)g(f') 

V2 s u T y 

para toda 

Se comprueba directamente que ~ es homomor:f'ismo y que es de 

hecho un morrismo de ~~ Tenemos que 

- 30 -



Veamos ahora la unicidad de ~-

Supongamos ~ : CF,jF,kF) - CG,jG,kG) tal que V p e I 

~·'l'p = ~p· 

Sea "f'" e F. 

3 _rp~ rpn 

y tenemos que 

Como 

con 

F está generado por los 

f'pi e Fpi tales que 

lo cual completa la demostración. 

1.4 Sistemas Admisibles de Grupos y Operaciones. 

Sea <Fp>peI una ramilia cualquiera de grupos junt.o con 

homomorf'ismos 

k~ : Fr - Aut.Fq 

para t.odo r,q e I. A la f'amilia de grupos junt.o con los 

homomorf'ismos la denotamos por 

Definición 1.4.1 Decimos que es un sist.ewna 
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admisible de grupos y operaciones si exist.e algún grupo X y para 

cada p e I homomorrismos jp,kp t.ales que se cumplen: 

En· este caso decimos que es una cat..egorla apropiada a1 

sist.ema y que la colección de las parejas 

inmersión de <FP,k~>I en ~· 

Para cada inmersión de1 sistema en una categorla apropiada se 

tiene que exis~e un coproduc~o 

Lema L4.2 Si y son cat.egorlas apropiadas a 

<Fp,k~>I ent.on.ces exist.e un isomorrismo 

.p Fx - Fy 

t.al que .py 
p .p•.px p 

.Px p "'-1 •.py p 

para t.odo p e I. 

dem.- Para una inmersión cualquiera de1 sistema en se 

considera el coproducto obtenido como arriba para un cier~o orden 

t.ot.al I. Deno~amos este coproducto por 
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Ahora si tomamos cualquier inmersión en ~ y aplicamos el 

mismo porocedimient.o con el mismo orden en I obt.enemos un 

coproduct.o 

donde se obt.iene el mismo grupo F y los mismos mor:f'ismos <f'p· 

Si 

y 

son copraductos respecto a las mismas 

isomorf'ismos 

Fx-F t.al que 

rp' :·F - Fy t.al que 

en X 

en Y 

inmersiones 

rpo.;f; 
p 

de:f'inimos .p ~~4~, entonces ~ es un isomor~ismo 

.P Fx -o Fy 

y 

t.enemos 

y es claro que .pX = .p-1 • .py para t.oda p E I. 
p p Est.o permit.e la 

siguent.e de:f'iniciÓn. 

Definición 1.~.3 Una suma act.iva de un sist.ema· admisible 

<Fp,k~)I de grupos y operaciones es una colección 
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Const.it.uida por un grupo F y homomorrismos 

1Pp Fp - F 

con la propiedad de que, para cada inmersión 

sis~ema en una categor1a apropiada de ~ exis~an 

que 

del 

t.ales 

Proposición 1.4.4 Todo sist.ema admisible t.iene una suma 

act.iva. Dadas las sumas ac~ivas, 

y 

exis~e un isomorrismo ~ F -.. F' t.al que 

y 

dem. - Es claro. 
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2. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DADA POR 

FRANCISCO TOMAS PONS EN 1978. 

Como en 1a sección an~erior, si X es un grupo, 

Aut.CX) el grupo de aut.omorCismos con la operación 

consideramos 

sl. si s, t. e Aut.<X). 

supongamos ahora que se t.ienen varios grupos, 

ajenos dos a dos~ y homomorrismos 

<f>j: H.;. ----.. Aut.H J 

Notación.- Si Ce H~, ge H¡ ent.onces rg 4>{_<g)(C). 

Si r, g, h e H1 u . . . ullr ent.onces rgh "' CCg)h. 

Para evitar doble exponenciación se utilizan 

t.ambién: et.e. 

Estas not.acioncs no causan conrus1Ón ya que los H~ son ajenos 

dos a dos. 

Suponemos ademas que los homomor~ismos 

siguient..es condiciones: 

i) r1>j:<g)(h) = g-1hg V g,h 

ii) rg"'h "' 
rh-'gh V r,i;,h 

E 

e 

<1>.Í: cumplen 
,}-

"~ 
H1 uH2 u ... 

las 

uH:r 

Convenimos en que r ..i,.~ g..l, h ~ represent.an element.os de H..¿~ 

Consideremos el product.o cart.esiano H1 xH2 x ... xHr con la 

operación 

Tenemos que con est.a operación H1 xH2 x •.• xHr es grupo. En 

eCect.o, el elemento ident.idad es <1,1, ... ,1). El inverso de 

r-1 r-1 ... r-1r-1 
<r1.r2, ,rr) es cr¡1,cr;1) • ,cr;1) r-< 2 • ) 

Si calculamos la coordenada k del product.o 
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obt.enemos 

aná1ogamen~e el produc~o a1 revés. 

Se cumple la ley asociat.iva. Calculando el element.o de la 

coordenada ~ del product.o 

obt.enemos 

g 1 h
1

Cg 2 •h1 )h2 Cg3 •h
1

h 2 )h3 ••• Cgk-
1
•h

1
h 2 ... hk-2 >h.,._ 1 h 1 ••• hk-

1 
~ ~ ~ 

g,h,<h~1g2h.) .. -<h~; ... h~1g~.h •... hk-2)hk-• h, ..• h,,._, 
rA gA h~ 

que es precisament.e el element.o de la coordenada ~ del product.o 

Sea R el subgrupo normal de H1 xH2 x ... xHr generado por los 

element.os de la rorma 

<1,1, 

para t.odo ~ • ,¡.. 

-1 gj. 
:rr..¿f'..¿ ,1 ,1:> 

Definición 2.1. Al grupo S = H1 xH2 x .. _. xHr~ lo llamamos 

la suma act.iva de los H~ y los ~j-

(f' 1 • ,f"r:>R. 

Para cada ~ ~enemas el homomor~ismo 
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'P.¿' "..: -------s 
h ..__ <1, ,1,.h,1, ..... ,1) .. 

Proposición 2.2. Para ~odo ,,i.., j. 1,2, ..• ,r se cump1e: 

dem.- Consideramos tres casos: 

i) .i < .;. 

(1' .... J 1, 1:':1 '1., ... '1),. (1, ... ': j_, g .i' 1 .... J 1),. (:1, .... , 1 , f:' .¿1 1, ... J 1}, 

ii) ,¿ .;. 

iii) ,¿ > .;. 

1 1 g.;. 
rp .cr .,- .,, .cg .>rp .cr -> = <1, ... , 1, g ,, 1, ... , 1, cr-:: > r,., 1, ... , 1 >' = 

.-t. .-t. .J· J- ...... ..c.. .;r ._ ._ 

-1 g.;. -1 f",¿ -1 g.;. 
C:1, ... ,1,g,.¡.,.1, ... ,.1, <f"..¡_) f".,¿, .... ,1:>'C1, ... ,1,g.j. gj.. 7 ... ,1,:f"..¡_ f"',¡__ , •• 1)' 

(1.' - .. '1, 

y t.enemos que 
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1 

La siguiente proposición es la propiedad universal de la suma 

act..iva: 

Proposición. 2.3. Si T es un grupo y se tienen para toda ..;. 

X..;.' H..¡_---+ T 

homomor~ismos ~ales que 

para· Lodo ~, ~, r~ E"~' gJ e "J' 
homomorf"ismo rµ: S ---+ T tal que 

f". 
-x,¡.Cg;.~ 

entonces existe un Único 

;!:'...¡_ = rµ•rµ .... 

dem.- Sea T un grupo y 

homomortismos con la propiedad 

para t.odo ..;. 

;t:..¡_: H..¡_ - T una f'amilia de 

ent.onces se def"ine 

T 

X1 <h1 >;i::2<h2> • • .·;i::r<hr) 

Se comprueba direct..ament..e que ~, es homomorrismo. 

Ademas se tiene que 

1 f" .... 
rp.P((1,. ... ,1,g:;. gj. ,1, .. 

3 rµ: S --+ T homomorf"ismo t.al que. 

Se comprueba direct..amente que para toda ~ 
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Si µ: S ---+ T es t.al que V.i. µ•111.i. X..¿ t.enemos que 

µ<e 111 , 1 , .. , 1) ') µ< C 1 , 112 , 1 , .. , 1) ' ) ... µ< C 1 , •• , 1 , hr) '> 

rp es Única 

Corolario 2.4.. La suma acLiva de los H~ y no 

depende del orden en que se Lomen los H~. 

dem.- Se deduce ~acilment.e utilizando la propiedad 

universal de la suma ac~iva S y los morrismos ~~· 
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3. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DADA POR 

HUGO NAVA LOPEZ. 

Es~a deriniciÓn es una genera1izaciÓn de la deriniciÓn dada 

por Tomás en 1978 <sección an~erior). La mayor par~e de las 

demos~raciones se omiten, por ser generalizaciones 

demost.raciones dadas en la sección an~erior. 

de las 

Como en la sección an~erior, si G es un ~rupo, consideramos 

al grupo Au~G de au~omorrismos de G con la operación 

si s,~ e Au~G entonces s~ = Los 

Sea <G.;.>-c:e¡ una ramilia de grupos ajenos dos a dos, donde I 

es un conjunto to~a1mente ordenado de indices. Y para cada ~,J e I 

un bomomor:f'ismo 

.pj_: G.;. ---+ Au~G J. 

Notoci.Ón .. 1> Si g e G.,,¿,, a e Gj: ent..onces ag 

2> Si a,g,h E u G. 
.(.el .... 

ent.onces agh 

Suponemos, además, que los morrismos 

siguien~es dos condiciones 

1> V a,g E G.;. ag = g-1 ag 

2) 

< r: 1---+uG. 
-iel .... 

rc..w e G.;. 

rC-i.) - 1 sólo para un.número rini~o de -i. e I > 

.pj_Cg)Ca) 

Cag>h. 

cumplen 

.v..¿ E I, 

las 

y 

En~onces ~1G..¿, son las I-adas,donde la coordenada ..¿ per~enece 

a G.,,¿,, y solo un número riniLo de coordenadas es disLin~o de 1. 

Def'inimos 
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p ,¡' ..!rG.¿ 
f" 

G,¡ 
f'Cj.) 

la proyección naLur~l sobre la coordenada J. 

Nol:aciÓn. Si a E ~IG..¿ se denoLa por P .;.<a> a(,j) 

F.:'n ~IG.¿ se def'ine el siguient.e product.o: 

si a,~ e ~IG~ y ~1 ,~, ... '~r(~) son los 1ndices de I menores 

que ,j t.ales que ~.e,.,~ 1, k = 1,2, ... ,r(,j), entonces~ r, donde 

7 es t.al que 

Como solo un número rini~o de a~ y ~~es dist.in~o de 1, 

que solo un número f"init.o de -r,¡ es dist.int.o de 1. 

es claro 

es et, 

que 

r e ..!rG.¿ 

Con est.a operación e G. es un grupo: el elemento ident.idad 
-i.EI ..._ 

donde V ,j e I si a e m G. e.l 
.-i.eI ..c.. 

inverso de a es tal 

donde ~,~, ... ,~rCj.) son 

los Índices menores que ~donde a~k ~ 1; la operación es 

asociat.iva, lo cual se comprueba análogament.e a como se hizo en la 

sección anterior. 

De aqui en ~dclant.e denot~remos a $ G- simplement.e por mG .. 
...i.EI ·t. .-t.. 

Sea N el subgrupo normal de mG~ generado por los elemen~os a 

e: $G-l t.ales que 3 .i..,,J. e I, con .i :1111! .i- y 

ª-<- = 1 

a . . ,_ 
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Definición 3.1. 

homomorrismos ~; es 

La suma act..iva de 1a rami1ia <G.¿>..:..,1 y 1os 

Notación .. a~ denotará la clase o.N de a en S. 

Para cada -i. e I t..enemos derinidos 1os homomorrismos 

'I'.¿: G. - S donde a' es t..a1 que a¡_= 1 si j. .. -i. y ª.;. g 
c;..c.. .....,__. a, ~ 

Proposición 3.2. Para Lodo ~,Je I 

-1 'I' .._<g.._ )t¡J ,¡<g j.)r¡J .._<g.._) 

si g.._ E G.._, gj. e G,;-

dem.- Aná1oga a 1a proposición 2.2. 

Proposición 3.3. CPropiedad universal) Si x~: G~ ------. T 

son homomorrismos de€inidos V ~e I, tales que si ~,Je I, g~ e 

G.¿, gj. e G j. 

entonces existe un Único homomorrismo ~: S _______.. T Lal que' 

V -i. el 

dem.- Aná1oga a 1a proposición 2.3. 

Corolar'io 3.4. La suma S de < G ..:> -lel y 1os morf"ismos no 

depende de1 orden de I. 

dem.- Se deduce ráci1ment..e ut..i1izando 1a propiedad 

universal de la suma S. 
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4. DEFINICION DE SUMA ACTIVA DADA POR 

PAULO RIBENBOIH. 

1. Gráricas Dirigidas. 

Definición. 4.1.1. Una grárica dirigida O consiste de un 

conjunto no vacío I, que llamamos vér~ices, y para ~oda ~,J e I 

un conjunto A<~,J), que llamamos rlechas <A<-i.,~) puede ser 

vaclo). Si a G A(~,~}, ~ = o(a) es el vértice inicial de a, y J 

= t(a) es el vérLice terminal de a. Denotaremos por A al conjun~o 

de ~odas las rlechas 

A = ('¡ A<-i.,~) 
...C..,JEI 

<unión ajena) 

En caso necesario se escribirá ó = CI,A,o,t~. 

Un camino de O es una n-ada 

Ci = Can, 

donde n ~ i, y cada ªk es una rlecha y t<ak) 

k = 1,2, ... ,n-1. 

o(ak+1 ) para 

El vértice inicial de 0 es oca1 > y el vértice ~erminal de 0 
es t<a

0
). La longitud de a es n, y cada rlecha esta asociada de 

manera natural con un camino de longitud 1. 

Si Ci = Ca
0

, .•• ,a2 ,a1 > 
caminos de o. y o<~1 ) ~ tCan) 

y /j 

entonces 

es un camino de longitud n+m denotado por ªº~· 

son 

Un morrismo de una grárica O a una grárica O' es una ~unción 

a: IÜA _... I'l.JA' CuniÓn ajena) 

tal que oCI) ~ I', oCA) ~A' y 



ººº o' oa, aot.. = t.,ºº 

Un morrismo de ~ en O que es biyect.ivo se 11ama un 

autmorf"ismo de O· El conjunto Aut.o de automorf"ismos de 0 es un 

grupo bajo la composición. 

2. Carcajes de Grupos. 

Sea o una gráf"ica dirigida. Un carcaj de grupos sobre o es 

una f"amilia I!! CG~)-iEI de grupos, donde los indices son los 

vértices de ó, y para t.odo -i.,,j e I una f"amilia Cc0 .'aeAC-i.,j.)-· de 

homomorrismos de ~rupos: 

ca: G.¿----> G,¡. 

Si a = Can, 

ent.onces, sea 

,°2,a1 ) es un camino, con oCa~ = ~ y ~Ca) 

ent.onces c(i: G ~ ____,, 

es un homomorrismo. 

Sea I!! un carcaj sobre O· Sea I = I y si .;.,,¡.e I y 

a,~ e AC~,~), se deCine a ~ ~ cuando c
0 

= e~- Es claro que ~ es 

relación de equivalencia. 

Sea XC-i.,,j) = AC-i.,,j)_/'~ y la gr~f"ica dirigida con 

vért.ices I y rlechas AC~,J>. Entonces es claro que ~ es un 

carcaj sobre o que satisf"ace: 

V a,~ e AC-i.,,j) se t.iene que c 0 - c~. 

De aqul en adelant.e suponemos, sin perdida de generalidad, 

que la condición anterior se sa~is~ace. 

El esparcido de un carcaj <!5 es el conjunto ~1G.._ <u11iÓn 

ajena>~ que deno~aremos por .llG. 

Def"inimos la siguient.e operación parcial en .lll!!: 

Si f",g e .lll!! y exist.e -i. e I tal que f",g e G.¿ entonces f"g 

esta def"inido e~ .lll!! como el producto f"g de G.._. 

Sea I!! un carcaj de grupos sobre o y ~· un carcaj de grupos 

sobre o'. Un morf"ismo de 1!! en!!!' es una f"unciÓn o:.ll<!I-------> .li~' 
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Lal que exist.e un mor~ismo g: ~ ________.. 

siguient.es condiciones: 

que satisrace las 

1::> V .¿ e I o: G..._----.. GQ_c.;,::> es homomorrismo de grupos. 

2) V .-i., ¡. e I y cada a ..¿:;- A<·i..~ j.), el siguienf..c diagrama 

Gg(.L) ____ .. 

c;,<o.) 
es conmut.at.ivo. 

Se dice que o descansa sobre Q. 

Un auLomorrismo clel carcaj es sobre O es un morf"ismo 

o: .ll~ ~ UG tal que 

1::> V,;_"' I o:G.¿ - Gg(.i) 

2~ Q es un au~omorrismo de Ó· 

es un isomorf"ismo de.grupos. 

Al conjunt.o de automorrismos de e lo denotamos por Aute. Si 

a:11e-----. UG es un elemcnt.o de AutG, entonces es claro qu~ 

exist.e la f"unc.i.Ón inversa 7 es decir 7 que a es biyect.iva, Y 
o-1 e Aut.19. 

El conjunt.o AutG es un grupo bajo la composición: 

Si T,o e Aut.~ ent..onces T~o descansa sobre ~~g. 

La identidad l.119 es el 1 del grupo y 

descansa sobre 1~. 

Si o e Aut.~ entonces o-1 descansa sobre g-1 . 

Not..amos que si o e Aut..CS ent..onces Q est.a determinada de manera 

Única por o. 

Es claro que la composición de morrismos de carcajes es 

t.ambién morf"ismo de carcajes. 
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3. Acciones. 

Definición 4..3.1. Sea G un carcaj de grupos sobre la grárica 

dirigida O· Una acción en m es una runciÓn 

-r: llG - Aut..G 

ta1 que satisrace 1as siguien~es condiciones: 

1) 'si h,h' e l.lll5 y hh' est..a derinido ent..onces 

hh' 
T 

2) Si -i. e I y h = 1G~ el clement.o neut.ro de G~ ent.onces 

T.h es el aut..omorrismo ident..idad en Aut..ll5. 

3) Si .í.. e I y h e G~ entonces Th rest.ringido a G-l es el 

aut..omorrismo int..erior de G,¿ derinido por h. 

4.) V -<., ,¡. e I , a e AC -i., j.) y h e G ,¿ 

Ent.onces, por 1) y 2) T es homomor~ismo. Y como ,h e Aut.m, 

cnf..ances Th descansa sobre algun Ih e Aut.tS, y de acuerdo con la 

deriniciÓn t..enemos que: 

5) V h "" l.ill5 es un 

isomorrismo de grupos. 

6) V h e J.lll5, -<.,.;.e I, a e AC-i.,j.) el siguient..e diagrama 

es conmut.at.ivo. 

Notación.- Se denot..a h*k = Th(k) V h,k e l.lll5 cuando no se 

prest.e a con~usiÓn. 

Se dice que la acción es t.rivial cuando 
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V h,k E ill!! k 

Observación ~.3.2. Si T es una acción trivial en ~ 

entonces G~ es abe1iano V ~ e I. 

dem.- Sean h,k e G~ entonces h*k = k 

h"'k = hkh-1 = k 

hk = kh 

Se dice que la acción es normal cuando Ih es e1 aut.omorCismo 

identidad de o, para todo h e 111!!-

Definición 4.3.3 tln carcaj acLivo de grupos consisLe de un 

carcaj ~ sobre una grárica dirigida O, junto con una acción T en 

m. Si la acción T es normal entonces lo llamamos un carcaj activo 

normal de grupos. 

En caso de que O = I sea una grá~ica discreta, llamamos a ~ 

una ·cami1ia activa de grupos, y si ademas la acción es normal la 

llamamos una ramilia activa normal de grupos. 

4. Cons1.1~ucc.:iÓn e.tu la Suma Act.i va. 

Proposición 4.4.1. Sea (!i: un carcaJ activo de grupos sobre la 

grá:l'ica dirigida O· Entonces: 

1> Existe un grupo G y un homomor:l'ismo 

</1: illS--+ G 

tales que 

V h,k e ill! 

V c:J. E A 

2) Si G' es un grupo, ~': ill!! _____. G• es un homomor:l'ismo 

que sat.isracen las propiedades anteriores, 

Único homomor:l'ismo p: G --+ G• tal que 
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q» = P•<P 

dem.- Sea F el product.o libre de la ramili~ de grupos 

{G-i.}-ieIº Sea R el sub¡;rupo normal de F generado por los element.os 

de la f"'orma: 

V h,k e ill!! ( h1CkHh-1 1 [h>t<kJ-1 

[c"Ch)l[h-1 1 V ~J>~ e I, a e AC~,j), h e G~ 

donde [h] es la imagen de h E l.ll!! en F. 

Sea G = F/'°R y r: F' --> G el homomorf"ismo canónico, 

P.nt..onces def'inimn:-::.= <j>: -G 
t->"}'([h]) 

Como ~ es homomor~ismo y ] : F' t.ambién es 

homomorf'ismoJ ent..onces es c:laro que t'/J es homomor.f"ismo. 

Como Chl[kl(h-1 1Ch>l<k]-! e R V h,k ""l.ll!3 cnl,unccs 

r<ChHkHh-1 Hh,..k1-1.) = 1G 

r< e hDr< e kl) 7-< r h - 1 D r< r h"'kD 

q,< h) q,c k) <P< h - 1 :> q,c h*k) 

•in[i.1ogarnt:~n t..c .. .Sf.~ comprucb.::i que 

cp(h). 

Supongamos G' un grupo y <P': ll<?i---. GJ 1111 homomorf"ismo 

con las mismas propiedades que <P y G. 

diugrama 

ll1!3 F 
1 -.... 

~''--~ 
r' 1 / 

.¡. / 

G' 

Consideremos el siguienLe 

/ 
F/R G 

--
p 

Tenemos por la propiedad universal de producLo 1ibre, que 

exisLe un Único homomorf'ismo r': F ----> G' t.al que para t.oda 
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;r'([g]) = </>'(g) i. e. r' o [ ] = r/J' 

Haciendo direct.amente el cálculo sobre los generadores de R 

se comprueba que 7 1 CR) = 1G' 

3 p: F~--+ G' homomor~ismo tal que por ;r'. 

<P' = r'·r = p•y•[ J = p•t/> 

4>' = P•4'· 

La unicidad de p es inmediat..a, con lo cual queda concluida la 

demost.ración. 

Definición 4.4.2. Al grupo G junt..o con el bomomorf'ismo q, se 

llama la suma act.iva del ca~caj act.ivo de grupos ~­

prest.a a conf'usión se ut.ilizará .la nat.aciÓn G = ESm. 

Observación 4.4.3. Cl = 83 ® est.a generado por 

4><.IJ.®) =~I</><G_¿). 

Si no se 

dem. - Est.o es claro, ya que G = F /·R y F es el producto 

libre de los G . .¿· Ent..onces F csf .. o. generado pu:r .~iG..:J. 

cocient.e es~a generado por 

83 es est.a generado por .p< il (<)) 

Observación 4.4.4. Si para t.odo h € _li®, Xh(_¿} 

ent..onces <P<G..L-:> es un subgrupo normal de G. 

dem.- Sea k e G_¿, he il® ent.onces 

</>Ch)</>Ck)</>(h-i) = </><h*k) e 4><G_¿) 

~nt.0J"1ces el 

-l. con ../..e I 

por la observación ant.erior cancJ.uimos que 4'<G.-i) es un subg-rupo 

normal de G. 

- 49 -



ObseruaciÓn 4.4.5. V h,k,l e 11~ se t.iene que 

l) 4><<k>f<h)>f<l) 

2) <;l>Ck>1<Ch>l<l)) 

ef>Ck*<h>f<Ck-l*l))) 

<;l>C<k>f<h)>f<Ck>l<l)). 

dem.- Ambas se calcuJ.an directamenLe. 

Obsert.iaciÓn 4.1. 6. siguient.cs condiciones 

c-quivalent.es: 

1) 

2) 

k>l<Ch>l<l) 

Ck>l<h)>l<l 

Ck*h)>l<Ck>l<l) 

k>l<(h>l<Ck-t*l)) 

d~m.- Supongamos que se cumple 1)~ ent.onces 

(k>l<h)~<l Cl<>l<h)N<(l>l<l) = CkN<b)>l<Ckk-1 >1<!) 

Ck>l<h)>l<Ck>l<Ck-l>l<l)) 

k>l<(h>l<(k-1 >1<1)) 

análog~menLe para· la otra. 

son 

De.finic·ión 4..4-.7 En caso de que la acción cumpJ.a alg-una de 

esLas dos ÚlLimas condiciones se dice que 

dit.ribut.lva. 
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5. DEFINICION DE SUHA ACTIVA DADA POR 

FRANCISCO GONZALEZ ACU~A. 

1.- La Categorla Ad. 

Definición 5.1.1. Un ad A es un conjunto y una runción 

Definición 5.1.2. Se de~ine la categorla Ad como sigue: 

i) los objetos Sb<Ad) son lus ads. 

ii) si A y B son ads~ entonces los morrísmos 

r: A ---- e son las runciones r: IAI -----+ IBI tales que 

a) rxr<HA) ~ He 

b) mA•rxr = r•mA. Es decir, el siguiente diagrama conmuta 

IBI 

iii) la composición de morrismos es la composición usual 

de runciones. 

Proposición 5.1.3. Ad es una ca~egorla completa. 

dem.- Basta demostrar que Ad tiene productos arbitrarios y 

productos ribrados: 

Productos: Sea <A~>..:eI una ramilia de ads. Sea A el ad tal 

que 

y sea 
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Def'inimos 

mA: MA IAI 
<<a,¿> -iel' <b ,¿> -lEI) o----+ <mA..: <a..¿, b ..¿>> -lel 

Como <a,¿, b ,¿) e MA...: V -i. e I ent.onces mA est.a bien def'ini<Íi,, 

Veamos que A es el product.o de la f'amilia <A...:>-iEI' 

Para cada ~ e I def'inimos 

Direc~amente se comprueba que 

cat.egoria Ad. 

es un morrismo de la 

Supongamos B un ad, y para cada ¿ e I un morCismo de ads 

Consideremos el siguient.e diagrama: 

.p 

IB~ 

En~onces es c1aro que si de~inimos 

.p: IBl- IAI 
b ,....__. <.p..:<b>>.ieI 

.p es la Única f'unción t.al que 

Veamos que ~ es un mor~ismo de ads: 

Sea Cb1 ,b2 > e Me ent.onces 

Como .P.,;. es un morf'ismo de ads para t.odo -i. e I t.enemos que 
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opxopCb1 , b 2 > E MA 

opxopcrt8 > ,; MA 

Consideremos ahora el siguient.e diagra•a: 

Me 
me 

IBI 

opxop 1 1 "" 
MA mA IAI 

Tenemos que si Cb1 ,h2 > e M8 ent.onces 

y como 

mACCop..:Cb1>>..:eI·'"'..:'b2>>..:..,x> 

mA •opXopCb1 , b 2 > 

.p: e - A es un morf"ismo de ads y 

t.oda -i. e I. 

para 

Supongamos .p': e______. A morf"ismo de Ad t.al que para t.oda 

~ e I n~0 ~' = ~~· En~onces e1 si~uiente diagrama 

op' 

··~T·. 
IA..:I 

es conmu~a~ivo. Y como ~ es Única con es~a propiedad en~onces 

CA,<n..:>..:ex> es un product.o de la f"amilia <A..:>..:ex 

Product.os f"ibrados: Sean A, e, C ads y f": A ______. e Y 

g: e -------- C morf"ismos de ads. Ent.onces def"inimos el ad D como 
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s.igue: 

IDI = <Ca,b> E fAIXIBI t rea> • gCb> > 

y H0 • <<<a1 ,b1 ),<a2 ,b2 >) e IDt 2 1 ca1 ,a2> e MA y Cb1 ,b2 > e H8> 

Def'in.imos 

mo: "o !DI 
C<a1,b1>,Ca2,b2)) - <mA<ª1•ª2l,m9<b1,b2>> 

Con estas deriniciones tenemos que D es un ad. Def'inimos 1as 

runciones 

nA: IDI - IAI 
Ca,b).___ a "e' IDI --- IBI <a,b)-. b 

nAxnA<<a1,b1>,<a2,b2)> ~ <a1,ª2' 

y por 1a def'.iniciÓn de H0 ~enemos que <a1 ,a2 > e HA 

rrAxnACH0 > ,;; HA 

Ademas, si consideramos e1 si~uien~e diagrama 

fAI 

mA<a1,a2> 

mA 0 "AxnAC<a1,b1>,<a2,b2>> 

e1 diagrama an~erior conmu~a 

"A es morf'ismo de ads 

Aná1ogamente se comprueba que n8 es también morf'ismo de ads. 

Por 1as der.iniciones de D, 110 , n 4 , n 9 ea ~.,....._ __ 

f'•nA = g•ne 
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1 

' 

el siguiente diagrama 

B e con1111:1t.a 

Supongamos E un ad y 

morrismos de ads tales que r 0 rcÁ 
rcÁ: E - A, rc9: E - B 

gGné· Entonces se detine 

<P' IE 1 
e o-----

En~onces es claro que como ~unciones ~enemas que 

re' A 

C.pCe1 >, .p<e2>> 

CCrcÁCe1 >,néce1 >>,CnÁce2 >,néCe2 >>> 

y como nÁ y né son morrismos de ads ent.onces 

y 

Ademas tenemos que 

m0 CCrcÁCe1 >,rca<e1 >>,CnÁCe2 >,na<e2 >>> 

CmACrcÁ Ce1 >, rcÁCe2 >>, m8 C11é<e1 :>, JréCe2 >>> 

~ es un morrismo de ads. 

Supongamos >p: E ~ D un morrismo de ads tal que 
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entonces, si e e IEI 

n¡ce> 

'IJ(e) 

y 

cn¡ce>,né<e>> • ~Ce> 

f#> es Única .. 

Ad tiene productos Tibrados. 

Ad es una categorla comp1eta. 

Proposición 5.~.4. La categoría Ad tiene coproductos. 

deM.- Sea una ramilia de ads. Se derine el ad A 

como sigue: 

IAI - U IA 1 unión ajena y HA 
,jeI ,j. 

U HA . unión ajena. 
,jEI .r 

Derinimos 

mA: HA IAI 
Ca,b> -mA _<a,b) si Ca,b) e HA . 

.,. .r 

con estas deriniciones tenemos que A es un ad. Para cada 

derinimos un morrismo de ads 

IA,¡.1 IAI a ,_ ___ _ 
a 

Supongamos B un ad y para toda ,j. e I morrismos 

"',¡.' A,¡.-B 

Consideremos el siguiente diagrama: 

iA. 
IA ·I -----L.. :Al 

.r ' 1 

~lr 
'ª' 

Derinimos r: JAJ -----+ IBJ como sigue: 

,j. e I 

Si a e JAI entonces 3 ,¡.e I tal que a e IA,¡.1· Entonces 

f'Ca> 
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Es claro que :f"oi A mi V . 
.i J-· 

Se comprueba directamente, como en casos anteriores, que f" es 

un morrismo de ads. 

Supon~amos g: A -----+ B morrismo de ads t.al que 

V .i e I, 

si a e IAI ent.obces 31 .i e I t.al que a e A,¡ 

gCa> • gCiA .<a>> 
J-

r = g 

rea> 

CA,<iA_}.jer> es un coproduct.o de la ramilia <A~>..:er· 
J-

Proposicion 5.1.5. La ca~egorla Ad tiene coigualadores. 

de•.- Sean A, B ads, r,g: A------. B morrismos de ads. 

Se derinirá en IBI una relación de equivalencia, 

cual se procede como sigue: 

para lo 

Primero se de~ine 1a relación 

-· . 3 a e IAI t.al que 

en IBI 

y 

A la relación de equivalencia generada por -• la denotamos 

por -· 
Supongamos que para n ~ 1 Lenemos derinida la relación _n 

entonces se derine la reiaciÓn _n+i como sigue: 

b _n+i 
1 .. 

ma<b2,b2'> = b2· 

A la relación de equivalencia generada por 

denotamos por _n+i 

Es claro que b1 
Derinimos en IBI 

_k 

la 

b2 "" b1 

relación 

<> 3 n t.al 
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Veamos que esLa relación es de equ~valencia: 

i) Re:f"lexiva: - Sea b . .,,, IBf, como -· es re.laciÓn .de 

equivalencia 

b b 

b - b. 

ii) Simétrica: Si b 1 b 2 entonces existe n tal que 

b1 _n b2 

como _n es relación de equivalencia 

iii) Transitiva: Supongamos b 1 - b 2 , b 2 - b 3 

sea 

.·. 3 n,m tales que b 1 _n b 2 
k = max<n,m> enLonces b 1 -k b 2 y 

equivalencia 

Derinimos el ad C como sigue: 

fCf = IBf/_ 

b' 2 

y de:f"inimos me: He -----> JCf como sigue: 

Y b2 _m b3 

b
2 

_k b
3

. Como 

con 

_k es de 

Si <61 ,62 ) e He y b1 E 61 , b2 e 62 son tales que Cb1,b2) 
e rt8 entonces 

'"c<E1 ,62) = ma<bí,b:P 

Veamos que me no depende de los representantes. 

Supongamos cc1 ,c2 ) e tt8 con c 1 e 6 1 , c 2 e 6 2 

C1 - bi y C2 - b2 
3 .l, k tales que c 1 _l bj y c 2 -k b2, 
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sea n a: rnax<1,k> 

c1 -" bí y c2 -" h2 

y como Cbí,h2>, cc1 ,c2 > E He 

me<bí,b2> _n+• me<c1,c2> 

me no depende de los representantes. 

Sea ,.., 1e1-
b ....._ 

IB ¡...-_ =. IC 1 l.a proyecciÓn.,.canÓnica. Veamos 
b 

que n es un morrismo de ads: 

Por la deriniciÓn de He es claro que nxncH8 > ~ H0 . 

Si Cb1 ,h2 > e He entonces 

n es morrismo de ads. 

Sea a e IAI entonces rea> -• t:Ca>, f'Ca> - t:Ca> 

Supongamos D otro ad y n': e ----+ D un morrismo de ads tal 

que n' or = n' og. 

Consideremos el siguienLe diagrama: 

Entonces derinimos ~: ICI ----- IDI 
6' ,___ ,n'Cb) 

Lema.5.1.6 b - b' ~ tt'Cb) m n'Cb'). 

dem.- Supongamos b b', entonces exis~e n ~a1 que b _n b, 

Se demós~rará por inducción sobre n que b -" b' ~ n'Cb> n,Cb,> 

Para n • 1. Supongamos b -• b'. Sabemos que es la 

relación de equivalencia generada por - 1 entonces 
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, br = b' e ¡e¡ ta1es que V i - 1,2, 

sucede a1guna de las siguientes tres condiciones: 

En el 

En el 

como rr"of' 

Ca> bi = bi+i 

Cb:> bi -· bi+i .. 
Ce) bi+1 -· bi .. 

caso Ca) es c1aro que n' Cbi :> m n' Cbi+1 ). 

caso Cb:>: Supongamos bi -· bi+1 .. 
3 a el.Al tal que :fCa) == bi y gCa> 

n" og ent.onces 

n'Cbi) = n'C:fCa)) = n'CgCa:>:> = n'Cbi+i> 

n'Cbi) = n'Cbi+i> 

El caso Cc) es aná1ogo a1 caso Cb). Entonces 

b-.:+1 

n'Cb) = n'Cb1 :> == n'Cb2 :> = ... = n'Cbr) = n'Cb'> 

n'Cb> = n'Cb') 

Supongamos ahora que 

,r-1 

ent..onces supongamos que b - 1 
... +:s. b". Como _n+~ es la re1aciÓn de 

equiva1encia generada por exist.en 

, br = b' E IBI 

ta1es que sucede alguna de las siguientes tres condiciones para 

t.oda i = 1, 2, r-1 

Ca) bi = bi+1 

(b) bi ;n+i bi+1 

(c) _n+1 b. .. .. 
En el caso Ca> es c1aro que n'Cbi) n'Cbi+l> 

Supongamos Cb), entonces tenemos que bi -" bi+1 

exist..en 
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Si bi _n bi+1 Lenemos por hipÓLesis de inducción que 

n'Cbi) = n'Cbi+1 > 

Supongamos entonces que bi y bi+1 no esLan relacionados bajo 

_n en~onces tenemos por hipotesis de inducción que 

y 

como n, es mor~ismo de ads entonces 

n'<ms<bi+1•bi~1)) = n'Cbi+1> 

n'Cbi> = n'Cbi+1 > 

El caso (c) es compleLamenLe análogo. Entonces es c1aro que 

n'Cb) = n'Cb'). 

Como consecuencia de este lema tenemos que la de~iniciÓn de ~ 

no depende del representanLe, pues si b - b' entonces 

n'<b> = n>(b') 

~<6) = n'Cb> = n'<b'> = ~<o') 
Veamos que de hecho ~ es un morrismo de ads. 

Si Co,c) E Me y b' 

en~onces 

Además 

E D, e' e e 
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~ es un mor~ismo de ads. 

Es claro que 

'PºTr = n' 

La demostración de que ~ es Única con esta propiedad es 

inmediat.a. 

Ad t.iene coigualadores. 

Proposición 5.1.6. La ca~egoria Ad es cacomp1et..a. 

dem.- BasLa demosLrar que Ad t.iene coproduct..os: y 

coigualadores, que son las proposiciones 5.1.4 y 5.1.5. 

2.- La Cat.egorla Adact.. 

Definición 5.2.1. 

dos f'"unciones 

Un adact.ivo A es un conjunt.o fAf junt.o con 

mA: MA - fAf 

donde MA, CA~ fAf 2 . 

y cA: CA - fAf 

Definición 5.2.2. La categorla Adact se de~ine como sigue: 

i) Los objet.os de Adact., ©~Adact.) son los adact.ivos. 

ii> Si A y B son adact.ivos r:A -----+ B es un morrismo 

de Adact. si r: (A( ------+ (Bf 

a> f'xr<MA> ~ 118 

b> f'xr<cA> ~ c 8 

es una ~unción que sat.israce: 

e) Los siguientes diagramas conmu~an: 

mA ªA 
MA (A( CA - (A( 

rxrl lr rxrl lr 

MB me (B( Ca -ce- 'ª' 
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ii~) La composición de morrismos es la composición 

usual de runciones. 

Con es~as deriniciones es claro que Adact es una categoría. 

Proposición 5.2.3. Adact es una categorla comp1e~a. 

dem.- la demostración es comple~amen~e analoga a la dada 

para la caLegor1a Ad, proposición 5.1.3. 

Proposición 5.2.4. AdacL es una caLegoria cocompleLa. 

dem.- la demosLraciÓn es analoga a la dada para la 

caLegor1a Ad, proposiciones 5.1.4. y 5.1.5. 

3.- Sumas AcLivas. 

Llamemos Grp a la catecorla de 1os grupos, 

caLegor1a de los conjuntos. 

y SeL a la 

Derinimos el runLor i: Grp ______. AdacL como sigue: 

En los objeLos: Si G es un grupo, i(G) es el adacLivo Lal que 

liCG)I es el conjunLo subyacenLe de G, Mi<G> = ¡i<G>¡ 2 = CiCG)' 

liCG) 12 ______. 
e a, b:S t-----+ 

donde ab denoLa el producLo en G. Y 

liCG) ¡2 ______. 
<a, b) o----+ 

donde b-1 ab denoLa el producLo en G. 

liCG) 1 
ab 

li<G) 1 
b-1 ab 

Con estas derinicíones es claro que i(G) es un adacLivo. 

En los mor~ismos: Si r: H --------+ K es un homomorrismo de 

grupos enLonces derinimos 

que es claro que es un morrismo de adactívos. 
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Con estas det:'iniciones es claro que i: Grp -----+ Adact es 

un f'unt..or. 

Proposición 5.3.~. 

límites. 

El t:'untor i: Grp -----+ Adact. preserva 

dem.- Basta demostrar que preserva productos y productos 

t:'ibrados: 

Productos: Sea <Gj.},jEI una t:'amilia de grupos, consideremos 

(G,<ttj.},jEI) el producto de la t:'amilia en Grp. 

Supongamos A un·adactivo y para cada j. e I t:'j.: A ---..i<Gj.) 

un morf'ismo de adact.ivos. Tenemos e1 siguien~e diagrama: 

i(G) 
t 

g 1 
1 
A 

i(Gj.) 

Entonces det:'inimos g: IAI-----+ li<G>I 
a o----+ (f:' j.(a)) j. 

entonces es claro que para toda ~ e I 

t:'j. = i(ttj.)og 

ULi1izando el hecho de que 1os siguientes diagramas 

mA CA 
MA CA -

t:'xt:'l t:'xt:'l 

MB me CB --ca> 
son conmu~aLivos, por ser rJ mort:'ismo de adact, se comprueba 

directamente que g es mort:'ismo de Adact. 

Se comprueba, t.ambién direct.amen"Le 7 que ~ es. Única. con la 

propiedad de que para toda j. e I 
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f".¡. = iCrr.¡.>•g. 

Productos f"ibrados: Sean G, H, K grupos y f": G - K, 

g: H -----+ K homomorf"ismos. Consideremos el produr.to f"ibrado de 

e f", g> 

con 

L 

~1 
H 

L CCa,b> E GxH 1 f"(a) 

~: L G 
Ca,b)---. a 

~ G 

lr 
g K 

g(b)J- y los homomorf'ismos 

~- L 
(a,b) o----+ 

11 
b 

Tenemos que al aplicar el runtor i al diagrama anterior 

obtenemos un diagrama conmutativo. Entonces supongamos A un 

adactivo y p: A ---+ i(G), q: A ---+ i <H> en Adact tales 

que 

EnLonces se derine 

.p: fAf---+ HL> 
a ,____ <p<a>, q<a>) 

Utilizando el hecho de que p y q son morf"ismos de Adact, se 

comprueba directamente que ~ es un morCismo de Adact. También se 

comprueba direcLamente la unicidad de ~-

i: Grp _______,. Adact preserva llmites 

Consideremos los siguientes runtores: 

U: Grp -----.. Set el f"untor que olvida la estructura de 

grupo. 



Y: Adact. ------+ Set. el runt.or que olvida la est.ruct.ura de 

adact.ivo. 

Tenemos que U ~iene adjunLo izquierdo 7 y es claro que Y es un 

runt.or riel. 

Consideremos el siguient..e diagrama 

i 
Grp Adact. 

~""' /r Set. 

conmuLaLivo de caLegorias y runLores. Ent..onces como 

i) Grp es complet.a, bien pot.enciada y bien copot.enciada. 

ii) i preserva lÍmi~es. 

iii) U t.iene adjunt.o izquierdo. 

iv) .,. es riel. 

i t..iene adjunLo izquierdo.• 

Si llamamos S a dicho adjunto izquierdo ent.onces, si A es un 

adac~ivo, SCA> es el grupo 1ibre con base en 

subgrupo generado por los element.os de la rorma 

ab mA(a,b)-i con <a,b) E MA 

b-1 ab cA<a,b)-i con <a,b) E CA 

IAI módulo el 

Definición 5.3.2. Una ~ami1ia acLiva de ads const..a de 

i) Un runt.or F de una cat.egorla pequeña en Ad. 

~i) Una runciÓn ccotLmF:CcolimF----+ tcolimFI 

CcolimF ~ 1colimF¡2. 

donde 

Con el ad colimF y la runciÓn obt..enemos un 

adact..ivo que llamamos A. 

Definición 5.3.3 Se llama suma act.iva de la ramilia act.iva 

de ads al grupo S(A) . 

• [ S.l HER..RL~CH~HORST pg. 2S.3 

- -66 -



CAPITULO II 



1. LA DEFINICION DE F. GONZALEZ IMPLICA LA 

DEFINICION DE P. RIBENBOIH 

Sean l'!!5 un carcaj acLivo de grupos sobre una gráfica 

dirigida o y T:.lll'!!I------+ Aut..Cl'!!S> una acción, según el concept..o 

de Ribenboim. 

Ent..onces la grá:f'ica o puede ser vist..a como una cat..egorla ~ 

donde los objetos de ~ corresponden a los vérti~es de 1a grá~ica 

y si i,j ~ I ent..onces A<.mCi,j) <a 1 a es un camino dirigido de i 

a j}. 

Entonces el carcaj ~corresponde a un funtor ~: ~ -----..Grp. 

De:f'inímos el :f'unt..or H: Grp Ad como sigue: En lo• 

objet..os, si G 

subyacent..e de G, 

!HCG> 12 

de:f'inido en G. 

es un grupo enLonces !HCG)I es el conjunt..Ó 

y MHCG)-------+ IH<G>I 
Ca,b) ..,___ ab 

el product..d 

En los morfismos, si :f': G -------. i:: es un 

homomor:f'ismo ent..onces HC:f') a :f': IH<G>I IH<J::> I · 

Como :f' es homomor:f'ismo ent..onces HC:f') es mor:f'ismo de ads 

De:f'inimos F = H·~:3-------. Ad. Ent..onces Fes un :f'unt..or de una 

caLegor1a pequeña en Ad. Podemos enLonces considerar el collmite 

de F. Expllcit..ament..e el colimit..e se const..ruye como sigue: 

Sea C el coproduct..o de la :f'amilia -(F<j>Jje:i: ent..onces 
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Derinimos en C una relación de equivalencia como sigue: 

Primero se derine la relación ~~ en e 

h ~· k o 3 a e """'Ci,j) tal que FCa)(h) • k · 

1 Sea ~1 la relación de equivalencia generada por ~ . 
Supongamos que para n l!: 1 tenemos def'inida la relación ,,.,., 

enLonces de~inimos la relación ~n+i como sigue: 

h ~n+i k oh ~n k Ó bien exisLen h',h'',k',k'' E C tales que 

k 

Sea ~n+~ la relación de equivalencia generada por 

def'inimos en ICI la relación de equivalencia 

h ~ k o 3 n tal que h n k. 

Def'inimos el ad D como sigue: 

'º' y 

~n+S. .. 

H
0 

a ~Ch, k) e IDl 2 1 3 h' eh, k' e k con (h', k') e He~ 

Def'inimos m
0

: H
0 

-------. IDI como sigue: 

Si ch, k> e MD y h',k' son tales que h'e h, k' E k COQ 

Ch',k'> e Me entonces 
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Se comprueba directamen~e que la deriniciÓn de m
0 

no depende 

de los represen~antes. Tenemos n: ICI ------+ IDI ia proyección 

canónica, que es de hecho un morrismo de ads. 

Ademas t.enemos iFcjl: FCj) ------+ e ia inciusiÓn en el 

coproduct.o. Entonces, para cada j e I consideramos 

v. 
J 

FCj) ---+ D. 

Supongamos j., j' e I y ex: j ------+ j,. un camino, 

consideremos el siguiente diagrama conmut.at.ivo: 

FCj') 

Supongamos E un ad, y para cada j e I un morf'ismo·: 

rj: FCj) ---+ E 

t.al que si a: j -------> j' enLonces el diagrama 

f'. 
FC j) __}__. E 

F<a>l /~· 
FCj') es conmut.at.ivo. 

En~onces de!'inimos ~: JDJ ------+ JEJ como sigue: Si h e IDI 

con he JF<j>J en~onces 

r. Ch) 
J 

Se demuestra el siguient.e lema por inducción, análogamente a 

la demostración dada en la sección 5 del capitulo 1. 



Lema.- Si h n k con he FCj) y k e FCj'), n ~ ~ entonces 

f'.(h) 
J 

Como consecuencia Lenemos que la deriniciÓn de ~ no depende 

de1 represent.ant.e. 

Se comprueba direcLamenLe que ~ es morrismo de ads y que 

f'. 
J 

Además se ve direcLamente que ~ P.S Únjca con esLa p~opiedad. 

Por lo tanto D junto con los morrismos 

co1imit.e de F. 

Def'inimos IDl 2 !DI 

Ch,k) o----11> Th(k) 

lema. - h ""'"' h' 1 k k' 

es un 

detn.- La demostración es por inducción y es análoga a las 

dadas anLeriormente. 

Con esLas deriniciones tenemos una ramilia ac~iva de ads 

según la derinición de Gonzalez. 

suma ac'Liva. 

Entonces consideremos SCD~ la 

SCD> es el grupo 1ibre con base en 

generado por los elementos de la rorma 

!DI módulo el sub~rupo 

Consideremos ahora el carcaj ~ con su acción T y veamos que 

SCD) corresponde a ES!!!. 

Derinimos la ~unción g: IDI - SCD) 
IC ,_ CICJ 



donde [Kl represenLa la clase de equivalencia de K en SCD>. 

Entonces tenemos la sigiente situación: 

-id 
F'Cj)---+ 

iFCj l 
fF'Cj>f-----+ 

TC 

(Cf----+ 

donde -id es e1 morrismo identidad. 

(Df 
g - SCD) 

Veamos que g .. n .. i a~l.rl 
FCj) F'(j) --+ S<D> es un homomorrismo de 

5rupos. Sean h, k <= PCj) 

gon(hk) g<liK> 

Como m0 Cn,K.> = mclh,k> fiK 

gonoi
1
,,j _. ·...:d<hk> = g<m0 <n,K)) = cr. !Cl = CnHl<l 

{ganaiFC j, a#id} j e:r: ll~ ---+ S(D) es un homomor:f"ismo .. 

Sea 

Sean h,k e JJ.ª~ entonces tenemos que: 

o;l>CTh(k)) = g(Tr(Th(k))) = g(Tfi(k)) = g<co<ñ,K.l> 

= Cco<n.Dl = ci<1-1 c1nc1<1 = o;l>Ck)-iq'>(h)o;l>Ck) 

Supongamos a: j --------+ j~ una rlecha, y h E FCj) entonces 

S<D> "" EB~-



2 LA DEFINICION DE P. RIBENBOIM IMPLICA LA 

DEFINICJON DE F. TOMAS DE 1973. 

Sea <F.,.,k~I un sistema admisible de grupos y operaciones 

según la derinición de Tomás de 1973.Existen entonces un grupo X, 

y para cada f1 e T homomorf'ismos j~, 

<F.,.,J.,.,k~> es un objeto de la categorla 

k~ = kq·J,.,. 

kf' de i.al 

~ y i.ales 

ro~ma que 

que 

Sea 0 la grárica discreta con I su conjunto de vértices y sea 

<!'l el carcaj de grupos sobre la grárica 0 con la f'amília de grupos 

<F µ> f>el:" 

Def'inímos T: .ll<!'l -- Aut~ tal que si g e F,.. y r e F q 

entonces -rCg><r> = TgCr> = k~Cg)(f'). 

Veamos prime1•0 que ·cg e::; t.~lcment.o de Aut.C&: 

Si g e F~ entonces restringido a Fq tenemos que 

yf!:: Fq---+ Fq 

es igual a k~Cg) e AutFq. 

Veamos ahora que T es una acción: 

Sean g,g' e F~ y re Fq entonces 

.,.gg'cr> k~<gg'><r> k~<g')Ck~<g><r)> 

.,.g' (Tg(f')) 

Si 1.,. es la identidad en Ff' entonces es claro que 

_1.,. 
• = 1.u~ 
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Si r,g E F~ entonces 

Tf;Cr) 

T es una acción. 

Veamos ahora que T es una acción dis~ribu~iva: 

Sean re F 0 , ge F~, he Fq entonces 

Tr(Tg(h)) = kgcr>Ck~Cg)(h)) 

kqCj~Cg)j0Cr>>Ch> 

kqCjóCr>jócr>-1 j~Cg)jóCr>>Ch> 

kqCJ6cr>-1 J~<g>J0<r>>Ckq<J6<r>><h>> 

T es una acción dis~ribu~iva 

Además es c1aro que T es norma1. 

Consideremos F e1 producto 1ibre de 1a rami1ia <F~> usado en 

1a demos~raciÓn de 1a proposición 4.4.1, y R e1 subgrupo norma1 de 

F considerado en la misma demos~raciÓn. 

Consideremos entonces 1a suma activa < ffi19,tf» derinida por 

Ribenboim. 

Derinimos e1 homomorrismo Jp: F ------+ X de ta1 rarma que 

si g e Ff> en~ances Jp<lg]) = jf'Cg), y se e_xtiende 1inea1ment.e 

todo F. Tenemos que si r E F~,h e Fq en~onces 

- 74 -

a 



Ent..onces jF manda a los generadores de R al 1 

JFOD =1. 

exist.e un Único morf"isrno j : Efl~ ___. X me t..al que el 

diagrama 

F 

conmut.a. 

Def'inimos para cada x E X un aut..omorf'ismo kp<x>: F ~ F 

en los generadores: si g E Fp ent..onces 

kp<x>CCgJ) = Ck~Cx)Cg>J. 
y se ext..iende linealment..e a t..odo F. Como para cada ~ e I t..enemos 

que kp<x> e Aut..F~ ent..onces es claro que kp<x> es biyect..iva, y 

que por lo t..ant..o es un element..o de Aut..F. 

Veamos que kp<x><R> =R. Sean 1' E F~, ge Fq ent..onces 

Ckq<x>Ckq<J .... <f'>>Cg)J 

[kq<j,..Cf')x)Cg)) J 

fkqCxx-1 j~Cr>x><g>J 

[kq<J~<k~Cx><r>>><kq(x)Cg))J 

fk~Ck~Cx>Cf'))CkqCx)Cg))J 
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ent..onces 

k Cx)(f') 
[T ~ CkqCx)Cg))l[k~Cx)Cf')-1 ][kqCx>Cg)l[k4Cx)Cf')] 

que es un elemenLo de R. Además dado el generador 

de R este proviene, bajo kFCx> dc1 c1emenLo 

entonces exisLe un Único au~omorrismo k (x~ de EEt!! ta1 que 

el diagrama 

·í 
k Cx) 

EElt!! 

EBt!! 

í. 
es conmut..at..ivo. 

Tenemos asi dcf"inido un clement.o de Aut.EElc.2i para cada x e X, 

y es c1aro que 

k Cxx'> k Cx'>•k Cx> 
ffi<S 83CS EEI!! 

Veamos que es un objeLo de ~: 

Se demost.rarán 1as propiedades para los generadores~ de donde 

se sigue 1a propiedad para Lodos 1os e1ementos. Sea f' e F
4 

y x E X 

ent.onces 
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j e k <x><n<Crl>>> j Cn<kp<x><Crl>> 
EE18 E811l EEl!l 

jF'CCk,._Cx)C!'>D 

j,._<k,._Cx){:f')) 

x-1 j,._<r>x 

x-1 j <n<Crl>x 
8318 

análogamente se demuesLra para los generadores que 

< 8318, j , k ) es un objeto de !!X· 
8318 EBIB 

Veamos ahora que~ resLringido a Fp es un morrismo de «x= 
Sea ge Ffl y x e X entonces 

j CnCCgl>> 
8318 

y aná1ogamenta tenemos que 

k <x>CtpCg)) 
EBlll 

Entonces .p: F 8318 es un morrismo de !!X· 

Veamos ahora que < < EB IS, j , k ) ; </>) es un coproducto de 
83f!5 83 18 

la ramilia 

Supongamos CH,jH,kH) un objeto de ~X y para cada f1 e I un 

morf'ismo r¡,.: F f' ___,. H, entonces si r; e F fl' h e F q tenemos que 
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kHCjH(r¡PCg)))Cr¡qCh)) = r¡p(g)-ir¡qCh)r¡~Cg). 
r¡q(Tg(h)) = T/p(g)-ir¡q(h)r¡~(g) 

Ent.onces por 1a propiedad universa1 de1 product.o 1ibre exist.e 

un Único homomorrismo v: F ------+ H t.al que el diagrama 

es conmut.at.ivo. 

Supongamos ge Fp7 r E F~ entonces t.enemos que 

r¡~C-rgCr))-1 r¡p(g)-1 r¡,,_Cr)r¡p(g) 

e r¡P< g)-1 71~ e r)r¡PC¡;)) - 1 , 1Pc ¡;) - 1 'I,,_ < r ,.,.,
1
,c g)) 

1 

ent.onces vCR) 1 

Exist.e un Único morrismo 

diagrama 

conmut.a. 

v: 

Es claro que v es Único con la propiedad de que 
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V•1t• [ ] = T/f' 

Veamos que v es mor~ismo de la categoría C!Jc: 
Se comprueba direcLamcn~e en los generadores que 

y que 

v es un morrismo de la categoría €x· 
C C E13e, j , k ) ; 4» es un coproduct.o de la f'amilia 

ES~ EBe-
tcF f'' jf', k,.:>> f>CEI" 
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3. LA DEFINICON DE F. TOMAS DE 1973 IMPLICA LA 

DEFINICION DE H. NAVA 

Supon~amos <Gi>ieI una ~amilia de grupos ajenos dos a das y 

homomor~ismos .p~: G~ -----> AutGm tales que .p~(g)(a) = g-1 ag y si 

denot.amos ag .p~Cg)(a) entonces agh ah-
1

gh 

Teorema.3.1.- CGi, .p~I es un'sistema admisible de grupos y 

operaciones, se~Ún el concepto de Tomás. 

dem.- Sea S = $Gi/N y los 

según la constucciÓn de Nava con respecto a un cierto orden t.ot.al 

de I. 

Se derine entonces j~: G~ ~ S como j~ 

es el homomorrismo inclusión derinido por Nava. 

Se derine k~:eGi AutG~ como sigue: 

donde >p~ 

si a e eGi y ~1 <~< ... <~r son los indices de I en los cuales 

ª-t.,., ... 1 entonces 

Como k~Ca) = .pi•ca~.>·.pi•-•ca~ .. -
1
>• ... ·.p~1 Ca~1 ) 

entonces k¿Ca) es un auLomorrismo de G¿_ 

Se comprueba direc~ament.e que k¿ es un homomorrismo. 

Ahora tomemos a e éG~ un generador de. N. Ent.onces exisl.t!t• 

1"'1.1 ~ e :r con ..,_ < l:! t.ales que 

ªm si m "" ,._ y m "" .f< 
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y 

Ent.onces 

-1 :r k 
_g,._ g,,_ 

Entonces existe un homomorrismo 

k-l.: S ----+ Aut.G-l. 

t.a1 que si a: eG~ --------. S es la proyección natural enLonces 

Veamos que (G~~ k~, j~) es un objeto de ~ 

Se comprueba direct.amenLe que 

Además, si a' e S y -i.i< ~< < -l.r son los indices de l 

en los cuales a~. es disLin~o de 1, enLonces 
d-
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rinalmen~e se comprueba directamente que 

CG_._, .p;;, I es un sist.ema admisib1e de grupos y 

operaciones y ~S es una cat.egoria apropiada. 

Se darinen 

Js = 1 8 : s---> s 

ks = int.8 : s ---> Aut..S 

con est.as de:f'iniciones t.enemos que ·es, jS, ks) es un objet..o de la 

cat.egor1a <rs. 

Para cada ~ ~ I t.enemos el morrismo ~¿: G-€.---> S 

derinido por Nava, que es de hecho un mor~ismo 

Proposicion 3.2.- CCS, Js, ks); {~~}.Geil es un coproduct.o de 

1n rami1ia <<G~, j~, k~>>-Ger en ~S. 

dem.- Supongamos CT, jT, kT) un objet.o de <;; y para cada 
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e I un.morrismo 

entonces si ~ e G~, 

Entonces por la P,ropiedad universa1 de la suma activa S, 

se~Ún Nava. existe e: S ______.. T homomorrismo ~al aue el di~t~~Ma 

T conmuta para todo ~ e I 

Veamos a continuación que ~ es un morrjsmo de ~1 tenemos 

que! 

y como ~¿ es morrismo de €s entonces 



Ent.onces, por la propiedad uni vcr::-.al de l.a suma act~iva S de 

Nava tenemos que 

ya que 

Ahora bien, si a~,~, e S y ~1 < ~< ... < ~m; n1 < ... <nr son 

los indices en los cuales 

y 

ent.onces 
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opCksCf3')Ca')) 

En~onces ~ es de hecho un morrismo de ~s· Además, sabemos 

que ~ es ~nico por la propiedad universal de la suma ac~iva S, 

segun Nava. 

CCS, jS, ks); <~¿>.tE:rl es un coproducLo de la ramilia 

CG¿, j¿, k¿). 
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4. LA DEFINICION DE H. NAVA IMPLICA LA DE P. RIBENBOIH 

SI SE TOMA ESTA CON UNA ACCION NORMAL Y 

DISTRIBUTIVA SOBRE UNA GRAFICA DISCRETA. 

Sea o una grárica discreta, y o un carcaj de grupos <Fp>peI 

sobre 0 . Supongamos T:.llo ~ Auto una acción normal y 

dist..ribut..iva,. de acue1 ... do con la def'iniciÓn de R.ibenboim. 

Para ,.,q e I derinimos k~Cg> = Tg restringido a Fq. Como 

Tes una acción normal ent..onces Tg € Aut..Fq. 

Además t..enemos que si h € F~ cnt..onces 

k~ : F,. ~ AutF q es un homomorf'ismo. 

Como T es una acción t..enemos que si g,.h e F~ ent..onces 

Si denotamos por hg = k~Cg)Ch) entonces por la 

ditributividad de T tenemos 

Entonces, con la ramilia <Fp>peI y los homomorrismos 

k~: F,.-----+ AutGq .-.,q e I podemos tomar la suma activa S 

def'inida por H. Nava. Tenemos también las inclusiones 

~¿: F¿ _______,, S Ó, escrit..o de ot..ra f'orma 
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< 'P fl} flGI : 11<'1 ---+ S 

Por ot..ro lado t.enemos la suma act..iva de R.ibenboim_ .. con el 

hornomorrismo canónico 

.p: 11<'1 - EEl<'i· 

Como 

t.enemos que por la propiedad uni vcrsu1 dt: < 830,. </>) «..~xlst..e un Único 

homomorf'ismo p: EECI ---+ S t.al que 

Coma además 

en~on~~R 1 por la propiedad univers~l de la suma S, exisLe un 

Único homornorf'ismo p': S ---+ EECI t.al que 

Ent.onces aplicando J.!ls propiedad_cs universales se demuest.ra 

f'ácilrnent.e que 

pop' y p' op 



[11 Herrl.ich, H. 

[21 Nava Lopez, H. 

[31 Ribenbiom,. P. 

[4. l Ribenbiom, P. 

[51 Tomas;;J' F. 

[61 Tomas, F. 

Bifü.IOGRAFIA. 

Category Theory. 
Heldermann Verlag Berlín, 1979. 

Sumas Act..ivas de Grupos. 
Tesis para la obtención del tltulo 
de Licenciado en Mat..emáticas. 
Universidad Nacional Aut.onoma de México. 
Facultad de Ciencias. 1978. 

Active Sums ar Groups. 
Queens Mathematical Preprint, Nu. 1976-6 
Queens fJni ve:r·si t.y, 
Kingst.on. Ont.ario~ Canada. 

Act...ive Sums of" Groups. 
J. Reine Angew. 
Math. 325 C1981), 153-182. 

Un Análogo de Suma Directa para 
Sistemas de Subgrupos Normales. 
Anales del Inst..it..ut.o de Mat..emát.icas, 
No. 13, 161-186, 
UNAM, México, 1973. 

Reconst..rucciÓn de los Grupos Finitos a 
part..ir de las Cerraduras Normales de sus 
Subgrupos de Sylow y sus Acciones Mutuas 
Anales del Instituto de Matemáticas, 
No. 18-1, 29-4.9, 
UNAM, México, 1978. 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Definición de Suma Activa de Grupos Dada por Francisco Tomas Pons en 1973
	Capítulo II. La Definición de F. González Implica la Definición de P. Ribenboim
	Bibliografía



