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CAPITULO UNO.

FORMULACION DEL PROBLEMA
DPE LA TURBULENCIA.,

: the: nov.n.nt. “of the ¢n.¢eost bodies : of . B

U aond those of the lightest atom; for e, nolhtng " would
o bo,yncprcctn and. the [ucuno.w,aa tho pupc. 'uould be-

~pro-.nt co tcn vyoc L T o o Tt

Marquis de’ Lajiwi Vaca:';i (1795) "

Pterr. Bimon.

El obJet#v de este . Rl
‘turbulancil. A fin de furmular el prnblema, 1A seccion unu '--tt 
ded cada a ,resumir !as ccn:eptn- b&sicns ﬁe lgﬁ,dinlpica .d'if

! la transiclén a la turbulencta. v




I. DINAMICA DE FLUIDOS,

I.14 Descripcién del fluido. un fluido, como sisteha ¥isico,

puede ser modelado de muchas maneras. La mhs Gtil en este

problema consiste en suponer que el +fluido es un continuo . de

materia. En este enfoque, l1a estructura atdmica de la materia es

‘1gnorada. La supnsi:idn 1mpl;ca un nnmero infinito de grados de

'nflibertad asnciadus con los ”puntos matcrialns“ qua canstltuyen yv

'hipétcﬁis ‘del conttnuo es cxcelente si laffdimenﬁiones d-l fldjé"

"snn _mucho nayores que las del ‘camino ltbre ‘medio 1(Currt-.19743.1
‘Cualquier elnmento d' vnluaan fal'

Existen dos conjuntos de conrdenad.s parn

scrihfr‘affilﬁiddi.
‘LVEl‘copjuntn eule;;gnn con;int-.en las coord-nlda:

(x, V7,8, ) d-i

‘;tparticulns individu-lns d- fluido.

‘(Monin & Yaqlom. 1975)' Iun sufi:t.nt-a pnrn dQlcrtbir "la‘

'traynctoria del ‘elemento de fluidn comn funclén del tienpo, “llﬁ
.cuordenadas ind-pendientes son 1a postcidn inirlnl

fx§5’°'-b? y 1.

tirmpo tr

qu- '-e hngaL r-f-r.ncil fs-;,f"




‘Las leyes de la mechnica y de la termodinAmica se aplican a un
elemento de fluido, por lo que las coordenadas lagrangianas son
las ideales para elaborar las ecuaciones dinamicas. 8Sin embargo,
generalmente la solucidn de problemas se 1lleva & cabo en
coordenadas eulerianas.

Del pé&rrafo anterior es clara 11la necesidad de iener una

cunexléﬂ antre ambos sistemas. nichn conexién es un resultado

-ématemttico conncidpxcomo el tenrema de transpurte da Réydolds o

.'fdondq Cew una functén nscalar y 3 es ‘1a velncidad d-l fluido.

I.z COHB.PV.GLGH do u-:-. (Currie.1974) La cons-rvacién dn"

al flujo de masa ‘a. trav‘s de 1. superflc:e S.

conservacicn lstablicel

K ) dondn e uttliz; 1. convenctdn d- Einstein.,de _sﬂgafwéobre,
lhdi¢is repettdns.rEsta dlt:ma ecuacidn puedn-reescfiﬁirsi~:umu'

o gE +ehh=0, AEEPEIEE SRR § 9 :
‘que’ Se . conocae comp ecuacién .de ‘dbnt}huidad." Eata ééuacidn.f
“relaciona’la densiddq'cun el :anpq_daJveioéidadgs~;ﬁ ‘de;f«fipido.”“ V

o




Existén situaciones en las que se ' puede. cnnsidérar la densidad
constante, en tuyn caso. se dice que e tiene un fluido

incompresible. &i g = cte, se tiene

a =
3&;"k
o bien,
vli=0. , S 1.2y

Cabe aclarar que 10 anersn no es cierto. eﬁ[ deciﬁ,, i ta.

"¢1ujo estacinnariu en el que la den-idad camb;a en. ll dirccclénzut

vperpendicular a la- vclucidad, por lo que u.ﬂp o; 1- acuacien du,f

' ”continuidad conduce. en aste caso, a ﬂp/‘t + pﬂ.u = 0._,E-ta ~tipp_{f

 de’ flujos rectbiﬂ'el nombre de’ cstrntiftcados.a

,maplicada n un elemento d- volumen.~ 3- pu-dnn dintingutr dns ttposth

da’ fuerzas y su clasificacidn

Z'El otro tipu de *unrzas actda

,'sdlo d-pende de la naqnitud y orientactén de ln -1:.-.' Elt! ii o1 -
.tipo de fuerzes al que pertenec-n 10! .s{u.rzos vtscolol Y 1-
presidn. Las fuerzas 5uper§iclales IDﬂ englobldns rn .1 tunnur d."

eéfdér?os“ “ ’que; represgntar el ‘esfuarzo (funrza pur unidad




de &rea) gue actda sobre el plano X, = cte, en la direccidn x

(Batchelor, 19467).

Utilizando el teorema de la divergencia (Synge & Schild, 1949),

las fuerzas superficiales se escriben como wuna integral de

volumen. La segunda ley de Newton se eccribe en forma sencillas
. %?-I'puidv = I Eﬁu + 3$~ °m]dv 3
: S v :

ap{;canddq“elv teorama dn Rnynolds, ugando. la

‘conservacién

 aﬁ“dnnd§ ? rehkesinfa 71--'posicidn;, Tﬁépiic;ndoi'-1<'teﬁrema qeil
-;transporte de Reynnlds al miembrn derechn. Y utt!izandu ‘al fhédho
qu_qqr;el productu',yectqriql' de vectures paralelos sf cera,

R




resulta

J-‘.’ o x 2)7 av - I_p(?! x P dv + I ? % o.n ds,

LY ’ v S
donde & = 3% 3 ee 1a aceleraridn. Esta ecuacisn ﬁuede escribirse

en forma tensorial

— = —_— g
J‘p(x‘aj xja.‘)dv I p(x‘F.i ij,‘)dv + I(x‘a" xa m ds 3
v ) ' =]

‘Maplicaﬁdn nl tearema de la divergencia a la integral de superficie

ia-sggunda 1éy‘dgvNew&pnl;ai =1FL ‘résﬁltafki

Iay?dewtn téfﬁbdiﬁdmiél. Dado que ‘una’ pnr 1cu

*Mﬁfencuentra, por 1o qencral. . .quilibriu. li' aplicncidn d-

'prlmurathy no .s-dxructa. Eatu cbliqn a introduc:r una hipétesis' S

i;por unldad'd- masn & Y. lu enlrgsl cin‘tica slz(pu&uk).

Pnra eetablacnr la primera loy, e dabe nqcontrar,la botén;tg'
o ealtzada par el sistema vy el flujo de quar{ CoLa pptehdia
‘realivada se debﬂ a los | dos tipos de  fuerzas, volumétricas 'y




superfitialea. La primera lay de 1a termodinamica conduce a’

. o - g ) e
%— I}pc + 1/a(pu ylay = I J.oen d5 + I'ﬂ.dev - I a.nds,
~
v =3 Vv S
donde E el flujo de calor y ; es la normal exteriaor a la

~
5uperificie. Con esta convencidn para el vector normal n, es

necesario incluir un signn menos a fln de obtener el flujn  de

calorfque entra al sistema.ﬂ El lado 1zquierdo de esta :ecgﬁcfen .

Aplicando el teurema de transporte de Reynalds, lasig;Qééidﬁé§‘5dé-

conaervacién de mnmento y conttnu1dad, obtenenos:

g P"ks.?‘f}; ux" 3.7%

.1nterpretar.- € primer t‘rmino ‘del” miembro‘ {zdﬁiééﬁb “representa

“la variacién temporal de 1a energia interna vy el segundo id;_.la '

legundo t‘rmino

 tgrqu1nAm1ca completa>wrédgi§fiuﬂdéﬂ’daé*'_ | de:

-p = ﬁ(p;T) y € = «({p, T}, donde p es 1a prééién termudihimité Ty T

la temperatura.r : S 8
jL§  descrlpcién MEcinicA' V' termndintm1ca del siéﬁéﬁa, ha:

7’¢onaﬁc1dc,,a’trav4ﬁ~ de Vlosi:prxncip;qsrrde cunservacibn. 'a,,qhi




sistema de siete .ecuaciones escalares: la de continuidad, la de
conservacisdn de energia; dﬁs ecuaciones. de estadb 'y, tres mls:
correspondientes a las componentes de la ecuacidén vectorial de
conservacidn de momento. Para estas siete ecuaciones tenemos un

total de 14 incdgnitas: o, &, las tres componentes de la velocidad

'Ui.,

‘del tensor de esfuerzos S TL

las tres componentes del flujo de calor v seic componentes

Bcu.clon's ccnstitutivas. (Currle. 1974)

fﬂn&éﬁéni de las ecuacil :ons itutivas es c‘rrar
de ecuaciones. Dns ecunciones constitutivas 50N suftcientes para;
icerrar el 5istema. La primera ecuacién relaciona la parte v;scusaLZ

!”del tensor d Uesfuerzus con los qradientes de fa velocidad| l L

fsegunda‘ecuacxén relaciona elkfIUJD de calur a co el’gradientuf‘e*

‘T es un . es+uerzo perpendicular au]la superficie.

 'en:uentra en la d1qgnna1 qqlrtansorrde ésfuerzuql' 

'dnnde'el,ﬁensnr Ty

dunstante. L.os resultados experimentales indican que elr tensor

'SE‘aﬁﬁIa para ‘campo de vilacidgdas nulo o

iru depende fuertemente de lus gradtentea de la velocidad.' VPqu

.;encnntrar la furma explicita del tensnr es necesario 1ntr6&qqir{_




ciertas hipétesis sobre la naturaleza del tensor.

La primera hipdtesis establece que el tensor TU sédlo depende

del tensor de rapidez de corte eu = (aui/axj) + (auj/axi). La

dependencia més general para este tensor es de la forma

wu.tx.y.z) = Fiij.y.z> + Fijld.(x'y'-).kl. +
+ Fi.*\ (x,y,m)® L™ * was .
‘dcmde F es un tensor‘ de rango dos, Fi.ju'es~ un  tensar . de rango
kcuatrn. etc; ggnEO(gggftambiih~fpuedén

. Es_i:o.sb d-ponder, de 'l'qg'_ﬂ

mi nanta

jla Suma de’ los determinnntes de. los cofactores. .
St ke segunda hnpétem.sﬁ Q'.f:@ahlECE' qqe la dependem:ia en ei},\

- tensor e, es '_1';nea1, ﬁoc lo quen_ ' N

F{-i fu“‘:Y_nz’ Ir.k

Los dem‘s tensores ‘mon cero d-bldo a "1 ineal‘idad.

teri ':f;or ‘.

Los flu;dns con  estas caractertsti:as '5onk' cnncu:idos :omo

»n:e‘y_gtnnianog.-‘ si al‘iflu_ido,,es hpmggeq_ep e 15ntr6p:.cn el tensor

Schild, -

¥ para tensorot de s-gundn nrd.n. -lannu‘:,d';.téns&r isotrépico
,tj = a 6] »

‘donde los {u:tores' TR 'r Y & son escalares que pu‘eden‘ depén_deh

S .de #._ La 5imetr1a (Synge 'y Schild, 1949) del tensar de esfuerzos

_impli.ca que sélo dos de estos coeftcientes son independientes pprj




Tz =W 3%“*03‘"3_ fz;' 6tj3§“l&] + TS, “&2“1' (.7
donde 7 sé conoce como 21 coefi:tente de viscosxdad cortante vy [
es el coeficiente de viscos;dad volumétrica. En el caso de fluido
incompresiﬁle, los términos gque contienen la divergencia del
tensor de esfuerzos se cancelan. Existen otros tipos de " fluidos

(Bird, Stewart v Lightfoot, 1940) que no tienen uﬁ comportamiento

newtoni ano.

195?), y relacionaral flujo de; calor

1.7 Ecuucionus d- Navicr—stok.s.”; i '  ‘7': 1y utilizanﬁo'y

éstas dos ecuac:ones 'constitutivas podemos rnescrib;r ‘las
: ecuactnnes de cnﬂservacxon coma un sistema :erradu.-* [ _} ecuacién o

cono:ida CoOmo’ ecuacidn da Nav1er—Stokes.

11



Por otra parﬁe, ai el fluido no es newtoniano la ecuaciédn de
Navier-Stokes no es aplicable. El procedimiento a seguir és
encantrar la expresidn para el tensor de esfuerzos viscosos,
sustituirla en las ecuaciones de momento y energia y obtener _las

- ecwaciones . que describen correctamente  al fluidn. En lo que

‘respecta a la ecuacidén . de energia l1a hipétesis newtoniana

fﬁétﬁﬁiifi§a 1i~é§ui;i¢hi,?V 

donde ! s- connc- como funcien de d!sipaciéﬂ v, ustl dada pnr

'“n'—"[ﬂ"t ﬁ"‘ 2 u F"t] '*'v‘[ﬂ“\]

”representaﬂla conversién de energia m-:tn:ca an calnr pur e#ecto'f'

-eversibl

vino sera cero.‘

ol gradiente de temparaturas y estt asnciado al flujn de calnr.: -
En conclusidn, el uso de ecuaciones constitutivas permxte

‘sié}éqé cerradn

R O R A €+t 22w 1, alne
AL A AR A E AT SR
PFe * W B = P Y g ke %«1 ] l+_":_:’_.> : “1,"“7"5 |




P = ple,T), S T Tt t1ed
& = £(p, TV} : , R o (1.11€)

son un tﬁtal de siete ecuaciones con sinfe incégnitas. Las dos
tltimas ecusciones termodinémicas permiten describir: el fluido con
sdlo conocer las tres componentes del campo de velocidades vy " dos

) variables turmndxntm;cas, por e;emplo oy T. o
) B Fl prublema se puede l:unpli-iit:ar si el. -fluidn en‘ cgeqtiét\ 3_.757

im: mpresibl . Lns, prime

: _ut tlma, por oqque

z.o Voruem.d . {Batchelor, 1947) La ecuacién. ‘do  vorticidad

“dunde Wu ‘me’ ‘d'oryﬁ:'ml‘nl la vortictdnd.‘.:"_in"ﬁs a -'r;uln'c"l&i “° ,‘
‘contiene a la presidn. E1 primer términc del lado d-r-cno aw 1a’
. mcuacién. rapresentl al cunbio dabidu a la convuc::ién del ‘Huldo ln
el que hay un gradiente da la vurticidad. nl tﬂtim tirmtno ti-ne

'su origen en la difusién de vnrticidad.' El Begundo t«-mtnn (u.wa.‘

13




no tiene contraparte en la ecuacidn para la velocidad
{Navier—-Stokes) y representa.la cdntribucién debida al movimiento

en direccién perpendicular a la rotacisn.

En el caso de flujo b;dxmensional (A NnA =0 v la ecuacién de

vurticidad se reduce a

' 'que as.: equxvalente a: una e:uacidn,para la densidad de una,canttdadku
  ]r:on5ervada en conveccién con el fluido Y en difustén dentru de 61.

f En tres dimensxones,'en genaral la varticidad no es - una cantidad{-

‘;que se conserve. En el caso’ de un *lujo paralelo dnnde soln una{”

;5;1pta‘,deficern‘f'

3vnlumenl'dnﬁ *iuidbl5pdé&e ser:

—distribuc1ones de varticidad dt*erentes.;“Eﬁfuné-deleétés’réQ{dﬁésf

'gygf;ujq_esﬂrotacional. en‘la;ntra‘la yqrticidad ‘&8 . cero. -Y fsek

"cumblé dda ai en un ‘punto 3=
_mantendrt a lo largo de’ toda la llnea de corriente. : ﬁnﬁiogéﬁaﬁte
»si'k_ﬂ 0 en un punto, . ég mantgndr& asi en toda la. linea de’

corriente.




1.2 Condiciones iniciales y de frontera. (Landau y Lifshitz,
1959) Las ecuaéﬁonés anteriores ueBEn'sak resueltas bhajo ciertas
condicionaes iniciales y de frontera. tas condiciones de <Ffrontera

establecen que la velocidad del fluido, sabre superficies sdlidas,

esta restringida por 1a condicidn
- ~ -~

-
Ben = Bon,

idnnde 3 es la velaczdad de la super*icze Bélida v # 1a mnormal

La :cmponente tangencial se  toma como

i1 eicn _>Vadhnrﬂncia :estahlecaffl
'*que 1a velncxdad del #luxdo snbre 1a superii:ie

:o_ncide

- valncxdad de 1a super¥1cie misma

"temporal ne la tnm nratura.

vertical de la valoridad nn un: 41ujn'turbulanto.

esta 1ndole s8 realizan norma}mants ‘en nn tdnal dg“ﬁviéntéfA

(Rez:hardt 1938).




tem .rhtufq

Ly ¥
components vertioal
de lta velooidad

La variacten clpacial de'estas 'cantidad.s os"simftar.

fcanpl.jidld -d._ las ncuactones '.d. Navtur-Btokas ‘dunadi’f a

,,1nuratébié_ﬂ

ln‘turbul-ncia. Usualm-ntc I. hulcnn caracturiltici g-nc ;ies aul ”i
'saan apli:ables a todol lus flujos dul mismo ttpa, carncturinticas*
du tipn ostadisticu. En esta sentido se puede de#inir un anaenbl-"
"de ﬁlujos liouares ypromedtos _sobre d;;hu ensemb;e (Monin -y

jYaglnm, A973).

L6




II.2 Formulacion del problems.  Cbmn se ha mencionado, 1la
. salucidn de laé eﬁuaciones di}erénciaIES' parciales ‘de
Navier—-Stokes, . con condiciones iniciales arbitrarias, es
practicamente imposible. Por otro lado no se puede asegurar que
tal solucidn exista, es decir, no exdste un tedrema de existencia,
y mucho menns-de unicidad; para las écuacicneé de  Navier—Stcke5.

En este aspecto se ha trabéjado Yy bajo c:ertas hipétesis dell

;#lugo, Y del. fluidu mismu, s han lngrado algunns avances (Hi1n= yv*liu

:;fThomsan, 1968

: ur otraxparte,

adn bajo cundiciunes;iniciales y -de ffrontera:f'

isencillas, 1a snlucxén exacta ‘de’ las ecuaciones’ as dificil de

'nbLener.-'. Snlo algunos flu;ns 1ém1nares ‘han sido rgsueltds:f;'

? comp1etamente '1  Landau ,y Lifshitz.l?S?). B Esto 'lﬁé - diﬁa;;

14-¢;uacionésmuno‘f' ne

fcomo para ver con cloridad el problema. “‘Por  otra 'ﬁafii;‘;ilta
snlucién serin aplicable selo o aqt- Flujo v di#iciln.nt- ilq'

‘\1ot as flujos

uwcnnstruir ‘un ensemble con'estc tipo deﬂflusas.wp-ra'no os punlhl.ﬂ”";ﬁ“

.;nbtenar (11, ilujo fon condiciones 1ni:1ales prncisas. No hqy foraa
de comprobar experimenta!mente una qolucidn narticular. . Es por
. esto que’ el tipo de descrip:idn requrridc debe ' ser: lpltcnblc &
‘todos las miembros de este ensnmble de flujos semejantes y ‘no S,

17




uno en particular,

El nuevo enfogque consistir& en analizar el ensemble de flujos
turbulentos‘semejanteé, Yy las ;onclus;pnes que se hagan se hara&n a
través de promedios sobre dicho ensenmble. En este sentido, los
resiltados obtenidos son de car&cter estadistico.

- El siguiente punto es establecer que se entiende por flﬁjo
turbulentao. Intuitivamente, entendemas un ’flujﬁ en el que se
observa un compnrtam1ento cumplicadn en los campos que  describen

'~-mnv1miento.w.

v:Esto signtfica.: que en el .caso. de' flujb.

Pxperimentalas de :lns campus Qhé;z“

! do un “un miamﬂ, P! to ‘pattu-tlcﬂpo'

g.dtsttntas an cada -xperim-nto. 'aan cuandu lns expertmantos se-“‘

'ire-lizan hajn las mismas condtciunes -xpcrimentales cuntrnlablnc.:'”

"“Con basa ‘en esto. se suponu quc los valur.s dn los cnupo-. camu lnﬁ

‘ditnrmiﬁada'poffuﬁi iiy o a;nsidid' prdﬁibtf!iﬁiﬁa; ll :ull ‘iljf'
. supundrt determtnable de lus datnl dal prnblnma.r‘ La d!lcripcldn

- d-nsidad-s daf

fde probabllidad ccnjunt.s” |

“nspa:io—tiempo, parn :unlqui-r -nt-ro Na Elt- tipn dc d-n-tdldos }fu

parmitqn relncionar al campo de ia turhulcncil -n dns o mls puntns“
permit!endo observar, por ajempln, 1a _corruln:ien d.l " campo de
velocidades en puntos distintos. ' TS :

is -




Hasta ahuré. la construccidn ha =ido general. A fin de
simplificar el praoblema vy lograr un mejpr entendimtenﬁﬁ, el
anflisis se limitar& al caso de fluido incompresible. €l flujo
esta consfituldn por una superposicidn de vértices o movimientos
de diferenteé escalas., 8Se toma como premisa; y no hay razen para
suponer lo Contrariu. que 1a5 ecuacionesr'de cantlnuidad Y

'fNavter-Stnkes siguen siendo vtlidas en el. cnntexto an Que fueron

v}foqmulgdgs;§»La viscosidad ttenuv un- efectn ;dnstructivo.

-t 1 ;imovimiento de peq‘lﬂa escala

';qfidilntblidl la velocidad,_ aste ::art:t-r d-structivo purnit-;“

plicar las ecuacian-s de Nnvier—stukes en todas las e-calas qua

"l ‘aparecen en el flujo.

La formulactén del problema de la turbulencla puede ser. puestar

un tnctanto de ttonpo

':’ol probtona-conai.to on dot.rmmncr la' loyoo» probab;li.ttca- quo{

:rdoscrtbon cL noutuionto d.t fluido .n Lnatantc- pontcrtoror. ‘

"”nli simplift:adu del prohlema. La' implificn&idn radicn
hlpdt.lis sobre  la  forma du las leyes prubabtlisticas Cdﬁb'
vfuncion.s de ia pustcidn :. La hipétests mls sencilla es . suponar
:que las funciones de densidad purmane:un ,1nalteradas ante una
transla:tén ‘de 1los ejes cuordenadns, eaié ‘es, el .{IUjo"eg
'eéfadlstiqaﬁénte3hnmagénen. 51 ‘édéﬁis, no-'ex{§£énujﬁirectiones‘
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privilegladas, es decir, fas funciones de densidad no se alteran
ante rotaciones de los ejes coordenados, el flujo es isotrépico.
Esias_simplificaciones ciertamente reducen al‘campo_da. accidn de
:las teorfas, pero é paftir de éstas se puedeﬁ hacer modelos mas
generales. Las teorias aqui desarroll adas ser&n, en su mayorfa,
isotrdpicas y homogéneas, a las que simplemente se referir& como
isntrdpicas, sobreentendiéndose gue también son homogéneas.

l.as densidades de probabilidad cnnjuntas, que se denntan - Como

) Puau:..;un(“ ’"5""'“ ), dgﬁde?|5 . reprgfgp@éﬂr i,_frjyéAP??d.d‘l;'vw

Ir n‘u. ‘un(“'“:"”'" ) dll du ooodll . . ‘(’_13) -

_B- usari unl barra parl d-nntar prnmedio prnb.billstico.'

 prnbnb111dad snlo depend- de 1- -:unfiguracién ‘relativé . de

puntos y.nq-dq su,rublcacldn o-n oiv

_ Un ruultndo de YA ff't-qru di"i-' . 'ﬁrbb’abii‘;qaﬂ " (kolmagerav,
'l933| Crannr.'1946 ) p—rmlte as-qurar que una funcidn -nleltbria
Sfla) ests estadisticamnnte deternlnadq por tadas las densidades de

probnbilidld cnnjuntas de la funciéﬂ f en .n puntos - o, dqnde n

20 .




puede ser cualquier entero.

Como se ha {ormulado el problema, se ha supuesto que 'las
propiedades estadisticas del campo de la turbuiencia, a diferentes
valores de f. estan relacionadas de manera Gnica a través de 1las
ecuaciones de continuidad y Navier—-Stnkes. Esto implica que si se
coneocen todas las distribuciones de prababilidad conjuntas en un
instante de tiempo dado, las'écuaciones énteriures son suficientes

ﬂpara especlficarlas en instantes posterinres-

e ,a ,.].j.~._,"o“: = E

V'-!&Bﬂ.?--un

'::'y transformlr Ias .:uaclon.s de Navior—Btnk.s ¥ :nﬂtinuidnd a nstn.dJ

'lenquajo.

El resultado‘es la acua:icn du Hupf quu rlsultn

.yimparcgntes

;”Qitl formula:ién



XIX. BGUACIGES DINAMICAS DE LA TURBULENCIA.

IXII.1 Jerarquia de Friedmann-Keller. Como se va a trabajar
con cantidades promedio sobre el ensemble, es dtil establecer las
propiedades que deben satisfacer. Esto fue hecho por primera vez

',por Reynolds (1894). Actualmente se utiliza una variacién un poco

7 {dl5tinta5~-HEstas prupiedades se*

- _Siaiéi):
siaaes cénlﬁdni-;" L ‘,57(1.145)
o ;t}é,.pvcéﬁiﬁinté; LT ' 7f;k1.1§¢5f;,

et rady

h,u;;€ O;. Esto tanbitn ae aplica a las dlﬁ‘lfvnfiaﬁlii‘ de'htiﬁbﬁ;:
L.g;pli¢.¢kén_m;§.stmple fue hg:hq‘pqr Rnynolds (Reynold-.;'1894),{'

V:”Nnvi.r—stnk-slA

,une r-csbe el nambr. dc ccuacien da R-yn ldI nn dund--

nlp -fj

1a vt-cosidad cin.mltica. Esta --.unq .cu.ctﬂn parn lasp antldndnl
promedio; en dondg.nparlc. un término corr-lpondt-nt- al pranedto
de un prddﬁ:to de f}uctqaciones de 1a vnlo:td;d que r.pr-l.ntn unn
'-nueva incegnita. Esté'tOrmiﬁo gc’deﬁe al cartcter no lin.nl de las

ecuaciones de Navier—stokes. Estos nunvns t‘rmsnus - cnnnccn como

.’ 22 A
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esfuerzos de Reynolds: T, = -—pﬁ'_. en analogia con los esfuerzos
laminares que aparecen  en  la ecuacidn de Navier-Stokes. El
espiritu de trabajo de las tenrias semiempiricas es construir
modelos para este tensor de esfuerzos en términos de las
cantidades promedio, para poder resolver la ecuacidn.

Teniendo presente que una variable aleatoria esth
compl etamenté caracterizada por todos sus momentos, A. A.

L Friédmann y (- V. Knller .en 1924 propusi.eron un médtodo para

' »",obt-ner una serie 1n+inita dl- ecuacinnus que r'elactonan tudos “los

‘que. ecum:i.omas. El punto i.mpnrtante qs que, al; gual.' quc -n 'la
e dc’uak:iéh de’ Roynolds. an 1a -cuac:ten pnrn 10n mcmentns d- ord.n n

(t..o., ‘uqunlla en la qu. aparm:n la pnrctal rclpact.o, Vde»l tlu\po

: momonta d- nrden n).

F part:.cular =% derivnrt. un -1 cnpttulo t.rns

de aata ,jcr-rqglg. conu:ida como -cul:ién d- von KirMn—Haulrth-

csem:ial en el aniltsis an’ est.blm:.r bajo qu.- : comﬂ:tonn"
teori.ns desnrronndas puede ser v-r:lﬂ.cadac .xp.rtmtalmnte. “En
particular, como se est&n dcﬂniendo proqodto:__.c_rbrc un ensemble

‘ . es heeeégrio introducir hipdtesis de I:p;rq:tnr‘ .rdédlcp;




La obtencidn de valores medios en forma empirica se realiza,

por. 1o general, en un solo experimento. En esta clase de promedios

enpliricos se utilizan promedias espaciales o temporales,

realizados sobre intervaleos finitos. Cuando el intervalo es hecho

infinito, el concepto de convergencia de pfomedios espaciales o

temporales es algunas veces introducido como una nipstesis

ergddica especial. t.a media temporal est& fundamentada por las

lideas gennralas de Landau sobre la naturaleza de la turhulencia

7(Landau y Liflhitz,t?S?).,Por otra parte, 1a validez de resmplazar

7nm¢dlua prnbabtllsti:os:por prnmedios temporalei o 'espacialeii

']puade s.r prob :mediant

a nyuda:dc “tenramns -rgédico-" dn fiA“

t-orla modarna dl procasns 4y ,campos estnc&sticns (Khintchinn,-

‘n:1933| Hop*, 1937 Y Honin '3 Yaglun. 197%) .. T
E B. supnndrtn v&lidus las- rlsuttqdo: i_éh Vygsta teof;a.
"5casu de . turbulnncia - homogénea .  los

‘sﬁr‘n 16i' ﬁiQMQQ -

':dande una rcjn as coln:ada sobra

1;. corriente d- 'viantov

ns :ompl. ln-ntn hnmog‘nua. plra la maynria de lns prqpé;itus.

‘prnpnrcinna cnnrgia, lav turbulencta  untrart en un

-:ducnimi-nto. TEL prublﬂla d-l decaimlantu nn al

-n determinar 1a vnrtartén temporal de los prumndins en su procesaHJ
g—de re;ajacién, Este,prnblemn es reemplazado por ‘el de:eimlento
cqh-la distancia desde 1a -reja. Tiempos.'y‘-distan:ihs estén

.24
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conectadas a través de la velocidad media del vientoj este heacho
se canoce coma htpétesis de Taylor. 7U5ﬁa1ment¢ las 'medidas son
hechas caon un anemdmetro de hilo caliente. Eate 1n5trumantﬁ mide
la varjacidn de la resistencia de un hilo de alampre debida al
flujo que incide sobre 461. Un promedio temporal de la variacion
temporal dI la rasistencia parmite calcular la velocidad promedio

del . §1ujn :on buena aproximacién. La rﬂlacién entre el promﬁdin

tnmpural de 1a rcsistPncia v la velocidad pron.dio es, complicada,

gﬁiidc{aid;
,prum-dtn.b

AR ¥ rcja Yy se rcqtstra 1a variacldn tempnral' de ihwkr-siutlncin

: “lsnhrc un 1nt¢rvalo dn ttampn muy grand..>* EL* prnm-dso d- 1-* [*

‘? vclocldad nedido es temporal. Dldo que el .ccmpo exp.rimcntal dui

A:ﬂﬂqbﬂl-ﬂFiﬁ,gl‘tnldque"'a valociﬁad“qn un’ puntn fijo, r!lnt vo 'i'




'mﬁdiiﬁté'aﬁiiuglai con gﬁqfia"éin ca":ﬁﬁé(tqiggf

tensor de'e§¥ugrzos de Reynolds. Egﬁhé“Vtedrgasyuspu _construidas

.gsancialménté para reproducir datos exparimentales.
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T. INTRODUCCIOM.

La idea fundamental en .éste capitulo és aﬁaiizar las teorias
semiempiricés de lla turbulencia, que fueran las pfimeras en
aparecer. Al margen de una discusidn detallada de cada modelo
tesdrico, es caonveniente analizar el contexto giobal en el que se

- encontraha el problema a finales del siglo pasado. 0. Reynolds

lfhiyb;é; pf;ﬁqfﬂfinténtbg‘saric de  resolver el prnblem&~ de la

' Que siquen siandn aplic

;: flujo Qn dns partes, unn promcdio y otra fluctuante, es_ wl- 6un o

jclave de Ia descripcién.— Bustituyendo csta hipetusis .n"{ai,,“'

V-cuacién de Navi-r—stnkus encontré unn tculcien plr-' -l fluju_

las ucuac nnas

‘~;ifhiilfde

‘}”es¥utrzn de Rnynolds. Estl esfuarzo Aparante -amo Apare:.*-cunndb~_,

con - los experimcntos; y era d- dttas d- dond- B suqartan lopi

modelns. Los modelos eran construc:iunut :in.ti:at que se nnnorabn ‘lﬁ"

dnscribieran f.nomenalégicamente el' proccso en —cl’_ qug ; L1 3
'*encuentran 1ns flujns turhulentns.r Es por -stn qun astas' tpurxasu
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no pueden ser completamente ciertas ya gque no ﬁarteﬁ de .prtmeros
prihcipios.>E5te fue el'esplrttu con‘el que se desarrollaron las
teorias semiempiricas. En su articulo de 192?, L. Prandtl sellala
el camino a seguirt se proponia encantrar expresiones para las
fuerzas viscosas aparentes, producidas por el proceso de mezclado
caracteristico de los flujos turbulentas.

Las prtmeras teurias en la des:ripcién de la turbulencia son

. de caracter f-nomenoldqico.‘ El propésito gen-ralv:es' -égdﬁl-;er

V’iorden en. t‘rminos de los da primer nrden. Esto pu-dt sar h.cho4d0j.

‘ nuchas nnnurll, lmp-zando con unl r.lncien complctlnnntl -lmplrica: 

'llbnradng qu- incluyan a‘nluqias :nn ln t-oril cin‘ticn d-,qns.s. 

originales. -

II.1: Teoria de J. nountin-q. < aoﬁiuinnsq.vla77) La prisera
- tcuria an orden cronolégtco fue la da J. Bouslinasq nn 1877.»  5;g7'
H»idea de - Boussinesq es hastante scnctlla, deftne un coeficientc de

o8-

%;obtenida da resultadns enptrtmantales, haqta ,mod.los, bastnnt-»i;i




hezclado_ A, de tal forma que el esfuerzo de Reynolds se  ve ‘en

farma an&loga al ‘coeficiente de viscasidad en la ley dé_ Newton:

Ju
f‘=uwl

el esfuerzo de Reynolds se ve como

= T = 94 =
. T‘——pu‘u; A avu. - B (2.1
V'Est- cne-ﬁ.cienta de maz:lada A juega  un papel de = "viscosidad

e volocidnd . media’ u. Euperiment l‘ ent. se ubserv lns fuerzAg.
vis:osas son’ propor:ianales li :uadrado de’ 'la velac:tdad prnn-diu.l

'Eﬁt'-' Signl‘ica quc A e prupurcional Ca la velot:idad Promdiu.-

Esta teoria e una analogia c.on el -Flujo laminar. I..a vi-::ostdad

1efactiva. o En ;el capitu

tenri.a del qrupo de r-enurmal:zacsén

’\viscns:dad as rennrmalizada.

‘que séln la campcmente o de ll vclacldld promedio es dlferente de I"

.'_c_:aro._ Dicha componente _u es -Fum:ién de la :onrdunada Y del.f

s
'pu’ntbl E"’E(y)» (-Fig.‘ 2. 'Prandtl ‘propuso un proceéu de

mezclado de. rnnqlomeradns de particulas (!.ump) cuyo macanismn T da

nriqan a la lnnqitud de mez:lada. Hac1endn 7 una analogia con _ :

'.,;-\.pru:asos de trnnepnrte on teqr{.d cindtica para establecer un .




mndelo de mezclado donde la cantidad tranaportada en el
intercambio turbulento era el momento. Introdujo una longitud

caracterfistica

. Componentes de lea
velocidad promedio:?

'_quefés“lavanﬁldga’al”caminn'libre- mediu- enl‘téoria' cin‘tica de4x

'7d§§as1 ‘Esta lonqitud t da mezclado es la di:tancil recorrida en 5~f
,\1. direcctén transvnrsa ql movlm:ento prnmedtn del {lutdo. por wunrﬂ,ﬂ

\conglomerJdo de fluidn que conserva su identidad Ty e moggngé;

La dif.rencla entre laS"velncidades~ da particulas situadas a
'distancias 'L por arrtha- y por: abajo - del valor de v fgg_'w
propbrcional, eh primera aproximacién, a't(da Idy). - El.- valor - de

la fluctuacién u"se supone proporcional a esta. diferencia. Eéte'i,




mecanismo debe ser valido, cuaﬁdo menos en promedio, por 1o que -

podemos escribir:

- ' 3 - S
vzt =t d_\7ual'

— d —
|u;| = cl |av !"l,

siendo c una constante. De aqui suponemos que:

u;u;' = 4c°»lu;”u;_l'_, ) o

con O < co < 1. El 'Factor'_ c_. es  igual - al +factor de corre-

ue es deﬁ.n dn comn

'El, :ompurtamientn expefi'm'antal' - ,de, '?.' : ‘.l‘li\si‘ . \ ilio:'t_c_l'q.ldes‘_ :
:uadrlticas medias y el esfuerzo de Reynolds se. mﬁqétriﬁ anlns -

\N.g ras: 5 v 4y

st o e OB
V2 B S

‘por meichardt (2988 en unc-l. g

-outon.- "\omados

CFige 3.




' 14 u’
. Em . [y
sea) 2 A — g,
] \ ' -‘_5_: . o—.ltr\oa aertral
w?® 10 ] 5 t,0 det canat
‘ - .
8 o.8
w® Ng_. Y
= & 1//’ N:;\1 o.d
5 \ o.ﬁ
é‘i/i - ‘E? o.=

Lcton. X nee
turbulontc- ‘on un ‘tunetl de’ vi.onzo. medidaw :

por losohnrdt. u : aoo on/..g.

El esfuerzo de Rnynolds relultant. qs

veloctdad preaenta un mixi.mu y ‘como repnrta Reichardt

"tonsnr de as#uarzns no es r'ero.

dn_nd. i‘,es una nueva ", longitud que- tie‘nérb que ,5¢r_" —‘dotar_nir_\a.da

exparimental mente.

-




Esta ecuacién'es difscil de manejar. Pusteriormen*e. Prandtl

atacd el prcblema mis sencillo en: donde no hay paradea.

Para este .
problema

Dbtuvu una solucidn sencilla. La hipé&asis de trabajo

fue que las dimensiones de los elementos de fluido que wviajan en

direccidn tranaversa son del mismo orden que las de la zona de

mezcladn. Cnn esta htpétesis, se debe tomar

l1a diferencia entre

_las valocidades minima y mtrima, en. vez. de L(d;‘/dy). La expresidn

-sobre L,

ex:eptu que depende de,las cundicianes de 4rontcra.

De la hipét-sis (2 1) se pueda dnriva L
iVd« velm:idadzs tschlichting.

1968) ann lq suposicién de qxl ‘inv

Njcnnnce comm la lay de la 'paradm y

divargente en ia pared ¢ y = 0 ).

Fsta div.rqencia L L deb- ‘c lh'
supnsicién du que 1a Griccian turbul.ntn II mnyar a ln &rirctén

: V’. BCC)SB.

,;n qqe an las cnrcanips de la pnrcd.‘.s falso.




'X1.3 HipStesis de semejanra de T von ﬁg--ﬁn. . (Kérm&n, 1970).
El éspiritu del trabﬁjﬁ‘fgal;zadb puf vqner‘rmlni—es jha;gf' ﬁts
accesibles los célculos utilizandé un miniﬁo de suposiciuﬁes;.
BAsicamente su trabajo est& relacionado con el flujo turbulento en
canales, en pérticular, en canales rectanqulares. Los resultados

estén basad05 en dos hipétesis principaless

;tj, Despreciar e1 tdrmino ' vig;oso . en.. las ecuaciones

‘;;“en las es:alaq de vnloctdad v longltud.' ;
- Esta ;:nqunda hlpétesi:.f‘dq. cartctnr astadisttcu.  ‘sﬁﬁ$h¢H;“‘5

fsnmcjanza .n la fluctucci¢n cun el Glujo medio, independient-‘ dez

'fcapﬁéndanfﬂui{pgn§6*3h'ﬁﬁustibh; ooy da q;TZ .
d- Naviér—S£okes‘ascr{ta en t‘rmlnos d- 1a funcien de corriunte'

" tiene 1a formal

wa—ﬂ—w w?”ﬂvv".
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Despreciandn el término viscoso, y tomando 1los primeros

tirminos del desarrnllo en series de la funcién de corriente
.-

» # - » ¥ ’ .
wr P Tt Ew v e %% ﬁ'%i“,"

Si usamos la hipétesis dos, la ecuacidn debe ser indepéndiente

de 1ns partmetros A, L , u&. u;’. aete, 1o cual se satisface si

_,._, g8 i

y = hy, t-.-, en la paredes)l

o HEI (o0 /F)/FY e

La distan:ia d-sde la parad est& dada por h—y._
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II.4 Vorticidad y teoria de G. I. Taylor (Taylor,1935a).
De acumrdo con los tenrema-.;. de Kelv}ﬁ ‘ca;ubre ﬁln\f-imieﬁtns en dﬁs
dimensiones, la vorticidad perinanece constante (seccidn 1.8).
Haciendo uso de esto, Taylor derivé afios antes una teoria en 1la
Que la cantidad conservada era la vorticidad y no el momentos

obtuvo la siguiente expresidn para el tensnr' de esfuerzos

(Schlichting,1968)1 T

' Exc-pto ‘por un flctor num.ricn. u obt:lm- ll nl.m dlltribu:tdn

y ‘,-fd- v.loctdadol obtmicl‘ pur Prandtl. v En dus dtun:ton“ 1_."‘

--'::#lujo-'sobr. un cmal ti-n- lu orlq-n .n 1- p.r.d.'- E I.n :ondlcidn'r: .

B de‘. o daslizmianta dax fzuido snbra Xa - parad raquiaru -qul ia

) .f.ctos dl :onv-cc:l.én rcpr-untldn por .1 prlmr tdrll.nn d-l. lndn

' derecho d- la .cum:ién d- vurtictd.dg -1 n-gundn : l:.rmino -an la
'_dcu'a:c"i.'én de vortici.dnd uldica qua la vorticidad .I : callbiada'

" también por distorsién local y rotacién del flu!do. El ucnnilno .
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de generacidn de vorticidad en sistemas donde no hay *rontarﬁs VSI
debe a sur.;eriicize_s‘dbnde la presidn es constante y el esfuerio
tangencial es &ero. 7 o

Si se parte de un flujo originalmente sin vorticidad, esto es,
un flujo potencial, la formacidn y transporte de vorticidad

conducira a dos rcgiones en el fluidas una con vorticidad y en 1la

_‘otra un {lujo poteru:t.l.‘ " El tranipbrtc’ de _vort;i.cida'd_ es de 1la

iéﬁ#i. Fu-r. d- la r.qién pntnnctlxr 165'“§6ff{ééé jﬁejfgﬁéuiﬁfqih

L 4.amrt£quadcm- K Eﬂtf‘. Mlv 9.ql-liﬂ°! “ meyor el. mr t‘““““'““' v

por lo ‘tas to no p-n.tran Cen lg L e 166 pnt.m:t.l. Bélolon Gk

vﬁrttc“ dr mal.an p-qu.l!ns dun

‘san qrqnd-l. Por io tlnto la dt-lpm:ién - ll-vn a cabo ._ an. l'a

‘;.;‘f'fiu}i‘én'i}\di&i‘c‘:é. Dospr-ct ando lus t‘rni nos d- vi scosl d-d vy prosion.
‘y :upnni-ndo un flujo a-tacionnrin pnra las cantidadus' prumadin,‘

an ubtienc la siquiente_ecuacid{n: o

D BTTE . 8 e
E RN A




Para resolver esta ecuacidn Reichardt prnpugo su_ lay de

transf.rencia d- momento que establsces
o = - 2 .=
wu, = 3 uy N , (2.10)

donde £ es un coeficiente duu puede depender de x. Con esta

suposicién u" satisface 1a escuacitn parabdlicas

’ ,j,.'_cntr- viscosi.dndal ci.nmltttcn y ;plr.nte os .l punto de par-ttdc‘,f_“ -

L Een base en ciertns suponiciun

e te 1 ‘ ulizam la -propunsta 'por L..,
'bPrmdtl 1% rmtdn por lo.- Q:uacionn (2.2). (2.3), (2. 4) Y ('2.5)..
: Ln prtmnra obj-ctdn dn ca.rict-r t.drico n -obr. la t-or!a dl

- trlnspurt‘.- d- -oul-ntn . 1- indlvidual idad ‘de las cmglonﬂradnl- La
’indtvidual !.dad du- los conqlomcradcl no puedc scr conservada en Qna_.‘ ,;%f,f;:-_,;

- diqtancia l.,v lal pnrtlculas dn _flu:do Vast‘nr en'"-': constant-f

v




movimiento y no forman un conglomerado que viaje tal distancia.
En esta tuoria no se tomn en cunnta .1 efecto en las fluctuaciones
de la presidn; el " movimiento de particulas‘ no es nl- ,mxéo
mecanismo de tranferencia de mblhentn. las diferencias &. T presidn
ocasionan transporte de momento. Debido a esto la suposicién de
que o1 momento y la individualidad se conservan a 1o largo de 1la

}!on‘qitud 'de mezclado l. no es completamenta vélida. La longitud de

--_umezclldo tiene ia d-sv-ntaja d- no snr una prupicdad ‘del. fluida.

[puede g.;dnductv__ir ,unn dpp.ﬁdqqt_;'!!

Fig. 5. '.Lulﬂ.bucton unlvoloqt do votoctd“o- ur. ﬂ.u.lo
S turtulento on un ssnal. ¥y es la distance desde La
pared. wrvc ta? corro-'ondo e le toor(. de’ l'r-n‘ll
I.. surva (l) corroopon‘. a le loor‘c de vvon m

Este compbrtimloﬁtu_  me dnb. & que se ha d-iﬁi.:iidb la

iae




kfricci¢n viscosa con . respecto de ’1- friccidn  ‘turblilenta

apﬁrente. El namero de Réyno}ds s define_;omn el prnducto_dé una
longitud'y velﬁcidad caracteristicas del #1utdo dividldus‘ per la
viscosidad cinem&tica. Este ndmero es un par&metro muy importante
y su valor puede usarse para indicar si el flujo es turbuientn o
.no. Cuando el ndﬁefc de Reynolds es muy grande, la friccidn

turhulenta,puede superar a la friccién vis:os-; con buse en esto,

"debemns considerar el resultadn dl Pr ndtl ‘como’ ol comportamtnnto‘-

-aproxinadn.nt- 1/7. pcro vnriando-liq.ramnntc-fcqn;v

ei:iuQVQ, d- hecho #orma un picn.v El

ﬂ”:prnblema es que la teuria no é; aplt:able aqul. ya qun la longitud

ﬁ'Esta corr.ccien purmite una mejar descripciéﬂ If cumpurtamianto
turbulunto. Unu do lns problemns os la dificultnd dl ‘oparar, ;on
Vi_esta exprestéﬂ (2. 3) y por ,eso, h’ 5tdq, pocq utilitéda.,'Esta
correcci#n pqede ser ﬁeneralizadi; y%»aué.,e1 Edéminﬁ :orrecttvo,
'~_puéde ser peﬁsado'éomplsl segundo t‘r@?ﬁo;_de_ un‘ desarrollo en .

. 40.




series. Cada nuevo término llevarad consigo un nueve coeficiente a
ser determinado experimentalmen;e.:Cada coeficiénte permitird que
haya’vgriafianes en el t‘rmiﬁp'correétivo sdbre_ la distancia de
longitud de mezclado. - .

" En el caso de turbulencia libre el modelo de Prandgl‘ (2.4)
describe el fendmeno con buena  aproximaciédn- (Schlichting,1968).
Algunos  autores sefalan que la definicion misma‘ de los
‘cnnglomeradns no es clara (Batimelli. l?eb); -

'.nr:a de vun Ktrmtn (ncuncione‘ (2.8),

2.7y

'paracxdas. Lo expuasto para el casn dn Prandt! as aplicahln aﬁﬁi;

La t.oria da lelor presgntn probl.mas t.ericos -n -l caso:’ daﬁf

L;tre: d:mensiones. En Qf.cto. enﬂattl :asb la vorticidnd no os unaf

Taylnr d-rivo unnr t.orlax‘

':‘mudtfic.da, extnndi‘ndoin a trns din.nston.-._en donde lupulo quc:

‘;-f;nfii‘ﬁéi‘éfiﬁ:ﬁnftQ 'de  m&iﬁé¥b.7a Ewte punto se vnlvté “de
traécnndenthlr importancia yablaun; polﬁiriorn.ntn. chptqun
drtthcamﬁnte la dirercién de las 1nvnstiqucinn-s.‘_ . . ‘

Finalmnnte, la tanria de Reichardt (ecuactcn (2 10) oqfr-nta

a1’




] seQeros problemas. Las ecuaciones delN§vierfStokes son ‘invariantes -
anteruné trans+6rmaci¢n de Baliléot pere la ecuacién parabdlica
que satisface ;T; nd lo eé.-Es por esto que nos inclinamos a
deshechar esta teoria. Sin embargo, Reichardt dié uﬁ argumentd
que describe perfectamente -los resultadus experimentalesg pero

‘esto no es 5orprendente ya- qua las ecuaciones fuerun trans#ormadas

,especialm-ntelpara ajustarsn' ,D.sde nl punto d. vista'

ntendimineto

dal fendmena.

(!DK!AEHOIIEL

-splrltu g-nernl» d;vroitQu ':iééins__ina'jﬁqi?riﬁif"lqhk'

‘Hre*iit-f una - buena :on:ordancia Cean:

"sorprendenta. ”fl’ '  SR .

Fn qeneral, tndas las tenrins presnntan problemas de :artcter -

.La ex:stcncia de unn vis:oliﬂad aparnnte.mntiva ln'utilizacion -

56. lll t‘cnlcns del qrupo de renormalizacién ‘cuya-'5cnnc1usiunesfl'A
“brgvementa menctpnadas en el, capitulq 'V | mon atiles para xl#

,‘xéodprhnsfdn7dgllprbhlem;.‘.




CAPITULO TRES.

TEORIAS ESTADISTICAS

- qrucand . um corp. ‘gquitte sa ,—plcco.
COuJour- om collo B
»T-fa c.-lut on,collo d'

‘un’ outre, . .
s autrw.;
suite s

& alnst de .
. dorntor. Qqut occupo au- n.-o
tn.tant lo ltou d‘lat--‘ par lc pr.ntor.

e

-ncartus.

v seﬂllé qu. lls carnct.rssticas dnl flujn‘s. -scriben
cunveni-nt.m-nte Qn t‘rminos d- las funciones dn

corralacién._ Nu'

unt#ormnm-ntn distribuida
‘ -naliza

min ?fbhtgrﬁ;h'”Eni‘aqt. cnpitulo ‘s
_-l nuevo anfuqu- " representado’ ‘pbr
astadisticas. ’ '

las tenrlasK '




I. DESCRIFCION DE LA TURBULENCIA HOMOGENEA E ISOTROPICA,
Ningan flujo turbulento puede ser, en pr;ncipio. hnmoq‘nea e
tsoiééplco. Esto se debe a que los flujoé son flnttos. El conﬁeptn
de furbulenc:a isntrépica es una idealizacidn matemhtica. - Desde
el punto de vista tedrico _el problema es interesante Y
constructivo: al resolver el caso m&s sencillo, se espera obtener
la informacisn necesaria como ﬁara captar las ideas principales
que estln,detrta.VUn; Qaz‘gntengido<n1 caso mas. simple »g-"qucé-

g.nernliz.r. Lo : _‘ FR

problema de’
:turbul.nct._gﬁ;;»u:, q

dnsarrnllaronr?

y Knllar.

.<‘:V-1QC1dld. ,Fr;edmann;

'f cunstru1r una jerarquia inftnita de ocuncinn.s qu- tnvolucrnn e

fgugqs5los,mpmgntos. El problnnn a;& plnnt-adn tt.nl la dllvuntlja&'

Jnrarquia

‘-:uqétqﬁ.d-'ﬂéynoldﬁ. Eltl fué la .cunclén bl-ica para lns t-nrl.l

Las hlpéﬁuﬂis -ﬂnr”hombqinoidnd'fﬁ- Isotrdﬁgi lllpllfl;ln

" snormemente el sistcﬁg de ecuaciones. Sin estas Ehipét.lts seria

a8 .




préacticamente imposible resolver siquiera 1la sedunda  etuacidén.

Las htbétesis reducen de seis a dos el namero da'mameﬁtos de nrden

dos, y de 18 a 3 en el raso de orden tres.

Se define la funcién de .
correlaciodn de orden 2 (0o segundo momento) comor

SR B, M = u Gha olv,

fdond- las cumponantes de la velncidad son lvaluadas‘ sn

el mismo

2

“lleva a la cun:lustdﬂ da que Ta dapund-ncia -n ? nl :olu a trav

'fd- su’ mlqnttud._ COﬂ bnln'fqn‘ estn.;‘li pronndio d. cualqul.rfi*

cnnponentn de la valocldad .s ccro. Uttlizando el‘hncho dn qu. .l: B

:nr dP curreln:idn Eiid isotrépico.

las nuave cnmpon.nt-s

_ | : rtr“ S
B (r') = I’.F Cr) - B.N(r)fl > * B

(r) 6’ T Ema
r ! .

‘dnnd. 6 es la delta de Kronecker, rt,, t=1,2,3, son lag  tres
cumponantes del- va;:ur ?.'La funcién de correlacidén de '£er:er'




orden es dé i1a formas

(x,? Py = u, (D (x+?)uk(x+?’ .

tﬁ i
Esta forma general se conpoce coma funcidn de correlacién en dos
puntaos rd ' #7. Las necesidades para la segunda eﬁuacién de 'la
serie son satisfechas con un caso particular, en e1 que. = 3.

Cuando se haga referencia al momento de orden tres, se refiere a

"éste caso'barticulprlfsé seﬂé}arl claramente . si se 'utiliza' ia

ifuncinnas Ilcllarul (Hnnin y Ynglom. 1975)!"

”*.}trnbajnndn -l caso . de dﬂn'idld constlnt- ]

“conttnutdad 1mplica qu- la dtv.rgnncin dnl clnpo ﬂ- v-locidldls e
cero. Esto. a su qu. impltca rustriccioﬁcs lobr. las no-.ntol d-'

ia~yulocyq§q.




Usando el hecho de que:
aB_ (r) aB__ (r)
= 4t "om L]
que resulta del hecho de que el orden entre derivar y tomar
promedio puede ser intercambiado y del uso de la ecuacidn de
continuidad. Resulta en forma directa que:

] N r O‘BLL(r') ‘
Bm(f',t) = Bul(f') + 5 —T— ’ - ’ . . . (ZaBa)

"rimpiitiéibpéiaiﬁbbf S las

'pmplétﬂhhﬁté _simtlar,;

; r‘ T Ralle g R
,: B“"(rgt, T- EBu“‘rlt) + z

5pf <'f',‘13;3c5J

ecuacién cnr?eﬁhﬁhdientc?ié:fﬁaitiznn los“ siquient ‘k‘paﬁﬂll_ﬂ

escrib- la :ompun.ntl t de 1a ecuacién de Navier—stnk.s - en ef

1punta : y 1a compon-nt¢~1len 3 punto ? + ? " Ba mu1t1p1 .ca j}éV”

Qjobticnn ll ccuacidn para las funciones de corralactdnl

L (r.t) o r‘ashbcr.g): ol
= [F + ] [ Ll.l..(r't, +29—---F—~—°-— - (?.4)




Esta es la ecuacidn basica para las teorias estadisticas Y

“fue derivada pnr primera vez pnr von Ktrn‘n Yy Hqﬁarth an. 1938,

Dado que las ecuaciones de"cnntsnugdad ¥ Navier—Stokes son

consecuencias de los principios de conservacidn de masa y momento
y de las ecuaciones constitutivas, todas las conclusiones ser&n

consecuencia de estos principios.

Para finalizar esta seccidn se dar&d una expresion alternativa

‘Egpara la ecuacidn de yuq Ktrmﬁn—Hnnarth. La llamada ecuaclén

'ctral utiliza lls‘trnnsfurmadas d. Fourier de los‘mnmentns_ de

T- E" f’yE‘k’.Vt}dk - _2” j’k’E(k.t)dk




De la expresion para la disipacién viécpsn ‘puede  verse que
juqu un. papel muy importanté eh escalas pequeﬂag;(Qalurgs gfﬁﬁdes
de k), estd& regidn estl& caracterizada por grandes gradientes de la
velocidad. El término no inercial de la ecuacidén de Navier-Gtokes
se convierte en Ti(k,t). El término no inercial est& asociado con
la transmisidén de energia entre las diferentes escalas del

muvimienta. Se observa ‘qué T(k t) es negativa pari val ores

. p-queﬂas'd¢ k y pnﬁitiva para valores grandau da k. Esto gmp;;ca“:

”*i ‘s. lluva ‘a- caho- (usullm-nte*

f-uj. k an donda =@ ancuentra la maynr parte 'de 1a anergla y de 

dislp-cién aqu-l -n 1. quo la maynr parte du 1- dilipncién total

Jhnbla dn un’ 80-90%). En ll figuraﬁ‘7

‘5>6:s 3pu¢o‘tapr-cinr cunlltativam-nta nsta asqu-mj

thﬁ}“bLm‘*iiia.ﬁ.u:uoltto\tvo de tol f&(p}‘f

dt-tpcctén y ‘de rodt.trtbuct&n do onorg‘c.

La Gorma cuantitatlva d. -stas curval d.pende dal ‘nnmnro de,&b

Reynolds.-En ncasiones 1os_.1ntervalqg. dg,lanefqiq 14 disipa;ién o

puedéh.tradslapﬁrsé,,




IT.  ECUACION DE VON KARMAN-MOWARTH Y SU  VERIFICACION
EXPERIMENTAL.

La condicidn sobre los momentos de orden dos impuesta por 1la

ecuacidn de continuidad, es f&cil de verificar experimentalmente.

Los experimentos indican buéna concordancia, como el realizado par

MacPhail en 1940, de donde la figura 7 es tomadas

dibujada eon L
‘s celculoda
‘8m ohserva qua La- iitunc!én?-

naynrin de las mrdlctun-s ‘s

probl-ma da que son mls dif!cileﬁ de n.dlr y iloEf f|Iﬁf€h5o| ‘iﬁn

" mucho menos preclsot. E£s por eutn qun lo- artl:ulns que . r-pnrtnn

- medidas de ‘estos momentos. no aseguran ln validlz rdl lam

rela:innes impuestas por la’ ecunctén da :ontinuidad (3. Iy

3. 3:7.(Townsend, 1947 y . Phﬂs,v .Klstler, D'Brien y Cnrrsin 1958).'*




La figura 8 representa B {r} que es la gque dsualmeﬁte‘se mides
0.8 i‘o : 1.9 e Py 2.8 /M

1 L] ¥

~van Atta v L‘.hen (1956..!:) reportnn 1; fun:ién Bos r(ﬂ?-"".(fiq. 7 u

C 0.0

A Sl : & T IR R T
il °'°‘ o.% 3.0 "s.%  ®.0 3.6 8.0
Fig. 9. vutorfo oup(rtoo. de tc !unci&n normcltzcdc BLN "tr». van:
‘Attb g{ch9n 1aoopo.b:. Lo. vo\oro. de B&“ "Cr) mo.trodo.
g : : o oM ]

En cuantn a’ la ecuacidn de"von Ktrm‘n—Huuarth entsten;trnbajos

?qua aseguran buana concunrdlncia entrn tearia iy' axparimnnto.

‘(Stewart 1951 y Hills. Kliater. O’Brien y Corrsin 1959)._5'




III. HIPOTESIS DE AUTOPRESERVACION.

Bajo ciertas condiciones el dacaimiento de la turbulencia es ouy

lento y el sistema se encuentra en un estado de cuasiequilibrio

;estadisticu, independiente de

:las condicinnes en que . la

”turbulencia fue qenerada. Los - partmetros de que depende este

vininnto san‘la energia tnycctaﬂu al sistema por unidad de masa'

: la dtfustvtdad tirmica n. Parnl las +1uctu¢clunu,:w

_elncidad. los dnicos parimetros que intervinnun apn la enerqla cf

viscos dad v.‘fﬁ‘._ . ”_;'7'5

"temporal de las Guncinn-s de carr-lnctén

aprnpiado obtienen . ‘un cara:tnr univlrsnl.




A fin de aplicar esta hipdStesis hay que encontrar escalas de

longitud y velocidad apropiadas. Por escala de ‘longitud se bqede

tomar la escala integral o la escala diferencial . de Taylor, que

son definidas en términos de las funciones de correlacloﬁ. La

escala diferencial de Tavlor se define como
A = [— BLL(O’ ]./"
>
ZBLL(OD

(donde las primas denotan derivacidn.

Lé escala integféiVESj;k:‘~

tB (O.t)] En general, pueden elcognrse cualesqulerav"'dlCilds"

: fd¢ longitud y vnlocidad qun est‘n dat-rminadas de manara nnic- por:;.j‘

En este lenguaje las _funciones'

“Las functanos do correlacién.

wfuncién de" correlacién de segundo Drden o la :orrespundiente Iey

q‘nco tercips en el~lenguaje‘e5pectral) que ha sidu‘_;onfirnada

: experimentdimehte.‘
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III.1 Teoria de T. von Karmén, Los trabajos de  von K&rman

van en el’senti&n de introducir la é%preﬁién de éutapreservaciéni
. !

de las ‘funciones de correlacidn- en- la ecuacién . de von
K&rmtn—Hnwarth. Si se desarrolla la ecuacisn de von Karman—Howarth
en series de Téylor alrededor de r = 0 y se sustituye la hipétesis
de autopreservacidn se ohtiene un sistema de ecuaciones para ias
fucniones ¥ y h. En particular si se considera el térmiﬁo de
< orden cero en. este desarrolln se. obtxene una ecua:lén para r dnnde_

'no aparecekh, pnr 1

solucien .xncta. lﬁn n&s, con este esqucml no ol posibln .n:ontr&r

.’una solucién -xacta en un pru:esu flnito; pnrn pravna un m‘tndof

funcionus de correllcidn. p.ro utillzln difarenciasxde vulocidad-l’

n:en vez de las velocidades mt:masl

[ _:;p"-,(r,t.)—:: :%(Kf?.\t) _‘—,:ul.‘-(?r.'t:).]", =2 'i.‘l_,"(_"t'.i) -2 n (r,t),

Comg




: >, » ]
Dptret) = tu ¥, 0 - u,‘(ﬁ,t)]' = ER, L rat.

'Las hipdtesis de Lin son:

2 : .
D, (r,t) = f (r/l) 5, D (r,t) = whr/l), OSr=R,
Hay que recalcar que la hipétesis de Lin puede ser deducida de
la hibétesis de von K&rmtn, pero nuvvicéversa.

L Existen hipétesis formuladas en el  lenguaje espectral. (31

r-scalamlant adecu&dn as

“‘turbulcn:ia detrtl de una reja v por 'otra parte,‘;eﬁ 6ééblongg;{ﬂt

resultan :ontradlcturios.,Los resultados var;gn depgﬂdlendo del

— ht) = (rnu
»,f—iFTET ‘LL ‘ ’ —T_'TfTi"’ LL;. ’

(r/h)

péré un'nnﬁe;deé‘Reynblds de 5300. ‘La pnrcién quebrada de  las
: ;quas eé”éeﬁa;éda purflps:autdfés'cumomnoco”cnnfiablel,._f




xsM

X 20

 Fig. 10'. E

lu dtloronto ,di-tonetq. d. \o rolo,

,do acuordo “J‘,’s7

'tovart o tovn-ond taooa)."

:runet&n d. ourr.b.ﬂtén d. t.re.r ord.n d'

.voloctdcd a dl!oronto. dlotcnoio. do tc roj.-

. ['tov.rl y Tovncond losl J.‘Lo no‘.oton'].qi

‘Lavmttmg qu._pn_lcvlt'urn cnyqrtot.

o -To




8i las hipdtesis de autopreservacidn son validas las curvas
deben Eaincidir. Excepto cerca de r = O estc no sucede, aundqe
guaraan éierﬁa semejanza.  FEsta conclusién fue cnnfi}ﬁada por
Ubheroi (1963%). Ambos experimentos fuerun realizados en turhbulencia
detrfs de una reja.

For otra parte si se transforman fas funcinmnes de correlacidn
a funcipnes de estructura vy se'utiliza una escala de velocidad

adecuéﬁa_ sé  obtiene, dentro de _;bg- 1imites. ‘expurimentales.

(r,&).f

iﬂﬂé“'eitﬁﬁgturaf.p

:P‘E.':1?'

observn ¢n l- figura antertnr..uypq

.}-stgutantes dos {tguras (Figs.;iz y 13) mu-stran el puntollzf

"Fid; 12. Vor&tscoeton do Lc nuto.ro-o Vﬂci‘h do Ln. ,uno&onoc a
B o-lruelurc longitud;nulo- de l¢ voloctdud modlda- "br“

Itovort na !ovn.ond (FY_ T§ M




Yol

vort(lcaotdn de ta qutopro.orvoel&n do lu- lun-?
'eiono- d. o-\.tuctur. ton.ttudtnn\..o d. t.rcor

.Udft y I'ovn-ond (I”"

.‘y “.ﬂﬂl"llﬂleﬂtﬁ Cﬂl\ buenon f‘”ul tldﬂl Gﬂ OEFUI>CICOPDS

El Mtudo utuizado por von KArMn pu-d- ll-varu" «l .llnvu'u . a_j o
."lérclenes superinres m-luzandu ‘mAw t‘rminos -n ol - d-snrrolln -n g

seri.s e Taylnr de la acuaciﬁn Ae von Klrmtn—Houarth de .ntaru E
‘ mangra. ,Iaé funciones f Y h se pueden ubt-ner con buana‘

59
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aproximacidn. En ninguné de estas teorias se puede obtener 1la .
solucidn exacta 1o cual se debe  a nue 1a 'g:uécién de wvon

Ka&rman—Howarth tiene dos incdgnitas.

V. HIPOTESIS SOBRE LA TRANSFERENCIA ESPECTRAL DE ENERGIA.
Como hemos vistn, las hipdtesis de autopreservacidn no cierran el

problema. Ahnra trataremos de cerrar el sistema mediahte hipétesis

ladtctnnales. El punto de partida e nuevament. la e:uacién de vun_

”reﬁpectivamente,

cana;;da; ccmo -macro:

'rip}uibnfiniiq tasi'datdiiipgéién'de:iﬁéﬁdia;r?inalmenté,

il Bl o : T . LT T N T
Wik, ) = I_T(_A-.n dr’,

f"représénta'la tFahséferéncig'de energia"a _través .del  punto Ry L




T, @, la cantidad
1la macro hacia ia
Las hipdtesis

1a funcidn Wik, t)

de energia'tranﬁferidé‘por
miﬁrn-cbmpohenfe{

v
de transferencia espectral

en términos de E(k,t), con

para 1a macro y micro—componente forman un

© o ecuaciones.

unidad. de tiempo, de
de energia expresan

lo gue las ecuaciones

sistema cerrado de

Hiciénddﬁrgh_:

‘las ”caracterlsticas estadisttcas a.x .movimtanto para ‘vnlor,j*

‘Kirmtn—HQerth. P-ro el puntn 1mpnrtlntu,.s qu‘

‘lns resultadot'-np-rnmentales.

lus cu-l.| dnb.n !nr 1nt-rpr-tudosv

sugir{o una ralactén d- 1a fnrmn H(k) - —D(dﬂllk). 7dﬁhd-7"n {y“fﬁ

i}que dimensionalmente con:uerde con W

mk) = —27 k

dependen-de k y El(k).

acw 8 I - uaucu""]

'donde rL es ‘una; conatante adimensional.

La dnp!ndnncia ‘as pu.stn on ‘una fur.. -n

Ln hipétusis dl L-ith .!I




U veleei d'éa.

'f.’slr pruporcinnal la nn.rgil

V.3-H1p6t-s1s‘d- Obukhov, ésta #ue_la primera hipsdtesis y fue
deéarroliadé por Obukhov. en 1941. 5i asociamos la velocid5d  media
con la macrocomponente de la velncidad'y la Fluctnacidn 'con 1a
* microcomponente, podemos escribiir el tensor de esfuerzos _de

Reynolds en términos de la microcomponente

7 WOW K =é- u (k)u"’—(_k—f' .

a1ai micrucompanente_

En‘primera aproximacidn al nsfuerznff ‘;\BQVHéIdsﬁ{dube'

é;ﬁ;;k 2:; jqﬂ?JEtki)dki'

v.4 mpot..-u ‘-nauc-d.“- de’ Obakhov, ' Dehido s
f hipétests nriginal llevaba a cnnsecuencias 'no'?flsicas,” Elliaoﬁ
(1962) modificd la teoria supnniendn que los asfuerzns de Reynolds
fprnmedins-derlqrmicrucompnngnte puedgn-ser expresados,en _t‘rmipus

de E(k) y k. €1 anslisis dimensional nos lleva a que deben ser

bt




proporcxonales a kE(k), y de aquis

ars
Wik)y = ZrkkE(P) [I ke’ )dk’] .

donde ¥, @S una constante adimensional. Fsta expresidn es, en
cierto sentido, intermedia entre Obukhov y,Kdvazhayl depende del
cohnnrtamiehtn e F(k') en el rango k’=k, pero es independiente de

1a5 :arartnristicas estadlsticas del muvtmiento de pequeﬁa escala.

,de Dhukhnv. d-sarrollaron tearils b.sadn- -n la

donde K(k) - 1a vtscusldad turbul-nta dc los novimi.nto. con

nﬁmeru da onda quporinr a k. H.tsunbnrg utllizé analoqlal cnﬂ ;lé"

teuria cxn‘tica da lns qasls (que ara al lnpiritu de trlbajo de - .

[V

r;,las teorias semiemplrtcas). para definir el coe#iciente K(k)l 1a

6z




contribucidn de la viscosidad turbulenta debido a los movimientos
de iongitud de onda L*= 2n/k’ es"pfoporcional al producto de la

correspondiente longitud de mezclado lk, y la escala de velocidad

caracteristica Y, - De aqui Heisenberg obtuvo:

o
= /[ ETRTY ,
Keky = }) _;...._ dk’,
*x !

.‘donde.y“ es,uﬁa constante adimensinnal, porllo que

V.O Hlpﬁ&.tis -udlficadas' do H-isonb.rg.u Existen _algunas

'f'otran .xpresiunes para el’ cn.fici-nt-, K(k) Bteuart y Taunsend

T propusieron un- uodalo mls qeneral:

por nsta razén por Houolls (1?60) RE Hontﬁ

Tambi‘n -= pu.de usar la exprasiéﬂ

_g.'-_’ [ S E ke yan 1o
L L K . ‘
quc.corrnipond- a la suposicien de qu- 1a escala de v.lu:idad ui

'dabe ser sustxtuidn pnr la raiz de 1la. velocldad cuadrlt;:a media.

de la microcnmponente y l Coo 17K .




' ¥.7 HipoStesis de von Kirmain.

Von Karm&n propuso

‘00 7 k : ' : s :
Wek) = 22 [ y™ E*»1™dk” [k 2™ ek » 32 % Mg -,
'3
x -3 :

Poniendo m = -3/2 , n = 1/2 recuperamos la hipdtesias de
Heisenberg.

V.8 Hipotosls de Goldst.ln. Boldstein (1951)  encontrd S una

i ;nxpreslén general que abarca las hlpat-sis de von Ktrmln. Dbukhov.

“f;Hnisenberg y Stﬂuart—Tounsendl

T Wtk) =2y [J‘(k")"‘f -:E(k"n"dk']-' ' (—j‘tk") tE(k' 'n dk”] : ‘
:i daﬁdélr -y m,n;hgml;ni.kx-qon_‘hﬁherbs Arga;gs, 'lqsrvﬁiifﬁﬁi ﬂict:’”

l~estln relacionados pnr

:fde Kolmagoruv ha stdu veriftcada axperimentalmente_ con. qrani
. prncisién 'Con base en esgo,,se espera que‘los,mndalas pnterinrqs L
5e‘neduzcan a ia iey éinénitercios eﬁ‘la regidn’di_valihbz'do -sfa

}ey.




La tearia de Kovaznay conduce a

. ! ’ &8 22
(2p ) BRI DR [ 1 - [5] ] K<k
x kl 1
E(k) = '
o : k)k’
_ donde

L SBIe_ASR BB -B/e_ D4 12 o ' T

_k‘f 2., t o Aé. 1? = _2 T kﬂ" L Cuando -’k « k‘sa

lr’érc‘_t’;pieﬁia"l_a' ley cifco tercios. La distribucién alc:anza_ el cero: en .

hace ceru. Est

] - La h;péte-sis de Dbukhnv lleva al espectro de energia“,‘
T L I W wo v A Akska) . .
S E(k) =7, s 2 e TFIFJI

: dnde ka. = zm‘r;akﬂ v h(x) Eatxsface la et:um:ibn cﬁbic}i 4h'7~'=

-;iprimeramunte fue dPrivada esta ‘ley;' Se saﬂalé Jque ,esta‘ le“v; ;

cunducia a con:lusiones no -F.‘lsicus,' 1a’ razén ] la discontinuidad'

: En primerl aproutmacldn h(x) = '(3/2)“""' V 1,-’ ley cincu:
tercios es recuperada. La, funcién E(k) de:ae expnnenc:l almente al

infinito con k.




La hipdtesis de Heisenherg lleva a la famllia de ‘unciones

' -

q ~2/B B P, ~BAD
Y P et " [1+[ ][——,-7-]‘] k<
0 : komk_
. : n
Todas estas funciones decaen monotdnicamente a cero con un cambio

rdemasiado brusco, por lo gue es conveniente tomar el limite caundo

m tiende a infinito 1

. 4 -2 0 _2/9 4vi ’ 8 [ e v
Esk) = ze-e Y, ¢ k l 1+ ;~?'f?;if] -
- . : - S L™ S RO

wiEste espectro es posztivo v cae- manutdnicamente a :ernren infinitnf

14Ay 15)imuestran’el cﬁmbor;amiéngb,

_ﬁiquientes dos 6iguras £ igs.

©r; modul;eado de. obakh5v5ii;;g-yqr_,

u.l.u bt.l.ogur i lnucu..

&6




1 valor de la constante ¢ varia de acuerdo a

2, B35,
3Y5 g,

-

o T T 15 ' TR
ia siguiente figura (Fig. 15) muestra el eépectro adimensional
E (k)

F(K/K?) =
L r‘a/:‘n/4vu/4

97%)) a'la forma
_ l-cmoiih;*,'
i=n

E(k) ., k

',epEQI limite k-» kﬁ 3 para  asegurar que & es un& cant(dad
_finita, debe satisfacerse o
R ‘1C i-(mrn)h'  o «5—¢mog»ﬁ Vg
ST Eem ) i>.3 B A e v v> 17f m".

&7




VII. TEORTAS AMALITICAS DE LA TURBULENCTA.
El problema principal de la jerarquia de Fr'iedmann.—_Keller. es qﬁe
el nﬁmern.de incégnitas aumenta més répido que el de  ecuacinnes.
La tercera ecuacidn de esta serie se deriva en forma andlnga.a la
ecuacidn de von klrman—Hnwarth y es utilizada con frecuencia  para

‘ubtener un ststema cerrado de ecuacinnes.~ Siquiendo a: Proudman Y

'7R¢1d (1954) y Tatsumi (1957-) ln -:uaciént nara lol mom-ntol, d-7:

B, t(r,t) = (x.t)u 62 tfwtdz_gm_, €

man la §ormu1acidn .spectrat es l ’

33 l'(k k'.u) ‘-- K, k'-amtt 'n-' fjt_t,tj)_ +

-\Este Gltimo. mento es dofinido por ”'i:i

B L (#,Fy = B, d' #) - BB 0.

uut. . i A -
La notacién se basa en las siguientes reglass F denota

transformada de Fnur:er y lus,,;ndicesrAdgnntdﬁ' cuales son las
;componentes que se promedzan. “Las comas ehtre"lbé’Vindigés £ )
'utilxzan para separar y ordenar los puntus en’ donda son. ey;lu;dasx-




las componentes de la velocidad : el primer conjunto de Sndices sa

evalda en ?. el ségundo en ¥ + ?,’etc.

Vii.1l Problema de la cerradura.
La hipdtesis mhs simple para obtener un sistema cerrada de
ecuaciones es despreciar los momentos de orden cuatro en las

,ecuacionqs antericres. Esta hipétesis es justificada

‘(Kraichnan,1942) en el caso de:turbulencia dobu con’ ngmero de

(ndmern de Reynolds muy grande). ; ‘; ‘pétes}s‘ puede cnnducir Ja

'ﬁfrnsultados xncorrectos._

Fn v.z do desprectar loa nomqntos de urden cqqtro; sn pued-l"

'Aformula;-unl relacidn antlitica en »  ‘> ¥y ' 1as mnn-ntos dnﬁ,»

. V{Ejn; ¥ pﬁbbiﬁléminé!ﬁ»fh““mls siﬁplé;‘ es la' propu-uta‘ par“ s

‘ Hllliaﬁhchikov (l?!la,b). Esta t-nria relaciona los momlnto-, dl~‘

"uatru con las. da. nrden dnsz Esta htpétesis ‘s yl;jdgﬁ‘pQrgf

Qduﬁdeflasrv;rféBIQQ no :pri&édaéf.est‘ﬁ:fevalﬁédas en 3§.*tas?
Dfiﬁadas §n * o+ ?; ESéa.esﬂuha'.rel;cién pafa‘nlos Vmoménfus de
,cuirib ﬁrden En»dos puntns. -

. ‘La aproxxmac1én cumulante—cuarto—cero «d. cuasx—normal .éhpbné
zque los momentos de Drden cuatra en tres p&ntos son“idﬁnyigamanﬁﬂ.




cera. Usando esta hipﬁtesis Yy la de Millionshchikov es posible

obtener un sistema cerrado de ecuaciones. Proudman y Reid (1954)

7

obtuvi eron

3% Elk,k?,k?*.¢) = Ftk™?,¢£) LF(k”,t) — Flk,t)1 -

-1 kT e kT kT, K LK, )

-

Tt T KT, LE) = - a® + k" + k% PUGKT K77, E)

,qun junto cun la ecuacién ‘de von Ktrman—Huwarth y la relnc;én que

ff"cunecta Tk) can’ l(k k',k")_s¢ obttcne ‘Qﬁc}Aw

:equaciones. .Fl tensnr F{

s 3
‘funcxnnel escalnres i y 0

d! E ¥ =~ t A“(t”)b d?m"(lt’) tl(k k',k")

e l(k.k' N a

';‘fﬁﬁcibnesiiscqques ésﬁhuyfcbmplujiiéh la #6Fﬁu1;d1¢h ﬁeﬁﬁérﬁgdnﬂh o

7y Reid. Tatsumi (1957a) derive, a partir  de este conjunto  de’

SF(k? ) F(k P, t) " + ukk')] 1-- o )
z . .= ‘ e
—2(® + kT 4 ukk T (KK, t)

T




La primera de estas’ e;uaéinncs es directamente integrable.
Bin'emﬁarﬁo. la 5éqﬁﬁﬁa ecuaciéﬂrdg dema-?adb combleja para  ser
- analizada. Jahnke, Emde y Ldsch (19560) estudiaron el caso -de
viscosidad cero y obtuvieron ecuacidn para la generacidén de
vorticidad debida a la deformacidén del flujo. La simplificacidn
ganada por la cerradura en las teorias analiticas es opacada por

 11 complejidad de las acua:iun-s resultantul. La validez de estas

"ccuncionnsfno ha podido ser. vqrificada expcrinnntalmnnt¢. 

,de"' - rbulencta »#jf“7H 

18t

. funl d-:ripcién ﬁcualitlttv.n.ntu sup-rior ;ﬂ; o _ r
' .‘_'751 npm:to : cuanuuuvo no e cw.ﬂm., L

”aturalnzn :

I p-qu-ﬂnl d. r. cono s. nb!.rva cn 18 'tcoFi.' modiflc-dn d- vonl.u
K‘rm&n. La teorla de Ltn da un paso ,ad.lante, sin .nbarqa el

canc-pto d. isotrupla qlobal uttltz-do no as =l corrccta.

o La 4armu1acien esp-ctrnl es - nls filmxible en: astu' !cntidb; \yn_:;

que las’ hipétnsis,deutrqanurencty -gpuctqal,pptnlten “ﬁodqlé( _il'rh




flujo de energia entre las Qi{erentes escalas del 'muvi@iento.
Estos .mbdelbs son 'élaborados”,tonx'enfuqueé ‘ due van - desde
cuﬁéiﬁeraciunes puramente-dimenéionaies. ankloglaé éon prucésos de
transporte de neutrnﬁes. hasta modelos .que utilizan ideas
cualitativas de como debe ser. el proceso; " 8in embargo, ninguna de
estas hipdtesis puede ser completamente cierta en el sentideo de

que no son deduc:das de primeros principins. .La aplicacidn de.loé

2ipd14erentes modelus debu ser entonc.s cuidaﬂosa. La hipéﬁéﬁisf de’

'{;pradicl un Lntcrvnlor,. aplicabillﬂ-d y no t-s -ei;}i7-;§’ quiéﬁi->”

*151:& de sus :onclusi

'inlrro y mncro:ompnn-ntns dn 1a vnlocf¢hd'i§ Vloq‘ cunc.ptot d-

velo:ldades prumedic- y fluctuuntn.p »eqi" annlnqla ﬁb :‘EI '

astrictamnnte corrn:ta. sin Pmbarqn,‘no Pstt auy alejldn e ld"”f

z.realidad Y para la mayoria de lus casus} prlctiros pugq- tomarse,f -

‘_71”3.




como vtli&a. El‘puhtn.importante en estaé teorias eé_lé forma de

canectar :las escalas pequefla y grande del moviciento. La -

transferencia de energia involucra una interaccién entre las

velucidadeé de estas escalas La interaccidn entre estas escalas,

- en el mudelo de Dbukhdv depende da la correlacidn de la

‘q*microcomp nnnte de. la ‘veloctdad ;‘y ,.de; gradiente de 1a

’ta’teor‘n aata’ un piqo Hadelante de lés; dos

~Eili$6n' Y Kdvnznéy,, cnnducsn A compartnmientos dol

iibiét%ﬁg
cualitativamente sim;lares. 7
E Ln hipétesi: ‘de- Dbukhnv di+£ers 1
u’da las anteriares ya_ que presanta una dlscontlnuidad;'>—\ ’

oy

. 'COMO puntu de referencia pupda utlizarﬁe la ley clncu tercian'?‘

Los expcrimentus no ‘puaden ‘indicar -
T cual da dstas es la m‘s cnrre:ta.»



de Knlmogorov, ﬁue cohétituye 2l " resultada imhs» Famnso en
'turhulencxa Y. que ha s;du ﬂsujeto a'-una extensiva .verlficacién
9exper1menta1 mostrandu ex:elente ”cbnﬁnrdan:ia en el ~lntgrvalo_
ingrc:al, dgnde es aplzcable. : Debe ser cCclard que no se hé
deterﬁinadn qué la teoria de Kolmogorov sea la correcta, pero sus
prediccibnES experimentales ests muy cerca de lo que se observa.

' Esta cumparacién fue hecha en secciones anteriores, -de donde se

reﬁucéh¢j,u la ley cinco.



CAPITULO CUATRO.

LA TEORIA DE KOLMOGOROWV.

 And ®0.on to viscosity.

L;;Ff RichaEd-oh

’[una formulacian dn turbuiencil lncnlm-nt._-ilntropica.

ICithulo e annliza ll teoria’ do Kolmugoruv.




I.31 INTRODUCCION.
Analicemos cuai,itattvamente el p'ri:césn al que se encuentra
Eometidb ia .turbul'.encia :omple'tame‘nte des.arrnllada.. El fl.ujo-
completo puede entenderse como una superposicidn dé. vérticas. o
movimientos de diferentes escalas. Para ndmeros de Reynolds
pequeflos se tiene un flujo laminar y a medida que aumenta empiezan
a aparecer mavimientos 0 védrtices superpuestos al  flujo laminar.

Estos vérti.ces tienen escala de- longitud del orden d- las  del

N urd-n ) de

DR l.‘

constru:r un nﬁnro do Rtvnoldl '
-_‘.-',ti.l'rbui.i"ﬁc’ia : 'toﬁpidtiﬁintn d-urrnl lada ‘o nuy _ qrmd.l -

novi.ni-»ntn de Qsta .lscal.a ,cs in“t.bln y sa ronp. -&nrundo" :

' mpv;ni-n_tp : c-d- T gn.r;g,il ar

. Y. qun posn un nﬁl!lnrn dn R.ynoldl sufic!-nt.nent- p-qu.ﬂo l:ono

para ser. este.ble. Bin embargo a nodi.da qu. dlninuy. la .IC.II,,

pequ-ﬂas. Unpapel muy - 1nportant- .n utu ‘ ‘manim dc"
trlnsflquncii"-dé'{ anergia ‘n -:lqudp pur S1m prnlién. . - L_II-.
fluctum:iu‘nes" de li ‘pr.-slén ti-ndiﬁ a dlstrlhuir la. len-r_-g‘a -n
‘todas direc:icmns, hnmogennizando .l campo. de v._l'oc'i‘dldp.'s. Ll
presién tiene el efecto de. _ hacer queA lps vér':i';i_ces . de VV"“-;CV‘IIVG‘FI“ '

la’ diferencia .




menores no dependan directamente del flujo medio. Su YWnica
dependencia es a_travts del flujo de energia por 1o que en escalas
péqueﬂas se tieﬁé turbulencia isotrépica. Este pruéesu' ha sido
observado experimental mente y se intuyé desde Leonardo Da Vinci

(cddice Hammer de Leonardo Da Vinci)d.

XI. TURBULENCIA LOCALMENTE ISOTROPICA.

La:intencién de esta seccién es definlr el concepto de turbulencia

"1pcqi§-nté t;ﬁtréptca.,Primnro definimas las cantidades relavantcsv

'_cnrr.spnndt.nt- una p-qunﬂa ragien B del espacio dado porl

? T - 3-8(3,t)u-t) r-t-tc_.;

*;La trlnsformacidn d. velocidad-s oltt dada pur E

l.a diltrihucién da prubabiltdo.d nultidtn-nstonnl p-ra

CIdI :unjunto finito de v-lnctdndnl rnlativnl w? .r ),

qu‘A:onsistn d- lns valnrnl dn la valuclndad u(? L 5 b

.lplcio de vector-s ?). t




‘XIX. TEORIA DE KOLMOGOROV.

La teoria de Kolmogorav eé muy sencilla y es experimentalmente
satisfactoria en muchos casos. L.as ldeas ' basicas atras de la_'
teoria son la hipétesis de autopreservacidn y un analisis
dimensional de las funciones de estructura. Es importante seffalar

que la teo-ifia esta hecha en términos de las Funciones de

estructura y no de 1las funciones de correlacidn, 1lo cual

e lxp-rlmentllmnnte mhs . ldccundo.

6. pued! rosumir "s t-orsn d- Kolmngnrnv comn liqun ]

’7 Un hipetcsis __utnprnlnrva:ién. 81 lus-vnlar-s d- X2 y

'ann ln 5uftc1entemente pcqu.ﬂoc ae ttm. turbul.nci.a l.ocnlmlnte .
'ilotreptca. Par conu:u.m:in. Jlam -fum:tnnn de sstructura de .

ford-n dos 'y trcs le d-t-rntnnn ‘can dus funcion.- -scnlarns.: Lta

[ d. nutoprmrvm:ion amura . quc ) lds functunn - de

inr-n untv-rsnl.

"El’_nil.ollarguuonto_‘gs

vel oct d.d y lonoi. tud-

' “f‘am:- dnpnnd-ncla d pnrlntrm -xt-rnns ,-1' mvinimto - puqucﬂn'i:; 2
r.m:nln oS a trav‘s d- la vi-cnsidld » y ll tau d- _-n-rqi.nl ’

‘:suniniltradn

c' Existenkconbina:tan-: tn;:as de astos 'p;rametrpé

_“: nltt f :cmplntnmntql”.

;intnrvalos : s.paradol, ‘dﬂ'o' dl

) _dctarminadn pnr el pnrmtro & (danuntnado tnt-rvnlo innrci.ln Qn‘

-Qsta intervalo .l proceso dominante es el " de tr.ns&ur.nr.tn de’
enurg!.a de no\iimientos de escalas maycirel a los de escalas
mennres, en donde la viscosidqd no. juega un papel importanto.

"ki.o., la. ccmversién de energia mectnlca an calur por. efictos dl la:_
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viscosidad es  despreciable. . Un segundo intervalo, donde ia
energia transferida es convertida en calor por mfectos de . la
viscosidad {denominado intervalo disipativo)j dicho intervalo esta
caracterizado por los dos parsmetros £ vy . La existencia de
dichos intervalos y su sSeparacidén se postula para nameros de

Raynol da sufici entemente gfandes.

Lns hipétasls unn y dos permtten eccribtr

(rln) - v ﬂ (rl'n)

obtienen de-

f_los partmtrns y‘v por. dtm.lmaltdnﬂ
- (v Io) vn - (w)"‘ 1'" - (vlo)""

L La- ft.mc:lun.- p v ﬁ son untv.rsales co.o as r.qulr'i.do por

l.n hlpdtntl _dn nutoprlnrvacién.

s las - funciones.

"’V’dnndc V'Y -'(‘u 7)? y B= (Ou /an : 'i.ntcrvnlo ln.ﬂ:ial

e p‘rmntro v d.b. d. dunpar.c.r. por lo qu.

-pnr lo qu- :.ﬂ -l.r- int-rvnlo i.n-rcilli v dnbc d--ap'

B L cc u“' S e para Ut_«k«un. _
que es= 1. -fmlu‘a. ll-y cinco tarci.on de Knlmngornv. _;E-te es uno dc
los  resul tadon_ mds conocidas por su . sencillez Y ‘mnpltlc

' ‘Jljeri-'ﬂc‘a:'i'én experimental.

R A A




IV. COMDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE LA AUTOPRESERVACION DE

LA TEORIA DE KOLMOGOROV. o - ’
Para que los intefvalos de energia e in'iaréial estén snpar'ados
por wvarios drdenes de magnitud, i.e., que la sscala de lnnqitﬁd n
(conncida como longitud interna de Kolmogorov) satisfaga 7 « L,
‘dor_*lde\ IV...tas uha longitud macrdscnpica caracteristica del flujo, se

‘. exige un ndmero de Reynolds mayor que el requerido para que

Reynolds,

Y

R STt -
vﬁ[:L" ]fa = (R D e
' dandn u ‘s la v-locldnd .Idll.

Para ohs-r'var un int.rvnln innﬂ:inl npr.:t.bln. l.os drd-nu d- ‘

cnxrch A LA‘T!DRIA nz xnnuoanuov

La hipét-sis d- nutnpr-l-rvm:ién par'n el -sp-ctro r.ln -n-rqla

-Fue vnri iicrada por -np.rimto- r-llizadns an tdneles de Vi-ﬁto.
'_‘L:':.-.% cxperiinéntos llevados . a cabo pur Tcnmscnd (1951). un-rcu

(1963) Y alguno:‘ otrns autore! pnrecun thl" on confltcto parcial{

. La sigu:ente H.gura (F:g." 169 muustrg Tla ﬂ-pend-n:ia empirica :

.80




ehtr3491 co;iente E‘(k)/nu; Y Nk, reportada por Stewart y Townsend

E_ (k)

"Da nstl antlisis se slgue que para . kn > 0.1 y nﬁmero' da R.ynolds

valores para kn > 0.1 no- permiten esttmar nl qr.do de cntnﬁidenctafpﬁi
»'.du las curvas donde los valores del valur bsoluto del aspnctro
vsun relativamente pequeﬂos. .
Experimcntalmante las {unciongs 'qe',estfuctura;yéiennn:‘ un
fcomportamxnntn autnnreservativn. 'Di¥éréhte§ éuféréﬁ han re%brtgdp

at




que la hipétesis de autopreservacidn de Kolmogorov es observada.
Expérimentos hechos eﬁ' flujos turbulentos néturaleé en la
atmdsfera y en océanos, caracterizados pu# ndameros de Reynolds
mucho maynres que los Dbtenidos.en el labaratorio, reflejan la
validez de estas hipdtesis. van Atta y Chen (1970)V realizaron

exnerimﬂntos en l1a capa sunerficial de la atmésfera; sobre el mar,

;e hi:ieron mediciones al diferentas alturns para las_ funciones de*

i _?xtsten muchos trabijds 'qdi :on{irman' n-te :udpdétahténto'.f

(Monin y Yaﬁlum. 197%) . La furmullcidn -sp-:trll tnmbi.n ha' sido

ampliamente veri*i:ada experimentalmenta." Tsvang et  -al ‘(!9b3)

real:zaran uuporimentos a 300 m de altura. Utiliéandn la Hipétesfs'-u

de Taylor para cnnvertir k u /u . dnnde u es el prumedio de '1&

.82




cumponninte horizbntal,nb_tuvierb_n'el espe:tro E“"| 'analugam'ente

_p-;l_!_ ()

10* | ' ' ‘ &

Fiq. lB runotono. do .otructurc' do toreor ordon normlts“n oon
o : gt‘- o.o.t.- de’. Kotno'orov C. v.n Atlc y chon (1070) : ;

; _u, ,.,“‘ d-m:rib-n : -1 mtsnufmé.-no.

lscrihir la lcuacién dm _ven Ktrmin—l-louurthnn E‘Fiinql’ de’ tas.
- ﬂ.mt:ionu d- corrulacxén | . ' o

D (r,t) = 28 (O £y - ZB (r,t),

(r,t). v:'

Dype (rst) = ,a_B,‘,"j,




resultando. la ecuacién

2 _ 19 - - oy '
ibu(r,t) mBu.(O,t) [F ][ —-D (wyt) + psr—l)“(r,t)]-

Ecy)
st E
cm™ /seg™l

R LR
m;iinﬁd c:uni :pnstanﬁn;'ﬂtai‘fun:iﬁnik dd¥usﬁfh¢tﬁrh'ob€ahidas de

Ta tebria»-he Kalﬁngbrav- no sattsfaciﬁ- 1- -cuacion de  von

(‘Ktrman—kuarth.- Los trabajos de Hetsanberg. Ohukhov y alqunns‘r

~jotros autores parten dn la e:uacldn d- von Kirnln—Hnwnrth y. pgjq




ciertas éqndtctoﬁes, recuperan ls ley dos tercios de Kalmogorov.
Pof-dtro‘barte, ta_t-oéia'de Ko;ﬁbgotuv’no se pgede exténdnr.
ai:menos éh'¥dfma difacta.:él caso de<turhuienqia seca tviscosidad
cero). Las escalas de velocidad vy longitud dependen de ». El
limite de viscosidad cerao debe de ser tomado con cuidado, y ganto
» como & tienden a cero. El flujo inviscido presenta una energia
K= ' |

. wupectral E(k)

‘Posteriorsente, - Kolmogorov -(l?bZ‘.h)‘ vy, Obukhov  (1942a,b)

fdrnu!ls-qun aon nn, hln 

Lns lnttgunl

i1=onpatib1-l cun ln -cuactén de vun KArnﬁn—Houarth en -1

;phiidb'f

de qul no la satiliac-n.5)¢5' ';af’;”'5,; L ‘/3j-f,ff




_CAPITULO CINCO

En -st. capltulo -‘n-nctonnn br-v-ment- otrnu cnfoqu.- J‘i_*«“

'a d- 1- t hul.ncgn.‘ Tanbtdn. bruv-nlnt- se :m-nciona i.‘
: ‘. la ?turbulnncta.fﬁ

q-nnrnlns.;l;




I. TECNICAS DIAGRAMATICAS Y. TEORIA DE PERTURBACION. .

Si se escriben las ecuaciones de Navier-Stokes en términos de
variables adimens:onales, con escala de longitud | B ¥4 de tiempo
L'/u, el término no lineal aparece multiplicado por el ndGmero de
Reynolds. El ndmero de Reynolds es un parémetro de interaccién
inercial que identifida ia no linealidad de las ecuaciones. - Se

pueden usar las técnicas dxagramitxcas y la teoria de

“1ﬁ6rturbaqiﬁbés‘paraVathizaf el problema _pupato en ft‘r@{ﬁoél de

_aﬁn p!rl nomnrns  ’

. X g ] -
UBando la ecuacién de‘ Poissnn y supnnieﬂdo una fuerza 7F'
'isolonoxdal, las ecua:iones de Nnvier—Btokes puednn s-r -scritas en,if.

"Hla fnrma

m, ”u m )u”(ﬂ Y= j‘p gth — 1, )u m‘mpm )dl'l a

donde H y H danotan puntos un al 'eqpacio—tiampo y se puedefff

L 197%) que P, es el res. de da-

- 96'* S : . ;
GMLM ) F(M,) = jt-un - n‘)fgr_q‘>un‘—,_ -
‘donde ' ) '

e(m = (2-/"n'v'€') -e exp. [

‘ ' la funcién E(t) a9 igual a uno para t Z 0 y cero para t < 0. El‘

-




-
resul tado de aplicar este operador a la fuerza externa F se puede
escribir como

. : =
G(H,H‘)Fj(M‘) = j M),

Con bhase en esto, las ecuaciones de Navier—-Stokes se escriben

como
1.3
= + 4 (4
uj(M) Y, (4, } G. H,M )P 3 (H M )upm )u M ),
dunde G = 6 & y no hay Fuerzas externas. Caoamo P as el

las ecuaciones

t‘rmxno resultante del tdrmlno no 1;ne41- de -

Reynolds“ -scribiendo u(ﬂ) cnno

B o) T
: -+ -+ ".' ..--'
tﬁ(") = u’ (H) 7 j (H) 1& M - ] B

qua sustituy‘ndola en l1a’ -cu-cién ant-rior' y ard-nlndo tdrminns 

_4Estas’ecuaciones puadan'snr n-critas .n fnrmas.dqmdiggrqn;s§ﬁ~w§ida»

.; (1?&1) Cusd o 1a tjcnica dllgrnn&ticn p.ra': r-pfc;inédf‘ estas

c.rrndo de trns ecuacxonas.': ‘Para

Tl?ééi; Este m‘todo. g{n“idbérgo,gﬁg;coﬁd@gidngiéculﬁidﬁik'7,25

que pueden aer derivadas an . una —fbrma fcpmpletqhantol'd;‘n;ehte
(Kraichnani 19%9) , cumqj'eg_’al‘ caso de 1la gpfqiimaétén' ‘de

‘intééégclénfd{fecta de Kraichnan.




Kraichnan tomd en cuenta rl carsacter no lineal de las
ecuaciones din&micas, para proponer que las tres componentes de la
transformada de Fourier de la velocidad, interactgan directa e
indirectamente a través de diferentes ndmeros de onda. Tamhiéng
supuse que las interacciones indirectas sS0n despreciables
comparadas con las directas. Es por estd que la teoria recibe el

'nombre de. aproxlmacian de, 1ntpraccl¢n—d1recta. .‘El trébajp,‘ﬂe

ndr_umuéhps,

'Orszaq 1970 y;Phytht-n.,”’Aw" L

§ Ni n-tas teurtas.‘ni las lnallttc:n permtt.n consxderar éﬁ
:anrnn snparndn la -vnluctdn entrc lll nl:llas pequtﬂn Y qrande de

.wll turbulnncia, te 0..-no -ltnin-n la ,iqt-racciﬂn, dir!ctn entre"

‘felintnar .sta interarcien on- 1ntroduct-ndo un cort. nrtificicl én

Yas -

a:uacicnes -de -Nav;-rfaqu.s,A . Este :ortp rquinina.; la

1ocidad:

 ;$nyifianc{é qalilann' para 1.' c.rradura du ‘“fi; g ecunctun-s?‘~fi

“dinimic.s en la aproxlmacién de inturacctéﬂ~diracta.,’ -Esta
Aproxina&tdn fue liamada . de historia-lagrangiana  de '
xntcrac:tén—dlrecta por. al prupio Krnichnan. ‘Estﬁwgproximacfén es
:basgante cnmplicada. 1o qugl' 1e ,obl;gé an ihtro&ué{? ’ Qﬁ
procéd!ﬁ;ento no riguroéq para simplificar Iés eéuéctdﬁes; ;dbtuQu
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un sistema cerrado de ecuaciones cuya validez no es clara. 8|in
embargo, las cafacteristicaé principales de los flujos reales
estin réflejadqs en los resultados oﬁtenidhs ﬁor Krnicﬁnan, en
condordgncia con los resultados obtenidaos por Kolmogorov ‘en
turbulencia localmente isotrdpica. El término
historia-lagrangiana es usado debido a que considerd la velocidad
en coordenadas lagrangianas, en vez de eulerianas. Las ecuaciones

obteﬁtqns en este enfoque son: chtenidas de forma similar a 1la

: :_\ini‘;j'j;fl'iz,adaﬁ_’bor” Wyl .

;1sotrépica dn Koluognrav.‘ Estas 'nnfaquns narncnn ‘un ’antlisisﬂ'

: nucho n‘s :uidado-o y ext-nln qu- ll aqul -lbozldo.

’r-normllizacién.

‘1léiircuncepto de vilcosidad npar-nt- -n 'liﬁft;bf ;fdé_ J._gjl

Buussinusq hace p-nsar ‘on unn r.nnrnalizncidn d- i1a  viscosidad.

viscosidad

Usuallnlnte £ :onsid-ra un par‘utro p-rturbativof

' .eventua1mente,fse hart igual  a ‘uno.i Las acuacioncs

i Navinr-Stnkes para el probluma s0n

I - * _ 1, : L - -
3?11'!- L ‘_‘,‘—._V__"f = ‘R;}"w + v Tu + F,

8% .




. que-Juntq con la ecuacidn de cbntinuidad
%8 = o, o B
son las ecuacinnes que rigen el'tnmpnrtamiento, aan‘éﬁ,tﬁrbulancld'
completamente desarrollada. Para un fiuido incompresible, 1la
presidn puede ser escrita en términos de la velocidad utilizando:
la ecuacidn de Poisson, las etuaciones de Navier—-Stokes se
',llcrlbhn_éﬁtonces en la forma
el

: _-NJ‘M}"’!?!Lf ?‘dﬂﬁsf;F'

“f”dol novintnnto.j La d-fint:ten dn la fu.rzn ll la qu-_

: niﬂa la- carnct-rlsttcas.; ;c_ Narttn ‘;;;

o  -1j tuqqltadaé;'&

_ dtmenl1un.l¢s, .l ndn.ro de R.ynolds e pu-&o -scrlblr

R - ot " "'Iw,

OB - o d r e‘g' (0) - ."'k""._,uli“/ko,m‘.l




Yy si existe wna redidn inercial ko « k <« k‘. se espera  un

comportamiento universal para el espectro :

ECk) = £ (k/ko)”"

Si la disiha:iéﬂ iguala a la energia suministrada &£

independientemente de » y R, 1a reqidn inercial debe ser cortada

en kd
*a
¥ Sk "E k) o we VO RHETLND,
2 ‘ , :

g ,.R" dab- “r uno, y

R “-‘0
.,n_c‘gn %o

Para daducir nl nsqu-a de Koluogorov as’ nnc-sario qu.

i) CUando R tiende & ‘infinito, 1la ccuacaen (1) dabe’ —ar vilida
: p.ra M pagquefio o :-rcn '

tt) El r-sultado -t lndep-ndi.nt- dc ' y ‘v ”f‘,ff*

ira’ k »»k‘ » d-#intda pur‘(Z), E(k) d-cae rtptdangnt-.

' Uiii65, 19623 son las-sigulnnt-nl

£) Eliminar los vértices & r-nolinos navor nncﬂll.'

rosando

T qh cnggn pq e{ectq nadi&lcanqo la‘4u.rza LA ol. acuplani;ntof de

L) R-petir el procuto ad inftnitum.

Lns“resu;tados dependen de l1a fuerza hl.ntdrfh”introduéf&hr“n
tas ecuaciones de Navier-Stokes. Martin_ y- Dnninicis“ (19?8)
obtuvieron }ésultados . para . fuerzas '”partfcﬁlnfcs que. son
‘consistentes con los resu!tédﬁs“dbfenidos”ﬁdr}}qumﬁgordv}f . Este
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y si existe una region inercial k  « Tk € k

& S€ espera . un

CnMpd}tqmieﬁtn universal para el nspéc;rb %
' | E(K) = c"'ui""n"(k/u‘;“’"

Si 1a disipacidn iguala a 1l1la energia suministrada &,y
indépendienteﬁuntu de v vy R, la regidn inercial debe ser cortada

en kd
J akukTE (k) m pk (SN RA,
B T P - R

y.;fiLqﬁ.rgiuitéﬁépjdéﬁgnddhhaé.ld'éﬁ.rin qle.toriakt_trdngldél“

—‘Jf1§¢ pFuq:iuﬁ¢s7€db~tN;v;iﬂ—BtbkqitAf‘lh;ftiﬁ;iyuxnoqinféfiiﬁil97§f”




enfoque merece un analisis m&s cuidadoso y detallado del aqui

esbozado.

III. TRANSICION A LA TURBULENCIA: LA TRECRIA DE LANDAU.
Baésicamente, la teoria de lLLandau propone ‘un modelo en el que el
flujo puede seg considerado como un conjunto de osciladores

. clementales no lineales que intaractanﬁ entre =ai. La enerqia

: k'um:i.nlstrada produc:- nsctlacionos autoaxcitadas. Al lr aumentandoi

de an: minﬂrorimunito de #r.cu-m:ias L _ g o
‘;En prim:ipio. dabn -xi-t:lr una solu:ién a lo- ‘problms d.

- Y-lu-'l'-" V“"JSO' 1 dependi.ntnm‘ tu dtl ‘ nm.ro dn R-ynolds- Lﬂl

uti sfu:-r,; 14

' 'Eh' ] briin-ra - a‘prn'xljln'lcidnr . dilhr.ct ano- - t'irn;l*n'd' } 'Rcﬁadrlfico ‘

(u .V)u . La. condtcién de 4ront¢ra es "qul ﬁ‘ -. hnce caro -n E

"..gf':-frontcrasf solidas. Estns ;so,n’ ecuactonns lineales : para - la.s

; \i f‘componentes de 3 cuyos coeficientes dependen de las ‘ :nurdenada.s,r '

Y

R




pero'nd del tiempo. La snlucién =2 escribe como una suma . de.

suluciones particulares en 1a5 que 1a dependnncia temporal . de ’;a,
es deh dunde_la freﬁuengxa w es par 1o genefal campleja. For 10

tanto, si una perturbacidn tiena una frecuencia w con parte
imaginaria positiva, aumentara exponencialmentea en el tiempo. Los'
flujos estables tnndrtn,ﬁna parte imaginaria negativa.

Existé un'valqr critiéﬁ-del namero QE‘Reynnlds Ré! por dgbaja'

,diiq‘éﬁé;'»ia 'bar£Ef i@iginariéypde vlas”;7fcgépgn:ias ‘e las

.iEstq.pén-cidn‘ps §§1ld; p;fa. perturbacinnes pequeﬂas cumpnrldas

plrturbn”idn

que corresponde al primer término de un dessrrcllc en series para -
la magnitud de A. El siqqiente,tifmlno conduce a liftcuic£¢n3

e 18t = 2 718" —ala]* , @ = cte.

Lesl




Se pcstﬁlé,qdi @l valor de a es positivo, 1o que para - fiujos
-alrededor de cuerpos parece ser asi. La solucién de esta ecuacién .
es ‘ ' '

1 [-3

= + C expl-2y t1],
IAI. ir‘ o }s

de donde se concluye que |A|z — |A|:‘. = ?r}/a.

S Desarrnllandn r, en serie de pntencxas de_; (Rj_ - Rc), - Landau

‘rencontré, & prj.mgr orden.

‘,ntl basada .n la supostcién de qu-k ﬂnicmntn una’ purturbn:tén

"_lnostabl- serl excttada para pequﬂo- valores dn R - R n’m cuando ; T

.;muchns de tales perturbac:lonus puedan axistu‘ para R > R -y—' las




interacciones entre‘ellas-pueden 5er'ae considergble importancia
'tEckhaué,'19§S':dn-una buand.exﬁbgiciénr de la'"ihestabilidad no
lineal de Lahdau). También héy'casné eipe#imentalés excepcionales
de inestabilidad hidrodina&micaj; cuando #n puntos criticos de 1los
par&metros del flujo, no solo y = 0 s8i no también a = 0, el

t‘fminn |A|° jueqa un'papel importante {Pocnomarenko, 1?65!.

Fl daf-cto“mls 1mpnrtante du la tonrla do Landnu L] qu. no- ha

?f”Y lelnl.

turbulenciw

“El eutudto:do 18 turbulencia h. pasndo pnr varias ltapas.l Los

prtmeros an ltsis tenlan un, onfaqur duicriptivo,h.su objntivn

.principal}_.ra' reproductr los _rnsultados experimentales ) cuya

l*‘cantidad aumPntaba cada vez mis. Cada expertmento era Annlizadn

' Len #orma separada can teor1a5 formuladaa ad—ho:f“j;dé--arqqmeqtus,




eran de t:artc-ter -Fannmanoléqtcu, y en la maynria de las ocasinnes
_eran, fnrmuladas ut111zandn ccmcnptns oscuros. La Qaliqez de '\o‘s,
argumentos  no puede ser just;ficada, a par‘tir""_’ de priméroq'f
principios y &n ocasiones Ebndlxcian a inconsistencias tedricas
_sérias. La precisidn con la que podian reproducir los datos
e;(perimenj:ales era uno. de l1los criterios para justificar las

h‘l’pér_téstfs. La - i_eoriq de  Reichardt . es un ejenplo claro del

acuerdo cm-' 1

f"'uti izan com:uptm nn claru- cn-o nl d. conqlcm-rado

’ 'fisic. no P! clara.' L.. t.urla desarr lla.da por aylorcambiabala b

",-f'_'«‘;'hipotesis de :onservaciﬁn dl momento pnr ; unl api‘iag_n _para »Z'l'a .




estas teorxas semiempiriéas. La aplxcabilidad de una analogfa con
Vla teoria cinbtica es por si mxsma ‘cuestionable. ‘Cun> un - enfoque
distinto, la hipﬂtesis de semejanza de ;on~'Ktrmtn' con6uq; A
rasultados similafeé. esta teoria tambidn despreéié los éfectos e
la viscosidad. Sin embargo, esta teoria aporta un elémentp nueva, °
de ca;tcter estadistico, que la haﬁe particularmente ,interesante;

la hipétesis de semejanzu uttlizada por von Kﬁrmﬁn encxerra ideas

~da univers-lidad del compnrtamientn, qua son fundamentales .n Jlas

;sacrtficar 1a apIICﬂbilid‘d,d“‘mm:

con;tdera cl caso mﬁs senctllu en .1 que ;-xtstc homoqenoid d

“" ;1sutropLa en el flujo. Egte en#oqun tampncn pued- -xplicar lo que

las cercnnias d. superficics lélidas. lo- _-xp-rinentos .

Eﬂqehgn ser dtsaﬂados cuidadosamente para veriiicar estas ‘iorll-.4




Los experimentos son fe#;izados ulualmcﬁté an €¢n¢1e57 de viénto.
dunaa'la turbulencia- generada 'puéde ser ‘cnnsidgrada, para 1la
maynria da los casos prtctxcus, tuﬁo-hdmdﬁ‘nea'é ‘fsnﬁrépica; L.as
hipdtesis de humaqeneidad e isutropin hacen tratabla ‘el probl.ml
Lya que reducen enormementa el namero - de variables. Aunque las

hipdtesis utilizadas no pueden ser deducidas de primeros
prin:ipio;, no presentan inconsistencias tan graves como era el
caso . de ;Qs, teorias semiemﬁlricas Y han. demostrado ser

:eiﬁétiﬁihyélpnnte'édiqﬁidgsg

_lo.;del fluju.




El ndmero de Reynolds  ®g% un parametro que represanta [ Y

cocxente entre +uerza5 viscosas e’ xner:iales, por la que su valor.'

nun‘rico esth directamente asuciado 'ccn el’_:"estado 'Jé

turbulencia“, si es pequello se observa un 41ujo laminar, si es muy

grande se observa turbulencia completamente desarrollada. Los

valores intermedios son més dificiles de describir.

K La hipétesis de autnpreservacibn usti asociada al conccpto de




la transféren:ia de energlia entre las dt%erantes escalas'vdel

nvimiento; Para formular esta hipétnaxs es necesario establecer
un esqguema que reflegn el proceso de transferencia de enrgia." la

forma del espectro de energfia depende de esta hipoteais. Esta

hipdtesis sobre la naturaleza de la transferencia de energfa es

analoga a las hechas para el tensor de esfuerzos de Reynolds en

las teorias semiempiricas.

un  sistema

ﬁ#ynr;,y

famnpliament- estudiada y “confirmnda"7

1£mite,_ A;:

mpv;mlentn. ‘La tearla de. Kraxchnan es Pqulvalenta, héjd cliertas.

Jf tondxc:ones, a la tenria de Kolmognrnv.s

s Exlsten ntraq #ormas de .analxbar el

phébiéﬁaii.hﬁa”idéfllas,

e




ctuales consiste  en aplicar las téonicas del grupo de
‘rénormaliza;ién.,.La idea basica‘eﬁ renormalizar la viscosidad.
L.os resuitadns en esta teorfa: dependen ‘de 1a Hfoarma Que se
iﬁtruduce para  representar 1 proceso en  que ia energia es
inyectada al sistema., Existen varios modelos, de entre los cuaies
se‘puede derivar la ley cinco tercios. De esta teorfia pueden
'ébtepgrsg otro tipo;de resultaqos, comno eé el heche de que  no

pkisfif Eurﬁuienciafﬁaré;dimensioﬁeﬁ_@enorés hue*dds;'_ Este



APENDICE UNO . .

,FORMULAclou FUNCIONAL

‘ 51;'Iq@f6ducc1oqp 7

la un:ibﬁél5c§]aétéris£iciw§sb;ii>

a. funcional

8%, 6,0, t) 3 =

IS 3o Sron gt ]




que definn en furma anca al campo de velocxdades. En afectay si
:5ev conoce ia %uncxonal,l Ces postble . conocer ' taodas las
1distribucioneé dé>ﬁbeaﬁilidad'de ﬁ;en los puntas (Q‘,t ),»’t L

132520290 . Para lagrarlo, se  sustituye - 9<x,t)= 2;9

SX-X 18k~ ) en 1la funcionals

. "
®redh,t) 1 =8 tjeku#—#k):agg-tk» 1=

pqg_b@uébinnqc.

La funcional que se 3 ‘estado manejandn

fnombrq de. f'ncianal

1 donncidi»

:aracteristica 5 e:paciu—tamporal”




describcidﬂ menos completa se obtiene de la fuhcional espacialy .

. - - J  J 3
aredd,t 1= exp»{[ L !oj;fk;‘ekdt.uk (;?,tiq;t_ ]

esta funcional describe el campo de velocidades a un tiempo dado,
(no -e= posible obtener momentps de la velocidad para tiempoﬁ

distintos).

En: "ll caso de Jan flutdo 1ncnmpresib1e (p=cte) el campn -de la

la ecuaciéﬂ d- Poissonl o

w.i!)- j‘omﬁ!(m dM . donde dn = dit st M o= R s etk o oW o=

(?.t) ‘.": D. esta fomu '

‘.l:;ad’),;__t" ] ’--_;qxp:*—;;te._ar.AJ SRR B S




X1.Ecuaciones.
Las ecuaciones de muvimieht§ conducen a las ecuaciones que debe
satisfacer la funcional 'caracteristica. e.s 'decir. las ecuaciones
de continuidad y de Navier-Stokes son suficientes para establecer
ut;l sistema cerrado de ecuaciones. Se ohtienen las implicaciones de

cada una de estas ecuaciones:

hechd de  gue .

ltt-o-v‘:-l»:la.’_'ir’

81 1la condicléﬂ de frontera w I 0 no - vilida ) nn una
R : | R

"1'”:ierta porctén l‘ 12 I‘. la conclusiﬁn suquiri si.em:lo Altda st u

: :ptdu qua ¢ parmlnezca :unutante 3 un ‘ l‘ $ ‘por : ln a.r.uacion

- 105




continuidad

{ud!‘=j.udr‘+'[-udl‘=o,
hal ™ n

r r r-r

‘de donde

olumen 1nftn1to 5e construye de forma simtlar,‘

despu‘s pasar a1 11mxte de volumen- tnGinito..r ;l?‘ R k-_a$

Cualquier campo vpctorial se puede descumponnr én‘“hnh' parte

f potenc1a1 VQ(KJ, y una snlanotdal O(#).~ con cumpbﬁqﬁtq normal

'subre una’ superficie P 1qual a cero; esto as

dcnde 2 representa a1 uperadur 1ine {Q' w
" Por tanto ‘

23 1=8c66H +IH 1=

= exp[ @i +~V¢('§));’&-] = enp[ i(S.’v’i);“] = ®ceuh 3,
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g agqui nque la funcional sea invariante ante 1la transformacidén

lineal & :
3cdh 1 = st 8 1, taL)

esta ecuacidn expresa que el campo de velocidades es solenoidal,
t.o., es la forma funcional de la ecuacion de continuidad. 8i en

esta ecuacién se’ intercambxan los papeles de ay o resulta que

2 para cualquiet_ﬂ no ne:esartamente Té&léﬁdidél'”

"decxr que la func;nnal :aracteristica de cualquleri campu Jq“iqﬁé;"

. ~
satisface (Al) as la misma que la de au’ cnmpnn.nte lnlenoidnl .
- Para enrontrar una a:uncién diferanctnl anﬁloga a (Q;)."Partinnsr

f de Que .

tuy (m exp:ué.un ] =t

' va que:(a.u)'no depende de X

i vy éeﬁtrata'deruh‘tampo“'sﬁlgnbiGAIQ

. ‘Luego. entonces

B % o 2 Ecuaclon.s do Nnvi.rFSlokos-M?Aﬁéra ‘Eéﬁ'oﬁténﬂﬁﬁﬁ'”fkj“““

ecuaclén que resulta de que el campo de velncldades satis#ace Iis'
7ecua;1nnes de Navler—stnkgs.' Dado que aquf intervienen las
tde?i&adég:par:iales( temporales, hay = que fener cuidadp en la
difere@ciar.entre: IaS‘.an;idnéieé carattéristi:asl eépdqi#l v

.’EspaCiﬁQtEmﬁoral; Se analiza elrtéén pafa la - funcional. esﬁacial;



Utilizando el hecho de que:

- > > o -+
@, Dexplie.Br1 = (6. g5 exprece.Hmn,
, -+ ’
ya que @.%no depende de #, pademas evaluar la derivada

paracial temporal respecto del tiempo de la funcional:s

T o . e > > ;
BE7 ('a.gEf‘.) expl. (t@.&) 3 = (e,%‘t.exptue.ﬁ)n . am

o delas scuaciones de. Navier-Stokes ‘sustituyendo en

FoLe., ['1;- rdu, expctc@.$rr 3 — v,,a-,e;np:ua.ﬁ); S

+ v V& axpte .M ] Yool

‘tenemos:”

ecuvaciones

f‘fhnciaq;iéi'iﬁv;ﬁi;ﬁhbeffif1d§gia‘eéﬁ§ﬁl§h‘lh.

que tdﬁhh&dila'd!vergghcia'dbtenghdévca;OI

,“:A,. T . e ‘ S —q<§ o
3(2 [ ,g u, expls (e.ﬂ).r.] = j,g-ig—.qi expit (0.3 1] = 03
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pnf ténto, utilizando la ecuacidn de continuidad,

a2 ‘ >
9.1 ¢ -5 (DD 81 -9 + VDR | = 5
GK‘,' [} ’

a‘oioj & o oD ¥
= —tvv’“ L J + = 0
3‘(‘1—5{;—‘" —'5?"‘ ’

f}nuevamente,Vdg;1§ gcua:iéd de continuidad, ‘el . Gltimo  término. se

xSé:hg obtenido una rglhcidn:pﬁtré i 9 !;7de.:1a cual ‘permite

" désbejir‘ﬂ Y 5ustiyqir1n qﬁ 1a e;unctdnt(h4}l

de Hopf para 1a 4uncxona1 :aracteristicn espacial.

La cundi:ién inicinl l ta(f)] debe sAtis*acer la ecua:idn de

‘solucion de ‘la  #cuacion de  Navier-Stokes para  una condiéiien

iﬁiciélrsolgndidal s solenoidal para t > ﬁol fﬂonin"Q Yaglom,
i??S). Por'tantn, 1a solucién de la ecuacion de anf tendra 1a
'prapiedad 3 tadb 1 = ited?).t: para £ >t

La ecuactén de Hop# es lineal y de primer orden en el tiempo,

por lo“que ‘en: principia, pueder ser usada -para determianar
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@ r;&),tn a partir de la condicién inicial a :;d?):i.

A =2ste nivel hay que aclarar que la teqria de integracidn para
acuaciones diferenciales funcionales en espacies de dimensidn
infinita no est& completamente establecida. AUNn los criterios de
erxistencia y unicidad no han sido desarrnllados en forma general.

La linealidad de la ecuacidén de Hopf indica un principio de

‘ ”superposicidn para las funcionales. ..‘Si'vlév condtcxén ‘ﬁniciql-

de’ ¥unciona!es ‘la ;:

"combinaridn ltneal de fun:ionales l‘r’ta(f),t] que sun sﬁiuciéhég

-d- la eculcidn do Hopf con ia ccndiclan lnicial ! q"

o"v

”entienda a trav‘s de la tr.nsfurnada de Fouri-r d.

Can -1 arqum-ntu e(n) de’ la funcién cnrnctnristicn es una;

-vqluada enutuda'
'”itlpo, obtenemus la representac16n”espe:tra1 si la transfurmamos en_-

la funciunal para la nueva variable indeplndientet

Iexp[ :k.xleci?) ui?
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La funcional espacial caracteristica del campo de velocidades,

en la representacidn espectral, est&d dada por:
> »
*2®,t1 = 8 € 207 exprzR.®1 Z(®dk , t 2

y por 1o tanto

.’
w2 ,e1 = exp £ 2f TdraZ®,0) 3 .

La Fférmula anterior sigue siendo valida para campns

lucalmente 1sotrdpxcos,;siempre gue Jb(x)d§= o, t.o., 2(0) V‘O.

JTonumos;

j‘ exp[ —tk.x m (ﬁ) o di! b

d- donde encnntraremos la :ondi:xén requerida por' la ecuacién da
cantinuidad.‘Para alln. dlferenctamos la ecuacidn anterinr con :

respectn a Xy sumamns sobre J. Y usamos ll ecuac:6n|f '

i

‘:‘-mdb l

~,,(—u<") Dj:(t)

: '1:#_5 :

-t .I' -xpt tlf.i? | It o o . DR

B: la transiornada da Faurier dg_}una'~fun:;6h,,es, cera, 1a

prasentacidn -sp-ctrnl dﬁ—ll formulacxén:funcionnl.;;

) Ahnra derivaramoq la fnrma aspectralwdl la ecuacidn de Hébé;'”
Uttlizaremos la relacion de Parseval (Bynqn Yy Schild, 1949) dqiiia
tepria de inteqrales de Fourier y la ecuaclcn da“cnntinuidad. Der

acuerdo can la relacidn derFarseyal; 1é?trads4nr@§da,de Fcurier'np»
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afecta el producto escalar funcional:

» » > »
@.f = ¢ 3, arf Yy,
> > >

(AS)

donde ¥ es la transformada de @ y ACLFfI la de §fF. Utlizando

ecuacidén de Hopf llegamos a quet

Fouricr y Dbtener:-‘

-
A

d .
+ aop & a‘nin .

-
F e ¢ ;o A 2 W e iV(v*)-‘ WA— &+ PV'D’
B . ’ - : i . s N

L] 3

[ »v’nu ] vrr,f—_v‘;-vk .n(i.b 'l; .

[1: tnn. ] = kJ o, (t*mtt—t- i ut-

Sustltuyendo asta:,expresxones rasultal

-.

.1H’\754~1m.
5u5t1tuir z: (ﬁ) pur z (E) ya que ;;;z-- z:)

.'
{ esto es porque kD(k)' 0. Por tantu resultat

»
o
.3

j’j‘ z <ﬁ’+ i%") k”D R’ )n df-’) - dt’dt"

' -.:-vv j‘ k 'z, (!m e di!

oS

= f ;L(i!w [ k’j"bj(i%'m‘(t")' - d'\!'di!“—

= [ *z o e al .
i [§ )

IR

la

Uttlizanda 1a ecuacidn (ﬁS) podemas aplicar la transformada de




V. ECUACIONES PARA LA FUNCIONAL ESPACI O-TENPORAL
CARACTERISTICA. »

Definimos las siguientes representaciones espectrales:

- >
20T 1 =81 2m T expre®.®1 2@, 0 ok 3,

‘ cnrim:ida como repr-esentat:ién de onda tridimensional.

! n")(#,m 3 l em™f expttut] ‘ﬁ(x,u)dw 1,

- _rc:am:ida cmnn ) ‘épr‘ésén'

ctén de -Frec:uem:ia Y Y

'lcg(k.m:'.'a"i-fa 38

,cnm:idn como la de nnda-frecuencta e tetradimensional.

"IV.l Er.\nc:lén d- ccntlnuldnl. Es ind'ependiénté;'del "timnpo_ o

iy pcn- 1o que ‘" toﬁ? 3y ; :o«‘:? 135 prea-ntan e

3‘-[n (i? t) .'cn(# 3 j‘}: o."

'Par-a las otras dus represanta:iones, podnns escrihir: Ce

Iv.2 &:uaci.on-s d- lhvl-r-s&otn. Cthi-deremps la;:'ecr\..taci:ivan' :

‘ : mn " #p D s
. .'a P : v §
e m? we = ¢ .--&-—— - wcv') — »9°D8,
[ ot » ] AT g * )




podemos reducir el orden de esta ecaucidn definiendo la funcional
-+ BN Y .

3 = (N,¥,,B, de 8, t) como s

> > + . >

¥ eoch, ) ¥,e1 = DA, ek, e,
tomando la componente j3

[IE - uv’ ] 3, [s‘j ~ ﬁ:v’ﬁ‘ﬁ-j] ?;—E- .

clanes para 1a5 atras representaciones

obtienen

(to - vk ) D (x.u) l~ =

$=_ -—1:[6 &' (v’)"‘ ‘]t{ j‘ o, d!,mn (St,w-»-w dee”.

- seluciones. , se ‘ha_ :cmentadu

;Navter—stokes tampoco cuentan con . teoremas generalesifﬁgbbrd””'

_exiaténéihuy unicgdadrdeAsnlucinnes.-'En este- contexto 'gst& el
trabajo dé_Fniasf(;??O,;1971).‘ Existen algunos métodos especiales

pérajresoivar'tiektn tipo de scuaciones diferenciales funcionales,
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entre elles se encuentran los trabajos de Tatarskii (1961) vy
Novikov (1961d). La teoria de inteq}acién en esbacio de funciones
de dimensién infinita tampoco esta cnmplet;.

Sin embargo, existen algunos métodos aproximados para encontrar

soluciones (Monin y Yaglom, 197%)

Y.1 Solucién on series.
El camxno mls sencillu es utilizar series de pétenc;as  para

dascrihir 1- fun:ional: ‘ ;‘f¥>“

e

dande l es la {unc1ana1 eapacxal

‘Sustituyandu esta .xpr.sidn -n 1- ecuacien de Hopfl

aﬂn‘

€f¥£+y=!5lgfﬂ‘?*”fﬁ?:Q}ﬁpﬂf :

Hﬁéoniﬁ i i; 2,.-. D& esta ecauciones se nbserva que nsttn nezclados;-

lus mnmentos de orden on -yv n+1., lo cual +uuv obtaniduf en 1a

Podeaos utillzar :qtrgs - _igg,

“que hos“tundﬁctffdwa‘dtrhlséfi ‘de- ucuacnones antlnga"‘f

- alternativa podemns prnponer sertes para 0.~




_donde l es un‘tirminn del orden de Rv ‘ La ,stmplicidad de'- as -

v.e Aproximacidn a-ordtn_coro on el nGmeroc de Reynolds.
61 se escalan longitudes y veloridades &on se obtiene una ecuacidn
de Hopf con 'yafiables adimensionales, el término con segunda
derivada funcional eséa multiplicade por él nﬁhero de Reynﬁlds 'ﬁ.
Este es el motivo para presentar la -solucidn como una serie de
potencias en el perametro R. €1 se sustituye esta serie en 1la
ecuacisn de Hopf y se igualan a cero los coeficienteg de R se

Dbtiene una serie de ecuaciones. La ecuaidn de urden_ n contiene

sélo tarmxnos de orden menor de las potencxas de R. Es pur‘ esto
U el sistpma de ecuaciones puede irse resnlviendo du\ ordants

m.nor'es _‘O. mavares. S

soluciéh euacta cuya;

‘;Sif'sé ‘suma 1a 5erie tendremns 'uﬁal
cunvergencia dependa de R. La pr:mara -cuacidn de esta seri- sa"

obtiene a1 eliminar eI' t‘rmino de~ la -segunda derivada en_Tligp

ecauci¢n de Hopf Para construir esta solucién do'_sé4 naceslta,ﬁ

'adlmensiunales simplemante ‘e propon;

AT

B ecucionns en la fnrmularién funcional permite formular -1 caso mts

qup se puade inclu:r Una funrza axternai F(Moninfd&

jel uso dn la” transformada de Fourxer simpli§lca las ecaucinnes. En

antlisis {uncianal se define la trans{urmada de Four:er cnmol




- + -+ + -»
& el = I expli©® . F>1 ¥ [FMM)1 dulFM) 1,

donde 2 es 1la medida wutilizada en el y espacio infinitamente
dimensional de funciones.
La medida mas importante es la llamda de Green y es utilizada

en la solucidn de ecuaciones de svolucion de la forma:z

Y
- »>
‘_’__.L%g.(.ﬁ_).ﬁ_:_'. =R & [8(),t],

con 2. aperador. lineal.

La ecuarién de anf es una ecuacién de avolucubn

e e )
: (O.At-i:DB]), L

donde Atu:l e! -l operarlor ;ntagro—diferencial de’ "la-,,,'ecu‘iict&h' ‘de .

Navi er-stokes:

' donde 1a pr'és‘iro-n‘se expresa ccnao una. funcusn de . ‘la ‘velocidad

(1962b)

,,estas fdrmu a‘s' y su significadn no astl complﬂ:nment- termin-du y?‘

‘soln 1ndu:an posibles direcciones ‘de invostiglciéﬂ.
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