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CAPITULO UN O. 

FORMULACION DEL PROBLEMA 
DE LA TURBULENCIA. 

_ _ G,t.v;-n /or . - tn.tant -~ tn&•& u~. .whh:la c:ou&d 
'·.•:e:~~'aau, &,.. ¡a.v:_, -b)f _•r.c~1a •e~- ,,,.. 'Glftt-t..:t - · 
::--4 'é'f':·:r..~1..:- •tt~ttono/ .. tlw>.'-'nd8'.r.ó• c-.¡po.a. 
·~~·~cio'=:~!!~~~~~1~,~~.r'.::..~~~2~-::.: ·· 
· t.r.. -t• o/ .Uw ,.Ot••t boc:I'-•• - .o/. trw. "UR(~-· 
and .t~ o/ tlw i..:;.1.-1. al.a.,; /or i t. nol.h(.,.. -ld 
b9 Ufté:•rtca(11a and ,,.. /ut_... · · - ,,... post• -ld 6-
,...#nt 'º' t t• .,,... ' ' 

· Pierre &imon, l'larqú.is de Lapl•ce 

'.:'.:> ·.·_".\'.::' .'-" 

c•p1tula •• '91. ·de< formular' 

turbultmcia. A fin de formular e1 problema, l• -sección 

_·dedice<la a resumir lo!J conceptas 'bAsico'!I de la. _.din,Ainica de· 
-~. t:. ·~ 

:·?.':"- -.;¡~~~r~~~!~E~~t~Eh~~~~~~t~:·1~4:t:~~f:~(i 
•n_t;.:., t~1- 'y ·.,~·p.lrfíntmtos• •• - analizada . éf\ l.~ :·:4iulil~ ·; .siacción.-._· ··.-;: 

. ~•t• caps.tull:) p•rinitirA analizar. pC.sterior~itte~ eí · p;:c:lbieftiÁ d• .-'.'. 

la tr•nsicidn a la tur'bulencia. 

2. 



:J:. DXHANICA PE FLUZDOS, 

x.1 Descr~pc~6n del tluido. Un fluido, como sistema f~sico, 

puede ser mo~elado de muchas maneras. La m6s ótil en este 

problema consiste en suponer que el fluido es un continuo . de 

materia. En este enfoque, la estructura atómica de la materia es 

ignoraria. La suposición implica un nómero infinito de grados de 

libertad ~soci ados: .. con los "P.UfltO& ftlaateri al es" que constituyen .. el 

p;.am'ítdia que ;..carF-e una p~rúci:ila entr• col1itit:onn;ti\ié:.aivlls/ .. lll 

hipótesis del continuo •• exceltmte soi la5. dimensiones del flujo 

son .inucho eay~e11 ~·l.l:e las del camino libre. 1111tdio <Currie, 1974> .• 

Cualquier. el-entn rie· volutllf!n al que·. •• haQ'll referencia se 

· supr.indr6 lo 'suficientemente .grande cot!IO , SI~~·. tener un ni:llmer.o 

~rlli:":S'!. de; pai-tf.c~~--~-. y . - '/le . trate :·~l:MIÍº co~~.inua~ ,;. per"a , ·~ 
·: tiu~Í.~tentHeo~e:~iql.a~ para· ser. cons1J.W,aci;:; ·'íu.aritü!,1'':.dftde e1··· .• ::-

/:~ul'\t.00 de vista m~c;.~s~~i:c~. •·. ;:•. 
. •; 

Ex teten dos conJu11tas d• c.aardenadas para. describir al :f 1J.ida. 

El conjunto euleriano c"ansiste en las coordenadas <x.~ ••• u del - - .. . -

etipac;iá,-u-.nipo tl)ftladH coMD ·1nd1t11endient-. · La . deacripcidn e~~· 

~•J.~'·íin~ ~iirmin~{·'.~~'.:1~~ ~~~~.:~~.~~·oci~~+.;·~:~~~i~.··~~~~; ... ~j,91 , .. ,_, . 
~1ae1r.lltit¡11•na. · la•.:;;,§~ét~.~~~~j d•l esp~c1a..;ti-.pa .Yll · · 

·indep..,dientÍt11 •. L.ia deticrlpCldrr iaata:·d~~~ ;~.~L;;Jt.11111inta dli la• 

part.lculas individUal•ls ·d• .f1·utrtó. · A1"·- ·1-A•'· ~-=u,aCt.an~ ·dln6atcas 

197~> son suficienttíti para describir 

trayotctoria rtel ·elemento de i'luirio coma funcidn del tteinpa 0 . 

la 

·· 1as 

. coordenadas independientes san la posicidn ini<:ial <x
0 

•. y
0
.•

0
> y el 

tiempo t. 



Las leyes da la mec6nica y da la termodinAmica se aplican a un 

elemento de fluido, por lo que las coordenadas lagrangianas son 

las ideales para eláborar las ecuaciones din.,,.icas. Sin embargo, 

generalmente la solución de problemas se lleva a cabe en 

coordenadas eulerianas. 

Del pArrafo anterior es clara la necesidad de tener una 

coneMidn entre ambos sistemas. Dicha coneMi6n es un resultado 

matemAtico conocido cama el teOl".ema de transporte de Reyriclds 

<currie,¡1974>.a ....... ' . . . · ... ·· . .&.f~<~v· o. 

V 

rtcnd., a e• una funci.ón escalar y i as la velocidad 'del fl.uida •. 

:1.2 ConmarYeeidn de -•· <currie, 1'i74> La Fonsarvaé.16'. da 

>masa: FOiiduce .• la .. acúaé:ión de continuidad .• El.principio establece 
' ' . . . . . ~ . ...:· 

:,e: 

': qi.i.e 1"':: c.antldad .· d~ ~---, en . el. aspacia-tiémp~· per;maneé:e .. constante. 

· ·••:· .• ,.··· ~O'i~.t~.· si~~i,fi~~ -~J~::~f··~~~t"o· e~·ii::.¿¡nt1~;d_:~f~~~·~· eri ¿~·~F:'~~idrt ·d '.>~; 
v'<lei ~~pa~icÍ~· .cieiii·.;;it~~~ ·por .. una .. ~uparfici~ s fij~~ .·~~ •. ··~~.~-...•. só(o·- •. }j 
al flujo de masa a tr~~fi· de la superf¡cie, S~< El principio de 

conservación establtÍtcea 

.. · dJpdv ~o a 
:.:~-~>.:·:.·i·¡·:<~.--·.•.V>.·.:_.: ...... •~.•·.··.~·~.·~.:.t.t . -.. -··- -- ··--·- . . . .... . 

uro .,... 1;·:'.(d';r.f;;dlC.:~~:f:.'ii!f'.i;¡a)·······.···t··r ... :va·:n ... ':1t.:~_:•e.~~ .. ~·_1;.·. ~J·:~1 
cl~i .f1Ü.i~a~: Ai>iicariClo it1.>· t•ar·~ : ,'es• ..... - .. Cllt ·.· . •:\ 

y •al h_;.ho 'd• ~üe el ~~J.u;.n; ;. •. ,~rbi.i;~riCi, ;B~'~flen~~ 
•,· .• :·" <~~··~·~~;_¡. ;.,:~ ~:·º·. T& ;¡¡¡;. .- • In' k--. 

en donde •• utiliza la convencidn da Einstein .de súma sobra 

indica& repetidos. E•ta ~lti111a ecuación puede reescribirse como 

~ + pV.t =o , 
que se conoce cclllD, ecuación da contlnuidart. 

(1.1) 

Esta ecuaci.ón 

r·elacicna la densidad con el CalllJJO .de velocidades t del· fluido •. 

4 



Existen sitL1aciones en las que se · puede considerar la densidad 

constante, en cuyo caso se dice que se tiene 

incompresible. Si p = cte, se ti~ne 

un fluido 

.;., u,. = o, 
k 

o !>ien, 

v.~ = o . <l. 2) 

_Cabe aclarar que lo inverso no es cierto, ••. decir, si la 

diverQeni::ii1ode1·>C:ampo de velocidades és i:ero, )a.: dmnsidad .. no .. ' ' ··' . . ~· ,. . . ... · .. ] -. . . . . ,' ... . . . '. ~·~· .. -· . . .. .. : - .. . -- ' ·. ~ ·:,- . 

. n.C:..;.íari.mente .con&t.ante. . caftlo eJellip].o,, ,se. puad,~:: mll!i'\i:ionar. .. ,un 

fluJo estacionario .en el que l.1!1 den•idad cambia en la 'dirección 

perpendicular a la velocidad, por lo que ~9p = 01 laltcuaéidil da 

c·o~tinu~dad conduc~¡¡ en este c'asa, a .,,_/at.· + pV.~ • o. E•te tipo 

de i'l!-'Jas recib.•n ,el nonibre de estratii'icadas. 

-:·· :/·:..-:·· .. 

-::_,,:'·· .,~ ·f ,~·:·, - . ~··: 

<t.3· , ~~.l~-·,~~· 
.:·.·\_.;:;, - . ·<Lani:iáu .. ·•••• L~:f:M1it.z·;~.,S9>, 

conservación de eatnento re~Últ.a 

aplicada a un·e1e111ento de voíu-n. Bti pu9den distinQuir doa tipas 

da -fuerzas y su c1·asi.-Ficacidn.·depend• de la· -Forma en 'i:O.O act:üan 

.,~,, ... ~t;~"~~·~~J-~.~~~<.;~ -~~i'~-~!~·;-Ftiiir!~~-,~-~ cuW-pa· o· v~'iu.lttri ci:s: ~ · . 
· ~~j~~~:~-~~rt: ~~~~~t~~í:~i¡z~~{~rdh~~:=t ·· · · 

- -·\·:. 

El· otra tipo de -Fuerza• actda .•Obre la •uperf'icie<d•l .. _el4111\9nto y 

•dlo depende~· la 111aQnitud y ~lentacid11 d• l~ ;¡.i-a. E•te e• el 

tipo. de -Fuerzas al qui!! pertenecen lo•, ••-fuerzas viscosas y la 

presidn. Las -Fuerzas _superf'iciale• •on englobadas Pn .el .tensor d• 

esfuerzas º•.i. que represént.a el 4!1•f'uerzo (-fuerza por unidad 



.·.;.·: 

rie Areal que act<ia sobre el plano Kl. 

<Batchelor,1967l. 

cte, en la dirección 

Utilizando el teorema de la divergencia (Synge ~ Schild,1949), 

las fuerzas superficiales se escriben como una integral de 

volumen. La segunda ley de Newton se escribe en forma sencilla1 

aplicando. el ·.teor;-.11ma dP. RP.ynolds, 

~o~f;1nu~da'~ y él h!lr.hr'i 

.:ecü¡~i~:anterior> ~~-c~nv·i~~icé en 

de,- qua 

o bien• 

el 

usan<to. la ecuacióri de 

vofumen &!5 ar:-tii:trario;í 

·(1.3)· 

;F..1 pr(mer, ttlrmino d• .l!l~ta. otcuaci6n u: J,a ;iacerer:aciÓI) tein11ar'.a1 • 
. ' • . . . • (, ,.,.: ''- . • . ·¡e < . . ·: •. 

: m1_·•.~t:r-a91 í:til¡;; 111 .. ~lili.\Í"lii6 ~~~16?1 '".-.--~· -.1 ..•. 1 .. _._".-.-·.~ •. al'_i ·:·a· u-"'~;:; 1a;;;•1·ér~c~ ~_; . ~-
. .. ·~~.- ~ 

. adV-otcÚV~r:d,;bi~a •a un 'QradientlÍÍ· de Vl!lloCidadÍi<!l''~ • >LC:,s :f3i1tl~S ;das . .,,é'• 

t..;.~ino• son las cau~~~ d• :1.• •• t.. ~ctrllt~~~~-;,.... ·~-d~ir,· 1~~~; -:>2 
. . . . ' 

fuerzas qua actdan sobre el fluido. 
:·<_-· 

-;~·1 • ..-c:c.i.er.;,.tcA°6ft;c19_···.~a;· ~ar~ L4 co..;•ervaci6n; ,:C.e 

......... "~i~~~2::~::::~~ ·::t.::i:~·7::;;~-::::i::·~:-·~·°'···· ... ~; 
·. ·: : ~:-f p<it-~ ·tr dV •:' :f.,K;t .•. ,, ·.cts~~;,.f:'i.¿ ;:•.;;: dS,_-~~-i-: 

y y s 

Apl te.ando •1 tecirema de 

transporta .de Reynolds al miembro rierech.,,. y· utiliz;iando •1 hecho 

.de ··qulP ... el pr;-oduc-.to vectori'af de vector:es· paralelos . es cero, 

6 



resulta 

+ J it x o.n dS,. 

s 
rlonde a = ~ ~ e~ la acelerar.ión. Esta ecuación puede escribirse lit 

en forma. tensorial 

J p<x.,aJ - xJa\.ldV =' J p<><\FJ - ><t\.)dV + f l><\.O'Jlr-><JollclnkdS J 

V . V S 

aplicando ~l teorema de la divergencia a la integral de superficie 

la-; Sl!!gun<ia ley d~ Newtons ªt..=· F L • resulta1. 

. >J"<º¡j - ºJl.>.dl,I =; o· ... 
Íltl volu111Ítn • •• ~rb:i.traria~ é°"C:lµi111oti que ';tÍl · .. t.ll'n•ár 

.:..:, 
. ,'.--

esfuerzos es sinlittrico1 

(1~'4) 

- .. , .. ·~~ 
··::· «•t" ... 
:·~---_,,.·. . •. - . •, ' .-. ·, 

··:}~{~;;~"-'· X~-~ •··. ~':';~:<rt'~:~:;"." ;•:¿,~'"~:\;~~:~t'';~~\~ .. 1;;~~>7 .. ;; Fl .. :•ter~~i 
.;>; :.·•. ; ;p'dnc1.Pid 'de.con•ervaci,dn' uU.Uzada ••-•l· d•·;; i!lhilrr¡¡l:a~ · ·;L:a''•t:d.ll.•'· 

":!> ;.;::· . :;,' - .. '. : .: ~· .~.. . .· ' . 
•!iirii::t?~i.;11-:·.iincóntrar,·una'e>ci:ir••tdi\>h~cir'0cslnu\C:• ~~,:,. -~•.;p~i¡..,;~y~ 

,~: ' .. 
lay de ia t~rfllOdtn6miC:a~ Oado que una pártlcu,ia de ~lÜidt:) ·no -

.encuentra, por lo Qen•ral 0 en •quil:i.brio, la aplicacidn d• la 

· ····:~.~f-~~r.a, ley :na ÍI• dir.;cta. Esto obl:i.ga ·a introducir un• hipóte!li!I 

·~,,:···'•.•··"·~·:.:.:·~·.·.·.·.··.•_·····x····t···-..·.r···_ª,·_ .. '.:.q_._u_ti~.·.p. :~.· ... · __ ;_:• .. i.'.•·;~ ... ª ... '.·.ª.·. p~.: .. ·~ .... :_c ..... !A_ ... "_r_._._.:_,1•_._'_>:.P .. t_, ._1·"-.··.'.•_".·_:,_it;;_~ .... ~! al •1'..-ntr;, ~ .. :• 1 ~Í.d'i~. La ''!'".'""~ ',.::-,'.'!{'.~·..-"':' , .. ,,:;, /;:~;";:.'.C~L;! ":·,-.~-;;~.~~·: :.~,:<•! ._·,,·:' ..... ::·~," •'\ '• ·>«l 

·::. •; _ i,i_~~tá•:i.:• :ci~ ;-.rutubrt:o;,:~~at (De, er-ac.t · y :~zur_,_ ·: 1962>.:•:.per•lt• · 

·•. <i•finir>1a eriel'"'ll•··in~vna in11tan~~•a'y ·~.,li~'.~ .. 1·1a·· .-• .;~~¡~~1fe:~/.~ 
·'' '.¡{~:~iim111ri~.,-~.'.·La·eníitr:Q.la~t:ota1•~-·1a ,_;~"'~ "'-. ... 1a· eri;rgia interna. 

v,ar unl dad dÍI illasa • y i a en•rgl a e i ..:.•u ca •f~-'P'\c"I. l •. 

P•l'"a e~tablacP.r la primera ley, se dRbe encontrar la potencia 

realizada por el ~istema y el fluJa de calor. ·La potencia 

reali>.:ada se debe .a las. dos tipos de -fu•rias_, vÓlutn4itrica• y 

7 



superficiales. La primera ley de la termodinAmica conduce a 

I et. ;;ds, 

V s V 

donde ~ el flujo d~ calor y n es la normal eKterior a la 

superificie. Con esta convención para el vector normal n, es 

necesario incluir un signo menos a fin de obtener el flujo de 

.cálor 'que entra .al sistema. El lado izq.uierdo de ·esta' ecuación 
: '. ,.' . __ ,:· . -~ : ._ ' . - . . ' . . . : ... ' 

representil .la va.,-iación ):.empC¡ral de la:,t!n~rgla~ ei lado:éser:ltCho d.a 
- ·~ 

la p~tencia d~. l~s'i'u~rzS:!!I y la p ... dida dÍI .. en•rc;ih. I>º"' 'i:aiof:,., 

. Aplicando. el teorema de transporte de Reynolds, las ecuacione9 de. 

conservación de momento 

as .a 
~+ ~·~"· . )e 

y continuidad, obtenelllO!U 

" . . " 
O'•i. • .. "'J - -.xjqJ 

·.: . . _:.· 

- --:_·:.. ··1-". 

<:~r~ +:~~-~·;l;: i·:.:·.·~-ª v ~- - .v~~· ·::',, -,·fr!l5~:': °-{;:~·-~ 
.t*-m·i·~~. en· 'P.5ta ~¡:.ti_m·~- -·:·Et~UAé~·~ .;_._son --~'iC.i:i·~~-,: '.~-~:./.~~,·- ~:~:(i';:. 

interpret.S:~. ·. El primer t•r~ino del 111iembro izquier.do l"E!p~es~nta , 

"1.a vari <11c.ión temporal de la energlis interna y el segundo da la 

·~---:var:ial:ión.,d~~id,a -~~: :fluJi;> dlÍI masa.. .L.o•. t~!Jli_nos dal miembrº ...... . 

. '."~'.~~:cie;,:'Kl~~-;-cí:¡i'.':t'a caus'a·!de • ..;1:~.1:.;,ia.r.iacicinail~~c .J,.a. i.d.ctb~i contraccidr.: . >.· .· 
-. ·:. ., •''·' - ~"'"/·-·:'~···-·'·.-.~··::~····::,:;:•,• ~.,,,·~-i'·'·•" , •. ~"/ 

... ''.}~:"~·al ·-t~~sor i:le. esfuer'.ZDS ;·c'Qr·.,~J., .... Qr~~:Ú.·ent.·e-~-~-~ .-~~~- ~· i'.¡, .. " v·al"oCi·dat{::. ·e·~ta.'./:~: ::·. :. ; 
". ".~ -: •• ~ ; '. ' ·J. • '· ,,· .... ; '/'. ':: .. ··~. ".·" ' ~- ' . . 

.~-~-~~.ªf~ionada con ·tiif- trabajó revars.i.ble y 1 a !~i5ip'."c:i.dri. v~s¿a'!~· ···.el 

segundo t~ftli~~, lis el -FiüJo. 'C:la é~ior> , · •; L,a - · · dasé:r-,ip~:L6r! · 

termoc1in6mica completa ·req!-!i•r• de dos 'ecuacione& de ··"'estado 

p :o p <p, Tl y & •<p,Tl, donde pes la presión termodinAmica y T 

1!' temp_eratura. 

La descripción niec•nica y termortinAmica del si·stema. ha 

conducido, a·travots de los principios de con.'servat;'i6n,. a un 
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sistema de siete ecuaciones escalares& la de continuidad, la de 

conservación de energia, dos ecuaciones de estado y tres m•s 

correspondientes a las componentes de la ecuación vectorial de 

conservación de momento. Para estas siete ecuaciones tenemos un 

total de 14 incógnitas~ p, &, las tres componentes de la velocidad 

'Ul' las tres componentes del flujo de calor q¡ y seis 

del tensor de esfuerzos ""\¡• 
componentes 

<Currit;• 1974>.: .E1 prop~J.to 
.· ·,,·.":··_':: .; 

~undamental de las ec.uaci éirlaiS. concti tuti vas es c.err.ar 111. si!Ít•IÍla 

de ecuaciones. Dos ecuaciones constitutivas son.suficientes para 
. . . 

·cerrar el· sistema. La. primera.ecuación relaciona la parte ~viscosa 

. del tensor de esfuerzos con los gradientes de la ·.;,¡elcicidadi ·.la· 

.r.elaciona el flujo.de calor et con .el. gr.adient:.e, .. éle 

·.temperatura~< 

Cuand~:&1:fluidc estA en repC>sa,0 .l~ <miCa' fuerza sup¡;~f~~lal· 
actó~ ~~~re el 'fluido e~ ta presión termodln~ic:a:.. L~ ~~~~i6rt 

es un esfuerzo perpendicular a· .. la superficies es decir. se 

encuentra en···1a diagonal del tensor de esfuerzos• 

~Cuando el .. ~U ui dci ...•• se~ :_emcúentr. a· J!~!' .•. mo'."},ft!iei:ltt:> .... ªJl~!"CIClll1 ~~~!:t~.~: 

·· ':.~:: .. ···11~:F°t~r".~Cis~~suí>ei'::f i'c(a~'El.~t~.litt:i ~.cta1( ·~:·1·.t:i.·.n~•r:.•'=c:~tdrf,. ·•ntr• ·• •1 ~tós' - '· · •, 
'\::;cf!rcands. ; ·:Estos .esfueizos superfiC:.~all!a se ··aQrupan ·,_en 

de esfuerios visc::oso&·Tlj'' lo que ·p-Íllite ·escr:Í.bfr 

O'lj = -p6tj + T lj' 

··:···.-,'; 

donde el tensor Tli se anula para campo de velocidades nulo o 

constante. Los resultados eKperimentales indican que el tensor 

Para Tli depende fuertemente de los gradientes de la ·velocidad. 

encontrar la forma explí.cita del tensor es neceBario int.roducir 



ciertas hipótesis sobre la naturaleza del tensor. 

La primP.ra hipótesis establece que el tensor Tlj s6lo depende 

del tensor ne rapi r:lez r:le corte e\.J <ctu¡tax J> + <h/Ox;. l. La 

dependencia m•s general para este tensor es de la forma 

T\.i<x,y,zl = f";.j<x,y.s.> + F;..;M <x,y,•>•kl + 

tensor. de rango d~nd~ Fl.i es un tensor de rango dos, Fl..iH e!!I un 

..... :cuatro,: etc. Estos· t:ensores tambii6n •pueden d_•p•nder . de·· . los 

tnV'~r:ia;..te's del tensor ·~J' ~ue~'!lt;>rÚ la tr.aza, .el .. ~eterminante y 

la ~urna de los determinantes de. l~s cofactores. 

·.La segunda hipótesis establece· que la d·ependencia en el. 

•li es lineal. por lo qUt!!I 

F\j = .fi.J<x,y.,z>•1c1c , 

•..¡, '!!ª· la traz~ del ten'!lor. v 
. ' . ····· "."~~~ .. '!¡;_<~ .• ~. ~.lÍ: '~· ::.•, ..... 
/ ddnde ia~.>·.funciones . .¡ y'p : no d~plt.;~~n de .i;,s in~ar:iantes . • 1.11 .. · l.Jlr\• .. •,.,,. · ..• 

teneor. Los clem6s ten'!lar~s san cerocltibido a lineáltd~d; 

Los fluidos con estas caracter.lsticas son conocidos 

.::: .. !le ... tonianos. Si el fluido .e» homogeneo e isotrópico el tensor 

.. , ... · ····:~;--::~-;~~~):.t::?~~~t§:~~~1L~~::~_:;z"':; -~7;~~~~~;rr:.; .. ;;7;g~ . ~ 
<·. /.;"' ~ Ml\j61c\ : µ <"-u.6~ + 6.u~.iÍ< > •. ~ ,.:i¡~k6Ji ..:· &ú,6'¡.> ; 

Schild, 

.Y para tensor•• de segÚndo orden, •l ~·ico ,,tensor i~otr6pice1 

donde los factores ~. µ, y y Q son escalares qua pueden depender 

·de it. La simetr.la <Synge y Schild, 1949> del tensor de esfuerzos 

implica que sólo dos de estos coeficientes son independiente6 ·por 
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lo que 

T .. 
• J = T) r~ 'U.+~ 'U.- ~ 6. J. -~k'U.1 + dK J • ax~ J 3 • ..,. 1< 

( 1. 7) 

donde ~ se conoce como el coeficiente de viscosidad cortante y { 

es el coeficiente de viscosidad volumétrica. En el caso de fluido 

incompresible, los términos que contienen la divergencia del 

tensor de esfuerzos se cancelan. EKisten otros tipos de fluidos 

<Bird,Stewart y Lightfoot, 1960> que no tienen un comportamiento 

newtoniano. 

La segunda ec~acidn. constituti..,.a. es la .llamada ley. d,e '·Fourier 

<Landau y Üfshitz, 1?59>> y ~el~éiori~ el ftU:JC;' de. c<alor. con el 

~radiante de la temperatura: 

o bien, 

i!=.-:•VT~ Cl.Sl 

di:ind~t ... ~~~1~ condJt:_ti.;;idad -t~;,;i¿,;. _d¡,,1 f.ll.lido~< '.< 
•', ,,_ 

··-....... .' .··.· ',< , ' - ··,, :_:·· -: 

I.t l".ci..c.~ ... Narier~~okes·.· <Currie,; 

est4s dos ecuacion'es constitutivas podemos raescrlbir las 

ecuaci. enes de conservación como un sistema· .cerrado. Ll!l @CU.ación 

··d1h ·continuidad .. qü~á igual .... ~ L;l ... ;,,c~acidÍl . ·da .momaryto-~ .. itS 

··· ··· • ; _;·,; ··: \·:~1;~·it:~ G:';il't .!\'/' · :r~;;;~r;d¡;,- Lit. .·C1;c;r:·i;;a.d;f · ·fi¡;c ·i•ñ.sar · ·:'d;·: ·-;;¡1t'ii~fi~• .v 

susÚiüy6n~al a en 1.íl j 19cu;.ci 6n da mÓm.,nto. r~~..;1 t~~ 

(1. 101 

conocida como ecuación de Navier-Stokes. 
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Por otra parte, si el fluido no es newtoniano la ecuación de 

Navier-Stokes no es Aplicable. El procedimiento a seguir es 

encontrar la eKpresión para el tensor de esfuerzos viscosos, 

sustituirla en las ecuaciones de momento y energ1a y obtener las 

ecuaciones que describen correctamente al fluido. 

respecta a la ecuación de energ.S.a la hipótesis 

simplifica la. ecuación a 
... ' ·- ' 

•. ·~ ~ p.¡;.· t: ~ -"p -~k'\ + •. ¡;M~.t:: ~··· 
. le 

En lo que 

newtoniana 

:Y represento:a:l~ conversi.ón. de. energ.S.a mec6nica_en>call"Jr por efect:9 

·~ctit'.ta vi~c.asiC:tad.·· El t,6;;.~iri~ -p'<,~t~~>. C:~réspC:intiit al ,trabajo 

~· ~év;.rsible dlÍ!bi~o a 1_~ é:1:1mpr1tsiÓl"I~ 'p~~a un:. fÍuil:t'a · 1ncoiilprti$iblli 
.:~;-· ::~ 

.estP. t'6r~ina •l!!r·· cero. El penÓl.tima t .. mino .tienÍt· su odg~ 'en 
.1· 9radiente de temperaturas y est• asociado al .flujo d•. cale;. 

En conclusión, el uso de .ecuaciones constitutivas permite 

...... r.educ:~r: .. 1tt.n~ero de:inc:6Qn:l.:tas y . t.tiner .. un si.st.ema c:erradá de· 
.•. ,., •. ·;;º' ,:,. ,_,,.,...; ... -.~--.. ~.-1~--''"-"'' ... ~: 

. ec1,aacioii-: 
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'-':,,:..·,;' 
ci.11a> · 

(1.11b) 

C1.11c:> 

(1.11d> 



p<p,T>, <1.11el 

C(p, T> 1 (1.11f) 

son un total de siP.te ecuaciones con siRte incógnitas. Las dos 

Oltimas ecuaciones termodin6micas permiten describir el fluido con 

sólo conocer las tres componentes del campo de velocidades y dos 

variables tarmo~in6mic~s, por ejemplo p y T. 

S::l problema ·!le .Puede simplific.ar si el fluido en cuastidn •• 

.• , .1 nco~pre'Sibla.·. Lás, primeras cuatro .ecuacicmes siÍt . desacop1 .. n.' .d•t 

ei ~tlima, por fo que 

-a ·'bi.en, 
;, 

; 1 ~'· •. 
'•'»'.·' 

• u. - º• ....... 

~.~.,;. ~~ 
·· ..... :: ·'""'-'" 

;[~t-'+ 

. .•... 
+ 1t ~:UJ • .. .. 

_:~ - ' •. 

·.' son st'.i-uci~tes 'pá.;.a dlÍllc¡..ibtr el ~rcib1-~~ 

·(l~.12;.,··_:.·:.·. '••' 
•. ·~. '''· • ' . .;',¡ -~- . 

x.a Vart.1c1.._... _CBatche_lor, 1967> La ecuacidn de vorticid•d 

· ... se ..... abtiene.'::ál' .temar .. - .e1:·, ,':'otacirinal- .·:de ... : t.all ·~::~uáciann:: .. ,ifiÍt 
·.· .. ,, 

.. · .. _ . 
. ».-· ..• 

j:,-. :.;:c~V> i+ ci~:~.-~: •·· .. 
denomina la" verticidad. Est:a ecuacidn no 

contiene a la presidn. El·prillltfr tilr•ina del lado derecho de la 

ecuación representa el cambio debido a la conveccidn del fluido en 

el que hay un gradiente de la vorticid~d, el dlti.a t.,.mina tiet:'• 

su origen en la difusión de verticidad. El segundo tofrmino· cC:...9>i 
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no tiene contraparte en la ecuación para la velocidad 

<Navier-Stokes) y representa la contribución debida al movimiento 

en dirección perpendicular a la rotación. 

En el caso de flujo bidimensional (~.9)~ O y la ecuación de 

,,.,· 

: .... :; .. o ...... 
:15t c. -

que es. equivalente a una ecuación para. la den.std.ad de una'·C:;iln.tidCld. 

conservada en convección cori el fluit'.lo y en··difU!li6rf dentro de 61. 

En ·tres dimension.es, en general la verticidad no es una . cantidad· 

. que se conserve. En el caso de· un flujo paralelo .donde ~~.10· una 
. . . 

~r§s ce1mp.onent.as .de la velocidad es distinta 

obti. ~n~ ;nueva!f1ent.B-:4n~ eC:l.íaciófi:'~e ~·di.~usi~~ ,··. 
P;r:'&. ~l~Jos ~~~~~~·EJnarios~ •. ~~~ n\Ímar;;,··de ··.R~ynolds 

volumen de 'fluido puede ser di~Ídt~o en dos regic;;';.;~~ 
distr.ibuciones de verticidad diferentes. En una de esta!I regiones 

el flujo es·. rotacional, en la. ctr<i la vorticidad es cero y se 

· < tiehe·'un···f1UJ0 potencial. ·La.idaa··.bAsica~:.·,.a.Unque ·no ·rigurosa, 

···'.·:·••·: '.;(:~~~¡:¿ ;:·~;·~·~~¡~:;¡:':'~\~S.;l \;,t·~~¡·"¡'(íá~i·.-,;~~~d.i'•'ta~ ··i1n.~as:·.da•fl·~~o~;• .. ~.L .. 
.. del· · c~~~~ dé v~i·~~iá~da~.. def~~t~á!i ••e~~· .~qúeüa~: .. da~d.•· lá . 

· ... ve1Cli::idad.~s.tan9.Íf\~_i;il_ y denot'adas como ·ú.;.,eas' d~ cor6ent:e: 

cumple qua si en un punto C: = O entoni:es esta·:. ;:~rtdición : se 

mantendr6 a lo largo de toda la linea de corriente. An.•1 ogamente 

si ·a ,,. o en un punto, se maritendr• a.si en toda la linea de 

corriente. 
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J.9 CondJ.~iorws ini~iales y de troniera. <Landau y Lifshitz, 

1959) Las ecuaciones anteriores deben ser resueltas bajo ciertas 

condiciones iniciales y de frontera. Las condiciones de frontera 

establecen que la velocidad dP.l fluido, sobre superficies sólidas, 

esté restringida por la condición .. ,.. ... "' 
u.n = u.n , 

donde.~ es la velocidad de la superfi.cie sólida y ~ la normal 

·'.:e>iter~ or a .,1.~ · superH cie. La componente tangencial se toma como 
-: ... '.· 

cero< . E'<stas. d!:!S Con,diciones sobre lÍt. velO,é:idad se conocen como 

condición dé adherP.nci&. E~ta candiÍ=ibt de: ~dh!ltf'.',litl'U::ia eat.ablece· 
,",:'· --. 

que la velocidad del <fluido sobre la superficie coincide con . )a·· 

velocidad de la supei-f icie misma 

~,.. i. 
Las ec::uac.Ú1ttes· .tambi6n' d~ben satis,i'acer condici,ones .1.niciales, 

9e 'itíCpr~~-n comci: los valores d~l campo de vel,C1Cidada& y í:sell!As 
:. ,:·,. ···,· . 

vari abte'iS t:t!rfti<:ídtn&lllicas en' un' instante·: dadti' 'dfJl: ·~~eiftp~·~' ' 

condiciones in1~ia1t!s e~ nuJos t~r~ulent.c:>~·.ci~'.'lllu·{ 

••• :i:t.~~.~~-.OEL PRallaM l1IÍ: LA TlllaMILENC:U. 

'1i~:&::.El :;;;~~c'.':·cNt····1Mit~~!~~9,:,.,~!~:~~--· ,· .•... :· .··. 
visu.,.ii.~.~~ iel tipo ode:.con<ticion-inicial•• ··~taitá"s·;,"a'·"un., ...... :UuJo · 

·'';'.' 

turbulentó se pu'ade ril'táárvar Í:~: i''19úr:a .1. que'~itstra. la "''¡ii:1ec16n 

temporal· oe la t• .. ·mparatürá~: i:,.·r~pid•z_'_.1.•.i.· .. '.t.·.·. y ·la cÓcii~~erit.~ 
vert.ir.:al de la veloc:t.dad 11tn un Uujo•t.urbultt~t,;,;~ .. titi)í.f.'.l'~toa· .. 
esta ~nrfole se realizan normalmente · ttn •An t:<in19l de .··viento 

<Reichardt,19~0). 



~.~·r\·.c.i.~~~~;~·~~-.· \·a :::t..•M••ro,·ur•-.~: 
Y. oo.P:On•n'•·.¡~rUc)'!L<~··~ L• ,,~j.~~-~i~.~·~eL ~';"'º~ • · 

·-~ <·::·'.:.: '. 
La variaci*t·e•pai:ial .de.e•tas cantidades es similar. 

de a 

candician•• inicial•• callii:i ·tas anteriores .hacen intratable el , 

~;·~;~ie¡¡,.·~~;·~~iiíc:•nf~9~1t·;:,~.i~?· •. ºt.~a•·•·I>·~~.~~~- .e~p~lt19"t•l~ente ··••,.•. · 

·~~~i~t.11,·~i j~. c.;nclicii;arie¿ .·.···inicial.~~ ... arb~t;·~;.:{;;;;,.;:,,,s;~é:':tii' .•. 11u:?·~;:: 
Ciifi.b 11aente •.se· podr.la timiar dtl un.i ~~rt.~ii::~ctdli •il:l>llr'1.m~ta1. •· 
-~.·,···Es ·-nec•sari~ ·cafftbi~r'~--~ .lt"!f~~- para resalvar el .. prabl•ina 

,,::·-·,-~-' -·-·· ... -···-~-·, ··-.~--··~ :- ·~:.:.~.· ,,·,_ ·~-

caracter1•tic•• c;aen~rales que-. 

sitan aplicables a tedas lo• flujo• ~•1 misma tipa, caracter1stica• 

de tipo estad1stico. En este ••ntido se puede definir un enseMbl• 

de flujo• •i•ilaras y promedios sabre dicho ensemble 

_YaQlÍ,111, 1975>. 
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:IX. 2 For.ulaK:i.6n de1 prob1•-· Como se ha mencionado, la 

soluci6fl de las ecuaciones dii'erencial es parciales de 

Navier-Stokes, con condiciones iniciales arbitrarias, es 

pr4cticamente imposible. Por otro lado no se puede asegurar que 

tal solución exista, es decir, no ex•iste un teorema de existencia, 

y mucho menos de unicidad, para las ecuaciones de Navier-Stokes. 

En este aspecto s.e ha trabajado y bajo ciertas hipótesis del 

:flujo, y del fluido mismo, se han lograd9 -algunos avances <Miln113 

Thomson; t<i6a) •. 
. ' ···- -. .. ' 

P~r .otra parte; aón bajo éondici~nes iniciales y. de frontew;-.a 

sencillas, la solución ex,,.i:ta de las ecuaciones es dificil d• 

·obtener. Solo .algunos flujos laminares han ·sido .resueltós. 

Fsto se debe· completamente <. Landau y Lifshitz, 1939> ~ 

principalmente a la complejirlad 'Cli¡t l"' 9cuác~ones 

·Navier':::Stokes.;. 

no · urieales: 

' . ' . -
Si<' se cónociera ·1a. s~1Jci6n :dfÓ U!! :flujo tur-buÍ'ent:a 

'. ~E' tendri.;. una de'llcripcidn tai vez demaslado d~t~il~a y 

como para ver con claridad el problema. Par atre parte, 9sta 

saluctdn·-seria aplicable s6la a e•t• flUja y dificih1•nta -

puéden" dar . co11cl ti!Ji 011e9 •!'hr.e otp"CJ9 f 1 ljJCl_ts · 11dri: .... .c.ct1af1c:lt::1 . ~ 
• •- - •;-• v•<: - ~ t",",- ·-• • • 

.rea11zac1·dri, · elCplff"Í~t:ai ,;fu•ra '· baJo:· 1as;<,.1tius' ;~· c~dlctonH'' 
. . 

é:ant,~aÍ~blet1. Es PDt1ib~· rap•tir un ltKP_,;f'.Hnto ;b~JC); J,H •.is-'IÍ 

condiciones ex;~~iñi~ntal.,-!1 <a ~mtJ¡e~t:ale~) ·. l;ontrci1ilbl••· y 

constr:uir un :en&-.;;;;¡ble can 'este ti'po de ~flu.Sas;· pera'"n~'." .. ~~-:potlibl• 
obten~r •m flujo .ca..; condic.tonets inicial•• pr•cisas. No hay f'or-

de comprobar eicperiment"'lmente una .<solucidn particular .• Es por 

esto que el tipo.de descripción requ•rida debe ser aplicable a 
" 

torlos los miembros de.este ensRmble de flujos semejantes y no a 
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uno en parti~ular. 

El nuevo enfoque consistir• en analizar el ensemble de flujos 

turbulentos .semejantes, y las conclusiones que se hagan se har6n a 

través de promedios sobre dicho ensemble. En este sentido, los 

res•..11 tados obtenidos son de car•cter estadl sti co. 

El siguiente punto es establecer que se entiende por flujo 

turbulento. Intuitivamente, entendemos un flujo en el que se 

ob~erva un comportamiento complicado en los campos que describen 

al m~vimiento.. EF<to · signi'fic~· que· en· el caso de flujo 
- , '_ ·, 

. tÜrhulento 0 las · mP.dlciones · P-><perimentale!!I d• 

. ' ·.·,· 

los. campos que: 

rt•'!icribar:i el fl1lii:t;;'an·Un nii•ma púf\to ctai .· tííspacio ... ti.nipa. sér:.An 

distinta& 11n cada axperimanto 0 alln cuando los 'experimentas -· 

realizan bajo las mismas condiciones •><parimentales contralabln. 

Can base. 'en -to, ·••. sup_ana· c¡ua la9 valoras d• .las ·ca.pos. CDWID la 
- .. ; .. 

coma var.iables al"atari&s. 
:.:" 

par.· lo qu•:.•u• ,v.a.lor~~,n~.: ~l:ICi..r:~ .. sar detitra1i.nade>S a .Par-Ur el•. 1°1"' .••/O: 
d .. -~_t_a .. ·._.·.•_d~.~ .. -P_rob_ '1. ~á .. ~ ·· '' · · .·... . .... 

- "~.:._ - ,;'.;~~ 

Una· "árt.able ~leati>r:iiii0 en el s.r;~ido :estadÍ-sttC:Ó¡° itsá·: ;;,;; 

dlit.arminada por una lil!y a· dansidad prababU:.tstica;, . la ; cual .. 

sup·andr6. det:erminabla d• los ·dat_os del· probl-a. La descripci6n 

pr~at.•:udad d•'.~lCJtá·;i;atllfl~<y •. -1•~~; '.cr;iric~~•i:Cli""i.: ., ~"'-'!,C.:~: . 1:1,b,~~.~~ ... ";;., 
9~6r{ 9¡,_,.·t:ttrtftl.1091 ·'-dll,·,~-prctrntitdiOs;_:·probab1·i·iSt1·c·c;ií ~~t- CA•o - ····d'it' -~:.1~ .!·, 
. ' ....... '" . "': , .. '·.·.-. > .: :·----··' ·. . ·,,"-, :- .. ·:i - . - '"•' .:.·-. -·· - "<· 

'.,.-.; ,·'.· 

't~rbuleneta Ht6 ittitadf.toticamentlli espectftcÁdo- t;:uando_ .·. --··,CDnOClm', 
. . ' - ~ . ·, - . ' ' . . ; -. ' - . . . ' _.· . ' . . . .. ' -

t.oda~::i&íi-liensúsalteii· de.•prabu1.11ciad·.•canJünta•·.• ···Ímn- · ;n· <PUntos.•~·. d_•l .. '. 

espact·o-tiempo, p11lra cualquiar antara n •. Estit tipo d• ·dmnsidad-

permiten relacionar el campo de 1• turbulancia an dos o 1116• puntas· 

permitiendo observar, par ejempla, la correlacf.dn d•l campo d• 

velocidades en puntos distintos. 
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Hasta ahora, la construcción ha sido general. A fin de 

simplificar el problema y lograr un mejor entendimiento, el 

an6lisis se limitar6 al caso de fluido incompresible. El flujo 

est6 constituido por una superposición de vórtices o movimientos 

de diferentes escalas. Se tom~ como premisa, y no hay razón para 

suponer lo contrario, que las ecuaciones de continuidad y 

Navier-Stokes siguen siendo v6lidas en el conteKto en que fueron 

formuladas. La viscosidad tiene µn efecto destructivo. sobre 

V~tices O mavi'mientos . de pequalla· l!SC~l,a·· :donde hay grande~ 

gradientes"da la velocidad. aste car6.ctar destructivo' p.Írfliita 

aplicar las ecuaci·anes· de Navier-Stokn en tadas;.las· escalas que 

aparecen ·en al flu.Jo. 

La· f.ormulación: del probl~a de la turbulenci'a puede ser· puesta 

an· 'los· siguil!ll"Ítes. ttlrminas. ·~· • 
-·,,,~, .. 

·~·,c:~t.i#úfcircxc··)I er. .. ~~•.r-$tó11a •• •· ~)~:•a.· e:~·· :u;¡.a.~i~.ii .n .• 

.-. '~'~'• d9 t.t-Po c:O!llO un.a fv;;ct6n e&a.~i~rta d. r.CI ,,o.;t.~tón'i> 
al. probf.- c:orwt•t.• an. dat.arminai- i.- 1.8)19• pr~iU.•t.tc:- qUlt 

d!l>scrtttem al. 1M>Utiatent.o dal. /tui.do .n irwt.ant•• po•tartora•.' · 

'"·::·_-· ···· C'1:f:~:Et1.-C1tic~i.~''9íii:~~~~·d.ü~'..~~~· 1• <t.ur~~··'' ··· 
una-A~1·~·••.i111Pa~t.ri.t;:. ;c0nt~it,ii~1cinn ,dé:,0.,:.1. Tav.1ar· a1 

. i:í., •• ,.,;ói la da las tetarS:a• de. ia t~rbuiencia .fuiit hacer ull'i; modelo 

... !limp~ ificado del problem1t. L.ll slmpiif i~áC:l6" ~Ádica .¡¡:¡ • hacer 

hipótesis !lobr-e la· forma da las leye• probabilisticas como 

funcionas da la posición i. La hipótesis m~s sencilla es suponer 

que las funcionas da densidad permanecen in•lteradas anta una 

translación de lo• ejes coordenados, esta es, el flujo es 

estadisticamente hnmog•neo. Si adem6s, no existen direcciones 

19 



privilegiadas, es decir, las funcione• de densidad no se alteran 

ant• rotaciones de los ejes coordenados, el flujo es isotrópico. 

Estas simplificaciones ciertamente reducen el campo da accidn de 

.las teor~as, pero a partir de 6stas se pueden hacer modelos mAs 

generales. Las teor~as aqu1 desarrolladas sarAn, an su mayor1a, 

isotrdpicas y homog6neas, a las que simplem~nte se referirA como 

isotrdpica~. sobreentendi6ndose que tambi6n son homog6neas. 

L~s densiriar.les de probabilidad conjuntas, que se denotan CDlllO" 

~llalla • •. • Mn <_u•• u •• ••• ,, uft >, donde reprásenta la velocidad 

illval u41da arí . al puntc;i "•; ;;. cit,.~ t.
11 
> • · .etc. • .· per•iti rAn obtenái- · l Ot1 

prOilieclioaprc:JbabtU~t¡icaa rte una funcidn F'qu~ d~p~nda ~~ las n 

. · . vari aiii es ª••ªa• ... •un 

F •. J F P ll&ll•· • •n·'ª• • ª•• • • •. un> da• du8 ••• du" • Cl. 13) 

Be usftr6 una b4rra para denotar promedio probabil1stico. 

hCJtlll)Q4'n•a: h1plic~ qua las densid~dn 

.. :::~~:~ •.. :;~t:~~i.:±~:.L-.;~;;-; .. , '. :~· ~-~~~< , .•••• 
'-'dand~-.,~(· li: . un ~.;~ter . canst:antlÍi: Esto es, la densidad 

, Turbulencia 

' . - . . 
probabilidad snlo riep.,,,'1• de ·la configuracidn relativa 

puntas y na d• su ubicacidn en •1 tHipacio. . Si adémA•: hay 

15otrop~4I• •• pu~'!.·.':'ºta_r: ~IÍ!.l !I~ 11~.ema. de.ajea: ·é::anrdenadas.·· ·· ;¡·: la 

· :.'~~ .. ¡~ .. d".~~~,,ec.,.~ .:~n41~t:~_ro11e1••.~~~~:·c1~1:-t~'; ·1•:~'.t~i ~~-~~i."F:~·;;. · .1 · · 

espacio dP,la::config1,1rác:i~ .de vlic.toreli no•altera 1.a·: ét.tui.'i~'a~ de . 
.:-:,;-,·~:;:.;· : ,~· 

pr:-Obabtú.clari c0nJLll'1t:a • 
•. """ .-.. -·,·;<' '" , •. - ... 

CKol.lllOQorav, 

ah1ataria 

f<a> est:A estad1aticamP.nte deter•inada por todas las densidad~• de 

prQbabi lid41d cnnj1.1nt.as '11!! la funo:idn f en n puntas °'• donde n 
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puede ser cualquier entera. 

Como se ha formulado el problema, se. ha supuesto que las 

propiedades estad1sticas del campo de.la turbulencia, a diferentes 

valores de t, estén rP.lacionadas de manera Onica a trav6s de las 

ecuaciones de continuidad y Navier-Str.ikes. Esta implica que si se 

conocen todas las distribuciones de probabilidad conjuntas en un 

~nstante de tiempo dado, las·ecuacianes anteriores son suficientes 

para especificarlas en instantes· posteriores. 

En ~ez d~ t"baÚr 'can, i~s densida'c.es. de. prab~bil i dad, se !'uede 

'ÚabaJar can su ff".&!1;.:f6rMcia .de FOtiritir1 

• n . . . 

J/.••J e>epctlcJ: •1c"J.l P- .. -h•a•"a•·~-~)du •• dú ... ; -. . . .•• •. • • ..· . n . a. n 

.cai:loCida ·· !:CllllO f'uncidn c~racter~~ti~a · · de l_a·" car~inpanciittnt• 
<-~i~i~it;úc"16.l.• d• ~~·;r~abi~ ~d~ci 2. ;~;r>&~\~·~ i~~~:J1~::,t~"~~~~i_~·;. 

' ~- - ·, .. . .•..... ..,, ,, .·.. ·-.:-: 
. ·• t e<if,t..> :i .... ~~p···· ····c·.t1.·rr1 ....... ··.s.··· «_.t. f'J"-. ci.· ... ':.t!;,,.• tti,dt.-.·1·· : . ·. ~ Ir"•· .. • -~. • .- .• :· 

y. transfor111&r las ecuacianlÍls de Naviwr-Stoke• y· continuidad a 

·lenguaje. El rltsultedo.'e!S la ecuacidn 'de ·Hap• que resulta ..-

;~,-;~·;-~.:~;:;;;;~;·.~-~-~~~~ .. :.i:•~.-_:··-~--p'":i.10_:"f!';_l':.•a ... º_· ·r·······dt¿. ••Ea···.-.·~_-d: •. _ .. _~ar.:1M1t_~ci~ ... ., •.. · aparent~tíí ft16• . 
i: · .~ncill_a; - - .. _ ::f":':.~r:•c.~-~ ,: i'uncionai. -~~:;;¡;~i111t-.if 

•' .. ' ':: ; l::QMpltÍtta.;nt.e'. ·. ~mHl.;~~1.iada~; . aun~U .... '•KltJ,t.;,. jllQ'-';RDW , r~~tAdD!Í 
· .. : .. : 

-i_inpáf-tantes al respeeta~ tt.1. el ~pllrtdice A ü.l'\aC:e un•· an6llsia 

eata f'ormulaci6n. 
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J:J:I. l .Jerarquia d9 Frlecl9ann-Ke11er. Como se va a trabajar 

con cantidades promedio sobre el ensemble, es ótil establecer las 

propiedades que deben satisfacer. Esto fue hecho por primera vez 

por Reynolds <1894·). Actualmente se utiliza una variación un poco 

propiedades · .·se ;-.- cor:iocl!n c1:1mo.~ cPl.'ldici cines de 
' .,· ·. ,' 

.Rey'ncii~!i~ S~an f y jJ .funcicmes. cuycis · pr .. 0111adio91. ,e>tiaten1 

éteben ~~tillif.llctir ·. 

'.j +. /'+ 6 

• o.7 • 

T ---···· i'':f:."i 

si·o. es constante. 

si ca •• const.ant._0 

' ~-:, ''. . -~·,., 

__ ¡.; 

I y 

<l•14a) 

u. 14b) 

<1.14c) 

(1.14d> 

·,/:: 

El -purito'd• ~art:_ic:i.; •• la cl~~~~o~fr~~ c1.; 1• · vi.1oct.dad 

• 

prCÍMedio ~~ ·tina fluctuad~~ L e.~ "~ •. u: + ~(; a dDnd···· 

·"t ."' o • Esto t'lmb16n - aplica a las deMÁs variable• de campo. 

L.& aplicación ml.s simple fue hecha par R.ynol.d• <Reynold•a 1894) 8 
. ·-· . 

····· ·'qu1•:c:.•1J1ritctament•' .. p.:~16 ··>~1.a ·•. ltcullét.i6n • rte 

::': , •. ''" •.·· ut1~:iz'a~~;;'.:1;. ~.·¿~d:t'.'ci~··· cili'''~!lvnet,;ci,~. \ :;¡ .. ,, .. :;~~~'. -·~:.·.· 
.,,· ·. . 

' -¡/''ii.:'.~ ~;< .~V... •· ... :+.> ~t ·"'~ • ~i-p1~;i:l ... ·.~-- .. • ~· ~. '.:' . ..: "\º ," ..... ' ·' '. .Je • 

·q~e recibe el nombre.de ÍtcuaC::i~ dit Reynotd.la en donde 11,; • TJ/p 

la viscosidad clnltlnllt.ica. Est.a es una ec¡uacl6n.,para las. cant.idad

proMedio,.,, donde.aparece un t.*"•ino corr.wpandientit al pra111edio 

de un producto.de fluctuaciones de la velocidad que r11pre-nt.a una 

nueva incdgnit.a. Este t•rmino 59 debe· al carActer no lineal de las 

ecuaciones de Navier-Stokes. Estos nuevos t*"minos se.conocen CDlllO 
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esfuerzos de Reynolds1 T~I<= -pu~ "k• en analogla con los esfuerzos 

laminares que aparecen en la ecuación de Navier-Stokes. El 

espiritu de trabajo de las teorias ·semiemplricas es construir 

modelos para este tensor de esfuerzos en t.,_minos de las 

cantidarles promedio, para podP.r resolver la ecuación. 

Tenienrlo pre5P.nte que una variable aleatoria est6 

completamente caracterizada por todos sus momentos, A. A. 

Friedmann y L. Y. Keller en 1924 propusieron un ..-todo para 

obtenl'!r una serie infinita de acuacianes que relacionan todos los 

'-111om(ltntos. E&ta fcrmulaCidsl analltica dei .prablama __ es 11\Úy cDlllpieJa. 

cualquier c0nJ.:.irit:o fil'"lita ~~·-=u~~¡c,ri~ .conterii1~6 ... · var1ab1es 

que acuac:lanes. El punto: i.'mportantl!! tts. que,· al, ·iQual: que . 110 la 

_.cuacidri de Raynolds,- "" la ecuaciiOn _para las lllOllll!!n_tas d9 arden ·n 

"·•· • .aquella en la que aparece la parcial. respecto del tl_e111P1;> 

orden n) liparec11n t~min~~ que contienllfl 

de, arden n+1.· EstCI ilaP1i.ca. que na' H puede resal;;fwr · ·1,a •111"."ie. 
. . .. .... . .. . . . -' ·c;r.él.i ·i=r--.c1.nt; '.tFrÚicturiil '.j ::~1 ier. {' 1'124, ~ . 

Sa · . us4Í.:.:•·· uta ...-i~a.· ~a,:.¡a, ·\as· -·.·t~la~: .'!'•taisl'sücas¡

particular se deriv,_r6~ en •l capi.tulo tres0 · i& -QUR~a, BCUACi~ 

de e•ta jerarqu1a, conocida COlllO ecuacidln de. van 1<6rllllul.:..HaNarth~ 

.E"sta ec:uacidn. relaciona los eomenti:Mi de orden• SeQUndo y tet"c...-a;, 

,,., .. ::~--~t11riar~tit.,Íitn. el. capS,_~µ~a cuatro .. derlv~~ 
> ~¿~"" Süp'.tr i ár ~ 

XI'.l.2 Ver~l'1CaeUIÍI -..rs.~ y prab!~ ~~CO. un. ~fünt~ 
esencial en ei . an61 lsis es· establecer . baja qu.e candicic:iri. las 

teorias dl!!sarrall~dás puede ser verificada• •Kperi...-.tal.,.nte. En 

particular. c01110 se ast6n de~iniendo pro_tMtcSias sabre un entielllble 

es necesario introducir hipótesis de cara~ter lll'"Q6dlca. 



La obtención de valores medios en forma empirica se re~liza, 

por lo general, en un solo e~perimen~o. En e~ta clase de promedios 

empiricos se utilizan promedios espaciales o temporales, 

realizados sobre intervalos finitos. Cuando el intervalo es hecho 

infinito, el concepto de convergencia de promedios espaciales a 

temporales es algunas veces introducido como una hip6t.esis 

ergóclica especial. La media temporal est6 fundamentada por las 

ideas generales de Landau !Sabre la naturaleza de la turbulencia 

'<Lande.u y Llf.•hitz,1959). Par otra parte, la validez de reemplazar 

· · pr~tati préx>abtlist:ico!l· p~ prat11edío• tempor;:aies o espadalea 

;u~~·~-- prcitu¡;Clá mediante la ayuda .de "ta.ar~inas ~rg6dtc:a•'.' da lÁ' 

t:ear-1 a mod•r".'• da proceses · y campo• estoc6sti coa <KhintchinllÍ, 

1933a·Hopf, 19:57 y Manin y Yaglo11, 197S> •. 

Be supondr6n vAlidas las resultados de esta teor1a. 
. .' .. 

·CcJc:tS9CUent:ttmerita, en· el CB'!lD de. turbulencia holÍlog'6naa los 
.. ; .,- . . -, . '·. . ·~. , . ·. 

>-~p~Dfllttd.ttis,:'9~~c:i_llles¡, t~~das de un axparlmant:a,; serAn loa mht110s 

~~->la• .Pr~tti~ prObatiÚ_~·~t:icoa~ .. La; ve,-1fic~ciór{•~e t:u\.:bulench: 

·' :~ci..e>~;.,.:;.a se Uev.a a C::~~é:i, par lo Q~¡j,..;1, .• ;:<t.ianeles · de vieritá, 

donde una reJa as co10cAcla 'sobre la é:Cirrtlilnt.~· . da·• viento• :·La 

·. t:urbul enci a· ra111u1 tanta •• a•tadf. st. i ca-nt.• a'!ltacionarl 4 y aunque 

.. ·r.o. ás-:c~~.•t•••nte .t:t~ea, para la lft~yor1& ·de lc!!I prop6slt:os, 

'X'"'fíiulift~···lller:-' c;,stdÍIF'.ad~, .e·~:- tal · en . buana ·. aprodmacl""1: · <Htnze, 
' ... "·;;~ ·.o- ... -.:-:;'.. , •• ,. ·: _;_,. --~~ '""" .. : ~ ,'· 

.197!5>; .Debldo a .la. d~sipacidn visi:o5a0 . as ,;~.;,;;.ria 'dar enar'Ql'.a( .. al-; 

mantt!!n~ •• un .. estado.~ '"st.llci.an•ri". fi1 .· ... 
-. ··~ ..... _,. . ~ , . ·. . ·, . . ,- . . 

prop13rci'3na anlir"ogS.a·,¡- la '·· turb11lencia ant.rarA 11n un proceaa. de· 
-... 

tfacat'111ient.a. ºEl prcbl- dal decai111la.nt.c "" al t:iiitinpa éan•ista· 

en determinar 1• variac:ión t•mporal d• las promedios en su proceso 

de relaJacidn. Fst.e problema es reemplazado por el decaimient.o 

Tiempo• y distancias est.An 
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conectadas a trav"5 de la velocidad media del viento, este hecho 

se conoce como hipóte!Sis de Taylor. Usualmente las medidas son 

hechas con un anemómetro de hilo caliente. Este instrumento mide 

la variación de la resistencia de un hilo de alambre debida al 

flujo que incide sQbre •1. Un promedio temporal de la variación 

temporal de la resistencia permite calcular la velocidad promedio 

del flujo con buena aproKimación. La relación entre el pro1111tdio 

t9mi>oral de la -resistf!ncia ·Y. la_ velocidad ·praMdio. es complicada, 

p~a t\~' ~~do et01;u.diada. con detalle.· Para ;ot)t:ene,- la. •.,;eíocid~d 

la .reja y se ret¡¡i-:t.ra. l" , v•riación temporal de l·a resistencia 

'!lllbre un intervalo de tiempo muy grande. El prolll8di a de 1 a 

velocidad medida·•• temporal •. Dado que el ca111po eKperimental de 

.11!1•· tal·.que·i·a veloC:ictad:..., 11n·p1..1nto fiJo, relativo a 

una f&Í~l6n aleiltorfa:e~t.aciQnaria del Ullnipo, padetllQs·. ·. , ·., 

, . . . .. . ·h~¡;~~~Í~: ~~~~i~c .. ~ ·¡~~¿~~~~;·:·q~: al·: J,:.;,_~~~~-:. ··'' 
t9m~oral ·e~; if}..i.á1 '&•c'prollÍeélú:I pr'lbabil1•tica, <1<91111~gorav, ·. 1933f~··· .. ,;;. 

2!5 
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TEORIAS 

-·.'¡. 

':. ~·.,- ... . ; .. '.)'~ 
.... '\.> "J'-.: ·',t.]' 
·~. ..· .. · •G 

· · " .til ~ t.i\,TI4;iír'"·(:;oll..t;'tnto ti<iif.1'4J ~ , ~-··~ i)i~ t~ · · . · J.;1 
:< .. ;·(§. cawi,./Ji:.r~:~~1Jr,;:i~: -~""" ·. ,ó¡,~;~~~,~5 thf.~. :.C::;I 

'-''"' .thlll ::ri~~~ 1íih:i~1'. O.....OC:r(t<Q_i:~~i't't; ~r.Ciu oj . . .. .:;·"~< 
.~"" :f41 

. :-~~ 
.DiOCJ•n•• Laertius • .·. ·'.~{;~f 

. .. :... , ...... :·,::.~. ~ . 
'"."''":'. .,, "··.· .. -, . ~p 

.. an•than. 1as ··.t.~1.9.' ~~~i~;1~1c:·•¡: ·d• .i·i: •... ,,.L·::;~· 

=~~:·::,:::· ~::::.:-:,¡::·::.:t~~1~";. ~····· .·· ?i 
tensor- de esfuerzos de Raynold9. Et11tas teorlas .son C:onoatrÜtdaa·"·:·. 

~sencialmente para reproducir datos experimental.S. 
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· .... 

La idea fundamental en este capitulo es analizar las teorias 

semiempiricas de la turbulencia, que fueron las primeras en 

aparec~r. Al margen de una discusión detallada de cada modelo 

teórico, es conv~~iente anali7ar el contexto global en el que se 

encontr.aha el problema a finales del siglo pasado. o. Reynolds 

hizo el primer intento. serio de resolver el problem·a de la 

tllrb~lendt\~ Ha~16ndase peh::abdo de ·.la magni~ud del pr-oblema, 

··· e~t~bieC"i~ ios .princi~¡:os b6aicos .~~·· e1 es~udio, <te• la tur:t>J111!nc1a,· 

qia si9uen siendo apÜcádol!I, l'ioy .,, d~a. su: hip6t:it~1!J diÍ sepÍif". .. r:·• el 

flujo en dos partes, una protnedio ·y o_tra· 'fluctu11nt.e, es •l punta· 

clave de. ía descripcidn·.' SUstituy•ndo asta, hip6tesis en l• 

. llicúecidn .de Navier-Btakes encontró·. una •cuact.6n par-a el flujo 

';/.i~iL,';"!:. !Mtdio. En. esta eéuacion, .llamada dÍt R•ynolds, aparee• un. Hr111lno 

;' ·~¡r?D./ { c¡u~ ~.;~~,;d~\1e1 pr~ío i;sa' pr~u~~~ ,.d• .1aH1 .;fJL\~t~aét.an•• dli · i~ 
~.1cic:ici~d~ Estit t,.r.;.i~o; ... •~tr~ es·. ~ioinad~' ·¡,~ · ~1 t:;.,.•i'no no 

,_: . .;:¡, ' '.- . '. ''~¡-, 

ÜneÍiil de las · ecualcibnes de .Nliviltr""'Bt.~k8s y ••• canoc• • 'e'~ 
: i . . ' . . . . . ' ' ~ ' . 

esfuerzo de Reynolr.ls •. ~ste esfÚ19rzo aparente tlólo . apar·ec•" cuendo 

h~y . .f1uct,u,jlcionH en '1• . ..,alcc:idad •. 

. :,Fuiít':hasta ie77''cuaf)Í:la '"~ ·eous'!ltnnq .<Baússinesq, te77> y . 1... •.. 

· , :~~"~~i': ~~~:~~~ir:t;'.z;>:.····: ;,:"~i.c~~~,,.,¡~.-:P,;i~~.,.~:1?~~~~~.-·.~ara. 
·r:a~lver-0 ia llC'u&ct~/d• Rliynalda• · L4l. l!!itA. :b~;iC:'A: 'itra~>d•,:: ·una 

·· 'itxpr'~.r.10n·par• 1~ : ~~fuÍÍr~~· d•:· R~ynaict9 . IPf1 .·;;;.irí~> c:iÍt•. 'ta's: 
cantidades promedio. Estas tnt.:ntaa· ii'í't:aban; ;diractat..iít:41i U.QiÍdoa 

con las e><perim•ntos, y era.de "tas d•. dandw. se suc¡arian. loa 

modelas. Los modelos aran construcciones cin~icas que .. a11per•ba 

desc:ritiieran fanameno16gic:amente el pr.aceso en ·-el •• 
encuentran los -f.luJas turbulentos. Es por asto que ·ast:as t1torS.as 
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no pueden ser completamente ciertas ya que no parten de primeros 

principios. Este 4ue el espiritu con el que se desarrollaron las 

teorias semiempiricas. En su articulo ria 1927, L. Pranntl seftala 

el camino a seguirt se propon1a encontrar expresiones para las 

fuerzas viscosas aparentes, producidas por el proceso de mezclado 

caracter1stico de los flujos turbulentos. 

Las primeras teorias en la descripción de la turbulencia son 

d_• _caracter fano111Étnoldgico. - El pr_op6s_ito general es· •stablecer 

• úriii ecuación qu• reÍacicm~ 41!Lten.ar, i:lllÍ esfú•rzo~ •cte ~eyno'i~_- ~'can 
;las canticíad;.~ prolftildldt ( •••• - '•xi:ir.S~i los:nia~ht,C:Hii ;_de •• ~i'.incsci-

r '''; ,r '. 

círcsen en titrminos. de los de primer: Dl"'den. Fato p~it'de ser hecho d• 

.uchas eaneras, empezando con una relacidn cainP1eta111W1te e111Plricá_ 

obtenfrla de resultadas ·ex_perimenta1es, ha-.ta·. modelos bastante 

.'éiaborado• .ciu• _incluyan analé>Qlas con· 1,a tlltDl"'ia cin~ica d• gases. 

, .,, f.~ i'·esea -~"1 _el.f~~-; ~~~1 as '·~ réprociuci ~ • 1 as da'ta:. •xsn1úi-t~~~¡;.~ ·-
tn_.:aiii~é ·•.nt:t:.'da e~ia~íln t:•ar:ta• :.•xc•l'itrittl&~ -Porli'-'.t:~ _c:a.i.1'ric'.f'ri~:-ti;lt-•· · 

. _l'l.lilC:se••11~Cint:r:ar'•1~·-01l&C:16n ''al ~r~bltttB.'t~l.~y cáliia ·-~.;~P,iánt96 ,.,._ 

. •1 capitula ~terior.· 

~---· '''.: ._._-_._:eni __ -_,_i_·_.~Ol"':·-___ ;_t· ~:_--__ -•t-_".·;_,~.----_ec.:_--_-_·_~_-_-_.~c--_~~-}_:_._•~.-~·on_:~_":_·-__ ·:1-~_--_·.7 ~.--~ __ -_: __ ª __ : __ · .. ~_-_-df •1_--~-~_-_"J>.: ~ 1_._:_ .. _~~---~-_--.:-_-_t_~-.9ar1,;n_ •• _ .• _::._~·.•_•-_" '-~~~~f_ri~;~!ll.:. -... __ -' o; .;; . . ...,.. -· _ ........ -. -a~¿·~='i:~':~'l:f~-.,r~~-,~~~ > 

Pr_·---_~nt:t, T_. van ___ J<6r._111An.: ~\~:-:~eicha~rt~;r asl e~_-'_ alQi;,ln_as_, \;ar'tariti.90 > ,. ,,,; . ~ 

rq~ • .;;,,, esllncla1-nte .carrecdon- d_• ord.tii 15úp...::1ar~· la• tlÍDrS.Á•. :·:;.: 

ar1Qina1••~-

:n:.:1 T_.1a cl9 ~~ Bous•l-q. < Bou••in•sq, 1877) La pri..,..• 

:t•oria en orden crono16glco fue la de J. &ou••in.esq •n 1877. La 

idea de Eloussinesq es ba•tante s•nci 1 la, de-fine un coeficiente de 
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tM!ZClado. A.,. de tal forma que el esfuerzo de Reynolds se ve en 

forma anAloga al coeficiente de viscosidad en la ley de Newton: 

T\. =#A~ 1 

el esfuerzo de Reynolds se ve como 

-- d 
Tt. = - p u;u~ = A, ay u• <2. 1) 

Este coeficient.e de mezclada A, Juega_ un papel de "viscosidad 

t:.W.:bülenta" . a ·;•P•r:ent.é• E'l punto "importante es qua• este 

·--._ :'ciiaficiente'na lis una pr~iedild iie1::f1~td~~ si.no~1.1,e depend-9·.dé .-. ,_ . ..., .... "··'\• . -· . . . ·.- •,\ 

la velocidi1ldt11edla Ü~ E~per'.tll\~nt._;aiíiieri'flllÍ seabsa~va•caLl•·t,as fÜ~zas 
viscosas son _proporcian•~es al cuadr~do de la velócidild pra•edio. 

Esto signific.a que AL es. J>roporcional a la velocidad pra-~io. 

L_a . vi •cas.idad 

. ·· ;<. apiar~nt.e p.,.•ita defint.r.~riavisccH.tctad efectiva, una viscosidad 

-. -. :.:_·;~~~¡.,~.ifr~,~~J~~:;:;Lb;s ~;~t;é;¡il: .-d~/i~,{ ~isc~siit'á~~s .•,éineftiAttc:.·· 

,. ·, .:,.:·~;ar'.ente-,deb~: .ser . tomádos' : .. como . et'' .... afect~ ':~~- .' ~~¡.:; 4t•é~~idád' 
. efectiva.' _: ~n- 1!!1 capi.t~ii:> cinco ~~ :«tiscutir6. la :a-Piti::~~Í~ón' d•• la 

teorS.a del Qrupo ~e ranormaliz,.ci~ a la tu~~üÚancta; d~~~~ -1á 

vi scosi ciad .. e• renormal izada. 

'"-"="''~:r .• ;,:.;.,~_'~·:;.,~·<~~: ~;...,.?1'"":~ • ~~'.L·~~ -.--,: --- ~-· -···-·-··· •: ~.. .. · 
··=· •• ··'. ···-:rx.2 ·:t~¡~·-·~>::1_~~t;u11·==-~--·'"·~.~;)•~: .. : .. f~:.- . ....-..... i.i-.
" ,.; · }4;.,,~~i~1¡:~!'5~> ·· L;,a tit~u19,nt:~ 1:~s.a ,~.,. i~ p;o~u~5t:.; '''.•·;.;;;~/:·{:. 

· i:>r::~ncttl' iiin ~~?.S. •n .- i,;-~LI~ int.rCli:i~jc u~a l()no1i:~d '.á'e)neici'~~ºº - h.·· 

cual 'puadt,t ser ·~ntendid~ constd•rando en .un. fl~J~ paraleÍa .- ·9.; · el · 

que sólo la ccmpanente K de la velocidad promedia es di~erente de 

cero. Dicha componente Ü& e• función de la coordenada y del 

Prandtl propuso un proceso de 

mezclado de r:onglomerados de part:1cula• <lump) _cuyo mecanismo da 

origen a la lonQitud de mezclado. Haciendo una anal.og1.a con 

.. proce•os_ d"_ transporte en t:eor1a cin'6tica para establecer un 
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modelo de mezclado donde la cantidad transportada en el 

intP.rcambio turbulento era el momento. Introdujo una· 1 ongi tud 

caracteristir:a 

C:OMPOnent.ea de \o 
velocidad pro•edio: 

.... 
ü. (y) • 

o 

o 
Peri~\ d• ve\oclid'-d•• 

: Fi·g~ .2. C9Ínporientil!s' de, la velo~tde~ ,en un 

'que· es la an~loga al camina libre mel1io en teorla cin6tica . i:le. 

Q•ses. · E•t.• longitud t .de mezclado es la dist.ancia reéorrid~ en 

:iá. direccidn transversa ·al movi111ient.o promédi·o del . .fluido, por un 

.éonQl:omer;.;,do de .f.lui.do que, conserva su identidad y su· moment.o. · 

~lC¡~t{,. •. una dihre;néta ·en l«ll~:';elocid~de• q~e pÓs- la 'partlc1.ilá, 

... '¡.¡ntiit~· .. ~·~ •ci~~~~·~~~¡~·.\,'1a ~~(~&' ~~~~t'~l1~~: q~e:'~~:-~~~~¡~¡r;'~ · ,.•' u~~ .. : 
i:lt~t~n'cia tl'"anv~'r:s~i1 r.~ ' En ;pffiliera aproíCtmáéi~ es~a .;di<fer'é1:i'd.a \':. 

.forma ·l.• .fluctuaci6n se. toma COlllO 

proporcional a est.a cantidad. 

·Un· elemento: de .fluido se encuentra .siempre ·en un proceso de 

··.-::~i~i~~.~--;s~J;.~ióis;::~).~~~~~~:~~~:::!1.~~.Ci.~:.;;.t:~.~;~{~~~,~-~~~~~-•·~·~~.· ,:_·';'~,~~·~::. 
, . zen.~ :~a- m~ibi~ct6 S~n•· Ílluétii:í::m!!i:\tl!"es .. ~1,1,ela.S: distancia.i recc;rrid;..~ ·•·•••~ 
·: ·.-.,·:'~.~~'.'.·>·· 'o/.·.·;¡ .:~ .•. ~ ... .:'' ·,.~. :',.< . ••.. . ·"!,'. ··--

tranavíitr.salnientit~ La fluct'.;:_.~Hdri trah!1w.lrsaV;~;.: ¡:iJ.~~~ calcular,~~ 
, ••• '. • ••• ' ·- •• , ... ,.. 1 , •• ' • :,. 

éansÍdwando dos:· e:leniantos ~·•:Fluido .con valor:•!!I. dUerentes de ~ • 
· .. : : . . . . . ·, ..... · 

La di.ferencia··en.tre· las·· vel,,cidarles de 'p'lrticulas· situadas a 

distancias t por arriba y por abajo del valor de y es 

proporcional, en primera aproKimacidn, a t<dÜ
11
/dy). El· valor de 

la .. .fluctuacidn u;. se supo.ne. proporcional a esta di.ferenci.a. Este 
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mecanismo debe ser v•lido, cuando menos en promedio, 

podemos escribir• 

l. 1 d~ ü, ¡. 
el l~ü-1· 

siendo e una constante. De aqu1 suponemos que1 

con' 0 ( C· (l. 
o 

lu~u~I 
El fact'or 

col u; l lu~ 1 
es igual 

· lacidn "'•>que es. ·definido cpilio 
,",;•;,·.,.. 

. .. u&11á .' ..... , 

[ .. _:--a]• ..... [ ~1· ....... ",..- _, .. u• . ·-.• . .. . .. 
F-1 comportami~nto l!!Kperimental de 

al 

... 

-Factor 

.las 

por lo que 

de corre-

v•l.oci dad~• 

cuadr:.Aticas medias .,y el es-fuerzo. de Reynolds se 111uestr&n en 1.as 

figuras. 3 .. Y 41-

FiQ. 3. ...... , ....... •-'· 
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~.·.·.,p 

- <·---~~~:.~; 

[.cm] 
LseQ . 

u• __ ,_ 
u, 

-11. ..... 0-....1 
1.0 d•l o-L 

;.'.. 

o.• 
O.d 

º·' 
o .• 

o.. o.... .·.· .... ,.'.:·, .. 'y. 
• ... ~za.,.H. . ...... ,;:'.,:· 

4• 
' .. "' •• - '- 1• •, .- • :,M_ •. "• ._..,. •• ·• C' • ' • • • .- • ''.'~~'.•",. 

..e.LG·i.on.it• d9 · L•• oo-.on•n'•• r Lua ,,11,nt-·- ._.:<, 

t.uí-bU:\entciW •ft un· luftel. de YLent.O., ••di..._.~ 
p- •.ei.ohi.,.cn. "-f.•- o-•••·· 

El es<fuer'Zo de. Reynolds resultante es 

,. -
.· ;•1d-1'd-

T .. ,. - pl · . dy 'U1 dy 'U& • 

AOn ;cuando •• t.a . t..aor'i A •• hiz.o 
r:ect~nQ~l~~s~ 

<2.2> 

·'·· 
9K~··r:;ilMlnÜle.i~ En efecta/'í~ e>Cpre~tdn P.~'C~:·T~fa~ tlai;:~( c1tr.a ~ara,i ,. 

~~¡~ ,Y cúni1110s de la velocidad. Fn •. el cPntro del .can~l la 

velocidad pre5enta un m•ximo y coma reporta Reichardt <1938>, el 

tP-n•nr dt;; e•-Euerza;o ne es r:li!ro. 

___ :,.p;;.andtl· 1111sina- ·s• ·. ·di6-i:uerita· y- ,f:»btuvo .. una .. iiticpresten. :id.s 

~;;i'.i~;;;··~~¡;:::;iss: .... ¡;;·;fft;:~~·:~1.;:f i~;jc, .;rl:::r,;·:;··pa:r:t:~:·::·:·~~:~F~1 ·, ... C1•1'C 
·c:--~~~-t--~- :\~~··,· nueya~ .. -~Kpr.st·Csn:·:-. ·¿~·ra .. ',.i1·:::.:~ensori<~ítsf!-J•r,zoi. .·:•• :_··· : .' . . -· . . : ...• '", '.. ~ 

dand• 1.1 •• una nueva longitud que tieone. que ser 

•><peri mentalmente. 

'· •.. 



Esta ecuaci6n es dificil de manejar. Posteriormente, Prandtl 

atacó el problema m6s sencillo en donde no hay paredes. Para este 

problema obtuvo una solución sencilla. La hipótesis de trabajo 

fue que las dimensiones de los elementos de fluido que viajan en 

dirección transversa son del mismo orden que las de la zona de 

mezclado. Con esta hipótesis, se debe tomar la diferencia entre 

las veloc.idades mini.ma y• m.t.xima, en vez de l. hiÚ
1
/dy). La expresión 

para ;,,;f t.~~sar se,:.•' 
::·,_ -.,:.-. 

~~:- p.a¡<,ii~-:~~> C'aV~&. ,• .· (2. 4) 

.Desde un punto tia vÚ;ta · -Formal, 

P'°Andtl" ne sbn clar05· y por lo general, no •• puede decir, illucho 

s~re t, eKcepto que depende"de: les condici~es .. · de -Frontera. .En 

,. ,',., , · al'gunf:,11 casaii. s. ~uedieobtanet" ,una r•l.aci..,,... tlntre i y Una longit:ud 

.~'.'f·· :··.~• ... ;:.~~~faét~i~~~~-~-.;~~~-~~;~-ujo. <L~ ttnter't~~ ·"'~eloli · 9!• . ••plican -;:on: 
.•s.·.··. ·· .; t.b~~úánte · O.di:~• ; ai -¿~~~~lo·· · :Ciit'. ~-.fi\Jj~~,j_:,( . :.i:urbul•,"~'?!_,. 
}; ·· · t~hlicht1_nQ-;·196a>._' · .•:> " 

_::,::<· . '\~. <: 
De hl hip6t~i· <2. t> •• puede dedvar una iev'. dllÍ 'disfribud~ .'( 

ae velc~j.dades <Schlichtin~¡a. 1969> bajo .la suposici6n .de q·a• Íin 

··>"l:•.•'c'9ri:.•in1;as·d•-l.a'p•r•d .. l,& üingitud d• me:zcle.do - proparcianal 

.e·~:" ......... " .. ·.'·,, .. ·;· 1¡'élt~~~~i1·.;_:~~ .. Liittz~t-~~i.:.~t_~ Oit¡~y por tanto ~ .. 

'; '"~,~r:;;.-~ ":,~;~; .. l .. ~i:!'y'!.*:,; ,/:;.:·;:··Y•~:;;; ,, J~.i~j .. ; 
· ct0nr1.t v -ea ia d!,•!~r,i_cia ~·MI~- i. .... par•~~: ·Et.ta · .. dist:ribud"" '· 

·. écinoc•· como. la .. ley rte l~" .... ; .. ,. .. d y_ ~¡.,.:..;~ --1a :.·cl~v'"~~j~ de 
-. ··.:::,·- w ~,.~·-

divergénte en 1& pared <y• o>. F.wt:a diverolmda •• debe l• 

aupo'!!lic:ldn de que la fricci6n turbulenta .•li mayor a la -Fric_ci6n 

vlsco~a, lo que en las cercanias de la pared 1 •• falso. 

'. 



·.;I 

:11:.a Hlp6t.-:l• de •-.Janza de T ,,,_ armn. <KArmAn, iq;,o>. 

El espiritu del trabajo realizarlo por vc:m KArm6.n es hace_r ús 

accesibles los c6.lculos utilizando un minimo de suposiciones. 

Bllsicamente su trabajo est• relacionado con el flujo turbulento en 

canales, en particular, en canales rectangulares. Los resultados 

est•n basarlos en dos hipótesis principales1 

· ~> Despreciar el 

htdrodin6micas. 
·'. . ' 

viscoso en las ecuaciones 

'P.~~º!' .. , .. 
i:OÍ-ritsponi:U.entH a dife~;¡.:,tm• valorli9 dllt J.; p6sii:i~. ::iíófa ¡.¡~i'iilr'~ 

~:o . El .ji6tado . del. .fiuJ00 ·· :•n· veci;ndad de 

en l_as escala• de· velocidad y .longitud. 

Esta segunda hip6tÍleis 0 ; de c.v-Acter astactistica, .Upan• 

tndependtei:ite de stMlejanza en la f,luctu<!lcidn con •l flujo medio, 

.. i~'. .. JicH.t.;;idin, del. ¡:iuntCi ccin•~t;t•r•dC)~ 

<~?.·s}'.~l<~f~~m~s\:á . .illti~icÍat{';u· .. •n. ll~~~ri,.;:1~!: .és• Q:·
1

y· daf'ini~:i,{ ··•.·; ...• 
• ... ~ü~i1~ ~~>~i7.•·_1~ni~;·~~~:.·;;· ... ~~r ias .·• •;~·<~' :::.~::. · .,, · ..... -,::-.~ 

u; •: "6V. . u;· ·. 5 . : ''·'> . ,·:::.,;)':. 
encontramos que 

"1 -. • 1. -,. " •' .. ,,., :•<>e ,y> • ·2 "'oY + 6 "'o Y + ." • •. + 'f'h<, y>' 
-~ ... . 

.. ,. ~donde .'f'(K,y> es i;':,uñci6n '(Jit'cciri'.-ienta :i:te':la• '-f.1u.c't_, .. ';Iª_ cic:inÍtti_\)l.····-·.•~ .... o• .. ·.· 
• - ' • ,., ·'~ ~c..<.~..._~-'~""' '"'" ..-•'"-·>J>_'~-,~:-'"" _., ... ~·"'"" ~;.:, ... •. '·' ,· . ,. 

'--~, :.":_.t~ r.··_od_ .. :. ::.·_:n_._d_···.··_: ... ·.í.n .•.. v_· .. :.·.:&i~bl~: .... • .. •. ad_it.··.···.:.·:.·.:.:. :.· .. •~·_aa_:_?·.r.'t_•· .•. :.·j~f;:_l_ª.Z,._:7_•1y~ .. -.~.-,-.ª.; __ ··.~t.·.:~·:··yñ-··~~,":;""' , , "~od 
c. . .. ... ".t(~.~.~.~> t ... 
<f\i:<,~~>, :la-~aní:ll.~1~ .•d• .. s,,~&1.ariz~ ·r111ij~~·•r• ·:que. S61a & v · A 

'. . . . ' .: .... \" .. -. ~ : ,•·•-·7 

d•p1mdan del punt~ en cuestidn, ( ••• , d~ "'~• u~•,:.. .La ecuad6n 

funci6n da .carri•nt~ da Naviar-Stokes escrita en totrminos da 1.a 

tiene l'a forma1 
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Despreciando el y tomando los primeros 

ti6rminos del desarrollo en S9ries de la función de corriente 

u•• 
o + 

Si usamos la hipótesis d~s, la acuación dP.be ser independiente 

de l~s pRr•metros A, t , u~, u~'• etc, lo cual se satisface si 
A 

u~.,. T 

de donde 

u•• o 
A 

... 1'9 

.u;_, 
t ~ ü'"· 

·c,:O.· 

··. la expres16ti- paf;• •i: e.f ueriC:.: HI 

'T .. -pu;u~ ~ ~ ~ ~ • p·~lfr~J 
·F.:ste· resultado. es compatibl• con el obtenido- por. Prandtl· y. 

reescribirse como1 

'' ; ~.·.~,p~·v.;~ ·:!".: 

ft'i 'caso J~;-ÚuJC. aif ;üri c:~ri~i ·,,e~t~gU1:¡.,:, ·de :~~.ftio ".'71, ;.¡:_: fi.: i: 
,. , '1 ··•, '. ': ~· ~,,,"' :;·,\., '!,. "''' . ..-:::.:: . .. 

.. , ... 

l.• mitad ~~1:, c;~;,.1, 1'.~: ... i.<~f~i~,(~~~~ •.t tlÍtnsar ''· 

T = T 0 ~ 

da donde es dir_ectc qué1 
' : ~ ·.· - ·"!-·-·-·' , ... . . .. . ·-· - ·• . -;_,, -· .. :::·:~?~:'r·~:,.v~·,. ······:--: .. -·,··-~·-··-

C- a&-: una· constante. - ~~> " · 
. :- ~-'. .... ~ . ' :' . . ... : .~:' 

(2.7) 

étt tlt:;,il:i'u1=sdn ... : ·.:.:. : 1ntii9ranClo . dos vec••; · ••.é .. ___ .,,,_.~, ·' . ' ... . , . .·. . ,. ~ .. ; 

veloc.idadlis <t;:n la 'primera tntagrácidÍ"I · Ch~J'-V> ··;~·:-.;,c._:,a-·in:fini:ta-·mn'T~~:· 

y ~ h, .: ••• , en la paredes) 1 

u .. "- +J[;º r,,. {in( l - /X')+ ./T} 
La distancia d•sde la pared IÍstA dada por h-y. 



XX.Af Vor~icidacl y ~eorla de G. X. Taylor (Taylor,1935a). 

Oe acuerdo con los teoremas de Kelvin sobre movimientos en dos 

dimensiones, la verticidad permanece constante <sección 1.~>. 

Haciendo uso de esto, Taylor derivó aftas antes una teorla en la 

que la cantidad conservada era la verticidad y no el momento¡ 

obtuvo la siguiente eKpresión para Pl tensor de esfuerzos 

<RchlichtinQ,1968>1 

<2. 9>. 

·.·.ciu~ iltnmr• d• l~ c:itJttintd.~-.~l:r 'Pr,-andu paf:: un: fa¿tí3r .;ít• 
.-,:--_ - -· ... -·· '· . ''. <: .. . .• - ; ·~.. . . ·:·.·: :. "' 

t:*'littnalll d• la lonQttud dlt 1119zc111c. la· 'rlilacidn 

~ . . 

d~iii.;\.;~an••;na - vAUda~ ~xi:..p~á •r\ e••- cOlllo '•1 >de· ... , .· .. 
eiii;~t.~1:1&in~111f'lt111::~;r..f~1o.::.<~'···.:'.;:.. > ··' ::::·~·,.· .·.··. ·.,;, .. •.· '.'•}j,:[( 

;·;,< lif'¡.90 ~ .. :ia:.vártidC1.lc1.:,~14rííicii ·'•1 Pr"Df~' llr\~~i. ,~~.. .-'.~~ . 
9Gllllt:idc>s ntit t:tpa d• nuJa.~ ··. '-• v~tilCuad :el~• ..P~~-· · .n . 1~ 
fluJ-· sabr• un .canal ti•n• su art.9.n .n la parlld.· candicl.,n · · 

'<< ' < ./j;:~~:,r,~~. ~:.!:~.':.~~ <~~:::~~±~:.::~;~:W~.~·.i~~:.:~:r::~.;r. .. ;.:~,~~-~~~:r~~\.~,:,,,:' •''"'~ 
.: ·la: qúli, Dr'i9injl:·,9radl.nt ... ·Ct•"•.velacidad y uña.•."°"ticidad.•. •lnfinf. t•"·: ... ·. ':'.:" 

., la?líUpiír.fiC:f.~.' L;;. par'lld,'~i::fd.a·C::cí.O·fu~t. 'd• wr~~i:idad que -
- i ' : ., . ;_., - - : .'" - ... , ' ., -~- . 

ctifta~dida pa;.:. . ·1. viscaÍlidad. Ad~- d• . la .•.. 'dl4útlt.6n par:. 
. . 

visc~•i.d•d, la vc:ructd•d - . .u•v• 
"···.· .. . 

rjtil flUf.dD 
- " ... -, .. -. ~-· :.- : . --

fl9Ct:Ó• ..... cnnvecct.dn 1':'9Pr•-nt:ada par •1 prlMr t: ... •f.na d•l lado 

derecha d•.la ecuacidn de vart:1cidad1 •1 s99unda t:.,.mlna en la 

ecuación de verticidad indica que la verticidad •• catllbiada 

también por distorsión local y rotación del fluido. El 111ecanis111D 

36 



de generación de vorticidad en sistemas donde no hay fronteras se 

debe a superficies donde la presión es constante y el esfuerzo 

tangencial es cero. 

Si se parta dp un flujo originalmente sin verticidad, esto es, 

un flujo potencial, la form"ción y transporte de ·verticidad 

conducir• a dos regiones en el fluido• una con verticidad y en la 

otra un. flujo· potencial. El transporte de verticidad. ea de la 

regi~ pot.~cial .a la dlt _:verticidad y no ocurre en el sentido ., . 

• < '.• ¡;Ontr.rtá~:: ~ Si &lftb~-5 ,:~iOn.,.. · -;. · encuent¡.,an. en un . íÍr.acHo 
'• tW:~~1~to '.ifus'caract~i-ficatí·•CM\ ~i;~~~t .. ~~ctMA.y···¿,4~1.tá,.· 

i<r.59). Fu11ra de la revÍ.00 potencial las -Í'rdrtic.es se· :~ncueritran 

'par lo t:"1t:º na . pentrtran en la r11Qi6ri pat11nclal. B61a, :los 

. Ydi:"tic!'• c:t~. uVm- 9111:a1~. san iMrÍar:t~t9s en -t.• reoi6n y son., •.. 

• :;'.~~; ~c~;,;~~~i.~;~~~~:"'~);cl~~~~:!~~~: ~~1_:. ~~~~-~~'.tRl *•i~~ .. : . Esi',' P~! I~~~·· 
·· ... :qu.t~~llllÍ: h~bia,'ci• ·..an•··.~~-~1:::1.ón. d•,i,;~i.~IHI oi: .. ~~~:·)~_·. · · di·r~ci~''.' .. if•' 
;:.traríS.,artÍt. dlÍÍ vart.icid,lld~ Lá dl~i~·;.a~· "9'.':J.imva ¡j; cab~ °9n/'i~' 

w..uc- d~ ~.1.11 i:ieciWlllA• doridlt la <lrad1.nt:- d• ia. · . .,-.¡~i~¡d' 
• • . ' . ¡ - ' . . • 

BOn grand••· Par lo.· tanto '1• disipacidn - ll•v• • c~bo 11n la . . . 

-r119i4" de verticidad.. La :,c:ir,..;ci .. ~. -tas .rql6n•• .¡,·el 
.::;:~:·:~~: .··: ., ._....,.._ -~--~.-::;' ,. :· ..... -.. _;--··-- .. -·- -,·-:-: _, __ ,.: ,, . . .. '.,. -,:' .. .:.,.,~~ -~;- -.. :: .. ;.~,..:: _-:~-.~;:,._:.:· .. - ·:~----· -,~ . ., .. ,-.- ----.---1 

·····.·.·,; ;'':_"'.'·~~":~'tlUJJ~ft:C:t._ ,_.~:'"~'''~ ·c:#ftíié9,:··C:8>;,1*~fi,~li~~ó~· -;·~,~~~~·~ ::-~ 
··~;::"~-· >:'.-;:·>·~::" ~-;':'- ... · <·•: - :-· .. ' .. ·: -

. . . . . (R~tchar:dt,. '"~> 
~ilurrC>ii'ad¡i · .. por ' 'Rlilch'ar'dt:. "its . '.iti9 c~~~ttlr 

.l..ia' 
IJtiraÍllent•-

fenCHRenoldQlco. Despredando .los t.,.Ílllno• de vls.;;asii:lad y pr••idn, 

y •uponiendo un flujo .••t•cionar:io para las cantidades promedio, 

•• obtiene la siguiente ecuación• 

. ~ v.• ª + -..!: u.·· u• = o 
~ ' ~ ·' . . 
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Para resolver ••ta ecuacidn Reichardt propuso su ley . de 

transferencia de momttnto que establee•• 

v.• u• ,., - & ~ u•• <2. 10) .. . - . 
donde 2 es un coeficiente que puede depender de K• Con esta 

supo~icidn u•ª sati•face la ecuaci6n parab6lica1 

~ ,... •. . .. ,. .. 
- .. ·. ."Vlit .. : 

.~i~~i~; .S la funct.., errar.• 

·.x:n. ~-s.: 
. ·• Etlpezar~ •l • .naut.1s can la tltQl"1a. de Bausstnesq'. 'El pri-

siunto •• que 91 cCHtficiente de vlacosidad turbulenta A., dado par 

.J2~',i>,.:no - una Pr;'~l9dad .. del fluido•• .depende de la. velad.dad 

.... (~(.Fn .íf.9':ia/)Oti rlÍÍlsultadaa:i.1Cplif'..Í...;ita1.ls """-tran .. que ,ias . 
<.:;,;e~~·:,~·.:~;~ ;i·.~-:.:.:"",;', ; ~-,~ ~J:.,.·r.-·_ •, -. '-·"'·: , " . • ,f .. , ·-- .:,;· :·.:·.,' 

·• :.~'.~~.a~ ~l:"c?' :;" .;··f.l'u~~!é:;;~f':b~i~.~~~ •. :•~f':{ Pr:ai!~ci~;al'!-;.';;~1 · • · 
cua'd;,aélo;':de i. .. 'veláCid•d·•ÍlllÍdia'~' en•<JPOtalcidr.' can .. una·: 'l:titPtiindeneta~. 
· .. >,,. . .. , . . -e ¡··:, . :-·; '• :,;·>· •, .• ·_ :. ., .. .,. . '_-:1~(,,: ;·-.. 

lineal ·19n el éJ9so de i'luja la•in~r~ ·~~n . iitwibarg~. ;l~· anal0gla ., . 
entre viscosidad- cinaut'i.ca y apar.ínte •s el punta de partida 

.. . ; . 

. , par&':muct:ia• t90r'1a•; en la• que C:on.ba¡¡a en· ciertas suposictan-• 

'"··· ... ,.,;~~c~!§~~;,~f*f:~t;~~~~·~;:~±::~;~.~!t:-·::.=~r.D·; . -~~'.2:;~.~~j.';~¿:r~-·-~'!~: . · · ·;-~ 
•. :v1scaaidad.·.·ai;f~1111t• y·.··vi'scQtlidadc •fec:tt:.¡,.a~;· son .·. reialzados·.·• wF 'r~·:;·,-::~·:.~·· 

·: .. t:~A~~o~·s;,~i~¡·éicis}·~~~.;~~~~~ {~.;·,:~~le~~ !f•l·i, ¡~,.~~: :.+···· . 
·c::·-·:;::~~~~l:l.za~i~·~/.: . ~. 

• • • • ¡~' ••· . 

· L.a •t.gulent.I t•oria· que .anailzallioS e• la propú•9ta por L~ 
. . . 

Prendtl y r-ida par las ecuacion- <2.2>, <2.3>, <2~4> y <2.S>. 

La primera obJ.cldn de carActer t.e6rlca .. sobre· la teor1a de 

transporte de -ent.a y la individualidad de lo• conQlo-radas. La 

individualidad d• los conglom•rado• no puede ser conservada en una. 

dt-.tanci a l, las partlcula• d• >f.luida astan en· constant~ 



movimiento y no iorman un conglomerado que viaje tal di•tancia. 

En esta teoria no ae toma en cuenta el efecto en la• fluctuaciones 

de la presidn; el movimiento de particulas no e• el Onico 

mecanismo de tranferencia de momento, las diferencias de presión 

ocasionan transporte de momento. Debida a esto la supo•icidn de 

que el momento y la individualidad se conservan a lo laroo de la 

lan'r;¡itud ·de mezclado l. no es completamente v6lida. La lonQitud de 

mezclado tiene la desventaja de na ser una propiedad del fluida. 

Por o.tro · 1ada, .de eata teor:ta •• .. puede deducir una · dep9nden_cia 

· cuad,:6t i e~ ' ·. · de las :fú.erza•.< vi.tK¡ototUaó. i:otÍio. ·: .... t• ~~WVa 
'',C.·" 

1-•ilibitlr\ elif¡ .i:..nr1•·11i sidcí°: ia.-..1:1& -~Cin: -~~t.C>·• 
~ita para listudiilr._ e1 · fluJe> t,urbulenta a la· larQa de pared-.. y al 

· prablelfta de la lla•ada _turbu19ncla libre, caaa: .. en dande ·na hay .. 

satif~ la .é:Ürva t..er1ca - que~ cerca de la Pllr".•.~· el .. 
': \ ·~·:··:: . ' 

'/#'' - ~·~~-z:~::lse-:R"r!~1~~~ .<2.s) ~-t;:~~--~~--.·~"9u~·~i~~
?"~•~'-< 

'ª'·" 

FiQ. S. .... ,~ .. ~-,Jn un'v•r••' •• .,.., •• , ............ f.LUJ• 
'urtou\•n'o •n un •-n•L· Y •• Lila .,.,.,¡.nae ...... Le 
_ .... GurYa Ca> aorr••••n•o • Le -,.or(• ... Pr .... ,\ 
'• ourvé ca, oorr••••n•• •· L• &••rC• •• _. -· 

Este comportamiento •e debe a que .. ha deapreciada .la 
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fricción viscosa con respecta de la fricción ·turbulenta 

aparente. El nómero de Reynolds se define como el producto de una 

longitud y velocidad caracteristicas del fluido divididos por la 

viscosidad cine~tica. Este nOmaro es un parAmetro muy importante 

y su valor puede usarse para indicar si el f luJo es turbulento o 

no. Cuando al nónlero da Reynolds es muy granda, la fricción 

turbulenta puede superar a la fricción.· visco••I con base en esto, 

debemos ccm,siderar e~ resultado'· de Prani:ltl como el ci:Jmporta111iento 
. ~ -. , ' 

:.asintdticb pat"a.nómt!!ros.de ·Re';'nolds ...Uy,grandes~•.•Para. ·n~ltrla. de 

· < ;~~·~;,~id~ pe~l.l~tl la:frtcei~· vi~~~~-~i~':4n··~f·~~o dDllil¡:.·ant••n 
:-·· . .. . 

una paquerla c:.pa.cef:ca. de la paretl;·experiinentalmente ·se Dbs9rva 
. . . 

que tiÍln• l.111 ca111porta111lento potencial d!ll la for111a 4JIC'l)>-C.,", .i::on n 

,. aproximad-nte .l/7, per'o variando. llQ•.ramente· · con el nOmera .. de 

··••· Re~nC)lda. Para n~o• . de Reyno¡d~ grandaa, :•e tiene .. buena· ·i,,,·;· - . ,, ___ . 

~~~°"~~-~ar\cia .v:1• '.dlstrt.bl.lcid'1 se··~~ft.ca e.ida "•:.:.·~· CKÍ::á de' la ·. 
,. ,O."•-' ~ • ·~ ,o .. ;·, e,,.. . .. · \~i· ~':·": ::-·:." • 

· ..... · .. parel'.I.' : E>C1.;it:_9'.; atr.; .detalle qi.itií'C:.:¡,\jlt:&i,•·~t~f.·.a· na·:· ''lilC"pll_:c.•··· 

;r· .,¡:·i::a~rac~~~erit,~~····1 ~~~rJ~nio~ ·1~ ~;~¡~~i~f·'t.;¡i~a ·<2-~'ih 'liíj •. al· . 

. centro dei° canal la·curva no e• suave, de hac·h::, forma: un p:i.co ... El 

problema es que la teoria no es aplicable aq_ui, ya qµe la longitud 

demazcl•do ~ hace:c•ro~ 

,,,;;,:~.:=•Pr~;::~¡;zf~;~;-.:;:;~:~~~:=::-:;rf ~~~~i~~!:·· 
· · ·. ' .'di:i/dy ·es ceraL. Pr.andt:i illt !llllD. hi ~C, .~".•< cé:irr~c1.6rl . c2~ 3> " . pltr.°. ... ta · 

in~rod~ce· u~a lonQitOd extra .~· wlÍr ilet~111inal'.I~ · •~pÍltritaal\t.~J.~te •. 

EtSta corr•ccldn par111ite una 111eJ0r descripción. ··del comporta111iento 
• 

turbulento. Una de los problema• es la dificultad da operar con 

esta expresión (2.3) Y, por eso há sido poco utilizada. Esta 

correccidn puede 11ar generalizada, Y•. ·qua el t•rmino correctivo 

pueda ser pensado. como.el segundo t.,.mino de un desarrollo en 
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series. Cada nuevo t•rmino llevar& consigo un nuevo coeficient~ a 

ser determinado experimentalmente. Cada coeficiente permitir• que 

haya varia~iones en el t•rmino correctivo sobre la distancia de 

longitÜd de mezclado. 

En el éaso de turbulencia libre el modelo de Prandtl (2. 4> 

describe el fenómeno con buena aproximación· <~chlichting,1969). 

Alguno<; autores seftal an que 1 a definición mi!lma de lo<s 

_conglomerados no es clara <Batimalli, 1986>. 

En ·cuanta a la.t•oria d• von t<Ar1116n <ecuaciones .. C2.6>, <2.7> y 
. ' ,. '"· .. .· .... ,' . ;··: ·. 

<2.B>· > ~.Pl:)(i@mo"' decir:. que pr:~Íiinta _tas 111i•~ -PrDl>19!"•• qu• la 

· teorh d~:J>rari11t1, C_laa· curvas· :~~i~ái. ·. c~.s) v '.(2.8>' .~, illuy 
''• , .... 

parecid•ti. Lo e>epuesto para el éasa de. Proandtl. 5Hi •plicabl1I aqu1 • 

. La taarla de Taylar p,:.esenta prcib1i.111a~ tftF.ica• •n •l casa· ria 

-:_ . tres dime~sianas. En •-f•cta, .e11 ~te. casa 'la vartlcldad· no as una· 
.;-; 

cantidad qüe se· i:onserve' a lo largo ése la·· tóngitud· d• -zclado 
.· - ... ,_. '·. . ' . ., ' . . . " ·.·. . ·. -··.:: ... , .... ,;~ - ;:.·. 

'<tiinze,19,7!-s> •. F.:n_ :g.mitril1'o ª" ar:~nt:ldod•: '~~ -~~~~-~~fe;:~~-~i~•.c 
' un ··;~4-~;;_'.:.'~-~ ~~~~r~:~: ·e;: ~~"~t~¡i:~/ :r:d;· 'í';~ . dÍt:-~, .... _,ttiaP-iali: : . ttlt' 

Pra~ritl y >Ion K6r111Anó los 111isl!IOS c~~tarlás~.o., ·v&lirtaj' aqUs. En 

lo que a'1 .. ~r-imér punta se . ~•fi•r•o Taylar rl•rivd una ··t~ar1." 
111odi-ficada~ _eKtandi.,dola a tr•& dlMtnslan••• en donde supu•o qu• 

'' l& .. varticldad: slÍtQuia .cán•ervAÍ-ldase•. ·Él' punto _imipartilnt• ._ •• : qu• su 
' .-- . , ·-~--· ~- --- .. ··-:_:..,-;·. . •-- ~--.-· .. -- - ~.- - ";-c-;-'.-·•·:·~-~'O····•;-~- ~-:-: -,--• ··• -_ ·--- .. -:··:· ~ ·--·,";;" 

·v•r•idft·:,,p.lra~:-tr:_: .. d1.-..w1Dll-·:~·-,,r9duc11i", .• :~.1.a.,cibtient.éia .. -an,,t11'.., ... ca9o .. '"''-• 'f 
. ---.~ . ~,. : :.;,~.;::, .. ;,< -:_,_, '_:..·.::. ·. ,'· :: . _:'" :! ·. ; -; ·. ~ :..';,_;·_,, -·· , >. :,, , .. ;:..; \·~·i._::. .'; O. '·~·.: · .. ··--.~ :_:.. ' . ->:.: :. ,. . -: .. ::. ~ -~-':'. :: :: ~ ."..:o·. : ;:.;;:_-_ '. :_:\, :_ ,-'.>~·--~-: '-~--:~ :~: · .. • ._:'·::' . ·.· 
d~·>irait·i'·~~i::i·a ~·"i1Íanl1nit;a_ ~·jc):clai".~as .~an,d.,~é:i,~~~f~E~ •- casa , . d• · 

··tener' turbúi~nd~-- halllcn;anea -.¡'.~n~;~J"Í:lpt'llid~d- ~",;;- .· ls~i:r~f.a de.,, 1 a!S:· 

cantid¡c:Í-_~:t'ransf~rtda~, i!s p~lbl•' r-*upmrar ·¡a;. r .. L.l1tad~ d.; la 

t•ariia de· iranspnrt• de lllOlll9f1ta.-. F.at• pi:uita •• "'vnlvl6. de 

tr'l<sc•ndental importancia ya ~ue~ calllbiar1• 

dr~'5ticamP.nte la direr:ci6n de l."'• lnv•stii;iacinn-. 

Fina1m .. nte 0 la tenria de Reichardt Cecul\ci6n <2.10> anfr•nta 
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severos problemas. Las ecuaciones de Navier-Stokes son invariante• 

-'\nte una transoformación de Galileo,. pF.!ro la ecuación parabt6lica 

que satisface u•ª no lo es. por esto que nos inclinamos a 

rleffhechar e~ta teoria. Sin embarg~, Reichardt di6 un argument6 

que describe perfectamente los resultadas experimentalesJ pero 

esto ne> es sorprendente ya·que las.ecuaciones fueron.transfarmadat!I 

especiálil)ente para .ajustarse a las dato•• .D-de al pu.nto de vi.Sta 

. pr~e:t1.-X··.1>re5~~t·· v~nt•;~~· ~ero. no_ p-f.n1t:• ün 111•Je>"···ª~.t.nc11111iné~º. 
rli;tl f P.ndlm!ina • 

. ·'· J:V. QJNCLUSICllSS. 

· · F.:\ esp~ri tu general de estas tearias tira ·describir las 
' . ··-· . 

las resultados eKp~i111entale. que.se·,:conoeian. En.~: ese ::sent,~da, 

t~~r,S,a.a '. ::fÜ~!''~, :far~~l•d~~·. ~es~~~ ~p~t.:6.: r.Pr:ad~~ir.'.: 1~< ;C..f~~: . 
. exP,~f.i,en~~lÍl~'~bt.Íinhla~ en~f,a~ales. El •hecho)te qÚ!f,/•I'\ 't¡¡tinera\ 0 . 

eKist. una buena c~corda~ú. con. i·~s axperi.;;'9.'it:a11 ' . níft .••• 
sorprendPnte. ·· 

F.:n gener>!l 0 tot'!as 11'• · t:ern-1as presentan problemas de car•ct:er 

..... '·"' i~~;:~it~~;;:""-:¡;¡;;;:r..~~~;~~~~~;.·~~: •...• :::::: ·~+. 
· .. ·•::• pr•t:uca de.~t:••-t.¿;..i~~:·1 ••. c.anv1.r.t• .., 1~•~1•• J,~ .... re•~·1~~F, 

·~6í.c.:i'Jos. y ~~r~x-iniactonii~; ·•· · .·: 

La existencia de una .viscosid·ad. ~p~r•nte mot.ivia la utiÚ:zación· 

de las t«nicas del ,Qr:~po de renormalizaci6ri cuyas conclusiones,' 

brevemente mencionadas en el . capS.tulo V, son <'ltiles para la 

·cOlllprensidn del protilema. 
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CAPITULO TRES. 

TEORIAS ESTADISTICAS. 

···,> '::~ :-

· ·· · ;~~=~~~~·;~~i~,~~~~~··· 
· a<ditJow ~• .,_.,,.~ cor,-qu,tt•··· ·- ·· plac•, 

O iitft&Ni . tOtl.j_.. 91' c•U• . dº ·"°': au&.-., 
e c~&uit - c•l &•" d~ un . éiut.-., . • .cstú,t • 
'su-U.•·¡._.-. GnÍ •rnC•r• que occui- C1R1 ..._. 
,_tan& &• ·un d6&a<• .. par ·&ca Pr-'•r. 

D•scartes,.. L.•. l'tande •. : 
-. ·.· 

:: .. :e/!.,_.; . 
. ; ... ·. : - -~'. , , ··~ 

ió&··· ·~~~cti.~t;:,;& • .. · d• :. · ~amóia'~~~¡d¡ait •.'--,• ;;-, 

caract.;.~isticas d•l nuia •• ~--~:iben 
canveni.ant.Mnte 11n t..,.1111.nas de lat1; ofunciane• de carrelaci6n. Na 

-· ..... : .. :ofue ·hasta 193S cuando .•l pr.abl,•j!lia .. dia ur;i ... i;¡ir:o. :Y.: talll6 nuevas 

"· <'·"~::d~,;.~d·an-. :~1. ~~~tÍ.cula· .. :;., :r;.~lar _, publicad~" -~n . Í93:s ·,;,..;r~~:: ~i 
... ).:.;:¡;;}i~u~~#{_,~~ ._~i::;~~1C:.: :':.~ti'.;~:: 1a• ~.;or,..;.9: : ~~~~ts~i~~. · .y ·· ias • 

· :::~;~iH11iiinP1ric~a• Se'. l:u~sÓ" . dé·.· '
1

ha!=Í!f". ~~la~<· pa.r~ .·· deti"¡..ibir 
)_:',< . ' - . . 

·:;~lép¡...:.iti.nt~•, .. -~~-. ·par•d•• ·.:·a1 · .. p~Db19llla···· ·· d• ·una · · t.¡:.rtlu1.nctá. " .. 

W,uar-Mr\te dis.tribuida sin. -fronteras. En e'l~e capitula se. 

analiza •l nu•va enofaque rmpresantada par las te<'lr1as 

estad1sticas. 
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Ningón flujo turbulento puede ser, en principio, homog6neo e 

i•otrópico. Esto se debe a que los ·flu.Jos son finitos. El concepto 

~e turbulencia isotrdpica es un~ idealización matemAtica. Desde 

el punto de vista teórico el problema es interesante y 

constructivo• al resolver el caso mAs sencillo, se espera obtener 

la información necesaria como para captar las ideas principales 

que est6n detrAt!l. Una vez ent .. ndido el caso m•• simple ·se· pu•d• 

Qttnllf"~liZ&f'.'.• 

'.~n ·.1~Si t.irminos' en -que :!!le.. definl~ el.' probletna d• - .- l• 

t:ürt>.uiitnt:ia cansiste .. ··n 9ricántrar: t:íidmá': iaS: ~tas "d9 ::illl 
.. 

velocidad.. Friedmann y - Keller diatÍi~,:~C:,Úarcn un - m6tédo. 

construir -un• Jerarqu.l.a infinita de'ecwacion- qu• involucran.:,. 

todas l,as- mot11entos. Él. _ p,;ob1-iii _•td pl ant••do tlillne la d9t1:v11n_taJa 

de :que la ecuación p.,.ra lo• ..ti..nt~ •d• •ord.n no incluye '·'-tos - ·' 

· ··· ~.;-,.i-i#or•..-.:..~f :[;;j;;~;1··tr~i~0?{~~;~~···· +, 
.... ~~~~t:~.-~.-~~~·.;r. tttp~~-~---'sabr·., 1 --·1~,(~·tos'··~•~:Jii-'.d~-:~v~····,~ ,. ~::'~· .", .. -· ·.>·:.: 

_ecuación da lÍl Jerarquia dit F~i·wc1 .. r11::i:.:.Kit11er - la 

ecuacidn de Reynold&. ·Esta fu6 la ecuaci6n b6slca para la& tearlá• 

-l•Ínplrlc••· Con la •11gun¡ja. tltC'-'•C:i~ .•11:. Patir.ibl• obtener .uctia 
o _ _.,(, .... A", 2"/:.:~ •• •:-:c;c.•, • 

~'-~G;,.:.:lúntoruddll',_ .sobi:-e:. l. ' - abl - - L · . 't é~ es· -· .-. t di ti - - --.:·::.; 
·. : . -~,• .. ~::;~~-~~. . . ~-_;~:¡.:.:_~~,:·_.._., ~.~~~.S-,:1.,: ... ~~·.:':~,.:</)!~~ .. ~ .. ,.."._'-~ ~.-.~~.!~ "~.;;{t~;:~~-~ 

-- / - anall'zad
0

~'s 9" ·••te '.:¡ps.t.i:ai~ la o.att~~zan ca.a ectNé:ld,n -p,;lnc-,~~í. 
·~"· ·-'· .·\ :; ·:- .)•' .. ·.<. ·_,. ·-. :, . ·,:,,~'·. ,,·.( • 

E~t~ ai:uaci6n relaci~a l~ ~tt:HI dlf ~-d~ :Cí.- . ., ~re..· Ai ~f.:-iái 
•· 'd..-r-·i:api-1:-uÍ·o·:----.naU:zar6n t__.:;iH" qU.·:..P1eán~· M:u~C:lones -_da.crd.n 

superior. 

e l&otropla &impllfican 

.normament• el sist•ma de acuacione&. ~in'e•t•• hlpót••l• seria 
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prActicamente imposible resolver siquiera la segunda ecuación. 

Las hipótesis reducP.n de seis a dos el n~mero de momentos de ~rden 

dos, y de 1~ a 3 en el caso de orden tres. Se define la función da 

correlación de orden 2 <o segundo momento> como1 

dond• las componentes de l .. velocid.sd son •valuadas en el mis1110 

~ .• ¡n~~anté d• U~lllPº• La htp6te.&1á'd• hcimOQ•n•idad i111Pl(ca 

'

1 ~~;;·*un~idn d• c~re~~~idn.:·110 d.p~ridit:,~~ ;f. L~ ~l~6t•~l·~ .~¡< , 
üeva a la.conclu!áidn de que·ia dep•nd~cia f/lft 1 - solo. 

da' su m&Qnitud.· Con basa en asto0 al proinadia da ·cualqui·ar · 

caillponente de la velocidad es c•ro. Utilizando el h•cho de que el 
-''·•, .· , , . :·· . . 

.. :t:ÍlnlKlr de. c:orr•la~idn 1111 .isotr6pico, las nueve co~anentea .Pueden 

.~fibir.-,l't .• ., ~~...,.ainc:Hli. d .. ·.~~~ fu~éicme:9,i 11•c:•_1~re~> · d.,w;oiiltl~· Par ·;, ... 
· ::<:e~é~> v 1'.;;,e<r;>i; ~~omi~~das_ ~und~n~•': dft correl~c~~- ~· ·1~·~·4.;Qa: .. >~ 

• étá• 1as di':~Ci.onn 1 c:m(¡1t.~cli11•1 v. i,:.;aris~,wtr.a1 ~. r.e11i>..C-tiY&•i1t.• ,, .···~·· : .... 
; ·.· ·•. 

BLJ tienen la farMa 

dnnda 6LJ es la delta de Kroneckar, r¡• 

componentes d~l vector 1. La función. de correlación de tercer 



orden es de la forma• 

Esta forma general se conoce como función de correl~ción en dos 

puntos 1y1•. Las necesidades para la segunda ecuación de la 

serie snn satisfechas con un caso particular 0 en el que 1= i. 
Cuan~o se haga referencia al momento de orden tres, se refiere a 

este caso particular1 sit seftalarA claramente. si se utiliza la 

forma Qenotr&l. 

·Las. h"ipÓtHi•· d• .. homooen•(dad ••• i.Otréiflla,.iiianan·.ccins¡ecuencias· 

' in~i<llta•• la• aiotftenta• d.- ¡~~~r ord..ñ"" no 'i:Í9P;n~~ . 'il• it ''y 

depend•n .de 1 a tra~ de su ·••Qnitud. En 'forma •n•l09&, :l••. 27 

·componentes de est• t•n•ar •• púed•n escri·bir an t.rminos d• tres 

· fuñcianeti ••calare• 01onin y YaQlDfll, 19715> 1 

a· . <r> B . ,, .<ir"> . 71' . <r> 
·· ··.e··· <r.> ···"" ...... , .. · · -.a. . ., · LM,M · ·•, • ·. · · · · ·" 

,..... __ ... ___________ ,,. ____________ ... ______ .~t;I". Jr:, .· . + 

• .. <"J.1:: :::•·. ..... ..... . ... r:.~.:.::X.. ···. ,., . 
. ~ ' . ' 

. · .. +··.·ªU.;"<~>: ::.sj\r\ +. "~'"i;'~;8*;~~rr,~~r,,, 

. . . ...~.&:<r~ ;~: .. ~c11.~<~~~, ·' . ,:~:?~·-~~~;:,,·.'.:',: . ·. -··;,": .·· .· ., .... , ... ',. -. ·.. . . . ., .. ,· '. 

· X:.>~: !:·:.~::'.·'"·:· .. , .. ,.. . .... ·;;:;P~.u.~.~n·.•:··t·.·ª·'··.: ~d· <e~1.·~.· .... ·.•.·-c'1t.?a.~ cit··.~. 1cH.i'~.= .:.~··~· '"'·~··· ""i'."':~'. .... 
. J! .co..iá seiJunCil:J:· . ~ -· • :íncli!irum' 

·• ·• · •.. c~u~l.l.arlci as:, de;,'.. ia: . ec\l ... ci..~ · .... d• , .. ~~.t.t,~~1..li.a~.~ ·; cmia,_ ·

tr,iabaJando el caso d• d•n•idad '. canstai\t9, . la ec.uacldn "d• 

·éontinuidad implica que la. divergencia ·del, ciuipa d• velocidad- ea 

cer-o. E•to, a su vez, implica restricciones sabre la• -tas de· 

la velaci.dad. 
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Usando el hecho de que1 

as H <r> 
·- o , 

°'"'" 
que resulta del hecho de que el orden entre derivar y tomar 

promedio puede ser intercambiado y del use de la ecuación de 

continuidad. Resulta en forma directa que1 

<3.3a) 

' ' ' 

D9 forma· campletaÍll•nte similar, implicacioi;ie• sabre las 
< • ,, 

· '~tos• d.0 tíírc•r ard,.en sar'il 

!. B <r, t > • ' 2 ILL,L · 
(3~3b) 

<3~3c> 

.La ecuacidn de.continuidad per•itll! e'scribir.tadoti .lasmamenta• 

.~• ~r'clen 2 y 3 ;a~. tk•inas ~~. d~ -fun~iahes ~~;1~i;·ia~ e.i<rót>. y.· 

, .. n·:-~;~¡<r~~r<···L• K~~d:~.·:éC:í.t. ·Ñ&..:r8r~stC:ikii~·pf~vf:te, •una . r&iaéióri'·• 
·"¡;;.s:.'.1er\tr•·.·1as .·fu~ci~•,.···~u.;<r;.~>. y. 8,'¡[\r,-._t>:·P•r:·( .~;..:it~,; •1• 

écu•c.i.dn correspandiilinte •• · reauz¡.n la• stgutentlis paso.a. se 
' ' '.1 ' 

escribe la ccmpanent• ( de ia ecuación da Naviar-st~kas en el 

punta it - .. :,·;_;.·:, 
y .l.• ca111Panenté l "'" •l punt~·.it + t. 

'' 

eLL(r 0 t) 

• (3.4> 
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F-sta es la e~uación b•sica para las teorias estadisticas y 

fue derivada por primera VP.z por von K6rtna.n y Howarth .•n 193A. 

Oado que las ecuaciones de cnntinui,dad y Navier-Stokes son 

consecuencias de los principios de conservación de masa y momento 

y de las ecuaciones constitutivas, ·todas las conclusiones ser6n 

consecuencia de estos principios. 

Para finalizar esta sección se dar• una eKpresión alternativa 

·,par.a la ecuación de von K•r~-Hllwarth. L.a llamada ecuación 

tHip9ctral. utiliz·a .la• tr..,sformadas da·Faurier de .• los' momentos .da 
'··· .. · ... · 

•• .. puede obtet:1•!'. · •n 4ciriía' la velocidad. i_¡¡: ecúacidn e<Ápectral 
- ~, .. ,.. . •• ..". '• .,. ·. • , '; . . ; ~-.- -- . ,. . • e - ;.. ' • • • 

~·lQCJ~ •. 'i'• .• c;~aci6":;:-... ;.) .. ' van ., :~,.~~&Í-:th /·)~oin'.~~Ó' . la ' 

transfor•ada <ia·Fauriar de los momanta.· B~jtr,tl 'y- ~,Jlt':,r":t>··· .-;;. 

s111 .• obtiena 

aE<k,t> 
dlE 2111c8E ti<, tl • 

~- :-.· . . 

.l:S~Sl 

' ' 

~-;:::''' lioo!:s"'. E<~.~,:·~~·. é~~-,,.~~~~~f Y· .. •~· i:l~.t:.; ·. · -ank~ .<k;t:i, .·.•1ilnéSa· 
·· />'::~~~.t.>:' ~~.·t..,~n••0r•~d~:e1':''t~~~~b~~~~fr•::},:~\~;~:<.~.'~~': :.-~ .. r;1·~:-.'..-· · · 

-~~~n~fortnad• .. ~~-~oilrittr da a~,.;<r~~>. ·¿.,. ~t•' "~ar~l·i~ ::'~~~~;~)' 
da ia di strlbui;:idn d• .m_.Ql•; cciMO fURi:¡:l6n del -~o.M.ro de onda le Y.· . -

disipaci4n 

.. __ vi11easa. -El •t«IÍlino T<k,t> 'dallCriba. fa :variaci4n: da la anerQ.la de 

···"~'.~;ii~i~.;;f'~,~~{;}~tff:&~~~~~r5±F~ 
-··::.«./.·:.:'LA 1.r"~-~graJ. :_~e~ ,~:~-~--··.·~:~ .. ~!'f1~ito~·.'.~tl(:k:_';~~(~~~~·~-~:j·"'<da>(á :-~~~~~-: · 
\otai d .. i sliátitift•~ L:a variaddn d• )a-~...,.. ... , .. fe1t.a1 .. ' • ~·· 

-·:;:": ... . 
.t: J E<k,tldk ,;, -~ l kªE<k 1 t>dk. 

o o 
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·, 

Oe la·expresidn para la disipación viscosa puede verse qu• 

Jueg_~ un papel muy importante en escalas pequeftas· <valores c;irandes 

de k>, est• región .estA caracterizada por grandes gradientes de la 

velocidad. El tlltrmino no inercial de la ecuación da Navier-Stokes 

se convierte en T<k,t>. El t.,.mino no inercial astA asociado con 

la transmisión da energia entre las diferentes escalas del 

movimiento. Se observa que T<k,t) es negativa para valores 

p•quiiftéis da k y positiva para val.ores grand- .da k. Esto implica. 

qJI! ~,ev'un flujo_ de enl!!rgia d~ ¡a• .. calas ~~y°"7as a. las:, escaJ;as 

.anarlis~ sa d9r\Oí.ina ·intar'válci' dlli ~•ra1~ al i~~~v'~~o .• ~;.. li1. 

aja .k an,donde sa encuentra ta.mayor parte de la energ1a y de 

disipacidn aquel itn la qua la_ 111aygr. parte· da la disipación total 

- lleva a· cabo <u~ualmante.:slÍ habl.a da un B0-90X.>. En. la · fiQura 

apreciar 

,, 
s;~~--- ,;_;uo\ . .,-,_C.,t.vo: de ·\o,•·, ---~-~•Lr,~it _: •• -.ne~9Co·,. 

cU..•t.poc\6n .¡, d• r•d'-•"ri.buct..Sn cié ·"•rsCo; 

La forma cuantit~t.iva da estas cur~a• depende' del nllmaro de 

Reynolds. En ocasiones los intervalo~. de energ~a y disipación 

pueden t.ranslaparse. 

49 

~-: - ; . 



------------~ 
IX. ECUACX<JH IJE VOH KAIUIAN-HDWARTH y su YERIF:ICAaOIC 

EXPERIMENTAL. 

La condición sobre los momentos de orden dos impuesta por la 

ecuación de continuidad, es fAcil de verificar experimentalmente. 

Los experimentos indican buena concordancia, como el realizado por 

MacPhail en 1940, de donde la figura 7 es tomada~ 

:,··· 

D'~.":•ft~~n~~·-'••~•~:.:':;., ;~.~~.;~~';'~~ ~ .Í'."'r~:r".~';'+""".~ ea.a; e rt.(l'ia_~o> 
c~;.\iC,•~>~·8~c.r>/8~fO> ••unLo•> •n-.r-.-.~· ~e. •,L!i .. ,;:-:'.' 

.·.-¡·.:· .. a.:ca,•;._:,~--~i\•--'.:~~~~;.s~-~~·~.\~•.~~1.>;_:·,:.i;.~>.~~~~-~:~P~~-i.~:~·-~-.~·~,. 1~"-·-" 
•1.-•u J•.d•. oon· ·lo• ·'~_u·n,08,1.•~••ri.Mft,-~l•~ ~---. ~-- 4u'!·.vw-'·:~~~:-~r~'~r
.;. c.Lcu\-o de ~.~ .... ~ ...... ..; Ío·•~uac\-'~ ... ~oni~n~\:~o~·; 

··-.· ~- :: ~:~-. 

-......... ··se observa qua B.,.¡tr> titl!"• una parte neQ&tiva. La ·situación •\;• 

-.~z .. ~·:· ::·~~:·~;ttir~ .•. -.·.·.·.i.;.r::.·.·.~ .. -.g.··_Jn~;···" .. : .. ·:.-:(.b.-~.~:.~.:.••.·t.-·.••·.·.i.'.~.·.·:.'.e .. «=.·.·.j.:_-.,,_

1

_•-.•·.t.· .. ~~~r_:t~:-.. ~:;~~'";~.~\c;.··i;: .. _:· ...... » .. : .. ·.:.·.·.·.'·f>.· .. ·.••.· ·

2
-l4 ,. · .. , . ··- ', ~:.,t:--~~ 

rl~•U VO lftUv· ~-~u•flo: ~C.., .. n ~~t· :y t:t\'!'". )969b f~ ··. • ..• _¡_:..f." .... '... ·,., ' ... ,» 

En lo que re5peeta a ios•lii~tÓ& de terclW ·orl:i.n.~ .... _ .. _,, 111 Y{¡¡~ 

prable111a de que san d& ~ific¡lo de· ••dir y ·.los .. rHultact~ san · '.~1 
'o•:,·,~ 

mucho menos precisos. Es por esto qu• las art.1culos 
",'>:;!·:' 

medidas de estos momentos. no asec;aur:an t·a valid•:i: d• las 

relaciones impueat.as por la ecuación da .cont.inuldad <3.3b y 

3. '3c) • <Townsend, 1947 y Mllt&,· .Kist.ler, 0'9rien y. Corrsin 1'9!5B> •· .¡... 
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:~ ":::;:-- :.·· 
~-'"""f";-·!i" 

La figura 8 representa B <r> que es la que us;ualment.e ·se mide1 
o . ., iu.-t. o ,. . " •·o a." r/11 º ..... ~~~~~.-~~~~--..-~~~~-.~~~~~-..~~~~~-.-~~~~ 

-o.os 

-o.oa 

-o.o• 

-o.o• 

-o.o• 

BLL.&.Crl .. .... 
~_Ba.a.~ot:I,. · .. · 

.. 

f"lÚ. a. r.Ín~\.iin B crt· ....; .. ., .. .., •;:.-ú;l'.lo 
···,-.,.-,. ,: .··.· ·:· .. '~ ...... :-.:,_ -.·._ .. - ,_- -· ·.:·:-_.: :· 

•ui·n,~•, ·~ru~•• ~ ;Cr,rGuL~• ·r-4'pr~8~it,•n ~~Lo&.!n-~• 

ca cl\l•r•n\·•• vca\or••. •-' n .. -ro •• aoyno\da. 

Yan At.t.a y Chen < 19l56a~b)°: reportan la funcidn 

o.oa ·.o 

...:o.oa· 
·r,, 

-º·º' 

·~ -.~:-~~~~; .,-..... , .. 
~:~~ r .. ~-;~n~ t'. .;:,;;~ 

(fiQ. 9>. 

a 

FiQ. q. _, ... r•• __ ,ri.oo• ... tea funoi.dn _nor11tG\L:sadca s ...... Cr>, Yan 

... ,_, ... y ch9n u ........ b1 .... oe YG\OP•• .... ~LN.Nlr> WIH':r•clo~ 

· .. ··;.·:;¡~:~;i~:::;:J~~-1;:tt~.:~;:~t~::t~;:.::::::·~:f_:::::~;f-!:7:~:::;;:~~ .·:. 
•:;."'.;'J~~~<···)~ ,t.i:~~~ .. IÍ;i.! ~--~f~' .... r C,~~~~tca""'"' ca .. Ler':oio fi, H-·· 

-:-r~ .. -: c,.rr•••,. .... ,..,. •>•.º'!' di>l.•r:"'n': .. -•l\.d•• b ... '.lo _c.ó;i._d\c~'"~· 
:~-'~.,~.~~-~-~~&(;·.· 4'(,, •. ,-.• ~,~~... - " '·' ' 
Encuant.á a laecuacidn dci von i<6rmAn:.:Hawa~th eiéistán trabaJo5 

qu~ aseguran buena concoardancia entr• tearia .y eKperimenta. 

<Stewart. 1951 y ·Mill~, Klister, O'B~ien y Corrsin 19SB>. 
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:nx. HJ:POTESrS DE AUTOPRESERVACJ:OH. 

Bajo ciertas condiciones el decaimiento de la turbulencia es muy 

lento y el sistema se encuentra en un estado de cuasiequilibrio 

estad.tstico, independiente de las condiciones en que . la 

tu_r:_bulencia fua c;¡ene_rada. Los par6metros de que depende este 
,... - . 
·mo_vi1111ento .•ó~ la ener'c;a.la .inyectada_ al lii!Dtema_ pOr unidad de masa 

':é,;Í:~ dan~ld¡d p del.-fÚ.1Í.do¡, ih1'-é:ce'ft.ciantea <Bi~d, Stéwart y 
~ /. -.. - -, ,.., -~ . . . . ' ' .. . 

Li i¡¡ht-Foot. 1960) d.• transporte ~tltcui'ar . <~·-~ MO.ttnto y ·~.,-f'JS:~> 

y 1• _difu11ividad twmiC::a •· Par• tas. fluctuact.ánes de ia . 

. ·:velocidad~ los (lnicos s:t•r6metros que ·tntervi.~én son 1a anerc;a.la .. 
. ·_,< ,'· 

~ la vi~osidad v. 

k ,:,;,.L_" Eiit. hipótesis' de -cuastequp.ttirt.o ,conduce a_ 

~''.'-:::\; ' ::.:~~~r:.,,.;~~:er;i•~ión ·. dé~·~;:ftiovi'i11iÍIÍ'l~o.~.f ';,~ :·- ... _. _1~~~ ·-. caracterisÚéas 

'''.'.\'.:~(·:. nÍ:.ad.lsti'Cas .. no c:a,Üari "" el. ·.t:1..-po/ •y ;i-a.s -· •·'.f\áricl'o!u~7;:;;::dlt 
·.--... . C0rr'.-·e1 ac:idn 1>"rest!nt.An' .. ,un: ~~Or.t~lfti~~~- ·· -· 'U.nt·~~~í·. : ··. ·.:;.:.:····..:.;;.:.;;~: . 

. - -:'lf6lic:I_• eri t:aclas lali escalas. 

<· ,,,,;,,:.~--,;~~~-~,~~~-~?~.~:';'•• sin ;9-b&r'CJºii: én . paqueft&s escalas •• observ!!l le 

.:"· ?:'~~!~·2!:f i~i~f~~~l;~~B:::·. ·• :.~~ 
temporal de l•• functmt•s ci; céirrili1acid!"I~.: ~Cá:'l uri wscafa•tent.o '" 

·•·:"~·,":'""" '·., 
aprnpiado obtienen un caraí::t.er uriiversah ·- ... _::,:_; 

- .. '"·· - ~ ... 

..,.-



A fin de aplicar esta hipótesis hay que encontrar escalas de 

longitud y velocidad apropiadas. · Por escala de longitud se puede 

tomar la escala integral o la escala diferencial de Taylor, que 

son definidas en totrminos de las funciones de correlación. La 

escala diferencial de Taylor se define como 

[ 

BLL (0) ].,..ª 
~ = - 2e¿¿<o> • 

donde las primas denotan derivación. La escala ~ntegr_al es 

.;. __ .,,.:¡· 
>:: :: .. 

cu~lesqutera ·escalas 

de· longit:ud y velaciftad que est*' determinadas de manera ~ica Por' . . . 
l•• .funciones dtt correlacfdrú En este lenguaje l&s funcic:ines_:. de 
. ' ' .. , ·.· . 
carrelai::id." SP ••criben en· la form•I 

! ;,~\:~~.:L~f·}\' .. ·+l'c< ti.lt[ ~~,,.]".· ~d)L<~~t> ·.••-~-: bª.<c>.:,;·f'i{{ié]• --~~<·~······ 
:.·· "'·-··· 

.H1ca·1.~.- .. :· :·.d~~-
•·langÚ~d v: velccidad, . .;;~~pectiva~te. 

La hipótesi• de autapreservacidn de l<ol•DQarav ·as analizada en 

el stt;iuümte cap.lti..11ci •. ··. ~sta tac:ir.1.a, .es.· la· que . par11ee estar .•• en 

'., ... ~;~1:;~J.'!"c::.~~~~~~~- .. c::~: .. ,!~~··.t:!'!~~--~-·~.~~:;·~::~~et,;~.m~r,\tál e~.;·•.·.+:~~ ·'"pi:Ír,,,1119:~.~~;,,:::~U~·-·· 
·· · •· .'ú"suafllíentílL las ) cii f'er~ntits t•orh_,_l'_ .. ·.· •.·san >c~!!'P,: áfa,ci-'11. cari {la,, .de .. 
: )'. .\',' -. • ;_ .· <e· - ' · I"¡. ;) • ; • 1: ·::·.~.'.';"' •· ':~ •-

; l<al qar:ov~ .flU• ha ~1r:lo,~m¡311allllint:'!I Htt.'.rtt.Úa _ex~l!!!r.imenta1nifan.t11.·. · 

L:• t:ltar..la .. da.1t;:alft1DQ~rov,,é:o.:iduc• a "J:a··1eyc· das. ¡,,..:é:n;~ ~pilra ·la· 

.funcidn de ·correlación de· segunda arden < a la car.respclndient:llt ley 

cinca tercias en el lenguaje espectral) 

experimentalmente. 

que ha sido .cónfir•ada 



III.1 Teoria de T. von kllr-6n, Los trabajos de von Kármán 

van en el sentido de introducir la expresión de autopreservación 

de las funciones de correlación en la ecuación de von 

Kárm•n-Howarth. Si se rtesarrolla la ecu~ci6n de von Kármán-Howarth 

en series de Taylor alrededor de r = O y se sustituye la hipótesis 

de autopreservación se obtiene un sistema de ecuaciones para las 

fucniones f y h. En particular si se considera el término de 

orden cero en. este desarrollo se obtiene una ecuación para· f donde 

no aparece h~ por lo, que. es.· pos .. ible.: r111solver1...;i: Pª"ª: encontrar:· ;f.· 

:)s~~t/tur~di:>1aen ia i;;¿uaciÓn det varl' i<.r .... ;:.-Ho..iar:tti se.~t~~~ una 
;,-

que' '!.k~'á . na . 
·~.,.' . ' __ ,-. 

. · .. ·'" --·<. li>Cprit~t-61·•-~Par-~- ·h. - 'Ei' ... 'Püii~D -1.,.PDrta~t&. •• 
solución eKact&, a6n aAs, ·co.n este esquema na ·es P.o•ible encontrar: 

una solucidn e11acta en un pF-oceso i'initof .pero prov-· .un llMM:adci. 

i'arma aproximada.· 
.-, ... :·: 

·-·-:, -_. 
··'·· :, 

~' -· -·' ,, 
'zu•.ac·Te.áor:t.a .. lilDdJ.d~:.diii.:ND;Di-~:·.Eili•te.~únaí".:farJÍlul~e:i~:.A · 

. • ~ ·I~:;'· '7 ··;~- -;:-· "'",:\ ', •. -;;;'•'• - ·-:'.··;-.. ;--~,._,.,,. ··.' -·. -;-<; :-:---"'' 

· . e; ~os :fuef.t:'!';~a la ;hiPdJtJísi•,'d~ ver. 1<6r-tli6n-.··:. · i.E':!!.::.Sta ;la ·';1cl1t•r .. 
"':: i'.:.. . '-·" J". ·.:: '.:'> ~;-, ..... ,- - .. -;-'.~' '. ' 

... ,. '>j,rincii>•l ~!J.ql.le.l• tÚp~tasl's'ét~vCJÍ:'·~r11An\esa~iiclÍiblii sóí.¡;. ~;;.'.--'~· '\ .. :::? 
ciertos· valares de r.· En ·',.particular • 

... . O S r S R donde 1• hi.p6t••is.es· v•lida • 

. , __ ,_. __ _ 

••. propone un in~--~.i:~ 

'. ... : :i~ . ~- .. ~. - :, ' . : '· - ; -.' 

;_ ~}fY'.'''·:::·····~~~~'~}~~~·;'(d.,, ~·'·C:~':"~~~·'.~U~i~f"~ 1.,~>.'~'¡;¡ '.: ~~~~~~.t~;.;;:~~l!i e~··.···'''" 
.. . :.;: ':'"I~~, "'~~~c:trilt-. i..~~:~ ~~'*''.:Y~·••. , ~ ... ~': , ,~ :;~~···''.s~~"""' ~c:lc{L'i_•• .. · éi 

. .túncicimiis•:de~car'riit1aci~·¡,oi'í~· :fi.lríc:i~tllll ~-··••i".'.uctÜfa. o.i<;;.~,· · 
--·:·-·v:: .. ~~:/c-..;·e>·: L'&s <funcian'iii"á da asiruci.ítian son ¡,.;;;~'iít'illli~ ~:----·:¡-·~ 

i'~nciones de é:orrel•cidn, pero utilizan dii'erencias de ~•locid~n 

"'" vez de 1 a·s velocidades mls111as1 

. Da.a. <r,t> 
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61\.i..s. <r,t>. 

Las hipótesis de Lin son: 

o .... <r, t> ==vªfa <rl L > DLLL<r,t) vªha <r I L > , O:Sr:SR. 

Hay que recalcar que la hipótesis de Lin puede ser deducida de 

la hipótesis de von KArm•n, pero no viceversa. 

E'Kisten hipótesis -formuladas en el lenguaje espectral. El 

,-·cal a1111 anta· adecu.ado e• 
·_;E<k,;t> •: l,,:,•;,;c1ci) 

·· .. P~t,e~ior111anté, 

hlpdt.esis. 

en e~t~ ·-.-ca;P.1tUiO~· 

I'I• aOTICA y· VERIPX~at EXPl!KIJEHrAL .. IE ~ 111ronms· ·.• 

< ~aci:$c:~M:IOIL . -·-

: .:.L09:,~-ú1tacíáti .~,ti;-1mtiinta1es dat>en .!ler. .·~d.t,;r.pr~~~~.:~~\~.~ ·' ·'7.~id~a 
:,-:, \4.f~~IT. na ~~;.'.~~~a:~ .. ·•· -~-~~ 1 as taa.ri.as - pOr: • 11Jui.1.'. · ·· ·~,:1 nlar·a~~~~' J.,: .· 

. ~d,<st!11~1. CíU•·,·1·os· ... ·resi.i'ltadOs-- ·ño s~n-_--c:~~i~~c;,e; ·.~amo··~~-·~¡:- :·:;c~Sii_:·~.::.de.·--· :..--~-· 
.- ·_.:· ... '.·'- .· .··. 
tú.rbulanci& detr•• de una reja y par .otra parte, en ocasiones,: .. 

resuítan _contradictorios. Las resultada• var.f.an dependiendo del 

aüt~.r..- l.a i:ua_l:cpnrpltc.a -~~- la situact«i.' 

··~··::'..'.~''.-~tiÑ~i:$''yi:·;j~-..:,c1tcl~t>·· ·ll!Ci'St;._~r~i·-qU111L::1&s ... ~1~~tes1j._•_,_·~'!. 
; :·11J.~o .... .i .. '1z:.,pllr:a l.-••. {Ünct,.®.•.: .. di! c91'.'ri.1aci~ .:-n~ san ~¡1·1~ •• 

.. . - . '. . . ·~). , J·. T;~ . .'·, ·' 

~¡.;,-i:C..fixfos it;s valares de, r. :Lás i.11¡~faMf~~ do!!! gr•.f{éu ''(F1i;as~<:10 
y 11>. ;..:_;;;~;:;.:; ,.1as resuita.:Saíi cibtiinfdós - pci~ st'ewart y T~~~~nd 
par·a la.a -funciones& 

1 
CV-~..-a Bu.,L (r/A) ,· 

para un nómero.de Reynolds de 5300. · La porción quebrada da las 

curvas es ·seftalada por ·loe. autores como .. paco. ,con·{iable& 
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BLL (r) 

BLLCO) 

1.0 

o.a 

0.6 

0.4 

X .... M 

¡( ªº ••o 
o "'° .PO 

"ªªº. 

Fig. 10. ·r .. rio,cln 41• oorr4'&ao,¿n Lo·nsL&u41L.na& 41• &ca v•&ooLclacl 

aclLl•r•nL•• 41L•LanoL .. 41• Lea r•J•• 41•.ocuor4o a· 

.•L•vcr.rL 

. .. . . ,· 

FlQ• 'J.1. Pu0:.cói.cln d• oorr•LHL~" ... t:•roor orAI••• .... Lea 

v•LooL41•41 • 41& l•r•nL•• clL•L•noL .. · 419 ·La "r•J•• 

C•&.eviÍlr\ y Tovn••nd •••• ] • . a.. no~.o\.4'n ••. 

1.a. ~i.-emca. que. •n .lo IÍ.9ura"an\eri.or. 
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Si las hipótesis de autopreservación son v•lirias las curvas 

deben coincidir. E><cepto cerca de r =- O esto no sucede. aunque 

guardan cierta semejanza. F.sta conclusión fue confirmada por 

Uberoi <1963>. Ambos e><perimentos fueron realizados en turbulencia 

detr6s de una reja. 

Por otra parte ~i se transforman las funciones de correlación 

a funciones de estructura y se utiliza una escala de velocidad 

adecuada se obti.ene, dentro de los l.S.mites e>< peri mental es, 

.. a~t~~r1t••rvac~6n. diii. l.a fÚnc16i,, de estr.uc.tura DLL<r, th . Par:•· la 

·i'.~r¿tdn·d•. 'ésirucb,trá .d~ord~.·3~ D~<z:~t> .• }~~.·d~t,a&: liar\•' .meno!!. 

e><actas, pOr la qua ·no SÍI puede ÍHieQUrar (a forma aut0pre11er~ada; . ' 

para valores relAti.Valllente c;¡randeS de r (COfllP.aradas -.con la -dlÍ:la 

cOífto •• observa en 
s1c;ai:i1antes .doti figuras <Fios~ 12 y 1::SL 11\U••tran el puntos 

Fic;¡. 12. Yerl.Í>.coci.C:~ •• \.o a.ut.o•r•••,.i.v.Ci.CSn el• \.•• ·,~"'º"º"'~ .... 
·••&ruc,urca 'º"•''ud>.noL•• de '" ve,oct.docl •••li.clca• .-· 

·•t.•v•~t. y· ·Town••n• e s•tlis.•. 
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B 10 rl-,.. 

o 
~ ,( 

; oJf 

XI -+ 

.,,4 o o lt • 
ª·IC 

• X 
. , lt 

'Vert.Uoooi.dn •• \C. _,opr•••r..,:_;ot. . .Sn d• '•• fun- · 

o.i.on•• •• ••'ruoll.un>'. '&.Ón9\ ''°'\no\.•• •e '•roer 
or'••n •• : ......... •·r· ·-'~-V.or\ ,,. .'l'.ovnaen<I e ...... ); ' o -:.~g:~ 

. - ' - ":: :.",:;. ::~.;~--'.~_'.·~ 
<1_. · ttit'>rs.a. ·d• i..in kt.i •• t:::*'c• d~ , 1~ .. ;. ·. =· 

· .-ei.~~~~~~ · ~xsl;r.._i..;.mt.1es . -~~~- -· 1&. :~.i.;.,~~ · q~~~/Ji:u1za.1 1~:-<;o;y. -~?~ 
funci on•• d.' correl acidn. L.a. t90r1 a d• ... i:urb~~~~i~· tC:.1:41.t..rit~ ~; · ... • · '?·~' 

··-:;; 
; 

_i!5_ntrdp_tca -t• . formul"d• '. •n t .. •ln«i11 it• l•• funcionn 

una búttna -•-: ·:· . -.t,ti".•..1r:turai qu•,; a Juzgar par los rai<pÍ!!ri1Mntos. · lts 

~?x·>~._;t(~-;¡.~:º!!~t~~ :L,:ll·turbul~i)c1a, )-~.1~t~~;~..,t:,.6p1c.a. -.~·-·r.•1.1uc1• mn -
·X~·:· .. :::::: :.-,1t1.·:.'.•.éi_.;: ... l_ tul,.a ...... -.. _·.c. _u. •._._tro._ ._·.. .· ::·--, ... ,"'"'<····::"'.':,,..:-,,.;~.:.·.::, .. :,•:;_:_~-::;"~.--~. •::e·--·... • ... ;. • 

·~:_:¡ .... - . ' :' '· .··, ·: - . ' \"·.·· )),:_:;,:.::,-:' i>.-.\1-:~-..... ~.-~"."'" .. ,.,,;,·:.<·J<,.; ·,t'/--t~:~~~~~·,~: 
Las tiip'ÓtlillliS d .. ·--.Ja.":z~. •án: útu~i.d.~ con .~ha ~·r:-~~ct& 

y c;áitne~almente con buenos r-ultaCioa en· otrcls .callipoa .. de h Fi.aic&;; 
' . ',- ·.. ' ' . 

El . .R.todo uuúzado pár van K*i-1114Í1 pu•d• ll•v•raá • ü • ..;~i:.. a 

órdenes superiore15 •1tilizando lllA• t .. t11lno'l en el desarrol.la --11n.: 

15értes de Tayl~r de la acuacidn de von t<ArmAn-HOwarth da ••~a 

manP-ra, lAS funciones f Y h se pueden obtener cnn bu""a 
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aproximación. En ninguna de estas teorias se puede obtener la 

solución exacta lo cual se debe a ~ue la ecuación de von 

KArman-Howarth tiene dos incógnit~s. 

V. IUPOTESIS ~ LA TRAHSFERENCZA ESPECTRAL ·DE ENERGJ:A. 

Coma hemos vista, l.as hipóte'!lis de ~utopreservación no cierran el 

problama. Ahnra trataremos rte cerrar el sistema mediante hipótesis 

.adicionales. El punto de partida es nuevament~ la ecuación de von 
' ' 

. . ( ··l<At-~n_;Howar'th e•FÍ'"it.a •ni la >i'orma ··.--.. ;·. 

:. ·-'.:. 

--.,,,~- .' 

,.. 
·...1.·. J E <Jt•., r.> dJt" 

·o 

• 

·.·.·r· ·.···< ... ·~ ... . , E<"" •t.> . ' 

o 

... ..... • ... :' 
W CJt0 r.> - 2v J··~:a 

o· 

• 
--,,·:·:· . 

. ·.·;:...·.-·.:· 
.'CID·: 

. ':f.· 'Et"" · .. ,.· 
~ . . . -

le 

'" .··-·, · .. 
FU•', t.> •. i:IJt• 

'!Ion l•• .n•rQ1•s asociad'•• con las velocidades 'de nOmero d• 'anda 

·. pequ,efto y grand•.• !"•spect'i vamente, . conoc.i da5 como macro:: , __ 

.,, •. 0 , .'.;,.~'.·~fi,f.~~i:.#,~P.~~.!.~'T~~;;.,~ ~·; .. ;~?,~~~.~.~~ i ~" · ···.9"~. 1 a: t~rcm1 ni:íi'c>Qta de- . Obu~liov.~ 
'""'· ,_,, .. :~- -7 -~-:~"":-,-: '.-- ~: ... ~::e··.:''-~"'"'"'··~, 

"· •· <i~4.1 ·-a·~t:i):a'· ... ··· ..... • .. ;:. ·:·§"::. · 
·:::·:<>:. ""•" ·Jti "'·•i· '>• 

·211J,,;·•1tc~~~t> d1t· v 21.o.J:~~•E,,.-.-~ú,'éi1t•. 
" o rlllpresentán.la tasa da disip°"clón de enerQ1a. Finalmente . 

• 
W<Jt,t> • J T<,.•,t> d"'• 

" ·representa la tra:noaeferencia rte energla a tra.,;.n .del punta lt., 
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~ .•. • la cantidad de energia transferida por unidad de tiempo, de 

la macro hacia la micro-componente.· 

' Las hipótesis de transferencia espectral de energia eKpresan 

la función W<~,t) en t6rminos ~e E<~,t), con lo que las ecuaciones 

para la macro y micro-componente forman un sistema cerrado de 

ecuaciones. 

·Esta - una hip6te•i• 111uy b~da ya qu9 nci· 111ue•tra dependencia ·en 

.•. la• . carac::t.er.l•ticas. estadi•t.ic•• del ·moiii mi anta .para valorn. 

' peqtierros d.e k, , a\!Íi COlllO. par a Y~l oretr. Qr and,es. . Sin etll:l_&r:-Qa, ·.e.ta 

.;; t!lem~ill'a · hipót.e•i•. lleva. a ·canciU.iánn :cQr'.rii.ct~• tlabr!I',; : •L .. ;w 
··'"··• . .-.~.f~'"_>~:;'.,.,~;:,.;,-!,~,;;'•:·.-::>~~·~··~', .->: >:'.'< \ ~ • ~ j • '•:; _ e > , ¡ "" - .:~~/,''.,',~:: • •,<:' 

.. ·. L~~~º~r: .. :::·:=:. i;1~ ~~f ;.7.~~~~-~~~. ~i~í;~ ~;;f 
na ~~rp;;~nd~ que . silari - lncon•ist~tn; ;can i.il> ecuacidn ~~~':\;i:in · · '· .. :.;~ 
K6rlll6n-Howarth. 'Pera el 'punt.n i111portant.t •• q~ .. ·-~.,, leJo• .••t.~. dm . '{ 

. . 
los. r:esul.tados eMperiilientales, lO!!I cualn deb9" _. int.wrpret.~dos 

·--~---: .';"''""-~ - ~-- "-·- . ' . ,., -

'·- .• ·';i~:f:1~.'.::on_._.:~.-~.~:~~'ie:·:!=:u.·~.~--~~~'~-~·: .• ·~·-: .. =:~ .. ,.~,,:,. ;: ... ,.. .. . ----.. . -. -., ... _.;.L 

""··,·~-, _,. - --~--·;, ·-.,._ ... ' ·- - ,~,:.~ .. :~;¡--~-.:-;~··; ·~·· .. · -~~-- '~~.'i'.1\::' . -¡>. .. • :· . - ,. 

-:.· .. ;!-><·;~:.: · . · ·. ········ -... ~ · - --- - , · ·:·:::,:·" --- .... --~:.": ---.-.. ··.·-=--· .. .- ... :;~.,~:~-: .. ~.::.:L?~~;s;>~ .. - ;, .... ,._.;;;::.;-.:.~~ 
.·::-.'·_'~~··· .V•2 ~~~!''~·-~~~:4i~,·.~iht:.' ;,EiJ,~:!r.:•baJq ;,d~~:Lei~~···. ·····'':~;; 

;_; < 1967>.et11; una. analoQi~ can l.• ,radiaC16n'. ~~tránt1Port11 :de· neµt~cx\n ·-- ·'' 
en· ¡a aproKimaci6n d~- _di_fusi6n que ha :\::,;~üftaCla;'iíiei~.o..:~ :,Lwith 

•uQiri.ó una re1aci6n rie la for111a. W<k>. • ~D<4llJllA>, ·donde · D'. y: Q 

dependen da k y E<kl. 'La dependancia •• puetr.ta wn una ~oriul wn 

que dimensiona1mente concuerde con w. La hip6t.-i• 

W<k) "'.' ~27L kV. -J: [k'".tE<kl l-1 , . 
donde 7L es una constante adimensional. 

bO 

de Lwith .Ís1 



V.3 Hipót.-is d• Obull:hov. Esta fue la prim,.ra hipótesis y fue 

desarrollada por Obukhov en 1941. Si asociamos la velocidad media 

con la macrocomponente de l·a velocidad y la fluct1.1ación con la 

microcomponente, podemos escribiir el tensor da esfuerzos de 

Reynolds en t6rminos de la microccmponente 

donde ~<kt ·denota la micrccomponente. de la. velocidad. La 
"' 

hipdtnt5 ·de:Obukhov es escribir. W<I<> p~0por~ianai·.~ ,._f9'.t~mino 
tii...1t,ipl~~'ai~~: ·.•·~·~·· -~i ·. ;~r~di~nte •de•···· 1~· m~cr~~~p'c,n~ta:.,.;~~ '. '.1a 

. vélocidaC:I. En primer;a apro>1lmaci6n el ·asfuarzo ·de 'Reynalds_ debe 

sar proporcional • la anarg~a 

' .. ' 

i !!L Ck)~J (k > • fr lk' )dk', 
' ' 11 ' 

'' ..... ~· ". ·~ '.1 Á' r.•:1.~X:~~·u,dr•t ic~'.~~~~ta· de .1~·· d~~~.~d~ ~j~~·~-!}: dt~~::~~k.> -~ .. 9:r· .. ·. 
,. 14t ,tiiíacr~o.IP+w;,te '.fe ·la váio~td,.;j{ qua fpJ~a,.·· sar'' tp¡;¡;a~á ·· 

:• ·•·. p,:op~d:~íai i{ i•· · - · ·•· ·" · • 
' ' ' 

k . . .· va 
[ 2 ¡ k•8Eck• >dk'] .• 

·o 

. La hlp6t-i •· da. Obukhav es. 

'' "'º .. ~ ' • , •.. ,_ ' .. ,.: • • •• 

V• 4 •Hiil6t.9Íli.8. iiÍodU'Ícada · d9 CJl,Ui:hoY. 

hipótesis ,,riginal ll'evabi\ ll consecuencias na flsicas" Ellison 

<19b2l modificó la teorla suponiendo que los esfuerzos.de Reynolds 

prom .. dios da lll microcomponente pueden ser expresados en t.,.minos 

de E<k> y k. El anAlis.is dimensional nos l.leva a que deben· ser 
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proporc:ionales a kE(kl, y de aqui.: 
, e» a:.-a 

W<k> = 2rkkE<k> [ I k'9e'.<k'ldk'] , 
o 

~onde rk es una constante adimensional. Fsta expresión es; en 

cierto sPntido, intermPdia entre Obukhov y Kovaznay1 depPnde del 

comportamiento ~e F.<k'> en el rango k'Sk, pero es independiente ~e 

ias c:ar;.r:t.eristic:ás e&tadisticas .. ~E!l movimtento de pequefla escala • 

. el. punto,,:de vista: .fi.'sié:o. está no •• •uy ••ti•.fac-tór.io. 

·- ' .. , ~:.>: . 

. ·.·-y~" iíi."6\.~1s ·.d;· ~1~~9; Aiiau~~ <~ ~~~u~. Nltii~~~"r .· , 

U941il y. Hitt•4'nbW"Q ·e 1949•> • olip•rentemañte sin conocer ei. .· <'t..-abaJo 

da ~ul<hov, .desarróihron. t.~ari•a b~••dos .n l'as. v19a clÁaic• d• 

· ,IJon•~in~sq' de que el. ll!W.f~el"'zo d•.· ReyrioldtÍ' ;,u~ui podi~ ·~ ~:5crito 
C:oní,O •1:. produciia dll91 · éaolf~é:umt• ·de •vt.cosldar:I• turbutliin,LJ ptK V .~ 

1~.~:<!P.'f;,r;..actadn ~.i .c•~o-.' ".•.,.v:t1~~d~~ .-ru·a :: ~~·:;¡f."·. -De. :>::;t~•, ~j{ 
i~.~. 1 iL: t:rat1•~~eitc1 •'·.~· .•.• ~iW"CJt~ . rlt;11/Zi~~~~~ .•. · .t .. ~ .. ti:.:.~:~¡~L- '•[''i'aS,· .. ·:w 

.. - <; - . ,.- - -.. · -- - . ' ·. ' ·- . ";-''· '<' . ·• '.7·:·;·:·•::·~· .. · .· .• '.~.-:.:.· .. f.~ •... · nµú.úai:ion t:Ollla·la :.form~ . ·• • · · · · ·· · -·::.;: 

W • 
1 

K ~ [ ~+ ;;j ·]ª. ~ \f"J, . J •, .. l. 
.. \·'··'"',·-º '~ -

:i~ff·~Siii,1:~~~Pf:~~~:, . .'',~j:;'.f~,,l1~~~~!:C~~.: :~de . la,. v•~~.id,a~d' ,~~:;la· ,,,, 
··· · ·'.velocidad:, da. la:: micf'.',QC;~onent:e·.:d91l UúJo, y"" a'' la' "~lact:dad ,,..idt:a .,'., '':'.'''; 

':;;tj ··~···~ :!.•.¿rcX:'O.iiAA'~¡~ .. : ... · t9n~~,: . ' ,. ' e,; 
, . ·";·:/ '; ,,..~:~-~ -:,•· . :,.:· ... ' ... :... '." .· 

W(k> .; 2K<lc> f''l(~•ile:t~~:ldk·;,, 
.o 

donde KCI<> ee 1• viscoaldad turbulenta de · las .ovi·t11ientos can 

n·.imero de .. onda -.up.,.tor a k. ~iwenberg utlllz6 analQlili•• can la 

teor1a' cinottic;:a d .. loa Qases <que era el esp1ritu cte. , trabajo .de 

. las teori.as semi-pi ricas>, para definir •1 coeo.ficiente l<Ckl l · la 
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contribución de la viscosidad turbulenta debido a los movimientos 

de longitud de onda t•= 2n/k' es proporcional al pro~ucto de la 

correspondiente longitud de mezclado tk, y la escala de velocidad 

caracteristica vk'" Oe aqu1 Heisenberg obtuve: -K<k> = Ya J 
Je 

donde rH es una c~nstante adimensional, par. lo que 

- ' k i<U~> .,,. 2 y• J _.;·:::~> ~k.~ f k''~Eúc•• >d1c·.·~ 
·-· .. ., .· 

.. 
v.o IBpOt.emJ.s ...U.i'J.eadaa · a Jt.J.senberig. 

otras expresiones par:a el coeficiente K<k> .Stewart y Tawnsend 

pr0pusiaron un .MQdelo 1116•. general a 

Ktk> 
; : .. ·~·. 

·,:,-,,..: .. 

d~~~~·,c - u~ -~~i9ro paslti.vÓ 'LY.T e.S un~ c~~;tári·t~ adl111entli«:)nai'.' 

CU.ando c 112 sé _obtiene un.a forma ~Í1~lÚtC:a siÍnpl~_Í' fu~ .~tli'~~d.a 
par esta razór\ por Howell• :<t960> y l'lonin <1962). 

puede usa_r la &><presión 

c¡:..~ n~os no.~;~¿~ª~~ P~ at~• p~ft~ •. , 9Qur,,/ . Y;:· 

~iy~~~~ < t'r.53> si'::é>Pusiera~: · 

Í<Ck> ":- [ 
e19" 

I E(k")dk" .. 
que corresponde a 1• suposición de qua la escal.• de. velocidad v., 

d-.be ser sustituida por la raiz de la velaci~a~ cuadrAtica media 
-·~ . 

de la micrcicrnnpanente y t.,>.- 1/k • 
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Von K6rm6n propuso 
00 

k 

Poniendo m -3/2 

Heisenber-g. 

n 

v. 8 IUpót.esJ.s de Go.ldst.eJ.n. 

o 

1/2 recuperamos la hipótesis de 

Goldstein (1951> encontró una 

•Kpre1Sión general que abarca ias hipbteisis de ven l<ArmAn, Obukhov, 

Heisiítriber-g y_Stewar-t-Townsend1 

W<k> • 2r~[J<k· ; .. CEtk·) l~dk~r f f<k·. >'"t~•(k~ .-, 1n•dk' ~ 1>.a~ 
k o . 

donde r
0 

y ,,.,n,A 0 'lftl. 9 n&.>.& son nQmerÍ:HI r.eales, los ~liltilllOS •el• 

est6n rel ac.i onados. par 

··< ... + 1>A + <ma + 1>>.& • S/20 · rWl +n&A& ,..,3~2, .,:. . ... · 

r~J:ilci_dn atit-.nida de anaü~is'di..rl.1-~ai~ · En la pr6cuca re.Uíta;¿ 
.:~,_,·., ·: ;;·_:<.- .. ;,,.:.,_ :: .. :~·-.:; .. ,.;.·;._, ... \:;.·,.·;·: __ '..·:. ,. ···:.,,'.~~:.:;./: 

.Se~ .uf.Í& exp~;n1d.i euy COmlJtli Cad~ 'pues .. ccint:iefl& iiMJC:IUlS canefant,. 
;,nd~fl!!r-~i~adas.'• .· ·:~~: · ·. . ..... 

. n. 
...... -~A.m::~A.·:'. ............... ,, ...... , ·e-·.-"·•·· 

···f.i;.._.;:fpótesi:.~~~-~.!~~1!! •.• ~~-4Í~la ·· tr.iln~~-ii!;~·~iif·::é.~, ... -~;!.~i&· .. ·.""" 
. •susceptibles dÍ! v~ri-t=fcacidn e~perill!t!ntal ~· .. La ley •c'tncC) ter:ci'os'~ 

'de ····Kalmagorov ha sido vel-Úicada" e~per:imental:ftient.e> .con cjnn 

precisión. Con base en esto, se e!<pera qullt los '.mCldelo• anteriores 

se ~eduzcan a la ley cinco tercios en la r99idn d• validaz da esta 

ley. 
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La teoria de Kovaznay conduce a 

{ 
C2y IC) -a/•.,L'Sk-tll/S [ 1 - e ~J ... r k<k. 

ECk> 
O' k>k, 

donde 

Cuando k « 

recuper_a la ley cinco tercios. La distribución alcanza -el cer:o en 

---_-. k "' k ;; - p~ra vilicires d~ k: mayores s~ hac~ cero. Está ,'~lftplica. : --. .. •, - -·-.- -- .. ' - ·-. ,-

-

na •_ha~:ín'~,;,imientb d~: est~ -esca1'a. -· 

Lá hipóf=esis de Obukhciv lle~a. ,al espectr'? de ener'_gia 

E <k> ,.- r-rV8.,a/•t>e/'2-u• A' <klk•l • 
- . o . _ ,_ .(k/ka S 

donde k& = 2--.,6 r .. ,..k y· h <x>. -satis~ace la ecuación cdbic& 4h• ' ' . o ,, 

< ><•'.u+h>ª':par'a tad_a 1<. F.ste espectro es posi_tive> s6~-ª pa_r~. k 

!Sjt~-y c;lt_~~: Ctt~C)~-~ _k ;,, ka en{fo~nua disconti~u~_•;. Par~'.:~:~ «, _ kaj ·, er{ ·--, 
,_., pr:i~era;apr:-~)c'inÍácidn ·h<1<> {2~~ ........ por 'io qu"~ en éste lJaiite 

•, ,::~¿~p~r:a 1:..: ,:ley .-. ~inc~ t~~~io~{ ~~t:~- ;foe la -~or~li:' e~- co~ó--
--.se•.:.·--· 

pr'imeramente fu~ derivada esta l_ey. Se seftaló · _que __ esta ley 

conduc1a -. conclusiones na fJsicas, _la ráz6n· es la discontinuidad 

· ~':'~_'.'P,r_l!l•i!~t,ll en k =--ka. La corrección obtenida por Flli_san··._conduce 

· •l'' ~sp~tro 
-- .. · ·:-E.cié> • 

'. •·:. " ,: .. ,, . .' .\J;,' .. ~:· ·~ . .,_~ ..•• ,..,,, ,. ' 

;-,;;-:- ·~&;·i.~i;-?~·!-~i~~1~f~~-· -

En primera apro>eimacidn h<M> m 

t·erci o!I es recuperarta. La función E< k > decae eKponenci al mente al 

infinito con k. 



·;-·.--

La hipdtesis de Heisenberg lleva a la .familia de funciones 

.E<k> { k<mkl) 

o k>mk
71 

Todas est'-ls .f•tnc:iones rfecaen monotónicamente a cero con un cambio 

rlemasiado brusco, por lo que es conveniente tomar el limite caundo 

m tiP-nrte a infinito 1 

E<k> == _4 __ r _.,...& ..... k--• [ t 3....... • . + ~c~;;J.1--. 3 • k . 
YH ... 

Este espectro es positivo y cae monotdnicamente a cero en.in.finit~· •. 
" ~·· 

.. como\'.~-? .y oair'a ·~. «k~.•e P:-ecuper-a la ;t_-:y ·i:~nco ,ter'C:i.':'~···. i..iís 

· S~QU.if.!r:'l~~s dos .figura'~ 'Cf':lgs: 14 y le>:cftil.lest.raÍ{ el.: comportamiento 

' ' ~'¿j~'• ~~pei:tro ·en '.e*tl"ls·· mOd•los. 

'';' 

- '\ .-. 

-:~ 

~-· 

.. ~~:~·IC_Ovo•n•Y 
ótiuA-t;c>;\.o>~ .;..;d;.ii.e:· .. ~:.. d• ob<li..hovcS>,.. ••• ~;~b .... ,, ,¡.,, .... 
•-:.co.Lo \>i.l-~9~,.¡.:·:.\.rw¡ca..:' 
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El valor de 1 a constante 'r var Í a de acuP.rdo a 

r .. 'r º • Y.,: Y a "' 1: • ~ • 3-:-3 ' t • 

la siguiente figura CFig. 15) muestra el espectro adimensional 

E <I<) 

: • bel· 
' ...... ' 

10~ 

Fig •. 15.lsepeoLró GclLmene\onG\ •. «•> poro \o• c .. o\ro .hi.p,oLe•i.• de 
,. __ : -._ . :· . ·. - '_ . - - - . 

' ._ ... rcin• f.9!.l'..9.rt.ci.\e .• •• ·•n•r•'• •n'•r\orea. ·' 

' , ... ;.~~t~~~:!:~~~~:Z;!°::'~;;::~·::;tt2:~~:~~~1.:ZL····~;~ 
\iari~• p~~~11~~ .. ~~~ L¡a · hip~esf5 'de Eloldstein pued~·; J.1'9var~e ' =:'> 
U'lcninyVagloni, .. t'97S>> alá for111a. ..... .'," 

E <kl .,. k 

en el lS.mite k » kY) 

a-cwt•S>J>.. 
s-nK 

para asegurar 

finita,· debe satisfacerse ·- , ..... ,,.. > .3 y •-C11t•&>A 
s-nK n• •-nlíC 

ó7 

que & es una cantidad 

> 1 + "'• • 



El problema principal de la Jerarqu.la .de Friedmann~Keller es que 

el nW!lero r1e incógnitas aumenta m .. s r .. pido que el de ecuaciones. 

La tercera ecuación de esta serie se deriva en forma an .. loga a la 

ecuación de ven K .. rmAn-Howarth y es utilizada con frecuencia para 

obtener un sistema c·errado de ecuaciones. Siguiendo a Proudman . .Y 

·~eld _é 19l54> y Tats'ti!"i < 1957•> la .•cuacidri. para . las motMtntos de 

: ._: oriien :.~I'.:••• 

en :ia .far111úlacidrl •spectral •• 1 · 

kl.k«~M!<t>_F,,..,J,1 (~· .t·.) .: 
.. · :\"'~;.-,,~ ~~· 

,;~~~·:/k.•~ k!···,_r<~·.k·~~~; ., 
y 

• • 
. Jt' <!· !· >dt·~ - ?'t ¡ ¡ r < it, ~· • ,,, k • ªdk • d_,, 

. _''._1_ .. i_: ... ·_.::"_ ..•. ~,'.·_·F_•·.d·····_.-J···('~.tJ~".lr_ .. t_ •. ·:(·,·.~-·;j'.t"_t.•_~J\.·_._ •. _t_:~.· ... '~"i.<~.--~--,',~<·t•:·,·:·J,_.k_,·.~c:.:.~·••:~~~::'~~:::l~~~r Ck~ •·"·· • • ,:; ' 
• , ·.. co~• ·7··.F~~t·-~. 'l.· 

·~~.JG'•Ori 1•~ transfÓr.-das de Faúri.;· dit ··e~,i:": y ªt.Ga·M<r, .. ·>. 
Este '1!ltimo~entaes dRfinlda"por 

e:: j~ \<t. ¡t. ) Búa, j,1 et. t» BU. (0) BjL (0). 

La natacidn sp basa en las siguient•• regla~• F denota 

transformar1a r1e Faurier y lo~. indices _denotan cual•• son las 

componentes que se promedian. Las cD111as entre los 1.ndices --se 

•ltilizan para separar y ordenar los puntos en donde son evaluadas 



las componentes <1e la velocidad 1 el primer conjunto de indicas se 

evalóa en ~. el segundo en ~ + 1, etc. 

VIJ:.1 Probl- de la c::erradura. 

La hipótesis mlls simple para obtener un sistema cerrado de 

ecuaciones es despreciar los momentos de orden cuatro en las 

ecuaciones anteriores. Esta hipótesis es justii'ica<1a 

.<.Kraichnan, 1962> en el cas9 de ·turbulencia .d~il con nÓmero de 

Reyriolds ; pequel'lo y Üempo~ ~álc~nzafldo el periodo i'inal de ... 

(nómero de Reynolds muy gr~nde) 

.. rasul tados i ncorrttetas. 

la hipótesis püede conducir ·a 

Fn V•Z d•.·.det1pr•ci•r los MOlllentat1. de arden cuatro, !18 pued• 

for111Ular:- una relacidn· an•1itica ent~•· ••tos .y los "ma111enta• d• 

.. orden' ~i:t~f~··.· ··Esta/ C:la~~(:dit ·r•~·ac1:~-~ iariaÚ.ttc~shJpat.6~tcas •ón 
- .• .. ::·:.:~':(.·: ·'.~. _-,.," _-e·~- ;:,_, • .:,·_, .~r~,"c.i;:·e. ·~-..- _ '.';·_-;- - :i~\."' - ·-·, 

.. ,;1~•·~:út1.ad&li s>~.~~ c: .... r:•t.·.•1· i:ír'ot!1Ítftlª-:'. . Par:··~~~ mót~ya ª't·¡a cP•siii ~· •. 
i:.t.i:ír.'i.as ·~~ 'é:ónoé:e•· cCftia·i:ear1as·.anial'li:(cas de tür.buleric.ia~ .L:S •s 
viaja, es la p,.'apu•s"ta par· 

Mt.lliClllShchikov Cl941a,b>.; Esta t•ar1a relaciona los 111ament.as de 

a;:.11an .. cuatro .con. las. dlÍ :orden do'!i •.. E"!lta hipótesis es v•ltda. p'lr:a 

~ ... ~~t stri bui;:1 ~~~-·de. ,Pr~'!~.~ 1 t,.~·~ '.:·~?f~~;~·:~~~.·~~r· . :~;~"".~ ~rl.~~~·~·~! .~ ... 
.. ~~~~,!::~ ~~·~tt;f CAsa.:.: L~ h~p~~eSiti ,.~~,,·Pli p i,Ontihchikav eatablaca 

+. ~· .u~.·u ·~· · + --.-·-.-. -.-. 
L • .. J .n u0 u,..~Ju• , 

donde las variables no primadas estAn. evaluadas en y las·· 

primadas •n t + '· Esta es una r~laci6n para los momentos de 

cuarto orden en dos puntos • 

. La aproKimación cumulante-cuarta-cero o cuasi.-normal supone 

que los momentos de orden cuatro en tres puntos son id..,ticamante 
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cero. Usando esta hip~tesis y la de Millionshchikov es posible 

obtener un sistema cerrado de ecuaciones. Proudman y Reid <1954> 

obtuv.i eran 

a':_ • Ck, k', k". tl FCk'',tl CFCk',t) - FCk,t>l -

quP- junto con la ecuación de vnn K•r~n-Howarth y la relación que 

ccÍnect a ro:);' con •. _( k, k '.'o k' 'O ) . IH! · Ob~:.'i ene Un Si stetna cerrado : de 

ecuáciones. F.l tenscir, Fi..ll(t~t~ > · ••'•scrib.• en · .t.,.iiiinas .·de ·1aa 

i'unciones escalares • y • 

+ 9c<k ·ic· k"!·)k .C•k••,1 ·. 
···• ' .·.:. .. ·:.:-.:,:: .. ~·., :·-~ . ':·<::·:.<:·.·:,.~: .!'. ~:•. ·~: ·:· ·. 

·'d~i·d~-· ~ _q~~· ~ei::::.~.~~ ·'.tiD.i~Di'ii~f,~ .-ltil: 
" .. ~~º;: ·::~ . .::: ..... ,. ·1?;;\ 

isatróJ,icas.· .La relaclón.que_expr••• r<k>' en HrnÍi nos · d. ,;;.' ;stas 

i'Jncfones •~c~lares es ~~Y c~leÚ en la i'ormuiaCidn de 

y Reid. Tat.sÚ111i <19~7•> deriv6, a p'artir de -t.• conjunto de. 

sistema .... senci Üo. 

·. · ;t;·:¿1c:t; .. -2n i ¡9r.~é<'.k•k:·~~~T~·~·:~';1.>-.d1c.~¡¡-.F.~k-;~k·,,t ,·~ .. · 

'> .. ;•,·e:. ..·;a,·,,.&::.· 
~ .. -

, .. •Pck''·~· t.> - -~·c·F<k •. ·.t..>,Í:F<k.~,t:> .. kª.+ F<k""~>11kk"l .. ~:., ........ • ..... •.~':'.• . ' " " ' ..... ,: .... ' 
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La primera de estas ecuaciones •• directalft9nte inteQrable. 

Sin embarQo, la seQunda ecuacidn es demasiado compleja para ser 

analizada. Jahnke, Emde y L6-ch ( 1960) estudiaron el caso de 

viscosidad cero y obtuvieron ecu~cidn para la generación de 

verticidad debida a la deformación del flujo. La simplificación 

ganada por la cerra~ura en las teorias analiticas es opacada por 

la compleJ_id.ad de la•. ecuacian·es resultantes. La validez de. estas 

.Cuácian1t9·,_no ha podido· ser verificada· e><pari..ntalni11nte. 

. ' . - -

t-ias ~;.t~.l~ticas · .. Las de 

una dHc~lpcldn <:cu~litatl~ailente 

,. 

-,..-, •. :e::,:!/' 
,\-,-: '-··. ' 

la ;~t.irtn.ih1néu 

't..,.;:S.a.·. 

•• c·a.Parable · 

d• .. nat~ral~za '."· cÍiritet;a~t:•· ya que · - aplican 

' '' '.'.~-~,~~-~~~-"~:~{.·":'· •. : :.:·:·~~·. ,, :.i: . ·' •.. ' '• .. · · .. ' 

_'.·'·,.L, .. ~t.··~11_p~1~ti:H,r"",l•~ú.n. qu~_J•·- hi~~~;;(¡·.~¡;•::•..;.:;;,pr~~~~~idl,;::-~;/_' ·.· 
. - . -,..¡- , .•. .,. ~. ,- ;-• ~~ ~. ó'',·"··'", .¡.-~·-· _.,., 'f>" 

.~•llda ~--nlv•i'c .·,·•ú:1c.al. Par._· 10~ ·q'1~;·; ·;¡¡¡ _._usa •O:de ofúf.1.cianMi'' 'dlÍI 
:·-' '. . -:,·~ 

Las fµncionn dlt. éorr•lac:Ldfa san 

apllcabl~ a la id••llzacidn 111at-6t\ca del .probl-• _·donde -

•upan•o•ltlQtropia,,,:Ql~-~r. . sin . ..b~.~~· ~os fiuJo• real- san 

· -~- ,,/i~;~~~;;~:.;.,i~~~~~f~-;~::.:, .... :Lai .• -~Q11c1:~~~~?;~5}:.~, .... ·-·~~~.::.:~.~~-~~ 

·.::;~~~;: :."ifjf~~:~=t~;~~fi~:f.~!Zft;:;~;:~.~~' ·:: 
.;¡¡riabl:;¡¡ r,·-._ln ~~,.IÍ~~~ es · sat:itlhcha, ,¡.~. ·. llitcl~ :para: .:.vai~-

la d•. ·VOl1 

1<6rm6n. La teorla-d.t Linda un paso adelante, sin etllbarQo el 

concepto de isotropi·a global utilizado no es •l correcta. 

La formulación espitétral es lllAs fl•Kibla 11n aste sentido, ya 

que 1.as hipótesis _de trÁnsf.erenci& •.•P•ctral per11iten lllOd•l6r el 
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flujo de energia entre las diferentes escalas del movimiento. 

Estos modelos son elaborados con enfoques que van desde . 
consideraciones puramente dimensionales, analogias con procesos de 

transporte de neutrones, hasta modelos que utilizan ideas 

cualitativas de cnmo debe SP.r el proceso. Sin embargo, ninguna de 

estas hipótesis puede ser completamente cierta en el sentido de 

que no son deducidas de primeros principios. La aplicación de los 

diferentes modelos d&be ser entone- cuidadoc;a. La hipótesis <Se 

·.:Kov:znay se basa en .. ~Df1sideracion•• .dimensi,anal•••:· el .uso .. de ... '.•sta 

: . hi ¡;Ótecsi •'. es'ia· Just t ii c~d~ · en ·1:- .n.tdl éi~ •· · »~·:\~t~~~ .~tán : :i~nveni.~n~e; .· · 

.·. result.. pai'.;á· describir:: da~;;. ~~prilllÍfntal~~ ' É:st~ ''tliCiria ñ'a 
predicli un intervalo dli 'aplicabilidad ,y no - clara la valt,dez 
. , -. -···· . : ·. 

fisica de su~ conclusicin-~·' . . . . . . 
·Por otra parteo ·1a tearia de di>f•.&si6ri de Leith. ae ba- 9n nna 

. : :. . ' 

~l'ÍatogS.a:cc:m el;, pr~~~tlº :~. tran~arte de .:1.ctron~•·· L.a analagla 

·'.':.4' .. ~.c!pQ¡.-' ~'···'.'.· ...... t ....a· .c .... i.& .. ~.-'.t·'··'!:?" ... · ....... iab .... ~~ v iati" ~,¡é:1í:a~1~~):'::11t11 c:••'':~~~.:;,e·~: ~~ '·'"~~. 
~ •"' .-;---.: -,·- - --.~r.,~·-·-~-'.~'-.·· .._,,,,:""'!"':'' 

; ( .ti:1 a i:iá•: d~~Zcin );1~ r.í'fi'!jan .· 111' asp.cto cual i t:at i vo . rt1tl ·, ... ;. p,,;Dc:~~ ·, 
... • \';" '.'·. "'·~¡\• ·~"!".,:;',.;.:: -J~;;··-.:.;.:. o-:.·.~:" .. ~;>. ,.;::_·;íl'> ::.~-<:~·, 

i:o.·.·•ad'•taS:;'cia i<oyaz~~v v LeÚ.h. ·san' c:u..ai)útattvaiM-nt•_, •s:ín11&re• 

perci éualitativa111ente 'cit.stiflto.~ En le .Mdtda' en. que - desconoce 

··.:·· . .;_ 

:·:-~.·. 

'transfar.ecia V de _que . las,. 
". . 

.. ,· •-· ftltldlcianes:•~p~rti.ilínt~ln no 'cs0n·lo .·.•uficten.~e••nt• P"~·'u.a~,;rit .. 

,,,,z~~~~:r:r~t~'J~·::=:~:~ti~!~.:;::-~~ 
del -¡,;;,~;;;6;'.~•·'i:~;;~,~~~;~-;;¿·1.~ utu tia ~¡,;-;· -:ar.:aíQ.ii1á '91-i'fi-tl fati. · · 

11icro y macrocompnntintes eta' la v~locidad y lo• conceptos. de 

val r.>ci ctades prollÍ'flii o y f luctuant11. analagia no •• 
est.rictaml!!nte ·cnrrectá, sin emb'!lrgn. no P.st6 muy alejai:ta d• la 

realidad y para la mayoria i1e los casos pr6c:ticos puede tomarse 
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como v•lida. El punto importante en P.stas teorias es la forma de 

conectar las escalas pequena y grande del movimiento. La 

transferencia rte energia involucra una interacción entre las 

velocidad~s de estas escalas La interaccido entre estas escalas. 

en el modelo de Obukhov depende da la correlación de la 

. mtcr~on\JJ.'lriente. d• la velcicidad y d .. l gradiente de la 

·· ...... '},];¡t~~t~°r.e:1~~:~t"I:::;::~·j~:-t:u:n ::::~1:::1_ª:::-..;:an::: 
- __ ,,,.,._. ~ - ;.;.~;";;'\ ._-'., ~: ·. -~:'.'.. '~_;¡_'.; 

t.ra~sfe.:encia~ .. ·aúnqúé pr~is.,,ta ···-unií: .dfsc~~inüt·~·C:t~.,.'qUa 
.. ' incan91!ist1trtte '._'can el aspecto cu~lii:~tiv~ ~b-S~~~';:¡~· • en. 

1 ·_.· 

rtos 

•• 
e1<ptiri111eñt.as. 

La carrticci6c\ ,propuesta por El U son ti.ene la virtud de· ••1..,ar 

~tA?t~_f·_,_,_._._:_7_-_:_=.•.•_-.¡_:f __ ,_•~_c_,_._,·~-~-~-)<:~_:_1_·_;_·._:." .. ·;_._:.·.~-~.t.:_-_;_L_~_:·ª_:.? .. _~;_:_t.•.·.•.•_:.~:_._.·_,~--·--~_Z_-.•·.·-·.;_._:~:_'.:_~:_,_·_f_._._·_c ... :t_~·t_.P:_:·_·~---·-··-·:~-•.:_._ •. ·_(_L_~_:_:_~_: ___ :_._._._en_· ... •_•._:_._ •. -_:_-~_:t .. _·.:_ •. _ .• _¿¡*~i~:;f:¡~---·.~-
.. . _ _ _ __ . _ .. ~~t~:ir;~:~1~~'~!~~!~,tr:[;j;? 
set: ... resu•l~o to.nanit'éi •1·.'i~esplllct:r.o Ünlne·d~ est•'•oalÍlili'a~·-· .• · .. _-········· <e 

Desd• ~n. ~u~~~ de ;fst&: i¡e~.;~1--; 1,~~: -~~~i~~r~;·:.~~1 • .;,~Ílr9._.; ·'· 
Ell isón y Kovazmay, .. canducen a .ca111porta111ientos ;del ·espwct.ro 

cuá.lit.ativament.e similares. Los e>eperi-ntcis no ·pueden i_ndtcar 

c1..1al d• fttas es ·1a 111•s carréct:a. La hipótesis •de Obúkhov di4.iare 

delas ánteriores ya que present:a un• discolltinu:ldad~ 

_Come> punto de reoferenc::ie. puPde · utlizarse la ley cinco tercio• 



de Kolmogorov, que constituye ~l r~sultado má.s famoso en 

turbulencia y"que ha sido sujeto a una eKtensiva verificacidn 

eKperimental inostran.do 
. 

excelente concordancia en el intervalo 

inercial, d?nde es aplicable. Debe ser claro que no se ha 

determinada que la teoria de Kolmogorov sea la correcta, pero .su• 

predicciones experimentales está muy cerca de lo que se observa. 

Esta comparación fue hecha en secciones anteriores, de donde se 

vu¡;¡l~a .a •ttncianar que estas· te;,rias 5e ·reducen . a 
• .. · '"'· ·. - '-• . . . ' . la ley cinco 

·--Y"t~"'--~-r_,_~::·.-: __ -_ent ____ -.;cr.'.!11:: •. _·_-_••_•.i.-.·~-r-·-~----~~7i-:_1itc __ :_·-•.•_•·_.-· ___ id·.~_-_".:_:er.;_~~·1.: •. 
• -·-·· - _ ....... T ---~ 9~1t'"•~1,-~~C:i~~~s.,_,u•••··~~~iz'•~:-~; 
par·••tr::ó. • .1..;~t:~bl•~ -~~~. _•J>etaár-_,11 .¡_,.. • · -~~,,. -} r~it•doS 
-"1C~tlrimftnta1-. dichas.· par'uetras no· •on diit~er•inabln · d• 

i ,-. • . - . 

~P.re> ~~·· .i.uv CCJlllP~•J• ya que incluye 7 par~tros~ _.·· .·. , · 
;,:~.~;, ;::J~;_;:!F,~-~~i~~~ •. \1.:t~~~~-d~;,~~~1}~~·-•--P~-----~~,:~..An_.: tn~,.~~~'"~~~~:.(
-· -.- -.;¡.~~-~~staht-~<.:, '.-b~sa-:aü 'h1¡;Ót:~i5 ~ti~ -t-..:Án••~~~t"&:;en 1.~:;:~~!~ ... ;~_:<;:.;: 
• ,:.:. j :':~~--fria• :~¡·~~~--~,.:~~ac~-°"~t~>1t~·:·.~~¡_t1t_i:~i~-~~;3iff~~f,Pr:Íl'!~ccian~.~i{ · 
-" · ¡~tc~¡ •an ~iii.ilar'iiní a l~a d• . .:h.1~ti'..f-g y 'Elú~. <' .:- ;:f'::··. ; ': 



CAPITULO CUATRO. 

LA TEORIA DE 1 O L M O G O R O V. 

Bi." tf!"IOrl.•: haU.. ti.U l.• W.Orl.•• 

····>~•t:Gii{:Z·::l:z~;L:'~.:::.:'~·¡···· 
And •o - 'º vi.R:Ojlli.i)I. · 

L •. F~ Rich..-dson 

- .:,·,,,:,:.-,:\ 

••·una. .•:.;:•7·-

utff6tt.ca. Sin li.ibat"Qo, .. t.xi~t.'. evt.d..1é:ia •Kp~rllMtnt. .. l' e'. para 

suponttr qua a pequall&a ••c•l•• d• t.t...Po y ilspacio la .. turbulencia 

~. :iti~tr~ica .• Est..ias. id~•• fu•ron. -nciana.da!ll por pri-ra vez por 

•• e:.1•• c.. lanQlt:úes .¡·va10c:1él.liS. - ·;·. ,.,.. . .. .. ,,, .. . ··, 

.. La•&ú.tapre•ervacidri- d• ··••• fÜnct.cm•a d• ·.IJt.rÜct.ura • ·~.onduc• a 
. . J ' ' ' .. - .. . .- .. -- ~~-\ 

una far~lacidn de turbulencia' loc:~lment:il is.,tr~ic&. 

capi.tulo ••analiza la teoria'd• Kolmo']l3rov. 
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J:. i INTR<lllUCCJ: OH. 

Analicemos cualitativamente el procesa al que se encuentra 

sometido la turbulencia completamente 
. 

desarrolla<ia. El -Flujo 

completo puede entenderse coma una superposición de v6rtices o 

movimientos de dii'erentes escal~s. Para námeras de Reynolds 

pequenas se tiene un -flujo laminar y a medida que aumenta empiezan 

a aparecer movimientos o vórtices superpuestos al -Flujo laminar. 

Estos vórtices tienen escala de longitud del arden de la• del 
. . . 

-flujo. llli.•1110 ·y escala de velocidad del·· orden de la di-ferencia 

M)c~ lllÁ ~~. vltlaci Ctade• en el Ú uj~. can '. es¡e>~ . par6t11t1trc:HÍI ._·.•e pul.ida 
.. .,~; 

construir un 

·.turbulltncia 

n'11.1.ra de Rey11old•·--~- · u•L•'"•; que 

collipieta-.,,te de-rrallada -

en e1 '· caso de 

-.ay el. 

lllOVillÍienta de esta escala· - in-table y •e ro.pe_ ofc:ir-ndo 

vdrtices de e•cala• ..anore•. F.:l. lllOYt•iento cede su · ener:Q1a al 

· movi 1111 ente de· .. ¿~Ía -.,ar .. E~foti . rÍueva• . .ov1•1ent~ · d9 · ~•la 

_a;~~ar p~~T u~,~~.~fp de _R~.¿.,:o,1j:v!it1• •• ~.;•1·,7}t•ot1t~~r ;ait.o, P~-io . ·•·· 

ré:Miipen;. CPdllin~i:i;t.i& t.n.raS:a· ..• - ' ~- d• Hc:al.íí.i 
:·.:,,,~':'.· ··-,}·:·:: '" 

Este prar:eso continua hasta uria _..Caia de langitÜd 'Jl 'y'.· v9locid~d 

v,,, quepa•- unn•erá de RliynoldtÍ sui'icitin~~tli peqwlllo collia 

par.~ ser estable. S_in t!lllbaP"go a tMtdida q~ di-iriuye la escala, 

·· ---- ·.ío. ·•~.Cta9', vi~~- - .vi.le1vlin . :~.a• .11Í1partantn •..... E.1 · 111.Q'!'.i.~i"'-'tº 

: .•. ,. •:·~t;~~~:~;;;;"·ciidlf -~~f ~ero'.i• ••.• : 0;.il#1ti~i~·~~: . nc"ti.li•(:º''~~~~\ lo'· 

éanviwt'.e 'en calar:.~p~ · 'lned'i. o'i;dti ·i'a• ;ofuerzas:vi sc:o.a9~ L;.a9 ~..UW.za11 .. · 
'• 

-~.:.- > 

ún·· e-Fltct::ó --dli•tructivo· ·.sobre 

pequldlas. Un papel 111uy , i111Partante en -t• .acani.-0 de 

trans-Ferencia de enerr¡¡la - JUQado pl:lr · la pre•ii6n. La• 

-Fluctuaciones de la pre•idn tienden a di•tP"ibuiP" la enerQ1a en 

tedas direcciones, holllOQeneizanda el campo de velocidad-. La. 

presión tiene el e-fecto de . h"cer que· los ~tices de escalaá 
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menores no dependan directamente del flujo medio. Su <mica 

dependencia es a trav•s del flujo de energ1a por lo que en escalas 

pequeftas se tiene turbulencia isotrópica. Este proceso ha sido 

observado eKperimentalmente y se intuye desde Leonardo Da Vinci 

(códice Hammer de Leonardo Da Vinci). 

La intencidn d• eata secci6n es definir el concepto dP turbulencia 

loc•l-nte i.Ot.rdpica. Primero d~finimo& las cantid.ade• reievant.e• 

,,para el prObleu~ _Di!'f~nimo5 un s.i stetna de .caordenada.ii . que •• .U.'l(e 

velocidact . ~<ito,t.o> con 
:'•; 

.can ctitfttra 

correspondiente una pequefta r&Qi6n Bdel 

t ;,;. it - it
0 

- ~<it0,t.0> · <t'-t.0 > , 

espacie dado por1 

La t.ransfarmacidn de velocidad .. est.6 dada por 1 

~<~,t.> • icit0t> - acit0 ,t.0 > • 

.. :c.)EI\. tiilrililn~;. de · ~Í:as:. ,,~ cant.ida'd!Hl y· dlÍfini-: turtíulenC:!~ 
1·¡i¿·a11M1nt~ _ ¡:~t~~i~:~·· ... ~-·.u,;._:."r.~Qi6rf:&-· ~~~·~~: .. · dtiitl' "~~ac1·a~tl.-pa.·~· ,;¡¡}::· 

: . . ~··--·; . 

1 f.a .. ~da l_ac.a1.Mtrite . isctr4Slica si. para cual~uitÍI" i ~alar .. f i}ó •• , 

acit0,t.0>~0, ¡~ diatribuci6n de prcbabi lidad taUltidi•tÍnaional para 

cada canJunt.o· finit.c velocidad- relativa• 

... · .~.-.1:•~•-.····"'· qu~:_,cansiste rte los valor•• .. d• l.a veiaciadad ~c;t,t.>. en 

..... ···;;::~;.;;:·;¡¡~ ··~:~·:tt.~;:;··:~::~~~.;~~;~~;;:: 
t(O hai.ciQenaa <. indepe;,dient.~ de la:~lecc~~ i:llt:~~~: B > .. V .. ·(~) 
isatrdpica U~;.~, invaria~~- ante rot.AC:iones. V rrile~ion- en el 

espacia de vectores ~>. 
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:t:n:. TEGUA IJE KOLllOGORO'lo 

La teoria de Kolmogorov es muy sencilla y es eKperimentalmente 

satisfactoria en muchos casos. Las ideas b6sicas atr•s de la 

teoria son la hip6tesis de autopreservaci6n y un an6lisis 

dimensional de las funciones de estructura. Es importante seftalar 

que la teo·-1a est6. hecha en t.,.minos de las funciones de 

estructura y no de las funciones de correlación, 

e• eKperiment.almente 11\6• adecuado • 

. Btt puede r:-esumir J..•• teor1a .. d• Kolmogorov CDlllD •iigue1 

lo cual 

OUn~ hlp6tÍtsis.li.t aut.allr;..•r'v•ci6J1. st: los valor•• d•'r y t 

son lo su.ficient.emente pwqullf'las se t.ien• turbulencia localillent.e 

isot.rdpica. 

orden dos y t.r- •• .. det..reinan con das .funcion- ••calares.. La 

.hip4t. .. i• de aut.Df:Íres.rvaci6" asegura 

· ••t.r.U.t:tura. tienen. uná .far- universal. 

aJ;üC:~1~ . .a ii .t..-;Qs.~E:c~. ;:,. •••.. 
~~> .Un.:·1-1t.p~nis•'t.Cibre;íÍas Uc:aias· d•,,,e1oc11Sa11 v·1~111it.ud• La 

dilica dlitpendencia de par•-t.re>S•e>eternas·d•l·111Dvi111iwnto en peqÜÍtfta 

esca1a es a tra~ de la viscosidad v y la t.a- de .rier111S.a 

. ÍllÚ111inistrada, &. Eicist.~ cOlllbinacian- Onicas de 111ito• paramet.ra5 
.. .. :.-·~--·-· 
... :;p.~a.Qbt9r1er 1-a• ÍIÍlc:;ias de. lanoHüd .. y veloci~ad. 

·\,¡,,_uiahi;~~::¡·:c"·:~~¡· ;¡;-·-~·~~~~i~~~---~;.t .prCitti-.. ... de 'já 

·. ~u,rbti11tn~ia. l:'.;¡mct'ai,¡..¡,fit . .a ·~an• ia · nist::wnl::la ·de .:da. 

1iit.~;;'a1as 1n11u•r:adcis, uno dit lo• .. ~uai~ est.6 . ca111p1etamerit.• · 

determinado por el par6-t.ro &· Cdeno111inado int.ervaÚ> inercial> 1 en 

t6st.e intervalo el procesa dominante es el de transferencia d• 

energia de lllOVimient.os de escalas mayores a las de escala• 

menares, en· donde ·la ·vi•cosidad no Juega un papel impor.tant.e, 

'·•·• la conversión de energla mec6.nica án calor por efectos de la 
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viscosidad •• despreciable. Un segundo intervalo, donde la 

energ~a transferida es convertida en calor por efectos da la 

viscosidad <denominado intervalo disipativo>1 dicha intervalo est• 

caracterizado por los das par6metras ~ y v. La existencia d• 

dichos intervalos y su separación se postula para n~meras de 

Reynolds suf.icientemente grandes. 

Las hipótesis una y das permiten ••cribir 

.. ·. Du. <r> ~ ,v; tt..L,<~171>, • ~ ...... <1"'171> • v: .,,w.a. <r./71) •. 
' '.. ~ . ·~ . . - . . --

. danda ia;. .tt.Ca1as i:Íll lan~itud :"1 .Y. .. d~F valac:tdad vYi •a atitien""I, d• 

.·la• par6ÍMttrnllÍ 6 y " par di..ntílanaltdad 1 

'> • <vªl•>M. • v · •. <I••).,, 'I' • (l'I•>.-. ,, . • 71 

La• funcionas "u.1' lt....._ san .univ9rsal- cOIM> •• requerido par 

·1ahip6t-is.dol auti:ipriiurvact.6n. 

Par•. r «:'!to. dft.rrai l•ma• an sarta ·da TaylQI'.', 
: ~:'>. 

-.-. . .. , 

Par• .r «)•~· 

l;:(k) ... 

su sl!'ncillez y 

verificacidn eKpP.r'imant•l. 
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J:V. COMl>XCIOHES PARA LA ElUSl'ENCIA llE LA AUTm'RESERVAICJ:ON llE 

Para que las intervalos de energ1a e in~rcial estotn separadas 

par varios drrlenes de magnitud, '·•·• que la escala de lanQitud ~ 

<conocida coma longitud interna de KolmaQorov> satisfaQa ~ « L, 

donde L es una longitud macró&cr.ipica carllctar1stica del fluJ.o, se 

eJCi_Q• un n~o.da Reynoldt> •ayer que al requérida para que 

aJCist.an. La,• :i.tnplicac:Lon••. sobre•; al o.ero de 

:; .. ~~1..i1a.ii. .· .. -. ~or l,a ·h:LJt6t.~i• ·•~de·_-. _:~~•ititc¡u~pbrio 
R•!:vnolda, 

'•' ' 

requiereó para la axi•t~cia de l~• int.ar~aiO. ..... ·-

[ W. ] •. • (Ra > -• » 1 » ~ • 

dond;;. Ü IÍ• la va1acidad . .-ella. 

La s.paraci_ll5n de ·1._ ·intervalo• reqÚitÍrit una cand:Lc6n M• fuerte. 

···--~ \f l ;» 1) :-·

\.;·d-"• cui.p~¡~, '1~~ 
CRe ,-..::--- 1 · .• . L . ,.. 

Para ob..,.var un int.arvala inercial apreciñle, _los di--di.nH 

Vé c:RXTJ:CA A 

La hip6te•i• de autaprasarvaci6n para al espectro ·de •narQla 

fue verificada por a1Cpari1M10t.011 realizadas en tdnel.. de vienta. 

__ Los e><peri111entas llevadas a cabo por Townsend U9SU, Uberai 

<1963) y algunos otras autores par1tetin estar en conflicto ·parci_al. 

La siguiente figura <Fig. 16·) lftUestra la depe;,dencia emp1rica 
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entre el cociente E:t(kl/'J)U: y lJk, repqrtada por Stewart y Townsend 

E (k) 

---!...a-.., "'n 

x/M UM/v 

2625 

52l50 

.O 0.1 0.2 

r•n\ee: ........ n.~·-- de. ,.,. 

·ae~ño\da; · [~.;~;~~ .. y ~'c.~ria•ndo ,_:sfs:¡"J~ . 

. p&ra valore~ de··~~). o~ i'."we observa ~n co.PC:.r:-t~llii'erit.;, 
Par.a val o;~. de .klJ < o. l no se. observa · comp.ortami

1

n~to' univer~~i:':.'. 
De est~. an~lisis se siQue que para klJ > 0.1 y n4mero da R•ynolds 

·05uH.c~~nte...,_t• .Qrand• se tiena •1 C0111Porta111iento .. uni.v~r!!lal 

.:',predicho .pár.:::KaliftOQ~áy~ ;:~~~· .. !"~HO cOtilport&llli•l'.ltO Unt.v.W.sal fue; 

c>l:(~ilfvadc( par '.~xperimentos . p~st~riora·· ~~r~,:·:~~~óti· Riit~oüta · 
niodar:-&dO» y :val~rH d• k.,, aufi"ci~nte~ntl{ p.é¡uttftos~ r.PartiadCl. pnr 

vaiores para kl). > 0.1 na permiten ••timar al Qrado de coincidenci;. 

da las curvas donde las valores del valor absoluto dal· espectro 

son relativamente pequefto~. 

Experimental.mente las funciones de estructura · tienan un 

comportamiP.nto autopreservativo. Di~erentes autores han reportado 

81 



que la hipótesi~ de autopreservar.ión de Kolmogorov es observada. 

Experimentos hechos en flujos turbulentos naturales en la 

atmósfera y en oc6anos, caracterizados por n~meros de Reynolds 

mucho mayores que los obtenidos en el laboratorio, reflejan la 

validez dP. estas hipótesis. Van Atta y Chen <1970) realizaron 

experimentos en la capa superficial de la. atmósfera, sobre el mar, 

e hicieron mediciones a diferentes alturas par.a .las funciones ·ne 
.. . .. 
es~r.uctura, de segundo.·)'. tl!.f'..l:er' orct•n lFigs •. 17 Y .. 1~>., 

10• 

10 o 

1 .· ... · : ::~10•: : ~ .~.~ ... , .~1oc..· 

·y·.······ ·>:'~-~.~~·c:~.!···;?:1s~!~i~1:;~~:!~if i~~:~;;:E~~s;1~;~r;:_?~t:~···:zsf ~':: · 
... .. • ••~·•-•• , .: .. ••··"·"•-. ••"'"" ... -. \\•n•" ••"•"'•"'•.:.:·a;...•·' L•~ .o.~ .. -.._ .. o.: .. a .• · ~· .· · · --· ·" - "·· · .. ~ - · ,_ 

FMisten muchos trabajos que confirman ••te comportamiento 

<l'lanin y Yaglom, 197S>. La formulacidn espectral tambil9n ha sido 

ampliamente verificada experimentalmente. Tsvang et al (1963) 

realizaron flMperimentos A 300 m de altura. Utilizando la hipótesis' 

'ié Tci.ylor para convertir k = w /ü , donde Ü es el promedio de la 
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componente horizontal ,obtuvieron el espectro E:,.,a an."J.loQamente 

·'º 
. . 

FÍ.Q• · 18 •uno\onéé ••• ••'-ruot.u'P'• ••" t."•roer: •r••n noriMo\..\•_._ oon · 
.\4'9{ eeo•\.•e 4•,Ko\-.worov C v•n At.'• y chen ~11~0> lo -........ , ........ '•:•'·-· .. 

p~¡{ia c~iwp~llnt• harii~~ar~·;¡ <Fit¡• 19> • · :> 
;;:;;;:.:.',;'.:;;p~- t:~i:~;;~~!;:;·~1-~~.·:º.-.·v.':'.. l.úr!;i• · .r.:;: .foru · indltP•néli:lintlli ·_· ~~:;'. 

'.:··: ~~~11~ -d~ 1á-·Hldradin6•i~a ·,t~~~ii¡~,-~~~:~"~~¡J~:~f~~\¡cii~-/ · :."· 
."·.:":~··:;..:';·\·. ·-~>·,- ' - ::..... . ··:.,.· "·'·. '· . . " - .,.,. i"" ., .. 

~dn~rth.;Ei) -t~ ·~~~-~do ~as .~~~ú~·!í~·::ifíti~eric:lí~t:~/ '•· 
ecu~cl.~.- d• 

.: 
el von 

·:KA.-11\An.:._H~~.,arth· ~!I _una can••cuencia directa de la -ecuaci6ri de 

,:,~"z;~~5~~rr~~~f~~~~~:i~\~tE~~-1',': 
isatr'apS._a 1ae:·a1:; 'la KUaci~:Í~~;;. apli~arH:!SÓlo ~- . Ún inter:va_la, .. 

::' ~~,~~~;;.~:.~~-:·:•:._ .. P~i.;;;··~~il~&r ~~~'..-~-1~~S>~. ·n_itC.s.r.¡~:: 
~scribir la' .. 9Cuacidn de v..;n· KArlllAn-:-~th en t*'•ina• d• las 
~uncian- de correlación 

D&.&.<r,t> • 2B..._t_0 0 tl - 2B..._<r 0 tl 0 

o ...... <r,t> • 6e ...... <r,t>. 

.,,.';,.,: 



resultando la ecuación 

ECV> 

•ª • Cc:m _/seg l 

19. ••••oho .... .:;..1.-n•i.ona\ ·:•• ........... ,.,.;;.· t;i;.r1.'at.n~O.\ · 
cu> :y ·ver, Loa\. ·cv;::, de., .. v•'•oLd ... •.•~· vL•n'ó· ¡,; ... r. • .at.; .... .;. .......... . 

simndo c:.una constante. L•• funcion•• de estructura obtenidas de 

1·a teoria de t<ol111ogorav no satisf·acen 1·a ·.ecuaci6n de van 

Karman-Hot.iarth. Los t\.-abajos de Heisanberg, Obukhov y al.Q~_nos 

otros autores parten .da .la acuac::idrí. de, van 1<6r111An-How."rth y, bajo 
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ciertas condiciones, recuperan la l•Y doa tercios de Kolmogorov. 

Par otro parte, l'a teor.la de Kol111at;1orov no se puede e><tender, 

al menos en 4orma directa, al caso d• .turbulencia seca tviscostdad 

cero). Las escalas de velocidad y longitud dependen de v. El 

limite de viscosidad cero debe de ser tomado con cuidado, y tanto 

u como & tienden a cero. 

espectral E<k> ~ k-a. 

El 4lujo invlscido presenta una energla 

l<olmagorov tt96241,b) y Obukhov 

: ; d•••rron aran< ~0rrecc ,· Cl!I•• • • l •• anti ou•• •df'.'91111 •• que aan no 'h~n 
-~-,\' .-·,., ·, ;. . ·~ .. ---- ... , 

'-<IÍ~~-~a,.•··.~~·j·:v~!.f~-1c¡C1•_ii¿,~r~.~~ • ...,b~~né~~·· ... 
Pl)r otra. par,tllt, lcltl rnu1~41dos d•')il tlioria ete'.Ka(.acjaro" .ari 

,.,~~p~ttbl•.;. e~ la ec:uacldn de van l<Ar11161i-Howarth en •1 -ntida 

:de qu9 ·no la sat;t•4acen. 



;, 

- -..:~ 

. .:,~ >.' 
:·,. ',_• 

;i<r~~!;; ... ,:--:·. 
'-···;'.l';• 

.. CAP 1 TUL O e 1 He o. 

En ••t• capitulo•• 111tmc:ionlaf\·br•v•llMln~•~ i:ttro9 íitn.faqu•• d•l 

probÚlma_ d• la -tW:bU.l,ltnc:_ia. TalRbl~, br•~t• s• ·_..ciona la. 

teors.'~ d~,'..Land~u ref'.f.~~t:• a la· tr•n•ici6n a la t:urbulttncia. 

•• irÍc1~ve ,un resu1119n y ~;;,nclusian~ Q•n•r•l•tÍ. 



Si se escriben las ecuaciones de Navier-Stokes en t4rminos de 

variables adimensionales, con escala de longitud y de tiempo 

t2/~, el t..-mino no lineal aparee@ multiplicado por el n~mero de 

Reynolds. El n~mero de Reynolds es un parAmetro de interacción 

inercial que identifica la no linealidad de las ecuaciones. Se 

pueden usar las tt6cnicas diagram .. ticas y la teori.a de 

-perturbaciones para· analizar el prciblP-ma puP-<sto en t4rminos dt!! 

una's':!ri~ de!· pot.@f;cia~ en el n~,erá~ de ReynoÍ,cS~. Este . 1:~p~> d~ 
----~ - . 

'',. . :arí•i:is1s ·11 •. ~611do :a-c.n· para n4-ros da:,Rayn,01ri,s:sgránclfl~.~ ... 
: .. .· . .. 
.Utoand.o la ecuación de Pois:Son y suponiendo una .fuerza F 

> 
so.lenoidal 0 las ecuaciones de Navi.ar-Stokes. pueden sar escritaa en 

la fornía· 

. ~)~ .. ~ n ~"o•tj<~_ •. >~J .. '" 

:.:·~ .. ,.~·~iJ"""~ .. ~,>~_::c.~1 ~s&Qund-o ~~~1ric>''.'.da1·· 1iéia ._.,, 

pi'.ietil!!. s~ -~-...~~to it;'.i iiii:. forma 

P~<~,11)uCll<Í11 1~tJ<"1 > = ~~t~ 
dond~_l1 y 11

1 
danot&n puntos en el 

;Pt >v <H ht,..<11,ld~ ~: 
1 ·CI .··A ,, _l. l. 

e$pacia-tiempo y •• .puede 

verif.ic;t.I". Olanin v YaQloll\; 197~1·:·r1.1e P~ e~ ª\ resultad~ de la 

·- aplic• .. c. i. dn-. ctel oper~d«,,.• .. , ,..,;• ~~':;.:~§~é.~-~iii{L~:<t'r~ etiF-itéflffíi .··ar, 
.~·· • •. - . • ! . ;J !·~::.11_,:·.f«:\~:, ·'"'"•' .. ~.-- .<,•: -~ ''':"·· ... ,., ..• 

prc~¡ag~cl~' d~ ar"!íf~<"'·"·) coma "iai' invB:rao ; 'del operilti~'> <id . ;, 
'' .H'>·~, .· · .:an~id~¡1n~l3- .. un Ws~~~{~é i'iii~~ito, ·._y con éª~\ci.on~~ ·• ,: 

inic1a1es ·cero cuando· t --'.'"'•··. e1. ol:l111r,aclár püede .!Ser r.Pr••l!ntacsá 

por 

donde 

·at"I = <2~-· exp [- 4:.:] E<tl 

y .la f•.ancidn E<t>. e!I it¡Jual a uno pa,ra t ó!l: O_y cero para t.< o. El 

ª"' 



.. 
resultado de aplicar este operador a la fuerza externa F se puede 

escribir como 

CO> 
G<M,M,.>Fj<M•l = uJ CM). 

Con base en esto, las ecuaciones de Navier-Stokes se escriben 

coma 

uJ<M> = u~º'<M> 

donde aj, = 6,_a y no hay fuerzas 

.t•mino. resultante del twmino no 

externas. 

.l~neal 

Como pafll' es 

de las ecuaciones 

;.av¡er;;:~tokes y dmba ser del ~et.,,, del noiliero de Reyno°ir.ts 0 R. 

'oialu~-~~ pu~···-- ·eocpr~sada lm .•erie'de "l:Íotenci~iÍ d;i nO!ft•r::i:t 
Reynol ds" •scri-bi enda u.<"> . ·~DlllD 

- . l . 

_:vs<"> .. 1.1~º'<"> .+ u~º<"> +_u':<"> ·+ ••• 

el 

de 

·.La 

-que sustituyMidala .en la •cuaci6n ant--iar . y ordenando ti6r'n.ina5 

del misma ord•n en R, conduce a. las pri111.ras das ecuaciones 

. ',;! }~:::f ~¿:;~~~t~~.~~~;~~;!~;~;t :. 
(1961) Usó la tKnica diagr:autica para repr•tl•ntar estas 

Para 

•.·.·· _ª111·.·.·ba: ·2.~n·.-.r_t-.:~_a:":.•.:~. t~e: __ t:_ :~"~;~~.~~--a·;·: . -d~.~-~~f._.:ar .•. -. -..•. -.~_:.~-7.Q.:····· ra_ ·n·_··.~ .• _·1:_;·.:. -.. ~:ª·:e·. ar~·:~;tf;_~,-,,t"::-:.~:-:; .~.--;:,,; 
... ~ ., ordÍH), .sui).rier~,;.-!;I~ -.. a 1 a•· usadas c • .., '.';' 

:i ~~-~:~;i~.~., ~~~1>~~'.i·~~-lit~~si;~~ó.; .: ··:··..:a~ .._,,t·6:frlt'c.~ ... -.· d1 -~~~~~i c.~Y~~ :» · · 

.... ,~._ ::· - . . :. · .. · ; . ',: ... 
cámpl~cadas y su_ aplicacidn, .h• sida .cuestiónada CLN, 19615 'v: 
Beran;· · 1968). E•te Mtad~, .· sin •llÍbargo. ha. conducida ·a ecuaciones 

que ·púeden ser derivadas en una forma completam•nte. diferente 

<Kraichnan 0 19!'59> • coma es el ca!'la de la apraoci111acidn de 

interacción-directa de Kraichnan. 
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Kraichnan tomó en cuenta P.l carA.cter no lineal de las 

ec-uaciones din6micas, para proponer que las tres componentes de la 

transformada de Fourier de la velocidad, interactú~n directa e 

indirectamente a trav•s de diferentP.~ números de onda. T~mbi6n1 

supuso que las interacciones indirectas son despreciables 

comparadas con las directas. Es por esto que la teorS.a recibe el 

nOinbre de aproximación. de intP.racción-directa •. El trabajo de 

.KÍ';aic~~·n es analiudo 
.. ··:, '~ 

y criticado pc:ir .muchas 

áut:c>r'e• '<pr,ouéSinan, 19621 B•tchº'lf• 19b6 · v ~l9ó7Í o~erteti',. t96~1 
~ - -·~ 

Ck•zaQ' 1970 y' Phythia~. 't96Íi>. 

·Ni Ít•t•• te~S.as, ni la• anal S. ti ca•· permlt9n consider•r. en 
. . 
~nrmia s,,Paradá la •volucidn.ant:~· la• ascalas pequafta y Qranda 'de 

la t:urbul9"cia, .:. •··• no .•liainan · l" int11raccitin directa entre 

.. ~léh~s .. calas. LA ••éJunda · ii51ro11.i•áé:ldn dal ín6tado da ·tllcidalas 

;~,;~~t~AstÚ:aiC:t del .. · q\J~ : 1 a· api-:'.c;ié 1 iií~~160{da < 1 ntaracci órl:.:di recta : as 
.,_,, '· -':· 

:.· itt. p~~_i¡l.r~- :~u¡ac;1~.>,• cl~r-rol ~~dia·Par:.'tc:riaict'lna~. ·<~9~1> .. ·ti.ri~•: a1. 

•i111110 driec:t~~ · La·. far•• •• •itnctlla <K..:at:C:h'.nan, t9Mc> d• 

euiiiinar -t:a interac:ci~ ••·tntroductando un cc:irta artiHclal 

lali &cuaciones de Nav.i•r-Btok••· E•t• carta la 
.~. - . 

:~.int~acc·i~;·int.r• la• C:CJ111Pon•nt-. de~four_i_at: d• la. velocidad can 

······.·~~~::1::t.~!:lc!t ~¡:·•:::~t·~:::q~:.!:~~::,~·~::::;::-~alla~ ... ·······~·i• 
.,,. . . ·. ' .; ' . ... . ' ·~ ':. ' . --·· . ' . . 
Postariar..fttit al •iSlllD Kraichnan <l9ó5b.a t966a;b> . us6 1•. 

... . . ,,·· 
invarianci• .galilaana para la clírrac:lí.u~-. de ... ·ras ·•cuácionas 

dinAmicas '90 la aproMimación de int•racci6n-directa. Esta 

apr o>< i 111ac i dn fue llamada d• historia-lagranQiana d• 

int•r~ccidn-directa pnr al propio Kraichnan. Esta aproMimacidn es 

bastante complicada, lo que le .obligó • introducir un 

procedimiento no ri,guroso para simplificar las ecuaciones ... Obtuvo 
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un sistema cerrado de ecuaciones cuya validez no es clara. $in 

embargo, las caracterS.sticas principales de las flujos reale5 

est6n reflejadas en los resultadas obtenidos par Kraichnan, en 

concordancia con los resultadas obtenidos por Kolmogorov en 

turbulencia localmente isatrdpica. El t6r111ino 

historia-lagrangiana es usado debido a que consideró la velocidad 

en coordenadas lagrangianas, en vez de eulerianas. Las ecuaciones 

obtenidas en este enfoque son obtenidas de forma similar a la 

utilizada por Wyl~. Kraich'.nan; ha desarr.allado. sus t:eclr1a• ··"" una 

•·-·· e><t:iH:isa. serie de a..:.u.culos~ · En .t:..:111inos gener.ales.·;1,os r"-11.t:ados 
''J.')' ·.· ... 

otÍfíiíht'do~ por .Kraichnlin sé:in-' 1oa'''.clecíudctcHi'.d• lÁ ·i"°'"s.;a localtii.nte · 

i•ctr4pic• d.e KolmoQarov. Ea tos enf 0ques un anAliais 

111ucha .as cuidadoso V e1<tenso que al aqUS.· esbozado. 

i:x. TBClllCAS~ . ...o m ~me-. 

.• ~~;.~.~··.~ll~~i:'''''. ~,_P,.~~~d··~~~~- cua1 "·· ~1 tt1>e> ':'lt .. ; r_Mlu1t:ad~~.J ..... . 

cqu'e•si!'ítldllft· ObttlnlH':'s.•t7 • .¡.. ut;iii~.;,. ... las ··t.kntcÁ• 

. ' 

El concepto de viscasidad aparente en la tltar-t.ii de J. 

Bau••lnesq hace pensar en una renormallzacldn de la viscosidad. 

~af.'ti11nCÍC) de l .. 11el&acicm.lttl de Navier-Bt:ak .... c:an una visé:otilidad 
,.,,e-,. 

.. ·;.;:·;·.~e t~.:·~Y·ll~·· i~.9ci"~ :;'~1i,c.V: ... i'~• ~- ~t-.:n11:iis ... ~wál•~.•~ .•d".'1: .. :jf~~r,.;q,o .. •. :.dl!t .. ·~;.'.'.>. .. • 
•renar~i,1,zact:dn dt;n6iaica P,•r,• ~t~cu&r;.· .el >:c~ar~''''~~t,o ::~~ l• 

crir-r-e{A~·.i·dn · dec·-· ~i.a v@focidad.. ·cuando una ·~:f_uerZa·'.-". · .. :~¡·:~~~-~ie :'..~~-- :.;·,, 

apiie~d~.; Usual~ent& &e cansldlÍtra un par .... tra. pÍitrturbAtiva ;¡;~ 
que· evéntúalniente ·se har6 igual· a ·uno. Las 11euacionea de 

NaviP.r-Stokes para el problP.ma son 

• ! ll. 9p + .. o~ + F• p o 
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que Junto can la ecuación de continuidad 

v. i.t • o, 
son las ecuaciones que rigen el comportamiento. aan en turbulencia 

completamente desarrollada. Para un fluido incompresible, la 

presión puede ser escrita en t6rmino• de la velocidad utilizando 

la ecuación de Poisson, las ecuaciones de Navier-Stakes se 

escriben. entonces en la forma 

;-·, .. • . d~.,~- •z.;,;._ .... , .. ~>•,!l?-.-"-: 
Oad~ ~n~ .fu~z~ aleatoria : - •llPllr'A ob~en~ 

del. iliavt·•tenta• La definlcl6n d• la ofu.rza - la qu•, en Olt:l

in?lt&ncia, dwt:W:iitlna 1•• caract:erlst:ic~•· P. c. Hartin y c. O. 
··' - .-• 

~inici" pa111t:\1llln que la vl•i:asidad .. ~ •• •1 resul.tado d11 la 

'.eÜ111inacidit d• las ~e;. C::an~; ñ~a d•·; anda' k 'lfl&Y,Or .. q~· •1 i:le 
>~: ~-;)~V~:·;~:~· .. :~·:• ';:;' :.::· ~~· .. · ... ;.• ',¡•," '.'·:~::,:~-::. ~-

•' ·.··•··. /'.:;' .. ' c:'t·~-- -¿::.-' ·.'! ·;~as~t:itf"'tl14~. &dic_ip.;~i a~ iaü~~i~os .· de;:-· 1·~;.;\~t~.~i rt~~~-~: '" é' 
.-. 

~- ' ·, ,._,._ 

F.1: parbittra i~artill'lt:lli. - ·.•1 ri'-9ro d• RtÍynalct•~ 

. -"'.·-:, .. -;_·,.-·-

>." 

A 

-'L>·, ,_q 

IÍMldlda ' 

que -t:• .·. au•ent:a, •1 n(Maero de modo<a excitados va· au-.nt.anda. Las· 

_IÍICldas _~-ti• - l'l!Qmllra d• anda · p19quefto · ra·U¡¡Jan .. 1 as prr:tpi EHiad- -· 

_,, __ .: .' .. ·;i~~t~~-~-~"~~.:t::.~~~-~!!":?.!':~~: .. !:·~~~~ · it~:"°'""'ª · da •aní!.ª·:Q~anifti ~~'.,:~ ~ 

···:?.• .....• ···:;;t.;~11~.~:::~~·~1·:;~Zi.:::~::~.::l:_··:~ft~~rt·;·~j~~:,~;!r:J4}~:; 
,,,._.,_ ... _,, -«·... . .. 

.•... Par'. K~~-,~~~' -~-;~.~~tt- ::lt~-. >ª~~-~ ·.- lc~•f.~:~.:~~l~dÓ- .~- .'~~~;, 
diiaen•l6n i::aracterl•t:ica d•l <fluida. '-'tilizando arQWnéritO. · 

dlMenaianal_, •1 nO..-a -d• ·R•ynolds •• pued• escribi:i· 

y 

R· • •.._k;-1v, · 

E<k> .. k.i-ª¡d•r •'f.1 e .... <O> .. •_.k..,. 4'<ktk
0

,R>. 
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y si existe una región inercial k
0 

« k « k
4

• se espera un 

comportamiento univer~al para el espectro : 

E (k) ""' .,..,.k....,.Rª (k/k
0

>µ/• 

Si la disipación iguala a la energia suministrada 

independientemente de ... y R0 la ra~i6n inercial deba ser cortada 

.... 
I dk ... k.EUd .. Pk~~ .... Rªk::---#-, 

o 
R"' deb• nr una 0 v 

·:··· .... ....,.. 
kd a .R . .tc0 • .. --

Para· deducir el nqu ... d• kollÍtaQorov •s n.Cit'aarto ql&• 

o Cuando R t.iend• a·inflntto0 ta ecuaci6n U> dabil ser. vUida 

para µ paquano o ctira1 

Ú> Et"riit.ultado - ind9t1andt.nta•· r.1e· 9 y ~• 

........... Íc » k~ .' dtiflniCSa por 'c2) 0 E'(lé> decae r6pld...nt.e. 

"&tt J;Üidiiri·'~slar- t:kni.é•s:.'· del v~U.,a; -'dit ritn_ar•i11zaet6n'•.para 

'~;.!it'.iéir ~1 ~~-· 'd.t'.lca1~0rov~··· -· ca•· - ·1d9 .. _b6111t.c:•• · c1<üQ\lt. . v 
Wilsoh~· 1962> san 1H' s'igutwnt.nl ., ,~. · · 

t> Eli111tnar los vóf.ttc- o ret11Dttrios lliayor- ' Hc:a1a0 - t.Dlllándo 

"" C::uant:a · tiu e-fecto 111odific.and·o le fuerza y el acopta111tent.o de 

. ,, .. t~.r;~~~-~~ ".~~~"~~~-" ., 
.. , ~-~>, R~91i~•lar. para q':'~· ttl. !a°"° ft• ~as· ~~l~n~,r•,.~~~t- ., ,,, 

. !"ªY°" ~w.C::ala tenoan •1' ~~ d•. tas r..ali.nO. a11iiii;..;adas: ~\;ir el 

.... ·e<fect.o IM:lbr:c• .la v).acosldlid .,. 
. ' .. , .. ' 

((t) Repetir el proc••o ad inflnit.um. 

Loe resultados déópenden de la· -fuerza lileat.orie int.rodui:t:da en 

i·as ecuaciones de Naviar-St.okes. riartin. y Dclillinicis· < 197B> 

obtuvieron resultados para qu• son 

consistentes con los result_;..dos obtenidos por ·'-Kol1110Qoróv. Este 
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y o;oi eKi•t• •Jna región inercial k
0 

« k « k•• se espera un 

comportamiento univer•al para el espectro 1 

E<k> .,. .,-k~R.<klk0>W• 
Si la disipación iguala a la energia suministrada 

independientemente de v y R, la ra~ión inercial deba ser cortada 

' ' 'º' 
.. w- d_.~_-._~_),_ •:,~'.'~• i·· 

. -· ., ~~ ;'-. ·, '"-. ,., ... --- ' .. -.~ ,.,. ' .. ·;_,, 

,:_··:',;,'.'·" ·. <~~~:~;~~~E~~~·~;:•":/:; -1'::-.• .. 
···· Para iti.ducil"~ .et <.t..qu.U t:itít" KoiiloQaro.; 

•, -· 
-·:··· . ·:~.~ 

::::.-... >.~~;,._ 
. 'f''f:· '~ " 

•• -r,.t~~~~º ·~·~--
_,l,éUan_da ~· uendÍt a tri>f.fn1ti:t9 la .Cuac16" cu deb•. -

"r-- .. , -.-.· ...• ·· ':.·: . ,, -. 

para: ~ pltqu • ..i:; o Í::lir,al ' · 
,,) · to. Et''~iHiuft~~~ ~-lnd~:..,dlllf\tw\d• • y 71 ·' 

~;¡,,~¡f11;B~~;;ll~~~~~~lt~~;~:;~f. 
·· · ·ti.1"iti0n', n~z> -~ l al( ~iaut9fttl!tl• : , .· •. . . '· • ·::-::·,,,, : ..... 

Hc:~l••. t.a.ándo 

de Navter,-stokes •. .... rtin y Dalllinici• Ct978) 
. - . :, '~- . 

resultados par; a >fuerzas" son 
., .· 

,· ccn~i9tente6 can _1,oli reaul tados ·Obtenidos,, par .. , KcilmaVor'av~ . Este 
," __ . 



en-foque merece·un anAlisis mAs cuidadoso y detallado del aqui 

esbozar.lo. 

J::n:. TRNISIC:XOH A LA TURBULENCIA.a LA TREORJ:A IJE LANDAU. 

BAsicamente, la teoria de Landau propone un modelo en el que el 

-flujo puede s~ considerado como un conjunto de osciladores 

elementales no lineales que interactóan entre si. La energia 

· ... ,uministrada produclt osí:i1 .. aci00as autoa1<citadas. Al ir. aumentando 

· ;al ·~-~º,da· Re~"~id•.·7'fari•·apar:',eciendo'n~ltv.- freéúitni:ias o 

., . '.~:~;a:,'~1;.: 15i ~t;~~ :: Ü .tur:bu~ af1c:t~ : c~~,~~~te ~~ir"j1 ada •..•. 

·.esa ún n~o ini'iriitcJ de ·i'r.Cuandati~ 

'En ·principio~ d.;be aic"1stir una sa1ucidn ª ·las prob1-.. dit 

.. fi'uJo visco&o indepencÍiantvm~ta .del nt:Mlero .da Raynolds. Lo• 

. ·u~.:los que oc:fu:"r~ en' la nat:uralmza,: adHA• d• ... utisfacW' la• 

·~: ~:~t~c! ;n,7::j)k·~~t~~-·n~~·,·c~ij~ ·~/'. ·:~~;!1 ~::: . .· :.~ ,;:~t: q~'~ .;/~i ,' .. 
· · aparec:an, pa~uan.l!i p11t1,1rb;ac1 ones ·'llf\ •. 111; "~l. ujo0 · deban";;desaparecer : c°" : : ·• 

3). :· ril,~;(\i~p~,;;·~%t:;~°,~: .~.1 fi~~~.y~;i\~·~~~.~;~~ .. . ·· .. :·:.:~.· . . ... . . . . .·: · ... ':': . ' 
.. ,.. Par::aeica.linar' el' ca.P~t:a111~9nto d.• .una, p9C1u~i'.:1iuctuact6n ~~:: •" 

en un '.-flujo 11staci0nario cár\ velocidad ·3 ••• suaütuye ~ - "· + ~~··· 
en las ecuacioí:tn d.it ~vi~,:.Stok&&. 11Um:inando 

:·~~f~lf ~~~~;;:~~~{=:~~~;; 
~tp~·~,<t • ..'.'i.,~·9>t{+ (,.~..,,. - ~ f~:;~·~.~ 

En · priinera aproximacidn · dwspreci.- 1tl t6r'111ino · cuadrAiico 

<'.· .. V>'•· La :conÍ:iici6" de -frontera es que ~. •• hace cero an 

fronteras ~lidaa. ·Estas san ecuaciones· lineales" para las 

comporientes··de· i. cuyos" coeficientes dependen de las coordenadas,. ·• . . . ·. . . 
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p•ro no del tiempo. La solución se escri~e como una suma de 

soluciones particulares en las que la dependencia temporal de 

es e-1.v\· dondP la fret:uenci·a (o) es por lo gl!!neral compleja. Por lo 

tanto, si una perturb~ción tiP.n~ una frecuencia w con parte 

imaginaria positiva, aumPntarA eKponencialmPnte en el tiempo. Los 

flujos estables tf'lndr•n. una parte imaginari·a negativa. 

EMiste un valor cr~tico Mal n6tllero de Reynolds Re• por debajo 

rl•l cual ·la parte im.-ginaria ·de las· .i'l'.'~l:uencias ria las 

'.s1~:~••rbit~1~•!11 ''.t15.ine~aü;Ja , w ~- ·~ ~· }r¡• · r. <;_:?·. Fn. e1 no~.rá ' de·· 

·· .:;o~ltvnC,ldir>.cr#~cci,:~&'.partlt •1tll;tíiain.,.ia .• tit t.aclt.cerci~ .h.r;e. ~~Í~~~' 
un . paco .arriba del val ar :cl".i~~~o ,_ R • ~~ • ~. potlitJ vo; p~o 
pequlitlo, de tal -Forma qüe •1 valor .. dli r& es peq\lefto catnparado. can 

fil~ > 01 la fluctuación - de la -far-, .. 

. ···, 
·:-.··' 

i~,.; A.<t> i'<K,y,z>~ 

·~ ... 

:·Esta .ecuación es v61 tda para perturbác·¡·m,.. .pequel'fas comparadas 

, \',. ~~ e~ ~lu~~ ~-~ ,º" esta, eKpresi.ón Se ab;ery~ que la· perturbación 

~-:§~~~~:.?;~·~~-;!t:~:~~ ~:'~~f-~-~-~1t.7\-~~r:):~:"~;=~~e~~~·,.::.:"~~~~-~~:.:~~!',/.~,2;;, 
.:. cval·aF:etí•pmqültnas de .A<t>~·-1".ar.a .tiempo!S ... peqüélki~·;:· '.jla· -Qnitud dií· 

>>:~;- <;:_;:·~::;~;-·:~;;.::::\:-..'~ ,._ ... ,,~·-_. -:.;:;1_:.:-~\'..~;;< ·. ·-·' .. ::- --~'-.· ¡ -::.-.--·.·, ' _.,,_ - . ~- :í· -, :'-.-;. ;~~~-: .· ;~<.~'~;- . ·:·,·i>~~--
:.. .. :C•Á(t). ·••t• dlitt::eriillnadá;pcr 

• • ~.·:;-,•,• ;-·, • • •' • •' •' • ., ' • ,r• - ·,~•·• 

_:af<l~Iª;~ 2 l"al"Iª• 
que car:responde al. pr.imer tt1r11ino de un desarrol.lo en series para 

la 11•Qnitud de A. El siQuient• tt6rmin.o conduce a la ecu•ci6n 

~ IAIª • 2 7,elAIª ;-- alAI' , ca :. cte. 

·'·.' _:;.; 

. :.~ '. ~} 

,:·:· 



Se postula qu• •l valor de a es positivo, lo que para. . flujos 

alrededor de cuerpos parece ser As1. La solución' ·de esta ecuación 

es 

l 

IAf• 

. Desarrollando r .. en serie de potencias de <R landau 

&"ncontró, .. • pr.1_,.. orden 

;'~ .. ,~,. .2 1.t~~;.,t <R~·~c:?~~ .·.·. -· " <, 
, •.•. \.~::~n. C::~f~~~~-""'. la '"~.~jlbUidad .... de .. un· ~·lu.J.o(.P•r~:. R · _;>;·.'Re: _ ... 

.. : iritrCJduc•. un'fluJo no -tiaclánarto ·prÍódi.co. Para •st• .. ofluJa 
·~.~.·- .... , •'.··. ' , .. 

r•.Ultant.il· ltx'ist.ir6 citrá· ntO!nitro dli·: R•ynolds \.critico, 19ayor al 

antlff-ior, par 91 cual"·s• vu•lva in•st:able. La .ecuacidn para una.-. 1:,_• ·, . .., 

p~uitft..,¡:,.t,:turbacldri ·~ an est• .nueva fluJo Üene ;" C:a•fi~l...;tes . "' '· ........ ·, ' . . . . .. . . . . . . 

.. ·.~.· ..... _.·,· .. :.!; .... nt~rt~i~~~¡~i.:sl~:~::;:~j~:f::~:'.'.}:~:;~~-:E,.:~0~~;:¡;.;·····. 
:~·~;:, :'2~·; #~:'.~~ ~'~-~~~~-~bt'i:f Ést,~¿~g~~~~ :~ ::~~.¡~:'..~ .. ·~:~~~~~i~~ía ... >~~~~~5,·~~-· : 
.-V(~: . ·•--.~,~.l&1f.adt> •• U." .n~ero tn-f1n1t,:~; d.~~_.fríK:~,Ctaii. • ii'.'~1i:aJCi resu.1t&nt• .;_ 

· .S un• s~prposicl~ de llÍO~i111ientos ,c~di.stintas -frecuani:tás~ · L.-~' 

t&.1rbulencia. cÓl!lfÍl•t...,,te .. desarrollada .•• abti11ne· para· .. un . nGllH!!r.o .. 
·;_. -· .. ,_:. ~ ,; ·"- _:;/,"_ . ' . .". . '.. ' ... ~ ... ~ . ,: . -. . . . - ; ':_ :·:. . -- . ; 

~':,*~~~~~~~B;~~:~!~~i~~~·:t~z~2~i 
, .. ·c~~le~a~~lt".ct~t:as. ·.~E~ -~~!ecto;,iJ¡.··11cuactdri .;,.·~r .· · •:,. .:,,;;;; 

- ':,,,,.. '"' . . .. '.' ·~:~ 

~ .IAIª • 2. YafAflf. - álAI• • . . ~: 

. " 
-ta basada en la supos:lc:l.6" de que iQnic-nte una P•rturbacióri 

inestable s1trA axcttada para pequl'los valores d• R - Rb aOn cuando 

muchas da t.alas. perturbaciones, puertan existir pára 'R· >.Re• y las 
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interacciones entre ellas•pueden ser de considerable importancia 

<Eckhaus, 1965 da una buena eKposición de la inestabilidad no 

lineal de Landau). Tambii6n hay casos experimentales eKcepcionales 

de inP-stabilidad hidrodin6mica1 cuando en puntos criticas de los 

par6metros del flujo, no solo y = O si no tambii6n a = o, el 

t...-mino IA'º jueQa un papel importante <Ponomarenko, 1965). 

'·. F.l <le.f.Cta "'6.s importanta d111 la t.ari• de Landau .•• que na ha 

·sido v.,-H1C:ad11 t.xper.l-;"'tal_,t. en.~ada. las ca.Os, par la que 

; e~; ~~ca~~-~-~;. ~r,~~~~~ct~:; nn:;. UJi·,;~~-~l. Fn.u~·,:~·1,uJc)'. 'p(a~~: ··~·~lit 
-·· ~i•tt~·ª •·u~f·;;ircu1ar ci~'.:·~iil-4111:1it ·i;í:: ri6iii.tf'i:. ·di'/ ~~~noi~:;'· ~,~r · · 
R¿~ dltfi~i-~~ par. 1• t90l':'U U:nealiz_ad• de· -t~ULdad es, 

: .'4a~~~t~t~', inflnito,; .canslitc:ümtl\t~t•; -•1 11a_vi•tento 

turbulento c?iib~ Ocf~rrtr Í:átllO un rnui~adci d• ia t~.Stabiltdad ,•' can 
;:.~Ílp~t~ .:·~~~u;taicion~~'na pequ~~',. :si na· :ftnH:as, t11ientra• 

' - -,' . ' - .-. -.; ' - :"-.< . " • .:.:r - . . ·, -~ . - :. :%:-·"·:,~ ;:. :, .. 

·,,j:;,~~~%.~.;~;~~-;~~f,~~-:~!slig~~:·'.~r-1ns~~~~;.,~~11~·•. un h~r_a ·_.Uy ·.··~f-~~~:c 
;¡:~~~ .:~~·,.~~, ,~,;~,~.,~~~t~'( _ '", . . . · . ,L '.·'.) ....... , ,· . ' ,.. · ' 

· ·...... . ... i:ie~.t~n.t~or1••.··ccltiiD· 1a pr~'u~¡t~;'.¡~--R\141!'11;.N<±~~~rÍtl .. ··c~ú~·-···· ·. 
•·· .... 'y T•Íc~.. _197~), en la qu• .~· . ~~~'llQ rtlli. transictdn a l• · 

:,'.,:'.-'' 

i°#,,: ---Y~1ia:GNls. 
Los 

primera!!' ª".~.li•is ten1an un. •nfoc¡uP. d.-Cr-tpt:lvo, au abJetiva 

prin'cipal .era reproducir las r'!'sultados experimental.e!!> c_uya 

cantidad aumf.ntaba cadá vez m6s. Cada· expert·m11nta era anai.tzado 

en for.ma separáda C:on tecrias for-mul·adas< ad-hoc:.. · Loá ar:gu111entos 
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eran de car6cter fannmP.nol6gtco, y en la maynr1a de las oc~siQnes 

eran formuladas utilizando conc"ptns oscuros. La validez de \o9 

argumento~ ·no puede se.- justificacta a partir de primeros 

principios y en ocasiones cond1Jcian a incono;;istencias teóricas 

serias. La precisidn con la que podian reproducir los datos 

experimentales era uno de los criterios para justificar las 

hi.pótt>si·s. La teor1a de Reichardt es un ejeMplo claro del 

.• ~ir'i.t:u d•. ••t•; en•oqu•~; su•thip6t.é•1. •stan. en desacuerdo cr.in' .. el 
·; . • ·- ... _ • '··.' . -<, •• -, 

·.--.. "PR···~.i>1i,'tc:.ch •.. -•. -.~;Pr;.· .. '.d~'.~>d:s:.··..,/j 'd~n1•·.=.•·.··.~" ••... _ut•¿:t·.'.:··.·1-.:.·_·_ª.,·:.~.·.:I·:.r~_:_:.··.·u1_:. •_-·_---.n.:_.·_ªt:_ ··:.•~ __ .• _.· .. ·dPa·.···:.-_'····.-·1·_•· ••. -._ •. ~;,.~~~~f; '•l ·:»~~':"°-.. ' 
.. ..... :'.':".,, ,_ . . .. ~· -· pre~f!-_t:i6ij con · l~~ ~q"°' 

·,:; - ' ,,,.., . - ' -~"·~:. 

T.;o,:i•• ca.O. la 'itw L. Pra'r\'.~~i~ •: 
conQl ol!iwr.ada Cl UlllP l: dW 

' .. ,. '. ·. 
e hi p6t•sh quw no puect•n 

·. . .-- .·• .·· . :>'_.·' o· .. -

~~-;-.1.~ :supcistci~.d• _9u;1a ·indt~1aua1tdad···v'.ei ;.~to.·d~- los;, 

:~~~"~~~1~~!~~~~~~~~~1~~f ~r~~~~, 
. •< 

global~te; l_a qu• reflwja__ qu• las -~ hipÓtesiti ....... _:no san 
... ~1i~.bitii.-·•fi'f'ar111~ Qlo~~l-~_,En .particular,. ~o• .afecto!!! d•.- la.· 

1r~1111l~~~~~-r.~-~1¡;E1~l~1 
. '" 

t"Ci~t•s •. si·· na ~QreQanda 'ct.,.aiinos' _C:én;.-ecti~~ (c;4~; -.~~~~~~gi'~7:'' 
·-fisica .no ps c:lara. La· tmar1a de•arrol lada par Taylor canÍbiaba la· 

·hipótesis d• conservaci,6n d• mo.mento por una .. an61aga . ,, .- .. .P•ra la· 

vorti_cidad •. Esta hÍpót_-is>~• f'!llsa .,, tres dt.Minsi.~es. ,.Adem6:90 

~st;t. teor.l.a ,.., enfrent.aba cr.•' problemas que· er,n· cciinunes ,;.:.c"toda• 
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estas teorias semiempiricas. La aplicabilidad de •.ma analog.la con 

la teoria cin6tica es por si misma cuestionable. Con un en~oque 

r.listinto, la hipótesis de semejanza de von· K•rm•n condnc_e a 

resultados similare5, esta teorS.a tambi6n desprecia los efectos rte 

la viscosidad. Sin embargo, esta tP.oria aporta un elemento nuevo, • 

de car•cter estadistico, que la hace particularmente interesante¡ 

la hipótesis _de semejanza utilizada por von Kflrmfln encierra. ideas 

univilrsal idad· del comp_orc·tanii.ento, ···que·son fundan_ientalea en. l_as 

··-.'-.~t· •e~._arar:._• .. •_i"a'.::.:.: __ ._·_~~-~t:· t~.·._.pl,~s.i:n~-•c~· 'i'. EP· •• "a·. :1 .. _r__ ____ ·_"".~_-_:_ .. ·_.·t: •. _··_'er_ .. · ~_L __ / ·.•'.-._-_t
1

_ ªen.·_-.·.' __ .••t!~.td·_, __ ,ta·_·-~.-~ •. ,tn .. cacf'1 ~ .. ~::~?!~ . ,,._ .. .. .,· • • ·-~· .::- - -¡~~:;~f~i,!~-~;_5~,1~.é:i:~~e 
pueden repraduÜr dato• e!Cp9ri-nt:a1~•·' " ., - ' · .. · ';/'. ' 

La sicjuten~lll et~~ª IÍr:i ~1 d•sarraua de tearS.as de turbulencia 
"·j,:.-

es _marcada P"". ·la• teorl..a• :estadS.•t.icas .• Est:as:· -t•orla•' ·•stAn 
~···' 

,,. __ ,¡. ba•.-das pflncipias deountversalidad'y aut:apr.t.9r'vacidn~'-Y •lita ••• 
¡; :~~~ .i . .;..-~i;~~iÍMtn~~ 'c1istini~- al tl;Rp1.~da ~ · la~ :;·t:•ar¡as • 

~·'._.~_:_:;_,_:_}_;_:'..~~~~i,~1.~~~Í~.~~,.!(~.-;~Ú~i~.:_'._~-.).~-sc•_,_·-~:-~_-_·_-_:_•~-~-_._.J:~i~b;~c,ian._,; __ ,_:_-,·_,c:_·,-_,,_-,:_·,·_,_. __ h_-_-_._-_,_·~c··_~-;_11,: __ .&..,;_~:_·_i..••_-,:_ .. -_•.·.-_d;·-·-'_-_ª_~_-.-.--~~i_--.·,_;{•_._-.• __ ::. __ -_._i·c~;1,tt_r __ ,_~a'.':_'_:_._'._,.t_._:_-d:;. ___ :_._:1;_•.~_.'_:_,_-;_•._:.· .. '_:·_-_:_· ___ ·_··:';·: 
~-:~:,.~j ~ ···c~~!;~:·,:·_,,;~~~1~~~.~~,.,:··~ ~!~ _,.. ... :~~~~<·: 7.. ~· .... __ __ ·~ 
~~~·:~\ ,-;- •• /·:~· ·• - .-. . •. ' " - . - i , ~·f't:_:. ·- . . . . , ._, ... '.•:.l ~-,'. ¡ - : ·)i 

pr9cua .iff.. éiliit !Í4IÍ ,llfii::~iíritr,., ic:l~_iiuJot. turbülltnt:á•~:: -- 'flJn::" :•jor -· -

entÍlndi•iento d; · <las· ·principias 
·-::_~-··°''" . ~--~-·:'', <~_-\'.\ 

b.;~éa. qu• · r1~.n ·· .1 

·c:~art•'l,'iwnta;,de e•tO:~ fluJcs u!!luat~.nt• ~an11•vÁ •• ul'.'I~ -Jr.ir:: 
,... .: ... ,, .. :.;,.'.".,.;;. 

·;:,''!!''~l!~~~l!rfli~?lz,1~~~· 
sa~ri_ficar. ·1 a IÍpl icabi l_idad.-~;T~---.,-t-eor-ta~ --,.·,e· E¡i9-'y:~~¡~~·;;~:fa'q\i~;~'-

considera el caso m•~ sencillo en el' que iiictste hÓlllOQ.in•idais _. .• 

isot:ropia_ en el flujo; Este enfoque tampoco puede eltplicer lo, que 

auc•.de en las ceréanias de superficie• s61idas, la• •><peri111entos · 

. c-iebl;!n ser diseftad'os cuidadosamente para verificar- ·:astas Cearias. 
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Los eMp•rimento• son realizados usualmttnte an tWieles de viento, 

donde la turbulencia generada puede ser considerada, para la 

mayorJ.a da los casos pr6cticos, como hcimo'g.,aa e i'sotrópica. Las 

hipótesis de homogeneidad.e i~otr0pJ.a hilcen trátable el probl•m• 

ya que reducen enormemente el nÓl!lero de variables. Aunqu• las 

hipótesis utilizadas no pueden ••r deducidas de primeros 

principios, no presentan inconsistencias tan graves como era el 

caso ~~e las teorJ.~s semiemplricas 

l!!M,Pilri~lmt:almttnte adacuada11.; 

y han r1emostrado ser 

··.,-:-~ ·- .. L.~•'·;;~~~1-~b:1'•• Utiatdiá•·;;.P•r•· d9scr1b1··r,. __ e1 ··catiJc;r_taili . .nt:~ 
. ~i;:;,,.:> ·.,_:i.~~>. -,-\_·~~-:.;.:!-'=;;):, ",; . - ";-,..· ~ ·:· -: .<: .. ~~-i·~~-:;~/~ -.. '.', ·.~ "~ ·:"' ' -- -"'.-:,~. ~ . -· -. . -"" :~·' -·,-~ , .. ~, ... ,• ·-- -. 
"'' - '.«·•on-calllbi'•d•••·· Lo• conc11Ptos· de'longit:ud de.IM!lzclada, distancia 

---,ª-: ·.!'_'.'; ;~:.);;\:i:~ -'_;--<. ~~2f..'; ?':\:~:"\ :,~J >~-:- ,'.-;·._;_~·::·::",--~~;~;;: .~'"[.; :~~·::-;:t,\·:,~~~;<·. -,' 7 _:~~-e,--.;~!-:;¡;~:-:~~;-,.'.,~: .. ::: .. ... :,.:··,:~·.:'~ :¿~~·-~·;;·., ~ ~.:.··:·;..''., ::·,;.;; ',~;·:~.:.'.:.:·. , 
.·:·1a··par9d0·.canser.vaci4ft::dt1''var..t:icidad'··won"t1U•t:l·t.ui0 dow··par»'.;;,l•as"·:,d•;'--

,. ;f~nci;,its.dtit:corral~~¡:;,.,, 'l~t11at~apla~· ~~-Uibrda!Ílta~J.sÚca, _· et.C:. 

éin,,eiilbargo, 1• suposic:i~éde.qu~ la ve~~id~~''·~< d .... \,11r:iabl-' 

·puedeo'sllr •llPar•d.s·.n,una cant.id ... d ~ra..dio ;.una nÜct.Ual1~1t its . ·'·· 

'"'~:f f~!~iTiii{i~i~~ifjiifii"~' 
:fen6il.tno. . 'lnt.uitiv ... nt.lt>••' pu•d.. asi:X:i'#' 1• cOtíponmn.t.• 

,· ·,. ; .-'·' .· ·; 

.-fluct.U&nt.• dt1 la :v•l.ocid~,~- 1• veiacidad p~á •l .avi..;~~':'~'{_~• 

:~11tf~~íltii11íeiilii\"( 
ca~~~1:,.;~~t::¡·ca:. pr1H19dio del f 1ÜJa~ E•t.a. · t:n:d~.inde~cie n 
intrOducida cDlllD Mp~e•l• 

local..nt:e isotrdpic&. 

,.,_.· 

1• tur'.tiulenci• 



F-1 nómero de Reynolds es un par6metro que r•~resenta @1 

cociente entre fuerzas viscosas e inerciales• por lo que su valor 

nuMr"ico est6 directamente asociado con el "estado de 

turbulencia", si es pequel'lo se observa un flujo laminar, si es muy 

grandP se observa turbulencia completamente desarrollada. Los 

valores intermedios son ~s diflciles de describir. 

La hipdte•is de autopreservaci6n est• asociada al conc•pta de 

·'-,u.Uibrio -tad.l.•t.ica ·d•l ·flujo•: en. •l que las .. ;&riables, ' ..•. t~~cr ... ~~r~-.~~r$¡y~:~~i;t~::-.: .. ~.·. ::::;:~'- .,~ ~~ 
p~~isi!!ntand~ ·.un '.~ªllÍJJ~rtanil~t~ , unt vera•l ~ · El cM;~~.tct d~ 
.~t.v.er"-Í,idad e~>~SC:.Ctido con. un em:aluiitinta· d• l'a•\ variabl~ 

. · cJ~:.. -Far•• es ~iecsárvada. i~t:'fts hip6títs1.a, tnd•pendtitnt9-nie rte 

·'·' . ·ii~ . .Cuac1.ari~ ' cti~·-~c!a.~~ 'han d~tr.dá :~;.,.· v6licÍas 
..... -i .T}·~:,5 - · .~ .. ;.,: . - . ,, , . ..... _ _ . ~•--:,, ... :·. . ·:.;;~~.::.: '·J. 

i%~lffa.f.'.~.it~~a·,~.·~-!·.r:t·:Oa0""dL1:,···~:t;·:iLC;.:a::-_L_;~l~~rr~¡~~~-lr;jfJ~.~ 
. _... ·.· .. t~- ~~~:::· ·~u~1:1~; .. <;úlln.t ··>«sc.s 

',~~~~ns.t:;.tl~ 11.~.ci~~ fu~ci~-~ d• corr'i~ét.¡ d• arrj.., das y .tr~;.: - ~ 

-~,'.'~f11611;;.~~~h~ 
i~Únita d• .Cuacianit• · qu• ~ii1.actanan ~~- . las d• '1a 
velacidad. La pri111era ecuaci.dn d• ••t• .. j11rarqu1a 

.,,/ 

·. -.1ó~~pll"ica~~- Esta hipMnis eictra •s, e>epresad• ..;, t.6r111incs; ,..de 



la transferencia de energ1a entre las diferentes escalas del 

movimiento. Para ·formular esta hipótesis es necesario establecer 

un P.sq•..1ema que refleje el proceso de transferencia de enrg1a, la 

forma del espectro de energia depende de esta hipótesis. Esta 

hipótesis sobre la naturaleza de la transferencia de energi~ es 

an6lo9a a las hechas para el tensor de esfuerzos de Reynolds en 

las teorias semiemp1ricas • 

. ;·Lás ~··t.eorias á.nal1ti.cas son un intento de· obtener un sistema 

:'i:-~irado di? ecuaci~ij~s : .. uti llzando'. KU~CiOnH de··· .orden mayor y 

.. ,·:¿~:~,..~1Ql).-::;{~i-laútih!-;· ;¡u~ ::}el'.~~i~ri~·í{. 'losi}.Íil~n~Cls· · cl~:·:~dt!,ll. <· 

superior en· t:.trmintis.da los, riEi :~d.m il1:fári'&;,.·~>.: ··e~t•s') 
':•st6n 914'haradas: dentro del 111it1u110 :11ss;1:r1tn. 

{· ,, ... ;:;~~~;~;:~::!¿"?:;~~::.:::a::.~::c::-=:~:~:.:· .·.•••'.I 
.,,.... :. laealtn.nte·:. 19.~t'fdilJi~•::dei;.arr.ot la!!'• :·:por. ~o!~Q~ov é:>n.ciiaCf.ÍI_ ~ ,+~i:~év ' · ·. ,1,fü 

,.+• ··~f:r:Ji·~~~::;;:'.ff :;-,.:~f :;c1.;:;~::;.~.~~~.;i,· :·; t\f 
4~pli,•me~tl! estudi~da y "confirm,.da". Las ta11r1as astadisttC:as· :,,~ 

:sé reducen· en cierto U.if1Lte_. a los resnÍtados obtenidos 'por 
••f ~·; :,,";,' :· \-~-~~:~::>.~:~!~~~~:.¡:\:;::·;,/, ;:.~-~ · ... ·.·.:~:.;~~~---~· ~-· . - -_·:· __ . ·-·. --. ·,;:;,,·. __ ., ; ·. -·: .;, _. -· -:··~ .. · -·: ,: ~ . -' 

i'~··•,,:,.,.;,,;;,:,:,,i<:ol111ogorov·•·/.<Aunque· ... asta::·no:e•::una-::v-.riof.icac1dn;·. y.a. que na·:·,,•• ha. . ·-~·; 

<t:,::,p~~¡¡~;,":;.~.~:;2;,~-~,~ft:i·i~~I~~::+:.s~'J;'·f1f.;1:~;'.av_r.~).:'.:~+a.·_.,:.:·.:.;;;·i··.·~.·-··1.·.· .... :.!.·.·.·; ... ·~,• .... ···,·_·~.'.·,:~.·-·.é:.··.:.°".·.· •. ·.'.,-.~ .. ·.·.··,·.,..·~-•.ec: .• :· .. ~.'.~~.·~.: - :· :.~! ·· · · .. ,. • '·"'· : · · ··· ,, · · · · ·>··:~'.'2(\i:t~ 
-:~~P~ .. '"l;_ .. ~.~.:n·:·.~d}o.:~.-.. 1~·.L_·~" ... : .• ~111:.:.9,: .. :..'.· .. '. .. _~:··· .. ",·• .. :

1

.".:_:,·.to• .. ·n}ct'.:•P,".t.~.:..·;j .. °".·º.Lu:cn_ .• '.~q· •. ·:,'.d.-,·.··.',•~~n} . .. t' . ;.; : ; " . , . . .. :·;?~· 
,..p ~- .~~ .. ~·-- - ~- • ~ ~ µn c~~ .. ~~~!'.;~41i·;,~¡~~·~·/>: · '\" 

,' ' t<t-ai'chna~ ~ há rtes-rrt3 l~ ª.;..,. t!n :~~~ ;~t:~ñ-~ ~il~:·~ lf:: de ~rt.,1 ¿uibi( : 1.1.ria: :· ' ·. ;·~(~·; 
'· . .; ···,'.'~ 

las. dHarent~s e~calas dP.l. tenr1a d~ interacción dirP.cta antre 

mCtVimient.C'. bájo .ciertas 

i::ondiciones, a:¡,,,. teori.a ·de l<olmognrov. 

EKisten otras formas de analizar el problemá;.. una de las 
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cualP.s consi~te en aplicar las t'6<:nicas grupo de 

renormalización. La idea b•sica es renormalizar la viscosidad. 

Los resultaclns en esta teori.a dependen de la -forma que se 

introduce para repre~entar ~l proceso en que la energi.a es 

inyectada al sistema. E1dsten varios modelos, de entre los cuales 

se puede derivar la ley cinco tercios. De esta teor1a pueden 

obtenerse otro tip~ de resultados, como es el hecho de que no 
. ~- .. ' 



APENDICE UNO 

FORMULACION FUNCIONAL 

distribución 

~ ,:; 
.. ;;_.·;. <;.---~:·· 
'. ~/~ 

··•• • . n·· . - - , 
.: ... 

:. -.·., . . ·¡· ·· ......... ~ ·/·.·ei<i>[t °t• .... u...···· ·] ""· · . cu ... ~ •• • ..... )ciu du ~ .ciu' 
... _.:---'' -- ' .• _...... -·-··- ._.-.- :·.: -.. ft ,,,• .......... ft '<.'. 

~'¡_~;~~{}~:~;. '.:i::7-~' '"> '·.:··' • • .:~.\~:;.t::: • .~.--. ¡::," ~·1.~:!.. ·>;:.e~.; 

~'~~ :.~~~1~f~{~~ef--~~l-,,~$J- .: , · ;;~ic' ,tr .,:,;;,~'<' · ·· .. ':.~%~¡ 
'.•:';?"-"'·'' · A"t:r::avff · d~ ¡l•'E tr:an~f or:-da -de ', .F.C!U~~-~•;c,; .. i.~~~.t.;,J~~~~+iíi -~~~~ci~( : .. •-<;, : <J. 
~:;: ; 'ree:~~:.i.r\~ dit.'t;¡bJ·~~: canJunt~;,:~-... praliab_flidad i /::., :. :; -; 

,, ... ·. 
·:·; 

... 
• t ~<it•t> 

• -¡~• 

.. , .. •:·:n ... - ·, ... -.· : .. 

l--L•é./f!f"~~!k <:~t>u" <>f,t>,.~~d~ ]•: 
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que defina en forma ónica al campo de velocidades. En efecto, si 

se conoce la f une i olial , es posible conocer 

distribuciones de probabilidad de it en los puntos 

1 0 2 0 ••• , n Para loqrarlo, se sustituye 

.. 
• e 9<it,t> 

n 

1 = • c,J.s .. ~<it-it,.>6<t-:-t,,> J 
.. . - . _-; 

...• > ¡;,; :[~:~iif .í:!~~~-:•.'?if t~~f} ;, jiL., d + ,
2 

'.~,&¡ 
_.,. "'e,.,_·.. -~~:·-;; "'.'~~:.:.· .. ~ .. :.~-:;.- .• ·;·'.'..-_"·:¡,~.~:;-," :.,,, .. , .•. ,_ ·;·;:!~::'·'-~·.··,· .. · .. "":;,:._:¡.\,~. 

,,.,,.,_.;'·,j.~' -· ;-.·:e,·,--:;:~~·?~;_· .. ·:,-.:,', _-:: ... ;,< -... -
·-- '"'' ... _,,_ ... __ ... . -(·~············ ·" ) 

. . . ·-~- - - " 
Aplic~n'dC.' la tr•n•f.;:¡.;;a,d• ele FC!Uriiltr inve.:'sa; se recl.lP.•ra 1a 

·· ,/:;'dt.•t.r:ibuéi.dr:.~ r:i•c. · probab~_i:tdad. ·¿anJ•ínta~ Miit_.~~- · ío. F'~t:O.- . ; '.!Al 
't· .,,,, :c·2~~l~t~~~-f;~f;,&*~~~~1:: .. :.~i~r~~~~1:~---:'~~~:_· .~·:~.~1~h~~-;;'.'~;_ ·"u~~~ .... ,_~_-· '}}'~~{~ 
·~~~~4h''.{~~1~iJ·. ~.·.~~~· 1AC,":· ~~·.~;~:;~c;;;'/;j~}:. :·~·~5~'.~~~ 

... ª1. •. u; .. \"<~··"it··-~ .• 1e,S ~~-·<if~>u1..c;t.> •• /.¡.: .. };t~,·-~- ·:. .. :~:; 
--.,--:';:<. 

·-:·~-~,·:·¡,' ~..:..:_· 

~~ci'~·~1 ;·;·'qu' ·w9 ttti i 
-··i:&s· :_~u~~~~~... .:,- ~'.:'~ 

l.a -fµncian•l q1,1e se h .. estado 111aneJanda' •s conocida con el 

n.:imbr:-e. dit · fiinct anal aspacio"'.'te.mpQral. 
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descripción menos completa se obtie~e de la funcional espacial• 

• • 
• e 9<it>.t l = exp [ t f!I .. ~ .. e .. <if.u1c<it,tldit] 

esta funcional describe el campo da velocidades a un tiempo dado, 

<no-es posible obtener momentos de la velocidad para tiempos 

distintos}. 

En_ ·al caso da_ •.in fluido inco111presible <p=ctel el campo -de ta 

.. presido pWlde. abteÓer~ de la ecuaÍ:i<ln de Poisscn1 
-; . ·;; ",. - ._ . . "':' ' - .. -~ h - ': _,. ; ·- - . ·, :••· 

,._.:. ·:·~; ~:__ · · ~~~r\~·~:;r•.~:; ~~~"i· > 
por lo que .i1 cailSta' dlt' ve~:~t'c;~'d-- prav- una dit~f"i'pct~"~~ii.t~:'.;' 

· -. del · prclbi-a, y :l• funcional · da tod•• las · c;ar~~t•d~ticas 
-t•dl•ttc•• .d•l fluJa~ 

. . 
_de. ias ecuaC:ton- d•' Navler-stake• 

· .. ·->:; 
::' ., ..• ·:~.~onti@iciad".e,. p~~.!l~ííi obten.ir uk• •t'lllte•~ infini_ti;t .. ,;.~e .. .Cueclan- ;; 

·-.·•f: =~~~~~t~~~~/~~~~~~:~~!!~~~~~.~; .. \~ 
que Y. 

' • .Cuac:télnn: dinat;_~C:,•• que •.•U•~•c•. 1• ful\'7:lc:mat.~ ; f!'h > p~p;i_i¿fü.~,),. · -~~ 
la functarial espacial •atisface · itcuacianes- . dif"!1&111icas 0 . ~u~ ~ · .. · · ':.-:,''! 

•·:-. 

con•11eú.nC:ia diracta .de 'ta• Í:le 'corlttnútdad y Navier-Stokn •. Par 
~:•,-e••.·-~-, ..... .,. 

;;J_---'-

~,-~\ :~ - _:.~;:_:·_ ~:·~:x:~~~'. 
Est:e}c1i~'ª"·'-".Pl:iº . ,tue , , '"~-:~~ •• ·-· ~'·J'· ··::~.i< •;,_~,;;;}')~~~ 

.,~- t4oP~~-'.<~'fS2>':'; ~r.:.1a~:·que _totQile'• :9e''citln~~~·: .el. . "' 

produc~o '!!'•Cal.,. .en al: ailpacic: de funcionm•' c"oíiO .. ·· ·_-,: .. . .... 
<•• it> • J• <"l 3 <tn d" • 0 donde d" • dit " - •i " 
<if,t) • DtÍI ••t• far•• 1 

• 'f B<ifl 0 t l • Íl>1pC .:c:.it> l 
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La5 ecuaciones de movimiento conducen a las ecuaciones que debe 

satisfacer la funcional caracter1stica, es decir, las ecuacionlH!l 

~e continuidad y de Navier-Stokes son suficientes para establecer 

un sistema cerrado de ecuaciones. Se obtienen las implicaciones de 

cada una de estas ecuaciones• 

J:J:;, t. Sc:~idin i• cant..1.11111111.dad. .Las ·1111pl icacion•s desarrollada• 

·. , c'~~~~LIL'~: ~~ . ~~·l i~~n:> p~ , le¡~~~ : ·.a ,1~}5 funéional~ ·· ~¡~~~t:titr~tst~ca9 ••· 

9;f.'p~:~·;i· y ••pac10.:.:.t:.-p.r;1·~< e · e •<;t> · l d.not:•,:"-1;¡¡; :<fi.mc1C,,,~tl · 

céáctlff'.tst:lca~ 
. ~ ' . . 

s.a· V ul:i· vol u_,, finlt:á. d•ll•l.t:ado por una front:ilra r t1Uave . y 

· · 4.<it> µ~ª •u"c16n. Hc:a1•r •. EntCllnc-
.. , .. 

····•~+:fc"%!·f~::frsr.j~.r ... r· ~! J~t.<~.;;,.:~.: ~:·~-~,~l·~~t.:. 
:~ ., (-.-·' .... "· ' ··-·· 

""' ~j.' l. a.t..:.. ·~· f 
r r 

• e • • ·~··] • • e a ]. 
Si la condlcldn d• <frontera " 1 -nr o no •• v6llda en una 

cierta porción r ,s¡ r. la .c:anc:iusidn sec¡uir6 siendo· vAlid• •i -
,; .. ' :& 

pide que ti permanezca constante -" r:& par la ec:uaciór:I de 
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continuidad 

de 

f u dr I n 

r r. 
donde 

J "n dr o. 

··r • 

u dr + J .... dr o, 
n n 

r-r • 

El· caso de un .volumen,'in.finito :se cor\str'uye de .forma . !!;imilar, 
-<~.::; ... :·.:·.,: -- ··: .::' .. ·_ ·-· ' ... - .. ·,: ' 

pidiendo que ... se haga cero i'Üera de un'·cieart!l volumé!:'. ac~tado ,y 

despu ... pasar al· llmite de volumpn- in.finito. 

·Cualquier campo vPCtarial - .pued_• descDt11poner en una parte 

potáncial ..,..,<if>. y una solanoidal e<it>. can componente normal 

•Obre una·super;i'tcie r igual a cerca estci es 

·- .. · •. ! 

•<ih • ¡<if.) + v.#.<if> • •• .. _8_·.c <·:) 1 ···_,;;·,o.-· 
: :n. r' 

" .. . . 
~"- ()() = o. 
__ .. 

" 
Con··.base _en esto'.se·puede asegurar· que e1<iste un operador 

·ir~¡;;i;l~'qú~'{ias~f• a'r.:ada:c? • ..pc:):, vectoi:1~i-·:*<t> 0 .•. dtitHritda· en, W\ 

vol üiiien ¡, •. ~n; ~~inPo· .• ~a1~ri~t"c1.~. etit>_:: ~ª~ :i:··-···;:~c:1;·1:~:~. ' ;,úit','.1'~7~: 
·e l<ih = ¡<ih· 

donde 2 repre5enta al op~rador Únl;;&i~ 
Por tanta 
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<iP. aquí. "l~le la funcional sea invariante ante la transformación 

lineal 2 : 

• t elit> J, (Al> 

esta ecuación e><presa que el campo de velocidades es solenoidal, 

i.. e., es la forma funcional de la ecuación de continuidad. Si en 

esta ecuación se intercambian los papeles de 3y t resulta que 

~< e. u >, 

para c~alquier, it no necesariamente,'' solenoidal. Lo cual .:,ql,liel".,e 

decir que la funcional'. caracterS.stica de cualquier ',campo ·i·- que 

satisface <A1>,e\& la misma que la dé, su,cOlllponente •olenoidal 

Para encontrar una ecuación diferencial an6.1ac;aa a <Al>. Partimos' 

de ,que 

.:u. <ML e><pt.:<3.i)] 
J' ' ' : ,' . 

difereri~¡l!rii:t~ nuevamente !'"~s¡{ecto ill)<j• ,, y' sumando, .sabre: j-
·.:~:3 .·-,,.:;· :·.::.:;. 

ya que <3. ~> no depende de >< J y ti.e -trata de un campo sol enoi dal • 

LueQo entonces 

'-~'.-l5-[~~;tit>•4Í:1: ,O,. 

q~I!: es, una e~~a~i~, di.f'er11tr1cial: an6.laQa á: <All_;,:· 
·.';..• 

se 

ecuación que resulta de que el campo de velocidades satisface ·las 

ecuaciones de Navier-Stokes. Dado que aqu!. intervienen las 

derivadas, parciales temporales, hay que tener cuidado en la 

diferencia entre las funcionales carai::terí.sticas espacial y 

espaci o-.temporal. Se analiza el caso para 1 a funcional espacial. 
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.-.-,.;. 

Utilizando el hecho de que: 

ya que depende de podemos evaluar la derivada 

paracial temporal respecto del tiempo de la funcional& 

.. .. .. .. .. .. .=-·. t <9.fi.> eMpé t<9.Í1> l = <9.ft expCH9.il>l> <A3> 

OespeJ#ndo de las ~cuaci~nesda .Navier"".Stokes ~ Vsustituyendá en 

.. 
+ v v" it ~icpU ,;. itu ] > • 

introducimos,_l~a not:ad.6ru 
__ -,.· 

- - '-· ·---··-¡- . .... ., 

.. ; ~;Wi:.•.·· . c}:;~.,·f·f;"~L~.~~.~~·· ~i~.:-+·~~-~J.c;L:.:.:· ····· 
·---~':;./; -·' -·. ":.:t:~~-:· '> ... 1·· ····.:..:- ·-::r> ·;.-.: ";.."_'.- - .· .. <, .... ,·; ,_ 

· ·La!5:.;=:~_ecu_aéi:ones ,--.<A2> . :.,Y .. :-. <A~>..: ·.,ar~~~:-· -·un·:···siSt.ecU -· ~:~"."'·•·: _-,. __ 1-as:> 

ofún¿i:¿~las • y-n • A partir d.~ la ~cüa~~~ ~A:Sl i.~lt pu_.d.. probar 

que t:ci~ani:io 1a· divergencia obtenemos ceros 
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pnr tanto, utilizando la ecuación de cantinuida~, 

nuevamente, de _la ecuación de continuidad, el óltimo t6rmino se 

·hace ceroÍI 

~i>¡oj .•. 
¡;¡ "ilC j 

Se h~ obtenido _una relacidn entre n y •• de la cual permite 

despejar n y sustituirla en la ecuacidn <A4>1 

.. . .. D D • 

C.'~t. (e, .. [' ~~t;,0¡·3~'<.,S>-···~:~ + .. 1'ih.. h 
· clont1e:- ;.,.}~·repr~s~~-t:a el a;,;~~d~ irwersa de Lapfac~:· 

~i:uac1dn sola •cantiene a la funcional •• y ·~ conoce col!IÓ ecüa;;;t""1 
de H.;,,,f para la funcional .caracterS.stica. espacia\. 

- .. 
La condición inicial • t9<f>l debe s•tisfacer la ecuación de . ,"" •,', .. o . , + 

continuidad ••·t9<it>L=•0c6~~>_:1•._E!i --~to •• _ass., •tetif>,t~ l• 
_ ....... ~~, ... , .. ., ~ < '"'" .¡ -''·"·~- ........ ~. ". : .---.<. - . - "' - . _, .. ~~-·-~~-:·;:_-·:·'._:··· ·::·>·.-.". ·.·-····:····.::-:-·-·-·· -... ..:_. ___ ··--

••t'is.face para -•tCido'.~·'> •t·~~ •.. :•En":ef9éta, '•io:.1a>.~func10na1 • · •· uuif> l .:·_ . .-· .... ,,·•e· ··:--o· . .:.· -.; .. o-_ ." ·. · .. ·: ._... ... . .. ,,., •. ~":.O·····<· .. 

;.iú·;·-t·~~e la· ecuacidn. d• · coritinuldad;. •1~,. campo . el~.·. v~ic>ctd~des 
in1c:1a1• es solenóidal, ~ ••• ~:"=· ~ --~ ahora, - sabli que 1~ . 

, . ¡; 

solución de ·1a ecuaci6n de Navier-Stokes para una condición 

inicial solenoidal es solenoidal para t > t
0 

<11onin y Yagla1110 

1q75). Por tanto, la solución de la ecuación de Hopf tendrA la .. ... 
propiedad• tB<if>,tl = •tB<it>,tl para t > t

0
• 

·La ecuación. de Hopf es lineal y de primer orden en el tiempo, 

por lo que en principio, puede ser usada . para determianar 
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• c:<if>,tJ a partir de la condición inicial •
0 

C;<if>J. 

A este nivel hay que ~clarar que la te~rla de integración para 

<:!cuaciones rlifP.renciales funcionales en espacios de dimensión 

infinita no esta completamente establecida. Aón los criterios de 

eKistencia y unicidad no han sido desarrollados en forma general. 

La linealidad de la ecuación de Hopf indica un principio de 

superposicidn para las funcionales. Si la condiciórl inicial .... 
• 0 cecit>J'· •• una 

( . -. 

cOlllbiacidri lineal de .:cr>' 
' _'.9 ." -·· ...... •·. . .. . .. . . . ·: .. 

-funf;:ianal c:aráét:er1süca ~ t41t<it>,t;J,'puei:fe . ser. ·• Hc;'ita ,cOlllO una 
. . . . .. .,, •. ; ... :··.·.· ·"' .. . . ... 

coinbinacidn lineal de :-funciotÍal~s •'"'' CfHit>. tl que son solucionas 

de la ec:uacidn de Hap-f can la candicidn inicial •o"'· 

J:~ J: • l"CJmllll.JICrGN &Sl"lllCTltAL-
·.La. -formulácidn. Hpectr:a1 '.t:1ene í:irta:• .vent.aJ••• ,como, se h~ vistc:í ·, . 

·· :lfft 1;;. ·iit~¡·~;-.•• t~~~:~t:tc~il~ · L~- .. ~~;¡·~~1dli 1í~ilcf~~1\~e Li~. ca111pa 

•<1clita11:Zaéta>"iii~t:adhtlca~tlt ~~-~~.o loc~iÍíMÍOt~ l'l~íla ~ 
entiende a travft de la tr:~nsfor: .... da d.e Fou~ier de i! • .. 

Como el ar:gu1111tnto ecit> dela -funcidn car:acterlstica as una 

fun_cidn ·no aleatoria que: puede ascag111r- prac_tic6in11nte · 11n · far-

. :~~,~~~~~:~.~!:i~~~~}~~!7.~i .. f~: u.~~-~~~t:-~t~1/'7sF,~,1iiii:1 ... ·<·:~: .. ,._~- __ 
ecif> . .;.; <h>-~ ,J~~u~~ih• z<f>,d,~--

··'-· - -···. . .. 
evaluada en tOí:ió el espacio _it~ • Fi'J~dono• en -funci'é:mes. dit · este 

Upo~ obtinemos la repr~sentaciÓn. i;;s~ectr:-al. si .la trans-forma~~ en 

la -funcional para la nueva variable_ independientes .. 
l= J eKpC-z:it.;t1ecit> dif • 
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La funcional espacial caracter1stica del campo de velocidades, 

en la representación espectral, estA dada por1 .. .. 
,. t1<t>,tl = • [ <2n>-ªJ expttt.:1 l<t>dt, t l 

y por lo tanto .. 
• t1ct>,tl exp [ tJ l•<t>dl<~,t> J 

La fórmula anterior sigue siendo vAlida .. 
localmente isotrdpicos, siempre que Je<:>d~= O , 

:Tane111os1 .. 
. Í> <it> •. 

j 
·, 

para campos .. 
e•·. leo> 

d• donde encontraremo~ la condición requerida por la ecuac~~ 

it .. 
o. 

continuidad •. Para ello;.· diferenci-a111os la ecuación anterior .con 

re.spect.,. a >e J'. sumamos· sobre J, y usamos la ecuacidn1 ... 
• ) - º• 

: J>ar~ ío; qua. • 
.·.·~· -:_• • .. 

71 <DJ cit) • · > • = I-'t!!icpt'-t~):1 ··. <-tkj> oJ<i> l dlt 
•. J 

de 

·si la transfor111a<la de Fouriczr de una función .e!I cero, la 

fünchtn•al•- ••• cer-01 •. 
·". "~~-::·i;-:·. :-:.:·,;,: 

· ... - :··;· ·_, . 

. f:~ta es ia •cu&ci6n °9quivalente ·• la dll 
- .. . . 

cantitnui'd~d 
- .. ; -·- '• ... 
r~pr~sent:..i:idn esp•ctr.al d" .1·. for111ui'llc'idn funé:icinal ~ 

Ahora derivaremo~ \a forma espectral da la ecuación de HoPf. 
Utilizaremos la relación d• Parseval <SynQ• y Schild, 1949> de la 

teoria de integrales da Fourier y la ecuación de c~ntinui<lad. De 

acuPrdo con la relación de Parseval, la transformada .de Fourier no 
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:· ... , 

afecta el producto escalar funcional: .. .. .. .. 
<9. /l = ( t, At.fl .. .. .. 

donrie t es la transformada de 9 y At.fl la de .f. Utlizando la 

ecuación de Hopf llegamos a que: .. = = (t. 

.. 
ano.• 

liC l. 

Utilizando la ecuacidn (A5> podemos ~plicar la transformádá de 

.Fourier .y 6bt:ener1 

y 

Sus ti tu yendo estas ·expresiones ··'re•ul ta1 .. 
~ = JJ ;' <it•+ t• '> k"D tit• >D· <t•» • dt•dt• •-
~ ¡ j j .• 

·. ".'.'.'&> f k~zl. <\t>D1.<f)9 d°it 

'~an· de ;' • z - t.t; : .. ·.·.·:.',:· · 
• .. ;. ·" 1<ª · "" · • . · ,,:,~,,:L;. 

E•ta .. es .la i'orm;j;e~p;.¿tral rtli lll.eé:u~~i.6n'd• ·Hq>i' •... ··: Pade111os 

sustituir zi.<lt> po:~;.tf> ya que .< z\- z¡,> Dl.>Ji =· ~k~D~~·, . 

( esto es porque ito<it>•. = O >. Por tanto resultas .. 
!! = JJ; <it•+ t••> k''D <it•>o <it••> • dit•dt••-.., l. j j l. 
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xv. ECUACJ:ONES PARA ESPACIO-TEMPORAL 

CARACTERXSUCA. 

Definimos las siguientes representaciones espectrales: 

conocida como representación de onda tridimensional. .. . .. ~· •.,t~h<,w> J = • t <2n>-ªJ expttwtl 11<x,wldw J, 

concida: cr.ffnO:,,represl!!ntacidin de frecuqncia y 1 

.:.~.,> .. ,. ,~: . ··,· ... · > ' .. : ·'·• ,· 
9,.c('<it,w> 1 .;. • t c2nl.,.J 41111pc(<'it.it +"*:>l{<~>t,,,>d~dw 1_, 

. . . .. ··:. ·.· . _ 

_ concid• como la de onda-frecuencia o tetradimensianal. 

F.s i ndependl ent.e dPl 1: ilttllPO o ... 
-~4'.',. la frecÚ,~cia, Par lo que e C9<if,t>J y 

.. ' 

•.,tecit0t>_J. pre11entan la 

. liii'sllia .farm&í:. · 
. ,· .. ~.: .-._' .' . 

~· 

las .·otr•s· do!$ representaciooe11, pod-os escribir• 
' ... . . .. ' . 
iJ>~t.t:>• ctct~UJ ~~o:;; 

.,"'"";e. • 

>~·-·. -: .,.:·\~~··.-. . . 
. lt. D <it,c.t>. t( dt ,6>l l ,.;_;(i .• 

. .: " " . 
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·-----
podemos reducir el orden de esta ecau~ión definiendo la funcional 
... ... ... 
21 = <2' .... W,.•3•) de 9(K,tl como 1 

i c:<t,t> t,tl = ;<~.t>•t:<~,t)l, 

tomando la componente jJ 

[.~ - .,va ] •, = ,; f6 _ ·(~)-& a ] éQfL 
_., º• [ Lj -;Ji(\. -.;(j ~ 

LaS·&CU~ciones para las. otr~s representaciones se obtienen en 

f.Ór.iná:i::~lllPiet-ii~te an61oga:i 

•, >l~+~la1D~tit;t)'!;.: ; '·. .. .• .· ... 
kL ~<lh J ~~-5t!c0 t)Dj<t.'...it•ft:>~\t~~ 

:-;:·,.- '. 

memas. PARA· llÍail(ILYER. u.s. ECUM:xa.:s.· 
1.·.--··c:<_~-:, ....... ..,,, ... \- ·- . -- .. _,. ,., 

.. ··· .:-::::,~;:r1•:!:ri:.::t~~~:.~!;:~:.=.~~:;:., .. , 
ei<il»tén-taar:e!ft•• . .ca-'~~-~-- aobre.la,,etlht.•~;:f~';fiuntcid&d/;,ét_•! l•tic 

solucione,.¡. Ya se ha coiiíentAito · que :: l¡aa_ 'ac:u~ci~n ele 
- , -· ·~·, ,_ , ___ -. 

Navi.er-Stol<ea tampoco ·cuentan .. con teoremas. generales 

existenci'a y unicidad de .salucion~s. En este contexto · est6 el 

trabajo de Foias < 1970, 1971>. E><isten algunas 11\16to'1D!I especiales 

para resolver· éiert.o tipo de ecuaciones diferenciales funcionales, 
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entre ellos se encuentran las trabajas de Tatarskii <1961> y 

Novikav <196ldl. La teor1a de integración en espacio de funciones 

de dimensión infinita tampoco est• complet~. 

Sin embargo, existen algunas mtttodos aproximadas para encontrar 

soluciones <Monín y Yaglom, 197~) 

v. :l Solución en series. 

El camino mfls sencillo.es utilizar series de· pótenci.as para 

,_de!3cribir la funcionál 1 

·,._, 

sustituyendo esta •>epr••.idn .•n la ecuaci6n de Hapi' 1 

•• • · .. -8· o·· 
.· ~·.·. n_ -. "ce" ..... · · ~ -~~ .. ·:~ 1 +a» 

" .. 

can n .. 1 0 2·,... De esta ecaué:iories se observa que .•stAn -zclados 

.las 111amentos de arden n y n+l, la cual 

Jerarqu1~ de Fried•a,n-Kel l_er. 

,pC..,,eJtÍimplo~; 
. . : 1119 

·ln•_ .. ~:.
....... ·· -:···.n~t. 

Pode111as utiliz·ar otras .s~i.es, 

'.;:·:._ . . . 
que··nas ·conducirS;-.i~a .otra ~er·1e:de-~l:ua~iones ¡ai:i•togais.~ i>e.jnánera 

alternativa podemos proponer·sertes·.para 9. 
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Si se escalan longitudes y velocidarte~ r.:on se obtiene una ecuación 

de Hopf con variAbles adimensionales, el término con segunda 

derivada funcional e~tá multiplic~rto por el n~mero de Reynolds R. 

Este es el motivo para presentar la -sol•\ción como una sP.rie de 

potencias en el pa.rlt.metro R. Si se sustituye esta serie en la 

ecuación de Hopf y se igualan a cero los coeficientes de R" se 

obtiene una serie de ecuaciones. La ecuaión de orden n contiene 

·Sdla tMminos de orden menar de l,as potencias de R. 
'·- ·:-. :---- .. , 

:que el !!listellia. de ecuaciones. puede, irse resolv.119.,da 

Es par esto 

de ''órdan.IHI 

Si se suma la serie·:· tendremos· una solucidn eKacta cuya 

. ·;· • canvergéricia depende de R• La primara .cuacidn da esta serie -

-obtiene al elimina~ el t.,.mina de la. segunda derivada en la .. 

ecaucidn ·de Hapof •. Para const.ruir esta solución na se necesitá 

,pa_li .. r_: a _va~i~bles adi.mensfonales,. si~l~mánt~ se pr:opone1 
"'.:~ .. _ .... ; 

. ~: 

donde • es un t._mino dei. orden de R':'. 
n 

La simplicidad: de 

ecuciones en la formular.:ión func:Í.onal permite. -formular el caso Üs 

g11neral .. en. al que se pue_éié, .incluir una fuerza• eKterna 
.. 
FU1oniri -.~ 

... · ;.;'ia9ia.;_•: .. .,~~\~;· 

~i·{gu~~-: ~ue .en· ecua~iories:dlferáricia1es .otdtnar!~" ;v p~r.éhil.n, 
el u•o i:te. la transformada· de Fourier .. simplifica las. ecauciones •. En 

an6J isis funcional se define. la transoformada de Fourier· como• 
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.. .. ... ... ... 
• [8<MlJ J exp[t <9 FlJ • [F<MlJ dµ[F<Mll, 

dondeµ es la medida utilizada en el , espacio infinitamente 

dimensional de funciones. 

La medida más importante es la llamda de Green y es utilizada 

en \a solución de ecuaciones de evolución de la forma: 

... 
11 • CEH~> , t J 

at 

con .I! operador lineal. 

... ... .e.• [8Cxl,tJ, 

La ecuación de Hopf es una ecuación de: evolución' 

._, _, .~...... -~ 

'•6 • ·í.· u~ •. AC:-í.D6l > • 
~· 

donde' A[~J es el operarlor integro-diferencial de la ecuación dé 

Navier-St:okes1 

• i .. , .. 
7t' • Ahtl 0 

donde la presión se expresa una función de la velocidad 

Rosen <1960> y,.Tatarskii <1962b> :utu.fzaron esta .,-d,ÍÍ:lli :de.~ 1 , 

~~.;,en,'· y obf~,;;.tf!f"on ei<prilsii3ri~s para· la SoÍ,ución ~de /Hopf ~~'~:'~ 
.. "?-,·-

. 'c.,t:"':':minos .dlf ~,¡: , Se« rtebe aclarar ,que la Justi'ficaciOr(. precisa, de 

estas fdrniul~!I- y su significado no est .. complet:'alllf>nt:e .terminado y 

solo indican posibles dire~ctones de inve!1Jt:igacidn. 
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