
.. ··ft~•;J'· p~'.i} TFi:'i:1ff!j;'.i1l;tf~~~~- ••. 
. : ~ : : : 

.·. Nacionill 
· 11". ~1léxit10 

IJ11ive1¡sida1I. 
A11tó1101na 

l"ACUl.TAB llE CIENCIAS 

AUSENCIA DE EIGENVALORES POSITIVOS 

PARA EL PROPAGADOR ACUSTICO 

. . - . . . 

···Tesis Profesio11al 
· ij.i.;1··pa1·t1 'cjJ~fo11c1~ ·•i•:.Tíhilo de: 

•. - ' -· . ' . 
. . F 1 ·· S · 1 •· ·:e .· O 

presen·ta 

.. j 

.México, D. l•'. : . . . .· 
. .:·.:_ ... · .. · 

19U7 

. ~ ,·, ... -



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

Prefacio 
Introducción. . .... · ............ 1 

Capitulo I 
I.1.1 Operadores acot~dos . ..... .. .... . ............ 8 
I.1.2 Operadores densamente definidos ............. 8 
I .1. 3 Proyectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ........... 10 
I. 1 . 4 Operadores Compactos .......................... 11 
I.2.1 Funciones de variación acotada ................. 13 
I.2.2 Integral de Radon Stieltjes ........... 14 
I.3.1 Análisis espectral .......... '· .... : ........... 24 
I. 3. 2 Familias espectrales ........... ; . · ............. 25 
I. 3. 3 Teorema espectral ........... '. .... ~ . '. . . . . . . . . . 27 
I".3.4 C~lculo funcional ........ ~ .... ~ ... ~.; ...... ; .. 31 
.1~3,5 · _Proyectores ortogonales en:los:subespacios···· 

•c'é;intinuo . y puramente puntual ....... '. > ... -.. . . ~_32· · 

Capitulo II 

Introduce.ion ................. . 
Potencial de Wigner-Von Neumann 

.Construcción de potenciales.con 

II.1.1 
II .. 1.2 
_II.1.3 

eigenvalores J?Ositivos .. ; ......... ~" .......... ,: 
JJn.\ti:pÓ de 'propagador acóstic6 . 
cóÍl un eigenvalor' positivo .; ... :' .. : •. 

Capitulo III 

Ca.pi tul o IV 

. Observaciones 

............... · .... ·• ...... . 
. . . . . . . . . - - ............ . 

• ,; •• ;;< ,,· o-•f.>",•• --. •. _,,~•~ -

Apéndices.del capitulo III· 
.·_ . ~· 

. A~~mdice$ del capítulo IV . ... - ......... . 

... 34 
.. 34 

.40 

.47 

..68 

áiblfografia .. ·• ................. •.; ............ 76 

·, :., 



Prefacio 

El objetivo de este trabajo es expresado en la introducciOn 
donde además se senala el contenido de cada capitulo y de los 
apéndices. 

Quiero expresar mi agradecimiento a la Universidad Nacional 
Autóhoma de México por la formación que me ha dado desde mi 
bachillerato. Asi también al Instituto de Investigaciones en 
Matemáticas Aplicadas y Sistemas por todas las facilidades que me 
ha dado desde que soy becario de esta instituciOn. 

Este trabajo de tesis lo dedico con todo mi carino a mis 
padres de quienes he recibido ejemplos muv valiosos asi corno de 
su .comprenciOn a mis elecciones. 

También se lo dedico a mis herm~nos. a todos mis maestreé que 
. he. tenido asi como a mis compaheros de escuela como el esp;: .. : i•:· 

de la. Facultad de Ciencias . 
. . Quiero mencionar• un reconoclmientó a José Alejandro Domin~uez 

T6~~~8 por~odas las ocacione~ en. aue ·me aVudó p~ra hacer este 
trab~jo lo mejor posible. También a todos los miembros del grupo 
de Fisica Matemática del IIMAS por todos los consejos que han 
dado y la revisión de esta tesis. 

Por Oltimo quisiera sehalar el agradecimiento ~fofundb.con el 
DOctor Ricardo Weder pCor la direcciOn de est<:<. tesis y tc•da la 
ayuda que me ha dado~ Llevaré ehtre los recuerdos mas ~rancies de 
mi yida todos' .los todas las ensertanzas. de mi· maestro Weder . 

. · ... 



INTRODUCCION 

El presente trabajo esté centrado en la exposición detallada de 
la demostración de dos teoremas acerca de la ausencia de 
eigenvalores positivos para el propagador acüstico. Las hipótesis 
de los dos teoremas son considerablernentre distintas; lo que en 
este caso implica técnicas de demostraciOn diferentes. Estos 
teoremas se deben a Ricardo Weder y se encuentran en [Wl] y [W2]. 

En esta introducción se muestra la deducción de las ecuaciones 
de on@a que se satisfacen en un fluido (bajo ciertas hipótesis) 
debido a perturbaciones acüsticas. En base a la expresión de 
estas ecuaciones se define el propagador acüstico. A manera de 
motivación se dan comentarios acerca.de la importahcia de su es­
tudio. 

Posteriormente se sef"íala la organización: de esta tesis asi 
e.orno el objetivo de cada capitulo y algunos rasgos 'generales 
ac~rca d~l contenido y técni6~s que se empleari en ~s~os. · · ·· 

Tornemos un fluido compresible. no viscoso v .conductor de calor. 
Entonces las. ecuaciones· bésicas ·que describen su desarrollo en el 
tiempo y el espacio son: 

.... co"nservacion de masa: t>r4t . -+ fV·V=O 1 .. 1 

. - ' . . 

Balance de momen.to: 

'. - -· 

.f: J>~t 
:.::··-».· 

+ .. VP= f t;"". 1.2 

i b Yot - -}¡. 'V· l K \7 7) -: o 1.3 

f (t . . 'f. T).~ o L4··. 

Eri estas .§cuaciones · ·.1)/t>t. ;_~+y; V es .·6onocfda _· como· la· derivada 
materiaL .. :Todas Tas funci-:•nes dependen de x y t con xui y t €•. 

f(x.t) es la densidad de masa del fluido. 
;fcx.t) es el campo de velocidades; 
P<x.t) es la presion del fluido. 
ii'"(x,t) es la fuerza externa que actóa sobre el fluido por 

unidad de masa. . 
S<x.t) es la entropia por unidad de masa. 
T<x.t) es la temperatura. 
K(x,t) es la cohductividad térmica . 

. ... Cualquiera de las .ecuaciones. en 1.4 es la ec~aciOn de estado· 
del fluido. 

Nos interesa tener descripciones del fluido cuando en este se 
tienen perturbaciones pequeNas con respecto a su situación est~ti 
ca. Lo que haremos entonces es establecer ciertos hechos válidos 



. ' 
. ··, ,. •,· .',,'· 

. ; ·~, . ' 

en el 
avuda 

El 

caso estAtico y de aqui describir el caso perturbado con la 
de las ecuaciones bésicas. 
caso estAtico lo de~cribimosA diciendo: 

.... 
v." o 

"'T./ ~S. - o r1" .:· J .lt = o / ""lT' - ~ . ..,,_,,. o 

S =S(X) • • De la ecuacion 1.1 tenemos 

De 1. 2 deducimos que: V P =O :!¡, P. =P.< t) 
Por otro lado de la ecuación de estado nos queda: 

f ( t.CtJJ f0 (~l 1.(lfJ}.::: O ; por lo tanto ~ debe ser una constante. 
' .1 ) 

Ahora describire~os el e~tado perturbado de la siguiente 
manera: 

. ' 

1.5 

1.6 

.1: ·t .. t-t . .. . .. 
. --..'. .:...· ••'( 

V: f_-~, 

Tsfo+tT . 

. ,;.? ··: 1.10 

· ...... _ : __ -,:.<' ' ·~ 
~~- . . ... 

¡·:: '. ~onde' ·19s términos que son de la. fo:riiiél. t'por'aigu~:a 0¿fÍ:able con"· 
.•··. ·. subindiCE!l ·uno cuantifica. la perturbaci6n; La'. .intenci6n .de lás 

anteriores ecuaciones es· utilizar las 'prop.iedádes del· caso 
est~tico v linealizar las ecuacionés' bésicas~ Además se hará 1a 
suposición de qtie el flujo de calor es io suficieritemente pequeno 
para que podamos tomar el término 9· ( k 9T) como cero. Entonces 
debido a 1.3 tenemos 

l>S¡{t = o 1.11 
De la ecuación de estado 1.4 obtenemos: 

. . 
-------------------------------------------------~---------------
~ E~ el caso ~stático las variables llevarán el subind~ce cero. 



Utilizando 1.11 
~P bP ~!f·t;y · » bt + 'IT bT = o 

De las 
términos en 

ecuaciones 1.6 a 1.8 tenernos 
~) que la ecuación 1.12 torna la 

(considerando 
forma: 

1.12 
solo 

(~)o ~ + & J. [ ~ -t tj fo • ;. ] = e> 

donde I ~ ) - f~td ) f · . y análogamente para 
l:u .. - \TI 0

0 
_, f.ll(/., s.<.JC/ > 

Entonces de 1.13 deducimos que: 

1.13 

( 1/fr } • . 

"\... ' ,,, .D - ] 
~ t' :: - e (x) [ ~ + t7 1" • ti, 1. 14 

dond.e c..1 {v) :- {if'l /~la es el cuadrado de la magnitud ·de . la 

velocidad de ·la perturbacio6n acüstica en el punto. x. Utilizando 
las· ecuaciones 1.5 hasta 1.10 tenemos que 1.1 y 1.2 tornan la 
forma . (considerando solo términos en < y despreci~ndo los de 
mayor orden) · 

1.15 
y 

-~1, 10 ~ i" V'. =.fo G:. 
ºE!~~i:=Jandó. · '.fF de 1.1s y ~tilizando 1~14 

.L. 16 

·· ... ··•.·· ·. ~ + c.'1.v~~;..º 
si se tiene f~ f:.~ VV para alguna V\ .. , t ) , entonces 
potencial aóüstico U~t)de tal modo que satisfaga: 

. >1: 17 
definimos -el 

. . . 
·'.C••. y·>·"·'... ., ... y 

implica que Udede cump1ir: 

ir. -,,.t \7. (t. vu J = itv· 
Podemos obtener otra ecuación como la anterior 

derivada parcial con respecto. aten 1.17 y·utilizar 
obtener que P

1 
debe satisfacer la ecuación de onda: 

~·.,. 

L19 

1.20 
tomando· la 

1.16 para 

~ 1.21 
Por. lo tanto las ecuaciones 1.20 yl.21 nos indican que en el 

fluido hay un_ fenómeno de propagación de ondas que llamaremos. 
acústicas. No~ernos que en ambas. ecuaciones aparece el operador : 

c
1 1. V· {t. V-,,,)= 



y por lo tanto un estudio de este es de gran importancia para 
describir el fenómeno acóstico que tenemos. Dicho operador recibe 
el nombre de propagador acOstico v es -definido <restringiéndonos 
a la parte espacial):· 

donde 

L
1 

(ti') ( 

En esta~ definiciones todas las derivadas se tornan en el sentido 
de distribuciones. Con este dominio ~ resulta ser autoadjunto. 

Pero la importancia del ~studio del operador A va mucho mas 
lejos como lo muestra el siguiente ejemplo que aparece en una 
gran cantidad de aplicaciones: 
Tornemos el problema : 1\ 

-~ + AV(it,t)=o . · .. ·. t··~.o·· ··¡··· .. : • t- . ·.·: > . .. para. ,,. 
'' .. _.,:. 

con condiciones en t=o : 
V(lf. •) = f{1tl ¿¡¡ (~ ol = l ld 

"i.22 

Veamos primero un caso sencillo: · °f~Cd: f. y <1
(JCJ e e! ·~on c. y f. 

cc•nstantes< Entonces A-r·c.'"b. Ccimo A~opodernos definiF por célculo 
. (yn,c.f;prla:l;· ~.~t ~()P~~ª~C>r·•.•.ñf; ·: :=:~ª_,}>(••) l.a. clausura . ~de · l>:le.l con 
r~f>~e,.s-cq,. a, .... l·':"··.r~:i:-.~~'U 011 - •H.a•vlt.y con l.f,E-1>CB.l _ .. N~te70::: que <que. 
pos:i:ble . est:a det;i:nicic·n~,·pues . al no;:;tener A.·· eigenvalores 
ipvect'.i\/ó v.· 'pc;r: C:é1curo· _funcicinal también el operador/ D..~-.. ; .·· 
· -,.:: Sea )(.el espacio de Hilbert: definido por: . . 6 . . . : . .·.· )-{. = i<a.J s e c. m·r 
con· la no1~rna 

. t . . 1 - 1 

. :< v~~\I·"' U ::nU,. :2:"· I> (&;.)$ b(G;)· 

donde b( o;\ : \U E )(6.) / i.O E ) tG.) \ co" con 'l. la 
extens·i6n de Q. a ttt.J. Con esta definición lt. es autoadjunto~ 

Entonces las ecuaciones 1.2Z puederi ser puestas en la forma: 

A Este croblema se puede presentar en acOstica si la fuerza 
e~terna solo act~~ ·d~rant~ ~ri i~~erVal~ de ·tiempo· ~inito -y 
comenzamos a tomar el tiem~o (t Ol cuando deja de actuar tal 
fuerza. 



definiendo 

~ = - &A. y 1.23 

'(l~,ol = < f(.(), ?U>> 

La solución de 1.23 está dada por: 

1.24 
donde 

W., U·' o:: ~ -

..,·' A.-t _ (Cu fl. t - o:' S".t~ 4_.t ) 

.. .· - o. s ... a.fo . c., G.t 
y las eni:ra•jas de. VJ.UJ esté.ri definidas por cé.lculc• funcional·•.· .... 

··tomando la primera componente de· 1, 23 tenemos que la s_oluci·on 
de 1.22 es: 

-· v o, t\ ~ ((.os 6.tJf + (o. s~ .. ·e.·01 
.En un caso mas general .que el ani:erior supongamos 

cCxl son f~nciones medibles v cumplen con: 

o < f1 ~ '(C t 1 ~ f, c... } 

o <. e , E- e.et) ft e~ < 00 

1.25 
que f(itJ y 

1.:2.6"' 

Utilizan.do· . ideas parecidas. al caso anterior ,: Ía solución\ ai 
problema 

1.27 

esta dada 

1;28 

donde ~,: fií y H es a su vez el operadc•r autoadjunto asociado a 1a 
clausura de la forma cuadr~tica: 

l ( f,,\:: ~f, A~)fc = lf ,f'j ¿'f'J.K con f 

El ejemplo. e>:puesto m1'estra como las soluciones a 
tan importante' quedan en términos de operadores 

.. •) 
y g E c.c11.. 
un problema 

que estén 

---------------------------------~-----------------~-------------
" En el e:ie.mplo dado por 1. 26 débe ·definir~e un prod~cto escaiar 

) . . . 
en L 2 .( el: ) dado por: ( f ~) ::: { f 4 é {' J X con lo que . se 

\.:, (' ' J . 
gar'?ntiza la hermi tic id ad . dell. A. 

1 
La norma llJ fl ,, : J ( ,, f Ju' es . 

equivalente a la tradicional en~ .<*l en vista de 1.26 

', "· 



estrechamente ligados al operador A (propagador acóstico) por 
medio de cálculo fincional. Entonces es de esperarse que el 
estudio espectral de este operador nos llevar~ a conocer 
propiedades de las soluciones. 

Este trabajo esté centrado en el estudio de la ausencia de los 
eigenvalores positivos del propagador acOstico' en el caso de una 
guia de ondas deformada donde se tiene densidad de masa constante 
y por lo cual A= - c'(.ic1'3) ~ con xE 11.• ( n=2 es el caso fisico) y la 
coordenada "y" esta sobre el eje de la guia de ondas. Se dan 
condiciones sobre la velocidad de propagación c(x,y) con respecto 
a la velocidad de propagación ~(y) en una guia d~ ondas perfecta 
para que el propagador acústico no tenga eigenvalores positivos. 

Esto se hace a travéz de los teoremas principales A y B que se 
presentan en los capitules III y IV respectivamente. En cada uno 
de estos teoremas se dan condiciones considerablemente distintas 
sobre c(x,y) y c(y), lo que lleva a técnicas diferentes. 

Con el fin •de· que este trabajo sea lo. mas . autocon,tenido 
posible;. en el ·,capitulo . I. se hace la 'exposición sobre ,lós, 
elémentos deL Anal is is Eunciona:t~ ut:Llizados en, los: cap! tUlos ··:([ ~.·· .. · · 
III ';;/; IV'. s~·' dan déf,frii'ciones.'·y;'<propiedades ':importantes ' de 
operadores acotados y no ·acotados asicomo de los adjuntos de 
estos: propiedaaes de los proyectores orto'gónales en un espacio 
'cte HÍ.lbert; . operadores compactos; se expone en detalle la 
construcción .. de la medida compleja asociada a 'una función a· 
valores~ complejos de v~riaciO~ acotada con el 'fin ~e darle un 
contexto adecuadó .. al teoremc. ·e:spE:ictral .. que también se . presenta 
a'qui> asi .como pa.r;,te de, su ,'deínÓs't:ración ,Y 'algunos teoremas sobre·.• 
·:pi~O-p:f~cti:ldes·· :éspectra:les:~.'.~de:Oper.adores· .. aútoadj}Íntos<.ba~ados. '.~.~n< .. 
este teorema. : oes'pués se .. presenta ,un teorema:,que nos propor9iona 
un·.~.·~ntendimiento~adecúadó'»'del.:c.~iculo fúnció.nal:y por '.·.Olti~o ·1.a:; • 
definici6n .. v · propiedad.es de los ·provectores · or'j:ogoriaies Pp · v >~ 
•sociados· a un operador autoadjµntd en un espacio ·de Hil~ert. 
Algunas· propiedades de .lds tenias mencionados son demostradas y 
para otras mas . elaboradas se ·menciona la referencia donde se 
puede encontrar la demostración~· .. • ··' . . ........ . 

··· .. , .. ,.·· .... · .. Ñ~J~~·kt1~~1.:::~·iii·~·~ti~t~ris!.~:á!~&~~f ;~?·~~~7 ~·i;·•·:~~~1i~f~~~~~~~ .. ·il~~.~~=~·~d6~ 
''.hamiltoniano en· mecé!lnica ''cüi!lnti·cla''ctonde.el ... potencíai· .. ·"tiende a 
ceJ'.'6 en.·t~· y .tal:~.que1 teng'a· un•.:.ei·g~nvalor .·•p'ositfv9· 'asociado· _a' una·· 
eigenfunción . en ·. L ( m.1 ) . Se< presenta . una discusión de la 

. i'nterpretaci6n fisica de este' hecho. A partir de 'este potenc.ial se 
constrUye un ejemplo para el caso.acóstico de uri prop~gador que 
tenga un eigenvalor positivo. También se ~resentan varias 
técnicas generales de como construir operadores tipo Schrodinguer 
que tengan eigenvalores positivos. Esto óltimo es tomado de [EJ. 

El capitulo III esté totalmente dedicado a la. demostración del 
teorema principal A.La técnica de esta demostración esté centrada 
en utilizar el principió del limite abs6rbente expuesto en el 
lema del capitulo III. Para ~laritear el problema en el contexto 
deseado se. utiliza transformada de Fourier asi como el teorema 
espectral. En la parte final de la dembstraci6n se uti-liza un 
teorema de continuación única que s~ tiene en uno de los 
apéndices del capitulo. 

En el capitulo IV se demuestra el teorema pri~cipal B. En este 
caso la técnica esté disehada para utilizar el.teorema del virial 

... ' 



v con. esto obtener la estimación de Mourre para un operador 
adecuadamente definido. Para esto se utilizan los proyectores P~y 
Pe asociados a un operador que se obtiene en el capitulo. Se 
utilizan propiedades de los proyectores ortogonales, el teorema 
espectral, célculo funcional, propiedades de operadores compactos 
v el teorema de Rellich. Al obtener la estimación de Mourre se 
utiliza el trabajo de extención ~nica citado en el capitulo III. 

La finalidad para la cual se presentan los apéndices a los 
capitulos III y IV es para demostrar algunas propiedades que se 
presentan en estos capitules que ·por su longitud no seria 
adecuado presentarlas dentro de estos. También se presentan en 
los apéndices algunos de los teoremas que se utilizan y que son 
conocidos en la literatura. 

Posteriormente se presentan algunas observaciones .a manera de 
conclusión. 

·,· . " 
··~· 



I.1 
I.1. l 

Def 

CAPITULO I 
============== 

üoeradores 
üperador~s acotados 

D-1 Sean X v Y dos espacios n6rmados. Una transformaciOn 
' lineal T: X_,.Y es acotada si v solo si i c t: (R. ~-

Uí>eH~cllXll 
y 1( 

V XE )( I.1 

Si Y es de.dimensión finita entonces todo oper~dor lineal ·es 
-acotado. La linealidad de T implica el. ·siguiente! teorema·: .· 
T~o> r.1 $ean ·r;;x y .Y' <;orno· .:en .la .anterior .. d~.finiéi6ri 

eritonees l~s,siguientes.condici6ries sbn ~~uivalentes: 
.' (a} T es acotado . . . 

( b '> · T es .continuo en ei cero 
(c} T.es continuo en todo elemento de X 

. El. conjunto de operadores acotados de:x en I seré denotado por 
j<x .. ~il. Es_:_:' conjunto ies .J.ln e¡¡¡paciq normado ,con la_ nor.ma·definida 
-cc•rno .el; im:.imo ~de l.os .nt:imeros. que cumplen con .. I, l; · . , .. ·· . . ... ·.. .._.··.·.· .. \:>· 
..•.. · Ademas :del . teorema I, i:· existe· :una.; fqrina ;_de•~caracterizár a ·:1os< .· 

.,· ¿,-pE;·radofés acotados . cyandó X V . y .·son espácios .. dé. Banach. Para: 
·· ,:e110 int'roduciremós l'a'.·. si'güi.eni:.e ·definición; · · . · · · 

L'>ef · 0-·2 · · Al súbconjun.Co- de x•·:c···dado por l"'.'<T)={ <x,v~. l y=Tx } 
1 lo llama~emos la gréfi¿a d~-T~ · . · · · 

r<.Ti es •.m s-ubespao::ieo de XllY d•::>nde en este se ·j,:;finen .. las 
operaciones : (a) <:v ... y,> +. <>',,~., = <X1+~,V.+Ya> 

\~.'~;;~~;h~;ii~f ~'~i~ci~is·~;~:a~;~s~~;-~1:~.jid. os\ ... ·proci~~tó's .. es' e ai~res L. 

\: .. ::" ~'::\y. ·:ri á un es~~~~d' ~~~~;d~) e~~ ~.'<\~~·}:~~:(J.:~ ~ \,y ,,~'/'t. 
.. ,·, 

C>~~rad~·res ciensa~er¡te definidos. I. l. 2 

Def o,-3 
tanto 
r (T) 

Un operador· lineal T: DíT)c,x.;...y con D7T>=X; con 
X como Y normados. se dice que es cerrado<=='> 

es. cerrado en .. la topologia inducida por la norma en 
i<:•Y. >t: -.X . . . 

Nótese que_ T es cerrado <.~ (al· tener TJC..""">' entonces xfD ( T) y y=Tx) 
Como una consecuencia del teorema del mapeo abierto ( Ver (Rl] 
tenemos : 
Teb. I.2 (teorema de la gréfica cerrada). Si X y Y son dos 

esp'acic·s de Banach. T; 7: ~y lineal. entonces T es acotado «=...,. T · •2s cerrad.o. 
En .muchas aplicaciones en fisica tanto X como Y es nec~~ario 

que sean tomados como .espacios de Hilbert (la letra n con 
posibles subin~ic~s seré reservada para tales espacios >. Un .. 



hecho relevante radica en que existen operadores en una gran 
cantidad de aplicaciones que no pueden ser definidos en todo el 
espacio y que no son acotados en su dornonio de definición. Por 
ejemplo si tornarnos X=Y=L'( m..) Y a T corno el , hamil toniano del· 
oscilador armónico unidimensional se tiene T=, ~v. ... ~ + -f fc. JCt 

Este operador no puede ser definido en todo LC•) v adern~s no es 
acotado, pues corno es conocido, las funciones de Hermite ~(que 
es tan en l.. ( 11\ ) son eigenfunciones de T v se tiene T Y,.~ .. ""(" .f ~ JY .. 
con n E Nvfo( . entonces llTY.11/('1 y.11:1iw(,.+lJ lo cual no es acotado: 

Por tal razón consideraremos operadores definidos en 
subconjuntos de X. los cuales en general se toman densos. En el 
ejemplo expuesto se puede tomar D ( T) =C- ( m.) , aunque esta no es la 
unica elección. 0 

Ademas el teorema de Hollinger-Toeplitz (ver [Rl} ) nos indica 
que no siempre es posible conciliar el que T sea definido en todo 
X v que sea acotado. 
Teo. · I-3 . Sea T :. ¡(-.J.( lineal. si T cumple con 

.· .. · . <Tx,yl=Cx,Ty) Yx,.y E D(T)·· e i.e.• T es herrnitiano.) I-2 

· .. entonces .T e:s él.Cotado... • ....•. · . . .. ·.. . . .· ..• _. _ · .. ·.. · .. 
En lo siguiente·.x y Y denotar~n espacios con· producto interno. 

Def D-4 Sea T :D( T )<.X- Y ( n.q ne¡:esarí.am~nte lin~al) con Dl'T1=X 
Definamos un operador T: D {T) e: Y1Xdc•nde y ~D ( T) <¡-'> i1 ~E- >f ~ 

.. (Tx~y)=(X. f) Y x•D(T)~ En tal caso J=Ty. T es. 
llamado el ad junto de T... · · . • 

Nótese que D(?'> es un espacio vectorial y T. es univaluado (por. 
ser .. D (T) .. ·denso .. e~ X~ y adem~s lil'leal (aunque T•no lo. seá ) . 
T,~mb¡:éx:0.por, l<;l ... csnt7nuidad d~l):p;r9duc1;_q ~i¡¡calar,:'J: es cer~.~"dO. .. 

. e:·:· T .-tiene las si.gllientes propiedades ·:·{ver· [Bl )'.'":< . . : ' 7 
. · .. • 

TeO,I~4~f .· .:~ea.T. cprn~ en ... 1.a· a'i,~e:t;i'?_r::definiciófl·.·~. SUP<?ng~mC)~' que 
· T existe ··y es aensament~::d~f:i:nido; entonces: 

... _,. . . . . -· : 
(T ) ::: .(T.,) 

En todo lo siguiente de este trabajo supondremos que los 
operadores son lineales . . 
Def. D-5 . :. Tornemos_ ~.X T. oper:a,dpr':s tjEmsarnente definid.os. de X en_ .. ·•· 

...... ,.. ... . . ·· · · <:.:.'-/ .. ·: ... '!=.11:tC'.r.'?es ... : 9.~.C::: .. :i,Jn9.~ ... _q 1:,t~_;_;,'f 1. E;!Xt i<E=11oe_. a ... T. ,,,~.10 .. quE:!· é., denotarnps"'c. -· -··· - ., .... 
·· .,.P"or: T1cT e:__.).· D <.~Y~D <"J:,.>.: .Y' : T.,x=T,x · :. Vx.f;DCTi.. Este>. es .equiya.:. ·· 

z.. .: . . ; 17ri-:t:e a: depir que . ("f.T~l: .c.1:1:~h . . .. . . -
. r-'!"P-POsicion P:-1. Tomemos T . T,•y TL d.ensamente definidos de x 

Y. ~ntonces ..... • . · 
. ·{a) . . • ·. • 

V .ci c. (.tT) = ',;(.,. 
(b) ~ ¡ T. c. '1 ~ ~ Tt e T,• 
( c) 

. . . .. 
T, .f T-. e (T,-t la) u.. 1>( r, r17-.) ::- -Z.{ t,) 11 )CT,) 

V a1. € Jet lr "t 9'.) -:- ·T· .. ;;-( d) 

Proposición P-2. Si T: D( T) c.Jf1~L densamente definido y T admite 
una cerraduraA. entonces : 

--~-,..~--~--~--~~~~~~---~----~----.:_.:_ __ .:_ __ ~----~-~~----~~~--~------
Decimos que T es cerrable o admite una cerradura cuando ~ 

A: D <A i CX~ Y cen·ado 1' T ~A. La cerradura de T se define corno el 
operadt:tr lineal que T que cumple con rcr> = ?('f). T existe si T es 
cerrable. 



( b) 
- ,.. 

Si T es cerrado entonces T=T=T 
Proposición P,-3 Si T~'PO~.lf1) entonces D(A

1
)=Y. A·~'Pllf,,IA,> y 

llAll = 'IA•ll. 
Def D-6 T ~ D ( T l e X+X ·densamente definido es autoadjunto <~ 

Nó
0

tese que Tes autoadjunto~T es hermitiano v D<T.)CD(T 
Un criterio bAsico para saber cuando un oper~dor 

autoadjunto nos lo proporciona el siguiente teorema: 
Teo. I-5 Sea T:D(T)c..)(~)t un op~rador simétrico c6n ffi>• 

entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 
(a) T es auoadjunto 

• 
(b) T es cerrado y Ker ( T '!'¿)={O} 

(,:;¡: Ran( TH):)i• .-.: 

a 
T=T 
) . 
es 

)'(' 

La importancia de trabajar con operadores ~utoa~Juntos. radica 
en su .aparición en fisica · v en sus prop.iedades· mateniaticas entre.•· 
l~s cuales resultara de gr~n. i~portancia ~~ra hosotros el teorema: 
espectral valid•:i para tales operadores. . . . ·.···· 

Posteriormente necesitaremos c;:te la. siguiente .. definici.6n v de 
sus prc•piedades : .· ·•... · ·: . , <. · ·.· ·. : · 
Def D,-:7 < ... s~a :r: DC:i:rc: >l, .. ¡t. :T _es. t'osi.tivo. (de.not.ado por n.o~.•· s.i 

.. "~~-:~~~~iª!~·c·~~~.ift~ºd~fI~t~~?·::• .. ;,;~·".·i~~;~~·~~·.d::· ·6·~~i-~d~~~;r.· 
den'samente definidos. en .• >f,;, T,,..;r¡. 411>:.J;~T,O. .·· .. ·e .·· · · ···· 

.Si. T es posi ti.ve tambiéri es .hermitiaJo, ·· siendo est.o una 
c•:insecuéncia de que : íT(X+Vi ,x+y). V (T(x+iv.x+· e y) son rea-Íes 
positivos. • 

Como todo o~erador autoadjunto es cer~ado (T sie~pre es cerrado 
si .· T es·. densamente definido) :entonces .. por el teorema-, de. la 

~!~f~Í~~~:~~¡;¡~;~~::~f :~:~~,::,;;;s;i~~;~~~:;~~~,~~: ::~~;;:~~~;,;~' 
·~ , ' 

I.1. 3 Proyectores• 

Un hecho relevante en la teoria de espacios de Hilbert . ra.dica 
en la desco~posiciOn de este dada por el siguiente teorema. 
Teo I. 7 Sea M un subespacio cerrado de )f, entonces dada :x: 6 )l 'i. 

m ~. M .. · m~e M;¡ unicos · x=m+m4 • . : a · · ·· .., 
)'\se dii::e que es la suma d.irecta de M v M denotado. como >(=M $ M 

No"tese que· si .M es cualquier subespacio de>\ se tiene ~ =M ~ M.a. pues· 
_... J.. 
M =M: 

El teorema I-7 nos permite hacer la siguiente definiciOn: 
Def Dc8 T·:•memos M un subespacio cerrado de )t . El proyector 

ortogonal sobre M es definido por F: )( _,.M con Fx=m si x=m+nt 
Pes lineal. acotado. y de norma uno sj M/{-0}, RanF=M y édem~s 

idempotente ,, p&:: PP= P ) . · ... 



-:.·; 

. \.· .. 
.. , 

como V x • )( • ( Px ;x) = ( P:x: • Px) ~ O entonces todos los proyectores 
ortogonales son positivos y por lo tanto autoadjun.tos. 
Proposición P,-4 D~do T: ~ _,,.~ T es proyector ~ T es idempotente 

v autoadjunto. ' 

Def D-9 Tomemos dos proyectores ortogonales ~ v ~ sobre los 
~ubespacios M1 y Marespectivamente. Diremos que~ es orto­
gonal a ~ denotado por P, J. P• <-""> M,.L M, Ci.,, ( m,.1\) =O V m1 E M, 
vm_€M 1 i. 

Utilizando las propiedades de los proyectores tenemos el 
siguiente teorema : 
Teo. I-8 Sean P. v ~ dos proyectores ortogonales sobre M1 V M& 

entonces las siguientes condiciones son 

'' '< 

respectivamente. 
equiv·alentes 

ca·i t1, .L Ita. 

·ie> 1s(rl1J=l~f·· 

( b·1 P. l.·. o 
( d) , 

.. 
· Es interesante conocer cu~ndo· la compos~ciOn, suma y resta de 

provectores es también un proyector~ Esta información la tenemos 
de .las siguientes ptopiedades: 
Teo. I-9 · Sean ~V ~como en el teorema I~a. entonces las 

siguientes condiciones .. ~on eqµivalent~s, ~ 

Teo. 

. . 

.{ á } . •. r. ~··?a 

1e1 11. c. M ... 

(e) P,1. - '-
(d) 

... 
. . 'P./.?, = . ?. : .. · 

I-10 Si P, ·v fí son dc•s proyectores corno en I-8 : · 
. ( ·ª). P.P. e:;¡; un provector ortogonal ~') P. y P~ conmutan. En tal 
·caso E='f' es el:··proyector: ortogonal' sobre el.. subéspacio, 
M,·t\·:~·'":.· .• .. ~: ·· .... '·"············ . , ... ·.·· .. ,,. ,,, ............ ,................. . . ...... ·····'· -··:· ... ,_ .... · ... ···· ... ,:;.,., .......... , .. ,, ....•.. 

<b). e.,.;·~~:es ·un· provecto~' órt6gO~é:li ·~fa.~ P.., En tal ciaso· 
·P.-~ es un proyector ort()gonal: en .. M, nM, .. · 

(e» P.+P., es un proyector .ortogonal <;="> P. .L P. · En .tal. caso. 
P.+ll es un proyector Ortogonal sobre M,+M= tf'1, "11> , donde 
M.+M.,= {x_ I x=m,+m..,. m,cM,v m.&t-1} v d·f.uA,' es el. minimo 
subespacio cerrado que contiene a · M, v Ma.; . este subespacio 
coincide con la . cerradura topoló.e:ic.a de ·<Mu M >. 

- • a Este teor~ma se puede probar con la ayuda de e1-4 y el teorema 
I-9. . 

I.1;4 Operadores compactos. 

Tornemos X y Y como dos espacios de Banach. 
Def D-10. Sea T:X Y. T se dice que es compacto ~>T mapea 

subconjuntos ~cotados de X en conjuntos rel.ativ~rnente 



-compactos de Y. O sea T (A) es comp·acto con A c. X acotado· 

Se puede establecer que T es compacto <.::::?> para toda sucesión 
acotada { :x,. } c. X, { Tx,.} tiene una subsucesión convergente.· 

Como una consecuencia de que un operador definido en X es 
acotado si y solo si mapea conjuntos acotados de X en acotados de 
Y tenemos que si T es compacto entonces es continuo. La 
implicación inversa es cierta si el rango de T es finito 
dimensional (pues en cada esp~cio de dimensión finita un conjunto 
es o:c•mpacto ~ es cerrado y acotado). 

Entonces si X y Y son de dimensión finita todos los operadores 
son compactos. 

Si T, V Tz son compactos entonces "T,+ p Ta es compacto V"'. p E e 
Si Tes compacto y B acotado entonces TB v BT son compactos. Mas 
aun. si T=lim T. (en la topologia inducida por la norma de 
~CX.Y).la cual llamaremos uniforme} y los T" son. compactos, 
~Dt:onc.es T .también lo. es. . 
~,/:·Algo que u.tili·zaremos mas :adelante es el siguiente 

· Teo: I .,.11 · sea· I': )(· ~}4 compa'.cto; entonées . : · · · · · 
( á) .. Existen operadores T: JI .;,;,..,. JI con RanT,. de . d{mensi6ri 

·finita para cada n Ell tal.que T=limT.. (en la topologi.a 
uniformer. · · 

(b) Existen dos conjuntos 
riecesari.amente completos} de 1'. {.'t..} . 

:.17:?s~;ivos .{ l.J ) Tx=.! "· (1',~J,S. <.~n la 
:.._,·.,...,,, 

.·-·:. ;· 

:.--: ... · .. : ·.--.·:·· 

or.tonorma1es {no 
{ 11(}. y numeros · reales 
topologia unif.orme). 



I.2 Integral de Radon-Stieltjes 

I. 2. 1 Funciones de variación acotada 
(. 

Para construir este tipo de integral necesitarnos el 
conocimiento de las funciones de var~aci6n acotada. 

Denotemos como 1 a cualquier intervalo de la forma 
el~~~ p donde -uo .f tl.1 (' i.. . Tanto ol v p pueden ser t. co para tener 

posteriormente una notación uniforme. En lo siguiente O denotaré 
cualquier. colección finita de intervalos A.,, ~ ., •.. , ~,.. ; los 
cuales son de la forma 6 =[-<.,, l °'., fl. ell y ademés no tienen puntos 
en comün. J J .\ / J 

Tomemos cualquier función f.: I ~ fle. Res u l. taré importante 
fijarnos en.· 1.as _cantid~des "• (f, r)= .'f. 1 f(,S~) - Jt .. .,J donde 
D es una colección de intervalos vJ descrita. 

·.·· .. Si . 1.a · cantidad V ( f, 1) =sup{Vt< f .• I). J D es cual.quier colección 
,fitj~,1:-ª de. ·in.t:~rvalo~: ... }- < .. flO.·~··· ~sta. 7s 11.arnada ~a ~ariac~6n .:<:fe. f •. en 
el -intervalo ,.1 ... v f, es :un:a función de' variación acotada. Si r=' &t..' f\i(f ;IR)' ~eré denotada por v·c·o. ·. - · · - · ·· · · · ·· · 

Si 1 no e~ acotada existe otra manera de calcular la variación 
d~ una ftindión de variación ac6tada que es.la siguient~: · 

D~ denotar~ l.a cól.ecciOn de interval.os cont~nidos en I de la 
· fo:r.ma 6=[ •·. · p. l donde - .. ~ ,,.,, , -:: • que no tienen puntos 
int~riorªes .en comün; v definimos "~· (J:, ~) :- !: 1 f ( r•• - J ( ot .. l I 
cogi='~~c:>~~~~·i.ri .. :··P,:'."s);:Vcf,I),~:="f;;up{. . ·.· ·. / o':i.'ü·ria coi~¿cion . .. . Jl.f __ <,t·• IJ . , . , ·-- ... .. 

· .. ,,,,.. ·· des•cri•ta}:~: .· .·,:.;-.. ,. " . .. ·;_;:" 

. Pf&:t:ia: .·-/):. , · . "'/ . ::-·\.,. 
( á) Si . { A,, ~, · ·} es una colecci6n del tipo o 

los intervalos fini"tOS, entonces i f f(p,.J _ f (flC .. J .1 !- V(/'.,,'..JJI_
3 

A 
' ..... ' . . 

COf1:. t= [~· IJ de longitud. finita . 

. ;,:_::·'.·"i~:f~;:.· .¡·~~~~:·~~-:" .. /%~fri%~i¡;~f Í;;r!f :~·i;;:#~; .... ¿~.;i~d=1~~;~~i·¿·~~Zb~!~ni•~;.+d~~~~-:~~:'·: .. : :;.; ... 
· ···.·:,riüin'erabl.e-,de .. -i.nterval:osi:cerrados .finitos sin puntos.'.-interiore's'"én':;,<, 

cómófr: . · . . . . .. ' ··· · . . . · · · ... · , ... ·· . · ., · :· ·: ,· · 

~ .. = U_b .... u" ~"te.;,,/, . f'in'itos. Ent<:irices si .A~=C""~.1'1 

' A .... : t: .t~~-, p .... 1 i." .... .,~ f ( 1:>- f <•~ \: ~ [l l #11•1 - f co1 .. .,.iJ " 
• · k:o 

-::a/ \f(P:I - f(et~l I ~ ~. l l(p,.,..> - fC.t ... rl 

. ~. Í 1 fl P~I - i (.t~ll ~ ~ f l .f.( P111d ;_ F (.OC11a) 1 
ft'SI "ª' 11::1 ' 

dond~ esta 01tima suma es del ·tipo descrito en (a) y por lo tanto 
menor o igual. a V(f,l)./// 

Proposición ~-6 
tenemos: 

S~ ~;~,t ~on funcfones a~bitr~ii~~ ~e I en e .... 

(a) t \ V {U.e T~ l · ~ V(.f,r) ( b) 
V l I"" f, I 1 ~ · V (f,·1.) 



(c) \l(o< f ... "I) = '"' V( f, rJ t/E ~ (d) V ( f, +l." r.} ~ V (f., r)., V(f11~J. 

(e> ' le l => V ( f ... I) ~ V ( f, :r', 
Una consecuencia interesante de .esta proposición es que el 

conjunte• de funciones f: I -=p <C de variación acotada denotado por 
~(I> es un espacio vectorial normado donde la norma de una 
función es justamente su variación. . . 
Teo. I-12 Si f.o p¡ IR) entonces f=(~-\_) +c.(~-~) donde cada f,;es 

una función monótona no decreciente de ll en fil. 

Prueba: 
Es sut-iciente probarlo para 'I : . IR - IR. . Sea '/,=V C 'f , r; 

donde IK={-•;xJ~ Y, es también de variacióh acotada y utilizando 
la Pr:'ºPO,SicióJ"l ·P,7""6- tenemos 9ue v .. :=· v,--'I. también lo es./ 11. 

fis~e teo~ema da luga~ a la sig~i~nte p~o~6sici~n: 
Próposición P,-7 Si f Epl A.) ],os siguient~s limites existen: 

(a) f ( lC ~o\ : J¡ .. fe" t cJ 
( ~ ... 

( b) f( .t •) = t .... f (Jt) 
l(~!eo 

... ~\;~~"t;?. ,i.J:"icf~C:,a,. ,que:~º?~·a,_·~Jo::i -~ªf~.?!;';'.d~ Yt:l~; :féP.<·~t ~on f"_i,i;¡:i,!;.9s .· 
1ademés,. sbleoe:x:iste una "cantidad· numerable>de. saltos ·pues.· esto· 
suce'de> para cúalquier fi.mción~niónOtona ·no decreciente}:. . . . . 

· t."las adel'anteutiiizareinos ei.siguiente.espacio : · 

• (.)= {f E~(dt) I fes continua por la derecha y lim.f(x),;·0} . . . -·~~~ 
"1 • -. • • . 

N<?tese que s·i f E.., "( f=(~-f•) + e <f,-f,>. entoces ·f,.C!:P; c=1,2,3,4 
si·:E:stas · si:;.n constr:uidas como en l_a .prueba del teorema· .r~-1~2· ... A 

:' ··,o:s't;á·~·descompOs ici'6n'"l'a·:;1·1amáreínos ·.:'l a:·reso1u·cJ:6'n · :céinónica· "de:· .. r.· 
" .... ,. ·- ,.,. . . .- ,. ,,,,, -. ,,._ ···- . ··.' . '. 

·" .~ 

.· -: ...... -,,.•" 
·Í.i;2 rnte-grai· de: Radon.::.stieltjes. 

' . . . ' 

En lo siguiente tomaremos una furic.ión f E 'O• v construiremos 
una medid~ en ~con su r-algebra ~respectiva, en la cual 
hablaremos d~ funcieones medibles e integrables en _el sentido 
usual de teoría de la medid~. La im~ortancia aue tendré para 
noseotros este tipo de integral radica en que nos proporciona un 
contexto adecuado para el célculo operacional que utilizaremos 
mas adelante •. 

Denotemos _por 'A=<°'"·rJ donde . .C.f E {-d, ao }_ui.- "." - - - - - (A) 
Sea s el conjunto de todas las uniones numerables posibles de 

intervalos.-~~ .la for~a (A). La letras con posibles ~ub~ndices 
sért:t. reservada para algón elemento de S. · 
Ase~eraciOn ~-1. Los siguientes hechos son vAlidos: 

Ca> 



( b) ~ od,u, -5~ es :.> un, ES 
(-r.I 

" (e) 
'B .. s ':!> (\ B~ es S.: í),, -a .. .., €. ... ,., 

Prueba: 
Notemos que si ·~ es· de .la forma (A). su complemento es 1a 

uni•:•n de dos intervalos de esta forma. por lo tanto (..,.O le.E S. 
Adem~s la intersecci6n finita de intervalos de la forma (A) 
también es de esta forma, lo cual puede verse as1: 
Supongamos ªA·=íA,·.a.] i=1.2; ... ,n Sean el y A e,.l m<!lximo y m1nimo 

-:- ' .-, . " ·-respectivamente de los conjuntos { 6'.¡}. Y { n· } entoces 
~ . ~· ,.. ~. 

() Ai. :: ( "- , '? 'l .. 
. En base." a io '~'nterior. como 

. . . •. . .. 
AúU·~· • ... ..... 

entonces· n~ ::. "v ~· .. 
I;) ~ 

s.on · irit~rs.ecc:iOnés .· 
,, :.1 . 

finitas de intervalos 
esi:o Be€ S. 

y C0'1 

(e) 
·.·.· ; .lit 

L, .... -i:,> ... ·1):13._ •. ; : .. l1J:i ~,. :: · Ü · -~" . . .. 
· ·· .... &a· •=· ~s• ...... ,,,,,~ .... ··· ... ·r-·~ •dP.n<:!~-""'· .. : lós.:: .t'.··· '.:<.son 
nte~~ecciones finitas qe(iritervalos "J:.1 y por lo"·t:·a:nto · ··n·B:• s1-11 .. ,, .... .,."·"·"'·''·'"'i' 

.. . . . ·. . ·. . . .· ..... · ' J' . '. . .. ·.. . '·· <' ' ' .· . 
·.. Nótese . que . (a) no.' necesari:aniente es . v~li.do·· si .se;:'.toman: 
.·uniones infinitas' nu.merabies . ; ·comé; lo mues;t:ra el ejemplo.= .. .. . ) ' ... 
si 'bi.= <-oo.tJ ="> ~ :: V ~·~ : ( -lllO ... • :::::"> B = [O.,oer ) , 
el cual no esté en S. i:• 

También (c).no es valido si \B;4 es infinita numerable como.1o 
setiala .el ejemplo: ( . .l --. n·n,. 'I: ('1,oe) ,,,,/. s 

Í3i :. '.'" " • Do 'J ~..... •:::i ,_ . , ... 
Denotemos por 

elementos de S. 
Aseveraci6n A-" 

g al conjunto de toaos los complementos de 

. 1 .... Todos los.abierto~ de ll están en S. 

Prueba: 
.Como todo abierto de mes union numerable de interva1os 

abiertos y estos son de la forma (A) se tiene el resultado. /// 

~ES (pues ·r1~'(rt. -t.] -'Gil) 
.SOlO .perque.<nO es cerrada 

:.;' 

S no puede· ser 



En lo si~uiente detallaremos una V-algebra para cada f e n•, 
que contiene a s v S junto con todos los borelianos de /1. • 

Sea t-€~1 .definamos m(~ )=f<t) )-f(ll( ) con •6=< .L, ¡.] ·• S °'11 <• 
Tomemos B S y cualquier representación de B con intervalos de 

la fc•rma (A) donde los· ·~; son disjuntos 'B = Ü., •>... y 
. - ~. 

definamos m < B) = ~ "" ( ·~I . Notese que m ( B) es finita pues esta 
serie indepen~~enternente de la representación de B. converge 
absolutamente al ser f de variación acotada en~- Además m(B) 
no depende de la representación de B. 

Prueba: o.• ~ 
Tomemos B= U, ~J B= U,-~~ dos posibles represen-

. J =• J =• . 
tac iones de B. Como n '= 13" o;: (J~~ -~J. '" ( r.9." .& __ , = ,,Q., L·~J n Íi,J 
P.e..r.o l.os conjUni:os. i.··ri .. ".\.• ... ·.. son de. la forma (A) ,.Y .. · adem~s' 

disjuntos entre si. A~/ ~ue:~k.i def~~irn,~s ·~J~: . "Áj " ~" •) '.1;:~4.1~ 
Denotemos como '"(&J: :i:'" (~S) ~· "'<el:. 2. ,_ l ~~I 

·J:• t~ 

. . ' ~f· Cot = f f ·~ l ~~,IL) = .t=. ~ "" (•Aa"' 
pues se i:.iene converge¡icia absoluta. 
i:;-robarenrno.s .·que rn(B) .=m l B) .• 

= 
.. 
. ()_, •· ., . 

• . ;111' 

·,·::·. 

fr~ty;."Jttt~' = .. ··~~ r1-.(11,.J. 
con . ·~J = <1 ~ Is J y •4•• ~ "'-mt· '4 l 

" 3 . '" 

- - - - - - - - -

'' ···. 
,. ,; -

':-·- __ :: -·:- .... ,~ 

- ( * ) 

-(. 

En efecto. pues al tener una un~on disjunta en ( * ) entonces 
para la suma en ( *,., } cada vez que. se tenga f ( P.1•) se tendré f <°S" J 
donde Ptr = "Ji tal que se anulen a excepción de cuando f,. = A par3 
alguna s. 1,.;omo tal suma es absolutamente conv.ergente po{iemos 

. - . . 

rearreglarla v tener :X' [/ (p J - f {• .. a:,) J :: { lp ) - J; .. / (d 
' , ~ ;,tlL . ., . l X-t ._..,_ 

. ~orno f é' ll .... ~al limite es igual él f (o(, ) . comprobando esto a ·7 ( * * r 
por lo tanto rn<B>=rn"tB>. 1 h J. · 

4 
· 

An~logamente se ·prueba mCB)=m(B) y con esto rn(B)=m(B). /// 



A m(B) la llamaremos la f-medida de B. - U- f/I \.· = . ~ ~ .. 
lltc.1 

l < l •• .. 1 / Definamos ahora la can~idad b(B)= Suf J ¿, ~ ~ g 
"e' 

Nótese que m(B) y b(B) son funciones f'=.aditivas en S 
o sea si· 

-~ = Ü3, :::!') ~Lll) = .l ~('Di) ) Ademés si f es real 
,.,. c..:. . 

mc•n·~·r: .. :..na no decreciente m ( 8) =b ( B) . • 
•.:.:•mo es de., esperarse. al estar f E. p , se tiene que b ( ~) = 

Vif. ~) donde h=iol.. pJ v ~ =(Ol,p). Esto sugiere llamar a b(B} 
la variaciOti de f en B (notemos que esto extiende el término de 

"variación"). 
Definamos ahora la variaciOn exterior de f sobre cualquier 

subconjunto E'~ como: 
-n sJ:· r.> E.· ... 

Y la variación in~~~ioi de f. sobre E ~omd \ 

. . . 

Es.tas dc•s. funciones tienen. las siguientes propiedades: 
Aseveración A¡;.z.. Las siguientes igualdades se cumplen:·· 

. :_: L•:·l· .. )··••·. ~:· . t.·{·.· ·B'·)··.•. 
.. ::1.. ·,8 < .•·····.!J~ .·.· ... · . 

. . :. " . 

· ... ·. b•té1:·~ J/.(f.)i>·. 

'B.·~ s · .. · .. 
. ·- ·,··.··· 

··.·.·e:·. - . .. !t ( µ t;) ~ ,~_.· b" ( f ¡ J 
c.:• 

(lb) L. ( ii) ~ ,.L.BJ 

.~,?,~,,,, ··b~ :f:·E.J .. :.$.; ... ,~~;;(:.iJ., .. 
. .... ... , ... 

<4b). ·.·i,~·:·:eE~) ~ 
·-':>a. ( lJ.,Ed 

·t,·. (f~) 

prueba: i:t 
.Solo probaremc•S (3a) V (3b} pues el resto son 

Tantc• b• c~·mo t~ son finitas pues. b
6 

(IR °l=b( IR) .(.eo 

variación acot~da. 

inmedia.tos. 
al. ser f de 

.. 
(3a) Utilizaremos el hecho: Si B= U"B& =,:,·bCe)~ I 4(0¡) 

. . .. ~ 

Sea (')O y definamos 

E .. e B,. . -t '=:nemo:. Z L { Q") ·~ 

si ha cerno":" . 

S.,~(:\) C Entonces para cada n, dada la 

~ ·_Je ~ ... 1 ~. 

-2 f .. 

entonces 

.·:. 

":. :::.:;:::{.:: ;_:,,;:;~ 
. .. -~ 



como w -~ (VE,. J ~ & (8) 
.. . . 

V n E fll ="> · (JE.. e B =';> ~ L J, ~ (t., 1 -f E 
"-:.' 11c1 

V como esto ocurre para toda e se tiene el resultado. 

(3b} Utilizaremos el hecho: 
Si H 

JI = u~ i;. -=""> '2 ~, ( P: ·) :S "· c ... , 
.. ,)/ "::1 

Sea e >o V J,.=(ffc. entonces ::¡ ll., 7 "B .. c. E. .. y -~. (E .. ) - .S.,. ~. ~~La .. ] L ~-(.E.,) - ~f .. ~ 
"=' 

entonces 
Oll 

· ... ·:2: .... b, (E,.J -~.··E L~·l• U f.,J ... .i .... 
. . ~-. -

. ,, .. 
pues. U B- . . v· ~ 

¿ ,. c. ........ 
.. v come• esto ocurre V E> O se coricluve. //f 

. Definamo: ~ Wf 4 :· ~ E c..Q. / {,•(E) : b• ( {:) l 
Ncitese que se Wf de .la. defini,9i~n .de medida. i-rlterior ;. :Ade~as .com() 

.. ·. épar.a. ·· .. ·todosJlos intervalos, de!' la. f,ot'rna · (A).· sü, coinplenientC:, es e la /. ' < 

.. ···· .. ·.·:·.;·~.~-~-~~~Q~Sd·~~~.~í~~~-~~·~~~~t!.·)··d~¿~:~-~g,·~~;l6·~·~-~-···~-;~~~~~-~~i~-.···~~;f~.ri~~~~ri~~i(•· ... • .. '·.·· ..... ·.···. 
Por' cqnsecuencia todo elemento·.de ·S.• esté:. en. Mf"·:· . ·· Esto óit1mc1•• se ,; '" 
·ve· ·,de 1-a si·g,uiente ma~era, : _, ·:: __ · ·-.. , · ·· ·.- " '~ • . --
Sea B e-s y tomemos cualquier represenrtaciOn de B: B = cH ~i 

.. P<::),~ (4b) de A-2: 
~ - . ~ 

~~( D) ~ .~-~. (~i J :. ·· ~ ~' (.\d O:: .I bUaiJ~ · 
•• ~:,;,,.:·_:):.·- • < ·,_~~,~~.;!,.~:~-~.~-~>.:;:, .. ; .·,.:,~, .. t_;·~ ..... ,_,,·_·;.}_.:;;1 ... :: ·-.· _:· ,~,:. ~. · •. ~;.,,,t::,\:.~. -:~;~,~ .. -·:·.\;, __ : ;, 'r-:: --" ~--··· -"~'.·'~·:'.Y'.\:; .. :;,,íiir·''•·" .,·"·"',,''' .,,, •.. ~,.-. 

. ~; .. 2 ,.,... r·4··n 
' . '/ i :i ,, . . . ' .• .·· 
en:tc;rice2 :.: •:•mo 

., ·-· 

.·, i·i , _, i,JJ'/ 13 = 
. . .. 1:.. . .. 

tenenios b,.<B) ~ b• {B) y por (2b) de A;2 se concluye· que 
-b.(B)=b•CB). /// .. · • 

Cuando E ~ "1f denotaremos b (E) =be( E) =b (E) • la cual llamaremos la 
variación de f scibre E (nótese que este nombre esté de acuerdo 
con la anterior forma de llamar a b(B) pues S c. hf,>. · 

·. Ahora, ._., f tiene la propiedad de. que si { E_, } c. hf ¡ 
colección disjunta contenida entonces: 

. i;,., l (]¿EA J.-.~ I ,1,, (.E .. ) .:: ... I l .. 
l11iJ . 

( E .. J ~ . b • ( V, F.,) 
(Ja.J. 

y por (2b) tenemos: 

es una 



o sea "'1t- es cerrada bajo uniones nurnerabkes de conjuntos 
disjuntos y b es r-aditiva. 

Aseveración A¡-3. wf es una (]:. algebra. 

Para probar esta aseveración se utiliza el siguiente criterio: 
(l) f t ~f (-::) V~>... :J /J, )' 9Ja (..,.. ll .. C. te "B, ~ 

'7 e a. - 6. > < € 
Prueba del criterio íl): • 
~) E~ \ff ~") b(E)=i¡fE) entoces dada ( 1 -& .. e E c'B J 

Pero corno 

. . 

·. entónces 
.-: ..... ' .. ; . 

,: ·. :,~(.9i: ";, .. ll'tl' =; ·r (ll,l) 11¡) ~· .. · ~l IJ, r~ 6( q,·;i.: .¿: l 
¿...;;..> . '.Te~~inos que dada .E>o ~ :i¡', e E·~,'il, 

·{'~ii?·<:U't·~ :tii~r ··,:~. ~;;·(F··J•. ·:~' ··1 •• · <·~~J··· 
..... ,;. 

. . ' . . .. . . 

~. · (ó~ . l · ~• J· (E-J · ~,· ~· ui .. l: .. · 

~ te (o,)- r\'l,) 5 L. (E) - /,-(~} ~ "" to~)_.¡,~ l07) 

~) b ( if..) - ~ (IJ,) ~·. '• (~) - ~· (F) ~ ·~ (8,) .. -J,(i",.) 



o,-~).(.~ 

Probaremos ahora la asever~ciOn ~-3 
(1) {tSE: "ff es inmediato pues ,PE. S 
(2) Wfes cerrada bajo complementos: 

L\, e e c. n. 1' '(IJ,_.i,) <.€ 
- e o, e é e ~t y corno 

e e e 'Wl¡ . 

{ 3) Supongamos E, . E a. E W¡ :-) "f)O 

.: ""·'-· ... -:,·_ n,a. e é, e '3,, /' 
ll;, e f,.c. D,, 

' entonces como 

/// 

, entonces 

I 

• . " ( IJ11 - i"uJ ,<: ~ 
.... : 

{i,,.v:ou··1 ,.;.:{{13,"'···· n.·.~:~"-1: (11.iu1J.,)nl,(11.i 'n··11~ .. 1>· 
'. ,.: "1···. '.'·'·'.· 

o,~ n ta¡, n A, ,.Ju { -~.,' ,;,·fi,L 1~1.~ 

e (ll,. r'l ll,,) (.} en,, n'1u.J. 

entonces b (u) ' ·~' ~ ( t) .. ll t3." , ~ 

0 sea que lllfj "='S cerrada bajo uniones finitas 'y debido e a { 2) 
también bajo intersecciones finitas pues E. 11 ~ .. = (~ vE.J . 
por lo tan~o: es cerrada bajo diferen6ias. 

Tomemos { E,. } c. . 'ttllf , entonces si E = UF,. . E también puede 
ser· "visto como E = UF• donde los F,. .. pueden .. ser ,construidos a 
partir de 1os E,. por uniones y diferencias, entonces { F .. }e,; ti/¡ 
y como ~I es cerr~da bajo uniones numerables de conjuntos 
disjuntos tenemos E E. Jttl 111 



Al ser lt1 f una . V--algebra y cont.ener a los abiertos de l/l. 
entonces contiene a todos los borelianos. 

Un hecho inmediato del anélisis anterior es dado por: 

Aseveración A-4 b es una medida real v finita sobre ~f 

Existen otros criterios para saber cuando un conjunto esté en 

(3) 

V E>o 3 
e ~: 

j ~ 

. ( 4) 

(5) 

e=-. c. e 

Defínir.emos ah.ora liria medida compleja para f 
. Tómeinl:is f ~ p• y. su >resolución canónica: . 

f = ( f, - f& ) + ~ ( f - f ). 
J , 

Una propiedad que no~ resultar~ Otil es la siguiente: 
Si b¡(Bl den6ta la variación de cada~ sobre B t~nernos: 



lo cual indica que b(B) es pequef'io <~ b.(B) también es pequeno 
para cada i= 1,2,3,4. Usando el crite~io (1) lo anterior da 
lugar al siguiente hecho: 

Aseveración A-5 

Esto nos permite hacer la siguiente e importante definición: 

Def D¡-11 Sea EC.Ytff ,definamos la f- medida de E como 

m ( E ) = [ q ( E ) + b
1

_( E ) ] + t [ q ( E ) + b.,( E ) ] 

Si f es a valores reales v monótona creciente tenemos que si {p} 
es un singulete : 

m({p})= lim rn( (p-1/n,p}) = lim b( (p-1/n,p] )= 
·.ft .. Ola " ... -

f(p)-f(p"'."1/n) )= f(p)-f{p-0) =salto de f en p -....... 
V"(p). 

-··, -
.· ·• .. 

Si f es cu~lquier función en ~ tenemos qu~ 

m({p})= [ V,Cp) + U.,<P> + t [ V,<p) - fi;'CP.) ] = (i1p) = 

= salto de :r:en .p 
. --: . 

.. é:omo:E;n J.a teori-a~g-::!!riei:-~1,<de .. integraciOri,.· una vez que.'tenernos ···· 
la.. medida ,podemos hablar de fÚric.iÓnes ·:ined1blés y de .la <:i.nfegral:.;_> 
.dé~ Lebesque . de estas funciones. ·.·. >< ·. · · · ·.. ·· 

Tomemos F ( J} medible y acotada casi dondequiera estÓ ~s;: > ' 

\ Re(F l\ ~M . y 

definamos·· e"'~ M( 2k·-n) /n ... c. con k =0.1,2, ... ,n 
- ih···.c.J-. - ~t _ - . ,... . - ·. .· - - . ·:·_-~·. ·. 

C·.= C +c. C~ ''con•·J~k·:=e·;l•92·,v·•·"·;:D;· 

. '"' ; ··~ l <... . ""' "'' '""' . . :E .. - { ·.\ell! e,· ~Re<F> !: _cJ•• , · e"' Im<F> ~c.:..,. 
J " . ·, .1 "'.. '"'' . "'' ' . ... 

_.,, · ... _.-

corno el. 1 :imite de ·. ""-f_~. C"'I ··· '" ( . E 4, ) ·· .. · 
siempre existe, podemos definir la. integral 
F sobre ll. como : · 

cuando n~-­
d~ Radon Stie1tjes d~ 

c. .. , . - "-' , ... I .. f (,ll J fUJ = }~ .. ~-('1" ~ ( ~;.c,J 
También es Otil definir : 

J 
.. fJ ,._. "'' 

· _ .. f (.\).el l, f(l\ 1 · ~ _x¡... L ("'P 
. . 11-'tcw -$P~· . 

De hecho este limi~e este 1~mite coincide con.la integra1 de 
Radon-Stie1jes de F(J) con respecto a re A ) donde esta funci6n 
es definida como la variación de f ( !> en e1 interva1o <-•, A ) • 

.. ,.'· 



·':··,.·· 

Si F ( ~) es cualquier función medible definimos F = F X""' 
#>f X = { .\ ~ IR / l Re ( F) f ~ M y lr m ( F >I ! M } , 

'1 

· .. · 11 

, donde 

en toces 
conjunto existe para toda M. Si el 

!_.:· f,. a¡ d I .J lU I 
es acotado. entonces las cantidades 

y 

siempre existen y son definidas.· 

··:· ... . ·. · .. 

·como Ji "F(.l/ Jf(;{J 
·.-ca. . . . 

respectivamente. 
·.·. Si E E-)lff definimos 
cantidad de la derecha 

. ( 2) . 

. .. 

'<,3..f -_ \,._ .,' 
,,· .. :.-·.' ..... . -·~_·. = u~ \. . ti."" . 

11:1 
(4) 

f •• F()J J· /·f (AJl -· ' y 

f E F J fUI:: {f \' ~ J ¡. (,tj 
está. bien definida. . 

t / re JI 1 cl l l <AJ I JE 

si la. 

fiF()t;J eJIUJ-1 f. Í.lAI ,,l f{ .. I :: . J;t~CAJ f ~CAJ] cÍ{(JJ 
donde la existencia dJ las integrales en el miembro izquierdo 
implica la existencia.de la integral de la derecha. · 

ce ( f(AI J. /(.t) ::- (-< ~(AJ J f (tl/ 
(5) JE . JE . 

. izquierda· implica la de la derecha .... 
'•' . . . .. . . . ._ 

la exiitenc~a en la. 

(6) Teorema de conver~encia dominada 
sucesión tal. = F<A> 



:· .. ; :· '. 

dondequiera con respecto a la medida asociada a la función 
,Pe~) es f-integrable. entonces 

L r.. e.o c1 f u, = L F(,IJ d f(AI 

(funciones en 'C>" ) , entonces 

f FCJ../ ¡_ /-(JJ 
JG 

; ·.·"' 

donde la existencia de las integrales en la izquierda implica la 

de la derecha. 

C-8 ., Si r (l) = e<rc-A) . 
.·A.·;· ..•. • ·1 :.' 

ce. J.. ~UJ el/, (Al.= 
' . 

' p ) entonces. (.funciones ·en 

·1•· ... · FCM J l1 cN· 
~ : . 

la existencia en la izquierda implica la d~ la derecha. 
• . e 

{9) Si f= [f - f ] ·+e [f
1

:.... ft) es la :resolucibn canbhica de· f c:-p 
entonces: ···~ .s 

·.· J Hi1.f H.lí ·El F w i Uil.· • J",.rw {l. {.1~;+~[í "l~1~l.~l,.. J,; fl.41{~"' 
donde 1:. exiSt<incia ~e\as inf~g;~les E~n ia der¿.;;;~ i<ft:r~~a La l' ',.. [\~t 
la· izquierda y visceversa ~· .,:?::' 

... '· . . 

Análisis Espectral· ···1.:3 

I.3.1 Def.iniciones 

En lo siguiente todos los operadores se tomarAn 
densamente definidos. 

cerrados y 

sea T: D<T) c." ~ )( y ,As C. Denotemos a T-lI ·~orno T-l 
Diremos que ( T- A f' existe si ( T- ..1) es ·.inyectivo y por 
consiguiente D( (T-,l).1

) = Ran(T-.\) Clasifiquemos a .\en alguno 
de los sigui~ntes conjuntos_: 

•• 
( 1 ., Si CT-A) 

entonces 

( 2) 

existe . es densamente definido ·y acotado 
A estA en la resolvente de T denotado. por f CT> 

dice que l est~ en 



(2a) 

(2b) 

(2c) 

·' Si (T-1 ) eKiste, es densamente definido v no acotado 
entonces A E O:< T) • llamado el espectro continuo de T. 

·' Si (T-~) existe pero no es densamente definido entonces 
,,..\€O-: ( T) , llamadc• el espectro residual de T. . -r 

Si ( T- >. )1 
no existe A € 9'¡(T)11amado el espectro puntual. 

de T. De hecho ~ ~ r¡ ( T) <"_.:"> es un eigenvalor de T. 

Nótese que Ces .la unión disjunta de 'fCT) y Cf(T), Y que...,a 
su vez q-CT) lo es de a'.:(T), CJ;CT), rf;CT). Ademé.s si C11 es 
separable ~(T) es a lo su~o numerable pues todo subconjunto 

· ortonorma.:¡. de )« tiene esta caracteristica. . ., . 
· Si ,\ettT). denotaremos R<-'>. = R(,\,T) = (T-..l> : 

Teo .. 1~13 Sea H: D(H) e~ A¡.( autoadjunto, entonces 
·cal :si ~~v son eigenvectores de H asociados a distintas 
·ei~enval.ores entonces sc•n ortogonal.es. . · • , - -- - . . . . ' .. . .. ·.e-. 

Cb) Ú,·t:H), es vaci6.·· 

(c) O- CH) c. IR,; 

.(d) _Re l) € po<.Jl~J><Jf> o sea O( R<A> )= t( V ,k~T) l 
·(e> ·si ~'.·fi ~('fe T) ·. entonces R<.t > . -· ~~L <.L~>. 
Tf'f·;·fc±·>:/~~- abi~foto~· ·· . .. , .. · 

(g) ·/~e,\) es ~na11{:i'.ca en' cada subconjunio conexo 'd~: 
(h) GCT> es no vacio. 

Familias Espectra.Ies 
.'. · ... · . :·· ' 

. Toni~mos ·un conjunto éie subespacios 
por { M \ >. ) } ·. tal que : · · 

,htl 
(a) es no decreciente i.e. 

. . , .· . 
MCA) cM( l> si 

. -:---~~~1-;(})-;~-~~-~~~~-~~~'"'.f~~~i~~-;;~-e:-~~-,frd<l~--~(!)-;~--cti~~ 
que es analitic~ en un 6onjunto conexo abierto D si V Le D se 
tiene que el lirn ( R(A+hl - R<Jl J/h ex~ste en la topologia 

\1.1-to • : • 1 

uniforme d•2 P <)(l)el · cual . es denotado por R ( "·) . Se puede ... 
demostrar que R <.l) es anal! tic a en J.. <-="> tiene asociada una· 
serie de Taylor en alguna vecindad alrrededor de .l., o sea 

R <Al:: J¡- ·.f afA.J ( A-A~I ~ ~ .i 
..... f'~• /M 

en la. topología uniforme~-



( b) 

(c) 

t'\M(;A) = { O } 
h& 

_,U_M ___ ( ¡r-:) = )'( 

.A€1a 

Denotemos como MC .l+ü}= llt~(r) Y . M( J-o} = ~~Í ) • 
Diremos que { M<lf>1 es continua por la ~~echa <izquierda) 

si V,\ E ll M<A+O)=M( A). Un hecho interesante es que { M( A +0)}¡..a 
tiene las propiedades {a). (b) y (c) y es continua por la derecha­
independientemente de que { M<l> } lo sea. 

Las propiedades sobre { M()) } se.traducen en propiedades de 
los proyectores ortogonales sobre estos subespacios . ECAl deno­
tara al proyector ortogonal sobre M<A> Por el teorema I-9 
tenemos de Ca} que , ,, 

EC.\) ·~ E{~) si (U 

. de .fb) ·· Y'~(c) tenemos: 

(2) •. s-lim E<,\'l=O 
A-.-.. 

V 

, . ,. . . , ,, . ,, , . . ,, 
·. ,.\ .·~."' o E(.l)E(l)= E(.l)E(A)=E(min{.A,.tn 

s-lim E<A>=I· 
~· ..... 

NOtese que (1) y (2) son equi~alentes ~·(a), (b) y (e) 
Una familia de proyectores ortogonales que satisface (1) y 

(2) . es llamada una ' reso·1uci6n de la identidad o familia 
espectral.· . . .. . . . . .. ·.· ..•... · .. ·. . .. .. •·. . 

. .Deb:Í:d6' a que el' proyector .ortogonal sobre! M (,\to L denotado ¡:>9r . 
E(lfo> esté dado por:"EC.\!.O>= s-lim E<Atc:) eritoces·{'M(.\). Y es .· · ... ,. . . . . . ,_.o• 
conti.nuá por ··la der.ech'a •· CÍ.zquierda .·) si y solo si. { E LO.· } es 
continua por la derecha (izquierda.)~ . 

·Se conviene en tomar { E(A) } contiriua ~oi la derecha . NOtese 
que {·E <ltt>)} siempre es continua por. la derecha pues { M (A.a.•)} lo 
es ..•.. ·· · · · · · ·. · · ·. ·· 

, > J:;;a familia, { E( } }:es ac;otad~ por .abajo si }~ 4 .EÍ:) ;..0.>· ·(y 
, .... ~ :~~~~,,~.~~~·'~ .• ~:~6~·~··. E:.r~.~ ~: ~~~~···1cÍ~·{"···-~J:A•;~t;.·~···~r.·-.····~·~gi~·)l¡!!'~~··.·./ ~····-i.~.~··~·;6i,~.-·· 
··correspondientemente la cota superior ·de { E(,\.) } (si es .acotada 

~~~t~~~fib=~r ~: d:;~~~! {.~;,.rÍ· !?\;!!· ia ~~~~ ~~P!;i-'o~ ~e··~: 
familia .. 

Si un punto ·o( es tal que E (,.c. + ~)=E ( el.• C) para alguna e> O , 
diremos qÚe o( es un punto .de cons.tan.cia de { E cJ ) } . El conjunto 
de nómeros que no son puntos de .constancia lo llamaremos el 
soporte de { E ( .l) ·} denotado por · :C Entonces { · E ( J) } es 
acotado por arriba o abajo si%lo es (correspondientemente >· 
como una consecueneia de (2). · · 

Uh hecho relevante es el siguiente : V' u EH la funciOn de rR. en 
(t dada por f()}= (ECA}u,u) es monótona no decreciente y por el 
teorema I-9 y la continuidad del producto escalar .tenemos por (2),. · 
que : liT _f <_.\)=O y li~-fJ.\) = u . con f continua por la derecha 
. esto es "'1 (,r, €' r:l 'Flas a~n, dadas u. v E df segl!ln la fórmula de 
polarización: 

. . . 

(E(l)u.E(J)v)= (E(J){U+V),u+v)/4 -



+ <. (E(.\)(u+11v),(u+iv·>)l."f. l(ECl><u-i°v),u-1'v)/4 

1 YJ1' . entonces (E(~)u,v)es también una función en ~ 

I.3.3 Teorema Espectral 

Una vez definida la familia espectral podemos enunciar 
un teorema realmente central: 

Teorema espectral Cada famila espectral { ECJ) } determina un 
. . · operadob<autoadjunto H: I)(H)G){-J:J( , d~nde ... · 

-... , .. 
. .. .. .., .. 

(la) D{H>=. {ü&At-- I A2 
dlE<A'lu;u> <•Í - ' 

{2a). 'Hu, con.u D(H). esté un:l.vocamente determinado_ por: 

( Hu , v ) = J-A d CE ( .l > u , v ) -- de Radon-donde las integrales sori en el. sentido 
.· .. , •···· StiE:ltjés .. 

. .• ·y·: •támbien•·,• .todo operador autoad junto determina .una.' 
. famii~á espectrai cump1i.éridosé <.1}· y < 2) 

._.,_,_ ·: .. :..:· 

PrU.eba: 
-::::;>). D ( H) es. un es·pacio vector-ial.. Por otro ·'lado, 

funcinal F: )\ -"Jo )'( definido por -''' ·. ' . 
. F_(\,') = J. ,,\ .J ( HAJ '-'1 '-') . . _es lineal .y acotado; por lo 
ut:i, l±za~~do el. :teoréniá> cié' representación de . Riez. ·.existe 

eYem<;htóien <: :~~: :~~~~ªrjSº~t·~::~< ffi:¿;:r·que•· ...... '·· ······ ····. •· 
De hec hei. en base a esta l!lltinia ecüación _.podemos 

\lflvÜ'; ( uu, "º' = J.: A J~ ( EUh>1 11u r 

1: ,\ JA t: }' J ( é <rJ E C).} V,"} - ~ -
·r ~~ Á J J .. l ( f~) f"{U u;t;J 

= ..-. ,\ -- r /"' 

JA J ( E<rl U,-t1) 
• I' 



Por lo tanto hemos definido un operador H que es lineal y 
Hermitiano pues si u,v EDlH>: 

• ( '/
1 

fl V} : 

(uv,v) 

Para demostrar que H es autoadJunto utilizaremos lo siguiente: 
Tomemos ~ ( .l ) cuelquier función a valores complejos que es 
acotada en el soporte de { ECA> }, entohces la integral 

.(lb) 

y por 16 tanto .Podemos definir un operador /5CH> que este\ 
~deter~inado . como en el caso de H, por:. 

. .. t ~ 

'\,O ··' : •• ., .. -··... • • ; 

>De, héého. :~<!-! ·, ~~ u~ op~~ad6r· acotado pu~s de {2b., tenemos . 
. ~ .--;·. ,. . ' -· .. ·:.: :.· . '._ .. _ _. ' ,· . . 

. ·.·. · .. ·. . - .. : .. ·. 

(;e.Ju 1CJt11Jv)= J_pf(,l} ~ (_ EÜ.101 ~(HJ u) = 

~· . . . . 

= 

J:f'OJ JA J: ¡' <.rl. l ( E-{J.JE t&J o., \1) 

r: '/(J.} 4A l~ ¡(l'J J { t(r/ u, u) 

J~ l f$(AJl
1 

J ( EtM u,v} ~ 
.. 

~. ( j·:~ 1 <l(AI I ') u: J CE4l<1,•}) -



Hl' ·. >-.-:. :·;:, 

• ( ·A'E'S- 1 ffC-'l I &J ltuu' 
Tomemos en particular ~ (A)= 1 / ( ~ - f

1
) con l ~ L - IR. 1" <A) . es 

acotado en todo l1t. y por lo tanto ~1< H) es un operador lineal 
acotado deffnido en todo el espacio. Demostraremos que entonces 
~ ( H ) = ( H-1 t v po;- lo tanto que, en particular, si l = !i entonces 

Ra•n" H ti ) = D (j'7l f H) ; = Jf · · · 
Como H es hetLitiano tenemos , por el teorema I-5 que 1 H es 

autoadjunto . / · 
Un cAlculo s~milar a los anteriores nos lleva a que dado u 

en D(H-~) =D(H) 

( ~(Hi (H-f}u.v) = (u,v) 

entonce.s . . . sef,rn) CH- p u=u " . .·. 't/y D ( H- f) . . ... · . 
.. . · .. To.memos ... ahor_a cualquier · k E "~ entof'l.c~~·: ~( H) k e D (Hl ·. ~ . <e;s< decir 

·:~ot~~:pl~ ·vc.~~~~i:~ s~e~l~d~~ ~~~si~~j?f{<~r~~~que<.~,Ck~E~J/}: es 
·· F'or lo tanto t/,í H j = .1: H-, 1 f! . •· · · 

) la dernostraci6n que nbs da la otra p~rte del teorema 
espectral ser~ omitida en este tr~bajo pues utiliza algurios 
conceptos y propiedad~s cuya ~enciOn lo h•ria mas extensoA. /// . . . .. . . ' 

Denotaremos ~~) •• ¿\~~el) ·y .·. :~ (H)=.(H~I}=. f:9(lAI d E(~J ~-
{· ''· ~<1z~-Ü-_J)_ÉCJ.f ·-.1·€~-,,. 

i..a ül tima igualdad no solo se cumple . para 1 .L -fil .... sino 
t:ambién para t E. ll -~ . _pues en tal caso 1 / ( .\ - n sigue siendo. 
acotada en el soporte de { E<~r } : Lo anterior nos muestra que 

%":c. fUt J y por lo tanto X ::> r.CN) . Un hecho muv motivante es 
. que,: %s.,r(ffl P.ara Aem9s.trax;lo f}Ot.rmc:is Y)I--~ e'. . 

'~·; '<:·~"-"~~ ·'.'.': ·-: ,-, ~ '~~-: ·_:~:-.: ', ;~' """"'.'·_:·:::"·'' . '; .. ~·--·.::· -";:.'.~'."! '• --:~:¡ .';·,-~:¡~. , . --~~-.,:.,., :· ._" :., ... , ,-.-ú_;.:. 

u ~¿f4 ~141.0rt= f2ui)p _J 

~e~~º c:~c~~~s~~~f~~;~ªd~º~u:nt~~}~~~ ~: ~ > = ... f :<A-~J J (r lM·(I, ;,J' < 
· Tomemos p E :.i: . entonces como~ no es punto de cc•nstancia dada 

f:."=' O • el proyector E'= E<}"-+ t) - E~ - f.) ::¡l ü entonces ~ Uc. /:o <:Jl j 
Euc uc· ='> E(~+c)us= '-1s y E(p-~)'{:ro tpues E~.:..c)~ E(,,.+ r >, 
entonces de (le) tenemos ' 

l\(ff~,.)udl' ~ ,l.,~~¡;( J < w.JU,, u.) ~ .. e' 11 IJEll' 
Si (H-f) nó es invertible :::iJ)"es eigenvalor ...:))'E'o¡cH) 

(2c). 
( i i 



.. 
~··; : '· . 

. ; 

(ii} Si (H-,.u> es invertible, entonces por (2°c) no puede· ser 
acotado =:~ ""E CJ";.<H) ( H es autoadjunto Y por lo tanto (f"(H}=¡í'): 
entonces áe (i) y (ii) concluimos que %Cr(H) ~ ~=fl'(H}. t 

Lo anterior nos séala que al ser % cerrado t8mbién r<H> lo es. 
Pero la relaciOn entre { ECA> } Y H va mucho mas lejos como lo 
muestran los siguientes teoremas: 

Tec•. I-13 Supongamos H : ,)( ~ J( autoadjunto, entonces : 

(a) H ~ "I )C f ... <=-> V ~ € r<H) se tiene ,1 ~J'. 

( b) H ~ ~I ji E ll <: ~ V ~e f'CH> se tiene ~ ~1'. 

( c) H es acotado i .e. rHl~k ('.'.~) V A EO'(H) se tiene -k~·l~k 

Prueba: 
Solo probaremos (1) (la prueba de (2) y (3) es análoga). 

···•·•· ~>. _H ~~':ll>)_f1i\-l> .. dfE(.l>~.u)~o.:·Vµ eJf~ •··Demostr~rql.J~ • 
.. ·. . . .. - . . . . . 

~~ .. 'VlE~i-¡) es lo mismo que demostrar.en virtud d_e que V'CH>=°.I. 
que E (f"°) =O V ~ < r' 

Supongamos l 'f'<I' l E(F)Fº ~lv'E~ 3 E<tr>u"::u~ Dadas 
las propiedades de { E(Á) } tenemos ento_nces E<.\ )Ú=u' V .l~cr. por 

lo ta.nto: J.:(A~ ,e} J ( E·~A] U~ u' J: J~~lt,~{ J (e<AI v;~'l_+ 

1a º"J~· e.: ~!gf ~~~f 'pj4~:~1f ;_:,, [~t.:~i:jª~ie ~~.rf e?¡g"ªº'6h y•· 
<El ~Ju1u) es monótona no decreciente. lo que nos lleva a una. 
6ontrédicción. · · 

<.:_ i 'f v<J. entonces. : 

.. . .. 

> .,. ·1·· .;, j. < f U.J ~' .;J .;: I' {~, ~) - ,. -· V u E~-. 

entonces H ~t . 11 / 

Teorema I-14 Sea H: ;l.~ 1'f -autoadjunto y {E( .\ )} su 
correspondiente familia espectral. Sea/"~ 11. entonces: 

( 1 ) 14 E f ( H >.~=))A es un punto de constancia. 

p É r,,<H> .e-=) i;. ~E C)f> ...:E c14-o > 1" o e i. e~ /A 
discontinuidad~ {ECA>> ). 

un punto -de (2) es 

(3} no· es un punto d• constancia de {~(J)} y esta­

'C;ou ,.,,; .. ,JÍI 



es continua en14. O sea EY'-O))u=E~) Vu eJ<. 
-· "' Si p~((H) entonces (H-j>) existe con dominio de todos u E V' (4) 

que cumplen con: J... i 

. · _J l-,. 1 Al€ (AJu,"/ 'CD y esté de-

terminado por : • 

Úti-)f¡'t.i,vJ = f t\1-r J. (€<.AJu,v) V v~JI. 
Prueba ( ola. ( 1. 1 ) : --

Nos avudaremos de la igualdad 

V V E °l)(t-'J 

... 1. si . ;tes un eigenvalor. ,) J · u~V· ... ~ Hu/' u =) l~.\·i-J' d C.ElAI~ u/ :o 

:!i,. Et r> U=O V V"<-)4 y' ECU') U=U r ~" •) Pu=u +,y,.··fO ' 
'-)Si P =O -=~a' u/:O .l i¡.u=u C> E(V}u=u V V-~l'Y 

E ( 0-) =0 ,. ..¡. V"'<-14 :#>" ( H-,.) ub =o 'a?.> HU=}I U, ~-, ,Lt E v;c H) • / / / 
" . / ' ""º ' .. 

· Ademas u E.)( es un eigenvect'?r de H ~ P U=\i · o sea Ej. es 
i:l. proyector ortogonal.. sobr.e .el eigenespacio fsociado. a ,JA ; el 

· cual · es definido como el espacio generado por todos los, 
.· .. P-,~g~nv7gtores ·de._H corj eig~º"éllor.~ .. ·, .• <.~i:1emés .. ~ P.;=o si; .p. #->' ,· pu7.~ 

dos .·· .· eigenvec.tores de un ... operador -a.utoadJunto ::so~ .. ort9gona les>. si. ,• son asociados. a . dis.tin-ccis éi:genval.ores'~ < ' . - . '.. . ./ ., .. ·: ' .. 
.. • . . •. , • ··;;·/ . •' ... ' • • . . e,,.·,.,, 

'· . '. ' ~ .. ~.. · ... -· .. : .-. 

I.3.4 Calculo Funciónal 

... _.,, .. ,,;;.,En ,,iª" ,,parte, · qt1e.:.· ... se,,_denios-cr6· :en:.· •. el teorema' ·espectral se 
,ut:ii.izarón .· algunas. ··ideas~ ciéi cAic.ufo "fúncl:Oi'iilir'';<:c·e1+eu~1 - es.t~:-

. f·üridaméntadÓ sobre el. sigu:L,ente: . ' ii :' . ' ' 

Tc•e. I'-'15 Tomemos H un operador autoadjm)to .:·y ',{E (.l); su 
correspondiente fami'iia E:spectrál :· Sea F <A> Cualq'ui'ér función a 
valores complejos. Entórices el conjunto 

.. HFl8ll4 j VE~ I 1: ff(.\Jf
1 

J {f(,\)t1, ... J <:-l' 
. . es un espacio 

vectorial y existe uri operador lineal , 
dominio D(F(H}} ) determinado por : 

denotado por F CH), { con 

-
. ( f(ff)cJ,.v) :: J fC,\f J (fCAI v,v] 

dependencia de Fe,\) 7e tienen 
·En 

las siguientes propiedades 
la 

,;. 



... 

(2) G(H)=FíH)+E(H) en 
o' ( F, ( H ),.) AD ( F,< H ) e D ( G ( H ) ) 

-(3) FCH) Y F(H) son uno adjunto del otro. 

( 4) 

( 5) 

(6) 

( 7) 

' ( 8) 

V le ·ai. y Si u ~D ( F ( H) } =""') E ( Á} u E D ( F CH} } 
F(H)E(A)u= E<A>FCH)u. 

Si Hu=Áu entonces F(H}u=FCA}u. 

Si u, y u~ son elementos de D(~(H}} y DC~H)) 
respectivamente, entonces: 

(F, (H) U.· Ft( U) u.,) = í~ ( ,\) F•( -') d (E ( ,\ h\, l\) 

' -Si uED(F(H)) entonces F
1
(H}' E. D(Ft(H)} <.wc') u D( CF¡ • ~)H)." 

Cuando esta condiciOn se cumple entonces se tiene 
'FCH)F(Hiu=<F·~) (H)u. .. . . 

:a. •. . . 1 .. . 

·Si Ú e .•. ~.····~: G(~)F(H)Ü ~·· G(H)u existen entonces FCH}GCH)u 
existe . F(H) y GíH) "conmutan" en el sent:i.do 
F(H)G(H)u=G(H)F(H)u=(F•G){H)u~ 

Para la.demosfraci6n de este teorema ver [S]. 

· .. :·:.::-· ' ' .. ' 

··:.r.3 .. s .. F,='~oy~c1:ore~:'.ór1";óg~nales .. efl los .··su~~~tiac:ios c8n-bfn.~O ···.·'Y. 

·.-., 

puram~nte puntµal ;: ; 

~Ahora daremos algunas d~finiciones y prbpiedades de estas que 
se utiliz~r~n en el capitulo IV. · . 
Def. D-12 Tomemos un operador H: D(H)C. ¡( -.l( autoadjunto. 

Teo. 

(1) 

(2) 

1Definiremos como )/..
1 

al. subespacio cerrado de )\ generado por 
los' eie:envect·ores· .. de· jH·. (a tal s~bespacio lo llamaremos .. 
pur.8'iifénte:··_pun':t\Jai'> :: )í:a~ restri:cc.i·on·::o!it·H>,~n .4'(, la ... dénpt,al'.'e;;,.,., ... 
m<:>s -Pº!'/~I .. También df:if'inimos J;fc :H,.Y H~. como la restric- . 

. ci~·n.·de .. H en4'-f,. P, v pe.· ·son definidos -como -los :proyec"."· ··· 
ti:•res ortogor:iales en )f,.y J.-le . 

I-16 Tomemos H como en la ·definición D¡-11. ·Entonées se 
cumplen la~ siguientes propiedades: 
Si designamos- por I¡a al proyector ortogonal sobre el 
eigenespacio asociado al eigenvalorl'tenemos: 

P =~P"' en la convergencia fuerte 
p J&C r,<. H) 
~ H C.H~ IfH C. Hlf 

(3) f(H)~ P,,.fCH) 
es¡:.ectro de H. 

----------------------------------------------------------------" ¡;;• ~ denota la función· que es mul ti.plicaci6n de F1( .l) y~<J.) 

,; _. 



(4) PJA f Oj.l e f <H > ]4 Pf ( H) · , . , 
La propiedad (1) es justamente 

del capitulo V de [Kl]. 

f(H)ir. 

el lema 2.3 del subcapitulo dos 

; .. 

. ·,-. 



CAPITULO 11· 

11.l..1 Introducción. 

Consideremos el movimiento de una p~rticula en una dimenciOn. 
Desde el punto de vista clésico: no es dificil pensar en un 
potencial Vix) con xGtJ, tal que V(x) -"'O cuando txl-ctr donde se 
tenea a una particula con energia positiva en un estado acotadd. 
Est~ hecho sehalado es consecuencia del principio de conservación 
de energ?ia. 

Figura·ll-1 

--·si lá·.p·art'Icµlá est~ en· algón 1nbmeM1:0: entre.l:as .. posicib"l"les ><¡y 
x2 ~entonces no P\.léde· ocupar posiciones· f"uera del interva"i9 [~,,.tJ. 
· '·PerQ. des.de el .punto de. vista cUéntico saqemos .. gue ·.existe .. el· 
llamado efecto túnel el cual· nos iridicaque la particula puede .ir 
mas alla de las posiciones x,o ~~ aon cuando hubiese estado en el 
intervalo [x 1 , x&J inicialmente. · · 

Lo anteriormente expuesto nos podr~a llevar a pensar, si 
_pensamos a la. ligera,.···.· _qu~ .. par.a ,cualquier potencial que tiende . a 

· .. cero,, .. e:n ... ~:~;no ;:,haYi'.·RP.s'ibi..lid,~t,:1,<:;l~.:~!=l'l~!:: .• ,:e.s:l,1;.~_qs~.~ .. ª9.?~:~?p,s,. Sºll . 
ener'gia ·. positiva; eri · contrasté con ló dicho:. CL~sicainerite: ... Uri' 

-hecho · ... relevante . es que: iesta :, c0nclusi6n es falsa/ como'' lo 
muestra el s-iguiente ejemplo;dádo por e~ :potencial construi(jo por. 
Wigner -,, . Vói-i Neµmann ·.que aqu~ presentamos: · · 

II.1.2 P~te~cial de ~igner~von Neumann 
----------------------------------- . 

Se encontraré un potencial Vfx) con xekcon la propiedad de 
que existe una funciOn 'l'<x)EL~a>) que no est~ enla clase de la 
fucion .cero tal que <-A+ V(x).)'#=AY'donde -'=1'>0. 

Queremos entonces ( - b + V Jcf = i' . Supongamos un caso sencillo 
donde V vt son esféricamente simétricas ; esto es, dependen solo 
de la distancia al origen r, v .ademas '/-'(r)= U(r)/r. Utilizando el 
laplaciano en coordenadas esféri6as tenemos : 

' ' 

A JJ ...L ~ ( t 1 J + } -.r -b 4::, (-u + ., J} ·'= 
tlT:: ya. f#• . ~.. ,. •• 

entoces deberé cumplirse: 

. con lo 

,''/ -v/.,, + 

" ' V/y 



V -= l -t • 
como queremos V< r) "'9 O cuando r - .., entonces U~_. -1. o 
ser del tipo Sen(r) en infinito. Esto sugiéreciopensar 
U(r)=WírlSENírl. entonces en II-1 tenemos: 

II-1 
sea U debe 
a U como 

"': 1 t e 5.,c... V w"ld ~ ,. Cor .. w' - SMt y w 1 / S'..t. .. 1' Wh) 

~ w' c .. tr / W 
II-2 

1 Para que VCrl no sea singular en los valores donde Sen(r}=O 
w ( r) debe ser co~o de la forma : . g1 r) =4Sen\ r) de· tal modo que 
g<rl=2r-SenC2ri='l[sen1't:>{ldx ínótese que esta fución solo vale cero 
en el origen) v c~n esto V(r) ~olo tendría una singularidad en el 
origen .. Per'? U(r) quedar!~ ce·~~ (2r-Se~2_r> )Sen(r) lo cual no es 
de cuadradc• J,ni:egrat:•le .. ( flf (r)f rªdr.= (1U1tlr ) . · 

.. ·· .·Si t:•:imarnos a WLrl=l/(1+•.gfr)a.);: enton~es : . 
U i t °!= Sen ( rJ / (l+ Ur-Sen (2r }"; que si es de. cuadrado integrable". 

Por lo tan t:o 'fi r) y V ( r) nos quedan segün I I-2: 

V tri:. e , .+ ;(,, r' e - J1 s ... r) t ./bl C.H r - , ,·c~J f".! Y' + 

+ '"'' C••'" + S-."r J II-3 
y 

· .. ~Úl= . ~)' - f.c. .... r-
donde c/'ir)E.L-i/,,..., v v<r>~o cuando r ....,.,._ -• . 

De hecho cuando res grande VCrl=-8SenC2r)/r+O(r ). La·gr~fica 
de V(ri se encentra en la figura II-2. Una . cualidad. muy 
importante de este c•qtencial es, que oscila lo suf"icientemen para. 

,· '7~;i-~:~~;h~·.' .~~~~.~~·~s~.2~i·a~J.l5i.r:·~~~~~i'~~~=···. ~~6~~2=~~6 · ·i·!~~:t~!6tit··~~rii!: .. 
un.}ripvimief1,'t:? ac.otadq<· .· .. .··. ·. ·, . . . . 

·A. •la función V ( r) la llamaremos el potencia:! ·· de · Wigner-Von 
¡;¡.:i;ümann. con eigenvalor uno IWVNll ~ . r· . 
·· Nt!•i:ese que· por la· ecuaci~·n··.II'-1 v al cumplirse que \Uldr< '°• 
el potencial WVNl nos proporciona.~ambién un hamiltoni~no en el 
ini:ervalo [O.· co ) . que 'tiene cc•mo i eigenvalor a uno v como 
eigenfunciOn a SenCr}/C1+[2r-Sen(Zr)J ) . 

. De hecho, dado cualquier nümero positivo se puede construir un 
potencial de WVN que tenga a dicho nümero como eigenvalor. 

II .1. 3 Con~trucciOn de potenciales con e~genvalores positivos. 

Ahora mostraremo~ algunas ideas para obtener potenciales de 
i:al modó que se cumpla la ecuación : 

~ 

-:- ~U + "f C:v)U : "'V e•.. )( e- C °' -J <JE l (C •,-)) II-~ ,,,,, ' 

:~~~~~.-~~-~~~~.~~~~~~~~-~~-;:~-~~~~;~;;:~;~-~:7;;=;~~7;;-;-;a;~;-~~;;-; 
·mavor que una: constant~: positiva. · · 
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··.· 

para algün l positivo. 
La primera técnica que mostraremos 

un caso particular al potencial WVN1. 
nos proporciona como 

Supongamos que tenemos una función h(x) que satiface la 

ecuación: A". -f [µ- ?. (>(j J 4 = o 

para alguna funcit•n medible 'l.C-x). 
Definamos ~(x)=h(x)/G(x) 

donde G.(x) se determinaré posteriormente. 
satisface la ecuación 

Entonces 

II-7 

II-8 
'/'(x) 

II-9 
dond~ i 

ttx• = 7.,ocJ ~ c;''oc1/~<"'. 1 ~ Gex1/Gex1 - i.~é:x1 11 erv,,, .... ~ ~rf 11-10 
· Ahorá para Ú~atar de que q (x) no tenga singularidades cuándo 

··.· ,. .. ' ,•' ' '•' ., ··. ·. .. l.· '' ' ' .· ' ' ' ... ' '. ' ' 
h ( x) · · se anula. entonces escogemos G( x )· de tal ·· modo que . su 
expresión contenga a h(~) 6omo fa ct6r multiplicativo. Existen 
muchas opciones para tal fin pero nos f-ijaremos en dos de estas 
que·arrojan resultados intere~antes: 

(a) 
II-11 

dónde en la opción (.b í se. escoge g ( t} de tal modo que per;... 
tenezca a ~(C.01cóJ) y q (xi tenga ciertas cualidades determinadas. 

_Comentar.ios para el caso (a) 
Toniemós .. él caso sel"lcillo ~x)=O, El).tcmces hCx) puede ser tomada ·. 

··"«·· · ·:gc,imo·;ser·h~ x k con ,.:.,..positivo ~·:··.Por. le>,,.~!,~p:t;9_ <.,t9~i.!.!:i'?'.::i~ a=~:-:Y.. b_==.~.~ >.' · 
tenemos· ··· · ·' · · ·. · ··. · 

(lJj<Jt)f)/,,. .· II~Ú . 

Cháci.ehdó g<x>=2x~ -sen<2~xr'>: ·. 

G{~l ":: :.(1+ . c·~x/ji 
Y eón· esto IÍ-8 y Ii-9 ~uedan 

t(d = JA S"..,.. ( fP J(). / e 1 .,_ (~x J;; - S..cot t~~x IJ II-14 

~ .. <irl= A .. (-'lt SAMu:;¡.., 1] [ ~lc"J c,,.r:;¡-~ + ,cJrJ G»JZ..~t 
fl+ 3&C1C)J ª · J 

... . . ·· . . i" S"a...'>X' - 3 S' (>c) Sb. G11 :J II-15 
cuando ,,IA=l obtenemos el potencial WVN1 . Llamaremos al 
potencial dado en.II~14 como el potencial de Wignei-Von Neumann 
con eigenvalor,)4 ( WVl-lp). ·Este pÓtenci~al lo pudimos haber· obtenido 
de una manera mas inmediata apartir del potencial. WVNl .que 
tenemos en la ·~=·::uación II-3 definiendo una ·función T(r)=U<lir> 
donde U(r) =r'f'tr) y f<r> es dada por II-4. · / 

Con respecto.a este caso (a) T.Kato escogió, en un trabajo 



mencionado en la referencia [K2] a la función 

.LQ 

Gtx1 = X~ -
con a)l para que 

{A f.:<( é {et-• C•J :u¡ t) di 
'f E L & ( C' o) ool J • 

II-16 

Comentarios para el caso (b): 
Tomem·:·s q ( x) =O v con esto h ( x) = Cos ~x) con JA) O como solución de 
II--'. Ent~nces tanto 1<xl v q(x) quetlan segün II-8 y II-10 como: 

II-17 

·• .. l(TCJ: 3 r¡. !Jllr) '4 ¡;k~" .. :JOCI Co> i¡'lf -1 :J
1

bl CoJ'¡;;.11 . 11 _ 18 
Tómancio ·por ejemplo g(xl=axCos<fif> .en II-18·~on a,O,• 0-<./<l Y·x!:l, 
entonces se puede probar que fcL CC ó1eol) . · . ·•·· . ~ ".- << 

· Por otro lado se p1.Jede tomar por ejemplo q ( x) =x · con k">O V Una· 
g adecuada para que- f E.L~ ( C o)o.J). . • · 1 . 

· Exis't:en otras elecciones_ posibles pa:ra o.bt€:<ner q ( x) y 1' E L ( "-cii.JJ. 
que sati~fagan II-6 para algún l>O. Para detalles ver el capituio 
IV de (E] donde ademas se expone una manera de corno.obtener una 
can't:~~ad finita de eigenvalores positivo~. 

·, ·_,.. _:: . ·~ -. -: .. .., . '. 
Ún. , tipo . ele.·, propaga'cior acüstico 'con 
pósi tivo: .. 

un. eigériválóx" .... '. 

Por último seh~laremos una manera de obtener un 
acOstico que teng~ un eigenvalor positivo en base al 
WVN¿A. : . . .. .. .. . ~.· ··. . 

. · QU:eremos ·que -'~e: cumpla 

propagador 
potencia1 

. ~·' ... ~ - '·" - ·"".''"•-·:""':·•:'';"''' .... c .......... :... . •. , .. & .. ~:-'···".,: .. , ..... : .. , .. _ ... i,,:.>. 
·· · ·· · · · · ·· - e ~J AU :: w V 

- ~---' ..... · ... ,_ .. ·- :., ~:,, . 

donde•'w'" es·· ~Úalquie~' .. n"Ómeró real -·positivo. y u E:Lt (~~·~T 
ecúaci~·n se cumplé si 

.. . 

A (.J._ - uL)u- I U 
- 1.>\I + c.' .""t:T - · ~ 

:·' - ... 

II~i9 .··· 
Peró esta 

II-20 
para algún e, Q 11. - ~··S 

Notemos por otro lado que el potencial WVN,.. di vid ido por~ esta 
acotado por una función que tiende a cero monótonamente para x 
mayor que U!:1,_a cantidad M posi¡iva.Esto es consecuencia deque para·· 
la función g(z)=2z~Sen(2z)=4fben(t)dt se tiene l~ estimación: 

~C-t)/Cr+ ~·etJJt ~ '/~CtJ. :ara z~R. nótese que ;<z> es monótona 

cre~~~~~~~s de II-15 tenemos : l?J'&CrJÁ,t / ~· ... IC / 5(.Ji.'Jt) par~ x~R II-21 
Da•:lo e~ hagamos r= 1/c: y tomemos R de tal modo que en II-21 
~1·:0 s quede . ·f l:J ~ 1 _S. con <" > O. Entonces para x ~ R tomemos en 
il-20 ,,... . ; & . 

~A(X) :: w/c.t(W)· con lo que c<x> nos 
definida · 



l . 

G Ú/: 
t a h. 
Gw/c•-~J 

II-22 ~ 
de tal modo que c(x) queda acotada por 

· L l ~ a 
cw/(:i.c)!: c(d ~ c,w/c f'orts. X~ R II-23 

. En el. intervalo [~. ao J tenemos entonces que II-20 se cumple 
con <!ex) definida por I-22 y u:'f.. con ~definida por II-14, 

Ahora para el intervalo [O,Rf definamos c(x) como cualquier 
función acotada por arriba y abajo por cantidades estrictamente 
positivas y que sea lo suficientemente regular para que 
utilizemos el teorema de existencia Y unicidad para el problema 

-1.\V = ~ · .c.... C 2) 
t } (,J(ll)~1l~} /. ;,O): t;1

0J ···.· II-

24 

Entó~c~s u queda determinada en [O".Rl como la solución al 
problema II~24 que siempre existe:si tomamos c(x) como cualquier 
función continua arbitraria. Con 'esto U.~ Le C•,f1141 y se cumple II-14 
para W'>O. 

Nótese que el problema analiza~o en un a dimensión ([O, .. eo}}. 
nos lleva a un problema en tres dimensiones si utilizarnos el' 
hecho . que podemos definir .'f'<r>= U(r)/r con r .. la. coordenada 
radial .· v. ta,n~() tJ( r) cc:>rn9:.,9 ( r) :) .. as . fl.ln<::i~.ne~. .. . cc•ns_t~uidas. .El;~ 
prooTel1la\acüstic;o·'.seri! entol)ces· esféricamente iSimétric9~·· · .. 

• I··. • ~: ·• • ¡ • • ~.· • 

:::. 

·· .. · .. 



CAPITULO III 

En este capoitulo se definiré el propagador acótico en una 
guia de ondas deformada y se daran con~iciones sobre ls 
velocidad de propagación para que no ~xistan ei~envalores 
positivos de dicho propagador. 

L~s ondas en una guia de ondas deformada, segOn se estudio en 
la introducciOn de este trabajo, satisfacen la ecuación: 

' .)V (X,~ ~} 
')"'~ I ':: 

"' donde x € fil . v E-Rl • t E r¡. 
.... 

I;:,,, es el laplaciano en ll. : 

C(x,y) es la magnitud de la velocidad de propaga¿ión de la 
esta funciOn se supone m~dible y ademas que cumple 
desigualdad 

- .. . 

consta?"ites. 

.onda: 
la 

La.coordenada y siempre ~staré sobre el eje de la guia de ondas. 

Tomemos el propagador a6óstico : A=-C(X,Y)6 cuyo 
. ,finimos. de .la siguiente. ~anera : ' . .· . ·. . .. · 
:.I<:i.Jtlernos e,l: ef?pa<:;iC?;cll3; las fµn9i:ori~s de,.cuadrad_ó ih:tegr21ple 
, .. c.on·-~·-·e1· -p~oqu·c"t-·o efs·~:a.~:-~·r :- .- _ _ _ . __ . , -- . .-.---;, 

. , .... e f,, g:; .. · = J ..... l <x .i1 g'( x, ~>e-<\,~> ct~éiy .'· 
Este espacio, que llamaremos H .. es uri espacio de Hilbert'pues la 
norma 'f.,, = ' r( f. f;. es equivalente a la norma tardicional en 
Lªca.••~ (esto es cc•ns.ecuencia de qüe C(x.y) satisface (l°l ) . 
<'Entone.es A· queda definido como·: .·A': DCA) c.H~H 
~~Y~I:iPt~~-~i~~~/~bf:,:€H? .. ~ ... '·--<·donde ·:-e1/l:él,J?~:ªc~an:·~s :~n ... ei·:,se~tid;·~ · 

>.Coino \ei · operador:<:..¿ es aUtoadjunto'en L Ca. f ·con él ·mismo 
·dominio que el operador A, •entonces a·l ser e ex; y l a vaTores 
reales es . .inmediato que A es autoadjunt·o. 

Las propiedades d~ C(x,y) son referidas respecto a la función 
C.C')>_que nos indica la magnitud de la velocidad de propagación de 
las ondas en una gu:f.a de ondas :perfecta . q,< ) se supone medible 
y también satisface III-1. 

En lo ~iguiente senalaremos condiciones sobre ccx.v> y ~<~> 
que .nos indican que tanto puede diferir C(x,y) de~(') .para ~ue 

nó tengamos efgenvalores positivos de A, 
Sea .Jt. e fl.llfun dominio exterior conexo , o sea u_n conexo qu·::: es 

~omplemento de un compacto. 

. J.·. 
.. 

..1 



Teorema principal 
constantes 

A. Supongamos e+ ,c_ ,c , C .h¡. 
tal· que se cumple lo siguiente~"' .ll: 

C
0
(y) = c+ si y~h4 

-1:.1 l <:¡ ( y ) - c _ I~ c ( 1 +y ) .. si .. y~ h_ 

h 

III-2 

III-3 

ccx.,v>-q,<v>=O V Y">~ v algón v., III-4 

lccx,y>-c¡Clj)\ ~ Mexp(;tl(x ) 
positivas .. lX\ = {?- x,')y• 

l c..:::• 
Sea U( x, y) G L ( .J\. ) que 
distribuciones la ecuación: 

t. ' . 
-C ( X • y ) bu= A u 
" .· •' ,, ·.t .. 

. . en.tonces u< x _, v>:. o en L. (Jl) .· 

para M y o( constantes 
X= (X 

1 
, ••. , X".) 

satisface en sentido 

con ,\ "> O 

III-5 

de 

Las primeras dc•s condiciones nos dicen que la· velocidad de 
p~opagaciOn C(y) en la guia de ondas· perfeci~ es una constante 
.para y ~ h• y tien,de a la constante e_ cuando y~ ~- . Las dos 

.dlti•as condiciones rios indi6an c~racteristicas de la guia de. 
ondas deformada con respecto a la perfecta. 

. .. '. . ·, .. ' 

--------------------------------------------~----~-~-------



La intensión de la introducción de p es llevc.r el prc•blr;ma 
que tenernc•s planteado en J\- a uno en todo ll.'4 ' d·:·ndo::. ser¿. m21 s 
manejable. 

Extendemos a UJx .. y) v A.U(x,y) (definidr::•s en ../l; •:.•:•mo •:er•:• a 
..A.c. . Sea V=~U entonces V v .AV~ L.._ ( (l."'j' ( ~ v t•:•madc• en -:::.1 

sentido de distribuciones ) v además ft: 

y como 
A 1 .a 
~U= - "C(x.v'IU en tenemos: 

-l .. 
C. ex.,';)) -1 . l) 4 ~ f ~ '(/tf · V V 

e:ntoncef; 

.-4v - ~~).= -v4- ~Vef·v~-+ .. l..v( -~·e~)/ 
por lo tanto' en sentido. de distribuciones=· 

.~) .-:""IiI~6.:·: ... ,. 

. -:.d""-,-:- . .A..f,::= .. fl'JC:1!1/i > ui:cc7 

donde f(x:v) ·.queda. d!;i-,nido c<:lnío ei 'mieinbrc•':d~recho de III~6 :>:_'. ~ 
Ademas f < x. y> =O ~ v>M c.o:n M;max{R_.::2. v_ • h

4 
~ . II I ~8 

pues si v > R+2 =-:> t:.9' =O v vtf=O : v si v ~ v., ent•:•nces debido a 

III-4: "V ( _L - -1- )· : .\V ~-te.)'(. Ce - c.) = 0 
c.'(t1~\ ctt'J_J c.'" e:- · 

. :i'c•memo.s> transformada: de· Fourier · cc•n respe•:.t•:" a x~ : .. ~~."-":_ .. -~ ... •ª.· ...... " .· ecuac .. Ü.-n.' ir:(.'..:7.: ... ent•::.n6i.iiiC · :t:¡¡;¡ñi;iiiml'.,"'.iiif:'.:dt:i~ b;i:i!":oi'~.i;:·'=!~.i t-:>:••.=lí::1 ., " ... .. 
.. cu_mple: . . . . ..... ' ... , . 

. - .1v·"' <~L'I .· _..: r .. ' . 1 "' . eJ !f 1..,. '7 l.~ - ~(~ V ((C, 'J} : 
4\ . 

1 (r:,~J 
A . 1\ 

111:-.;. 

en sentido distribucii:me.l~ ch:•n,je vtk"'°) v fClc;'.f) ;J.:\n ~~:'.! 
transformadas de Fourier de V(x,yJ y de f!x.v) resrec~ivamente. 

Con la avuda de III-9 probaremos que "O'(k.V>-=0 Vk e 112.~ V~ M 
en dos pasos : 

<a) 

( b) 

" V(t(,y)=O 
.. , ,\ 
V k < Ye' + V"> M 

Utiliza~do . (a) .v del .,\lema 1 (mas adelante expuesto 
tendré V(k,v>=O V k ~- Id . ··Y> M. 

se 

-----------------------------------------------------------------
,.. Nótese que la extensión de U como cero en -A.e.no trae problemaS' 
de que en su derivadas pudiesen aparecer delta~ de dira•: 
pues por tal razón es que se pide que se anule ~dentro de la 
bola de radio R+l. 



Prueba de (a ) : 
Si y , M entonces por III-2 la ecuaciOn 111-9 toma le 

forma : 
""\ 

+ [te-'- .\/4 J V(K,31 ~ tlf.t'lJ 
. .. 
V tc:e lt 

111-l(J 

entonces si k "~~·e: dos soluciones linealmente independientes de 
la ecuación homogénea asociada a III-10 son exp <!p,..!"-~~ny) 

Por otro lado tornemos fík,Y), f.<l(.yi dos + sc•luciones 
linealmente independien~es d~ la ecuación homogénea en III-9. 
Utilizando el método de variación de parámetros podemos encontrar 
una solución de III-9 dada por: · 

u .. e f..!JJ fz ( ~ 'J} 
,. 

.. 
con···· 

.· ~(t,'JJ' f, (~,·-.,) 
"'f{, 'ª'> .: , . 

y W(f 1 .f.,>= wronskiano de~. ~ A 
Cuando ·estamos en la región donde y"> M -"::> f ( k, y} , entonces 

~(k,y) y q(k.y) las podemos tomar como cero. 
Por. lo ta2to 'f'( l(.y)=O si y">M III-11 
,;.. F--=:ro V( k .y). es también una solución de I I 1-9. por le• tanto 
Vik.y)-'f'(k,y). es soluc.ión de la ecµaci<!•n'homogénea asociada. a 
IIi'79" •Entonces .. cuando·.·v '> M.· Vík.v)~t/'(k,,1°1=0·· debe ser 

· co1Ílb'i;naci'6~~1fneaf de las·.fui-lciories :exp:f.!c':J •ve• -'-vYy:) > P:ára' c'asi · 
t~.· ... do[··;.()c.~,.;i.A/c:; Pero-O<k.y)-~{k~'(L_ es;t~ én·.·L•c.t•>;"Y:ccin, .····· .. ~ .. s.tó: en• · 

• L ·e lll; eo ') . entonces. •.·· · ··.· . · ·.· ·,. 

Ock.y>-i'<k,y)=O Vkt.<~·c:· v.>M III-12 

- Por. I.II-11 y III~12 conclui~os ~ue 

·· ~-<k-•. y>:=o . . V. .. ¡c~<J.~~-c: .. '. ..... : .,Y,.>.r-i:. 

Pr.ueb.a de ( b) : 
Para demostrar este inciso util'izaremos el principio del 

limite absortivo CPLA) ¡;ara el operador h: D c.Lª (11.)-'> ~(lt'i 
a=min{c. , e•} h=-~.- 'lc_'r. y) + ,Yaª , cuyo dominio es el espacio 
de Sobol.ev . H,C m.> y ¡:#or lo tanto es autoadjunto. 

Antes de plantear el CPLA) para h necesitamos las sigui9n~es 
definiciones: 

Sea .t C ll. entonces definimos 

L" (~}= {f medible en fR. I f(y)(1+.:)°'i,L\1Ll } .. .. ,, .... , . '. 
con la norma: ll dt = 11 f <y l l1 +-! ftlf 1 

1
· 

AnAlogamente definim~s: Lea 



, ~.· . .., : ·,.' ' 

~''" (rt) l: { f m~J;(,L. .&&« fl ( f E L: " ~ t L: ~ ~t!r f l~ 1 
con las derivadas tomadas en el sentido distribucional. La norma 
en H (R} es definida por: 

""' z. 
Ufll -= 

""'"' 
11 1\ 

z 
llfll.~ 

';111. 
Lema1 ( PLA para h) : 

El espectro esencial de h es [O,~ h no tiene 
eigenvalores positivos v 

\f .)\ ~ ll_. - ( 1 ,\/c.~ - ";'¿/ ~ los siguientes limites existen 
la topologia uniforme de )!)(t'. U, ... ,) (con«>O) 

'/ ~ 

en 

.. K (,µ 1 ,·01 = 11•
0 

e ~ -)A t ,·i.f' 
(J . ·.· .. 

Las siguientes dos f~ncibri~s 

• R!ül4 [ :<l:~•·I •• .: i:: ~:º .···· .. 
'definidos en :jf - .¿}- u:· 11.,. '\· \~ . "[ J '-Ytf-c %!··+l::~ 

Y . . et. -= ~ t. E e \ f~ i ~ J J': .... .. . .·. . .. 
son anallticas si Imz~O en.sus dominios de definici~n. 
y son Holder continuas con exponente "~•, ¡/-<. -<.-1/2 ·para .. 

· .. · .~.. ,,.,, :• 2 ~ rR.+- ~ l "k; - 1/c!. ll .. ·· . 
<, .• ·~?~e>·• ji __ u¡~ B ;·· ;~~~·-"c·~;~t.en'icfo .···en fa" '··~e~o1y~nte· ~~'.'.·h:. i.!~n.i:q.n~~~···. 
se pueden defi·nir e¡ , estoe; puntos como el valor . de ;t.a 
res9J,vente y con esto. R · res

1
úl tan ·anáriticas en·'esós- puntós .- ..•. ·. . 

• Notemos que prra ~>o , . L.,< fil.> C.L" <IL> y . Ji<IL> e 1\.-fl&} ; entone.es 
como R(z) L '{el} _. H~ {llt> ~ z en la resolvente ae h, tiene 
sentido pensar' a RC.14-;if:.J como ?peradores de L~ en Ha,-•· ·.Ahora,· 
pensar en el limite de R(~ :;c.() cuando t"""O (con p 1> O) en la 
topolo.gia uniforme de J3 { L~ (Ql) • H~ (I~) ) no tiene sentido pues 
todos los puntos en (O, a:>)_,. pertenecen al .espectro de h y por lo 
tanto ahi el operador Ch-)') no está en't1< ~ca> , H(«> ). Lo que 
se esta haciendo es tomar un dominio mas pequ~tio para los. 
operadores R(p~i{l y un rango mas grande cambiéndcile la 
topologia a es~os dos conjuntos logréndose con est~ la existencia 
del limite en la. topologia uniforme de ~ ( L et • H 

11 
.,; . La 

importancia de este logro.para nosotros radica.en que podemos 
establecer la proposición P1 -1 y J al extender anal! ticamente 
Ock,y) de una manera que se mostraré posteriormente 1 podremos 
completar la prueba de Cbl utilizando (al. · 

El que R<)t;ic> sean operadores en ~ (L: <ll> .H,.<m) ) se prueba 
el a pénd i.ce I I I (Al . Para la demos trae ión aei lema ver [ IJ1 J • 



'.-·· 

" l Como f(k,"y) Q L~ (.a,) 
siguiente proposiciuón 

con la ayuda del lema tenernos la 

·• 
Proposición ~ -1 ~(k,y) = R ( J..¡,¡ - k

1 
);(k,y) V kE ,._ .. 

que cÚmplen con \~ .. - ,,..• e IJ (_ 1 e ' ~.l.'. t '/ .. , t () /;' /11) ""/ci .., tr- - Jº CI 1 "J'Cl - "/e- 1 Vp \.."' 

Prueba 
Por el lema 1 tenemos que en la norma de ~q'}: 

JLt (-Ya .. -rl/ " f;,.. íL(~i t "' f lr.,,, -:: - te. "'" •cJ f ( ~,'j} III-14 - 1 

<~º 

si ~& - t.' ~ 1J. ( ~e ( V \ l .Vc/ l/c.~ I I LI Vp '"') 
utilizando. III...,9 en III-14 .. tenemos 

i, 

= f. .... 'IL (~1·· ; ~L t l €/( ~<- f -Yal- ,, '±·i~) ;;,, Vlii,~ 
t.~.. · ... ,· . , , 

y, fº~º 
.• 

= f;,.. 
¡,to 

¡ <- t. ( :! ... 1c-' ~ i.< ) v e~, ~J , : '"l. 
se pru~ba en el apéndice III(B)~este Olti~o li.mite 

• .. 

. . V. (.;; .. , ....... , .•... ~ ··n.·<t: ... ·(, A/'t. ~··~ ")· .•..• F c··~;~J, 
"' J 'ª , ...... r-. . . , .· 

, ' .,. , , ' , 

otr6 lado , · f(k;y) para cad~ y la p6~ernos v~r 
función de Ud con k= (kl w • w ~, .... f.ijo y 11 wu =1. Perc•esta 
función de lkl definida en (la podemos extender a una banda en 

·.· el> plano ccimplejo' • 
.•..•. ·.·ÍI!<·. 

·1--'"~,---

'.-. ~-; : '. ·: .. _· · .. ·. .;: 
~_:,_._ .. · .. ~~~~i..,.. .. >, : . 

. , t:-1 
···~::-;¿ ·:· ~ .~ . .. . ' .... ~ .. 

donde resulta ser anal! ti ca · cia ot.. en este caso es la. misma .. que 
se tiene en III-5 ). La demostración de este hecho se tiene en el 
apéndice · III (~). Entonces utiliz.ando este hecho y el lema 
tenemos que V(k.y) puede ser extendida analiticarnente· a las 
bandas ' o ·..(. Im tJ.\ L< y -ol<Im\ll( ~o y de hecho es. Hbºlder corÍtin•_ia 
como ~unción de ~' siémpre y cuando k cumpla la condición que 
se sefiala para la proposición EJ-1. Por la prosici6n ~-1 las 
extensiones de V ( k, y) coinciden anali. ticamente . Entoni.,e!: pc•r 
(al. la estensión de V(k,y) debe ser cero; en particular V(k.y)=O 
para k& ,,.y4

1
y > M . ./// · · · · 

En vista del resultado obtenido tenemos que V(x,y} debe .ser 
cero para y ) M y con esto U(x,y) debe ser cero para y> M. 
Entonces U se .anula en. u.n subconjunto de J\. y cumple con las 



hipotesis 
concluimos 

del teorema 
que U=O en 

de continuación 
...(\ . . 

única (ver apéndice IIICD)) 

' .. 

• 



CAPITULO IV 

En este capitulo seguiremos trabajando con el mismo propagador 
acastico definido anteriormente. Se mostrar~ la prueba de un 
teorema sobre dicho propagador acerca de eigenvalores positivos 
análogo al teorema del capitulo anterior, pero en esta ocación se 
darán condiciones distintas sobre la velocidad de propagaci~·n en 
la guia de ondas tanto en la perfecta como en la deformada. El 
teorema es demostrado con la ayuda del teorema del virial para 
obtener la estimación de Mourre de un operador convenienementte 
definido siguiéndose la prueba con ideas de [F] y de un teorema 
de exensi6n ünica (apéndice III(D) ). Esto hace la técnica de. 
demosraci6n bastante distinta a la utilizada en el capitulo IIl. 

En lo siguiente ..f\. denotaré un dominio exerior. 

' . 

Teoi·ema principal B. Tomemos c,,<v> v C(x,v> fúnciories medibles 
a valores reales que saisfac~n 

O <.e <C(y), C(x,y) ~e ·- . . . 
Supongamos ademAs que esas funciones cumplen con 

T c. (&J\.-'. C+l ~ e { l.f!/ r•-I ~ >o 
::··: 

lce<..,f ~ <C-t . ~ 
_,_:¡ ·.·· 

C . • l 1 .... f \I J . . ... 
con e, S, c 

~ 
.~ constantes ~ositfvas y 

-J::.S 
,,.. lll ) , .. ) 1 < ,1 ( I -t l "1~ t 1"' tª ) . ,. .... ,., - c. ~ .. " .. " 

e ··.ce 
·· .... -

' .l . ' 
es el sentido d~~~~i~~¿t6~af en -A·· para algüna ·· A > o 
entonces 'i'=O ·a.e. en . .Jl.. 

IV-1 

IV-4 

Prueba 11• 1 . .J .. '"' 1 Tomemos la bola de raio R que contiene a ll -..ll. Sea Y'~c;cia: / 
que satisface ~=O en la bola de radio R+l y -~1 fuera de la bola 
de radio R+2. Sea V=Pt, entonces V~~( IR> y adernés cumple con: 

(-A t t,<'JJ -1 !fe C~';11 - Yc+ ) V-::~ IV-5 

-----~ -~~~~=---~!_~'1)_~ --=-~~_l~l! __ ~! __ ----- ----- --------------~~=6 
También se 

utiliza esta 
una constane. 

puede suponer c.~ e~ . Solo en 
relación y es a travéz de la 

una ocación 
definición 

se 
de 



con A= 
- 1 

~ ~r,.~ + ,..,, ~ . .,., 
~L(IJ_) 

IV-7 

IV-8 

L 
~:i; ... , 

Sea B: H.,( lf.. ) 
Tomemos D el ~enerador 

dado por B= -A + q (Y) + ·~ ( x:, Y) 
de dilataciones dado por D=D• + D 't con 

.. L 
D'IC= ... ~ L X1 k .f. ~X)(~ 

J-=-• J J D, = -~ ( 'J k • r, '<') 
db,nde.D-. y D- son definidos en sus m~x:imos· dominios (las 
·derivadas son .e~ ef_'sentido ctistribucion~l ) ·· 

· ' El siguiente leltla establece l'a ést-;i.m&Ct~º dé MoJrre para B~ 

Lema 1 . Para cualqu·ier }t'> <f.= .\;e• - A;c_' positivo existen un 
'intervalo abierto A que contiene a+)" una constante positiva 
"f v un operador compacto K tal_que 

Ec.~\ ,• C. IJ/~1 EtA\ ~ V t lA) .,_ K IV.-9 

,:_.· dond~cÉ:c~:)· des±gn'a ~lpp~rador'.espectt:'éll_d~_.Basociad6 a •A .::E1 
<conmutador· .• e, es~ o 1 .··.·.· .i:;e ·_· define como una -forma·· cúadrética >dk _:-Ta 
;sf'~uiéri:té manera ; : ,Para .·'t/!. t.: E 'bCll> /1 'D (, 'l>J 

' ,, ,, ..... ' " '/ '." . . ' . ' ·. ,· ' .... 

( ,, ;cn,l>l'l'J= i f co,-, t>.PJ - (.J)f/, B'i')/ IV-10 

. .. :!:/ •ct d . Not~s~ que C Cm: , _esté .con:teni o en el dominio e D por lo que 

._ .. :.D< 13)_{\,Q(,Q.)_ ~§ .. :ci;Q~--~;;~[í; -~-~~!'.'!';::·"'.[~·;;• ... ,, .. ,> .. ~ " .•.. 

<~p_rüeba .• de1<1eltla_: .... · ... , .·· .. •.----,• ,..,, ..,; . . . . . . _. . ... - ·-",,; ___ ; "· 
· .. · Séa. f .. unaflinci6n en.C(fll)·-tá:l··que fty}::L en una p~quef'\á 
vecindad de )4 (~as ·adelante 0 sé; tendra .una est,imaciOn de qtie tan-' 
pequeno debe ser el·soportede f y con·estp-que.tan pequef1a d43be 
ser esta vecind~d) . ' - . ' ... . z . '"'. ' 

Sea .C= f(B• )c. [8• ,D]f( B0 ) donde J¡: H<Al ) __,,. L(fl) es dado· por 
s.= -~ +q/y) y Í[B0 .D] se define ªcomo forma cuadrética 
entonces e queda definido (como forma cuadré:tica) por: 

(~, ~"'' 4 l .f (O.J '(' f i Co., b\ f lO.J'i' } 1 '-+I 1 
V, \(-E L(l'R. I IV-11 

utilizando la forma explicita de D tenemos (ver apéndice IV(A) 

l ~, C. 'f') : ( 'f, t (o.) { -~ - i ( /v 'l f, - !/,Y b - ~1 f(O•)'/') 
V V, .p €_e: ll1l"'"J IV-12 

esta propiedad nos permite demostrar que e coincide con la forma 
·cuadr~tica asociada operador acotado que denotaremos también 

'~ ¡, 



Sea F el ~perad~·{ de transformada de Fourier en la variable 
Definamos entonces e r-: + lt (ver apéndice IV(B)) :;..: . C= FCF - 1 

1_,, 

l. 
A 1- f (t.li ,, 

con e, = t IV-13 

" f ( t.L-f J.} - [4, b:,] r ( ~1

+4J c ... = (. IV-14 

.. 
con h -: -h- f. 1. l'J/ V D(h}=H( ., ,. ) IV-15 

donde Ltiene la importante propiedad de que su espectro esencial 
es [O. ao) y no tiene eigenvalores posit.,ivos (ver apendice IV(C) i 

Como h es acotado por abaje• (pues • .J '!:o Y q(y) es acotada ) 
.. enteinces por· el teoremna I-13 el especWo de h~k está contenido 

·en .. [-c;+k& ·"° ) co11 e;::::constante ~O · 
fH) . 

.1 

, si k · ,es. ·tai qt1e i:-c>tf~S .. la · r:~soltici6n' dé 
identidad ás~ciada a h+k' es tal' que ··E{.\) =O si<A·~~'#· Comh · 

f(k& +h) = 1 f(k
1 

+h)dE(l) entonces f(ka. +h)=O . Por lo tanto C 
es distintci•de_cero.solo cuando tª ~ ¡+ S -fe (o sea cuando k está 
en. un compacto I< e .m; > •. 

p-;;·~osi.';;'i6n·~ ·· ~e,::..::i.··· · ·: 'Podemos '· ·:tomar.:. el~ . soporte de f . lo 
· · ·.··. · ~~fif,;-Ó:1:tem-:rite. pequeno ·para· que· e:~ ~ri<'kª +h) "'"~:ia·ra::,.a1~1:1·~ ····-~,-,.;"·'::>'' 

Prueba:. (de la prop0sici6n ~-1) . . . Probaremos se.is aseveraciones 
que nos darén como consecuencia esta proposición. 
J Tomemos P_. v Pe los proyectores ortogonales asociados a .h en 
l'r V ICc respectivamente. 

Aseveración Ay-1 . Sea r, cual.quier real positivo , entonces 
podemos escoger el sopore de f lo suficientemente pequeno 
para que 

IV-16 

Prueba (de la aseveración A-1 Seré suficiente con ., probar que 

l 
fe.} f-:'1', es 

P,·~ ¡2 ( ~l'~' ~- {p- 1,/ i / (1t'• "' 
inmediato IV-17 . 

IV-17 

... ,: ... 

.. 



. '. '·, ·. ·.,·.· 

~ . 
-Supc•ngamos gue " <.f'-1, v to¡nelllos el soporte de fa de tal modo 

que_j(,J >)'-'/,. Proba¡euios que Ppf<k• +.h)=O. Como PI' f(k +h).=f(k• +~);; 
v trik 1 +h) cf-c+k.k J en-tonces f(k +h>=o/// · 

Definamos ahora dos funciones x_ y 'K+ en C(tl) 

r~('j}::o s; :J'>º 
/ 

como sigue: 

/ Á+ = 1 - 1'_ 
A if ('j) 

':I 

··estas dos funciones nos. serán inuv ótiles cuando.· hagamos uso de .. 
1v--2 v rv-3. . ,.. . A .· .. A . . ,. A ... . .. .·. . 

. No.ternos que c •.. =1'<(P1 + .~~Ef + ~~f#. + ~~PÍ . . ·Las· siguientes 
.aseveraciones nos perrnitiran obtener desigualdades para los 
términos de la ant.erior ecuación .. · 

" 
Aseveración A,-2. . . Podemos . tomar el soporte 

suficientemente pequeho • para que dada Y._~o :. 
de f lo 

· f, ·c{'fl ·+:):'i!·.~~·.··tl. ·?:.-· -t, .f~c~~i4J~: 7_,:fft:ª~" .. ?, rj:.~ . f<~~4J.~::-•· 
. ·. · ·. · · . -J_ fc~~'J ~ r. ·~·}1-< ~"+ "·f 

Prüeba : A . • .· ~ , 

. . .... ·. . -~·:~ . ?, f_("J'·" l e-~ + 1. (~' ·, ):11 f (~.,4J ~ 

......... : ;)i~·¿:"·:, :J:rK.'+-~:J::l:::t.;~:·:·;,··1>,.l·fci•.,.,, .. = lc~~~J·{ _,~J f <·~'1·1t) }!"-··~,.-:~ .. : •.. 
.. · ·(ver apéi'.idice IV(A) ).:,: entonces'. , 

·. :._. . -, .. . .. 

. 1, 1 l"' .. J1 , et (:.1,. i>;1 f<~· .. u ~-< 

:= ~f f (•l+l,Ji [ ~,, )31 f ( 1:
1
+ "' ~c. - ?, f (t.

1
# 4/ 'f, ((1«

114Jfc IV-19 .. -Tomemo:. .~ahc1 ra uni' función g ~ e¡< IV l g=l en el soporte de f, 
entonces ~Ck +h);=ffk +h)g(~+h) . (teorema I-1~) y en IV-19 



. ·. • • . IV-20 

An~logamente: 

= f(1/l1tlPc 1c~~1 ¿ e~., b~1 jf tc~4/ P, flrcf.l.J ~f(~#.JPc~Ct<i4J[ 

,, X., t (~,- f_) ~ _ + 1- X-] 'j<~',.~I ~· f<~~'} IV-21 

Ahora hagamos lo que se~a una muv importante descomposición: 

9(~\~1 ¿ [~,; n:11 J(tt_,,, = j( ~ª-1-U ,· e l!i. -1-1 'X.. t e.;_ K- ~ 1, '11 , 1>,J,c~~'' 
. (- ···1· f i J . ""'... , .. l."' + J. l "-·~} .. ,,... "'.J. .:L. .i (e;- - •fJ K -- -' º t.1 .t~ ·~i~ .. . ~i.'liJ'7Tt• ~ /\~·-·1;··- "r1 J~,":°7;J~T t TI 1• · .... ~1'-~-

• ~· ~· 'f:"/, 1i t 1 ~ ?1 x4 -.·-~-·· -# • {,, 'i_, fl ¿t. 14-4/ IV-22 

.,, lrt, - ,_, K- · / . . ;¡ (!/, -1.J k-Note_!]l~S qu_e todas . las cantidades 
. ~ !j - (~) _ • )'!/, Jl+ -t f 1 1 r + . ·.· SC•n acotadas Y. tienden a 
cereo en · "en vista de IV-;¿ y 1v:...3. - Entonces por el teorema de. 
Rellich .·. (ver apéndice IV'(F)a·) . el operador entre ¡iarentesis. eJ'l .. 
IV"'.'.22 ·multiplicado por g{f; -th) es compacto e.n L( 11.) · ; dich6 

:·O'per.ád.o~ '16. cjeno:t:arerrio~ .por . ¿_ -, ~., bj) e¡ Ci'~,, . .También .. el operador . ; - . '. ,, .. 
e __ ,, r. :+ (f, -~-1 X.;) 9 (·," ~ "'· es' compa·co. . Por lo· tanto. l_~ ecua-
ción _ IV-21' puede ser escr.1'ta corno : . · . · . 

·y,~~ .. f (f.~41 ?, s<~~1,1 k' ~ c1e'+lal P, l- l 1='40- f(tc~IP, 'f. k'- ( f (~~")rv-23 
' con K_ un operador. compaco .en LfP,). _ . _.. - . . -. 

~·,, " .. , .. 6.l)~~t§.:_: . D?.'t:.~~.?.-~ ..... :: ~!o,•.~-~'.?.h.9. :~1iü::i.!:O:s .. ~.~!Y?:: .. 9~L9Ü.~;-~igJl5~.·.:.:':n1·•.~.·- :~~!:~,.~;'-._.;._ 
... - - cada 'k f·ijo tiende ·.a 'cepo. fuertemen1:é éuando _la longitud.·_. del ·.- · 

• .. , .-~~8ti6f>.= · ~:a·-~·fi['.1~~e~ri~6~6~~ ~~s{~cf}:r·P~~~i~6}~:{1i=~!s=!~~!i~Ji: '/· .. 
h . lr ,ci'fll · 1'._ otf = fi;c ~·.AitJ ( E<A 1 ~ v,v J.· . 

·• Si denotamos pbr E,,E~.E~,... los ~igenvalores n¿gativos de 
h c•:in E,4- E,< E J y E.=o si cero es un eig;e:nvalor: tenernos: 

Eo:l ,.¡ 

f(.ll}~ - Ft~J ... ~ E <.E,\ - · f l E,-o} 
'~1~~ . 

. .,, 

é <A, - P,, si ~ ~ • 
la función <E<..ll~u.u) es continua 

de cada punto es 



.. ·: .. :: .. 

convergencia dominada de Lebes~ue nos garantiza que si el soporte 
de g tiende a cero ( g siempre debe ser uno en una vecindad de -,,...e ) 
casi dondequiera relativo a la medida asociada a CECA )u,u) 
entonces u·gckª+h)~ull tiende a cero. -

Mas aün, dada una ~arbitraria en K (el conjunto compactto ya 
determinado) podemos escoger una pequeha vecindad ~. alrrededor 
de ko de tal modo que g(k1 +h)Pc tienda a cero fuertemente cuando 
el soporte de g tiende a cero para toda k €. Vs.. _ 

una 
la 

g 

Por el apéndice IV(D) tenernos que dada k• ~ k existe 
vecindad V" aJ.rrededor de k

0 
do.pde Kg ( k' +h) Pe: tiende a cero en 

topologia •uniforme de p<L(~),Lz.(&)) cuando el soporte de 
tiende a cero. 

Ahora. K es cubierto por la union de todas las vecindades VK. 
con ~º e K entonces corno K es compac,;t.o existe una _ cole¡;:ción 
finita de tales vecindades que cubren a K , esto es : I< e l'? V1e; . 
Entonces podernos tomar el soporte de g suf icienternente pequeho 
para ... que. gC·k··.fh)Kg(k~+h)Pc. teng~ norma menor que li2 para todo 
kei< · 

·Po~ · lo ·. ante• . tenemos · qu,~ podemos tomar el .. sopo'.['te de - > g 
sUf:icientemente pequef'fo para .que ·: 

)' J cLi J. a IV-23 

-~. 

,;'i ·•.·' :<, . ,,.: .. 
• ha'Ciéhdo ·· 10 ... :· .. . -·· .. ·. ... . E..,E .-· d d ·- . t . d .. l_·a ·. as'9V.er···a·6:i.6n• .. Áif 2.' ; I// mismo para que: •'i, que a ·· emos ra a · ;.J,', 

A~ei>eracÍ.ón A¡3. Dado ~> b podemos elegir el ~oport~ . 'cte f 
suf icienternente pequef'io para que 

a 

· ~ ~-Pc · .. ·~ ·t.···? ... lctt'"'"' - t. · f ltc'+U 
-', :•:-'.~~" ·; ·~·.·.·.~~- ...... ;_;,_,~: •. .,·-.;~ ,;_;.;.<.; ...... ~;-.- .._,.~, ..... , .. ~ . o •••• •• • •• "'''". • •• , ••• ,... .,.~,.· .. -1-,• .. ~ ,.~; •• _.,.~";-~1:-'-:-.. ~,~~:·~,~~~~ .. .:_>:. ';~~~·.·: ~;:,..,,..,.,:,..:.,~-··:";._ ...... ; __ .. 

. '9_ ... :f·i"~'J.·.·Pc ·.)f ... fc-·f{t!.•J·'; ... 

p~ú.eba; 

I! e.~ ~ Pc 'f (te~~) ( [ ,.; )~l f·lt'4lJ ~ ·-g E•~( ll) con g=l en el soporte de f' entonces Si tomamos 

' ~Pe ( (fc'.¡.4} 1 /(~141.JPc '5<~114} L [~., )~1 ~(tc.~'1/?. /(~;4}-

f(tc1l-4/ f'c. S(k.l14} [-¡,Y++- l?,-1_JY .. +.~.1'-] 

. . ~ ( t: ti ~) J'c f ( l= ~ lt} IV-26 ... 
La demostración se sigue de IV-26 haciendo lo an~logo a la 

demostraci6~ de l~ asevera~ión A~2 • la cual se basa en el hecho 
de . que i;:g ( K

0
+h} tiende""'fuertementte a cero cuando el soporte de g 

tiende a cero para Y• fK. 111"" · 
Ahora veamos el término PCf' . Tomemos Y<Y> una función en e( f~.). ,., . o . 



que vale uno en una pequena vecindad alrrededor del origen. 
Tenemos entonces: 

(p, '1{41 + 1, ( 1 - 'f{hi } t: J 

. ""' 
fp 'tl41 Ci. 'l (U 1'1 r t;, 'I (U e~ 1f e 1-.,tuJc~ ~lt.I f, 

+ P, (1 - 1l t.J) C.. Ce - 'f (41 J ~ IV-27 

Aseveración ~4. Podemos escoger el soporte de f lo 
suficientemente pequeho para que 

~~r,~~$·~·-= :··~~·~ " . . ' ·:(. ". v'" ·-- •• • ···""'· 

Como h es . acotado 'por 'ab~]o. , sus ·eigenvaÍor'es ·tambiéh' !:o:. 
son y como el espectro esencial de h · es [O, Cb ) . v h · no ·. tiene 
eigenvalores positivos, los eigenvalOres· .de h :solo se pueden 
acumular en el cero. · Denoterno's con E· ~··e Na los eigenvalóres de 
h (en forma creciente) y corno •.17 ie Ne'i. eigenproyectc•r respectivo. . E:\!' 

,- (.'I ~-

Ta m b ,i~n definamos P.. como el eigenproveótor asociado al cero si •. ~ 
E?Ste e.s eigerivalor y en caso contrario como -cero; . . .•·,·.· ·••. ·. . · > :J,~~ 

. /~2;¡~~~:;~Jr $r::i;:~~t~i~~!:gtii~~;i~r~·:~~!~.i~X%F:~;~~~~rr~~~~·,. :····· ··.····•.•·.1i 
-~~.;/~·i}: 

·· => f (~r,.9 f(lc.
1
4 f.t)~o \f .,1'.t '~-L,'-~"' 

. ··.:····:'.:,~~~·:···J~.~,(.~·-~··:f~1:!'~'.~J~,.~!~"C"~'.·f .f .. "~."~º'(:§;:,.·•·c:\:.: .. ·.;, .:~:4:·f ~••• ·. ~.~,c~~:t'! '"'' ,.,~ .. ~.~ ~.: .•. ;~Y.:i?,~,~~,. ~: .. ~¿";:.;.. . •.. 

·' é.;ór. él. t,;;'c.r.eDla dél. vi~i:al.J ;ver.·• la: J?,~op°:sici6?,j~~.~ ~ i+ ;~#·~ .'[M}{ >-:'. ,i.·}~~\:~·z.;.(\;;fi~ 
;,, .. H"" ·;,i;'t'B 

. •.,·~.ti ··V· j ··'=· rw: ?f <!:~i1>~1 "' ... y :.'IV..:.29 

entonces f, ( 1 _.,, ,,,, t .. (1-.,C11J P, s 

- <, -"<"JJ f, .f c .. ~ .. , <: e~, b"1 f <1<'4 "' f, e, -yl1t1/ 

Pero {t~'tl~J.) P, . .J(1&.'1IJ.::: Y.~. (.1-'1(.~Jf(~'+~). 
. . . . JA E V, Cl,J . -s. 

Y como en una vecindad de cero:• 'fl1) = I -"> ;'I' 11.1 E IN ~ 
(esta es. la N que utilizamos en IV-28) 



-.:) (1-~CIJJ f, f(~1i&.J ¿ [~, b,1 H111.~J P,. (1-1C1tl} = 

~e~, l1- 'f CF¡) f (1c'~ fJI f¡ 1 < [~, l>~ "\ [ ,,_~ ( 1- '1{ E,) fl1<'1 O¡;,,] 

= ~ ~ ( 1 -y { "1 / l ( fl' t Ei J ~ e" [ "' o 'J 1 pk f ( ~ '+ ¡., J ( 1- '1 01 /) "' "' 

Í' (,-'1<'11/ f(ttª.,~.,J~i [1.i,D~)f,_ f(~11fl C1-7(U} 
J-=>1 • 

+ J.~ ( 1 - 'j!U) f lt.\ f-11 P, ¿ [ "· b,J I'" f ( I<~ E F) (1-'1 lM} IV-31 

Por IV-28 y IV-29 en IV-31 ~enemos qu~ las dos sumas son cero 
y de IV~30 concluimos. /Ji 

. · A!!S.~veraci6i:i .~s ,· .... · .. · Dado 4~? podemos. ~scoger el soporte ·de y • .~ .. 
. : •.. ·· · suficientemente pequeno de tal modo que: : ·: . ' .. - '"" . . .··· .:_··· - . . . -· . . .. .. 

' . ' . ' . . ' ' 1 ··: 

fh~~~I ~ 'fl~I c.,, .<1-.,(4Jj~ + f, (1-..,it.J) c .. '1lltll'¡fúcl.,4J ~ -1" .(c~~,(-r . . . ·. . 

-1- l(~i•") f/ ~ 't(~I t- (t-y("J+ (,_.,f,lfl'- • 'f(~JJ ~ f{t.4.'}iv-:32. . 

-~--~--~--------t-------~-
-:C. E, E. • · · · E111 o 

tomemos m= min{m.(E fl V redefinamos 
. "' . 

• 
;~.~¡:,~.s~por.te:·.:de.>f~.·"~:·: .: e . .(., .. t.l:.~.;~.~'.. · ··~·~entonces 

.. de IV::-33. son .per:o y cori esto . / ' "'"·.~ ·" . 

entonces . f, .,e"' é,, (1-1tlil),,, = e (a-f..J 'f(t,J ~" (t -'/ (1,/ J f,. 

= 'í f.J (1 -f.) ~{1,J .é'. (t -'1(4J} 6 (pues f, = ~~ -t L 'J fo,ú-'f(ltJ,::o) 
j,..f . J E:,W- ' 

~ · s: f (1-'-J "CU .f-L~!fM i e~ cla~ .. + ~. c.~1, J>)l ( 1.- '111,JJ /; · f (~~ 1,J 
1 ri/:-1.• - J::/;J .) '' .. '• . . 

s :z: Id H r-i~1 t•- '~ 1 'fl4J r -?-1'- 1- l~.-1-J ~ ·~ f.~ + 'r~.}11)· 
. A • (1-y(ltJ)~·/(t:.1--4-t.J · · ·· IV-35 

Análogamente f, (e --i<4JJ Ci.·4 l<t.f:: 0 . ··.. con las mismas 



condiciones que ya tenemos para el soporte de f y con esto: 

P, (1-y(ltl}~ 'fl.h} (', = ~ .f ( t'., "' ~ ( ' - 'l (t,) J 

- t 
1 
~+ f ,· C?,, ')' 1 ) 'f lh} ( 1-1'.,,J /j f { t:..1+ t,J .. - , .. • · IV-36 

D~ las ecuaciones IV-35 v IV-36 obtenemos: 

--
:;: ~.e~ f Ctc'.,.ltJ (1-t!.J 't,(4/ V f.lt.~lt/ (1-101J/fi. ...¡.. 

.,.. ·jfJ' ~ .. f<t,4."1 C1-'la.1l v .. fc1e~1tl Cr-~.J •tl"I ~·•-: 

i_ ~.e'~ lC.'M (, -" t:.J ~ cdi_ . fr- ~it,Í) {f (tta¡_ 
._ i. ~( f1 f(~~&,J ("1-'1(1tl} K_ (t~¿J y(/J f(tc~I,) ... IV-37 

.d()~de . V-:: i·> C J, .. i).,, l ·- . ~.'/+ . ..;. .(!'f1 - f.) ir-.· . · . ·· · . , , ... . · 
· Para . obtenE;:r · .. una cota interior para lc•s pr1merc1 s' dos.. términos • 

···-.;~.~~~t~.~7~·.~f1jf~¡.~:··~i·~~~(·¿.:aL~~!·%T·~·~~·j·~~~TI~~¿-m¿~~~~.j~~e6~;Ai~¿~.~~di;: •. i· ... : .... 
·.•del.·.• .. -teore~a :espec,tral:.·.v··· dél··teorema ··d.e .é.onver.~enci·a·. dóminada·· ·dé'···· 
· téBésgue>: · · ·.··.. · · · · .. ' · .. ,•.' · ·· · ·- ..... · .. 

· · Tomemos g € C{ l'l> · con g=1. en'.ei soporte de• f entonces 
primer término d~ IV-37 nos queda .: 

,· >Z.t '~ f(~+~I {, -~9'!.t '1llt1 V:{.<~~~·'· .SJ--r<Cil ·~· :;;::, ·.·" .. 

···· .~7{ (~~~iX-c~~-~··~."2il!"9:c~I ~Tti~~{ii),¿;·:;,~1/~f it~~'i,Ji: ryci~ ..... ·.•... · 

.. ·~~·~·~ >. v~ ~ k!~;~~c::. ~~~P:~t;~~;~.··~~=m~v ( g~ (~:1;_:,)\~li:JrV ;~:~~~{t;-.,ti.1} 
tiende en la norma de ¡D(~,~)a cero cuando la longitud del 
soporte de Cf(fJ tiende a cero. ·Entonces dada Jt> O podemos tomar el 
soporte de ~Lt) suficientemente pequefio para que 

11 c1 - f-1 'll"1 v se~•.,_,., e•- t1 cr.J// ~· K-h. 
·. se·a K ={i-Pc-.)'1ll,/ 1/ 3 <"'-ta,/ Ci-.'tllit}) ,entonces 
relaciOn a IV~a .. 

con 



"',·" ).•·,• ._,:- . 

. . . X ~ " f. 'i' ~ - ~., { 
.. • j tll ol ,,,. . """'& 

An~logarnente para el segundo término de IV-37 tenernos que este es 
mayor o igual a - >'Y /z. . . · 

Por otro lado, los dos Oltimos términos de IV-37 son iguales a 

. - ~- f.{ tt-ª., ~J f, ( "c1eJ :t:.. e 1 - 'flM I + ( a- 1 <M/ %- ~te,/ Jt; fl1t-'11tJ 

. -t 1., f(~~") ( r¡, ('1ci.J;t_ C•-yl"1}+C1-yl1tl}r_1<1J~]U1,~4/ 
. l . 

corno este Oltimo segundo término es positivo (tornando o ~"1(-CJ ~ I J 
es inmediata la aseveración A-5. /// · . y 

Aseveración. t;¡-6. Dada l',. :> O . podernos tomar el soporte de 'f lo 
•. :.:•· · .. ···.·. suficiet'ltemente. pequeho para que . · · · · 

: .. -.-, 

<f, ~,~,t~·'1(t.f~. ·~· '-'J,< ;:¡(.~~~' :.. '1;;¡¡. f (,C.~~l·'1 l'-i~~ · .. ·.·•·•··· 

. • l- '((l./ f (~&~.itJf, . · IV-39 . . ,, .•• . 

. ~r~~~a: . f, '1(~)~ 't(&.lf, : ~ .. P, (/. +· (1 -l•J'10•/ ~. ~ (r.J (f._ f. (e .. f..J l/í= . 
. . . . >·:~.- ··.' _.··.·. · .. , )\l·t·.·.··.• .. . ··•·.· .; :. -.. ·\ · •:"):,' .. • :L::;·/•< . ··.··· . ·· ...•. ··· .. , . . . ...... . 
·=:. t·fi .. .,l41:~~<~1 (P,,.f ,¡; C1-·P._f~C1tJ §. '1i~}·P.. .f .. -.·· 
+ "'P. ~(~J e '1(4J e,_,,_,,,,·., .1;. <·-"-., r r"1 e~"(" ci-· ~>t; 

. • . Y por el teorema del virial : · . ". - ,. ,. . ' . . .. :. ~- . . ' 

,.·. "• ',~~{tf t;"ji'H~rP;·;, f:.·f,c¡;f i~ ~c~(i\ "'~J:P.. *' 1····f.., tifrg. ,~Jfi~"-">~c ·. 
·+· .~. l( .. ,_,.,.'1.('-/·. ;. 'l.(1tl"(~.:.·,_)/! .. ,,,·· ,, , .¡¡,, ~- . . - . "I ·. '-"· . . . . . .. · . . ".'" :. . 

= · ·~. f l~~ft.J ~ f!. 'tl4l (-'/, ·1-· i C';,
1 
b)l) 'f('1) (e- Pe.l/j + ~ Íl-l .. )1(t;J. 

. . • (-~, .. ,; . tt, i b:11 '1 (t.)I'. l f lt-'+4) 

. ~. 'J: f(~1f'-} ~ f's (1-fooJ Cf(lt} (-,
1

-1-i ~!j, 1 ~:1JJ'tcc.J &l f (~'.,.i,J '"' . ... .. .·. ' . 

. . haciendo . i. = 1- '1- ~ ·. t1. - ~-> x~. t- 1, r .. 
. ··, . V = - ( 7, - 1- };t. 1, K.- + t C 1-, , 'b ,J .. 



f, '((4J C, '<(4) I', = r fo',.4J f ~ :(,)V ~1 -i'-}yU.I ~ + lj (1-r..1 71~) ' 

• vy(4)P._~ Rt:-'f-4J+ 21(~··"' r "J c,-, .. J 1<41V7'"' ~.t- ~<""l .. ~)-
l~' . . 

- 1. f (tc~~4J f, .,<,I ~- ti 't C4} f(t'.,. U t 1- Í ( ~~ 4) f.. yft./ t_. 'JáJ 1- {(1tW~ 

+ ':f. '} t(llÍ4} f, '1(4/ ~- 'i"/ f. f(¡c~/.J .· . '.. . IV-40 
y not!ndo que los dos ult1mos términos de la anterior ecuación 
son positivos. la aseveración se probaré si demostramos que 

. .f' f .. 'f(~J V 'ilO (1-f .. l f + 1'. (, ~f""J '1(4J v '1141 Pa. + 
. j . J . :1 . 

+. '2. .e e 1;. P-1 '1llt l v· ylt,J ~.· · · ·~. · - ~s.. . . . . . . · .. · rv-.« i 
.. s:i ~~unos el _s9por_te de '1lf} · ~o.:s~ficientemente ·pequefto. .·· .. · >- .. 

... P~r'!>~stolllti~ITIº es con.sE::c.uenci.a,-.de~que vy(4)_• es comp~,ct•:• v, .... ·.­
······.· (a.•t•)·.,(t.) ·· · :·tiende . fue~temente···a:.cero ·si .e1· soporte de 'f(ltJ" 

tiende a cerQ - La manera de hacer ver que IV-41.· es v~lido es 
anéloga a como se hizo en. la proposición \;...S. li/ 

· · De las ase:veraciones anteriores tenemos. : 
. ·.• . '; . 1 .· 

~ (/fr~ft, J .. ~J .. _(Kªf.I. )·.·-· 
·. ____ ::.:,:·:'. -· ... ·· .... , .·- - . 

-. 
. -· .· .,,., , '· . ~ -- .,_'<:- .. 

. ·:.JO'~ft, .¡ rr._-·4/t,.1 .. ·: r1;:;-'/-J~·f'.¡, i ~- r_ 1c ., k :r~ ,, .. -.. 
+ fc 1L fe + I',. C y<~I )(7 f 1 -1<41) t. ,(1 -ttl4l}'l'_ "1<1./ -1- yt~/ >f_ 'ff1,1~}--

..• ,:,, ... f.~~~~-~t, t .. ,_,'ftf.~"1t~:~- t.,.f~~-''-,~:J,,_·'···, . 
. .... , .. _,':~~~~-······-:,~'•_,l-'f .(,if~l•••t;·•···•·:·C· •.. ~'.'11(4). 1 ··f _. ;:·({-·C', ~ll··tJ. ·¡. (~'~_, .. J:i;, · 

.. ·,_ .... ' 

_ _ ,' eritonéés : 
e~ 1~~1., P,_ f (t-r"'' .. .-h=.t~'ier-·i~· .. i.1 -- - -t.t&·, ;¡, 1,., 1tJlit411-

- ' . . . . .· 

- ,_ f (~ª'"' y_ ?e~ ~4) . -. . . 'rv...:42 

Como e~ x~ ~f :) -1~: f<~'1-4f ~-f(fe1•L/ -~ -1. lc~ª1'J .. 
· entonces ~ ·· 

¿ ~{A -1- .... r: lt) .f (t.r.t ') + <J,..-f,} _fe.;. f Ctc'.lf,J+ 'i=.1t4/ fe.. f.lt~le} 
- . ,.. . . . . . . ..· -;: . . . _·.,: _·.. . . 

Tomamos Y, ~JA··· para que· l;-1;/ic {CA:\1.(:i Ó.1+1.ffc fe ~·,.1.1 ~·o~• 
' . ·.· ... 



entonces t ~ (µ_ 1- t ~') f <~' .. i.J 
V CC•mO ){ - ?. ") O 

t-::.f I 

P odemos tomar !. Y..,· 
·=· de tal modo que i=r·1.-f 1,·>0c 

A 

e con lo que se demuestra la 

prposición ~-1 /// 

L •l 1 l l 

Como Ff(B 0 )F = fíFBF } = f Ck +h} v la transformada de 
Fourier es un operador.uri'itario tenemos de la proposición ~-1 que 

l 
C >ff(B) IV-43 

- o -Proposición ~-2 Sea F ( f) E e.e rl), 
compacto como .operador de L'{ ._ .... •¡ 

entonces FCB)-F(B• 
en L1 ( .._ ... ,. 

es 

"Pru~ba~:- ... ··, -·: . · · .· , 
•• . . .•. Dada /'/'. . ., o ""1-~ F; . fun_c~ón. pol:i.~pmial en :(y+~T . cop C;.f lo. 
suficientemente grande_ para que _ \IF{y).:..~(y)ll.;, <t~ ... No_ ternos que s:i.; 
F.,.fB>-J<B. > es compacto. entonces F(Bl-FtB.) también lo es puesto 
QUe l1F<Bl-F<B.ql{1A, y UFCB0)-~(B.>ll~l'/i. por lo que 

. 11 ( F(B)-F(B•) ]-[11(B)-FJ"(B0 ))1i <.t ~--·¡.'>o 

· ). ( B)-,-F,.< s. ) . "P ; ,~a. F ( B >-:_F{Bt.) , entonces si ). ( B) -F,_< s. 

::,·\:a6iiipit~to.·V r5;~~,F <:;~~~~ .. :~::_f )c•esi'c6mp~ct'8':: :':;< ;.;ef r·.1{4 ·.•>·:·_ 
ry - ., 

--Prd'be'~·cis ahÓr~que F(B)'.2'-Ffa.. )~:·E:s comp~ct9 .F · e~•Una·. CombiriaciOn 

·._ if~::i d~e < ~~;~~~B : 1 )~"'.., ~~~e~f~t~ tU tÍ~~ >~¡e ~~-a~s ~- comhinaCi6n 
. ~ . -c. .... ,... • ... -u.-lf1J _., 
~cf- Vl-ti) ~,<.r,'J lO.tit Probaremos que (B+f)q(x.y) (E~+S) es 

C-QJllP,ac:to . f ar,a esto,· .IJ,?~~~os: que ( B0 + S T1 _: L ~ ll~~ ~ l:fa ( lt..tt) .: 1 ! l ! le A ~s. 
__ 'Ul'l~toperador···:~él-c<:otado·,,·S:Lendo .. est~_,.consecu~ncia,1 _d,e~;:~:~-'-·~9-~-s.igµ,~:J.,_i:t,~.c:t, .. , .. . . . - . .- . ..,,,, ., ' . . .. " .... · .•.. ;. - . - -

··· •··•· .··..•. ffc~ ~Jf ;v t ~ . n ~ ,.;;¡cD.1 i/ '""'- • ·.· · .'· . 
donde < B +S > es un .operador acotado de L < i(") en L < 11."'~ sí és 
suficíent~mente grande •para que ..;. S E'tt s., ) <s. es . ~cotado. ·por 
abajo ) y come• -A es cerrado entonces ( -~ + 1 ) ( 8

0 
+ J) .es · acotado 

en L•( A. .. 1) • , ·• · 

Tomemos una sucesión {u,.} c. L ( 11
11+•,· acotada. Entonces la 

~- Agui l\,( ~·~ es_ considerado como el subespacio de funciones de 
L<I~., que_ tienen primeras y segundas derivadas distribucionales 
en L

1
í ll""> . con .. la norma " F 11. = (-·· i -,,.b"' t l.:J y, 

,,, '°'' ~ l ' Esta desigualdad es consecuencia de las propiedades de la 
Transformada de Fourier. 

~e• 



+ 11 t ·V t IV-45 

con y t :: ( ){, I • • • x..,, 'J) 

entonces usando IV-22 v IV-45 tenemos en IV-44 

-f UJ} 
... 
f (G) f (IJ./ i. tlJ., 1>) f (/). J f ( lj .J + 
... 

+ ((11Jf(,fC<J) IV-46 

donde K,es un operador compac~o. 
Usando IV-43 tenemos: 

#\< l . - ,.. 

l'4 f la) f (IJ.J f la J + -f l'3> t::,f<tJ1 iv-.:.1 · 

~ ... ~ ~ ·~· - - :·~· 

f<oJc"Cll,l>l f(A) = 'f f Cs) f(IJJ 1 UJ) + J laJ e 1<, · fl/ f(o} 
. . . . . 

. . -i 

= r f (01 
A. -

((a/ ((1 f (IJJ . 

· con K=ECA )~E< 4} que es a .su vez __ otro· compacto , prob~ndc1se con 
·· ··· ... esto el lern~ 1 . . / 11 · . . . . 

'•;,,,-,.·.--·:·'·''-:.;,.,:;<¡·:,, •·~·-•. ·•,;_OC•:. • '·::·:· ;·.:::,. .. -

: Por las : demostraciones de '1ds .. t~orernas :i; 1 y 3 ,· i d~· . [F 1 :~~"'"" 
sigue. del: lemna IV-1 qÚev=o.·en. :ií•.•• :. ent'cín'c~s come~;·, V=""l.P . se 
tiene· que •tf'. debe .anularse .fuera d~( la .bola de radio R+2 y por 
continuación . · llnica tenernos qué 'f =O>~ en ../\.. • quedando eón es~o • ·. 

·· demostrado el teorema. principal B. · // / 

. ·~',•'tf ......... ;; 



.. ·.'' 

Observaciones. 

Los ejemplos tratados en el capitulo II aunque no estén 

identificados con un caso fisico concreto, muestran que la. 

aparición de eigenvalores positivos es factible tanto en Mecanica 

Cu~ntica como en acustica asi corno en algunas otras areas de la 

fisica donde se tengan fenOrnenos de propagación de ondas tales 

como en elastic~dad. fenómenos electromagnéticos, etc .. Entonces 

el- estudio .de laaus~ncia deeig~nvalores positivos tiene su 

razón·. de ser tanto ct.n'respeéto a l.as aplicaciones la 

teoria abstracta de los espectros de los operadores. 

Por otro lado. el haber mostrado en lbs capitules III y IV lcis 

teoremas PI'incipales A ·Y B<, ·sóbre ausencia. de eigénvalo'res 
·;,:.-: ~ .,, .. 

. i:>,psitívos .. nós ehsetia el tfpó .dt;:;>técnic;ás que ~6n 'apropia;;.dak; pai~a 
. :· ·. 

el.estudio de estos problemas. NOtembs que 

se recalcó desde Ún principio en este trabajo un cambio en las 

. hipótesis acerca de.· las. caractéristicas de la velocidad · di: 
• ~ .¡_ ,- '.' r'-' ;.,¿: .. ,,,.. '.: ~ . ' .. ~ . ., ""'' . ,. . . ' . . . . . . .. ' ·. .. . - . -

propagación el) ·.·1a:· guta''· de '6'ncfas:'"'def"O'r'iriada''coh'!! réspe~to;,,~:·:a :: .. ,.:1-.;.· 
_::' ·:· 

peÍ'fec'ta nos i1evi:i a. ·· una... técnica · . de 
. . . . 

'dembs-tí-~ción 

considerahlemente d:lstinta. 

En el. e.aso del. teorema A. l.as hipótesis III-2. III-3 y III-4 

" • A¡, " ' nos ayudan para concluir quei V(k,y) ·- o k< V.., M. Ct , 
La hipótesis III-5 que considerarnos es la que. tiene· mayor 

influencia en la determinación de la técnica a utilizarse nos 

ayuda para 
'.,.. 

poder hacer la extensión ana"J.itica para f(k,y) a la 

banda b:mz \ ~ tC que es justamente l.o que,. mediante el principio 



del limite absortivo, g~rantiza V=O . y., M. ~ .; fl ' .. 

En el caso del teorema IV las hipOtesis estd.n fu-:rtemente 

ligadas a utilizar técnicas de compacidad que· caracterizan la 

demostración en este caso. 

NOtese que puede haber casos de guias de ondas deformadas que 

cumplan con las hipOtesis del teorema III v no con las del lV o 

visceversa) . Entonces lo interesante está en tratar d~ 

hipótesis sobre C(:x,y) y C_< 'l) de tal modo que muchos 

guias de 
.. ··:·· .. · : .. ·.. -
las ondas mencinados queden contemplados ·y se ··.siga 

~en1·E::~ao · ausencia de efgenvalores positivos. La 

demostración en ·este caso quiztt pueda· ser· una combinaci~·n de 

ideas recogidas de las. técnicas expuestas en los cap~tulos III y 

.. ,,: .,., .. ~:. :,, ·' ·.·: - .;, ,-·-: .• 



.i . . 
sucesiÓn { r,_<B. +¡)u.} es acotada en H<E,._>" dondel'ir-=s la ft.inci~·n 
caracteristica de la bola de radio R

1
en ,~~•. Como dicha bola 

cumple con la propiedad del segmento tenemos que por el teorema 
de Rellich 1rver apéndice IV(F) ) que existe una SubsucesiOn 
{ "l.,_ ( 8 • +1) u,,~} que converge en la norma de ~(E-. ) V C(:•n esto en 
i!( n.."•') . Entonces los operadores de la forma ql 'X4l t t'.-

0 
-t.¡ t~ sc•n 

compactos \L RE &'A. • . ~'-
Adem~s dada . C> O · podemos tomar f q 1',¡ 1( donde l, + ')( l = 1 ) •I pues 

q ( x. y) - O . Entonces es inmediatc- que
1 

q V ( 8 0 + ¡rJ - q ( B + S )en la 
& . . 1 ll & o 

\1 JCll ~ hl ~00 . • .... 2. ... ~ . -1 
topologia uniforme d~ e (L(~) .Lfll\ )) . Y con esto q(B + $) es 
compacto asi como o:~+¡To<'s. +sr• 1~!1: m y con esto FJ'(li)~FIB0 ) en 
t ( lft!'•') . / / / 'ti 1' 

Ah6ra. para w=xí d o w=y 
~ ~ ., 
rw l f<11J - (-UJ.J ) . Tw (1,) ... r• tl6~tI) f (G) 

- '>-<P•tSJ. · J <.IJ..t; ~ f ¡ f tn.J,]. . 
. . ~. ... :;:::- ,, . ' 

es compacto en L( rJ. ) . Por \o tanto debido a la proposición i¡-2, 
f(B)"'."fCB., ) es ¡ompac'ito de L(t\. .. 

1
l en' H

1
ftt1.••'1 y por dualidad 

. también . de H..["'' en L ( 4.,1) • . · "" .,. _ 
.· Tomemos f ~ "( m.> que satisface IV..;.35. Sea fE e \m.) de. t::1l modo 
qu~s~•:_~r~!u~! uno en una pequefia vecindad de-/". •y además f=.l en 

i?1: ~' .• ;._:. 

:7-""~·· .; . . ,::·T"-'-~::~h~;:¡~{'.;·•· ;,.; ,.:,,,.,~ ;: ',:¡ ": ~· ·~)';:. ""~' '.,. i>···'J~ "f~'._.,,_:,,· ,·'-·~· • .,... 

_''.:: lj:_n:i:.onces : tendremos . _ 

< f E~n !6~ D J f io1. fc13J t ¿fCal - fú.1 n: f o.·Tbtf ;; á~ 
+ f <a.1,· r: ll., 6 l ( f (tJJ • f<o.>l t .f <o.Ji e IJ~,bl f<o.Jl+ 

,., 
+ ' ( 1)) f C!l J ( e i \ b 1 r ( 8) • 

"" .. f{o) · IV-44 

----- - --- - ----- -:-----...:.- --:- _·;.;-·;.;.·:.... ;_-;.;:.;.; _...;_ - ....;~....;..;.;.. "'"-"" _;__,_. :....:...._..;._ - ----- - - -- -
.,. 1-\< E,_) denota al conjunto de funciones en L <E" l. que .tienen 

_ primera y . segunda derivada distribucionales en ~ (EA. r con E._ la 
bola de radio R en 11.º' . 



' ~. ' . 
.! .. 

APENDICES DEL CAPITULO 111 

APENDICE lII(A) 
.. 

Probaremos que RC ? ) son operadores . en (3 ( L_, (~). H •.IJ.) 
... 1,-.c 

Nos b~~aremos en las siguientes relaciones 

para ll':)O 
... 

L"' lo.I e 
l t 

L (C~) e L (tlJ 
~ti. 

III-Al 

cumpliéndose con relación a III-Al 

para a(') O JI Vlft.,..~ fl u/ILa ~ 11 vf~~ III-A2 

Sea 'fC~ , debemos .demostrar que fl J!C¡J Td Ha .11. ~ C: /fYI/¿~ i:•er ~· 
alguna constante ~. Esto ser_é consecuencia inrn'ediata de probar: 

~~ ~ 

:<ú - , -(ct".:.U •. /:¡~~~,~~~l/t' _ -~ _ ~t ~''tll,~ -.·__ -- __ <> 
.·~-;~~·.>¡··.·,;·~~~f!'-:','-·:: .. . • ··- .- . , : ~"' .~: ·:· ·;"---,~ .. .--;. : . ;:.::.-~,/.:::·:. ,_. -.::__:··_::_,:_~/:f~~ ·~-.... ._. -_.-. . ·-,;,: .~ -.· .. ' ·,- ·:· : :_;:·::_>;_L:; . ...... -e ):'?~/ .. ' _,._, r .·, 

. ·:Para·•\d.eniostrar estas'·relaciónes ü'tilizat'J:tiios él'h.eCho ,él~ C:¡~e.' -
Et(t) E 'P (_,._L" (p.f; · t.' {~) J ··con ·z e '1 <M· > ' · 

Utilizando·111~A2 tenemos: 

ll ~(l) 'f/l ._i; 
-• ... - - .. .t. 

~~~,~~-----~ 
el- teórema de la•.grafica-cerrada estan·en :Y')! L(""-}, __ L•l9-) __ ·>..:-·-·Las·: 
demostraciones de. (b) y~ <e) sori ahora an~logas a .ia· de <á>, -

-.- ·. :. 



APENDICE II I ( B) 

Proposici6n Sea H: D( H) c.¡-\ ~~un operador autc•ad j unt<:i. 
entonces 'ti f. en Jo( se tiene . l; ... C ll.lJA ~i<) f ::<> · e.u .... J. e~ o 
si JA no es eigenvalor de H. ( R ( z) es la resol vente de H) 

Prueba: 
Por c~lculo funcional tenemos : 

.. l 

lf fl.(JA '! i e) f 11
2

: J l 1 / l Á - C.- .t id) ( J ~U/ f, f / _.. . . 

con {ECl>} la familia espectral asociada a H. 
Entone.es 

. 1 

U e R l)l ti el f U = 

y como 
entonces 

· cor}cluye. 

_, 
J lí />.-JA -

, " .. 

A la .medida ásociada a (E el ) f. g) es fini t~ ... 



.. ··, 

APENDICE III(C) 
A 

Probaremos que f(k,y) ,como funciOn de k se puede definir 
en el subconjunto de C donde estén los nOmeros cuya part~ 
imaginaria es ,en valor absoluto, menor que ~·. 

t f>ff 
(a) Primero demostraremos que exp( ~lxl)f{x.y)~ L(~ ¡ 
aparece en III-5. 

cc::•n la ot que 

donde A</J y Vf se anulan fuera de la bola de radio . R+2. entonces 
solo es necesario demostrar que -e.eet-i ..( \/ ( Ye."' _ y,: J € lti1.. "'*J 

Tenemos entonces : 

hJ~~~ e t. - {:Ji i'"'1¡, Jy . = ,\' f ...... 1vr' te.-<~: ~ c.t cJ' e~""J. J>' 

y en yi~ta de 9ue C (-x, y ><y G;(Y f. cumplen -_con lI I:-1 tenemos 

<J:~':"~J·. l\/\{tc~-G1% ·~~.lfCIJrt J/ . 
. . . ..+1 . IL . . . 

con (f ·constante 

- . . . . ·•· 1 · .. -&.cl~I .t-'IXl.J 1 
-~ C:. IVI ~ e · ... · 1C ~y <., .· .. :; pues v CL' < 11."'~ 

. fPe>r IIl.,-S. 
·--· J·,· 

111 
-, - __ , -.. ·_., · .... >··· 

:b.~i:: ~::: .... ,___ ;·;;: .. :·. . .... ::·':{:_:·::··:::,:: .;.:~·~· :·.~..,'· '·. '.::~~.:;._.: ... -;-.:. :~::.. -~ ·:- "'~~ :·_ .".:,.,;· .. · .:;<.<.;~_;:'.;: ·.-

.. fb>-•.er9b~r;E!mos/ahora· ·.qÍ.J~-·c1~,,;.:t(:k}y,5:-:~~¿¡~;;~;:.·a'Ji1~i:'r···•par.a· cas~d··--•o.f:on'dd~_,~--... ·_'~: 
. y <una- fune'i~n de lkl eri<fa>zr:anja(de1 plario-·com¡:i1ejcí'- en ... -... -:- . 

esti!ln los puntos cuya. parte- imákinaria. es en valcir absoluto meni:ir •, 
..:.· que- o( . , · · - · · · · 

Tomemos 

A- . · .. ····.·: .. ·- - . -• .... . '··· 
.': ;fl f, ~' ~) ¿J,: eJ"-ft.·~-fú,.,)· Jr· .. · 

de '"f' · - · nos . da· una,- función'.'. 

Consideremos ahora f,, f. .f .&""(- con f, fr 1 IJ¡ entonces 
I 

"f . r _, fw·..,, .,, w • .r /' J 
. . ( f, VI, '4) -= J,l.. ~ • . · e _ · · r (.r, ~ 1 JC 

· .si hacemos . g ( x, y) = exp ( o<¡xf ) f { x, y) entonces 

? . 1- .· .( f, ¡;,. & 'f. e.u "" - -< h<I - '_ 1 ·· · · · -· · tt(w, !1) : ·. ,.. t'. .· _ · e ·· -·· - -··· .. 5<.r;!)je!.JC 

. por lo tanto· si ..,., .;. i - . .-<1(1 ~ o V ~E •l". I 
·A 
f < f . w • y) ·estc!l 



bien de'finida con -f::. 
. - _· ·. __ , -

.D • , . .. ·• . . ' . ' ·~ ·. t. . . ... 
l~'Vpues g(x,yl~L (L ) 

Ahora,· si l 'f"t.\ < "'-
entonces J w ., · 'TI •,. -

-"> 1 "fi w • k l ~ o< lil:'I 

.dJI ~ o V X ~ f'C· / / / 

y.: . 

: ~: ; .J - . . ... ·;· 

Vy ~ ILi .. 
• !•. ,·· 

,. . 

(c) Probaremos ahora que f{ ·f,w,y) es analitica para casi toda y 
si lirnt'(<..C!t. · 

Sea -f fijo tal quehrn't'f<°' 
Tomemos cualquier sucesión {h_.}CC que.converja al cer.o. y tal 
que llrn (f ft. .. I f 4K. Debernos demostrar que : .·· 

,. r (r, w,~J 
...... .... 

Notemos que 

A¿ :: L /f,.,., [ ,fd,,w~: i_] f ( ll¡!fl .[A 

. sean. 
.-,::."'>.'· . 

'-i1 .. •1' 
-e. r 

·entonces· corno _,·1... "" .•. 
. -e - J. 

""' 
..... -····~~···· -i t"' ;il· ~.~~~-· ii.,,!1}7 

Y .. lf .. (df ~: lwll~f .( tr,«Jl .. < . :'.·_:. .. , 
Y. como lwffxt f(x,y)GL1{ ~·>. Vy Gll. (pués exp<.illxl f(x~y) l · 
Lª( ~"*). ) , podemos utilizar ·el teorema de convergencia 
:L~~esgue que nos garantiza la., e>eistencia dei lim·i te· 

··-:=·iaderil'As"':·- ~~--~.,- ~:-~·-"'"""'·~-'. .. ::_··~ _:_._-~ -.'' -::~·";~·-.":'-'_;:_::.:.:.-.-::>:.:,.,/. · -·., .. :~_,· - .. · · · · 
.•• ·- .•. - . - ' - .... - . .-·~···:':'_~-':~~----.--~- ·;'....:': ·'"' _··1-:.:: ·••••• ::·:-7.•·i . ..i.~~::· _,._,... ,:,,,.. ,._ .,, ... ,..,,.,. 

];:;..' -~r·=· ... ~. .-,;;:-.•.. 

'. ~-:· ··-

existe 

·.: 



APENDICE ·11 I ( D) 

Teorema de continuación ónica 
------------------------------------

' .. •' 
. ' ~ 

--~..; 

sea u:'1.." .... c tal que 'fUEH11Íi V. 'I E c;·(ti.) 
Sea D un conexo abierto ~e ~ v supongamos que se cumple la 
siguiente desigualdad 

(hOc.wl l ~ }1 /V CX) I a.<.en D. 

Entonces si U se anula en una vecindad de un 
quiera de D, U se anula en todo D. 

Para la demostración ver [R3] 

-:,.:., :~~-· 

pu ni:. e• ·: ual-



._:_._,· 

APENDICES DEL CAPITULO IV 

.. 
; z =Y . Definimos ademAs. -h = .,. ~ 

.,.,., . . ·.. j d 'j. 
para j=+,2, ... ,n+1 Entonces en IV-11 

Apéndice IV(A) 
----------------

Sea· Z•Xt i=1,2, ... n ' .· 

y 1> = l,, L. ..,. k l j l . ~tJ J . 

tenemos : ., ... ., ,., . 
t [ - ~ >:.:l + 1• e Lo., .i , j~-' 1>,J f (o.}'//.·.) 

. J~'. 
,:coní,;: fCo.¡+ e; U~( 11t••J 1/ i't C t'Cí~~''.}.. con I< E {N 

Y ·~:~mAs l# / v}: c~, ·111 \\f ~V E,:f¡, CJl.""i 

{y, vp/ = ( f(O.J'#I ~ 

entonces 
f ( 8

0 

) - l>l < B •) conm~ta con f (B~ H.'j ( B• ) . para. j~k · 

'. ··.''' 

, ·:· .. 

en 4A-2 tenemos .. : 

. lf. ".11 ,. e f , .. , ., • -6.r<é-' v u l fl•·' y, u, o ... J,)....H{8)!'L 
~.: .. c.,,~f ~~;,r~j;,;· · f },'·/(~;1.+···é··ff¡(~''Y· .··.Pt'"~·~·~··•1 "!'~\/'~' ... · ... 

•. entonces 

f• >'ÍY -~,J (. (IJ.Jf) . . . 4A-4 

··de 4A-3 es· inmediato IV-12. ','· 

Por otro lado .f (O.) ~ _ 6 _ H ?, y.f¡. f, y/y - f,} feo.) . · ... 
autoadjunto y ·por lo ·. tanto·· 



c:.errad; en f1 ((l.,.~ asi como ,:· fy 
Entonces los operadores 

.f(&.I (-61 f C'J. / I 

..... 
lo. es en f1<$. ) . 

si:1 n 

a .. .,., 
( q.<y) es acotada por IV-1) v definidos en todo L 1 IJ. >, 
por el teorema de la gréfica cerrada son ac6tados. 

: ·~ . ' . .. .. 

cerrados 

entonces 



. ~·. , .... 
• ' ' t' 

Apéndice IV(B) 

Tenemos 

,... _, ·• 
C= FCF = Ff(B•) c. [8• ,D)f(B• )F 

-----------------

(ver apéndice IV(A) ) 

"' . . . _, . . .. 
C = F f ( B ) ( -A ) f ( B. ) F + ·F f ( B 0 ) c. ( q ( y ) , D~ ) f ( B • ) _F . 

,. -· .. 
C = GF(-A)FG + GF t (q1,D,)FG 

48-2 

•• 
con G=Ff. (s. ) F 

Pero 

_, 
.G.=f(. FBF. ) 

. . 1 l . . • 
= f(k- ~a+q 1(Y) ) = f(k +h) 

48-3 

,., ~~ .. .· 

y ademá.s .GFLCq 1(~i), o, ]FG ,;,¿. G t(q~(y/, o..,)G 

entonces de 48-2 
4B-3 , c.48-4 tenemos 

·. 

:,": .-:-.. •' ':··-·;.:, 



Apéndice lV(C) 

Daremos los rasgos generales para demostrar que [O. ~) es el 
espectro esencial de h . La ausencia de eigenvalores positivos se 
sigue del teorema 3.21 de [E]. 

Definam6s el operador hp como sigue .. 
D ( h ~ } = { Cf '- H._

0 
(ll) } donde H tto (lll.) es la clausura de eº <1t-c:i> con 

. X 
la norma · ( J 1'(1 2

1 {t'-f 1

11 f J tf.(111
1

} t 
& 

"'= -~· .,. ~. ('jJ •. . ' 

y con 

Definamos también h; análogamente a hl) pero en .Tendremos 

entonces 

·. Utilizar~mos el hecho de que: si z t:f<h). nk4t) entonces 

_, . ~-

(h-z) - Ch.-zl = K es un compacto. Por lo tanto el ~spectro 
esencial. de ·h·es el.mismo que el de h• siendo esto .. consecuencia 
del teorema de Weyl (teorema 4.7 de [Se] ). 

·Como ~.,0.J = V,,, (i.: ) u ~.,(Li J nos basta con· 

conocer .·. V"~si ( a.:l 

.Notemos· que e1·· operador 

' " ·-· e~. -i- > 

_, 
- ~ J 

-·¡., 

,-.; 

* 
.. . .. 

~ .. ch J :"' . r .,,.J . ·, . [ º1 llD) 

~; = e~. ~ f _J t 1-

y como (~.-1-1 u;SJ (- J" 
c!y ... -1 (t, -1-J ) := f o,o.) 

:>) r~J ( ~.- J : ( . ' .. , O•) con J. '>. 0 

.:---~ .. ~~.-.. -)-. ~~,-:--=~¡~-.· ----~~~--------------------"---------------- . ·' 
_:,-:íi'. ,•,·· .J1' 

. ·.: .... 



Ca,-) " Cf-,o./ =[O• - ) 

V:rf..~J = [ o , oo ) 111 

---'·. 



Apéndice IV(D) 

Proposición Tenemos una sucesiOn de operadores autoadjuntos 
contenida en O (Ji(1 )\} tal que O..,~ o fuertemente y \t Cill~M _.... <J • 'To 

Entonces para todo compacto K de"' f\ en " tenemos: 

· OK -. O .. y kO,. ~o en la topolog1a uniforme de ~Cct<, J:i) ft-.. "'--Prueba: 
Como K es compacto definido en un espacio 

entonces existen dos sucesiones ortonormales ·{.e/{,,} 
escalares positivos {J~} tal que: 

· K = ,2 ~" ( t. •) i 

de 
y { 

I\{ tW .. , . . . - . . 

o e 4',~r< donde ·se tiene la c·onvergencia .en la norma de.· 
Sea ·c>.o .. en-t'onces . :J AJ · ~ si.'.:ff. ~· 14./..: · 

11 .· ·. .. . ....... i :'·:·a.·:-.····. 

u .~ ~ ~· l~ ( +", . ' ftc-11 · ~ · . e~, 
Tomemos x /.o ~ I« , entonces 

ks• 

Hilbert. 
9{} >, y 

·· ·· .. =: ... tx.f:., ~-1•"111·.t ·: ... : .. "f; ~~~.· ~~, .~~-yt~.,,~~il~~~l~-~ 1 · 
·.o,;. .. o f\.iert~n\~rite •·· podemos-·'torii'ar m ~üficientetnente, qü. e:· =· · .. · · · · · · · .. · · '" ·•:-. · .-, ·· · .... · ...... 

con 

. . .... . t t. .. 

11 · o .. t,.. 11 ' e¡;, s",.¡ 
S=max{ ~1, J, ..... 

t 

. .. .,J._} 
• k=l ,2. ;<.;N 

. . .. 

Entonces tendremos que para -.,~ R 

Q t 0 .. _!11, < t • • 11 KQ.. fl -"O 

-~,·· - . . .. ... °". 
La . demostración de queff C?.Klf-tú es análoga 111 

.. -.. 
_.,::·· 

. . . . . . ----------------------------------------------------------------. . . -

"· Si las sucesiones { ~} y . {si!,} son finitas, es· inmediato. el 
resultado. 



'·--~•-'" ,;··¡.-
'·· · · · ·. 

Apéndice IV(E) 

-----------------.. sea f E. ~<111..l , f=1 en una vecindad pequena de JA. enr.onces podemc•s 
tomar A =(l!l.f'> , p.€~ de tal modo que f=1 en b v f.(8)Eí6)=Ei6 > 

·u.. e {A):: E (~-o) - EtoeJ 

ÍL f\ 
Prueba: l }\-J ..... _ r P .,,t·d.S · > 

(f(B)E(A.)u,v) =/...!<lid\ E( l»Eib)U.'li cc•n {E<l 'l} la familia 

espectral asociada a B v u.ve ~\ ~4'1 • 

.. Note.mos ·.que 

··eo• ecb1 _ -
•· .. '¿,.o( s. .11 

_-: -~ - ; 

f<11- f (~i- ·' 

'E (tJ ·.oJ - E C..tl 

- . ' · .. 

.-iJc./ 
~~J. 

. ~. J 1':··:a<E:c.\.)E<i.)·u~v) 
·. -: ... ' .. ,., ...... " . . · ... :··· ... ,'..::· ..... 
=J.itil CEc'~ni<.A)(i,v> - l:Ún: (EC}YEJA 
~~· . . . . ·x~ .. .,. . .. . 

= {[E<f-~)-E(ot ~u.v) - O· = 

~.-- '· :- .. -·.-·- ·; ;i, •. _,; 



'.;.-};_,.·· 
!"'··. 

A~ENDICE IVCF') 

Oef. Un conjunto .n.c.n.:' tiene la· propieqad del segmento. si g.Jltie- . 
ne una cubie:i:-ta de abiertos {ü.- }••'iue es localmente finita 
y correspondientes. vectores { Y. },.

6
zde tal modo que para 

O"t41 se tiene x+ty' 6 ..Jt para x e Jl".:..~. 
. .. 

Tomemos .a~ abierto . tk< ..n.) con ~€ Nv) o{ denotar~ el espacio 
de .. funciones que esttin en ~ r./L) con la propiedad de que tc•das sus 
~erivadas distribucionales de orden menor o igual a k estén en 
i::(.a) . HCJl) es dotado de una norma : 

" 
"' 2 )X t ( ~ ul lx . 

' .. , ~ t 
u <f'/f.¿ A:: .. ( f 

-'\ 
y de un producto escalar: 

.• •.N,+J=•.'J ··.:l.. W 1}~:clx>.. ··;··:. , . . . ' fer· . J\.; ª"" ' ' ' ..... 
con. lo que '"t.,/\). es un ~spacio de H'fil:>Eo:rt; 

Teorema (de compacidad de Rellich) 
Sea .. .J\. un dominio acotado que .tiene· la propiedad del 
segmento .. · . Entonces .·. cada sucesión . acotada en . ~(.J\..: yº· tiene . 
una subsucesiOn convergente en H (°.Jl) . con O ~j~K . . 
.,; •.· }'. ~ / ·' ... < • . ·. . . • . > . e~J " ' • ·.· •.· ·. .· ' .. . 

:··_~::..Par_a·~~·i~~--·,_de~o~-~~a¿·1~n~-':·-Cteh·.e~te ,_ te·o.~ema .·.·v·eir· ···r·A.1 

. :.,\ 
~ · . 

( 

.·.·. ·'' 
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