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Prefacio

El objetive de este trabajo es expresado en la introducecisn

donde ademias se senala 1 contenido de cada capitulo v de los
apendices. - o :
’ Quierc expresar mi agradecimiento a la Universidad Nacional
Autdnoma de México por la formacidn que me ha dado desde mi
" bachillerato. Asl también al Instituto de Investigaciones «<n
Matematicas Aplicadas vy -Sistemas por todas las facilidades que me
ha .dado desde que soy becaric de esta institucidén

Este trabajc de tesis 1o dedico oon todoe mi  carific & mis
padres de guienes he recibido ejemplos muv valiosos asil como de
su .comprencidn a mis elecciones.
 También se lo dedico a mis hermanou.[ todos mis maestros
<he; tenido asil como a mis companeros de escuela como el espacio
g de la Facultad de Ciencias. ' ERNEEAS :
: 70u1er0' mencionar ‘un- reconoclmlentm a Tosé Aln1andrn Dominau
-Torres por: todas las ocacicones ern. que ‘m& avuddé para’ naceroe
trabajo lo meior posible. Tambi#n a todos los miembras del grupo
.de Fisica Matematica .del IIMAS por todos lhs cﬁns~1ﬁ= qu: han
‘dado v la r¢v1510n de esta tesis. ’ -

Por ultimo quisiera senalar el aarade01m1ento prnando con el
Doctor - Ricarde Weder por la direcciédn de stz tesis v tmda 1
gue me ha dado._Liévare éntre lo= recunrdos mas zrano




INTRODUGCCION

El presente trabajo estd centrado en la exposicién detallada de
la demostracién de dos teoremas acerca de . la ausencia de
eigenvalores positivos para el propagador actistico. Las hipédtesis
de los dos teoremas son considerablementre distintas; lo que en
este caso implica técnicas de demostracidn diferentes. Estos
teoremas se deben a Ricardo Weder y se encuentran en [W1] v [W2].

En esta introduccidn se muestra la deduccidn de las ecuaciones
de onda que se satisfacen en un fluido (bajo ciertas hipotesis)
debide a perturbaciones acusticas. En base a 1la expresidn de
estas ecuacicnes se define el propagador acustico. A manera . de

.metivacidén se ddn ‘comentarios acerca. de la 1mportan01a de su es-
tudio. ‘ TR L
.Posterlormente; se seﬁala la organlzac10n de esta» teSis' asi .
;como el ObJPthO . de cada- capitulo vy ‘algunos - rasgos generales
acerca‘dél ontenldo v técnicas que se emplean en estos.
- Tomemos un fluido- cnmpre51ble. ne viscogo y.conductor de calor.
Entnnces las ecuaciones béasicas’ que descrlben su desarrollo en el
tiempo- v el espaﬁlo son. . .

",CdnservaéiOn;Qé;masagl

“Balance de momsnto:

‘estas 'é@cuaciones
materlalg

' Srxy +'V’7és‘é:ono<31da como  la derivada
_Todas las func:."nnes dependen de x- vt con xém' A tel

1f(x t) es'la:daneldgd dn masa d@l f1u1do.
M(ix.t) es el campc de velocidades. -
P(? t) es la presion del fluido.
Gix,t) es la fuerza externa que actua sobre el flu1do por
. unidad de masa. o
. S(x,t) es la entropla por unldad de masa.
T(x.t) es la temperatura.
K{x,t) es la conductividad térmica. .
Cualquiera de 1as .ecuaciones. en 1.4 es la. uéchaciOnfcde‘estador
del fluido.
Nos interesa tener descr1pc1ones del fluide cuando en este se
tienen perturbaciones Pequefias con respecto a su situacién estati
ca Lo gue: harpmos entoncas es establecer ciertos hechos validos




en el caso estatico v de aqul describir el caso pprturbado con la
avuda de las ecuaciones basicas.
El caso estatico lo describimes” diciendo:

- . zs. - R =
Voeo 2Tt =0, St °° , Geo . |
“Por lo tanto T, =T(x) , 5 =5(x) . De la ecuacioén 1.1 tenemos :
© = -
My=2 D 1= L) .
De 1.2 deducimos que: Ve =0 = E =R(t) .

Por otro lado de la ecuacidn de estado nos queda:

F(?Jﬂ’.fl'b 1Jﬁ)= 0 ;: por lo tantoe E debe ser una constante.

“Ahcra describiremos el . estado perturbado ‘de 1la siguiente
manerar— R FR R o R B :

dong ‘los. términos que son. de la forma: , -
SUbindlce* “uno’ Puantlflca La perturba016n.u La. intpncion.ude lasﬂ i
’»antnrxoras ecuaciones es  utilizar ‘las propiedades “'del’ caso

éstatlco Y/ llnﬂallzar las,ecuac1ones ‘basicas:: - Adpmas se hara‘laj
suposiciérn de que el flujo de calor es lo suficientemente pequefio
para - que podamos tomar el término V (kOT) como cero. Entonces
"debido a 1.3 tenemos: R o _ - '
R DA =0 - B R T R T &
) De;;a, ecuacidn de pstado 1 obtenemos - . - TR L

_—————_'.—_-_—-_—_—-—.—_-.--_._.__.__._-...-..--_-—---.-_..-——..-—.-_....._——-.-.——-——-—

fEn,elrcasoﬁestatlco las v:r;ables-llevaran el subindice cero.




Utilizando 1.11 : o | |
| : 3 BT =° 1.2

De las ecuaciones 1.6 a 1.8 tenemos {considerando =solo
términos en € ) que la ecua

(32), 3% + &%) [g'gr* Vi -V.]:zo | o 1as

: Q
donde l___é) = (é ) | vy analogamente para (—;_p;r ),-
: (1, G, s, '
Entonces de 1.13 deduc1mos que:;
¥ . d -

au" 'c()[ b+ otV ] ' 1.14
donde. (.(x) (AJL/(X! el cuadrado de la magnitud 'de- la
velocmdad de-1ia- perturbac100n acustlca en el punto x Utlllzando,

Aas: ocua01ones- 1.5 hasta 1. 10 tenemos que 1.1 y 1 2 toman‘ Ja
forma f(con51derando fsolo térmlnos en. € v desprec1ando lps de_

mavnr “orden)

5 ¢ V'(rV-)=°

f-g;--l' v‘P fc,,

Ude 1 15y utlllzando 1 14’

S::. - >t1ene : fofn VV para alguna V (:r t), . entonces definlmos el -
potenc1a1 acustlco U(!t)de tal modo que satlsfaga '

R v:V. .

LE eqpagﬁié_hfisg.;l,‘?‘ 1mp11ca

e . I’P ;T : - 1.20

Fodemos  obtener otra ecuac10n PQmo la anterlor tomando la

. derivada parcial con respecto a t en 1.17 y-utilizar 1.16 - para.
obtener que P, debn satlsfacer 1a ecuacidn de onda: :

L . L
I ¢ f v ( V.P) f V- C’ 1.21
- Por. 1lo tanto las ecuac:.ones 1.20 yv1.21 nos indican gque en el
fluide  hay  un fendmeno de propagacidn de ondas que’ llamaremos

acusticas. Notemos que en ambas ecuaciones aparece el ‘operador. .

AY = - c'fyl vf.. v ( 3}." v'P‘)v




v por 1o tanto un estudic de =ste es de gran importancia para
describir el fendmenc acustico gue tenemos. Dicho operador recibe
el nombre de prupazador acustlco v es deflnldo (restringiéndonos

ia partp espacial): _ ‘
= 2
dal: i) nfued m’)/-v-(-}. Vv) € C¢m) ¢

donde

[

L:(ll’) - ’ v -.v ‘&I cvm’.n‘q+'5 L!W vs"'e'u [ 4.} L' (ll')(

En estas definiciones todas las derivadas se toman en €l sentido

de distribuciones. Con este dominio R resulta ser autcadiunto.
Pero 1la importancia del estudic del operador A va mucho mas

lejos  como 1o muestra el 51gu1ﬁntw ejemplo que aparece en una

gran cantidad de apllcac1onps-

'jTomomus el prnblema : ;

A

- ' ) : ) )
: .rl 1‘ AU(I!’)'

para t

cnn Londlclnnps ‘en t o.

u(x o= !(x; ; 4—‘-’(:,.,; 3«)

_ ﬂs prlmprﬁ un’ caso senclllo.- 10(" 1. vﬂﬂ‘co con ,Csv f. S E
e Entnnces Ar‘cb" ‘Camo AZopodemos definir | por- ﬁélbuloTﬂf
5% \@a'iﬁgjulalﬁlausura "DLQJ con
on D(M ’Nc-te‘= que '

v p&f?f* ;- ‘el
s =1 =spacio d= Hllbprt dptlnldn por.

){;# ‘Nl.) @ L(m')

. donde . B rxcén‘g 1a
, b(o‘\ 506 )(6.)/3.0 € 'N.G, S con - , .
extension de B a buJ Con =2sta definiciodon. ﬁoes autﬁadJunto
Entonces las @cuaclones L2z muedﬁn ser puestas en la forma.

. Este mrmb;@ma se ‘puede: prcs=ntar en arustlca si la fuerza . .-
externa  =olo ,actﬁa durante un intervalo de “tiempo  finito vy oo
comnnZamos a2 tomar el tiempo (t 0) cuando deja de ‘actuar tal
fuerza. o D ’ o S :




definiendo  €lyE) = < ULLH), U (61> ]
IV ¢
R Al ? 1.23
Cx,o) = < Fx) 90> |
_ o p
La soluc10n de 1.23 estad dada por:
Hx, €)= Woik) Hixe) - . 1.24
dond - .
ones %“ Cor 8 t = 0._ S’&u 0,’(
w (e\- : '
’ﬂ SL-B ‘ C., a f

vfl;s nntrada= dp\”(fl estén: deflnldas pﬁr rélﬁulﬁ tunulonal,.ff

‘Tomando  ‘1a’ orlmera uomponﬁntu de 123 tpnemos qun 1a soluclon‘f].

d(:-l'?‘s:s

UU t\ (ca;MlF + (0 S‘..G.-!)g - 1.25

oo Emooun caso. mu': general gue- el anterior: suponaamo=. que f(l’l v
Lei{x) son, tuncmnnes mﬂdlbles v uumplcn ‘con: ’ :

°< s ﬂrl
° < C. € ux) s G < oo

Utlllzando 41deaq paroc1das al haso antnrlorY fiéué6Iﬁ6i¢n;
problema ' ‘ Lo S

20 .

vol- ;w tTe (x‘ .; = Jw

" ‘estd dada nd

dond~ B f_ v H =5 a su vez el opcradur autoad1unto asoc1ado a la
claqura de la forma cuadratlca

. -t : T |
}(Fvﬂ"" (‘ Aﬂ)n"j‘f ‘I C ?dx con fy = € C (ll.)
;- El ejemplo expuesto muestra como las soluciones a un problema
tan importante gquedan en  términos de operadores. que estan

' En el ~1~mplo dado por 1.26 o~bn dpflnlrse un producto escalar'
‘gn .Lm.) dado por: (fa)" IFJ c""!x con lo que . se

garantlba la hermiticidad de’ A. g La norma “f“¢‘==J(‘ f’g¢~ eEv'
Pqulvalonte a 1a trad1c10nal en i} (#) en Vlsta de 1. 26 T




"estrechamente ligados al operador A (propagador acustico) por
medio de calculo fincional. Entonces es de esperarse que el
estudio espectral de ‘este operador nos 1llevard a  conocer
propiedades de las soluciones.

Este trabajo estad centrade en el estudio de la ausencia de los
eigenvalores positives del propagador acustico en el caso de una .
gula de ondas deformada donde se tlnnp densidad de masa constante
v por,lo cual A= -c(leA. con X€EM (n=2 es el caso fisico) y  1la
coordenada "y esta sobre el eje de l1a gula de ondas. Se dan
condiciones sobre la velocidad de propagacion c(x,y) con respecto
a la velocidad de propagacion ¢(y) en una gula de ondas perfecta
para gque el propagador acustico no tenga eigenvalores positivos.

Esto se hace a travéez de los teoremas principales A y B que se
presentan en 1os capiltulos III vy IV respectivamente, En cada uno
de estos teoremas se dan condiciones considerablemente distintas
'sobre c(x,vy) y‘qu), 1o que ‘lleva ‘a’ técnicas diferentes.

Con el fin ' de qgue’ este trabajo. sea lo  -mas. autocontenldo_ v

/'39051ble,m en ﬁl capitulo I seihace la: exp051ciOn. sobre - los. .
de i ‘ ‘lizados en los: capitulos 11,

'III e . ropledades “importantes i de
) opnradnres aéotados‘ v no acotados asi -como-de ’ 1os'rad3untos ‘de
..estos; propiedades de -los" provnctores ortogonales ‘en un espacio
'de’ Hilbert; . operadores ' compactos; . se expone en ‘detalle la
‘construccién de - la medida compleja asoc1ada a ‘una - funcién -‘a’-
valores. complejos ~de variacién acotada con el fin de darle ‘un’
‘contexto ‘adecuadoj al teorema esppotral que tambieén ‘se prespntaj
e dn su. dnmostrac1¢n v algunqs t:orpmas sobreu

un ntendlmlento‘ ¢ L 3 [ : <

- 'definicidén’ v’ propledade= de . lOS;provectores ortogbnales.Fp 4
“asociadés’ a un. operador’ ‘autocadjunto en un espac10 de Hllbert
Algunas. . propledades de .los - temas mencionados son ‘demostradas .y
para . otras mas: . -elaboradas se&: m@nhlona la referenc1a donde Cse’
puede,encontrar 1a dpmostrac1on‘” : S Sl

.jjelgenfunc1¢nrh' presenta;<una. discu516n de :
fflnterpretac10n f151ca de este hecho A partir de: este potenc1a1 sevl
construye - un ‘ejemploc’ para el caso .actstico de un propagador que:
tengd' un eigenvalor ‘positivo. - También se presentan varias
técnicas generales de como construir operadores tipo Schrodinguer
que tengan eigenvalores positivos. Esto ultimo es.tomado de [E].
_ El capitulo IIT estd totalmente dedicado a la. demostracién del
teorema principal A.La técnica de esta demostra010n esta centrada
en ut;llzar el principio del limite absorbente expuesto .. en el

1ema;del'cap1tulo III. Para plantear el problema en el contexto 
deseado'jse. utlllza transformada de -Fourier asi como el.. teorema
egspectral . En " la’ parte final d<'la- demostracmbn se ‘utiliza un

teorema de continuacién- ﬂnlrav que se tiene en uno de 1los

apéndices del capitulo, .

: En el capitulo IV se demuestra el teorema prlncipal B. En este
. caso 1a técnica esta dlsehada para utlllzar el teorema del v1rial




v ~con esto obtener la estimacidn de Mourre para un operador
adecuadamente definido. Para esto se utilizan leos proyectores a,y
P asociados a un operador que se obtiene en el capitulo. Se
utilizan propiedades de los provectores ortogonales, el tecrema
espectral, calculo funcional, propiedades de operadores compactos
vy el teorema de Rellich. Al obtener la estimacién de Mourre se
utiliza el trabaio de extencidn Vnica citado en el capltulo III.

La finalidad para la cual se presentan los apéndices a los
caplitulos III v IV es para demostrar algunas propiedades que se
presentan en estos capiltulos que por su longitud no seria
adecuade presentarlas dentro de estos. También se presentan en
los apéndices algunos de los teoremas gue s=e utilizan y gue son
conocidos en la literatura.

Peoestericormente se presentan algunas observaciones .a manera de
caonclusidén. : ' ’




" CAPITULO I

I.1 Op=sradores
I. 1.1 Uperadores acotados
Def D-1 Sean X v Y. . dos espacios normados.  Una transformacidn

lineal T:X-—%Y =s acotada si v solo sidce ® 32

bTxis e xl Y oxex DI

“éifJYﬂés dH d1m¢n51on flnlta entonces. todo operador llneal Tes' 
L vllnealldad de .1 1mpllca_el 31Eu1entpjtpnrema_:,‘ S

“entonces ldq elgulentes gond1010nes son éau1valentes-
.ta) T es acotado '

(b)"T'as continue en el cero
(c) T es cnntlnuo nn todo elemento de X

El»cnnwuntg da operadores acotado€ de X% en Y sera denotado'pbb ',A
) EStH'fﬁnjuntO es‘un espac1o normado con ld norma defmn1daa~*

A; =ubcnn1unto de A-x‘dado porgr(T) { {x;v;;
1o ll«marﬁmos la grafica de T: , U o :
:FQT) es un- =ubespanlﬁ de ¥aY dﬁndP en. ﬁetp se  definen.  las -
‘ o’per’a‘ciones' i (af} DAY L <:vt NS e.y.+x‘, y.+y> . : S : '

upﬁrador dencdmﬁntﬁ deflnldns.

tanto X ceomo Y normados. se dice que es cerrado <=
r(T) es.cerrado en la topologia inducida por 1la norma en
nwey . L : :
I\IotcSe que, T s cerrado (=> (al tener ’-’rx,_;yentonces‘xeD(T) y y Tx)
Como: . una . uﬁnSPCUPnPld del’ tPoera del mapeo ablerto { Ver [R1] )
;tpn@mos -

- Def D-3° : Un’operador-lineal T: D(T)cxiéb” “con D(T)=X ; con

Teo. I.2. ' (L c=0 rema de la graflca cerrada) 3i. X y Y son. dos
: espa01 oz de Banach. T: h—y& lineal. entoncps T es acotado"
== T &= cerrado.
En . muchas aplicaciones en fislca tanto ‘X como Y e$ necesario
qQue . sean -tomados como  espacios de " Hilbert (la". letra Lecon’

posibles subindices sera reservada para.tales espacios ). Un




hecho relevante radica en que existen operadores en una gran
cantidad .de aplicaciocnes qQue no. pueden ser definides en todo el
egpacio y que no son acotados en su domonio de definicidén. Por
eijiemplo  si  tomamos X=Y=L'(M) vy a T como el hamlltonlano del
oscilador arménice unidimensional se tiene Tn‘bﬁnéﬁﬁ + Jnx

Este operador no puede ser definido en todo L(m ) vy ademas no es
acotade. _pues como es conocido, las funciones de Hermite Vv, (que
estadn =n L(WM ) son Dlzenfunrlones de T v se tiene T{¢ s kwlnsiiy,
con n € pyufel . entonces MTV.“/“V“.. kw(..-r.l) lo cual no es acotado:

For tal razdn consideraremo operadores definidos en
subconjuntes de X, los cuales en general se toman densos. En el
ejemplo =xpuesto se puede tomar D(T)— (nt) aunque esta no es la
unica eleccidn.

Ademdas el teorema de Hollinger-Toeplitz (ver [R1} ) nos indica
que no siempre s posible con01llar el que T sea definido en todo
X' v que sea acotado. «

Teo . I-3. . S=a T: ﬂ-q llnnal si T cumple con o ‘] L
e ATy y=0n, Ty x,y €D(T)Y (:i.2.-T &s harmltlano) CLL=2

~ entonces T €s’ acotado.‘ e i e

ﬁEn lo 51au1ente b SRVER' dnnotaran espac1os con producto 1nterno.f‘”"

Def D-4 . Sea T:D(Trex—*Y (no~ necesariamente lingal) con D(T)=X
Definamos un opwrador T:D(T) € YeXdonde yeD(T) gmd> 3 fex?
ATy =X, Ty ¥ xeD(T): “En tal caso P=TY. T es

“l1llamado’ el -adjunto de T. _
‘ Nutece que D(f) es. .un espac1o veﬁtorlal y T es unlvaluado (por;,
“sexh D(T) dpnso en-X) .y ademas llneal;(aunqun T no le.‘sea S RS
- Tambjén r1a co ntlnuldad delip : 2rrado. -

T_axlste v es'qénsamnntn deflnldo,‘entonces.,"

"En . todo lo _siguiente de este trabaJo 5upondrém05’ que los.
.”Peradorec son-lineales - : B B
 Def D- ”Thmpmos T S

- a dPC1l" ‘qué’ I'(T’
FY pOSLCLOn ‘P- 1: Tompmos T
; LY. nntonces

(a) "y e ¢ "f: (-41)
{b) i 12 < Ta =

() T4+ 1) e (T+Th) o ocen DCTATL) < DCTN A pew)
@ ¥ owe &€ '(TM)"-"T-&; b= |

Prop051c1un P-2 . 31 T: D(T)c”'ﬁ"zdensamante dnflnldo y T admite

: una cerraduraA nntonces T Ci
Decxmos que T es cerrable o admite una cerradura cuando 3 ,
A:D(AYCA~»Y cerrado 9 T cA. La cerradura de T se define como el

- operador lineal que T Que rumple con r(T)-F T). T existe si T es
',Cerrable : : ‘




>(a) | (ff)" T!
> T . (T')‘

Si T es cerrado entonces T= T= T’? .
Proposician B-3 Si T € B¢ ,.H) entonces D(A) Y. Aexaf)t,,af,)» v
- A=A, ,
Def D—' ’ TI1D(T) & X% densamente dﬁflhlao es autoadjunto<=b T= T
Notese que T es autoadiuntodsdT es hermitiano v D(T")eD(T .
un criterio basico para saber cuande un_  operador es
autoadiunto nos ln proporcicna el siguiente teorema:
Teo. I-5 Se T:D(Trel-*® un operador simeétrico con D(T)= H

entonces la= siguientes condiciones son equlvalpntes-b
{(a) T es auuadjunto

o LB .
fTigs gerradquykerﬁ T¥e)={0} .

(o)

o La 1mpnrtanr1a dp trabajar con operadores autoadJuntos. radica
‘én’'su aparicidén en filsica- v en sus prop1edade= matemadticas entre
las cuales resultara de aran 1mportanc1a para nosotros el tporema%;
Hspcctrdl vdlldn para tales operadores. -

Fosterlﬁrmante nﬁce51taremos de la 51gu1ente def1nic10n v de

1°U°¥Proplndades .z Lot - i : - - Lo )

Lp que T s poc. : ;
1densamﬂntﬁ dﬁflnldos en){,-
= Tw.asfj9051t1vo tamblén’es hermltlano
Cﬁnsncunnula ‘de que cT(x+v x+y) v (T{x+;v X+ € y)
p051t1vos ; o :

omo tﬁdm ﬁpnrador autoadJunto es cerrado (T siﬁmpr~5=s cerrado7a
.d nSdmente dnflnldo) antﬁnces por tﬁfznmaw de . la:

Ii1,31 Pr Jvactores
Un hecho rplpvante én la tnoria de espac1ns de Hllbert radlca
en la descomposicidén de este dada por el siguiente teorema.

Teo 1.7 - Sea M un subespacio cerrado de H,~°ntoncn= dada xe)l ?
) meEM. mieM unlcos XE=m+nb. e
ﬂse dlv__' que eg la. suma directa de' M y- M denotado ‘como K—M@M
"No t@Sb aue’ i M es CUdeUlPr subpsparlo de)\sp t1°m= “-ﬁd@bipues
M =M. .."‘,‘ R “;ﬂ.;f“,.‘ﬁ'ugk
‘El tecorema I-7 nos permite hacer la siguiente definicién:
bef D-8 Tomemos M un subespacio cerrado de .  El provector
, '_hrtogondl sobre M es definido por P:AS9M con Px=m si x=m+
F es lineal. acotado vy de norma uno =1 Ml{O},_RanP M v adpmas
F*es,idempotente (P*=z PP= P ).,“. : :




como V}:G“' (Px,x)=(Px.PX) %0 entonces todos los proyectores'
ortogonales son positivos y por lo tanto autoadjuntos.
Proposicidn -4 Dado T: )(-AWlT es proyector 4=p T es idempotente
Y autoadjunto. '

Def q = Tomemos dos proyectores ortogonales F, v B, sobre 1los
subespaglos M,y M respactivamente. Dlremos que  es orto-
gonal a % denotado por P4 F, = M LM (e (m.m)= O vV m, eM
v m €M, .

Utilizando las propiedades . de los proyectores tenemos el
s:.eulentc:- teorama

Teo. I-8 Sean F, v F, dos proyectcres ortogonales sobre M, v M,
respectlvamente entonces  las sigulientes cond1c1onps son
2quivalentes :

Car A, 1L M, (b’) P. £,=0

‘P'P*eo (d; ?. (H‘ H/ 3= ?x f',_. xe H; ‘;0{

Ff Pi (’111 lo ‘ r7a’».f‘rff _l~;ip:;_,.,v‘f; }':”7‘¥i(f;flf };:”l‘f.f :
- Es 1ntpresante conocer ﬁuando la comp051u10n, suma y.resta de:
‘provectores es tambié&n un provector: E=ta 1nformacidn‘la'tenemos
~-de las siguientes’ propiedades: ' S
{“TQQ - I-9 . 3Bean R.V¥ E‘cho en’' el tecrema I1-&, ~2ntonces - las

=lEUanteS r“ond:v.c:lones =on oqu1valentns T

P son dos provectores como en I-8 : . S
prnVPctor nrtogonal eﬁ)F’v Fy conmutan En tal;ﬁ
' subespacio

Teo. I-10

rtf‘-zonal ¢-=b P

=s ‘unproyecter ‘L

P P ﬂs un prove'tor ortogonal en M n

"En tal caso’

(=) P+P es ‘un proyector ortogona1.<?i> L.P En tal caso. .
B+B es un proyector ortogonal sobre M+M- 'h,urp . donde
M+M— {x / x=m+m_ . m €M, V'nlsbp-\/_<~,u » es.el minimo
subnspac1o cprrado que contlpnﬁ a  MuM, 'este subespaciO;
. coincide con. la.cerradura tOpOluElta de <M|JM>.
.gEStG tﬁornma se pupdp probar con ld ayuda de P A}y el teorema
I-9; : . . .

I;;{é“”‘Operadores coempactos .

4 ~Tomemos X v ¥ come dos espacios de Banach ‘ ‘ :
:Def D-10. Sea T:X Y . T se dice que es compacto e=>'r ‘mapea
= subconJuntos acotados lde__x en conjuntos relativamente




m—

compéctps de Y. O sea. T(A) es cohpacto con A €« X acotado

Se puede establecer gque T es compacto 4= para toda sucesién
acotada { X, t< X, {Tx,} tiene una subsucesidén convergente.

Como una consecuencia de gue un operador definido en X es
.acotade si vy solo si mapea conjuntos acotados de X en acotados de
¥ tenemos que 31 T es compacto entonces es continuo. La
implicacidn inversa es cierta si el rangeo de T es finito
dim=rsional (pues en cada espacio de dimensidén finita un conjunto
es compacto &> es cerradoc vy acotado}.

Entonces si X v Y son de dimensién finita todos los operadores
saon compactos.

Si Ty v Tgseon compactos =ntonces W« T+ g T, es compacto Vd € ¢
Si T es. compacto v B acotado entonces TB vy BT son. compactos. Mas

. atn, si T=1iim T,. (en la topologla inducida por la norma de

WB{K,¥).la cual llamaremos unlforme ) ' los T, son. compactos,

Jentgnces T .también lo . es. ’ : ~ S -
"'"'tlllzaremos mas”adclantn es el ezgulente e

Sea T: W ‘compacto, entonces o

- (a)' ' Existen cperadores T:d >} con RdnTn de dimensién
“finita = para cada nell tal. qu-=- T= 11mT (en la topolozla
uniforme)’. e R B
'(b) S Existen. ddé'. conjuntos ‘ ortonermales - (no

,'*necesar:.amente complﬂ-tos) de* {'PJ' R 4} ‘v niimeros: rpales :
OS_‘:‘LT_,:LVOS"{, 139 Tx z.\?( x)ﬁ._‘(en la topologia unlforme) -




1.2 ‘Integral de Radon-Stieltjes

I.2.1 Funciones de variacidén acotada

. [

- Para construir este tipo de integral  necesitamos el
conocimiento de las funciones de variacién acotada.

- Denoctemos como I 'a cualquier intervalo  de la .forma
¢ ¢ At p donde ~vo S 4, ptw . Tanto « v pueden ser foe para  tener
posteriormente una notacidn unifeorme. En lo siguiente D denotara
cualguier coleccion finita de intervalos A, A., -.., An ;i los
cuales son de la forma A —[-t ‘S] o(_' @ e v ademas no tienen puntos
en comun. J

. Tomemos cualquier funﬂlon f: I-’C Resultara importante
fijarnos en-las cantidades V, (f1)= ilf%p)-F(u) | . donde

D es _una coleccidén ds intervalos vy dpscrlta., R o
g la cantidad V(f, I)-sup{vgf I)./ D es cualqu1er coleCCLOn.q.
aﬁde%in;éryalo= X sta es llamada-la. var13016n ‘de £, .en-
ntervalo’ I . v fies un’ fdnbiénqdeﬁ'var13016n acotada st
}*V(f[ ) ‘serd denotada por ‘V(f). ‘ L
co81 Tono. es acotada existe otra manera de calcular la var1a01¢n
-de una funclén de varlac10n acotada que es la: 51gu1ente- v
L pt danotara la coleccidén de 1ntervalos contanldos en I de; la’”
. f‘orma m= [d. Pel donde e &M, s %t Ow ‘que tlenen cpuntos
jlntnrlores ‘en: comL’m ‘v deflnlmos S "-VD.: f ) = 5: | F(rl ) v-}(a.‘”a R

A.;; t-l-:;:‘»,rp;;] *....'..'.,' ,---a‘(a;) m..\- 5—'“(0--)— f (a...)J

’7 \‘(00' - ;(O‘n‘ ' uec ‘ ‘(I""‘) f'(’(“ij‘
= 7. RITATEAI E,Hw..u— Frean] |
Lo : nz) < ) T
. donde Pstg ultlma suma es del - tlpo dnscrlto en (a) por 1o tantol'
; mnnor =] 1gua1 a V(f, I) /// ‘
4Prop051r10n :é;é-‘>51l § £ son funclones arbltrarlas de ps en;ijf"”” 
tenamos : :
(a)

v (ne Lav s v ( t T) P y(ref,T) e vET)




'VI<E, T) =1 VIFT) e (T V(Eh, vk, T) ¢ VR T)
(e) | R '

st T<1I = VC(ETI) 2 V(FT)

Una . consecuencia interesante de esta proposicién es que el
conijuntco de funciones f: I —p @ de variacidén acotada denotado por
Y1 es un espacio vectorial normado donde la norma- de una
funcidén es justamente sSu variacidn.

Teo. I-12 3i f ¢ PiR) entonces f=(f-£) + Iy (£-£) donde cada f:es
una funcién mondtona no decreciente de &lﬂ) R .

Prueba:

, Es suficiente‘ probarlo para T IR >R . sea Y=v( P, L)
i 'donde: - ] ‘-(d» ¥l. o ¥,-es. tdmblén de var1a010n -acotada. vy Utlll7andO {‘
B V- prop051010n P b 3 ? |p 'tamblen lo es /// ey

_ ~Esf° tporama da 1uzar a. la slgu1ente prop051ci6n ‘
 Propos1c1on F 7 ISR N Gp ﬂJ los! 51gu1entﬁs limltes exlstenf

‘“’me-l... nxu; > Hr«) 1;..

f (:()_

= 4f eP(az) / f es cont:.nua por la dfarecha v l:Lm f(x)— 0}

. X %00
'_NOtes= que si f eﬁ yf= (f £+ ¢(f £ entoces Te&P . c-l 4,3.41,,
‘s iestas sorn constru;das comu:é ' §

" En lco siguiente tomaremos una funci¢én £f€ B vy .construiremos
una medida .en IR con su ¥ -algebra -respectiva, en 1la cual

hablaremcs 'de funcicnes medibles e integrables en el sentido
usual de teorlia de la medida. La importancia que tendrad para
nosotros este tipo deintegral radica en que nos proporciona . un

contexto .adpcuado para el calculo opéraclonal que " utilizaremos
mas -adelante.. S '
Denctemos por A-—(d. P donde o, X {-d o IOR - - — ~ - = " (A)

, Sea £ <1 coniunto de’ todas. las uniones. numerables posibles de
,1nt°rvalo=' de la: forma (A). - La-letra B con pos1bles “subindices
sera. reservada para algﬂn elemento de S. ‘ -
Asnverac10n ﬁ— " Los siguientes hechos son validos:

e s B=OA; = B'=m-BeS



® S lpdew €5 > Op: es

(C) SC Blli 'B\/.‘-'BQA€ s'-'=7> ne es

(£ 1]

Prueha:

Notemaos que si 'A es de la forma (A), su complemento es la
unicon de dos intervalos de esta forma., por lo tante ("A)Y%e¢sS.
Ademas la interseccién finita de intervalos de la forma Aa)
también es de esta forma, lo cual puede verse asl:

Supongamos A--M..p} t=1, 2....,Nn S.ean < v 3 el maximo y minimo
resp@ctlvamcnte de los, con'n.mtos {1y, v A ﬂ-’k}

o
1 3 1]

entoces

(2%

T i e i BEER
En base a ‘lo‘Bnterior. como

T g R i o
: a-ntonce B‘ = U A_, S AJ
S L e L B R . .
finita.g, Sode 1ntervalos : jA‘ 4 oA e ] =1',2, e ,n) vy
.’f‘fes"»c‘ B~ eb-" R SR i ' s A :
L (b) ‘ Tumc---moe 53;‘,6” S v, suponaamos

e NOtese . qu¢= : necesarlamentg: -=-s’ &l )
“uniones’ 1nf1n1tas numﬁrables como lc- muestra‘el eJemplo-",

.51 .A(= (-eo.-‘-]' : —_-.) B" U Ac. (- ” °)
el cual no est& en S.- o
" También (c¢) no es val
sefiala el ejemplo:

dé'él 53 { es lnflnlta numerable como lo

i
B,_T-(""-’i',aoj ==-> -ﬂB‘= Ce,o0) #S
g

Denotemos po’r al. Junto de toéuc los - complementos de
elementos de 5. o IR e
Aseve‘racifbn A-2. Todeos los . abiertos de Resta’n en S..

L,omo todo abierto de. R es union numerable de intervalos.

apie’rtos Yy e*toe‘ son de la forma (A) se tiene el resultado. 70

Notese que d‘s (PUES ¢-—¥(-t < 1 “c @) ‘entonces s no puede’ ser
AR algebra‘solo‘ perqu.—:

o. es. cerrada bajo complementos.

“duna




En lo 51gu1ente detallaremos una - algebra para cada f € n'
que contiene a S v § ijunto con todos los borelianos de & .

Sea té‘}‘ definamos m(A)=f(g@ )-f(« ) con *A=(« Pl et apcw

Tomemos B S y-cualquier representacién de B con intervalos de

“
la forma (A) dond~ los ﬂﬁ;' son disjuntos B= ﬁh v
le.
definamos m(B)= EE m (A Notese que m(B) es finita pues esta’
.serie . 1ndepend1ﬁnt°mﬁnte de la representacién de B, converge
absclutamente al ser f de variacién acotada en & . Ademas m(B)
ro depende de la representacidn de B. .

Prueba: ' :
Tomemos B_LA A dos posibles represen-

=

- tac:LoneS de B. Como B‘-‘-,

”efbf,ibe7uon3untos : :

‘dis untos entre si Asi pues si dAflnlmoe ’,bJ' =

o S “"~:,'

: f"Denotnm chcomu . "‘ (5) ". l’“ Ch ‘ , ™ (" l Ljas C' Z.l

g " T L om () g:z m

'Q,pues se tiene.convergepdéia. absoluta o
obarenmo= que m(B)=m(B) s '

W;E'Z;;'Ah:.”

= JF

R Kec’ -
esto suelere probar que

_ Jk u&tet , , R

En efecto. pues al tener una union disjunta en ( * ) entonces
para la suma en ( ** ) cada vez que se -tenga f(p ) se tnndra f( 2)
donde P 'ﬁi tal que se anulen a excepcidn de cuando P. ) par
~a1gunah o como ~tal suma es. aoqolutampnte Convergente podemos

rearreglarla v tener z [f (p‘,n’ .F ("Jt)J = f(p ) - ﬂ.m {(ﬂ

~como £ éﬂ tal. limlte es lgual f(ﬁa) comprobando esto a ( L D
por lo tantm m(BY=m%B). N

Analogamente se prueba m(B)~m(B) y con esto m(B)=m(B) ///




A m(B)} la llamaremos la f- medlda de B.

pefinamos ahora la cantidad b(B)—Svr 5 2 [m A | / B = U, ‘A. ‘
L 2]

hey
'NOtese que m(B) vy b(B) son_funbiones f—aditivas en S ( o sea si-

o
B=0UB = wm(e8) * X m(B) . ademas
mnn‘f~na no decreciente m(B) b(B). e
come  es o deg esperarse, al =star 3 é.ﬂ se tiene gque b( A)=
Vir.A) donde &A=is.pl Vv A =[«a.p]. Esto sugiere llamar a b(B)

la variacidén de f en B (notemos que &sto extiende el término de
» yariacién ).

Definamos ahora-. 1la varlaclon exterlor de £  sobre cualquier
sub;mn1untﬁ E C.R como: BRE x

"”’B_(fl?-“ngf_ i scs) / Ec 3 v p_, €s
3 laivarlac10n 1nter10r dn f sobre E como : 7

Lu;l-;-,wc {L (ﬁ) /dcE. ae53

Eetas do funhlhnws tlwnnn las 51zu1ﬁnte= propledades-‘ SRS
Aspvﬁra-lén»h 2. “-5751Eu1nntﬁs 1gua1dades se cumplen:**‘

i £ es real

C

o ‘*ﬁlo probaremcs (*a) v (5b) QUfS ﬁl resto snnf 1nmﬁdlatos;3
-Tanto b‘ come B son finitas puse b (IR )—b(ﬂ!)"o al eser f dt=-

prueba:

variacidn achada

(Ba) UtlllZaremOS Pl ﬁecho Si '= - .=y ‘ : "am{
‘ B ,uB.-»b(B)s‘Zu :)

Sea €90 ¥ d@flnamo= .-.(z)t . Ehtcnces para cada 'n, dada 1la -

S 3""3 con* E*;CB — L(Bn‘ (E"') + L‘

'weﬁtohce5j~‘

.t'—"c'm“ ZL(O») Z b (E.) + if- P (e.) + z

‘cl hacpmos A < s At \ : S nE




E. < B. VoneN =>"»OE.‘.kcB=>. 5"(56..154(1;) ZL (E—,lfi'

’como
. L A1)

v como =sto ocurre para toda £ se tiene el resultado.
(3b) »Utilivarpmos el hecho:

si.. ;_

A= UB, = ZL(D) be (4]

heN . . - —_— - o

Sea € >0 v S (,)C entonces ; B, 2> B. < €, v

n=r nze

L, e - 5. s's‘ui.)p > i, e - The Ti, i) (Ko =t @)

.entonces

, é _("} Uﬁ ) »l.- ( u'-e.._p
UB.. »c UE ’

: k,'v coma =-st«- ocurre Vi) Q s-=- concluve '//'l/ '
‘F'éflna'“°° 5 Cc_a / L Le) L (e) }

e dﬁ “ta 51gu15nt@ manera i*“e 88
‘bea B é&s y tomemoe_PUdlquler rﬂpresenrtac16n de B

ST g.' M s S
tenencs b (B)> b (B) y por (Zb) de A 2 se .concluye ' que -
‘(B)—b'(B). /77 : L L
Cuandc E € Mfdpnotaremos b(E) b(E) b(E), la cual llamaremos la
variacién de ¥f obre E (nétese qup ‘este nombre estd de . acuerdo
fcon ‘1a anterior forma de llamar a b(B) pues q¢=" Y. o
Ahora 'M‘ tiene . la propiedad de que si { E }c M,' es una
colecc10n dlswunfa contenida entonces: ’

(Uu;') 2 b, (e.. = :_.-IL‘,,.(_,E.. e L‘( “E) .

f
“M . | S (aa) .
Y por (Ab) tenemos S R S e




v -L‘,(u-e..l = T LE) .,

Q sea M cerrada bajo uniones numerabkes de conjuntos
dls1untos v b es pr-aditiva.

Aseveracién Ar3. MF as una»azalgebra.

Para prcobar esta aseveracién ce utiliza el siguiente eriterio:

’ Prupba del criterio (1): ‘
) Ee\ff = b(r)—q(E) entoces dada € 3 B.cEcB )

L(él+‘/z>!,(n.)_ v L. ts)-% <5'lvz)

> é’>£(r.)” Acn, = b n)~»&(’3-)“‘:

'»Pero comO'

(’ka 4?‘) u 2!

.L.(_B_.) : L gna,) + L(o".)

entonces""

i,if.zt'

(n,';-"g.‘téo . 1, Ce)-L m L;_’(-b-;) -'*;%a-;; |

D LR - (,_a*.);‘__‘__s'_»"é.;'.(e) st ee) s by - CR)



777

(L, L€l - peell © b( b;;él_)<i 4?-=>_-L_', &) = b*Ce)

Probaremos ahora'la a;e\}eracion_ A-3 . ) ' B
(o) vu&;‘ieQ'ér‘iid:;“’éiﬁZ,aiim‘é‘iiiéﬁtoi; Sop €My PVero]
."E;CE"-,n. 9 4 (06,-8) <t : , entonces

T, c€Ech .y como Buo-Ga= By = 8,18,

-y A <
'27 b( Bx." Bn ) <t - E € M}
‘(‘3) éﬁpongamos E,, E, € Mf =) \fi)o' Z

B, < E .<‘3n Gy 'j:‘ = t’,c D 9

, V !’{ 3’_” 8", < £ g - entoncés com;)

B.:u o... _c E,uf

e (a.. nm.) 13 cnz.nﬂu)

.;nténces b(H) 5 l.! ( 94 N m? ’ + | l", (8"7'” H“, . g) E UE" GM, :

0 sea que m; =g cerrada ’ deo unicnes: flnltas v df=-b1.do .a (2)
‘también bajo 1nt~rs'=-cc1ones f1n1ta= ‘pues 6, neé. = ( ,Uf;}
“por 1lo tanta, es cerrada bajo diferencias. ' ’
.. Tomemos { E, } € W§g ,. entonces si E = UE,

L

" E también‘pﬁede,

‘ser "visto’ como E = UE, ~donde los -E, - pueden.ser . construidos a
“partir de los E,. por uniones- 'y d:.fer#-ncxas entonces { F, 1< »/, ]
Vv como M 'ees _cerrada ,ba_]o uniones numerables de conJuntos
disjuntos tenemos E € 'ih’; Y 5 A ‘ : -




Al ser Mf una @ -algebra ' c_onﬁ_ener a los abiertos de @
entonces contiene a todos los borelianos. :
Un hecho inmediato del analisis anterior es dado por:

Asevaracioén A-4 b es una medida real y finita sobre 1ﬂf_
Existen otros criteriocs para saber cuando un conjunto estad en’
(2)

EelW, &> V 50 1 B 3 8 c€ 'y L'(E_—B-)ce

E € W, C-) V £>0 3 E, a‘u-.f" ”Fi

(6 ﬁ)ct‘

3

U Definiremos ahora una med:.da compleja para f Gﬁ
Tomem- s f Gp vosu resolucn‘.m cancvnlca-

£ = ('f,j'—.f‘)‘ v g - £,

Una - proplc-dad que nos ‘resultara util es la s:.gu:.ente
sSi b (B) denota la varlaCJ.On df=- r‘ada f. sobre B tp-nemos

{( L,",;(,o)_‘;ii 1ca) + {, co) ¢ .4.,,@) ) _s'-,.;fc'q )< -

6, )+ L(eH L (e) + 4,,03}




lo cual indica que b(B) es pequefio < ‘) b(B) también es peguefio
para cada. ¢= 1.2,3,4. Usando el critertio (1) lo anterior da’
lugar al slﬂu1ente hecho-

Aseveracién A-5 rf M

t-c
Estco nos permite hacer la 51gu1ente e importante definicidén:

 Déf Dfll Sea Ecﬁf ;definamos la £f- medida de E como
m(E) = [ B(E) +§(E) I +C [ B(E) + B(E) ] '

Si f es a Valores reales vy mondtona creciente tenemos que si {p}
=2s un singulete :

m(Lp})= lim m{ (p-1/n,p} f = Llim b¢ (b—l/n Pl )=

s eeel, Cm e T -
llm',( f(P) f(P 1/n) )“ f(p) f(P 0) fsalto de f en p = "'~

Ao e ' e TLED R e T R D

;h

'Si f es cualquler funcxbn en- ]D tenemos que :

omder= [ e+ !T(p) 1+ LG -G 1 =G =

U'salto dP f en p _Aﬁ.7'

Tomemos; (i} medlble v acotadé casi dondequ1era‘,  sto

} M>0 > \R=(F)|‘M  :~/' lIm(F)]eM a.e.
'definamosﬁ'm:' M(Ak n)/n‘_ . con k‘:Qfl,z,.;,,n

v REE cuando n-»
*SLemprp existe, podemos definir 1la. lntegral de Radon StleltJes def
F scbre -.“-como :

limltp de ?—. ':C“l’

S e o
f F(Alimn ..Q':. «?:o-c./’,'“ ‘E*fJ

Tamblén es atil deflnlr :

.n;l (..
j F(.\) J_H(MI f‘* '3: Coop

. ne ﬂ‘ o o ;

'De hecho, este limite este limlte c01nc1de con.la - integral de’

Radon-Stieljes de F(4) con respecto a 0 ( ) ) donde esta funcidén
- es deflnlda como 1a varlaﬁlon de f(l) en el 1ntervalo (-a» J) ’

. “)
beegy




Si F(M es cualquier funcién medible definimos Fg= FAZ . donde
X =t le m / \Re(F)|sM y Um(F)| &M ),
[ ]

entoces -Ia.ﬁm(]).J lf("’ existe

coniunto

s [~ F,a/'u}w/ /neal

~oe

és acotado. entonces las cantidades ,f,'m [_ (Jl Jf(—l/ oy
M——>ce

para toda M. si el .

B d sl

siempre existen y son ~definidas

”es‘_;’f“é"é”{‘i:"ﬁzfin;moc : f r.m.u- f; v,_ uuj st o1an

 cant1dad de la dnrecha esté blnn dnflnla

Lema ! 'ﬁ T

(2)

o r e G a ,) ]; m; J HAI 2' [é, F) o f (J/

_( «
e fF(,u JFU) 4 f au.! L) = fl’rou 4 Eou] .«!/(H N
‘donde . a. existencia de las. integrales en el -mlembro_ izquierdo

_1mp11ca la nxlstenc1a de 1la 1ntegral de la derﬂcha

N q[ murm f« Fed) HMI

la  ekiStencia"en“la  
1zqu1erda 1mp11ca la de la dernéha e e R

(6) Teorema. de converenncla domlnada H Si.{”F‘(J)‘}.; e -
. IEC A <-.,;f(,,.4 ). casi:

sucesién tal que 11m F(l) = F(4)




E

' L ‘ L <
dondequu:ra con respecto a la medida asociada a 1la funcién f (-..-03 Y -
#(A) es f- 1ntegrable.-entonces :

Sim f Eard fay s | Fa drQ

n-s®

(7) =i £(\)= f'(4\) 50 funciones en Y ). entonces

N _ | Far L H
55 Fy dh # fe Fur d f,(1 L ¢

dénde la éxiétpncia de las integrales en la izgu erda 1mpllca 1a
vde la dwrpcha : . : ;

7 ‘ - v o . c - o »
o g}}"—'(f(l), "(funcipnesien px)fehtoncesyia:,w~

Ta [r:w;!'!(,u f £ wa

1a =nla iqu iy da 1mp11ca 1a d

f 1 es la resoluc:.bn cancmn.ca de f ¢ p

 la ax1=t~ la derecha.v

:entonCcs-_ .;”,H,A;‘_ _

'dondé la exlstencza dé las 1nteg
\la laqulprda v v1scpvarsa . :

"Anéiisisfﬁspeqtral,

1.3.1 : Def1n1c1ones

En 1lo '512u1=nte todos. los operadores se tomaran cerrados y

danSampnte dpflnldos.

: Sea T: D(TyeW ¥ v ,\e €. Denctemos a T- .\I como -2 ..

~-Diremos que (T—A) Px1ste si " (T-"Ad) es ‘inyectivo . .y . por
alguno

‘ConSlEU1PntP D( (T—J) = Ran(T—A) Clasifiquemos a 4 en
~de los 51gu19ntes conJuntos-*i “:‘ ‘ ) o L
-4 i ’ R s T TN

densamente dafxnldo Yy acotado?'

(1) - s8i  (T-4)  existe . es
entonces A esta en la resolvente de T denotade. por f(T)

kA esta en

(2) f~’Sl no ocurre lo «anfprior entonces ‘se dice que
... el espectro de.T denotado por T.(T).




' SR : v ‘ :
(2a) Si (-4 ) existe, ' es densamente definido v no acotado
entonces A €U/(T) . llamado el espectro continuo de T.

-d . . n . .
(2b) Si (T-A) existe pero no es densamente definido entonces
,4@0;(T) Jllamadc el espectro residual de T.

O T A_ . B | ) . . ;
(2e) Si (T-A) no existe A€ V;(T)llamado el espectro puntual
R " de T. De hecho Ave r}(T) 4?5) es un e=eigenvalor de T.

Notese gue € es .la unién disjunta de P(T) y G(T), v gue
su wvez- ¢ (T) 1lo es de @©(T), G(T), P;(T). Ademds si Mes
separable U‘(T) es a lo suﬁo numerable pues todo subconjunto

‘ertonorma d@ “ tiene esta rarapteristlca- e
' 5i AG (T). dpnotaremos R(J) = R(A,T)- (T—)} .
T I 13 SEd “H: D(H) ct K autoadjunto entonces ,‘:

dlstlntaSC,uf.

_{a): - si u,v. son. elgenveﬂtorns de . H’ a5001ados
: clzenvalores ﬁntoncns son. ortozonales

'(b)"mﬁ-(H) es vacio

(c) U‘(H) SR ._ RN R ;
' ',7,"'A',<"'d_‘,)-.vfﬁ< A e !3<K 3“44"”()() .0 sea D(. R(A) V= X( v Acf('r) Yy

jfh)f WTT) ﬂs no vacio.

. Para’la demostrarlén de . este teorema ver. [Rl]

S Pememas un‘conJunto de subespaclos cerrados de )1; fdehQ£ado$ff;
por - 4 M(A))‘u tal que : . R

. ) : . . S R 4 A'
(a) es no decreciente i.e. M(A) cM(l) si A $
A Agui- R()) se ve como una funcién. de C‘en B(&' R( . se"dicé
que ez analitica en un conjunto conexo abierto D si V¥V l.e D se
tiene que el 1lim ( R(A+h) -,R(J) 1/h existe en 1la topologla
b T e AW . , R Py o R
“uniforme: "'dw N )'U Yel cual LR denotado .. por R'(_A',)..l'. ‘Se  puede
demostrar que R(A) es analitica en {, <=5 tiene . asociada . una
serie de Taylor en alguna vec indad alrrededor de o sea ’

R A= 2 A0y (A- M/,.

.en’la topologil’ unlforme';,“

' *




(b) AMA) = { 0 [ o S R R
Ace : - L : o : R
(c)  TM (X&) = H

. Denotemos cdmo«M(1+0)=f1i(f)‘ y M{d-0) = 67 T O B :
‘Diremos que { M{A¥?} es continua por la detecha (izquierda)

si ¥ AefL M(A+0)=M(3). Un hecho interesante es que { M(Ad +0)};.a
tien= las propiedades (a). (b) vy (¢c) y es continua por la derecha -
independientemente de gue { M(1) } lo sea. _

LLas propiedades sobre { M{J) } se traducen en propiedades de
los provectores ortogconales sobre estos subespacios . E(A) deno-
tara al proyector ortogonal sobre M(A) . Por el teocrema I-9
tenemos de (a) Qque o o ‘ . :

) ro e R . : ‘y' . & ' o
-v(1J;7,5<XB-$ E(k> ?Si’-~A‘5u;ﬁ Qﬁ;jEﬁlsE(t3=lE(JgE§4Q?EﬁmiD(4g‘))fgj;

"flwc) tenemos

(2. l1m echy=0 v s-1lim E(A) =I.
Nhte== qup»(l) y (2) son equ1va1=ntes a (a), (b)-y (e¢) . .. IR
Una famllla dw.provectores ortogonales ‘que satlsface () "y .
(2) llamada una - resolu010n ‘de. la 1dent1dad e famllla e

':“espectral i, i
: -Deb dora;que‘nl proyector ortozonalrsopre>M(Af0

denotado¥po£f

s e (iz qulerda ) 51 y solo si- {‘E(A)
';Pontlnua por la derecha (1aqu1erda) : S
’ ‘Se. conviene en tomar - { E(J) ¥ cnntlnua por la derecha these

cjw= { Eﬂjb)} =1°mpr= ns contlnua por 1la derecha pues { M(J}d} 10‘

Spor.iarriba)’ es . el’ 1nf { v , L
continua:por la’ derecha "Efvvz-l °1 Tés la oota superlor de— laﬁfr‘
familia. . - .
Si un punto X es tal que E(" + i)-E( ot-v c) para alguna 8> o,
diremos que a(es un  punto de constancia de { E(‘ } . El1 conjunto
. de  numercos- que no son puntos de constancia 1o 1llamaremos el
“soporte de { E(J)) '} denotado por X . Entonces ‘{ E(1) )} es
acotado por- arriba o 'abajo siZlo es . (correspondientemente }°
‘como ‘una. consecuencia ‘de (2). , e R
Un hecho relevante es el 51gu1ente : V,Llénla funcisén de R en
€ dada por f A)~ (E(l)u 1) es monédtona no decreciente v por el
~teorema I 9.y la-continuidad. del. producto escalar. tﬂnemos por .(2) ..
que. : (A)=0 'y 1i f(l)— u. . .con f continua- por la derecha
ﬂsto e T e p &as adn, ,dadas u.v.edfsegun la férmula de
polariza010n S

(E(d)u, v)— (E(l)u E(J)v)_‘cs(l)(u+v) u+v)/4 ~ (E(A)y (u-v) ,u-v)/as



+ € (E(N)(u+ év), (u+ v M‘f ‘ — C(E(D (u-¢Vv),u=cv)/4
. - .
entonces (E(*)u.v) es también una funcidn en F

1.3.3 Teorema Espectral
Una vez - definida la familia espectral podemeos enunciar

un tnorema rpalmontn central

Cada famlld espoctral { E(A) } determlna -un
“H: D(H)C—)'(-)J-f .donde. - I

Te ‘rpma espeftral

d(E(A‘)u,u) <aa'

»(Zai;fHu, con.u D(H) esta univocamentp dptermlnado por.

f {Hu;v): J. A d(E(l)u v)

ilasuflnt=arale= son en el sentldn 'de;;

el i

, S ::9) D(H) es. un espacio véd#Orial-"Pér'btrofflédo;
':fun01nal x — y( definido por : ‘ B - ey

‘por lo tanto, ..

-es linéal'y acotado,

De hecno;, n base a- nsta ultima ecua01¢n podemos caloular

j',\ J ( e'mu ”uu)

"

ll HUH HU Hv)

~eo ..

A D e e o

0.



- . .
- ' 2 S
= | A e g
. -be -
Por 1lo tanto hemos definido un operador H gue es lineal v
Hermitiano pues si u, v'ED(H) '

j 4 4 (H)e, v = j_,\ J(ew'q,.v)' = e

oo

- » '_H"" ;

(uu,v)

FPara demostrar gque H es autocadjunto utilizaremcs lo siguiente: _
Tom=emos ¢Y A cuslguier funcidén a valores complejos ‘gue .es.
‘acotada en el-soporte de.{ E(A) R entonces la 1ntegral R i

. j 'ylt\” J (Eu"’ ", ',:m'la S u‘:ch

oV M'pbr. ld’» tanto podémos dpflnlr un Opﬁrador ﬁ(H) : qué" esta o
‘Edeterminado'. como en el caso de H, por _ s

Voved

\ (lﬁ(“,u V)

S un: oparadoraaﬁotado puos de (Zb)’teﬁé@osz

(m»u,mu) j ¢(A)J, Leuw ¢qu u)

[ v ] 70 J(fw« o)
) j umu d (euvuu) ,-‘_ 

lr-'

( :\0(:‘ du‘” ) ([ | (ea)u.,;v)u__ﬂ__"-‘




L : » " ]
AR CTR T
L Ae ‘ : .
Tom=2mos en particular ¢“.\)- 1/¢( X - con I-G € - R. %(;‘) es
acotado. en todo vy por lo tantc'¢(H) es  un operador lineal
acotacs - definido en todeo el Hspac1o Demostraremos. que entonces
(Hy= (H-]) V. p ~ 1l¢ tanto gue, en partlcular si I = i;entoncps -
R&n. HEL) =D (H) )= , )
Ccoma H es hefmitiano tenemos |, por el tecrema I 5 qunl H es
autcadiunto
Un calcule similar a los anteriores nog  lleva a que dado u
en D(H-%) =D(H)

(¢(H)(H_—l)u.v) = (u,v) VVGH.

. .entonces d*(H)(H $ru=u D(H-§
e TOMEMOS . ahor cualguier- kéx entonces',iz‘ﬂ)kcb(ﬂ)
seumple o cont(ra)
acotada ) v también se tpl;:dra qur—~ (H— 3y -
" For ‘1o tanto @h(H)= iH-j Lo ' S
oo la o demeostracidn que nos da ia. ofra parte ‘del . teorema
esppctral cara . c-mltlda en: este trabaJo pues utiliza” algunos ‘
: ;r“oncaptos v prmplodades cuya mpnCJ.On 1o haria mas extenso" /77

1quJ

fﬁpstn s conspcupnc

ch-notaremoq -H

Ads<l)

‘La  tltima 1gudldad no solo se oumple para V1 @o- :
tambn.-é-n para }€ M - . pues en tal caso 1/(d - 1) sigue siendo
gacm—add en =-l soporte ds=- q E(;\) [ Lo anterior nos muestra.que .
’ por 1o tanto. I 9 r(n) ~Un hecho muy motivantn es

Yue T

',,(esto ec‘consecuc-ncz.a de qw—'- (H—/A)u u)— S (,\ ,, J (C(M
A un calcule- similar a los anterlores) A

. Tomemos - M€ 5. . ‘entcnces como)\no es puntco de cc-nstanc:.a dada
i‘70 ,el proyector E‘= E(‘,n—f) E(,.—t) 7‘ 0 entonces -3 Ug #o ci ?
Eug —ug => E‘()ui:)u‘— Y y _Etp z)“:o {pues Ega“—ﬁ)éE(). + €y
entonqes‘de (lc)»tpnem05~ : B o

(,\.,. d ( EW U u ) 's € uu ' , |
S (H }‘)Ut " . c,.[: ,..c]) ‘ ¢ e € o(2e)
(17) - Si (H-/A) no es. 1nvert1ble /lc-s elgenvalor -—)/JGT(H)




(ii) Si (H—/u) es invertible,  entonces por (2¢) no - puede ser
acotado (o(H) ( H es autoadjunto 'y por lo tanto o‘(H)—;{):
entonces <Z=: (1) y ®(ii) concluimos que L CT(H) = £ =0(H).

Lo anterior nos sé¢ala que al ser Z cerrado también ¢({H) lo es.
Pero la relacién entre { E(A) } y H va mucho mas lejos como 1lo
muestran los siguientes teoremas:

Tea. I-13 Supongamos H X -,X autocadijunto, 'entonces . Lo S
(a) H 2P el <> VYV lerH) se tiene A >N,
(b) H ¢ ¥I er = 14 dery) se tiene 4 <A,

‘(c) H es acotade i.e.VHILkK (=)_V4|€0'(H) se tiene -kSdSk

Prueba:
"‘Holo probaremos (1) (la prueba de (4) Y (d) es analoga)

VU eJ‘ Demostrar

H>)4 >) I ,\ r) d(E,;(b ‘

| ’\." {,V"A‘l‘E'(H) es 1o mlsmo que demostrar en v1rtud de que U'(H)-,

que E(W) =0 V. v<¥ : B
‘Supohgamos ¥ vl ) - r:.(');éo -730@)‘ : E(O')u—u. Dadas

las proplpdades de-{ E(A) 3 tenemos entoncas E(«\)u—ﬂ ¥ A2, por

B | _(A-H 4 Cewoy ) ; H‘»%«MH

4= valo de :.ntegrac:.cvn v
“1lo que ‘nos lleva a una .

C(EC ‘\ o u) as mondtona no‘: dncrec:.ente.v
contrad10010n : : : :

L= )‘ V-\EF(H) =9 ‘E>’(~r}‘=>0 ‘ V v'ol ,‘en‘toijn‘cwes;-‘ ERR

3 ,‘ J 1 <eu1uu/ =

' entonces H )‘ 1/
Teorema I 14 . sea H: )(-’“ -autcadjunto v {(ECA )3 .v,su' B
‘corrﬁspondlentﬁ famllla espertral beaﬂem entonces. :

(1) ,‘e f(H)<=7}.¢ es un punto de constancia.

(2) welpH) € B 5 E(u)=E( —0)#0 (1.8, m es un unto . de
p M e n punto e
/’dlscontlnuldad ‘ye {E(J)}/‘) ) /‘ : o

(3 /u €7(H)£—-)/4 no es un punto de constanc:.a de {E(‘)} Y esta




es continua en/AO sea E(/u-O))u=E(/u) ¥ E‘J(.

-“
(4) ',ué{(H) entonces  (H- Iu) existe con dominio de todeos u € af
gue cumplen con:
: A-m J,uf ¢ .
I l A'I“, AL E(_“ / f<eo - ¥y esta de-
tormlnado por : - . - »
(LH'}”U v) = IT-'/‘ d (GUUUIV.) . v ved

Pruebal{ da (2)) ¢
Nos avudaremceos de la igualdad

u(y.,‘)\,u [ (A—,..) d cew,v) ¥ o € D) g pe <

Si Iues un elzenvalor =->3 u,ﬁo 3 Hu/uu ...) jLA ’ JLE\AIU u} =0
: E(r)u 0 V v‘c,. : E(\I’)u u V q— > ) Pu_u-'ﬁj_P*O ,g
&y st E o = 3 ugo 9 B u_u' > E(viu_u v V" o

CE(EY=0 ‘v U“‘/q g\l(}{—r)uu =0 _".e; Hulau ’uer(H) ///

‘Ademas. ue)( ‘es un PlanVECtOI‘ de H 6-'0 B u=u o sea F’ es"
el provector ortogonal. sobre el PlEEﬂéSpaClo 5§oc1ado dﬂ
—cual . les. -definido como ‘el espa01o generado. por' to oS los'

vectores de - H;con clgpnvalor

ST, T=18 Tomﬂmos  H, 4n operador autoadjunto ¥ IAE( dyy
-Porreqpondxpntp' famllla =spectral.” Sea F(‘) cualqu1er func10n afﬁgfv

. valores complejos. Entonces el conJunto-;

D(FLHH = ‘ U‘ }‘ / I_, |'F(4\)l d (E(&)ou) <“’

es un espa010

vectorial vy existe un operadorflineal

, Loy , denotado por' F(H) ( conf
i:dom;nlo D(F(H)) ).determinado'por - :

: Lo i . 7 Jv ;“ m $” V;h ;”7:
,_ ( Fanuv) = IF(AJ d CEArv, v) vven S an T e
fdeppndancia de F(A) Se tlﬂnen las sigu1entes propledadeS': _

d¢¢

..) G(H) AF (H)



(2) si cr=Eh+Ech, xe@ G(H) = mmn-;m) en
, A D(F(H))AD(F(H)‘D(G(H))

(3) F(H) ¥ F(H) son uno adjunto del otro.

(5)  Si ueD(F(H) =>  E(huepran) Y ey
. F(H)E(A)u= E()F(Hu.

~(5) Si Hu=Au entonces F(H)u=F(d)u.

k'(6) Si u, v 'u,. son elementos de D(E(H)) v D(E;H))
respectivamente, entonces: : :

(Fl(H)U,.F:(,U)u')= f}?(»\) FAAAEMY, W)
. -0
(7) .51 ue€D(F(H)) entonces F(H) € D(F(H))(—:) u D{(F, - F)H)
oo Cuando-esta condicién se: cumple entonces sv=- t:n.ene
_F(H)FqH)u-(F F)(H)u B : o

siué A ¥ u(H)F(H)u v 'G(H)u existen’ entonces F(H)G(H)u';;»ff.,:iwv
existe . Ftl—l: v G{H) "conmutan" en el sent:Ldo ‘
"F(H)G(H)u G(H)F(H)u (Fou)(H)u. : :

Para la demostracxén de estp teorema ver. [S]

oyectores
ur‘ménte puntual

vAhora daremos alzunas deflnlclones y propledades de estas cquer -

. se utlllzaran en el -capltulo IV. _ R

“. bef . D-12 7 Tomemos un operac!or " H: D(H)c 3( "’x autoadJunto‘. )

L DOflnlremos como al. subespaﬁlo cerrado de A generado por )
elaenvect_ res: “iHu(a tal subespacio lo llamaremos s

X} re’s"tricc;i‘bnquil—l en J( [ ;

SN . -;Lru';mos_‘ “H, s

‘::_f*wr‘-n de i_'jH i en}f F Ly 8 Uson: deflnldos como los

‘ Tmres ortoaonales en )‘,y Hc e ‘ . ;

L Teo: "I 16 Tomnmos H como en la deflnlt‘lbn D—11. '-Entcin'ces . se

S cumplenilas siguientes propiedades: - Lo
'Si° designamos . por 7 al proyector ortogonal sobre el

’ plgeneepa01o asoc1ado al elgenvalor/A tenemos: o )

(1) PP iP ‘ en la r*onvergenf“z.a fuerte

(2) P e {-1";") J

2 (A

2 E o F’HCHP' | v o
(3) f(HYE; = P f(H) f(H)P =-Ef(H) si f es acotado en el

espectro de H.




4y P f(H)cf(H :
(4y P, (H) < £ (H) ;f(H') £(HE.

5. .

La propiedad (1) es justamente el lema 2.3 del subcapltulo dos
‘del capltulc V de [R1}. N .




CAPITULO II-

IT.xr.1 Introduccidn.

Consideremos el movimiento de una particula en una dimencidn.
Desde 21 punto de vista clasico: no es dificil . pensar en. un
potencial Vix) con xeff tal gQue V(x) =0 cuando (x»w donde se
tenga a una particula ¢con energla positiva en un estado acotado.
Este hecho sefhalado es consecuencia del principio de conservacibn
de energla. -

\ V(x)

-llamado efecto tunel el uual no: lndlca que la particula puede
“mas alla de las posiciones 'Xy,0 %X, aun cuando hublese estado en;
1ntervalo {x,. X,1 inicialmente.

Lo dnterlormente expuesto’ nos - podria llévar a pensar, . si
‘pensammc g da. llgPra,wg ‘para cualquler pot9n01al que t1ende »

‘muestra €l siguiente ejnmploAdado por- el potanc1alﬂﬁonétfﬁidd porf
1WLgner W Ven Npumann Qque’ aqui’ pr@sentamos. i .

IT.1. Potnnc1=1 de W1gner Von Neumann
Se encontrara un potenclal V(x) con xen.con l1a propiedad  de
que  existe una funcién (x) EL(AY) que no esta enla clase de la
fucién cero tal que  (-A + Vix))¥= »\V’dc-nde A=1%.
GQueremos entonces (- A+ ViP=¥ . Supongamos un caso sencillo
. donde V y?’son esfericamente simétricas ; esto es, dependen solo

de la distancia al origen r, v zdemas W(r)= U(r)/r. Utilizando el
ldplac1ano en. Loordenadas eQEérlhas tenemos : : : ‘

AY: 4 J(,au), 4 r(_““,) "'u"/,

entoces debera cumplirse: ", . YR
R | T s VY e Y
.con lo gue . . .. . - W :




: , V=1 + vy . II-1
como qQueremos V(r)-vo cuando r -»es &ntonces l,J,U"',!_,,‘l o sea U debe
ser del tipo Sen(r) en infinito. Esto sugiere pensar a U como
Ulr)=W((r)SEN(r). entonhes en II-1 tenemos:

Ve 1 # L Seey Wr) & 2 Carw' - Suyv wil /7 Seny wir)

. " . ’ . -
> JEE VvV = w /W 4 A w COf"'/w IT-2
s Para gue Vir) no sea singular en los valores donde Sen(r)=0
W(r) debe ser cago de la forma :- =g2(r)=4Sen(r) de tal modo que
giri=zr-sSen(zr -4ﬁenﬁx)dx (ndtese gue .esta fucidn solo vale cero

en =1 origen) v 2%n esto V(r)_eolo tendria una singularidad en el

origen.  P=ero-Uir) auwdari? coma (2r- snn‘zr))Sen(r) lo cual no es.
de cuadradc. int=grable P(r)l ~Ydr. = fiUddr: Y- D R e
oS cnmamosﬂa W(r)—l/(1+2(ra : ,ntonées LR PR ‘
U ) =rSen{r) 0L+ (2r- Sen(»rv% que si es-'de, cuadrado 1ntegrable
: TBor lo tantn~¥ﬂr) V V(r) nes gquedan segtn II-

V(v)=< I+ 5(rl] [-31 Seavd) Jorl Car - 3' scrl fmv +
' ' + g(\-l (.n- 4+ S,,..r] o II-3 )

Yors

Szuv/r( u 9(r))

: e RSN f’(.r)v.ﬁ ar- f.;.. ar v
‘donds "’(«r)eLg_ M) v Vir)=»0 cuando r -»ow. :
. De hecho cuvande r es grande- V(r)——85en(&r)/r+0(r ) La Eraflca
. .de V(r) ses  encentra en la figura II-2. Una‘;cualldad ~muy
x imDﬁrtant~};d=:éste mutenc1al a=” en '

jII;s“

la tunflhn V(r ‘la 11amaremos el ’;,de Wigner Von‘
umann con eigenvalor -uno CWVINL) L o SERREr B s
s N&t&qw gqu= por’ la‘ecuacidnII- 1 v al rumplque que' lUldr<oo
el . potencial WVN1l nos proporciona tambiiéen un hamiltonidno en . el
intervale (0. oo ) que - tiene como zelgenvalor a uno vy como
=igenfuncidn a Sen(r)/(1+[2r-Sen(2r)i~). ’ ’
D= hecho, dadeo cualguier numero positivo se puede constru1r un
otencial de WVN gue tenga a dicho namero como elzenvalor.«

- e

IT.1.3 Construccién de potenciales con*eigenvalores positivos.

| Ahora mostraremos- algunas ideas para obtener potenciales : de» 14—‘gj
~tal modo gue se cumpla la ecuacioén - -

2 o
—~ AU + ?(!)U /‘U cen X G. C v, o0 _ U e -L'(CO,“)) . II-Q




_ Potencial de
Higner y Uon Neumann

Tuw +

L Fea e R




para algdn-A positivo. ‘ . )
La primera té&cnica que mostraremos nos propoerciona como
un casc particular al potencial WVN1. _
Supongamos gue tenemos una funcidn ' h(x) que satiface la

ecuacidn: . . ,
. ' Al + C,u—?.(x)lﬁ =0 nrer 115
para alguna funcidén medible ?(x). ] _ -
Definamos Y(x)Y=h(x)/G(x) II-8
donde G(x) s2  determinara posteriormente. Entonces 'P(x)

satisface 1a‘ecuaci¢n

AV/ + (a- 3] ‘P = o I1-9

donde

-iAhora para tratar de que q(x) no tppﬁa 51ngular1dades cuando,’jj}V

h(x) se ‘anula. .entonces’ ‘escogemos 'G{x) de  tal’ modo que su

- expresidn ccontenga-a h(x) como. fa ctor multlpllcatlvo ‘Existen- -

muchas opcionss para tal fin perc nos fijaremos en: dos de - estas -

>qup arro1an rusultados 1nteresantes

vi{fk{a}

k,(,; a ,.( 5 ] ;.m.u) ton a s -;u‘,,j v‘j»'.'xixj_,u

.donde en li.OpClon (b5 se escoge g(t) de tal modo quevfﬁx) 'per—3”
: tenézca"“'(tpoﬂ) Y. qax; tpnga c1ertas cualldades determznadas

COmentarlos pdra el .caso’ (a)
mos el caseo. s¢ncxllo q}x)
J-qu’ﬂon «POSlthO

V con’ @Sto II 8 v II 9 ql_]@ddn (haClendﬁ gc\{)“' ’;_‘qen(oJFx)':.')'.,; L

| ﬁ(x)- 'S 5;.. (Jrnx) /C ¥ ‘+ (u - Se las x))‘] | ’.}1'1‘-'14 .

?.(xl : (x)] L ~32 Sy )] C fi(xl Gmr'x + 5(x) Grlinx +
+
S ,[ DN Selx - 3 5G) Su..r;'.vj : I1-15
. .cuando m,M—l obtpnémOS el potencial WVN1 . Llamaremcs al
potencial’ dado en . II- 14 como.Pl potencial de wlgner -Von  Neumann
con elgnnvalox;l ‘WVNM) Este potencial lo pudimos haber obtenido€~*545~
de una  manera mas inmediata apartir del potencial’  WVNL .que
tenemos en la =cuacidén 1I-2 definiendo  una fun01un T{r)=U{(gr)
-donde U(r) =r¥ir) v f%r) es. dada por II-4. . 'f ‘
‘ Con_ respect: a este caso‘(a) T.Kato escogid, .en unw trabajo




men(:.i}onado en la referencia [K2] a la funci'c'n_ :

- 4a la-t ’ R
L= X - “"“ L (é PG ape ] dt S
con a1l para que 'f’ Co)oo)j‘, . : v

Comentarios para el caso (b): : . ;
Tomem=s qQ(x1’=0 v con esto h(x)= CosQ‘Fx) con u>»0 como solucidén de

IT-7. Ent%noes_tanto ‘f(x) v g(x) guedan segun II-8 y II-10 como:
o 4 . ’
‘V(x] fep € -1, 5¢0 CaGrede | ] Contimn) I1-17
1({) j(:r)‘r jorl Co 're s 19 *(x) Co) 11-18

Trnmando por'—e1emp1u g(x)= axpos(.l"x) ‘en’ II 1 con a>0 0<P<1 v x’l ,
: :pntﬁnces se ‘puede probar que: \‘"L (Co,cal) po T

“FPor otro lado se pu~d»= tomar por ‘=1-°mplo q(x') =X 'con k>0 v una'
g ade'*uada para qu=.. YEL (Cojoe)).

‘Existen otras elecciones posﬂ:\les para obt::npr qun vf’e L( Coa.))
quw satisfagan 1I-6 para algin: A2 0. Para -:lo—-talles ver el capitulo,
I1v de. [E] donde ademas se expone. una’ manera ‘de como obtener una
oantldad flnlta de elaenvalorﬁ-s pOSlt.‘LVOS

Por ultimo sahaldrpmos una manera de obtener un 'propag'adbr’
acustico que. t@nga un ngénvalﬁr pﬁS:L"'lVO en base al potencial

WVN/(

ueremos que ‘s

. ‘ - :
4 dondevw es’” -rualqu1er, m:lmero real pos:.tn.vo v U
c-cuac1c-n 5.=. humpln S:L ' u X

_ , '-AU + ( r AN f%‘)"-", ‘E‘-_‘."U R o II-20
para dlzun <, € m- bef ' ' >
Notemos por otro lado que el potenc:.al WVNlu leldJ.dO por,u esta

-acotado  por una funcidn que tlende_a cero mondtonamente para - X
mayor que una cantidad M positiva.Esto es consecuencia deque para--
ld func:.on E(_J)=_43—5en(.z.'7)— ‘Hpn(t)dt se tiene la Pstlmacn.'bn
! (-4

'J(") /C 14 3(1)] < '/5(1) para zZ2R. nétese que g(z) es montxtona

.. creciente.

nntnpces de II-15 tPnemos '7/"(‘)/ I ‘ : K/Q(J‘x) para X,R II- 21,7
Dbado ¢, hagamos = 1/c. v tomﬁ-mos R de tal modo que en II-21
nos  quede '? ) < |-¢ COon €>0. Entnnres para x 2 2 R tomemos en-:
1= 20 L o

?,.(xl- —Lr - w/C(x) B con lo que c¢(x) nos
queda dﬁfinlda_por’ > L e e s




s e ey
/ C -/#J ’ o II—;ZZ
de tal modo que c(x) queda acotada por

CNA,t} C(!’ ~ C’ w/£ : Paf& b 4 E R II-23
) En el intervalo [K. ‘00 ] -tenemos. entonces gue II- 20 se cumple
con &(x) definida por I-22 v uzY¥, con Y4 definida por II-14,

Ahora para =1 intervalo [0,R} definamos c(x) como cualguier
funcién acotada por arriba y abajo por cantidades estrictamente
positivas v que sea lo suficientemente regular para que
utilizemos el tecrema de existencia y-unicidad para el problema :

~-Av = W: A ‘.u.. Co, Qj

uca) = fu) ‘ a)

Entoncesﬁ“uf'qﬁeda“'dﬁtérmlnada en fo. RJ oomo' 1a soluc10n"al
problema II-24 que siempre existe. =i tomamos c(x) como cualgquier
~funcién contlnua arbltrarla. Lon esto Ui‘L Focﬂ Yy se cumple II 14
‘para w0 :
- "Nétese que el problema anallzado en .un: a'dlmen51on [O ac))J

1I1-24

nos  lleva a un problema en tres dimensiones si. utlllzamos el

hecho. ‘que podemos  definir: Yury=" U(r)/r con. Cro la coordenada:”'
' a ‘ 1 : cons




CAPITULO 111

En este capoitulo se definird el propagador acttico en u

na
gula de ondas deformada vy se dardn condiciones sobre ia
velocidad de propagacidén para que no existan eigenvalo-es

positivos de dicho propagador. »
Las ondas en una gula de ondas deformada, seglin se =estudid en
la introduccién de este trabajo, satisfacen la ecuacidn:

i .
AV Y, € 2 s) DO (xut)

L1

donde x GIIL“. vell . t€R, MAes =1 laplacianc en R

C(x,y) es la magnitud de la velocidad de propagacidn de lé Aqnda;v o
-esta  funcidén se. supone medible v..ademis. . gue cumple - con’ola’ o i
'Qde51gualdad; B o I T S S R L

0<g€CyIEe, o .0, constentes ot

~

4MLa,coordenada N 51empre estara sobre el eije de la auia de ondac.“

Tomnmos el propagador accxst:.co : A=-C(X,V)A cuyo ‘dominic de- 2
mflnlmos de : la giguiente: manera ISR O B R
Tomemos. elvesp301o de.la=“fun
coni'el ‘producto escalar

“:cuadradogihf'

T(f g

,I-‘f(x y)g(w y)C(x y)dydy

‘Este espacio que 11amaremos H L es un‘eupac1o de Hllbprt pue= Ia
norma Ifl . (f,.£) . es equ1Valente a.:la norma tardicicnal en
L (l 5 . (esto es consscuencia dé que C{xX.VY) Sat1=faca“
Entonc:es . D(A) cH—’H R

L et
! ] operador ;-A es autoadJun‘ o en L(R )} con e :
domlm.o 'que el opc-rador A, - entonces al ser -(-'x’v)‘ & valore:
';reales es. 1nmedlato ‘que ‘Ares . autoadaunto;g“ﬁ. ‘ S e
‘Las pr0p1edades de C(x,v) son referidas re pecto a la. funhlhn,,
C(ﬁ) que nos indica la magnitud de la velocidad de propagac1¢n de
1as ondas en una gula de ondas perfeﬁta . .q; ) -se supone medible
y también satisface III-1.
‘ En lo siguiente sefialaremos condlciones sobre C(x.v) v g(g)

que . .nos indican que tanto puede diferir- Ci{x,vy) de (¢(4y) para que
no tengamos. e}genvalores’positivos de. A, - '

Sea _gcft un dominio exterlor conexo , © sea’ un conexo iz as
complemento de un compacto S o L e L :




h,- ., h_.

Teorema principal A. - Supongamos Cc, ,C, ,C . 4 _

< .

constantes tal -que se cumple lo siguienteen A:

Cy) = c, si vy3h, , I1I-2

IS(y) -—c.jec(isy I® si y2h ” ' II1-2
- -

C(x,y)-C(v)=0 Y 'y>\: v algun v, c R - III-4

lC(x,y)—C.(g)\ £ Mexp(z&x ) para M vy & constantes II1I-5
positivas . ix\ = ('2‘ x“)yt X=X o X)) :
. t .—. *

~ Sea U(x,y) € L(.nN) qgue satisface en sentida de
distribuciones la ecuacidn: ,

vy BUly con A v o

entonces U(x.v)20 en L (a

y

© | Las primeras dos condiciones nos dicen que la’ velocidad de.
propagacién . G(y) en la guia de ondas perfecta es una constante
--para Yy 2 hg y tiende a la constante’'c_cuando vy s h. Las deos.
““¥wltimas . condiciones . nos indican caracterlsticas dela~ gula’ de.
-ondas deformada con respecto a-la perfecta.: T U S P I

“Como. A es.u ‘ < 2.5 POAEmo
0 contenga. Tomemos una,funcidn’ g {x,3
en ~la bola de radio R+l @=1.fuera de 1
O¢ g el entre las dos bolas mencionadas.




La. intensidén de la introduccidn de ;J es llevar 1  problema
gque tenemos planteado en N a uno en todo AM! dopde  sera mas

manejable. )

Extendemos a Ulx.y) v AUix.,v) (definideos en -0 1 come cere  a
A* | Sea V=gU entonces Vy Avel ( oY { AV tomado en =1
sentido de distribucicones ) v ademas ~:

AVE BPAU +UAG + L0 - VU

-8 .
Y CcOomo AU= —AC{X.V)U en g1 tenemos:

AVz —#lu Ceuvl 4 UAS + 2 P T

pentonces o S

"AV‘.'\ - -UAd-a.vd vu+.\ (
. C.(:»)~ '
- por - lo tantn en: sentldo de dlstrlbucz.one

.fdonde f(x v) queda def:.m.do como bl,m‘:.emt-rca
. “Aademas £(x.y)=0 ¥ yIM ' con M=max{R+2. Vo
. pues.  si v>R+2 = Aﬂ"‘:" v =0 v si <

I1I-4:
(s) ) ' 4\V @.*c)_

: ‘ 1‘11
wntnnces ﬂo—-bla ¥

JA ( d%b’\

4y O 3 A% cen

d 3 C c:(g]v Ck, 3’ F (K 9’
en sentido dlstrll:“.\u-ltiﬁnalt Cdoreds \!LK,!) v f(k 'j) BN
- transformadas de Fourier de V(x.y) v de f(x.v) res :e:r*rlvamente.
Con la avuda de III 9 probaremos gue V(k,y;-:o vk e m~ v M

en dos pasos
[ ]

(a) ViK.vr=0 Y k(‘\/c’ . Y >M

(b)) - Utlllzaqdo . (a) y del lema 1 (mas adelant»=> Pypuesto Y se
© " tendra V(k,y)=0 V¥ k "\/c’ s oYy M. o
" NOtese que la extensién de U como cerc en .n, no trae problemas

de que en su derivadas pud1e=en aparecer deltas, de dirac
pues por tal razén es que se pide’ que se anule S‘dentro de 1a
bola de radlo R+1. : C . -




Prueba de (a}: . ,
Si v 2 M entonces por 1I1-2 la ecuacidén 111-9 toma 1la
forma

-’Jﬁg(r’” ¥ [ VeV ial = Fey vie

I11-10
A

. N ‘ ]
entonces si k‘(/b: dos soluciones linealmente indepcendisntes de
la ecuacidn homogénea asgociada a III-10 son 2xp (I]x/r!—k"y)

Por otro lado tom=mos f(k ¥y, £(K.v) dos soluciones
linealmente independi=sntes de' la ecuac1on homogénea <n III-9.
Utilizande el métedo de variacidn de parametros podemos encontrar
una solucidén de III-9 dada por:

.‘[/(h'ﬂ = Uyl \(,(t,v) 4 U;C:,::J f,

%\ﬂ“’: - ﬂ" 2 | '(""” sz F“ ‘-'I {(r"v) E

W(’: {l-)
yfﬁ(f ~Ey )—'wronsklano de £, e ~ e
) ucuando -aestamos. ‘en la raglon donde-y>r4 =§ f{k,yx; ~entonces -
Ulk,vy) v Q(P v) las podemos tomar como cerc. e el
Por 1o tapto ‘l’( K.y)=0 si y»M . o ITI-1l

Ay.P:ro (k. y) es’ tamblén una: eoluc:.én de -III- 9. ;‘pnr lc. tanto,‘
V. ﬂﬂk V) : solu010n,de la ecuacidn.. hnmoE¢naa_ka=Jrlada

Vik. y)«i’(k vi=o WK< vy

Por III- -11. "y‘,,III,lg concluimos que

Prueba de (b) . : : SR
‘ - Para - demostrar este 1n01so utlllzaremos el pr1nc1p1ﬁ"del*
limite absortivo (PLA) ara el operador h: Delt (R wny it
a=min{c_ ,c,} h=- /c v) + a®, cuve dominio es el espacico
de Sobolev Hém) v ﬁor lo *tantc es autoadiunto.

Antes . de plantear el (PLA} para h neceSLtamos ias siguienveas
definiciones: o :
Sea £ €Ml. entonces deflnlmns

L = {f medible en ® / f(v)(1+V) eL(tl.) B

con la norma: n ful—||f(y)11+J?ﬂ,1 .
Analogamente deflnlﬂb = ot u‘




[ 3

Hoolm) = 8§ medilhe s 0/ Fel,, $het, , e

con las derivadas tomadas en el sentido distribucional. La norma
en H‘ (R) es definida por:

l‘
2 ? 3 . | ?
UFlE = WEh,+ N %—Hd RS ZEY
v b Qﬁ 41
Lemal (PLA para h):
El espectro esencial de h es (O, @ )
eigenvalores positivos vy

. h no  tiene

$ .
v M cm- ‘ | A/d -"/c}” los 51gu1entes limites existen en
la topologia uniforme de )D ( L H' .q)] (cona>0)

Con R . T ™2 ) - ’
son analliticas si Imzio en. sus domlnlos ‘de". defim.c On S
h' son Hélder contlnuas con. exponente )ltp f(d 1/2° para

|
s

|
g
|

. ol ."definir
gresolvente 'V ‘con esto; R

iy
‘Notemos: que p?ra A%0 , L (R cL.(ﬂJ

. }t ¢l) entoncesﬂ]"
. como - R(z) : (®) ~>H, (MW ¥z'en la resolvente h, ‘tiene.
[ ‘sentido pensar a R(}Q*(ﬁ) como: operadores de Lu en H,,4 Ahora,'
: pensar’ en el llmite de R{um 30 cuando €40 (con »0) en "la
topologia uniforme de B ( L‘(ﬂ) H, (v ) no tiene sentido pues
todos los puntos en [0, ep) R pﬂrtenecen al Sspectro de h y por lo
tanto ahi el c¢perador (h}t) no esta pn.f&( Cor) , H(lll) ). Lo que
se ‘esta haciendo es  tomar un dominio mas pequeﬁh para los
operadores R(}Azii) ‘Y un rango  mas grande camblandole la
topologla a estos dos conjuntos lograndose con esto la existencia’
" 'del -limite . en. la  tcpologla uniforme de’ ( L, . Hy g . La
Jimportancia de este logro"para nosotros radica en _que ' podemos
establecer la proposicidén P al extender analiticamente
(k,v) . de una manera que se mostrara posterlormente, podremos
_complefar la prueba de (b) utilizando (a)
El que R().,u:) sean operadores en Y3 (L (RY.H_ (M) Y ~.se prueba
en el apendice III(A) . Para 1a dpmostraczén aél 1ema ver . {U1]




Como f(k v) e L () vch\l,'con>la ayuda del lema tensmcs la
slgu1ente prop05101uon : . . .

Pr09051c10n -1 V(k v) = R ( /a - k Yf(k,y) ke 1t

que c.mplen con A/t - K c ﬂ» (50(0 !“Ac - JA}[SU ﬁ;(hl)

Prueba
‘ Por el lema 1 tenemos que en‘ la norma de Hﬁﬂﬁ:

n-t(’\/a“l“/ ﬁ(;,g’ - ‘f‘;ﬁ FL('%' -t el f(*r‘jl I11-14
st Y€ € - (el ',M/uv J*/ H v Gpal)

'qehtilizando;llleé en III 14 tenemos o

i

= V(t,ul ¢ fim ic b (__ -k _~g,~<) V(r,s}
L en: el apendlce III(B) este ultlmo,;limlte : :

Ll Por - otro lado f(k y) para. cada v 1a podem yf‘;ccmo Sunatc o
Cfuncidn de - \kl con k-(kl .. well fije y lwu =1. Percesta

. funcidén de ke deflnldd ‘en Qla podemos extender .a una banda - en

" plano .complejo - e o . oo ST

_ddnde resulta ser analitlca (la & en este caso as la mlemd an;v,
'se tiene en III-S5 ). La demostr3010n de este hecho se. tlene en el

- apéndice III(¢).. Entonces utilizando este hecho vy el lema
tenemos que . Vik.y) puede ser extendlda analiticamente ~a las
bandas . 0 <& Imiglex v -o(cIm\ll( €0 v de hecho es H¥lder contirma

como - funcidn de (k¢ siempre vy cuando k- cumpla la condicidn que
se  sefiala para la pr09051ﬁ10n BE-1. “Por la prosiciédn: ‘B-1 las
extensiones coinciden analitlcamente . Entonges  por:

S ta).la’ esten510n de (k V) debe ser cero- en particular V(k.y)=0 .
Para. k® 7,%; v > M. /// : R Co el

- En vistav del resultado . obtenldo tenemos que V(x y) debe _ser-
cero para Yy 2 M vy con.esto U(x.y) debe ser . cero para y3» M. .
Entonces U se anula en un subconjunto de S\ y cumple con las =




hip&tesis del teorema de continuacidn nica (ver apéendice III(D))
concluimos que U=0 en J1.. . : \




CAPITULO IV

En este capltulce seguiremos trabajando con el mismo propagador
acustico definidce anteriormente. Se mostrard la prueba de un

teorema sobre dicho propagador acerca de eigenvalores positivos
analogo al tecrema del capltulo anterior, pero en esta ocacidn se

daran condiciones distintas sobre la velocidad de propagacidn en
la gula de ondas tanto en la perfecta como en la deformada. EL1
teorema es demostrado con la avuda del teorema del virial para
obtener la estimacion de Mourre de un operador convenienementte
definido siguiéndose la prueba con ideas de (F] vy de un teorema
de exensidn Unica (apéndice III(D) ). Esto hace la técnica de
demosracidén bastante distinta a la utilizada en el capitulo III
En lo 51gu1ente .r\. denotara un domlnio exerlor

- Tecrema principal B. = Tonemos r'(v) 'y C(x.v) funciones medibles
: ca valoros redlms que saisfacen v » R =S

0<c <C(y) C(x,y)€c S S Iv-l

Supongamos ademas que esas fun01onns cumplen con‘:

R 1ty - coty) | s <: Ca m‘; ml') s

"esf

“ei‘sentldo diétr1bu¢1onal en=J1‘para alguna A*;> o v:'~fv

entonces =0 a.e. en .n
VPrueba : v : ney ‘ '
Tomemos la bola de raio R que contiene all=f. Sea'dGCUl'"}

" que satisface P=0 en la bola de radio R+1 v #=1 fuera de la bola
de radio R+2. Sea V=g¥. entonces VE H( M) vy ademas cumple con:

(At 5,9+ 9w - 4/(; Jv=79 | _Iv-s
"dOnde' : (-i "’) “/( (9, + /\/: . T . .,i,v;e
" Tanbién se puede suponer <, 8C, - Solo ;n —;na— o;;;;;;—v;e

utiliza esta relacidn v es a travez de la  definicién de
una constane. ‘




1;“13’ = '\A:(‘JI e '\/Cl(,ll‘.ﬂ ' IV-
3(1/3) ¢ A¢) ¢ - 2 V¢ V?{f | IV-8

~

con A= '2 rt+ .]3‘
Sea B: H(m) -—-sL(ll) dado por B=-A+ qly) + aix,y)

Tomemos D al gpnerador de dilataciones dado 'por b=D,+ D _ con

Y
-t
Py = I’( T %F":

T
D = _¢
o % Cafse Bo) |
»donde D,‘ y‘. ;Dj;, son deflnldos en sus ma:{lmos,dominios_ (las.,

ejr:.vadae- son-.en’ el ‘sentido’ dlstrlbuc:Lonal Yo
“EL 51gu1ente lema establece la est:.macibn de Mourrn= para B

"_:Lema 1 . Para cualqu:_.:ar 4‘/.—- - "/c pos:.t:.vo =*x1st¢=n un“‘f :
,"1ntervalo abiertc 4 que oontlene a /. , uUna constante positiva
¥ v un operador compacto K tal gue - S T

€ Lol EW R el + K '. » wes

’_Slguient.e m‘anera‘ ¢, "7:_' C ’*) o
( ¢, < (15 n'Hl)— { (ny b.”,_\ (.D¢ B'I') }

: Notese que, L (m"-“) esta contenldo en el dom:Ln:Lo de D por 1o que

iv-10

. (mas adelante‘se tendra ‘una’ estn.mac:u‘.m d qm= tanf‘ﬁ

- pequefio “debe ser el- soporte de f v con’ esto que tan pequeﬁa‘ dbbe,.

‘ser esta’ ve01ndad) '
Sea C= f(B,)C([B, D]f(B) donde Q H(m )">L(m) es “dado- por

B, = -4 +q(v) v’ (.[B,.D] se define come forma cuadratica

entonces C qunda deflnldo (como forma cuadratica) por:

L“f/ CHJ«? ( Ho.‘j# , i' co. n Feoy ) ¢ YE :,(m-""):l\,,_l‘j‘L |

'_utlllzando la forma expli<31ta de D tenemos (ver apéndice IV(A) )y

(fev) = (e £y f-n- $(&rs -9rds-9)Foay) |
¥ v.VvVe Lea™) | IV-12

esta prc'pledad nos pﬁrmltn demostrar que € coincide con la forma-
:'cuadratlca asoc1ada a un nperador acotado que denotar@mos tamblén




Sea F el RPEIBdCF de transformada de Fourier en la variable
¥#. Definamos C= FCF . entonces L = C + (ver apéndice IV(B))

1 3
A e !
con ¢ =k Fleel | IV-13

Cﬁ,: )L-(I'—L-f'i) C Clil by] )r(k!f'l/ : ’ _ IV=-14

con h= -3 + T L) v DCh)=H( ) IV-15

dondethiene la importante propiedad de que su espectro esencial
es [0, ®) v no tiene eigenvalores positivos (ver apendice IV(C))
: ACGmQ h es acotado por abajo (pues.d_ 2oV q(y) es acotada )
.entonces. por el ‘teoremna I-12 el ospecgyg de h+k @sta contenido

@ ). .con c=constante 20 . . IR S

A

'f(P +h) ’_f(k +h)dE(¥) ‘ ntonces f(k +h) 0 .. Por lo tanto b:
es GlSt.LntO de_cero_solo cuando k* s/w I{c (o sea cuando k esta
.en..un’ compacto K em ). .

Podemos tomar Hi'” g Ro)

suflﬁlextnmnnte pequpno para que

f’u

Prueba.A (de 1a prop051010n ﬁ—l)' s Probaremos sels aseveracxonesj
que neos daran come consecuencia esta prop051c1on. ,
Tomemoes Pp v F, los proyectores: ortogonales asoclados a h  en

“'v crmspnctlvamnntp

d . Asnverac1¢n Afi R Sea-v.cualquier real positivo , entonces
podemos escoger el sopore de £ lo suficientemente pequeto
rara que .: '

Gz ud) P fCin) + i f'(k;i‘l B | .1v 16

Prueba (de la aseveracidn A—l ) Sera suficiente con probar qua

Pa{ ('en) 2 (u-%/73, ;(uu

mﬁdlato IV 17

CIV-17

»—"eg 1n



ngamos que K ‘/A—)’ v topemos =l sca;:rort-=h de £ de tal modo
que %M - Probaremos que P,f(k +h) 0. Como F}f(k +h) f(k +D)P
Y qﬂ-'+h ) € [-c+k. k"] entonces (K +hizo/// ¢

Definamos ahcora dos funciones x_ 74 en b(ﬂ,) come sigue:
/)(,(35-—1 %0 h(-'l /" x (3’:-:o S; :’>o /' : ((+—I"Y
A (y) I | N, )

ls : '

4

 ~:_ R | 3 | | Y | - s

© estas  dos func1on9s nos seran muv utilns cuando hagamos uso 'dem"

A IN=Zew TINSR L : G T - ‘ Y e

' Nntcmos”_que ﬂC‘--Pq% 4 PbP + CP“+T PCP Las s;gulentesﬁvwﬂ

. aseveraciones. hnhos permltlrgn ;obtener de51QUaldades para los’
terminos de la.anterior ecuacidn..- » K

‘,1As~veracn,¢-n -2. . Podemos  tomar el soporte de £ 1o
: =ut 1c1*=nt~==mf=-nte pnquen«- . para que dada ){)0 A o co

g - m«,u (C _,-‘ _+ 7 u; ?"J ”“" o

SN ICUTSTETL ,t «hiCy, (,.’ »,w @R
- ?, HCTUES unm

\r[lra
oy
a'l:
|

RHGARIC s, %1 fcw.) 2-7 B A, Few@iv-10

- Tomemos ‘a}‘mra una func:utnn g€ b(ﬂ) ) g= 1 en el soporte de f,
',,_,‘entoncc‘s f(l' +h)-f(k +h)g(k +h) : (tnorﬁma I-15%) -y en IV—19 S

BC&— ‘(k&h)?pﬁ(l‘-l‘\)‘ 57.(51 Pg'] 3(«.#.)? F(KMI -

f(uﬂl ,g(uulc ?.7 +C3-9.) 7 + :3:1']5(«4}




ICL R " . . L. LIVe20
Aﬁalogam'ente-v : . o - ' - ‘
A

EGE, wal.IP FCivh) ¢ C:}, bg'! 3uc4¢.l FCicer) - F(Em)2 30«4)[
| 9.8+ G-9)X_ +9.2] 3(u4l ) 1v-21

Ahora hagamos lo gue sera una mu,v importante descompoéioibn:

g(uu cLs, a_.,] 7(mi- 3(:4) ¢ [ (7, 7)7( t 7.1’ +7 X,,b,]g(mu

4”4:7.2’43(““

‘n.X; - tl 3 /C -;.49 Civisa

Nnt -’v= cua todas ld‘:' cantldades )' Csh ?-) x‘ A C% 7}2,-

o4 g. ( Y3, ¥s £ 5,: X+ ' -son acotadas v tienden a

i cere. en. f-‘-n vista ‘de IV- y IV 3., . Entonces por el tecrema de
'-RPlllf"'h, : ’Vf='r‘ apendlce_ IV(F) ‘el opprador entre ‘parente51s en

'_h) es compa ien oL ' dic

{(nu P,s(“u((nc“sﬂ uuu- F(xw

ompaco “en. Lfm

llj(H‘l.l:P u{[ [lj( u‘!lJ‘( E(U u u)

Si denotamos por Egq. E, e e los elgﬁnvc‘lores negatlvos de
n con Ef‘E <E s v E 0 si cero es un ‘eigenvalor: tenemos:
¢ ' | ' ' ’

ol ea W A< E T S
GBI =< e 2, ELE.\- E(%-o} G <l &€y

E(O\‘-P’ . t\)o

L ‘ S
) =ntonces . la funcién (E(X)Pu u) es continua en todas partes y con
L esto’ la medlda de cada punfu es cero. Entonces el  tecrema de




convergencia dominada de Lebesgue nos garantiza que si el soporte
de g tiende a cero (g siempre debe ser uno en una vecindad de )

casi dondequ1era relativo a la medida asociada a (ECA du,u)
entonces |} g(k® +h)Rull tiende a cero. '

Mas aun, dada una kg arbitraria en K (el coniunto compactto yva
determlnado) podemos escoger una pequefia vecindad \4 alrrededor
de Lk, de tal modo que gk +h)R tienda a cero fuertemé&nte cuando
el soporte de g tiende a cero para toda keV, : ~ - _

Por el apendice .IV(D) tenemos que dada k, € K existe una

vecindad Vg, alrrededor de k,dopde Kg(k' +h)F, tiende a cero en la
topolaglia uniforme de F;(L(ﬂ) a)) cuando el soporte de g
tiende a cgro.
Ahora, K es cubierto por la union de todas las vecindades VE.

conf, € . entonces como R es compacto existe una colehc1¢n
finita de tales vecindades qgue cubren a K , €sto es

 EntonFe= podemos tomar el soporte de g suflclentemante péqueno
para que g(k h)Kg(k +h)P tenza norma menor que 3/2f para todo=3

o ‘ deto tpnemos quﬁ POdemOSf tomar elff
"suflulentementw peguehic para que‘“ T e

? j(uf-) ka(zﬂl P > -l‘% | " Ty J L.!.Iv-23
4 - ! ? {(tﬂ-) 1’ P 'f(tohl |

‘fA e er501¢n A= kS DadofVD'O‘ podemos éiegir‘él“°

soporte . de .
suflhlentemzntp pequeho para que s ’ o

A ae; P F(u'u)c PRy flew #

1 tomamos. zex(m) con g=1 en el soporte de f entonces

?; c‘ e = L?c f(kdl b LS P 5(%h) ¢ T, 2y quU I(k+4)~_
f(uhl/’s(ku} (oYt (q-50K-+5.2] -
- sCel b P f(ku,l I A

La demostracién se sigue de IV-26 haciende lo analogo .a la
demostrarluq de la aseveracidén Ay;2 , - la cual se basa en el hecho
de Que Pg(ﬁ;h) tlﬁndeﬁfuertemﬁntte a cero cuando ﬁl soporte de g
' tiende a cero para by €K. /// A

‘Ahora veamos el termlno PC; Tomemos Y(y) una func10n en L(ln)-




que wvale uno en una pequefia vecindad alrrededor del origen.
Tenemos entonces: ) L

(wa./w‘ T Cl—v(“l} & (y(:.) b Clogh)8)

8% =
l%y(al c-u;(h)f’, 1('») & (,_7(4,/F 6 Ci-y3] Cuy(ul
e B GG C-atn) & - - 1v-27
- Aseveracidén Ags. Podemos' escoger el soporte de ’f lo

suficientemente pequeiio para que

6 Geye) ALy

U iComo th' es acotado poriabajo i, isus- elgenvalores tambien .

son vy  comc el espectro. esencial - de h es [0, @)y h ‘no tiene

eiaénvalhrps p051t1vos los e:.genvalores de hisolo se: pueden SAN

. ¢ acumular en =l cerc.- Denotﬂmos con E~ e Na los nlgﬁnvalores de ¢

~ . h(en forma creciente) v como B céNei eigenproyector respectivo. &%
Tamblén definamos - Bgcomo =1 élaenprovector asoc1adu al ‘cero si

S elgenvalor‘, v-en caso contraric:como- cero.' - R I

9”""""“5‘ o 4 (l-w(ul & (n 7(A)P, : | o
| : (!“I(HI F(luhl ¢ Cl1 b,’) F(pu.) ﬂ, (,_7(;,;/ L 30?"

‘,‘__Pero (I—t;(hl ) f} F(lcfly’ 5 (I~7(,a) {(IH ,u}

'y como en una vecindad de cnr-"“"' Y4P)=1 = I NeIV 3 l-"[ (El‘" o %

(esta es, la N que utilizamos en IV-28)




=2 (.-mn 7 () @ Thy m fad & Syl -
=[55’ G-y LE) jf(tuElP,] Ch By) [ 5' Ci-9(C) F(b';l.)qj
S X Gyl $ IR TR FCe) Gyl

s (~—-1("" ‘(“Eﬂf’i Ch pyd A F(kl,&;'l Cr-y )
’—u
Z Covent) (K 8 ¢ Ch D P F Oy Ee) Gy Gl s

- Por 1iv-28 v IV-29 en IV-31 tenemos qu= ilas dos sumas son cero
.y de IV-30 concluimos. /// ‘ :

+

AS ver3010n N AG-S Dado !’ﬁ podemos escoapr ¢=-1 soporte d@ y L
suflclentemente pequpno de tal modn que 2 SR

;(M, Batl & Goal)6 + B o =,cu) 2 yoig mm Ly {(ml-‘ ey
-1 Iv(“.l\) f, S\,(l.l z (c 1(1\, + (a 7(“/2’ '1(")} F(H‘l. a2

s IV-23

‘tomemos m= min{m.[E_ [ v redefinamos

; —|--——-l———-4———-—————l—- —————— I
5‘ . e

f« '1('nl C. (n q(um,'

.,entonces r,"(“‘ C‘l. G- 1(“,(, - p’ (‘,,0 ) 41([,] C., C' c, (l,),pf ’

iP (l ~fa) 1(‘1’@ (l ‘7(MIP a (pues ﬂ, IN';"( 7 ‘I(H:o)
ﬂ,ﬂ ‘ j€
=6 u-e.} 1(UMM/ Ny c J;~+$(a; 2,] (.—715115 f((c+h)
".v—t' A

zZh Hualu-a.m(u r- 71( + Q- ,9.)2? —7% +cl’;r,bﬂ)
. Cn—vChH g qu-) .. IV-35

1("_’0 i s : mlsma§

Analogamente f C¢ -c,("" C;




condiciones gue va tenemos para el soporte de f vy con esto:

p’ G -.,(l,,]a Wb 6 - ;5'.‘; -F(kl-f” 6 Co- -,Ut)l C-9.7 4 (y,-5.) 4 -_.
ca, X p o, ) V9] Ci-4) £ FCER) L L e

De las ecuaciones IV-35 vy IV-36 obtenemos:

fraW)C G-90) ot B Coy(W)E 90l =
- ,2;! f, f(éhl (u—e.)‘,u./'v f(khlf«—-;(»ll/j‘, -+

- b GG

yO1) V- f Wisl (- -2 J y(AIl’
- 7,-*?,‘,2 'F(ulal ('_,,]7“: ,-(.‘-v,{,(hll" Flkn)-
.  ,'- -‘i —?{“ f F(u'»’ (( 7(“/ l’ (l jc,(h/ F(th/

donde Y= i 21 - 9K =~ (3,-§17-

”cota lnterli para'lﬁs prlm#rcs o

-'”3Lebesgue)rr e e S j=w : o .
“Tomemos g G u( ﬂ) 'con o= 1" enel" soport@ de o f
prlmer térmlno d€ Iv- 37 nos. quedazg-, : .

T b FG Gl b V) Gyl 6o

‘7ﬂcomo Vg(kz +h) es’ compaﬁto (teornma dﬁ‘ Ralllﬁh . v~r, apéndlu~ﬁf

'~ 'IV(F)' ), entonces por el pénd1c-= IViD) Ci- Puf) .,U.) V' 9 CK'eh) (n--,lkl):'
;tlende, en ‘la norma de C a cero cuande la longitud del
soporte de Y(f) tiende a cero.. Entonces dada )’)u podenos tomar el

soporte de t,(f) suficientemente pequefio para que

M Ci~ Pl 4lhl v 5 CE'R) (-—n("ll/ ’9/2

cerSen & 1RV I V3O Cv)) " enonces [ con
‘b'e§;§3k!l\P/ﬁp‘) I" :f (Tk "WPkP)“ +ff:f (1@}?# <;ny

Flkzyg rm)[- entt x4 w ;akuuwi |




IR AR "‘v/

Analogamnnte para el segundo termlno da IV-J? tenemos gque este ecs
mayor © igual & -~Jdv/H ., .
Por otro lado, los dos tultimos términos de IV-37 son iguales 2

5 P (A 9] (o) AR
+ 9, FGAN c f (‘1(‘0 A’ (l--/thl/ + (l—y(hllx/ 7(&/6’]“&44/

‘como este wltimo Sezundo término es 9051t1vo (tomando o av(ij’)
- es inmediata la aseveracién % s. ///

Aseveraclon ,\,e Dada: )") 0 . podemos tomar el soporte de_ Y 1la
' : 'éntemente;pequehg*para‘que S S ORI

,* pr ‘1(” C;"l(‘!) (l’lk , -f ﬂo(l ., 7(‘»] c,q(t,}(:-f')r’

QY or el teorema del vxrlal .

2 F(Hh) f £ b} ( -? + "C?,. b,l) 4 () Ccé&.)f#-/3_(.-/;)1(61-":'
( 1' C?,,b,j‘f{k} } F(hfk) ‘

,_+ i ((w.) lzl’ (l—ﬂ») q(hJ C 9, +0 | ?v,bﬂ)‘t“‘} }{(“M
'haciendo . ? f Q/_ ,'_ C¥. ; ) x_k .'- :: X{ | ,
Ve (g, ?—)7 = ?, )(+ +ec ?., ]




*""f“" & ‘*f‘»lﬂ- B ) f:&igaw(.'—&),w , ,3 Ciotod gt8)
| « vy oo ) F(H’.h 2 .F(,_,A) [p Cota) ‘l“"V7(hl f«.l ECuth).

- 3. F(uur,yulk f ,u.) flest) + 7 v‘(hhl L. 7(«11 x/ur,., {(M+
+ 9. T L)1, 9h) 2. 36/ F(k#él  1viso

notando que los dos tltimos termlnos de la anterior ecuacion
son positivos, la aseveracidn se probara si -demostramas que :

IP..vlt,;vvm(:- . ) f" RAGNI volhl b+

; émos el soporte de V(f’ f{ uf1c1entemente pequeﬁo e A
‘gro esto ﬁlt“’ s consecuenc1a ”‘QUR V1(4] e= compaht- N TR e
:((;n-) (&) r;ﬁtlende *fuprtementewaiCero s el ‘saperte: de:x( S
~V“<tiende ! [ oaro . La manera de hacer ver qun‘IV -41.es" valldo es’
~’yanaloga a cnmo se. hlzo en la- pr09051c10n ﬂr' /// : R

-wtheglas-aSeveraciohes anteriorés‘tenqmosu;;

‘ﬁﬁfentonces ;3

Extwngrnt ) *(H‘-IPF(HA) ‘- cr.n«.u‘.n',)faqu-'f*ﬁ:'*j

o o ‘? “Kl‘o)y L(HL) = "4»-‘1v 4z
Ccomo e¢ Kol D 1. fehal k f(mtl ;,-7 Hml s
g entonces i . iy
e °‘ ¢ {,u 7 e Im Fleen) + G- r. F(Mh _, A/& .C._(m}
 tomamos W4 para aue u # ‘. f (ml 4& t.m Hu«-l




entonces ‘ a Y, ('u_ 7- f rc ) f{k— H\’
v como Y - 9. D o podemos tomar Z )( de tal modo que )’_r ? - 2)‘ ),

e

A t
.¢c x ¢ '('(\L"'“' con lo que se demuestra la

prpeosicidn F‘;—l .S

-4 3 L : . X

Como Ff(B YF = f(}?BF }y = £(k +h) v la transformada de
Fourier es un opprador .unitario tenemos de la proposicidn I:—-l que
c s> f(B ) ' IV-43

Proposicién R-2 Sea F(¢)e€ um entonces  F(B)-F(B, ) es

compactc- como operador de L’(n."“) Cen L

QL Byl funcxcvn pnll |
. suflclentementp zrande para qgue’’ \lF(v)—‘;FA(y)“.. <
: F.-(,B) g(B ) es compacto, entonces F(BY-F( también lo es punstov-
.. aue  *NF(B)-F(B, >||<r/, Ly UF(B,)- 1;(13 )||<r/t por lo que :

¥ #>e

‘Notemos que"SL

|l[ F(B)-F(B,)1- [F",(B)-F(B )]ll <#

S de (y+J)" '. < m Vpeu = (B)”’ F(EL, ) es’ comblnac:l.dm
"llneal de (B+1)—(B + )= . pero esto- l:nltlmo es’ 1gua1 a o
. —(n-lﬂ, ! —.l, : Cacm-gii) B |
s,(x.:ﬂ (ﬂ-ft_l - Probaremos qup (B+§)a(x.y)(B+§) es
)-~» H “") q<‘¢ _-“; Meag ..

+§) es. un,operador acntado de’ L(n" ‘en L(a" 5

suflcientﬁmente grande’  para que -§ eﬂB.) 7 (Be @8 acotado, por
abaio ) v comc -8 €s cerrado entonces (—A+1)(B +J’) ‘acotadoe
en LA™ . _ » - ,

Tomemos  una sucesidn {us> CL(II ) acotada. Entonces  1la

e Agui (n.) es consideérado como el subespacio de " funciones de . :
’,L.(ﬂl que t:.ennn prlmpraq Y segundas dprlvadas d;stribanionales .

en o™ ) con 1la norma "f“ ( I “b[",%
oo loc] 22 .
~e Esta desigualdad es consecuencia de las propledades de 1la -
Transformada de Fourier.




como - ‘;C?u )} ='v"'-i"' V'. *?,‘f {'71'— 7+ ("13'!) 9s e . Iv—as
con =4z - dzids) v e-<x.,..-><~,s)
entonces usande IV-22 v IV 45 tenemos en IV ey

{(e)ac,n,bj Fen) = [ F(a./ ¢ ta,d3 Fol fea) +

+ ?('A} K, fFe) | Iv—aé

donde K, es un operador compacto.
Usando IV 43 tenemos:

:-,F(nh Co R} Ha) 2 Nc) Fco.) F__fe) + £k fw

on .

A,Ir:'b‘m eacgto

r f(e) {(a: ( co) (:(a) -l f(o)

r f cal + f (ol K, F(sl | Iqa |

cwicoewt Fen K e

- con K=E( L~«).§E( A) que es a Su vez otro compacto . probandose con
esto el:lem s B SRR :

v ‘-sigue del “lemna; IV 1 que: V 0. .en R

. tiene’ :que - ¥ debe .anularse. fuera d
"continuac10n nnica ‘tenemcs que
“demostrado el teorema prlnc1pal B




'vjhi§0tesis

Observaciones.

Los ejemplos tratados en el capltuleo ITI , aungue no eétan
identificados con un - caso f151co concreto, muestran que la
apar1010n de eigenvalores p051tlvos es factible tanto en Mecanlra

la

g

Cuantica como en acustica asi como en algunas otras areas d
fisica donde se tengan fendmenos de propagacién de= ondas tales

lcomo en elastlcldad fenbmenos electromaznéticos. etc. . Entonces

 é1’festud1o fde 1a aus= ¢ ~de elgenvalores p051t1vo=:7t15ﬁe-

‘”r326nuﬁde‘?ser tdnto con ruspﬁctn ‘a las dpllcalenﬂs comor o, is

“teoria abstracta de los espectros de los operad es .

Por otro 1ado el‘habér-moétradb enbloszéaéitﬁlds'III”y IV;;ds;

teoremas

Notemos qUe"

ifgi-éétddio de estos problemds
se recalcsd desde un prlnrlplo en este traba1o )~un cambio en' las

las. caracterist1Cas de

»,acerca,>deq‘ la

velocidad

:propagaclbn guia_de;qndasﬁdeformada

perfecta

”considerablemente dlstinta.

En el caso del teorema A. lasﬁhipétésis ITI-2, III-3 v IT1-
. , g .

nos ayudan para conclulr que V(k v) v} _v’1c< &25 Vv M.

A . K Pd L

La hlpéte51s III—S . que con51dpramos es la que tiene‘ nayor-
_influenc1a en 1a determxnacmon de la tecnlca a utlllzarse V.ﬂrnQS"

ayuda'»para ‘poder hacer 1la extensxbn andlitlca para f(k y) a “la.

‘banda hmz‘ s X que es justamente lo que., mediante el  principio’




. v o ‘ 7 LT e
del limite absortive, garantiza V=0 . v % M. Y Y k

En el caso del teorema IV las hipdétesis estin fuer

o+
1
2
]
a
ot
I

ligadas a ‘utilizar teécnicas de compacidad gus caracterizan la

demostracidn en este caso.

NOtése que puede héber casos de gulas de ondas deformedas que

cumplan con las hipdtesis del teorema IIT v no con las del 1V (o
visceversa). Entonces 1o interesante ==st4 en tratar 4= buscar
Vhibétesis sobre C{(x,vy) v “) d@ tal ‘modo qup mu‘hﬁs ti

',de fondas monc1nados qupden contemplados yf”"

'fféﬁieqdof‘ausencpafidp"elgenvalores Wposxtlvos- La teCﬁlCJ

'~demdStraci¢nf en este ‘caso qu1za pupda ser una. 0umb1nac1ﬁn dé

3; 1deas recozldas dp 1as tecnloas expuesta= en los Pdpifulnn III y{




‘ . ‘ _ o ; ‘
quceSLGn {K'(B +S)u,} es acotada en H(E& dondbl’es 1a funcien
caracteristlca de la bola de radio R en jp™!. - bﬁmﬁ dicha bola
cumple con la propiedad del segmento tenemos ‘que por el teorema
de Rellich ,(ver ap&ndice IV(F} ) gue existe JMna subeuce51nn

'{ Y‘(B +$)u,3 gque converge en la norma de L(Ek v con  =sSto  en

¥ oY) . Entonces los operadcores de la forma a, ﬁ'(e +.5 )‘ son

compactos ¥ Redl ., :
Ademéis dada :)0 - podemos tomar 'q Y lkdondp I; y} =1)_4 PUes

qQ(X.,.y)=>0 . Entonce° es 1nmpd1at_ quot Y(B +{) _*,q(B +j)nn la
PUxi 4 (sl soo i : ’
topologlia uniforme d _.JL(& ),L(m‘)). 'Y con esto q(B-+S) es
compacto asi como (B+? ?(B.+;T‘ 1<lem Yy con esto F(h) F(B, ) en
L( lt' : /// 2 : Y
Ahora, para W= X¢ . O u= y ' _ .
u(a) -(-(4.) ) = <0.+ n L’Lam} f o) - -

;esg_compacto en L(ﬂ-) Por tanto debldo a la prop051c1un B-z,

£(B)-f(B, es compacto de L(u ) enf H(mr ;",y, por -duallddc

:tamblén dp H(mrf en L(u h . ' - - ’ L
L ‘Tomemos fciﬁknm) qQue satlsface IV=35. - Sea fewiut),ce al mﬁdr 
‘.'que sea igual: gﬂunolen una. pequefia veclndad d_;/. v ademas f=1 en.
el soporte de T oro ool b ‘?;g‘, TR L 5 R

f(a JcCa, n] ( .‘(a; m.))f f(a.).ca.,n m)]+*

+ Ho)m; j €7, n F(e) |

~ ﬂﬂf“)' denota al coniunts de funciones en L(%‘) ‘que tienen
.primera y . segunda d=r1vada dlstrlbucmonales en L(E > con'E‘ la.
bola de radio R en n}’ LT L A . S C Lo




APENDICES DEL CAPITULO III

APENDICE III(A}

Probaremos que R( 2 ) son operadores en ﬂ( L‘(IL‘), H Yy ), c;n Eef("',

'Nos basaremos en las siguientés ralaciones
para A0 L (n) c L(lﬁ-) c L ((l)
cumpllendose ‘con relacion a ITII- A1

para 40 "Ulla, llu”:f MUI{:

Sea VGL . debemos demostrar qu«= N R(”V“u

¢-«
. IIi-Al

I11-A2
¢IIVI]L‘ | L

,alguna constante Gg. E=to sera COHSECLX*—‘DCIE‘ 1nmed;\.ata d-= pr"bc\’:

Ut:.l:.zando III AZ tenemos R

d a(tl YII ‘ u W &

.‘-'f Lot




APENDICE III(B) I ,
D(H) C“‘"*Mun 'opHradmr"autoadjuhto.
L R(;Attclf coonde €20
=S la re5u1vpnte de H

Prop051010n’, Sea H:
entonces ¥ f.en H se tiene
51)‘ no es elgenValor de H. ( R(z)

Pruebé: .
Por calculo funciocnal tenemcs

P
u:u;umnu- J11/70a- s ,
- , :
con {E(l) la famllld Psweftral asoci ¢ .
Entonces :

u
1Y
o
'
[y
XL

: e 2
WeRGtiel FU c Jhe/ awwecd 4 (Ebs]

"entonces"‘&

':entonces f (& -*'0 a. e.f (pue .F no eq 81Epnvalnl'7f

Do ' RS T
|y como I fIR €L ¥ oe>o o |
4jentonces por el teorema de convergenc1a domlnada;dé_Lebesgue“vsel. e

s la medida asociada a (EUDf. g) es finita. .




v’APENDICE III(C)

Probaremos que f(k.v) ,como fundibn de kK se puede definir ,
en el subconjunto de &€ donde estaAn los nameros cuva parte
imaginaria es ,en valor absoluto, menor que a('.

(a) Primero demostraremos que exp( d.lxl )f(x v3eE L(ll’ con la o que
aparece en III-5.

.Como I(‘/‘bl 'UA¢ -2 7# VU + f(V ( /c(x,-,l - (_/c:_('a))
" donde A¢ vVﬁse anulan fuera de la bc-la de radio R+Z2, ‘entonces

solo es necesario demostrar gue -6 4 v (/c /C' , P l'(ll-"y
. . *
Tenemos entonces

» t-uu | o LA G a.(m ‘
.e' ; Iy Jy o ,\ j l-w tCo (3«: gc.f c'.\ ’th.[),-
: LTI el .;ten_emjo's L

© - con { constante

pues VGL (m

‘ ;estah los puntos cuya parteAzmaalnarllﬁ
UL quel ol . S ‘ . ,
Co Tomemos

.:;1";'6 da unafv“ft‘u"ri‘c-iéhi-i"" :

Cons:.deremos ahora fe f. -f tf- 'f '(g ¢ ll'entnnces
ol fw % . ’.t
Hf :v) -f S F(x,sl e
- si hacemos g(x y) = exp('a(lxl )f(x y) . entonces

?(fw 9) j -,ﬂ&; ,Ji,.e‘ﬂ““ X - "lxl 5(‘( }é‘

_por lo tanto si 'ﬁ - -<m $o Vxe ll f(f W, ¥ _"e‘sta




\:-1o=n deflnlda cc-n ~( '?ﬂ(( puc-s g(’x'.; )éL“ ('I,.")
Ahora, si Tl x> { Ya@w-X| ¢ ocix)
entonces 'f' w-.x - i <o ¥ x en:'. s

(c) - Probaremos ahora que f( f’w v) es. analithd para CdSl toda Vv

si Jim€{<x.
sea ¥ fijo tal quelinf( < o .
Tomemos cualguier sucesion {h, } c €& aque _corwerJa a1l cero. vy tal

gque [Im (€46 ) et Debemos demostrar que

Vvem

1;‘” f (,f" lm/ “’,9\ = ((f/ wle = 1.‘."' éz n | .e);iste
ades ha ’ v ha o

.- 1« ]‘F ("/ ,J"

e

‘ —Az;f-[efw [

gy

: —tfw-x C- .

,entonces como s '
. - _ , °‘-l\,w x

, ‘ lf (x)l lwllxl ((r,g] S ;
Y, Gomo- gl £ (x. el Vyew (pues exp(.zlxl f(x y) ‘esta’ én
), podemos utllizar ‘el teorema. de conversgencia domlnada de .
nos: garantlza ia 'ex:Lstenc:.a del:'lim:.te “deseado




APENDICE IIXI(D)

Teorema de continuacién unica

" : . : "
Sea U:L-*C tal gue YUEHM: _ V.ve Q(‘l)

Sea D un conexo abierto de i v supongamos que se cumple la
siguiente desigualdad

[Avm] € M Jux)] ae=n D.
Entonces si U se anula en

una vecindad de un  punto cual-
qu1era de D, U se anulu en todo D. | .

Para la demostraci@n ver [RZz]




S APENDICES DEL CAPITULO IV

Apéhdice.IV(A)‘

e R R AR ’
Sea 2=x‘ i= 1 2,...0 zM-i:y Deflnlmos ademas -’-A: - j,_‘,
J=1,2....,n+1 . Entonc&s =n iv-11

y D = fab:, + %"35 para

tenemos : S
e w/ ( T C J{bn * ﬁn“«') ) J‘f, D,1£0)¥)

W] Vyeda

Y ademés (a!. ¢ ) , C‘_’ ST o |
f(B ;—ABF(B ) conmuta conjf{é;)qf(ﬁé}.ﬁéraﬁjfk;iﬂ

L con k E N

. entonces

f POI‘ 10 un en qA-—l tenemos S

en 4A-2 tenemos .

NEICT/

- "'donde g(f) ~f£('f) 'esta én C(D- ), -
- Cf L‘Jo ’4 r ﬁ(_&uﬂ, D“"'!F('a.’s,/ ) = (_F-(fj,) ‘[, l C -? (-IMI)J' )nn]‘fiﬂoh

-( H/s)sv,

- de £oA-—3 es inmedlat

5 5;, '*'"r ‘-5,} F(a.lyf) | “A_..
o IV 12 SRR T L o : B

,f-'- $.}((a.} o

autoadjunto y ‘por’ lo i

- Por otro 1ad0 {(c.)s' L-" 3 ( f['; Y-fn

perador

""’"acotado'porque -a es un o



a S BT o T g
cerrado en (d?ﬂ asi como ¢ %7 lo es en H(nr);
‘Entonces 1log operadoras , '

"‘(00' ('5, F(’J.I 7 ‘{(0.) aJ‘T Y?ﬂ 'Fco” Jlﬁ(o')aé;p{(a.j SCn cerrados

. , : 2 awm
( g{y) es acotada por IV-1) v definidos en todo Lt ), entonces
‘por el teorema de la grafica cerrada son acotadogs. o




Apéndice IV(B)

.——-.-—_._—._—.-.-——__

, -1 o ' -1
Tenemos 8= FCF = F£(Bg) ¢ (B, .D1f(B,)F

Kz

(ver apéndlce IV(A) )

B . ’ : ' ’ -l
F£(B )<-b)f(s )F Y Ff(B )LEQ(y) Ds]f(B.)_Fﬂ.'

Qo
1

a»
L]

-t o ot : . _ :
GF(~8)FG + GF ¢ [q.,DJ]_FG ) g o ' 4B-2

" con G=F£(B.)F

LTPero G f( FBF )

v ademas GF:' [q(\ﬂ D,

v,entonces de AB—A } &8—3v; ;4B—4 tehemos P




Apéndice IV(C)

Daremos los rasgos generales para demostrar que. [O
espectro esencial de h

= [0, o) es
. La ausencia de eigenvalores positivo

sigue del teorema 3.2t de [E]. -
Definamos el operador hp como sigue
D(hy ) = {t(GH (> 3 donde H

y Qn) es la clausura de V

la norma ( Il‘(l 4 [l‘-t’, + I(Y"’ )
v toby con e -

también

(- o)

Definamos

I + 5,9
ahalogamente

Iu @Ll

Utlllzaremos el hecho de! quc 31 z Gf(h) nf l..)

. 4
h; z n_ pero en nm
entcnﬁas

. Tendremos

: .“' .
- (h = K-
,esenc;al

‘entonoes“

es un- comparto
d& h es el. mlsmo que =1 de h,
del teorema de Weyl

Por lo tanto‘ﬁlnv’
s s;nndo psto
(tporema 4, 7 de [SP]

Vm (c.. Ju T, ,,u..) .

_espectro’
consecusncia
Como

G;;ul_

‘nes  ‘basta . .con

‘p,ero : ﬁn (A.l-»Va: ( ‘J‘_’?lnr
R Viu ) =

Analogaﬁ; ’
b= :’r,—.l +

KGR

C#. $l+ 7-

u.—f- ;”_;: = |

Yy como.

o—u ( éy‘ ‘; (7 7)) f°,~/




[0,00)




Apendice IV(D) -
Proposicidén : Tenemos una suceclhn’de operadores au’toad_}untos

contenida en BX,NA) tal gue On*g fuertements vy WQUEM
Entonces para todo compacto K de”™ p en K tenemos:

OK =0 v ko,,-ao en la topoleogla uniforme de Y>(df, HA)

n —dos ) n —pey. : ‘ "
Prueba: : .
Como K es compacto definideo en un espacio de Hilbert,
entonces existen dos sucesiocnes ortconormales {{,} vy { 9!} Y
escalares positivos {L} tal que:

= Z A (KD

donde ‘se. tlene 1a convergnnc:\.a en. la ’norma de
Sea‘t:)O entonces 9 L S 7, 4 P

e £ G ,,

Tomemos x$0 G K - entonces

II o..h l‘ ‘/:u

S—max{v‘ o‘; P e -i_.-',»t‘.} : Entonces tendremos que para u’R '
0. o
u‘i ||KQ|| -0
WXy | m—bos
La demostracxén de quellQR il =0 es analoga AL
. E n e - : ,_‘,7A
~ si las’ suce51ones {1{_» y {s{} son finitas, es L‘nme;uato_. evl_m

- resultado .




cindad pequena de M.

f=1 en una V&
1 modo que f=1 en FN

de ta
Elx)

Sea £ €GM)
tomar A:-,[.L.") ’/‘GA
€ Gl = E,(‘;~o) -

o ‘ A

5 - o
] { . .
— L
. 7

{
Cpd & p P M3 S
(£ (BYEWAYU.V) =L§¢.\ JA(E(AIE(BIu. v e (E(dyy la femilis
espectral asociada a B u.ve L™, o

- Con

Prueba:

 Notemos aue

"

. E (-p-,,).'_'"gf(.'q @5,\ o
| A E:(‘Aﬂ i’a“-‘::t.,"' g

a med

entonces £=1 ‘a.e: (relative al ida:d(E

~1im (E(ME(A Y VY

- (LE(p-0)-Ee V) -0 = (E(Byu. vy




APENDICE IV(F)

L

- ey .-yt — -

N ) n . . . . “ . .
Def . Un conjunto .ffcfl tiene la propiedad del segmento si lﬂtie—_
ne una cubierta de abiertos {0;%.3ue e localmente finita
'y correspondientes. vectores {V‘hhlde tal modo que para
04t«l se tiene x+ty' € - para XxedAnm, . - -
. " ‘ ' ,
Tomemos A Ch abierto . () con KeWviel denotara el =spacio

de .funciones que estan en L(./L) con la propiedad de gue todas sus
qerivadas distribucionales de" orden menor o igual a k estan. en

L¢ad

'} WPl a= ( ‘.‘;‘ZID“UPJX)

. I;!(JL) es dotado de una norma :
/A

«leyx

v de un producto escalar:’

'iTebfema (dezcoﬁpaéidéd de Rellich)

con. 1o que

H{A) es unAésﬁédio’dé'Hilﬁéitr

Sea N un_. dominio . acotade que,tieﬁgjvla ﬁropiedea'delv
'segmento.. Entonces .cada sucesién acotada en H(wn) tiene-
‘una. subsucesién convergente en HCUJ). &on 0£i¢k . -
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