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RESUMEN

Uno de les obJetivos fundamentales en la planificacion de un
slstema de potencia electrica es el logro de una alta calidad en el
servicio. Debide a gue estan involucradas grandes sumas de dinero, e
incluse factores de tlpo soclal, es necesarlo disponer de metodos
precisos para pronesticar y evaluar la habilidad de 1los diferentes
disenos de sistemas de potencia para cumplir satisfactoriamente su
funcion.

Este problema no es sencillo debido a la complejidad de los
sistemas de potencia . A pesar de que se ha realizado mucho trabajo
en esta area, aun no ha sido  posible obtener una salucion
satisfactoria que tenga en cuenta al sistema en su totalldad y todas
Tas condiciones de falla del mismo.

En 1a evaluacion del fun:\unamlentu de un ‘sistema de pnten:la es
anal izar el ento de los voltales nodales de
los flujos de potencia en tas 1ineas.

este trabajo, que se aparta del enfoque clasico de
\:unflnbllldad se definen Indices que proporclanan informacion det
campartaninto de los voltaies nodales y las flujos de potencia activa
y tiva en las lineas de transnision. Dichos Indices se obtlenen
Y Rartin dei anallsle eatocastice der probloma da f1uJos de potencia
considerando modelos probabllisticos para la gemeracion y la
demanda.

Los ejenplos de ap)icacion muestran que 10s Indices propuestos
detectan satisfactoriamente situaclones de rlesgo para el sistema,
tales como madificaciones en la demanda y/o la generacion y salidas
de sarvicio de lineas. Este resultado es el logro central de este
trabao, porque permite visualizar €1 comportamiento de un sistema de
potencia en funcion de algunas de sus variables Impartantes.



Cap. 1
INTRODUCCION

1.1 Descripcion del Problema

Entre ‘los requerimientos mas importantes que deben considerarse
en 1a planiflcacion de un sistema de potencia figuran el proparcianar
una alta calldad de servicio a 1os consumidores y el mantener 1a
integridad del sistema durante su operacion. Coma la laversion y los
costos de operacion  involucrados son  muy grandes, resulta
Indispensable disponer de metodas que proparcionen un  pronostico
:uantltstlvn del rendiniento del sistems y, quiza mas importante aun,

ue permitan evaluar de manera consistente al comportamiento de
Sisents 21 ternatives:

Este problema no es senclilo debido a la complelidad de los
sistemas de potencia, aun de aquenus relativamente pequenos.

artir de 1a decada de los anos 4o se  formalizaron  metodos
probabilisticos, uesarmnandnsa disciplina denominada
conflabilidad de sistemas de pnten:la. La definicien clasica de

conflabllidad es 1a s!gu!ente 8i111nton, 19741

“Confisbllidad es 1a prababilidad de un diseno para
realizar su propasitt adecuadamer n el perlode de tiempo
@n que se encuentra en operaclon

Esta definiclon es nay, amplla e Invelucra un estudio en detalle
del sistema analizado. Del a la comp\e_\lnaﬂ de los slstemas de
potencia tradic te han partes del
Elstens para su ana)isie: subsiotenas de d1seribacion, aBmeracion Y
transmision. €] estudio de estos subsistemas desde el punta de vista

e 1a confiabilidad se halla en distintas etapas de desarrolle
[Endrenyi et al., 19821,

En cuanto a los sistemas de distribucion existen tecnicas no
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sofisticadas que permiten resolver el problema satisfactor!amente.
Para el anallsis de los sistemas de generacion, se han desarrollado
para evakuar e) comportamienta del sistema a partir
interrupcion del servicio" como criterlo de falla.
Debida a que durante la operaclon se toman pnevlslunns para que las
tallas en las unidades o no ones del
servicia, recientemente se ha cuestionado la definicion de falia de
un sistema de generaclon, y se ha planteado la necesidad de
introducir caracteristicas antes no consideradas en su analisis
(p.@., reduccion de voltajes). Para los sistemas de transmision y
generaclon/transnision, si bien se han desarrollado algunos metodos
de evaluacion, el problema no  ha sido  resuelto en forma
satisfactoria. En 1a actualidad existen aun dificultades en aspectos
conceptuales, de nodelado, computacionales y relacionados con los
datos de entrada

lo tanta para-el estudio de los sistenss de generacion y de
transnision, individual en condunto, es conveniente anallzar
ceparadadanente distintos tlpes da eventos de falia del sistems.. Una
vez definidos y evaluades los indices carrespondientes, las
decisiones deben tomarse Con base en su analisls conjunto .

1.2 Obljetivos y Pracedimientos

€1 theclvn de este trabajo es deflnir Indices de funcianamiento
del sistoma 2 partir de 1a evaluacion del comportamiento de los
U tades nodates v 105 Flujos de potencia activa y reactiva

spec|ficamente, a partir de la consideracion de modelos
probabilistlcos para— 1a generacion y 1a demanda se efectua e)
analisis estocastice de flujo de carga. Esto permite obtener las

funciones de densidad de probabllidades de los voltajes nodales y de
los flujos de potencia activa y reactiva a partir de 1as cuales se
definen indices para nodos, lineas y Sistema que consideran distintes
niveles de la curva de duracion de carga

esta manera se proporcionan indices de facl) manejo e
Interpretacion, que pueden usarse en la tarea de planiflcacion de
sistemas de potencia electrica. En este trabado la red de
transmision se considera deterministicamente, aunque es de interes
fundamental  incluir  un  modelo  estocastica de la misma  en
investigacianes futuras .

E1 apalisis probsbilistico del flujo de potencia se realiza
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empleando dos tecnicas diferentes: a partir de la consideracion de
funciones caracteristicas de varlables aleatorias, problema que
computacionalmente puede resolverse a traves de la ransformada
rapida de Fourier, y 1a segunda emplea el metodo Monte-Carlo.

eJjemplos de aplicacion muestran gque los indices propuestos
detoctan sabintactontanante. 8 faronten. ol buationes 46 riesga pera el
sistema, tales como modificaciones en la demanda y/o la generacion y
salidas de serviclo de 1ineas

1.3 Contenido

En el Capltulo 2 se describe el modelo de sistema de potencla
que sirve de punto de partida para este trabalo. Se presentan ademas
1as ecuaciones gue describen 1las relaciones entre voltales complejos
y fluos de potencia . Se obtiene una apraximaclon }ineal a las
nismas .

En el Capltulo 3 se des:r!ha una de Jas tecnicas enpleadas para
resolver el problema, a partir de la consideracian unciones
Caracterictites ne 'varishics aleatoriass 'y sus  Caracteristicas
computacionaies .

el Capltulo 4 se presenta 1a resoluclon del prnb|ema de #ludo
us!‘.m:astlcu de potencia por medio del metodo Monte Car

n el Copitulo. § se definen los indices te comportamiento del
sistema de potencia propuestos en este trabalo y ' se presentan
elemplos de aplicacion gque muestran e) desempenc practico de los
indices. -

©) Capitulo & se presentan las conclusiones de este trabalo y
propuestas para Investigaciones futuras



Cap. 2
€1 MODELO BASICO PARA EL ANALISIS DE FLUJG DE POTENCIA

€n este capltulo se presentan las ecuaciones que describen el
comportaniento del flujo de potencia y se obtiene una aprux\mzclun
lineal & partir del modelo de flujo desscopiado., Se describe
prablema de flujo de potencia tanto en su deflnicion deterministica
cono estocastica.

2.1 Consideraciones Generales

Un sistema de potencia interconectado es una red electrica con

na gran cantidad de ramas y nodos. Las lineas de transmision

Constituyen 12 ranas.  Los hodos son 155 puncos dei s)stema en donde

se lnyecta o so consume potencia, y se les denomina barras
generadoras o de carga, respectivamente.

Las cargas, o demandas de potencia, pueden ser satisfechas por
una generacion determinada cn_dlferentes formas, o sea gran

numero de distribuciones de "flujo de potencia" o “flujo de carga®

€1 obletivo de un estudio deterministico de flujo de potencia es
analizar el mecanismo Plsico de control del flujo de potencia en la
red y establecer 1a distribucion optima de #lujos en las 1ineas. Por
otra parte, el analisis del copportamiento del flujo de potencia es
muy importante tamblen en 1a etapa de planificacion de nuevas redes o
de adiciones a las exlstentes.

En un estudio de flujos de potencla es necesario tener en cuenta
las caracteristicas de operacion de) sistema [Elgerd, 1983). Entre
ellas, que 1a generacion sea en cada momento igual a 1a demanda. Con

G2 trancnision, daben eperaree vig:iando de

respecto a las lineas
cerca sus limites termicos y de estabilidad- Ademas es ne:esar!n
mantener los niveles de valtaje de las barras dentro de las
tolerancias establecidas (+/-— S%).

cansiste

En el problema de flulo de potencia, la primcra etapa
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en la farnulscion de un modelo matamatico convenlente de 1a red, que
describa adecuadamente 1as relaciones entre voltajes y potencias del
Siotama. - Em el planteaniente deterministico, va  sogunda atepa
consiste en la evaluacion numerica de las ecuaciones de flujo de
potencia suletas a las restricciones de potencia y voltale que deben
Bapticarse  1as dittintas barras o lo red. . Estos talceies dan como
resultado las valores de los voltajes conplejos en las barras, a
partir de los cuales se cvaluan 105 flujos de potencia en todas las
lineas de transmision.

2.2 E} Modelo Basica

En esta seccion se presenta un modelo que describe el mecanisma
de flujo de potencia, es declr se expresan las potencias nadales de
Tnyeceion v 1os  Hudes de potencia en termins e 1os veltales
complejas.

Para determinar el modelo para el caso general de un sistema de
n barras (Elgerd, 1983; Knight, 19721, deben considerarse en cada una
de las barras las magnitudes de vnlcs\._u:s nodales (V;[), 1os angulos
de fase de jos | voltales nodale: ), las potendias act vas de
gensraclnn ¢ Tgioy pnten:las reactivas de generacion ( Qs )
1as potencias activas de demanda ( P, ) y las potenclas renctivih 4k
denanda ¢ Qq }

Para e} anallsis que sigue es conveniente agrupar en un valar
neto las potencias de generacion y demanda de un nodo. Oe esta
manera se define la "potencla neta® o “potencia de Inyeccion® {...)
del nodo, coma la_ diferencia entre las potencias de gensracion y
carga. En la Fig. 2.1 se nuestra este proceso, asl coma 1a notaclon
2 usar, para un elemplo senciila de dos nados.

- Las lineas de transmision se representan por un circulto
n‘—equwmenee (Fig. 2.1, b, c), que consldera las atmitancias en
serle y en paralelo de la linea, En dicha figura Ys indica 1la

en paraleln, lad cuales estan

admitancia en serie y Y 13 admitanc
definidas por P

2.1.8
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a+tip 2.1.b

donde es la resistencia, X, reactancia, ooy es la
] H

iay g es la adelalln

Los elenentos serie determinan  fisicamente la transmision de
potencia. Los elementos en paralelo representan una fuente de
potencia reactiva.

Para el casa general de un sistema de n barras, considerese 1a
barra i-esima sequn la Flg. 2.2. La potencia inyectada en la barra,
5;1 esta dada por

= S61 7 Spy 7 By Po) + 300y - Q) 2.2

Las llneas de transmision canectan a la barra i-esima con otras
barras del sistema. En la representacion actual del sistema puede
_haber a 1o sumo (n-1) de tales lineas, cada una de 13s cuales se
representa por su circuito TT-equivalente. Si no existe linea entre
dos barras, simplemente se anulan las admitancias correspondlentes.

La corrlente inyectada al nodo I, ~I; ,sers igual a la suma de
las corrientes en los circuitos. Por lo tantof1l

El asterisco en la parte superlor derecha de una variable Indica
1a operacion de conlugacion compleja
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n
=Y.V, cdi=l..,n
i =1 kK a.3
donde -
»i#k 2.4.a
2.4.b
dande ‘Y. = (y;x) es la matriz de adnitancias nodales.

La ecuacion 2.3 representa un sistema de ecuaciones sSimultaneas
lineales y complejas. Esto supane una facil solucion sl se conocen
V o I . Pero en la realldad se conocen las patencias S;. y no las
corrlentes 1y , y el sistema de ecuaciones puede reescribirse, a
partir de 1as relsciones I = si"/ y.* , de la siguiente forma

2.5

que constltuyen un sistema de ecuaciones na 1ineales y complejas.

A partir de la expresiones
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vi=lvgl e 2.6
¥ix 7 Gk * By k, k=1,.00,n 2.7

Yas ecuaclones 2.5 pusden reescribirse coma slgue
P. =lvil Ivkl (G.k os 05 + By seneg)  i=1l,..,n 2.8.a

n
|vi|kflwk| (G sen 03, = Byy cos 0, 1,..,m

2.8.b
en donde ®ik, = %1 - U es la diferencia entre los angulos da fase

de los nodos 1 y k.

Las ecuaciones 2.8 describen las relaclones entre voltajes y
potencias. Constituyen el punto basica en el analisis de Flujo de
potencia. .

De las variables Invo)ucradas en estas ecuaciones las potencias
reactivas de generaclur\, i . afectsn fuertemente a las magnitudes
de voltaje, vl De igua)l manera las potencias activas de

Py o d o,
generacion, Pgi o afectan en mayor medlda a los angulos de fase, .

Una vez que se conocen los voltales en todos los nodos, se puede
calcular el Flujo de potencia en las distintas 1ineas de transmision
de 1a red

Para analizar este punta, considerese la 1inea que Conecta 105
nodos |y k en la Fig. 2.3. La corriente en la )inea, ljk, medida en
el nodo 1 y definida como positiva en la direccion i -) k, esta dada
por
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Las potencias en la linea y nedidas en los nados |y
k, respectivamente, y ambas definidas como - positivas en la linea se
abtienen coma

ik Pig * 3 Qe =Yy Ly 2.10.a

i ik
=y, 1)

k ki 2.10:b

Utilizando las exprésiones 2.1.h, 2.6 y 2.7, las potencias

activas y reactivas en la )inea pueden expresarse como

- 2
Py = (=G + ay) vil? + 1vl1vyl (e, sen byy + Byy cos 05,) 2.11.a

i,k=l,eee, 0y iFk

2
Qi = By - B9 V3l ¢ VUV Gy sen oy - By cos o) 2118

1k = 1,0, 05 iRk

El conjunta de ecusciones 2.8 y 2.11 constltuyen el modelo matematico
que permite pronosticar el comportamlento del f£luJjo de patencia en 1a

. ecuaciones 2.8 describen las relaciones entre voltales
complejos y potencias de inyeccion, y las ecuaciones 2.11 expresan el
flujo de potencia en las }ineas en terminos de los voltales.

- 10 -
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Un aspecto importante que se menciano, y gue aun ha
considerada, es 1a ecuacion de baiance de potencia. Esta restr!::lun
mpone que 1a potencia generada debe ser -igual a la suma de
pucencla demandada mas las perdidas.

Como l1as perdidas no se conocen hasta que se obtiene 1a
solucion, es necesario determinar una unlca barra que sea responsable
de) balance total de potencia. Esto no es totalmente clerto en la
practlca, ya que el balance se logra usando varlas unidades
generadoras, de acuerdo a las paliticas operativas de la empresa.

La barra responsable del balance de potencia se denomina de
holgura o referencla. En dicho nodo sole se especifica el voltaje
complejo (magnitud y angula), de manera que en e} sistema 2.3 la
ecuacion correspondiente es superfiua -

2.3 E} Modela de Flujo Desacoplada

Como ya se menciono en e} apartado 2.1, las variables gue son
conocidas “son  las potencias de lInyeccion,  Por 1o tanto es
fundamental reallzar aproximaciones que permitan expresar, de manera
sencilla voltajes y Fflujos de potencia en terminas de dichas
variables. Como se conace que las potenclas reactivas afectan
espacialmente a las magnitudes de voltaje 'y las potenclas activas a
los snguios de faze, un Enfuque posible es considerar separadanente
Jas potencias activ. otencias reactivas. Esto permite
chtener una 11neallzacion del prabiena e fludos o potencia [ATIan 3
Al~Shakarchil, que os 13 que se cmpleara on este trabado..

Angulos de fase y potencias activas

Bajo )a suposicion de que la \mpedancla de 1a Vinea que conecta los
nodos 1y k del sistema, Zjy= A k“é {k, sotisface 1a condicion

Xik 77 Ry
10 cual @s valldo para s Vineas do alto voltaje, pusde considerarse
solo la reactancla, Xjy vy despreciar la resistencia, iy, Los

-1t -
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coeficlentes Gjp y Bjp de la expresion 2.8 pueden escribirse como

-. T .15,
k= 7 R/ Ry + xp M) &0 iFk 2.15.2

- 2y i
By = Xy Ry + %) 21/ x5 1#K

segunda suposicien vallda, dadas las caracteristicas de
aperacion del sistema, considera que los voltajes se mantendran
proxImos a sus valores nominales. Puede suponerse entances

vl =1

LETRORS 2.16.3

sen oy mey  ik=1...,m

en donde 1a magnitud y

la fase de valtale se dan por unidad, es decir
normal izados respecto

a sus valores noninsles. A partir de estas
expresiones se abkiene
N B
-z ‘i w 2.17
L ks i=l,..,n
o
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€0 esta aproximacion se ignoran las fuentes de patencia
reactiva., En la expresion 2.11.a puede censiderarse .. = O, y se
obtiene 1a expresion para el flujo de potencias activas

donde C = (€jy) es 1a Inversa de 1a matriz ubtanlda a partir de las
o Sanclan Ahdates on Ta que se ignoran 1a #ila y la columna que
correspanden al nodo da holgura ¥ cpj

Valtajes y potencias reactivas
este caso las aproximaclones se realizan a partir del

conacimlento de que los voltajes en un sistema de potencia estan
proximos 8 1a unidad. Se puede suponer entonces que

Wl =1+ 6 v,
o il 2.19

donde & [V;] es una perturbacion de [V;] de 1a unided. Entences

. |vi[2 =2 || -1

2.20.a

LARUCARE S AR

- 13 -
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Incluyendo 2.20 en 2.8 se obtlenen expresiones lineales de tos
voltajes en funcien de las potencias reactlvas de inyeccion, para los
nodos de voltalje no contralado

Vp o= W@ - W+ W

Reemplazando 2,21. en 2.11.b se obtiene una expresion 1ineal de
los flulos de potencia reactiva en funcion de las potencias reactivas
de Inyeccion en los nodes de voltaje na controlado.

ecuaciones 2.11.b, 2.17, 2.18 y 2.21 expresan las relaciones
1ineales entre voltajes, flujos de potencia y patencias da Inyeccion
que se emplean en este trabajo en el analisis estocastico de £lujo de
potencia.

2.4 Analisis Estocastico de Flujo de Potencia

0 ya se menciono anteriormente, es muy importante conocer el
conportamiento de las voltaJes y los flujos de potencia para analizar
el funcionamiento de un sistena de potencia.

En un estutlo de flulo convencional es necesario efectuar 1os
calculos considerando distintos valores de las—variables de cantral,
debido a que no es posible conocer estas con exactibud.

- Un 'estudio de flujo estocastico reconoce 1a naturaleza

probabilistica de la generscion y la demanda, y permite un analisis
realista de los voltajes y los flujos de patencia en las 1ineas.

- 14 -
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Fig. 2.2 Representacion de una barra arbitraria
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Fig. 2.3 Modelo para hallar la potencia de linea
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0D0 DE SOLUCION : FUNCIONES CARACTERISTICAS

En este caplku\n se destrlhe 1a solucien a1 problena del aniisis
estocastica ulo otenc | funciones
Caractericiican o' varisnies ateator 1as, y T h]pntasls necesartas

~para emplear diche metodo.

3.1 Consideraciones Generales

ya se menciono anteriormente, el objetivo de este trabalo

s 1a dofiniclon da !nulces del cnmpnrtam\entu del sistema tanlcndn
en cuenta los voltales nodales y los flujos de potencia
lineas. Para Rith 357 nocesario Tdeterminan 15 Alscribucion de

probabilidad de los mismos.

La aproximacion lineal obtenida en el Capitulo 2, a partir de la
consideracion desacoplada de los flujos, simplifica el problema. Las
ecuacianes 2.11,b, 2.17, 2.18, y 2.21 expresan los angulos de fase

- nodales, los voltajes y 10s flujos de patencla activa y reactiva como
suna de varlables aleatorias cuya distribucion es conocida, las
patencias de lInyecciaon,

Bajo 1a hipotesis de gue las potencias de inyeccion en los nados
son  estocasticamente independientes, el problema se reduce a la
evaluacion de 1a funcion de densidad de una suma de varlables
aleatorias Independlentes.Esta  suposicion  no  es  altamente
restrictiva, ya que en muchos sistemas de gemeracion/transmision la
misma es valida

En los puntos siguientes ze desarrollan 1os concepbos basicos en
que se fundamenta el metado de solucion propuesto, a partir de la
consideracion de la Gun:lun caracteristica de variables aleatorias.

~18 -
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3.2 Funclon Caracteristica de Varlables Aleatorias

La utilidad de Jas funciones caracteristicas es que permlten
realizar ciertos analisis que no pueden efectuarse directamente con -
Ta funcian de distribucion de probabilidades, o 1a simplificacion de
estos ultimos.

Definicion

1. Sea X una varlable aleatoria unidimensional. Su funcion
caracteristica f) esta definlda por

Fu)

Elewp Gu x)

cw<u<a

2. SiF(x) es una funcion de distrlbucion de probabilidades, su
funcion caracteristica esta definida por su transfarmada de
Fourier-Stieljes

) =1 epl ux) dre) etucw a.z

i.a  funcion caracteristica esta definida para cualquier varlable
aleatoria, y una de sus propiedades fundamentales es que determina
univocamente a la funcion de distribucion de probablilidades asociada,
como sigue del sigulente teorema [Tucker,19671

Tearama 1:
Sean F y G dos funcione: de dlstr-\bu:lnn de prahabl\ldades con
Fwdy Foo=

funclones caracteristicas W), respectivamente.
enton,

Por 10 tanta el :un.lun!:o de las funciones caracteristicas esta
en correspondencia uno no con el conjunto de tadas las funciones
Go distribucion de prababilidades.

.19 -
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Los teoremas siguientes [Tucker,19471, son tambien Fundamental=s
para el desarrollo posterior del analis

Teorema 21
Si F y G son funciones de distribucion de probabilidades can

funclanes caracteristicas .. y ..; respectivamente, entonces .. () =
-4u) .. (u) es Va funcion caracteristica de H

Tearema 3: . .

X, varlables aleatorias cuys Ffunclon caracteristica
. conjunta esta dada par

u u) "
AR ued
3.3
Entonces Xy, ..., son Independientes =i y solo si
Fy (u) ue & B
X - 3.4

Carolario:

Span X,...; R, variables independientes can funciones caracteristicas
Byt "i.r’espe:blvamsnte, y sea F 1a fuhcion caracteristica de
. entonces

Fu) = J_’gl Pj[u] ue @ )

~ 20 -
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€1 analisis para evaluar las Funciones de densidad de |D.. FluJus
de potencia en las 1ineas se besa en ests Corolaria. De acuerds a
Buncron - caractoniotics de Tae vaniabies  aleatoriss
Lisciztas se expresa coms

+ Flu) = ET exp ( I'~% pr -
P QR I~ = p emplu )

<y <m 2.6

nde I identifica el n:nn.lunbu de subindices de los valores con
probabilidad no nula, Xi 1os correspondientes valores de
probabilidad. Para Ias varlames aleatorias continuas se obtiene

&) = 1 epOud B0 = S expliod £(dix s e

en donde § v F indican, respectivamente, tas funcicnes de densidad
y de distribucion de probabilidades de la variable aleatoria.

3.3 Aspectos Computacionales

La evaluacion numerica de 3.6 y 3.7 se reallza por medio de la
transformada discreta de Faurier da axponente positivo (Apendice A).
su vez, la densidad de la variable aleatoria analizada se recupera
ussndo la transformada discreta de Fourier Inversa (de exponente
negativo). Estos procesos se describen en el algoritmo siguiente
£8righam, 19343
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N. Furlan

t. sean {y

a5 funclones de densidad de prubabl Vidades
(de. \ung]tud hnl al tras|adada§ del  origen en &
apyrespactivanente,

Tras)adar {‘L R I

al orlgen y nuestrear

£ s (kT ra) s k=0

donde T es el Intervalo de muestren

3. Elegir m que satisfaga las relaciones
n
mP I P -(n-1 3.9
i=1 1t
dande Pi es el numero de puntos muestreados que definen a §i, =
peeaan
4. Comupletar con ceros las funciones muestreadas en e} paso (2)
£00 =0 ; vesmel; i=1,...,n
3.10
5. Calcular el producte
H F
Flr) =7 ()}
P i 312
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Calcular la transformada de Fourler Inversa usando la expresion
=
k} = I 3z ;
£k} o lll Flriexp(~3zmxk/N) ; k = 0,..., (m-1) 3.18

Le= transformadas de Fourier discretas en las pasos (S) y (7) se
evaluan usando un  algoritmo de transformada rapida de
Fourar (Apandice B).

Truncamiento de la funcion de densidad

La ap||:al:lun de la transformada de Fourler discreta requiere
que la funcibn sea pericdica. Es necesario entonces truncar las
funcicnes de densidad de probabilidades de las variables aleatorias
continuas, censiderands que el Intervalo que se anallza es un
periado,

n @l presente trabajo  se  considera  camo  criterlo de
truncamiento la obtencion del Intervalo de minima longitud v
prababilidad mayor o igual que 0.99, que contenga un numero entera de
veces al Intervalo do muestreo, para el caso de las varlables
continuas. Se tiene ademas en cuenta que los extrenos del intervaln
de truncamiento no caincidan can puntos de muestreo (Apendice AY. En
el caso de las varlables discretas se incluyen en el intervalo a
cansiderar todas 1os puntos con probabilidad no nula -

Muestrec de 1a funcion de densidad de probabilidades

caso de las funciones de densidad contlnuas, al realizar
el muestreo se tiene en cuenta el area despreciada por e] proceso de
truncamiento, a efectos de considerarla en las evaluaciones de
prababllidades posteriores. De esta wanera, si con &1 truncamiento
se desprecio una region cuya area vale .., el muestrea se efectua
considerando

-2a-
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B = (/0 - all g

donde f. indica la funcion muestreada.

Las densidades discretas reguieren un tratsmiento especial ya
gue na necesar janente los puntos de mestrea calnclden con las puntos
de prababliidad no. nula. Una v se han detterminada los
Gxthanos inferlor y suptrior dai Intervalo de eruncaniento y  laa
puntos de muestreo, si un punto de probabllidad no nula se encuentra
entre dos puntos de: muestreo, la probabilidad correspondiente se
distribuye entre el1os usando un promedio ponderado determinado por
las distancias entre Jos puntos. Es decir, dado el punta
probabilidad no nula

.. con

2
r(xj) By 3.16

tal que

Yy <x<
TS Y

donde Yy v Yyt son dos puntas de muestreo contiguos, sean

&=y - ¥i
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€ntonces 1a funcion muestreada en .. y

£y ) = (1 -av/a py
3 d

Elrgn) = @/ g

N. Furlan

tomara los valores



Cap. 4

METODO DE SOLUCION.: MONTE CARLO

En este canltulo se . introfucen conceptos Jeneraies del metods
Monte Carla, asi como- una. descripcion apllcacon en este
trabajo.

4.1 Consideraciones Benerales

1iteratura no existe una terminolagla uniforne para las
expresiones "sinulacion estocastica® y "metodo Monte Carlo, si bien
esta ultima se ha empleado
que obtiene la solucion de un modele wusanda numeros aleatorios o
seudoaleatorios. En este trabajo Se sigue la diferenclacion dada por
Rubinstein (1981):

1 el metodo Monte Carlo el tiempo no Juega un papel
substancial, como ai ecurre on sinulacion ostacastical

2, en el metodo Monte Carlo las observaciones son independientes.
En simulacion se Experlmente con el modelo a traves del tiempo
y por 1o tan las observaciones estan carrelacionadas
Serialmente;

9. en el motodo Monte Carlo es posible expresar la rospuesta Como
una funcion simple de las variables aleatorias de entrada. En
simulacion la respuesta es, usualmente muy complicada, y puede
expresarse  explicitamente solo 2 traves de un programa de
canputadara.

Aun teniendo en cuenta esta diferenciacion, ambos wetodos tlenen
en comun las etapas basicas del proceso de planificacion de un
exper lnento. Pueden considerarse tres aspectos  fundamentales
tKleiJnen, 1975; Naylor et al., 19821. €} primero de ellas consiste en
1a formuiacion del problema, definlendo las variables de interes de
acuerdo al cbjebivo del estudia. Una simulacion puede realizarse ya
sea para comparar las respuestas de sistemas diferentes (en su
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estructura o en"sus’ reglas gperativas), o para determinar relaciones
funtionales entre las variables de entrada la respuesta. Un punto
impartante en: esta ctapa es la especificacion de 1a precision
estadistica con que se observara la respuesta.

La segunda etapa consiste en la recoleccion y procesamiento  de
datos reales. Una vez que se efectuan )as hipotesis distribucionales
de las variables de entrada (con base en dates histaricos o
consideraciones: teoricas) deben aplicarse tecnicas de bondad de
ajuste para camprobar si 10s datas reales confirman los supuestos.
Pugde ocurrir que varias distribuciones de. las variables de entrada
no sean rechazadas par una prueba’'de bondad de ajuste, especialmente
si se dispone de pocos datos de entrada.  Se pucde reallzar entences
un analisis de sensitlvilad para verificar si la respue as
Sensibie a astas veriaciones o 1as distribuciones do anerada. En
caso afirmativo debe obtenerse mayor cantidad de informacion.

s datos historicos pueden utilizarse no solo para formular
distribuciones tearicas, sino para proveer distribuciones empiricas,
a partir de las cuales se realice el muestreo. Tambien pueden
emplearse en el orden en que ocurren en la realidad, en lugar de
generar datos de entrada a partir de numeros aleatorios.

La tercera ctapa de la planificacion de simulacion es la
formulacion de un modelo.  Algunas partes del modelo se han
determinado en la etapa anterior, cuando se especifican clertas
distribuciones de las variables de entrada, pero se tiene aun Clerta
Vibertad para aspecificar el resto del modelo, ya que el sistema real
puede ser representado por varios modelos. Si varios modelos
satisfacen las pruebas de validacion,debe usarse el modelo mas
simpie. .

na vez formulado el modelo se puede proceder a reallzar el
programa de computo.

La validacion del madeln debe efectuarse por medic de 1a
comparacion de 10s resultados simulados con datos histaricos. Par
efectuar dicha validacion es necesario gue en 1a vida real exista 8
menos una variante del sistema simulado y se disponga de datos del
mismo.

Una simulacion puede ser de estado estacionario o de estado
transitorio. Un sistema se dice de estado estacionarla si
probabllidad de estar en uno de sus estados posibles esta gobernada
por una_funcian de probabilidad £1la, sunaua ‘sl pusde variar de un
stado a otro. Estas probabilidades jas san los )imites de las
frobabilidades dae acurrencia despues de un larga periade de tlamo

— 27 -
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2 Aplicacion al Estudio Estacastico de Flujo de Patencia

igual que en la solucion a partir de las  funciones
Car‘-‘u:ler\stl:as de variables aleatorias, se utiliza la aproximacion
Vineal cbtenida a traves del modelo de flujo desacoplado. Como .en
aquel caso, no se esta consideranda el nodelo a traves del tiempa,
sino en estado estacionario.

En este estudio se consideran dados )os modelos probabillsticos
de generacion y demanda, problema de por si campledo, y se inbraducen
en ‘el modelo planteado en el Capitulo 2. Esto permite simular los
voltajes y flujos de potencia activa y reactiva

Interesa determinar probabilidades de que los flujos superen
clertos limites establecidaos de acuerdo a las caracteristicas do
operacion del sistema, gque permitiran definie, posterlaormente,
indlces indicativos del funcionamiento del sistema. £1 erlterio
utilizado para determinar el tamano de 1a muestra para la simulaclon
es el valor obtenido para }a varianza de las estimadares.

4.3 Generacion de Variables Aleatorias

La manera mas conveniente da generar una variable aleatoria no
uniforme es a partir de 1a generacion de variables uniformes en (0,1)
y luego realizar transformaciones apropiadas para obtener las
desviaciones seudoaleatorias de Ja  distribucion de Interes
CRubinstein, 1981; Kennnedy y Gentle, 19801. Para este estudio se
supusieron distribuciones nornales y discretas arbltrarias para las
patencias de generacion y demanda.

Generacian de Variables Aleaorias Normales

En este trabalo 1a generacion de variables aleatorlas normales
se realiza utlilizando el procedimiento de Box-Muller. Dadas Thy
variables unifarmes en el Intervalo (0,1) e independientes, entonces
1as variables

- 28 -
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:
2oe kemwylt

2aa (e T e aw T,

son desviaciones narmales indspendientes .

Generacion de Variables Discretas
una variable ajeatoria uniforme en el
o

Sea
fntonces X definida com

% 0LT&p,
X« 2% e Vapiapa
K paver by, £U4

es una variable aleataria con funcion de probabilidades dada par

P \K=x:§:(>:
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4.4 Generacion de las Respuestas del Sistema

na vez que se han generado 1as varisbles aleatorias de entrada
(generacion y demanda) por los metodos antes expuestos, se genoran
los voltales y flujos de patencla a traves de las relaciones lineales
expucstas =n el Capltula 2. N

Como ya se ha mencionado, en este trabajo el interes primardial
es la estimacion de las prababilidades de que voltajes y Pulos
superen 105 valores 1inites establecidos por 1as caracteristicas de
oparacian del sistema.

general, cuando se desea estimar la probabllidad de
acurrencla  de un evento puede usarse el madela binomial. Se define
la variable .. con prababilidad

PLYLLY =P
4.4
PLY¥=0)=d-¢
donde se reglstra .. = 1 si el evento acurre en 1a simulacion |y «.
=0 si el evento no ocurre. La probabllidad .. se estima por
A
P o b’ 4.5
Y

La varjanza de este estimador esta dada par

e (8= ‘?’U‘\ﬁ\/"“"‘ ’ 4.6
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Un estimador Insesgado de var(..} es
i 5 a A
LY 2 f - )

Tamano de Muestra

En este trabajo se definio como criterio para determinar e] tamano de
muestra . qus el estimador de la varianza de la probabilldades a
estimar no supere el valor 1007

- at -



Cap. 'S
OEFINICION DE INDICES. EJEMPLOS DE APLICACION

n este capitule se definen indices de funcionamiento de un
sistema de potencia, a partir do los rosultades cbtenidos con las
otados e antudie de 100 de Rotencia expusstes en 108 capi fulos
anter lares.

5.1 Indices de Comporamiento para Lineas y Nodos

Una vez que se conocen 1os limitas para magnitudes de voltajes
nodales y para flujos de potencia, establecides a partin de las
caracteristicas de operacion del  sisten na  medida  del
Comportamionte. de dichas vaniables es 1a prababilided de que ¢
superen estas valares |imites.

Cuando se efectus @) analisis de flujo de potencia a traves de
la conslderacion de las funciones caracterlsticas, se obtienen 1as
funclones de densidad de probabllidad de los voltajes y de los flujos
y par medio de Integracion numerica se evaluan las prababilidades de
interes. En este trabajo se ewplea e) metodo de Simpson para evaluar
dichas probabitidades.

el caso de aplicacion del metodo Monte-Carlo,

1a
probabl 1 1dades Correspondientas  se evaluan por medio dal  estimador
propuesto en el Capitulo 4,

5.2 Indices de Comportamienta para el Sistema

No solo es de interes en la planificacion de un sistema de
potencia conocer el comportamiento de los voltajes nodales y los
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ulos an los lineas, sino que  es lmartante cusnvificar el
cumpnrtnmlentn del sistema en indices gloha ue ‘de una manera
e 114"y Tapida pernitan decarminar of canportenionta dal 1stana.

Debldo a la complefidad de 1a estructura de los sistemas de
potencia electrica resulta muy cosbtoso en tiempe de  pracesamiento
obtener -indices exactos y resuita conveniente definir catas para las
variables que Interesa conocer.  Se propone aqui considerar bres
Paranctros A partiv dal analisis de 105 vo)tades y de 105 fludos o
potencia actlva y reactiva.

Flujos de Potencia

Para cada nivel considerado He 1a curva de demanda interesa
evaluar 1a probabilidad de que en una a mas }ineas los fFlujas de
potencia {activa y reactiva} superen 1os valores 1imites establecidos
a partir de las caracteristicas de operacion del sistema. Camo ya se
wenclono, es conveniente obtener cotas inferlor y superior para dicha
prababilidad,

81 se supone independencia total entre las lineas <(lo que
corraspande 2’ una estructura an paralelo de las 1iness) se obblens
que

P: = Pr € @) flujo en 1a Vlnea | supera los }inites
© establecidas ¥

ntonces  la probabilidad de que una o mas lineas supercn los
Vimiten eoceniecidos

k™ Z - P [T. U~ Pm\_\ S Z_\ Pt ['W - Pm}]_\,,_
il “*“l
ey ka \TM) [CR)
LIS 1Ay

ta evaluaclon de todos los terminos de 1a suma es costosa en

- 33 -



Definicion de Indices N. Furlan

tiempo de proceso. Como los valores p.  son  pequenos, a partie de
cierto termino su contribucion sera despreciable.  Tiene sentido
entances evaluar sola una cantidad de ellos. E&n el programa de
computo desarrollado para este trabao se degprecian aguelles 2
partir del primera cuya valor sea inferior a

$i se supone dependencia total para las lineas (lo  que

correspande a una esbructura de tadas las lineas en sarie), la
probabllidad s E

-
Poa- WO-p)
e

8i se conslidera

D= o APL
™ et .S 5.4

se obtiene una cota superior para el sistema.

Voltajes

A partir del mismo razonamiento planteada para las lineas se
propanen las cotas inferlor y superiar para el sistema.

e prapene :nnsl\ierar fres niveles de 1o curva de denanda,
valle, medla y vez que se han evaluada las
propuestas para i uno e o11on me erectun un Promedio ponderade
por los tiempos relativos de duracion -de cada una de las tres
perjodas.,

Los valores aqui definidos como cotes del comportamlento de los
voltales y de los Flujos de potencias activa y resctiva seran de
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utilidad pra:tica 5010 si no es muy amplio el intervalo que definen y
emas, detectan de manera sensible situaciones de riesgo para
o1 13tana, ‘cono. son variaciones an 13 generacion o 1 damandas
sobrecargas en las lineas , valores anomalos de valtale o salldas de
servicio de |ineas.

Los ejempios que se presentan a continuacion muestran que los
indices prapuestos satisfacen estos requerimientos de manera muy
satisfactoria.
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5.3 EJemplos de Aplicacion

Elenplo 1

Se analiza ®1 sistema de prueba de 14 nodos del IEEE. Sobre este
sistema se realizan dlferentes modificaciones, para probar la
sensitividad de los indices propuestos ante situaciones de rlesgo
para el slstema. En las Tablas 1,2,3 figuran los datos
deterministicos, los parametros de las .lineas y los datos
probabilisticos de dicho sistema.

Tabla 1

Datos Deterministicos

Barra Voltale Potencias Activas  Potencias Reactivas

Nunero  Tipo pou. Generacion Carga AR

1 ref. 1.0600 My L)

2 Py 1.0850 40.04 21.74

3 (34 1.0100 94.20

4 Pa 47.80

5 PQ 7.60

& PV 1.0700 11.20

7 L]

8 3 1.0900

? PQ 29.50 16.60

10 PO .00 5.80

11 3 3.50 1.80

ia ] 6.10 1,60

13 PG 13.50 5.80

14 Pa 14.90 $.00
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Tabla 2

Datos para las lineas del sistema de 14 nodos

Barra Resistencia  Reactancia  Susceptancia Tasa
pau. NS Transformador
1 2 0.01938 0.05917 0.02640
i 5 0.05403 0.22304
2 3 0.04499 0.19797
2 4 0.05811 0.17632
2 s 0, 05695 0.17388
3 4 0.046701 0.17103
4 5 0.01335 0.04211 0.00640
4 7 0.20912 —-2.2
4 9 0.55618 -3
s 6 0.a5202 -6.8
6 11 0.09498 0.19890 -
& 12 0.12291 0.25581
& 13 0.06515 o.130a7
7 a 0.17615
7 4 ©0.11001
9 10 0.03181 0.08450
9 14 0.12711 0.27038
10 11 0.0B205 0.19207
12 13 0.22092 015988
13 14 0.17098 0.34802
9 ? ~5.26000
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fabla'a
Datos Probabilisticos

Oistribuciones Normaies

Barra Potencia activa Potencia reac
Numera Media Desv. Est. edia
) % M
- 2 -21.74 9.00 -12.70
3 -94.20 10,00 -19.00 1
4 -47.80 11.00 3.90
° 5 -7 .40 5.00 -1.80
& -11.20 &.00 ~7.50
10 ~9.00 10.00 -5.80
1 -a.90 .50 -1.50
12 -6.10 7.60 -1.60
13 -13.50 10,50 -5.80
14 -14.90 8.60 ~5.00

Distribuciones Binomiales

Barra  Numera de Unldades

1 10
2 2

Distribucion Discreta

Barra Potencia activa
[ prab.
e 37.3  0.20

A continuacion se muestran
una de las varlantes de este sis
consiste cada modificacion.

Capacidad
M

25.00
22.00

N. Furlan

%

sopsBeusbe
cUHeNoWONUN

tiva
sv. Eat.

Tasa de Salida

0.08
0.09

Potencia reactiva
MYAR prob.
-21.0 0.20
-19.6 0.25
-17.0 0.30
-11.0 0.15

~7.5 0.10

los resultados
tema anal)zadas,

- 38 -
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Ejempla .1
Los datos colnciden con los dades en 1as Tablas 1,2,3.

Los | resultados obtenidos para aste sistema se muestran a
continuacian.

Parametros y probabi)idades para potencias activas

Linea Media Desviacion Prohabilidad de
estandar sobrecarga

1 -2 147.88 11,94 0.009298
1-5 7112 4.26 0.0132!
2-3 70.05 5.00 0.022185
2-4 55.23 3,14 0.048658
2-3 40.90 2.29 0.000000
3 -4 ~24.,15 4.49 0.000000
4-5 -62,3% 4.43 0.038723
4-7 28.98 a.s7 0000000
4 -9 16.63 2.05 0.000000
5 -~6 42.08 2.53 0.000000
6 -11 6.31 1,41 0.000000
& -12 7.58 0.40 0.000000
& ~13 17.03 1.14 0.000521
7-8 0.00 0.00 0.000000
7-9 28.98 3.57 0.000000

T 9 -i0 6.20 1.52 0.007730
9 -t4 9.92 1.22 0.000000
10 -11 -2.80 1.41 0.003870

P2 -3 1.45 0.39 0.000000
13 -14 4.98 1.08 0.000000

Cata inferior para el sistema : 0.098657
Cota superior para el sistema : 0.136584
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Parametros para angulos de fase

Nodo Hedia Desviacion
tradianas) estandar
0.000 0.000
~0.088 0,007
-0.226

CSonvensone
,
s
o
2
&

Bl
Lt
13
i
89
23

=
!
°
@
3
£

Paramctras para voltajes

Nodo Media Desvlacion Probabi idad
P estandar
2 1.013 0.0008 ©0.000000
s 1015 0.0005 0.000000
7 1,049 0.0026 0.249999
9 1,031 0.0050 0.000000
10 1.029 0.0042 ©0.000000
11 1.045 0.0000 0.017630
12 1,051 0.0005 0.968720
13 1.042 0.0010 0.000000
14 1.015 0.0033 0.000000
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Parainetrds para flulos de potencia reactiva

Linea Media Desviacion Probabilidad
VAR estandar
1 -2 ~21.88 0.000 0.000000
L-35 4.09 0,223 0000000
2-3 2.60 0.000 0.000000
2'-a -0.38 0.004 ©.000000
a-5s 0.91 0.272 02000000
3-a 5.61 0.421 0.150430
REE] 12.45 0.747 0,040930
4 -7 -5.36 0.822 0.000000
4 -9 2,53 0,743 0000000
s -6 .52 0.251 0.057970
& 11 7.51 0.905 0.,000000
& -12 2.04 0.157 0.158380
& -13 .33 0,611 0.129010
7-8 -23.36 1,449 0.027990
7 -9 16,61 2.234 0.055870
9 -10 -0.09 0.010 0.000000
9 -14 0.10 0.006 0.000000
10 -11 ~5.92 0.902 0.035530
12 ~13 111 0.139 0.,000000
13 -14 4.30 0.585 ©0.000000

0.158381
0.507315

Cota inferior para e) sistema :
Cota superior para e} sistema :

En l1ss graficas del final del Capitulo se muestran algunas de
las funciones de densidad obtenldas para voltajes y flules de
potencia activa y reactiva para este sistema de prueba.
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Edempla 1.2

este elenplo se modifico la goneracion, agregando un  tercer
generador al nodo 2, con las mismas caracteristicas de 103
anteriores. A continuacion se muestran los valores obtenldos para
las cotas del sistema.

Flujos de potencia activa

Cota Inferior para el sistema : 0.564702 Cota superior para el
sistema : 0.864455 Ls

Flules de potencia reactiva

Cota Inferior para el sistema : 0,558372 Cota superlor para el
0.832804

Ejenplo 1.3
En este casa se varia 1a demanda de potencia activa en e}

10, en el cual Vos valores de 1a media y 1a desviacion estandar toman

‘os valores -15.0.

Los valores abtenidos son

Flujo de potencia activa

Cota inferior para e) sistems : 0,614489 Cota superior para el
sistema 1 0.976860 -

Flujo de potencia reactiva

Cota inferior para e} sistema @ 0.749982 Cota superiar para el
sistema : 0,94840;
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Ejemplo 1.4

A partir del sistema original se quita 1a linea que vincula los
nados @ y 5. Se obtuviaron las sigulentes valores

Flujo de potencia activa
. r inferior para el sistema : 0.982076 Cota superior para el
istama s 0.996328

Ejenplo 1.5
A partir del sistema original se quita 1a linea entre los nodes 9 y
10,

Flujo de potencia activa
0.999889 Cota superior para el

Cota inferlor para el slstema
sistama ¢ 9999

analsis do Tos resultados anteriores muestra que 1os indices
definldos detectan muy satisfactariamente situaciones do riesgo para
=l sisteua. Husstan icha sansibilidad & ia salids de ssrvicia da
las lineas , detectando, ademas, la imporatncia de estas en e
Siatena. For otra pante saibien Son MUy senibies & las vanisclones
en la demanda y la generacion. -
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Cap. &
CONCLUSIONMES

£n Ja ovaluacion del funcionaniento de un sistema de potencia as

importante analizar el comportamiento de las variables que definen la

distribucion de flujos de patencia en las lineas de transmision, el
nivel de tension de la red y 1a generacion de potencia electrica.

En este trabajo se definen indices que praporcionan Informacion
de) compartamiento de los voltajes nodales y los flujos de patencia
activa y reactiva en las 1ineas de transmision, que se definen a
partir del analisis estacastico del problema de flujos de patencia.

Los ejenplos de aplicacion que se incluyen en el Copitulo §
muestran que los indlces propuestos datectan satisfactoriamente
evontos de riesgo para el sistema, ante's|tuaclones de cambio tales
como madificaciones en 1a demanda y la generacion y salldas de
servicio de lineas. Estos resultados pueden ser utilizados en forma
directa y eficiente en las etapas de planificacion de un slstoma
electrica de potencla.

En este trabalo se han cansiderado modelos probabilisticos para
1a generacion y la demanda, pera la red de transmision se ha
considerado deterministicamente. Es de interes fundamental
desarrallar trabajos posteriores en los que se incluya un modelo
estocastico para 1a red.

- 48 -



- a9 -



Apendice A
LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA

A.1 Desarralln Teorica

Para discretizar el par de transfornadas de Fourier
RE) P HIE) = hit)exp(i2mne)ae

es necesaria en primer lugar muestrear Wil C[Brigham, 19341 . &1 T
es el intervalo de muestreo, la. funcion muestreads puede escribirse

coma (ver Fig.

h(E)a (&) T h(kt) §(£-kt) a2

donde 4 es 1a delta de Dirac.
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La Transformada de Fourler Discreta Furlan

paso slguiente es el.truncamlenta de la funclon

murstreada por
medio de la multiplicacion con 1a funclon rectangular definida
par
1 =T/2 < t < - N
xle) = / T -T/2
0

A.3
em olr0 caso

donde Te es la.duracion de 1a Funcion de bruncamiento.

| trucamiento resulta en

nie) 8 (E)x(t) hikt) &(t-kT}

en donde =e ha supuesto que hay N funciones [n\pul?p equidistantes
dentro del intervalo de truncamiento, es decir N % .

€1 paso final en la madificacion del par de
Fourler original es muestrear 1a &

A.4 . Esto es equivalente a
muestreada dada en A.4

transformadas _de
ransformada de Fourier de 1a Ec. ”
convelucionar 1a funcion truncada y

- A5
M) =7 TS (e-rT)
L faem

T



La Transformada de Fourier Discreta N. Furlap

Por 1o banto la relaclon deseada es

Ble) = [nlehxlera, () ]* ae)

n-1
=3 2 [ ¥ hkmsle-kT - xT )]
© rs-e k=0

en donde, |a notacion ﬁ({ plica que L\[J es una aproximacion a la
funcion k) . La mnclnn f{) es periodica con perlodo To , @1 cual
consiste dE N muest

Si 1a funcion rectangular A1) se hublese elegido de tal manera
que los puntos flnales colncidieran con valares muestreadas, la
convolucion_ de la funcion rectangular con impulsos espaciados a
intervalos Te resultaria un efecta de "superposicion®, esto as, el
N-esino punto de un perlodo colncldiria y se sumarla al primer punto
dal proximo perioda. Para evitan que esto ocurra es necesario elegir
el intervalo de truncamiento coma se ilustra en la Fig. Al.d .

Para desarrollar la transformada de Fourier de la Ec. A.6 deba

tenrse en cuenta que 1la transformada de Fourjer de una  funcion
periodica W) @3 una sucesion de Impulsos equidistantes [Papoulls,
19621

TR R AN

dande

N-1
Z B h(kTI6(t-kT-rT )exp(j2tnt/r ) dt

s T/2
e 'TY
n R 71
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La Transformada de Faurier Discreta N. Furlan

Substituyendo A.4 en A.B se abtiene

N-1
a, = I - h(kP)exp(jZenki/T,) %)
k=0 .

La Integracion se efectua scbre un solo perlodo y par 1o tanto

h(kT)exp(32'k/N) ne 2

A.10
camo Tp = NT, la Ec. A.10 pucde resscribirse como
a, = h{kT)exp(j2mk/N) ne g
- A.11
A.12

€n A.12 sola hay N valores diferentes debido a la periodicidad
de 1a exponencial. Por )o tanto la teansfarmada de Fourier A.12
puede expresarse equivalentenente camo
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La Transformada de Fourier Discreta

N. Furlan
N-
H/NT) = = h(kT)exp(j2"nk/N) n= 0,...,{N-1)
k=0 A3
S| se supone que- las N muestras de la funcion urlglnal son un’

periodo de una funcion purmdica. 1a transformada de Fourier de esta
funcion esta dada por las N muestras calculadas por la Ec. A.13 . La
natacion ...... se usa para Indicar que la trannsformada de Fourler
discreta es una aproximacion de la transformada de Fourler cantinua.
Normalmente se escribe camo

1
hikT) = (1/N) I H(n/NT)exp(-j2"nk/N)

ya que la transformada de Fourler de 1a

funcion periodica muestreada
WKT) es identicamente H{m /NT)

A.2 Transformada de Fourier Discraeta Inversa

La transformada de Fourier discreta invarsa esta dada por

o) « 4 LH( LY expl e mb/N)  lesoy oo 0D A8

Para denostrar que A.14 y A.1S farman un oo de transformadas de
Faurler discretas basta substituir A.15 en A,
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La Transformada de Fourier Discreta

Furlan

La formula de inversion discreta A.1S es tambien perlodica, can
perlodo de N muestrass, :

En resunen el par de transformadas de Fourler discretas esta
dada por

hoem = g 3
n=g

Hin/NT}exp (-3 2nk/N)

Hin/NT) =

N-1
I h(kr. i
o ) exp (327nk/N)

Es importante recardar

que el par A8 requlere que anbas
funciones sean periodicas
Hin/NT) = Hl (N + n)/NYl T e 72 AT
i hlkt) = bl (=N + K7 rez i
a8
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La Transfarnada de Fourler Discreta N. Furlan

A.3 Eleccion del Intervalo de Muastreo

Para que sea valido que la transformada de Faur ler discreta
coln salva una constante, con 1a transformada de Faurier de la
funcion continua, es necesarlo gueQ($) sea pequeio.

81 se elige 7% demaslado grande se produce una superposicion en
los valores de la transfarmada gue distorsiona la farma de 1a misma
(Fig. A.2). Esta superposicion ccurrira hasta ave 1a separacion de
los impulsos A(f) se incremente a L/T =2f¢ , nde fe s la mayor
companente de frécuencia da la transformada de Fourter “aa"Ta uncion
continua Wi). . El valor 1T = 3f¢ se conoce cono “tasa de muestreo
de Nyquist®
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Fig. A-1 Deduccién grifica del par de transformadas
de Fourier discretas (tomada de Brigham)
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Apendice B

LA TRANSFORMAOA RAPIDA DE FOURIER

este apendice se describen los fundamentos del algoritmo de
rier,

Tranatornade rapida de Fou

B.1 Definlcion del Algoritan

. o
[ simplicidad se supondra en este paragrafo que N = 2.
Brigham, 19741
Considerese 1a transformada de Fourier discreta
N-1 .
X = B ox (k) W n=0,1,..., (N-1) B
k=0 .

32rvN) . Si supanemos N =Y , r la tanto P=12,

donde po
e k y n cono numeros binarios da dos bite o5

W = s4p
1a representacion

k = (ky, k )= 00,01,10,11

n = (ny, n )= 00,01,10,11
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Transformada Rapida de Fourier N. Furlan

y por 1o tanto

k=2 +k;n=2m 40,

B.3
a  representacion B.d, la expresion 8.1 puede
reescrlbirse, para el caso en que » = ., COMO .
1
2) + 2k + k
X(ny, Q)= Boxglky, kg wiEm R (Rt k)
X1 . -
Ahora bien
wl2rt ) (2ka+ k) p2n kg {20+ ) K
B.5
A partir de B.5 puede reescribirse B.1 como
1 1
Xinyon) = B LD x kg, k) WERGKHgiEmE ngdk, 8.6
i k=0 ky=0 °

Esta ecuacion rapresenta el fundamento de) algoritmo de
transformada rapida de Fourier. La suma entre carchetes de B.6 puede
reescriblrse coma

\ - &1 -



Transformada Rapida de Fourier N. Furlan

1
X1{n_, k)= T X 2n k. 8.7
o el T e #o by, k) wihgka

y reenplazando los valares de #b y Xgy escribiendo en notaclon
matriclalse obtiene

%1(0,0) 10 wo %,(0,0)
%, (1,0 0o 1 0 w x,(1,0)
%1(0,1) e W %,10,1) 8.8
*1(1,1) o 10 W fx0,1

Similarmente, la suma exterior de 8.6 es

1
g m) = 2 xng, k) Wi+ ngdk,
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Transfarmada Rapida de Fourier

oy

%20, 0]
*2{0,1)
*2(1,0)
*x2{(1,1)

Por 1o tanto puede

X{ny, n) =

canjunto de
formulacion original

en forma matricial

- 1 o 0
2

1 0 0

= N 1

oo 1w

o 0 1w

reescribirse 8.4 como

x3 (n_, ny)

ecuaciones B.8,

N. Furlan

%1 (0,0)
x3 (0,1}

B.10
x;(1,0)
®1(1,1) -

.8.11
.10 y B.1l reprasenta la

del n\gurmm de transformada rapida de Fourier

de Cooley-Tuckay paran =

2 Algorinto de Cooley-Tuckey para el Caso General

paragrafo anterior,

el algoritmo de
“lada Ten B1) en un
sequidas por  uns

Con un anallisis similar al r'%‘l\zadn en e|

sl N tlene w factores, es dec

Cooley-Tuckey dascampone 1a wranafornec ion T
n

les,

P . ianes
pernutacion de los resultados CSingleton, 19671,

En notacion matricial, T puede representarse por

&3 -



Transformada Raplda de Fourier N. Furlan

S=PS S | ...5,8

Cada pase §; esta compuesto de m / mj transformaciones de
dimension m; . Flesto que €] nunera de aperaciches aritmeticas para
una transformacion de dimension m es del Drden de My el merc
total de op para 1a Ton 5 Vs der“orden de
" ;- La pi jon P req P pacas
pefaclones adicionales.
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