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TEMA 

El análisis de regresi6n y el cálculo diferencial en las decisio­

nes administrativas y econ6micas. 

OBJETIVOS 

En ésta investigaci6n, se pretende a través de técnicas matemá-­

ticas, proporcionar elementos de presentaci6n y análisis de da-­

tos recolectados en las organizaciones, y que son necesarios pa­

ra la toma de decisiones. 

Se hace énfasis en el análisis de regresi6n como un método pa­

ra la obtenci6n de modelos matemáticos y¡ el cálculo diferencial 

como técnica de optimizaci6n de estos modelos. 

Asimismo, se facilita a estudiantes y profesores del área de ·ad­

ministraci6n, un texto original sobre la interre!aci6n del análisis 

de regresi6n y el cálculo diferencia) qie, en forma sencilla los­

ubique en el contexto de las matemáticas, ayudándoles a expresar 

en forma simb6lica el comportamiento de algunas situaciones pr~ 

ductivas o financieras y que, directa o indirectamente requieren­

de una decisi6n. 



INTRODUCCION 

Este trabajo consta de tres pa17tes: 

La primera y a manera de 1·epaso, se presentan algunos concep-

tos matE'.mfüicos te6ricos, que se consideran necesarios para la -

mejor comprensi6n de los ternas que se exponen. Estos conceptos 

1 

se exhiben para ser entendidos en forma intuitiva, utilizando eje~ 

plos más que demostt•aciones formales. Se presume que el lector 

tiene ciertos conocimientos sobre la materia, y en su defecto se 

señalan las diferentes notas bibliográficas al pie de cada página -

o al final del tema. 

En la segunda parte, y considerando que es de vital importancia 

poder formular modelos matemáticos, se pre>.senta el análisis de 

regresión como una técnica para dicho fín . En forma muy breve 

se exponen los conceptos más importantes sobre este tema, así-

como también los diferentes métodos de ajuste de curvas. Entre 

éstos, se señala el método de los mínimos cuadrados como el --

más ,exacto; se hace una breve demostración a través del cálculo 

diferencial del porqué este método es considerado el más adecua 

do. 



Con el objeto de facilitar la aplicación del análisis de regresión 

se inclL1yen fórmulas y gráficas de le:is funciones que con mayor 

frecuencia, se presentan en problemas reales de la administra­

ción y la econom(a. 

En la última parte, se mencionnn los difc~rentes aspectos en los 

que, puede aplicarse el cálculo piferencial como una técnicn de 

optimización, de problemas tanto administrativos como económi­

cos. 



PRIMERA PARTE 

CONCEPTOS GENERALES 
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MODELOS 

1) Definici6n de Modelo: Es una rep1°esentaci6n o abstracci6n de 

una situaci6n, que muestra sus relaciones (directas e indirectas), 

y que permite predecit' y compa1°ar los resultados reales con los 

pronosticados. 

Dada la complejidad de algunos problemas rentes de la adrninis­

traci6n, resulta incosteable el avenlurarse a tomar ur. l decisi6n: 

si no se tiene, cuando menos una idea del posible resultado, o -

de las alternativas de decisi6n. Entonces la forma como puede o!:, 

tenerse un conjunto de posibles consecuencias es experimentado -

sobre una abstracci6n del sistema real, es decir, sobre un mode 

lo, el cué'.l representa todas las relaciones existentes en el sistema 

de tal forma que si se modifican las condiciones de alguno de los 

elementos de éste, se vea reflejado el resultado, en todo el con­

junto. 

Dependiendo de las particularidades de cada problema, pueden -­

tenerse diferentes tipos de modelos, tales como: 
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2) Modelos Iconicos 

Estos representan tas propiedades más relevantes del fen6meno, 

normalmente con un cambio de escala. Ejemplos pueden ser: fo 

tograf(as, dibujos, modelos de autos, mapas, aviones, etc. 

Son en general, espec(ftcasy conct'etos y en ocasiones difíciles 

de manejar, para fines experimenta tes. 
1 

3) Modelos Anal6gicos 

Estos utilizan un conjunto de pt'opiedades, para representar otro, 

cuyo comportamiento es análogo; por ejemplo: un sistema mecá-

nico puede representarse por un sistema eléctrico; un sistema -

hidráulico puede usarse como un análogo de un sistema eléctrico 

económico o de tráfico. Una red es análogo de un sistema con -

una amplia diversidad de variables, que muestra sus interrelac~ 

nes, a través de magnitudes y localizaciones geométricas. 

4) Modelos Simb6licos 

Utilizan letras, números y otro tipo de símbolos para represen-

tar las variables y sus relaciones, constituyen por esto el mod~ 

lo más general y abstracto. Normalmente son los más sencillos 
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de manejar en la experimentación. Estos tomun la forma de !'e­

laciones matemáticas, casi siempre ecuaciones o inecuaciones, -

que reflejan las estructuras de lo que representan. 

Los modelos simbólicos son por lo tanto, los más int<::resentes -

en éste estudio. 

Las ecuaciones o inecuacion<:os que se obtienen al formular un 

modelo, son de hecho proposiciones de igualdad o desigualdad -­

que como tales admiten la posibilidad de ser ciertas para deter­

minados valores o falsas para todos los ciernas. Es claro que só 

lo nos interesarán los valores que los hacen verdaderos. 

Problemas que podrían plantearse a través de un modelo matemá 

tico serían los siguientes: 

Ejemplo I. 

A la función de un circo entraron entre niños y adultos 700 per­

sonas, si los niños pagan $ 15. 00 pesos y los adultos $ 40. 00 -

lCuántos niños y cuántos adultos entraron al circo, si en taquilla 

hay$ 12.000.00? 
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Soluci6n. 

S(mbolos: N Númcr·o de niños que entraron al circo 

Número de adultcs que entraron al circo A 

1a. proposici6n: 

2a. propos ic i6n: 

El número de niños y adultos suman 700 

1\1 +A 700 

La cantidad gastada por los niños en la 

compra de sus boletos más la cantidad­

gastada por los _adultos para el mismo..:. 

fin suman 1200. Es decir 

15N + 40A = 1200 pesos 

·De esta forma se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos 

inc6gnitas, que al resolverlo, conduce al siguiente resultado: 

N 640 
y 

A 60 

Estos valores, satisfacen ambas ecuaciones. 
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Ejemplo II. 

Dos máquinas producen las piezas A y 13 1°espectivamente. [_as -

cuales deben ensamblarse secuencialmente, primero la A y des-­

pués la B. Para que el proceso de ensamble sea más eficiente,­

conviene tener igual número ele partes A y B. 

La máquina 1 produce 16 piezas "A" por hora, pero por limpie­

za y preparaci6n de herramientas puede empezar a trabajar 3 -­

horas después de iniciado el turno. La máquina 2 tiene una ca¡~ 

cidad de 1 O piezas "B 11 por hore.; Si el turno empieza a las 8 -­

horas ¿ a qu_é hora puede empezar a ensarnbla1"se? 

Planteamiento: 

Los elementos más relevantes del problema son: 

Hora de inicio del turno 

Tiempo de inicio de ensamble 

Tiempo de trabajo de las máquinas 

Número de partes producidas por la 

máquina 1 

Número de partes producidas por la 

máquina 2 

= 
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Las variables del problema son: 

Expresemos el número de piezas producidas por cada una de las 

máquinas en funci6n del tiempo. 

Máquina 1: capacidad 16 piezas•por hora, 

pero esta máquina tiene un ret1'aso de 3 horas, p01° lo que ha -­

producido 3(16) = 48 piezas menos que las que deberra en el tiem 

po "t". 

Entonces, la primera proposici6n queda: 

la máquina 2 con capacidad 10 piezas por 

hora proporciona la segunda proposici6n: 

16t - 48 

10t 

Considerando estas 2 ecuaciones y la condici6n del problema, (p~ 

ra optimizar el ensamble conviene tener igual número de piezas­

A y B) se tiene el siguiente sistema. 

1) 16t 46 

que haciendo x1 X2 = X 
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se reduce a: X 16t 48 

X 10t 

Resolviendo este sistema sé tiene que t 8. 

El tiempo de inicio de ensamble es: 

to + t 8 + 8 16 hOl'as 

Por lo tanto, puede empezar a ensamblarse a las 16 horas (4 de 

la tarde). 

El número de 0nsambles es de 80 o sea X 80 

5) Conclusiones sob1·e modelos 

En diferentes situaciones cuando se dispone de otro tipo de datos, 

es posible obtener modelos un poco más sofisticados, utilizando -

el análisis de regresi6n. 

Las proposiciones tanto de igualdad como de rlesigualdad (ecuaci~ 

nes e inecuaciones) representan la mayoría de las veces objetivos 

o restricciones propias de un problema y constituyen globalmente 

el modelo. 

La optimizaci6n de modelos, que resulten en proposiciones de -­

primer grado pueden resolverse por medio de la programaci6n -­

lineal. 
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Los modelos que implican ecuaciones o inecuaciones de 2o, gr~ 

do o mayor pueden optimizárse por medio del cálculo diferencial. 

RELACIONES 

Una relación es la correspondencia entre los elementos de dos -

1 

conjuntos, en donde el orden de estos elementos es importante: -

al conjunto de los primeros elementos, se le llama dominio, y al 

conjunto de los segundos .• se le llama rango; a los elementos de-

este Último se les llama imagen. 

Este concepto entendido intuitivamente, nos permite entender que 

existen diferentes tipos de relaciones entre los elementos de dos 

·conjuntos, tales como de igualdad (=) mayor que (>), menor que 

(..::) mayor o igual que (~), menor o igual que (6) y también -

de pertenencia e E.) o contenido en e c.) o contiene a (:::> ). 

Este concepto puede ampliarse diciendo, que: una relación es cu~ 

quier combinación entre los elementos de dos conjuntos en donde-

siempre el primer elemento de la relación tiene que ser elemento 

del primer conjunto o dominio y el segundo un elemento del rango. 
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FUNC!Of\IES 

Funci6n real "F" de una variable real X. 

Hay relaciones que por la correspondencia de sus elementos se 

llaman Funciones. 

Definici6n: Una funci6n, es una relaci6n en la que a cada -

elemento del dominio le corresponde .. ma y s6lo-

una imagen. 

Un elemento del rango puede ser imagen de dos 

o más elementos del dominio. 

Dominio Rango Dominio Rango Dominio Rango 

Si es funci6n No es funci6n hay 
elementos del do­
minio que tienen­
dos imágenes. 

Si es funci6n 

J 



Dominio Rango 

No es funci6n porque 
hay un elemento del 
dominio que no tiene 
imagen. 

11. 

Las proposiciones matemáticas son relaciones, y s6lo algunas -

son funciones. 

Utilizando la notaci6n de conjuntos podemos definir a la funci6n F. 

F = f (X, Y) ! X E Dominio y Y E Rango} 

qL1e significa: La funci6n F, está formada por las parejas de· --

valores ( X 1 Y ) donde X es un elemento del do 

minio y "Y" es un elemento del rango. 

Entonces las siguientes relaciones seran o no funciones si cum--

plen con la definici6n de funci6n. 
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Si consideramos al dominio como el conjunto de los reales. 

y2 X. No es funci6n puesto que a un elemento del -
dominio le cor1~esponden dos imágenes. 

y = x 2 Si es funci6n. 

INCREMENTO 

El incremento de una variable es la cJiferencia existente entre un 

valor final y el valo1~ inicial. 

Un incremento de la variable X se representa por el símbolo ~ 

(lease delta X) y un incremento de la variable Y se representa-

por /.>.Y. 

= áY = -.'11 

Los incrementos pueden ser positivos o negativos dependiendo si 

el valor de la variable es mayor o menor que el inicial, después 

de aplicar el incremento. 
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RECTA Y PENDIENTE DE UNA RECTA 

La recta puede definirse como la distancia más corta entre dos ·-

puntos, y si se toma como referencia una linea horizontal, una -

recta, puede tener cierta inclinación sobre la horizontal. 

y 

m == 
~y 

áX 

A esa inct inación se le llama pendiente y generalmente se simb.9_ 

liza por "m" y está dada por ta relación de los incrementos - -

m == ~ y que no es otra cosa que la función trigonométrica 
áX 

tangente del ángulo a. formado por la horizontal y ta recta. 

m == tan & 
áY 
.Gi. X 

Conociendo las coordenadas de dos puntos de ta linea recta puede 

obtenerse su ecuación, para lo cual puede partirse del concepto-

d.el pendiente. 
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La pendiente de la recta definida por dos puntos de coordenadas P 1 

m 
y 

P2 (02, Y2) 

Ahora, si se supone un punto cual-
Px(X,Y) 

quiera contenido sobre la recta, sus 

P1 . y 1) ' 
áY .......... ____ .. coordenadas serían * (X. Y) por lo 

'áX 
que si quisicramos obtener la pen -

o X 
diente de la t'ecta definida por los -

¡:.<Jntos P 1 y P x esta sería: 

AY 
m 

,t>;x 

y puesto que estas dos pendientes deben ser iguales ya que pertenecen 

a la misma recta, entonces: 

= 

y 
2 

- X 
1 

que :es la f6rmula que nos permite encontrar la ecuaci6n de la rec -

* las variables se identifican por las últimas letras del abecedario 
y las constantes por las primeras, pet'O al SLtb-indisar las varia­
bles, convendonalmente, estas representan valores constantes. 
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ta. Si se despeja a la variable ·;,-y;, se puede obtener la expresi6n 

Y = m x + b, donde "m" es una constante y representa la pen-­

diente (incluyendo su signo) y "b" que también es constante, re­

presenta la ordenada al origen, es decit', el punto donde la rec­

ta corta a el eje vertical. 

INTERVALOS 

Una relaci6n a..:.b permite definir varios subconjuntos en el con­

junto de los reales. Se tienen varios tipos de intervalos: 

1) Intervalo cerrado: (a b1 que puede escribirse a~ x :=; b 

que significa que "X" puede tomar cualquier valor en este in-

tervalo incluyendo los lG-nites a y b • 

2) Intervalo abierto 1 a b L que también puede escribirse 

(a, b) o a<x.:::b, que significa que "X" puede tomar cual­

quier valor en el intervalo sin incluir sus l(mites a y b. 
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3) Intervalos mixtos, (semi-abiertos o semi-cerrados) 

Ja o (a a<x~b 

en donde x puede tomar los. valores dento del intervalo incluyendo 

el l(mite de la derecha, pero no el de la izquierda, pudiéndose -

hablar de un intervalo abierto por la izquierda (semi-abierto) o -

cerrado por la derecha (semi-cerrado). 

Y de la misma forrna: 

o 

que significa que "x" no puede tomar el valor de "b" pero si 

cualquier otro en el intervalo " a y b". 

4) Intervalos infinitos, tales como: 

[a, +o<>[ o ~' ce) o a:s:_x <.<>O 

y también: 

}o0, a] o (-<>O, aJ o - <:>O< X ::S: a 

Concepto de límite. 

Este concepto será expuesto en forma intuitiva. Primero se recor 
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dará el concepto de límite de una variable y poste1°iormente el -

de una funci6n. 

1) Límite de una Variable 

Este concepto trataremos de explicarlo con algunos ejemplos, -

antes de dat' una definici6n. 

Consideremos la funci6ti 1/x. En esta expresi6n algebraica,x no 

puede tomar el valor de "cero" ya que la divisi6n por cero no -

existe. Por lo que puede decirse que "cero" es Ltn valor prollibi­

do para la variable "x". 

Sin embargo, x puede tomar un valor positivo o negativo muy -­

cercano a cero, por ejemplo x = 0.003, 6 x = -. 002; si consi­

deramos x = 0.003, la diferencia entre este valor y cero es - -

O. 003. Pero puede verse que siempre existirá un valor para x, -

que permita que la diferencia entre ese valor y cero sea menor 

por ejemplo x = 0.00005 su diferencia con cero es 0.00005. 
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Este razonamiento puede continuarse, y se pt.1eden alcanzar valo­

res cercanos a ce1°0 tanto como se quiera, pero nunca puede to­

mar el valor de cero. 

Se acostumbra decir que X tiende a ce1°0, lo cual se indica por 

x-c-o. 

Consideremos ahora el área de un polígono inscrito en un círcu­

lo imaginaremos que aumentamos el número de .lados iguales de 

ese polígono. Si "n" (nC1mero de lados) tiende a ser muy gran­

de, podemos imagina!' que el área de cada polígono inscrito en -

ese círculo irá aumentando entre mayo1' sea el número de lados, 

pero sin embargo, esta área variable, tiende a un· lfmite que es 

precisamente el á1°ea del círculo. 

En este caso, _la variable V (área) aumenta indefinidamente y la 

diferencia a - V (donde "a" es el área del círculo) va disminu-­

yendo hasta que finalmente llega a ser menor que cualquier nú­

mero positivo escogido de antemano, sin importar que tan peq~ 

ño se haya elegido. 
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En consecuencia: 

Se dice qLie la variable V tiende a la constante "a" como límite 

cuando los valores sucesivos de V son tales que el valor absolu-

to de la diferencia 1 V - a¡, puede llegar a set' finalmente, menor 

que cualquier número positivo predeterminado tan pequeño corno -

se quiera (E)*. 

En otros términos si \v - a\ <.E, ** se dice que, V-... a 

(leer V ti.ende a "a"). 

2) Límite de una Función 

·En una función existe, una relacion univoca, entre los valores· de 

la variable independiente y los de la dependiente, Ejemplo: en -

la función Y= x2 
' 

X es la variable independiente y "Y" la -

dependiente. 

Sea una variable independiente "V" y una variable dependiente Z 

función de v, y supóÍlgase que la variable V recibe valores tales-

que V_.,. L. Tenemos que investigar entonces los valores de la 

* Granville Smith Longley - Cálculo diferencial e integral.McGraw Hi.ll 
** Debe recordarse que ; icuando se coloca una cantidad entre va-

lores absolutos se obtiene un resultado positivo, o sin signo, ej: 
Is - 51~ 1- 21= 2 
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variable dependiente Z y examina1- particula1·mente si "Z" tiende 

también a un límite. Si efectivamente existe. una constante "a" -

tal que lim Z = a, entonces se dice que el límite de la funci6n -

es "a" cuando "V" tiende a "L" y esto se expresa: 

lim Z a 

V - L 

Ejemplo: sea la funci6n f(x) = 4x + 2. Encontrar SLI lt'mite cuando 
x tiende a 2. 

Se resuélve en este caso, sustituyendo el valor al q 1.1e se aproxJ.. 

ma la variable independiente en la expresi6n. 

lim f(x) f(2) 4 (2) + 2 10 

cuando x - 2 

entonces lim f(x) 10 cuando X ..- 2 

Cuando se tiene otro tipo de funciones el límite no se encuentra -

en forma tan sencilla como la anterior, porque muchas veces se -
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llega a indetet'rninaciones. Las que hay que evitar por medio de 

transformaciones algebraicas y algunos teoremas sobre límites. 

(Ver Granville Smith y Longley 

Ed. McGraw Hill). 

Cálculo Diferencial e integral. 
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CONTif\JUIDAD. 

Desde un punto de vista intuitivo puede decirse que una función 

es continua en un intervalo, cuando su representación gráfica -

puede dibujarse sin levanta r el lápiz. 

Ejemplos: 

1) Las siguientes funciones son continuas en el intervalo: ]- = • =l 

A y 
y 

> 
2 3 - 2 - 1 2 
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2) Las siguientes funciones' no son continuas en el intervalo:]-= ,oc{ 
y 

5 y 

:t 4 -1 

y 1 3 

T:0-~ = -x-
2 

X - / 

\1 2 3 
-5 -4 -3 -2 -1 , 2r-~--1 

-2 n -3 

- 2 -4 

-5 

Si se quiere ir más allá de lo intuitivo, deben hacerse ciertas con-

sideraciones en algunos casos: 

Si el límite de la funci6n f(x), cuando x - a, es diferente de -

f(a), o sea: 

lim f(x) f(a) 

X - a 
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Se dice que la funci6n no e.s continua para x = a • Esto se 

presenta cuando la funci6n c(x) no está definida para X = a, 

1) Continuidad en un punto 

Teorema. Una funci6n f(x), definida en el intervalo (X1, X 2 ) es 

continua en el punto de abscisa "a" de éste intervalo, si admite-

como límite a f(a), cuando X __... a. 

Ejemplo: 

1) la funci6n f(x) X - no es continua, se dice que es dis-

continua para X ya que no está definida para este valor. 

Ademas cuando X -1+, f(x) _,.. +oo y cuando X - 1~ f(x) -> -bO 

2) la funci6n f(x) = 2 x
2 + 5x - 4 es continua en X 2; en efec 

to f(2) = 14, si X - 2, 

2) Conti11uidad en un intervalo 

Teorema. Una funci6n f(x) definida en un intervalo dado es continua en 
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este intervalo1 si es_ continua en cL1alqLlier punto de ese intervalo. 

Además se puede der:nostrar que: 

1) la suma f(x) + g(x) de dos funciones continuas en el intervalo 

[ x1 , x
2

] es una función continua en el mismo intervalo. 

2) el producto f(x) . g(x) de dos fUnciones continuas ' ., el interva·lo 

l X 1. X2 J es una función continua en el mismo intervalo. 

3) el cociente f(x). g(x) de dos funciones continuas en el inte1'valo 

[ x 1 • x
2

] es L1na función continua en el mismo intervalo, si --

g (x) no se anula en éste. 

4) si f(x) es una función continua en el intervalo [a b], enton-

ces lf(x) J P es también una li.inción continua en el mismo in-­

tervalo y esto es valido tambiéh cuando P es fraccionario, es -

decir, P = 1/t entonces f(x) P quedaría f(x) 1/t 
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DERIVADA DE UNA FUNCION DE UNA VARIABLE. 

Este concepto lo revisaremos util iza'ldo la interpretaci6n geomé­

trica que se le dá a la derivada y el concepto de límite, 

Si consideramos una curva en uh cierto intervalo y una secante, 

pasando por los puntos P,1 (x1, y 1) y p2 (x2, y 2), puede obten<;:!' 

se la pendiente de esta secante, puesto que pueden determina1'se­

sus incr·ementos. Aho1'a supongase que el punto P 2 se desliza so­

bre la curva y se aproxima al punto P 1; puede verse fácilmente -

que los incrementos var(an y que por lo tanto var(a también la -

pendiente de la secante. 

P1CX1 
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Si este punto P 
2 

se apPoxima tanto a P 
1 

de tal fot"ma que coin 

cidieran en uno solo, es decir el incremento .é.X fuera tan peque-

ño que casi se aproximara a cero lcuál ser(a ta pendiente de ta-

secante? 

Se utiliza et concepto de lÍmite tal como sigue: 

Consideramos ta funci611 y = f(X) 

1 • Sustituyase x por (x + áx) y cetlcutese !¡¡>. nueva funci6n: 

Y + P.:.Y f(x + J.;.x) 

2. Obtengase el valor del incremento de ta funci6n; es decir, -

al nuevo valor t"éstese el valor original. 

y + t:.Y 
-Y 

P.:.Y 
= 

f (x +ex) 
- f(x) 
f(x + P..x) - f(x) 

3. Obtengase la raz6n de los incrementos, es decir, dividase ta 

expresi6n entre ~ para obtener et valor de la pendiente: 

P.:.Y f (x + áx) - f(x) 

.éX 
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4. Cátculese el lfmite cuando áX tiende a cero 

lim t;:.Y = lim f(x + .é.x) '- f(x) 

o {;:.X o 

A este lfrnite se le llama pdmera derivada de una función de una 

Val'iable, y puede indical'Se ele alguna ele las siguientes formas --

identicas. 

es decir: 

Y' 

-9L::. 
dx 

dy 

dx 
= 

lim 
á><-

d 
dX y= 

o 
AY 
.A:>( 

d 
· f:(x) = Dx f(x) = f'(x) -ax. 

y se lee derivada de "Y" con respecto a "X". 

Cuando dos puntos sobre una curva, coinciden en uno s6lo, la -'-

recta que los une, ya no se llama secante, sino tangente puesto 

que ya no corta a la curva. Entonces: 

Equivale a la pendiente de· la tangente a una curva en un punto -

determinado. 
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·1) Definici6n de Derivada. 

La derivada de una funci6n es el l(mite de la raz6n del incremento 

de la funci6n, al incremento de la variable independiente cuando --

éste tiende a cero. 

dy 

dx 

lim -----/).X o 

El valor de la derivada en cualquier punto de una cu1'va es igual -

a la pendiente de la tangente a la CUl'Va en aquel pL1nto. 

Sea la siguiente funci6n: Y = 2 x2 
- 2X , Cuya gráfica se re-

presenta en la figura adjunta y sup6ngase que nos interesa. saber --

cuál es la pendiente de la tangente a esa curva en el punto de coor-

denadas (1. O) 

y 

2 

-2 -1.5 2 2.5 

- .5 

- 1 



30. 

Utilizando el concepto de límite y derivada se tiene: 

1. Paso. 

Incrementar "X" y calcular el correspondiente inci-emento de "Y" 

y+ .QY 

2. Paso. 

Encontrar el incremento AY, pai-a lo cual hay que restar a la -

funci6n actual la funci6n original, pero antes desarrollaremos -­

operaciones. 

Y+ áY 2 X
2 

- 2 X áX + (~<} 

Funci6n actual: 

Y+ AY 2X.2 t 4 X áX 2 !.iX2 - 2 X - 2 llX 

Menos funci6n original: 

- y= - 2 x2 + 2X 

Resultado áY = 4 x llX + 2 11X2 
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3. Paso 

Ahora para cncont1~ar la pendiente o raz6n de incrementos divida 

se entre ,AX, 

A.Y 

4. Paso. 

4X áX 

AX 

4X + 2 áX 

+ 

2 

Calcular el l [mite de la expresi6n cuando 1.ix- o 

Esto hace que el segundo término del seg1.incio miembro equivalga 

a cero. 

lim 8Y 4X - 2 

1.:1.X-o áX 

siendo este resultado la derivada de la funci6n original. 

Este mismo resultado puede encontrarse de forma más sencilla 

utilizando las fórmulas de derivaci6n. 

Puesto que esta primera de1~ivada representa la pendie11te de la 
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tangente a Ja curva, en cualquier punto, si se sustituye el valor 

de la absisa del punto, en esta expresión, se obtiene la pendien-

te de esa tangente. En este caso 

Por lo tanto: 
dy 

dx 
m 

m 1= 

X= 1 

4 (1) - 2 

2 

Es decir la razón de los incrementos es de 2 a 1. A un incremen 

to de una unidad en X (variable independiente) corresponde un --

incremento de 2 en y (variable dependiente o función) l.!.Y 

áX 
2 -,-

Sin embargo este proceso para obtener la pendiente de la tangen-

te es demasiado laborioso y se puede reducir mucho el tiempo,-

aplicando las siguientes reglas elementales de derivación: 

2) Fórmulas de derivación. 

1. de 

dx 
o 

Si e = constante, la derivada de 

una constante es cero. 

} 



II. dx 

dx 
= 

III. d 
'dx 

(U + V - w) 

IV. d 
d;<(cv) c 

dv 
dx 

33. 

La derivada de una variable con 

respecto a s( misma es la unidad. 

du + ~ _ dw 
dx dx dx 

La derivada de ta suma algebraica 

de un número finito de funciones -

es igL1al a la suma algebraica de -

cada una de sus derivadas. 

Es conveniente hacer notar que u, 

v, w, no son variables sino s(m-

botos que representan funciones, -

por ejemplo: 
. 2 

u = 3x - 2x; 

v = x2 + 1; y w = x donde en to 

dos los casos la variable es "x" 

La derivada del producto de una 

constante por una funci6n es --

igual al producto de la constante 

por la deriva de la función. 



v. ~ (uv) = u dv + v du 
dx dx dx 

VI. ~v') = n 
dx 

VII. dxn 
dx 

n-1 
V 

dv 
dx 

34. 

La del'ivada del producto de dos 

funciones es igual al producto de 

la primera funci6n por la derivada 

de la segunda más el producto de 

la segunda pot' la derivada de La-

primera. La dedvada de un cocien= 

te puede convertirse en producto. 

La derivada de la potencia de una 

funci6n de exponente constante es -

igual al producto del exponente poi· . 

la funci6n elevada a un exponente-

disminuído en una unidad, por· la-

derivada ele la funci6n. 

Es la . misma f6rmula que la ante-

rior, solo que aquí la funci6n es 

"x" y la dx 
dx 

1. 
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IX. 

x. d 
dx 

d (Ln v) 
dx V 

dv 
dx 

V 
a Ln a dv 

V e dv 
dx 

dx 

35. 

La derivada del logar(tmo natural 

de una funci6n es igual a la deri-

vada de la funci6n dividida por la 

funci6n. 

La derivada de una constante ele-

vada a un exponente variable es -

igual al producto del logarítmo na-

tura! de la constante por la cons--

tante elevada al exponente variable 

y pot" la derivada del exponente. 

Es la misma f6rmula que la ante-

rior, s6lo que el Ln e = 



3) Tabla de derivadas LISuales 

D. 

II. 

m. 

IV. 

v. 

VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 

x. 

de = o 
dx 

dx 
dx 

d 
V - W) - (u+ 

dx 

d dv 
dx (cv) = e dx 

__;;!. (uv) =:u dv 
dx dx 

__;;!. (vn) = n vn-1 
dx 

d 
dx 

d 
dx 

d 
dx 

= n 

1 
V-

+ 

dv 
dx 

du 
dx 

V 

dv 
dx 

dv 
dx 

= dv 
dx 

du 
dx 

dv 
dx 

dw 
dx 
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4) Segunda derivada de L1na funci6n de una variable. 

En general, cuando se tiene una funci6n de una variable, su pri-

mera derivada l'asulta también una ~.mci6n de la misma variable. 

Esta nueva funci6n, puede también a su vez derivarse. En este -

caso la clerivacJa de la primera derivada se llama segunda deriva-

da de la funci6n p1'imitiva. Análogamente la del'ivacla de la segunda, 

se llama tercera derivada y puede continuarse as( has a la enési-

ma derivada. 

Notaci6n: Los símbolos para las derivadas sucesivas se observan 

como sigue: 

dy 
dx 

=y' f' (x) 

d2y = y" f"(x) 

dx2 

3 9-2:'. = y" = f"' (x) 

dx3 

c1ny = Y (n) 

dxn 
= f (n)(x) 

primera derivada 

segunda derivada 

tercera derivada 

enesima derivada 



38. 

Ejemplo: 

y = 3 x2 + 2X funci6n primitiva. 

y'' =: 6X + 2 primera derivada 

Y" =: 6 segunda derivada 

5) Aplicaciones de la prirne ra y segunda derivada 

La utilizaci6n más p1-6xi1na de la pt'imera derivada es la determi 

nación de intervalos crecientes, dec1'ecientes. Y la localización = 

de puntos extremos relativos (máximos y mfnimos), de una función¡ 

la segL1nda derivada sirve para indicar la concavidad de una curva, 

puntos ele inflexión y también máximos y mfnimos relativos. Con­

juntamente se emplean para graficar funciones. 

Estos conceptos llevados a modelos matemáticos que representen 

problemas reales económico-administrativos, ccnstitl1',en un medio 

eficaz de optimización 
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6) Funciones crecie.ntes .y decrecientes 

Una funci6n y = f(x) es creciente si "y" aume11ta (algebraicnmente) 

cuando "x" aumenta; y decr~ciente si "y" disminuye cL1ando "x" -­

aumenta. 

En cualquier punto donde la funci6n es creciente, la tangente for­

ma un ángulo agudo con el eje de las "x" (el punto A por ejemplo 

figura I) y la pendiente es positiva. Por otra parte, en un punto, -

donde la funci6n es decreciente, la tangente forma un ángulo obtuso 

con el eje de las "x" (el pL1nto B por ejemplo) y la pendiente es -

negativa. (Fig, I) 

Teorema 

El tipo de funci6n en un intervalo dado puede describirse en térmJ. 

nos de la primera derivada, de tal forma que: La funci6n es ere-­

ciente si la primera derivada es positiva, decreciente, si es nega­

tiva y constante si es nula. 

Funci6n creciente si f'(x) > o 6 positiva 

J 
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. --·-. .... 

Funci6n decreciente si f'(x) o 6 negativo 

FL1nci6n constante si f'(x) = o 

Una fLlnci6n pL1ede ser unas vece~ creciente y otras decreciente -

esto puede verse en la siguiente figura, correspondiente a la fun-

ci6n. 

2 
A 

o 2 

Figura 

y = 2X3 -

wB / 

~ 
_ __,, _ _,_, X 

2 
9X + 12XI- 3 

La curva sube desde - CD hasta llegar al punto "C" , baja hasta el 

punto D y sube nuevamente a la derecha de D. 

Luego: 

a) para xe] - ro, 1[ la funci6n es creciente 

b) para x-.J 1, 2 [ la funci6n es decreciente 

c) para X~ 2,+ ro [ la funci6n es creciente 
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Lo anterior puede demostt-~1"se a través del teorema, calculando 

la primera derivada para un punto dentro del intervalo considerado. 

Para el primer intervalo puede elegirse X 1/2 (punto A) 

Si la funci6n original Y == 2X3 - 9X2 + 12X - 3, la primera de­

rivada y' = 6X2 - 18X + 12. 

Sustituyendo X por 1/2 y' = 3/2 - 9 + 12 9/2 (positivo) 

Por lo tanto la funci6n es creciente, 

En el segundo intervalo, consideremos el valor X 3/2 (punto B) 

Sustituyendo X por 3/2 se obtiene y' 27/2 - X 3/2 (n~,;¡ai:ivo) 

·Poi" lo tanto la funci6n es decreciente. 

En el Último intervalo comprobemos que es creciente para el valor 

de X= 3 

f 1(3) = 6(3) 2 18(3) + 12 

y' 54 - 54 + 12 

y' = 12 Por lo tanto la función es creciente 

) 
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7) Máximos y mínimos de una funci6n (extremos) 

Definici6n: 

Un valor de una funci6n es un Máximo, si es mayor que cualquiel' 

de tos valores que le anteceden o le siguen inmediatamente. 

Un valor de una funci6n es un Mínimo si es menor que cualquiera 

de los valores que le anteceden o le siguen inmediatamente, 

En la figura I se observan un máximo en el punto "C" y un mínimo 

en el pL1nto "O" 

Debe observarse que un valor as( definido no es necesariamente el 

mayor o menor posible de una fL111ci6nxya qLe hay valores a la dere­

cha de "C" que son mayores o a la izquierda de "D" que son meno­

res que estos. (ver, Fig, I) pág. 40 

En un punto extremo la primera derivada cambia de signo para va­

lores un p=o más paqueños que el e>d:remo.y para valores un poco 

mayores a éste ( Ver figura I.) pá.g. 40 
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Los valores de la variable independiente que satisfacen la ecuaci6n 

f(x) = O se llaman valores críticos 

Los valores críticos determinan puntos de carnbio, donde la tangente 

es paralela al eje de las "X" (pendiente nula). 

8) Pasos para cletet'minar los extremos de una curva. 

1. Calcula1~ la primera derivada 

2. Igualar la primera det'ivada a cero y determinar las raí­

ces reales de la ecuaci6n. 

3. Hallar la segunda derivada. 

4. Sustituir en la segunda derivada cada uno de los valores -

críticos obtenidos. Si el resultado es negativo, la funci6n­

tiene un. máximo para ese valor crítico, Si el resultado es 

positivo, la funci6n tiene un mínimo. 
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Resumiendo: Las condiciones suficientes para máximos y mínimos 

de f(x) para valores crfticos de la variable son: 

f(x) es un máximo si f'(x) = o y f'tx) es negativa 

f(x) es un m(nimo si f'(x) = O y f"(x) es positiva 

Ejemplo: Apliquemos los pasos anteriores a la funci6n f(x) 2X3 
-

9X
2 + 12X - 3 

1':') f 1(x)=6X2 - 18X + 12 

2°) f' (x)= O cuando GX2 - 'IBX + 12 o 

dividiendo entre 6; x2 - 3X + 2 = O 

factorizando (X-2) (X-1)... o 

Por lo tanto las raices son x1 
Valores cr(ticos 

3º) f"(x) 12X - 18 sustituyendo el primer valor 

4º) f 11 (1) 12 - 18 (punto crítico e, ver fig. I.) pág. 40 , 

f 11 (1) = 6 , por lo tanto se tiene un máximo 

f 11 (2) 24 -: 18 (punto crítico D, ver fig I) pág. 40 

f 11(2) = 6 ' por lo tanto se tiene un m(nimo 
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Se ha demostrado que en el punto "C" de abscisa X = existe un 

máximo; y en el punto "D" de abscisa X == 2 se tiene un mínimo • 

El críterio para determinar extremos que se acaba de exponer, 

tiene un fundarnento en el sentido de la concavidad de una curva. 

9) Concavidad ele una curva. 

Supóngase una cLll'Va descrita pot' un punto P (X. Y,), la pendiente 

de la tangente en "P" varía. Cuando la tangente queda bajo la cur-

va (figLrra II a), el arco es cóncavo hacia arriba; si la tangente --

queda sobre la curva, el arco es cóncavo hacia abajo (figura II v) 

/c1 

~ 
Figura a Figura b 

Figura !I 

En el primer caso la pendiente de la tangente aumenta al desplasarse 

el punto "P" de "a" a "b" por lo que la función es creciente; en el -

segundo caso al desplasarse el punto "P" de "c" a "d" la pendiente -

de. la tangente disminuye pot' lo que la función es decreciente. 
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La gráfica de y :i f(x) es córícavaRaci.a-arfTl:la ~sf!a segunda deri:... 

vada -con respecto a "X" es positiva; es cóncava hacia abajo si. és­

ta derivada es negativa. 

1 O) Puntos de Inflexi.6n 

Definición 

Un punto de inflexión en una curva, es el que separa Arcos que tie 

nen su concavidad en sentidos opuesto. 

En un punto de inflexión f"(x) = o 

En una función y = f(x) su primera derivada nos i.ndica si. es cre­

ciente o decreciente El1 un intervalo: la segunda derivada, nos indica 

el sentido ele la concavidad ele la cL1rva, en ese intervalo; ele tal for­

ma que una curva que es creciente en un intervalo, puede crecer en 

forma creciente en una parte de intervalo 6 crecer en forma dec1•e­

ciente en otra. 

En la figura III, la funci.6n es creciente en el intervalo \:a, c] pero 

crece en forma creciente de "a" a "b" y crece en forma decrecienta 
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de "b'' a_ "e" _ ocurriendo un- cambio en elsentido del crecimien 
-, 

to en 11 b 11 (punto de ihflexi6n), 

y" o 

=ª 

Figura III 

Para obtener las abscisas de puntos de inflexi6n, se resu13lve - -

f 11 (x) = O; y para determinar el sentido de la concavidad cerca de -

un punto de inflexi6n, basta calcular f"(x) para un valor de X un -

-poco meno que la abscisa de dicho punto, y para un valor un poco 

mayo que esta obscisa. 

Si f"(x) cambia de signo, se tiene un punto de inflexi6n. 

Ejemplo: 

En la figL1ra I pág. 40 se encuentra la gráfica de la funció'n y = 2X3 -

9X2 + 12>< - 13 que tiene, según esta, un punto de inflexi6n. 
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y ::: 2)~3 ·- 9X2 + 12X 3 

primera derivada y' ::: sx2 18X + 12 

segunda derivada y" 12X 18 

Al resolver y"::: o 

12X - 18 o 

12X .. 18 

X 18/1~ = 3/2 

Por lo tanto, la abscisa del punto de inflexión es X= 1.5. 

concavidad de la curva, antes de este punto (por ejemplo para X = 1) 

f 11 (1) 12 18 = - 6 (negativa; concavidad hacia abajo) 

concavidad de la curva después del punto de inflexión (por ejemplo: para x==2) 

f 11 (2) = 12 (2) 18 ::: 24 - 18 ::: 6 
(positiva; concavidad hacia arriba) 

11) Construcción de curvas 

Las aplicaciones de la primera y segunda derivada, acabados de ex -
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poner, uti.lizaclos conjuntamente constituyen· una herramienta muy 

valiosa para el estudio de curvas y ·análisis de fen6menos econ6mi 

co productivos reales. 

Graficar la curva descrita por la funci6n. 

y 9X
2 + 12X 3 

Pasos 

1 º) Obtener su primera derivada; igualarla a cero, para deter -

minar los valores críticos, correspondientes a las abscisas 

de los máximos y mínimos. 

2°) Obtener su segunda derivada; sustituir en esta los valores -

críticos obtenidos en el primer paso, con el objeto de dete_i:: 

minar la concavidad de la curva para esos puntos y afirmar­

cuales cotn'esponden a un máximo y cuáles a un mínimo: -­

igualar la segunda derivada a cero y resolver la ecuaci6n re 

sultante para ·obtener el valor de la abscisa de los puntos de 

inflexi6n. 

3°) sustituir las abscisas de los extremos y puntos de inflexi6n, 
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en la ecuaci6n original para obtener las ordenadas correspondien-

.tes. 

4º) Determinar algunos otros puntos necesarios para completar la 

noci6n sobre la curva, tales como intersección con los ejes -
' 

igualando X ó f (x) a cero y resolviendo para la otra variable. 

y = 2X3 - 9X
2 + 12X - 3 · 

La primera derivada es: y' 6X 
2 

18X + 12 

Igualandola a cero sx2 - 18X + 12 o 

Dividiendo entre 6 x2 - sx + 2 o 

Factorizando se tiene: (X-2)(X-1) =o 

Los valores críticos son = 

2 

abscisas que pertene 
cen a un máximo o 
un rn(nimo 

segunda derivada y" 12X - 18 

f"(1) = 12 - 18 = - 6 (negativa) concavidad hacia abajo 

por lo tanto para X = 1 un máximo. 
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f 11 (2) = 12(2) - 18 

= 24 - 18 = 6 (positiva) concavidad hacia ar1~iba, -

por lo tanto para X = 2 un mínimo. 

igualando f"(x) = O 

12X - 18 = O 

12X 

X 

18 

1 , 5 punto de inflexión 

Intersección con el eje y para lo que X · O 

y 2X
3 

- 9X2 + 12X - 3 

y= - 3 

Resumiendo las abscisas encontradas · 

X= 

X 

X 

X 

2 

1. 5. 

o 

máximo 

mínimo 

punto de inflexión 

la curva corta al eje vertical 

Que con los valores correspondientes para la función se tienen 

las coordenadas de 4 puntos, los puntos son: 



52, 
) 

p (1. 2) 
1 

o 2 
p2 (2.1) 

P
3

(1.5, 1. 5.) 

P4 (01 - 3) 

2 -

-3 
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Conclusiones: 

De la gráfica puede verse que la curva se comporta de la siguie!2 

te forma: 

En el intervalo_:¡ - CO; 1 [ la curva crece en forma decreciente 

En el intervalo J 1 ;3/2 [_ La cJrva decrece en forma decreciente 

En el intervalo.] 3/2; 2 [. la curva decrece en forma creciente 

En el intervalo] 2,+ CD[_ la CUl'Va crece en forma creciente 

Para entender mejor el significado de crecimiento creciente o de-

creciente y decrecimiento creciente y decreciente, pueden observar 

se las siguientes figuras: 

.Crecimiento a una tasa creciente 
y 

·n 
o 

Decrecimiento a una tasa decre-
ciente. 

y 

\ 
n 

o 

Crecimiento a una tasa decre­
ciente. Y 

Decrecimiento a una tasa cre­
ciente. 

Y. 

r--+--------__.n 
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DERIVADA DE UNAFUNCION DE VARIAS VARIABLES 

1) Generalidades, 

En los problc111as reales intervienen muchas va1°iables. Para po­

der plantearlo y resolverlo, se identifican las más relevantes; en 

ocasiones existe s6lo una variable muy impo1°tunte, entonces el -

problema se plantea y resuelve con respecto a esta variable; sin­

embargo, ot1°os problemas no pueden reducirse a una s6la varia-­

ble y es necesario hacer intervenir dos o más variables para que 

el modelo formulado tenga sentido. Por ejemplo, una funci6n de -

producci6n Q = f(t, K), en la que se desea encontrar t y I< tales­

que maximicen Q, donde Q es la cantidad producida, invirtiendo -

un capital K y empleando una cantidad de trabajo t, Esta es una­

funci6n en la que intervienen dos variables. 

Otro ejemplo es el de un fabricante de dos productos "X" y "Y" en 

el que su costo total 11 2 11 depende de los niveles de producci6n de -

cada producto. Por ejemplo cuando produce cinco unidades de "X" -

y seis de "Y" su costo total es de diez y siete, De acuerdo con -
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esto pueden asociat'Se valot'es de costo total para cada pareja de 

valores (X;Y) Por ejemplo (X.Y) z 

(5.6) 17 

(5.T) 19 

(6. 6) ·1s 

(6. 7) __ 20 etc, 

Una funci6n multivariada, puede optimizarse utilizando las mismas 

reglas de derivaci6n usadas para el cálculo de una val'iable; sólo-

que no es posible derivar con respecto a todas las variables a un -

mismo tiempo, por lo que se consideran todas las variables excep-

to una, como constantes, y se deriva con respecto a esta. Eso se 

repite cambiando de variable para obtener la derivada con respecto 

a cada una de las variables. 

El símbolo usado en la derivación parcial, es la letra griega 'O 

(delta minúscula) 

por ejemplo: -í)z 
'Í)Y 

(léase, derivada parcial de "Z" con res 
pecto a "y" o simplemente, parcial de 
"Z") 
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Una funci6n multivariada puede derivarse con respecto a una s6la 

variable, o con respecto a todas las variables, dependiendo si va 

rían o no simultáneamente todas las variables. 

Por ejemplo la funci6n z F(x.y) tiene las siguientes -

det'ivadas de primer orden. 

det'ivada parcial Z con respecto 
a X ("y" perrr"\nece constante) 

'() z 
C)Y 

derivada parcial de Z con res­
pecto Y ( 11X 11 permanece constante) 

ejemplo: encontrar las derivadas parciales de: 

Z ,;, aX2 + 2b X y + cy2 

.soluci6n: 'I> Z 
'VX-

2aX + 2by considerando a Y como constante 

2bX + 2cY considerando a X como constante 

Las notaciones más usadas en la derivaci6n parcial son: 

considerando f(X.Y) 

{¡) Z ::: --2_ f(X Y) ::: 
íj)X "j)X ' 

z 

fx (X.Y) z x(X.Y) 



,,...¡) f (X.y) 
y 
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fy (X.y) - Zy (x.y) 

notaciones semejantes se emplean para funciones de cualqL1ie1' -

número de variables, 

2,) Derivadas ele 01'den superio1' 

Una funci6n en "X" y "Y" al derivarse parcialmente puede resi..;.!:_ 

tar en otra funci6n, con las mismas variables, lo cu2l. pL1ede a -

su vez derivarse, teniendo una derivada de segundo orden. 

Por ejemplo SL (1) u = f(X. Y) 

ti.ene dos derivadas de primer orden: 

(2) fx(X.Y) y tí) u = fy(X. Y) nx-

que son también funciones de X y Y, que pueden derivarse nL1eva-

mente, Tomando la primera funci6n de (2) y derivando, se tienen 

.dos derivadas, ahora de segundo orden. 

Fyx(X, Y) 
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De la misma fon11a de la segunda funci6n de (l::) se tienen otras -· 

dos derivadas de segundo orden. 

/.'\ 2u (4) l/ 

rvxi)y 
Fx.y (X,Y); fyy (X,Y) 

Aparentemente en (3) y (4) hay cuatro derivndas de segundo orden 

pet'o puede demostrarse que: 

siempre que las derivadas sean continuas. Eo: decir, no importa el 

cambio de Ol'den al derivar sucesivamente con respecto a "X" y "Y" 

As( f(X, Y) tiene s6lo tres derivadas parcia~s de segundo orden , a 

saber. 

(5) fxx (X, Y), fxy (X, Y), fyy (X,y) 

ejemplo: 

Calcular las derivadas parciales de primer y segundo orden de la -

funci6n multivariada. 

Z 1 O + X 2 + 3 y 3 - 5Xy
2 
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Derivadas de primer orden. 

(1) "U z 
) X 

(2) (j) z 
rpY 

== 2X· - 5y2 (se considera a "Y" como cte) 

gy2 - 10XY (se considera a "X"como cte) 

Derivadas de segundo orden 

(3) 2 (en (1) se considera a "Y" corno cte) 

== 18Y - 10X (en (2) se considera a "X" como 
cte) 

(5) ''V 2z = - 1o>< 
t1 Y/VX 

(en (1) se considera ahot'a a X corn'l 
cte) 

(en (2) se considera a "Y" como cte) 

puede verse en (5) y (6) que ambas e:<presiones son iguales, po1' lo 

que s6lo existen 3 derivadas de segundo orden. 

3) Máximos y M (nimos para funciones de dos variables 

Las condiciones necesarias para que f(X, Y) admita un extremo, para 

ciertos valores crfricos de las variables, son las llamadas relaciones 

de "Monge" 



si 

Nota: 

(1) 

(2) 

si a) 2 

(3) b) 
2 

f 
2 

X 

f 

x2 

;:> 

o 

o 
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se tiene un ex­
tremo. 

¿._ 0 se tiene un máximo. 

O se tiene un mínimo 

si (2) es mayor que cero, no hay extremo 

si (2) es igual a cero no puede decirse nada de la 

funci6n. 

Ejemplo: 

Una fábrica prodLtce dos tipos de maquinaria pesada "X" y "Y" la 

funci6n de costo conjunto está dada por 

f(X, Y) x2 + 2Y
2 

- XY - 14X 

Para minimizar el costo, ¿cuantas máquinas de cada tipo deben prE_ 

ducir?. 
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Soluci6n. 

f(X,Y) = X2 + 2Y2 - XY - 14X 

1 ó) Obtene1' los derivadas parciales de primer orden, de ta fun-

ci6n igualarlas a cero y resolver el sistema resultante. 

1a. Condici6n 

1) { 2) 

1) 

2) 

(1) ¡ () f = 2X - y - 14 
-rv X 

'.]Lf_= 4Y - X 'Íl f 
r¡¡ y '1l y 

2X - y - 14 = o 
4Y - X = o 

2X - Y = 14 

•"i) f =o 
'Í) X 

o 

-2X +BY= O multiplicando (2) por 2 y ordenando 

O + ?Y = 14 

y = 14 

7 1y=2 ¡ 

Sustituyendo este valor en (2) 

4 (2) - X = o [X 81 
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--
2°) para saber si los punto;o críticos obtenidos son o nó extremos 

hay que verificar: 

por lo que hay que obtener las pat•ciales de segundo orden. 

2 ,,j) f 

,-p x2 

2 
·'P f 

0><Dy-

2 

=4 

- 1 

Sustituyendo estos valores en la condición, se tiene 

c-1l - c2) (4) = 1 - s - 1 ...:::. o 

por lo tanto se tiene un extremo . 

Este extremo es un mrnimo si o 

2 
Puesto que "Í) f = 2 se tiene un mrnimo para los valores -

/'íl 2 
cr(ticos en~ontrados en la primera condición. 

Conclusión: 

Hay que producir 2 máquinas del tipo "Y" y 8 máquinas del tipo -

"X" para minimizar los costos. 
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SEGUNDA PARTE 

ANALISIS DE REGRESION 
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1) DEFINICION 

El análisis de regresi6n consiste fundamentalmente en dos opera-

ciones: 

a) Obtener una ecuaci6n y una !(nea que rep1'esente la ecuaci6n, 

qL1e describa la forma de como se relacionan las variables. 

La ecuaci6n y su lfnea, a menudo llamadas ecuaci6n de ra­

g1'esi6n y !(nea de regresi6n, respectivamente, pueden ser­

lineal ·o curvilínea, 

b) Estimar una variable, dependiente a partir de oti'a u otras­

llamadas variables independientes, basados en la relaci6n -

descrita por la ecuaci6n de regresi6n. 

El término regresi6n fué originado por Francis Golton, en su pub~ 

caci6n "Regression Towa1-ds Mediocrity" del Journal of The Anthro 

pologial Institute en 1885, describiendo la lí11ea ele regresi6n como­

la Relaci6n Promedio entre las Variables. 

En la actualidad, se sigue interpretando como un promedio y se ha 

desarrollado un método muy preciso para obtener la ecuaci6n de -

regresi6n: El de los mínimos cuadrados. 
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Además del método de los mínimos cuadrado~ .. que es u11a forma -

sofisticada para obtener la ccuaci 6n de la Hma de regresión, exis­

ten otros métodos, menos precisos que el arterior, como el proce­

dimiento "Mano alzada" que es un método stJltjetivo pc1·0 rápido de­

otener la recta de regresi6n. 

En ambos métodos existe siempre un error, ent1•e las observaciones 

reales y las calculadas por la ecuación de t'309resi6n, pe1·0 esa difc 

rencia es mfnima con el método de los mfnLmos cuadt•ados. 

Los diferentes tipos de Hneas a los que puerfün ajustarse los datos 

dependen de la relación que estos guarden entre s(, por ejemplo:­

Los datos de la figura (a) pueden ajustarse a una recta con pendie_!2 

te positiva puesto que la relación que guarda'l sus datos (X, Y) es -

creciente, es decir, al aumentar uno (variaD.!e independiente X) au­

menta el otro (variable dependiente Y). La figura (b) mantiene una­

relaci6n curvilínea, que puede ajustarse a ure parabola; la figura (c), 

puede ajustarse a una hipérbola. 

) 



-¡... '/. y. 
"/.- )(.. 

'/-... 
'/> y.. .,... '>l 

+ '/. 1-
j.., )'... / 'i.. -¡_ 'J- '1-

. Y - a+ bx 

Figura a Figura b Figura 

El método de los mínimos cuadrados es aplicable a cualquier tipo 

de línea, mientas qL1e el método de mano alzada s:'Ílo es vií.lida --

para el caso de una recta. 

2) METODO DE MANO ALZADA, PARA OBTENER LA RECTA DE 
REGRESION. 

Para la elaboraci6n de un modelo, generalmente se recur1°e a datos 

hist6ricos; estos, no siempre guardan una relación lineal, pero pa-

ra propósitos de estimaci6n, pueder. ajustarse a una recta, que es-

el modelo más simple y el más comunmente utilizado. 

El método de mano alzada, es útil, cuando se quieren ajustar los -

datos a una recta. 

c 

~ "X.. 
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El procedimiento qL1e se sigue es el siguiente: 

1°) Se grafican los datos para tener el llamado diagrama de es-

parcimiento. 

2º) A ojo, se traza una recta, que a juicio propio, qL1ede cqui-

distante de todos los puntos del diagrama. 

3°) Se eligen dos puntos de esa recta, y se aplica la f6rmula 

para obtener la ecuaci6n de la recta dados dos puntos. 

y 

X 

Ejemplo 1 

X 1 

Sean los siguientes datos, correspondientes al v6lumen de ventas -

obtenidas, en funci6n de la inversión en publicidad. 

Ventas por 

.$ 100, 000 y 

Pub! ic id ad en 
miles de pesos X 

3.5 5 

3 4 

5.6. 5.8 6.8 

5 6 7 

8,5 10 9.5 

8 9 10 
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Diagrama de espárcimiento; ejempló 1. 

;-<: 

9 X 

')/; 

8 

7 " 
6 y.. -¡<. 

5 '/.. 

4 

3 - '/. 

2 

1 1 8 2 3 -4 5 6 7 9 10 

Uniendo los puntos del diagrama a11te1•ior, es obtenida una gráfica 

que no es recta. Sin embargo, la tendencia puede ajustrase a una 

recta. 

La recta dibujada pasa por 10 
)( 

)'. 

los puntos de coordenadas: 9 

•' 

p1 (3;3. 5) p2 (8;8. 5) 
8 

7 X 
con los que puede obtenerse 

6 .... 

su ecuaci6n mediante la si- 5 - y. 

guiente f6rmu la: 
4 

3 

2 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
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y 

X 

Sustituyendo datos: 

y -
X 

y 

X 

y 

- Y1 

- X1 

3.5 
3 

- 3.5 
3 

3.5 = 

=: 8,5 3.5 

5 
5 

8 3 

(X-3) 
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_Y __ = ___ X __ + ___ . 5_ .qué es la ecuaci6n de re-

gresi6n poi' el método de mano alzada. 

3) METODO DE LOS MINifv10S CUADRADOS 

Cuando una lfnea n6 puede ajustarse perfectamente a todos los puntos, 

hay en general desviaciones entre los valores individuales (Y) y los -

valores calculados con la ecuaci.6n de regresión (Ye) 

Las propiedades de la !(nea de regresión, basadas en el método de -

los mínimos cuadrados en relaci.6n con las desviaciones son simila -

res a las de una media aritmética a saber: 
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1, La suma algebraica de las desviaciones de los valores indivi-

duales (Y) con respecto a los correspondientes en la l(nea de 

regresión (Ye) es nula. 

f{ - Ye) o 

2. La suma del cuadrado de las desviaciones de los valores indi 

viduales (Y) con respecto a los correspondientes en la l(nea -

de regresión (fe) es m(nima, 

2 
(Y - Ye) \'( - y ) 

A 

donde Y A es un valor calculado con cu'."llquier otra recta que 

no sea la obtenida por el método de los rn(nimos cuadrados. 

(La ilustración se hace más adelante). 

El método de los m(nimos cuadrados, permite ajustar los datos a -

cualquier tipo de curva (recta, parábola, hipérbola, una función lo-

gar(tmica, exponencial, etc.). 
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El procedimiento que se sigue es el siguiente: 

1°) Elegir la forma de la ecuapi6n, a la cual deberán ajustu.rse -

los datos, Esta depende no solamente ele la tendencia de és-

tos. Sino en forma rnL1y importante de 103 objetivos perseg~ 

dos al obtener el modelo, 

2º) Obtener un sistema de ecua¿iones, tal que resolviéndolo, pr:: 

porcionen el valor de los parámetros de la ccuaci6n, elegida 

en el punto 1 º , 

El sistema de ecuaciones se obtiene utilizando la siguiente regla: la 

cual tiene su fundamento analítico en la c!Gmostraci6n de que; los -

valores de los parámetros que se deben tomar como muestra son los 

que minimicen la siguiente expresi6n. 

n 
-2_ 

i = 

donde Yi son los valores observados de la variable dependiente y -

Ye = f (Xi) son los valores calculados por la l(nea de regresi6n -

para cada valor de Xi (valor observado de la variable independiente). 
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a) Caso de una recta. 

1 º) Supóngase que los datos se tratan de ajustar a una recta, -

cuya ecuación es: 

para los cuales se conocen, un cierto número "n" de parejas 

de datos (Xi, Yi). 

2º) Obtener una ecuación por cada parámetro desconocido. Los 

parámetros que hay que determinar en este caso son "a" y­

"b". 

3°) Los valores (Y
1

, X
1

) (X2 , Y2 ) ••• (Xn, Yn) representan a las 

variables X, y, Y, entonces pueden tene1-se n ecuaciones de 

la forma 

Yi ~ a + b Xi 

Considerar las n ecuaciones de la forma y a + bx, multiplic~ 

das por el coeficiente de la primera incógnita (a) que en este caso 

es 1 , por lo que las ecuaciones sumadas quedan: 
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y1 a + bx1 

Y2 = a + bx2 

••••• ' •••••••••• 1 

Yn a + bx 
n 

y:¿;= na+ b:::_x Que es la primera ecuación 

Para la segunda ecuaci6n, se hace lo mismo sólo que ahora se -

multiplica por el coeficiente de la segunda in~6gni ta (b) (recuérd~ 

se que las incógnitas a determinar son a y b); poi~ lo tanto, el -

coeficiente de b es xi, 

:i.xy 

= 

= ax n 

= a,Z X 

+ 

+ 

+ 

2 
+ b ,::S X Que es la 

ecuación 

Por lo que el sistema de ecuaciones lo constituyen en 

1) ;s. y = na + b ~X 

ll) ;E. Xy a 7- X + b ~x2 

segunda 

este caso: 

donde las incógnitas son a y b. Resolvier.ido el sistema, se 

-
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obtienen los valores de los parámetros que sustituidos en la exp1·~ 

si6n elegida, se tiene la ecuaci6n de la l(nea de regresi6n por el 

m6todo de los m(nimos cuadrados. 

Cuando hay más de 2 incógnitas, el procedimiento expresado ar1·i-

ba se continúa de manera semcji::inte. Es decir, los coeficientes -

de la Sa, y 4a. inc6gnitas se usan para multiplicar cada una de -

las "n" ecuaciones ordenadamente. 

Finalmente, se resuelven las ecuaciones para obtener los valores -

de los parámetros. 

b) Caso ele una parábola. 

Aplicando la regla anterior, puede obtener~~e el sistema requet•ido 

para encontrar la l(neu de regresión de una parábola de ecuaci6n 

y a + bx + 2 
ex (1) 

En esta son tres los parámeti·os que hay que determinar, por lo -

que se tendrá un sistema de tres ecuaciones. 
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La primera se obtiene de mul tiplicap la expresi6n (1) por el coefi_ 

ciente del primer parámetro (que en este caso es uno) y sltmar -

las "n" expresiones correspondientes a los "n" datos observados -

resultando finalmente: 

I) :¿y na + b ~ x + e :Z: x2 

1 

La segunda se obtiene de mul tipl icat' lcl expresi6n (1) por el coef'.!_ 

ciente del segundo parárnett'o (que en este caso es x) y sumar en 

forma semejante a la anterior. 

II) 
2 

b :E; X + 

La tercera ecuaci6n se obtiene_ de multiplicar la expresi6n (1) por 

el coeficiente del tercer parámetro, (qlle en este caso es x2 ) y 

se procede en forma semejante a la anterior. 

III) Z.. x2 y a z: x
2 + b .,_- x3 

?-. + 

Siendo entonces· el sistema resltltante el siguiente: 

:E. y == na + b :E x 
2 

C ::a_ X 

:¿:: Xy a '.Z. x + b ~ x
2 + c !Z, x 3 

a;Z,x2 + b :E 3 
X + 

4 
c~x 
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donde las inc6gnitas son precisamente a, b y c; resolviéndolo se -

obtienen los valores, que nos definen la ecuaci6n de la l(nea ele re 

gresi6n elegida (expresi6n (1) ). 

c) caso de una hipérbola: 

Para la hipérbola se sigue un proceso semejante, sea y a+ b 
X 

la ecuaci6n elegida. 

El sistema requerido, será de dos ecuaciones, 

La primera ecuaci6n: 

El coeficiente del primer parámetro es uno por lo que ecuaci6n -

queda: 

I) na + b E._2.. 
X 

La segunda ecuaci6n: 

El coeficiente del segundo parámetro es por lo que la ecuación 
X 

queda: 

II) 
1 

a :!:--;- + 
1 

b z: -:-7" 
X 

El sistema de ecuaciones que hay que resolver es: 

I) 

II) 

1 
na + b<;;"­

/... X 

a ?:"-1- + 
X 

(2) 
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resolviendo el sistema para a y b, se obtienen los valores de los 

parámetros que sLtstituidos en la expresi6n (2) se obtiene la ecua -

ci6n de la \(nea de regresi6n, que corresponde a una hipérbola. 

d) Análisis te6rico. 

Se ha dicho que el método de los m(nimos cuadrados se aplica para 

ajustar cualquier tipo de curva. Y según el método descrito, lo -

primero que hay que hacer es ooterminar la ecuaci6n a la que se 

desean ajustar los datos. Además se dijo que la ecuac:i6n debe se1· 

tal que minimice la siguiente expresi6n (de ah!' el nombre de m(ni 

mas cuadrados). 

n 

(Yi - Yc)2 (3) 

llamemos "E" a esa expresi6n y por medio del cálculo diferencial 

determinemos los valores que la minimicen. 

Puesto que la ecuaci6n de la l (nea de regresi6n gene1·alme1t e tiene 

dos o más parámetros, debe entonces utilizarse la derivaci6n pa:::_ 

cial, para minimizar la expresi6n (3), De esta forma se obtienen 

tantas derivadas parciales como parámetros tenga la ecuaci6n que, 



78. 

al igualarlas a cepo para satisfacer la condici6n necesaria para 

tene1• un m(nimo, se obtienen las "n" ecuaciones del sistema. 

Resolviendo este sistema se obtienen los valores de los paráme-

tros. 

En seguida se ilustra el caso de una hipérboln de ecuaci6n: 

y= a b 
+ >< obteniendo p1•imero el sistema de ecuaciones desea 

do y segundo demostrando que los valores que se obtengan de re 

solverlo constituyen un m(nirno, 

Si la ecuaci6n a la que se tratan de ajustar los datos es la siguie!:_ 

te: 
y a + b 

(2) 
X 

entonces la expresi 611 (3) se transforma en: 

n 
E E 

i = 

n 
E 2.. 

i .= 

b'- 2 
(Yi - (a+ -. ) 

XI 

.b 2 
(Yi-a--.) 

X! 

Derivando parcialmente con respecto a cada uno de los parámetros; 

(derivadas de primer orden) e igualando a cero cada pu.rcial (prim~ 

ra condici6n necesaria) se obtienen las cuaciones requeridas. 
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(2) ¿¡ E 
~ =: -2 Z:.cYi - a - :i ) 

igualando a cero y dividiendo entre dos se tiene: 

Z Yi + na + """ b o L..Xi 

Despejando ¿ Yi se tiene: 



(I) ~ Yi = na + b Z..-1-. 

(3) -~ = o b 

igualando a cero 

Yi 
~ xi 

y 

X\ 

(Yi 

dividiendo entre dos 

+ Z::. X~ + 

... 80, 

Qui:a es ·1a primera. ecua 

a 

se 

cioo. 

b 
xi 

tinne: 

b t-.2-::n = o 

Despejando el término que contiene a la vario.ble dependiente se tie 

ne: 

(II) ¿ Yi 
.:::::.. X\ 

a ¿_1_. + 
L. Xl 

por lo que el sistema deseado queda: 

(I) z Yi na + b .z:-1-. 
Xl 

(II) z. Y.i 1 a Z:x¡ + b 
Xl 

Que es la segunda 

ecuaci6n. 

1 

~xi2 

Que es semejante al obtenido aplicando la rcg1a expuesta en páginas 

anteriores. Resolviéndolo, se obtienen los va>Yores de los paráme -

tros a y b. 
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Estos valores constituyen un m(nimo si satisf,iacen las condiciones -

siguientes: 

Condici6n necesaria: 

para que 

exista un 

extremo 

y 
2 

Cl E 

o ª2 

/o para que exista un mínimo 

Obtengamos las derivadas de segundo orden: 

de (2) se tiene: 

de (2) se tiene: 

de (3) se tiene: 

0 E 

(} b ()a 

= 

2n 

2 
Xi 

Sustil-uyendo estos valores en la condici6n necesaria 

L. o si esto se cumple se 

tiene un extremo 
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El primer término, siempre es positivo, por estar elevado al cu'.::_ 

drado, El cociente de este término es más pequeño comparado 

con el segundo término, puesto que depende del n(1mero de datos . 

Si el número de datos fuera uno, el valor de esta expresión ser(a 

nulo. Si n 2 el segu.ndo término se1~!'a más grande que el 

primero, siendo esta expresi6n negativa, papa cualquier nC1mero-

de datos por lo que cumple con esta condici6n, 

La segunda condición para un m(nimo es: 

2 

0 E 
2 

() a 

o 

Sustituyendo por su valor se tiene: 

2n ;;:;- O que siempre es positivo puesto que de-

pende sólo del número de datos existiendo por lo tanto un m(nimo. 
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Con lo a~te~ior; ·se ha ilust~il:do qÜe el mátooo de los m(nimos -
n 

cúadrados_satisface la. condici6n ~ 
i = 1 

2 
(Yi - Ye) min. 

y que lE<s ecuaciones obtenidas por la regla expuesta o a través 

del cálculo diferencial, nos• permiten determinat' los valores ele -

los pa1•ámetros ele Ye tales que representen un p1•omeclio aritrné -

tico. 

e) Ejemplo de análisis ele 1'egresi6n: 

* La ecuaci6n de la recta ele regresi6n, del ejemplo 1 (pág. 69), -

obtenida; por el método de los m(nimos .cuadrados quedar(a de -

la siguiente forma: 

1°) La ecuaci6n deseada es de la forma 

· 2°) Las ecuaciones necesarias son: 

y 
c 

t:l ~ 
y na+b ~ x 

A 

2:, XY = a~ X + b 

a + bx 

-2.: x2 

Los elementos que hay que calcular para obtener el sistema ante 

rior son: 

* Utilizando el método de los m(nimos cuadrados para el mis 

mo pt•oblema en el que se obtuvo la recta de regresí6n por 

el método de mano alzada, 
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Número de 
x.2 datos y X XY 

3.5 3 10.5 9 

2 5.0 4 20 16 

3 5.6 5 28 25 

4 5.8 6 34.8 36 

5 6.8 -) 47.6 49 

6 8.5 8 68.0 64 

7 10.0 9 90,0 81 

8 9.5 10 95.0 100 

:E.. 54.7 52 393,9 380 

Sustituyendo estos val ores en el sistema A. 

l 54. 7 
8a + 528 

II 393.9 52a + 380b 

Resolviendo el sistema por sustitución, despejando a "ª" de I 

I' a 54. 7 - 52b 
B 



Sustituyendo este valor en II se tiene: 

393.9 52 ( 54. 7 - 52b 
8 

Resolviendo esta ecuaci6n 

+ 

3151 .2 6.5 (54 - 52b) + 3040b 

3151.2 355. 55 - 338b f 3040b 

2795.65 2702b 

b = 2795.65 
2702 

Sustituyendo este valo1~ en (1') se tiene: 

a = 

a = 

a 

54.5 - 52 (1.035) 
8 

54. 7 53.80 

.89 
8 

8 

por lo que la ecuaci6n resultante es: 
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380b 

b = 1. 035 

a . 1122 

Ecuación de la recta de regresi6n 

obtenida por el método de los mínimos cuadrados. 
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Si se compat'a esta ecuaci6n con la obtenida por el método de -

mano alzada 
Ye .5 + X Ecuaci6n de la recta de re 

grcsi6n método de mano alz2.da. 

Puede verse que existe ligera diferencia. 
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Los diferentes tipos de ecúaciones más uti1l~adas en problemas -

administrativos o econ6micos y susres~ectivas gráficas se pre -

sentan a continuaci6n. 

4) Tipos de funciones a las que puede ajustarse L1na nube de -

puntos. 

1 

a) Funcl6n lineal (pendiente posi1:.i_ 

va). 

Este tipa> de fünciones se utili-

za para 1representar: 

y 
y= a+ bx 

Costos totales en funci6n 

de ]a cantidad producida. 

b) Ingresos totales en fun -

ci6n de la cantidad vendi 

da (el término a = O y-

pasa por el origen). 

X 
c) Niv.el de producci6n en -

o 
furnci6n de materias primas. 

d) Cantidad ofrecida en fun 

ci6n· del precio (ecuaci6n 

de ]a oferta). 



y 

o 

y 

o 

y 

y= a ~ bx 

2 
a+ bx + ex 
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Función lineal (pendiente negativa). 

Este tipo de función se utiliza para­

representa1': 

a) Cantidad demandada en función -

del precio (ecuación de la ciernan 

da). 

b) Nivel de pie~~as defectuosas en -

función de las inversiones en 

control de calidad. 

b) Parábola 

Puede representar algunos de los con 

ceptos especificados para la recta -

cuando la tendencia no es lineal.· El 

signo del término cuadrático permi1:!_ 

rá obtener una curva cóncava hacia -

arriba (+) o hacia abajo (-). 

a) Puede rep1'esentar la función de 

utilidad, en función de la canti 

dad producida y vendida. 



y 

y -a+ bx 

l 
2 ex 

(\ 

y 

o 

y= a+...!:'.__ 
X 

n 

89. 

b) Ventas en funci6n de inver 

si6n en publicidad. 

e) Transformaci6n de producto 

en fLlnci6n de la m<'<teria -

prima. 

d) Funci6n de costos en fun -

ci6n de la cantidad produc.!_ 

da. 

c) Hipérbola équilátera. 

El inte1'és en administraci6n y -

econorn(a es para valores positivos 

de "x". Puede representar la -

cantidad demandada en funci6n -

del precio (ecuaci6n de demanda) 

y algunos conceptos semejantes -

a los de la recta, cuando se 

observa este comportamiento ele-

los datos, 

d) Funci6n logar(tmica, 

Puede utilizarse para represen -

tar: 



y 

n 
o 

y a L n (x + b) 

Nota: 
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a) Ingresos totales en función 

de cantidades producidas y 

vendidas. 

b) Costos totales de producción, 

en función de cantidad pro­

ducida (dentro de cierto in 

tervalo). 

Una función de ingrES:Js representada por una función logar(tmica, -

puede interpretarse de la forma siguiente: 

En un principio los ingresos que se obtienen por unidad son relati_ 

vamente altos y este ingreso no aumenta en fo1111a proporcional con 

la cantidad, ésto sucede muchas veces, puesto que las empresas -

otorgan descuentos conforme aumenta la cantidad comprada o tienen 

que vender más barato para incrementar sus ventas, llegando un -

momento en el que el ingreso adicional poi~ la venta de una pieza­

más es muy pequeño, 

La forma general de una función logar(tmica es y a logc (x + b) 
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Si a y b O, se tiene y logcx, que es la forma 

más simple y queda comprendida en el primero y cuarto cuadra12._ 

tes, y es creciente si Ja base c de los logar(tmos es mayor que 

1; puesto que las bases más comunes son 1 O y e, y ambas son -

mayores que 1 , entonces sori c1'ecientes. 

La cantidad "b" sumada a la var,iable x, equivale a una t1'ansla -

ci6n ·del eje "y" hasta una abscisa 11 b11 • 

Si b o, la curva coi-ta el eje horizontal en x 1 • 

El coeficiente "ª" lo único que hace es variar la pendiente de la 

curva que siempre es creciente para a ;:;;. 1 la pendiente es ma 

yor que si O <: a .e:: 1 • 

e) Funci6n exponencial. 

Las funciones exponencias más 

simples son de la forma 

y bx, donde 



b=0.9 

""' 

b=0.4 y 
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b > O. Es decreciente si O<b ¿ 1, 

y creciente si b ? 1; en ambos ca -

sos la cu1'va es asintótica al eje de -

las ''x'' y se intersecta con "y" en -

el punto (O, 1 ). 

La función exponencial de LISO m/'is frecuente es y = ex, donde "e" 

es la base de los logar(tmos n<:i.tu1-ales y vale aproximadamente 

e = 2.71828. 

a 

y 

y= aek+ c ,,./ 
/ 

-~/ 
o, I<: O, c ci 

La forma más general de la función -

exponencial es y aekx + c. 

Esta curva es asintótica a la recta -

y = c, y se ap1-oximi:l a su as(ntota -

desde arriba si a ;:::- O y desde abajo 

si a..::::, o: la CL!rva es creciente, si-

a y k tienen el mismo signo, y de 

creciente si tienen signos opuestos. 



\ 
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\. 

y 

y = aekx + c 
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La curva se intersecta con y en 

(O, a·+ c) y si c.:::.o, se intersec 

ta con el eje 11 x 11 en ( ...!__ 
X 

f) Funci6n de Ser. grado. 

Pueden utilizarse para representar 

1 

los costos totales en funci6n de lu 

cuntidad producida, pero no es muy 

y = a + bx + cx2 + dx3 
conveniente ya que la utilización de 

esta función con algunos otros con-

ceptos (ejemplo para maximizaci6n 

de utilidades en función del precio 

óptimo) conduce a obtener ecuacio 

nes de 2°6 3ºgrado, las cuales. es 

muy dif(cil o casi imposible de so 

luci6n, 

Generalmente, este tipo de curva 

puede aproximarse a una recta o 

a una logar(tmica para ciertos in 

tervalos. 

O). 
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CONCLUSIONES 

El análisis de regresi6n, tiene móltiples aplicaciones en la admi 

nistraci6n; por ejemplo, en mercadotecnia, se utiliza para plane~ 

ci6n, básicamente en la determinaci6n de pron6sticos y tendencias, 

as( como para análisis de crecimiento, cuotas de ventas, etc. En 

producci6n, tiene también sus aplicaciones para determinar está~ 

dares de producción, pron6sticos, etc. En el área de recursos -

humanos también puede utilizarse por ejemplo, el establecer efi -

ciencias y comportamientos; para la determ'inaci6n de salarios en 

función de la eficiencia, etc. 

En finanzas tiene también muchas fo1ornas de aplicarse. 

Puesto que la ecuaci6n de la l(nea de 1~egresi6n es de hecho un -

modelo, su dificultad mayor está en la obtenci6n de los datos, qu~ 

entre mayor sea el número de éstos más precisi6n tendrá el mo 

delo. 

La elecci6n de la ecuaci6n a la que deberán ajustarse los datos -

es importante y está relacionada con los objetivos que se persigan. 

La ecuación más comun es la de la recta, porque en la mayor(a­

de los casos aunque la tendencia sea curvil (nea, estos datos podrán 

ajusta1•se a una recta, la cual es más fácil de obtener y manejar 

sobre todo cuando se usa para pronósticos. 
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En análisis de regresi6n es pues, un método más para obtener 

modelos matemáticos. 
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DE LA DEMANDA, 

1 • Definid6n y concepto. 

Ln elasticidad. de la demanda anal iza la variaci6n porcentu<'l.l de 

la demanda, con relaci6n al precio. 

AD 
D Po1·centaje del cam.bio en la cantidad vendida 

Po1'centaje del carribio, ,c;;n el precio . ' 

Por medio del cálculo diferencial ésta queda definida, como ·el -

valor absoluto del producto de las relaciones precio-cantidad y -

la de1-ivada de la demanda con respecto al precio. 

p dD 

D dP 

Cuando 0<'..~<1 se dice que se tiene una demanda inelástica. 

Y cuando ~>I se dice que se tiene una demanda elástica. 

La interp1~Gtaci6n que puede darse a estos valores es la siguiente: 

Al variar un precio la demanda puede comportarse elástica o ine-

lásticamente. 

Cuando es elástica, los cambios en la demanda pueden ser drásti- ·¡ 
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cos (variar grandemente), y hay que tomar precauciones ien cuan-

to· a estos cambios. 

Guando es inelástica, las variaciones en el pt'ecio no afectan sen-

sibfoimente la demanda. 

El análisis de la elasticidad de la demanda es de gran utilidad pa-

ra los administradores, sobre todo para los del área de Mercadeo 

qué tienen que fijv.r o variar precios y siempre tienen la incerti--· 

dumbre sobre cuál pueda ser la reacci6n en la demanda. 

éuando se dispone de datos estadístic~s, matemáticamente se pue-

de obtener la ecuaci6n de la línea de regresi6n que muestre la --

tendencia de la demanda al variar el precio y pot' medio del cálcu-

fó diferencial determinar su comportéll"niento; es decir, determinar 

si es elástica o inelástica para un cierto carnbi.o de precio. · 

Pór ejemplo: 

$up6ngase que repentinamente se desea hacer un cambio en el --

f$r"ééió dEi venta de cierto detergente cuya. presentaci6n es en bol-

sáS de 1ó Kg, 5'6ló se dispone de tres datos 1 que córrespónden 

a. iás tres últimas variaciones de precis:> .. 

· Pr'ééió por paquete de 
fQ. __ Kg, de detergente 
éantidad demandada 

50 
30,.000 

65 
15,000 

90 
10,000 
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Soluci6n. 

Primero.'":'. Obtener la ecu¡:ici6n de la l(nea de reg1-esión (ecua-

ci6n de la demanda en fLlnci6n del precio). 

Segundo. - Analizar su elasticidad. 

¡ 

2. Obtenci6n de la función de la demanda. 

Graficando los datos propo1-cionados, puede observat se su tenden-

cía y ver que é~tos pueden ajustarse a la ecuaci6n de una hipérb~ 

la. (ver gráfica), 



No. de paquetes 
de 10 Kg. 

30,000 

20,000 

10,000 

50 60 

100. 

. ' 

70 80 90 
Precio 

La ecL1:'l.ci6n de esta hipérbola tiene la forma siguiente: Y = a + b 
X 

que la obtendremos por el método de los m(nimos cuadrados. 

Para utilizar el método de los 1i1ÍÍ1imos cu::i.drados se requieren de 

dos ecuaciones, por ser dos los parámetros que hay que determinar. 

Las ecwciones necesarias determinad:ts según el método expuesto en 

el capítulo anterior son: 

12 y na+ b ¿ 

II L b 

X 

+ b¿ 1 
x2 

Con lo que se tiene un sistema de 2 ecuaciones con dos inc6gnitas 

(a y b) cuyos valores trataremos de determinar. Con los datos ori 
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ginales -puede -consb.,uipse -la siguiente tabla: 

en miles 

X y 1/x 1/><2 y/x 

50 30 .020 ,00040 .60 

65 15 .015 .00024 .23 

90 10 .011 .00012 • 11 

:¿ 55 .056 ,00076 .94 

Substituyendo estos valores en las ecLaciones 
' 

se tiene el siguiente 

sistema: 

55 = 3a + .046b 

II .94 = .046a + .00076b 

Se resuelve este sistema por el método de igwlaci6n, eliminando el 

parámetro "a" • 

Como "y" está representado en miles, conviene tr;;ibajar con 4 deci-

males. 

3a = 55 -

55 = 
3 

,046b 

.046b 
. 3 

y 
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a = 18,3333 - ,0153b 

II .046a -· .94 - b(.00076) 

a = .94 - b( .00076) 
.046 .046 

III a 20.4348 • 0165b 

Resultando el sistema equivalente: 

1 

a = 18.3333 - .0153b 

II a 20.4348 - .0165b 

lo cLE.l resulta: 

18 • 3333 - . o ·1 53b 20.4348 - .0165b 

.0012b 2.·1015 

b 2.1015 b 175'1 .25 

Sustituyendo este valor en alguna de tas ecuaciones, por ejemplo, II 

se obtiene el valor de a 

a = 20 .4'348 - .0169 (1751 .25) 

20.4348 - 28.8956 

a - 8.46 

'/ 
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Sustituyendo estos valores, en la ecLaci6n propL1esta se tiene: 

6 

y - 8.46 +. 1751 .25 

D = - 8.46 + 

X 

1751 .25 
p (1) 

Donde "X" representa el precio P de cada bulto de 10 kg y 

"Y" rcpresent.a la cantidad demandada D en miles de paqu;::_ 

tes de "10 kg. 

3 ,..,. Análisis de la Elasticidad. 

El precio actual es de $90 .oo se dese2. incrementarla a $ 100 .00. 

Se pregunta 6C6mo repercutiría esto en la demanda? 

Anal icemos la 

D 

dD 

dP 

' 
::: 

::: 

= 

elusticidad de la demanda, 

1.-+ 
- 8.46 + 

1751 .25 

__®_¡ 
dP 

1751 .:.:>5 
p 

------
P2 

dnda por: 

(2) 

El valor de P de ta e.xpresi6n 2 es el corr:-espondiente al nuevo pr;::_ 
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cio de $ 100 .00 y el de D es el obteni.clo de la ecuaci.6n de regresi6n 

(1) al susti.tui.r P = $ 100.00 

por lo que p 100 

D - 8.46 + 1 :Z51 • 95 y 
100 

D = 9.0525 

Sustituyendo estos valores en la .~ 

(2), se tiene: exp1•eston 

1751 .25 1 .9346 
10.000 

Por lo que puede concluirse que la dema.nda es elastica y que la re 

percuci.6n de esta al variar el precio es de aproximadamente 

9,052 
10,000 .10 o sea 10% 
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II. Modelos Productivos, Conceptos y Supuestos. 

1 • · Generalidades. 

Las aplicaciones del cálculo diferencial en problemas administ1-ati 

vos o contables, son todos muy semejantes en su metodologfo, 

puesto que se ti-ata de optimizar una expresi6n matemática que re 

presenta alguna situaci6n real. 'Utilizando el cálculo cliferencial -

las operaciones se reducen a obtener la derivadw de ln funci6n que 

pretende optimizarse, para determinar el valot' de la va.rinble 

controlable, (máximo o mínimo) que permite alcanzar el objetivo. 

2. Supuestos básicos para plantoar y resol ver algunos· Modelos 

Productivos . 

Los modelos de Ltn problema real, puedo1ser muy complicados y­

difíciles de resolver, si éstos son muy precisos. Pero, bajo 

ciertos supuestos y dependiendo de los objetivos que se persigan,­

los modelos pueden simplificarse bastante y su resoluci6n se hace 

más fácil. Sin embargo, debe tenerse cuidado en la util izaci6n 

de los supuestos, porque pueden influir en forma importante en el 

resultado que arroje el modelo. Muchos r nod8los mat8máticos se 

reducen a combinaciones algebraicas, que administrativa o con -

tablemente tienen sentido. Por ejemplo: se acostumbra 
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representar a los ingresos por la ecuación: 

= PX 

En donde I es el ingreso de las ventas, P es el precio de ven 

ta unitario y X es el número de art(culos vendidos. En la rea 

l idad estos ingresos dependen de varios conceptos, entre los que -

1 

se pueden mencionar: La publicidad, el núme1-o de vendedores, -

el precio del art(culo, la penetraci6n en el mercado, el número -

de art(culos vendidos, etc. 

Supuestos básicos. 

1 • Todos los costos pueden clasificarse en fijos y variables. 

2. El precio de venta unitario, es constante, es deci1' no var(a 

al cambiar el volumen de ventas. 

3. Los costos variables por unidad son constantes cualquiera-

que sea el volumen de producción; en otras palabras, los -

costos globales fluctuan proprocionalmente al número de 

art(culos producidos. 

4. Los costos fijos permanecen constantes ante las fluctuacio-

nes del volumen de producción. 
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- __ , - --' 

5. Los elementos; ql.le intervienen en los costo~vva~iablés glo-
- .:· ~:e ·.~· \~~···:-. 

balesse~preseotS,n siel"J1pré~~o ta h:iisrria<p¿~porci6n,· con -

ci6n. 

6. Todo lo que se produce se vende, o sea, que los cambios 

entre el inventario final y el inventario inicial son insigni-

ficantes. , 

7. No hay cambios en la eficiencia y la productividad de la '?.!.' 

ganizaci6n, as( como en lo referente a la competencia, los 

clientes, las zonas de venta, etc. 

3. Conceptos sobre costos. 

Administrativa y contablemente, en general, puede hablarse de dos 

tipos de costos: costos de distribución y costos de producción. 

·A. Costos de Producción, 

Los costos de producción incluyen: 

1. Materia prima directa, que es el costo de los materiales, 

que f(sicamente se transforman en parte del producto ter -

minado y se pueden identificar con cada ar·t(culo. 
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2, Mano de Obra directa, es el costo de los servicios de los 

. empleados ·que trabajan directamente en .la transformaci6n 

del producto. 

8. Costos indirectos de fabricacl6n, son los costos de fabri -

caci6n que no pueden identificarse plenamente con cada ar 

t(culo. 

Estos a su vez se dividen en: 

a) Materiales indirectos, son los costos de los materiales que 

intervienen en la fab1,icaci6n del p1'oducto, pe1'0 que no se 

identifican con cada art(culo, como p:::ir ejemplo, lubrican-

tes, pi.gmentos, mate.dales de limpieza, etc. 

b) Man.:::i de obra indirecta, son los costos de los servicios de 

los empleados que no trabajan directamente sobre el pro -

dueto pero que de una man2.ra u otra tienen que ver con -

la producci6n. Por ejemplo: el salario de los comprado_ 

res de la materia prima. 

c) Costos general es de fabricaci6n, son oti'os costos de fabri 
l 

caci6n, como la depreciaci6n del edificio o del equipo, se 

guros, ventas, impu=stos, etc, 
1 

'I 
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B. Costos de Distribución. 

Los costos de distribución son los otros costos en los que se in-

. curre en una organización, y. que tienen que ver con la entrega -

del producto a consumidopes intGrmedios y finales, como pueden -

ser: los costos de venta, (publicidad, promoción, vendedot··es), -

los de investigaci6n, costos financieros y ndministrativos. 

Para efectos de planeaci6n y contt'ol se acos'tumbra dividir los 

costos en variables y fijos. 

Los costos varia_~les son aquellos que fluctuan en proporci6n di -

recta con el número de unidades producidas (materia prima y m'.:_ 

no de obra directa). Tarnbit'in so incluyen aqu( algunos costos de 

distribuci6n (comisiones a vendedores). 

Los costos fijos son aquellos que no fluctuan en proporci6n direc:_ 

ta con la producci6n, como pueden ser todos los gastos adminis -

trativos tales como: sueldo de secretarias, ventas, servicios 

municip< 1 es, etc. No p:..iede ~ablarse <:Je una clasificaci6n de los 

costos que los tipifique como variables o fijos y que sea aplicable 

en alguna organización. Sino en general el contralor de costos -

los separa en variables y fijos de acuerdo a su experiencia y las 

características de los costos que interviene11. 



110. 

··--
O, . Funci6n de Costos Totales. 

'De acuerdo con lo antes expuesto, es la costumbre 1•epresentar -

a los costos totales de una empresa por la ecuación: 

et, == cv + Cf 

en donde: Ct costo total 

Cv = costo variable 

Cf = costo fijo 

El modelo parece muy simple, pero no es as(, puesto que, cada 

elemento que incluye tiene en s( una gran complicación, pero que 

resulta Útil para ciertos objetivos, y muchos dG los modelos ad -

minist1•ativos o contables que se utilizan, caen bajo esta tipifica -

ci6n en la que se parte de supuestos básicos, que permiten sim -

plificar el modelo y hacerlo más manejable. 

E. Costo Marginal. 

Cuando se tiene establecido un programa de producción para un -

cierto artículo, el costo que se tiene por producir una unidad a~i 

cional .riel mismo artt'culo, es lo que se entiende por costo mar 

gi.nal. 
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la primera de1•ivada del' costo tot:a.1 ~ que se interpreta como la t~ 
-:·: __ ~·.;:_ -~:·--·-~~ .::_~'. :·~· : : 

sa de va.riaC::i6n, o el f(mlte;·,d~~la ·~a:i?:6n··del incremento en el cos 

to total' con respecto al incremento en la cnntid~d total cuando -

éste tiende a cero. · 

Costo 
Marginal 

de 
dx 

lim áC 
á><-> o t.0<· 

F. Costo Proniedio. 

donde: e 
X 

costo total. 
número de 
artículos 
prod. 

El costo total de producir "X" número de unidades dividido entre 

el número de unidades producidas, es ·e1 costo promedio. 

e= e 
X 

donde: e es el costo promedio 

e es el costo total en función de la cantidad 

producida. 

X = es la cantidad de artículos producidos 

A Léase incremento. 
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a. .concepto :Y simpúncaói6ii ae la fi.Jnci6n de ingreso . 
... ·:.:.:< .·.'-~.- ·i· --- ,",C,0"'/~'::. :~,.··_: >---~: 

Ingreso es el v1lor r:¿~i~~ pbj;\~ :ve2Z de cierta cantidad de -

bienes o servicios aun ci~rtb·~;~~Í'o.' 

Dependiendo de las ccndiciones p;¡irticulares de cada caso, los in 

gresos no guardan una relaci6n proporcional a la cantidad, es de 

cir no son lineales, sino qL1e siguen L1na tendencia cur\iHnea 

puesto que al aumentill' la canl:idad vendida, gcnerelmente se ofre 

cen descuentos. 

Sin embargo, se acostumbra representar a la funci6n de ingresos 

como u:1a relaci6n proporcional, a la cantidad, dentro ele cierto 

intervalo. Es decir el precio de venta no cambia al variar la -

cantidad vendida. 

= PX para 

donde: I == Ingreso 

P Precio de venta de cada artículo 

X = Cantidad de artfculos vendidos 

a, b = Lfmites inferior y superior del intervalo·-

de cantidad. 

l 
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4, Ingresos. 

a, Concepto y Simplificaci6n de la funci6n de ingreso. 

Ingreso es el valor recil:Íido'por la venta de cierta cantidad de -

bienes o servicios a uri cierto. preCio. 

Dependiendo de las condiciones particulares de cado. caso, los in 

gresos no guardan una relaci6n proporcional a la cantidad, es de 

cir no son 1 ineales, sino que siguen una tendencia curvil(nea 

puesto que al aumentar la cantidad vendida, 'genen:tlmente se ofre 

cen descuentos, 

Sin embargo, se acostumbra representur a la funci6n de ingresos 

como u:1a relación proporcior'al, a la cantidad, dentro de cierto 

intervalo. Es decir el precio de venta no cambia al v<:triar la -

cantidad vendida. 

donde: 

. I PX para 

r Ingreso 

P Precio de venta de cada artículo 

X = Cantidad de art(culos vendidos 

a, b = Lfmitcs inferior y superior del intervalo -

de cantidad. 



113, 

b. Ingreso Ma1-ginal, ·---

Ingreso marginal, es el ingreso que se tiene por vender una uni-

dad adicional, a las ya colocadas. En términos del cálculo difc-

rencial, el ingreso marginal. corresponde a la primeru derivada -

del. ingreso total; que es la ta~a de variación o el límite de la 

razón del incremento en el ing1-eso total, con respecto al incre 

mento a la demanda total, cuando 0sta tiende a cero. 

Ingreso Marginal 

donde: == · In¡:¡reso total 

dI 
dX 

lim Ai.J 
11Z -:.> O 8.X 

X = N(1mero de a1-tículos demandados y vendi 

dos . 

.é. Símbolo de incremento 

c. Ingresos crecientes y dec1-ecientes. 

Lo más comCin, es suponer que entre mayor sea la cantidad ven-

dida, mayores son los ingresos, y ésto es válido en cierto inter 

val o. (Intervalo (a. b.) ). 

-~ 
1 

1 

1 
1 

1 

1 1 1 

~_L_~'---'--
a b c d X 
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Sin embargo; 'después de C:iertá cantidad,. se acostL1mbra otorgar 

dpeo·. srccu1. 6,en·.n·t·.···.·Cº.,,·t~.·~ ....• n •. '.·.;t:;ter·v .. n.·.··tª_ .• ~ ... ·l·.·,•.º•·.: •. -~···,·····(b·~·.i.·.t ... :·.~.'. .. ~.··_· •. sc·.·.· .. i,)"' ..•. i.·.i_~)•.·.···.:, .. g.·~.·.·r····Y.·.e··.~;;};'P:°~c:.~~Tfr!~n: en 1á misma pro-
.. . • . - >~{:i5~}-b6'A'ti';,"~X·6on lél. misma pol (ti-

\,_-.-, : •' 

ca, llega ün mom,entó en qtj~ tC>~ i.ng~esos disminuyen al aumen:ar 
' -::·_··. ' .. <:-~-

la cantidad vend(da; y ésto secdébe.no s6lo a la pol(tica estable-

cida, sino que depende también de la capacidad instalada, que no 

se incrementa, al incrementar la' producci6n (intervalo (e. d) ). 

Lo anterior se justifica con la llamada "Ley de los l'E- idimientos 

decrecientes", que afirma: 

"Si una producción cualquiera, reqLliere de uno, dos o varios Fac 

tores de producción, sin que cambie la cantidnd de los demás 

factores, el ingreso ma1'ginal del Factor que var(a, crece hasta -

cierto punto y después decrece". * 

El motivo de esta disminuci6n radica en que la empresa, a medJ_ 

da qL1e emplea junto con un factor fijo dado, cantidades crecientes 

del factor variable, se aleja cada vez más de la combinación 

6ptima de factores. 

Los rendimientos son crecientes cuando lqs costos son decrecientes. 

Los re rdimientos son decrecientes cuando los costos son crecientes, 

* Desa1'rollo contemporáneo de la Con~abilidad y Contr'ol de-
Costos. Roberto Dutilli, lv\ic::•el Fiol. Ed. Trillas. 
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d. Ley de ofért~ydernanda; 

Un incremento en la cantidad ofrecida o una diminliciÓn en la cantidad 

demandada, provocan una disminución ·del precio; y de forma simJ_ 

lar una d imim.1ci6n en la cantidad. ofrecida o ~n aumento en la can 

tidad demandada provocan un aumento de precio. 
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III. Modelo para minirnizar el costo p1~ornedio. 

''" -
Concepto y Funci6r; de Costo. Total . 

• '.-','.. < .·:·::. 

. . .... ' . 

En situaciones tju~' tl~n~Á :¿l.l~ ver con producci6n, po1' lo regular 
: " .. j:.~~·_:·,-~--~~ 

se busca el minf~i'zar ~F costo, siempre y cuando éste esté den-

tr'O de la capacidad de producci6n. 

Cuando por medio de datos estadísticos y bajq·, ciertos supuestos-

es posible obtener la funci6n de costos tota.les, se puede, a través 

del cálculo diferencial, llegar a optimizar esta funci6n y determi 

nar la cantidad que hay que p1'oducir para minimizar el costo 

promedio. 

Criterios. 

Par.:t lograr esta optimizaci6n, pueden utilizarse dos criterios, -

que nos llevan exactamente1 al mismo t'esultado. 

Primer criterio: 

Cuando se tiene la función de costos totales, dividirla entre el -

·número de unidades producidas, para obtener la función de costo 

promedio, y dP.spués minlrnizar esta función. · 
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Segundo criterio: 

PL1ede c:lemostrárse que el rn(nimo c·::isto p1•omcdio, ocurre cuand:) 

el costo marginal y el costo promedio .son L:Jualcs, por lo qL1e 

igualando estas dos runcioncs, se llC!gél al mismo .resultado. 

Jlustraci6n. -------

)lustremos fo a.nt~rior con un ejemplo. 

Primer 

Consideremos lci. :siguiente f'unci6n de costo total: 

e 2x2 + sx. + 1 8 

dondei C = costo total 

x nÚ'mero de art(culos producidos 

La funci6n de costo promedio será: 

= e e 2x2 
+ 5x + 18 

X X X X 

e 2x + 5 + 18 
X 
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derivandg _con_res_pecto_a_ =·x _ --la-fünci6n de-c"costo- promedio e'=igua~ 

lando a cero (coíldlci6~ -~e2~i~~¡ei- p#r'~::'w1 -extremo). 

·,:\~'l.~.<~~~:·.~ _: 
de 
d)f 

2 18 

x2 

despejando a x se tiene: 

x2 9 

X + 

o 

3 

El valor negativo de X se desprecia," por carecer de sentido, por 

lo tanto: 

X = 3 

Para este valor se tendrá un mínimo, si la segunda derivada es -

positiva, 

= 
36 

;:¡-
X 

que es positiva para x = 3 

por lo que se tiene un m(-

nimo para ese valor, 
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---. ..... 

Conclusi6n: 

t_a canti~ad que se tiene que produci1~ para minimizar el costo -

promedio, son 3 unidades. 

Segundo critel'io: 

Obtener las funciones de costo promedio y costo marginal e igua-

larlas pura obtener Ja cantidad que hay que producir para obtener 

el costo. promedio m(nimo. 

De la función de costo total puede obtenerse Ja funci6n de costo -

promedio y costo marginal: 

Funci6n de costo tot01l 

Funci6n de costo 1'narginal 

Funci6n de costo promedio 

e 

de 
dx 

e 

2x2 + 5x + 18 

4x + 5 

2x + 5 + 18 
X 

Igualando las expresiones (2) y (3) de 

se tiene: 

4x + 5 

dx 

2x + 5 + 18 
X 

(1) 

(2) 

(3) 

e 
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despejando a X se llega a: 

4><2 + 5x 2x2 + 5x + 18 

2x2 = 18 

x2 - 18 
2 

x2 18 
2 

X :!::s 

se desprecia el valor negativo y se llega a: 

X 3 

que es el mismo resultado al que se habra llegado con el otro -

criterio. 
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Gráfica e Interpretación. 

Graficando las expresiones, pusde entenderse mejor el por qué -

de este resultado. 

Costo total 

e ' = 2x
2 + 5x + 18 

Utilicemos estos puntos para graficar la funci6n. 

costos 

X e 

o 18 

25 

-5/4 14.87. 

4 70 

2 36 

3 60 ' / 

' ,,. -.... -
10 

--1 

-2 -1 2 

·-1---1---1---

3 4 5 
cant. 
prod 
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Costo promedio. Costo marginal 

e = 2x + 5 + 18 de 4x 5 
X dx 

X e X d c/d 
. ' 

25 o 5 
.... 

2 18 3 17 

3 17 

1/2 42 

4 17.5 

Puede observat'se que el mínimo costo promedio está en la inter-

secci6n de ln ecuaci6n de costo promedio y costo marginal, por -

lo que cualquier criterio es indife1'ente y nos llevar(a él.! mismo -

resultado. 

El propósito de utilizar el criterio del m(nimo costo promedio es-

básicamente, para obtE:>0er el costo uniatrio más bajo. Lo que en 

un momento dado pe1-mitir(a aumentar el margen de utilidad, o ba 

jar el precio para beneficio del consumidor o para estar a un ni -

vel más competitivo en los precios e incrementar las ventas. 
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IV. Determinación .del~nivel Óptimo de· producción y venta, para 

·maximi~ar ,~ttÚ~a_d~s. 

Uno de los problernas más comúnes de una decisión gérencial es-· 

.el detet'minar, qué éantidad. hay que fabricar y vender para obte -

ner las máximas utilidades. 

Una primet'a respuestél sería, hay que vender lo rn6.s posible para 

que de esa forma maximizar los ingresos. Pero dependiendo de 

las características del mercado, una variaci.ón desmedida en la -

cantidad ofrecida provocaría una variación en el precio del ar'trc;: 

lo, lo cual haría cambiar los ingresos (Ley de la oferta y la de-

manda); y por otro lacio, la capacidad de producci6n, puede ser -

tal que el costo margin3.l sea mayor al ingreso marginal, y ésto 

ocasione una disminución de las utilidades (Ley de los rendimien 

tos decrecientes), Pudiendo decir entonces, que no siempre ma 

yores ingresos proporcionan mayores utilidades. El cálculo dife 

rencial puede servir para determin:i.r el nivel 6ptimo d·3 produc -

ci6n y ventas, bajo ciertos supL1estos. 

Para ilustrar el método considere el siguiente ejemplo: 

., 
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La gerencia de un.a énipresa deSea, con el prop6sito de establ!"cer 

sus niveles de producci6n y políticas de mcrc<:i.dco, encont1'ar el-

nivel 6ptimo de ventas, c"on el cual maximice las utilidades. Se 

sabe que la capacidad de la planta es de 1 800 uniclwcJes. Los 

costos fijos cargados al artrculo, se han estimado en ~; 2, 500, 00 

y los costos Vélriables por unidad en $ 0.50, la función de ingr<:_ 

so en base a datos de ar'los nnte.riot'es, se ajusta a una Funci6n -

logarítmica, cuya ecuaci6n es la siguiente: 500 log (>< + 1 ). 

Solución. 

Primer paso. 

Obtener la Funci6n de costos totales. 

·Utilizando los supuestos establecidos, la fL1nci6n de costo total -

estará dada por: 

= 2500 + .5x (1) 

Obtener~ la función de utilidad. 

u 



Puesto que la función de ingresos ya está dada 

= 500 Ln (x + 1) .. (2) 

. La Funci6n de utilidad es: · 

u (3) 

que sustituyendo los valores de (1) y (2) se tiene: 

U 500 Ln (x + 1) - 2500 - , 5x 

derivando ésta con respecto a la cantidad, e igualando a cero 

para obtener el valor del extremo (condición necesaria). 

du 
dx 

despejando x se. tiene: 

500 
X + 1 

500 
X + 1 

500 

- .5 

.5 

.5x + .5 

x = 999 unidades 

125. 

a este valor le corresponderá un máximo, si la segunda derivada 

con respecto a x es negativa, para este valor. 

La segunda derivada es negativa, para -

cl.fl lquier valor de x por lo que para -

x = 999 se tienen las máxirnas utilidades. 
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- - ' ,_.. . . ·- -

·utilidad, C:~~~db ~1<~01L:~~~~ de producci6n y ventas alcance un ni 

-· -~-~;:·:~·-~_'.(_. -"---

vet de 999. unidade~ ;;:.J~ · 

1 

El monto de la utilidad se obtiene peempluzando en la función 

correspondiente el valor de X 999 unidades. 

1 

U 500 Ln (x + 1) - 2500 - . 5x 

U 500 Ln (999 + 1) - 2500 - . 5(999) · 

u 500 (6.9) - 2500 - 499.5 

= 3453.87 - 2500 - 499.5 

= 2653.87 - 499.5 

454.38 

Las utilidades son $ 454. 38 

Puede comprobarse que produciendo a ta capacidad máxima las -

utilidades son men'.Jres: 

U 500 Ln (x + 1 ) - 2500 - . 5x 

u 500 Ln (1801) 2500 - .5(1800) 

u $ 348.09 
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' 
Grafique111~E; l.a~ funcj9Q~~)o~·ol_uct'adas. pal"'a .aclarar.los resultados. 

3000 

2000 

1000 

I (X). - · Ingreso total 

Ct (X) 

U(X) 

$ 

100 300 

Costo total 

Utilidad total 

500 700 

I (x) 

-----------

máx. 

u (X) 

900 1100 1300 1500 1700 1900 

Funciones de Ingreso, Costo total, Utilidad para el problema el·?. la 

determinación de la cantidad óptima de producción y venta para 

maxim i;::ar utilidad es.· 

.¡ 

Cantic:o 
prodt.!C;1 
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En la figura anterior, muestra la gráfica de la ecuaci6n de:cos-

tos totales,, y de · irigres.os total e~ . 

. En esta pÚede J~r;é 'gue: l~ funci6n de ,ing~esos crece mucho, en 

un principio '.p:~t.'~k sé mantiene con el mismo ritmo de creci -

miento. La fu~·ci6n ,c::le costos total es crece a Lln ritmo constante, 

llegando un momento en que este c1·ecim iento es rnny:::ir que el de 

ingresos, odginando una disrninL1ci6n de util iclLldes, como se PU':_ 

de ver en la figuni.. Las util idaci0s alcanzan un máximo para -

X 999 después de este punto Ja función 'de utilid<:td decrece. 

Conclusiones. 

El cálculo diferencial, constituye un instrumento matemático efi 

caz y preciso para la torna de ded.siones, de tipo productivo, c2 

mo poi· ejemplo, determinad6n del nivel de producción para la -

maximizaci6n de uti 1 idudes, o la minimización de costos. 

Es importante hacer notar, que entre más preciso sea el modelo 

utilizado, más exacta será Ja solución, y qu·.; las consideraciones 

o supuestos hechos para simplificar el manejo matemático del 

modelo, sean respetadas, por ejemplo en el caso anterior. Se-

supone que Ja cantidad producida era iguul a. Ja cantidad vendida, 

y que la diferencia entre los inventarios finales e iniciales era -
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---.... 

despreciable, también impl(citamente se considera que los ingresos 

son continuos y no discretos. como es en la realidad, además se -

acierta que la funci6n de :.i'.1gresos es válida s6lo en el intervalo -

establecido es de.cir de.CÍ:a,1800 que es la capncidad de la planta. 

·' 

. t 
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V. Determinaci6h del precio de un artrculo. 

Uno de Jos problemas que se p}"esentan al introducir un nuevo 

art(culo es, .entre otros muchos, el establcc·2r su precio de ven-

ta. Dependiendo del enfoque y los diferentes objetivos que se 

persigan, éste puede ser uno de los principales problemas a re-

solver. cuando se pretende maximizar la utilidad de una empr.'."._ 

sa, el precio del art(culo interviene directamente en 1 os ingre -

sos de ésta. 

Hay muchas formas de determin=ir el p1-ecio de un a1-t!'culo; una -

de éstas ser(a, considerar su costo, más un=i utilidad unitaria de 

seada. Ol"ra ser(a tratar de encontrar el punto de equilibrio en-

el mercado. Pero cuando se trata de art(cul os de consumo, y -

precisamente de un art(culo cU'_¡a demanda es elástica, entonces -

el problema es diferente y es preciso utilizar otros métodos pa1-a 

encontrar el preci'o óptimo, es decir el p1-ecio con el cual se ob 

tiene la mayor utilidad. 

El método que se utiliza tiene que considerar en Forma importa'2. 

te la función de la demanda. 

Por medio de un muestreo, se pueden obtener una serie de datos 

1 
que· proporcionen una correspondencia entre precio y cantidad, y 

" 
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por medio del análisis de r,egresión obtener la ecuación de la 

cantidad deman:iada. Con esta informaci6n y otra qlie pueda ob~ 

nerse internamente en la empresa referente a los costos totales, 

puede Formularse el modelo que nos lleve a lé\ optimizaci6n del -

objetivo. 

Bajo ciertos supuestos básicos, las funciones requeridas serán -

tas siguientes; 

Función de L!l:ilidad u = (1) 

que representa el objetivo a maximizar 

donde u utilidad 

ingreso 

Ct costo total 

Según se explicó en el punto II de esta tercera parte, la función 

de ingresos y la de costos totales pueden simplificarse y presel'!_ 

tarse de la siguiente forma: 

función de ingresos: 

donde 

Px (2) 

p precio por unidad 

x = cantidad producida y vendida 

(cantidad demandada). 
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función de costos totales: 

(3) 

donde cf = . costos . fijos . 

Cv costos variables po1° unidad 

En las expresiones (2) y (3) aparece "X" q1.1e es la cnntidad efe 

mandada, la cual tendrá que determinarse en funci6n del precio, 

(Ecuaci6n ele la demanda). Ilustremos este modelo con un éjemplo. 

La gerencia de cierta empresa mnr.ufactu1°era de juguetes desea· 

introducir uno nuevo para la pr6xima navidad, uno de sus proble-

mas es el precio de venta. Se pretende que éste. sea tal que pr2 

duzca la máxima L1'.:ilidad basándose tanto en la funci6n de costos-

de producci6n, como en la funci6n de demanda, obte11ida de datos 

proporcionados por los distribuidores. 

Sup6ngase que los datos que proporcionaron los distribuidores en 

cuanto a la demanda, en funci6n del precio de un juguete semeja.'2 

te, son los siguientes.: 

Precio por unidad 50 65 90 

Cantidad demandada 30 15 10 

i 
en miles de unidades 'I 



De datos internos de la empresa se sabe: 

Los costos fijos asignados para, el nL1evo jLiguote' se estiman en -

$ 40,000.00 y los costos variables se estiman ~m $ 35.00 por 

unidad. 

El objetivo es ma>:imizar la funci6n de utilidad (1) pero en fun -

ci6n del precio, por lo que las expresiones necesarias cleberán 

tener como variable independiente el precio P. 

Soluci6n: 

Primero encontrar la funci6n de demanda. 

Los datos de los distribuido1'es están graficados en la siguiente -

figura: 
cantidad x 

30. \ 

15 

10 

50 65 90 precio 

Los datos podrían ajustarse a una recta (ª) que sería muy simple; 

en forma más adecuada a una hiperbola (b), utilicemos esta segu~ 

da. La ecuaci6n que se obtiene (ver Ela;:;ticid¿'!d de la demanda) 

es: 
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(4) X -8.46 + 1751 .25 
p 

donde X representa la cuntidad 

deman:Jada en miles de unidades 

y p el pt'ecio por unidad donde 

50 ¿ p ::: 90 

Segundo obtener Ja funci6n de costos totales. 

La expresi6n pedida es: et ,Cf + CvX; de la informaci6n -

interna se sabe que: 

Cf 40,000.00 

Cv = 35 

por lo que la ecuación queda: 

cf 40,000 + 35x 

En la que hay que sustituir el valor de "x", puesto que la variable 

independiente t\cne que ser el precio; puesto que: 

X -B.46 t 1751.25 
p 

sustituyendo qL1eda: 

C,.. 40,000.00 t 35 (-B.46 + 1751.25 

que efectuando operaciones resulta: 

(5) 39703.90 + 61.293.75 
p 

·p 
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Tercero encontrar la funci6n de ing1-esos; en funci6ri del precio: 

(6) = 

Px 

P· (-8.46 + 1751.25 
p 

-B.46P + 1751.25 

135. 

Cuarto encontr-ar la expresi6n de utilidad en funci6n del precio -

sustituyendo (5) y (6) en (1 ). 

U (-B.46P + 1751.25) - (39.703.90 + ~ .293. 7~ 
p 

U . -B.46P + 1751.25 - 39.703.90 - 61,293.75 

(7) u -37. 952 . 65 - 8. 46 p 61 .292. 75 
p 

p 

Esta es la funci6n. que hay que maximizar con respecto al precio. 

Quinto determinar el precio 6ptirno que maximice las utilidades, 

la soluci6n se obtiene: 

Derivando la función de utilidad (7) con respecto al precio, e 

igualando a cero, se tiene el valor deseado. 

du 
dP 

-B.46 + 61.293.75 
P2 

•/ 



haciendo: du ~ o 

dP 
. y despejando · P, se· obtiene 

-8.46 + 

L. 

61 .. 293.75 
P2 

o 

-:8,46 P2. + 61.293.75 = o 

8.46 P2 61.293.75 

P2 
61.293.75 ------

8.46 

P2 7245.12 

p = + 85.12 p $ 85.12 

Se desprecia la cantidad negativa, por lo que cada juguete debe-

venderse a $ 85. 12 pi:!r<:I maxirnizar la utilidad. 

136. 

Sexto verificar que el valor obtenido es un máximo, sustituyénd~ 

lo, en la segunda derivada. 

du2 
dp2 

02U 
dp2 

-2(61 . 293. 75) 
P3 

-122587.50 
P3 

qL1e para el valor de 

P = 85. 12 resulta negativa 

constituyendo, por lo tanto 

un máximo. (Condición su-

ficiente) 

conviene determinar la cnntidad que debe pr'DGL:cirse y venderse -

as( como el monto de las utilidades, 

·' 
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Sustituyendo el valor de p en la expresi6n (4) 

X = -8.46 + 1751.25 
p 

X = -8.46 + 1(51.25. 
85.12· 

X = -8.46 + 20.57 

X = 12. 11389 pero como c.:;tá expresado en miles unidades. 

X 12,114 

cantidad a producir y vender. 

La utilidad se obtiene de la expresión (1) 

u I - et 

donde = 85.12 (12114) 

= 1.031,143.60 

t et 40,000 + 35 (12,114) 

40, 000 :t 423,990 

463,990 

por lo tanto: 

u = 1,031, 143.60 - 463.990 

::: $ 567, 153.60 

que es la utilidad. 
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VI. Modelos de Inventado. 

Introducci 6ii .- • 

Las cantidades invertidas en los inventarios constituyen para algu­

nas empresas, una parte muy impor-tante de sus activos, indepen -

dientemente de que los inventarios sean de mater-ias primas o de -

productos terminados. cualquier tipo de inventario implica un 

costo, qL1e innuye en las utilidades de la empr0sé\. 

El prop6sito de los modelos de inventarío, es pt'ecisamente la mi 

nimizací6n de los costos ele inventario. Este propósito lleva im -

pHcito la determin=tcí6n ele los procedimientos óptimos de adquisi -

ci6n de las existencias para satisfacer demandas futuras. 

Defínici6n de los costos cargados a los inventarios. 

De los costos cargados al inventario púede hablarse básicamente de 

los cuatro siguientes: 

c1 Costo unitario de la parte 

El costo unitario de la parte es el valot' que en s( tiene 

un solo artículo, comprado o marv..ifacturado. 
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Costo de adquisici6n (caso de compra), o 

Costo de arranque de p1•oducci6n (caso de manufactura) 

-- Para.el.·caso de ·compra, el costo de adquisici6n, in­

cr0e lodos los costos. en los que se incurre desde el 

momento en el cual se hace el pedido, hasta el mo -

mento en que se tiene. almacenada la rn~rc«nc(a. Por 

ejemplo, se pueden considerar los costos de elabora -

ci6n de Ja requisici6n u orden de cornpra, con sus re.:'. 

pectivas autorizaciones, comprador, transporte, recibo, 

inspecci6n y almacenamiento entre otros. 

Paru el caso de _man~facti.1ra, es el costo en el qu~ se 

incurre desde el momc:1to de hacer la orden de manu-

factura, hasta que sale sl primer art(culo bueno, en -

los que quedan incluidos costos semejantes a los impl !._ 

cados en el caso de con1pra, solo que aquí hnblaremos 

de costo de arranque de producci6n. 

Es el costo de mantenimiento del inventario, dentr~o del 

almacén. 

Generalmente en este costo se consideran: renta del -

espacio ocupado, (o depreciaci6n del inmueble), manejo 

de materiales, valor del inventario, (un porcentaje), -

seguros, deterioros 

energía, etc. 

obsolescencia, aire acondicionado, 
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Costo de défiCit. 

En ocasiones se. preve~·: un. costo de dt'.!ficit; que es el 

costo adicional que ~¡¡ne -qÚ~ hacerse, por no disponer 

del art(culo, en el momento que es solicitado, o por -

tener ventas anticipadas. Ejemplo de estos costos 

pueden ser los referentes a: pérdida de oportunidad -

(perder un cliente), para1~ la l(nea de producci6n (si-

no se tiene la materin pr'ima ) .• repone1~ el servicio 

(entre1.1á a domicilio), etc, En los modelos aql1r estu_ 

diados, no se permite déficit, por lo que este costo no 

se incluye. 

Oec;:isiones sobre los inventarios, 

De hecho hay dos decisi.ones impo/'tantes en los problemas de in-

ventario: "Qué cantidad pedi1'" y "Cada cuándo hay que pedirlo", 

Para éstas, h<iy una infinidad de alternativas, que dependerran de 

los recursos disponibles y de la capacidad de almacenamiento, 

Una de éstas ser(a: Comprar grandes cantidades, para reducir -

el costo de adquisici6n; otra podr(a ser comprar poco, aunque en 

forma más frecuente, para disminuir el costo de mantenimiento -

del inventario. Sin embargo, cualquiera de estas alternativas, 
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llevadas al· extremo; aumentaría el ·costo total "C", como puede 

verse er:i _la _sigL1iente figura: 

Costos 

·A 

c 

C ::: Costo total---.,. 
tk . 

Costo de mantenirnien~: 
del inventario . 

.....____ B C2 

~>~ r...l Costo de adquisi­
. ~ ci6n, 

e\....._. Costo de la parte 
1 

cantidad 
. sol ici tad<.i 

El costo unita1-io "C1
11

, permanece constante, dentro de un 

cie1,to intervalo, (número de unidades solicitadas). 

El costo de adquisición 11 c2
11 es muy alto cuando se pide -

en pocas cantidades, punto "A" y este costo decrece confo:::_ 

me aumenta la cantidad de cada pedido, lo que implica me 

nos adquisiciones, punto "B". 

El costo de mantenimiento 11 c3 •r es bajo, cuando se tienen 

P.OCos art(culos, punto "C" y va en aumento al incrementar 

se la cantidad del inventario, punto "D". 

;¡ 
1 

: 1 
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. -- . -

Por lo ante1•ior: es'-lóf,icO sup~ner que la cantidad que hay que p~ 

dir-:cada ,v~z.,-:deb~~ ser un puntO intermedio entre estos extremos 

y q~e;c.oi~did~ co~ Un m(nÍmo ºen 1a funci6n de costo totéll. A1 

resó1\I~~ e~te,. problema por medio del cálculo diferencia\ habre -
'.- ',:· .·. ·' 

mos deterrYlinado et 11 \ote econ6mico de corn¡:;~a 11 O (manufactL1ra). 

El lote econ6mico de compra es 1a cuntidacl que hay que comprar 

. cada vez, para minimiz<>r el costo total, cé\rgado al inventario. 

Tipos de Inventario. 

Básicamente, se tienen do.:; tipos de inventarios: de productos ·• 

termin:idos y de materias primas. 

C21da uno tiene sus particularidades, pero tienen una consecuen ·· 

cia común: el servicio, si se trata de productos terminados se 

habla de un servicio al el iente; si se trata de materias primns -

se hablará de un servicio a la planta, pero todo se refleja en los 

costos. 

Los modelos que pueden desarrollarse para cada tipo de invent~ 

rio bajo condiciones d!i! certeza (modelos determin(sticos), corr':.:3 

penden a modelos de compra (materias primas, o art(culos ter-

minados) y modelos de manufactura (artículos en proceso y ter-

minados). 
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En el presente estudio se revisan estos dos mod·~los, consideran-

do que no se permite déficit; 

Modelo determinCstico de compra sin déficit. 

Consideraciones. 

La demanda y tiempo de entrega son determin(sticos. 

La demanda se efectúa a una tasa constante. 

El reabastecimiento, ~s instantáneo. 

Los coeficientes do costo son constantes (C 1, c2 , C3 ). 

El tiempo total, se considera de un aiío. 

No se permite déficit. 

Este modelo se ilustra en la gráfica siguiente: 

Q cantidad 

Q I máx. 

\. 
-~~-!-~~~~~~~~~~~-~~~L_~~---~·-~~ 

tiempo 

¡.,;;.---- t ---~--;;. 

T ----'1"·--"' 



Donde: 

D 

Q = 

= 

t = 

T 

R = 

c1 = 

e 
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tasa de la deman:la, en unidades por per(odo. 

lote económico de compra; es la cantidad que hay que 

pedir al principio de cada perfodo de tiempo t, para 

minimizar el costo total anual. 

tiempo que t1~anscurre entre la solicitud de la cantidad 

y su recibo. 

tiempo entre pedidos o tiempo de un per(odo en años. 

tiempo de N pcr(odos, generalmente un año (T = 1 ). 

(Esta suposición si.rnpl i.fica la ded•.Jcci6n del modelo) 

tasa· de' abastecimiento, se considera instantáneo. 

costo total de un solo pedido. 

costo total de N pedidos al año. 

En este modelo intervienen los sigui.entes costos: 

= 

L = 

costo de la parte. 

costo del pedido. 

costo de mantener un art(culo en .;l inventario, por -

unidad de tiempo. 

Nivel de reorden. 
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... .,,... 
El objetivo es establecer la cantidad Q, que hay que pedi~ cada 

vez, ~al que minimice el costo total anual, es decit' el costo de 

11 N" pedidos. 

El costo de un solo pedido está definido por: la suma do los si 

guientes costos. 

= 

= 

El precio de la pat•te multiplicado por et 

número de partes pedidas.' 

El costo del pedido. 

El costo do mantener un inventario promedio 

durante un per(odo t , se considera que el 

inventario nunca está al máximo Q, y tam -

poco a un m(nimo y que ta' demanda es con~ 

tante, por lo que el inventario promedio está 

dado por la expresi6n .2_ 
2 

Por lo que la expresi6n de costo para un 

solo pedido, está dado por: 



(1) 

(2) 

(3) 
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Para obtener el cRs.to ~.e N pedidos, se· multipHca la expresión 

anterior poi· N,jc;i q~5! nos '.da el costo total anual. 
__ _, __ --- -•-->-.-°'-'-'--_.,:.:..o::· ___ _ 

e = c 1 N 

• ·.:· .•. ,:__~~"/ :o .. \".'~\":. ' 
··:-.· ·,·.'.-.'.:_.·"·· 

- . ·~ic/Q' .. + N C2 + N C3 Q 

2 

Pero nos interesa expresar N y t, en funci6n de Q, puesto -

que es la variable que pretendemos dete1•minZtr (Lote económico 
' 

de compra). Para lo cual utilizamos las siguientes 1·elaciones: 

En un año T se tienen N períodos t, es decir: 

T - Nt 

Despejando N se tiene: 

N = T 
t 

Pero como T 

modelo. 

N 1 

t 

1 

N 

1 (un año) segeín se especificó al presentar el 

que· representa el tiempo de un período en 

años. 

.. , 'I 



(4) 

(5) 

de donde se obtiene la siguientB relad6n 

pejando t queda: 

t = _g_ 
D 

Q 

Utilizando las relaciones (2) y (4) se tiene que: 

N 1 
Q/D 

que finalmente queda: 

N D 
Q 

14"/. 

D en "t'·1 tiempo, 

· D t , la cual des -

Reemplazando el valor "N" de la expresi6n (5) en la expresi6n (1) 

se tiene: 

e o 
Q 

D 
Q 

y sustituyendo el valor de t dado por (4), en esta Última expr::_ 

si6n queda: 

C = D C1Q + 
Q 

D 
Q 

o 
Q 

't 



(6) 

(7) 

que simplificanao ºños-1reva~ala~~~p]'-esi6f1 ac-cosfo fofol anual. 

e 
:·\.:! 

C1 D · +_ C2~ --~.--+. - C3 ••····~ 
, ·~·>~~ ;1:''. :·;~j '·i_~'·(-rf· ·~¡, 

-, •l.~ • - •~T.;:__-- -.º~'~. '.~: .-:;.5_:-:. ·-~- ·:·.· 
''//O''· 

140. 

Para tener el costo ~(~iTb'&_iJ::{\~z~remos el cálculo dife1~encial -

y tendrán 'que cumplirse {¿~):;f§Gfo~tes condiciones para que exis 
',.-.. -.--. 

ta un mínimo. 

10. DC 
DQ o (para el extremr) 

y 

20. o2 c 70 DQ (para un mínimo) 

oc -C2D C3 = DQ + 
Q2 2 

- c 2 D C3 

Q2 + o 
2 

despejando Q se tiene: 

Q = ~-2 C2 D . 
. C3 
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·La expt'esión (7) representa el lote econ.ómico de compru. 

y ·02 e 
DQ 

Puesto que todos los elementos de esta expresión son positivos, -

satisface la condición suficiente para un m(nimo. Por lo que su~ 

tituyendo el valot' de Q, de la expresión (7) en la expresión (6)-

de costo total, se tendrá la expresión para el costo m(nimo. 

Algunas preguntas interesantes que conviene responder son las si 

guientes: 

b) 

c) 

d) 

e) 

Cantidad óptima pedida Q = L.E.C. 

Costo total pot' año C costo mínimo 

N6mero de pedidos por a1'ío 

Tiempo entre pedidos t 

N = 1 
t 

1 

N 
Q 

o 

D 
Q 

Nivel de rco1-den L Es el nivel mínimo de 

inventario que debe alcanzarse, para en ese momento emi 

tir la orden de compra, para que ésta· sea .surtida en el -

momento que se tengan cero existencia y no se tenga dé -

ficit. 



150. 

Ejemplo: 

La demanda de un art(cLilo particular es de 24,000 unidades al -

nño. El costo de almacenamiento por unidad es de $ 2. 00 al año. 

El costo de ordenar el pedido se. estima en $ 400. 00. No se pe!:_ 

mite déficit. Las unidades se compran, por lo que el reabastecí 

miento se considera instantáneo. El costo unitario es de $ 1 .OO. 

El tiempo de entrega es constante y dura 1 G días calendario en - · 

surtirse ·el pedido. 

Determinar: 

a) Lote económico de compra. 

b) Costo m(nimo total (por año). 

e) Número de pedidos por é.ll'io. 

d) Tiempo entre pedidos en años~ 

e) Nivel de reorden. 

Solución: 

El lote económico de compra está dado por la expresión (7) donde: 

C,1 = 1.00 

C2 400.00 Q ~ 2 (400) 24' ººº 
2 

C3 2.00 Q 3090.38 

o = 24,000 al año 
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. 
a) El lote económico de compra será de _Q_. ___ 3_0_9_o_u_n_id_a_d_e_s_ 

b) El costo total m(nimo se obtiene utilizando la ecuaci6n (8) 

se tiene: • 

e m(n. 1 (24,000) + . ~ 2 (400) (2) (24 ,000) 

e m(n. 24,000 + 38400000 

e mín. 24,000 + 6196.77 

e m(n. $ 30, 196. 77 al año 
~================~====== 

c) El número de pedidos pot' año. se determin::t utilizando la -

expresi_6n (5) 

24,000 
3098 

1 

7.75 pedidos por año 

esto es aproximad::i.mente 8 pedidos a.l año. 

d) Para calcular el tiempo entre pedidos se utiliza la expresión 

(3) o la expresión (4) 

t ' .129- años 

es decir, si se tiene un año de 365 d(as, cada 47 d(as habrá 

que hacer un pedido. (.129) (365) 47.08 
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e) El nivel dere~rden>En este caso; &e cálcula fácilmente, 

multiplicando la tasa: de demánda por <el tiempo de entrega 

en años. 

Si T 365 d(as 

y el tiempo de entrega 18 d(as, entonces 

L (. 049) (24000) 1183 unidades. 

tr = 1 B 
365 

.049 años 

Es decir cuando el nivel de inventarios' llegue a 1183 unida-

des hay que hacer el pedido, para per~nitit' que éste reciba-

al agotarse la Última unidad. 

Modelo determin(stico de manufactura sin déF:i::it. 

Cons ide1'aciones. 

La demanda y el tiempo de entt-ega son determin(sticos. 

La demanda se efectúa a una tasa constante. 

La tasa de reabastecimie:ito o manufactura es constante y mayor que 

la tasa de demanja. 

Los coeficientes de costo son constantes (C 1 , c2 , c 3 ). 

No se permite défi.cit. 



Este modelo se ilustra en la gráfica siguiente: 

Q = cantidad 

Q 

llélX 

Donde: 

D Tasa de la demanda en unidades por período. 

Q 
Lote· econ6mico de manufactura; cantidad que hay que -

fabricar en cada corrida de producci6n, cada período -

de tiempo t, para minimi:::ar el costo total. 

153. 
1 

" 
1 

1 

1 

,I 



t 
r 

t 

T 

c1 

e 

R 

L 

= 

= 

= 

= 

= 

154. 

Tiempo que transcurre enti~e que se solicita la orden -

de manufactura hasta. que se inicia la producci6n. 

Tie.mpo de marufactura y consumo. 

Tiempo de consumo exclusivamente. 

Tiempo entre pedidos; o tiempo de un per(odo en años -

Tiernpo de N per(odos generalmente un año (T = 1 ). 

(Esta suposición simplifica la deducci6n del modelo) 

Costo total de un solo pedido. 

Costo total de N pedidos c 

Costo de la parte. 

Costo del arrunque de. producci6n. 

Costo de mantener un art(culo e inventario por unidad -

de tiempo. 

Tasa de reabastecimiento o manufactura en unidades por 

per(odo. 

Nivel de reorden. 

I max. = Inventario máximo. Este es diferente ele "Q" ,puesto-

que se produce y consume al mismo tiempo y nunca se 

llega a tener la cantidad Q. 
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El objetivo al igual, que en el modelo anterior, es determinar la -

ctinlidad iiQil qüe.hay que~n•a,nufacturar en cada corrida de produ<;:_ 

ci6n, para minimiz¿.r el. costo total anual, es decir el costo de l\J 

pedidos. 

El costo de un solo pedido está definido por la suma de los siguie_0 

tes costos: 

El costo de la parte, multiplicado por el número de Pª.E 

tes 'manufacturadD.s, 

El costo de arranque de la pro::lucci6n. 

c 3 I max (t + 1--) 2-- 1 -¿ El costo de mantener un inventario prorn~ 

dio, durante un pcrfodo de tiempo t '" t1 + ~ 

Se recuerda que la exprc::sión de inventario promedio 

I max c-2-- ) ' considera que no todo el tiempo se tiene un -

inventario máximo y tampoco un inventario m(nimo (cero 

existencias), sino un promedio entre estos extremos por 

ser la tasa de manufactura y demanda constantes, 

De tal forma que la expresión de costo total de un pedido es: 

c1 
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(13) 

(14) 
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La expres{6n de costo total .de [-.j . pcrfodos se obtiene de mL1lti­

plicar ·la expresi6n (11) por el número de perfodos N lo que re 

sÜlta én:. 

e = 

puesto que se desea optimiza1~ la cantidad econ6mica de manufac-

tura "Q" es necesario expresar N / I max, y (t1 + ~) en funci6n 

de Q. 

De la figura pueden determinarse las siguientes equivalencias: 

Para r max: 

El inventado máximo (! max) se alcanza en un tiempo t 1 , a un 

ritmo (R-D) o sen: 

max 

puesto que nos interesa un inventario promedio, dividimos entre-

dos, ambos miembros de la ecuaci6n (13) 

max 
2 

(R - O) 
2 

'/ 



(15) 

(16) 

(17) 
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Para el valor de t 1 , hay que encontrar un equivalente, el cual -

se obtiene Fácilmente de la siguiente suposición: si no se consu-

me lo producido en un tiempo t1, se alcan2a1-(a un inventado Q, 

a un 1-itmo R, o sea: 

de donde 

Q 

R 

sustituyendo este valor en 14 se tiene: 

max _g_ (R-D) 
2 2R 

I max Q (1 - D 
2 -2-

R 
) 

Para t1 + t2 

De un:;i maner~ semejante a la utilizada en el caso de t1, puede 

verse de la figura, que teniendo un nivel Q de inventario, éste 

se consvme a Lln ritmo D, en un tiempo (t1 + ~), ésto es: 

de donde: 

_g_ 
D 



(18) 

(19) 

(20) 
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y puesto que el número de per(odos al año está dado por la exp1~ 

si6n (5) N = D. 
Q 

según se vi6 en el mod·::.lo anterior, el cu<:il 

es semejante a éste, por la relaci6n que guardan N, O y Q, pu_:: 

.den sustituirse estos valores en la ecuaci6n de costo total (12), -

lo que resulta en: 

e (_12_) + 
Q 

Simplificando se llega a: 

O Q D Q D 
(-Q ) + C3·-2 (1 - -)-·-­

R D Q 

e C2D +C3 Q 
Q ·2 

(1 - - D ) 
R 

Para minimizar el costo con respecto. a la cantidad. 

Calcular 

y 

dC 
dC 

despejando 

Q 

Q 

dC 
dQ 

o 

'? o 

- º2 o 
Q2 

se tiene: 

2 c2 O 

+ 

C3 (1 - D/R) 

C3 
2 

c3 
2 

(1 

e 1 

(para Lln rn(nimo) 

D 
R 

-_12_ ) 
R 

o 
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Que es el lote econ6mico de manufactura que minimiza el costo 

total anu<ll. 

Como todos los elementos de esta expresi6n son positivos, l<:t se-

gunda derivada es mayor que cero (condición suficiente), pot' lo -

tanto se tiene L•n costo m(nirno pzira el valor determinado por la -

expresi6n (20). 

Sustituyendo el valor de "Q" de la ecuaei6n (20) en la expresi6n-

(19) se llega a: 

(21) e m(n. 

Que es la expresión para calcular el costo total m(nimo cuando se 

manufactura Q. 

Ejemplo: 

La demanda de un artículo particular es de 24, 000 unidades al -

año, el costo anual de almacenam icnto por unidad es de $ 2. 00 • 

El costo de arranque de la proó..Jcci6n se estima en $ 1, 000 y la 

capacidad de manufaclu1·a es de 40, 000 unidades al año. 
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El costo unitario de la par:-te sé .:estirna en $ O. io, el tiempo q·.ie 

transcurre de la orden de. manufactura hasta que se tiene el pri­

mer art(culo, es de 1 O d(as calendado. 

Determ in::1r: 

a) Loteecon6mico de manufDctura. 

b) Costo m(nimo total por año. 

e) N.úmero de pedidos al año. 

d) T·iempo entt'e pedidos en años. 

e) Nivel de reorden. 

Soluci6n: 

Los dutos son: 

c
1 

$ o.7o 

C 2 $ 1,000 

. c3 $ 2. 00 

D 24,000 

ti 1 O d(as 
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a) Por medio de la e>(presi6n (20) pue.de saberse ei ºiofe eco-

n6mico de manufactura. 

Q 

Q 

2 (1 000) 24000 

24000 
2 ( 1 - 40,000) 

Q ~ 60,000,000 

Q 7,745.86 

La cantidad que hay que fabricar en cedo. corrida de producci6n, 

para minimiza1~ el costo total anual es de 7·. 746 unidades, 

b) El costo m(nimo anual se obtiene por medio de la ecuación 

(21 ). 

e m(n. = • 70 (24000) + boo) (2.00) 24000 (1 

e mín. 14,800 + ~ 96,000,000 (.4) 

14,800 + ~ 38,400,000 

14,800 + 6196.77 

e m(n. ::: $ 20,996. 77 

24000 
40000 ) 
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e) c. ·Número de-pedicios · al año. . Este-se obtiene pot' la éxpre­

si6n (5) 

N 
24,000 

7,746 
3.09 

Hay que organizar tres corridas de producci6n a\ año, par-a 

satisfacer la deman::la. 

d) El tiempo entre pedidos está dado por la e:<prcsión (3) del-

modelo anterior, que no cambia en este modelo. 

t 1 
N .324 años 

3.09 

~sto es, si se considera un año de 365 d(as, el pedido de-

berá hacerse cnda (.324) (365) 118 d(as (redondeando) 

e) Nivel de reorden. 

.0274 años 

L = (.0274) (24,000) = 657.53 

Cuando se tenga en el inventario 658 unidades, deberá emi-

tirse la orden de manufactura (pedido), para evitar el déficit. 

1 
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Conclusiones. 

Los modelos de invenfoi;-fo~ ~qUCpresElritados, son los más sencillos, 

pero no por eso dejan. de ser útiles. Particularmente 6stos pueden 

constitL1ir un elemento de apoyo para la decisi6n de manufncturar' o 

comprar, ya que el objetivo general será minimizar los costos. 

El ejemplo presentado en cada \JnO de los dos casos podrfo set' el-. 

caso de esta situación, 

Resumiendo los re'sultados y compot'ándolos podr(a decidirse: 

Concepto 

a) Lote econ6mico en n(unero uni 

dades. 

b) Costo m(nirno anual 

c) Número de pedidos al ario 

d) Tiempo entre pedidos 

e) Nivel ele reo1'den en número -

unidades. 

Mod. ele. compra lv\od. man'..1factut'a 

3,090 

30,196,77 

8 pedidos 

47 d(as 

1'183 

7,746 

. 20,996:77 

3 corridas 

118 d(as 

658 

Analizando los resultados, p:.iede verse, que el costo se reduce una 

tercera parte, manufacturando las partes más que comprándolas. 

Si la capacidad de la planta y almacén permiten el fabricar y al -

macenar esta cantid:;id, la dc;cisi6n ser(a man•..1factu1"ar. 
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