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TEMA

El andlisis de regresién y el célculo diferencial en las decisio~

nes administrativas y econémicas.
OBJETIVOS

En ésta investigacibn, se pretende a través de técnicas matemé-
i .
ticas, proporcionar elementos de presentacién y andlisis de da~-

tos recolectados en las organizaciones, y que son necesarios pa-

ra la toma de decisiones. .

Se hace énfasis en el andlisis de regresién como un método pa-
ra la obtencién de modelos mateméticos y; el célculo diferencial

como técnica de optimizacién de estos modelos.,

Asimismo, se facilita a estudiantes y profesores del area de ‘ad-
ministracidn, un texto original sobre la interrelacidn del andlisis
de regresién y el célculo diferencial que, en forma sercilla les-
ubique en el c;:ntexto de las mateméticas, ayudéndoles a expresar
en forma simbbdlica el comportamiento de algunas situaciones pro
ductivas o financieras y que, directa o indirectamente requieren-—

de una decisidn.
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" INTRODUCCION
Este trabajo consta de tres partes:

La primera y a manera de repaso, se presentan algunos concep-
tos matemé&ticos tedricos, que se consideran necesarios para la-
mejor comprensidn de los temas que se exponen. Estos conceptos
se exhiben para ser entendidos e,n forma intuitiva, utilizando ejem
plos més que demostraciones formales., Se presume que el lector
tiene ciertos conocimientos sobre la materia, y en su clefecto se
sefialan las diferentes notas bibliogréficas al pie de cada pégina -

o al final del tema.

En la segunda parte, y considerando que es de vital impoprtancia
poder formular modelos mateméticos, se presenta el andlisis de
regresidn como una técnica para dicho fin. En forma muy br*e.ve
se exponen los conceptos rmés importantes sobre este tema, asf~
comeo también los diferentes métodos de ajuste de curvas. Entre
éstos, se sefiala el método de los mfhimos cuadrados como el ——
més exacto; se hace una breve demostracién a través del clleulo
diferencial del porqué este método es considerado el més adecua

v

do.



Con el objeto de facilitar la aplicacién del anélisis de regresién
se incluyen férmulas y gréficas de las funciones que con mayor
frecuencia, se presentan en problemas reales de la administ ra-

cibén y la economfa.

En la Gitima parte, se mencionan los diferentes aspectos en los
que, puede aplicarse el célculo diferencial como una técnica de
optimizacién, de problemas tanto administrativos como econdmi-

cos.,



PRIMERA PARTE

CONCEFTOS GENERALES




MODELOS .

,1)'-_D‘efiin:i‘ci6n de Modelo: Es una representacién o abstraccidén de
una situacidn, que muestra sus relaciones (directas e indirectas),
y que permite predecir y comparar los resultados reales con los

pronosticados.
i

Dada la complejidad de algunos problemas reales de la adminis-
tracidn, resulta incosteable el aventurarse a tomar ur.i decisidn:
si no se tiene, cuando menos una idea del posible resultado, o -
de las alternativas de decisién. Entonces la forma como puede ob
tenerse un conjunto de posibles consecuencias es experimentado -
sobre una abstraccidn del sistema real, es decir, sobre un mode
lo, el cual representa todas las relaciones existentes en el sistema
de tal forma que si se modifican las condiciones de alguno de los
elementos de éste, se vea reflejado el resultado, en todo el con-

junto.

Dependiendo de las particularidades de cada problema, pueden —--

tenerse diferentes tipos de modelos, tales como:



2) Meodelos Iconicos

Estos representan las propiedades més relevantes del fendmeno,
normalmente con un cambio de escala. Ejemplos pueden ser: fo
tograffas, dibujos, modelos de autos, mapas, aviones, etc.

Son en general, especff’icosy. concratos y en ocasiones diffciles

de manejar, para fines experimentales.
1

38) Modelos Analbgicos

Estos utilizan un conjunto de propiedades, para r_epr‘esentar' otro,
cuyo comportamiento es analogo; por ejemplo: un sistema mecé-
nico puede representarse por un sistema eléctrico; un sistema -~
hidrdulico puede usarse como un andlogo de un sistema eléctrico
econdmico o de tréfico. Una red es andlogo de un sistema con -
una amplia diversidad de variables, que muestra sus inter‘r‘el.a'cig

nes, a través de magnitudes y localizaciones geométricas.

4) Modelos Simbélicos

Utilizan letras, nlmeros y otro tipo de sfmbolos para represen-
tar las variables y sus relaciones, constituyen por esto el mode

lo més general y abstracto. Normalmente son los més sencillos



de rmanejar en la experimentacidn. Estos teman la forma de re-

laciones mateméticas, casi siempre ecuacicnes o inecuaciones, -

que reflejan las estructures de lo que representan.

Los modeles simbdlicos son por lo tanto, los més interesentes -~

en éste estudio.

VL.as ecuaciones o inecuaciones que se obtienen al formular un =-
modelo, son de hecho proposiciones de igualdad o desigualdad --
que como tales admiten la posibilidad de ser ciertas para deter-
minados valores o falsas para todos los élemas. Es claro que sé

lo nos interesarén los valores que los hacen verdaderos.

Problemas que podrfan plantearse a través de un modelo matemé

tico serfan los siguientes:

Ejemplo I.

A la funcidén de un circo entraron entre nifios y adultos 700 per-
sonas, si los nifios pagan $ 15.00 pesos y los adultos $ 40.00 -
¢Culntos nifios y culntos adultos entraron al circo, si en taquilla

hay $ 12.000.007?



Solucidn.

Sfmbolos: N =

A

ia. proposicién: -

2a. proposicidn:

NOmero de nifios que entraron al circo

Namero de adultes que entraron al circo

£l ndmero de nifios y adultos suman 700

N+A = 700

La cantidad gastada por los nifios en la
compra de sus boletos més la cantidad-
gastada por los adultos para el mismo -

fin suman 1200, Es decir

18N + 40A = 1200 pesos

‘De esta forma se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos —-

ihebgnitas, que al resolverlo, conduce al siguiente resultado:

Estos valores, satisfacen

60

ambas ecuaciones,



Ejemplo Il

Dos méguinas producen las piezas A y B respectivamente., las -
cuales deben ensamblarse secuencialmente, primero la A y des—-
pués la B, Para que el proceso de ensamble sea més eficiente, -

conviene tener igual nlimero de partes A y B.

La méguina 1 produce 16 piezas "AY por hora, pero por limpie-
za y preparacién de herramientas puede empezar a trabajar 3 —-
horas después de iniciado el turno. La rnéquina 2 tiene una capa
cidad de 10 piezas "B" por hora; Si el turno empieza a las 8 —-

horas ¢ a qué hora puede empezar a ensamblarse?

Planteamiento:

L.os elementos més relevantes del problema son:

Hora de inicio del turno = t5
Tiempo de inicio de ensamble =ty +t
‘Tiempo de trabajo de las méqguinas =t

Ndmero de partes producidas por la

méquina 1

[
X

Nimero de partes producidas por la

mquina 2 = X5,



Las variables del pﬁo'blréma' son:

Expresemos el nimero de piezas producidas por cada una de las

méquinas en funcién del tiempo.

Méquina 1: capacidad 16 piezas'por hora, Xq =16t

pero esta maguina tiene un retraso de 3 horas, por lo que ha ——
producido 8(16) = 48 piezas menos gque las que deberfa en el tiem
po "t",

Entonces, la primera proposicién queda: Xq = 16t - 48

la maguina 2 con capacidad 10 piezas por

hora proporciona la segunda proposicidn: Xo = 10t

Considerando estas 2 ecuaciones y la condicién del problema, (pa
ra optimizar el ensamble conviene tener igual ndmero de piezas-—

Ay B) se tiene el siguiente sistema.

1) Xq = 16t - 46
2) Xp = 0t
3) X1 = X

que haciendo X4 = X, = X



se reduce a: X o= 16t - 48
X = 10t
Resolviendo este sistema se tiene que t = 8.

El tiempo de inicio de ensamble es:

to + t = 8 4+ 8 = 16 horas

Por lo tanto, puede empezar a cnsamblarse a las {6 horas (4 de
la tarde).

El nlmero de ensambles es de 80 o sea X = 80

5) Ceonclusiones sobre modelos

_En diferentes situaciones cuando se dispone de otro tipo de datos,
es posible cbtener modelos un poco més sofisticados, utilizando -

el anflisis de regresidn.

Las proposiciones tanto de igualdad como de desigualdad (ecuacio
nes e inecuacioines) representan la mayoria de las veces objetivos
o restricciones propias de un problema y constituyen globalmente

el modelo.

L.a optimizacién de modelos, que resulten en proposiciones de —-
primer grado pueden resolverse por medio de la programacibén --

lineal.



N

Los modelos que implican ecuaciones o inecuaciones de 20, gra

do o mayor pueden optimizarse por medio del célculo diferencial.
RELACIONES \

Una relacién es la correspondencia entre los elementos de dos —
1

conjuntos, en donde el orden de estos elementos es importante: -~

al conjunto de los primeros elementos, se le llama dominio, y al

conjunto de los segundos, se le llama rango; a los elementos de-~

este Cltimo se les llama imagen.

Este concepto entendido intuitivamente, nos permite entender cque

existen diferentes tipos de relaciones entre los elementos de dos

-cohjuntos, tales como de igualdad (=) mayor que (=), menor que

(<) mayor o igual que (=), menor o igual que () y también -
de per'tenencié (€) o contenido en (&) o contiene a ().

Este concepto puede ampliarse diciendo, que: una relacidn es cual
quier combinacidn entre los elementos de dos conjuntos en donde-
siempre el primer elemento de la relacidn tiene que ser elemento

del primer conjunto o dominio y el segundo un elemento del rango.
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FUNCIONES

Funcitn real "f" de una variable real X.

Hay relaciones que por la correspondencia de sus elementos se

llaman funciones.,

H
Definicibn: Una funcidén, es una relacién en la que a cada -
elemento del dominio le corresponde Jna y sblo-
uha imagen.
Un elemento del rango puede ser imagen de dos

o més elementos del dominio.

Dominio Rango Dominic Rango Dominio Rango
' N 2
Si es funcidn No es funcién hay Si es funcidén

elementos del do-
minio que tienen-
dos imdgenes.



Dominio Rango
1

2

No es funcibn porque
hay un elemento del

dominio que no tiene
imagen.

l.as proposiciches mateméticas son relaciones, y sélo algunas -

son funciones.
Utilizando la notacién de conjuntos podemos definir a la funcidén F.

F ={(><, Y l X € PDominioy VY € Rango}

que significa: La funcibén F, estd formada por las parejas de —=
valores (X, Y ) donde X es un elemento del do

minio y "Y" es un elemento del rango.

Entonces las siguientes relaciones seran o nho funciones si cum=-

plen con la definicién de funcién.



Si consideramos al dominio como el conjunto de los reales.

y2 = X.. No es funcidn puesto que a un elemento del -
‘ dominio le corresponden dos imAgenes.

2

Y = X Si es funcibn.

INCREMENTO

El incremento de una variable es la diferencia existente entre un

valor final y el valor inicial.

Un incremento de la variable X se representa por el sfmbolo A%
(lease delta X) y un incremento de la variable Y se representa-

por AY.

AX = X2 - ><1 AY = 1/2 - --\('1
Los incrementos pueden ser positivos o negativos dependiendo st
el valor de la variable es mayor o menhor gue el inicial, después

de aplicar el incremento.
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RECTA Y PENDIENTE DE UNA RECTA

La recta puede definirse como la distancia més corta entre dos -
puntos, ¥y si se toma como referencia una linea horizontal, una -

recta, puede tener cierta inclinacidn sobre la horizontal.

Y
(XQ: XQ)
o v ’ T S Yy - Yy
1 1 AX —X‘e“ = x1

AY=Y2—Y1

AXX s = X,
X

A esa inclinacibn se le llama pendiente ¥y generalmente se simbo

liza por "m" y estd dada por la relacidh de los incrementos - —

AY

m=AX

que no es otra cosa que la funcibn trigonométrica --

tangente del angulo e formado por la horizontal y la recta.

AY
ax

Conociendo las coordenadas de dos puntos de la linea recta puede
obtenerse su ecuacidn, para lo cual puede partirse del concepto-

del pendiente.



1

La pendiente de la recta definida por dos puntos de coordenadas Py

KpYdy Py (XgyYp) es:

m = AY = YQ - Y]
AX X, - %

Ahora, si se supone un punto cual-
quiera contenido sobre la recta, sus

coordenadas serfan ( X. Y)* por lo

que si quisieramos obtener la pen -

> diente de la recta definida por los -

puntos Py y P, esta serfa:

AY X - Y,
ms=s — % ——
AX X_X1

y puesto que estas dos pendientes deben ser iguales ya que pertenecen

a la misma recta, entohces:

* las variables se identifican por las Gltimas letras del abecedario
Yy las constantes por las primeras, pero al sub-indisar las varia-
bles, convencionalmente, estas representan valores constantes.
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ta. Si se deépeja a la variable "'\}7' se puede obtener la expresién

Y =m x + b, donde "m" es una constante y representa la pen-—-

diente (incluyendo su signo) y "b" que también es constante, re-
presenta la ordenada al origen, es decir, el punto donde la rec-

ta corta a el eje vertical,

INTERVALOS 1

Una relacién a<b permite definir varios subconjuntos en el con-

junto de los reales, Se tienen varios tipos de intervalos:

1) Intervalo cerrado: [a s b] que puede escribirse a=tx=b
que significa que "X" puede tomar cualquier valor en este in-

tervalo incluyendo los liimites a y b.

2) Intervalo abierto 1a s b[ gue también puede escribirse —
(a, b) o a<gxeb, que significa que '"X" puede tomar cual-

guier valor en el intervalo sin incluir sus limites a y b,



8) Intervalos mixtos, (semi-abiertos o semi-cerrados)

]a s b] o] (a s b} o agx b

'en,donde X puede tomar los valores dento del intervalo incluyendo
el lfmite de la derecha, pero no el de la izquierda, pudie’ndose -
hablar de un intervalo abierto por la izquierda (semi-abierto) o -

1
cerrado por la derecha (semi-cerrado).

Y de la misma forrna:

[a R b[ o [a s b) O ‘adx< b
que significa que "x" no puede tomar el valor de '"o" pero si ——

cualquier otro en el intervalo " a y b",

4) Intervalos infinitos, tales como:

(a, +<>0l-_ o \'_a s oo) o] ag x = o0
y también:
T, a:] o (~w, a] o —w0sxX = a

Concepto de limite.

Este concepto seré expuesto en forma intuitiva. Primero se recor
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daré el concepto -de lfmite de una variable y posteriormente el —

de una funcién.

1) Limite de una Variable

Este concepto trataremos de explicarlo con alguhos ejemplos, -
I

antes de dar una definicidn,

Consideremos la funcidn 1/x., En esta expresidn algebraica,x no
puede tomar el valor de "cero" ya que la divisibn por cero ro-
existe. Por lo que puede decirse que "cero" es un valor prohibi-

do para la variable "x".

Sin embargo, x puede tomar un valor positivo o negativo muy -—-
cercano a cero, por ejemplo x = 0.008, & x = -. 002; si consi=
deramos x = 0,003, la diferencia entre este valor y cero es ~ -
0.003. Pero puede verse que siempre existird un valor para x, —
que permita que la diferencia entre ese valor y cero sea menor —

por ejemplo x = 0,00005 su diferencia con cero es 0,00005.
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Este razonamiento puede continuarse, y se pueden alcanzar valo-
res cercanos a cero tanto como se quiera, pero nunca puede to-

mar el valor de cero.

Se acostumbra decir que X tiende a cero, io cual se indica por

X —= 0. ,

Consideremos ahora el &rea de un poligono inscrito en un circu=
lo imaginaremos que aurnentamos el ndmero de .lados iguales de
ese poligono, Si "n" (ndimero de lados) tiende a ser muy gran-
de, podemos imaginar gque el &rea de cada poligono inscrito en —
ese clrculo ird aumentando entre mayor sea el nlmero de lados,
pero sin embargo, esta area variable, tiende a un-limite que es

precisamente el &rea del circulo.

En este caso, la variable V (4rea) aumenta indefinidamente y la
diferencia a -~ V (donde "a" es el &rea del cfrculo) va disminu--
yendo hasta que finalmente llega a ser mehor que cualquier ni-
mero positivo escogido de antemano, sin importar que tan peque

fio se haya elegido.



"En consecuencia:

Se dice que la variable V tiende a la constante "a" como limite

cuando los valores sucesivos de V son tales que el valor absolu-

to de la diferencia l\/ - al, puede llegar a ser finalmente, menor

que cualquier nimero positivo predeterminado tan pequefio como -
;

se quiera (E)*.

En otros términos si }v - a\ < E, ** se dice que, V —e a

(leer V tiende a "a"),

2) Lfmite de una Funcidn

‘En una funcidn existe, una relacion univoca, entre los valores de
la variable independiente y los de la dependiente., Ejemplo: en -
la funcién Y = ><2, X es la variable independiente y "Y" la -

dependiente.

Sea una variable independiente "V" y una variable dependiente Z
funcién de V4 y supdngase que la variable V recibe valores tales-

que V —= L, Tenemos que ihvestigar entonces los valores de la

*  Granville Smith Longley - Calculo diferencial e integral.McGraw Hill

** Debe recordarse que iicuando se coloca una cantidad entre va~
lores absolutos se obtiene un resultado positivo, o sin signo, ej:
3 - 5)= |- 2l=2



variable dependiente Z y examinar particularmente si "Z" tiende
también a un limite. Si efectivamente existe una constante "a" -
tal que lim Z = a, entonces se dice que el lfmite de la funcidén -
es "a" cuando "V" tiende a M"L." y esto se expresa:

lim 2 = a
!

v = L

Ejemplo: sea la funcidn f(x) = 4x + 2, Encontrar su limite cuando
x tiende a 2,

Se resuelve en este caso, sustituyendo el valor al gue se aproxi

ma la variable independiente en la expresién.

lim f(x) = f& = 4@ + 2 = 10
cuando x ~= 2
entohces lim f(x) = 10 cuando x —= 2

Cuando se tiene otro tipo de funciones el limite no se encuentra -

en forma tan sencilla como la anterior, porque muchas veces se -
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llega a indeterminaciones. Las que hay que evitar por medio de
transformaciones algebraicas y algunos teoremas sobre lfmites.
(Ver Granville Smith y Longley Céleulo Diferencial e integral.

Ed. McGraw Hill).



CONTINUIDAD.

Desde un punto de vista intuitivo puede decirse que una funcidn
es continua en un intervalo, cuando su representacién gréfica -

puede dibujarse sin levanta r el lapiz.
1

Ejemplos:

1) Las siguientes funciones son continuas en el intervalo; ]-—"‘3‘ ) ""L

¥



2) Las siguientes funciones no son continuas en el inter‘va[o:]-co-cof_

Y 5 Y
~1
o1 4 | ———
Sl s 2
oL 2|/
14 Vi
J ¢
-2 =1 ~5 ~4 -3 -2 — 11213 4 5
~1
-2
1 -
-3 E
- -4
~5

Si se quiere ir més alld de lo intuitivo, deben hacerse ciertas con-

sideraciones en algunos casos:

Si el l{mite de la funcibén f(x), cuando x == a, es diferente de -

f(a), o sea:

lim fx) # f@)
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Se dice que la funcibn no.es continua para x = a . Esto se ——

presenta cuando la funcidn c(x) no esté definida para x = a.

1) Continuidad en uh punto

Teorema. Una funcidn f(x), definida en el intervalo Kys Xp) es
continua en el punto de abscisa "a" de éste intervalo, si admite-

como lfmite a f@), cuando x —= a.

Ejemplo:

1
X =1 no es continua,se dice que es dis-

1) la funcidn f(x)
continua para X = 1 ya que no estl definida para este valor.

Ademas cuando X ——-1+, f() —w= +o0 y cuando X —= 15 f(X) —m —0O

2) la funcibn f(x) = 2 x2 + Bx = 4 es continua en X = 2; en efec

to f(@) = 14, siX —= 2,

2) Ceontinuidad en un intervalo

Teorema. Una funcibn f(x) definida en un intervalo dado es continua en



este: intervalo,si es continua en cualguier punto.de ese intervalo.
Ademés se puede demostrar que:

1) la suma f(x) + g(x) de dos funciones continuas en el intervalo
.[XP ><2] es una funcién continua en el mismo intervalo.
!
2) el producto f(x) . g(*) de dos funciones continuas < 1 el intervalo

{_X1. Xe] es una funcidn continua en el mismo intervalo.

3) el cociente f(x). g(x) de dos funciones continuas en el intervalo
[X1. ><2] es uha funcidén continua en el mismo intervalo, si —

g () no se anula en éste.

4) si f(X) es una funcibn continua en el intervalo [a . b], enton-
ces {f’(x)] P es también una funcién continua en el mismo in—-
tervalo y esto es valide también cuando P es fracciocnario, es -

decir, P = 1/t entonces £(x) P quedarfa F(X)Vt
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DERIVADA DE UNA FUNCION DE UNA VARIABLE.

Este concepto lo revisaremos utilizando la interpretacion geomé-—

trica que se le dd a la derivada y el concepto de limite,

Si consideramos una curva en uih cierto intervalo y una secante,
pasando por los puntos Py 95 y.]) Y Pg (X2, Yo), puede obtener
se la pendiente de esta secante, puesto que pueden determinarse—
sus incrementos. Ahora supongase gue el pu;wto Ps se desliza so-
bre la curva y se aproxima al punto P1; puede verse fécilmente ~
que los incrementos varfan y que por lo tanto varfa- también la -

pendiente de la secante.

1/
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|
|
l
AY

Py Y9
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Si este punto: PQ -se aproxima tanto a P1 ~de tal forma que coin
cidieran en uno solo, es decir-el incremento AX fuera tan pegue-
" Ao que casi se aproximara a cero dcufll seria la pendiente de la-

secante?
Se utiliza el concepto de 1lfmite tal como sigue:
Consideramos la funcidn y = £
1. Sustituyase x por (x + Ax) y calculese la nueva funcidn:
Y + AY = f(x + Ax)

2, Obtengase el valor del incremento de ta funcidn; es decir, -

al huevo valor réstese el valor original,

Y +AY = f (x+ A%
-y = - fx)
AY = f(x + Ax) - X

3. Obtengase la razdn de los incrementos, es decir, dividase la

expresion entre AX para obtener el valor de la pendiente:

aY - F(x + &x) ~ f(x)
ax ax




4, Cdlculese el lfmite cuando 4X tiende a cero

lim AY = lim Fix + Ax) ~ OO
AX o AX AX o Ax

A este limite se le llama primera derivada de una funcién de una

Y N 1 B .
variable, y puede indicarse de alguna de las siguientes formas -—-

identicas.
v 2= 9, d f(x) = Dx F(x) = F'(x)
dx dx Y g%
es decir:
dy lim AY

dx = AX —e= o AX
y se lee derivada de "Y" con respecto a "X".
Cuando dos puntos sobre una curva, coinciden en uno sflo, la -=

recta que los une, ya no se llama secante, sino tangente puesto

que ya no corta a la curva. Entonces:

Equivale a la pend'iente de’la tangente a una curva en un punto =

determinado.



1) Definicién de Derivada.

L.a derivada de una funcibén es el limite de la razén del incremento
de la funcidn, al incremento de la variable independiente cuando —-—

éste tiende a cero.

dy Hm AY

dx AX o Ax

El valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual -

a la pendiente de la tangente a la curva en aqguel punto.

S : 2 . -
Sea la siguiente funcibn: Y = 2 X - 2X , Cuya gréfica se re-
presenta en la figura adjunta y supbngase que nos interesa saber —-
cuél es la pendiente de la tangente a esa curva en el punto de coor-

denadas (1,0)

Y
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Utilizando el concepto de Ifmite y derivada se tiene:

© 1. Paso.
Incrementar "X" y calcular el correspondiente incremento de '"W"

Y FAY =2 (x HAXDZ - 2 (X + AX)

2. Paso.

Encontrar el incremento AY, para lo cual hay que restar a la -
funcién actual la funcidn original, pero antes desarrollaremos —-—

operaciones.

Y+ AY =2 X -2 x AX + (AX)P
Funcibn actual:

Y+ AY =2+ 4 x AX 2 48%% - 2% - 2 AX
Menos funcién original:

-Y = '-2X2 + 2X

Resultado AY=4><A>(+2A><2 - 2 AX



3. Paso

Ahora para encontrrar la pendiente o razdn de incrementos divida

se entre AX,

AY _ 4x AX , 2 AXE | 2 ax
AX AX Ax AX
, _

Ay aX 42 AX - 2
X

4. Paso.

Calcular el limite de la expresién cuando AX —— 4 ©

Esto hace que el segundo términc del segundo miembro equivalga

a cero,

lim  AY  _ 4X ~ 2

AX —e © AX

siendo este resultado la derivada de la funcibén original.

Este mismo resultado puede encontrarse de forma més sencilla

utilizando las férmulas de derivacién.

Puesto que esta primera derivada representa la pendiente de la
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tangente a la curva, en cualquier punto, si se sustituye el valor
de la absisa del punto, en esta expresién, se obtiene la pendien-—

te de esa tangente. En este caso X =1

dy
dx

Por lo tanto: = m = 4 (I - 2

Es decir la razén de los incrementos es de 2 a 1. A un incremen
to de una unidad en X (variable independienté) corresponde un ——

incremento de 2 en y (variable dependiente o funcidn) AY =

2
AX 1

Sin embargo este proceso para obtener la pendiente de la tangen-
te es demasiado laborioso y se puede reducir mucho el tiempo,-

aplicando las siguientes reglas elementales de derivacidn:

2) Fbérmulas de derivacién.

1. dc ‘ : Si ¢ = constante, la derivada de

dx
una constante es cero.
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I1I

v

dx
dx

'
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L.a derivada de una variable con

respecto a s{ misma es la unidad,

. _d (u+v=-w o du dv_ dw

'dx

. d
ax )

[~

dv
ax

dx

ax dx

lLa derivada de la suma algebraica
de un nGmero finito de funciones —
es igual a la suma algebraica de-

cada una de sus derivadas.

Es conveniente hacer notar que u,
v, W, ho son variables sino sfm-
bolos que Fepresentan funciones,—

por ejemplo: u = ng - 2%

v=x2+1;yw=xdondeent9_

dos los casos la variable es "x"

La derivada del producto de una
constante por una funcién es --
igual al producto de la constante

por la deriva de la funcidn.



Ve _d_(uv),=u,9‘.’. + v
dx dxe ’
vI. d[ - n=1 dv
dx Vn) Yoo dx
n -
\(II. cc‘ix = px1
X

du

dx’

34.

1

LLa derivada del producto de dos
funciones es igual al producto de

la primera funcibn por la derivada
de la segunda més el producto de
la segunda por la derivada de la-
primera. La derivada de un cocien=

te puede convertirse en producto.

La derivada de la potencia de una
funcidn de exponerte constante es-
igual al producto del exponente por
la funcidén elevada a un exponhente-
disminufdo en una unidad, por la-

derivada de la funcidn.

Es la.,misma férmula que la ante-
rior, solo que aqui la funcién es

"x" y la dx = 4,
dx
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La derivada del logaritmo natural

VIL - 4 anw = 1 &
dx e v dx
' : de una funcibdn es igual a la deri-
vada de la funcidn dividida por la
funcién.
1
X, d ., = av Lya dv La derivada de una constante ele—
dx G dx
vada a un exponente variable es -
igual al producto del logaritmo na-
tural de la constante por la cons--
tante elevada al exponente variable
y por la derivada del exponente.
X, d (ev) = aY dv Es la misma férmula que la ante—
dx
rior, sblo que el Lh e =1

dx
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III.

Iv.

Vi,

V1I.

VIII,

'

(utv=-w)= du
dx
) dv
cv) = ¢ dx
vy = dv + v
dx
) =n vt v
dx
= N1
= 1
(Lnvy -
@) = a¥ Lna
dv
Vy = VvV =
") e dx

du
dx

dw
dx



) 4):57___eg_i.lnid;\der'wadadeunafuhclén 'dé V‘urna variable.
bEr.n‘:gfér;i;er'al,r cuando se tiene una funcién de una variable, su pri-
mera derivada rasulta tambin una funcidn de la misma variable.
Esta nueva funcidn, puede tanibién a su vez derivarse. En este -
caso la derivacda de la primera derivada se llama segunda deriva-

1
da de la funcibn primitiva, Anilogamente la derivada de la segunda,

se llama tercera derivada y puede continuvarse asi has a la enési-

ma derivada.

Notacidh: Los slmbolos para las derivadas sucesivas se observan

como sigue;

gy_ =y o= f () primera derivada
x

Py =y = () segunda derivada
x>

Ly = yo= M (x) ' tercera derivada
dx3

dNy _ (O ()] enesima derivada
Y =0



Ejem-plq:
v= 3 > <2 + 2% funcibn primitiva.
Rt = .4S>‘<_ + 2 ' ' primera derivada
y'" =86 segunda derivada

5) Aplicaciones de la primera y segunda derivada

La utilizacibn més proxima de la primera der*ivada es la determi
nacidn de intervalos crecientes, decrecientes. Y la }ocalizacic’)n =
de puntos extremos relativos (méximos y mihimos), de una funcidng
la segunda derivada sirve para indicar la concavidad de una curva,
puntos de inflexién y también méximos y mfnimos relativos. Con-

juntamente se emplean para graficar funciones.

Estos conceptos llevados a modelos mateméticos que representen
problemas reales‘econémico—administrativos, constituyen un medio

eficaz de optimizacidn



8) Funciones crecientes .y decrecientes
Una funcibn y .= f(t) es creciente st '"y" aumenta (algebraicamente)
cuando "x" aumenta; y decreciente si "y" disminuye cuando "x" —-

aumenta.

En cualquier punto donde la funcidn es creciente, la tangente for-
ma un &ngulo agudo con el eje de las "x" (el punto A por ejemplo
figura 1) y la pendiente es positiva. Por otra parte, en un punto, -
donde la funcidn es decreciente, la tangente forma un &ngulo obtuso
con el eje de las "x" (el punto B por ejemplo) vy la pendiente es —

negativa., (Fig.l)

Teorema

El tipo de funcidén en un intervalo dado puede describirse en térm_i
nos de la primera derivada, de tal forma que: La funcién es cre-—
ciente si la primera derivada es positiva, decreciente, si es nega-

tiva y constante si es nula.

Funcibn creciente si f'(x) > o é positiva



C—

“Funcibn.decreciente. si L f'(x). 20"

Funcidn:constante si f'(x) = 0

. 40,

2

-6 hegativo

Uha fuhcién puede ser unas veces creciente y otras decreciente -

v

esto puede verse en la siguiente figura, correspondiente a la fun-

cién.

y=2><3_

La curva sube desde — @ hasta llegar al punto

punto D y sube nuevamente a la derecha de D.

Luego:
a) para xe] - oo, 1[ la funcidn es
b) para xe_] 1, 2 [ la funcidn es

c) para xe‘:_] 2,4 co[_ la funcibn es

2
oxX + 12X¢- 3

"cY, baja hasta el

creciente
decreciente

creciente




Lo anterior puede demostirarse a través del teorema, calculando

la primera derivada para un punto dentro del intervalo considerado.

Para el primer intervalo puede elegirse X = 1/2 (punto A)
Si la funcidn original Y = 2><8 - 9X2 + 12X - 3, la primera de-

rivada y' = 6X2 - 18X + 12,

Sustituyendo X por 1/2 ¥y' =3/2 - 9 + 12 =9/2 (positivo)

Por lo tanto la funcibén es creciente,

En el segundo intervalo, consideremos el valor X = 3/2 (punto B)

‘Sustituyendo X por 3/2 se obtiene y' = 27/2 - X = 3/2 (hegaiivo)

‘Por lo tanto la funcidn es decreciente.

En el Gltimo intervalo comprobemos que es creciente para el valor
de X =3

f3) = 682 - 18@) + 12
y' = B4 - B4 + 12

yto= 12 Por lo tanto la funcidén es creciente



73 Méximos y mihimos de una funcidn (extremos)

Definicién: .

Un valor de una funcidn es un Mé&ximo, si es mayor que cualouier

de los valores que le anteceden o le siguen inmediatamente.

Un valor de una funcién es un Mfnimo si es menor que cualquiera

de los valores que le anteceden o le siguen inmediatamente.

En la figura 1 se observan un méximo en el punto "C" y un minhimo

en el punto "D"

Debe observarse que un valor asf definido no es necesariamente el
mayor o menor posible de una funcidnya qle hay valores a la dere-
cha de "C'" que son mayores o a la izquierda de "D" que son meno-

res que estos. (ver, Fig. I) phg. 40

En un punto extremo la primera derivada cambia de signo para va-
lores un poco més paguefios que el extremo.y para valores un poco

raycres a éste ( Ver figura 1.) pég. 40
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l.os valores de la variable independiente que satisfacen la ecuacidn

" f(x) = O se llaman valores criticos

Los valores criticos determinan puntos de cambio, donde la tangente

es paralela al eje de las "X" (pendiente nula).

8) Pasos para determinar los extremos de una curva,

1. Calcular la primera derivada

2. Igualar la primera derivada a cero y deter‘mi,nar‘ las rai-
ces reales de la ecuacibén.

3, Hallar la segunda derivada.

4., Sustituir en la segunda derivada cada uno de los valores —
criticos obtenidos. Si el resultado es negativo; la funcibn-
tiene un. méximo para ese valor critico. S"L el resultado es

positivo, la funcién tiene un minimo.



: RéSl:lmiehdo: Las c.,ondiciones suficientes para méximos y minimos
de f(x) para valores criticos dc-; la variable son:
f(x) es un méximo si f'(x) = 0 y FYX) es negativa
| f(x) es un minimo si F'((x) = 0y FU(¢) es positiva

I
Ejemplo: Apliguemos los pasos anteriores a la funcidén f(x) = 2x3 -

9><2 + 12X - 3

19) fleo=6X2 - 18X + 12

2°) f'(x)= 0 cuando BX2 - 18X + 12 = 0

dividiendo entre 6; X° -~ 8X + 2 = 0

factor*izando' K2y KX-1)= 0

Por lo tanto las raices son X

Il

1
Valores criticos

>

1l
i+

2

3%) f"(x) = 12X - 18 sustituyendo el primer valor
4°y (1) = 12 - 18 (punto c'r‘ftico C, wver fig. L.) pég. 40
f'(1) = 6, por lo tanto se tiene un méximo

M) = 24 -, 18 (punto crftico D, ver fig I) pag. 40

f'(2) = 6 , por lo tanto se tiene un minimo
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Se ha demostrado que en el punto "C" de abscisa X = 1 existe un

méximo; y en el punto "D'" de abscisa X =2 se tiene un mihimo.

El criterio para determinar extremos que se acaba de exponer, -—-

tiene un fundamento en el sentido de la concavidad de una curva,

9) Concavidad de una curva,

Supbngase una curva descrita por un punto P (X,Y,), la pendiente
de la tangente en "P" varfa, Cuando la tangente queda bajo la cur-
va (Figura II a), el arco es cdncavo hacia arriba; si la tangente -~

queda sobre la curva, el arco es cdncavo hacia abajo (Figura II v)
o) d

€<, P oY)

Figura a . Figupra b

Figura 11

En el primer caso la penhdiente de la tangente aumenta al desplasarse
el punto "P'" de "a" a "b" por lo que la funcidn es creciente; en el -
segundo caso al desplasarse el punto "P" de e a "d" la pendiente -

de . la tangente disminuye por lo que la funcidn es decreciente.
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ta derivada es negativa,

10) Puntos de Inflexidn

Definicién '

Un punto de inflexién en una curva, es el que separa 2rcos que tie

neh su concavidad en sentidos opuesto.
En un punto de inflexidn f(x) = 0

En una funcidn y = f(x) su primera derivada nos indica si es cre-
ciente o decreciente en un intervalo: la segunda derivada, nos indica
el sentido de la concavidad de la curva, en ese intervalo; de tal for-
ma que una curva que es creciente en un intervale, puede crecer en
forma creciente en una parte de intervalo 6 crecer en forma decre-

ciente en otra,

En la figura III, la funcién es creciente en el intervalo {a, c] pero

crece en forma creciente de "a" a "b'" y crece en forma decreciente



Figura III

Para obtener las abscisas de puntos de inflexién, se resuclve - -

fl‘"(x) = 0, y para déterminar el sentido de la concavidad cerca de -
un punto de inflexidn, basta calcular f(x) para un valor de X un -
‘poco meno que la abscisa de dicho punto, y para un valor un ‘ poco

mayo que esta obscisa,

Si f''(x) cambia de signo, se tiene un punto de inflexién.

Ejemplo:

gn la figura I p&g. 40 se encuentra la gréfica de la funcidh y = ox3 -

Ox2 + 12X - 8 que tiene, segln esta, un punto de inflexidn.
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y = 23 - of+ax -3

X2

primera derivada 18X + 12

y' o= -
segunda derivada yh o= 12X - .18
Al resolver y" =0
12~ 18 = 0
! T2X = 18
X = 18/12 = 3/2

Por lo tanto, la abscisa del punto de inf’lexién es X = 1,5,

* concavidad de la curva, antes de este punto (por gjemplo para X = 1)
"1y = 12 -~ 18 = =~ 6 (hegativa; concavidad hacia abajo) f

. concavidad de la curva después del punto de inflexidn (por ejemplo: para x=2)f

!

fmE) = 12¢@ - 18 = 24 -18 = &

(positiva; concavidad hacia arriba)

11) Construccibn de curvas

Las aplicaciones de la primera y segunda derivada, acabados de ex -



poner, utilizados conjuntamente"COhStithén" una herramienta muy
valiosa para el estudio de curvas 'y anilisis de fendmenos econémi

co productivos reales.,

Graficar la curva descrita por la funcidn.

y = 2¢° - ox

Pasos

1°) Obtener su primera derivada; igualarla a cero, para deter -
minar los valores criticos, correspondientes a las abscisas

de los méximos y minimos.

2°) Obtener su segunda derivada; sustituir en esta los valores -
criticos obtenidos en el primer paso, con el objeto de deter
minar la concavidad de la curva para esos puntos y afirmar-
cuales coirresponden a un maximo y culles a un minimo: -~
igualar la seéunda derivada a cero y resolver la ecuacidn re
sultante para obtener el valor de la abscisa de los puntos de

inflexidn.

8°) sustituir las abscisas de los extremos y puntos de inflexidn,
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en la ecuacidn original para -obtener las ordenadas correspondien-

tes,

- .4°) Determinar algunos otros puntos necesarios para completar la

nocidn sobre la curva, tales como interseccidén con los ejes -

1

igualando X 6 f (x) a cero y resolviendo para la otra variable.

y=2x3 - ox® + 12X - 3

i 2
L.a primera derivada es: y' = 6X - 18X + 12

Igualandola a cero 6X2 - 18X + 12 =0
Dividiendo entre 6 X2~ 38X + 2=0
Factorizando se tiene: R=2)e%~1) =0

abscisas que pertene

. Los valores criticos son ><1 = 1
cen a un méximo o
Xy = 2 un mihimo
segunda derivada y" = 12< - 18
f'"(1) =12 - 18 = - 6 (nhegativa) concavidad hacia abajo

por lo tanto para X = 1 un méximo.



o E@y= 2@y - 18
=24 - 18 = 6 (positiva) »y.conc_avi_dad hacia arriba, -

‘por lo tanto para - X =2 un minimo.

igualando f"(x) = 0
12X - 18 = 0
12X =.18

x 1.5 punto de inflexidén

]

Interseccibn con el eje y para lo que X = 0O

o8 - ax? + 12X - 3

<
[}

y=-3

‘Resumiendo las abscisas encontradas -

X =1 maximo

X =2 mfhimo

X = 1,5, punto de inflexién

X =0 la curva corta al eje vertical

Que con los valores correspondientes para la funcibén ; se tienen

las coordenadas de 4 puntes, los puntos son:



Graficando

(1.’25

= @D

PS (1.5 1.5)°

(01 - 3)
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Conclusiones; - : .

53.

De la.gréfica puede. verse que la curva se comporta de la siguien

te forma:

En el inter*valo___l— CI);1I: la curva crece en

forma decreciente

En el intervaloJ‘I;S/e [_ La curva decrece en forma decreciente

En el intervalo 13/2; 2 la curva decrece en forma creciente

En el inter‘valo_] 2,4+ @ L la curva crece en forma creciente

Para entender mejor el significado de crecimiento creciente o de-

creciente y decrecimiento creciente y decreciente, pueden observar

se las siguientes figuras:

Crecimiento a una tasa creciente Crecimiento a una tasa decre-

4 ciente. Y

5 n — N
Dgcrectmlento a una tasa decre- Decrecimiento a una tasa cre-
ciente, ciente.

Y N

.

n n
[5) T +
1 * 1




DERIVADA DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES
1), Generalidades.

En los problemas reales intervienen muchas variables. Para po—

der plantearlo y resolverlo, se identifican las méas relevantes; en
ocasiones existe sblo una variable muy importante, entonces el ~

problema se plantea y resuelve con respecto a esta variable; sin-
embargo, ottros problemas no pueden reducirse a una sbla varia—-—
ble y es necesario hacer intervenir dos o més variables para que
el modelo formulado tenga sentido. Por ejemplo, una funcidn de -
produccibn Q@ = f(t,K), en la que se desea encontrar t y K tales-—
gque maximicen Q, donde Q es la cantidad producida, invirtiendo -
un capital K y empleando una cantidad de trabajo t. Esta es una-

funcién en la que intervienen dos variables,

Otro ejemplo es el de un fabricante de dos productos X" y ™" en
el qué su costo total "Z" depende de los niveles de produccién de -
cada producto. Por ejemplo cuando produce cinco unidades de "X" -

y seis de "" su costo total es de diez y siete., De acuerdo con -

54—. - e



esto pueden asociarse valores de costo total para cada pareja de

valores (<) Por cjemplo @ (X.Y) z
‘ .6y | 17
G.7y | 19
, ©.6) | 18
®.7 | 20 etc.

Una funcidn multivariada, puede optimizarse utilizande las mismas
reglas de der*‘ivacic’)n usadas para el cilculo de una variable; sblo-—
"que nho es posible derivar con respecto a todas las variables a un-—
mismo tiempo, por lo que se consideran todas las variables excep-
to una, como constantes, y se deriva con respectc a esta. Eso se
‘r*epite cambiando de variable para obtener la derivada con r‘es'pecto

a cada una de las variables.

El sfmbolo usado en la derivacién parcial, es la letra griega 0O

(delta mindscula)

por ejemplo: Dz (léasé, derivada parcial de "Z" con res
Dy pecto a "y'" o simplemente, parcial de

IIZ")



Una funcidn multivariada puede derivarse con respecto a una sola
‘variable; ‘o con respecto a todas las variables, dependiendo si va

rfan’ o no simulténeamente todas las variables.

Por ejemplo la funcién Z = f(x.y) tiene las siguientes -

derivadas de primer oprden,

DZ = derivada parcial Z con respecto
DX a X ("y" perntanece constante)

KD z = derivada parcial de Z con res-
Y pecto Y (X" permanece constante)

ejemplo: encontrar las derivadas parciales de:
Z =ax® +2b xy + cy?

solucibn: DZ_ = pax + 2by considerando @ ¥ como constante
DX

PDZ = 2pX + 2¢y considerando a X como constante

lLas notaciones més usadas en la derivacién parcial son:

cohsiderando Z = feX.Y)

/-DZ = .-D 3 = f = F =
o =% £6X, V) ’/DDX fx (X.Y) = Z  x(X.Y)
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Pz . D X = DE = fy Key) ~ 2y (y)
Dy Yy DYy '

nhotaciones semejantes se emplean para funciones de cualquier —~

ndimero de variables,

2,) Derivadas de orden superior

T

Una funcidn en "X" y "¥" al derivarse parcialmente puede resul
tar en otra funcidn, con las mismas variables, lo cue! puede a -

su vez derivarse, teniendo una derivada de segundo orden.

Por ejemplo st (D u= fKE.Y)

tiene dos derivadas de primer orden:
\

@ oy . lfx(X.Y) y MU = fyX.Y)
) x :

x

que son también funciones de X y Y, que pueden derivarse nueva-
mente, Tomando la primera funcién de (2) y derivando, se tienen

.dos derivadas, ahora de segundo orden.
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De la misma forma de la ségunda funcidn de
dos derivadas de Vsryéguhdo"drdeﬁ./
. S
@ Du - Fry oYy 0% L v
. Yy C<,Y)
Py 7D ya

Aparcntemente en (3) y (@) hay cuatro derivadis de segundo orden
pero puede demostrarse que:
/D‘Z u = ’be ‘u
D YD X S ECH
siempre que las derivadas sean continuas. Es decir, nho importa el
cambio de orden al derivar sucesivamente con respecto a "X" y ""

Asf f<,Y) tiene sblo tres derivadas parcialzs de scgundo orden, a

saber,

Gy fxx XY), iy OKY), fyy CKLy)

ejemplo:
Calcular las derivadas parciales de primer y segundo orden de la -

funcibn multivariada.

z =10 +xX2+ 8 B - sxy®
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Derivadas .de_primenr orden.

o Dz - ox - —~ 5= (se considera a "Y' como cte)
PR :
@ Pz . av? - 10XY (se considera a '"X'"como cte)

Y

Derivadas de segundo orden

2 I
@ Dz = 5 (en (1) se considera a "Y' como cte)
D%
4) 2Z - - 0y se considera a X" como
4 £ _=18Y - 10X (en (@)
2 t
/“)YR cte)
(S) g 22 = -~ 10X (en (1) se considera ahora a > comn
INRX cte) :
©® “D°3%2z - . 40v (en (@ se considera a "y" como cte)
PX DY

puede verse eh (8) y (6) due ambas expresiones son iguales, por lo

que sdlo existen 3 derivadas de segundo orden,

8) Méxirnos y Minimos para funciones de dos variables

Las condiciones necesarias para que {(X,Y) admita un extremo, para
ciertos valores criticos de las variables, son las llamadas relaciones

de "Monge"



[ON TPoXx
D f - o

~P VY
si (¢)) /‘DE f —/’”32 £ 72 £ - 0 se tiene un ex-
Dx Dy D2 Dye ™~ tremo. f
e ' i-
si a) f ~ 0 se tiene un méaximo. ‘
%= |
3) b ® ¢
@b f = 0 se tiene un mfnimo :
. 2 :
x L

Nota: sl (@) es mayor que cero, no hay extremo

si () es igual a cero no puede decirse nada de la

funcibn,

Ejemplo:

Una fébrica produce dos tipos de maquinaria pesada "X y "W la

funcién de costo conjunto esté dada por

FOGLY) = X5 4 2¥? - Xy - 14x

Para minimizar el costo, dcuantas méguinas de cada tipo deben pro !

ducir?. i




Solucidn.
FOLY) = X2 + 2Y° - XY - 14X

16) Obtener los derivadas parciales de primer orden, de la fun-

cién igualarlas a cero y resolver el sistema resultante.

M 1 Bf= ox-v-1; JDf -0
1la. Condicién R

1) oX - Y ~ 14 =0
2)

1) 2X -~ Y = 14
2) —2X + 8Y =0 multiplicando (@ por 2 y ordenando
0+ 7Y =14
Yoo=14
7 Y =2

Sustituyendo este valor en @)

4 @-X = 0 X = 8
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2°) para saber si los puntos criticos obtenidos son o nd extremos
hay que verificar:
2

DF . /'sz D) % < ©
(OxDy (D 52 DR

por lo que hay que obtener las parciales de segundo orden,

1

2
2 T
2
D v
2
P f = -9
D XDy
Sustituyendo estos valores en la condicidn, se tiene

(~1)2 ~@) @@=1-8-7 =0

por lo tanto se tiene un extremo .

Este extremo es un mfnimo si baf‘ o
\0 2
X
2 . .
Puesto que 7D F =2 se tiene un minimo para los valores =
72 '

. x . s
criticos encontrados en la primera condicién.

Conclusibn: \

Hay que producir 2 méquinas del tipo "Y' y 8 méquinas del tipo -

™" para minimizar los costos,



SEGUNDA PARTE

ANALISIS DE REGRESION

" Ba.



1)  DEFINICION

El anilisis de regresién consiste fundamentalmente en dos opera-
1
ciones:
a) Obtener una ecuacidbn y una lfnea que represente la ecuacién,
3

que describa la forma de como se relacionan las variables.
La ecuacién y su lfnea, a menudo llamadas ecuacidn de re—
giresién y lfnea de regresidn, respectivamente, pueden ser-

lineal o curvillnea,

b) Estimar una variable, dependiente a partir de otra u otras—
llamadas variables independientes, basados en la relacién -

descrita por la ecuacién de regresidn.

El término regresidén fué originado por Francis Golton, en su publi
cacién "Regression Towards Mediocrity! del Journal of The Anthro
pologial Institute en 1885, describiendo la linea de regresién como-

la Relacién Promedio entre las Variables.

En la actualidad, se sigue interpretando como un promedio y se ha
desarrollado un métedo muy precisc para obtener la ecuacién de -

regresién: El de los mihimos cuadrados.



Ademés del método de los mfnimos cuadrados, que es una forma —
sofisticada para obtener la ecuacidn de la lfnsa de regresibén, exis-
ten otros métodos, menos precisos que el arierior, como el proce-
dimiento "Mano alzada" que.cs un método suljetivo perro rédpido de-—

otener la recta de regresidn.

En ambos métodos existe siempre un error, entre las observaciones
reales y las calculadas por la ecuacién de regresidn, pero esa dife

rencia es minima con el método de los mfinimos cuadrados.

Los diferentes tipos de lfheas a los que pueden ajustarse los datos
dependen de la relacidn que estos guarden erire s{, por ejemplo:i—
lLos datos de la figura (&) pueden ajustarse z una recta co;w pendien
te positiva puesto que la relacibn que guardan sus datos (><,Y)'es -
creciente, es decir, al aumentar uno (variable independiente X) au-
menta el otro (Qar*iable dependiente V). La figura (b) mantiene una-
relacidén curvilfhea, que puede ajustarse a um parabola; la figura (),

puede ajustarse a una hipérbola.



5 ' Y
<~/ " * *
S '8
S xh A
-+ \ % .
XAk *
7 y = a + bx *
Figura a 4 Figura b Figura c¢

£l método de los mfnimos cuadrados es aplicable a cualquier tipo
de lfnea, mientas que el método de mano alzada =ilo es vélida ~-

para el caso de unha recta.

2) METODO DE MANQO ALZADA, PARA OBTENER LA RECTA DE
REGRESION.

Para la elaboracién de un modelo, generalmente se recurre a datos

histéricos; estos, ho siempire guardan una relacidn lineal, pero pa-
P . p, .

ra propobsitos de estimacibn, pueder ajustarse a una recta, que es—

el modelo més simple y el més comunmente utilizado.

El método de mano alzada, es Gtil, cuando se quieren ajustar los -

datos a una recta.
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El procedimiento que se sigue es el siguiente:-

1°) Se grafican los datos para tener el llamado diagrama de es-

parcimiento.

2°) A ojo, se traza una recta, que a juicio propio, guede equi-

distante de todos los puntos del diagrama.

!
38°) Se eligen dos puntos de esa recta, y se aplica la férmula --

para obtener la ecuacién de la recta dados dos puntos.
Y - Yy Yo = Y4
- X1 X2 - X
Ejemplo 1
Sean los siguientes datos, correspondientes al vblumen de ventas -

obtenidas, en funcién de la inversibn en publicidad.

Ventas por

$ 100,000 |Y

Publicidad en
miles de pesos | X | 3 4 5 6 7 8 9 10
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- e—

* Diaghama” de esparcimiento, ejemplo 1.

MM O N

—_

e : N , A .
1

2 8 4 5 6 7 B8 9 10

Uniendo los puntos del diagrama anterior, es obtenida una gréfica

que ho es recta. Sih embargo, la tendencia puede ajustrase a una

recta,
. 10 1
La recta dibujada pasa por
los puntos de coordenadas: 9
. 8
F’1 (3;3.5) PE (8;8.5)
7 -
con los que puede obltenerse 5
su ecuacibn mediante la si- 5 -
rd 4 T
guiente férmula:
3 -
2 A
1
1 2 3 4 66 7 8 9 10 11
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Yooy e =Y
XX Ko T Xy
" Sustituyendo datos:
Y - 3.5 - 8.5 - 8.5
X - 3 8 ~ 38
Y =3.5 = "5
X ic] 5
Y - 8.5 = 1 (X-3)

.qué es la ecuacién de re-

gresién por el método de mano alzada.

3) METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Cuando una lihea nd puede ajustarse perfoctamente a todos los puntos,

hay en general desviaciones entre los valores individuales (¥) y los -

valores calculados con la ecuacidn de regresidn (Yc)
Las propiedades de la lfnea de regresién, basadas en el método de -

los mfhimos cuadrados eh relacidn con las desviaciones son simila -

res a las de una media aritmética a saber:
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1. L.a suma algebraica de las desviaciones de los valores indivi-
duales (Y') con respecto a los correspondientes en la linea de

regresién (re) es nula.

o =Ye) = 0

]
2. La suma del cuadrado de las desviaciones de los valores indi
viduales (Y) con respecto a los correspondientes en la linea -

de regresibn (vc) es minima,

v - vef < § SERRY

donde YA es un valor calculado con cuslquier otra recta que
no sea la obtenida por el método de los minimos cuadrados,

(La ilustracién se hace més adelante).

El método de los minimos cuadrados, permite ajustar los datos a —
cualquier tipo de curva (recta, parédbola, hipérbola, una funcibn lo-

garftmica, exponencial, etc.).
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El -procedimiento :que’s& ‘sigue _,es_;_ei ‘siguiente:
'1°.)V F-_:'legip la forma de la ecuacibn, @ la cual deberdn ajustarse -
los datos, Esta depende no solamente de la tendencia de és-
tos. Sino en forma muy importante de los objetivos persegui

dos al obtener el modelo,

2°) Obtener un sistema de ecuaéiones, tal que resolviéndolo, pro
porcionen el valor de los pardmetros de la ecuacibn, elegida

en el punto 1°,

El sistema de ecuaciones se obtiene utilizando 1a siguiente regla: la
cual tiene su fundamento analftico en la demostracién de que; los -
valores de los pardmetros que se deben tomar como muestra son los

que minimicen la siguiente expresibn.

donde Yi son los valores observados de 1a variable dependiente y -
Yc = f (Xi) son los valores calculados por la l{nea de regresibn -

para cada valor de Xi (valor observado de la variable independiente).
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a) Caso de una recta.
12y " Supbngase que los datos se tratan de ajustar a una recta, —
cuya ecuacidn es:
Y = a+bX
para los cuales se conocen un cierto ndmero ''n" de parejas
de datos (Xi, Yi).
2°) Obtener una ecuacibn por cada pardmetro desconocido., Los
pardmetros que hay que determinar en este caso son "a' y-—
llbll.
3°) Los valores (\(1, Xy) (Xgs Yy)e..(Xn, Yn) representan a las
variables X, vy, YV, entonces pueden tenerse n ecuaciones de
la forma
Yi = a + b Xi
Considerar las n ecuaciones de la forma y = a + bx, multiplica

das por el coeficiente de la primera inc6gnita (a) que en este caso

es 1, por lo que las ecuaciones sumadas quedan:



]
Yo o=
Y, =
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a 4+ bx."
a .bx2
a 4+ bx

yE= na + b x  Que es la primera ecuacibn

Para la segunda ecuacibn, se hace lo mismo sblo gque ahora se -

multiplica por el coeficiente de la segunda incbgnita () (recuérde

se gue las inchgnitas a determinar son ay b); por lo tanto, el —

coeficiente de

Por lo que el sistema

1Y) zY

b es x.

L ]
Yy Xq = oax, +  bxy
Vo X = @Xg t+ bxg
Yo ¥n = @t bx
= Xy

1

nmy =Xy =

= a¥x + bEx2 Que es la segunda -~
ecuacibn

de ecuaciones lo constiituyen en este caso:

na 4+ b > x

asZx + b Exe

donde las incbgnitas son a y b. Resolviewdo el sistema, se -
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obtienen los valores de los pardmetros-que ‘sustituidos fernr laexprg
si6n clegida, se ticne la ecuacibn de ta lfné;i de |~égresi6n por el

método de los minimos cuadrados:

Cuando hay més de 2 incbgnitas, el procedimiento expresado arei-
ba se continfa de manera semecjante. [Es decir, los coeficientes —~
de la 3a, y 4a, inchgnitas se usan para multiplicar cada una de -~

las “n" ccuaciones ordenadamente.

Finalmente, se resuzlven las ecuaciones para obtener los valores ~

de los pardmetros.
b) Caso de una parébola.

Apticando la regla anterior, puede obtenesrse el sistema requerido
para encontrar la l{nea de regresién de una parédbola de ecuacibn

y = a -+ bx+c><2-——(1)

En esta son tres los parémetros que hay gue determinar, por lo-~

que se tendrd un sistema de tres ecuaciones,



75.

La primera se obtiene de multiplicar 1a expresibn (1) por el coefi
ciente del primer pardmetro (que en este caso es uno) y sumar -
las "n'' expresiones correspondientes a los "n'" datos observados -

resultando finalmente:

D EY = n + bE x + cEx

La segunda se obtiene de multiplicar la expresi6n (1) por el coefi
ciente del segundo pardmetro (que en este caso es x) y sumar en

forma semejante a la anterior.

Iy ZXY = am—x + bE X + cE O

La tercera ecuacibn se obtiene de multiplicar 1a expresibn (1) por
el coeficiente del tercer paprdrnetro, (que en este caso es x2) Yy

se procede en forma semejante a la anterior.

m Z=x2y = am=x + b x3 + c=xx

Siendo entonces el sistema resultante el siguiente:

H
i
i
{
;
j
!
H
|
i
|
]
i
i
]
]
;
i
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em—

donde las incégnitas son precisamente a, b y c; resolviéndolo se -
obtienen los valores, que nos definen la ecuacibn de la 1fnea de re

gresibn elegida (expresibn (1) );
c) Caso de una hipér‘bola.'

Para la hipérbola se sigue un proceso semejante, sea y = a + b
X
!

la ecuacién elegida.
El sistema requerido, serd de dos ecuaciones,
La primera ecuacibn:

El coeficiente del primer pardmetro es uno por lo que ecuacibn -

queda:

w1
I Ey = na + b,ﬁ:;—

La segunda ecuacibn:
El coeficiente del segundo pardmetro es L por 1o que la ecuacidn
X

queda:
1 1
Y = =
m S = aX o+ b T T

El sistema de ecuaciones que hay que resolver es:

it

1
na + b2 —
zx

I) Sy

v 1 1
m E2x T 2yt b2

@
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resolviendo el sistema para a y b, se obtiensn los valores de los
pardmetros que sustituidos en la expresitn (2) se obtiene la ecua-

cién de la lfnea de regresibén, que corresponde a una hipérbola.
dy  Anélisis tebrico.

Se ha dicho que el método de los minimos cuadrados se aplica para
ajustar cualguier tipo de cur‘va.i Y segdn el método descrito, lo -

primero que hay que hacer es determinar la ecuacibn a la que se
desean ajustar los datos. Ademés se dijo que la ecuacibn debe senr

tal que minimice la siguiente expresién (de ahf’ el nombre de mini_

mos cuadrados).
= A 2
- ori = Yoy 3

llamemos "E" a esa expresidn y por medic del célculo diferencial

determinemos los valores que la minimicen.

Puesto que la ecuacibn de la lfnea de regresidn generalmerte tiene
dos © més pardmetros, debe entonces utilizarse la derivacién par

cial, para minimizar la expresi6n (38), De esta forma se obtienen

tantas derivadas parciales como pardmetros tenga la ecuacibn que,
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al igualarlas a. cero para satisfacer la condicién necesaria para
tener un mihimo, se obtienen las '"n'' ecuaciones del sistema., =
. Resolviendo este sistema se obtienen los valores de los pardme-

thos,

En seguida se ilustra el caso de una hipérbola de ecuacitn:

Y = a + % obteniendo primero el sistema de ecuaciones desea
do y segundo demostrando que los wvalores que se obtengan de re

solverlo constituyen un mihimo.

Si la ecuacibn a la que se tratan de ajustar los datos es la siguien

te:
y = a + 2. ()
X

entonces la expresibn (8) se transforma en:

n
\.'..‘2
E o= = ¥i- @+ )
l: N
n . 2
E = = Cyi-a-*zi—)

Derivando parcialmente con respecto a cada uno de los pardmetros;
(derivadas de primer orden) e igualando a cero cada parcial (prime

ra condicién necesaria) se obtienen las cuaciones requeridas.



ESTA TESIS NO OEBE
SALR BE LA GisligTeCA

3 = 2 5 v —a—-.ﬁl_)

Xi

igualando a cero y dividiendo entre dos se tiene:

Z.Yi + na + L
X1

Despejando Z Yi se tiene:

79.
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(1) - 2 ¥i = na + b -1 Queesla primera-ecua .
@ JQE . o gLt vio-a - _b
a b 2 <k ¢ xi )

igualando a cero y dividiendo entre dos se tizne;

i
i b
- Yl o ‘a /_....._,
- Z %1 + £ xi + o Gm wi® = 0

Despejando el término que contiene a la varizble dependiente se tie

ne:;

am Yioo_ 1, J_  Que es la segunda
T T A Zw b b ESe

ecuaciodn.

por lo que el sistema deseado queda:

49 éYi=na+bf—:<i—

1
aé—l— +- b E_ D

X1 1

1t

M £ Y
X1

Que es semejante al obtenido aplicando la regla expuesta en paginas

anteriores. Resolviéndolo, se obtienen los valores de los pardme —

tros a y b.
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Estos valores: constitiyen un mfnimo ‘si’ satisfacen las ¢Ohdiciones -

siguientes: .

Condicibn necesaria:

6 2 2 2 para que
E _ a E ) E £0
2 N oo ista
ba 5b a . Obe exista un
! extremo
y 2
0 E
70 para que exista un minimo

Obtengamos las derivadas de segundo orden:

de (2) se tiene:

de (2) se tiene:

0« 2
6 b a a Xi
de (8) se tiene:
2 ,
QE .2

b2 xi2

Sustituyendo estos valores en la condicibn necesaria

(+)

- (Qn) (%2-) £, 0 si esto se cumple se

tiene un extremo
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1 pﬁir.h_ér{-tér'nfiirj'o',* éiéhﬁptje ‘es positivo, por estar elevado al cua
kridr*ado., EI c;ocienfe d‘e est“e término es més pequeio comparado -
lcon el segundo término, puesto que depende del nGrmero de datos .,
Si el nlmero de datos fuera uno, el valor de esta expresifn serfa
nulo, Si n = 2 el segundo término serla rnds grande que el
primero, siendo esta expresifn negativa, para cualquier ndmero-

1
de datos por lo que cumple con esta condicibn,

La segunda condicidén para un minimo es:

)2
d E
) Y

0 a

Sustituyendo por su valor se tiene:

2n > 0 que siempre es positivo puesto que de-

pende s6lo del nlrero de datos existiendo por lo tanto un mfnimo.
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Con 1o ‘anterio

. cuadrados_satis

Yy que ‘Iasv'ee:uac_iories obtenicdas por la regla expuesta o a través
del cédlculo diferencial, nos' permiten determinar los valores de —
los parémetros de Yc tales que representen un promedio aritmé -

tico.
e) Ejemplo de andlisis de regresibn:

La ecuacibn de la recta de regresi6n, del ejemplo 1 (p&g. 69), -
obtenida; por el método de los minimos.cuadrados quedarfa de -

la siguiente formau
1°) La ecuacifn deseada es de la forma Y, = atbx

‘2°) Las ecuaciones necesarias son:

I £ Y na + b == x
<

2

M1 = Xy a Z X + b = X

Los elementos que hay que calcular para obtener el sistema ante

rior son:

* Utilizando el método de los mfnimos cuadrades para el mis

mo problema en el que se obtuvo la recta de regresidn por

el método de mano alzada, -



B4

NGmero de

datos .- Y - X Xy S
g a5 ‘3 10.5 9
;2 . 50 .  . ) . o .
3 5.6 B 5 28 25
4 B ks.s 6 4.8 a6
’5  6B | 7 47.6 49

6 8.5 8 68.0 64
7 0.0 9 90,0 81
5 9.5 10 95.0 100
= 54.7 52 393.9 380

Sustituyendo estos valores en el sistema A.

I 54,7 8a + 828

II 383,9

1

S52a + 380b

Resolviendo el sistema por sustitucién, despejando a "a" de 1

54.7 ~ 52b
8

I a =
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'Sustituyendo este valér»en I1. se tiene:

393.9" = 52 (‘§i:1—é‘—.5-gb—) + 880b

Resolviendo esta ecuacién

3151.2 = 6.5 (54 - 52b) + 30400
31561.2 = 355.55 - 338b 4+ 30400
2795,66 = 2702b
h = 2795,65
2702
b= 1,035
Sustituyendo este valor en (1') se tiene:
54,5 ~ 52 (1.085)
a o=
8
_ 54.7 -~ 53.80
- 8
- .89
& = 78
a= ,1122
por lo que la ecuacifn resultante es:
Yo = 01+ 1.08X Ecuacién de la recta de regresibn

obtenida por el método de los minimos cuadrados.
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Si se compara esta ccuacibn con la obtenida por el método de -

mano alzada
Ye = B 4+ X Ecuacién de la recta de re

gresién método de mano alzada.

Puede verse que existe ligera diferencia.
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sentan a continuacibn. ‘

4y Tipos de funciones a las gué puede ajustarse una nube de -

a) Funcibn lineal (pendiente positi

va).

Este tipp de funciones se utili—

puntos .
3
y = al + bx
b)
0 * ”
)

za para irepresentar;

Costos totales en funcibn
de la cantidad producida.
Ingresos totales en fun -
cién de la cantidad vendi
da (el término a = O y- "
pasa por el origen).

Nivel de produccibn en -
funcibn de materias primas.

Cantidad ofrecida en Fun_

cibn del precio (ecuacibn

de la oferta).



s

y = a = bx

L)
2
y=a-+ bx + cx

«

' B8.

Funci6n lineal (pendiente negativaj.

Este tipo de funcibén se utiliza para-

representar:

a) Cantidad demandada en funci6n -
del precio (ecuacibn de la deman
da).

b) ‘ Nivel de piezas defectuosas en -

funcibn de las inversiones en -

control de galidad.

Parébola

Puede representar algunos de los con
ceptos especificados para la recta -
cuando la tendencia no es lineal,- El
signo del término cuadrético permiti
ré obtener una curva cbncava hacia -~

arriba (+) o hacia abajo (-).

a) Puede representar la funcif6n de
utilidad, en funcibn de la canti_

dad producida y vendida,
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Cy = -at bx = ox b)) Ventas en funcibn de inver
si6n en publicidad.
¢)  Transformacibén de producto
en funcidn de la materia -
prima.
) Funcibn de costos en fun -
~ ]
cibn de la cantidad produci
x i
da.
¢) Hipérbola eéquildtera,
v = a-t b
x
y - El interés en administracibn v -
economfa es para valores positivos
@
de '"x!, Puede representar la -~
0 - cantidad demandada en funcibn -
n

del precio (ecuaci6én de demanda)

y algunos conceptos semejantes ~

a los de la recta, cuando se -
observa este comportamiento de-
los datos,

d) Funcién logarftmica.

Puede utilizarse para represen-

tar:
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74
0 a) Ingresos totales enl funcibn
de cantidades producidas vy
vendidas.,
b) Costos totales de produccibn,

en funcibén de cantidad pro-

N
o]
ducida (dentro de cierto in
y = a L n®+b)
tervalo),
Nota:

Una funcibn de ingresos representada por una funcién logarftmica, -

puede interpretarse de la forma siguiente:

En un principio los ingresos que se obtienen por unidad son relati_
vamente altos y este ingreso no aumenta en forma proporcional con
la cantidad, ésto sucede muchas veces, puesto que las empresas -
otorgan descuentos conforme aumenta la cantidad comprada o tienen
que vender més barato para incrementar sus ventas, llegando un -
momento en el que el ingreso adicional por la venta de una pieza-

més es muy pequefio.

La forma general de una funci6n logarftmica es y = a logc (x + b)
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Si a = 1y b = 0, setiene y = logx, que es la forma
més simple y queda comprendida en el primero y cuarto cuadran
tes, y es creciente si la base c de los logarftmos es mayor que
1; puesto que las bases més comunes sonl10 y e, y ambas son -

mayores que 1, entonces son crecientes.

La cantidad '"b" sumada a la variable x, equivale a una transla-—-

cibn del eje "y" hasta una abscisa "b',
Si b = 0, la curva corta el eje horizontal en x = 1,

El coeficiente "a" lo Unico que hace es variar la pendiente de la
curva que siempre es creciente para a > 1 la pendiente es ma

vor que si 0 & a <« 1.
e) Funcibn exponencial.

Las funciones exponencias més

simples son de 1la forma -

y = bx, donde
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b > 0, Es decreciente si 0<b<«1,

y creciente si b > 1; en ambos ca ~

so0s la curva es asintbtica al eje de -

lag 'ix" y se intersecta con 'y en-

el punto (0, 1).

La funcibn exponencial de uso més frecuente es y = ex, donde e
es la base de los logarftmos naturales y vale aproximadamente -

e = 2,71828.

La forma més geheral de la funcibén-

y exponencial es y = aek* + ¢,
/ Esta curva es asintftica a la recta -
k
y=ae + ¢ % y = ¢, y se aproxima a su as{ntota -
/ . . ‘
/ desde arriba si a >0 vy desde abajo
" ' si a«L 0) la curva es creciente, si-
5 .
al 0,k 0, ¢ 0 a y k tienen el'mtsmo signo, y de

creciente si tienen signos opuestos.



La curva se intersecta con y en

' ©; 2+ c)y st cg0, se intersec

N——— ta con el eje "x" en (._1_ Ln \“g‘(’ 0);

s

f) Funcibn de 3er. grado,

Pueden utilizarse para representar
i

165 cogtos totales en funcibn de la

cantidad preducida, pero no es muy

Y conveniente ya que la utilizacién de

y‘_‘;_- a+ bx + cx® + dxd _
r esta funcibn con algunos otros con-
ceptos (ejemplo para maximizacitn
/’—N de utilidades en funcibn del precio

6ptimo) conduce a obtener ecuacio

nes de 2°6 8°grado, las cusles es

muy diffeil o casi imposible de so

lucibn,

Generalmente, este tipo de curva
puede aproximarse a una recta o
a una logaritmica para ciertos in

tervalos,



CONCLUSIONES

El andlisis de regresién, ’tiene mdltiples aplicaciones en la admi
nistracibn; por ejemplo, en mercadotecnia, se utiliza para planea
cién,' bésicamente en la determinacién de pronbsticos y tendencias,
as{ como para andlisis de crecimiento, cuotas de ventas, etc. En
produccibn, tiene también sus aplicaciones para determinar estén
dares de produccibn, prondsticos, ete. En el &rea de recursos -
humanos también puede utilizarse por ejemplo, el establecer efi --
cienclas y comportamientos; para la determinacifn de salarios en

funcién de la eficiencia, etc.
En finanzas tiene también muchas forrnas de aplicarse.

Puesto que la ecuacibén de la lfnea de iregresibn es de hecho un -
modelo, su dificultad mayor est& en la obtencién de los datos, qu\e
entre mayor sea el nimero de éstos mds precisibn tendrd el mo

delo.

L.a eleccibn de la ecuacibn a la que deberdn ajustarse los datos -
es importante y estd relacionada con los objetivos que se persigan.
La ecuacibn més comun es la de la recta, porgue en la mayorfa-
de los casos aunque la tendencia sea curvilinea, estos datos podrén
ajustarse a una recta, la cual es més ficil de obtener y manejar

sobre todo cuando se usa para prondsticos,






1

" TERCERA PARTE

APLICACIONES DEL CALCULO
DIFERENCIAL PROBLEMAS AD

MINISTRATIVOS.



4. -Definicién 'y conceptor

LLa elasticidad .de la demanda analiza la variacién porcentual de
la demanda, con relacién al precio.

AD ‘

o - Porcentaje del cambis en la cantidad vendida
YI AP Porcentaje del cambio, en el precio
P . ' N

"Por medio del calculo diferencial dsta queda definida, como el -

valor absoluto del producto de las relaciones precic~cantidad y -

la derivada de la demanda con respecto al precio.
P dbD
W D dP

Cuando O < l‘\<| se dice que se tiene una demanda ineléstica.

Y cuando r\> | se dice que se tiene una demarnda eléstica.

La interpretacién que puede darse a estos valores es la siguiente:

Al variar un precio la demanda puede comportarse eléstica o ine—

l&sticamente.

i
i

\

Cuando es eléstica, los cambios en la demanda pueden ser dristi-
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cos. (variar.grandemente),  y hay que tomar precauciones 'en’ cuan-—

- to' a estos. cambios.

Guando es ineléstica, las variaciores en el precio no afectan sen-

Siblemente la demanda. '

‘El anilisis de la elasticidad de la demanda es de gran utilidad pa-
ra los administradores, sobre todo para los del &rea de Mercadeo
gue tienen que fijar o variar precios y siempre tienen la incerti---

dumbre scbre cuil pusda ser la reaccidn en la demanda.

Cuando se dispone de datos estadfsticos, mateméaticamente se pue-
de obtener la ecuacién de la lfnea de regresidn que muestre la ~—
tendencia de la demanda al variar el precio y por medio del calcu-
1] diFer\enciél determinar su comportarniento; es decir, determinar:

$i és clastica o ineléstica para un cierto cambio de precio,
Por ejemiplo:

Supbngase que repentinamente se desea hadcer un cambio en el —=
priécio dé venta de cierto detergente cuya presentacién es en bol=
sas de 10 Kg. Sélo se dispone de tres datos, que correéspdnden
& tas tres Gltimas variaciones de precio.

-Prigcis por paguete de l

'JiQ__Kg. de detergente 50 I 65 l 90
Cantidad dernandada l 30,000 ’ 15,000 l 10,000
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Segundo.~  Analizar su elasticidad.

2. Obtencién de la funcidn de la dermanda.

Graficando los datos proporcionados, puede observar se su tenden-
cia ¥ ver que éstos pueden ajustarse a la ecuacidén de una hipérbo

la. (ver gré&fica).
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No..de paquetes =
-de- 10_ Ky

30,000

20,000

10,000 TT—

50 60 70 80 90 Precio

o~ : o~ . : . b
lLa ecuacidn de esta hipérbola tiene la Forma siguiente: Y = a + ~

que la obtendremos por el método de los mihimos cuadrados,

Para utilizar el método de los minhimos cuadrados se requieren de
dos ecuaciones, por ser dos los pardmetros que hay que deterrninar.
Las ecurnciones necesarias determinadas seqln el método expuesto en

el capftulo anterior son:

IZ y' na+bz —-i—-
1 1
ny == a> 4 0> oo

t
'
|
P
i
i

Con lo que se tiene un sistema de 2 ecuaciones con dos incbgnitas

(@ ¥y b) cuyos valores trataremos de determinar. Con los datos oni



R ,,,ginales‘fpueder—'constbuipse»:la ~siguiente:-tabla:
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: : en 7'"miles
';'k“f"*‘T”ij : 1/% 1/x2 ) yv/x
s0 . a0 020 00040 .60
&5 15 015 .00024 .23
90 10 .011 .00012 1
056 .00076 .94

>

Substituyendo estos valores en las ecwaciones , se tiene el siguiente

sistena:
I 55
11 94

]

il

3a +

.046b

.046a + .00076b

Se resuelve este sistema por el método de igualacidn, eliminando el

pardmetro "a".

Como "y" esté representado en miles, conviene trabajar con 4 deci-

males.

35 -

55

.046b
.046b



-

—_ cot02.

1 ° . a = 18,3333 - .0153b
oo 0462 = .94 ~ b(.00076)
a = .94 - b(.00076)
0dp 048
11 ©a = 20.4848 - . 0165b

Resultando el sistema equivalente:

i
. a 18,3833 - .0153b

1

1 a £0.4348 - ,0165b

lo cual resulta:

18.3333 ~ .0188b = 20.4348 -~ .0165b
L0o01teb = 2.1015

b = 2.1015 b = 1751.25

Sustituyendo este valor en alguna de las ecuaciones, por ejemplo, II

se obtiche el valor de a

20,4348 - .0169 (1751.25)

b
I

20.4348 - 28.8956
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Sustituyendo estos valores, en.la ecuacibén:propuesta se tiene:

Y = - g4 78125
']
D = -85+ LB ()

Donde '"X" representa el precio P de cada bulto de 10 kg y
"Y' representa la cantidad demandada D en miles de paque

tes de 10 kg.

3.~ Anilisis de la Elasticidad.
El precio actual es de $90.00 se desea incrementarla a $ 100.00.

Se pregunta $Cormo repercutirfa esto en la demanda?

Analicemos la elasticidad de la dermanda, dada popr: .

P dD
= | — 2
r\ D dP ®
o -~ - g.ugs 1751.25
P
_dp = _ .1751.25
dP o

El valor de P de la expresifn 2 es el correspondiente al nuevo pre

108,
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cio de $100.00 y.el de D es el obtenido de la eéu;acién de regresién

(1Y al sustituir P = $ 100.00

por logque . P = 100 N
v D=-8.46+—115-1-'~2-5-~

Sustituyendo estos valores en la expresifn (2), se tiene:

rl _| teo  175t.25 = 1.9345
9.057 10.000

Por lo que puede concluirse que la demanda es elastica y que la re

percucidn de esta al variar el precio es de aproximadamente - - -

9.052
15,000

.10 o0 sea 10%
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II.  Modstos -Pr:‘ddt.‘nct{v'qs*_," Conceptos y S_rupgestoys.r :

1. . ' Generalidades

Las aplicaciones del célculof:aif’er'é‘nci.al en pkoblémas admin.istr*ati_
VoS D contables, son todos muy éemejantes en su metodologla, -
puesto que se trata deb optimizar una exprasiébn matemética que re
presenta alguna situacién real. 'Utilizando el célculo diferencial - .
las oper‘.aciones‘ se reducen a obtener la derivada de la funcibn gue
pretende optimizarse, para determinar el valor de la vaeriable -

controlable, (Mméximo o minimo) gque permite alcanzar el objetivo,

2, . Supuestos bésicos para plantear y resolver algunos Modzlos

Productivos,

Los modelos de un problema real, puedeiser muy complicados y-
diffciles de resolver, si éstos son muy precisos. Pero, bajo -
ciertos supuestos y dependiendo de los objetivos que se persigan,-
los modelos pueden simplificarse bastante y su resolucifn se hace
més facil. Sin embargo, debzs tenerse cuidado .en la utilizacibn
de los supuestvos,' porque pueden influir en forma importante en et
r-esultad; que arroje el modeio. NMuchos muodzslos mateméticos se
reducen a combinaciones algebraicas, que administrativa o con -

tablemente tiencn sentido. Por ejemplo: se acostumbra -
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represcntar a los ingresos por la ecuacibn:
I o= . pPX

En donde I es el ingreso de las \;en.tas, Pi es al precio de ven_
ta unitaric y X es el nlimero c;e artlculos vendidos. En la rea_
lidad estos ingresos dependen de varios conceptos, entre los que ~
se pueden mencionar; La public{dad, &l nGmero de vendedores, -
el precio del ahtfculo, la penetracibn en el mercado, el ndmero -

de artfculos vendidos, etc.

[+
Supuestos basicos.
1. Todos los costos pueden clasificarse en fijos y variables.
2. . El precio de venta unitario, es constante, es decir no varfa

al cambiar el volumen de ventas.,

3. Los costos variables por unidad son constantes cualquiera-
que sea el volumen de produccibn; en otras palabras, los ~
costos globales fluctuan proprecionalimente al ndmero de -

artfculos producidos.

4. L.os costos fijos permanccen constantes ante las fluctuacio~

nes del volumen de produccibn.



.

6. Todo lo que se produce se vende, o sea, gue los cambios

entre el inventario final y el inventario inicial son insigni-
ST '

ficantes.

7. No hay cambios en la eficiencia y 1a productividad de 1a or
ganizacibn, as{ como en lo referente a la competencia, los

clientes, las zonas de venta, etc,
3. Conceptos sobre costos.

Administrativa y contablemente, en general, puede hablarse de dos

tipos de costos: costos de distribucidn v costos de produccibn,

AL Costos de Produccibn,

l.os costos de produccibn inclu)yen:

1. Materia prima directa, que es el costo de los materiales,

que flsicamente se transforman en parte del producto ter-.

minado y se pueden identificar con cada artfculo.
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emblééapé que. ‘tbr*far

del producto, )

. Costos indirectos’ de fabricacibn, son los costos de fabri -~

cacibn que no pusden identificarse plenamente con cada ar

tloulo. .

Estos a su vez se dividen en:

a)

b)

o

Materiales indirectos, son los costos de los rateriales que
intervienen en la fabricacifn del producto, pero que no se
identifican con cada articulo, como por ejernplo, lubrican—

tes, pigmentos, materiales de limpieza, etc.

Mano de obra indirescta, son los costos de los servicios de |
log empleadeos que no trabajan directamente sobre el pro —~
ducto pero que de un2 mansara u otra tienen que ver con -
la produccidn. Por ejemplo: el salario de 1;35 comprado_

res de la materia prima.

Costos generales de fabricacibn, son otros costos de fabri
cacibn, como la depreciacibn del edificio o del equipo, se

guros, ventas, impusstos, etc.

E
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B. - Costos de Distribucién,

Los costos de distribucibn son:los-otros.costos en los que se in-
_curre en una organizacién, y. que tienen que ver con la entrega -
del producto a consumidores intermedios y finales, como pueden -

ser: los costos de venta, (publicidad, promocitn, vendedores), =~

los de investigacibén, costos financieros y administrativos.

C. Costos de variables y Costos Fijos.

Para efectos de planeacidén y control se acostumbra dividir los -

costos en variables y fijos.

Los costos variables son aquellos gue fluctuan en proporcibn di -

recta con el nidmero de unidades producidas (materia prima y ma
no de obra directa), Tarnbién sc incluyen agul algunos costos de

distribucién (comisiones a vendedores).

lLLos costos fijos son aqusllos que no fluctuan en proporcién direc

ta con la produccibn, como pueden ser todos los gastos adminis -~
trativos tales com‘o: sueldo de secretarias, ventas, servicios -~
municipsles, etc. No puede hablarse de una»clasif’icacién de los

costos que los tipifique como variables o fijos y que sea aplicable
en alguna organizacibn. Sino en general el contralor de costos -
los separa en variables y fijos de acuerdo a su experiencia y las

caracter{sticas de los costos que intervienen.



D, ' Funcibn de Costos Totales. ;

‘De acuerdo con lo antes expuesto, es la costumbra representar -

a los costos totales de una empresa por la ecuacifn:

1

Ct.= Cv + CFf
en do‘nde:' _ Ct = costo total
Cv = costo variable

Cf = costo fijo

El modelo parece muy simple, pero no es‘ as{, puesto gue, cada
elemento que 'incluye tiene en si una gran complicacibn, pero que
resulta (til para ciertos objetivos, vy muchos de los modelos ad -
ministrativos o contables que se.utilizan, caen bajo esta tipifica-
cibn en 1a que se parte de supuestos bésicos, qué permiten sim -

plificar el modalo v hacerlo méds manejable,

E. Costo Marginal.

Cuando se tiene establecido un programa de produccibn para un -
cierto artfculo, el costo que se tiene por producir una unidad adi
cional el mismo artfculo, es lo que se entiende por costo mar

ginal,

\



A .

L

-

0 diferencial éste’ conc;:pto _,{aéii ec'zrx;a'iryalente a

Coszto de lim AC donde: C = costo total

Marginal d<x T AX— 0 AX X ndmero de
artfculos -

prod,

F. Costo Promiedio,

El costo total de producir "X" nimero de unidades dividido entre

el nlrmero de unidades producidas, es ‘el costo promedio,

T = L = _fX)
X X
donde: T = es el costo promedio
C .= . es el costo total en Funciébn de la cantidad
© producida,

X = es la cantidad de artfculos producidos

|.8ase incremento.
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Debendiendo de las cmdi'cioneé péf;ﬁculares de cada caso, los in
gresos no guardan una r-ela-cién proporcienal a la cantidad, es de
.cir‘ no son lineales, sino gue siguen una tendencia curvilfnea -
pu;esto que al aum'entar la cantidad vendida, generalmente se ofre

cen descuentos,

Sin embargo, se acostumbra represertar a la funcitn de ingresos
como una relacién proporcionzl, a la cantidad, dentro de cierto
intervalo. Es dscir el precio de venta no cambia al variar la -

cantidad vendida.

I = PX para a

N
X

1A
o

dor;\de: I = Ingreso
= Precio de venta de cada art{culo
X = Cantidad de artfculos vendidos
a, b= LImites inferior y super\ionln del intervalo -

de cantidad.
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4. - Ingresos. e - .
a. Concepto. y ‘Sihﬁpl‘yificécién dela’ funcién de ingreso.

Ingreso es el valor recibido’por la venta de cierta cantidad de —

bienes o servicios @ unicierto precio.

Dependiendo de las cohdiciones particulares de cada caso, los in
gresos no guardan una relacibn proporcicnal a la cantidad, es dga_
cir no son lincales, sino que siguan una tendencia curvillnea -
pugsto que al aum:antar\ la cantidad vendida, genzralmente se ofr*__é

cen descuentos.

Sin embargo, se acostumbra representar @ la funcidn de ingresos
como una relacibn proporcional, a la cantidad, dentro de cierto
intervale, Es dzcir el precio de venta no cambia al variar la -

cantidad vendida.

1 = pPX para a & x <= b
donde: 1. = Ingreso
P = Precio de venta de cada articulo
X = Cantidad de artfculos vendidos
a, b= Limites inferior y superior del intervalo -

de cantidad.
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p—

b. 7 Ingreso Mar'ginral.r

,Ingreso marginal, es eilﬂingkr»"‘es‘o due se tiens por vender una uni-
dad adicional, a las ya col‘b:cade‘s. En términos del céleulo dife—
rencial, el ingreso marginat, corresponde a la primera derivada =
del ingreso total;- que es la tasa de variacién o el' t{mite de la -
razén del incremento en el ingreso total, con respecto al incre —

i

mento a la demanda total, cuando ésta tiende a cero.

di _  lim Al

1] Marginal —_—= —_—
Ingreso rgina o< AX —> 0 AN

donde: ' I = Jngreso total

x = Némero de artfculos demandados y vendi

dos,
A = Simbolo de incremento
[« 38 Ingresos crecientes y decrecientes.

Lo mds comln, es suponer que entre mayor sea la cantidad ven—
dida, mayores son los ingresos, y &sto es vdlido en cierto inter

valo. (Intervalo (2. b.) ). . I

O | o — —

o
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1a cantidad vendida; y ésto’s
cida, sino que depende también'de:‘_'la capacidad instalada, que no

se incrementa, al incrementar 1a produccibn (intervalo (c. d) ).

Lo anterior se justifica con'la llamada "Ley de los re dimientos
decrecientes", que afirma;

. \
"Si una produccidn cualquiera, reguiere de uno, dos o varios fac

tores de produccibn, sin que cambie la cantidad de los demés -
factores, el ingreso marginal del factor que var{a, crece hasta -

cierto punto y después decrece, *

El motivo de esta disminucién radica en que la empresa, a medi
da que emplea junto con un factor fijo dado, cantidades crecientes
del factor variable, se aleja cada vez rnés de la combinacibn -

béptima de factores.

L.os rendimientos son crecientes cuando los costos son decrecientes,

Los rerdimientos son decrecientes cuando los costos son crecientes,

Desarrallo contemporéneo de la Contabilidad vy Control de-—
Costos. Roberto Dutilli, Michel Fiotl. Ed. Trillas,



demandada, provocan una d:i‘s'm‘inpcién ‘del precio; y de forrna simi

“lar una diminucibn en la cantidad ofrecida o un aumento en la can
- : . “ -
tidad dernandada provocan un aumento de precio.

JEPURNE - R - H - -~ - Sp—
. ~
.
Y
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1. Modelo . para mihi:ﬁizan_ -el:“costo p:*on’iedib.»

En situaciones 1e ver con produccibn, por lc regular

se busca el minim] ‘elicosto, .siempre y cuando éste esté den~

tro de la capaéidaa“ de produccibn.
!

Cuando por mediq de datos estad(sticos Y ba.jq-\cier'tos supuestos—
es posible obtener la funcibn de costos totales, se puede, a través
del cdlculo diferencial, llegar a optimizar esta funcidn y determi
Iném la cantidad que hay que producir para minimizar el costo - |

promedio.
Criterios.

Para lograr esta optimizacibn, pueden utilizarse dos criterios, -

que nos llevan exactamente, al mismo resultado.
Primer criterio:

Cuando se tiene 1a@ funcidn de costos totales, dividirla entre el -
"n@mero de unidades producidas, para obtener la funcién de costo

promedio, vy despubs minimizar esta funcibn.



Segundo criterio: .

“Puade demostrarse que el mfnimo casto promedio, ocurre cuandd

- elcosto mébg’_i‘nal y el ;cj:osto ;ﬁrorﬁedio son iguales, por lo que -
" igualands estas ‘dos funciories, se llaga al mismo resultado.

\

I I'Lls_fi'fc'ifan ;

Nustremo rior con un ejemplo.

= 22 | Bx + 18

coste total

it

dondes - ©

X = nimero de artlfeulos producidos

La funcibén de costo promedio serd:

= ..C_;_ = é—- = 2 xe - :'rif‘_ -+ __1 8
X x » x
C = 2x + 5 + 18
. P3



despejando a x se tiene:

El valor negativo de x se desprecia, por carecer de sentido, por

lo tanto:

x = 3

Para este wvalor se tendrd un minimo, si la segunda derivada es -

positiva.
d?% _ 2.
d.x2 x5
d% g6
dx -3

que eés positiva para x = 3
por lo que se tiene un mi-

nimo para ese valer,
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promedio, son 3 unidades. -
Segunde criterio: \

Obtener las funciones de costo promedio y costo marginal e igua-
larlas para obtener la cantidad gue hay gue producir para obtener

el costo promedio minimo.

De la funcibn .de costo total puede obtencrse la funcién de costo -

promedio y costo marginal:

Funcién de costo total C = 2@ + 5x + 18 (1)

Funcién de costo rnarginal de = 4x + 5 @)
dx
Funcibén de costo promedio C = 2« + 5 + 18 3)
. x
Igualando las expresiones (@) y (3) de o}
dx
se tiene:

. 4x + 5 = 2x + 5 + 18
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despejando a -x-.se llega- a:

E L4x2 . 5x'=‘ 2x2 + Sx + 18
2x® = 18
X2 = 18
2
i
x2 = B
2
x = +tg3

se desprecia el valor negativo y se llega a:

qgque es el mismo resultado al que se habfa llegado con el otro -

criterio.
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Gréfica e 'Inter\pretacién.

‘Graficando las expresiones, pusde e_ht‘énder{se" mejor el por qué -

de este resultado.
Costo total A
. 2
cC = 2x £ Bx 4+ 1B .

Utilicemos estos puntos para graficar la funcibn.

costos
x | C
o |18
1 |25
-5/4 | 14.87
4 |70
2 136
3 |so0
! t ' t ' K '
-2 -1 1 ) 3 4 5 cani




" Costo promedic 7 Costo marginal
5..=,7‘2x.+7 5 + 18 ge ‘== 4.>< =5

x dx’

X <
1 25
‘d
2 18
3 17
1/2 42
4 17.5

Puede observarse que el minimo costo promedio estéd en la inter-—
seccibn de la ecuacibn de costo promedico y costo marginal, pot -
lo que cualquier criterio es indiferente y nos llevarfa al mismo -

résultado.

El proplsito de utilizar el criterio del mfnimo costo promedio es-—
bdsicamente, para obtener el costo uniatrio més bajo. Lo que en
un momento dado lpermitir\fa aumentar el rnargen de utilidad, o ba
jar el precio para beneficio del consumidor o para estar a un ni-

LY

vel més competitivo en los préecios e incrementar las ventas.
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Uno de los pébblém{asfnﬁfé‘saquhqanjeé ‘de una decisibn gerencial es -
el determinar, qué cantidad’ hay que fabricar y vender para obte -

ner las méximas utilidades.

Una primera respuesta ser{a, hay que vender lo més posible para
que de ecsa forma maximizar los ingresos. Pero dependiendo de
las caracterf{sticas del mercado, una variacién _d_esmedida en la -
'éc;mtidad ofrecida provocarfa una variacién en el precio del aﬁtfcg
lo, lo cual harfa cambiar los ingr‘es;)s (Ley de la cferta vy la de-~
manda); y pbr ctro lado, la capacidad de produccitn, puede ser -
tal que el costo marginal sea mayor al ingrese marginal, vy ésto
ocasione una disminucibn de las utilidades (Ley de los rendimien
tos decrecientes), Pudiendo decir entonces, que no siempre ma_
yores ingr-esos' pﬁoporcionan mayores utilidades., El céaleulo dife_
rencial puede ser.~vir‘ para determinar el nivel éptimo d= produc -

cibn y venlas, bajo ciertos supuestos,

Para ilustrar el método considere el siguiente ejemplo:
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oS

La gerr\é'nci‘a"‘ de una "phé'sfa' desea, con el pi*opésito de establecer

sus niveles de. produccibn y polfticas de mercadeo, encontrar el-

niVél 6§timb deZQéntas';' Gon @l ‘cual maximice las ulilidades. Se
sabe que la capacidad de la ptanté és de 1800 unidades, Los -
costos fijos cargados al ar*tt’culo', se han estimado en % 2,500,00
y los costos variables por unidad en $ 0.50, la funcidn de ingre.

so en base a datos de afios anteriores, se ajusta a una funcibn—

logarftmica, cuya ecuacibn es la siguiente: I = 500 log (X + 1).

Sot ucidn.

Primer paso.
Obtener la funcibn de costos totales,

‘Utilizando los supuestos establecidos, la funcifn de costo total -

estard dada por:
C, = 2500 + .5x )
Obtener la funcidn de utilic_iadj.. N

y = 1 - C



Puest.o"quei lé iFunciSn de tngjresés va e’sté dasia 77"
Ce o, ety @
"La funcibn de utilidad es:
e S ®
que sustituyendo los valores de (1) y (2) se tiene:

U = 500 L _ (¢ + 1)~ 2500 - .6x

derivando ésta con respecto a la cantidad, e igualando a cero -

para obtener el valor del extremo (condicién necesaria).

o _ 500 g
dx X + 1 ' :
500
x+1 T
500 = .8k + .5
" despejando  x se tiene:

’ x = 999 unidades
a este valor le corresponderd un méximo, si la segunda derivada

con respecto & x  es negativa, para este valor,

d 2y _ .. 500 La szgunda derivada es negativa, para -

v 2 ,
d x= (413 " cwalquier valor de x por lo que para -

%X = 999 se tienen las méximas utilidades.
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~Del-resultado-anterior;~puede de'C'ir-éé*j'q'uei*’s‘je'f"bbtehfd ra

'utilidad,':;:’uahd‘ofél volumen . de: produccin v vehtéé al‘cadcé"i,:n‘ nl

R ¢ D A
El monto de:la’ utilidad se obtiene reemplazando en la funcibn -

correspondiente el valor de X = 999 unidades.

C
i

500 L (x + 1) = 2500 ~ .5x
U = 500 L, (999 + 1).- 2500 ~ ,5(989) -
U = .500 (6.9) - 2500 - 4£9.5 )
= 3453.87 - 2500 - 499.5
= 2653.87 - 489.5
= 454,38
L.as utilidades son $ 454.38

Puede comprobarse que produciendo a la capacidéd méxima las -

utilidades son menores:

U = 800 Lp (x + 1) -~ 2500 ~ ,5x
U = 500 L, (1801) ~ 2500 - .5(1800)
U = $ 348,09
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: o : ' . 7
Grafiguemos la olucradas. para.aclarar-los-resultados+

Inghers,‘o"tot,a,t"l"_ S
Cosizi): total :

Utilidad total

I ¢

3000

2000

1000

U (x ‘
( ) Canticsz:
N " :'

M pi"DuL.lC.:

100 300 500 700 900 1100 13CO0 1500 1700 1900

-

Funciones de Ingreso, Costo total, Utilidad para el problema d= la
determinacién de la cantidad 6ptima de produccibn v venta para -

maximizar utilidades.’



En la figura anterior, muestra la gréfica de la ecuacién de .cos~

tos ‘fgfal :e'sl

En’ c‘e/s:ta‘ﬁ ﬁtyede,

uh principio- pe mantiene con el mismo ritmo de creci -

mieﬁto; “'r”i__‘:a ’ancpén:_’de&icc}%tas. "totaIes crece a un ritmo constante,
llegando ‘un .’mbmentor en que este crecimiento es mayor que el de
ingresos, orjig{nando una disminucibn de utilidades, como se pus_
de ver en la figura. Las utilidades alcanzan un méximo para -

X = 999 después de este punto la funcibn 'de utilidad decrece.
Conclusiones,

El céleulo diferencial, constituye un instrurmento matemético eaf"i_~
caz y preciso para la torna d2 decisiones, de tipo productivo, co
mo por ejemplo, determinacibn del nivel de produccibn para la -~

maximizacibn de utilidades, o la minimizacién de costos.

Es importante Hacer* nqtar, que entre mdés preciso sea el modzalo
utilizado, més exacta serd la solucién,. y qus las consideraciones
o supuestos hechos para simplificar el man2jo maternitico del -
modelo, sean respetadas, por ejemplo a2n el caso anterior. Se-
supone que la cantidad producida era igual & la cantidad vendida,

y que la diferencia entr2 lcs inventarios finales e iniciales era -
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) =

despreciable, también implicitamente se considera que los ingresos

son continuos y no discretos

oMo ‘es en la realidad, ademds se-

acierta que la funcidén de resos es vdlida sblo en el intervalo -

establecido es de'ciff de. 800' que es la capacidad de la planta,



V..

Uno delosproblemasc;uese p‘f\ésentan al introducir un nuevo -
‘ahtfcul‘o;esf,‘,éntﬁé; ‘otﬁors mucﬁos, el establccar su precio de ven-
té},‘ Depehdiendo dé!lj e‘nf’oque y los diferentes objetivos que se -
Vper‘si‘gan, éste puedé ser uno dg los principales problemas a re-~
solver. Cuando se pretende maximizar la utilidad de una empre
sa, el precio del artfculo interviene directamente en los ingre =
sos de ésta,

H.a.y muchas forras de detér-minar, el precio de un artfculo; una -
de éstas serfa, considerar su costo, més una utilidad unitaria de
seada, Otra serfa tratar de encontrar el punio de equilibrio en-
el mepcaao. Pero cuande se trata de artfculos de consumo, y -
precisamente ae un artfculo cuya demanda es cléstica, entonces —
el problema es diferente v es preaciso utilizar otros métodos para

encontrar el pr'eci‘o Sptimo, es decir el precio con el cual se ob

tiene la mayor utilidad.

El método que se utiliza tiene que considerar en forma importan

te la funcibn de la demanda.

Por medio de un rnuestireo, se pueden obtener una serie de datos

{
que” proporcionen una correspondencia entre precio y cantidad, y



131,

poh mcdaodelanéhsls de rzﬂ,e'grres-ién obtener la ecuacibn de la -
c‘én'ti‘darld demanjada Con asta informacibn y otra que pueda obt__b}j.
nerse inter*ﬁan’wéhte‘i en.rlké erhpreéa referente a los costos totales,
puede formularse el modelo Que nﬁs lleve a la op-timizaéién del -~

objetivo, '

Bajo ciertos supuestos bésicos, las funciones requeridas sern -
1

las siguientes:

funcion de ytilidad , U =1 -G ¢D)

que representa el objetivo a maximizar

donde U = utilidad

I = ingreso
C, = costo total

.

Segin se explichd en &l punto II de esta tercera parte, la funcidén
de ingresos y la de costos totales pueden simplificarse y presen_

tarse de la siguiente forma:

funcibn de ingresos: 1 = Px )]

donde P

precio por unidad

X
it

cantidad producida y vendida -~

(cantidad demandada).
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"“Funcidn de costos.totales: -

!

donde . G = costos fijos |

S Cv costos variables por unidad

En las expresiones (2) vy (3) aparece "X'' que es la cantidad de -
mandada, la cual tendréd que determinarse en funcibn del precio,

(Ecuacitn de la demanda). Ilustremos este modslo zon un ejemplo.

‘ 'l;a;-gerwencia cde cierta ermmpresa manufacturera de juguetes desea ~
introducir uno nuevo para la préxima navidad, uno de sus proble—
mas es el precio de venta. Se pretende que éste sea tal que pro
duzéa la méxiﬁﬁa utilidad baséndose tanto en la funcién de costos-
dé produccién, como en la funcibén de demanda, obtenida de datos

proporcionados por los distribuidores,

Supbngase que los datos que proporcionaron los distribuidores en -
cuanto a la demanda, en funcién del precio de un juguete sernejan

. te, son los siguientes:

Precio por unidad 50 65 80

Cantidad dernandada . . 30 15 i0

en miles de unidades



133.

De datos:internos de la empresa se sabe:

l_os costos” fijos asignados para, el nuevo juguster se estiman en -

$ 40,000.00 y los costos variables se estiman zn $ 35.00 por

unidad,

El objetivo es maximizar la funcién de utilidad (1) pero en fun -
cibn del precio, por lo que las expresiones necesarias deberén -

tener como variable independiente el precio P.
Solucibn:

Primero encontrar la funcibn de demanda.

Los datos de los distribuidores estén graficados en la siguiente -

¢ cantidad x
igura:
9 30 1)

50 65 90  precio

Los datos podrfan ajustarse & una recta (a) que serfa muy simple;
en forma mas adecuada a una hiperbola (b), utilicemos esta segun
da. La ecuacibn que se obtiene (ver Elasticidad de la demanda)

es:
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4y X = -8.,46 + 178125 = donde X representa la cantidad
‘ demandada en miles de unidades

y p el precio por unidad donde

50 < B £ 90

Segundo obtener la funcibn de .costos totales.

La expresin pedida es: G, = G + OCvX; de la informacién -

interna se sabe gue:

Cr 40,000, 00

Cv = G35
"por lo que la ecuacifn queda:

C; = 40,000 4+ B35x

En la que hay que sustituir el valor de '"x", puesto que la variable

independiente tiene que ser el precio; puesto que:

x = -B.46 +.1751.25 sustituyendo queda:
P
C. = 40,000.00 + 35 (-8.46 + 1751.25 )
. .. - 5

que efectuando operaciones resulta;

(5) Ct = 39703.80 + 61.283.75
p
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i e T e

Tercero encontrar 1a’ funcibn de ingresos, en funcibn del precio:

I = Px

P (~8.46 + 1751.25)
i
P

-t
1l

1l

Gy 1 -8.46P + 1751.25

i

Cuarto encontrar la expresién de utilidad en funcibn del precio -

sustituyendo (8) v (6) en (1).

U = (-B.46P + 1751.25) ~ (39.703.90'1L 61.293.75).
. - P
U ="' -B.46P + 1751.25 — 39.703,90 -~ 61.293.75
: P
') U = =37.952.65 -8.46P ~ 61.202.75

p
Esta es la funcibn que hay que maximizar con respecto al precio.

Quinto determinar el precio &ptimo que maximice las utilidades,

la solucibn se obtiene:

Derivando 1a funcibn de utitidad (7) con respecto al precio, e -

igualando a cero, se tiene el valor deseado.

|
l
du  _ 61.293.75

———— = ._B . n
dp e P2
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haciendo: se’ obtiene
,’_8 46 + . 61.293. 751v1f o

P2

=8.46 P2. 4 61.208.75 = o

8.46 P2 = 61.2038.75 -
61.2 993 75
. S =
P 8.46
p2 =  7245,12
P = 4+ 85,12 : P =% 85.12

Se desprecia la cantidad negativa, por lo gue cada juguets debe -

venderse a $ 85,12 para maximizar la utilidad.

Sexto verificar que el valor chtenido es un méximo, sustituyéndo

lo, en la segunda derivada,

du?2 - —2(61,293.75) que para el valor de -
dp2 ‘ P3

P = 856.12 resulta negativa
D2u - ~122587.50 constituyendo, por lo tanto
dp2 - P3

un méximo. (Condicibn su-

‘ ficiente)

!

conviene determinar la cantidad que dsbe procducirse vy venderse -

as{ como el monto de las utilidades.,



~

Sustituyendo el valor de P “en la expresibn 4) . |

1751.25

X o= .-8.46 +

R e P
R 5 -~ 1751.25

= B.,46 + —
X . ] .4 85.12:
X = -8.46 + 20.57

. . ‘

X = 12,1138¢ pero como estd expresado en miles unidades.
X = 12,114

cantidad a producir vy vender.
La utilidad se obtiene de la expresibn (1)

U = 1-G

[H]

donde I 85.12 (12114)
= 1.031,143.60
t C, = 40,000 + 35 (12.114)

: = 40,000 + 423990

= 463,930

por 1o tanto:
U = 1.,031,143.60 -~ 463.990

t

$ 567,153,60

que es la utilidad,
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V]. — Mode osj'_c_iyehélnvent‘ah.io.

Introducsion.

Las ‘cantidades invertidas. en los inventarios constituyen para algu-
nas empresas, una parte muyimportante de sus activos, indepen -
dientemente de gue los inventarios sean de materias primas o de -~

productos terminados. Cualquier tipo de inventario implica un -

costo, que influye en las utilidades de la empresa.

El propbsito de los modelos de inventario, es precisamente la mi
nimizacién de los costos de inventario. Este propésito lleva im -
plicito la determinacibn de los procedimientos Gptimos de adquisi —

’

cibn de las existencias para satisfacer demandas futuras,
Definicibn de los costos cargados a los inventarios.

De los costos cargados al inventario puede hablarse bésicamente de

los cuatro siguientes:

C1 = Costo unitario de la parte

El costo unitario de la parte es el valor que en sf tiene

un solo artfculo, comprado o manufacturado.



;."Costo de ;ar*r*anquc de producméq (CG.SD de manut‘ actur\a)

~Para el caso de compra, el costo de adquisicién, in-
" cluye todos los costos, en los que se incurre desde el
rmomento en el cual se hace el pedido, hasta el mo -~
"rr'\ein'to en'que se tiene almacenada la mercancfa, Por
ejernplo,. se pueden considerar los costos de elabora -
cibn de la reguisicibn u orden de compra, Lon Sus res

pectivas autorizaciones, comprador, transporte, recibo,

inspeccién y alrmacenamiento enire otros,

Para el caso de_m_aggfacﬁma, es él costo en el qus se
incurre desde el momento de ha’cér‘ la orden de manu-
factura, hasta que sale €l primer artlculo bueno, en -
los que quedan incluidos costos semejantes a los impli
cados en el caso de compra, solo que aqul hablaremos

de costo de arranque de produccitn.

Es el costo de mantenimiento del inventario, dentro del

almacén,

Generalmente en este costo se consideran: renta del -
espacio ocupado, (o depreciacién del inmueble), manzjo

de rnateriales, valor del inventario, (un porcentaje), =

seguros, deterioros obsolescencia, aire acondicionado,

energla, etc,



[ costodedéﬁcxt, que es el

] e ,héié;eﬁsciz; por n'o disponer
del artfculo, énj elmomentoque es solicitado, o por -
tener ventas antxcxpadas ijempIo de cstos costos -
pueden ser los referentes a: pérdida de oportunidad -
(perder un cliente), parar la lfnea de produccién (si=
no se tiene la materia prima), reponer el servicio -
(entregé a domicilio), etc. En les modelos aqufl estu_
diados, no se permite défic{t, por lo gue este costo no

se incluye,

Decisiones sobre los inventarios,

De hecho hay dos decisiones importantes en los problemas de in—
ventario: "Qué cantidad pedir" y YCada cuindo hay que pedirlo".
Para éstas, hay una infinidad de alternativas, que dependerfan de

los recursos disponibles y de la capacidad de almacsnamiento.

Una de éstas serfa: Comprar grandes cantidades, para reducir —
el costo de adquisicibn; otra podria ser comprar poco, aungue en
forma més frecuente, para disminuir el costo de mantenimiento ~

del inventario. Sin embargo, cualquiera de estas alternativas,
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1levadas al extremo, aumentar-{a el ‘Gosto Lota] S, como puzde
ver-se enAla sigu nent__f_:':'_ﬁguha:

C = Costo total—\)
. iz

D

/"CS
Costo de mantenimiens
del inventario,

\ (‘“-—3 Costo de adqutm~

cx()n, ;

Costos

01\@- Costo de la parte

cantidac
- solicitada
. El costo unitario "C,", permanece constante, dentro de un

cierto intervalo, (nimero de unidades solicitadas),

. El costo de adquisicién "Cy" es muy alto cuando se pide -
en poca;s cantidades, punto A" Y este costo decrece conFoQ
me aumenta 1a cantidad de cada pedido, lo que implica me
nos adqui;icione;s,, punto "y,

"

. El costo de mantenimiénto "Cg'" es bajo, cuando se tienen
pecos artfeulos, punto "G Yy va en aumento al incrementar

se la cantidad del inventario, punto "D,
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3

or . es le;g',ir:coxs’upénerﬂ,que'la cantidad gue hay gque pe

£l '}éte econémico’ de compra es la cantidad que hay gque comprar

_cada vez, para minimizar el costo total, cargado al inventario.

Tipos de . lnveantario.

Bdsicamente, se tienen dos tipos de ihventarios: de productos -

terminados y de materias primas.

Cada uno tiene sus par‘ticular‘idades, pero tienen una consecuen -
cia comdn: el servicio, si se trata de productos terminados se

habla de un servicio al cliente; si se trata de materias primas -
se hablard de un servicio a la blanta, pero todo se refleja en los

costos.

-

l.os modelos que pueden desarrollarse para cada tipo de inventa
rio bajo condicionesAde certeza (modelos determinfsticos), corres
ponden a modealos de compra (materias primas, o artfculos ter-
minados) y modelos de manufactura (articulos en proceso y ter-—

minados).



En el presente-estudio se revisan estos dos ‘modelos,. consideran— .

do que no se permits déficit.

Modfelo"detrér'mirj(stico' dke compra sin déficit.- .
Consideraciones.

La demanda y tiempo ds entrega:son determinfsticos.
La demanda se efectlia a una tasa constante.

El reabastecimiento, es instantdneo.

L.os coeficientes de costo son constantcs ((31., Cos Cg).
El tiempo total, se considera de un afo.

No se permite déficit.

Este modealo se ilustra en la gréfica siguiente:

Q cantidad
4

tiempo

A
-
47



Donde:

tasa de la demanda, en unidades por perfodo.

lote econbmico de compra; es la cantidad que hay gue
pedir al principio de cada perfodo de tiempo 1, para

minimizar el costo total anual.

tiempo que transcurre entre la solicitud de la cantidad

Y su recibo.

tiempo entre pedidos o tiempo de un perfodo en afos.

tiempo de N perfodos, generalmenie un afio (T = 1).
(Esfa suposicibn simplifica la deduccibn del modzlo)
tasa de’ abastecimiento, se considera instanténeo,
costo total de un solo pedido.

costo total de N pedidos al afo.

En este modzslo intervienen los siguientes costos:

costo de la parte.
costo del pedido,

costo de mantzner un artlculo en &l inventario, por -
unidad de tiempo.

Nivel de reorden,
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El "objét'i\./'o‘:ié_\s;_'é tablecer 1a cantidad~ @, qué hay que. pedir cada
vez, tal fqué—hﬁinirﬁ‘}c’é:‘el ;:"o’lsto’,tfdtﬁéir‘aih&al“,ders decir el costo de

NS pedidos’.’

El costo de un solo pedido estéd _deFirﬁ'do por: la suma de los si
guientes costos.

. C1Q = El precio de la parte multiplicado por el -

nimero de partes pedidas.
. C2 = El costo del pedido.

Cz Q £ = El costo de mantener un _inventar‘i.o pronmedio
durante un ‘per"fodo t 4, se consider.a que el
inventario nunca estd al méximo Q, y tam -~
poce a un minimo v que 1a’' demanda es cons_
tante, por lo que el inventario promedio est&
dado por la expresitn Q .

2
Por lo que la expresibn de costc para un -

solo pedido, est& dado por:

L
c' = C1Q+Cg+ca_§_ ¢
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Para obtener:el-c
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[

N pedidos, ‘rsé:',}hgx[tiplii_cél};]a} “"exp'r{esjéhk. S

6s£ S5 d

Pera. nos interesa expresar N y t, enfuncibn de Q, puesto -
que es la variable gue pretendemos determinar  (Lote econbmico

de compra).  Para lo cual utilizamos las siguientes relaciones:
En un afio T se tienen N perfodos t, es decir:
T = Nt

Despzjando N se tiene:

N = T
t
Pero como T = 1 (un afio) segln se especificd al presentar el
modelo.
No= 1
t
t = 1 que representa el tiempo de un perfodo en
N .

afios.
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D en 't tiempo,

.se.consume- asun’ritmos D

“Adérnds 1a cantidad Q

de donde se obtiens 1a siglients relacibn @ = Dt, la cual des~

pejando t queda: "

@ £ o=

C) N =

Reemplazando el valor "N" de la expresibn (58) en la expresibn (1)

se tiene:
c=Dca+ Lo+ Beg &t
g 9@ qQ = Q %

y sustituyendo el valor de t dado por (4), en esta Gltima expre.

sién queda:

D . D Q D
C = — C - — C + ~—~ C —_—— =
g S1&t g 3 B q



148,

quesimplificando fos 116va a la ¢

resibn de costo total anual,

)
Y
20, D2C
oa 70 (para un’ml’nimo)
DC -CsD C
_ 2
DQ =
Q? 2
- CpD Ca
5t =0
Q 2
despejando @ se tiene:
% @ = \2%°
. Cs - - -



®)

149,

“l.a -expresibn (7) representa el lote econémico de compra.

y ‘D¢ . 2GpD
' e

Puesto que todos los elementos de esta expresidn son positivos, -
satisface la condici6n suficiente para un minimo. Por lo que sus
tituyendo el valor de @, de la expresibn (7) en la expresibn (6)-

de costo total, se tendrd la expresitn para el costo minimo.,

C min. = C; D + \lecg_ Cg D

Algunas preguntas interesantes que convienes responder son las si

guientes:
a) Cantidad 6ptima padida Q = L.,E.C.
b) Costo total por afio C costo mfnimo = C mfn.
c) Nimero de pedidos por afo N = 1 = D
t Q

d) Tiempo entre pedidos t =1 = Q

, N 5
e) Nivel de recorden L = Dtn , Es el nivel minimo de

inventario que debe alcanzarse, para en ese momento emi
tir la orden de compra, para gue ésta sea surtida en el -
momento que se tengan cero existencia v no se tenga dé ~

{
ficit.



Ejemplo:
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La dermanda de un artfculo - particular es de 24,000 unidades al -

afo.

El costo de almacenamiento por unidad es de $§ 2,00 al afo,

El costo de orderar el pedide se estima en $ 400.00. No se per

mite déficit.

miento se considera instantédneo.

1

!

Las unidades se compran, por lo que el reabasteci

El costo unitario es de $ 1.00.

£l tiempo de entrega es constante y dura 18 dfas calendario en=

surtirse el pedido.

Determinar:

a) Lote econdmico de compra.

i)) Costo mfnimo total (por an%o).
c) NCumer*:S de pedidos por afio,
d Tiempo entre pedidos en afios:
e) Nivel de reorden.

Sotucibm:

El lote econdmico de compra estd dado por la

C‘1 = 1,00
Cp = 400.00
CG = ‘ 2.00
D = 24,000 al ano

il

\

2 (400) 24,000

2

3090.38

expresibn (7) donde:



ay

by

c)r

d)
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El lote econbémico de compra serd de ~Q = 3090 unidades

'.El(cos’to(ftyot:-‘alfmfbnj_izhf\é"Sé"ibbfiene utilizando 1a ecuacién (8) -

se tiene:l,

“C ‘~mfn.‘v‘k:= ‘?1. (‘24.,10100) 4 \J 2 (400) (2) (24,000)

c mfn = 24,000 + 38400000

c';“nbw\{n. = 24,000 +  6196.77
C min. = $80,196.77 &l afo .

El nlmero de pedidos por afo. se determina utilizando la -

expresibn (5)

N = 24,000 7.75 pedidos por afo
3098

i
esto es aproximadamente 8 pedidos &l afo,

Para calcular el tiempo entre pedidos se utiliza la expresidn

(8) o la expresidén (4)

£, = — = .129. afios

es decir, si se tiene un afio de 365 dfas, cada 47 dfas habra

que hacer un pedido. (.129) (865) = 47.08
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ey . El-nivel de q‘ébf‘den.

multiplicando la tasa dé demdnda por & tiempo de entrega

_en aros..
st T = 365 dfas
-~y el tiempo de entrega 18 dfas, entonces tp =_18_ = ,049 afos
365
L = (.049) (R4000) = 1183 unidades.

Es dacir cuando el nivel de inventarics llegue a 1183 unida-
des hay que hacer el pedido, para per‘qniti.r‘ que éste rcciba-

al agotarse la Qltima unidad.

Modelo deterministico de manufactura sin défizit.

Consideraciones.

La demanda y el tiempo ds entrega son deterministicos.

l.a demanda se eFeptha a una tasa constante,

l.a tasa de reabastecimiento o manufactura es con'stante y mayor gque
la tasa. de demanda.

Los coeficientes de‘ cgsto son constantes (C,, Cos 03).

No se permite déficit.



sigulente:

.. Esté 'modelc. se imstrja, en‘,l'a,rgr;éfi’c’a

cantidad

QA =
~ :
~ | t - |
. ,
Q ./ . :
R~
e . bt —f . i
ﬁ R-D L \l /
| L N
l tiemnps
t | .
t, ¥ t
t .
- T d\ i
Donde;
D = Tasa de la demanda en unidades por periodo, '
Q =  Lote' econbmico de manufactura; cantidad que hay Que -

fabricar en cada corrida de produccibn, cada perfodo -

de tiempo t, para minimizanr el costo total.
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‘

Tiempo que transcurre entre gue se solicita la orden -

' de manufactura hasta que se inicia la produccién.

to ' =

I max, =

Tiempo de manufactura.y consumo.
Tiempo de consumo exclusivamente,

Tiempo entre pedidos; o tiempo de un perfodo en afios - .

!

t =ty + .

Tiernpo de N parfodos generalmente un afio (T = 1).

(Esta suposicibn simplifica la deduccion del modelo)
Costo total de un solo pedidg.

Costo total de N pedidos C = NG

Costo de la parte.

Costo del arranque de produccibn,

Costo de mantener un artfculo e inventario por unidad -

de tiempo.

Tasa de reabastecimiento o manufactura en unidades por

perfodo.
Nivel de. reorden.

Inventario méximo. Este es diferente de "Q",puesto-
que se produce y consume al mismo tiernpo y nunca se

llega a tener la cantidad Q.
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: c16n, par'a mmlmmzar\ el costo tota'l anual ‘es decir el costo de N

: pedzdos .

El costo de un solo pedido estéd definido por la suma de los siguien

tes costos:

Ci @ = El costo de la parte, multiplicado por el nGmero de par

tes manufacturadas,

El costo de arranque de la produccibn,

il

Co

Cg — Imax (ty + &) = El costo de manterier un inventario prome

dio, durante un perfode de tiempo t = t+ 1)

Se recuerda que la expresibn de inventario promedio -

I rnax

5 y » considera que no todo el tiempo se tiene un -

inventario méximo y tampoco un inventario minimo (cero
existencias), sino un promedio entre estos extremos por

ser la tasa de manufactura y demanda constantes,
De tal forma que la expresién de costo total de un pedido es:

(1 cl = o1Q+CQ+CS(L12‘3_a§_) (ty + tp)



(iej'r-‘

)

LA expreaén de: chL

B I A RS N G |- - PR

3

total de N~ perfodos se obtiene de muilti-

expresibn (11) por. el nimero de perfodos N - lo que re

c = clN=craNn+cy N+ 0 DBy @ 4ty N

puesto que se desea optimizar la cantidad sconfmica de manufac-
tura "Q" es necesario expresar N, I max, y (ty + i) en funcibn

de Q.

.

De la figura pueden determinarse las siguientes equivalencias:

Para [ max:

El inventario méximo (I max) se alcanza en un tiempo t;, a un

ritmo (R-D) o sea:
I max = t; (RD)

puesto gue nos interesa un inventario promedio, dividimos entre-

dos,ambos miembros de la ecuacién-(18)

Imax = (R-D)
) =t >
i
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Para t,

Para el valor de  ty, hay que encontrar un equivalente, el cual -

‘se obtiene fécilmente de 1a siguiente suposiciém: si no se consu-

me lo producido en un tiempo t;l, se alcamzarfa un imventario Q,
Y

a un ritmo R, o sea:

Q = t1 R
de donde
- Q
(%) ty = ®

sustituyendo este valor en 14 se tiene:

I max Q
——in — 2
5 R D)
18 I max - Q o .__E_)_
(18 5 =

Para ty + to )

De una manera semejante a la utilizada en el caso de t;, puede
verse de la figura, que teniendo un nivel Q@ de inventario, éste

se consume a un ritmo D, en un tiempo (t; + ty), ésto es:

Q = D (4 + t2)

de donde:

a7) bttt = -%—



(18)

(19)

(20)

Y puesfoﬁue el némero de .p'er{’odos al aﬁo estd dado por la expre

sibn (8). ‘N = D. “segln se Vi6 en el modelo anterior, el cual

Q

. es semejante a éste, pbr la relacibn que guardan N, D v Q, pue

den sustituirse estos valores en la ecuacién de costo total (12), =

1o que resulta en:

= D D Q D@ D
= — E Yt Crr— (1 = =y .
C G Q (g) *+ G (G +Csp (- )55
Simplificando se llega a:
C =C,D+ C B+ ¢ & a-2D
1 25 s 5 ¢ =)

Para minimizar el costo con respecto a la cantidad.

Calcular dC

o) 0 » (para el vglow extremo)
a2
Y C = (para un rafnimo)
dg?
dc - Co D C
LS. ; 3
dc 5t —— 0 = D)
Q R
— C, D C
2
- D
— 4 (1-25y = o
Q° > R’

despejando @ se tiene:

2 Cy D
Cz (1 - D/R)

Q =
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Que es el lote econémico_ de manufactura que minimiza. el costo -

total- anual,

d®c  2GCyD
d @2 Q3

Comoe todos los elementos de esta expresibn son positivos, la se-

gunda derivada es mayor que ceio (condicibn suficiente), por lo -~
tanto se tiene un costo mihirno para el valor determinado por la=-

expresién (20).

Sustituyendo el valor de "Q" dz la ecuéu:ién (20) en la expresibn-

(19) se llega a:

C min. = c, b+ \x 2 C2 CgB (1~ D/R)

Que es la expresidn para calcular el costo total minimo cuando se

manufactura Q.

Ejemplo:

La dernanda de un artfculo particular es de 24,000 unidades al -

afo, el costo anual de almacenamiento por unidad es de $ 2.00.

El costo de arranque de la produccibn se estima en $ 1,000 y la

capacidad de manufactura es de 40,000 unidades al ano.
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El costo Unitaric da’la par
tr‘ahscurre de la Q'k«de‘h‘dé.r manufactura ‘hasta que se tiene el ppri-

mer artfculo, es de 10 dfas calendario.

Deterrminar:

-a) Loteecondmico de manufactura,
b) Costo mfnimo total por afo.
c) Ndmero de pedidos al afio.

d) Tiempo entre pedidos en afos.
e) Nivel de reorden.
Solucidn;

L.os datos son:
C1 = $ 0.70
Cy = $ 1,000
.C = 3$2.00

D = 24,000

t. = 10 dfas



Lo

a) ‘Por medio ‘dreﬂlirggggr;egsi_én; (20) -pue.de'jsabe?‘é'é’féi loteeco- o

‘némico de manufactura.

2 (1000) 24000
Q.= 5 24000
(1 - 2490,
40,000
Q = \| -48,000,000
204 |
Q@ = 60, 000, 000
Q = 7,745.96 ‘

L.a cantidad que hay que fabricar en cada corrida de produccibn,

para minimizar el costo total anual es de 7.746 unidades

b) El costo minimo anual se obtiene por medio de la ecuacién
1.
C mfn. = .70 (24000) + \I 2 (1000) (2.00) 24000 (1 --22000
- (¢ ) ( 3 ¢ ) ( 40000 7/
‘C'mfn., = 14,800 + V 96,000,000 (.4)

14,800 + \, 38,400,000

14,800 +  6196.77

C min. = % 20,996.77



d)

e)
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cy ~+Ndmero-de-pedidos-al-afio.—Esle-se abtiene. por, :la‘;'éxprie-,. SR
sibn (5).
N = 24000 0 549
‘ 7,746

" Hay que organizar tres corridas de produccibn al afio, para

a

satisfacer la demanda.
+

El tiempo entre pedidos estéd dade por la expresidn (3) del-

modelo anterior, que ne cambia en este modalo.

t = = i = /324 afos

s
N 3.09

dsto es, si se considera un &fio de 265 dias, el pedido de-

berd hacerse cada (.324) (365) = 118 dfas (redondeando)

Nivel de reorden.

L = ¢t D
10 o
= (e = .02
tn ( 365 ) . 0274 afios
L= (.0274) (84,000) = 657.58

Cuando se tenga en el inventario 658 unidades, deberd emi-

tirse la orden de manufactura (pedido), para evitar el déficit.
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— ConclusSioNes .« i il s

' Los modelos de inventanio:aquf ppééréﬁtados,",sonilosjmés sencilloz,

pero no por eso dejan de ser(Gtiles. " Particularmente é&stos pucden

" constituir un elemento de apoyo para la decisibn de manufacturar o

comprar, ya que el objetivo general serd minimizar los costos.

El ejemplo presentado en cada uho de los dos casos podria ser el-

caso de esta situacifn,

Resumiendo los resultados y comparéndolos podr{a decidirse:

Concepto Mod.de. compra [hMod.manufactura

a) l.ote econbmico en ndimers uni

dades. 3,090 7,746
b) Costo minimo anual . 30,196.77 20,898.77
¢) Ndmero de pedidos al afio 8 pedidos 3 corridas
d) Tiempo entre pedidos 47 dfas 118 dfas

e) Nivel de reorden en nimero -

unidades. 1,183 658

Analizando los resultados, puede verse, que el costo se reduce una

tercera parte, manufacturando las partes més gque compréndolas,

Si la capacidad de la planta y almacén permiten el fabricar y al -

macenar esta cantidad, la decisibn serfa manufacturar.
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