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REStlltEN. 

E'l. mode1o que describo •1 comTJortamiento en t1ujo 

de ao1ucionee po1imdric~s di1uidas, con un factor do fricción 

de~endiente de 1a conformnci6n, es modifichdo con 1e 1nc1umi6n 

de cia.rbcter!eticee aniootr6TJiceo, ineficiencia en 1a deformn­

ci6n y :tuerzas cou16mbicae re"DU1sivas 1ocn1iz~dbs en sua e~tr~ 

mou, 'PP.ra cimu1ar e1 cocnorte.miento rool6eico de so1ucionco 

de nolie1ectr61itos di1uidaa y concentradas en un f1ujo ceno­

r~1 bidimeneion&1. 

Las TJrO~icdadco rco16eica.s ee inv~ati~an en flujoa 

cortentee e hi~erb6licoo. Se TJrenenti..n recu1tudoo de 1aa pro­

TJiedRdes menciona.den y de cae.bias en lee coni'iC"'.trucioneo de 

1as macromo14culas en f1ujos eBt~cionarioo y trt:.neitorioe. 

La inforu:aci6n obtenid~ del rnode1o "Propuesto, indic~ 

que ~ste es ca~az de deRcribir adecu~demente loe duto~ experi 

mentb.l.es dis~onibles. 



SUl'!ll'IARY .. 

The dumbbcll modo1 for di1Ute polymer Eolutiono 

with ... confon:l:.tion dc¡:icndcnt friction factor io modificd to 

include tl.fliootropic charactcristica, strain-inefficiency ann 

&. Couloobic rel)ul.sivo force TJ1aced on the tv.ro beade, f'or aim!! 

lating the rheologicü.l. behavior of dilute lmd conc~ntrated 

l)01ye1<:!ctro1yte eo1utions in u gentiru.1 two-dirleneionu.1-í'low. 

Rr.cclocic~l nroncrticc nre invcstirr~tcd in ~hct:.r 

wnd hy~crbo'lic f'lowo. Reculto for tho foregoing pro~crtics 

,-.=a for cc:"lí'icu.ration cha..,ccr:: ir.. cccrcmo1ccu1eo ~re prcocntcd 

in :ztcc.a.y un¿ t=-=.nf1ient flowc. 

I:iío:."'::'.C.tic:;. ottuined fro:n thc rr;ocic1 chowo th~t thio 

eneb'.!.cc to describe correct'ly the c,¡,'\·ailable oxnerir.:ientnl. dCo1.tn. 
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1. INTRODUCCION. 

Loe modelos moleculares que se hliln propueato para el 

estudio de IIW.cromol~culae en soluci6n son abundt&Iltea (4,5)+; 

sin embargo existe uno nue, no obstante su sencillez resultan-

te de no considerar la natursl.eza nu:ímica ni estructur&l de 

lao macromol~cul~s reo.leo, h~ce noeible la descr1pci6n cu-.l.i-

thtiva de fendmenoo de flujo de •alucionee ~olim~ric~s. 

Be debido b le abstro.ctb concepci6n del modelo de 

"mancuernae", cuyo ti..."l~lieie se reduce al estudio de los com-

bien de una eola vu.riable conocido. como "vector de configuri....-

cidn", lo nue le hace poseer l.ts. co.ni:.Cidüd de orient;...ci6n y de 

extenoi6r.. pura re~rcsentur traneicionee de configuraciones ma-

cromoleculares (de forma de ovillo a otreo CODpletc.mente exten 

didbs), nue ee presentt:.n en m~1tip1ee situacioneo de f1ujo. 

aunrue ee trata de un mode1o eenci11o, su ~xito radica en 1b 

feci1idad de incorporación de otros fen6menoF rue inf1uyen 

aignificativlill!lente en e1 com~ortuniento de 1üe especies au!mi-

Clie, tal.es como son 1co fuerzas intr~ e inten:i.o1ecu1l:l.re• y 

1~s hidrodin.1mices. 

Los resu1tndoe de 100 trabujos rue bajo este enfo~ue 

f Las referenci~e numeradüs aparecen en 1a sección correanon­
diente. 
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se han pub11cado oon muy nlentadoreo nor~ue reproducen conve­

nientemente, do manera cua1itativn, E:..1f;UlloG dutoa cxperimcntL.-

1e~ y representen o1 mejor fundHmcnto para eRtub1ccer 1oe obj,!_ 

tivoe de este. ~l:rb.: 

1.- Predecir c1 com~orta.miento en f'1ujo de macromo1écu1as con 

ePtructuruE' ioni::.cb1ce, en U.."l w::nlio interi:tlo de conccntruci.2, 

nee. 

2.- Bstudie.r 1ca variaciones conformncionhles de l~e mucromo1! 

~u1as con respecto al grado do rieidez o fl.exibilid~d reoleculu.r. 

3·- Dcoarrollbl" en codelo nuo pro~orcionc cueiitativc=.c~to 1~ 

deocripoi6n y lbc ~~ifc~t~cioncc mucroec6picco de ~c~~cic~co 

l)Olimérict•o, en vt:.rioe tir.os de f1ttjoe. 

P~a lc~~r lo untcricr oc uti~izcn lo~ aif:\..~ientco 

modelos din{..r:;icoo ~ue oobro nol!~cros en aoluci6n ce hc.?l ~ub1! 

cado: 

b.) t·'.odeloo que &.siena:: c&racter!aticas i&otr6,,ice.s o hl1iDotrd­

~icna o 1cs mccromoléculhG en flujo. 

b) lfodolos de moléculao de t:o.lto peso mol.<:cu2br con c~rFas e1~.2,. 

tric~o e icotr6picnn. 

De la conjunc16n de dichoe: Modelan Be dese.rrollu y 

~ro~one otro auc, no r61o ene1obu los ur..tcriore~ ~ino ~uc ccn 

ciert~e modi~icaciones, es C&puz de describir ~1 com~ort1::...~icn­

to de coluciones de conccntr~cio~cs c1cv~cca. 

La referer.cin l1. f'iqtemu~ conccntrhdon ócbc internra­

thrse en el. sentido de r.ue los movioit:n.to::: de 1&.n rnt.cro~ol.ti-
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cu1aa est6.n roetrincidoG ~or sus vecin•s, es decir, existen 

entrecruzc.mientoa entro nol.ímeros ~ue vroduccn inter•cciones 

de i.mportbllcib, pero sin l.l.ecc= h ocurrir tranaioiones n~mc­

tica~ (ecccidn 3.6.5). En eRto nivel. de concentraciones 'll\le­

den util.iZl.ll'oe mdtodos y roE'Ul.t~dos de l.ne teor!an de so1ucio­

nes di1u;id~e (3). Lo cnterior ju~tific~ el. UI:Lpl.io de~errol.1o, 

previo ~l. trbtbmiento de Eol.ucio~on cor.centradbs, ~uc ce huce 

.y oin el. cuLI. l.o. cxpl.ica.cicSr.. de 100 rccul.tbdoo no e:críu. me.ni­

ficEtea.. 

Todo el. dcF>~rrol.l.o nuc co nr~~ent~rl y 1~ totul.id«d 

de 100 rcsul.thc!oc, se refieren E. Eiotcr::&.s pol.ir.iéricos U'.onoai.!!, 

~c~coc, debido a oue el. ~s~ccto cu~lit~tivo repreaenta el. in­

tcr'So !'rinci9e.l. y ce una formu de co:iocrvc..r l.l1. ecn(lrtol.idl·.d y 

!:er.ci11ez de1 r.oC.f>1o; cin cr.:bti.rgo en convonicr..tc l c1t;.rtor rue 

exist~n inveati~~cioncs cr. i~a rue se h¡,.n inc1uido diatribuci~ 

nes de ~cnoa mo1ecu1hl"oo ~to.r~ hc:.ccr com~hruciones con Pistc~~s 

eepec~ficoa (16). 
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2. CONCEPTOS BASICOS. 

La diferencia existente entre 1b mec&iicB de fluidos 

no ~olim&ricoe y la de los fluidoc polim.,ricos o~cdu democtr~ 

de, de man~ra cu~litativa, al observar fen6menoe aue no se m;:, 

nifiestan en los primeros: mientr•s C'Ue en 1oE eee;undos t..dn\li!. 

ren 11.pariencia de esnectacule:..ridt:.d, E..leunoe de ellos son: 

a) Denendencia de la viecoaidad de la ranidez de corto. 

b) Efecto Weissenberg. 

e) Hinchaz6n del m~terial. ~ 1~ s~lid~ de conductos. 

d) Tendencia a recuperar les dimcnoiones origin~les deapu'e d~ 

la hnlicacidn de eeruerzoe. 

e) Pen6meno de Tome. 

Todos eetoa comporta..mi•ntoe, ~ue en un princinio 

fueron cat~lofadoe como bn6mQlos, •on producto de los casnbioo 

en los ~reeloa estructurble• de los eietere~• nolim6ricos. E:l'l 

un caRO n6Xticu1~r, licit~dono~ kl eatudio de soluciones po­

lim,ricvs, estas, o.un en renoeo, l:.dl'\ltieren un oinnd.r.tero de CO!! 

~ieur•cioneo; entendi,ndose Tior co~fiEflll'üC16n c1 urree1o ceo­

mltrico inetantl.neo ruc poeee unb mbcromol,cu1~. 

Si ~i fluido se 1e aniica elr6r. eRfue~o, l~s mo1&c~ 

1ae i::US'r.lendidas en e1 dicolvcnte son forzudua u cnm\)il•r sus 
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formas y su distribución de confif"Urncionee se ~odif'ic"; en 

auma, l.as mol.éculbs tienden e orionteroe hi.:.cie. un~ dirección 

espccif'icb. Loe cbJ!lbioc confieurbcion~l.ea producen ~odific&.­

cioneA en l.r.!l flrO'lieC!.c.deD reo16gicu.s de l.a oo1uci6n, eviden­

cie.ndo l.t:1. del)endt:ncia de éotaF. de l.c.s def'onr.t.r.cionefl. En otr&.c 

~e.l.abras, l.~s conntantee m&.terialee nue o~tinfuctoriwnente DC,!:. 

Vib!l llt.l:'b. l.a ó.e:::cri"Oci6n de fluidos newtonio.noa, son i.ncnpu.­

ces de c..rncterizer l!nuidos noliméricos. 

En el. CLBO de eol.ucionee conccntre~Ge y ~ol!m~ros 

f\lndidoo, el. cot!l'lortaoiento reo16eico ent' reeido nor inter~~ 

cienes muy fuertes entre l.&e mol.écul.as. Sin eob~rgo, l.o~ mintoz 

donde ocurren l.ao 1.ntercccionee no son cstlticor:, cer.-.bi;.o.n de 

l.uenr dur.E:nte l.u. d.efonnE-.cicSn de1 rec.terie.11 c:p!!.rccen y de~c:pL­

recen en diferentes eitioe, dando 1uear ~uniones fi~ic~s o 

•ntrecruZUlY'.ienton tem,.,ornlee. 

Como consecuencia de1 comnlicC".do coo,,orto.n.ie:ito de 

loB 11.nuidos con com'Jlonentes mo.cromo1ecu1.E.rea¡ ge -nrener~ta 1a 

necenidad de introducir nucvus nroniededeD ~u~ cirvw:i n~r~ e~ 

recterizer1oa, tanto teórica cooo CY.~~ri~ent~lcente; e~t~~ pr~ 

"Piedades •e def'inen en t~rr.iinos de las res'OUeStt:C de loe: f'lu!, 

dos e deforriacione3 ecpcc!f'ic&s y bien conocid~e. 

Unti. cu1:.11da.d e.diciona.1 r,ue trc,.e mi:·.~rorce dif'icu1tudes 

al. estudie.r eutae sustancias, es que eus r~e'DUe&tLE dependen 
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de cdmo han sido deformadas anteriormente (materiales con mo-

moria), igua1mente. nueden efectuarse aná1isis sometiéndolas a 

defonnaciones periddicas oue desembocan en e1 tratamiento de 

variables denendientee de factores rrecuencia1es. En resumen, 

laa f'unoionee materiales, como se conoce a estas nuevas ~ropi~ 

da.des, dependen de la rapidez y tipo de deform.acidn, de la fr~ 

cuencia y del tiempo y proporcionan diversos medios de ca.-act~ 

rizacidn reol6gice en diferentes tipos de 1"1.ujos estacionarios 

y tranei. torio e. 

A causa de Que la mayor!a de loe f'l.ujoo eon comp1ejoo 

desde e1 '!JUI\tO de vista geom6trico y ~or limitaciones experi-

mentales, se utilizan sisteeae de tlujo simples aue sirven pa­

ra representar aquellos que tengan importancia en el laborato-

r1o y en e1 ceopo induatria1. Loe dos ~1ujoa QUe comdnmente se 

emp1ean eon1 fl.ujo cort~nte y t1ujo e1ongaciona1. 

2.1. PLUJOS CORTAr'TES. 

Un t1ujo cortante eim~1e estacionario puede represen: 

taree como aoue1 ~ue se genera entre dos n1acae para1e1as, ea-

tando 1a superior en moVimiento con cierta ve1ocidad (Pig. 2.1). 

Bl. perfi1 de ve1ooidadee está dado ~ori 
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eiendo i' 1a rapidez de defonnaci6n. 

E1 movimiento del fl.uido ee caracteriza por 1os des-

plazamientos de sus planos materia1es que conse.t'Vltn su comnos! 

c16n y 1a distancia entre el1os. Como se trata de un rl.ujo ho-

mogéneo, 1a def'ormaci6n es independiente de la pos1ci6n y de 

la medida del elemento material., esto significa aue la rapidez 

de deformación es igual. a la velocidad relativa entre dos capas 

de t'luido dividida entre la diet6Jlcia que las separa, nudién-

doee escribir en t'nninos de variables macroec6picas. 

(2.1) 

En coordenadae cartesianas, el. tensor gradiente de -

velocidades tiene la siguiente formas 

(º 1 o ) ~V~ • r -bxj=-x ~ o o 
o o 

(2.2) 

y el tensor rapidez de deforrnaci6nt 

. (º 1 

~) Jl, -~ ~ o 
o 

(2.3) 

Bn un :tlujo vi.scom6trico como 6ste, pueden definirse 

tres :tunciones materia1es~ f'u.ncidn viscosidad y primer y eegtl!! 
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do coeficientes de eef'uerzos normales. Su definicidn en coord!!, 

nadas cartesianas es 1a sieuiente (1os?;1 j son 1os componentes 

de1 tensor de esfuerzos): 

?uncidn viecosidod: 'r\., ""~x/t (2.4) 

Primer coeficiente de esfuerzos norma1es: 

(2.5) 

Sef'UJ1do coeficiente de eofuerzos normal.ea: 

(2.6) 

Si se trata de un f'1uido newtoniuno, 1a t'Uncidn vis­

cosidad es conetunte y 1oe coeficientes de esfuerzos no1T1u1es 

son nu1.oe. 

Estas tres fUncionee reciben e1 nombre de fttncionen 

viscom4tricae, ~arque determinan com~let&mente e1 CAt~do de B!!, 

fuerzas en un :f'l.ujo cortante y es demostrable que son fw'lcioncn 

'J)aree de la rapidez de def'onnHci6n (4). 

La viscosidad de 1!~uidos poliméricos es un~ f'Uncidn 

de la ranidez de corte, yu oue a1 v~riar ~~tu, se 'Producen C~fil 

bios en 1a eotructura interna de 1as so1ucioneB. Cu....ndo Ee rc­

"Dresentan ert{f'ice.nente, en coo:irdt>nt'..dUB 1oga.r!tnict~o, Vi!'1CO::idc.d. 

contra 1a ra~idez de deformacidn, se encuentra rue ~ i'.' ~c~uc­

i'ias 1a funcidn tiende a un va1or conF.te.nte 1•• conocido como 

"viscosidad a cero rapidez de dcformacidn". En 1fciuidoe -psou­

do?1&sticos, nue son 1os más conocidos, a muyorea't ~p~rece 
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una reg1.~n 1inl!lal. d.,nominada "regtcSn de la J.ey de la t>Otenci.a" 

Y a i2' muy grandeo ee observe. nuevamente independencia de ee­

ta vari.ab1e, representaúidoee J>Or im , "viscoeidad a rapidez ele 

corte 1.nt'in1.ta". 

Se ha encontrado que e1 primer coe~iciente de es~ue_!: 

eoe normal.ea ee posit1.vo y presenta 1as dos primeras regionea 

de 1a ~cidn anterior, es d11cir: 'f,,,. 7 una regidn l.ey de 1a 

potencia poaterior, con 1a peculiaridad de C1Ue a bajas~ ee 'P!:O 

porciona1 a1 cuadrado de esta cantidad. 

E1 segundo coe~ic1ente de ee~uer~oa norma.les ea e1 

menos conocido, existe incert1dt.tmbre en su signo aunoue ee co~ 

01.dera negativo 7 de1 orden del 10" de1 primer coeficiente; P!: 

rece ser aue tambi4n existe una regi6n 11.neal. como las j,ndica­

dae 'Ptt• 'Y\ y \J! • , -pero l.oe valores extremos 'iL,• y ~i,.. no ae 

han encontrado. 

Como ee menciond con anterioridad, l.ae respuestas en 

exper~mentos traneitorioe son eepecif1cas del tipo de f1u1do y 

pro~orcionan otra ~orma de oaracterizacidn reol6gica, den.do l~ 

gar a otras :tuncionee materia1ea direrentes a las primeras. ee· 
tre 1os experimentos a r•g1men no eet&cionar1o estdn aoue1loe 

aonocidoa como "crecimiento de ee~erzoe al. inicio de un t'l.ujo 

cortante estacionario", cuya repreeentacidn muy eimpiiticada 

ee presenta en 1a figura 2.2. 

El. t'l.uido ae encuentra en repoeo nara t L.O, de modo 
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que no existen eetuerr.oe al. iniciarse e1 f'lujo a t~o: en ese 

miemo instan~e ee a~11ca un gradiente de ve1ocidadee denotado 

por "\'0 • ... 
El. objeto de este expert.mento es observar •1 cambio 

de1 eaf\lerzo con e1 tiempo, a1 aproximare• a su va1or a rlgi-

m•n permms.eDte. 

Punciones materia1es: 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

La cua1idad m'e importante en este ti~o de experimen 

tos, es 1s. at>arici6n de un va1or m4ximo en 1ae fu.ncionee antes 

de al.canear el. r'-gi~en estt1.cionario. Puntos illportantee que d~ 

ben tomarse en cuenta eon: ma.!?litud del. mútmo, ti.emno en el. 

que se a1canza y •1 val.ar a1 estado estacionario. 

cualitativamente se encuentra ene e61o para :uuy pe­

q,uefloa val.oree do to 1 el. esfuerzo cortante se aproxima en ~2.r 

11& monotdnica a eu val.ar ~ina.1. 
. ~ 

Para. grandes 'l'.'o , "\ e.1canr.a un dximo -.., 1JOBterior-

mente tiende a eu val.ar estacionario: "PU•den preeentaree osci-

1acionee a1rededor de~ <'to). El. ti.empo en e1 que •'Parece el. 

máximo di.sminuye al ~entar ci va1or de1 gradi.ente de ve1oci.-
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dados. 

La miema dependencia se nota para la primera direree, 

oia de es:f'uerzoe norma1ee. Al comparar datos de K1 y viacosi­

de.d, se observa que 1a cantidad ~7/ti, , se incrementa m4s lee, 

tamente que rt'(' /"'\ , a1canzando su primer máximo en un tiempo 

posterior y su mee;n.itud es menor. 

2.2. PLUJOS ELOl'IGAC:IONALES. 

Cinemáticamente pueden detiniree mediante un gradien 

to de ve1ocida4ee expresado comot 

(

v .. o 
o v.,, 
o o 

€. es la rapidez de extensidn principa1 o rapidez de elonga-

cidn 7 puede eer f'uncidn del tiempo. 

Por condicidn de incompresibilidad, •• reqUiere oue 

'L:-\)Á~•O, lo que permite relaciones entre loe componentes de la 

traza del tensor y diterentco catey.or!ae de eetoe :tl.ujoei 

a) Pl.ujoe elo~acionale• uniaxi.a1est .J"•2, .J.,,a J.,~ =-1 

b) Pl.ujoe eloneacionales bie.xialee: ..:J .. =1, Jn= :J,.,, s-1/2 

e) Plujoe exteneionalee ~1anaresi ~. =1, V,_zci-1, ~,,,..-o 
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n priaero de e1l.os se aproxima. en e1 proceso de al.y 

gar un f'il.amento de t'1u1do, al. ap1icar f'Uerzas en eus extremos; 

como e1 ~ujo es axial.mente eim4trico, e1 tensor de estuerzoe 

también 1o es, con i;u.,•'t;!,. 

as! que existe sol.amente una diferencia de estuersoe normal.es, 

4ef'in1,ndoee una ~c16n materia1, con unidadee de vieooeidad, 

de1 modo eiguiento: 

"'( ( É):. (2.J.0) 

y co=ocida como viecoeide.d exteneional.. 

SS. ea define 1a dcformo.cidn E. , como •1 1ogari tmo del. 

ooci.ente de 1a l.ongitu.d f'inel. del. el.ezento del. nutdo (L) entre 

l.a l.ongi:tud origtna.l del. mi.amo (L0), l.a rapid•& de el.ongacidn 

es 

( 2.11) 

La l.ongitud f'1na1 pu.ad• ooneideraree coao l.a di.atan-

eta entre dos puntos material.es, medidos en 1a direoci6n del. 

al.e.rgami.ento. Integrando s 
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(2.12) 

Lo anterior significa que la separación entre puntos 

materiales var!a exponencia1mente con el tiempo, en contrapos_! 

ci6n a lo que sucede en flujos cortantes donde la separacidn 

entre puntoe materiales es proporciona1 a 1a duración del cor-

te. La tendencia para producir orientaciones de 1as macromol•-

cu1ae ee mayor en f1ujos elongacionalee. 

En loe f'lujoe biaxiales se producen orientaciones en 

el plano perpendicular a1 eje de eimetr!a. El f'lujo exteneiona1 

planar, ee puede simular en un dispositivo de cilindros rotat2 

rios. 

Si ee trata de fl.ujoe elongaoionalee a r~gimen no •.!, 

tactonario, ee derine la viscosidad extensiona1 como 

( 2.13) 

La caracter!stica más sobresaliente pera esta clase 

de f'lujo, radica en QUB aparentemente no ee alcanzan valores 

a1 estado eetacionar~o, inc1uso a valores muy bajoe de ve1oc1-

dades de e1ongac1dn (4). 
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2.3. PLUJO GENERAL BIDIMENSIONAL. 

Un f1ujo 1ineal. bidimensional. general está repreeen­

·tado l>Or 1a siguiente expree16ni 

(2.14) 

en 1a que e1 tensor gre..dicnte de ve1oc1dadee ea (17): 

(2.15) 

El. ti~o do :flujo bidimensional. deperte.o de 1a magni­

tud do1 pard.:.ct:"o A • 

La itt?ortc::.cia f'\::ldc:cntel ce conaidere.r c~ta clase 

de fl.ujo oc dobo a que es poeib1o obtenor1o c::;:e~!ccntal.mento 

en un diep~eit~vo do dos o cuatro c11indroe rctatcrios o apar.!!: 

to de Taylor, el cu:t.1 consiste do cuatro c111r..drco, cuyos res-

pectivos centros ~cnnan un cuadrado (Pig. 2.3). 

E1 'Partfmetro de1 tipo de t'1ujo ;t , ea determinado 

por 1as ve1ocidadee de rotaci6n de1 par de ci11ndroe 1 y 3 con 

respecto a 1as de 1o~ restantes, ut11izando varias cocbinac10-

nea de di&nctroo y de separaciones entre e11os. Cuando A ~ 1 1 

•1 f'l.ujo es extcnc1onc1 (tcmbi"1 11amado hi~erb611co) y confo!: 

me A dil!l'll'linuye se ano.do vorticidad hasta al.canzar e1 val.or de 

menos uno, en el. que el. f1ujo ea rot~cion~l.; el. caso de f'lujo 
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cortante ee obtiene cuando A a o. 

Este eietema •xPer1menta1 posee f1ex1b111dad para •! 

mu.1ar gran variedad de f1ujos bid1men11ional.es, ee muy d.t11 •n 

1a investigacidn de propiedades de eo1ucionee polimdricas. Loe 

deta11es de su conatituoidn y f'uncionamiento pueden encontrar-

ee ~inuciosamente exp11cados en otras publicaciones (16, 18, 

25), sin embargo es importante hacer notar Que, por cuestiones 

de operacidn su meoaniemo dptico gira 45º y el tensor gradiente 

de velocidades sufre modificaciones que alteran sus componen-

tes, sier.do as! como aparece y se emplea usunlmente. 

La matriz do transformac16n ~ue representa una rota-

cidn alrededor del ajo OZ oo (1): 

( 

cose 

-se: e 

Qz~(-~ 
: 2 

o 

1 

1 

o 

sene 

cose 

o 
(2.16) 

(2.17) 

~ por 1a regla de trans~ormacidn de tensores de segundo oraen 

indi~erentee (32)1 

( 2.16) 
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sustituyendo (2.15) y (2.17) y e~ectuando el produc-

to: 

( 

(l.+J.) 

-( l.~:l) 

(J.-:>.) 

-(J.+i.l 

o 
(2,l.9) 

4ete ea el. to:eor gradi.cnto de ve1oc1dadee que ee uti~izerá en 

secciones posteriores. 

2.4. PROPIEDADES Dn l'LUJO. 

PUede decoct=crco ta~o ciertas conaicioncD (4), quo 

u.ne. ccecna. pol.!cdrica se cc~porta ccoo un reecrto cuya tenaidn 

?= K(r)!, ( 2. 20) 

J:(r) define cua1nuio::- f\:.::.c!dn cecal.ar de la megr..it".ld c!o .!:.• 

E1 tenoor de ec:tucrccc do 1!!18 so1ucidn diluida de ~o 

1ímeros es ( 5): 

(2.21) 

~s. ea 1a cont:-11:"'.:.cil:i debida a1 dieol.vente: 

r;~"'D ="' \• = ( 2.22) 



l.7 

~~ea 1a viscosidad de1 dieo1vente. Para 1a oontribuoidn de1 

po1!mero, se emp1ea 1a expreeidn de Krameres 

-z;: a -n{rP ) + nk'l'I 
';~ --0 s 

( 2.23) 

n.- densidad num4rica de entidades macromo1ecu1ares. 

k.- constante de Bo1tEmann. 

T.- temperatura absoluta. 

!·- tensor unitario. 

E·- vector que une 1os extremos de 1a mo14cula. 

?o·- teneidn en e1 conector nue actd.a a 1o largo de !:• 

( ) .- indica •1 promedio sobre todas las configuraciones uoe! 

bles (Secoidn 3.3). 

Si el análisis ee limita a lf y además se elimina 

la oontribucidn ieotrdpicat 

(2.24) 

sustituyendo (2.20)t 

(2.25) 

(2.26) 

en la pendltima ecuaoidñ se ha utilizado la aproxilnacidn de 

Peterlin (15) 1 oue establece nue loe ooe~icientee dependientes 
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de 1a magnitud de •• ~ueden eer re•mtJ1azadoe por 1oe Ya1oree 

inatant'11eoe de1 proa•dio de dicha cantidad. 

Teneor (!:. !:) t 

(2.27) 

Bxnreeiones de 1ae :tunciones materia1ee: 

Para un f'l.ujo cortante s1.m1)1e, en e1 aparato de 

'l'ayJ.or, •1 teneor (!: !:) se encuentra girado -45° en e1 p1ano 

XY, entonces es necesario ut11izar 1a reg1a de trana~ormacidn 

(2.18) con •1 ~in de obtener 1as expresiones correctas. 

(2.28) 

o o 

a) Ea:f\J.erzo cortante 1 9= i' XY 

A L 2 2 
Sa ~(r)C<x >-<;;)) (2.29) 

(2.30) 
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e) Segunda diferencia de esf'uerzoa noreal.eas Ñ2= ~,. .. -""t .... yy •• 

(2.31) 

d) Est'uerzo el.ongacional.. Para eata propiedad ee empl.ea 1.a. f'~r 

aa (2.27) de(!: !:'te Ri= b xx-byy 

(2.32) 

2.5. BXRREl'RXNGENCIA. 

La biJTefringencia ee una medida de la orientacidn 

mol.ecul.ar de un sistema. Puede definirse como l.a diferencia 

•ntre 1oe indices de retraccidn de diferentes regiones del. e~ 

pacio (19 0 31). 

Se distinguen doa variantes de este tendmeno1 

a) Efecto Kerr.- Birre:f'ringencia inducida por un campo el.,c-

trico 7 como •ate no es de importancia para el. presente tra~ 

~º• ee remite a ~entes aula apropiadas (7,1.4). 

·b) Efecto Maxwel.l..- Birretringenoia inducida por un gradiente 

de vel.ooidadeei ea decir, durante el. tl.u~o oueden producirse 

varios indices de retraecidn en diferentes direcciones, 1.o que 

crea anieotropfa 6ptioa. Este ten6meno tiene sus manite~taciS!. 

ne~ m4s c1arae en so1uoionee de macromoi4cu1ae, poroue ei gr!!. 



20 

diente de ve1ocidades favorece 1a orientacidn de 1as cadenas, 

seca o no ~exib1ee. 

Por eeta razdn, 1as mediciones.de birref'rinl:tmcia 

ee uean para obtener informacidn directa de 1oe oambioe d• 1a 

configuraci6n de macromo1,cu1&s en ao1uci&n, sometidas a dife­

rentes tipos de :rlu3oa. 

Bl efecto Maxwe11 7 e1 efecto ~err aon tuncionea de 

la po1a.rizab11idad dptica, que ea una cantidad teneor1a1. 

Con e1.objeto de obtener •1 promedio configu.raciona1 

de 1oe invariantes de1 tensor para cal.cu1ar 1a propiedbd ma­

crosc6pica deseada, ea necesario tomar en cuenta 1ae contri~ 

cienes de laa unidades eet1'1.ctura1ee de 1ae cadenas (14). Lae 

po1arizab11idad.ee dnttcas de 1as unidades eetructura1ee manci.o 

nadas y su confi,!J;Uraci6n determinan 1a birl:'•fringencia de1 

e1stema. 

Si &1 tomar g1oba1mente 1a mu1titud de configu.racig, 

nes mo1ecu1area, ee encuentra cue e1 eiatema eet4 orientado 

uniaxialmente por accidn de1 f1u~o, 1oe ejee de 1ae cadenas 

ee al.inean con respecto a1 eje de deformacidn, obteni•ndoee 

una eimetrfa ci1fndr1ca al.rededor de este eje. 

B1. tensor de po1ar1zab11ida4 d~tica promedio que r~ 

presenta estas cadenas, ad~uiere forma diar.onal. a1 ser refer.!, 

do a un e.ietem.a de coordenadas con una de •11.ae 'Para1e1a 7 

1ae dos restantes perpendicu1aree a1 eje de eiae~~fa. La po-
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1arizabilidad promedio en este sistema de referencia es: 

(2.33) 

La cond1ci6n de simetr!a produce dos componentes tr6!:.s 

versal.e~ igua1es. wr es e1 componente promedio del tensor en l.o. 

misma dircccidn que 1a del eje de simetr!a. 

Es muy fácil deooet~ar que: 

(2.34) 

por tanto, W es un invariante de I• Si 1a anisotrop!a del. ten­

sor es CIUY perue~a, ~ate puede ser sustituido nor l.h polariZI!.-

bilidad escalar Vi. 

El indice de rerr~ccidn n, puede rel.acionaroe con la 

polbriz~bilidbd escal~r segdn lb rel~cidn de Lorentz-Lorenz (31): 

n
2 

- 1 ~ tvv) ;¡ 
n 2 + 2 • -' \. 

(2.35) 

Y es el. ndmero de cadenao en el volumen V. Los :índices de re-

·rraccidn ~lo 1.ergo de ceda uno de loe ejes pr1ncipu1es de de-

formacidn, pueden obtenerse de las ~olurizabilidudes resnecti-

vas utilizlindo esta ecuaci&n. 

E1 tensor de ~o1arizab11idad lJUede eer re1ucion~do 
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con e1 vector extremo-extremo, promediando 1ae contribUcionee 

de 1os e1ementoe individua1ee ae 1a cadena ~o1imdrica. La der.! 

vac16n de esto proporciona 1a eig\.liente expreeidn (15)1 

( 2. 36) 

N ea el. ndmero de aubunidades eetadisticas que constituyen 1a 

cade~a. p y q son constantes independientes de 1a configu.ra-­

ci6n mo1ecu1ar, y r es la map;nitud de vector extremo-extremo. 

Se encuentra aue la birrefrine:encia b. n, es proporciona1 a l.a 

diferencia de 1oe vnl.oree protiioe del. tensor (!: !:)• 

B es una constante de proporciona1idach funcidn del índice de 

refraccidn de l.a aoluoidn, de l.a concentracidn de la misma 

(g/cm3), del. ndmero de AVogadro, del. peso molecular y de l.as 

pol.arizabil.idades paralela y norma1 al eje de la cadena. 
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3. DESARROLLO TEORICO. 

La mayoría de l.os nrimeros intentos hechos para db.r 

una re~r~sentacidn adecuada de lae macromolécul~s de unb so1u­

c16n en f'l.ujo, trataban de conaiderarlas se,e:dn un sentido fíe,! 

co muy directo, es necir, modelos de tmil.tin1es eafer~e y cone.=. 

toree, siendo lhB primeras renresentaciones de grupos de unid!i 

des monoméricus y los seeundos s!eilee de enl.aces (?iy. 3.1). 

Pbrh el. tr~twniento siguiente, el punto de vist~ ec 

m!s general. y se su~one que un pol.!mero estA representado nor 

una mencuernu. 

Una mancuerna es una forma muy idel.izada de unb. mo­

lécul.a, QUB conniste de doa e~fcras o cuentas unidus ~or un r~ 

sorte (Pig. 3,2). Lus esferas tienen m1::1.eas ~ y m2 y r<i.dio~ ct.1 

y~ res-pectivamente. La. 1ocal.izaci6n de Cbda uno de loe cen­

tros de l.ue esferas eat' d~du nor ].os vectores de nosicidn !:l 

y !:.2 , con respecto a un sistema de coorden~das ~ijo. El vector 

de confieurc.cidn !:= !:2 - !:.i, es'Pecifica lo. dist...nciu inoti:-.ntt~­

nea entre los centroe de l.ao e!tferas y l.a ori.entDcidn d.e ia mat!, 

cuernu. en el espa.c io. 

Al adopthr ente codelo nara deocribir l.e.s nropied~­

des de une. so1uci6n diluida de nol.!meros, sieniticu nue b Cbda 

mecromol.écule. se l.e está t1·lltnndo sim.nlemente como un;.-. "pt>.rt!-
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ou1a deformab1e" (27), que comparte dos caracter!sticas inhe­

rentes a un po1!mero f'lexib1e en eo1ucidnt capacidad de orien­

tac16n y de~ormacidn en f'lujo. De este modo, es posib1e mode1ar 

din4micamento 1oe cambios de conf'ormacidn mo1ecu1ar, ta1es como 

a1argamientos, que se menif'iestan en e1 incremento de 1a magni:_ 

tud de1 vector de configurecidn. 

Además so hace 1a ac1are.cidn de que se est&l omitie!l 

do 1os aspectos ~:1nos de 1a estnictura de 1a cadena (presencia 

de radica1es, grupos f'unciona1eo, tipos de en1aces, etc.). 

A1gtmQa consideraciones adioiona1es son: llay "n" ma.:!; 

cuernas por unidad de vo1umen, suspendidas en un dieo1vente 

newtoniano cuyo viecoaidcd oo "'\. 
8 

y no crlsten gradiente e de 

concentraci6n1 se m:.~c~e que 1a so1ucidn está 1o suficientemen, 

te di1uida parn evitar interecciones entro e11as. 

El. m~todo que ee sigue para ana1i~ar 1a respuesta de 

1a. mancuerna al. nuir 1& aoluci6n, consiste en expresar Wl be.­

lance de lno tuo~~ee que actdc.n sobre e11a. Las fu.er=no ~uo ee 

consideran aon l.ao siguientes: :tuerza de tricci6n hidrodinámi­

ca, :ruerza del conector, f'uerza browniana 7 1\J.en:a coul.6mbica. 

(~ara el caso de polie1ectr61itos). 
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3.1. lPllBRZA llE :t'll:lCCION ll:lllROlllN.d!ICA. 

Se deeiga por ~ 1a fuerza de friccidn h1drod1nltmica 

entre 1a mo14cu1a de po1ímero y e1 4iso1vente. Se BUpone que 

está 1oca11zada en loa extremos de 1a mancuerna y tiende a ori,!_n 

tar1a y a al.argar1a en el campo de nujo. 

Ltl :tuerza de arrastre C'IUe experimentan 1ae esferas 

eatá dada por ).a 1ey de Stokes: 

( 3.1) 

que e~resa1 La tuerza de arrastre ea proporciona1 a 1a veloc,!. 

dad relativa de 1.a esfera y el dieolvente. 

Se eupone adem&e, que 1a presencia de la mancuerna 

no a1tera el campo de t'l.ujo del disolvente en la vecindad de 

Con e1 prop6eito de avanzar de lo eencil.l.o a lo com-

plicado, puede representaree ee~a 1'uerza de tres formas diferen. 

tea1 

iº Oaeo.- JPuerza de fr1cc16n hidrodin&!lica con un 

~oefioiente dependiente de la confonnacidn e 1eotr6pico. 

• • e, (L' • r' - i-•) "bC:- -

obs4rveee que ae trata de u.na 1ey de Stokea =od1~1cada. 
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~·= (VV)T.- tenaor gradiente de ve1oc1dadee. 

k'·- r•pidez de cambio de1 vector de configuraci6n. 

L'·r•.- ve1ocidad de1 :Cluido. = -
17' .- coeficiente de ~ricci6n, f'unci6n de 1a mue;nitud de1 vec-

tor de configuracidn. 

81. origen de la dependencia i:t_ci:t(~), proviene de 1a 

consideraci6n de il'lterocciones hidrodinámicas dentro de 1a ca,!e 

na. CtUUtdo la cadena ee encuentra en ausencia de flujo está en 
ro11ada y la mayoría de los elementos de su interior no esti!n 

expuestos al. f'l.ujo cuando éste se inicia, lo que produce que 

eee proporcional. a las dimeneionea de la moldcul.a enrol.1ade. 

Conforme el po1!mero ve.ya siendo distorsiona.do por el flujo, 

más y más elementos de la cadena entrarán en contacto con el 

Cl.ujo del disolvente y contribuirán, en forma adicional, a la 

fricci6n hidrodin!lmica. 

En este caso se supone que 1a f'uerza de :friccidn ee 

ieotrdpicn y n~e e~ vel.or de1 coeficiente aumenta en Corma 11-

nea1 de acuerdo a1 aumento en 1a magnitud de1 vector de confi-

e;uracidn. 

(3.3) 

170 .- coeCiciente de friccidn cuando l.a mo1bcu1a eetá enro11~ 

da. 

Q.- t\mcidn escal.ar de r•. 
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(3.4) 

Existe evidencin experimenta1 de que e1 ueo·de un 

coeficicnto de f';'ico16n dependiente de 1a conro:nnacidn, intrg 

ducido por vez primera ~or de Gennes en 1974, es eeencia1 en 

l.a dcccripcidn do l.e tro.ncicién ovi11o-extendida (15). Eata 

tre.nsicil'n de u.."'I. c..-reglo de l.cne;itud {Ño.. (secci6n 3.6) a otxio 

de l.ongitud No.. (configuracidn de extensión máxima), siendo N 

el. nWnero de subwñdades eatad!etices de l.oneitud a., es l.a 

ccu:;Q de CIUChce fcndmenoo mac=eccdpicoe exhibidos por sol.uciB_ 

nea pci:!.cG=ic~c ~il.uidae y os e;:prcDcdc pcr 1c. ecuación (3.3) 

de ~ore::. c~ecundc. 

2° Cc=o·- J.l'l:.c=co do f:'icc16n hidrcdi::.é:lico con un 

coeficiente do r=~ccil'~ tlc~c~Cicnto de l.a conforcacidn y l!.:'li­

eotr6¡:iico. 

Ap:=....-te de l.a fricción preeuoido pe: interacoionoe 

intcrmol.cc~l.r=ce, existe otro tector me.y i~porte=ito Que es e1 

rozamiento e~tre ~art!cu~ae y :fl.uido debido a 1a forma o cam­

bio de torca de 1.ee priccrae. 

Este tipo de factor de triccidn trata de refl.ejar 

con exactitud 1oc ca:nbice QUe se verifican en 1a traneici6n 

de una mo1dcu1a en forma. de ovi11o a una mo1écu1a e11psoidal.. 

Cuando 1a defo:i::ie.ciln co pequeffa y 1e cadene está enro11ada, 

e1 po1!mero gira en una forma parecida a como 1o baria una e~ 



:tera r!gida' a1 estar deformada en gran medida existe mayor 

:triccidn cuando se desp1aza transversal.mente que cuando 1o h~ 

en sentido axia1. 

d (r• >m><~'· E.' - i:') ( 3,5) 

7 (r') .- coofici.ente de fricci6n de1 caso anterior. 

P.·- vector unitario en 1a direcci6n de1 vector de configura­

ci6n. p_=E'/r•. 

d .- t'unci6n eeca1ar de r•. 

Si 1a mo14cu1a est4 en equi11brio, ~ debe aproxim.§X" 

ea al va1or constante ~ 
0 

y d ( r• ) 1o debe hacer a cero, por­

que e1 coeficiente de friccidn para una esfera ea isotrdpico. 

Si 1a mol•cula está muy deformada tiene forma elipsoide.l.:?(r') 

es proporciona1 ar• y d (r') tiende a 1/2, 1o que ret1ejtl el 

nive1 de anieotropía del cuerpo e1ipeoida1. Estudies hechos 

eobre e1 :f1ujo a1rededor de un esferoide de radios principal.es 

r
0 

y r-, sugieren lo siguiente (27)t 

32<1 "!,
8
r•e3 

'7 (r' )• ------"''------
( 2e + ( 302 - 1) ~ 1 + 

8
) T=-0 

(3,6) 



2e + (3e2 - l.) 
d (r' )a 1 - ~ 

-2e + (l. + e 2 ) 

1 + e 
r-e 
1 + e 
1 - e 
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( 3,7) 

r~) 1/2/r', es l.a excentricidad del. esferoide el.ong_!! 

do. 

Como l.ae expresionoo (3.6) y (3.7) son bastante com. 

pl.icadas, para l.os p=opdsitcc cue1itativos que se persiguen, 

se 6Ugiercn l.as siguientes fcnnac m4s simp1est 

Para el. coeficiente de friccidn, Ec. (3.3). 

(3.8) 

y pe.re. eie;rnn: 

d (r')= ~(1 -!!&!..) 
2 r' (3,9) 

que satisfacen l.as formas l.!mitos requeridas y conserven eran 

parte del. ccmportamiento de l.as expresiones compl.etas. 

3º Caso.- Pu.orza de friccid~ hidrodin4mica con u:i. 

coeficiente de fricc16n dependiente de 1a conformacidn, anie~ 

tr6pico y con ineficiencia en l.a defonnacidn de l.a part!cul.a 

durante el. nujo. 

Esta modificacidn a !h se introduce para tomar en 

cuenta el. efecto de roren que 3Uf'ren l.as mollcul.as a1 ser arr_!:~ 

tradas por el. dieo1vente: a1 considerar anieotropia, 1co e:~~ 
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141cu1as se "atrasan" con respecto a1 morimiento de1 continuo. 

Bato ee puede expresar modi:ficando •1 gradiente de ve1ocidadea 

de 1a forma siguiente: 

1•= ~· - E.(r' )~' 

~·.-gradiente de ve1ocidadee modLficado. 
' 
~··-tensor rapidez de deformaci6n. 

( 3.l.O) 

l_ ( r') .- funcidn esca1ar de r•. De 1ae ecuaciones de movimiea 

to para un esferOide (27): 

€. 0 .- constante de 0(1). 

r' 2.,. N o..,2 
o 

La 1'uerza hidrodin4mica comp1eta es: 

3.2. PUERZA DBL CONECTOR. 

(3.l.1.) 

(3.l.2) 

!., es 1a 1'uerza debida al. conector. Es una consecu!.n 

cia de 1a opoeicidn de la caclena a deformarse, tiende a re&t!!:,U 

rar1a a su configurao:l.dn de :fil.amento enro11ado. Cont"orme e1 

pol.imero sea defonnado 7 ee aproxime a su m'-xima l.oneitud, 1a 
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fuerza llaea a ser infinita, porque el polímero está limitado 

a esta extensidn. La forma de lg es: 

( 3.13) 

Existen diversas formas p~ra el factor K(r•)(Pig. 

3.3), desde la más sencilla que es la constante de Hooke (pr2 

duce extensiones moleculares infinitas), hasta expresiones de 

complejidad matemática mayor, como la forma inversa de Langa-

vin, que a continuaci6n se preeentai 

P = H1,-1(r')!:'• "Cr•) ... (coth r') - r•-1 -. ... (3.14) 

La expresidn do Wa.rner (36), preferible por BU sen-

o111ez, conccrva un comportamiento análogo al de la tunoidn do 

Langovin (Pia. 3.4). 

Expresión de Warner: 

(3.15) 

puede notaroc con claridad que K(r') es una función no linea1 

de la magnitud del vector de configuracidn. 



32 

3o3 1'11BRZA l!ROWNL&NA. 

E1 fendmeno conocido como movimiento browrrl.ano 1 se 

me.ni.fiesta en sistemas fo:nne.dos por muchas part{cu1as suepen-

didae en una fase continua. 

La tuerza browniana ejercida por e1 medio circundB!!, 

te sobre 1as mo11culae sumergidas, ea producida por •1 movi-

miento t'rmico a1eatorio de 1as mo1dcu1as de1 diso1vente (15). 

E1 intenso bombardeo mo1ecu1ar afecta 1a configurtLCidn de 1eo 

cadenas y aun en ausencia de t'lujo, 1ae mo1dcu1ae poseen con-

figuraciones var1ab1es. 

Si existe campo de f'1ujo, l.ae moi•cuiae tienden a 

orient&ree y a1argarsc. En sote caso, e1 movimiento browniano 

tiene una inf'1uencia desorientadora, consistiendo •ata en 1~ 

opoeici6n a 1ae tuerzas hidrodinámicas 7 en favorecer e1 re-

torno a 1a dietri'tn1Ci6n configurac1ona1 1.f:\1cia1. 

Existen tres esca1as de tiempo en eete sistema (26, 

27)s e1 tiempo de corre1aci6n de 1a tuerza browniana tó' de1 

orden de 10-13 a 10-12 eegi e1 tiempo asociado a 1a inercia de 

1as masas t , de1 orden de 10-10 seg para po11oxieti1eno en 
. m 

agua; y e1 tiempo de re1a~amiento macroscópico tr• de1 orden 

del. cociente de "t"t entre K. La eeca1a de tiempo en 1a que se 

producen :fluctuaciones contir:un-ciona1es es muy :l.nferior e. 1a. 

correspondiente e.1 re1e.jamiento macroeodpico de 1ae mo1•ou1ae. 
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E1 ndmero de configuraciones que une. mo1&cu1a puede 

asumir ea muy grande, 1o que hace neceee.rio ad.optar enfoques 

eeta.dietioos de aná1ieis. Esto es poe1b1e si se promedian 1oe 

movim'ientoe de un gran nl1mero de pa.rtícu1ae. Entonces, 1oe m,2. 

vimientoe a1eatorioe de una mo1,cu1a pueden describirse medi!,fl 

te una 1'Unci6n do dietr1buci6n que, en su forma. más general, 

indica 1n probabi11dad de o~o una particu1a sea 1oca1izada en 

una poeic16n eapecifica, ccn ve1ocidad conocida y en un tiem-

po determinado. Aei pues, 1oe efectos sobre 1a configuraci6n 

son mcdc1cdoc en un ccnt!do de promedio tempora1. 

Si 'f es 1a "f'u.nci6n de d1etribuci6n configuracional, 

1c tuerza broM?ie-'"'lo. cstd dcilc por: 

(3.16) 

La f'unc16n de distribc.oidn 't' = ~ (E',t}, tiene 1aa 

eie;u.ientee propiedades (4)i 

a) "1 (!_',t)d!:'·- representa e~ ndmcro de moiécu1ae qUe puedo~ 

encontre.rDe en e1 1nterva1o de configuraciones~' a !:'+d~'· 

b) ~ l¡I (¡' ,t)d.!:'= 1, cuando se ha. norma.liob<io, 

o) < p} es e1 va1or promedio de una cantidad dirntmica P(!:') • 

definido pors 

( 3.17) 
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3.4. l'UERZA COULOt.-mICA. 

Un po11e1ectr61ito es un po11mero con grupos ioniz!!_ 

b1es repartidos a 1o 1argo de 1a cadena (2). 

Se dea1f7].a por !gr 1a f'uerza e14ctrica q~e •• nece-. 

aario introducir para estudiar e1 comportamiento de ao1uc1o-

nes de estas es~ecies. E1 efecto de 1e. reflU1sidn cou16mbice 

se trata con carghB puntua1es de ma.enitud q, aepar~das por 1& 

dietanciu extremo-extremo (ma&nitud de!:)• u travda de un 

fluido con constóllte d1e14ctricu. €. • La core:b. l:l.Si81'11:1.C1ll. '"' 1ao 

esferaa, intenta representar 1a repU1sidn entre eitioo ioniz~ 

don que se distribuyen en todu 1u macromo14cu1a. Se supone 

~ue puede •~1icp.ree llnh eimp1e f'uerza cou16mbica, inde~enCLien 

te de 1n concentruci6n d• contraiones en e1 disolvente (11). 

(3.18) 

3.5. DBSARROLI.-0 DEL MODELO C0"1'LE'l!O, 

Si una ao1uci6n po1imfrica ~lu7e, e1 m~vi.miento de1 

disolvente tiende a ~ineur 1as mo1lcu1as y en el c~so de que 

IRtas aean f1exib1es, a extender1us. Esto e•, 1a distribuci6n 

de configuraciones de~cndo de1 bQ1bl1Ce entre 1as f'UerZbA de1 
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movimiento bror.nie.no, las :f'uerzas 1ntremo1ecu1ares, las hidro-

dinámicnc y 1aa eléctricas. Cuando e1 balance entre todos ee-

toe tipos de f'uerzae se describen en 1oe t4rminoe expuestos y 

se combinen, eo:p1eando e1'C".u1tl1newnente 1i;. ecuaci6n de continu! 

dad(5): 

\~. + "1· <!:.' "{ >~ o (3.19) 

que representa la conserve.ci6n de la probabilidad configura-

cional, se obtiene una ecuaci6n direrencia1 parcial para la 

funci6n do distribución de la confif:Ur&ci6n de las col.~cul~s 

en un campo de fiujo arbitre.ria, llamada. ecuac16n de dif\lsi6n. 

Debido a que el tiecpo asociudo con la inercia do 

las maaao e:;. muy peaueño campa.re.do con el. tiempo de rel.a.ju-

miento u:.ccroscépico, t
111
/tr.-... o, los términos de acel.eraci6n 

no son importantes y puede escribirse el sigUiente b~l.o.nce do 

fuerzas: 

( 3,20) 

Combintmdo 1ae expresiones correspondientes a cada 

~ de 1ae dos esferas~ 

2 2 
-2kTV""'t'+ .....S..:!:.'= Q. 

t.r• .> 

al. deepejc.r f•, ee obtiene 1a ecut:.eidn de movimiento: 

(3.21) 
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• 2K -l. 2kT( ¡-l. , . 
!:'02 I~·!:' - ~(¡ -dP.I!,) !:.' - ~ ~ -dEJ?, VJJn"I 

2 

+ E ;9 r' 3<~ - d P.I!.>-1 !:' (3.22) 

?itu1 tiplicando por la func16n de distribuci6n, apli-

oando el o-perador V• , eustituyendo en la ecuecidn (3.19) y 

agrupando t'rminos, se obtiene la ecuacidn de difusi6ni 

- ~·· r•l'lll 
e - l (3.23) 

el factor 2kT/7 ne c!m!:ol.izo. por D y recibe el nocl:rc de CO.!!, 

ficiente de dif'Usidn (5). 

En fo:n:ia adimensional. 1 la ecuacidn de dif'ueidn pUe-

de escribireo utilizando lae siguientes variables. 

7 (No.)2 
Tiempo care.cterieticos e= 6NkT 

!:.' 
Longitud Cbracter!eticat !:= -¡r¡:-

t• 
Tiempo ad1oeneiona1: t= (5) 

.2 
Par&netro de dene:idc.d de carga: E= E:k1·No... 

Gradiente de Vel..•.adimeneionDl.s ~E>~· 

(3.24) 

(3.25) 

( 3. 26) 
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O trae detiniciones soni 

e¡.. {if r (3.29) 

]. 
(]. - .2:.__ l (3.30) d = 1! 

{ii r 

H= 
]. (3.31) 

]. r2 

La expreei6n de 1a ecuacidn de difUsidn, en ~orca 

adimensiona1 es1 

(3.32) 

3.5.1. SISTE:!A DB ECUACIONES DI~ERENC1ALBS. 

Puede generarse una ecuacidn de cwubio ~ara e1 vec-

tor de cont:leurac~dn, mul.t1~1icando 1a ecuacidn (3.32) por!:!:. 

y procediendo 1a ecuación resu1t&nte (eeccidn 3.3, inciso e) • 

. En e1 proceso de 1.nteF.raci6n, ae B.1'rovecha e1 hecho de que 1u 

:tuncidn de dietribucidn se aproxima exponencial.mente a cero 

cuando r tiende a infinito (5). Loe deta11ee de esto l'U&den 

ser conS111tados en 1a referencia citada• ~ágina 483. 

Se obtiene 1a siguiente ecuacidn promediada: 
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Definicidn: 

X= (1-)~fi!r+1) + -3-(.ffi-N-:'-+-1-)""¿ 

2(..W-1> 

Nr2C.fiir+l) 

4E 
3Wr2(.fiir+1) 
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(3.33) 

(3.34) 

Uti1ize.ndo (3.34), 1a ecuacidn (3.33) ee trane~orma 

(3. 35) 

Sea ol, 1e. magnitud de1 gradiente de ve1ocidadee 

adimensional, entonces de (2.19): 

( 

( 1+).) ( 1-).) 

L • ";! -(1-).) -(1+;tl • 2 
o o 

1 T 
Tensor rapidez de deformaci6n: R= 2<~ + ~ ) 

o 
-2(1+).) 

o ~) 

(3. 36) 

(3.37) 
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Sustituyendo (3.36) 7 (3.37) en: 

(

(1+;1)(1-E) (1-,al 

?; = ~ -(1-;ll (1+).)(E-1) 

o o ~) 
7 debe recordarse que1 

(3.40) 

Suot~tu;rendo (2.27), (3.39) y (3.40) en (3.35) y 

deearro11ando por e1ementos, se obtiene e1 siguiente sistema 

de ecuaciones direrencial.ess 

h<x2>= (e<(1+).)(1-E) - ...!..)(x2> +o<.(1-;l)(.xy) + ~ (3.41) 
1'l'Ñ 3N r 

d X av 2 2 n<xy)= - -(xy) + 2'1-}.)((y > -<.x » 
. rttf 

(3.43) 

d 2 X ,.2 2 n<z > = - _.,. > + :::3.72:: 
rfti 3N r (3.44) 

A1 inicio: t= O,ar(.= o, 1ae condiciones inicial.es 

pueden resumirse como eigu.e; 
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(3.45) 

e1 simbo1o b :1j es 1a de1ta de Jtronecker. 

3.5.2. VECTOR DE CONPIGURACXON INIC:uL. 

La magnitud inic1a1 de1 vector de configurecibn ao 

ca1cu1a directamente de (3.45): 

(3.46) 

(3.47) 

Sustituyendo (3.34) en esta ex:presidn y reso1viendo 

para (r)
0

t 

-(niE+3l(r)
0 

- E = O (3.48) 

.esta es 1a ecuaci6n que debe reso1veree ~ara obtener 1a m86tl!. 

tud de1 vector de con~iguraci6n 1.nic:1a1, uti1i&ando como paré_ 

metros 1oe va1ores de N y E. 



4l. 

3.5.3. 50!.UCIO?t AL EST/IDO ESTACIOUAnIO. 

Haciendo (d /dt)= o, en e1 sistema de ecuaciones d.!, 

ferencih1ee de 1e seccidn 3.5.1., y ~espués de ciertos arro-

g1os aJ.cebruioco, se l.l.ega a1 siguiente eietetll5. do ecuaoioneec 

X(.z~ =ti 
cuya ec~uci6n co: 

<x2>= 2(Y.(7. +o(.ffir(l.-t)(i+lll + o<."Nr2(i-ili2l 
3ux<x2 + c<.

211r2<ci-,lJ 2 - ci-ei"ci+7J 2ii 

-2cln,.2(l.-t)(l- -x2) 
<xñ=~~~~-=-=-=-~'-=-"'..C,,.~-,,.~ 

3117.0:2 +«211r2 ((l.-;IJ 2 
- (l.-él 2{l.+:ll 2 ll 

?(J'.(1' -c!~r(l.- el ( l.+:ll) + o<.2i<r2( l.-íU 2) 
311X(x2 +ct"Nr2cci-;tl 2 

- ci-ei2ci+.:tl2ll 

(3.49) 

(3.50) 

(3.5l.) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.55) 

(3.56) 
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3.5.4. l!AG!IXTDll DBL GRADIENTE DB VELOCIDADES. 

De 1a traza de1 tensor¿!:!:.) , (2.27), puede calcu-

1arse e1 cuadrado de 1a magnitud de1 vector de configu.rac16n: 

(3.57) 

Sustituyendo (3.53), (3.55) y (3.56) en (3.57) y r!. 

eo1v1endo para e1 cuadra.do de a1fas 

1a re.!z cuadre.de. de 1o. ú1tim& enresién, proporciona l.a me.en.! 

tud del. traC~c~tc do vel.ociCE.Ccc edic.c~oio¡:nl.. 

3.6. Ct.SCS PARTICULARES. 

1.- Model.o 11.nea1, ~actor de :fr1cci6n consttinte (Q= 1). 

Este ea el. caso m4e._senci11o que puede considert.i.rse; 

se usa aqu{, al. igual. que en otros trabajos, como punto de p~r 

tida o de referencia. Consiste en ~BiBilar a l.a expresidn de 

l.a f\lerza del. conector, !a• una ferina l.ineal. y t.i.l. coe~iciente 

de friccidn independencia de la configuracidn mol.eculnr. 
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Se dice que es un modelo 1ineal., porque 1.a tensión 

en e1 conector es directamente proporciona1 a 1a se~araci6n de 

1os extremos_de 1a mo1dcul.a. 

P-Kr 
-e -

(3.59) 

(3.60) 

es deoir, 1.a macromo1lcula se comnorta como un resorte de 

Hooko, con una constente dada por (3.60). 

To::::.:?!'!do 1a ecuacidn de di:f'Usidn, e~ 1a fcl'l!:a (3.32), 

para mol.,cu1co sin cargas, con coeficiente do f~icci~c cc~c-

tanta y K= l., ce ol:tic::c:: d e O, Q::1 l., H= l., 'E== O y I:== ~f por 

1.o Cfl!O l.c mc~cic:cCa ccu~ci6n se rec~ce a: 

( 3.61) 

Como puede observarse de (3.24), l.a me~itud del. ticg 

po caracter!stico (tiempo de rel.ajW!1iento de l.a mollcc1.e.), d,!l 

pende del. coeficic~to de fricc16:: hidrodin&nica (3.4). Susti-

tuyendo (3.4) en (3.24): 

(3.62) 

l.o que significa ~~o el. tiempo caracteristico ca proporcional 

al. peso mol.ec~1cr e1o\~o a un eT.penente de 3/2, porque e1 nl! 
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mero de subunidadee estad!sticas N, ea tembi&n proporcional. a 

eeta cantidad. 

Para este caso 1a ecuacidn de movimiento (3.22), en 

t'nninoe de var1ab1es adimoneional.es esi 

(3,63) 

En ausencia de movi.cie~to brownienos 

( 3,64) 

de donde e~ Ceduco q~o e1 vector ea conf!gurc.ci~~ c~cco ex~o­

nencialmento sin 1!=ito si: 

(3.65) 

b+'eo e1 ~-;:.!.or propio Ce~ de C!:.yor vc.1or. 

Loe val.ores car~cter!sticoe de1 tensor r-radiente de 

ve1ocidadeo (2.1~)' exc1uyendo e1 !actor ot, so:i: - n. º• .¡-¡. 
La condic16..~ (3.65) se trensforca eni 

( 3.66) 

Esta desigual.dad representa, en genera1, un cdl.cuio 

aproxilnado de1 punto do eJ:.tc:loi6n ad.bita en ausencia de difg 

eidn browniana. 

Loo f'l.ujos que satiofe.cen eota á1titr.a expreai6n, se 

denominen "fiujos f'uertee" y 1os que no 1o hacen 11f1ujos d4b,! 
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1ee". El concepto de fiujo :f'uerte eirve para di.etinguil: entre 

movimientos capaces de inducir grandes distorsiones de 1as mg, 

l.'cu1ae, con respecto a su. estado de equil.ibrio y aquel.1oe 

que no l.as producen (17). En l.os flujos hertea, :-10. deformo.­

ci6n del. fl.uido es mayor que su verticidad; para un fl.ujo CO!:, 

tan~e eimpl.e, flujo débil. 1 no existe 1nestabil.idad en el. vec­

tor de configuracidn y para obtener grpndes de~ormaciones de 

l.as molécul.ae, son necesarios vc1oree muy el.evades de°"• 

La sol.uci&n de l.a ecuecidn (3.61), en condiciones 

de o~uil.ibrio, proporciona l.a f\lnci6n de dietribu.ci6n con~i~ 

racional. para el. modal.o l.ineaJ.. El. procedimiento ea el. si,gui~n 

te: 

La ecuación de mov1.r:dento (3.22), con l.ee sitnpl.ifi-

cncioneo correapondientcs e este caso y al. equ11ibrio (!:'~ ~. 

*'=Q), se reduce at 

(3.67) 

mu1.t1p11cando por 1a :f'Unci6n de di~tribucidn y up1icando e1 .!?. 

perador -r::¡ • : 

2 111: 
"'q "\'eq + ¡fV• !:.''\'ea.= O (3.68) 

que puede escribirse como: 
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(3.69) 

debido a que l..\1 eq• 'tJ eq(r') dnicBlllente. 

Integrando doe veces. La primera constante de inte-

gracidn ee cero, porque tanto l.a f'Unci6n de diatri.bucidn e.l. !. 

qui.l.ibrio ccco SU·derivcda, son nu1ae en r'~ o. 

Kr• 2 

'4.leq= e e~ (3.70) 

para eval.uar l.e. cor.etante de inteereci6n C, dobc ccp~ce.ree l.a 

siguiente c>:prosid:!: 

2 
e-mx d:"...= 

De l.a aecci6n 3.3: 

1("l!'._ )1/2 
¡¡ ,.3 

J
a:> Kr' 2 

e •2l<T 
o 

A~11cendo (3.71): 

l'inal.mento: 

(3.71) 

(3.72) 
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31Cr'2 

7 
(

311 )3/2 • . 
l\l eq• ~ j;'l (3.74) 

A partir de (3.74), puede obtenerse e1 val.or cuadr! 

tioo medio de1 vector de configurs.cidn, a partir de (3.17). 

Sustituyendo (J.60) en (3.74) y 4sta en (3.17)s 

(3.75) 

Xntegrendo y aimp11ficendos 

(3.76) 

sustituyendo (3.60)1 

2 a2 
(r' )eq•!I (3.77) . 

1o. ind.xima. l.ongi:tu.d de 1c ce.Clona. ees ll= Ha. , entonces: 

(3.79) 
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2.- Mode1o no 11.nee.J.. ta.ctor de fricci6n variab1e (~ 1) e 

:l.sotrdp:l.co. 

Loa avances m4e directos en e1 desarro11o de1 mode-

1o que se trata, ee presentan con la incorporacidn de un fac­

tor de friocidn dependiente de 1a contonnac~dn·mo1ecular1 ec~a 

c:l.dn (3.3), y con la de una BxPresidn no 1inea1 para e1 cone~ 

tor, ecuac:l.dn (3.15). 

Ambas modificnci.ones estM muy rel.aoionadas con el. 

proceso de extensidn mo1eculnr durante el. flujo; la primera 

se refiere a 1a alteracidn del fGctor de fricci6n y la secunda, 

pennite tener comportamientos más real.es en lo concerniente n 

la longitud ~inita que poseen las especies químicas. 

El. procedimiento pera la obtencidn de la ecu~cidn 

de di:f'ueidn, ea exacte::i.ente el mis=o de la eeccidn anterior: 

combinacidn de la ecuacidn de continuidad de la fwl.cidn de d!e 

tribu.cidn con 1a ecuacidn de moVimiento de 1a mo14cul.a; el. r~ 

eul.tE.do es e1 siguiente (17)s 

'l> \,1 1 K \f 1 'q ~ .....,.,. +ac"'l'·CL·rl¡ll - -v·C-r l - .... v.c-Q >=o 
0~ : - 2 Q'- DR 

( 3.80) 

Para poder reso1ver esta ecuacidn di~erencia1, ea ae 

caeario conocer e1 va1or de 1as tuncionea K(r) y Q(r); sin 

embarp,o, l)a.ra he.cerio debe primero obtenerse '\1 (!:,t) ~ vice­

versa. Este prob1ema puede evitarse recUrriendo a 1a aproxinz!=. 

ción de pre"Promedio (11.,15), en 1a que-ambas 't\lncionea son 
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oustituidas por 1os valores que tendrían a1 ca1cu1arse ut11i-

zendo 1ae raíces cuadráticas medias de1 vector de conrigura-

cidn instantáneo. 

La aproximación de prepromedio es muy exacta cuando 

1a funcidn de distri'bucidn es sums.mente Quntiaguda, aproxi~ 

dose a una :f\J.ncidn de1ta en 1a vecindad de 1a contiguracidn 

esperada de 1a mo1,cula; esto es 1o que sucede en :f'l.ujos !'u.e~ 

tes por las altas de!ormaciones de las mo14cu1as, y como con-

secuencia de los grttndee valores de N y a efectos colaterales 

de la no linealidad de k(r). En f'l.ujos d~bilee, lbs mo14culas 

no estdn muy distorsionadas y los valoree de K y Q no se BPEI.;!: 

tan demasiado de sus valoree a1 equilibrio. 

Fara valoree suricientemente grandes de N y E en e-

quilibrio, 1~ tuncidn de distribución se comporta de manera 

simi1ar. 

De.la ecuaci6n para(!:!:) que se obtiene de (3.80) 

y des'PU'ª de la respectiva descomposici6n por elementos, sur-

ge e1 sigu.iente sistema de ecuaciones diferencili1es: 

l. 
+ 'm<! 

d K 2 , 2 dt (xy) = - ¡¡ (>CY) +<(.(y> + oc..._<x ) 

(3.81.) 

( 3.82) . 

(3.83) 
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d<2) IC 2 l. d't z • - 1i (z ) + ".!llQ (3.84) 

Condic'iones inicie.l.esi 

(3.85) 

Xgualmente pueden obtenerse expresiones de 1oe mo-

mentas <xi..xj}, a régimen permanente, y para e1 gradiente de 

ve1ocidadeS. 

1C 2 2 «¡¡> - 2 oc. U-1.l 
(3.86) 

3NK((~) - 4 .,._2 l) 

1C 2 2 2 (i¡) - 2 ... ~(1-;ll 
(:r > ....... - ..... ---- (3.87) 

<x:r> • _..-o1.=c i;;;•"'A ... > __ _ 

3NQ((~) - 4o1.•;1.¡ 
(3.88) 

(3.89) 

1C 2 2 
2 3(-0 ) (NY. (r > - 1) e<.= ___ .,_.,,... ______ ..,... __ 

2(((it-1l2 - 2;\l + 6NK<r2),ll 
(3.90) 
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Para ca1cu1ar 1a :f\Ulcidn de dietribucidn a1 equ11i-

brio se ~arte do 1a forma genera1 de 1a ecuaci6n de movimien­

to (3.22), haciendo posterio:nnente 1as modificaciones de1 ca-

so que se trata. 

Simp1ifice.ndo 1a ecuacidn de movimiento y despu~s 

de mu.1.ti:pl.ioer l)or l\I eq Y' de ap11car el. operador V· , se 11.!, 

ga as 

d 2 d x·~'" r• V + ,. es 0 
dr' 2 ""'eq dr" kT r• 2 = 

l. - C¡¡-l 

(3.91) 

util.izando 1.oe miemoa argumentos que en el. caso anterior para 

integrar deo veceo: 

siendot 

jaro•, 

(3.92) 

K' ( r• )= 3NkT -¡;;-- (3,93) 

"1 anl.icar la condic16n X '¡l (¡:_• ,t)di;'= l., y deape­

ee obtiene lo Biguiente: 

R IC'R
2 

c·-
1= 4 ... J (1 - cf-1 2

) m r•
2 

dr' 

~ 

(3,94) 
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La eoluci6n de la 1ntegra1 contenida en (3.94), es­

tA dada en t4rminoe de la f'uncidn beta (5): 

Sustituyendo (3.93) y (3.95) en (3.92)1 

3N 

( 
r• 2)2 

1 - <r> -
\¡J eq == -2-R ...... :¡-B-( J"',"'"':J"N,.._•_1_) 

2 2 

(3.95) 

(3.96) 

La f'uncidn beta puede escribirse como un cociente 

de :tunciones gammas 

B(x,y)= r (x)r (y) r (x+y) 

Sustituyendo en (3.96): 

311 

(1 - ~12) • r <~. ~> 
"'t(j/ 2 Rj T' (, • 1) 

(3.97) 

(3.98) 

Mediante las expresiones que eif?\len (5,13), tot!l.bndo 

en cuentu que N es extremadamente grande, (J.98) se eimp1if'i-

ca coneiderablente y ee llega a la expreeidn 

-x e 

f'inal de 1•1 
,. eq • 

(3.99) 



---

3N 

c1 - c~>2 ,r 
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(3.100) 

{3.101) 

Este expres16n y le que correeponCo a un conector ,!i 

neal., (3.74), pueden compararse directamente. Por simple obee!:_ 

vaci6n, embae cx~reeiones difieren en el factor ~ue mu.ltiplice 

E>. 1a constante: 

(3.102) 

Dc~c:rollc=.do eotoo f&ctores: 

a) f::=c. ( 3.7(.) .- Fe:: ccrioc de Tc.y1.ori 

( 1~cr">2 1 <~>2<~>4 1 c.:l!!i3cr">6 > 
2 H +2i 2 R Ji 2 H +."" 

(3.103) 

b) Par~ (3.101).- Se hnce una expansidn binomial. y se consid~ 

ra que N >> 1~ 

3 

\J ( 3N ~'2 (1 3N(r')21(3N)2(r')41 (3N)(r')6 ) 
l eq= --, ~ R •n 2 !t -n 2 R +. • • 

2"lf R (3.104) 

• 
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La comparfl.Cidn entre (3.103) y (3.104) ea clara y 

convincente y 11eva a la conc1usi6n de que para fl muy grande, 

1as dos f'unciones de dietribucidn son equ:1va1entee y dependi,!.n 

tes, en forma explicita, de este par4metro. 

Puede demostrarse por eva1uaci6n directa de las fua 

cionee C'l.ue, para N= 100, la diferencia entre ellas es in!nima. 

Taitbi6n debe notarse aue con el. aumento de N la estrechez hU­

i:nenta, de menera que para ?~Z:: 1000 se obtienen funciones del.ta. 

Todo esto es como justificaci6n del m&todo de eolu­

cidn, empleado en 1.oe siatemae de ecuaciones diferencial.es pr!. 

sentados. 

3.- Modelo no lineal, factor de f'riccidn variable, anisotrdp,! 

co, con desliza::iiento. 

La. caracteristica más distintiva de loe ce.sos '{lBrt!. 

cularee anteriores, sin importar la 1:1.ne~l.idad o ia no 11.ne~-

1idEü de1 conector, es 1a expresi6n eimp1e, de ~rimer erado, 

de1 coeficiente de fricci6n. 

Para incorporar caracteristicae aniaotrdpicaa, es ne 

~asario inc1uir en ia f'uerza de t'Tioci6n hidrodinámica 1os t~~ 

minos expuestos en 1a eeccidn 3.1, ecuacidn (3.12). 

En t4rminos de variab1ee adimeneiona.1ee, ia ecuaci6n 

de difusi6n es; 
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(3.105) 

La t"uncidn de distribución a1 equ111brio ee (27): 

311 
\u = J(1 - r2¡2 
"'íeq 

J es una constante de norma1izeci6:i. 

(3.106) 

Yh co es necesario indicar deta11adamente 1as etapas 

seguidas paro. obtener 1a ecuacidn de cambio de ocC!:!:) • 

(3.107) 

La eo1uc16n aJ. estado trcnsitorio ee consigue e1 r~ 

ao1ver e1 siguiente sistema de ecuaciones diferencia1esi 

42> l<2 2 d (y = (o((J-t}.)((-1) - -J<.y ) -"'-(1-;I) <><Y)+ -(3,109) 
t filr 3rl!W 

d 2 X 2 1!t (z ) = - - <z ) m,. 
2 +-

3rNf!i 

(3.110) 

(3.111) 
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Condiciones inicial.es: 

(3,l.12) 

La de!in1ci6n de X, para este caeo, es 1a equival.en, 

te a (3.34) con E= o. 

So1ucidn e.1 estado estacionariot 

= 2(X(X +oc..fÑr(1-6)(1+,l)) + «.2t.r2(1-,l) 2
) 

3HX(X2 +o<.2Nr2 ((1-].) 2 - (1-e) 2(1+;t)
2

)) 

<
7

2) = 2(X(X -«.J'Ñ::"(1-6)(1+,l)) + cc.2ur2(1-,!)
2

) 

3NX(x2 + e<2tir2{(i-~ 2 - (1-E) 2(1+~ 2 )) 

(.xy) 

'1 <.•2) 2 = Wx 

Vector de conf1guraci6~ inicia1t 

4 ?4 2.8 4 ,.(3!1+2) (r + -(N+1) <.r ;> - ,. (r) - -= o , •.¡¡¡ o,•.¡¡¡ 

Cuadrado de1 gradiente de ve1ocidadest 

(3.l.13) 

(3.l.14) 

(3.l.15) 

(3.l.16) 

( 3.117) 
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0/.2=~~~~~~~~..;;...,:..:.;~;,-<....;;....;;..'-~~~~~~~~ 
ll(r ((1-6) 2(1+A) 2-(1-;ll 2 ll 

(3.118) 

Uno de 1os asnectos m4e interesantes de este caso, 

es 1a existenci.a de un esnectro continuo de tiempos de re1aj!!; 

Jlliento dependiente de1 grado de exteneidn mo1ecu1e.r. E1 tiem-

po de re1ajam1ento caracter!etico tr esi 

(3.119) 

entonoess 

3 

tr• O <"'J•.JN2(.fÑr(1-r2))) (3.120) 

En equ111br1o cuando r== 0(1/./Ñ), e1 tiempo de re1a-

jemiento (3.120), se reduce a1 correspondiente de1 modelo li-

nea1 (3.62). Sin embargo, tan ~rento como la mol4cula ee ex-

tie~Ce, el tiempo de relajamiento inicia1 sufre un incremento 

proporciona1 a .JÑ y posteriormente decrece nuevamente cuando 

el resorte nó 1inea1 empieza a dominar. 

Be im!)Ortente destti.oar, como nota f'inal de esta !18!: 

te, que si se hace E- O en las elt"Presionee (3.34), (3.48) y 

en los sistemas de ecuaciones de la seccidn 3.5, se obtienen 

en forma direct• y sin comp11cacionee todas 1as ecuaciones de 

este caso particu1ar. 



4•- So1ucidn di1uida de po1ie1ectr611tos. 

Se han hecho diversos intentos para 1ograr 1a dee­

cripcidn de macromo1écu.l.ae cargadas en so1ucidn o po1ie1ectri 

11tos1 1a 1on1zacidn de 1os grupos inf1uye sobremanera en e1 

comportamiento de estas sustancias. Actualmente ee conoce e1 

efecto cualitativo de1 grado de ionizaoidn de1 po1ie1ectr61i­

to, de 1a concentración de e1ectr61itos de bajo peso mo1ecu­

lar o contraiones y de1 tipo de diso1vente sobre la configur~ 

c16n mo1ecu1ar a1 equilibrio: es decir, e1 efecto conjus&do 

de 1os elementos polie1ectr61itó/diso1vente/contrai6n es muy 

importante en 1as pro~iedades de estos sistemas. 

Cuando el grado de ionización es pequeao, o 1os si­

tios cargados est4n rodeadoe de gran cantidad de contraionee, 

aus dimensiones al equilibrio se incrementan 1evemente y el 

po1!mero se comporta como cu~1quier macromoldcul.a sin cnr~a 

(Pig. 3.5); mientras que a bajas concentraciones de sa1 y a1-

toe niveles de ionizacidn, 1a configuraci6n de l.as mo1~culas 

está muy extendida y se produce un gran incremento de viscos! 

dad intr!nseoa. 

Existen antecedentes (11), que muestran que el incr!. 

mento de 1a vi.scosidad intr!naeca con e1 aumento de la maeni­

tud de la carga efectiva, -pUede ser representado mediante 1oe 

modelos moleculares presentados y desarrollados aqu!. Las ~r!. 

dicciones se encuentren respaldadas ~or medidas e)tl)er1menta1ea 



de 4cido po11ecr!lico en agua y eu1fonato de polieatireno en 

glicero1 y agua. 

Una forma sencilla de agregar e1 e~ecto de repu1eidn 

eldctrica entre puntos intraco1ecu1aree ionizados y repartidos 

a lo lürgo de 1a cadena, es mediante la aeignac16n de cargas 

'P\llltuales, de iEUa1 magnitud, en 1oe extremos de una. mancuer-

na como las que se han descrito con todo deta11e, a lo largo 

de este cap!tu1o. Si el modelo con cargas posee a su vez un 

conector no lineal y un factor de f'ricc16n dependiente de la 

confotinacid~ e ieotr6pico, se obtiene el modelo desarrollado 

por Dun1ap y Leal, prcsentndo a continuacidn como referencia 

paro el desarrollo de caaoo rnés g~~era1es. 

La repulsi6n cou16mbica se simula por medio de car-

gas tnintuclco de mag=.itud q, correc~c~d~cnteo c.1 valor que 

concuerde con el erado correcto de er.pe.nei6n al equilibrio. ~ 

demás, se supone que l..a fuerza coul6mbica es independiente de 

la concentracidn de contrniones en el solvente. Por lo tanto, 

•1 efecto de estas pequeRas es~eciee lJUBde simu1arse alteran-

do el valor de la r.a.rga efectiva q. 

La ecuacidn de movimiento de la mancuerna ca.rea.da, 

ae presenta a con.tinuacidn: 

.,. r• 
'10 (. • ) 

- -- r'-Ii• r' 
.fiío. - = -

6NkT( r• J n, - 2- - 2 - 2kTV~'°\' + 
R 1-(r'/R) 

2 (3.121) 



Este mode1o, a1 isual. que e1 precedente sin caree.e, 

muestre. un tiecpo de re1aje.miento dependiente de 1a confo:nna­

cidn. Cerca de1 equi1ibrio, cuando q es pequeña, e1 tiempo de 

re1ajamiento está dedo por (3.24), que es es va.l.or de Zimm ~.!! 

ra une. cadena con intereccidn hidroCiné.:nica. La dependencia 

de1 peso mo1ecu1e.r de <E> eet 

3 

e - (peso cio1ecu1ar)~ 

3n e1 1!mi te de e1cvade carga, cuando 1a. mo1écu1a 

se encuentre cxtendiCn cocp1cte.::.cntc, e1 d:lico proccco de rc1a. 

je.miento en e1 mcCe1o es e1 coVicdento bro\';':lia.~o y e1 tiempo 

cara.cter!stico ce: 

3 
® N2 

rJ (l)eeo mclect.:.1~) 3 (3.123) 

Siguiendo e1 c~todo conocido, se obtiene 1a ccuac16n 

de dituoidn: 

i 'íJ ivw + ~ •(¡: T) 
3N>" -

( 3. 124) 

La carga efectiva ee encuentre contenida en e1 t~l"I!!! 

no adimeneionlll. conocido como ~aré::ietro de densidad de ce.rg&, 

expresidn (3.27), ~uo FUcdo considcrc.ree co=o une. medide de 

1a carga por unidad ca 1oneitud de1 ~o1ímero, o coco 1~ re1~­

ci6n entre 1a enere!n o1ectroet~tica y 1a t~rmica. 
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Para re1acionar e1 comportem.iento de1 mode1o con 1oe 

resu1tadoe experimental.es, se necesita 1a estimaci6n indepe!!. 

diente de q o de E: para estos casos, puede uti11zaree un va-

1or de E proveniente de 1a prediccidn correcta de 1a expa.nsidn 

en equi1ibrio para un eistem~ especifico eo1vente/po1ie1ectr6-

1ito/contraidn. Es posib1e estimar 1a densidad de carga ree.1. 

de un po1ie1ectr61ito, si se conocen e1 n11:nero y 1a distancia 

promedio de 1os en::poo cargados. Sin embe.re;o, esto no es prá~ 

tioo y E tiene que determina.rae por comparacidn entre loe va-

1ores anortEldoe por e.l.guna nropiedad macroso6pica y 1as predi~ 

oionee de1 mode1o (1os va1oree de1 mode1o pU&den ser conside-

rab1emente mayores, ya c¡ue éste, a1 concentrar las cargas en 

1oe extremos de 1ao mo1,cu1as, no toma en cuenta la dietribu-

c16n de grupos idnicos en 1a cadena). La compt:.racidn entre 1os 

va1oree teórico y experimenta1, ~ede hacerse mediante 1a de-

terminacidn de1 grado de expnnei6n a1 e[lui1ibr1o, def'inido de 

la manera siguiente: 

(3.125) 

.siendo (r2 }
0 

el. va1or cutt.dr€.tico medio del. vector de conf"i{'U­

raoi6n cuando E= o. La expanai6n mo1ecu1a.r ( 2 114), puede de-

terminarse ~or mediciones de diepersidn de l.uz o viscosidad 

intrínseca. 
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Es necesario aclarar que el grado de expansidn al. !. 

quilibrio es f'unci6n de N y E, lo que comp1ica e1 problema. 

Estudios de birrefrineencia en f'l.ujo de polímeros no idnicos 

sugieren que cada eubunidad eatad!stica contiene alrededor de 

treinta mon6meros. En consecuencia, dependiendo del peso mol!_ 

cular de la unidad estructura1 y de eu ndmero en la aubuni.dt1.d 

estad{stica, N= 100 re'Preeenta aproximadamente un peso mole­

cul.ar de 0(105 ) y N~ 1000 de 0(106). 

Trabajando con la ecuacidn de difusidn y efectuando 

les operacionea convenientes, se obtiene la ecuacidn de cambio 

del tensor {E:) 

(3.l.26) 

de 'eta, surge la ecue.cidn de la magnitud del vector de conf.! 

guracidn a1 equilibrio: 

(3.l.27) 

A partir de la ecuacidn de dif'ueidn puede ca1cular­

se la tuncidn de dietribucidn al equilibrio, cuya forma ea una 

extensión de ia e:icpreai6n (3.101), con un ~actor exnonencial. 
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que incluye e1 parWletro de densidud de curga: 

3N 
1 22 

lJ 0 = J-(1-r ) 
1 q OC! 

-3S 
r-e ( 3.128) 

Bl cooportwniento de est~ f'unci6n es simil~r u l~a 

de caeos anteriores, se aproxima a funciones delta segdn ee 

incrementen los v<.:.lorco de g y l•. 
Hasta nqu! los comentarios y obscrvucionea tom~doc 

de (1.1.), ec5l.o resta mencion~r e.lf'\Ul.Os resultados ~ue ner:.n pr!!_ 

eent~doe en el capitul.o siguiente. 

Ahora bien, si se incluyen car-~cter!eticas l:l.Ilisotr~ 

picas en el coeficiente de friccidn, y dee~ués de un ~rolijo 

des~rrol.lo, se obtienen tod~s l.&B ecuaciones que fU~ron ~re-

sentadas en el caao generul (seccidn 3.5) y nue no es naces~-

rio reproducir. 

5.- Sol.ucidn concentruda de poliel.ectrdl.itos. 

gr&n p¡,¡rte del deaurrol.lo presentado, es 1~ BU~Qsici6n ue 

que 1.ae soluciones eHt~ muy di1uidas, con e1 objeto d~ evi-

tar interucoionea inte.rrio1ecuie.res. Púrtt noder estudiL<r ai!':-

tema.e de mttyorcs concentr~ciones, e~ta. su,,osici6n yu no f'un-

ciona y deben hacerne 1us debidas modificaciones oi se aui~rr. 
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~~e e1 mode1o conce::"Ve su f'ur..cional.idad. 

Se ha hecho menci6n de1 efecto producido ~or 1a rc­

pu1sidn e1lctrica e~tre los gru~os cargados, que da como resu!, 

tado un au::.c~to en 1ae dimenciones mo1ccu1e.res. Si a esto se 

1e agrega ~ue e1 eo1uto está constituido por moléculas alarg!!. 

das, r!Eideo y do tipo fi1iforme, es factible, debido a las 

caracteristicas anieotr6picae que tendrdx:r. estas especieo en 

:flujo, hace~ loe cambios <r~e a conttnuacidn se presentan. 

51 se considera una eo1uc16n de ma.cromo1éculas r!g!, 

deo y c.1c~g~cc do lonGitud L y dié::lotro d (L>>d), en el in-

terval.o de cc~ccntracionos: 

l. 

7 << n <.<. (3.1.29) 

La condicidn n'>> j,-3 ei.gnit'ica que las mol~culae ª.!!. 

tán pr6ximae y existen fUertee entrecruzamientos, mientras que 

la condici6n n<< ~/d.L2 , experimentclmento qu~erc decir que 1a 

ooncentracidn eat~ ouy por debcjo de 1a concentraci6n en 1n 

cua1 1as mol4cu1a..q octl."'l o:::ic::.tcd::.a en una direcci6n deda ( cou 

centraci6n critica de 1e t:::an&ici6~ isotrdpica-nemática). En 

situaciones coc:uncc, pcrc une co1dcu1c con neso mo1ecule.r de 
6 o o 

10 , longitud de 1000 A y Cil.::i.etro de 20 A, se trata de una 

concentracidn mlcica c~~~c 0.2 y 5~. 

En esto cano, 1ca co14cu1as se ditunden en fo:n:ia 
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gradua1 y casi sin obetácu1oe en d1recci6n axi.Bl. 7 están imP.2, 

didae de moverse perpendicu1armente nor 1os obetácu1os que r!. 

presentan 1ae otras mo1t!cu1aa, en otras pa1abras, 1oe movimiee, 

toe rotacional.es est4n muy reotr:Lngidos. 

Doi y Edwards (10), contribuyeron eignif'icativamente 

a1 campo de la dinWnica de eo1uciones concentradas de macromg, 

14cul.as rígidas. Demostrare~ que: 

a) E1 coeficiente de dif'uci6n rotaciona1 en r•&imen concentr~ 

do, varía en la forma siguiente: 

(3.J.30) 

B0 es un f'actor constar.te que agnipa variabl.ee como son 1a tem 

peratura, la vi.ecooidad del. disolvente y la geometría molecu-

lar, y Dro es el coeficiente do dif'uoi6n rotaciona1 en r'gimen 

dil.uido. 

b) La expreeidn del. tensor de eet\lerzoe de una so1uci6n con-

centrada de mol.&cul.no r!Sidec, en el. intervalo de concentra­

ciones mencionado, ee reducen 1a cxpreaidn (2.24), porque 1os 

tdrminos que 1.nvo1ucren tuerzao intermo1ecu1aree aon despre­

. ciabl.es cuando ae 1.ee com13are.· con e1 t6rmino (!:!'.:) • 

Tomando en cuenta 1a rorma de1 coeficiente de difu­

ai6n en (a) y recordando que el. coericiente de fricci6n tl<r), 

ea pro~orciona1 a 1a 1ongltud característica de 1Q macromoll­

cul.a, se nuedc tratar de incori:>orar el erecto de 1.a concentr!!: 

/ 
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cidn y de 1a rigidez mo1ecu1ar en e1 coeficiente de fricoidn. 

De (3,130): 

(3.131) 

porque D ri.1 L-3 
ro ' 

Bntoncea para r&gimen concentrado ee poetul.a que e1 

nuevo coeficiente de friocidn 'Í"• sea. proi>oroiona1 a1 cubo 

de 1a 1ongLtud mo1ecu1ar. Lo anterior eignif'ica que ee otorga 

mayor poeibi1idad de contacto 1ntermo1ecular 1 que se traduce 

en un incremento de 1a f'riccidn hidrodin4mica. 

Por tsnto qued~ eetab1ecido, con 1os argumentos an!e 

rieres, que e1 coef'iciente de f'ricoi6n tome 1a siguiente f'or-

mas 

( 3,132) 

( 3.133) 

Como se verá en el siguiente capitul.o, esto queda 

~Bti:fics.do en el caso de que E "'i"l. 

Del caso general., se "CUede pasar directamente al t~ 

tamiento de sistemas de mollculae rfgidae y alargadas en reg!-

aenee concentrados, modificando el coeficiente de f'riccidn en 

la f'orma indicuda. 
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Ecuacidn de dif'Uei6nt 

+ (; 3 1 (F. - ~)!: - !!·!:1'\1\ (3.134) 
Q (1- dl 3'~r - / ) 

De 1a ecua.cicSn de cambio de (rr) , ee obtiene el. s,! 

g\liente si.etema do ecuaciones diferencial.es plil'a 1a so1uci6n 

transitoria. 

d 2 X" 2 2 
¡;t{Y }~ (<((1+,¡)(f-1) - ~)(y) -«(1-;l}(xy}+ ::r.r.; 

N...-t:r 3r NJíi 

d X" oi 2 2 ;r.Qcy}• - ::j¡p(xy} + 2<1-,l)((y ) - {x )l 
N Nr 

X"= 4,/Ñr 
(1-r2 )(..t!ir+1) 

2(,/Ñr-1) 

Nr2(v'iir+1) 

+ 4( 31Ñr+ 2) 

3.¡;rr(.(ti'r+1) 2 

4E 

(3.135) 

(3.136) 

(3.137) 

(3.138) 

(3.139) 



Condiciones inicia1eo~ 

Vector de configuraci6n. Magnitud inicial.: 

+ 2./Ñ(-31!....fÑE+2)(r)
0 

+ 3(1-tl) - 2EJÑ = O 

So1uci6n a1 estado estaciontt.rio. 

2(X"(X" -t<e'.,/!i~ 3(1+2.lC1-Ell + <>e.2113(1-,p 2r 6 ) 

3X"(X"2 .... 2ii3r 6«1-:u 2 - (1+,V 2<1-!l 2 ll 

2(X"(X• -cnJfo·3c1+;tl (1-El l + o<2113 c1-;u 2r6
) 

3X"(X• 2 + .._2t! 3r6((1-~ 2 - (1+)J2(1-E) 2
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Cuadrado de1 gradiente de ve1ocidedeo. 

68 

(3.140) 

(3.141) 

(3.142) 

(3.143) 

(3,144) 

( 3.145) 

(3.146) 

(3,147) 
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4. RESULTADOS. 

En 1~ parte inicie..1. de esta obra se resa1t6 1~ grbll 

inf1uencia que tienen 100 cambios de 1aa confieuracionee mo1~ 

cu1nres de eo1uciones po1imdric6.s, en l~ existencia de ~en6-

menoe móOroscó?icos &8ociados con el :flujo ee :fluidos no newt,2. 

nianoe. 

Lo hecho en e1 tercer c~pitu1o p<...r~ el moda1o com­

?1eto y en cadQ un~ de sus vz:;.rienteo, ?ermite tener ex~resio­

nes de cambio de1 tensor (!:!:.} y de c~du uno de sus com~onen­

tes, de menerei. n.ue pueden emt>1curae en 1a. e~re-si6:i ó.e Krwncro 

pare relacionar todos loe fen6oeno~ m1crosc6picoo ya er.unciu.­

dos, tHlen como: eovioiento browr..iti.no, interMCCiones molecul!:_ 

res, etc., con ~rot>iedudes reo16~icao mediblea, ~oi como tum­

bi6n 0&:1.bioe en la. ma{!nitud de1 vector de coníigur ... ción, dhdOE 

nor la raiz cundr~d~ de 1a trto.za de1 mi~mo tenoor. 

En 1b eecc16n 2.1 se hizo referencia, en t~njinoo ~~ 

neru.1izwioe, a 1oe reau1tados ex:oerimcnti~1es de 1ll.O funcioneE> 

·mnteritil.ea a r'rrimen pero~e~te y en BXT.1erimentoe de creci­

miento de efif'ucrzos. Actue.1!!lente, 1a Cbl1tid~d de int'ormi~ci6n 

experiment1::.1 sieue oiendo insuficic~te, urinci~u1mente en ni~ 

teman di1uidos de so1ucione~ nol.im4ric~a. Sin emb~ro, a par­

tir de l.-}80 se han nubl.ic1:=.do u1e;unos resu1tto.dos muy dti1.eA n:= 
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ra dar va.l.idez a 1aa ~redicciones de1 mode1o desarrollado en 

•ete t~abujo y son los siguientes: 

Estudios de birref'rinEencio. en nujo (rn\ra detE:rr:li-

nar loe CBl:lbioo de confieuracionee de lue mucromoléculaD en 

:fl.ujos :tuerteo), demostr,ron r.ue en 1~ mayor{u de loe casos e.E, 

to. propiedad se correlacion&ba muy bien con el vnlor propio 

del tensor grndiente de velocidndeo, ,-.( .¡¡, conocido como in-

tenoidad de fl.ujo, aue determin~ el l'T~do de deforoscidn mo-

lecul.ar. Esto. variable es un.u co~bin&ci6n del ti~o de f1.ujo 

(J) y del grediente de velocidades ~uc imnl{citu.o.ente contie-

ne el tiempo de relbjamiento molecu1ar. La corre1aci6n docup~ 

rec:!e. cusndo A se 1:.':lroximabu b. un vul.or de cero. 

a) Soluciones de polímeros no i6nicoe (16,18). Se compt.rc:..ror. 

resu1t&.doe te6ricos de una mancuerne con coe~iciente de frie-

ci6n dependiente de l.~ conformncidn, con 1.os experimentLl.en de 

sol.ucionee diluidEe de noliestireno de u1to ~eoo mo1eculkr en 

un disol.vente viscoso. En so1ucionee de Ol>yor concentre:..cidn 

se util.izi:..ron 6xido de nol.ietileno en ~eua y ~ol.iestirer.o en 

tricresi1-fo~futo. 

F~~ estos estudioo, 3C r~eal.ta 1ü i.m.~ort'WlCi~ de cono~ 

derb.r 1u dietr1.buci6n de l)esos mol.ecul1tres y el. tiempo de reo-

puesta de 1.~s DOl.écul.~s h1 1"1.ujo, ~ara reprevent~r ~aecund~-

ment~ 1.oo eXl)erimentos. 

Se dcmo str6 C'Ue 1.a dietribuci6n de pesos mol.~cul.l•-
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rea disminuye o e1im1nu e1 gradiente de ve1ocidadee critico de 

extenai6n edbita, ~ue carbcteriza 1os sistemae monodis~ersoe. 

Iguk1mente, auedd dete.nti.nado que 1b birrefringencia 

&ument6 ~onot6nicamente con e1 grodiente de ve1ocidadee, sien­

do 1ineal. su comportamiento L b~jua concentraciones. 

b) So1ucionee de po1ie1ectr6litoe (25). Se reportl:ll'l dutos de 

soluciones diluidu~ y concentrad&s de polieGtireno su1fonn­

tado (N~-PSS), en glicerol con cloruro de sodio pti..ra tener ni­

veles v&.riubles de contruiones. 

Es sabido aue la co~fif.'Urgci6n de polielectr6litos 

en una soluci6n en re~oso es unn f'unci6n del n11mero do contr~­

ion~s en el dieolvente. ~ bcjoa niveles do ea1, un nolie1ec­

tr61ito f\J.erte c.umentu sus dimensiones considerablemente en 

un di.sol.vente pol.p.r y puede eproximtl.rse e. unl'. confic;uraci6n 

de barrb ríp.id~ compl.eta.mEnte extendida, si l.us repul.siones e-

1.éctric~s son 10 suficientemente erandes. Si 1~ concentrbci6n 

de 6c..l. es gr&ndc, las cLrc~e son cubiert~s por nubea de con­

tra.iones, disminuyendo l.as repUl.siones y l.orri.t~dose rue el. po-

1ie1ectr61i to ~dnuiera fl.exibil.ide.d y nue su confip:ur~ci6n ~~ 

. e"!)ronme e. l.e. r.ue tendrin en e.us1:.nci<.i. de ct1.re;a.&. 

1\ récimen estacionario se determin6 l.o i.-.icuiente: 

]..- Loe dbtOs ne..r1:1. todos l.os flujos con A) 0 1 se correl.acio­

nl'l.bhn con l.b inten3id~d de fl.ujo, de ic:u.~1 f~rr.:~ ~ue pe.r~ no-

1.imeros no i6nicoR. 
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2.- Dependiendo de la conccntracidn de sal, exiote unu c1ara 

tre.nsicidn de un cooportamie~to t!~ico de mol~culas r!gidee 

{sin sal.),~ otro de f'l.exibles (al.tas concentrecionca de aal). 

El. gradiente de velocidede5 correspondiente bl punto de extcn­

Eidn sd.bita, aumenta con el incremento de NaC1. 

3·- L& birrefringencia es 1inee.1 er. cierto intervalo de cor.ceu 

tracionee óe ~olíoero (50 ~ 100 ppm), paru la ~eyor concentr~­

cidn de so].. A bajas concentrncioneo DE1in&e, eeta propiedad 

es no 1i.nea1 coa:o correo!Jonde e. pt:trt:!.culas r:!e:id'"ª• 

Obeervacio~es e ráeimen no estacione.ria: 

1.- Rn f'1ujos corti:sntcs eimpl.es e.n¡.recieron m6.xir.ios, cuya ml!C­

nitud ~entd con 1~ rbPidcz de corte y con la diominuci6n tle 

ln concentracidn seli.:1~ (cier.do nulos a al.te.e concentrúcionco 

de ac.l.); 1os tieo,oo ncece~rios p~rn blcenz~ lhs cimba aicmi­

nu!an con los f"l'udientes de velocid~des y con l~D C4rg~s. 

2.- En fiujoa hiperb6licoa no se encontr~ron m11xil:!oa en un E.m­

plio inte:-v~1o de vclocid~des de extensión. 

En una pub1iccci6n m~s reciente (37), ae estudi6 el 

efecto simul.t€neo de l~o concentrkCionen de uolimcro y e~l en 

.fiujos cortlintes simnles. 

Los un'1.ieis tr~sitorios mue~tr..n 1~~ mimnas ten­

dencib.e descritas e~ TI'-rr~fos i::.nteriores, a c4ber! a bhjas vc­

lociC.ades de deformaci6n, lb. birrefrinl"cncia c.umcnt~ r!!Onot6ni­

cemente con el tieo~o; si loe PTLdientes ~ur.:cnt~ b~~recen mt-
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ximos. So1uc1ones sin ea1 ~roducen cimas mayores, mientras que 

1as que poseen mayores cantidades de ea1 no presentan máximos 

a ninguna rapidez de corte. 

Lo m~s significativo de este articulo, viene a ser 

1a conc1usidn de que 1os efectos de 1a ea1 añadida y de 1a CO!! 

centracidn de pol!mero no son independientes, porque loe re­

eu1tados trn1eetran a 1a birrefringencia dependiente de una com 

binaci6n de los erectos de :fuerza idnica y concentraci6n macr.Q_ 

mo1ecu1ar, en vez de hacerlo de la concentracidn absoluta de 

sa1 únicamente. 

A continuacidn se describen en orden crono16~ico y 

de manera euo:Lnta, loe princi9ales resu.l.tados de los primeros 

caeos particul.ares referidos en la eeccidn 3.6, con el objeto 

de que puedan compararse simultánea y directamente con los r~ 

su1tadoe de1 mode1o comp1eto; en 1a Úl.tima parte de1 capitu1o 

se ~resenta e1 caso 1imite correspondiente a 1as eo1uciones 

concentradas de ~o1ie1ectr61itoe. 

4.1. MACRONOLECULAS SDl CARGAS. 

La forma de presentacidn ea 1a siguiente: ?ropieda­

dee reo16gicas y cambios de1 vector de confieuraci6n con e1 

gradiente de ve1ocidades o 1a intensidad de f'].ujo, para t"lujos 
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corten.tos simnl.e~ (flujos d~bi1es oue no nroducen deforr..acio­

nee mol.eculures de considera.ci6n), y ~bra flujos extensiona­

l.ee ( f'l.ujoa fuertes en l.oo c;ue se al.canztm ~Tandee deformaci.2, 

nes). Tumüi'n se nreHentan 1"1.ujos intenr:edios (conocidos como 

mixtos), pera resaltar la imnortancia del. crunpo de f'l.ujo en 

1a defo:rn:aci6n de l.aa cadenlis nol.iméricas. 

4.1.1. REGIV.EN ESTACIONl\RIO. 

Las :fipuras 4.1, 4. 2 y 4.3, muestran 1a magnitud del. 

vector do configurkcidn en función del. gradiente de vel.ocida­

deA (el), 1a. primera, y en función del.a intensidbd de fl.ujo 

(c{i), l.as segundas; nunque esto repre~enta unb l.igerb dife­

rencic1., DU interpretucidn es idéntica. 

Pbr~ ~~cromol.écu1ns con coeficiente de fricción de­

~endiente de l.a conformbcidn e isotrdpico, considérese la fi­

gur~ 4.1 y 1~ curv& corresnondiente u un flujo extension~1 

(l= 1.o); obs~rvese que a peque~os gradientes de velocidbdes 

1a configuracidn de lue mol,cu1as no se aparta de 1a noee{da 

en óusencia de :n.ujo, h&sta ll.eear a un nunto critico de ex­

tensión m1b:i ta (cL"'X. O. 3), en el que se a1Cailll7°an extensiones de 

consideración. Si se sir;ue el ct:..mino inverso, es decir, tomb!!, 

do como nunto de nartida O(..,.. O. 3 y disniinuyendo, ee encuentra 
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e1 equivnl.ente a1 punto crítico de extensión, conocido como 

punto critico de contracci6n sdbita. Este comnortwniento de 

hiet,resie es carncter!etico de mode1oe que incluyen tul coe­

ficiente de fricci6n de~endiente de 1a confo:nnaci6n. Nótese 

que para :flujos tan cerca..~oa a 1os cortblttes, como puede ser 

e1 de A= )Xl.o-4 , Yf:J. se presenta este comportamiento. Ademáe, 

es importante deat.1.car que l.a eencil.l.ez de este caso no im'91-

de que a eradier.tee de vel.ocidhdee suficientemente grandes PU!!,. 

dan alc&llzbrse fTW'\des de!orm&cionea molecule.ree en fl.u309 ºº!: 

tantea eimpl.ee (lo que representa un caso especial, ~uee ec 

trata de flujos débil.es). 

Las figuras 4.2 y 4.3 presentb!l el. mismo co~norta­

miento para el. modelo anieotr6~ico sin y con ineficiencia en 

l.a deformacidn respectivamente. Para esta d1tima., en ~lujan 

con l<: 0.01, 1e.e extensiones mo1ecula.res son m!nimt.i.s nor 1u 

introducci6n de1 coeficiente de desliZW!liento e • Ll.I. disco!! 

tinuidad en fiujos de :1, = 0.01 debe interoreturse cotto t1r.tt. 

curva de histéresis de gran magnitud. 

En 1o concerniente d pronied~des reol6giCHB, 1os r~ 

su1t~dos son l.os siguientes! 

Parli el mode1o isotr6pico, lt.i. curvl:l de visconidud 

contra gradiente de velocidades, Pie. 4.4, muestro un sorpre­

sivo aumento nara valores de~ de anroximadomente 1e. unidad, 

aue no se ha determinado BXDerioenta.l.mente. Ln mugnitud de N 
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contro1a 1a rapidez de diaminucidn de eeta propiedad con e1 

gradiente de vel.ocidadee. La inc1ueidn de anieotrop!B y de1 

coeficiente de dee1izemiento, Pig. 4.5, l.ogra una notab1e me­

jor!a de manera que 1oe resu1tadoe son comparabl.ee con datos 

experimenta1ee. 

n primer coef'iciente de esfuerzos norma1ee ~l.' P!!: 

ra l.oe caeos isotrdpico y anieotrdpico con é
0

c O, manifiestan 

comportamientos aná1ogoe a l.oe de l.a viscosidad; mientras que 

ei se inol.uye el. coeficiente de deal.izamiento, l.a dieminucidn 

de l.a t\tncidn se l.ogra en todo el. 1.ntervn.10 del. gradiente de 

vel.ooidadee, l'ig. 4.6. Además, l.a coneideracidn del. coef'icieB, 

te de deel.izamiento en loe c'l.cul.oe de l.as i'uncionee materia­

les, permite l.a prediccidn de un segundo coeficiente de esfUe~ 

zoe normal.es, Pig. 4.7, a1go im~osib1e p~a cua1eequ1era de 

1as modb1idadee anteriores. Adicional.mente, cá1cu1os de1 co­

ciente Nz'N1 arrojan va1ores de aproximadamente -0.10, en coa 

cordcnoie. con reeul.tados experimenta1ee. 

Cál.cu1os de vi.scosidad extensional., Pig. 4.8, indi­

can 1a existencia de un gradiente critico, posterior a1 oua1 

•e a1canze. un va1or 1;1.e1nt6tico de esta 'Propiedad. La e.s!ntota 

es proporcion~1 a N3/ 2 y es una coneecuencia de1 conector de 

Warner que no permite extensiones mayores. La diricu1tad para 

producir rJ.ujos e1ongaciona1es, a r&gimen permanente, es muy 

grande, por tanto es 1mposib1e 1a comparboidn con d~toe expe-
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ricenta1eo. 

Las viscosidades extenoiona1ee pare e1 mode1o anisB, 

trópico, con y sin factor do deo1izamienta, son id~nticae a 

gradientes de ve1ocidadeo e1cvadoe. La '1nica diferencia nota-

b1e, correepcnde a pequeños gr~d~enteo donde Vhr!an 1oe puntos 

de extenci~~ S\!bita, Pigs. 4.10 y 4.11. En conc1uoi6n, en este 

tipo de flujo, loe efectos d'ebidoe a ineficiencia en lu. dof'o.::; 

maci6n ecn doepreciabl~s, como se dee~rende del enál.ieis de 

la ecuacidn (3.11) cuando r' se aproxima a su valor máximo. 

4.1.2. ll!:C·II:E:i TRilNSITORIO. 

Eetoo recultedoo ccrrcs~onden a loo que se obter--

drian en un ex~erimento de crecimiento de esfuerzos. 

Para el modelo isotr6pico, el esfUerzo y 1a primera 

diferencia de esfuerzo~ r.orcc.lec, norcali~adoo con respecto 

a1 valor al. estado estacione:io correspondiente a cada gra­

diente de ve1ocidedes, mueetrun un crecimiento monot6nico pa­

ra pequeaos gradientes (cL= 1), que coi.ncide con 1u curva de1 

mode1o con coeficiente de fricci6n consten.te (Q= 1), Pigs. 

4.12 y 4.13, y m~~:imoo -pura eradientee de magnitudes superio­

res. Debe notarse que 1es cimes de la primera diferencia de 

eefUerzoe normu1cs, son menores que 1as de1 eofUerzo y e1 tie~ 
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po para eJ.canze.r1as ea mayor, de acuerdo a resu1tadoe experi­

menta1ee. 

El mecanismo de prediccidn del máximo coneiete en 

que 1a mol4cul.a, parcialmente extendida, gira y a1canza 1a o­

rientacidn en 1a que hace su m41x!ma contribu.cidn a1 esfuerzo, 

antes de a1canzar su orientacidn y exten•idn correapondientes 

a1 rdgiaen permanente. La figura 4.14 1 muestra las variaciones 

de1 c~adrado de la magnitud del vector de conf'igu:racidn a.op1! 

ficadaa por e1 factor de esca1a Nr puede aprecio.rae, peruat=lO, 

que se e.l.canza una longitud mol.ecu1ar mbima antes de ll.egar 

a1 rlgimen permanente. 

A1 introducir t!.llieotropia con 8
0
= o, Pig. 4.15 1 se 

reducen loe m4xilr!oo y son observados a tiempos posteriores que 

en 81 caso isotr6pico. La reduccidn en la magnitud de loe m'­

ximoe se debe a que la ruerz~ de friccidn es mayor en el. sen­

tido tranevereal. que en e1 1ongitudina1. Si se coneidera e1 

coeficiente de dea11Zamiento, Pig. 4.16, 1oa componentes de1 

moVi.miento rotaciona1 de 1aa mo1,cu1üa se incrementan, produ­

cilndoee un aumento en 1os máximos de1 eef"uerzo. La mayor r!, 

gidez mo1ecul.ar que ee 1ogra con E.
0
= 1, produce que 1a molé­

cu1a gire antee de al.canzar e1 r•gi.men estacionario, 1o que 

en cantidad.ea macroscdpicae se mEinifieeta como oec11ücionee, 

detecte.das en sistemas que 1nvo1ucran menos fl.exib111dlid mo1!_ 

cu1ar. Ndtese, en 1ae fieuras 4.17 y 4.18, e1 efecto de 1h in!. 
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fioiencin en 1a deformaci6n en 1as eeca1ne do tiempo y en l~s 

exteneionco y rotaciones moleculares. 

En flujos extensionnl.es, Pigs. 4.19 (caso ieotrdpi­

co}, 4.20 y 4.21, se reproducen cualitativamente las fori::ies de 

las curvac experimenta1es de soluciones concentradas, indican. 

do que ª?to· tipo de comportmniento es independiente de la cog, 

centracidn. Esto eignifiee. que sdlo se llega e. estados est&.cig, 

narios a velocidudes de e~tensidn pequcfia~ (para el caso del 

coeficiente de friccidn constante, se al.canzan regímenes por-

m.ar..entec en t:.::?bec vclocidc..dee). Nuove::e~tc se CUcEtre. que loe 

efectos del coc~iciento de deslizamiento son irrelcve..~tee ee 

este tipo de flujoF eu_~r,~c ce claro que existe c.n ccrri::~c=to 

hücie. la derech~ do lec curvnc en les que se tom6 en cuente 

la ineficiencia en le dc~c::-r.:eeién. 

4.2. POLIELECorROLYTOS. 

4.2.1. REGI't!F.N ESTAOYONJ<.RIO. 

En situaciones en equilibrio, la repu1si6n de las 

cts.rgas aumentb las dimensiones moleculares y pare valorea (!!Uy 

pueden estar com~2ete::e~te er.tendidus, figura 4.22. Las impl!, 
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caciones de este fenómeno se presentarán posteriormente. La 

figura 4.22 tambi4n es dtil para comprobar que E y N, se en­

cuentran relacionados en una forma directb. 

Para e1 caso isotrópico de soluciones diluidas de p~ 

1ie1ectr6litos, Dunl.ap y Leal (1984), reportaron un diógrama 

de flujos mixtoa en el que se conservaban lae caracter!eticas 

del caso no i6nico. Si ee tiene que E~l, persisten l"s curvas 

de hiet4resis y los puntos críticos de extensión y contracción 

súbitas. Sin embargo, al. aumentar el parámetro de densidad de 

carga, el punto de extensión disminuye notoriamente sin impo~ 

tar el tipo de flujo. Esto es una consecuencia directa del a~ 

mento de las dimensiones de las mol6cu1as en ausencia de f1u­

jo y de los erectos asocia.dos con el factor de fricción vari~ 

b1e. Lo quo DignifiOB que a mayor repu1eidn couldmbica, bU­

mentan 1aa dimensiones molecul.ares, ~ e1 factor de fricci6n h!. 

drodinámica ee incrementa taJ:1bi~n y s1 gradiente de ve1ocide.­

deo necesario para a1canzar e1 punto critico se reduce. Confo!: 

me aumente e1 va1or de E, e1 punto critico diSl!linuye hasta que 

·ei vector de configuracidn crece monotdnicamente con e1 gra­

diente de velocidad.ea. Al. suceder esto, la mo1écu:la reacciona 

ai f1ujo co~o una partícu1a rígida o ligerru:i.ente flexible y 

t1nic1::UDente es orienta. 

El efecto de 1a repuloi6n el4ctrica para el caso an.! 

sotrdpico con deslizamiento, en f1uj~s d'biles, puede observaE 
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se en l.ae :tigu.ra.e; 4.23 y 4.24. !f6teae l.a gran 1118gD1.tud del. f'.!. 

ndmeno de h1.et,ree1e y que, en compa.raci6n con el. caeo no 16-

ni.co, el. in!mero de eetadoe estacionarios ..U.tipl.ee auaenta. 

Bn fiujoe tuertee <J..""' 1.0), Pig. 4.25, se man1.f'ie!!. 

ta con c1ari.dad el. efecto de l.aa cargas en 1a d:J.ad.nuc16n de 

1oe gradiente o cr:!t:icoe ( trane1ci.dn fie:d.bl.e-rígi.da), y en el. 

awnento de 1ae dimensiones mol.ecul.erea. 

La 1'1mc16n 'rlacos:ldad para el. model.o :leotr6pi.co (11.), 

se caracter.iza 11or eu aumento & cero rap1.dez de corte, debido 

a1 incrementO del. temai'lo mol.ecul.ar a1 aumentar B. Para. cargao 

1917 el.evadae, 1.a eo1uci6n di.S!!dnU70 su v1.scosi.dad para todo 

gradJ.ente de yel.ocJ.dadee, refiejando J..a trenaici6n hacia una 

estructura rígida. La apo.rici6n del. máximo para val.oreo de E 

entre cero y 41.ez (recordar el. ca.110 de po1!meroe sin cargas), 

es un&. ooneecuenci.a del. aumento de l.a fricci6n a1 acrecentarse 

l.a exteneidn mol.ecu1ar. 

Bl. model.o anisotrdpico con J.neficienci.a en l.a defo!:_ 

mac16n, 1'1.g. 4.26, 1ogra resul:tados má.s acordes con 1a real.i­

dad, ya qUe ee obti.ene una viacos:ldad decreciente con e1 aume!!_ 

~o de1 gradiente de ve1oci.da.dea 7 PfU'b todo va:Lor dc1 pardoc­

tro de densidad de carga. 

Bn un fiu;io hi1Jerb611.co, 1a viscos:l.dad. e1ong¡.:.cional. 

para ambos mode1oo (inotr6pico 7 ani.sotrdpico), Pig. 4.27, co~ 

parte 1us mi.emas caracteristicas-: munenta con l.a ve1oc1.dad de 



e1onga.ci6n y con 1a repul.si6n oou16mbica; ee observa 1u depca 

dencia de 1a magnitud de1 vector de confi.gurac16n con 1~ rap! 

dez de extensión inc1uyendo 1oa estados nn11.tip1es, 1os gradica 

tes criticas y 1a hist,rceis. El. Vi:U.or 1!mite a e1evadae extea 

sienes ea comdn a todos 1os val.ores de E, ~orque es e1 va1or 

que corres-pende a 1a extensión ~ y a1 a11neamiento con e1 

eje principal. de deformación de1 nujo. Obsérvese que el. va-

1or asint6tioo tinnl. de1 caso isotr6pico no i6nico, coincide 

con 1os obtenidos para 1os casos i6nicoa, por 1a misma razdn 

enuncia.da antes. No c~istc verificación experimental. de este 

co~~ortamiento, ni siquiera a concentraciones más e1evadaa. 

En simu.1.acionee de eX'Perimentos de crecimiento de 

eoi'ucrs::oc c1. inicio de un f1ujo cortante, e1 mode1o ieotróp! 

co predice m&:.imos de mayor magnitud a1 aumentar 1ae careo.e. 

Para e1 mode1o anisotr6~ico se presentan. gráficas de 1as t'Un­

cionea materia1es y de1 cuadrado de 1a magnitud de1 vector de 

con1'iguraci6n para varios val.ores de1 par4:netro de carea y P!!, 

ra dos gradientes de ve1ocidadea diferentes, con e1 objeto de 

~oder comparar 1oa efectos do ambas var:iab1ee. 

Con gredientes de ve1ocidades pequeaoa (C!C.c 1), el. 



crecimiento en e1 esfUerzo cortante ee monotdnico con cE:.!.·ge~ 

4'bi1es, figura 4.28; e1 dstae aumenten aparecen m~ximos como 

en casos anteriores. Los reá.ximos de 1a primera diferencia ne 

eet\lerzos normal.es, fie;ura 4.29, son menores ~ue 1os de1 es-

f'uerzo y se presentan a tiempos mayores. La eeo,:.~dt.i. di!ercr.cin 

de es~erzos normal.ea, Fig. 4.30, J!':Uestrn u.~ cc~o:tacicnto 

simi1e.r¡ debe obeer-t.·crae e1 pronu~ciado rn{nimo que uparcce dc,E 

pi:.és del. ml.xix:1o, C.\ r;:et,:ii"t.-ud es ccm'!':!rl'.!.b1e a 1a del. co:-=-es.._;ca 

o 
diente máximo. La fieura 4.3~, N(r-> contru. tie;:1po, corrobor-

1a e.ri:ezo!.ciG:i de 1os teb..icoe, debic!o a oue ttctoc son mo.ycret~ 

entro o~s g:re:idc sea 1n extensi6n mol.ecu1ar cue..~do ee e1canza 

1a orientac~dn ¿9~ máximo esfuerzo. E1 aume~tc de 1as d1~cne1,a 

nea mo1ecu1arec por caua~ de ur..e e1evada densidad de CarEn, 

afecta ccnsiderab1eccr.to 1a mn.p;nitud de1 m~imo en e1 eefUer-

zo y su infiuencia. es mayor coneider1:1ndo aue el. grado Ce exte!! 

e16n eo reducido en un f1ujo cortante. 

terioree pero a un gradiente de ve1oc1dbdee mayor (et= 10) • 

.A.pe.recen osci1aciones aun en cargas muy pequeflna, yu. flUO 1oA 

ef'ectos de f"riccidn introducidos 'DOr 1a anisotropíu y 1.n inc-

~iciencia en 1a deformacidn, son acom~HñLdOB ~or 1~ ric!dc= 

prod\icida 'DOr l.a re'PU1eidn e1éctrica. A1 inicio del. f'1tl.jo, 1ao 

mo16cu1e.s son mc..terial.mente "eororcndidua", C.E...'"ldo 1uce.r a ro-

tacionee más drásticas antes de l.l.e~ur a rlgimen entucionc.r2o. 
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N6teee que en 1a figura 4.)4 e1 máximo sobrepasa, en vel.or a~ 

ao1uto, a1 m.!nimo subsecuente. 

En t1ujo extena1ona1. pl.anar a r&gimen tranei torio, 

no se obeerven au.tximoe el. inicio de1 fiujo, debi.do a que 1a 

orientaci6n de1 máximo esfuerzo es ta.mbi4n e1 eje asintótico 

de orientaci6n a tiem~os 1argoe. Se muestran resu.1.tados para 

d..= 1, Pigs. 4.36 y 4.37, en 1ae que se a1canzan estados eet~ 

cionarioe; y para et= 10, Pige. 4.38 y 4.39, no se llega a r,!. 

g{menes permanentes, ni. siquiera sin cargas. Se observa que 

.e1 efecto de1 ne.rl:net~o de carga E, es reducir e1 tiempo re­

querido para 1ograr e1 régimen permanente a una ve1ooida4 de 

e1ong&cid~ especifica. 

4.2.3. YNTRODOCCION DEL l'ACTOR DE BXPANSION 

BN EL COEnCIEN'rE DE PRJ:CCION. 

Reeul.tadoe experimental.es de birrefringencia en f1!!, 

;loe cortontee eimp1es ( 37), indican comportamiento 11neal. a 

~ajos nive1ee de repu1eidn cou1dmbica. En caso contr&.rio, e1 

crecimiento es aeintdtico y c1t&ramente no 1inea1 con 1a rapi-

4ez de de~ormucidn, Pi~. 4.40. 

Las grá~icas 4.41 y 4.42 (1a segunda es un& MmP1~a­

ci6n de ia primera), muestren 1a tendencia cuu.1itativtt. de 1oe 
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resul tadoe experimentel.es; para a1 tas concentraciones eal.inae 

y .::t2:. 5, a-parece una reei6n en 1a c¡ue conver~en 1as curvas y 

11ara c(,3, exc1uyendo val.ores muy cercanos a cero, e1 compor­

tamiento es l.ineal. pnra todas 1ae cargas. 

Debe recordarse ~ue e1 tiempo de rel.njamiento del. 

model.o, sufre una tra.ne1.ci.6n de e a ®..Jii, al incrementarse 

1a magnitud del. vector de confie;ur~ci6n. Esto se ref1eja en 

el. &Um.ento del. coefi.oiente de fricción "1,.:: Z?'( r), al. crecer (r) 

de O(l./Jfi') a 0(1). El. aumento del.a densidad de caras. produce 

un incremento proporcional. en el. factor de e::pans:t6n e.l. equi.-

11.br~o (Ec. 3.125), 10 que a eu vez repercute poeitive.:nente en 

1e.a dii:nenoiones de (r)
0

• E1 efecto Ccl. crecimiento de esta 

Ú.l.til:i.n var:La.bl.e se ref1eje. en el. aumento del. término <:: (Be. 

3.29), por te.nto, ee ~ostu1a l.a si.euie~te eT.J::reei6n :f'u:l.ciona1: 

Q= Q(r,'R) (4.1) 

Lo anterior viene a co1aci6n, po~que hasta este PU!! 

to, 1as dimensiones mo1ecu1e.res al equi1ibrio no se hab!an t~ 

mado en cuenta en ninguno de 1os tL~él.isis anteriores. 

Si e1 coeficiente de fricción se t!n11ti~1icn por e1 

factor de ex~ansi6n, con e1 pron6sito de tol1U:ir en cuenta 1a 

fricción intr:ínAeca que ~oseen 1as mo14cu1as en virtud de eu 

te.maño o extenBi6n inicielf se obtienen resu1tu.dos como 1os 

mostrados en 1as B?"~ficas 4.43 y 4.44, en 1as QUe se mejor~ 

'-
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considerablemente e1 estado observado en 1~s dos anteriores, 

en cuanto a 1a 'Predicci6n de 1os re~~1tados experimenta1es 1 

:fie;ura. 4.40. 

En 1os estados transitorios, figuras 4.45 y 4.46, 1a 

inc1usi6~ o 1a exc1usi6n de1 factor de expan.ei6n no al.ter~ 1a 

forI:Ie de las curvi::.s experimental.es, Fig. 4.47, pero debe nota,;: 

se 1e Circrencia de escal.as en 1ae dos moda1idadee, siendo ~ 

cho mayor, como era de eapera.rse, en 1.as curvas con coeficie!!. 

tes de f':'icci6n mayor. Para. E~0.1 'Parece no haber diferencias 

noteb1es. 

1,..3. SOLUCIONES CONCE?ITRl..DAS DB POLXELECTROLXTOS. 

Al. hc..ccr 1a muy breve rc1uc16n del trbbajo de Uoi y 

Edwards, se subrayó que se trataba de ma1~cu1as r!p,idas y a1ar 

FBdas con 1a re1a~idn d/L ~r6x1ma a cero. Se hen Visto los e­

fectos asociados a 1a e.nisotrou!a, al coeficiente de dee1iza­

miento (que imtia.rte cierta rir.itlez mol.ecu1ar) y a 1a repu1si"dn 

cou16cib:!.ca o indirectamente al. grado de sal.inidad de 1a so1u-

cidn. Para asegurar que UlUi. macromol.écu1a se encuentre tottt.l.­

mente extendida, dsta debe noseer une densidad de cerga del. 

orden de 105 (Pig. 4.22), nara N= 1000 en e1 modal.o compl.eto, 

es decir, dos 6rdenes de magnitud mayores a 1.a B máxima usada 

hasta este tJUnto, a ~e3ar de esto, se presentca-én 1.os mismos 
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nive1es de cargas con e1 fi.n do poder efectuar comparaciones 

directas con 1ae situacionee precedentes, ?ero haciendo notar 

que E- 1000 corresponde a1 ve.l.or mínimo posib1e de ap1icaci6n 

de este caso. 

La presentación de resu1tadoe conserva e1 orden ba~ 

ta ahora se¿ruidot flujos mixtos, pro~iedades reo16eicas y cam 

bioe de1 vector de configuración en re~!menes, primero esta­

cione.río y 1ueBo transitorio. 

4.3.1. REGI!f.EN ESTACIONARIO. 

En f1ujos mixtos, 1a gráfica 4.48, muestra e1 gr~do 

de extensión mo1ecu1ar en función de1 va1or propio de1 tensor 

gradiente de ve1ocidh.dee. El. efecto princiual. de 1a varinb1e 

B se not~ en e1 c1aro aumento de l.as dimensiones mo1ecu1ares 

al. equi1ibrio. No ee obeervan, ni siouiera veetieios, de pun­

tos de extensión ad.bita. E1 fenómeno de histéresis aue provo­

ca 1a ex.istencia de estados eetac~onarioe md1ti~1es, desa~ar~ 

ce por comp1eto; 1a ,:ráfica denota con seguridad, que ee tra­

ta de mo1,culas rígidas o 1igeramente f'l.exib1es. 

La fieura 4.49 se presenta para demostrar e1 efecto 

de 1as cargas en un f'1u~o d'bi1 (l= o.o)~ obs&rvese que ee n!. 

cenzan extensiones cercanas a 1a 1oneitud máx.imti. ~oeib~e aun-
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que se incl.uya e1 coeficiente de des1izsmiento. Si se traza l.a 

misma grái'ic~, pero para un flujo extenaiona1, Fie. 4.50, l.as 

1ongitudes final.es son mayores que 1as del. caso anterior y se 

consiguen con vel.ocidades de extensión que no sobre~asEi.n 1a 

décima parte de 1os gradientes de vel.ocidadeo del. i'l.ujo cor­

tante. Lo anterior ~ene de manifiesto el. concento de f\\erza de 

un nu;Jo. 

Las funciones material.es, fiE'Urao 4.51 1 4.52 y 4.53, 

muestren valores superiores a los hasta ehora encor.trados, C.2, 

mo correenonde a eol.uciones concentradas. Las tres 1\ulcior.es 

para E ~l.00, presentan el. mismo comnortamicnto en6me.1o de so-

1.uciones diluidas no i6nicas de mc16cu1&s isotr6picae. La ap~ 

rici6n del. mh::i..c::o en cada une de estas curvas, es consecuen­

cia del. autento Ce :Criccidn bl. :incrementarce le extencidn de 

las moléculas, es decir, en bajos nivelec de ce.rgas, el efec­

to de fricción hidrodin~ica domina la repulsi6n coul6mbica 

nececc.ri.a pera ~ro~orcionar la rieidez y extensión que l.1cve 

& lli an1icaci6n de la teor!a de soluciones concentrad~a. Sin 

embargo, co~o ~e había mencionado, el coeEiciente de fricción 

propuesto ~ara solucionec concentradas se justifica en el caso 

de molt1:cu1e.s rígidas (E>lOOO). 

Con lo ee~ecificado en los primeros párrafos de es­

t~ sección y después del análisis gráfico, no sobra decir que 

loe resultados en los que E~1000 1 representan situaciones h!, 
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potéticae que deben omitirse en este caso 1:lmite. 

n cociente ~ .¿t.J{.1 es negativo y ee verifica que 

La viscosidad exteneional., fif;Ura 4.54, muestra un 

crecimiento monotdnico hasta 11egar a1 va1or correspondiente 

a 1aa mayores extensiones posib1cs. 

4.3.2. REGDl'EN TRAllSITORIO. 

Las siguientes figuras muestran resu1tados de expe­

rimentos de crecimiento de eofUer::os. En f1ujos cortuntes sis_ 

p1es, Pi.g. 4.55, 4.56 y 4.57, se siguen conservando 1as formas 

de 1aa curvas experimenta1es y sus correspondencias en tamaflos 

de ~imos y tiempos para 11egar a e11os. 

Los máxi~oe no son debidos a rotaciones, sino a efe.E_ 

tos de fricci6n por e1 flI'Wl te.?naflo y rieidez de 1as rnacromo1f 

cuias y a cambios de orientacibn y acomodamientos entes de a1.! 

nearse con el! fiujo. Para 1a ser:unda diferencia de esfuerzos 

norma1es, sobresal.é e1 hecho de 1a deaaparici6n ne vn1orea mi 
nimos antes de aicunzar e1 r~eizien ~ermanente. 

E1 aumento desmesurl:l.do de 1a~ escal.as de tien~o, eo 

producto de 1a re1aci6n inversa entre e1 erwiiente de ve1oc1-

dades adimension~1, que es muy ~equeBo, y e1 tiem~o de re1~j~ 
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miento molecu1ar (al = t e ) . 
En e1 rlujo extensiona1, fiP,Ura 4.58, se alce.nzan 

estados eetacion"rioe, debido a 1a magnitud reauci.ó.a de 1a r~ 

oidez de extcnsi6n. 

Pinnlmente, en 1G fip:u.ra 4.59, ~e muestra e1 e~ecto 

estrictamente director o de orientaci6n nue ~iene e1 ct1.m~o de 

f1ujo en e1 comnortamiento mo1ecu1ar, ya nue ee manifiesta una 

extensidn constante. 



·5. CONCLUS'.lONES. 

pub1ic•ciones C1Ue renortabo.n reau1t<:i.dO:J 1 y&. set1. da mol.lcul.¡,,s 

con un coeficiente de t'l-icci6n denendiente de l.a conformaci6n, 

anieotr6pico y con i.ne~icienci~ en 1a defoni:iuci6n durWl.te el. 

f1ujo (27), o bien de mol,culas con cure~~ y un coeficiente de 

fricci6n ieotr6~ico (11). "r.u!, ~artie~do de alcunos r~sultu-

dos anteriores y de l&s a~ortacionea de loe trabujoe mencio~ 

dos, se conformó un modelo que, dei:;de el. enf'or,ue seguido, ti.2, 

ne cart1.cteristicae de general. en solucione~ diluid~a de nol.i-

al.ectr61.itos y '!;JUede hts.eerse, con b.1gunas modif'ic~cioneG, el 

treta.miento de sistemas de mayores concentr~ciones. 

Las noved~dee pre~ent•d~s eon: 

a) CA1cu1o de propied~des de f'J.ujo y do vu.riacione~ conforma-

cionales, a ré'eimen no estaciont-.rio, pura el modelo o.misotr6-

Fico con ineficienci~ en 1~ def'ori~~cidn. 

b) C~l.culo de ~ropiedbdes de flujo y v-•riucionea de ln mu.cni-

tud del vector de configur~ci6n, en reF!menee estt1.cionurio y 

tru.nsitorio, para el mode-lo drl inci.eo anterior con cerct"".9 9 

en soluciones di1uidas (mode1o comnleto) y concentr~tl~s. 

c) Lee vto.ril1Ciones conf'OrM<i.Cionulea ee com:n1em.entto.ron con el!, 

cu1oe de birrefrinrenciu, nUee es 1~ ~ro~ied~d oue experimcn-
1 
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tal.mento se mide. 

d) Se estudi6 l.a poeib11idad de 1nc1uir e1 factor de ex~e.nsi6n 

a1 eaui1ibrio en e1 coeficiente de fricc16n, tratando de tomar 

en cuenta 1as diDensiones mo1ecu1e.res inicia1es¡ a.l.. comparar 

e1 efecto de eeta mcdif1caci6n con datos de reciente aparici6n, 

1os resu1tados .t\:.eron positivos. 

A pesar de 1a escasez de info:rmecidn experimenta1, 

princi~e.lmente en lo ~~e ataf\e a ~1ujos exteneiona1es, 1as P!'..º 

piedades reo16&icas predichas no contradicen 1oe datos exPer,! 

me~ta1ee existentes. 

Pueden liacerse simu1acionee de otraD ciases de ex¡:i~ 

ricc~toc, relajación de esru.erz.os por cjecp1o, cambiando 1ac 

co~C!cioncs i.nicie1es de1 sistema de ecuaciones diferenciales 

e~ ceda u.~o de 1oc casos ~are aumentar la infc~ciln diEPC~i 

ble y reforzar 1a va11dez de1 mode1o. 

En. re1ac16n con 1a 1.nc1usi6n de1 ~actor de e:icpans16n, 

la cc~~c:::"CO~~~ er-tre 1oe rem=.1tedos experi.mente1ee y 100 dc1 

mode1o representa una a1teniativa ~ara deearro11ar mode1os 

~áe comp1etoD, e1 ~erir mecani$JnOB hdicionalee o caracter!~ 

ticas mo1ecu1ares diBnae de tomarse en cuenta. 

--~-----------



93 

6. RE?ERENCIAS. 

1.- Atkin, R. J., Pox, N. "An Introduction to the 'fheory ot 

Bl.aeticit7", Longman, U.s.A., 1980. 

2.- Bi.ll.meyer, P. w. "Textbook o~ Pol7B1er Soience", John. Wi1ey 

& Sana, Tolt7o, 1971. 

3.- Bird., R. B., J. fton-Newtonian 1'1.uid Mech. ~:l-12(1979). 

4.- Bird, R. B., Armetrong, Ro c., Haeeager, O. "Dynamice o~ 

Po179eri.c Liquid•"• V. I, Jobn Wiley & Sona, U.S.A., 1977, 

5.- Bird, Ro B., Anaatrong, R. c., H&eaager, o. "DJnB.mica o~ 

P0171Deric Liouids••, v. II, Jobn Wiley & sane, u.s.A., 1977. 

6.- Bird, B. B., »otean, P. J., Johnaon, ft. L,, J. Non-Newt. 

Yl.uid Mech., 1t213-235(19BO). 

7.- B~ttcher, c. J. ~. "lfheory of Bl.ectric Pol.arization", v. I, 

B1eevier Scientifio Pub1iehing Company, 'l'he Netber1ande, 1973. 

8,- Chow, Chuen-Yen, "An Introduotion to Computational. Pl.uid 

Mechan!c•"• John Wil.e~ & Sane, u.s.A., 1979. 

9.- Cbriettaneen, R. L., Bird, B. B., J. Won-Ne'tl't. Pl.uid Mecb., 

l:161-177(1977/197B). 

10.- Doi, M., Bdwarda, s. ?., J. Chem. Soe., ?araday Trane., 

Part 2,918-932(1978). 

11.- Dunla~, P. ft., Lea1, L. G., Rheo1. Acta, ~~236-249(1964). 

12.- Eiaenber~, A., Eing, M. "lon-Containing Po1pezm", v. 2, 

~cademic Free~, U.~.A., 1977. 



94 

13.- ?e1ler, w. "An Introduction to Probabi1ity Theory and Ita 

Atil>1ice.tions", V. 1, 3rd. Ed., John Wiley .§-; Sons, U.S.A., 1970. 

14.- Plory, P. J. "Statiatica1 Mechanics of Chain Mo1ecu1es", 

John Wiley & sons, u.s.A., 1969. 

15.- ll'u.l.ler, G. G., Ph. D. Thesie, California Xnstitute of Tech 

nology, n.s.A., 1980. 

16.- Pul.ler, G. G., Lea1, L. G., Rheol. Acta, 1:2,:580-600(1980). 

17.- lPuller, G. G., Lea1, L. G., J. Non-Newt. Fluid Mech., 

§•271-310(1981), 

18.- Pu.iler, G. G., Lea1 1 L. G., J. Pol:¡m. Sci. Polym. Phys. 

B4., ~·557-587(1981). 

19.- Harrie, J. "Rheology and Non-Newtonion Pl.ow", Lone;man, 

Grect Britai.n, 1977. 

20.- Hecs, w. Proc. IX Intl. Cong:rccs on Rheology, Mdxico, 1964. 

21.- Hinch, B. J., Pb.ye. Pl.uids, ,g,Q,(10)tS22-S30(1977). 

22.- King, m., Eieenberg, A., J. Chem. Pbye., 2!(1)i482-491 

(1972). 

2).- Kowb1aneky, M., Zema, P., Jftacromo1ecu1es, !!:1451-1456 

(1981). 

24.- Kowb1anslcy, M., Zema, p., Macromo1ecu1es, 1,2:788-791(1982). 

25.- Lenl., L. G., Proc. IX Int1. Congreee on Rheo1op;y, ~éxi.co, 

26.- Phan-'fhien, N., Atkinson, J. D., Tanner, R. I., J. Non­

Newt. 1'1.u~d Meen., J.i309-330(197B). 



95 

27.- Phan-Thien, N., Manero, O., Lea1, L. G., Rheol. Acta, 

J!.J.•151-162(1964). 

28.- Ba1eton, A., Rabinowitz, P. "A Pi.ret Couree in Num.erical 

Analyaie", 2nd Ed., McGraw-H111 Kogakueha, JapBftlll, 1981. 

29.- Roeser, B. w., et a1, J. Polym. Se!. Polym. Phya, Ed,, 

!§.•1031-1040(1976). 

30.- Rouee, P. B., J, Ohem. Phys., 21(7):1272-1280(1953). 

31.- Samuele, R. J, "Structured Polymer Propertiea. The Ident! 

tication, Interpretation, and Application ot C17stal.line Po1y­

mer Structure", John Wiley & Sane, u,s,A., 1974. 

32.- Slatteey, J, O, "Momentum., Energy, and l!aes Tranaf'er in 

Continua", l!cGraw-Hill Koge.kueha, Ltd,, Tokyo, 1972, 

33,- Tanner, R, I,, Stehrenberger, w., J. Chem. Phye, 2,2(4): 

1956-1964( 1971). 

34.- Tanner, R, I,, Trane. Soc, Rheol,, 12,(1)137-65(1975). 

35,- Tenner, R. I., Trane. Soc, Rheol., !2,(4)r557-582(1975). 

36.- warner, H. R., Ind. Eng. Chem. Pu.ndam., 11(3)t379-JP.7(1972). 

37.- Zebrowek~, B. E., P'lll.ler, G. G., J. Rheol., l2,(6)i943-

954(1965). 

38.- Zimm, B. H., J. Ohem. Phye., 24(2)1269-278(1956). 



96 

7. RELACION DE PIGURAS. 

Para evite.r con:f'usionea en 1a interpretecidn de J.e.a 

figuras, se hacen J.as siguientes e.cl.aracionee en lo que e no­

mEnc1atura ee refiere. 

Factor de fricci6n constantes Q= 1. 

Yactor de friccidn va.riabl.e e ieotr6picot Q= Q(r). 

En el. caso de que aparezca J.a palabra "a."'lieotr6pico0 , 

se tiene un coeficiente de f'ricc16n de~endiente de 1u confor­

macidn y de l.a variabl.o d • 

E1 coeficiente de deel.ize.:nicnto puede toe.e.:" los va­

l.oree de uno o cero, secún se incl.uyc o no, l.a incfic~cncia en 

l.e doformaci6n du:-anto el. fl.ujo. 

Si se considera el. factor de expb!leidn. al. equil.ibrio 

en el. coeficiente de fricci6nt Q= Q(W,r). 

Loa valores al. estado estacione.rio, en f?T~fices de 

reg!menes traneitc~ioa, se simbol.izan con l.a 1itera1 que reprs. 

aenta J.a propied~d con el. super!ndice CX). 

Tino de f'1ujo: l. 

número de subunide.dee eete.Cíe:tice.s: ?f. 

Denoide.d de carga: E. 

Gradic~tc de ve1ocidades: a. • 
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Il'IGURAS. 

2.1. P1ujo cortante eimp1e estacionario. 

2.2. Crecimiento de estuerzos a1 inicio de un f1ujo cortante 

eim.pl.e. 

2.3. Aparato de Tayl.or (15). 

3.1. Mode1os mo1ecu1area. 

3.2. ~a.ncuerna e1ástica. 

3.3. Bltpresiones ~ara 1a tuerza del. conector de una mancuerna. 

3.4. Comparaci6n entre l.as ex~~esiones de Hooke, Warner y Lan-

e•vl.n ( 5). 

l•5• nfecto de l.a concentraci6n de contraic~ee en 1a oonfigu-

re.cié=! mo::!.ecu1er a!. equ'11ibrio. 

4.l. Vector de confie-~r~ci6n contra ~adiento de ve1oc±dades. 

4.2. Vector de configuracidn contra val.ar pro~io del. tensor 

p-radiente de ve1ocidades1 modal.o anieotrdpico, (: = o. 
o 

4.3. Vector de conrieuracidn contra val.ar ~ro~io del. tenoor 

gradiente de vel.ocidades1 modal.o anisotrdpico, t:. = l.. o 

4.4. Viscosidad contra gradiente de ve1ocida.deet coeficienteo 

de fricci6n constante y va.r:lab1e (iaotr6pico). 

4.5. Viscosidad contra gradiente de ve1ocidades; mode1os ieo-

tr6T1ico y an:ieotr6pico con € 0= 1. 

4.6. Primer coeficiente de es:f'uerzoa norma1es; mode1os iso-
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4.7. Segur.do coeíiciento de eef'Uerzos normo.l.ee: modo1o anieo­

tr6pico con e:
0
= 1. 

4.8. Viacocidad extensione.1 contra gradiente de ve1ocidadee; 

coeficientes de friccidn constante y variab1e (ieotr6pico). 

4.9. Viscosidad extens±cna1. contra gradiente de ve1ocidedes; 

mode1oe isotrdpico y anisotrdpico con E
0
= 1. 

4.10. Viscosidad extensicna.1 contra gradiente de ve1ocidades; 

mode1oe isotrdpico y anieotrdpico con f
0
= o. 

4.11. Viscocidad exteneiona1 contra gradiente de ve1ocidades; 

moC.ol.of: ieot:-l'pico y aniaotrdpico con E,
0

c 1. 

4.12. Eci'ucrzo ccrtc.nto co:tra tiempo; cocficientee de friccidn 

cor.otc.nto y variab1e (icotrépico). 

4.23. Prit:.e:-e ei~c:cncia de ecfl:.c:-eoc noro::üee ccnt:-a tiempo; 

cocfic~c:tcc de fricci6o cc~Ete::tc y ~-o=-2eb2e (icotr6pi-

co). 

4.14. N (r?) contra tiempo; coeficientes de fricción constante 

y ve:-1~b1e (ieotr6pico). 

4.15. Eefuc~o cortante contra tiem~o; mode1o anisotr6pico con 

€.o= o. 
4.16. l~sfUerzo cortante contra tieopo; modelo tulieotrdpioo con 

!o= 1. 

4.i7. ?I (r2:> co:ntro. tiempo; modelo eniootr6nico con €
0
= o. 

4.1s. " <··'> co:ntra tiempo; r:::c<!e1o e.nieotr6pico con E= i. o 

4.19. Esfuerzo eY.teneiona1 contra tieeno; coeficientes de fri~ 



99 

ci6n constante y variab1e (iaotr61'ico). 

4.20. Esfuerzo extensionul. contra tiempo; modal.o eni~otr6pico 

con Eo::= o. 

4.21. Ee!\J.erzo extension~ contra tiempo: mode1o a.nieotr6pioo 

con f.
0
=1.. 

4.22. Vector de conf'ieurhcidn contra densidad de carga; mode1o 

en.ieotr6nico. 

4123. Vector de conf'iguraci6n contra grhdiente de vel.ocidüdes, 

~ara &:: 1.0; model.o wiisotr6pico con ~ 0= l.. 
4.24. Vector de configuraci6n contra grediente de vel.ocidadco, 

1'ara E= l.00 .o; model.o &nieotr61lico con E 0 = l.. 

4.25. Vector de configuraci6n contra gradiente de vel.ocidsdee, 

l= l.; model.o anieotr6pico con é,
0

..:-. l.. 

4.26. Viscosidad contr~ grhdiente de vel.ocidadee; model.o a.ni­

eotr6nico con é 
0
= l., para diferentes val.orea de densi­

dad de carr:a. 

4.27. Viflcoeidad eY.tenaiona1 contra fT'~diente de ve1ocid«dea, 

~ara diferentes ve.lores de densid~d de curga; mode1o 4.ln.1:_ 

sotr6,-,ico con é
0
= 1. 

4.28. Ea.fuerzo cortente contra tiem~o, e(= 1; mode1o tll1ieotr6-

~ico con E: 0= 1. 

4.29. Primera diferencia de est'uerzoa norrr.~1ee contra tienpo, 

oe = 1; modt>1o anisotr6pico con t
0
= 1. 

4.30. Sef'U?\da diferencia de eef'uerzos norma1eA contra tiemno, 
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el= l.; mode'lo enieotr6pico con 

4.31. N (r2} contra tiempo, .et= 1: modc-'lo an:ieotr6pico con 

4.32. Bsf'Uerzo cortante contra tiempo, e(.= 10; mode1o enisotr§. 

pico con € ~ 1. o 

4.33. Primera diferencia de eef'uerzos norma1es contra tiempo, 

oL = 10; mode1o anieotr6pi.co con E
0
= 1. 

4.34• Se€Wlda diferencia de esfUerzos norme1ee contra tiempo, 

ot: = 10; mode1o enieotr6nico con €
0

= 1. 

4.35. ti {r2> contra tiemllº• «.= 1.0; mode'lo enieotr6nico con 

E. o= 1.. 

4.36. ~sfuerzo exte~~ion.al. contra tiem~o, ot.= 1; mode'lo anisg. 

trópico con 

4.37. N .(r2} cor.tri.. tiempo,«= 1.: mode1.o &rd.sotr6pico con 

€o= 1. 

4.38. ::of'uerzo exter..siona1 contra tiempo, «-= l.O; model.o aniB.2, 

trdnico con eo= 1. 

4.39. N <.;r-2) contrt>. tiempo, Gll!.= 10; model.o ani.eotr6pico con 

(,o= 1. 

4.40. llirrefringenoia contra eradiente de ve1oc1.dedee, ft."" O: 

datos experimenta1es de Zebrowsk:L y Pul.l.er ( 37). 

4.41.. Birrefrineencia. contra. grL:diente de ve1ocidades, A.= O; 

modt:1o anieotr6p1.co con €
0
= O, sin ft:s.ctor de exol:l.lle16n 

al equilibrio. 
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4.42. Birrefringencia contra gradiente de ve1ocidadea. Esta 

gráfica ea una amp11aci6n de 1a anterior. 

4.43. Birre~ingencia contra gradiente de ve1ocidades, l,o O; 

mode1o eniaotr6pico con E.. 0= o, coeficiente de f'ricc16n 

dependiente de 1a conf'ormacidn y de1 factor de expenei6n. 

4.44. Birref'ringencia contra gradiente de ve1ocidadea. Bata 

grá:tica es una amp1iaci6n de 1a anterior. 

4,45, Birref'rtngencia contra tiempo, d.= 1; mode1o anisotrdp!, 

co con 6
0
= 1, coeficiente de fricción independiente de1 

f'actor de expanei.dn. 

4.46. Birrefrinp;encia contra tiempo, a!.= 1; raode1o anisotrdp,! 

co con e.
0
= 1, coeficiente de friccidn dependiente de 1a 

con:tormacidn y de1 factor de expnnsidn. 

4 ,47. Birrefringencia contra tiempo, 1 = O r datos experiment~ 

1es de Zebrowski y 'Pu.11.er (37). 

4.46. Vector de conf'iguracidn contra va1or propio del. tensor 

gradiente de vel.ooidades, E= 1000; mode1o aniaotrdpico 

con C
0
= 1 • 

. 4.49. Vector de conf'iguraci6n contra gradiente de vel.ocidades, 

l= O; model.o anieotrd!lico con 6
0
= 1. 

4.50. Vector de configuracidn contra gradiente de ve1ocidadee, 

l = l.; mode1o anisotrdpico con G 
0 

= 1. 

4.51. Viscosidad contra ~adiente de vel.ocidades, para diferea 

tes va1ores de densidad de carga; model.o anisotrd~ico 
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con € 0= 1. 

4.52. Primer coeficiente de esf'uerzos normal.es contra e;rudic~ 

te de ve1ocidades, para diferentes va1ores de densidad 

de carga; mode1o anisotr6nico con 6
0
= 1. 

4.53. 5ee;undo coeficiente de esfuerzos norma.J.ee contra grwiiea_ 

te de ve1ocidaQes, para diferentes val.ores de densidad 

de carga; mode1o anieotr6pico con €0= 1. 

4.54. Viscosidad extens1ona1 contra gr~diente de ve1ocidades, 

para diferentes Vb1ores de densidad de c8.l'ga; mode1o an,! 

eotr6nico con é
0

= 1. 

4.55. Esf'uerzo cortante contra tiempo, et= 0.001; mode1o anis2 

tr6pioo con é0~ 1. 

4.56. Primera diferencia de esf'uerzos normal.es contra tiem~o, 

d..= 0.001; modal.o e.nisotr6nico con E
0

= 1. 

4.57. Seeunda diferencia de estuer7.os normul.es contra tiempo, 

DL= 0.001~ modal.o anisotr6pico con E
0
= i. 

4.58. Esf'uerzo extensiona1 contra tiem~o, Q!.= 0.0001; mode1o 

s:nieotr6nico con eo= i. 

4.59. n (r2) contTa tiemno, c:t.= 0.0001; mode1o a.nisotr6~ico 

con f.
0
= 1. 



103 

P1ujo Cortante Simp1e Ectacionario. 

FI G. 2. 1 

nu:ldo e::i Repoao P1ujo Cortento 

V Vx• 0 

yt 
vx= toy 

' X 
t<o t)O 

Or•o1m1ento de Esf'uorcoo al. Xnicio de un Pl.ujo Cortante.S1mp1e. 

FlG. 2.2 

• 
' 
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MANCUERNA ELÁSTICA 

FIG. 3. 2 
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Expresiones para la Puerza del Conector de una Mancuerna. 

Hooke ~ns 

Praenke1 !!=" H (1 - :o ) ! 

'fw:m.er ~ H! R<. n
0 

Warner !-
K 

ª' •<• 
1 - (H/it ,2 o 

o 

L_.vin !- H 'i:-1(l!/ll
0

) l.txl= cothx - x-1 

F 1 G, 3, 3 
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8. DERIVACION DB LA ECUACIOll DE DlPUSION. 

Este anexo ae inc1uYe con e1 prop6sito de moatr~r 

deta11a.daoonte, 1a forma de obtener 1~ ecuacidn de ditu•i6n !; 

dimanaiona1 (ecuac16n 3.32). 

J\lltes de proceder n 1a deducci6n de 1a ecubci6n de 

difUei6n, se demostrartúl 1as BifUiontes if'U&1dades: 

e¡ + -'-~ii:· 
1 -d 1 -d 

e¡ - • imi-1~ ¡ + -!.- PJ?. 
1 -d 

(8.1) 

~·- Vector u..~it~~io en 1a dirccci6n de1 vector da conficura­

ci6n. P.= E.' /r• 

r• .- tr.ae,ni.tud ne1 vector de cont'icuri:l.ci6n. 

Sea 
:B,= ;, (x",y",z")= (x• ,y• ,z•) 

]!E= 
( 

x•2 

y•x• 

z'x' z•y• 

(B.J) 

( B.4) 

Demoetraci6n de (8.1). DeP~rro11bndo e1 primer ~ac-

tor de1 ~ieobro iz~uierdo: 
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(

l.- 4(J.-it•
2

) dx':y' d it'z') 

dY'x' J.-d(l-y'
2) dY'z' 

az•x• rJz•y• l.-d(J.-z• 2 ) 

(8.5) 

ltu1"i;p11.oando (8.5) por el. vector de conf'igurac1.6ns 

(

-d(J.-x•
2

) dx•:y• dx'z') 

dY'X' l.-d(J.-y•
2 ) dY':' 

dz'x' cJz•y• l.-J(l.-z';,::) ('.) 
Deeerro11a.ndo términos: 

(

x•- d x•+ ~ x• (x•: +:y• 2+z• :)) 

Y'- ~y'+dy'(x' +y• 2+z' ) 

z•- d z'+ dz'(x• 2+y• 2+z• 2 ) 

(B.6) 

(R.7) 

Por tllllto: 

!:' 
(I + 1 :.d l!.ll.l!:' = r=-j (0.1.) 
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Demootrbci6n de (B.2). Mu1tin1icando (8.4) por J 

~ -

(4"'2 ~x•y• 

d m?.= Jy•x• dy'2 

dz'x' dz 1 y• 

(~•·" -d x•y• 

a' l!J!• - d y•x• l.-dY'
2 

- d z•x• - rJz'y' 

Dctcr:ninante de (B.g): D=.1-d 

J.~atriz edjunta de (B.9): 

Jx'z') 
Uy'z' 

d z 12 

······y -rJY'.z.' ~·;, 

2 
1-dz~ -

(

l-d(y•
2+z• 2

) Jx•y• <!x'z') 
Jy•x• l.- a'(x12+z• 2 ) d'Y'z' 

Jx'z' Jz'y' 1-J(Y-'
2+y• 2

) 

Inver~n óe (B.9): 

QUe ~uede escribirse como: 

(8,8) 

(8.10) 

(8.12) 
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ai so compli.r&n (B.5) y (6.12), •• obtiene: 

(I 
= 

(8.2) 

\. 

ECUACION DE DI.'PFSION. 

81 punto de partida ea •l. bal.encc de l.n11 fUer"Zé>.D flUC 

intervienen en el. l)roceeo que ec attnl.izu: 

(8,13) 

Co=binnndo l.~s expreoionee corresnondientes u c~d~ 

un¡,. ca 1~:. es:tera•~ 

(8,14) 

(8.15) 

Sustituyendo, segtln definic~or.ca Qel. c~p!tu1o 3: 

(B.16) 

pero r• 
-2 - l:i = ~· y 2a'i,.3!:.9, entoncer.: 



2 
't( I-,n"l)(1'• r'-Í'' )-2Kr'-2kT•"'-''il +~r•= O 
7 ::r - a= - - - l.r• ;¡- -

2 
+ 2q r• 
~-
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(6.17) 

(6.16) 

J.1ul.tinl.icando cede. tfrnino Tior (I- J?.2)-1., se obtie­

ne l.~ ecu~ei6n de moVi.r:liento (3.22): 

• 2K( ¡-1 r'=l•'•r'--I-d!>., r• 
-s::- "'ic --

2 
+ 2q(l - d IU?.)-1 r• 

E.~ r•3 • -
(6.19) 

Mul.ti:pl.ictuido vor 1.11. func16n de di!:'tribuc16:i y upl.!_ 

cundo el. o-,cr.:..dor V• : 

2kT( I ¡-1 V - - I- n-::i V.'Q + 
~ = - (6.20) 

Sur.titu~endo en 1• ecu~ci6~ de continuiChd (3.1.9) y 

deapeje.ndo el. té:r:tino do 1~ deriv~c~ ?<.::..rcie=.2 ce~ r~spccto a1 

tiem,,o: 

~= -11· (~·· .!:'\ll + ~'<~-d!?.!?l-19· (.!: 0\ll 

2 
2n jq,-d2J!)-1,¡.(_;:'~) 

f. 'i r• 

+ ~(I-d!"l..,)-1. 
'i = -

(B.21) 
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suotituyendo (8.1) y (8.2) y a~p2ndo t~rn.inoo, 

se obtiene 1n ecuaci6n de dif"uai6n (3.23): 

+ ( 2K r' 
~ti-d)-

(B.22) 

La ~orce adimenaion&l. de estb ecueci6n se concieuc 

mediante el uso de 1nn expresiones: (3.24) ~ 1u (3.31); y e~ 

la. aieuientc: 

(8.23) 
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9. MBTODO DE CALCULO. 

En 1a eo1uci6n de 1ee ecuaciones para e1 cál.cul.o de 

l.n mo.g:¡itud dc1 vector de configuraci6n y de l.os sistec:c..g de 

ecuucio~es diferencie1es, ee ecp1ee.ron t~cnicss nw:i:éricasr 

Nel"lton-R~r-~ocn y Runge-Y.uttc, respective::i.ente. 

E:': 1as páginas que sie;uen se presenta e1 l)roe:rru::.o., 

en PORTI!!.::, ~ti1izndo en 1a so1uci6n de1 caso eenerc1 (ecc­

ci6n 3.5), ya que l.as modi:ficnciones que deben hacerse -par¡¡. 1a 

c1uir'el. fe.ctor de er.pcnoi6n en el. coeficiente de r=icci6n o 

~c..r~ tr~bnjc.r en régimen conccntrudo, son m!ni=:ac. 

EJ. 'Proere.ma se di.señ6 pare. gc::.c:-e.:- E!.::'ct:ivos de l.es 

pro¡:i:icc!c.:=:co de fiujo, de i,.x 1x~;> y de (r?.~, du::-a.~.;c C'..: ejeCu­

ci6n, ec fcrt!C. ta1 ~e f\lerc posib1e di.sTic=er de ese L~fon::.a­

ci.6n ~ara su di.recte. e inmediatc represente.ci6n ~rica. 

B~E=icwnente se manejan cuatro subrutinas, que cn1c~ 

1en 1o ~iei,:.~c=to: 

WA.'!'U~Eil: Ecuaci6n (3.34). 

NEii'rOn: Raíces de 1as ecuhcicnes (3.48) y (3.5B). 

PROPPL: Pro~iedades de í1ujo. Esf'Uerzo cortwite (5), 

viscosidad (~"TA), primera diferencia de esfuerzos normales 

(~'1), sec.,!..~dc diferencia de eotuer~os norma1es (~2) y e~f\ler­

zo e::tc:i.sic:m:t (NlP). LD. tentinaoi6n "H"'T", indica que ae tr~ 

tn de v-4o:-ca e.1 este.do ef:.tt.cior.~-.rio. 
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RUNKUT~ Siotema de ecuaciones diíerencia1es, de 1n 

(3.41) a 1a (3.44). 

Con 1os val.orea instantáneos de L.,x1xj')' ee obtienen 

fácil.mente otras ve:iab1os de importancias cuadrado de 1a ~ 

nitud de1 vector de configuraci6n (R2) y b~efri.ngencia (B). 

Estas indicaciones, afiadidas a 1as i.nc1uidas en e1 

11stado, hacen que sea rc1at1~-a.-nente eenc111o entender e1 'f'l.ta 

cionamiento de1 proBrama• 
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~F.E~!=1,TITLE="FT/RU~~vz•) 
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FILl 

• 
FILE 

• 
FILE 

• 
FIL E 

• 
F Il E:. 

• 
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FILE zr<KlQ[lcOltK,HA)RECSltE=14,JL0Cl($ttE=210,•~ElSl?E•3Jo. 

• AP EASi:.1.TlTL~ .... FT /Ruicue•1 ¡ 
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e 

e 
e 

e 
C­
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e 
e 
e 
e 
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PAF ~ .. ETPO ~t tlENSlf•J.t' nE CAºGA: CARf,A 

~El. o< 5, /) r~, LA't[l A,H, einro!I: 
llt .. 0('5,f)!;fAt'VL 

1tc:i.ocs,11~ra1n:; 
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e 
e CALCULO t-E VAL oc ES t.l S:.:STlt.Dl ESTo\tlDNlRIO. 
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rara UWA ,LfA.,. SE oaTtENE• l,.•J,Q y LAS PP:JPlEOADES DE 

FLtlJe &L ESTA.03 CSTJ.CllUAlllJ•. 

l :JISPP. .. !F2111Jii 

IJO 2E? ir: .. t,.!' 
ALFA ""&P• DY\. 

1, .. taa&acr1 
WRITEC6,•/)~Lf~,.LA•Da,.LJNS~l,E 

T=1.C 

IF(Ll"l!PF.Ctl .. 1JG0 TO 3(1 

EFt0-::0.C 

50 TO 4Ci 

!CJ aso .. 1.t 

40 CALL Jltl-'TtNCR,.. TJ 

RE!T1<'R 

aZt.EST .. REST••z 

3CST•P.E! t•SC:llTt•J 

•Cf""R 
CALL WAPt·f'F(X?,.PCEJ 

•lLStcC:l 

f P!=TPSC/(3.,•:CST••? J 

Cl"~EST11:[pS 

u•1Tctt,..•/Jr.EST,.QfST,.WIEST,.tPSEST 

•"••lD•JlCST .. ~•((1.-L~·va>••2-(1.-fPSEST)••2•C1.•LA•O•l••~> 
• •(Alf"A•QfSTJ••~ 

IPA-ht1c:!.•fl•XIEST 

•T=2.•c1.-1.~~r~··z>•(ErSEST•1.J•(Alf••D~ST)••?f(C•4~11•~·A~I11 

·~=2 .. •tJ:CST•<YICST•iLFA•~EST•l1.-tPSESTJ•C1.•LA•O~)l 



J\![!0 

!400 

3500 
!~00 

8800 
!!iOJJ' 

YOO~ 

11(10 
02.:ll 

;.'5 :J'.l 
;1.00 

1420 
1s::ia 
1600 

e 
e 
e 

160 

* +(ALFA•QtST•t1.•LA~C~ll••2)/(~HANt1•0~A~I0l 

YZ=2.•(~lEST•CXlEST-ALFA•QEST•C1.-EPSESTl•t1•+LA~O•Ol 

* +C~Lfh•QEST•C1.-LA~OA)l••2)/(0~A~J1•D~A~l0) 

Z2=2./0P./,Nl1 

CALL PnCPFL(SC,ET~O,N10,~20,~1PO,J2,Y2,iY,l2) 
bESTsSJ 

ET1'EST=ETP.('I 
N1EST=H10 

f\12ESTaN2C< 

N1PEST=t:1P[ 
Wr.1Tl!Cf: ,ZC:C:) 

0700 200 FORll!AT(1X,///,ZOX,"VALDRES t..L ESTADO EST'ACtC!t~ARIO",///) 

1eoo trCLAnrn.~c.1.J> Go to so 
9;o::i 

1]('(10 

, :it 00 
1 lZ ClC 

13300 

1-:r !TE( (,a/) SE!=T, ETAEST, N1 ES T, H2E!:T 

GO TO 6!' 

5L• Hl':lTl!t6·,a/)fJ1PEST 
e 
C COllOlClCllr!S tHltlALES. 

10t.OD C 

1:1~CO 

, 06(10 

1j?'(l0 

1 :lF.C·O 

1 )9:JJ 

11 noo 
111 OJ 
11~00 

' l 'S:? :::1 

114(10 

11!CO 
1 t ~ OD 

e 
e 

TIE~PO=~, GRAOIE~TE ~E VELO:JOADES=~ 

e LA LETRA J INOlCA LA fPECUENCl~ ne I~?RESIC~ D~ LAS VARIABLES. 

e 
~5 Jc(I 

T=T-1 .O 

CALL Nt~Tol! ( n,, T) 

R:?-=R••2 
GPF2=1i•F::! 
WRlTE<1~,/lT,GeR2,1.Q 

RCE=P 
CALL WAl>ll[í.(>Cl,PEE) 



,170D 
11"!t0:J 
11000 
1°2:]0l 

1210~ 

1ZZ00 

l"l30J 
1"?4 O:J 

l?S'J:J, 
1Z6t'O 
1Z7DQ 
1?~tl0 

1?9l'IO 

11000 
, 3100 

1'52l'IO 

• ! z., => 

, !.212 

13220 

1 '5~UO 

15400 
13~00 

1'5~DJ 

t srco 
13!00 
1!;tOQ 
lft:JOJ 

'''ºº 14.?0J 

14 '!'i('l'J 

14400 

1450] 
,,600 
147('10 

x2z:2.1r 3 .... •1•x1 ,, 

Y2•X2 
tzzoxz 
XY'=O.O 
Q•R•SQRT(tl) 
CALL pr.oPFL(S0,ETAO,N10,N20,~1PO,X2,Y2,XY,1ZJ 
WRITE(!,•/>SO,H20,N10,N1Pú 
lF<L•~tA.co.1>co TO 91 

SmSO/Sf'ST 

WRlTE<1C,/)T,S,1.0 
ETA•ETAC/ETACST 

WRITE(l~1/)T,ETA,1.0 

1 F ( N1 E!:iT. ca.o. Ol rn Es'T=1 •O 

f..1•N1D/r¡1(.ST 

WRlTE<tt,/)T,Nt,t.O 
1 Fe t-:i! E: T. r;c.o. Q) r~tfST=1. o 

lolRlTE(6 •• I) T ,so, rn O,N2(1 

Wltl TE<.51 ,/li ,1:2 ,t .t 
GO TO 141 

91 1F(N1PC.EO.C.C'')N1=t:.t.CI 

N1 P=H1 PCI 

TLCG•O.Ci 
S EL•ALC,Gt (' (tlt P) 

wr.tTEt12,/)TLCG,SEL,1.ü 
141 Gr.t'X'?•fl•Xi'.' 

GR•Y2=tl•Y2 
GRl"JCY=U•"l.Y 

GR~Z2•N•Z;? 

ª"'º·º "1Rl TE(I !=,/)T,G1f.•XZ,1.0 
~RJTEt1C,/lT,GR~Y211•0 

WRI TE< 17 ,/lT,GR,Xf ,1 .O 

WR1TEC1P.,/JT,GP.MZ2,1.0 

181 



14,00 
14Q(il:\ 
1sroo 
15;'00 

15St0 
1 ! '(10 

15~00 

1!600 
1!703 

158 DO 

15::100 

16C'IO:I 

161 [.0 

162Q3 

l'S~JJ 

1S40j 
1 ~50; 
1 S!.O!l 

1s-:oo 
1 so t':i 
17100 

17200 
1 7.11.:('Q 

11,r.o 

17SCC' 

17SOJ t 

177CO 

17~00 

11000 

'!l:ll 
1 ~,o:¡ 

1 !2C:O 

1 !!O:J 
1!400 

e 
e 

60 
WRlTE(ZO,/)T,B,1.G 

JcJ+1 J - , 

Ci.Ll RUNl~UT(X2, 'f2, Xt, 12, r.~H, ~~ ,F~, F3, f4) 
GRMXZ=N•XZ 

GRP'Y2=N•Y2 

GR• XY•H•XY. 

Gr.t'Z2=1l•1~ 

P=S ªRT ( (X2-Y2) ••2+4. •XV •«-z> 
WP.l TE( 1 5 ,/> T ,Go "Xi? ,O .O 

WRITE(1t,/)T,GF.~Y2,0.~ 

VRITE(1 7,/) T, GPt'IXY ,:;.-. 

\.IRlTE(18,/)T,G~~z2,o.o 

WF:l TE( 20,/) T ,a, 0-t' 

p2cX2+Y2+?2 

GPP2=~!*R2 

IJRl TC<1 9",, T ,i:;F. R2 ,,o.e 
F=!'ORTC r.z> 
':fft~IH~T(Tl) 

P.t:E=R 

CALL \.l,I P:HER( Xl ,.11 EE) 

IFCLIH!PP..!::C..1) GC' TO 70 
EPSO..,O.O 

t;O Tt' P.C 

7C. t:i!'0 .. 1.(1 

80 E::l5-s:.EPSC/C!.+Q••2) 

CALL PI' OpfL( S t::,. ET AO, lit O, N20, 'N1 PO, X2,. Y2 ,IC Y, ti!:) 

lf(LA"'tA.r.C'!.1)- :;o'º t:o 
S=Sl>/SEST 

lolF:l TE( 1 C,/) T ,s,. O.[i 

ET t.=r. TAC/ETAES T 

~RlTE(13,/)T,~T•,O.~ 



115['] 

1 !SO::J 
1g:"QO 
, !171 o 
1!720 
1"'!73J 

1 '! ºº 
1!90J 
1 ;ooo 
1;353 

191l10 

f;?:>J 

1;3c: 
t 9t.O:! 

19500 

19f.('J 

'97~J 

f 9 A(l(I 

t90Q:J 

Z:l('>l'O 

2jf OJ 

i?l~O:J 

i?Jf.t'J 

~:J:ori 

2W600 

Z,j7QCi 

Zj~~D 

10~00 

21 ['IOC 

21 t 0(1 

21 ZO:J 

2'?:-0I' 
?t LOC 

2:1 ! (10 

l F CN1ES T .Eo.o. (')N1 EST•l"•J 
-.1 aN1 O'-N1 E!:T 

WP.1TE(11, /) T, t11, O. O 

1 F ( N2EST .en.a. C> lji? EST=1 ·O 
N2= .. 20/N2E!T 
W&lTECZ1,llT,U~.o.o 

WR1TCC6,•/)T,SC,N10,,N20 
GO TO 140 

9(. N1P1"!11D(' 

1F(li1P.LC.('l.O)ZO TO 20 
SEL11ALDG10CU1 p) 

TLOG=ALOG1 C CT) 

WR1TEC12,/)TL05,SEL,O.:> 
DI FN1 P•Af..S (ScL-.. 1 FE ST) 
1FCDIFN1P.GT.EP.P.OP)GO To 60 
J•C 
SO TO i?(\ 

14C c1rs=11.escsc-scsT> 
IF(O.!FS.GT.C.t.'t-r;)GG TO 60 

J=I: 
20 t:>tlTJNJF 

CLOSEC1C,t1SP=CPUNCH) 

LOCfC"=1(' 
CLOSF(11,0lSP=CPUNC~) 

LOC K=11 

CLC S E<1 i rfl I SP=COONC.-) 

LOL:k=1C: 

CLCSEC11r~l~P=CRUNCP) 

LOCK•1? 

CL~SE(15,,DI:P=CAU~CH) 

L0Ctt:=1~ 

CLOSE(1t,,~1SP=CRU!IC~) 

~.:>CK=1~ 

CLOSEC17,,0ISP=CPUNCP) 

' . 



21600 

21100 

21!1(10 

21900 

? ?lO'l 
221 OC• 

?!o?.Jl" 
22~1 (' 

2 ?"22l 

??!t''l 

22'00 
22500 

22600 
22 7CD 

Z2P.OO 

??;gJ 

2!0(10 

2!1 ºª 
25200 

?!!CO 
?J5!>D 

2~'00 

23!"00 

Z!~OC 

!!1Jl 

2!!1(10 

2!90:J 

2ttnoo 
!4:1";J 

24?.00 

? .. ~ 'll 
144['1'l 

2.'!'0(I 

ZftSOl 

e 
e 
e 

e 

LOC1<=17 
CLOSE(1f,DISP=CRUNCH> 
LOCl(c18 
CLQSE(19,~1SPcCRUNCH) 

LOClt=19 

CLOSECZC,~ISP=CRUNCH) 

LOCIC=20 
CLOSE <:1, DlS PcC RUNC ll> 

LOCK=31 
CALL EXIT 

fND 

surRUTtN.\S T 

su=RoUTlUE W,\RtlER(Xl,FEE) 
CO~MON ALF~,Q,N,LA~D,~tPS,E:tSO,E 

184 

REAL N,LAtltA 

F5~4.•REE•SCRF(N)/((1.-REE••2)•(1.+lEE*ia~rtN))) 

F6c4.f(!.•C1.•REE•SORT(N))*•2) 

F7=2.•(RCE•~QPT<»>-1.J/CC1.~R~E*~ORTCNJl•~•REE••2l 

F8~4.•EIC~.·SnPt(Hl*(~Ee•SD~T(N)•1.)•REE••?l 

Xlc F!i+Fé-fi"-F'l 

RtTURN 
Eta. 

SUE.ROUTINE &¡EiofTQH(REE,Tl 

co••ON ALFii., Q, 'I, LA l"lt>.\, EPS, Ell sn, E 

REAL N.,LAnc11.,11ulll,NU"'P 
l{Qc1 

P.EC•CI.! 
tF<t."IE.(i.(l):i('I TO R 
F1=<~.•N+2,.J •;~pf( HJ; 
FZc3.•(~+1)+E•~QPT(h) 

F!~e-Z.*SORT('ll) 

l. 



24650 

247~0 

24701 
zc.ooo 
1sJo:i 
2~1 •10 

25200 

2~!00 

? ; 5 2). 

25400 

2~420 

2SO:t'0 

25520 

?lS:Jl 
25700 

25R'J 
zs~o:i 

i!.SOG:! 

261 ºº 
?S?Ol 
26!i0[1 

2S40J 

25500 

25510 

25523 

?S5(1'.) 

26'1'('0 

26710 
2580:1 
2P):Jj 

271GO 
272(!0 

27360 
l 1 r. r.1 ~ 

F4=3.+SQRT( llJ •E 
2 P0Ll=F1*REE••4•~2•REE••3+F~•REE••2-F4•REE-E 

POLPRI=4.,•F1•P:EE••3+3.•FZ•RFE••2•2.•F3•REE•F4 
lf(POLPKJ.llE.0.0)G~ TO 3 
\.IR1TEC6,4) 

185 

4 FDF'.MATC c.x.1,1 ex, "DEPI VADA NJLA", 1ox,•reR.,I"l .. P"OGR .. PIA•) 
:>o ro 950 

a ciLL WAPHER(XI,FEEJ 

E PSP=-2., •11• EP!;O• RE E/ ( 3. •N *R! E••2) ••( 
A=2.•(1.·LAl'\!lt.) **2•.( Z.13.) • ( ( 1. •EPS)*(1 .•LA"'D')) ••2 

AP=t4./3.,>•C1.+LA~DA)••2•(1.-EPS)•EPSP 

~=((1.-EPS)•C1.•LA~Dl)J••2•[1.-LA~D~)••? 

BP=-z .. • ( 1 .. •LA•'ti A) *•2•( T. -EPS) •EPSP 
DEtt=~·c~·~·c·~I•PCE••2)*n~E•*2 

UU~= ( H•)' l*P:EE** 2-2.) •XI• •2 
f'OLI =:u.:r~/DEN•ALF A••2 
F~F'=4.~SC~T(ll)•CC1.-REE••2l•C1.,+PE[•SO~T(~))• 

* ~EE•(SQRTCU)~(1.-PEE•*2)·2.*C1.+SQRT(~)•REE)•REF))/ 

• <<1.-fEC•~?>•C1.•SaqT(~l»PEE))••2 

f6F=- (8., /!.) •S; PTC Ti) I ( 'i. •~E! •SQQT ( tU J **3 
F 7P= :?..•( ri*SQJ\T ( N) * ( 1 • +R EE•Sl PT( f.')) *P. EE *•2-

• (N*SCRT(~)•RtE•*2~2.•N•~EE*(1.tREE•Sl~f(~))) 

• •(REE•~tqT(ll)-1.l)/(~•q~f•*2•(1.+REf*S~~T(~)))•+2 

F e;i =-l.. •E• C~ ••SO P.T< 'º*PEE**~ •2 • *P fE) I 
• ( 3. • SOPT( ll) * (~ EE**Z • (SC~ T CM> +REE+1 •)) **?) 

Xlr=F5P+f6P-F7F-FEP 

DE•IF-=N•r. EE*•~ • (¡. P+"• (?. *IC 1•~ • REE•IC l • 3P• :!.EE *a 2+3 * Xt ~*lt EE••?) 1 
• +2. •N•F CE• (l +1;•3 *ll'.l .. 11 EE• *<"> 

NU~P=N•Xt*•~*F.CE*<Z.*ICI+~~E•~IP>•2.•X1•(N•CI•QEE••2•2.l*ll'.I> 

POLPFt~CDEP•NJ~P-ll~~*OE~P)/~E~••i 

lFCPOLPFl.flt.r.OlGO TO ! 
lilPITE(6,L) 

GO TO 9!:'0 

! Rt1rxt=ll' Ct-PC L! /?CLP Q 1 



27500 

27600 

277[!0 

Z180J 

27900 

ZS:>OJ 

z~ i oo 
2!l('l0 
2!300 

z"'ºº 
?85 ll 

?3SDO 

2.137Coti 

2!EOO 
z~r;oG 

z;ooc 
?9t~O 

2.111 ¡t[l 

2:11200 
z;-,oc 
2:11400 

?i1L5J 

2:) 50'J 

Zil600 

z;100 

?9t:i!)J 

2:il0[\J 

!i]JJJ 
!0100 
!l?~l 

3J300 

' ']LOJ 

'!J~OJ 

• ! l.S l j 

Dl F= ABS tr.l:EXT-REE) 

lFCDIF.LT.1.0E-6) GO TO 950 

REi:.=P.NE:C:T 

lt0=K0+1 

JF(K0.GT.10ClG:> TO 11 

lF(T.EQ.ú.C!)GO TO 2 
GO TO B 

11 WRITEt6 1 ::> 

J.86 

5 FORMAT(5X,//.,1JX1"E•tEDIO N). DE 1TEPACIONE~·,1.,1ax, 

* "TEPlll?IA PPOGl!.A.ql"l 

95C REfUP.~ 

e 
t 

e 
e 

e 

F.J:t. 

SUE'ROUT 1 llE PROPfl(S¡j, ETl.0 1 ~1'D 1 N20 1 tl1 pJ, t2, t Z, W'Y, %2>· 
CDP~ON ALFA,.Q 1

111 LAf'IDA,E, S .,E, SO, E 

11.EAL "!,.LAt-'DA,S1 O,H1 p;:i,qzo 

SPLAY=1 .. ' ( 1 .-( Y?+y2+Zi!), -e/e 3. •N• SQP.T ( (( 2: +f 2 +Z 2, ••:5>) 
so=<3.l2.)*N*~PLAW•(X2-Y2> 

ETAO=S(\f ALFA 

N1 Ct=3.0•ll•S PLAU•AE S ( XYl 

NZC•3 .. ·~·co.5•(~2+2.•~Y•Y2l-Z2) 
N1 P0=2 .. *!t 

PETURN 

ENt 

SUDR OUT JllE RUN(UT ( t 2, Y2 1 1CT ,t 2, T ,t' ,F1 , F2, F3, F' l 

C ESTl SU3f.l.::TtNl CALCULJ LOS •O•EqTOS e:-. ru-.eto~ DEL TJE•PJ. 

e LAS FUNCIOl1ES ESTA~ OE~1-.1ous EN OTROS ,UBDRoGqa,,.,s. 

e 
ti,>:2""H* F1 (X: 1 't:!, XY-,?2 1 T) 

1>1"< Z=t'•f2( X2 ,Y~ 1 XY ,?2, T) 



. 3:J700 

3:l80:J 

3JOOQ 

3f C!CHl 

3f, 00 

312CO 

31 ~(\Q 

31 'ºº 
51 '5 J ): 
51"50J 

- 31700 
"!l~OJ 

31 l'JQ(J 

32:JC':l 

"S2100 
-3z2co 

5Z"óOQ 

"!?t. O:J 

3ZSJJ~ 

3250:J 

3Z70(l 

32800 

32C:f\0 

3!:J(l0 

33100 

332t-O 
33~(1::; 

!!t.O:i 
35<;(l'J 

3!S:J2 

'53~04 

3!":[J6 

33!-0:J 

• ~ 
3!700 

e 

e 

e 

e 

e 

D11Y=H•F3(K2,Y2,XY,?2,Tl 
D1?2=~•F4(X2,Y2,XY,I2,T) 

187 

D2>C2=H• F1 <x2+c-1 t212., v ~+01Y?1 .. 2. ,xv•.0_1l!.Y12._~•.Z_z +0·1 z212.; ~ T~_~,.~. 1 

D2r 2=i1 *F:. (X2•D1 '/.2/2. ,yz+D1 Y?·/2. ;)(, .. o-_, ·i'Y~ 2~·-~ z.2~'~ 1_~2/.2· .. , T!H /2. >. :' 
ozi Ys:tt•F3C~'+o1 J..0 212., vz" 01 v212. ,1v+~1 Y.Y/ i . • i2-+01 i.'2.Í2 ~ ,.·T:..'Hi z. ,-. 

D 2Z 2=H•F 4(X2+D 1 XZ/2.,. Y2+D1 Y?./ ~ •• )C'f ~o ,xv'/.2_~--.-¡-~+o~ Z.'2"/:2. ;j,~:·•~.-~·.) 

03). Z=H~ F1 ( X2+)'21C 2/2., Y2•DZY? 1-2., • .,~~2)('f ~ z., ~?,~o?·z~/~'.~·~:{:-~·.;~'. ~­
D !'f2s:H• f2()(2+n2X 2/2., Y2+D2Y? /2. ,•T+~ZICY /2. ,.t2 +D2ZZ/? .~T+~ /2 .) 

D~'/.Y=tt•f3<X:+o~X212.,.Y2+D2Y212.,.YY+~2•Yl2.,.IZ+ozzz!Z.,T+H/2.)· 
D3z2=H•f4('/.2+D2'/.?/2.,Y2+D2Y?/2.,.Y'f+D2XY/? •• I2+D2Z2f2.~T+Hl2.) 

"4)(2 =H•F1 c:~z +t' ~::¡, YC. .C.D3Y2, J;f +03XY,.. z. 2+C5? 2,.. T+.¡ > 
D 4YZ=H•FZCX2+D31C.2, Y C:+o1'f 2,. 1-f +03XY, Z ~+D:5Z 2 ,T+H) 
04}'f=~•F~(X~+~5X~,.'fL*C!V2,..11~03XY,..ZZ+D!z2,.T+H) 

04 7.2= H• F4 (XZ +O! l<C:,. y¿ +n::;12 .. ,., .c.D~~v,.. Z2+D"3I 2, Ttof) , 

T=T+r 
X ;?o=X,+( Ct1 y¡+~. t-02)'2+2.•D :0::l{2to D4~ 2) 1 G. 

Y2.,Y2+( D1 Y2+ Z. •O 2Y2+Z. •ti Jyz., 04Y2> / 6 • 

JI.Y= XY+( t'1 X'f+2.•D~YY +2. •O 3XY .. D4l<Yl / 6. 

Z2=Z2+(01ZZ+2.•D2Z2+~.•~3t2*04ZZlf6. 

J.tTUPU 

EIU> 

Fui.cr1:=-t! f1 cx:-.•2,·xv,1;i,.'Tl 

CCY~CN ~LFA,..a,.~,LA~OA,.rPS,E~sn,.E 

"Et.L li,LAMt.:. 
RZ11x?+Y?+Z2 

P:rE.=SQiTCR~> 

CALL WAFflEP(XI,"EE.) 

F1=C~LFA•C1.+Lt.~OA)•(1.-EPS)•X1/Q)•~2+ALFA•(1.-LA•DA)•XY+ 

* 2./(3.•tl•Q) 

1 
I 



331H't:? 

350QJ 

34C:OO e 
~41 QO 

5\ZJ~ 

3430G 

34305 

34306 
34307 

34'-0t' 
3C. ~QJ 
34SOJ 

34700 
3t::t[IC e 
34::1('0 

!5000 
3".1 OC: 

s;1:i; 
3'S"107 

s; t ::> Q 

35201'.:! 

555JJ 
'S C.C~ 
!;so:i e 
35 60J 
5; 7r;t0 

!!!300 

3S St'.12. 

!S!lO!' 

~; !! J' 

!~9[10 

"' 
5 5 J :JJ 
3510[1 

.... --

RCTUFN 
Etlt 

FUTICTIOll Frcx;.v~,,Y,t7.Tl 

cot.~['~ ALFA,O,N,L~~D,,EPS,~>sO,E 

itEhL •f,LAPl['A 

R2=X2+Yi!+IC: 

REL=SQRT(R:'l 

l.88 

CALL WAFHEr.OCI,rEtl 
F2=(ALF~*(1.+L,~~&)•(EFS-1.)~~t/C)•yz~ALFA•C1.~lA"~~l•XY• 

* 2./(~.•N•G) 

RETUIHI 

i.::ND 

FUP..:CT10l1 F:0(X~,Y~,XY,.Z2,T) 

co~~ON ALFA,Q,11,.Lh~DA,EPS,f>sO,E 

~CAL N,LAt"DA 

R2co,2+Y2+:.? 

REt=SQf\T(R;i') 
CALL ~AP~CR(XJ,PEE) 

F3 .. -Xl •XY /Cl+ALF .... <1.-LAll: DA)•« yz-rz> / 2. 

J!ETUrN 
EHt· 

FUNCT10N r4cx¡,v2,xv,zz,.1> 
CO•.~CN ALF~,~.~.LA~DA,EPS,.E>SO,E 

i::EAL N,.LA~D:. 

l<i!=X¡+y;"+2~ 

REl=SQFTCP?) 

CALL ~~p,~fr.Cx:,RtF) 

F4••Yl•I2/n+2./(3.•ll*O) 
PETUFN 

Eflt' 


	Portada
	Contenido
	1. Introducción
	2. Conceptos Básicos 
	3. Desarrollo Teórico
	4. Resultados 
	5. Conclusiones
	6. Referencias
	7. Relación de Figuras
	8. Derivación de la Ecuación de Difusión
	9. Método de Cálculo



