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INTRODUCOION. 

El estudio de la.e FUERZAS IllTEil!llOL&CULARES ha sido de 
gran importancia y ha ocupado un lugar privilegiado en -
la investigaci6n científica actual debido a que el cono­
cimiento de dichas fuerza.e representa uno de los caminos 
más directos para entender el comportamiento de muchos -
sistemas físicos. Conociendo las fuerzas intermolecula­
res es posible explicar la geometría y estabilida~ de -
los sólidos, las propiedades de loa líquidos, las transi 
ciones de fase y las colisiones entre moláculas en gasea 
s6lo por mencionar algunas de sus manifestaciones. 

Desafortunadamente, la ~eoría de l'uerzaa Intermolecu 
lares no ha sido desarrollada al grado de hacer p~edic: 
cionea confiables para la mayoría de los sistemas físi­
cos y sobre todo el rango que abarcan las separaciones 
intermoleculares; aunque existen modelos dentro de la -
Teoría que dan buenos resultados para cierto número de 
sistemas. 

En esta Tesis se desarrolla un modelo nuevo para éa! 
cular las fuerzas intermolecularea basado en la hipóte­
sis central, ya conocida, de anroximar un sistema de e­
lectrones por un gas uniforme de electrones que obedece 
la Estadistica de Fermi {ref.23); es aplicable a siste­
mas diat6micos formados por átomos de cana cerrada y en 
su estado base, pudiándose extender a sistemás con cara~ 
terísticas diferentes. 

La necesidad de un nuevo modelo au1•gi6 debido a que 
los cálculos de energías de interacción entre sistemas 
de muchos electrones bajo mátodoe mecánico-cuánticos -
tradicionales como SCF, CI 6 Teoría de Perturbaciones a 
lo máe pueden aplicarse a átomos medianos y aún con un 
considerable esfuerzo teórico y computacional. 
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Ahora bien, uno de los principl'lles p-roblem'.Ls ~·-te s;i 
presentan en la descripci6n mecanico-cuántica de los -
sistemas físicos que poseen varios electrones es la fal 
t" de inf onnaci6n acerca del est!\do '1el sistema en est,2 
dio. Una forma de incorporar lo. reducida infor:nMi6n que 
poseemos dentro de n•Aestro formalismo es haciendo uso de 
la MATRIZ D~ DENSIDAD, la cual facilita la aplicaci6n dr. 
los postulados de lA. Mecánica· Ouil.nticn. Sn base a éF>to, 
en el Capítulo l se define la matriz de densidad y se C! 
tablecen en forma breve sus propiedades, además de que 
ee plantea el problema que atacaremos en lns siguientes 
secciones y el cual consiste específ ica'!lente en calcular 
la energía de interacción molecular para el sistema He­
He y comparA.rla con resultados p-revilll11ente obtenidos por 
diferentes mátodos. En el Capítulo 2 se preoentn el nue­
vo modelo lla.'!lado APROlCir~ACION "i:S'J'ADISTICA GSN:>RALIZADA 
en el que se determina la matriz de densidad de primer 
orden para el dímero Ho-He, bajo ciertas condiciones. 
Luego, en el Capítulo 3 se derivan las exnresiones <1e -

CA.da una de las com¡1onentes de la energía de interacci6n 
total en términos de las matric~s de densidad, pBra así 
proceder a cnlculnr numéricamente la ener6fa de i11tert<c 
ci6n del He-lle en el Capitulo 4. Al final de la T~sis 
se dan las conclusiones gene-ralee en las que evaluainoa 
la eficienc~n de la llam!\da Aproximaci6n Zstadíetica n~ 
neralizada, así como de posibles extensiones del modelo 
y loe cálcu.los que se podriA.n llover a cabo con ntros -
sistema.e. 



OAPI'?ULO l. 

l) Et PROBLEMA DEL CALCULO DE LAS ?UERZAS INTERMOLECUL! 
RES PARA EL SISTFr/IA He-Re. 

En la mayoría de las investigaciones sobre la eetru~ 
tura y propiedades de loa s6lidos y líquidos y las coli 
eionee entre mol~culae en gasee ea necesario conocer la 
naturaleza y magnitud de las fuerzas intermoleculares. 
Sin embargo, el problema de evaluar las energías exactas 
de interacción está lejos de su completa solución espe­
cialmente para moléculas medianas y grandes. Aún así se 
han desarrollado varios métodos para calcular las ener­
gías de interacción entre átomos, principalmente de oa­
pa cerrada, iones y moléculas. 
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En esta Tesis nos restringiremos a traba~ar con el di 
mero Re-He constituido por dos átomos de Helio de capa -
cerrada en su estado base, Las razones por las que se e­
Xlllllina el dímer {He)2 son básicamente dos, La primera es 
porque es una molécula simple ea decir, un sistema pequ! 
ao comparado con la mayoría de las otras mol~culas y la 
segunda porque resulta ser un caso de controversia en t2 
dos los modelos que intentan establecer su energía de i~· 

teracci6n como veremos en la secc. 3, 

El camino tradicional para tratar el problema ee apr~ 
ximar el proceder de muchos electrones de un sistema mo­
lecular por el de un gas de electrones que satisface la 
Estadística de Permi y que ocu~a la región del espacio 
fase de mínima energía. Esto nos obliga a encontrar la 
Donsida•l ·le la Di~tribur.i6n y exnreaar las enereias ~P. 

interacción en t~rminos de tal densidad, La ventaja de 
esta suposición es que no trabajamos con una función de 



onda completa de 3N dimensiones sino con w1a densidad de 
3 dimensiones, Es por ello que en la siguiente secci6n -
definimos y demostramos al~s propiedades de la densi­
dad de distribución que serán de importancia en nuestro 
modelo. 

4 
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2) DEFINICION Y PROPIEDADES D3 LA MATRIZ DE OE~SIDAD. 

La densid~d electrónica tradicionalmente oe h~ consi 
derado como una simple variable, no obstante es nosible 
extender su definición al grado de ser considerada una 
matriz como toda variable dinámica en Mecánica Cuántica, 
Esta Matriz de Denoidad es un instrumento matemático más 
general que la función de onda. Suele ser de mayor utili 
dad en nroblemas que incluyen muchos cuer?os debi~o n lo 
siguiente. 

Bl estado mecáni_co-cuántico de un sistema de N elec­
trones se puede representar por la función de·onda 

'P = lj' ( \. ,(,¡ ! ) 

con it.< ~ ( ¡".._, S.¡) -' ~ 1, 2., • . , N 

esta funcidn posee 3N variables (además del spin de cada 
electrón), sin embargo, existen cantidades físicas cuyo 
valor medio incluye a lo más dos electrones. Como la po~ 
cidn de 3N dimensiones que describe al par de electrones 
no es un sistema cerrado, entonces no se le puede aeignar 
una función de onda. Es por ello que se introduce la 11!! 
ma~a MATRIZ D3 DBl'ISIDAD para describir tales sistemas a­
biertos. La matriz de densidad en otrac nalabras descri­
be un espacio conceptual. 

A continuación definiremos la matriz de densidad y e~ 

t<'bler.eremos algunns de sus propiedadeo (ref.l,2,24) que 
serán de importancia nara nosotros en los pr6ximos capí­
tulos. 

El OPERADOR DE DENSIDAD nnra un sistema se define c2 
mo 

si trabajamos en la base u<: ... ,x~) y hacemos operar a f(t) 
sobre un vector arbitrario t 16> obtenemos 

(2.1) 



la matriz de densidad o más bien la MATRIZ DE DENSIDAD 
DE ORDBN N en la representación de Schr~dinger es cona! 
cuentamente 

Dt~• _., .. .. ) UJ¡ 4' _., .U .l.. ' ) ,-, .. ,, .. ,"..,; x., .. ,X.AJ;t : T"K., .. ,Xlll,t). 1" x., .. ,X.tJ,t. 

los a:lmboloa i;, .. ,it:.. y it,, .. ,~., son indices que dete! 
minan el elemento de matriz. 

Ahora bien, mostraremos que f(t.; .. ,t.:.;x., .. ,~.,¡t) nos -
permite caracterizar el estado cuántico del sistema, ad! 
más de que nos conduce a las mismas predicciones fíeioae 
que \ '\'l-1.\). Sea \.\U..,) 1 una base ortonomal entonces 

l'I' lt)'> = ~ C.,..lt\ l "U ... ) 

.P,,.(t) ~ <'.Url'l'lt\') <.'l'lt)\U.,'> 

fl,.., tt\ = e, ltl e!. tt) 

y como 

deducimos que 

También 

usando (2.5) 

=- ~ (u,1fl(t\1'.\ 'Ur> 

<.A'> l'<) -:. .L- (f'~\\ A) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5') 

(2.6) 

(2.7) 
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Recurriendo a la ecuaci6n de ScbrSdinger y a (2.1) ee f! 
cil deducir la ecuación que rige la evolución temporal -
de !°(t). 

Otras propiedades inmediatas de /lCtl son su hermitic!. 
dad 

y el hecho de que ee pueda coneiderar como un proyector 

,Pt~I "' Atl 
Observemos que ei hacemos en (2,3) li<'l1=~l1 entonces 

ru. ..... t.,; x., .. ,x .. ;t) = l'l'lit., .. ,il: .. ;tl\' 
ea decir, el elemento diagonal >C:-=.X1, Í~11X1 , ••• ,'t~=X..., 
de />( it:,..,it~; ii:., .. ,t .... ~\ denota la densidad de probabilidad 
de que el primer electrón ee enouentre en el volumen dx~ 
alrededor de x, , el eegundo elect~6n en el volumen dir 
alrededor de x. simultáneamente y as{ sucesivamente. 

(2,6) 

(2.9) 

(2.10) 

De ahora en adelante definiremos la MATRIZ DE DENSIDAD 
GENERALIZADA por 

y la MATRIZ DE DENSIDAD DE ORDEN P por 

T'">c·· •· 1· - 1 r .. c ... •· • ~ ' 'l'·c- • > ~··· d., 't1, .. ,'(p ~,, .. ,Xp = J-, x,,,,~,.~,.1.,.,".,.,. Y.1,.,,"Ñ a'trt\" ,,,.,.. 

con 

En la referencia 3 se demuestran algunas propiedades de 
la matriz de densidad de orden p de ~articular importa~ 
cia para el cálculo de potenciales de ionización, LB ut! 

(2.11) 

(2.12) 
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lidad de la matriz de densidad de orden p se debe a que 
se 'Pueden evaluar valoree de eXJlectaci6n que no dependan 
de las 3N variables que aoarecen en la función de onda -
del sistema. Las matrices de densidad de orden menor que 
p se obtienen por integraci~nee repetidas. En loe sigui•!! 
tes capítulos prestaremos mayor atención a la matriz de -
denei4ad de primer orden 

• • ! t•· • • \ .,,•, • • • ) c1·• d •• }r(x_:\J(.,) :: J "\' Y.1 1'i.,, .. ,Áll • T \X1,Y..L 1 .. ,'/..JJ Y.t." ~IJ (2.13) 

Se debe tener en cuenta que ~lit,1!.,\di,' representa la prJ! 
babilidad de encontrar uno de los electrones en el ele­
mento de volumen di(,• centrado en el punto \ll,,4.,1',) con spin 
s, , mientras que loe demás electrones tienen posioiones 
arbitrarias, 

A partir de (2.13) se establece la llamada DENSIDAU 
DB U1' SOLO ELBCTRON 

Debido a que loe valoree de epin de loe electronee -
van a ser de segunda importancia para nosotros es conv.!. 
niente trabajar con matrices de densidad ein spín. Estas 
se definen en forma simple como 

~~-:.S, , •. , ~'p-:.&r 

aquí las integraciones sobre 101 epines deben ser intet 
pretadas como una suma sobre las pro1eccionee de ep:[n 
m, de cada electrón. Las expreeionee (2,13) y (2.14) (iJ! 
tegradas tambi6n sobre el epín) son cantidades b4eicae -
para evaluar las oomponentes de la energía total de int! 
racci6n. .Bato ú1 timo lo trataremos en el capt. 3. 

(2.14) 

(2.15) 



.Cabe señalar en esta aecci6n r¡ue la matriz de denei­
dad de nrimer orden se puede eitpres~r en forma diferen­
te a la dada en (2.13). 

LHwdin mostr6 (ref.12) la posibilidad de escribir la 
matriz de primer orden en forma general como 

ls'<.x: it,): z: 5 .. tx:i 5"..(x,) 11~~ 
I k,.t 

donde ~ ... ~;} representa el epín-orbi tal del electr6n uno 
y el conjunto l\'~d fonaa la matriz hermitiana l(', cal­
culada a partir de loe coeficientes e,. que aparecen en 
la expansi6n de la funci6n de onda total del sistema en 
la base i .... \. Si se trabaja en la base l ):._ \ que diagon!!. 
liza a la matriz ll'', es posible establecer (ref.2) que 

donde: 

Las funciones x .. son las conocidas funciones apín-orbi­
talee naturales y 'V\,. son los llamados "m1meros de ocu­
paci6n". 

Pock y Dirac tambián establecieron otras expresiones 
para lae matrices de primer y segundo orden: 
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(2.16) 

(2.17) 

vut;, x, l '= ~ 'i' .. tx:) '!': <i, > (2 .18) 

l 
Hx:,it.> ls'<.it:,x.> 

r
1
'
1<X:;t1 i1.,i,l-= c2.19J 

lt(x~.x.i nx~.x:. i 

Cabe ae!'lalar que (2.18) al igual que (2.19) son aprE, 



ximscioneF. basadas en la impo~ici6l1 ae la ~n;:ir:·irui:::.i...r i'·:.. 

de 186 funciones de QJi•7!J !117l.l'S.I '.t!"! ~; i'S \.P¡[:-.. 111? r1~ ••'.. ~ '~·li. :1•.• 

en 1.m cierto· estado, Por ejP.!nplo "'ºm'i•i~re:no~ r¡i1t• 

'

'V.lit,) 'l'.(il,) 1 
'YCX.,X,> :: 

'MKa\ 't'.~,) 

con ('!',\'\\'> ~ '•• 

La matriz de 1lensidad (~ .13) ,,,.r,1 ( G»é•·;r,•Jn P.?1 e111•n',:" 

la ortonormalitlf111 ñe los sid'.n-orbj t!!l~s) 

nic" .. x:i = 'l'.lx,)'l':c.K',\ + -v.l~,, '\l:lia 
!'Jete proceso se pue·Je e;eneralizar para unf\ funci6n ,1e 

onda antieimHrice de !~ partículas, obtenl ém1nsE\ 
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,. .. . .. , 
~(.~.,it,') ~ ':¿ ~,.:(K1\'t'.-(K,) (2,20) .... 

•':.•ta ES la llamada matriz •le aensidnd de pri!ller orden de 
Fc.ok-Dirnc. La matriz de densidad de eegunrlo orfü,r. a~ i!! 
riva haciendo uso de (2.12) (con p=2) y de (2.18) 11eP,~g 

dose n (2,19). 

Hasta el momento hemos consii!erRño P. nueetrn ~istem"' 

molecular en un cierto estado dE>ccri to no!' mm fundón 
~¡_ rr.:O:Jc., es r:ecir, en v11 estRdo nuro, e!.n e!llbareo "oñr:!a 
suceder que el estado del f'iet . .:mR fuera un esti'ldo rne~~1~ 
;;.., ~,. cu0 J no se le puede aeociur una funci6:1 ele onda, 

Baj~ ~:r,1 oi.rcu .. "!stancia el opere.dor de densidad (2.1) CR!!). 

bia en la fo=.e. 

/'Ctl -= ~ l'\',¡(tl) (.~,,¡(t)I i'..: 

en el que P.:. es la probabilic1&d ue 'l~te el i.h,tema eet~ 
en el eflt.:\1.1n \'+'..:ltl') y lA f'\~'l'':'t R•' e:~tiP.n~P. r:niu•;. h')t~n~ 

loo est,•i<m ar.cesibles Ell r-iste:~~" i>B·Le oper•.<•lor 1:11 ieunl 
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que (2,1) cumple con las propiedades (2.6), (2.7) y (2.9) 
pero no con (2.10) pues no resulta ser un proyector. No 
obstante a todo esto, de aqu! on adelante descartaremos 
la posibilidad de trabajar con estados mezclados para e§. 
lo considerar estados puros. 

Por último diremos que en la literatura existen diver 
sas opciones para normalizar la 111Striz de densidad de º! 
den p, Nosotros adoptaremos la convención de Me Weeny, -
aai la expresión (2.15) pasa a eer 

-..1•1,~. ~· - -\ P1111)fr1•1t·· ··¡- '\d d 
1 t, 1 .. ,rt\t\ 1 .. ,rr -= ~ \P j X., 1,.,X.p y.,,, .. ,'f..p ::a, .. !:ip 

~:"ll ~1 ' •• ' ';:)· .. ::. ~p 
consecuentemente la matriz de densidad de primer orden 
estartl normalizada a N 

'll(r1,r,): ~ j'l'¡i(:,i1,, .. ,x.\·'l'"<~ .. ~ •... ,x.i ,,h,c1x.', .. c1i1! 

Bl !actor que aparece en (2,21) ea el número de !ormae 
indistinguibles de colocar p electrones en p elementos 
de volumen: Llhwdin normaliza a (~) en tanto que otros 
normalisan a la unidad. 

(2.21) 

(2.22) 
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3) APROXIMACIONES EN LA TEORIA DE J.1UERZAS INTERMOLECUL~ 
RES. 

Desde tiempo atrás, se han desarrollado varias apro­
ximaciones cuyo objetivo principal ha sido calcular en 
la mejor forma posible la energía de interacci6n molec~ 
lar. Existen dos tipos de aproximaciones; aquéllas que 
intentan encontrar la expresi6n 6ptima de la energía de 
interacci6n en Urminos de la densidBd de distribuci6n 
(secc.7) y les atrae, que intentan encontrar la expre­
sión 6ptima de la densidad de distribuci6n que deberá 
ser utilizada en la ecuaci6n de la energía de interao­
ci6n convencional (eecc.4), 

El modelo que se desarrolla en el siguiente capítulo 
está dedicado a determinar las correcciones de la densi 
dad de diatribuci6n. Sin embargo, entes hablBremos de -
otros intentos. 

Gordon y Kim (ref .4) fueron de loe primeros en desa­
rrollar una descripci6n simple de las fuerzas intermol! 
cularee. Su método ee besa en el modelo estadístico del 
átomo y eu hip6tesie principal es la siguiente. Se eup~ 
ne que no hay distorei6n de las densidades at6micas cuan 
ao los átomos son aproximadoé, es decir son consider11~ao 
como "esferas duras"; de ahí que la densidad total sea 
s6lo la suma de las densidades at6micae. 

Esta hip6teeis resulta ser menos cierta para átomos que 
no son de capa cerrada y a distancia.e interat6~icas pe­
quei18.s r~specto R lR dj ~M.nnla interatlír.iicn dtl e~uili­
brio. 

(3.1) 
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Excepto por el sistema (Ha) 2 su m6todo concuerda bien -
con los resultados eicperimentalee (re!.4-7). Se pienea 
que este modelo ba~ado en la densidad (3.1) 1e poco ex'~ 
to cuando se trabaja con sistemas que involucran unos -
cuantos electrones. Nueetro modelo que se desarrolla en 
las p'ginas siguientes se espera no varíe mucho del de 
Gordon 7 Kim debido a que el de elloe es hasta oierto -
punto aceptable, pero nuestra densidad deberá de tener 
un factor de corrección el cual deberá ser importante -
cuando se trabaja con sistemas de pocos electrones y con 
distancias interatómicae pequeflas. 

Bl m6todo de Gordon y Kim ha sido aún mejorado por -
Rae (ret.8,9) al introducir correcciones en la energía 
de intercambio y considerar la energía de dispersión, t! 
ni6ndose por consecuencia curvas de potencial para el d! 
mero (He) 2 más aceptables. 

Luego, Cohen y Pack (ret.10) ueando la correoci6n de 
Rae, modificaron la energía de correlación y obtuvieron 
resultadoe coneiderablemente mejores. No obstante, el mf 
todo de Rae ee superado en T!lrias ocasiones por el de -
Oordon y r111 en aol6culae diferentes a la de (He) 2• 

Posterior a estas oorreccionee surgió el modelo de -
Kolos y RadBio (ret,11) quienes proponen una nueva expr! 
si6n para la densidad de dietribuoión de acuerdo a la -
Teoría de Lllwdin (ret.12). El.loe obtienen resultados aún 
mejoree para oiertoe intervalos de distancias interatóm! 
cae en el (He)2 pero el modelo talla para otros interva­
los. 
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~ <··:tneJ.J5.i .. ~ü ,,11rin!:1i>S 1,-:., ir ~}te ~11 nl ·1.~tl'l·1·; o"Jr~¿:innl 

11i l·'lR p11r.tnrlo0t'AR Ctl:rr•oc1.:i.on111--; h..'\n fli;io ~qp~.rer: 1lP- ·1qr 

result.•··<1'lR co-..;-letfü,ltJnte satt~r,,r.torl.os p~.rn toco tipo 

•le mol~Cul!lB (for·nh~ por !.to"os de CRpa oerrR•ln) y Pll 
ra to•ln~ ln~ 1Jii;-~:\."Ci ~.s illt•Jr•it61•i.cas. 

l>'l. ·~rabnjo que aquí •.lARarrolln.remos determilmrá las 

;•a o1·~r.t~c.,ne~ ':rntro J.,1p r i.nt.l7!.1\·u1 A y 8 , p~ro no t!!, 

m!'.!'C'lln~ ~- 'ua:i.t~ c»rrocrl onr.•J en l\l ex¡,-•esi 6n !'!'.!'~- ln 
enerc!r le interacr.i•fo co'nvencio1ml. 
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CAPITULO 2. 

4) APROXIll!ACION ESTADISTICA GENERALIZADA, 

En la presente sección se establecen las correcciones 
a la "densidad supermolecular" en base al modelo llartree 
-Pock para el sistema He-He, propuesto en la ref.13. 

Para empezar debemos recordar que la funoi6n de onda 
total aproximada de un sistema AB , compuesto por los -
subsistemas A y ~ , está dada en la forma de un produc­
to antiaimetrizado de las !unciones da onda de loa sub­
sistemas, Las !unciones de onda para A 1 B deberán CIJ!!! 
nlir independientemente con el Principio de Pauli. Sup~ 
niendo que el sistema A tiene N~ electrones y el B tie­
ne Na electrones tendremos que 

'f .. l!>(lit_.J~.) = f>. .. l 'lJA(l~¡f,~) ''\'e(ti<!1A~~~) 1 (4.l) 
~ = ~. • tJe 

donde ~ il..1 es el conjunto de coordenadas espaciales y -

spinoriales. Así para el electrón i-6simo 

X": (t.-. ,s;.) 
A.. es el operador de antisimetr{a para loe ~ electrones 

y en la aproximación orbital está dado como: 

A,.= (N\í
1
" ~ (-1)' f 

f es el operador de permutación. El siguiente anlllisis 
es en general aceptable para funciones ~A y ~a que repr~ 
senten funoiones de onda de átomos de capa cerrada en su 
estado base, sin embargo aquí trabajaremos en particular 
con el sistema molecular He-He, 
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El estado base del Helio est~ descrtto por 

'1111,C.i,,~,\ : ~(r,l 'f(r.) ("-(S,\¡3CS.) - oc(S,)¡$($0\] (4,2) 

Con esto, la matriz. de densidad de primer orden según -
(2.13) es 

V (_. ... ,) { U1 (._. ... ,) UI. / _., _.,l d ... ,¡~ ª"• r,,r, ':: J T"' •. ,x, T14.,X.,X1. JC.1. aSt (4.3) 

y uaando la ecuaci6n parn 'l'•o darla en (4.2) llegamos a 

\' 11,(°f,,"f:) = ~ ~<.t',) -ttf.•l [o<.tS,\ l(ts:) 'l"¡i(S,\¡9(5.')1 ds, 

ll'~, cr.;f:) .. 1 ~et.) i'cr,') C4.4> 

de don<'.'.c dEfü:.oir.1oe la densidad de un solo olectr6n co­
rrespondiente al He 

. t 
f',..rt,•) = v ... c.1:,t:) .,, a. ~c.r:) (4.5) 

Do esta última igualdad tenemos que la expresi6n para 
lr: m~:trh de densidad de "!lrimer orden rto,(.f', t•) en Mnni­
ncr. l.r: li:-. densidad de un solo electr6n del Helio P110 tf) 
m:: r.u eete~.o base ell+ 

..... \ ( ... p .. ., .,, 
v.0<.r,r· "l/'11,<.1\ 11,C.r') l 

Aho~a, pasemos a calcular en forma ei~ilar la matriz 
ue dr~.1eidad cie primer orden para el eistomn AS = (He) 2 
R~hemoe por definición que 

• (• .. ,l { \11 c.•..,, ... , \ UI. I ...... , .., ' ) j d ... ,, d .. 'I 
••• r, .. "C J r4a )l.,x- •. ,x,.,, · Ta.•\.x,x,,.,XN as 1'1 ... x,, 

lueeo, eetrt\n la ecuación (4.l) 

"'º c.¡."K., ., x .. ),, ..... { 'l' .. c.~.-x.,.,k ... ). 'l',C~.i.+•, ., x .. > J 
OXpreeando -ii~ y 'Y, en lR fom'.\ (4,?.) observ11:r.oa 

+ E,1 lR Hecc,(: Ae deduce esta ec. 11.1<-vHment.e bajo cier­
tRs condiciones, pero ei.n recnrrir en ¡1articul11r a a! 
eunR funci6n de onda. 

(4.6) 

(4.7) 



"'·• ~~.~ •. x.,i. \ = f!.., ~ 'f.m ~.tt,\ [.cl,\13ts.,\- o1.c:-.,) .~c~11 · 

~, tt,\ 'f.ti\1 Cott~.1A<~.\ - .et~.\ J(!>,ü 1 
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(4,8) 

anlicando ·el antisimetrizador A. '· sustitt11endo el resu1. 
tado en (4.7) 1 usando (4.5) llegamos a la eXTJresi6n si-
guiente ,

1 
· ,

1 ~ .. ,<.t,f·\"' 11>·c. lU!,~1.;i,.c1°1) '11.1, + U.tti·P.<M) '/Ni)+ 

-Q_y [ l.P .. cti·Jl,ct•) )''• + v .. lhf',.<r1)''•1111-o!~ ) 
~.~. \. Al,f.l, 

donde O.. representa la integral de traslape de densida­
des de distribuci6n at6mic1111; 

o .. = ~ (f.ttl·/\ltl' or• 
la constante C que aparece en \'a.l°t;M u una constante de 
normaliaaci6n '(l&ra ~,<t\ consecuentemente: 

?.,w = AJ.e. lP..lfl/AI, + Pe.c.t)/Ale. + 

Luego baslindono11 en la normalización de Me Weeny (•er ec, 
2,21); 

entonces 

~ p,.(t\ dt'-:: Ñ& 

S P.m cW-=- ~e. 

'.,,. 'll.. (1- o\.1tJ .. ·~~r°l 

) 
Por lo tanto, la matriz de primer orden asociada al •i.! 
tema A8 = (He)2 es 

v.,u~.-r·i-:. tJ1z. l \J,l¡1.f>P.\f•1
1
/t.1a + "J Jn\fr·a\r'>

1

1rlt. + 

(4.10) 



7r l:\ clen~ich r.n,,or.1olecu.l"r Ae. = (!Ie) 2 '.l'J.T'\ \'.."'. no'.o e­
lectr6n Pe vucl ve: 

&_ r fA{t)/A)4 + fe(#)/A11 + 
~ t . 

-~ \./fict>('.cti'J ·(' - Qd.. )-' 
.o,.A.Je .U.Ale 

f,.. cr-1 .,, 

Za cl11ro que la densi~o.cl su:iermolecul:tr q•ie hemos d! 

duoido ~ificre notc.ble-:iente ~e rtru~ll'.1 ex~re•:nca cono -
1•n'\ simnle surm de densidades at6micas 

inininlmenta nronuest!l nor Gordon y }:im ( ref .4). 

3n la sip;uiente secci6n comn~.r'lre.-nos ln.s CltflreDioneR 

(4.12) y (4.13) t'lnto numéric:l como cr:ifi~ 0.1r.ente. 
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(4.12) 

(4.13) 



5) ANALISIS COltlPAllATIVO ENTRE LAS DENSiilADES S!JPER1f.OL3-

CULARES. 
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A continuaci6n realizaremos un estudio comparativo en 
tre lae diferentes densidades sunermoleculares (4.12) y 

(4.13). Pero antes cabe eeñslar lo siguiente. 

La densidad e11permolecular (4_.12) se obtuvo a partir 
de (4.l} dentro de un cierto fonnalismo matemático. Seto 
nos puede hacer pensar que la densidad (4.12} es exacta, 
sin embargo debemos tomar en cuente que pare el caso del 
{He)2 las funciones de onda 'i\ y 'fe que &'Parecen en 
(4.1) no han sido optimizadas cada una en el aamno de la 
otra, ea decir, no hemos considerado la polarizaci6n de 
los subsistemas. De ahí que (4.12} no sea estrictamente 
exacta. Lo que et podemos asegurar es que es más general 
q11e (4.13), La e:itpresidn (4.13) se obtiene de (4.12) -
oll9ndo la distancia entre loe átomos de Helio tiende a 
in!inito, 'Pues en este caso la integral de trasla'Pe o~• 
tiende a cero coincidiendo así ambas densidades (justo 
lo que se esperaba en la secc. 3). 

En la densidad supel'llloleoular (4.12) se toma en cue~ 
ta la distorsión de las densidades at6micae individuales 
de loe 'tomos de Helio cuando 4stos están próximos entre 
sí, lo cual no sucede en la ecuaci6n (4.13). En base a -
6sto podemos decir que la expresi6n para .P...t<l dada por 
(4.13} es una correcct6n de orden cero en tanto la expr!_ 
si6n (4.12) es una correcct6n de primer orden. 

El modelo desarrollado es en 'Princinio aplicable a -
dímeros formados por átomos de capa cerrada como lo ea 
el caso del (Ne)2 , (Ar) 2 , (Kr) 2 , etc, 11tilizando por 
supuesto la !unci6n de onda adecuada. 



Le. posibilidad de tre.1iajar con dímeros formados nor 
átomos diferentes entre eí y de capa cerrada no ee des­
carta, por ejemplo, el dímero He-Ne. En este caso la -
densidad supermolecular según Gordon y Kim sería: 

~ •. ..,,Ll'l ~ P.,u1 + P..,,<:tl 

Ee fácil demostrar que la densidad de distribución -
de Gordon y Kim anterior resulta eer noco realista y en 
general pare. dímeros formados por átomos diferentes en­
tre sí (sin tener que recurrir 11. (4.12))'. 

Sabemos por detinici6n que lae densidades pars loa -
eubeiatemas A y B que forman el sistema ~¡: son 

f~U)• ) lú.- 'f.(i, .. ,Y'.o,)·'(:t><, .. ,~ .... i d>dii,'·· di(~. 

l~a Ul ~ j rv,. 'fc.t1', . .,x.i) '1'~ (K°, .. /11.) ¿, ci1',' .. ti~:1e 

donde 'l'. y ~e ee suponen normalizadsa. Al considerar un 
producto Hartree simplemente 

'l'~G " '!\' 'Yn 
y de.do que la densidsd del atetems ea 

~ .. a;• f r·J 'l'.e()'.', .. ,i..,)· -r:~ü'., .. ,x.i d;.dx',' .. dx·.~ 
J 

con r.I ~ .IJ.+..ie podemos deducir finalmente lo siguiente 1 

/i1:.lt'l" tJ J '\1dn ·'\': '!'~• dl> ó;.' "dt..: 

.fa.a (t) = 61 ¡' J.•.!'.i + fe._~ t> \ 
;_ \ /J4 /Js I 

La e:xpresi6n ~ett\ deducida es !lllla general que 111. -
de Gordon y Kim (4.13) para el caso en el que el subsi! 
tema A es diferente al 13: • 
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(5.1) 



En el caso )'lRrticular en el que ~1 A•.thsi>•t . .,,.,.,,. A r,r; 

J.gunl al B se tiene que N•, Na y )'lOr lo hnt'l 

· Aa e il : .P., Crl ~ Pa <tl 
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recobrandoee así la densillad (4.13') 

Es importante hacer notar que al deducir la densidad 
supermolecular (5,1) no recurrimos a ale•tna funci6n de 
onda en particular, Ea más recome-n1lnhl~ ui;ar lR ecn-.~icSn 

(5.1) cuando se desea tral,ajar con norrecci.oneA de orde!l 
cero parn la densidad eupermoleculnr y con dímeros f orm~ 
dos ¡ior átomos diferentes (~tomos heteronuclenres) n.ue 
u11ar le. ec. (4.13). 

Por otro lado, es claro que la ecuaci6n (4. l?.) os más 
general que (5.1), sin embargo, en la primera se tuvo -
qua recurrir a la funci6n rle onda del Helio (4.2). 

Ahora bien, aquí se trabaj6 con el (He) 2 no solo por 
cumplir con los requerimientos ya mencionRdos si.no t'1.in­
bién. porque la A)'lroximaci6n Estadística desarrollada por 
otros investigad.ores (ref. 4,11) no funcionn dlll todo -
bien para ciertos intervalos de distancia internuclear 
cuPnd~ se calcula la energía de interacci6n. Podemos d! 
cir, ror lo tanto, que e1 error principnl est4 al trab! 
jar con la c1~nstdad supernoleoular de orden cero. 

En sae;1.1 J.rJr,_ c.oinpar~tr~1noo J.cis dennt1lnrl~B S\Jflarmol~cu1~ 

r<>~ (4 .12) y (4.13) para cie!'tas clist•.1J1oias l n+,er,.t6mi.­
cas en lll (He)?. , incluyenño la dl.At'lMi!l de er¡uili hri.o 
quo es de anroxim'ldamontP- 5.6 untílnñ~o nt6micaa (ua). 

Un Rn<\liRiA e;t•1fico ñe 1.3'3 •fon~t•fa·l~·• F1•.t1JP.l'!O•)l•c•.11 r.­

r1>1; noa ~•li.<;•• Ol'P.l'P.fl•'.r " P1.11(~l co•no u.n•t f•.mci6n 'l:<pl.f. 
Ci 't;p,, 1~e t • r~u·R. n1 lo, lrt.f' ft.1rtC:i.t)oeS orbi tHlPt:: 1l'l!''1 pi 



estado base del Helio las tomaremos según los cálculos 
analíticos de Hartree-Pock llevados a cabo por Clementi 
(ref,21), es decir; 

donde los coeficientes del desarrollo son 

C.a " o.oo 2.~0 

y loe exponentes orbitales l< eon 

Tomando en cuenta lae ecuaciones (4.13) y (4.5) ee -
llega a 

.P •• ( rl-= f~(t) ~ !'a ( n 

P.,.<.tl"" '.l'fu,~r¡t .. 1\i+ ::¡_\i'llc("f;~e)\' 

observando que para cada subsistema 

donde it~ y ~ .. son los radios vectores de loe ndoleos de 
Helio ~ y ~ respectivamente, Luego, escogiendo nuestro 
sistema de referencia de tal forma que posea simetría -
axil 
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(5.2) 



A t,. 
t 
r . 
1<---1~~~~-~~ 

t .... r- P-11. ... ~ ... 
r 11 ... r + '-lt 

tendremos entonces 
r ' "· -,, ~ x'i .,,·~ (<- .. 1i1•' 1' 

Po <t) -=- :4/n L ~. c.; (t.·/o.. ~ e"' + 

traba~ando por comodidad con coordenadas cilíndricas, lo 
anterior se vuelve 

& J¡ - ¡:: \Ír'. l'I.· 1•.i.111 
] ... JI., (tl .. <111 [ ~ e~ (t:lq.) ' e • + 

4\1 

La ecuaci6n (5.3) es una tunci6n que da /i,(rl en tár 
minos eXJ)lioitcs de f 1 que corresponde a la.densidad -
supermolscular de orden cero. 
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(5,3) 



Ahora bien, en la densidad supermolecular de primer 
orden aparecen factores del tipo 

fl.w " ~In· t f.. d1.·1Q,) e i 
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• "• -~,.q,.ff'+{l-at,)' 1 1• } 

~--= (5.4) 
s ,1 _s.¡.,, ·~r'+{~+lt/,)"~· 

Pe<tl" Vrr· Í t-, c~(s~1 .... ) ' e ' .1 

sin embargo, aquí el problema ooneiste en evaluar la i~ 
tegral de traslape ÜAg dada en la ec. (4,9). Beta int! 
gral debido a su complejidad ea preferible calcularla -
haciendo uso de las coordenadas esferoidales prolatas o 
alargadas. Una evaluaci6n de ella alternativa es calcu­
larla nwn~ricamente. El m'todo utiligado se puede ver -
en el Ap,ndice A. 

La ecuaoi6n (5.4) junto con o., nos permite tener a 
A.a rt) en drminos e:i:plíci tos de r para el caso de la 
densidad supermoleoular de orden uno. 

Bn resumen lo que hemos logrado es expresar las densi .... -dados (4.12) y (4.13) en funoi6n de r • Bn las siguien-
tes pilginas H mueetran los datos y grilficae de ambas -
densidades correspondientes a variaciones en \(\ , ~ y !<. • 



3n la tabla 5.1 se muestra la variación radial de /~. 
uara I<.' S.b y t¡i. ~o·. En ella s6lo se comnaran algunos V! 

lores entre P.~ y .t¡~ , donde 

P.: = "· +- }'~ 
.P.~ -= (f., t .Pe - O•e. \Íf.· ?0

1
) • ( 1- O~o/'l )"' 

las expresiones de P.: y de A , /i están dadas TJOr (5. 3) 
y (5,4) respectivamente. f..~ es la simplificaci6n de -
(4.12). 

TABLA 5.1 

lf'l ?..º ~~--o.o B.3248 (-4) B,2657 (-4) 
0.1 B. 3813 (-4) 8,3223 (-4) 
0.5 9,6104 (-4) 9.5568 (-4) 
1.0 1,2050 (-3) 1.2010 (-3) 

3,0 3.0721 (-4) 3.0701 (-4) 

5,0 4.9581 (-6) 4.9563 (-6) 
5.6 1.1619 (-6) 1,1615 (-6) 
10.0 1.0739 (-11) l. 0736 (-11) 

---------· 
z 91, e.oº 

a, r~o~¡i 

~'i 
I 

1 I 

1 ¡I 
____ _.v 
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En la siguiente gráfica se puede observar la variaoi6n 
radial de lo~ P.~, 





En la tabla 5. 2 ee 111uestra la variaci6n de f... ree­
'PBcto de \rl 'Para 11..• s.i. '1 l• 1.s • Bn ella 11610 11e co11-
'Paran algunos va1orH entre P,.~ 1 P~, • 

TA'BLA 5. 2 
... 
\ti P.: P.~ 
o.o 3.7868 (-2) 3.7863 (-2) 
0.1 3.7411 (-2) 3. 7407 (-2) 
0.5 2.8287 (-2) 2.8283 (-2) 
1.0 1. 3154 (-2) 1.3151 (-2) 

3.0 1.0710 (-4) 1.0701 (-4) 
5.0 4.8017 (-7) 4,7931 (-7) 
5.6 9.2354 (-8) 9.2158 (-B) 
10.0 4.5632 (-13) 4.5445 (-13) 
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!a la siguiente ~rica se 'Puede observar la variaci6n 
de Lo~ P~ rH'P•cto de \'!'\ • 



·-·~···· 
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.. ! 

; ____ ,_ ... 1 •·· . l. 3 . ' 
Ir\· 



En la tabla 5.3 se muestra la variación de fl..e res­
pecto de e para 11,' S.G, 1 \ rh 5 , 8n ella sólo H COm¡>! 

ran algunos valores entre P.: y f',:.,, , 

TABLA 5. 3 

e ,P.eº --~-~----
o.o 1.8996 (-7) 1,8861 (-7) 
0.1 1.9143 (-7) 1,9008 (-7) 
0.5 2. 2633 (-7) 2.2504 (-7) 
1.0 3.2998 (-7) 3.2887 (-7) 
3.0 7.4906 (-7) 7.4885 (-7) 
5.0 2.0333 (-7) 2,0332 (-7) 
5.6 9.4979 (-8) 9.4979 (-8) 
10,0 l. 7354 (-11) 1.7355 (-11) 
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En la siguiente gráfica se puede observar la variaoi6n 
de lo~ Jl~e. respecto de z • 



" ....... . r 

! i . i .. : ~ 
: 1 

¡·-··· .. 

: .. !..1 
: • 1 

.: -' 
1 ·1 

! ... J .. i:i 
···-·! .. ~ 1 1 :-¡--:-1 

... i ; .¡ 

. 'l ¡· ¡ 
l •. .! 
.. ! 

•·-' . 1. ¡ '·¡ 
--·--~~~:7 

... !. ! .l 
¡ : 1 

... •-·· - -·i-·· ; .. --... -..., 
' . . ' 



En la tabla 5. 4 se muestra la variaci6n de l.a respe)l 
to de R dado u.~ punto en el espacio. Tambián se consi­
deró de importancia. dar el valor de la integral de tras­
lape (4,9) debido a que aparece en la corrección .P.~ • 

TABLA 5.4 

R r.: ~~ º"ª--
1.0 0, 1008 (-3) 0.9197 (-4) 1.368 
2.0 0,1520 (-3) 0.1471 Hl 0.625 
3,0 0,20A7 (-3) 0,2065 (-3) 2.413 (-1) 
4.0 0.2335 (-3) 0.232A (-3) fl.506 (-2) 
5.0 0,2067 Hl 0.2065 (-3) 2,A27 (-2) 
5.6 0.1719 (-3) 0.1718 Hl 1.431 (-2) 
6.0 0.1455 (-3) 0.1455 Hl 9,011 (-3) 
7,0 0.8365 (-4) o.8365 (-4) 2,71l3 (-3) 
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DP. las tr1;s tablaE antP.rior~s er. f:foil not.:w "''" Gi-S;!! 

!'re sucedo que 

esto se debe justamente a que la cor1•ecct6n ocnsl.onarla 
por el traslape de los sistemas es neeativa. Para dis­
tA.ncias interat6mieas erandes ~~ tiende a ser P.: , 
es decir, el traslape un los si~tP.~~s ~ y ~ es -

· desnreciable, Es de esr1erarse que la correcci6n nor el 
efecto de traslape nos B!lroxirne en mayor medide. a la e­
nergía de interacci6n real, sin embareo esto se verá en 
el capítulo 4. 
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6) OBSRRVACION3S, 

Las expresiones (4.6) 1 (4.11) son las matrices de -
densidad de primer orden para loe sistemas He 1 He-He -
reepectiYmlente. La ecuación (4.6) se puede obtener en 
forma alternativa (ref.19) a partir del decaimiento ex­
.ponencial de loe o~bitalee naturales ocupados (ref .3) -
bajo la condición de que r y r• sean bastante grandH. 

La matriz de densidad do primer.orden de un 4tomo o 
mol,cula se puede escribir en t':nninoe de loe orbitales 
naturales 'l'.1. 1 de sus nW!!eroe de ocupación 'Y\~ como -
(ver ec. 2.17); 

1 ya que loe orbitales naturales tienen la miBma forma 
asintótica, 

con '•to (6.1) se vuelve: 

\'Lr,r'\ 1 "' 'l'tr"> · ¡. ')\< 't'.;W 
r1 ~f .... Dl "" 

La expresión (6.2) es ahora un producto de una función 
de 1• por una de 1 . '!ambUn 111 tiene de (6.2) que 

?U~ " 8' <7,í) 

.P< ri o( ~ ... tt., · lf en 
es decir, \'\'Li\\ "" IJ/<>Ltl' 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 



y por otro lado 

~'V\.;. -,,.~n <>< ~m 1 .. f0\ 
-ir. 1' ._ ..... _,IX 

sustituyendo (6.)) 7 (6.4) en (6.2) obtenemos 

"'lt,r') \ o1 ~ht1' · IJh;oi' 
'•'' •t.Ulots 

que es análoga. a la ecuacidn (4.6), sdlo que en este º! 
so no hemos recurrido a alguna !uncidn orbital particu­
lar como lo fue cuando se derivó (4.6). 

Al mismo tiempo, el proceder asintdtico de ~ .. (t, ~·) 
para distancias interat6micas grandes se puede deducir 
de (4.11) al hacer Na•~ •• ~ y 0..,,.-o, 

\'•elt, F•l-=- ~;.a1/.ct·1' + ~l'otrl ,0..(r•l
1 

usando (4.6) llegamos a: 

34 

(6.4) 

'l'uC.1,"f')\ "'~.tr,f'\ ~Vl\Lt,h (6.5) 
........ 9( 

Obs,rvee6 que si (4.6) da la expreei6n exacta de la 
matriz de densidad de primer orden pora el átomo de He­
lio, lo mismo no sucede 'Para el dímero de Helio pues al 
euetituir (4.12) en (4.6) podemos ver que 

~l~.) <.r.M -= [ P1~<~l · t~ ,tM 1 '1i (6.6) " c.T, , e 1. 

~ ']~ ~l11,1F,r'\ =- [P ... tn + fo(tl - D.e l.Jt.a·¡A<.rl • 

[ .1 1h (1 .. _, 
.i¡,;.J • Pr,U•) - Oa11 ~t¡<.t•J /~(t'J J . ( º~") 

lo cuál no coincide con (4,11). 



CAPITULO 3. 

7) ENERGIA DE INTERACCION MOLECULAR. 

En el presente cánítulo definiremos la energía de in 
teracci6n. Luego realizaremos una partici6n de tal ene! 
5ía con el objetivo de calcular cada una de sus componen 
tes por separado en términos de la matriz de densidad de 
primer orden y de la densidad de un solo electrón. Esto 
nos ahorrará multiplee dificultades. 

Consideremos la interacci6n entre dos átomos A y e, • 
La energía de interacción se define como la diferencia 
de energía entre la supermolécula ~~ y la de los átomos 
se.,aradoe: 
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(7.1) 
La di!erencia AE depende a través de E •e de la oonfor­
maci6n particular que adopta el sistema "B. Conformación 
que depende por ejemplo de la dishncia entre A y B in 
clueive de sus orientaciones. 

La partición que a continuación se dá de la energía 
de interacción posee cierto grado de arbitrariedad¡ sin 
embargo, sus componentes en la mayoría de los casos son 
aceptables puesto que sus definiciones opol'!ltivas se a­
justan a loe efectos fíoicoo que ~retenden explicar. Bn 

la ref.22 se discuten diferentes tinos de partición de 
la eneraía de interacción. La partición con la que tra­
b'ljB!'emos será 

con ;. ::. A~, ,,.,B é,.,IN enere;ía cinHica 
E•• = enorc:fo de intercfl'1lbio 
f(DUl = er.uri:;Ia C•J~lo,nbl.an'l 

Ec.on:: energia de correlación 

(7.2) 



En la siguiente secei6n mostraremos que catna componen­
tes dependen de la de::~idad de = solo eloctr6n en le. -
fel'll& 

·E .,, r "c.:}'11¡ _. ~. • 
u=-~lM J'· ª 

EcM = - :Z Z.~ { ~cq dtª "° )... ~· 1!;?.¡ 
.... J \11.• - t \ 1 .... \(.;-(¡\ 

~ .1- { 1\p f( f'l d ¡!'~ ¡M 
t J Ir - r'\ 

Ecorr = ~ l • .,,(f(f')) ~fr\ dt1 

donde Z• 1 R.< deno1ian la carga 1 radio vector del nú­
cleo i-'8:lllo reepeoUT8111ente, 7 e. .... (f(f)) ea la denoi, 
dad de energ:la de correlaci6n, 

La energ:la de interacci6n conaia,ir' por lo 'anto de 
a6lo cuatro contribuciones 
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(7. 3) 

(7.4) 

(7.5) 

(7.6) 



B) ENERGIAS o:;: THOMAS-l"ERTH. 

Una de las ventajas de trabajar con la Aproximaci6n 
Estadística (generalizada o no) es urecioamente que la 
energía de interacci6n en un sietema molecular se puede 
expresar en tunci6n de la densidad de un solo electr6n 
según la Teoría Semiclásica de Thomae-Permi (ref.14): 

AE:AE(f\rl) 

La teoría presupone que ee trabaja con un gas de ele~ 
troneo libree y uniforme por lo cual lae relaciones que 
establece son esencialmente relaoionee locales para el~ 
temas reales. 

Dada la eXpresi6n (7.7) comencemos por calcular la -
contribuoi6n cin6tica a la energía de interacci6n. 

Dentro de la teoría de electronee libres, la energía 
.cin6tica media de N electrones es: 

11 
E .. ,., :. ti\ f L . ~ clP ! l"" ~,,. f,' 

f' ~ .. ..,,; 

aquí P'li"" es la energía cin6tica de un electrón con -
momento P y (~11 P'/11T P,1) c:IP es la probabilidad de encoE 
trar un electr6n con momento entre r y P+ dP en el gas 
de Permi. Así al integrar: 
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(B.l) 

Por otro lado, la densidad de distribuci6n clásica de 
electronee que ee encuentran en un volumen unitario en et 
eB!laCl.O de Coordenadas y que llemi.n 'lOB esfera de radio rl en 



el espacio de momentos está dada por el volumen de esp~ 
cio fase cl4sico: 

Si consideramos el Principio de Incertidumbre de Heise_n 
berg '1 el de Exclusi6n de l'auli ia relación anterior se 
modifica paro. entol'.!ces obtener la densidad de dietribu­
ci6n cuántica: 

f<.t) -:. ~ !!.. ,,. r.'( r> 
i.-• 3 

La energía cinética por unidad d~ volumen 
ne al combinar (8.1) y (~.2): 

E. ....... l:1.1-.'/ID"llo\) (3/ttT~111 ( t./e }&/
1 

e se obti.!!, 

Por lo tanto, la energía cinética que deberemos de con­
siderar en la interacc16n (en ua) ee 

E .. ,., "" ~ t~lf')~/J f f>¿tl 1Hª 
'º j 

la cual coincide con (7.3). 

Pasemos a calcular en f onna breve la energía de inte:t 
cambio en la fo!'lllll (7,4), 

En un gas de electrones unifonne y de densidad medta 
P. , ln densidad de electrones /"(r) a una distancia. t 

de un electrón en el que nos situamos es (ref .15) 

.Ptt>.,. ~ · Kr) 
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(8.2) 



La energía de intercambio, al igual que la potencial, 
depende de Unninoe tales como e.'/r" entre electrones. 
Entonces, la energía de intercambio por electrón 6 cnar 
gía potencial de interacción de un electrón con su car­
ga de intercambio es: 

Eo.IN: !.. r J'(fl-A dr1 

.t j r 

el integrando de aeta última expresión está constituido 
en parte por funciones trigonomdtricas, las cuales apa­
recen debido a la e:ipreeión de /'<..i) dada antes. Estas 
funciones deben de ser evaluadas de cero a infinito, E~ 
te proble!Dll es tedioso y largo 1 se encuentra resuelto 
en el a~dndice 22 de la ref.16 • Realizando dicha inte­
gración y usando (8,2) ea fácil mostrar que la densidad 
de energía de intercambio es: 

''1 '"• 
é. u = -t e lM ,.o n·> 

por lo tanto la energía de intercambio (en ua) será 
'I Í V/1 

i: •• " -;- l~) l J 1'<71 df'3 

Una de las energías restantes por deducir es la da -
Coulomb. La ener~a de Coulomb es directa y está dada -
en la forma (7,5). 

Pinalmente, la energía de correlación dentro del mo­
delo da Thomas-Penni no la calcularemos debido a qua -
existe gran incertidumbre da si las correcciones por e­
tactoe de corral~ei6n son significativos en vista de los 
errores intrínsecos en al m6todo mismo da Thomas-Permi. 
Una forma aproximada a la densidad de energía de corre­
lación da acuerdo con Wigner (1938) es (en ua): 

E.,0 ,.,. - l.as,)· !'VCti 
.Ol~ + .P"li) 
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Realmente la energía de correlación no se conoce bien, 
no obstante, existen varios estudios acerca de ella; para 
mayor información se recomienda ver las ref•s 4, 17 y 18. 

Debido a que las ecuaciones (7.3) y (7.4) las deduje­
ron Thomas (1926) y Permi (1928) independientemente las 
etiquetaremos con el euperíndice TP de hoy en adelante 
para distinguirlas de entre las demás. 



9) ZiBRGIAS ALTE:WATIVAS, 

El modelo de Thomas-~ermi no siempre es una aproxim! 
ci6n realista para ciertos sistemas, es por ello que han 
surgido expresiones alternativas para las componentes de 
la energía total (7.2). 

La densidad de energía oin6tica E"'" se puede eser!. 
bir en dos formas en t6rminos de la matriz de densidad 
de primer orden (ret.19) 

- 1>.11z .... · v; 11' (r, r") 1 
1'.t 

.,,,_•¡,...,.V·· 'h ~U ·M \ 
' r . 1 f•.,,r 

aunque ambas son diferentes están relacionadas en la mJ! 
nera siguiente: 

-\;.'/¿-·'Vt ll'(t,1·)1 
r·. r 

Cuando cada miembro se integra sobre todo el espacio el 
drmino f V'/'{ t> el t 1 desaparece para lltomoll y mo1'cu1as 
libree, dando lugar a que las ecuaciones (9.1) y (9.2) 
nos conduzcan a un único resultado. En adelante anular! 
moe dicho t6rmino por comodidad, siempre y cuando no sea 
arectado en una operación y al tinal sea integrado sobre 
todo el espacio. 

En la seco.6 se dedujo la expresión asintótica de la 
matriz de densidad de primer orden: 

li( t, 'f·) 1 °' IJ,,aa( Vt{ t·¡' 
r. r• <.:iu.~•n 

APlicando (9.1) a (9,4) (válida la igualdad para elemen 
toe diagonales) obtenemos 
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(9.1) 

(9,2) 

(9.4) 
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de ahí que la energía cinHica (en un) cea: 

E~, .. =- -\;- ( 1 vfcril' d<' 3 (9.5) 
o J /'(;) 

La igualdad (9.5) fue establecida por vez primera por 
Weizeacker y la etiquetaremos con el su~erínñice W para 
distinguirla de otras energías. 

En contraste con ET:, .. la energía E;::,. da el valor e:xa.2. 
to Hartree-Pock para la energía cin6tica del átomo de He­
lio, pues en este caso se OWlll>le estrictamente la igual­
dad para (9.4) (ver ec. 4.6). 

Por otro lado, es pooible demostrar que la energía -
cin,tica para el estado base de un sistema atómico pue­
de ser expresada como la expansión de un gradiente (ref • 
. 20), ea decir: 

donde: 

el t•rmino T~lP) es un t6rmino de controversia por lo -
que no lo conoideraremoe aquí. Así: 



Rn 11sta Rec-"i.6n ~stabli>ceremos cadn. una de las oomp!! 

nentes de la enr:re!r.< t.? tal en Mrminos ile la me.triz ele 
densi•lad de primer orden 

La ennre;ía cinlltica se puede expresar en la fornoa d!, 
seadn al consirlerar q•!e 

<e.,.,';)= N ~E., .. 'l'l¡,,.,ii .. l· 'l'"<~:,ii,,.,ii.,) .rt.3d.s:, dxt .. dii~ 
f;,;, 

usando (2,22) 

¿E,.,.,:::.= ~ E ... ,., -r<t.;tn dt.> 
1:, 1. 

tomando el opera1lor (9, ?.) tene,.on entonces 1n nnereí01 

cinlltica 

LA. enerr;Íi\ de intercnml:io tnmbi6n ne nuede ex;ireSEtI' 
en Vnninos de ~lt.,r:) , S~1biendo que l~) es el número rle 
pares de electrones entonces 

{r~ '> = l~) J r,;' 'f lit, ,.,i .. \ · 'f'·c~:.x~ .. ,X .. \ 
r:.t, 1~~r, 

y usan•lo (2,21) obtendremos 

_, r T' 111 (- ~ ,-•• ) d "'r.'J"'r,1 ¿r" ) :; !. Jr,,r, r,J, a 

a.1;..1 .. r~,1, '•i.. 
tome.ndo en cuenta la pnrte •le intercA•rhio <le la aproxi­
mRción (?.,19) 
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{10,1) 



Ln energía de t'.loulomb dada en (7. 5) es E>xo.cto. ¡me!3tO 
que s61o depencle de los Urminos diagonales de 'rtr, r') • 
Si ee desea expresar en 1:6rminos de la matriz de densi­
dad de primer orden basta usar la ecuaci6n (2.14). 

La energía de correlaci6n se puede definir en t6rmi­
nos de las matrices de segundo,y ~rimer orden (ref.2) -
como: 

r l1.\ ~ ........... ) .... ~ ........ 
~ll',,r,) ~ lr.,r,\ r.,t, - k'U.,r,) · \l(r,,r,) 

Debido a que este. Última identidad ha sido objeto de 
discusi6n entre investigadores no la consideraremos mds, 
sin embargo, en la siguiente secci6n veremos las conse­
cuencias de los efectos de correlaci6n. 

Es importante hacer notar que las expresiones de lae 
energie.s que contienen ltCr, r") son mds exactas y gene!'! 
lee en el modelo Hartree-Pock que aquellas energías que 
contienen Plrl, debido a que en estas iU.timas se eetdn 
despreciando elementos no-diagonales de 'lr'lÍ,r') y 11or lo 
tanto se está perdiendo inf ormaci6n. 
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11) HOYOS DB COULOJB Y DB PBIUII. 

En esta aecci6n analizaremos brevemente loa erectos 
de corralaci6n alectr6nica. 

Laa anargias calculad.as por el mftodo Hartree-Pock -
(H·-P) tienen un error de aproltiudaalente uno por cien. 
Por lo tanto, el mftodo H-P no siempre ea contiable pa­
ra calcular anerg:[Bll de interaccidn, especialmente para 
átomos 1 mol•culaa ligeras. Bato nos obliga a realizar 
un estudio lllle detallado de nuestros sistema, por ejem­
plo, conaiderar taabifn las interacciones instantáneas 
entre electrones. 
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Bn realidad el m•todo H-P tiene i•plícita la correl!! 
cidn instantánea elactr6nioa pues el elemento diagonal 
de r"1<.iC:,it;1i1'.,ii1 ~ ea relativamente pequeiio cuando loa -
dos .electrones ocupan el mismo espacio paro ditieren en 
apín. Bata beobo es conaecuenoia de la interaooi6n cou­
lo•biana 1 / r,t • Bll por ello que uno bable a Yaces del 
"bo70 de Coulo•b" que rodea a cada eleotr6n. Se le puede 
conaide:rar como 111111 regi6n en la que la probabilidad de 
encontrar a otro eleotr6n es pequei'la. 

Bl ••todo H-P t .. bifn conaidera loa "bo10• de Pel'llli". 
Un ho10 de Permi ea una regtdn en la que la probabilidad 
de encontrar otro electr6n con el mismo spín es nula. E,! 
to se debe a que laa 11Strices de alto orden son antisim! 
trices respecto al intercambio de cada conjunto de sue 
índices. 



lo cual implica: 

rl•\ x:. x\ 1 -x,,x,) .. o 
In oonclusi6n, el modelo H-P correlaoiona el •o•iai•!l 

to de electrones, no obstante, posee un error intrl1111eoo 
d• aproxi11&damente uno por cien, el cual se espera eea -
de importancia para mol6culae ligerae. Aunque no ee ha -

establecido una expresión explicita general para la en•!: 
gla de correlaci6n, uno tol'llB de encontrar esta energía 
•• simplemente restar a la energía no relati•iata exacta 
la energía H-P. Para el Helio la energía de correlación 
se ha encontrado que ea de 1.1 eV. 
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CAPITULO 4. 

12) CALr,ULo DE U E:f&RGIA D3 INTERACCI011 r.!OL1'CT;LAR PAflA 

EL SISTl'.'r·IA He-He. 

En el presente capítulo calcularemos ln energía •ie i!l 

teracci6n molecular para el sistema Ha-He. Recurriren1.:is 
a l<\s densidades euperinolecul!\res (4.12) y (4.13) parn. 
evaluar sus componentes y las CO'llpnraremos con resulta­
dos previ'1mente obtani'1os por otros investigadores, r':l 
nivel de aproximación °ie nuestros resultados será fli.mi­
l!lr al de ellos con el objetivo de evnJ.uar exolusivame.!! 
te lA. efioi.encia de las densidades supermolec•Alarns, 

Empecemos por establecer la r.ontribuci6n de la ener­

gía oin6tioa a la energía de interacción total, 

Los cálculos de las integrales (7.3) y (10,1) pA.ra 

los oasoa en los que ~. es 

'1: ~ ·~ 
o bien según (4.12) 

/!~ " (..P,. •-1 - o., \11.. ;.')' (1- 0!1/'f )"
1 

y ~ .. c.t,t') esM dacla por (4.11) 

Vu(r;r) " { Vti(,il'.<'•>
1 

+ Vl'.ml'ac1·1' + 

(12.1) 

(12,2) 

-~ ( V/1ct'J f.cr-•1' + '1.1a•1lect1')) · (1-QM f 
a ~ 

se pueden llev"l.r A. O'lho nmn~rir.·,·mAnte (ver Ap6mlior A) 
pt:l.r•'.\ cli fereuteEt ñistR11c i nn in1;f!rnr1i:ltt•n•on, E::;tor. urimP.­

ros reR•llt"•ln:i se dn.n en la tab].'1. 12.l +, 

+ En esta tal1l.'I y lns re~tA.nteP. los vuloWAS nstan expr_!! 
S.''ldns en 1lnir1'1des Qt<'imiO>'lS (l 1.1-< = 27, ?l? o'I), 



co ..,. 

R 
3,0 

5,0 

·5.6 

7,0 

(4 8icin>ª 
7.963(-2) 

l.408(-3) 

3.695(-4) 

1.234(-5) 

TABLA 12,l 

(48icin)b (A 8ic1n)c (AB¡.;in) 
d (A8icin)e (A8icin)f (AJ\in)g 

9.224(-2) 
(15.8) 

7.915(-2) 
(-.6) 

8,862(-2) 
(11.3) 

2.113(-2) 
(-73.5) 

7.845(-2) 
(-1.5) 

9,038(-2) 
(13.5) 

1.451(-3) 1.53~(-3) l.557(-3) 0,283(-3) 1.396(-3) 1.428(-3) 
(3.o) (9.3 (10.6) (-79.9) (-,8) (l.4) 

3,75~(-4) 4.167(-4) 4.120(-4) 0.756(-4) 4.670(-4) 3.899(-4) 
(1.6 (12,8) (ll.5) (-79.5) (26.4) (5.5) 

1,28~(-5) 1.424(-5) 1,513(-5) o. 337(-5) 1.665(-5) l.505(-5) 
(4.5 (15.4) (22.6) (-72.7) (34,9) (22,0) 

a) Energía cin,tica obtenida por al m'todo SCP (ref.11). 
b) Energía obtenida por medio de la Teoría de Perturbaciones de Primer 

Orden (ref.11), 
c) Aquí ABicin ea según (7.3) con Ji•= A.:•r (ref.11). 
d) Bn aste caso A~in se caloul6 en base a la ec, (7.3) con f..e dada 

eagún la 1ef.ll, 
e) Aquí ªBitin es según (7. 3) con -P.G"" ¡¡; . 
f) 11 11 11 ,P.¡. a~~ o 

g) Beta energía se obtuvo usando (10.l) y (4.ll). 
Les par~nteais que se encuentran debajo de cada energía de interacción 
BOi\ sus respectivos errores poroentuales relativos a la energía SCP, 
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Pasemos e.hora R CQnRiilAr•.r la contribuci6n de l" ener, 
LÍB. l"OtenciRl. a la energía de interacci6n total, Entend! 
rl'lmos por energía potencial la Ruma de 111 enerefo de in­
terc11mbio y la energía coul.ombie.n~, 

Como ya vimoa antAs, exiRt•m diferentes ex!•resionet'I 
para la energía riotencial obteni.•lr.A A !'" rtir •le lne ec 's 
(7,4) más (7.5) y (10,2) mil.a (7.5) para los casos &n lnu 
que '4a es P.; y ,P~, y ~.,<.i,1'} está onda por (4,11.). ;<;s 
decir: 

AE,"' Af!~'(J, .. e) + l:IE" •••• c;i .. ·.) 
AE, .. AE~:(f>~,)4 Aécou1(/'.',) 

Acp,. AE~ ... '•c.li' ... ) 4 AE'._.,(/,:..) 

Los cálculos ae han llevado a cabo numáricrunante J1R­
ra diferentes distanci!ls internuc1e•1res, EAtos resulta­
dos se dan en 111 tabla 12,2+ 

+ Se recomi and!I. vt>r P.1. A.n~nil;i.<:e B en don.in se rHacutA ~1. 
cillt"ulo o.El ln eneriríl'. coulo·~biana rla in t.i-.r-ccl ~n rlo un 
GiAte•RO <lifl\'Ómi.CO a J'"-1'ti?• de 1'3 e~. (7,5). 

(12. 3) 

(12.4) 

(12.5) 



o 
11'\ TABLA 12.2 

z !•8
11otlª Ct.Epot) b (AEvot>º (AEpot)d (A8pot)

8 
(.11Epot) 

f 

3,0 -6.579(-2) -7.576(-2) 
{15.2) 

-7.909(-2) 
(20.2) 

-1.255(-2) 
(-R0,9) 

-7.439(-2) 
(13.1) 

-fl.292(-2) 
(26.0) 

5,0 -1.277(-3) -1.31jHl 
(3.3 

-1.495(-3) 
(17.1) 

-O. 329(-3) 
(-74.2) 

-1.404(-3) 
(9.9) 

-1.450(-3) 
(1.3.5) 

5.6 -3.492(-4) -{.453(-4) -4.ll'l0(-4) -1.142(-4) -4.126(-4) -3,flfl5(-4) 
-1.1) (19. 7) (-67.3) (16.2) (11. J) 

7.0 -l.14R(-5) -1.190(-5) -1.9fl4(-5) -0.926(-5) -2.095(-5) -1.629(-5) 
(3.7) (72.fl) (-19,3) (112.5) (41.9) 

a) ii:nergfa pot.encial obtenidn pnr e1 m&todo SC? ( '~Pf .11). 

b) " rle Teorfa de l'erturhr\cione~ •lP. 

Primer Orden (ref.11). 

o) 1>~1 1>Ate cMo ,e,Epot ne cnlcu16 An base a 1 a ec. (12. 3) con ~. rlada so-

eil.n la ref .1.1. 

d) A~ui AEnot es eeeún (12,)), 
e) " " (12.4) 
f) Este. enorgfa se obtnvo URa.ndo (12. 5). 



La tabla que a continuaci6n ae presenta muestra la -
contribuc16n a1n•t1ca a la energía de interacci6n total 
calcula4a en puntoe intermedios a loe ya presentados en 
la tabla 12.l (col1111DBB e,f 1 g), 

R (ti Bic1n>ª (A8icin)f (4 J\1n>• 

2.5 6,001(-2) 0.242 0.240 
3,0 2,113(-2) 7.845(-2) 9,038(-2) 
3,5 7,333(-3) 3.846(-2) 3.523(-2) 
3,8 3.852(-3) 1.786(-2) 1.866(-2) 
4.0 2.502(-3) 1.140(-2) 1.219(-2) 
4,2 1,623(-3) 8,085(-3) 8.080(-3) 
4,4 1.052(-3) 6.048(-3) 5,401(-3) 
4.6 6,804(-4) 3.991(-3) 3,538(-3) 
4,7 5.468(-4) 3.033(-3) 2.822(-3) 
4.8 4.393(-4) 2,298(-3) 2.245(-3) 
5,0 2.833(-4) l. 396(-3) 1.428(-3) 
5,4 1.176(-4) 6.787(-4) 6.016(-4) 
5,5 9.431(-5) 5,751(-4) 4.IJ60(-4) 
5.6 7.564(-5) 4.670(-4) 3,899(-4) 
5,7 6.064(-5) 3.588(-4) 3,093(-4) 
6.0 3.120(-5) 1.548(-5) 1.515(-4) 
6.5 l.028(-5) 5,708(-5) 4.895(-5) 
7,0 3,371(-6) 1.665(-5) 1.505(-5) 
a.o 3,590(-7) l. 850(-6) 1.435(-6) 
10.0 3,941(-9) 1,142(-8) 9.837(-9) 
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La tabla qua a continuaci6n ae presenta muestra la -
con~ribuoi6n de la energía da intercambio a la energía 
potencial de interacci6n, calculada a partir de ·la expr! 
11i6n (7,4) para cuando ~e ea P,.~ 1 Ji; , '1 a partir 
de ·l• expreei6n (10,2.) para cuando 'li'~e<.í',1'•) ut4 dada -
por (4.11). 

R (ABex}( fl~) (t.Bax> (P.~) ( ABax )( lr'.,) 

2,5 -5.108(-2) -2.208(-2) -5.807(-2) 
3,0 -2.023(-2) -9.640(-3) -2.875(-2) 
3,5 -9.699(-3) -4.142(-3} -1.149(-2} 
3.8 -5.247(-3) -2.41!0(-3) -0,629(-2} 
4,0 -3.584(-3) -1.759(-3} -0.4211(-2) 
4.2 -2.555(-3) -1.246(-3) -0.295(-2) 
4,4 -1.853(-3) -ll.811(-4) -0.202(-2) 
4.6 -1.274(-3) -6,226(-4} -0,137(-2) 
4,7 -1.030(-3) -5.232(-4) -0.112(-2) 
4,8 -8. 328(-4) -4.395(-4) -0.915(-3) 
5.0 -5.566(-4) -3.100(-4) -0.602(-3) 
5,4 -2.721(-4) -1.539(-4) -0.254(-3) 
5,5 -2.282(-4) -1.291(-4) -0,205(-3) 
5.6 -1.888(-4) -l.0!33(-4} -1,647(-4) 
5,7 -1.537(-4) -9.086(-5} -l. 325(-4) 

' 6.0 -8.238(-5) -5. 357(-5) -0,690(-4) 
6.5 -3.253(-5) -2.215(-5} -0.233(-4) 
1.0 -1.226(-5) -9.132(-6) -0.760(-5) 
8.0 -1.875(-") -1.540(-6) -0.747(-6) 
10.0 -4.479(-B) -4.272(-B) -0.629(-A} 



La tabla ~ue a continuación se presenta muestra ln -
contribución de la energía coulombiana R la ensrg!a po­
tencial de interacción, calculada a partir de la expre­
sión (7. 5) para cuando P.1 es P.~ y P4':,, , 

R (A Ecoul) ( P.~ ) (i:. Ecoul )( ;¡~ ) 

2.5 -0.141 -0.013 
3.0 -5.416(-2) -2.90:1(-3) 
3.5 -2.037(-2) -0.009(-3) 
3.8 -1.128(-2) -6.147(-4) 
4.0 -7.406(-3) -3.470(-4) 
4,2 -4.839(-3) -l.893(-4) 
4.4 -3.148(-3) -9.819(-5) 
4.6 -2.039(-3) -5.075(-5) 
4,7 -1.637(-3) -3.6')1(-5) 
4,R -1. 314(-3) -2.749(-5) 
5.0 -8.479(-4) -1.1164(-5) 
5,4 -3.5111(-4) -l,047(-5) 
5,5 -2.811(-4) -8.177(-6) 
5,6 -2.238(-4) -5.902(-6) 
5,7 -1.779(-4) -4.152(-6) 
6.0 -B.925(-5) -1.693(-6) 
6.5 -2.ROB(-5) -4.605(-7) 
7,0 -'l,688(-6) -1. 235(-7) 
8.0 -8.012(-7) -1.063(-8) 
10,0 -5.916(-9) -4.892(-11) 
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La tabla que a continuación se presenta muestra lR -
contribucidn de la energía potencial a la energía de 1,2 
teraccidn total calculada a partir de las elt¡lresiones -
(12.3), (12.4) y (12,5). 

R (AEpot )( f..~ ) (A Epot )(fa.~ ) (AEpot) (r,~) 

2,5 -1.410(-1) -3.491(-2) -1.991(-1) 
3,0 -7.439(-2) -1.255(-2) -6.291(-2) 
3.5 -3.007(-2) -4.952(-3) -3.186(-2) 
3.8 -1.653(-2) -3.095(-3) -1.756(-2) 
4,0 -1.099(-2) -2.106(-3) -1.169(-2) 
4,2 -7. 394(-3) -1.435(-3) -7. 766(-3) 
4,4 -5.002(-3) -9. 793(-4) -5.171(-3) 
4.6 -3. 313(-3) -6.734(-4) -3.411(-3) 
4,7 -2.667(-3) -5.601(-4} -2.760(-3) 
4.ll -2.147(-J) -4.670(-4) -2.22q(-3} 
5,0 -1.404(-3) -J.267(-4) -l.450(-3) 
5,4 -6.239(-4) -l.644(-4) -6.061(-4) 
5,5 -5.093(-4) -1.373(-4) -4.857(-4) 
5.6 -4.126(-4) -1.142(-4) -J.885(-4) 
5,7 -3. 316(-4) -9.501(-5) -3.104(-4) 
6,0 -1.716(-4) -5.526(-5) -1.563(-4) 
6.5 -6.061(-5) -2.261(-5) -5.133(-5) 
7.0 -2.095(-5) -9,256(-6) -1.629(-5) 
B.O -2.676(-6) -1.551(-6) -l.54S(-6) 
10.0 -5.071(-8) -4.277(-8) -1.221(-f!) 



Bn las tablas anteriores hemos preeentudo los cálc~­
loe de las componentes de la energía de interaccidn del 
He2 en base a un modelo estadístico 1 modelos mecúioo­
oid.nticos. Bn la tabla 12.1 reterente a la energía cin! 
tica de interaccidn, los resultados estad{stiooa e1t4n 
marcados con superíndices c,d,e 1 t, 1 los mecánico­
cwlnticos tienen superíndices a,b 1 g. Mientras que en 
la tabla 12,2 reterente a la energía potencial de inte­
racci6n, loe resultados estadísticos son c,d y e, y los 
mec4nioo-cwl.nticos a,b y t. 
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Como se puede observar de la tabla 12.1 , para dieta! 
oiaa menores a ln de equilibrio (5.6 ua) el modelo esta­
dístico con denoidad ~~ es ~l mils conveniente a U1ar -
debido a que tiene en promedio el menor error porcentual. 
Bl resultado meollnico-cwl.ntico g para distancias menores 
a la de equilibrio es mejor que aqu61 calculado por ••dio 
del m•bdo perturbatiYO. Para distanoiaa mayorH o igua­
l•• a la de equilibrio el modelo estadístico con de1111i­
dad ¡¡,:" ea el -'• conveniente, Los rtsultadol meoúioo­
oulntioos ... aceptables son, para estas diatanoiae, loa 
obtenidos por el m•todo perturbativo, pues superan a lo• 
obtenidos en g. 

Pasando ahora a la tabla 12.2 se puede ver que el •1 
delo estadístico 8'.s aceptable en todo el r&Df>O de dis­
tancias int•rnuclearee cercanas a le de equilibrio es -
aqu'1 que trabaja con la densidad /i~. Bn tanto que loa 
mejores resultados mec4nico-cwl.nticos son aquellos obt! 
nidos ~or el •'todo de Teoría de Perturbacionee de Pri­
mer Orden. 

B11ulta dificil a1egurar dentro del modelo eetadí•t! 



co cual ea la mejor densidad !!. a usar. Sin embargo, -
debe quedar claro que la densidad propuesta por Gordon 
1 Kim ( P.~ ) ea incorrecta. En esta aeoc. a6lo se ba -

pretendido dar una idea de la eficiencia de laa ditere!! 
tea densidades para las diferentes distancia• internu­
cleares. Por otro lado, el modelo aquí oreaentado con 
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el nombre de APROXIMAOIO~ ESTADISTICA GENERALIZADA nos 
plantea un camino alternativo para calcular la energía 
de interacción por medio de un m•todo mecánico-c~tioo 
(aeoc.10) 1 no exclueiv11111ente por medio del modelo eat! 
dístico. Bn resumen lo que podemos decir ea que la Apr_2 
ximaci6n Batadíatica Generalizada brinda resultados ace~ 
tablea para distancias menores a la de equilibrio pero 
falla para distancias igual.ea o 111111oree a 4sta, 



13) CALCULO DE LAS CO~IPONENTES DE LA ENERGIA TOTAL DEL 
A'l'Oll!O DB HELIO. 

Bxisten diversas expreaiones para la energía cin&tioa 
•egdn el modelo con el que ae trabaje. En la aecc. 9 se 
dijo que E::., da el mejor valor para la energía cin6t! 
tica del litomo de Helio a diferencia de E"~;., • Intagrll!! 
do num•ricamente lae expresiones (9.5) 1 (7.3) ae eata-. 
blece que+ 

E~ .. • 2.8618 (ua) 

!:~~ .. " 2.5606 (ua) 

ai tambi•n tomamos en cuenta (9.6) tendremos una energía 
cin&tioa de 2.879 (ua). La energía cin6tica exacta del -
Helio ea (ret.20) 2.9037 (ua) 1 aegdn clilculos SCP ea de 
2.8617 (ua). De ahí que las expresiones (9.6) 1 (9.5) -
brinden los mejores resultados cin6tioos para el Helio, 
tal 1 como se esperaba. 

Para la energía de intercambio tambUn existen div•!: 
aa. expre•iones segdn el modelo con el que se trabaje. 
Bn nuestro caso, integramos num6ricamente la expresión 
(7.4) 1 se obtuvo que 

E¡: = -o.13841 (ua) 

en tol'llla anliloga se calculó la energía coulombiana (cuya 
eXpreaión es llnica en este caso) lleglindoee a que; 

E .. v, = -4.5860 (ua) 

luego, la energía potencial considerada como la suma de 
la energía de intercambio 1 coulombiana es: 

E,..t" -5.4701 (ua) 

+ La densidad del Helio se calou16 en la seco.4 1 en ba 
se a ella ee obtuvo la expreei6n (9.5), (7.3), (9.6)­
(7.4) 1 (7.5). 
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Los º'lcul.os SC? ds.n Ull& energía potencial de -5.7234 
(ua). Considerando que el Teorema del Virial asegura que 
POT/KIN = -2 entonces deducimos que la me3or energía po­
tencial ee aquella obtenida por medio del m•todo SCP, 

La energía total erperimental del Helio ea de -2.905 
(ua) en tanto la obtenida por el m•todo SCP ea -2.8617 
(ua). Haciendo uso del modelo de Thomae-Permi ee obtie­
ne -2.9095 (ua) el cual es un Talor mal.e pr6ximo al real 
pero que se obtiene por cancelaci6n de errores entre la 
energía oin6tioa (positi•a) 1 la energía potencial (ne­
gativa). 

Kl hecho- de que el modelo de 'rhomas-Permi sea en es­
te caso poco favorable se debe a que s6lo poeee dos ele~ 
tronee 1 por lo tanto la aproximaci6n del gas de electr~ 
nee re•ulta eer mala. 
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Le.e energías de interacci6n calculadas se obtuvieron 
en base al modelo de Thomae-Permi y al modelo mecllnico­
cuántico. El modelo de Thomas-Permi se ha justificado -
teóricB111ente (ref.23) y resulta ser una buena aproxima­
ción para establecer en forma relativ8lllente simple la -
expresión de la energía en términos de la densidad. Sin 
embargo, la precisión de los resultados no sólo se basa 
en una buena funcional sino tambUn en una aceptable -
densidad electrónica. En nuestro caso, la densidad ele~ 
trónioa corregida de primer orden !uf auticiente para -
dar cuenta de la energía de interacción del dímero He2• 
No as! -para la energía total, pues en este caso hubier! 
moa tenido que analiiar más profundamente las regiónes 
cercanas a loa núcleos donde la densidad varía rápida­
mente. Nuestra densidad es válida para regiones "lige?'! 
mente" alejadaa de loe núcleos y para regiones de tras­
lape de densidadeo menores a la separaci6n de equilibrio 
de los átomos. Se desvían del. v.alor real para diatancias 
mayores a la de equilibrio, pero superan a los obtenidos 
por Gordon y Kim y en la mayoría de las ocasiones a los 
de Kolos y Radzio (re!.11). Al parecer la desviación ªB 
terior se debe a que en la Aproximación Estadíatica la 
oontr1buoi6n de la energía de intercambio es demasiado 
negativa para distancias interat6micas grandes (ret.11), 
adem4s de que en ningdn momento se consideraron las !u•! 
zas de dispersidn y polarización a larga distancia. Tam­
bifn debemos sellalar que el sistema molecular He-He es -
un oaao poco favorable para ser tratado con la Aproxima­
ción Ratadistica (Generalizada o no). Al igual que los -
demás inveatigadorea pensamos que ai trabajamos con sis-
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temas más grandes y con la correspondiente densidad su­
permolecular loa resultados serian alln mejores, basados 
por supuesto en el carácter estadístico del modelo aquí 
presentado, Por otro lado, se dedujo la expresión de º!: 
den cero de la densidad supermolecular para sistemas di! 
t6micoe, Aquí vimos que nuestra expresi6n difiere nota­
blemente de la de Gordon y Kim para el caso de sistemas 
heteronucleares, siendo la de Gordon y Kim errónea (y -
por co!Uliguiente la deducc16n de eu energía de interac­
c16n para tales sietsmae). 

En conclue16n podemos decir que el m6todo presentado 
aquí con el nombre de APROXIMACION ESTADISTICA GENERAL! 
ZADA ee un m6todo simple de calcular la matris de dens.!, 
dad de primer orden además de la energía de interacct6n 
de sistemas diat6micos formados por átomos de capa cerr! 
da en su estado base. Su ventaja sobre m6todos tales c2 
mo SCP y CI se observa adn mejor para sistemas de muchoo 
electrones, Sin embargo, debemos recordar que el cálculo 
de la densidad electrónica resulta ser m113 tedioso para 
sistemas de muchos electrones como por ejemplo, fte2 , -
Ar2 , Xr2 1 las combinaciones posibles Ne-Ar, He-Ne, etc. 
B1 siguiente paso a ejecutar sería trabajar con sistemas 
111S1ores que el He2 y en forma análoga a la presentada -
calcular.la matriz de densidad de primer orden del sis­
tema y la correspondiente energía de interacci6n, Si se 
desean mejorar loa resultados en base a nuestro modelo 
una forma posible sería trabajar con funciones de onda 
más exactas, por ejemplo que tomaran en cuenta los efe~ 
too de polarizaci6n de las densidades electr6nicas, etc. 
Si no ee desea trabajar dentro de nuestro modelo, exis­
ten rormae alternativas de calcular densidades at6micas 
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sin tener que r~currir a funciones de onda, para ello ea 
recomienda ver los trabajos de P.Hohenberg y W.Kohn (ref. 
28). Para finalizar diremos que la Aproximación Estadís­
tica, sin lugar a dudas, ha vuelto a cobrar importancia 
pero adn falta bastante por hacer en lo ~ue so refiere a 
cálculos de energías de interacción para sistemas gran­
des y para las diversas distancias internucleareo, incl~ 
sive para sistemas diat6micos sencillos de capa abierta. 



APRNDICE A, 

En este a·n6ndicP. se muestra el m6todo ñe G"UAR-Lagit_!! 

rre para oaleular iotP.gralP.R numáriCR.'l!ente, 

Los ciilculoR numéricos ile intee;ra.lei< ele una variable 
son por lo rei;lllnr bien conoci~os, Por ejemnto, si de­
seamos calcular la integral ñe f<•l .. f .. ftx\ áx 

entonces es noeible exnresar tal inteernl como 
~ .. 

S ~(ic.)q~ ~ % ~(K.i\ CU,.: 
.. °'ª' 

donde los w~ representan los fRctoree de peso y los x..; 
loe ceros de funciones base escogidas según loe límites 
de intee:r«ci6n. 

Para al caso de int<?¡;.raleB dohles <?S lnm11diato de ln 
ec, anterior que 

~" ..... H f<w,,.)dllal~ ':!::~.'f., w..¡w,¡ ~(ll.<,~l) 
esta aproximaci6n no siemnre resulta ser la más econ6m1 
ca pero e:{ una de las más sencillas, F:l .c:rado ñe nnrox,l. 
mRCi~n t;,l valor real de la o l!lfl intep.r.ilP.s denenile del 
número de ceros utilizados. Entre más ceroe ~¡ se usen 
más exacta serii la anroximaoi6n. As{ 11or ejemnt.., parf\ -
calcular la enerp;fo cinética T-P bac;t6 UBRt' l~•W oeroB 
ptlra obtener el mismo ¿;rai1·l i1P. <i11r'>ximaci6n con el que 
otros autorP-a tr!'bajnron {ref .11), ademáR de 111 función 
orliital {ec, 5.2) que se a,;coec pa"ra realizar tos <14lc!l 
los iie ln. enori::ía de intern.1ci<Sn. 
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APENDICE B. 

En t:H~f: -::. 1 u~:11lio·~ se r.11.Htr:.:1;I1:! lJrevi::r1FJU.~t• .ol c~.1r.~ilo 11!!, 

v1:v:ln t\ t. .. ~tbn 11 1>r Gflr\1on y ~im par~t eutgü~ec~r en forrr.a -

oi!'l~11.e. l" energ!u coulombi!lnn 11~ i.nhr<.c"Jón rle <111 si;'t·!:_ 

m~- ·Ji·'~~?:!:! c.-•• 

C0:no s~ rliJo con ant«rl O!'ir1i;.ü, Hl rlenf.li•l\1.•~ p~i·a un -
r.inti1m~ Ai e0 1tJ f:1.un:t r:l'=' Jt'!!~H11·~.1~~ Ji y fa ,,e Jo<-

~i; :t;11n::! A. -;; 6 

La enere;fa Cf'.l\tlombi•mn total J'"l'B el Riatema A B es 

y p•ir9 el aist ... ma A y l!i !''lr ~'3-parauo es 

E~= ¡ J .P~ct.) /J.icr..) Ir .. dr,'cn~,- l• J l'.id',1/r,~ dr," 
con d = A , 6 • L8 !'Y et'ffa de i.nteracc i6n 00111 om1Jtn1ri 
&\Ec.• E~'-(E:+E~) ~ 1 ·N•.r1..i1' ,1,:-. J11i~ ~~"''-'"~·.:t1Jner1 f·nt.Prinrefl 

ea ent-onnP.fl 

- 1.. J &.e r.¡ dt..i 
r,. 

(B.l) 

(B. 2) 



luego, suponiendo que las deneidades f. y fe son esfé1.!. 

camente eim6tricns y trn'bajnndo an coordenadas esr6ric•u1 
tenemoe: 

m CID 11 1'1 

AEc ~f.(r.)r,'dr, ~P6 Cr,)r:dr, ~ dd, ~di', 
o • o • 

1T Ir J HN9o de,~ ~tNB,do, (l('-t f,~1 - r;~ -f.-~) 
o o 
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Si el promedio angular ee calcula analíticamente (ref. 
25) entonces ee llega a: 

( r,-¡; > / ( 'llt \' = z / ( 11. + r, -+ 1 ll.· r, 1) 

.(. r,;' > 
l'ln\' 

{ 

2/(ll .. r.-+111.-r,\) ; r, .:.111.-r,\ 

= (.r;'..r;' )h - 1.¡11r,r, -(r, -r, \1/1111.r,r, ; \¡¡,-r,\4 r. L\ ll..·H,\ 

1 I ft ; \R. H, \ <. r,. 

Con esto tenemos finalmente: -Ae,: ~~(r,1,\1 /l(r,1P.(r,)•(t.11.·•:.+<.r,i'':>-(r;~':>-<.r;~)) dr, dr, (B.)) 
o 

Si sucede que en vez de 4tomos neutros tenemos i6nee 
las expresiones (B.2) y (B.)) ee modifican f6cilmente -
(ref,6). Lo mismo no sucede si trabajamos con una densi 
dad diferente a (B.l). Por ejemplo, ei /ir. esta dada e~ 
la f'orma (4.12) (Ae = He2) 

~."(~•lo - o.,, \1,1"') · ( 1- o!a1<1r 1 
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o bien, si f., ea seglin (5.1) 

/!11..,, (f.l•/Al. l Jl./Ale) ·Al/~ 

con A i la • Bn caso de hacer uso de cualquiera de las 4e!l 
aidat!ee anteriores ee pierde la simplicidad del cálculo 
de la energía de interacción coulombiana de Gordon y Yim 
debido al surgimiento do factores cruzados. Por ello co~ 
viene usar ooordenadae eeferoidaleo as{ como el deoarro­
llo de r,~' en t6rminoe de datae, Lo anterior se puede -
ver en el apéndice 6 de la ref.26. Las integrales que -
ahí aparecen st pueden reeolver n\lllldricamente (algunao 
analítioBlllente). Otro m~todo puede ser hacien4o uso do 
programas de oomputaoi6n, por ejemplo el de A.O. Me Lean 
1 l. Yoahimine (ref,27). 
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