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PREFACIO




Es bten sabrda la (mportancia guc Nene , pa<

Ta el enTendimeento pi'sico de un espacio de Ems‘rem,

el conogrmienTo c(e sus 5¢odgg¢mr Ahora énen, un e

de los meTodes mds eprcrentes para obrener este cone-

cAmienTo es el eldsice merooto de SePoroc'.on de vana-

bles para consTruir ung integral completa de o ecua -
con de Hamilton - Jacobi

)
Ht

cy
Gk 8 W,c W,y

dO"de 8"‘1 es el tenseor MG"_rPl'do del espacie en Cues -
ton, W,e = SW/Ix< y E es una consrante.

LOS eslcuer3os dc‘r\'j cdos én esTe Ser\'n'd.o" no solo
Pora espacios de £in sTern .sino Pora ecpc\c.cos R(emo&nn ‘a~
hos o pseudorlemanniancs generales  davan desde
la Sequnda mitad cle| siglo pasade cen los Trabajos
clasicos de Liouville, STackel, Levi-Civira  ErsenharT
€rc. ,' de caen durante un Nempo y resurgen en los
Glmimos diey aAos en (os Tabajos de Carrer, Havas,
Benenti y Francavigiia Boyer, Kalarns y Mnlter dle .
[4-1=27.
Una evotuc,co;w muy semejanTe hon ténide
los mérodos de la Teoria de grupos de Lie para el



estudio de ecusaccones glc{:ereno\:a(es' Y ha sido: -
" hasta estos dinmos aAos que la (nmma. relocc o
ﬂ.ue exc¢ste entre estas dos cornenTes de la maTe -
md rea aplicado se ha reccnecido con Toda clary -
daa . [13].

Y

Por orro parre en ViSTA de (a ne linealr dAd
de las eccaactones de Emsrecn y los problemas c,on':(-
Guientes gue Se encuentran para Sw soluccon | auna-
da al hecho de Jue (o 'ruFoloj\'a del espacie no escond-
Aoa o priori, puede deccrse que el acervo complero
de consecuencias implicado Por estas ecuaccones €s-
1@ aun lejos de haber stdo enTeramente entendido,

Desde la aPan'cco;w de & soliaccon obrencda
[Oor gchwo«rgschdd en 101(6 [os relanveistas Se han
dado cuenTo de Que un buen camino para au.menrar
el entendimrentv de etas rmplicacvenes eselde cons-

Trulr solucrones exactas de las ecuaccones de Einstein

Y estudiac sus propiedades o (a mayor profundrdad
posible. Ciz 1. Ahera bien, la mayoria de (os espa-

Clos MAs extensamente estudiados, como son lesde

Schwaryschild, Kerr De Sitrer Kasner, etc., Son
espaccos Que , porun (ado, exhiben un gramn ndmero
de simeTpias 4 por oTro (ado, en todes ellos puede
en conTrerse un ststeme de coordenadas en el 9ue



[ ecuaccon de Hamilron - J"acotzc () admire una.inte -
gral completa separada-. Ef de (nTeres investigar sobre
la clase completa de espacros que exhiben esta propre -
dad, porque esto ofrece la posibtlidad de encontrar.
nuevas soluctones exactas de (as ecuaccones de Einstein
S}ue Pucdeh serestudradas en ma‘-(OFPrOfur\dt'dad per-
el conccemiento de sus Jeodesicas, esTo €5, Nuevas
rutas para elucidar mds claramente el cenTen ido

de la Teoria de gravitacion Einstentona .

Ac-rualmenre, en esta in vesn'jaoco'n , se ha
esTablecido claram ente el resulrado de Fue el estu-
clie del Prbb(ema de Seporacro;m cde vanasles para C*),
es el estuclio de sus stmernlas es decer, el estudio -
de los Tensores de lctling que posee el rensor me'rn' -
co . Aolema's, cuande la dem e_n_s(o'/\ cle| espacco e
menor o qual o cuaTre | se Mene ya una clasifica-
cfon completa de los scsremas de coordenadas en
los que () es separable  osi'como una forma oa-
nonice FepfesentanTe pom Coda clase ,dg;l TensSor
merTrco . Queda, sin embarao, PorcomP(eTaE el pro-’
blema de resolver las ecraccones de Einstern corres -
Pond\‘en'res o cada dase | para pasar as ‘oouna clost -
£l eacion de espacios Eseneste paso donde se sc-
Tua el presenTe trabajo.

En el Pn‘mer capl'm(o‘ de na-rum(e5a n -



Troductoria , Se revisa o pidamenTte [a evelucrion
due el estudce del Prob‘(e_ma de separacion para (&~
ecnoccon (¥ ha tenido, a parrir de (os Trabajos
de Stackel, hasta el Mempo preseate. Enel se-
undo capiTulo se presenta, con mayor detenimien-
To, el metodo ?ue Paf‘c'\ este esTudro han sequrdo Bé’«m’.
Kalnins 4 Miller. Agul, en lugar de reperr (as demos -
Tracrones , fue pueden enconTrarse en les arn'axles
Jue se citan, la Valides de los résultados se venprea en
lo posible para el caso concrers Fue Se contTempla en
esTe Trabo\)‘o. Frnalm ente  en el Tercer ca,n’m(o'
Se muesTra de manera esquematiea | pero Sufvcren -
Temente clara , el proceso de Soluccon de las ecua -
clones de Einstein correspondientes a esTe axso. Se
encuentra Jue esTrs ecuackones pUeclen resolverse
exactamenTte 4 Gue el espacio obrenido es de De
St'T'TCF' esTv es, un Teorema de Tipo " no-g9o0".

El estudco es de noturalesa local 4 se supone
Que, en los reqrones consideradas , loscamébros de
Coordenadas son bren definidas, las \Cun cione s que
aparecen son diperencrables el nimero de veces Jue
sean nece sanas etc. A lo largo de Todo el Traba jo se
emplea la convenceon de suma sobre ‘ndrces repén'—
dos, a menos que se indegue explicitamenTe (o
conrranio con las letras (n.5.). Frecuenremen-

S N Y T A Y



Te, cuande No hayg riesgo de con fusiones, se omimn'~
Ta eScn'brr,, en cada ex pres'(or'-\ , €l conju/vro sobre c‘l
3ue corren los Indices tnvolucrades. El operador de
derivacion d/9x< se escrbira como OIx¢ 4 para una
funcion Ude vanas vanables, (a parcial Ox« U se es-
cnbira Uxe o Tambren ,en Ocasiones, U,¢. S la K
fun eavon U depende de una sola vanable | (a denvada
se esenbicd como U' o tambren U .

Dos numeros entre parentescis redendos ,
C"'m), Se refveren o la e)cprcsm'n (M) del N-esimo
capn"w(o , 4y la notaecon (m) se reprere o la expre -
ston (M) del mismo co-Pl'Tu(o donde aparece. Loy
Numeros entre paréntesis cuadrados Ln), se re -
Freren o la bibliograpla Jue aparece al fFenal del
Trabajo.



‘CAPITULD 1

. ! ’r
“Introduccien Historica



E( cvmdto del problema dle sepamonon de va-
rm’:ler Fara [ ecxaceen cle Hamilron - Jacche

(*) | 891.wu:w¢1' = E

S(QMPFC se hace con re{.‘erenma aun sisTema de -
coordenadas especpics (x*)..., XY, de manen
gue el primer pase en un esma(cc e cs"ra NATAMA ~
leza, ¢35 dar una clasipieaccon completa de los
disnintss sistemas de coordenadas en los ue
G admire una mrejral complemn separada.,don-
de por ¢ esto tlrimo se entiende una familia n-
Paramc*rncaa de seluccones de (k) :

-

Gkk) WA =w4<x«;,\>+..‘+wn<x"?.,\)

donde X = (XYoo x"Y | A = (N4 pis JAR) ) , Y los
Paramerrus Ao se suPon en esenciales e mdePen-
ol;en'res ,U. €., Se supone Jue la mo:rn'5

) Wieen; ST en

es no singular en (a (‘eaio'r\ considerada . [18 7],



. (No’-rese, que en victud de Que W no aparece exph'cr- 4‘
TomenTe en la ecwacion (#) uno de (o5 paramerns
A¢ puede siem pre Tomarse como ConstonTe adiTiva

enla inteyral complera (¥ %*). )

. tn un principio | (& aTen C“i"c‘ fue drm‘g(da.
primordialmente al estudio de separacion de (¥)
en coordenadas orregonales, 4 en este contexto,
los primeros resultados conclusivos fueron obrent-
des por Stackel en (891 [ 2 ] yGuien demosTro

S{ue (& ecnacton

(2) 6.-4 W.w, = H. (‘W‘j) = E

es SePafaéle. enel sistema ortegonal Oty een x"),
S{ y solo s¢ {a meTRca covariante C

(3 Qg dxidxd = RS (dx)® = ds®

estaen la llamada forma de STackel | esdecr,:
exsie una marny no siagular Sig  con la
' propiedad de ue el {-esimo renalo}\ depende
Solam enTe de X1 , (una. matn'3 de Stackel )‘ Tal

::'



. %ue_ (as FAr\ox‘ér:\eS brhe en (B son de la forma:

(2) };\:‘ = @

—

@Cd

donde @\«1 }@Cq son el dcrerm-‘néﬂre y el (C1)l.,
copacter de lamorrry © ¢y . " '
Elestudio del problema de separacion en Coof-
denadas mas generales fue iniciads por Lev«'-Ccun'q(
en 1904 . Parriende de (a defintceon erdinama de
S‘e.Parabat‘o(ao( ) L e., de (q. S'uPu.CSTa excstrencia
de una inTeqgral complero Separad_o\ €12 para (a
ecumuockon (*), las coordenadas S'CFara\éleS sondi-

vididas en dos clases: aguellas para las fuce la
exprcsco'n ‘ :

{

' . Lh Ny
W,ee = zaawm <8 .CW&\W&) | (L.n.S.)‘

es lcneal en las w,(, , fon denominadas de Pn".. _
mera clase |, y las resTanTtes son de sequnda clase.
Sobre esta misma [{nea, Trabajonde con las con-
diciones de (‘/\Tejrab(h'dacl '.‘*'.uc, 30\.[‘0«)\11‘55\4 {a .
existencia de (k%) Benenm ha demostrado Jue
para cada vanable de pnmera clase ecesTe un



Vectef de (Killing as occado | q que la familia de,_f.:_
Vectores de [‘Vs'lh'r\j os! obrealdo €5 CoanmUaTaTI VA . . -
De agui' concluye JUe siempre puede elegirse un
sisTema de coordenadas en el 9ue las varnasles .
de primera clase sean (gnorebles,  .e., No Gpare- .
Cen exp/o'c.'ramen Te en la ecuacson C-*), :
Enuna sene de trabajos recienres, (é-12.1,
Boyer, Ralnins 4 Miller se han dedicodo al esru-
~dtoe del mismo preblema  pers derde un punto de vi's -
Ta Mas avaniyode con respecre al anterior, '

. Por una parrte  en lugar de suponer solamen ~
Te la exisTencia de una inTegral completa separa--
do (%), se postula una forma Jeneral para las
Ccuacrones sepParadas | ordinanas, Jue cada sumon-
do de C-* ¥) debe Sansracer. Por otra parte | (e
clasificacion de coordenadas seporables es, desde
un principie  en ignorables q esenciales (v.eno
|'3norablcs) ;4 ademas , Para' censiderar (a Poer -
bilidad de espacios pPsendeoNemanaianos, lascoor-
denadas esencaales sedividen en nulas yne awlas .’

La consistencia de este punto de visTa con (a.
depinienon cldsica de separasbilidad  ha side esta-
blecida TectenTemenTe por Benenri C4 1.

Debe recordarse que el esTwdio esdena -
Turoleya local | 4 Fue en la vecindad deun punto
dade del espacie , pueden ex<sHc dispaTos sisre -



mas de coordcna&as separables gue presenTen ¢| 
mismo nimere de coordenadas gnorables 4 esen- -
clales de cada mpe | Estos sistemas es7an conectar =
dos entre 51 por & accren de un pseudo grupe 4 en
loque Tespecta o (o c!as(f-\mo\or\ de sistemas separa -
bles deben ser considerades ewwale/\'rcr ’Eierrb-
vee de un cierto admbrTe de ltbertad parae buscar
que los obJems %eomeTneos relevantes  en Parncu(ar
el Tensor me' ThN'eo Tenqgan, en un esguema de sepa -
raé:/(r dad dad_a /a re,orcrenmc:on mas smc://a pe-
siéle . Corrio se d‘d o antes, Cuatote la dimensi on del
espacao es menor o Ijua/ « cuarm (a clasigcrcace on -
cgm/:/cra de esras formas canon-w.: ha srdo qa
obrenida [0t ], _
Z| resurgimients de los me'rodos de la Teo - -

Na de 3!‘&\})09 de.ALl’e. opla‘c.ac(o al estudhe de ecnarcrones
thereAur\fcs ha revelado la PPOFomda relacion ‘.fae,
excsTe entre el Pr-ob lema de seParaaon de vanasles Pa

fa WAa ecuacen diferencial (om-cxal dada , 4 el del
ondlisis de las simernlas Fue estr ecmcno;\ posee .
Enel presente ConTesxrs  esTR relaccon e manipfresra
enel resulrade de ;ue_ Con cAda Srsrema de coer -
.denadas en el Sue (#)admrre una selucion sepa -
rada $¢/Ouedc aseciar uaa Lam ili'a cormuranva
(mvo/unva\ ) /rnealmen Te rndependieare (en.cada

Lrora del ﬁa; coran 8ente ) ole Tensores oe Kerleng

-



X

de Pn‘mero Y4 sagu/\do orden, de Tonros miembros. cc-m_ra'
dimensiones Tenga el espacio en cuesmon, uno de los cud -
les puede siempre Tomarse como el reasor memeo.

La relaccon faversa ne es en qeneral cierm | es
decer, noteda Tal familia de Tensores oe Kitiens con-
duecea [a slzparao-'o;\ de () en alqun sisTema de cQof‘A'
denadas 4PﬂfD (e Caracrcn'gaa'o;‘) exacta de las {.‘ame' -
_ [ias Que s Tenen Fue ver con el Prbb(ema de “f’“r“"

ceon se ha conseguide recientemenre , por medio de con -
diccones fue Se referen a la posiéily dad de diagonalidar se -
mulraneamenre la parte esencial de (o5 rensores

de fttin g de segundo orden , 4 (A excsTencaa de una

cerTa poliacon Ormgonal . [lo12] '

Esros resultadlos connenen , Comeo caso €5~
pec/ca\( los Que hasian ya sido obtrenidos {borﬁ'élc(&’e‘
pora el case de coordlenadas ormogonales 4 s2 exren-
denal case no ormjona! Por lo conse deracaon €x presa
e (o Pov.‘bztwlad. de coordenadas tgnorables .

Debe meacconarse en esre punte, Jue exisre
wunadiferencia de rraTamcenTo en e/ preélema e se -
Inaraa‘o/p pora () | dependrendo de s¢ la consranrs

E escisrinm o isazl acers. Lodicho hasta ahora
esvalido en el Pn‘mér caso, es deenr, cuands las
caractensncas de (%) representan TcaqecToras

de cuerpos. Para el caso E = ©, cuande las carac.
Ten'smeas representan fayos fum:‘r\osorf(a exTen -~

.t
e



(2

, _5‘0’\ es fnmediata | aundue noTrvigl [121,

St se considera a (%) como la cu»a.c/‘.on f
de una ‘:uPerF\ue en el espacio extendide con eoor-' o
denadas (x XYW, W, . 'W',..) (as scmern'as
de (*{"3 Son jrupos' W“Fammc‘rﬂwc de L:c acraan -
Olo en esTe €spacro, cuyor Generacteres Sen Talljc’nrz:
a la superfeece (), en orras palaéras, Sue la Trars-
forman en ella misma . Esto conduce al resu lrade
de fue (o anTenor permanece va'lcde en el caseo
E = O ) Stempre due se reemplae " Ter\sorcsdc Kull-ns
con T(/\Sorcs de Killing conformes ”. Adema’s, en (a
cla Sfﬁcao‘m de coordenadas, las vanaé;(u esenciales
en el senTideo ong:nal/ cuy a mp(ucnaa puede ser facro -
niada compleramente de (k) sen clasipreadas co-
Mo conform em enTe 1‘3r\or‘o\é[¢_s para dc‘;n‘now‘rlas de
las esencralmenTte iqno rables Jue no aparecen expli/-
‘cwTomenTe en (%Y. En Farncular pare el caso de
cosrdenadas orrbﬁona(es estudiado per Stackel ,
& condiceon r\cce lana 4 shfRcenTe para Podrr SGPO"
e (a ecpxact on

(*)| 6‘:/{ W.L‘Wi'f = QO

Es Fue la n'\c-rnca Sea ConformemenTr efuivalea -
Te a wuaa Mérmea en forma de Srtackel (3)(a),



)

En el s-guuen're, cap ‘ruleo se preseqra. Ur\a._
descripcion mas deratlada del me'rode de Boyer, -
Kalnias 4 Metler Par-a el estudio del problema cle
SeParaccon de 0‘-’) (fusrrandolo en (o posible con’

. el casc concrem a$u| consicderade | que es el

cOrresPonaoh entTe o Un es fueman de sePamlml(dad.
que conTrene dos vanables esenciales no nula s , una
(gnoroble esTHeTR 4 una Ccm,tormcmen're rqnorabdle.

E( siquiente caso ma’s compleyo , cuando
la coerdenada (gnorable esticra se hace Conforme -
menTte (gnorable | se encuenTra ac_mlmenre en '
estudie 9 los r‘eSu('raaLoc seran publlcao(.or ma: ade-—

lanTe .



CAPITULO 2

El Mévedo de Bot-l‘cr'_KaMiﬂS Y _Mil{erl



En esTe capiru(o se Pfesen'ra el esTadio de(
Problema de Saparaouon de vanables pora (*)' Jg
‘Geuerde ol TroTamiearo de Boyer, Ratnins y Mlller s
la inT enc«on es mostrar la Secuencia de resulro.dos
pnr\c:pa\las cuyas demosTIRCion €S |, CoMo Se drjoon -

'Tev , prneden enoonrrarse. en las-reperencias 4 seran )
Por TarATs ominidas . L"T valides de esTos resultados se-
&’ ven ficada , sin embanrge | enel caso Concrers el e
esve Trabajo se ocupar . :

Ya se ha hecho veranres gue porun esguc-
ma de reparabilrcdac | ea @ vecen das de an/OannMo
del espacee, para la eccacion (%) 3 laclare de -
los sisTemas ole coordencdas en ral vecrndad, due’
presenran el mismo numero de Lanadles esercirles €
_(ywr‘b\é/e_c de cada rpo. Se denora pues un esgue -
ma de Se/oaraé,‘/f'dm dacdlo con cuarfo eNrefvs:
Lnina, ni nyd) | donde Ni#Natny =a

Ny = n£+n‘3 Y se unu-ene en $«e Wal?u,\er re-
Prennmnr¢ 'de clase (x*,...,x")esral tue
(x* yoe o X7 V) sen cOora(enadas' esenciales no Au ~
las (X""",..., x"77?) son erencvales nulas
(x”"""l"’,...», x ANy ) Son /gnoraéles esrnc -

7as5 4 (a5 Ny restanres son conformemente (9~
norobles. '

Si se unﬁ;an los indcces @,6, ¢, .. paros

~ R
S .



las aneras s, '(:,... Po-ra (s segundas 9 |

x [L ¥, Para los N3 (9rorables, puede v¢- e '
Nfearse direcromente 9ue los scsremas de coof -

denadas Fue Pefre/\e.cen aun mismo esjuema de
Separo.bal rolad e ron unecTadas‘ entre s: por el
P';cud.osr‘é«pa de 'n"ansf—ormaclon es :

X‘ & = FaCX‘) (0\ n.s.)
O ' r " | N

X = Fedx™) ~ (r on.s)

. ot o¢ Ly

X!“: APXP‘l' Hu(x‘ﬁ*-"fz(xt)

donde Fo JHT , Son'funciones arbitranas de x“',
U] AT; cs“(,ma ma‘rﬂ'a consTanTe ) MayXnq  NoSiNgu -
lar.
DEFInICrON ¢

Se dree gue la ecnacron (F)' es separa -
ble en un esguema Crvina, 0y ny | se exeste

uno inTeqral com pleta ra (¥)' de la porma C**)'
3 pe fe

Tol Sue cada Sumande en C-* ¥ saTisface (a:

Chacnones sepefradas ordm oS :

s i i Bty e o e ot R

e ammarlhtoma et
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-b\fa + C PW.‘W‘; = )\jeavs » (0‘{‘-‘-). ‘

(2) 2 B Wr Wa + C WuWP A'f-‘e_ff '(f I\-S.‘)”_

' wd = A o
" _
donde 4 =2,..., Nvtna = Oxt W, t‘!n.,c"'fl
© 4 dcpenden So(e.men're. dc x“s A1, )\,‘ son
los parametros esenciales € independientes de la fa-
Tegral completa (¥ *3, (A eset Pa.ra'mc'rrv aalr...
'n'\Io), 4 exisTen N4, {—‘uﬂa‘c/\¢-§ v@«.‘—\ (7‘")
(cn.s.) Tales gue la marn'y '

9._% C,q':"l,...,n.-i-r\;_

. ’ ' .
es no sinqular en la reqion considerada ¢.e,
es una MaTn'y oe Stdclkel.
! . . -
NoTese gue per las propiedades gue cle -
finen una rnteyral CQmPluu, la moTN 3

: a/\niwc ' C=‘4.'..i.,n

R==2,...

S

Tlene fango N+t 4 gue el vecror

o
' ‘h



(‘:13 , PC= gtﬁw') t.."=,’,'n

: o : . ! - :
Se encuentro, en Virtud de (¥) en el nicleo”

de esTAR maTn'y, De agud se sigue gue SV exev-

Te tna forma bilineal sime'TRca Tal Sue

A VW w,; = o € = AN

i
-

. ‘ ’ .
debe enToNnces EXVSNE una functon QCX) distna -

Ton de cero Tal Sfue.'

C4) at.") wu'w',)' = Q 8.t1w6w1~ L‘,1'=’l.._.>.,’;

Ahora b(‘en"sl‘ se denota por¢ ecq' ;3\ la .

maTniy inversa de O , las scgucentes conde -

ciones son validas -

)\'{ éC'l e*-'\ =0

8 118 = 4. Ay #N. -

A'iéc‘l e‘:'l‘ = /\2

O O S N Y 2 P



(8

.S‘. se S‘US“‘TUU{C Cz) e,'\' cs‘)' [og m,-emémf de’ .
la l"5?u1ef"do~ en esTta expresc‘o;\ Son f‘brmac by -
lmealcv stme'TRcas en (as W. . ecdeecr

<

-' -— .40 . -'
)"b' ec.‘k Ocqg = ablz W, Wy

enTonces, pof: (o Jue se dtoo anres rcspccr-oa. ,.
(), dcée Tenecse due | L

N NN cq . -
) a°, WW; = Q9 wWew,

por lo gue [os coepierentes no nules del Tersor,
mérnco son -



{9

(as com €9
¢1 Ponen'res QA ¢ ueno se onulon, Pora
£=2, Mt son - - b

£ .

g) %P P p - RN
; L a . 2C bObe +2 c.feu (4p)
‘.a e = CTp B+ Ce e

Por (3 I el Tensor meTrico puede chn‘é]‘ft.e'

como _
Na Nna ' Ny
SRS
ab -2 |
6_ al O ! o oy
| .
5 - [ U
e ! ] 1 .
() ‘- e |
@ = o o e
-—__.f__._.__]__.__’_
i I
- |
o :H‘,ZB"—[ ao‘P n;
|
|



o
donde loo meTrica

(10) d3® = H‘S dxd * = :Q- dx?* T24,...,n40n
: 91'4 ‘ S e s

€S ConForMem'e_n're ejucvalenTe A UNA meTn'ca .tf\ (4
formade Stackel (1-4), 4 Tene a los "Pc;o-
mo nw.‘n[ol.caatores de S‘racke( ,es decer, las me'rnicas

(u)- : gaFdEz o p =/\\+.~f\‘+| free g N

sSon .Tamél’en , cada una conformemenTe e?ufs)a(ch -
tes @ meTneas en forma de STackel .

Paro. estudiar e Pc:pe( ole (acb formas dever -~
minadas pbr CS) €s Conventente Tl‘abajar en e( ’
e€spacio fase lnTFOduu ends, en ConsisTencia con 3)
los mom enTos

Gz ~ Pc=W.  C=a,n

. Y de{k‘nfef\d.o el Pore'ATQSc‘s de. Po:‘ssor\ :
[F G'] para dos funccones: FCx PY, G P) de la
manera Austral
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(3) [F G] = ax-FDP‘_G Qx~G&P‘_

o

. En esre le.ngu.a)c. el vecror f Cx\ Ix+ es un .
VCCTDI‘ de. Ka“«f\g conforme Sy solo s¢ c:<¢s7'e urm -
{uncxor\ (’(sn Tal gue. :

(a) [fcpc , achcP-q_] = f ﬁL.Q'P~' Pe

) . . ) _‘
y elTensor QR (x) Ix¥Ix1 es un Tensorde Ko -
Iling conforme si y solo SV excsTen N funciones

Q<) 'Ta\lj:s Que
@ [a%peps, 47ep] = (@) 9pepy

. Ahora bien, si se degcnen

. La = Ox> BN
G6) ‘A |
. ’ L y g
Aq = A a_x't'ax‘f
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donde las a g Son las Com Por\en'res de'rerm«naaag

por (6),(3) 4 (8),5e nene gue el conjunro da- -

do en (l6) es una Fam-lm involunva de Tensores
de Killing con(:ormes linealmente mdepeno(«cnrcs en

cada punto de (o cegion con Siderada , (.¢., Se san's-
facen las ecuaciones :

‘[L""%MPC.P{] = Po '3M‘P~{P1‘ -. S
(a1 pepy] (e “Qawm{

[L.{ L,;] [La AT = [Ae, Am] =0

an

Excepro para las Lo A4 = Q 3“\?'- Py, las
relacvones (11) son Tediosas dé venpicar en el caso
- 9enecal. En lugarde hacerlo, Tomese el caso agul
considerade , que es el corres pondienrte a un esque--
ma de Separab(h‘dad [?, ©,4,4]) en cuatre dimen-
stones. Usando el pseudogrupo (1), en este ca-
So siem pre puede Tenerse gue © 5, = 1. Mo's
aun , dado Jue la COlwvma Oaq estd sujeta sola-
mente a la con d«c,u:m de gue ©ab sea no siaqu-



lar, puede el eb‘rrs'e tambren Sazq = =4 , Ou=1-6,
As‘fmfsmo no se plerde 9encral-'daot s Te SuPont‘.‘ B
due la \(“umoum Q (<) es pesiniva de monera fue.
en este caso las componenTes del tensor me' TMeo

. Puedgn escrioirse !
PR Y

6N._'_ 6‘21. = K 2y

= K"(L\«J«»&u) K

L1-

(«8)

v

6
83 w? (e4+ez)
644 K‘(C,‘i-{l‘._}

con (o que las Corres"bond-‘e(\'ret de Az resalran :

a'; = 9,. '-( ;. az'l - e“ -- w
a3: = Ceu“)'g\ﬂ + eu /e\g,

(1) s S

0\2 =<9u-(\€. + 9:\ e?.

4: = (eu-“B F" + 6, p—‘ | /




24

dOr\de K de Pende solamente de x*,x7, x<, €a,fa, Aa

Solamen're de X2 o © selamente. de x" .

Con esto ,un cdleuwlo senceilo muestra Que
las ecnaccon es (13) son sansgechas con:,

Pi: o) | F“l: 2(&,‘['(),4

= 2@:(,&./\“)'4. - 0\‘;_

1]

205 (b k)2

i

NwW NN

Q.

@)  Q
Q a’; Pa
Q

d__ a4
2 0"2?4

Con coda scstema se parasle para Gx)! hay
entonces asociada una famdlia involur va, (¢ =
nealmente mdepend(enm de (n-¢) Tensores de
Killeng conpormes. La relaccon inversa nees, en
general , cierta . No rvda Tal familia esra asoaa-
do con alju/\ sisTema de coordenadas en (as
?ue ) 'es Separablc. Las condeevones adriece -
nales gue es necesamo cmponer sobre los miem ~

g~

o

) b o e sinsh



| ‘:aros de la{“amdta Pueden obrenerse con Una
mirada mas cercana alas expresiones (3) q(s)

Am’cs una degenieron

Se dice f}uc uno 1-forma "c(x) dx*

€5 una ey enformaon | corres pondiente a lartarsy £,
dclTer\Sor b 19,¢~9,<1 S( Se satrtsface

. (243

. (bg~,§_ F acq“>.,’1: = O ,__-‘/,'zq,....n

Con esta dep\ntmon de las expr‘eSaones

~

(3),(8) se stgue Jue:

(22)

(23)

P
Lara cada una de las n. coordenadas esen-

clales no nu(aS" la 1-forma dx"=<§‘;‘,dx4'

es una ergenformo Simulranea para cada
Ae £=4,....n4na correspendiente o

una rar'y P; de muinplicidad uno ,

Pam coda Una de (as N2 Coordenadas

esencrales nulas | (a 1- forma dx' = dexi
es Tambien una e‘gm forma simelranea P“’
ra cada Ae €= 4,...,n +n~. Las mdces P ¢
Wenen malnpleccdad dos pers correspon -

» cll‘,
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den a solo una ecgenforma .

(za) las.canndades

(xl"s 2 e .
“a e - ch F .£‘|C=4l"')n|+nt

no dependen de x"-, pora tedo o B

El ejs'ra/olecomtenro dc esta A lmma pro-
piedad  re q.u.ferc"un ana [vsis deTallado ce

las condrecones (17) por tanTe | al tgual Jue

(4 .

estas, Se venficara solamente pora el esgue -

mo COnsfd-erad.o=E2,o,4‘,43, .
En este caso, por (18) q (1a) se nene:

PL=f, = K° -
| . o |
CZS) (D‘ - K 21&9““)
£ = K *(ou)

")
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de manera que para (=1 envirtud de ) , las
COndl'OCOI\CY (24) son ™ivialmenre Sa'n‘s‘fa.'chas

mientras due para L= 2 las condiwwones (24),
para cada C(CCClOI\ de & 4 B sen:

34
A2-f79 = dhe
PR LS
P13 = e
NS N

(26)

_e.
P? 844 = CZ ' -

‘de modo _?tue, en este caseo (24) escrerta .

Notese $ue_ los, Prapledadcc (22),(23) 4
. (24) son sanispechas Tamiien por (o3 N3(Ns3+)/2

Tensores de K‘.”'"‘J con formes ch(_{s *x = P,
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| | ‘ ‘ . ; ' ' 2¢) Sof\-"r
para los Fue todas las rau'ces Permu € en (se -
cerv. Deesra manera, con cada sistema Pam o
o vecro -
ble para (*’) hay asoaada un espacu ]
elP R-d cnS(o/\o.l (ﬁ = n+ny(n-0/7 )
o e se u\f\oLQ -
de rensores de Kelleng conformes de seq s
ca Lalpl, € = 4. nidna
ofden . El'conjunts {Ae, Lxlp
° -~
o € p,es una base pafa esre cvpam i mdcs
Los Tensores de €57e €5 pact'o tene

" la porma §eaeral

| :
! |
)
e o n,
______ |“"_—‘|l"""‘
| oA Na 2
Cz:ﬁ A = ‘O : o : Pra -
. ;____r___7 _____
I n
A , o P 3
© kg &
)

De aﬁ.t'du' Ol PN oor\d.\‘c/co;\ Cz«z\ se S«‘gue

B
ﬁuo s¢ PA pare dos elementos A,
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en el espacio, en'ronces A-B esra en el Subccpa- '
Ct‘ogenerao‘o por los LuLP x&p.

Las con dicvones (22),(23),(24) sobre los
Tewnsores de {(i{ltng confornmes son Tambren Supe -
‘enres para separacion de Ck)' sin embores, €52
Tas condictoner son poco pracicas en elsennde de -
Juees dipledl, en un sisTema de coordenadas (sca- -
fes (x',..., x"), pefreneciente -a Un esuema de
.Separabt"lt‘o(M dacto las 1~ formas dx ¢, dx®
seon Jjustamente (as nccccanas en las Condnea's -
nes (223, (2%), Cza) pprr una familia ecpea{—\ca
de tensores de K¢ ((lnﬁcon formes. Para eranciar
de manero ma's Pmcnm las condrccones - nece -
Sanas Yy SufcwenTtes dcé¢ hacerse antes la sv-
JunenTe degintcion

En unsistema de coordenadas loca(es .
(' x™) sea {87 = AL dxs o= :'\],
1 TApe 0, Una base Cc.omam) (oca( e 1- {?or'mo\s
Sed(ce que las 1- formas {e'] son normaliza ="
bles s¢ exvsTen funciones analirteas Clocqlmenm)
81(1\ "(x\ Tales Yue

gidal d@nd
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) | ,
Con e5To se Tene entonces :

TEOREMA

Supongase Gue enelespacto en cuesmion,
descnm localmente por las Coordenadas (x4,... x"),.
“exvsteunespacio K-drmensional Q dle rensores

de K\‘llma de Segunde ofden Tl que -

) [AB) =0 N ABeaQ.

(¢¢) Hay uno bose de 1- Pormas o AR dx"
Tal Jue

a
0& (as 1€ €Ny s‘on engen{—orMY
simultaneas para ca.oka A€ Q correspon-
dientes o las radces f’a de mulrpliet -

dad tno.

b)Y las & N+l € CE€NENL SO ergen-
formog s«mul-rar\eas Para Caola A €A,
Corre<pondtenres' o las radces (° . Esmg
Yoices Menen mulriplicedad des pero

corresponden a sele una ergeaforma ,

T
Yoo
g'%..«:\.«' VoL



EY)

(cee) Se So~r~‘§1ea~ce. (& condievon

h<‘7\°fv0\w 2 ‘€h>\ 6M P)_O

donde {X fes el marce dua( de{emi -
“(h n.s) Para tode A =" er ox Ga
.otp-n+n,+4 n_'h—/l n.

(Cu) Excsren f\-;' = n—ﬂ_.‘-'"f\-..' vectores de

K,‘lh‘r\g gon'(—ormes La’g = f‘; va', ra(cs,‘ |
Yue '

[ Lo, Lp__\ [Le, A_J o ¥ A_ea.-“
'(U) Gab = .)\o:; .BM'AI;‘ =o 1%fac bg"n,_
Gar =G¢_~=Grs =0

NSRS S NdNe NN+l € x & N,

W) K= n4ny(ny-0/a2
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Enronces euas‘re WA SisTema de, coordenoadas loaales

C'a, Y ) Tal '.’}.ute

eh ="\C1.(-q\d~11' ey

%

4 la eecuacon de Hamilton- Jacobs (¥)'es separa ~
ble'en estas coordenadas. Asimismo, con Todo

SisTema de coocdenadas seParaélc ("5“,..:. ‘a") hay

‘asociado un espacio vecrorial QA de Tensores de
Kl“lf\ﬂ conformes de sequndo orden gue samns Face/\

(s propiedlades () = (uve) . v
El pase crucal en la demosrraaon de este reo-

rema es probargue las 1-formas ©" son normali-.

3anbles | de manera §ue , en un sisTema ole coeordena-
das adeurado Todo Se Traduce a las condrecones -
(22),(23) 4 (=a). [12], :

Norece que I cond exon de normaliyabl luc(ad
garanTio fue el sisTema de 1- formas ©" es (nre -
5ra\é(¢. en el senTido o{e F(‘obemus Cted.




CAPITULO 3

Solucion de las Ewacfones'de EinsTtein

P
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T N U SO T S

| _El Tensor metmes (2-18), se”escrbe como . »-4~
b | E
' & \ Jab( o
R e I B B
¢ : ! f
o | GUP K® | Gotp
| { i !
s
donde, ,
ot'! - . G - - 5
¢ b Y - oe ;

_ (D

_ En la eleccion de comarce orronsemal, la parre’
. i9norable se deja sin especipicar, debrdo @ Jue ne es - L%
CoNnvenienTe  en este Momento, Qﬁadlrc,or\dﬁu.onés
Schre la merTnea . S¢ (e" o €-> 9“) es el comar= "
co orroner mal | la relaccon entre este y elcomar-
<o ( dx ™, dx? , dx 3, dx9) es dada por (as ecnr -
aones (rewe'rdcsg, que ab,c,... oman lor valo-
res 4,2, 4 «,B,y,-.. oman los valores 3,4).

o
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dx® 6% = Al L‘;dx‘
o K T

dx® = Kk 6%, dx*= kMol

' o ;. § o
dende L‘KMP-—-.CSP.
La conducioh de orTonermalidad , como pu.é,- o

de venpcarse facklmente, puede emnbu‘sc enlas
dos pormas eduivalentes scqunentes

(=) L‘"L;h;G;P ) MIM‘%=-G""

ot

N

donde la NoTaCke N UP signigica C-ﬂ U‘z De '

(2) se elonener\ [as 2- {-‘ormas .

de‘“:h,be/\e VKM 8% e

¢4)
de®= —(K,pdb+ LY M\,.,)e/\e mm,.e/\ef‘
pomer\o(o es"rb en la anem ecua.ccon de esTructuca

L. ; R ‘
de 4+ W kA 60, WcektWhke =0




Y

Se ohrene Que los coepeentes de congxtcon son :

" w?y = 'K'(Cb.aeb- d.o 6“)

, o ' )
4';(“”;?_ L';Ma,a>6p] .
. .a? c .

donde d=Ant | «#p as. Caleulando la den-
vada euenor de es*ros Coeiclentes Se Tene gue -

dw? b K* [¢ccel\9 +¢65H 8°A6"- (f)a‘MYeAe ]

. dw“P = k‘-[’zl (LE.C'MP.J 4 L“c Ma,d) ecA_ed +
C'"’%,G‘“e"/\ef’ + ((Adr.KGKP ) Mo+ -
(846", me ) oa 6" ]

@
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. o X ' o . ' '. ) ‘
dw“Q-_-l'\‘[(cb'KM;)‘be AB"’-&- Cb,a\M;euAeP
‘ ‘-

(6) . ( MAM 6c (‘b,aL '-‘1 «, 0 GMA
REIN PO LMD

4

con 34 p a'#L n..fs.

Anres de caleular las com ponentes del Tensor de Rigmann
€s Conventente deginir, por su frecuente aparicion, (m seguien -
Tes canmidades:

L:Mt,'“= i G‘V.G"u.a = % qf,.a
@ .
| L(“'\r YaML=2 PR R
2 T‘G\V-C',d Mp‘l T4 q];cd-;G‘\’G ) ed =g§d
-d;>r\o\e,'qr=)~\|¢l .

Akora‘POnlfenofo (5) v (&) en la segunda
ecuacion de esTructura

e . ¢ k-
‘ Clwf*s' + W kA w",,' = R 4he © ret
se ol:m'enen (as COmFor\enfCS del Nsor dc.Rierr-\ann v

o , e



(8)

3%

R = 3] drce - iy 6 7]

R%an = K'Rd),b"* Gy M: ¥ ';.d’wﬁtp([-t“:,b

SL M)+ Ml oM ]

Rawb = h‘[d’.aucb,ada,u g(mi Gyv,a), b M
At (L Hia- LoMha)]

Rf,,;P=h*[¢.,‘ve‘_¢,c¢.c LSME . Lin,

P
~E'cbntf.(jl_J:«':."' (L Mpc L Mofc ]

3

R'aaa u‘=_ﬂ1{¢|xv M;M: - c$/o.at. + c{ﬁc L’; Hu c
"L(M;va,a\'a M\;'*-d)kdh 4(L‘H-‘0-

-‘L M[s a)(LPMda L Mpa§ datd’\vH%M;] .

i
',.-‘

o
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R aaP= KQ{(quv'*d%’cd).\,\ M; M\fs +"-.2'.d>.c (Lu H;.

: —L Muc>__<ﬂ G‘va) HP ;(LPMP'
o ' PV
- (LiMpa+ LMY )]

-

,Rab&p=_f?‘_[<l. Man- oMb ) (Lo M - LEMT L)

- (L X MP'Q- L 3 H,"“><LvMa,b' LUMF,b)]

Con @b, x#p, abap ns.

Las ecuackones de Einstern | en el comarcs orrs -
normal son :

R»tz = Raax = O 'Vd\,o(
<°I) _ Raa = _.A.. a I;-S.
Ro(p = .'.t J“F
R < . :
en A=, R=RY | Ruy= RMcky

“Usando (8) para el caleulo de las COmPonen Tes .
o(e( Ter\S'O( de RlCCl Rw\ LY ) oloﬂene. (o s‘tjuuen'rc

o



C((‘) ;K'“m + K,RG‘

(12)

)
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Rap =6 atb =»

G 2(Rab+ dad,p) +Gap = O

Raok'?o '\J‘_a\'o( =

A

v
)“GUK = O

Raa = A (ans> =
Kz..[( ¢\K\’ N ?cﬁ'fd’s\’) G4 2<d’-aa"<§b¢.ej |
-% d',c' (:Pnc ; Saa + d).cc:[ =JL (b:!:a HS\ !

RF{3=‘-A‘C_(M-'=-)_=>‘ o

1 [0 GMEMT-6") - 24, b MEM)
+2¢'C d)"'l'-;. cc.q):c"-d)ncc —ZL(M.-(;G.GU.C).CM}; ..
tzdolimy o i Liug,

R SRR ST R BTN LT

((b#o& ns.)
w4
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Rotp=0 xFp o=

2<¢Itv+¢l]¢|\’)ﬂ MP +d>.c.<L MP,: LFI_,‘“CXH.

04) --(M GUUc) MP +"<LPMPc3(L MPC
+LPch> 4 .

. '] . ’ . .
Para la solucion del sistema [('03'043],& an'l.
anoTar las siqurentes combinaciones:

Rec = Q-A- =
05) (% [2<¢|\U 2¢|1¢.V)G‘v+4¢.CC-2¢| ¢c .
-¢.cq7.c+9cc1=2—/\- '

Raa = Rob =0 (azb) =S

(le) .2 (cbmm + g bia) +90~aA = 2 (b6 +d ) "" 969

Rr“r‘ + Rcc = 0 =
- 2(¢.’w+ Cbnsd’w)G‘v*‘ 2 (d"‘ tdech) *’d)"'q“
"%-(2 iP:cc - (Ec@:c) +9cc =0

o
0 ‘I’

(=

TR
[ A T
SENT SN R



=l
| RM&:—'Z.A. "=> : . o
Cle) w [2 <-'2¢‘B,V+¢qd>‘“) GK-\,_‘ 4-‘— (2 q’:cc = @:c q{c) .
+2d}'cq)—':c -‘z(cbt‘c';?d’).c‘b.c}] =-24.

Por (|3) q.lawn.dt‘a'o'n R;a- RN& =0 (“*F’), 3¢ Tene : :

)

@y B = (ot 00d) 6™ ez dde
o 4)"‘ - é(z@lcc‘ -&[’.cqf,c)] =-A.

analmer\'re,' Rcc 4 RFP = _A_ (P r\s) =

i C‘Zo) K* [-’_'Bda‘d%v G‘EV"" 3¢,<c—é(zq_{“-§{c@lg)
+gcc] = A . | '

. Eneste punwo deben hacerse dos observactones :
Pr‘iTc mmenTe,Qué, (a dependencxd e:cp(\'c,s';ra del comar -
cs orronormal solo se encuentra en (as condiocones
,Ro{p =0, Rax = RT&F— (ot ¥P n.s.). En sequndo lx-
jar' que las ecuwochones E(lo) - (zoﬂ son Valvdas -
Tambien cuandlo X * es congormemente ignorable
Ce., K=K CK",X',-X!',X“)’ v Puede'n por TanTo ser

| usadas Come punTo de par rida en el estudio de

' esTe caso mas general . - '
, j

7

A

s

!



necesario, en vanos puntes dL sTIngUIr enTre dt\urso'
CAsOS. .Pam Maq oc clare o(ad caola uno de. esrbs cas'o

A M, AL, M MB e
De la ecuaccon (u)'a,n x =3 s€ TiJuc :

AT GO RS

Y se Tenen des casos :

caso A: Mf 4o caso B-",""F =°
CAso A
. (=0 | f=cih G- cre- # °:

?

Con €5m5, 4 poniende x =4 en (u) se nenc.

T | _ e
. - (22) 2R,aa= -4 ‘Ij"
Por Tanty : : .

G} k= chaw +E<x x=)
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oonU £0 g .t? no es ProPorc.Aonaf Qa ,&'/‘amenos
?aef O.

Sus'n-ruqeno(.o e anTe o gn ((o\, se Ttene .

I 2ra 2
%U FRZ + '?'"‘ = % (U"A/"'f) q);u.

Y dodo gue U'#0 se sigue .

G4) gf,m = -2 Ai;%" = 2 ('é‘—'i-)z

(25) fb,n_ + = .E q},n. =
NuevamenTe, se consideran dos casos -
caso Al: biba +# 0 caso AZ: L A) =0

caso AA

Recordande que af: Lan N-’l. al inTegrar (24) se
obrnene : :

(2¢) Y = @ (x) Q2 (x> A° , Gu@, #0

Dado Jue ¢ - ef - .&\2, de (24) se sigue -



(27 c= f\: (14 @)
operande en esTa ecuacion con Oy o Ix? se Mene :
(22) ?4"31' L + 9. s+ 4 A =
donde qa = dn Qa .
Se Separan dos casos:

caso MA: 9/ %9 Lo caso MB: %4927

caso A1A :

Al inTegrar (283 desprec(ando en £ constanrtes

adanvas no esenaccales se obnene -

Ca

QiQa. = L—_ﬂ\— , Ca =cre.
pr Tanto :
»E\ : _ /g:_ Ca
U ,&.A. e (v in)

Y de (a segunda ecuaccen en (3) puede calcularse
directamente :



a /)" 1 ____l_ &1_ A'az
(30) 9 "-2/& (»&\ )o\a 2\ ha 2 > K—;)
(a n<.)

’ ' )
Pontends esto en (16) ¢ usando la condrcwonr V' #0
Se cbnenen las ecmackones -

P
GO P’“ + %944 = -Pn‘l?-"' _22921

/&\' 2 | ::
by An

donde en (32) se ha definide @

(32) ,&(t, ta) =

1, = 2a 1 Aa Can.s.)
/&A 2 te\al

APl‘.Cﬂndo Ox* e Ox? en (32) se sique:

RS

= — = A A =cTe.
A A
ta=)\.&¢.+ Xa Ko = CTE. as42.

Susriruyenndo en (32) se Nure (a sT5Uiente ecia chon para

L\A'-



(335 A = Ao+ fa b + phra
con A, fa, p constanTes, Ja4fa=o, @n.s)

] . " . .
la dril ecuaecon sigudente se deriva inmediatamente

de (33):: .
’(All | T
(24) ( > > = 2

.2

Puede ahora ver't'.pfcarse de manera dicecta, annque
Tedeosa | Jue de (33D 4 (34) se sigue:

d 1 144 ) _
GsY - & .. 2 GwG e +2 .U,

Y gue por TanTo la ecuoccon (20) e
2 A
('56) C4K|4/&\‘K“|CC+“|CKGC == _3—
Susnruyends la ex Pres«'or'\ (22) para la .{.‘una‘o;\ K
4 operande dos Ueces en el fesulTade en — x4, s@
encuenTra gue U debe sans facer:

(37) U'=-2U4+7 N =cTe.

AC 4

[4 ’ .
o lo ecuccxon egucvalente:
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Css)' | U('L = -4?'.() + 2’1U + J ) ) 8.= cre. ol ,‘

Y regresando- €sto a(36), se obmienen las ecuaciones:

)

<3q, -‘2,1 Ca4 ’e:'/;'PvCC‘ + P('o:'/‘)l cec " 2(8‘-'/1),'(' Plc = o

()  BPec-P P =8C+D

3.

St

i)

, ‘ . GE
Usando nuvamente (33),(34), [a ecuacren C( 3) se escnbe

(4 —2c4«m,441,\+2rm,“+ K J e+ K h‘ «'3\ &L'): o
a&z YN :

Al sustirulc agud (23) (34 (38), el W-Sulmdo puede Tra‘rar-
se Como pna ecuacion Polmomml para U, Y Se Stjue qae ,
(41) es enTences equivalente o las ecuaccones:

Caz) 27Ca + Apuz P. A

.__.__—-—

'/1’&

@) —aNC, -2 P04 2P e X 2Bl L B A
2 = 2




4q ...

Tmmndo €s o Como Polunom. o en U'se Tene Que, el coe =
feetente de U es

|C

2 23

"l
o)

/&.cc b &_
2

en vittud de (34). El coe{co(er\;re de Ues
E([l\_'h}ucc + K‘/i .cc -2 ('A ).c e~ zYIC.. - |
en victud de (3a) . Finalmente elcoegfiesente de U°e:s':'

PP‘CC - -P.cP.c-'CSCa' = "-g:

“Dor (a concduecon (40). Una larga sene de edlewleos se~
mejanTes, arceja el resulTado de Jue las cnicaseom-
ponenre§ del Tensor de Riemann due No se anulan son s

R4 = A
343 & 3
| . A ©
CED) R24z,= = R
Ruaf:a-" ‘%‘— a=3,4, a=4¢

0] noruralmente, las ?ae, Se obnener\ de esTas por las'
condactones da s«merna de R* ik &. ‘

J T



Csoi | .'Uf‘?= -Cﬁ—UquU-& Jd .4, cres.

Susn‘ruo,endo en (48) se menen:

(51 iznca s + DY) e 2 (B Pe =N RIS

(s2) - écq-P-RccfP,: =_—‘?'L—+-é\-.P1L\

-

Usande ($0), laecuacon (1) es polinemial en U. [ a
anulacco'r\ del Coe{lcocer\m de U"c‘mp(cm A=o ;) Y (a
anulackon de (o3 coefveventes de UyvUe I'MP(A'CA .

"’]Ca + va\-,/z-P,cc +B<»&:”’\.cc -2 (rg\-'/‘>‘c .P‘c = O

ZPP,“+2PP,C/&‘_€4 P he -
L 2

De la primera de esTas ecwacrones g (51).5¢ ScHue que
‘I) =o0. En el comarce ormonormal ole(l\‘n vdo pof (a4)
A Puede venpecarse Jue el vesto de las ecuacrones (Cto1-6oY)

ne onaden nuevas condricwones,
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De G\Qw'Pueo('e verse ya , facilmente | que el caso A B
se chnene del case AMMA hacvende A = 77 = 0.

Eﬁgiy(%w¢=o.vam@ R o

ND Puede Tenerse ?ue ,&4 #,@\1 =0, 4a q,ue, st esr-o'
Sucediera , enTonces

q’f"_' ChC 4 Co‘ , ‘Co.C'n cres.,
K= Ux4) + P(x*,x?).

La ecrnaccon (10) senz enronces

- 3 w
R G

Yy como U o ©, debena Tenerse

TR
4 = - =
. ‘.P‘
es deccr
ed' eg' = O

pof tanTo al menos una de las variables X‘,x ser'a
conformemenTe |Jnoraé[e, Porrante LY+ it 40 .

E(\jiendo A o o, ,{,\, =0 | es g(,_u.r‘ M= ,&4,
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de C2‘53,C243 9q (23) se 'Eg'gu,c: que -

(53) @—,‘41. = -‘?.41 = K,47 - 0O,
por TanTe {8 es de (a forma:

(54) K= U™ & Pox)+ Py (x?)

Jonde .P-\ 4 o Wy P, con X P consTanTes ame-
nos ?ue, o= P - 0,

Por oreo lado, de (52),(20 gy [a depinrecon
de Y se tiene Fue. -

Y= coe
(ss) el # o
€ = ’-é‘—-l-e,.

1

Y de agul se calewlan inm ediatamenre

g« = - A" <'£"-'/1):44
(56)

9'2-; = - e;/‘(e;'/‘),“

Por lo .,";ae (a waoca;m C(b), usando U -*o, da l(as
condiciones .
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' ot
922 -—9“ = 7, X =cTe.
(59) |
] )
-Pa - g'f-?.‘ = .P,,_-l- %f, = C'z, Ce = cTe.

Puede enTinces venpraars< {aa‘lmen Te Que

9cc = Q(P,cc’ (;_D:“Irc = 0

por lo Jue [a ecuaccon (20) €5 ¢

Css) = K|42C4 -+ K“lCC ""chh‘c = .%

_ ! _
Operande dos veces con o Oxa se obrenen

ﬁ'ﬁ-——?:é— ' A=cTe.
(59) 2
U"‘:-Z\_thqv+5 , M,d, cres.
ACa

De {a primera de estas, (56) v (57) se sijue -

(¢©) e AL x L
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Reqremnde a (58) se obrnienen las ecuaccones -

"ZYIC« +2C. ,L\-l/‘ + E-.P,&:V?'_. 2_?“('&\'"‘)' =0
(et)

| ‘SC442-C1P-P«"—P"‘ = —_3A:

9

Con P=P4+Pz.

.Por qu), la ecuaccon (20) ex Poh'noma‘al en U.
Usando (6¢), [a anulaceon del coeprccente de U2 implica .

Céz) el = -~ €,

A su ves, laanulacion del coeprenenre ol U se ma-
duce eh las condiccones :

P, =0
G2 )
APt P A
2Ne b - Piliy, P‘\'ﬁ:’“‘) - 0

v p\'nalmen TS ' la. ckr\u|acwo'n del coefrcienTte de U°, uson -
do CS?)' impliea :

P, =0

por Tanto, de (63) v (617 v Sisue Fue

") = o ,cS‘=-‘—/L—~.C-¢=O

%/cﬂ

!
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El resto de las ecwaccones [0°)-f2°)], en el comar-
o of enermal especificade por (44), no afaden mas

condicones. NuevamenTte | Tratande las componen -
Tes del Tensor de Riemann (8) como polinemiosenU,

Seencuentra fue las Unicas 9ue no se¢ anulan son
las ya escntas en (45).

casoB: (hg =0 verpag. )

’ .
No puede Tenerse h=f = o, porgue la mernea
f
Sena degencrade. , porTanto considtramos dos casos ;

caso BA . A:o,{':&o , cAcoBZ:Azlo,{'=o
cAso B1:

La ecuacron (1), con o =3 es idennoled 4 con & =4
conduce &

A
K=TUx)E  + P(x',x®)
con P4 N-F-’/‘ ,X=cre., a menos Fue o =0 .

r - !
De [a ecuacnon (te), con Udo g4 P = ef Se
obnenen .

P = ©

3 F-:‘pz'
4 :E ]

!

/-
L4
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El resto de las ecuaciones [(1e)-(z0)] en el co-
marco ormnormel especipicade por (443, ho conduce
A cendiciones independientes adicienales . Nuevamen -
Te,TraTando o las componentes del Tensor cle Riemann (8),

como polinomios en U, se encuentra gue las unveas que no
se anulan son las Yo escntasen (45).

CASo B : (,bx{‘:o vzrpa'g. Y.

No puede Tenerse h=f = o, porgue la me'Trica se -
1
Ma degenerada, Yy se consideran por TanTo dos casos ¢

Caso BA: k=0, 40 | casoBZ: b0, f=0.

CASO B1 .

S¢ PIf 40, esTe caso se obnene oel At ha-
aende

Lo ¢

C = 1

S¢ (.‘4‘1(‘,' =0 euvonces, eligiende £ 4o fa=o0,
Ce. £={,, debeTenerse €3 40,e.=0,0.e., €2,
Y este coso se obmene del A2 hawendo
R
€. —e
C— 1
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En ambas simuacones del casc B1, el comarco

ortronermal es dado por :

M1=0,M33=\/?, Mg =V-f

M3 =
| , ,
L:\=L1 =0, L:=\/"_"E',L;=\/':-g
caso B2: (h#o,P=o0 verpag. ).

De (1), (1Y 4 (16) se siquen las condicrones :
K o= U™ + Pox,x?)
Con P = oc,&-v‘/ X =cTe., a menos Gue o =0
_2p b _
-PMZ ;‘E T = O

= O

b ,P-?" t (9“ ‘lgazy

NI

N |

(o\ n.s.)

-2 r&\‘/t ('L\-V’ ), aa

COfI 56\& =

' . a4 -

Dado $ue agus se ene S(,uc G = .(.’ =0,

los ecuociones (17) y (20) son Fola'nom:‘alec en U,
Y de ellas se obmnenen inmedratomente -



59 B oS PrBE
: S OBE W siueTec

St se escnée

P ='W'(x‘,><=3,(,\-'/' W = cre.

)

Puede demostrarse facilmente Jue las Seis ecuaccones
anteriores son consecuencia de las condickones de in-
Teqrabilidad del sistema

, |
W+ ws" + ‘é‘lﬂ = o

(64)
| Wi+ Wiea = ©

Cbl’\ wl‘l-W¢2 i- O .
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[} ) .
En la elecccon del comarce orronermal, ce-

ben disminquirse dos casos:

cAse B2A: e 4o

CASo BzA:

A

Se seleccwena el comarco especiprcade por :

3 3 4 4 &
Mi=o, Mysie, M3=Me=- F
(e5) = | |
3 4 e 3 _ 4 _ -
L4=O;L4=I'L3_—L3-\/—C—‘
L a ecuacion C14) es entonces -
2 KK 4Lt b _ e k*/ e,
e e (- B o
+2,6\='1 ecfae\c.'
e -3
/A e 4 > ©
Operando en €sTa con — Ox“ se obmnene
u! '
(66) U'=mU+ 3§
{

ten 7 3 \ cons'mr\'res.chrcs-ando a () se

cAso B2B: e=o .




G

S«'gue n:

(67) Mbh+lv. =o
5 Viee

(68) 2 6’6\ "‘w|c (C + lz'W"U' = O

1€C
4

doende se ha depenide 7 = Lo condiccon

(0

'€,42 =0 fmph‘ca\ '

(69) Ve + 2V, 4 oV, = 0

Las ccuaccones (64),(67), (¢2) 4(©9) implican
o« (dea = £en)
x (4t - 3D

=l

"

x = ¢ve.
c

U’ cl Test™ de lag ecmnaaccones C(to) -(= o)]'no oraden

condictones in dcpcndten'res'_ De nvevatuentas, Por (66), ;

las ComponenTtes del Tensorde Riemann son polinomies
enU y usando [(66) -(69)] se encwentra que las dnicas
Jue no se anulan son las dadasen (45) .

caso (@28 (e=o wver pdg. ).

Agu'el comarco es especiprcado por :
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Estecase s¢ obrene de B2B hawendo

e =\ = o

Se mene enTonces fue en Todos (es casos
Id
los unicas compenentes no nulas del Tenser de
R\‘gmanr\ 1 Y=Y

A
Rd'sd‘b = _3—
1
Ri = %
Rao\ua = "!Li—

Usar\do esto en la ezPres(oA Pam el Tensor con-
{orme de Weq(‘.

Cabed = Rabed + go tb Reyd "*"3' Rao«tcadl b
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Pue.dc verse pacclmenre Que -f-odag {as cemponenTes
Cabed soncero. Esro y (as condicones -€4) carac-
% .

Terdsan por complero, localm enTe, el espacio,

S¢ A =0 se rene el espacio P(a.no de
Minkowshke. Sc A do ef espacco es ofe De Sirrer g
Si A <o ef espacic es anr De Scrrer. [s ]
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