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i. 

Sea JC un espacio de Hilbert sobre lós cómplejos, sepa

rables y d~ dim~~si.~~' iB~inii:a.>.c'.(JrJ'.aénotaÚ a los operado-
,,-.~.-, ::;;-., ~~~(:,:,\~ :~::-·· 

res ·1ineale~ ¡c;&f~d9,~' 
-'..: __ ~ -;_ . ',.,c.':~'·, - • _, ''"-

co nc e p~ci,"~~j(~~~·t!h~~fti 
introdujo el 

varios matem-ª. 

.. .· ·.·. > >;: ,•í?x?f ?~tf~?c;: :. ;'·,:·;S;;~; :· ;:~x.i ·.·.· .. ·.. . .. . 
lo c6nvier.;::"en~~'h}¡óncepfoyimportante. Uno de los reBulta-

dos rna~.\~~~d~jl~~~f~;·'~f'g;~'fi~{~fgura espectral es el de Brown, 

Douglas :~:~~~·~;r~~~~·,tque :se ·puede enunciar de la siguiente rna
-· ~'::_,'.,__.(,~: ·;-~~<-:>>:~--

nera: 
'~-<:-,' .-- <->·::·_:~,~,.;. .. -

"Dos Ó~Í:ra~o.f'es·esencialmente normales en l'(.1C) son debil

ment~ equival~nt~s si y solo si tienen la misma fi9ura espec-

tral" .· 
. ·.-_, 

Otro 're13ul.tado)1ue no pod1311\os,dejardé lado por •. su gran 

importancia es efde:fos matemáticos •rumanos .C. Apostoi, C. 
-- '· --"'"----.' .'...· -· <,,_ .. ·::·),,';, 

Foias y D ;• Voic,~i~~6~LgÚe c~-i::hctéi:'i~~ a/lbs, opéraclorris. qua si-
, ' - ,. ·.~,..,~, - . «' :¡>' .· ''(:'..'::, ·,;;,,,, .:,,}·! ::-~ ·,; ·,·,:.·._:.\ ·:,';¡/:· .. <'::.. -º.':·~,·.':·,:.·:,. 

triDnq1JiareS":· .;-.,;·~>·~ "·"~<·· :·:-;,, ,"· <:-~:··, .'\··_,_:,,/::..·:·,· )1I'(:~-:> :.;-:3/·:, :: .. :::,·.:·\ 
•. ·: ..... --~:·, ,- • :.·-"·~;. <·._{· <:~-:'? ·:_;<·< ?.: .. ·:;:,/ ,· "-Ft·· ·:;;:: .·,<;;-~.\"";:.· 

---:-·~.:;. :;\,~ .. J.· · .":':_ '.'¿_~¿_;; ~J~~:~ :'J:L~- -:;::.:-..,.-~,;;. :.~~-, ·"·\~· -,~'" ":~:~: :· ~ 

, ''"r: 0:.J~:~;:If J~¡~~[(if~~j~~}l2ij~f ?r~1;':1:~\t::;:tc'·•·· '" 
l>n ei···~,ª~iíc~ri'ci~ •·é}Y~i~c:Bj/8;.~,'ü~~h,~na~,~/'.'Jd.'(l~:'ot6yza 

y C. Pearcy s~ céli~ulal·~;fig\lrél espectralde f(T)>cforide T 

es un operador en• .~pq''y (es una f~nci6n analítica en un 



ii. 

abierto que cont:i.ene al .:es'pect~c> de T~. Este es el primer ar

ticulo de. un~/~eri.e.••que';'í~s''~Utor~s ;~í~tb···co11<1\n~el Ca~~il.lo 
· ., -- -·.-, - ,·,;>. ":~-:·J: .. : .:.":~:--.-·-'··,;:~·-". •. -:-:;,--, ~· .-: ; ·.L: , --~-~ .~-:_-:- .''.":~ f:;''"·-'' . ;J;' : 

han pfanedc1c)é:·I"~~'f{¿~f;;'i?~r1Ff:¿~iii'ct~~;j_iarl~·. ffgur~ ···~~~ec~ral · 
de. ~per:a~ie~'v~i~~·¡~'.~iJ~~·.:~.;;~r:~~jt'.:~e otros 

En ~~~~~;ti~b:~j~.~~:i·~~:;·~ii~1~()·~ ~1 es.tudio de.• ia figura .es-

pectral de¡•,p;(l~&ctc):•:f:~SCJ
7

~'i~i de dos op~radores., Lb~ ásul~ 
''• "; ;C~:o: ·-:'· 

tados ~x:f~'tent'E!~iefiéestl3 ~~iúítiaó son• .. pocos; ·dispers\)s:y '~lgu-. 

nos confusos, s{ii·····.~n\~a-~~9.·T(•:ichi~o~eenI~9'.7Ji:pi~~~~~\if sll .. 

art.ículo. "Spectrái •prope~ties ,of~tensor•·prcí_dÍíQ:ts);"gf 'Jin~fi:r· 
T .-'>< - ' ,.-_,_.,. .~,'ci-' :··; ,,;-·:-- • 

opera tors .. I." .• uh~\j'.~'J:"in~i.~· ~·irii'ii~i;~{iLkÜ~)~;l;~r·~e:~:·¿;~<~l. teo"'. 
- ... ·;-~:·,·, ·-:,,;,;;,- --·~,~·. -~-,,; '---''",~ ,-.... ~¡;:: ·' ~ ·:_.kf 

:::;,:~·y ~:~~c::gtf !~~=:!tt~!~~f f '.~:;.~~d~:::::tf ::~::, 
aquí de manera,dife:irerite·;y•desde .. ñuestro·punto de' Vista la de 

. - - '. · .. ",: .:i.''.?/'./,".:<,,,»;>;/:;··.:,;.{:,5}';"¡~~~,:.)(i\~~:·,¡.jó"<~'-_,o··,.: ,·, · .. ' '5·.'::-7:;:, . .-·:::.·.~- ,_ Y ... :'·:· .·-.,·:< , :.-,- ".--- ":""' 

mostraci6ri ~~l1q~~-~µl1;'p~cc)i;f..~}:~}1s?·/~~; ~1~1·a.'> ·· ·· :.:· ·e , .. 
Reciei1t\im~h~~~ eri. ~f;~~~'tfddts-df. papers .~fr~s~~·te~-\~{) 'the 

A.M. s·. de .oc'i:Ub~·~:.¿~;;:·~~~~~.r(~61·;,1;•· No•:·ii; :p.:< 54.§i '.;~~:rE?~~ un 

resu1neJL de~~ti:;s~~.f~-~~~-~i~º"°~itl~~osipói.:.:_~_;~~·.:~~a,lJ<~~·~fFu~i:ei~I:!· 
tul a "·rhe .• ··e~seritii:ílsp~C'tiüih óf :a: €ci!l1~cir':~fdalic{6f ()¡;>~ra tC>;s~' .. 

. ·." '.:<.'' . .');~.' '· , -~> -: --:- - .-. _';;.~-·( i.:~' 

En ese resumen anúncia un·'f:ec)ren1k;s'imf1ar/'a los té~reinás 5. 11 
' '' ,:</ "-· " ·~·:..'' 

y 5 .12. Pero se <l«:idll~~'~e'/J;a'5'~~~:i.!lf~'1íri~a~~ q~e él utiliza 

técnicas distinta~>ª· l~s ~}~~~\~()i(lttos:üti"lizamos en esta te-

sis. Parece ser qúe '1~~,J:~~l.dt~d~s del. capítulo V no.son co 

nacidos y que las \~¿nic~~.Jtii ¡~ádas para probar resultados 

similares a los d~ IcJ)i'ncisc y Fiallww son diferentes: 



iii. 

En los ctipítulos I y II.se encuentran los prerrequisi

tos para este trabajo (i),n <il' qu(i) ta.mbíén suponemos un conoci
·.:.::.-'~·,. ·,,<>:; 

de 

teoremas fundamenta 

Bosch Giral por la dirección 

y Carlos ílernández Gar-

ciadiego E()r~;si,i.s;26'ri~13j'bi{'~/~i ipoyo que me brindaron en la 
,,·>1· - ', -, .. ,.-,,_: ,·,~ . '' 

elaboraci6ri"~·~.¡e~Ia·t~~~:i~,'/f·~~Y?6o~6 ~ la Sri ta. Lucina Parra 
Agu il ar por :su ·l:~abJi~. lll~banográf ico. 

·--"'\ 

I' 

!, 
'· 

1 ~ 
¡_; 

1 
¡: 
1 



CAPITULO 1 



1. 

Def inici6n denota-

conj):! 

gene-

entonces 

Han(JC , ... ,3C ) 
1 n 



2. 

~~~~~~~U U 
JC 0 JC ® ••• ® JC = Homf (JC , ••• ,JC ) y es un espacio de Hil-

1 2 n · · · 1 n 

hert 

1) 

2) 

3) 

entonces 

de 

P.D •. 

P.D. 

< 
i *i 

1 2 

' .. º· 
,.J1*J2 

si i =i 
1 2 
y' 

j =j 
1 2 

.• son ortonormales 



3. 

Veremos que {e.© e. } 'es ba.se 
l. J . . 

Los elementos ·x © y con x ,y E JC. generan a JC ® JC. Veremos que es 

tos se pueden poner 

X© y 

Si X ® y E ~ 0 ~ y 

X® y=X ® (,'i S.e.) 
J=! J J .. 

.. . {ei @ 

.. {e . 
l. 

Ejemplo 1.10 



4. 

11 X 
1 

que 

••. (A ® A ) (x ®x ) 
1 2 1 2 



s. 

Propiedades del producto tensorial de operadores 1.13 

Sean. 

1.-

2.-

3.-

4.-

s.-

6.-

7.-

8.-

Sea· 

car 

Sea U. : 3C 
J. l 

t (JC ) 
. .. 2 . 

que permite identifi

núm~rbs --~· 

e isoróétrica, 



Jfi es un subespacio cerrado 

les dos 

X = i~I 
de J( 

U't 
l. 

U* i 

··l 

6. 

de K ® K , los ui son ortogona-
l . 2 

x de JC = 3C ~ 3C es de la forma ·-
. . ·1 2 

. es una, familia cualquiera de eleirentos 

: .JC +K 
1 1 

ex®ª·' ii J 



7. 

T T T ••• T. 
11 12 13· . In 

T T T 
21 .... 22 23 

T=(T .. )= T •• • ••• . l.J . 31 

.• 

en 

U~ (,;_i:TA,:.. (T X ® e,)) 
l. uE"- uJ. l·.· '-' 



A .. T X 
l. J 1 

Ti'< 
Ti 

8. 

.®iI es(o .. T) donde ºi' es la 
l. J .1 J 

·º 



9. 

>. >. >. I >. I· .. ; 
11 12 11 12 

>. I @ T.= >. I 
21 21 

. 2:; 

T = >. x·I 2 
31 31. 



CAPITULO II 



11 (A) 
o . 

A lo 

10. 

.el lec-

análisis 

de dimen-

es 

JC las de 

opera-

_--oo-·--·.---"'- '·--·--_-o .. -- -. 

cpmodidad Y. breve-

de A y 



11. 

valor de T en é1 punto x en 'vez. de T (x) . 

existe K > O 

le-

ma: 

Lema 

de Hil-

bert 



Lema 2.7. Sean X 

Por lo 

pero 

=> Kllx -
n 

Sea x = 
o 

. . . 

12. 

:lineal, 

teo 

;y solo 

E JC 

<e: 



13. 

Txn ":'y :.y.E Ran T => Ran T 

in fo-

si 

=> 

<=)Como 



14. 



15. 

una su-

· Cteorem~ 2 .. a> 

ii) 

definimos 



s es 

rema 

Como Tx + O 
n 

una 

16. 

teO.;.· 

es 



. 17. 

AI 

11 (A) 



Demostraci6n 

Veamos primero 

mente 

>.E1r(A)=> 

Si 

no 

Si 

dicci6ri. 

Por lo 

Ahora 

A- AI 

rango 

está 

está acotado inferiormente y 

el teorema 2. 8, A - >.I tiene 



19. 

Tenemos que ver que A - ;\!.es invertible por la izquierda / es 

Como 

Si 

Veamos 

3 M >O 

A--: Al: es-

tá 

Por 



20 • 

De donde • CJ.(A) C11{A). ·Por.lo tanto:o.(A) =11(A). 
i. . ''.. i 

Teorema 2.19 

Demostraci6n 

derecha 

por la izquierda 

ver que 

i) 

IA-: AI no es invertible pero está 

acotado inferiormente} 



21. 

propiedades 

i) 

ii) propio de A*, es decir, 

Demostraci6n 

i) 

Sean 

Por 

=>3 e: >o 

Sea µE~ 

r/l(A) 

ii) Ahora probar~~ds que >.E~ (A)=> X E 7T (A*) . . . ' . . o 



22. 

Si.t.Ef(A)'entonces.t.EO'd(A) y por el.Corolario 2.20y el teo 

rema 2;19 

Por lC> tanto =>. A E .1f (A ... ) 
·O 

Harémos él.hOra. un res~men.d,~f~~.g~¡1()S 2_e_n_c:E!pfos que nos serán de 

gran utilid~d 'én''í6~.;J{9~lerit~i'.·¿;~;¡~:ai~~r:'1' [ . 1 . 

sea JK . , ,¡:,'~t~C~'~~<;~{~i%J~;~~j,f ~) M y ~ la proye~ 
ci6n ca.ll6~ic~'d~1ú: ·.· •; ;)i1gebra 1d~';Calkir.C (JC) /lK 

::p:;;J¡;;t~~!llliil!f lf llf~l!!t~~;;:::::::::::::'. ,, 
si Te .e (JC)/!i Un húeco'.' de:•o<• (T)·~és ,una :•cc)mponente acotada de 

- .· . ·:,:·: '.": :~~:::.;;~_·]·/<:'.!~:~;_'.:::::;:X.' :l· ;.<;:~_.·:-~;:1.~-:~·-<i·:-::}~;?'.-}:~1::·:·:~:-~~:~\;{:t;¡ ;_;;::;,-:;:·;~;_y.~;. -'.·-> ... ··.: :\ _-... 

a: \cr. (T) (y por lo tanto es un conjunto abierto conexo de O:) y 

un ;s~tido~~~·~66 /á~ .:~~~-i~\•§. ~·~ ~_ri/56%"é~~~~rit:~ de' .cr e (T) \ cr ei lTl o 
,''?:::/... ·._.,:: 



23. 

a (T)\a d (T. )-. 
e e abier-

la teoría 

El conjunto 

en .c(~¡~-~{"~:nciO'rijunto 
.. ~ F.~.,- l_~· ,e~..; -'-'''-~...e"--·'·,_--· 

y se de no ta P?r _ 
-. ""' .-.-" - -·, ~ ~\';'--'.: :. 

,;· ,:,';,:~:.~> :.,"'.,:~'.:~~_:.," 

_-_-_ --.-, ,_--., 

P;~cll1blm y -defini 

Si 

de la norm~_, i(Tl·.~~(~~J1f.ín~¿~~ ~~J:{'i~ (~al1to constante en las 
'"•: .~}··.-.,,, ""< "•'· 

componentes~cc;ne~as~.d~i$JF;:,~;f~f .• ~.2f;:;_~?t'.;:l";J e:·'·--
- ·,·-.,.,_ .·· ··'<c-::Y;;:. '";,..::,,, · .. .__ ,,~'. · 

Denotaremos por .F ~.<1~¿i~h§~~~:~·~~~W}f#~·~sf parct los cu<ües i CTl 

es finito. Fes é1•ciC:~j@fÓ'.dé;•é)~fu~~dÓres·P.i:edholm en Je. 
--~·->' :.:~--~-~--;~--~~'LL·~,,_ :~::'~ ;;. :(\(.(-·._,..:._ · .. - -

El lemct de Atkinson f.tf\·ela'ci011a la/ teorfa de operadores de 

Predholm eón ei ~~inpo~tam.iento de l/i(T) en .C lJC) / JK de la si-



I 

. guiente manera: 

T es 

T 

se 

es 

La 

24 • 

la .izquierda. 



25. 

mos en los casos de 

ortonormaltal 

De 

Por lo tanto 



Teorema 2. 24 X E ¡¡ (A*)., <=> ;. E 
1 

mos 

Otro de 

remos a 

res de Fredholm es 

26. 

.entonces 

- XI)= DO 



Sean·A E 

rador eri 

maremos suma 

Lema 2.27 

dos. 

z = (z ,z 
1 2 

=>)Sean z E Ran A 
1 

27. 

y Ran B son cerra- . 

+. o 

y 



28. 

y 

esto 

B 

Demostrá6i6ri. 

ir . . 
- , - - -- . (. :. . '. -~ 

a) Si. N{¡l A.:;'~ entonce~ exis\e cuna. ~·ucesi6n: {x· ·} ortonor 

mal; talj·~~~(~n·~i·.'t. ~()rj'i6·f~.~~~~·'"cxi,.O.>·:~·~~r (A ~.·B) 
d()n~:.jJ;;•n¡sJ;l.';#3;~i~:'fü~~~11x_;fcS~~Ú~·eJ¡_~ '° •. 

·.:,_, .. _ .... -,- - -

b) Si Nu1 B ;,:_~, .~~~o~dki Nul (AiD ~) =":, se prueba igual 

que •(al 

e) Si NulA< ~:Y Nul B <'°entonces 

sea· {x 1 ;.; ,·x· }·una base de A 
. . 1.: · ·.• .·n ·· . 



29. 

sea'{y ,.,.,u} una base de B. 
1 · "m 

Veremos que 

' ' 

.· (:X:i ,,o), ... , (xn 10), (O,y
1 

)_, ••• ,(O ,ym) 

es 

Si 

ii) 

B* 

son 



30. 

Teorema 2, 30 ·A lll B es semi~Fredholm de índice +"' (- óo) <=> su 
-· ·~:'.c:·.'j.:'•}r. 

cede ~lgu~o >dE! los s~~~uie?t;f/;~,~~·f 6~,{ 
i) A y B son s~~~-2;:;~dJ1()~;;,,d~; tri~i~!l ){~(~ ~l . 

ii) A •' ••mi'.~r~ho1.0 ~~tfJ~\~:;i~¡j~~;~,: e~ Fredholm 

iii) A es Fredholm y.B es séilli:'.:Fredhórm' de~:Í~d.Í.ce +"' (- óo) 
:; ~);~·';·.:··x)_:f_:· ,\' ~~:;-·:.-· ... ~:. · 

•<'"'• 

Demostración 

La demostración se s~gue de los lemas ,,2; 27 y 2, 28. 



CAPITULO I II 



que 

Probaremos, 

=((A-µ!) 

Por lo tanto 

(A 0 B - µy (I 0 I)) (x 0 y' ) + O 
n _ n 

31. 

en el 

>.=µy con ¡¡Ecrei(A), yeaei.(B) 

tales 

o o 



32. -

Veremos es ortono:i;-mal -
e\:.'_.· 

n Irn 

n "" .. m 

Lema 3.2 

Deniosti:aci6n 

que 

orto-

y donde 



33. 

Como µ E ·n 
0 

(A). entonce::¡ .3 xi p tal que (A - µ¡) (x) = o 

(A 

en [ . 

esencial de A ® I y 

y 



Si >. 

sea y tal 

Si >. e· 

X '/ 0 

((A:-U)*0I*) 

·(A* -X'I 0 I*) (x 0 y) 

=(A® 

=>A E ir (A), 
. . . l 

34. ·~ 



35. 

Entonces 

Def (A ® I -U) = 00 => ;\E o (A 0 I) 
. • .. , , e 

e o e (A ® I) 

Por lo tanto .O' (A) == .<1 e (.1\ ® I} 



CAPITULO IV 

.. 
-·--------~ 



36. 



i) 

ii) 

i) 

t µE Ü y o . 

i.1 j. 

si i == j 

37. 



3B. 



·'· .. 
! 

39, 

(a y b') 

y esj:á en 

µ 

que 

y E W 

Tomemos µ
0 

y y
0 

como en el lema 4.1 entonces: 



40. 

Si y E oW tenemOs un e.asó análogo al anterior y . o . 

µye 

que 

eSpec-

De 

lo 

Proposici6n 

con :>.=µy 

tar ambos 



41. 

Demostraci6n 

Como A E cr(A ® B) 

A~ C1 (A)cr(B) u cr(A) . e . ~ 

Sabemos que. A 

son hue-

cos. 

Tomemos 

Si 



4 2. 

Lema 4.6 Sea;\ como-en la proposici6n anterior y sea 

DA=·{µ¡µ es un punto aislado de a (A)\ a e (A) tal que 3.y e a (B) 

con la propiedad que. ;\=µy} 

entonces DA es finito 

Dcmostraci6n 

Supongamos que ~A es infinito. DAC a (A)\ CJe (A) e a (A) • 

Como a (A) .. _ es compacto entsmces ] existe una 

sucesi6n 

µ no es un punto aiSlado de a (A) por ser de acumulaci6n. 
o 

•'' -:- . -

$a (A)=> A - µ I ·9~ Fredholill _ "'.'>µ E H e a (A) (o es un punto 
e . _ · ·o.,· .. ;>,·.··:·•-:. ::· - o .' ·. 

aislado lo_.cuar es; una contradicci6n:. por. ser de acumula 

ci6n) don~~· H es-:u~ huecci;'. , Pari; n s~fi.cÍentemente gran 

de µne H C: o(~);~¿~· ~~~11i~~i~rt?\} µz:. 110- es punt~ ai~ 
lado para n•suficiéntemente grande( lo_ cual es una con-
tradicci6n .. · . · . · 



43. 

Sea· y n-~ X/µn-' 5"'.~~j~~-;~n~ _surf~.~~~ .~~- a (B) que converge a . 

Ajµº Cf º~-,9 j·'.:~\~?.'--~-_t_'._1_.~f,1\:.~~t~.f~&.r_.,r_;};;:.~.·~:~E.i~rst} '· 
'':.;!,'·-->''' ' '" > ...... •¡_.,. . •',' 

::.:~:f t~~¡1f i~lif 1:;;Ji~t~1i1~e1~Bi~l1,:~~'.,::). 
Cla,r<lii\~t~?~ci:tie~~;Jri~-'~firmacJ. n'.F~iriiiJ.'~~·pa~á el. conjunto 

r ·:,- i• '·~:-~; ~·¡~i>c'•-)::.~:~;;'.•ili::;>·'-- ~-.. «. -.·; _'_, • 

ºa · def inÍao a~ I1laner~~i~i:~.1:~?~Pf~6-;\g~üt·.'~'; · ··· 
,_,.(:.i::. :;:1r,; . '. ,_,. .:~J/~< : . 

Observación 4. 7 :\:, ,,..&,·'· ;:: . ,_. 

Los puntos aislados de irc~iS:c,-~·,g,. ~-~·~-valores, propios de ínul 
- ., ...,,, -~__..' -· .- • _,_:_ ·:i,:. :;:___:_ :',-¿ ' - - . 

:::::,::·: :~;'.';,(~·a;~~º~?~!ii~1it~t~f J~;~!t~~ttj'.:rl,··.· 
:::~:.-.:I:¡t:la~~!~:rt:~mf {·J:tfüY;r~~~~~1~·::]t':: 

... -.•. __ ·:r.;/~~.---- -'···.-. --.c···· 

Utilizando elteo~emad~dé~~oiÜpbsicilSn de Riesz, tenemos· -
-_, _;"' '<',¡ '·"~< ';, :. -,'': . ·,.- > 

qué existe ;JC• tal que ;JC! ei'Jc 'y'ui~a descomposición ortogonal 

.::1 E q:~.::J,,;·;~~~~~~i~á~i~lf li' Opúador•• 
.. ?::~··;: ·_: ;: : ~:\rt -;~:~ ,, · 

'' - ,,_;., •• , <\ ··.-::·:: ~-; " •• 

·.· ... ·-: .. · ... - -···.--:.···· 

i) dim Mj <"' i ~ jc•(n 



ii) 

iv) 

existen 

i) dim 

ii) 

iii) 

iv) 

4 4. 

o 
>. 

m+1 



De donde 

Entonces 

B = k 

A® B= 

yk· ·.b •••• b 
. .,12 l m 

o 

A ®B 
1 

.. 

o 

A ® B = A 0 (B <ll B <D •••• <llB e B . ) 
1 · 1 l 2 m m+1 

=.(A 0B)<ll, .. ,lll(A®B. )<ll(A ©B +) 
l l ·· 1 m·· 1 m 1 

Entonces 

A0 

o 

'A ®B 
n 

A ®B 
n+l · · 

45. 
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y la di-

la matriz es de di 

T => T es Fredholm 

con 

invertible. 

A.®B + ...:.)..I y 
J m i 
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.Veamos que A ® B - Al e · Fredholm 
1 m+1 · · 

A 0 B - Ar© I = (A © B -AI © :i:J+ (µ I ® B ) - (µ I ® B ) 
1 m+1 1 m+1 · .. ·· · ·· · 1 m+1 1 m+1 

P.D. 

y 
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entonces S es 

de donde 



4 9, 

:i (\ ® Bm+i-: AI) = (dim.t\_).(i (µ 
1 

(·Bm+i-: :>./µ. I))) 
. " .. " . l .· 

Analogarnenl:.e se prueba· que'.A,®B ; ~)I y· A< ® B - Al con 
.. J., .. m+1.'···.·.··. •· n+1 k.· 

1.;;j.;;;n y 1.;;;k.;;;m sonFt~dhol~. ,,.;;. 

:. A.® B - AI es Fredholm ~~f~j:ia~ 

Too: .. : 4 . ' . ·a 
0 

CA • .>. ; ~~'f ~f 1c~i ~o (Al:. C •i • 
Demostración. 

Caso 

por 

Caso 



so. 

a~(A·®.B) =>.Oe(A)Cl(B) u·a(A) ere (B). 

Para la· ot;a• ~6nforig{6n ·.·.·· 

Sabernos ·q~¡:j<;~~·:}Ál cr;(~'l LJ ·a(A)de (B) S cr (A .® B) 

si ¡. l ~T~ ®rs); ~~~~n¿e~ clararne~te. ¡. $ cr (A ® B > 
. >• •. · .··. e 

si)..e:cr (~ ® B) \ cr (A) cr (B) U cr (A) cr" (B) :' entonces usando la propo-
.. e .. .· e ·.: '· 

sici6n 4. 5 ·y el lema 4. 6 podemos descomponer a JC como en la 

observaci6n 4.7 y obtener 

A0B-AI= A ®B -um ..... GlA®B -u 
i 1 · ·. i m+1 · 

A 12>B - Ar 
n+1 m+1 

Por la proposici6n 

la suma directa de op~Útdores de .Fr~dholm es de Fredholm ob

tenemos que A ® B - A! es. de Fredholrn y por lo tanto A 4 cr e (A ® B) 

y además 

i(A ® B- H) E i (A. 0 B · .-Ar) 
J k . 



cas 

Fralkow 

51. 

té e ni 

teoremas de -

de 



Demostración 

i) Supongamo~ que A e a(nd(T)), A no es un punto aislado de 

~~(T) y A1 ~ed(T) n 

cu<'ll es una 

ii) La cle111ostraci611 es anl.ilciga a. la del inciso (i). 

Lema 5. 3 •· ·- ~~n~xo y D. unconjunto numera-



ble de puntos aislados ,en H. Entonce¡;; H\ D es conexo . 

.:i) 

b) 

e) 

Más 

Supongmnos que, 

53. 



54. 

poi el 

y~ 

, lo que 



,ya que la inclusión 

es consecuencia del le 

y proposiciones que 

y y no puede 

contenidos en 

que 

As.í 

W y V son 

Si µ . o y. E o. (B) . ·o l. 
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e a ci (B) y 

es una con-

Nota: 

do de 

Lema 5. 7 

Demostraci6n 

La demostraci6n es análoga a ladel lema 4.6, utilizando el le 

ma 5.2. 

'rwmbién en_ este caso se tiene una afirmación_ similar, [?ara_ 

el conjunto Dü definido de ~ancra.análoga. 
i 

Observación 5.B 

Sea µ~ E D , 1.;;; j "n entonces por [ 7 corolario 2 .3] existe 

JC' t~l q:! JC'' Z<! Jf y una descomp6f3ici61l oÍ:tógonal t~l que 
,. ·- . ' .. , .. ··. 

JC' = M m ... •P M _ y operadore~ A.. ~.e (M .f _1_·.;;; ___ j-_~ ri+_'i-_ ·_•_ t_a_'l_' que: 
1 n +1 · · J - - - · .' ·J _-
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i) dim (lE:;j>:;;n) 

ii) 

iii) 

iv) 

- . . 
Para simplificar la escritura pondremos A= A 'º ... m A 

. 1 n+1 

l\nalogamente existe 3C" tal que 3C" ""JC, JC" =N '11. •• <ll N y 
1 m·t 1 

existen operadores Bk E ¡; (Nk) 1.:; k .::m + 1 tal que: 

i) dim Nk<oo (l<:;k1';m) 

ii) o(Dk)={yk) '(11';k.:;ih¡ 
. ' . . . 

iii)-- cr; :(rr \:¡ n· +y :;.' .. ;y } </> 
l. 111+1 _: · ;.- 1: • m 

iv) 

yk b . ... b 
ll! Jffi 

o 



Entonces 

A® B= 

donde 

Por lo tanto 

A ® B 
1 

o 

o 

A 0B 
m+1 

=A ®BID.; •• tllA ®B 
-¡ 1 ¡ m+1 

A®B-H=A®B-Um •••••• IDA®B -U 
_ l 1 1 m+ 1 

IDA ®B -AI<ll ••••• lllA ®B -/d 
n+1 ¡ n+1 m+1 

58. 

Sea >. como en la p1·oposici611 5. 6. Conforme a la descomposi-

ci6n anterior tenemos la s~guiente proposici6n; 

Proposici6n 5 .. 9 Aj.-~ ~k~>..~ :~~FL'edhblm de í~~~c:: cero con 

y 

Demostraci6n 

La demostraci6n se sigue de la [>rimera parte de la prueba de 
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la proposici6n 4.8. 

Proposición 5.10 y 

A ®B -U 
n+1 m+1 

Demostración 

Probaremos que A ® 13 - :\I es 
n+1 m+1 

Sabemos c¡ue l. 4 a. (A ) a
1 

(B l. = a. (A . ® B ) 
i n+1 · .m+1 .... L n+1· .m+1 

entonces A ®13 -A! es invertible por la izq~i~rda, esto 
n+1 m+1 

es, Nul(A ®B -U)= O y Ran(A +.·•®EÍ/:.-.··.··~.I).•·.e.s c~irado. 
n+¡ m+1 n 1 .m-f:y · .: • .· 

Por lo tanto A ® 13 - A! es Fredholm ~. s~m:Í:;,;Ftedholm de ín-
n+1 m+¡ • > , ;;;··· 

dice menor o igual a cero. < ;r Fl·~:2::,< .. 
Ahor;.1 veremos que A ® B - A! esl~e.mf:..Ftedhóilll; ·. 

Por la demos traci6: de :: 

1 

prop~s{tf~~·:~~B i ~~tiernos que pode-

mos escribir A® B + -AI coma·.·· ·•·•·. 
1 m ¡ .. : . . •·· 

Probaremos primero que es sem:i.-'Predholm 

izquierdo 
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µ B -U. 
1 rn+1 · 

do y 

Esto 

llTll < 

semi-



61. 

Pero A ® B -;\! es similar a (I ® (µ B - -)I) )+(X- 1 (A -11 I) X ® 13 ) 
1 ni+ 1 · . , i m+ 1 · 1 1 111+ 1 

de donde 

Analo9amente se -:U con 

1 >;; j ~ n, ' 1 < 

Teorema 5 .11 

Demostraci6n 

Por el 

Caso 1. 

do. 

,. 

0 E 

Si I 0 13 es el 
ci6n e~ similar. 
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De modo que si _o entonces 

. . . 
· .... 

O E ª· •. •1.(A) a .. (Il) .. u.a.· .. (A) a . (B) . ·e· · 1 ... · . l. · ei 

Caso 

Para probar que ªedA ® B) e ªei(A)a1.(B) U a1 (Á)aei (B) usaremos 

los lemas y proposicione.s 

Sabemos que ªei(Afa1 (B) u a 1 (A)ae 1 (B)~t~?r(A~B) 
Si X 4 a 1 (A ® B) entonces X~ 

Si A E a i (A ® B)\ a ei (A) o i (B) u~af(A)aei (B) entonces usando la 

proposici6n 5.6 y el lema 5;7-pdd~mos descomponer il JC de la 

misma manera que en la observaci6n 5.8 y obtener 

1\ ® B-U= A ®B .;.;xrrJr •••• a>A ®B -u 
1 1 1 m+1 

lllA ~ B .-),I© ••• • <DA ®8 - XI 
. n+ 1 __ 1 _ 11+.1 1n+1 

Por la proposición. 5. 9 A:¡® 131<~:\~· .c:on? ~t;;; n, 1 t.; k.;; m son 

::::::1~:, po:,;:rWi~~t;,i~~g¡~~~~\~;~~i~:~lcf ;~:~lm,c.· 
de índice menor· que ;:,,->,_.·~· .'',;~ i:••.• • ~ '. ;;\. -,\' •'; · 

« ... _ .-:-:::-~::/:-~<: ·'· ·.--« . ··-.: -.::'< :; ·::~·:~xt~: " -/"·~".-:-

Además la suma directa a~: senii,;FrE!dhoÍ.~ ~s \,~mi~F~ri~holm, de 

donde obtenemos que: · 
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A® B -:u es sétni~Frédholm con indice i.(A® B.:.AI) =~i(Aj ®Bk->..r) 

Por lo tanto ;\ {'<?~i¡t'®:~) ,/ 
,·'.::~-.?~(<.' ::_:--_,;: .. \"· '. . ' 

- <;':';'.') 

Teorema Sil?'á~~~~·~~;~)~~cr¿J(A) ªa (B) u ºa (Al ºea (BJ 
. ' . . : -., .. ·:- .;, - .. ' - - . 

Demostraci6ri , 

;\ E Q (A \j:; .. B) <r.=> IE o '(A® B) * <-=:> IE o . (A*®B*) 
ed · ei ei 

Utilizando las 

el siguiente 

(1) 

Por otro lado, 

(2) 

<~=> IEa . (A*)a (B*) Uo. (A*)o . (B*) 
ei i .. __ 1.,> ... e1 _ 

-;·· - . - ---··;--.o~ ~ ._ .. :,..' 

-<~ > I = /; y:~~~~~.~-~:ir.~Jt(~~Í_ YY E ai (l3*l o 
"':. ~:. :":~·= .- .. -.:·,; ~'/.r.: ~;-··:2-'0 ·';.'. --··-

¡re a¡ (l\~>:}:J~~;;~~~{-(~~i<)~-· ·--
'=;~·- -~,,,,:- ... ~ ~ >-~' ~-·' ., 

,, - ·:.:~. \ -~-~: ::<('· . -

<=> Lea (A)o (Bl- é:i iE º·._a:.(11.laca(nl · ,; ed: .. · tl_,. _ ... -.· '.·.:; .... 

<.,:, > :\ E a . (Alü (~l ·' u ºa··• (Al CI a'(B) • 
· e1L.. d. , .... '> e 
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Ahora veremos que estos dos resultados son equivalentes, 

para 

ae(A®Il) 

Si 

a) y 

A= µy _G 
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b) de donde·µ está en un pseudo-hueco. u de 

a') 

b') un pseudo-hueco V de 

c') y E ºa(B)\cred(B) de donde y está en un hueco 

Si Nul (B -yI) >O entonces y e 11~ (B) c. o·i (B) por lo tanto 

µ y E a . (A)·oi' (B) 
ei 

y µ 
.o 

Si µ 
o 

huedo W de índice 

.. -.' '.-,:.• 

y y E cr (B) ·por lo tanto.·. X=µ_· y .E a a· (AÍ da'(B} eº. a· (Al ºa (B) 
o ed · o o .e . _, e · o. . 
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(by e') 

µ E U , i (U) = + co ; y E W, i (W) < O 

Tomemos µ 
0 
,y 

0 
como en el lema 4 .1 

Si y
0 

E aw entonces y
0 

E ªei(B) na
0

d(B) caei{B) 

y µ e a . {A) por lo tanto >. = µ y E a i (A) a i (B) e a . (A) o1 (B) 
o e J., o o e e ei 

Si µ E au entonces µ e a i (A) no d (A) e o d (A) 
o o e e e 

El caso en que y 
0 

e av ya ha sido analizado. Así, supongamos 

que y 
0 

E W, como i(W) <O entonces Def(B - y /l >O, es decir, 

(B - y I) * no es invertible por la· .izquierda, por lo_ tanto, 
o 

B - y 
0 

I no es invertible por la derecha, esto es, y 
0 

E o d (B) por 

lo tanto 

de donde 

ae 1 (A)ad(B) Coe 1 (A)o1 (B) Uoed(A)crd(B) 

Analogamente se demuestra que a ed (A) a¡ (BJ,,,; ai (A)u ed (B) Y 

od(A)oe 1 (B) estan contenido en ªe.iCAjO,B)Yaed(A ® B) 
- - - ,--,..-=--te--~;-=- ----o·~--- - -
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En la primera parte de este capítulo' determinaremos como 

encontrar la figura espe~traldel p~oa~btó:tens~rial·de dos 
.·, ,,' ': -" "'. 

operadores A y B, conociendo la figura espectral de A y de B 

respectivamente. 

Posteriormente calcularemos la figura espectral del pro

ducto tensorial de algunos operadores conocidos, como por eje! 

' plo U® U donde U es el corrimiento lateral. 

Lema 6 .1 Sean J un hueco de a (A) , - y i O un punto aislado de 
e - -

cr(B)\cre(B), si yJ\o
6
(A0B) es no vac.i.o-entonces sus componen-

tes conexas· son huecos de o e (A ® ·B) : 

Demostración 

Corro yJ es abierto y oe(A ® B) es canpacto entonces yJ\cre(A®D) es abierto.Si 

Y J \ºe (A® B) es no vacio entonces como J es acotado, yJ\ oe(A ® B) 

es un subconjunto acotado y abierto de. CJ:\oe(A®D) y por lo 

tanto cada componente V de yJ \o e (A® B) está contenida en un 

único hueco H de fJ e (A ® B) • Supongamos ahora que V i JI, enton 

ces existe un punto z E av rr 11 y como ttn o (A ® B) = <P, -
o e 

z 1 o (A® B). o e 

Elegimos ta-· 

les qJ,le 

Como V e 

tos distintos 



' 
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una subsucesi6n convergente de {x } , digamos, x +x • Enton-
n nk o 

ces x E J y claramente yx =z , Pero que x E ilJ es imposi-
o o o o 

ble ya que ilJ e o
0

(A) y Yx
0

,.z
0 

1 oe(A ® B). Más aún, 

x E J es imposible porque implicaría que yx = z E yJ\ o (A ® B) 
o o o e 

contrario al hecho de que z E av. 
o 

Análogamen~e se demuestra que si W es un hueco de cre(B), µ 'f O 

es un punto aislado de a{A)\ae(A), si µ¡q\ae(A®B) es no vacio 

entonces sus componentes conexas son huecos de oe(A ® B) 

A continuaci6n veremos como se forman los huecos H del 

a e {A ® B) partiendo de los huecos· .de:\, o e (A) y a e (B) _así como 

de los puntos aislados de a(A)\a (A) y a(B)\a (B). 
e e 

Sea A E H. 

Definimos EA(A)={µ¡µ es un punto aislado de o(A)\oe(AJ, tal 

que. Alµ e.¿v~-~ C1(lll , donde Vµ es un hueco 

de a~ (B!/}_<f: 
y En {A) = {Y 1 Y es un pu~;~~= ~1~~~~-~·~d~ a (B )\a e {B) , tal que 

A/ Y e Jy e Ó'{A) ):1~11~e Jy es un hueco de o e (A)} 

Consideremos ahora los conjuntos DA y Dn definidos en el le

ma 4.6. Es fácil ver que EA e DA y E
8 

e D
8 

entonces como 

DA y Dn son finitos, EA y En tambi~n lo son. 

Lema 6. 2 Sean. A EH y y E EB·(A), y 'f O entonces He yJY e o{A ® B) 

\. 
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Demostración 

Sean >. E H, y E E
8 

(>.), y -¡. O y Jy.P•l el hueco de ºe (A) tal que 

existe µ E JY y µy = >.. 

Queremos ver que H e yJY 

Supongamos que H ~ yJy' entonces existe un punto 

z E H na (Y, Jy) CH n y (a Jy) ya que H y yJY son conjuntos abier

tos conexos. 

Sea x E a (Jy) tal que yx = z, Como Jy es abierto entonces 

x E a (JY) e (o ei (A) n cr ed (A)) y z = yx E y (o ei (A)n ºed (A) )Ccr(B) ªe (A), 

esto es, z E a (B) a (Á) e a (A ® B)·· lo cual es una contradic-
e e . ~· · 

ci6n ya que z E H. 

Por lo tanto H e yJY 

Ademas '(JYC cr(B)o(A) = CJ(A ® B) 

Analogamente si l. E H y µ E EA(>.) , µ,¡.O entonces 

H e JlV e a (A ® B) 
µ 

Lema 6. 3 r,os conjuntos EA y E8 son -independientes de la. X 

elegida en H. 

Demostración 

Lo pr~baremos para E8 . 

Sean E ( >. l = {y , ••• , y } y >. ' E H tal que >. ' = y'µ' con y' 'f yi 
D ¡ ~ 

para toda i. 
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Sea J' el hueco de crc(A) donde estáµ' entonces por el lema 

6.1 

He y' J', es decir, X=µ "y' lo cual es una contradicci6n, ya 

que y' <f E
8 

(;l,). 

Lema 6. 4 Sea H un hueco de a e (A ® B) . He o (A ® B) si y solo 

si E11 "f rp 6 E8 "f </i 

Demostraci6n 

<~) Es inmediato del lema 6.2 

~>) Sea He a (A ® B) y X E H. Entonces existe una sucesión 

donde las X 
n son todas '4is1;i~tas y además, >.n~ O 

ra toda n, que converge a X. 

p~ 

Como He o(A ® B) y cr(A ® B) = cr(A)cr(B) entonces {X
0

} e o(A)cr(B), 

es decir, >.=¡.¡y dondeµ e cr(A) y y E cr(B). Además 
n n n n n 

H n o {A ® B) = </i entonces X ~ cr (A ® B). Por la proposición 
e n e 

4. 5, J.I n y Y n no cstan ambos en huecos contenidos en a (A) y 

cr(B) respectivamente. Por lo anterior µn E o(A)\oe(A) y 

yn E cr(B)\ ere (B), 

'!'enemas que la sucesión {µ
0

} está acotada y por lo tanto tie

ne una subsucesi6n {µ ) que converge 
ºk 

La subsuccsión' (y
11
· } de la sucesión {y } también está acotada 

k n ·, 
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y por lo tanto tiene una subsucesi6n } convergente 

De donde la sucesi6n · {µ ·y. '} ·io~~~r<ie a µ~y~ 
nkj'. ~ kj<;¡; /, "' .. ,,_ <• ... 

' .. - :- '. - . ~:, ·- .-. ·( .-

con ve f)g á ~-~{.·~~f''. ~e) ;~anto >.·=µ:.y 
•.· .... '. ... J•· ;:.· .'.'-~"·· • • o o 

:r:'. ·,\·"\ ;;··~;~_;:) \'' ,: .. , 

Si ambas sucesiones {µnkj} y {/hti{t/7B~h.~:;:~~~.~f~i~~fa~.eNton~es 
la sucesi6n O. } seda constan~g;' {J:'.·~~~ :JcirifJ:'~'dice a que to 

nk. 
J 

das eran distintas. 

Supongamos que la· sucesi6n {µ } no es consta11te entonces 
nk. 

J 1\ es un punto de acumulaci6n de o(A)\ae(A). Sea J la compone_!! 

te de c:\oe(A) donde está µ
0

• 

Si J fuera la componente no acotada de l\oe(A) 

seria un punto aislado de cr(A). 

-----_:::_-_":_"--

entonces µ 
o 

Por lo tanto J es un hueco contenido en Ó(A) y y es un puntó 
o 

aislado de o(D)\oe(B). Además 'Yj'·'f~.Oya que si 

ces elegimos µEoe(A) tal qu~ ~=O•µEoe(A®B) 

De donde y 
0 

E E
8

• 

y =; o 
o 

en ton-

Teorema 6,5 Sea H un hueco de oe(A ® B). HCa(.A ® B) si y s9_ 

lo si EA 6 EB son no vacios y Hes una componente conexa.de 

.1 
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Recordemos que Jfa M m •• ,mM ID M y Je""' N ID., ,IDN ID N 
l n n+1 · 1 rn rn+1 

Los termines Aj®Bk-AI con j=l, ... ,n; k=l,. .. ,m correspo!!_ 

den a la descomposici6n de i. en ). =µy donde µ es un punto 

aislado de o(A)\oe(A) y y es un punto aislado de o(B)\0
0

(BJ y 

su !ndice es cero (proposici6n 4.B) 

Los términos Aj® Bm+i-).I con j =1, ... ,n son la descomposi

ci6n de i. en >. = µj (i./µ ) donde µj es un punto aislado de 
j 

o(A)\o
0

(A) y A/µ está en un hueco vµ, contenido en o(B) y 
j J 

el índice de estos operadores es: 

n 

i(A.®B +-U) =jl: (dim 1',l;)(i(µj (B ·+-Alµ I))) 
J m 1 =1 J . m 1 ·j 

n 

=.l: (dim Mj) (i(Vµ »• 
3=1 j 

Los termines An+i®Bk-.U con k=l, ..• ,m 

composici6n de A en i.·=yk(i./y) donde 

.corresponde a la de,!! 

aislado 
kc 

de o(B)\o (B) y i./ está e~ · 
e yk 

en o(A) 

y el índi.ce de estos 

dice es cero 
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Por lo tan to el írid.ióá de A·;®.~ B '.'.'Al es: -

Esta f6rmula no depende de. A. Como una recopilaci6n de lo an 

terior tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 6:6 Sea H un hueco de a
6

(A ® B) 

i) Si EA= E
8 

= ifJ entonces H cj: a(A ® Bl y por lo tanto i(H) =O 

iil Si El\ r ifJ 6 E
8

-:/- _ip entonces 

--
n m 

i(H)=j!: (dim Mj) (i(Vµ )) +k:!: (dim Nk·f(i(J )) 
"') - - j =1 yk 

Estudiemos ahora los pseudo-huecos de a (A® B); 
e -. -

Lema 6. 7 Sean J' un pseudo-huecos de: índice - "' [ + "') de 
.. :.·· ,,- . 

a
6

(l\) y y-fO un punto aislado de o1(B)\~~{(B) {od(B)\o
6
d(B)J, 

si yJ'\o 01 (A ® B) es no vacio [yJ·'\o~~-(~;;~.B)J entonces sus 

componentes conexas son pseudo-hue6~s ·a¿· a• (A ® B) de indice 
e 

- "'1 +"" J • 

Demostraci6n 

La demostraci6n es análoga a la del lema 6.1 

Analogamente se demuestra que si W' es un pseudo·-hueco de in

dice - co 1 + oo] de o e (B) y µ f O es un punto aislado de 
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[µW'\acd{A ® B)) entonces sus componentes conexas son pseudo

huecos de ac (l\ ® B) de fodice - oo [ + oo], 

Para :>. en un pseudo-hueco H' de índice - 00 definin\os EA (;>.) 
i 

como sigue: 

EAi (;>.) = {¡) 111 es un punto ai~lado de ai (A)\ ªei (A) tal que 

.Vµev¡.tcai(B(do~deVµ es pseudo-hueco de ;c(B) 

de índice .:.:: '° L ( 

y definimos EBip.l de manera análoga. 

De la misma manera como se hizo en·el caso de los huecos, 

se puede demostrar que EA y EB son independientes de la :i. 
i i 

elegida en el pseudo-hueco. Además tenemos que H' e cri (A® B) 

si y solo si EA t ~ 6 EB. t ~ lo cual nos permite obtener 
i 1 

un teorema similar al teorema 6. 5 

Teorema 6.8 Sea H' un 

si y solo si E ó 
Ai 

nexa de 

Desde luego, 

índice + "'· 

co-

pseudo-huecos de 
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No todos los pseudo-huecos de ae(A ® B) se obtienen como 

en el teorema anterior, como lo muestran los ejemplos 6.10. 

Veamos otra manera en que pueden aparecer pseudo-huecos 

Teorema 6. 9 Si µ E C1 ei (A) [ a ed (A)] y H es un hueco o pseudo-

hueco de cre(B) tal que H e a
1 

(B) [ad (B)] entonces las campo-

nen tes conexas de µ H\aed(A®B) [µH\aei (A® B)] son pseudo-

huecos de índice + oo [ - oo ] • 

Demostraci6n 

'· 
entonces t..Ecrei(A)cr 1 (B)~C1ei(A ®·B)·\a

0
d(A ® B). De donde t.. 

esU en un pseudo-hueco J de a (A ® B) d~ índice +"'. · . . : . e 

La demostraci6n de que. J es· una componente conexa de 

es similar. a la del lema 6.1. 

Ejemplos 6. 

l. Sea JC el espacio .ci<). y sea U .el corrin1iento luteral iz-
.2·-":_. _· .. 

~· 

quierdo en .e ((.e) ) def~r:í.ao por 
'" ·:·r:-~~~-() 

·-

Entonces U* es el corr ini:i~rifC'J{l'~t~r~l;derecho, es claro que 

UU* = I y U*U = I - P do~deOP>~;)~a proiecci6n de rango uno. 

Calcularemos la figura es~~~~;~-]. de U. 
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Primero veremos que eLespéqti,fi?~~;}-! es ñ.;. {z E<J:. l lzl ..:1} 

Caro la noma de U , 11 U 11 = 1 

teorema lB. 4]. 

Para toda /.. E D, " es un valor propio de U entonces De o (U), 

como el espectro es cerrado entonces i5 e o (U) • Por lo tanto 

D = o (U) • 

Para calcular el espectro esencial basta observar.que 

l/l(U) es unitario, entonces ºe (U) = ao. 

Además i (U) = 1 

GrSficamente tenemos que: ". 

Espectros Huecos Pseudo-huecos. 

o (U) ® 
º1 (U) @ 
od(U) o 
oe(U) o 
0 ei(Ü) o 
ºea(U) o 



2. Sea U como en el 

Los espectros de 

Entonces 

a(U ® I) = 

ai(U ® I) =a
1 

ad(U ® I) =ad 

Espec:t:ros 

a(U ® I) ® 
a1 (U ® I) @ 

78. 

Calcul!!_ 

Huecos Pseudo-huecos. 
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od(U ® I) o 
o

0
(U®I) @ 

a ei (U ® I) @ ~ ... 
/ ' 

1+00 l 

o \ / .. -
a (U® I)' 

ad 

Por lo tanto la figura espectral de U ® I es 

:é'E(U®I) = fa
0

(U ® I);;,_o.1.1;i.¡ ..:Í},··pH~O.j j;i.j ~1}, i(PH) =+ 00 } 
'· . ,.. ' 

3. Sea u como en· el éjell\Í?~o-(. Estudiaremos ahora la figura 

espectral de U ® u. ,.,,. 
·;: 

o(U ®U) = o(U)o(U) =o\ 

ºei(U ®U) 

ºea(U®U) 

cr
0

(U ®U) 

Espectros 

oi (U) oi(U);, fs 
~. 

ºa (U) Ód(U) = ílD 

a . (U) a. (Ü) = o 
ei. , i_ .. _,·. · '·~-··.· 

ºea(U)aa(U) =.ao 

(cr (U)o(U) =o 
e 

Huecos 

cr(U 00 U) @ 
Pseudo-huecos. 



oi (U ® U) ® 
od(U®U) o 
ºe (U ® U) @ 
oei(U ®Uf @ 
ºea (U ® U) o 
4. Sea B ·E .e (JC) un operador tal que: 

o(B) =.pi l~I .¡; 2} U {3} 

o i (B) ::cfcBJ~ 
/··~,· ':.--, ' 

ºct (B) ·=·f"id>-f 
o (B) =a 1'ca) =a ·a e e n 

La multiplicidad del punto· aislado es 2. 

Espectros Huecos 

a(B) @ •·-·-------

80 •. 

--.. , 
' 1 +001 

\ , 

Pseudo-huecos. 
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ad (B) ··8 • ···-·----
<Je (B) -8--------- o 
a (B) 8-------·--ei · . 

ªea (B) G·--· -----
Sea I la identidad. Entonces la figura espectral de I ® B es: 

o(I ® B) =a(I)a(B) =.a(B) 

ªei(I ® B) 

ªea (I ® B) cf
6

c] Cilf~f(a'),ci_~d(~)cr6 a (B) 

=C1d(B)U;e:d(B)=<Ja(B)~ 



cr(B) u cre(B) = O(B) 

Espectros Huecos 

cr(I ® B) ,@·•--· 

Por l.P tanto 

82, .. 

Pseudo-huecos. 

,,. -, 
I \ 

1 +o<> J 
... / 

FE(I®B)=(cre(I®B) = o(B), PH=_!>,llt.I <2}, i(PH) =t 00 } 
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5. Sea U como en el ejemplo 1 y B como en el ejemplo 4. 

Calcularemos la figura espectral de U® B. 

a (U ® B) = o (U) o (B) = {:>.ji t. 1 ~ 3} 

o1 (u ® B) = o1 (u)oi(B) = {t.lit.i ~3} 

od(U®B) =od(U)od(B) ={t.ilt.1=3},u{t.iit.1=2} 

' 
ºei(U ® B) =oei(U)oi(B) Uoi(Ul,~~¡~<BJ;:(Aiit.l=3}U{;\lit.l.<2} 

oed(U ® B) =oed(U)od(B) 1.!oi\g\~~~~~) ='= od(U ® B) 

Espectros Huecos Pseudo-huecos. 

cr(U ® B) ~· 

oi(U ® B) @ 
od(U ® B) © 
o,(U O B) ~ 
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u,1 (U ® B) ~ 

u0 d(U ® B) ~ 

FE(!J®B)={ae(U®B)={>.j.J>,¡.;;2 6 .1>-J=3}, H={>.l2<l>.j<3}, i{Hl.=2xl=2, 

- PH.; {>.j 1>-1 <2} ,i(PH) =+cu} 

6. Sea A E t. (:1() un operador tal que···. 

a(A) =a. (A) =aa(A) =a (A) =a . {A) =a d(A) =O. E <t 11>-I =1 y Im A;:. O} 
J. l;l ei e 

Gr~f icamente es espectro de A es 

Calcularemos la figura espectral. de A ® A. 

a(A ®A).-_. a(A)a(A) ~:.O.Jl>-1 =U 
;;·<,.,·· .. : '<':;~~·,- .. :: '..-· .. 

; · .. - ·- ·~-::.~'. : ·: ;·::::-·,~.::...:.f·::/, \. ;· (::, ~::;. '-~-:-i .. :~. ,: . :·:'/:' <«"::..- '.- - - • : • 

01 CA ~-Al -··~::f~·~~L::~t1~~Jfr.i~';~}.~,.~Al . 
ad (A ® A) .~ "d~/~J?~(1$'~'~;~1.:.~1~;~ A) • -

a e (A ® 1\¡ = a~·(~l (¡'.(Ri ---~ ·_;;·cJ\.'.®J\l 



85, 

(J • (A) cr. (A) cr(A, ® Al 
el. l. 

ªed (A® A) ªecl (A)crd (A) cr(A ®.A) 

Espectros Huecos Pseudo-huecos. 

cr(A ®A) o 
cri (A® A) o 
crd (A® A) o 
cr e(!\ ® A) o 
0 ei(A ®A) o 
ªed (!\®A) o 
FE(A®A) =fo (A®A)=U,IJ>-i=l}, H= L\Ji>.J<l}, i(H) =O} e ·. . 

7. sea T e .e Wl'-u11.op~ridc;>rtalque;_, 
.. ,·.-~ .. -·'; i; ·> ~·, 



cr(S) = º1{S) = od(S) ="{1,~} 

cre(S) = ªei (S) = ºed(S) = {l} 

Gráficamente 

Espectros 

a(T) ® 
oi (T) o 
ad (T) ® 
ªe (T) ® 
a ei ('.r} o 
cred(T) ® 

Huecos 

Espectros Huecos 

1 
a ( s) ·1-•--.... -· 

1 

a i (SI -1-•----

- 86, .. 

Pseudo-huecos. 

,-·- ... . 
r -·40 ' 
' 1 .... ~ 

Pseudo-huecos. 

·.;. 
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ªe(S) -r·---
a e i ( 5 ) -~---•-- ---

a 1si -L-----ed ! 

'l'enernos que 

o(T ® S) = o(T)a(S) =0,ll'-1 ..:2} 
- .·~~ .. 

oi('l' ® S) = ai(T)oi(S) ==·.<~11\l":l}U'ft.l.l'-1=2} 
• --··~,º.';'-' . :,; =:---',-·~-. . , __ ., " ' ·' - . -.. -· -

od(T)od(s(:·~?(T.~'~}/ · ... e 

o~ (T ® S) = ªe (T).~(f)·~g,:c~JiY:g~~~r.;e .. ·,~(~ ® 5) 

0 ei (T © S) = ªei l,f¡~}~Ij~;·. ai(T ® S) 

ªea('!' ® S) == o~¡·tT/G~(~~~'& • .1~~!cffa~~{s¡ = o(T ® 5) 
,·• .. · 

Espectros Huecos Pseudo-huecos 
- _. _;_ -· 

rr(T • S) ~ 

rr1cr• si@ 



a0 (T®S) ~ 

•.,CT OS)·@ 

Aplicaciones 6.11 

Hecordcmos las siguientes definiciones , 
.,: 

.... -- .... 
~ ' 

I .. -~ ' 

I t~0o\ -~ 
~ ' I I 

\ ...... / 

,_.""' 
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Definici6n 6.12 [ 13. Óefiniel6r(4.8l. Un operador A en t(Jf) 

dé pro-
·o,." "-.:~{!::;'<;.''· • -. ··-· 

yecciones de ra,riciC>t~r1it:o. que c~foy:erge. púrit.ual!11~Pt~ t\. I y que 

sa ti sf cice~· ·.· ~ll ¡>~f~p~~'.-A#~ií,J(o·~:;+r;a;,6fa~e aEi .. 'ébd~i~Hci~'-Óp~rado

res · qua si tr iárig~J-'.~~;;'.'.~.~ ·9~hq ta~.~or.;9f > .:·;;/;'.~J~t··{·;·_\; . 
Def in.ici6n 6_l,i~¡;-·g9f6'@J.:~~?.I::\'.;~.11~;t.(tfü·.~~L~~:g~~~~~:~r~Hgu lar 

si A y A* son qu~'si!:r~l~2i=i~,1,~~;~•{;)\·Scf'~{_2~:~.~2·~~¡~~~dS~·:xt~t~· ope~ 
radares biquasitriangulares se· denotará por:B 

-;.,. · '" t: ··-· .... ,.,," .i'.{"~ ::c-,;t·. ·.·';\;,/,~::~::·,,{:,:,.:~~y··::-· -. "·7r7 ·'·•;·~~-':,..: ·., .. , , 

·. ""·· ~ -.- --·i:.\;~~(:H('·~,·-·~~:;. " - -- :· .... : ~('.~~"~ft;;,;, ~ z.;·.s ,-.:, ·>:s:,t:' J>t ·'.·;-<: . !:·,::.: ~\ . 

Es tas _7las'es'.·a~~éi_p~f ~~~~~'~«~iS.é~J'.T~'.~,2i'f~Eif,~~~¿~;~'-~~ ·qtie los· 
ru1nánós l\pc)s't.01; ¡ F()ia~ :Y vo'i'C.~ie'sg-u ;'ciémostráron'.que(sii 

>'/ :~:~:::,:_.· . ." . 
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s $ BQT entonces T tiene un espacio hiperinvariante [ 13 Teo-

rema 4. 27]. 

Utilizando la siguiente caracteri2aci611 [13 Teorema 1.31] 

Un operador T es quasitriangular si y solo si FE.(T) no con-

tiene huecos ni pseudo-huecos de índice negativo. 

A continuaci6n veremos como se comportan los operadores 

quasitriangulares en el producto tensorial. 

Teorema 6.14 Si A E QT y B E QT entonces A ® B E QT. 

Demostraci6n 

Si A y B son guasitriangulares entonces FE(A) y FE(l3) no con-

tienen ndmeros negativos. 

Sea H un hueco .de o (A ® B)· entonces por el teorem¡¡. ti. 6 e 

i(H) ;;.. o. 

Supongamos ahora que H • es un pseudo-hueco de u 
0 

(A ® B) 

de indice - "', entone.es H' e es a (A ® B)\ o 1 (A ® Bl. e · _ e 

Sea,\€ H'donde ,\=ftycon.µ E º¡,a(f\), y E od(B) (teorema 5.12) 
.· . 

si µ E o d (ll) , y ':'\º ed (B >, !li.::a.~on.<\ffil.e.ntC> e's análogo. 

como FE (AJ no contiene rilÍ~~¿o~ negaÚvos ~~·t6nces 
·. ··.·••·•· ~··.·.· ............ >b·;;,·· 

·· o ed:{1)Ya
0
Uki . = l 

de donde o ecl (A) C o ei(A) esto es, µ E o ei (A) , 



Como y E od(D) hay dos posibilidades 

a) Si 

µy 

b) Si y E 

casos. 

i) 

ii) 

iii) 

ivl 

decir 

90, 

que no 

quiere -
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Sin embargo es posible que aparezcan operadores biquasi-

triangulares en JC ® JC a partir de operadores que no lo son 

como lo muestra el siguiente teorema. 

Teorema 6.16 Existen operadores A y Ben !(JO tales que A, A*, 

B y B* no son quasitriangulares y que A ® B es biquasitriangu-

lar 

Demostraci6n 

Sean A y B tales que 

~ 
FE(A) = ~ FE = (B) @) 
Si calculamos FE(A ® B) como lo hic.imos con los ejeinplos 6 .10 

obtenemos. 

FE(A ® B) 

y como no tiene huecos positivos ni negativos entonces A ® B 

es biquasil:ria11g~lar: 
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