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'·· l 
-. ! .;·RESUMEN 

Se .present.; ·un estudio somero. de Jos esquemas de Somnierfeld,

Hartree'-'.Fock·y Hohenberg,· Kohri y Sham para el :tratamiento del gas. de 

_,.:,elect~ó~~s d~ un metal; , )'. .. · . :; ~ . , . 

; 'l'.: ,·Se \ep~oducen 1 os modelospropuesto.s por H.fL Hunt _ig~,?·r. y _p()r, -

:K;:\::{&:::.~ifo'l::;:~~~~¡:f f 1~11:;i~i~'.f i:if ~1E1~i;~~:I~l~~ 
· · rema de· He l),mann~.Feynman. Los· cá 1 cu.los,··rea U za dos' con. es te nuevo es-

· ':·i':1 ... : .. h :~:-,. ·::·!·.-}-_·, '\\,-_ ;- ,'' ··-·.·,_·.,·>' -_i_;;_'.','(>· ·-' .... ~;, '. _- _.- . -- ~--·-· ---~ - . ' 
'qúe~a .:i IToj an. res u 1 tuaos ·que' p'resentan:uná: buena. concordanc fa con . -~ 

'¡·t~·: da¡ijs; ex.pcr i men _ta l~s .fia r'a metil 1 ~; }°ú baj~· densidad e 1 ce t rón i e~. y 

·~¿estran 'ün c~mpo·1~tilm'1~nto cua.litati~o'.correcto a densidades altas. 

Se,~re~entaf1' las' teorías de J.: B~~deen y· de N.D. Lang y W~:Kohn 
p_¡¡ra .In fu11c.i.ón de trabaj~. Se plan~~'an las ccuacione~ autoconsisten 

tes ~~rrcs¡Íondiente~·~(scdesa~rolla u'na metodología para J~·solu~~- '. 
, •. \, J • • -,,_, .-. / • - . - ·. ,' 

_ción· de" las ccuaclones.qucresultan,de la teoría de Lang y Kohn.Se_ 

, c~lcula -~~n ¿H~ !~: est.ructura; elec'i:ró~ica en la vecindad de un~ su-

Jdf;;\',',;.:·~·'.·r;f:i.;/:(~_'.-'1,~.··f¿Es·Íó.n; ·~~;::~·;~~~J?'.·';s~J~e,frº~~-~en · 1?'s 'cái'c'¿ J'.b's\~a·~~ta~~'·. '.f.., .. 
• '·"· -yKoh~ para valores de"r:i=2_·,.4;6 y se· extienden éstos p~ra' c~~siderar.• 

el caso de Hidr3geno metili6o. (r,=J), El valor obtenido.para Ja-fun-

1 
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INTRODUCCION 

La físi.:a de su¡,crficies ha' sido tradicionalmente uno de los 

campes que hnn ru(ibldo rela~ívamente poca atenci6n, no porque el es 

' tudio' de bs SllJlerl'ici,cs no tenga ningún, interés sino porque el 'des~ 

íl'<Jllo de lil tccnc;Jo!JÍa necesaria tanto para los estudios teóricos 

conxi pM<:• los !!Xp,,ri111enl'ales se, ha dado sólo en fechas relativamente 

recientes. flctuulm,;,nlc el desarrollo de la tecnologín ha pcnnitido 

re.il izar estudios tilda vez más profundos sobre las,diversas propied;!_ 

des de l~s superficiu~. Se ha logrado de esta manera obtener un pa

nor;:rn1n r¡ue, aunque it',cipiente, abarca ya' una diversid;id de temas que 

cubrcti 1'1 may¡irí.:i ,fo lu•, prob,lemas que plantea t:I <''.Ludio de lils su

f)(lí f i ci C!S, 

1:1 pre•;cnle Lr;ibajo, constitl,•ye un esfuerzo par" •Jstudiar algunas 

,de la5 c:ara•;tcrístin~- ,;uperficinles de los metales. tlos propom'mos 

co1110 J,h:t,1 prinr.ipul el cálculo de la ene,rgía de su¡forficie y la íun

dón de tr;ili;ijr¡ ,p;it'il dilcrentes metari,1lcs. En cs;ceci¡:¡l, 'reportamos 

el c.íiculo' <fe la frn;.:ión de ,trabajo-y ln estructura electrónica supe!_ 

íicinl p.ll'a el caso de llidró~eno metálico. 

'El c>nftiqu'~ que' pruponemos ,para el c51culo de '·• cnugíLJ supcrf_!_ 

éiül st: ba!.a (•11 la ,1pl ic;1ció11 de P.1 Tc,orcrna de Hci i1n;:¡nn-Fcynnwn 111 -

c51culu dcl c::imbio de P1H1rgín de un esréi:imen n1et.'í,I ico en el proceso 

de ser frnccinn,1clu. El model() elhple'!do pilra 1·eprcs,,ntJr el 1ncuil es 

ol de $Qflllíl1..~rf~:lc.l,· en C(Jll15ccuencin no se r.onsiderun i(1s contribuc;:io

ne:. dl! cor1·(~\.1ci611 e ln1 crc,·11nbi1j ni· l¿i•, cnmpl icor.k111p<; que introduce 

11: , '\ .1 i: i ' ~ l ' 

l..] <Ú)l,.:r1r.ió11 de~ l..l fu1H...Í•-1n de 1 i·a11.1ju p·1r.1 ;;¡ , ... _;:;;·ci r: :Uil je.,; -
1 

c'(Jnst.il.uyt.:: una cxtc11:;,ión de .Jo~·. c51c:.u1ó~~ rc;'1iz.~1do 1 .• por n.:.i. L.:ins '! 

W. l<ohnCJ ,i.J a 1 cono. i de ra r <! 1 c.i!;;, r," 1 . 

liemos dividi'i~·1.e~;tr• lrí1b~1_j1,1 entre', CílpÍllJlO! .. En i"~l rrimcr Ccl 

píluln ~1(! prcsc_r~tan lll'i dcscr.ipcioncs de: los í~51JU<::,:H.; de S01··:1wrfelrL 



Hartree-Fock y·Hohenbcrg, Kohn. \'. Sham para el cá:culo de las propi~ 

dades de los i:;lcctrones en un'·metal. 

El sc,:¡undo capí'tulo consiste en la e>:pos.ición de los en1·.,ques 

propuestos por ll.B. HuntingtanCJl, y Lang-J<ohnCil para el ~ ,lCul,¡ de 

la energía superficial de metales. Desarrollamos t;:imbiér" un conju.!2, 

to de expresiones que ciQn la energia de~supurficie de un metal me -

dianla lo apli~.1Li6n del Teorema de Hellmann-Feynman. Exponemos -

asimismo, dos te:ni'Í<is sobre la Fu.nc'ión de trabajo; una desarrollada 

por BardcenC•<J que considera el espectro de energías de los electro

nes en ur, 11\<!l:.l b:Jsado <:·n c,l esquema de Hürtree-Fock .. La otra¡ de

sarrollad(, p01· L;,nri y KPhn, cons'idera la extensión :!el fo.-malismo 

.le lfohcnberg, r;rihn y ·Sh.Jm a sistemas con un número VJriab·l·e de par

ticul.15 y se ohtie1··~ u1 .. 1 expresión- para l<:l".func;ié.n de 'trabajo que 

con~idcr~1 Lodrls l0s cfc~tcis de muchos cuerpos. 

El capituln fin.Jl est5 dedicado a la exposic[~n y discusión de 

Corno c.ompl(•w;1t·o al cuerpo principal-'dc este tra1;ajo se inclu

yen al fi11al tres .Jpéni.lice; en los que s7 presentar¡ algunos desarro 

l los ncr:r.sar i<'s. 

Las unid~Je3 utiliz.Jdas en todos los desarrollos teóricos son 

·unidades atómicas, c~stu es, se toman. la masa y la carga electrónicas, 

;1sí r:omu L1 c. :1st.1nt·c dP ?l.:;nck, unitarias. 

I; 



CAP 1 TUlO 1. El GAS DE· ELECTRONES 

Ourant·~ ·los úlLimos cien años 'las gentes dedicadas ¡¡ 'estudiár 

las propic·Jurlt's de_ lo:- metales han intentdo construir modelos sencJ. 

l los qúi~ <le:;{,rib¡~n c:1 fo1:m;1 adec.ucda las prnpiedacles del estudo met! 

l ico. En el CtJrso de ·cst2 b·úsqueda se han obtenido Vili iosos éxitos 

parciulcs et1 lo que sp· refiere a la 8Xpl icación tarito cualitativa co 

mo cuantitJtiva de la~ propiedades mas importantes de los metilles. 

Aún lo> model0s r:1ás 11 primiti•1os 11 , a pesilr de sus errores s<.:>bresal icn 

tes,. ·r1csult0n realmcnt' úti.les cu.Jndo srJ crnplcun apropiadamente. En 

este capítulo d~'.;crrbirci11o5 en forma resu'nida tres c;nfoques dt:'I pro

b1cnw .de ci·~<·2;·ii;inur l.J ~:onduct2 Jel gas de electrones en un tn\!tal: 

El 1wde\o ;Je S<;<;,merf·~ic;r:'/» 71 ,. la aproximación de Hclrti·ec-Fockt1.,1l 

y el formalismo de la funcional de la densidad desMrolla<lo por Hohen 

;~fí~¡ ¡~1¡•1i,;j!{}•,;)},e.~g ,', ·~~p(l ·¡, SJiam: ·( H "~: S )1~k~}¡J '¡Í.·,:~ :;.-.,,-,.:. .~.;·.:;.?~. : 
• ·,'~;',J .~\:1;~,:•.'';,"::··:";.i· ',<-~ ~i:·,~ .:,-····;:~ ..... :~ r .. ~·J;,,,·,-,1,~ v;-f,'rit;: :·,,~r¡.'l")~ /(_t . ·' 

1.1 El MODELO D~. SO~MERFELD 

[l mc·dcló. de Som::-. :.·fcld consti·tuye la primera aplicación dc.I 

form;;I isn;o de la mec¿nica cµáritica al estudi~ d¡;, la dinámica de los 

o::lcctroncé en:;;. r1ct0l. Este 1"odelo su~one cor,;o una buena aproxim!J

ción <pie el p~.t,:1ci,;l ·neto producido .. por iones y electrones .se puede 

tomar i9t10i a cern en el interior der metal y const.ontc fuer.:i de· él. 

Aunque tal 5upo~ición parece ideal izar ·excesiv~mente 1.:i situ6~i6n -

real li.1 probado ser .,.:JI iosa para dcscribi~· en forma acept<ible un buen 

número d<J proricd;:idc> .!e Jos meta.les. 

Cons i<leru.1os un t:'..·Décin·cn mCtál ico en forir-J <k· cubo y suµongamo~· 

como infi·nito el polcn.:iill ·constante fu,}ra del r.:etal. s,~ 1;bLiene en 

lonce;, c¡ue lü•; funcione~ de onda corre;;pondicntc$ " los estudus estE_ 



cionario, de 1.1:. p.'.rtículas del_ sist_ema,- do:isp1·eciando .el- spín, son: -

r (:ul.!'1:7. Se.i(M,TIK/L)SuY1v1·,ll8/L) s~ .. (Yltll'G/L) 

J <!.n ;:I \l'\Í!!i'ÍOY' del Y1~et.:il 

1. 
o 
h<• ''" de\ me.+.,¡ 

\· 

(1 .• 1) 

Jonrk n.,r:.¡ 111,, ~Gn ·enteros. pos iUv'os ,Y L es lii longitud_ de l.a arista 

del c;ubo. 

/\quí iccmo~ supuesto qüe.el cubo.'sc encuent_r.:i én el pr,Jmer dctan 

'ºdel sisl~na de ioordcn.:i~as ~st~~~o~nd dci-~u• vartlccs·en el' ori-. 

qo~n. fig. 1.1 

tr.' 
1 v~rxi 

L,1---·-J 
.· 11 / 

; . / 
1 / . ,-- . 

J V '1 J ____ - /L-~ 

Fig. 1. 1 

. 

' . 

·,,.,. . ' . 1! 

En el modelo de Sornrnerfcld 
se ~on5idcra como nulo el· 
pol«nci<tl visto por los 
electrones en el interior 
de un metal. En el exterior 

:observan un potencial 'inf_!. 
ni i:o; :: . . ' ~ 

Los nivcfcs ele cncrgíil correspondientes ,, lils funciones de ond,1 

obten i tl.i-; son: 

C :, , 1 .( ~ l . L t 1 l ) 
··11 l·, ·"" =_::; .,-;. ... 1 !<.~_ t h , "1·· ,,.,, "'" ( 1.2) 

cJ,mdc l<is h¡ reprc!5e11t,i11 las·. cOmponcútcs Je l. Í/¡:ctor Je onda asoci u

d:i (u,·1 • 1 : e';t:.H.ln c;n con~i<lq1~~ci{in i·c'i.t5n dado.s (or: 

6 



nin /L . ( 1. 3) 

En el aspacio de ve~tores de onda los estados electr(nicos ~e 

puéden representar po• los puntos de una red ~úbicá simple que que

Jan en el primer octante sin inc)uir su frontera. Considerando que 

el p<irámelro de est;1 red es TT/L .se obtiene una d~i'.sidad promed(o de 

puntos de (l./11Í
3

• fldcmiís corno a cada uno_de estos puntos ,correspo!!. 

den dos estados, uno por cada orientaci6n del_ spín, se tiene que la 

dcnsidnd promedio dr: estados en tal espacio e~: 

iv/n3 
-· ~.:.·. ·- _. ~ r -, ; .,-

,; ,-,,.. ,._, 

con V gu~l <il vofurnén~del espécimen metálico: -_. 

f\ pilrt ir. el~ ~5tíl exp~~S iÓn se puede obtener. fácilmente la' dens i 

dad de cRtados en la eneroííl, .9(f.) , qu-e· s·e 

estados por int;:orv.iÍo uni~.Jrio de_ energía:c-

l".1.V t/J. 

<J (:i_)" ---1'. TT1 . 

como el número de 

1 

( 1. 4) 

P'lra c<Jl:ulnr ·1,1;,' cantidades físicas de intci·és de.l ·gas .de.elcc 

trenes con base en c.1 modelo de Sommerfeld se effplea, ·¡ ésto es ae 
importancia fundd~cntal en el modelo, la estadística de Fermi-Dirac. 

Tenem'.>5 en cst~ forma que la probabi 1 idad d(l encontrar a un elec.tr6n 

en un estado J~ en~rgia E est5 dada por: 

\ 

dondeµ•¡.<(•) se ,íónomina elpotencial químico del sistema y·está d~ 

tcrmi,,,1do r,ir :a cond::ci6n de que el número de p•irtícul.'ls,.N, sea 

fijo~ c~d2 tc~~~>c.ratu1·J: 

(l. 6) 



· ..•• { 1 
·f (€) = o 

, 'E< E• 

'· (>€. 
(1,}) 

donde Er =:¡J.(T•O) s,e d<!nomin;:t cperg'ía de Fermi del gas de electrones. 

EmpJc;1ndo .(J ,11)',: {t.6)'y (1.7) se tiene que la energía de Fermi 

de un sistema de ei.cctronesde de~sidad n•NfV,' está dada por: 

' .. ,., ,,· 

< ~ L(frt1 n) .. 1.'J .. 
.'-F. ··•1 ( 1 .8) 

ó, usa.ndo el p·ar~metro _f"~, que dJ el ·rJaio de la esferu que en prom! 

dio.oc~pa uri ele~trón; 

se tiene: 

1 Tr f.,~ = -1'1 
.) . 

1 (~ )'1/3 1 
Er- = ¡ ;¡rr . -r,1 

( 1 .9) 

( 1 .10) 

Com•.1 un :'·)cmplo de· la aplicación del ·moti.e lo .de Solllmerfcld al -

ciílculo de la; prnpied;:Hlcs de un metal obtendremos la contribución· 

del nas de- elec.troncs al calor específico de un metal a b.:ijns tcmp.!:_ 

rJturns'. f'¡¡ra ésto, consideremos primero el c5Jculo de intcgrulcs 

de 1.1 forma: 

1 "'·· .j"" h (f'.J rw .d" 
o . 

(1.11·) 

donde h e~, unil funció11 ti1l qu~_h<o1•o:"r·.f<1H. es· la disÚibución de 
Fcrinl~Dlr:1c. ¡-.,,,. ·"• ... . . 

La fioiura J .2 niucsu.i f(() y su'.dcrivad;;, .f'(E) , .cGmo funo:ión 

·d,~ F. p;:ir' µ/n1~r..10. Se obscrva·queJiar,1 cstoJs V<ilores d(>T, que 

e,,, re5¡11i111l1 n a tcmpt:rill.llrils para J¡¡s .cuulcs la ma1oría de los meta-

'cnf'es t<i'cib'\{i.r~'uÍ:dci;;i:f'Úl "~~ ury/ funci~p 'que va ;, 
:.~\~~'.~·~~:i~i~~;~~Jt~~;~,¿~':l: ',,,·~:~· ::·~· .;· ~·. ~/1,:> 

8 



·. "' 

le. cero (aproximadam~nte) en cas ¡ ·tod~s los puntos excepto una pequ~ 

ria región r.il r.:deck>r de E</~. Estó sugiére real izar una int,;graci.ón 

rior partes par,1 ,:~presur ( 1.11) en términos de una Integral Je f'(E.J,: 

-. -1•' ... ·. 

con: 

. ')E . 
IÚ<.l = · h (x) d1; 

. o 

i f([} {' dí 

1 -¡~ ,7 

¡___ . _} J -----r 
)i I'. 

\, .. , ,, ' 

'·'((.i2) 

( 1. 13) 

Fi g. 2 
L;i distribución de F~tmi-

. Di r;ic, f{F.), .y su ·derivadü, 
.{"(t.) , para tdltT"0-10. 

¡;,~ilrro.l l;rndo H(f.) en serie clc-potcnciu'.; ulrededor t=µ y susti

tuyendo en ( 1.12) el rcsul tildo, .5e tiene: 

( 1. 14) 

Lil p:·i .r,1 dl:!. c''.t;1s integr;ilcs, La, es '. irrirlcnrente J.1 unidad 

;'ucs 1!S iu,,·:I a f.\o)-f<w). En el rcslo de cll.:i:; podcr::0.s su~titui.r 

el l Ín-·i te inJ".,rior por -o.> sin· incurrir -.·n un cerr·or Jprcci-Jb.lc ya que 

9 



f'(E) es c<1si riula entre_., y o. ·Obtenemos ,así, que: 

L· ~ º{"' (E-4}jf'CE)Ú .: (ltT)jJ"' )(~ (?''. :t d>. 
J J · ·· , ._ 0,(e~-tl) r.>) •. ., . 

( 1. 16) 

Lil exprc~ ión (l. lf1) .resulta ·vé.~tajosa cuan.do, como ~s en ia ma 

yoriil de los casos importantes,·· la· función H(E) se puede ap.roximar 

razon~blcmcntc por los primeros ti~mi~os de~~ expansión.en serie 

de potencias de(!-µ). . l 

PilrJ rl ·problema que nos incumbe resulta de importancia :el ~il 

culo de J;i c:<pi''cSiÓn (1.11) en.dos _CaSOSj aquel en ·que 1 es eÍ nÚme 

ro de c.lcctrcinc-; de\ \Í<is, M ,"_q.uc corresponde a lomar h(E). como 'Ja 
. . ' 

densidad du ºé•stados del sis tema, 9 (f.) 1 y e l. c.:iso. en que l es 1 a .ene.!:. 

gÍiJ totiJI ckl sistcmJ, ir; .en el que h(Ü; t.g(El _. 
1·''1. v· · · -. · 

En 1)1 p1 imcr CílSO H(E)= :irr•I:."' .. Uti 1 iúindo entOnces qué· 

L:i. = (rrbT)'/:1 se obtiene de (l;l~)· qu~: 

( 1. 17) 

Empfe;;r,do ( 1.8) estil expres1011 se :puede ef.cribir como: 

. [ . . . .:n •.·.· .(· · .• ;f. )·.:í. ·.·· ····;· .. ··. ·1 i I ,\ •. . s. =. ,.(_ !' + .. - --: ;.•+.' .•. · • E. p C: . . .. . 

. ( 1. 18) 

de f.,, y T: 

en (! .1~), 6hto da: 

¡l'~v; ,,,i···(: ... 5rr'( "¡)l J U".-:---;:;J.1. .. ,, 1 .... - - .... 
,..,,Sil:-¡··.<•·. e · 8.. µ "· ( 1. 20) 

' 
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Esla cxtrcsi6n se puede .rees¿ribir:en Lirminos·de la energfa.--

del sistema a T=O K, Uo; ·--- ~: 

· "(11.)~' 1 (······s'rr 1 (·1tT)l..· .- ·J \' = Uc e • . 1 + ---. -e- -t .... : · '-' ... · ·.·· ... s:11 .. · l '.. 21) 

donde, de (1. lS) y (1 ;zo); 

( 1.22) 

Lil sustitución de (1.19) en: (l .• Zl). da finalmente la expres.ión PE, 

ra U como función de la temperatura::, -··' -

. r 'i lT 1 
( itT) 1 ) 

U =Vo. '· • -~. E.;, .. -t .•••• (l. 23) 

·de éstJ se sique que J.c c0nti"ibución clel fras de electrones al calor -

específico el_. un meta 1 es t.5 dad~ por: 

r ';;,_ i :l~ ·:"' ~t~ (·)!J)· 
~v N JI' 1 . éó 

Con lJ dcfinició11 de temperatura de formi :. 

T, "".e., /·lt 

(i.21i) se,. pu.;dr, reescribir. corÍ\o: 

c, " TI i k 1 l) . 
l \ ,, 

( 1. 24) 

( 1. 25) 

( 1 .26) 

Se puede ver que: el comportamiento 1 incal del. calor· específico a 

bajas cempcr~t~ras e~ una caracterfstic~ distintiv~.del gas de elec-

tronc~, vfil ida ·indco~ndientcmente de su dín~nsional ídadtsr, la predíc 
. i . . -

ció11 de e~;t 1 1 in~al iaJd co11s.ti Luyó un grun éxito dc la to ría de Soni--

murft.;d. 

i.OS ·~Xi lO> d.;, lil teorÍu Se ·extendieron posterio.rrrcente cuando e] 
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modelo se apl ic6 al c5lculo de dJversas propled;dcs de los metales. 

Para metales simpl~s se lograron predecir, en forwa razona~le, las -

conductividades eléctrica y térmica, la contribución paramag!:ética a 

1.:i suscept ibi 1 idad y las dlstribu_ciones espectrales en el d1mh'o de 

. los r.:iyos x, cnt.re otra~. propiedades.. . ,,, 

Actuulrnc:ntP- sabernos que el éxito del modelo .de Sommerfeld s.e .d.~ 

be fund.1mcni:ol1nente al empleo de la estadística de Ferml..-Dirac para_:_ 

calcular lns diversas propledad~s del gas de.electrones. Tambiin,se 

ha visto, a !'a luz de ilproxlmaciones corno las de Hartrec y Hartrce_.

Fock, que J¡¡ su¡;os lción de que el potencial visto por Jos electrones 

dentro de un meta 1 es constan te quedu j us ti f 1 cada a 1 considerar mode 

los que sustituyen ],) red de iones de un.metal por· una densidad uni

forme 90 Cdr9;, positlv.1 y consideran Ja intcr¡¡r;ción promedio de los 

e 1 cé t rones vm 1 u nube P 1 ce t rón 1 ca C•,7·J •. 

E'I mo1folo de Sonin;c1·fcid tambh~n enfrenta, wmo es natural, alg~ 

nos problemas 'en IJ pr1'dicción de propiedaJcs pilri'I las que res~ltan_ 

rclcv•;ntes la~ inLcr<iccl(»'CS .clectrón-cleetrón y electrón-red. La nE_ 

lt11·.1Jc;:a misma clt: 1111 nH.:t.¡-,¡· sólo puede ser' entendida cuando se consi- · 

dera ~a infiuenci~ q~c la estfuctura de la red ele iones ejerce sobre 

!;1 dln5mic;:;·del 9.1s de electrones. 

1 • 2 LA i\PROX 1MAC1 ON DE HARTREf'.- FOCf~ 

La ,ti:'oría de H~rtree-Fock' constituye uno .de los primeros inten~ 
tos-para .reso1J~r ei pr~bl~~a dci las ;interacd~~es.clec~rón-eléctrón 

.· '.: :\ ,·· .. ·... . . 
y electrón-red en un gas de electrones' inhomo.génco .. Se parte e!" ·ésta ' . ·. 
del Hamiltrmi4no e;:~cto para un eii:tal y se obtiene r·~dlJnte la. a~fi-

cación Jcl p~lncipio ~ariacional de la mcc5nicíl cu5ntica un conjunto 

de ecuaciones cuya 5olución da la estructura dln5mico ~el gas de e--

1 c~c: ro1ic'",: 
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un sól i.do cristalino con núcleos f.ijbs tiene Ja forma: 

( 1.27) 
·-·;_,,oc"-

donde lf(i') es_ el potencÍ al p.rod:~ddo pór la red de iones f/l'i el p.into 

i'. La comi 1 1 il en .1 a dob 1 e suma i ndi,ca qile ~e: exc 1 ~yen té rm.i nós con -

i= j. 

En la aproximación de Har):ree~'.~ck_ e.1' pr~biema de eigen,;alói:es_ 

para el Hami 1 toniano (1.27);é res~elve aproximand9 SÚS eigenfuncio

nes por un prócidcto nntisimetriz<Ído:d~ fu~ciones: dd onda de Úna par-

t ícu la: 

- • • ':·;_ -_'.: '• • .' «· ~I '; y 

/\quí 5 .es la Vill"Íublc de spín'aei~:l~s~~aX:e~ c6~slderaciói1. 
La forna par<i J~s fuiício~es c!ciionda 1¡i,(i',sJse olíticlle·mi.ni~i~

zando el valor· de (~1.l1i1'Y) imp6ni~~dci' 1'<1s tgndiclonés ·de ortonormal i-
·;:,:--·, 

dad: 

( 1.29) 

for'-' · 

rna: 

(1 .30) 

donde las .\tj son los N' mtli.~ipliéadores de Lagrar<ge a·sociados con -

i·as condicion•~s (1.29¡-~; .s impi'i~a-un ~receso de variación en el -qué· 

é'l'¡ y b'1¡' se toriwn co~o i ndcpend i entes. 

La ecuüción (1.30) es equivalente a las l lilr.-.ad-Js '"cuaciones de 
! 

Hartrce·Fock: 

13 



( <Q;'(i'•)IQ¡(f'),,¡-, 
,- ~~ IQj(f)) ¡'t-'f'f . y s~\,':>j 

J 

En estas ec1.1ac,io11es los parií~etro~'..Et están imprícifamente:'rel,·~ionE_ 
dos con 1 os mu Í ti p 1 i ~adores• de L'agr~nge Atj y las fÚnc i oni)~ de ~inda_ 
IJlt(i',s) se reducen a su p~~te cirbital,\Qt(F). 

Un~ vez resJ.cltas l<ls ccuai:iones (1.Jf) para un conjunto de:N -

funciones ~¡(f) se obtiene la energía del sistema Ínedíant·e la e~pre~ 

s ión: 

Entre .:. c;,1n1ctcrísticas sohresal ientes de..Jas ecuaciones (1. 

jl) '..e c11cuc11tra el h"cho de qc1c sus sciluciones ·no son· (r.dupendien-· 

tes u11as d·~ olrús; vc1'\DS que el plantc.1micnto mismo de las ecuncio--. 

nes requiere -l.:!l co.nocir1iento de_ sus sóluciones. Esta situación se -

puede r.:con~,c.~r. en tC,nninos físicos, como el resultado de la intcr

•JCció-11 cnLrc elcctron.:•;, 

Se observ,1 que el Lcrcer término Je. ln ecuación (1.Jl) represe_!! 

t.:,i 1.1 inter.:icci6n eldctrostática'que en promedio tiene cada electrón 

con ·1a nube clcct~6nica. Por otro lado, se puede ver que el ~ltimo . . 

-tér111ino rcpn:.cntn el. ,,recto 'que ejerce sobre In din&mica· del s iste

íllil el fenóm,'1;0 tlc cxclus iónl•,"1• Frecue.ntemc>ntc .'ic representa dicho! 

fccto en térn1inos de un potencial de correlaci6n t.!íl cons iderac·ión a_ 

que su comport;:;miento refleja la influencia que tiene lá aritis.inie--

tría de las funcione!; de onda sobre las propiedr1d<)S del sistema. (-

~éasc lg sección 11 ;~) 
La derivación de las ecuaciones (J.31) no provee de signi~ícndo 

j 

físico directo a los'parámetros E• que,, como diji•,·os, están .imp·lici-

i:,~menle rclacionad~s é~n los' multiplicadores' de Lagrange A;j. Sin e1~ 
bargo, considerando los val~rcs:esp~rados del Hamiltoniano en un es-



_) 

:• 

tado de·¡¡ p,1rtículas y en el estado en que se ha· removido ur1 elec--

t rón de 1 e:; t,1.:Jo de una partí cu 1 a <Pt, Koopmanst•ol demons t ró que den-

t ro del. formal isrw de Hartree-Fock el parámetro f.t se puede ..-,,;nside~ 

rar co1nc1 ,,¡ n.egativo de la energía de ionización para el e!'tad,, co-

rrespondí·,·nt~ siemp1·e que la ·extrucción de dicho electrón/no cambie 

la función de onda de1 resto de· los ~lectrónes (lo cual es una apr0-

xfmución vfilida para el caso de elec~roncs 1 ibres en un cr~st~l) .. 

La apl ic<Jción de la téoría presentada a un ga·s .de electrones ha 

mog&nco resulta en un espectro de ~ncrbíasC~. dado por: 

(1.33) 

donde: 

( 1. 34) 

Se ob$crva de qs~a última cxprcsi6n que la energía de intercam

bio, que es <li últiino' t&nni~p en {_i ,32) y (i .3.5), es· comparable a ]¡¡ 

energía totill' del si>te111a. En consecuencia:. podría que. modelos que 

sc
0

tn1san Pn un.esquema de:purtícul¡¡s independienccs rcsult¡iran comp~ 

rativamcnte in<:xactos., Lo ·que se ha.encontrado, _;in embargo, es que_ 
• - '¡ ~ 

la'~omparación de las,predicc~ones t~óricas con los resultados expe-

1· i men lil 1 es no fovorC'C 'n, en un bu~n númerr) de cao;os, il 1 a teoría· de_ 

Hartre.,-Fock sobre olros modelos que,' com·.J .:;l ,¡,, So·:::•1('rfeld, hacen -

cuso ornisQ e.Je la inter.;1cc.ión cnlre clcctróncs. Esto ·~r; •J(•be, se13ún -

Se ha vis Lo a Ja· luz de Lcorías m~s compl~tas, a que las funciones·

de ond., del tipo (.1.72i no pueden considrrar la correlación qu·e como 

.consecuc_ncia de su. mlltua repulsión coulorr.bi.an<:i se da entre el.ectro-

n~s. Picha corrclución compensa en cierta medida el efecto introduci 
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do por 'inlercambio, áún más, se ha visto que su considerac_ión lleva 

a mejorías notables en la potencia predictiva del esquema. 

La teoría Je Hartree-Fock ha sido fundamental en la comp,·ensión 

de los fenó~1eno5 que rigen la dinámica de sistemas de partí ;ulc;~. que 

interaccionun entre ~í. En la práctica ha resultado útil fin el.cá·lcu 

lo y ·1¡¡ comprensión ue la ·energía cohesiva. de diversos sistemas mole 

cu 1 a res. 

\ 

1.3 EL FORMAL'! SMO DE H. K). · 

El formalismo de H.K.·s.; desarrollado por Hohenberg, Kohn y 

Sharn, surgt' cumo una herramienta poderosa para e_l. estutlio·de un gas_ 

de clectront\S. inhor.10,¡éneo dcn°tro de la c;rrlent·~ que con~idcra a· la_ 

densidad electrónica como picio central ~n el problema de obtener -

las propicdade" de un sistema de muchos elei::tror.es. P<1rtic11do de la 

justificaciCn formal de dicha consideraci¿n so dcsarrol lan un conju~ 

to de ccuar..io;1cs que pºer111i ten, en principio, obtener lo _energía to-

La! nxnrtu y_lil dcn~idJJ promedio de un gas de electrones en su esta 

do ba~c lnjo la i11iluer1cia de un campo e•;tcrr.o. 

L.1s proposicicne:. :'undamentales de I¿¡ teorí~ son dos: ' 

1. Que la ~ncrgía de:: estado base de un gas de eli::ctrones sujeto_ a 

¡,, ncci<jn d<: un pot~nci.11 externo, 'lJ(r'), :;e puede expre~ar como: 

(l. :Í6) 

. . 
'· donde -F(~(f)] es''un.J:,f~!'lc·io~a):universaJ .de 1a·.densidad.eÍectr6nicá; 

- ·r . . . 
n(i');y ' 

11 :- Que lu energí.J d,',1 sistema, tomada cerno la funcional de lo den

sidad (i .36), t_om,1 su valor mínimo para l¿¡ den;idud correspr:::ndiente 
•.' ' 

'• .~}}¡.stacloy?-~7 ~i'.~~1t~;~ que~:j}t•"úTcro total de partículas se mantenga 

constan te; 
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f.onsidercmos un conjunto de electrones encerrados ei• una caja -

suficientemente grande bajo la influencia de un pctencial externo, -

u(F), y su
0

jt>tos a $U Ínteracc1?n electrostátka mutua. El Ha•1.iltoni . .'.!_ 

no de.este sis tema tiene la form.a: 
l. 

').¡.:. T-t V• U ( 1. 37) 

donde, i~troduciéndo el operador de 'crimpo "o/ (P), se tiene: . 

(1 .38) 

. ( J ,39) 

• r • 

V;; lf -'-- IV'{r)'f'(;·1
) lÚ'f'\\f('!)dt'd'f' 

· 2 } lr-1~ . 
( 1 .40) 

Aquí T. V y u representan los operadores de energía cinética, .de in

teracción d;; los electrones con el c,1mpo externo y de interacción e" 

Jcctrostfitlca enlre los electrones, respectivamente. 

La prueba de la ?roposiclón 1 es por reducción al absurdo: 

Scnn ·!'y ··v' las func Iones ·de onrl~ asociadas con el .estado b~se 
de los J!ain1·1tonlanos"Hy'•1 1 e<iracteriLtidos,' respec:ti.vamente, por·los 

potenciales v(P) \' 15•(1'). Si se supone que tanto 111 como'+'' dan Jugar 

d la misma densiJad electrónica, ri(~) .·se tcndrla: 

( 1.41) 
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l.¡¡s cxprcsione5 (1.42) y, (1.113)-:son conti:ad.iÚo~ias: fe ~<,'lÍ se 

sigue que existe tin<J cor~espondencia biuníJoGaet1tre lad;.~sÍda~ d~ 
un sis lema de electrones en_.su ~stacfo b~s·e y· el ~ot~ncial externo, -

lf(i'), que lo define. 

Poi" lo anterior, se pt1óde considerar a\f(f) como una funcio'nal 

únicil de n(f) y, por extensión, tunt.o el Hamiltoniano como la fun; __ 

ción de onda del estado base de-un sistema resultan ser tambiin_ fun

' cionales 6nicas d~ la densidad. Un¡¡ consecuencia de isto ~s que la! 

nergía del estado base del sistema se púede expresar como: 

( 1. 44) 

donclE:: 

resulta ser una funcional uni~ersa1.~cila
0

dcnsidad, independiente 

,1.,1 11¡;·1;crn de p;;rtí~~j"q y rJ,.(pptC"1í~lal ex'tcrno.· 

La preposición 11 es u11;i r.rnisecuencia directa.de que la función 

de ondiJ para u 1 e> ta do l~asc de un sis temn es una funciona 1 ~o 1 a· de!!_ 

sidaJ y de que, µar.a un 11ú111ero fijo de partículu5, J¡¡ energí¡¡ del 

sistcnia, considerad¿¡ co1110 funeio11al, toma su vufor mínimo parn la 

fu.nción d~ ond.:i correspondiente nl e~tudo bus'c. 

Los resultados obtenidos consl_ituycn en sí un csr¡uemu que pern'i_ 

te obtener, en principio, Lrnto la energ(a como la den5idud clectró

n'ica de un q.:is dl! ele;•:trones en su cstu<lo base. A continuación desa

rrol l.Jrc1.1ns •o:;u, csq·_,.., ... 1 p-or~ llevilrlo il·u11a formn de i;;ayor utilidud 

pr5ct ica; consid(rcni•,s p,1r.i_.ell.o _la definición: 

( 1.116) 
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que permilJ tratar en forma.separada la ·lnteraccl6n coulom~iana pro-· 

medio entre ius electrones en 1.1 expresión (i .45) rara Fl•'l. La fun
cional G(n) hereda el carácter de universwl de F(n) y puede ~er tra

tada en la mioma fonn.:i que ést;1 para. espucificar la contri!>uc.i0n. de 

la energía cinética a fa encrgfa d~I sistema; 

( 1 .47) 

Aquí el primer término corresponde a la cne.rgJa tinétiéá dél sistema 

y .l.:i funcional E,,(n1 incluye lo que se hu daoo eri:f1~~~r energías -
,-,-.·· . 

de intercambio V ~orrelación. 
E~ el artículo de llohcnhcr!J y. Kol;nt~l sel;:~í~á;~ir.:i tjue1· pal'a una 

dcn•;id¡¡d cor, qr.1dientcs pequeflor;, l.:i energÍ<{ élé'·Yntcrcambio y corre

! aéión se p•.11.:dc .iproxi1nar por !;1 expreslcSn': ' ;¡'.:':' 
,; : , . ' -- :~-

' ·, 

·(I. 4B). 

donde· E: .. : (n) es h encr~1fo de i1itérc~n;~io.y· correlación por partícu:-: 

la en un g;p; de <.lcctru11cs de clen~·iclad u~i forme ~-. El error c.:n· lü a

proximaci<Í!l (l .l1J) es !HºPºÍ-~ion'ai al cuadrado del gradi.ente de la -

densidaJ. 

Debe 110tarsr que el dcsarrol lo presentado hasta ahora sólo se -

introducen ;ipro~. i i.1ac i onc·; u t ruvés el.e 1 a cxp res i.ón ( 1 . 4B). En todo -

lo que sisun ést<1 ser5 la 1ínic<i. fuente de inexactitud; 

Er.1pl0anrlo i 1s expresiones (1.l1l1)-(1.48) se puede. escdbir ·la e-· 

m'rg'í a. en 1..1 ,; i !i" i en L<' forma: 

E.\..,1" )';',rlnCi)<lr - ~ \ 11 ~!~~,·~''1 J>d>• • ÍT[n(~l\d~ +jE.J,\(~\ln\')d~(-l-.·4;) 

donde: 

i 
1 

. , . ~ Y1(l'I ,-, 
l_?(l') ::'ú(i")+ --_-u< 
\ . l 'f -1<1 
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es el potencial electrostático promedio del sistema. 

De (1.119) se sigue que la expresión matemátic1l de la ~ropo9ición 

11 se .Puede e~c;ibi r como: 

( 1. 51a) 

( 1'51 b) 

con: 

, ,.f~i,(,~,lw~i·~f~t~~.~~~~t~.7~?::1 !~·,; .··.· -
- .-- .~ o :-\;"1_;; - - ··~·-.:~<. - " ~-."''-,-, . 

Las c'Cuaciones (1.51) son ias.:mi~ma~ gue se obtendrían para un 

sistema de ,,•IC!clron~sÍndcpendicnté;e~ uri ~otcncial: 
·, ., 

--,·:_;. 

(1. 53) 

En consccucnc:ia, se puede obte.ner )á ·~blución ol problema definido 
... ... __ -" . 

por (1.51) rc:;olvicndo en rornm autoéo~sistente las siguientes ecua--

e iones: 

( I, 54) 

(f. 55) 

donck. en (l.S5), 5e to111an las ºti pi-'iméras ~olucio·nes d(: la ~cuación 
¡' ' . 

(1.511) en ordcnºc.rccihntcdel cigenv;:¡lor éc;corrcspondicnte, 
l ' ' . ; . ,; . 

Ln energíü cinétic;i del sislcm~.s.e.pucdc·cxprcsar como: 

T(11), tL -~v,:(vic:;-1)fl<,·1d'< 
t:I 

(f. 56) 
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;·'·\\ :, .. 

Como en el caso de líls ecuadones de Hartree-Foék, los paráme-

tros El de la ecúací6n (1 ,54) resultan estar directamente•relaci6na

dos con mu 1tip1 i cado res de Lag range i nvo i'uc rados en .1 a so 1 uc. i ón de 1 

problenfo (1.51). Sin embargo, en.este caso; no existe aún 1•n •'l:~l~go 

del Teorema de Koopmans gue (nd ique ·u~a s Ígníficáción fís/ca de;.di-

chas cantídudes. Inclusive, las.'func.iones lJl¡(r}': que· resultan .de.re-

solver (1.54) no se pueden. interpretar fisicament~ de·una manera cla 

ra. 

'· _.' 1 

'\ 
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CAPITULO 11. ENERGIA SUPERFICIAL Y FUNCfON DE TRABAJO 

¡· 

11:A 

,_·--.-- -·._-"' 

En Lis 5iguier._tes tres seccion~~ exhib.imOs la,s ap_roxirnaciones -

seguidus por 11.B. Huntingtontü, y p~;Ú .. O;l~~gy'J: .. K~hnú~ para -

el cálculo de la energía superfici.al cfe,metales: .· p,demás, 'proponemos 

un nuevo enfoque par<J el cálculo d~ dicho ~~rá~~tro~ ~ue ;e base el")-
_- -:..-= _·_- _-_-_ <.,.,·""-"'.- _-

el empleo del Teorr;ma de Hel,l_mann~Fey.nrn;in. 

En lo•; tres Cíls.os tntados se ernpleari modelos que no considéran 

la estructura i6ni¿a del metal. 

11.I EL MODELO DE fi.B. HUNTI:JGTO:I 

Los c51culds.dc ·1a energla superficial de metales re~I izad6s ~

por 11.ll. HunL ingtuo ( 1351) (ll ·. repres.ent~ri adecuadame~te los Intentos 

hechcis·par<1 obtener este parámetro utilizando el modelo de electro-·

nes 1 ibres. Huntin9ton-obtiene dos expresionc5 p;ira la energía des~ 

perficie; _un<l ut.i 1 izando el esquema de Sommerfeld y l.:i otra, real i-

z,11Hlc; u.n cfilculo .aul.r.consistente de .las· funci0nes de onda electróni

•:.i~ 1'1cdiunlc el form~l ¡,mo de f'ar-cree--Fock ~dra un modelo en r¡ue ·lós_ 

i onc~ dE' un r:ic ta l. sori • . .ro,t i tu í :los por una dcns i Jad un i fornie de Cílrga 

rositivu ( 11mt1delo Oc qt~l.1tina 11 ). 

En esta sección· presentamos los resultados de Hunt ingl"on pero·

rc,11 i i:irnos "' c5lculo .1utoconsistente utilii;:woo el formalismo de -

H.~.S. en su~citución del de Hartree-Fock. Esturo cambia fundamen-
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talmen,le la d.educción ori,ginal y nos pe.nnitei utilizar este resulta

do en la siguiente sec'ción. 

En el primer n:odclo se supone,· bajo la· aproxim<ición de; So~mier

feld, que l;,i superficie ·de un .metal .con ·un. plilno geométrico i;.r,,x=O 

se puede rcprcscnt.ir por una barrera deált.Ul'a P1/2 en X/'o.,· 

Si f!I ''spécirnen conside.raclb.e(un. paralcle~ípedo rectangular .y 
. . 

los valo.rcó ncg.Jtlvos de x c9rresponden al interior del metal, la -

parte. orbital del¿¡~. funciones de onda toma la .forma de c.indas'.esta

cion;:irias: 

donde: 

( ( 2 i' ) ,,, s Ú>l1 ( 1~ ~ - ~·) 

tq('J(.)::) 

t- <.11,.l'" So:.vi t ~·>'¡iL-\r'· -k:l ''" tJ 

(11.1). 

( 11. 2) 

.aquí·L,L.J;L¡·~on i;;1s dime~sior:es del espécimen metálico en las direc 

cior.es x!y;z, ... respe:tivamente, l:,=x~o. y Sent=k/P. 

Lo·> v~_l(1res pcr,,d.tidos para las r:ompone:ntes k'l y k, del momen

to son ~·1•íltiplos po>ilivos de TT/L; y l'r/L¿, resp·ectivamente. En tan 

to, por virtud de Jcis corrimientos de fase de la fun~idn. de onda e~ 

Ja supcrfici~. r, los.valorel para lo compon~nte x del momento cstin 

dados por: 

(11. 3) . 

cün n entero p.o!Jiti:o: 

En ·~1 prescnt1~!.rr'Jdelo, fos. par.á{"'.·~tro3 a. v ~ se c.-Jnsideran .rela . - . ' 

cionados p•.:.r la con\lición 'de neutralidad de c.Mga: 

«) 

) . 11,t,:.)dv. = ¡;, l 
-1;., 

(IU) 

;iqui n(x) 1;;; la densitiid electrónica en x y n la densidild en el in-

·:-· -.,., 
-~ 



terior del metal. Esta expresión conduce a la siguiente relación 

entre u y P: 

+ ( .¡ ·r,·~ 1?.1 ) se~1.(~Fh)'-{~F.~1fR,'X'>: 
>~,··'.:)·_~;~:.~·~.:~ ·:.:_~_,. 

::· -.. _·_,·-, ,·!' 

en la que k" es el rnomc~n to de Fer.~ i? .: .:-:· • < •· · · · 
ta energía de superficie deÍ Ínet~i ~~ ~bti'e~~~d~]~ diferencia 

( 11~6) 

. >' 

y la C'nergfe 1.ota 
. '=._:::-¡ 

t~, L,: 

( 11. 7) 

Ambas sumas, ·(11.6) y (11.7), se real izari sobre. los valores positi

vos de la~ n's para las cuales. el sumando·no excede la energía_de ~ 

Fermi, k/ 12. 

°Re<1l izando la sc-,a sobre los valores del spín e integrando so

bre k, y l.,, S'~ o::Ot ienE el incremento de energf¡¡ por unidad. de siJ-

pcrf icie fo"i01aJ:1 n•ie in·1olucra la partición del metal en dos frag--

mcntc•; igu.clus, i ·"·• la energía de superficie: / " · 

o ~.: .• ;;F<., ,::;,.¡ :, .• :_,!f.!..:!.i . ..: .:L( ~," t, 1111-i') :(· .,_l~)~):~~.-~.~I 11·rr¡)~l:''•}1W.)·~)~)~: ",.,·,'.·. M1fii.1.1~)~¡. ~>t.~s = . · · · ,- ... · · -~ C',\1.:l!t o.'' .,, .ltF;. \ •L' ..... ,.1 LJ.· l. ?.L· ,>~\~~ b~:tli , '"' ·. · / ;. 
~~t .. _-¡9(:.· "·.'~;ff~¡#. lL.i,lc- ~~' .-.~Tl" '·,¡_-.",,~!¡·~~·.¡~¡\;·.:· _,-:4:~t;r ~ .. : .,.-:r .;~·1-Jc-,u·,-:'.·~.i~·,:~ ... l'..~'"¡lt~fi~.~~t:.~!,>¡_; .. ·.~ ·.(.-'\~ r. ""~ 
.¡ .. ,"',, ':· '·- • • . ,. . l·:·',·_'l·f•"' ·.:.\. ".' '. ·.··. i -~-··: .... ~.~l')t_í¡.1\"",t't/~~\~·":':":l.','.;_:·.:;·, 

-'·-. ( 

11

' !:. ( '.:: " 1' - :J. ka.) ( I;:,'- t~t) ,l ''. 
., ,,. 1 l J 

(; 

rr 11, 1,,~( (P·)' .'I ( lJ ]"') · ') -1--;:- +::;-.-1 .:'Jc,\ 1 (~.f{f' 
l . ~~f- t:,, \ -!¡': 

( 11.8) 

. ·. . . .r' -} 
· ·~Ir (p·1.1· ·')'"(.l. - ---) '3 f • ., \ ~. ; h,' 

~,usLil111t•11do. •i(' (11.~;), el vulor de i•n est.1 exp1·<!:.i_ón ·se obtie-

' 



ne finalmente: 

t~ = -~L~ [ ~; - ~-( 1 ~ :\( ~J ~ ¡(~)"}se-A1 (B" /?) 

_ ~r·. · 1 · '-)'"(2.. - ~)~ 
Lj' ~'i' - k ~- ; ' 'l~f ' l. l~~.., J 

La ex pre><; i ón ( 11. 9) para 1 a energía de superf i e i e muestra una

dcpcndenc i il c•n la posición de la barrera, ó., ·a trav.és de P. Sin cm 

bargo, Huntington cn~onlró.que la variació~ de.esta canti~ad era de 

aproximodilmentc ..,r 10 por ciento para· el Intervalo completo devalo 

res du O. y f' dndos por ( 11.5) 

El segundo modelo ele Hunl:in\Jton parte de cons"iJcrar un cristal 

nwcroscópico que con•.ds.le de N'1ilectrones inr.icrsos •.?n un paralelepi_ 

pedo n::ct:nng11iar de l.1dos ·zL •. L.1 ,L~ con un.:r dcnsidaci .uniforme de Cü.!:, 

gü po~iliv.1 n-=IJ/2LL~l~. Este cristal se representa en la fig.(11.la). 

~ ~~ 

··\~:;'.;~·i.··1__,.....,--·'. 1 :· ,'" (e, 

. L 

i~.~'.'.·:. 

1 
! 

. -- .. -~-·~· -- ~ 
-ll •l C 

1 

L ..... -!·L· , ' 

(a) ( bl 

rig, 11.1 C"nflguraciones de c;irga p•csitiva en lo 
dcriv.1ción ,;,,' CJcJ expresión gr:1wral r,.1ru la cner-
CJÍi.1 c.lc superficie e..; en el modelo de "gelíltina". -
(a) [5péc.imcn n'ctál ico consideri.ldo. (b) Fr~grnento~ 
del cristal rJespués de la partición. 

25 

1' 



Supondremos aquí que L~,L.» L·y~ :por co~Ve~fi!ll'cia; iníp6ridremos 

condicione; periódicas en ·.1afr~~,t~1:a;~~·r~.·1~i·.fuA{i6~e~ d·~··onda. s~ 

caras. ·:':• 

Para estudiar líl energía de superficie de' este cristal, cuya -

dcns·idad electrónica denotaremos por n',(x), •fragnient~rem~s éste en-. 

dos porcinne's igllalcs, Fig. (1.1 :-lb);: Las condiciones en la frontera 

sobre la5 funciones de onda electrónicas asociadas c·on 'Jos nuevos -

fragn,,~ntos >e considerJn como'en er·caso' del cristal aún''·º fraccio 

nado, ~u densidpd ~lcctrónica la denotaremos .como n(x). 

L1 c;imbio de cner9ía cinét.ica ·de los electrones, .ror unida.d -

de tí rea fonnadu al frn1,1mcntar er ci·i~til 1 estará dado por: 

(11 .10) 

(11.11) 

· respc• to d.<il plano ·x,,~L;· · 

!.ns 

partículas libres: 

k .. t 1..) e ú~~ e. i tt~• 
l\+ . . '• .. 

( 1 r. 12) 

donde: 

!)!!.. _ Yn. 
t~ = l L . L ( 1 1. 13) 
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Aquí n es un ·en tero pl'.>5 i t i,vo 

r~ es el corrimiento. tle fase 

onda' k~ y k, tienen 1 as. 

con n, y n, enteros. 

t.ante 1J.r[n 1 ¡~L] d~ntro 
( 11. 12) en ( 1. 54) 

donde e 1 foctoi" 

pados, se deb•J a )<:i 

De 

como: 

r 
T~f 111: L 

t--. 1 tt-,,~t 

En 

cosénos.l y 

: ! - ·-: - ·: .- . -· . - _- .-· 

,Pe, L~l~ /~11 1 • Los• es tádos · o~upa,dos: se' cn·cucn t r an, ádi e i ona lméntc, den 

trodc un h·e~;isfeÍ'io· ~e radio k~, en el scniies~aci~ .k)O, 'que co'rta: 

el M-éJ irno. 

( 11. 17) 

' ' ' '' ' . (111 
y cmpl~anrlo J;J f6nuuln 'p<1rii sumá de Fulcr-Macl~urir, , obtenernos: 

~) .,'·.b·'' 
.1. 
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E (1.~.1,~'~h')= LL~L·{51>.;~t- ~tLr·dtt. k1 (~-l"(1t))} (11.18) 
lt,~ 1,r, · 

donde hemos dcsp rec i ado los términos -de orden L • 1
• · 

-, ' " 
En la mísm~ forma si obiiene.qua: ~- .- -- _ i · 

M = :l _<\' i -~ L" 1·?._.---"·--~-,J_ll_,~dl.:, 
¡_, :i.11'- l.:-' ' ' ' 

J.;,t:'J11:r · " : ·Yi·' .. l?u·" 

_ LL L f_iit_,J --_ 1_:\lt_,cl~_-(E_• ~l~t_-_ii_l)I_~ .· (11.19). 
. - ~ i \ :.!>TI' . 'fl' L o - - 4 > . • 

De aquí. y ,fe lli rc)¡¡clón íi= 3 ~,kFl• se obtien~: 

lt, ; ~. + ( lt~·' Lf 1 r'Ji~ (~ :_t~1il)_ 1i-
. ' - o ' 

Comb ¡ nandu 1 u!; C(:íioc iones ( 11 ._15); n 1.·1 a) -y ( 1L20) se _obtiene 
\ 

finaló1cntc: 

donde: 

.sustiLuyéndo (11!.21),/(11.22)y(11;2;\) en 
•.' . : :'- ·' .-:; .•• ·' :' ·,: ~·-· ,- ''<-_" - . . . 

en el 1 írni re cri ;que. L4".:~-~ a,lpe~p_r.;:si_ón : 

- ( 11. 21) 

( 1 1 • 23) 

(il.10) se llega, -

E~~ -•i\r; )~:111.(~:~r(kl;{_i(•:~-1t1 )ll'.2'.~~>ú:1(1";, ;_; 1¡,,(11;~·-q 1!.11t>-) _. ( 1 1 : 2~) · 
.. --•!:l.1" 

Ht1nti11gt0i1-L1ti1 izó la ·cxpre?ión (11 ,;!) par-1 oblene~ las tcnsio 
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). 

nes súperficiáles del Cobre y del Sodio obt'eriieridóvalores' tle aprnxi_ 

ma·d.amente el 116 por cient~ de ·19:; valores. experimentales mt:didos. ·El 

valor obtenido mediante su cálculo'au.toconsistente daba para <!l'So-

dio un valo.r·dc J.:i tens.ión superficial ~úrimenor; aproximad1me.i.'.e Ja 

mitad del obtenido con el primer mo'deJo, •· 

11. 2 IWHN 

El objetivo de Lang y ·el'.de a~·I icar el formalismo 

H. K.S. al problema de ohtcrier Ja' estr·Uctlirá _electn5n ica de la supere· 

ficie de un m~tal mediante ·el modeln de "gala.tina" mencíonado-en lac 

sección anterior. Un.:i vez diluddada la. estructura electrónica supe::. 

ficial se puede obtener la diferencia de ene~glns de_un metal antes-_ 

y dcspu&s de fracciu,udo. 

/1. co"tinu;icicin <>e pr•»entil la .foni1n que toman J¡¡s ecuaciones 

li.1<.S. en ~1 111&Jclo considerado. Para el Jo aesarro) !<iremos primero -

algunas t";:p.-esioncs .-~iw •:;:rán de uti 1 idad. · 

fonsi:.lercmos un q;J', de clcctronés inmicr~o en ·un<i región semi-in 

finita dn 1:ilr9,1 po~;itiva 11+(x): 

,i( 1'0 

( 11. 25)~ 

" . . 

Si 1.1 dcnsldnd. ~·lcctrónicu ;nsociada con este si~temu e> n(x·). -

tendr'.!rnos qiJc In difo'r~11c.ia de·¿riergía pote·nCial clectrostáLic~ 
entre x .. +-.,,.y x+ -·°' (11;, b~rf,eril .dipolar clect'rostiític.i) estará dn-

cf¡¡ (véiJS(' .1péndice A)¡ po~ : . 
1 

/j.<~ e <p(tO:i)- <p(7o:>) 

- :: lf.11 (":'ir. í"'d>,'[Yl(>.')-·;1, (>.'!} 
. J . .,, 'lo 

( 11. 26a) 
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Imponiendo Ja condjción:d~ neutralidad de carga: 

}°'d~J11~~l~ ~1C':}:l·. ~o· 
. '"'Ol·- - :._ .... '.".·~ '' ··-··> 

í 11. 27) 

se obtiene, intcgrand~ P()~ p~rt:E!s fa;ec~ación (l l .26a), .q•1e: 

... ):rt.~f i~·;\J~·:'';~(~y¡~i~~!~;Ji•'>;iÜ$~·i~~;t~! •. 
potencl<:il químico dél ·sistema'de.(eléí:tro~és\ déf!nido como-. 

lu diferencia dH energía de lós sistemas 'coh;Nfl'y N'eJéétrÓnes 

(manteniendo invnrianlüs J~ carga·positiv~)·e~tádad~ po
0

r:, 

( 11. 28) 

donde: 

- 1 ,_ '( 6E~<(11))· _. 11.. .,· . i-) p• '.;tl.F ·+ ~. - ;o¡r<r +µ_.,I) 
.. - .. 6.11. . l1'l1 . ( 11 .29) 

es el poL•?l~ci.-rl químicr. intrínseco del sistema infinito. ~quí./J.x<(n)_ 
es lo omtribución al pr.>tenciál químico.de un gas de electrones un_!. 

forn¡c de dNrsidud n: (Obsérvese que el potoncj;il químico mantie11e·

Uri,<J ·dependencia respecto del' valor· de referencia del potencial elec 

l ros t.5 t i.co) . 

l..i función de tr<Jbujo deJ n1et·a}1 dcfinjda como Ja .en_ergía mín_!. _ 

ma ncccsurin pura SilCilí un electrón ~de, éste; es: 

( 11.JO) 
', ,':·(-·;'. 

-.,-

Eh la quiíita sec!ción dé' est~ ciiRitulo dcmostrutnos que esta de

finición ele J.1 funció,n de trabajo ¿()ps.idera te.dos los efectos de m:: 
¡ 

clios cuerpos. 

Consideremos, ;d10(1, ·1a .fórina que tor;iarán las ecuaciones· autó~ 

co11~i~tcn1,,, ;le H.l<.S . .-Sabemos· que en el. inLcrior del' metal el po-
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·"'.··'· . - ... -,~ - ' . 

tenc"ial efectivo, Úef {x), visfo por Jos electrones tendrá un valor -

c:onztante dado, según (1.53), por: 

( 11"•31)' 

Se sigue ·Ja for 

ma 

( 11.32) 

do11de, 

' ' ' 

~1 11ti<.l-"" se;, ( kx- )'< r{>) ( 11 ,33) 

Aqui Jos corrimientos 'de f~sc,'t(k), están unívbc:amentc deter

min.icJos Jl';r lns condiciones t(O)"O. y 't{k) continu¡¡, 

,Los .,¡q,!nVillores de (1;511) toman consecuentemente ·la forma:. 

!JI i 1 izando 

e 1 problen1a de 

PCUílC i Óll, rar!J 

rc'ncia d(d 
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( 11 ,35) 

reescribir -

de· rcfo 

el po--



tencial efectivo est~ dado~or; 

\ 11. 37) 

con 1' definido rJor ( 11.30) > / · .. 
La expre5ión .. (1.55L para la densidad el~.~trqniéa toma en este-· 

caso la forma partícul;ir:. :;:\'. ,. 

n (~) ~·· *·~d~(R~,~-,~5\~i~(y.;)t' 
. ~ ;--.-~.i-<- ~ -,,· ".;. ·-~ :..;_ . · .. ·. -)~ _,, 

en lil que r.c. debe consfdc;a~ la ·f¿'ríl1a'.~sint6ti~a (J 1.33) ~l_e4111.. 
'Las ccuac i1mus.;(.1(°36)~Jr1i}S)>h~i~dan:'un,e~~ucf11a p~ra el cál

culo de 11.1 C-:>! ructúrn~eléét/ón}ca'.de una\uperfÍcie metiil ica con el 

modelo con5idt·rado.; Si c~·plciamo's ~h;r~ la'exp/esi<'ín n.49)~ara'la 
cneq¡Í<i tót'-11 dcl'~istem<l ~od~m~s Obtener'fáe;nergíaAe.superficie-

de un mctol. 

Escribiendo la energía· total del gas.. electrónico co'~o la suma

~ de t~c~ términos: 

( 11. 39) 

donde .. los ,té,(inlno_s· dci'.1'.~egu,n~o miem.bro .dun,. respectivamente, la·-~-
\ ·< :\,' ·_,,-' •·•· ... :: :·. ,¡·/· .~ -:·il.r ·,\·:,-~ .. : :·:· .. 1.·'-~~':::: ~-".~ •. J._,.!··:, ;,_ · ·;·- .. '7.' .. : . · ·. ·. ~ ~ :1'. .. 

en erg í~ '() 1 ect rot~ái lcal,~.e l:i;~;ls tema·;1 ' 1 as :energías 1de cerré l_ac i ~~(e'._ 
inL•.'1c,1nibh y ln 'cncrri·í~ cinéticn. Tenemos que la t•ncrgín de super

ficie 51.! j•lluclc escribir como: 

( 11 >110) 

Los prird.::ros do~ términos son, en el ·prescru, modelo: 

(11',l¡J) 

y 

., ' "' 
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f.,.:= ) °" (é,~(Y1M) ~ c,J~)j ~(~)dx 
-"' . . 

( 11 .. 44) 

donde C.<(n) es la energía de.co~relación ·éJ~terc'ambi~ rjr·'~-~;tícu • 

la parn un gns de electrones de densidad n, . '· ··)>· :.: . -

La cxprcs ión p0ra E 1 está dód¡¡ por (¡{,z4);: · · · 
Los valores oblenidos por 

ran bien con los 

sin embargo, 

energía de 

La.ng• ·y. :Koh~':á~>:·f ~i·i~t·~Jf~·::~ d ::::~ 
negativos de la 

11 • 3 AL 

La idea que a continuación presentamos Ía. hemo5 formulado con

la intención de proveer· un ~étodo·r~d~pe~cliente de los comentados -

nntcrio1·me}";te p;:ira el cálculo .de I~ energÍ¡¡ de sup.erflcie. 

Como se snbc, i;l Teorema. de He.! lmann-Feynman proporciona la· ma 

neta de Obtener el ~a~bio ~e energía del estado base de un sistema

linjo l,1 acción de unn pert.urbación dada, En su forma más general el 

teorema n f i rmu que e 1 . cambio. de. eii.ergí a de 1 estado base ·de. un sis te 

m~ est5 d~dn por: 
. . 

.~~ "EdA ( 11>1.:~1\~~> ( 1'1. 43) 

donde11=11(/,) es el ~ami rt6°ni~~o á~~?tiÚe~a párametri~ado de tal --.. 
fomJ qu<' ¡i.1;n )-=O. r.oincide. con e.l:iHamiHonian'o in'icial y para ),=1 

tomil· la l"or~o,1 del Hamilt~ni~no.Tinal. tVAes aquí eigenfunción norma" 

. liznd.1 'de'11(>.), e$LO es: 
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( 11. 44) 

En la 

(11.45) 

de aquí se 

(11.46) 

'•, .. , .·- . 
con 11' igual<1l Híliniltoniano depcrí:urbnc.fón:)-1(1):-11(0) •. 

P;irn obtener l~ e~crgía de. supcerficie de un metal a pa_rtfr .de

la expresión .+LI ,46) se p~ede pensar en la situacién física obteni

da cuando t.,~,·rnos dos fr¡¡gmcntlls. metálicos uno frent.:i al otro, y la 

situación que se ti<'n•' cuando dichos fragmentos a.:iri constituyen un

tocio homogéneo .. En ... 1 ~'rrmer. c~so, Fig. (i'.I .2b), tL·ncmos un· gas de

elcctrnncs en el que· una barr~ra ele potencial establecida entre las 

superf.icics ·de cüda Fragmento mctál ico .evita el pnso .de los'ciectr~ 

nes íl través de cll:i. En la situación inicial el potencial es cons

tante,, Fi9. (i l .2n). 

'. Empleando' el 111odc1o de Sqmmerfeld para nictales las situaci'ones 

.~·1~f~:;:tV<r{ff«:!~M~i~~~'i)~~?~~f-:t!~i~1~~~~~~~~1í1~~ff~~M~~f!f'f'.t\·.~~~~:\:1i1~di~~~t~~\~;.~r;~fafs::n.;~ 
( ¡ 1.47) 

. ·. . 

donde 1F es un op«rador de camp~ y U.(;:) "representa la barrera ·de po-
. . . , ~ 

lenci.JI establecida ul for.marse las superficies mctál ica.s. La ex--. 

prc:.i,1n p<1ra 1f(F) e:; ral .que su valor denfro del metal es nulo. 



Yl(X) 
--------~·--·--------·----·--·---- -----

________ ,.._ __ . _______ _ _f__v_c"_, __ _ 

(él) 

--·----·------~flf-· 1~ --- --

Cbt 

Fi~J- 11.2 Esquema de lii formación Je do5 ~upc'rfides 
lllt!l(d fc.:is. (a) inicialmente los electrom?s e:aiín bnjo 
ni efecto de un potencial con5rHntc Jenrro del metal. 
(b) 111 partirse el metal y scp;1rar~.c los fragmentos -
fnrn1ados se establee!.'\ un¡¡ barrera de potc'nci.il cnt:re
la~ nucv<is 5tlpC''rficies que evi1·a el paso de los clec
tronC's. 

De (11.t17) y (! ¡ ,118) se ti.ene tjuc ci" tlumi 1 toniano de perturba-

ción p<l1«1 lo,qrür .la· p;;irtición, d~ lln nu.it¡¡J tiene lil form~: 

~:-.. ~.)·1~~~~~1;~t~1'Y'(~V·Jr~ ..... · , .. 
--;¡:.:. ·.- .~ 

- (". 49) 

l li46) da:· 

( 11. 50) 

ó, en términ•)S·dP. .I~ densidad electrónica .del sistem.~; n~Cf)= ('l1ÁI 
'llf'(rl 1~'"C'nl íiit?i): 
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( 11 ,51) 

Pur.J el caso de uná b~rrerá cuadráda de. espesor 20. y de c.J.tura 
:.>;,"·'· 

Vo es ta cxpres ión toma 1 a f~rllla i .:: 

•e:.,jj~.i[f~~¡q1;'~J~ . n 1.,,1 

donde A es e 1 área dé 1 a sjé-~lcSn' t}~~s~ersa·l de 1 e;péé i~erÍ considera 
- t ;;-->::;; _,-_,- . ·:::~-::)~,··:<:; -_:~:_:- : . ;_ :.¿;· 

.. . . -. ~:<,~ ~-)~ :":>·:~:~_;{:\:·~,~~-. 

El te.oréma· de' ~el lm,bn~~.Feyriinail\· 'eé.· éll:43); 
do. 

puede si¡ir titlli za-

do para calcular)a e'ner9i~ ílly()Jliúada in el·cistabiecimié~tode una 
- -. - . --_-'_ ~ :'- __ '· ; ; .--

bar re r a de potencial énei seho'de:ún gas de electrones consld'erañdo 

di fe rentes 'procesos.: Po;· ·eje~~~í'~; Í tp~~a~~~ri ~~cl'6n·. V~ {x);,Vou.(>.~~lxJ) · 
de J¡¡ burrc1«1 cua.dradu consider~d~/ar1l:eriormc~te da Ja siguie~t~ ex

presión para el cambió élc_ energía en él proceso: . 

AE = l.l/,o.A rd~n~'(~o.) · 
·, o ' : 

( 11 ,53) 

1\quí hemos emplcudonA' envez de nApara e.~tablecer, explícitamente, 

., ·;,:que/~~ a : .. Pª r~~e t. r .i,~,~c.(Ó!!Jff~~)jc,~~;f 1},.~i~:t~p~'.t;d,~~~~!ii~W(Af~:¡.ó,~'t;;~~iA1·~~;;;~·n-:::'.~;:; t ·• .·. 
la deducción de esta' "::cu.:íción es diferente' de la empleada" en la ob--. 

tención.dc Ja exprt'sió.n (11.52) .. 

En vislu de qúc la~• expresiqnes (11.52) Y. (11;~53):represcntan ~ 

el mismo cambio del sistema losresultadO(qÚeºse''~btie~n'enconé:ada
.unu de éstas deben ser Jos mismos. ~n.el'caso c6nsi~éra~o'.J~ igual-

dad de dichas expresiones se ha verificado n~~~ricumént~ obtenindose 

uria, difcr~ncia ~e un'j .parte. ~n JO'l: al ~e~~s. . . . . 

Es necc•,ario not.J" que las ecuaciones (11.52) y (11.53).i'nvolu

.:r.in, ;¡dicic11,Jlrnenú, ,'' ·J energía que nect;it.:m105 para fragmentar el 

metal, un trabajo quL ~º emplea para concencrar a los clectrbncs en

un volu111cn ;.1.ís pequeño que el inicialment•3 ocupudo.: Esl;¡mos a,;í c¡¡l

CLrlando un~ energía m¡; i::r a la que se necesita ¡:iara formar lu super-
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ficie. Para obtener la energía dé superfi~ie debemos restar esta e-

nergía extra u la dada por las e~uacion~~ ~( 11~:52).y (iJ.531. · 

· Cons iderenios el cambio de ener?i'í.~·.~de un:gas'de cle~tr~~~:~de 
densidad N/LL~L1 al ser comprimicfb·df!ide,Gn'~oiuliie~ Í~í~ia' LL~L~ 
hasta un volumen final (L-a.)L~Li. Si•Et ~é;i-E!~e~i:a.Ja enelgía del 

gus con su vo 1 umen inicia 1 y E / r~~l'~~e~tafr~ ;~n~'.rg ía de 1 mismo a 1 -

ser comprimido entonces el cambio de'~nerg(;'buscado estará dado, se 

gún ( 1 . 8) y ( 1 . 22) , por: 

., -E. : ~ ~~~~~f,,{~;:~i1fr 11 '- "1 
. ·. ·.~:.::.-:: :•·.t· :-e:;.•;•··~ ... , ... , \ 

ó,. considcrnnfo sÓlb:d1 i.Úmin'ci'•'1;nea.l .en 0./L en· una expansión en se 
'e::--,:.:.::·.--"·~,.:: -~ .~:-

ri c de potencfos; · ·' >;;, .,., ... ; ·.i'· 
-~~-~---;:~,;,~_:__¡-_;_:::·:·~··.·:e:-, - - "-<:·:' ,. :.>~,· 

· .. C:i-'Et~~ ~~·~1~¿~y~.p ( 11. 55) 
·.>~·< ·,:~: ::: '.:-: .·J. , 

E!; ta cxpres i ón d~ 1 a c~i·r~~i~~:/·1as.'e~pPes.i o~es ( 11. 52) y ( 11 . 53) p~ 
ra obte~~/~1 Ú11lbÍ6° ele cnérgía'de'.ll~ métaL al. ,ser fraccionado: 

La cnergfo de superficie de un metal se obtiene; altern.:itiva.mcn-

~(tj;¡;,11J:\~~:?~t+~;l\11~~1Jf !~~;~~~~!~(~iá~}~~~~~'l}'~~*;''~'qi''.' '· 
} \(11. 56) ) 

':.; 

- l 1 vn 
(! _, ;J) 

. . . 

(v.~ td,\~,·~'(xu).:l''¿r-ciJ ( 11. 57). 

'·· .- : '.:-:r~.::::;,·_.'. .•• -:·'" ; '-_.,_,·_ ). -.~:;: .• :. '·'-' ·. ' -: ! : ' .~ -. . - ' ,: · .. 
donde ñ=N/LLyLi es la\densidad eleet

0

rónica en el interior del metal. 

f\ continu~cián se considera el desarrollo de l.a expresión (1 l .56) 

pJra 1.~ cncr~fo de su¡1.crficie; Unicamente est<i•.'JS interesmlos 'en el -

· dcsarnl lo del r1rimcr térm.ino de esta expres ic"'. pur.•s <>I seoundo tér

mino l i enu una· forma cerrada. 

·' ·:. ,,'t__:· 
.· ,-
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Escribiendo n~(x) como la: superposición de la densidad electró~ 
ni ca de cad'a uno ele los'estados:ocupados del sistema; 

élondc:. 

E· Y\r-;~(x) 
~,,r.~.~~ 

(: i. 58) 

( 11. 59) 

( 11.60) 

Aquí .O. es 1 a densidad de es ta_db~ de 1 gas de· ·e 1 ec t rones en el cspac i o 

de vector.es d<! onda. Adern5s, hemos exhibido expl íCi tamcnte que la dc!:1_ 

1 si dad electrónica ( 11.58) no depende ni del spín· ni de las. componen-

les k 0 ,k1 del vector de onda. 

O~scrvamos q~c la {unción f(k;~} defini~a e~ (11 .60) da, para·-

>.=1, !;; c,irgu electról)ica dentro de la barrera. (i .e~ fuera de la su-:

pcrficie de un metal) debida a todos .. los estados ocupados que tienen 

un¡¡ componc1it.e k de 1 vcc~or de. onda en la di rece i ón normal a 1 a su_peI_ 

ficic; x. El valor de esta función tiende a un· limite fijo cuarído a. -
ti'ende a infinito. Creemos que dicho vaÍor puede ser indicativo.de_ la 

posible influencia que pueden tener los estados que· tienen una c9Ínpo

nente dad.J del vector de onda en ·la 'determinaci6n de algunas ~rÓpiedi!, 

dés superficiales. " 

Para el caso con~ !derado de la ba_rrera de potcm:ial entrc.dós su 

perficics r.iet.'il itas 5¿ puede \ier (Apéndice B) que'la expresi6n.: (11.59) 

toma la forma: 

f-:l rd),. l (h'd1;!(1·,•.'¡.<)t.!..'co:>1 (hiJ-;''r)T>:)h(lc\1) 
qrr•" . lo · - X.~' .·- - · (!f.61) 

." '_- _<_ :_:; ~~ ( l::v 1' r) e (.!:;'•' ( b1·1\). J·-1 
•_·~ U.!':?(l:t\-) ___ 11) C\_c,.l __ ,_.~_Y,_.,a) t (I'-¡·-· - ' - . · ,, ) 

"' - _, "<(c-;.\i.(',t/J) ::ié.v1h,){,u 
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donde: 

)
lli_ 

p.,,,. (l.YG . 

11. B FU14C 1 Oll DE TRABAJO·. 

En las siouientes dos secciones s.e·presenta una revisión resuini 

dn de.do;; .:irtí.:ulos, uno publ icudo por Bardeenl4len el que se hace -

un cfilculo de la d~nsidad electrónica superficial y la. función de-: 

trab<ijo utili:0<ir1do el csqLH.'íllil de Hartree-Fock, y el 1Jtro, public(ldo 

por Lang y Kol11/'·1, en el que se formul iza la expresión (11 .30)· para ·. 

la función db tl"ilbujo considerando l.:i extensión de .la· teoría de Ho-

hcnbcr(J1 l~ohn y Slwm ;11 cuso de sistemas con un núr:iero variable dé.~ 

pürtículas. 

\ 
' 

11.4 LA TEORIA DE BARDEEN 

El objetivo principo) .de la teorÍa'de Bar.deen es la realización 

del c51culo d·: 1,1 cst1'.ll(.tura clcctróhica.dc un metal ·ideal con una -

superficie p;11:a ·al>ten~r, con base en 'é¡"; esquema de Hartree-Fock, la

función de lrJbajo con¡o la niíni111<1 e;.;ergía de (onización del metal. 

Corno lwmos vÍstCJ; las ccu.acioncs de Hartree-Fock para un gas de 

.N e 1 ce tron<!s qu·e ocupiln N/2 es taclo$ dob 1 emcn te dc'generados están da

dils por: 



( 11 .62). 

dond\' .\J(r) es el p~terlci~J::a~;.¡;~~lornb del s~stemá y 
;·~l ;. ·:. ' ~· ,. ·'·'' 

(IL'.63) 

;···_>" ':':· 

Aquí la suma es s'obre las 'p¡)rtes' orbitales de las (Lindones de onda, 

lVL( i') 1 y en cons.ecuenci ¡j el fac t~r,d_~l/2 en J(d~~resi6~. (11: 6J) -

ilpil j·cce porque e 1 oper¡¡dor de' i ~ i:er;ámiif~ ~s ~fec ~ ivo ún 1 caníen te pa~ 
ra e'lectrones de spines paralelo¿/ .. · ;. ; . . . . · ..... ·.... . 

. . . '• . . •· . . . . ' .·• . . .. · '. .. . . ' 

En vez de .ul i 1 ,iza.r 1 ¡¡ ~eFLnJci.óD'~( l/'.63lAI'! ¡· oeerador.~de ]nter~~ . 

cambio en las ccuacioirns (1{;62) :s'ci~tÚi~a.un potencial de interca.!!1. 

bio definido 
·• -, »" -.--. : • ~---. 

-- ' . ~ ' - ~ 

(11.611) 

donde se o~snrva que el potencial a que está sujeta cada partícula - i 

depcntlr. <k 1 t:s tado en que se .encuentra .. 

Considerando a cÓ1il inUación 1~ fOfnfü ils'lntó'ti'ca efe· fas 'ftlr1éio

ncs de onda 11'¡ dentro d~l metal,· ¿da por (11.31), se ob.tlene. que el 

espectro de cncrgí,)s de los electrones del g¡¡s _eslá ¡lado por: 
. - ''.' -, 

, ...... ;_. >~• 
E • =- .3.. ·t''üº• .A;:: ·.: · 

¡ lt. 1: . • •.. '' < 

. . .,. ¡ ..... : . <·; 
donilc 1f. y Aii.º son, rcspectivumente, el potencial 

el pott:.nci¡¡l deint~rl:umbio.erl•ef int~ribr delrnct~l\ 
El v¡¡Jor 1ninimo'defos~~egafivo;' de la; encJ'.gía; (J L.66) el;¡"'º --- " - ' ' . -· - -,- .. _ ,- -- -, - .~ J ' . -, 

tonces la función: d~. trabajó:·· 
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. lt 1. . 

\() = -. .......t. - Vº + I~ º . · .. :1. .. ·· .. lt,. 

El problema práctico fundamental en la. teoría cxpue~t? e$ .;,1 -
cálculo del p~tencial de intercambio (11.6.~) ya qUe las. ey.u'acio1:es -

. - ,' .- - '-, 

(J 1.65) se deben resolver autoconsist(:ntemente y por. lo.éfanto involu 

·eran cierto número de interaciones .. Este pr~blema esrcisuelto po~ :-· 

Bardeen manteniendo la forma de dicho potencial inv.ariante¿'lo.Íar

go de todo el proceso iterutivo, en el ,que sólo var'íacel pcÍténcial -

electrostStico. Como el poténci,al ·de.·inte~cálllbio'obtci~ida.·i:o~;l~s
úl t.imas funciones de. onda resulta similar alpropuestO,'cs~·p'roc~di -,_ -~ _ _: __ .. ~ ~--~' .::_ __ -:;: :: . ' ,::. .. _, ~: ~--·-_v- _.-: :-·. ~ ·_, ~---· 
miento se justificu. · · · 

f.ldicionalmcnre a lns c.'íJCulos involucrados •é'n la i~~:rí~·dcis~rr~ 
! lada, 13nrdceri i11ten'.1 considerar el,éfeé:to g.ut lü nó inClusión·de -

J;¡ correlación electrónica introduce .en sus
0

~álculos .. 'Para éllo rc

sue l ve l .Js ccuac i onc'. ( 11 • 65) sustituyendo Ai.. (1') por un ;t>te~ci~ ( -· 

P->fi(:i.) dudo por (l+c·~·Cx:l dentro del metal y en liis 'inmediaciones 

de la superficie, y por el poten¿ial imagen, Í/l1x, lejos de la supe,:: 

ficie. El v.1Jor de e empleado se tomil. como la razón de la cnergíu - . 

de correlación. a la de intercambio en un giis homogéneo de electrones 

·:·;¡, ... ~,.. Est¡·; crud·· :inr»:dmacién del· jJotencial dc·c..,rrel¡¡ción le pr~ 

Juc~ buenos rcsultad0s ¡o que el valor calculildo de la función ~e -

·.t:rubajo utilizando el ptcncial C.;¡tx\cs m5s cercano ni valor experi

mental que ,1qucl ohlenido al einpleur Ai(x) .... 

A continuación ~c. reproducen los re~uJtados'obtenidos por Bar

deew en fonn.-, de t<ibla. 

: Tabla :1 ,'._{l; cÓni¡Íar~c i6~. dri1~diduiéi'd'~i'Vi{b\;:J¡/1i'~·rd~'env-·;::, 
par" la f~inc(óíl d.e t.r5bílJO'.''de\so'ciio .con' fos: válóres.· e:5_ 
r11~1 iir¡cntuh:~s.~ 

funci~n de trnbajo 

fuerzas de 
~orrclación 
omitidas. 

2.0 

;.uems de 
correlación 
incluíd~s. 

2,35 

exper irncnto·. 

2.46 
2.25 

.'•. 
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11. 5 LA TEORI A DE LANG. Y KOHIJ: 

/ 
En l.:1 prcsc11Lc seccción sereproducela expresió11para la fun-

ción de t1·abajo d;:ida por Lang y Kohl1 ~~ su'artfculo de.1971. Dicha 

elÍprés ión ~.e bas,1 en u11<1 extensión éle la teC>ría de.~lbhenberg y Kohn 

' tB1 que introduce ia.posibilidíld dec~nsidé~Ú·únndme;ó ~ariable de 
, 1 - ' .. - . 

electrones. La teoría nsí desarrolla.da ~~.~mplea.erí,tónces para ver!_ 

ficar la v¡¡l idcz de l<:i ecuación'(11.30)'.~·.~· .·; .· . '"'} 

Conio vimoscn l·a.Sccción l.3;:ra·ener~ía'.-Ú~nigás de.Nel
1
ectro 

ncs sujeto a un potcnciál cxtcr~o,'\f(i') ,.o~t&~aaa p~~: 

Ev ( n) ~j~(~)\1(~)Hl}~tVl)'., : ( 11. 68) 
"•'•·: . .. >-' ' " 

donde G(n) es I¡¡ fu1icionul de Í~ d
0

e1\sidu'ti ll.A6) y t¡l es el pote.!:_ -

ci¡¡I elccLrostiitico neto del. sistema. 

Cons id~rcmos ilhor¡¡ ~n conjunto de sf~tcm¡¡s ~lectrónicos macro2_ 

cópicus a tc~1perntur;i d" ~ero ab:;o.l11to Y:·dcfí11idos .por potencial·es 

cxter:1os, v(i'), y pot·cncialür. qLímicbsp, y supongamo~ que· la res -

trlcdón: 

. sobr~ l¡¡s posibles 

Oc f i naíl1os: 

' E.o lOP~CS ~ p~ ~--ª UnJ 

( 11 . 6 'l) , se t i en e: 

' . ( i l. 69) 

(11'70) 

satisface·-.· 



( 11. 71) 

Supongaa1os aho.ra que ni:,,,.(i') y nlf¡¡11 s1irJ. 'representan· la~ de.1:.ida

des electi'ónicus correspondientes .al° potencial \r(r) con pr/tenciales 

químicos /A;• ¡J.+5µ 1•espectivamente. Los dos· potenci'ales químicos des

criben dos sistemJs que difieren en el nGmero total de partículas -

por óN: 

( 11. 72) 

. \ 

. Se. tiene que el cambio de .ftv,(;baJo, la .var,ia_ción &4 está dado, · 

a primer orden, por.: '\\'. •-.•'·.:.: ; .. ~:··., -·: -

s1n~ .. ~c~1~ E~t110ií•·~:]~~§~:tr~:~1~Ítc5M0;i.s-•· .. ~-· c11. nl 
- - <" ~:· ;- .':'.-_:.:.~ ,-- -· -_,.~~;~ ·~. 

donde 1.a iguvlúad r.011 cero 'ses igue ~~ la'•B'eú~•r~i·¿n• .. t~rmodinámica 
·-~· • \-'" - e;·_ .~.< ';'/··'· 

de potencial q1Jíinic:o á T=O K. -~~-.,-,, . ·'.' _:_--~-.,: 

:, -;<_ ~~::~: '..'. <":,'~";_·~.- .!-:1. ·~-

Dado que una· variación peqúeñ~·y:arqitrai"ia '.<le Í~d~~~id~d, ó ,-

es una sum:.i única de variaciones de]o';,ti~oi(,ó·, :-Y 6~-~~ sigu~ que -
. ' -~~.: _,·::.~,, 

en genera 1: 
.. . .. 

&n ii,¡<( 1-'~;:.o .· 

,, . :.> ·.~: . ·-.;' 

ConsicJcrunos una placa mctál i¿·¿j:~n~u:t~a de dim~nsiones macroscó

picus. Si n(r) .es l<J d~nsidadc]eétróni2~'~orrcsp()ndicntc alp~ten-
c i il 1. c1c 10~ núc 1 eos, .11 pofcncl~f.qufmfcój!º/3F11IJ;ne'ró i:ot:a rae· e--

1 cctroncs de la pJac;:a, sc·ticne, de'(iJ.68);· (11-.70) y (ll'.711) que -
¡ ':. _. . - ,- ·, '.--.... ,-_. -_- --~-- '.~: .. ' ... -. '; : -~ ,-,, ·, .. 

p.Jril una variac.ión pcruciiil dc_ 1.:í dcnsid.id_,.&n(i'):' 

1 ' . . •... · . > . .', 
Í((('('l')+b 6(~))·-_&11('l'.ldi'. -. µ.~N.".· .. o J . ·· Ílntd ·. ·· . · .. · ··. ·· . 

( 1 1 . 75) 

de donde se 5iauc, considcrwndo varfwcirmes arbitrarias que conscr--



ven el nGmero de· partfcu\as; que: 

con µ' . cons tnn.te·. · 

i>G[Yl] · 
In('(-)+ -- = H 1 

' . 5n('\'l ,., ( 11. 76) 

·Por otro lado, cons.iderando en (11.75) una variación arbitraria 

del tipo &l, se 

( 11. 77) 

;:·.:'e;:'.->-.:.: .. •-'_,, 

La l'unc i ón de· t'riibpjc{es ¡'.poi· def.in ici ón: · 

( 11, 78) 
... - ~-; 5 ,-

. ·. x-.';¡f:.r~}i•'S::;H~.:~1·}~~~t.!S:~W.~Fn~~~tit~·~\¡,;;.f;f;tf·"t1~11 :iJ .. .,, .···•· ~;·. 
don dé ~qi(0?)11~5'' ~1\ 'pot'~n:C'i~i i'eféc't'rostát i~o; le}~s: de í a ji 1 acá: cons i der~ 
da y . E"' cs .• ).a . energía del e~ ~~do': bas~ de .Í a p 1 aca. ccin . M. el eé t.rones · y

cnn N.unidadc~:dccor;g¡] po~;ii:iv~1.,De Úi.77) ydci la definición .de p~ 
tcncial. c¡utmico sesi~ue ~úe'(11;78) se puede escribir.como: 

( 11. 79) 

donde: 

' ( 11 .80) 

. ··, 

Aquí (). derml<i .el prom·,dio dela canticlad'cncerrada en· él inter'ior -
:..":' ... '· ··:',:_ · .. :'; 

cJel mcujl. , :.)'.'·. .: .· 

La ccuac i ón ( 11 . 790 és cqu i v¡¡ 1 ente. a. la ( 11:30) ·-~. ffaei en do, pües, 

re fe rene i u ,) l.; deduce i pn. 5e obscrvi] que 1 ~ 'def'i:~i~ió~ :("f'r:'3or cons i 

dcrti todos les efectos Je nruchos cuerpos:. · 
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CAPITÜLO 111 RES~LTADOS ~ DiSCUSION 

111.1 · Et!ERGIA SÚPERFICiliL 

Tom;:indo el v;:ilor de energía de Fermi y la 

función de trabaje Se híl calculado p'ara- ~lguncis'me1:oles el Vulor de· 

la expresión (11.56) tomando la dif~renéi~ e~tre,.lafiexpr~siones --7 

( 1 1 • 52) y ( 11 • 55) . Los res u 1 ta dos : así obten i uo,s se han compa ru?o -

con los quP f.e.obticríen ul calcul.ar-·1a difere-ncia: clt, las expresiones 

( 1 l. 53) y (11 . SS}, observándose qu~. ambos res u 1 ta dos son i gua 1 es pa

ra el mismo espesor.de la barrera. Lus gráficas e.le. los valores obtc 

nidos_ pura /liurninio y Potu5io se muestran en la fig. 111.1. 

Como ·~ra de cspe r_Msc, 5e observó que d1)spu6s. de un cierto esp! 

sor de la burrera ya no eru. necesario ~cgui r invirl icndo energía pu

ra 5C'pnrar n1<ís l;is superficies n1etiíl ic;:is. Es.to proporcionó un ~ri L~ 

'rio p;1rii cslnblccer ""que circunslancia5 se puede consic.lerar que se ... 
han fonnado dos supc~ficics lnclepen~icnles. 

En l;:i l<1hlü 11 rcportmnos los rcsul tados obtenidos para I¡¡ cner 

gíu tle superficie de c;~da uno de los -metalr~s considcradb·s. En todos 

los cJsos el vnl.o.r rcportailci es nquel 0;1tcnido n;cdi;:in_te _(l 1 '.56) y•-
. . - . 

(11.57) p;ira un espcsnr de l,i bnrr<ir,a;dº .Polcncial de una,longltud -

ele nnda dc.Fc1;mi. Tn111bién reportnmps:dn la tabla lllos'c¡¡mbios.p~r--
unid.id de ~upórficie; formaéJ¡¡:.J,<i'·I.is:cndrgfa_s potenci¡¡l' y éinética ~
del gas' de.o,>lCCll'On('r de_l mC!tal 

En l<i Fig. 1 IÍ.t damos una gráfica de Ja energía de superficie

contra el p;iriimrdro r,,dcl, g¡í~·_deeJecL.rones'pilra una función de tra 

bajo fija _de 3 1:V. En l;:i misrníl (igúrá mostramos Íos .rPsul tados re-

portado$ por La11g y Kohn; y. los "valor~s obtenido~ experinicntalmentl1-

!-_ 
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1. 
Fig. 11.1';'.f.'i Ereraía. necesar.ia para establecer una. ba 
rr~ra de potehci~I de espes~r 2o. entre dos superfi--
1: ivs mctál ic¡¡:,, La al tura de la barrera sé tom3 en -
..ie1!1os casos CC1'10 !;:i suma de la cnergíJ de Fenni y l,1 

funci6n de trabajo. El ~je horizontal esti graduado
cn longitudes de onda de F~rmi. (a) Aluminici; (b) Po 
ta~io... -
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Tabla 11 

Resultados obtenidos para la energía de superficie de -
algunos metales. La notación emplc;ida es como sigue: Ei' 
ener9ia de Fermi (en eV); FT-funci6n de trabajo (en eV)¡~ 
RS-¡;nr5n1ct ro r~ (en radios de Bohr); ES-energía del su-- ' 
perflcie (en ergs/cm1

); EP-cambío en Ja energía poten-~ 
cial del sistema (en crgs/cm1

); EC-contribuci6n cinéti-
ca a ES (en ergs/cm1 ), 

ELEMEllTO EF FT. RS ES EP EC EC/ES 

Li 11,74 2.38 3.25·· 736 628 loB. 0.147-
Be 14.3 3.92 · 1.87 , 5699 6535 -BJ6 -O.J47 
Na 3.211 . 2:.35 ;"3.9J, 3811 265 119 0;3\0 
Mq 7.08 ·. 3.64 2.66· 1655 1393 261 · . 0.158 ·· 
Al 11. 7 11;25 2.0]. 11097 11132 -35 ,.::0.0.09 
1( ·2~ 12.' 2.'22 ··:._ ... :lt.86" .185 101 ,93.'·> -"º•~52 
C.i 11.69 2.80 3;27 759 • 588 . 172 ··• '·'0.226 . 
Mn JD.9 . 3,8f ... 2;14 3525 3612 ."87 ··, -0·~·025. 
J=r: 11. \ 11;31 . 2..12" 3755 . 36611 <-• 90~··<·1~0;024 
C11 7.00 l1',l10 · 2.68 1718 1291 428 i ·0:249 
Zn 9.·li] IJ.24 ; 2.30 281111 · .2580 . ·263' .. 0.093 
Gñ lD.11 . .3,96 2.20 3276 3232 ·· ;45 .···•. '.0.014 

~~ ~:~~ .· ~:~~ ~:~~ ~j~ 4ij' ; 'l~b ' ··cg:~~~ 
Mb 5.32 . 3,99 ·. 3.07 10118 708 .':J40 / . . 0.324 
[\~ 5,119 11,30 3 .. 02 ... 1131 '7~4 .<•387.· 0.342 
c
1

nú ¡,.117 : 11, \O .2 
2
.;f

1
9
1
. . 1877 · .1525, < ... ·.3

1 
... 
9
5
7
2 ...... '.< O, 188 

3.63 3;80 23119 ·2151 ,0;084· 
Sb 10.9 11,0B 2;]11 .. 2585 '3563' ;,22· · 0.006 
Ce · 1.59 1.Bl 5.61 106.· ':55\ ?51<. 0.481 

~~ · ~= ~j ~: ~6 t &: ,i;r~·. ).·~~i'-:'.:.· ·~~~ · · .g~~~; 
Ta 8,15 3',70 2.118 2114 d9D5<;:2io' 0.099 
RS2 12.$3 3.00 2.00 112115 5140~· ::~895 c0.311 

-~1fr~·:. ·~~h,~i.~Af,Jf ;:i~".~~-{~í~~;~.~~-~.~~l~ !~~~~~~¡~~i~;~{v~l~~~: .. ~·. ,: .. , .. ¡:.~t1'.tfr~f~-g ;:~~~ ??•;·· .. · 
RS6. 1~39 l 3.00 .. 6:00. . 98 . :33 '64 ' ·. 0.657 
m 7 .oo 1 1.00 2.68. 1202 1732. -530 -o.441 
FT2 7.00 ?.DO 2;68 .1380 155/1 -1711 -0.126 
FT3 7. 00 3. 00 2. 68 153 5 1112 5 11 O O. 072 
FTl1 7.00 11.00 2.68 1696 13'l5 372 0.219 
FT5 7.00 5.00 2.68· 1787. 171111 51¡3 0.304 
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Fig. 111.·2 Coniparacíón de lós re,u.1 tado' tcóriceos para 
la Pneryía de sup~rf¡¿¡c obtenidos en est~ trabajo con
los Vulnrcs obienidos por Lang y Kohn y,¡,.,, valores ex
pcrimentJles. La íunción ·de .trabajo uti !izada en nues
tros c51~ulos fue Je 3 cV .. 



d~ mediciones ~e'la tensióri supérficial de los metales fundidos en·

equil ibrio~con ~u f~sc sólida; 

Se observa qu,, tnn to nuestros resultados· éomo· ·1 os· de Lang y 

Kohn fJredicen razonilblemente bien losva.lóres ·experimentales· en la -
, . . .· ··; 

región de b.:ijas densidades. Para'deli~idades interméo,ias1Y.'altas --

. nu~stros rcsul,t¡¡dos se comparan cual i1:atiy~m~l1te bien col1 el ·~xperi
mento mientras que los ele Lang· •/ Kohn mu~~tran un comportamiento que 

,·/ ¡:,, 

se aleja de lo espcrn?o· 

Para obtener unn idea de la Jnfl'uericia que· eJ~rc~ la .fúnción de 

trabajo sobre el valor de la en~rgía s~p~rh~ral h;mo~ real izado el

cáiculo de es le 1jltimo parámetro como-ful1~·iónidel primero' pa'ra una -
'., .••. ·: .. •i' • .. ' ·.:. . . . ·\ .. 

densidad electrónica fij;:i (€F='7 eV); Los resultados~ mostrados en Ja" 

F.íg. 111 :3 Índican que Lis· va'ria~iones en 1~ func.ión de trabajo eJ7..!:, 

· 'cen una influc·ncia comparntiv.an\e11te menor sobre la e~ergía d'e super

ficie que la~rjercida por variationes.en ei parlme~ro r : 

l.os co111ponan1ic11tos general.es de la energía de superficie mos"

trac!os en lilo Figurns (111,2)' y (111.3) se reflejan en lo!' valores -

de di cito p;:i1-.írn<!tro reportados c·n·la table 11. Así,míentras· los---· 

cambios in;porl1ntc-s de la eriergía. de superficie se deben fundamenta.!_ 

mente a varí,1cicme~ del parámetro r , hay· casos, v.91·. Magnesio y C9_ 

brc, '"'n las· que un;; vndación comparativa?1entc.clevnda de 'la función 

de t1·ab.ajo explica porqué un material con un valor de r ligeramente 

menor que el de otro materia! .tiene un~ energía de superficie mayor. 

Un an,ílisis m&s completo de la tabla 11 indica otros aspectos -

sobre Ja naturaleza de la ~nergía de superficie. Se observa que la

~:~;~'c;~n t r(buclÓ~,'c i né ti ca a,,J a•:energ ía~de super fi ci e es' re 1 at ivame11te 'im 
. , ,.,~y;:·r.¡t'.::" .¡· .::.:; :~ .. : ..... , \:;';.,,:: ,. . ..... , . .,, .. ·'~J:-.),;.t·l;-.. ;:7 ~ :.· .- -:. ~~",¡:~:f'i'" -: :::- ---,: .. --::, ;;- --~~-: ·. ¡"~-~ --- '. _~,;~-::_';· _/_·-:·'1:~·- . ; - .. 

·portante pi:ira meÚ1lt?s de· llaja·densidád el.ectrón'ica. Al aumentar la-

jens·idad lil contribución cinética pierde importancia .Y para metales~ 

muy densos ,1lrnnza i,ncluso valores negati.vos. Se observa tanibién -

que el efecto de incrementar la función de trabajo para metales de -: 
' 1 

densídad l'ij<J c•s el ¿"aumentar el peso de la cont'ribución de la ---

enc1·9í,1 cin6tica ª·In. energía. de s,uperficie; Este hecho se relacio

na con el inayor co~f in;:imi~nto él~itr6~ic~ en los bloques metil icos -
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E Y\e. ,gía 
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Fig. 111.3 Variación de la en.erg 
función de 'tr<:>ba.jo para· una seri 
caracterizados por una ~nergía·d . "., .. 
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formcidos conforme ¡~umenta la·aitura de.la.barrera de potencial. 
( . . 

La densidad cdectrónica ·como función del espesor de la barrera-
' . 

de potencial se· hn calculado. para algunos materiales desarrollar.do.-

la expresión (11.5s}. En. la F.ig; 111:4~e nil.lesti-a la .evolúción: .. de -

1 a densidad e 1 ect rón i ca en la veci ~dad de l.~ barrera de ¡fo t~ric ia 1 .::: 

con forme és tn se ensancha. Se ·obse~v·.:i que di cha. densidad pres en ta .~. 
var!.:icioncs ílprcci.:ibJcs sólo para· espesores de.la i:irirre~a d~ 0.·4 --

Longitudes .de ondu de Fermi o menores. Para bar;réras m.á~ anchas se -

puede considerar que se han form~do dos supérfici~s inetálÍcas>inde~
pend i en tes pues e 1 perf iÍ de densidad asociado con~ cada una ·de e 11 as 

yo no v;:iría ,1preciableme.nte. y· 

f\ pcsn1· de 111 aproxima_c.ión relativamente simple emple~da p9ra< 

obt !!110 r J ü5. ÍllllC i oneS de onda y 1 Q 'dens Í dád. e 1 ectrÓn i Cil hemos_ ,ob t_enJ.. _ 

dci n,~u 1l ndos que di f 1 eren por un fac tbr pequeño de 1 os res u J tados, -

ex¡rndnici1tales (e$tc f~ctor varía entre· 1 .Y 4 en. todos .los casos CO!'., 

sidN.iJdos). Crl:c1l'OS que ésto•se•debe·eséncia'lincnte ¡¡que una'barrcra:-' 
. - - . -

de. polcnci.1l cunúrada y su densidad elec.trónica usociada no present!!. 

r5n formas fundamc•ntülmente di fe rentes n las involucradas en modelos 

m5s completos y, c0mo se indica por la expresión (ll•Sl), son .. cs't~s~· 

cantid<ldes .F.u11ua111entales P.?rael 'c51culo de. lu. energía de superficie. 

Crée1110•; que. la ~lscrepiíni:ia ·entre los resultados te6rlc;;~·~bic~ 
nidos y los v;ilore's clxpt?:rimerilalesse vcr.ía 'disminuída si se.¿o~;id!' 
rara la cont1·ibución de lnred a la energja .de superficie~y ~é,lltll.L 
Z~ r;in modc 1 OS más. reü J i 5 tas'c~~·lfi es truc;t~ra. je UJlil··~.~pe_rf~~-l~x:· c6ii 
sidcrcnms, pnr ejemplo, Jo que·podría ser '1~ contribuciónia lá'Cne'r-'~ 
gía de superficie del r~Jaja~fcrítoj.i1os iito1ii~s superficialc{de un 

nieta 1 •· 

Se s;:ibe que JosJiitomos s~perficiales .. en un metal no. guardan 

entre ~¡ el r.•ismo üs~;iciamiento que los <ítomos del inte.rior. Dlcho

espaciami,•nto es mcnc;.r eri ·la superficie como consecu,,ncia del desb.;-· 

lance de funzas que sufren Jos. át'omos <le la :.uperficie al formarse-' 

j~fd ~h-. ·1".1~, ~._ .. ~1 (),:• ~·. ·~·1, ,.,~,- . .,. ~(._'. -. "'. fi•,. :. ! ·- "\ l'~-:.f)t°!.'.t ·t .. :"') .. '"<-.. _,.,, .·-"\t, .. ,. > - ··e~~, .. ,·,. ,. ·~·:~Ji :,,1_,,.y·,·, ,,~, ~ : i --"~ .·:'.·, '--~· 
·-·'· •. .,., " .. ;ést~. Efl nu~str,on~odel,o~poc!el)l~s.

1
·ci2_nsiderar esta.,sit~aci_~O int.~C?du·-- .·, 

~i~1;,~::í:\"!; ~\i~i1'.'.é1t'~ri,db"rl¡;8i0'5/~¡;;;11Nt'énc'i'alft~~\'~ lfe!lfór\. s~ii~rf i·t ;'a·1· e¡ü~~;~~r r~s~n.;·~r J~>:~M! .. ''·· 
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¡ 
Fig. 1·11.11 Evo

1
lución de lil' dcn5id;id elcc;trónica cercil de 

l.1 superficie de.un metal ul.aome11tar el espesor, 2a., de
la bJrrern de p·,;tcncial •. Se prescnt<i el CJS<> r,=11,0, con
un~ función dt• t'rnbaJo de 3 cV. Los c.ciso:. csqucm.:itizados
son: (¡¡) 2<t~o.on,; (b) 2•.i.=0.08.\~: (e) 20.=o.11,\F; (d) 2o.= 
o. 6i.;: (.,) 20.0

' Ar. 



la mayor JlrilLCión que sienten los electrones por loi iones mis con

centrados en la superfic.ie, F.ig, l l l, 5 

í 
-----· -·-LJ 

Fío. 111.5 En un metal real la mayor den<idad de iones 
en la superficie tenderá a formar ,po7.os d1, potencial P!!, 
ra los electrones en las regiones de mayor densidad. 

El hecho mismo de la relajaci~n de los 5tomos superficiales 

habla yu de una disminución 'de la e.nergía de supedicie, sin-embargo, 

se puede ver en forma sencilla que· la forma del potencial dada'en la 

Fig. ·111.s ,! levará a una caída de la enerqía sup~rficial si observa~ 
·,. - - . 

rnos que los pozos de pote~cial ·intrqqucidoi a los lados.de· la, barre·:. 

r1l h.1rán bi1j,1r el vulor.de. la expresí?n (il.51). Considerando adfci~ 

nalmentc qu~ 1.a forma delos' pozos ,introducidos·ruede depender c:lcl - · 

plano cristalino qu-: constituya la superficie se ¡)uede intuir_ú~a ·de 

'' \p;)ridencíu 'de 1.i' ~;n~rgí~ ~~pci·rr'r,ci,al_ c?n ia or i~nt:ición d~ 1'a ~úr~rfl:-, 
CÍ1!. 1 . . .• ' 

La contf"ibucióri-u .la energía de superficié.d,;bida a. lil i:~te~~:é:
ción de los ion~sentrc'sí:yéon· fa nube e_lectrónica no se pu~de.vi~ 

·; sua 1 ¡'~ar e~~. ba\~ a)las e~-dr~,s\~n~s 'de; a rro.1 la~as~ . Langy . Kohn. ha~
. oht<'n ido cstu cC>~~.r¡buci¿n ~ I·~ en~rgía superf.¡ci,il yhn°n m~jorado· :~ 
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notablement.c. sus rc!slil tados .. Se observa en sus .cálculos que la for

ma de la, densidad elect1'ónica· 'e( importante y en consecu~i:í:ia s~s co 

rrecciones no son .fiici !mente apl [cables ·á nuestros resul taClo~. : -

Para concluir esta sección .se pre~~nS~ !a.gráfica.de· la fc'nción 

f(k;}.) para J-=1, ce., ( 11. GO). Como habÍam'os Lom.en~ad0~7 d~~ha: fµnción 

daba el pe$o del total de estados cor(una componente'; V.je: dada del -

vector •de onda a la carga net~ f~era,d·~ la··sup~rfrt;re: Acompaña~os- · 

la gráfica de f(k¡i\=1). con la de la c;ntribución a la.corriente de:-

tunelajc .de Íos estados con una componente "k.·del veétor de onda Clll 

.Fig. 111 .6. 

1 · 
.í -

: . ' . ' . . ·~ ... ~:> .. '. ;·,-
La s imi 1 i tud cuol'itat iva .de las curv~s dela F'ig. 11 i .6 hacú --

pcnsal' en la utJ.!idap q~e pu.edetener 1.a forma de 

ncr · i cÍcas •fü;Ú¿a: de ·¡ ~. i~pb.~t~nci a q~·e · t ¡·en.en· 1 os 

f(k¡i\) p~ra obte-

d iversos estados -

clcctí(inicos.de ún .,;P.tal e·n:l.a i.nterac•c.ión de diversos sistemas con

unii SUfH!rficic. Porejemplo, en el caso ilustrado se puede observar 

; 5~ 



que el H·3miltoniano de perturbación' sobre losel.ectrones en la_~arrE_ · 

ra actúa de tal forma que aumenfa r~·P~.o.b~b(Jidadcd~-}:uheÍaje 'de los 

electrones con valores grand~s,de .. k;'.Esfo,:h,écho n,ci;,resulta,'.sine¡n--

de los elect'rones con k'-k,,. · 

111. 2 

En 1 a ¡iresentesecc 10~: se ,:riporta~'.\{Q'/~.esultados para Hidrógeno 

met.'íl ico de la·sóludóh,de la~c'ecuiÍÜ~~e~'';•(Í¡ :36)-(11,38) del mod'elo 
-.· ., ·. . ·.. . . ~ ·.,..·: ,,.,_ ., -..•. ¡ " ' - . -

de Lung y K9l10. Los>viilores>:obt°enidos-:rti~~~-ia';d~nsidad electrónica, -
- . . - - . ·-.- . . - . - . ' ., .- . -. ' -- ' ~ ' 

el potcriciill ef~dtivo.y el potc.nci~lelé¿i:r9stático' se dan en la ta--

tivo fué 111enor del 1~:· ·~n elJf]te~io¡.-~cl'mctal y .fuera de· él. En la -
• ..• ·. ·.·_· .·· 1 

región d·~ rnuyor·wJ1'Í•1ción del potén.cia.I. l_n autoconsistencia fué menor, 

'.;ohr•' tod" en las r"9iones en que e-1.potendal era pequ~ño. Aún así,_ 

lu ;,.:toconsi•.\'cnd~· <•,11 dichas rcgJones se puede considerar menor que 

í! 1 ~' ·'. en p r 1Jr~,~d i o. 

La func iGn de irab~jo obteriida fu~ de ~.77 eV . 
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. TABLA 111 

Vülores del eotenci~l el~ctrostát!c~¡ <(I(~), del potend~l efectivo, 

. 'Úef (x), y de la den_sidad electr:6nic~, ~(x) ,_para eL cakb dehidróg;:_ 

no i~etá 1 i co. .Los pote ne i al es _se.~¡ de11 'én,e~e/i{ía~ ~e Firmi"(EJ: .,,50 .1.~V) 
y 1 ¡¡5 dens ídüdes se dan en términós d~ ñ. La ~o~idón', )o:;• ~~·pide ·e.::i. 

' o .'¡ _, •. --~, . 
longitudes de ondü d¿·Fermi¡ ~F=l .6_7A. ·· . 

X n(x) 

-1.20 1.0005 
-1.15 1. OQQI¡ 

. -1. 10 0.9995 
:-1.05 0.9980 
-1.00 o. 9962 
-0.95 o. 991,1¡ 
-o. 90 0.9931 
-0.85 0.9926 
-n.80 o. 

0

99?7 
-0.75 0.9930 
-o. 70 o. 993 o 
-0.65 0.9921 
-0.60 0.9301 
-0.55 0.9861' 
-o. 50 0.9807 
-0.115 0.9805 
-o.4b 0.9715 
-n. 35 0.9S77 
-o. ~J J. o.~·357 
-o. 25 i). s j46 
-'). 20 ;:•."'177 
- 0.-15 

1 
(¡. 711 l 5 

-o. 1 o o.6638 
-o. 05 o. 57116 

11, ()(1 ) . :.07l¡ 

0.05 o.·. _-r,5 
0.10 o. 3274 
o. 15 0.2$91 
o. 20 o. 026 
o: 25 ú. ".i70 
(\. 30 (1, i 207 

0.35 J. 0~2!t 
0.11·'.! (j • .J/05 
o . .'1S o. '')35. 
o.·:.c1 Ll. Qi,1)5 

o.~r tl. 0306 
o. Í'l() 0.0230 
0.65 0.0172 

lfif(X) 

-0.9975 
-0.9971 
-0.9971 
-o. 9963 
-o. 9958. 
-o. 9953 
-0.991,7 
-0.991¡1 
-0.9931, 
-0.9912 
-0.9883 
-o. 9811/ 
-0.9803 
-o. 97119 
-0.9653 
-0.9552 
-o. 933'.l 
-0.90'.!0 
-0.87)3\ 
-o. 81: ).'1 
-0.8C•79 
-o, 7'601 
-0.7021 
-0.6272 
-o. ;;31 r, 
-0. 433'.J 
-0:3531¡ 
-o. 2872 
-0.2330 
-o.1BB3 

' -o. 1215 
-0.091,s 
-0.0733 
-o. o:,t¡9 
-0.0390 
-0.0253 
-0.0133 
-0.0029 

i¡¡(x)· 

0;]306 
.. 0.72.89 
. o: 7271 

. Ó.7250 · ... 
:'0:72,25 

.. ·0:7191¡ 
:,p:7}59 

o. 7117 
.. 0;7071 
0,7018 
0,6958 
0.6892 
0.6821 
o.67113 
o.6655 
0.6556 
o: 611111 
o. 6306 
0.61111 
0.5930 
o. 565"7 
0.5298 
o.4825 
o.4206 
{},3393 

. 0.2536 
O .• 1976 

. o .1470 
o. 1098 
0.0814 
0.0599 
Q,Q/¡36 
o. 0315 
0.0225 
o. 0158 
(', 0109 
0.0072 
0.0047 



X n(x) 1Ji¡(x) C(l(X) 

0.70 0.0128 o. 0063 (.i. 0030 
0.75 ·0.0095 0.0147 0.001Z 
o.so 0.0051 0.0221 o~ 0'118 
0.90 0.0038. 0.0349 1.000;; 
1.00 0.0020 0.0408 I O. OOOU 
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APENDICE A 

En el presente 'apéndice consid~ramos .la deducción d~ una.,cxpw 

sión pill'il el potencial ele~ti-ostáti~6 'prod~cido por una Ílis.tribui:ión 

de car.gil rjiinólo: ~res'c.nt~ var·fac iones e'~:' la .el i rec~ión delej e x. 

Rcprescntarem6s Ta densidad d~ carga conside~~da como Ja super

.pos i c.i ón dcb i dil a una. di str ib.ud ón de carga' positiva 1. n+(x)' y. una -

distribuc.ión de carga negat.iva de magnitud n(x). L¡¡· densidad total

de·ci.lrga queda dada así p~r n+(x)-n(x). '·s~pond.remos adicionillmente-

que la distribución de 

de nq1i t ra 1 id ad: 

cqits ideración satisfáce ]~1,condfción 

(A1) 
J 

''L, • _,:, 

El 'c,1mpo c.léCtriÚí pi:cí?llcicl97 en: unpÜnto d<ido,: x, por un plano 
_', .. 

de carw.de esp•,sor dx' en 1a'po.si~T6~.·x.' á·la d.úecha de X está da 

do, véa•;e íig .• ~1, por: .• 

. . 

dE'1"(xl: - ;'TT( Ylt(>~;¡ -\1~)~'l]ch• · (A2) 

~-.--<t--·----

x 

F i g. ,\1 
El ca~po eléctrico produ
cido en e.1 punto x por-.un 
olano de carga de espesor 
dx' en x' está ciado por: 
211(n+(x')-n(x'))dx'. 



) 

Integrando la 

el campo eléctrico 

derecha de x; 

neta 

t ico de l il 

(~1t:<i, c;1C<»l ~(;'i:(,,•>J· .. • 
' . J.,.,·:::c '. 

~ ~ (Oi) +.'1 TI•J:",Í ~í 1·•"(viN;l- \1.'tx") \el 1:11 

. . . : 1'. .. ~·- . .•. .. ... 

(A6) 

So puede ·rnr que la sus'i:itLl¿iónde e$ta ex~resión en. (1~:53) da, 

ulili7..:i11do la~ definiciones ÍIJ.Z6a)~(ll.30),,l¡¡ ecuación (11.37) ba 

,. 
.·'' 

'1 
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APENDICE B 

. I 
-En el presente apéndice considerámo~.el ·désarrollo de .la expre~ 

si óri ( 1 1. 60) pa1;a 1 a )unci6n f (k;;iÜ>< o> · ; · 

Como habíamos vist~; Ja e~~re~J~n'par:~:Úl<i~l Útií dada por: 
,- <.~~:...;~-<~~~-~;{::-.,';'.~:>~:-~-'/-_,_-·-.·~~- -_ ··= ;•," 

f ( r. í Á ). = ,rrff (9'.-::,~~is~YBW:,~i.f1f '.~,,·'.i; , .. (Bl) 

.. '--:_7 

donde . .n es 1 a c!ens id ad Cfe est~dos en~ e 1 espacio': ~e vectores 'de onda. 

El problenia il resolv~r es en esenci~ el d~ obte~er. las N .. prime

ras .funciones de ondu¡ en el l fmi te. en que L .... Ol; de un C:ónjunto de -

pari:ícu las cuyó fla111f(foriiano está dado por:• 

(02) 

El potenci~I ~ aue est&n sujetas las partículas representa J¿¡ -

lvirr~r" ~uc .~.:: csU1'.1lecc entre dos .superficie·~; me.tál leas .Y su papel

es el d;mantcnej a los rl~ctrones confinados en los fragmentos mcti 

1 icDS, ""' form~· s" e ·;que;·;'lt iza en la Fig. 81 •. 

En 1,1 soluci•'n del problema planteado se cfoben consiclt~rar en 

form;:¡ 5;.,,,1rnda J¡¡o; • .. ')lucion1:s de simetría ·par e impar:. 

,Tnn1·~111os V,:;r·•/;· y consideremos las solucion.es .. dc energía k~/2 -

he Pmpl.:.iri 11nid.1·: .. , :JtómiCilS). Las funciones de' onda pilru las-pilr

tícul.is, loinand .. •:;:.indicioncs periódicas en lil .f·ront~ra· en .las direc-

t.!.\'\ l 

(B3u) 
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.I' 

---·!• .rr -+-· -· m 

Fig. 31 Potencial. a~ocf~do con ef. Hamiltoni~no .(82). 

¡-A co~1( kx 1 >\) e.'rn'!
1
:1t 1''iJ 

'f l ( ~ l "' TJ $e'' h ()G 'l.) <:'.' (11,, \l ·t 11 • '-) 

A Ce,~' (l~'i,-)'1)eí.u,,1p 11.i) 

(B3b) 

donde' ){,t".",\P' -k 1 ; t · 

Los piÍr.ímetros ¡\ 1 8 y..)', ;e·'.cil;ti:~e~ de J¡¡s. con~idones de conti-

tJ nu i dad de f íl,;fu1íc iones~de~ci~&~.,;y.(éie)s~.normu 1 izaé ión ~··· L~ con ti nu i-

::: .: : ,::. '." h,,., ,~;~~~'~'~Y!;t,:;'.f ,,,, , óo " '"~~ ., ,. ,. " ,,, 

- ,:,>~:-; ... ·:·,>~:-··>'. ~ .. :;~·.: '>·· 
-l<T~(f!Q-l'rlfk:i';i,(>t.oj'/ <sclucio11~~ r.11e(> .(B4a) ... l ,:· >·. 
_ lil\¡(l~o·-1'1 ), ::.)f,C·te1h()'.a.) . ~;olu.::'íc"c" 11~'r;i-¡e,,; ,(B4b) 

~}}~iM1t:·:~r~1 ,, 1:6;:~~ ; P.~,r\;;~.~D~i~q~~~i~~.;~~~;¡~~0~LMº~1;·~f:.~,f,f~'.;:1./·2 ª7.!º~. ~:~.w\~,:::0~~)º]v?~7 ·.i' 
.!'"º ·"· ·. · • ond¡¡' se ·puede:,·c'ssri·bi·r;'para:t»p;,"como:· · · · ,. · . , . ·:.f." 

. i 
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) 

(B5). 

donde L~, L, son lns dimensiones ~e:La.~aja que contiene.· a la<par

tículas en hs direcciones y,z re¿pecÚvarnente.' >Enla de¡.f1Jcci6:i de 

estn c·xpresión se han despreéiadoJ~rmino{d~l '.ordef1·d¡;;,;,,JL: Esto 

se ju~~~:; :.:~!n:~ 9~~:~·~:0:~~~ ~~ªJ°~re;~ª~~:.i·:~.'~f;~:~~c-~!t ~~e.\ect~ 
res de onda está dadn en est.e cuso c~m.o:• · ....... ,i''• ',:\: ; i 

.n. = :t(L/nHL~/~TI,')(1.~)~11Í 
(B6l 

.. - ::--. 

se ·puede reescribir ,(BS) como: 

(67) 

El valor de B S<' obtiene imponiendo]¡¡ continuidad de la fun~

c i ón de ondi¡- en x:i·±o..; 

(B8a) 

(BBb) . 

. . . 
EmplcMdo lns·cxp1'esiones (B1),(B3) y (BS)"(BB).seobtiene, t~ 

·· · ··· ·;:::.1~:~:11~:rl~~}~¿t;;2~1:rD~~~1,~~rt~.:~~:1:~~,::· -
. ·. ·. · ·· C.c.,\'l'{.;to.) . • · : "• J · ·, ··· ·· · :~0 · · (&~a) 

= -1-, (r:/-lz1
) Go~?(k~..:}1 rl[:._X.I Tcin(l~t.>.)·+·a.S~c·h(lGo.l] 

'111 . ·•·· . . ·J· ·.~· 



) 

Aquf el factor de 1/2 en la expresión con corchetes ·se introduce-·,.. 

porque· Ja densidad de 

Lotal de estados. 

Lti contr ibu'c.i!Ín a ((k . 

en 

La sunM d.e. 1 as 

f(k;A): 

,(B9b) 

+·.!...ce(,1 \ltú.-lll)l:.~gi;(¡~~) +h(e'.l:(~za.-l'.Ü (BlO) 
. )L •.. . , : , .· .. •. . .•. C. \~~h ()l.<,) 

· c~!»<.~2] 
- e-, Se" h., ()(,o l 

La sustituc¡ón de esta expresión en (11 .5~ da directamente Ja 

expresión (11.61). 

,, ;.'i·:: ;, 
'· ·,·: 



APENDICE C 

' 
En este apéndice se presenta ·prÓgráma (escrito en FORTRAN IV) 

dcsarrol lado par;:i resolver ias ecu~ci~nésJI fjGj·-(11.38) .en form~ -

uutoc.onsistente. Sólo se pres~nt~·~):pr6gram•r·pri.ncfoal. El rest9 del 

pr-0gruma con;iste de la sub·rutin'X:ci~'~fht~~·~~ción AINOS(A,B,Yy,Q,EPSA, 

[f>S R' l<EY' MAX' KOUN T' GS T' 1 ER, Rd:~s) ,,;¿u}Cl'' ~.I go r,i tmo. ha s ido. pub 1 ¡cado -
·..... :_:.;_'_ :.·:"'<_-;{::·:·: en: 

M. Braders, J:COMP. ÁP;JMATH • ..!_,153(1975) 

L')s parámetros relevantes de AINOS son: 

A -
B -

YY -
RC -
RS -

EPS1\ -
F r<~,f{ -

.;/ 

L 5T -

1 ER -

límite inferior de integración. 
limite superior de integración. 
función que se desea integrar. 
integral de YY*Cos(Q*X), si KEY=O. 
i ntegrn 1 de YY:"Sen (Q:':X), si KEY=l. 
c~acti tud ab~oluta r~querida. 
cz.:.rtitud r' laliva requerida. 
:-1 1.:Ít1··~ro r·5xi-·-:, .:e evaluacicne: Ce y·.- :::~-t .~.~:e 1a 
subrulinJ ,J! r0tilizar Ja inteqración. Estas ev-J 
J·uac.io·.,·2s s:.·- realizadas medi~nte une subrutin-:3 
¿e int.: rpo1ac ic'.n. · 
pil r.í:r,c • l'J de sa 1 ida que da e 1 número de evá 1 ua
ci oncs .::e YY r.:al izados duran~e la in,egración. 
estimaci6n de la exactitud absoluta del resulta 
db. -
p¿¡r.~nct rn que 'indica 5 i el res u 1 tado está den--. 
tro rle la cxilctitud requei'ida (IER=O) <), lapo
s iblc c:;usa de inexactitud del result~d<l en ca
so .:on t r· ario ( 1 ER= 1 , 2) . 

El método empleado en la .integración numérica de la ecuación di-
¡ 

fcrc1c.ial (11.}6) es el de tlurnerov'''1 • :oictio m·5tc-co fué probado cornp~ 

ra.ndo las solucior.c's numérica y 'analítica de la c:cuació~ de Schri:idin

gcr pura unu ¡fortícula en un esc,alón de potenci¿,1'. La e:·:actitud obtc-

· .. ;,. ni da fué al menos de una o' 
iüf~ü '~: ·'t~·~,i~~ ¡:, ~· .. /.- ~-.:' ::::_:·,:r.·f~·\¡ 1;'}r :;)~~-p:·1::1: 
'i'J.~ rJ.tJt.-~:1~··:;;---~.i::l'~:.;1,1 ~),;-,_¡<\,~~ir' ·-..<crf'..i4~ 
t;·'; •.~' ·~ -j. ~\,~? -¡", ,._ '-h:¡r .~- .>:J; ·.- /;:-',-...,. ~,,~ •t~-. -: ~ 
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DENSIIIMX-IX+lj=DENS<IX> · · · 
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·31000 ·t.::1 
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~H400 

:11.~íüO 

·LOMMON/DOS/RXl6~n1,~XIC6:::iOlrXMlN•XMAXiJMX . 
'COM110N /S~: I S/f··I 2, :.· T 1'"4, Fl<Ü1~1, DENSP, fll'~t4tl 1 /,:•;oh D!:'lM < Í1~'i0) Í J:ICNSI \ ,:,:J()) 
. e: H·í/íG;~/;'lUE'J[iilCicJW 'E U1'.)I) I ,. [l ( ci:)\i i . 

·: ... l.IIMEN~>HlN ENU1:::iO·~ ,u··c~>50) 
: E~~TEf<i'J1~tl.. YY 

· Ct1LCUUJ . flt=:L Cf'HiPO ELEC IT\ l,CO 
IF(ISAVF.EQ.11 G8 TO 65 
T Tt1;\"J I'\/. / .l ~;(.,U[ f·l , ()('J\i<,)() :t 
GO TD 6b . 
IHD("UI;.: 
CO~IT ItHJlc 
I J:Sc' IBn~'C* IS I f 1. 
JFCIIS,LT16l IIS•lo· 

ltCJ t.O IX"':!., I JMX 
1x~c1X-l)$ISAVE{l 

IF crx:LE.5) GO .Jo 61 
IF<IXtL.E,IISl CID. TO t..2 ·· ·., 

•,.; .. 

-·,_,·•. 

A=RXiIX> ; B"RXCIX-IIS~ 1 IP=J . , . . 
C1·'.iLL AiffüS (A' D ~ yy' (~V EP!31~' EPSF~' 1<1::.Y, M0X' l\OUNT 'Esr, H'.1\rf~C,f\fi) 
EN<tX>~~NCIX-ITSl~ílCt~IP4 . 
GO TO ó3 
rnux: .. ··o.o 
CCi TU .:::.:; 
ta:·:¡~;((.J;:<) 'ü-.:·>~H.~\!, ~ lP~::,:J 

cr,LL i\ llfü'.; ( 1'1 ,. n' yy' Cl' ¡::_¡:·";,'." El'~il( ,. "::y' Nt1:<' l(l]l.Jtrí' E.ST' I l:füHC vf(B) 
ENC1XJ~RC$P1Pq . ~· 
CONTINUE .- . ' 
cmn nw'.: 
C:cf-'IF'•1:i<DENSP 
. DO 69 IX=llIMX 
~FIIX.LE.NCERO) GO TO 67 
EPCIXl=~RXClXJ%C 
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