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INTRODUCCION -

La Teorla"de'Representaclones ea el estudio ‘a travea de

representac1oneswconcretas;

de 31stemas algebraicos abstrac-'

cidn flnlta es por medlo de carcajes y relac1ones.f Esto. es,



-

dada una h algebra"de d1mens1on flnlta,lnesclndlble v basl-:_

ca podemos asoclarle,una,carcaj confrelaclonas y‘dadq'un_cas-'

=

-] 5
o

-]

a

° 1 2. a3 4 5
.
E. 0
7'. 1
EB-: 0

Estas graflcas co1nc1den_con los dlagramas Dynkln que txe.

nen una sola flecha conectando'dos vertlces que surgen en. el

e #



'estudlo de las algebras de: L1e semlslmples.f:Pérq-qué suce-"

'e”tosfdlagramas

B
-nal,” no ‘aparecen




construiriunicarcaj’

:bosjgénéana'

gorias:cocientes

mos:irreducibles

5

 Uti1izando'lds.resu;tados del capitu;oaanteriotjénjjeiffﬂ

:;aﬁifhlpr;canstruiﬁémosf1@3'Qﬁfﬁagea dé'Ahéléﬁﬂgt;Rgitéﬂ'qg _
los policar . En los.

'CﬂSQS:JBnL : ““A."R.j. con- una’






CAPITULOU P

" Este’capitulo contiene nociones-elementales y resulta-

dos conocidos ‘en la Teoria Algebras, .

Los resulta

Reiten de;una’categoria
de como construirlo-{ARIII)

efinicidn de un ..

construiremos: una categorfa cociente:a partir:de-la.




Secci&n 0 l

Carcajes y Algebras de Carcajes

Un cancaj es una graflca or1entada ’ esto es,

consta ‘de un congunto C

flechas v de dos funclonef

i(a)“ indigé'élfvéitlce inicial de

nal de o

Un camino dirigido.

de vertlces,

de un conJunto i

“(de longitud n) de 4 a §

un

en

.-carcaj

"C  es



una sucesidn de vértices y flechas . .

gt

e 4,95 46

G

'.esffiﬁiﬁph‘

'.es;ﬁnfsibtéhavcompleto;de:

:4151%{51 C/notien

mensidn




y exiaste n E:ZIN tal que Fn = I

(¢)

,flegha;]

J.EC




.es 'uncamino dirigido no trivial

es,componer las transformaciones

réeh'

gindibig'

te forma Lejli=1, n sistema.completo de. idempo-

4tenﬁés °ftQ89331€5"Y*Pfimiﬁivds}d?;f




‘nitamente generados-con

n .v§r;;cesi §1 ?; j ;l(QA?Q'Qb§y  ?ij?,€?mfe“.

chas de_ii ‘a .J: T

Existe un morfismo:suprayectivo

nﬁcieov.ﬁefﬁf

médulos' finitamenteigenerado

objetos:son:lasirepresentaciones V -

Un:'algebra ipo-de nepresentacibn f-:d.iniatt‘l‘:-i:_ s

8610 tiene.u “fini

i Amﬁd u1° ;

A médulos: ines

médulos. inescindibles £i-

i

oceremos.

B

Nod AL




entre’

:_tos;héyfisW

te fo

ar 'fsi:
b) si.

_éf“

mod A

inescindibles’

irreducible

Tma: -

':es

imo

-ge’ dividen

< conatruyer ¢

a{es un- modulo proyectlvo xnesclndlble y x

la siguien-

Una suce91on exacta

es de Auslander Re1ten 51

,b_ j ;;A =.

——0 .en




y para cada A-modulo 1nesc:nd1ble y no 1nyect1vo N; exiéﬁéf-

una finica. suces1on que c331 se d1v1de (salvo 1somorfia) que

emp:eza'en.N



radﬁﬁ?ﬁﬁdﬁio

médulos: finitame

(I

y. ':ﬁiffféfmod A'jesfuhé equiva

_Réiféﬁgde’hﬁfﬁlgéﬁféf;AfTea-51 58£.

;”isﬁﬁﬁffiaﬁdgﬁloé__

A—mﬁéﬁibs‘lnesclndlbles.flnltameﬂfe-géﬁefﬁdos y.de

M,a  M,.
127

. es fini-




La tecnlca que’utilizaremos ‘para-construir el carcaJ de_”

.Auslander Re1ten de la categor1 *devrepresentac1ones {{unﬁ

'CBrCBJ flnlto‘-C3féip- 1clos nl_relaclones-fue utlllzada porﬁf'

prlmera vez . por Bautlsta.

Seccittn 02.

El radical de dhéfcétégpria

Séa;_cﬁ una categorla .pre-aditiva esqueletlcamente pequef

fia y- .Ab la;categoria de grupos abellanoa (C,Ab) dennta 1a:

categotl.%deffuntores_adltlvos covarlantes de Cfen Ab (C,Ab)ﬁ'

-

- @8 una.categor a,abe11anq

" Dado_unifuntor waqf'es un‘



def-iﬁe'n. un mo:r_f_i.s‘t'nol. i_rn_ciusi_éﬁ_ i G—'——' F (esto es. {i }XEC

es nétu"ral)":."'_."‘ S,

de Hom(—2) &

Y HomlA,ey ot
Hom (A, X} — Hom (A;B) -




=f%a weI(B)

= g+ﬂﬁe: I(B Q) -

[0



.n”

A € ob;] c A —‘A._'_-"'

éq'la?&claseﬁ

.‘ideglgs[5'a

5. suma fi.

dondéf

Un ejemplo 1mportante de,ldealAen C es el &adica£ de

Jacobban de 'ﬁ;:'l_



'rédC(A'B)‘;.{f-e:ﬁgﬁé(£;ﬁ)1vé?é?ﬁaﬁiﬁ£#{ﬁgé}éif;akﬁﬁa;h)j_  _

. Una cat

'§chm£d¢ ;*“

{::sif;f

°5'5P5faf¢#3 - hjété iﬁégéiﬁdibléf'Mfefo} "End" M es
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Proposicitn 0.2.2. (8] .

S5ea (.

inescindibles en € ‘en- -

Blf ‘no.es. imo=" "

.f?

Proposicibn 0.2.3 [B)
Sean A__y. BrbejéﬁagiiﬁéQQinqiﬁlés?eﬁ;iC;f Entbnceé,

£:A — B esirreducible si’y s8lo sf £¢ rad(a, B)

£ ¢ rad® '\'(a,p B). - L



Seccibtn 0.3

Funtores de cheter~éé£CiéieSf ?i7" 

En [APRI.

funtok de Coxeter pancial izguiendo:

e

lique F(5

no_ proyectivo: ta

fdé céteg6fih§

' k-aléaﬁtésgdéﬁ;mqs*que;dos




lencias de _ca_t'eg'or'ias Lu.s _;méq_'A‘l-'_—f-:-_mod_‘l_\é_:' ¥

v , — modl,"




4. F tlene un adgunto 1zqu1erdo:'G'qu¢‘e§ unlfﬁﬁtbr de

‘Coxeter parc1a1 derecho..alﬁ

Funtores de Coxeter parciales en términos diagramiticos .

‘Sea. Cun.diagrama sin ciclos ni relaciones 'y -sea 1 =~



1

Denqthrémop? ' ' ( te: se. o

cambiat?lé;bfientacibn;de todas+las:flechas

vy ,v ) __.___... £lv,) +o..HE(v,)



entohéeB 'WB'%'ﬁéf5ih;

R T
‘coker-h)-

entonces W =
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ui;#é;defihe por"

Matriz de Coxeter

Sea A una k-algebra de.diménsiﬁﬁ7finitaf.”La matriz de
Cartan de A : C = CA es la matrlz de ;nik ﬁ.7f§¢e;tieﬁe:gn

el lugar '(i, j)' d1m Hom (P., P )
. k ' A 13 g j

51 D as" un Dynkln con una sola flehha conectando dos ver -

tices, la matrlz “ 5es 1nvert1b1e.[,

A la matflz.” se 1e 11ama matrlz o transforma-

,c;on de Coxeter.j
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En [CRZ]f:segdéﬁuestféfgﬁetsi”l%ldiméﬁsiﬁﬁ:ﬁipyeqtivé

de M es menor-o igual-a oy Hi “A) =:0: . entonces’. -’

;global de’

t}{D

Por.:lo tanto:la dimensidn t'p_‘r_é'ﬁe_é_t':i-

S-espacios y cuyos morfismos son’los morfismos 'de S-espacios. .




Dado un conjunto parcialmente ordenado S,

el conjunto S§' =_§ U.{M}: donde sat:.aface queparato- :

do punte p € S; elalgulente '
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Sea. -8 . un conjunto parcialmente ordenado.

por. (IN;):

W ';‘_.-'a1_< LYY _a3< a’d}

{K] ;utiii;qqdp_l&dffécﬁiqqsfde Nazarova:y Roiter




CAPITULO I, T

"En es;e'¢qpitﬁloidéré@bﬁflﬁ,ﬁefiﬁip"

;pﬁfde;ﬁbiicéfcajiy£ 

-Iﬁtéfﬁféﬁa:emba$la*’”'

categoria’de representacione:

de ‘m8dulos describiéndola’como
presentacione

tegorsa

Deftntcton 1.2

2. transforma-

. donde:’



de 20, qu

ciones de’

mos candnices.. . - o .
L R |




A cada pollcarcaJ PQ podemos asuclarle el carcag Ql ﬂe:su

L.
‘.‘

representad idn;

[

ot T - S e e T
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'] 'PQ ' es cerrads bajo extensiones -

v

es’'una sucesidn

exacta en'_mod'(Q,p) yt@B'szf}. (Q/7) ;ﬁﬁéfémd&{ﬁéf‘.
que R ¢ mod(Q,?)? S

Para cadahfld:h@_sﬁﬁ. " fflg

chas en Q.

rlﬁf:- ,if¢f£gf

'8i- 0 ~— R'~———+ R ~—— R" — » 0. "es una sucesidn

exacta en,_mod(ij)]'sefé"exaCtafen'b&délvérticé;_enfparticu-

Clar:



‘en’cada ‘abanico: ’

,Pero ohservemos que para ca




ﬁs , ag'_y‘ wg,. son-éﬁimorfisﬁos, de.dbnde'jﬂé_ éa'epimof£ig
mo. .
Adeﬁaé; Ebﬁo .R s mod(Q,p) ; (s = 1,... 0) .es

dec1r,_ I f CﬁKef 9 f La otra contenclon se puede demoa—

trar cazando elementos.

'”?6t 10 taﬁto” mbd(Q,7) es cerrada bajo sumas directas.

A%
ii) PQ es cerrada bajo conficleos

~ Sean V vy WE ObJ mod(Q:?) y v V“—“"Wiﬁ“ m°rf19“_f

mo en mod(Q 7)" -cok.

.Queremoa demoatrar que-

P Emod (Qm Co
mo mud(Q P) S
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Vigqq 10 807, de don

‘es ‘un- epimorfismo, =



Mends, ‘cono cok ¥ ¢ mod(Q,e)s G B,

= 0 de donde

In by C Ker @y cazando elementos ‘se demuestra 1a otra con

tencidn,. -

renvolventejinyectifg défgu“Boc1

VBDtesiinychi



- 38 -

) ) R

) —+ 0 es exacta
s ¥ - . "



8i T L S _:,es'-gl__zit::'an_ico .a'-s'b_cilado |

1) si

El inyectivo "Ii_- '-'ée"}-‘_pu‘éd'e_flcl‘;_‘sfci_"il__:rif___}-:'a's'I:"_._



I, '_sefﬁ de la forma

a . - ) . N . . . B .

N

nico asociade”

.. caminos de.q a‘i, el nimero de caminos -

?iéﬁﬁiﬁé t de donde

'?SEQEF?F’~?“F-;1 : p1 es un



Como en' cada vErtice de - Q - empieza o.termina una:flecha,

tendtembéﬁﬁ@é,bﬁi : ;‘ 5¥i§° iﬁééﬁiﬂdibléfde

mod (/) ‘asociado a J ‘estd en mod(Q,7).. Por lo tanto

'mod (Q,Y) es Cerrado -bajo envolventes. inyectivas




CAPITULO I

Ciertas re

o

laciones ‘cero pueden, separarse; .

'esipdéiﬁie;i_ .'m

Con este material se integrard la.seccidn 2.1"

Como el funtor F no es, en general, denso; en la sec-
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cion 2 2 Presantaremos dos casos en. 105 que F. resulta denso.,,_

~(ntn-2) "

-
—

L . T e ey
{n+m_2) [ —_— (n+m-3).!{_.‘ - L - - 2/
R 8 R ~—

s (ntme1)



- b =

'~ Podemos ver a-

aaruAr

A" son des

Dados - X, ¥ & mod

o(x, ¥ = {£e Hom, (x,1) ]

© (7 e un idealde mod kA pues

1. 8i C

2. C(X,¥) esun subgrupo de

£+ £, € C(X,¥)} existen: C;

2;¢;Cf£51 ﬁué
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x—-—-——uy L= Y

..( h?) \\ //}g gz)AE‘A 'r

C X ] C

-3;, ' x, Y, w €. mod]{A t e Hom (Y W), f e C(x, Y)

'-'gn;onch  tf e C(X, W) puesto que;f}

iza a través de un objeto de C -

._Si  ré§Gﬁ6ﬁ(W,inffygEf e C(x, Y) entonces fr E C(W Y)

fr j.f(gh) r - g,(hr)

‘ffﬂée factorlza a traves de un_'
_;_ﬂfobjeto de _Ci,qpprmlo.tanto

Er l.e'"‘C(W, Y) |
R : = ]
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n.ideal podemos. definir la categoria cociente |

FERRAE

v E g portl
‘bien definida
T B2 L con ﬂe e (X, Y) ;

con feol W

[Le]
Y
I
Lo
1l
V_.
O
—
+
=

entonces . = '

1

fHg=f£ +atg + B

. '$rf;;+ é5+_#L,+-:F:§ f{;f g{1+ C}x?1Yi 1;':

- La .composici morfismos . es.bilineal,  ie, si .

Sewerftw, X0
:'\‘4:‘,.}.‘:7:“ . L

: iaﬂadit.i\j_i'd:a'd';“z‘ %odkA la hereda de la aditivi‘.da_d de mod k & |



Proposicién 2.1

Sean M y N objetos en .ﬁod'kA.i Si My N no tiemen
sumados en C entonces C(M;N)fc fé&?(M,NI.

Demostracifn

Sea f € C(M,N),”ié; éﬁi§té}¢f¢ C tal que

f=hg M——N = =
Y e

£ e raa®

- Observacién -

Si.IM'.nbjtiéﬁe'sumandqs én  C;'C'(M,'M)"gs‘ﬁh'idéaldev*
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" End M; por la proposicidn anterior'y la proposicidn 0.2.2a) =

del capitulo 0:

e m.corad?

odk4, End M es local pe

")"g_p:'L__iho'ff:isn.m de anillos, de
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.

=1
=
o
"y
[a}
T
Hs
0
e .
[
o
L
o
<
(=]
=
1
<
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s =T, si oy (M)

Si “—"-'-Ta;-'l".d" Tu.i:..',."'Si__ i€ (M), en particular

[ ] P .

“En los morfismos

Si:-V =.(Vi, T') y W = (Wi' R, ) son dos representaclo-.j

nes de A y 4’ 'sﬁun,ft_m?Ff}E.mﬂ_dF“f‘f-P‘-‘E“- 

fsentaclonea.u

(FW)O

w (Fw) N R

deflnlda por

mod .

wy



-3l -

Proposibién12.3 _f _f_

.'IS F._modkA—-—bmod/
L <p>

1) Fles aditivo .

2) Foes exacto . .

4 . Ff es un isomorfismo ®==> f es un isomorfismo.

Demostracién_

1. Sean VI' . We:ob;]mad kA sz'pc morf(V,w) B

P'oflq' tu':_sih't__o F(kb:_-l-'s"p) Fll’ + Flp ie, F' é.s'u_n fun

tor aditivo.
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Como

0~ TX.

F£
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3. Si PE=0. _' flf' Ff = 0

§i f * 0 para alguna -1 € A' A"_ tgﬁdreﬁos:'.z

(FE), = -%}:'*f - “contradiceidn,

. Tememos la siguiente suce-

1ﬁoikil

sibn.exacta en.

es exacta;:

1. éf'-ﬁ '-"é;-.151'1555-i’éoﬁ{'ééf'isiﬁof ;‘f(l{er f) 0 y F(cok f) =0

:;Como Fl = D y Fp g'

o 3y 090

es declr. f “es, Un 1somorf15mo.¢g"ﬂ

" Proposicidn 2,4

Sean V, W E modI{A\C y sea g e Hom (FV, FW) entoncea_
existe 'h € Hom, (V, W) tal que:;j F(h) + r'f', coﬁ

r e 0(FV, FW) -
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Demostracibdn

Sea g : FV———FW un merfismo en 'modﬁ .

t "
V1 @ nm-1

- pefinimos ~h 1 PV———— FW  de la siguiente forma:

“en el vrtice i
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h asi def:\.n:.do es un morf:\.amo de. representacmnes.&‘..'

Sea'r g —E FV'-—*FW1e

_::’-fes..,.e___l-__morflsmo' d_eflnldn'_,_dé la si-

|- en:el vértice i

Dad};_)‘. ]—{podemo : V-—---* W'i:'.d'e"‘-la'_."'sig“ulient;e _f_'orrl'-. '
ma:
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‘pero- Imr“elﬂ;.pbr;io tanto- ?.E:D(FVEEW),'

fe g=h+r=F(h) +r con re D(FV,FN)..

Proposidién'Z.S"":' R

F : mod kA'——"m“d .

=1y

ﬁod]ﬁA ’ f
N T

Demostracibn:-

Sean x,‘Y_g,bﬁﬁtﬁQ:
F C (X, Y) CD(FX,

guiente diagram
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. b).'§h_ eﬁ.fi§1.; ,f '”.
.gséé_ffﬁ=ix€ff';5*$:lY én mod kA tal que F £ = 0
; : A .

‘es.decir existe % € D tal que

Y en mod k7

S _(p)




o xr:

'
(un+m-

(ui ,'ull) |

i~ i

n+m- 1

1 “hind

- 58 -

.X' @ xn —————-—-—Irxt xtl

5l e | St

o cuj. g

.k_

_’-_"-'> (\J U-.. ' u'j' 0. ) = (7 .’i. y 7 uu)

_4r.

iyrgyr
yeyy

(Ou)

®. X'l _; R : ‘x

n+m ST T am

n-l-m-_],

R Y |
TR ; : $ .
Yn+m-1 o : Yn+m




Y

1

5 .l.li |
2%

3

3
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Sea 7 e mod2A la-siguiente representacidn:

Proposiéiéhfézﬁﬂ; ' j;f;r_“

'rSeé';V;éjﬁdaiﬁééifgvf;iéné

81 V. tiene sumandos en (- .-

. .;ff;Léstaﬁfagﬁdfiiﬁdo:é"tratégfdefgifEfC?Q’;jf-= 0

sumandos en D si y solo
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Demostracidn

" = " Supongamos que. FV: tiene un sumando inescindible

X £ D, esto es, exis't;_e"-,uri""'ide:_l_-lp_ql't_ejn_t_é “r=tse End - FV

Como r _e_s-,-i_d_ejup’dt'_é_n"t:'lé:;,_:'-r_ai:-..-'__z._'a'_d "(End F V), por lo tan- .

to existen -

~'s. es epi.escindible,

Afirmacién E ectalque')'{' "es sumando:de V.

.. Dbservemos.como es. S: -



r Soovye vy

e

tal que s ﬁ {Hix_fdonHéTi h'

A S lo podemos descomponer come la suma de los morfis

mos s =s5' + s" " donde . "

B R (RN L R

, tal que

"'A que tiene a



L —

es‘anertiblé;deudﬁhdefTEKVu“’

' ie M= N@X

‘donde- . F X €. D,

".y.-W no tienen sumandos en .C entonces:

DI(FV,FW) C rad 2(FV,FW
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Corolario 2: .-

Sean V y Wl—:mod kA Si V W no t:.enen sumandos en C
entoﬁ'céé g 8 Hom (FV FW) puede escr1b1rse como g F(h) +r )

donde h €. Hom (V W) r E rad (FV FW)

Proposicidn 2.7

Sea Me ObJ mod le que ‘no’ esta en C M es ines-

cindible si y solo si. FM es :.neac:l.ndlble._.

De'most'rac'ién‘"f T

e‘s--,un'_- funtor 'ffiei_‘__‘ '

y ‘fad(End"F‘M]:.‘,:"__- rad(End FM)
“D(F M FM)
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| Pd:_'_ lo tanto, End M es local si y 80lo- 81 : _End_.lF M

es local. S N

Proposicifn 2.8 -
Si MyN no tienen é’umanddls- en. e, FM = FN "’M"” N

. Demostraci®6n

M y N son 1nesc1nd1bles, por 1a propos:u:n.on

0.2. 2 b) Fh es ‘un :l.somorflsmo y por 2 3 h es un 1somorf15mo

' '.ie, '_ M""N
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PR ﬁﬁ,éi&y,,uﬁifﬁ;él%3F1 'vTIV ozf

e

 Comol. ® ;:f-'.iM-
- ,_,',_,,:___"* '~l

e d ta
‘te generados;
MEN

e M.s?c;ﬂéSto-éS;.'Mlé{_ﬁ_o; .S{; M.;#5fihe5cinﬂib1e







;c1=_"d



._De donde tenemos que

Si  X 5_0- f -50

de_tal_mane;a?qﬁéTaiHApiigg;]EIquﬁpdfi?quqsfdierafﬂv; es-

to'es'.."".;..

tendriamos que a. V - lo. podriamos escribir como

contradiciendo que V  era inescindible. =



que el funtor F es den
-la relac1oﬁféérdf}pf'-

‘sin.'relacidn. cero, ‘de tal

limismo. tipo:de reﬁ:éSéntpgiﬁﬁ,:f

1§
o

con la relacibn.  p = Up ove Oy 0,

'Obséfvéc16n  Lf“

‘Sea ' el carcaj:



[ o ey
- 0w
O
+
0
o
4
(sl ]

i

‘oo )

donde B  tiemecualquier orientacidn. I 'es un Dynkin del

tipo. D ;; 5: 5”“- ,tﬁﬁtoﬁde:fipoffinito.fsi*?,‘~ 

*'depende de la

orientacidn de §-

=-cC % aplicada

en un vector de.di on' nos.describird el vector de dimen-

cifn -del trD,.:  Si :-;escogemos la siguiente orienta~-

cidn para B
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e 3 s 4 e p———sn 41

b

RXRN

entonces ' C =
R V o LEL 0 '._71-,'!

Aplicando la transformacidn-de: Coxeter al vector " .

y{ §5f¢ﬁa?eﬁ6s:'f ]-¥

RN S Ll L YA L



j 3 x1"+'x '-x +x . L
S Tan 2+x x""‘ R
AN 4 "1 )!2+:»:5 IR
B R SRR e " "




entonces - (=

TV RV Y Y T Y Y TY, Y )
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En particular, P, tiene vector de dimensidn {0,1,1,

serd’ ¢!

(1,2,1,1, voi

inyective

a) 81 "% 'una representacidn.inescindible de .

e

o:a -C!z .

es mono si y sélo si
Hom((tr D) 2,,2) =0. .

entonées._cﬁ



b) 5i -2 es una representacién.inescindible de . ..

R R

. -dn .'.”';'d.é és mono si y..‘:s-ﬁ'lo‘j‘sri : Hc':m-((i:;D_.)_Pz‘-,_z)“_-'-;"O"

Demostracién .a)’ . . -
M = " Supongamos .'qué_ Qe o, no es mano.y sea

n

Definimos la:-_@:ranéfé‘fﬁﬁciﬁh" line a1n1h"“——‘“"‘ Z_',l'- o

" Es t:o:.nduce. e151gu1entemor E:Lsmoo *T?((trD) ZPZ—-—-'* %




3

+
-
o -
!
o

oy

o A

B T

'Claraméntelﬁo $'n ‘es:un morfismo de representaciones

. [

de donde-,ﬁﬁﬁf(ﬁfhﬁ)??g;@ff* Ow  ) s

" =" .Suponpamos.que 0 ... G, ‘es mono y sea

feHom((trD)R,m)
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2
Hh
[}
h
| ol
o
W
-
=
]
]—n

=
. " .
+h

de dondé .

Ghoq oty By T,

G eee Oy £poma  f =02 £12:0  y como £y =0y £y

tendremos £ =0 . pero f;,,= 0¥ i=3,...,n2£=0
. Hem((er D)?P,,2) #70. % a ..., no es mono.



| A TESS N0 BESE
smuumm

La demostracidn de b) es andloga.

Yema 2

Sea . Z . una representacidn

Si Zn+1 f.D entfﬂqga_%HQE(Zf.n¥1):%Q0'

Demostracién

si Z_., # 0;?$§a:ﬂH uﬁféiéﬁénfofdéfié base de” 2%
y con51de;em0851a;tsfnsfermacloni1}233} :ﬂn+ﬁ::?n;1.

n_

" induce el morfismo -

.n+1

TECA
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Caso 1

Si

O w
‘}b
(ol &)

J Jﬁ+iuﬁf
. o.ou usaz

Caso 2

3 : 2'
Si - o +—5Q-——-'0 .

v m- mm = = & . ma

‘n-i'-1'..-



Bt |
Onl.az'

de donde _ﬁqw(?;I#+1y .0,

' Leina 3

- Sea % 'una representacidn-inescindible de I
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5i a4 5#5Q 'éntonces- an-;.. a, -ea.un'monqmorfismq; 1'

n¥+1

Demostracién - = -
Caso 1

§i o © . La gréafica de Aus1andgr'Rei£¢n.de. pr

es de.la:forma

Pn¢l ) Inst

Po:’élF;emaf?;sébémpg.que si Zn+i.%105ffyent§ﬂéés__

0. E3

Hom(Zl In+1 e 3

- debe, de estar en el -
tridngulo enmarcado. " es’ 'de:tipo finito, todo mor

fismb éﬁﬁ{§Ff£} D)

el inyectivo " I ¢, :'es combinacién

lineal de .composiciones-de morfismos irreducibles entre
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inescindibles :(Capitulo. 0, Seccibn 1) de donde

' uumfgilﬁf;pﬁf?é}if?'o bﬁf.éifiﬁﬁéiﬁ}ﬁféﬁﬂféﬁoé:qpe:en

onomorfismo,

R 9 S _
§i ©O+———0 , La grafica de Auslander Reiten. de

' es de'la forma

Pl

Pha L ' . In+l

Repetimos la_démdstraciﬁn del Caso 1, observando que



y consideremos- ¢l funtor F

: mod k' A ———— mod k r.
‘ T2

‘descritoien la.seceidn:1.1. "~

F

© La demostracitn de que P es denso rasuita de la si-
guieﬁté_ﬁfﬁpogi@iﬁﬁQﬁg?[b{, Bingélfﬁ[fCRllfff”
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Proposicifn (Ringé;);-ij_

1nduce_una blyecc1on entre las represanta”

El funﬁof-jF 

ciones 1nesc1nd1b1es en mod'k.A_ qﬁe no estan en C y las

”dos representac1ones inescindi VLY oVY ens tales

Demostracibn = =
Dmmmtraramm*~que para=cada repreaentac10n 1nescind1blef: 

"»D§ exaste-una Gnlca repre— N

sl W unTUW%t1
+ 0 s O/ 0

f ex1aten_gf-



Descompongamos er" -f- x 3 Y donde Y-“"-'?"é-s -'.Bl..lm..a. "de ‘ré:].;re'-'-"

'sentaclones 1nesc1nd1bles con’la. }:n +1 'dlst:.ntn S

con Y 'o"
Tnorer 9 Mooy

Como. W € mod k P tendremos que
Api
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=0+ gq guuy oo Gy 9= 0

Pe’_ro' gh gﬁ_‘,-'l;._-'.’.-'g:zig =0 con gn gz.'monbmorfismd o

A

=
E

= X8 ¥y

'Sea” V. la siguiente" rlépr‘_e'séhti't_ac':i.ﬁlh ;’de'-"-A

<
o
o

R
L

'Hemos encontrado una:representacifn 'V en-mod R A

tal que't.-_ _ F V=W '

' Por 1a prop051c10rli' 7y Vies 1nesc1nd1ble y e8| unlca

porqua si- ex:.st:.era otra representaclon V' tal que ¢| V'—'W : '



‘entonces ¥ = 0 y tendremos

das.fépfégénpaéibhes’iheégiﬂdiblﬁs?iv y V! en’ ﬁodfk'Aiﬁ% ;f

tales que s F.Vi=
A que cmwium71':

0 en las demds

Com

con la relacisn . p=ap ...0, =0,



o .
: 1II

La demostraclon de 1a prop051c1

s entonces d1m Z 4‘0

.* 0 y lem Z #0 entonces u ces a2 es 1a 1den -

0 entonces a ...az"O y ‘en ambos

[
™
He o

*Hfldad

‘casos. 'ﬁ ‘es un monomorflsmo.
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Proposici6n 2.9 -
Sean x Y rePresentac1ones 1nesc1nd1bles en :
. mod hA \ C f X'——+ Y es 1rreduc1b1e 51 y solo 51 Ff FX'——*FY

‘es 1rreduc1b1e.3,e'-~?‘

Demostraciftn

Sabemos, por la prop051c1on 2 5 y por las prop051010—

F mod kﬁ-———* mod kP 1nduce

nes de Rlngel que el funtor3

una equivalencia

ﬂe donde e T

rud Hom(x Y) rad uom(xy) Ly
ctx Y) Sl T

radequFx;FY)”ﬁ fadLHbm(Fx}FY)

D(EX,FY)

[ . T



Como la equivalencia -F . preserva el radical, induce -

un isomorfismo .

Hom (X,Y)

L S -’7:1 — ”’f;;,ﬂl,ﬁq_=  e
~’FEE’ﬁ;;?;;¥)tﬂa' ‘rad*Hom (X, Y) rad *flom (FX,FY) rad?Hom (FX,FY)

£ distinto.de.

es distinto de cero

“‘-F ng§;;rr§ﬁhc1bié;en:

Proposicién'éiibkffn:

Sean X eC YJE mod:kA \C dos representaclones ‘ines- -

es 1rreduc1ble 81 y sblo si

cindible. £: x——-» Y"

es 1rreduc1ble.,jwﬂﬁyﬁ,mﬂlQJJ;

F £ :FX ~——FY

Demostracién” . -~

_Recordembs'que dado V €D. existen dos representaciones’



’ Dondéf "

el vértice

lﬁlfptma:déff

o un morfisme
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e = ——-—’_. wl

r“ r "

51 T o donde - 'FXI
. §;_-':',_m‘(-.__'r" - W.' re

.
..

‘Siguiendo un.razonamiento’ anilogo al de u', dada

£' 3V —— FY ‘tendremosique | .

dondeT' =V|rnﬂ Y'III‘"

rll

 ie, t' = T' +p'.y existen morfismos.

i
i

TV — ¥ -'t.all E;pg":- :FI‘I:TU -

o
=

p:V—— Y ctal que Fp



Dado - V_"':':'_FM‘_ -‘-'W '_'FY:

de uﬁa ,D;gb
t'  téhdf§m6§1
-mﬂrféf_

]
=)

m
=l

———— Y - tal que ‘FEg = ¢g'

P Ll = (@) = (@00 +(0,61) donde atw!| . —— Dl

1e 1' = a'+ B'

¢ —

de donde tenemos . .
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PE- the vut = (P aptie 4 @ e (R e8)

" Come .F:flf;éﬁ,J'q'

forma:

.F‘f)fhg Qy'ﬂépgﬁdiéﬁdbldefix'~

e ceviuseet]

tendremos que. F flr"'é;

$i Ff|, = | 2| =p's" +e'a'\ +u'8' +e'f'8' =0 y
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T8+ N +0' (o'p’ T
WN O BT [ stu R 0T

g =s 0¥+ U1 0




umando ‘de’: M contradiciendo. que M

‘a S+.ch-es invertible en .

n:es invertible -

s mono-escindible,:




$i a5  es invertible "= Fs =s' "es mono: escindible, ..

ie, existe h'.

'scindible

.. v'j Tes’invertible '='V' es epi-escindible, es

decir, exlstedFY-——-—sw " tal-que v'd = lFY _'C'orlﬂ.éi;lere._
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mos I: :| tFY ——'vew. . (t',v') l: ]: vid=1, =(t',v'"}

es epi\escin&ibié_f"
S F.ffgﬁ.ifFédﬁCiﬁiéfif;iE%”ﬁ-- 1

Fuibteetai):

PulPS =Pl
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Aclvwll o felvwl] =18 duh

‘_C;omp . F £ es:_rreduc:.ble [gi’] é__s,:._mb'ho -_’e‘ac_iﬁdible'. .

o(FT.F) o5 opi cscindible.



Fm h' -#"

"“C:or'u'o h'é Hom ~(FY FW), por 1a propos:\.cion 2 4 éxiste'

h EHom (Y W) tal que h' '-F h+ r ;fc'éh' r ED(FY FW) :.e exlste'
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DeD tal_que

ry

-Fuw {rlﬁho;pﬁedeiser.iﬂVértiBIa

mono'é?@iﬁdiblé’& es

nono escindible o. (FT,Rw)
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PropOSiéiﬁﬁlé;ii;j'lg:f”'

St_ag' X Emod kA\C Y t-:C representac:.ones ixjesgi’n’-’-

g

dlbles. . f X '-—"—'* Y es 1rreduc1ble s:L__-y solo s:L .

F f PX '—-—* FY es 1rreduc:|.ble

Proposicibn 2.12

Sean X E:D y e'ﬁmod kA‘\'?D ‘dos*representaciones’
k4 presentacion
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e
| (gi)'icrl'=|:g::l -d°“de ".g'r=-,(3.}.{.)i'—'_7__=—'".(¥'ﬁ)i‘

sy ——

i
[+/]
[a
n
2]
|.l
ri
jia]
"
i
' «Q
L
- Q -
S |
~
=1
o
[~ N
1]
g
[+
[+]
<
4]
~
-]
[1a]
(]
=]
=
[n]

=_g'

De manera:andloga. podemos-demostrar la siguiente pro-

posicidn. -
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Proposicibn 2.13.

Sea X ¢ mod kl"\ D y Y ED ddé.r’é'p‘rESénItéc'iro'hés"f‘i‘h'_‘e‘s-'_"-.-- -

y r Eradz(}( Y)

Observacion

A"y
All

Proposicién 2.14 - .

Sean X, Y EC representacmnes inescindibles
Ff:FX —+FY '.__es' l_rted_uc:.ble- si y sol_o s:_. £ y £ son

irreducibles
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Demostracidn

"en  gea
Como ‘FXfféé‘iﬁésclndlble;'

ten dos .representaci

ir éduﬁiﬁiéghf

Vew

Aplicando _ﬂF 'téndremos
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Ff

Fx —FE— py

e\ S

- . FVeFW

:qhe.éé.ldéal.'

. invertible. -




" es epi escindible,

-_:%Qg”manera'analog‘ -;(7j;6'):,eé:épi_é§qinfj

dible.

-
Ml

~—— Y “son irredu’
cibles.

~morfismos

)
e

: .

- wl

irfeducihiésf?:éupdﬁgaﬁﬁé'qué .FszFx;_f;f4.FY  no_¢s iffedg.
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cible. ‘-‘Es_t'o 'és,.'ekistg.una fa_ctof:i.zaciﬁri:de_.fF_"fa . través .

de 2, donde 7 sedescompone como VOW con VED y-

W emod kIND.
ST ey

tradiccidn;y si €' o€" fueran. epi escindibles,
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“Fe'! =Fa?_;e'iaéxié[éﬁi{éédinaib¥¢ y;téﬁd:iamoQ;qu_.(t,ﬁ)_

seria epi escindible! contradiceidn.

A" ‘son-irreducibles

Sean .§=h-0'6" 'y §=h-6"8" dos morfismos irredu-

~cibles.



- 111 -

' Observemos que

F(5 -0"8")

E=6"5". .

0" epiescindible.
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Seccibn 2.3

‘Nos disponemos ahora a demostrar el teorema de Nazarova

y Roiter, pero antes serf fitil el ‘siguiente resultado. -

Lema

espacios’vectoriales~y - - .

Sean -V, V1,V2y Wk

es un . monomorfismo

es un epimorfismo.y g

' Demostraciénrf'.5¥ f%i:

" =" Supongamos: " es

fséh:;xTcKeng:Im' ipq?ﬁi; ﬁéh£6f 3_§th?Keffg =0 -
ié, % =0; de donde 'g ‘es un monomorfismo Imf=V, ®Ker g=Vy.
8 . el LT DRI mmesiy T T e e ._"-_i“ teons ‘.. J Lo .. ._ I : '7 E

»

Por lo tanto £ es un.epimorfismo. . ~~ .~

Sy
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"M gupongamos que . £ - es un-epimorfismo y. g un mo-

nomorfismo

es exacta.

Teorema de Roiter y Nazarova.: =i

"Un pollcarcaj es de tlpo flnlto e gy diégréma gs_un 

dlagrama Dynkln.‘.”

Demostracifn

.'__Iug‘.n Al(l>1) o'_‘ o




fll‘l-

Sus representaciones coinciden con las representaciones

del carcaj I

1

l;‘] :
,\ 8

N L

O - (o] Q s s D

con las condiciones

a) le1—8— —
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de tal manera -que el tipo-de representacidn de.

tipo'de relacidn de

. Bl(}:>2)-

clkliaa) o o—

o . o 0. *'-.o
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~con las cond:.cmnes

truir el carcaJ A aln‘relac1on 0

'a); 1 —E 1 1 __ﬁ_¢ 1+1 ;exacta f‘ﬂ.

SR e_s.-_un‘i #Pi_mpr?i.s.mﬂ e

'-_Como ﬁ u 0 pornla'prop051ciun de R;ngel podemos cona-

D (134) ©-——o0-0i——0 —0
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on

-ON

—on

‘Comoftodés 13§”£1ehhasﬂtiénenjpésq”1}‘coincidgnfcdnrlda _

'.Dynkin'”Dl,:Eé;”

E., E_-. que son de tipo de representacidn
finito. -

7’78

Las representaciones de este policarcaj coinciden con

las representaciones del carcaj i



- 118 -

con las Siguieﬁtesﬂcphquiéﬁes3“175*'

om".

'~ Por el lema anterlor,.las representacmones de A con .

o’ ep1_y ﬁ'-lso c01nc1den ‘con’ las representac1ones de r

con las COHdlClones ‘a) f ie, c01nc1den con las represenﬂ

tac1one5 del Dynkln\ E6




Las representaciones.de-este policarcaj. coinciden con.

las representaciones del:carcaj

_Como--ﬁ.d¥9:;
truir el carcaj A de.tal ‘manera“que ul tipo‘de Tepresentacién de

A''y el de. T con la’condicidn co1nc1dan L

!
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Al

'Comd 57 0 por la Pr°P°51°16ﬁlﬂ§ixihgg¥?ﬁqaémqp;ébns; ‘

trulr el carcaJ}*




S

ai

‘las. representacione.

-~121 ~

que es de tipo finito. = =

*. G, © 20 "es detipa de representacibn finita.

' €&iéﬁﬂéfdiaéréﬁéyﬁyhﬁiﬁFqQéuaﬁggde7

mis peso:

~Las representaciones de- es olicarcaj coinciden con -

~que satisfacen las ‘si
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Cdmo ﬂ u 0 por la prop031c10ﬁ de R1nge1 podemos con-

'trulr el carcaJ de tal manera“que el t1po de representa

c1on de_ A{.'y el tlpo

coincide

A

‘Nos interesan-las representaciones. de. I . en las que.

c01nc1dgn

 e representaclﬁn de P_fédhvfﬂ;déb,".f_f
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A. |
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en las que i-—2—1-Eap

' Las representaciones .de.

 es. exacta’y un:epimorfismo’coinciden, por &l lema, .
S L ey Tt ST L e o

con las .representaciones:de es un . epimor .-

ébﬁf%spmorfismoa yoquein ', 0):

‘coinciden . con:ilas

PO e

Dualizando.obtenemos, por cada representacién de I

una representacidn de -~ ()% 3+

SN

Gl;h‘
N S e
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en la que. a'*,y'*,6'* “'son monomorfismos.. -

las representacion

_ggijléiili

ntacién que

j contie-

n-isomor-

P

n >4 es’de ‘tipo ‘de repre 's:en-_- ]

T L © ——=— (cualquier orientacidn en la

primér-flecﬁé)
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Las representac;nnes de este policarcaj co:nclden con '

1as representaclones del carcaJ r  con las slgu1entes con-

dlclones"

Como ﬁ o= O,Jpo; la prop091c1on de Rlngj

trulr el carcaJﬂfA' de talrmanera que el tlpD de__éﬁfééénlg -

tacionzdey,A'°'y el tlpO dELrEprEBEnt321on de P con ﬁ a"O;“ f
coiﬁcideﬂ~! :ff"“i

A
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Como nos interesan las representaciones de I' en’las

" Como:

triir-el-carcaj”

‘cidnde’

por el lema,

lag representaciones

isomorfismo

las’represen

‘que’ satisfacen:que 'son iso-

‘morfismos 'y que:
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S g . . - —
presentacloneg- c01nc1den con las representaclones de r

‘en las que _qu yuj7}Q’son eplmorflsmos. ;f '““

anéliza-

“Por lo“tanto &—— -—=7'gg tipo’de representacién:in

finito,
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el vértice ~ii - es‘una fuente, por lo

tanto el “i’ es-dn-inyectivo:inescindible:

céhdoté1f :
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'En general la categoria de representaciones de

T e 5

La categorfa.de-representaciones deveste.carcaj contie-

‘ne a la c&;@gbfia”d

nen isomorfismos-e

/. (cualquier orientacifn en la

primer flecha) .

Las representaciones de este policarcaj coinciden con




o

- 131 -

las representaclones del carca; r 'que satisfacen'laszsie'

gulentes CDHdlClOHEB

Como ﬁ a 0 por la prop031c1on de Rlngel podemos cuns

_trulr el carcaJ A':de tal manera que el tlpo de representa'

cifn de- ?3_,'?5 ﬂ o= 0
coinéidé,ﬁ”

Ai{;

Como nos interesan las representaciones-de I "en las

que k —%- 4 fﬁ;% l.fe§féﬁacta.jf:ﬁ'7é5luh1epimorfismo;
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por el lema, estas’ coinciden con: las representaciones de A' -

~'de’representacién de
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T" en las que 7' y a _son epimorfismos

Como pooi - 4 tlene ‘cualquzer orlentaclon, ana-

: llzaremos 1as dos posxbllldades._ng
‘Caso l ﬂlfjffj-_f“"

j —*E—* i el carcaJ P? serié.dé:ia.fprma(coh- 7!

y. d' eplmorflsmos)
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Dualizando obtenemos. . para éada_feptéséhta¢{6n de r

una representacidn de (T")* .

4

del:pdrdialﬁente

de Kleineries.

Si i ——— 4 el carcaj I" seria de la forma
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Iv ' ‘

_podemos aplicar los fun-

S Sy obtendre

e EImist t i-..

po de representacidn que:




——

iv) o ———o0—

e

Las representaciones de esta policarcaj coinciden con

las repféééﬁtédipﬁeé7délf

P que satist

cen las si~
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a) k—S—1—Pm o exacta o

b) ﬁ_'__ _'

Como

I‘ en '_1;; s

.Como nos interesan las representaciones; de:

que k —E—
por'éiﬁleﬁa?*""

en'lésQQQg'

esto. es, con las representaciones.de’ en:las:que :
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Jjalquier ~orientacidn, anali-

su carcaj asociado es |

il g ey B
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El carcaj ‘I, , seria, en este caso, de la forma




- 1#0 -

4
¥
+

~‘es de tipo.-de representacidn in- -

Las representac1unes de este pollcarcaj c01nc1den ‘con
las representaclones del carcaj F: con las 51gu1entes cond1

ciones:
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po de represéntacifn’d,

I'con' P a=0-coinciden:
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de 4 en 1as qua d' es un epzmorfzamo y ﬁ un 1somorf18mu .

an 1as

gsto ES,_colﬂc1den con las repreaantacmanas de F"

que ot es un epimutfismo.;'ld

Gomn y,ﬁ y 0

2% TS

En este caso el carcaj Ty, es de la forma
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k" .._...,, jn._.JJ_;.. s

para’cada representacidn de

e ‘de acuerdo.al teorema

es-de tipo in-

A

'.“Apii#aﬁdﬁ;éi.fuﬁtdfjde.Cbke;effﬁd:cialfiiqhiérdo“



»
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twi) ._ .f—;f—-4 o§*\l

Las representaclones de este ;wllcarcaj colnclden con
las representaclones del carcaj VF. cnn las sxgulentea condi

clones,;'*ffffL;ﬁ”'"”

Jr

sy k=21 L onies exdeca

b)lﬁ”.es-ﬁn éﬁiﬁqffiémof B

'Como _ﬁ a— 0 por la proposmclon de .Ringel podemos cons

tru1r el carcaj A{ 31n relaclon”u, de tal manera que el ti-

po de representaclon de iAlx

L_lpo:deyrepresentaclon #el_P_
con B a= ;,c01nc;denu

A



Nos interesan.las representacioneside que satisfa-~

‘ten las condiciones ia), ) coinciden:

con las representaciones;

"Bl carcaj. F:, es de la forma
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donde ‘@' ‘es un epimorfismo,

" 'La categoria deurepreéentgbidhéé;dé]frr; ’éoh o' epi

contiene a la_ subca presentaciones de I,

son'epimorfismos y que  es de tipo

§i I es -

El carcaj I} es.de la forma .
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obtendremos . un 3Y: epresentaciones. ines °

‘cindibles de [V iy las rep resentaciones inescindibles de

__-_t':i..pb",’de .rep'r_ésenta- :
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El carcaj R; es de_Ia_fprma

~ Aplicando el :funto
cbtenemos una equivalencia.entre:las representaciones-ines-

cindibles de [y iy das r inescindibles'de

" .Por’lo.tanto

S:L I" e.s.

El carcaj 'rg Zes=de'iétforma‘



obtendremos un:

cindibles

Las representaciones:de este policarcaj

las representaciones:;del.carcaj. T

b) f es‘@n:épi@ijiéﬁo :

Consideremos el carcaj A:

‘que:satisfacen

~coinciden con
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.. Por. la proposicidn:2

S
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como las representaciones de’ A' en las que d' es un epi-

morfismo.

&' iso, esto e

‘Dynkin ‘extendido,

' Las ‘representaciones de.este policarcaj coinciden con

las representaciones tdel carcaj [I'. -que.satisfacen:
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trdi:}elf@étéajﬂ5m3§.Héffallﬁanera que el tipo de representa.

. -

eibn qéf;éfjfﬁ?éiftibozde representacién de TI' con fa=0

coincide: . ' -

.Cbmb'fﬁit ,.por:la propos;c;ﬁﬁ‘ﬂe-R1ngel_p§déﬁébfﬁbﬁ§ 

truir el carcaj A de tal-manera que el tipo‘de representa-
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cidn de A y el tipo de representacidn de A'' con 8§ e=0
coincide

Las representaciones de’ A’ ‘en’las que | i.——+

es exacta 'y’ 8 - es-un’epimorfismoicoinciden con las represen:

taciones de’
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que por‘lp.visto gn”ii)_casp-1 es.de,tipb.infinitb}fﬂ
"Poero Eantq f+—3—fj——2—*f'es.dafﬁip01d§7fg§reséhfa¢iﬁn

.infinitd,

b) 1 —f>m ——n " es exacta

c) ﬁ_Y;ﬁj'f[3§n ébimp;£ismds § 

. Por la pr0p081c10n de Rlngel el tlpo de representac1on

de-iP ﬂ a“.,”f'”ﬁi _%10 -b01nc1de con el tlpO de repre

sentac1on de?fArq'
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o 0++4 0 )

que era de ti-

28 de tipo de te

n-.Las representacioneside..este policarcaj coinciden con

‘las fépféééﬁﬁé;ioﬁésfdélhcqpﬁgj.1P ﬁqﬁe 5ati§£écéﬂ laé si-._'

guientes condiciones; = .
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UCiﬁﬁ;EEw
coincide -

Como nos ‘interesan las representaciones.de .I'' ‘en las

que . j. "'es un épimorfis

mo{-estéﬁfcoindiden conilag representaciones’ d IEﬂflasf

X 1 e : o i I i LR
e. &' es un’épimorfismo y somorfismo. .

‘Sea A
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s
ey

v sea Fiuod kA —smod kAL

nido on 1a seceisn 2.1

. Por.la proposicid

 'ﬁd@

‘representacion

';ﬁf;ﬁﬁ‘

las representaciones de -
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A" con a', 8", 8" ‘epimorfismos:

-

fPero la categorla de' A"'-!'J'

reduclr el caao'

caso.f-*

Las representac1ones de este pollcarcag COlﬂCldEn con

las representaCLOnes del carcaJ I:
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y sea 3 F :"l_'?;,sub categoria“plen

que satisfacen las condiciones

forma & -

en . D
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_D_W_U_ o
;>\\ (O,H (0, ’//’ es un obJeto en  F.'

ii})  en los morfismos.

son -dos

objetos en D y tpeﬂom (GV GW)‘__--ent'on&;_g_s}_. p=G) +e"

donde iw"réé-’;'f vT







} '¢2T1.=.‘S-1\°1' " - :

'be._d).'é)__

e
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Por lo tanto, a ‘¢ lo podemos 'vé}:'como----'




- 165 =

e '%';o'-_-*"lp" . Pero dado @', existe P vV—— W

tal que G \D-'— o'

~ Recordenos)’ de-la

Jacobs _&’n d é"' .-?.F".-"é's

F
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'E1 £th6rTj£G D —————*_F induce un funtor.

toncesl_

P ? §¢”.éntqb§B7

nescindible en D entonces. GH es

g ¢" §rad(End GV).
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'_(g'P"-)i =0 . en todas lé:.fl_e*ch'agsla "ex.'c"e'p_'to"--_ e':n una en do_ndé

es de la forma

regular:para todo  £eEnd GV .

: .Pero:j.',-"-ﬁ g 'P" ]

T+ fgem (1=fe



CAPITULO 3

En este capitulo construlremos el carcag de Auslander-'
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goria de una'_cr::lt:_g'a'g'ofia'_-._gdé._t'ip'b finito,; es de _'t_'ipld'tfin_ii:o.'

1.

c_'.arnaJ_ ' F_ :__ o
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o
{
1

que satisfacénﬁ‘[ﬂfT'f“

sosoniepimorfismos .

~Por la proposicidn-de Ringel sabemos

de representaciones:.de
mismo tipo de representaci

ciones de A 0o

o -"5-{” L

~> 0

j'" ) _"kl'

A

y.pedit‘las pbﬁ&iéionesffi) i)y iii).:ﬁé_ed@iyalente
a pedir qUef*ﬁf;fsﬁW _y- ) 'seéﬁ.isomdrfiémos ya y 7

sean epimorfismos.



La gréfica 1.1 es la gréfi;ﬁa_'d_e_’ AR, de A .

La grif'iéa"'_ 1_'._'2. es la- grﬁflcade AR _dé- r 'c'o\n 8 y=0.

Esta grﬁflcalapodemosobtener delagrﬁflca '_1.:.'1-'ide_rl .

tificande .FT,q = FP FI Fp Ly
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es lagrﬁflca de A.R.

una gréfica auxiliar.que'nos‘permite distinguir los*morfis-

e-que termineen

-

‘se’identifica

T —+r77e7+¢rg¢is;:




GRARICA KU4) (3,9




()

oRarica we 2 |1,

.\[@

-I'l‘j;-u ‘



)

QRAFICA W43 (D, )

ERN

2 i, k
l"l'j._. r P FTY wpn




GRAFICA N° 1.4
GRAFICA AUXILIAR

{ 35 )

(v

(0010)

O

io-—'——bl. i

....>‘ (mu) — (2)1)

N

(1101)
“55

(1100

N

——= (100}) —* (mou)

NS

(1010)
Ikl ’

- 9LT -



GRAFICA N? 1B

.

- LLT



*
- I
[+

' La categoria-de;representaciones de este policarcaj-es -

equivalente a la subcategoria plena de.representaciones del.

Cow

L Ima=Kerf

“Brres unepimorfismo

t:‘i:eh':é’-:'e]_.l_ ni”is-"li_l_'o_ . tipb ‘de

sentaciones. de . A: .
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y pedir las condiciones i) Ly o id) es equivalente a pedir

. . R
que «' ~sea epimorfismo y f sea isomorfismo. -

Caso 1

|

LN
P
Lo
w0
'—l

La grﬁfiéa 2,1;1'és la grﬁfiéa:dé;&lR};de; A -

La graflca 2 l 2 es 1a graflﬁa:de A R.,de Fifcﬁﬁuf;fﬁ-ﬂ

btenemus de'

8 u“ 0 Esta'graflca la a graflca anterlor

1dent1f;candq

ElfﬁqrfiSmn : icarl a’ ffdégapa; ;
rece. .
Como nosJmterESa'uasubcategorla plena dee'A que satls-

|." .
face que - f° . es un 1somorflsmo, esta resulta equlvalente-
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a la categoria de representaciones de

La grdfica 2.1.3 es una grdficayauxiliar. quei nos permi- .

te distinguir, sta subcatego- -

Las representaciones:ii es.decir, las represen

taciones que no tienen:unai:sucesidn: que.casi se divide . que
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I, ',3FI4.'; v

: mos 1rreduc1bles FM47~—~——+ FM y: FI _H___+ FTHf 1ﬁf

FIZ’ FI FI 5 Tendremos dos nuevoa morfls

y aparece una nueva 5ucesmon que ca51 se d1v1de.q.“gﬁ”'




QRAFICA WY L.1.0
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QAAFICA N? 2,12

| ——




- e ('} oy ») o ) s o o C

g3 ——§ B
Q 'f_\} :
GRAFICA N©9 2.1.3 L N
| e— P
{ —» 25 —_—) \
n"n n

GRAFICA AUXILIAR | M e b




o !
GRAFICA N2 2..4 _

1——>2—§"—>3-—->4

\/\/’\/\/\/\

FM:? ._;.;-\:__.Mga ,_.14",-— ST

FM4---> FM]5—> FM16--> FMzz"‘" EFMzp = FMgg > FM38 '—"'_ _E‘qu

\/\/\/’

FMyy

\/\/\/\/

My . Py

> FMg > iy~ FI, —> FI,

FI3

- S81 -
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Caso 2

R §

o
[y

:'.- Jr ’

”La'SréfiéégdéTAﬁﬁiﬁﬁdéfﬂRéiﬁéh“deQ5Fq con esta orlenta-

2)'.Com0 FIs; eé la envolvente 1nyect1va de 5,;

_entolnce's {'r s (FI4.. ),_Sl(FI ), s (FI ), s (FI3)]



3
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es un conjunto ‘completo.de inyectivos inescindibles




)

O @

Sy P}

GRAFICA N2 2,2

____’—.2—.-><——'

Sl 51 (F)




rS
0
o
!

'CaSO ;3-

Fy"'con Esta'orlehfapiﬁnfléqudeéﬁ

de Coxeter parcial.derecho
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'3) {si, ST(FPy), S (FP,,

conjunto completo’




GRAFICA N9 2.3 Q - C\

.~ Si(I"P5| Si (r‘ o S (FM R Si(PMJG} N S (FM43) 3 Si(r'Isn

\/\/\/\/\/\"

\/\
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sf(s Emy)

.- 'completo; de- proyectivos.

2)

sién de Auslander-Reiter




GRAFICA N2 2.4.1 ' ,D :

4—-———0—-—-&&-01—-—-

Sl (SiFI"B )

SN

{si (FM3))

sitsiimg) i ime)

SI(S (FPAI ),

\ __/ \‘
NS

s1s; (F) -'-:'j'f .S s, (F:«b_é)

N/ \‘/

- €617 -

: slsitmz-,} '
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g_ Grafica del Policarcaj el

‘que satisface = . -_“.E'Ji) 

- Por la proposicién de Ringel.

de representacione

de representacidn que-la categorfa:de representaciones de -
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o o GrerO

en ‘las.que o' es. unepimorfismo. =

A' s un diagrama:Dynkin-del:tipa D, 'y es, por lo

tanto, de tipo. finito.

‘Para describir la gréfica de B, ‘escoperemos una orien




- 196 -

tacidn £ pé;a:iasgpriﬁéfaéi(l’éé)?fléCHaéﬁffﬁéﬁtribi;emos

la_gpﬁficéfdg7iwi

'ioS}rEapltados

i) Descripcién:del’ Carca
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La seccidn de las representaciones proyectivas es: =

La transformaclon de Coxeter _?i?;;:plC:EQdi@(ﬁf:Df}'5

donde_'C“f'es la matrlz de (l+1) x(l+1)

queda'dgscri;aupor;“"
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5i n ’51"1 ';_h.'il.é-i‘qnc“io_.’ s céleulos encontramos. que .
R seaWpslyyq) o donde

Xy =X 8i n  es impar

Wip1 = e .
R T RS sl n es -par
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De esta’ forma podemos comprobar dlrectamente que

_ . (¢ 1 1- 1_ij% Ii y tendremns l(l +l) representaclones

1nesc1nd1b1es{ 

Por‘lo?ﬁéﬁpd'eiféaiCaﬁ dé:h;ﬁ:?d Q) sera de la

_ forma:

CANININAN

. o : L
Como nos 1nteresan las reprcsentac* nes de A - en - las
que. u";es.unﬁep;mqrflsmo, el s;gu1ente lema resultara

Gril.
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Lema

S U S U s C R A CRRINL
Sea .2  una representacidn inescindible de A . =

81 o' no es epimoffisﬁo;y;Hqﬁ(ZiPl;1f*,Oj

Demostracién?; Tf{ff;

0. es epimorfismo, ‘existe .

una’base-de la ima-.

. induce el morfismo no cero 7 12 ——— P |



By By gy L

Pero las inicas representac1ones 1nesc1nd1blea';22-dg"

-

: A'_.tales que g 'EVP : y P1+1 'Eﬁ:'

Hom(Z P
.s}:ESiéﬁi,‘de ah1 que la unlca repre-

sentacidn' inescindible dez}_;ffgnj;que;.qﬁg no es:epl es Plf

‘Observaciones:

o= Como ; es un pozo en}, A y 1"“es una fuente,
el 51mple en“

y- el 51mp1e en e  5-” es un 1nyect1vo 1nesc1nd15_ -

es un proyectlvo 1nesc1nd1b1e3 e
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s
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_ T HC L e e : '_a,: | So.n).
Las repre'SeutacionEBf-_PF_PY.‘?Ft”q_Ff-'.q'?__ (B.l. g.“ )

FB,
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con. cualquler or1entac1on en 1as arlstas 1nd1cadas es equ1—

_valente a la- categorla de representac1ones 1nesc1nd1b1es de

y esta equ1valencla esta dada por:funtorea de Coxeter parcla

les (1zqu13rdos y derechos)

Demostraremo

quivalencia por ‘induccidn-sobre el-

numero de flechas qu ;enenTUha orientéciBanifeféhtéfd-laa'

ﬁ (A' ﬂf)iles de la forma.;lf 

1 . '2 '-_""_.-_f;l'_“‘ rnwn+1 ‘,._...._._ —— 'l+1.

En el vertlce n +1 d  .(£';.?)-.tenemo§'un pozo. y
apllcando el funtor de Coxeter parclal 1zqu1erdo

:C(A',ﬂ! ';—*-—* C(A". IP) pendremqs;una'adﬁivaienf-



m-bl 'lechas que tlenen

una orlentaclon dlferente a-la;de (A' ﬂ) : y sea 'h_ el pr1_

_51-82 ;‘;:..i n B C(A' ﬂ").——"""——"C(A‘ : 1‘_,... ‘6.n£3|'1) induce:



~ - 206 -

una equivalencia entre las representaciones inescindibles de

La gréfica 3.2 es la gr&fica de A.R. | de (Bg, )

La gréfica 3.3 es la grafica de A.R. de (Bg,0,8)
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derecho. s;;;a- ﬂ) yfluego apllcamogiel funtor F?ﬂ'. 

2013) y luego anllcando el funtor TF;af}

S1 | (A O

La graf1ca 3. 7 es 1a graflca de A R._de 3( 5,01030 0 ﬂ)3
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L

v la obt:e_né'n:\og_"j apllcandn" el 'funtnr"de_ Coxet:e.r parc1a1 dere

cho

y 1a obtenemos apllcando el funtor de Coxeter part.‘.].al dere-

cho S1_- (A',0201 030201FL) y luego apllcando el funtor

F.
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4. Graifica del policarcaj Cj

La categorla de'repreaentaclones de este pollcarcaj es

_equzvalente a la subcategorla plena de representaclones deli'

:.carcaJ P‘h'

..ﬂ.o.c + O '—-—-——-—-O

.OA

que satiéfaﬁéﬁé'z' o :_ 1) Ilna Ker ﬂ

S ) B es“uhiépimorfismdff__; .

Por la propos1c1on
de representacmones de
de . rapresentac1on que la_ 

As
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L e e (e
al 'gl - 40" - p..lo o .

o‘ ..Ol!. o

of T I

Por el Lema 2 3, ndé_ ‘interesala ‘subcategoria plena de
-representaclones de “en’las que "es un epimorfismo. y

.

e

(1+1)'

(Aﬂ)

' , obtendremos



e = (1+1)

La seccid

<

nde .__1721'3_;'-_ﬁé]il‘__ésén_fécidﬁe_é_,_p‘royer:_ti\'zas de A

es de la forma: -
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Q.l_'”u

o]

L

5

N,

e

(l+1)' TR - ) o |
La transformac:.on de Coxeter (‘I’ 1)-'--CC _—-d_im'(trD)_ - don

de C es_la _matla-l_z;_'-d‘e (2 1 2) X (21 —2)

(1+1)[-0°.0
S L

(e |
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queda déséfita pprt.'

. : ~"" '; ;fﬁ' o ‘ V Qki¥1)§ﬁ.;f“f
S l' (l+1)'3" colene o

1,
(1+1}'

. Podemos observar que:’

it e T
--e_(‘b_,) P(1+1)" ";T.-.'-:..;.(1+1)" 51 ;“_‘_1 3

(a1 1°2; _ '
_(‘I’_ )_ P(1+1)" (1 1 0, | 0). _

y la secciﬁh-dé,los'iﬁyéctiyos_queda
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ey -

y un-esquema'de'el”cafcéj'dejAusiépdériRéitéh:ééfié:-
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_A““_tiéneﬂaféu'vez'la

La subgraflca qug correépbnde a

subgraflca que corresponde a

Los vectores de d1men51on de la subgraflca A' 1enen

1 .
A"_

El numero de representaclones de la subgraflca de A

que corresponde a:_Af que tume 1 en el 1ugar 2 es
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BT T R TN+ S L

ubgréfica de A" tie-

o-involucradas en A", en

- Esta

subgrafica forma

l.carcaj de
ubgréfica corres-
“la subgrdfica.de A" " correspon.

diente lgebra:
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def'H{{f.ﬂds.ﬁdffiéﬁdﬁﬁl

parecen,

fla;éﬁbéfgglca deliA

‘coordenadas .1ty 2:se peg:
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bescripcibn de la giffica auxiliar A

} La graflca de AvRide _contlene las subgraflcas que

corresponden a*las algebra nlserlales:'””°”

(1+1 ).. g

La seccian'de-las representaclones proyectlvas e 1nyec-

tivas de "A' es de 1a forma

NN

anﬂ}'



- 230 -

Los vectores de dimensidn de la subgrédfica que corres-

ponde a°

Aparecen ‘ahora nuevos morfismos ‘irreducibles que son -

los que”sefdﬁﬁighéhféilﬁégafi'fgfﬂfjif:q



R—

= 1¢2 -
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La g_réfic_a'll..l'.llle_s la gréf_iéa -dg A.R. de Ag:

6'+ Bre———guim———31 g -5
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sobre A y estos quedan descritas en el siguiente diagrama.
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