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. INTRODUCCION 

El. obje~o .de este _tr_abajo __ es dar algunas generalizaciones 

a espacios de _di~z:ision ·'t'Of1n1t8. de Tres resultados básicos del 
··-";'•,.' 

3.lgebra lineal.1 '.•·•· 
--~>::( ... ;. -,.1· 

·-· "'·.' 
1°) La descompos.Í.ciÓÍl :.de· .·un espácio lineal complejo de dimen-

- • : :- ;-·,-,~,;'._:·:;\:-;·.i~~')'.¿-;;>~'.t.~~:} .. ", '~e 
siOn fir\ita·-~n,:· sUn\a: · directa~de:.,los espacios propios generaliza-

. . '· ,._ -__ .. -.:.';.'.?::,.:.<·.-,;_.-;i5;:'.._j~-~;;'/_:;_f>·->::' :.:.. ' 
dos definidos ."por.:0 losi"valori!s·;"caracter1sticos de un operador. 

. _ _- . ---~~-~i··-::~::;·:~_::.~:J:HB~{'.:!t~_;'.f:t~'.:'.~1~: . .-_::_:;;'/--'~:::-:·: .. ----
2 º) La .descomposiciOn;'de:_,_un·ioperador. definido en un espacio de 

dinie~.si~~ gff:ie,~;~%%i;t~i~J:f:-::~~s,,operadores, uno de los cu! 
les es .nilpotent.e\Y.f t!!l:::C?tro·:-diagonal'. ·_ · 

... ,;_ .. '.- ';~'--·!.'. :;:~_-;/'·. ~\::~l:::~};·~;:;}?i\~;}'.\~{;~~: ?~'.-, .~:;-: ·''. '.. :·" '.,e 

JO~,-.--. La :ortorlormalizáci6n'!·de:-una:· familia finita de vectores li-
. ·. ___ ----:· _, _,_,: ... .-:·{')\í,;·}<~i;;,:iC~/'.:;:_/;:-._.[:;:.·- ·:-: · 

neall!'ente: independientee,:en ~~~- ~spa-cio de dimensión finita por 

medio}e·~::±:~'.?;tf,:'r,1~~ne~1 continuo con inverso continuo. 
'. ,Para\esto .. definiremos, 105 conceptos de operadores compac-

' ~ ·_,_ ::~·-·' ,:'.:-;-: -:,;~;.:;:.i_,;:;.1'._<-;'>-~_:_-·s<.':·::"'·"_ _ _ 
tos, ·:medidas::.vectoriales::y ~medidas- espectrales y estudiaremos 

al.gu.naS_.,a_e _._·su&~ p_Í'_op~-~-~lidés'~ 

.". ~~~º~~cho .es-~a-~ \:¡~~aS para agradecer a mi amigo Jos~ Luis 

Abreu su ayuda y ~a~i~~-~'¡-~}~~-r-a·.:,-~a,,~laboraci6n de esta Tesis y 

en· general a mis amigos .que,- a lo ··1argO:.·ae: este trabajo supieron 

escucharme y darme consejos·.· 



CAPITULO 1 

En este cap!tulo establecemos dos Teoremas de descomposiciOn. 

En el primero expresamos un espacio lineal complejo finito-

· dimensional en t4rminos de los espacios propia generalizados 

definidos por un operador. 

En el segundo re~ultado descomponemos un operador definido so

bre un espacio lineal complejo de dimensión finita como suma 

de dos operadores, uno de los cuales es diagonal y el otro ni!. 

potente. Seguimos la· presentación de Hirsch, Smale ( 1). 

Dado un espacio .vect~.r.ial co~plejo finito dimensional X y un 

operador T :· X ...:.;:-· ~,-. denotamos el polinomio caracter!stico 

de T por: 

'PITI ,~ J
1 

{T - ).K}nk 

donde , {).kJ~. 1 son,'las ra1c~s distintas de, P{T} , y nk > ,1 

r 
es la multi~iicida·d · cie "~-:~k··: NOtemóa· -~~~ kz;1_nk ~ d.im Xo 

-- ' . ', . - : ,- ··~--- . '. .,_ . . : 

RecordemOS que el espaC~o -p'ropia·· ~e· · T _ correSpon~iente a· Ak-
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es el subespacio Ke.~(T - Ak) e X donde Ak ~anota el opera

dor /.kl' 

Notemos que T es diaqonizable si y s6lo si X es la suma d.! 

recta de los espacios propios. 

Definimos el espacio propio generalizado de T correspondiente 

a Ak como el subespacio1 

Observemos que este subespacio es invariante bajo T. 

Sea K un espacio vectorial complejo de dimensi6n finita y sea 

T r J( - .le un operador lineal. · Entonces J( es la suma dire~ 

ta de los espacios propios generaliza~os de T, y la dimen

si6n de cada espacio propio generalizado iguala la multipli

cidad del valor propio.correspondiente. 

Oe.m.: Dividimos ia: demostraci6n en dos proposiciones. 

J?efin8mos _ pá~a. cada lI · •. o los subespacioS' s'iguientes 

Kj .- KelL rl. N ~Kj 

M • ~lj donde·- R den.Ota··e1·ra'.'go. 
- : :;__ ·:-:'/:'::'--~-,~' 

Es claro que: (0) • K,c K1.é:;,,cN y·· 

K • L, ::> Lr ::>,,;::> M. 

Sean n y m y 
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lj • lm V j 

del hecho de 

> m, La existen~ia de .n y m está garantizada 
. '. '--. _,: :, 

que X:. es :_·ae_._dimensiOñ finita.·:·· 
,-.... -

Claramente N -·y ·-;-M -:·-::·-: Sofi:··: inVA;i~t'~~--_ baj·~ ;_-·--r·. 

_, :;.: -. '._ --~ ).:~:_y::i ·;::y;,;:.)(i>· :'.~~:\/'..~f ~,;·.~¡f i·.\ ;-,<-/ ~~-_,-- --~- ,·: 
1

,~-
P Jto po 6 .l c·.c11 n ·· ~. coii-~18': íiót·a·é16n ?'arÍteriOr·:- teilemoS·: que _ · ·-: N: o M 

oem. ,· .• •.·como ····TM ..•.• ~:f~l,'·i '."Af~·~~;;{~f {#~f ~~¡~;~\li".~;··.~·v~rtible 
Tanbi6n r"IMI • M.,.,.pór•lci'taríto"'·r"t'i"O'·•·'VCte ·M·~·¡o¡ 

::u:::·~: ·;:;~~:1~1!T~ti~t~}~f {'l,;::: 
que Tmx • Tmz para alqdri·: z·:e·M;::.:"Pongamos~:- x::-•:-:(x-z] +:_z,· 
entonces x - z e N y z·e·.M·: ----)/i·:·-~r;':{:(?(~f,~:.~_;,: · ··-:-'i-: - , . 

. '·"" ~:.,.>.> 
,·,r-·.-.:c.·· 

Sean >..,, •.. ,Ar los valores·Pr~pi~8-·d1StiiltOS de r. Para ca-

da Ak definamos: 

Claramente, estos subespacioe. so~ invariá.ntes bajo:-. T. 

Oem.: es 

inmediato. 

Supongamos que . d > 1 

quier espacio de dimensi6~ ·_ ~~~~'}'q:~--~:-i:.-~/.;~-/: E~~ p~·rti-~ula~ supone

mos que la proposici6n es ciert~ para 'i¡M
1
.; 11'1 '-M1; 
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Por consiguiente es suficiente·. P.rob~r .que. los valores. propios de · 

TIH
1 

son A2 , ... ,Ar y que ~~1tlT,.-Akl.H 1C>Ke1tfr' Ak). 

Veamos primero que (1). 

Supongamos que (T : fx' ·~ A1 x, 

por lo tanto (T -

,;, .. ,. ,·.>-
Por consiguie~te :_;:·:¡::\;~:_;-~\;:/~-·: __ ~:; 

-·---~··· ' .--.-.-

como Nk es.·inv8r_d:anté'/:b_~~-~-.;}~:J{;/:~\-~ ~;/t~~BmóBs· 
(T A,INk • Nk ;y ~~(:1o~a~t~.¡ .;.,:; 

-- ~, -~~:/···:.~e,..·--· ,,:~-<· 

Nk e lm(T - A1)j•· ~j;. l),·~;.,;;:;E:~t~ !"uestra,que Nk e M1 si 

k > 1. 

Esto implica que 

Probemos ahora el .TBOre~~ :-i::i ;~. ·· .· 
~ >;-'.·: ·. 'i. , ' _, _ .. ·. _.· . . ' . . . . 

Sea nk la multi~licid,~di~~?.Ak;' ~ºmo r~h,~el poÍinomio carac

tedstico de· T, por elimismoillrguin°e~'to que·se us6 en ' (1) ,;se. 

;~;,~~~~i~~if l~~i~~i~~~. 
del polinomio-',cii~ai::ter_1!J~ic~:·ae;:_c/1'.,I ~~-r;~;:_-._es_)·_~,;--:·-• ;,~~m :N,¡·.- ·: -· --

. S6lo • r¡~ta p::~~~{~t~:1rlr~n!t'i):~'~'~1¡{$' ]·'.y~:¡~~;\: { • .· .. ·. . . 
. ·' : .:•/;., .. -;',,: ~'.·' • . ·"{' ";' ! '· ,.,, ~ 

Por lade finici6n de ' N~:: tenemos que · 1 T '. i 1J e Nk. 

Probemos quo Nk. e (T,Ak). 



Como Ke~IT - Akls+l • 

es _claro que si Ke1tlT 

- 5 -

{l e X 1 

A J s 
k 

I T - Ak J 11 T - Ak 1
5 

• I • O l 

KMIT ·- ~ 1 s+l · ·'entonces· 
k. 

V P > 1 .. ·. 

suponqamos que IT- A1i"1• f ~,'cl~ramerite ,1!f·''~ 1 J01x~ N1• 

Usando la propoaici6n 2 IT • A 1 1~1. !! ~'2 ; en parÚcula~ 
IT A21"21r A1i 01 l'f o, ,·yes•c1aro'qus 

.IT A21n2 1T - A11" 1•eff1• por;l;;;i:.;;.~o, 
1r A31"

3
1r -"A21s:~·'[f,-;\iX~ 1 • /o{' · 

-,:;¡ -, , ".-. • . ~ -•. ".e;, ' ;_., : 

Aplicando __ un· n11mera·_: f_in,i_to··.de_>._v_eces_>e·1-inierr1C) paso lle'!amos_ ai 

1
D

1 
IT - .A 1 1;, 1 1~J >:~lr1,•.Xo/ . · .... ·· .· .· .·. 

-~\-- ~<> -

Veamos l~ que significa ·1a··aesco~posici6n del Teorema 1.1. 

Supongamos que T. : )f - X tiene un sólo valor-· propio . >.. con. 

multiplicidad n ~ d.im X, El Teorema implica que )( • I T, Al, 

Sea N • r:- 1..1 y -S-· Al entonces: 

T • N t S, . SN NS, S es diagon.al (en cualquier base) y N 

es nilpotent~, ~ues X• Kelt{T - Aln. 

J. 2 Te.oltci.ma. Sea X un espa'C10 vectorial. compl_ejo finito .. d! 
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·- : . 
mensional y T : X-~ 1 un opeiador lineal. Entonces T • S + N 

donde S es d·iag'onal, · N .. Íliipotente ·y: NS • SN. Además esta 

de¡¡comp~sicidn. es ~·J.c-~-~--,··-· 

Como cada. --T~ ;,'i't-ien~~:'.~~-:i·~~~-i6·~~ ProP10_ 
::.::. 

piev10 a cada -.:! k··--.. As!c' 
\ ._:· 

Tenemos entonces1 

son los valores 

Ak'. aplicarnos el resultado 

. ,.. 

Claramente SN • NS, ·, N. es ~ilPot~nt·~·;:-:p~es. ~,J.·.-::.· 

m • mh(n
1
,.,, ,nrJ' entonc~s : N",.,'o; ~d~~s S · ee diagonaliZ,! 

do por ~na .bas~ .. l~;:_~Ü~i:'.;~~-~~; ~-~~~d;~'.1.dE! .bases ·:para·::~-o~-'-~s~Bci~~ 
\ .,.-. -:-,;1 ,;<::..;,_,¡.·> 

propios genera~~z~a:~º-ª-~" -_:, :.;).:_,,~;'. _:_,,.~:. :.~~<' 
. ; ':.·; : .'.1;<·;\::'.':'.':~'if ,:,;1>~';j_;f.~~~-:.::.:;.i,,_:~·:_~,_;>:' '<· .... 

· Prolié~á l~ º"c~~·~~~~~·za'J1.C1~e~6ó~¡>~;iéi6; !'ara lo cual necesi

tamos· el ·.si~~.~~:~~:;:~~~.~::::.:;·':\-:.: .. :::·;.:.· 
:·· ·:·.:·::,· .. :.~::':'c:· .. c·,:: 

J. 3 lema· -:··se~",:> F-;~c·-:x. ':.un 'sÜ~eSpacio propio invariante bajo T 
·"·<·· 

si T es.a:i'a.qOr\i~.ibi~- entonces Tlr tambi~n lo es. 

Vem,: Sean .\ 1· ,· •••• , .\r los valores propios de T y 

.\ 1 , •.•• ,.\
8 

los valores propios de Tlr (s < ~!, 



- 1 -

Supongamos que . T-1 F · no es dia?ona,liz~ble, -. esto implica que 

Ke~!TIF - A1) a, ... ,111 Ke~!TIF'.:,,A~I ~.un subespacio propio 

de F. De la_ pro~-~ÍC¡dn· i~_-:L_y·, d~i:: h'ech~·- sigu_iente ya menciona-

. ./C:· 'e :·.~:::~·.·.· .... ·.· .. ·. dos-

:~:::;,:. :·::;: [t~JJ!t if~iii~··:: . b< , ... 

Sin pdrdida ,°d6. ·generalidad :.supcingamos :.'que 1 ·>-' 

~· . : : .. :.~,i~í~~íl~~t~¡;t . " 
Sea {eJ}J•l .una.ba•é•para··''.KM(~.\~'·._A 1 ) . · ·1. e {1, .. .,rl. 

sea .••. J
1 

~l~f]1;,J~~~~~fü~~~iHi:n5~::/,, Y. J.> 1 

O,· lo cual 

Tenemos • 

- .'¡; 
-.. -,_,·: 

, .. : 
~ : ~~~- ~ ~:: :;" tt~~--~f::.~~:~"~~,~~-:~~:¡"::"/~;,:-; ;_;~"; .;. :~ :.-' . 

Ahora bieni'-- C~m~_''. KeJL IT · -:?'i) '.•, ~'{~-~'}>_·~-: ~-ª-_ 1_nvariante ~-b~jo. 
T.- A1 V i/.1;: c~m°,i Koi1('.!i~~!,,~D'.'1r'~>f1:'>101. 
(Obsérvese que•, Ke~Jr - .~k) J./~~~_IT .~ A¡J ,•V ~' > . i(e¡ 1, ••• , r l 

pues r es di~9~~ai'1·z~bi~)-~< ·,_y ·;·~c;~o-;~ 'a~:~: r· o para k" ~ 

~------ -----·- ----~'·-----···--·-····· .... ,. 
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tenemos que IT - A1J2x -·I O lo cual es una contradicci6n. 

Probemos la unicidad-. 

Si 

-. _,. 

tiene s6lo un· valor· p_~p~O -- >.:'entonces X ·ri K~-41r· ;.;: AJ n 
- ·::,:--·,_,;--';"'_'-_"}:: .. ~·-,(.-'¡._:·,.:-: ... -,"_,: _., -- ' 

T 

donde n • d.lm x.· Po~gamc:>.ª -~-Ñ· --~, r··--. >._l~ .':--~ ·;.~;;-?,I-:-.\ .. claramente_..· 

S es diagonal en· cu.al.é¡u'i~r base Y.:·, N, ;·-·a·s. '~i-1pO·t·ant~~- · s1:· 
• _-1_·'. <·'' -~--- _;- . -~· 

T • N' + S' donde S' .·es'diaqO:n.~i' respecto:Cil!.'\1ii~·:.base-.:··a.c 
"! - - • 

···:.; __ ,_ ·-:_·-.·.:-·· 
'-:_-:;: .. ,._ 

entonces1 

T • N' + S' 

.. -.. ,. 

N
8 

+ s . ~on~~ Nri '~~-{~ ~¡~;~~:1~ 
' - ,._-,_ ··-·";';'"' ":· - ••. '.':·· ·. --.·!-. 

to a la base B. 
;-¿ ''ii -·, . 

. -~ ;- .. "'· 

Por consiguiente · .N';·· --~'._:-~~-- ~ -:~-,~:~'.---,~~,:,~~'.?~~:~·4\';~·Pr~-~~~~ád'6·· por _una ~!. 
triz diagonar·y iii1pot~ilt~·;-~ cOii'éi.uitnOEi; e~~0~;~-~·~-:7cJ,ie· :-,s- ~'.:s' 

,,,,·- ··.-' ·--:;.~ - "'.-:·, ; •' 
=~- , \¡; _-,..'< ·/·?-;''i.: 

,:·,: •.• · .. ··¡: .. ~ '• : .. ,:, .:--;,··. 
-.. ::,<,::-,: . .-.;·,:,:·.:';·;· :.":-',' 

, . .;;_:·:,-,~.:: ,, .. · <>-n ~-:' 

Ke1<.fr: : A': 1 k.·: los espacios pro-··,•: k... . En el· caso 

EOtOOceS. ·. 

:·éí~ride . r k • r lx . 
.•. . . k 

-~--'.' 

Notemos conmuta 

:.;·-

séá· 
. ,-~-

Es suficiente ·-P~·obar-.- que~Y'..S. I,(\.\~·; ~k-.' --:·~~ea.· ·eryto_nces 
- ", ,e· -~·_c,;,,-.- ',;·,.:.\:_, • ;-k_:-::·'.:,::: --> 

Ni X • IÍk, ~~gb~nd~ as! la ÜDididad de 
k 

·s ··y N. 

Como S _es di~~oiliZabl~-, .-_ Slx ·_ ·-_ tambi~n lo es por el lema 3. 
. k 
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s • Nl><i. • sk • (.'~esigue;~~~ '5;lxk<<sk • Nk NI\' 

N\;( ." CO~:~·u:ia-~On-,-,_).-t·~r---·Y"':'~~-~::'..>.i~-;-y ·t¡~i-~n d~~~ut~ con 
k >.;. ·. ., 

Por lo.tanto. Nk CNlxk, es~~~pote~~~;(l\~\:~lxi<S s~ 

'· .. . .. -- . ~--

concluimos que E~to :·termiri~ l~ de~st~aCilsn~ 
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CAPITULO 11 

BASES DE SCHAUDER 

Dado un espacio de Hilbert ff, de dinia:n~i~O-.'-finita ·y una 

base {e.1 , ••• , ,e.nl existe un oper~dOr,, .~- ,- ·u,.-\ff-_: .. lineAl · 

acota.do con un inverso acot8do _tÍll_' q·ue-::,:<!l_eJ,.l_l~~·1 :.ea·una ba

se ortonormal de 11, En ·este capítU.1~·--;-ge·n~·ra1iz.ámos este re-
_>:-: :·io:4,•;::;\;¡::(;o ,,., 

sultado a espacios de Hilbért _· irifin-itéi~_dinlér\Sion.ales y separa-
. - ' .. ·-··- -· ,:)~:.-: -~- ·~;:-:./t··:_: __ •" ... 

bles, Para· esto n"ecE!sitamos .:introducir'.,el- concepto de base de 

schauder, . •··· ...... ;",~';5·t[;'.'?'.i.:f ~~\~éj,0t :·.• . 
2, I Ve6úÍic.ldn. ·.sea···: IX,ll'dl L''.un:eapacio de Banach real o 

comp1~jo;,; un~• Júci~.{¿'~:;it~~l:;',·'~g:.·x·.~f una base de schauder 

de · x· ei p~~a t~~.;';$j:;~f.fií'~'U.~a':;~l\i'~a'eiÍ~eei6n de eecalaree 

(an):~ 1 .. -. ta.i'. qu~--1 ____ .·_·\\:_;)·::-. :-;~-:,:;; .:ff -.,,.- '.}/· 

···::-.:---,~;·:-. -·~ ... ~.-~.-~' ..... h~~.~~~~'::_'\ 
~ :--:. -... ' ·-':.. ,- . ~; .. --- . 

Una súce'sidn {X~-l; . .";-~é::·x. icl .. ''C·~-ª~: es una base de schaudor para 

la cerr~du.ra· d~i ~~~a·Cio· que genera·":·'<{.x )>,·---·.se llama una 
.. , ;. _. - -__ ._ ;·_·_ .· _. n. 

----- -- -·--·--'-~·''-.-.~. --,;-~--- --
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sucesión básica. 

. . 

Observemos, que al definir un·a base de ~Chauder se tiene que 
·- ·. "; ,_. ___ _. - ' 

especificar el 'order\ __ de-:los_,vectores_ y no sólo el conjunto. 

Notemos tambié~·:.que·_ s¡-:-un:· ~SP_a,cio ·de Banach tiene una base de 

echauder, ent~n~es. i'i~~~-_:·-~-~p;~ci6. -~-o separable. 
~ - .: -:-•: :• e 

De aqu1 en adelante;::·:;~p~~-: b-~-~~-;·entenderemos base de schauder. 

Sea IX,11 Hl- (-~n \!·~~~~~:~'--:,~~ Banach con una base {Xn l:. 1• 

.:
Es claro que' s':f- • .. ·. E1:4 .ÍC

0 
entonces la expresión 

, n• n 

. -... -_ ,• '; ';. '·, '.' 

No es dif1C'ii:· ·;;~mProbar que IU m : X - R es una norma tal 
•.; 

que (X,111 111 I es un espacio de Banach y 111X111;. 11 XII V t e X, 

De esto y haciendo uso del.Teorema del mapeo abierto se despre~ 

de que las normas : 111 ·:-111,. U_ 11 _·so~ equivcilentes. 

2. 2 Te.01te.mtt. ·Sea· :X ,. Uri· e'S'(>ac·10:- de··'.'Ban8ch con ·una ·base 

{X0 i;. 1• Entonces las ~";'?~~,~~~~i~ P0 Í;, ~ ,:.. X definidas 
c:o ·n .. --,2,·.-·· .. ' ··>·. -.-·- , 

por Pnl 1~ 1 a 1X 1 1.· J.~1ªi~J:.: --Son-~_oper~·aores_~1irléá1es:acOtados _ 
·"' • o:~ ~. -~ "' ;e é-. _._.:,¡:,. __ -·_'---' 

····'- . ··-
·. -:,.:+ <·.'.'i(" .-_,: . .-... -

":í · •• ;.:.::·,·::--;1'.'"--
. ::·~·:_'.:/.. "! ' ~-' ·.'.· ·:,-.·-' \_· '··'···. . -·. · .. ·. :-· ::-' 

La demostración. ·es. ·1nmBdia·ta: de ·:,·1as;· c~·nsid~~a~ió-íles 8nt"ér:i.Ore1i. 
. . ' . '.: ·' ··;;., _,_, ··' ' ' ·.·~" 

.;.:· ,.-. ·, .. :·::•.'. .. ·: :' ... 
2. 3 ~e.6.lnlc~~11·.~ ·con i~:'.Oot~·~·i6it'>de'l-'Téo;~-~·-: i·.':i..· ~·1··:~a~·ro · 

y 

4"P · 11 P nH · se llama la CoriStante. b¿~·ic.i d~.-· i~ ·.-·b~ee c'xn·}:ª 1< 
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Esta constante" jugara un P8:pel muy impoi-tante a lo largo de 

nuestro trabaj?• 

2.4 Tea/temar, ,.:.~u~-.: rX :}a:»º-.. ~: . es· una base de schauder de X si y 
.... -. n n•l 

i) X (O 
n ·. 

,.,_, __ 

" ' ii) Existe una constante K > O . tal que para cualquier elecci6n 

de escalareS tenemos 

iii) La cerradura del esP,aCio ·.lineal generado por {Xn>:., 

es X. 

Oem.: •) Es c1aro-"di3.-·:ia«-def1nic16n de-: base-- que i.), iii) se 
. ' ". ,,._t-_,,/;~~ ·:·:,::?q'-.: -:-- .. -~;-~--'_"":'~----: _., __ ~ ":·'.-:~; . 

cumplen •. -Que ii)/se:cumple\Se;sigue·:el:-'l'eorema-2.2_, ~e hecho 

la mtnima ~onst~~t~---·;,~':~' · .. ~ª-"~: ¡·H~~~:,''.¡:~j~'.:.~~~ ·->.::-_-,:/ _·<·:-. 
-,,._---,\,,\,~:;- .. ·.'.-;~~.·_ .. ·,i.'; .... ~ >-;'.-· ~'-;_:, (·-'·:,--!.; (:-~-' ... ,.-_:;::· 

' .. -. - ' .~); •• ;. ·"' . "(1) ",, . - -' >· 
•) De -1) / ii) ::B.~_-: -~·1.q~~: que :'Sir:.:'' E a· x· · • O:·· ent.onces ªn • O 

___ :.: :· .-__ '.-:: ,,·:.:.•.'.':.·.:"~;:' _._. ·_::;:~~__;-:·y.-_.-:;;, n ~ ,1_;·, n ---~. ... · 
\l n e 1', . proban~~-:ast !_la~ unicidad-:de la e·xpa~si6n en t~rminos 
de ·1x1'.. > •¡··•"'.~.;;y.·· 

n . ':.:.'::-:/:::·.'. :;.:-::::;"' ,_,, .. 
. -.. ,-,._-·.· 

Probemos ahora :qu~·:~~od~·:·-~.-i~~ento de, ·-X se_ puede expresar como 
(1) --- ~---~ --- - -o-••• ". 

una suma:-·-E-a·x~-.---_:.· 
n•1 _.n n.---

En Virtud d~_- Í.ii) · b~~~~--- p.ro~á·r. que el -conjunto de elementos de 

la forlna.-·n~ 1 a0X0 · eS"-cerrB.do~ 
·~ 

Sea {X~l;. 1 · una suces16n-de Cauchy con XJ • 0~ 1 a~Xn' 
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Sea S e JI y tál que 

V J, J 1 > N tenemos 

11J 1 .~xn · ~ a,.X ; } K11h;>;; /~:·i~a,.XU . V re JI, 

n• 1 n 6n.¡,;>:B,;;j';)j~,~~fü,';\~~:: n, n .·• 
Por lo tanto ll··E·a·X-.. ~<~_·'.~-E~tt X'n;<;-.K._e,·->_-~-~'to~ée~- Para cada 

• . ; ¡;;10~'r1{~·fa(;~1

0I··;~·::~,~:t. ·, :.·.· ..•.. : ·, .··.·. 
s e 'N, ('-E1á x'.-;Jj-,~rc_:fe8,?una;::·SUéBsi6rl''.de.-·;c·auchy.~ _: De esto se 

:::- hlt. 11:IlMl'~llllí~E;~ , ... 
; .. _.,:, _ _.:·:-:~_:-:: ::_-}/})H·:·_¡_~1~i;,.;:{~~.;,:_,:)~~~-l-\;~F_h~j'.~/f1~:~-_;·j~ :~i2~~-- ,.. ·-;<~: ... ; -

' Aqu! hemos~ usado:·e1:_hecho· __ ~_dé;que:-'~converqencia en norma implica 
,_ ··-~----: :·5'·:,";f:.~:;:i':·:t:.:?/~:'.{'.~'>'T~;·cv:;_;_ 1 __ ·~~:.:~\f · ___ "" , 

convergeíl-ci,8. ·de': los{ coeficientes;· 0:'.· .y._;:·;,!.'·:· 

::: .·:¡:.;ti~~tiiíf f~~1~i~'"·"·~· -
Observemos .que/las·: condiciones~~,i;-\·. ii)i1_del·:_Teorema 2 .4 sori nece-

- . , --_ '{ ._ :)·: < _,' ::.-·.-;:c·~-(:;\~_,;.~;-:·:~·:·):~:},:~;.'.-,;!;:C:.:\'J.).-:f'.:.:,·-_ :,_{:.:_·_:;:,.:::l: __ :< _ - . 
sarias y>suficientes';para:·que ~una:/aucesidn_:.·. {~~ >:.1:- sea una 

ªu~ eª 1·~" :._:-~4~-¡-~~:~;iX:%~;;;~:~J;:,;:f ~-:~~'.;~1l ~i:~)~:{~T j;·:'.f~~~-~;~?i~·/:, .: , --,._-· .: .-, -
·.-·.·.;·.1J-t'ó"°~í(-! "' ,.~. • "•'' .<·.·-.. ,~··.<· 

Ejemplri~ ae · b~~,:~;:;d~o,:f¡¿;~~~~·:i;~'.- _-_, º~:'.~-:-':~~-'·,-.- __ -_, __ ,_. "-~'::'.' 
: ·3!1-J:! ~~::.:J'.:JJt:_-:·/:'.~~:~~/;;~r~;~:-:;~{::Jj·· -:/(\:-:'. :::~::::-- ~ , :·~-;:.·--

Los vec·t~~r~-~- cán6nic0s -ie. ·.·-{O~:; ;,O, 1~' •. ·.!,/'.con. la únidad en 

la 11-sinia eiitrad~!·f~~¡;~~ña;~aiEí en i~~ ,esp~cios c
0

; tp. 
: _; ., ··.·.- ~-:' .,/:; ' ~:-<:"<:·:·-.-··--::.~----·:,·.,,-:_::-_:·:·:;' 

1 < p, < o:i _y tiene constante ;:básica 1. -

Un ejemplo de unci base· ·en el espacio·,-. e· 'de,sucesiones conver-

-- . -· . - ... - - ~ .. 
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gentes, estd dado p~r: 

X~ •. (J,J.r··"~) y-para. n > 1 "n • l!.n_1• 

La ~XPana16~··;de.-'.'"X • __ (a 1,d2 , •••• ) 

se es· .. x :·~.· ...•. ;-~-.·.·;···:1_: 'f.'._¡a· - a}x2 + la
2 

e C con respecto a esta ba-

·''' .. 1 
alx

3 
+ ••••• donde 

Un .i:mportante ejemplo de una base de ':~chauder es el sistema de 

Haar en LPIO; 11 < p < m definido como eigue1 n
1
itl • 1 

y para K · • O, J, , •• , l • 1, 2, ••• , 2k 

-1 

.i:--·--

- '. _,: : : ..' -. -. . •. :,-_··:-' 

(Ver Lindestrauss ,' · Tza·frir1~:: ['ti·; . 
'~--·. ,.,_ ( -_~:~:>-:}/'.:-'.?. ··:' 

2 • 5 Ve &in:Í~f ~:~C-.';.\:~~-~~:~~;,~-,._-J:~~;.:~~~;~:f_~f,;·~~ :.~~-~~º~~_·:,Y~-::~:~-~ ,~-n } ~~ _l · una 

base de ·X: .. -,..~e-~~~-?ª.',9.~~,::il.Jfnln~,/~- i::~~:,1~.-~on~icional·_si~·~ara ca-

da .X • n~l-~~-X~ .~-ia" ~~-~-~:~~-~~~~!~ ~-d~ _ ~-~·:~-~~!~·es :.t~Co~di~ional, 
- .-.. -_ ' ,:,, -· _, ~ :; ·:; -._·,- :-, 1;, -' ' ; •. _,_- "':,-:: :· -v: ,~·' _:·~·. _. - --_ ;~ -.. ~ - -_ -. 

estO _es,_ dada·.: e:_>::.-~:·:_-- e,x~s_7_e;:ull_-:-~onjunto:_:_finito_·:· F. e _1' 

que si F. e s ~;~+~~.'W1~\-t~~~~i~~n.~ .e: 
·C\'<Y_~,_-.-. , ·.\·:;J.· · 

tal 

Notemos ·_que bases Ort~nór~Í~~- en .'esPaciOs · de llilbert separables 

son bas~s . in6ciri·d-!-~1~~~·i·~~:~>- · -:-
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2.6 Teo1t.ema..~ Sea. X . .'un espa~io.de B~nach y :{X~}:. 1 
base incondicional, :·e~t~·~c~~ -~xi~te:una -~0'1st8nte K > O· 

que siempre qu~ ·_--_'·_:$·-~ )c.:: .. :·c~n:~~~j~' ... ·i'~~~ndi·~On·aimcilte y 

una 

tal 

•·n•1.-nn 

v.- n e JJ,··· -~~'t:~~-~é~ · :< Í!':h· .. _:;'.·;~ 'i?~~-ri~~~g~-:-in~·oncÍiciona! 
n•.1· n.·n_ :'.:~:~·'.·:-·:-:---- ,_ _ 

mente y 11J1bnXnll <KUn~l•nXnU• '.' º" 
. --: ,'--- ;;.:·_·,~:.:-_ - '.- :--(:;,, ,. 

La· demoetraciOn de· este reSúltadO qi;ed·~~4'.'.,<t~·~i'Uida. en'_' el' capi-

tulo sobre medidas btlsicas de. ~~h~~d~:~}:fá~,~-~,e--:::~-~~S~nt_an\o~ Wl hecho 

m&s general <Ver tambidn Lindé;~~~~~:~-~}~~<r;~~·i~-i;ii·:t'i1:).,,_.. . . 

Nos proponemos ahora, dar un r~sultadO''((iüe 9ene·ra11z·a 'el' resul-
.,. '. 

·tado mencionado al principio del:-:~aP:cEUi~~'..·' 
':~-:.::\.''_ 

Necesitamos dos lemas. 

2.7 lema, Sean X1,.,·.,Xn ~~C~~i~s.e~.-~n;espacio.dé ~ilbert 
complejo, entonces:·· . · .. 

~n6 11 k~1CkXkll ':.<. J,(xk.I!~ o::-1¡¡¡;. 1i)1é X U' 
lckl•1 · ·• , .e·· .. ck1.~1· '.'..k k 

donde. el !nfimo i~:-. ~-~ ::~·ip·~~~~.'- ~-~·~-'.tomado~: ~-~bre :-.tOdas las n-Bdas 

de nOmeros i:~mpi¡;~f;.1Jc/;·t::, Cn) . ~-~~ . ,i C~Í • .· 1 . 

V K e {1;;,:;;~J. '.Jt2~x{:;; .... ·. )' 
. - -.:;:.·,~ ... · •• :.:. '"•'.;_ . 
-·-;-· - .. . --... - - .~, . · .. 

V~m. : ObS·erve·mos-, pX:iíiie~·o·'.'-qú·e·_:-Pará~: Cualesquiera· dos vectores 
. ... - .. -~~ ,•. . - . 

x, y e H, ·. si , 11~~!11(<'.•¡¡,·,cull.'.i ~~t~nce~ 11 x+yll ;;. ·· 11 xll ' + n yll ' 

y si · llx-yll ;;. U x+J1!'. '2n~~nd:~ 'Íf~~!/11; <U xll 2 + 11 yll ' •. Sean . . , .. ,. e;· 

• 1 • b1 • r y a;;112 e ~··ca~. 11 a211 ·• 11 b2 u y tales que 

11 a1X1 + a2X211 < 11 a·1X1, i CX 21! y. 
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Procedemos induct.iVamente .haSta··tener ··defÍ~idos ··a , b e t 

con 11 •nH ~ 11 bnH • 1 /2t~l.~~~·Í¡~e i, n n 
~.-''. •' ,.,, ·. ,._: ', - ... , 

n .<·:· : .,_ .. ' n~1::::.'/ ::._;:.~:;·;':.:~;/'.i:c'.;'/;··:·;·r.::· n~1-~-f:··_.·.'.". ,,',";:'-_ . 
11 k~1akXkll ·<U k~1•itXit;V 9Xn~;)Y :} k~1bkXk + ,CXnll < · 

n ·./. '' .. ' .'._:~J·~·:·::_·\:t;·~/i~;{jj,;~1ii.,~:s:~1(: . .,::_~';}·~ ~~: .:... ' 
< 11. k:!i1'bkXl.ll · ·, V•C e:~"<con·llCll'i•.-r-.••· ,.. 

Usando repetid~~~t~•;la~~l~~~ffüá~-.{'ic~~ienzo de la demostra-

ciOn,· obtenernos: 
-.··~,\~·. ~'-"'" ¡:-._:\:' ~; -)'"-¡";·_. 

'·.; ,_ .. . , 
-·;; .;; ·,," .:: ·:;~~·.:. 

n ,. . n-1 · ...... -. .- .';'."'.· ... 2···· :._:_:~:~.:: .. ,~;·:· ... ,.n .. ,_..,._ z 
11k~lªkxk11 2 <11k;¡: 1 <ikxkn•+ 11.x.11 <,,.·H .. < k~ 1 11xk11· < 

····:· 

Esto prueba el lema. 

. . 

. te si y sOlo 

'·_::·:.:-
.... : .. if ;:;;,·;:o,· .;:;·t:: ._ ... i}·." .. ~'-\·::.' .. . ·.'·:. : 

si q:•Ja'l'llX'll'.<•m;·.• ·· 
,,.¡,· .. n~1-; n .·: ... ;, n .,.'·.;···.,:// .·.·' 

Ademas .. si· K ·::::"~ts:: l:~::·~~~~·t:;h·t:e·é doi<:ir~O~~'ma· 2~6~ ·entonces: 
, ·' ·_:.< . <···';,;~--'_ :.:;:0;.;,.,.;.:;,', ·'.~'·):·~·,:~·-~·-·:._;;-, ...... ; . .' 

:. ·. n~ 1 · I ·~ J~n,xn11.!'<)il~.1~i~~.{r~:~·>~f ¡:.~;•nx)• · 
v~m.: ·,Sea ./{~,',,'1~·~:?;:;··~:. ~:·:~ ':.'.P~~¡~:;;-c-~~iq~'i'¡~ .. -c-~hjun~~ 

. n na1.. ., 

dices, ten~~~~-:·~~~~·~'.~: 2 ~ 7 ~~-.~.:-e'·~·;~·:>":.'_.:<·.; 
finito de 1n-

i(' 

.ltt 6 11 EPC a x ... 11 ' < E,· 1.: 1 iu { 11 ' < • up. 11 E e a X 11 '. le 1• 1 ne n_ !l:n .. ne n ·· n · · I · 
1

. nEF.n n "· · 
n . . : , .. . . . en a 1 . 

•• ...... n • .~ .... • - • • ' • • .• .. "·'--~-'- ~ -·~ .... -,~ _,;; 
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Del Teorema 2,6 se sigue que: 

. . 

~"P. 11 :i: e • x n,' e; 11 ·:E • x 11 '.e; K'. ¡l"f u :E c ••• x.u •; 
lc0 l•1 ~e.E'.-~.-·n·.~; :.' __ neF n n ·.:·_._-_en ·~'~ep . 

Catbinando los. dos ren·g~~~~s de de~~gualdades. de arriba obtene-

IDOBI 

(1)' 

es un filtro 

de cauchy y por lo tant<l\ien¿·.~'.~:!~1~~ X ~ 0~ 1 anXn donde la 

serie converge_· 1.ncondf~-i.on~imen_t~_-~' ··Es tó pruo~a __ el lema 2. 8. 
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2. 9 Te.oJte.ma. •. Se-a., ~x0 );~J un.a baáe incondicional en un eepa-

cio de _Hilbert H. Eni:oriCes':_ X~-'· es .. la imagen bajo un operador 

li~eal. aCotá:ci~·-: A -,_con un~ ¡~~~r~6 :·acotado de· una base ortogo-

para H. Definimos 

para una 

:.;.•.-';· 

A estt\ bien defini~~/-PU~S:.Segün--:~i: lema 2,8 0¡ 1 a.nX~ converge 

-incondicionalmente si. y·_:",~'~J.-b': ;¡~_::.-· ·:~,:·::·:·;· :-, . 

n~1lanl'JIXnJJ' ··n~ 1 1.d~J•.ll<n•<~'.'. Ta~ian, de1·1iecho de c¡ue 

.. 
. es· uno: a. uno .Y sObre. ~·--Ad,e-

.se sigue del lema 

2.8 quez 

ES to prueb_B"-~i·_· Teore"ma. 
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CAPITULO I I I 

. 
En este cap~tulo. generalizamos l~.ª Teorem~~ 1.1 Y 1.2 del 

Capitulo· .. PJ:.imero :'a-·._ opeX-Bd0r8s·; coiÍlpactós defirÍidOS _en·. espacios 
- ' -- ' , -,~:- . .,· ,'•,:, ·,.: :--- ·--, ~¡<;· .· 

de ·nan_ach: Sepai-'ab1es:=~·-comp~ejOs'>-~>··-'-. _ :·:;-:. __ ',. -;-;; -.:._i~. 

_ _ -:·> · .. ' '.-;;-<"~·:),t . .-~·(;;t:\i_: .. _.;_'/::··:,:~.H~i-}_\;,e:.~~~~-;::·:;::.'~.'.,:;:::I :: ~;·E):,~_:~ ;.·:~-:~ .. · ~: ., · 
3. 1 .'Oe.&.in.lc.l6n·~ ,':·;,s.ean ~:<·><,-!-:,.Y,'.~esp"acios,/ lineales- normados. . Un 

operador ..• Ti·, .. x . .J1 X;h~:~.~~~~~;fi~~;1~~¡;'.~:~f:;~~d~{F~~j;~o aco-
tado · B C-. X, '-r ( B I ::;: ~s·Yrélélti'V8nierite-_:. c·omp·&Ctó: >;-,. (~._-:;-

, -·~:·:/· ;-'~:Y/~·)~i;.i~t~~:';~:;;~J~5it1~Jt~i·'.;{:;:~~ ~:i~ ~- .5r: ... ,~._-:_,_. -_:0~\ : .. : :_· ,-
· abse rvemos ·.·qué·~-: como:·:.,,_."!_·~:·- ea. un·' espacio .:m4trico¡-(.~~ r>~,:_Bs _c'?mpa_c_~ 

.:, =.~-.._.,.-,; ::: ,: .. '_:;,:..:: .. ::~'(:.<:;~~-\;,1\.\~1\= :~iFe:·!';l4['>?.; \;,;¿_::/~'" '. .. _;·;'· ~.-> ·:.:.:t ~: ·::· 
to. si y _~ólo .si pitra·-.-cada~áUCes'i6n"<.áciot8da.{~-!-.(:('-'-l;.c X, la. suc=.· 

":r: ::, : .. ;..:·:~·- ,;~i-l(,:::;·-;,t~i'.~:í:',¡:,;·~/:~.t-:~;/;t_,;:U;~/~':·:_:,~ ... :~'.,-~,_,_>.=.··_:::· ·,:· ·_: _ 
si6n {T.(x~J }~'. contiená"uri·á;/s~~~uce'si;6n'.',.".oó\r~rgente.:.~: 

· : !~:':::;_": _'~'-\_?tf~f~}f~Y;~:s~~s:(t(~;f :i;;~:~;~?j;,:~'.-;t~t:~;{~;:~::: ~;:;t~·;:~·:;_-_: .. _ ... : -.· --_.: 
Notemos que el ·operadór;: ideritidad féobre:'U.rl:.Ssp'acio·norrnado ~ ·x 

' ·_, - ' .·: ·;_. .... ~ ''.{~.:-:,:\~?\~,.:,;·;;;;.~~(.:--_::.~-~;:·':·;:~t.·~·:;:.\_:;.:_~:::'.-,.~;,,,:~·~:·::':·::: .- '' .:.::-·' . 
es compacto si y_..solo-si-.:; .. X~·~-_es_.:.finito~-dimansional',- pues·: la bo 

_.. ·: _·;:: -'_:'-'.: :~-~-:-::'~·::',,:'f_:~':::.-,~/f'-::-f>:·'.~t~:·\;;'.~·_.:~~-~:\~.': '.>:}{','.;f1_:-' _,_-, ... --- ' .-
la unitaria es ·co¡upacta:··s_i'{·y.:·solo.' __ El~.:_,'el.:'es_Pa_cio,.:es ·de._:dimensi6n · 

::1:::y.:i::~::.:1:!t~f~:
1

~if :{;f~:~;::jf :·:~: f iti~lr:~:f XL~:, · 
es de dimensi6n ·fi~·-1ta":·d~b-1d·;j--=~ ··que . P ?es_·¡~·.: ·~d~n·t~id-~d, ~Ob~ 

V ,•,_,•_, 

lm{P). 
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El reciproco es tambi&i cierto, como lo muestra el siguiente 

ejemplo. 

si6n finita, entonces- T . es· compacto,_ PüeS~,:16 :iíuilg.én de ·1a bo

la unitaria· es un corijUnto ·-B~ot·ad~·. ·y ::-~~~_;¡~\:_:~~t~ ~~s rel~tiva
mente compacto. Estos· oP~·~~~O~~~-;·~é: ·11~~¡"é¡~'.:,:··~PBradores de tango 

···~1.: o-·_-,;-:\'\.;;,,':.\/··· 
finito o degenerados. ,: . . , - ·-.. ·,, ..... -~ :· . .-;; .,,_ ' 

Establecemos ahora _algun~s- -p~~~J.~:d~~Jj:::~ ·i~-~ operadores compac-
,,,_,7,,-,,>:·· :: .. :~- ·'' tos. Denotemos por Tx·· alroperlldor; L'.c· Al ... donde A et - {0} 

y por Ke~ITxl el n~cl;~j\i¡J:r~_tiff~;:_.~·L; . 
3, 2 Te.01temd. s_ea __ ·_:_-_ x __ \--.-~n;-.e~p:á_c __ i_~\~~ne8=l/n:orma~o y T -, X - V 

un operad?r co,m~~~t-~;)!~{',:~-~-f;~º~J\i~}'.?~~-T.~~c.es ·.· Ke~ITAI es de 
dimensi6n finit'a•.párá'·:_t0d0~:i'ii -~e- N;::~-~~f~-·:,- (· :::(;i:· 

Vem.1 ··••· s:~~,.,1\::f~~;~-g·~,~~v~t--~~{~f~~~·\'·i'K;~~l~K;···-·Por · .. lº 
tanto > A ... -~'-': e~.~' la_'; id~-~~-i.da_d_~·sl?b~ '.-:~,-~_~_lt_( ~A~ -.·;~:-¡_,c9nse.c_u~i:i,temen_te 

. -_- -·- ··t-,:;,:~:- -:~·-:.:.: .. 'J~n~:~:~.--t..-:.-;,,~~:.'>,::'.~s-,'-_",;f;:·,,:~;':~}:¡.;,:f.' . .-:·,1~·:·-;~:r~;;;:·.:·.,_~'\:'::~~'.':.:;:--:::·_:\' __ ,- . , -;-~ -. --
. la"_bo~a- ... ~~,t,~~~~ '._~~ ~:.~L~~~f_T.i.~-Y,;¡~-~~,-::!=,°:_~~-~~,~-~r-~/-' Se_,-despreride ~que; 

dim · KeÍL !-f ~j:_'..~_<{::;;f,;:·:,.::}~,:~}::_'.;,~'.:'.;~¡,::,~'.;~~~.(~~~~~E.:;,~·.::.·J;}),{'X'::: })""< \ ;?' ;t 
;'.:/:· " ' • ;..:~- - :'_!'':- •. , ... ' ,"'• • '. -.,. ' • ' ' . ' - ' 

:
1

1 _ ~l :A: ~,:Jt'i~~f~ffit~~},~~~~~~~:~~:f l:t::k.~~::k.1 · produc-
to de d68- oPer~-d~;r·es~:~_:6~ri~inuoB ·~~·::··~:~~~~-~to·_ ~i á{. ~-nos uno de· los . 

. ' - "': .-- . -; ... 

,•: .. 

El razonamiento para . tt: • 1 aplicado a l -11 "x n t A . muestra que 

Ke•ITA( es de dÍ.mensi6n finita, // 
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Sea ~ M ' cualqui.~~ · subesPaC-i~ cerrado de un espa

cio lineal normado X t~l que:_:¡.¡ 0 KÚITAI • O donde 

3.3 Teo1tema.. 

T : X~ X es compaÓto y' }'e,t "_ {oJ,, Ento,nces la restric-

:~.: i:.:j~~íGli~~Ji~: "'" .. ~-
Veni. : · .. Supon9amOS':-_que_;·1a<restriéói6n'{~ñO;t1ene· un; inverso conti-

;:: ,:'.;o\~'.~~jf~líllitil~f't 
Como·.'.· T-~ es'"-compacto;-~'existe;JJ:na:.·subBui::esi6n·~./{X ··---} ····,.tal _que 

( T X n k·¡ ~-1 ···-·~~;~:;~::~·~f ~rj'~~~~:r.~~;~~[t~~~~;rl~:~ 1 k • l 

Tenemos que {X ; ,) ;0

••• converge !á.',.'un·~~:1x~.e~:M;'-'.'. -PUe's'{ M -~ eá cerr.ádo·. 

Entonces O • !:~ ~A~~if\lff~~};\'~\i,}\}~'f(!;;O :;;:: · ' 

Eato es absurdo pue~· ,fA}{~~\~~;;~'~i,~;~.11F11 f l. Por lo tan-

to r >. restringi~o_.a .>u: tiene:·. un .;1nverao· ·a-cotad0. · 
' ·-,: . .- . 

-·. _ ,. _,._ ._ _: >~~:~fi\{\Y·~~:r:~~-:;~~;, :.::, \:_ 
Supongamos ahora · __ que,J. r·:·:e>_T.\ (_~~:\\;'.Y;(·_T ~X~'.;·~ ~_Y __ :-,-,P~_ra ·-~lguna su-

w'. , '· ,_·-, .. i_:;._-··.:.:-/·--.:~"-",~i,'!. •·::_·_.""·'::,-~:-,-·~ :.:'.·~· _-:-;- '_ :, .. - • .- ._. .. _ . 

ces16n . {X,¡} n··1C ~-•'_/}_:se.;·:~~.~~,~-:~.~-~):~~ ·_~J:'-~_IUª'.~a··,-,p-~~,te :_del Teo_rema 

que !Xnl es acót~.~~. ;,~~~~RE~.{f~~.ti~ ~~~ ~~sucesi6n . ex"~¡ 
tal que · Tx0¿ co~#~~Í:, ;~'.,'~\ ,;\ i · 

Como Xnk· ª~---~~: .. ~~~-~~~~5{~~ff-~:~~:~~.{':_·_, ª-~,~--~-,~g~:~_._:qu~-- Xnk converge a 
algtln ·xe M. \Por lo tanto .y ·:·um-r;x • T,Xe T,M. Por.lo 

k- . /\ -"k /\ /\ 

tanto · hM es cerrado;)¡/ 

3, 4 Lema.. Sea ·-X ·.un espacio normado y P un·a proyecci6n CO!!, 
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tinua sobre X, .Entonces el rango R(P) y el ndcleo Ke~(P) 

de P son cerrados. 

::: :: ,, '~:.:,Ej1¡~~n~t:· ;:::~::~:: 
. - ·de.·· t':···~ : p~·~'. '·-:'-·-l:;:}J:~:·,7,''.~,~);_:7~,'.-;:·i_~/;):i}~2, ... ;, "; , , - -

.~ ~~~~:líiJJ~ít~~;;:¿:::~ 
P de·. X _; sobre'.-.:~•.1.q> .. ,. a _:lo_-~-1argo;:·de\f:_Mi'-~~+_e·a~~continua •. ·-

. · -, · _ -_., .. _. · .i'.·;);_;;:;:_---~j:?:··_;:~~:;f!:-';~if~t:~~~>~~ .. ~:~§~t:I;;:{·-'.-~-·:·-,'.· _ . · 
:::·:uePo; ª:.T:rema de 1•,g~Uica ~rrada,es suficiente pro

i·\",·,:.::' 
,n-~-~···· 

Supongamos que Xn -t-:_X"· 

Xn PXn .. X 

•que Y e M1 y 

y PX • PY • Y. As!· que\':p,c:·ea:cerrado;\',// "" 
• . ;_ .. _·;: ~-·,}. --;1~ 1 ···~·-· •:;;--.::~--" -. e-·~;.;-::;;'~¡-. 

.. _,. . 
tt---~-.-m• Entonces 

se sigue 

PY • O 

. ___ ,~_:::_·;~-:'.:i;1'.f·}~:s:/~::· ··;->: ::~H_:.- _y~---·-, .. _ 
3.6 Te.011.e.ma. Sea--'.'.X:-c-:.un_.espacio!lineal:normado_ y- M e X un 

. :::::;:.:;,~f ~lf i!!1~~~,~~:.:::, 
·;-'·:._,.;·--,-·;.~-.-~~:} ' ·- •• ,.,", ---.· ' •• 1 •• ;.;_J 

gene r ~~o-: -po_f-_~ ·:/(X ~l ~- ~-~~i~~~~;::-:~~1?t;{'.~~~;j ·_;~:~~-~~} (· ~ \-_:.~_;. ,;-.·;'ri_ 1_'~ ~--· 
, ... _·,,;- .,,,,.,_.;.<-~;:,::f.·.·>,•."·;.'..,_.·..-:,·.·--··,,-.-,_ .. ·.- -·· ·.· 

. '- " , .~;--: _\_ ·' ' 

cada . MJ. ·.,es ~~~f~d-~-::~::-'._~,)~~!.~~1:::'.l'e'O.re·m~ .~,~;· -~~-n~-B~n¡~-~ ·existe 

x; e X1 (El espáÓio dual) ~t~l que .x;rx;f. 1 y x;(X) • O. 

V X -e MJ.-· EiitO~~~~---~-~ --~~~~~aii·~::: '..:p_:~ ;~e~~n-ido por: 

.. 
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n 
PIXI • E X' IXIX es una proyecci6n continua de X sobre M. // 

~-1 .• •, 

3, 7 T<Mema. Sea X. un' espacio lin~al n~rmado y T i X - X 

un operador, comPil'CtO-~:--~,:i.p'-ára c~B.lq-Íii·~-r <A·,_·e:--e:::-<~-,~ {O},'. ,el ra_ngo 
~<:;~,'--,º::-'· _;._:_.-~\': ':.- • ,-,__:'.· ._·.-. .-: .'-/ :: , -~:-· 

RITA_L ea ·cerr'adO-~- .-•;':,'.· ... _--~-->:_- '- - ., . ._ _'''_''.-"""._-·:.\-.·.!::i·_. 

'·.:'. --:~-,' ;,-: :-_,_::':.,.:. ;.~ .. i~~~-:-~~;~~l-:·;J~~~-;·¿~'.;:_:_:;,~j-~:.'.~{>~:f :~¡;_~/~l~~:~·-~,;t ~~)-~;;_;~::;4\_:·:j ._-.:_:;. :_:_·::~·-t; -: 
Dem,1 .'Igual,que'en·:el".Teorema:,J,2~basta_ hacerlo_para·· n_ -•. J • 

.. SB~ M . :'~-~~~- -~'¡;:-~-r-::_-~;~,~~'.~~f;~t;~¡t~~i~~~J~l¡t~~-r;yt~~·-1~;~-J:¡'( T 1 -'-_-_'.' ,. M. 
_.=_ • :;._': ': "--> ._"'-'.·.'~'. ~ ~- :<-::0\ i''..:~-, ·:,;-~;~'/, t::,\t,¿:~:¡:_:r,~i-~;-':!~~,:\t~;· ;~;·~l.'/~~(;_:~-~'.:;':~'i:~~._ ::._A 

existe 'Por el TeOrema" 3.6 :·y .-•ia·-.que ~~: d.im'' Ke.i( T~-J~;_-<·!O)) ;·· ;-E~tonce~ 

RITA) .•.• '.··' T ¡ 
1 
MI r :~l;"\~ª~i·h~jf l~~~~füií~~~iimii§JEi 1{ .• ~············· .·.· '.. . •. 

Sea T: x.:...+ .. x :un:.operador:.cualquiera"Bn''un·:espaci_o·lineal,·. 
-,_' :';". _<.: :.- . ; :_:; .:,-- -:::';<·':::-·{_}:'. ;-.;.:;'.;'t°;"_·. ,::~': ,';';_'.',_,,~.';{'_r;.-'_'.-"~c·,-_.:~·- ;_,'· -:;!<: '/;' 

entonces Ke41.f"+ 1 I,<· {X .e•X·,i;0~.e)'.K•~IT,'; llá.~;; }'•.·· 

RI r"+ 1 Í •. TIRITrill {·<l~~d~·;;Í./d.iin~i~ el· rango. 
':.;· <;,-:·.-;~.'-·",·,_-•,-·;··(:_o,-':.-'• 

Es claro do la~·'.~-gi.ialdad~::·,:~~·~r·¡~-~~_':-~ue si· .Ke11.(Tn-I • Ke11.(Tn+ 11 

entonces K<41Tn+kl •. i~~IT"I • para)óilo' K e JI y análogamente 

con el rango. 

Denotemos por V!TI .·el' dominio de T. 

3. 8 V<6.ln.lc.l6n, Denotamos por. alTl el entero ·q mb peque

ño tal qus Ke.(Tql • Kú\rq~· 1 I y por o ITI al entero p m&s 

pequeño tal que R(TP) • Rl'rp+l 1 · •. '.;'Ámbos pueden ser infinitos, 

3,9 TeoJtema. Sea X .-_un -~-~-~~~i~-~---~~~Éial y T : ·X - X un ope-

rador lineal. ~_upo~_g~O~~q'ue ;--,dfT-i' 6{T) < "° entonces · 

alTI • olTI • p y •X• R(TP(<11 Ke4(TP) ;:· 

Vem.1 Sea J;. 1. fiJo y ~ea p • alTI •. 
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Si V e l( X e R(TPI n Ú4(TJI, entonces X·. rPv para alglln 

y o • TJ X .• r•+J~; As!' V e iii~írP~l 1 >Ke4(
0

TP). 

Esto .muestra .que>.<.~ TPv .: O· ; '~si' . RlfPI 'n·¿~(TJI. • {O) · 

para ' J -: 1·-.;-;-/ ~-:~ ::- ~/;/:(~·"i ··:, ,~_·';,_:;~:~f-!L;,¡~' .,:: ;~; :·;'..::: : : '.: ; .;~;:._.;.:: /~~;-~->:-::;:-> 
-. , ., -. -. ._-. . .,:,,_., "; .,/_. ;;~ :,~r~:;":'._::_i\~~:&~'.~~i_\,;-~~i~'.;-~~:~h::;::k:\r::·,:.:: .. :~·-,~"._-~~.~; ':..._:_· 

Ahora si .· q ·.-.· 6 lrl·;·.~, parac!X'.e •.V (Tql'"D" tenemos1. 

:: ',:·::!f ~í¡~~if ill!l~J);i~~f' '~ .. ·~" 
As1.•·x •. rJv ... +;1x·-q~v1 'eR1i.~1\+.ié.<frq1 

::'".?Zi~}!J1~r~;~~¡r~t~,~;:i:;i ;/·: ..... 
con X e R(TPI' l ~-e·Ké.IL(Tql'· ~ -~'';¡," . -_ .. _..-; .. : ... -"\~;;:;·:' (~:\·---· 

;, ... · 
-. ;; 

De aqu1 quei 
•'" _.,.,,_-.¡:~~;·'.;;_.~!.~' ... ,.-.- .. ~ 

En virtud·d~·túe'~t~· ·. ;•• e K<Jt(Tql , . 

. < q, 

De' (2) se:.sigue'. qúe ;,;¡(. -..>R (fo.)\f; KeJi..(T,.L;'J >.:.1 ; 2;';,;; i· 
.i.:-.- :: :- z ~--; · ~-;:~li-~·{·.~--~~/~:1.~:~:i~~i_j:~1\~:t:_'.i;z;~;~_s:·~1t~;z;;~;~\:'.~;!-;{;-:~ ~~-;-?~i\:.:: .. ~ ::; ... ·_: .-.. · ... 

· Tanando ~;:·J: .:.·· q.'. "en ·:.(l) ./y.,'.~'.::J.:'.=-i:P·.~~en :.la.:·:igualdcld/de-.arriba .. tene-

:::~."~~~:.~.í .. ~~t.~.!.\.~.~~~}~rq~~:~~:0P< 
- '·:Y;-.:{.;'! 

q • 6(T) Cp, AB1 p •· q// 
. ' ;_._". -..-_:_ .. :,-;··'-;-':··:·· :'.:. ,.·:, .:. ~ .. - -e· " ,- ".'.-.· . 

Presentamos ahora Uil, i~a--m~Y:'__dt.Íl _ _.~u~a' pruc~B -_~itimos (ver 

Taylor, Lay (1)), · 
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3,10 lema de. R.le4z. Sea X ··.un espacio lineal normado. Sea 

~o e X .Un s~bespacio·.Pr~Pió·_~~i~adÓ. Entonces para cada 

o< o< r existe .x~ ex e~~ llX~ll • ·y 
llX -x.ll>e ~i xe X0 :(•··· 

...... '!,•·. 
:.·-, 

3 J 1 Teo~:~~-:~',-~-·::,::~~8. .. _'X,-_; u_~ /espacio , lineal normado, y sea 

T 1X.¡ X compacto,···Ento".'~ªspara • e.t·~·¡o¡ ·tenemos que 

·. a(TAJ ; 6(1~)?• Pi~".'• Adem4s ·X~ R.lrrJ $ Kvdrr) y ambos 

subE!:~P8(?10S: ·so~. , cerr-8dos·~ 

. Vem.1 Supongamos que a(T '. Al • ~. ··Entonces Ke1t(T~- 1 l);:es 

uÍi su~espac.io propio cerrado de", ~~~-rtJ_- pa~a -.·n-'M 1,2,, .. 

. Por el lema 3.10 exist~ xn ~ K~(T~) tal que !IXnlJ • .1 y 

l!Xn - XII> J· si • e Ke1tlrr1 ,, 

Si m ~ ·n, entonces' 
... ,., ' ' 

TX - TX • AX ~ 1~i> .. ·.···.r .. ·• •. •x.··.·· ..• '~ir'x ,.~ ú . z 
n .. ... m , n·~/.·.:· .... m,;,, /\ :·-:·.~::;-~.:-."·-.· _ -~·- _.n 

','.'';;,_,, - .. 

con z e Ko.tlr":,r) ·:'(~;,~'~·:·%.·~;,,,,,: Entonces: 

l!rx_,:. T~mu·i:.''IAl'11ilfE~:Últi(~'~~~L;> o;·.' 
:: .->·· .~·: ;;~-_-,,_íf" __ _ 

Esto zñueStI'a>·q~;;-:~~- l.TX-: l:.?: n·o·:.'tiene:::-éUbSüC~si6rl, convel:qente, con-
- ' ';:. >.'.'}:··'.y,-~::_·,:.:._,;:'''.t.~:·:.,~'~>~:.-/,{'.::~;-'."-.<\·:-;-~ :/.-.·:~ :.'> -',< -:· . 

tradiciendo el" hecho :de·, que ·:;_~,r-,::-·es compacto.-· 
---- . - -~-:-~.::- .. : '-~•-'-"-~"···,i~:~-~--;·.¡''._ ::·~,~-::-:':·-''··•··•.\,.\'• ,, 

· •• _-,_: ,_-,,-.c...c'-.0...:' .,.," , ····- .. 

As1 "(T.- X)S;:f:·,La:~~f#¡~f;Ji~~~;,~t,:~;~~(:>:i <.~ es ai· 
milar.' El restpi ·ael.:Teorema:,.se_~·sigue .. de·:los.·.te()remas 3.9._y·J.7 //. 

, '· ',-;:'_~-:¡,;~ .. '.\.,:.· .. ::.:!,.·.·,.\<·,:<•·;/~:·',·.:: r, e,,.·, -
·-.<::~ . '. ,-: .. , . e·.-'.,:;-· ,·· -- -,,; . 

El siquien~e resu~t-á'dO:- es_-,).m~~~ta.nte:-:en>_~a::T_e·o~~~-: de', _Cp~rtidOr.es 
' r ,.";: • ' :' •• .'-, ' 

compactos; - ~.ar~·-. u~~- defno~hr--aCió~~:-_ ver _por ~jenl¡)i6-TayiOr·~·Lay { 11. 
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3.12 Tto~em4, sea ~- un espacio lineal·normado, y sea 

T. i X - X canpacto.· Eiitonces'.'el:espectro-de T, alT) _contie .. · 

. ne a·. -].~-- m~~ Una· ;f~·i'i'ia :_.·-~,~~~~~i~; ~'e_:. -~u-tito& . y :-~~ - tién~ ·_·~Un tos 
' ' .·:, ;-·-·, . ' --- ' - - -- . . - . ,, ' . .. .. -. . - _- .. - . - · .. _., --- - ·-·- -· 

.. : . ___ , - --· ~ ... _._, ; . .- --·'-·""- - .-} _._,-_,,;. ;. ·-- '_· ,'-'" ,• ·-,'.-. -. - -_' - _' '. ' . : - '.· 

de acumulaci6_n,,excepto· posiblemente. el': cero.·._:(cada 'punto dife .. 
_ ._ -.. · ·.- ___ . _ .. ::' · .-:~·:_:_-;·;' _;;:~ .:;:-_-;_: '..-:,}_~~,·,_::~ci'_':;_,::>;_, ;,:\·: ·;;}>: :.-:.,:2.:.-; ;_ ':;~·: ;·;-~>'."':; ··i: .. ;::.'<:.--: ,. ~: :_.,: : 

rente_ ~e. cero. en'. el·, espectro_:, es: .. un::valor': propio~•·.:'.::':·'.,:_·:.-;--

Ob~~~·~.i~~(;:;:i .. '~;;:itr~-:~tY:t,fi~~~fü~ifüs:i~Í~:u:~~s· .1· cero 

•st4 en el e~~~2~~i\.~t··:1r,~lt~fi,~·;~~~Í~~1~~1;,'[FD;·~T~· y ~1.•· 
operador: id.e1ú::1aá_d sert.a··:compacto~:lo cual'' no 'es cierto. 

' -- .: _'.:~- ~f;:;;·_ ;·_:~}'.· .. ~)_¡t¿i~:f-;_:{tY(:'.~1-"·;i::~.~~~;:.'.¡~,¿~i~-!~:\~-~-;_.::-;:/;'., . '·,:· ._·-
Dado un espació_ lineal ·normado'·_._-X.Yi:Y·:-~,T,·/,': __ X ~~,X~· compacto con 

. . .: <:· ·: _ · ./ .-'':··:·" ·<_--::~·:_ ;-'_·~:~_· '.·::'./_ -1 
.. ). .-:.'-J,X:::;:s•>;_;;=/_'~·~;:c;, "·-'./ii.~ :~.~;:·::--,·- . 

espectro a ITI, entonces· para·, .. A· e,:o tri:,-/! o.1.:1:•tenemos 'que. 
'. '·:: _.-, ·: ._:': _:':_.'..,'.',\,<·:'.·::. ~ -·, ,:.,:-:,:--,,'_:·./:(~•;;_i/:'i.' .~·-:.:.-¡"', ·. ',;·'_!•'· ;I; -':,'·- / - .-

X• RITil t!l KVLITil donde p •:nlTi);; 6(TAJ; : '' .... 

. ' . -. '~:_,:,_-',e, -·-'' -~----_-,:;:./.)";~~-: .. :0:.:;j::~f~\;;'~: ~-!_.c.-.:;·;,_::;;;:<·-:;---: - ~ - -· 
Intentamos ahora dar. una descompoBici6n' mAB·,_·parecida~a-:la-.'del 

. -. ;,'-.· --__ ,J ' --::-' ' ~---~_-;::\· ·~"-:':;~:_.,::".\:,'.'; -~:<-,'t/.:-.;<;', ~-. _- -'· ' ! 

Teorema de descotúposici6n prim~ria :. (T~or~~-:1 ~1),¡par~·--operado:.:-. 
:._.._ ... ~ ... _;-;".;; .f--:·.;.- ,~-,·-:-,,--', \~:~' ·:_;_',;:_<_,: .-".--

res caupactos. cr ,•~:.;i:)!''fi~U~(; < 

Sea T ; X - X un operador-:-:·comp'8ctO_~'y/SU.pon9a~oá'.:cjue el espe2_ 
·- '- :" -~~:_:-;·;.'.(·'.,·.~.--'?''~~-;-~,:;'kf-;; .. '-·. o'_;•·:>).:.,,¡ .• '.., ·:.,;. -. 

tro o(T) es infinito, o(T) ·•.',[A·¡ "'<U '.(O}°••donde...; 
... _· :· ~ _.;;:~--- .. :-/.:·::::·~u,,:, 1 >~~~·~J~:;~/;;>:_,1;'. .. -,\:_'.; ,_,_._, ___ ,. 

A
1 

i O ~ i e 11 · y .ademh,··.por,:el'Teorem. a ;3,12 · ),''~,O ·- -i; i .. <D. 

-'.~::-: ~:. _;_;~:,~::_,j:~/~i~ ~i;?.j~~~~~~~~:~~\t;~~;. ',, ~:---·-,:-~>~ '.'~:_:.·'o ~ 
Sabemos que )( •·Rlri··l:.Ell.,KeJL!T¡ ·L···:;·,·.·.'·'·····' 

:::~::: r11.~~¡~¡~~~~t~:. ~ ... , ·· ~,,.,., 
Como T 

A1 

e KMI~), 
2 

_ u _-_~2--, ,_--~,·~::t~·~',)':~,~--·-~~i~-rO_ '.~-~--.-
.. , . 2 

restrin-
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qido a Kelll~:l es'inyectivo, 

sea X tal que TA
1
1Xl • O, entonces 1.T ;-.A2 1X ó IA 1 -A 21X de 

esto se sigue que rx2x i o ~ J > 1 y por lo tanto la res-
tr1cci6n de TA

1 
a KMlili~I es inyectiva:" 

' -.·, . 

De lo anterior se d~sprende que el _coriju~to de __ -~aloré~ -p~Opios 

diferentes de cero de la restricci6n de ·T. a -·R !r.'1 ¡·- - es 
: .• ¡ 1 

C>. 1 1;. 2• ~enotando por r1 d;f.cha restricci-6~-¡ no-es dif!cil 

probar que alTl I • alTA I • Pk _Y_. 6IT_lk1 • 6ITA l • Pk 
k k • k . 

para k > 1. 

Del Teorema 3,11 . obtenernos: 

P1 
RIT, l • 

•1 . 

. ' -_-

RIT1pkl ~ Ke~fT1pkl 
. Ak. ·.. ' •. . Ak . 

para k > 1. (ll 

y de las conSideraciOiieS .. 8nt'er10l:-es_· CoitClÚ!moS ·que i 
.. ·,'.;:::' -· _,,.·:.· ·, ._·. ; 

··..... .;e:;•; ;p¡;;;•;'? i)i</'p~···.·· > Ke1tlT ,J ;'KeJLI · .. ··.·, r (2) ' 

,·.; 

-·~ ' --~ 

como. T >.:- ·. :·._-·y :-:~~-. 1 -_¡~>: C~.1.;~-~ª-~-~-·'._'._~-~ ---~-~(ú-~:, c)úe;: 
1 ·' . 'J ·-. ·:::: .;;:.·:::·:;. ·: ' • • • • .. p ··; 'p)t··_........ ·.·. 

y e RIT/1 n RITA 1 .... 
.. . 1 . . ·k· .. 

Ahora sea Ye Rll1 J 
. . )., 

. . :'P. . 

n RlrtJ entonces1 
. k 

: . doride 

.z. 



y• l 1 X • lk X con .x1.!. Xk e.X. 
A1 1 Ak . k . 

. P1. ·, .· ... P1: 
como X.·. R(T¡,1 • K""'IA,1 <tenemos que xk. z. z' 

. . P • . : ,.c.i.: ,,,., •. ¡;; 
con z e. R'(T 1.J z' e KeJt (T· .1':' 

Ar . ,·;.:;.t•·" ::Ai:·: 
p ' ... ,,·~·_., :·~·.: J·'~ ·-<";<.:' ·.,.-¿:-·_-: p -.-,_:,.,_ .. . , ·:' 

As1 Y ~·.r 1 1x· 1i~ lk¡;p·+cr k(zor• 

~~·· ~;(:l!:lt~lf i~,;:t~~· ~,. 
moa que· TA~(zl e R,1,T,í:I ;;" rA,(z'.l·~.KM(TA 1 1 y 

tene-

y • descomposi-

ci6n én 

·- -p ~-_;;:;;·_' 

Asl v • ·:r _k .z 
Ak 

Por lo tahto·· ;q~e: 

.RITA:;l;.~iRIJA[:?.RITA 1 
. ,- /·;_;:·J,~;·:'·:~'~'.i~~~·;-::.:!~~~;;Jtt~:;:.:i_~:;~>; ;/i·. -~ . 

Do (11 , (2)iy. la,Qltima·igualdad'hemos.probado que: 

·- "- :_._····¡;·::<< _,_//:!~~~-~~:/Hf~JB;~:~f~m;;}i'i:~~:~:::.;~~-.. :,·--::_~.: p~ ,< .. · 
. X • R(TAtJ, n R(\A 1, ~.'K•A.IJ¡; )illl ,~<J¡(TA ) ; 

_:·_:.,'. ;:~:~·~>~:-~:~:{1~,;~}}jr;:r~~~:'.:t~:,_;~-~~;'.¡)y::~~',;_:·_: ·:·_ . _·,- -.2 
·.- - · 

usandO inducci6il -1feg.anc;s·-.-a1~' S1gU1ézite--.resú1t_'áaO: 
· ;" _,•.::·._.;,._:!;_:-;'p.\'.;'·!-~~·:.;>:~¡-, !.•-'<-.·:,·.;,,-•. __ , ,·'.:r-': •-." · 

z 1 • o. 

3 ! r·3 Teo_ltema. . : se·a.., ... x_-.-.. <._un :,~espa'ciO·:· linC&1 'riormado, '.sea 
' /-·.e-·.;:·:,,; '. 

T : X -. X un .~P~~-ad~t-_·:'66I!'pa~t_o_'~~~ :'eap·e~~ro·:'.:i.nfÍnito- _ 

(Ai}7.1 _u-(0} con· J.:'j_--·l.';_0·:.:;;v·--·~'.:::~.'J.1.:- E·~t:OriCé"s, para·cualquier 

S e 1N tenemos· que: 
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X • 1~1 R(T~~I a> J1 KulT~~I 
Podemos entonces p~egu~i:ari\'os~ .·~j'o, qu·~ condiciones se tiene que: 

denota la suma direc 

ta algebraica. 

Presentamos ahora· un resultÁ.do que asegura, que bajo ciertas 

condiciones, la suma de arriba' es cierta para espacios de Banach 

separables, en particular se cumple para espacios de Hilbert se

parables. Este resultado generaliza el Teorema 1.1. Posterior

mente daremos algunos ejemplos mostrando que la suma no es cier 

ta en general. 

3,14 TeoAema. Sea X un ~spacio de Banach separable, cuya bo

la unitaria es d~bil-secuencialmente canpacta. 

Sea T 1 X --.x un operador· compacto. con espectro 
Q) ' -. ' ' ~ . ·-- ' ': '.-_ ' ' -

a(T) • (~ 1 J 1 ~ 1 u' (O}cdond·~·,~i fO ·V i_e 1/, Supongamos que 

s"p 11 1~1n1 U~ ~> par~'alg~n Me~ é!~ride . 
:. ·. -:~-- p ,, .. ; ': ·.:: ·: .:'.'.:'.·:'.'-:·:_: .:. :~··:·;;_<·:·_··;::: -. ': .. \.' "·: ><'._:.-- ·: .. - . 

·ni 1 X .... ~.~~J..!A~-f ·,'\~ .. ~~~-e-~:'~~·~;-~~f~.;~~~-~~·::~ :lo lar~o de 
' .... ¡.-.. -- ' ·' : _:;_-""··' ·:: .... ·;. ··'" 

Entonces. 'i(7/·~·C.;¡'¡/if7~7;1;:Ke:.,ITP1 j;' > ·. 
·:}./ -:~:;a~:.:¡=~.!-;~~i::~·::~~t:~'.:,_;:.f f;{:J!b:~~~~r:(~~t:~·-~·:·::'. ~ --: :. ,. . 

Vem.·: Sea··. CX.-J,--;';·;"-;c,·x·i-:.urijcorijunto denso, fijemos 

sideremos ·la .~~~=~61l·,{¡~f',n'{~í}'fr, :. (Y~\~~;· · 
X' y_ con-

Es clB.ro (iuc · l\Y 11< llúx;JJ'p~r~;~~do -. e11. Por lo tanto 
n .. - .. .., •·.:-- ,.- . : . .,, . . 

existe una eubsucesi6n que.-.converge. d(!bilment~ a;un ·elemento 
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V1 e X. Denotenios diCha subsucesi6n_,por Ycn;,·1)• 

Tenemos que:. ·yl~~ .. ,-,·:.·+·-.. ,y-(;)·a~bi~~~~e;y. se despren~e del Tea-
. _,_. .:. -,.'.•:' ~- ·:,_.t ~----~_-;·:-->----~·-·'·:::·.~:.·::) ~ . :- ' ·--:: ,-' ,'. 

rema de Hahn-Banach' que/. ll Y.1 11("' /.1 11 X' 11 ·, 
-··''º'-~---=· _._.-;,;,: . .,; _ _; .'.-::,: ... -.' .. ~- '. ' "',,' ·.·- - · .. 

ce la sub~~~~~:i¿;::-~;~{ 1 ~~·-J ~:~-i ~'--~~i:'.;·_;~:i:~~i;~6~:-~-~á::-~6~~:d-~sie5n · 
-. · :::~ _ . . .. :/_-_·:.:_;::._;-:_ ;.~;-~t;:{.:~>~~~}~-t·-~:'i~'Y~'>~-(tf'~-;'rt;·~\;-;f;_:.\-'.'..'.: //::::.::':"<:.:::_~: ; 

· ((n,2)} · e :ti'"··;.ta1··que·:){i;•:C ;•{n·x~J ·•·"··,¡y,k:. } conver-
.. n•l -. " :- '.- :_>-' :J.:\~_.~·~,:~-:t.~f[\;.:~:::-A~7;~!~~:{'})~t.:-;~:f~t"?7~~/R'i¡i':-:.;_;_,'·;~,'~ .': 2 

>. n•
1 

· 
ge d~bilmente a un,-elementOc;;;,:;..:V.~--_-e 0;x.~,-,;;._Tenemos~·;· cano ·arriba,,_ 

que 11Y'11 · .... /.l~x·11jf "s·;;"~~í·r~~;ii~;~f~~~:.~¡;,<~.,·-1_;< ·:····· ... 
Repetimos este procedimiento_:: obteniendo:·una·· subsucesi6n 

'-__ ,_·-'.-~. :.=;:' ~·:-':-:':.\·;_-:::~.: :'.:,:;_,?~,'!::;~-~-1'~r;~ :.,~i',¡7.;f::;-';; ~= :=-' :~~_;-; ·\'. /. ·;_-,:: '.:~. ·-. ··-: .. ·_ · 
( ( n, 1z l'l :.1 e lll ·. de: la : sucesi6n1/. ( ( n, lz~l ll · ,. •:::·'..tal quei · 

::::::·,~::··11ti~1\ltj~;.", ... ·'~"" 
·considerem·óa ahora/i;,la~subsucesi6n;:.:;:( 1 n;'nl} ,,-_>1-~_;c_ w;-:-- es enton-

~~::~~~~iilll~i~~(i:~. • . 
Para =cada :.>xk_ ;;~-·def in-aínOs''-~~~;p¡x .• r~-~~·\v .. ·:1'·:--'.-Y.~en: general Para _el es

.. ,-· __ ::_ ... :: _'.','.'.- :-:;;,:-;,::-.-:.~~~'.,~:;;'~,~~\;·:{\~·:-:;~f·~:';;·?,;~:(,<'.·.;~·~:~··º';~·>:,',:_i' '. ~;º._.: ::·-,":. ;_·;·-;:_ -~ ·;:\~: 
pacio lineal·?· E;~-;-::generado··:por~{loS,··,:-.;X _,_/~::.=_la': construcci6n de la 

'. \ ·.'-/:/-~'i;/·: :~"':{\i[::\·'._'.::-¡.\'·'._:_.::-:.t·:(;;:,:;f)-;_~t':/"-'';~(':'c ~?,;?;";:', .'!:fr_:: :/t:~ :/-:;~_:: >"., , . -· 
suceSiCSn · { 1 n~~--'..11 l } ·"-'>:·,"»nos.'. p_ermite :'. definir-, el~··operador :lineal 

·1~r;x~1~ x~1ifiº~:::D~(~¡ .. f~1~~f:\~f~f~~~tt~':d~: 11 ~~{,n¡xi~., . y 
__ , __ - --~-~1 ~.--~~-..--_'·.::~;:1 :~~~r:_·~i~~:: __ ·:·?f!·.):/, 

Como P está definido·,sobre-'un;conjunto·:rdenSci en· X . se 'sigue 
. .,, ';, ;.,-' ::-;-..,; .·" •'' ~i.-,: (- .. ~·'; 

que P tiene un·a· eXtenSi6n_"_Cotltin-1..úi-:Sób're_.~--X·.-. 
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Sea P : ·X ~·X. dicha ext;;nsi6n, con· i1Pi1 < .. M. De hecho no es 

dif:tcil probar, :_usand_o 'ia _d~nBid~·d _de·_· :~~J-~;.; · 1-.~~ para 

. quier. x e X. 'PIX.J 
0eii e;J!;;.i~~ d~bil de .··.' 1 ~~iln/. · 

.. .... ,._,( -~.(:_;··_.:, .. :_:· 

cual-

· Prob~~: aho7~·;j~ ... X··'.,~,~;;_,~J:f~ iU.t:'.~!~·.K·~.'J~;J.. sea 

· PIXJ es Umite, ~~b':7/~~-'~·~em,e~t~s .º" i!'l KeJt(T~~J, por lo 
' ' -'' --' .. '•:::._·1~·:.~;<~~/ _:~:/;~\. '~¡~-:~·-:;~¡:~-- ;-; '~·-;·; ¡;.- ,-' ·'~··:- .•. ~ ;·-·~ . 

·. tant~ i:~~emii¿::q;;e' •';;/x1'i~.·:; ';Ke.1t.1l·1 1·:·-~. 
\f . . . - .. -,: . . : .· .. i•1-, >.

1 ,. ·' ...... ,,.. -,. ¡. ' 

Por otro lado x 2 PfXJ:,;~'~:~i;í~iie débÚ de X • 
1 ~~~ln 1x. 

'·.. ._-.,.; ·,, ,, • :} _-, !- .\.-~-- ' 

d~ a~1 que, para•·~~a1~r~J: k ~'N'i\ nkl• -'¡~; 1 n1x1 
"' . -'_·._;_-'.\::>~t(-/._'~-. 

tiende 
0

débilment~ a. n~ IX,·~ .•'P1x'1 J, 
-.. ,, "' - -~:'-.-.::~-~c;;·.:~~_._-_,:_: .. }J:_>·: .. ·e~:~·; . - .. 

·,Pero si lit, nJ >/ en~ó~~et .'.U,k.IX. ~ '. Í.~l n1XJ ~ nkx • nkx • o 

pues ·.n1 Dj • o.-.' ,.-~1.-:) .. t,:-~~::\~-~~.~:~ 
·,.' . :-..-- ,._.,, ... ;' ' 

conclui;.c.;, asf.i¡U.;; :n~IX~'}¡x·; 1·.• o' Vk e 11 
· .. - .:-'· .:, . ..:-·~·_: ... --~'.!·-'.< :,-{'--.·-~·.::- '·.-' .... ·:·.·.-. :· .· 

X • PIXJ .e; i~1,.R1r./: .. '-. . '·. 
. . ' 

As1 X •)X :' PIXJ J + PIXJ ,con X PIXI e 
. •;., 

PIXI .e 1;!
1 
K~~IT~i( •. :,, . , 

. i.". ' 

y 

y 

ParB. terTiiinilr, probemos que . ¡; _ _. __ es .úna proYecci6n cuyo ndcleo es 

1Q1 • R 1 T~ ~ J .··. y é~yo ra~~º-· •·_.··~_._··-~-
"° · . . , P1 

1!'1 Ke4{Tl.il 
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Es claro de la def iÍlic i6h de : P · · que para cua~quier k e 1N 

.Pnk • IlkP ~-:Ílk· ,;,_ -u~ando.Cá~~,·h-ec·h~ CóncluiiTios ques 

• (11 ,. -- _.:·;-·:::P¡/{;_(~:~:~,~'..>.":::;:;_.-.. · .,."_:.. ;.:, .. 
Ahora, si x e 1!1 ·;~~1!Á·-J_·,·~:\.~,n.t()~~e~,-e_xiste_ s--e.w tal que 

~n ~n~!. Ke~( T~.~l.;'.I~i~:{21~J«~t)ef ~?;;(~,;ni~..... . 
i~l ni lt . " y: por_.-1:10'.:_t __ ~~-to· __ .. _..; p IX)_-.:'-~/~-·-·:,·,- Concluiinos entonces 

:_..es :Cerrado por ser 

As1 R (PI 

Obse~v&Cio~e~s ·'.--'.:;\\\ ·_-uemcis'l'probado:,un·: teorema de descomposici6n 
,,; .... ;_'.; 

para operadores ~~p~-C-t~S'-.. 'CU'Y~· :~~~jUrltb-\ie. valores propios es 

no vacio. Esto en :-g~~~·~~~l~---~o e~,·-__ :b:Í:~·rt.b,-:·c~o lo muestra el 

·ejemplo a·iguie~tás· 
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a) Sea X.• C
0 

et espBciO de las suc::esiones que convergen a c!_ 

ro con la norma 'J.n~·in"itO ~_. Sab'emO~ que los vectores can6nicos 
".:'~!' . :.-.- . : '-; _.:;:-:. ._ ,- .,. 

{_e.1 >;,;,11 fol-man .. Una:,base·~ae_.-s·cháUdCr."Para~ C
0 

y usamos el 

.siguie~te. h~Ch~-- ~~~~-ld'6·i:;-/_: Ü~': OperAdOl: _ clue es 11".mite de opera

dores· de ra'ngo:'fin~~~~;~n\i1a:::.:~J~01'0g1a Uhiforme es compaCto 

1 
Taylor , Lay 11- ::--::<\ :; '.{~\:;)~-_;3r:·~:.'._~\'./. · _ .. _ ---- · 

.-,., ',-, _:. '· . .-· ' .. _,'._':.ú·+~~·;_:.~·.;::->· ;.> - .. 

Sea T ' C0 _, C0 ;, ~~t~:~J,~,f.'f!~n • :v1 V i e JN, 

:;;, '. .:.':,. ~~~~~,i~~~,;~~~;' ' ' 
Cefinamos r·'~_.c0 ~;~.C~·.'·:.::.p~~L-::r-~·_I~! ,---._-IO,x 1 , ••• , ::1 1 

. -'>. n ·:: .. : ': ·:-:~ ~:~~,..~~;¡_,;.!_t''..~·;.: .:~:ti~~:i~:::~i~i;iii,)'.'.'.-~ :·x'ii:~ 1-;: 
entonces 11 IT- r· 1(XI1\ :¿llF;-,.•\1 + ::-+T •n+2• ... 11 < ~llXll 

· · · . -: :·:;,_~.:\';:\~f:}f~'.~~(r\:.'.2,::~h~~:.{t:a~i~r-/: .. ~:,'".::~.<:~_'._~-. :~ :-- :-:::· -:·--. · -
Por lo tanto. 11 T ·: -. , r.i'.ji•~i.D i·:.:y./;f,hes· compacto. 

'.' _:: . . . .-'.:_:_. ... '~-'<·:_:::':~/ -~\~'.::<"üi;i_',~·'.:.:,,~:,r=~5'.·~·~,:·:_-?;: ·l:~ ... '"·,.' ': ·, . 
Ahora, _si ·;Tx .. ·.··_·-~~-·-~~-~n~~nC~_l!:;i.f (Q;x._.;T, _•.•, J_ • 1Ax1,Ax2,Ax3 ••• l 

". - : ·,.':17:.:::·.-·':::-:: 1~~:::>~_:.r_::~}-;)~~~>~:\0-':·_:~:~·,·~·'.~·-':·'.,. > ' . 
De dondé se·_ d«:áprende ~·que :.no ,'hay:: valores ·propios, 

2)_ P~r~:: .. :cua~~ii~;-.~~~J~i~~--:--·.cari~~~-~o · ·T, sabemos que o e a(TI, 

sim- ~D~~:~~:~-~l\·'.~-~fJE~~~·~·~~p~~ .'~;~'::val~~ --~ropio cano lo muestra 
•':·:_ .... '.·:' /:,,-.--::·:.(';-·:~}f-. ~.(;:~','-::}•:'.:·::;'_~: :; j::.;: .. ';' ____ . 

el ejemplo;anterior',".'>\) . ..:_·,~:·;,", 

: ' ":, -: i·;:~-:,:· (~::;:-?:>\( ~) '.·'._\ ~;~::(:'.,:(>::.;\,·: :· ,: ~. '' . 
En caso·-de··que_~el_::cero~_sea ,valor: l»'.opio¡. _tenemos del Teorema 3.9 

- "·-· '·' .-:""i,' ., ...... "'~:.-'·, .. ,_ ;:.;. ---

que <X ~ R(rPí:"<ll li~'¡TPj ;; pe~~ .algGn p e 11, sin embargo no po-
" : .. ::e"~ '.~-,;:_,,,-,, --;.';-_~-;-;--~'::-c---;;:;,-;_..,, :---;;. • 

demoS _-aseqÚra:r .:·ciüe·,· eStOS: ~Spac.iOs sean cerrados, en caso de se!. 
' ,' ' - . _, ... ·-; ' ' ' -. - ·• >· ,. ' •.. ' _. ' ' . 

cero, 
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Demos ahora. un ejemplo de un operador compacto sobre un espa

cio sobré el cual la bola unitaria no es dAbil-secuencialmente 

~anpacta. Para esto.necesitamos el siguiente resultado. 

3.15 Lema, Sea C el espacio de sucesiones convergentes con 

la norma sup. La bola unitaria B en C no e.e secuencialmen

te C~pacta en la.Topolog!a débil. 

Ve.m.1 Recordemos que el eepaoio,dual>·d~ ·:e es .. t
1 

y cada ele 

mento t¡; • (t¡; 1 l e t
1 

como funCional·-.. de · C· actda sobre 

o • 1•11 e e como sique1 

m m 
t 1 i. I • t

0
a • . i: t1•1 donde a • i•1 f ~ e, ... y. i: lti 1 < m .i -.-i•O 

[ver Baz:iach; · 11 • ' 
·:.·-.. 

; .. ' .;·. .. 
Consideremos la siguiente euces16n de élement~s ;-aco"tados en 

·· .. 
'• 'i/·~ ii,0,0 ... 1 F2. 11,1,0,0 •• ;J, FJ '. .11.1,1,0:.º"~l ... •.t•. 

i 
·es decir F ·.E e.· 

i .J• 1 J 

e. 

Consideremos ahora los elementos a
1
_ 

~ t
1

• Es claro entonces que a 1 IF1} 

[ 1 ; o. o ••. 1 ª2 • ,11 , 1 • o. o . .. 1 

O para.tOdo i e JI 

y. a2 (F11 • 1 para i > 2, Por lo tanto !F1J no.tiene suba!!_ 

cesi6n que converja en la TopologtA d~bil, 

Ejemplo b) Sea T : C - C donde C es el esp~Cio de sucesio

nes convergentes, definido como sigue: 
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Tl•0 I/• 11,h~·,.;,.) • n?i1 k •n . 1 
Tle I • -·e · ·. _ n. .. n n 

donde son :i~s· -vectores can6nicos si 

n > 1 ·• 

.. ::--·.:: .. c0~:--_ .\·-;_:,;:'.,~--~-'~~·._. .:/:,;.:·_·:·:.:.:;:/·.! ·-- "..:':: •, -- ' .-. 
-Veaníos primero:.CJUe~~·-,Tf.:'_esfcompacto~' •·;.; 

es. una base de 

._ - · .~- .·- :.:_::.;5;·~'.~S~;/ .. :[Pili~~x~f ;.t~;d~};f };Pl~J:~~~k~~,-{_:;-:_:<: ~;J:(:-:. )-_ 
Definamos i_ para ~s: n :.e -W /:.{;.,_f.'·:;:. r':··. C ,.:-:t.'· C.'.\-~ como -,~-i9-ue ,·-. 

. , -. -.- -~ ---,--"·•· .;.v,c·o-c·,. .•. ;;_ .. n,-:•;·•c-•.'v' ·"•--'-· 

.. :: ·;:.:.·~!~ª~~)j~{!~~¡¡~:f %;¡.i .• , ~· > . 

donde'·. R 'den'Ota -e1:. ran90.\;,:_ POr'.. 10;-tanto :ice; T . son de ~ango 

finito. . --,t.:~-.'.) ~}~_;.::,YJ>t~~~tt~~:f ;.:.;~ .. ;:··.~:· J;;. :···· :>~·;;.:::-/'· -n · 
<:.·-;<·;:.-·-_:,.-~ - ' ,-.. ¡<\/ .. ;"' ._;.• ::~·. 

;';_·>::. '~ •:;·\: ::::-:·,,, ~:'.-,_::2:_;._., ;:,_'!'.;:;:;::···>?'._' ;~.< ,. 
De manera anUÓga' al;·~j~~~lo {~terior se •• l'~~d·~ p~obar. que 

· \11 T ~ : Ti xn •. ~ ·~~.;.,1<~1f I·.······;·····.:.:.'.· •. ·.·.~.·.·····.·.·.·.;·d·: .. •.'.f.·.·.~ .•. i.'.'.~,.•.··.·.¡ ... ·.·.: .•. ':r'::~(. ¡~· 'tn por. lo . tánto 
T- es compacto.':~ .. >/.:::·~-}::'i-:-:: __ ~. ;" __ ... ;:" ;_~-'::;::_:v:·,:.": '.:;·¡·' 

""';,·'-·; '".:·; .•-_,_ .... ,·L:,,-,,~_·: ·.: ., ,, •• ~, '"~- ~:.:-,,- .. -· 

s1 . x ; ?º iF~·-~f 1.¡~~'..~j~~Éf,i~~i:·~~!f} '.::i!.~~D (º : ~1, .1 e¡·. 
De esto es·.-irunediato.;probarc;que.;el·:espectro:de_~.,:T ,,esi 

¡ ·_. ~-'.:_..--i·.)·' ~=·/; -·.<;:~-,-i.-f?.'.-...-.~(:~,.,,~;-:)~,~~{~0,;i.:::-i~:2:·,-.-,:;:r.,'._:/;:,.:.-. ··:-:: ._ -· 
o(TI • l·rli:~, .~ ·(ol:·;Séfel:;ccro•no,e~.,yalor pr.opio; 

Admnás Kul'r --~;:~)f~i~;,'f;:!·'.~li\·)i;¡~\·(~~3 todo i e W. 

Tambi6n es fáci-~ ch~~ar!.ciue 
1

RIT~-·--~1 e ~~onsiste de las sucesio-
> • :. .-

nes, conv~rgl!nt_e~ cuya-. ·,t~-6~1.ní~·'.Có;?í:deñ.Bd~-es cero, o lo que es 

lo mismo: 
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J . . m 
R(T - .:.) • IX e e 1 X ¡: • e 

i . _. "J•D. J J 

Por 

. - ·- .. 

Veamo~'----~-~> :'T 

Veamos ahora quA · es el 1 KeJc(T - --) 
k' 

y 

eiguei 

para 



Si (T -

.. ] 7 .. 

x, ' 
- I• 
k2 -'• 1 

. :. ' - ·:' 

X 
¿lo • o k2 n_ (l) 

entonce& xn. ~-- O para <':n ·>_:.2~ , y:: .. ~ n · ;_ k :---y .. X1 · ~. kXk. -.-

Por consiguiente Kfflr, -.:~}.,· 0~ 1 _+ ~k; si. k > 2. Y 

es f4ci1- ver ·ae· la·: mtprE!si6n •·(1) 0
; ae· ~~rt~a_; qu-~:. 

·: - . - ·• .. - '•:_;:.::·_:·.-~:/_-,_;.,:~·>·r::::.t.:- - . ·- - . 

. K•~ ir·.·~·· :.1,z .. 2ff-.'~J~¡·,~JI~t;~J.~tl;it0'"t./.r;/,,,.. ·. 
1 Tambi~n de la expresi6n·:;.(11c.se•.concluye que .el rango R(T - -1 

. . . -. '':: ,· ·.;-:: . ·;-_:;:'.:_:- \'._'.,.~~~;:.;-,::.-.:_~-:::'';;~~:~'.-::~~~~-:-'~';\~<: > ::---.:;,-.;:: :.~.----.:~/ ··_. - - ·- ' ; - - k 2 

. C?onsta de_.--_t~_os ,·_ 10.~:·Y~c-~oi:.~s_. ':_ll:_.;:.-~~ 1 --~-.; ~~ya '.--~-~silna Coordenada 
' - - ., . -_," ·''"--:" ,. - .~,· ._. -

es cero. '· ·:·-·· · ~-.; · -· ·' .:.~·,·· ·-~·::'.:ú:;--.-·:.,,.,,,,_-. ,_,. -'" ·. -'.":f'-·" 
'·'_~-';"'~· · - . -;• .-, '' "·: " .. :· e;'' --;.'i(.' ~~; '.=-~_"-'' ' ' ' 

···''\./) -··-· ._._._··--.,.._-J 
Es Claro·:ª.~~º~-~~~--::-~~~/ ;::~!~::~~:-~:l<f;:.'~:-[~J2_-}-·: ~:-::_::i1 
.m· ----"--- -. -·- -· ,,,_., :_·,:::<··'·'•;· .,_.,_._. "->'~- . 

n R(T•~···kJ,•·.1 ·.'.<~.>·:.·:.·: .. ,i.\ '': ' '' .; 
~ª . s~ , 

y 

,, -','. .. ·: ~----':::· ... '·;~ ___ :,_' _-,··_>~~-'/ 

Sin ~barg~'.;.. ~~<·.·-·:.~_O ·es:.i6ürli8.· 1-d:i.r·ec·ta-:'ae estos dos espacios, · Obse!'._ 
.-~· ·;_ '":.,·. '. ·• ; . ;· ., "' -:' 

vemos cju~( par~ .. :-.:·.~:.:'..'~--;:·. !X~'l::·:.~_'.:~~~· .. :-~::--·y:._:·_-pa~~-~:~~- .~·_.;>., 2,·-~, ~en_~~s qu.e 
. _: ,. --~:_·: '·.· ·i::"'··: ;.~:: _' :'_i: ;.': __ ',/·.:--'·"<.--- .. -.'-~.;_y::',-.¡.;':- _- : .. _._.;·': t'·._ .-

X• k xk(e 1 +.:lél.•k·'i.ll~i'-.".'·kx¡;l.~;:+_·:&'xn•nl'·donde.el 

·.primer s~m~rid~ 'e~ts -i~ '. Kil; ~'ii 1:,·Y~f <~~~ndo e'st4. eri 

R(T - .L1. .oe esta tll~~~:¡~u~::~~;~~ ~¡~úé ~é i~. proyec-
k2 .!'f.-:<.,• •"''· '' ,,e 

cienes nk no eStán · acot'8d··~~ ~-~if~·~~~;~~~'~\-:~~-:;:i~:.:·<·:·-'~'. ... _,_ 
-« . ".-- -'. ... '. ¿-... : t ::-·~: ~ .. :· -.- ·. 

. . . .. :-:-' ·-·-- .... -.... 
ejem(>lo . e.n ·un· e_sp~ci~ .-~~ :. ~-~lb!~~;_:._e_n.~-_'.~;,:~ ~~-- se tiene. la. Demos un 

descomposici6n·del,Teorema 

proyecciones. 

Ejemplo d) 

y T(•k) • 

·sea 

.!.. • 
K k 

para k > 

. .. ,_ -._,· 

defirii~~ 
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Definamos T n r ·.1.2 - ~2 __ cano sigue: 

Tnl'-1 1 • Tl•1 ! .•i i.< n ~c}nl•1 ) •O. si. i >.n 

Tenemos que; 11!11 - Tli ~ ojy as{ T .es,~ompacto>. No e~ diUcil 

checa-~ qu~' -"el-.:~~~~~~~~- d~' <-'>f-!·~~;~~~~ ·~- _:;''.'.;~~: -~-.. 
propio'· Además 

R!T -

Por. 

Not~_ºª- _:que __ -~ ~ºt:':· __ se,r::?. ~~t~ 2 __ _'_i-·_':_u_n_;·_es_~ªº __ iopd_,e ·-.:~_11_~;8r:t_ ~:-ª-~ .-_reflexivo y por 
, ~·~ tanf~ :i·~;b1í:~~:~~-i~ii·¡-~-~~-~~~~-.. ~,~~{f~-~-;~~~·6¡~~~~t~ -c~~ctá (ver 

:eor~a .... 3.¡;~1,\l.i'.,c,J;:;(:'.fi{iJ1j~¿~'.;2;:·~ . 6'{: : . ·. ·.·. ;·• 
Se puede ve~i;fácil~7,n~¡,'_iiu6,'.< ~\iP lj 1¡¡¡n¡ll = m, .. 

' '. . . · .. :·~:.: ,:-:·.::-·- .~(ü:;·/;:?~:}:~:;~:,·~:;;:: ;;_:_:~~~ __ ::,' :_:·-:'·: ' . -. 
Veamos ahora· gUe.::para·~'_espacios de ·eanach reflexivos, la hola uni-. __ ., -· .. , .,. ,.u.~·,_:·....... . . -

3,.16 L"em~·;:·::- -S~a .X· ·un espacio lineal norrnado, la bola unitaria 

B es.débilni~~te cerrada. 

Ocm.' Sea !Xn) con 11Xn11 < 

probar que llXll < 1 ; 

Sabernos que llXll • su~ ¡x• (XJ 1 
11x• 11·7 ·. 

espacio dual de X, además'; 

y Xn --' X d4bilrnente, hay que 

donde x• denota un elemento del 

/ 
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1x• 1x11 • t~m 1x• 1x
0

11 < H!!. ! 11x• 11 llX
0 

lll 
Por. consiguiente llX 11 < 1;; // 

11x• 11 ff!!l.11x.11 

. :·.,, _,_' :: ·,:;"· . .::..- :': : < ·--:.. . 
Mencionamos_ do~ --h·EÍ~hO~ ·:--c~n;;-~id.0Éi: l vér.' Rolnió9orov. ( f¡ '._ F~Íedman 

K e· X .. -·ac~i:8d~ .i,-~6bilme~~e · c~rrad~ _ e~ton~~ .. ~-· K ;··e~: déJ:iii.:.aeCue~· 
O:ialmente. canpacto. En párticular la· bola unitaria ·ea. débil .ee-

cllenCialme~t~- compacto. . ._:·, 

Oem, 1 Supongamos que K es acotado y -~éb~-i~~Tit~: ~-~r~adO. . se'a 

{Xn} e K una sucesidn acotada. 

Sea 2 . el eubeépacio li~_e~r _ce~r~do ·_ g~ne~~d~ ;·pbr :- . {X 1 ,:.i<'2, •• ~ , ) 
Es claro _que 2 es. separable_- y_ t~b'ié~-,,~~~·:':i~fi~-~i~.-~--:, por_ Ser 

·_. : -_._·'. .. _-:. _-_. __ ,:·.:· ' :-.,_ .. · 

un subespacio éerradÓ d~_ Un·:espaciÓ, refléxiva.·· .. -oe·-~qU1 que el 
,_ '·. ·.•· -- ' .. ·:_ ' . 

doble dual·de Z(Z*~I. cs .. eePBr-éibieo ·Y Por ~l·~.em8. 3.17 Z* 

es separable. 
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Sea {X
0
•}:., una sucesi6n densa en z•. 

Como la sucesi6n · {X
1 
•1x

0
}} es acotada, extraemos una subsu

cesi6n convergente {X
1

.• IX
011 

)}. En seguida extraemos de .. la 

sucesi6n · {~ 2 "'.{xn, 11 ~ una subsucesi6n conver(jen.te ·~{X·~• 1.xn-~-2·1} 

:o::::e~:;• X::~ Y ::du: ;:::. ;:: c;;i~::~1!~~·:;:;.c:m:~; X n ::-
e·a · ·de.ñso,.:e~· _z~ -- : Y .. cO~O,. .. _ { ~~} ;\~.:e~~.~i.~,'~-~,u~_~s~.~~:::~~-~ta~a en z 
sé siguio del:l;,;,;~3;11l~CJll~.:.'f~Xz~(y~'[;.'•~~i~t~''.para. cada 
Z •_ e· Z ~ • ·~ ~':_~, ~-· · -:.-:)~:·.~·';['.·."f ~~~i~\~~¿;.:((%'.'.\~~;·:~-'.:if:''/ · .... . . .. . -

., .... _ ----:::-:' ... ' ·¡-

'. :1:·/~:(o·_;_s·:;~;'.C.t):·\~~-;-;:~:~:>~·~;1:.<h~r-:--<1. ':: .: . , _ 
ConsiderandO' a·; ·y__:, . como'•elementos :de \' z••.=: tenemos que 

~ ~k ~::) t::i:~;~~~~¡\~~t~~ifi~,ti~ft,)Po:.~: ::::o ~i~t:,, 
Como Z ·aa·reflex.ivo';hay,'un\",y.:e z, __ tal que su imagen en z•• 

,: __ -': . :_'.·.>".:. -.'.''.\',',·:·;-;_:·~~-:.'!.:,":-:·:' :-.;<:.>~-~-::~-:·:~¡'- -::.;' ' '' . 
"bajo ·1ª=- inme~_s-:16rl.:ri~tur_a_1:·,_:eª_-i>;~~ *.·""De aqu! que: 

l~m Z' I Ykl·~-~:ix~:.·~~t·.~ .. ~~· z' e z• 
·,,,. 

TanemOs ah.Orá:_-ou~'lqU:i.e~·:.~::;t•»:-e. x•. -. X' determina un elemento 
-,,.:.;::.->_--_:~";/:-'.· ;: ::<:{-i~~:.-.:' 7 z• e z•. por:·.,Z*,izJ\~'/X'.lzl para todo z e z. 

' -- --~ ••• ;.:·',. - >_ ' ,. _. '- - • ... :_."~ - :: 

. --::;';),:'--

Como.·_{ Y¡t} · (: :·-z~·:;·~-- ~->~·J::~·~nC1ÚÍmos que 1 
')' .. ',. 

" .. t~_{o¡y~J • •X'l~I 
Por -10 tanto ·,''Yk>0., Y ·cl~bÜmente y Y e K por s_er K . d6bil-

.ment~- Cerr~'aO' : .:~··A~·1:: · IC "e~·':~l~bii~secuencialmente canpacto. 
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3 .20 Co11.ola1t.lo~- Sea H _un_-_ espacio de Hilbert separable y 

T t H - H' un operador -canpacto con 'espectro:· 

01r1 • !Ail;~ 1 .u·10J .A /.ó, i ~r¡'; ~n~on~es 
ru . ·::·;_· P_{- . ru - - pi 

H • i¡;i1 RJ.T: Ail .. <19'i!1K<Jt(T-A 1 J 

- ,--:º_~:·:· . -;_,_. __ "·;)-·:.~;_~::_;_:¡:~~;,,;~~~~f~}~~;:~_-·:te,·;;-~'- ::~~-, .. _'.~~-'-~:). ~'.; -.: . 
. Oem,: _ sabemos .·que.:tóda ·,base:ortonormal• en'uri --~~Pacio de· Hilbert 

·_. :.~. _;::-·_:_· .~:."'-.~-- .:\:·-:::-~-:f_:~:,,:~:i::~_ .. ,,._:-.:,~-'~-i~,\;-~:g"}'b:-~~'-~":.-1:;;;:';"f;\\:::.~~:i- ·;.::'.;.; :' __ : _7-:_ ; -.-_ -- ---

.' se¡jarablé·,-es· unai1 báse '..de}BCh8.U~er>'1néondicional_'· y: cualquiE!r ha.se 

orton~rm•i··~. 1!1 .~r'T(~t1rí~;4t~ll~~.~f''.'.~~~~F~Ex·.~n~ba~ •.. 
ortonormal de '_-ff,:> oe;~estos:'hechos:y!uiiJresultado:que ;se proba-

·: : _' _ .-... ·: · -::. ; _ _:.,: -~>:-'._;>~ :·{,-S~--~-.t~.~::~k,~:z,f¡;f;X:~~~<'._-<·~':,:/-\~ '_:--.:_:' · , · . ·:~·._-,. _. 
r4 en el cap1tulo _sig~=i~_~_t¡;t._~ ___ (T_eorem_a~,~ ~-2.-;_4_:)_::·se~_-._ª_1gu_~----~ª 

S~p 11J1ni11 < ~ . dond~ ni;'LB,;:::~~,i!f.'i,.~1\t,1Y\;~~:~~~ proyec.:'. 

e iones a lo largo de-:. R (r .:.;_'.:·;·>i¡:-1 ,;,.+_·:r.-;_ iá ., d·emos~r~'éi6n ':Be :."sigue ah2. 

:~~~:~~;;;;~i~~f lf '~ig:::~::· 
' .'• _ ."'. -,, -~''. ·:, <_•.",-> '. _ .. ,;,_·_~,\; __ ·_:'.c>°-:r·.'' ,.•e'.'!:._-:;·~·':~-·~:· : , : 

de nana ch arb1 trari~S~'.::.:p~~~~:-d~j·~~-;_'.:0)St~~-cU1~~t?i6n- .. abierta·~ 

. ' ,'•, ;·~_.;·.··~)::.~!:~;~:-~~~~-;_:~~·'.:_: .:~--·-' -:.·:":_:·-:_;.;_._.~"/~-~. ... . -· 
En el cap!tulo l vimos~_que:como-__ consecuencia,:del Teorema- de des-

. · . -._ -· ·"·~~'?,;_'.·_;~~-~<.:_;i~~~:Y :~:,:;-:tJF:--i·j~'.-):~'.-'.i.~4: ;;_-:.;: {-:"',:._·_-__ '_' :-~":: _ · .· - ·_ -
compos.tc16n pr.tmária>· (Té6J:oem'a ·~1-r1>~~·0btenemOS la dl!séomposic16n 

. - ,_,·. ,_ .:. --.: ..... :~;:ji;;.,t:·:;f:'-'.i'.:\~;;r;~~~;?:!'%{;_::~'5~v:~~'.-~:-'.:~'.' ;~~-\·~·:~·--:~-~-: ___ _. __ .. _ _ _. _ 
de un operador, -cano, una~sumajde~'dos~-operadores,·'uno de· los cua-

·:·--.. :- .:.'_.;~~.;;-~~~;:\;·,;:·:;,:~·fj:',<.,'~~,:.· ·~·~':_;~\. :, _.-_ ...... ' .- ' _- . 
les es dia9onal -y_ el' :otro-:nilpOtente.:.· (~eorema. 2. 2). 

-, _; '.'.:-\ ~~~·t·;·~~-)~.':.c.< .. ~}<--;'. ::: ·¿:t·'..- _ . -
•,_...;'.\''" 

Presentamos_· a~ora. ~~~·-:'.gé~-~-.r~ii~~c-i6n· de este Te~rema para oper~ 

dores c~pactos dE!fifi~~-~~?'.:"~n".-~spaC~-os -de ~imens.t6n infinita • 

. . : . 
Mantenenos 10 m.t'sma n'ot.aci6n que en el- Teorema J. lJ. 
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3.21 Te.oJtema. sea· X. un espacio de Banach· separable .. ctiyS. bcila 
. . . . 

un.itari8 es. d~b.iÍ.00 secuenciahDe~te .. C~Paé.ta·¡,.>Sea_ ... r.:_-: _-x 7+ X 
. . ',' :' ·- ' .:.:· . _.·.' :. --.. ·;:,';.-::·-: ./,·:~: ··:-~··, ; .. -_.· .• ·. :· -,. -, :' ··;·;· .-.-_.:,'., .. '' ~~.· .· .. ',·,·: 

un ·op_~rado~ .. º~P~C::to· .. co_n __ e~P?~tr~.~-\ª (~I :, ~.-.: !.~-¡} i•'i .-.l:'_ -~o_~.·- donde 
. ; " - .-: ' - ' - .- '' ' ·:··::, .·:·,.:,._ ;._-· .-._.~,_::·.,,_. :· ' ' " . 

~i '/ º< y:j.' e JI;.·. Supong~os clu~ existe/M''e lR tal c¡Ue 
' n ;'' _·,_:,·\ ·-·:.:;-~'-·'-''.:·~:::~.;:.~;·:·1;::«:;.;·.t .. '.~:·;;¿·-;·:.·.·'.·\'.~.'-'··:,~~ .. '· .·':: - l . 

S"p ll 1?:
1
n111 < M. ·,Ent~ríc,•s,la' riuitr~c7i6n d?,: T ,'al es~cio 

_' :-._·. :· .. -._;;-:; .. ~;:;·)J::~¡;;é~·;;, _ .. :~~/~:::~;~/;'{~'.·'.~':·~':;:_;,~{ ¿:}::\:,;:·)_;_.~?'·;··.(~--'.- ·,: : : . -_ 
·; KVt.·>rPi~, se· puede".'expresar~'..cano _ _.·1a .. suma .. de dos operadores 
i•1 .- - -·-e·" f ~ ·(~,_:.;:-::.:,::~'._.\:·~;:;"~ri~'.;1~:f~-i~:.~~-t!.~!\f~-t~~;-;~,~'.~i~;~¡\1i~~ .. :.:'. ~ 

-. U-· +:'.,N ,· : _donde::_..:: U_;~ e_s. c'dla_g~~n-al~:y>.i~~.:N_!;_, __ e.s :.c.uas_inilpotente, es decir, 

-el· e&pe~tr·c,--~d~f~;·N :::~:6~k-~·i¡f~J1~6-i!li~~~~:i~-~i :·c,~ro. Adem!s U y N 
-, ;.: , . ,,, --. ,'· .. :;,; .·. · . ,.:· ·.;,~:.i~~'.:if~_tL;~.;_;~¡t(.; · .. , ;· .. _., 

coruniit'an •.. 
·,· >- :: .""' _._'; ~ ~ >I; "· :·!.'.·~·:"::-\: :'-,; 
.. '--':~· -.~·; ,_·_~.::;.:· .. ,,;:::::.~-~:_,;'fr(/::;_'.:_<.i -' 

: Vem, ·, ·-Del. Teo.rerita·.3 ~13 ·tenemos~que_:;:_,,:, 

>:-_.:-.:· .·:~.~;,::~\;:~'.d{~'.:j~~:~)::;\·.-·~··:: _, .. p 
\ .x -'1-n RIT ~)·111: a KeJ<IT 11 •' / ;; , ·:~-'t~i- ,-~~t- -- i•1 ..• ~i 

Sea PIXI -e1 Í1".1t-e Ílabil,.~~·¡{'i~ilii~X}~.\ la sucesi6n que 
. i?:~_._;,'_(;-'.._::1::;,~ .,';.·:.-'.,. , . .-," - ' ,·:';, .. 

-. _ .. · , __ ---. - 7·_rr~:f:--,:;º.·_ .·~1., - :.-;.;.,. ~~·~·, •. 
se conetruy6~en(el:-.Teorema'.3~1J;·;,'· :._':" ..... '· .. · 

- - '. • ' , ..... -,, ' ' '· ~' " - •. ;:.¡¡~;o ' ''.•;.,;· - ' ,. ... • . • .: '; '. '.' : ... -:· · .. _· . 

. i:-~·;: \·i~-:·:·'.:/:'Y:~~·;}~::f :!;:{:':-~:.~ ... _·~~t').":.~~: ... \.~. _:: ~~-~; ~~<~·:.:; ,. 
·sabentOa·._ ~~-_f;.~_/;:e~~ .. ,~--~~~i~~-0.-'~-( I>c:>r~_:l.? .. ·-.~~~t_o;:--:.~p· ·es cómPaoto, ·Y· 
-es --~1a~'~· ~~ 'i i'~ .. :~:~·~'~'l~~~'{~·~!,~~~~·;}f:i::\~~~~~, TR_~'.;~-:~-,~·~·i~'- ~es~-i~·Ci~n dO 

, " .;:¡:t~i~ií§~5,~Wli~~~í~f '.? > 
Ahorá·_ bien~_._·. o~O- .~·,; r: ;;<_~ª-__ ºanP_.ªº~~ · ~a-nd.a._·: suc·e.si.º~t;?ª_ :.dl!b_ilmente 

c'o~Je'r'~~ri·~e~-~~;.);~~1~;i~~·1~~~~~~J~i~-~~"~¿·~~i~~¡~~ t~~, :éa 81 ~ .' para 
. . .,;¡; .. ,,_ ,'':~::' ·:<: >' .,_, _,, .. ,. : ;.~·-·>::,· 

Cual~1~r·:- '.-x re·.: XI . .. ,_
1 

" · -,_. -- ·· . ·- ~.''.:-<'~ · ... · · -.. ;,;_.-. _,·,_~;-: . 
. -." ·: ·,.-, ,-,._· ;; '_-·.-,.·-. ._ . :..; _:,-_L'·:,: 

... , . -· · :-·--.;~. ,.· en,·~,, ... .· · 
TPIXI' • ~:!':i./·i~1 R1 (XI 
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sucesi6n de caüchy ·en la Top~logi~. uni~.~fllle de operadores, de 

hecho ten.~o~ i ~ . 

n+k ·:> .·: ___ ;-.. :~ ~·;:_:_.:_:'--, _.::~:.:.::,':··L:": 1·:_·;.-\ .. _. __ .~:.<> .- ... , _- . ... .... . . , 
11 J, A1n¡ :i.:1 A.inJ.11 "-~~ lh l12Ml_::t.:'mº pu~s: A1 i"'.".i O:< 

Sea·. _u.···~~~ i~lf~~i:¡~r±:~t~~~g:,~;g1.~~f'i~~~f~~)'pW ser l!mite 
de operadores·'dé ~ra"n9i:f fillito':( Ta'Y10r ;'; r.ay:.:·11 ~t·~.- :-'.--Además · U -es . 

un operad•o~ d~:;~J~;}~~\f J~~~t~~'.·';{;!~11~~~"::~; ·~:;.;;; ·• •·-·· 
Demostremos __ que:;_ el'~!· operador}:~'.-r P.c-~:,~§U ,:t¡; e S._' cuasinilpotente ~ -'para. ª! 

. - . ; ·:._ .. , i" ;?,' '. ·; !{;.'.,'. 1'.·:~"..;(,i--_i.f·.;~,~)(,;~;;~{\::.<·\f,~~--:'l;}.-'::;;~:t':~'.~:;7;">;'!.~-};-;:~:¡f·;·;;_::.~---.:_'o:, •J ·:·;· '_ ., , .. __ 

to, basta ' . .ver_;_gUe''.::\rp;,.;LU.:f;n'o·f,tiene'valores:-Propios ··diferentes de 
, ' · .. ,-:_'- -: ': ;·:,~1~ú:.;1 :_ ·:~~),_fr ~~-~~:.~iA;:;y.:·~·;i!,.'.'. _-- ., ,. __ . · ~·- · ., _ .- . 

cero,· pues -_e_s: un~~perador_.-_\compact? [,Teo:i::ema ·, 3 ~121 ·~ 
-. .- ~·: ,;t,~·~~-~~~~f ~:k~:;; '.(~·?0·~~~~~'.~i{'~~J-1?:·--::.i.::¿1~:j::,: -,._" '-" 

supongamos c¡Ue.,/JTP. :'(UJX ;~,,:íx::' para:a1gdri\. A' i ·.o_. y un 
'. _._., ~ -.-_ .-·.:' :ó::: :: .. ::--·. ;::~~l.-::;::;:;~<~;";-/f,~·-;~_,;.;;:,{':'~,1.:~;j;'.·\\:::.~/',J. ',-,··-:·:\a).-_-----.: .. ':''pi 

x e X-(0} y;sea'.•_X;•;'.X(1'+',Xf:·téon'1.'x¡:e:1n1RITA J, 

x, e i!,~M1;ff;,:,~~f;~;f;i(,l1 r~'.rX·y .... ·. i. 
ITP - UJ Jx

1
} x~): tf~\~~t:J~·:~:fr.+ \x

2
•·· 

Es claro;qus i~;,;~{~~'.~:~,~~1;r:1. Por io_ tanto; ~.1 Teore-
·-"·~I:i·~'.\<'Y'' :>~-;--'---.~::·;·:,.,- .. -. · i. : <-', 

ma 3.13 •AX¡i • O;··,ae1''X'i• O·:Y." ·x·•.X2' 

Tenemos e~t;~c:s•~r,qÍ·~~·-:~I~ .\x ·,. o equivalentwnente 

AX • Um; 1 ~t.;>'\'../Y;'~·n'i" •: · .... ··'· m ... , . P¡ 
n~m i•. bBi~:7 i .. f((~i n¡X •7 con ·,X e 1! 1 KelL ITA/ 

:· ,· :.-~~:' 
sea 

An,X • ~~n.;r 1 :~itx -A;n;,X pues n1n; •o. si i ~ J 

Usamos ahoia: .el 11--e~ho· :ci~':·~~' lo~ ;SubeS¡laciOs KeJL (T .: >i·
1 

J Pi son 

... 
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invariantes bajo T pa~a obtener: 

ADJX • TnJX - AJDJX, por lo tanto1 . ,' . . ·.·...... . . . 

(T - AJ - AJ DJX •O, Como, A}-(A<~~-e~ ~al~r propio de la 

restricci6n de T. al esp~~i~:,h~~!ft; X~J~•J' conÓluimos que 

RJX, • O. Como J 'es ·arbitrario.·tenémos-:qu·e 
)~:··,-. , > •• '~.> .. >-<-: ·:'''.~/'.~~,_-_' <·;<: •. -; ' '"' :_¡ i::·:. ', 

X e i~l R (T~~ J · lo ·¿,¡¡(;~'i'l~a contradÍ:cci6n; !conciu!mos que 

T P - U · es. C'tl~:i:¡~f~'.i;~.¡t¡~:~i~~};~t:~f ::~::~j~{;~~~f '.·)(:;~'.-. . .. .. ·" . 
:·' .. · __ ,_-.. '::::\~~_-:f;{~-~~~~~~~;:;/: -~~~--·'~:'.}f i~~}i: ~ ·:·: ~- ·, 

As! •TP •.U f · N. donde :,U'. es· diagonal y· ·N • TP " U es cuas!. 
rli1pat·ente ;.-- ·_ ?.:./:;}:t·:~.<~~,,,~:~.~-/~-t~{.~~i::•·.?: -~;:,;:~, '.'.-~::;f:-_-.. 

- . "' -- ::~,; ;/_:·· - :_,.'.'-'· __ ,,!'-:' -. ~.'.i'·:·¡,': '",e;'',º - _,., , 

Veamos ahora.que,;,~; ~j},~¿·~~Y•~tan; •'· 

Sea X ••• x, +X~fj:;~;.~~~~~>f~;-e\o, .• RIT~~J. 
Basta ver que ' UTP X .fr~u x! ' . •. 

, . .· . .-._,·>·:~,- ~/.:·':~:·Fr·,~ <:~ .:\~.\ ::·-'..:L·~?-·.: ;,, .. 

De _las de.~~ni~i~.~~it.:~t~~~~~.f;.~f~~.~.-~. ;.i;gue· qüé, .... 

UTP X UTP X 
' TPU X . TPU X <.\~:-.:\.-, _., 

· • · .·.\.Y.,,.. • .•e ·· ";• · 
· ::·=,r- -.-;: ~:>~-~-:-.:~---;-~:::}~:t.~:'._-~t;._-.:~~~~{l:!Jtf:·;~·;_:::.:_;~-~- :_-::-~:: -·.« __ ,, . 

Por· consig_u1_e_~-t~_tbCls_~ª--"'pr~~ar:-,qll_E!---'tUTP Y.·:· ,TPU ;·, · definen el 

misno oper~~b~·.~~~~~;fl!1S~~11tl;. pué& este espacio es denso 

en ti1 Kl!ll(Tii¡ ', . ·.•.•> •· 
i ........ . 

sea .xe i!1 .K~11i~'. .•~tonces existe·· m e W tú que 

m ---. Pi. 
X e t'!'l KMITA J . y1" 

i 

UTP X • UT X .. UT i~lnix 
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s! i ~ J y 

Tni • ni T V i e 11. ·Esto termina la demostrac16n, 
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UAPITULO IV 

MEDIDAS VECTORIALES 

En este capitulo estudiamos ·las medidas vectoriales, estas 

son medidas que toman. valores en un· espacio de Banach. 

En particular_considararemos dos tipos de medidas; las me

didas bdsicas de Sc~auder y las medidas b4sicamente distribuidas. 

Ambas son qeneralizaciones_ del concepto de base de Schauder, de·. 

hecho, uno de los principales resultados es_ que bajo Cierta con-. 

dici6n estas medidas son las mismas. 

En el· cap!~ulo 5 estudiaremos _las medidas vectoriales en ª!. 

pacios de Hilbert_ y-~are~os_ una generalización del Teorema 2.9 

en el contexta··ae·:medidft~ :.v~~t~riales. 

§ 1. _El e~PaCi~ -ae:-.--fll~~'ió~~~'/1htegrables con respecto .a una me-
. ' - ' ·- ' - -,- "' -- ,- - . ' . 

dida con y~~·~~~.~:_:~·~~'}f~~:~-~~.~:f ~~-~-'.d~: Banach. 
-··_:::>· :.·--, ~ :,:·· 

Sea ·.x ~n·--- .. ~~~'~c·i"~·:·d~ ·;·s:-an~-Ch con norma· 1/ 11 , íl un c_onjuE_ 

to, l: una a-ál~~b~'á.,' d-~-- ~-~_njllnt~s ·de · n y µ ·una me:dida num! 

. , __ ..... " .. - ~ -• --- ·""-·""-····· '·"-···-~----. 
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rablemente adivi\ra con valores en X, 

l\µl\ IEI denota la semivariaci6n y \µ\IEI la variaci6n 

total de µ sobre, E·,-, ''Pá-rá=.-_ ~~da · _É ~ -t~ -·-· · 
' ' .. , __ ·-·· ·, ·. 

Decimos que.un co~j~~~~;Ee E '·"·•·.•µ-nulo ~i\lµ\l IEI ·.O, 

::t:º:· f::~:.::~:~;~~fef~~~';J5i{,f i\/~~:~{ti~.~;!¡};;~''.:;b;~:i:~n 
conjunto µ-nulo decimos"'que: ·-: '&~: • ._::g_·".i\f-casi< dondequiera:,_.-.---~ · 

tµ e ,d-~ l • · U~a''.:~~~6{t~~;_~~~~-f~'i-~1'{{j:¿-:lf:j(f:~\¡:~;f ~-1~;--~~:~_;_\,t\~:-¡ri·f~-~~iib1e·- >. 

si ex is te. ,une ·;~;'~,~~~-~~~!f ~~~tl~i~~:~~t~~.;¡l.~i'i•fü~~~·;~fov~r-
gen puntualmente:_'a:-._,: 6, '-:-<excepto ',quizás~\:. sobre ·:un·:,:conju.nto -._. 

: · ·· -. '--~- ;_>J: :-;~<·-.- ·:_,}::>-·- _-_;:,';:_.J!.i·). <: \ ·. ·~ffl!r-~-:~·-":;_t~,,;;·:_;:~~; ... ~A1~\_ .. ,:;·.:.~;>:,:~.;;~;·.:~_;·~~_,. _ y}·-::.~_ , -_. . 
µ-nul_~, y· si·. parA;'J:E ~e.' t_i.·; {/i¡i"djll,1{:''.:éé :_u·na~:',SúCési6n f dé: caUchY': 

. ::m . /EX;n d:.•.~.·:·;··;········Ti.i~·º,Viµ,.,~:t~t~f:~;~~;~~~~!:M~~;~,;~'~j'&~.~ ..... ~o;~ ..•. • .. . 
n ... m - -.-,,, __ ·_\.";-~·b.i'.-'-~·''"-"'\' ,,:·,: :·:.::.~ .. ·.;-..,·- ,., 

. _,· .. -~::· ~._'- ._ .'~1'_',.·<··. \'._;\~;(\~-i~!,~;i\~/~:·;~~-~,y;/;:;,~<-~:":{::t:~>/·.. '..::.·";".:-_ '. .. 
En~ ounford.;.;Schwartz:;Vol';.-/I( §~:IV ~10~'áe':'e"studiBn al.g'~~~-9 pro-
, -- . -- '.;- :··: -:~_;''.·:-;'S.,:,,_::~!f'.3::_:',t,~:'.:::.;1_;.',:t¿·y~<~;i;;:~;::;;;c~~-;_.:~:~·'.:·::_:··:.~'~i.:~~-{;?_. '>: :. :. __ , ··:' .... . . 

piedades·'de:,. la\· semivaiiaci6n ·:y.( otroS·raapectos',de: la-. Teor!a de 
·: ... ,- . ,_.-":: -~. ::;-:; . .- '.;:_~:::.:~:;'~-~-'/;;~p:j;_~~~::.:-~';'._::;_!:·:~;::r¡:Y,··~J~<::Y~_>.<.'<;_-. .°'(' :,:~: .:-;: , -;. ,_i _,-.__ . .- .'.: 

Integraci6i;i::.d~ ·'.".Funciones; ~on:.~valo_re.s·: Complej.os ·_ c~n )ré.épecto a una 

::d~::e:;6!~~~;~~i~i1~~fti~~~~f .. ;gt~~~::;;:~:~::·.::~:n;::· 
ci6n. de·:--.:··~ E :·_2_;:·"/Ad~~s~~:ª-ª;;':p_rue_~:ª_~'.~~--:·: toda ·:~unciOn ~medible· acotada 

1
&

11 
:: •• 1.1µc_~1~t.c1e1 .• ~~1.1fr1;t~1 ;.Í;'.~gx:i'í~t1;r ?\'{ .~;~d··· ,",~{ene•.·· 

E 
' • .':'.,, ~(:·.,_•;· ·"· ,,,-. . .- -

, __ ,, ' ·,,·/,;/:. ''"<-,-_,;-"~.'-:.·:~:_.,\_, -,:. 
LO que.-'nos PropOneinOs ~_ahor.á:·; 'es· dar .una estructura de espacio 

, . --· ' . ' ,-· ~ , 

de BanaCh _al ·conjú'nt·~·. d·e' .·c1·~~~~·'de:-;-~~i\r~1~ilcia de ·funciones 

µ-integra~iCs ·. (d~·s_.,~u~~·-io~~~-:.:·es:t~tj'-:~rl :·ia -~isma clase si son 
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_iguales lJ c.d.-}. Para esto necesitamos ~lgunos resultados. 

·Lema 4, 1 Para todo E e l: • 11µ11/EL• I ~1~1 11'6d.µ 11 donde el 

supremo se toma :~·~b~~·-:-.t~da~::::i~:é: fün-~i~n~s ·:ll~medibles acotadas 
_, ~ ··' .. :- ,.,, 

por 1. ~: ;>-.'~, !.-: '.,D::._-::11~~-:;:p~;:(;,·:·:::, ·:-:. -; -.--; .·-· 

Oemo•tMc.Unl>•.· ..;·::L.• •:/ .f9, .. •.• .. 
00f :úlinÍOB ." -p~G:~': ~{~~~-:.: ... ~::~ ~ /i/ -. '1' 

CIE, ... ;. s·~?1n~·~6~~~'{;~~6.1:;;·~;5rf~~°c ~).161 < .·, 1. 

·'.De· 1a-:defii1.ici6n'. da··. seinivariáci6n·, -Ge. claro· que 
. : '_--· •'-'._'.·'.•'·_:_/~ ·.~:'.;::~·,·_>(_".5~\L~~~--::?;·_'·-~:·'..:;.':"-.''·">·- -· .;: .. _ . . _ -. . · 

llµIJ (f) <:/Cié(;• Ya'i¡Ue::.lir.;:_; .'.IJ/6dplJ o;; Jlµll IE}, (ver 
: : ._ -. : ~-:· :-~ ''."._~:::: -:·~'.·:: .. ··/;:'. -':'.~::. \:i~:~~;;-.:~,_;;-f'.··:·~~·-'.:-?•·.:__; _ _,,,_:':-- E >_-".-\ -_- -~-- ,- - . - -

p4rrafo anteriorJ.;','.,?or,·lo,tánto .<Clfl ·o;; llµ'll (El. Esto ter-
• , r -- '<' . .-~-·_.;;'._.- -~,'\-:,• ;•:'.-é;.o-o-:~'--'-~-','";: --·:. • ·., 

milla ·1a· ·pru·eba_;·-:::. -:::.:'.: .. :(:.;~:-:.-~· ·¡·¡: ... \:';-;,::: -', ·.· o>,·\~ 
., : :::: ~~:)~~;-,,: .:_.;:::i;; .. :·<-~ •:' ~:-~':-;';__~;_<--_-,/ ;"_ ':' :_ ::;_;: ·. --·; . 

-:· ;_:. . ' :-, '·i:t··' '·--'~. ·_.,¡': 

4. 2 ; .. · o.¿~·~~Ún.J'.~_~·~;;;:(~~i~~~~~..b!~ ~~t~n~e~ ; 6dµ .· denota 

la medid~,,· '".·· ......... • •. >1 •.. ·.6. d~.'·.\ ... '.r.·.· ·.,···... -- . . .... ;> 
- \::~---; ,-, : 

, .. , ·.·e,;._,,.·: ;_:_· __ e·{.'.:-·:- . 

4,3. P4op~•-lc~g.~so.~',/6'.Uj~~;~~~~~l~./~ntonces Jl6dµll (íl)•O 

si. y s6lo sf 6 ··• ;o e'!~ ~¡,~·~\ ~.,/} ·• ,. : > 
~:·- ., ., ' \ ' ;.~y,_.-:-'.-;(_, .. :-.'·> 

Demo•t4a~~~n•?·_~.i~g:~i~·ffü~~"~~:1~-,~,~\.¡I\~1J,,~;~¡;. !E0l es 
una __ sucesión; decreciente:0.de ·,_conj_untos·: medibles·-con· intersec-:,--,_ .. , ._._,._' ,_,,,._,_, __ , ', - . 

ci6n vactcl , :-::·. -d.)2;·.;~-d~/-'fi;;:_-~:r:---~:f>-~~;,;~~-{:~: .:::~ -~: 
- · ... ,·.,. · .. ::,:·-:;;·:~"',:1'¡;:¿r' --~~ ·>;;~:.·«' 

. --~'".-: :;'.•·'{':{ ~\,/ ' •._ I, ' '- :,-._~, -· 

sea· ->i ;:una·_·me·didá·~~pOsit.iVa ·"dE!f1'11d·a:.SObre - (O, EJ tal 
-... , .. · .. "'· ·,,'·:;-e''"• . .. 

que .11µ11 (El ~·o·,:cuándo:,;·(E,i -~:7>11.':ú.existencia de tal 

A est4 garantizada por éi Íema' 11l:io·;s. de 1 Dunford Scl'Martz 11. 
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Por ser ~ finita ~IE J - O • cuando n - ~, n . · ... por lo- tclnto 

11µ!1 IE
0

) - o' cuando u.::-,;;• 

Sea N • !.w .. ,·,·~·n•.•.·.ilwl.f;oJ .• usando lafpr<lposici6n·l.1,. 
. . • • ' •. . ,?l . ·-. 

tenemos' llµU)N~E)·'.S~p cí1'i Kd~li/"·· ... ·. 
· · . ·· · . . ; :'."/2:,!,~1¿\'~i~1:X~?c,:; } : 

, "¡ ~~f .,1 !I ~:~·ih!,~~~µ. !l;i,~ :•)1 ddµ I! 1.N-En l '. .· 

~··~7;}.i;~,i1~i·~~~(~i~~'~\\~,i!;, .. · ... · •· 
. ·. Esto'muíistra' que-· Si:'.' llMuU: 'lnJC ~·. o enton'ces'' ,. 
. ·. · ::-' :. __ '. . , '_ ·_· ,:'.::' .;'. '::·-~ :,'._/-); •. ~-.;\\;',.':'..-;:'0~\::·~:·;_:_._.:_..•::.:,;:.· _\', :;~·· ,:;.: --~·:·-:'.· .:e;· _ ,j 

11µ!1 IN)<; lllJl! ,CN;.E0 l::\l[p,,ll(l,E1;'! :".iºi~UµllifE.;l¡;:;i O. PÓr 
. - • . __ ,_.'._<::'·):!',.--¡;;·:;;-e;-·· -.--,-·,T,··· .. - --'· :· - . ~, 

co~siguiente .. ·11 µU IN! :~~·ó;:;;.~9 de~ir< 6 .~} ~· ~.d; , 
.: · · -__ : , -'. -.--~ .. ·:·':'. -:·\;: ',·:-!:~/ ·:t~~JE:::{:~~~:;:_'.'.>.·:~r:;:'.~\~--;¡:?-.~!\·:~~~;:;:_,\-''...:',:;·:·~:-:-- ·:.,--,·~-- ._ 

Inversamente sf'.-:: &-;,~;-O,'/ µ·,·c·«·d~-<-t'entoncies ·la ··sucesidn · cons 

tanta· cero converge_~{'1.~;;i~~'i'.il,~~}%~~f;.·i,6,t¡~l·i·'{ifr>· ~· .•. -
v e e i:,. de ésto áe'concluye i¡u¡,·'.1!6diill líll~;·o:-~Esto·ccm-

: - _. .. . -_.,, ' -'_:_ -._ -- ·.: -.. 'X:>::·:~·'.:¡-_:';;.:,: .. ·~J.-~-,'-\;;_,:;:,f~, L°ii'::~~'.;·'.~'0: _);:~'.'.;:_;_\~~/;:~{'.-::·:_',-~-: -- -·;_ ··- -.' _·._- : 
ple ta .1a·- demostraoiOn ~-:'.;_-. :ES::(~~-e_dia_~~},~omprpb~~·'. ~e::~ . , _ .-. · 

• ·-. ·:: - r - '-.-:._, -,.:,:::'_o;:::~·~ó-_;_\-;;-.; :·J"q''.':o,t<::- ---~-;-1:,~,;~·_,;_1'..:_ ;'..:-~i:'::- ·.;~--> :_::,' .-:_.:-: ;. >"-.''' -

llld. • g)dµll In!" liddiill•lnf'•):lliídiilldílfc::;.yc;•11<6diílllnJi< 
· · . . ' -: ___ . ~ .- :_:: -~:::( .: ;;1_._.:._~:::~'.}_;_-;:;·'.i~¡-: .. :s;::;F::;f;·.::/.--~·:{t:~:i\~-·:;.~~-: :_·;,:E-~::._.:?.:·_:-.·::·_'-/-_·;·:·_.',···_'_ . , . 

• !el l!ddµll 1n1 . para fun61C.riéa•i¡;•;9;,¡,~1ntégrab108 y···. 
. -' ·: >. ::_~_:,_-; :_',::'_.' ;. '._~·:.-~:-.::v: ,';:/".'·~Y-_'''.'_:_,: I~ ::-;,·.=_-\;~·;:. --:-~-·\''i,.'{'·::-· . .-:--.-~, .. ~·.:·:·'~))' __ ;. 

e e a, esto· noS:-~pe-rm'1t0':'.·dilr;:1a~:Bi9\i.iE!n.te' aefiriió16ílr-_.:,:·-: · 
• - ;• .. • . .';,~¡-._·.•.;_ -'.;f,-·~;.:_c;. ,¡ ,_'., ~ ON-''«;._~.-.. ~ ,·-·_ .• , .. , 

' .-:;,..:: _:;, ;<'.-. _.;; ->- .-._;-:.·: ·_. ", -. " - -. --; '!:,,~;~?i!;-~.j_-, .. ~; _,-~-~_;_-';'~~ 

- . --· -- ---_- ·-- :-.---~:~--0.~7} ,,~~'~;:·~;:~:;~;~~g~~~:~;~~~~:;;~,~~~:ét~,f~_i:'-,:~~:f;}¡~-~-:~\:._. -.· 
4. 4 Vc6~n~cHn: .;',.! (µ);,:es el, espacio.rlineal ··normado de• clases 

. '· --_ -: _ . · __ ,_- · --:·.:·-;) :~·'i'·Y, ;:_-/\l··:,·.~~\i\.:~::::-_-'-:.:;.~;-~j-;,>_:·.~-7\~-:~>~:~;::{-/.'.~-~:·: 1/::·~--·--::.;: .' .. .-::.-_'·. · . '-. : - ., ·, 

de equivalencia ·.'de ::funciones :.con:_:, valores_;·com¡)le'jos -'-:Jj_-iiite-gr!_' 
/ '~ '<,-,.~-. _;,,~~¡.-_-:-;-;--. '\-'·;>~ ,._,-. 

bles equipadas con ia n'orma '; 1116111 ; 11M~11 Jn1 
'.: , - . ' ' -~ :::'.: '. ·,_-. . ' ,-. -.-.; .•. -... ,- :- ' '.: ,-

•' ;·;; -..• _1,:· .• 

N_uestro .-ok/j~ti:VO-'li_hb:~~a.-.· ~~ :_m-~s-tra'r, que .. 1f1i J · .. es un espa-

cio de eanach ,· par~· .. :·io cu~l---:~~éesit~Ri_os :dos. lemas. 
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4. 5 Leina. 

E entonces 

.. ;, 

4 .1 P1<opo~.ic.l6n. IIÍJI es un espacio d~ Banach. 
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Vem: Sólo hay que prob0:r q¡;e :llµI es cainpleto. Sea {6nl una 

sucesi6n-de cau~h~:··~n.·:.'·1 .. :(µ,(: .. U~~ndO·.e¡ lema 4.6 podemos cons
truir url~ sUce~i60';d~:·:f~~6i~n~-~-:-~imples · {.~n} tal que 

11\ $n -6111 ...; O ; En°:~aiGcÜ1ar {$ ) es también una sucesión de 
- - n ... CICI .:-. ~ :.,,_,: -• .-r:.'.~·-'::.-' '.;::,:;'.~'':-:'.',-' n .. · 

cauchy', ~ri . ·J ~p-·f: .. ·}f~-~-~,~~~~~~~~~~a · ~u~sucesi6n <~nk} tal que 

k~1 . IU $"k•1 .- ~:~~1.r<;(,f;;;.' ~~ª 
N •("'e íl ,;:2Jl~':\'.'1~Í C:$l"'JI • m}, 

. -:' .. _k•1 ·: ~k+1 . . . "k 

Mostramos ahora que: llµll IN) • 0, 

Supongamos que 11µ11 lN J ~ e :> ·O. Sea ~ un namero real posi-

, tivo tal que J1 111 $nk~I - ·$~k 111 < M. Definamos para todo 
' ' " 1 211 entero positivo m, Nm •{"'e íl 'k?il l$nk+I l"'J - $nkl"'I >-e 

Usando nuevamente ·18-:exist'e~~ia :-de una medida finita y positi

va ~ ta1•c¡Úe~U~\lf},71~ 1 Ei~oº; tenemos que: 
:·:;;;~:;;-J\· ,:.': .. ,- - ' -- ' 

llµll IN'-N 1 ~ o, '''Ciü'~ndo' m ~··m, 
111 ) ' ¡, '¡ ' ' 

• 1 ---··: -- •• ::'.:_:._;.:.},~:: ... __ -:,._,.·,_--:'.._:·'·'·-~_:·<~·;: -- ··.-··--_' . 
Ya que e = lhi 11 l~I: < 11 iill'IN:I '+ llµlllil; ;_ ¡¡. 1 : existe m, 

., ·._ ::-_:~ _' .,:- - ,;· _.,:·:_.{,::'"~.:::-::\-.• ::~--~~- ·:::: i>'._ !!',~;._~:_~'.);_:'.;_'.'.;>~ <_~:}: ,\:'(-_-; .. -. m __ :· 
tal que :11µWINm'·1,.::>°;e/2~;':iPor cónsiguiente/·- '· 

CQ . • • ,-, • . >: ::- -_::·'. _ _.~;::··-~::.-:r:·.~~.r_::~~---~-~ü:-~~i~~:(~~/;;_~<~;--'.-:·:-';:.~-~:;? __ 'i, .. :~;~ :.-:.-:,_;_.:::: ... _. , 
k1i1 111 +nk+

1 
- $~~'.111;\~,::i,~{;ll •. 1,~~~¡; :lj $0).1 dµll IN~ ~I > 

> 11~~; l$n ' <···~··I cÍ~ll(~~';-¡->··11~d~U.·INm;I· •· 
. k+1,. ' .- k :.--,-.. -.. :.-,,:..::: .: -. _;-. . ---- . 

• ~ 11µ11 IN~,¡';> 11; V '(En° J.~ pentlltU.:a de~igualdad se ha usa-
. . 
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do el lema 4 ,5). Esta contradicc:!.6n prueba que llµll (N) • O, 

Definamos ahora1 6 (w) • 1 
. , ~+I . k . 

1 

~n (w) ·+k~l ~~· . (w·l-~n (w) w e íl - 'N 

O · si Oi e· N '· 

-'- '° ' , ' ~ 
·.1,'::'· -~· .'"·'' ¡·;·'-,e: .. ·
-~;;'/_:··/'.::.~'~-··.,. .. , .. ,;-,.-:'' 

entonces ~ - 6 puntuaimen·t~·'.{/µ.·:·c'~d· .... ,::c.onf·a~e . k. -+ 113• 

ºk . '·-·.:'~(::'[_~:;f:::~:~?<.~¿:i·'.~\;,:~.~:: . .J':-·_·~·- ' . 
Tambi&i, para todo E e i: .,<fJ¿~g1¿,~s una sucesión de 

Cauchy en X, ya que .Pa~~:':":~~~·;:~~~'-~~·~-~J~t~~os ~~~itivos k, J 

.·,:_ ''.--' 

< jk 111 ~n .· .· .-.~~ 111· . o/ cuando k -~ m 
1+1 . i: ' . 

l. -· 

Esto prueba que · 6 e :.l 1µ1 • . 

Probemos ahora que ~Íl i;~m d <co~ la n~i..a · 111 . 111 · ·. ' 
k. . ,··o:··· 

veamos ahora que . ~ . -6,,'enia.~oi:nia lll..lll;,',sea e> O 

Y sea N tal que 1\1\.~ ~,-pgu,(~.~:;i1;g~;:!i•~ . .f;· 
sea lt una funcion· siñtPi0°:c6n·\·.;:;.10ieB~cornp1e-j'OS ·-tili: que 

11i1 < 1 Y 111 ~ ·. - 6 llL·;.f¡'~ ;j·~·,j·¡d~¡(·tni''<···· .· 
ºN '- .:. • : .- ; .. '.-..:.~.:.nN .. -::._-.-;.··1;.'..:.:,:- .. :.:.:-:.'t·. ·,·:·::-' 

< e/4 • 116 lii~~N ; 61dµ{J S''#)i}f"j'.:.{_'.·:; .. ·.·. 
Sea m > N tal c¡Ue llJ 1:(~ 

· - íl · -- 0 m 

posible debido a- que h toma· un nt1mBro: fi~Í.\:o de ·val~res y a 

61d~I(< ~/4/ _esto dltimo es 

que 111 ~ - 611 - O cuando m - ~ •. · E e t; · 
E "m 
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Para k ~ N tenemosi 

111 ~"• - 6 HI < HI ~"• " ~"• Hf + 111 ~"• - · 6 HI < 

< e/4 + e14 < llr hi$ · :''&Jdµll<<: 
. .. . - íl ._,·.- "" ·. ,_ ·,.- '. '. . 

< e/2 + 116 ,hl~n~~;-~n~ld~l!t·ll(ihl~n., - 6ldµll < 
''i,ó" ,. ' 

< e/2 + e/4 te/4'.~.é; 
,~.- ·_:. "' .. ,", 

1·: .. ';;o,. __ ;:· •. · 

Esto prueba· qUe IH ~~- - 6111.;.+ O cuando k -> m lo cual impl! 
. ; ·- .· . ., .... • .. ·.· .. k 

ca que 1116~ -'{111 ~ O . esto completa la demostraci6n. 

§ 2. Medidas básicas de schauder y medidas básicamente distri

buidas. 

Introducimos ahora una clase particular de medidas vector!!_ 

les que generalizan el concepto de base de schauder en espacios 

do Banach y para espacios de Hilbert introducimos las medidas 

ortogonalmente distribuidas que son en cierto sentido bases or

togonales continuamente distribuidasi· Con estas ~edidas gene

ralizaremos el Teorema 2.9. 

Las medidas básicas de schauder y las medidas básicamente 

distribuidas aparecen en Abreu y Salehi [ 11 y en Kalton, TUrcntt, 

Uhl (1). Probaremos que bajo cierta restricci6n·estas medidas 

son las mismas. 

MantenemoS la misma notaci6n q~e- en §l. 

4. 2 .1 Vc.6.ln.lc.l61u Sea µ una medida con valores en X nume-
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rablemente aditiva, p se llama una medida básica de Schauder 

si el mapeo Ttl[µJ-X 

a uno y su rango es cerrado. 

dado por Tl61 • i 6dµ 
n 

es uno 

Ejemplo: Una sucesi6n b4sica incondicional (2.1, 2.SJ {X
0

l 

puede ser considerada cano una medida básica de Schauder sobre 

un espacio discreto, siempre que 

mente, esto es: 

EX 
n n 

converja incondiciona! 

Sea íl • N y E • 2N dcf inimos µ : E ---+ 1 como sigue 

µ(El • n~E X0 • 

Sea 6 e llµJ.- tal que Tl6l --~ l'.¡d¡j ,•'o entonces n~1 61nlulnl•O 
concluimos & (nJ • o, n _e:-,.1;·-.;-~::~~~~·~~1~1hi~· ·e~-,-~~ique._de· la defini

ciOn de· sucesi15n b4s'ica't'··a·St_:;-~ &:' e:·f ·a:::: y·'~' r_:. '.:··~~. ~~·yecti~a, · Que 

ImT es cerrado en X . es :·corieeCUeri~:Í~·-:::-¡:~,,~di8tá."; d-8 l&· misma d!, 
'·' .. ,,.,,,'.·;; .. -' 

finici6n; -;e/--'•' •< .,. ; __ ,, '- , 

4. 2. 2 P•opo•icun. _ - S~a, / :~~~i~~~~If ;¡;:ii~a de schauder so-

bre ln,EJ con _valo,~~ª~ll~-lfi!(~~~~-;~p;~i~'~~--~!'~rador lineal ac~ 
tado sobre X . con :inversO~;acotado~\<Entonces -: Q.µ es tambi~n 

:;~::d;::c:::::·i::e¡~_~t[~?~~~~:ti~r s<'u}_Y_- .•.Qu tienen las 

,' ·1 :..~~;,: :~., ·,· .. . :; .. -.;-;''-'.-!.'.-,~:·_,';~ .;.·, < 
Vem.: Sea ni El • QiilEIL:'ejft:·LEs claro que 11 es una me

dida numerabl~~nte·:- ~~~'~tiV;~,,-~~~~e·'~ :_;¡ n~·E,I.,. 

Si 6 e l(µJ. , eritcincL 21~~i' '(~0 }:.,'·una sucesi6n de funci2 

·nes simplas·t~l'.ci~e -~4' 0 ... &' µ C.~·d·. -y {/ ifl} e.X es una su-
. E n . 
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cesiOn de Cauchy para todo E e l: y U.m 1 $ dµ • J'6dµ. Usan-
. E n ' E 

do la continuidad del op~r,~.~-º-r_..-,·._Q. -·.y el -~echo ae que . 

Q f $ dµ • l $;dQ~ E e i:/obtenemos1 
E n , . 8 .... n- :: 

l.im 
n 

0. lf ~ dµI • Ú.m l ~ dQµ ~ {f·6·d·µ·'; E e i: ' E. n n t· n · .. g.-·._·-_-'-
.... .:., .. --

Por consiguiente 6 e !(n(· y f 6dn';•Q'/6dµ'.: · 
E, '.,·.'-:~·>.:_E_., , 

Análogamente se prueba que si (ei'n~( entonces 6 e·!(µ) . 
. ·i 

Observemos tambil!n que µ y · Í1 · "t-i~n~n :10~-,-mi~oS conjU.tltos nu

los. 

·: ·· -' . -· 
supongamos ahora que 6 e !lnL···;, .. ·1·6r1.n·· .··o·. Entonces 

. ·• . •1· .• c;~íl'/•.•:: . 
Por_-'_, __ io··::tanto'.:;:'6_':·:,c~- _ µ_·'C-... d_~: . y en canse-, 

~S~() ~~:~•é•~r.;E!,'.?l mapeo T 1 ! ( n) '.+ X 

tal que T l 61 • f. 6dn es·,¡~~ a" uno;~: 'o. , ... :' ,'> ' 
n -· , , .-:.<:-:·- -~ :- . , -:.,-, '.~\ ;;;_~._:_::-::: ~-;·.:~-~~- . ·: -~ -- . 

11.·1 6 6dn • 6 6dµ • o, 
cuencia 6 • O · n c.d.-· 

. " 
sea Xn - el eSpa:Ci6··._,ii~~~i'-:·~~~-i~~'~\;-~-~ñ~~:~d~'_:,-por: __ " {_n 1 E)_: E e_ l:J. · 

. ·. :_-.-,'_,:::.~-.:_. : __ '::;: :~¡,',·--_.)~~'.:/'::.:/?\~·t'.(',,~~-~-:,:~::,{~-- -;//.:·_ ... _··.:>: ·: -:~_._:-,_:-·>:_ - - . ' . 
Es claro que ~1fi:6dn,i'.6'E•'I!nll C·Xn';:c:/•':; :, ,,:: · · 

: _·:: :-.~~; ___ ~:~_:-(:i-'J:{/'}~::'.·~;,~~~:'{~·;_~!'. :~:{'.~)i>: ?;~<-:\~:-' :;~;:,: -.'- .: : ; ~-:· 
sea x. ·e-Xn, como·:;:Xn''• O. Xµ, y';µ es"blisica de:;schatider, 'eX1!.. 

te 6 e ! ( µ 1 t~i ~ ~:: Q!~;.'.,~'i'/if{if tI~1'~~ i·:. \, • ' '. .... 
De esto se sigue que, 6 e .! lnl.'/y:\.;.>i<~:11.¡; 6dµi:• '/·6dn ·proban~ 
do as1 que el ran90 de · .r_._~:·~;a:~"~'~;~~¿d?\}:~---: .'>:·~'.:~t·'..~:.:~'.:~:: ·_·, __ ·· · ;· 

.. -.,.t:<:.~::i~-::;.-.,,::;2::::-··::~:;, .,_~:¡ ._,,. ' -·; '" ·,. ,_ 

c~r~C~~~~i~-~~f6-~{:·d··;::~-~~:~f~;s;~de~"SchaúdBr Ahora generalizamos la que 

aparece en l_as proposiciones_:2; 4:. y. 2~6 ~-~-' .> . - . -
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en X, entonces µ es básica de Sc~auder .s~ y solo si existe 

una constante K.> O talque si 6, ge 11µ1 y 161<191 

sobre n · entonces.11f6clµll ~ ~ llfgdµli·· 
n ·,;.<c.; .~,-·-:--·'··.--n·. ,_· 

Ve:m. : suPon9amoB. qu-~-~\-;J/;~:-~~~_;: b&~:i~~--::d~ ._:s-c·h~Udé~ ~: 
. - _ ·- . _"_--·~-:-.::;:::::z:~Y}k~)tS .. :/~~fü~~t~;/;"!'_?·_::~:-:< '..·:~~-;" __ , __ -· ,. 

Sea Xµ .. el·. aubespacio ::lineal•, cerrado generado por (µ 1 El 1 E e l:). 
· - _ ::.·_./·_· ·_ .. :·_:. _.,: :~·,:·/.::r:~:-~:f:;~:_;x;:;J:;::.~r.:--;~_I-:-::·>:: :··.:::_:·- -> :·. -.- . 

De la hipOtesis·se:'siguééque e1·•mapeo' .. T· 1 1 (µ) .+ X dado pcr 

f.161 •. • .· b. 6dµci,ft;:~~,i~~j*f f [(~~f ;'~u:~~ri~o •••.•. · 
Como 11r611 < 1116111 (para tO<la 6 e' 1(µ1 1 r es continuo y como 

1 Iµ 1 . e~ u!l·~~~~6fa: ~t~~a~h,· pClr el. Teorema del mapeo abierto 

. T - tien~ ~-~n ~~-¡~~~';:~~--¡:-~;~~~~~-:-'.·_:· r--~ 1:~"<~,-- ~µ ... I 1 µ l .. 
---- ·_'. ::-~_::_'.·:~~-~::: ~;~~~1{?J~ti~~;{;I'.i~~~.~1~(~~ ~·~ 

Sea K • HT•'lj¿,eea'(,:c<• 6/g .donde•. g / O y e• O donde 

g • · 0• · .• E~t~n~i~·JI¡iJh~';r ):y·. 
\l l 6dµ 11 ; j¡',):é.9.iii ff;<:ngdµ 111 n1 ; 111s111 • 111 r-1 rs 111 < 

. ·. n. . ·''':'}n: ;;ir:::·;,p '. . ·.· .. 
< K11Tg11·K'11Jgdµll: >·.·····.· 
.. · .. -'.'.;.. ··:·-r····.'/,~·; .. · .. ~~<r'.(tt:.:·:~¡::·?:;· ,·y, ·' 

Inversamente .supongamos· que si 16 I < 191 entonces .. ··"·' ,·, . •)"" 

lil ·6dµÜ <K.11/iJdiiÚ .. ·. 
n ., . •. "'·· "~ .. _, . ..,; • ·i 

·sea •.. fe 11;;) talc¡tÍ~ \ll6d1111 ·o 
íl . • 

Sea 1~1 <'I' 

entonce~ ·11/. 6~dµ 11 K \ll · 6d~ 11 • O. 
. íl .•. . . • ; íl . •• . • . . . 

As! 6Up l11~6dµll• O es decir 116dµll (íl) • O 
1~1<:1 ·n • .. ··· .. ·•· 

y por la'proposici6n 4.J 6 • O µ c.d. · 
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Veamos ahora que .lmT- es cerrado en X. 

Sea una sucesi6n-de _cau~hy en X, 

en ·pa:ti~ul~~i;u ~'.J!6~··~iü~µrXs r•····• 
concluimós.:'f~B;~g:~.j};f~k6~dµ, en X 

... ' -..... - "'::,;;~,·- ... , ~ - <,-:-:' -- .. : ~---

6 e J (µ 1 
n . 

11 

Es 018."rO.- 'qll~~~~t;~'.:·~~~¡;~d~~--ri~·'-~oi0''-g0ne·ra11za· ~-1- T-e~rema 2~-4 
. , : . < ::·.-. '._.::" : '-~-":~::~;:.x~--~_:::¡;1:.<:{;,·[,·:{-~-;~\":~1i/_:; ~::,4/':': __ ¡·;.,.: :\: ~ ''.. ;~_:.-· ->'-.:___ -·,. ·· ..... ; -. -. -_ :- .. -- .- -: . ·,,, . 

relativ_o.fa '.bases ··de·:schauder_~:;ai'.\ilo que·: es una·,generalizaci6n 

del . Teo~~~.2;6 ¡;,e:;f;!ít'o''~~-,b~~¡~s 'Í~c'ondiciori~le~ d~ s~hauder; · 
ae· -hec .. ha--: ~a·~~ -¡~~·:,~-~-~-~-~~~~~~~·~I~:~/~ ;~. 2 ~ .. ~--:,-~:~~-º_-··verno·s .:Ah~~~,_ 

·- _.,_, :····~>·: ·-·,;·;~~- ··: ·,•"'' -·--__ ,. ~-.-- . :><·:··-. 

4, 2, 4 . · Coliofa~~o. s'J~·xx 'ihñ'~;¡paifd ~e·, ¡¡~~a~h y se~ . (Xn) 

una _suceSi.6~ b4~ic~·,· iÍl~~~di~·¡~-~~i:.'~~ : .... x~·-: :· Entónées existe 
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una constante K > O tal que si {an> •. ·.{bnl_ son sucesiones de 

escalares con. 1 a 1 .e 1 b 1 y ·. i3 b ~x converge enton .. 
· n•1 n n 

vem.: sea 

tos de íl. 

n. n 

íl • ~ y 

oBfiriamOs 

t· ií1",}·'a::.:419ebrá···de todos los ·aubconjuri-
: .. ,. ·.: .. ;,: ·._, > ._:_.· " . 

· ÚIEI ·••·· :E · "¡ 1 para .. E e :E, Enton-
.· · ,· .. nEE ll•nln· .. 

ces el corolario es Óonsecuenciá. inmediata de .la p_roposiC~6n 

······ ) •.•.•• ·•·•·· ... 
4.2.3 .// ,: 

Medidas ~ectO¿"t-i1~~:·: b4~iC~m~hte '~-i:~~riJidas,. ':". ~>.-: · ->-. 

Ejemp1~ '.,: s~~ '.º!~'.~~fü~f .'~~ffrM~d,;C~~~~-~; un1 ta• Y deHna-. 
mos ·.µ·:•·:E~;L· lvk:como;i'µ(EJ:.•.'.X"/Paray'.• E;e·i:~".', IXE deno
. . ·.' ' : -,~ __ .'·'~:-'' -:;·'.;',-.-·)-._:.::;: ;;~:;'._ ':i~;;>:.,f]--,:·,~.:~~-.,,;.'./'.\.; __ ·: _ _.;, ~~~\;; .(:-.· ~-:-.::,-::'" 

ta: la· funci6n caracter!stica'; de·:~-- e1-~ :.:--·:/~::>>_: 
~-'. '•·::·;:_:} .''.?:<··):'.:1[.J~~{::·:·:'.fi~~::::· ,,:·:.: .. ~./~.:· .. :;·:···'· -. ··:::',,'.>.;: '• 

sea ~ ~~-l :~ 1·--; e:.~ ,,\,·~n-~·:;'.·su.9_i~-~:~~·- d~·=: cOrljú.1toS ~jeno_s con cada 

:.-\.c.--'' En no . µ-nuiO;-:'.·. 

~· claro entonce~ :e ~~;a ~~alquier 
{an} se tiene 

'sticesi6n 'de escalares 
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m .- - m+p -
111;;:1 ª1 µ 1 E1 l 11 < 11 1~1 a1µ 1 E1 J 11 m, P e 11 y ,por lo tanto 

{µ(E1 JJ. es una sucesi6n básica (Teorema 2,4),. Por lo tánto 

lJ es una medida vectorial Msicamente dt°stribuida~ 

Notemos que dada una medida básicamente distribuida, para cadB 

sucesi6n {En} e E de conjuntos ajen~s dos a·dos que no son 

µ-nulos existe una constante /r:. > O tal qu'e 

sucesi6n Can} de escalares. 

4, 2, 6 Pe6.ln.lc.lc1n~ -SC"-]l ·µ ! . una __ -1}\·~~i.d~l,.:Vect~ri~l '·básicamente 

distribuida, definida s¿1
1

brB~ J: __ ¡s}~,-~r;;,~~~·~.:i: eXiste una constante 
H . , __ ,,_- -. ;º_- - -~:.- --,~--,~- -_.-; ·,. -

K > O tal que para cualquier slicesi6n·- -{a )" de escalares y 
.n 

cualquier sucesi6n (En} e E d~ conjuntos no µ-nulos se tie-

ne quei 

m, p e J.1 

entonces decimos que µ tiene constante básica acotada. 

Para un ejemplo de una medida básicamente distribuida que no 

tiene constante básica acotada ver Kalton, Turett, Uh! (11. 

En seguida probamos que las medidas básicas de Schauder y las 

medidas ~sicamente distribuidas con constante básica acotada 

son las mismas. 

4.2,7 T~o~e..ma. Una medida p 1 E-+ X es básica de Schauder 
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si y solo si es básicamente distribuida con constante b4sica 

acotada •. 
. .· .... 

Vem.: : Su~~~~o-~.·prbn~~o·.-:que· .. p 
•. "".! -·. ·, ' ' 

es b4sica de Schauder, por 

6 y g son funcio-

sobre íl entonces 

·' ''' .. '' :';.• 

sea { f'··}·_;·¿~· t.~z;·_:,·,~-~á~J:·~~~·~~i6~ :·de conjuntos que no son p-nulos, 
.· ·. ~ ··:;, ~~:-., .... :.-~·:.:: .... :~ ... ' :.~~·;t;~~;:_,<.\:;;.>":/c: -. :> .' •.. • ' • 

y 1 aje;nOs: d~~ .. ªjdo~i/:;1.~-~~.·} .. ~ªn.} ._una sucesi6n de escalares y de-. 

fin~os · .. ~5:~::.i~~:li~~;.l~,~~~i~.::g<_·~\ =~~ ªnX.En • 

: ~ ; .. 
Por la.· deSfquii.ld~·d .. de ,.arriba. tenemos r 

De esto concluimos que plEn) es una sucesi6n bAsica (Teorema 

2·,4), Mem4s como la K es independiente de la suces16n (En} 

tenemos ~e lJ es Msicamente distribuida con constante básica 

acotada, 

supongamos ahora que lJ es una medida b«sicamente d·aLribuida 

con constante básica acotada. 

Para probar que µ ·es bastea de Schauder basta demostrar la 

existencia de una constante K1 >·.O tal 'que. para. toda 

6 E ¡ (µ} se Ciene: 

f.-11161\I < 11 ! 6dµ 11 < Kl 1116111 
1 . . ·. íl, . . . 
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Es claro que si 6 e l lµJ entonces 111 6dµll e; 1116111 • Por hip6-
íl. . 

tesis, existe · f(>- O tal que_1. 

11 l: a µ l E J 11 < K U l: : ~ ~ 1 E Í 11 (l). para cualquier · sucesi6n 
nEI n · n .' nEJ " n ·:·-· ._ n; . __ .-

">i.·-·:: ·:;. 

{E'n} e_~ de Conjunt~-S~qu_e:rio _sOn\·;_J-nulos y_ ajenos dos a dos, 

. para cualqu~er su~~f1~; : ¡~nT .!~'~si:ala:~~ y. para r, J e 11 

finitos cori" I e -J~- -> :·· -. ··' 
· .. ,;~-- ~ --:··- ,-

·. 
Denotemos li { E'n) · p~_r.:·-~'-:~~-~--- Ye Probemos la siguiente desigualdad: 

-... --.,,. 

lsnl < 1 Vn e 11, 

adem4s 

pues 

. 8
1 

+ 11 - s
1
· ¡ • 1 • .. Si -l<s'<O 

. . 1. 
entonces 
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la1 11-a 1x11 t a2 x2 y la prueba es la misma. 

Para demostrar que a1a 1x1 + a 2 a;·X2.·~ .. Y !li .. J <.a 1,B2 .< 1 

s6lo observamos que B2a2x2- e·::~>-·y·---~~~i-~_~?.~ ·_el- caso anterior. 

La inducci6n es consecu~n-di~: __ "~¡:;,~~-~~;:;,~~:.::.i~~/~~~-~~--i::~-~terio~es. 

·; ,;··,··.''..:<'.:'J: ... ·.;_;·;'.:«'./.'--,-.,.,:<·:::·.: :;'•>.e'',!" 
· 111~111 :O::i4fUfi'!~,iill> ;par~ A ·simples~ 

,•<' 'f· 

Probemos ;.h~raqÜ~'lll6Íl1~4Klll/6dµli'P•~a~ualquier 6 e!(µ( • 

. - . ' .. -- ·_ . :<}-.tt~:!~('.~:-::-~-~---:~:~.~;·,::::.:·:· __ >i .. 
consideremos una ·suc:esi6n·',~e.Jfunci"ones'._simples __ {~n} · con ·1as 

siguien·t~~ .-pr0Pi~:d~~~~'1·;-~;'.._'_---/:·· "· : ·-· · ;'~---->, 

9
0 

- 6 µ-c.d., , lh$Ú\Íl: :es ·~·a~sucesi6n.de Cauchy pllra to-
da E e E ··.Y·· 111. $

0 
~ flll.'._; r~~~~cl~'.n;:; ~. EZl. lll prop~c 

sic16n 4.; se· h~··c6~-~-~:~ÜÍ~~~-ifu~";.:~6~-~-z6~-'.-~on ·ta10s propieda-

des. 

Sabernos que lli~ 0 11i< 4KUl.$~dÍill 
. íl .. 

.,-.--· 

: ,• ·--- -'. ',- •' : ·, 

Tornando limites cuand~ ... ti ..:.- IQ .;:_·obtenemci-s: 
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1\16111 < 4K IJ f 6dµIJ 
n 

Tomando K1 como el m!ximo ·entre · · y · 4K . oi,'tene~~~ las ·aes! 

gualdades deseadas. Esto conCluye= ~a ~de~6~~~~ci6n.· ·// 

Observemos que de paso hemos· ¡jrob~do l~ ,· Proposi~i6~ 2. 6. 
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CAPITULO V 
MEDIDAS VECTORIALES EN ESPACIOS DÉ HILBERT. 

En este capitulo nos ocupamos de medidas veCt0~18iS~ ·cari. va·-

lores en un espacio de Hilbert, en particular e.st~d.i-Br~O_.a·-'·iaa··me 
•._,;, -

didas vectoriales ortogonalmente distribuidas,. ·e~tO--: es,' .-mBd.idBs 
.. ·- --:.·--.;.:•,-,,.; 

bles ajenos dos a dos. 

mcdida·s .·acotádas 

con valores en un espacio de Hii'be~~·-,_- ·' 

J) Cualquier medida vectorial acotada ·con .J.1~res. en un espacio. 

de Hilbert puede obtenerse c::_om·a _ pioy~cci6n __ ortOgoria1:·d~ .-1.!-Íla, 

medida vectorial.ortogonalmente distribuida con valores· en un 

espacio de Hilbert m4s grande. 

2) Dada una medida b~sica de schauder µ con valores.en un es-· 
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pacio de Hilbert, existe un operador lineal acotado con un inve~ 

so acotado tal que QJJ es ortogonalmente distribuida. 

El segundo resultado es una generalizaci6n del Teorema 2.9, 

De aqu1 en adelante las medidas que consideremos serán finita

mente aditivas. En caso de ser o-aditivas las llamaremos nume-

rablemente aditivas. 

5.J Ve6inlc~6n. Sea líl,EI un espacio de medida, H un espa

cio de Hilb~rt y µ una medida definida sobre (íl,E) con valo

res en H, ;Decimos que. µ, es ortogonalmente distribuida si 

para ·A,. B-e E:.con·· A n 8 • O tenernos que µ!Al ea ortogonal 

a 

S, 2 0~6~niéÚlt.{sea µ una medida sobre 10,:EJ con·valoreS 

en · H<:. ·y ·.,_1~_~--~/ú~ri-~_'.:~-~d_1a-~_:--'.'~~:~.-.n_eg_~ti~a_ fi~itariiéntB._:_Bait·1v·a _defi_ni~ 
da ~obré. ·ln,:i:f.> ~~;,~;,~ <JUe• m •·· .. es, u~~)~,2;~ª,f~~~?};E~~ µ ·.·.si 

~"'~Kf i7{íílJ~i~t~iit~~!1;~]~~·· 
La existencia ~-de.' 2 ... mayorantes_ para,.medidaa··con -.valoree:en ·, H 

: ··: : ·-~- -: ~.".:-:- ·;_:,: _f:t·:\:;.ri:.-1,~,:~>~-·?4i·---~:,{;;~;·:)_.;1~~:-t-,~;,:: .. -~t~ .. ;:~:;?,.:'.-:;y::/'.:·: · . :··:· · ,_, ··· 
es importante, para·idE!mo'strál;:tel~prim·er;:resúltado :·c1tádo al ;'prin~ 

~ -1 P ic;: :~ ~ ~ < ;;~·~\~;~-;;~~~2.i~-~~;~:c;~~~~;;~sf ~~I~,~--;~;_;;~¡~i;)_;l~}~;~:-::·;~-;~~-2.~·:j .. _ · 
'''::}·.:· ''··· :· . ,,,. ,,:.,,,,., 

se sabe que. ~~-~·~·~2~1~~~ ~~:~~T~'~'i~;~~-;~~~:~:'6'.~~º-'.~'~,i~-:~'~· _:_~~--;-~~-; e-s~-8~io,.. 
de H_i1~er·t·,· ~~~~~~ -~~<~-~~~~tri;~an¡-~·-·._(~; ~---'~em;~·~ -·:>·~ -e·s .numerable~ 

' .. '" ,._ ·-.·-··:· 

mente aditiva.sf.ys616 si.·,,;.··. 1ó.es.'.(Chatterji s;o, 1:111. 
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En particular- cualqu_ier medida _numerablemente aditiva es acotada 

(Diestel, Uhl ( ll ) • 

Presentamos aqu1 tres ejemplos de 2 mayorantes para algunas cla

ses de medidas con valores en H. 
. . . ~ . . 

l.º E.jemploi Sea µ una medida··veCtorial crtoqorialmente--distri-
" 

huida definida sobre ln,E) ·y-con· valore& en -H.-

.• 
Definamos m IAI • 11µ IAI 11' para ·A e·t, 

·<- -~~,:: .',f' 

Entonces m es una medida no _negatiVa. sObré ·--·. · (O El' · Y. para 
.. _·:-> . .-,-'~;'.' __ '.·:\·;_'._'-'·::_---'- :-: • .' .' ~--· 

cualesquiera funciones simple& ·:Y.~ ~-~¿'l' :::·aéfinidas sóbre íl se . '-:---· . __ , . 

·tienei . ;;:.: -.-,.. .-,.' 

<h~dµ • h~dµ> .• h~¡¡ ~m ·. 

En particular 11 /~dµ 11" • f 1~1 'dm n n 

AqU1 <,> denota ·e1· p~~du_cto __ interno en H. 

La medida _m ,:-és_-:-i~_-m'éd·J:"dB ·positiva asociada a µ. En particu-
: < -. ·"('/,i;.':-."\ 

lar es un·_ .2~a~io_rant~:t,~:~:·,;·:-·µ .- · 

-.< .. :>;·~/~: 
2º EjemplO·~ ·:Sea ·-.:~i," ,~~~a medida humerablemente aditiva definida 

c.'.'-.·.--.; .. ; .. :-.;:, .. .'.: ··L:·.;;-,;i>.':.: ,: .. .",;-,_. 
sobre (íl,El -.._::con _valores.en_· H y supongamos que µ es de va-

riaci6n ácOi:-~d~;~-: ~-S,._\i·e-~ii·:< 
.-,.,, 

lµl lnl • Sup tllµIA lll <m 
n n 

donde et" sup~cmo se toma sobre todas las particiones 

!A1, •.•. ,ANJ e~ de n. 
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Definamos mlE) • iµllíl)·iµi(E)• para E e i:. 

Entonces, si ~ = taJ¡A;. :C:o~ : aJ e e·• y . (A 1 , .... ,ANJ e l: una 

íl 
J.. . J .. :· ' 

.'·-·· ··< partici6n de 

•· - ' 

ll!~dµll' • ii:t aJµ(A•lll'.)C{;¡~;Jll~'iliA;)lii'< l~(aJI iµi!AJ)I' < 
íl J : .. ;, .-:·_.::i'· ;:>,·.':>;''.:~\~;f ::''.~i;'?:;~~~/<{::~/:;·,~'.-:·'.:·'.:\:~:::::·· ___ --~_:- ·_. --: . ' ' -

< ¡: iaJ l' iµ 1 (A~) :1');¡ µ liA{I ~:ti~; l.~ Jµ.l IAJJ lii 1 (íl!~ !J~ l 'dm .: . 
J . ';_--- ---::::' --:it;~'.-.:, -~:~:·;~'.:il~:J~t~~gi;:~:~~~~~~'.-~~:~-: '~i:~·-~?-:·:·- '::-:'.:·'..~~·_:--<~:-'. ~~-~~: .· '.:., .. -'.: -

As1,· m es.un.:2-mayorante·:para_t_<µ •.-t·-,~- .J~ 1 :,-,.< -:-:¡· ;.';-. -~·~'-·· 
' ' '. ·•:::.·::·· ... ::;· ;,;_--::-':;':":~ - -. - ' . ,. ' ' . -.-;::· '- ,., ---- .. :-.-.-,· -.--

30 Ejemp¡(); :·~~·~');'Ji}~a?Jiá{~~~~B~~j\'[J;~;:/:y nu~~:~~~emen~•. ad!.• 
· · ;'. -~--·.<-~."i · ··_,_:','_::.~;-.;,{'-~~¿~~ ~·:~-~ ::;'_;;·,;:'.;;~'.:_;'.~-;~';,.:;:-: .. ¡/;,_-).~'.>:- ·-- '. ' · :- .·:- :;o-._;:~-, -

tiva con valoree en H. SUponqamos·que existe una medida a _ n~.: 
- ,' • .~ .. r: .... ~:,_;: :1.~~7-~~;",J-::--~-''.7--'. ·'.,• ~ ··:~r_v __ , _ .. 

_merableme_n_te_.': ad_i_t-~v~- -~e~~ ·;_}ª,~Dr.~~-_. _~_Dr?Pl~_jo_s ·.·d,e_f_in:ida-- 's~_bre'_:· ~-

~6t' ,;.~::~ét1~~~~1~~~\~~s~~,~i:·í ,~··;..·~-
Defin=o· .j}0J'20'{;{\~k~,e),j·~}if ,~r~~:'?~'.e i:~ •.·•i•: .· . 
-EiltoriceS:'.~:mt:eS·._Uri~-"-2.:,.mayor·a:nte· de .-vµ·:- ~~/~~:. __ .h:~:~'~o·,·_ si_~- _e·a sim-

ple,, ~·~~~tt\'.;}~:~'_''.~·;:~2~~"·,;i_/. 'Y·. 

"6~dµll' ~~hfl.s¡'i1gJ~,i~9f1;\l.f~f~l~jfflL+(t) ,. la! ldSXdTI .. 
- -.-':_: -.-,,,,, ..... _.,-,_ ''-::;,_-: -::·: :.:,:_.-- -:'':, ,, :·:_.-.'~-:~/::: t.:e.-/_' :~:-:'_-:;':"·';:_t':"; ,~ .. : . .--. :--~.:_:-.: '; -' .. T'~'s' 1· •'1~1.d1it(a"r\Jskii+L•;'·11~1·d•t 
ílxíl · 2· ... '" .. · • '."7 '.'' íl· ·.- -. 

~ :·if ;¡;;&if ~i~lilª~~®~J.~}~¡z:,,:' 
jos· defini.daB _e-ob~e~_ :n·; .--:--sup~n_qamo~:-._ciu~::'.~' ~-;~ S __ X.~S: .... ·_¡t es·:11.:. 

neal en ia· ~~im~r~ -va~ia6'i~:· y-a~'t"iii~~'~.l_::··e~_: ia'. sequnda. · 
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81$.~l • 81~,$1, 81$,$1 >O para $,~e s. 

Entonces ex.iBte ~n· espa~io, de Hilbert HB ·, y una medida n so

bre .líl, f) , coii'.~alO~es ._en .. ~B tal que para cualesquiera 

$, ~ e S1 
. , .. 

,/81~.~l •. < I $dn,. n¡. .~dn >8 ' \•, íl - ,;- .... 

dondé <~>~: _d_~.~.~~~;:¿~~i<·-,~~~~cto- intern~- en H8 • 

- - '·" .. ::·;': ::~- " !-· ',' 

Vem.1 Sea N : el esp~cio de e s tales que. 81$,$1 • o. 

De las pr.O:P'i~d~de~::'·d~>· ."8·~·>"0s ·fáci1· mOstrar que . N es un subes-· 

pac io line-á1:· ·dé...-'.:~·~ :\~·~: .. 8'1 tj; >d·~~-Íné :.-Uri ·:·p~Oduc~,~ · interno· en el 

. espa~io ~~:e~!e'·tkt·Il···0' ··~ ,, ' .··,, • 
sea _ ~n. lá comp~~taoi6n, '_:c~n~-·-~·~·~pect~· .. >a ·eéte producto interno, 

'·;-:.:":: >;'i.'.,,_ _ .. , __ ,. 
de S/N::· ' ·:.·. 

'···<~- ': 
Se~·.;-~ ·g_\-~- S¡fi,º_é:.: ·¡.,

9
. el mapeo que manda a toda funci6n 

a su clase de ~-(;iuivalenci·a como elemento de ff
8

• 

Definamos nlEl • JIYEl para todo E e F. 

Sean 4i, ~ e S. Entoncesi 

/~dn • 11~1 
n 

y 

< /$dn, /~dn>9 • < Jl$1, Jl~l> • 81$,~l. // 
n n • 

Probemos ahora Uno de los 're~uit.a:do~ ·importantes de este cap1-

tulo. 
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5. 4 · Te.olte.ma.. (dilatación ortoqonalmente dist;-ibuida de una me

dida con valores en un espacio de Hilbert) • 

Sea O un conjunto.Y F un anillo de subconjuntos de íl. Sea 

H un espacio de Hilbert y µ una medida con valores en H 

definida sobre fíl,F). Supongamos que existe una medida positi-

va m que es un 2-mayorante para µ. Entonces existe un espa

cio de Hilbert ff' que· contiene H como subespacio y una me

dida f; · ortogonalmente-.distribuida con valores en H' defini-

da sobre m y tal 

µ • P0 f; donde P : -. H 1 :~fir:··:·'·es: la·. pr0yecci6n ortOgonal • 
. ·:-~·~,-~.::_·,;:_":·//:·;. ,.,_ \ . » 

Vcm, 1 sea ·s . el e-~·p~~·io·:·de~;·~~~C1cine8-: F.:..siJi\ples:con valores 

complejos _d·e~i~id~-~'<,·~i,'~·~~:¡)::··,¿··t· ,·;;.~;·:; 
,- ,·>.>-~i·_.::: .. t~:-~;.i;j;'(' < .• ·e:.::::·;::: 

'_; .. ·" 
Para 4','l'·E'S· ... defiriimOs:·->: .. " · ... ".: 

. -. _\,, ·. ·-~-..• -.: ;•-. 
··'-' "-' '· 

>y51~;~1:.:1 ~;¡dn1•.c <:·j ~d¡j, /~dµ > 
••• • . .-_:.·: .. ·:'ll•,.'•,:·' íl .. ;''. •íl 

No es difi~--ii·:~-~~ -que·,::;_·s·< :-e:~·:'.¡i~cai'\¡~-- 4', .·. Britilineal en '!', .... ; _, --

81~.~I • 81~,$1 y s1~:~1 >o para toda $·e s •. 

Sean H
8 

y n el espacio de Hilbe;t y la medida con valores 

en H
8 

construidos en el lema.S.3. 

Sea H' • H ill H • y definamos para todo 

Si 4', 'l' e S entonces: 

E e F, tlEI •µ(El o ni El; 
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< h~dt h~d~ >11 , • < ~~dµ h~dµ > + Bl~.~I • ~~;:din 

As1, E; es una m.edida ... ort'Og~·~~i.m.~nte 'dÍ~t~ib~·ida con medida p~ ·. 
. ' . -

sitiVa ·asOciada· ·:··~::·:: .. · Ide.~t·i'fi6ill;ii;~';>.~·'fr('co~ ·:~l~-~~bee·P-~c~, 
. . ,-'-_•·-·,·:·-_•.,!; ','.'..'/~:~:,·-";t,~-~--':~:):~:-::<-:';-_.i.;\ .. _,,._,,_;;."·-.;'';'-,_._,. __ · ' .: -_. 

H 11 {O) . de >~.11.'_: .. ·: y~~sea·~~;-.P.,<.~ .'": H _1_: •• ;-:-+ :: ff."-.'.~>~ la:· proyecci6n . ortogonal 

sobre . ·.ff ......... Ent~n~e~:. c:~,~i'.~/if ~:~~-~~~ii~'r~~}1 :·/;.·· ;.... .. • .·.· 
Para· llegar al segundo resultado,'meni::ionado_''al::principio del ca-

. --··,- ·_ · .-< , -:-:.:-.-· -·· -,:.:: -,_,_ ~'-~:'.- -:~·_:;~~ ;:.-;~-:~:<~::"tJjEt.;~~5-~:-faif.~'-.r~-~~,_:::.";\ ..... ::'\_,_,:_ :~<-: -_.,,_:- .- -: . -- . 
p1tulo necesitamos dof in ir ,'los".~conceptos~dcj_bimedida: positivo 

. - - . -. .. -_ -- - ·. --<_:·· -":;_:~:~'t,:.?-2f,±::?:~'.::~;,;:;~_;l!.~:;::::~~'.1:~:g:,:_:-_·:o~i1/";~-;:-'·;·-\-.',_~-----.. :,\'' 
definida y la medida .diagonaf•:asoc'iadá";'.á:dicha":biniedida; . ISeC 

guimos .. 1~ pr•s~nt~ci6~.:~;1~~~t;.~"r]~~1~I:JiztiJf"::1;,;··· · 
5, S - Oed.itt.lc.~611- .l). _·~:Sea·\_:·.- UJ,_Er~:·u·n res¡)acio-' de"rnedida, un· rnapeo 

-:_·~--.. _ ·:=:·\ '.("c_:·:;.;_~;i~:·:0~~~;~_:::2:;4;.,-:;·/:i-\~~,_:;:~_,'..:;\'i(i·t'\:_:.;:::-.-.·;~-. : ' 
B: E X E--~ ea:_una·. birnedida·/'.'Si;· __ e·a·~:·aeparadarnente aditiva, 

. . - - . :-·,,;',~,.-.,-;,:·:-<·.";._-_._:~_;:~;_·--:;:t~::-f~_:;0.'}[,':~'.:.\~:-:··::·:\'.<.:: ¡_-·_ --~- · ... ' ' 

es decir si ·slf,ó J.'.y i.Bl•.;E~J;:"son.médi~as;·¡finitamente aditi-

vas) para cuale~~,i·~~/· ~;{~/;;it:l~::S~i.,),.; .. · 
'.liÍ_.::~·-. t1ri8.; b_~é-didá <:'s_.::: __ L,_E _ _._X E __ - . t es numerable

rnente aditiva ~-1:·'.:--·BI;.E\::~·)\·~---~'.f~:Í'~-/~·;;:¡ ·~ :·~6~·- n'Wnerablemente aditi-
. .---~~-

vas. 

· i.i.f.)'· ·una:·.:bi~-~id~"-··s '1 _E_X t - 'l es acotada, 

si su semivari8ci6~: e:~·-_:.--~~·~~·~·d~·-/f·~;;·.:d·~~Li.~, . si:._ 
-, . . -,¡, .• ,,.. • -- .;..•, - . 

Donde el ·supremo 'ésttt -'tO~ádQ,.~bbr~· ,tód~'s': las: particiones ,~ini

tas E-medibles':' íl • ;Q~~,E~:-:·_n·.::~=~~~·-.e.k'.>-:-Y \~~,~ b·k: e. t _ con 

laJ\, lbkl < 1 

• 



E e E 
J. 

- 71 -

.(v 1 Una blmedida B. 1 E X. E - t es Posi-

5. 6 - Lema. ,·sea-.- -f · 1; E~~ ff: :-ü-h·á.;-;n·~-¡d·a:r~~-~-tO~·ial' (acotada) 1 

Entonces ~l n\apeo·: s=~~-··t·'X~É.-~.'~~·-:(¿~~-¡h~l~ci-/P~~;-· 

B(E; E'I • •'Ft~1'.,~{~,'.
1

1"~~¡X E, E' e E· 

es, claramente una bimedida p_o~'i'tiV·~\d·~·firild~"._úic~tcída) 1 llama-
-... , '-':;,:.'f,~~:·:o;;.;;;~:::-é'.,:~_:; .-· ' ·-

da la bimedida definida por · F; ' · •.y,· ··';!, :\ 
._.-.{:'.:-i{\;.,o•. ,.,_, -.-, 

Hilbert 

tal que 

•1 

b) 
"': 

•'•" 

donde• SPIF'lc• es.ef~spa~iéil.~eal generado por !FLEI 1 .E e.EJ 
. :·. -. ; . ' ·- _:: B <:~:'.'-: :7;1::- ,;: . :;. ~ .;}. ;/__ -

. ,:--_, ,,_. ,.-,~ .- " .•.... . !-e"·, . e 0'i 
-5, 1.; re.Oh:é.mti".~;::_-~;un·,maP,e'o'/: s:.: ,-~:t.· x-·. E':~:- e:. ·:es -:Una-bimedida 8'cota'da. 

•_, ___ .: ~:·.-:.:.1.:i:·:·_;.::··.(I.'>:.·~,;.'!_~>-_:;'.·. :>_;.':'.·:'..\'.-: :.:··.·:-;·'·_": ,::·:_··' -. : . ' .. , . 
positivO.' ~éfiri1·d~"~·y:\~?'~~~.~~~-~~e~te,·_-~·~iti'V~; .,_sf:_.~i· ~61~ si· existe 

~. e~p·a·~,~~·::~·~;"~~--~:~~~:·:;;.:~~j¿~~~::;~~~:~~-~~i~~·_.º,j¿~~-~~~~~~-: a'cOt-8da numera-

blernen.te ad:i. ti Va,:. F;7 ~-: -.:~/-~ > H:·.:Y_t6i':_q~e ·::-~.-
. -·.:·¡·,-

_._-,. 
(E'.11 H 

Vem.: 

', .• .. 
si·- F : E - H_.--eS a~~~a:~a_·y numerablemente ·aditiva, es 
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inmediato.verificar ·qu0 la bimedida B : t x·E - ~ definida por 

F es acotada' y i11.Uneiablemento.·aditiva. 

,._,, ,•.,> 
es una bimedida P2 

si ti va defin-1da;·.';acotaa~ ·y:;~Wner~biem~·nte aditiva. 
;'-:; ... : .. :·:~;\~'-: ·-'~;~::.;~-~'.;sy~x~~J~:.:,-.:.--;-, < · .- ~,-,·, 

~ea_· "º ... -un·;·eapáciO ae·:H1l.bert:·y ::· F ' - ffe una medida 
.. ---_, ·"· :'._'.,:-.:J;~::·'.-~.\:'~;:;;:;;_--º-,,_.·>·, __ ··,, B 

vectori.al --á~Ot-ádá·:con·: las: propiedades '· a) y b} del lema s. 6. 
t '-'_:~,_,\-'.>.~::),;. . 

·sea '{É -_} ~ '.:~L::~·::-i:! ~~~~-: . .-~~-~1isi6n' de conjuntos ajenos dos a 
n n·1··::}·; _, 'o_·_~-:--··' - -.-,,._;: 

dos. :,::·; :-·::\ •'> --
. Sea H1 un espacio _d~ -~H;iit:iBJ:.t, .. t una medida medida orto-

gonalmente ·diát~ibuida aGfiDida·; sobre l: y con valores en . H 1 

y con medida po~i ti Va ·-asOCiada . m tal que H e H' 
B 

F
0 

• P,t aonae· · ·p 'aen·ot~ la proyecci6n ort!'gOnal 

P H' ~ H
8 

•. (Teo;;ema s. 4) entonces 

. ' ~ . .,, .. 

y 

Por ··~6,.·:t~;~~~-. l.lm ~ -
· ,m n•l t(En). existe, y por la continuidad de 

tenernos·_· tambi6n q~e 

p 

Como 8: E X E - ~ es nurnerablemente aditiva .. se.sigue·que P! 

ra cualquier· E' et 
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m 
• Um E B (E E' 1 ; B (E, E 1 J. 

rD-tco n•1 n' 
·donde 

As1, (A, zl 8 • (F
8

lEJ,z)J, para toda 

w 

E * · u E n•1 n. 

: ,:_ .. :-__ -:-º.~:-:>: :':;;_:,,,,._ .... ··-.:.e ;~>-·' .. 
como SP{F8 J • uJ t~~~fu~~ q~~f~ ;·:f~(EI ,, i por lo tanto · F8 

es numerab1eme~rlt~-~- aditiVa-."·:· ./í -· ';'.\!~: ·.·., 

5. B · Co1tol.a1tlO. Una medida vecto.rial · · F ~ 1 E ~ H ·_es acotada y 

nwnerablemente aditiva·, si y sólo si la medida 'aef~ni~a ·por F 

es acotada y numerablemente aditiva. 

Introducimos ahora el concepto .. de medida di~g~n-~l· ·d~-;~n~--~i~e
dida acotada positivo definida. 

Sea F una medida definida sobre (O,E) con vdlores en -ff y 

ortogonalmente distribuida. Entonces la bimedidá definida por 

F esta concentrada sóbre la di~gonal de E X.E. Es decir 

(F(EJ, F(E'Jl 8 • u(E n E'I para E, E' e E donde 

u : E - R es la medida no·n!'!Q'ativa .. acotada _definida por 

u(EJ • llF!EJ/1:1 
E_ e E. 

Claramente, u .·ea ·numel:-ablemente ad~tiva si._ y solo si· .F· lo.es. 

5. 9 · V•6ú1ic<6n.CsJ~ong~os que· E ies g~nerado por una parti

ci6n ·. fih:Í.ta.'·' J·\i::'r:~·;-',: .. :.>'·' ·E.nJ 'de_ -'=íl: ·':':"La- nuidiaa··_-dia9o'riál ·de una . 

bÍ.ineaid~- p~~i~iV~.:'.'d~ffn'id~ :_' B · ~- ~·:·~ :·-~-.--~~J·-~a ~i·~--··me'aida no ne-
·:::, ''.':-_:_;. 

ll8 -f E · ~: R '.-:·definida como :_ s'i9,j~:: ;-;~:;; ~!~'~ -~~~--:~:~~t:·'°- :. 
>, --, .; _: .. : --- ; ,' ','.·:· _, -. , ,, _,. - \'-• ,•,,A· 

gativa 

68 (E~f_-~-- B(_~~-(·:_E~(-i __ , .;:k~~·; ,2°j~: .. _,:!1 
- - . ' ··-·-, '·; -,,,,. - - -·' 

'\;'--!:-:~ : . :: .. ~ '· .--:-:-. 
Sea t una si9ma algebra:di?.SubcO~jWlto·s de- ,:-:n·~---.-. J?.e _agu1 en 

adelante por D -~eno-~a~~~:'·-~¡--'.~:~on:j~ri-¡~ .. _:--~~-· to.da~ _ias ·Particic:>nes 
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finitas, l:-medibles de · O;'.- E~· c_on-junt_o ~ puede ser consider! 

do como un semig~p~ .· -~cnmÜt~·t¡v~: -C~n· 'identid~d, si la· operaci6n 

de seinigrup~ ásoci8 .·a -- d,· 'di :'.e{':~:'.:·:· l~ ·--P~'r'tié16n ·refinami8nto de-
.. ;,·:: .. '.·,· •. '-.~·.=·~.··.:: . ·~· .,. ' -- • . • -. 

notada· por dd' •.. · • ~,e·· .. <: ·- '.1 . :-:.:..r<~t~: '-~'V- ·"· , ... ,.,,,_._ -~'-
.. : _,_,;~.:- ;:;·. - ·.'..- ¡ :.;;;_:~:li:/~F:,-: --~:--

Presentamos un teorema, sin· _deiuostraci6n;\~l ·.cual ~érs. · 0.til en lo 

ciue ~esta del· caP1~UJ.6/~' .. .-:>>:·~:i::,C:f:2)~[}~/~~'.i:/f ;~f·'-· ,- . -· 
• :. .--- ''·.---~ ••• ·: ·.'..-:.·.-:.·.: .,.,:.;:: ,.,_ i ",,·:.:~,--,- ,· -

~.~1:::\·:_'_v~.\~,;:.J ~.: ~''e';'.::.:.,.::. 

s. 10 reoitem•. sea ctv{: ~l ~~~acio':1io'e;l de todas las funci2 
. ·- ' ' -- :.-·.' ":"~· . <"" ~-, . 

nea acotadas con valores ·en;:~- ·"ae'fi"rlia8á ·SOb.re ::v.·· ·Entonces 

existe al menos·: ma m~~
0

id~ ·i~~~·r¡·~~t~_.·::. J.i"~ .·:a~. cJPf'~·\ ~es :d8~1r, · 
existe, un mapeo lineal 

tes propiedades 1 

M ClÍll --> t' con las siguien:: 

1) ~llá, gldl < Mlgl < ~MC gldl, pa~a toda . ge C(Vl con valo

res .reales. · 

iil Ml¡jl 

donde iiil. MlTd.'g), • /.l,lgl. ,para toda· if:e ClVl y. d' e V 

Td'gldl •g(dd'),,.deo;i <,~~r,o~~MMDJ,GrenleafF;P, (l)). 
' ... .. . ·. ·····--,-;.';:,.',, ., 

Ob• e1Lvac<'.6n1' sé/· a.'¡':¡;;{¡; :.i._,e. •. uria bimedida positiva defini-
. . .· ·.. ···.-···- -·~ ... . :.:· .. :.:.:·,_:·~!~i::'.t~·_.;:'-L'.'\":'.:1,;, ;_'.~ .. · .. , .. :, ... · · . .o . 
da acotada~: y: sea···.'·: _l: l"dl ·;;:-::el.' &lgebra ~g'eñ~r8da.·Pof .- :. d ·e O. . Por 

B l dl .·,. E( dl)X t(il¡;.2 t den6t:.mos ia restricci6n de .. '•' ' ',,. ' 

8 1 l: X l: ::_:,: t ;. a E(dl X:tldl y por IÍB(dJ la medida diagonal 

S.J1 Teo~cma. Sea B : E X E-+ t una bimedida positivo· de~ 

finida acotada. Entonces para cualquier media invariante 
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H . 
M1CIOl-t elmapeo A.8 (fJ•MIA0(d)(fJJ, fel: 

donde AB (d) (fl • o •. si E~ i:1!1r.· es w,. m~did~ ~;;-negativa . 

acotada sobre · t tal qu·e·¡. ".,· '.<::~.~:·,=· ... :··,;-:.;::-:: ··--_. \ · 
'i;'. _,·,.-; '.,;~-.:·:-~·:.-:· i, \' . 

• -,..~ ;": <·:. - ··' '.'~; /::->, .··· -
iJ A:(cJ < u(cl;· E e t;'i:p~ra•.;~~lqÚier 2-m~yorante u 11: ~R. 
de la medida ·-v~·ét6~i~í~Ti~{(:·:~~~:--t¡·:·.~~-:;,;, '.~,~-f~~i--~~ ~e9nn· _-el l~ma s.6. 

, _. . _,. __ , .- :-:·: _._ ... -'.':i:./ B_)., ~;_<:·:/;.,,·.·,, B' 

H · ·.,-·, '_:¡.<} .. ·,·-~:(:'"'};}~ }~f:-2::-:-·;,;_; :.:_/:- ·._-· ::>.: ·\ >· 
11) A8· 1 E.':".".""..'.R.~·i:~"-ªª ·n~~~ablemente aditiVa, si 8 : E X·E .... t. 

es nUÍDerabl.,n;;;~·f~ a~i~iva o · 2 . 
' - ' e .. '-'•'' •·,· 

iiiJ .. s~•·.·• c~i·~·&,~··:::t~ •• ~.J 
.H•·:"'°•'.'c:':.•· . . ·· 

entonces A¡j(El:,•:O.: .. 

• o :'para toda E' e E E' e t 

'·- ';:;.'._:~,'-.,\:):i/', ·¡·. 

Oe.m. :· Par~i'-'.Verrqú~·-,_-_é1:_·ma~:e~~ .,· -~: 1 E - R+ está bien definido 

y es Bdi'tiJ~;-:-_:d~fi~~~~-~:; pAra . E-e t fijo, la funoi6n 

. gE. '· -v ·:~ --~·+· :: p-o:~):'.~\.:_~: ··- _,_.,,. · 
·L _..- . 

. { "'"'" '"si E e l:(dl 

gEf di .· o ' ·si. E~ l:(dJ 
.. . . . 

. ·.-.- -.. ·.· .. ··.: <<:, ·' (·::·-~ -~;--:;-,-.:-· 

Ya que la ~ed~d~ i~,~~i.:if,#.~/a\' ~:;-' H8 definida de acuerdo al 

lema 5~6' es"- acotada, 1-.existe}al menos ·un·· 2~mayora.rite·. u ~E .. R+ 

:e< .• :: ;·dlE: j¡;~~i{~i2t~~}i~{~!~~~f~f \;i~!~~~~o!i!i· que ... 

gE e C(VJ.' y¡ usando 'Ta· propiedad(i¡;édebteoremai.S.10 'obten~~ 
. -:. , · -. M-- :·; -'.-f :°:7·:' ~:<\,:.> ·;:.::;;:i¡_;./~J,_o_:,.-~'/-_:.:,~,;-~:t>)\-;;:~.,~---.'.;i":t::-i-';('-1.: ·-: 

mos1 .O< A8 (f) ·'M(g~J .<ylcJ:·~s1.:iL~~.c;\""Ple. · · 
. . . • . -: i.;, _..-,_"; .' ··.'('7'-~-:'.-;t:-.-:·::;;-/._~ ...... ~ :/:.<-:,'-:'-.: .- ~- ,: -:<'' . 

l\ho~a, -."fije~~~_: d-~-s--i.~~~j-{l~~~-:~_'.;:-~j-~h~~;>_,-:-~'-,--:,:'.ft1--:~; ~ /~~ton.cés exis-

te dE,E' • d' e O tillqÜ~ E, E¡ el: ld'dl p~;;. toda de O. 
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Ya quet ~d 1 • 9E+E 1 ldl • AB(d~·d)-: (E + E' l • 

• 11s(d'dJ (El ' 11nCd'dJ: [E' 1 • 

se sigue que: . __ . -

A:(E •E';l'.Ml°e~~.1).'M(Td, R····' . 
• Mird.: g~J ··• Mtr~{~ •.• { ··~tEJ • ~:(E' 1. 

Por consiguiente·. A::-~ --~:.-.-0:';~-~:_·~(~;~:;: ÚÍl:~,_-~e\ii:d:~ no ·negativa. 
--.- ,. ---~:,·:_';_>~;~; <:. 

-''>·· -...... _, 

·-,,.. . . .- . . 
Entonces' F >'--:·:- 0 2: -+_·H .. ::.es· n\llderablemente aditiva se-.aditiva. 

. .... B-- -· .- · B 

gOn el Teorema s-~ 7, ·y' de la· ob~el"'."aci6n posterior. a la defini- · 

ci6n S.2 existe un 2-mayorante nuraerablemente aditivo 

de F •• 
H 

Como A
8

(E) ~ u•ff) para todo E e E se sigue que la medida 

A: es nurnerablemente aditiva. 

Finalmente supongamos que B(f', E') • O para todo E' e E 

E' E e E. Entonces AB(dl IEI • O 

do 11:1e1 • o. 11 

para toda d e O implican-

5. / 2 Oe6lnle.i6n. Sea B : E .X 'E - t . una bimedida acotada po

sitivo defini~a,, y sea _ M ·. Una· media invariante,. entoÍlces la med!, 
·: M ·, .. 

da acotada no negativa. A : . E ~··R ··· definidá ·en el Teo.t-émcl ante-, e ..... 
rior se llama la m~dida diagonal·, de 8. para la media invarian .. 

te M, 
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Caracterizaremos ahora las medidas vectoriales acotadas F : E ~ ff 

las cuales pueden transformarse en una medida vectorial acotada 

ortogonalmente distribuida F, ; E..,. ff 0 por medio de un opera

dor lineal acotado con un inverso acotado. 

Como corolario obtendremos que una medida b4sica de schauder 

µ, con valores en un espacio de Hilbert se puede transformar 

en una medida ortogonalmente distribuida por medio de un opera

dor acotado con inverso acotado. 

5,J3 T~o~ema. Sea F: l: .. H una medida acotada con valores 

en un espacio de Hilbert ff. Las siguientes tres condiciones 

son equivalentes: 

l) Existe una medida vectorial acotada ortogonalmente dietribui 

da F, : E ..,. ff, con valores en un espacio de. Hilbert /1 o y un 

operador lineal acotado A : SP(F,) ·.:~ SP{F) ·con un in wrao 

acotado tal que: 

iii) 

ti va 

Exi~te ·un~', ~~~~tant~· ~:· k1 .;;.·O. =;y.: Ul~ medida :acotada no neg! 

u :' ~ ·~~'j¿·4:::.'. t·~1·· q~'é'.-; 
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k• 11,1' du < 111,dF.ll~ < K'll,l'du 

para cuai'1ui.".lr- fun_ci6~ :_,:-: tfi_-.t'"'._íl'.·_:.. __ t .. · ~·iinp1e··· t-.Uedible~ 
.. -:- ·,··.,._--.-

Dem. 1 Probaremos_c:l.):~:iÚJ.:;iil .o_iii( -y por aitimo i) • ii) • 
. - ' ~-; ·- _; ' ':~··«: ., .. ,-:'.·,;,,-;- ;.•'.'. >" -

-- _: 1 • ~ .'. -._. ,_,:::;-'. :;;,_. -,:;;::~~-l-'.\·:,-:1;X-;. :::_:i.X::- -_,,. ·-1: -· .- · 
Supongamós que. 1) ·.::se :·cumple~~.:~-, Como · : F : : es ortogonalmente distri-

. •', '•' :' _ _.' ·:.-_-;.';_":t. -.~;:·.:·.~\-~-!~~;~;_\1;<~:~~¿1~·;~i,~t" :-:--~ _ •. --.. ' . ,. 
bu ida admite : un·. 2-mayoran te:·-. .- m _!)-; definido -por 

· __ :_ -->---:':··;·:~:.;_-::-:·1 __ :;:~~-(:~. ~J'.:!:'.~t.:·!~-~;j¡_;~)?j~-~t~~Fi)~---/ ·- ' . . . . 
mi El • llF;[El~~'-Y,·-tal qué''!.11/tdF;I' j¡,l'dm 

. ·_·:-.:~e- .; i _:-\~\_: ;i:;";c<" ~i-~~~ ·,l;;~;¡;ji\l;~{;~'.1 f:'f.~p~;:~;-:-,-,_.'· -·'.: 
-. - __ ._, __ :- •.•. ;·_,_·\:..:'-º·"'·¿..'.,·_.:;_" .':c.;-::·,::;:>::-·~::::-~~ .. :~_·;f-:~:;-:;'--,_.-.. ,;,: -

(primer' ejemplo;· definici6n'.S-, 2) ';}'_•.''----

. · -:-r __ ~;·; __ i-.: ~.;;-~;~+~;:::;~;~~~~~~l~l~:r; :·~r:·-;~:.?'.>i~t .. : -. 

-- ,;.:'- -:'i _,:" .~ 

De; la de~ig~a:idad_· en_·:·_fi_Í)_-,--":~·~·.'.·~-~-g~e'._:.<ÍÚ,~ ;·:::<,> e_s ·~na. forma sesqui-

. lineal ac~tad~-, eri el .-se·riti~i~_::d~ ~-q~~--': ~~iát·~. una cona tan te R 

tal.que l<x, u>I < R U•llU~ll y ademSs cumple 



··---··-----·----------füA TESIS NO DEBE 
SALIR DE LA 81dUGTECA 

- 79 -

R~li•l~<:«,ic><:K'll•I~ con•, yeSP!FI. 

Por el-Teorema de Lax-Mil9ram (Yosida ( 1)} existe un operador 

acotado Q.· 1 SP !Fl :.sp!FJ· con .un inverso acotado tal que 

Adem&~, ,_de -.:1a-,éte-finiCi6ii'~de.-t~:oe;,~:º :se·:sigue que Q. es positivo y 
-.-· . ,- .. ~::._- >~:·:,_,::'.~:,;:i'~:::\~!;~;:0:~5~~-:-~~·~:·.~-.- ._:,._: 

autoadjunto •. ":,_~(Si :":··-"T:.':'.<"BB.'f POSitivo·· e·ntonCes T . es autoadjunto. 
~-- ,· -.- ·.·, ,' ::·_ ';~_-·'',;'~-;;;~·-).?-;/t:;-;;_·}'(-¡·'.'}'}'~i-'._'.,-·:~-i,~' ·/·> 

ver audin 1 lJ · Teorema'·12: 321 ;·:· ··.: 
' : ':_ '. !_~- _:_::;·:: :;~fi~~~i~l1?{®'.~~~[~'.j'.f t},·-·-:;\'. >. .. . . . 

Ahora~bien,'·.'_:,_Q.~t-~,tiene :una~_O.nica-':ra!z ·cuadrada· positiva: Q 112 

que :·es; ~---.-0~:~ ... ~'i:~~~.}~~gt:~J~.·;) {~~~:¡~·,·(1j ~;·~e.~,rema · 12·~- l~f., Y tiene 

inverso ac~id~f~·&u~~;;(f~t1f¡[;,•;f :;;· __ ·. 

El mapeo · l• _;;·~~~.{~~ifa~~0.~~~~;Id~.if D_,f. (EL • Q
1/

2
F 1 e J , ·. 

E e E _es ·una· m~di~a-.ye~torial~.aco_tada:que resulta·, ser o'rtogo-
- ·.' .'·.":?, '(·:·-·:· .:·:~,'.~'':_ :.:i;f.;:;·,f};;'~?:.~;¡'i)~': :; '.-;·::':·:;:~··~::-;/:.·','.,;:::·,,:·> _,,: '-__ :-;' :.> ~ - . 

nalmente distribuida·p~~si; .1.F;(,El?/~l.E'.l l~ • ij(E n E') para 
E E' E --s.·_.··:,"-'\·., . ~-::¡'.>_;·_: .''·:,''•,;. _ .. , .... ·"·-
• .. e .•. ·····. ,,:··,:.·\!_:' ,..· "' ,. 

As! queda probad;, i}: ( .' ' · ..•... ~ : > 
- ' '• :•;<_-... ·::-~-

• . ·.':- ':· ·. ' .. ': .. , •. :.,' .. '..\''..,~_._·;,. :. ·- :: ·',:.:-. :.,'.~:_· .. '~-:. ":: .°'.'. _:·_:· •. 

Supongamos _Que.!~) .. e~_:_c_~,ª.1:~~-·~;- _:. ~-~ª-.:-.~ .. ~ . .-.~ J~1~~~8 :-·_. · ··Una ... f Uici6n 
• '. . ·_ :·, ·'.'· _· . ._: .. .• , •. ,, __ ,;;-·:_'.':'.'";:'-,; :'1:-C ;"_:;_.·,,e--".-_. ·'''_ ._;~-.-_,.J. 

simple - E-med_ibl~" _ª_obr:e.:_';:._:n,_:·".:YTá_~.a':·~}d_.- ·:::J_~·1c;·.-:~< ·; .. E~)'. .1a- partic16n 

correspondiente. d~ n;/\Eff.~ifrf ~~~fi}~}~•~;~frr;~~·~·~.\ •••:;E~} 
Tenemos por la'· desigualdad.~en-''11) , Y:ila-, propiedad ;,iii) '.:del Teo'r! 

-- .'.:.;li._:_:~~i_':, 0-'o;:'_- :~;.'<.:t'.;~;~' ·\'.»·. \:~'.-, ".; ~ '· 
ma s.10 que: ·,-·,· .. '.'.\> ,-,,. '':·¡>}.:::<: :~·, - -:.': ... ~ .. 

.,.... "' :·-. :::· y_:.:'.·::'.'-.. ' . _. -- --

..L ~ l: l•.I' llFIEJ n E~lll~ < llt~'1Fll~ <: KJ~l~~ 1 1•.l'llFIE; n E~lll 1~ 
Kj•1k•1 . -. ,:.: 

e 

As1, para cualqUi~r-f;íedia··_:invari:~nté": -il '" C{Ol-·~- t se tiene: 
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+ ll~I' dA: < lll~dFJI~ < K ll~l'dA:. 

ast .. que ii¡l ·~~··~umple.· probando 
\o. .'··.·>: 

•!, - ? 

. ; ~ ... : .. ,_,·,,: :'.:\; _;; _:.;,,: -- ~· ... :.;_ ;,--,.~ ,·- :1: _·-_-, . ;:; • 

Finalmente; ·-.supongamos;. que'. i):, se c~ple.·:. ·Sea 
'·' '. ·"· ,.~··;;c.·:,·.·:··~¡ ·;" ',,<··,·:::;,. 

1 ~µ '"·" .,,:(-~-?·-~ ' ' ·, ,_ ·- .· 
(E 1, .•. ,En} e V ·~Y -;.ªJ' e~ , J ·f~·.:-:,~-~·,~·n·. 

: ·--';~-;} ;,::.:T.o-':i·:~· {f.~~:'f:~,:~~'.·',~,_; ;_:·.-, 

. Entonc••;/:r~.~~~~~S,;~~~i~;'iV.¿"p" tenemos. 
Ir llNdF~·11~·~ ~·u;*a~1};~X,111~dF;ll~. 

' . " ·. ~ ., -·- ~ - :. .. -..... . . 

· par~ ... to~~ f.~n~~M.t'.tF\i'.~~ffh,~~pl•iY .... E-ro~dible. 
·Ast, •. 11.~,~frie~'líi'~:.{?.n}~;~;r;tiiJ1uf · 

-~; ... · ~ '.:/:~··_,_,:·'._·.:·_'.: ;:_:·f:;:;;H-( ::_:.'::/, :;_.::~'L;·;;:·: '_,- .. '.·: ... ;.;-· .. : i·~- · ~-. . :·. -_ -
• K ;!:, 14l~llF;'(f111•>< K~ ~ I• 1' llFIE lll' 

De ~nera'simi~a~·~'Sf j~·~~.',Jf'N¡}:\{:•\l_> ·~ : . . J . H 
· .. K-

2 .~, I ~· I' 11~1E;111~':,<'11.~;·jF1 Ejl IÍ}' p~~barido ad ii) •. , 
- . :" .- ' .,,. . ; ' ",' - - .- ' . 

El'. ~i~u~~~t·~.;-~~~·~~t·~~O'.. ~~~e~~1iz~ .--01 ·.Teor~~a 7 .·9 . 
. 1,, . - ' ., 

s, 14".:Te.oli.i?.ma~, sea µ ' E - H una medida vectorial Sobre 

(E,n) y con valores en un espacio de Hilbert H. Entonces 

· las siguientes Pt'Oposiciones son equivalentes: 

a) µ es una medida b~sica de schauder. 

b) Existe un operador lineal acotado Q : H ...... H con un in-

verso acotado tal que Qµ es una medida ortogonalmente dis-

tribuida. 
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Vem.1 Veamos primero b) •a). 

Como '2µ es ortogonal.mente distrib~da entonces es claro que 

2.µ es b&sicamente distribuida con constante b4sica l. Por lo 

tanto, por los Teoremas 4.2.7 y 4.2.2 obtenemos que µ es bá

sica de schauder. 

do tal ·que 
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definamos t • UJJo. 

Definamos ahora Q •U A" 1 sobre SP{µ} _'y Q igual a la iden

tidad sobre el complemento ortogonal · f{ 9.=.SP{µ} •. -- Entonces, es 

claro que t es ortogonalmente.'dÍstI-ib-~icÍ~~---. Q. es un operador 

lineal acotado sobre ff con inverso "á:CO'tádo _y -. t • Q.µ. ' 

. ~-,. 

Como un Corolario de este Oltimo_ TeorBma!PresBritam~s una caract! 

rizaci6n de sucesiones b&sicaS. ind~~di~-J:~ri~-1-~·~,: ~-~--:'BEip'~Cios de 

Hilbert. (ver Teorema 2.9) 

dida dada pors 

µIEI • E neB 

los enteros positivos. 
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CAPITULO VI 

MEDIDAS ESPECTMLES 

En este capitulo nos ocupamos de las medidas espectrales, 

es decir, medidas que toman valores en espacios de operadores. 

Veremos algunas relaciones que. existen entre las medidas b~sicas 

de schauder, las medidas ortogonalmente. distribuidas y las me

didas espectrales. De hecho,- e_stas G.ltimas son generalizaciones 

de las otras. 

Al final del 

remas 2. 9 y. s. 14 P~~á-,;··m~d1d~~--'.·e-~p~!ltra1~s. -cuyos_ ·valores son oper!. 
"~ ,'-:, ~: ~~ .. ·. ;;.;_ - ~;._-' ,:·~ ';-

dores definidos·_- sObi:e~,_-un~, .. e·spáQió--; da·· Hilb&rt~ . 
. - -.. _:::._/, ~:,·._·'.~: .• '~ ... -~:,·~:.-._-_-: ~-._'-··:··\·:--~-~ 

6. 1 Ve&<ii.<c.<ó1•·:. siiá .;: x:;::·u¡:¡ espaéio 'óe':nanach·, a IX! al conjun- · 

to de ~?~:~~~~,#~:~:; ~6~·~~,~~-::-~;:~~~i~i~.-~~-_-'.:'.~ob~~·;:·:~'~, .. -_· Y con· valores -en 

x; y . fn, E) un espacl~ :n;~<i~~{~; : 

Una medida espectral :_·.:¡;_:-:: ~ -··~-.(~ Í·-- es, una· fun016n que satis fa-

ce: 
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i) Si {A1 l~. 1 c. E son ajenos dos ·a.dos, entonces 

n . , n 
F!~ 1 A 1 l • 1:/IA1l con . n e 11 • .. ú: i>aitic~l"r . F 1#) : • O, 

·~· · .. ; .... ;. . ... ·-·: .' ·.. ,- . 1 

Hl Flíll • J donde ·!'?denota ·;,l.ope~ad~r identidad. 
r '_.,.,., .:·:-,,·· ._:¡_·.~;;.:.:-;·-·· 

. ,,, _",- :_\:~'- :}:· :~ -; '·: ··\ 

1 

_
1 ·_;:;~\::tf/'.f:~::~>·,~~:'-'. ·;. -.- ·.· -,- . ',-' . ,.- ' 

iii) FIA n A').•'•FIA);, (A')~ara'.A, A' e·E.•En particular 

... FIAl . e~'.~~~~f~~~~~1~~~t.ú:J._~,j:;;·~',c, :;"_~ .;:, .··: :)"··. 
iv),-. F ... es:· a-a4itiVa eilr la Toppl0g1a'~ fuerte 'de ó¡)e~r~~do"res. 

~;:~:~r:s dÜ~Jf ~::~t:~~!:::::~~t·:::~enii.r~:1::::::n aditiva. 
:·.,::-> .... .,_-fJ:> 

·· z ( FI _': :de~o·f·~-~é~·~i ._-co;juiltO ~~-funciones 6,2 · vé.6l•icú~;.;ii~~ 
. _, '·.. -' ~· '·-·"-- . 

F 1 i: ~ i. medÍ.bles; . tales qué'.. 6 e 11 F~) _V ~ e X 'donde 

F• d~not" iá medid~ vectoriál F• • Fi") ~ 1 :i; - X (Defini-

cidn 4;4) .. 

',,,. 't'" 

6. 3 . Le'm1t~· i s~~-·.(n;I:¡ Uri ~S.pa"cio 'medible; y f• '· i: - BIXI una . . : , : ' . 

me.dida especitrai.:·. Sea·, t e. X. fijo .Y. 9 _,e J ( Fx). Entonces 

FIEi f gdft.; /gdf~ 
n ·. ·. : .• ·.• 

T .E e l:, ·. ··; 

Sea s , n -e dada por: 

Le {1,~ .. ,n}, donde 

de .E1, entonces: 

n n -. _, .- . n .. , 

'gdFx • ' i!i1ª1XEidFt • ~ i~1"1XE1nEdFx ·'°:: _1li1"J.FIE n Ei) • 
n . 

• FIEi 1¡¡1n1FtEi) t • FIEi l/gdFtl 
. . . n . 
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si g 

ples 

no es simple basta· tomar. una·· sUcesi6n. de funciones sim-

ta'i que·- Fx 

que 

tiene tomallci~ ltÍuite~;;•/ ' 
' - -· .;':':.' ",•_• .. _-<'.:'' " 

. ·-L·.«"e.; ·.:··-.-. 

6, 4 L<~•· Seac;lt::: X" Y. g e.I ( h) . si y • hgdh y 

.. 6 e• l (Fy), • ent~nces + 6 •.: g e 11 Fx) y ademAs 

b 6dFy • ¡ 6gdf)(, 
n '" 

n 

y tal 

'01!.m, I 6 • 1~1"1XE 1 • Por ser 

6 simple, tenemos que'. {e l l Fyl y 69 e l l Fx!. Ahora: 
· n ·. , · -: -, n" - n 

6!gdh. h'1h"1X•1lgdFx •'1~1"1~ x•1 gdF• • 1~1"1f19dh • 

. ,_ .. 

-- '" -
; l 6dFy.' 

.n . 

donde hemos ·ua·a-do·-':cii/.iema. -6-~-3 ~.en '~1. a.i.ti~o ·renglón .. _ Si · 6 

no ··es simpl~-/..-:~;;~~i:~ ~~'.~::'i:~UC~~'ión ·~a~· f\inOi~;~~s ·Simples 

(~n l ~. 1. ··--··ta:l ;~~-i;¡j.t~}'&'f 0,~;;j';:;::~~~~f e.g~~ f ~:.: __ Fy .·. y. tal que 

Um. /'"~: dFy .;,·exista·•~V' E"<(•l:.':~'Líi •igualdad d.eseada· se obtiene 

-. :::a:t1~ ~~--" i·~·:_t_·i_m_·--.·:· .. 1.·_~.-_-_t:_·;_e_'_-_-,_-_',·-~.--.;,•.·:·:,: ___ ·.-__ i_"n.-.f.·_•_:~.·--.-:·• ... ;"i_'.\: ~}~\: }~': ,~i:: ;s._.:~;i\,~:::::: ~; ~~~·:C;'.L'::·~.; ·. :_ ... . - ' . -;;,:~:;.~~--~-:~:,~~;_~~.¡ __ , __ ·.- ·-·"'·" ---. 
e•."-"· .. :/-'.~}~;:; -.:~,~~'..;._., 

,. "J;':-~.--::~~._?--'./:\~.:":.;,;':-!:-Y: ;~:~:,:_,·:~;~;~/'. · · ·,:~' :I'· ',;.;. - ''o>;. '.' -: · 

Veamos.ahora que las· medidas vectoriales"generadas por. una med! 

da espé~·ti~~, :~.~-;~'': ;~:~:¡~~:~:¡:-~~;t"~~'.s~ /¡~:f ~:~~,~~d~-~ ,··.~ ·_ · 
-¡· , ..... u::·_;,;_;:~_-2/~:;~~'..··~. ~~F~SF'.-l;;~::_:·~;.f}~:·/~::>';:\ --. :····;· 

6, 5 . ··Te.0Ji~:~4 •. ,:: Sea/::x ·>un':'espacio:de;·Banach,. :···,g·,~) ui:i. ·espa-
--,:..: . ./- "~ ..... 

cio · mediblé: y· · F·~ i ·,E-.::;;.:,: 8 fXf {·.~\;~-á .-.rOOdida·--é:'SpeCtral. Entonces 
. . -. ,. 

V• e X 10 función -Fti){!· ¡;.:C. X·--~~ una medida bdsica de 
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schauder. Ademas existe K > O tal que: 

111 6dFxll < K 111 gdFxll 
íl íl 

161 < Is I. 
-.. -' 

Pe.m.: 
. ' . .. ·- . --- '. 

Denotamos por V el· ·~-Ónj~r\t~'.,"de. p~rtÍcio-nes ... de 
,· 

n que 

son finitas y l::~~~~~l~~'.fc;/j! ···•··.~ .... ::.·.·_,,.-i; \:--~-" ... •,_· .. :. - .. ;:· 
- «··· ' " . ·;., '/.-~: 

se si_gue-.. .'1"'. ··:1a; pr~Pos1C16rl~<4~ 2:; 3:'éjúe-: l~;~e-Xi~t~~~ia de· la K . 
. ·.::o.\:<: .. -·:->';"-'.:·'-('',;:,~',;'<;~-;:/.::,:-.':" ·r~;,~,~--~-i·:· · • ". 

demuestra que , F { ~) x~ : :E1.._ X 1 es una medida b!sica de,-Schauder 
v ".e .. x .. -__ :· , · ::: :--,, .. ,.~-.,.,_:)::i- .. '.-~..:. :·:: ~-- ', _, ·· · ._'._;;;-.- -~;_.- · · · 

,'.-;."~·'·-'·-.• ' .. ·-'.:,:~-",,-;'.' .... 

. . _ .. ::;~. :!~E!~:.1?,t:.~:-~~-~c:-:'.~f~JP:~:~-:~:;:i: .. ~f·: .. ~:r~-~ _ . :_-::.: .. · :·:\: ;~ :: :1 ·_ . . '··: .-'~: 
ProbeinOs primero ·,-que"(la·~ familia ~de-· operádores·:· 

s • iF1Af:.;;~·.~r~r:~~~~rl~Í~,~~·+:f::nie('fºº~.ª~ª: ...•...••....•. ··. 
Sea . ~ e X.-~-' ,::~~-i~'·t· eiltoiices'¿·;; C.F !Al x::~ .. L_:,~- _e·,_E}_,_-:·es. uñ '. conjUnto' acg, 

tado;-~ pues··,::'. F ¡- ¡-, :i~:·~;-::~~,:~·~:~_;.'~~~iv~-J'{~~{~~'}-~,~~-f~~:a '.'~º~-,-~~~ ·- a-adi-

. tÍva :¡v•r ~1~~~~{Ü'~(,';•Wi~8c:i? 6'.\:~:{y';: ~, i/:-: · · · 
. , .· ... ·; ·-¡:c;:!~~~-·-'-~·;_~~;i•-.::-i_:~;.'~::~;\-: ':';< :_:-~'.~·;·~~-i\:.:-.:';>·,.- ··-- ;; ".~'.:~,•:;¡_,:_:,.,_-, . .• 

P6-r -el -prirlcipiO"'"de\0 8cot8miento~uniforiñe-Í(YOBid8; [ ·l}) - existe una 
'.-:>--_,;: .. '.'.''.:·'.·:~,;_:,',;';,;, -.,,'-.:;_.,,:_._,/,j_;;-:)'.· .. _~._,,..:-¡.:_ ··:::\~: .. : ~-~~ ,; ;_,~~'.'.'·''.-'·, :· ... 

· constant,~ :. ·¡,¡•!tal'! que:'.IJ F IAJ Jl<<.',ll·;·f. .~.' A'.e; E;'''.can,sideremos ahora 
. el· Co'nj iiri'tO'i .,~~::;_\~~ ·.::: ~~;· :::;¡~ ::·~:{~ .. ;_;~;!,'{;:- '..\~(~;/¿~t?-!·

1

~~~.í/'::'/}'.'~:;: ~~ .. ~~'-·.:·:: . 

s' •. ! ~n;~ 1 ;1'A~j ', 6~;'';'',f,\:,;;~-:~:f~·l.,i,YI~~~s .qrie las normas 

de l~~ A~.·!-~.~¡~~~~;~.~·~n ·.-: s'·/:;~-'~~~-~~~\;t~~-~~~8 :.·~d~'-: .2-M • 
-., )• ;:< ... -;_:;-.;_-_. 

Sea . ·tA1} ~~ 1 ~ .. c µ·:_~;-_~·: -~-~-'ij_~} -:~,~~·~~6esi ·. 
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• llFI u Ailll + liFI u AiJll < 2M • 
. C1•1 , : --~i•-1 

ConsiderÉ!~s ciho;~ ei c~-njun~o: 

R • { :E aiFIAfl'• JI e o,' ~(~R y lail < IJ. 

como :~e:a dJ.o~L~~¡:: ~e1'.fi'~i~m~ 4.2. 7 se prueba 

que .. R-, __ est~·-;.~~h;~e~i~·;···:~~'.:-'i~~:~~~~l~~~;¡~: ~~~,;-~~ª-,da·· S', de 
.,,. ~::' 1 

co~o~ ~1~0,~. :~~·.·llii~rt jI;;;i;;~J'l~jr ·.:; ·;. . .· .. ····~ .• : ... · 
s1· lo's· ·:-~i-~ e t;-~:- ,u8andO~tal_dSáit;uftldad;· ae1: Tr'iitriq~lO--;_o-btenemo~ 

esto 

u Ai~n ªi F(Ai in. ~1',' :' •:.·,f¡%i~fj~'.~f 2\;!t')~1.(!~!" ,:i): . < 
DemostreriKJ~ ahor~ que. v_'&'·~Jtl'i\/f:,~f1·;;q~~~·1.(1¡~J' "(tiene 

. que la transformación lineal· r··,·:·x '-:x"•diída por r (xi • 
.. ·.. .~· .. :}:·;:::•§;;; ;;·:¿:¡ > : ; . &.··· . 

• I 6dFx es acotada y, :aa_;manera-:'más'.general·¡·:,e1·,·conjunto .· n . : . . -.-::,~:-:-"'::- y-'-:,~·:·:,;_·_:.,-:• __ ·,·-·-c,_::_::.:.;'._;',:.'_~·c·.:"-:> .,'.'· -:· -. ' 

1r
6 

; 6 e l(FJ, l&L< 1]< es ullconju~t~ ci~·~~é~~dores urii-
"·.: .. f\:_'t .. ,.·. 

formemente acotado. · ; ·;· 
·-...... -;· .. _'::>:,:_:t 

Sea & e l(FI fij~ con 161 < r<iy~:.'~ ~~X. Veamo~ que 
.. · :-:·,>: 

11 T ( 111 < 4'1 11· 11 . . ..... __ ,;.· ~:,'. ,_ .. ,_. ··--.- .. -·. 
& X . ' X ~- ' ' '· ·; :- O < " • 

'. ' - ' ' -

··de· funciones . como·-: 6 ·_e( l i f"XJ: <•~'iist·e·; una :.~-~~-:~-il5n .>~_{·~~l:~:J 
simple~-'. ·ta'ie~·:·qu~·:·; ::~n'-:7".7:··,). · :c>·d~·~-'-:":~e,s_pect_O ---~e -'.fx~ _ 
I $ 'dFx· ~ / ·6dFx . y --~~~e'~~~·,.. p.6.d~-.~~'.:··~~~~~er·:-~~.• 
íl n_ .,.n-+eo __ n . <· 

. . 
Sea e > O y sea 'n eN tal que. 11/ 6dFx - ! ~ dFxU <e, 

íl íl n 
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Entonces 11 l 6dFxll < e + 11 l ~ dFxU <.e + ·4M U xll, 
n n.~ . . 

Donde hemos usado la desigua.ldad, __ (1) -~n el Oltimo renqlOn. 

Por consiguientes nr 6 1x1n·~.IÍL6dFx\I < 4M llxll. Supongamos 
... n. . 

ahora que 6,g e l(FI,, 16f:<,isl .Y x e X, Definamos 

y • /gdFx, entonces: . 
n 

!hdFyU'< 4W)t:gdFxll• V 
íl,,.,. ... · .. /'''"···íl>::'. ' 

.si 

he l'(Fy) 

g l•I 1 o ¡ 6/g(x) 

En particular,· para j ·h{X~, •, - - . 

' o eig(x)•O 

.Tenemos: 

116 hdFyl\ • 116 6/g dFyll .-n'{6dFÍtll < 4M 'u¡; gdFxn. 
. :;· ',,_ _, '", ' 

Aquí, hemos usado· el Lé~a::·6·~-4-~·: ·.• 

·Poniendo K • 4t.t,··_ el Teo_i:e~:·~qu~da ·pr_obcido~ 

y lhl < '· 

Consideramos ahor8 rñed-~daS .. espé~t.rale~ que toman valores en el 

espacio dá ~perad~~es-'. -~6n~inuos def¡n·Í.dos sobre un espacio de 

Hilbert. --En 'particular· generalizamos el- concepto de medida 

vectorial ~rtOgo~aimente ci'istribuida (definiciOn s .1) . 

6.6 Ve6inl~i~n. Sea (O,E) un espacio medible, ff un espacio 

de llilbert·y F : l: - B(H) una medida espectral. 

Decimos que F es ortogonalmente distribuida, si V x e H 

la medida vectorial Flilx : E--+ H es ortogonalmente distri

buida. 
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Demos un~.caracterizaciOn de las medidas espec~rales ortoqonal

mente.diBtribuidas,· en t~rminos de los valores que toman. 

6.1' TeolU!.ril4 •. Sea (n,t) un espacio medible, H un espacio 

de Hilbert'y F-: t-+ BIHJ una medida espectral. Entonces 
:: · __ -'. ,-.-_ ,:_. ' 

· F . e.s ortogonalmente distribuida si y sólo si V A e E, F 1 Al 

· es ~n~~- PJ:~;~~~J.on- ortogonal. 

'Vem~·;-,_ ;-s.~P~~9~~s que F- es ortogonalmente die.tribuida y·pr~ 

. bal1los que·: FIAI: es un operador hermitiano V A e E; 

Sean· A, A°.':~ E: con A n.A' • ,, entonces FIAI<, FIA'.hl O 

V x · ~ · H; -:~··,d~,~~-~-'.,· -~.-· (, ) :: . ~enota _el Produ~to: 'inte~r\6·, ~~'.~. ~~'. ". por. 

· 10 tanto ~i y~ Ú. IFIAI<, F.IA'. ly}; :·.· " • .. · 

• IF.IAI · UAli + F(A'IYlj FIA'I IFIAÍ< +:Í'IA~lyll :• O 
, .'~'.-'' ':·>.,-.;,¡-~-

.:c ... --->:--. '.<'.:~---_ '«: ,'.·:.-,_.":>-:: •.• 
oe esto se Siqu·e:que:r-, -.-. .-.--:·~::-.':" '_'.~:·>'.-'.•_s>.' 

' ·-"· ·. «: -~ :' ,_,_. __ -" ¿::: 

.IFIAl<.ul> IF1r1ü.FiAr~··.,F(Aii~1·;.•·1;:1úL FIAlyl ••. · 
.',: _! :: '-~~,'...: ; • .- •i' -::~,;;;h:':;,':~;;:/;';·~~''.;~,,-:• •;o'..·;·. ' ,,_-__ '', 

·~. IFIAl~ .. +.F1ol•.1.t;i.F'iAl!ÍÍ?01xi'F1.í1uF. :'·Pó~ lo tant~ F .es 
. _,: :-;.-:-'<"-·\·;-:-----.-., .. ,_.1;-_.,.'.:~;:\'.'.-·.:,\{/:"7--:· >:_;-.._,.;:-.. ·;--.- - --.·---

hermi ti ano . .--_,;}!';·:.,:,--~.~~;.,.,;~; ::"X~>3.;,_'.·,,~);'.~:·:~:_~~~:i;_:.;:.:',, :;-;~ -·-. ::i,~'._/_-_~:: · 
-- -- -. ." _, .. ~·::·¿_'-; ,:: .-.<:- ·:·; ·. _. .. ~:, .''' ;_,)i;~~::'.!/{'..'/,-;·'.--<":'.'.~·: !_,',;.;.::-- ._) ··, ' ,-;:'. ... --· 

- supongamos; ahoréÍ' que~~~-F 1 AJ~·~(és1una~. pr0yecCi6n ortogonal V A E E 

: ,::~t:•~:¡~~y~;§~,J~f~f i;f~"[~~¡ 00?~',jn¡,:~o~i:ci6:n::::::nal on-

ton;~~S- .·:~{-~'.<(,:A,·;:)- '\:-'·e·~,y~~~----p~~~~·C~io¿~··Ó-~-io·g~~-a·l. sobre el espacio: 
. ·~~- . ' '\'• .. 

E !X•.IFlíll Fli\'l<;x}.'(x1FIA'li•Dl. Porlotanto 

E IFIA' IHll. 
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Ahora, como. F(Ah • F((íl -N:l,nAlx • F.(íl -A'I , F(Alx .· 

se sigue que F (Al x e' Fin -·A' 11/ • (F(A' 1 ¡¡j ~.' // 
. . ........ . 

. -• ·:· ... · ..- ,.",.' >::...-'.~·~e:,:::·:;',_::·;.:-:~:.··.::·'.~: . .'~."/,:;\.·: ·:,~:;-..;.: .... ·: . : ,-.~ 
Denotamos, como antes;·: por· .. ·~ D'··-·el ·.conjunto·de parti_ci.Ones· E-me-· 

dible~ y .f .. . i'" .. ·,i·· .. ~~;s.' ~:d·e.:·:::·_;·;:~~·~~:~i~','.i~:~<~~.;~/~.:_¿ .:_:~ ~}'_.. :.:·.:;_.··:··_,''_ 
., ; .;_ .. -- ~; ; 

·:· :~ . .__' .--::- .,·.:'.-'?:-;:~ :~~~;.:, ';j~~:~¡~·t:;:;~:~:·:.;;\:¡: .-:~:: __ \:; .;:'.~·-':_,./~:::-.: : ~-
6. 8 Le.111«;•: _:;Sea :~.-'. .. (íl;.E>:-;.,{-'.un: espaCio-~:OOdible,-_- H .<un·_ espacio'. de 

• - • __ '. ,._ ·.' ~·.~, ):::; .'.; 
0 ·;'{.~:::;-;:_·:._.";:i.:C--:.~;::,:U.~~~:{c:'.L-; .... :·;;:h.2,-~_;-.::~:-,;_~ . ._,:·<"-::·-'."-":·''·' ,, ... -·'-:--·;,, - .. '·._ º.: 

Hilbert'•con'prodúci:o''iní:errlo.'dádo-:,porc·i¡:; l .';i"ji:•F•, 1 ·:& ·-. B 1 HI ·. 

::4~f t~~~f~11~f i&~i~~lf IZ~~~~:.·•··· 
funcidn <,>Ó ( ~ ~ H';;~~ vdefini~~;por ·--. _ ,_ -__ ,:'"" 

·, .· -:.}·:. -.~?_.; ;·::~\ :--<·:.-:.;· :·.--_(i \:,:_~;·i.~i,.,:¡,., :'..¡~:;:'-'.'.\'.·.'.(.'{i~.;1!;-:~;;::::-.'>~.::~/::;.,',_''.,'.?: .. _-:':' y,.·. ~. '.· '.- :·:,.- : . 
:«, !l>¡j .Q ~:. ~ '··!F l~{l,x;!;~JA1 J.iJI ;_es'.~,producto escalar. en .•. H 

, 1 _ n.~:1 -~· ... {- ;.:, .. : :;~: ·;.',:::;· .. ;.:~.:--~ .. -.:>;;.;::./f ;.·_,.,-'-:'-· :;·, ~.' ._\, : .. _ .. ,, ~ . 

tal que'lo~·:HtA 1 1;'son ortogo;,ale·~.~¡,·c, tH',.< >ni: 
"\:-:::.;, .. ;;· /·;\:.,;:·::~~;.:'·.;_1·-~-,>~¡-.'} ¡ ··~";':~ . ' 

. oem ~ , · >~·.~e~~~· ;~u~·hi!:X~;:~;.;;.; ·i·p~~.i;~6.:'.f ~ti~.· · .. H · •. F '·º 1.~ . 

. F 1 1\i;11 1~. ~ ,11i,F IAI)H.';•.H;Ht~i:I\;;(, , <, ( ,; 
_ _ . ::. .. · :--·--:; ::_,_;.:.__~::_·:'·_-~::/':·i:~,:.~.d~'.f~~~:1'.;·;:i·::r:-:t~f~~-{?}~~·~:3~/;<:X _:· \:: :.<_~-_::'· : :: '·. . . . . , .. , .i}- :::- . 

. Ad~~~~ i~ ::· 80~-ª.:·,:,;)j _'.··~_.~,_~-.!-~;•-;.,t~~~~~o.s: '..qU~ .-:.',si :·, -:.F .IA ¡ .~ ~ ,· _ . F 1 A~ J Y . ~ _entonces · 

F 'h 1.+.-·/i~11'rLAiL~r;· f.11rrr.1/,1.Y ·.:~', 1 y • º. · · · 
, ... -~' .~;;.:;·_)_1_;',\',(,'.;~·-;; :,'2:,;~'., ·;,:_.·;_·,_,_:.·:; .~:·:;; : "'"· ..; ~,; - .. ; 

De esto•concluimósiqti~;;-cH;~: H (A~f190;~';lll H (A ); Es fiÍcil ver 
. ·: '. :.~,·,·,:.::~--_,--·,:.'.':~-:·::'/~','.:.~_.;'.:~<::,,~:::://> .. :;· ./:,:,._<<~'/_· .. i ... ::· -::\::': .. : .::.:,n·.-" . · . .-:·. :: . . 

que.:-· :<,_:>fl ·:-:i;:~s)_~.-: ~-~~~~?to e~_cal~r:'.;~~.-.'·.:·· .. H: ;'-. ~~-r::. ~ltimo, para_ 

proba~ clu.,' :HiA¡) .J.EIA,I en. 11/~ <,>ni con i ; J basta 

ver· que:. 
·.-; 
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6.9 Lim4. Sean x e H y Il e V fijos, ento~ces: 

~-6 n't c.FIAlxli' < I: UF(Alxll' "1.,~µ11 I: c.F(Alx11 2 .. 
lc.\•1 AEil. •. AER c.1-1 AER . 

donde los CA· .. son nd.meros complejos. 

Ve.m,1 Este resultado·ae pr_obO en el Lema 2.7 

6.10 Teo~ema, Sea H un esp-cio de Hilbert y. (íl,I:) ·.:·un es-. 

pacio medible. Para x, y e.H. fijos, la funci_6n· 6x_·,'y·1~~-~-t, co·n. 

::·F._ylRL• <x,y>n es· acotada. Donde <,>0 
'finido en 6. B. 

es el· p~odUéto de-

Ve.m,1 ·Sea x·e H fijo Y sea n •.'::<.~ 1 , •• -~,_A~~--:···Por.e1··1ema -6.9 

~.ci }~~. 1 ~- C~ 1 _}~,;.·,·, ridiooroB ': cOmPÍ~jc)á de ~~-~~-:--~~~ tales existen 

ques - -::;··.---=--· -" ,'-'·'" --.'-' ·-,~·. ::.-.-:,_:_; .· .'i 

.·,:; .. •., :·}':· :·: ::-::;' ... ~:;::, > 

v n e v. 
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De esto concluimos que 

y 6,,y 1 V - ~ esta acotada por K1 llxHllyll.'J/, 
' - . :< ',' --. . :,- . 

Consideremos ahora el espacio C(Ol consista"rite dé todas:liis 

funciones acotadas con valores comple'jOs .d~fi~:i'd~-~ .-::~_Ob~e. O. 
- ,.,-, -.,_. .,, ::.-,r ;-·::;;;· .. 

'':,-, :; ':,~:·:-1 :~-. 

Por lo tanto, del ·.Te0rema·,_·á~teri6~·::~~-e\ tie~~ :-q~e'a>· 
- :.~,X' \._, .. ·.-' . 

..!.. nxll' e 
K' . 

<x,y> •'M16"\yl 
' .. 

---···.'·,' ~'._,_;:)"· -- - '."-\:-:.: 

) ' > , 

tal que 
. . ... . -- -:< .. _., .. , •,\;·,>.· 

.. ..!.. Hxn < Ul~;ll <'iiux{1 ci~nde' 11( 111 ~! °'é'; ia norma. inducida por 
K .. ;.'· ~,'::. -----,: >"'; <~ ._: '>,_: .. ':1 

<,>. ·<".::_;_·:./--, . __ ::, < ''o'·· 
- . '¡;· : ~':¡. 

Este producto. es Calar ··ti'e~·~" .. la ~i~U~~e·~·ie ~p~~P:i.e~cid. interesante. 
">? 

6. 11 Lema; Sea _·ff'.. ·un aB(>aCio. ae Hil.ber·~·,--~:· (~~E) un espacio 



- 93 .. 

medible y F 1 . ¡; - B I H 1 . una medida .espectral._ 

tales que. existen. "-Á·;.-A 1.e E: con· A·n-A' •, ,-, 

y y e HIA'I se tie~~·~.; ~l;y~·• o/ 
,';:_•;_ l''· 

distribuida, 

Para x., y e H 

X E HIAI 
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Vem,: Sea :<,>· el producto interior-definido por la media in-

variante M comO en_el,-lema 6,11,".- ~-¡{º·t~:mc;s.por::, lff~·_ 11) al 

es~aciO_: ~~-~:~1ri'ai- .y~'P~r .::·.·¡ H;~;>I ::_: ál · ~~p·a_cio con ·:e1·, producto in-

, terno· deÍ·i~-id"~:.:_-·por -;::/M: -:~_-:.'._.;- •:'.') ;_. _ _:..'..:;~:/,::::_ ';:· ·· 
-.:.·-··· -L~:.'-~.:~,·:;- , .. ':~-',/:.",-:-;.'"'· -· ~ :T • 

. ~:~:.>:~~~:f i~~;~~:.~_
1

1.:.5.'._t,}···:·b.·.···y.ª.~_\;'~-··:•-.'~.·.;.•·.·····-~.:~!i~l~~l~t (~; (, : ~ •: I : H' ~,·l. I 
como ·aigua·,··:.·:?~: .-;_.,, .. ~ · " -._,_,, __ · 

.. ,. "''•"'" :~l:;</;/? :~-1\:.~~\~-~ 

Q, • , .~ ~gx1'i ¡~~ 16~'0'ái:~;:y~\.,: ~-' ~' . L. -· .--

De i_•,s ob;~~;~~~t~f~~-~ie;~~~~ej~{~l lema 6.U se sigue que1 
.k U Qxll < 111 Qx'111,_ .;· Kli°Qxli ;. donde \1i IP ..: es "1a norma inducida por 

.- ·.:·:~··'' .- '.;f:· f ;~:,~- ·-~~<·-,:;_;:-:.,,,_ . :: 
:<¡.>. ~ ae·.esto_;_obtenemos1,--.-

'. < •. -. ,- ··'· . _., ·._:-- .. · .. 

. }u xu • •k'u1Q~_1n ~?;uQ~;~~111Qxli1 ;.Kl~n-. · 
-. ' ·: :·, ·:·.-::. ~ ·,._,_,__-,_~:-> .. "_ ,'.:,_,,. :-;.-·· 

· .. -.--:\i/',·: . ;- . ,. 

Por consic;J\i:l'én't"~-: -,- _O.~_-·-.~.B':::un·:_~·p-~radó~- 8Cotcld6'·con "inverso acota-

do.· · Ob.Sei:Vé~S :; la '.'~ig~~~~te_-~:~r_c;>Pi~,~ad de · Q., la cual será 
- : •,. -~·- -;- '' ''. :.:'. 

Otil p8ra:;;·e1.~ reStó: de-~1a·'df!IDoStr8C1ori.· 
:'.-.: .. _._.;-,._·. -- ;:_<,- .• :,:1.~:;,-,;,;"·,::;·,-. . ·. ~- ... 

<Qx,· .. Qy>··o~x,','!-i~}.l_~··~h~<· .. \ 1.~{.;1.:::.0bservemos que, de hecho 
Q : 1 H, 1, 11•':::+':• IH;'<>l -i>es"una::trarisformación unitaria. 

<_ ·. ::. ·. :·~-·- ·.:\~x?:--:~.:~::~/:~~"\~:::~::\~J~:I":_::::~~:·t~::~~~--~~~r~i:_ :_. -" · · 
Definamos :ahora:;:.f c1:,:l:'-:-•8 (Hb'"por: · .. -. . ____ ·- - -,~; .. /;, ', ,' :•.- "'". ''. ·;_.-; ' - . 

.. -·- J;. '··>>:'· 
FIAI • Q" 1 Fi~IQ .'V'A'e i:;-iEs:claro que F es una medida es-
pectral·._ Veamos qUe· :>: f 1 A') es · úiiB-_ proy_ección ortogonal 

V A e l:, 
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Sean x,y e H y A, A' e E con A n A' • l. Entonces: 

(F(AI•, F(A'lyl (Q- 1F!AIQ•, Q- 1F(A'IQ.yl • 

• <F(A)Q•, F(A'IQ.y}>• O 

donde la dltima igualdad es consecuencia del lema 6.11. 

De esto se sigue que: 

(F(A}•,y}. (F(A}•, F(A}y. FIAºJy} • IF!Al•. F(A}y} 

- - e -• (F(A}• + F(A }•, F(A}y} l•.f!A}y). 

Por lo t1111to F (A} es un operador hermitiano V A e i:. La 

·idempotencia de. F(A} ·· sa sigw de '1a idesip:>tencia del.F(A}, VA e i:. 

Concluimos que - f (A 1 es una proyecci6n ortogonal. Por consi-

9ui8nté. F · · ~a··uX~.~·má.did~ éspectral ortogonalmente distribui

da. ~~t~··.t-ermi~~ la ··demo~traci6n. 
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