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IN?RODUCCION

Uno de los conceptos mds itiles en topologia algebraica y geome
trfa diferencial es el concepto de clases caracteristicas, Hacia
1970 este concepto fué introducido en la teoria de folimciones por
R. Bott.

El proposito del presente *rabajo es mostrar algo de 1o que se
conoce actualmente acerca de la teoria de claees caracter{sticas de
foliaciones, para ello se recopilen ideas y resultados de distintos
matemdticos.

Dada una foliacion F de una variedad M, tiene asociado un haz
normal N, que resulta ser un subhaz del haz tangente de M. El hasg
normal de P tiene & su vez asociadas cleses caracterfsticas. Que
son cleses en la cohomologia de Rham de M, Estaé cleses miden esen
cialmente que tan diferente resulte ser el haz de un haz produeto.
Una de las maneras mds sencillas de -construir estas clases es si-
gulendo a S, Chern y A. Well, los cuales utilizan para ello la cur
vatura. Esta construccidn es presentada en la primera seccién del
cap{tulo I.

El hecho de que K sea el haz normal de una foliacidn implics,
1a enulecidén de ciertas de sus clases caracteristicas. Este resul-
tado se conoce como el teorema de anulacidn de ﬁott y es demostra
do en la segunda seccidn del capitulo I.

Utilizendo el teorems de anulacidén de Bott y la construccidn de
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Chern y Weil, es posible asociar a N nuevas clases én la cohomolo-~
gla delm, llamadas clases caracterfsticas secundaries, Esto se de-
sarrolla en la tercerg seccién de capitulo I. El probleme princi-
ral de este trabajo consiste en explorar el significado de estas
clases caracteristicas secundarias con respecto a las propiedades
de 1 foliacién ya ses como sistema dindmico o bien con respecto a
sus propiedades geométricas, En perticuler se desarrollan criterios
que implican la anulacidn de algunas de estas clases, '

Bn la cuarta seccidn del primer capftulo, se estudia la clase de
grado mds bajo entre las clases caracteristicas secundariams, la que
fué por primera vez estudiada por C. Godbillon y J. Vey. Se cone-
truyen ejemplos en los cuales esta clase ea no trivial, y se inter-
preta la no trivialidad de esta clase en términos de la geometria
diferencial de 1la folimcién, interpretacién que se debe a W. Thurs-
ton, B. Reinhart y J. Wood.

Para une foliacidén dada puede suceder que la no trivialided de
las clases caracteristicap secundarias se encuentre localizada en
la unién de algunas hojas de la fdliacién. mste fendmeno fué descu-
bierto por G. Duminy. Con el fin de estudiarlo se introducen 'en la
primere seccidén del cap{tulo IY,las medidas y operadores de weil y
son demostradas ademds algunas de sus propiedades bdsicas,

En la segunda seccidn del capitulo II me demuestran algunos teo-
remas gque afirman 1la anulacidn de ciertas clases caracteristicas Be
cundarias en términos de las propiedades de la foliacién como siste
ma dindmico. por ejemplo para foliaciones con todaé las hojas com-
pactas y sin polonomia 0 bien 8i 1a folimeidn es equicontinue (esto
es que cualesquiera dos hojas transversalmente Cercanas permanezcan
siempre cercanas) mse tiene la anulacidn de la clase de Godbillon
vey.

Finalmente quisiera agradecer a todas las personas gue de alguna

manera me han ayudado a realizer este trabajo. Entre ellas a Xavier



Gémez-Mont, viad Serguiescu, Ana Irene Ramirez, especialmente a -
Socorro Sobergn y Alberto Verjovsky sin cuyﬁ direccidn Yy pacieﬁcia

no hublera sido posible la realizacidn de este trabajo.

Jesus Mucifio.



NOTACION

Sea M una variedad real diferenciable esto siempre significa-
rd de clase 0™ , donde o1 {ndice superior m indiea la dimensidn
de M. Se denota por » o |

™ Fl haz tangente a M. |

X(M) 108 campos vectoriales en M diferencismbles,

AR(¥) 188 n-formsas diferenciales en M.

a 18 derivada exterior de formas,

HB(M) F1 n-ésimo grupo de cohomologia de de Rham-de M,

¥ tna foliacidén en M diferenciable (¥%).

X(*®) 108 campos vectoriales diferenciables y tangentes a las
hojas de PF.

(%) 1A hipétesis de C*puede debilitarse a solo o2 ya que se
utilizard el concepto de curvatura que necesita 02, sin

embargo para simplificar la exposicicén #e BuponeC™



CAPITULO I

CLASES CARACTERISTICAS DE POLIACIONES

l.— El homomorfismo de Chern: weil.

P esta seccion ée presentan lo8 conceptos necesarios para cons-
truir el homomorfismo de (!aerﬁ wéil con el fin de: obtener las cla-
ses caracteristicas asociadas a un haz vectorial,

Sea MW" una veriedmd diferenciable, sea JJ: N——»N un haz vec-
torial diferenciable sobre X con fibra mm , 8e denotard por I (W)
a sus secciones diferenciables y al haz mismo simplemente por N. Se
introduce- ahora una conexidn en N, esto es una aplicacidn ¥ tal que

7 : X(M) x I{N) ——T(N)
(X,8) =7, S
y satisface
a) V es8 (R-bilineal

b) V‘xfs = fvxs + xX(£)s
R ¢
0) Vo 8 = 27,8 : con f'e A (M) .
1a curvatura de 1a conexion R esta definida como sigue

R : X(M) xx(m)-'—--—-—ﬂomm {(r(n), T(N))

d d. = Lo -
onde (X, Y) =—>R(X,Y) . va v XY .-
St se introduce un mearco local para N, denotado por {81} e8 posible
escribir
_ 1
Vx_.S:l = ; w”(x) S:l con 'ﬁ‘eA (m)
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de donde la conexidn queda determinada por una mairiz de nxn ,con

entrades dadas por 1-formas. Fs posible ahora escribir las 2-foymas

de curvatura como E
+

Ri.y = d'ifd“‘

con lo cual R se expresa como

W, AW ’
T ik kj

n(x,r)si. = Z R”i(x,Y) Sj esto es ,
. J: )

Ra(LD - . . R ()]

R(XQY) = . . . .
R (KT o . %n_(x,r)‘ '
Yy 51 se evalua en p< M cada R (x,y) se tranaforma en un ndmero .

Por esto es posible pensar a R como una dos-forma con valorea en
gl(n) ,el dlgebra de Lie de matrices reales de nxn. No es diffcil
mostrar que R es invariante bajo cembio de marco, de donde R estd
bien definida como una 2-forma gl(n)-valuada sobre todo M. 1a refe-
.rencia usual para todo 10 anterior ea [KN] vol I. Una relacidn de R'
con la curvatura gausseiana es a veces posible, ver (M] , sin embar-
go esta interpretacidn no aa}i usada a lo largo de este trabajo.

Sea 11; el conjunto de aplicaciones
P gl(n) X -..Xgl(n)—————blﬂ

con k factorea en gl(n), tales que P es simétrica, k-lineal y
GL(n,R)-invariante esto es
=1 -1
P(Gl'...’Gk) = P(HGIH |o-¢’HGkH )

para toda H € GL(n,R). I: es. espacio vectorial sobre R y 8i se con-

gidera 1a suma X
- ® 1

k=0 n '

con el siguiente producto ,dadas pe:[:; ’ Qe'.:[:
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(P+Q) (B e vt sy, ) =

1
(k+r)f B

BB (1)r 1% (k) s (ci1)’*** 1Caiar))

donde & varia en las permutaciones de k4r numeros. Con ello se obtie
ne que I: es una Algebra conmatativa sobre R (para mds detalles y
propiedades-de IN ver [kN] vol. 116 (B ). _ .
ptilizando la curvatura y estas aplicaciones es posible construir
clases en H*(M) como sigue. | '

I.1 Definicién. Dados IM:I:‘:l ¥y V como antes, se define P(R) eAZk(![)
como 3 : _

P(R) (X reevrXyy) =

. | | |
) (2k)! :;: (-1)° P(R(xﬂ(l)’xé(z))""'R(xé(zgfl)'xg(ax)))

donde & varia en lmspermutaciones de 2k nimerom, (-1)a es el signo
de la permutacidn, cada xie.x(m) y R(xi,xj).esta en gl(n),

Para mostrar que en efecto P(R) es. una 2k-forma se intercambian
dos campos xi entre s{ y se observa que cada sumando cambia de Bigﬁ
no. Observese ademds que 1a invarianza de P es necesaria para que
P(R) no dependa del marco con respecto al cual estam expresada la

curvatura R. Fstas. formas determinan clases en cohomologia.

T.2 Lema. Chern - weil. dP(R) =0 .

‘Bsboze de la demostracidn. Se calcula la derivada exterior de P(R)
utilizando la k-linealidad de P ¥y se observa que queda expresaha en
terminos de AR, ahora mediante 14 identidad de Bianchi para 1a cur-
vatura dR=0 de donde el resultado sigue. Para mds detalles ver [KN]
vol, II , [GH] . Q. E. D.

1a pregunta natural ahora es como es la dependencia de P(R)

con respecto a V.

I.3 Tema. Chern - Weil . Ia clase [P(R)] € H"(M) no depende de la

T
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conexidn elegida.

Demostracion. Se desarrollan dos demostraciones diferentes pues las

ideas de ambas se utilizaran posteriormente. .
Primera demostracion. Dado el hag N se considera un nuevo hag

N'xR con proyeceién [[xId., : NxR ~—— MxR . Dadas v ’ Vl dos

conexidnes en N, se define una nueva conexidn VYt en N'xR como
V;(S) tv°x(s) - (l—t)vll{(s) 8i X es tangente a Mx{t] &

1

si Y es tangente a {plxR ,

/|

t
| V!_.(S) =0
para todo peM y telR . _ .
Nx {o} / 0 nxfad
A ye

Pig. 1 El haz NxR ..
Obeservese que Tt tiene la siguientes propiedades
Vt. restringida a Nx[{0] es v°

v’ restringide s Nx{l} es v .

shora 8i Jy 3 N——> N R es la inclueién natural del haz N
en el haz NxR ,esto es Ji(p) = (p,t) ,se tiene el siguiente dia-
grama que conmuta



J¢

N ~» NxR _
l»n Iy l fxa.

M —» MxR
1o que induce isomorfismos en cohomologia :

3% . 3% 2 PY(M xR) ——————— H¥(M)

o' %
tales. que J*- Jf , con esto
BRE = ), g EE - [P(nl)J

donde ﬁt, ﬁo, R} son las curvaturas asociadas a vt, v, vl respec-

tivamente, lo que termina la demqstracion. para mds detalles ver
[mj . | L
Segunda demostracidn., Dadas las conaxiénes vo. vm-como antes me

coneidera

Q= (w j)- ("’id)

donde ("gd) R (uij) son las matrices de 1-formas asociadas a vo, vl
respectivamente; Q puede interpretarse, andlogamente como se hizo

para R, comoc una l-forma gl(n)-valueda.

............

I.4 pefinicidn. Dado P Ik se construye una (2k-1)-forma asocisda

a las conexiones vo, i 1lamada la forma de transgresidn como

1
P(RO,RI) = k fo P(Q,Rt"OOl’Rt) dt

donde el integrando P(Q,Rt,...,ﬁt) tiene k-1 factores Rt'y esty de-

finido sumando sobre todas las permutaciones de k numerogs, como en
la definicidn I.1 ,este integrando se valua en 2k-1 campos vectoria
les por 1o que se obtiene efectivamente una (2k-1)-forma, Ademas ca
da P(Q,R%,...,R%) depende de t en el sentido de que las matrices de
curvatura R® estan definides como la curvatura de la conexién

= ¢ty - (1-t)vl en el haz N.

Ahora utilizando nuevamente la k-lineglidad de P se verifica que
a(p(x%,R1)) = p(r%) - p(&)

9



de donde [¥( Rl)] = [P(RO )] en cohomologis, lo que finaliza la demos-
tracién ; para mds detalles ver [KN]- vol. II. Q: E. D

Utilizando shora los lemas I.2 y I.3 es posible definir el home-
omorfismo de Chern Weil como sigue

Y L Tt
P —— [P(R)] .

Con el fin de definir las clases de Pontriagin reales de N se rea
liza la siguiente contruccidn slgebraica en Ir’: .
Dado Gegl(n) se considera la igualdad

1

det(7I - G ) = e cll((}‘).vn_ + ees + cn(G)

donde 7YeR , I la matriz identidad de nxn y cada

0 * gl(n) ——— [

es une funcidn polinomial homogénea de grado k en las entradas de G

mas explicitamente, € estd definida como

¢ () = ? det (G, )

donde J es un multiindice de k mimeros tomados de l,.espyn ¥ Gyy @8

e matriz de entradas (g, .) para 4i;j€J .En particular se tiene
1 triz d trad 14 i+ articul ti

que c'l,_(G) = traza (G)

ck(ﬁ) = det (G) .

Existe ademds une relacidn mds explicita entre c_ e Ink como mues-—

k
tra el siguiente lema

I.5 Ioma, A cada elemento ¢, 1le corresponde un unico polinomio

P € Il]; tal que
Pk(G..-.,G) = ck(G) para toda GEgl(n)-

Demostracidn. Pk se obtiene de e mediante polarizacién como sigue:

Pare cualesquiera matrices Gy,..s,G € gl(n) , sea s una permztaci-
on de k nimeros y J un miltifndice de k numeros tomados de 1l,see,n .

10
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Se define 8 :
GJ = matriz de k k cuyas columnas se obtienen de
permutar las columnas de Gy segun 8,

P (G ] .‘ a8 ’G ) : : Z de b ( G ) L]

Basta observar shora que para cada 8 fija le suma sobre I es2 preci-

—

gaemente ¢ de donde se sigue fdcilmente que gke Ig y Que

k ?
Pk.(G,ooogG') = cl{(G) . | e thEo D.

Utilizendo las aplicaciones P, elegidas candnicamente segin el

k
lema se tiene la siguiente definicion,

..........

T.6 Definicidn. Se definen las clases [Pk(n)]e Hgk(m) . B particular

Ei k ed par se obtienen las clases de Pontriagin reales del haz N.
Se denotara [Pk(Rf] = ¢ (R) .

En general 1las clases construidas snteriormente reciben el nom-
bre de clases caracter{sticas del haz N. Fllas miden que tan diferen
te es el haz N de un haz producto ; una discusidn rigurosa de ésto
puede hallarse en [MS] . 3 |

2.~ E1 teorema de anulacidn de Bott.

Ia primera relacion conocida entre 1as clases de Pontriagin de

un haz y la existencia de subhaces de ™ integrables fué descubierta

11



por R. Bott alrrededor de 1970 ,ver [B2]. En eata seccidn se desa-
rrolla este resultedo. I1a pregunta fundamental es la siguiente.:

Dado un subhaz vectorial de TM. § Bajo que'condicionee es N

el haz vectorial normal de una foliacidn F en M 2 {es decir

cada fibra de N es el espacio normal de alguna hoja de ») .

Supéngase de momento que tal foliacidn P existe, sea TF el haz
tangente a 1las hojas de P y N el haz normal correspondiente . TM
ruede expresarse entonces como TM = TP @ N . Sea T : TM———N
la proyeccidn sobre N . Se define ahora une conexidén sobre las hojas
de P como sigue /:

’

'v : X(P) x T(X)~———— T(N)
(X, V) —— Vv =41:1[x,V]

donde [,] es el paréntesis de Iie en My Ve X(M) es tal que [[(V)=V .

. hojas de ®»

Pig. 2 18 conexidn v,

Para mostrar que ¥’ no depende de la eleccidn de ¥ considerese
We X(M) tal que [(¥)=v entonces

Vi(‘""” = N{X,V=w] = 0

ya que V-We X(P) ¥y por el teorema de integrabilidad de Probenius
X(P) es cerrado bajo [,] ,de dénde sl aplicar la proyeccidn I el
resultado es cero. '

Es posible extender ¥’'a una conexidn en K de la siguiente manera,' .

12



Sea ¥7” una conexidn en N. Sea
v : X{¥) x I(N) ——— T(N) .
- car — wf #
(X, V) — VXV = VZV + VrV
donde X = % + Y con Z<X(F) , Ye I(N) .Y V extiende a V'sobre N.

I.7 Definicidn. Una conexidn ¥ construida como antes es llamada una

conexidén de Bott para el haz N.

1as conexiones de Bott satisfacen la siguiente propiedad importan

te con respecto a su curvatura.

1.8 fema. Sea R la curvatura de una conexiodn de Bott. Eatonces si

X,Y¢ x(r) sucede que;
R(X, YV =0 para toda Ve I(N).

Demostracidén. Sea V una extencién de V tal aue [](V)=V .Calculando
L

R(X,Y)V = ( T Vy = Vy¥y = ¥ XY v
nix, iv,v1l -nly,ex, vl - nox,1,vl =0

|

que es cero por la linealidad de l'l ¥ la identidad de Jacobi para el
paréntesis de Lie. ' Q. E. D.

BEs posible ehora-enunciar el resultado de Bott.

1.9 Teorema de anulacidn de Bott. Sea N el hez normal de una folia-

cidn de codimensidon n en M. Entonces las clases caracterfisticas de §

satisfacen que Kk
[p(R)] = © 8i PEI con k>n .,

Demostracidon. Sea ¥ una conexidn de Bott para N. Dedo Pe In con krn
sean XyyeeesXpp € X(M) campos linealmente independientes ., Sea W el

subespacio.generado. por loe_campos _Xj .en. peM . Se tiene que
dimensidn (W nrpF) 2 2k-n = n4l .

Por 1o que es posible encontrar una base Xj,... %3 de W tal que ;
Xyseees¥nyl € TP, con la propiedad de que el cambio de base entre

4y X{ tiene determinante uno.

13



De donde al valuar substituyendo X, por X{ '

P(R)(xl’.""ka? = ,

1 ’ ’ ’ ) ’ '
-2-1-:-:- ; (—1)B P(R(xs(l)'xS(Z))'”.’R(xa(Ek-l)'xS(ak)” .

Observese que siempre hay en cada sumando un elemento de la forma
R(x{,xé) con 1<4,j<€nyl |,

de donde por el lema I.B R(X{,Kﬁ):ﬂ 1o que implica que P(R)=0 .
. ’ Qo E. D.
El teorema de Bott sdlo establece condiciones necesarias para la

integrabilidad ,en general no se conocen condiciones suficientes.,

3.~ Clases caracteri{sticas secundarias,

El teorema de anulacidén de Bott motivé el descubrimiento de nuevas
clases caracteristicas asociadas ‘a foliaciones por Bott y Haefliger
[pH] , Godbillon y vey [GV] , Kamber y Tondeur [KT] y otros. ina cons
truccidén general para estas clases es como ®igue,

Dada M una variedad provista de una foliacidn P de codimensién n,
se introduce en N ,e]l haz normal a F , una métrica de Riemann (,> .,

"Es posible entonces obtener una conexidn riemanniana ¥T en N que
satisface

XV, W) = <v§v_,w) + (v.v§w>

para todo XeX(M) ¥ V,We I(N). Ia existencia y unicidad de la conexi,

14



-én V° es un teorems bdsico de geometria diferencial ,ver [EKN] vol.
I . Esta conexidn posee ademas la propiedad de que su forma de cur-
vatura R toma valores en las matrices antisimétricas y es decir’

R+ Rt =0

donde R' es la matriz traspuesta. para mostrar esto sea {Vj| un mar-
co ortonormal para N , Ly 1la derivada de Ile en la direccidn del
campo X € X(M), con lo que -

f

wij(X) + wij(x)

por.la ortonormalidad del marco y donde "ij son. las l-formes que .
definen a 1a conexidn,que por la igualdad anterior foman una matriz
antisimétrica.phora calculando R & partir de las férmulas en la pri-
mera seccidn y por la antisimétria de (wij) se tiene que R es antisi
métrica.

In todo 1o que sigue se utilizard la siguiente notacidn ;
v conexién de Bott en N _ _ Rb su curvatura
v conexidn riemanniana en N R su curvatura .

12 construccidn de las clases caracter{sticas secundarias estd
basada en la forma de transgresidn,para ello se construye una fami-

lia de conexiones V' en K de 1a siguiente manera ;
vo= v - (1-t)vh ‘ con t 0,1 .,

Con una familia asociada de curvaturas Rt yque resultan ser 2-formas
gl(n)-valuadas. Se define

T ‘ b :
Q= ('ij) = ("ij) ’
donde 1os términos de la derechs sBon las matrices de 1~formas de

la conexidn riemanniana y de la conexién de Bott respectivamente

(andlogamente a la segunda demostracidn del lema T.3)s Q resulta ser

15



una 1-forma gl(n)-valuada.
8 k-n y es impar es pdsible definir (2k-1)-formas mediante la
forma de transgresidon (definicidn I.4). Sea |
or by [T t £, ..
Pk(R sR) =k 0 Pk(QtR jeeeyR) 4t ’
las propiedades basicas de estms formes se encuentran en los sigui-

entes dos lemas.

..........

Demostracidn. Andlogamente a 1a segunda demostracidén. del lema T.3.

se tiene que ' _
ap (R°,R) = B (R") - B (R) =0 .-

Yu que pk(nb) = 0 por el teorema de anulacidén de Bott y pk(nr) =0
por ser R' matriz antisimétrica y k impar por 1o que

B (R yee s ) = (1) 2 ((E)Y, .00, (BD))

donde ( )# es la matriz transpuesta. Observese que los dos hechos
fundamentales en la demostracidén son el teorema de anulacidn de Bott
¥ 1a antisimétria de la curvatura de la conexidén riemanniana. Para

! . .
mis comentarios sobre esto ver [I] . Qs E. D
Ademds estas clases satisfacen la siguiente propiedad,

I.11 Lema. lLas clases [Pk(nr,ﬁb)] € sz_l(m) don invariantes de 1la
foliacidn. Notmcidn; en todo lo que sigue ¢(yy) = [Pk(Rr,Rb)] .
Bosquejo de la demostracion, Eligiendo dos conexiones de Bott ¥
dos conexiones riemannianas cualesquiera es posible repetir con e~
1las la idea de homotopfa utilizada en la primera demostracién del
lema I.3 y mostrar que la clase en cohomologia no depende de la e~
leccién de las conexiones. Ios detalles de todo esto pueden consul-

tarse Bn[Bl] . Q. E. D.

Resumiendo se han conatruido dos tipos de clases;

\

o =0 () = 7 (B)] € 55 (m)

16



o) = [ (5 e e Bty
Es posible -shora construir mdes clases a partir de ) y‘¢(ykJ .
Sea j\(yl,y3,...,yr) la m-dlgebra exterior con generadores yy
(donde i es impar), con r el més grande entero impar menor que n,
Sea Rley,eeevc ]y 1m JR-81lgebra de polinomios con ¢y como ge-
neradores modulo elemntos de grado total mayor que 2n.

Considerese ahora el siguiente complejo

WOn = A(yl.,y'3’¢c.,yr) & R[_cl'""cr'i-['n

con 4 definida como sigue ;
d(y,®@1) = 1®¢,
ad(1l® ci) =0
que cumple que dd = 0 . Tiene ahora sentido hablar de H™(W0o,) ,aue

se conoce como la cohomologia de Gelfand-Fuks, ,

Se define una aplicacidn

®: B (WO, ) HB¥(M) como
O(y;® 1) = &(y;)
»(1@¢,) = o, () .

Que tiene la propiedad de ser un homomorfismo entre dlgebras gradua-

das y que sblo depende de la foliacidn P.

I.12 Definicidn, Ia imegen de &(H™(W0,)) < H"(M) son las clases carag

teristicas secundarias de le. foliacidn F.

Introduciendo multifndices; I=(iy,...,i5) tal que 14,4, 000,4
-i £r con ?s impar , I=(J ,...,;jn) con cada j 20 y donde

17l =3 +235 4 «ouenf, . Se tiene la siguiente notacién
$ in
yIcJ = yill\ ...Ayir ® 01 tes cn .

Pn gredos menores que 2n4l da(y:IcJ) reperesentan el anillo de clases

de pontriagin reales de N, en grados mayores que 2n reciben diferen-' .
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tes nombress

¢(onJ es residual si |(JIl=n . | ‘ !

" con |Jl=n =on las clases de Godbillon Vey .

" con 1,=Y., [Jl=n son las clases de Godbillon Vey
generalizadas .

" grado(y1)>1 ' !J1=n gon las claeses residuales supe;
riores, '

" con iy+|dl>nel son 1las clases rigidas,

" con 11+1Jl=n+l son les clases variables.

Esta clasificacidn obedece simplemente al comportamiento conocido de
estas cleses. Una descripcién mds detallada de lo anter19r>puede ha-
llarse en [KT] y [HK] .
- In este punto es natural plantear les siguientes preguntes:

{, Cuéndo son las claeses caracteristicas secundarias de una folia-
cién nulas. 7

i Qué propiedades del comportamiento de la folimcidn son refleja-
das por las clases caracteristicas secundarias 7

En todo lo que resta del trabajo se mostrara algo sobre lo que se

conoce acerca de las respuestas a estas preguntas,

4.~ 1A clase de Godbillon Vey.

De todes la clases caracteristicas secundarias la de mds bajo gra

do en H¥(M) ,la primera que se estudié y de la que mds se conoce
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actualmente es la clase de Godbillon Vey ; ésta fue descubierta por
C. Godbillon y J. Vey en 1971 ,ver {av] .En este seccidn se discuti-
rén ‘propiedades y ejemplos de esta clase caracteristica, Se desarro
la construccidn original de esta clase que es como sigue,

Sea M una variedad real diferenciable con P una foliacidn de co=-
dimensidén uno y tal que su haz normal es orientable. Bajo estas hi-
potesis P queda determinada como ei nicleo de una l-forma global w.
Por el teorema de integrabilidad de Probenius dw= vAW para algu-
na V‘€A}(M) .Se considera shora una nueve 3~forma

. vady. .
rara mostrar que esta forma dete;mina una clase en cohomologia se

enuncia el siguienté lema.

I.13 lema, Ia forma vAdv es cerraday su clase encohomologia 86-
o depende de F. Futa clase se conoce como la clase de Godbillon
Vey de F.

Demostraciodn., Primefo se muestra que le forma es cerrada calculando;
d{vadv) = dvadv + vad{dv) =0 ,

Como las formas w y vV no estdan unicamente determinadas por la fo-
liacidn hay que mostrar gque la clase de Godbillon Vey no depende de
su elecciacn.

rrimero para w. Sea w'= fw otra l~forma que determina a F ,don= -
de f: M—— R* es una funcién diferenciable siempre positiva. Deri

vando dw’= dfaw 4+ fadw = Afaw 4 fvaw

= (%; + v)aw’= (dlog|f[ + viaw’
con 1o que se obtiene una l-forma v’= dlog|f| + v . Y calculando 1le
forma de Godbillon Vey a partir de v’ ;
vadv'= (dlogif| + v) + d(dlog{f| + v)

= d{v ndlogif} ) + vadv
de donde vAdv’ y vadv son formas cohomdlogas.
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Para mostrar que no depende de la eleccidn de v si dw = vAw ,
donde v'e j\l(m) . Se cumple que (v-v')aw =0 y se tiene que y;v'
esta en A(M,F) el -iderl de 1-formas que anulan el haz tangente a la
folimecidn (esto es el ideal generado por w). Por lo que es posible

eecribir v'= v + 1 para ue A(M'F) .

Calculendo ahora la forma de Godbillon Vey a partir de v’ .Utilizan
do el hecho de que dv ,du € A(M,P) ¥y que el producto exterior de

dos elementos en A(M,P) es cero,se tiene gue ;
v'adv’= (v + u) Ad(v +u)
= vAdv +.vAadu .
= vmiw} + d{vAau)

con loque vAdv’'y vAdv determinan la misma clase en cohomolo-
gie . | Q. E. D.

Anora es posible relacionar la construccién anterior de la clase
de godbillon Vey con la teorf{a de clasese caracter{sticas secundari-

as de la siguiente manersa.

1.14 1ema., ([vadv] = ¢(yy®01) eﬂ3(M) .
Demostracidn. Ia dificultad principal de la demostracidn consiste en
elegir adecuadamente las conexiones para calcular &(y1®¢) -

Sea N el haz normal a F , 7 € T(N) una seccion que trivializa a N
con forme dual w. Qbs€rvese que 1a forma w define a F globalmente,

Se consideran dos conexiones en N como sigue:

o

V.2 v{(X)

v 0 para todo X e X(M) -

r
X

"

Z

y donde v es una 1-forma definida como dw = vaw . Es necesario aho
ra mostrar que vb y V¥ son conexidn de Bott y conexidn riemanniana

reBpedtiVamente.
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Para mostrar que vb es una conexidn de Dott se procede de la si-
guiente manera. Sea Ye I'(N) una seccidn cualquiera y u la l-forma
asociada a alguna otra conexidn de Bott (recuerdese que la conexidn
de Bott no es vnicea). Se comparan shora u y v

v(Y) = =2(w Av)(Y,2Z) por definicidn de A ¥y

qie w(z)=1
= =2dw(Y,; 2)

B

zn(Y) - (2} + w(ly,z})

= w(lY,z])

= w(u(Y)2) por ser u forma asociada
, a8 una conexion de pott

= u(Y)

eon 1o que Vv y u coinciden sl restringirlas a I(N) y se tiene
que v es la l-forma asociada a una conexidn de Bott.
rara mostrar que VX es una conexidn riemanniana se elige una mé-
trica de Riemann tal que el campo 72 sea paralelo y de norma uno.
Obsérvese que ¢, e8 la funcidn identidad ya que cI(G)=traza(G)
Y Gegl(l) ,por lo que se tiene que P, es también la funcidn iden-
tided. Ia 2-forma de curvature para la conexidn de Bott es Rb=dv de
acuerdo con las formulas para curvatura al principio de la primera
seccidn.
Calculando cl(Rb) = cl(dv) = dv .,
Para calcular &(yy) se construye la familia de conexiones
b
V= t7° - (1-t)V
y se tiene que Q=0=-Vv=_y

Con lo que 1a forma de transgresidn es

r b, (1 |
By, =7 (R = j; (@ at

1 .
f -y dt = =v .,
0

it
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Y por la propiedades multiplicafivas de las clases se concluye que

B(7,80,) = &) S () = vady .
. . Q. E. D.
El problema més inmediato es investigar acerca dal-significadb de -
la anulaecidn de la clase de Godbillon Vey. Existen algunos criteri-
os sencillos acerca de esto. Por ejemplo si la foliacidén F estd de-
terminada por el nucleo de w una 1-forma cerrada se tiene que dw=0
Y la clase de Godbillon Vey es nula, tal es el caso de uﬁ haz fibra
do f +: M——B ,80bre B‘==IR1 o S1 ,donde F es la foliacidn de-
t;rminada por la fibras del haz, si w es la forma de volumen usual
en B entonces f*(w)' determina a P y es cerrada. A continuacion se

* desarrolla un ejemplo mds interesante .

1.15 Ejemplo. Roussarie, Sea el grupo de Iie

SI(2, R) = { ¢ceGL(2, R) / det(a)=2} .

Es posible considerar HcSL(2, IR) un subgrupo discreto tal que el

cociente
N = ——-——--—SI'(12_.1' I?) | - -

resulta ser una variedad diferenciable compacta. 10 que se desea mos
trar es que existe una foliacidn P de codimensidrn 1 en M con clase
de Godbillon Vey no nula.
Considérese el dlgebra de Tie de SL(2, IR) con tres generadores
1 0 0 ¢ ' 0 1

X = y Y= ' 2 = 1 .
0 -1 1 0 0 0

Sea la distribucidn determinada por Xy Y . Como el Algebra de Iie

[x,yYl=-2y , x,21=22z , [Y,2]=-x |,

satisface que :

se sigue de la primera igualdad por el teorema de integrabilidad de
Frobenius que la distribucidn es integrable por lo que da lugar a
una folimcidn de SL(2, IR) tal que baja a la variedad cociente M.
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Ahora se celcula la clase de Goabillon vey.

Sean X* Y% 2* las 1-formas que son dueles & los campos X,Y,
Z inducidos por los generadores en el dlgebra de YLie. Se tiene?que
Z* es una 1l-forma que determina a la foliacidén . Calculando su de~

rivada exterior valuada en dos campos cualesquiera V,W ¢ X{sS1(2, R))
az¥(v, W) = 5 ( VZ¥(W) - wz¥(V) - Z¥(Iv, WD) ) .

Para conocer explicitamente esta derivada se evalua en los campos
X, Y, 2, utilizando 1ms fdérmulas del dlgebra de Iie para simplifi-

car se obtiene que; 7
az*(x,Y) =0 , dz¥(x,2)=-1 , é&z¥qy,z)=90 ,
por lo que necesariamente se conéiuye que
az¥= z2%x* .
mndlogamente se puede calcular dX ¥ ,obteniendose
Cax¥= %— Yh ¥,
Con lo que la forma de Godbillon Vey es

X*adx¥ = ]2-'- XYz ¥

- que es 1la forma de volumen con respecto & una métrica de Riemann in-
variante en M y se tiene que la clase de Godbillon Vey es no nula,

lo que concluye el ejemplo.

tma manera de visualizar 1la foliacidn anterior es como sigue, Se
identifica SL(2, IR) con el haz de vectores tangentes unitarios del
disco de Poincaré IH2. Cada hoja de le foliacién en su(2 ,R) provi-
ene de un haz de geodésicas msintdticas a un punto al infinito en
TH2 graficando cada geodésica del haz en SL(é;IR) , 88 decir levan-
tendola como curva del flujo geodésico ,como se muestra en la figu~
ra 3 .Observese que hayuna hoja de F por cada punto al infinito en
el disco de Poincareé.

B posible ahora observar la foliacidn localmente ,ver figura 4,
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‘N - hoja de la
foliacion

E haz de geodésicas

Fig. 3 Una hoja de P en SL(2, R) .

observdndose un curioso comportamiento de las hojas, este fendmeno
fue descubierto por W. Thurston y se conoce como “balanceo helico-
idel* ,ver {7] . Thurston interpretd 1la existencie global de este
comportamiento de 1las hojas como una condicion pera 1a no nulidad
de la clese de Godbillon Vey., Con el fin de formmlizar esto se rea-
liza 1la siguiente construccidn debida a B. Reinhart y w. wood ,ver
(rw] . /

Se introduce una métrica de Riemann en M una variedad diferen-

ciable provista de una foliacidn de codimension uno. Ello determina
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Fig. 4 palanceo helicoidal de las hojas de una foli-
acidn. Los discos tienen dngulo de inclinacion constan
te con respecto al eje central en una direccidn que
girae a velocidad constante.

curvas normales a las hojas de la foliacién. Sea 7 el campo de vec-
tores unitarios y normales a les hojas, Se define la funciodn de our

vatura k asociade a las curvas normales a les hojas como

k: M——1IR
k(p) = |v,2|

donde ¥V es la conexidn riemanniana y | | la norma asocisda a la mé
trica en M. See Q el campo de vectores normales a las curves norma-
les a la hojas ,este campo esta bien definido en los subconjuntos
abiertos de M donde k # 0 ,S5i este es el caso es posible introdu-

cir un marco ortonormal

{2 Q Tpyeeey T 5|

con un marco duml asociado

{w v Uy seeesly o }
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gon respecto a 1o cual las formulas de Frenet son ;

V% = kQ

V,Q = =kzZ + 2 n T

vai-—' - 1:’u.Q + E fisTs '

1

donde las funciones r;: M——IR corresponden a la torsidn en la di-
reccidén de Ty y las funciones fig: M——IR forman una matriz
antisimétrica. Sea Iy la segunda forma fundamental de las hojas de-
finide como '

L, (X Y) = (X, Vy2) «

Con todo lo anterior se tiene el siguiente lema.

T.16 Iema, Ia clase de Godbillon Vey puede representarse como :

kzvmiv - Bl k#£0
a)
0 81 k=0
b) k22 (TJ +IIZ(Q,T:!))WAVA1.13 : 8L k#0,
:j i

Demostracidn, Para a) como w(X)= (Z,i) e8 una l-forma que define
a la foliacidén se mostrard que dﬁ = kw Av con lo que & partir de
la definicidn de la clase d¢ Godbillon Vey el resultado eigue. Pa-
ra hallar dw se calcula explicitamente con respecto al marco de le

siguiente manera:
(1) dw(z,Q)

i

% (29(Q) - av(2) - w([Q,2)) )
= - F Q) = - 5wV - 7,Q])
(i:or serla conexidn riemanniana)

v

1 1
= 5 ~2VR) = 3 Ch-kz +Xq T, D= sk

(por las formulas de Frenet y la ortonormalidad del marco) .

(2) aw(z,1) = 3 ( 2#(?) - ™w(z) - w({z,1])) | .
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< vt = - v - vy

enalogamente se tiene qﬁe :
(3) aw(q,3) = 0
(4) dw(Ti,Ij) =0 parattodo i,3 .
Reuniendo (1), (2),.(35,.(4). se tiene que necesariamente
dw = KWAV . !

Obsérvese ademds que por (1) si k=0 se tiene que dw=0 ¥y la clase
de Godbillon Vey es nula lo que concluye la demostracidn de a) -,
Para mostrar b) primeramente se encuentra una nueva expresidn pa

ra dv de la siguiente manera ;
av(ny, 1) = - 3 v((1,2]) = - 5 (@ [8,7]))= 0

por le definicidn de v ~y-el hecho de que los campos T; son cerra-

dos con reepecto al pareéntesis de Lie , ademds

av(z,1,) = 5 (7,20 + @Vp,27)

~1 ¢ {Q,_rjq DN D <Q,vTJz>)

N

(pof-laa férmulas de Frenet)
1
='2'( TJ + LZ(Q!Tj) ) .
Reuniendo las dos expresiones anteriores para dv se concluye que

dv(V,W) = ;]Z ( T,‘j + I’i(QiTj) )"ij: ’

con 1o que haciendo v dv 1la formmla b) sigue. Q. E. D.

Una observacidén al lema anterior es la independencia del resulta
do con respecto's la métrica de Riemann elegida. Fs posible constru-
ir métricas locales que eliminen el fendmeno de balanceo helicoidal

por ejemplo jalando la métrica usual de K a M de tal forma que

+
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las hojas de la foliacidén se vean como hiperplanos paralelos. Sin
embargo 1la obstruceidn a la existencia de una métrica global con
esta propiedad es la nulided de la clase de Godbillon Vey. Este es
un hecho andlogo al que se presenta en la esfera 52 yque localmen-
te admite métricas de curvatura gaussiana cero ,sin embargo no exis
una métrica global con esta propiedad.

3

1.17 Ejemplo. Sea M = R° con su métrica de Riemann usual . Conside-

rese una foliecidn por superficies de revolucion con respecto al e

je z ,por ejemplo una componente de Reeb en un cilindro con eje z.
Ias curvag normales a las hojas eétan contenidas en plancs por el
eje z 1o que implica que la torsidn r es nula. El campo Q también
esta contenido en estos planos y. ademds VpZ e8 tangente a los me

ridianos de las hojas ,ver figura.
hoja

eje z | ————0 |
Pig. 5 Componente de Reeb en m3.
Por lo anterior la segunda forma de la hojas cumple que ;
Lz(QvT) = <Q'VTZ> =0 .

Y calculando le clse de fodbillon Vey segin la férmula b) del ILema
I1.16 se tiene que la clase es nula. Eate métrica puede llevarse a 1a
componente de Reeb en el toro s6lido ya que tanto la foliacidn como

la métrica en ]R3 son invariantes bajo translaciones a lo largo del
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eje z ,lo0 que muestra que la componente de Reeb en el toro sdlido

tiene c¢lase de Godbillon Vey nula ,esto finaliza el ejemplo.

Utilizando los ejemplos anteriores es posible construir foliaci-
ones de S3 con clase de godbillon Vey no nula,

T.18 Ejemplo. Thurston, ver [T] . Sea PSL(2, R) el haz tangente u-
nitario sl disco de poincaré 2. Considérese en ‘PSL(2,'m) una fo

liacidn de codimensidn uno construlda como en el ejemplo de Roussarie
T.15 . Sea P un polfgono hiperbdlico convexo en e y P’ el polfgono
resultante de reflejar sobre alguno de los lados de P. tn n=PyP’
se retiran discos abiertos de radio e,alrrededor de cada vértice ,

la figura obtenida es llamada a4 ,ver figura 6.

Fig. 6 Poligonos en ]Ha..

Se considera ahora la imagen inversa de n, bajo
I: PSL(2, R) —— > T

la proyececion del haz unitario, esta imagen inversa es un toro séli
do en PSL(2, R) ,provisto de la foliacién inducida. Es posible iden
tificar las caras de este toro 86lido mediante las isométries que
preservan l1a orientacion e identifican los lados de 2, de la mane-
ra natural (de hecho hay que utilizar las diferenciales de estas 159_
métrias pues ellas actuan en el haz tangente). De esta manera se ob-

tiene una variedad homeomorfa a (S_z- k puntos)xsl = M ,ver figura 7.
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Pig., 7 Se identifican caras y tapas para obtener M.

~ Se tiene con ello que las hojas dé la foliacion en M son trans-
' versales B los toros engendrados por los k puntos en 52. Es posible
modificar la foliacidén localmente en vecindades de estos toros para |

que ellos sean hojas de una nueva foliacidn, ver figura 8.

toro <i:::::::::)

\ . [

Fig. 8 Modificando la foliacidn en M.

Si se introducen componentes de Reeb en ceda toro, de la manera

usual en k-1 toros y haciendo cirugia en el k-ésimo toro, se obtie-
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ne §° a partir de M . Con ello 5” gueda provistm de una foliacidn
diferenciable de codimensidn uno. Estas folimciones tienen la pro-
pledad de que le clese’'de Godbillon Vey es no nuls es abigrtos que

~ no contengan & las componentee d¢ Reedb y nula en ellas.

Mas propiedades interesantes de este ejemplo pueden hallarse en
M, P] ,en esta \dltima referencia hay ejemplos en otras dimensio-
nes de clases qaracter{sticas secundarias y generalizaciones del e-
jemplo de Roussarie.
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" CAPITULO BE:

TEOREMAS DE ANULACION

1.- Operadores y medidas de Weil,

En la construccidn de las clases caracteristicas secundarias las
formas de transgresidn tienen uné parte central, sin embargo su uso
e3 en principio sdlo para calcular, Con el fin de obtener interpre~
taciones mds claras con respecto a su relacion con las propiedades
de 1la foliacidn de la cual provienen se introducen en esta seccidn
los operadores y medidas de Weil. Estom conceptos fueron inventados
por G. Duminy en 1982 pare foliaciones de codimensién uno,ver (D] y
generalizados posteriormente por J. Heitsch y S. Hurder para folia-
ciones de cualquier codimension en [HH] .

Sea M una variedad diferenciable provista de una foliacidn ¥ de
codimensidn n ., tal que su haz normal N es orientable (este hecho pue-
de siempre obtenerse pasando a una cubierta doble de ¥ ).

Sea A(M,P) el ideal de formas diferenciables en M generado por w
una n-forma que define a P. Toda forma VE?A#(M,F) puede ser escrita
como v=vAaw donde v’ es una (k-n)-forma en M, Por el teorema de
integrabilidad de Frobenius el ideal A(M,P) es cerrado bajo la deri-
vada exterior en ¥ ,por ello es posible dar una estructura de com-
plejo & A(M,P). Se define la cohomoclogim con respecto a la foliacidn
H™(M,F) ,como la cohomologia del complejo A¥(M,F).

Se denotara por H*(gl(n),0(n)) & las clases de la forma ¢(y® 1l)=
#(y) ,donde y=y; con I un multiindice ,que con el fin de simpli-
ficar elgunas veces se omitird .
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Con lo anterior se define para cada r 2 0 una aplicacion
& (g1(m),0(n)) ———Fon(_K*(1,7), 1% () -

tal que a cada &(y) eHr(gl(n},o(n)) gse le asocia el homomorfismo
&(y) definido para [u]eﬂ"”(l'ﬂ F) como

&y)m) = lo(y)aul .

Utilizando las propiedades de ® deaarrol];ad'g.s en 1a tercera seccidn
del capftulo I se observa que el homomorfismo £(y) =dlo depende de
F. Ademds € se extiende a todo H™(gl(n),0(n)) simplemente por line
alidad. '

IT.1 Definicidén. Para &(y)e H¥*(gl(n),0(n)) 1a aplicacidn E(y) se

conoce comoc ¢l operador de Well asociedo & y .

Mediante la topologia C®compacto-abierta en A¥(M,P) se tiene que
cada &(y) satisface la siguiente propiedad ;

IT.2 Iema. £{y) es una aplicacidn continue,

pemostracidn. Sea el conjunto A¥(M,P) provisto con la topologia ¢°°
compacto-abierta, 7' (M,?) CAr(M,F) denota el subespacio cerrado
formado por 108 cociclos y BT (M,F) la cerradura de BT(M,?) las
cofronteras., Se define |

Hr(M,F) = m
B (N, F)

el cual tiene estructure de espacio vectorial topoldgico.

Ta aplicacidn natural .

] Hr(va) ""—"‘""““"‘ HT(M'F)

induce una topologia en el espacio de 1la izquierda, Y se tiene que

dada u¢ 2¥(M,F) es posible eproximarla por una eucesidn

{dvi} € Br(M,F) tel que :

é’(v)[u] [oy) au]=[@(y) Alin av, J= 1im {a(e(y) av,)] = 0
i—-0om i—swm .
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1o que implica la continuidad de £(y) en "¥(M, F). Q. E. D«

1a aplicacidn £(y) Que sdlo depende de las formes de trensgre-
8idén esta relacionada con las clases ¢(y‘1®oJ) de la siguiente ma-

nera.

II1.3 Iema. S5i £(y;) = 0 entonces cls(yI'@ cy) = 0 para todo I’
multiindice que contiene a 1.
Demostracidn. Sea I'= I’- I 1a diferencia de multifndices conaid_é.

rados como conjuntos ordenados. Se tiene Qque
*(yy-@ey) = £(y) [dl(rl-- ®c )]

por las propiedades multiplicativas de las clases ¢(y) ,l0 Que im~
plica la afirmacidn del lema. _ ‘ _ _ Q. E. D.

Se supondra ahora y en todo lo que sigue que M es una variedad
compacta, sin frontera, orientable y con una métrice de Riemann cu-
alquiera fija,

pada &(y)€ B (g1(n),0(n)) admite una aplicacién asociada

£ BT —r ]

Ey(¥Iu] = f o(yyau . -
M
Este aplicacidn esta bien definida ya que si u’e A" (M) ¥ u-u’=dv

entonces

Eg(¥) [u-u’}= fm-v(.v)/\dv- B

=fd(¢(y);\v) =0 .
M

Esta aplicacidon determina las clases «(y) en el siguiente sen-
tido. '

IT.4 Tema. é‘ (y) € Hom( T (M,F), R) = Hm-r(M,F)* es cero si y sdlo
ai &(y)=0.

Demostracion. Basta aplicar el teorema de dualidad de Poincaré a la . -
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variedad M. - Q. E. D.

I2 no trivialidad de las clases caracteristicas secundarias pue-
de no estar localizada a lo largo de toda la veriedad N ;cOomo en el
ejemplo de Thurston I.18. Duminy he propuesto una técnica de "loca-
lizacidn" de las clases caracteristicas la cual se desarrolla a con
tinuacidn.

See M/F el espacio de hojas de 1la foliacién el cual se obtiene
a partir de M como un espacio de identificacidn, tal que dos puntos
estan identificadoa si y soloc si pertenecen a la misma hoja de F.
¥/F es en muchos casos unfespacio;no Hausdorff con la topologia co-

ciente sin embargo esta condicidn no ser# requerida aquf.

11.5 Definiciones. Un subconjunto B<c¥ -se llama saturado si es uni

on de hojas de F. Sea S(F) el conjunto formado por todos los con-
juntos saturados y medibles en M ,con respecto a la medida de Le-

besque u en N inducide por la métrica de Riemann en M.

Es posible observar que S(F) tiene de manera natural una estruc-
tura de s-d1gebra ,considerando sdlo los boreleanos de M que son 8a

turados de P.

I¥.6 Definicidn. Dado B CS(F) se define una aplicacidn

éﬁ: Hr(gl(n),o(n))—-————e-nm'r(m.rj* como
&, (v)Tul = j;«»_(y)/\u :

Esta aplicacidn puede interpretarse como une medida valuada en el
espécio vectorial Hm'r(m,rf* y se conoce como la medida de Weil aso

ciada a B.
Algunas porpiedades de este medida son

II.7 Lema. &) gh esta bien definida, .

b) si #(B)=0 entonces Eg=0 .

c) Ia medida &y es continua,

d) 12 medida &p es numerablemente aditiva.
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Demostracidn. Primeramente se muestra que EB.. estd bien definida.' .
Como ¢ s8dlo depende de F,basta mosirar que g no depende de 1s elec
cidn de u en su clase de cohomologia. Sea u’ otra forma en la ,mis-
ma clase por 1o que se tiene que Cuen’s dv para alguna forma v en
Aa":L-(M',F) +Calculando la medida_de Weil

g,(v) [uu’] = fg_(y) Afuu’)

[}

"j;::f(ar) ndv, o

" Como &(y)A we A¥(M,P) ¥ ﬂ(d:(;r")AV) = (1-)¢(y);xdv .,entonces que

la integral anterior se anule depende del hecho de que
f dw = 0
B _ .

vara toda weAm"l(m,?] ,’este Wltimo hecho se conoce como el teore
ma de Stokes foliado. Antes: de demosirarlio es necesario introducir

algunos conceptos, '

I1.8 pefinicidn., Dada una forma W :-:A*(M) se define de la deri~-

vada exterior foliadam ,mediante la aplicacidn de. la derivada exte-

rior a la forma w s8dlo en la direccidn de las hojas de P. Est’o es

si
w = Z W, i axtl A .. Adx'k
i «...41 1Tk

donde dxl,..., ax™® gon 1-formas tangentes a 1la folimoidn

M-+l

y dx goeey dx™ son l-formas normales a la foliacidn,entonces

dw= E D W ax®|adxtl AL, Aaxik

F s ill . .ik
il‘. . .‘ik s

con la suma entre paréntesis corriendo para toda s€1l,...,m-n y.

Dy 1la derivada parcial en la s-ésima direccidn.

11.9 pefinicidn., Sea I = (-a,a) un intervelo abierto.
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Ty = I % +..Xx Iy el producto con m factores, Dne carta foliada pa-

ra ¥ {U,f,g) ,esta formada por un homeomorfismo f: U——sI§ ,00n
U un abierto de M, g£: U— I3 una funcidn tal que g=[lof ,donde
H:Ig'————?lg es la proyeccion natural de los ultimos n factores.

g tiene la propiedad de aplicar las hojas de P en puntos de Ig ,Ver

figura.

M R _ ; _ o

\'4

 srp—
| r——
ps—

i

Fig. 9 Una carta foliada.

Se dice que la -carta es birregular si;exiate otra carta coordenada
foliada (U,fT,g) ,tal que Uel y T : 70 ——»IJ con ¢c>a y

f/ru=1. ‘ ' ) 7
De hecho se ‘supondra adicionalmente que el cambic de coordenadas

entre cartas foliadas esa diferenciable y que las funciones g son

submersiones diferenciables.

IT1.10 Teorema de Stokes foliado. Sea w eap_l(M,F) . Entonces para

todo BCS(F) dw=0
B ¥ .

Demostracidn. Sea una cubierta finita de M por cartas foliadas
{(Ui'fi’gi)} y sea |{h;} una particidn de la unidad subordinada
e la cubierta., 18 forma w se decompone con respecto & la cubierta

como
w = xhiwi

donde cade wi es una (m-1)-forma con soporte en U;« Con lo que se
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! = d .
tiene que ffiFw E fB E"i

. Sea dx 1a forma de volumen usual en I® y sean las n-formas
d‘i'i= g;dx que son cerradas en A¥(M) y tienensoporte eﬁ algun g.
Mediente 1a hipdtesis de que we A¥(M,F) es posible escribir w lo-
calmente en cada Uy como W = w; AdXj ,para v—vi una (m-n-1)-forma
con soporte en Uj. Calculando su derivada exterior foliada ;

dF“i = deiA dxi

yYa que dfi es cerrade y en particular dF-ce:rada. 81 p = &3 (Bnly )

ge tiene que ) f . f - -
f de . Im_n dei . dxi

B P B.{ p )
= f ?-i' . dx
f [ m-n i ]
P Ei BIp
= f 0 +*dx = O
By
m-n

- m-n m-n _
ya que wi/ aIp =0y Ip = I,

cidn del teorema de Stokes foliado, Q. E. D.

.10 que termina le demostra-

Ahora para concluir que EB esta bien definido (lema I.7), baste
observar que como weA¥(M,F}) dw = dpw . '

1as propiedades b) ,c),d) del lema I.7 siguen ahora de las pro-
piedades usuales de la integracidn. Por ejemplo para mostrar d) sea
B= UBy unién numerable y disjunta de conjuntos saturados ycalculan~

do 3
SB(V)[u] = qu(y)/\u
B

=7 _[EfY)Au

B .



i | :
por lo que éb es. numerablemente aditiva. Esto'fihaliza la demostra-
C{On del 1ém&" II.T . ) : ” Q- E. D.

Una observacidén interesante es que las hipotesis para el teorems
de Stokes foliado y consecuentemente para toda esta tedria pueden
ger debilitadas. Por ejemplo para formas con sdlo coeficientes me-
dibles el teorema de Stokes folimdo se cumple ,aqui con el fin de
simplificar se ha supuesto siempre diferenciabilidad..més detalles
sobre esto pueden hallarse en [HH].

Una ventaja importante de 1ae-ﬁedidas de weil con respecto a la
construccidn de las clases caracter{stices secundarias ,es que las
~ medidas de Weil pueden ser algunas veces'calculadas localmente en

conjuntos saturados. Esto es mostrado en el siguiente lema

II.1) Tema. Sea F une folimecidn de codimensién uno. Sea w una 1-f05

ma que define a P, dual a 2 una seccidn no nula del haz normal a la

foliacidn. Considerese la l-forma
u = i(z)dw
donde 1(z)dw es la contraccidén de dw con respecto a Z . Entonces

£,y ) [6] = fu-ne
B
para todo Be€S(F) . :
Demostracidn. Por el teorema de integrabilidad de Frobenius dw=v w
para v una l-forma en M. Por ello i(z)dw =v . Y como I(yl) = v

por el lema I.14 se tiene que

€B_(y1) [e)= fB §(y1)A9.-:[B VAB =ﬂ ure

Qo El Dn
10 que se buscara shora es dar interpretaciones sobre el comporta

miento de las medidas de Weil en terminos de la foliacionm, .
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" 2.= 12 medida de Godbillon.

Dada una folimcidn la medida de Weil mds simple es aquella asoci
eda a ¥(yy) eE¥gl(n),0(n)) 1a cual se conoce como 1a medida de God
billon. Ella mide 1a obstruccidn para la existencia de una medids
transversa ,absolutamente continua casi invariante en la folimciodn.
Esta afirmacidn serad discutida & lo largo de esta seccidn.

Sea F una foliacidn de codimensidén uno en X" una variedad dife-~
renciable, compacta tal que el haz normal N a 1la foliacidn es orien
table. Nota : 1la hipétesis de codimensidn uno puede ser omitida y
los resultados aqu{ expuestos siguen siendo vélidos sin embargo con
el fin de simplificar la notacidn se supone codimensidn ﬁno.

sea {(Uj,f;,gy)} une cubierta finita de M por cartas foliadas
birregulares con extenciones {(ﬁi,?i,gi)} . Sean

T=VY 71

= U
T, 1 I 1

1 i 2

las uniones disjuntas de los codominios de gy ¥ Ei respectivamen-

te., Es posible definir inmersjiones

Js T— M ' J E-—;a-m

tal que sean transversales a todas las hojas de P. Se dice que una
pareja de fndices i,] es admisible si (UjnUj):= Uyy # $ .
Para todo i,j admisible se define

. Yyt Ty T T
donde Tij= 51‘“&3) ,COmo
Esto es tiﬂ es el cambio de coordenadas entre las transversales, ver

figura 10. Como N es orientable se tiene que toda aplicacidn t4 5

preserve orientacidn.
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Fig. 10 Cambio de coordenadas transversal.

1

Sea dx 1la forma de volumen usual en R . Dadas dos suceSiones de
nimeros reales {anl ’ {bn} se denotard por -'ann'bn. 8i sucede que
Clim 2B = .
n—o bn
A continuacidn se enuncia el lema basico de toda la seccidén. En el
se expone una caracterizacion téenica de la dnulacidn de la medida
de godbillon. Esta caracterizacidn es 1la existencim de una sucesidn
de formas que definen a la folimcidn tal que la clase caracteristi-
ca y la medida de Godbillon asociadas tiendan a cero conforme la su
cesidn tiende a infinito. Este idea se debe a G. Duminy. la existen
cia de tal sucesion de formas estd relacionada con otras propieda-

des mds geométricas de la foliacidn ,tales como su holonomia ,lo que

se vera mas adelante,

I7.12 Iema, Sea BeS(F) un conjunto saturade. Si existe una suce-
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-8idn de .l—form;a.s {v_w?} ,donde nel , 1 variando en los indices
| de la cubierta por cartas :t‘ol:l._adas. T&;'qug' cadsa Z\?? es una forma
de volumen en T; < g; (Uj NB) y define & 1la foliacién localmente.
Satisfaciendo que para todo 'i,J admisible

% n — ¢}
1.:” wi (e)p W (e)p (uniformemente)

donde p egi(UijnB‘) y e el campo de vectores tangentes unitarios
usuel en Ty = Iy .o Entonces éB(yl).:: o .

Demostracidn. Iz idea de la demostracidn es utilizar el lema IT.11 °
para calcular é'B(yl) .

Sean wl; = gi* Fiﬂ y sean f?j funcionee real valuadas teles que

Ma¥ =n - : I n
g ti:j‘ wj = (exp fi‘;]') w, .
Sea {hi} una particidn de la unidad asociada a la cubierta {Ui} .Se
consideran.. - 1-formasen X ,que definen ala foliacodn en B , dadas

como n n n
W = exp(zj:pdfij) W

calculando 1as correspondientes l-formas u" (sSegin 1la notacidn del
lema I7.11l) se tiene

n n
= .
u Z:]'.dh:l Ay
Ademds como : A l?n-(e)
1im flilj(p) = 1im log ij 3 El=o0
n - oo . noo Ff(e)p

. .z n
por la definicidn de fi‘.j con p esgi(tli:j B) .

Io que implica que las formas uR convergen uniformemente a ce-
ro 4, con lo que calculando

€B(yl)[v] = lim fun;\v = 0

n-s oo

y 8e tiene 1lo que se queria mostrar. Q. E. D
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i[,as condiciones bajo las cualeé-las_-'fgrmas ;;5} existen son has
ta aqui oscuras. Con el fin de a.cla_rar: bajo que- condiciones existen

se procede como gigue.

IT.13 Definicidén. Dado B €S(F) .Se'-di'ce que la foliacidn F es equi

continue en B si existe una cubierta de por cartas foliadas birre-

gulares tales que hay una métrica continua
d ¢ TXT —> rt
que induce la topologia usuail_e'zfa T ¥ que cumple que
) d(p,q) = d(-t_:lj(p.)’tij(q”

para todos p,qui(ﬁijnB) .

Intuitivamente una foliacidén es egquicontinua si dos hojas trans- '

versalmente cercanas permanecen siempre asi .

II.14 Ejemplos. Dado un haz fibrado ,la foliacién en el espacio to~

tel determinada por las fibras del haz es una foliacidn equiconti-
nua ,ya que la métrica sobre el espacio base satisface II.13. Dadas

M, N° © variedades diferencisbles cerradas y orientables ,sea

C e (N ———— i)

una representacidn del grupo fundamental de N en los difeomorfismos
de M. ¢ actua entonces en M de manera diferenciable y 1a foliacidn
producto en NXM baja & una foliacidn en el espacio cociente
(NxM)/y ,donde N denota la cubriente universal de N. Este tipo
de foliaciones son equicontinuas si y so0lo si ¥ actua equiconti-
‘nuamente en M. por e;]empio si My N son variedades riemannianas y
la accion esta determinada por isométrias de M , entonces la dis-
tencia géodesica en M inducida por la métrica de Riemann cumple

que d(p'q) = d(tij(p)'tij(q)) .

Utilizando esta te€cnica es posible hallar foliamciones equicontinuas

de toro de dimensidn tres, Existen difeomorfismos de clase ¢l
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1 1

S ——3

f, =g

que dan origen & una representacién de Z e Z en Difl(sl) » topo-
logicamente conjugados a una rotacidn (de donde la accidn es equi-

continua), pero no conjugedos en clase 0% a rotaciones, ver [He].

Io que Se mostrarda a continuacidn es que para foliaciones equi-
continuas la medida de Godbillon se anula ,para ello se prueban

antes algunos lemas preliminares,

11.15 Definicidén. Dado e > 0 ,Una funcidén de nucleo para F con

-2~goporte ,es un conjunto de aplicaciones

Ki : Tix Ti —_— TR
donde ;fi son las tranaversgles asociades a una cublerta foliada

birregular, tales que satisfacen
a) Ki(prq) = Ki(QgP) '

b) Para cada peii fija 0« fﬁ Ki(p,q) <o .
i

c) El soporte de K, en ﬁi x»ff esta contenido en una e-vecindad

i

de la diagonal de T xT, .

Intuitivamente puede decirse que una funcidn de micleo para ¥

’ . . i
es casi una metrica para el espacio de hojas. QObservese que si M/F
es Hausdorff entonces tode métrica que induce la topologia cocien-

te en M/F es una funcidén de nicleo para F.

I1.16 Definicidn.Dado B ES(F) .una funcidn de nucleo para P es

{c,e)-invariante en B 8i :

a) K tiene e-soporte.
b) vPyara todo i,j admisible si

bij : T:ij '_['13——> 134 esta definida como
bij(p|Q)'Ki(Prq).= Kj ? ‘tijx tij) (Prd)



se cumple Que lbij(‘bvq) - 1|< ¢ para todos p,qegi([l‘ NB) .Se

dice que K es im_rarian'bé en P si bi;] =1 ,

I7.17 Lema. Dado B eS(F) . Si F es equicontinua en B entonces para

todo e >0 y c>0 existe una funcidn de micleo para P que es
(c,e)-invariante en B.

Demostracidén. Sea 4 : TXT——> R una funcidn de distancia que
hace a F equicontinua en B. Considerese la siguiente familia de fun

clones diferenciables

u :IR'——ﬁ [0,1] donde

b sl x € 1/n
cow (x) = -
n ' .8l x22/m | .

Sea Kn(p,q) = u (d(p,q)) . Cada K} es una funcidn de micleo en
B. Ademds -su - BOporte tiende uniformemente al aumentar n,a la dia-
gonal de T XT ., por lo que para n suficientemente grande ¥n .

(c,ej—invariante en B. Q. E. D.
Todo lo snterior tiene su utilidad en el siguiente teorema -

11.18 Teorema, Heitsch - Hurder . DPado B €S(F) s8i para todo e > 0

existe una funcidén de micleo que es (e,e)-invariante en B . Enton
ces € ) =0 . |
Demostracién. Dado nelN, se elige un micleo K que sea (1/n,1/m)-"

invariante en B. Se definen funciones -




para qeg (O, NB) ¥ ltijlp = ti>§ dx(e)p donde e es el campo de

vectores tangentes unitarios wusual en el intervalo Iy .Para mostrar
lo anterior observese que el soporte de cade K| tiende a la dimgo-
nal de -'i"ix T4 ¥ que cada Ei;i es compacta , por 1o que existe

un numerc N tal que para toda n > N ¥y q, en Ti’i el

soporte (@(P'qo) e -'i:i:] .

Y para n > N se tiene que :

SERNCRE fé-x‘;tp,t”(q)) o

= f ‘K‘;(‘Bij (p) __tij (q)) ,tij I p dx .

] f-fibu_“"““?‘w'*;s' px
VRN S P
_/ T, l@(p.éi Itijr',p dx

~ lti;jlq [,IT‘K:(P:Q) dx
: : i

n -1
Ity 4l [fim]
1o que implfca la afirmacidn (1). _ .
Es posible ahora elegir funciones T? diferenciables tales que

f
mediante las cuales se define w? = ff dx en cada Ei ¥y se tiene
que :

X wl(e

~ Tt

-



~ £} (q) 2P @) = wi(e)
“con lo que la.suce31on de formas {w?] satisfacen las hipdtesis del
lema II.12 ¥y se concluye que ghjyl) =0 , Q. E. De

Todo el desarrollo anterior puede aplicarse en conjuntos B €S(F)
tales que F en B es 8in holonomia y con solo hojas compactas. En -~
este caso F esta definida por una sobmersién con lo que'F es equi-

continua en B,

11.19 Corolario., Sea F una foliacidn de hojas compactas y con codi-

mensidn uno. Si el conjunto de hojas con holonomia no trivial es de
medide cero. Entonces §£ yy) =0 . |

Demostracién. M se descompone en conjuntos B saturados y sin holo-
nomia, Evaluando la medida de Godbillon en cada Bj se sigue de las

observaciones anteriores que

é"Biyl) =0

para toda i. Como la medida de Godbillon es numerablemente aditiva
inciso d) en II.7 ¥y las hojas con holonomia son de medida cero el

resultado sigue. ’ Q. E. D.

Este corolario es también cierto en cualquier codimensién y con
5010 la hipotesis de compaccidad de las hojas, ver [H].Ahore Be ex—

pone otra condicidn para la anulacidén de la medida de Godbillon.

II.20 pefiniciones. Una medida finita uen T es buena si todo abier

to tiene medida positiva. Es invariante si t ( k) =x en cada
Tia . Es invariante en B&S(F) si (% ij(A)) = p(A) para todo 4 en
gi(B(1U .} medible, Una medida buena -es isotrdpica en Qe T si

para cualesqulera dos métricas r y. r en T. sucede que s

TR I B,

donde

)




(donde el radio de 1le bola estd medido con reSpecto a 1& metrica r),

tal que la convergencia en el limite es uniforme.

Tntuitivamente 1 medida es isotrdpica en g si la masa estd .
distribuida uniformemente alrrededor de q.

II.2) Teorema, Heitsch - Hurder ,Dado BeS(F). Si F admite una medi-

da buena # en T e isotrdpica con soporte en B, Entonces é’B(yl) = 0.
Demostracidén. Primero hay gque observar que u estd de hecho represen
tada por medidas p; en cada Ty. Se construye una familia de funci-
ones diferenciables |

u‘n:IR—-—'—---—rIR

- ! si x £1/n
tales que u (x) { : -

0 ai x é-(n+1)/ n?

Y sSea di Tf‘Ti"“_*JR 1a distancla euclideana usual. COn lo ante-

rior es posible construir una sucesion de nucleos en cada Ti conmo
Kn(p,q) u, (d (p,q))

con la propiedad de que cada K?'es'diferenciable.'Sean funciones

o
i fli : ——tIR

dadas como . K?(P,q)
i) = f =
S, Bew o

que tienen la propiedad de ser funciones positivas.

Si se define una sucesidn de formas como

n =n
wi = fi dx .

Estas formas definen a la foliamcidn ,es necesario mostrar que cumplen
con 1la hipdtesis del lema II.12 para de ello concluir la anulacidn
de la medida de Godbillon., '
Calculando . : ” ¥ n - n |
* w,(e = .70 t,



- | ESVin TS5 weg
SMm #
,_[@' ,Kﬁ‘ mq)) Itijlq ui ¢ LA BlBaTECH

(1)

i debido a la invarianza de u bajo

Por la definicidn de Kp y 1a continu;dad de Itijlp se tiene que:

Sz x"(tij(p) tijcqn ltijl ax
~ b (@ (%, ().t (2))) @
| ‘ islq *fil n J. 3 PRy ))). x

- ’u[tijlq volumen B(q,l/n,r") (2) .

Anglogamente se dedice que :

fiﬁ‘(tij(p).tij(q)‘) Ttyglq g

~ byl My (Ba1/m,2)) ) .

Substituyendo (3) ¥ (2) en (1) se tiene
g (B(@2/n,2°))

vol B(q,l/n,r’)

-

¥ n
PR

Ai(B(q,l/n,r)

w~ A (e)

vol B(q,l/h r)
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por 1la hipotesia de que 1a medida es isotrdpica. Esta ultima afir-
macion es preciaamente la hipdtesis del lema II.12 de donde se si-
gue la nulldad de la medida de Godbillon. | Q. E. D,

Resumxendo : la anulacion de Gg(yl) implica por los lemas II.4

¥y IT.3 la anulacicn de las clases
#(y, ®c,) y &,y ecy)
en B para todos los multiindices I,J posibles. .
Quizd el problema abierto mds interesante alrrededor de toda esta
teorins es hallar condiéiones éobre la -foliacion que sean suficientes

para implicar la no trivialidad de las clases caracteristicas secun-
dariass, . . -
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