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INTRODUCCION

Los grupos de cohomologie eparecen de manera natural en el estu-
dio de la Teorfa de Grupos, en problemas de extensiones y de re-
presentacionen, sin embarge es hecia 1940 que 1le Cohomologfa de
grupes tomé forma con los trabajos de Cartan, Eilenberg y Macla-
ne en Topologfa Algebreica, los de Hochechild y Serre en Exten--
siones de Orupo, asf{ como los de Ar%in y Tate en Olmses de Campo.
véaseliicl para un enfoque hisztérico de la Cohomologfn de Grupos.

En 1la actualided muchos temna estan Intimamente ligados con elle
K-Teorin, Geometria Algebraica, Geometrfs Diferencial, Espacioa
Clasificenten, H-espacios, etec.. Reviste particular interés el
cdleulo de la Cohomologfa del grupo simdtrico con coeficientes
enteros, ) .

Zn esta tesis se presenta el cdleulo de H"(£,;2) para n=4 como

dlgebra utilizando la téenica de sucesiones espectrales. Pars

los casos n=2, n=3, véase [TIl. Para el cdloulc que nos ocupr Se

han seguido escencialmente dos procedimientoss

1) E1 de 'Thomas, C.B. {71 que utiliza clases de Cherm,

2) E1 de Cdrdenas-Lluias [C=I1], el cunl escribimos con detalle
en el capftulo I.

El presente trabajo se ancuentra dividido en tres capf{tuloa. En
1 =rimero se exronen les rorulindoz de "‘rieaﬂe-ilui“ {0-11] jen
al Begundo ge da una introduccidn a las aucesiones eapectrales y

.en el tercero proporcionamos: el célculo de H (2.4321 utilizandu

1n técnica de aucesioneu espectr&lea.'




Adendn ded intarés int“fnﬂeco de dater"innr mﬂdiante otra t‘cniua:"l

1e. cohomologfe del zruno i. Y tnmbién nuaatru interéa o1 ure-f}"”' '

gentar usa introduceién a lﬂs Sucaeiones EBuectrﬁ’es J nostrar co 

mo 8¢ puede arlienr. Casi todo leetor hn exnnriwentado un rachnzo”

nl estudio de sucesiones esractrules debido a sy fElta da ratlﬁe—'?

11424 y gren elahnrscidn, nsnerem g cue 1e urFﬁeﬂte erpostciéﬁ re'
eulta rie mennsivle, ' S

i narudeviwiento 2l Dr. hnilio Lluia =ueh1a por ln pacienciq Y.
cuidado coa nue vigilo 1a elnbor'cidn de eetn trebnjo.
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. apillo de 'uolinomios en 1a'Iindetem'l.nad& Rd "éi-ndo"e; Mamda‘es j:e ‘

Cepftule I .
- : I 1 IN’;‘RODTJ cIey

En ezte capitule presentsmos los reault’tdoa de Cdrdenas-Linis [C-L1}.
Seftalrmos primero ‘1o que:se puade saber "a priori" ccerca de H (!4:2).

1) De’ Evens [El sabemos oue e !‘initnmente 5enare.do.

2) Do 1n taor:[a del morfimo de tmnsferarcie ae sabe, que para tenar

la desnripcidn uompleta. de H'(Z, gz) bnata eonocer 1a 2yla 3 conpo
nente pr:l.mria. de H'( 24,2). (Vén.se por ejar:mlo ['B] cpe 84) s

3} e 3-cumpcmenta primeria "-cue denoteremua por' H'(i.4,z)3 as 1eual "

a He (2333) De. Oartan [0] anbemoa uue H (2332) z' [: Rl uue s al

riédica Y su genemdor aB de dimenuidnl. /én
“4) Por- J.o tanto e1 problama eB 1dent1!‘ioa 1 '2

de H' (24;2.) mw denotaremus pcr H'(i.4|z)2_

.1.1""‘I'Ie6.1-'ama. ‘H (I,
.ﬁor' '\d ﬁ"*sk

(24 2;‘“)

aimétrico. _‘




1.2 'Nom' PRELIMINAR

Sea t% el grupo simétrico en cuatro letras ¥ sean a-(13)(24).

Sean A, Bl’ B 103 grupos generadoa por &, b y b respeutiva

}meqte Yy BuBlv

.“_conaidaramoa A‘VB. Sabemos que A“ B es un 2 subgrupo de Sylow
-_7( ER]ifteorema 10. 27) al oual ‘1o denotniremos po:~£ 2 Sea adends

D el grupo -generado por hl b2

Fg fdoil Ver que B ¥y A » D son 2-subgrupos obelienoes dei:4 2

' pues son prudueto directo de subgrupos de orden 2. El subgrupo

¢ generadu por ab,  es ciclo de orden 4, en efecto, &b =(13)(24)

1
{12)=(32421) ea un elemanto de orden 4 pues (nb ) -(2143),

(ab )3= (4312), (ab ) = permutacidn identidad. Por lo tanto C es
un 2 subgrupo abeliano mdxime (no elemental) de 3= 4 o*

2.1 Definicién. Una familiaiH}, i¢T de subgrupos de un 'g‘rup'o @

'datecta“ la cohomologie da G, Bi el morflsmo H'(BG)-——-ﬂtH'(BHi)

dado por el homorfismo de restriccién es inyectivo. Entoncea decl
mos que {H ] es una familia detectante de la cohomolog{a de G.:

Para poder determinar la estructura de’ 61gabra de H'(E4 0i2 ) ag

necesario conocer H"(B3;2), H" (Al D3 z) y H (C;Z). Bn cuanto a este
dltime sabamos qua H"(C;2)= §0.a,2a,3al ", véaae Cartan el . Lue-
'go, calcularemos H"(B;Z) ¥y H'(hu D: Z)



Trabajeremos con el siguiente diagrama en: al que t, t' r'f' son. :
transferencias y el resto son los homomorfismos 1ndunidos en coho

mologia por las inoluaionea correspondientea:

(™

2,2 Definicidn., Sea § un grupo, N su ndrinalizadof ¥y Csu centra
lizador, definimos el grupo de Weyl de. G, W(G) por W-N/O.

Para nuestro estudio nos serdn de intarés los Eiguientea gmpos L
de Weyl @ . ‘

1) w(B.IZ 2)EZE., que estd generado por e1 autcmorfiamo 0‘ da

H" (B;2 )=z € x,Y1 el cual estd inducido por el automorﬁ.amo
b——eaba"l. Sean X, Y tales que

o exsr v ¢Y=x
S 2) W (A-D;£4 2 "='za. que estﬁ generado por el automorfismu ¢t de_.

H™(Aw, n‘z )=z l'.' v, VJ “‘el'oun.l eatu inducido por elr)automorfismo '

:-:lntarior de. A' D,- determina.do por~b

-Sean U V tales qua

| ?-f'dv'\:r_éu



I.3 EL ALGEBRA H“(zpssz)

En esta seccidn probaremos gue H'(B;z)=22‘t X,¥.4 © ,22[_!.,‘!1 , -' S

que H"(A» b;Z)uz t u,\i'.,w]c 'z tv, vl

Sea G—-Z L zpﬁ AR -Zp. Dasnribiremoa a continuaci6n .
H*{G;2) como una sutdlgebra del élgebm H"(G 2 ) * E(xl, xz,....,
xs).P(yl. 32"""" ya) p?2. ( E ea el £1lgebrs exterior y P el
dlgebra de polinomios éoﬁ éoeficiéntes en Zp ¥ gr(x;.)=1, gr(yi ¥=2}.

Paro p=2 veremos que H"(G;Z) es una subdlgebra del €lgebra de
H'(G;Zz)n P(xl,....., xB). (P e el dlpebra de.polinomios con cog

2
ficientes en Zycon gr(xi)=l, yisxi).

Consideremos 1a siguiente sucesidn de coeficlentes

s Sy SRR 0

qus induce la siguiente auneaid’n exacta _' -‘




Como pG=0, entonces pHn(G 32)=0 (véase [R], teorema 10.27) por -
lo que T es inyectivo, & suprayectivo y Inf = Ime . Esto nos -
permite conocer H'(GiZ) en términos de H'(G.Zp). ‘

3,3 Proposicién., 6 X =y, (L£ iz 8)

Demostracidn. El grupo da automorfismos de zp es Gls(zp).

Luego H'(Zﬁ;zp) o8 un Gls(zp)-grupu. SE Ga Gls(zp) entqnces @400
Seap>2 ¥ exl S 8.F) o+ Bo¥a tesssaadd BY *I-"i;;"ﬂ;l (ls Le jeg)

Sem r t8l que 2 £ r£ B, Podemos tomar t, con t#r. Sea d- a1 (z )

] .
tel que en H (zpnzp) t d"i"‘i L c'yi-:yi : (:1;4 +)

o’xt t +Jx 'e'ytqrt. V:r

Luego B't = H't + a.r. ?:htopcea _ar

Por otra parte ei 12 _il. §  ent =0 E:;f'éf'e_étt-:,tenamos
0 (}:LB(ZF) ta]_. que

(£ 4,3)



Eni:oncea ax =8 + X, (bzx2 * rereeaas ¥ b o* ) Si tomemos una

11
transformacién 4 tal oue dxl xl, ¢x = x3, dx = 14...,(:: =Xs1
obtenemos que b, = b3 = coesae = ba._.yuggn ] X = 8,y + bx1(x2 +er

vee + xB).

Tememoa ahera ¢ tel oue:

_G'xz = ‘xz' +......':. + X
¢ 7 =x

Utilizando ¢ “se tiene que b=0;"1'.uego "BIx'n aiyl |

Procediendo en forma endloge. con xe,.......x obtenemos
Bx = B.iyi R s

Pinalmente utilizando la pemutacién que permuta ofclicamente las

Indices tenemos gque 8, = 8.2= cerd

Como Hl(G;Z) =@, {ver[R] , teo:jema'rlo'.i’s) ‘17‘1 son inyectivos
¥y ®1 resulta ser monomorfiemo. De donde af0. Cambiando mhora By,

por y, obtencmos el resultade, EL caso p=2 es ndlogo. /4

]
. 3.4 Teorema. Si p) 2,0 3 H"an.; .Z)———-—fE(xl,....,xE) [} P(yl,..ys)

e un monomorfismo y la imagen:de'ﬁ' estd ganerada por los elemen
tos ' '

.yl,.'..,Ys

Nyx 1132' V1* 3 .xlyé,...,y‘q 1%s ~ *s-1¥s

Demostracién. Racordemos primero. que ® a8 un é'lif'ererncial , luego




8'= 0. Por 1o tento,. ai. Gx = yi entonees ex = Oyi-o. Por lo ten=
to Gy =0, Da eate hecho y de 1a proposiécién anterior tenemoe que
o(x ........xayi...-..y ):‘o( veveeX ) coei¥y +(-1f geeer
.-I‘.O(Y """“y )‘a( o‘ax )(Dx )-........O(Qx f‘(‘l -1 m)

Por lo tanto, Im 9‘.(. Im‘r.)“eatd enarade nor
’(x ),lououc.,'(l) T .
.(xl 2).!0--:.,0(!
¥(x,x, 3)..

e(x xz...

y4

(xlg ve ‘.‘.-.‘..,XB) : GF - .
«de. por los folinomios

i‘orma ﬁ.-tg,

. eon t —{O ll

Procediendu;_coﬁié_4_en.;3.2-"s‘a‘o.bt!.ene‘."eiﬁ‘-i‘e_sﬁitédo;f._ -:'1_ W



8= 0. Por 1o tanto, si Ox = Yi entonces exi-: Oyi-o. Pur 1o trm-* .

to 9y1=0. De este hecho y da ln propoaicién anterior tenemoe que'r" o
X el

O(! -o-ou.o-:arill-u-ty ] a(x --..-.x )Yi.“.y +( 1f‘ 0--0- L o

o-x o(y -;--n.ooy )83(1 -.....-x }(’x )..-...-...(Qx f(ﬁ’l Q) ‘

Por lo tanto, mO(.: Im‘r) asté ganarade por
‘(x )'Illl.'l. O(Ia)

.(x ),......,9(1 )

8-1"s
l(x :It2 3),|nvtotoa-on--

[ EERRER NN ]

O(xlxa..'..'.xﬂ)
Como Oxi- yi, el teorema. enta probado. V4
3.5 Teorema. f:H (Zesz) - P(xl,.......,x ) _
un monomorfﬁ.smo ¥y la imagen dem'elta genarade por loa polinomioa

. - 2 .
5"1..-..--..,:{ L _- - . (yi xi)

. Yl 2“' xlyz,.-...f--,Ya_ly o
. Yl 2x3 + 11321:3 +- :[11.'21: ,ll..l‘.!tl:'zl.

i o‘a.l.lll

o Pi:-bcé_dﬁ_.'erid'c},_'éomﬁ_,-"qa:;i".3.2-';93‘_ o.\;‘t"!,e_r_‘xg"_‘éixqq'mi:':ltadb.=‘_ Y



Huestro propéaitn Y3 cnlcu'ler B (B Z) ¥ H (--t D z) si re-cord?moa
oue B'= Bll B, donde B.l en el gmpo aner‘ado por {12) y E e:l_._ ﬁ

grupo generado por ("4), luewo B = 62x Z,. Y cor'c 4 D eet" gex

2°
~erado por (13)(24). el teorsns mtcsrior noa 4¢. 'M infor-xacié

que necesitamos cuvndo g=2, Por tal motivo. lu des acwro'ﬂ. ;

3_-.5 Corolario, Sea P(X Y) = Z [x Y] el Enillo da po“inoniue en - : .
X,¥ con gr(X) = gr(Y) = 1. Entoncea, b (2. z)_ = 2[,,;’3.’2] C'..zgff Yl': |
con x=x2, Yy =‘ Yz, 2 = 21' + ,pf P LR

F con coaficient Lun. ani o{'A, cwos elawentos son irvrrientes '

' hs.;io 19. 9ccidn de



4.7 Lema. Sea 8 -T.G:F] . Si rH (F‘ A )= 0 entonees rqu(G'l\ )“-0

Demoatmeidn. En Hq(G a\ ),—'_...""_:._"‘Hq(F: :\) ,(f es el h 'momorf:lsmo :

i ndueiqlo por .1a. :l.nclusién de F en Gy tila?transferencia) tenemos :

Como H“(F-z) ‘o, toma"do
mos que[):4 2.0] = 2

e A ———— it o S, TR



4:1) Proposicién, M u"(z4 2sﬂ)----—-——--l?q(lagz) K(Ds2)
so tiene cue ue¢ H? (i‘l 2;2) es d¢ orden 4 si y 88lo si, kr(u)sfo.
Demostrecifn. Primero racordamoa aue H*(D;Z)a Z T eon gr(T)= 2,
{vaer 3.5}, Ahora como f{u)} es invariante bz jo d' s P{u) es de la -
forma fl{u) =(x + y)¢ + a(xy)n {ver {D] ). Con Q un polinomio
en x+¥, xy. Ademds si a = 0 se tiene que

f{u) = (x+y)Q = xQ + yQ = x3 +¢"(x)Q

= xQ +d(x)€(Q) = ( 1 +¢ }{xQ)

Probaremos nhora que 1 +d = ft.

Para elle necesitames un par de lem=s técnices ,
Lema 1, Si P es un subgrupo propio de un gruno fbelimno p-elementnl
G, entonces t:H' (FA)—————=> H'(GiA) es cero.
Demostracién, Sea 3P ——+ G }a inclusién. Pntonces existe un = -
homomorfismo ‘1 § Gt P tal aue ﬁj es la idanfidad v En cohomo
logfa j*€° es la identidad, luego 3* es suprayectivo. Como tj%= psu
Y pu =0 se tiene cue t = 0.
Lega 2, Con las notaclones del dimgrama (%) seceién 2 se tiene i

ft =1 +¢ gt =0

gt'= 1 +d' ft'= 0
Demostracidn., S5i L y M son subgrupos de un grupo finito G y 0=UILxM
con X4 X o5 una descomposicién en clases dobles sa tiene:

1t(u) = E.txixadx(u)

o B 1A )

Bz A b

i (G1A)

' _'}-H (xM: 0 A ), .




s donde 1, 1: gon los homomorfismos inducidos por lae inclucionas
respectivas, t y t:: son los homomorfismos de tranaferencis y “:

son los homomorfismos inducides por los automorfismom interiores

determinados por x.

Pare demostrar que £t = 1 +§ basta ver que 1:4 2 = BUaB es la des
?

composicidn de !:4 » en (B,B)-clases por lo que X = {1,0}.
1

H"(B;2) wii *(B12)

H 024'233)

ad,
H*{B;2) X —s H"(Bs2)

¥y como ad, =§ resulta que ft=1 +¢ .,

Para demostrar gque gt = 0, consideramos le descomposicién

24'2-: BE+l- A*D x «{1]

y el diagramai

E"(Ax D;2) —L = HY(D;2)

1 m,m;z)

: . édl . -
H'(B;Z)' » HY(B12)

luegzo gt = -tlil y como %, = 0 segin el lema anterior gt = 0,

gt* =1 +¢' y ft* = O se demuestran de manera anfloga.

11



Hegresando e la demostracidn de la nroposicidn tenemos que
t{u)=(1+¢ ) (xQ)

y 2u = tf(u) = tft (xQ) =2t{x¢) = t(2xQ) = 0.
Por lo tanto &i u es de orden 4 yaf0 entonces

kf(u) = k()™ = 12 4 0.
En efecto, considersmos el disgrara

A2 (B32) : ~12(D;2)
d ”
Hzt.B;Z} A > H*(D;2)

31 k(x) = 0 entonces k(y) = k(&'.x) =@ k(x) =0. Luege k{ax+by)=0
¥ k no seria suprayectivo. Luego'k(x}‘n Py k(y)=1,
Por otra parte si kf(u) £ 0, en el sigulente disgrama mh{u}£0

Bl(p2)

HUT 4 558 | BI(D;2)

h ™
H(c;3)

Entoncens q es par, digamos g=2n y como Ker m =~!0,25“[ resulta gque
B(u) = 8" & n(u)= -a" que son de orden 4, por lo que tambien u
es de orden 4. /4

4,12 Proposicidin. 2H4“+2(}: 4.278) = 0.
, .
Demostracién, Por 1a proposicibn 4.8 basta aue para toda ueé Hfng.,m)

se tiene que kf(u) = 0, Pero esto se sigue de que en este grado -
£(u) = {x + y)a. 4



4,13 Progosicién, Sea nai(E, 18)————ekCs2). 54 B(2u)=0

entonces 2u = 0O,
Demostracidn. S5i g ¥ 4n entonces 2u = 0,
5i gq= 4n, B¥(C;2) ={0,s ,Zsen,:isan] H“(n;z) ={o, T f adends

m(an) 2n

Entonces i 2h{u)=0, h(u) =0 o 26° = O. Luego mh{u) =0 ¥

kf(u) = 0. Por la proposicién 4.11 2u = O, ¥ 4

4.14 Provonicidn., En h:ﬁ?(i;4 243) - 1(C;2) el —
y

un elemento u€ Hq(i4'2;z) es de orden 4, entonces h{u) genera -

a H%(cz). _
Demostracifn. De la proposicidn 4.11, }cf(u) F o, por tanto mh(u)y!o
¥ h{u)¢ Ker m. Iuego h(u) es un generador, L

4.15 Proposicién. Si u,v son clementos de orden 4 de H(Z 4"2;2)
entonces 2u = 2v, ’
Demostracidén. Segin la proposicién 4.11 bastarfa ver que h(2(u—v))
es igual a cero. .
Por 4.12 tanto h(u) come h(v) generan & Hq(c z) Que para q = 4n
es un grupo ciclico de orden 4. Por lo tento 2h(u) 2h(v). e

Parn 1a cohomologfa de grupos finitos con coefiuiantes médulo P -
existe un resultade de Quillen y Venkov [Q-V] '

51 un elemento u ¢ H*(G;2 ) Be reatringa 8 cero en todo p-subgru
po ebelizno miximo p-elemental da L‘-, entonces u es nilpotente, 541

aplicamos esto a .‘24 ge tiene:
ot v2

n“(ﬁ;zz)

13



¥y KerfA Ker g= 0
34 pesamos & cosficientss entercs tenemont

4.16 Progomicién, Bn

/q‘(n;s)
n“(r4.,‘;z}\
* (A » D32)

todo elemento u de Kerf N Kerg as de forma uc=2v,

¥n 1a seccidn 2 sefinlames que B, A¥ D, y C constituyen una familia
detectante de 18 cohomologia de '24 g0 amos ahora la demostracidn
1 ]

4.17 Teorema, Si f, g, ¥ h son los homomorfiemos inducidos en cg
homologfa con coeficientes enteros por 148 incluciones en & 4,2 "
’

de sus grupos mbeliancs mAximos B, A® D, y C entonces Ker f Ker g
M Ker h= 0.

Demontracidn. Se migue inmediatamante de las proposiciones 4.11 y
4.16 W

4i1B Proposicién. EL grupo H4n(E4 2;2) tiene elementos de orden 4
¥

Demostracidn, Sea u = t {(xy)?), flu) = £f&((xy)") »(1+ ){(xy)™M)=0
glu) = gt{(xy)® pero gt = 0 glw) = 0
ntu) = bt(0)™) =T R((xy)™) =1 (1) = 26" £ o

en efecto, T (T¥) = &' pues ‘

H2T( 032) =0, ¥, 287, 3s|=n’T(D;2)= { 0,777}
¥ To(s") = 267 £ 0, entonces m(s”) £ 0 por 1o tanto ¥ (T¥) = 2sF.
Ahora de 1la proposieién 4,16, u es de la forma u=2v £ 0. Tuego -
u es de orden 4. 4

14



~ Tenemos ya - todo lo necesario paras dar los grupos de cohomologfa

4019 TeOYemR , -
25 aKk4

AL, .18 y

s
Lzau 24 q=4n> 0

Demontracidn, Para q impar la demostracidén nos 1la da el lema 4,8,
pues 2R (L, 3 Z)=0 entonces |Hq(t 3 Z)I = 2%, Por 1o tanto

Tare q= 4n + 2 la proposicidn 4.9 ¥y q = 4n es consecuencia de las
proposiciones 4.15 y 4.18. &

Daremos ahora 12 estructurs de médulo de 11"0:4 n i z)
[ ]

4,20 Teoremn.

r 25" x 2, q=4n 0
zg“ g=4n + 1
'Hq‘z‘ 4'2=Z)H . ) 42211 + 2
2 q=4n + 2
ngn-+:1‘ q=4n + 3
Demostracidn,

Recordenos oue H'(Z4 2;z)=z°21"1 . Véase Cartan ~ Eilenverg IC - ¥]
]
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Como H4n+1 (Z

4 2'
4n+l(£-

2;Z), 1uego B 2;2) = 82 .-_.'




o) easo q= 4n + 2. En 13 aucasién erecta

.,,_,H4n+1( 2‘:. . 5. 7 4 ¥ z)——-H4n+1‘.7-4 ,2.2)____,!_,4n+.2(24 2;2)_.__. |

Tenemna aa:[ que Im

Ahora como H

4n+3 (Z
I

Eh'ltoncea r-2n+1-—""-' .

[




4.21 Teorema, H'(£4 2,2) es la Z-dlpebro gradusda econ custro =
genaradoresd,P,' §, con gr(e ) = ¢or (f‘) 2, gr (#) = 3, gx(s)
= 4 gujeta & las relaciones 2¢ = 2,! = 2¥%= 0, “$=0,46 = 0y
(a+p)8 = ", :
Demostracién. Ia prueba es por induceidn, heremos los gredos 0, 1
2,3, 4, ¥ 4n, ‘ .

HYE , 512) = 2

’ .

Pare el grado 2. En el disgrome (8) seenx=tx ¥ /B= t'u,
{d,Pi es uns base de Hz(:r:_4 2;2) ¥y 2u= 2/5 -:P 0, Aderds
ffe ge h)(x) = (x+y,0,28)

(Fw g~ h)(’) = (0,u+v,23)

En efecto de la estructurs de m6dulo de HE(S_ 2.3) sabemos que -
2°!=2P=0. Como e = %x yft=1+o’ f(d)-mx)nx-o-l‘x yco:_'
mo GCx =y r(d)_x+y. RO :

Ahora, (f-g.h)(-tp) = (o o,o) 1‘ _

an'+ b B
Y (fug)(auq-‘sb)- (a(xﬂr).b(uw)) :
Por lo tanto {dpi 88 una 'base.



Dado que H:‘(}:.4 2;2): ze,en cohomologfa ese automorfismo Enduce la
L}

identided. Luego si £{® ) ¥ O entonceo g(€)f 0. De donde g(¥) = w
Por lo tanto H3(2.4'2;z) tiene un solo generador ¥ y 2¥ = 0, Ade
nfs, (fegen)(®) = (z,w,0).

Psra el grado 4, Sea 6% HA(E 4 2;2) = Zzl Z.* Z de orden 4.

2 4
Tl ave  (rug)(®) = (alx® ¥ %) =sbry, o(u’sv®) o aluv) )

El elemento = l+ “2 + cp ' _que tambien o8 de orden 4 en tal que _
(£eg)(8)= (alxey )+bxr.c(u w2 )siuv) + (a(x +y’ 2),0) + (O,O(u +v ))

= (2a(x +y )+bxy, 2c(u + v ) + duv) = (bxy,duv) R
y por ser de orden 4, de 1a proposicién 4.8 aabamos que kf(&) ;! 0.
Por lo tanto b=d =1 yh(8)=+; ' : .
Sea B tel que h({B) = g2 entonces, -existe & de orden 4 tal que
{1 ’ Pz 8] o8 una baee de 34(24 2;2) Y (flguh)(ﬂ) =( xy,uv, 1) '
ademds b‘ (o +p )§ . En efecto, supongamos qua

m2+bp +oS =_o___

entonces

(fageh ) (alt +bP +cS) =(a(x _ , )_ _xy,b(uaw },ua )

Supongamoa que :
2n—2

E-aodzns*a a4 + ¢ 8% 0.
; Tenemos que R
+c(xy)

8(5) )n 1+c(uv)

o -
L)

h(ﬁ) |



luepo ao-:bo- 0, Cencelemos xy en 12 primera ifualded y uv en la
segunda.

N W T AL p 2-2p, (1’ R S st“'z

oL,

Por induccidn todos los coeficientes restantes son cero, 4

Esta misma dlgebra la calculo B_vané, I-.IEJJ obteniendo

#=pi))

EL dltimo paso pnre. poder"demoetrar e]. teorema 1.1 es dar la iden
tificacin del dlgebra" i{’_(‘ = 72)2 con slguna subdlpebre del dlge-
bra entera del subgmpo da’ Syiow i

PA30  DEL’ uwuuo DE SYLOW
AL smsﬁxco
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5,22 Pronoeiclén. Zatu,v.'l . 22[ }12+_v?_+'uv, {u +'y)uvl_ .
Deusztracidn. . s s
Jea Y un polinnnic in 'mriaﬂte bajo W ?or serlo con v'es"ae .,o a.d'

R es un polinomio en usv, uv (ver D:I.c.cson tD‘l) 1A dﬂmoatmcidn -
e de :l.a. f‘omu .4n

aa nor induccidn. § lmenmmoa qua 91 rrﬂdo da

¥ recordemos que gr(u)fzr('l)-‘av

A= :J.(u-w.r)2 + (u + v)(u\r) Q + bu '
amo {‘f(uw)) —(’ u+ ﬁ’v)

™ el r,l_p"_:';.';ué.s_ cénéai_anéd&,’ (P 2,5)%-8°

rset St
‘ g



Traba jaremos con el siguiente diagraha:;i_ 

pur 10 tnntn f't -.f



5.25 Provosioifn. Im g' = Img N H*a=D;2)",

Demontracidn, Sea s = (123). £4= (Ax D}xI'd' 2 ,"xtxél]'.,'s,'azi_.‘ -
une descomposicién en cleses dobles. i R
H* (AvD; z)

v = glu),

Como _g'tu = (i + G'.:_

1aproposicién’s

) "'Por utra parte. :
cidn 5 25

[



Entonices b = 0. Yo{= i(a') o8 docirggIn i .

Probemos ahidra que el i, Como antes Iz f' = Im f. Iuego existe
L]

© oL 8 sl aue  puqy 2 orge

ra(8*) = £{¢) y gr@#) =3 recordemos
que R3(£4 2;2) asta generado por ¥, por lo tanto

1(8') = a8 , as 0,1},

(8 ) = 1i(8*) = ar(®)
Y como £f{¥ ) =2 £ O tenemos quea =1 i(f*') =¥ .
Por lo tnnto £¢ Im 1.
Finalmente (8 2.5 In i, en efecto, como gls 2,8) = w2+ voauveh
(recordemos que g(P Y=usvy y g(8) = uv) eImg' =N . Sea w
¢ 34(24 23%) tal que gi(m=g’(m)=g(g % 8).
Ahora en grodo 4, H (2.4 2,2) esta generado pord, ' P ¥ 5.

1(n)=au2+bp+c% a,b¢10,1} v cedo,1,2,3},

de donde u°e v2 + uv = g( f +8)= gi(w) B{u“+v") + cuv esto en -
z,L U,v] e donde u= vl ,v:V, 'b=1, cs 41 . Adends

i{w) =am? 4 (fl +8)

por lo tanto aw®¢ Im i ¥ F, +8 € Imi, o

 5,28Lema. Sea Es KM T X 2,2) (3£ 0, 24 + 4] = q} un elemento
de 18 forma £ =ZF bij P 8 , 81 gle Y& A , entonces £sI' |

Demostracién, Recordemos que M =z2E w uevesuv) asf, af gt )a A
tendremos que g(£)=L b, j(u+v)1(uv) _j--: }:(T‘rs(ua-wz-tur)!,'( (u+v)ur)2
{4r+68)=q.

Como 140, 8£0yno hay termino en (m')}c =20lo, entonces
sle)=Le, (788", v e~ Cea (P 48) ()" )u0, 550, areseza.
Adends, £{£)<0, y fa'.crs(F2+S)"(F)’)=o, por tanto

24



¢ -i.c“(f*‘)r(’l)’ € Ker £\ Xor ¢
¥ por la proposicidn 4.16, epte elemento es de la forma 2g*,
Pero 2&'(14.232) enta generado por S , y en la expresién no hay
85, tr=0 pudn £ Fo, (f740)7 (B8 2e.
Ba deoirt «J0_ (F48)7(a0)° . /1

5.29 Lema. 5i W § !{q(}’.4 o12) a par, y g(w)eh, entonces wel .
»
Demostracién. Sea w=lliaii‘j+fbid 183 + c8® 140, 214432q
81 qfn c=0 pues & genera solo 4n. Definimos € w-&ifiﬁi-e?z-ﬁ)n

-Ib'ijfisj' qus ep de la forma del lemd anterior, luego

r-ii‘is%r h 4 c(f-'s)tr y Y ER r ; 81 y solo 84, w & T
¥as aiin, g(t)=g(w)-c(u2+v2+uv)n, ¥ u2+v2+uv Py ', entonces

glt)e\, oi y solo o1, g(w) Y ' ¥

5.30 Lema. Si w' € Hp(£4’2;z);p impar y g{w')¢N, entonces wiel
Demostracidn. w'=w¥ con w de gredo per. '
g(w');g(w)g(l‘):g(w)- w,. pues g(f):w (ver dem, teoremn 4,21 )
luego del lemn anterior we T, y whew'e [, a
Reuniendo esta informacién (lemas 5.28, 5.29, 5.30) tenemos oue -

pers todofe Im 4,8(C)6N, ¥ tel . 23 decir

5,31 Provosicién, Im 3 T

Estomes ghorae en situncién de demostrer el teorema 1, pues i as un
monomorfismo, y de lns proposiciones 5.27.y 5.3 Im ieT , enton -
ces hemos demostrado '

1.1 Teorema, HY(L, ;Z)ges 1o subdlgebra I’ de H'(Iq_ 2+2) gerierada -,

por {o,¥, F,‘.-.\.S} . . . ' . o .
25 :



Cepftulo 1T

las sucesiones espectrales son ciertoa tipos de auceaionea de mddu—
los de {eo) homologfa. Oomo suceai6n. envuelvan un eierto coneepto
de convergencia a un mddulu limite en’ e1 aentido de _que, coni‘orme
toremos -1os elementoa da la sucesi6nf7 los t_érminos e."part:l.r da u.na

cierta. r,'f E‘n nues

"a van uareciando cada vez mds ‘a.r"un ciarto valor

y moff:l.amos ﬂ,
: _“t;ada _vértipe. L

26



Congiderenos una pureje aznnta de m6dulns bia*’f‘duados { D,E d,P”
donde D-i]}p'q’, E={Ep'q} p,qt Z. 81 105 norfismoa tienen bigra-

.....

dos (a. a'), (b,b'),” (c c'), reapectivamsnte antorcee, a partir de

de 1a pareja exacta antarior g 'obtiene une " ucesidn exacta lerga

ci&n por n. ' .
{5 es a1 morfiamu ndueido nor el hamomorfisrno de reduccién. .

P H( zp)-——-——n ( z) esta definido de 1a. sir:ui.ente.'.
manara. sea x¢H ( ,Z ) Representnmos por c ( un. cociclo)

a. la c1aue de cohnmolog:[a de x; seleccionemos ma. cocndenu
entera c' s qun es la. izm!gen de c b'a.do reduccién mod p, mto*x- '

27



ces B o' es divisible porp y L (§c') representa & =x.
P

¥ recibe €1 nombre ds lex horomorfismo de RBackatein,

Is composieidn da f! y 1 homomorfismo de reduceién nos a4 un homo-
morfismo
- +1
d s HY( ,zp) —y ,zp)

gue es llamedo el gesupdo homemorfismo.de Bockatnin, 4 es ademda

un diferencial sobre E. : e,
5i consideramos la sucesidén exacta larga de cohomologia que ae obtig
ne & partir de 1a pareja exacta de Bockstein, d, Tesulta ser el homg

_morfiemo de conexién.
II. 2.~ PAREJAS DERIVADAS Y =
_,_tsucssr_onss_'._Espacmu._:-:s K

_ consideremus 18 aiguient'“paraja exactﬂ. de m6dulos higraduados, eon
-lns mori‘ismos y"‘bigradoa ,_1nd1cados el

bigrade -
-(0,0)
_ R (1,0}
' Def‘imm'os.'_d":._'_‘__..'r_ s 27" por -"—FP du..,,,,....n....a., dl pa.z;a '_(p,u.)__ri;io -

e

.dl eslun dif'e-xk'encial, en et‘ecto d P’P* f(j}d)h' 0 ya qua \‘F =0 -

por ser. la pare;la. exaeta.

28



Z8 comfn denotar H(E,dl) por E, = .{er d / im d y cmsidemrlo

come un médulo bigraduzdo, told qua dl ti.e-'m 'bigmdo (1 0). Pﬂm -
{p,q) fijo tenemos EPoQ = ker di,q:__./ i &

Definamos 1 bnaideremos ndenda el

2
sipuiénte diogroms

= in & . Es cloro _que‘{D

_102‘——3 tiana hi - 7

Sea d = d]D, Corﬁo 91_.;.6:- r
grado (0,0) a( :

Definamos FE 1D -—-———bE

cohomolcgin.) an ju.s 1T

tera, En erectu, gi d
Px PS‘y dy, - de donde

Definamos 82:32 —,_wa

29



11) exuctitud en l?i2 daracho: Pzd (x) =f 2(0{ x) ={3 [x]: xsn —kerF

asf. Px = 0, Reciprocvmenta, aif (ol x) = 0 entoncas Fx = K ¥
lez,xnry-fxo cunxoﬁ lmarf)2 Lo

-144) exactitud en ., f Pl(d x):f t{& x]-c‘étx)-:o. ?eciﬁroonmente _
sia‘ L 23 = 0, entonces z=Px _ [z] Fz ﬂx) ot

3 Pefinjcién, La pareje exacta {nz,ee,ula. Fa"‘

2\ e‘a 119.mnda la.
aﬂmm.m.da.de{n,..,d pl‘] o '

El proceso descrite anteriomente pue&e iterarge hasta obtéﬁérj 1a
ole
—_—
D Dr
E
r
2.4 Teorgme, Sea{D ,E,d,r,? | una pareje exacta, donded,P,f . tie-

ne bigrados {-1,1),.(0,0) ¥ (1,0) respectivamente. Si la r-ésimn
pareja deriveda es \Dr, Er"r'Fr"'r} entonces,

r-ésima pareja derivada,

ca) o {lr,\' tienen bigrados .(-1 1}, .(r-l 1-r} ¥(1,0) respectivamente.

b) :l Pf tiene bigrado (r,1-r) y es inducido porp r+1t
- mna D=1y A+1=]
c)r = ker d /imd .
Demostracién. es inmediate, splicando induceidn sobre r. V74

2.5 Definicién, Una gucemidr especiral es une sucesién {Er.drlrz 1\

de médulos bigradundos y morfismos dr(ds= 0) t2l que

Eﬂ-ln H“(Er"ir)

k1e)




Notacidn. De agui en adelante escribiremos E=El.

Una sucesifn espectral consiste de lo sigulente:
a) Una familia (Ef_’q) Psti,r€ Z, rX 1 de mfdulog bigraduales,

b) Morfiemos

a 2,3
By

-

at y g _____,..E{ﬂ.q :

en generel Amb_z_-fiér_lrﬂ'dé_ :

-dg,q,'gf..'@“ il

o

n



¢) Los objetos Ei: son obtenidoa ded: Ep' nor. 5_ﬂ

EP- - ker (al"")/m?'(a"""qfr'l)‘

2.6 Definicidn. Un subcociente de un médulo M es'un m6dulo de 1n for'

3322:333533329 0
e iterendo L
EDz:llolUOO:zr

2




ferminnmon enta 'seccién”con wi _e:}eiéaplo.

Ejamplo. I.a Suce-’idn ‘Bspectral : ‘Boekstein. _- -
Como un ejemp‘o d :
tml de Boorﬂtein

» naae una. ‘filtraci ‘:h’ﬁaﬁid gmduaa'oo or ¥,
"por Gr = ?ph! / ?P*lm

partir de 1as "niezas“__ de Gr ™M

médu'.i.o constmiclo &
Bl aiguiente 1ema muestra que no

e uierdﬂ mucha inforrracidn ‘91 naeer de !- e Grhl




3.8 Lera. Sea fiN ——-——-H' un norfsiro nue preaerva fi1tr?ciones
con i1 y ¥' mSdulos con i1 tmciones fi-ai.tre. S:L Grﬁ Y. M—-'-h W
es un isomorf{i Emay artcnces r & un_isomurfiamo

Demostracidn. =8 inmadiata da 1les teoremaa dF isonorfiPmo.

Dibu:jemos una part . :
. _'Dpoq DP"J-v '1"'1
. Fine.lmente el dii‘erencis.l




cial d, es de bigrado (r,-r+1) tal qua d Ep'q 7Ep+r,q-r+1

Dibu jemos d en el plano (9.0). para as ccnsideremas n Ep,q aituado

en dicho "lano:

La'-n-'-és:l.ma_'pareja. déri\.fadg.qﬁé ge obtiene de .lé yereja exnotn dada
por la filtracién 7°C estf dada en sus morfismos por:

morf4ismo . ' bigrado
L ' (=1,1)
B, - {n-1,-n+1)
- _ (1,0)
d : ' (n,-n+1)

" De ﬂnui se sigua de manem inmediata la aipuiente nropoaiciﬁn.

3.10 Propaaicidn. 7 Toda ﬁltracién !, ch}de un comnleio detoming 1|nn S '
sucesidn aspectml : : :




3.11 Definicién. Una filtracidn { #i} de un médulo greduado ¥ esta
acotada gi pare cude n  existen se=s(n) ¥ t=t(n) tales gue

PBHn=0 | 2 F#Hn=Hn.

3.12 Definicién. Sea H un.m&;iuia gradunde. Una sucesidén espestiral
{Er'dr‘ converge & H, (Eg" :':.p | H) B.i existe una filtracidén
P} de H tal que E%LY =@/ *,?”‘Hn para toda p,q.
3,13 Tecrema, Sea {ch\ ung fi'lt-raciﬂn acotada de un complejo €,
¥ sea [Er} le sucesién espectrel gue ésta determina. Entonces
i ) para cada p,q Ep.:q = 'Ef.'q, pafa T "suficientemente” grande.

a ) . O
1) B = #o.
Demostracidn o ‘
i ) Tomemos pyt(n), I,uegc para cu lquier p, oy B Fp+l v P/ Pl

De donds EP' = p+q(pp/‘l,p+l)"= _ Ep' = 0 para toda 1.

i) omo . P estn. ac‘ots"';;la:j‘ - esta

ol Dp-r+2 4rad



Dp-r+n.q+r—1 immtm: Fp+r—1) ﬁp+q(Fp+r--1))

IPara p,q fijos F*Te 20 con r granae, 1uagn ‘p+1 +q(0)~0.
P

i De iguzl manera $*HPY(C) = H“(c), 1uenro
¢pap+°.(c) /‘?P*'J-HP"'Q(C)‘.;:

En 1la prdctica lam sucesiones espectrnles 88 obtienen tanto de fil-
traciones acotadas como de parejas axaetas. ‘

Pinalmente estableceremos la nqci&ﬁ{dé 1aomorfismo para sucesiones
espectrales. ' '

3,14 Teorema, Sea 7 :C -—-'C' un morfismo de’ cocadenas gue nreserva
filtraciones donde C ¥ c. tienen filtraeiones finitaa. 31 el morfis-
mo inducido E C’): (C) -——m—-——E (G) de sucasionea esnectrales ne

un isomorfismo para algﬁn r, enyoncee

'-'_(f): h(C) —-——w-r-(c )

Demaatraci&n.T
o

na importnnte fuente da complajaa filtradoa son los llemadoa complu
jos dobles. . 7

4.15 Definicifn, Un corplejo doble es un m6dulo bigraduado M-(h“’q)

7,2 €% con un diferencin) d "horizon ..al" de biprado (l 0) y un-

T



. S II *
di!‘erenf:inl d vertf.cul de bi;r@do (0,1) tnl cue dlﬂn-dndl

‘Gefinide por .




(?p‘rot('f)n) =% Pl

L[

N

r ’ ‘ .
4,19 Definicidn. Ia gggunﬁg__i};:ﬁgiﬁn IIF estn definian po*-

P rot(x) )=-4lj pPtdrd
" |

(II

El aiguiantu lome es fundnmental-pa. 1
nes eepectreles nue cadn filtr

4,20 Temn. Sea W un‘-éémp;'ejd’ﬂaéﬁf
estfn acotados . a;;gi@éiéfﬁh"dmé
e g g, o
Demostrreién, Pijémoﬁ?iﬁflinea

ecibn ze define moviendo une 1£rna horizonfal h

.,39:.



4.21 Teorema, Sea M un cumplejo dabla y { \ ’ {IIE ] las Buce=
=ifnes ecpectrﬂles determinadns por la primara ¥ la segunda fil--
tracibn de Tot(W). reauectivcmente. Entonces, '

i) Para cadn Pod tenemos I“p'-;=IEp" - gp,q Ep'-f para r

-nﬁe .

3;13_de'egt :capdty | rectrales edng por ceda
filtracibn,: e

1£s °

A cnntinuaciﬁ daacribierOB c6mo podemos celcular _ E,..

: 3 X I172°
',:remos 1a ucesiﬁn esnectral gue se obtiene de 13 smegunda filtreeifn
Bu. diferencial es, de hecho, 18 restriccifn de d=@(d. + dII). De

e definiciﬁn de la filtracién tememos que NF*9= (FP/PP+1 aue

Conside=

'f1para Pp consiste de todos los términog ¥P*% {p+qa=n) gue ge encuen

tran B 1a derecha de 1a 1fnea verticel p+l., Por otra parte ?P con=
© piste de toﬂos log puntos n lg derechs de la 1inea P

Ademﬁs dp’q(ﬂ"q)c !,p+1,q : Mp’q"'l .Concluimos entoncea ov.e

FP/FF+1 es la p-ésim& columna con diferencial dII' De donde'j'

Pl HQ(MPu ,d I) ker(de ,PrQ_,MP|q+1)/1m(dPI ,MP'Q‘I MP.Q)

'*40



Capftulo III

Calcularemos H'(£4gz) usando 1as suceoiones espectroles de Bock-
stein y de Hochachild=Serre.

III.1 RESULTADOS PRILIVINARES

Se sebe que 8i G es un grupc finito, entonces H"(G;2) = H(R0;Z)

donde BO es el eapacio elasificente de G. Eﬁte'heoho nos permitira
geleutar le sucesidn espectral pera B! "y us{ calcu.‘!.n.r H* (L, ;Z).
Recordemos primero cfmo se obtiene la suceaién espectral de Buck-
stein, que obtavimos en el capftulo antarior. Lo haremoa pars p=2,
que €8 el primer caso que nos interesa pua Y la clwe para edlcul=ar
1a 2-componenta primarta de H"(Z Z) :

Connideremos la siguiente suoasi&n e coefioientea

41



Heclendo D = K™(X;2) yE= H“(x;zz) ge obtiene 1 prreja exacta

o
) D
\/
SONP
de donde 3e obtiene 1ln suceridn espectral de Bockstein con

Eg = ker(Em EuEH'lL m=p4.
im( fzsﬂ“"ltx;za) — P

1.1 Lema._ F2=Pl?.

Demostrecién, Consideremos lms sipuisntes sucesiones de coaficientes

gind = 1, amfs-.; dim¥= 3, adends (o) = o d('"P")'_'_:'-')"#o{F
Véese Nakmoka, . [N] ' A

oA



L2lem, a(¥) = a(-q\) = 0.

_bre z.

2.3 Progosieién. \d ‘52‘1-1

Demostracidn, Fes un - elemento de” E

Ey"y no ‘o1 homomorfismo de 1la”

pareja exacta.

Primerc recordemos que d(zm) =mz
vacidn, .

#‘-ﬂ'd(%)}_i.ﬂi‘é”s :_il-:,_e'a:_‘_t_zr‘-xe:.'; deri =

a3



Sez zaud*P" =5, 't ¢ wb).
aY aif"é . b.'t "l‘t) a 0. En sfecto,
Loy lataty pf vattatp?) oo, ta(p™ne® 4+ p%(2%) 0

Logg atlpd L ulgpd (¢ ) + o0 27N sup) 8" <0,

pues ¢ a(el ) = 1ali-la(w) = el l(q?) = 11t
aph = 3f ) < B
a(g®) = (a(w b= o0

b“=0 8i 8 es impar, ¢ O Si no consideremos el mis grande t tal
que b ¥ 0 pora 8 impar, esto contribuye a que batﬁﬂ'lttd no =e
cancele, pero pedﬁ‘t es un cocielo, pues d(za) = 2gd(z) =0, si

ahore substraemns ‘Pzd | tS obtenamos un cociclo ¥y bat=o' t2 0

81 tchora considerames el mdximo 1 trl oue By jpl 0, tendremoe que

i+§ = 0 mod(2) por lo tento aij(iﬂi‘l ‘Bj-r jat P 1y no se puede
cancelar. Tos cociclos son de 1a formn § E‘ij(“ "(6 J), pera aied

coni + J = 0 mod{2) son cocicles con 1pj y (qP)qu"Va.
‘As{ una base pnra ker 4 serd I

Pf-.'.js‘ls' dEi' P?ﬂ. |‘21.P 2,1(«{3 )k k = 0,1

, Pegemos shore & lzs cofronteras,

4 1y d(“,21-1) =d21+1
t 2 alf g Y =p 2 act ) 4 Mg g Pacp )
= 0 +£%(23 P"’%(‘a) “szd‘f’”

pues @8 un elemento de za(d .P .E' Y.

44



Seg a(p joltt) ¢ 2:“’) £ “"t 250 491, 'zm(“t) f:..m.
0, “’z;u ) - aZg?

a3 u“p’*(rup Lo el T

d(‘uﬂ') -92”1(4‘44)

¥ pasando 2 ker 4/im 4 - u‘
s’;‘“l —_—0 T2l

281 o[ § p)

ua{{‘ 23-1 9211 eg una bese prrR2 E

\ 7z

Determinemos 1A dimensidn de loa elementos de le base de Ea « Recor-
demoa que dima= 1, dim P: 2 (vVéese [4] ), de este menera tenemos
elementos 'IP, (FS.&Fs,.......ﬁeza. vasensy Pz. f4. PG

dimensidn: 3, T, 11,....0:4 J-Becesosesy 4, 8, 12,

de donde obtenemos el sipguiente rasultedo.

24 Coroteria. By = 2,(0%), B az g™, f <0 e
otro caso. Y de aquf 24 € H“(Z4; 7.2) es la iragen de elgdin

f’sd' 3 H”(z412) de orden 4.

2.5 Proposteién, &H'(L,32) = 0

Demostrecidn,

En [E]} Evens prueba que H'(fesigsz) = Z(II.P,Q sf) / (z‘rQP’2?u4f142 “
403 o =3} de esto y de que wHE, ;2) —__t—z—_—_-ﬂé(iZSIa;z), Be sigue

el rasultado. /1

a5



Por lo tento todo elemento de H‘(I4sz)2es de qr‘den 0,2 & 4. Iucgo

‘ Paeﬂ'd(zsz) 2 unn d-cofronters y 52 =0 (m >0 ).
Zstemoe ~hor en rmitureibn de eslculer 1n 2-tor916n da H ( :Z).

2.6 Prononicibn., 2zld P {2—1:01‘516:1 53 q_(: :Y.); o
{ R -4
2% ,2% 4P ) i e

Den‘ostmcién. 0m=iﬂerenoa 1e suceaidn exacta 19.r

01 de" reduccidn _
tr nrteﬂ(p) =Pe -zz)
P“'AHA“‘H? J=0-

2,7 Teoremn, z{d, 1 ?1 E
(23 =2 - -4'&‘ &eej 3+1
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111, 3 c.\mur_;cf D_E.‘._:-l:(z;:'z')"-i e

COnaideremqa_ l_lhoré.'f‘ai ¢

81



tuego E? = mP(zuni()Y 42,)) > WPS(zy52,)
g

3TN By 1 P+
a0 = B2 H (V4:Z3)) » § (A4323)
Del Teorems 3.14 Canftulo II ectemos cue st los términes 32 de dos
suceeiones erprctrrles son isomorfos, entonces los E son iscmorfos
tenemor cue \

0 2 2

HUE 432,) = 2% = HUA,32,)%2 = H(z512,)"2

v

De Cartan [C] arbemos que H (23,23) = 23[ “2] o E(ul), luege nnceni

tamos tan wolo conocer le za-neeién.
zz-acoidn:

%, actue sobre z3 pors g———-g'l. En efacto, 8l z=[123)¢23c A,c }:4 _
entonces zza (123(123%(22).

Hl(zagzz) ] Hom(ﬂl(zz,‘):.zs)s Hom(Zj:.z_z‘): = z‘;(donde Zg es el aspacio

vectorinl dual de 23).

Aef, la eccién es, si fe z§ entonces g§——ef(g~1} = ~f(g)

luego
' b1 “*
b’ =pluy) =,
¥ ugu_i-—-—-(-l)“‘ ugu.i, de donde H’(ZB:Z3)z2 eate generado por
2] 23-1
Ug'r % Ty,
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~ Ahore, es ficil caleular 1m sueesidn espectral de Bockstein.

3 . ]
Sabamos que H ([‘.83) = 530!2)

it RERERNE X Sy

Hm(£4323) = 0 an otro caso

¥ 1a sucesidn espectral se obtiene de

H(E,12) e i ,2)
¢ . /P
Hm(!l4=2-3)
con dnﬁl‘ . E‘; =0 8i m» 0 y 1as d~-cofronteras son uglj € H4J(£4;z3)‘
2]

por lo tanto existe 1“1 ¢ H.4(E. 12) tal qu.a'rlj——m2 ¥y 3n=0.

As{ obtenemos nuestro resultado fundamental

3.8 Teorema,.

{2d =2§=4F =3-1'q il‘-a'ﬂlﬁn
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