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PREFACIO



El objetivo fundamental de este trabajo es prcscntar un pano-

rana; general el ostado que guarda 1a investigacitn sebre mode-

los con pun:ns de’ cambio en‘Estadisn 2l pesa-r de.‘que no hace

mas de treinta anns que. ! ‘éste tﬁpxca empezé a ser notivo de pubh

caciones, la inesperada abundan:'a de contribuc:\,ones POT una par

te y 1a inacceslbll dad de a;gunus ; rotra, me han impe

dido prnduclr una )“ev1sxﬁ exhiustiva en un sentido estricto.

Sin emba'rgo ‘ae’entre 1os trabajos disponibles he inclufdo aque-
1los que“en mi opinién, representan las contribuciones mas nota-
bles y toda referencia de que he tenido conocimiento se encuen-
tra en 1a bibliograffa.

El contenido csta organizado bdsicamente en cuatro capitulos.
El primero, es muy breve y consiste en una presentacién del pro
blema, precedido de algunos comentarios de naturaleza general sg
bre las caracteristicas del proceso del modelado estadfstico.

El segundo capitulo se refiere a los resultados relacionados con

el caso de sucesiones d¢ variables. En el tulo tres se tie

ne un esquesa similar para modelos de regresién. El capftulo fi

nal consigna de mamera mucho mis breve algunes resultados y apli



caciones recientes, asi como algunos trabajos que consideran el

problema de.puntos: de canbic., para otre: tipo. de' nodolos o desde

punto; de yist

campo. particul

lustiar las caracteristicas
de estos dos enfoques de la Estadistica, Do cuslguier forna, on
cada seccién las contribuciones. inclufdas son presentadas y dis-
cutidas en estricto orden cronolégico de publicacién. Espero
que esto permita apreciar la evolucién cn cl tratamiento que el
problema ha recibido, a la largo del ticmpo.

Como complemento a los breves comentarios con que fimaliza el
trabajo, cada capitulo incluye una secci6n de discusién que jun-
to con la ténica cn la presentaci6n de las contribuciones, pre-
tende satisfacer ol objetiva mencienado originalmente.

quiero hacer patente mi profundo agradecimiento al M.en C,

Joaquin Diaz S., por su cuidadosa revisién de la versisn preli-



minar y su constante'y decidido apoyo en el transcurso de la

prolongada elaboracién de’este trabajo. Asimismo quiero hacer

extensive. i T nto:; Alered Bus:os, Ragl Car

o que it nanzadu

boratorio ‘de Estudisnca dela Facultad de Ciencias, en donde
ho tenido la inapreciable “oportunidad de desempenarme profesio-

nalmente.

1982 Manuel Mendoza R.



CAPITULO I

Introduccion.



Una de los aspectas mis importantes on el trabajo cientifico
y en particular, en la Inferencia Estadistica, es la construc-

ci6n de medelos para describir el comportamiento de los fenGme-

nos bajo estudio. EL papel que juegan los modelos en el proce-

so de adquisicién de conocimiento es bésico, puesto que comsti-
tuyen

) repr os ap de 1a reali-

dad, mediante las cuales se pueden analizar la naturaleza del
fenbmeno y las relaciones que guardan sus componentes, aisladas

de otros factores que en la realidad pueden interferir con el

estudio,

Es importante tomar on cuenta que todo modelo cs una aproxima

cifn y por tanto en un scntido estricto, no resulta una réplica

exacta de la realidad., Esta consideracién resulta particularmen

te valiosa en el proceso de seleccibén de un modelo. Recurriendo

alos conceptos de Box [ 10 ], es clara que el mejor modelo no ne-
cesariamente es el mas complicado, que pucde resultar tan dificil
de analizar como la realidad misma, si no el que proporcione una
doscripcin simple y razonablemente aproximada del fenmeno en

cuestidn, De hecho, Box comenta que la eleccién del modelo apro,



piado so reduce & establece un compromiscentre la simplicidad
¥y 1la flexibilidad que 'se protenda, ‘Esta es, el modelo debe ser
simple, de manera que produzca una interpretaci6n clara de los
resultados pero a la vez, flexible en el sentido de que pucda
ser modificado sin dificultad pava aproximar satisfactoriamente
una variedad de fondmenos,

En el dmbito de la Inferencia Estadistica se hace uso intensi
vo de madelos probabilistices y estadfsticos para describir feng
menos de las mas diversas disciplinas: Medicina, Economia, Sico-
logia, Biologia, Geografia, ctc. Usualmente, csos modelos son
estéticos en ol sentido de que se considera que no cambian a lo
largo del proceso de estudio. Sin embargo, cn algunas ocasiones
esta suposicién no parece razonable porgque las condiciones expe-
rimentales o algunos factores exGgenos sc¢ modifican e inducen
cambios en ¢l modelo, En otros cases, ocurre que la propia natu
raleza del fenémeno limita las posibilidades de un modelo a un
rango limitado. En cualquicra de estas situaciones, resulta ng
cesario utilizar modelos que describan esc comportamiento de ma-

nera conveniente. Una alternativa es proponer modelos con una



estructura mas compleja pero. también existe la pnsibﬁidaa de
utilizar,por segmentos, diferentes modelos que usualmente posecn
el mismo grado de dificultad que el originalmente propuesto. Es
te tipo de modelo recibe el nombre de modelo com puntos dc cam-
bio, en donde los puntos de cambio se refieren a los puntos de
transici6n entre los diferentes segmentos. Existen, en la litera
tura estadfstica, algunos estudios en donde se efectfian compara-
ciones de este tipa de alternativas. Un ejemplo es el trabajo
de Atkinson [ 3 1.

De cualquicr forma, en los Gltimos afios ha cobrado importan-
cia, el problema de ajustar modelos con puntos de cambio. La
utilidad de este tipo de esfucrzos ha sido establecida en Econo-
metria por un nimero creciente de autores entre los que destacan
Ali y Giacotto { 1 1, Cameron y Nash {171, Hsu [60 1, Xhan [56]
y Poirier [70 1. En Ciencias Biolégicas, por otra parte las
contribuciones de Carter y Blight {18 ], Green y Fekete [41 ],
Knapp et al. (®7], Ohki [¢1 ], Pool y Borchgrenvick [Tt ] y
Needham [ 66 ]entre otros, ilustran aplicaciones de este tipo de

modelos.



Una situacidn de un .cambio en el proceso de chservacign de
un fen6meno puede ‘identificarse de manera general cuando el mo-
delo que describe el comportamiento de las variables que se re-
gistran se modifica a partir de algln puntos generando, de esta

manera, dos conjuntas de observaciones: Zi,Za,...,Z, cUyo COMpOL

tanionto es descrito por un primer modelo MiyZ, :Z,pse--Zr quese
describe con otro modeloM:,en dondeM: csdiferentedeMy. Las diferen
cias entre los modelos pueden ser de diversa naturaleza, desde

cambios en el valor de algunos de los parimetros que los definen

hasta el mas complicado caso de cambios estructurales,

En cualquier forma, el problema mis interesante y de mayor
aplicabilidad, aparece cuando se desconoce si efectivamente cl
cambio tuvo lugar y en ese caso, como lo mencionan Chin Choy y
Broemeling [ 23 ], existen bésicamente dos cuestiones por resol-
ver: Determinar si es razonable suponer que efectivamente exis
te ol cambio y en caso afirmativo, realizar inferencias sobre el
punto de cambio,que se considera un parametro adicional, asi co-

mo sobre los demds pardmetros involucrades en los modeles.

Naturalmente, el problema de modelos con puntos de cambio pug

de complicarse considerande mds de un cambio o imponiendo restrig




ciones para que las cambiqs sean graduales de un modelos a otro,
El interés y la relevancia de las diferentes posibilidades, es-
t&n claramente relacionades con la naturaleza del fenémenc bajo
estudio y del objetivo que se persiga: prediccién de observa-
ciones futuras, descripcidn de la relacién entre las variables
de interés, etc.

En este trabajo se examina una variedad de casos que son tra-
tados con diversqs procedimientos y que prebablemente permitan,

ante una situacién particular,elegir el modelo y el tratamiento

mas adecuado.




CAPITULO I

Sucesiones de variables
aleatorias con puntos de cambio.




<)

.1 RESULTADOS DEL ENFOQUE FRECUENTISTA



En Telacion al problema de puntos de camblo en sucesiones de

vntlables aleutﬂrle.s, se han publicado diversos trabajos con

ol enfoais frecuentista. Do hecho, 1a mayor parte de las
primeras contribuciones en la literatura estadistica sobre
esté tema tratan el problema bisicamente desde esa perspecti

va.

Entre los primeros autores que abordan el tépico, se encuen-
tra Page, (68 ] ¥y [ 631, quien se plantea el problema de pro
bar la hipétesis nula de que las observaciones independien-
tes Xi,Xa,...,X, proviencn de una misma poblacién con fun-
cibn de distribucién F(x;0, Jcontra la alternativa de que las
primeras 7 de ellas (0<7<T) tienen una distribuciénF(x;0;)
pero X, ..., X, siguen una distribuci6n F(x;02) en donde, el
Gnico parimetro descomocido es, precisamente, 7. En el primg
ro de sus trabajos, [¢1, cl autor sugiere el empleo de una
regla de decisidn basada en sumas acunuladas de las observa-
ciones. la variacién a ¢sa propuesta que es discutida y exa-
minada posteriormente con mayor detalle por Page,Tesume en
formaapropiada 1a contribucién de este autor en el tema de

este trabajo.



Page desarrolla une solucién al problema [ &4 1, considerando
que en realidad se enfrenta a la discriminacién de T+1 hipéte
sis Ho,Hy,...,H,, donde H; es la hipStesis de que las prime-
ras 1 observaciones proceden de F(x:0,) y el resto de F(x:0,).
Es intercsante notar que desde este punto de vista existen dos
hiptesis, Ho ¥ By, que implican la inexistencia de cambios
puesto que bajo Ho todas las observaciones son idénticamente
distribuidas de acuerdo a F(x;02) mientras que bajo My lo son
seglin F(x;6,). En cualquier forma, Page siguiendo el criterio
de discriminacién de Reo [ 111, emplea la siguiente regla de

decisién . Se prefiere H; sobre el resto de las hipftesis si

XD B Ly (X Xg) ¥ jhs

en donde Ly {Xi,.-.,X;) es la verosimiltud asociada a la hipbte
sis H;. Page demucstra que on el caso particular on que F(x;0)
es una distribucibn Normal de varianza conocida y constante y
considerando =g, 1a media de la distribucifn y 02=p+ 5 en

donde, tanto # como >0 son valores especificados,el crit:rio



propuesto es equivalente a la siguiente regla:

Se prefiere H; sobre.el resto de laghipStesis s

en donde

x
5020, S, Z (k- 4= 8/2)

de tal manera que basta con calcular las sumas acumuladas Sg;
i=0,1,...,T y elegir la hip6tesis que corresponda con el pun-
to minimo de la sucesién. El procedimiento es también emplea
do para el caso en que el cambio se produce cn la varianza(de
0% a 0} con 0}>0})encontrandose un resultado anflogo,en don-
de la diferencia radica en que la suma acumulada por calcular
estd dada por:

o3
[

" _
sed ot [ 47 ]

y de nuevo se clige la hipétesis asociada al valor mds peque-

fio de Sy. En el caso més general, que incluye a los anterio-




Tes, se deduce que para cualquier distribucién con’funcién

de densidad del tipo:
£(x;0)= exp {AL0) B (x) +C(0)+D (X}

que se conoce como funcibn de la forma Koopman, y empleando
ol procedimiento indicado, el resultado se puede Tecuperar.

Esto es, 1a hipStesis H, se prefiere si S, <S,vj#1 con

k
skumg1{n(xm1~ %%(%}} P ke 1,2,..0,T, S

en donde AC (0)= C(02)-C(0,), AA(0) = A(02)-A(0,) siempre

que AA(0) > 0.

En el mismo articulo se menciona que la técnica desarrollada
puede considerarse de una sola cola,puesto que la forma de la
decisién depende de que AA{6) >0, si bien el procedimiento pa
Ta el caso AA(f) <0resulta simétrico. La prueba de dos colas
es también desarrollada en términos andlogos. Adicionalmente,
se considera el cass en que de antemano se asigne a la hip6te-

sis Hy una probabilidad de ser cierta,C veces mayor que al Tes



to, en cuyo caso de manera similar al problema de clasifica-
cién de observaciones, (Anderson [ 2 1pp.130), el criterio su
fre una leve modificaci6n en el sentido de que cuando la hips.
tesis de interfs es H,8sta se prefierc aunque no corresponda
al valor minino de S, siempre y cuando§;.no<exceda el valor
logc/AA(8). Finalmente, se puntualiza que desde el punto
de vista frecuentista las propiedades del criterio propuesto
no pueden ser evaluadas sin dificultad, pero se propone una
posible estimaci6n de la funcién potencia, considerando a la
sucesién {Si} como un proceso aleatorio. A través de esta
aproximacién y empleando un razonamiento frecuentista, Page
ilustra la forma de determinar una regién de rechazo aproxima
da de Hy para un nivel de significancia precstablecido. En
resumen, se presenta uma técnica basada en sumas acumulativas,
para tratar el problema, que se aplica en el caso en que los
modelos involucrados sean totalmente especificados y permite
1levar a cabo, una prueba aproximada de la hip6tesis de que no
existe cambio alguno. En el caso de que esta hiptesis se re-

chace y aunque el autor no hace referencia a ello, se puede ob



tener como un producto asociada el estimador de méxima verosi
milited del punto de cambio. Sin embargo, la efectividad del
procedimiento no es establecida claramente en los trabajos de
Page.

D.V.Hinkley es otro autor que ha publicado diversosartfculos cn
el tema de este trabajo. En particular dos de ellos, [ 4k} y
[ 411, estin muy ligados al problema que se ha discutido. En
el primero de ellos, se considera el mismo esquema de una suce
s5i6n Xi,Xs,....,X; do variables aleatorias independientes y

continuas tales que la funci6n de densidad de X; esta dada por:

E(X;300) 5 i=1,2,...,7

£X,:0)=

E(X;102) 5 ister, TH2,...T

en donde tanto 0, como 0, son valores conocidos y 8, #01.
Ast pues, ¢l Gnico parimetro desconocido es t. Partiendo
del supuesto de gue necesariamente sc verificé un cambio, el

Pproblema de interés para este autor es la estimacién de 1,




Para este fin procede de acuerdo . al método de mixima verg
similtud como sigue. La funcién de verosimiltud estd defini

da por:
e =
L= L E X5 00) (IL,, €(XG500) 3 t=1,2,...70)

de tal manera que el logaritmo de esta funcién se expresa de

la siguiente manera:

t T
£(8)= mL(t)= |, M E(xs 00} 4,8, LG 01)5151,2,00,T-1

y el estimador de mixima verosimiltud de r, lldmese 7, es el

valor de t que maximiza L(t),o cquivalentemente &(t).

En virtud de que 2(t) es uma funcién discreta de t, los méto-

dos usuales de optimizacién mediante diferenciacin no se apli
can para encontrar el valor méximo. Esta situaci6n adicionada
al hecho de que no se supone una forma cspecifica para £(x:0)

conduce a que no exista una forma explicita para 7. Asimismo,
no se satisfacen las condiciomes indispensables para garantizar

que su distribucién asintética sea Normal como ocurre usualmen-



te con'log estimadorés,de mixis yerosimiltud, Kendall y
Stuart [84 1.. Bajo esta perséecgiva, Hinkley 'se concentra
en el problema de establecer la distribucién de 7.

El procedimiento que emplea consiste en observar que para
que 7 sea igual a un valor t* es necesario y suficiente que
2(t*)»2(t) para t=1,2,...,T-1. Por su parte (t) es una
funci6n de la muestra, que en general, puede escribirse como

T

€
2(e)= T 0nf (x;:00) 3, tE(x;:0,)

€ €
= BEnE(x 00) - £ nE(x;301) + E  enECx 02) + I (x,101)

© ®
- E'(Rnf(‘( 00)-2nE(x 10 )]+ 2 enf(x,:0,)

® ®
= Buy 4 ZnE (x5 0,)

Asf que el comportamiento de 2(t) puede describirse a través

de la suma de variables aleatorias independientes ¢ idéntica-

€
mente distribufdas T u; .



Bisicamente, el problena dé.establecer la distribucién de T
es equivalente al de.describir el comportamiento del valor

méximo que alcanza el proceso estocdstico (sk)kﬂ,“ -

k
en donde S,=;Fu,. En esas condiciones y empleando algunos
resultados de procesos estocdsticos, Hinkley obtiene una
aproximacién asintftica, cuando T y T-r tiendenm a infinito,

para el cdlculo de que 7=t con t=1,2,...,T-1.

Las caracteristicas sobresalicntes que sc obtienen mediante

este procedimiento son las siguientes: a) la distribucién de
7 depende de los valores de 0o y 0,. Mds afin,en el caso es-
pecifico de sucesioncs de variables Normales,sc tiene que de-
pende de estos pardmetros a través de la funcién 4=10,-0,].

b) El cdlculo de las probabilidades se realiza mediante apro
ximaciones numéricas a la expresién asint6tica que involucra
series infinitas. c) 7 no s un estimador consistente en el

sentido de que los momentos de su distribucién no necesaria-
mente convergen a cero a medida que T tiende a infinito. d)
La distribuci6én de 7 para el caso en que 0, o 0, es descono~

cido, es la misma siempre que estos valores sean reemplaza-



dos' por estimadores.de mixima®yerosimiltud consistentes.
Como un media adicional, ‘Hinkley muestra que’si. el interss ra
dica en efectuar pruebas de hip6tesis del tipo:

Het 7= 7% ys. Hj: T#7%

el método de cociente de verosimiltudes puede efectuarse con

una estadfstica de la forma:

A= R(7)-2 (1%)

7
=58y

en donde Hly se rechaza si A>C.

De esta manera, una vez establecida la distribucién de 7,es
relativamente sencillo calcular la correspondiente a A bajo
la hipétesis Ho.siempre que 0o y 01 sean conocidos. Sin embargo,

cn el caso de que 0a 001 seadesconocido, la distribucidn de A no resulta to

“talmente cspecificaday las imaci no son cof ati

En un trabajo posterior [43 ], el mismo autur trata el proble-

ma de cfectuar inferencias sobre el punto 7 en uma sucesién de



variables discretas, en donde el modelo sufre un cambio. Es
pecificamente, considera el caso.de variables Bernoulli que
cambian de un modelo con probabilidad de &xito &, a otro com
probabilidad ¢,. La distribucidnasintética del estimador del punto de
cambio se deriva utilizando un razonamiento andlogo al emplea
do en ¢l artfculo previo. Igualmente, se obtiene la distribu
cibn asint6tica de la estadistica correspondiente al cociente
de verosimiltudes para probar hipétesis sobre 7. La princi-
pal contribucién de este trabajo es que exticnde los resulta-
dos obtenidos para variables continuas al caso de variables
Bernoulli. El autor indica que el procedimiento podria ser,
en principio, generalizando a cualquier distribucién discreta,
pero reconoce que el tratamiento de las caminatas aleatorias
asociadas se complica notahlemente salvo en el caso de va-
tiables dicotémicas. Una observacién intercsante es que en
este trabajo Hinkley afirma que debido a la poco usual natura
leza del parfmetro 7, el enfoque Bayesiano, para la inferen-
cia sobre el punto de cambio, parece tener poco que ofrecer.

La fortuna de esta opinin podrd ser juzgada con la informa-



cién contenida en este trabajo. Particularmente la siguien-
te seccidn, donde se presentan algunos procedimientos de
origen mas reciente, basados en el enfoque Bayesiano, puede

resultar de interés,



1172 RESULTADOS DEL ENFOQUE BAYESIANO



Zos resultados que serdn presentados en esta seccibn se basan
en argumentos Bayesianos. Por esta razén es conveniente re-
cordar que el enfoque Bayesiano parte de una interpretacién
subjetiva de la probabilidad en base a la cual se amplfa el
espectro de fenémenos que pueden ser descritos mediante mode

los probabilisticos. En general, se considera la probabili-

dad como una medida de la incer . que bajo
nes especificas, estd asociada a la ocurrencia de un evento.
Algunos autores, de manera equivalente, se refieren a la pro
babilidad como el grado de creencia que se posee con respec-
to a la ocurrencia de un evento en condiciones determinadas.
Esta interpretacién, aunada a la formulaci6n de un conjunto

de principios de . i 1ales en los

procesos de toma decisiones que incluyen como caso particu-
lar a los procesos de Inferencia Estadfstica, conduce a un
tratamiento muy especifico gue apunta, de acuerdo a Bernardo
[ %1, hacia una teorfa gencral unificada para la solucibn de
los problemas que se plantean en la Estadfstica Inferencial,
evitando las soluciones y técnicas particulares que en ocasio

nes conducen a inconsistencias o

Una amplia discusifn, tanto de los fundamentos como del tra-
tamiento de este enfoque no es el propésito de este texts pe

ro puede encontrarse en Bermardo ( ¢ 1, DeFinettil 261,




DeGroot[ 241, Lindley {591 y [ 0], Ramsey 4 | y Savage
1823,

En relacién al problema de puntos de cambio, entre los prime
ros artfculos que utilizan el argumento Bayesiano, se encuen
tran los trabajos de Chernoff y Zacks [ @ ] y Kander yZacks

(93], en donde fundamentalmente se parte del problema de es
timar la media actual de una poblaci6n de la cual se tienen
observaciones sucesivas, bajo el supuesto de que posiblemen-
te tuvieron lugar cambios a lo largo del proceso de observa-
ci6n en el valor del pardmetro. Como un producto asociado

se obtiene un criterio,  supucstamente Bayesiano, para pro-
bar la hipGtesis de que no hay cambios contra la alternativa

de que un cambio (y solo uno) ha tenido lugar en la sucesién

(lamisma situacién que considera Page). En el primer articu
lo,Chernoff y Zacks { @ 1, se plantea la situacién como si-
gues

Sea Xi; Xzs...,¥ una sucesi6n de variables aleatorias nor

males independientes con medias £ivas M1 Hareey By Y V2
rianza comGn igual a 1. Cada media g, es igual a la ante-
rior salvo en el casa en gue haya tenido lugar un cambio.
El objetivo fundamental que se propone, es la estimacién de
#,. Con tal propésito, y con la intencién de emplear el en

foque Bayesiano, los autores reformulan la situacibn en los



A%

Siguientes términos:

i} Se asigna a lospuntos de cambio una distribucién

apriori.

ii) @, tiene una distribuci6n apriori Normal de media

cero y varianza t2.

1i1) Las magnitudes de los cambios, cn caso de que es-
tos tengan lugar, siguen una distribuci6n apriori

Normal de media ceroc y varianza 02.

iv) Todas las distribuciones apriori son mutuamente in

dependientes.

Bajo estas condiciones establecen la siguiente relaci6n en-

tre las medias de las observaciones:

[ (i=1,2,..., n-1)

en donde J, toma el valor 1 si un cambio ha tenido lugar en-
tre las observaciones i e i+l y toma el valor cero en caso

contrario. Por su parte, %, represcnta la magnitud del cam-

bio para el cual como ya se indicé se supone una distribu—

ci6n apriori Normal de media cero y varianza 02.



Considerando que:

X i=1,2,...,0

en donde €y se distribuye Normal de media cero y varianza 1,
Chernoff y Zacks mediante la aplicaci6n de la recursién en-

tre las medias obtienen qus

=1
Mote 4 B 3% iL2....n-1

de tal forma que la distribuci6n condicional de X, dado el

valor de k¥ el vector 3= (31,3z,...,3 )’ de cambios, es

Normal con los siguientes parémetros:

a-
2 ; i= -
i+ 50, ;4=1,2,....,0-1
var (
1 i d=n
y ademés: 2200 N
0 E.3, i<j<n

Cov (X X;) =



Esto es, se obtiene la distribuci6n de las observaciones con
dicional al valor de s, y al vector de cambios J pero margi-
nalizada respecto a la distribuci6n apriori de la magnitud de

los cambios.

A partir de esta distribucién, en el trabajo mencionado se
obtiene la distribuci6n a posteriori de k , el parémetro de
interés, como una mezcla de distribuciones Normales, cada
una correspondiente a un diferente valor del vector J. Supg
niendo que una funcién de pérdida cuadrdtica fuese adecuada,
el estimador de Bayes resulta en ese caso como es usual, la
media de la distribucién a posteriori. Una versién mds sen
cilla de este estimador se obtiene tomando el limite cuando
7?+® , es decir cuando la varianza apriori de o tiende a

infinito y por tanto se emplea una distribucién apriori im-

propi

Naturalmente, una simplificacién adicional muy importante se
obtiene al imponer la restriccién de que se verifigue a lo
nds un cambio (como en el caso de Page). Bajo estas condi-

ciones la expresi6n para el estimador es como sigue:

n=t 3
o 5 - n .
T n+otminm) 17
02 n® (a-m)? (K - %) n Xn+0’m{n-m X
coxe] & o o
Lz R 0%m (n-m) n 4 n +o’m (n-m)




en donde:
A=t 3

= - _
™0 yolm (%

o [1 TR R
2 n'setm(n-min

y ademds:

adicionalmente, considerando la distribucién de las obsexva=
ciones condicional al valor de J y K, marginalizada sobre

la distribucién de Z, se aplica el enfogue frecuentista para
calcular el estimador lineal insesgado de varianza minima de
u, . Finalmente, los autores proponcn un procedimiento espe
cfficamente adaptade para ser aplicado en el tipo de proble-




ma que se plantean, esto es, la estimacién del valor de la
media de la Gltima observaci6n registrada, que consiste en

detectar el Gltimo cambio ocurrido en la sucesién y estimar
el valor de u_ con las observaciones posteriores a tal punto

de cambio, empleando el i Bayesiano ient

al caso de un cambio como m&ximo. Para detectar el Gltimo
punto de cambio, Chernoff y Zacks consideran un proceso se-
cuencial en cuya r-ésima etapa se consideran las Gltimas

T+l observaciones y bajo el supuesto de que a lo mds ocurre
un cambio se calcula la distribucién a posteriori del posible
punto de cambio y se decide al respecto a través del valor con
mayor probabilidad posterior. En caso de que la decisi6n sea
de no cambio se pasa a la siguiente etapa, mientras que de lo
contrario se ubica ese punto de cambio que se considera el dl
timo de la sucesi6n y se procede a la estimaci6n de 4 segtn

se ha descrito.

El trabajo referido incluye algunas simulaciones en gue se com
paran,a través del Errcr Cuadrético Medio y bajo diferentes con
diciones, el estimador lineal insesgado de varianza minima, tres

variaciones del estimador Bayesiano para el caso de a lo mds un

cambio y dos del obtenido mediante el inient 1
reportando resultados que por lo demds eran de esperarse, esto

es, que ninguno de los estimadores puede considerarse uniforme-



mente superior al resto.

Probablemente la contribucién del artfculo de Chernoff y
Zacks que resulta mds relevante para este trabajo es el desa
rrollo de un procedimiento de prueba para la hipbtesis

de no cambio contra la alternativa de un cambio en la media

de la sucesi6n de variables aleatorias Normales.

La mediacomin 4 de las obervaciones que anteceden al punto de
camblo se considera conocida mientras que el valor al que cambia, B,

#, es una variable aleatoria

se supone tal que A=g n

me1”

no negativa, con distribucién apriori semi normal, csto es:

ny®) =B ep -5k 52 ]8>0

Adicionalmente, se asigna, a priori, una probabilidad de 1/2 a
la hipbtesis nula de no cambio mientras que el restante 1/2
se distribuyc uniformemente entre los diferentes casos en
que se descompone la hip6tesis alternativa. Esto es, si Hy
es la hip6tesis de que el cambio ocurrié inmediatamente des
pués de la i-ésima observaci6n, se tiene que apriori:
i=1,2,...,0-1

- 1
P = e

PR ) =




en donde se tiene que las hipbtesis Hy,Ha,... H_ inducen una
particién del espacio de los posibles estados de la naturale
za, del tal manera que el complemento de H  (H ) es la wnisn
de las Hls para i=1,2,...,n-1. Bajo estas condiciones, el

criterio de prucba consiste en comparar las probabilidades a
posteriori de H_ y de F_ a partir de las siguientes expre-

siones (para el caso % 0) :
1
PY(Hg) = 5 £(X;00uiXn | Hp)

L -2 1%
= em Texe[- 2,%3 ]

) o b £0%,

T f £%ise0e X, | Hy, A8 h(8) ab
o

N .
I @ zacp[—% [Jg‘ g a)ﬂhman

1en™

-1y

1504 ¥
T;E.X;:I“P[zrﬂ‘x—ﬂ“m.., it




en donde

. a
shtm T,

y ®(z) es la funci6n de distribucién Normal (0,1) evaluada
en el valorz.

A partir de esas relaciones se tiene que:
a-t
“ «
PHER) = ) Pr(H))

1 (2ay™2 13
=F wr et TEK

L S—

- . iy,
T Ty L,

I
52

De tal forma que el procedimiento Bayesiano, considerando una

pérdida igual en cada una de las dos posibles decisiones err§

neas, consiste en considerar los momios a posteriori:

= ~ Pr(in)
™AL B = BT

y aceptar Hp si % (Hp,Hp) es menor que uno, rechazzndo esta

hipStesis en caso contrario. Sin embargo en este punto los

autores mezclan el tratamiento Bayesiano con el frecuentis-

ta y manipulan los momios como si se tratase de un cociente



de verosimiltudes en el enfoque clisico y proponen una regién

de rechazo de la forma:

n (HH) > C

y sus en la distribuci6n de
n(H .H) o de una funcin monbtona aproximada del tal canti-
dad bajo H, con el objetivo de f£ijar € de acuerdo a un nivel

de significancia preestablecido.

Es fécil verificar que:

a1 - .
= - 2 1 Sp Sn_j ) i
B = ey B E"P]: 2" (ool ﬂ M(n—m/nzyvx)("'“laz’

Los autores consideran una aproximacién de esta expresién para
el caso en que 0? -, esto es, para cuando el factor de escala
en 1a distribuci6n apriori de A tiende a cero en cuyo caso
a1 Y = LoSii Verga S
 RILILY exp[ : (n_m“)] 1y s se desarrolia )
b G

alredor de cero se obtiene que:

N .
3t @Ey Sa-s

2 "3
7B = g, O

de tal manera que el criterio desarrollado es aproximadamente



o~

equivalente a:

. e
1+ —22 3 s>
(2nV2 (-1 3= PE
que a su vez resulta equivalente at
n=1
Ty, %) BE, Sy 2k

Una expresi6n mis sencilla de la regién de rechazo, se obtie

ne verificando qu

n

n-1 -1
.
B S aEEia X :

=(Xa#Xah, . .4%,)

o B aXy)

De tal forma que, de acuerdo con el razonamiento de los autg

res, solo es necesario determinar la distribuci6n de:



T(X1...%)

n
42, (4-2) %,

bajo la hipStesis nula de no cambio. Esto es muy simple puesto

que en esas condiciones T os una combinacién lineal.de var

les indepen-
dientes e idénticamente distribufdas segfn una ley Normal.

$i no se considera la restricci6n de que 4 sea cero,median
te un procedimiento andlogo es ficil demostrar que la regién

de rechazo esta definida por:

T X,

n
Ha) 5E -T2 ¢

en donde, naturalmente,

En este caso, también resulta sencillo establecer la distri-
buci6n de T* bajo la hipftesis e no cambio, puesto que de

nuevo se trata de una combinacién lineal de variables aleatg
rias Normales. Por otro lado, la funci6n potencia es descri
ta por los autores parametrizada por m, el valor del punto de

cambio y 8, la diferencia entre las diferentes medias.

Este d to es nediant mulacién con una




técnica propuesta por Page [ ©8], basada en sumas acumuladas
pero que resulta inferior a la gue ya se ha presentado en es
te trabajo y los resultados de la comparacién resultan favo-

rables a la técnica de Chernoff y Zacks.

En un trabajo posterior, Kander y Zacks [43 ], se retoma el
el procedimiento de prueha para la hipétesis de no cambio,
generalizando el resultade. Se considera una sucesién

XiyXz, ..., X, que tiene una distribucién que pertenece a la

familia al de un solo i esto es:

£(xg0) =hix,) exp [4:(0)0(X,) $200) |

en donde 0€q , y (/) es una funci6n monStona de 0 . Adi-
cionalmente se impone la condicién de que ambas funciones
$1(8) y ¢2(0) sean diferenciables respecto a 0 en 2. Las hi

pbtesis bajo consideraci6n son las siguientes:

=02 .= 0 20, {0, conocido)

vs




en donde § es mayor que cero pero desconocido, 8¢+5€Qy

m es también desconocido (m=1,2,...n-1).

Las probabilidades apriori para las hipGtesis son asignadas
e 1a misma forma qgue en el trabajo previo. Una diferencia
es que en este caso, el pardmetro  que se considera descong
cido no se trata en la forma Bayesiana, esto es, no se le
asigna una distribucibn apriori sino que el momio que en ana
logia al resultado de Chernoff y Zacks, se obtiene en estas
condiciones,se trabaja como funcién de & para posteriormente
emplear una aproximacién via teorema de Taylor de la probabi
Mdad 3 posteriord de Hy, para el caso en que &0 gue produce
n

una funci6n monStona de la estadfstica T(X1,....X

Z, (i-1u(x,).

Es importante mencionar, sin embargo, que posteriormente los au
tores indican que tal resultado tambi&n se obtiene si apriori
se asigna a b una distribuci6n exponencial de media 1/t y se
hace tender .t a infinito. De esta forma y de nuevo recurrien-
do a un razomamiento frecuentista los autores proponen como

criterio de rechazo para He:

Tisees X)) > C

¥ a la determinacién de la distribucién de T(fi,....%)

bajo la hipStesis Ho. En este caso general el problema distri




bucional no es tan simple pero Kander y Zacks demuestran que
asintéticamente y bajo condiciones muy generales T se distri
buye como una variable Normal. Finalmente, Kander y Zacks
tratan los casos particulares de las distribuciones Binomial
y Exponencial encontrando que sobre todo en el segundo caso
la aproximaci6n Normal es muy pobre afn para tamafios de mueg
" tra no excesivamente pequefios. Un par de aproximaciones mds
a la distribucién de T son propuestas, siempre basadas en la
Normal, que parecen mejorar los resultados obtenidos, al me-

nos con los dos casos examinados.

En relacién al problema de puntos de cambio, uno de los prime
Tos artfculos que utiliza el argumento Bayesiano pero que a
diferencia de los trabajos de Chernoff y zacks ( (4 ] y Kander
y zacks [ % ]se aproxima mds a la esencia del problema tal co
mo se ha planteado originalmente es el debido a A.F.M.Smith

{84 Jen donde se parte del siguicnte esquema:

Sean Xi,...,X variables aleatorias independientes tales que

X, tiene una distribucién Fi (x10,) para i=1,2,...,7 y una dis

tribucién F,(X|[0,) para

+1,...T(1<7<T). Bajo el supues
to de gue ambas distribuciones tienen una forma funcional co-
nocida y que las funciones de densidad correspondientes son

£1(X[01) y E2(X|02) respectivamente, ol objetivo principal es

la inferencia sobre el valor de T y scbre los valores de 0; ¥



¥ 02 en caso de que estos sean también desconocidos.

Dados los valores de 03, 8, y T, la funcién de densidad con
junta de las observaciones estd dada por la siguiente expre

si6n: -

f(Xl-..xT|r=t, 0,,02)= i,(xx...xc|a,1f,(xu_|,m,xwlh)

. =
=06 01030 3, £20%,102)

Ahora bien, Smith considera diversos casos. Primero, suponien
do que tanto 0, como 0, son valares conocidos y por tanto, el
Gnico parsmetro que estd sujeto al praceso de inferencia es 7,
es nccesario considerar una funcién de probabilidad discreta
apriori £q(£);t=1,...T que describa el conocimiento inicial
que se posee respecto a los posibles valores de 7. Es impor-
tante remarcar que la asignacién de la funcién £q(t) depende
del conocimiento previo sobre los valores de 7, de tal modo
que por ejemplo, si la funcién es constante fq(t)= 1/T se es-
t4 asignando igual probabilidad apriori a cada uno de los po-
sibles valores del parfmetro. En algunos casos especificos,
puede resultar de especial interés la 7..oabilidad asignada

al valor r=T gque representa una situacién en que no se verifi



c6 ningtin cambio. De cualguier forma, aplicando el teorema de

Bayes a la distribucifn’ap:

ri‘de’t 'y la densidad conjunta de

las observaciones, se obtiene la distribucién a posteriori pa-

ra 7 como sigue: T ‘

— t=1,...,T
fEpE (e X [ee,01,02) £ (6)

£(X10 K, |T=,00,02) £ (%)
ey 2,001m oot PR DRI,

en donde X;=(X1..

En virtud de que el denominador de esta expresién es una cons

tante que no depende de t, se tiene que:

£(E] X 01,02) = £ X =t 04y 02) fo(b)s £21,2...,T

esto es,

£CE|Rp01,02) = f,(x,..,x,r\n,)fztxm_‘“_.'xT|n,)sq(t1:t=1,z...r

o equivalentemente,

€ T
E(E[R, 00,0201 £ X100 T £20%,102) £o(6);

En el caso en que fq () sea constante, la moda de la distribu



. T
SLE 0 100,00 205, 102)

cibn a posteriori coincide con el estimador de mxima verosi
miltud de T y se obtiene determinando el valor de t que maxi
mice el término del lado derecho enlexpresién anterior. Una ob-

servacion interesante es la siguicnte:

3 T T . T
060 1000, 8206 10200, 6 (400 AT £ 10

L3 m H
=0y E1 L0 £ 100 /4T, X100

T
CEWENCURYA S AT

de tal manera que para un valor fijo de f£4(t) la magnitud de
£(t[X1...%,,01, 03] es proporcional al cociente de verosimil
tudes que se obticnen si se confrontan las hip6tesis de no

cambio contra un cambio en 7=

. En cualquier caso la distri
bucién a posteriori contiene toda la informacibn relativa a
T y en base a ella se pueden construir regiones de alta pro-

babilidad o timaci tuales o pruebas de hi-

pétesis mediante el empleo de una funcién de pérdida adecua

da.

Otro caso considerado por Smith es el de que 0, sea descong

cido en donde es necesaric definir una funcién de densidad



apriori para 8, sobre _Gz,el espacio de valores posibles de
82, que el autor denota por £,{0.)¢,) remarcando con ello la
posibilidad de que esta funcién dependa del valor 0). En es
tas condiciones interesa obtener tanto la funcién de densi-
dad a posteriori de 0, como de T. Si se supone que fo(t) es
independiente de £,(02]0;) se tiene que la conjunta a poste-
riori esta dada por:

£(£,02] Xy 01) ® £1(K1e X | 85)E2(X,

X, 10260 02]02) £ (1)

TP

para 0:€ ©: y t=1,2,...,

Para obtener las distribuciones a posteriori para cada pard-

metro basta con marginalizar la conjunta. Asf se tiene que:

£e] X 01)= Jf(t,ﬂ;[x,.uxT.M) ao,
©,

= £4(t) ]‘fx(x;“.xtlmfﬁ(x

ertsene, Xpl02)£0 02 [01)00,

0,

= fqlt) £ (xA,...,xT[Il;,t)

¥ adenss:



T
02| Ky 1) = B 08,05 | Xare e X003}

K . ;
S B i X0 Ea Ry e K021 E0 021000 B0 ()

=£002(00) £ (Kuseen Xy 102,000

Estas distribuciones a posteriori centienen, como en el caso
previo, toda la informacién respecto a 0, y r y pueden emplear
se para construir intervalos de alta probabilidad y estimar o

probar hipbtesis.

Bl caso mas general se presenta al suponer que tanto 0; como

02 son id. En estas ci; ias, el t s

es totalmente anilogo salve que es necesario asignar una dis
tribucién apriori para 01, £,(01), y suponer independencia de
esta funcién respecto a £4(0:) ¥ folt) o bien asignar una dig
tribucién conjunta apriori £(0:,0;), para 0, y 0: indepen-
diente de fo(t). Como resultado se obtiene la distribucién a
posteriori conjunta de 0;, 0, y 7 de donde por integracién o

suma se pueden obtener las marginales respectivas.

Los estimadores de los pardmetros se pucden obtener minimizan
‘ do la pérdida esperada para una funci6n de pérdida adecuada.
En el caso de prueba de hip6tesis, si no sc emplea una funcidn

de pérdidas, la solucitn Bayesiana se basa en el cdlculo de



los momios correspondientes. Asi, por ejemplo si se desea

probar:

He: TES vs. Hi: T¢S

en donde S es un subconjunto del conjunto {1,2,3,...,T}, en
tonces si por brevedad se denota £*(t) a la funcibn de proba

bilidad a posteriori de 7 se tieme que:
£H(S)= T E*(v)

y por tanto los momios a posteriori de Hy contra H, estan da

dos por:

*(s)
IE*(S)

n(s)=
Naturalmente, un valor suficientemente pequefio de n(S) sugie
xe que Ho se debe rechazar mientras que un valor grande apun

ta en el sentido de aceptar Ho.

Este tratamiento, que puede ser aplicado sin complicaciones
a variables cuya distribuci6n pertenezca a la familia exponen
cial si se emplean distribuciones wpriori conjugadas cuando
los parfimetros 0, y . son desconocidos, es ilustrado por

Smith para variables con distribuci6n Bernoulli y Normal.



Para variables Bernoulli, se tiene que las primeras r obser
vaciones proceden de un modelo con probabilidad de &xito 0,

y el resto de uno con probabilidad de &xito 0,. De esta for

mna,
t ’l"t fr.t
E(Kie. X (6,045,050 o [N Q=022
en donde
s, 121’&' £y= £-5,, Sy_.= zxéﬁ em TES,

8i 0y y 02 son conocidos, la distribucién a posteriori de 7

se obtiene directamente de la expresibn
£(6 Xy, 05, 02) = 0fe(1-0pTe 058 00 Frtg (1) wet,2im

de donde los nomios para cualquier hipbtesis de interfs sobre

7 se calculan ficilment Si0, es una funcibn de

densidad que resulta conveniente on muchos casos para describir
el conocimiento apriori sobre este pardmetro es la Beta incomple
ta de cuatro parfmetros que se define como:

Ba-1

ezaq
£0(02)= K (o2, B2) 02 {1-02)

a2,b2

para valores tales que 0<a;<0; <bsSlydonde K . fe2,fz) eswna



constante que satisface

-1 1 -1
[thm.h)} = Ku,h;(ﬂz,@z)} - {Koraafaz B2)

why-1 uv-1 whvm3-1
LW (v) jE“( Y Vo3 e

Kowlu,v) = ey

de tal manera qu

b2
J £o(0,) d0,=1.
a:
En virtud de que la forma esencial de la distribucién a pos—
teriori es la misma que la apriori se dice que la Beta es

una distribucién conjugada de la Bernoulli.

La asignaci6n de los parémetros az,base, y B, permite mode-
lar una variedad de situaciones. En particular, si ninguno
de los parfmetros depende de 0, se obtiene una distribucién
apriori para 0, independiente de 0. Por otra parte, si se
sabe que @, >0, basta con tomar az= #,. Un caso anilogo se
puede describir si ba=0,. Finalmente, cuando az=0 y by=1i

la distribucién coincide con la Beta estindar o completa.



En cualquier caso, se puede verificar que la expresi6n gene-
ral para la distribuci6n a posteriori de r esta dada por:

5¢ .
E(E X, 01) =0, (1-02)7¢ » {az,82) /X,

‘az,bz fazts,

SR

Kba SREICH
Por supuesto, este tipo de distribuci6n apriori puede genera
lizarse para el caso en que si bien, 0; no es siempre menor
que 0, ni siempre mayor que ¢, el conocimiento sobre 0 en
cada una de esas regiones se desea describir con un modelo

diferente de esta misma clase.

Cuando tanto 0, como 0, son desconocides y es razonable supg

ner i a entre las tes distribuciones

apriori; una soluci6n se obtiene al proponer:

0,,0 °3' 3!
£a001,04) = o 0 00" <o <p,

Utilizando esta apriori es muy sencillo obtener la correspon-
diente posteriori conjunta de 7, 0, y 0; en una forma andloga

a los casos anteriores. Asimismo, se puede marginalizar para

obtenerla a posteriori individuales. Si de antemano se sabe
que 0, <0, el conocimiento apriori se puede describir median-

te la funcién

. - 2
£y 0= K, @i Brea 001 (10077 0T ponf?



para a;<0;<0z<bz . En este caso la constante X estd
dada por la expresién:
(@1,81,42,82) =

2-3 Ba-y ot it
Koyims 27 aepf2ig |yt 0P ey

esto es,K es una constante de normalizacién de la distribucién

apriori conjunta de 0, y 02 -

El procedimiento consiste en calcular de nuevo, la distribu-
ci6n conjunta a posteriori de 0,,0, y T de donde se obtienen
1as marginales. En particular,la aposteriori de 7 estd dada

por:

£(E|2,) = £alB) K

g 1B 02 B2 UK, (e, BrsE, aass  2vE )

para t=1,2,....,T.

Naturalmente, con esta idea se puede obtener un resultado ani
logo cuando 0,<0,. Un caso gencral, se puede modelar asignan
do un modelo de este tipo para la regién 0,<0; y otro similar

para la regién 0, <0 , aj las

tes para que la integral sobre la regién total tenga valor 1.




Para sucesiones Qe variahles Normales y considerando
0,=Cug 6} en donde 4 y ¢ son la media y la precisisn de
la distribucién respectivamente se tiene que:

NG

0, 9. {7
2,18, 01,020 = () ()T ¢

14 & 2 1,3 z
*exp) - 7 €1,F, (- m) tem - 62, F (X - o)

de donde la distribuci6n a posteriori de r se puede obtener
muy fdcilmente si w1, 2, %1 y ¢,s0n todos conocidos. Dife-
rentes resultados se pueden obtener si algunos de estos pard
metros son desconocidos. Smith trata varios casos en los cua
les emplea distribuciones apriori conjugadas o en ocasiones
distribuciones de referencia para #i, Mz, ¢,y ¢: Suponiendo

sicmpre, independencia respecto a fo(t).

Cuando ¢1=¢, = ¢ conocida, k) es conocida y s6lo K, es desco
nocida, el autor propone el uso de una distribuci6n apriori
para iy, Normal truncada en (as2,b;) con media «» y precisitn

$B2. Esto es,

f£oluz)=K (a2.82,0) exp] - 388208 }exp {6faaz nz
az,by 2

en donde de nuevo K,

(22, B2.4) Juega el pa

de una cons

az,b2




tante normalizadora.

La distribuci6n a posteriori de t, el pardmetxo de mayor in-

terés, estd dada por:

¢ % exo Lo iow s
£(e P Xy om0 5z exp‘lfé[x}h [CRTRLES e ]f £0t)
[CEA]
[ S L TV N - P
en donde:

w_ 3 )
@z = (T X #Paaa) / (T-t4Ba) , Br=PotT-t .

Otro caso considerado es el de g conocido, p2 desconocido y
¢1=6,=¢ desconocido también. En estas circunstancias, Smith
aborda el caso especial de asignar a ¢ y #: una distribuci6n

dereferencia

Ealua, 8) = 97"

con la cual mediante integracién se obtiene que:




i1t T
(e 1) = S8 (0 TE LT Gkt R -

en donde:

- - T
LANCHC R WO

Es interesante notar que si £q(t)= 1/, para t=1,2,...,T, los
valores de 7 con mayor probabilidad a pesteriori tienden a ser
aguellos para los cuales, el correspondiente modelo con un

cambio en 7=t proporciona el mejor* ajuste a las cbservacio-

nes en el sentido de que las discrepancias X;- i para

i%1,2,....,t y X, -% _, para ‘ti=t+i,...,T sean pequefias

en sumas de cuadrados.
Asignando una distribucién apriori de referencia
1
Ealny iz, 6) = &

se puede tratar el caso en que también #) es desconocido.

Mediante un procedimiento andlogo se obtiene que:

[Nl

ey T
£(e]x) = £o(e) {e(r-6)} 77 L; (x, "c”*;Em‘xrﬂ.g":[



en donde

I
e Xy

Naturalmente, si £o(t) es constante, la interpretacién de los
valores de r con mdxima probabilidad aposteriori es completamen

te aniloga a la anterior sustituyendo #) por X .

Finalmente, si todos los pardmetras son desconocides y no hay
razén para suponer gue ¢;= ¢, , Smith trata el problema cuando

se asigna la apriori conjunta de referencia

folta, g, €2, 02) = 87" 63

en cuyo caso se obtiene que:
(Tet1)
()
£(elxy = £o (8} (S (640)) £ (FlT-era)

Smith menciona que este tipo de procedimientos puede ser adap-
tado sin dificultad, para un proceso secuencial en donde des-—
pubs de obtener la m-&sima obervaci6n se puede asignar una dis

tribuciéna priori £olt): t=1,2, m y proceder al c&lculo de

la correspondiente a posteriori para evaluar el nomio

£ln]x: m
m(X

|
%
|
i
i
|
|
i
i
:
i



T

que permite decidir si se verific6 un cambio en las primeras

m ones. Ia i ida en este nomio pug

de interpretarse de una manera bastante satisfactoria si se
calcula la sucesi6n 7 (m)para los diferentes valores de m.
Es claro que una tendencia decreciente, si es suficiente mar
cada, sugiere que efectivamente tuvo lugar un cambio en la

sucesién completa. Por Gltimo, resulta interesante notar el

paralelismo de este informal, como lo califica
el propio Smith, con el tratamiento de Chernoff y Zacks| 14 ]

y Kander y Zzacks (53] .

En un trabajo posterior, [I12], Broemeling retoma el problema
pero centra el interés en la prediccién de observaciones fu-
turas generadas por el proceso. Es claro que si existiese
certeza acerca de que el cambio tuvo lugar, necesariamente
la distribucién de las observaciones futuras es la correspon
diente al modelo que describe el comportamiento de la suce-
sién después del punto de cambio. M&s ain, si se conoce el
punto en que se verificé el cambio el problema de que tal mo
delo involucre parfmetros desconocidos, se puede tratar de
una manera estdndar, puesto que se conoce exactamente que ob
servaciones de la sucesifn pueden ser empleadas para efec-

tuar las ntes i Generalmente, como

ya se ha mencionado, sucede que no se sabe con exactitud en



que punto se efectué el cambio y como consecuencia existe in-
certidumbre acerca de las observaciones que deben ser emplea-
das para la inferencia. El procedimiento entonces, consiste
en determinar la distribucién predictiya esperada de las futy

ras ones con al conocimiento a posterjori que

se tenga respecto al punto de cambio y los pardmetros involu-
crados. Fl autor consideradiversos vasos, siempre suponiendo que

efectivamente ocurrid el cambio. N

Sucesiones de Variables Normales. En este caso, se considera
~ 2
una sucesibn Xy Xz, ... X, X seo X, tal que X; ~N ($0,07)

para i=1,2,...,t, X~N {¢:,0%) para i=t+l,...,T con 1<t<T1

desconocido.

En estas condiciones, 1as modalidades mis generales que se
plantean son primero, ¢, y ¢1 desconocidos pero ¢? conocido

y después los tres . b0r 0y a? idos.

En cualquier caso se tiene que la funcién de densidad conjup

ta de la muestra esta dada por:

1

¢ v
08, |+ b0,83,00= @r nﬂ)‘.”zexp[ B, (-’42 -4y )]

81 se desea obtener la funcibn de densidad predictiva para



K observaciones futuras Y,,...,¥, del proceso, es claro que
si ¢1,0% y t fuesen conocidas la densidad conjunta estarfa

dada pox:

£(¥a,-

K

¥y 183,07, 00= am o exp { B E v 002 )
Sin embargo, en genmeral estos pardmetros no se conacen,de ma
nera que es necesario construir la densidad predictiva toman

' do en cuenta la informaci6n que respecto a todos los paréme-
“txos desconocidos proporciona la muestra inicial X,+ Esto
es, la funcién predictiva se marginaliza respecto a los pari
metros involucrados en base a la distribucién posteriori res

pectiva.

Ast, cuando ¢2 es conocida es necesario asignar una distribu
ci6n inicial o apriori para los posibles valores de los pard
metros ¢o, 8,y t. Broemeling emplea, en el trabajo menciona

do, la siguientes funci6n de densidad apriori conjunta:

£0los ¢y, 8) = (T-1) 7

;90 ER, HER,t=1,2,...,T~1

Esta funci6n pertenece a la clase de las llamadas funciones
de densidad impropias en virtud de que con xespecto a $¢ y¢1
es constante y esta definida para todo valor en los reales de

modo que no integra a 1. El empleo de este tipo de funciones



es usual en condiciones en las cuales se pretende que las
d dan bdsi de 1a yero-

distribuciones a iori
similtud de los datos observados. Laaposteriori para¢s,$i1,t

resulta entonces proporcional a la verosimiltud, esto es:

2y-12 Ll 2 3 2
£@0,81,t]X ) « (27 0%) exp zart 5K E ) (X -41)

para t=1,2,...,T-1; 6o €R, $1€R. 0 bien,equivalentemente:
£ 2702/ IR I G SR
Gortn )= 2702y P exp| Sghal 2| 0K, + X607 B 0K 4K,

2q

- . t - T - —-
=@ro M exp| T L B KK e bR, Ry 00 G otr?

Asi,se obtiene la funcibn de densidad predictiva aposteriori de acuerdo

a la siguiente expresi6n:

-1
QX)) = B J Jf(Xkth,t)f(m.m.tl&,)dondm

en donde, naturalmente Y= Yao.o



El resultado que Brocmeling obtiene es que f@kmtl es una
mezcla de distribuciones normales. El procedimiento, es el
siguiente. En virtud de que 0? es conocida, se puede Supo-
ner que es igual a 1 y entonces .

£, (40,01, DEG001,tl X ) < e | 1 Culhtp0TY 2Ty 01K 0?

1, X 5
rexp [ { 42, (¥y-¢1)%)

t - T 0
con Cy(t)=Z, (X;- )(t)hig:w (xi-)gl_t)z. Por lo tanto ,

. o ;
1 a0 X0 200 ]

Eidl

=

< Fr
@, Ix= 3, L e

. I exp [ 1t m.,»it)*] d¢s ] a6

_ 13
fea () + (-0 (42- K )%+ 2,0V, -40)* } ]dm



Ahora bien, la expresién en’elexpon

el - Liemt] [:rp]: La-n ‘°"_’“‘*=)1’x§._"r’ﬂ’l]“-

te “dentro de la integral

puede ser recxpresada para completar uma densidad normal en 1

de la siguiente manera:

Kk

(RIS S

5, (Y- 62 2= (T-361-2(T-8) 61 X +(T-0) K,

LI X :
43 Y - 2end Yy kel

k -
=(T-t+199% -2 (E Y HT-0X,_ )¢

x
N o,
HWE YO X

k - 2
Z.Y,+(T-t)
et | B

JE—
- (T»uk)[__ig‘yi*“")XT-CJ

L -tk

k 2 2
AR SN



De esta manera se tieme que:

=1

T=% 1
-
Q%) ST ey exp[- %IC.(:)):I

TER

B 2
- 't
I3 e:q:[ zlg‘\’irﬂ'-ﬂfr_e—m\-uk)[ 2 )X‘"]”

INORI S5 80NN (Se ™

ook

en donde 2, (£)= € 2(T-t)" % exp[ c,(:):',_k es un vector de di-
nmensién K con todas sus componentes iguales a 1, S, es una ma-
triz de dimensién kxk con clementos iguales a T-t+k en la dia-
gonal e iguales a -1 fuera de ella y la cxpresibn n(Y¥,; u ,%)
denota una densidad normal K-variada con vector de medias 4 y

matriz de varianzas y covarianzas I

Para el caso on que o® también es desconocida, Broemeling pro-
pone una densidad apriori

£4(90,81, 0%, 8) 0" (T-1)7" 5 02>0, #1ER, h26R



y mediante un procedimiento andlogo obtiene que:
T g
£, 1% = 2 K¢

ORI T2, K dy 50

T-2

= 12 i1
en donde Ki(t)= C;(8) 2 t /¥ (T-t)" 2y © s una matriz kxk tal

aue =5, (T-2) [C1 (&) (T-e+K) T3 com Ca(8), 3,

y S, definidos
como en el caso anterior. Por su parte, h(Y,ip,u,I) es una
densidad t de Student K-variada con p grados de libertad, vec-
tor de medias g y matriz de precisi6n . Esto es, la funcién
predictiva de Y, estd dada por una mezcla de distribuciones
nultivariadas t de Student. Para algunas otras situaciomes,
#o conocido pero ¢; desconocido o viceversa y dependiendo de
si 02 es a su vez conocida o desconocida se obtiencn resulta-
dos andlogos en donde la diferencia estriba en que tanto los
coeficientes de las mezclas como los pardmetros de las distri-

buciones mezcladas dificren,reflejando el comocimicnto que se

posee sobre el proceso.

En el caso de sucesiones de variables Bernoulli se tiene que
%,=(X1,...,X,) es una coleccién de variables aleatorias inde-
pendientes tales que X, ~BI1i(¢1)3i=1,2,...,ty Xp~B1Ii($1);ime4T, .,

Naturaluente, se supone que 1< t<T-1y g3, 6, € (0,1).

Bajo estas condiciones, la funcién de densidad conjunta de X




dados los valores de oy $1:¥'t esta dada por

E(Kpl00,8s 1= sdE(1-00) 5 4E pdToe(1-9,) T 5 0

T

X ¥ SpemiBen X

.
= T
en donde 8y ey
Broemeling considera la situacién ms gemeral en la que tanto
¢o como ¢, son desconocidos. Adicionalmente supone que ¢g,91
¥ t son independientes a priori, que o y ¢; son idénticamen-
te distribuidas y que ol conocimicnto respecto a estos dos pa
Témetros se puede describir adecuadamente mediante una distri
bucién conjugada Beta («,B)., Asf, la distribucién a priori
conjunta resulta ser la siguiente:
o . S
[ TIPS TG REDRAN R SCR:3 ey P SO AR (P
rer®)
De estamancra, se obtiene lap posteriori conjunta de da,é1 ¥ t

seglin 1a expresién:
£(oubr,t]X,) =3t (10g ) BB AT ghmoetRot (g T A

Por otra parte, la funcién de densidad de K observaciones futuras

estd dada. por:




A\

‘E* Yy k
£ I430= 80t (1-0s Fad Yo

Entonces ‘1a predictiva de Y, dado X se obtiene segin el si-
guierite procedimiento:
1

.
£1,1x,) <, L L 22,1410 £¢0,91,t15,) A2 a4

Ahora bien,
1 1

I EQI91) £ 00,01, £ X )d 00 [o€=*~“" 190
.

%
tf-ge1 dpoptiEy Vil
¥t
" X
Tt tkdp -, 2 Y1
*(1-41) U ae,

k
Tet4f-dp - Yi-1
s e

K
Spagta 3 Y
= Fo)

Tata) T (t+f-4,)
ook T TTTE
r(tef+a)




integrando respecta a ¢1 se obtiene qu

. . 10 b T4 re), r;(ttﬂ‘ %)
£01%) = 5, { e

ik . x
T T ;‘(1_¢‘)T»M+k-.sl._;«£§‘ Yi-1déy

k - k
N = (gayPEts-50) Tl yresZ YT (I-tafekes, - Z Y,
1 raepety P(T-t+a+f+k)

De tal forma que en este caso la predictiva resulta una mezcla
de funciones de probabilidad del tipo:

. x %
P8y yte £ Y0 (T-pfek-d, - Y))

syl «
F{T-t+a+f +k)

con cocficientes de mezcla:

rs T(t+p-
. (Fa) (L4 B4,
Tla+f+t)



Finalmente, Broemeling trata el cas¢.de sucesiones de varia-

bles con distribuci6n exponencial.. Considera X; X, una cg

leccibn do vaviables tales que:
£xglea= #o e Xy detz,
[{e AT EE AL D B T

La funcién de densidad conjunta o equivalentemente, la vero-

similtud,esta dada entonces por

£l00.81,0)% oF BT Pete T Srg

Suponiendo apriori independencia y bajo el supuesto de que
60 y ¢, son idénticamente distribuidas segn un modelo Gama
(2,8) que es el conjugado para el exponencial, se tieno que

g=1 -1 ~$ofl_-¢18
£00a, 61,0y = (1o1)) pre S $ e P
[23)

Combinando la verosimiltud con la apriori se obtiene la si-

guiente expresi6n para laaposteriori:



f(¢n,¢.,t|x )w‘”‘ ‘o‘i”"“’ 0 0 (4¢h) rdilep )

Para este caso,; la funclﬁn ds dens das

onjunta de’k observa

ciones futuras, dado ol vilor del ¢, esta descrita por:

£08, [000= ¥ kit
Por consiguiente la predictiva se calcula como sigue:

£, X, )":=1 [ [f(&]@x)f(%,m,tm.r)déndm
ol

S Pa(8 ) Ol +0)
&

SANET O . e,
N

ey l ¢¢;+T-c+k—1e'¢1(AT_ttﬂ+£=‘ ) ‘ S 000D gy g,

° ]

-1 (7 L
n‘z‘" greset o, uxfgh) iljl;;rtaa,

o

=% Mart) ATtk PREZICHINY AR ):1 Y;) déy
1 o o



. TE" Tle+t) . Tl+k+T-t)
FUTL ARl ayE v

De nuevo entonces, se obtiene que la funcién predictiva de Y,
es una mezcla de distribuciones de probabilidad de la forma:

K
- |- (arker-t)
LEADERTNICTES A

con coeficientes de mezcla:

(2 41) I (e R+T-t)
o (eye Mertires
{ogn}ore

Como una observacién final a los resultados obtenidos por
Broemeling, decbe notarse que si bien el objotivo central, en
todos los casos, es encontrar la distribucién predictiva de
k_observaciones futuras, como un subproducto se obtieme siem-
pre la funcién de densidad a posteriori del punto de cambio 7.
Mediante el procedimiento Bayesiano la predictiva resulta una

mezcla de distribuciones en donde los cocficientes de la moz-



cla, que dependen de t,son proporcionales a la probabilidad

posterior de que

En un trabajo mds reciente, Holbert y Broemeling [ 49 1, se
trata el problema de estimar el punto de cambio 7, en una sy
cesi6n de variables aleatorias Normales. Los autores parten
de 1la suposici6n de que un cambio se ofectué en ol proceso.

Consideran varisbles independientes tales que X, se distribu
ye N(0,0%) para is1,2,...,7 y X, se distribuye N(¢1,0%) pa-
ra i=7+1,...,Tcon 1€7<T-1. En virtud de que el proceso

de estimacién Bayesiano consiste en elogir ol valor parame-

tral que minimice la pérdida esperada respecto a la distribu
ci6n del parfmetro, el objetivo so centra on la determinacisn

de 1a distribucifna posteriori de r.

En el caso en que o ¥ $, son valores conocidos y si se asig-

nanapriori las distribuciones independicntes:

Folry= (1-0)7" 5 1= 1,2,...,T-1

£o(0%) = Tl" 5 0<02<=



se obtiens que
{ e T ~T/2
£elXy) = {3 (00 *Eey oo | ez,

a través del procedimiento usual de obtener la conjunta a pos-

teriori f(r,a*\g,r) y marginalizar respecto a o2.

Cuando $o y ¢1 son desconocidos, Holbert y Broemeling abor-
dan el caso en que ¢o<¢1 y asignan las distribuciones inde-

pendientes

£o(#0,61) 1 ;-w<pe<¢1<
fole}) = Vo2 0<oi<a
fo(r) = (T-1)71 5 1<7<T-1

La distribucién a posteriori conjunta queda dada por la cxpre-

sign:

n .
£000,01,0%, 7180 = 017 F* 1) exp {—Lz[ 5 (X 40)* ,,,H(x,-m)’]}

a partir de la cual, nuevamente marginalizando respecto a o?,

61 ¥ 0, se tiene que



- :
L EClg) = (2 (1)) [c‘; el

By [1- 0y G0
en donde,

TR NCIE UM SN ST
3B RGBT )

K& Y Vi o v
Her o) [mm_u}% [, ] " gur e (9% %K) |
’ 1
T(2-2) [c‘;wjﬂ:l‘/a [h”m_m] s

¥,_1(x) es la funcién de distribucién t de Student con n-1
grados de libertad, valuada en x y E¢o(£(4,)) es la esperanza
de £(¢,) respecto a una distribucién t de Student con T-2 gra

dos de libertad.

Asf pues, en el caso mds complejo considerado por los autores,
la distribucién 1 pesterioride 7 resulta una funcién que si
bien tienc una expresién relativamentc complicada y requiere
para su cdlculo de rutinas de integracién numérica, es exacta

y.depende de funciones de distribucién cstandar.




Tres articulos mds’.pueden.serimencionados;que.tratan problemas

de puntos de cambia’ para suceslonos’de variables aleatorias.

El primero_de cllos, Smith.['01%1) propon cedimiento pa

ra establecer el valor del punto de’cambio en;términos de un

probloma do seleccitn de modelos que en algunos casos puede

resultar mis ilustrativo. EL autor considera’la’Siguiente

situacidn:

Sea Xi,...,%, una sucesi6n de variables aleatorias indepen-
dientes. Sea M, el modelo tal que para i<r,X, tiene funcién
de densidad £(X;|0,) mientras que para i>7, X, tiene funcién
de densidad £(X;]02). El indice 7 corresponde al punto de
donde se 1leva a cabo ol cambio de 0, a 8, y naturalmente de-
be satisfacer que 1<7<T de tal manera que existen T diferen
tes modelos M. Como en el caso ya mencionados anteriormente,
si los parfimetros 0y y 02 son desconocides es necesario asig-
nar una funci6n de probabilidad conjunta £,(0,,0:). Asi pues,
si el objetivo que se persiguc es la estimacién del punto de
cambio, ¢l problema se puede plantcar en términos de seleccio-
nar el modelo M, mds adecuado. Naturalnente, desde la perspec

tiva Bayesiana, la forma de proceder csta completamente especi

ficada y consiste en calcular las probabilidades a posterior:

PN X)) @ POX, M) P(M)S e=1,2,0.0,T




en donde, P(M_) Tepresenta.la probabilidad 'a priori asignada
al modelo M 'y el término P(X,[M,), que se determina con la

siguiente relaci6n:

. T
PO I, 1 ] S, EOG 10T, £06102) £001,02) 0240y
9, 0,

Se puede interpretar como la verosimiltud esperada de M, res-

pecte al conocimiento que se posee acerca de 0, y 0z .

En base a esas probabilidades a posteriori y una adecuada
funcign de utilidades o pérdidas se selecciona la opcibn (el
modelo) con mayor utilidad esperada o cquivalentemente, con
menor pérdida esperada. Sin embargo, en algunas ocasiones
cuando la especificacién de la funcién de pérdidas o de utili
dades resulta particularmente dificil, algunos autores sugle-
ren la seleccién de la opcién mis probable. Este procedimien
to puede efectuarse calculando los nomios a posteriori para

cada pareja de modelos:

P(X,IM)PIM,)

M C
KISl SR femEm Mb —

En el trabajo que se discute, Smith va adn mds lejos y propg
ne un método de comparacién que climina la contribucién de

las probabilidades apriori, o dicho de otra forma, produce rg




sultados equivalentes al caso en que apriori todos los mode-
los tengan la misma probabilidad. .El tratamiento consiste
en comparar los modelos a través de los factores de Bayes.

Los factores se definen como el cociente de los nomios a pos
teriori entre los momios apriori. Mis claramente se puede

expresar como sigue:

2 - PO
My 15T LICHE)

_ PO IMIPO)
P, M) P0N,)

. P(LTL\I ) N PM,)
P(er[Mk) re)

M. M
Flply) 1 G

M
en donde 7 ('T'L) son los momios apriori y naturalmente,
k

M,
F (% 1%,) es el factor de Bayes. Asi pues,Smith propone la

comparacidn de los modelos a través de las cantidades

M P(XL M)
P lE) = =2
e P(Xy 1M, )



Es importante insistir en quo esto procedimiento mo es el que
se desprende del conjunto de’'principios de coherencia que de-

terminan el enfoque Bayesiano, pero puede ser de utilidad en al
unos casos. ‘El tratamiento ouede ser generalizado al caso en

que se considere la posihilidad que ocurranmis de un cambio.

Smith ilustra ¢l procedimiento propuesto con datosbinomiales en

los siguientes términos. Se:\M(n r.) ¢} modelo con k cam-

bios que ocurren .en los puntos T,Tz,..

Tk

. Sise definen 1o=1y

My 053 (1-
(X‘)ojim aj

Fypy ST Y se considera que para 1y, <1<ty £X;i0,
en donde r
S5 S
fEne] iy e

¥ m, Tepresenta el nfinero de observaciones entre T, ¥ T, entonces, si aprio-
ri se suponc independencia entre los parfmetros0s,...,f,,  una posible

representacién de la funciénde densidad conjunta apriori es,

K+t

o -1
03
3

By-1
(1-03)3 /n (ag.y)

con B[uj, ﬂj) la funci6n Beta evaluada en ey

Con esta estructura se ticne que:

T K1,
= ;. 3 -0 35
P(LlM(,,,_N,k,) 3B ) , J sh 05 (-0

*Eo(0y,.. Sl o

k+d



T K1 j .40 -
=g (%) J--»LL 0 U-v,) ke /n(aj,aj)ds,,,~..dam

+By

2 mygket S,ka,-1
- EAE e
=l (e | ]ej a-0 LICHY] doj’

T k1 =1 ( s;tas1 £48-
=1 (;ij e l E’(“j'ﬁj)] ]’ﬂjj 7o )) “j‘}

i M Bl R

k1 !a(s +a, £ 4B )]
Blay £)

-
= GO L

De tal mancra que si se demota por M, de nuevo el modelo sin
cambio, se puede verificar que
O]
E (e | X “""@\ X BreZim 5 X )
| %)=
MG o 2 BB

kel Blay+S,, B E
oog A
|: B(ﬂj:ﬁj) }



Asimismo sé tiene que:

. : Mo
CM(n, T |L, FOIT, ] 15)
FAmE ) =

Mo X
F (M(r,,“.,rk)l_“‘)

De forma que basta con poder calcular los factores con respec
to al modelo sin cambios para poder comparar todos los mode-
los. Mas atn, Smith propone una aproximacisn para el cdlculo
do los factores cn el caso en que k=1 y « =@ =len basc a la
aproximacién de Stirling para coeficientes binomiales. En el
ejemplo que se emplea el autor para ilustrar el procedimiento,
so presentan las probabilidadesu posteriori para diferentes ng
meros de puntos de cambic y en base a cllas se¢ exploTa cl caso
con k=2 pucsto que su probabilidad es précticamente 1. Como
segunda etapa, se cxaminan las probabilidades a posteriori de
los diversos posibles pares de puntos de cambio y con esa in-
formacién sc sugicre el modelo que parcce ser, cl mds adecuado.
Resulta interesante mencionar que en el ejemplo numérico Smith
solo cmplea al £imal y de manera accesoria los Factores de Ba-

yes para tratar de reafirmar la evidencia encontrada.



Un trabajo més; es el debido & Hsu 561, que guatda simili-
tud con 1a ya -expuests contribuci6n de Kander y Zacks [ 83 1,
no solo porque parte de los.principales resultados obtenidos
por estos autores sino que, al igual que ellos y como conse-
cuencia de que se basa en sus resultados, parte de un plantea
niento Bayesiano pero manipula la regla decisisn para la prue
ba de lus hipbtesis Televantes en el problema, desde una pers
pectiva Frecuentista, centrando su trabajo en la obtencién de '
una apreximacisén asintdtica para la distribucién de la estadis
tica de prucba. Concretamente, Hsu considera el problema de
contar con una sucesién de variables aleatorias independientes

Xiyen X, tales que para i=1,2,..

7, la distribucién de X, es

Gama con parémetros a y fo micntras que para i=t+1,.

LT, X
tiene una distribucién Gama de parimetros « y i, , donde « os
conocido, mientras que Bo, 8,y 7 son parimctros desconacidos.
Reexpresando a §, como Bg +8, Hsu recupera un caso particular
del esquema planteado en genmeral, por Kander y Zacks para el
caso de distribuciones de la familia exponencial de un parfime
tro. Esto es, obtiene que el nomio Hy contra Ho,asignando

igual probabilidad a cada uno de los posibles casos que compg
nen a Hy,tienc asintdticamente, cuando b/g tiende a cero y b

¢s pnsitivo, la siguiente expresidn:



o
A0 H) £1 4 (D [ﬁ_—f}afig,_u—nxf =3 ]
que es una funcién monétona do

. U -
Ty X B g (B G X

de modo que, en el caso en que B, fuese conocido,la hipftesis
Hy se rechazarfa, en auscncia de una funci6n de pérdida y de
acuerdo con el tratamiento Bayesiano si esta cantidad fuese,
en opinidn del decisor , suficientemente grande. En el esquema
planteado por Hsu, sin embargo, el valer §, se suponc descong
cido de manera que la decisi6n no puede llevarse a cabo de es-
ta forma. Mas aln, si la funcién T(Xi,...,X,) se manipula como
una estadistica de prucba en el sentido frecuentista, tal como
propone Kander y Zacks, naturalmente su distribucién no queda
totalmente especificada bajo Hy pucsto que fo es desconocido.
No obstante siguiendo la misma linea de esos autores, Hsu pro-
pone para este caso la sustitucién de f, por su estimador de

méxima verosimiltud

de tal manera que el criterio, que vale la pena recordar no

es estrictamentc Bayesiano, consiste en rechazar He Si la es-



tadistica
~ L T
T Qe X 2 10 20X/ 2%,

o equivalentemente,
- ) T b
Ty %g) B B (DX A (T-1) X,

es suficientemente grande.

En estas condiciones, visualizando €1 problema desde una pers-
pectiva frecuontista, Hsu establece la distribucién asintdti-
ca de T. Bisicamente argumenta que T es una combinacién li-
neal de variables Dirichlet que toma valores en el intervalo
(0,11 y bajo Ho, es simétrica respecto al valor de su esperan
za que es igual a 0.5. Mis aGn, afirma que bajo Ho, la dis-
tribucién de T tiende asintticamente a una Normal. De esta
forma propone el empleo de la cstadfstica
T* 2 (%-u.s)/[v;uﬁ) 11/1

que asint6ticamente ticne unma distribucién Normal estdndar.
Basado en el hecho de que T# sc obtiene a partir de un cocicn

te de verosimiltudes aproximado para valores pequefios de §,el



autor hace notar que el criteria’pary Techazar He que consis
te on descartar la Hiptesis si el valer observade do-1a esta
distica es suficientemente grande,es el localmente mds poten-
te si >0 tiende a cero. Anilogamente,en el caso de una
prueba de dos colas, el criterio de rechazar Ho si |T*| exce-
de una constante preestablecida es ¢l localmente mds potente
si |8| tiende a cero. Asf pues, Hsu propone un criterio para
deteccién de puntos de cambio en el pardmetro de escala de su
cesiones de variables aleatorias Gama. Tal criterio se basa
en una estadistica que bajo la hipétesis nula y asintdticamen
te, ticme una distribuci6n Normal estanddr. El problema que
en este punto es comentado por el autor cs la evaluacién del
criterio cuando el tamafio muestral cs moderado. Para comple-
montar el estudio, Hsu calcula una tabla de cuantiles aproxi-
mados para la distribucién de T* en cl caso de variables oxpp
nenciales y x}, , obteniendo que para pricticamente todos los
tamafios de muestra considerados, la aproximacién Normal resul
ta satisfactoria. Partiendo de esc hecho, el autor efectfa
una serie de simulaciones para esos dos modelns, en que modi-
fica la vosici6n del punto de cambio y la magnitud relativa
{Bo+86) /By, encontrando que para un tamafio muestral T=30,la
potencia de la prueba es mavor para aquellos casos en aue el
punto de cambio se localiza en la parte media de la sucesién

¥ que ademds, la potencia calculada es uniformemente mayor



cuando se consideran variables exponericiales que cuando se

trata de variables X, .

Hsu comenta en el trabajo revisado, la relaci6n que guarda la
situaci6n por 81 discutida con los problemas.de prueba de -
igualdad de varianzas en general y de igualdad de tasas de
ocurrencia en procesos Poisson. Este tipo de problemas resul
tan de interés en la aplicacién de algunos modelos de uso co-
mGn y las técnicas usualmente empleadas para detectarlos re-
auieren, como regla general, de la formacidn de grupos de ob-
servaciones en base 2l criterio del interesado. El autor afir
me que esas técnicas y el procedimiento que propone pueden
emplcarse como herramientas alternativas en virtud de que si
bien algunas de las técnicas para probar igualdad de varianzas
son robustas ante la falta de Normalidad mientras que no pue-
de afirmarse lo mismo respecto a T#, en los casos cn que esta
estadistica pueda ser empleada, no sc requiere un agrupamien-

to de los datos para probar la hip6tesis de interés.

La Gltima contribuci6n que se revisard en esta seccién es la
debida a Diaz, [2% },que tanbién aborda el problem de deteccién de
puntos de cambio en el parimetro de escala en sucesiones de
variables aleatorias independientes con distribuci6n Gama.
Esto es, trata el mismo problema plantcado por Hsu pero ahora

si,desde una perspectiva totalmente Bayesiana.



El autor considera el caso’en que a 1o mis ocurrié un cambio
¥ se ocupa de probar 1a hip6tesis nula de no cambio contra
1a alternativa de due un_canbio tuvo lugar en la sucesién.
El problema se plantea.en’ 1os siguientes términos:

Sea XuroreyXpys Xes Xpyaeo

bles aleatorias independientes tales que X, se distribuye Ga-

+,X, una sucesi6n de varia-

ma (91,K) para i=1,2,...,7 mientras que X, se distribuye Gama
{23,k) para i=r+1,...,T. Esto es, se tiene que, la funcién

de densidad de X; estd dada por:

k-1
X, .
£X005,00s  —h——— o” XM 50,50, k>0, X, >0
YT (K)
para i=1,2,...,7 en tanto que
k-1
3
£(Xy3 02,K)= o 2 0,50, k>0, x>0
07 T(X)
para i=7¢1,...,T

Diaz supone que K es una parémetro comocido pero 8, y 02 son
desconocidos. El objetivo inmediato, como es comfin en el en
foque Baycsiano, es la determinacidn de la funcién de proba-

bilidades del pardmetro de interés que en este caso es 7. Ln



el articulo de.referencia se utilizan distribucinnese priori
conjugadas para 01 ¥ 05 y- adicionelmente s¢supone 'independen

cia entre estos dos parimetros; ¥ em;re eucs y 7T para el cual

se asigna una funcidn de densidad de robabilidades

S
£olr) =

Fsiret,z,.., 10

De acuerdo con el planteamiento del problema sc tienc que la

funcién de verosimiltud de 7, 8, y 02 estd dada por:
\ T

07 exp {42, X/} 3 =T
i(gT.h,G,,Dz) =

v
oxp {+Z, X, /0

“rk o= (r-r)k
g7 03(T) ”ﬂ\‘/az brer

Por su parte, la distribucién conjunta apriori de r,0) y0, tig
ne la signiente expresién:

P exp {-1/0,a

3 oreT
P oranest!

£o(r,01,02) =

Q-Pyexp{-1 /01 oy }exp {-1/0y s

;AT
@Dl ren) 07 b2 (ra) 052



De modo que la distribuci6n posterisri queda determinada por
la siguiente relacién: '

£06,00,02 ] X0 '® £, [,01,02) £a0r,01,02)
Asi pues para r=T,
{rkx 41 4
E(T,051%,) «P O™ 1) oxp {02 X+ 1) /04)
mientras que para r¥T,

£r,00,021%) = ({:1; §; TRHEL 4] om (ToTebza )

T
oxp (-2, X~ Var) /0:}

T
*oxp {-(Z,,, X;= Yaa) ADFrOa)) Wi

de manera que:

o T
£(T]X,) = [ POTITRIED) oep (L (2 K- Ve) 0) )0,
.

- x
. Iﬂ(mr.m oxp [ (Z, X, Var) 103} 4.0,
s



= P I(Tk+Ts)

™ TK+r)
@, X+ V)

(T + 71 )

T
v exp [<GE Xm 1) M) do,

= Pr(Tk+ 1))

T Ticrzy
[ﬁ‘ Xi_+‘/m)

Por otra parte sc tiene que de forma andloga, completando

1las expresiones en 0, y 02 para obtencr demsidades Gama in-
versas, la distribuci6n marginal a posteriori de 7 #T es tal
que:

£ 5 ye LB Eker )T (hsriers) 52 {r(ra) |
T E X 10T (B X ey TR

El autor indicd que en ¢l caso en que s¢ utilicen distribu-

ciones iniciales de referencia para 0, y 62, de la forma:

-1 e
£o0)= 07! 5 1m1,2,



la distribucién posteriori marginal.de t estd dada por:

P (TK) (:EH& PRI sireT
1
£(r]x) =
Q1-P)T (rx) T (Tk-7k )

ome SLTAT

T Tk T
@0 (ZX ] (Bt

Un procedimiento Bayesiano informal, gue no utiliza funcién
de pérdida alguna para probar las hipbtesis He:r=T vs. Hi:7#T,
(no cambio contra un cambic) es ilustrado con dos ejemplos.
El procedimiento consiste, de acuerde con la proposicién de
Lindley [ 591, que en cierta forma estd sugerida por la rela-
cibn que en ¢l enfoque clisico guardan algunas regiones de re
chazo con los intervalos de confianza, en rechazar He si el
punto 7=T no estd contenido en todas las regiones de méxima
probabilidad de tamafio relativamente grande. En los dos ejem
plos tratados se introducen artificialmente.los puntos de cam
bio y se cnsaya con dos distintas magnitudes del cambio en ol
pardmetro 0. Los resultados sugieren que entrc mas grande sea
1a magnitud del cambio o mayor sea cl nimero de observaciones
a ambos lados del punto de cambio, mis facilmente se obtiene

evidencia para rechazar Ho.



11,3 DIsCUsTON



De acuerdo al material revisado en este capitulo parece claro
que en relaci6n al problema de puntos de ‘cambio en sucesiones
de variables aleatorias, resulta de interés establecer prime-
ro si ofectivamente tuvo lugar un cambio para que en el caso
de que asf sea, proceder a realizar inferencias sobre el pun-
to donde se produjo el cambio asi como sobre cualesquiera
otros pardmetros no especificados que resulten de intorés.

De los trabajos que se han presentado, los primeros em la 11
teratura son los de Page y Hinkley que abordan el problema
desde una perspectiva Frecuentista y emplean el métode de md-
xima verosimiltud tanto para decidir si es razonable suponer
que se verificé un cambio como para estimar el punto de cambio.
Los trabajos de estos dos autores presentan diversas similitu-
des. Primero, sus resultados mds importantes se obtienen para
el caso ¢n que sélo hay un punto de cambio y Este es el Gnico
parimetro desconocido. Por otro lado, la caracterizacién de
los criterios de prueba asi como en su caso de los estimadores,
se realiza cn base a aproximaciones asintGticas. Estas aproxi
maciones son relativamente complejas, como comsecuencia de que
resultados mds gencrales no pueden aplicarse debido a la natu-
raleza del pardmetro de interés. De esta forma, el problema
para una situacién con un tamafio moderado de muestra mo es re-
suelto en su totalidad. Una caracteristica interesante de es-

tos trabajos es que exhiben muy explicitamente la estrecha re-



lacién que guardan los problemas de estimacién, pruebas de

hip6tosis y seleccisn de madelos.

Por lo que concierne a los trabajos revisados que emplean el
enfoque Bayesiano, ocurre que fundamentalmente se ocupan, cg
mo s de esperarse en este enfoque, de obtener una distribu-
ci6n final que describa el conocimiento que se posee sobre

las cantidades de interds.

An en los plantcamientos mis simples sc considera que el pun
to de cambic no es ¢l Gnico pardmetro desconocido y en algu-

nas contribuciones sc cxaminan casos donde sc contempla la po
sibilidad de mds de un cambio e inclusive se aborda el proble
ma de la prediccién de observaciones en presencia de posibles
puntos de cambio. La formulacién general del procedimiento

para obtener la distribucién final es extremadamente simple y
exacta para cualquier tamafio de muestra aunque debe de tomar-
se en cuenta que para algunos casos especificos, la evaluacién
do las funciones de densidad involucradas puede requerir de

aproximaciones numéricas.

En términos generales, el enfoque Rayesiano permite un plantea
niento y tratamiento Gnico, simple y claro que para los casos
de las distribuciones mis usuales, si se modela el comocimicn-

to apriori adecuadamente,produce distribuciones finales que



son ficilmente interpretdbles aunque, como ya se mencions,
pueden encontrarse algunas dificultades menores de c6mputo en
la evaluacién de las referidas distribuciones €inales. Por
su parte, el enfoque Frecuentista no produce resultados exac-
tos para el tratamiento del problema si no solo aproximacio-
nes asintSticas.Asimismo, y a pesar de que en los dos traba-
jos revisados se emplea cl principio de méxima verosimiltud,
no puede garantizarse que este sea el Gnico procedimiento que

se aplica para este tipo de problemas.

Un comentaric especial merccen las contribuciones de Chernoff
y Zacks, Kander y Zacks y 1a de Hsu,en donde se parte de un
razonamiento Bayesiano pero las reglas de decisi6n que final-
mente sc proponen son examinadas desde una perspectiva Frecuen
tista. Es claro que las contribuciones de estos autores no
pueden ser clasificadas ostrictamente como Bayesianas o Fre-
cuentistas. Este hocho,desde un punto de vista metodolégico,
puedo ser criticado en virtud de que las suposiciones que so
bro los parfmetros se hacen en ambos enfoques no son compati
bles. Un punto a favor de este tipo do trabajos,que algunos
estadisticos han dado en llamar cuasibayesianos, podrfa ser
argumentado si procediendo con ese espirftu pragmdtico se lo
grase conjuntar las ventajas pricticas de ambos enfoques y

disminuir las dificultades que por scparade presentan. Sin



enbarga, en el caso del problema que se:discute,la principal
dosventaja del enfoque Frecuentista persisté. en tanmto se Te
quieren aproximaciones asintéticas para casi cualquier situa
cién especifica y simultdneamente se pierde la ventaja Baye-
siana de contar con un procedimiento Gnico de resultados

exactos. .




CAPITULO T

Modelos de Regresion
con puntos de cambio,



T117 1'RESULTADOS DEL ENFOQUE FRECUENTISTA.



El andlisis de modelos de Tegresi6n con puntos-de cambio ha si
do extensamente tratado en la literatura Estadfstica. De hecho
parece existir un nmero de contribuciones sensiblonente mayor
para el tratamiento de este problema que en relacidn al de pup
tos de cambio en sucesiones de variables aleatorias, Esta si-
tuacién no Tesulta sorprendente si se toma en cuents o im-

presionante éxito que desde sus orfgenes, han tenido los mode-
los de regresién para la caracterizacién de los mas diversos

fenbmenos.,

En la bsqueda bibliogrifica realizada para desarrollar este
trabajo, las primeras contribuciones registradas para el tra-
tamiento de puntos de cambio en modelos de regresién desde un
punto de vista frecuentista, son las debidas a Quandt, [s2] y
[731. En su primer trabajo, este autor imtroduce la situacién
discutiendo la aplicacién que tiene en el campo del andlisis
econémico. Asi pues, menciona que en ocasioncs, la relacién
que guardan algunas variables econdmicas como por ejemplo in-
greso y comsumo, puede ser satisfactoriamente descrita, bajo

ciertas condiciones, por modelos lineales. Sin embargo, tales



modelos pueden cambier si-1as condiciones:del entorno econémi-
co se modifican. Una forma posible de tomar en cuenta estas
modificaciones podria ser la inclusién en el modelo lineal de
algunas variables que describan el comportamiento de los fac-
tores que presumiblemente afectan la relacién. Desgraciada-
mente, en muchos casos no es posible identificar de antemano
tales factores o,cuando esto se logra,el efecto no siempre es
linealizable, de modo que no pucde incluirse en el modelo,

En estas condiciones, es necesario considerar el modelo Li-
neal original y examinarlo para determinar si sufre algin cam
bio que, en general, serd atribufdo al efecto de algdn factor
exdgeno. La formulacibn estadistica del problema se plantea,
en el caso ms sencillo, de regresién lineal simple, con unsolo
punto de cambio, como sigue:

Sean ¥1,Yz,...,Y, observaciones tales quo

Yim a1 +biX; ¢ € i71,2,00., 7

¥imaztbe X+ €20i detel, ., T

en donde, a1,az,b1 ¥ bz son pardmetros desconocides, 13 ¥

€24 son errores independientes con distribuci6n Normal de



media cero y varianza ¢i.y a2 respectivamente. Los valores

Xiye..)X, Son valores £ijos y comocidos. Esto es, las parejas

2

(X, ¥,) para ,+10,T S¢ ajustan a un modelo de regresisn

lineal simple con parémetros a; y by y con errores cuya varian
2a es ¢} mientras que las parejas para ist+1,7+2,...,T se
ajustan a otro modelo de parémetros az,bz ¥ @3 . EL primer pro

blema que aborda Quandt es la estimacién de r, Para tal efecto

propone el empleo del método de mixima verosimiltud como sigue.

Para un valor £ijo de T, por cjemplo t, la funcién de funcién

de verosimiltud ticne la siguiente expresién:

. .t
L(t,a1,82,b1,02, 0f, 03) = 5, (27 od) 2 o {55 Oy -baxg-an)?)

T ,
HNCE e IE S A

Tomando logaritmos se tiene que,

Lagnlin - Thn (27)- tEn @i- (T-t) &0 0y

-
e

1
¢ Canr- L b2 X, -a2)
Yymb Xy an)® s gy R (gPe Xymae)



en donde, considerando a t £ijo y maximizando respecto a bi,ai,
bz, a2,0} y 0} se obtienen para estos parfmetros los estimadores
usuales de minimos cuadrados considerando los dos modelos de re-
gresidn por separado, El valor asf maximizado de la verosimil-

tud, quo naturalmente depende de t, tiene la siguiente expresibn:

R0 § RA(27)- thn G3e(T-t) L0 G2 - T

en donde:

’l‘
s age L e -bax)?
§Ee gl B O B baXy)

El problema de encontrar el estimador de mixima verosimilitud de
T consiste entonces en determinar el valor que maximiza £(t). la
naturaleza del pardmetro v, al igual que cn el caso de sucesiones
de variables aleatorias, mo permite la aplicacién de la técnica

usual de diferenciacién, Asi pues, ¢l procedimiento que propone
Quandt es el cilculo de &(t) para t=3,.,.,T-3, a £in de determi
nar el valor donde se alcanza el méximo de verosimiltud, Es im-
portante observar que la evaluacién de £(t) para cada valor de t

implica el ajuste de un modelo de yegresién lineal simple con las



=

primeras t observaciones y otro per separado para la T-t Testan-
tes, Es claro que en estas condiciones, el range de t se reduce
a los valores para los cuales tieme sentido ajustar una rectapor
mininos cuadrados en base a t ¥ T-t observaciones. Sin discutir
las propiédades del estimador de t asi producido, Quandt procede
a plantearse 1a inquictud de desarrellax un criteric de prucba
para 1a hipStesis de que efectiyamente ocurrié un cambio, Fl au
tor proponc cl empleo del cociente de Vverosimiltudes para tal
efecta.

Naturalmente, el miximo de la versosimiltud baje la hipbtesis nu
la de no cambio L(Ho), sc obtiene ajustando una sola recta a to-
dos los datos mientras que el correspondientc a la hipgtesis al-
ternativa L{H;) se deriva mediante cl procedimiento descrito por
Quandt para la estimacién de t. Es £dcil verificar que el cocien
te d¢ interés ticne la siguiente cxpresién:

Get Tt

oy
Fi

on donde, t* s ol valor cstimado de © por mixima verosimiltud y



3% es o1’ cxtinador coxrespondiente de la varianza em el régimen de

Tegresién ajustado con todas: las observaciones,

La distribucién exacta de A'bajo la hipétesis nula no ha sido de
terminada pero Quandt sugiere 1a utilizacién de la aproximacién
Ji-cuadrada para -2 fn A, El proplo autor indica que las condi-
ciones bajo las cuales tal aproximacién cs adecuada no se satisfa
cen en este caso, debido esencialmente a que t es una variable
discreta, Sin embargo, conjetura que el resultado es apropiado
alin en osas circunstancias ya que en su opinidn, cs de esperarse
que a medida que T se incremente las distorsiones debidas a la na
turaleza de t scan de menor importancia. Alternativamente, Quandt
proponc cn el mismo articulo, otro procedimiento para el caso en
que 6l tamafio de muestra sca poquefio. Este consiste en dividir el
conjunto de observaciones en dos grupos y probar la hipftesis de
que las Togresiones ajustadas son iguales. Naturalmente, en el
contexto del problema la divisién de las observaciones en dos gru
pos debe hacerse de tal forma que se obtengan conjuntos de obser-
vaciones contiguas respecta al ordende registro. Esto es, los gru

pos deben ser de la forma {(X;,Y;) [i<t}, {(X;,¥;) >t} para al




g6n valor de t que permita el ajuste de las dos regresiomes por
separado. Con una particién de este tipo, Quandt propone la uti
lizaci6n de la prueba descrita por Rao [ 781, para probar la

igualdad de las regresiones. Literalmente, indica: "Denotando

por So 1a suma desumsde cuadrados do desvincicnes do las dos Tegrosiones
separadas, ajustadas a los dos grupos de observaciones y por Sy
la suma de cuadrados de desyiaciones de una rogresién comfin basa
da en todas las observaciones, la cantidad (S)-Se)/So tienc una
distribucién F con 4 y T-8 grades de libertad".

En relaci6n a esta afirmaci6n es interesante hacer notar que efec
tivamente, en la referencia mencionada, Rao presenta una prucba
de igualdad de coeficientes de regresién pera que suponc, de an-
temano, igualdad entro las respectivas varianzas de modo que en
realidad la proposicién de Quandt no constituye, cn el sentido
mis amplio, una alternatiya para el caso de tamajio de muestra pe
quefia. Por otra parte y como se hace notar en otro trabajo, Men
doza [ 631, que tambin se presenta en este capitulo, la construg
ci6n de la estadistica de prucba es incorrecta ya que el cociente

que tiene una distribuci6n F, de acuerdo a Rao, es el que conside



ra los medios p eiites. . ‘Asimismo, los, grados
do libertad no son los que afirma el autor. En la.referencia
que menciona, efectivamerite se utilizam 4 y T-8 grados de liber-
tad poro en aquel caso se tieme un modelo de regresi6n lineal
mltiple con tres variables independientes. Fdcilmente se puede
verificar que los grades de libertad correctos para un modelo de
regresi6n lineal sinple son 2 y T-4,

Aparentemente sin haber detectado estos crrores, Quandt comenta
el ;r_nblcma adicional que representa la eleccién del punto para
diyidir las observaciones en dos grupos., Apunta el hecho de que
resulta natural utilizar el valor estimado de r por mixima vero-
similtud aunque este procedimiento implica la prucba de una hipé
tesis sugerida por el mismo comjunto de datos, de suerte que el
criterio resulta en el rechazo de la hipStesis nula mds a menudo
de lo esperado. Una alternativa cn este sentido es, de acuerdo
al autor, la utilizacién de un valor determinado de forma exdge-
na a los datos, por ejemplo, T/2 si T es par o bien algunos de
los valores (T+1)/2 o (T-1)/2 si T es impar. EL problema de es-

ta proposicisn, segfin lo comenta Quandt, es que probablemente al



guno de los conjuntos puede contener ‘obseryaciones que em reali-
dad pertenecen al otro régimen de }egresian. Esto es, existe un
fenémeno de contaminacién de ‘los datos, Una propuesta finalque
hace el autor es la posible supresi6n de algunas de las observa-
ciones centrales de modo de reducir el riesgo de la contaminacién.
En cualquier forma es claro que la potencia de estos dos Gltimos
procedimientos depende de si realmente el punto de cambio se en-
cucntra cerca de las observaciones centrales.

Quandt termina su trabajo aplicando sus ideas a un conjunto de
datos generados por 1,que posterlormente ha side utilizado por
diversos autores para iLlustrar otras técnicas para este tipo de
problemas. El autor genera veinte observaciones de las cuales

las primeras doce siguen la siguiente relacién:

Ya 2.5 « 0.7X+ U

mientras que las ocho restantes fueron gemeradas a partir del mo-
delo

Y= 5+0.5X + Uy

en donde, tante Ui como Uz son errores independientes Normales de



media cero y yarianzauna.

Bl estimadar de ndxima verosiniltud para T en este caso resulta
ser t*=12 que coincide con el yalor verdadero del punto de cambio.
Tanto el criterio de distribucién asint6tica como el correspondien
te a un tamafio de muestra pequefia para la prucba de la hipStesis
de no cambio son aplicadas por ol autor on osta conjunto de datos.
Con el criterio asintStice, la estadistica de prueba ticne una va
lor de 14.610 que es significativo al 1% comparado con tablas de
Ji cuadrada con 4 grados de libertad. En el caso del otro crite-
rio, el autor reporta que solo es significativo al 50%. Sin em-
bargo, debe tomarse on cuenta que tanto la expresién para el cdl-
culo de la estadistica de prucba como los grados de libertad son
incorrectos. En el ya mencionado trabajo de Mendoza [ 31, se co-
rrigen los clculos y se encuentra que la estadfstica resulta sig
nificativa al 1% si se utiliza el yalor e¢stimado de t por mixima
verosimilitud, t*=12,para dividir las observaciones y os signifi-
cativa al 5% si se utiliza el valor t=T/2s10, En resumen, en es-
te primer trabajo. Quandt propone la estimacién del punto de cam-

bio mediante mdxima vorosimiltud pero no examina sus propiecdades,



il

Propone dos’ criterios para probar la hipétesis de no cambio so-
bre el primero de las cuales conjetura que bajo la hipﬁtesis‘ng
la tiene una distribuci6n qué se puede aproximar asintéticamen-
te, por una Ji cuadrada. El otro criteric que no requicre de un
tamafio de muestra grande es construide con algunos crrores evi-
dentes. Al aplicar estos criterios a un conjunto de datos espe-
cialmente generado para oste propésito y que tiene un punto de
cambio, se obtiene quo ¢l valor estimado del punto de cambio coin
cide con un verdadero valor. Los dos criterios producen resulta-

dos significativos una vez que ¢l segundo es corregido,

En un articulo posterior , {731, Quandt rctoma el problema exami-
nando, como un primer punto, la conjetura de que -2 2w A tiene una
distribucién Ji cuadrada con cuatro grados de libertad. Para ello
proceds a realizar un estudio através de simulacién que le permite
construir funciones de distribucién empiricas para esta variable,
Considera tres casos, T= 20,40 y 60. En todos cllos la variable

independiente puede tomar veinte diferemtes valores; x=0,05, 0,10,
0.15,...,1.00. Cada valor es utilizado una vez en cl primer caso,

dos en cl segundo y tres on ¢l torcero. Los errores son indepen-



dientes y Normales de media cero y yarianza uno, Quandt simula
200 conjuntos de datos para cada caso y tabula una tabla de fre
cuencias de -2 £n} para cada uno . Antes de probar el ajuste de
una distribucién Ji cuadrada con los cuatro grados de libertad,
el autor utiliza tres diferentes pruebas para verificar si las
distribuciones empiricas pueden considerarse iguales. Como resul
tado roporta que 1a hip6tesis de igualdad se rechaza can los tres
criteries con niveles de significancia descriptivos menores a
0.007, En vista de cste resultado,prucha el ajuste a la distribu
ci6n Ji cuadrada per separads y reperta que la hipétesis se recha
2a en todos los casos con un nivel de significancia de 0.0001.
Ante esta evidencia, Quandt descarta la aproximacién Ji cuadrada,
indica que la distribucién de -2 Zu A depende del valor de Ty
sugierc el empleo de tablas empiricas como las generadas por 61
para 1a aplicacién del criterio propuesto.

Otros criterios para el caso de muestras pequefias son propuestas
por el auter en el mismo trabajo. La idea general es,como en el
trabajo anterior, dividir el conjunto de T observaciones cn dos

grupos de acuerdo al valor de t*, el cstimador de mdxima verosi-



militud de ty estimar 105 pRrénctros de los dos modelos de ro-
gresién separados. -'Ei:basc 4 ellos,el autor propone la construg
ci6n de un tipo especial de residuales, que podrfan llamarse cru-
2ados, para probar la hip6tésis relevante, El procedimiento es
o1 siguiente:
Se calculan las regresiones estimadas

Ty= & +hy X5 Am1,Z,.0,t0

Yy= AavbaXy; dmthed,...,T
Y los residuales cruzades se definen como:

Tiie dp* by Xg-Vg 5 1%1,2,...,t%,

Tai= ar+ by X;-Y i=t*+l,.,,T

i
Quandt afirma que bajo la hiptesis nula de no cambio, Tii,Tiz,..
71, forman una coleccién de variables aleatorias Normales indepen
dientes. La misma afirmacién sc formula SobTe Ta.,,,, Tage Bajo

estas condiciones, el autor indica que las estadisticas
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tendrfon una distribucign de Student con t*-1 y T-t*-1 grados de
Tibertad respectivamente si t* no fuese determinado a partir de
los mismos datos. El criterio do prueba propuesto consiste en
rechazar 1a hipstesis de no cambio si vy o v, es signicativamen
te diferente a cero. Una dificultad adicional memes grave que
se menciona en relacién a este criterio s que los valores es-

perados de Ty y T2 ,

o
B (F)7 (a2 - a) + (baeby) B,

I
E (F2)= (a1 -ag2) + (ba-b2), B, X/ (Tt9)

pueden ser iguales a cero simultineamente aun bajo la hipStesis

alternativa aunque esto es mas bien, improbable.

La dependencia de vi ¥ vz en t* pucde ser eliminada, de acuerdo
a la sugerencia de Quandt, sustituyendo a t* por un valor deter

minado exggenamente como por cjemplo, t=T/2, Con csta modifica-



ci6n, QuARdt afirha que las ‘ostadisticas ‘de prucha siguen una
atstribucion de Student 51 udiciunalméﬁu, en.yez de.usar 1a va
rianza de los x:csidunes cruzados en el denominadar, se emplean
los cstimadores usuales de varianza de los modelos separados de
xregresi6n aunque la potencia de la prucba podrian verse disminuf
da a medida que el verdadero valor del punto de cambio se aleja
de t.

Un filtimo criterio es propuesto por el ;\ut’ur. En relacién a las
cantidades

¢ N
RA (Ba% b2 X;-Y,2% /0?

T
B Grrbexmv) 100

afirma que estas variables aleatorias tienen,bajo Ho, una distri
bucién Ji cuadrada con t-1y T-t-1 grados de libertad respectiva-
mente, de modo que su cociente se puede completar a uma variable
F. Un argumento similar cs expuesto para las sumas de cuadrados
andlogos con 4; y bi. Quandt propone rechazar la hipbtesis nula

si alguno de los dos cocicntes es significativamente grande. En



su opini6n, este Gltimo procedimiento también evita el problema
de probar una hipGtesis sugetida por los datos aunque la locali
zacifn del verdadero punto de cambio puede disminuir su poten-
cia. Bs importante notar que en estc scgundo trabajo se utili-
zan algunos resultados que son falsos. Particularmente, los gra

dos de libertad de la variable

3 Aabix 0t e
g (Y8202 Ky

no sonT-t-1 come afirma sing T-t-2, EIl mismo problema s¢ tiene
con

t ~ o~
-
207 R Bixp? /e

que tiene en realidad t-2 grados de libertad. Por otra parte,
los residuales cruzados no son independientes bajo Ho como lo
afirma Quandt, aunque estos pueden ser transformados para que
satisfagan esta propiedad, En resumen, Quandt descarta en este
segundo trabajo,la conjetura Ji cuadrada para el criterio asintd
tico y propone algunos procedimientos alternativos para el caso

de tamafio pequefio de muestra. Estos procedimientos han sido coms



truidos en base a algunas afirmaciones que son falsas aunque
pucden corregirse. Probablemente la mayor virtud de las com-
tribuciones de este autor radica en que hace patente las difi-
cultades que implica el problema de punto de cambio aun en el
caso mis simple de regresién cuande se trata medianto cl enfo-
que Frecuentista.

Al igual que en el caso de sucesiones de variables aleatorias,
ol nombre de D.V.Hinkley aparcce aseciado a los primeros traba
jos, sobre puntos de cambio en regresiSn. En particular, un ar
ticulo que data de 1969, 145], aborda ¢l problema particndo de
1a misma estructura propuesta por Quandt pero bajo el supuesto
de que efectivamente tuvo lugar uno y solo un cambio, centra el
interés en las inferencias sobre el punto cn que este cambio se
efectué. Esencialmente considera el procedimiento de mixima ve
rosimiltud para la cstimacién puntual y una aproximaciSn Ji cua
drado para la distribucién asintética de -2fn) , donde A es el
cociente de verosimiltudes para la hipétesis de interés. Como
puede apreciarse, en principio el trabajo de Hinkley es muy pa-

recido al de Quandt que ya ha sido descrito. La diferencia,



que permite obtener los resultades propuestos, estriba em que
se introducen algunas suposiciones adicionales en la estructu-

ra del prohlema. EI modelo considerado es el siguiente:

Yym At b X re s iv1,2,0., 1,

@zt ba¥ + ey ieT4,...,T.

COn €3,...,6, errores Normales, independientes de media cero y
varianza 0%, Lqs parfmetros ai,az,bi,ba ¥ T se comsideran des-
conocidos. Hasta aquf el modelo coincide, en general, con el
propuesto por Quandt; sin embarge, Hinkley introduce dos suposi
cionos mis. Primero que los valores de Xi,...,X, estdn ordena-
dos respecto al fndice de 1a observacién. De esta forma se tig
ne que, on caso de producirse un cambio, las regresiones no que
dan superpucstas en la zoma de exploracién sino que cada régimen
describe 1a relacién entre X y Y en una regi6n distinta. En se
gundo lugar, considera la magnitud 7 =(aj-az) / (b2-bs) que Tepre
senta cl punto donde las dos rectas de regresién se intersectan
6 inpone 1a restriccién de que X, € ¥ < X, . En estas condicio

nes, se puede suponcr que el cambio cn realidad constituye uma



transicidn continua de un yégimen a otro respecto al yalor de

1la variable independiente. De hecho, el punto de cambio, en un
sentido estrictq, es precisamente 7 ‘. Asi pues, Hinkley desa-
rrella su trabajo con el objetivo de estimar 7y , encontrar ia

distribucién del estimador y probar la hipétesis del tipo Ho:

Es interesante notar que uma de las principales consecuencias de
la estructura considerada por este autor es que el cstimador del
punto de cambio no estd restringido a tomar valores en un conjun
to finito. De esta manera se gvita la aparentemente, m&S nota-

ble dificultad del procedimiento propuesto por Quandt,

Para estimar a v , Hinkley propone ¢l método de méxima verosi-

militud y procede de la siguicnte manera:

La funcifn de verosimiltud de las observaciones estd dada por

LGy la1,2,by,02,7,7,0)=(2 7 0%) ™2
T, B brX)? % (Y, -aa-bz X,)?
oxp T 202 [r:ﬁ( i-ﬂ‘ b i) rpq VTE2TRZ Ay

en donde (az-ai) +7({ba-b1)=0 y ademds X <y <X, ,. Para unva

lor fijo t de v, la verosimilitud,considerando a n? conocido, pue



de maximizarse respecto:a los pardmetros ai, az,bi ¥ ba sujeta

a la restriccidn’ que.invelucra a y. Come resultado, se obtiene
1a funci6n de -verosimilitud marginal de 7, Lg(7), en el interva
1o [X,.X,,;]. Procediendo de esta manera con los diferentes va
lores de t, se comstruye la verosimilitud completa de v,L(r),de

£inida como
Liy)= L ()5 vEIX,X, )5 t=2,...T-2

Reoscribiendo, L, (7)=(27 %) ™2 exp {-(20%)7" $2 (7)} donde"
§2 (r) o5 la suma do cuadrados de los residuales del modelo con
dos rectas de regresién intersectadas en 7, es claro que el pro
blema se reduce a encontrar 7 tal que minimice S? (7) para
Y€IX,X,,,) ¥ t=2,...,T-2. Bdsicamente por facilidad, Hinkley
propone el empleo de Z(y)= S& - S}(y) como funcién objetivo,
donde 53 vepresenta la suma de cuadrados de los rtesiduales pro-
ducidos por el ajuste de un modelo de regresién simple a las T
obseryaciones disponibles. Naturalmente, S§ no depende de 7,

de modo que el criterio de minimizar SI(v) es equivalente a

maximizar la correspondiente z§ .



La existencia de 7 queda garantizada .em cuanto al autor exhibe
la continuidad de L(y) y considera las restricciones estructura
los del modelo, Mis an, Hinkley indica que si se define 7, co
mo el valor de 7 que maximiza L (7) en toda la recta real, en-
tonces y en virtud de la definicién de L(y),solo puede ocurrir

que 7 coincide con 7, para alguna t, en cuyo caso 7,E(X, 6

RABN
7 es igual a X,, tombién para alpuna t. Asi pues,el procediniento
para calcular 7 comsiste an doterminar L (¥,) para todos aquellos
casqs en que :y"e [ %,,X.,,) ¥ L(X.) para ol resto, seleccionando
como 7 el valor que produzca el mayor valor de L(y). Desafortu-
nadamente, L(y) no es diferenciable en todo su dominio y como con
secuencia, no es posible encontrar una expresisén explicita para
este estimador, de mancra que para establecer su distribucién
asinttica, Hinkley recurre un mds detallado examen de la relacién

que existe entre 7 y la sucesibn {7} .

Primeramente, el auter se refiore a un Tesultado de Feder y Sylvester {321,
en donde se exhibe que ’; es asintSticamente distribuida segdn una
ley Normal aunque la aproximacién para el caso de un tamafio de

mucstra pequefio parece no ser adecuada, [n cualquier forma,



Hinkley se basa en ese Tesultade para sugerir que, al menos
asint6ticanente,la probabilidad de que 7=X, para cualquier t

es cero, de modo que en general, 7 coincide con ¥, para algune
t. Este argumente clarifica notablemente el camine a seguir,
puesto que la distribucién de 7 debe depender de la correspon-
diente de los estimadares (-7;} que a su yez son obtenidos por
méxima verosimiltud en condiciones usuales por lo que su distri
bucién puede aproximarse razonablemente pot una Normal.

En base a resultados obtenidos de simulacioncs, el autor sugie
Te que la relacién §>X,,, implica 7, >X,,, asi como que 7 <X,
implica 7, <X.. Por medio del desarrollo formal de la dependen-
cia entre estas relaciones, Hinkley verifica que la distribucidn
de 7 puede ser aproximada,en los puntos X2,%5, .00, %,_, cuando

estos estan igualmente espaciades, por la funcién

PEL <X 5 te(Ten/2
FilX,) = :
PC

7t~' <XQ) 5t >(T+1) /2

Adicionalmente, propone como aproximaciém continua una interpola



ci6n lineal para cada valor 7&(X. ;)X Bl autor procede a
verificar que como era de esperni";g’,l" diseribueion de 7, puede
aproximarse por una ley Normal cuyos pardmetros dependen del ver
dadero valor de 7, de la diferencia beha+by y naturalmente,de t.
De esta forma se tiene que la distribucién de 7 puede aproximar-
se por una mezcla de Narmales.

Un argumento mis, relativo & que el comportamiento asint6tico de
1os estimadares {¥,} es précticamente el mismo y puede ser aproxi
nedo por la distribucién da 7, donde ¥ os ol verdadero

yalor del fndice de la Gltima abservacidn en ol primer régimen

de regresi6n cs utilizado. En base a este rosultado, Hinkley afirm que:

P(Y<w) ~Fa(w)= & { blemrl [1(1--1)/41] }

con @ {+} 1a distribucién Normal (0,1). El autor menciona que

1a aproximacign con Fy depende del igual espaciamiento de
los valores en X. Sin cmbargo, afirma que el resultado es csen-
cialmente , vdlido en general. En basc a un estudio de simula-
cibn las dos distribuciones son examinadasy se ohtiene un mejor

comportamiento de Fi, lo cual resulta razonable si se toma en



cuenta que F, requicre de una aproximacién-adicional. Finalmen-
te, sc comenta ¢l procedimiento a seguir para probar las hipSte-
sis

Hei 77 70 vs. Hii 7¥70

Utilizando el mé&todo de cociente de yerosimiltudes generallzado

se puede verificar que si' A es coclente inyolucrado,

“2gahs 4 {22 G) <22, (o)}

donde Xz <7 < Xz, ¥ X, Sve <X,

£ Esta estadistica tiene

g 0
asintdticamgnte una distribucién Ji-cuadrada central con un gra-
do de libertad bajo He. Si el pardmetro 62 fucse desconocido, se

sugiere sustituirlo por sy estimador usual y aproximar la distri-
hucién por una F.

Ei trabajo de Hinkley puede describirse brevemente indicando que
aborda el problema de puntos de cambic en regresifn presuponien-
do la existencia de un cambio y considerando algunas suposiciones
adicionales que producen un caso particular en donde los métodos

frocuentistas usuales pueden aplicarse o mejores condiciones,



Ast, el problema de estimar el punto de cambioc se traduce en la
estinacibn con restricciones del punto de interseccién de dos
rectas. La distribuci6n del estimador de mixima verosimiltud se
aproximaporuna mezclade Normales y se propone el empleo del co-
ciente de verosimiltudes para probar hip6tesis sobre el parime-
tro de interés. Dos comentarios son oportunos. Primero, el plan
teaniento da esto autor permite pasar de 1a estimacién del punto
dende los datos obseryados cambian de régimen o la estimacibn
del punto en la zona de exploracién donde el modelo sufre una mo-
dificacién. Este tipo de resultados podrfa resultar de mayor uti
1idad para la tealizacién de experimentos posteriores. En segun-
do lugar, las suposiciones de que las rectas no se traslapan y de
que 1a transicién es continua propicia que un modelo cuadrdtico
aparezca como un muy natural contendiente del propuesto por Hinkley.
Al Tespecto el autor menciona que un posible procedimiento para
confrontar estas alternativas podria ser el andlisis de los resi-
duales.
Otro -articulo que trata el problema de puntos de cambio en regre

sién es el debido a Farley y Hinich [31], en donde sc desarvolla



un procedimiento para probar 1a hip6tesis nula de no cambio con-
tra la alternativa de que uno -y.solo un cambio ha tenido lugar.

Los autores desarrollan un criterio que es localmente mas poten

te a medida de la magnitud del cambio conyerge a cero y resulta

asintticamente eficiente,
El modelo considerada es el siguiente:
Yy=a by tey tdn1,2,.T

en donde como de costumbre,X,,...,X; son comstantes fijas y los

errores {¢;} son independicntes e idénticamente distribuidos Nox

mal (0,0%). Por su parte, los pardmotros del modelo se definen

como sigue:

a- 98X THIKIS T B+d; THSIST

Por supuesta, t© es el punto de cambio en el modelo (1<7<T).

Reescribiendo el modelo se ticne que:

arbXrey 5 i=1,2,0,.,1

a-BX +(b+B) X, + €5




En estas expresiones es interesante notar algunas.caracterfsti-
cas. Primero, el esquema ©s muy parecida al propuesto por
Quandt;sin emhargo,los pardmetros de las regresiones se transfor
man de (a,b) en (ai,b;) con aima-8X., bi=b+ 5, lo cual implica
una restriccién en el tipo de cambies que se pueden verificar.
Particularmente, es de interds obseryar que ¢l pardmetro 6 puede
interpretarse como una medida de la magnitud del cambio, de he-
cho, si =0 no cxiste cambio alguno. Asf pues, la hipftesis nu-
la se pucde contrastar probando Ha: &=0. Por otra parte, la
circunstancia de que la ordenada al origen después del cambio,
dependa del valor de la obseryacién en donde el cambio se 1levé
a efecto, impone una restriccifn muy especifica en el modelo.
Puede verificarse muy ficilmente que si 5 es distinta de cero,y
por tanto se efectud un cambio, las rectas sc intersectan precisa
mente en X . De esta manera el trabajo de Farley y Hinich puede
considerarse como intermedio entre los de Quandt y Hinkley ya
descritos, puesto que si bien no Tequiere que los valores de la
variable independiente estén ordenados respecto al fndice de ob

servacidn, si se reduce a considerar los casos en que el punto de



cambio coincide con el valor donde se intersectan las rectas,

El procedimiento que siguen los autores de este trabajo es rela
tivamente simple y parte de considerar que ¢ es conocida y t
es una variable aleatoria discre;a distribuida uniformemente en
{1,2,0.., Tk Esto'cs; ‘
1’]

P(_ra:_)q—.‘.- H :n:_,z,‘.b

Es importante hacer notar que si bien Farley y Hinich afirman
que esta distribuci6n representa la situacién em que el investi
gador no posee informacién apriori sobre el punto de cambio, el
enfoque que utilizan mo os Bayesiano ya que en tal caso tendrfan
que asignar distribuciones iniciales a los demds pardmetros (a,b
y 8) y seguir un tratamiento distinto del problema.

Los autores praceden a verificar que bajo la hipbtesis nula el
vector ¥ de observaciones sigue una distribucién Normal multiva-

riada de media # y varianza ¢2 Ien dende,

1 X
1 Xz




mientras que si se produce un camhic en T=t, de magnitud 8, la
matriz de varianzejy covarianzas permancce igual pero la espe-

ranza de Y se modifica como sigue:
EQY|t,a,b,8) = o 21+y X+8 2 (t}s u+32 (t)

con 21 CE)S (@ v 0, Ky g Xy, Xy ppy Kn v v Xpm X ),

Para ofectuar la prucba de 1a hipbtesis 6= 0 proceden a calcu-

lar las vorosimiltudes de intcrés.
Bajo He, se tiene que:

.2
£olY a,b)= (2707 exp {- sha(-u) (x-p) }

mientras que si el cambio ocurre en T=t con una magnitud §,
24" T/2 1 y
£0Y | a,b,t,8) = (270%) " expf- 550 (E-p B Z()) (X-p -8 2(D)}

En yirtud de que T es considerado un pardmetro aleatorio, y co-
mo la hipdtesis es relativa a &, Farley y Hinich proceden a de-

torninar la yerosimiltud bajo la hipétesis alternativa, margina-



7

1lizada sobre T,
T -1
£Q0[a, b, 8)=F, T U E(] b8, 8)

T 7N
=Z; 17 @rs?) exp

Esta verosimiltud, como es ficil de verificar afin cuando los auto-

ros no lo mencionan, tiene. unvalor esperado dado por la siguicnte
expresién:

z
pratt 5, Ceed 2 ()

T
LI SR A )

TR

Considerando la verosimiltud bajo Ho y la correspondiente a la

alternativa marginalizada sobre t, Farley y Hinich calculan el

cociente respectivo,

£0Y|a,b,8) /£(X[a,0)=2 (Y |a,b,8)

"
-2, el h wrzm- & o zm)

Q-5 2(0))' (-8 K()) )



Desarrollando 1a expansién:en sexies de N'respecto s & alrede-

de tal manera que si 4,b,¢* y & son congcidos y b ademds, es

cercano a cero, el criterio de prueba serfa rechazar He si

M1t b @em g

es significativamente diferente de cero, Equivalentemente,el
criterio se pucde definir en términos de §= (Y- k), rechazan-
do Ho si § es significativamente diferentec de cerc. Los autores

afirman que si a,b,

2 y & son fijos el criterio es localmente

mis potente si § tiende a cero. Por otra parte también el cri-
terio propuesto es asintéticamente eficiente respecto al corres
pondiente al cociente de verosimilitudes, Esta claro entonces

que el criterio desarrollado puede ser emplecado para probar

Wot &=0, siga,by ¢? son conocidos, contra cualquier alternativa

i b= 8% siempre que 8% sea cercana a cero, Un atractivo del



criterio es que bajo Ho'la digtribuci6n do § os oxtrenadamente
simple puesto que la estadfstica de prucba cs una combinacién
lineal de variables Notmales independicntes,

Es interesante notar que la estadistica de prueba puede ser in-
terpretada informalmente, de manera muy simple. Como ya se in
dics, bajo la hipStesis alternativa, ¥ ticne una distribucién
de media p*= u+80 . De esta forma, el vector Y- u podria in-
terpretarse como una estimacisn de la diferencia p*-u=&0. Na -
turalmente’ entonces; la estadistica S es cercana a cera si solo

si,el pardmetre 8 es suficientemente cercano a cero.

Los autores mencionan que en general, los parfmetros a y b son
desconocidos y proponen modificar el criterio sustituyendo estos
valores por sus estimadores usuales bajo Ho. Asi la estadistica

de prueba esta dada por

-8 (A Y

que no es mds que una combinacién lineal de los residuales bajo



Ho y donde AsT™ 11t + mvzni’)"m;z)‘q-z)'fz es el yec
tor cuyas entradas son todas fguales a X, 1a media de las obser
vaciones,

Es sencillo comprobar que § tieme, bajo Ho, una distribucién Nox
ml de media cero y varianza @204 (X-A)0. De modo que el crite
rio para probar la hipStesis nula,a un nivel de significancia «,
consiste en rechazar Ho si 5] excede ol valor 2 ®/2010! (IM0IY?
donde Za/2 es el cuantil de orden 1-a/. de una distribucidn Nor
mal (0,1). Con la finalidad de analizar la potencia del criterio,

los autores proponen ¢l empleo de 1a medida de detcctabilidad

Dem Bg (8)- Eo(r)
TV B)
donde B;(5) es 1a esperanza de 3 bajo la hipétesis alternativa
cuando la magnitud del cambio es & mientras que Eo(5) y Vo(5) son
1a media y la varianza respectivamente de S bajo la hip6tesis nu-
la. Farley y Hinich yerifican que de entre todas las posibles
combinaciones lineales de los residuales, 5 es la que produce la
mayor detectabilidad. Adicionalmente, indican que si 0% es tam-

bién desconocida pera T es suficientcmente grande, este pardme-




tro puede ser sustituido por su estimador usual y la regla de

decisign es asintdticamente equivalente.

Finalmente, los autores realizan un estudic mediante simulacién
para caracterizar la potencia del criterio en funci6n del paré-
metro & asi como de la configuracidn de los valores de la varia
ble independiente y la localizacién del punto de cambio, Los Te
sultados que obtienen sugieren que el patrén de variable indepen
diente, en efecte, influye en la potencia aunque tal influencia

parece ser rclevante solo para valores de & cercanos a cero. En
general la potencia aumenta a medjda que [8| creceperono se aproxi
ma a uno tan répidamente como sc esperaria, Este hecho es comen-
tado en el articulo examinado en términos de que probablemente se
debe a que en general se desconoce el punto de cambio. En rela-
cién a ello, el propio estudio de simulacign revela que es mucho
mds alta la potencia cuando el punta de cambio se localiza en la
parte media de la sucesi6n que cuande sc encuentra cerca de algu-
no de los extremos, Finalmente, se comparan los resultados cuan-

do 0% es conocida contra los que se obtienen en el caso contra-

rio encontrando como era de esperarse, un mejor comportamiento



si se conoce el valor de 02, si bien el deterioro em potencia

no es muy grande, enel otro Caso sobre todo si el punto de cambio se localiza
en 1a parte media de la sucesién de observaciones y la magnitud
del camhio es relativamente izequeﬁa‘ Resumiendo, estos autores
desarrollan un procedimiente frecuentista para probar la hip6te
.sis de no cambio incorporando una suposicién adicional en el mo
delo alternativo. La tfenica es extremadamente simple en yirtud
de que la estadfstica de prueba resulta ser una combinaci6n 1i-
neal de los residuales usuales. De hecho los autores indican

que el cdlculo de la estadfstica puede ser implementado en cual-

quier paquete de computadora como parte de las rutinas de veri

cacién de las suposiciones. Adiciomalmente, se sugiere que enca
so de detectar un cambio, el punto de cambio puede ser estimado

con el procediniento de Quandt.

La potencia de la prucba depende de la configuracién de los valo-
res de la variable independiente y de la magnitud del cambio, si
bien los estudios de simulacién reportados indican que los resul-

tados son satisfactorios. Como observacidn final, interesante

notar que los autores no hacen uso del hecho de que la estadisti-



ca de prucha tiene una distribucién Normal bajo la hipbtesis al
ternativa. Esta circunstancia podria haber sido empleada para
caleular la potencia de la prueba sin recurrir a las simulacios

nes.

En un trabajo publicado el mismo aflo que el de Farley y Hinich
otros autares, McGee y Carleton [ 62 1, presentan un tratamiento
para el problema de Tegresién con puntos de cambio que puede ser
considerado mas general en el sentido de que s aplicable no solo
al casq de un punto de cambio, sino a aquellas situaciones en las
cuales se desconoce el nfnero de cambios en el modelo. Una do
las caracterfsticas mis intcresantes de este articulo es que desa
rrolla un procedimiento que, con un enfoque pragmitico segtn la
propia opinién de sus autores, reduce notablemente la complejidad
computacional que implica este tipo de problema . De hecho,McGee
y Carleton afirman que la técnica propuesta, uma combinacién de
andlisis de regresién y clasificacién jerdrquica, no garantiza la
optimalidad de la solucién obtanida en un sentido analftico sino
méis bien es de carécter constructivo y pretende producit una des-

cripcién adecuada del comportamiento registrado en un conjunto es



pecifica de obseryaciones. El esquema propuesto parte. de conside
rar T vectores de obseryaciones C{;'x’x’x‘i""'xké; 171,20 00,7

en donde
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con ) parsnetros desconocidos; ta,ts,

i, ¥ 0 también des-

conocidos y €1,44.,€, errores aleataorios independientes ¢ idéntica

T
mente distribuidos Normales (0,¢?}. E1 fndice i de las observa-
ciones, pucde corresponder al orden de registro cn el tiempo o la
magnitud de alguna de las variables independientes, En virtud de
que tanto n como los puntos de cambio son desconocidos, el proble-
ma pucde prescntarse como un caso de agrupamiento en donde es nece
sario establecer cuantos grupos de observaciones existem, cada uno
de los cuales se describe con un modelo de regresifn diferente y

también cudles observaciones pertenecen a cada grupo. Afn en el

caso en que el nimero de cambios n-1 fuese conocido, para tamafios



relativamente moderados de nnl » T la :am:.idad de posibles agru
pamientos de T observaciones en: n distintos regimenes de regre-
sién puede implicar un yolumen excesivo de cdlculos, Sin embar
go, considerando que las chseryaciones estdn ordenadas y que los
cambios, en caso de efectuarse, producen grupos de observaciones
adyacentes respecto a ese oxden, el problema se simplifica, Mis

afin, los autores proponen el empleo de un algoritmo jerdrquico,

esto es, un procedimiento de agrupamiento secuencial tal que un
grupo, una vez formado no pueda ser dividido en etapas posterio-
res. En los casos usuales de agrupamiento de observacionmes, es
necesario definir una medida de distancia o similitud que permita
establecer cuales son las observaciones que pueden incluirse en
un mismo grupo en cada ctapa. Para el problema especifico de re-
gresién los autores proponen el empleo de una medida de bondad de
ajuste como la estimacidén de la varianza para el modelo ajustado
en cada caso. Asi, pues el procedimiento propuesto consiste en
considerar inicialmente los grupos minimales, esto es los conjun-
tos de observaciones adyacentes con el nimero de puntos minimo su

ficiente para ajustar un modelo del tipo establecido y producir



un estimador no trivial de la varianza, En el caso de un modelo
1ineal con K+l parémetros, los grupos minimales constan de k+2
observaciones. De entre estos grupos minimales se considera co-
mo un grupo formado,aquel cuys varianza estimada sea menoT y se
procede con la siguiente etapa considerando que ahora se pueden
formar nuevos grupos a partir de datos aislados o bien incluyendo
un nueyo punto en ¢l grupo ya establecido, FEn general, onunaetapa
“internedia del algoritna se pucden fornar mucvos grupos de tres
diferentes formas: a partir de un grupo minimal; incluyendo un
datoaun grupo ya formado o combinanda dos grupos ya establecidos.
De esta forma se procede desde la ctapa inicialenque todos los pun-
tos so encuontran aislados hasta la ctapa final on que todos ellos
forman un grupo al que sc ajusta un Gnico modelo, Conm cl objeto
de establecer cual de las etapas es la que brinda una mds adecua-
da descripcién de los datos, los autores proponen que cada vez que
un nuevo punto Se incluya en un grupo se determine si esa inclu-
s16n no modifica significativamente ol ajuste. Esta determinacién

se puede realizar a trayés de la estadistica




en donde s(ij ¢s 1 suma de cuadrados de los residuales del modelo
ajustado considerando el nuevo punto junto con 10s del grupo ya
fornado, mientras que SCa €5 1a correspondiente al grupo formado
inicialmente, La estadistica propuesta, bajo el supuesto de que el
modelo estimado s el mismo,tienc una distribucién F con 1 y 5-K-1
grados de libertad, donde S es el nfmero de puntos en el grupo
preexistente y K+1 es ol nfimero de pardmetros en elimodelo. De
esta forma, sii el valor calculado de F excede del yalor apropiado
en tablas de una distribucién F(1,S5-K-1) no resulta conveniente
incluir el nuevo punto aunque esta estrategia sea la que minimi-
ce la varianza del nuevo grupo, Un tratamiento similar se pucde
llevar a cabo cuando la menor varianza se obtenga al combinar
dos grupos ya formados. En ese caso se puedc utilizar la estadis
tica usual para la prueba de igualdad de coeficientes en dos mode

los de regresién

81#82-2(K*1) . SGCi%2-5C1-SCs
Fi= ) §Ci+5C2

en donde SC,SC; y SC,,, representan respectivamente, las sumas

de cuadrados de residuales del modelo ajustado al primer grupo



formado, con S, puntos, al segundo grupo formado con 52 puntos

¥ a las obseryaciones de ambos grupos combinados. Si F' resul-
ta mayor que el cuantil correspondiente de una F con K+lySi+Se
~2{K+1) grados de libertad, existe evidencia para no combinar
los dos grupes aup cuando” gl conjunte resultante tenga el mejor
ajuste en esa etapa.

Naturalmente, se pueden utilizar algunos otros criterios para
conducir el procedimiento. Por ejemplo, si de antemano se posec
informacisn acerca del nfimero de grupos, el algoritmo se pucde
terminar en cuanto se forme ese nimero de grupos. Asimismo, si
se ostd dispuesto a permitir que algunos puntos permanezcan ais-
lados, también se puede concluir el procedimicnto en cuanto se al
cance la cota correspondiente.

Los autores mencionan, como ya se indicé, que la técnica no puede
evaluarse analiticamente para establecer sus propiedades pero con
la finalidad de compararla con otras técmicas, la aplican al con-
junto de datos generados por Quandt [ 721, encontrando que si con
sideran como miximo permisible un punto aislado y utilizan los

cusntiles al 1% para las pruebas involucradas, se ohticnen los




nismos Tosultades que Quandt, Esto’'ss, finalmente se tienen dos
grupos, uno de ellos con las primeras 2 observaciones y el otro
con las restante oche, La técnica también es aplicada a una se-
rie de datos econdmicos yeales sobre transacciones bursdtiles y

se encuentra que el procedimiento sugiere la existencia de tres
cambios en el modelo de regresién. El mds importante de éstos
coincide con la fecha de una modificacién en las normas de tran-
saccién cuyo efecto ya habfa sido previsto. Un par de simulacig
nes ms se incluyen en el trabajo descrito en donde se verifica
que en general la capacidad para determinar es menor a medida do
la varianza de los crrores aumenta.

Finalmente, los autores mencionan que de hecho la Gnica restric-
cién de su técnica es que se requiere que los modelos ajustados

a log grupes formados scan del mismo tipo con con el £in de que
1a prueba de igualdad de coeficientes tenga sentido, Asimismo co
mentan que 1a idea esencial puede s¢r aplicada a modelos no nece-
sariamente lineales. El enfoque que este articulo mantiene cs su
mamente atractivo desde el punto de vista computacional y si las

pruebas estadisticas involueradas son interprotadas adecuadamente,



considerdndolas mas como indicaderes que como prucbas de signi-
ficancia, la técnica pexmite obtener.una descripcién razonable
del comportaniento de un conjunto de datos especifico y por su
puesto, sugerir algunas hipétesis sobre el fendmeno que lo gene
6,

En un nueyq trabajo [ 74 1, Richard E. Quandt ha retomado ¢l pro
blema deregresi6én con puntos do cambio con un nuevo enfoque. ,En
una variedad de situaciones es posible ordemar las observaciones
de tal monera que si ocurri6 un cambio,pueda afirmarse que las
primeras T observaciones corresponden a un modelo de Tegresién
mientras que las subsecuentes son descritas a través de otro mode
lo de regresi6n diferente. Sin embargo, si este orden no es posi
ble o si no es de interés identificar ¢l punto donde se efectud
ol cambio sino solo los pardmetros asociados a cada modelo, Quandt
sugiere que la situacién puede ser caracterizada como un problema
de mezcla de distribuciones. Asf pues, si se tiene (X,Y,);is1,2,..,T

obscrvaciones, algunas de las cuales siguen la relaci6

atby Xty



~
con ay y by parfimetros desconocidos y en donde los errores son

independientes e idénticamente distribuidos N(0,0}), mientras

que el resto de las parejas se ajustan a un modelo

Yy= axtba X, * g2y

de parimetros az,ba idos y errores indep ientes, Norma
les de media cero y yarianza ¢ con (ai,bi) # (az,bz), entonces
el problema de la estimacién de a;,by,as,bz,0} y 0} puede plan-
tearse considerando que en el femdmeno bajo cstudio produce ob-
servaciones que mediante un mecanismo aleatorio son generadas de
acuerdo a alguno de los dos modelos de regresién. De esta forma

1a funcién de demsidad de Y1,Y,,...,Y, esta dada por la siguiente

expresion

a1-b1X, 1%}

£0Y,1X;,81,01,82,02,0%,0818 -~ ep - 2k O
L b e b 1

1-P 1 g 2
e exp{~ 333 (¥;-a2-baX 12}

en donde P es la probabilidad com que ¢l femémeno selecciona el
primer régimen do regresién y 1-P 1a probabilidad con que utili

za el segundo. Naturalmente, la distribucién de Y; es una mez-



cla de Normales en donde los coeficientes de la mezcla son preci

samente P y 1-F, Esta formulacién de Quandt incorpora a la pro-

babilidad P como un pardmetro desconocido mds que de ser estimado
permitiria establecer de manera aproximada la proporcién de obser
vaciones en una muestra especifica que pertenczen a uno u otro TE
gimen, Es £4cil yerificar que el logaritmo dela funcién de densi-

dad conjunta de Yi,Yz,:.r,Yy 05td dado por

T
=,z £ - —ay- 2
Byt | e e {~ 5o Ogmai-biX;)

JRRE]
J2n0}

exp {- oy (Fy=aa-ba X, P

Quandt propone la estimacién de los pardmetros desconocidos por mé
xima verosimiltud, En estas circunstancias la solucién al proble-
na no puede obtenerse analfticamente en virtud de la naturaleza no
lineal de la funcién objetiyo, de mado que el autor propone el em-
pleo de métodos numéricos para la maximizacién., Las propiedades de
los estimadores producidos por este método no son discutidas en ge-
neral en el trabajo revisado, sin embarge, se cxamina ci comporta-

miento de la técnica mediante simulacién en varios casos y con un



conjunto de datos reportados en la literatura,

Con 1a finalidad de establecer wna comparacién, el autor intro-

duce un modelo alternatiyo que es debido a Goldfeld y Quandt (40),
en donde se considera que existe una variable ex6gena Z tal que pa
ra un valor Z=Z, se tiene que si el valor de Z registrado para la
observacién (X,,¥,) es menar que Zu entomces la pareja pertencce

al primer régimen de regresign mientras que si Z es mayor o igual
a Zg, el modelo correcto es el segundo. De esta manera, emplcando

la representacién matricial del modelo se puede describir

Y= (1-DIX Bs+ DXAa+¥
en donde B, y A2 son los yectores de pardmetros asociados a los
dos distintos regimenes de regresién y K es el vector de errores,

W= (I-Dlgy+ Dega con D una matriz diagonal tal que d;;=1 si y s§

1o si 2, < Zg en tanto que en case contrario d =0, Con el pro-
pésito de reducir las dificultades andliticas de este procedimien
to,el valox de d;; ¢ aproxima por la ecuacién

% i 1
dy,= d(z) = (270)7 7% exp(- 372(v-20)%} dv,

De esta manera, en este otro modelo se introducen los parémetros

4% ¥ Zo_que en general son descomocidos pero pueden ser estimados



por méxima verosimilitud utilizando también m&todos numéricos.

Los resultados de las simulaciones indican que ambos métodos son
aparentemente equivalentes en términos de los sesgos medios en

1a estimacitn. Sin embargo, considerando el error cuadritico me
dio los resultados sugieren que el sesgo decrece en forma relati
yamente rdpida a medida que se aumenta el tamafio de muestra cuan
do se emplea el método de Quandt, En cualquier forma, las simula
ciones consideradas solo utilizan treinta repeticiones en cada ca
so,de modo que la eyidencia que se presenta debe ser examinada con
extrema cautela pues podria corresponder a um patrén poco represen
tativo. El autor menciona para finalizar,que el método que propg
ne puede ser empleado sin dificultad en modelos de regresién lineal
mdltiple asi come en situaciones en que el nGmerxo de cambios sea ma-
yor considerando una mezcla que inyolucre todas las distribuciones
necesarias, Por otra parte afirma que el valor estimado de P, ade-
més de poder ser interpretado como la proporcién de observaciones
en un régimen podrfa ser utilizado para probar la hipftesis de no
cambio utilizande un cociente de verosimiltudes para contrastar

las hipdtesis:



Ho: p=Q-6 paY. ys Hii 0<p<1,

Es interesante obseryar que el procedimiento propuesto por Quandt
en este trabajo se concentra en el problema de la estimacién de

los parimetros de los madelas de regresién involucrados en este
tipo de problemas y puede ser aplicado en donde, por la naturaleza
del fendmeno bajo estudio o de acuerde a 1los objetivos del inves-
tigador,no se pretende determinar el punto donde el cambio se
produce . De hecho, la técnica tampoco permite identificar cua-
les observaciones corresponden a cada modelo, tan solo através de
la estimacién de los coeficientes en la mezcla de distribuciones
se puede sugerir la proporcisn de puntos que en la mucstra especi
fica analizada corresponde a cada uno de ellos. En cuanto a las
propicdades de la técnica propuesta el autor, como ya se indics,
examina el compartamientc de los estimadores en base a simulacio-
nes que por su reducido volumen producen resultados que deben ser
juzgados con precaucién y no constituyen evidencia contundente en
favor del procedimiento,

Bajo el enfoque Frecuentista se han desarrollado toda una variedad

de técnicas para tratar cl problema que es objcto de este trabajo.



Las diferenctas van desde las suposiciones adicionales que se invg
lucran en los modelos para obtener resultados analiticos més preci
sos,hasta la consideracidn de tratamientos que sin perder su cardc
ter inferencial son mds bien propuestes con miras a producir unani
lisis exploratoria de un conjunto de dates cspecifico, Con este
Gltimo espirftu ¢s abordado ¢l problema en un artfculo debido a
Brown, Durbin y Evans [15 1, en donde se considera la posibilidad
de que ocurran cambios en el modclo de regresién que describe el
comportanicnto de una serie de tiempo, La idea es que el andlisis
mediante de regresién de datos ordenades en el tiempo usualmente
s basaen la suposigibnde que la relacién descrita os invariante alo largo del tien

o, Sin enbargo, en algunas apl icaciones esta suposicién os cucstionable si se consi-

deraun perfodo de tiempo i largo pero puede ir una alterna-
tiya razonable y sobre todo sencilla, si la relacién se describe por trozos.
De acuerdo a 1a mencién de los autores, las pruebas de significan-
cia que proponen deben ser consideradas esencialmente como indica-
dores y en general su trabajo pretende cxhibir los posibles cambios

a trayés de métodos grdficos sin comsiderar alternativas. especificas para

1a hipstesisnula de no camhio. Las técnicas no i observaciones



correlacionadas ; ‘suponen que las variables independientes en los
modelos son deterministicas y 13 relacién con el tiempo ¢s fundar
mentalmente utilizada para ordenar la sucesién de observaciones,
Este orden permite como llevar a cabo un examen secuencial del
modelo ajustado a la serie,incorporando uno por uno los datos en
1a muestra y- evaluando la posibilidad de un cambio a través del com
portamiento de algunas funciones de los residuales en cada etapa,

El problema es planteado de la siguiente mamera. Sea

BB Koy By Xayr By Xayre B Xove ) 101,2,0,,T

en donde X{=(X1;,Xa;, .., X;) o5 el i-ésimo yector de variables in

dependientes que se consideran deterministicas y 81 =(Fa;,Fap il
es el vector de pardmetros desconocidos en el modeld que también se
define con el Indice i para indicar que pucde cambiar en el tiempo.

Los errores €1,

,&y Como es usual, se suponen independientes e

idénticamente distribufdos segn una ley Normal con media comin cero

y varianza ﬂ; respectivamente. La hipStesis nula de interés (no cam



hios) se puede expresar como sigue:

Los autores indican que el mayor intergs se concentra en detectar
cambios en los coeficientes de Tegresidn si bien las técnicas que
proponen parecen ser sensibles también a cambios en las yarianzas.
la idea de las técnicas desarrolladas parte de la consideracién de
que en general, ol exdmen de los errorves residuales permite yerifi
car lag suposiciones de un modelo de regresidn, Asfi,a través de

cllos debe ser posible cvaluar qué tan razonable resulta la hipéte
sis de no cambio. Los autores comentan sin embargo, que las prafi
cas usuales de los residuales no parecen ser seasibles ante este

tipo de altevaciones y como comsecuencia proponen, en analogiaz con
el tratamiento que Se siguen en procesos de control de calidad, el
empleo de sumas acumuladas de los residuales y sus cuadrados. Es

interesante notar la similitud de estc procedimiento con el propues
to por Page 146 1,(¢0 ], para detectar cambios en los pardmetros

de sucesiones de variables aleatorias.



Desafortunadament, como ‘se indica en el trabajo descrito, la dis-
tribucién de esas sumas acunuladas bajo 1a hipétesis nula resulta
intratable y por tanto no es posible establecer cual seria un com
portaniento atipico en las graficas, Con el propésito de evitar
esta dificultad, los autores proponen el empleo de un tipo espe-
clal de residuales transformados que se calculan de manera secuen
cial de acuerdo al siguiente razonamiento, Bajo el supuesto de
que el vector § de cocficientes es de dimensién K,se puede calcu

lar 1a sucesién de estimadores:
i “ X ‘
7 (X X2™ X0y 5 rs Ked,,T

en donde X,'= (Xi,...,X )y ¥i= (f1,...,Y,). Docsta formse puede de-

finir para cada r>K+], el tesidual

_ "
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que puede ser interpretada como sl error ¢standarizado de la pre
diccién de Y, on base al modelo ajustado a las cbservaciones

precedentes . Es fdcil de verificar que bajo Ha, PERERETFL S

W,
Kt

independientes con distribucibn Normal (0,02). Una de las carac-



teristicas interesantes de estos residuales es que se pueden cal
cular mediante un algoritme secuencial Tecursive que evita el
ajuste de todos los medelos inyolucrados, Esta afortunada cir-
cunstancia se desprende del hecho de que los estimadores satisfa-
cen la siguiente relacién:
o iy o 8
LY NPE e R T Oy

en donde adends, el cdleulo de (X1X,1™* puede evitarse recurrien
do a la recursién

SR 1
ROST # {LR S)

(035 % Rt e SINLE SN0 Rl
* Fe PRy %) K,

En virtud de que,si §, es constante para 3%1,2,...,t y cambia a

12,.10,t tienen media ce

partir de ese punto, entonces w, para
To mientras que la esperanza de wy; i=t+1,,..,T es diferente de
cero, os natural pensar en representacionos de los residuales
transformados que permitan detectar la posible desylacién de cero
de sus medias a lo largo del tiempo. Con esc objetivo los autores

proponen 1a construccién de la grdfica de la suma acumulada



1%
;zﬁw i

contra el fndice i para isk+1,...,T; en donde 4% es el estimador

de 1a varianza al ajustar un modelo comdn a todas las T observa-
ciones. Este factor se introduce para estandarizar la magnitud
de los residuales y puede ser caleulado también por un procedi-
miento recursivo, Las sumas de cuadrados de los residuales usua-

5oy ox 5 . s
les S X, B )X, 8 ) satisfacen la relacién

2 =
SengtWR 1 TIRH, LT

¥ dado que a%= §,/(T-K) el cAlculo es directo. A partir de las
propiedades de w, bajo Ha, los autores deduccn que la sucesién
WyepqsseeoWy tiene una distribucién que puede ser aproximada por

una normal tal que
B (Wm0, Var ()= r-k y Coy (W, W )% min (s,70-K .

De esta forma se puede establecer que para cada t=k+1,...,T, los

Linites para juzgar si el valor observado de W, es significativa-



mente diferente a c‘em son de la forma C,= * A /=K en donde A

es €1 cuantil apropiade de una Normal estindar, Considerando a
€, como funcidn de t, se obtienen las bandas de tolerancia del
proceso para un nivel establecida de probabilidad. Tal como lo
mencionan Brown et al.,, estos limites pueden ser reemplazados por
bandas rectilineas aunque en ese caso la probabilidad de cruzar
las f£ronteras no es la misma en cada punto del procese. De hecho,
se propone el cmpleo de rectas que sean tangentes a las curvas
originales en el punto medio emtre K y T y se deriva la forma
de cstas rectas para cusnde se £ija una probabilidad global « de
cruzarlas en cualquier punto del proceso. En el trabajo comside-
rado se propone adicionalmente,otro tipo de sumas acumuladas que
pueden sér utilizadas de.forma complementaria a la sucesi6n W,.
Los autores consideran la suma acumalada de cuadrados de los resi

duales transformados:
x T
Vor Gwil/ (2x)
Ttk dmd
=508, 5 Ask#l,,..,,T
_que puede resultar muy Gtil, sobre todo en los casos en que se

efectuen miltiples cambios que produzcan residuales de signes con



trarios. En el articule descrite’ §e afirma que bajo Ho, V. tiene
una distribucidn Beta de media (r+k)1/(T-kl: Con base en gste he-
cho se deriya una foyma d¢ construixy bandas de tolerancia para el

proceso generade pox V.

Algunos otros procedimientos pueden ser utilizados para examinar

1a informacign disponible, Brown et al, sugicren grificar los va
Apres estimados de los cosficientes de vegresién cusndo se ajusta
un modelo a un segmento de n abservaciones sucesivas y posterior-
mente este segmento se recorre a lo largo de la serie, Si no se ha
producido ninglin cambio, es de esperarse que las grdficas sean apro
ximadamente constantes, Para obtener unindicador adiciopaleneste sentido
pueden considerarse j scgmentos disjuntos, cada uno con m observa-
ciones sucesivas y calcular la estadistica carrespondiente a la
prucba usual do igualdad de coeficientes de regresién,

Por otra parte, los autores sugieren que otra forma para determi-
nar si los coeficientes sufren- cambios en el tiempo puede consistir
en modelar su comportamientomediante polinomioseneltiempo, Asf, en
el modelo

+eg s 47 1,2,0..,T




se puede proponer que 8, Sea expresado como
. 2 2
B= Bt L v Byt mt By

en donde m es un entero selecclonado convenientemente de acuerdo a
los objetivos del usuario y al contexto del problema, En estas con
diciones la hipStesis de no cambio pucde ser formulada en términos
de 1os coeficientes f,, . Explicitamente sc puedc probar las hip§
tesis

Hat By= By o5 B0 Vs Wi, #0 alguna j € {1,m}

2 trayés de los procedimientes usuales de regresiSn. Mas atn, se

puede efectuar un ajuste secuencial de modelos de la forma

h) N
lip:i poi=1,2,..

n
B,

£y, Patabs 1,2,,.., m

de tal forma que como resultado se obtenga el modelo de coeficien

tes polinomiales que mejor describe la serie de observaciones.

Como uma sugerencia final se comenta la utilidad que tendria la



grafica vespecta a t de A, el logaritmo del cociente de verosi

nilitudes para la prueba de las hipStesis

Bam fas,, R =B

HEGEam Bamouim By vs WY
LI LI PG T

Bsta estadfstica ya ha sido propuesta por Quandt [  len relacién
a este problema. En efecto, en uno de sus articulos se plantea la
utilizacisn del minimo de A, sobre t como estadistica de prueba pa
ra la hipétesis de no cambio, Sin embargo, el criterio presenta in
convenientes en el sentido de que su distribucién bajo 1a hipétesis
nula no ha sido establecida en general, De cualquier forma Brown,
Durbin y Evans sugieren que de nucvo como indicador,puede construir
se la grdfica para obtener informacifn sobre la estabilidad de la re
gresi6n. Mas atn, indican que todas las grificas pueden ser cons-
trufidas siguiendo el orden natural en el tiempo y también el orden
inverso de modo que las anomalias comunes puedan ser empleadas para

defectar ¢l perfodo en que manifiestan los cambles,

El trabajo de estas autores es particularmente interesante porque

han desarrollado un paquete estadfstico en el que incluyen todas



las técnicas que proponen, La aplicacifn que reportan de estas a
diversos conjuntos de obseryaciones, parece indicar que sobre to-
de a un nivel exploraterio y descriptive, producen resultados sa-
tisfactorios que pueden ser mup Gtiles, Otro atractivo adicional
es que el trabajo analizado incluye una discusién en donde otros
autores desarrollanunaserie de comentarios complementarios; al margen
de las consideraciones técnicas que ahi se consignan, las cuales en
su mayorfa extienden o confirman algunos de los resultados obteni-
dos, es ilustrativo mencionar los aspgctos conceptuales que sc exa

minan,

En primer lugar, se cuestiona el empleo de algunas estadisticas de
prueba como indicadores exclusivamente y en ciertos casos Se cTiti
ca el enfoque exploratorio y descriptivo que emprenden Brown,

Durbin y Evans.en términos de que finalmente es necesario proponer
procedimientos que permitan realizar inferencias en el sentido esta

dfstico, esto es,

con una medida precisa de la incertidumbre que in-
volucran, Respecto a ¢ste punto es importante tomar en cuenta, como
se menciona en la misma discusién , que independientemente de que pa

ra el estudie de un fendmeno especifico se cuente con técnicas esta-

™~



disticas para realizar inferencias'precisas y mds afn, en los ca-
S0 en que estas no sean accesibles, los procedimientos explotate
rios juegan un papel fundamental en el proceso de adquisicidn de
conocimiento en tanto que, sigulendo la linea de pensamiento de
Tukey [12], constituyen instrumentos para el examen de la informa
cl6n disponibie desde mdltiples y diversos puntos de vista que pue
den hacer aparentes caracteriticas que de otra forma pasarian desa
percibidas,

Por otra parte, se menciona y vale la pena enfatizarlo, que la in-
tencifn de algunas de las técnicas propucstas por los autores tie-
nen notables puntos de contacto con el tratamiento de series de
tiempo a través de teoria de control, Esta situacién sugiere la im
portancia que en general, tieme la comunicacién de los resultados
que se obtienen por diversos especialistas en Areas de interés co-
mGn, Particularmente, en Estadistica serfa muy interesante aprove-
char la experiencia que cn Teoria de Control y Econometrfa parece

existir en relacign al problema de puntos de cambio,



En un trabajo més reciente, Hawkins [ 44 ], se aborda el problema

ional

nueyamente con un enfoque ncialment
talmente se pretende obtener una descripcién adecuada de un con-
junto de datos especifice coma en el trabajo de Brown, Durbin y
Evans [ 1’5 launque el énfasis es concentrado en las ventajas compu
tacionales de la solucién propuesta que son apreciables particular
mente en los casos en que s¢ tienen grandes series de datos, En -
este sentido, el trabajo de Hawkins guarda una estrecha relacién
con el de McGee y Carleton [ GZ Jque ya ha sido revisado.

El autor plantea la estructura bisica del problema como sigue. Sea
Y3,Yz,.-.,Y, una succsién de observaciones ordemadas respecto a al-
guna variable concomitante que puede ser el tiempo. Un modelo do
regresién con puntos de cambio o de regresion por segmentos es uno

en donde sc tiene qu

Yem £1(8) +ea(t) (~e<t S1;)

Y& £2(¢) +e2(t) (ri<t<72)

[

Y= £, () e () Ty <t< =)



on donde £,(£) y &, (t) Teprosentan respectivaments, la funcién

do regresién y un término de error on el i-Gsimo segmento, Los
valores T;; 1s1,2,.,.,k~J constituyen los puntos de cambic. Es-
ta estructura general agrupa una variedad de casos particulares,
Ask por ejemplo,sd las funciones £,(f) sen constantes, se tiene
una sucesign de variables con puntos de cambie como 1as que se
discuten en el capitulo I, Naturalmente, las diferentes varian-
tes se obtlenen modificande la distribucién de los errores. EL
caso de regresiSn lineal simple so obtiene definiendo £,(t)=a+f c
Y usualmentese asigna una distribucién Normal a los errores, Los
nodelos de rogresién lineal maltiple sc definen de manera andloga.
Aln en esas condiciones, se pucden establecer variantes de acuerdo
a si se impone la restriccién de continuidad sobre f*(t] r f”‘ (t)
en ¢l punto T, o si se considera que los errores tienen 1a misma va
rianza en todos los segmentos,

El autor menciona la dificultad que aparece en los procesos de infe
rencia particularmente para producir estimaderes de mixima verosimi
1itud cuando existen mis de dos segmentos, Esta circunstancia pare

ce deberse a que la funcién de verosimiltud es una funcién altamente



no lineal de los puntos de cambio de suerte que es de esperarse

- que 1a complejidad computacional para encanmtrar sus estimadores
de maxima verosimiltud aumente expanencialmente con k, EL pro-
pésito del articulo es presentar métodos de solucisn que involu-
cren una dificultad mucho menor,

BL caso especifico considerado en el trabaje de Hawkins es el de
modelos de regresiGn y se presenta como siguo, SR Yi,uii,Y, una

sucesifn de observaciones tales que:

Yt-géﬂ&*ex(!l H Lrb’m: <715 4m1,2,, 00k

en donde X, s un vector de dimensidn p de variables exégenas, §,
es el yector de dimensi6n p, de coeficientes de regresién en el
i~Gsimo segmento y eL(_t] es un error aleatorio de distribucién

N(0,¢3) en ¢k i-6simo segmento, Adicienalmente se supone indepen-

dencia entre los errores,

Haykins no considera restriccidn alguna de continuidad en las fun
clones de regresién, supone ademis que los puntes de cambiocoingiden con
tienpos de observacién y defime te=0, T,=n, En estas condiciones,

considera los valores Ty conocidos y define ng= ToTy 4sC0M0 el nd



mero. de puntos en el i-§simo segmento, Mds afin, si en el i~8si
mo segnento Y, representa el vector con n observaciones y X,
1a matriz de disefio de dimensi6n n, xp, entonces el autor recuer-

da que los estimadores de mixima yerosimilitud de g, y ¢} estdn

dados por
g v 1 xey
g*s Q(,‘ X170 Xy Xk N
. P <
G Qyr X Bt Qe Xy ) Iy,
de esta forma, para valores T2;T25000,T de los puntos de cambio,

la funci6n de yerosimilitud maximizada sobre f, 03; i=1,2,,40,k

tiene 1a siguiente expresion

2o ¥, @

Por otro lado si en el modelo s¢ incorpora la restriccifn de

Jgualdad de varianzas en todos los segmentos sc tiene que

k
2
RARFELIEH

En cualquiera de esas dos situaciones los estimadores de méxima



verosimilitud de T1,Tz,.v1Ty, S estos valores son desconocidos,
se obtierien maximizando la correspondiente £ o bien minimizando
I3 N Eoa

25 5 2 inds
g, ny log Ly G ,Zny LH respectivamente, E1 autor indica que la
similitud que guardan las dos funciones objetivo permite resolver
el problema de optimizacidn con un procedimiento comfn, De hecho,
si para un segnento de observaciones Y,,¥_ ., .v.,¥, S¢ ajusta un
modelo de regresiGn como los descritos y S es la suma de cuadrados
de los residuales correspondiente al ajuste de los m=s-T+1 punmtos,

se puede definir Q(ri§

.S si se supone.igualdad de varianza en todos los seg
nentos y QCr,%)= mLn (S/m) en caso contrario. De cudlquier forma, con esta nota
«cl6n, la funcién objetivo, para encantrar los estimadores de mixina verosimilitud

de los puntos de cambio,estd dada por la expresidn:

k - -
&y Q Cyytty T

Para 14 solucién del problema puede considerarse la situacién mds
general de ajustar un modelo de regresién con r segmentos a N pun
tos donde T<k y N<n, Sea F (N el valor ninimo de £ para este

problema, Havkins indica que el mdelo que produce ese valor minimo debe cons



tar de 1+1 segnentos ajustados a 1as Sbservacienes. 25 N

¥ un segnento mds ajustado al conjunto Yy,o,\i.\¥, para alguna]
epdonde el modelo con r~1 segngntes ajustado. " a ‘{;;,.‘.,\"1 debe ser Sptimo,
esto es, debe producir el yalor F, ,(J) ya que on caso contrario
seria posible mejorar el ajuste con r segmentos a los N puntos,
Este argumento, menciona el autor, es conocide como el principio
de Optimalidad de Bellman [ 5 1 y sugkere la solucién del problema
original a través de programacién dindmica,

Naturalmente, las ecuaciones de recursién quedan planteadas como
sigue:

FaNls QU,NY; F (N1= m%n [F:“JQ] +QEtI, N s x> 1

“En el caso de que no se tenga jgualdad de varianzas, cada segmen-
to debe contener al menos p+! puntos de modo que el recorrido de
j en la minimizacién es (r~1}(p+}) <j< N-p-1.

EL problema original de k .segmentos en n observaciones puede re-
solverse calculando F_(N] para teda v <k y N<n siempre que el

wjuste tenga sentido, El vesultado f£imal es Fy(n) y los estima-
doves de maxima verosimilitud de los puntos de cambio se obtienen

de las ecuaciones en recursién:



el
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Este método de’solucién tiene’la ventaja adicional de que produ-

ce los valores F (N1 para r <k 'y N<n los cuales pueden ser de
utilidad, particularmente si existe duda respecto a que el nfmer
o de cambios, k, sea el apropiado,

B procedimiento de cémputo requiere, bisicaménte, el cdlculo de
las cantidades Q(i,jl; j>3+p a partir de los cuales e obties
nen las F,(NL ¥ los estimadores de los puntos de cambio, En es
te punto los aytores proporien el empleo dg 'un método de cémputo
que consideran eficiente y- que consiste en calcular las sucesion
nes de valores Q(5,m), Q(S,n-1)..,Q(S,S*P1 para 571,2,. .., nep.
En una sucesién especifica, cada término Q(i,j) impica el ajuss
te de un modelo de regresidn; sin embarge, la diferencia entre
Q(8,n-j1 y Q(S,nxj-~1) solo estriba en que se elimina la Gltima
observacién del grupo considerada para el primer término en el
ajuste indispensable en cl segundo, Este patrén permite, como
lo indica Hawkins el empleo de un algoritmo secuencial de actua

1izacién similar al presentado por Brown, Durbin y Evans [ 16 1,



LB

en donde las estadfsticas relevantes para el cdlculo de
Q($,n~j-1) pueden ohtonerse a partir de las correspondientes a

Q(S,n-jl. Concretamente, es £dcil verificar que si

Y X
s » XA .
Thaad - B

fe ™ X0y By g X017 Xy Y

entonces,

QLm0 X1 o8l bE ek, B e, B
en donde se satisface que:

WL

By [0 000 X, 0K

BEEn (41 @ 0 1XL) Oy,n XY, ©22

Con el empleo de estas recursienes os computacionalmente simple
ol cflcule de los téxminos de cada una de las sucesiones, EL au
tar menciona que esta técnica do programaciGn dindmica puede ser

aplicada tanhisn si el criterio de ajuste no es precisamenteeldent



ning cuadrados sino algGn otrg come.por ejémplo,. el 'de minima des
viacién absoluta modid o minima desviaciSn absoluta méxima e indi

ca que la formulacién sigievla misma linea’ general,

i

Como una consideracisn adicional, en el ‘trabajo analizado se af:

ma que en caso de que para la misma scrie de observaciones se ajus’
ten dos modelos, con Ky K3 puntes de cambio respectivamente, los
correspondientes estimaderes de méxima verosimiltud mo guardan ne-
cesariamente una relacién. Mds explicitamente, los estimadores
del modelo con K-1 cambios no tiemen porque coincidir con los ob-
tenidos del modelo con k cambios. Sin embargo, segfn la opinién
del autor, cn la préctica se esperaria que para un cambio que real
mente tuvo lugar, el correspondiente estimador del punto do cambio
fuese estable en el sentido de que si se modifica el nGmero de cam
bios posibles en el modelo, el valor estimado fuese el mismo. Es-
te punto de vista, sugierc inmediatamente una modificacién de la
técnica propuesta por Hawkins para la estimaci6n, Los puntos de
cambio en un modelo con k cambio se pueden estimar, afiadiendo a

los estinados on un modelo con K-1 cambios, un punto mis, Natural

mente, 1a solucién en este caso es jerdrquica y requiere, por tan-



to, de un volGmen afn mds reducido de labores de cémputo. Sin
embargo, esta ganancia en facilidad tieme como contraparte dos
inconvenientes, -En primer lugar, como se desconoce cuales pun-

tos corresponden-a cambies que efectivamente tuvieron lugar, el

que en la

etapa finzﬁ, i e;d‘en 1a ‘;méor:;_ncia que parecfan tener en una
etapa ‘inicidl, Por otra parte p en estrecha relacién con lo an
torior, es claro que al proceder jerdrquicamente, los estimado-
res que se obtienen no son, necesariamente, los de mdxima vero-
similitud, sino en el mejor de los casos, una aproximacién. An
te estos inconvenientes, el amtor propone finalmente una técnica
que aunque tampoco garantiza la obtencién de los estimadores de
méxima verosimilitud, sf permite reevaluar la importancia de los
estinadores incorporados en las ctapas previas. laidea es ajustar
un modelo con un punto de cambio; una vez que el conjunto de datos
ha sido dividido, la misma técnica se aplica en cada uno de los
subconjuntos resultantes y se selecciona el mds adecuado de los
dos candidatos obtenidos como el segundo punto de cambio. EL pro

cedimiento se prosigue hasta que se completa el nfimero de puntos



de cambio es:ablec:dcs por a1, madeln, Adiciunnlmgnce, en cada

etapa se puede] :nlcular 1 estadisticz\ usiial’ para. probar la

igualdad de cneflci nte; ‘165" nueyos subconjun-

tos y determing i’es conveniente efec-
tuar 1a divisisn:  Esta misva modalidad no es estrictamente je-
rirquica pero nantione 1a difieulrad de computo en un nivel muy
bajo. Bs muy interesante motar 1d similtud que guarda el proce
dimiento propucsto por Havkins con el de McGee y Carleton [ G2 1.
En los dos casos se pretende obtener los estimadores de los pun-
tos de cambio con algoritmos que scan eficientes desde el punto
de vista computacional. La diferencia estriba en que se emplean
diferentes funciones objetivo y ademis en la construccién del mo
delo final se procede en sentido contrario, ya que mientras McGee
y Carleton utilizan una técnica de agrupamiento, Hawkins emplea
una que se podrfa llamar de divisién. Larelacién entre ambas tég
nicas s tan matural que el autor incluye en su trabajo un ejem-
plo donde sc aplican a un conjunto de datos reales, analizades
previamente por McGee y Carleton, los métodos de programacién di-

nimica original y modificade . Los resultados de ambos métodos



coinciden:con 103 de es0s Eutoits cuanido,so supone. igualdad de

varianzas. “En’el casoc de hetetucednstlcnﬂad ‘los métodos produ-

cen’ resultados similares cuande so consideran’2;3;4 y.'5 cambios
pero difieren en el modelo con G cambios. -La eyvidencia sugiere
que el métado modificado praduce la mejor descripcién de los da
tos.

Un trabajo mis donde $e aborda el problema de puntos de cam-
bio en regresién, es el de Quandt y Ramsey [ 751. En esc artf
culo,1a situacién de cambio es plantcada en la misma manera que
ya ha sido estudiada por Quandt, ( 741, en una contribucién prg
viamente examinada en este capitulo. De hecho, ol trabujo de
Quandt y Ramsey puede considerarse una sccucla del anterior.

La idea fundamental s que se parte del supuesto de que si bien
el modelo puede incluir cambios, no se posee informacién sobre
las variables exdgenas que influyen en ellos. De esta manera
el problema puede ser visualizade como uno de mezcla de distri-
buciones en donde para cada observaci6m, el fendmeno utiliza
uno de entre varios modelos para generar la respuesta. El

caso mds sencillo, que cs el conmsiderado por los autores,es clde



regresi6n lineal  sinple én donde.la naturaleza'elige en cada ob

servacién, ‘ent:

dogdistintos modelos de Tegresibn. Esta es-

tructurs’ puede’ doséribirse camo ‘sigue?

Sean Yi,¥s} % -, ¥, observaciones tales que,

AR T con probabilidad A

Yy- 22 tba X + €2y con probabilidad 1-4 ;i=1,2,...,T

en donde los errores g,

44 son independicntesy adentis, &y, ~N(0,03)

¥ €2, ~N(0, ¢}). Los valores de la variable X son fijos y los
parfmetros ai,by,0f , az,bz, ¢3 ¥y M son desconocidos. En el tra
bajo previo dc Quandt [ 74 ] se propone la cstimacidn de los pard
metros mediante el método de mixima verosimiltud. Sin embargo,
en esta nucva contribucién se afirma que si bien las mezclas de
poblaciones normales son identificables, cl problema de estima-

cibn es generalmente complicado ya sea que se utilice minimos

cuadrados o mixima verosimilitud. La razén es que a pesar de
que los estimadores que maximizan la verosimiltud en el inte-
rior del espacio parametral son consistentes,su determinacién es

dificil en la prictica. De hecho, Quandt |  jutiliza un méto-



do de Analisis Numérico para la‘evaluacién.de los maximos y re

porta algunos casos en. que’el algoritmo noconverge despus de

un nlimero considerable ‘d
neralmente, a que las ecuaciones normales o de verosimilitud

‘iteraciones, este hecho se debe, ge

asociadas son singulares. ‘Adicionalmente, los autores comentan
que las propiedades. de los estimadores de mixima verosimilitud
no se comocen para este tipo de problemas cuando se tiene un

tamafio de muestra moderado. Por estas razones consideran impor
tante investigar estimaciones alternativas que puedan evitar al

gunas de esas dificultades.

Quandt y Ramsey afirman que una alternativa, relativamente na
tural, es cl método de momentosy proceden a examinarla primero,
para el caso particular en que tanto by como bz son conocidos,
on cuyo caso el problema se reduce a considerar una mezcla que
representa un modelo de cambio en una sucesién de variables alea
torias Normales como las comsiderados en el capitulo anterior

de este trabajo.

En esas condiciones, solo se desconocen A, ¢f, 0} y #a,u»

las medias de las distribuciones. Los autores exhiben la fun-



€ifn de densidad cun]unta de 1&5 observaciones que- tiene la si-

guiente’expresisit ) v :

e T i .
Wl 2) = By [N /2o exp, |- (Y, a)? / 2 0}
~*n /2 02
+OAL/ (2o} A exp |-, - #a)/2 0}
en donde y'= (A, p14 K2, 0} ,¢3). ELl método de momentos implica
1a solucién de cinco ecuaciones simultdneas, igualando los pri-

meros cinco momentos muestrales y poblacionales, para la estimg

cién de v . El procedimiento de solucién requiere la determina-

cisa do una Tafz negativa de una ecuacién de grado nueve cuyos
coeficientes dependen de los momentos muestrales. Salvo esta

complicacién, los autores afirman que se obtienen los estimado-
res sin mayor dificultad, aunque no se tiemc una ostimacién de
sus varianzas de las cuales solo se sabe que en general tienden
a ser grandes porque involucran momentos de orden relativamente
alto. Por esta razén, Quandt y Ramsey propenen otro método que
parte de la consideraci6n de la funcién generatriz de momentos

de las observaciones. Para el caso considerado, la funci6n ge-



neratriz de momentos:esta:dada,por:

My ) = 5L’V )5 Nop (i 00010 7} + 10 exp (w20 0302/ 2 )

Cansiderando 'la muestra Yai¥s, v+;¥g ¥ k valores 03, 0s,...

X

de 0 on un intervalo (a,b}; a<0Q.<b., s¢ tienc que My 0,1 pue.

de ser estimado pors

" 1T

M@0 FE, e {01, }
Es f£icil verificar, tecurriendo la ley fuerte de los grandes ni-
neros que M;[Oj] converge a M (0) con probabilidad uno. Més
ain, dado que para un tamafio de muestra £inito la relacién entre

My (0,) y M () s pucde expresar como

ML) =N @)+
en donde ucsuncrror debido al muestreo, resulta razonable y
atractivo desde un punto de vista intuitivo estimar los pardme-
tros involucrados determinando los valores parametrales que mini

mizan

- . 2
(My(ﬂj) My wj))



para lo cual, los autéres:afirman’que se puede utilizar el cri-
terio do difersnciacién Fespecfo sy | Quandt'y Ramsey aseve-
ran que si K és igualia un"u‘,;se puedé verificir que las ecuacio
nes normales asociadas resultan singulares. Mds atn, aseguran
que 1a singularidad dé lds ecuaciones depende tanto de k como

de los valores especificos de @i, 92,...,

x
En estas circunstancias, proponen el emplea del método con
k>5y 03, 02,...,0, valores que garanticen la no singularidad
de las ecuaciones. Bajo tales supuestos, los autores verifican
que el estimador 7 converge casi seguramente a y y que ademds,
asintéticamente /T (1 -7) tiene una distribucién Normal multi-
variada de media 0 y una matriz de varianzas y covarianzas que

depende tanto de y como de 0 .

La extensién de estc tratamicnto al caso de regresisn lincal
sigue 1a misma linea. La alternativa del método de momentos es
examinada muy breyemente y se concluye, que debido al aumento en
el nmero de pardmetros involucrados, cl procedimiento produce

ostimadores que dependen de momentos muestrales de orden supe-

rior a cinco, con 1a consccuente desventaja en términos de las



varianzas.
El método de 1a funcién generatriz de momentos es ilustrado

para el cdsa dé regresién'lineal simple para el cual se tiene

que:
N 0) = Eé”dﬂ@((aub;x] 0+0%at /2 }-
(1= N exp { (a2+be x)0+02 03/2}
En virtud de que para este modelo la funcién generatriz de
momentos de Y depende de X;, no se puede utilizar exactamente

¢l mismo argumento que en el caso se sucesiones. Por esa razén

los autores proponen una funcién objetivo que generaliza a la
que ya ha sido propuesta. La expresién es la siguiente:

kT 2
5.E (2 (05w, 00

en donde zi(f?j)= exp [ujyi). El criterio de diferenciacién reg

pecto al vector de pardmetros 7' = (A,a;,b1,a2,b2, 0f,03) produ-
ce un sistema de sicte ecuaciones que deben ser resueltas. Esto
indica que cn este caso, K debe ser mayor o igual a sicte v ade-

més es claro que, en general, la solubilidad del sistema depende

do la particular eleccisn de 01,02,....,0, que a su vez estd con



dicionada por la esttuct\lra -de les 'vnlares de 1a Vnrlable inde-

pendiente X.  De cualqu).er iorma lus utures ‘nuestran que adn

Con la finalidad de eyaluar los resultados que se obtienen

con el método de la funcién gemeratriz de momentos, Quandt y

Romsey desarrollan un estudio de simulacién através del cual lo
comparan con el método de momentosconsiderando tanto sucesio-
nes de variables como problemas de regresi6n. Como un primer

resultado reportan que en diversos casos y dependiendo, aparen-
temente, de los pardmetros en la distribucién, los dos métodos
£allan en el sentido de que no es posible determinar el punto
critico o bien, los valores calculados yacen fuera del espacio
parametral. Por osta razén y para los fines de la comparacién,
los autores repiticron la simulacién en cada caso, tantas veces
como fué indispensable hasta completar 50 ensayos cn que ambos

métodos produjeran resultados admisibles. La simulacién indica

que la cleccién de los valores 0,,02,...,  Tesulta Fundamental



para los chlculos nuifFicos, . Valotes grandes producen indeter
minaciones mientras:que ~lq‘s;y|;;o;'r=5\ p,eg‘uefms parecen producir
una funcién objetive P 'u_nvst.nrlxtie'. ‘Considerando los tamafios
nuestrales empleadas, T 5&)”,_ 1'n‘n‘§ Quandt y Ramsey aplicaron la
prueba de Shapiro-Wilk para Normalidad y reportan que en aproxi
madamente la mitad de los cisos simulados de sucesiomes, el mé
todo que proponen produce estimadores que se pueden considerar
distribuidos Normalmente mientras que por momentos la fraccién
se reduce a un tercio aproximadamente.

En ol caso de sucesioncs, los métodos se comparan mediante
ol error cuadritico medio y el sesgo al cuadrado,encontrando
que en general cl método de la funcidn generatriz de momentos
produce ostimaderes mis cercanos al valor verdadero de los pard
metros. Para los modelos de regresién solo calculan los estima
dores del método que proponen y bservan que, como era de cspe-
rarse, las varianzas disminuyen a medida que el tamafio muestral
aumenta y ademds reportan que los parametros de la poblacién

mds intensamcnte muestreada son,en gencral, mds precisos.

In resumen, los autores proponen un método alternativo al de



méxina verasinilitud para 1a’éstimaci6n que'se aplica en proble

mas de puntos de cambia’cuandonolse Cuenta con una yariable exg

gena que permita ordenar las abseryaciones. En esas circunstan
cias la situaci6n puede ser-tratada ‘cn;nn una mezcla de distribu-
ciones. La idea original 1‘:;;};;;:5“ 1a de producir un método de
estimaci6n que no presente los Imconvenientes de indetermimacitn
asociados a méxima verosimilitud. Sin embargo,los resultados obw
tenidos por los autores indican que el método de la funcidn geng
ratriz de momentos también sufre de fallas de estec tipo aunque
presumiblemente se deban a otras causas, En general el método
parece ser superior al de momentos pero la critica mis severa y
muy natural por otra parte, os que habiendo propucsto su método
como una alternativa afl de mixima verosimilitud, los autores no
1o contrastan con ese método sino con el de momentos. Es cyiden
te que antes de juzgar la aportacién de Quandt y Ramsey serd ne-
cesario efectuar las comparaciones requeridas.

P.M.Lerman es otro autor que ha contribuide a la literatura sg
bre el tama de este trabajo. Esunacontribucinreciente(341, propone un méto
do de ajuste que pucde ser aplicado incluso a modelos ma linca-

les con puntos de cambio. Laestructura del modelo es descrita



de la siguiente manera. Sea Y una variable dleatoria tal que:
E QY Xbe£i (K BT XeSX<Xs
E (Y | X)=£a(X;Ba) 5 XiKX& X,

E QX X) = £0X 805 % <X<X
en donde ECY|X) os una funcién continua de X en el intervalo
[Xe»X_1, X0, X, ¥ v son conocidos pevo les vectores de pardme-
tros B1, fa,..-5 8, ¥ los puntos de cambio X= (Xi,Xa,.-esX )
se desconocen y deben ser cstimados a partir de una muestra. Es
evidente que la continuidad de E(Y|X) impone restricciones a las

funciones de regresién. Especificamente, sc tiene que:

£0X8,) = £, 0 Vi g2,

L5

Usualmente, se supone que las observaciones en Y son indepen-
dientes con distribucién Normal y varianza o} en el j-6simo régi
men de regresifn. Una formulaciGn altcrmativa comsistc en supo-
ner que la varianza de Y, es de la forma o?/w;, con w, conocido
y o% por.estimarse. Gn csas condiciones y a partir de uma mues-

tra aleatoria (Y;,X;)i i=1,2,...,T, los estimadores dc minimos



cuadrados, tanto de_ los: parmetros: como; de los puntos de cambio,

se obtienen minimizando. 14" funcisn:

Particularmente, e f/nus uh\jatlvo no es diferenciable en to-

dos los casos y mﬁs aﬁn.»«puede existir minimos locales que dis-

torsionen los resultados de los métodos numéricos utilizados.

Es interesante notar el papel que jucgan las restricciones
de continuidad, Si éstas son ignoradas, el problema so simpli-
fica en cierto grado y la solucién al problema de estimacién
por minimos cuadrados puede obtencrse, utilizando la técnica
propuesta por Hawkins { 44 Jque ya ha sido descrita. En el caso
de modelos lincales con un solo punto de cambio, la restriccién
correspondiente produce una generalizacién del modelo de regre-
si6n de dos fases tratado por Hinkley | 45 len donde la compleji
dad de 1a solucién es cvidente. Una forma de proceder para la

estimacién on modelos lincales ha sido propuesta por Hudson[= ),



¥ consiste en’ cuns:derar todas  1as ))artxclones posibles del con

junto de datns ¥ sjustsr en ieidn segmen:' 1« “Yegresion £ (X, 8)

carrespondxente. Con. est-’l 1nfurmac16n se cslculﬂn los puntos de

intersecci6n y o1 modelo se considers admisible si las intersec-
ciones inducen la misma particién original, Para los modelos ad
nisibles se registra el valor de la funcién § mientras que con el
resto se procede a imponer explicitamente la restriccién de con-
tinuidad en el cdlculo de S. Este técnica reduce, en general, la
dificultad de computo, especialmente debido a que en modelos 1i-
neales los puntos de interseccidn se pueden calcular muy fdcil-

mente a partir de los pardmetros estimados. Sin embargo, el prg
cedimiento de Hudson resulta poco apropiado, en opinién de Lemman,
cuando las funciones de regresin no son lincales ya que en ese

caso de cualquier forma se requierc de algoritmos de aproxima-

cién sucesiva que suclen ser costosos y complicados. Como alter
nativa, Lerman proponc una técnica que sugiere a partir de la
consideracién de que en general, cuando 1os valores Xi,Xa,...X
son conocidos, la evaluacién de la estadistica § es bastante mds

simple. De esta forma, sc propone calcular S (X}, el valor mini



mo de S chando el ivector de puntos de interseccifn-es X, para
cada X y a partir de la gri:ﬁcn de csta funcién,’ determinar §,
ol valor minimo glebal. Este técnica, menciona el autor, es

comunnente empleada en problemas de regresién mo lineal y tieme
la ventaja de que puede ser empleada con ventaja aGn cuando las
funciones de regresidén sean no lineales minimizando la funcién
objetivo con un algoritmo conyeniente y ademis produce las esta-
disticas

necesarias para realizar inferencias por mfxima verosi-

militud.

Cuando se pretende probar una hipGtesis sobre el modelo con
r cambios, cl método de cociente de verosimilitudes conduce a la

estadistica de prucha
Ry=-28nX= T &n (5¢/ 8 )

en donde S, representa el valor minimo de § bajo la hipbtesis
nula. Esta estadistica, indica Lerman, es en ocasiones aproxi-

mada por:
Ra= (Se- §) / 87

con 42= §/(T-p), cn donde p cs la dimensisn del espacio parame-



tral,

El autor se refiere a un trabajo de Feder [ 23], para afir-
mar que si efectivamente existen | cambios y las regresiones ad
yacentes son distintas, entonces asintdticamente, Ry y R; tie-
nen una distribucién xfm, dondeq es la reduccifn en dimensiGndebida a la
hipStesis bajo prueba. Adicionalmente se tiene que, también
asint6ticamente, los estimadores de f;,82 ,,..,gz Yy X tienen
una distribucién Normal.

para tamafios de muestra finitos,Feder [ »4 ] ha demostrado
que la distribucién de Ry /q y Ra/q puede ser aproximada por
una F con q y T-p grados de libertad. Estos resultados sugieren
una forma de construir regiones de confianza para el vector de

puntos de cambio X. Para un nivel de confianza e una regién co

rrespondiente cstéd dada por los valores de X que satisfacen la

relacibn
s, (X) < c®

- 1ma .
en donde €"= €5 =5 exp {(r-1)F__, .} siseomplea Riy
1

€= Srat(r-n P L

. La determinacién de la regién se

puede efectuar de manera muy simple, en los casos de no mds de



un csmbio, a partir dz 1a grﬁfics de's; (X)-

El autor ilustrai.la técm.cn propuescn con :res ejemplos on

que como ya s h camentado, ‘es posible quo cxistan varios mini
mos locales que prnparcxnr;en informacién adicional sobre la na-
turaleza del fendmeno,que deba ser mencionada. Este hecho puede
provocar que en ocasiones se obtengan regiones de confianza no
conexas. Cuando s tienen dos puntos de cambio, la representa-
cién de SN(§> se puede realizar mediante el trazado de curvas
de nivel de la funcién en la regi6n X, < X, . Cuando cl nimero
de cambios excede a dos, el autor sugiere la construccidn de
gréficas rospecto a subconjuntos del vector X.

Finalmente, Lerman indica que una simplificacién adicional

se pucde utilizar si las regresiones son lincales y la restric-

ci6én de continuidad se imponeparauncenjunto cspecifico de yalares
de X . En ese caso, la estimacidn do los parfmotros fa,.-,f

sc pucde 1ievar a cabo utilizandomultiplicadores de Lagrange como es



usual en el modelo lineal.

En conclusién, Lerman propone una técnica para la determina-
cibn de los estimadores pormininos cuzdradas, de los pardme-
tros de los modelos de regresifn y los puntos de cambio que re
duce 1a dificultad de cdlculo, produce las estadisticas mecesa-
rias para realizar inferencias a través del método de méxima ve
rosimilitud y permite ademis, considerar funciones de regresién
que mo sean lineales. La recomendaci6n de Tepresentar gréfica-
mente los valores de S,(X) parcce ser particularmente valiosa
para obtener una idea mis completa del comportamiento del fen6-
meno bajo estudia.

Esta seccifn serd concluida comentande un trabajo mds, Mendo
2a [€31, en donde so examina cl tratamiento, que ya ha sido
giscutido , propuesto per Quandt [ 73 | para el caso de un modelo
de regresi6n lincal simple con un solo punto de cambio. En ese

trabajo Quandt considera el modelo:

Yimarthi X reigs

1,2,0005T,

YymazkbaXteas dmrl, T



en donde, 83,3z, bi y bz ‘son’parémetros ‘desconocidos, al igual

que T y los errores €1].y &1

son"independientes y Normalmente
distribuidos con esperanza.cero ;‘",v'q;sax{za a} ¥, 0% respectiva-
mentc. Para prohar la nipﬁte;ié tula:de no cambio, Quandt pro-
pone la divisién del conjunto de datés &3 Xa), (KeyYzdseno,

(Xps¥y) en dos grupos do 1a forma (X1,¥2),vecr G¥dy Koy Vesyds
«etos0kpY,) en donde t puede sex ¢l valor estimado de t por mdxima
verosimilitud o bien un valor asignado exSgenamente. Para cada

grupo se ajusta un modelo de regresién lineal por scparado,

Y= aebax,

12yeeent

¥

= AaebaX, 41,0, T
y en ol trabajo referido, Quandt propone la construccién de 10s

residuales cruzados:
Fag= ¥im BzabaX s ds 1,2,..0,t

Fage Yim Aaby X, §oie eal,.T

en base a los cuales propone algunos criterios para probar la

hipétesis nula de no cambio, csto es, H,

=b,,a1=a; yoi=aj.

La idea bisica del autor cs que bajo He,Ti;3 i=1,2,...,t es




una coleccién de variables aloatofias independientes, distri-

bufdas segfn una ley. Normal.:iU

: Do
vt n Mg,

en donde:

- 1.k -
Timgify Ty Far

Bajo 1a hipétesis nula, afitma Quandt, Vi y Vi siguen una
daistribucién de Student con t-1 y T-t-1 grados de libertad si t
es un valor asignado exégenamente. El criterio, entonces, se-
rfa Techazar Ho si Vi 6 Va son significativamente diferentes de
cero. El empleo del valor del estimador de mdxima verosimili-

tud de © para dividir el conjunto original de datos, modifica

la distribucién de las estadisticas de prueba pero podrfa ser

utilizando estando consciente de que en general en esa situacién



oponeriun.criterio mds. En este

camente cero , 1leva al ‘autor:

caso considera los:cocient
: S /s

- 2

efy s Wam B Th /E oy

en donde:

eiy= Y- Ba-biky 5 i= 1,2,...,t

eagm Yym dp-BaXy 5 is e,

esto ©s, ey, ¥ e, son los residuales usuales de los dos mode-
los de regresi6n.

Quandt afirma que tanto para W, como Wa, bajo la hipftesis nu
la y si t es un valor determinado exGgenamentc, el numerador y
¢1 denominador en cada cociente son independientes y siguen una
distribucién X? con t-1 y T-t-1 grados de libertad respectivamen

te en el caso de Wy y con T-t-1 y t-1 para W, Independientemen



te del error evidente on la asignacién de los grados de liber-
tad de los denominadores; el autor afirms que la distribucién
tanto de Wy coma de We Se puedo completsr a una F para rechazar
Ho si cualquiera de los dos valores calculados excede ¢l cuantil
apropiado. La comtribucién del trabajo de Memdoza, consiste en
mostrar que las afirmaciones de Quandt respecto a las propieda-
des distribucionales de las estadisticas propuestas, son en gene
ral falsas y ademds proponer un posible tratamiento alternativo.
Para verificar estos hechos resulta conveniente recurrir a la ng

tacién matricial. Sean,

Y, 1 X en
Yz 1 X & e
L= ¢ [ T I e = :
H H o H
Ye 1 X Bl
Yess S2p4q
¥ 82
€2
Ye= 2 X = i B g = €42
: L obe :
Y | S2p

En estos términos, los modolos por ajustar a los dos grupos de

observaciones por separado son:



Yi="Xi Byiver

XYz= Xz fa+er
en donde g1 ¥ e; spn independicntes y distribufdos Normalmente
con vector de medias cerc y matriz de varianzas y covarianzas

o} I,y o} I,.. Tespectivamente. Como consecuencia se tieme

que,

LN By, 0f 1), Yo~ N (Xefa, 03 T, )

v

¥ son independientes. La hipStesis nula bajo consideracién que

da planteada como:
Hot fu= a7 8, of= o}= 0% .
de tal manera que bajo Ho ,

La~N (X B,0% T) 5, Ya~N (X28, 02 I ).
Procediendo a la estimacién usual por minimos cuadrades, se ob-
tiene que

fas x0T XY, e X2 XE Xa
son dos estimadores independientes de § utilizando los dos mnrl;e_

los de regresién por scparado. Mfs afn si se definen las predic

ciones cruzadas,

<

12X fa s XalXiXa) ™ XE Yo ¥

YozXefun XalX1X) " X4 X



se puede verificar que:

TN () a® X (KXo T XD),
TomN (K50 Xo (KX TH XD
y que ademis, son independientes. A partir de estas magnitudes

los residuales cruzados de Quandt se pueden calcular como sigue:

1

=X X)X Ya- Y,

=T - ver Xe (IO X YaoXa

En virtud de la independencia de Y, y Yo es sencillo verificar
que bajo Ha,

v NGO, 0 [T X0 Xa) T XD,
T~ NCQ, 0211+ XX XEY)
Una de las primeras y mds importantes afirmaciones de Quandt
es que Jias entyadas de ra son independientes entre si asi como
10 son las de r.. Examinando el caso de r;, sin embargo, se

tiene que si de define,

G (6yy) =1k Xs X)X



entonces,
Wi (X, S
Cypn SRR AT e,

‘H‘;ém K X?

P
2, KX KX,
C .= k-—_.__“LWD;" DO Ky) $i#35 4,351,2,0,t
@-e, 3, 0 KD?
en donde,

TRk, / (10

En el trabajo de Mondoza, se afirma que a partir de estas expre
siones se tiome que C es una matriz de rango completo cuya inver

sa osté dada por:

= Tm X (XIXe X3 X2)T

Adends, para que las entradas de r, sean independientes entre

s1 es indispensable que:
7 PP
xibar BirXg) Ky-¥g)= 0 i#j; i35 1,2,..0,t.

Sin embargo, como se indica en ¢l mismo trabajo, es £4cil de
comprobar que para un valor fijo de X;, el cual dotermina un ren

gl6n de C, existe un nico valor de X; tal que Cgy=0. Esto im-



plica que, en el mejor de los casos, la matriz C tienc un cero
en cada renglén y consecuentemente, las entradas de r, no son
todas independientes entre si. Como resultado de este hecho se
tiene que, en general, la suma de cuadrados de las desviacionos
de los residuales cruzados respecto a su media no sigue una dis
tribuci6n Ji cuadrada con t-1 grados de lihertad como afirma

Quandt. Otro hecho que se puntualiza es que la matriz C no es,

en general, idempatente ya que la Gnica matriz idempotente de
rango completo es la idéntica. Esto implica que las sumas de
cuadrados utilizadas coma numeradores en los cacientes Ny y Wa
de Quandt no son tampoco distribuidas como una Ji-cuadrada. Es
tos resultados que invalidan el tratamiento propuesto, pueden
ser utilizados, sin embargo, para corregir las fallas. Parti-
cularmente, el hecho de que la matriz C sea positiva definida
garantiza la existencia de una matriz H dnica, simétrica y posi

tiva definida tal que:

. Cs HH= H?

esta matriz es usualmente conocida como la rafz cuadrada positi

va de C y puede emplearsc para construir un conjunto de residua



les cruzados transformados que’satisfagan las afirmaciones de

Quandt.

Sea z,= H ' r;. Bajo la hipftesis nula, Z) tiene una distri

buci6n Normal de media 0 y matriz de’ covarianzas

1 -

€OV (Z1)= ¢ H® CH

s e I,

Naturalmente, estos residuales transformados tiemen todos la
misma varianza y son ademis, independientes. Un tratamiento
completamente andloge puede emplearse para transformar r; en
Z.. Estos nuevos residuales pueden ser cmpleados para aplicar
1las ideas de Quandt con respecto a Vi y Va.

En el articulo considerado, la transformacién se ilustra
con los datos simulados por Quandt [ 72 1 que ya han sido mencip
nados y se obtiene que las estadfsticas Vi y Va2 Tesultan signi-
ficativas a un nivel del 5% si se usa tm T/2, un valor asignado

exbgenamente, mientras que el nivel alcanza el 1% si se emplea



el estimador de méxima verosimilitud de {, 7212, que coincide
con el verdadero valor del punto de cambio. Al considerar las
estadisticas W, y W2, se menciona que si bien la transformacién
garantiza que 10s respectivos numeradores siguen en cfecto una
distribuci6n Ji-cuadrada, no elimina la dificultad de probar que
sean independientes de los denominadores Tespectivos.
Finalmente, se comenta que si bien la matriz H resulta una
eleccién atractiva para efectuar la transformacidn propuesta, no

es la finica posibilidad. De hecho cualquier matriz Utalque UCU!

puede ser utilizada para aplicar el procedimiento propuesto.
Esto sugiere que cs necesaria mayor investigacién para definir
critorios que conduzcan a una selecciGn Gptima de la transforma
¢i6n. Mis aGn sc indica que el procedimiento puede ser genera-
lizado utilizando la distribucién conjunta de £ y fa. De esta
forma se pucde utilizar una transormacién global que produzca

los nuevos residuales con las propiedades requeridas y que ade-

mis satisfagan la propiedad de independencia entre Zy y Za .

En yesumen, en el trabajo de Mendoza, se examinan con detalle

los criterios propuestos por Quandt para probar la hipbtesis de



cambio en un modelo de regresiGn‘lineal simple con un punto de
cambio. Se detectan-algimbs creores que se corrigen y se propo
ne una transformacisn que garantiza la validez de las afirmacio
nes necesarias para la construccién de las estadisticas de prue

ba.




1, 2, RESULTADOS DEL ENFOQUE BAYESIANQ



En el caso de modelos de r;g;ési§n con puntos de cambio tra
tados desde el punto de vista Bayesidno, uno de los primeros tra
bajos es el debido a Halpern [42 1, en donde se considera el pro.
blema de prucba de hipStesis y prediccién en estas condiciones.
El autor presenta el problema con algunos comentarios relativos
al hecho de que, independientemente de que cl contexto del fenS
meno hajo estudio sugiera la existencia de puntos de cambio en
un modelo de regresin, es un resultado biem establecide que
cualquier funcién continua puede ser aproximada por scgmentos
mediante lineas rectas, siempre que cl nimero de segmentos sea
suficientemente grande. De esta manera, Halpern motiva el estu
dio de modelos de regresién lineal con puntos de cambio, no solo
para describir fenémenos en donde cfectivamente se produzcan ta-
los cembios de manera intrinseca, sino también para proporcionar
una descripci6n razonablemente aproximada de algunos otros cuyo
comportamiento sea no lineal. En cualquier forma, el autor afir
ma que en el ajuste de modelos lineales por trazos, sea cual sea
¢l objetivo, usualmente se ignora el nimero de segmentos que se

han de emplear. Sin embargo, como se menciona en este trabajo,



en la literatura generalnénté e supone que el ndmero de segmen
tos es conocido pero se desconoce la localizacién de los puntos
de cambio. Halpern indica que una suposicién igualmente razong
ble es que se conocen todas las posibles localizaciones de los
puntos de cambio aunque se ignora en cuales de ellas efectiva-
mente se efectu un cambio. La estructura del problema es plan

teada como sigue:

Sean Yi,Ya, ..

,¥, observaciones independientes tales que:

Y= E(X) veg s = 1,2,

X, €fa,b]

en donde los erroros e,; i=1,2,...,T son indcpendientes e idén-
ticamente distribuidos N(0,02). Adicionalmente,la funcidn de
regresidn £(x) es continua y lineal por segmentos, de tal mame-

¥a que se pucde representar como

Fm Mjtay (X-21),% X€ 12,2, 1), in1,2,..,4.
Naturalmente, los puntos de cambio posiblesson conocidos y sa=

tisfacen

% 23 <22 <Ll 2 <Z rh )



Es fdcil de verificar que si de definen: las funciones

Us O =1
0 X<z

U = 3 3= 1,2,.00,q .
X» 2z

1

entances £(x) puede expresarse como una cambinaci6n lineal
g
£0)= (5, 8, U ()

en donde los parfmetros 8o, f1,-.

8, son desconacidos al igual
quo 10 son (My,&) 3i= 1,2,...,q en la formulacién original. E1
tratamiento propueste por Halpern consiste en definir, para ca-
da subconjunto § de {2,5,...,q}, el madelo M, que considera como
puntas de cambio, los correspondientes a los clementos de S.
Asi y en yirtud de que existen Q= 2277 subconjuntos de puntos

de cambio, el problema de inferencia puede ser planteado como la

discriminaci6n entre las Q hipStesis Hy; k=1,2,...,Q en donde
H, os la hip6tesis bajo la cual el medelo que describe el fend-
neno bajo estudio es Mg . Si se denota por r(k) el nfmero de

elemontos en S, y estos sedesignan, cn orden crociente, como



T(K, 1}, T0K,2),...., T (k,7(K)), entonces bajo Hy les Gnjcos pun

tos de cambio son

el

o, o,z € Uer (k)

Més atn, la hipStesis H, establece que on la expresién
B
£x)=,Fg B0, (),

B #0 siy solo si 1€5,. En estas condiciones, es claro que,
s 1a hipétesis H, es cierta, entonces el vector de observacio-
ngs Y tiene una distribucién que puede ser descrita cemo' sigue
~ 2
Y~N (UBS, , ot X

o

en donde U es una matriz de dimensiones Tx (q+#1) cuyas cntradas
estan dadas por

U Oy ),

6l es una matriz do dimensiones (qt1) X (x(k)+2) cuyo elemento
tipico h;‘;’ satisface la relacibn

o 1 s j=ini, j=isz, j= v(k,i-2) 41

0 en otro caso




¥ el vector §, estd dado por

Bos 81)! sir (k=0

(un;ﬂx;pj(k,”.-“,ﬂ sir (K)>0

< e o)’

- Con esta estructira, el problema se reduce a la asignacién de

probabilidades iniciales a las hipbtosis H, v dada cada hip6te-
sis, de distribuciones iniciales a los pardmetros §, y 0%. Esta
informacién se combina con la proveniente de la muestra para ob-
tener la informacién f£inal o posteriori y en su caso, tomar las
decisiones correspondientes,Halpern menciona que las hipétesis

HisHa, .o o Hy son excluyentes de tal forma que una y solo una de

ellas puede ser cierta a la vez. Como comsecuencia, la distri-

bucién condicional de §, dada H, debiera de reflejar la imposi-

bilidad de que alguna de las entradas del yector de pardmetros

sea cero pues en tal caso el modelo coincidirfa con el asociado
a alguna otra hip6tesis. Sin embarge, por facilidad y conside-
rando que el subcanjunto del espacio parametral formado por vec

tores con alguna cntrada igual a cero tiene probabilidad nula



para cualquier distribucién no degenerada, se ignora la anoma-
1ia'y se supone ‘que.apriori, dadas i, ¥ 0%, §, sigue una dis-

tribucién Normal multivariada’de media g _y matriz de varianzas

y covarianzas o* E_. Por otro lado,a la varianza 6% le es asig
nada dada Hy, una distribuci6n marginal inicial Gamma inversa
e pardnetros 7y, ¥ 7 mientras que la probabilidad apriori de
H, se denota por P,. Esta asignacién de distribuciones inicia-
les naturalmente corresponde al esquema de familias conjugadas,
que es usual en el enfoque Bayesiano y se emplea por facilidad
cuando cl conocimiento inicial puede ser descrito de manera ra
zonablemente adecuada en csos términos. Como consccuencia de es
ta estructura sc ticme que a posterieri, respecto a una muestra

. i ceribuci -
(Y1,%),0 00, (¥,,X), 8, tione una distribucién, dadas H y @

Normal multivariada de media gy y matriz de varianzas y cova-

rianzas o? z; , en donde

P )
B = Iy (X

" + BLUY)

. S -1
B= {Zle Bp Ut U B}




por su.parte o?, dada H,,tiénc una distribucién Gama inversa de
parfnetros

Te= Tt T

1 1 #el e
AL SR LR EN T ggprxtyd

'
K R

mientras que la probabilidad posteriori de H, estd dada por

LY,
1 .k Loy *

v wp (ETRTE) FlogpdE |

k X

T
Llas )Tk
(CLPRAEAPINC RN TN

8i antes de obtener la ién muestral la i ién

con que so cuenta no es £Acil de describir, 1o cual pucde ocu-

rrir sobre todo en cl caso de los vectores §, , o bien,si la in-

formaci6n muestral no se quiere prejuiciar con la informacién
inicial, una alternativa s utilizar distribuciones iniciales de
referencia que se obticnen, segn la regla usual cuando se em-
plean familias conjugadas, haciendo tender los pardmetros de la
distribucién inicial a un limite apropiado de modo que i dis-
tribucién final solo dependa de la informaci6n mucstral. Este

procedinicnto generalmente produce distribuciones impropias que



en el caso de mferonc:.ns enel. mudelu de regresxén lineal co-

min se transforman. en prupias a posterion. a estrictura de

ermiter, en gene

para g, . ;
En los modelos lineales ordinarios, el valor de w, es irre-
levante pero el autor afirma que en este caso y debido a que la

dinensién de f,_ s¢ modifica para diferentes valeres de k, la

clocciGn arbitraria de las constantes w; k=1,2,...,Q puede to-

sultar en una modificacién de los resultados finales. Por esta

razén propone ol enpleo del valor w, 2715 que en su opinien
es mis justificable cn el sentido de que en csas condiciones la

varianza generalizada de cualquicr §, o5 la misma en cualquier

ctapa del procedimicnto para alcanzar cl limite que produce la
distribucién inicial de referencia. Bajo estas condiciomes,
Halpern afirma que si la distribucién inicial de a? es impropia

para la B, es propia, la correspondiente £inal es propia y los



paréinetros se calculan con las.mismas éxpresiones que se presern

taron, con la salvedad de.que ‘vk' se hace tender a cero. Si la

distribucién apriori de §, es impropia con la constanto w yo®

3
tiene una distribucién inicial propia, entonces las distribucién
f£inal os propia siempre que exista al menos un valor obscrvado

do la variable independiente en cada intervalo [Z;,Zin) Yy en

al menos uno de ellos sc observe una cantidad mayor, En ese ca

50 73 = 7, + T-r(X)-2 y los demis pardmetros se obtiemen hacien-
do B =0. La probabilidad a posteriori de H, sc obtienc de la
cxpresién
Tk
r(k) ( k™ 20t r(37) va
) (g7 .
PreP (27) [

( g )t r(1 %)

Finalmente, si tanto o? como §, tiemenuna distribuci6n inicial
impropia, la final es propia si se satisfacen las condiciones

descritas sobre las obscrvacionesde la variable independicente y ade-
masT»q+2. Los parémetros se obtienen de los correspondientes

al caso anterior haciendo tender v, a cero.

Bl autor menciona que los cdlculos necesarios para obtemer las



distribuciones. finales pueden ser de un volﬁmcn 1nacces1.b1=, es

pecialnente siq es talatlvmonte

grands, ya qus es.necesario

Por tal razén Halpern intradics 1a neci6n do opiniones consis:

tentes.

Sean j y k dos valores en {1,2,...,Q} tales que 5;E 83 se
dice que las opiniones sobre f, y f, son consistentes si y salo
si la distribucién a priori de §, dadas H, y 0 condicional a
quo f= 0 para toda t& S, N $5 coincide con la distribucidn a
priori de g dada Hy y 0%, El autor indica que cuando sc em-
plean familias conjugadas on el problema quc sc discute, un con
junto de opiniones iniciales consistente conduce a opiniones £i
nales consistentes siempre que estas scan propias. Naturalmente,
este resultado permite reducir drdsticamente el esfuerzo de com
puto pucs basta calcular la distribucién final para el caso en
que r(k)=q-1 y a partir de clla derivar las condicionales res-
pectivas. Bste tratamiento, sin embargo es aplicable solo en
los casos en que resulte razonable el empleo de opiniones a prig

i consistentes.

PP e S




Finalmente, el autor aborda el problems de prediccién e indi

ca que en.virtud de que la variable Y satisfacc la relacién

YrEX) e

g

4Zo By U He

resulta razonable que se utilice un predictor de la forma

TEPr X
=%, u.(x
*jE, £y 0,00
Mis atn, propone que la pérdida debida a utilizar P(X) cuando
£(X) es el valor esperado de Y dado X, sea evaluada segfin la

siguiente expresién
R(P,£) = l (PX)-£(X))? AW (X) + C(L(p),I(E)),
en dande W(X) es una medida finita no negativa del intervalo

8

[a,bltal que ia integral es finita para tado B' = (84,8,
¥ todo = (Fo, f1,...,6). Adicionalmente, si I(P)e 1() son

) ¥ E(x) con Hp oy, en-

tales que P(X) es consistente con H_ . e

tonces C(I(P), I(£)) representa la pérdida debida a utilizar




feicon ! i .
ente ‘con H ado que H . es cierta

un predlf:tor‘ consi, &)

inar el predictor 6ptimo consiste

en calcular. e & R(P,£) respecto a la distri-

bucién - quo- des

cribe’ ¢l iconocimienta, tanto sobre §, y % como

Tespecto a Hy i k= 1,2,2.050: 7 B autor afimma que siC(I(R),1(8)
e5 igual a cero, entonces el predictor Gptima es el que utili-
za camo coeficientes, los valares esperados marginales de

843 3=1,2,...,q. En general el valor esperado consta de tros
términos aditivos, uno constante respecto al predictor, otro
que depende de la diferencia entre el vector de pardmetras y
su valor esperado marginal y uno mds que depende de la diferen
cia entre el nimero de coeficientes cero en P(X) y F(X), Asi,
dependiendo del valor relativo que tengan los dos Gltimos tér-
minos, el predictar Gptimo coincide con la esperanza marginal
del vector de pardmetros y satisface que r{I(P))=q-1 cuando
C(I(p), I(£)) vale cero o bicn se acerca al valor medio del veg
tor do pardmetros respecto a la distribucién condicional dada

H, donde esta hipétesis es la mds probable.

El problema de modelos de regresién con puntos de cambio ha



sido tratado, ‘desde el punto:de vista Bayesiano, mas Teciente-
mente por Ferreira: [‘ 5;5:1 » quien con base en una estructura sen
cilla, de r_egresia}; Lineal simple en que wio y solo un cambio ha
tenido lugar s¢ Tenitd a deterninar las distribuciones finales
de los parfmetros involucrades para efectos de estimacién y
construccin de regiones de probabilidad, EL autor inicia su
contribucién indicando, como ya se ha exhibido en la seccién an
terior de este capitulo, que para este tipo de problemas, la
construccibn de estadfsticas de prueba e intervalos de confian
2a mediante procedimicntos no Bayesianos resulta muy complicada
¥ en general, los resultados que se obtienen son de naturaleza
asintética. Partiendo dc este razopamiento, Ferreira indica
que sin ignorar las ventajas conceptuales que ol enfoque Bayesiano ofre
ce, ol andlisis de las dificultades computacionales que involu-
cra resulta muy importante. El autor comsidera el siguiente
modelo. Sean (Y1,Xi), (Ya,Xz)....(¥y,X) parejas tales que

X= (X1,---,%,) son valores fijos, mientras que Yi,...,Y, son
variables aleatorias independientes con distribucién Normal y

tales que:



ELY X)) ®ar(X-Ki)+by

B0, X)) = aa0hKa) #bs ¢ dmThd, .1

var (X %) = g* HELR I

en donde
Tom L3 %= ot 3
raB X B oaw BN

Ferreira menciona el resultado, bien comocido en el enfoque
Bayesiano, segn el cual bajo condiciones relativamente generg
les,X puede ser considerado como el valor observado de un vec-
tor aleatorio y afn asi ser tratado como un vector de valores
fijos. En cualquier forma a lo largo de su trabajo considera,
como ya se indicG, que los valoros de la variable independien-
te son £ijos.

ElL primer objetivo que se persigue en la determinacién de
1la distribucién a posteriori comjunta de 8'= (ai,a2,bs,b2,0%,7)
¥ a partir de ella las marginales correspondientes. De la es-

tructura del modelo se tiene que:



(1% 0) & 0 cxp[- ” *_‘(Y;a, 0‘1“

1) =br ) |

et I
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sFeay (fgm 22 (5-F) w2 Jf

De acuerdo con 1a regla de Bayes la distribucién a posteriori

de 0 se obtienc de la expresién:
£ @Y, 1) =£(Y, [0, X £2001%)

en donde £,(0 | X) representa la distribucién a priori para 0
tomando en cuenta que las observaciones se efectuaron en los va
lores X. El autor considera, para los fines de su trabajo, uma
distribucién inicial de referencia para § . Mds cspecificamen-
te Ferreira asigna una distribucién conjuntal tal que todos los
paTanétros son independicntes a priori y las distribuciones de
a1,a2,b1,b2, ¥ £n ¢2 son proporcionales a una constante. Res-
pecto a t© considera una funcién de probabilidad genérica m(t}

sebre la cual, en principio, solo requiere que satisfaga que:



n(1)= 7 (T=1) = 7(T) =0

©esto es, que exista un cambio y que haya al menos dos observa-
ciones en cada régimen. La primera condicién corrosponde a la
situacién on que se desea estimar la localizacién del cambio,
mientras que la segunda resulta Gtil en el desarrollo de Ferrei
Ta para encontrar expresiones sencillas para las correspondien-
tes distribuciancs a posteriori. Con esta distribucién inicial,

se tiene entonces, que

£ Y X = 80X, &, Xy m(x) /a?
Para proceder a determinar las expresiones especificas de las

distribuciones a posteriori, el autor establece que si sc defi-

nen, para t=2,3,...,T-2 las cantidades
1% T.1%
Yk Yy el N
. .
I, (v;-Ta)? Spx 1T (XK

Xx1 451

.
. e st
LU TOXD sies st Ts,



entonces,

£ p
EACR N AR R n(Y, WIS, 2ais,,

B Y W CEL I IR

Es interesante notar que la filtima expresién no tiene sentido si
=0 1o cual ocurre particularmente si t=1, uno do los casos que

Ferreira excluye. Es fécil verificar que definiendo de manera

s

andloga Y2,%z, §, yxz ¥ 8% se tiene que para t=2,3,...,7-2.

xx2° yyZ’S
T - -
o 002 (X D)= SEHT- (Farbi)? o5, (a5, /5,500
De esta forma se tiene que
£001%,,%) 0" ™2 a gty exp - g2l £ (02- )2
(215, / 5 P T

Sxr yx1

’Sxxz(“*‘sym/ 5,00 5711

en donde $*=5% + 8%



A partir de osta exprosisn; es.facil déta}mgﬁna‘r las: distribu

ciones a posteriori marginal ‘parfmetros .

Basta con intograr o sumar “sobre 10s restan

tes para obtener la’ exprésién correspondients.. Siguiendo la ng

taci6n propuesta el autdr éxhibe que a posteriori se tienc que:

. 14
L w (15,5, T T w25, 12

-2 (a1-8, 5., @3 w(t]Y,X)
£y, x,qhz (14 _‘Jﬂ_@’_) TS aer
S (55,45

£ L0 z a [h,-YxF) (e=3) 7t 0 by e
L] +— 2 —_— B
' & s/t (5% / '
-2 24
£t R=E, (7 e [Sh)w Y, ot 0

Naturalmente, las expresiones correspondientes para az y bz son
andlogas a las de a; y by. Llas caracteristica mds sobresalien
te de estos resultados es que las distribuciones a posteriori

resultan mezclas de distribuciones comunes en Estadistica. Asi,

£(a1]¥,,X) es una mezcla de distribuciones de Student, de la



nmisma manera que £(bi|¥; secuentomente; £(a: Y 0y £(ba| X%

Por su parte, es ficil verif

arque f(;ilg,y es una mezcla de
Gammas invertidas, ¢ mas éspecificamente de distribuciones y?
invertidas. Como una consecuencia inmediata se tiene que los
correspondientes valores asperados a posteriori, que comstitu-
yen los estimadores de Bayes si se emplea una funcién. de pérdi-
de cuadrdtica, resultan relativamente simples y tiemen las si-

guientes cxprosiones

-2
B XuX0m B, 65,/ 5,07 11,0

Bl X003, o/ 507 G100

T2 _
o Ebd Y ¥ =g, T el Y, X )

-2
B(ba 1Y, 0= B, Tar(e]1,%0

2
B0 %K=, 7/ (1-6))r (£1%,,0

En ol caso del pardmetro r,es clavo que en virtud de solo
puede tomar valores enteros, el estimador Bayesiano correspon-

diente a una pérdida cuadrdtica esta dado por el valor



7&{2,3,..:,T-2} mas: cercano o la media. .

Adicionalmente, se tiene ‘que,:a:posteriori,’ para’cualquier

intervalo (c,d} m‘ i

T2 v
=& Plesar <4 peg) L{C) M

Plc<ai<d| Y, X
de modo que para determinar esta p‘ro’h;bi‘ld‘;‘\i‘hastu con estable
cer las probabilidades condicionales a t para t=2,...,T-2 y cal
cular ol promedio ponderado correspondiente. El aspecto mis Te
levante de esta Telacién es que £(a;{Y,,X,t) es una distribu-
cibn de Student que se puede estandarizar para realizar el cAl-
culo de probabilidades mediante tablas. Claramente, la misma
situacién s tiene para by ,3,y b, . MNAs aGn, un argumento simi
lar puede ser empleado para cobinaciones lineales de ostos pa

rémetros. En el caso de o? es £4cil verificar que si ¢>0,
-2
Plc<o?€ 4 |Y,,X) =, B, P (S*/d< 2% SP/cIn(t]Y, K0
en donde Z es una variable x* con T-4 grados de libertad.

Es intercsante notar quc si bien tanto los valores esperados
coma los intervalos de probabilidad sc abtienen a partir de ex-

preciones sencillas los cilculos para un problema especifico,



seguramente Tequerirdn de un auxilio de cénputo, especialmente
si T es-relativamente grande, Por otra parte, es importante es
tablecer -qué 61 procedimiento que propone Ferreira para la deter
minacién de regiones de probabilidad no garantiza  que las re-
gionos obtenidas sean de méixima densidad, particularmente debi-
4o a que en el casa de mezclas, tales Tegiones suelen ser disco
nexas. Rospecto a los valores esperadas, como ya se indic6, re
sultan ser los estimadorcs Bayesiangs si so utiliza una funcién
de pérdida cuadritica pero mds adn, on este caso y como conse-
cuencia de la distribuci6n apriorl que cmplea el autor se pueden
interprotar como promedios pondorados de los ostimadores de mixi

ma verosimilitud que se obtendrian para cada valor de t. La G

ca salvedad es que para ¢ aparcce la cantidad S$2/(T-6) en yez
de la usual §2/(T-4).

De cualquier forma, el autor desarrolla un estudio de simula-
ci6n para comparar los estimadores de mixima verosimiltud con
los bayesianos correspondientes a tres diferentes distribucio-

nes iniciales para r. Estas son las siguientes:



71(t) w1 ;ot=2,3,...,T-2
maCe)im {ECT e oy 42,3500, T2

%17 x%2

G EH $TtR2,3,. 0,12

La primera corresponde a'la’sitiacién en que todos los posi-
bles valores de ©.son igualmonte probables micntras que las dos
restantes, como menciona Pertei:ra, estin sugeridas por la forma
de 7(t|Y,,X). Cuando sc utiliza my(t) la distribucién a poste-

riori resulta de la forma

(L0 = ($T/a-0)
en donde, como ya se indicé, 52/(T-4) es el cstimador usual de
mixima verosimilitud de 1a varianza si r=t. De esta forma, la
moda a pasteriori coincide con el valor que minimiza la estima-
c¢ién de la varianza. La distribucién .(t) representa una si-
tuacién intermedia entre 7;(t) y 7,(t} y entre otras caracteris
ticas posec la propicdad de asignar las probabilidades mas altas

a los valores de T cercanos a T/2.

Para efectos de la comparacidn cl autor considera el madelo

empleado en un trabajo ya discutido, por Quandt [ 721,




Y2 2.5-0.7%+ €

en donde T=20 X;="i;i=1,2; “incluye tres variantes,

/1015, - Pata cada’ punto) do'canbio; se introducen canbios
en la pendients de diferents mignitud con valores similares a
los ompleados por Farley y Jinich [ 511 anteriormente.

En cada case se calculan el error cuadritico medio y cl ses-
go medio para ¢l estimador de méxima verosimilitud ylos tresbaye
sianos correspondicntos a ma(t), 72 (t) y wa(t).

Las resultados que se obticnen indican que el error cuadriti
co medio del estimador cldsico es uniformemente mayor al de los
tres estimadores Bayesianos pero en términos del sesgo medio,
1los cuatro producen valores comparables.

Ferrcira concluye su estudio aplicando el tratamiento pro-
puesto, utilizando las tres distribuciones apriori para T, a
las observaciones generadas por Quandt [72 1 y obtiene que, en
los tres casos, el cstimador Bayesiano es 7=11 que difierc de
=12, el verdadero valor del punto de cambio. Los estimadores

para la varianza y los coeficientes de regresidn también resul-



tan muy similares. en los,tres: casos.

Finalmente ‘es muy interesante’ tomar em cuenta algunos aspec-

tos del trabajo de Ferreira.: Primero, ¢n el modelo que conside
ra en necesario que a) #4. para garantizar que ocurri6 un cam-
bio. Si 1= az=a, 'la condicién

bi-a¥i= bz-aK,= b

es suficiente para que la relacién entre X y Y sea

= beaX s e 5 is1,2,...
Mis afin, practicamente todo modelo de regresién lincal simple
puede reescribirse como un modelo con cambio come el descrito
por Ferrcira. Bajo el supuesto de que

3 i=1,2,...,T

se tiene que
Yi=bra X -aKivaXite

=braX) +a®,-T) + ey

=bi+a (x{i.) +e

De la misma manera se puede verificar que

Y= bata (- eegs 191,2,.0,T




de tal modo que en particular, .

Yyn hna[)(&—-fﬂ vey 3 de,2,0

+a(X-Fa) ey 5 dmel, .., T

para cualquier r. Por esta razén, es Tecomendable emplear la
.estructura propuesta por Ferreira con-cautela para evitar una
formulacién errénea del problema. Por otra parte, on un traba-
jo publicade mas recicntemente, Holbert y Broemeling, [49 1,
aplican el mismo tratamiento al modelo planteado cn su forma na

tural, osto s

Yyrbstai Xy vey i is1,2,..0

Yymbataa X +ey ;i i=rel,..

i
Estos autores solo consideran 7(t)«1 y Gnicamente derivan la

distribucién a posteriori para 7,7 (t|¥;,X). El resultado, ob-

viamente es el mismo. Sin embargo, un detalle valioso es que
tambifn ilustran la técnica con los datos de Quandt [ 12 ], pe-
ro reportan la totalidad de los valares de vr(njx,,,y. Con es-
ta informacién, se puede confirmar que efectivamente

E(r]xT.y= 10.71 de modo que el estimador de Bayes asociado a



una funcién pérdida cuadrdtica es Tall pero como Holbert y

Broemeling indican,. tanhién o3 cierto que la mediana y La moda
de la distribucifn  .son 7= r*=12 que coinciden con el verdadero
vyalor de t.. Asf, si en vez de utilizar una pérdida cuadritica

se hubiese utilizado
) R 1 si fe-t|>k,kcercano a 0
Li(z,e) = || 6 La(r,e) =

0 otro caso
el estimadar Bayesiano hubiesc coincidido con el de mixima verg
similitud y nds afin, en las simulaciones de Ferreira probable-

mente el sesgo medio serfa menor.

De esta manera, en el trabajo de Ferreira se presenta una
formulacién del problema de un punto de cambio en modelos de re
gresién lincal simple que tratada desde el punto de vista Baye-
siano produce resultados que parecen satisfactorios y tiemen un
enorme atractiyo desde el punto de vista cemputacional. Algu-
nas precauciones seran necesarias, sin embargo, para emplear es

ta técnica sin mal especificar el modelo.

Otra con tribucién donde sc aborda el problema de puntos de



cambio en modelos de Togrési6nesladesmith (411, en donde se for

mula matricialmente el:problemd como sigue. Sean Yi,Yis....Y,

L 1]
observaciones independiéntes tales que

3 AR1,2,...,T

en donde X, es o1 vector de dimensién p, de valores de las varia

bles independientes on ol tiempo i, ! os correspondiente vec
ter de coeficientes de Tegresi6n y e, el témino de ervor de
distribuci6n Normal con media cero y varianza ¢®. El autor con
sidera que las observaciones son descritas por el modelo M,

(1<7< T) siy solo st

con 8#0, desconocido. Por otra parte, si §=0 el modelo respeg
tiva, que no presenta cambios, se denota con My. En estos tér-
minos, Smith se proponc la descriminacién entre los modelos

MoyMiy.eo,M, Naturalmente, este planteamiento corresponde a

1"
1a situaci6n on que se sabe que ocurre a lo mds un cambio en ia
sucesién y se abordan simultincamente los problemas de decidir

si tuvo cfecto y estimar el punto de cambio asociado.Smith indi



ca que bajo el modelo M., so tieme que si

Xjm CFa,¥igvee %)

IR TR TS DN L+
entonces,
- 2

YN (A 0,97 T

en donde
a [
A= Lo
Xp-e ¥k |

Por otra parte si Mo es el modelo que describe el fenémeno

LN (Aele, 02 1)

Con el propésite de realizar inferencias sabre el cambio po-
tencial, esto es, para decidir si se efectud y en donde, basta

con deterninar las probabilidades a posteriori deMo,Mi...My -



A faltade una funci6n de pérdidas mas especifica, la elecci6n del
modelo se puede efectuar a través de los factores de Bayes de la
misma forma en que el autor propone para el caso se sucesiones

de variables aleatorias y que ya ha sido discutida en el capitu
1o precedente. En estas circunstancias, la verosimilitud de las
observaciones bajo M, puede obtenerse de acuerdo a la siguiente

expresién:

£yl M) = II 2N A,, 0,0E @, 0040, do
en donde es indispensable asignar la distribuci6n conjunta a
priord £(0,, olA.) para t=0,1,2,...,T. El autor considera el ca
so en que

£(0,,001A) = £0,1A,,0) £(0).

¥ més aGn, examina las dos posibilidades de ¢, conocida y desco
nocida. En el primer caso, asignando para 8, una distribucién
inicial conjugada, esto es, una distribuci6n Normal de media Q%
y matriz de varianzas y covarianzas ¢ V*, en dondc

ws [, Wl e
28 a v}



se tieno que 1a expresitn para ‘£(Y, oMM, 6) esta dada por

£l ain rad |vw|‘"t T teag, ¥

wop {55k [Rys (0 0mrfrmeay At)"}' @-0m

con §, el estimador usual ¢, por minimos cuadrados y R, la co-
trespondiente suma de cuadrades de los residuales. Adicional-

L ya=?
mente si V**  pucde considerarse casi nula con respecto a A::Ar

se tiene que
. v "
QN )4 2w ) ﬂvg,fl‘ g1 1Ay At[ Fexp R, 1202}
para tal,2,,..,T-1 mientras que
H{e M RO T eE T oM |th ¥ apAelF exp {-Re/2 a2}

De esta manera y como |ALA|={X{X_|[XL X |, se tiene que

el factor de Bayes para comparar Mscontra Mcestﬁ dado por

IVEIIxIX []X,
Baye(0) = { _EIL——IT_‘—TQ} exp {- La®eR) };t=1,2,...

1x4 X,

Por otra parte si o es desconocida y se asignaapriori la

densidad
HOES



se tiene que el .correspondiente:factor.de Bgyes se calcula como
A Ma)
Bort e, n,)
en donde tanto £(Y;[Me) como £(X,[M,) se obtienen integrando
2L IM0) £ (0) ¥ £(Y,[M)£(e) respecto a ¢. En esas condicio-
nes sel factor tieme la siguiente expresién:

z
B

/2
IVEHIxx Xy Xy ol
I3 £ T-t T-t Qs "Ezp Fr,)

Boe ™ X1,
L

en donde Fy= [ (Ra-R,)/p1/ [R./(v-p) ), e5 Ia cstadfstica F

usual para probar, en el enfoque frecuentista, los modelos Mo

contra M.

Al igual quo en el caso do sucesiones, el autor indica quo
los factores de Bayes Ba,tjt=1,2,...,T-1 pueden ser utilizados
para tomar una decisiGn respecto asi el cambio tuvo lugar mien-
itras que los demds factores B.'.= Bu,t/Bo,¢, aportan informa-
cién para detorminar en donde se efectud el cambio. La caracte
ristica mas sobresaliente de este tratamjento, es que no se re-

quiere de la asignacién de probabilidades iniciales para los mg



/. 'Bn.las aplicacionés que discute Smith,

delos Mo,Misensslpsy
sin embarga, se. rocurre directamente a las probabilidades a pos.

teriori para llevar a cabo las inferencias correspondientes.
Como un comentario adicional, el autor menciona que en oca-

siones, cuando se tieme un modela de Tegresién lincal simple,

81762,

puede resultar de interés efectuar inferencias sobre
€l puntode interseccién de las dos rectas de regresin. En esas

condiciones, como ya se ha discutido en otros trabajos, la estrug
tura puede incorporar la restriccibn de que 7 se encuentre, cuan
do el modelo M, es el correcto, en el intervalo [¥,,X,,,) si los
vectores de X estin ordenados (X; <Xz<...<X). El tratamiento

sin la restriccién, se reduce a la consideracién de la funcién

de densidad a posteriori

(Y= ECCviM, Y) P 041X
en donde £(y|M,,Y,) se obticne mediante la transformacién ade-
cuada de £(2| M., Y ). Smith indica que en el caso en que se im

ponga la restricciGn en 7, si se denota por C la restriccién,

se tiene que



£r1C, )= Pt ) £ 0yed X)) /2 Cely,)
en donde ! ]
Tilsk veIRgX

LICEERS SOERE O -

)
0.7 otra’caso

¥ adends,

Pl X = E { IP(C|1,(,Q)} Pt iYy)
Xea1
=¥ Ix £ (ratly)ay
€
Para tomar decisiones respecto al modelo apropiado, la distribu
ci6n a posteriori, considerando la restriccién, sc obtiene de
la expresién
Xt+|
P(E[C, Y= %, £r,el Yy dy
Finalmente, el autor aplica este tratamiento a una serie de

datos reales y concluye que el andlisis es satisfactorio y muy

ilustrativo an a pesar de utilizar una distribucién inicial

con varianzas grandes para 0 y una uniforne para Myit=l,.,.,T-1.



En este :raba]o resulta interesante notar la simplicidad del

1ol ‘canhio ‘tuvo’ lugar como

pr iento tanto-pax

para determinar su lucalizacién y la rel&tava facilidad con que

i . Es pr s

se puede involucrar la'r
sin embargo, tomar en cuenta que se trata de modelos con un so
1o punto de cambio y que no se discuten los inconvenientes asg
ciados al célculo nunérico de las probabilidades a posteriori

sobre todo cuando T os relativamente grande.
En un trabajo mas recicnte, [ 4% |, Smith abunda sobre este

problema trabajando con mds detalle el caso de regresién lineal

La representacién

simple tanta con restriccién como sin ella.

que en cste caso emplea os la tradicional:

pAiebiX e 5 dm 1,2,07

4= e tbaX v ey dm Te1,Te2,.T

on donde los errores son Normales (0,0%) independientes y los
parfimetros a,,bi,az,h2, ¥ T son desconocidos, Por supuesto se

). Respecto a7 se ticne que 1<7 <T

suponc que (a;,by) # (ag

nosibilidad de que no ocurra ¢l cam-

de' modo que se excluye



bie o do que solo exista una obseryacién en el primer segmento

y entonces,” el ‘inter§s se centra; en’principio, en realizar in-

forencias sobre 01 (ai;as;by;ba); -a% ¥ )T.. Adicionalmente,

como lo hacen algunas otros autores,se supone que Xa<Xa<... <X
1o cual resulta particularmente aproplado en las aplicaciones
en que X se relaciona con ¢l tiempo. En estas condiclones nue
vamente Smith considera la posibilidad de que el punto de inter
seccidn y=(ai-az)/ (bz2-by) satisfaga la restriccién X <r<{,,.
Este parémetro 7, esta bien definido siempre que bi#bs y como
ya ha sido discutido, esta condicién implica la continuidad en
el modelo con un cambio. Mis aGn, el valor de y se puede inter
protar como cl valor de X, probablemente no abservado, en el
cual se cfectia la transicién de un segmento a otro. El autor
menciona que modelos de este tipo, con la restriccién en 7, pro-
porcionan discripciones satisfactorias en ol estudio de trans-
plantes tenales, Knapp et al. {61 1, en donde se describe el

nivel de funcionamiento del t

6n en cl ticmpo a partir del mo-
mento del transplante. En ese tipo de aplicacién se ha observa

do que una tendencia creciente indica un funciomamiento correc-



D

to pero un capbio decreciente sGbito puede asociarse con el ini
cio de un proceso de Techazo. El cambio en esas condiciomes,
aunque sGbito, puede ser descrito. por un modelo conti -
nuo debide a la naturaleza del fen6meno. Esto es, se sabe que
el proceso de rechazo s continuo, Smith incluso ilustra los Te
sultados que obtiene con datos de este tipo de aplicaciones.
Por facilidad, como en el artfcule anterior, el autor desa-
rrolla el procese de inferencia sin invelucrar la restriccidn
que es impuesta posteriormente. Consideranda como una primera
aproximacién a 02 conocida, es claro que
Ve, o)

£Q | LKy T, 00w EE X

e
en donde,

oz
£yl %y00,7,0%)2 (210 )" Zexpl- T, (lE_.‘(Y—nrh;XLJ ,,M(y -a2-02X,)?1 }

2
=210 7 exp {-g0 QX ) (Y0}

a1,32,b1,b2) ¥




x(r) =

mientras que £(0]t,¢?) representa el conocimiento a priori so-~

bre 0 .
$iapriori se suponc que ¢ es independiente de T y se le asig

na una distribucién normal de media U y matriz de varianzas y co

varianzas ¢ 8, es facil verificar que £(0,] Yy, X,r?) corres-

ponde a una Normal de media U(r) y matriz de varianzas y cova-
rianzas 02 (7) en donde,
8007 (Rex @) X)) @HXE X L)
B(r)e (R+X (2)' X)L

con (r)el estinador usual de minimgs cuadrados de 0 cuande efeg

tivamente hay un cambio en X.. A partir de wna transformacién lineal

de 0 se puede determinar la distribuci6n a posteriori de las dife
Tencias p,=a; -2z 'y #yp=bz-b; que naturalmente, resulta tambilén

Normal. Con esta distribucién una nueva transformacién,




v= wy /iy ¥ Bs gy conduce’a la:determinacién, marginalizan-

do sobre 5, de £(v|Y;

Para caleular £(7]Y, ‘alihecho de que

01 Lg %100 f(‘/l\'m,z,,f.w‘)ftrlr,r.xr,a’l

1a distribucién a posteriori de T,£(t|Y, X0 X0 @ @?) sc puede cstable-

cer a partir de la conjunta £(0,7|¥y,X,,4%) integrando respecto

a Q. Laconjunta, a su vez esta dada por

LTI X 01 < £@1¥K,7,0%0 8 0?)

en donde £(r|s?) es la distribucién a priori de T que usualmente
es jindependiente de o?, esto es, £(r|o?)= £(r).

Smith verifica que la determinacién de las distribuciones £i
nales de 0 y 7 asi como la de 7 se simplifica si se utilizan a
priori distribuciones iniciales de referencia.

El caso en que 0% es desconacida es tratado por Smith asig-
nando a este pardmotro una distribucién inicial conjugada, csto

s, una Gamma invertida. Como resultado, sc obtieme que condi-



cional a t,laa pesteriori de o? resulta nuevamonte una distriby
ci6n de esa familia. Las demds distribuciones se modifican con
siderando la distribuci6n de o? e jintcgrando respecto a este pa
rénetro. sicndo desconocide @2, también es posible asignar a es
te parfimetro una distribuci6n inicial de referencia que de nue-
va simplifica en cierta medida, segln Smith, los resultados.

La inclusién de la restriccién en 7, que sc denota por C, es
tratada por el autor de la misma forma que en el artfculo pre-

vio. Condicionando a la restriccifn se ticne que:

FOIC. Y, Kd= B Elr,TIC, YK
- = BRI Xy Y £ 1Y 5 /PEIEY, )
en donde,
1 st X Sr<x,
PCIY, 7 Y Xy) =
0 en otro caso.
v ademds

PC|Y, X" {-{ [P(c It Yok e ,xw,z,,m-,}r(rw“_ X,

Ypoky

-3 J T 7 1Y, ) 4 .
¥

T



Para jlustrar esr_os‘re;ult?du's, elautor los aplica en un
Primet caso, . un conjinte de ohsexvaciones simuladas a traves
de un modelo que satisface 1z restriccifn. Considerando distri-
buciones iniciales de veforencia obtienc las distribuciones fina
les de T y7 tanto incorporando la restriccién como sin ella. Lo
mas sobresalicnte de este andlisis es que dependiendo de si se
incluye la restriccién, las inferencias sobre los dos pardmetros
pucden ser apreciablemente distintas. De hecha en el conjunto
de datos analizados, cuando no se incorpora la restriccién, se
tiene que la probabilidad a posteriori de que 7 sc encuentre on
la vegibn con 0,884 dc maxima probabilidad de v, que en los da-

tos similados coincide con X ya que para t=i, os préctica

mente cero.
Es interesante mencionar que Smith sc refiere al procedimien
to frecuentista propuesto por Hinkley (43 lpara este tipo de
problemas y conjetura, en hasc a la aplicacién de las dos técni
cas a otro conjunto de datos, que probablemente ambas produzcan
resultados similares si £(7)C,Y,,X,) tiene asociada una variabili

dad reducida pero considera que en otras situaciones cl enfoque



Bayesiano tieme una mejor oportunidad de funcionar satisfacto-

riamente.

Finalmente, en el trabajo discutido se analizan dates prove
nientes de pacientes de transplante renal con el procedimiento
propuesto para estimar el momento en que se manifiesta el recha
zo al transplante. De nueve utilizande distribuciones inicia-
les de referencia obtiene resultados, que en su opini6n, resul-
tan satisfactorios pues describen cuantitativamente las aprecia
ciones cualitativas de los médicos a cargo de la evaluaci6n del
transplante. Como comentario final indica que la estimacién de
los pardmetros en un nfmero razonable de pacientes pedria condu
cir a la formulacién de distribuciones que ya no siendo de refe
rencia permitan efcctuar inferencias més precisas y probablemen
te mds rdpidas si el estudio se hace cn tiempo real para un pa-
ciente en particular.

En una contribucién mas reciente, [ 221, Chin Choy y Broemeling
consideran el modelo lineal general, bésicamente en las mismas
condiciones en que es tratado por Smith en el trabajo anterior

con la excepcién de que no consideran restricci6n alguna sobre



el punto de intersecci6:

La principal apottaci6n deest

can que existen an en el caso en que’'la matriz de discfio soa
de Tango incompleta siempre que apriori se utilicen distribu-
clones propias, sina no que las identifican como mezelas de fun
ciones de distribucién extensamente estudladas, esto es, distri
buciones de Student y Gamma. Determinan no solo los valores es
perados a posteriori de los pardmetros, que coinciden con los
estimadores de Bayes para una funcién de pérdida cuadrética,
si no que estahlecen la varianza del pardmetro de precisién y
las matrices de varianzas y covarianzas de les cocficientes de
regresi6n. Adicionalmente, indican un procedimiento para el
cflculo de regiones de alta densidad a partir de las distribu-
cifna posteriori.

La representacién del modelo lineal gemeral utilizada por
estos autores os como sigue. Sean Yi,Ys,...,Y, variables alea

torias Normales independientes tales que:



Xigave, 3

Xy= X} Bate, §amT L, T
en donde X, es el yoctor de dimensign p de variables indepen-

dientes al tlempo i; is1,2,...,T, 81y f2 son vectores desconoci

dos, también de dimensién p, de coeficientes de regresi6n para
los dos regimenes de regresiGn; ¢, son erroves independientes
e idénticamente distrfbuidos N(0,02) con ¢? descomocida. Final
mente 7, como de costumbre, representa cl punto de cambio del

que se supone que 1<7 <T y es desconocido

si se define

()= (Y,

Tt

[ = (F1,82)"

S
Xaey=] 1|, Xa(t)s
X

para t=1,2,...,T-1 entonces el modelo original se puede represen

tar como



O

X (0)= XalrYBis e, ()

: Yalr)= Xa(r) favealr):

o cquivalentemente

Y e gre L. B

en dende
MaCe), Y2 GN'

(ea(r), g2 (T))' Y
X: (2) 0
X(x) =
) Xz(7)

De esta mancra la funcién de densidad de ¥, dados f., 8.

X(t) y @2, esta dada por

x
£(X, )48, 02) = (270%) T e {- gr2 (LXMW O (XD}

En estas condiciones los autores verifican que si se
asigna a 7 una distribucién a priori uniforme,£(r)=(T-1) para

7=1,2,....,T-T y aBy R= Yo? se les asigna una distribucién con



junta independiente de -t tal que dado Rex;: 8ise distribuye Nor

mal-con vector do medins.f-:y matriz de:precisién rV con V posi

tiva definida mientras que R sigué’una distribucién Gamma de

pardnotros « y  entances se tisne que,
ARy Ao .
T(t]Y,a Xy )w DCE) XXV |5 F = 1,2,0.., T
Y
en donde,
whsa t T/2
D)= 5 + g, Y F VENE UK XN 640D}
Det)= 8+ 1Yy X, BVE - BB (XKW1 B0)
con BA(t)= [X(E)'X(E)+V I IVEYX ()", ] -
Por otra parte, respecto a R 10s autores muestran que
1
LIS ARPR J R IOIERC R AR .S)

donde §(r|a# D(t)) representa una funci6n de densidad Gamma con

ardmetros a* y D(t). En cl caso de § sc ticne que
P b4

1
T@IY XY= E b (B12p, 2a%, BH(0),p(E)) w Lt




En esta expresién W(A] 2p,24%,B* (), p (£)) representa una dis-
tribucién de Student multivarisda de dinémsitn’Zp, com Za® gra-
dos de libertsd, vector de medias BA(t) 'y matriz de precisisn

p(t), en donde

©op(E)= (xR /DCED) EX(E) TX(E) +V )

Estos resultadas se pueden verificar aplicando el tcorema de
Bayes y marginalizando en cada caso sebre los pardmetros restan
tes.Como una consccuencia de la forma de la distribucién a pos-
teriori de § es €dcil verificar que si se definen

e Par (1) Pua (1)
RO IO
3t (6) P () Paa (£)
con B3(t), B3 (t) vectores de dimensién p y P, (t) matrices de

pxp; 1,3=1,2, entonces

w(@alY, (| Py 2et, B308), PHEOIT (oYX

1
A2 1N K= B D(Ba P ) 2a%, B3(8), PR w (+1tyX)



en donde : g
BHCE)R Pas'(E)ARa5 CER3s (21 VB (1)

PECtn P c82P

() Pai (81 Biah

De manera inmediatd Se pueden establécer las distribuciones

de R, 6, G2 v B2 condicionales a un valor especifico de 7. Na-

turalmente, estas distribuciones coinciden con la correspondien
te en el término asociada al valor de T en la expresién de las
distribuciones finales no condicionales. De cualquier forma,
os clato que el conocimiento sobre R, y § queda descrito por
mezclas de distribuciones Gammas y de Student respectivamente,
en donde los cocficientes do las mezclas estan dados por
A(t|Y%y) 1a distribucién final de 7.

Para efectos de cstimacién puntual, los autores indican que,
es usual el empleo de una funcifn de pérdidas y por tal tazén
exhiben las esperanzas de las distribuciones finales, que en
esas candiciones coinciden con los estimadores de Bayes como ya

se ha discutido y las matrices de varianzas y covarianzas co-

Trespondientes, a partir de las cuales se puede calcular la



pérdida de Bayes asaciada.

Condicionando a que T=t es inmediato que

ECga Yo Xy, 1) = 84 (8 ,

ECp2] YpXp,t) = e ),

BRWp X, t) = «%/D(L), ’
COVC Bl Yy X ) = a*/(ar-1) PAe) "t
COV(A 2| Yy Xpt) = ot/ (1) PR
VarRIY, Xyt )= a*/D(t)?

¥ cono comsecuencia,

P
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E®IY,, X)-

=1
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Para la construcciénide Tegiones de alta densidad, los auto
Tes comentan que nd cxiste una expresién analitica,precisamente
debido a que las distribuciones finales para f y R son mezclas.
De hecha, es posible que resulten en regiones no conexas. E1
problema tiene que resalverse entonces, mediante integraci6n nu
mérica lo cual no es excesivamente complicado puesto que los
componentes de las mezclas son distribuciones bien conocidas.
La dificultad mayor sc cncuentra en determinar las regiones 6p-
timas, de menor tamafio.

Resulta interesante abservar, sin embargo, que si para al-
g6n valor de 7, w(ru,r.&r) es considerablemente  mayor que m(t|Y;,X.)

para cualquier otro valor de t, entonces la distribucién

inal
de interés podria ser aproximada satisfactoriamente por la co-

rrespondicnte condicional a 7 y en ese caso, tanto la cosperanza,
la matriz de varianzas y covarianzas como las regiones de méxi-

ma densidad pueden determinarse muy fdcilmente.

Los autores aplican, come ilustracién, estos resultados a
los datos gencrados por Quandt, [ 721, utilizando distribucio-

mes a priori propias. De hecho para § suponem a priori un vec-



tor de medias que coinciden con los vurdadcrnis valores ds los
parémetros. De igual forma proceden’can’ R mientras que 't le
asignan una uniforne.Como resultado, obtieen que las’distribu-
ciones Einales representan muy conyenientemente el comocimiento
sobre los parfmetzos. Para csos datos observan que el punto
T=12 ticne una alta probabilidad a posteriorh y en virtud de
ello, calculan las distribuciones de los coeficientes de regre-
si6n y de R condicionales a ese valor.Como consecuencia, la
variabilidad se reduce al igual que la longitud de los interva-
los de mixima densidad, pero afn en csas condiciones, las infe
rencias condicionales parecen proporcionar una descripcién raze
nablemente aproximada del conocimiento a posteriori y resultan,
POr supuesto, mds Ficiles de obtencr.

En este trabajo Chin Choy y Broemeling suponen que en el mo-

delo se efectud un cambie y en base a esa consideracién desarro

1lan los procedimientos de inferencia para lor dardmetros invo-

mente el cambio

lucrades. El problema de detectar si efecti
tuva lugar ha sido objeto de otro trabajo debido a Chin Choy y

Broemeling [ 2% 1, cn donde la deteccién se realiza en basc a la



distribucién £inal del punto de Cambio lncorporando ef caso en
que no ocurre canbic algine; /.Concretanerite; s considera que
1€7<T, de modo que si T<T el'modelo bajo estudio efectiva-
mente inyolucra un cambio pera sk teT, entonces todas las obser
vaciones son descritas per el primer y Gnico, régimen de tegre-
si6n. El problema es planteado por los autoTes como el corres-

pondiente a probar las hipbtesis:

Hoi 7R T vs. Hy: 1&1<T

1o cual se puede llevar a cabo de mancra informal, esto es sin

involucrar una funci6n do pérdida mis especifica, comparando
ili i TIY X X)) -

las probabilidades a posterior (T¥X)y TOSTLT Y, &), Con

respecto a la formulacién del trabajo anterior, se pucde verifi

car que la principal diferencia cstriba en la inclusién do T co

mo un valer posible de r. De esta forma se tiene que:

et e (- 2 (L X0 ) (XD} 5 1< 6<T

£t 0
z
(@10%) 2 expl- 3 2QKa M) ) (L Xa (DB} 5 =T

0



Asg, mientzas que en €1 caso de ‘que TLT los parimetros descong
cidos son 81, B, @?y el propio t, ¢uando TrT solo se descono-

cen B1 y 0% .

Por esta razén la asignacién de distribuciones a prieri es
distinta dependiendo de si el valor de © coincide con T. Cuando
T<T, los autores utilizan la misma asignacién que se utiliza en
el trabajo anterior, mientras que si T=T, con una estructura si-
milar, se asigna a f, ¥ R una distribucién conjunta Normal Gamma
compatible con la asignacién en el caso previo, esto es R tienc
una distribucién Gamma de parfmetros « y & mientras que condicig
nal a R=r, f ticne como distribucién, la Normal que se obticne
de marginalizar §, en la conjunta cuando 7<T y que tienc como

vector de medias a B, y como matriz de precisién rVy en donde,

Vi Viz
V=
Var Va
De esta manera y procedicndo como en el trabajo anterior, es
f£acil de verificar que si sc asigna a priori a r unma funcién de

probabilidad de la forma:



Qi siteT
HOES :
t]«q)/("r-i).' si1<t<T
entonces, 1a distribuci6n a pasteriori de t que se obtiene in-
tegrando respecto a fi, f2 ¥ R-cuindo T<T o integrando respec-

to @ 81 ¥y R Gnicamente cuando =T, tiene la siguiente expresién:
. -1
alVa [72 Dy ™22 10, @) XMVl T 7 5 T=T
-
=) yjE pery” 4272 [xry x| F 1ar <t

A partir de esta funcién de probabilidades es posible probar
las hipbtesis de inters ya seaatravésdelnomio n (e |Y,,X)
o incluse incorperande una funcién de pérdidas apropiada. Los
autores mencionan adicionalmente que Smith ha propucsto un pro
cedimiento para la detecci6n del punto de cambio en tiempo
xeal, esto es, para la detecci6n del cambio al misma ticmpo
que se van generando las chseryaciones del procesa. El proce-

dimiento consiste en calcular, inmediatamente después de que se

registré la K-Esima obscrvacidn la probabilidad m(k|Y,,X,) para



K=1,2,...,T.T(K|Y,,X;) ‘Tepresenta, por supuesto, 1a: probabili-

dad.de no cambio hasta la obseryaci6n ndmera K’y d¢ acucrdo a

Smith una tendencia®consistentemente decrecicente. a partir de

cierto punto puede consideratse ‘evidenciaia’ fayor del cambio.

ChinChoy y Broemeling utilizan'de nueve para ilustrar la téc
nica, los datos de Quandt [ 721 Y consideran tanto la deteccién
global, con todas las observaciomes, como ¢l procedimiento se-
cuencial de Smith. Para el primer caso comsideran cuatro difc-
rentes valores de q, la probabilidad a priori de no cambio,
0.05, 0.50, 0.95 y 0.99. Para el segundo, en adicién a estos
valores consideran =K '; k=1,2,...,20. El anilisis de los da-
tos de Quandt, que presentan un cambio en 7=12, revela que uti-
lizando las mismas distribuciones iniciales para § yRdel trabajo
anterjor, se tiene que para la deteccién global la probabilidad a
posteriori de no cambio es relativamentc sensible al valor de
q a priori, sin embargo, cn las cuatro variantes siempre la posterig
ri resulta memor a la apriori. Para q=0.05 la moda a posterio-
ri corresponde con r=12, el yerdadero valer de 7, mientras que
para q=0.50 la probabilidad mas alta es la de t=20 (0.3855) aun



difiere de la correspondiente s 1;-12*(0‘.3330) on una magnitud ex

tremadamente reducida. - Para

S5y q-ﬂ 99 ¢l valor inicial
tan_grande de la probabilidad ae no ‘caibio provoca que la moda
@ posteriori nuevamente se localice en Ts20, en este caso aventa
jando a cualauier otro valor por muchd, sin embargo de todos
los valores de t menores que 20, =12 siguc siendo ol mfs proba
ble.

Para el procedimiento sccuencial, en todos los casos la proba
bilidad de no cambio aumenta con k, hasta k=11 queengencral tienc
un valor parecido al de k=12, A partir de ecse punto, la probabi
1idad decrece de modelo que nuevamente la evidencia apoya la hi-
pétesis de cambio y localiza el punto de tramsicifn entre r=11y
T=12.

Como un comentaric adicional, vale la pena observar que el
trataniento desarrollado por Chin Choy y Broemeling puede ser
aplicado sin dificultad a la situacibn en que ol cambio no sele
se refiere a los valores de los coeficientes de regresién sino
al mas general caso en que los dos regimenes de regresién invo-

lucran variables independientes diferentes. De hecho, las di-



mensianes de f, y £, pueden ser distintas.sin’que &llo répresen

to ningln problema adicional, Es fﬁ:ilwer(fii:ur'qge ;
y f2€ RP?, considerando las particisnes'ap;gpiQdAs, 1os Tesul-
tados obtenidos sc pueden reconstruir en gereral. Asimisma, Te
sulta muy valioso constatar que el procedimiento descrito puede
ser aplicado afin cuando la matriz de disefio no sea de rango com
pleto. Las cxpresiones obtenidas por estos autores hacen oviden

te tal grado de generalidad.

De ¢sta forma, la contribucidn de estos autores comstituye

una breve, pero muy completa presentacién del tratamiento Baye-
siano para el problema tanto de deteccién como do estimacién en
el modelo lineal general con un punto de cambio. Los casos con
nés de un cambio seguramente presentan complicaciones mayores pe
To una alternativa puede ser el procedimiento secuencial para

identificar los puntos de transicién une por uno con una estra-
tegia similar a la descrita por Brawn, Durbin y Evans (5 1 con

el cnfoque Frecuentista.



I, 3 DISCUSION



En este capitulo se:han presentado las mas relevantes comtri
bucianes en reldcidn alproblena de puntos de cambio en el mode
1o lineal general.” b6 ia wisia Forna que en el capftulo ante-
rior, parece evidente.que los procedimientos basados en el enfg
que Frec;xencism, si bien recurren a diversas herramientas que
resultan atractivas, como par cjemplo Ias técnicas de clasifica
cifn o agrupamiento propuestas por McGee y Carleton [ 2], las
de andlisis de datos de Brown, Durbin y Evans [ 15 [, las de pro
gramacién dinimica de Hawkins [ 441, las de mezclas de distribu
ciones y estimacién através de la funcién generatriz de momen-
tos de Quandt [ 74 ]y Ramsey y Quandt [ 731, en general los auto
res producen resultados descriptives o requicren de aproximacio
nes asintéticas que en la realidad pucden ser consideradas ina-
decuadas. Mds afin, la diyersidad de técnicas manifiesta, ade-
més del interés del problema y el indudable ingenio de sus pro-
motores, la carencia de un métode que permita abordar el proble

ma con una estructura general de inferencia.

Por su parte, el enfoque Bayesiano, sin haber resuelto el



problema en’su yersiGn més amplia, h cubierto de sobra, todos
los casos considerados por 1os autores frecucntistas con dos ven
tajas: Primero,los Tosultados se obtienon para cualquicr tamafio
de muestra y segundo, en todos los casos el tratamiento es

esencialmente, ol mismo que se deriva de los principios mas cle
mentales del método Bayesiane de Inferemcia. Probablemente por

esta causa los autores bayesianos ofrecen una menor diversidad

en sus contribuciones y de hecho recuperan unos, los resultados
de otros. Esta consistencia, sin embargo, puede ser la causa

de que las dificultades técnicas de cdlculo que en ocasiones se
onfrentan, puedan ser cstudiadas y resucltas mas rdpidamente y
de que el ciimulo de resultados se consolide mas aceleradamente

abriendo las perspectivas a problemas mas ambiciesos.



CAPITULO IV

Ofras contribuciones.



Algunos otros ‘autores: han ‘dbordado’ ¢l problema de puntos de
cambio considetando‘trataﬂ\ien;cs difeventes y con propésitos di
versos. - Swamy ¥ Mehta, por ejemplo, han propuesto, {4 1, el
tratamiento de un modelo de regresién lineal miltiple con cam-
bios coma un modelo con coeficientes aleatorios en el sentido.
frocucntista. Asi, para cada observacifn (Y, X ,Xay,.-»%,) s

se tiene que

en donde Xij,...,X,, son los valores fijos de las variables ex-
plicativas y el vector de coeficientes {=(f;1,...,6,,) estd da
do por el valor observado de una distribucién multivariada en §.
Estos autorescansideran los casos cn que la media de § y la correspon-
diente matriz de varianzas y covarianzas son tanta conocidos cg
mo desconocidos. También incluyen la posibilidad de que la dis
tribucién de § sea Normal. Cuando elvectorde medias es comoci
do praceden a la estimacién conjunta de los vectorcs de coefi-

cientes para todas las observaciones mediante la minimizacién

del orror cuadritico medio, mientras que si la esperanza mo se



conoce se l¢ asigna una distribucién de probabilides y se estima
con un procediniento similar. - - 77

El problema también es tratado en el mismo trabajo através de
méxina verosimilitud para lo cual se requiere de procedimientos
iterativos para determinar la' solucidn de las ccuaciones corres
pondientes.

Otra contribuci6n que puede considerarse relacionada con el
problema de puntos de cambio es la presentada por De Alba [ 23 1

en donde se propone un tratamiento, mediante el enfoque Bayesia

no empirice, para la i6n de desprendimientos en
de variables. En los términos mis simples, la deteccién consis
te en un procedimiento para descriminar entre las hipStesis

Ho,Hi, ... ,H en donde bajo Ho, las observaciones Yi,Yz,...,

proceden de una poblacién comin con distribucién Fi, mientras
que bajo Hy; =1,2,...,T, las observaciones Yi,Ys,...,¥;_,

Yyyqseees Yy Provienen de Fi pero Y tiene funcién de distribu-
cign Fa. Naturalmente, la hip6tesis Ho implica que no ha ocu-

rrido ningtin desprendimiento en tanto que bajo Iy, 1a observa-

cién ¥, sc ha desprendido del resto. Este problema correspon-



de, en el esquema de puntas de cambia, a la situaci6n en que se
producen dos cambios de manera sucesiva antes y después de la

i-&sina observacién y tiene una clara relaci6én también con las
técnicas de deteccién de observactones espurias o discordantes.
EL procedimiento descrita por esto autor consiste en asignar

probabilidades a priori a las hiptesis, definir una funcién de
pérdidas y seleccionar 1a decisign (hipStesis) que minimice el
riesgo esperado de Bayes. De Alba considera diversos casos par

ticulares y para cada uno de cllos verifica la existencia de una

regla de decisi6n Gptima,

Por otra parte,Geisser y Eddy {33 1, han trabajado en torno
al problema de seleccién de modelos con un enfoque de prediccién.
En cierto sentido, su propuesta guarda similitudes con el plantea
miento de Bromeling [ {2 |para predecir observaciones a partir de
modelos con cambios.

Estes autares, si bien no consideran cxplicitamente cl proble-
ma de cambios, discuten algunas técnicas para discriminar entre
modelos, que pucden ser aplicadas al caso en que alguno de los

modelos supone que las observaciones disponibles proceden de mds



de una poblacifn. EL enfaque que. dasatr 11, n,: coma ollos mismos

1o comentan, mo puede clas).fic;\rso “como, Bayesxan Los propios

Gelsser y Eddy llaman cuasl.h;\yesiana auna’de’ ias varidntes de
1la técnica y cuasiverosimilitud a otra. La idea fundamental
consiste en comparar los modelos hajo estudio en base a su capa
cjdad para predecir o explicar las observaciones disponibles.
La modificacién esencial de los autares a este principio comtn
en Estadtstica cs que proponen ¢l empleo de funciones de predig
cién conjunta que se obtienen como el producto de las correspon
dientes a cada una de las observaciones individuales en base al
Testo de la informacién, En el caso de la cuasiverosimilitud
los parfmetros desconocidos de los modelos son sustituidos por
sus estimadores de mixima verosimilitud, mientras que para el
procedimiento cuasibayesiano se les asigna una distribucién ini
cial respecto a la cual s¢ marginaliza posteriormente. El cri-
terio de que se propone para la seleccidn es la eleccin del mg
delo que maximice 1a funcign de predicciSn conjunta, siempre
que 1a ganancia sobre cualquier otro competidor sea cstadistica

mente significativa,



La justificacién de los ;;u‘;u}es. Para presentar este procedi-
miento como una alternativa a 1a; técnicas usuales tanto Frecuen
tistas como Bayesianas descansa en argumentos de simplicidad y
economfa, sin embarge, el hecha de que on el trabajo revisado
no comparen sus resultades con los que sc obtienen por los otros
medios, mantiene abierta la discusién sobre la utilidad de su .
propuesta.

Para el caso de cambios en succsiones de variables, como se
discute en el capitulo IT, el tratamicnto Bayesiano ha sido de-
sarrollado de manera muy satisfactoria, Particularmentc, para
variables Normales, el problema de un cambio en la media ha si
do completamente resuclto. Algunas gencralizacioncs para el ca
so multivariado pueden encontrarse en las contribuciones de Sa-
lazar [ €0 ], Sen [ 3 ]y Srivastava [ &4 1y [43 1. La situacidn
andloga para la varianza que se resuclve de forma similar, no
fué tratado con detalle sino hasta muy recientemente por
Menzefricke [ 64 1, quicn deriva 1a distribucién a posteriori pa
ra ¢l punto de cambio asi como la correspondiente para el co-

ciente de varianzas, cuando la media comln es desconocida, asi



como cuando se tienen dos medias ya sean conocidas o desconoci
das. En relaci6n al planteamiento mas general de un posible
cambio en un parémetro de escala se puede consultar el trabajo

de Talvar y Gentle [ 4%1,

Por lo que respecta a los modelos deregresign, el problema
también ha seguido siendo objeto de estudic. Asi, por ejemplo
salazar, Broemeling y Chi [ & ], han tratado la situacién con
un enfoque Bayesiano para ¢l casa de modelos de Tegresién con
errores autocorrelacionados. En este trabajo los autores con-
sideran como desconocidos tanta la varianza, el pardmetro de
autocorrelacién y los coeficientes de regresién, como el punto
de cambio.

El procedimiento que utilizan consiste en asignar, como es
usual una distribucidn inicial Nermal-Gamma a los coeficientes
¥ a la precisi6n micntras que apriori, el punto de cambio tiene
una distribucién uniforme ¢ independiente de la anterior. Por
su parte el parametro de autocorrelacién es también considerado
independiente del resto de los pardmetros y le s asignada uma

distribucién uniforme continua.



Por los entos’ comunes se X las distribucip

nes a posteriori: de’lés“ v 1a atericién en
1a correspondiente al punto de conbio. Medismte un estudio de
sinulacién verifican que al igual que on otros casos la distri-
bucién a posteriori del punto de cambio Tesulta mis sensible a
canbios que ocurren en la seccién media de la sucesién de obser
vaciones que en los extrTemos.

Desde el punto de vista Frecuentista, los modelos de regre-
si6n con cambios no han sido abandonades, En una comtribucién
publicada hace muy poco tiempo so examina una alternativa muy
interesante. Esterby y El-Shaarawi {30 ] derivan la funcién de
verosinilitud marginal relativa asi como la funcién de verosimi
litud marginal condicional para ¢l punto de cambic c indican
que cualquicra de estas funciomes que toman en cuenta la incer-
tidumbre Tespocto a los demds parfmetros desconocidos, debe ser
preferida sobre 1a usual funcién de yerosimiltud para realizar
inforencias sobre la localizacion del cambio, Los autores exa-
minan con mayor detalle la funcibn de verosimilitud marginal re
lativa y describen un procedimiento mediante el cual, en el caso

de el modelo pueda ser representado por dos polinomios de grado



P ¥ q rospectivamente,. se puede estimar estos parfimetros.

Todavia en Telacién a modelos de Tegresién es importante men
cionar las esfuerzos que se han realizado, tanto con técnicas
Frocuentistas como Bayesianas, para el ajuste y andlisis de mo-
delos con cambiosen doride &stos se efectuan de manera gradual,
esta es, en donde un parfmetro, por cjemplo ¢ ,cambia de un valor
0, a un valor ¢1 pero esta alteracién no se lleva a cabo en for
ma sGbita sino que existe un intervalo para una variable, usual
mente el tiempo, a lo largo del cual, de manera continua ¢ eve
luciona de 0, hasta ¢;. Generalmente, cste tipo de modelos Te-
quiere de la construccién de una funcién de transicién que des-
criba la modificacién de 0 y los problemas mds importantes radi
can en la estimacién de los puntos cn que se inicia y termina la
transfornacién asf como los valores del parfmetro antes y des-
puss del cambio. Diversos autores han explorado diferentes for
mas para la funcién de transicién y han empleado distintas téc-
nicas, tanto frecuentistas como Rayeslanas, para efectuar las
inferencias de inter&s. Entre los autores que han trabajado en

esta linea sc encuentran Bacon y Watts [4 ], Tsurumi {i0] y



Liot 1 y Salazdx [801.

Como una consecuencia, que puede considerarse natural, del
extenso trabajo desarrellado em Telacién a los modelos de regre
si6n, ha empezado a sex explorado con éxito desde cl punto de
vista Bayesiano, el problema do puntos de cambio en series de
tiempo. Particular atencién han recibido ios modelos autoregre
sivos mas simples para los cuales Smith (81 | ha propuesto téc-
nicas tanto para deteccién como cstimacién de parfmetros. Este
autor ademds de la posibilidad del andlisis retrospectivo usual
ha considerado también ol anflisis en tiempo real para sistemas
linecales que se representan como £iltros de Kalman. Otros auto
res que han publicado resultados al respecto son Salazar [ o §
y Broemeling [ t4 ]. Este Gltimo autor ha comentado que afn es
muy poco el trabajo que se ha realizado sobre cambios estructy
rales en Series de Tiempo. Los casos cubiertos son bisicamente
los de modelos autorcgresives y de regresién con errores auto-
correlacionados. El orden de los modelos autoregresivos parece
no camplicar de forma adicional el problema y es previsible que

las técnicas de prediccién en presencia de cambies, pucdan desa



rrollarse con el enfoque Bayesiano, sin mayor dificultad. Sin
embargo, indica que falts afn por desarrollar con detalle el
tratamiento do modelos de: medias méviles asi como el de modelos
autoregresivos de medias mdviles que Tesultan, en general, mas
complejos.

En otra direccifn, es interesante consignar una contribucién
mas que originada en un problema en Medicina, ha side publicado
por Matthews y Farcwell [ 6} 1. Estos sutores consideran la de-
teccibn de un cambio en una funcidn de riesgo que describe la
tasa de recaidas en pacientes de leucemia, Este enfoque, en
opinisn de los autores, permite la cvaluacién de tratamientos
terapéutices alternativos para ese padecimiento.

Es oportuno mencionar que el referido trabajo de Broemeling
[ 14 1, constituye una referencia oxcepeional para los interosa-
dos cn el tratamiento de modelos lincales con una perspectiva
Bayesianay particularmente yaliosa para obtcner una idea conci
sa perq general de las técnicas Bayesiamas para puntos de cam-
bio en modeles lineales. Si bien en la fecha en que el presen

te trabajo ha sido conclufdo, la circulacién del manuscrito de



Broemeling es limitada, proximamente ‘aparecerd como libro con
un capitulo fntcgramente dedicado al tema que aquf se trata.
Tambisn como referencia es recomendable indicar la publicacién
inminente de un nfmero espocial deljouznal of Ecomometrics que
lleva el titulo de "Structural Change in Ecomometrics" en donde
se presentan trabajos que discuten el anélisis de diferentes
problemas relacionadas con el tema de interds. Algunos de los
trabajos ahi consignados han sido discutidos en este trabajo a
partir de reportes proliminares pero las versiones finales ya
reunidas probahlemente provean un panorama mas amplio de la
aplicabilidad de este tipo de madelos en Econometria.
Finalmente, un trabajo mis relativo a aplicaciones de oste ti
po, es debido a Hsu, [ 3| Jque ha publicado un articulo en que
describe un procedimiento Bayesiano robusto para la deteccién
de camhios en la estructura de¢ riesgo en el mecado de valores
que on su opini6n puede producir resultados empiricos de relevan

cia en la teoria financiera.



CAPITULO X

Consideraciones finales.



En este trabajo s¢ han presentade diversos procedimientes cu
yo objotiva o§ el anilisis de modelos con puntos de cambio. La
bisqueda bibliografica Tealizada sugiere que este tipo de mode-
los tienen una vasta aplicabilidad en la descripeifn de fendme
nos ocondmicos y biolégicos.

La utilizacién de modelos con puntos de cambio ne sole involu
cra ventajas en cuanto a la simplicidad del andllsis, sino que
en algunos casos puede contribuir a un conocimiente mas profun-
do y una interpretacién mas exacta de la estructura bajo estudio.

La investigacién sobre este tépico sc Inlci6 considerando el
caso de sucesiones de variables aleatorias pero rdpidamente ha
progresado cl estudio en modelos de regresidn. En afios muy re-
cientes se ha proscguido a la generalizacién del problema en se-
ries de tiempo que afin no ha sido totalmente resuelto.

En términes genorales, el andlisis de modelos con puntos de
canbio so concentra en dos aspectos. Por un lado, la deteccién
de los camhios y por otre, la realizacién de inferencias respec

to a todos los pardmetros involucrados en el modelo,



En relaci6n al enfeque, e este trabajo se hendistinguido,

para finos de comparaci6r; ias“uﬁ_tri‘buciones que ‘emplean proce
dinientos Bayssianos y aquellas que pueden clasificarse como
Frecuentistas. ~En general, estas Gltimas recurren, ya sea a mg
todos asintéticos basadas sobre todo cn mixina verosimilitud, o
a téenicas fundamentalmento descriptivas. En cualquicr forma,
1a mayor parte de las resultades que producen pueden considerar
se solo aproximados. Las técnicas Bayesianas, por otra parte,
no solo permiten resolver el problema con un tamafio moderado de
muestra, sino que bajo condiciomes muy gemerales, obtienen Te-
sultados cn términes de distribucioncs conocidas que ham sido
estudiadas cn la literatura. La impresién gencral obtenida de
1a comparacién Frecuentista-Bayesiana, cs que a medida de la os
tructura del problema se complica, es mds notable la vemtaja de
utilizar procedimientos Bayesianos, tanto por su relativa sim-
plicidad técnica come por su comsistencia conceptual.

Parece razonable esperar que aumentcconunritnosfinmas acelerado
la literatura sobre el tema de este trabajo y que las dificul-

tades que actualmente se enfrentan por resolver los problemas



mas generales sean abjeto de discusifn desde diferentes puntos
de vista. En cualquier caso, la utilidad de los modelos con

puntos’ de cambio ha side mup razonablemente establecida.
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