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PREFACIO 

. . . ., . ~ . ., . . . . ... · . . . ., .· .. . . . . . ' 



El objetivo fundamental de este trabajo es present.ar un pano-

rama general .del' es'tado que 'gua:rda la inves'tigación sobre mod~-. -. . . . . . . ; . - - - - . - - - . 

los con puntos de·. cambio en Está.dí;¡\~.ª. A pesar de que no hace 

mas de treinta ·~ñcis que 'este'.t(Ípico~empez'Ó a se~ motivo ~e publi 
' ,·,::.. ..,,,-_./;'_;· .. :> .. -~:·:. 

caciones, la :ln~spefadá. iabuÍtd~ri~;ia d~. c~!ltribucion es por una Pª!. 
. - :.-··,····".-;,.:.-;·.,··-".'"-;:.· ,···,,·--.:·,;/:'.';'·:·'.'·-'·· .. ··'. ·.-.:---.. 

te y. la inac~~s'illtiicÍ~d.·~e'#~ii~~~.título~~{:Jr ot:ra, me han imp~ 
.. -.- __ ,_ ... -,; .. -,:e--. ,·-·.7._-_._,._~··· ; .. ·_·-~.' •,"' -- -~ 

... :'¡;; "'~ ' .---. ' ~-- •. ,_, 1 
,., ' '•·.··' ' ' ' ' ' '' ' ' '' ' ' 

dido produdr 'u.na.. revisión' exhaustiva en un sentido estricto. 
; ; . '·/·'--, 

Sin emb.argo,''de entré .los trabajos disponibles he incluido aque-
. .. ·-· .... '-.. . . 

llos que··en mi opinión, representan las contribuciones mas nota-

bles y toda referencia de que he tenido conocimiento se encucn-

traen la bibliografía. 

El contenido esta organizado b5sicamente en cuatro capitulas. 

El primero, es muy breve y consiste en una presentación del pr~ 

blerna, precedido de algunos comentarios de naturaleza general so 

bre las características del proceso del modelado estadístico. 

El segundo capítulo se rcf~ere a los resultados relacionados con 

el caso de sucesiones de variables, En el c~pítulo tres se ti~ 

ne un esque::rn similar para modelos de regresión. El capítulo fi 

nal consigna de mavcra mucl1d rn§s breve algunos resultados y apl! 



cac:iones :recientes., a.sí como algunos ~r.aba·jos que consideran el 

problema de desde 

de estos dos enfoques de la Est.ad~stica, . De cualquier forma, en 
. ·- ,, .. 

cada sección las contribuc¡ones incluí das son presentadas y dis-
\ 

cutidas en estricto orden cronol6gico de publicación. Espero 

que esto permita aprr·ciar la evoluci6n en el tratamiento que el 

problema ha recibido, a lo lnrgo del tiempo. 

Como complemento a los breves comentarios con que finaliza el 

trabajo, cada capítulo incluye una sección de discusión que jun-

to con ln tó1d ca en la prescnt<1ci6n de las contribuciones, pre-

tende satisfncer el objetivo mencionado originalmente. 

Quiero hacer patente mi profundo agradetimicnto al N,en C, 

Joaquín D5az s., por su cuidadosa revisi6n de la versión preli-



minar y su constante ·y deci.l'.li.do apoyo en ei: "'t;ranscurso de la 

prolongada elaboraci.6n de 'e.; te 't:r.aba}o,: Asimismo .. c¡uier·o hacer 
.. ' ·'," .. _.- .. ,_:-, 

ext.ensivºj0'~¡~E·i1~;~I~~($~~~~\J~~~~~,~~f~t"0W"~?JJ~{~~ .. t~,~-~~.~(?~/··Raúl. ca!:. 
vaj al, · Jósé/~u.is.:¡:~f a,~ (;~a,úl{J:!udl!lt'ij 1 I¡j¡i~,c;io;i1'1éndl)Z; • F.ederico 

· _ . ·. -.. ,_~ /:._;-{/~-~~~~~ ii~_;~~:·i.r.~~:x~~?2~~~1:~~y~~~~~~~t1.:JJl.t~;~~~i1-~I~?;P.~f:~i;f~~?;~~J~;-:~t-{t::·:. ::~:·:-''.>:: . .- -_- -_--. - -
O ' R.e ill y, y ... ;, ge dr,.o;'7.Y:i. tWa,'s Í,:,;<;omo\'.a,l,'t:,~r, enJc,~··;>,!J,u i1 loermo : B a z , prof es.2. 

-. : ·_ -·, ·-,-~ :_\--r:~·::;f~~:;r~fJ.~;;\f;fj~~~{5.:Ki~~fü:-?;}~~~'.~f:~R101~X~S~~~?~~;-~~I~'.~~G'.~~':f::·,:~:-'{(:~;_:_::--:·~,., · ---
res míos.;;tp,d.o.sy,e}~?.S ;';}-,c11n),c¡ui<;i:i<;,;';me;}c~onsi.dero en deuda. 

__ : .. ·:·,: '._:·_ :.;)¡~;~~¿~-~t~~~~~{tf ~~f i~~~~~:~1~:~gfjW~}t~0~.·~~;,~!;k::;~,~ ;~.::·:} ':.::~_·;: ... _:, _ ..... _ ... _ -> -
Finálmente'¡°'f;q~'i~r'O)''.dé,!l'f.-C:co11stancia del trabajo de mecanografi! 

' -. ·:' .·:;·.':'i':>::-·";1_':';:·.;'>:;.·;·,':'?:>-::,::·,_·l.~,.">·~-"';')'..,~i:;_::: ::":';:''-;'- . . ,·: -

do que fii~.re~iiz'~\JC:··~.j/'~1.i;Aillalh. Zaragoza, secretaria del La-
- ,_. é, ... ,. '. ,, ... _--_, __ •. , ... , "' 

boratorio 'de ~~;:aci\st:i~a·'ae la f;cul tad de Ciencias, en donde 

he tenido la inapreciable oportunidad de desempeñarme profesio-

nalmente. 

1982 Manuel Ncndoza R. 



CAPITULO I 
1 n t ro d u e e i ó n . 
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Uno de los 11spectos más ;i.mport11ntes· en el· trab11jo cient1fico 

y en parUcular ,. en 111· Xnfer·enc;i.11 Estadistica, es la construc-

ción de modelos para describ;i.r el comport11miento de los fenóme-

nos bajo estud;i.o. El papel c¡ue juegan los modelos en el pro ce-

so de adquis;i.c;i.ón de conocimiento es básico, puesto que consti-
. . 

tuyen abstracciones, representaciones aproximadas de la reali-

dad, mediante las cuales se pueden analizar la naturaleza del 

fenómeno y las relaciones que guardan sus componentes, aisladas 

de otros factores que en la realidad pueden interferir con el 

estudio. 

Es importante tomar en cuenta que todo modelo es una aproxim~ 

c~ón y por tnnta en un sentido estricto, no resulta una réplica 

exacta de la realidad. Esta consideración resulta particularme~ 

te valiosa en el proceso de selección de un modelo. Recurriendo 

11 los conceptos de Box [ 10 ] , es claro que el mejor modelo no ne-

cesariamente es el mas complicada, que puede resultar tan díficil 

de anal;i.zar cama la real;i.dad misma, si no el que proporcione una 

descripción simple y razonablemente aproximada del fenómeno en 

cucst;i.ón, De hecho, Box comenta que la elección del modelo apr~ 



··~ 

' ·....-' 

,f'~--

piado se :reduce ·a establecer'.; un compr'.omi.so· entre la simplicidad 

y la flexibilidad que ·se· 'pre~'eíicl~'/ '.Estci es' el' modelo debe ser 

simple, de ·manera que produzca una interpretación clara de los 

resultados pero a la vez, flexible en el sentido de que pueda 

ser modificado sin dificultad para aproximar satisfactoriamente 

una variedad de fenómenos, 

En el ámbito de la Inferencia Estadística se hace uso intensi 

vo de modelos probabilisti.cos y estadísticos para describir fen§. 

menos de las mas diversas disciplinas: Medicina, Economía, Sico-

log~a, Biología, Geografía, etc, Usualmente, esos modelos son 

estáticos en el sentido de que se considera que no cambian a lo 

largo del proceso de estudio. Sin embargo, en algunas ocasiones 

esta suposición no parece razonable porque las condiciones expc-

rimcntales o algunas factores ex6genos se modifican e inducen 

cambios en el modelo, En otros casos, ocurre que la propia natu 

raleza del fenómeno limita las posibilidades de un modelo a un 

rango limitado. En cualquiera de estas situaciones, resulta ne 

cesario utilizar modelos que describan ese comportamiento de ma-

nera conveniente. Una alternativa es proponer modelas con una 



estructura mas compleja pero también existe la posibilidad de 

utilizar, por seg.mentas, dife.rerites ·modelos qu.e usualmente poseen 

el mismo grado de dificultad que el or~ginalmente propuesto. Es 

te tipo de modelo recibe el nombre de ·modelo con puntos de cam

bio, en donde los puntos de cambio se refieren a los puntos de 

transición entre los diferentes segmentos. Existen, en la litera 

tura estadistica, algunos estudios en donde se efectúan compara

ciones de este tipo de alternativas. Un ejemplo es el trabajo 

de Atkinson [ o l . 

De cualquier forma, en los últimos años ha cobrado importan

cia, el problema de ajustar modelos con puntos de cambio. La 

utilidad de este tipo de esfuerzos ha sido establecida en Econo

metria por un número creciente de autores entre los que destacan 

AH y Giacotto [ t ] , Cameron y Nash [ l"í J, Hsu [ \iO l, Khan [!Jb] 

y Poirier [ 70 ] . En Ciencias Biológicas, por otra parte las 

contribuciones de Carter y Blight [ lB ] , Green y Fekete [ 41 ] , 

. Knapp et al. [ ~7 ] , Ohki [ ~1 ] , Pool y Borchgrenvick [ ll ] y 

Needham [~~]entre otros, ilustran aplicaciones de este tipo de 

modelos. 



Un11 si.tuación de un c·ambio en e1 proceso de observaci.ón de 

un fen!lmeno puede "identificarse de maner·a general cuando el mo-

delo que describe el comportamiento de las variables que se re-

gistran se modifica a partir de algQn puntos generando, de esta 

manera, dos conjuntos de observaciones: Z1 ,Z 2 , ••• ,z cuyo compor 
- .- -T -

tamiento es descrito por un pdmer modelo M1 Y.Z,.+1 •b.+2 , .. .,lT que se 

describe con otro modeloM>,en dondeM2 esdiferentedeM1 • Las diferen 

cias entre los modelos pueden ser de diversa naturaleza, desde 

cambios en el valor de algunos de los parámetros que los definen 

hasta el mas complicado caso de cambios estructurales, 

En cualquier forma, el problema más interesante y de mayor 

aplicabilidad, aparece cuando se desconoce si efectivamente el 

cambio tuvo lugar y en ese caso, como lo mencionan Chin Choy y 

Broemeling [ Z3 ] , existen básicamente dos cuestiones por resol-

ver: Determinar si es razonable suponer que efectivamente exi~ 

te el cambio y en caso afirmativo, realizar inferencias sobre el 

punto de cambio
1

que se considera un parámetro adicional, así co-

mo sobre los demis parlmntros involucrados en los modelos. 

Naturalmente, el problema de modelos con puntos de cambio pu~ 

de complicarse considerando más de un cambio o imponiendo restri~ 

.. --- --·-·-···-- ·- .- -·-----



~--· 

.. ~ .... 

ciQnes para que los cambiQs .sean gradua.les de un modelos a otro, 

El interés y la relevancia de 1as difer·en·tes· posibiUdades, es

tán claramente relacionados con la naturalez~ del fenómeno bajo 

estudio y del objetivo que se persiga: predicción de observa· 

c.iones futuras, descripción de la relación entre las variables 

de interés, etc. 

En este trabajo se examina una vaJ;'icdad de casos que son tra

tados con diversos procedimientos y que probablemente permitan, 

ante una situación particular,elegir el modelo y el tratamiento 

mas adecuado. 

. ... ·~ . ... . . . . . ..... . . . ·~ .,..... . . .. .. .... . . ... ~" ' ... .. . . . .. .. . . .. .. . .. - '·· ........ . 



CAPITULO II 
Sucesiones de variables 
aleatorias con puntos de cambio . 
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1 !':1 ·RESULTADOS DEL ENFOQUE FRECUENTISTA 

.. , .. 
" 



En relación .al problema de".puntosde cambio en sucesiones de 

variables ;~leatbr~as, .·~e ha~ publicado 
' '' .,. , ... -···· ,,, . 

diversos. trabajos con 

el en:fo'lué.úecuentista. De hecho, la mayor parte de las 

primeras contrib~ciones en la literatura estadística sobre 

esté tema tratan el problema básicamente desde esa perspect! 

va. 

Entre los primeros autores que abordan el tópico, se encuen-

tra Page, [ '8 J y [ c,,q J, quien se plantea el problema de pr~ 

bar la hipótesis nula de que las observaciones independien-

tes X1 ,X,, .•• ,X provienen de una misma población con fun-
. T 

ción de distribución F(x; 0 1 )contra la alternativa de que las 

primeras r de ellas (O.; r .; T) tienen una distribución F(x; O¡) 

pero x,+ 1 , ••• ,XT siguen una distribución F(x;02) en donde, el 

Gnico parámetro desconocido es, precisamente, T. En el prime 

ro de sus trabajos, ( wll J , el autor sugiere el empleo de una 

regla de decisión basada en sumas acumuladas de las observa-

ciones. La variación a esa propuesta que es discutida y exa-

minada posteriormente con mayor detalle por Page,resume en 

formanpropiodn la contribución de este autor en el tema de 

este trabajo. 



Page desarrolla una solución al problema [ ~~ 1 , considerando 

que en realidad se enfrenta a la discriminación de T+l hipót!:. 

sis H0 ,H 1 ,, •• ,HT, donde H1 es la hipótesis de que las prime

ras i observaciones proceden de F(x:0 1 ) y el resto de F(x:8 2 ). 

Es interesante notar que desde este punto de vista existen dos 

hipótesis, H0 y HT, que implican la inexistencia de cambios 

puesto que bajo Ho todas las observaciones son idénticamente 

distribuidas de acuerdo a F(x;0 2 ) mientras que bajo HT lo son 

según F(x;0 1 ). En cualquier forma, Page siguiendo el criterio 

de discriminación de Rao [ l1 1 , emplea la siguiente regla de 

decisión . Se prefiere Hi sobre el resto de las hipótesis si 

en donde L1(X 1 , ••• ,XT) es la verosimiltud asociada a la hipót~ 

sis H
1

. Page demuestra que en el caso particular en que F(x;O) 

es una distribución Normal de varianza conocida y constante y 

considerando o,=µ, Ju media de la distribución y o,=µ+ 6 en 

donde, tanto µ como 6 >O son valores especificados ,el crit·:rio 



propuesto es equivalente a la siguiente regia: 

Se prefiere H1 sobre. el resto de la¡; hip(itesis si: 

V j,. i 

en donde 

k 

s ·= o. S = l:(x -µ-6/2) k m=1. 111 . -

de tal manera que basta con calcular las sumas acumuladas s1 ; 

i=0,1, ••• ,T y elegir la hip6tesis qµe corresponda con el pun-

to mínimo de la sucesi6n. El procedimiento es también emple~ 

do para el caso en que el cambio se produce en la varianza(de 

of a ol con of>ol)encontrdndose un resultado análogo,en don-

de la diferencia radica en que la suma acumulada por calcular 

estd dada por: 

-1 [ +r --h J lag ~} º' 

y de nuevo se elige la hip6tesis asociada al valor más peque-

fio de SJ.. En el caso mis general, que incluye a los anterio-



res, se deduce que para cualquier distribuci6n con'funci6n 

. de densidad del tipo: 

f(x;O)= exp {A(8) B (x) +c;(O)+D (x)} 

que se conoce como función de la forma Koopman, y empleando 

el procedimiento indicado, el resultado se puede recuperar. 

Esto es, la hipótesis Hi se prefiere si Si< Sj v j "'i con 

en donde l>C (O)= C(0 1 )-C(0 1 ), l>A(O) = A(0 1 )-A(Oi) siempre 

-, quel>A(O)>O. 
·' 

En el mismo articulo se menciona que la técnica desarrollada 

puede considerarse de una sola cola,puesto que la forma de la 

decisión depende de que l>A(O) >O, si bien el procedimiento P!!. 

ra el caso l>A(O) <O resulta simétrico. La prueba de dos colas 

es también desarrollada en términos análogos. Adicionalmente, 

se considera el caso en que de antemano se as.igne a la hip6te-

sis HT 'una probabilidad de ser cierta,C veces mayor que al res 



,,....,, 
to, en cuyo caso de manera similar al problema de clasifica

ci6n de observaciones, (Anderson [ ~ J pp.130.l, el criterio ·s~· 

fre una leve modificaci6n·en el sentido de que cuando la hip2_ 

tesis de interés es HT,ésta se prefiere aunque no corresponda 

al valor m1nimo de Sk siempre y cuando ~.no •exceda e.l valor 

log c/ AA(B), Finalmente, se puntualiza que desde el punto 

de vista frecuentista las propiedades del criterio propuesto 

no pueden ser evaluadas sin dificultad, pero se propone una 

posible estimaci6n de la funci6n potencia, considerando a la 

sucesi6n {Si} como un proceso aleatorio. A través de esta 

aproximaci6n y empleando un razonamiento frecuentista, Page 

ilustra la forma de determinar una regi6n de rechazo aproxim~ 

da de HT para un nivel de significancia preestablecido. En 

resumen, se presenta una técnica basada en sumas acumulativas, 

para tratar el problema, que se aplica en el caso en que los 

modelos involucrados sean totalmente especificados y permite 

llevar a cabo, una prueba aproximada de la hip6tesis de que no 

existe cambio alguno. En el caso de que esta hip6tesis se re

chace y aunque el autor no hace referencia a ello, se puede ob 



·'.) 

tener como un producto asociado el estimadór de ·máxima· vero.s!_ 

militud del punto de cambio. Sin embargo, la efectividad· del 

procedimiento no es establecida claramente en los trabajos de 

Page. 

D .V .Hinkley es otro autor que ha publicado diversos artrculos en 

el tema de este trabajo. En particular dos de ellos, [ .<li.] y 

[ 4:¡ l, están muy ligados al problema que se ha discutido. En 

el primero de ellos, se considera el mismo esquema de una suc~ 

sión X1,X2, .••. ,XT de variables aleatorias independientes y 

continuas tales que la función de densidad de X. esta dada por: 
i 

i=1,2, ... ,T 

Í=T+1, T+2, ..•. ,T 

en donde tanto O 0 como O 1 son valores conocidos y O 0 ,¡,O 1 • 

Asi pues, el único parámetro desconocido es T. Partiendo 

del supuesto de que necesariamente se verificó un cambio, el 

problema de interés para esto autor es la estimación der. 

,• .. ~ . . .. 



Para este fin procede de acuerdo al método de máxima ver~ 

similtud como sigue. La funci6n de verosimiltud está defini 

da por: 

t T 
L(t)= 1ll1f(X1 ; o,) i.!1:+1 f(X1 ;9i) ;• t=1,2, •.• T-1 

de tal manera que el logaritmo de esta funci6n se expresa de 

la siguiente manera: 

t T 
~(t)= enL(t)= 1~ 1 enf(xi: 8 0 ) +1Jl:+1 enf(xi8,);t=1,2, ..• ,T-1 

-y el estimador de máxima verosimiltud de r, llámese r, es el 

valor de t que maximiza L(t),o equivalentemente e (t). 

': En virtud de que e (t) es una función discreta de t, los méto-

dos .usuales de optimización mediante diferenciación no se apl!_ 

can para encontrar el valor máximo. Esta situación adicionada 

al hecho de que no se supone una forma específica para f(x:O) 

-conduce a que no exista una forma explícita parar. Asimismo, 

no se satisfacen las condiciones indispensables para garantizar 

que su distribución asintótica sea Normal como ocurre usualmen-

_,. 



) 

te con los estimador.es. de m!ixima v~rosimiltud; 
' . ' . . Kendall y 

Stuart [ !!4 ] • Bajo esta perspectiva, Hinkley se concentra 

en el problema de establecer la distribuci6n de i. 

El procedimiento que emplea consiste en observar que para 

que i sea igual a un valor t* es necesario y suficiente que 

2 (t*);;. 2(t) para t=l, 2, •.. , T-1. Por su parte 2 (t) es una 

funci6n de la muestra, que en general, puede escribirse como 

t T 
2(t)"\?i

1
2nf (xi:0 0 ) +i?tt+

1
2nf(xi:O¡) 

t T 
= i~ 1 ( 2 nf (xi, O 0 ) -2 nf (xi; O i) } + i~l 2 nf (xi ,o 1) 

t T 
=i?tlui \~ 1 2nf(xi' 0 1 ) 

Así que el comportamiento de 2(t) puede describirse a través 

de la suma de variables aleatorias independientes e idéntica-

t 
mente distribuídas.~ 1 u. i= l. 



.. _· ' ·: . . . ".: ._ .... : ... :· . 

Básicamente, el problema d~ establecer la distribución de T 

es equivalente al d~ desc;i~Ú: ~¡ ~olll~~rtamiento del valor 

máximo que alcanza el proces·o estocástico {s l k k=1,._ .. ,T-1 
k 

en donde Sk = 1~ 1 .u 1 • En esas condiciones y empleando algunos 

resultados de procesos estocásticos, Hinkley obtiene una 

aproximaci6n asintótica, cuando T y T-r tienden a infinito, 

para el cálculo de que i=t con t=l,2, ••. ,T-1. 

Las características sobresalientes que se obtienen mediante 

este procedimiento son las siguientes: a) la distribución de 

i depende de los valores de 0 0 y O,. Más aún,en el caso es-

pecífico de sucesiones de variables Normales, se tiene que de-

pende de estos parámetros a través de la función ó=\Oo-0 1 \. 

b) El cálculo de las probabilidades se realiza mediante apr~ 

ximaciones numéricas a la expresión asintótica que involucra 

series infinitas. c) i no es un estimador consistente en el 

sentido de que los momentos de su distribución no necesaria-

mente convergen a cero a medida que T tiende a infinito. d) 

La distribución de i para el caso en que 0 0 o 0 1 es descono-

cido, es la misma siempre que estos valores sean reemplaza-



dos por estimadores de·máxima·verosimiltud consisÚntes. 

Como un medio adicional, Hinkley muestra que: si. el. interés ra 

dica en efectuar pruebas de hip6tesis del tipo: 

Ho: t= _T* vs. 

el m~todo de cociente de verosimiltudes puede efectuarse con 

una estadística de la forma: 

en donde 1! 0 se rechaza si A:;.c. 
) 

De esta manera, una vez establecida la distribución de T, es 

relativamente sencillo calcular la correspondiente a A bajo 

la hipótesis Ho .siempre que O 0 y O 1 sean conocidos. Sin embargo, 

en el caso de que Oo o O i sea dcsconoci<lo, la distribución d7 A no rcsul ta to 

-ta.linente especificada y las aproximaciones no son coÍTipl etamente satisfactorias. 

·En un trabajo posterior [41 ] , el mismo :1ut1>r trata el proble-

ma de efectuar inferencias sobre el punto T en una sucesión de 
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variables discretas, en donde el· modelo sufre un cambio. Es 

pecificamente, considera el caso de variables Bernoulli que 

cambian de un modelo con probabilidad de éxito 8 0 a otro con 

probabilidad Q i. La distribución asintótica del estimador del punto de 

cambio se deriva utilizando un razonamiento análogo al emple~ 

do en el articulo previo. Igualmente, se obtiene la distribu 

ci6n asint6tica de la estadistica correspondiente al cociente 

de verosimiltudes para probar hipótesis sobre T. La princi

pal contribución de este trabajo es que extiende los resulta

dos obtenidos para variables continuas al caso de variables 

Bernoulli. El autor indica que el procedimiento podría ser, 

en principio, generalizando a cualquier distribución discreta, 

pero reconoce que el tratamiento de las caminatas aleatorias 

asociadas se complica n otablementc salvo en el caso de va-

riables dicot6micas. Una observaci6n interesante es que en 

este trabajo Hinklcy afirma que debido a la poco usual natur~ 

leza del parámetro T, el enfoque Bayesiano, para la inferen

cia sobre el punto de cambio, parece tener poco que ofrecer. 

La fortuna de esta opinión podrá ser juzgada con la informa-
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ción contenida en este trabajo. rarticularmente la siguien

te sección, donde se presentan algunos procedimientos de 

origen mas reciente, basados en el enfoque Bayesiano, puede 

resultar de interés. 



¡(,'2 RESULTADOS DEL ENFOQUE BAYESIANO 

) 

.. ~· . . . .. 
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Los resultados que serán presentados en esta sección se basan 

en a~gumentos Bayesianos. Por esta raz6n es conveniente re

cordar que el enfoque Bayesiano parte de una interpretación 

subjetiva de la probabilidad en base a la cual se amplía el 

espectro de fenómenos que pueden ser descritos mediante mode 

los probabilísticos. En general, se considera la probabili

dad como .una medida de la incertidumbre, que bajo condicio

nes especificas, está asociada a la ocurrencia de un evento. 

Al.gunos autores, de manera equivalente, se refieren a la pr!?.. 

babilidad como el grado de creencia que se posee con respec

to a la ocurrencia de un evento en condiciones determinadas. 

Esta interpretación, aunada a la formulación de un conjunto 

de principios de coherencia, considerados esenciales en los 

procesos de toma decisiones que incluyen como caso particu

lar a los procesos de Inferencia Estadística, conduce a ~n 

tratamiento muy específico que apunta, de acuerdo a Bernardo 

[ ~ ] , hacia una teoría general unificada para la solución de 

los problemas que se plantean en la Estadística Inferencial, 

evitando las soluciones y técnicas particulares que en ocasio 

nes conducen a inconsistencias o contradicciones. 

Una amplia discusión, tanto de los fundamentos como del tra

tamiento de este enfoque no es el propósito de este texto pe 

ro puede encontrarse en Bernardo [ ~ ] , De Finetti [ t~ ] , 



De Groot [ l'l ) , Lindley [ o;q ) y [ ~C> 1 , Ramsey [ .;~ ) y Savage 

[ g¡ 1 • 

En relación al problema de puntos de cambio, entre los prim~ 

ros articules que utilizan el argumento Bayesiano, se encuen 

tran los trabajos de Chernoff y Zacks [ 1q J y Kander y Zacks 

[ O~ ) , en donde fundamentalmente se parte del problema de e~ 

timar la media actual de una población de la cual se tienen 

observaciones sucesivas, bajo el supuesto de que posiblemen-

te tuvieron lugar cambios a lo largo del proceso de observa

ción en el valor del parámetro. Como un producto asociado 

se obtiene un criterio, supucstnmcntc Bayesiano, para pro-

bar la hipótesis de que no hay cambios contra la alternativa 

de que un cambio (y solo uno) ha tenido lugar en la sucesión 

(la misma situación que considera Pagel. En el primer artíc~ 

lo,Chernoff y Zacks [ 1~ ] , se plantea la situación como si-

gue: 

Sea X1 , X2 , ••• ,X una sucesi6n de variables aleatorias no~ 
. 1\ 

males independientes con medias respectivas µ1,µi,···, µn y v~ 

rianza coman igual a l. Cada mediaµ, es igual a la ante• 
rior salvo en el caso en que haya tenido lugar un cambio. 

El objetivo fundamental que se propone, es la estimación de 

µn. Con tal propósito, y con la intención de emplear el en 

foque Bayesiano, los autores reformulan la situaci6n en los 



siguientes términos: 

i) Se asigna a los puntos de cambio una distribuci6n 

aprior:i:. 

ii) µ tiene una distribuci6n apriori Normal de media n 

c~ro ·y varianza T 2 • 

iii) Las magnitudes de los cambios, en caso de que es-

tos tengan lugar, siguen una distribuci6n apriori 

Normal de media cero y varianza o 2
• 

iv) Todas las distribuciones apriori son mutuamente in 

dependientes. 

Baj9 estas condiciones establecen la siguiente relaci6n en-

tre las medias de las observaciones: 

(i;l,2, ..• , n-1) 

en donde Ji toma el valor 1 si un cambio ha tenido lugar en

tre las observaciones i e i+l y toma el valor cero en caso 

contrario. Por su parte, Zi representa la magnitud del cam

bio para el cual corno ya se indic6 se supone una distribu

ci6n apriori Normal de media cero y varianza a 2
• 



\ 

Considerando que: 

i=l,2, ... ,n 

en donde ei se distribuye Normal de media cero y varianza 1, 

Chernoff y Zacks mediante la aplicación de la recursi6n en-

tre las medias obtienen que: 

j
µn + ei + :~~ 

Xi= 

µn +en 

i=l,2, .... ,n-1 

i=n 

de tal forma que la distribución condicional de X, dado el 
i 

valor deµ y el vector J= (J 1 ,J 2 , ••• ,J 
1
)' de cambios, es n - n-

Norrnal con las siguientes par~metros: 

i=l,2, .... ,n-1 

i=n 

y adem!is: ¡ < j < n 

Cov (X. , X.) = 
l J 

i= n 6 j = n 



Esto es, se obtiene la distribución de las observaciones ca~ 

dicional al valor de µn y al vector de cambios ~ perp rnargi

nalizada respecto a la distribución a priori de la magnitud de 

los cambios. 

A partir de esta distribución, en el trabajo mencionado se 

obtiene la distribución a posteriori de µ , el parámetro de 
-n 

interás, como una mezcla de distribuciones Normales, cada 

una correspondiente a un diferente valor del vector J. Sup~ 

niendo que una función de p~rdida cuadrática fuese adecuada, 

el estimador de Bayes resulta en ese caso como es usual, la 

media de la distribución a posteriori. Una versión más sen 

cilla de este estimador se obtiene tornando el l!rnite cuando 

r 2 .... co , es decir cuando la varianza apriori de µ 
0 

tiende a 

infinito y por tanto se emplea una distribución a priori im-

··-· propia. 

Naturalmente, una simplificación adicional muy importante se 

obtiene al imponer la restricción de que se verifique a lo 

más un cambio (como en el caso de Pagel . Bajo estas candi-

cienes la expresión para el estimador es como sigue: 

n-1 
µn= o-•¡: 

m=O 

.. . . . . ..... 

p 
m 

[n+a'm(n-ml J'/2 

. ~· 

n x n +o'm (n-m) X 
n-m 

n +a 2 m (n-m) 
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en donde: 

y además: 

n-1 
D= ;¡: 

m=O 

Po= 

p = m 

x = m 

X 

[n + a 'ni (n-m) J 1/, 

a• m• (n-rnl' (x -x l" J m n-m 

n•+a"rn (n-m) n 

P(i!_ = o ) 

p ( Jm= l ' J '=o m'*m} m 

l 
m 

i~lxi m 

n-m = 

m .. l 

Adicionalmente, considerando la distribución de las observa-

cienes condicional al valor de i!_ y µ n marginalizada sobre 

la distribución de !• se aplica el enfoque frecuentista para 

calcular el estimador lineal insesgado de varianza mínima de 

µn Finalmente, los autores proponen un procedimiento esp~ 

c!ficamente adaptado para ser aplicado en el tipo de proble-



ma que se plantean, esto es, la estimación del valor de la 

media de la Gltima observación registrada, que consiste en 

detectar el Gltimo cambio ocurrido en la sucesión y estimar 

el valor de µ con las observaciones posteriores a tal punto 
n 

de cambio, empleando el estimador Bayesiano correspondiente 

al caso de un cambio como máximo. Para detectar el Gltimo 

p·unto de cambio, Chernoff y Zacks consideran un proceso se-

cuencial en cuya r-€sima etapa se consideran las Gltimas 

r+l observaciones y bajo el supuesto de que a lo más ocurre 

un cambio se calcula la distribución a posteriori del posible 

punto de cambio y se decide al respecto a través del valor con 

mayor probabilidad posterior. En caso de que la decisión sea 

de no cambio se pasa a la siguiente etapa, mientras que de lo 

contrario se ubica ese punto de cambio que se considera el Gl 

timo de la sucesión y se procede a la estimación de µ segan 
n 

se ha descrito. 

El trabajo referido incluye algunas simulaciones en que se ca~ 

paran,a través del Errcr Cuadrático Medio y bajo diferentes con 

diciones, el estimador lineal insesgado de varianza m!nima, tres 

variaciones del estimador Bayesiano para el caso de a lo más un 

cambio y dos del obtenido mediante el procedimiento secuencial, 

reportando resultados que por lo demás eran de esperarse, esto 

es, que ninguno de los estimadores puede considerarse uniforme-



mente superior al resto. 

Probablemente la contribuci6n del artículo de Chernoff y 

Zacks que resulta más relevante para este trabajo es el desa 

rrollo de un procedimiento de prueba para la hip6tesis 

de no cambio contra la alternativa de un cambio en la media 

de la sucesi6n de variables aleatorias Normales. 

La media común µm de las obervaciones que anteceden al punto de 

cambio se considera conocida mientras que el valor al que cambia, µ m+ 
1 

, 

se supone tal que !>. = µ 1- µ es una variable aleatoria 
m+ m 

no negativa, con distribuci6n apriori semi normal, esto es: 

J\dicional.m3nta,se asigna, a priori, una probabilidad de 1/2 a 

la hip6tesis nula de no cambio mientras que el restante 1/2 

se distribuye uniformemente entre los diferentes casos en 

que se descompone la hip6tesis alternativa. Esto es, si Hi 

es la hip6tesis de que el cambio ocurri6 inmediatamente des 

pués de la i-ésima observaci6n, se tiene que a priori: 

P(H ) 
n 

1 
2 (n-1) 

1 
= T 

i=l,2, ... ,n-1 



en donde se tiene que las hip6tesis H1,H,, ••• ,H inducen una 
n 

partici6n del espacio de los posibles estados de la naturale 

za, del tal manera que el complemento de H (H ) es la unión n n 

de las Hi 6 para i=l,2, .•• ,n-1. Bajo estas condiciones, el 

criterio de prueba consiste en comparar las probabilidades a 

posteriori. de H y de H a partir de las siguientes expre-
n n 

sienes (para el caso µ ,. O) 
m 

l 
P* (H 0 ) " 2 f (X, ••• ,X0 J H0 ) 

l n [ 1° J = 2 c2rri-2 exp - '2j~l xj 

l 
= 2(n-l) fm f(X¡, ••• ,x IH.,t.=5)h(5) d6 

n i 

o 

1 
= "2.,.(n"'-""1.,..) J

m n/. { i n l 
(21T)-

2 
exp F 1, .l::, x: +.l::.+1 (X.-6¡2.J h(5)d6 

º L - J= J J-1 J J 

n *2 * 

[ 

l :¡:; 2] [ 1 Sn-i ~ ( So- i 2 -1
h 

exp - Tj=lxj exp 2 (n-i+ ¡}.J '1' (n-1+;?) 12 ) (n-i+l/a l 
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en donde 

y ~(z) es la función de distribución Normal (O,l) evaluada 

en el valor z • A partir de esas relaciones se tiene que: 

1 
= o 

(2" )-n¡, 
ln-1) exp [-

l n 
2 j~1 X•]ni1 [l _s~~-:., ___ J 

j i=1 exp 2 (n-i+_!-,l 
o 

* . ~ lsn- i )e . 1 l-11. 
( . 1 l ''!: n-1+ 2 n-i+ _ 

2 
2 O 2 

a 

De tal forma que el procedimiento Baycsiano, considerando una 

pérdida igual en cada una de las dos posibles decisiones erró 

neas, consiste en considerar los momios a posteriori: 

P* (Hnl 
P* (Hnl 

y aceptar Hn si 11 Cíin,Hnl es menor que uno, rechazc.ndo esta 

hipótesis en caso contrario. Sin embargo en este punto los 

autores mezclan el tratamiento Bayesiano con el frecuentis-

ta y manipulan los momios como si se tratase de un cociente 



de verosimiltudes en el enfoque clásico y proponen una regi6n 

de rechazo de la forma: 

y concentran sus esfuerzos en encontrar la distribuci6n de 

~(Hn,Hn) o de una funci6n mon6tona aproximada del tal canti

dad bajo Hn con el objetivo de fijar e de acuerdo a un nivel 

de significancia preestablecido. 

Es fácil verificar que: 

~(H,H)= 
n n 

2 n-1 
a (n-1) i~l 

• • 
[ 

1 Sn-1
2 ~ <!>( Sn-i ) ( -'h 

exp 2· (n-i+l) (n-i+l/. 2l'h n-i+.!_2) a2 a a 

Los autores consideran una aproximaci6n de esta expresi6n para 

:J el caso en que a 2 
-+ o::i, esto es, para cuando el factor de escala 

·.__.; 

en la distribuci6n a priori de ~ tiende a cero en cuyo caso 
• • 

(n-i+ 1 )-
1
1, " a, exp [ ..l. Sn-i J "1 y si se desarrolla •l•f(Sn~l-+11 ) iá) ¡;-2 2 (n-i+l ) 11 

02 a2 

alredor de cero se obtiene que: 

n-1 
" _2_ :E 

a(n-1)i=1 s . . } n-1 

de tal manera que el criterio desarrollado es aproximadamente 



' 
equivalente a: 

l+ 2a 

(27[)!12 (n-1) 

n-1 
l: 

i=1 
s• . > e n-i 

que a su vez resulta equivalente a: 

Una expresi6n más sencilla de la regi6n de rechazo, se obtie 

ne verificando que: 

n-1 n-1 n 
l: S* = l: . l:. X 

i=1 n-i i=1J=i+1 j 

De tal forma que, de acuerdo con el razonamiento de los auto 

res, solo es necesario determinar la distribución de: 



n 
T(X1 ••• Xn) =1!1(i-l) xi 

bajo la hip6tesis nula de no cambio. Esto es muy simple puesto 

4uc en esas con<licioncs ·r es una comhinac ión 1 ine:.tl. de variables in<lcpcn-

dientes e idénticamente distribuidas segün una ley Normal. 

~i no se considera la restricci6n de que µm sea cero,media~ 

te un procedimiento análogo es fácil demostrar que la regi6n 

de rechazo esta definida por: 

n 
T* (X1, ••• ,Xnl = 1~ 1 (Xi - X) ;;. e 

en donde, naturalmente, 

n x = . !: -2!.L 
i= 1 n 

En este caso, tambi~n resulta sencillo establecer la distri-

buci6n de T* bajo la hip6tesis de no cambio, puesto que de 

nuevo se trata de una combinaci6n lineal de variables aleato 

rias Normales. Por otro lado, la funci6n potencia es descri 

ta por los autores parametrizada por m, el valor del punto de 

cambio y 8, la diferencia entre lns difere~tes medias. 

Este procedimiento es comparado, mediante sirnulaci6n con una 



técnica propuesta por J?age [ C.6 ] , basada en sumas acumuladas 

pero que resulta inferior a la que ya se ha presentado en es 

te trabajo y los resultados de la comparaci6n resultan favo

rables a la técnica de Chernoff y Zacks. 

En un trahajo posterior, Kander y Zacks [ S~ J, se retoma el 

el procedimiento de prueba para la hipótesis de no cambio, 

. generalizando el resultado. Se considera una sucesión 

X1 ,X2 , ••• ,Xn que tiene una distribución que pertenece a la 

familia exponencial de un solo parámetro, c~to es: 

en donde O E íl , y </> 1 (0) es una función monótona de O • Adi-

cionalmente se impone la condici6n de que ambas funciones 

</> 1 (0) y cf¡ 2 (6) sean diferenciables respecto a 8 en n. Las hi 

p6tesis bajo consideración son las siguientes: 

o - 8 o n 
(O 0 conocido l 

VS 

H1 :O 1 = •••• = O - O o 
m 

O = ..• =0=0 0 +8 
m+1 n 

. •· .•. 



en donde 6 es mayor que cero pero desconocido, B o+ 6 e íl y 

rn es tambiál desconocido (rn=l, 2, ••• n-1). 

Las probabilidades apriori para las hipótesis son asignadas 

de la misma forma que en el trabajo previo. Una diferencia 

es que en este caso, el parámetro 6 que se considera desean~ 

cido no se trata en la forma Bayesiana, esto es, no se le 

asigna una dis.tribución apriori sino que el momio que en ana 

logía al resultado de Chernoff y Zacks, se obtiene en estas 

condiciones,se trabaja corno función de 6 para posteriormente 

emplear una aproximación vía teorema de Taylor de la probab~ 

lidad a posteriori de u1 , para el caso en que 6 - O que produce 
n 

una función monótona de la estadística T(X 1 , ••• ,x l=.:E
1

(i-l)U(X.). n 1= l. 

Esimportante mencionar, sin embargo, que posteriormente los a~ 

tores indican que tal resultado tambilin se obtiene si apriori 

se asigna a 6 una distribución exponencial de media 1/t y se 

hace tender.ta infinito. De esta forma y de nuevo recurrien-

do a un razonamiento frecuentista los autores proponen como 

criterio de rechazo para H0 : 

T(x,. ... ,x);;.. e 
n 

y proceden a la determinación de la distribución de T(X1 , ••• ,X
0

) 

bajo la hipótesis Ho. En este caso general el problema distri 

•ºo ... ••' •'o' O •·"'-•" H ./o l' • • ;_oo•,o ' 4'·•• OO ... " • •' ' • •- •••o\• ..... .. · .... . . ..... .. . . ···~. 



bucional no es tan simple pero Kander y Zacks demuestran que 

asint6ticamente y bajo condiciones muy generales T se distri 

buye como una variable Normal. Finalmente, Kander y Zacks 

tratan los casos particulares de las distribuciones Binomial 

y Exponencial encontrando que sobre todo en el segundo caso 

la aproximaci6n Normal es muy pobre aün para tamaños de mue~ 

tra no excesivamente pequeños. Un par de aproximaciones más 

a la distribuci6n de T son propuestas, siempre basadas en la 

Normal, que parecen mejorar los resultados obtenidos, al me-

nos con los dos c.1 sos examinados. 

En relaci6n al problema de puntos de cambio, uno de los prim~ 

ros art!culos que utiliza el argumento Bayesiano pero que a 

diferencia de los trabajos de Chernoff y Zacks ( M 1 y Kander 

y Zacks (~~)se aproxima más a la esencia del problema tal ca 

mo se ha planteado originalmente es el debido a A.F.M.Smith 

( eq 1 en donde se parte del siguiente esquema: 

Sean X1, ••. ,XT variables· aleatorias independientes tales que 

Xi tiene una distribuci6n F1 tXI01) para i=l,2,,,,,T y una di~ 

tribuci6n F, tx /O 2 ) para i= r+l, ••• T tl.; T .; T). Bajo el supue~ 

to de que ambas distribuciones tienen una forma funcional ca-

nacida y que las funciones de densidad correspondientes son 

f1CX/01) y fzCXI0 2 ) respectivamente, el objetivo principal es 

la inferencia sobre el valor de T y sobre los valores de o, y 
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y 0 2 en caso de que estos sean tambi€n desconocidos. 

Dados los valores de 0 1 , 0 2 y r, la funci6n de densidad coE 

junta de las observaciones está dada por la siguiente expr~ 

si6n: 

t T 
= d\ 1 f1 (Xi IO 1} i,!\+l f, (XiiO .l 

Ahora bien, Srnith considera diversos casos. Primero, suponieE 

do que tanto 0 1 corno 0 2 son valores conocidos y por tanto, el 

Gnico parámetro que está sujeto al proceso de inferencia es r, 

es necesario considerar una funci6n de probabilidad discreta 

a priori f 0 (t) ;t=l, ... T que describa el conocimiento inicial 

que se posee respecto a los posibles valores de T. Es impar-

tante remarcar que la asignaci6n de la funci6n f 0 (t) depende 

del conocimiento previo sobre los valores de r, de tal modo 

que por ejemplo, si la funci6n es constante f 0 (t)= 1/T se es

tA asignando igual probabilidad apriori a cada uno de los po

sibles valores del parámetro. En algunos casos especificas, 

puede resultar de especial interés la ~ .. oabilidad asignada 

al valor r=T que representa una situación en que no se verifi 
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c6 ningün cambio. De cualquier forma; aplicando el teorema de 

Bayes a la distribución a.pJ:"ior~ 'de T y la densidad conjunta de 
. ,.,. 

las observaciones' se obtiene :la'' distribución a posteriori pa-

ra ,. como s,J.gue: 

ftx1···xT¡'l"=t;01,o.>f; ttl 
T i· t=l / ••. , T 

t:;1 f ex, ••• xT IT=t,O i ,o .i fo (tl 

en donde ~=(X1•···•XT) 

En virtud de que el denominador de esta expresi6n es una coq~ 

tante que no depende de t, se tiene que: 

f(tl ~,01,02l "'f(X, ..• XTIT=t, O,, O,) fo(t)¡ t=l,2 .•. ,T 

esto es, 

fC.tlX ,o,,o,¡ "'f,(X, ... x JO,)f,(Xt 1 xT¡O,)fo(t);t=l,2 •.• T 
~ . T + , ••• , 

o equivalentemente, 

t T 
f(ti~ 1 0¡,0,)~i~ 1 f,(XilO¡)i)!~_1 f,(X;_IO,) fo(t); t=l,2, ... ,T 

En el caso en que fo (t) sea constante, la moda de la distrib~ 



_, 

ci6n a posteriori coincide con el estimador de máxima veros~ 

miltud de T y se obtiene determinando el valor de t que max~ 

mice el tl!irmino del lado derecho en la expres i6n anterior. Unn ob

servac"lón interesante es la siguiente: 

T T 
"',Jt+1 f, (x. !01>/.n fi(Xil u,J 
.lF"t l. 1=t+1 

de tal manera que para un valor fijo de f 0 (t) la magnitud de 

f(t\x 1 ••• XT,0 1 , 0 2 ) es proporcional al cociente de verosimi~ 

tudes que se obtienen si se confrontan las hip6tesis de no 

cambio contra un cambio en r=t. En cualquier caso la distr~ 

buci6n a posteriori contiene toda la informaci6n relativa a 

T y en base a ella se pueden construir regiones de alta pro

babilidad o efectuar estimaciones puntuales o pruebas de hi

p6tesis mediante el empleo de una funci6n de pl!irdida adecu~ 

da. 

Otro caso considerado por Smith es el de que O~ sea desean~ 

cido en donde es necesario definir una func.i6n de densidad 



r 
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apriori para 0 2 sobre 0 2 ,el espacio de valores posibles de 

0 2 , que el autor denota por f 0 {0 2 I0 1 ) remarcando con ello la 

posibilidad de que esta función dependa del valor o,. En es 

tas condiciones interesa obtener tanto la función de densi-

dad a posteriori de 0 2 como de~. Si se supone que fo(t) es 

independiente de f 0 (1J 2 I01) se tiene que la conjunta a poste

riori esta dada por: 

para 0 2 E 0 2 y t=l,2, ••• ,T. 

Para obtener las distribuciones a posteriori para cada pará

metro basta con marginalizar la conjunta. Así se tiene que: 

f(ti ~T' 01)= "Jf(t,02!X,. •• xT,O,) d0 2 
e, 

y además: 

= fo (t) Jf, (X, ••• xtl01)f2(Xt+l, ••• ,xTI02lfo(0 2 I01)d82 

e. 



T 

f (O 21 ~· O 1 l =t?ii.f (t,~.a I X1, ••• ,xT,O il 

Estas distribuciones a posteriori contienen, como en el caso 

previo, toda la informaci6n respecto a 0 2 y T y pueden emplea~ 

se para construir intervalos de alta probabilidad y estimar o 

probar hip6tesis. 

El caso más. general se presenta al suponer que tanto 0 1 como 

02 son desconocidas. En estas circunstancias, el tratamiento 

es totalmente análogo salvo que es necesario asignar una di~ 

tribuci6n npriori para O 1 , f 0 (0 1 ), y suponer independencia de 

esta funci6n respecto a f 0 (0,) y foltl o bien asignar una di~ 

tribuci6n conjunta a priori f 0 (0 1, Q 2 ) , para O 1 y O 2 indepen

diente de f 0.(t). Como resultado se obtiene la distribuci6n a 

posteriori conjunta de 0 1 , 0 2 y T de donde por integraci6n o 

suma se pueden obtener las marginales respectivas. 

Los estimadores de los par~rnetros se pueden obtener minimiza~ 

do la pérdida esperada para una funci6n de pérdida adecuada. 

En el caso de prueba de hip6tesis, si no se emplea una funci6n 

de pérdidas, la soluci6n Bayesiana se basa en el cálculo de 



los momios correspondientes. Asi, por ejemplo si se desea 

probar: 

Ho: T ES vs. H1: T 'f. S 

en dondes es un subconjunto del conjunto {1,2,3, ••• ,T), e~ 

tonces si por brevedad se denota f*(t) a la función de prob~ 

bilidad a posteriori de T se tiene que: 

f*(S)= '!: f* (t) tes 

y por tanto los momios a posteriori de Ho contra H1 estan da 

dos por: 

TI (S)= f * (S) 
1-f* (S) 

Naturalmente, un valor suficientemente pequeño de TJ(S) sugi~ 

re que Ho se debe rechazar mientras que un valor grande apu~ 

ta en el sentido de aceptar Ho. 

Este tratamiento, que puede ser aplicado sin complicaciones 

a variables cuya distribución pertenezca a la familia expone~ 

cial si se emplean distribuciones a.priori conjugadas cuando 

los parámetros 0 1 y 02 son desconocidos, es ilustrado por 

Smith para variables con distribución Bernoulli y Normal. 



Para variables Bernoulli, se tiene que las primeras T obseE 

vaciones proceden de un modelo con probabilidad de éxito 0 1 

y el resto de uno con probabilidad de éxito 0 2 • De esta fOE 

ma, 

en donde 

t 
5t=i~1xi' ft= t-st' 

Si 01 y O, son conocidos, la distribución a posteriori de T 

se obtiene directamente de la expresión 

de donde los nomios para cualquier hipótesis de interés sobre 

T se calculan fácilmente. Si 02 es desconocido, una función de 

densidad que resulta conveniente en muchos casos para describir 

el conocimiento npriori sobre este parámetro es la Beta incompl~ 

ta de cuatro parámetros que se define como: 

az -1 

fo(02)=K b (<>2,~2)02 
a 2, 2 

~.-1 

( 1- o z) 

para valores tales que O.; a2 <O 2 < bo.; 1 y donde K b (a,,~ 2 ) es una 
a2, 2 



) 

constante que satisface 

con 

Ko ,wtu,v) = r <u>r <vl u+v-1 {u+v-1) j 
j?i u j w 

u+v-j-1 
(1-W) rcu+v) 

de tal manera que: 

d02=l. 

En virtud de que la forma esencial de la distribuci6n a pos-

teriori es la misma que la '1: priori se dice que la Beta es 

una distribuci6n conjugada de la Bernoulli. 

La asignaci6n de los parámetros a 2 ,b 2,a 2 y ~ 2 permite mode

lar una variedad de situaciones. En particular, si ninguno 

de los parámetros depende de O¡ se obtiene una distribuci6n 

apriori para 0 2 independiente de 0 1 • Por otra parte, si se 

sabe que O 2 >O 1 basta con tomar a 2= O 1 • Un caso análogo se 

puede describir si b2= O 1 Finalmente, cuando a2 =O y b2=l 

la distribuci6n coincide con la Beta estándar o completa. 



En cualquier caso, se puede verificar que la expresi6n gene

ral para la distribuci6n a posteriori de T esta dada por: 

f(tX ,O,) 
-T 

St f 
a:0 1 (1-8 1 ) t •K ~ (a,,/32)/K b (o 2+S t'/3,+fT t)fa(t). 

a2,..,2, a2, 2 T- -

Por supuesto, este tipo de distribuci6n apriori puede gener~ 

lizarse para el caso en que si bien, o, no es siempre menor 

que 0 1 ni siempre mayor que 0 1 , el conocimiento sobre 0 2 en 

cada una de esas regiones se desea describir con un modelo 

diferente de esta misma clase. 

Cuando tanto 0 1 como 0 2 son desconocidos y es razonable sup~ 

ner independencia entre las correspondientes distribuciones 

apriori; una soluci6n se obtiene al proponer: 

fa(O,,O,) K b (o.,/3.) 
ªj' j J ) 

cr-:1 
o J 

j 

13-1 
(1-0 ,) j 

J 
(a. <O. <b.; j=l, 2) 

J J J 

Utilizando esta a priori es muy sencillo obtener la correspon-

diente posteriori conjunta de T, 0 1 y o, en una forma análoga 

a los casos anteriores. Asimismo, se puede marginalizar para 

obtener 1.a a posteriori individuales. Si de antemano se sabe 

que O 1 <O, el conocimiento a priori se puede describir median-

te la función 

fa(0 1 ,0 2 )~ 
• ,-1 13-1 

K b (cr,,13,,o,./l,)01 (1-0¡) 1 
al, 2 

cr :?.- l 

o' 
p-1 

(1-0,) ' 



para a 1 <O 1 <O 2 < b2 • En este caso la constante K está 

dada por la expresi6n: 

esto es,K es una constante de normalizaci6n de la distribución 

apriori conjunta de 8 1 y 02 

El procedimiento consiste en calcular de nuevo, la distribu

ci6n conjunta a posteriori de 0 1 ,0 2 y T de donde se obtienen 

las marginales. En particular,la aposteriori de T está dada 

por: 

f(tiX ) =fo(t) K b (c:q,p¡,az, P2) •[K b (a¡+S.,P1+f ,a,+ST t'P2+fT t) 
-T a1, 2 a 1, 2 '- t - -

para t=l,2, .... ,T. 

Naturalmente, con esta idea se puede obtener un resultado an~ 

logo cuando O 2 <O,. Un caso general, se puede modelar asigna!!_ 

do un modelo de este tipo para la regi6n O 1 <O 2 y otro similar 

para la regi6n O 2 <O, , ajustando las constantes correspondie!!_ 

tes para que la integral sobre la regi6n total tenga valor l . 

• ·:··.,,, .......... '• ·.·~·~ •. ... t· .. J··· ,._ .............. (.•· ...... ,, ~ .... " .. ; .. , .• , ....... · •. .: ............... ~ .. i .......•.• 
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Para sucesiones de variables Normales y considerando 

8 j = ( µ j, </> j) en donde µ y </> son la media y la precisi6n de 

la distribuci6n respectivamente se tiene que: 

f (~ 1 t, o¡ ,8 .> = 

*exp { -

~ T-t 
(-v_2_)-,- * 

2lf 

de donde la distribuci6n a posteriori de T se puede obtener 

muy f1icilmente si µ 1, µ 2, </>1 y </> 2 son todos conocidos. Dife

rentes resultados se pueden obtener si algunos de estos par! 

metros son desconocidos. Smith trata varios casos en los cu~ 

les emplea distribuciones apriori conjugadas o en ocasiones 

distribuciones de referencia para µ 2, µ 2, 9 1 y q, 2 suponiendo 

siempre, independencia respecto a f 0 (t). 

Cuando </> 1 = 9 2 = </> conocida, µ 1 es conocida y s6lo µ 2 es deseo 

nocida, el autor propone el uso de una distribuci6n a.priori 

para µ 2 , Normal truncada en (a,,b,) con media •2 y precisi6n 

</> {J 2. Esto es, 

fo(µ,)=Ka
2

,b 2 (•2•fl2.i>) exp{- ~9/l21l~} exp {9/l2<'2 ll2} 

en donde de nuevo K b (• 2, /l 2, </>) juega el pap~ :. de una cons a 2, 2 

. ....... :.·····\110•:·····'-''4·•• ..... ,."(~1·.·.~····· ~.:. .· ...... ·····lt1····-·1······· ............... , .:. .. ~ .... , ... - .... ¡ ••.•.. ·-J.·J•'"' ..... . 
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tante normalizadora. 

La distribuci6n a posteriori de T, el parámetro de mayor in-

terés, está dada por: 

en donde: 

. r 1 rt 
exp \. 2 <P ¡f=1 

T 

(XCµ¡ ¡1 +ih+1 X~ 

tt) (t) 
*K b (<• 2r p >r <P) /K b (e 2 , p 2 , t) 

a212. az,2 

T (U 
c~tl = (i~+lxi +P2c2l / (T-t+P.>, P2= P2 +T-t 

J} 

Otro caso considerado es el de µ i conocido, µ 2 desconocido y 

fo (t) 

<P 1 = <P 2 = <P desconocido también. En estas circunstancias, Smith 

aborda el caso especial de asignar a <P y µ, una distribuci6n 

de referencia 

fo ( µ,, <Pl" <P- 1 

con la cual mediante integraci6n se obtiene que: 

·• .,. "''•-.·~· r • .,_.,, .... r.,.1,• .• •. -~· .~ ...... ,, _ ,., •. _.: ........ ., ..... , ........ , • , ......... •' • ··••· ..... .• •i• • 



,. . -'Á 
f(ti~· µ,¡a: fo (t) (T-t) · 

en donde: 

-1 T 
(T-t) . i~t+1 Xi • 

Es interesante notar que si f 0 (t)= l/T para t=l,2, ••• ,T, los 

valores de T con mayor probabilidad ¡i posterior± t iendcn a ser 

aquellos para los cuales, el correspondiente modelo con un 

cambio en T=t proporciona el mejor" ajuste a las observacio-

nes en el sentido de que las discrepancias Xi - µ i para 

i=l, 2, .•.• ,t y xi - XT-t para 'i=t+i, .•. ,T sean pequeñas 

en sumas de cuadrados. 

Asignando una distribuci6n a priori de referencia 

se puede tratar el caso en que también µ, es desconocido. 

Mediante un procedimiento análogo se obtiene que: 

. '• .,.... . , . . '., ,. ... 



en donde 

Naturalmente, si fo(t) es constante, la interpretaci6n de los 

valores de ,. con rnáxi.rna probabilidad a posteriori es cornpletarne!!_ 

te análoga a la anterior sustituyendo Jl1 por X t • 

Finalmente, si todos los parámetros son desconocidos y no hay 

raz6n para suponer que </> 1= </>2, Smith trata el problema cuando 

se asigna la apriori conjunta de referencia 

( ) -1~-1 f0Jl1,Jl2,</>1,</>2 «</>1 "2 

en cuyo caso se obtiene que: 

Smith menciona que este tipo de procedimientos puede ser adap

tado sin dificultad, para un proceso secuencial en donde des-

pués de obtener la m-ésima obervaci6n se puede asignar una dis 

tribuci6n a. priori fo (t): t=l,2, ••• ,m y proceder al cálculo de 

la correspondiente a posterior! para evaluar el nomio 

( · ) f Cm Xi ••• Xm 
. TI m = 1-f(m X1 ... Xml 



que permite decidir si se.verificó un cambio en las primeras 

rn observaciones. La información contenida en este nomio pu~ 

de interpretarse de una manera bastante satisfactoria si se 

calcula la sucesi6n ~(m)para los diferentes valores de m. 

Es claro que una tendencia decreciente, si es suficiente ma~ 

cada, sugiere que efectivamente tuvo lugar un cambio en la 

sucesi6n completa. Por último, resulta interesante notar el 

paralelismo de este procedimiento informal, como lo califica 

el propio Smith, con el tratamiento de Chernoff y Zacks [ ¡q ) 

y Kander y Zacks [5~) 

En un trabajo posterior, [14), Broemeling retoma el problema 

pero centra el interés en la predicci6n de observaciones fu

turas generadas por el proceso. Es claro que si existiese 

certeza acerca de que el cambio tuvo lugar, necesariamente 

la distribuci6n de las observaciones futuras es la correspo~ 

diente al modelo que describe el comportamiento de la suce

sión después del punto de cambio. Más aún, si se conoce el 

punto en que se verif ic6 el cambio el problema de que tal m~ 

delo involucre parámetros desconocidos, se puede tratar de 

una manera estándar, puesto que se conoce exactamente que o~ 

servaciones de la sucesión pueden ser empleadas para efec

tuar las correspondientes inferenc~as. Generalmente, como 

ya se ha mencionado, sucede que no se sabe con exactitud en 



que punto se efectu6 el cambio y como consecuencia existe in

certidumbre acerca de las observaciones que deben ser emplea

das para la inferencia. El procedimiento entonces, consiste 

en determinar la distribuci6n predictiva esperada de las fut~ 

ras observaciones con respecto al conocimiento a posteriori que 

s~ tenga respecto al punto de cambio y los parámetros involu

crados. El autor considera diversos ca.sos,.· siempre suponiendo que 

efectivamente ocurri6 el cambio. 

sucesiones de Variables Normales. En este caso, se considera 

una sucesi6n X1 ,X21•••1Xt, Xt+ 1 , ... ,XT tal que Xi -N {lf> 0 ,o 2
) 

para i=l,2, ••. ,t, xi-N (ef> 1 ,a 2
) para i=t+l, ••• ,T con l<;t<;'l'-1 

desconocido. 

En estas condiciones, las modalidades más generales que se 

") plantean son primero, .Po y '1>1 desconocidos pero a 2 conocido 

Y, despu~s los tres parámetros, </>o, <I> 1 y a 2 desconocidos. 

En cualquier caso se tiene que la funci6n de densidad conju~ 

ta de la muestra esta dada por: 

51 se desea obtener la funci6n de densidad predictiva para 

" 



K observaciones futuras Y1,, ••• ,yK del proceso, es claro que 

si ef> 1, o• y t fuesen conocidas la densidad conjunta estaría 

dada por: 

Sin embargo, en general estos parámetros no se conocen,de m~ 

nera que es necesario construir la densidad predictiva toma~ 

do en cuenta la informaci6n que respecto a todos los paráme-

·:tX"oS desconocidos proporciona la muestra inicial ! T. Esto 

es, la funci6n predictiva se marginaliza respecto a los par! 

metros involucrados en base a la distribuci6n posteriori res 

pcctiva. 

As!, cuando o 2 es conocida es necesario asignar una distribu 

ci6n inicial o a priori para los posibles valores de los par! 

metros 4> 0 , 4> 1 y t. Broemeling emplea, en el trabajo menciona 

do, la siguientes funci6n de densidad apriori conjunta: 

-1 
fo(ef>o1ef>1, t)"' (T-1) ;ef>oEJR,ef>1EJR,t=l,2, .•• ,T-l 

Esta funci6n pertenece a la clase de las llamadas funciones 

de densidad impropias en virtud de que con respecto a ef>o y4>1 

es .constante y esta definida para todo valor en los reales de 

modo que no integra a l. El empleo de este tipo de funciones 



es usual en condiciones en las cuales se pretende que las 

distribuciones a posteriori dependa.n básicamente de la vero-· 

similtud de los datos observados. L<1.a posteriori para</> 0 •• <1>1,t 

resulta entonces proporcional a la verosimiltud, esto es: 

para t=l,2, ••• ,T-1; </>o E:R, </>1 E:R. O bien,equivalentemente: 

Así1 se obtiene la funci6n de densidad predictiva aposteriori de acuerdo 

a la siguiente expresi6n: 

r J~f(Ykl</>o,</>1,t) f (</>o,</>1,tl !T)d</> 0 d<f> 1. 
-m -m 

en donde, naturalmente Yk= Y1 •••• Yk • 



El resultado que Broemeling obtiene es que fCYkl!.rJ es una 

mezcla de distribuciones normales. El procedimiento, es el 

siguiente. En virtud de que a 2 es conocida, se puede supo

ner que es igual a 1 y entonces 

'·. 



-,-: 

Ahora bien, la expresi6n en el 'e:lCpononte ·dentro de la integral . - ' ' ' - . 

puede ser reexpresada para. coJ!lpi~tar 'una densidad normal en "'1 
de la siguiente manera: 

k 
+1~1 Y~+(T-t) X~-t 

[ 

k 2 

:!: Y.+(T-t)"' 
= (T-t+k) .¡, _i=l i ~-t J 1 T-t+k 

1i~1 y i + (T- t) XT- t j- 2 
- (T-t+kJI 

L T-t+k 



De esta manera se tiene que: 

T-1 · · 1 

1 
~ 1, . - h 

f(!k ~) "¿_f'" (T-t+k) · · 
t=1 · . 

~ eJtp·[- 1 1 ~ y2 + (T-t}·t····, ·. -(T-t+kJ l,Yi+(T-t) ~-t llj] 
'Z i=1. i· · T-t 1- T-t+k :J 

en donde 21 (t)= t- ~;.(T-t)- 1/2 exp [ - t C1 (t)] .~ es un vector de di-

mensión K con todas sus componentes iguales a 1, St es una ma

)- triz de dimensión kxk con elementos iguales a T-t+k en la dia-

) 

gonal e iguales a ·1 fuera de ella y la expresión n(!k' ~ ,:!:) 

denota una densidad normal K-variada con vector de medias ~ y 

matriz de varianzas y covarianzas .,, -. 

Para el caso en que a 2 también es desconocida, Broemeling pro-

pone una densidad apriori 

f ( 2 - 2 )- 1 2 o </>o,r/11, a ,t)«a (T-1 ; a >O, </>1ER,</>2ER 

. ~ ... .. " . . . .. . . . . . . . ......... . .... '• ~ .. .. .. . . . . '... ... ..... . 
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y·mediante un procedimiento análogo .obtiene que: 
.·. ·-. : -.-. -. ;" -- . ':;· _-; . . . 

. .. · ..• T-l < • .. · .·.· 
f(Xkj~).o: J.1 kl~t) h (!k1T~2, X°.r-t~k' ~t) 

' ·· .. ,. ' ' 

en donde K1(t)= C1(t):T;
2 

t-l/Z (T-t)-.{ y :E es una matriz kxk tal 
1 

que l:t=St(T-2) [ C1 (tl (T·t+k) f ; con C1 (t), ~k y St definidos 

como en el caso anterior. Por su parte, h(Xk1p,!!_,:E) es una 

densidad t de Student K-variada con p grados de libertad, vec

tor de medias !!_ y matriz de precisión ~. Esto es, la función 

predictiva de xk está dada por una mezcla de distribuciones 

multivariadas t de Student. Para algunas otras situaciones, 

.¡, 0 conocido pero .¡, 1 desconocido o viceversa y dependiendo de 

si a 2 es a su vez conocida o desconocidn se obtienen resulta-

dos análogos en donde la diferencia estriba en que tanto los 

coeficientes de las mezclas como los parámetros de las distri

buciones mezcladas difieren,reflejando el conocimiento que se 

posee sobre el proceso. 

En el caso de sucesiones de variables Bernoulli se tiene que 

~=(X 1 , ..• ,XT) es una colección de variables aleatorias inde

pendientes tales que Xi -Blli (q,1) ;i=1,2, ... ,tyXi-Blli(.¡,1);i=t+1, ... ,T 

Naturalmente, se "uponc que 1 <:t.; T-1 y ~o, .P.1 E (O, 1). 

Bajo estas condiciones, la función de densidad conjunta de fT 

.............. ~ ............ , ... . . .......... '•' .. .... ~·· -· ... -· . 
. , ............ '" ............... ····:t.• .. ,.· .• ,J., ... , . ··~' ..........• 



dados los valores de </> 0 , <fl 1, y t esta dada por 

t 

en donde .6 t = 1~1 Xi 
'r 

y 4T-t = i~t+1 Xi 

Broemeling considera la situaci6n más general en la que tanto 

</lo como </>1 son desconocidos. Adicionalmente supone que </lo,</>1 

y t son independientes a priori, que </lo y </> 1 son idénticamen

te distribuidas y que el conocimiento respecto a estos dos p~ 

rámetros se puede describir adecuadamente mediante una distr! 

buci6n conjugada Beta (a,P). Asi, la distribución a priori 

conjunta resulta ser la siguiente: 

fo ( </> o , <fl 1 , t) = (T- 1 ) -1 [ 
r(a + P) 

l'(a)r(Pl 
ef>o (1-9oJ 4>1 (1-</>1) 

]

2 a-1 ,íl-1 a-1 P-1 

De estamanera, se obtienelaí\posteriori conjunta de </lo,</>1 y t 

según la expresi6n: 

Por otra parte, la función de densidad de K
0

observaciones futuras 

está dada· por: 

.... ;. ··-· -· . '•' . . ......... -·. . . " .. . , .... ······ ........... . ' ..... <( •• . ..... - ···~··. 
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Entonces·1a predic~i~a de yk dado~ se obtiene según el si-

guiente procedimi~nto: 

. 'l'-1 ' 

fCYkl~l "t22.1 

Ahora bien, 

1 1 k 

J J 
t·º-4t-1 4T t+·~1 Y,·-1 .6 +R' -1 "fll - J.:-

f (Xio l <l> 1) f (<l>o. <1> 1, t l~)d </>o" </>,t. (1-</>o) </>1 

o o 

... , , .... ~. . . . . .. ··..... .. -- . . •' .,. .. 

k 
T-t.¡/l +k-4T-t - i &1 y i -1 

*(1-</>1) - d</>o 

r(4t+") r (t+/l-4t) 
* 

r(t+/l+<t) 

~. ·. . . . .... ' . ··•···· .... 



integrando respecta a </l 1 se obtiene qu~.:. · 

¡ •• '":~:\,;H.c,_.,, 
..... *r</l~-~:~.~~1:~i-1(1-~i)~-t4P+k-4T-tit Y1 -1 d</>1} 

. ·ª . . . . . . . . 

k k 
* r(~T-t+a+f.,1Yi)r(T-t+P+k-4T- f=1Y i) 

r(a+{J+t) r(T-t+a+P+k) 

De tal forma que en este casa la predictiva resulta una mezcla 

de funciones de probabilidad del tipo: 

k k 
r(4T-t+a +i~lYi)r (T-t+P+k-4T-t-i~1 Y) 

r(T-t+a+P +k) 

con coeficientes de mezcla: 

k(t)" 
r(4t+ a) r(t+ P- <1t) 

r(a+P+t) 



Finalmente, Broemeling trata.'er.caso .de sucesiones de varia· 

bles con distribuci6n exponenci'al. Considera X, ••• XT una C!:!_ 

lección de variables tales que: 

i"t+1, ..•• , T • 

La función de densidad conjunta o equivalentemente, la vero-

similtud,esta dada entonces por 

Suponiendo a priori independencia y bajo el supuesto de que 

iflo y efl 1 son idénticamente distribuidas según un modelo Gama 

(a,~) que es el conjugado para el exponencial, se tiene que 

fo(iflo, ifl1,t)" (T-1f1 ~ 2ª 
a-1 a-1 ·t/>o~ -efl1~ l/>o ifl 1 e e 

Combinando la verosimiltud con la apriori se obtiene la si

guiente expresión para la a posteriori: 



) 

f("' ,,.· t!X). "'.,;a+t~i;a+.T-1:'-1 -4' 0.(4·t·.j.p). ··e-4'1C4m_t-l/l.). 
't'O.,'t'l., ~ .'t"._0. '1'1. . _e . . : , .a. 

. ·-· ' . ·-; ... - _, __ ,, . 

Para este caso, la ~~n'ción J~ 'cien~~d~d ~onjti~ta· de k ~bserV.!!_ 
ciones futuras,. dado. él .val o·~ de 4'i ·esta ·d.~sc~i ti:i p~r: 

•k 

f(:f.kl4'1)= .4'~ e"4' 11?i1Yi 

Por consiguiente la predictiva se calcula como sigue: 

Im k J:~+t-1 0-9 0 (4ttPJ 
T-1 

.p~+T-t+k-1 e ·91 (4T-t+p + i~l Y i) = :E d<i>o d<I> i t=1 
o ' 

T-1 I m </>~+T-t+k-1 
k r (a+t) -<1> 1(4 +P+.:i: Y l d </> 1 =J, e T-t i=l i {4t+P ¡a+t 

• 

T-1 
J :~+T-t+k-1 

k 

= :E T(a + t) e-<l>i(4T-t:"P+i?i1 Yi) d</>¡ 
t=l {4t+fj ¡ª+t 

• 



T-1 
= :& 

t=1 
T(a +k+T"tl .. 

De nuevo entonces, se obtiene que la funci6n predictiva de !k 
es una me~cla de distribuciones de probabilidad de la forma: 

k 

l<I +~+:¡;y ¡-(a+k+T-t) 
T-t i"l i 

con coeficientes de mezcla: 

~ (t) = 
I'(a+t) !'(a+k+T-t) 

/<lt~f"+t 

Como una observaci6n final a los resultados obtenidos por 

Broemeling, debe notarse que si bien el objetivo central, en 

todos los casos, es encontrar la distribuci6n predictiva de 

k.observaciones futuras, como un subproducto se obtiene siem

pre la funci6n de densidad a posteriori del punto de cambio T, 

Mediante el procedimiento Bayesiano la predictiva resulta una 

mezcla de distribuciones en donde los coeficientes de la mez-
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cla, que dependen de t,san proporcionales a la probabilidad 

posterior de que r =t. 

En un trabajo más reciente, Holbert y Broemeling [ 49 J, se 

trata el problema de estimar el punta de cambio r, en una su 

cesión de variables aleatorias Normales. Los autores parten 

de la suposición de que un cambia se efectuó en el proceso. 

Consideran variables independientes tales que Xi se distrib~ 

ye N(llo,a 2 ) para i"l.,2, .. .,r y x1 se distribuye N(ll,,a 2 ) pa

ra i= r+1, •.. , T con 1.; T < T-1. En virtud de que el proceso 

de estimación Bayesiano consiste en elegir el valor parame

tral que minimice la pérdida esperada respecto a la distribu 

ción del parámetro, el objetivo se centra en la determinación 

de la distribución a posteriori de r. 

En el caso en que •• y •• son valores conocidos y si se asig

nan a priori las distribuciones independientes: 

y 

-1 
f 0 (r)= (T-1) 

fo (11
2

) " 
1 

7 

r= 1,2, .. .,T-1 



se obtiene que 

T=l,2, ... 'T-1 

a travi>s del procedimiento usual de obtener la conjunta a ros

teriori f(T,u 2 l~J y marginalizar respecto a a 2. 

Cuando fo y f1 son desconocidos, Holbert y Broemeling abor

dan el caso en que fo< 9 1 y asignan las distribuciones inde

pendientes 

fo (a 2
) "' 

1 la 2 O <a'<., 

fo (r) = (T-1)- 1 1 <:r <:T-1 

La distribuci6n a posteriori conjunta queda dada por la expre

si6n: 

a partir de la cunl, nuevamente marginalizando respecto a a 2 , 

91 y fo, se tiene que 



. _1_ • • -
., . -"Z[T.·'l'J f(r ~) "'(T(T-T)) . c,_+CT+1 . 

en donde,· 

('l'-2) 
2 • 

l 

H(T ,</>o)= \ (T-1)(T-T) \' 
T ('1'-2) 

[c~+c;+,] ';, .¡,,+ ,'1z CT-2/12 cx.,-x'l'_,l 

.[ C~+c;+J'h [ 1+ 4> ~ /('l'-2) J '¡, 

~ 1(x) es la función de distribución t de Student con n-1 n-
grados de libertad, valuada en x y E~ 0 (f(9 0 )) es la esperanza 

de f(.Pul respecto a una distribución t de Student con T-2 gr~ 

dos de libertad. 

Así pues, en el caso más complejo considerado por los autores, 

la distribución 1. posteriori de T resulta una función que si 

bien tiene una expresión relativamente complicada y requiere 

para su c51culo de rutinas de integración num6rica, es exacta 

y.depende de funciones de distribución estándar. 

..... ' ·"' •/ · .... .. ·~ . ' . ··~ ....... '··' .• .: .... 
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Tres artículos m!i.s' pueden;ser. me1íC:iori.ados '·que .tratan problemas 
. . _.. ' ,- ' - _ .. •,- - ' . ·"•; ;" " ' '- : .- ' -:: .. _ - ' - _-, -

de puntos de cambio para.5U:e:é5ionés -d.~[:v¿rikbÍ~s}~leatorias. 
. ' . . ::;'- --.-: ._ '_.· ':-.- ' '.' _·:. :" -' ... ; > ·_:.-' .. : ::~:-:-..:~::"){"<':;,,;:::":.:<·'_'.::: '.'. ;~·-: <:.;':",':-'. --. -: ' 

El primero de ellos, Smith [ 9¡.,], propone ún:jiroé:edimiento pa 
· · -. . _ ·- -.. '.:·:::- .. ~'-;;·.;·::-y,,-_,_~/-,,~·i·'/;;:r<:·- :- ..._ 

ra establecer el valor del punto de: cambio'· en'it!irminos de un 
.· -.: ":":_}:~~:;~;·-:;_;.(_~_~·':~~~:·:;::.-__ :--'.. - . 

problema de selecci6n de modelos que.·eri. a;tgunc¡s ·:e.as.os .puede 
. -- "" .. -·." ·- .,_ ._ ... 

resultar m!i.s ilustrativo. El autor cori.s}dér11"i'a 'sigtdente 

situación: 

Sea X1 , ••• ,XT una sucesi6n de variables. aleatorias indepen

dientes. Sea M
1 

el modelo tal que para i <r, Xi tiene función 

de densidad f(Xi \O i) mientras que para i > T, Xi tiene función 

de densidad f(X
1

\02). El índice r corresponde al punto de 

donde se lleva a cabo el cambio de 0 1 a 0 2 y naturalmente de-

be satisfacer que 1 <;r <;T de tal manera que existen T difere!!_ 

tes modelos Mt. Como en el caso ya mencionados anteriormente, 

si los parlmetros O 1 y 02 son desconocidos es necesario asig

nar una función de probabilidad conjunta f 0 (0 1 ,0,). Así pues, 

si el objetivo que se persigue es la estimación del punto de 

cambio, el problema se puede plantear en términos de seleccio

nar el modelo M
1 

m!i.s adecuado. Naturalmente, desde la perspes_ 

tiva Bayesiana, la forma de proceder esta completamente especi 

ficada y consiste en calcular las probabilidades a posteriori: 

..... ~... ······· ,. . º"' ..... 



en donde, P(Mt) representa la probabÚid.ad a priori asignada 

al modelo Mt: y el .término PC~IMt), que se determina con la 

siguiente relación: 

T 
:f(XiJ01)il't+i f(\J.02) fo(Oi.02) d02d0 1 

se puede interpretar como la verosímil tud esperada de ~\ res

pecto al conocimiento que se posee acerca de 0 1 y 0 2 • 

En base a esas probabilidades a posteriori y una adecuada 

función de utilidades o pérdidas se selecciona la opci6n (el 

modelo) con mayor utilidad esperada o equivalentemente, con 

menor pérdida esperada. Sin embargo, en algunas ocasiones 

cuando la especificaci6n de la funci6n de pérdidas o de util~ 

dades resulta particularmente difícil, algunos autores sugie

ren la selección de la opción más probable. Este procedimie~ 

to puede efectuarse calculando los nomios a posteriori para 

cada pareja de modelos: 

M. 
r¡ (y 

k 

P(!-rlMj)P(Mj) 

PC!-riMk)P(Mk) 

En el trabajo que se discute, Smith va aún más lejos y prop2_ 

ne un método de comparación que elimina la contribución de 

las probabilidades a.priori, o dicho de otra forma, produce re 

••• ,. • .. • • • • •• • • • .... '" •••••••• , •••• , •• .,. •• , .. , • p ••••••••• ,. ... '• • •• • • .... • • • .. •• • • • ". #o, •• • •• ~ ••••• 
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sultados equivalentes al caso en: que a.pl'iori todos los mode

los tengan la misma probabilidad. El tratamiento consiste 

en comparar los modelos a. través de los factores de Bayes . 

. Los factores se definen como el cociente de los nomios a po~ 

teriori entre los momios npriori. Más claramente se puede 

expresar como sigue: 

= 

= 

= 

M. 

P(M1 i~) 
P(Mki~) 

P(~!Mj)P(Mj) 

P(~!Mk)P(Mk) 

P(~!Mj) P(M.) 
* ____:__;¡_:_ 

PC~!Mk) P(Mk) 

M. M. 
F ( -¡;¡1- 1 ~T) T/ <-¡;¡1-l 

k k 

en donde r¡ (__l_) son los momios apriori y naturalmente, 
Mk 

M• 
F (7 1 ~) es el factor de Baycs. Así pues, Smith propone la 

k 
comparaci6n de los modelos a través de las cantidades 

............ ,, P•' • ••• •,1,o,. .••: •, 

P(!TIMi) 

P(~TIMk) 

. . . . ' .. . . . . . .• .- ... ,, . . 

_j 
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Es importante insistir en que este procedimiento no es el que 

se desprende del conjunto de' principios de coh~rencia que de-
~ 

terminan el enfoque Bayesiano, pero puede ser de utilidad en al 

2unos casos. El tratamiento ouede ser generalizado al caso en 

que se considere la posihilidad que ocurran más de un cambio. 

Smi th ilustra el procedimiento propuesto con da tos binomiales en 

lo.s siguientes tlírminos. Sea M el modelo con k cam-
(r ¡, .... , r k) 

bies que ocurren . en los puntos r 1 ,r 2 ,. •• ,rk. Sise definen r 0 =1 y 

:rk+ 1 =T y se considera que para rj_ 1 Ci<rj,f(X110j)=(~~)O~j(1-0j)fj 
en 

~ ]_, xi -
i=rj_1+1 

y m1 representa el número de observaciones entre rj_1 y rj, entonces, si aprio

ri se supone independencia entre los parámetros O 1 , ••• ,Ok+
1

, una posible 

representación de la función de densidad conjunta apriori es, 

k+1 
fu(O,, ... ,ok+1l=ji,¡1 

Q,-1 p .-1 / 
oJ (1-0.)J /B[Q"P.J 

J J J J 

con B (Q j, (J j) la función Bei:a evaluada en Q j, P j . 

Con esta estructura se tiene que: 

J J 

k+1 
• . . j!J1 

sj f o. (1-0 ) j 
J j 

• r,co,,. . ., ok+,l dO,, .. .,tlok+l 



IB(Sj+aj,fj+Pj)I 

B(aj,Pj) 

J 

De tal manera que si se denota por M0 de nuevo el modelo sin 

cambio, se puede verificar que 

. [ 
F ( Mo 1 X )= M(r1, ..• ,r¡J -T 

k+1 

j!J,1 

B(aj+Sj, Ptfj 

B(aj,Pj) 

T T T 

B(a 1 +i~1Xi'p 1 + f..1 mi -i~1 Xi ) 

B(a 1 ,P1) 
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Asimismo se tiene que: 

De forma que basta con poder calcular los factores con respes 

to al modelo sin cambios para poder comparar todos los mode

los. Más aún, Smith propone una aproximación para el cálculo 

de los ;factores en el caso en que k=1 y aj=~ j = 1 en base a la 

aproximación de Stirling para coeficientes binomiales. En el 

ejemplo que se emplea el autor para ilustrar el procedimiento, 

se presentan las probabilidades a. posteriori para diferentes nú 

meros de puntos de cambio y en base a ellas se explora el caso 

con k=2 puesto que su probabilidad es prácticamente 1. Como 

segunda etapa, se examinan las probabilidad es n posteriori de 

los diversos posibles pares de puntos de cambio y con esa in

formación se sugiere el modelo que parece ser, el más adecuado. 

Resulta interesante mencionar que en el ejemplo numérico Smith 

solo emplea al final y de manera accesoria los Factores de Ba

yes para tratar de reafirmar la evidencia encontrada. 



Un trabajo mli.~, es el debid~ a:: Hsu [so l; que guarda simili

tud con la ya expuesta ~ontl'ibuci6n de Kander y Zacks [ ó~ l , 

no solo porque parte de los priJlC:ip~les resulta.dos obtenidos 

por estos autores sino que,.al igual que ellos y como conse

cuencia de que se basa en sus resultados, parte de un plantea 

miento Bayesiano pero manipula la regla decisión para la pru~ 

ba de las hip6tesis relevantes en el problema, desde una pers 

pectiva Frecuentista, centrando su trabajo en la obtenci6n de· 

una aproximación asintótica para la distribución de la estadí!!, 

tica de prueba. Concretamente, Hsu considera el problema de 

contar con una sucesión de variables aleatorias independientes 

X¡, •.• ,XT tales que para i=l,2, ... ,T, la distl'ibución de xi es 

Gama con parli.metros a y p o mientras que para i= T +1, ... 'T. xi 
tiene una distribución Gama de parámetros a y P 1 , donde a es 

conocido, mientras. que P 0 , P 1 y T son parámetros desconocidos. 

Reexpresando a P1 como Po +5, Hsu recupera un caso particular 

del esquema planteado en general, por Kandcr y Zacks para el 

caso de distribuciones de la familia exponencial de un parám~ 

tro. Esto es, obtiene que el nomlo H1 contra H,,asignando 

igual probabil.idad a c.:ada uno d" lo~ posibles casos que comp2_ 

nen a Hi,tiene asintóticamente, cuando 6/~ 0 tjende a cero y 5 

es positivo, la siguiente exprcsi6n: 

'• .... ,. . . . -· ............ , ..... • .. . ..... ,. -• ..... . 



_, 

. _· ·. . ·-

. 'l (H1 ,Ho) = 1 + ·. ( p6
0 

) [:~;~i~¡t;·.:i~1 .(i-1)X1- ª1. ] 

que es. una función monótona de 

T 
1'(X,, •• .,XT) - f.- i~l (i-1) Xi 

de modo que, en el caso en que Po fuese conocido,la hipótesis 

Ho se rechazaría, en ausencia de una función de pérdida y de 

acuerdo con el tratamiento Bayesiano si esta cantidad fuese, 

en opinión del decisor , suficientemente grande. En el esquema 

planteado por Hsu, sin embargo, el valor Po se supone descono 

cido de manera que la decisión no puede llevarse a cabo de es

ta forma. Más aún, si la función T(X 1 , •• , ,XT) se manipula como 

una estadística de prueba en el sentido frecuentista, tal como 

propone Kander y Zacks, naturalmente su distribución no queda 

totalmente especificada bajo H0 puesto que Po es desconocido. 

No obstante siguiendo la misma línea de esos autores, Hsu pro

pone para este caso la sustitución de Po por su estimador de 

máxima verosimiltud 

Po= 

de tal manera que el criterio, que vale la pena recordar no 

es estrictamente Hayesiano, consiste en rechazar lío si la es-
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tadística 

o equivalentemente, 

es suficientementé grande. 

En estas condiciones, visuali.zrmdo el problema desde una pers

pectiva frecuentista, Hsu establece la distribuci6n asintóti

ca de T. Básicamente argumenta que T es una combinaci6n li

neal de variables Dirichlet que toma valores en el intervalo 

(0, 1) y bajo Ho, es simétrica respecto al valor de su espera!!_ 

za que es igual a 0.5. Nis aan, afirma que bajo Ho, la dis-
-

tribuci6n de T tiende asintóticamente a una Normal. De esta 

forma propone el empleo de la estadística 

- / - i/2 T*:(T-0.5) [Var(T)] 

que asint6ticamente tiene una distribución Normal estlndar. 

Basado en el hecho de que T* se obtiene a partir de un cocic!!_ 

te de verosimiltudes aproximado para valores pequeños de 6,el 



autor ha.ce notar que el criterio oa.ra rechazar .Ho ·que consi!!_ 
. "• - ' .. ,, -· - - ,_-· - '~- - ·- - .. ' 

te en descartar la nip6tesis si el vál.or' observ~do de la esta 

distica es suficientemente grande,es el.localmente más poten

te si 6 >O tiende a cero. Análogamente, en el caso de una 

prueba de dos colas, el criterio de rechazar Ho si IT*I exce

de una constante preestablecida es el localmente más potente 

si 161 tiende a cero. Asi pues, Hsu propone un criterio para 

detección de puntos de cambio en el parámetro de escala de su 

cesiones de variables aleatorias Gama. Tal criterio se basa 

en una estadistica que bajo la hipótesis nula y asintóticame~ 

te, tiene una distribución Normal estandár. El problema que 

en este punto es comentado por el autor es la evaluación del 

criterio cuando el tamaño muestral es moderado. Para comple

mentar el estudio, Hsu calcula una tabla de cuantiles aproxi

mados para la distribución de T* en el caso de variables cxp~ 

. 1 2 ncncia es Y Xci> , obteniendo que para prácticamente todos los 

tamaños de muestra considerados, la aproximaci6n Normal resu1 

ta satisfactoria. Partiendo de ese hecho, el autor efectúa 

una serie de simulaciones para esos dos modelns, en que modi

fica la oosición del ounto de cambio y la magnitud relativa 

(~ 0 + 6) /~o, encontrando que para. un tamaño muestral T=30,la 

potencia de la prueba es mavor oara aquellos casos en aue el 

punto de cambio se localiza en la parte media de la sucesión 

y que además, la ootencia calculada es uniformemente mayor 



cuando se cons:i,deran variable~" exponenciales que cuando se 

trata de variables x(1¡ . 

Hsu comenta en el trabajo revisado, la relaci6n que guarda la 

situación por él discutida con los problemas.de prueba de -

igualdad de varianzas en general y de igualdad de tasas de 

ocurrencia en procesos Poisson. Este tipo de problemas resul 

tan de interés en la aplicación de algunos modelos de uso co

mGn y las técnicas usualmente empleadas nara detectarlos re

ouieren, como regla general, de la formación de grupos de ob

servaciones en has~ al criterio del interesado. El autor afir 

ma que esas técnicas y el procedimiento que propone pueden 

emplearse como herramientas alternativas en virtud de que si 

bien algunas de las técnicas para probar igualdad de rn,. i nnz:is 

son robustas ante la falta de Normalidad mientras que no pue-

:,) de afirmarse lo mismo respecto a T*, en los casos en que esta 

estadística pueda ser empleada, no se requiere un agrupamien

to de los datos para probar la hipótesis de interés. 

La Gltima contribución que se revisará en esta sección es la 

debida a Díaz, [ .2.3 l, que también aborda el prohlorna Je detección de 

puntos de cambio en el parámetro de escala en sucesiones de 

variables aleatorias independientes con distribución Gama. 

Esto es, trata el mismo problema planteado por Hsu pero ahora 

s~desde una perspectiva totalmente Rayesiana. 
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El autor considéra el c¡so; en que a. lo más ocurri6 un cambio 
' - ..... ". - ,_'.. :-·.· ._ : .. _-: ... ·,··>_.' _·'.~-- . 

y se ocupa de .probar .1a ·hipótesis nula .de no cambio contra 
. . - ,., ... ,. ,' _. ' 

la alternativa de ~ue ~n ~ambio tuvo lugar en la sucesi6n. 

El problema se plantea en lcis siguientes términos: 

Sea x,,. .. ,XT·I' xt' xtt1 .... ,XT una sucesi6n de varia

bles aleatorias independientes tales que Xi se distribuye Ga· 

ma (,Oi,k) para i=l,2, .. .,r mientras que x1 se distribuye Gama 

(8,.k) para i=r+l,. • .,T. Esto es, se tiene que, la funci6n 

de densidad de Xi está dada por: 

k-1 

xi 
o~ r (kl 

para i=1,2, ... ,T en tanto que 

o~ r (k) 

para i= r+l, ..• , T 

o, >o, k > o. xi> o 

o, > o, k > o, xi> o 

Diaz supone que k es una parámetro conocido pero O 1 y O 2 son 

desconocidos. El objetivo inmediato, como es común en el e~ 

foque Bayesiano, es la determinoci6n de la función de proba

bilidades del parlmetro de inter6s que en este caso es r. En 



el articulo de referencia se utili~an distribuciones a priori 

conjugadas. para 8 1 y 8 2 y adiC:ionalmenti,se:.supone independe!! 

cia entre estos dos parámetros y entr~··eÚos:y T para el cual 

se asigna una funci6n de densidad de.probabilidades 

fo(T.)= lp.· si 
. 1-P 
-si T-1 

·.:. ¡' 

r=l,,2, ••• ,T-1 

De acuerdo con el planteamiento del problema se tiene que la 

funci6n de verosimiltud de r, O, y 0 2 está dada por: 
. , 

· -Tk T 

l
. o 1 exp h~1 xi /O,¡ . ; T = T 

f lX . ¡ T, 0" 0 2) « 

- T T o-[k o;tT-r)k e>-l'h~1Xi/o,-i~r+1X1/o, ¡;rfi 

Por su parte, la distribución conjunta a priori de r ,11 1 y U 2 tie 

ne la siguiente expresión: 

fo(r,0,,0 2 )"' 

P cxp {-1 /U1Qil 

"f' r(ri)o,r•+ 1 
r=T 

(1-P)exp{-1 /O,Qi}exp{-1/02Q2 I 
(T-1) a\' 1 r(r1) 0\' 1+1 ~~ 2 r (r2) 0~ 2+ 1 



De modo que la distribud,6n. posteriori queda determinada por 

la siguiente relación: 

f(t:,01,~2 I ~TJ o: f~Ji•,01,~ 2) f 0 (r ,o ,,O.) 

Asi pues para r=T, 

mientras que para r~T, 

f(r o o ¡x ).,ll±l¡j-crk+r,+l) o,-(Tk-Tk+r,+l)exp{-í~ X -1'a1)/01) , , , . 2 -'!' -cr=Tr 1 'i~1 i ,, 

T 
•exp {-í :!: X.- 1/o. 2 ) /0 2 J)Cr(r 2 ))-

1 

'i=T+ 1 1 

de manera que: 

= p J
~ T 

Oj (Tk+r1+1) exp {- ~~1 X1-1/o. 1) 

o 

/O,)dO, 

' . ' . . . . . . ,. . . . .... 



= P r(Tk+r,) .. 

T Tk+r1 
íf.,1 Xi+1/a1) l 

"' . T · Tk+r1 d: X + 1 'a·) .· 0-CTk+r1+1> 
'1=1 i I' l 1 

. r (.Tk. + r l ) 
D • • 

= P r(Tk+ r1) 

T Tk+r1 
CC2.1 Xi+' /a i) 

Por otra parte se tiene que de forma análoga, completando 

las expresiones en 0 1 y 02 para obtener densidades Gama in

versas, la distribuci6n marginal a posteriori de r * T es tal 

que: 

f (r 1 X ) « . '"'r 

El autor indica que en el caso en que se utilicen distribu

ciones iniciales de referencia para.o, f 02, de la forma: 

fo (O . ) ~ O - l 
1 i 

i= 1 , 2. 



la distribuci6n pos.teriori marginal de r está, dada por: 

f(T IX ) "' -T 

SfT= T 

\ 

(1-P)r(fk) r (Tk-~ l 
T Tk-Tk 

Si T .. T 

l;:-r+1xi} 

Un procedimiento Bayesiano informal, que no utiliza funci6n 

de pérdida alguna para probar las hip6tesis Ho: T=T vs. H1 :T,,.T, 

(no cambio contra un cambio) es ilustrado con dos ejemplos. 

El procedimiento consiste, de acuerdo con la proposici6n de 

Lindley [ ó'l), que en cierta forma está sugerida por la rela

ci6n que en el enfoque clásico guardan algunas regiones de re 

chazo con los intervalos de confianza, en rechazar Ho si el 

punto T=T no está contenido en todas las regiones de máxima 

probabilidad de tamaño relativamente grande. En los dos eje~ 

ples tratados se introducen artificialmente.los puntos de ca~ 

bio y se ensaya con dos distintas magnitudes del cambio en el 

parámetro O. Los resultados sugieren que entre mas grande sea 

la magnitud del cambio o mayor sea el número de observaciones 

a ambos lados del punto de cambio, más facilmente se obtiene 

evidencia para rechazar Ho. 



ú',3 DISCUSIÓN 
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De acuerdo al material revisado en este capitulo parece claro 

que en relación al problema de puntos de cambio en sucesiones 

de variables aleatorias, resulta de interés establecer prime

ro si efectivamente tuvo lugar un cambio para que en el caso 

de que así sea, proceder a realizar inferencias sobre el pun

to donde se produjo el cambio así como sobre cualesquiera 

otros parámetros no especificados que resulten de interés. 

De los trabajos que se han presentado, los primeros en la li 

teratura son los de Page y Hinkley que abordan el problema 

desde una perspectiva Frecuentista y emplean el método de má

xima verosimiltud tanto para decidir si es razonable suponer 

que se verificó un cambio como para estimar el punto de cambio. 

Los trabajos de estos dos autores presentan diversas similitu

des. Primero, sus resultados más importantes se obtienen para 

el caso en que sólo hay un punto de cambio y éste es el único 

parámetro desconocido. Por otro lado, la caracterización de 

los criterios de prueba así como en su caso de los estimadores, 

se realiza en base a aproximaciones asintóticas. Estas aproxi 

maciones son relativamente complejas, como consecuencia de que 

resultados más generales no pueden aplicarse debido a la natu

raleza del parámetro de interés. De esta forma, el problema 

para una situación con un tamaño moderado de muestra no es re

suelto en su totalidad. Una característica interesante de es

tos trabajos es que exhiben muy explícitamente la estrecha re-



lación que. guardan los problemas de estimación, pruebas de 

hipótesis y selección de modelos. 

Por lo que concierne a los trabajos revisados que emplean el 

enfoque Bayesiano, ocurre que fundamentalmente se ocupan, co 

mo es de esperarse en este enfoque, de obtener una distribu

ción final que describa el conocimiento que se posee sobre 

las cantidades de interés. 

Aún en los planteamientos más simples se considera que el pu~ 

to de cambio no es el único parámetro desconocido y en algu

nas contribuciones se examinan casos donde se contempla la p~ 

sibilidad de más de un cambio e inclusive se aborda el probls_ 

ma de la predicción de observaciones en presencia de posibles 

puntos de cambio. La formulación general del procedimiento 

para obtener la distribución final es extremadamente simple )' 

exacta para cualquier tamaño de muestra aunque debe de tomar

se en cuenta que para algunos casos específicos, la evaluación 

de las funciones de densidad involucradas puede requerir de 

aproximaciones numéricas. 

En términos generales, el enfoque Bayesiano permite un plante~ 

~iento y tratamiento único, simple y claro que para los casos 

de las distribuciones más usuales, si se modela el conocimien

to apriori adecuadamente,produce distribuciones finales que 



son fii.cilmente interpretables· aunque; como ya se mencionó, 

pueden encontrarse algunas dificultades menores de cómputo en 

la evaluación de las referidas distribuciones finales. Por 

su parte, el enfoque Frecuentista no produce resultados exac

tos para el tratamiento del problema si no solo aproximacio

nes asintóticas.Asimismo, y a pesar de que en los dos traba

jos revisados se emplea el principio de máxima verosimiltud, 

no puede garantizarse que e~te sea el.único procedimiento que 

se aplica para este tipo de problemas. 

Un comentario especial merecen las contribuciones de Chernoff 

y Zacks, Kander y Zacks y la de Hsu,en donde se parte de un 

razonamiento Bayesiano pero las reglas de decisión que final

mente se proponen son examinadas desde una perspectiva Frecuen 

tista. Es claro que las contribuciones de estos autores no 

pueden ser clasificadas estrictamente como Bayesianas o Fre

cuentistas. Este hccho,desde un punto de vista metodológico, 

puede ser criticado en virtud de que las suposiciones que s~ 

bre los parámetros se hacen en ambos enfoques no son compat! 

bles. Un punto a favor de este tipo de trabajos,que algunos 

estadísticos han dado en llamar cuasibayesianos, podría ser 

argumentado si procediendo con ese espirítu pragmático se 1~ 

grase conjuntar las ventajas prácticas de ambos enfoques y 

disminuir las dificultades que por separado presentan. Sin 
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embargo, en el caso del problema. ,q~e ae d'iscute, la principal 

desventaja del enfoque Frecuentista pe~siste'. en tanto se re 

quforen aproximaciones asintóticas para casi cualquier situa 

ción especifica y simultáneamente se pierde la ventaja Baye

siana de contar con un procedimiento ónice de resultados 

exactos . 

. , 



CAPITULO m 
Modelos de Regresión 
con puntos de cambio. 



U(; l 'RESULTADOS DEL ENFOQUE FRECUENTISTA,' 
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El análisis de modelos de regresi6n con puntos de cambio ha si 

do extensamente tratado en la literatura Estadística. De hecho 

parece existir un número de contribuciones sensiblemente mayor 

para el tratamiento de este problema que en relaci6n al de pun 

tos de cámbio en sucesiones de variables aleatorias. Esta si-

tuaci6n no resulta sorprendente si se tona en cuenta el i1¡1-

presionante éxito que desde sus orígenes, han tenido los mode

los de regresi6n para la caracterizaci6n de los más diversos 

fen6menos. 

En la búsqueda bibliográfica realizada para desarrollar este 

trabajo, las primeras contribuciones registradas para el tra

tamiento de puntos de cambio en modelos de regresión desde un 

punto de vista frecuentista, son las debidas a Quandt, [ .'Z] y 

[7~1, En su primer trabajo, este autor introduce la situación 

discutiendo la aplicación que tiene en el campo del análisis 

económico. Así pues, menciona que en ocasiones, la relación 

que guardan algunas variables económicas como por ejemplo in

greso y consumo, puede ser sntisfactoriaraente descrita, bajo 

ciertos condiciones, por modelos linealc~. Sin embargo, tales 
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modelos pueden cambiar si la.s condiciones del entorno económi

co se modifican. Una forma posible de tomar en cuenta estas 

modificaciones podria ser la inclusión en el modelo lineal de 

algunas variables que describan el comportamiento de los fac

tores que presumiblemente afectan la relación, Desgraciada

mente, en muchos casos no es posible identificar de antemano 

tales factores o 1cuando esto se logra1el efecto no siempre es 

linealizable, de modo que no puede incluirse en el modelo. 

En estas condiciones, es necesario considerar el modelo li

neal original y examinarlo para determinar si sufre algún ca~ 

bio que, en general, será atribuído al efecto de algún factor 

exógeno. La formulación estadística del problema se plantea, 

en el caso más sencillo, de regresión lineal simple, con un solo 

punto de cambio, como sigue; 

Sean Y1,Y2, •. ,,YT observaciones tales que 

i=1,2,., .• t 

i=.t+1,,,,,T 

en donde, a1,a 2,b1 y b2 son parámetros desconocidos, e11 y 

e•i son errores independientes con distribucl6n Normal de 



media ceTo y. vaTianza qf.y ~d Tespec.tiv¡i,mente. Los valoTes 

X1, ••. ,XT son valoTes ~ijos y conocidos. Esto es, las paTejas 

(Xi, Yi) paTa i"1., 2, ••• ,r se ajustan a un modelo de TegTesi6n 

lineal simple con paTámetros a1 y b1 y con errores cuya varia~ 

za es a.l: mientTas que las pa.Tejas pai:a i" t .. t-1, r+Z,.,. ,T se 

ajustan a otro modelo de pa.TámetTos .ª".b2 y a~ El pTimer pr~ 

blema que aborda Quandt es la estimaci6n der. Para tal efecto 

pTopone el empleo del método de máxima verosimiltud como sigue. 

PaTa un valor fijo de r, poT ejemplo t, la funci6n de funci6n 

de veTosimiltud tiene la siguiente expTesi6n: 

t 
L(t,ai.n.,b,,b., al, q~) = i!!l (Z" al) 

Tomando logaTitmos se tiene que, 

t 
2 exp { ~rrl (Y1·b1X1·n1) 2} 

.f.•.f..ttL" - '.f .e.n (Z 1r)- t .f.tt a 1 • (T-t) .f.tt a2 



en donde, considerando a t fijo y maximizando respecto a b1,a1, 

b,, a2,af y a~ se obtienen para estos parámetros los estimadores 

usuales de ml:nimos cuadrados considerando los dos modelos de re-

. gresi6n por separado, El valor asl: maximizado de la verosimil-

tud, que naturalmente depende de t, tiene la siguiente expresi6n: 

T T t.C.tl".z .e.11czrr)-t.e.11Q.,-c.T-t)t.1ia 2
- 2 

en donde: 

El problema de encontrar el e~timador de máxima verosimilitud de 

T consiste entonces en determinar el valor que maximiza l(t). La 

naturaleza del parámetro r, al igual que en el caso de sucesiones 

de variables aleatorias, no permite la aplicaci6n de la técnica 

usual de diferenciaci6n, Asl: pue&, el procedimiento que propone 

Quandt el\ el cálculo de l(.t) J?ara t" 3,,,,, T-3, a fin de determ}:. 

nar el valor donde se alcanza el máximo de verosimiltud, Es im-

portante observar que la evaluaci6n de l(.t) para cada valor de t 

implica el ajuste de un modelo de regresi6n lineal simple con las 



primeras t observaciones y otro por separado para la T·t restan-

tes. Es claro que en estas condiciones, el rango de t se reduce 

a los valores para los cuales tiene sentido ajustar una rectapor 

mínimos cuadrados en base a t y T-t observaciones. Sin discutir 

las propiedades del estimador de r así producido, Quandt procede 

a plantearse la inquietud de desarrollar un criterio de prueba 

para la hipótesis de que efectivamente ocurrió un cambio. El au 

tor propone el empleo del cociente de verosimiltudcs para tal 

ehcto. 

Naturalmente, el máximo de la vcrsosimiltud bajo la hipótesis n~ 

la de no cambio L(Ho), se obtiene ajustando una sola recta a to-

dos los datos mientras que el correspondiente a la hi_p.ótesis al-

ternativa L(H 1 ) se deriva mediante el procedimiento descrito por 

Quandt para la estimación de T. Es fácil verificar que el cocie~ 

te de interés tiene la siguiente expresión: 

-.t* .. T-t* 
al a 2 

"T 
Q 

en donde, t* es el valor estimado de r por máxima verosimiltud y 



a2 es ql' cí;tin¡adorCOl'respondÚ>rit13 'de la varianza en el régimen de 

l'egresión ajust¡i,do con. todas. l¡¡.s observ¡¡.ciones, 

La distribución ex<lcta .de ~ bajo la hipótesis nula no ha sido d~ 

terminada pero Quandt sugiel'e la utilización de la aproximación 

Ji-cuadrada para -2 .t.11 ~, El propio autor indica que las condi-

ciones bajo las cuales tal ¡1,proximación es adecuada no se sa tisf~ 

cen en este caso, debido esencialmente a que t es una variable 

discreta. Sin embargo, conjetura que el resultado es apropiado 

aan en esas circunstancias ya que en su opinión, es de esperarse 

que "' medida que T se incremente las distorsiones debidas a la n~ 

turaleza de t sean de menor importancia, Alternativamente, Quandt 

propone en el mismo artículo, otro procedimiento para el caso en 

que el tamaño de muestra sea pequeño. Este consiste en dividir el 

conjunto de observaciones en dos grupos y probar la hipótesis de 

que las regresiones ajustadas son iguales. Naturalmente, en el 

contexto del problema la división de las observaciones en dos gr~ 

pos debe hacerse de tal forma que se obtengan conjuntos de obser

vaciones contiguas respecto al orden de l'l"'gistro. Esto es, los gr~ 



. gún valor de t que permita el ajuste de las dos regresiones por 

separado. Con una partici6n de este tipo, Quandt propone la uti 

lizaci6n de la prueba descrita por Rao l 78 1 , para probar la 

igualdad de las regresiones. Literalmente, indica: "Denotando 

por So la suma de sLuit:l$Je cuuJrn.Jo:; do Jcsvinc.icucs Je las Jo~ regrcsj oncs 

séparadas, ajustadas a los dos grupos de observaciones y por S1 

la suma de cuadrados de desviaciones de una regresi6n común bas~ 

da en todas las observaciones, la cantidad (S 1 -S 0 )/So tiene una 

distribuci6n F con 4 y T-8 grados de libertad''· 

En relaci6n a esta afirmaci6n es interesante·hacer notar que efes 

tivamente, en la referencia mencionada, Rao presenta una prueba 

' 
de igualdad de coeficientes de regresión pero que supone, de an-

temano, igualdad entre las respectivas varianzas de modo que en 

realidad la proposici6n de Quandt no constituye, en el sentido 

más amplio, una alternativa para el caso de tamaño de muestra p~ 

qucña. Por otra ¡>arte y como se hace notar en otro trabajo, Me!!_ 

do za [ '1:?> 1, que también se presenta en este capitulo, la construs 

ci6n de la estadística de prueba es incorrecta ya que el cociente 

que tiene una distribuci6n F, de acuerdo a Rao, es el que consid~ 

....... . .. •· · .. 



ra los cuadrados medios correspondientes.· Asimismo, los. grados 

de libertad no son los que afirma el autor. En la referencia 

que menciona, efectivamente se utilizan 4 r T-8 grados de liber

tad pero en aquel caso se tiene un modelo de regresión lineal 

múltiple con tres variables independientes. Fácilmente se puede 

verificar que los grados de libertad correctos para un modelo de 

regresión lineal simple son 2 y T-4, 

Aparentemente sin haber detectado estos errores, Quandt comenta 

el problema adicional que representa la elección del punto para 

dividir las observaciones en dos grupos. Apunta el hecho de que 

resulta natural utilizar el valor estimado de r por máxima vero

similtud aunque este procedimiento implica la prueba de una hip~ 

tesis sugerida por el mismo conjunto de datos, de suerte que el 

criterio resulta en el rechazo de la hipótesis nula más a menudo 

de lo esperado. Una alternativa en este sentido es, de acuerdo 

al autor, la utilización de un valor determinado de forma exóge

na a los datos, por ejemplo, T/2 si T es par o bien algunos de 

los valores (T+l)/2 o (T-1)/2 si T es impar. El problema de es

ta proposición, según lo comenta Quandt, es que probablemente al 

, ......... . 



guno de los conjuntos puede.contener observaciones que en reali-
. ,-_. -.--... _' . 

dad pertenecen al otro régimen de ·regresi6n. Esto es, existe un 

fenómeno de contaminación de los datos. Una propuesta final que 

hace el autor es la posible supresión de algunas de las observa-

cienes centrales de modo de reducir el riesgo de la contaminación. 

En cualquier forma es claro que la potencia de estos dos últimos 

procedimientos depende de s.i realmente el punto de cambio se en-

cuentra cerca de las observaciones centrales. 

Quandt termina su trabajo aplicando sus ideas a un conjunto de 

datos generados por él 1 que posteriormente ha sido utilizado por 

diversos autores para ilustrar otras técnicas para este tipo de 

problemas. El autor genera veinte observaciones de lns cuales 

las primeras doce siguen la siguiente relaci6n: 

y,,. 2. 5 + O, 7 X + U i 

mientras que las ocho restantes fueron generadas a partir del mo-

delo 

Y~ 5 + O. 5 X + U2 

en donde, tanto U1 como .u2 son errores independientes Normales de 

. ' 
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media cero y. varianza . uno; 

El estimador de má>;ima veroslmi.l tud para r ·en este caso resulta 

ser t*.=-1.2 que coincide· con el valor verdadero del punto de cambio. 

Tanto el criterio de distribución asintótica como el correspondie~ 

te a un tamaño de muestra pequeña para la prueba de la hipótesis 

de no cambio son aplicadas por el autor en este conjunto de datos. 

Con el criterio asintótico, la estadística de prueba tiene una v~ 

lor de 14.610 que es significativo al 1\ comparado con tablas de 

Ji cuadrada con 4 grados de libertad. En el caso del otro crite

rio, el autor reporta que solo es significativo al soi. Sin em

bargo, debe tomarse en cuenta que tanto la expresión para el cál

culo de la estadística de prueba como los grados de libertad son 

incorrectos. En el ya mencionado trabajo de ~lendoza [ &>], se co

rrigen los cálculos y se encuentra que la estadística resulta si[ 

nificativa al 1\ si se utiliza el valor estimado de T por máxima 

verosimilitud, t*"'1.2,para dividir las observaciones y es signifi

cativa al si si se utiliza el valor t=-T/2."1.0, En resumen, en es

te primer trabajo. Quandt propone la estimaci6n del punto de cam

bio mediante máxima verosimiltud pero no examina sus propiedades • 
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Propone dos criterios para probar la hipótesis de no cambio so

bre el primero de las cuales conjetura que bajo la hipótesis n~ 

la tiene una distribución que se puede aproximar asintóticamen

te, por una Ji cuadrada. El otro criterio que no requiere de un 

tamaño de muestra grande es construido con algunos errores evi

dentes. Al aplicar estos criterios a un conjunto de datos espe

cialmente generado para este propósito y que tiene un punto de 

cambio, se obtiene que el valor estimado del punto de cambio coin 

cide con un verdadero valor. Los dos criterios producen resulta

dos significativos una vez que el segundo es corregido, 

En un artículo posterior , (Tbl, Quandt retoma el problema exami

nando, como un primer punto, la conjetura de que -2 l11 'A tiene una 

distribución Ji cuadrada con cuatro grados de libertad. Para ello 

procede a realizar un estudio através de simulación que le permite 

construir funciones de distribución empíricas para esta variable. 

Considera tres casos, T• .20,40 y 60. En todos ellos la variable 

independiente puede tomar veinte diferentes valores; x•0.05, 0,10, 

O.JS, .•. ,1.00. Cada valor es utilizado una vez en el primer caso, 

dos en el segundo y tres en el tercero. Los errores son indepen-



dientes y Normales de media cero y varianza uno, Quandt simula 

200 conjuntos de datos para cada caso y tabula una tabla de fr~ 

cuencias de - 2 ltt 'A para cada uno Antes de probar el ajuste de 

una distribuci6n Ji cuadrada con los cuatro grados de libertad, 

el autor utiliza tres di~erentes pruebas para verificar si las 

distribuciones empíricas pueden considerarse iguales. Como resu! 

tado reporta' que la hip6tesis de igualdad se rechaza con los tres 

criterios con niveles de significancia descriptivos menores a 

0,007, En vista de este resultado.prueba el ajuste a la distrib~ 

ción Ji cuadrado. por separadtl y reporta que la hip6tesis se rech~ 

za en todos los casos con un nivel de significancia de 0.0001, 

Ante esta evidencia, Quandt descarta la aproximaci6n Ji cuadrada, 

indica que la distribución de -2 ln 'A depende del valor de T y 

sugiere el empleo de tablas empíricas como las generadas por él 

para la aplicaci6n del criterio propuesto. 

Otros criterios para el caso de muestras pequeñas son propuestas 

por el autor en el mismo trabajo. La idea general es,como en el 

trabajo anterior, dividir el conjunto de T observaciones en dos 

grupos de acuerdo al valor de t*, el estimador de máxima verosi-



militud 
:. . .... \.' : .. -.: ,. ·_.--;--, ..... ~.-- ... _(··-·_---:· ·. '• . 

de r y estimar· lo si. ¡;iarámetros de los dos modelos de re-

gres Hin separados. Eri b~se 'a' ellos, el autor propone la constru_s 

ci6n de un tipo especial de residuales, que podrían llamarse cru-

zados, para probar la Jüp6tesis relevante, El procedimiento es 

el sigui.en te: 

Se calculan las regresiones estimadas 

-YJ.," .ii1 +b1 xi; i .. 1,2, ••• ,t•, 

-Y1 = ii2+b2X1i i=t•+1,. .• ,T 

Y .los residuales cruzados se definen como: 

i==1,2, •.. ,t*, 

i::;t*+1, ... ,T 

) 
Quandt afirma que bajo la hip6tesis nula de no cambio, r11,r12, .. 

r1t* forman una colecci6n de variables aleatorias Normales indepe!!. 

d:i,entes. La misma afirmaci6n se formula sobre r't*+l, r,T, Bajo 

estas condiciones, el autor indica que las estadísticas 
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y V2"(T·t*)2 · r•· 

tendrfnn una distribución de Student con t•-1 y T-t•-1 grados de 

tibertad respectivamente si t* no fuese determinado a partir de 

los mismos datos. El criterio de prueba propuesto consiste en 

rechazar la hipótesis de no cambio si v1 o v 2 es signicativameg 

te diferente a cero. Una dificultad adicional menos grave que 

se menciona en relación a este criterio es que los valores es-

perados de r, y r •• 

t• 
E (r1)= (a2 - a,)+ (b2·b1ldi, X/t* , 

T 
E (r2)= (a, - a2) + (b1-b2J 1Jf .... , X/ (T-t*J 

pueden ser iguales a cero simultáneamente aun bajo la hipótesis 

alternativa aunque esto es mas bien, improbable. 

La dependencia de v1 y v2 en t• puede ser eliminada, de acuerdo 

a la sugerencia de Quandt, sustituyendo a t* por un valor dete.!:_ 

minado exógcnamente como por ejemplo, t=T/2. Con esta modifica-



ci6n, Quandt a.J;i.rll\a que. l.as e.s'ta.Ústi.cas de prueba siguen una 

distribuci.6n de Student s1.• adicj,orii{~ente, en vez de usar la v~ 
rianza de los residuales cruzados en el denominador, se emplean 

los estill\adores usuales de varianza de los modelos separados de 

regresión aunque la potenc~a de la prueba podrian verse disminu1 

da a medida que el verdadero valor del punto de cambio se aleja 

de t. 

Un último criterio es propuesto por el autor. En relaci6n a las 

cantidades 

t - .. 2 
.~Ca2+b2Xi·Y,l Jr¡• 
·=~ ~ 

y 

afirma que estas variables aleatorias tienen,bajo Ho, una distri 

buci6n Ji cuadrada con t·l y T·t·l grados de libertad respectiva· 

mente, de modo que su cociente se puede completar a una variable 

p, Un argumento similar es expuesto para las sumas de cuadrados 

anllogos con i1 y b 1 • Quandt propone rechazar la hipótesis nula 

si alguno de los dos cocientes es significativamente grande. En 



su opinión, est<: últi1110 procedj.miento también evita el problema 

de probar una hipótesis sugerida por los datos aunque la local~ 

zación del verdadero punto de cambio puede disminuir su poten-

cia. Es importante notar que en este segundo trabajo se utili-

zan algunos resultados que son ;(al sos, Particularmente, los gr!!_ 

dos de libertad de la variable 

no sonT-t-1 como afirma sino T-t·2, El mismo problema se tiene 

con 

) 

que tiene en realidad t-2 grados de libertad. Por otra parte, 

los residuales cruzados no son independientes bajo Ho como lo 

aiirma Quandt, aunque estos pueden ser transformados para que 

satisfagan esta propiedad, En resumen, Quandt descarta en este 

segundo trabajo, la conjetura Ji cuadrada para el criterio asint~ 

tico y propone algunos procedimientos alternativos para el caso 

de tamaño pequeño de muestra. Estos procedimientos han sido con~ 
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truí.dos en base a algunas afirmaciones c¡_ue son falsas aunque 

pueden corregi.Tse. Probablemente la mayor virtud de las con

tribuciones de este autor radica en que hace patente las difi

cultades que implica el problema de punto de cambio aun en el 

ca.so má.s simple de regre~:i6n cu¡i.ndo se trata mediante el enfo

que Frecuentista. 

Al igual que en el caso de sucesiones de variables aleatorias, 

el nombre de D.V.Hinkley aparece asociado a los primeros trab~ 

jos, sobre puntos de cambio en regresión. En particular, un ar 

tículo c¡_ue data de 1969, [4~], aborda el problema partiendo de 

la misma estructura propuesta por Quandt pero bajo el supuesto 

de que efectivamente tuvo lugar uno y solo un cambio, centra el 

interés en las inferencias sobre el punto en que este cambio se 

efectuó. Esencialmente consi.dera el procedimiento de máxima ve 

rosimiltud para la estimación puntual y una aproximaci6n Ji cu~ 

drada para la distribución asintótica de -2.t'.•t ;>. , donde ;>. es el 

cociente de verosimiltudes para la hipótesis de interés. Como 

puede apreciarse, en principio el trabajo de Hinkley es muy pa

recido al de Quandt que ya ha sido descrito. La diferencia, 



que permite obtc:ner los resultados pi;opuesto!;, estriba en q.ue 

se introducen algunas suposiciones adic~onales en la estructu

ra del prohl<lma. El modelo considerado es el siguiente: 

i::; 1 'z' . ' . , t' ' 

i= :r_+l, ••• ,T. 

con &1, ••. ,&T errores Normales, independientes de media cero y 

va.ri.a.nza. 02. Los parámetJ;"os a1,a,,b1,b2 y< se consideran des

conocidos. Hasta aquí el modelo coincide, en general, con el 

propuesto por Quo,ndt; s.in embargo, Hinkley introduce dos supos.i,_ 

cienes más. Primero que los valores de X1 , ••• ,XT están ordena

dos respecto al índice de la observación. De esta forma se tie 

ne que, en caso de producirse un cambio, las regresiones no qu~ 

dan superpuestas en La zona de exploración sino que cada régimen 

describe la. relación entre X y Y en una región distinta. En si:. 

. gundo l,ugar, considera la magnitud r =C.a1-a2) f (_b2-b1) que repr~ 

senta el punto donde las dos rectas de regresión se intersectan 

e impone la restricción de que X,.; 'Y< X,+,· En estas condici~ 

nes, se puede suponer que el cambio en realidad constituye una 

L 



transi.ción conti.nua. d<: un r~gi.men a otro l;'especto al valor de 

la varia.ble independiente. De h.e<:ho, el 11unto de cambio, en un 

sentido estricto, es precisamente 1 Asi pues, Hinkley desa-

rrolla su trabajo con el objetivo de estimar "! , encontrar la 

distribución del <lStimador r probar la hiJ?ótesis del tipo Ho:"f="f*. 

Es interesante notar que una de las principales consecuencias de 

la estructura considerada por es.te autor es que el estimador del 

punto de cambio no está restringido a tomar valores en un conju~ 

to finito. De esta manera se evita la aparentemente, más nota-

ble dificul ta.d del procedimiento propuesto por Quandt, 

¡>ar¡¡, estimar a "! , Hinkler propone el método de máx.ima verosi

militud y procede de la siguiente manera: 

La función de verosimiltud de las observaciones está dada por: 

L(Y la1,a2,h 1,b2,"f,r;o)=(·2ira 2)-T/i --r . . . . 

en donde (a 2-a1) +"f(b2-b1)= O y además x,.:;; "! <Xr+i· Para un va 

lor fijo t de r, la verosimilitud,considerando a 0
2 conocido, pue 
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de maximiza>;'!;e respecto a loS: parti.metros a 1 , .a2,b1 y bz sujeta 

a la restr:lcci<in que :lnvolucra a 'Y· Como resultado, se obtiene 

la :f;unci6n de: vc:rosi.mili tud ma¡;ginal de 'Y, Lt (y)', en el interv!!. 

lo [ Xt'Xt+l l' Procediendo de esta maner¡i. con los di:f;erentes V!!. 

lores de t, se construre l¡i. verosimilitud completa de r,L(y),d~. 

:f;i.ni.da como 

Reescribiendo, Lt(y)=(.2irq-')-T/2 exp {-C.2<1 2)-
1 s~ (1)} donde· 

s~ (y) es la suma de cuadrados de los residuales del modelo con 

dos rectas de regresi6n intersectadas en 1', es claro que el pr~ 

blema se reduce a encontrar r tal que minimice S~ (1') para 

re!Xt,Xt+ll Y t=Z, ... ,T-2. Básicamente por facilidad, Hinkley 

¡iropone el empleo de Z~(:yJ E S~ - S~(:y) como funci6n objetivo, 

donde S~ representa la suma de cuadrados de los residuales pro

ducidos por el ajuste de un modelo de regrcsi6n simple a las T 

observaci.ones disponibles. Naturalmente, s3 no depende de 'Y, 

de modo que el criterio de minimizar S~(r) es equivalente a 

maximizar la correspondiente Z~ (')'). 



La exi.stencia de 'Y queda. gai;antl,zada en cuanto al autor exhibe 

la continuidad de L (1) y consid<rra las restri.cciones estructur!!_ 
..... 

les del modelo, Más alín, Hinkley :i,ndica que s:i. se define 'Y t C.Q. 

mo el valor de 'Y que maximi.za Lt C:Yl en toda la recta real, en-

ton.ces Y' en Vi'l'tud de la defini.ci6n d<: L('.yl, ~olo puede ocurrir 

. qu<: "( coinc ;i,de con :Y t p¡¡,r¡¡, algun<1 t, en cuyo ca'>O :Y t <O [ Xt ,Xt+J), 6 

'Y es igual a Xt, tambi&n pai;a alguna. t. A'>í J?Uc$ ,el procedimiento 

para calcular 'Y consiste en determinar Lt(yt) para todos aquellos 

caso& en que :Yt io [ Xt,Xt+l) y L(Xt) pa,r<J. el resto, seleccionando 

-como 'Y el v¡¡,lor que produzca el mayor valor de L(r). Desafortu-

nadamente, L(7) no es diferenciable ~n todo su dominio y como co_!! 

secuencia, no es posible encontrar una expresión explícita para 

este estimador, de manera que para establecer su distribución 

asintótica, Hi.nkley recurre un más detallado examen de la relación 

que existe entre ; y la sucesión f:Yt 1 . 

Pr~mera.m<:n te, eJ, a.utor ~.e refier<: a un i:<:sul ta<lo de !'~d<:r y Sylvestqr [ ~21 , 

en donde se exhibe que r es asintóticamente distribuida según una 

ley Normal aunque la aproximación para el caso de un tamaño de 

muestra l?equeño parece no ser adecuada. En cualquier forma, 



_ .. 

Hinkley se ba.sa en ese Tesul tado pa.Ta sugeTir qúe 1 al menos 

asintóti.camente, l_a probabilidad de ·C\ue 'P•Xt p11ra. cu11lquier t 

es cero, de modo que en gene Tal, ; ·co;i.ncide con 'í t para alguna 

t, Este argumento clari~ica notablemente el camino a seguir, 

puesto que la di&tribuci(in de r debe depender de la correspon

dí.ente de los estimadores {1 ~l que a su vez son obtenidos por 

máxi_ma verosimi.1 tud en condiciones usu11les por lo que su distr!_ 

buci.ón puede aproximarse ra_zonablemente por una Normal. 

En base a resultados obtenidos de simulaciones, el autor sugi~ 

-
re que la relación r > Xt+l implica 1 t > Xt+l así como que 'Y< Xt 

implica :Y- t < Xt. Por medio del desarrollo :formal de la dependen-

cia entre estas Telacioncs, Hinkley verifica que la distribución 

de 'Y puede ser aproximada,en los puntos X2 ,X,, .,.,X cuando 
T-2 

estos estan igualmente espaciados, por la función 

¡ '''""' 
p(:y't-1 <Xt) 

t<;(T+1)/2 

t >(T+1)/2 

_Adicionalmente, propone como aproximación continua una interpol!!_ 



~ 

' _, 

ción lineal para cada ya,lor 7 e [Xt~l 'Xtl.' . Bl autor procede a 

verificar que como era de espera~se·, l~;,dÚ.tT.ibuci6n de -:Y t puede 

aproximarse por una ley Normal c~y'os".~arámetros dependen del ve!. 

dadero va.lor de 7, de la diferencia b=_b.2 ·b1 y naturalmente ,de t. 

D~ esta J;orma se tiene que la d:lsfri.buc:lón de 7 puede aproximar-

se por una mezcla. de Norma.le$. 

Un aqiumenta má.s, relativo a que el comportamiento asintótico de 

los estima.dares {-:; t} es pró.cticamcnte el mismo y puede ser aprox!_ 

madQ por ll\ distribución de 'fr: donde r. es e 1 verdadero 

va.lar del índice de la última abserva,ción en el primer régimen 

de regresión es utilizado. En base a este resultado, Hinkley afirma que: 

con '1> { •} ·la. distribuci6n Normal (O, l). El autor menciona que 

ll\ aproximación con F1 depende del igual espaciamiento de 

los valores en X. Sin embargo, afirma que el resultado es esen-

cialmente , válido en general. En base a un estudio de simula-

ci6n las dos distribuciones son examinadas r .se ohtiene un mejor 

- comportamiento de F1, lo cual resulta razonable si se toma en 



cuenta C\Ue .¡;: 2 requiere de una aproxi)'laci6n adicional. Finalmen-

te, se comenta el procedimiento a seguir para probar las hip6te-

si.s 

Utili.zando el método de cociente de vero~imiltudes generalizado 

s.e puede verlJ;icar que si· A es cociente involucrado, 

- 2 ,f.11 A= 
1 

(J2 {i~ 6) -z 2 

:i:. to 
('Y o) l 

donde X~ o;;· 'Y < Xi'+i y Xto "ra o;;xt,+l , Est¡i estadística tiene 

asint6ti.c:amc:nte una di.stri.buci6n Ji.-cuadrada central con un gra-

do de libertad bajo H0 • Si el parámetro a 2 fuese desconocido, se 

sugiere sustituirlo por su estimador usual y aproximar la distri-

bue i,éin por una f. 

El trabajo de Hinklcy· J,>Uedc describi.,r~e brevemente indicando que 

aborda el problema de puntos de cambio en regresi6n presuponien-

do .la existenci.a de un cambio y considerando algunas suposiciones 

adicionales que producen un caso particular en donde los métodos 

frecuentistas usuales pueden aplicarse en mejores condiciones, 



As1, el problema de es.timar el punto de ·ca.mbio se traduce en la 

estimación con restriccionei; del punto de intersección de dos 

rectas. La. distribución del estimador de máxima verosimiltud se 

aproximapqruna mezcla de Normales y se propone el empleo del co-

ci.ente de verosimil tudes para probar hi.p6tesis sobre el paráme-

tro de intel.'és. Do& comentari.os son oportunos. Primero, el pla!!_ 

teamiento de este a.utor permite pa'la.1.' de la estimaci6n del punto 

donde los datos observados cambian de régimen a la estimación 

del punto en la zona de exploración donde el modelo sufre una mo-

dificaci6n. Este tipo de resultados podria resultar de mayor uti 

lidad para la realizaci6n de experimentos posteriores. En segun-

do lugar, las suposiciones de que las rectas no se traslapan y de 

que la transición es continua propicia que un modelo cuadrático 

aparezca con10 un muy natural contendiente del propuesto por Hinkley. 

Al respecto el autor menciona que un posible procedimiento para 

confrontar estas alternativas podria ser el análisis de los resi-

duales. 

Otro ·artículo que trata el problema de puntos de cambio en regr~ 

sión es el debido a Farley y Hinich (;1], en donde se desarrolla 



un procedimiento para probar la' hi'p6tes;i.s nula de no cambio con-
,- . . 

tra la al terna ti va de que un.o y solo un cambio ha tenido lugar. 

Los autores de~arrollan un critei;i.o q.ue es localmente mas pote!l 

te a medida de la mag.n;i.tud dE;l cambio converge a cero y resulta 

asi.fltt.iticam~nte ~fic:i..ente, 

El mode1o considerado es el s.:J.~uiente: 

en donde como de costumbre,X
1
,.,.,XT son constantes fijas y los 

errores {i1 ¡ son independientes e idlnticamente distribuidos Nor 

mal (O,a 2 ). Por su parte, los parámetros del modelo se definen 

como sigue: 

bi = \ b 

b+5; r+1<:i<:T 

l<:i<;r 

Po¡; supuesto, r e,, el punto de cambi,o en el modelo (.1 .;; r .;; T) • 

Reescribiendo el modelo se tiene que: 



En es.tas. expresiones ei¡ interesante ·notar algunas característi

cas. Primero, el esquema es muy pa.recido al propuesto por 

Quandt; si.n embargo, los -¡iarámetros de las r~¡¡resiones se transfo!:. 

man de (.a,b) en (a1,b1) con a.1"a-6Xt:' b1=bt6, lo cual implica 

una restricci6n en el tipo de cambios que se pueden verificar. 

Particularmente, es de interés observar que el parámetro 6 puede 

interpretarse como una medida de la magnitud del cambio, de he

cho, si 6 =O no existe cambio alguno. Así pues, la hip6tes is nu-

la. se puede contrastar probando Hn: 6 =O , Por otra parte, la 

circunstancia de que la ordenada al origen después del cambio, 

dependa del valor de la observaci6n en donde el cambio se llev6 

a efecto, impone una restricción muy específica en el modelo. 

Puede verificarse muy fácilmente que si ó es distinta de cero, y 

por tanto se efectuó un cambio, las rectas se intersectan precis~ 

mente en X~. De esta manera el trabajo de Farley y Hinich puede 

considera.rse como intermedio entre los d" Quandt y Hinkley ya 

descritos, puesto que si, bien no requiere que los valores de la 

variable independiente estln ordenados respecto al índice de ob 

servación, si se reduce a considerar los casos en que el punto de 



cambio coincide con el valor donde se intersectan·las rectas, 

El procedimiento que siguen los autores de este trabajo es rel!!_ 

tiva.mente simple r pal;'t<: d<: consid<:rllr que <r 2 es conocida y r 

es una variable ·a.leatari.a discreta dl.st<ibul'..da unHormemente en 

{i,.2,, • .,Tl• Esto es, 

. ' l . 
P (t'At.)" ·T tj;l_,.2, •.• , T 

Es importante hacer notar que si bien Farley y Hinich afirman 

qu<: esta distri.buci6n representa la si tuaci6n en que el investi 

gador no posee información apriori sobre el punto de cambio, el 

enfoque que utilizan no es Bayesiano ya que en tal caso tendrían 

que asignar distribuciones iniciales a los demás parámetros (a,b 

r 6) y seguir un tratamiento distinto del problema. 

Los. autores proceden a verificar que bajo la hipótesis nula el 

y1¡ctor ~.de observaciones sigue una dis.tribución Normal mul ti ya-

riada de media !!. y vari.anza q z I en donde, 

1 . Xi 

X2 

J.l = a + '1 = a 1 + "( X 

1 XT 



mientras que si se produce un cambio i:n T=t., de magnitud B, la 

matriz 'de varl.anza~)' covarianzas l'ermanece J.gual pero la espe-

ranza de !.se modl.fica como sigue: 

. !! 1. +'Y ! + 6 z (_t)o; ~ + 6 z (t) 
~ 

Para efectuar la l'rueba de la hip6tesis B= o proceden a calcu-

lar las verosimiltudes de interés. 

Bajo Ho, se tiene que: 

) 

T 
fo(!ja.,b)= (21Ta 2

)- 2 exp {- 2~.C!·!!.)' (!·!!.)} 

mientras que si el cambio ocurre en ~=t con una magnitud B, 

f (Y J a, b, t, 6 ) = (.2 "a 2 ) • T/
2 exp f- ; a' CT-!!.-6 ~(t)l'cY: !!. - B ~(t))} 

En virtud de quQ < es considerado un l'arámetro aleatorio, y co-

mola hipótesis es relativa a B, Farley y Hinich proceden a de-

terminar la verosimiltud bajo la hipótesis alternativa, margina-
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liza.da sobre -r, 

Esta verosimiltud, como es fácil de verificar aún cuando los auto-

res no lo mencionan, tiene .,un valor esperado dado por la si1tuiente 

expresi6n: 

T 
l: 

t=l. 
(l!_tÓ z (t)) 

ConsiderD,ndo la verosimil tud bajo Ho y la correspondiente a la 

alternativa margina.lizada sobre r, Farley y Hinich calculan el 

coci.entc respectivo, 

f (Y 1 a, b , ó l I f CY. 1 n , b l = ' C y 1 a, b , 6 l 

T -1 ¡¡ ¡¡2 
=l: T exp{-2(Y-1J)'Z(t)-:;;;-z Z(t)'Z(t)} 
t=l Q - - - 20 - -



\ 

) 

Desai:rolla,ndo la expa~sión' en sel;',i.es de r.. :r;especto a 6 ,al:r;ede-

:. :--.; 
dar de º"-º• se obti.ene que.' .. , , 

.... _ .... 

de ta,l mane:r:a que si ¡i., b ,<1· 2 · y li .son conocidos y li .adem6.s, es 

cercano a, cero, el c:r;itcrio de p:r;ueba sería rechazar Ho si 

. li 
~· p . i + ""? ex -!!.) ' g_ 

es signi:l;i.cativamente diferente de cero, Equivalentemente, el 

ci;iterio se puede definir en términos de S= q_• e¿: - e_), rechazan-

do Ho si S .es significativamente diferente de cero. Los autores 

afirman que si a, b, o 2 y li son fijos el criterio es localmente 

Jll!Í,S. ¡iotente ~i. ~ tiende a cero. Por ot:r:a parte también el cri-

terio propuesto es asint6ticamente eficiente respecto al corre~ 

11ondiente al cociente de verosimilitudes, Esta claro entonces 

que el criterio desarrollado puede ser empleado para probar 

Ho: li=O, si a,,b y q 2 son conocidos, contra cualquier alternativa 

~· H": 6" li*. si;empre q.ue 6• sea cercana a cero, Un atractivo del 
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criterio es que bajo Ho la distribución de S es extremadamente 

simple puesto que la estadl',stica'_ de• prueba es una cornbinaci6n 

lineal de varia.bles Normales indep'endientes, 

!ll;l interesa.nte notar que la es:tadistica de prueba puede ser in~ 

terpretada informalmente, de manera muy s irnpl e; Corno ya se i!!, 

dicó, bajo la hipótesis alternativa, '.!'.'.tiene una dis.tribución 

de media !!,*= !!_ + B !!_. De esta forma, el vecl;or y_.!!. ¡iodría in

terpretarse corno una estimación de la diferencia !!_*-!!_=~O. Na 

turalrnente' entonces~ la estadlstica 5 es cercana a cero si solo 

si, el parámetro B es suficientemente cercano n cero. 

Los autores mencionan que <:n general, los parámetros a y b son 

) . desconocidos y proponen modificar el criterio sustituyendo estos 

valores por sus estimadores usuales bajo Ha. Asi la estadística 

de prueba esta dada por 

s = o • cr -11.l 

~ o• O'..- a: 1. - b !l 

= 0' (I-A) y_ 

que no es más que una combinación lineal de los residuales bajo 



Hoy donde A,.T-
1 Jl' +{!'!+TX' 2

}-·
1 ·cx"!H!"!l 1 YX es el vef. 

tor cuyas entradas son todas iguales a X, la media de las obse~ 

Ví\Ciones, 

N• 

Es senci.llo con¡p:robar que S tiene, b¡¡.Jo Ho, una dist:ribuci6n No~ 

mal de medi¡i, ce:ro l" varianza 11 
2 Q l CJ>A) Q_ , De modo que el cri t~ 

rio para probar la hip6tesis nula., a un nivel de significancia a, 

consiste en :rechazar Ho $i !SI excede el valor z "/ 2 11 [ Q..' O:-A)Q.11
/• 

donde Z v./2 es el cuantil de orden 1-. ah de una distribución No~ 

mal CP,11· Con la finalidad de analizar la potencia del criterio, 

los autores propone.a el empleo de 1 a medida de detectabilidad 

¡E5 c:S1- Ea C:rl 1 

º~"' J Va (S) 

donde E6 (S) es la esperanza de S bajo la hipótesis alternativa 

cuando la magnitud del cambio es 6 mientras que Ea (_S) y V o C:Sl son 

la media y· la varianza resp~ctivamente de S bajo la hipótesis nu-

la. f¡¡rley· y Hinich yerHican que de entre todas las posibles 

combinaciones lineales de los residuales, i es la que p:roduce la 

mayor detectabilidad. Adicionalmente, indican que si 11 2 es tam-

bién desconocida pero T es suficientemente grande, este paráme-



tro puede ser sustituido por su estimador usual r la regla de 

decisión es asintóticamente equivalente. 

Finalmente, los a.utore"I realizan un estudio mediante si.mulaci.ón 

para ca.racteriza11 la potencia del cri.teri.o en función ~el pará

metro 6 .asi como de la. confj,guradán de los valores de la vari!!_ 

ble independiente y la localización del punto de cambio, Los r~ 

sultados que obtienen su~ieren que el patrón de variable indepe~ 

diente, en efecto, influye en la potencia aunque tal influencia 

{'arece ser re1cvante solo par!\ va,1ore::; de li cercanos a cero. En 

general la potencia aumenta a medida que l 6 I crece pero no se aproxi_ 

ma a uno tan rápidamente como se es{'eraría, Este hecho es comen

tado en el artículo examinado en términos de que probablemente se 

debe a que en general se desconoce el punto de cambio. En rela

ci6n a ello, el propio estudio de simulaciqn revela que es mucho 

más alta la, potencia cuando el punto de cambio se localiza en la 

parte medi.a de la sucesión que cuando se encuentra cerca de algu

no de 1os extremos, Finalmente, se comparan los resultados cuan

do o 2 es conocida contra los que se obtienen en el caso contra

rio encontrando como era de esperarse, un mejor comportamiento 



si se ·conoce el valor de a 2 , si bien el deterioro en potencia 

no es muy- gi;ande, en el otro .caso sobre t~do si el punto de cambio se locáliza 

en la parte media de la. sucesi6n de observaciones y. la magnitud 

' del cambio es relativa.mente pequeíla., Resumiendo, estos autores 

des.arrollan un procedi.mienta frecuentista para. probar la hip6t~ 

s:i:s de no cambia incorpÓrando una suposici6n adicional en <:l m~ 

delo alternativo. La técnica es extremada,mente simple en virtud 

di: que la estadística de prueba, resulta ser una combinaci6n li-

neal de los residuales usuales. De hecho los autores indican 

que el cá,lculo de la estadística. puede ser implementado en cual· 

quier paquete de computadora como parte de las rutinas de verif! 

caci6n de las suposiciones. Adicionalmente, se sugiere que ene~ 

so de detectar un cambio, el punto de cambio puede ser estimado 

con el procedimiento de Quandt. 

La potencia, de la prueba depende de la configuración de los va.lo-

res d<: la variable inde¡iendiente r de la magnitud del cambio, si 

bien los estudios de simulación re¡iortados indican que los resul-

tados son satisfactorios. Como observación final, =; interesante 

notar que los autores no hacen uso del hecho de que la estadísti· 



ca de prueba tiene una dj,stribuci6n Normal bajo la hipótesis a! 
. . 

ternativa. Esta circunstanci:a. ¡:>odría haber sido empleada para 

calcular la potencia de la prueba sin recurrir a las simulacio· 

nes. 

En un trabajo publicado el mismo ai\o que el de Farley· y Hinich 

otros autores, McGee y Carleton [ '-2 1, presentan un tratamiento 

para el problema de regresión con puntos de cambio que puede ser 

considerado mas general en el sentido de que es aplicable no solo 

al caso de un punto de cambio, sino a aquellas situaciones en las 

cuales se desconoce el número de ca.mbios en el modelo. Una de 

las caracteristicas más interesantes de este artículo es que desa 

l ._, rrolla un procedimiento que, con un enfoque pragmático según la 

propia opinión de sus autores, reduce notablemente la complejidad 

computacional que implica este tipo de problema . De hecho, McGee 

y Carleton a~irman que la técnica propuesta, una combinación de 

aná,Usis de regresión Y' c1asi.ficaci6n jerárquica, no garantiza la 

optimalidad de la solución obtenida en un sentido analítico sino 

má.s bien es de carácter constructivo y pretende producir una des-

cripci6n adecuada del comportamiento registrado en un conjunto es 



peci:l;ica de obseTvaciones. El esquema, pTopuesta paTte de consid~ 

TaT T vectal;'es de obseTvaci.ane~ CT1 ,xJ 1 ,x, 1 , ... ,xk~; ;_¡,.1,z,,,.,T 

en donde 

CJl- Ul.< .· • . · CJl 
\'.i" Po.·1'~.~ XJ¡;t.,,,+ lll< Xl<l;+ ¡: 1 ; l".l,Z,,,,tJ 

C.2l· t2L ·· t2l 
Y';1;" ,/lo. 1'~2,·,X1¡,+,'.,1'pk Xkit E;1.i l"tJ+l 1 ,.,_t2 

J.= t 1 t1,.,.T n-

con PJ·tl pa,Tá,metTos desconocidos; tJ,t,, ... ,tn-l y n también des

conocidos y i:1,, •• ,i:T eTToTes aleatoTios independientes e idéntic~ 

mente di.stTibuidos NoTma.les (.O ,q 2 ), El índice i de las obseTva-

cienes, puede coTrespondeT al orden de registro en el tiempo o la 

magnitud de alguna de las variables independientes. En viTtud de 

que tanto n como los puntos de cambio son desconocidos, el proble-

ma. puede presentarse como un caso de agTupamiento en donde es nec~ 

saTi.o estableceT cuantos gJ;'upos de observaciones existen, cada. uno 

de ],os cuales se describe con un modelo de TegTesi6n dUeTente y 

también cuáles obseTvaciones peTtenecen a cada grupo. Aún en el 

caso en que el númeTo de cambios n-1 fuese conocido, paTa tamaños 
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rela.tiv<i,mente moderados de n~l r T la cantidad de -posi.bles agr!! 

pamientos de T observaciones en n dbtintos reg!Jllenes de regre· 

si6n \'uede implicar un volumen excesivo de cálculos, Sin emba!. 

ga, considerando que las absei:'vaciones están ordenadas y que los 

cambios, en casa de eJ:ectua.rse, producen gl'upas de observaciones 

adyacentes respecta a ese a:rden, el problema se sim\'l;i.fica. Más 

aún, los auta:res pro\)onen el empleo de un algari tmo jerárquico, 

esto es, un procedimiento de agrupamiento secuencial tal que un 

grupo, una vez formado no pueda ser dividido en etapas posterio· 

res. En los casos usuales de agrupamiento de observaciones, es 

necesario definir una. medida de distancia o similitud que permita 

establecer cuales son las observaciones que pueden incluirse en 

un mismo grupo en cada etapa. Para el problema específico de re· 

gresi6n los autores proponen el empleo de una medida de bondad de 
' 

ajuste coma la estimaci6n de la varianza para el modelo ajustado 

en cada caso, Así, pues el procedimiento propuesto consiste en 

considerar inicialmente los grupas minimales, esto es los canjun· 

tos de observaciones adyacentes con el número de puntos mínimo S!! 

~iciente para ajustar un modelo del tipo establecido y producir 



un estimador no trivial de la vad.anza, En el caso de un modelo 

lineal con k+l: parámetros, los grupos J11inima1es constan de k+2 

observaciones. De entre estos grupos minimales se considera co-

mo un grupo formado ,aquel cuya varianza estimada sea menor y se 

l'rocede con la siguiente etal'a considerando que ahora se pueden 

formar nuevos grul'os a partir de datos aislados o bien incluyendo 

un nuevo punto en el grupo ya establecido, En general 1 en una etapa 

intermedia del algoritmo se l'ueden formar nuevos grupos de tres 

diferentes formas; a partir de un grupo minimal; incluyendo un 

dato aun grupo ya :formado o combinando dos grupos ya establecidos, 

De esta forma se procede desde la etal'a inicial en que todos los pun-

tos se encuentran aislados hasta la etapa final en que todos ellos 

forman un grupo al que se a}usta un único modelo, Con el objeto 

de establecer cual de las etapas es la que brinda una más adecua-

da descripción de los da.tos, los autores l'rol'onen que cada vez que 

un nuevo J?Unto se incluya en un grupo se determine si esa inclu-

sión no modi.Uca sign:l.ficativa.ment<: e1 a}uste. Esta determinad.ón 

se l'uede re.alizar a través de la estadistica 

..... 

F= (s-k-l) se., , se. 
se, 



en donde SC1 es líi." sun¡a de cuad-rados de. los residuales del modelo 

ajustado considerando el nuevo punto junto con los del grupo ya 

:f;ormado, mientras que $C o es la correspondiente al grupo ;formado 

inicialmente. La estadj,stica. propuesta, bajo el supuesto de que el 

111od<:lo esti.mado es el mis1110, tiene una d:i:stribuci6n F con l y S-K-l 

grados de libertad, donde S es el número de puntos en el grupo 

~reexistente y- K+l es el número de parámetros en elimodelo. De 

e~ta :f;orma, s~ el valor calculado de F excede del valor apropiado 

en tablas de una distribución P(l ,S-K-11 no resulta conveniente 

incluir el nuevo punto aunque esta estrategia sea la que 111inimi-

ce la varianza del nuevo grupo, Un tratamiento similar se puede 

llovar a cabo cuando la menor varianza se obtenga al combinar 

dos grupos ya formados. En ese caso se puede utilizar la estadi~ 

tica usual p¡¡ra la prueba de igualdad de coeficientes en dos mod~ 

los de regresión 

r'~ S1+S2-Z(K+l) 
Ktl 

en donde SC 11 SC2 y sc 1+2 ropresentan respectivamente, las sumas 

de cuadrados de residuales del modelo ajustado al primer grupo 

. . ... . .. , ..... 



foTitJado, con Sl puntos, al segundo grupo formado con .s2 ¡>untos 

y a las observaciones de ambos grupos combinados. Si F' resul

ta mayor q.ue el cuanti.l correspondiente de una F con K+1. y S1+S2 

·-2 lK.tJ l grados de libert(ld, e.cdste evidenc:ta py.·ra no combinar 

los dos gru¡ios aun cuando-el conjunto resultante tenga el mejor .. 

ajuste en esa.etapa. 

Naturalmente, se pueden utilizar algunos otros criterios para 

conducir el procedimiento, Por ejemplo, si de antemano se posee 

i.n:f;ormn.ción acerca del número de grupos, el algoritmo se puede 

termi.nar en cuanto se forme ese número de grupos. Asimismo, si 

se está dispuesto a permitir que algunos puntos permanezcan ais

lados, también se puede concluir el procedimiento en cuanto se al 

canee la cota correspondiente. 

Los autores mencionan, como ya se indicó, que la técnica no puede 

evaluarse analíticamente Para establecer sus propiedades pero con 

la. fi,nalidad de compararla con otra~ técnicas, la aplican al con

junto de datos generados por Quandt [ 7l- J, encontrando que si CO!!. 

sideran como máximo permisible un punto aislado y utilizan los 

cuantiles al 1i para las pruebas involucradas, se obtienen los 

. . . .. . . ... . . . . ... ... .. . . . . . . ... . -. . . : .. 



mi.smQS J;esul,t<1dos. que o_u¡¡,ndt, • ll!ito · <:s 1 J;i.na.lm<inte se tienen dos 

grupos, uno de ellos CQn lól!i pri.mer'IS .12. observaciones y el otro 

con lal; resta,nte ocho, La. técni,c¡¡, también es aplicada a una se

rie de datos econ6mico!i reales ~obre transacciones bursátiles y 

se encuentr;\ que el p<ocedimiento sugie<e la existencia de tres 

camb:i_os en el modelo de reg<esi6n. El más impo<tante de éstos 

coincide con la fecha de una mod:i_ficaci6n en las normas de tran

sacci6n cuyo efecto ya habia sido p<evisto. Un par de simulaci~ 

nes más se incluyen en el trabajo descrito en donde se verifica 

que en gene<al la capacidad para, determinar es menor a medida de 

la varianza de los errores a,umenta. 

Finalmente, los autores mencionan que de hecho la Bnica restric

ci6n de su técnica es que se requiere que los modelos ajustados 

a. lo~ grupos formados sean del mismo tipo con con el fin de que 

la, prueba de igualdad de coeficientes tenga sentido, Asimismo c~ 

menta,n que l.ól idea esenci.al l.'uede ser aplicada, a modelos no nece

sariamente lineales. El enfoque que este artículo mantiene es s~ 

mamente atractivo desde el punto de vista computacional y si las 

pruebas estadísticas involucradas son interpretadas adecuadamente, 

L 



\ . 

) 

.) 

c;ansidE:r~ndolM JllaS como indicador<:& que coll\o pruebas de signi

ficancia, la t~cnica perll\ite obtener.una descripción razonable 

del COll\pOrtall\iento de un con~unto de datos especifico y· por S!! 

puesto, sugerir algunas hipótesis sobre el J:enóll\eno que lo gen!O 

ró, 

En un nuevo traba~o l 74 1, R.ichard E. Quandt ha retomado el prQ. 

bhma de regresión con puntos de ca.11\b:i.o con un nuevo enfoque. , En 

una variedad de situaciones es po1ible ordenar las observaciones 

de tal manera que si ocurrió un c¡imbio 1 pueda afirmarse que las 

prill\eras r observaciones corresponden a un modelo de regresión 

11\ientras que las subsecuentes son descritas a través de otro mode 

lo de regresión diferente. Sin embargo, si este orden no es posi 

ble o si no es de interés identificar el punto donde se efectuó 

el Call\bi.o sino solo los parámetros asociados a cada modelo, Quandt 

sugiere que l<l situación puede ser caracterizada coll\o un problell\'1 

de 11\ezcla de distribuciones. Así pues, si se tiene (Xl.'Y~l; i=l,2, .. ,T 

observ¡ic~ones, algunas de las cuales siguen la relación; 



con <11 y b i pa.r!imetros ·desconocidos y en donde los errores son 

independientes e idénticamente distribuidos N(_O,a~), mientras 

que el resto de las parejas se ajustan a un modelo 

de parámetros a2 1 b2 desconocidos y errores independientes, Norm~ 

les de media cero y- varianza q·~ con Ca1 ,b1} * (a2,b2), entonces 

el problema de la estimaci6n de a 1 ,b 1 ,a 2 ,b,,o~ y o~ puede plan-

tearse cons.iderando que en el :t;en6meno ba~o estudio produce ob-

servacioncs que mediante un mecanismo aleatorio son generadas de 

acuerdo a alguno de los dos modelos de regresi6n. De esta forma 

la función de densidad de Y1,Y 2, ... ,YT esta dada por la siguiente 

expresión 

en donde P es la probabilidad con que el fenómeno selecciona el 

pri.mer régimen de regresi6n y 1-. P la probabilidad con que utili 

za el segundo, Naturalmente, la distribuci6n de Y
1 

es una mez-



cla de NoTma.les en donde los coefi_c;l.entes de la mezcla son pTec.!_ 

samente P y l --P. Esta :l;oTmula,ci6n. de qu¡i,ndt incoTpoTa "' la pTo-

babilida_d P como un paTámetTo desconocido m§.s que de seT e~tima,do 

va.cienes ·en una muestTa espec:i,J;;!.ca. que ~eTtenezen a uno u otTo T~. 

gimen. Es f§.cH veTi:t:ica.T q_ue el loga.Titmo dela.ftmción de densi-

da.d con.;jun.ta. d1;1 y-_,,Y·,,., .,Y"~ 1;1st§. dado poT 

(Y.-aJ-bjX.) 2 
1 1 

+ · l -P exp f-
2 

1
11 2

2 C.Y
1 
~<1 2 - b 2 X, )2 l 

l2ir11~ • 

) Quandt pTopone la estimación de los parámetros desconocidos por m! 

xima verosimiltud. En estas circunstancias la solución al proble-

ma. no puede obtenerse analíticamente en virtud de la naturaleza no 

linea_l de la, función objetivo, de modo que el autor propone el em-

pleo de métodos numéricos para 1<1 maximización, Las propiedades de 

los estimadores producidos por este método no son discutidas en ge-

.ncral en el trabajo rcvisado 1 sin embargo, se examina el comporta-

miento de la técnica mediante simulación en varios casos y con un 

I 
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conjunto de datos repol;"tados en la li.teratura, 

Con la Unal:i,dad de establecer una CoJ!lparación, el autor intro-

duce un modelo alternatiVCI que es debido a GoldJ;eld y Quandt [4-0J, 

en dC1nde se considera que exist<:: una variable exógena Z tal que p~ 

ra un vdor z,. ~Q se tiene q.ue si el valor de Z registrado para la 

observaci.ón (;l\i,Yi} es J11enor que ZQ entonces la pareja pertenece 

al pri,mer régimen de regresi.ón Jllientras que si Z es mayor o igual 

a Z0 , el modelo correcto es el segundo. De esta manera, empleando 

la representa'ci.6n matri.cial del modelo se puede describir 

Y.=. (.l - Dl X P l + D X P 2 + ~ 

en donde P1 y P2 son los vectores de parámetros asociados a los 

dos distintos regimenes de regresión y K es el vector de errores, 

~ = (J-Dl f.1 -t- D f.• con D una matriz diagonal tal que dii =1 si y s§. 

lo si Zi < Z • en tanto que en caso contrario dii"º , Con el pro-

pósito de reducir las dificultades análiticas de este proccdimien 

to 1el valor de d11 se aproxima por la ecuación 

exp{-
2
1
0 2(V·Zo) 2} dy, 

De esta manera, en este otro modelo se introducen los parámetros 

R2 Y' Za que en general son desconocidos pero pueden ser estimados 



por máxima verosimilitud utilizando también métodos numéricos. 

Los resultados de las simulaciones indican que ambos métodos son 

aparentemente equivalentes en términos de los sesgos medios en 

la estimación. Sin embargo, considerando el error cuadrático m~ 

dio los resultados sugieren que el sesgo decrece en forma relati 

vamente rápida a medida que ~e aumenta el tamaño de muestra cua~ 

do se emplea el método de Quandt, En cualquier forma, las simul!!_ 

ciones consideradas solo utilizan treinta repeticiones en cada ca 

so,de modo que la evidencia que ~e presenta debe ser examinada con 

extrema cautela pues podría corresponder a un patrón poco represe~ 

tativo. El autor menciona para finalizar,que el método que prop~ 

ne puede ser empleado sin dificultad en modelos de regresión lineal 

múltiple así como en situaciones en que el número de cambios sea ma

yor considerando una mezcla que involucre todas las distribuciones 

necesarias., Por otra parte afirma que el valor estimado de P , ade

más de poder ser interpretado como la proporción de observaciones 

en un régimen podría ser utilizado para probar la hipótesis de no 

cambio utilizando un cociente de verosimiltudes para contrastar 

las hipótesis: 



Ho; P"'0. ó P."l.. vs fu; O < p < l • 

Es interesante observar que el procedimiento propuesto por Quandt 

en este trabajo se concentra en el problema de la estimación de 

los parámetros de los modelos de regresión involucrados en este 

tipo de problemas r puede ser aplicado en donde, por la naturaleza 

del ~enómeno bajo estudio o de acuerdo a los objetivos del inves

tigador, no se pretende determinar el punto donde el cambio se 

produce , De hecho, la técnica tampoco permite identificar cua

les observaciones corresponden a cada modelo, tan solo através de 

la estimación de los coeficientes en la mezcla de distribuciones 

se puede sugerir la proporción de puntos que en la muestra especl 

) fica analizada corresponde a cada uno de ellos. En cuanto a las 

propiedades de la técnica propuesta el autor, como ya se indicó, 

examina el comportamiento de los estimadores en base a simulacio

nes que por su reducido volumen producen resultados que deben ser 

ju.zgados con precaución r no constituyen evidenda contundente en 

favor del procedimiento, 

Bajo el enfoque Frecuentista se han desarrollado toda una variedad 

de técnica~ para tratar el problema que es objeto de este trabajo. 



Las diferencias van desde las suposiciones adicionales que se inv~ 

lucran en ].os modelos pa:ra obtener resulta.dos anaH.ticos más preci .. 
sos, hasta l.a consideraci.6n de tratamientos que sin perder su carás:_ 

tel;' inferenchl son más bien propuestos con miras a producir un aná 

li.sis expl.oratol'ic de un conjunto de da tos especifico, Con este 

último espiritu es abordado el problema en un articulo debido a 

Bro'<ln, Durbin y- Eva.ns [ llJ 1 , en donde se considera la posibilidad 

de que ocurra.u ca.mbios en el modelo de regresión que describe el 

comportamiento de una serie de tiempo, La idea es que el análisis 

mediante de regresión de datos ordenados en el tiempo usualmente 

se baSí\·en la suposi¡;iónde que la relación descrita es :iJwariante a lo largo del ti".!!. 

po, Sj.n embargo, en nlg1~~1as aplicaciones esta Stlposición es cuestionable si se consi-

dera un período de tiempo relativamente largo pero puede constituir una alterna-

t:i:;v<1 razonabl.e r s.obre todo sencill.a, si la relación se describe por trozos. 

De acuerdo a l.íl mención de los autores, las. pruebas de signi;fican· 

cia c¡ue proponen deben ser con.sidera.das esenc:Lalmente como indica-

dores y- en general. su trabajo pretende exhibir los posibles cambios 

a través de métodos gráficos sin considerar alternativas es.pccífic;a.s. para 

la hipótesis nula .de no camhio. Las técnicas.propuestas no consideran observaciones 



corr<:l¡i,ciona.d;i.s ¡ s.uponen que bs vari.ll.bles independientes en los 

modelos son determin!stict1s y- lí\ re1¡i,ci,6n con el ti-emro es J;unda" 

mentalmente utUi.zada para ordena.r h sucesi.6n de observa.cienes, 

Este orden pe rmi:te coll)o lleva11 a. ca.bo un examen secuencial del 

model,o a~ustado a la seri.e ,incorpo;rando uno poli uno los datos en 

la. muestra. Y· eva.lua.ndo la posib:U:kda.d de un cambio a través del co!!l. 

porta.miento de al.gunas :!;unciones de los residua.les en cada etapa, 

El problema es planteado de la siguiente manera. Sea 

i=J,2 1 •• .,T 

en donde 2\.j_=C.X1 1 ,X2 1 , ... ,Xl<.il es el i-ésimo vector de variables i!! 

dependientes. que se consi;deran detcrminísticas y !!_ 1
1 =CP~ 1 ,/l2 1, ... ,/ll<.il 

es el vector de par1imetros desconocidos en el modelo que también se 

de:f;ine can el í.ndice i. parll. i,ndi,c;i.r C(Ue puede cambi<ix en el tiempo, 

La·s errores e:~, •• ,, e:T como es usual 1 se suponen independientes e 

idénticamente distribuidos según una ley Normal con media. común cero 

y varianza: af respectivamente. La hip6tesis nula de interés (no ca!!!. 



biosl se puede expresar como &igue; 

Ro: 

I.os a.utores indi.can C\Ue el ma}"Ql' i.nterés se concentra. en deti::ctar 

cllJl)bios· er( los ·coe:l;ici.enti::s de ·regresión si bien las técnicas que 

pro~onen pa,rec;en ser sensi.bles también a cambios en las va.rianzas. 

I.a idea de las técnicas desar:t'olladas parte de la consideración de 

que¡ en general, el exámen de los erro:t'es residua.les permite yerifi 

ca.r la,~ supo~ici.ones di:: un modelo de regresión. Asi,a través de 

,. 
ellos debe ser posible evaluar que tan razonable resulta la hipót~ 

) 
sis de no cambio. Los autores comentan sin embargo, que las gráfi 

cas usuales de los residuales no parecen ser sensibles ante este 

tipo de alteraciones y como consecuencia proponen, en analogia con 

el trat.amiento que se siguen en procesos de control de calidad, el 

empleo de sumas a.cumula.das de los residuales y sus cuadra.dos. Es 

interesante notar la similitud de este procedimiento con el propue~ 

to por Page [ ~¡; 1 , { ~') l, para detectar cambios en los parámetros 

de sucesiones de variables aleatorias. 



De~afortllnadamente, como se indica. en el trabajo descr:i,to, la dis· 

tribución de esas sumas acumuladas bajo la hipótesis nula resulta 

intratable y por tanto no es posible establecer cual sería un ca~ 

portamiento atípico en las. gráficas, Con el propósito de evitar 

esta dificultad, los autores proponen el empleo de un tipo espe-

dal de residuales transformados que se calculan de manera secue!!_ 

c:i,al, de acuerdo al siguiente ra.zonamiento, Bajo el supuesto de 

'\ue el vector !!_ de cocfi.cientes es de dimensión K,se puede cal cu 

lar la sucesión de estimadores: 

r= K + 1, ••• 1 T 

en donde X'= (X1 ,. • .,X l v Y'=, (Y 1 ,., ,Y }.Dcestaformasepucde de-r - -l;'<-r · ·r 

finir para cada r;. K+l, !ll residual 

que puede ser interpretado como el error estandarizado de la pre 

dicción de Yr en base al.modelo aiustado a las observaciones 

precedentes • Es fácil de verificar que bajo Ho, wK+l,., .. ,wr son 

independientes con distribución Normal (O,a 2 ). Una de las carac-



terí.sti.cas inter<:sant<:~ de es.tos residu¡i,les es que se pueden ca.!_ 

cular mediante un algoritmo secuencial recursivo que evita el 

ajust<:: de todos los modelo¡¡ involucrados, Esta afortuna,da cir-

cunsta.nci.a se desprende del h.ech.o de que los estimadore~ sa,tisí;a-

cen 111 sigui.ente relación; 

en donde además, el cálculo de (~~XT1" 1 puede evitarse recurrie~ 

do a 111 recursión 

()( 1X f 1
X X'()( 'X f 1 

- r-.l r .... 1 - -r-r r-l r-.1 
-1 

1+X '()( 'X ) X -r · r-j r-l - -r 

En virtud de que, si ~i es constante para i=1,2,., .,t y cambia a 

partir de ese punto, entonces ";1. p11ra i=J ,2,. .. ,t tienen media c~ 

ro mientra.s que la esper11nza. de wi, ¡ i=t+J 1 , •• , T es diferente de 

cero, es m1tural pensa,r en repre~entaciones de los residuales 

tr¡i,ns.~ormados que permit11n detectar la posible desviación de cero 

de sus medias a lo largo del tiempo. Con ese objetivo los autores 

' proponen la construcción de la gráfica de la sum11 acumul11da. 



-· 

contra el ind:i;ce i para ~~~+l,,,,,T¡ en donde~· es el estimador 

de la varianza, al a~ustar un modelo común a todas las T observa

c:i;ones, Este factor se introduce ~ara estandarizar la magnitud 

de los resi.dua.1es y ~uede ser calculado también por un procedi-

miento recurs:i;vo, Las sumas de cuadrados de los residuales usua-

- -les s =<CY -X f3 ) 1 (Y -X f3 1 satisfacl)n la relación 
r -i: r X' -r X' -r 

S = S + w2 
r i:;.,-. .l T 

r= k+ l 1 • , • , T 

y· dado que ; 2 = ST/ (T-k) el clilculo es directo. A partir de las 

propiedades de w1 bajo Ho, los autores deducen que la sucesión 

W.k+l,, • .. , WT tiene una distribución quci puede ser aproximada por 

u1w normal ta.l que 

De esta forma se puede establecer que para cada t=k+1,.,,,T, los 

ll_m:i;te:;. Para. juzgar si el valor observado de Wt es significativa-
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n¡ente diferente a cero son de la forma et= :!:. X lt:i< en donde X 

es el cuantil apropiado de una Normal estándar, Considerando a 

et como función de t, se obtienen las bandas de tolerancia del 

proceso para un nivel establecida de probabilidad. Tal como lo 

mencionan BroWT1 et al,, estos límites pueden ser reemplazados por 

bandas rectiU.neas aW\qUe en ese ca.so la probabilidad de cruzar 

la!i ;fronteras no es la nii~ma. en cada. punto del proceso. De hecho, 

se propone el empleo de recta.s q.ue sean tangentes a las curvas 

or:i,ginales en el punto medi.o entre K y T y se deriva la forma 

de estas rectas para cuando se fija una probabilidad global a de 

cruzarlas en cualquier punto del proceso. En el trabajo conside-

rado se propone adicionalmente,otro tipo de sumas acumuladas que 

pueden ser uti;lizadas de· forma complementaria a la sucesión Wt. 

Los autores consi.deran la suma acumulada de cuadrados de los res!_ 

dua.les tr•u1sform¡¡,dos; 

= S /S 
r T 

.~u~ ¡)uede resultar muy Gtil, sobre todo en los casos en que se 

·efectuen múltiples cambios que produzcan residuales de signos co~ 



trai:i.oa. En ei a¡:ticul,o de~c;r:Ho li.e· 'a,;t;j,;r:ir.a c¡ue baJ o Ho, V r tiene 

una distri;buci6n lleta de ll)edi.a (r.klltr•kl, Con base en este he· 

cho se der:i.va una ;t;oi:Jl)a de constru:i.l' bandas de tol,erancia para el 

' proceso generado por V~, 

Algunos otros procedimientos pued•;m $er uti.lizados J?ara examinar 

la i.nformaci.tín disponi.bl.e, Brol)'n <¡t <1l, sugier<:n gr:í,;t;icar los V!!, 

, --1,~rcs estimados de l.os coe;t;i.cl:entea de regresión cu¡i,ndo se ajusta 

un modelo a. un segmento de n observaci.ones sucesivas y posterior· 

mente este se1mento 1e recorre a lo largo de la serie, Si no se ha 

producido ningún cambio, es de esperarse c¡ue las gráficas sean apr~ 

ximada,mente consta.ntcs .. Pa.ra obtener tm indicadQr adicio¡ml en este sentido 

... pueden considerarse j segmentos disjuntos, cada uno con n observa· 

cienes sucesivas y calcular la estadística correspondiente a la 

¡)rut;ba, usua,l de igualdad de co 0ficient(ls de regresi6n. 

por otra parte, los autore 0 ~ugicren que otra J;orm~ para determi-

nar ~i. los cocJ;icientes sufrtin· cambios en el tiempo puede consistir 

en modelar su comportamiento mediante polinomio~ eneltiempo, Así, en 

el, ¡¡¡odelo 



· se puede proponer que ~i sea expresado como 

en donde m es un entero selccci.on<ido conveni.entemente de ¡¡,cuerdo a 

. ' diciones la hi.I?6tesi.s de no cambio l?uede ser formul¡¡da, en térmi.nos 

de los coeJ:i.ci.entes ~C.j )_, ExpU.cita,mente se puede prob;i.r las hiI?§. 

tesis 

a través de los procedimientos usuales de regresi6n. Mas aún, se 

puede efectuar un ajuste secuencial de modelos de la forma 

con 

y = X'. J h~ ~ 
i -J. -i i i:::;3,2,, .. ,r 

1: hl ~ . j n h j 2 
~i = j:;;:l 1 t'...cj l para, = ' '' •• ' m 

de tal forma que como resultado se obtenga el modelo de coefic1;eg 

tes polinomiales que mejor describe la serie de observaciones. 

Como una sugerencia final se comenta la utilidad que tendria la 



gr~f~ca respecto a t de ~t' el logaritmo del cociente de verosi 

mtlitudes para la prueba de las hip6tesis 

H~ ;1!_1" /!_2" •••" ~ YS fü;, l!_iR !!.•"•••"l!.t"'l!_* 

~t-:1"~+2'" .... ~ .. (!._*· i {!_*;lo!!_•• 

• • 
Esta estadí;stica ya ha si:.do propuesta por Quandt l 1 en rel<lci6n 

a e&te problema. En efecto, en uno de sus artículos se plantea la 

utUización del mínimo de ·~t sobre t como estadística de prueba p!!, 

ra. la hipótesis de no cambio, Sin embargo, el criterio presenta i!! 

convenientes en el sentido de que su distribución bajo la hipótesis 

nul.a no ha sido est<1bl<:cida en gener<1l., De cualquier form<1 Brown, 

Durbin "t Evans sugieren que de nuevo como indicador ,¡rnede construir_ 

se la grlfica para obtener in,ormación sobre l.a estabilidad de la r2 

gresión, Mas aún, indica.n que todas las gríit'icas pueden ser cons-

truídas siguiendo el. orden natura,]. en el tiempo y también el orden 

inverso de modo q.ue la,s an.omalra,s comunes puedan ser empleadas pa.ra, 

defectar el período en que manifiestan los cambios, 

!ll tra,ba.jo de estos. autore!\ es pard,cularmente interesante porque 

ha.n desarrollado un paquete estadístico en el que incluyen todas 



las técnicas que proponen, La aplicación que reportan de estas a 

diversos conjuntos de observaciones, parece indicar qu<: sobre to-

do a un niv<:l <:xploratorio r descriptivo, producen r<:sultados sa-. \ 

tis:f;actorios que puedrm ser mur útUes, Otro t1tractivo ¡i,diciona.l 

es que_ el tra.bajo analizado incluye una discusi6n en donde otros 

autores desarrollan una serie de comentarios compl<:mentarios; al margen 

de las consideraciones técnicas que ahi se consignan, las cuales en 

su mayoria extienden o confirman algunos de los resultados obteni-

dos, es ilustrativo mencionar los aspectos conceptuales que se exa 

minan, 

En primer lugar, se cuestiona el empleo de algunas cstadisticn.s de 

prueba como indicadores exclusiva.mente y en ciertos casos se cri ti 

ca. el enfoque exploratorio y descriptivo que emprenden Brown, 

Durbin y Evans .. cm términ.os de que finalmente es neces11rio proponer 

:¡irocedin¡ientos que permi,tan 1'eal:l.zar in;l;erenc:ia.s en el sentido est!l, 

dtstic:o, esto es,con una medida precisa de la incertidumbre que in-

vo~uc.,.,an, Respecto a este punto es iJ¡¡portante tomqr en. cuenta, con¡o 

se menciona en la misma discusi6n , que independientemi¡nte de que P!l. 

ra el estudio de un :f;enómeno especifico se cuente con técnici\S esta-



disti_cas. para realizar in~erencias precisas y más aún, en los ca

sos en que estas no sean accesibles, los proced~i.entos explora t.!!_ 

rios juegan un papel ~undamental en el proceso de adquisición de 

conoc~iento en tanto que, siguiendo la U.nc<1 de pensamf<:nto d<: 

Tukey- l 102. J, consti;tuy-en i.ns.trumento& para el examen de la in;form!!._ 

ci6n di.SJ?Onible desde múlti~les y diversos puntos de vista que pu~ 

den hacer aparentes caracteritic;i.s que de otra ;t;orma p<1sarían des!!._ 

J?ercibidas, 

Por otra pal.'te, se menciona r vale la. pen<1 enhtizarlo, q.ue la in

tención de alguna.s de la.s técnicas J?rOpuest<1s por los autores ti.e

n.en notables J?Untos de conta.cto con el tratamiento de series de 

tiempo a través de teoría de control, Esta situación sugiere la ifil 

portancia que en general, tiene la comunicación de los resultados 

que si: obti<men J?or diversos. especialistas en áreas de interés co

mún, l'articu1arment<:, en Estadi.sti.ca seria mur interes<1nte aprove

cha.r la experiencia q.ue en Teorí<1 de Control y Econometrh parece 

exis·tir <:n l.'tllación al J?l'Oblemv. de punt~s de cambio, 



En un trabajo más reciente; Hawkins [ 44 1, se aborda el problema 

nuevamente con un enfoque esencialmente computacional. Fundamen

talmente se pretende obtener una descripci6n adecuada de un con

junto de datos específico como en el trabajo de Brown, Durbin y 

Evans [ I~ 1 aunque el énfasis es concentrado en las ventajas comp.!:!_ 

tacionales de la solución propuesta que son apreciables particula!. 

mente en los casos en que ~e tienen grandes series de da tos, En • 

este sentido, el trabajo de Hawkins guarda una estrecha rclaci6n 

con el de Mc:Gee y Carleton [ G.2. l q.ue ya ha sido revisado. 

El autor plantea la estructura básica del problema como sigue. Sea 

Y1.,Y2 ..... ,YT una sucesión de observaciones ordenadas respecto a al· 

::) guna variable concomi.tante que ].'Uede ser el tiempo. Un modelo de 

regresi6n con ].'Untos de cambio o de regresión por segmentos es uno 

en donde se ti.ene que: 

. Yt" f1 C.t) + e1 (t) 

YtF .f2C.t) + .e2(t) 

YtA fk(t) + ek(t) 

(· m < t < t l) 

C.<1<t<<2) 



en dQnde f;t;lt). r el.. ltl _repl;"es"entan respectivamente, la función 

de r~gresión r un término de ·error en el i·i!simo segmento, Los 

valores r l..; l...,l_,.2,,,, ,k.•l -constituyen los puntos de calllb:i.o. Es• 

ta estructura_ general agrupa una variedad de casos particulares, 

Así. por ejemplo 1 si lai; ;funcioMs f; l..(~} SQn constantes, se tiene 

una sucesión de variables con puntos de cambio como las que se 

discuten en el capí.tulo ¡, Naturalmente, las dif;erentes varian· 

tes sil obtienen modUicando la distribución de los errores. El 

caso de regresión lineal simple ,¡e obtl.enc dei;iniendo f p:J=a tP i t 

r Usll<llmentese asigna una distribución Norma.l a los errores, Los 

modelos de regresión lineal múltiple se definen de manera análoga, 

Aún en esas condiciones., s.e pueden establecer variantes de acuerdo 

a si se imeone la restricción de conti.nuidad sobre fi (t) r fitl (_t} 

en el punto r~ o si se considera que los errores tienen la misma y~ 

ria.nza en todos ios segmentos, 

El autor menciona la. di.fi.cul tad que aparece en los procesos de inf~ 

renci..<1. particul<1.rmente para vroduci.r estimadores de mlixi.mí\ verosi..mi 

litud cuí\ndo existen más de dos segmentos, Esta circunstancií\ par~ 

ce deberse a q_ue la. función de verosimiltud es una !;unción altamente 



, 
no lineal de los puntos de cambio de suerte que es de esperarse 

. . 
·que la complejidad computacional para encontrar sus estimadores 

de ·má.xima. verosimil tud aumente exponencialmente con k, !U pro-

pósi.to del artí;culo es presentar métodos de solución que i.nvolu-

eren una dificultad mucho menor, 

El caso especí;fi.co considerado en el trabajo de Hawkins es el de 

modelos de regrc;~ü.ón r- se pi;esen.ta. como sigue, Sea. Y,,,,,, Y T una 

sucesi.ón de observa.cioncs ta.les que; 

en donde ~ es un vector de dimens i.ón p de va.ri.ables exógenas, f!..;1. 

es el vector de dimensión P, de coeficientes de regresión en el 

i·tísi.mo segmento y ei- Ctl es un error aleatorio de distri.budón 

N(~,qil en el i-ésimo segmento, Adicionalmente se supone indepen

dencia entre los errores, 

l:la1:1!cins no considera ;¡-es:t;ri.c:ci.ón alguna. de continui._dad en lalii fu!l. 

c:lones de i;egresj:ón, su~one a¡J~ll]á.s que: lo~ puntos de C<'.'l\bio coi.nc~den con 

tiempos de observación Y' defi.ne -i: a=O, < k"n. En estas condici.ones, 

considera. los valores -r ;!. conoc:l.dos y define ni-= -r ;!. --r ;;,,1 ,_como el njj_ 



me:i:o de puntos en el ·i:,-~simo segmento, Más aún, si en el J.-~si 

mo segmento Yt representa el vector con nj; observaciones y x1 

la matriz de dise~o de dimensl.ón n1 AP• entonces el autor recuer

da, que los estimadores de máxima verosimilitud de l· y u 2 están 
~ i 

d¡¡,dos por 

q2 = rv. - X R l' rv X ¡; 1 f n i · ·'.!.¡,· ;1; t:.¡; '~C t.~i i' 

de esta :f:orm<>., ¡>ara valores t"~,t"2 1 ,.,,t"k de l,os puntos de cambJ.o, 

l.<>. ;!;unción de verosi:.mil.i tud maxi.mi:zada sobre l¡,, u¡¡ i= 1, 2, , , , , k 

' . -tiene 1<1 siguiente exprcs;i,on 

Por otro lado si en el modelo se incorpora la restricción de 

igua,l,da,d de varianzas en todos los segmentos se tiene que 

En cualqu:ler<J. de es¡¡,s dos situaciones los estimadores de m~Ximíl 



verosi.mi,litud de '' ,~.,,,, •'k' si, estos valores son des.conocidos, 

se ·obtienen maxi.mi,zando la correspondl,ente l. o bi,en minim:lzando 

k n k ~. 
l: n log 0 2 ó :!: n o resp. ectivamente, El ¡¡utor indica oue lil J,ml. J, ·· i, i.Rl i. . ;!; 0 

si.mi.litud que guard11n las dos ~unciones objetivo permi,te resolver 

el· P.roblema de opti.111iz11ci,ón con un l'rocedimiento común, De hecho., 

si para un segmento de observaciones Y' , Y tl,,,,, Y se 11justí\ un 
'1: ¡; . s 

modelo de regresión como los descritos r· S es la suma de cuadrados 

de los residuales correspondi.ente al ajuste de los m=s-r+J puntos, 

se puede defi.nl,r Q(n~)•_S si se supone.igualdad.de varianza en todos. los sea 

n¡entos y Q(r,s;).; m.en (S/m) en ca,so contr¡¡rio. De cuillqu:i,cr ;f;arma, con est11 not!!. 

.d.ori, la función objetivo, para enc~ntrar los estimadores de má..'l;iJÍia veros:imi;Utud 

.do los puntos de cambio, está dada por la expresidn: 

.Para l'I s.olución del problema ¡rnede considerarse la si.tuaci.6n m~s 

general de a~ustar un modelo de regresión con r segmentos a N pu~ 

tos dond<l r<:.k r N<;;n, Sea F:r;(}ll el valor mtni.mo de .e. pílra este 

problema. !lawkins indica. que el J110delo que produce ese v¡i,lor mí:n:i;mo de lleco~ 

'• .• ' . 



. ; 

tar de r•l segmentos ajusta.dos a, 1a.s obseryJció~.es YJ.,Y .. , .. ,Yj 

y un segmento más a.justado al conjunto y·;:~.;,, ,YN. para alguna j 

endonde e1 mode1oconr~1 se¡;m~ntQs,:.ajw;ta,dQ. a·Y.í .•••• •"'j debe ser óptimo, 

esto es, debe producir e1 valor !\....i (jl ya c¡ue en caso contrario 

serí'.a posible mejorar el ajuste con r segmentos a los N puntos, 

Este argumento, menciona el autor, es conocida como el principio 

de Optima1idad de Be11man [ 5 1 Y' sugiere la solución del prob1ema 

orig;na1 a través de programación dinámica, 

Natur111mente, la& ecuaciones de recur:;¡ión c¡uedan planteadas como 

sigue: 

r > 1 

· En o;i¡ caso de que n.o se tenga. igualdad de varianzas, cada segmen-

to debe conto;iner al, menos p+J puntos de modo que el recorrido de 

El problema original, de k segmentos en n observaciones puede re-

sol, veI"se calculando F x- (Nl para toda r <: k y N <: n siempre c¡ue el 

¡i,juste tenga, sentido, El resultado ;Unal es FkC.n) y los estima

dores de máxima verosimilitud de los puntos de cambio se ·obtienen 

·de las ecuaciones en recursión; 



. ...; '" ..... ,· __ -•: . . ·-·'!"'' • .· ·' '!"'. 

111<..J, C.T.1<~.i; i ~ i:~i,...i e T.1<,;+..J l+Q e T.l<.,.,.i;~l t l, T.l<~i i 

E!;\te 11\étódo de $.Ol1!ci6n ti~;ne·{~ ~~nt~ja. a,dicion.al de que J?rodu

ce los -va.l.ores P ¡:;(~l ~a.ra. >:' <·k 't N <·TI l,os cuales ~ueden ser de 

' utU,i.da.d, ·J.'a.l't:j:cula.1;'111e11.t11 llÍ:. e::ti.$.te duda. respecto a. que el nú)1Je" 

rQ de cn.111bios, k, sea. el a.propi.a.do, 

' ' Bl, J?roceMJ11i.en.t.o de c6mputo requiero: 1 bá.siq111ente, el cálculo de 

. l.a,s ca.nt:i,dades Q_(J,jl¡ j ;>:.l+ p a. ~arUr de l.os ·cuo.l.es se obtie-

" . n.en l.a.s l' ~ CNl. 't los es.tiJ11i\do:res. de l,os puntos de ca111bio, En es 

•• \ 1 ~ i 

te punto los a.utores proponen el empleo dq ·un método de c6mputo 

que cons:i_deran eJ;ici.ente y· que con,¡iste en calcular la.s suce!\i.o" 

nes de val.ores Q_(S,n)_, Q(~,n.·11.., ,Q,C.S,S+Pl J?a.ra. 5.,1, 21 ,,, ,Tl•p, 

En una. sucesi6n especUica,, ca.do. término QCi,jl i111pica el ajUS•· 

te de UT\ modelo de regres.i.6n ¡ sin. emba.rgo 1 la. diJ;erencia. entre 

observaci.ón del grupo consi.dc:r;i.do para. el primer término en el 

a.juste indispc:n,¡ablc en el, !;\egundo, . . . 
' . -Este pa.tron permite, como 

lo :i..nc\t.co. Ha.wkins el empleo de un algor'itmo secuencia.l de a.ctu~ 

U.za.ción similar al presentado por BJ;'own '· Durb:ln '(' Evans [ 16 1 1 



) 

en llonde l.a.s. estaM.sti.cas. ¡;11l,eva.ntes pa.J:I\ el, cll,lculo de 

Q(¡;,n.,~-ll j,ued11n obtenerse a. parti.r de'1ás correspondientes a 

Q (I>, n-) l. Concretamente 1 11s J;íic:U veri.;t;i.:ca.r que si 

[ 
xi>. J X ñ 

. xi 
· .. · -M1: 

entonc11s, 

iiñ· cx•x1-.l x•_Y:. ·,. P R ex• x l"' x•· Y - ,. .. -ti. ··h. h h 

en donde se satish,ce qtie; 

Con el· eJl)pleo de est;;i.s recurs.i..O!l<l'i. es computacional¡¡¡ente simple 

el cpcul,o d11 los ti!J:ll]inos de cad<1 uní\ de 111s. sucesiones, El a!!_ 

1 • . 
tor mencion'1. que esta téc.nica. de p~·ognmaci6n dináJ11ica, puede ser 

a.pU.cad¡¡ t¡1J11bién si el criteri.o de ajuste no es pred,sa¡¡¡ente eJ.demf. 



nimQ cuadra.do~ $ino alg!in otro como por "' emplo' el de mínima de~ 

vi.ación ab.s.oluta. medí.a o mi.nima. de~viac:lóD.: absoluta. máxima e ind!. 
·,,~·,'· ... ,: '-:":· ;:· '··'<···.· 

ca. que la. :l;ormulación sigue·· 1a. m¡~m~ i"ín~~ ~<l~eral, 

Como una. consi.d<ira.ción adi.ci.onal, 1 en el tra.ba~o analizado se afi.E. 

ma que en c<1.so de que pa.ra la. mhma sQri.e de observaciones se aj~ 

ten dos modelos, con K Y' K•J puntos de caJ11bio respectiva.mente, los 

corres,ponc\ientes es.ti.madores de máxima verosi.miltud no guardan ne-

cesariamente una relación. Más explícita.mente, los es timadores 

del, modelo con K-J cambios no tienen porq_ue coincidir con los ob-

tenidos del modelo con k cambi.os. Sin embargo, según la opinión 

del autor, en la práctica se esperaría que para un cambio que rea! 

') mente tuvo lugar, el correspondiente estimador del punto de cambio 

fuese estable en el sentido de que si se modifica el número de cam 

bi.os posibl.es en el. modelo, el va.lor estimado fuese el mismo. Es-

te punto de vista, sugiere inmediatamente una modificación de la 

técni.ca. propuesta por Hawkins para la estimación, Los puntos de 

cambio en un. modelo con k cambio se pueden estimar, añadiendo a 

los estimados en un modelo con K-1 cambios, un punto más, Natura! 

mente, la solución en este caso es jerárquica y requiere, por tan-



to, de un volúmen aún más reducido de labores de c6mputo, Sin 

embargo, esta ganancia en facil~dad tiene como contraparte dos 

inconvenientes, En ¡n:i.mer. lugar, como se des.conoce cuales pun-

tos corresponden a. cambios que efecti.V?.mente tuvi.eron lugar, el 
":~ • ",, ... ',:.·. ---. -.,.'! ·,. ··' ' .. _' • . 

procedimie~to j~;~;~~i~~'~u~,~~ p~oducir e$. ti.madores que en la 

eta~~ f~nal, ~i~rclen la .iJ!ll.'ºr~a.nc~a qu<:. parecían tener en una 

efa~a. ini,cj.~l,, .· por otra 'parte ·r en ei;trecha relación con lo an 

terior, es Cl?.rO que al proceder jerá.rquicamente, los estimado-

res que se obtienen no son, necesariamente, los de máxima vero-

si.militud, ~ino en el mejor de los ca.sos, una aproximación. An 

te estos inconvenientes, el autor propone finalmente una t6cnica 

que aunque tampoco garantiza la obtención de los estimadores de 

mlxima verosimilitud, si permite rccvaluar la importancia de los 

estin1adores incorrorados en las qta_pa_s previas. la idea es ajustar 

un modelo con un runto de ca.rabio; una vez que el conjunto de dato~ 

h¡i, si.do dividido, la misma· t.écnica se aplica en ca.da uno de los 

subconjuntos resultantes y Se selecciona el más adecuado de los 

dos candidatos obtenidos como el segundo punto de cambio. El pr~ 

cedimiento se prosigue hasta que se completa el nDmero de puntos 



de cambio establecidos por. e.l modelo~ Adicion~lmente, en cada 
; ;, .. ' '~· 

etapa se pued~ C:a1cJlar/ú. e~ta'cií.~tita).l1süa1~:ypa7:a probar la 

igualdad de··· ~·~~·~~~~f f f:,f iiiJ;]~}~~~~~~~if ~i'iE;.?f os'.nuevos subconj un -

tos y determi.na~;·, con:.c,esa"1nfor111ac1ón•,····,s1: es conveniente efec-
~· ~ .. ,y;~;:(~'.'.~:~:~;}~'f }~~7:~~;{:.~~~:~I_;~~;'}'. t-~~-!~> i-:_ ·: :· -~,. . 

tuar la división.' . Esta· nüev·a,'modalidad· no es estrictamente je-
,:- ·'·-· . ' -···-· .. c.·¡ 

rárquica pero mantiene la d.i,'Úc~l tad de cómputo en un nivel muy 

bajo. Es muy interesante notar la similtud que guarda el procc 

dimiento propuesto por Hawkins con el de McGee y Carleton [ C,2. J • 

En los dos casos se pretende obtener los estimadores de los pun-

tos de cambio con algoritmos que sean eficientes desde el punto 

de vista computacional. La diferencia estriba en que se emplean 

diferentes funciones objetivo y además en Ja construcción del m~ 
) 

delo final se procede en sentido contrario, ya que mientras McGee 

y Carleton utilizan una t6cnica de agrupamiento, Hawkins emplea 

una que se podría llamar de división. La relación entre ambas tés:_ 

.nicas es tan natural que el autor incluye en su trabajo un ejem-

ple donde se aplican a un conjunto de datos reales, analizados 

previamente por McGee y Carleton, los métodos de programación di-

námica original y modificado . Los resultados de ambos métodos 



_ ...... 

coinciden• con· los de esos . autor~s. cuando.: se. su'pone igualdad de 

varianzas. En·· el caso de. heterocedasti~{j~¿J-±o: m~todos produ-
·,::-:\ 

.;., 

cen resultados similares cuando se consideran:' 2, 3, 4 y 5 cambios 

pero difieren en el modelo con 6 cambios. La evidencia sugiere 

que el método modificado produce la me~or descripción de los da 

tos. 

Un traba~o más donde se aborda el problema de puntos de cam-

bio en regresión, es el de Quandt y Ramsey [ 75 J. En ese artí 

culo,la situación de cambio es planteada en la misma manera que 

ya ha sido estudiada por Quandt, [ 74 J, en una contribución pre 

viamcntc examinada en esto capitulo. De hecho, el trabajo de 

Quandt y Ramsey puede considerarse una secuela del anterior. 

) La idea fundamental es que se parte del supuesto de que si bien 

el modelo puede incluir cambios, no se posee información sobre 

las variables exógenas que influyer en ellos. De esta manera 

el problema puede ser visualizado como uno de mezcla de distri-

buciones en donde para cada observación, el fenómeno utiliza 

uno de entre varios modelos para generar la respuesta. El 

caso más sencillo, que es el considerado por los autores, es el de 



regresión lineal simple en donde ianaturaleza elige en cada o!!_ 

servaci6n, entre: dQs d,istin~ps'modelos .d<i regresión. Esta es
:·.':' "i-' _-· : .. , 'i;:-.:.:::;:\:~;·;~:l -. . .,_;;<:·, -·-,_,:·., 

tructurai.>u~de'describirsécomo.sigue: 
' _· :·:- ,; -.. ·. f_:' ': -. 

se·an Yi.•::C•.; i'.., YT ob~ervaciones tales que, 

con probabilidad ~ 

con probabilidad 1 - ~ ; i= 1 , z,. . ., T 

en donde los errores e;j i son independientes y además, • i i -N (O,a~) 

y _e: 21 -N(,O, <1D. Los valores de la variable X son fijos y los 

parámetros a1,b1,of , a 2 ,b2, q~ y A son desconocidos. En el tra 

bajo previo de Quandt [ M J se propone la estimación de los par! 

'• metros mediante el método de máxima verosimUtud. Sin embargo, 

en esta nueva contribución se afirma que si bien las gezclas de 

poblaciones normales son identificables, el problema de estima-

ción es generalmente complicado ya sea que se utilice minimos 

cuadrados o máxima verosimilitud. La razón es que a pesar de 

que los estimadores que maximizan la verosimiltud en el inte-

rior del espacio parametral son consistentes, su detcrminaci6n es 

dificil en la práctica. De hecho, Quandt 1 !utiliza un méto-



do de Análisis Numérico para la. evaluación'. de los máximos y re 
; :. 

porta algunos casos en. q\l"../<:>L·:'l~gorii:lllo no. converge después de 
.- .. ,_ :.:.~: .. ·. :;.:'.\, ::~--:':· ·, 

un nCimero considerable cl~:~;·,i.ter~.clones, este hecho se debe, g~ 

neralmente, a 

asociadas son 

,'-<'-_:;;·•, 

que la& e2ti~d,:io~~s normales o de verosimilitud 

singulares:. •';Aclicionalmente, los autores comentan 

que las propiedades de los estimadores de máxima verosimilitud 

no se conocen para este tipo de problemas cuando se tiene un 

tamaño de muestra moderado. Por estas razones consideran impo~ 

tante investigar estimaciones alternativas que puedan evitar al 

gunas de esas dificultades. 

quandt y Ramsey afirman que una alternativa, relativamente n!!_ 

turnl, es el método de momcntosy proceden a examinarla prjmcro, 

para el caso particular en que tanto b 1 como b2 son conocidos, 

en cuyo caso el problema se reduce a considerar una mezcla que 

representa un modelo de cambio en una sucesión de variables ale!!_ 

torias Normales como los considerados en el capítulo anterior 

de este trabajo. 

En esas condiciones, solo se desconocen X, aI, a~ y µ1, µ2 

las medias de las distribuciones. Los autores exhiben la fun-



c).()n de .densÍ.da,d conjllnta de. las obs.erva.ciones que tiene la si

guiente expresi6~: 

~~liJ = 1~ 1 {~ /l2rr.af)!,jt.~xp{- ~1 -¡i~) 2/ 2 a! l 

en donde I.'=. p,, µ,,µ.,a~ , an. El método de momentos implica 

la soluci6n de cinco ecuaciones simultáneas, igualando los pri-

meros cinco momentos muestra.les y poblacionales, para la estim!!_ 

ci6n de I. . El procedimiento de solución requiere la determina-

cl0n de una raiz negativa de una ecuación de grado nueve cuyos 

coeficientes dependen de los momentos muestrales. Salvo esta 

complicaci6n, los autores afirman que se obtienen los estimado-

res sin mayor di~icultad, aunque no se tiene una estimaci6n de 

sus varianzas de las cuales solo se sabe que en general tienden 

a ser grandes porque involucran momentos de orden relativamente 

alto. Por esta raz6n, Quandt y Ramsey proponen otro 11\étodo que 

parte de la consideración de la función generatriz de momentos 

de las ob~ervaciones. !'ara el caso considerado, la ~unción ge-



neratriz de momentos·· ésta dada. por:· 

CQnsiderando la. muestra ·x~ ... Y~.; ;', • {r,r y k valores o~, O 2, ••• ,Q k 

Es f&cil verificar, recurriendo la ley fuerte de los grandes nd-

meros que My(Q j) converge a M y (O j) con probabilidad uno. M&s 

aún, dado que para un tamaño de muestra finito la relaci6n entre 

M y (O j) y M y (O j) se puede expresar como 

M (O . ) = M (O . ) + u 
y J y J 

en donde uesunerror debido al muestreo, resulta razonable y 

atractivo desde un punto de vista intuitivo estimar los paráme-

tras involucrados determinando los valores parametrales que mini 

mizan 



para lo cual, los autor~s· afirman que· se puede 'utilizar el cri

terio de diferenC.iaci1in resl'ecto a: :r.: • quándt r Ralllsey aseve

ran que si k es. iguai:. a unó~·.se puede verificar que las ecuaci.2, 
.-_•_ 

nes normales asociadas· :re·s-~ltan singulares. Más aún, aseguran 

que la singularidad de las .ecuaciones depende tanto de k como 

de los valores específicos de Q 1, Q 2, ••• , Q k • 

En estas circunstancias, proponen el empleo del método con 

k;;. 5 y O 1 , O 2, ••• ,ok valores que garanticen la no singularidad 

de las ecuacion~s. Bajo tales supuestos, los autores verifican 

que el estimador 1.: converge casi seguramente a 1.: y que además, 

asint6ticamente rT ci- :r.:l tiene una distribución :-.:ormnl multi-

variada de media O y una matriz de varianzas y covarian:as que 

depende tanto de 1.: como de O 

La extensión de este tratamiento al caso de regresión lineal 

sigue la misma linea. La alternativa del método de momentos es 

examinada muy breve.mente y se concluye 1 que debido al aumento en 

el número de parámetros involucrados, el procedimiento produce 

estimadores que dependen de momentos mucstralcs de orden supe-

rior a cinco, con la consecuente desventaja en t6rminos de las 



varianzas. 

El método de la función. generatriz de momentos es ilustrado 

para el caso de :regresión lineal simple para el cual se tiene· 

que: 

En virtud de que para este modelo la función generatriz de 

momentos de Y i depende de X1 , no se puede utilizar exactamente 

el mismo argumento que en el caso se sucesiones. Por esa raz6n 

los autores proponen una función objetivo que generaliza a la 

que ya ha sido propuesta. La expresión es la siguiente: 

( Z. ( Q . ) - M (O . ) ) 2 
1 J Yi J 

en donde Z. (O.)= exp (O .Y.). El criterio de diferenciaci6n r.e~ 
i J J i 

pecto al vector de parámetros!..'= (_A 1 a1,b1,a2,b2, oí,o~) produ-

ce un sistema de siete ecuaciones que deben ser resueltas. Esto 

indica que en este caso, K debe ser mnyor o igual n sict0 y ade-

más es claro que, en general, la solubilidad del sistema dc>ponde 

de la particular elección de O i ,o 2 , •••• ,Ok que a su vez está con 



,· 

dicionada por la estructura delós '.valores de la variable inde
,:-.::.'--.;;-. -. -_- -

¡: .•. '·,_;:.,_ 

Con la finalidad de ev~:Íu11r' los resultados que se obtienen 

con el método de la función generatriz de momentos, Quandt y 

Romsey desarrollan un estudio de simulación através del cual lo 

comparan con el método de momentos consideramlo tanto sucesio-

nes de variables como problemas de regresión. Como un primer 

resultado reportan que en diversos casos y dependiendo, aparen-

temente, de los parómetros en la distribución, los dos métodos 

fallau en el sentido de que no es posible determinar el punto 

critico o bien, los valores calculados yacen fuera del espacio 

parametral. Por esta razón y para los fines de la comparación, 

los autores repitieron la simulación en cada caso, tantas veces 

como fué indispensable hasta completar SO ensayos en que ambos 

m6todos produjeran resultados admisibles. La simulación indica 

que la elección de los valores O 1 ,o,, ... ,O. resulta fundamental 
Y. 



para los cálculos nuJ¡¡~¡;icos. Valore{. grandes producen indete!. 

minaciones mientra~ que lÓs yalcil;-~s pequeños parecen producir 

una función ob~ etivo cas~ ~~~1ta~tt; • .. C.onsiderando los tamaños 
.. :·~ ... ,~,·.::' ~ ;. 

muestrales empleados, TñSO,:foo; Quandt y Ramsey aplicaron la 
. ' - . . 

prueba de Shapiro-Wilk para Normalidad y reportan que en aprox.!,_ 

madamente la mitad de los casos simulados de sucesiones, el mf 

todo que proponen produce estimadores que se pueden considerar 

distribuidos Normalmente mientras que por momentos la fracción 

se reduce a un tercio aproxima.damente. 

En el caso de sucesiones, los métodos se comparan mediante 

el error cuadrático medio y el sesgo al cuadrado,encontrando 

que en general el método de la función generatriz de momentos 

produce estimadores mis cercanos al valor verdadero de los par! 

metros. Para los modelos de regresión solo calculan los estim~ 

dores del método que proponen y observan que, como era de espe-

rarse, las varianzas disminuyen a medida que el tamaño muestral 

aumenta y ademls reportan que los parámetros de la población 

más intensamente muestreada son,cn general, nás precisos. 

En resumen, los autores proponen un m6todo alternativo al de 



máxima verasimili.tud pa'l'I!: la 7s,t~;naci6~ _c¡ue se 11pll:ca en prabl~ 
,. -.· ,. 

. - - - :: <'.< .-- ---:<·:_ ,, ~'---· ·• i -~:.:-- -;.,_ -·' " 

mas de puntos de cambia .cuandci ·.no/se·cui:rita con una vari.able ex§. 

gena que permita 
.. :': -~-:~~-~-;'.{>;:;.::_<;·: •( .. .. 

ordenar las' olis'eiv,adcmes. 
,, <:::·):)t-~>'-~0-~)~}~ ;'· >,..: 

En esas circunstag 

cias la situaci.ón puede s~r tr~'t~d~ ~orno una mezcla de distribu· 
. ',•., ,:.::. ___ ~;:. /}~·-""/,.--._·~\.-''; - ' 

cienes. La idea originD,1:pai'ece:,·5er la de producir un método de 

estimación que no presente los lnconvenientes de indeterminación 

asociados a máxima verosim:i:Utud. Sin embargo 1 los resultados ab• 

tenidos por los autores indican que el método de la función gen~ 

ratriz de momentos también sufre de fallas de este tipo aunque 

presumiblemente se deban a otras causas, En general el método 

parece ser superior al de momentos pera la critica más severa y 

muy natural por otra parte, es que habiendo propuesto su método 

como una alternativa añ de máxima verosimilitud, los autores no 

lo contrastan con ese método sino con el de momentos. Es evideg 

te que antes de juzgar la aportación de Quandt y Ramsey será ne-

cesario efectuar las comparaciones requeridas. 

p.M.Lerman es otro autor que ha contribuido a la literatura sg_. 

bre el tema de este trabajo. Es una contribución reciente ( 5t> J , propone un métg_ 

do de ajuste que puede ser aplicado incluso a modelas no linea-

les con puntbs de cambio. !,a estructura del modelo es descrita 



) 

~· 

de la siguiente manera. Sea 'í una variable aleatoria tal que: 

E C.Y.1 Xl=liC.X,bl ;,.Xa<.X<. xl 

E (Y.IX)= .faC.X, /!..l ; Xi<.~<. Xa 

' 

' 
E ():' .1 X)= .f,/X 1 l!.;r;); Xr~l<X<.Xr. 

en donde E(Yl,X) es una funci6n continua de X en el intervalo 

[ Xo, Xr l , X o , Xr y r son conocidos pero los vectores de paráme-

tros (! 1 , /!.•, ... , f!.r y los puntos de cambio != (X1 ,X 2 , ••• ,Xr-l) 

se desconocen y deben ser estimados a partir de una muestra. Es 

evidente que la continuidad de E(YIX) impone restricciones a las 

funciones de regresión. Específicamente, se tiene que: 

f.(X .. P.) 
J J -J 

f. 
1

(X., P. 
1
); j=l,2, ... ,r-1 

J + J -J+ 

Usualmente, se supone que las observaciones en Y son indepen-

dientes con distribución Normal y varianza oj en el j-ésimo régi 

men de regresión. Una fo1·mulación alternativa consiste en supo-

ner que la varianza de Yi es de la forma a 2 /w 1 , con wi conocido 

y o• por.estimarse. En esas condiciones y a partir de una mues-

tra aleatoria (Y. ,X.); i=l,2, ... ,T, los estimadores de mínimos 
1 1 



) 

cuadrados. tanto:de.ios. paráml'.tros como. de los puntos de cambio, 

se obtienen· miniini~~ndo la ,Et.Ín~i6ri: .•.. 
-.. ' -· .::;:<..:: ,- ·····1'. .. ~.-·/ -:_.·:.·-. 

',_::·f: .- . ,", --- - -·: ~<<'' 

S=ji1 ·x;_ 1 ~lff~~;;,JI)lft~.'ff~i'-ªj) 1
2 

bajo las restriccion~s;~~~i~~~ii~~~j;~?}>~~ solución a este problema 

es en general dih.cil;!;!f.comofr_a·'·.~e' ha discutido en este trabajo. 
. - :~;x_· . ..,: __ ::~~::,;_f~~~j~~~~~~¿¿41J#~;J:;}~,'E;;~<~·:-·::: -

Particularmente, lai}1Jl)Ci,61l.!';ol¡~~tivo no es diferenciable en to
·- .. ;: -'.::_._~,~:<~~---~:~_:>-_:, ·_., -

dos los casos y mfis·.'aaii;:cjluede .. existir mínimos locales que dis-
: '. ,.·: - ./-~ 

torsionen 16s resultados de los métodos numéricos utilizados. 

Es interesante notar el papel que juegan las restricciones 

de continuidad. Si éstas son ignoradas, el problema se simpli-

fica en cierto grado y la solución al problema de estimación 

por mínimos cuadrados puede obtenerse, utilizando la técnica 

propuesta por Hawkins [ 44 J que ya ha sido descrita. En el caso 

de modelos lineales con un solo punto de cambio, la restricción 

correspondiente produce una generalización del modelo de regre-

sión de dos fases tratado por Hinkley [ 4eJen donde la compleji 

dad de la solución es evidente. Una forma de proceder para la 

estimación en modelos 1 ineales ha sido propuesta por Hudson [ ·:_ 1 , 



.. 
y consiste e1( considé¡;ar tod~~ las· particion.es posibles del co!!_ 

- :·,>.- '::~:):"··:··,:.~·,:·~;;<·:> ;.-:~:/·_,.·:;; ... ,._,;,-. _;~"-.: ,. 

junto. de. da~.~ ~<y)~j ~.ft.~t5~11· .. ·~J~jc;~E)!l~e11J:~;s~'Jii'g.~~:5i~~. f (X, · ~) 
correspondie~te~.·····. Con ~~i:ai~J;Jfl)l'acÍ.ón.·s~ c~i~ula~ los puntos de 

intersección y el modelo se consider~<admfsible si las intersec-

ciones inducen la misma partición original. Para los modelos a~ 

misibles se registra el valor de la función S mientras que con el 

resto se procede a imponer explícitamente la restricción de con-

tinuidad en el cálculo de S. Este técnica reduce, en general, la 

dificultad de cómputo, especialmente debido a que en modelos li-

neales los puntos de intersección se pueden calcular muy fácil-

mente a partir de los pardmetros estimados. Sin embargo, el pr2 

cedimiento de Hudson resulta poco apropiado, en opinión de Lerman, 
) 

cuando las funciones de regresión no son lineales ya que en ese 

caso de cualquier forma se requiere de algoritmos de aproxima-

ción sucesiva que suelen ser costosos y complicados. Como alter 

nativa, Lcrman propone una técnica que sugiere a partir de la 

consideración de que en general, cuando los valores x.,x,,. . .,Xr-l 

son conocidos, la evaluación de la estadística S es bastante más 

simple. De esta forma, se propone calcular Sm(!l, el valor mini 

) 



mo de S cuando el vector de puntos de intersecci(jn es !. para 

cada ! y a partir de la grá:t;i..ca de esta función, determinar S , 

el valor mínimo global. Este técnica, menciona él autor, es 

comunmente empleada en problemas de regresión no lineal y tiene 

la ventaja de que puede ser empleada con venta~a aún cuando las 

funciones de regresión sean no lineales minimizando la función 

objetivo con un algoritmo conveniente y además produce las esta-

dísticas necesarias para realizar inferencias por máxima verosi-

militud. 

Cuando se pretende probar una hipótesis sobre el modelo con 

r cambios, el m6todo de cociente de verosimilitudes conduce a la 

) estadística de prueba 

-
R1 = - U11 ¡. = T l11 (So/ S ) . 

en donde S 0 representa el valor mínimo de S bajo la hipótesis 

nula. Esta estadística, indica Lerman, es en ocasiones aproxi-

mada por: 

R, = (S a - S ) / a 2 

con a 2 = S~(T-p), en dond~ pes la dimensión del espacio paramc-



tral, 

El autor se reJ;ieJ;"e a un trabajo de Feder [ ?>?> 1, para afir-

mar que si efec.tivamente existen . cambios V las regresiones a~ 

yacentes son distintas, entonces asintóticamente, R1 y R2 tie-

!len una distribución x~.ql ·, dondoq es la reducci.ón en dimensión debida íl la 

hipótesis bajo prueba. Adicionalmente se tiene que, también 

asint6ticamente, los estimadores de !!._1 ,~2 , ••• , !!._r y! tienen 

una distribución Normal. 

Para tamaños de muestra J;ini tos 1 Feder { ~4 ] ha demostrado 

que la distribución de R1 / q y R.lq puede ser aproximada por 

una F con q y T-p grados de libertad. Estos resultados sugieren 

una forma de construir regiones de confian:a para el vector de 

puntos de cambio X. Para un nivel de confianza a una región e~ 

rrespondiente está dada por los valores de ~ que satisfacen la 

relación 

a ,.. l"' ~ 
en donde eª= C1 = S exp { (r·l) F ·¡ si se emplea R1 y 

a a - a e = c.= s + .1 2 cr-ll F 1
-

r-1,T-p 

r-1,T-p 

La determinación de la región se 

puede efectuar de manera muy simple, en los casos de no más de 



un cambio, a partir .d.e la· gráfica ~e.s~QD, 

'· ., ... 
El autor Ü~stra.- la técll:i,ta~propÜ~sta •2on tres ei emplos en 

. . . . ·:- -'. ·:~.~-- ,_ .. -'"·,: I: '.)_.;j~:~~·~;;~-~!,(i<.!~-~1-~{;:;_~.:Jr~;~~--:~'~-·:'.· ()::~· :;;·::~ ;· 
donde se consideran modelos·.'éons unó,;f;'dos 'cambios nsí como con 

. -. . . - -- ,:_ : :l~~-<::):;l~.-'._~::~:,~?~·,~;~¡~~~~:1~;~{*~-§;~i.?fü.:~~):\~:;:l;\;.>~:~_-:·.-_::.· ;~_._::(: · .. 
funciones de regres~iín.>no-.S:l1neaJes·;c,;•J:En>general, se ilustra la 

· . >:.:':"'\-~_}:~~~~;~f~·i;f~1~t~1ft~~~~~f~)fz;i~:r~.::,'.:x~,:- · 
_importancia que. t,iene la< grá:f;~_ca;;;'de'~s •(!). particularmente por-

.. '• • ·>-<:.•.- •·:•· -·;::-·:•:•' \!11 • 

que como ya se ha comenta~~;-~~ ;~~i.~1e é¡ue existan varios mín!_ 

mas locales que proporcionen i~formaci6n adicional soore la na-

turaleza del fenómeno,que deba ser mencionada. Este hecho puede 

provocar que en ocasiones se obtengan regiones de confianza no 

conexas. Cuando se tienen dos puntos de cambio, la representa-

ción de Sm(~) se puede realizar mediante el trazado de curvas 

) de nivel de la función en la región X1 < X2 Cuando e 1 número 

de cambios excede a dos, el autor sugiere la construcción de 

gráficas respecto a subcon~untos del vector ~· 

Finalmente, Lerman indica que una simplificación adicional 

se puede utilizar si las regresiones son lineales y la restric-

ción de continuidad se im¡:>oneparaun conjunto c~pecifico de ya.lares 

de _ll En ese caso, la estimación de los parámetros f!_, , .. .,f!_r 

se puede llevar a cabo utilizando multiplicadores de Lagrange como es 



usual en el modelo lineal. 

En conclusión,· Lerman 11ropone una técnica para la determina-

ción de los estimadores por mínimos cuadrados 1 de los paráme-

tras de los modelos de regresión y los puntos de cambio que r~ 

duce la di~icultad de cálculo, produce las estadísticas necesa-

rias para realizar in~erencias ~ través del método de máxima v~ 

rosimilitud y permite además, considerar funciones de regresión 

que no sean lineales. La recomendación de representar gráfica-

mente los valores de SmC!l parece ser particularmente valiosa 

para obtener una idea más completa del comportamiento del fenó-

meno bajo estudio. 

Esta sección será concluida comentando un trabajo más, Mend2_ 

za [ ld J, en donde se examina el tratamiento, que ya ha sido 

<iiscutido , propuesto por quandt [ 7:!. J para el caso de un modelo 

de regresión lineal simple con un solo punto de cambio. En ese 

trabajo Quandt considera el modelo: 

Y. =a1 tb1X.+e:1i; i.= 1,2, ... ,T, 
i i 



) 

en donde, a1,az. bi r.1» son p¡n:ámetros desconocidos, al igual 

que T y los errores ~1 ~ y ~~ 1 . so~ .independientes y Normalmente 
~ . : ·~ ;_ .... ;;-:: " - ,: ' ; ' . 

distribuidos con esperanza ce,r<? y \'~rii1.11°za..11l y~~ respectiva-

mente. Para probar l.a lüp6tesis 1lul¡ ~eno cambio, quandt pro

~one la diyisi6n del conjunto de da.tos (Xi,"ü_), (X2,Y2), ••. , 

(XT,YT) en dos grupos de li\ ;l;orma (X1 ,YJ),. .. , O<t,YtlY (_Xtti'Yt+i), 

•••. ,(X'l',YT) en donde t J,JUede ser el valor estimado de T por máxima 

verosimilitud o bien un valor asignado ex6gcnamente. Para cada 

grupo se ajusta un modelo. de regresión lineal por separado, 

i .. 1,2, ... ,t 

i=t+J, ... ,T 

y en el trabajo referido, Quandt propone la construcción de los 

residuales cruzados; 

-
rJ1"' Y1- a2 • b, X. i= 1,2, ... ,t 

l. 

r2 .= Y.- ª' -bJ X. i= t+1 , •.• , T 
. 1 l. 1 

en base a los cuales propone algunos criterios para probar la 

hipótesis nula de no cambio, esto es, Ho:b1=b.,a,=a2 y af= a~. 

La idea básica del autor es que bajo Ho ,r, 1 ; i=l 12,. .. ,t es 



v.= CT-t11
,., -r, /¡-~ ·-··· c'.1.:~-r.1.; I CT-t-1)·¡.'I• 

i=t+l· ._i- ·. -
' . - • .! ', ·. - -

en donde: 

t 

r1= .t i~l r1i , l°2 F 
1 T 

l: T-t i=t+1 

Bajo la hipótesis nula, afirma Quandt, V1 y V2 siguen una 

distribución de Student con t-1 y T-t-1 grados de libertad si t 

es un valor asignado exógenamente. El criterio, entonces, se-

ría rechazar Ha si V1 ó V2 son significativamente diferentes de 

cero. El empleo del va.lar del estimador de máxima verasimili-

tud de r para dividir el conjunto original de datos, modifica 

la distribución de las estadísticas de prueba pero podría ser 

utilizando estando consciente de que en general en esa situación 



--

en donde: 

e1i= y -
i a, - b1.X1 i= 1 • 2 ••••• t 

- -
e2i= Yi- .ª•- b2 x1 

i:::; t+l , .•• , T 

esto es, e 11 y e 2 i son los residuales usuales de los dos mode-

los de rcgresi6n. 

Quandt a:Urma que tanto para w, como w., bajo la hip6tesis nu 

la y si t es un valor determinado cx6genamcnte, el numerador y 

el denominador en cada cociente son independientes y siguen una 

distribuci6n X2 con t-1 y T-t-1 grados de libertad rcspectivamc~ 

te en el caso de W1 y con T-t-1 y t-1 para W2 • Indcpendienteme~ 



te del error evidente en _la· asignaci!Sri de los. grados de liber-
- - -' ' . .-.- '.·. '" 

tad de los denominadores, el autor ~:Ür~a que la distribuci!Sn 

tanto de W1 como de W• se· puede completar a una F para rechazar 

H11. si cualquiera. de los dos valores calculados excede el cuantil 

apropiado. La contribuci!Sn del trabajo de Mendoza, consiste en 

mostrar que las afirmaciones de Quandt respecto a las propieda-

des distribucionales de las estadísticas propuestas, son en gen~ 

ral falsas y además proponer un posible tratamiento alternativo. 

para verificar estos hechos resulta conveniente recurrir a la no 

taci!Sn matricial. Sean, 

Y1 1 x, [ "' l Y, l x, ~,=[ ª' J; ~1 e12 
!1. = X1 = = 

b1 
. yt xt E¡t 

. ·. yt;; 1 xt+1 _e 2t+1 

~.[ ª• 

J 
. yt+2 1 xt+2 .e: 2 t+2 !•= x. = : E.2 = 

b, 
. yt 1 XT .e2T 

En estos términos, los modelos por ajustar a los dos_ grupos de 

) 
observaci9nes por separado son: 



!1 = X1 l!.1 + .!'_1 , 

en donde .!'.• y .!'.• ~on independientes y distribuidos Normalmente 

con vector de medias cero y matriz de varianzas y covarianzas 

of It y o~ IT-t respectivamente, Como consecuencia se tiene 

que, 

y son independientes. La hip6tesis nula bajo consideraci6n qu~ 

da planteada como: 

de tal manera que bajo Ho , 

Procediendo a la estimación usual por mínimos cuadrados, se ob

tiene que 

son dos estimadores independientes de I!. utilizando los dos mod~ 

los de rcgresi6n por separado, Más aíin si se definen las predis 

cienes cruzadas, 

i1. := X1 !• " ( 1 ) _, .X1 X2X2 X~ 'f.• y 

i•. = x. ~ l " Xo(XlX1) 
- l 

X! I1. 



se puede verificar que: 

I;:- N (X1 {!_, a2. X1 . cx~x.)" 1 

X!)' 

,-: . 
~,-N ex:.¡¡ , e¡• x. . ·- .... 

(X!Xi)" 1 XD 

y que además, son independientes. A partir de estas magnitudes 

los residuales cruzados de Quandt se pueden calcular como sigue: 

-· !.l R !1 "11.= X1 (XiX2)"
1 

X~ r.· -!1 

~2= ~· - 'f_•= x. (XlX1)- 1 
XI !1-!2 

En virtud de la independencia de !1 y !2 es sencillo verificar 

que bajo Ha, 

-
r2- N(_O, a 2 (I +X2(X!X1)-

1 
X!l) 

T-t 

Una de las primeras y más importantes afirmaciones de Quandt 

es que Vas entradas de ~1 son independientes entre sí así como 

lo son las de~·· Examinando el caso de ~1 , sin embargo, se 

t~ene que si de define, 

/ 



entonces, 

; i;<j; i,j .. 1,2, ... ,t 

en donde, 

En el trabajo de Mendoza, se afirma que a partir de estas expr~ 

sioncs se tiene que C es una matriz de rango completo cuya inve~ 

sa está dada por: 

) 

Además, para que las entradas de !l sean independientes entre 

si es indispensable que: 

T 

k=1:+i c.xk-xJ.J cxk-xj)" o i,. j ; i 'j" .l '2' ... 't. 

Sin embargo, como se indica en el mismo trabajo, es fácil de 

comprobar que para un valor fijo de Xi, el cual determina un re!l 

•.__) gl6n de C, existe un Qnico valor de Xj tal que C1j=O Esto im-
.. 



plica que, en el mejor de los casos, la matriz e tiene un cero 

en cada renglón y consecuentemente, las entradas de ~1 no son 

todas independientes entre sí. Como resultado de este hecho se 

tiene que, en general, la suma de cuadrados de las desviaciones 

de los residuales cruzados respecto a su media no sigue una di~ 

tribución Ji cuadrada con t·l grados de libertad como afirma 

Quandt. Otro hecho que se puntualiza es que la matriz e no es, 

en general, idempotente ya que la única matriz idempotente de 

rango completo es la idéntica. Esto implica que las sumas de 

cuadrados utilizadas como numeradores en los cocientes w, y W2 

de Quandt no son tampoco distribuidas como una Ji-cuadrada. Es 

tos resultados que invalidan el tratamiento propuesto, pueden 

ser utilizados, sin embargo, para corregir las fallas. Parti· 

cularmente, el hecho de que la matriz C sea positiva definida 

garantiza la existencia de una matriz H única, simétrica y posl 

tiva definida tal que: 

CR _HH"' _H 2 

esta. matriz es usualmente conocida como la raíz cuadrada posi ti 

va de e y puede emplearse para construir un conjunto de residu~ 



les cruzados transformados que satisfagan las afirmaciones de 

Quandt. 
. . 

Sea ! 1 = H-
1 

!.l . Bajo la hipótesi~ riula, · !1 tiene una dis tr!_ 

bución Normal de media .Q. y matriz d~ covarianzas 

q• I 
t 

Naturalmente, estos residuales transformados tienen todos la 

misma varianza y son además, independientes. Un tratamiento 

completamente análogo puede emplearse para transformar !.• en 

'f:_•· Estos nuevos residuales pueden ser empleados para aplicar 

las ideas de Quandt con respecto a V1 y Vz. 

En el articulo considerado, la transformación se ilustra 

con los datos simulados por Quandt [ 72 J que ya han sido menci.2_ 

nadas y se obtiene que las estadísticas V1 y V2 resultan signi-

;i;ica,tivas a un nivel del si si se usa t" T/Z, un valor asignado 

exógenamente, mientras que el nivel alcanza el 1\ si se emplea 



el estimador de máxima verosimilitud de r, r.=1.2, que coincide 

con el verdadero valor del punto de cambio. Al considerar las 

estadísticas W1 y )~2, se menciona que si bien la transformación 

garantiza que los respectivos numeradores siguen en efecto una 

distributión Ji-cuadrada, no elimina la dificultad de probar que 

sean independientes de los denominadores respectivos. 

Pinalmente, se comenta que si bien la matriz H resulta una 

elección atractiva para efectuar la transformación propuesta, no 

es la única posibil:ldad. De hecho cualquier matriz UtalqueUCU'=It 

puede ser utilizada para aplicar el procedimiento propuesto. 

Esto sugiere que es necesaria mayor investigación para definir 

criterios que conduzcan a una selección óptima de la transform!!_ 

ción. Más aún se indica que el procedimiento puede ser genera

lizado utilizando la distribución conjunta de L1 y L•· De esta 

fOJ;'llla se puede utilizar una transormación global que produzca 

los nuevos residuales con las propiedades requeridas y que ade

!ll!Í,S satisfagan la propiedad de independencia entre ~1 y ~· 

En :resu!llen, en el trab<1jo de Mendoza, se examinan con detalle 

.los criterios propuestos por Quandt para probar la hipótesis de 



cambio en un modelo de regresión lineal simple con un punto de 

cambio. Se detectan algunos errores que se corrigen y se prop-2_ 

ne una transformación que garantiza la validez de las afirmaci-2_ 

nes necesarias para la construcción de las estadísticas de pru~ 

ba. 



tU:, z',' RESULTADOS DEL ENFOQUE BAYESIANO 



En el caso de modelos de r~gresÚin ·con puntos de cambio tra 

tados desde el punto de vistaBayesiano, uno de los primeros tra 

bajos es el debido a Halpern [ 42 ] , en donde se considera el pro 

blema de prueba de hip6tesis y predicci6n en estas condiciones. 

El autor presenta el problema con algunos comentarios relativos 

al hecho de que, independientemente de que el contexto del fen~ 

meno bajo estudio sugiera la existencia de puntos de cambio en 

un modelo de regresi6n, es un resultado bien establecido que 

cualquier funci6n continua puede ser aproximada por segmentos 

mediante líneas rectas, siempre que el número de segmentos sea 

suficientemente grande. De esta manera, Halpern motiva el est~ 

dio de modelos de regresión lineal con puntos de cambio, no solo 

para describir fenómenos en donde efectivamente se produzcan ta

les cambios de manera intrínseca, sino también para proporcionar 

una descripción razonablemente aproximada de algunos otros cuyo 

comportamiento sea no lineal. En cualquier forma, el autor afiE. 

ma. que en el ajuste de modelos lineales por trazos, sea cual sea 

el ob3 etivo, usualmente se ignora el número de segmentos que se 

han de emplear. Sin embargo, como se menciona en este trabajo, 



en la literatura gerieraimente se ·supone que el namero de segme!}_ 

tos es conocido pero se desconoce la localizaci6n de los puntos 

de cambio. Halpern indica que una suposici6n igualmente razona 

ble es que se conocen todas las posibles localizaciones de los 

puntos de cambio aunque se ignora en cuales de ellas efectiva-

mente se efectu6 un cambio. La estructura del problema es pla!)_ 

teada como sigue: 

Sean Y1,Y2, ... ,YT observaciones independientes tales que: 

i" 1,2, ... ,T; X1 E[a,b] 

en donde los errores e
1

; i"1,2, ... ,T son independientes e idén· 

ticamente distribuidos N(O,a 2 ). Adicionalmente, la funci6n de 

regresión f(x) es continua y lineal por segmentos, de tal mane-

J.'l\ que se puede representar como 

Naturalmente, los puntos de c¡u¡¡bio posiblesson conocidos y sa· 

tisfacen 

¡¡;; z, < Z 2 < , , , , < Z < Z 
1

Fl) . q, q,+ 



Es fácil de verificar que si. de definen las funciones 

u. (X) -. 1 

¡ o X< Z1 

u1 (X) = i= 1,2, ••• ,q 
X·2 X> Z 

i i 

éntonces f (x) puede expresarse como una combinaci6n lineal 

q 
f(X)= i~O pi Ui (X) 

en donde los parámetros P 0 , p,, ..• ,Pq son desconocidos al igual 

que lo son (M1 ,o 1 ) ; i= 1,2, ..• ,q en la formulaci6n original. El 

tratamiento propuesto por Halpern consiste en definir, para ca-

da subconjunto S de {2,3, ... ,q), el modelo Ms que considera como 

puntos de cambio, los correspondientes a los elementos de S. 

Así y en virtud de que existen Q= zq-l subconjuntos de puntos 

de cambio, el problema de inferencia puede ser planteado como la 

discriminaci6n entre las Q hipótesis Hk; k=J,2, .•• ,Q en donde 

Hk es la hipótesis bajo la cual el modelo que describe el fenó-

meno bajo estudio es M
5 

k Si se denota por r(k) el número de 

elementos en sk r estos sedesignan, en orden c~eciente, como 



T _k, 1 )-, • (k, 2), .... , r (k, r (k)), entonces bajo Hk los ún;i.cos pun 

t s de cambio son 

zrtk,11.• zrtk,21•; •• ,z,tk,i:tkll 

M s aún, la hipótesis Hk establece que en la expresión 

q 
f (X).,. ;1.?:/o (Ji. U i (X) , 

{l .PO si y solo si i e Sk. En estas condiciones, es claro que, 

s la hipótesis Hk es cierta, entonces el vector de observacio-

ns Y.tiene una distribución que puede ser descrita como· sigue 

a' ' 

e' donde U es una matriz de dimensiones T x (q+l) cuyas entradas 

e tan dadas por 

/l, es una matriz de dimensiones (q+l) X (r(k)+2) cuyo elemento 

ipico b (k} satisface la relación 
ji. 

en otro caso 



y el vector ~k· está dado por 

sir (k) =O ~k= ......... ¡((J,, (J,)' 

({Jo, fJ 2, /l'j (k, !l, ... ,fJ'l: (k,r(k))) 1 sir (k) >O 

Con esta estructui-a', ·el .problema se reduce a la asignaci6n de 
·. ~:·/; ,· .·. 

probabilidades iniéiales B. las hip6tesis Hk, y dada cada hip6te

sis, de distribuciones iniciales a los parámetros ~k y a 2
• Esta 

información se combina con la proveniente de la muestra para ob-

tener la informaci6n final o posteriori y en su caso, tomar las 

decisiones corrcspondicntes,Halpern menciona que las hip6tesis 

H1 ,H 2 , ••• ,HQ son excluyentes de tal forma que una y solo una de 

ellas puede ser cierta a la vez. Como consecuencia, la distri-

bución condicional de ~k dada Hk debiera de reflejar la imposi-

bilidad de que alguna de las entradas del ve~tor de parámetros 

sea cero pues en tal caso el modelo coincidiría con el asociado 

a alguna otra hipótesis. Sin embargo, por facilidad y conside-

randa que el subconjunto del espacio parametral formado por ve~ 

toros con alguna entrada igual a cero tiene probabilidad nula 

_J 



\ 

para cualquier distribuci6n nci d<lgenerada, se ignora la anoma

lía y se supone que a priori,, d~da~.i~lk y a". !!k sigue una dis

tribuci6n Normal mul ti variada: de' m~d:Í.a !!,k y matriz de varianzas 

y covarianzas a 2 ~k. Por otro lado, a la varianza a• le es asi~ 

nada dada Hk, una distribuci6n marginal inicial Gamma inversa 

de parámetros ~k y 11<' mientras que la probabilidad apriori de 

Hk se denota por pk, Esta asignaci6n de distribuciones inicia-

les naturalmente corresponde al esquema de familias conjugadas, 

que es usual en el enfoque Bayesiano y se emplea por facilidad 

cuando el conocimiento inicial puede ser descrito de manera r~ 

zonablemente adecuada en esos t6rminos. Como consecuencia de e~ 

ta estructura se tiene que a postcriori, respecto a una muestra 

(Y1,X 1), ... ,(Y ,X), Pk tiene una distribuci6n, dadas Hk y a•, 
T T -

Normal multivariada de media ck y matriz de varianzas y cova

rianzas a 2 ~· en donde k • 

• e _1 -1 
µ * ~k ~ µ + B' U' y_ ) -k k -k k -

. . . . . . . . . . ' . ·-· . ~· . .. . ~- . .. . . ... . ....... . ... ;. ". 



por su. parte u•, dilda. Hk ,.tiene una distribuci6n Gama inversa de 

parámetros 

mientras que la probabilidad posteriori de Hk está dada por 

. 1 "I . ·,. - . * l 

e f11k 'Ykf:r k re t 'YP 1 ~k I' 

e 111 • 'Y •rí 'Yk r(.!: 'Y )l l: 1-4-
2 k k 2 k k 

Si antes de obtener la in.formaci6n muestral la informaci6n 

con que se cuenta no es fácil de describir, lo cual puede ocu-

rrir sobre todo en el caso de los vectores ~k' o bien, si la in-

formaci6n muestra! no se quiere prejuiciar con la informaci6n 

inicial, una alternativa es utilizar distribuciones iniciales de 

referencia que se obtienen, según la regla usual cuando se em-

plean familias conjugadas, haciendo tender los parámetros de la 

distribución inicial a un límite apropiado de modo que l :1 dis-

tribuci6n final solo dependa de la información muestral. Este 

procedimiento generalmente produce distribuciones impropias que 



para {!_k 

\ En los modelos lineales ordinarios, el valor de wk es irre-

levante pero el autor afirma que en este caso y debido a que la 

dimensión de {!_k se modifica para diferentes valores de k, la 

elección arbitraria de las constantes wk; k~1,2,, .. ,Q puede re-

sultar en una modificaci6n de los resultados finales. Por esta 
' r(kl 

razón propone el empleo del valor wk = (2" )-2- que en su opinión 

es más justificable en el sentido de que en esas condiciones la 

varianza generalizada de cualquier {!_k es la misma en cualquier 

etapa del procedimiento para alcanzar el limite que produce la 

distribución inicial de referencia. Bajo estas condiciones, 

Halpern afirma que si la distribución inicial de cr 2 es impropia 

para la {!_k es propia, la correspondiente final es propia y los 



parámetros se calculan con las·. mismas. expresiones que se pres e!!_. 

ta ron, con la sal vedad de que 'Y~- se hace tender a cero. Si la 

distribuci6n apriori de !!_k es· impropia con la constante wk y a 2 

tiene una distribuci6n inicial propia, entonces las distribuci6n 

final es ,propia siempre que exista al menos un valor observado 

de la variable independiente en cada intervalo [Z1,Z
1

+1) y en 

al menos uno de ellos se observe una cantidad mayor. En ese c~ 

so 'Y~= 'Yk+T-r(k)-2 y los demás parámetros se obtienen hacien-

do :i:k =O . La probabilidad a posteriori de Hk se obtiene de la 

expresión 
1 'Y 

r!kl C .!.-r 11 F k rc.!.-y•) 
p• "'p (2 1T )-2- w 2 k k 2 k 

k k k 1 'Y* 
c.!.-r• 11•)z kr(.!. 'Y ) 

2 k k 2 k 

:i:* 
k 1 

,¡, 

Finalmente, si tanto a 2 como P tienenuna distribuci6n inicial -k 

impropia, la final es propia si se satisfacen las condiciones 

descritas sobre las observaciones de la variable independiente y ade-

masT> q+ 2. Los parámetros se obtienen de los correspondientes 

al caso anterior haciendo tender 'Yk a cero. 

El autor menciona que los cálculos necesarios para obtener las 

.J 
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distribuciones finalespueC!en'serde un voiúmen;..inác_cesible, es 
~·:··-, ._-,:-,: ·,. .. ::·--';• :;:_.:::'.'-~--- __ :,;,:.,;,:.·· -.:;~:· 

pecialmente si q es relativament~,'g'!'ande', ya ·~~e e·s.'~·~¿~sario 
- .' -, -: /- . ·.·>_.:'.'._._:·e< -i.: _. ~: · ·::,-·-·~-:.- -~;:_>'-,-_~:,):. f' _;',_-·;·_~:.·,,<·._,.,.;;: ._ .. :- ·- ·. 

obtener las distribud.onescpara Cllda una de las;::z~j1{Jiipótesis, . -_ _· _:•, . .. '_-.:-_·: .. , .,, ·. ,::-: .. -:_>•r :_."'"'--~- ';·-·.,·.~--. 

l'or tal razón Halpern introdúC.e la noción de opiniones consis-

tentes. 

Sean j y k dos valores en { 1, 2,, .. ,Q} ·tales que Sj S. Sk ; se 

dice que las opiniones sobre l!_j y ~k son consistentes si y solo 

si la distribución a priori de ~k dadas Hk y o 2 condicional a 

que fl t= O para toda ti; sk n sj coincide con la distribución a 

priori de (J. dada H. y o 2 • El autor indica que cuando se em-
-J J 

plean familias conjugadas en el problema que se discute, un co~ 

junto de opiniones iniciales consistente conduce a opiniones fi 

nales consistentes siempre que estas sean propias. Naturalmente, 

este resultado permite reducir drásticamente "1 esfuerzo de cóm 

puto pues basta calcular la distribución Un al para el caso en 

quer(k)=q-1 y a partir de ella derivar las condicionales res-

pectivas. Este tratamiento, sin embargo es aplicable solo en 

los casos en que resulte razonable el empleo de opiniones a pri~ 

ri consistentes . 

.... • ,, • ~ .......... -~ .. , ............ ...: ............. , ............... ,,.,. .. · ....... ·;,,,_ ... _;•l.',,.,-·:·; .... ·} .............. ; ........ ·• •• 



Finalmente, el autor aborda el problema de predicci6n e indi 

ca que en.virtud de que la variable Y _satisface la relaci6n 

. Y _.,. .f (X) + e: 

resulta razonable que se utilice un pr~dictor de la forma 

-
y " p (X) 

q -
"j:¡; P . U. (X) 

=O J J 

Más aún, propone que la pérdida debida a utilizar P(X) cuando 

f(X) es el valor esperado de Y dado X, sea evaluada según la 

siguiente expresión 

"' 
R(P,f) = f (P(X)-f(X)) 2 dW (X) +C(I(p),I(f)), 

en donde W(X) e~ una medida finita no negativa del intervalo 

[ a,b] tal que la integral es finita para todo!!..'= (ll 0 ,P,, ... ,Pq) 

y todo i'= (~ 0 , p., ... ,Pq). Adicionalmente, si I(P)e I(f) son 

tales que P(X) es consistente con HI(p) y f(x) con HI(f)' en-

tonces C(I(P), I(f)) representa la pérdida debida a utilizar 

... .. ,• ..... . . .. .~ ~ . . . . . . . ~ 



un predict97 Sº~~~~i~nte .• ~~n H¡ ti> l dado que H¡ < f > es cierta. 

El procecÍin\i~~-t¿.~1;~;-J~lJrmiriar el predictor óptimo consiste 

en calcu1·~~'.·ei:·$ri~7ri~~~·~~1X~--1~ R(P,fl respecto a la distri

bución qu~~,~·~~c:'ii;~·~lt·-~:~v~·~~¿nto, tanto sobre ~k y a z como 

respecto a Hk¡ k"' i ,2; >.':·;~J _El autor aJ:irma que siC(I(P) ,I(f)) 

es igual a cero, entonces el predictor óptimo es el que utili-

za como coeJ:icientes, los valores esperados marginales de 

Pji j=l,2, ... ,q. En general el valor esperado consta de tres 

términos aditivos, uno constante respecto al prcdictor, otro 

que depende de la diferencia entre el vector de parámetros y 

su valor esperado marginal y uno más que depende de la diferen 

cia entre el número de coeficientes cero en P(X) y F(X), Así, 

dependiendo del valor relativo que tengan los dos últimos tér-

minos, el predictor óptimo coincide con la esperanza marginal 

del vector de parámetros y satisface que r(I( l' ))= q-1 cuando 

C(I(p), !(:!;)) vale cero o bien se acerca al valor medio del ve~ 

to:r de parámetros respecto a la distribución condicional dada 

Hk donde esta hipótesis es la más probable, 

El problema de modelos de regresión con puntos de cambio ha 



sido tratado, desde el punto .de vista Bayesiano, mas reciente-

mente por Ferreira' [ 05:]; quien con base en una estructura se!!_ 

cilla, de r13gres.i~ií.flineai simple en que uno y solo un cambio ha 

tenido lugar se. re~ite a determinar las distribuciones finales 

de los parámetros involucrados para efectos de estimaci6n y 

construcción de regiones de probabilidad. El autor inicia su 

contribución indicando, como ya se ha exhibido en la secci6n an 

terior de este capítulo, que para este tipo de problemas, la 

construcci6n de estadísticas de prueba e intervalos de confin!!_ 

.za mediante procedimientos no Bayesianos resulta muy complicada 

y en general, los resultados que se obtienen son de naturaleza 

asintótica. Partiendo de este razonamiento, Ferreira indica 

que sin ignorar las vcntaj as conccptualc:>s que el enfoque R[lycsiano ofrE_ 

ce, el análisis de las dificultades computacionales que involu-

era resulta muy importante. El autor considera el siguiente 

modelo. Sean (Y 1 ,X1), (Y2,X2) .••. (Y ,X) parejas tales que 
· T T 

X= (X,, .•• ,XT) son valores fijos, mientras que Y,, ... ,Y son - . . T 

variables aleatorias independientes con distribuci6n Normal y 

tales que: 



B (Yi 1 ! ) ".a1(X1-X1]tb1 i".'.1,z;;,,, T 

B C.Yi 1 ! ) = ,a2(X1-?C'2J +:t>2 .·; i"Ttl, ••• , T 

en donde 

. 1 '[" 
x ... - l: x1 . T' 'i=1 

Ferrcira menciona el resultado, bien conocido en el enfoque 

Bayesiano, segan el cual bajo condiciones relativamente gener~ 

les,! puede ser considerado como el valor observado de un vec-

tor aleatorio y aan así ser tratado como un vector de valores 

fijos. Bn cualquier forma a lo largo de su trabajo considera, 

como ya se indicó, que los valores de la variable independien-

te son fijos. 

El primer objetivo que se persigue en la determinación de 

la distribución a posteriori conjunta de Q..'" (a 1 ,,a.,b 1 ,b.,o',T) 

y a partir de ella las marginales correspondientes. De la es-

tructura del modelo se tiene que: 

' 
···--··---·~:--~· 



. . . T . . . . : . . . 

fCl¡,1!;~) o; Q'-T_exPF:2~ii~1_0:J.~a, cx.i~X1)-b/.) 1 J· 

. . T . . . ;• '., • .. ·· . · ... 
-T {. 1 G. . . . . . .·.X )• =-a·· exp - -. :E (Y -a,_·(X_;... )-b1 + · za "'' i--. . i - . 

T 
:!: (Yi- _a, (X 1-X_ 1)-b_ ,.) 1 ] i . 

i;l'IT.+1 

De acuerdo con la regla de Bayes la distribuci6n a posteriori 

de O se obtiene de la expresi6n: 

f e~ 1 4, ! ) "' f c4 1 !!_, !l f. CI!. 1 !l 

en donde fo('!_ 1 !S) representa la distribuci6n a priori para '!_ 

tornando en cuenta que las observaciones se efectuaron en los v~ 

lores!· El autor considera, para los fines de su trabajo, una 

distribuci6n inicial de referencia para O . Más especificarnen-

te Ferreira asigna una distribuci6n conjuntal tal que todos los 

pa.rarnétros son independientes a priori y las distribuciones de 

a1,_a.,b1,ba, y ln q• son proporcionales a una constante. Res-

pecto a T considera una funci6n de probabilidad genérica "- (.t) 

sobre la cual, en principio, solo requiere que satisfaga q_ue: 



".(1)= 1r(T.~1) = 1r(T) = O 

esto es, que exista un cambio y que haya al menos dos observa-

cienes en cada régimen. La primera condición corresponde a la 

situación en que se desea estimar la localización del cambio, 

mientras que la segunda resulta útil en el desarrollo de Ferrei 

ra para encontrar expresiones sencillas para las correspondien-

tes distribuc~ones a posteriori. Con esta di~tribución inicial, 

se tiene entonces, que 

Para proceder a determinar las expresiones específicas de las 

~· distribuciones a posteriori, el autor establece que si se defi-

nen, para t=Z,3, ... ,T-2 las cantidades 

t 
8yx1= i~1 (Y i -Yi) CXcXJ s•= s -s• /sxxl 1 yyl xy1 



entonces, 

Es ;i.nteresante notar que la 1lltima expresJ.6n no tiene sentido si 

Sxx=O lo cual ocurre particularmente sJ. t"1, uno de los casos que 

Ferreira excluye. Es fácil verificar que definiendo de manera 

análoga Y,,X., S 2,S 2,S 2 y S~ se tiene que para t=Z,3, ..• ,T-2. 
XX yy yx 

De esta forma se tiene que 

en donde s•=s~ + s~ . 

+Sxx1 (.a,-Syx1/ Sxx1l'+(T-t)(b1-Y1)' 

+Sxx2 (a,-Syxa/ 5xx2l'+ S'l} 



' 

A partir de esta exprési6n', esd;ácÜ'.d~terminar las. distrib!!_ 
'; • . ·.· '· .. ~:_:.i~¡:--,,<-:. '.~ ~-'.<~:~:_:~;-" ~--tt:~\Í\:~·:-~~i:}~}/,~i/t-~:- -.. 

ciones a posteriori marginal;, P.ara .' cada.;tino de .'los .. parámetros. 
~ .. -- ~-- :~~·.::·~- ~:::> . .: .... ~:::·.:::;,;-:~ : .. :: :,_:,--~ :·_;;'.?{~:::}\~-~~~; ~)\:-_-;·:{: ~:; .. :}_;!::~;~:n~-;:,_:-'i 

Basta con integrar o suma.r;';~!lgtíriLsea,}il caso ;{sobre, los resta!!. 

tes para obtener la expre~i~~\~~'.iP~~1:B~~¿~i~. ·~~~uiendo la n9_ 
··, --

tación propuesta el autor éxhib'equea.posteriori se tiene que: 

T-2 
f(a1 IY.r.~.l"'t~2 c1+ 

T-2 
f(b1 IY.r,XJa;t~2 (1+ 

(a,-s ¡s )' CT-31 1T (t 1 Y.r .!l yxl xxl )- ~ 

s2 1s xxl 
' 

(S
2
/Sxx17 

(b1-Y1J' ct-3l ---· r-2-
s' / t 

1T ( t 1 r.t . !l 

(S 2 / t)f 

;a1 ER 

;a 2 > O 

Naturalmente, las expresiones correspondientes para a2 y b 2 son 

análogas a las de a1 y b,. Las característica más sobresalie!!. 

te de estos resultados es que las distribuciones a posteriori 

resultan mezclas de distribuciones comunes en Estadistica. Así, 

f(a1IY.r•!l es una mezcla de distribuciones de Student, de ln 



\ 

·~ 

' 1 
~-

Por su parte, es fácil verÚi~~'rque f(q'lr;.~J es una mezcla de 

Gammas invertidas,· o mas és~éc1fic¡~ente de distribuciones x 2 

invertidas. Como una consecuencia inmediata se tiene que los 

correspondientes valores esperados a posteriori, que constitu-

yen los estimadores de Bayes si se emplea una función de pérdi-

da cuadrática, resultan relativamente simples y tienen las si-

guientes expresiones 

T-2 
E(a,¡ Yt·~)=t~2 csyx/ 5xx2)1T CtlY1' .;9 

T..,2 

E(b 11 '.tr• !) =t~2 Y1 " (ti '.tr, ~ l 

T-2 
E(b2 I~.~)= t~2 Y2 11(ti:tr,XJ 

En el caso del parámetro T·,eg claro que en viFtud de solo 

pp_cde tomar valores enteros, el estimador Bayesiano correspon-

diente a unu p61·Jidil cuudr5tica esta dnclo por el· valor 



; e { 2,,3, ••• , T-2} mas cercano a la media • 

.-:-- ·:·· ··::' '." ·, ' 

Adicionalmente, se tiene q\le ,>a· post'eriori,' para .cualqufor 
,•',"' 

intervalo (c,d) 

:-.~'.~·i{:;' ,~·.1,: 
de modo que para determinar esta probabilida'a: basta con estab.l~ 

cer las probabilidades condicionales a t para t=2, •• ,, T-2 y ca!_ 

cular el promedio ponderado correspondiente. El aspecto más r~ 

levante de esta relaci6n es que f(a 1 IY.¡,,?;_,t) es una distribu-

ci6n de Student que se puede estandarizar para realizar el cál-

culo de probabilidades mediante tablas. Claramente, la misma 

situaci6n se tiene para b1 ,a, y b. . Más aún, un argumento sim! 

lar puede ser empleado para comoinaciones lineales de estos p~ 

rámetros. En el caso de a 2 es fácil verificar .que si c >O, 

T-2 
pe c <: o"<: d 1 Y.r. ~) "' t~2 p es 2 

/ d .;; z .;; s 2 
/ c) .. et 1 Y.¡,.~) 

en donde Z es una variable x 2 con T-4 grados de libertad. 

Es interesante notar que si bien tanto los valores esperados 

como los intervalos de probabilidad se obtienen a partir de ex-

preciones sencillas los cálculos para un problema específico, 



seguramente requ(lrirán• de. un. auxilio de cómputo, especialmente 
•, •' .' ' . ., .. . 

si T es relativ~~ente grande, Por otra parte, es importante e~ 

tablecer ·que ·e1 procedimiento que propone Ferreira para la dete!. 

minación de regiones de probabilidad no garantiza que las re-

giones obtenidas sean de máxima densidad, particularmente debi-

do a que en el caso de mezclas, tales regiones suelen ser disc~ 

nexas. Respecto a los valores esperados, como ya se indicó, r~ 

sultan ser los estimadores Bayesianos si se utiliza una función 

de pérdida cuadrática pero más aún, en este caso y como canse-

cuenda de la distribución a priori que emplea el autor se pueden 

interpretar como promedios ponderadas de las estimadores de máxi 

ma verosimilitud que se obtendrían para cada valor de t. La úni 

ca salvedad es que para a 2 aparece la cantidad 5 2 /(T-6) en vez 

de la usual S2 /(T-4]. 

De cualquier forma, el autor desarrolla un estudio de simula-

ción para comparar los estimadores de máxima vcrosimiltud con 

los bayesianos correspondientes a tres diferentes distribucio-

nes iniciales para r. Estas son las siguientes; 



t=Z,,3, ... ,T-Z 

t_;z,3, ... ,T-Z 
.... -_---; '.' -_-. _ _.- ',_---,,_-_ .. __ ,,!. · .. :. :: _::J_,_- . 

. irsCtJ "'{tCT;i:Js'1;·5,· 2:1·· ;'t.,z,3, ... ,T-z 
. - . . '·. - ;'.'·;·,-' ~~:'.(;~~-'.~·::\·,:_'.;~;; _: __ .,. --

La primera correspo;.,~e ~~U-~i~uaci6n en que todos los posi-
. . 

bles valores de T son igualmente_ probables mientras que las dos 

restantes, como menciona Ferre ira, están sugeridas por la forma 

de ir(tiYt,!_). Cuando se utiliza ir 3 (t) la distribuci6n a poste-

riori resulta de la forma 

(T-4) 

ir(ti~,!l o; {S 2 /(.T-4)}. - 2-

en donde, como ya se indic6, 5 2 / (T-4) es el estimador usual de 

máxima verosimilitud de la varianza si r=t. De esta forma, la 

moda a posteriori coincide con el valor que minimiza la estima-

ci6n de la varianza. La distribuci6n ir,(t) representa una si· 

tuaci6n intermedia entre ir 1 (t) y ir 3 (t) y entre otras caracterí~ 

ticas posee la propiedad de asignar las probabilidades mas altas 

a los valores de T cercanos a T/2. 

Para efectos de la comparaci6n el autor considera el modelo 

empleado en un trabajo ya discutido, por Quandt [ n J, 



. "{ i; = 2 • 5 • 0 • 7 Xj. + Ej. 

::, :::::, :·':.::·::h"M!~~~¡~~~~¡':;· ~:::,::::·::::: .. 
'. - ,, ''"" _,,-. <<· .. -., 

-- ' '·'', 
en la pendiente de diferente magnitud· con valores similares a 

los empleados por Farley y Jinich l ol 1 anteriormente. 

En cada casQ se calculan el error cuadrático medio y el ses-

gQ medio para el estimador de máxima verosim:Uitud y los tresbayE_ 

sianos correspondientes a rr1(t), rr2(t) y rr,(t). 

Las resultados que se obtienen indican que el error cuadráti 

co medio del estimador clásico es uniformemente mayor al de los 

tres estimadores Bayesianos pero en términos del sesgo medio, 

los cuatro producen valores comparables. 

Ferreira concluye su estudio aplicando el tratamiento pro-

puesto, utilizando las tres distribuciones apriori para r, a 

las observaciones generadas por Quandt [ 72 ) y obtiene que, en 

los tres casos, el estimador Bayesiano es r=ll que difiere de 

r=12, el verdadero valor del punto de cambio. Los estimadores 

para la varianza y los coeficientes de regresión también resul-



) 

' j 

tan muy similares, en los, tres casos. 

Finalmente es muy inte11esante .tomar en cuenta algunos aspec

tos del trabajo de. Ferreira; Primero, en el modelo que consid~ 

ra en necesario que• a·"+ a 2 para garant:i.zar que ocurrió un cam-
, . 

bio. Si a1= .ª•=a, Ía condición 

b,-ax1 = b. - ax 2 = b 

es suficiente para que la relación entre X y Y sea 

Más aún, practicamente todo modelo de regresión lineal simple 

puede reescribirse como un modelo con cambio como el descrito 

por Fcrrcira. Bajo el supuesto de que 

Y.= b+a X + 
l. • i E i i=1,2, ... ,T 

se tiene que 

De la misma manera se puede verificar que 



de tal modo que en par.ticular, 

,i.;:;1,2, •· •• ,i 

Yi·"' P2+ a (X:!.-~i) + Ci ; i~ T+l 1 •• • ,T 

para cualquier T. Por esta raz6n, es recomendable emplear la 

-estructura propuesta por Ferreira con·cautcla para evitar una 

formulación errónea del problema. Por otra parte, en un traba-

.-,. jo publicado mas recientemente, !íolbert y Broemeling, r ~ J , 

aplican el mismo tratamiento al modelo planteado en su forma n~ 

tural, esto es 

Yi"bl +a1Xi +ci 

y i= b, +ª'xi+ ci 

i=l,2, ... ,f" 

i=T+1, .. , ,T. 

Estos autores solo consideran rr(t)« 1 y únicamente derivan la 

distribución a posteriori para T,rr(tlI.r,fl· El resultado, ob

viamente es el mismo. Sin embargo, un detalle valioso es que 

también ilustran la técnica con los datos de Quandt [ 12. ] , pe

ro reportan la totalidad de los valores de rr C.t 14,!l. Con es

ta información, se puede confirmar que efectivamente 

E(TIY.r•!l= 10.71 de modo que el estimador de Rayes asociado a 



una funci6n pérdida cuadrática es '·"·11 pero como Holbert y 

Broemeling indican, también es cierto que la mediana y la moda 

de la distribuci6n · . son ;:,. .t'*"l 2 que coinciden con el verdadero 

valor de t'. Asi, si en vez de utilizar una pérdida cuadrática 

se hubiese utUi.zado 

" ¡1 si. lt"·T 1 >k,kcerc:ano a O 
L1C.t,T)" l;·TI 6 LzCt,1:') ·· 

o· otro caso 

el estimador Bayesiano hubiese coincidido con el de máxima ver~ 

similitud y más aún, en las simulaciones de Ferreira probable-

mente el sesgo medio seria menor. 

De esta manera, en el trabajo de Ferreira se presenta una 

......_, formulaci6n del problema de un punto de cambio en modelos de r~ 

gresi6n lineal simple que tratada desde el punto de vista Baye-

siano produce resultados que parecen satisfactorios y tienen un 

enorme atractivo desde el punto de vista computacional. Algu-

nas precauciones scran necesarias, sin embargo, para emplear e~ 

ta técnica sin mal especificar el modelo. 

Otra con tribuci6n donde se aborda el problema de puntos de 



\ 

cambio en modelos. de regr~si6n es la de Smith [ q1 ¡ , en donde se fo!_ 
; '.' ' . ':· ·. - .. · 

mula matricialmente. el; pt'~l:íl.e~~ como sigue. Sean Y1 .• Y.i .•••• >YT 

observaciones 
. ,- ,._ .. ·-·_, .·- 1 

indt:pendient<:s· .. tales que 

Y:~x•~(il+e 
i -i- i i><1,2 1 ••• ,T 

~n donde !! es el vector de dimensión p, de valores de las vari~ 

bles independientes en el tiempo i, ~Cil es correspondiente ves 

tor de coeficientes de regresión y e
1

, el término de error de 

distribución Normal con media cero y varianza a 2
• El autor co~ 

sidera que las observaciones son descritas por el modelo MT 

(1 <~ < T) si y solo sí 

con~* .Q., desconocido. Por otra parte, si ~=O el modelo respes 

tivo, que no presenta cambios, se denota con Mo. En estos tér-

minos, Smith se propone la descriminación entre los modelos 

Mo ,M1, ••• ,MT_ 1. Naturalmente, este planteamiento corresponde a 

la situación en que se sabe que ocurre a lo más un cambio en la 

sucesi6n y se abordan simultáneamente los problemas de decidir 

si tuvo efecto y estimar el punto de cambio asociado.Smith indi 



) 

ca que bajo el modelo Mt'. se tiene que si 

entonces, 

\ en donde 

Por otra parte si Mo es el modelo que describe el fenómeno 

con 

Con el propósito de realizar inferencias sobre el cambio po-

tencial, esto es, para decidir si se efectuó y en donde, basta 

con determinar las probabilidades a posteriori de Mo.M1, ... ,MT-I . 
'J 



Afaltade una función de pérdidas mas especifica, la elección del 

modelo se puede efectuar a través de los factores de Bayes de la 
. . 

misma forma en que el autor propone para el caso se sucesiones 

de variables aleatorias y que ya ha sido discutida en el capit!!_ 

lo precedente. En estas circunstancias, la verosimilitud de las 

observaciones bajo Mt puede obtenerse de acuerdo a la siguiente 

expresión: 

fC1¡,I Mt)" J.,. J fC:'!'.tl At, Q.t,u)f ~.ul¡\l d ~d.u 
en donde es indispensable asignar la distribución conjunta a 

pd.ori f(Q.t' al·At) para t .. 0,1,2,.,.,T. El autor considera el ca 

so en que 

y m~s aún, examina las dos posibilidades de u, conocida y dese~ 

nacida. En el primer caso, asignando para Q.t una distribución 

inicial conjugada, esto es, una distribución Normal de media I!_* 

y matriz de varianzas y covarianzas u• V*, en donde 

V* A ºª-
[

.V* 



se tiene que la expres:i,(in par.a .f(Y~IMt, u) esta dada por 

f CT.¡. I Mt ,<rr" :c2ir1r 2 l'.~T :1.v• 1·~-r·1 v* ·1 +AbAt1·.--} 

con Q_t el estimador usual º-t por m!nimos cuadrados y Rt la co

rrespondiente suma de cuadrados de los residuales. Adicional-
_, 

mente si V* puede considerarse casi nula con respecto a A~At 

se tiene que 

para t .. 1,2,,.., T-1 mientras que 

el factor de Bayes para comparar Macontra Ntcstá dado por 

Por otra parte si a es desconocida y se asigna a priori la 

densidad 



se tiene qu_e el correspondiente factor de Bayes se calcula como 
· ... J.cl¡. r1'1. ) 

B o, t ª •· f C!-r 1 Mt ) . 

en donde tanto f C:f:.r IMo) como f CL¡. IMt) se obtienen integrando 

fCLrlMo) f (a) y fQ'.TIMt)f(fl') respecto a Q'. En esas condicio-

nes sel factor 

T 
P F )- T 

(T-2pJ t 

en donde Ft= [ (Ro-Rt)/p] / [Rt/(~-p) J, es la estadlstica F 

usual para probar, en el enfoque frecuentista, los modelos Mo 

contra Mt. 

Al igual que en el caso de sucesiones, el autor indica que 

los factores de Bayes Bo,t;t=l,2, ••. ,T-1 pueden ser utilizados 

para tomar una decisión respecto a si el cambio tuvo lugar mien-

, tras que los demás factores Bt' t = Bo 1 t / Bo, t', aportan informa-

ci6n para determinar en donde se efectuó el cambio. La ca1·act~ 

rlstica mas sobresaliente de este tratamiento, es que no se re-

quiere de la asignación de probabilidades iniciales Pª'ª los m!1_ 



delos Mo ,M1, ••• ,M~-.1 ·. En las aplicaciones que discute Smith, 

sin emha!go, se·. recurre 'directamente a las probabilidades a po~ 

teriori para llevar a cabo ·1as in~erencias correspondientes. 

Como un comentario adicional, el autor menciona que en oca-

siones, cuando se tiene un modela de regresi6n lineal simple, 

puede resultar de interés efectuar inferencias sobre 'Y~ -B1/B2 , 

el punto de intersección de las dos rectas de regresi6n. En esas 

condiciones, como ya se ha discutido en otros trabajos, la estrus 

tura puede incorporar la restricción de que "f se encuentre, cua~ 

da el modelo Mt es el correcto, en el intervalo [Xt,Xt+l) si los 

vectores de X están ordenados (X1 < X2 < ... < XT). El tratamiento 

sin la restricción, se reduce a la consideración de la funci6n 

de densidad a posteriori 

en donde f("t\Mt•1'..rl se obtiene mediante la transformación ade

cuada de f CQ..\ Mt, ~). Smi th indica que en el caso en que se i!!!. 

ponga la restricci6n en"(,· si se denota por C la restricción, 

se tiene que 



fC1!C, !.r) = f: P(C !'Y,t,lr) f C.1,t ·f I.¡.) / l'(CII.¡.) 

en donde 

to 
·••si 'Y e;[X~,xt'+i ). 

· .. ·otro caso ... 

y. además, 

Para tomar decisiones respecto al modela apropiada, la distrib~ 

ci6n a pasteriari, considerando la restricci6n, se obtiene de 

la expresi6n 

Finalmente, el autor aplica este tratamiento a una serie de 

datos reales y concluye que el análisis es satisfactorio y muy 

ilustrativo aún a pesar de utilizar una distribuci6n inicial 

con varianzas grandes para Q_ y una uniforme para Mt: t"'1,.,., T· 1. 



En este trabajo resulta .interesante notarla simplicidad del 

procedimiento . tan~o' ~¡~ll¡'.d;~~:f ~f ii .. ~~;/~frJc~fu~f¿· tÍlvo lugar como 

para determinar su locaiiza~:l.ó'!/Y;la, ·J:ela:iva J;acilidad con que 

se puede involucrar la res~ricc'ión ~on;iderada. Es prudente, 

sin embargo, tomar en cuenta que se trata de modelos con un s~ 

lo punto de cambio y que no se discuten los inconvenientes as~ 

ciados al cálculo numérico de las probabilidades a posteriori 

sobre todo cuando T es relativamente grande. 

En un trabajo más reciente, [ q¡ ] , Smith abunda sobre este 

problema trabajando con más detalle el caso de regresión lineal 

simple tanto con restricción como sin ella. La representación 

que en este caso emplea es la tradicional: 

i= 1,2, ... ,T 

i= 1'+1,T+2, ••• ,T 

en donde los errores son Normales (O,a 2 ) independientes y los 

parámetros a1,b1,a2,b2, y r son desconocidos, Por supuesto se 

supone que (a 1 ,b 1 ) 9' (a 2 ,': 01. Respecto a T se tiene que 1 <T <T 

de· modo que se excluye 13 ,asibilidad de que no ocurra el cam-
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bio o de que ·solo exista una observación en .. el primer segmento 

y entonces, el interés se centra, en principio, en realizar in

ferencias sobre ~1=._ (a1,_a.,b1,b2) 1 .. c'.q•. Y. t". · Adicionalmente, 

como lo hacen algunos otro~ autores ,se supone ·que X1 <X2< ..• <X . T 

lo cual resulta particularmente apropiado en las aplicaciones 

en que X se relaciona con el tiempo. En estas condiciones nu~ 

vamente Smith considera la posibilidad de que el punto de inte~ 

sección ")'=(a1-a2)/ (b2-b1) satisfaga la restricción Xr°'"Y<X.,.+i' 

Este parámetro -y, esta bien definido siempre que b1 * bz y como 

ya ha sido discutido, esta condici6n implica la continuidad en 

el modelo con un cambio. Más aún, el valor de "Y se puede inter 

prctar como el valor de X, probablemente no observado, en el 

cual se efectúa la transición de un segmento a otro. El autor 

menciona que modelos de este tipo, con la restricción en ")',pro-

porcionan discripciones satisfactorias en el estudio de trans-

plantes renales, Knapp et al. [~~ ] , en donde se describe el 

nivel de funcionamiento del riñ6n en el tiempo a partir del mo-

mento del transplante. En ese tipo de aplicación se ha observa 

do que una tendencia creciente indica un funcionamiento corree-
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to pero un cambio decreciente súbito puede asociarse ·con el in!. 

cio de un proceso de rechazo. El cambio en esas condiciones, 

aunque súbito, puede ser descrito.por un·m·odelo conti-

nuo debido a la naturaleza del J;en6meno. Esto es, se sabe que 

el proceso de rechazo es continua, Smith incluso ilustra los r~ 

sul tados que obtiene con datas de es.te tipo de aplicaciones. 

Por J;acilidad, coma en el articula anterior, el autor desa-

rrolla el proceso de inferencia sin invalucn1r la restricción 

que es impuesta posteriormente. Considerando como una primera 

aproximación a a 2 conocida, es claro que 

en donde, 

T T T 
¡; crT 1~'Q.,T'a 2 ) = (21111 2 ) - 2 exp(- ~02lf..1CYi-a1 -b1XiJ2\~+1(Y i -a.-b,Xi) 2 ) l 

T 1 
= (211a 2f2 exp {-iij2 CT.¡.-X(T).Q_) (1'.r-X(T)Q)} 



•, 

.. 1 o X1 o . . , • . • . . 
: 

1 o xr o 
X(r.) = o l o xr+l 

o 1 

Jllientras que J;(Q_lr ,o·") representa el conocimiento a priori ~o-

bre Q. • 

Si a priori se supone que O es independiente de T y se le asig_ 

na una distribución normal de media ![ y matriz de varianzas y co 

varianzas 0 2 ñ-', es fácil verificar que f(Q.,I Y,T•!r•T,o') corres

ponde a una Normal de media ![Cr.) y matriz de varianzas y cova-

; rianzas 0 2 n (r.) en donde, 

g_ (T)= en+ x (T)'XCT))-'cno+xcT)'xcT)~CT)) 

Ü(T)= (Ú+X(T)'X(T)l 

con .J. (T) el estimador usual de mínimos cuadrados de Q. cuando efe!:_ 

tivamente hay un cambio en x,., A parUr de una transfonnación lineal 

de Q. se puede determinar la distribución a posteriori de las dif~ 

Tencias µa=.a1 -a2 ·y µb=b2-b 1 que naturalmente, resulta también 

) Normal. Con esta distribución una nueva transformación, 



, conduce a la dete;~i~ación, marginalizan-
,., 

Para calcular 

Ladistribuciónaposteriori de t' 1 f('<IX,;,~.11") se puede estable-

cer a partir de la conjunta f('1_,rlXT'~'a 2 ) integrando respecto 

a I/._. La conjunta, a su vez esta dada por 

' en donde f(rla 2 ) es la distribución a priori de r que usualmente 
) 

es independiente de a 2 , esto es, f(rla 2 )= f(r). 

Smith verifica que la determinación de las distribuciones fi 

nales de Q_ y r así como la de ~ se simplifica si se utilizan a 

priori distribuciones iniciales de referencia. 

El caso en que a 2 es desconocida es tratado por Smith asig-

nando a este parfimctro una distril,uci6n inicinl conjugada, esto 

es, unn Gamma invertida. Como resultado, se obtiene que candi-



cional a T ,la a posteriori de a 2 resul tíl nuevamente una distrib!:!. 

ción de esa familia. Las demás distribuciones se modifican co~ 

siderando la distribución de a 2 e integrando respecto a este p~ 

rámetro. siendo desconocido ~ 2 , tambi6n es posible asignar a es 

te parámetro una distribución inicial de referencia que de nue-

vo simplifica en cierta medida, según Smith, los resultados. 

La inclusión de la restricción en 1, que se denota por e, es 

tratada por el autor de la misma forma que en el artículo pre-

vio. Condicionando a la restricción se tiene que: 

en donde, 

en otro caso. 

y además 

'J 



Para j,lustiar 

primer caso, a un 

.; 

. : . ·. ' ._ :- .- . -

e~tos res~Ú~dos 1 ~1 autor los aplica en un 

conju!Ít;o de' ·~h~1e;v~~iones simuladas a través 

de un modelo que satisface la restricción. Considerando distri· 

buciones iniciales de referench. obtiene las distribuciones fin!!_ 

les de T y"I tanto incorporando la restricción como sin ella. Lo 

mas sobresaliente de este análisis es que dependiendo de si se 

incluye la restricción, las inferencias sobre los dos parámetros 

pueden ser apreciablemente distintas. De hecho en el conjunto 

de datos analizados, cuando no se incorpora la restricción, se 

tiene que ln probabilidad a posteriori de que "I se encuentre en 

la región con 0.884 de máxima probabilidad de r, que en los da-

tos similados coincide con XT ya que Xt =t para t=l, es prúctic!!_ 

mente cero. 

Es interesante mencionar que Smith se refiere al procedimie~ 

to frecuentista propuesto por Hinkley [ 4'3 J para este tipo de 

problemas y conjetura, en base a la aplicación de las dos técn.!_ 

cas a otro conjunto de datos, que probablemente ambas produzcan 

resultados similares si f(7IC,Y.¡.,~l tiene asociada una variabili 

dad reduci.da pero considera que en otras situaciones el enfoque 



Bayesiano tiene una mejor oportunidad de funcionar satisfacto

riamente. 

Finalmente, en el trabajo discutido se ¡i.nalhan datos_ prov~ 

nientes de pacientes de transplante renal con el procedimiento 

propuesto para estimar el momento en que se manifiesta el rech~ 

zo al transplante. De nuevo utilizando distribuciones inicia

les de referencia obtiene resultados, que en su opini6n, resul

tan satisfactorios pues describen cuantitativamente las apreci~ 

cienes cualitativas de los médicos a cargo de la evaluaci6n del 

transplante. Como comentario fl.nal indica que la estimaci6n de 

los parámetros en un número razonable de pacientes podria cond~ 

~, cir a la formulación de distribuciones que )'a no siendo de ref~ 

rencia permitan efectuar inferencias más precisas y probnblemen 

te más rápidas si el estudio se hace en tiempo real para un pa· 

ciente en particular. 

En una contribución mas reciente, [ L2 1 , Chin Choy y Brocmeling 

consideran el modelo lineal general, básicamente en las mismas 

co·ndiciones en que es tratado por Smith en el trabajo anterior 

con la excepción de que no consideran restricción alguna sobre 

.. ·. 



\ 

J 

,• 

el punto de. intersecci6n,én el §aso'.d~.;r~gr7iics~ :lineal simple. 

La principal aportaci6n de esto's á.u~~;~s coh~i¡~(~n q~e. no so-
. . , . ' ' - : - . ;_¡ '' -. -_:.'·.,: "- '-',: '.:. _· ~,~---_·::-~~(~::,{~,:~;:~~~/(;~::i;:f }~'f:\\:!.:,.f (:_·'~i~:\/'::,-~ -:_~ .: -. -'. 

lo obtienen las distribúci.ones· ::1;1nales·;: .. :5obre:.1is cuales verifi 
' - ' . - . ~ ... 

can que existen aún en el caso· en: que 'lá. matriz ·de diseño sea 

de rango incompleto siempre ·que a priori se utilicen distribu-

c;i.ones propias, sino no que las identifican como mezclas de fu~ 

cienes de distribuci6n extensamente estudiadas, esto es, distri 

buciones de Student y Gamma. Determinan no solo los valores e~ 

perados a posteriori de los parámetros, que coinciden con los 

estimadores de Rayes para una funci6n de pérdida cuadrática, 

si no que establecen la varianza del parámetro de precisi6n y 

las matrices de varianzas y covarianzas de los coeficientes de 

regresión. Adicionalmente, indican un procedimiento para el 

cálculo de regiones de alta densidad a partir de las distribu-

ci6na posteriori. 

La representación del modelo lineal general utilizada por 

estos autores es como sigue, Sean Y1,Y2, ... ,Y~ variables ale~ 

torias Normales independientes tales que: 



en donde ~i es el vectoT de dimensión p de variables indepen-

dientes al tiempo i; i"1., 2, ••• ,T; f!.1 y f!.2 son vectoTes desconoci_ 

dos, también de dimensi6n p, de coeficientes de Tegresi6n para 

los dos regímenes de regresión; ci son errores independientes 

e idénticamente distribuidos N(O,a 2
) con q 2 desconocida. Final 

mente r, como de costumbre, representa el punto de cambio del 

c¡ue se supone c¡ue 1 .; r < T y es desconocido 

Si se define 

r_; [t)= ( Y¡, ... ,Yt) 

y~ (t)= (Yt+l" .. ,YT ) 

para t=l ,2, ..• ,T-1 entonces el modelo original se puede represe~ 

tar como 

1 



. . 

. !1.(t) = X1 (tJ'~.Í + E 1 (.t} 

o equivalentemente 

1'..¡. =X(T) l!.+ E 

en donde 

E= (!;1(r), E_2 (r))' y 

[ 

X1

0

(t} 

X(t) = 

o 

X2 (T) l 
De esta manera la función de densidad de~· dados f!._1, !!_ 2 

X(t) y q 2 , esta dada por 

En estas condiciones los autores verifican que si se 

- 1 asigna a T una distribución a priori uniforme, f(t)=(T-1) para 

T =1, 2, .... , T-l y a{!_ y R= 1/a 2 se I es asigna una distribución co!!_ 



junta independienté de t ,:·tal ;que d~do R=r,: !!. se distribuye Na!. 

mal con vector de. medins•ll yimaf~{~\:de p~ecisión rV can V pos!_ 
.. - !.-' •' ,,;.~, -

. -.-- ' .. ,. '•/;,}':_}: .. :::\:~- ~.: ::':;<-¡::_:_::_.._: :._·. -'". ·' 
tiva definida mientras que:·11. sigue.;·un~·:distribución Gamma de 

·: .;:_ <.'_'\·5_· ;'<~:f. ;;_L· · · 
parámetros « r 6 entonces se:tie.ri:e'c(ué,> 

' : <·. -:\~ -:.:_· .... 
' . ; '·•"•·· ;:.... '/:, 

1T(tiY,,•!.r)« D(t)"« :IX(t)'X(t)+V¡; ; t=1,2, ... ,T·1 . ' 

.) 
en donde, 

«*"' « t T/2 

D(t)= .~ + ilY.i:XT+ ['V[-[*{t)'!X(t)X(t)+VJ'[*(t)} 

can !!.*(t)= [X(t)'X(t)+VJ- 1 1V[+X(t)'!.rl. 

Par otra parte, respecta a R los autores muestran que 

T-1 
1T (r 1 ~,~)= t~1 .t (r ! o•, D(t))" (ti r,r'~) 

donde t (r \o~ D(t)) representa una función de densidad Gamma con 

parámetros a• y D(t). En el caso de !!. se tiene que 

T-1 
"(f!.\yT,:;$_,;J= ~1 h ((!_\ Zp, Za*,J!*(t),p(t))1T(t\~) 

.. 



En esta expresión h(/!.I Zp,2~":,·P*C:t), p{~).) r~presen~a. una dis

tribución de Student multiva:riada.· de 'dimen'sión•Zp, con z·c.-: gra-. . - ' . ' . . . - . . 

dos de libertad, vector de medias l!.* (_t) y 11\atr~z ~e precis.i6n 

p(t), en donde 

· p(t)" (!l ~ /D(.t)) [X(t) 'l\(t) tV 1 

Estos resultados se pueden verificar aplicando el teorema de 

Bayes ! marginalizando en cada caso sobre los parámetros restag 

tes.Como una consecuencia de la forma de la distribución a pos-

teriori de f!._ es fácil verificar que si se definen 

!!,*(t)=r~ (t)];P(t)=[ Pu (t) 

k~ (t) Pa (t) 

* • 

P12 (t) l 
p 22 ( t) 

con !!,1 (t), !!_2 (t) vectores de dimensión p y P .. (t) matrices de 
>J 

pxp; i,j=l,2, entonces 



en donde 
• 

De manera inmediata se puécfek establecer las distribuciones 

de R, f!., f!.1 y f!.• condicionales· a un valor específico de T. Na-

turalmente, estas distribuciones coinciden con la correspondie!!_ 

te en el término asociado al valor de r en la expresi6n de las 

distribuciones finales no condicionales. De cualquier forma, 

es claro que el conocimiento sohre R, y ~ queda descrito por 

mezclas de distribuciones Gammas y de Student respectivamente, 

en donde los coeficientes de las mezclas estan dados por 

) ~CtiY.r•lS.r) la distribución final de T. 

Para efectos de estimación puntual, los autores indican que, 

es usual el empleo de una funci6n de pérdidas y por tal raz6n 

exhiben las esperanzas de las distl·ibuciones finales, que en 

esas condiciones coinciden con los estimadores de Bayes como ya 

se ha discutido y las matrices de varianzas y covarianzas co-

rrespondientes, a partir de las cuales se puede calcular la 

..... 



pérdida de Bayes asociada. 

Condicionando a que ·T=t. es inmediato que 

ll~ (t) 

. IL~ (t) 

«~/D(t), 

- l 
<X~/(«*.·.1) P~(t) , 

«*/(<X*-1) P~(t)'- 1 
, 

«*/D(t) 2 

y como consecuencia, 

T-1 
E (~ l 1 X-¡.. X )= :!:: !!.~ (t) 11(t\ Y.r· ~) 

" -'I! t=1 
./ 

T-1 
E C!!.2 IX-¡.. ~)= :!:: 

t=l !!.~ (t)" (t 1 l'..r· ~) 
T-1 

E (R\ y_T, X )= :!:: a*/D(t) 11(t\y_T 0 ~) "-'r t=1 

T-1 • -1 
COV(!!_1 \~ ,~)" :!:: « * / (« * • 1) p l (t) 7T ( t \ y_T o fT) t.,; 1 

T-1 
«*/("*·l).J?~(t)" 1 11(t\y_T 1 ~) COV(!!_2 \~,r'~)" :!:: 

tr\1 

T-1 

VarCR\ 4.~l= :!:: <X*D(t)2 11(t\~ 0 ~) . 
t"1 



. . 

Para la .construcci(in:de r~giones de ·alta densidad, los aut2_ 
. . . ' . ' . . 

res comentan que no existe una expresión· analítica, precisamente 

debido a qu.e las distribuciones ;finales ¡:iara !!._ y R son mezclas. 

De hecho, es posible que resul teri en regiones no conexas. El 

problema tiene que resolverse entonces, mediante integración n~ 

mérica lo cual no es excesivamente complicado puesto que los 

componentes de las mezclas son distribuciones bien conocidas. 

La dificultad mayor se encuentra en determinar las regiones 6p-

timas, de menor tamaño. 

Resulta interesante observar, sin embargo, que si para al-

gún valor de T, "(T II.r•~,1J es consiclerablcmente mayor que 1r(t\:f.r,~l 

..••. .."> 
para cualquier otro valor de t, entonces la distribución final 

de interés podría ser aproximada satisfactoriamente por la ca-

rrespondiente condicional a T y en ese caso, tanto la esperanza, 

la matriz de varianzas y covarianzas como las regiones de máxi-

ma densidad pueden determinarse muy fácilmente. 

Los autores aplican, como ilustración, estos resultados a 

los datos generaclos por Quandt, [ 72. J, utilizando distribucio-

nes a priori propias. De hecho para !!._suponen a priori un vec-



tor de medias. que coinciden con los· verdaderos :va~ores· d~· los 

parámetros. De igual forma proceden· con R mientras qÚe T le 

asignan una uniforme. Como resultado, obtienen que las. distribu'

ciones finales representan muy convenientemente el conocimiento 

sobre los parámetros. Para esos datos observan que el punto 

T.=12 tiene una alta probabilidad a posteriori y en virtud de 

ello, calculan las distribuciones de los coeficientes de regre-

sión y de R condicionales a ese valor.Como consecuencia, la 

·variabilidad se reduce al igual que la longitud de los interva

los de máxima densidad, pero aún en esas condiciones, las inf! 

rencias condicionales parecen proporcionar una descripción razo 

) nablemente aproximada del conocimiento a postcrio1·i y resultan, 

por supuesto, más fáciles de obtener. 

_; 

En este trabajo Chin Choy y Broemeling suponen que en el mo

delo se efectuó un cambio y en base a esa con,:deración desarr~ 

llan los procedimientos de inferencia para lo'' .'arúmetros invo

lucrados. El problema de detectar si efectiv:¡mentc el cambio 

tuvo lugar ha sido objeto de otro trabajo debido a Chin Choy y 

Broemeling [ 2~ 1, en donde la detección se realiza en base a la 



. ; ' 

distribución f;i,naldel 'punto· de 'cambio. incorporando el caso en 

que no ocurre cambio· algÚ.no; Conc.;et~~ente; se ~.onsidera que 

l<r<T, de modo que si T<T el:ode1o bajo estudio efectiva-

mente involucra. un cambio pero si ""T., éritonces todas las obse!:. 
. . 

vaciones son descritas por el primer r único, régimen de regre-

sión. El problema es planteado por los autores como el corres-

pendiente a probar las hipótesis: 

vs. H,: 1 < T < T 

lo cual se puede llevar a cabo de manera informal, esto es sin 

involucrar una función de pérdida más específica, comparando 

las probabilidades a posterior rrCTl!'.r·~) y ir (1 <;r <TI :tr• ~). Con 

:) respecto a la formulación del trabajo anterior, se puede verifi, 

car que la principal diferencia estriba en la inclusión de T co 

mo un valor posible de T, De esta forma se tiene que: 

T 
(21Ta 2)-2 cxp{- ~(~~X(t)~)'C:!.r-X(t)V}; l<;t<T 

T 
(21Ta 2

)- 2 expf- l ,¡y -X1(T) P1) 1 (Y.,.-X1(T)~1ll; t=T 
. 20 "-T - -. -
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As:i., mientriw c¡ue en .el c¡¡,:¡¡o ·de 'c¡ue 't-.·:::: T los parámetros de~con2_ 

cides son 1!_1, 1!_2, a·2 y el propio r-, cuando t'"T solo se descono· 

cen /!.1 y· 11
2 

Por esta. ;raz6n la asignación de distribuciones a priorJ; es 

distinta dependiendo de si el valor de r- coincide con T. Cuando 

r < T, los autores utiUzan la misma asignación que se utiliza en 

el trabajo anterior, mientras que si T.=T, con una estructura si.-

mil ar, se asigna a f!._1 y R una distribución conjunta Normal .Gamma 

compatible con la asignación en el caso previo, esto es R tiene 

una distribución Gamma de parámetros a y 6 mientras que condici2_ 

nal a R=r, f!._1 tiene como distribución, la Normal que se obtiene 

de margina.lizar (!_ 2 en la conjunta cuando r <T y que tiene como 

vector de medias a /!1 y como matriz de precisión r Vn en donde, 

V12] 
V22 

De esta. ma.nera y procediendo como en el trabajo anterior, es 

fácil de verificar que si se asigna a priori a r una función de 

probabilidad de la forma: 



\..· 

\ 

lf(t) " 

entonces, la dJ.stribuci6n a po~teriori de T ·que se obtiene in-

tegrando respecto a l!_i, (!.2 r R cuando T <T e integrando respec-

to a !!_1 y R únicamente cuando T""T., t;i.ene la siguiente expresión: 

)/ . 1 
qlV11 l~' 2 D(T)-tr+2 <lll2 IX1(T)'X1(T)+Vul - 2; T=T 

A pnrtir de esta función de probabilidades es posible probar 

las hipótesis de interés ya sea a.través del nomio 1) (~ \r.r .~) -. ri'T 
~ 

o incluso incorporando una funci6n de pérdidas apropiada. Los 

autores mencionan adicionalmente que Smith ha propuesto un pr2_ 

cedimiento para la detección del punto de cambio en tiempo 

real, esto es, para la detección del cambio al mismo tiempo 

que se van generando las observaciones del proceso. El proce-

dimiento consiste en calcular, inmediatamente después de que se 

¡•egistró la K-ésima observación la probabilidad 1T(kl~k'!k) para 



,:.,·, ·.,, 

K=l., 2; ••. , T. 7L(KJy¡¿,~~) represen;a, por siip.~ést!:>,. la. probabili-

dad. de no cambio hastaj1'f>.i~:~;z~~.~~~'.6~0:~~:~º. 0~/i.d~ :~.cuerdo a 

Smith una tendencia consistentemente decreciente a partir de 
1 •• • /.-";:: ••• ' ' • ~'.•,--.:.,,.; "'_,./ 

cierto punto puede consicierarse evi,d:n~~~ ~· t~~~~ del cambio. 

ChinChoy y Broemeling utiU.zan de'nuevo para ilustrar la tés 

nica, los datos de Quandt [ 12 1 y consideran tanto la detección 

. global, con todas las observaciones, como el procedimiento se-

cuencial de Smith. Para el primer caso consideran cuatro difc-

rentes valores de q, la probabilidad a priori de no cambio, 

O.OS, O.SO, 0.9S y 0.99. Para el segundo, en adición a estos 

- 1 valores consideran q=K ; k=l,2, ... ,20. El análisis de los da-

tos de Quandt, que presentan un cambio en r=12, revela que uti-

lizando las mismas distribuciones iniciales para !!._ yRdcl trabajo 

anterior, se tiene que para la detección global la probabilidad a 

posteriori de no cambio es relativamente sensible al valor de 

q a priori, sin embargo, en las cuatro variantes siempre la posteri~ 

ri resulta menor a la apriori. Para q=O.OS la moda a posterio-

ri corresponde con r=12, el verdadero valor de r, mientras que 

para q=O.SO la probabilidad mas alta es la de r=ZO (0.3BSS) au~ 
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. . ' . -

difier·e de la correspondiente ·a .... ~1.i·.~c.(). 3830) en· una magnitud ex 

treniadamente .Teducida. PaTa q=O,,.\ls ·y,q~o. 99 el valor inicial 
'.·. . .,. . 

tan. grande de la probabi.lidad de no cambio provoca que la moda 

a postcriori nuevamente se localice en r .. z.o, en este caso avent)! 

jando a cualquier otro valoi:- por muchci, sin embargo de todos 

los valores de r menores que 20, r.=1.Z sigue siendo el más prob)! 

ble. 

Para el procedimiento secuencial, en todos los casos la prob~ 

bilidad de no cambio aumenta con k, hasta k=11 queeng1'ncral tiene 

un valor parecido al de k=1Z. A partir de ese punto, la probabi 

lidad decrece de modelo que nuevamente la evidencia apoya la hi· 

pótesis de cambio y localiza el punto de transición entre r=11 y 

T =12. 

Como un comentario adicional, vale la pena observar que el 

tratamiento desarrollado por Chin Choy y Broemeling puede ser 

aplicado sin dificultad a la situación en que el cambio no sola 

se refiere a los valores de los coeficientes de regresión sino 

al mas general caso en que las dos regimenes de regresión invo· 

lucran variables independientes diferentes. De hecho. las di· 
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mensianes de !!_1 y !!_2 pueden ser distin~as ~i~i que iello .:eprese!!_ 

te ningún problema adicional, Es ;fácÚ ;erí.:f2c!kr' ~~e si /l1 emP1 
' -· .-,,,, .: _,_ ·-. ,.- - ' 

•,:, .-,,_ 

y f!-2 e JRP 2 , considerando las partic;i.o-ries iipro~'iad~s, los resul-

tados obtenidos se pueden reconstruir en general. Asimismo, r~ 

sulta muy ·valioso constatar que el procedimiento descrito puede 

ser aplicado aún cuando la matriz de diseño no sea de rango ca~ 

pleto. Las expresiones obtenidas por estos autores hacen evide~ 

te tal grado de generalidad. 

De esta forma, la contribución de estos autores constituye 

una breve, pero muy completa presentación del tratamiento Baye-

siano para el problema tanto de detección como de estimación en 

el modelo lineal general con un punto de cambio. Los casos con 

más de un cambio seguramente presentan complicaciones mayores p~ 

ro una alternativa puede ser el procedimiento secuencial para 

identificar los puntos de transición uno por uno con una estra-

tegia similar a la descrita por Brown, Durbin y Evans [ 10 1 con 

el enfoque Frecuentista. 



lfl, 3 D~SCUS!ÓN 



En este capítulo se han presentado las mas relevantes contr!_ 

buciones en relaci6n ·al, problema. de puntos de cambio en el mod~ 

lo lineal general. .. De l.a misma forma que en el capitulo ante

rior, parece evidente que los procedimientos basados en el enf~ 

que Frecuentista, si bien recurren a diversas herramientas que 

resultan atractivas, como por ejemplo las técnicas de clasific!!_ 

ci6n o agrupamiento propuestas por McGee y Carleton [ 02.) , las 

de análisis de datos de Brown, Durbin y Evans [ t-':i ¡, las de pr~ 

gramaci6n dinámica de Hawkins [ 4+ 1 , las de mezclas de distrib~ 

cienes y estimación através de la función generatriz de momen

tos de Quandt [ 74 J y Ramsey y Quandt [ 7,3 J , en general los aut~ 

res producen resultados descriptivos o requieren de aproximaci~ 

nes asintóticas que en la realidad pueden ser consideradas ina

decuadas. Nás aún, la diversidad de técnicas manifiesta, ade

más del interés del problema y el indudable ingenio de sus pro

motores, la carencia dG un método que permita abordar el probl!:. 

ma con una estructura general de inferencia. 

Por su parte, el enfoque Bayesiano, sin haber resuelto el 



\ 

' ~· 

problema en su .versión más a.mplia, ha .cubierto de sobra, todos 

los casos considerados· por los autores i:recuentistas con dos veg 

tajas: Primero,los resultados se obtienen para cualquier tamaño 

de muestra y segundo, en todos los casos el tratamiento es 

esencialmente, el mismo que se deriva de los principios mas ele 

mentales del método Bayesiano de Inferencia. Probablemente por 

esta causa los autores bayesianos ofrecen una menor diversidad 

en sus contribuciones y de hecho recuperan unos, los resultados 

de otros. Esta consistencia, sin embargo, puede ser la causa 

de que las dificultades técnicas de cálculo que en ocasiones se 

enfrentan, puedan ser estudiadas y resueltas mas rápidamente y 

de que el cúmulo de resultados se consolide mas aceleradamente 

abriendo las perspectivas a problemas mas ambiciosos. 



CAPITULO N 
Otras contribuciones. 



Algunos otros autores h~n ~bordado el problema de puntos de 
• • . ¡ ' • • • . 

cambi,o. considerando tratamientos d.ifer'entes· y con prop6si tos di, 
. . . . 

versos. Sw.amy y Mehta, por. erempla, · han propuesta, [ % 1 , el 

tratamiento de un modelo· de regresión Hneal múltiple can cam-

bies coma un modela can coefi,cientes aleatorias en el sentido 

se tiene que 

y = 
i 

en donde x,i, ... ,Xki son los valores fijos de las variables ex-

plicativas y el vector de coeficientes P!=(P 11, ... ,P.k) está da 
-l. .l -

do par el valor observado de una distribución multivariada en~· 

Estos autores consideran los cosos en que la media de ~ y 1 a correspon-

diente matriz de varianzas y covarianzas son tanto conocidos c~ 

mo desconocidos. También incluyen la posibilidad de que la di~ 

tribuci6n de ~ sea Normal . Cuando el vector de medias es conoci 

do proceden a la estimación conjunta de los vectores de coefi-. 

cientes para todas las observaciones mediante la minimi:aci6n 

del error cuadr5tico medio, mientras que si la esperanza no se 



conoce se le as.igna una distribución de probibilid.es y se estima 

con un procedimiento similar. 

El problema también es tratado en el' mismo trabajo através de 

m!ixima verosimilitud para lo cual se ·requiere de procedimientos 

iterativos para determinar la' solución de las ecuaciones corre~ 

pondientes. 

Otra contribución que puede considerarse relacionada con el 

problema de puntos de cambio es la presentada por De Alba [ Z·:i 1 

en donde se propone un tratamiento, mediante el enfoque Bayesi~ 

no empírico, para la detección de desprendimientos en sucesiones 

de variables. En los términos más simples, la detección consi~ 

te en un procedimiento para descriminar entre las hipótesis 

Ho,H1, ... ,HT en donde bajo H0 , las observaciones Y1 ,Y2, ... ,YT 

proceden de una población común con distribución F1, mientras 

que bajo Hi; i=1,2,. • .,T, las observaciones Y1,Y2 1 ... 1 Yi-l 

Y~t 1 , .•. ,Y~ provienen de F1 pero Y~ tiene función de distribu

ción F2 • Naturalmente, la hipótesis Ho implica que no ha ocu-

rrido ningún desprendimiento en tanto que bajo H., la observa-
1 

ción Yi se ha desprendido del resto. Este problema corrcspon-



de, en el esquema de puntos de camb;i.o, a la situación en que se 

producen dos cambios de manera sucestva antes y después de la 

i-ésima observación y t;i.ene una clara relación también con las 

técnicas de detección de observaciones espurias o discordantes. 

El procedimiento descrita por este autor consiste en asignar 

probabilidades a priori a las hipótesis, definir una funci6n de 

pérdidas y seleccionar la decis;i.ón (hipótesis) que minirnice el 

riesgo esperado de Bayes. De Alba considera diversos casos pa~ 

ticulares y para cada uno de ellos verifica la existencia de una 

regla de decisión 6ptima, 

Por otra parte, Ge is ser y Eddy [ ~l J 1 han traba} ado en torno 

al problema de selección de modelos con un enfoque de predicción. 

En cierto sentido, su propuesta guarda similitudes con el plante~ 

miento de Bromeling [ I~ ]para predecir observaciones a partir de 

modelos con ca.mbias. 

Estos autores, si bien na cons;i.deran explicitamente el proble

ma de cambias, d;i.scuten algunas técnicas para d;i.scr;i.minar entre 

modelos, que pueden ser aplicadas al caso en que alguno de los 

modelos supone que las observaciones disponibles proceden de más 



de una población. El. en:l;oqu_e qu.e>ci~saí:rolian, como ellos mismos 
;· :.~''' ---\.'.r.-.··':·.·,::.·.-··:-.-:-.~:-:·.'.:;:·:-·." - . ;: 

lo comentan, no puede clasHica.;s~.·co~~,:~a.}'~~Í.ari!l. L~s propios 
·'.-:.\ 

Gdsser y Eddr llaman cuasibayeslana·a'.una d~ las variantes de 

la técnica y cuasiverosimilitud a otra. La idea :l;undamental 

consiste en comparar los modelos bafo estudio en base a su cap!!_ 

c'idad para predecir o explicar las observaciones disponibles. 

La modificación esencial de los autores a este principio común 

en Estadística es que proponen el empleo de funciones de predis 

ción conjunta que se obtienen como el producto de las correspo~ 

dientes a cada una de las observaciones individuales en base al 

resto de la información, En el caso de la cuasiverosimilitud 

los parlmetros desconocidos de los modelos son sustituidos por 

sus estimadores de mlxima verosimilitud, mientras que para el 

procedimiento cuasibayesiano se les asigna una distribución in! 

cial respecto a la cual se marginaliza posteriormente. El cri· 

terio de que se propone para la selección es la elección del mo 

delo que maximice la función de predicción con)unta, siempre 

que la ganancia sobre cualquier otro competidor sea estadístic!!_ 

mente significativa. 



La justi.Hcaci6n de· los 'auto.;i:es·. para. pre:;entar. este procedi-

miento como· una alter·nat:l;va a las :téc'nlca·s usuales tanto Frecuen . -
tistas como Bayesianas descansa en a:rgumentos de simplicidad y 

economía, sin emba:r;go, el hecho· de que en el trabajo revisado 

no compa:r:en sus resultados con los que se obtienen por los otros 

medios, mantiene abierta la di.scud6n sobre la utilidad de su 

p:r;opuesta. 

Pa:r;a el caso de cambios en sucesiones de variables, como se 

discute en el capitulo II, el tratamiento Bnyesiano ha sido de-

sar:r;ollado de mane:r:a muy satisfactoria. Particularmente, para 

variables Normales, el problema de un cambio en la media ha s!_ 

do completamente resuelto. Algunas generalizaciones para el c~ 

so multivariado pueden encontrarse en las contribuciones de Sa-

lazar [ EO l, Sen [ 63 l y Srivastava [:::A- l y [ !J•:) ] • La situación 

análoga para la varianza que se resuelve de forma similar, no 

fué tratado con detalle sino hasta muy recientemente por 

Men•efricke [ &4 1 1 quien deriva la distribuci6n a posteriori p~ 

ra el punto de cambio asi como la correspondiente para el co-

ciente de varianzas, cuando la media común es desconocida, ~sí 
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como cuando .se tienen dos. medias ya sean conocidas o desconoci 

das, En relación al planteamiento mas general de un posible· 

cambio en un parámetro de escala se puede consultar el trabajo 

de Talwar y Gentle [ Q".t 1 , 

Por lo que respecta a los modelos dcregresión 1 el problema 

también ha seguido siendo objeto de estudio. Así, por ejemplo 

Sa1azar, Broemeling y Chi [ e.1 1, han tratado la situación con 

un enfoque Bayesiano para el caso de modelos de regresión con 

errores autocorrelacionados. En este trabajo los autores con

sideran como desconocidos tanto la varianza, el parámetro de 

autocorrelación y los coeficientes de regresión, como el punto 

de cambio. 

El procedimiento que utilizan consiste en asignar, como es 

usual una distribución inicial Normal-Gamma a los coeficientes 

y a la precisión mientras que a,pri.ori, el punto de cambio tiene 

una distribución uniforme e independiente de la anterior, Por 

su parte el parámetro de autocorrclación es también considerado 

independiente del resto de los parámetros y le es asignada una 

distribución uniforme continua. 



. - ._ . 

Por .los ~rocedill\ientos comunes se :de.terminan las distribuciQ. 

nes a posteriori ~~ 16s: ~arámetros r. concentran la ateli:ción en 

la corresp.ondfent·e· ~l J?Unto de ·cambio,. Mediante un estudio de 

simulación verlfican que al igual que ·en otros casos la distri-

bución a posteriori del punto de cambio resulta más sensible a 

cambios que ocurren en la sección media de la sucesión de obse~ 

vaciones que en los extremos. 

Desde el punto de vista Frecuentista, los modelos de regre-

sión con cambios no han sido abandonados, En una contribución 

publicada hace muy poco tiempo se examina una alternativa muy 

interesante. Esterby y El-Shaarawi [ ~0 ] derivan la función de 

verosimilitud marginal relativa así como la función de verosimi 

litud marginal condicional para el punto de cambio e indican 

que cualquiera de estas funciones que toman en cuenta la incer-

tidumbre respecto a los demás parámetros desconocidos, debe ser 

preferida sobre la usual función de verosímil tud para realizar 

inferencias sobre la localización del cambio, Los autores exa-

minan con mayor detalle la función de verosimilitud marginal r~ 

lativa y describen un procedimiento mediante el cual, en el caso 

de el modelo pueda ser representado por dos polinomios de grado 



p y q :res.pectivamente, se ·puede es'timaT. estos paTlimetros. 

Todav:ta en relaci6n a modelos de Tegresi6n es importante me!!_ 

cionar los esfueTzos que ·se han Teal;l.zado 1 tanto con técnicas 

fTecuentistas como Bayesiana~, para el ajuste y análisis de mo

delos eón cambios en donde éstos se efectuan de manera gradual, 

esto es, en donde un paTámeti;o 1 ¡ior ej eniplo t,cambia de un valor 

~· a un valor ti pero esta alteTación no se lleva a cabo en fo!. 

ma sóbita sino que existe un intervalo para una variable, usual_ 

mente el tiempo, a lo largo del cual, de manera continua ~ ev~ 

luciona de~. hasta t 1 • Generalmente, este tipo de modelos re

quiere de la construcción de una función de transición que des

criba la modificación de ~ y los problemas más importantes radi 

can en la estimación de los puntos en que se inicia y termina la 

transformación así como los valores del parámetro antes y des

pués del cambio. Diversos autores han explorado diferentes fo!. 

mas para la función de transición y han empleado distintas téc

nicas, tanto frecuentistas como Bayesianas, para efectuaT las 

infeTencias de interés. Entre los autores que han trabaJado en 

esta linea se encuentran Bacon y Watts [ 4 J , Tsurumi [ 100 l y 

----------·-·----.-,-........ . 



[ 101 1 y Salaza:r l co 1 • 

Como una consecúend.a 1 c¡ue ·puede ·consider·arse natural, del 

extenso trabajo des·arrollado en relación a los modelos de regr~ 

sión, ha empezado a se:i: explo:i:ado con éxito desde el punto de 
. . 

vista .Bayesiano, el p:i:ob1em¡¡. de J?Untos de cambio en series de 

ti.empo. Pa:i:ticula:i: ¡¡.tenci.ón han recibido los modelos autoregr~ 

si.vos mas simples par¡¡. los cuales Smith [ QI l ha propuesto téc-

nicas tanto para detección como estimación de parámetros. Este 

autor además de la posibilidad del análisis retrospectivo usuai 

ha considerado también el análisis en tiempo real para sistemas 

lineales que se representan como filtros de Kalman. Otros auto 

res que han publicado resultados al respecto son Salazar [ ;·,-. 1 

y Broemeling ( tif 1 • Este último autor ha comentado que aún es 

muy poco el trabajo que se ha realizado sobre cambios estruct!!_ 

rales en Series de Tiempo. Los casos cubiertos son básicamente 

los de modelos autoregresivos y de regresión con errores auto-

co:i:relacionados. El orden de los modelos autoregresivos parece 

no complicar de forma adicional el problema y es previsible que 

las técnicas de predicción en presencia de cambios, puedan desa 



rrollarse ·con el enfoque Ba.yesi.ano, · si.n mayor di;l;i.cul tad. Sin 

embargo, indica qu_e. 'falta aún por.· des'arrollar con detalle el 

tratamiento de mode1os de medi.as móvi.l.es así como el de modelos 

autoregresivos de medias móviles que ·resultan, en_ general, mas 

complejos. 

En otra. dirección, es interesante consignar una contribución 

mas que originada en un problema en Medi.cina, ha sido publicado 

por Matthews y Farowell [ 0\ l . Estos autores consideran la de-

tección de un cambio en una función de riesgo que describe la 

tasa de recaídas en pacientes de leucemia. Este enfoque, en 

opinión de los autores, permite la evaluación de tratamientos 

terapéuticos alternativos para ese padecimiento. 

Es oportuno mencionar que el referido trabajo de Broemeling 

[ 14 1, constituye una referencia excepcional para los interesa-

dos en el tratamiento de ~odelos lineales con una perspectiva 

Bayesianay particularmente valiosa para obtener una idea. conc! 

sa pero general de las técnicas Bayesianas para puntos de cam-

bio en modelos lineales. Si bien en la fecha en que el prese~ 

te trabajo ha sido concluído, la circulación del manuscrito de 



""""'· ' Broem'eling ei; limitada, prox:i.mamerite ·aparec'erá como libro con 

un capitulo integi;amente 'ded:i,cado al tem·a· que aquí se trata. 

También como referenci,¡i, es rec'omendable· ':i.ndicar la publicaci6n 

inminente de un número espec:i,¡i,l del'Journal of Econometrics que 

lleva el titulo de 11 Structural Cha!Jge :i.n Econometrics" en donde 

se presentan trab¡i,jos que discuten el análisis de diferentes 

problemas relncionados con el temn de interés, Algunos de los 

trabajos ahí consignados han sido discutidos en este trabajo a 

partir de reportes preliminares pero las versiones finales ya 

reunidas probablemente provean un panorama mas amplio de la 

aplicabilidad de este tipo de modelos en Econometría. 

Finalmente, un trabajo más relativo a aplicaciones de este ti 

po, es debido a Hsu, [ 5¡ ]que ha publicado un artículo en que 

describe un procedimiento Bayesiano robusto para la detección 

de cambios en la estructura de riesgo en el mecado de valores 

que en su opinión puede producir resultados empíricos de releva~ 

cia eri la teoría financiera. 

( 
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CAPITULO "Sl. 
Consideraciones fino 1 es. 



., 
1 

En este "tr11b¡¡jo se h¡¡n presentada diyenos procedimientos cu 

ya objetiva es er análisis de modelas· can puntos de cambio. La 

búsqueda bibllagráfic¡¡ rea'Uz11d11 sugiere que este tipo de mode-

las tienen un11 vasta aplic11bUid11d en la descripci6n de fen6m~ 

nos econ6micos y biológicos. 

L11 utiliz11ci6n de modelos can puntos de cambio no solo invol~ 

era ventajas en cuanta a la simplicid¡¡d del análisis, sino que 

en algunas casos puede contribuir a un conocimiento mas profun-

do y una interpretación mas exacta de la estructura ba}o estudio. 

La investigación sobre este tópico se inici6 considerando el 

caso de sucesiones de variables aleatorias pero rápidamente ha 

progresado el estudio en modelos de regresión. En años muy re-

cientes se ha proseguido a la generalizaci6n del problema en se-

ries de tiempo que aún na ha sida totalmente resuelto. 

En términos generales, el análisis de modelos con puntos de 

cambia se concentra en das aspectos, ror un lado, la detecci6ñ 

de los cambios y por otro, la realización de inferencias respes 

to a todos los parámetros involucrados en el modelo, 



En relad.ón al enf~¡~e 1 e~ ~s~~ trabajQ se h¡mdistinguido, 

':,_ . ' ;_ .· __ .'.· .. >:. ',:: ·._ .. ·.: __ .. ' .... . 
dimientQs Bayesi¡ÚtQS. y aqueUas que pueden clasiUcarse como 

FrecUentistas, En genei;ial, estas 1'.il timas recurren, ya sea a m§. 

todQs asintóticos basados sohre todo en máxima verosimilitud, o 

a t6cnicas fundamentalmente descriptivas, En cualquier forma, 

la mayor parte de las resultados que producen pueden considerar 

se solo aproximados. Las técnicas Bayesianas, por otra parte, 

no solo permiten resolver el problema con un tamaño moderado de 

muestra, sino que bajo condiciones muy generales, obtienen re-

sultados en términos de distribuciones conocidas que han sido 

estudiadas en la literatura. La impresión general obtenida ~e 

la comparación Frecuentista-Bayesiana, es que a medida de la es 

tructura del problema se complica, es más notable la ventaja de 

utilizar procedimientos Bayesianos, tanto por su relativa sim-

plicidad t6cnica como por su consistencia conceptual. 

Parece razonable espc;rar que aumente con un ritmo aún mas ¡u;:elerado 

la literatura sobre el tema de este trabajo y que las dificul-

tndes que actualmente se enfrentan por resolver los problemas 
' 



' .' 

mas. generales sea·n obj efo de ·d;i.scusión desde di:l;er·entes puntos 

de vista. · En cualquier· caso·, la utilidad de los modelos con 

puntos de cambio ha sido mur razanabhmente establecida. 
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