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INTRODUCCION 

La mayoría de las ecuaciones diferenciales no 

admiten solución exacta ni una descripción 

cualitativa. La teoría de Perturbaciones o­

frece una colección muy útil de métodos para 

el estudio de ecuaciones cercanas a ecuacio -

nes de una forma específica. 

V.I. Arnold. 

Esta tesis es sobre métodos asintóticos de la teoría de las 

perturbaciones, especialmente sobre el método del promedio. El 

.asunto de mayor interés es la validez uniforme de las aproxima-

ciones sobre el intervalo [0, 00 ] En este respecto los capítulos 

III y IV contribuyen resultados nuevos a los fundamentos del mé 

todo del promedio. Estos resultados son para ecuaciones que 

tienen soluciones con propiedades de estabilidad. Para probar­

los el concepto de estabilidad bajo disturbios persistentes ju~ 

ga un papel crucial, El capítulo V contiene aplicaciones al 

estudio de las propiedades de sincronización de sistemas con un 

parámetro pequeño. El capítulo II contiene una revisión de ma­

terial relacionado con los teoremas que se prueban en los capí­

tulos restantes. En el texto se dan referencias precisas para 

las demostraciones de todos los teoremas que se usan. Solo los 

resultados nuevos se prueban aquí. 



l. EL METODO DEL PROMEDIO. 

El método del promedio es uno de los métodos más· importan­

tes de la teoría de las perturbaciones. Este se aplica en una 

variedad de campos incluyendo la mecánica y la teoría de osci­

laciones. La idea del método era conocida ya por Gauss, Lapl~ 

ce y Lagrange quienes lo usaron para el estudio del movimiento 

planetario. 

La intuici6n que respalda al método es muy simple: Un sis­

tema sujeto a una perturbaci6n que oscila muy rápido siente s~ 

lamente el efecto promedio de la perturbaci6n,a primera aprox! 

maci6n. No obstante, proveer de una base teórica al método ha 

sido un reto para los matemáticos. Varios físicos matemáticos 

Soviéticos le han prestado atención a este problema, entre e­

llos N.M. KrylÓv y N.N. Bogolyubov fueron pioneros que hicieron 

muchas contribuciones en las décadas de los treintas, cuarentas 

y cincuentas. A pesar de todos los avances la justificaci6n ma 

temática del método está lejos de ser completa. Unb de los 

problemas viejos es el de la validez de la aproximación promedio 

durante intervalos infinitos de tiempo. Se sabe que para todas 

las soluciones la aproximación es uniformemente válida sobre 

intervalos finitos de tiempo de la forma [O,l/s] donde € es 

el parámetro pequeño. Este es un resultado muy fuerte pero tie 

¡ 



ne la siguiente debilidad: Sin importar que tan pequeña tome 

mos la e:, a la larga, la solución a?roximada podría alejarse 

mucho de la solución de la ecuación exacta. La siguiente fi-

gura muestra un ejemplo ilustrando este hecho, 

E = 0.033 

;;> t 

10 20 30 

En la figura se supone que X = E; es una solu-

ción de la ecuación promediada y que las otras 

curvas son soluciones de la ecuación exacta pa-

ra diferentes valores de E • 

El ejemplo 6 del capítulo II muestra que efectivamente la 

aproximación promedio durante lapsos infinitos no es uniform~ 

mente válida en general y aún para soluciones Lyapounov··esta,.. 

bles puede fallar, Una de las contribuciones princi~ales de 

este trabajo es probar que para soluciones estables .bajo dis-

turbios persistentes la aproximación promedio es uniformemente 

válida sobre el intervalo [ O, 00 1 , 



2, ESTABILIDAD BAJO DISTURBIOS PERSISTENTES 

Hay dos problemas importantes que los matemáticos aplicados 

deben tener en cuenta: 

(i) El estado de un sistema no puede medirse exactamente y 

(ii) La ecuación diferencial que gobierna la evolución de 

un sistema dado es en el mejor de los casos una apr~ 

ximación que resulta de modelar un sistema ideal simi 

lar. 

El primero es el problema de estabilidad de las soluciones 

con respecto a cambios en las condiciones iniciales; el segun­

do es el problema de estabilidad de las soluciones respecto a 

cambios en la ecuación diferencial ti.e., estabilidad estruct~ 

ral). La propiedad de estabilidad bajo disturbios persistentes 

(e.d.p.) garantiza la estabilidad de las soluciones en estos 

dos sentidos y por esto algunos autores la llaman también esta­

bilidad total. 

El matemático soviético I.G. Malkin ha hecho las más nota­

bles investigaciones sobre e.d.p .. El probó que otras condicio 

nes de estabilidad, aparentemente más débiles, implican e.d.p •• 

Para obtener esta conclusión Malkin probó primero que la eiis­

tencia de una función de Lyapounov con derivadas parciales aco-
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tadas implica e.d.p .. Este teorema trae la pregunta de 

cuando los teoremas inversos de Lyapounov son válidos. En 

este respecto el trabajo de J.L. Massera ha jugado un papel 

importante. T. Yoshiza1'{a ha hecho también contribuciones re-. 
levantes en esta área, que incluyen refinamientos de los tea-

remas de Malkin y resultados similares para soluciones acota-

das bajo disturbios persistentes.. En el capítulo IV vamos a 

introducir el concepto de estabilidad orbital bajo disturbios 

persistentes y probar un teorema análogo al de Malkin pana es-

te nuevo concepto de estabilidad. Otra importante generaliza-

ci6n del teorema de Malkin ha sido dada por V,E, Germaidze y 

N.N. Krasovsky quienes consideraron el caso de perturbaciones 

acotadas en la media. 

3. VECINDADES ESTABLES. 

El capítulo III introduce la noci6n de vecindad estable_. 

Esta noci6n establece una conexión entre e.d,p. y una clase 

de métodos asintóticos, incluyendo el método del promedio. 

Consideramos la ecuación 

(E) X d (.t,x,e:) 

donde 6 es una funci6n que es 2IT -peri6dica con respecto a .t . 

Sea •e:(.t) una solución de la ecuación oromediada . 

. 
(EP) X 
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Decimos que <PE tiene una vecindad estable para la ecua­

ción (E) si representa aproximadamente el comportamiento. 1.de las 

soluciones de (.E) para valores pequeños de E. Específicamente 

esto quiere decir que la diferencia entre <PE(t) y una solución 

xE(t) de (E) que satisface x(t0) = <j>E(t 0¡ tiende a cero cuan­

do E·-+' O uniformement.e con respecto a t E [ t
0

, 00 ) , Además, 

quiere decir que las soluciones de (E) que al tiempo, t 0 em­

piezan cerca de </>E(t0 ) , van a permanecer cerca, siempre y 

cuando el parámetro E sea pequeño. 

Para el método del promedio probaremos en la.sección III.2 

qué soluciones de e,d,p, de la ecuación (EP) tienen vecindades 

estables para la ecuación (E) . Considerando la misma pregunta 

desde el pun~o de vista de las órbitas, el capítulo IV intro­

duce la definición de vecindades orbitalmente estables y prue­

ba que las soluciones de (EP) que son orbitalmente estables ba­

jo disturbios persistentes tienen vecindades orbitalmente esta-

bles para la ecuación (E). 

4. SINCRONIZACION RACIONAL (PHASE LOCKING) 

El comportamiento periódico se observa frecuentemente en 

los fenómenos naturales, Sistemas que exhiben algún tipo de 

oscilaciones o ritmos aparecen a todos los niveles: desde el 
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sistema planetario al núcleo atómico y ~e~de el comportamiento 

de poblaciones al dominio celular. Un asunto importante para 

la ciencia proveer un marco teórico para explicar el comporta­

miento cíclico. En Biología este estudio es la clave para en­

tender cómo los organismos miden el tiempo. 

En algunos sistemas pueden identificarse varias componen­

tes oscilatorias que interactúan. Esta interacción puede ser 

muy complicada, pero generalmente la sincronización juega un 

papel muy importante. El tipo más general de sincronización 

es aquella donde las diferentes componentes del sistema tienen 

frecuencias conmesurables y es llamada sinc_!'.:~ni_zación raci'?nal. 

El fenómeno de sincronización racional es abundante en el 

campo de la música. Es también conocido, que cuando escuchamos 

música el latido d~ nuestro corazón tiende a sincronizarse ra­

cionalmente al ritmo de la música. El latido del corazón mismo 

es causado por la acción sincrónica de un gran número de osci~ 

!adores individuales a nivel celular. Aparentemente, algunas 

enfermedades del corazón como extracístole (saltarse un lati­

do) o fibrilación (el corazón deja de latir) son causados por 

la pérdida de sincroniz~ción entre los diferentes centros os~ 

cilatorios. 

Todos hemos experimentado el fenómeno de sincronización r~ 

cional cuando caminamps en las montañas o cuando corremos. Ex-
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perimentos han demostrado (.cf, [15 ll maneras en que sincroni­

zamos el movimiento de nuestras piernas con el ritmo respira­

torio mientras corremos. Los corredores expertos mantienen 

perfecta sincronización usando diferentes razones racionales de 

frecuencia del paso entre frecuencia respiratoria dependiendo 

de la intensidad del esfuerzo. Así, corriendo en una super­

ficie plana, podríamos mantener una razón de paso entre respi­

raci6n de 2:1 pero subiendo una pendiente cambiaríamos a una 

razón 1:1 para satisfacer la mayor demanda de oxígeno. Otras 

razones como 3;1 1 3:2 y 5:3 han sido también observadas, 

En el capítulo V se describe matemáticamente el fenómeno 

de sincronización racional en el contexto de las ecuaciones di 

ferenciales y se prueba un teorema de sincronización para una 

ecuación perturbada. El capítulo V cierra con un estudio 

de las propiedades de sincronización de algunos circuitos elec 

trónicos con retroalimentación. 



CAPITULO II 

PRELIMINARES 
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l. · NOTACION Y SUPOSICIONES GENERALES. 

Conjunto~ y 6uneione~. Las letras l, R y C van a ser usadas 

para denotar los conjuntos de los números enteros, reales y com-

plejos, respectivamente. La cerradura topol6gica de un conjunto 
~ 

X se denota por X, 

Si X y Y son 'conjuntos 1 6 : X ""': Y significa que 6 

es una funci6n con dominio X y ·: -codominio Y ·, Cuando 6 

es una funci6n invertible 6- 1 deno~ará su inversa. La deri­

vada de una funci6n diferenciable, 6 ,· se denotará :;>or 06, 6' 

o 6 cuando la variable independiente es t, Para cada sub-

conjunto X e en y y e ~n I ck (X, Y) denotará el conjunto de 

funciones 6 : X ~ Y tales que sus derivadas parciales de or-

den k existen y son continuas. Cuando por el contexto está 
k 

claro cual es el codominio, se escribe C ·(X) en lugar de 

Ck(X,Y). Escribimos 6 E ck cuando no es necesario especifi-

car ni el dominio ni el codorninio. 

y 
t 

e ºl<Pl r 
representarán los si-

guientes "cilindros" alrededor de la gráfica de <ji: 

{(t,1".) E R X en 1 lx - <ji(t) .;;. IL} 

{(t,x) E JR X en¡ t ;;¡. .t
0 1 X - <ji (tll < lt} 
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La distancia entre un punto X E Cn y un conjunto lj C ~n 

se denotará. por 

d lx, y l = i.n6 { 1 x - y 1 1 y E Y} 

El p~oblema de Cauc.hy. Estudiamos ecuaciones diferenciales 

or~inarias en la forma normal 

(l} x=.6lt,xl. 

A qui t es una variable real y X una funci6n de t que 

toma valores en en. Suponemos que 6 es tal que la ecuaci6n 

tiene soluci6n única correspondiendo a cada condici6n inicial en 

algún dominio V e R X en. Si lta, x0 l está en V, denotamos 

por x(t; t 0 , x0l la solución que satisface la condici6n inicial 

dt0; t 0 , x0 l x
0

• 

Ec.uac.i.one,.1 c.on pa~á.met~o~ peqtteiio,.1. Denotemos por e: un nú 

mero no negativo del cual depende la ecuaci6n (1) , La ecuaci6n 

(2} X 6!t,x,e:l 

representa una familia uni-paramétrica de ecuaciones diferencia­

les de la forma (1) . Suponiendo que para cada valor de E la co 

rrespondiente ecuaci6n tiene soluci6n única para el problema de 

Cauchy, x
80

(t; t 0, x0 ) denotará la solución de (2) para E:= E:O 

que satisface x
80 

(t 0¡ t 0 , XO) = XO • 
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2. FUNCIONES CASI PERIODICAS. 

Una funci6n contínua 

(c.p.) si para cualquier 

R ~ Cn se llama ca6¡ pe.ll.¡6d¡ca 

n > O existe un número l(n) tal 

que todo intervalo cerrado de longitud l contiene un número 

T tal que 

16(t + TI - 6(t) 1 < n para todo t E R 

El ejemplo clásico de función c,p, es 

6ltl = 6e.n at + 6e.n bt 

con a y b dos números inconmensurables, 

Una función contínua 6 : R X en ~en, con t como pri-

mera variable y 

pe.ll..i.6d.i.ca e.n t 

ta compacto K 

x como segunda variable se dice que es ca6.i. 

un.i.6oll.me.me.nte. con ll.e.6pe.cto a x e.n un canju~ 

si ·para cualquier n > O existe l.( n l tal 

que cualquier intervalo cerrado de longitud l contiene un 

número T tal que 

l6lt t T, xi - 6(t,x) 1 < n para todo t E R, x E K. 

La uniformidad en x resulta porque l y, T son independientes 

de x e K. 

Algunas propiedades básicas de las funciones c.p. 

(i) La suma y el producto de funciones c.p, son c.p •. 
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Si 6 Ltl ;;. P > a entonces 
1 . 

rm- es c,p, 

{ii) Si 6(.t) es c.p. entonces su módulo, \6(.tlj, y su 

conjugado, 6L.tl, son c.p .. Para cualquier a, SER, 6(a.t + S} 

es también c. p, • 

(iii) Las ~unciones c,p. son acotadas y uniformemente con-

tínuas. 

{iv) Si L6 
1 
l.t L . , ., 6 n ( .t 1 l E .X para toda .t E R, todas las 

funciones 6 . l.t) son c.p. y F(x
1

, ... ,xn) es uniformemente con 
J. 

tínua en X, entonces FL 6 
1 

( t ) , • · • , Ó n lt l l es c,p .. 

lvl El límite de una sucesión uniformemente convergente de 

funciones c.p, es c,p,. 

{vi) Si 6 es c,p. y 6' es uniformemente contínua en 

R, entonces 6' es c.p,, 

(vii) Para toda función c.p. el límite 

· · ¡ a+T 
Mtr ót.tl l = Um -T ! 6(.& l d.& 

'!""'CO Q 

existe y es independiente de a. Esto es, toda función c.p. 

tiene un va..f.oJt med,i.o, 

(viii) Si 6 es c,p. 1 entonces /tó es c,p. si y solamen 
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{-d. } e e. es uni-
n 

formenlente convergente entonces es c ,p,. 

¡xl { "' } e cm. 
"k Las funciones 

c.p. de 1a forma 

't.tl ti (convergencia uniforme) 

se 11ama11 c.ua.!.i.lpe.1t-<.6dic.a.1.i. El vector w se llama base de fre-

cuenc±as, 

de 

¡xi) Para casi todos los nilrneros reales, >., el límite 
T 

~ fo~(.tle.-i>.td.t se anula cuando T ~ oo, Existe solamente 
'l', 

un cor\jurito numerable de números >. , llamados e.xpone.n.te.1.i de. 
n 

Fou1t-<.e1t, para los cuales el límite es distinto de cero. Los 

límitEs Correspondientes 

se llama11 c.oe.6-<.c.-<.e.n.te.1.i de. Fou1t-<.e.1t y la serie 

6 l.t l '\, 

se llama 1.ie.11.ie. ge.ne.Ita.fiza.da. de. Fou11.Ie.1t de 6· 

3, ESTA~ILIDAD DE SOLUCIONES Y ORBITAS 

~quí recordamos las definiciones de estabilidad y estabili 

dad a~int6tica en el sentido de Lyapunov, así como los conceptos 
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de estabilidad uniforme y estabilidad asintótica uniforme corno 

fueron introducidos por Perdinskii y Malkin, respectivamente. 

También recordaremos las nociones correspondientes para la es-

tabilidad de órbitas y algunos resultados básicos. 

Sea x = óL:t,x) y ó(:t,O) = O para ;(;;;. O, La solución 

x = O se llama: 

(i) E.6 :ta.ble.. Si para cualquier n > o y ta ;;. o existe 

o { n, :t0 J > o tal que lx 01 < o implica que 1 X ( ;(;¡ ta, XO) 1 < n 

para ;(;;;. ta; 

(ii) A.6i.n:t6:t.ic.a.men:te e.6 :ta.ble. Si es estable y para cual-

quier ta "" o existe h Lt0 l > o tal que lx 0 1 < h implica 

que 1 X { ;(;¡ :to, XO) 1 ... a cuando ;(; _,. oo¡ 

(iii) U11lóo~meme11:te e.J.i:ta.ble. Si es estable y o en (i) 

puede escogerse independientemente de ta¡ 

(iv) U11l6o~meme11:te a..6i.n:t6ti.eamen:te e.6:ta.ble. (u.a.. e.). 

Si es uniformemente estable, h en (ii) puede escogerse inde-

pendientemente ·de ta y dada n > o existe T(nl tal que 

lx 0 1 < h implica que lx(:t;:t0 , xal 1 < n para :t;;. ta+ T. 

Aquí T es independiente de :t0 y x0, 

Supongamos que $ es solución de x = óL:t,x) definida 

para ;(;E [a, 00 ). Decirnos que ~ es estable en cualquiera de 

los sentidos definidos anteriormente, si la solución cero de 
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la ecuación 

x = 6L-t,x + <P(tll - 6(.t,H.tH 

es estable en el sentido correspondiente. 

Decimos que la solución x = Q es e.xpone.nc.lal1ne.nte. e.6.ta-

ó.te. para la ecuación autónoma x 6ex:1, si los eigenvalores 

de la matriz VólDl tienen parte real negativa. Bajo estaco~ 

dición las' soluciones tienden a cero a una raz6n exponencial. 

Sea <P una solución de x = 6 l.:t, xl definida para 

.t E [ 01 
00 ) y denotemos por y la 6rbita de <P en el espacio 

fase, esto es, 

y = {x E en 1 X = H.:tl para alguna .t E R}. 

Decimos que <P es: 

(i)' Otr.b.l.ta.tme.n.te. e.6.tab.te. (o,e,), Si para cualquier 

n >o y to;;. o existe o(n, .tol tal que la d(xo, yl <o 

implica que la dlx(.:t¡· .t
0

,x
0

), y) .. < n para .t;;. .t
0

; 

_ (ii)' Otr.b.ltalme.n.te. a6.ln.t6Ucame.n.te. e.6.tab.te. (o.a.e,) Si 

<P es orbitalmente estable y para toda .:t0 ;;. O existe h (.t 0 l >O 

tal que la d(x 0, y)< h implica que la d(xl.:t;.:t0,x01, y]--> O 

cuando .t --> oo¡ 

(iii}' Otr.b.l.tctlme.ti.te. 1.rn.lóotr.me.me.n.te. e.6.taó.te. (o.u.e.). Si 

<P es orbitalmente estable y o en (i) 1 puede escogerse inde-
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pendienternente de t 0; 

(iv) 1 Q}[.bLtafme.rt.te. urti6 01w1 emeYlte a.6 irtt6tic.am ertte.. e..6 table. 

(o.u.a.e.). Si ~ es o.u.e,, h en (ii) 1 puede escogerse 

independientemente de t 0 y dada n > O existe T(n) 

d(x 0, y) < li implica que dlxlt; t 0 , x01,yl < n para 

t :;;. t
0 

+ T. 

tal que 

Para soluciones periódicas y particularmente ciclos limite 

las nociones de estabilidad en el sentido de Lyapunov son muy 

restrictivas, e.g: Una solución periódica de un sistema autóno­

mo no puede ser asintóticamente estable, y en algunos ejemplos, 

ciclos límite atractores ni siquiera son Lyapunov-estables. De 

hecho, esta fué,la motivación de Poincaré cuando introdujo el 

concepto de estabilidad orbital. 

La ecuación diferencial 

X 6 tt, x) 

se dice que es periódica si 6lt,x) es periódica en t unifor­

memente con respecto a x¡ i.e., existe un número· T >O tal 

que 6(t + T, xl = 6(t, x) para toda t y x. 

El siguiente Teorema se debe a J,L, Massera (cf. [ 1]). 

Te..o}[.e..ma 1 ,. Para. la soluci6n cero de una ecuación periódica, 

estabilidad implica estabilidad uniforme y estabilidad asint6ti­

ca implica estabilidad asintótica uniforme. 
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En particular, el Teorema 1 se aplica a ecuaciones aut6nomas. 

Obviamente las afirmaciones que se refieren a estabilidad son ta-

bien válidas para soluciones constantes y para cualquier soluci6n 

peri6dica en el caso de ecuaciones aut6nomas. Sin embargo, este 

último hecho no es cierto para soluciones no peri6dicas arbitra-

rias. 

Eje.mplo 1. • -x 
X = e. ' Todas las soluciones son asint6ticame~ 

te estables pero ninguna es uniformemente asint6ticamente esta-

ble. 

El siguiente resultado es una extensi6n del Teorema 1 al ca 

so de estabilidad orbital (Ref [ 2] ) . 

Te.o~e.ma 2. En una ecuación peri6dica, para soluciones pe-

riódicas del mismo período, estabilidad orbital implica estabi-

lidad orbital uniforme· y estabilidad orbital asintótica implica 

estabilidad orbital asintótica uniforme. 

4. FUNCIONES DE LYAPOUNOI/ GENERALIZADAS. 

Sea V : R x X ~ R, donde X es un c9njunto abierto en Cn, 

continua y localmente Lipschitz. Tal función será llamada fun-

ción de Lyapounoy. Correspondiendo a V y la ecuación 

(1) 6(t, xl 

definimos 
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v(1)lt,x) H~+ <lltp ~V(.t+h., x+h6lt,xll,.. VC.t,x)] 

Se sigue lcf, [ 3] l que: 

(i) Si xlt) es solución de (11 entonces 

v <1 > l.t,xt-tl l 

donde 
d+ 
Cil denota la derivada superior por la derecha con respe~ 

to a .t , i. e • : 

u[.t·~h)-u(.t} &up . . 

(ii) Si V (ll lt,x) <,;O en R x X entonces V(.t,x(.t)) 

t·• es no-creciente como función de t para toda solución x ( .t) 

!' 

¡. ¡ 

1 ... 

de (1) que está en X. 

(iii) Si X, lj : [.t*, 00 ) ~ Cº son diferenciables y 

x(t) = y(.t ), entonces 
* * 

donde L es una constante de Lipschitz para V en una vecindad 

En el caso en que V E C' (R x X), para cada t.t
0

, x
0

l ER x X 

si x(t; t 0, x0 ) es solución de lll tenemos: 
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Entonces, obtenemos la definici6n usual de la derivada de 

V en la dirección de el campo vectorial 6· 

5, CAMBIOS DE VARIABLES, 

.Decimos que x = h(t,y) define un cambio de variables que 

transforma la ecuaci6n 

(1) x ~ .6 Ct, xi 

en 

(3} g Ct, yi 

en el conjunto íl e en si las siguientes condiciones.:.se:satis-

facen: 
(i) h : R X íl ~en de clase c1 y para toda t E R 

ltt = h(.t, · l : íl ~ en es un difeorrorfismo sobre su imagen; 

(ii) 
ah 
n!t,ylJ. 

Bajo estas condiciones, y(t) es soluci6n de (3) y 

y(t) E íl para toda t E R si y solo si xttl = h(t,y(t}) es so 

luci6n de (1) y x(tl E ht(íl) para toda t E R. También la fun 

ci6n 

H : R X íl ~ u [ {t} X ht(íl)] e R X en, 
tER 

H(t,xl = (t,hlt,x) ), es un C' difeqmorfismo que mapea gráficas 

de soluciones de (3} en gráficas de soluciones de (1) . 
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6. ESTABILIDAD BAJO DISTURBIOS PERSISTENTES, 

Considerese la ecuación 

(_1) 

y una perturbación de (ll 

(_4) if = 6(.t,yl + gl.t,yl 

Sea $ una solución de (1} definida para t ~ O. Decimos 

que $ es estable bajo disturbios persistentes· (e·. d. p.) si dada n > O 

existen o
1

Cnl, o2 lnl, positivas, tales que para cualquier fu~ 

ción g(.t,yl y t 0 ~o, IYo - $lt0 11 < o
1 

y lgl.t,yl 1 < o2 
para (.t,y) E Cto($) implica que 

n 

Aquí y(.t; t 01 y01 se refiere a soluciones de (4). 

Ejemplo 2, x = -x. La solución x = O de esta ecuación 

es estable bajo disturbios persistentes.de la forma g(tl, Es-

to se puede ver inmediatamente de la fórmula de variaciones de 

constantes para las soluciones de x = -x + g(tl, A saber, 

Ejemplo 3, Aquí analizamos la ecuación aut6noma 

(_5 l .t = 6(x l 
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y una perturbaci6n aut6noma suya¡ esto es, una ecuación de la 

forma 

(6) t = 6lx. I + g L:d 

con 6 y g. funciones de clase C', 

Supóngase que ó(Q} = O y todos los eigerivalores de Vó(O) 

tienen perte real menor que cero. Entonces (cf, [4] ), dada cual 

quier n > o existen U, una vecindad del origen en en, ·y 

V, una vecindad del origen en el espacio de campos 

f+g 

X 

vectoriales sobre :Cn (con la C'-norma}, tal que: para cada 

g E V la ecuación (6) tiene un único equilibrio en u y 

este equilibrio, x.*, es asint6ticamente estable y satisface 

1X*1 < n. 

De esto se sigue que x = O es e6table bajo di6tu4bio6 

dut6nomoa pe46l6tente6 para la ecuación (5) , 



- 2 7 -

Ej e.mplo 4 Sea 

g = 6 Lt, y l + g (t L h.lt l_ 

donde jhlylj ~ K Jyjª para IYJ ..;;;- 11 g es acotada y x = O 

es estable bajo disturbios persistentes para x = 6lt,x). Dado 

n > O y a suficientemente grande, existe o > O tal que 

jy(t0 l I <o implica que jy(t) 1 < n para toda t;;. t 0 . 

Para probar esto sup6ngase que n > está dada y que 

6
1 

(nl, o2 Cnl son tales que se cumple lo siguiente: !y(t) 1 < n 

para t;;. t 0 si las condiciones Jytt0l J < o1 y Jgltlh(y) 1 < 82 

para t E R y IYI < n se satisfacen. Sea M tal que 

Jyj < (o
2
/KMl 11ª para IYI > n entonces lg(t)h(yll < 8

2 

n 1 

a 
y 

y 

para t E R y 1y1 < n. Entonces / tomando o 

mas a la conclusi6n deseada. 

o 
1 

tn), llega-
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I.G. Malkin (5] probó el siguiente teorema. Este teorema 

da condiciones suficientes para tener estabilidad bajo distur-

bies persistentes y es muy útil porque estas condiciones pueden 

verificarse fácilmente en muchos ejemplos. 

Teo~ema 3. Supóngase que correspondiendo a cada.condici6n 

inicial la ecuaci6n (1) tiene soluci6n única, Entonces, todas 

las soluciones uniformemente asintóticamente estables son esta-

bles bajo disturbios persistentes. 

El inverso del Teorema 3 es falso. Para un contraejemplo 

ver Massera (61. 

7. ECUACIONES QUE INVOLUCRAN UN PARAMETRO PEQUE~O 

Sea 

(7) 6l.t,x, e:l. 

La ecuaci6n 

(8) ~ = 6l.t,y, Ol 

puede considera.rse como una aproximaci6n de la ecuación (7). 

De hecho, si 6 es una función contínua, las soluciones de (7) 

son contínuas con respecto a condiciones iniciales y al ?aráme­

n tro e:. De esto se sigue que para cada (.t
0

, y
0

) E R x C , tla-
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dos dos números n, T >&,existe s 0 ln, Tl .Y óln, T), po­

sitivos, tales que O < e< EO y ix 0 - y 0 ¡ < ó implica que 

lxs(t; t 0 , x0 l - yl.t; t 0 , y 0 ll < n para toda :t E [t 0 , t 0 + TJ. 

En particular esto significa que la diferencia entre soluciones 

de la ecuaci6n l7) y la ecuación aproximada (8) que satisface 

la misma condición inicial, converge a cero cuando E ~ O uni 

formemente sobre intervalos compactos de tiempo, i.e.: 

lim [xE(t;t 0 ,~l - yft;t 0 ,~JJ o 
s~o 

uniformemente para t E [t
0

, t
0
+TJ. 

8. EL METODO DEL PROMEDIO 

Este es un método de perturbación usado para aproximar 

ecuaciones oscilatorias no-autónomas. La forma usual de una 

ecuación a la cual se aplica el método de promedio es 

(.E) X.= E6lt,x,s) 

donde 6 es ca~i periódica respecto a t uniformemente para 
. I 

x en conjuntos compactos y E fija. La ecuaci6n aproximada 

se determina reemplazando 6lt,x,sl en la ecuación (E) por 

su valor medio: 

! 
(EP) X rT

0
6lt,X., o¡ dt', 

T 

Esta ecuaci6n se llama la eeuaeión p~omediada. 

Podemos ver que este es un procedimiento natural introdu-



- 24 -

ciendo una nueva esca.la de tiempo 1 = i::.t en las ecuaciones 

(E) y (EP} para obtener: 

(E') lj 1 

(EP') y' " 60 (yl 

donde 60(x) = ~i~ m f~6(.t,x,O)dt, Ahora es obvio que la 

ecuaci6n (E') involucra dos escalas de tiempo: y varía de 

acuerdo a la escala de tiempo en la cual se mide 1, pero el 

sistema está siendo forzado a una escala más rápida 1/i::. Pa 

ra valores pequeños de E:, 6(1/i::,y,i::I ~scila rápidamente 

cuando 1 cambia. Por tanto, es razonable considerar que en 

cada tiempo 1, la soluci6n y sentirá solamente el efecto 

promedio del campo vectorial 6(1/i::,y,i::) en el punto y(1), 

el cual está dado por el valor medio 60(yl1l ). 

Ejemplo 5. 

(E) i::6lxl+i::-&en.t 

(EP} X" e:6(X) 

(E') lj ' 

(EP') y' 6 (y) 
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9. TEOREMAS DE BOGOLYUBOV SOBRE LA VALIDEZ DEL METODO DEL PRO-

MEDIO. 

La ecuaci6n (E) que estamos examinando es singular en e: = O 

y no puede considerarse como una perturbaci6n de la ecuación pro 

mediada en el sentido clásico. Sin embargo, el físico matemáti-

co soviético Bogolyubov demostr6 que en coordenadas adecuadas 

la ecuación (E') toma la forma* 

X 1 = 6 0 ( X J + g (T, X 1 E J 

donde la función g es continua y g L-r, x, e: 1 -> O cuando e: -> G 

uniformemente para .t E R y x en conjuntos compactos. De 

este hecho y la continuidad con respecto a parámetros, se sigue 

que las soluciones de (E') y (EP') que empiezan con la misma 

condición inicial, se acercan entre sí cuando e: -> O unif or-

memente en intervalos finitos de tiempo. Ya que el cambio de 

escala de tiempo T = e:t está involucrado, esto implica que la 

ecuación (EP) aproxima la ecuación (E) uniformemente en interva 
1. 

los de la forma [O, E], i.e.: dado n >O existe E0 (n) tal 

que e: < e: 0 implica que 

para 

-
1 O .;; .t .;; - donde 
E 

xe: y xe: denotan soluciones (E) y (EP) respectivamente . 

Aunque este resultado justifica la aplicación del método del 

*Ver Lema 1 del Capítulo III, 
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Promedio bajo un número de circunstancias, tiene una limitación 

importante: no importa que tan pequeño escojamos E, a la larga 

las soluciones pueden estar muy alejadas unas de otras. 

En relación con este problema, Bogolyubov probó (cf. (71) 

que, , para equilibrios exponencialmente es tables de la ecuación 

promediada, la aproximación promedia es uniformemente válida 

sobre el intervalo de tiempo [O, oo}. En el próximo capítulo 

(Corolario 3) probaremos que este es también el caso para cual-

quier equilibrio asintóticamente estable, El siguiente ejemplo 

demuestra que para soluciones estables (no asintóticamente es-

tables), la, aproximación puede fallar durante intervalos infi-

nitos de tiempo, 

Ejemplo 5, Considérese el sistema 

(E)· 
. 
X 

1 
EX 

2 

-EX + E <\e.ti E.t, 
1 

Su sistema promediado correspondiente es 

.: -(EP) X EX 
1 2 

.! -
X - EX 

2 1 

El sistema (E) es equivalente a la ecuación 

que es la ecuación del oscilador armónico con forzamiento resanan 

te. Los planos fase correspondientes se ven así 
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Orbitas de (E) Orbitas de (EP) 

El hecho de que para E > O las soluciones de la ecua­

ci6n (E) no son acotadas prueba que una pequeña perturbaci6n 

aplicada sistemáticamente en los momentos adecuados (con la 

frecuencia resonante) puede producir un efecto acumulativo 

muy grande. Puesto que las soluciones de la ecuaci6n (EP) 

son acotadas, pueden aproximar las soluciones de (E) s6lo du 

rante intervalos finitos de tiempo. 



CAPÍTULO III 

VECINDADES ESTABLES, 
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1, DEFINICION 

Consideremos la ecuaci6n 

(1) . 6(.t,x,e:) 

y supongamos que 

(2) .t = 6 (.t, x,e:) 

constituye alguna aproximación a la ecuaci6n (1) para e: pequeño, 

e.g.: 

[6(.t,x,d - 6U:,x,e:))-+ O cuando e:-+ O. 

Supongamos también que H.t, ,e:I es soluci6n de (2). 

Como motivación para la siguiente definición, es útil tener 

en mente la siguiente pregunta: ¿Cuándo puede considerarse $ una 

buena aproximaci6n a las soluciones de (ll, que empiezan cerca de 

$ para toda .t y para valores pequeños de e:?. 

Decimos que la función $ : R X [O, e:11 ~en tiene una 

vecindad e~.table cuando e:-+ O (v.e.e:-+ O) para la ecuación (1), 

si da~o n >a existen números positivos e:o(nl' o(nl tales que 

si xe:(.t) es solución de (1), O~ e:< e: 0 y lxe:(.t 0 J - $(.t0 ,e:J 1 <o 

para algún .t0 ~O, entonces lxe:(.t) - $(.t,e:) 1 < n, para toda 

.t ;;¡.. o.to. 

para (.t' e: ) E R X [ a' e: 11 entonces de-

cimos que el punto x0 tiene una v. e.e:-+ O para la ecuaci6n l. 
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ObJ.ie.){,va.c.,i.orie.4, Si cj> tiene una, v,·e.,e: """·O pa,ra (.l)_, en-

tonces la funci6n cl>C:, O) es una, solución estable pa,ra la 

ecuación 

X. = 6 (.t 1 x., O) 

También, cj> y las soluciones de (11 con condiciones inicia­

les en la gráfica de cj> se acercan entre sí uniformemente 

cuando E: -!' a, i,e.: 

a 

uniformemente para toda t E [ .t
0

, ,,, l. Es más, si cj> tiene una 

v.e..e:""" O, entonces para e: pequeñas las soluciones de (1) 

que empiezan cerca de cl> en el tiempo t
0

, permanecen cerca de 

cj> uniformemente en todo tiempo futuro. 

En el siguiente ejemplo utilizaremos técnicas de linea 

lización para dar condiciones para la existencia de vecindades 

estables para ecuaciones autónomas. 

Eje.mplo 1. Considérese la ecuaci6n 

(.3) 6(x) + e:g(xl 

donde 6, g E C' LCºl. Si x =O es una solución exponencialme!!. 

te estable de X. = 6lxl, entonces x = O tiene una v.e..e:-!' Q 

para la ecuación (3). 

Esto es cierto porque el Teorema de la función implícita 

aplicado a la función 
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F Lx., e:l = 6 lx. )_. + E9 Lx. )_ 

en el punto (x.,E:J = [0,0), implica la existencia de E
1

,1t >O 

Y x.* : (-E E ) -+ Cn tales que: 1 , 1 

(i) Para cada E en (-E:
1

,E:
1
), x.*(el es el único equili­

brio de la ecuación (3) en ·{xi lxl < 1!.}¡ 

(ii) x.* ld es exponencialmente estable¡ 

(iii) x.* (E) -+ Q cuando E -+ 0, 

Entonces, dado n > 0 tornarnos Ó = m¡n {1t,n} y EO tal que 

lx.*(e) < n para E< EO' Esto garantiza que 

lx.e(.t;.t0 ,x.0J 1 < n si lx. 0 1 < ó y .t;. .t0 • 

f(x) f(x) + E:g(x) 

X ---+-!--+-'~ ~* < ) ) X 

r n 

E:> o 
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2. VECINDADES ESTABLES Y ESTABILIDAD BAJO DISTURBIOS PERSISTEN­

TES. 

Aquí consideramos un caso especial de la ecuaci6n (1): 

(4) X. ~ ~ ( t, El 6 ta U:, d , x. l + ~ ~ lt, e: ) g ( t, x, e: l 

donde: a : R x (0, 00 ) 4 R tiene derivada parcial contínua y po­

sitiva con respecto a .t¡ 6 ; R x en 4 en es contínua, tiene 

derivada parcial continua respecto de x.; g : R X en X [o, ro) 4 en 

es contínua, tiene derivada parcial continua con respecto a 

x. y g(t,x.,e:) 4 O cuando e: 4 O uniformemente con respecto a 

(t,X.) E [ 0,oo) X Cn, 

Teo4ema 1. Sea $ una soluci6n de i = 6(t;x.l. Si $ 

es estable bajo disturbios persistentes entonces ${a(t,e:)) 

tiene una vecindad estable cuando E 4 O para la ecuaci6n (4). 

Vemo~t4aci6n. Por el teorema del valor medio la función 

a es invertible, esto es, existe B : R x (0,oo) 4 R tal 

que a ( 8 ( .;":, E:) , E:) = t = 8 (a ( t, E:) , E:) , Sea 1: = a ( t, E:) y 

y(<) = x.(S(<,e:)). En términos de estas nuevas variables, la 

ecuaci6n (4) se convierte en 

(5) ~ = 6h,yl t g(Sl<,El,y,e:l, 

Por hip6tesis $(<) es e,d,p, para ~·6(<,y). De ahí 

que, dado n >a existen ó,fnl 'º2<nl que satisfacen las 
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condiciones de l~ definición de e,d,p,, También existe 

e: 0 Cnl tal que lg(.t,x,e:ll < o
2

(.rtl para 

f.t,x,e:) EC~t$l X tO,i::al. Sean X y lj soluciones de las 

ecuaciones (4) y (5) respectivamente. Si O< e:< e: 0 (n) 

y l Yo - $h0J 1 < c
1 

tnl para alguna TO E R, entonces 

IY(T;T 0,y0J - $(TI! < n para T ~'a· 

unicidad de soluciones con respecto a condiciones iniciales im-

plica que 

para .t ~ .t0 . Esto completa la demostraci6n del Teorema l. 

Ob~e~vaei6n. La conclusión del Teorema también es válida 

si g(.t,x,i::) ~O cuando E..,. O uniformemente para .t E R y 

x en conjuntos compactos, siempre y cuando cp sea acotf,.i' · 

.'·· 
Ca~o.e.a~io 1. Supongamos que ó{.t,x,e:)-> 6(.t,x,O) cud.•"~:·1 

e: ..,. O uniformemente para .t E R y x en conjuntos compactos. 

Si $ es acotada y estable bajo disturbios persistentes para 

~ = 6L.t,x,OI, 

entonces $ tiene una vecindad estable cuando e: -> Q para la 

ecuación 

(1) 
. 
X 6(.t,x,E:). 
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Vemo~t~aei6n, Escribimos (1) como 

x = 6Lt,x,Ol t [ 6L-t,x,E) - ó(t,x,Oll 

y aplicamos el Teorema 1 con a (t, e: l .t, 

Ejemplo 2, 

(6) -x. 3 + e: x. .sen t. 

En e: = O el origen de esta. ecuaci6n no es linealmente estable. 

Sin embargo, por el Teorema 1 y el Teorema 3 del Capítulo II, 

es e.d.p, para la ecuaci6n ·x = ~x 3 y por lo tanto, por el Co­

rolario 1, x. = O tiene una v,e.e: ~ O para la ecuaci6n (6). 

X 



- 34 -

3, VECINDADES ESTABLES Y EL METODO DEL. PROMEDIO 

Consideremos la ecuaci6n 

(7) X s6(t,x,s) 

donde 6 : R X en X [o, rol '~n es contínua, tiene derivada pa~ 

cial contínua con respecto a x y es casi per~6dica en t 

uniformemente con respecto a lx, si en conjuntos compactos. 

Sea ~ una soluci6n de 

(8) 

donde 

J T: T fo 6L.t' X , Q )_ dt • 

Con esto, tenemos el siguiente teorema. 

Teo~ema 2, Si ~ es acotada y estable bajo disturbios 

persistentes para la ecuación (8), entonces ~(s.tl tiene una 
1 

vecindad estable cuando E ' Q para la ecuaci6n (7), 

Este teorema se demostrará más adelante, 

La función ~ls.tl es una soluci6n de la ecuación promediada 

(9) X= e:6
0

(X) 

Entonces, el Teorema 2 implica que soluciones e,d,p. de la ecua-
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ci6n promediada constituyen aproximaciones uniformemente vá-

lides de la ecuaci6n completa sobre intervalos de la forma 

El Teorema 1 y el Teorema 3 del Capitulo II implican el 

siguiente resultado, 

Co~ola~io 2, Si $ es una soluci6n de x = 60lxl que 

es acotada y uniformemente asint6ticamente estable, entonces 

$(Etl tiene una vecindad estable cuando· E~ O para la ecua-

ci6n (El, 

CoMlMio 3, Si x = x 0 es un equilibrio asintóticamerite 

estable de x 60 lxl, entonces x0 tiene una vecindad esta-

ble cuando E~ O para la ecuaci6n (E}, 

Este corolario es una consecuencia del Corolario 2 y el 

Teorema I.I, 1, 

Ejemplo 3, 

(10) 

El sistema promediado es 

. 
X " 
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La soluci6n x ~ O, tj = Q no es exponencialmente estable, 

Sin embargo, ya que es asintóticamerite estable, se sigue del 

Corolario 3 que el origen tiene una v.e..s -> O para la ecuación 

(10) • 

P1t.e.l.lm-lr1.a.1t.e..6 a. la. de.mo.6 .t1t.a.c..l6rt de.l Te.O/tema. Z, La de-

mostraci6n del Teorema 2 requerirá de los siguientes Lemas ... 

Lema. 1. (Bogolyubov - Hale [ 81 l. Oado cualquier conju!!_ 

to compacto íl C Cn 'existe E:O > 0 y una función ult,X,E) 

continúa en R x ~n x (o,s 01 tal que: 

(i) u(t,x,s) es casi peri6dica en t uniformemente con 

respecto a x en conjuntos compactos, para cada E: fija: 

.(ii) u(t,x,s} tiene derivada contínua con respecto a 

t y derivadas de un orden arbitrario especificado. con respecto a x; 

(iii) e:ult,x,d, e: ~~lt,x,e:) tienden a cero cuando 

E -> O uniformemente respecto a t E R y x en conjuntos com 

pactos. 

(iv) El cambio de variables 

x + e:ult,x,E} para lt,x,El e R x íl x (0,<ul 

X para lt,x,El e R x íl x· {O} 

Transforma la ecuaci6n (7.) en 
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Esta· f.unci6n, g l.t, x, e: l, es contínua, tiene derivada contínua 

con respecto a x en R x íl x [O, e: 0J y se acerca a cero cuan 

do E _,. 0 uniformemente con respecto a .t E R y x en con-

juntos compactos. 

Lema. 2. Sea ca : R X [o, e:,J ..,. en contínua y acotada; 

sea u : R X en X tO 1 El} ..,. en tal que u(.t,x,e:l es de clase 

e 1 ¡¡¡:n¡ con respecto a X para ( .t, e: 1 fijo y e:u(.t,x,e:), 

ªªr e:ax.t,x,e:J se acercan·a cero cuando e: .... o uniformemente con 

respecto a .t E R y x en conjuntos compactos, Entonces· 

dados O> 0 y p E lO, O) existe 0 < e:
0

(o, p) ·::: e: 1 , tales 

que si e : R X [o, e:ol ..,. en satisface lcl.t, e:l 

~ntonces existe x* : R x [O, e:
0
¡ ..,. ir:n tal que 

lx*(.t,e:J - c0 (.t,e:ll < ó y 

X* ( .t, e: l + e: u ( .t I X* L.t, El , E l c(.t,e:l para 

(.t,e:J E R x r o,e:
0
¡. 

VemoJ.i.tlLa.c.lórt, Sup6ngase que ó y p están dados. 

R tal que CO(.t,e:) E BR (ICn J = {xEII:n)lxl < R} para 

(.t,e:J ER X [o, e:, 1 • T6mese o < e:º < e: 1 tal que 

!e:u(.t,x,e:) 1 < o - p y le: ~~ (.t,x,e:J 1 < 1 
2 para 

(.t, x,e J E R x BR+ó X (.O,e: 0J, 

Sea 

Dada la funci6n e l..t, e:), para cada t.t,e:l E R X [o, e:º] 

sea 

F B ¡¡¡:n¡ ..,. ICn 
t, e: o 

definida por 
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! dt,E) c. Q (.t, ¡:; l. - wl.t, y+c.a (.t, e:l., d, para o < ¡:; < ¡:;º 
F (IJ l . t, ¡:; 

c.O[.t,O), dt,Ol - para E: = o 

Obsérvese que: 

< p + o - p = Q 

g(ó) = u(t, y 1 + óLy2-y11 + c. 0 tt,·d,d. Entonces, 

IFt,eLy 2 1 - Ft,i::ly 1 ll ejult,y2 +c. 0 C.t,e:l.,d -

E: 1 g (7 1 - g (O 11 = E: 1 f ~ g 
1 ló 1 dó 1 

1 ¡ 1 ~ nu (.t 1J +'(IJ _" 1 + n t"' ~1 ~i¡,1 -'l ld'I .< o c. ax · ' 1 'J · 2 "'1 · ""o "'•'" ·''" "'2 "'1 " 

Así.pues( por el principio de contracci6n, 

tiene un punto fijo y*Lt,el, para cada Lt;d ER x [0, i:: 0J. 

Si definimos x*(.t,i::} IJ*(.t,e) + c. 0 (.t,i::), entonces 

lx*(t,e) - c.
0

(-t,eJI <o y x*(.t,e) + w(.t,x*(.t,E:},E:) c. ( t, e: l 

y*(.t,e:J + w(.t, y*lt,e:l + c.
0

Ct,e:l,e:J +c. 0 (-t,e:J - d.t,E:) o 

para todo (t,i::J E R x [ O,e
0
]. 
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Esto demuestra el Lema 2. 

Vemo6thaei6n del Teohema Z. Sea X E: el conjunto de 
r 

(t,x) E R X en tales que jx - ~lEtll < r, Denotemos por 

X las soluciones de E: la ecuación (_7) • Queremos probar que 

para n > o dado existen E
0 

ln), p(nl > o tales que 

!.t0,d E [ 0, co) X to I E:º l y {.to I x01 E XE: implica que p 

1 .t I X ( .t· .to, XO)) E XE para .t;;. .ta . E: , n 

Sea íl e-1 conjunto de X E en tal que 

jx - ~(i:::.t) 1 ~ 1 para alguna .t E R, Por el Lema 1 existen 

i:::
1 

y u(.t,x,i:::) tales que para O < E:< E
1 

la función 

<j¡E 
R X íl -- R X en 

1 .t, y) {.t, X) (.t,y + w(.t,y,E:)) 

es un difeomorfismo sobre su imagen que transforma la ecuación 

(7) en 

(11) y i:::6 0 1 yl + i:::g(.t,y,d. 

Supóngase que n < está dado. Sea na un número po-

sitivo menor que n y lj E una solución de (11). Aplicando 

el Teorema 1 con o.(.t,E:) Et, tenemos que existen €0 ín 0 l 

y o { n 0 l < tales que C.t0, i::: l E [ 0 1 
(X) 1 i;; (O, f:ol y 

Escogemos p positivo menor que o!n 0 l. Para 
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e: suficientemente pequeño, digamos E < e:
2

, tenernos que 

~ (XE l E Xe:. Para ver esto, sea 
e: n0 n 

tal que 

lrn!.t,x,e:I 1 < n - n0 para (.t,x,e:l E R x íl x (O, e: 2 l en-

tonces si x es tal que x = lJ + e:u (_;t, tJ, e: l con 

jy-<J>(e:tll<n 0 tenernos que 

lx. - <t>te:.tli.;; I!! - <t>!e:.tll + !eu.(.t,y,e:Ji 

graph of ~ 

t t 

Por el Lema 2 existe e: 3 tal que X E C ~ ( x; ( ) ) 
P e: l.} no 

para E< e: 3 ; Si <j>(_e;;t) juega el papel de c 0 (.t,e:), y Si 

(.t, el E X~ entonces le - <j>(e:.t) 1 < p y entonces existe x* 

tal que c. = x* + e:td.t, x*, e:) y 1 x.* He:.tl 1 ·::: o, i.e.: 

<l>e:(.t,x*) (.t,c) y (.t,x*)EX~Cno>' Seleccionarnos 

e:oínl = m-t11{e:1,e:a(nl,e:2,e:3}. 
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Así, si E <; Ea lnl. y ltQI ~al e; xE . p entonces 

lta, Yo l = -1 ( 
<Ji<: to, x0 1 E XE 

cS Cn
0
l y· por lo tanto 

(t, lj (t· to, lj o l l E XE para .t ;;;. ta. E I no 

''.:!.~'"'_, :· 
. ~•,ex,> 

Y1 

Se sigue de la unicidad de soluciones· con respecto a datos 

iniciales que 

lt,xElt;t0 ,1.'. 01 l 

:t ;;. :ta. 

Esto concluye la demostraci6n del Teorema 2. 

para 



CAPÍTULO IV 

VECINDADES ESTABLES PARA ÓRBITAS 
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. l. · ESTABILIDAD ORBI.TAL BAJO DISTURBIOS 'PER.SI:STENTE§_. 

SupongaE;e que cj> 

ecuación 

(1) 

[O, 00 ) -+ R es una solución de la 

X 6(t,x) 

y sea y su órbita. Sea . g ; ~ X en ~ en continua y local­

mente Lipschitz con respecto a su segunda variable. 

Se dice que cp es o~bitalmente eótable bajo dlótu~bloó 

pe~ólótenteó (o.e.d.p.) para la ecuación (1) si para toda 

n >a existen o1 (nl, o2 !nl >O tales que para cualquier 

ta ~ O las condiciones 

d!ya, y) < o
1 

y 

Jg!t,y) 1 < o2 para t >ta y y E {xJd(x, y)< n} 

implican que la solución y(t;ta,Yol de 

(2) y= 6!t,y) .¡. g(t,y) 

satisface 

d(y(t; t 0 , y0 ), y) < n para t > t 0 • 

Esta definición, en contraste con la de estabilidad bajo dis­

turbuios persistentes, no requiere que las soluciones de la ecua 

ci6n (1) y su perturbación (2) se muevan en fase unas respec-

to de las otras. 
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El siguiente ;t;esul ta.do es una. nueva. ext.en¡:;i6n del '.t'e.orell)\i. 

de Ma.lkin al caso de estabilidad orbital, 

Te.oliem·a: 1 •. Para 8oluciones acotadas de. la ecuaci6n (ll !· 

estabilidad orbital uniformemente asint6tica implica. estabil;i:-: 

dad orbital bajo disturbios persistentes .. 

En la demostraci6n de este teorema utilizaremos el s~guie~ 

te iema, que es un resultado inverso sobre estabilidad de las 

6rbitas (Yoshizawa. [~] ). 

Le.ma. 1. Si <j> es una soluci6n acota.da y o.u.a.e. de (1) 

con 6rbita y, entonces existe una funci6n de Lyapunov 

V(t,x), definida para t;;. O y x en una vecindad de y, que 

satisface: 

contínuas, crecientes y positivas definidas; 

(ii) IV!t,x) - V(t,x') 1 ~ Llx - x' 1 con L una constante 

positiva; 

(iii) V (
1

) (t,x) ~ - e V(t,x) para alguna constante posi­

tiva c. 

Ve.mohtt1.a.ci..t111 de.R. Te.01te.ma. 1. Sea <P una o.u,a •. e, de (1) 

y sea y su 6rbita.. Supongamos la existencia de una funci6n 

V que satisface las condiciones dadas en el Lema 1 con c=l. 

Es suficiente demostrar que dada cualquier n > O existen 
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números positivos iS 1, o2 y í3 tal.e& qu.e pa¡::-a toda 

t > t 0 > o , 

(i) d(x., y) < Q1 implica 

V(t,x) < í3; 

(ii) d(x, y) > n implica í3 

V(t,x) > í3; 

(iii) º1 < d (x., y) < n implica 

v ,
21 

(t, x.·1 .;;; o si 

Jg(t,x.JI < º2 para t > t 0 

º1 n 

y X. E {yJd(y, 

Supongamos que n está dado y sea í3 < i¡, 1 (n) 

V ip 
1 

y) < n}. 

y 

ó1 = iti2 1(í3). Entonces (i) y (ii) se satisfacen. Ahora sea 

ó < t/J 1 (Ó 1) donde L es la constante de Lipschitz de V. Así 
2 . L 

1~ pues, si t5 1 < d(y*, y)< n, t* > t 0 y x.(t) = x.(t; t*, y*), 
1\1 

q(t) = y(t ; t*' y*) son soluciones de (1) y (2) respectivamen-

te, entonces 

* 

Así, el •reorema 1, queda probado. 
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2. · VECINDADES ·ORB¡TALMENTE ESTABLES 

consideremos la ecuaci6n 

(3) X ó(t, x, E) 

donde 6 ; ~ X ~n X [Q, 001 ~ Cn es COntÍnua y tiene derivada 

parcial contínua con respecto a x, para cada E. Correspon­

diendo a cada E> O sea yE un conjunto en ~n. Decimos que 

y tiene una vee~ndad o~bitalmente e6ta5le cuando E ~ O 
E 

(V.o.e.E~ Q) para la ecuación (3) si dada n > O existen 

E0 (n), P(n) > Q tales que: ft 0 , E) E (Q, co) x (0, EO) y 

d(x. 0, yE) < p implica que d(x[t;tQ, XQ[, YE[< n para t ~ t 0 , 

Bajo las condiciones del Teorema 1.del Capítulo III tenemos 

un teorema análogo para órbitas cuya demostraci6n sigue de :ia 

misma manera. 

Teo~ema Z. Sea $ ,una solución de la ecuaci6n x = 6(t, x) 

con órbita y. Si $ es orbitalmente estable bajo disturbios 

persistentes, entonces y tiene una vecindad orbitalmente es­

table cuando E ~ O para la ecuaci6n 

x aa~t~~ 6(a.(t,E),x) +ªª~-~,E) g(t,x,E). 

Ahora establecemos algunos corolarios de este resulLado. 

Co~ola~io 1. Consideremos la ecuaci6n 

(3) X Ó (t, X, E), 
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Sea cp una solución acotada de 

( 4) X= 6(.t,x,O) 

con órbita y. Si <P es orbitalmente estable bajo disturbios 

persistentes para la ecuación (4) y 6C.t,x,e:l,... fi(_t,x,Ol cuando 

e: -+ O, uniformemente pai:;a .t E 1R y x en conjuntos compactos, 

entonces y tiene una vecindad orbitalmente estable cuando 

e:-+ O para la ecuación (3). 

En particular esto prueba que y es una aproximación unifor-

me para t E [O, ro) a la órbita de cualquier solución (3) que 

en t = O está sobre y. 

Para demostrar el Corolario 1 escribirnos la ecuación (3) co 

rno 

x. = 6(t,x.,O) + [6(t,x.,e) - 6(.t,x,O)) 

y aplicarnos el Teorema 2 con et (.t:, e: l = t. 

Consideraremos ahora perturbaciones no-autónomas de un siste-

rna autónomo. 

C 01tola.1tia 2. Supongarros que g (t, x., e:) -+ O cuando e: -+ O unifonnemente ~ 

ra .t E~ y x. en conjuntos compactos. :si cj> es una solución . 
periódica. y· orbi.talmente-asintóticamente ,. estable_'...:de 'x = 6(x.), 

entonces la órbita de cp tiene una vecindad orbitalmente esta­

ble cuando e: -+ O para la ecuación 

X.= 6(x.l + gl.t,x.,e:). 
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V e.m o 1.i .tll.a.c..i.6 n. Aplicamos el Teorema I.J;.2, el Teorema 2 y el 

Corolario l. 

Ejemplo 1. Considérese el sistema 

-lj + xlx 2 + 1j 2 ~ x3 xy 2 t e: sen .t 

(2) 

lj X+ ylx 2 + lj 2 -- x2 y ~ lj 3 
- e: CDS Xlj, 

Escribiendo estas ecuaciones en coordenadas polares, para 

e: = O, tenemos 

/(. 11.~ 1 - ll.) 

e 1. 

Entonces por el Corolario 2 la circunferencia unitaria tiene 

una v.o.e..e: ~O para la ecuaci6n (5). Así, para valores pequ~ 

ños de e:, las 6rbitas que empiezan cerca de esta circunferencia 

permanecen cerca en todo tiempo futuro. 

Plano fase de la ecuaci6n (4) para E • O 
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3. EL METODO DE LA APROXIMACION PROMEDIO PARA ORBI'l'AS 

Estudiamos aquí la ecuación 

(6) 

donde 6 satisface las condiciones requeridas en la sección III.3 

Lo que nos interesa es la validez de la aproximación promedio, 

en el sentido orbital, en intervalos infinitos de tiempo. 

Sea !ji una. solución de 

X c;6
0

(x) 

donde 

T 
60 (x) = l-<'.m T fo 6 ( ,t 1 X , Q l_ a'.t .. 

T->OO 

y sea y la órbita de !ji. 

Teo~ema 3. Si !ji es acotada y orbitalmente estable bajo 

disturbios persistentes, entonces y tiene una vecindad orbital 

mente estable cuando E -> O para la ecuación (6). 

Este teorema implica que para soluciones o.e.d.p. la apro­

ximación promediada es uniformemente válida en el intervalo 

[O, oo), en un sentido orbital. 

Co~ola~-<'.o 3, Si !Ji es una solución de x = 60 (x), perió­

dica y orbitalmente asintóticamente estable (i.e., es un ciclo 



- 49 -

11.mite estable), entonces y tiene una vecindad orbitalmente 

estable cuando E -+ O para la ecuací6n (6). 

Este corolario se sigue del hecho de que en sistenas aut6 

nomos o.a.e. implica o.e. d. p. (Teoremas II'.2 y IV.1). 

La demostración del Teorema 3 es a.nálogas a la del Teorema 2 

del Capitulo I!I. En ésta utilizaremos el siguiente lema. 

Le.ma 2. Sea ~ X eº X (O E t _.,. eº , l tal que 

u{t,x,E) es de clase C1 {Cnl con respecto a x para (t,E) 

fijo y EU {.t, x, E), E~{t, x, E) tiende a cero cuando E.-+ O, 

uniformemente respecto a t E ~ y x en conjuntos compactos. 

Sea y C fn un conjunto compacto. Dada o > O y p E {O, o) 

existe O< E0{q, p) < E
1

, tal que, si {t, E) E~ x (O, E0 ) 

y d{c., y) < p 

d{x*, y) <o y 

entonces existe x*{t, E) tal que 

C. = X* + EU. { t, x* , E). 

Ve.mo1.it1tac..i.6n.. Bajo tales hipotesis·¡ si E es suficiente­

mente pequeño, la función x-+ c. - EU(t,x,E) es, para cada 

t E ~, una contracción en el conjunto de x E eº tal que 

d{x, y) < o. 

Ve.ma1.>ttr.ac..i.6n. de..e. T e.on.e.ma 3. Tomemos por íl en el Lema 

III.1 un conjunto compacto que contiene toda x E eº tal que 

d(x, y) < 1. Entonces bajo el cambio de variables x =Y+ 

+ EU{t,y,E), con O< E< E1, la ecuación (6) se convir~tP. en 

(7) y E6 0 {y) + Eg{t,y,E). 



- 50 -

soluciones delas ecuaci.ones (6l y (7), 

respectivamente. Queremos demostrar que dada n -> O existen 

e:o (nl' r Cn. l > Q tales que Ct 0, e:}_E [o' oo) X (.O' E: o J y 

d (x 0, y) < p i.mpl ;tcan que d {x ft,' ta, x0L y)_ < n para 
E: 

t ;;.;, t 0. 

:supongase que n > 1 está dado. Sea n0 .¡in n~ero po-

sitivo menor que n. Aplicando el 1.reorema 2 con a (t, e:) = · e;,t 

tenemos que existen E0 (n 0l tales que 

(t
0

, e:l e ¡o, co.J x ro, ~ 0 ¡ y 

d(yE(t; to, Yo),y) <no' para 

d (y 0 , y) < ó implican que 

t;;.;, t
0

, Escogemos p(n) 

positivo menor que Sea te.l que 

le:uft,x,e:J 1 < n - n0 
para (t,~,e:) E R x íl x (O,e:

2
). 

Por el Lema 2 existe €3 tal que Cta,e:l E [o, 00
) X (O, 

y d(x 0, y) < p ir.lplican la existencia de Yo tal 

que y 

Finalmente sea e: 0 lnl 
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d ! x. 0, y l < P (n l 

d!y 0, y)< P!.n 0 l., 

entoncep x. 0 = y0 + Eu(t0,ifQ,tl con 

/\s~ pues,. la solución !fE{_t¡ t
0

, y0) 

para 

De la unicidad de soluciones con respecto a condiciones 

iniciales se sigue que 

d(yE(t;.to,Yal t EU(t,y~(.t;to,Yo),E),y). 

~ IEu(t,yE(t;t0,y0 ),E) ¡ + d(yE(.t;t0 ,~0},y} 

Esto concluye la demostración del Teorema 3, 

Ejemplo 2. La ecuación de Van der Po1 con forzamiento y 

coeficientes que· oscilan rápidamente es~ 

(8) x + µ(.t/E} (x 2 ~ 1 Jx + wlt/dx. g (.t/E, x, xl. 

Supongamos que las funciones µ y w son casi periódicas 

-con valores medios positivos µ y w, respectivamente. Supon-

gamos tambi€n que g[t,x.,y) es casi peri6dica en t uniforme-

mente con respecto a (x.,y) en conjuntos compactos y tiene va-

lor medio igual a cero. 

Haciendo el cambio de escal.a de tiempo (T = Et) y escr;i.;... 

biendo la ecuación {_8) como un sistema, tenemos 
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dx. cff .Elj 

(9) 

EW'(:r)X. + Eg (1,X.,lj) 

El s.i,stema. prQmc;\d.i,a,do correspond~egte es 

dx. ac = Elj 

dij a:r = ~t.wx. - Ej:i( x. 2 1 J • 

Sea y el ciclo lfmite de la ecuaci6n (10). Por el Coro 

lario 3, y tiene una v. o. e.. t. -> O para el sistema ( 9) • En-

tonces, para E pequeña, las 6rbitas del sistema _;(9) que empie-

zan cerca de y permanecen cerca en el futuro. 



CAPÍTULO V 

SINCRONIZACIÓN RACIONAL 
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l." DEFINICION 

Consideremos la ecuación 

(1) e = 6 lt, 01 

donde t E~. 0 = l0 1,,, ., .,0nl E Rn y 

6(.t,0 1,.,.,ei + 2n,,,.,enl; 6l.t 1 0 1 ,, 1 ,,,0;i!"'"'enl 

.t E R e i = 1,,,,,n, 

para todo 

Decirnos que el sistema. (1). tiene la propiedad de sincroni-

zaci6n racional si existe w = Lw 1,,,,,wnl E ln y para cual-

quier .t0 E R existe un conjunto abierto r e Rn tal que las 

soluciones 0(.t} de Cl) con 0(.tal E r satisfacen las relacio-

nes 

(2) 1..<.m e 
t->OO 1 

0 ; ••.• ; 0 2 n w2 ; • , .• • ;wn • 

Esto es, 

.Um 0.i. w.<. para i, j ,= 1, . .,,n 
t->oo 0j WJ' 

El vector w es llamado V e.c..toll. de. 1¡,o.tac..l6n, 

Considerando que la ecuaci6n (1) representa una familia 

unipararnétrica de campos vectoriales en un toro n-dimensional, 

la, condición (2) significa que la órbita de 0 (..tl da asint6ti-

carnente w. 
J. 

vueltas alrededor del eje 

w. vueltas alrededor del eje j, 
J 

i de este tono por cada 
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w = C2,2) es un vector de rotaci6n 

2, SISTEMAS ACOPLADOS DEBILMENTE 

Aqií estudiaremos un sistema en coordenadas· de am;• .. ' i.t.uc~ ( x) 

y ·fase (0) de la forma: 

x Glx,0,d 
(3} 

0 w + EFlx~0,E} 

donde G : Rm X Rn X [ 0, oo} ..,. Rm y 

F : Rm .X Rn X [ o 1 oo} ..,. Rn son continuas, 2 Jl""per ió.dicas en 

cada componente del vector 0, de clase c1 con respecto a 

{x, 0} pa.ra cada E :f;ijo y F es acotada como funci6n de 

X para cada. (0,·. El fijo, 

Supondremos que {w, n
2

, •.• ,,íln} e ~n es una base orto­

gonal de Rn y A es la. matriz de n x n cuyos renglones son 
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w, íl 2, n3,,,, ,íln' Adopt"aremos ademá.s la siguiente notaci6n; 

donde Rn-1 R Rn u E ·' v E ,el punto es el producto escalar en 

para i=2, •. ,n 

El siguiente teorema da condiciones bajo las cuales las 

varial:lles angulares del_ sistema (31 se sincronizan racional­

mente par~ valores pequeños del parámetro E¡ generaliza un 

resultado debido a Hoppensteadt y Keener (Ref. [ 10)) 

Teol!.ema. 1. Si el sistema auxiliar 

dx. G0 (x.,ul 
(4) Tv 

du 
FO (x., u) Tv = 

tiene una soluci6n acotada y orbitalmente asint6ticamente esta-

ble, entonces existe e0 > O tal que para O ·~ E < i::: 0 las 

y 

variables de fase ce,,'' .. ,en) del sistema (.3) se sincronizan 

racionalmente con vector de rotación w, 

Vemo6tl!.a.ei6n. En las nuevas variables v = w • 0 y 

para i = 2 1 , ,,,n, la ecuación (3) se convierte 

en 



- 56 -

(5) u. Eíl. 
J. 

(para i=2 1 ,, .,n) 

v = w • w + EW , F Lx, A - 1 
( ~ l , E) • 

En este caso el punto significa producto escalar en Rn • 

. Como F(x, A- 1 ¡UV),~) d · t >O t 1 . ~ es acota a, exis e E
1 

a que para 

O < E< E:
1 

la componente v(t) de cualquier soluci6n del 

sistema (5) tiende mon6tonamente a infinito. 

Eliminando el tiempo en (5) obtenemos 

dx 
dv 

-1 V 
E:G ( x, A (u.) , E:) 

W • W + E:W • 

Eíl. 
J. 

-1 V 
F(x,A (u.),E:) 

F(x,A- 1 (¡~),E) 
------ -1 V 

w · w + E:W F(x,A (u.),E) 
(para i=2, •• ,,n 

cuya ecuación promediada correspondiente es el sistema auxiliar 

(4). Como este sistema promediado tiene una soluci6n acotada y 

o.u.a.e., el Teorema 3 del capítulo IV implica la existencia de 

tal que para O < E < Eo y v0 > O existe un con-

junto abierto ti e Rm+n-1 con la siguiente propiedad: si 

(X' U.) es una soluci6n de (6) y lxív 01, U. (V O 11 E t-., entonces 

( x, u.) es acotada para V > VO' Sea r el conjunto de ( lj', Z, V l 

en I'm x Rn-1 x R tal que Y ly, Z ) = ( x( V } , U. (V 1 ) con 

(x, y) una solución de la ecuación (6) que satisface 

(x(v 0 J,u.(v
0

)J Et;. Este conjunto, r, es 
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X r 

- -¡- - - - - - ~-0 V 
1 / 

~ 

u 

abierto y para E < EQ' si (x,81 es una solución de (31 

con lx(.t0 J, eCt0 l.) E r, entonces, para k. = 2,.,.,11, la 

función uk Ltl = ílk • 0 Ltl es acotada para :t. > t 0 • De don 

de, 

w • El(t) 

De esto se sigue que 
\ 

El ( t) [ w t 
n ílk 0 ( .tJ ílk 

.U.m Um t 
T->ro w • 0(t) T->oo w•w k=2 . tlJl El ( tJ nk. ílk 

Entonces, para E< Eor si (x(tol, eLtol J E r 

se tiene que 

Um fli(tJ 
t->oo EJ.Tff 

J 

w • El ( t 1 
Elj (ti 

wi 
wj para i 1 j 

w l= w. . w 

1,,.,, n. 



- -58 -

Esto demuestra, el Teorema 1, 

3. SINCRONIZACION DE RELOJES BIOLOGICOS. 

En mucha,s instancia,s de ritmos biológicos es posible iderit~ 

ficar una variable de estado cí.clica que describe el comporta­

miento del sistema. Naturalmente, el espacio fase asociado es 

una· circunferencia. Biologos y fisiólogos circadianos se re­

fieren a tales sistemas como relojes simples. Relojes biológi­

cos más complejos pueden considerarse como una colección de rel~ 

jes simples acoplados. En este caso el plano fase correspon­

diente es un toro n-dimensional. La evolución de estos sistemas 

está regida por equaciones de la forma* 

(7) 0 = 6[t, Ol 

donde y 6 es zr.-periódica en cada componente de 0. 

Las propiedades de sincronización racional de esta ecuación dan 

información acerca de la interacción armónica y subarmónica en~ 

tre las diferentes componentes del sistema. 

En este contexto una ecuación de la forma 

(8) 0 w + e:P (0, e: J 

* ver referencia [ 11] p<1ra ejemplos biológicos, 
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es un modelo de un sistema autónomo débilmente acoplado de · 

relojes simples y el Teorema 1 se ·aplica para caracterizar 

una clase de tales sistemas con la propiedad de sincroniza-

ci6n racional. 

El siguiente ejemplo es para ilustrar la aplicación del 

Teorema 1 a un sistema de la forma C.81, 

·Ejemplo 1,. Vamos a demostrar que w = tw 3 , w
2

1 es un 

vector de rotación del sistema 

0 1 w1 + ~ H.rt 3 lw 0 -w 0 l w
2 

1 2 2 r 

0 2 ~· w2 + ~ 1 -6ertlw 1e 1 + w2e 2 ) 

Para encontrar la ecuación auxiliar hacemos el cambio de varia 

bles u= w
1 

0 2 - w20
1

, V = w
1
0

1 
+ w202 , 

vo sistema 

.La ecuación de las órbitas es 

du [ e: .6 ert v -. 4 ert 3 ul 

y obtenemos el nue-

dv ;lli. + w2 +e:[~ Hti 3u + ~ Hl'l V} 
l 2 W2 W1 

la cual después de ser promediada nos da 

du 
dv 

- e:~ en 3 u 
W2 + w2 

2 
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Esta ecuaci6n tiene un equilibrio uniformemente asintótica-

mente estable eri el origen y entonces el Teorema 1 se aplica. 

N6tese que el equilibrio no es exponencialmente estable y de nue 

vo, no son aplicables resultados lineales. 

4, SISTEMAS ELECTRONICOS CON RETROALIMENTACION. c-IRCUITOS SIN-

CRONICOS, 

Desarrollos tecnológicos recientes han hecho posible la pr~ 

ducci6n a gran escala de circuitos integrados muy complejos. 

Los circuitos sincrónicos (C.S.) son un ejemplo de tales·circui-

tos de bloque. Estos son dispositivos análogo-digitales cuya 

característica esencial es detectar la fase de un voltaje de 

entrada, v
1

ty(.tl ), dado. Para esto el circuito produce un 

voltaje estimado, v 2 (x. l.t)), tal que su fase x. L.tl se sincro-

niza con la fase de entrada en el sentido siguiente: 

cuando .t -+ "'· 

1 
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detector 

· de fase 
V 

2 
(x) 

DCV 

Circuito de Primer Orden 

+ 
< 

e 

+ · vol taje de 

adquisición 

Los circuitos sincrónicos tienen un espectro muy amplio de 

aplicaciones que incluyen demodulaci6n FM, multiplicación de 

frecuencia, regeneración de señales limpias y otros usos eri te-

lecomunicaciones y procesamiento de seii.ales C.ver ( 12] y [ 13) l .. 

Los fisiólogos matemáticos han usado los es para producir mode-

los que simulan el comportamiento de los músculos, patrones de 

respiración, mecanismos auditivos y algunas funciones del cere-

bro humano (_c ,f.( 14] l., 

Las componentes básicas de un es son un detector de fase y un 

oscila.dar controlado por voltaje (OCVl. 

Un de.:te.c.:toll. de 6M e. es un circuito que detecta la dife-

rencia de fase entre dos señales dadas v
1 

(yl y v
2

txl prod~ 

ciendo una salida periódica, P, que es una función de la di-

ferencia de fase y - x. Típicamente esta señal de error P 
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oscila armónicamente con la diferencia de· fases·; e ."g. , 

P(y-d = k. <1 en Lif-xl 

La amplitud k. es llamada la sensitividad del detector de fase 

,,___º_c_v _ _;----=>"""v o (x( t)) 

El OCV produce una salida periódica característica, V0, 

cuya fase depende del voltaje de entrada . V~, Precisamente 

donde w0 es la frecuencia del OCV en ausencia de señal de 

control. 

El sistema también usa un voltaje de adquisición, e, 

para ajustar el circuito de tal manera que el voltaje llegue al 

OCV en el rango correcto para capturar la fase de la señal en­

trante. 

En los circuitos de segundo orden se añade un filtro que · 

deja pasar frecuencias bajas (FFB} para darle más estabilidad 

y eficiencia al sistema 
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+ p (y - . x) vf 
v1 (y) >0 Filtro 

+ + e 

< v2(x) + 
ocv 

Circuito de Segundo Orden 

e 
T 

"'L 

: Fi 1 tro FFB Curva de respuesta del FFB 

Un FFB es un circuito sim.ple con solo una resistencia y un 

condensador. Su funci6n es filtrar las componentes de ·alta 

frecuencia del voltaje de entrada, Por las leyes de Kirchoff 

el voltaje de salida v0 satisface la ecuaci6n lineal 

RC Y 0 + V o = Vi 

De ahí que la relaci6n entre v. o y esté dada por 

(9) expt-:t../RC!Y 0 (0)+k f~expf (.6-..tL/RClVi(;.,Ld.6, 
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Una vez que se conectan el detector de fase, el OCU y el 

FFB, obtenemos las siguientes ecuaciones para el circuito ·de se~ 

gundo orden 

(10) . 
x w0 + e. + vf 

En el límite cuando RC -> O, el Kernel de convoluci6n 

{ 1/RC) e.xp [ {<SR~) J, en la ecuaci6n (9), actúa como la d~stri­

buci6n o de Dirac y entonces vf = P[y-x). En consecuencia, las 

ecuaciones (1) se reducen a la ecuaci6n del circuito de primer 

orden: 

(11} x = w0 + e. + PLy-d 

Ahora examinaremos dos .ejemplos de circuitos de primer ar-

den y demostraremos que pueden afinarse de tal manera que el cir 

cuito se sincronice a una raz6n 1 a 1, 

Eje.mplo 2, Supongamos que tenemos en el circuit,o un detec-

tor de fase con sensitividad pequeña, s, y queremos captar una 

·señal de entrada con fase y ( .t l = µt. Para un circuito como es 

te las ecuaciones son 

(12) 
. 
X w0 + e + E<Se.nly-xl 

y µ 

\ 
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Demostraremos que, para i:: suficientemente pequeña,, si el 

V.oltaje de adquisición satisface 
! 

(13) 1 e ~ lµ ~. w a l 1 < i:: 

entonces el circuito se sincroniza 

Cambiando a la nueva escala de tiempo T = vt, con 

\) = wa + e, obtenemos el sistema 

dx. 
(f[ 1 + E: -6e.n ty-.id 

\) 

E. 
\) 

La condición (13) implica que E J µ - v 1 < 

µ/v 1 + i::>../v con J f.. J < 1, El sistema 

dx. 1 + E. Hn(¡¡-x.) (f[ \) 

dy 1 + E. >.. ClT \) 

y entonces 

está en forma adecuada para aplicar el Teorema 1, Para este 

ejemplo tenemos que w = [1,1), n
1 

(-7,Jl y la ecuación au­

xiliar correspondiente es 

du 
Tv E: L f..-4e.n u), 

\) 

Como esta ecuaci6n tiene un equilibrio asint6ticamentP P~~~hla 
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Ejemplo 3. Aquí consideramos un circuito con una señal de 

entrada cuya frecuencia tiene variaciones pequeñas alrededor 

de un valor constante µ, 

t 
V(µ+e:fa) + p (y - x) 

> 
+ t V (x) 

veo 

Las ecuaciones en este caso son 

CJ = µ + e:o [tl 

+ < + 

/ 
/ 

e 

donde o es acotada y P es zn-peri6dica, Podemos demos-

trar que para e: pequeña y el voltaje de adquisición en el 

rango correcto, x se sincroniza con y, Para esto examina-

mos la ecuación de la diferencia de fases, u = CJ - x; 

l14} u = µ - wa + e 

Si e es tal que el número 

(µ - w0 - e) est& 

en la imagen de P, en 

tonces la ecuación 

(µ - w - e) o 

Plul + e: oLtl, 

p (u) 

u 
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u. ~ µ - w - E ~ Plu.J 

tiene un equilibrio asintóticamente estable, u.*. Entonces de 

los teoremas II,l, II,3 y el Corolario III,1 1 u.* tiene una 

·v,e.E-+ O para la ecuación (14), De donde, si E es sufi-

cientemente pequeña, 

piezan.cerca de 

función acotada, 

sigue 

X 

lj 

u.*, 

De 

que 

para soluciones U.E Ltl de (14) que em-

tenemos que H.tl = U.E (.tl - u.* es una 

esto y del hecho de que lj .... (X) cuando 

tj -u.* - k.l.tl d .¡. .._ __ .,:;.___---0---"- ......._,... 1 , . cuan o -<.. -+ oo. 
lj 
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