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INTRODUCCION

La mayoria de las ecuaciones diferenciales no
admiten solucién exacta ni una descripcién
cualitativa. La teoria de Perturbaciones o~
frece una coleccidn muy {til de métodos para
el estudio de ecuaciones cercanas a ecuacio -

nes de una forma especifica.
V.I. Arnold.

Esta tesis es sobre métodos asintbticos de la teoria de las
perturbaciones, especialmente sobre el mé&todo del promedio. El

_asunto de mayor interés es la validez uniforme de las aproxima-

ciones sobre el intervalo [0,®] . En este respecto los capitulos

III y IV contribuyen resultados nuevos a los fundamentos del mé
todo del promedio, Estos resultados son para ecuaciones gue
tienen soluciones con propiedades de estabilidad. Para probar-
los el concepto de estabilidad bajo disturbios persistentes jue
ga un papel crucial. El capitulo V contiene aplicaciones al
estudio de las propiedades de sincronizacibn de sistemas con un
pardmetro pequefio. El capitulo II contiene una revisién de ma-
terial relacionado con los teoremas gue se prueban en los capi-
tulos restantes. En el texto se dan referencias precisas para
las demostraciones de todos los teoremas que se usan. Solo los

resultados nuevos se prueban aqui.




1, EL METODO DEL PROMEDIO.

El método del promedio es uno de los mé&todos més' importan-
tes de la teoria de las perturbaciones. Este se aplica en una
variedad de campos incluyendo la mecdnica y la teoria de osci-
laciones. La idea del método era conocida ya por Gauss, Lapla
ce y lLagrange quienes lo usaron para el estudio del movimiento

planetario.

La intuicién que respalda al método es muy simple: Un‘sis—
tema sujeto a una perturbacibén que oscila muy rapido siente so
lamente el efecto promedio de la perturbacidn, a primera aproxi
macidn.. No obstante, proveer de una base tedrica al método ha
sido un reto para los matemdticos. Varios fisicos matem@ticos
Soviéticos le han prestado atencidn a este probiema, entre e-
llos N.M. Krylov y N.N. Bogolyubov fueron pioneros que hicieron
muchas contribuciones en las décadas de los treintas, cuarentas
y cincuentas. A pesar de todos los avances la justificacién ma
temdtica del método estd lejos de ser completa.' Unbd de los
problemas viejos es el de la validéz de la aproximacidn promedio
durante intervalos infinitos de tiempo. Se sabe que para todas
las soluciones la aproximacibn es uniformemente vdlida sobre
intervalos finitos de tiempo de la forma [0, 1/t] donde € es

el parimetro pequefio. Este es un resultado muy fuerte pero tie



ne la siguiente debilidad: Sin importar que tan pequefia tome
mos la ‘€, a la larga, la solucidn aproximada podria alejarse
mucho de la solucién de la ecuacidn exacta. La siguiente fi-

gura muestra un ejemplo ilustrando este hecho,

x Le - .0 ,k - 0.05 ) e = 0,033

g — —— "
A2 =g t

¥

10 20 30

En la ‘figura se supone que X = § es una solu-
cibn de la ecuacidn promediada y que las otras
curvas son soluciones de la ecuacidn exacta pa-

ra diferentes valores de € .

El ejemplo 6 del capitulo II muestra que efectivamente la
aproximacidn promedio durante lapsos infinitos no es uniforme
mente vdlida en general y aln para soluciones Lyapounov-esta-
bles puede fallar, Una de las contribuciones principales de
este trabajo es probar que para soluciones estables bajo dis-
turbios persistentes la aproximacidn promedio es uniformemente

vilida sobre el intervalo [0, =1,



2, ESTABILIDAD BAJO DISTURBIOS PERSISTENTES

Hay dos problemas importantes que los matem@ticos aplicados

deben tener en cuenta:
(i) El estado de un sistema no puede medirse exactamente y

(1i) La ecuacibn diferencial que gobierna la evolucidén de
un sistema dado es en el mejor de los casos una apro
ximacidn que resulta de modelar un sistema ideal simi

lar.

ELl primefo es el problema de estébilidad de las soluciones
con respecto a cambios en las condiciones iniciales; el segun-
do es el problema de estabilidad de las soluciones respecto a
cambios en la ecuacidn diferencial (i.e., estabilidad estructu

ral). La propiedad de estabilidad bajo'disturbios persistentes

(e.d.p.) garantiza la estabilidad de las soluciones en estos
dos sentidos y por esto algunos autores la llaman también esta-

bilidad total.

El matemdtico soviético I.G. Malkin ha hecho las mds nota-
bles investigaciones sobre e.d.p.. El probb que otras condicio
nes de estabilidad, aparentemente mds débiles, implican e.d.p..
Para ohtener esta conclusidén Malkin probd primero cque la exis-—

tencia de una funcidén de Lyapounov con derivadas parciales aco-



tadas implica e.d.p.. Este teorema trae la pregunta de
cuando los teoremas inversos de Lyvapounov son vdlidos. En
este respecto el trabajo de J.L. Massera ha jugado un papel
importante. T. Yoshizawa ha hecho tambié&n contribuciones re-
levantes en esta 8rea, que incluyen refin;mientos de los teo-
remas de Malkin y resultados similares para soluciones acota-
das bajo disturbios persistentes., En el capitulo IV vamos a

introducir el concepto de estabilidad orbital bajo disturbios

persistentes y probar un teorema andlogo al de Malkin para es-
te nuevo concepto de estabilidad. Otra importante generaliza-
cién del teorema de Malkin ha sido dada por V,E. Germaidze y

N.N. Krasovsky quienes consideraron el caso de perturbaciones

acotadas en la media.

3. VECINDADES ESTABLES.

El capitulo III introduce la nocién de vecindad estable.
Esta nocidn establece una conexidén entre e.d,p. y una clase

" de métodos asintdticos, incluyendo el método del promedio.
Consideramos la ecuacibn
(E) x = eflt,x,¢e)

donde § es una funcidén que es I -perifdica con respecto a £.

Sea ¢E(t) una solucidn de la ecuacibn promediada.

(EP) x = ﬁfoz”g(t,x,o)dz.



Decimos que ¢€ tiene una vecindad estable para la ecua-

cidn (E) si representa aproximadamente el comportamiento.'de las
soluciones de (E) para valores pequefios de €. Especificamente
esto quiere decir que la diferencia entre ¢E(£1 y una solucién
xe(t] de (E) que satisface x(£;] = ¢€(Io) tiende a cero cuan-
do &~ 0 uniformemente con respecto a & € [to, ), Ademis,
quiere decir que las soluciones de (E} que al tiempo, io em~
piezan cerca de ¢E(t0} , van a permanecer cerca, siempre y

cuando el parimetro € sea pequefio.

Para el método del promedio probaremos en la seccién III.2
qué soluciones de e.d.,p. de la ecuacibén (EP) tienen vecindades
estables para la ecuacidn (E). Considerando la misma pregunta
desde el punto de vista de las Orbitas, el capitulo IV intro-~

duce la definicién de vecindades orbitalmente estables vy prue-

ba que las soluciones de (EP) que son orbitalmente estables ba-
jo disturbios persistentes tienen vecindades orbitalmente esta-~

bles para la ecuacidn (E}.

4. SINCRONIZACION RACIONAL (PHASE LOCKING)

El comportamiento perifdico se observa frecuentemente en
los fenbmenos naturales, Sistemas que exhiben algfin tipo de

oscilaciones o ritmos aparecen a todos los niveles: desde el



sistema planetario al nficleo atémico y degde el comportamiento
de poblaciones al dominioc celular. Un asunto importante para
la ciencia proveer un marco tedrico para explicar el comporta-

miento ciclico. En Biologia este estudio es la clave para en-

tender cdmo los organismos miden el tiempo.

En algunos sistemas pueden identificarse varias componen-—
tes oscilatorias gue interactfan. Esta interaccidn puede ser
muy complicada, pero generalmente la sincronizacidn juega un
papel muy importante. El tipo m&s general de sincronizacibn
es aquella donde las diferentes componentes del sistema tienen

frecuencias conmesurables y es llamada sincronizaci6én racional.

El fendmeno de sincronizacién racional es abundante en el
campo de la msica. Es también conocido, que cuando escuchamos
misica el latido de nuestro corazdén tiende a sincronizarse ra-
cionalmente al ritmo de la misica. El latido del corazén mismo
es causado por la accibn sincrénica de un gran niimero de osci-
ladores individuales a nivel celular.  2parentemente, algunas
enfermedades del corazbn como extracistole (saltarse un lati-
do) o fibrilacidén (el corazdén deja de latir) son causados por
la pérdida de sincronizacibn entre los diferentes centros os-

cilatorios.

Todos hemos experimentado el fendémeno de sincrenizacidén ra

cional cuando caminamos en las montafias o cuando corremos. Ex-



perimentos han demostrado (cf. [15]) maneras en que sincroni-
zamos el movimiento de nuestras piernas con el ritmo respira-
torio mientras corremos. Los corredores expertos maﬂtienen
perfecta sincronizacidn usando diferentes razones racionales de
frecuencia del paso entre frecuencia respiratoria dependiendo
de la intensidad del esfuerzo, Asi, corrieg@o en una super-
ficie plana, podriamos mantener una razdn de paso entre respi-
racién de 2:1 pero subiendo una pendiente cambiariamos a una
razbn 1:1 para satisfacer la mayor demanda de oxIigeno. Otras

razones como 3:;l, 3:2 y 5:3 han sido también observadas,

En el capitulo V se describe matemiticamente el fendmeno
de sincronizacidn racional en el contéxto de las ecuaciones di
ferenciales y se prueba un teorema de sincronizacién para una
ecuacién perturbada. E1 capitulo V cierra con un estudio
de las propiedades de sincronizacién de algunos circuitos elec

trénicos con retroalimentacidn.
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PRELIMINARES



1. ' NOTACION Y SUPOSICIONES GENERALES.

Conjuntos y funciones, Las letras Z, R y € van a ser usadas

para denotar los conjuntos de los nfineros enteros, reales y com-
plejos, respectivamente., La cerradura topoldgica de un conjunto
X se denota por ;.

Si X y VY sonconjuntos, § : X~ V significa que {
es una funcién con dominio X y :‘codpminio Y- Cuando 4§
es una funcidn invertible 6_1 denotard su inversa. La deri-
vada de una funcidn diferenciable, §, se denotara mor Uf, §'
o g cuando la variable independiente es £, Para cada sub-
conjunto X c €™y Yce, c¥(x,¥] denotarid el conjunto de
funciones § : X = V tales que sus derivadas parciales de or-
den k existen y son continuas. Cuando por el contexto estd
claro cual es el codominio, se escribe -CK(X) en lugar de
Ck(X,V). Escribimos { € ¢k cuando no es necesario especifi-

car ni el dominio ni el codominio.

t .
Sea ¢ : R=-C", Cr(¢) v Cr0(¢l representardn los si-

guientes "cilindros" alrededor de la gréfica de ¢:

Colo) = (g0l €Rxem | [x - ¢lt] < 2}

Colel - (bl €R X £> gy |x - d(a< )



La distancia entre un punto x € €* y un conjunto y C C"

se denotarj por
dix,y) = inf {lx -y} | y € ¥}

EL problema de Cauchy. Estudiamos ecuaciones diferenciales

ordinarias en la forma normal
(1) x = flt,x),

Aqui £ es una variable real y x una funcién de £ que
toma valores en C". Suponemos que { es tal que la ecuacién
tiene solucibn @inica correspondiendo a cada condicidn inicial en
algfin dominio 0 ¢ R x €". si (20, xol estd en 0, denotamos
por «x|%; t,, xo) la solucidén que satisface la condicidn iniciai

x-('to; /tO; x-o) = x.o.

Ecuaciones con pardmetros pequedos., Denotemos por € un nd

mero no negativo del cual depende la ecuacifn (1). La ecuacidn

(2) x = §lt,x,¢e)

representa una familia uni-paramétrica de ecuaciones diferencia-
les de la forma (1). Suponiendo que para cada valor de € 1la co

rrespondiente ecuacibn tiene solucidn Gnica para el problema de

Cauchy, xea(t; Ly, xo) denotard la solucibn de (2) para € = €,

que satisface xeo(io; £y xO) = X,
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2. FUNCIONES CASI PERIODICAS.

Una funcibn contfinua § i R » €" se llama casi peribdica
(c.p.) si para cualquier #n > 0 existe un ndmero £(n] tal
que todo intervalo cerrado de longitud £ contiene un niimero

T tal que

[§(2 + t] - §{£})] <N para todo £ € R
El ejemplo clédsico de funcidn c,p. es
§(£] = sen at + sen bt

con a y b dos nfimeros inconmensurables,

Una funcibdn continua § : R x ¢™ - ¢", con & como pri-
mera variable y x como segunda variable ée dice que es casdd
periddica en £ uniformemente con respecto a X en un confun
to compacto K sipara cualguier n > 0 existe £{n} tal
. que cualquier intervalo cerrado de longitud £ contiene un

nimero 1 tal que
[4(t + 1, x) - §{t,x)| < n para todo t € R, x € K.
La uniformidad en x resulta porque £ y T son independientes

de x €K,

Algunas propiedades béasicas de las funciones c.p.

(i) La suma y el producto de funciones c.p. son C.p..
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. s 2
Si 4{£} > p > 0 entonces TTET es C.p.

(ii) si {{t) es c.p. entonces su mddulo, |{{tl|, ¥y su
conjugado, g(tl, son c¢.p.. Para cualquier a, B € R, §{at + B8]

es también c.p..

(iii) Las funciones c,p. son acotadas y uniformemente con-

tinuas.

(iv) si L61Ltl,...,5n(f.l) € X para toda £ € R, todas las
funciones ﬁitt) son c.p. y F(x1,...,xnf es uniformemente con

tinua en X, entonces F(61(I),...,5nttll es c,p..

(vl El limite de una sucesidn uniformemente convergente de

funciones c.p. es ¢.p..

(vi) Si § es c,p. y {' es uniformemente continua en

R, entonces 4' es c.p..

(vii) Para toda funcidén c.p. el limite

. "]'0&+‘1‘
Mtfﬁltll = %ﬂ;;o f(s)ds

existe y es independiente de a. Esto es, toda funcidn c.p.

tiene un valor medio,

t
(viii) 8i { es c,p., entonces [ § es c,p. si y solamen

te si M §(¢D = 0.
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(ix)  gea W cerR y {a}cc, si Z.a et as uni-

lent

formern e convergente entonces es c.p,.

(¥} sea we c", {ak} cC vy '{nk} ¢ €, 1Las funciones

c.p. d® la forma
é(t) = kglakei(w’nk)t (convergencia uniforme)

se 118™*0 cuasiperdibdicas. EL vector w se llama base de fre-
ias.,

(Xi) Para casi todos los nfimeros reales, A, el limite

de % foﬂ(t)e"lxtdx se anula cuando T - », Existe solamente
un coftJWNto numerable de nfimeros An, llamados exponentes de
,L’

Founde para los cuales el limite es distinto de cero. Los

1imiteé® Correspondientes
PP I -idp,t
a = Lim z foﬁ(t)e n-dt
T 500
se 113MaN cgpeficientes de Fourdler y la serie
fle) ~ Za eiknt
n=1"n

se 113™@ senie generalizada de Foundien de 4.

3, ©ESIABILIDAD DE SOLUCIONES Y ORBITAS

A9YY recordamos las definiciones de estabilidad y estabili

dad agintstica en el sentido de Lyapunov, asi como los conceptos
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de estabilidad uniforme y estabilidad asintdtica uniforme como
fueron iIntroducidos por Perdinskii y Malkin, respectivamente.
También recordaremos las nociones correspondientes para la es-

tabilidad de b6rbitas y algunos resultados bdsicos.

Sea x = §lt,x] y {§(£,01 =0 para £ > 0, La solucién

x = 0 se llama:

(1} Estable. Si para cualquier n >0 vy to > 0 existe
§(n, t;) >0 tal que Ixol < § implica que |x(%; %, x0]| <n

para & 2 zo;

(ii) Asdintlticamente estable. Si es estable y para cual-
quier £, > 0 existe h(%,] >0 tal que [x,| <h implica

que |x(%; Zg, xg)| > 0 cuando £ - =;

(iii) Undiformemente estable. Si es establey & en (i}

puede escogerse independientemente de to;

(iv) Uniformemente asintdiicamente estable (u.a.e.].
Si es uniformemente estable, h en (ii) puede escogerse inde-
pendientemente -de ta y dada n > 0 existe T(n) tal que
]xal <'h implica que lx(t;to, xoll < n para &2 to + T,

Aqui T es independiente de to Y X

Supongamos que ¢ es solucidn de x = §it,x} definida
para t € [0, =). Decimos que ¢ es estable en cualquiera de

los sentidos definidos anteriormente, si la solucibn cero de
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la ecuacidn

[
"

Lt x + o(t)) - 40£,0(2E11 !
es estable en el sentido correspondiente.

Decimos que la solucién x = 0 es exponencialmente esta-
bfLe para la ecuacidn autdbnoma X = {(x|, si los eigenvalores
de la matriz 0D{§{0] tienen parte real negativa. Bajo esta con

dicidn las soluciones tienden a cero a una razbn exponencial.

Sea ¢ una solucidn de x = §[(£,x] definida para
t [0, ») y denotemos por # la 8rbita de ¢ en el espacio

fase, esto es,
Yy = {x€C€” | x = ¢(t] para alguna % € R},
Decimos que ¢ es:

(i)' Onbitalmente estable (o,e.), Si para cualquier
n>0 y %> 0 existe §(n, to) tal que la d(xo, vyl <6

implica que la d(x(t;'to,xol, YI'< n para & > ty;

(ii) ! Onbitalmente asdintéticamente estable (o.a.e.) si
¢ es orbifalmente estable y para toda ta > 0 existe h(to) >0
tal que la d{x,;, vyl < h implica que la d(th;to,xol, Y] =+ 0

cuando t - oo;

(i11)' Orbd{talmente uniformemente estable (o.u.e.). Si

¢ es orbitalmente estable y ¢ en (i)' puede escogerse inde-
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pendientemente de ta;

(iv)! 'Onbétaﬂmente undiformemente asintbfiticamente estable
(o.u.a.e.}. Si ¢ es o.u.e,, h en (ii)' puede escogerse
independientemente de to y dada n > 0 existe T(n) tal que
d(xo, v} < h implica que d{x(%; to, xol,yl‘< n para

> IO + T.

Para soluciones peribddicas y particularmente ciclos limite
las nociones de estabilidad en el sentido de Lyapunov son muy
Vrestrictivas, e.g: Una solucidn peribédica de un sistema autdno-
mo no puede ser asintbticamente esﬁable, y en algunos ejemplos,
ciclos limite atractores ni siquiera son Lyapunov-estables. De
hecho, esta fuf:la motivacidn de Poincaré cuando introdujo el

concepto de estabilidad orbital,
La ecuacidn diferencial
x = §l1,x)

se dice que es periddica si {{(£,x] es peribdica en %t unifor-
memente con respecto a x; i.e., existe un nimero- T > 0 tal

que §(t + T, x} = §(t, x} para toda t y «x.
El siguiente Teorema se debe a J.L, Massera (cf. [1]}).

Teorema 1, Para la solucibn cero de una ecuacidn periddica,
estabilidad implica estabilidad uniforme y estabilidad asintdti-

ca implica estabilidad asintdtica uniforme.



En particular, el Teorema 1 se aplica a ecuaciones auténomas.
Obviamente las afirmaciones que se refieren a estabilidad son ta-
bien vadlidas para soluciones constantes y para cualquier solucidn
periddica en el caso de ecuaciones autbnomas, Sin embargo, este
"@Gltimo hecho no es cierto para soluciones no periddicas arbitra-

rias.

Efemplo 1. % = ¢, mTodas las soluciones son asintdticamen

te estables pero ninguna es uniformemente asintéticamente esta-

ble.

El siguiente resultado es una extensifén del Teorema 1 al ca
so de estabilidad orbital (Ref [2]).

Teonema 2, En una ecuacidn periddica, para soluciones pe-
riddicas del mismo periodo, estabilidad orbital iImplica estabi-

lidad orbital uniforme 'y estabilidad orbital asintdtica implica

estabilidad orbital asintdtica uniforme,

4. FUNCIONES DE LYAPOUNOV GENERALIZADAS.

Sea V ¢+ R x X > R, donde X es un conjunto abierto en Cn,
continua y localmente Lipschitz. Tal funcidén serd llamada fun-

ci6n de Lyapounoy. Correspondiendo a V vy la ecuacidn
(1) x = §(t, x}

definimos
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JUexl = gim, sup JUGteh, xehgle, Il - V(L 2]

Se sigue  (cf. [3]) que:
(i) Si x(t)] es solucidn de (1) entonces

d+
Lt (el] = Gl (e, x (e )

+

donde %f denota la derivada superior por la derecha con respec

toa &, i.e.:

s

%f ulzt) = ££g+ sup Eiﬁiﬁ%lﬁﬁil

(ii) si (1)(t x}) € 0 en R x X entonces V(t,x{£)]
es no-creciente como funcidn de £ para toda solucidn x(Z)

de (1) que estd en X.

(iii) si x, g ¢ [t,, =) ~C€" son diferenciables y

x{t )] = ylt }, entonces
* *

d* d* . .
TE VI L, S g vl xtell] o+ Llgle,) - xlt, )

donde L es una constante de Lipschitz para V en una vecindad

del punto (I*, x(t*)).
En el caso en que V € C'{R x X}, para cada (to,
si  x(%; to, xo) es solucidén de (1) tenemos:

+

ltgixg) = 4 LA v e,

LN PSP R '
5% 000 1213x, (£g, xgl§, (£;, x4l

xo) €R x X
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Entonces, obtenemos la definicifn usual de la derivada de

V en la direccifn de el campo vectorial {,

5. CAMBIOS DE VARIABLES.

Decimos que x = h(t,y] define un cambio de variables que

transforma la ecuacién

(1) x = 4, x]
en
(3] y = glt,yl

. n . s . N . . . .
en el conjunto Q C C si Xas siguientes condiciones: se-satis-

facen:
(i) h : R x @ > €™ de clase C' y para toda £ € R

ht = h{t,") + @ > C" es un difeomorfismo sobre su imagen;
. -1 3h
(11) gl&,y) = Dhy (helyl) T4LL,R () - zlt,yl].

Bajo estas condiciones, y{t) es solucién de (3) y
y{tl € @ para toda % € R si y solo si x(t} = hit,y(£]} es so
luci6n de (1) y x(£] € h (9] para toda £ € R. También la fun

cidn
: - U . el
H:R xQ tER[{t} X ht(Q)] CR = (C",

H{z,x) = (£,h{£,x]), es un C' difeomorfismo que mapea graficas

de soluciones de (3) en grificas de soluciones de (1).
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6. ESTABILIDAD BAJO DISTURBIOS PERS-IS'I‘ENTE-S.

Considerese la ecuacidn

(1) o= 4Lt xl

~y una perturbacién de (1)

(4) | b= §le,y) + gleyl

Sea ¢ una solucién de (1) definida para £ > 0. Decimos
que ¢ es estable bajo disturbios persistentes: (e.d.p.) si dada n > 0
existen §,(nl, §,(nl, positivas, tales que para cualquier fun
cién glt,gl vy 2,20, |y, - olgy)l <8, y lalt,yl} <3,
%

t
para (%,y] € Cn ¢! implica que

lytt; tydy) - $(t){< n para toda = > 2,

Aqui yl(&; EPT go) se refiere a soluciones de (4).

Ejfemplo 2, % = -x. La solucién x = 0 de esta ecuacibn
es estable bajo disturbios persistentes de la forma g{#). Es-
to se puede ver inmediatamente de la férmula de variaciones de

constantes para las soluciones de % = -x + g{t}, A saber,
-t t = (t~s)
x(t) = e "x, + fle glsalds,
Ejemplo 3, Aqui analizamos la ecuacién autdnoma

(5) ko= f{xl
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vy una perturbacidn autdnoma suya; esto es, una ecuacidn de la 3

forma ;
(6) o= flx) + glx]
con § vy 4. Funciones de clase C',

Supdngase que §(0} = 0 y todos los eigenvalores de D§(0)
tienen perte real menor que cero. Entonces (cf. [4]), dada chal
guier n >0 existen U, una vecindad del origen en Cn,"y

V, una vecindad del origen en el espacio de campos

vectoriales sobre €% (con la C'-norma), tal que: wpara cada
g € V la ecuacibn (6) tiene un fnico equilibrio en U vy
este equilibrio, x*, es asint6ticamente estable y satisface

[x*| < n. i

De esto se sigue que x = 0 es estable bajo distunbios

duténomos pensistentes para la ecuacibn (5),
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Ejemplo 4 Sea
g = §lL,yl + gletln(2l

donde |hly)l| < K |y|® para |yl <1, g es acotada y x = 0
es estable bajo disturbios persistentes para % = §{f,x). Dado
n>0 y o suficientemente grande, existe § > 0 tal que

tylty)l < 6 implica que |y(t)| < n para toda %2 &;.

Para probar esto supéngése'que n>1 esti dada y que
61(n), Gz(n) 'son tales que se cumple lo siguiente: ]g(t)l <
para £ > t, si las condiciones |ylt;}] < ¢, ¥ lgltlhly) | < 6,
para £t €R y |gy| €< n se satisfacen. Sea M tal que

lyl < MZ/KM)1/G para |y| > n entonces |gltlhly)| < s,

1.

[
/=
— %

para t € R y J|y| < n., Entonces, tomando & = 61Ln), llega~-

mos a la conclusibn deseada.
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I.G. Malkin [5] probd el siguiente teorema. Este teorema
da condiciones suficientes para tener estabilidad bajo distur-
bios persistentes y es muy itil porque estas condiciones pueden

verificarse fécilmente en muchos ejemplos.

Teotema 3. Supdngase que correspondiendo a cada condicién
inicial la ecuacidn (1) tiene solucién finica, Entonces, todas
las soluciones uniformemente asint8ticamente estables son esta-

bles bajo disturbios persistentes.

El inverso del Teorema 3 es falso., Para un contraejemplo

ver Massera [6].

7. ECUACIONES QUE INVOLUCRAN UN PARAMETRO PEQUENO

Sea
(7N . x o= fl2,x, €).
La ecuacién
(8) g = §lt,y, 0

puede considerarse como una aproximacién de la ecuacién (7).
De hecho, si § es una funcidn continua, las soluciones de (7)
son continuas con respecto a condiciones iniciales y al paréme-

tro €. De esto se sigue que para cada (to, yo) eR x ¢", da-
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dos dos nGmeros n, T > 0, existe’ EaLn, Tl y ¢6in, T), po-
sitivos, tales que 0 <e<eq y Ixo - yol < § implica que

~

]xE(I; o, xo) ylt; ro, y0)| < n para toda € [%,, &, + Tl.
En particular esto significa que la diferencia entre soluciones
de la ecuacién (7) y la ecuacidn aproximada (8) que satisface
la misma condicibn inicial, converge a cero cuando ¢ ~ 0 uni
formemente sobre intervalos compactos de tiempo, i.e.:

vgjfg [‘(E(ilto,éj} - U(’t;/to,g)] =0

uniformemente para <t € [£,, t0+T]-

8. EL METODO DEL PROMEDIO

Este es un método de perturbacién usado para aproximar
ecuaciones oscilatorias no-autfnomas. La forma usual de una

ecuacidn a la cual se aplica el método de promedio es

(E) X o= 66 [-'tlx"e)

donde { es casi peri6dica respecto a £ uniformemente para
. I

X en conjuntos compactos y ¢ fija. La ecuacién aproximada

se determina reemplazando {(f,x,e] en la ecuacién (E) por

su valor medio:

o

(EP)

Toyo0

. 1 g - .
=€Lim o [lfle,k, 0] df,
Esta ecuacién se llama la ecuacidn promediada.

Podemos ver que este es un procedimiento natural introdu-
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ciendo una nueva escala de tiempo T = ef en las ecuaciones

(E) y (EP) para obtener:

(E") y' = 6(-1./5:[.'/'5)

(ER") y' = fylyl

donde 60(x) = LLm % fgﬁ(t,x,oldt, Ahora es obvio que la
oo T

ecuacidén (E') involuéra dos escalas de tiempo: y varia de
acuerdo a la escala de tiempo en la cual se mide T, pero el
sistema esti siendo forzado a una escala méds répida Tt/e. Pé
ra valores pequefios de €, §{1/c,y,el oscila rdpidamente
‘cuando' T cambia, Por tanto, es razonable considerar gue en
cada tiempo T, la solucién y sentiri solamente el efecto-
promedio del campo vectorial {4(t/e,y,e] en el punto yltl,

el cual estd dado por el valor medio 60(g(1)).

Ejemplo 5.
(E) X = eflx] + e sen 2
(EP) X ef {x]
(B') y' = §lyl + sen(rt/el

(EP') g o= flyl



9. TEOREMAS DE BOGOLYUBOV SOBRE LA VALIDEZ DEL METODO DEL PRO-

MEDIO.

La ecuacidn (E) que estamos examinando es singular en € = (
y no puede considerarse come una perturbacifn de la ecuacidén pro
mediada en el sentido cldsico. Sin embargo, el fisico matemdti-
co soviédtico Bogolyubov demostrd que en coordenadas adecuadas

la ecuacidn (E') toma la forma*
x!' = fylx] + glt,x,el

donde la funcién ¢ es continua y glr,x,e] » 0 cuando -e -0
uniformemente para & € R y x en conjuntos compactos. De
este hecho y la continuidad con respecto a pardmetros, se sigue
que las soluciones de (E') y (EP') que empiezan con la misma
condicién inicial, se acercan entre si cuando ¢ = ¢ unifor-
memente en intervalos finitos de tiempo. Ya gue el cambio de
escala de tiempo 1 = et estd involucrado, esto implica que lé
ecuacién (EP) aproxima la ecuacibn (E) uniformemente en interva
los de la forma [0, l], i.e.: dado n > 0 existe éo(n) tal

€

que € < €9 implica que

|XE(I; 0,e} - ie(t; 7, e}| < n ©para 0 <t < % donde

X, ¥ EE denotan soluciones (E) y (EP) respectivamente .

Aunque este resultado justifica la aplicacién del método del

* Ver Lema 1 del Capitulo III,



Promedio bajo un nlmero de circunstancias, tiene una limitacidn
importante: ne importa gue tan pequenio escojamos €, a la larga

las soluciones pueden estar muy alejadas unas de otras.

En relacién con este problema, Bogolyubov probd (cf. [71)

que, .para equilibrios exponencialmente estables de la ecuacién

-promediada, la aproximacidén promedia es uniformemente vélida

sobre el intervalo de tiempo [0, =), En el prdximo capitulo
(Corolario 3) probaremos que este es también el caso para cual-
quier equilibrio asintdticamente estable., ELl siguiénte ejemplo
démuestra que para soluciones estables (no asintdticamente es-
tables), la aproximacién puede fallar durante interQalos infi-

nitos de tiempo,

Ejemplo 5, Considérese el sistema

e
"

(E)

€X
1 2

X = —sxl + ¢ 4en et,

Su sistema promediado correspondiente es

>
N

m

Fad

(EP)

*ole

El sistema (E) es equivalente a la ecuacidn

X + e’x = g?senet

que es la ecuaclén del oscilador armdnico con forzamiento resonan

te. Los planos fase correspondientes se ven asi



<
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v o =
./
7 P

———

Orbitas de (E) ‘ , Orbitas de (EP)

El hecho de que para € > ( las soluciones de la ecua-
cién (E) no son acotadas prueba dque una pequefia perturbacién
aplicada sistemdticamente en los momentos adecuados (con la
frecuencia resonante) puede producir un efecto acumulativo
muy grande. Puesto gue las soluciones de la ecuaci6n (EP)
son acotadas, pueden aproximar las soluciones de (E)} sélo du

rante intervalos finitos de tiempo.



caPiTULO I11

VECINDADES ESTABLES,



1. DEFINICION

Consideremos la ecuacién

1) . ko= §lt,x,€)

y supongamos que

>
u

(2) Lt x,¢e)

constituye alguna aproximacién a la ecuacifn (1) para € peguefio,

€.g.:
({lt,x,e)l - §(¢t,x,e]] = 0 cuando ¢ ~ 0.
Supongamos también gque ¢(t, gl es solucién de (2).

Como motivacidn para la siguiente definicidn, es (til tener
en mente la siguiente pregunta: (Cuindo puede considerarse ¢ una
buena aproximacidén a las soluciones de (1), que empiezan cerca de

¢ para toda 1 y paré valores pequefios de €?,

Decimos que la funcidn ¢ : R x [4, 61] ~c" tiene una
vecindad estable cuando € - 0 (v.e.e - 0} para la ecuacién (1),
si dado n > 0 existen nimeros positivos eo(n), §(n) tales que
si XE(I) es solucién de (1), 0 <e<¢g; vy ]xe(to) - ¢(to,e)| < 6
para algfin to 2 0, entonces [xe(t) - ¢(%,el| < n, para toda

z 2*10,

si ¢4, e) = x para (t,e] €R x [0,¢,] entonces de-

0
cimos que el punto X, tiene una v.e.e > 0 para la ecuacién 1.
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Observacignes, Si ¢ tiene una v,e,e + 0 para (1), en-
tonces la funcién ¢(., @] es una solucidn estable para la
ecuacidn

o= flt,x,0]

También, ¢ vy las soluciones de (1} con condiciones inicia-
les en la gréfica de ¢ se acercan entre si uniformemente
cuando € + @, i.,e.:

ﬁfg xstr;;d,¢(to,e)) - oflt,el| =0
uniformemente para toda it € [£,, w}], Es mids, si ¢ tiene una
vee.€ * 0, entonces para e pequefias las soluciones de (1)
que empiezan cerca de ¢

en el tiempo tO’ permanecen cerca de

¢ uniformemente en todo tiempo futuro.

En el siguiente ejemplo utilizaremos técnicas de linea

lizacidn para dar condiciones para la existencia de vecindades

estables para ecuaciones auténomas.

Ejemplo 1. Considérese la ecuacién
(3) ko= flx] + eglx}

donde §, g € C'(C"), Si x = 0 es una solucién exponencialmen
te estable de % = 6(2), entonces x = ( tiene una y.e.€ = 0

para la ecuacidén (3).

Esto es cierto porque el Teorema de la funci6én implicita

aplicado a la funcién
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Flx,el = glxl + eglx)
en el punto (x,e] = (0,0], implica la existencia de e,,2 > 0

*

y X (—31,51) ~ ¢" tales que:

(i) Para cada e en [-e €], x*(e]l es el Ginico equili-
" brio de la ecuacidén (3) en {x[[x| < a};

(ii) x*{e] es exponencialmente estable;

(iii) x*{e) - 0 cuando e - 0,

Entonces, dado n > ¢ tomamos & = mdin {4,n} vy €y tal qué
[x*(e) < n para € < €,+ Esto garantiza que

[x (L5, xp) | <n si [x)l <6 y &3¢,

£(x) | ' F(x) + eg(x)

T\
L

\ Call

g
T~
X*

[ g

A
/ X
n




2. VECINDADES ESTABLES Y ESTABILIDAD BAJO DISTURBIOS PERSISTEN-

TES.

Aqui consideramos un caso especial de la ecuacién (1):
(4) & = 3%t,el floltel,x) + 22t elglt, x,¢)

donde; o ¢ R x (0,») + R tiene derivada parcial continua y po-
sitiva con respecto a £; § i R x €" » €" es continua, tiene

derivada parcial continua respecto de x; g ¢+ R x eh [0, =} -+ "
es continua, tiene derivada parcial continua con respecto a

x y glt,x,el > 0 cuando e - 0 uniformemente con respecto a

(£,x) € [0,») x C",

Teonema 1. Sea ¢ una solucién de x = f{£,x). Si ¢
es estable bajo disturbios persistentes entonces ¢lal{f,c)]

tiene una vecindad estable cuando € ~ (¢ para la ecuacidn (4).

Pemostracién. Por el teorema del valor medio la funcién
¢ es invertible, esto es, existe B : R x (0,») - R tal
que aiBli,el, el = £ = gla{t,e),e). Sea T = alt,e) ¥y
ylt) = x(g{t,e}}. En términos de estas nuevas variables, la

ecuacidén {4) se convierte en
(5) %‘Tl = glt,y) + alBlr,e),y,el,

Por hipdtesis ¢(r) es e.d,p. para %%=6(T,y). De ahfi

que, dado n > (0 existen 61(n),62(n) que satisfacen las
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condiciones de la deﬁinicién de e‘d.ég. También existe
gy(n) tal que lgl(t,x,el] < 6,0 para

(2,x,¢e) ecg(¢1 X (0,501. Sean X Yy y soluciones de las
ecuaciones (4) y (5) respectivamente. Si 0 < ¢ < go(n)

Y lyg - ¢(10)| < §,(n) para alguna

T € R, entonces

lyltitg,y,) - ¢(t]l] <n para T2 Toe

Por lo tanto, si 0 < e < g, ¥ lxa - ¢La(to,e))| < 51 la

unicidad de soluciones con respecto a condiciones iniciales im-

plica que
[x(23t5,xp) - ¢lalt, e} = |ylalt,e); alty,el,xyl - ¢lalt,e)l] <n
para & = to. Esto completa la demostracifén del Teorema 1,

‘0bservacifn. La conclusidn del Teorema también es vdlida
si glz,x,e) = 0 cuando e = 0 uniformemente para £ € R vy

X en conjuntos compactos, siempre y cuando ¢ sea acobsslo.

Corolardio 1. Supongamos que {{t,x,e) ~ §{zt,x,0)  cuéEJp
g = 0 uniformemente para £ € R ¥y X en conjuntos compactos.

81 ¢ es acotada yestable bajo disturbios persistentes para
X o= gle,x,00,

entonces ¢ tiene una vecindad estable cuando ¢ =~ 0 para la

ecuacidn

(1) X = §(t,%,¢e).
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Demodtnacibén, Escribimos (1) como
x = flt,x,0) + [§(t,x,e)l ~ §(£,x,0]1
y aplicamos el Teorema 1 con a(t,t) = t,

Ejemplo Z,

(6) X = -x* + g x sen £.

En ¢ = 0 el origen de esta ecuacidn no es linealmente estable.
Sin embargo, por el Teorema 1 y el Teorema 3 del Capitulo II,
e¢s e.d.p. para la ecuacibn X = -x? y por lo tanto, por el Co-

rolario 1, x = 0 tiene una v,e.c = (0 para la ecuacidn (6).

v
/
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3. VECINDADES ESTABLES Y. EL METODO DEL PROMEDIO

Consideremos la ecuacién

- (7) x = eflt,x,¢e)

- donde § : Rx C" x [0, »] »€" es continua, tiene derivada par
cial continua con respecto a x y es casi peribfdica en <

uniformemente con respecto a (x, €l en conjuntos compactos.,
Sea ¢ wuna solucién de
- (8) X =
, X = f,lx]
donde
§.(x) = U.m‘ L™ gt x, 01dt
0 7o T 0 TR
Con esto, tenemos el siguiente teorema.

“ Teorema 2, Si ¢ es acotada y estable bajo disturbios

o

persistentes para la ecuacién (8), entonces ¢(et] tiene una

vecindad estable cuando ¢ - (0 para la ecuacién (7).
Este teorema se demostrard mds adelante,
La funcién ¢let] es una solucién de la ecuacibn promediada
y (9) x = ef,(x)

Entonces, el Teorema 2 implica que soluciones e.d.p. de la ecua-
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cién promediada constituyen aproximaciones uniformemente v&-
lidos de la ecuacidn completa sobre intervalos de la forma

(25 =l

El Teorema 1 y el Teorema 3 del Capitulo II implican el

siguiente resultado,

Corolario 2, 8i ¢ es una solucibn de X = fglxl que’
es acotada y uniformemente asintfticamente estable, entonces
¢({et) tiene una vecindad estable cuando - € ~ ( para la ecua-

cién (E).

Conolandio 3, Si «x = X, es un equilibrio asintbticamente
estable de x = 60(Xl, entonces x, tiene una vecindad esta-

ble cuando € —+ ( para la ecuacidn (E).

Este corolario es una consecuencia del Corolario 2 y el

Teorema II,1,

Efemplo 3,

n

X = —ex®coa?t + esenlt+yl
{10) :

L'}

§ = -ey® +ex aos t

El sistema promediado es

R L
-7

1

y = - ey’
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La solucién x = 0, y = 0 no es exponencialmente estable,
Sin embargo, ya que es asintSticamente estable, se sigue del
Corolario 3 que el origen tiene una v,e.ce > ( para la ecuacidn

(10) .

Preliminares a La demosthacién del Teorema 2, La de-

mostracifn del Teorema 2 requerird de los siguientes Lemas. ,

Lemall. (Bogolyubov - Hale [8]). Dado cualdquier conjun

to compacto @ C c” :existe ea'> 0 vy una funcién ul#£,x,e}

continfia en R x € x (0;501 tal que:

(i) ult,x,e) es casi peri6édica en £ uniformemente con

respecto a X en conjuntos compactos, para cada e fija:

Aii) u{t,x,e) tiene derivada contfinua con respecto a

t y derivadas de un orden arbitrario especificado ‘con respecto a X;

(1ii) eult,x,el, € %%(t,x,e) tienden a cero cuando
e » 0 uniformemente respecto a t € R y X en conjuntos com

pactos.

(iv) El1 cambio de variables

x + eult,x,e)l para [f,x,e) € R x Q x (O,Eu]
X para (£,x,e]l € R x @ x {0}

Transforma la ecuacién (7) en

[}

X = eﬁo(x) + egle,x, el
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Esta funcibn, gl(%,x,el, es continua, tiene derivada contfnua
con respecto a x en R x @ x [0, g)] y se acerca a cero cuan
do €~ 0 uniformemente con respectoa £ €R y x en con-

juntos compactos.

Lema 2. Sea ey R x [0, 311 + ¢ continua y acotada;
sea u : R x €" x (0,511 + €% tal que. u(t,x,é) es de clase
C'(C") con respecto a x para (t,e] fijoy eult,x,el,
€ %%(t,x,e) se acercan.a cero cuando e - (¢ uniformemente con
respecto a t € R y x en conjuntos compactos., Entonces

dados § >0 y p € (0, 8] existe 0 <g,l§, pl < e

1 tale;
que si ¢ : R x [0, gl = c" satisface |c(%, el - co(t,efl < p
entonces existe x* : R x [0, 80] +e" tal que
|x*(2,e) - eplt,ell <6y
x*(t,e] + eult,x*(t,el,e] = cl¢,e) para
(t,e) € R x [0,e,].
Demos thacdiin, Supbngase que & y p estdn dados. Sea

R tal que C,(t,e) € BR(C"I = {x € ¢")|x] <R} para

(£,e] €R x [0, e,]. Témese 0 < ¢, < e, tal que
leult,x,el] <6 -p y e %% (£,x,el] < % para

{t,x,e] € R x BR+6 X Lo,so].

Dada la funcidn c{t,el, para cada f(£,e] € R x [0,50]

sea

F : Bd(@") - "

definida por



- 38 -~

'c(t,el - ca(t,st - eu(t,y+ca(t,sl,tl, para 0 < e < g,

elt,00 - ¢4(t,0), para & =0

Obsérvese que:

(i) ]Ft’gty)l <lelt, el - caLt,el [+ |euLt,y+c0(t,el,el[
<pt+td-p=4

(ii) Dados cualesquiera y., y, € 86(0“1, sea

gls) = ulz, g, * sly,my )+ caLt;el,el. Entonces,

IFt’E(gzl - Ft,€(g1l| = e|uLt,y2+c0(t,al,el -
wlt, g, + cglt,el,el] = elgil ~ glol] = e| £ g'lalds] =

1 u
| fo € 5% Wy, +sly, - g1 + catt,e¥,el(y2~g1ld4l-<
1
7ly, - v, l.
Asi. pues; por el‘principio de contraccibn,

. ny o
F 3 86(0 1 B

ee (c")

§
tiene un punto fijo y*(%,e), para cada (%,el €R x [0, €ql -

Si definimos x*(%,e) = y*{t,el + eylt, el, entonces
[e*{2,¢e) - co(t,e)I < 8§ y x*lt,e) + eult,x*(t,el,e) - elL,e) =

y*(£,e) + eult, y*{t,el + co(t,el,sl +c0(t,e) - cft,el =0

para todo (t,e) € R x [0,e,0.
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Esto demuestra el Lema 2.

Demostracidn del Teorema Z. Sea Xi el conjunto de
(£,x) € R x C" tales que |x - ¢let)l| < r, Denotemos por
e laé soluciones de la ecuacidn (7). OQueremos probar que
para n > 0 dado existen e (nl, plnl > 0 tales que
(25,6} €10, = x (0, g)) ¥ {2y, x,l € XE implica que

(2, x (& t;, x,)) € xf\ para t > £,.

0}
Sea § el conjunto de x € c” tal que

[x - ¢let)| <1 para alguna & € R, Por el Lema 1 existen

€, Y u(i,x,é) tales que para 0 < g < €, la funcidén

Rxqg—=rxc"
(£, y) — (t,x] = (t,y + eult,y,e))

es un difeomorfismo sobre su imagen que transforma la ecuacidn

(7) en

(11) g = efylyl + eglt,y,el.

Supdngase que n < 1 estd dado. Sea N, un nﬁmer§ po-
sitivo menor que n vy ye una solucién de (11). Aplicando
el Teorema 1 con olf,e) = et, tenemos que existen Eo(nol
y 8lngl <1 tales que (tye) €10, =t % (0, Eo) y

£ \ ,
(tot Uo) € X § (ng) implica que (&, yg(t; to, gol) € Xio

para & < t;. [Escogemos p positivo menor que &(n,}. Para
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¢ suficientemente pequeno, digamos £ < € tenemos dque

2’

2 tal que

leult,x,el| < n - ng para [t,x,el €R x a x (0, e,) en-

¢ (XE ) e X%, para ver esto, sea €
£ n 0 n .

tonces si X es tal que x = ¢y + eu{Z,y,e] con
ly - olet)] < n, tenemos que
{x - ¢let)] < 1y - olet)] + [eult,y,el|

<mp*tn-mn, =

!

Por el Lema 2.existe e, tal que Xz < a'(Xg(

no)
para & < g, 3 si ¢let) duega el papel de co(t,ell y si
(t, ¢) € x; entonces |c - ¢{etl| < p 'y entonces existe x*
tal que ¢ = x* + eult,x*, el y [x* - ¢let)]| < §, i.e.:

* - *EXE .
@E[t,x } {£,c) v {&,xY) 5(00)' Seleccionamos
co(nl = min{si,ea(n),82,€3}-
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ast, si e < gyl vy £, Xal Q X; entonces

(£, gol = ¢;1(t0, xol € Xé(nol y por lo tanto
(2: ys(t; Lo yo)l E'XEO para t = ta.
€ €
xno - ¢(et) xﬁ - -
e oc(xﬁo)
You- o;l(xg) y Xs
{ ¥y T x;

Se sigue de la unicidad de soluciones con respecto a datos

iniciales que

' . - ' , . € €
(t,xe(t,.to,xoll =0 L, y g, k) € "¢€-.(Xnol ¢ X, para

t > ia.

Estc concluye la demostracién del Téorema 2.



CAPfTULO IV

VECINDADES ESTABLES PARA ORBITAS
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©1, - ESTABILIDAD ORBITAL: BAJO DISTURBIOS ‘PERSILSTENTES.

Supongase que ¢ : [0, »)] ~ R es una solucibn de la

ecuacidn
(1) x = §(t,x)

y sea Y su 6rbita. Sea g i R x ¢" > ¢" contfnua y local-

mente Lipschitz con respecto a su segunda variable.

Se dice que ¢ es oxbitalmente estable bajo disturbios
persistentes (o.e.d.p.) para la ecuacibn (1) si para toda
n >0 existen 61(nl, Gz(n) > 0 tales que para cualquier

Io 2 0 las condiciones

dly,, Y) <8, ¥

lglt,y}] <&, para t> &, y y e {x{dlx, y] <n}
implican que la solucién g(t;to,go) de
(2) y = §lt,y) + glt,y)

satisface
dlylt; £y, yy), ¥ <n para t> %,

Esta definicibén, en contraste con la de estabilidad bajo dis-
turbuios persistentes, no requiere que las soluciones de la'ecug
cifn (1) y su perturbacién (2) se muevan en fase unas respec-

to de las otras.
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" El siguiente resultado es una nueva extengifn del Teorema

de Malkin al caso de estabilidad orbital,

Te¢xema 1. Para soluciones acotadas de la ecuacién (1),
estabilidad orbital uniformemente asintética implica estabili-~

dad orbital bajo disturbios persistentes,

En la demostracién de este teorema utilizaremos el siguien
te lema, que es un resultado inverso sobre estabilidad de las

6rbitas (Yoshizawa [9Q]).

Lema 1. Si ¢ es una solucién acotada y o.u.a.e. de (1)
con O6rbita 7Yy, entonces existe una funcidén de Lyapunov
V{t,x), definida para £ > 0 y X en una vecindad de vy, dque

satisface:

(1) . (dix, v}] < Vit,x) < ¢, ldlx,¥]} con v,y ¥,

continuas, crecientes y positivas definidas;

(i1) |V(%,x) - V{£,x')| € L]x - x'| con L una constante
positiva;

(£id) V(1)(t,x) € - ¢ V{£,x] para alguna constante posi-

tiva e¢.

DemostraciGn del Teonema 1. Sea ¢ una o.u.a.e. de (1)
y sea y su 6rbita. Supongamos la existencia de una funcibn
V que satisface las condiciones dadas en el Lema 1 con e=1,

Es suficiente demostrar que dada cualquier n > ( existen



ndmeros positivos 8, 62 Yy B tales que para toda
t> )20 ‘
(1) dix, ¥v! <_§1 implica N wZ v 1
vit,x) < B; /
L . . [
(i) d(x, v) > n implica 8 ;ﬁ,/
vit,x) > 8; — */’f/‘ Z d(x,Y)
‘ ] n
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(iii) 61 < d{x, Y] <n implica

V(2)
lg{t,x}| < §, para t> 1

(£,x) <0 si

o Y x €& {yldly, v <nk

Supongamos que n estd dado y sea B8 < w1(nl y
8q = w§1(8). Entonces (i) y (ii) se satisfacen. Ahora sea
6 -
§,< w1£'1) donde L es la constante de Lipschitz de V. As{

pues, si 51 < dlys, y) < n, tx = 'to y xlt} = x{t ; 't*r y*):

ylt) = ylt ; £,, y,] son soluciones de (1) y (2) respectivamen-

te,

entonces

. d*
V(Z)(t*"y*) = dx vit, y(t)]lt=t

*

+ . .
<o vitalt L, + Llglg,) - xlt) ]
=V 2w ) e L, gle)) v gl gle)) - g1, xlg,))]
< -vlt,, g, )t Liglz,, y - w1(51) + L8, < 0.

Asi, el Teorema 1, queda probado.
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© 2. - VECINDADES CRBITALMENTE ESTABLES

Consideremos la ecuacién
(3) X = {(£,x,¢)

donde § : R x ¢" x (¢, = » €" es contfnua y tiene derivada
parcial continua con respecto a x, para cada e. Correspon-
diendo a cada ¢ > 0 sea y_ un conjunto en €". Decimos que
Ye tiene una veedndad orbitalmente estable cuande e - 0
(u.ole.s -+ () para la ecuacién (3) si dada n > ( existen
gg(n), plnl > 0 tales que: (&,, e] €[0Q, =) x (0, egl Y

d(xo, Ye) < p implica que d(x(t;to, xQ[, TE[ <n para & = 10,
, ‘

Bajo las condiciones del Teorema l.del Capitulo III tenemos
un teorema anflogo para Orbitas cuya demostracifén sigue de la

misma manera.

Teorema 7. Sea ¢ .una solucién de la ecuacién x = §{Z, x)
con 6rbita y. S8i ¢ es orbitalmente estable bajo disturbios
persistentes, entonces Yy tiene una vecindad orbitalmente es-

table cuando e » 0 para la ecuacibn

Sl (il o

da (L, e .
—g%zL—L glt,x,e).

Ahora establecemos algunos corolarios de este resultiado.
Conglanio 1, Consideremos la ecuacifn

(3) x = §lt,x,€).
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Sea. ¢ una solucibn acotada de
(4) x = §1t,x%,0)

con Srbita Y-' Si ¢ es orbitalmente estaﬂle bajo disturbios
persistentes para la ecuaci6n (4) y §{£,x,e}] — §{£,x,0) cuando
e = 0, uniformemente para L E€R y X en conjuntos compactos,
enﬁonces Y tiene una vecindad orbitalmente estable cuando

g * 0 para la ecuacibn (3).

" En particular esto prueba que Y es una aproximacién unifor-
me para & € [0, ») a la Srbita de cualquier solucibn (3) que

en 1 = 0 estd sobre .

Para demostrar el Corolario 1 escribimos la ecuacifn (3) co

mo .

x = flt,x, 00 + [4(t,x,e) - f(t,x,00]
y aplicamos el Teorema 2 con alt,e}) = %.

Consideraremos ahora perturbaciones no-auténomas de un siste-

ma auténomo.

Conolario 2, Suponganos que g{%,x,e) > 0 cuando € ~ 0 uniformemente pa
ra t€R y x en conjuntos compactos. Si ¢ es una solucibn
periddica y-orﬁitalmente-asintéticamente oastable L:de ; = fix},
entonces la 6rbita de ¢ tiene una vecindad orbitalmente esta-

ble cuando € - 0 para la ecuacibn

x = dlx) + gle,x, €l



Demostracidn. Aplicamos el Teorema II,2, el Teorema 2 y el

Corolario 1.
Efemplo 1. Considérese el sistema

X = -y + x/x* + y® - x® - xy® + ¢ gen £
(2) :

y = x + y/x® + y* - 2%y~ y? - g cos xy.

Escribiendo estas ecuaciones en coordenadas polares, para

€ = (, tenemos

.

no= M1 - n)

6 = 1.

Entonces por el Corolario 2 la circunferencia unitaria tiene
una ¥.,0.e.e » ( para la ecuaci6n (5). Asi, para valores peque
flos de e, las 6rbitas que empiezan cerca de esta circunferencia

permanecen cerca en todo tiempo futuro.

y

\ﬁ

Flano faze de la ecuacidn (4) para € = 0
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3. EL METODO DE LA APROXIMACION PROMEDIO PARA ORBITAS

Estudiamos aqui la ecuacién

(6) X = eflt,x, el

donde § satisface las condiciones requeridas en la seccifn III.3
Lo que nos interesa es la validez de la aproximacién promedio,

en el sentido orbital, en intervalos infinitos de tiempo.

Sea ¢ una solucidn de

X = efylx)
donde
T
folxl = &in 5 o §1t,x,01d2,

y sea Yy 1la Orbita de ¢.

Teorema 3, Si ¢ es acotada y orbitalmente estable bajo
disturbios persistentes, entonces <Y tiene una vecindad orbital

mente estable cuande & - 0 para la ecuacién (6).

Este teorema implica que para soluciones o.e.d.p. la apro-
ximacién promediada es uniformemente vilida en el intervalo

[0, »), en un sentido orbital.

.

Conofanio 3. Si ¢ es una solucibén de x * §y0x), perit-

dica y orbitalmente asint6tjicamente estable {i.e., es un ciclo



limite estable), entonces Y tiene una vecindad orbitalmente

estable cuando € = 0 para la ecuacién (6).

Este corolario se sigue del hecho de que en sistenas autd

nomos o.a.e. implica o.e.d.p. (Teoremas II.2 y IV.1).

La demostracifén del Teorema 3 es andlogas a la del Teorema 2

del Capitulo III. En &sta utilizaremos el siguiente lema.

lema 7. sea u + R x €" x (0, sll ~ C"  tal que
u{t,x,e] es de clase Cl(cn) con respecto a X para' (%,e)
fijoy eult,x,el, e%%(t,x,e) tiende a cero cuando ¢ - 0,
uniformemente respecto a £ €R y x en conjuntos compactos.
Sea 7 € €" un conjunto compacto, Dada 6 > ¢ y p € (0, §)

existe 0 < eo(d, p) < e,, tal que, si (£, €] € R x {0, so)

1l
y dle, y) < p entonces existe x*(&, ¢) tal que

dix*, v] <8 y o= x*+ eult, «*, €},

Pemosthacidn., Bajo tales hipotesis; si € es suficiente-
mente pequefo, la funcién x =+ ¢ - eu(f,x,e)] es, para cada
£ € R, una contraccién en el conjunto de x € €% tal que

dix, vy} < 6.

Demosthacidn del Teokrema 3, Tomemos por € en el Lema

III.1 un conjunto compacto que contiene toda x € e tal que
d{x, vy} < 1. Entonces bajo el cambio de variables x = y *

+ eult,y,e}l, con 0 <e < e, la ecuacibn (6) se convierte en

1’

(7) y = efyly) + eglt,y,el.
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Sean x_ vy y_  soluciones delas ecuaciones (6] y (7),
respectivamente. Quexemos demostrar que dada n > ( existen
eo(n)’ plnl >0 tales que (to, e] € [Q, wl x (0, ao} y
dix,, vyl <o .iinplican que d{x_(£; s xgl, ¥l <n  para
t2x,.

:sﬁpongase que n > ] estd dado. Sea n, un nlmero po-
sitivo menor que n. Aplicando el Teorema 2 con a{%f, g€) =:ei
tenemos que existen Eo(no) v 6(n0) < 1 tales que
(£, el €0, =) x (0, 50) y dly,, Yyl €8 implican que
d(ye(t; to, yo),yj < Ngr para £ > to, Escogemos p(n)
positivo menoxr que G(nol, Sea €, tel que
lewlt,x,e}| <n = n, para (t,&,e) €ER xQ x (0,e,).

Por el Lema 2 existe e, tal que [to,e) €10, »} x {0,
y dilxg, vl < p implican la existencia de 4y tal

que  dly,,v) < 6lny) y

ko Yy * eu(to,yo,a)

Finalmente sea eo(n) = min {e,, Eo(naz,ez, €;}.

Ahora si ('tor E)’ € [01 oo) X (0_? Ea(n)) Y



S AR

d(xo, v} < p(n) entonces Xg =Yg * S“CIO’QQ'EL con
d(yo, y) < P(nalg Asf pues, la soluci6n yELt; 2y, yb[
satisface dlylt; 2y, yg), v} <n; para > 1,
De la unicidad de soluciones cdn respecto a condiciones

iniciales se sigue que

d(xe(t;ioyxo),Y) = d(ye(t;to,yo) + eu(t,yé(t;to'yo),g)'Y),

< lewltyy (2ity,y5),e)] + d(ye(t;io,ybi,x)

<n-mn,*n, para 21,
Esto concluye la demostraciébn del Teorema 3.

Ejempfe 2., La ecuacibn de Van der Pel con forzamiento y

coeficientes que oscilan répidamente es:
(8) %o+ ult/e)(x? - 1x + w(t/elx = glt/e, x, x).

Supongamos que las funciones u y W son casi perib6dicas
con valores medios positivos §u y W, respectivamente. Supon-
gamos también que g(%,x,y] es casi perifdica en £ uniforme-
mente con respecto a (x,y] en conjuntos compactos y tiene va-

lor medio igual a cero.

Haciendo el cambio de escala de tiempo (T = e£) y escri=

biendo la ecuacibn (8) como un sistema, tenemos



= 52

dar T8
(9)

—ep{tl(x* ~ 1] ¢ = ewltlx + eglrx,y)
El sistema pramediadeo corréspondiente es

- ey

iy
1

= -,\Ea)x_ - Eﬁ'(x_z - ’).

RE

Sea y el ciclo limite de la ecuacién (10). Por el Coxro
lario 3, vy +tiene una v.o0.e.e » ( para el sistema (9). En-
tonces, para € pequehs las 6rbitas del sistema :(9) que empie-

zan cerca de Yy permanecen cerca en el futuro,



CAP{TULO V

SINCRONIZACIGN RACIONAL
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1. DEFINICION

Consideremos la ecuacién
() 0 = §lz, ol

donde t €R, O -= LOT,,....,GLERH v

n

5(t'91'*"*01 + ZH,,,.,@nl = 6(t,®1.,,,,,0.,..g‘,,6n1 para todo

*
t €R e i=l,-q|,nn

Decimos que el sistema. (1) tiene la propiedad de sincroni~
zacidn racional sl existe w = Lw1,..,,wnl e z" y para cual-
quier to € R existe un donjunto abierto T C Ré tal que las
soluciones 0(t! de (1) con O(tal € ' satisfacen las relacio-

nes

{2y &im Q. ;0@

£im ] o Freced On =W, Wy teeeil
Esto es,

Iy 04 _ wd Poa o

tiﬂ 57 = 57, para 1,3,= 1,.,.,n

El vector ® es llamado vector de rotacdién,

Considerando que la ecuacidn (1) representa una familia
uniparamétrica de campos vectoriales en un toro n-dimensional,
la condicibn (2) significa que la Orbita de ©0{#] da asintbti-
camente w, vueltas alrededor del eje i de este tono por cada

mj vueltas alrededor del eje 7.
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o, N
L~ 222;
L=
/ﬂ
| 7 -
&
' 91.
w = (2,2) es un vector de rotacidn

2, SISTEMAS ACOPLADOS DEBILMENTE

Aqif estudiaremos un sistema en coordenadas:de ampy*{iuc {x]
y fase (Q) de la forma:

bt

Glx,09,¢el
(3)
c]

w + eF(x,0,¢l

donde G i R™ x R" x [0, «) »R™ y

F:R™x R" x [0, =] » R"  son contfnuas, ?Ji~periédicas en
cada componente del vector @, de clase CT' con respecto a

{x, 0} para cada € fijoy F es acotada como funcifn de

x para cada (0, el fijo,

Supondremos que {w,

2....,,Qn} c 2" es una base orto-

gonal de R" y A es la matriz de n x n cuyos renglones son
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W Ry Qarnve Qs ddoptaremos ademds la éiguiente notacidn;
-] R S AP Y]
G,(x,u} = = Lim = [ G(x,A (“),0)dv
0 Wil g, T00 T "t
Folx,u) =0 (F2(x,u) F2(x,ul)
0 X, U Wi o'%r rerrrights
donde u € Rn-j, v € R,el punto es el producto escalar en Rn Y
.1 at {~1 :
FO(X,ul = %ﬁﬁ = fOQi Flx,A Lﬁl, 0ldv para i=2,..,n

El siguiente teorema da condiciones bajo las cuales las

variables angulares del sistema (3) se sincronizan racional-

mente para valores pequefios del parametro e€; generaliza un

resultado debido a Hoppensteadt y Keener (Ref. [ 10])

Teorema 1. Si el sistema auxiliar

dx
= G,lx,ul
(4) dv = 70
%% = Fo(x,u)

tiene una solucidn acotada y orbitalmente asintSticamente esta-
ble, entonces existe eg > 0 tal que para 0 < ¢ < €p las
variables de fase (01,....,On) del sistema (3) se sincronizan

racionalmente con vector de rotacibén w,

Demgstracd{bn. En las nuevas variables v = y * © Yy

u, = Qi ) para i = 2,.,,,,n, la ecuacibn (3) se convierte



- 56 -

eG(x, A-l(Zl,e)

e
1]

(5) &- = Cgi . F(X-, A—{1(Z)_,€I (para i=2(9!\ln)
Vruw . ow*es , Flx, A'1(:),E).

En este caso el punto significa producto escalar en RrR™,

Como Flx, A—1{ﬁ),e) es acotada, existe €, > ¢ tal que para

0 < e< CH la componente v(t] de cualquier solucién del

sistema (5) tiende mondtonamente a infinito.

Eliminando el tiempo en (5) obtenemos

1.V

i €Glx,A [y, e i
dv W w4+ gw - F(x,A_1(ﬁ),€)
duj e Flx, A7 (), ¢)
= — (para i=2,...4n
dv woow ot oew - Flx,A 1(3’,8)

cuya ecuacidn promediada correspondiente es el sistema auxiliar
(4). Como este sistema promediado tiene una solucidn acotada y

o.u.a.e., el Teorema 3 del capitulo IV implica la existencia de

€ < € tal que para 0 < g < €g ¥ VY, > 0 existe un con-
junto abierto A& C R™™ ' con la siguiente propiedad: si
{x,u] es una solucibn de (6) vy Lx(uol, u(uo)) € A, entonces

{x,u}] es acotada para v > Vgr Sea T el conjunto de (y,z,v]
en " xR"!" xR tal que v > vg v ly,z) = (x(vl,ulv])  con
{x,y] una solucidn de la ecuacién (6} que satisface

(x(va),u(ua)) € p. Este conjunto, I' , es
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abierto y para ¢ < £qr si (x,0L es una solucién de (3)
con Lx(ial, OLtal) € I, entonces, para h = 2,,..,n, la
funcién uk(tl =@ 0lt] es acotada para & > to; De don

de,

Q. v eltl _

Pim K
T —_
w * 0(t)
De esto se sigue que
\
Q, - 0(z) Q
. o{z) . W s 'k k N

bim ————— = —_— z =
Tf;zl w - 0(£) %ﬁz [w e + k=2 0o (£) Qk. Qk 1 ™

Entonces, para € < g,, si (x(ta), OLIO)] €T

se tiene gque

91 (4] %i (4] : 0
. _op i S, W ofz]l _ Yi .
B80T T BB sela oyt T ey PR b3 Lo
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Esto demuestra el Teorema 1.

3. SINCRONIZACION DE RELOJES BIOLOGICOS.

En. muchas instancias de ritmos binldgicos es posible ‘identi
ficar una variable de estado ciclica gue describe el comporta-
miento del sistema. Naturalmente, el espacio fase asociado es
una circunferencia. Biologos y fisiblogos circadianos se re-
fieren a tales sistemas como relojes éimples. Relojes biol6gi-
cos mds complejos pueden considerarse como una coleccifn de relo
jes simples acoplados. En este caso el plano fase correspon-
diente es un toro n-dimensional. La evolucibn de estos sistemas

estd regida por equaciones de la forma¥*
(7) 0 = §(t,01

n . . .
donde © €ER” y {4 es Zl-perifdica en cada componente de 0.
Las propiedades de sincronizacién racional de esta ecuacibn dan
informacifn acerca de la interacci6n armbnica y subarménica en-

tre las diferentes componentes del sistema.
En este contexto una ecuacidén de la forma

(8) 0= w + eF(0,¢e)

* ver referencia [ 11] para ejemplos biolégicos,



BTh TESIS #5 omes
S B BJBUQ%A

- a5 -

es un modelo de un sistema autdnomo déhilmerite acoplado de ’
relojes simples y el Teorema 1 se aplica para caracterizar
una clase de tales sistemas con la propiedad de sincroniza-

cidn racional.

El siguiente ejemplo es para ilustrar la aplicacidn del

Teorema 1 a un sistema de la forma (8).

~Efempf¢ 1, Vamos a demostrar que w = [ m2)‘ es un

vector de rotacidn del sistema

0, = w, + & sen(w. 0. ~w. 0, )
172 2%

0 =W, T senlw 0, + w,0,]

Para encontrar la ecuacidén auxiliar hacemos el cambio de varia

bles u = w, 0

1 9, - m201, v = m1o1 + mZOZ, y obtenemos el nue-

vo sistema

u=esen v - ssenu

Ew..
Vo= w? o+ w? s — gon? =,
W-' enu + —= sen v,
1 2. 2 wl‘

.La ecuacidn de las 6rbitas es

du _ [e sen v - sen’u}
dv w® ot w?or e (B geniu + 22 4en )
1 w2 Wy

2
la cual después de ser promediada nos da
du _-gsen’u

O
1.2
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Esta ecuacién tiene un equilibrio uniformemente asintdtica-
mente estable en el origen y entonces el Teorema 1 se aplica.
N6tese que el equilibric no es exponencialmente estable y de nue

vo, no son aplicables resultados lineales.

4., SISTEMAS ELECTRONICOS CON RETROALIMENTACION. CIRCUITOS SIN-

CRONICOS.

Desarrollos tecnoldgicos recientés‘han hecho posible la pro
‘duccién a gran escala de circuitos integrados muy complejos.
Los circuitos sincrdnicos (C.S.) son un ejemplo de tales circui-
tos de blogque. Estos son dispositivos andlogo-digitales cuya
caracteristica esencial es detectar la fase de un voltaje de
entrada, v1(y(t)), dado. Para esterl circuito produce un
voltaje estimado, vz(x(t)), tal que su fase x(t] se sincro-
niza con la fase de entrada en el sentido siquiente: 3 -+ 1

cuando £ = o,



o o

Vl(y) 4&2§> Py - x)

N
._I_ P
U
détectar Vz(x) +_' voltaje de
‘de fase adquisicidn
ocy

Circuito de Primer QOrden

Los circuitos sincrénicos tienen un espectro muy amplio de
aplicaciones que incluyen demodulacidén FM, multiplicacién de.
frecuencia, regeneracién de sefiales limpias y otros usos en te-
lecomunicaciones y procesamiento de seflales (ver [12] Y [13]}).
Los fisidlogos matemdticos han usado los CS para producir mode-~
los que simulan el comportamiento de los miisculos, patrones de
respiracibn, mecanismos auditivos y algunas funciones del cere-

bro humano (c,f.[14]}.

Las componentes bdsicas de un CS son un detector de fase y un

oscilador controlado por voltaje (OCV).

Un detecton de fase es un circuito que detecta la dife-
rencia de fase entre dos seflales dadas v, (yl y v,(x] produ
ciendo una salida peridédica, P, que es una funcidbn de la di-

ferencia de fase y - x. Tipicamente esta seflal de error P
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oscila arm8nicamente con la diferencia de-fases; e.g.,
Ply-x} = & senly-xl

La amplitud £ es llamada la sensitividad del detector de fase

— oy
v, (t) Vv, (x(t))

El OCYV produce una salida perib6dica caracteristica, Vo,

cuya fase depende del voltaje de entrada -Vi' Precisamente

s = wat f 7t Vité)da

donde . wy es la frecuencia del OCV en ausencia de sefial de

control.

El sistema tambié&n usa un voltaje de adquisicién, e,
para ajustar el circuito de tal manera que el voltaje llegue al
OCV en el rango correcto para capturar la fase de la seiial en-

trante.

En los circuitos de segundo orden se afnade un filtro que’
deja pasar frecuencias bajas (FFB) para darle mds estabilidad

y eficiencia al sistema
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\'
+ P(y - x) f
. . . -
Vl(y) /® Filtro + .
+
Vo (x) <
o\X 4 ‘
- ocv .
Circuito de Segundo Orden
Vi R Vo‘ voq
———’\/\/\/'\‘I‘ v,
T
. = 3
et
Filtro FFH Curva de respuesta del FFB

Un FFB es un circuito simple con solo una resistencia y un
condensador. Su funcibn es filtrar las componentes de alta
frecuencia del voltaje de entrada, Por las leyes de Kirchoff

el voltaje de salida Vo satisface la ecuacib6n lineal

RC ,V0+V0 =Vi

De ahi que la relacidén entre Vo Yy Ui esté dada por

() Vg o= expl-t/RCLV 10) v [Eexpl (a=2l/RCLY (41ds,
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Una vez que se conectan el detector de fase, el OCU y el
FFB, obtenemos las siguientes ecuaciones para el circuito -de se-~

gundo orden

RC U_+ v_ = Ply-x)

£ £
(10)
X = wy te v,
En el limite cuando RC - 0, el Kernel de convolucién
{1/RC) exp [(Aégll, en la ecuacidén (9), act@a como la distri-

bucién & de Dirac y entonces V. = Ply-x]. En consecuencia, las

ecuaciones (1} se reducen a la ecuacidn del circuito de primer

orden:
(11) SX = wy e+ Ply-xl

Ahora examinaremos dos ejemplos de circuitos de primer or-—
den y demostraremos que pueden afinarse de tal manera que el ciy

cuito se sincronice a una razébn 1 a 1,

Ejemplo 2, Supongamos que tenemos en el circuito un detec-
tor de fase con sensitividad pequefia, €, y queremos captar una
seflal de entrada con fase y{Z] = uf. Para un circuito como es

te las ecuaciones son

(12) X

wg + e + esenly-xl

(S~
1t
=
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Demostraremos que, para € suficientemente pequeha, si el

voltaje de adquisicidn satisface

/
- (13) e s s agl] <«
- entonces el circuito se sincroniza
:: Cambiando a la nueva escala de tiempo 7t = vi, con
. Vo= wy + ¢, Obtenemos el sistema

- g% 1+ % senly-x}

_ dy

- La condicidén (13) implica que é | w-v | <1 y entonces

1:
<=

§  w/v = 1 + er/v con {A| <1, El sistema
Pr

- g% = 1+ % senly-x)

" w ]

o a—T—-]‘F;A

estd en forma adecuada para aplicar el Teorema 1, Para este
ejemplo tenemos que o = (1,1}, @,(-1,7] y la ecuacién au-

xiliar correspondiente es

<lm

%% = { A-4en u},

Como esta ecuaci6n tiene un equilibrio asintdticamente estahls
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EfempLo 3. BAgqui consideramos un circuito con una sefial de

entrada cuya frecuencia tiene variaciones pequenas alrededor

-

de un valor constante 4y, -

V(u4-€f§) +

\/

P(y - x)
Q— .
T\V(X) . P <

vco

Las ecuaciones en este caso son
X = wg + e+ Ply-xl
y = u + eolzl

donde ¢« es acotada y P es {l-perifdica, Podemos demos-
trar que para € pequefia y el voltaje de adquisicién en el
rango correcto, X se sincroniza con y, Para esto examina—

nos la ecuacién de la diferencia de fases, u = y -~ Xi

(14) ¢ =y - wy + e = Plul + € olt],
Si e es tal que el nfmero 'A\P(U)
M -~ w, - 2] estd \\

0 TN o

en la imagen de P, en (H=U~ e) > r;:~§\\\
B N,
u

tonces la ecuacién Uy ~
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L=p-uw-¢ ~ Plu)

tiene un equilibrio asintéticamente estable, «y4. Entonces de
los teoremas II.l, IT.3 y el Corolaria III,1l, us tiene una
V.,t.,g + (0 para la ecuacidén (14), De donde, si e es sufi-
cientemente pequefia, para soluciones us(_tl de (14) que em~
pieéan.cerca de ux, tenemos que k(%] = ue[tl - Ux €s una

cotada, De esto y del hecho de que y = «  cuando

2 Yzus - kUL Ly cuando £ o w.

Lo
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