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CONDENSADO DE GLUONES EN UN MODELO SU(32)
PARA LA PARTE DE COLOR

RESUMEN

En este trabajo se analizs el estado base de la QCD mediante
un método no-perturbativo, tomando l6lo a los gluones en conside-
racién. Para simplificar el probl pri se id un del
sSU(2) pmhpntedecolor.y P és, con la periencia adquirid
el modelo 8U(S). Utlhlmdo una funcién de prueba consistente en es-
tados de gl con iedad Oys, bti un lfmite superior
para la energfia del estado base en del De esta manera
se establece la exist ia de un estado con znetc(. menor que la del
vacfo perturbnhvo dentro de un intervalo restri de variacién para
la de to fuerte. En el modelo SU(3) se calcula
ademés e! v-.lor del cond do de gl yia te de la bolsa.
Final luye que una delcripcién realista d.el e-t-do base
de lIa QCD debe incluir la contribucién de p
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INTRODUCCION

La Cromodmé.nuca Cuéntica (QCD) es la teorfa de los quarks y gluones en interaccién.
Los ingredi iales de la QCD =son los gluones, particulas de espin uno que
interactian con los quarks y entre af. Los quarks tienen mimeros cuénticos de color
y sabor, mientras que los gluones sélo tienen grados de libertad correspondientes al
color. Los niimeros cuanticos del sabor de los quarks constituyen los nimeros cuédnticos
internos de los hadrones observados (los mesones tienen nimeros cuénticos de un par
quark-antiquark; en tanto que los bariones, los de un sistems de tres quarks). Los

hadrones fisicos son singuletes de color, lo cual eqguivale al hecho del Confinamiento del
Color [Mue 85].

Una descripcién completa y precisa para realizar clculos en QCD sélo se ha dado
para una versién euclideana de la teorfa sobre una red [Cre 85]. Se cree, aunque no se
ha demostrado, que el lfmite continuo correcto se alcanza cuando el espaciamiento de
la red tiende a cero en comparacién con las longitudes relevantes del fenémeno que se
esté estudiando. En la actualidad se realiza un gran esfuerzo para mejorar las actuales
estimaciones numéricas un tanto burdas obtenidas mediante cdlculos en la red [Mue 85}

Las observables en QCD no son funciones analiticas de la constante de acopla-
miento «; de manera que no se pueden esperar resultados exactos mediante una ex-
pansién perturbativa, como en el caso de la Electrodinémica Cudntica [Hua 82]

El concepto de Vacfo —estado fisico de un sistema caracterizado por tener la
energfa més baja— es uno de los conceptos fundamentales en la Teorfa Cuéntica del
Campo (QFT). Generalmente la energia del Vacfo se calcula mediante la teoria de
perturbaciones, basada en las ideas de creacién y aniquilacién de particulas. También
se puede hablar del Vacfo virtual: un sistema fisico que no se puede medir directamente
por medio de aparatos fisicos, pero cuya presencia suministra la explicacién de muchos
fenémenos (e.g., en QED la interaccién con el vac{o virtual explica hechos experimen-
tales tales como el corrimiento Lamb de los niveles de energia en el espectro atémico y
el momento magnético anémalo de las partfculas) [Per 85]

La idea del vacfo virtual de la teoria perturbativa ha sido transferida a la QCD. En
QCD, el concepto del vacfo virtual miés la propiedad de invariancia de las cantidades
fisicas bajo la Renormalizacién de los Campos y la constante de acoplamiento [BS 78]
explica el fenémeno de Libertad AsintStica [GW 73, Pol 73); i.c., la disminucién de la
constante efectiva de acoplamiento de los quarks y los gluones con el aumento en el



2 Introduccién

momento transferido. La libertad asintética resulta de la relacién
-1
a(g®)=[pn (23)] ", b= (11—Fn,).

En esta expresién ny es el nimero de sabores de los quarks y A es un pardmetro dimen-
sional que proviene de las condiciones de t > para las soluci de la Ecuacién de
Renormalisacién. Esta férmula para la libertad asintética define el mterv;lo de validez
de la teorfa de perturbaciones, porqueen g = Ala de to es mﬂnlta.
El to de Ia de P to para una distancia grande R ~ A~! es
un hecho conocido como catéistrofe infrarroja y esté relacionado con el confinamiento
de los quarks. De manera que la libertad asintética y el confi i de los quarka
~—y los gluones— parecen ar su explicacién, cualitativa al menos, en el marco
del vacfo virtual, lo cual sienta las bases para la fo log{ k-partén de las
interacciones fuertes a pequeiias distancias [Fey 79].

Sin embargo, a pesar del ex:to.o desarrollo de la QCD, fr se -
tran dificultades teéri tales, la principal de las cuales es la ausencia
de una prueba para el conﬂnln:uanto de quarks y gluones junto con una descripcién
cuantitativa y constructiva, a partir de la QCD, de la fisica de los hadrones a grandes

di i Por ej: lo, el pardimetro de la libertad asintStica A definido de los datos
experimentales depende del tipo de experimento desarrollado [Shu 84]. Lo. datos de
aniquilacién et ¢~ en had con i in I =1 para p de

2 GeV [Eid+ 79] seiialan que A < 100M¢V en tanto que andlisis de datos para dm—
persién inelfstica profunda muén-nucleén en CERN-JINR [Fad+ 82] perunten que el
valor de A pueda disminuir hasta cero. Esto significa que la t de P

es pequeiia en la regién de confinamiento (g ~ 200 MeV ); ¢.e., el confi i

dentro del intervalo de validez de la teorfa perturbativa, donde la catéstrofe inftn.rro,]n.
del vacfo virtual eatf ausente. Lo anterior indica que el vacfo virtual no es el causante
del confinamiento fisico.

Un mecanismo desconocido del confinamiento ha sido asociado con la construccién
de un vacio no-perturbativo para la QCD, como v més adelant

La QCD es en gran medida un andlogo de la QED y su teorfa de perturbaciones. E}
principal argumento en apoyo de teor{as perturbativas en QCD es 1a libertad asintéStica,
ausente en QED. Sin embargo, todas las teorfas asintéticamente libres son inestables
[VS 19] eI vacio perturbativo usual no es el estado m#és bajo en energia. Para QCD este

tal fue d strado explici te por Savvidy [Sav 77]. Estos autores

obtuvieron el Hamiltoniano efectivo de la QCD en p de un po éti
de color uniforme de magnitud B en el primer orden de aproximacién:

= ba3p% B
H(gB) = 6428 {ln(:-‘,) —}} .
Vermos que el vacfo (B = 0) es inestable ante la formacién de un estado con campo

magnético de color constante
H(gB =AZ) =~} bA7.




Nielsen y Olesen [NO 80, Ole 81} aron un andlisis sencillo de esta-

bilidad que tal configur po ético h é en todo el espacio
- es ineatable. Esta mﬂtlblhdld desap fe do dominios en de tubos
de flyjo. Pero tales tubos de flujo no pued en un estad d do; la
Mecdnica Cudntica requiere que los tubos de ﬁluo vibren de manera que formen un
lfiquido de tubos de fiyjo. Otro arg: to de Mec&nica Cuéntica da resultado
que se pueda ganar energl'. medllnte una sup icién de estados del lf{quido en forma
tal que exi i 1 en cuslquier punto del espacio. Este estado tiene
momento l.ngullr J = 0 y es un estado de liquido cudnti Otra fstica de eate

tado es P un po ético de color aleatorio, con (H) = 0 pero (H?) # 0

que
en todo punto del espacio; pero no se sabe si tal estado es estable.

En el modelo expuesto, conocido como Modelo de Copenbmn, hemo- visto que el

vacfo fisico se supone lleno de P Y icos fi
La longitud de onda tipica y la escala de tiempo de estas fluctuaciones son del orden

de 1/A, donde A == 100 — 300 M eV es el parfmetro de escala de la QCD.

Un par&metro que caracterisa los pos del vacfo ea el valor esperado del cua-~
drado de la int idad del po de los gl , el Cond. do de Gl , introducido

por Shifman et al. [Shi+ 79):
(O] 28 F§ F4v|0) =~ (330 AfcV )4,

En una serie de artfculos, Shifman et al demostraron que las reglas de suma sumi-
nistran una fonnu de describir el espectro de los hadrones. Eato se realizsa mediante
la introd sn de cond dos de quarks y gluones en los célculos de dingramas de
QCD para las polarizaciones del vzu:(o inducidas por las corrientes involucradas. Tales
polarigsaciones del vacfo est 1 das con el espectro de los ha.d.ronel via relaciones
de dispersién. Los condensados del vacfo existen, al eso se p debido a los
efectos no-perturbativos de la QCD.

El objeto del presente trabajo es mostrar una forma alternativa y simple de calcular
los valores de los condensados en base a las ideas del Modelo de Copenhagen.

La organizacién de la exposicién es asf:

&t3

(i) En el primer capitulo se revisan con detalle loa aspectos del Campo Electr
que serfn de importmcxa. para el desarrollo posterior: cémo generalizar la Teoria

Elec ética c isten més grados de libertad para la ; la formulacié
lngra.ngn.na y lasa i de movimiento para el campo; eleccién de la Norma; las
cantidades conservadas via el Teorerna de NGther; la formulacién hamiltoniana; y la
cuanti i6 6nica a la manera que propone Gupta [Gup 77].

(ii) En e! segundo capitulo se repit las mi id i que las efectuadas

para el Campo Electromagnético, sélo que ahora tomando en cuenta que la teorfa tiene
un grado de libertad mésa: el color. En la iiltima ién se tra de qué el
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esquema de interaccién nos permite utilizar los resultados del C po El éti

U (1) para el caso del Campo SU(3) —se propone como Hamiltoniano de interaccién la

parte que depende de la carga de interaccién fuerte g ; la otra parte del Hamiltoniano
resulta proporcional al operador de nimero—.

(iii) En la seccién (a) del capitulo tercero se discute nuevamente el Modelo de Co-
penhagen para el Vacfo Fisico de la QCD, que constituye el base fisica para el que
se emplear4 en este trabajo. En las siguientes secciones se exhibe el método esténdar
para resolver la ecuacién de onda cuando la radiacién esti confinada a una cavidad
esférica y satisface condiciones a la frontera semejantes a las del Modelo de la Bolsa
de MIT. Finalmente, se aduce que los modos més bajos de excitacién son los tinicos
que van a contribuir para formar el estado de energia mais baja, lo que permite obtener
un hamiltoniano en la aproximacién de un nivel, el cual es el Hamiltoniano del modelo
propuesto para describir el vacio no-perturbativo de la QCD.

(iv) Como primera aproximacién al problem del estado base de la QCD, en el capitulo
cuartose considera un

po OIT

éti SU(2). Se muestra una base
de estados que sirve para construir una funcién de prueba para el sistema que se

pretende describir. Después de encuentrar los valores esperados del Hamiltoniano entre
los estados de la base, se calcula el valor esperado del Hamiltoniano para un estado
de prueba propuesto, el cual depende de dos pardmetros, y se minimiza la energia
con respecto a dichos pardmetros. Los resultados obtenidos no son realistas, tal como
esperarfamos para un modelo SU(2), pero se logra encontrar un estado con energfia

negativa, que por este solo hecho tiene més derecho a constituirse en el vacfo fisico que
el vacio perturbativo.

(v) En el quinto capitulo se repiten loa célculos del anterior para un modelo SU(3) en
la parte de color. Los nuevos resultados son s6lo un poco mejores que los de SU(2), lo
cual resulta sorprendente; empero, se sigue obteniendo un estado con energf{a negativa.

Se aduce que la irrealidad de los resultados es producto de la omisién deé los pares
quark-antiquark ausentes en el modelo.






8 1. El Campo Electromagnético

Ve asf la idad de introducir en (1a) un campo A#(z) que, al miamo tiempo que
las variables de P bi en (2) en el caso en que @ = #(x), se transformen
a su vez como
’ A* () — A™M(z) = AP (x) + I*0(x). (3)
De esta m-r:iera, la lagrangeana libre de Dirac en (1a) se convierte en una lagrangeana
de un campo de Dirac en inter i6n con un po AM:
L n = HHDE*(Pp — iAL) — M%) “@
La forma sugestiva en que h expresado la 1 tra que lo que
hemos realisado en la lagrangeana libre de Dirac ha sido la au-txtucnin minima
By — Dy =0y —iAu. (5)

(en ests expresién podemos tomar A,(x) eAS:) (z))- Lo mismo acontece en el caso

de la lagrangeana de Klein-Gordon (1b).

Il

Sin embu‘o, aunque (4) nos da la interaccién de A“ con el campo de Dirac, no

ti que iba al po A* t Esto es, a (4) avin

tenemo- quo agregarle un término que nos describa al campo A* cuando éste esté
libre. P prop un sinnd de fi para esta ! pero tod

deberén ser invariantes ante la ¢t fe iSn de N (2). El candidato més simple

es o 1
&9 = irwr, ©
donde definimos
F¥ = * A" — 3V A%, (]
Observemos que (7) es claramente invariante ante (3), ¥ que la cont ién que
en la definicién de la lagr (6) es un e-e.lu de Lorents. Asf, si peduno- que la
lagrangeana de Dirac sea invari ante t i del tipo (2) locales (grupo

de transfe locales de U(1)), tendremos que introducir una interaccién con un
campo A®, que se transforma como en (3), ¥ que se manifiesta en la lagrangeana

LDirsc—A = W(1#Dp — M)W — T F4YFy,,. ®
4
Esta ea j te 1a lagr que nos describe una partfcula de Dirac con carga
+¢ (un electrén por ejemplo) en i ién con un p lect &ti Para
Klein—Gordon la lagrang: correspondiente es

tx——c-a=(9u8)t (@*9) — Msts — LFsrF,, .

Generalizando el caso anterior, consideremos una lagrangeana que deacribe un
campo ©r que es invariante ante transformaciones rigidas de SU(N)

Pr(z) — (9'(3) U(’G)Pr(z); (9“)
wl@) — o't = (@)U (Ga). (9b)



El Campo Electromagnético como una Teorfa Norma Abeliana b

Aquf U(8,) tiene la forma
U@0e) =T, xi-71, 10)

donde 04 = conat.,a =1,...,8,y T4 son los generadoren del £lgebra de Lie de SU(N),
que satisf Ins relaci de se

[T-v Tb] = if, ‘kra .

Las constantes f ;. son las constantes de eatructura del grupo unimodular unitario
SU(N).-

El requisito de que la 1 iante ante t fc i de la
form. (9) Iocnlel (0. = l.(z)) nos obliga & modlﬁcnr ia ll.rm‘om libre ln.dlunu in
de una con un prop des ante tr
SU(N) qued: det inadas por esta condu:lén
N t como e€j scifico la lagr para el campo de

Dirac (1a). A partir de la identidad U?V = 1 se obtiene que
a,.U = —U(a, U,
de donde resulta que

Lo(z) — LH(X) = Lo(z) — i¥(z) (v*T(2,01)) (=) .

La iiltima igualdad se obtuvo id do explfci te la forma de U(0a(x)) dada
en (10). Entonces, para que la lagrangeana en (1a) sea inv ante t e i
locales de SU(N) tenemos que agregarle un térmi que invol un campo A*, de
manera que

L8} A (@) = F(2) (57 (p — iAL) — M) V() (11)
como en (4), sélo que los campos ahora se transforman de la siguiente manera:

A44(2) — AW(z) = U(2)(A%(z) + 30" (=) , (12)
que es la generslxznclén de (3). Debemos notar que el campo de Norma 4% puede
escribirse una ién lineal de los generadores de SU(N), puesto que actia
en ese espacio; asf defini

A¥(2) = gT o A%(x) . . (13)
Para tr; £ i infinitesi les, (10) adqui 1a fo

U(z) = 1 + i64(2)Ta ,
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¥ por tanto (12) tiene como expresién a

AP () — A(Z) + s fqp () AL (2) + %8“0‘(:) . (14)

Adn nos resta encontrar una lagrangeana para un campo de Norma libre 4* dado

en (13). Quisié t la forma (6) para esta lagrangeana; pero en este caso,
1a definicién (7) r 1 A vible. Sin embargo, ésta es la dnica pista con que

contamos para averiguar la forma correcta; por eso proponemos, por el momento,
GHY = I*AY — VA . (15)

Ya que (12) es la generalisacién de (3), la invariancia de F#¥ en el caso U(1) se deberd
traducir en este caso més general en

Fr (z) — I = O(2)F* ()01 (2) (10)
En este caso decimos que FP#¥ o3 covariante ante las fe i de N En-
t , 8i t (15) ala t fc i6n de N (12) de los campos de Norma

A* encontramos

G = U(2)G** U (z) — (U(2)(2*U1 (2)) A" () + 4™ (=)(8*U () U (2))
+ (U301 (2)) A% (2) + A (z) + A (2)(3*U ()T (2)),
= U(x)@* Ut (z) — W (x)(*U(2) A" (z) + A (2)U () (3" U (2))
+ (U (x) (3" (£)) A (2) + A% (2) + U (z)(3*T (2))) .

donde hemos usado que U’ (zx)U(z) =1len va.nu ocasiones. Vemos as{ que si agregamos
a (15) un término de la forma —i[A*, 4%],

un t que se transforma
como (16). De esta odo que ’
Frv(z) = BAY(2) — B A*(z) — i[A*(2), A¥ (2)]. an
O si realis una 4 icién como en (13)
FHY(z) = gT o F4¥(z), (18)
tenemos que
F4¥(x) = 3* AY(z) — ¥ AL () + gfasc AL () AY(z). (19)

Ent una lizacién de la lagr

a en {6) puede ser

£Q(@) = —ZFE¥(2) Fapn(2) . : (20)



Hamiltoni. del Ele &ti

p 11

Esta cant:d-d es claramente un escalar de Lorents, y ademés es también mvnrm.nte
ante de N Para ver esto dGltimo, una rep ié:
matricial T'q del £lgebra de Lie de SU(N) normalizada como

Te(ToTs) = 260

esta fc

(por qemplo. en SU(3) : T. = , con A4 denotando las matrices de Gell-Mann). De
ir (20

1
L) = —5o3 tr I (@) Fun(2)), @)
que es cl te invari de Norma debido a (16).
Con ésto, h btenid 1i i6n de una Teor{a de Norma Abeliana

U(1) (la Electrodiniémica) a una Teorh. de Norma No-Abeliana SU (N) (no-abeliana
porque los generadores del flgebra de SU(N) no conmutan).

Observemos una cosa importante en el caso no-abeliano: la sustitucién explfcita
de (19) en (20) nos da

£Q)(2) = ~5(9#4%(2) — 8” AL(2)) (BpAav (=) — DuAan(=))
+ Ef.bc(a»AGV(-") BvAau(x)) AL (x) AZ (2) (22)

L b Fasn A (2) A (2) Ay (2) A ()

El término cinéti es el mi que para el po elec éti libre; pero los
términos adicionales nos indican que, a diferencia del po elec ético libre de
una teoria U(1), un campo de Norma no-abeliano sin int ién con pos ext

C dop de 1a formulacién lagrang a de la teoria cidsica de campos a la
hamiltoni , la d idad hamiltoni de un de Norma no-abeliano exhibird
la misma e-tructurn que en (22) un t ino correspondiente al po libre més otro
representativo de un d i i Esto nos sugiere utilisar el
esquema de interaccién tomando como No(x) In g parte libre, y como Nine(Z), 1a dGltima
parte de la hamiltoniana. Por este tivo, nos p pri as-
pectos de la parte libre de la d idad h il i la cual es, en esencia, el campo
electromagnético.

(b) LAGRANGEANA DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO Y ECUACIONES DE
MOVIMIENTO. HAMILTONIANA DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO.
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En la Teorfa Clésica de los Campos un sistema fisico est& caracterizado por una den-
sidad lagrangeana £ = L (v, ¥p;) , que ea funcién de los pos ©; ¥ sus denvmdu

y asimismo es tanto un eacalar inv de f ante tr de
Lorents.
Las i de movimiento para el sist se obti de un principio varia-

cional, de donde resulta

ac 4 aL _
Po; ~ Ak (_(_53 o ) =o. (23)

En esta exp i6 ad;g- d ta la derivada total; s.e.,

4 _ a9 + dpg 3% _9%s I
dz* — 3 Er a«p. 3zhdx* ] 3(Bvpi)
Las ecuaciones (23) son id. i de Euler-Lagrange para la Teoria
Clésica de los Camp
La i teoria de po que se i6 fue la Teorfa del Campo Electro-
magnético fi lada por M 11. Las i de Maxwell, que de-cnben el campo
1 &tico en f " Spics, isten en dos
v.B=o,
O x E = —38,8,
y dos i inh g€ ’
G.-E=e
O x B=J+&E.
Es bien ido que las i h é impli 1a exi: ia de un potencial
escalar Ag y un potencial vectorial A en términos de los cuales pueden expresarse E_‘yB,
B =V x A,
. =—VAo— &4,
yqueato-potencidu' juntos un dri A¥ (Ao,j) Unnvelel—
tablecida Ia lo- p 1 éti Y el P
observarse que este 1ilti tra ind inado hasta la "d.h_ ia de
una funcién -cah.r nbltrlrm. Esta ubitrmed-d en la eleccién de A* db origen a la
I ril 7 dc de los p éti Cuando -6!0 se estd mteruado
en el P ético libre es conveniente resolver las inh
de M. 1l imponiend bre los pot iales 1a Norma de Coulomb:
Ag=0,

¢.A=o0.
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Las ecuaciones de Maxwell también pueden exg en fe iante me-
diante un t imétri de segundo orden, el t de Maxwell, definido como
Fh¥(z) = 3*AY(z) — ¥ A¥(x).
La relacién entre el de M 11 y las i idades de los P Ey B, d
establecida de la definicién de los pot ial t asf{ que
0 —-Ey —E, —E,
_| Es [+] —By; By
r=|g, B. o -B.)]°- (29
Ey —By B: o
Con eata expresié lta evidente que
ES = F*
R
B* = 3 "kF,'. .
Si definimos la cuadri-corriente J* = (g; .i) s las i de M 11 inh g &
se escriben
3y FhrY = —J», (25a)
en tanto que las 3 h é t ia forma
B FH¥ =0, (26d)
donde h definid
S8 = ZPPVE,, .
Un par de ob i con to a las H (25) Debido -a la defi-
nicién del tenlor de Maxwell, (25b) es en re..hdl.d una identidad. Por otra parte, Ia
isimetria del t de M ell impli in la i6n (25a), que

—8,T% = 8,(3, Fuv) = 0;

s.e., que la carga se conserva.

Ahora quisié ar una lagr
po elect: &tico al P

que nos diera las ecuaciones del
en (23). Una de tantas elecciones posibles es

L= —-‘—F“”F,.y —~JrA,. (26)
Las ecuaciones de Euler—L se obti id do como variables de campo
a los cuadrivectores A*, De que deb calcular:
aL .
a4 =I5
@Ay — (Oudy —3u4,),

d” (W) =—8,(3*AY —3vA¥).
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Luego, las ecuaciones de Euler-Lagrange son

—3, (B%A — ¥ A®) + J¥ =0,

que no son otra cosa que hl ocu-r.lonu de Ma.xwell inh & con una fuente ex-
terna J® p Lea & - Adnti h
mznclonndo, ya que de la definicién del t da M 11 Ita que ecﬂnva,p,... = 0.

Hemos comprobado que una d idad lagr propiada para el po elec-
tromméhco es ln edubndu en (28); sin bargo, deb tar que exi una in-
finidad bién nos dan las i de M 11, y que sélo
dlﬂemn de h. eleglda por h cuadn-dwerg ia de una fi arbitraria. Ahora esta-
moe dos en ar la 4 idad h il i laci da con ella.

E] momento canénico conjugado a A* estd definido como

aL
n* = = — (3%A* — 94 4°) = FMO, 27
9 iaoA,.i ( ) @7

Podemo. ver que IT® = O;sin b , ésto no rep t i dificultad para el

éti libre, J* = 0. porque hemo- ehpdo trabajar en la Norma
de Coulomb donde A® = 0. De la rel del de N 11 con los campos

fisicos, (24), vemos que IT' = E'; y de la definicién de IT¥, que

044 = —TI# + 3440 = —T1#,
donde la iiltima igualdad se da por Ia eleccién de Norma.

La densidad hamiltoniana se define en térmi de la d idad lag
momento canénico conjugado como

ay del

¥ = Hgm (8°a*) —¢ (28)

=m,n* — L.

Ahors, si escribi L en térmi de los pos eléctrico y éti bt
ble simplificacién para la expresién de ¥. Efectivamente, de (24) y (28) obte-

nemos que _ % (li:-|2 _ lﬁlz) -

Utilizando ademés (28) y (27) tenemos

¥ =3 (18 +|8F) -
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El andlogo de las ecuaciones de Hamilton para Teorfa de Campos es [EG 76]

-2 AN
AP = — — 9 , 20
o1, g T—Fa EX (29a)
- -2 N
M= —— — 39 . 290,
BA, * (a(a.-a,.i) . (298)
Utilizando las expresi para lal a y la hamiltoniana, (26) y (28), hallamos
las i del movimiento a pa.rcxr de (29):
Ab = —II# — FOK,
4 = 9;(3° A* — a» %),
Derivando la pri i6 pecto al tiempo e introduciendo la da en el
erhro d ho de Ia expreaié 1 hall que

—93A* = —~AA* — 34 A",

Sin emb-.r‘o, en la Norma de Coulomb que entuno- utlhlmdo, V-A= 0, por lo que
el do del mi se asf{ que la ecuacién del

movimiento para los campos es

’ (82 —v3)a*=o, . (30)

que identificamos con las ecuaciones de Euler—Lagrange en la Norma de Coulomb.

(c) CANTIDADES CONSERVADAS DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO (Teo-
rema de Néther).

El! Teorema de Noether afirma que: a cada tr fe i6n de simetri i de
un sistema fisico descrito por una lagrangeana le corresponde una cantidad conser-
vada [Hoj 77, Gol 80].

En fi t F $31 elt nos dice que si el sist se descrito
por la densidad lagrangeana £, la transformacién
Zh — M = Py P
V(@) — (&) = ¥ (z) + 56*(2)
Bu’(7) — " (&) = Bue' (=) + 6 (Fue’())
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es de simetrfa si satisface la relacién
) ;8 § a 5z __dens
{Jz“a” +oei5 + & (Bup®) 37_53,',-‘ + S }c -5 (31)

para alguna funcién §00# = S04 (z, »). En este caso, la corriente conservada es

oL :
" — ” __ L)
s ={est — (555) e} o= @2
3L :
8ot + 604
+ {a tay@ij } e

d tracién del de Nother aparece en el apéndice A).

(una
Apliquemos ahora el teorema al caso del p

(1) TENSOR DE ENERG{A-MOMENTO.

Eti

lect
electr

Si consideramos la transformacién

P — M = M 4 H, e* = constantes (33a)

traslaci io-temporales), dejando los campos invariantes,
AB s AT = 48, (335)
N

resulta wer una transfe i6n de simetria de acuerdo a la definicién (31) si tomamos
6N1#% = 0. La corriente conservads, dada por (32), es en eate caso

- e stoy) )

La cantidad conservada no es otra cosa que el tensor de energia-momento candnico

Eb:
o

para el
L
Ss#¥ = (3% A) ( )
3 (3, 4%) (34a)
= %g""p"f’i;,,, — FPHo3Y 4,.
Es imp te hacer t. que la vacién de esta cantidad proviene de que la
lagr: a no d d plfci te de M,
El de energf! t trado p dos desventajas notables [Jac 75]:
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(i) En una norma ubltruu.. S0 y $% Jdifieren de las expresiones para lul densidades
de gfa y de d wver de las sigui expr

{818+ 9. (w08
5% = (£ x B)° + 9. (4°E),

. . g . (340)
5% = (E x B)' + (V x (4°5))" — 8 (40F") ,
5% = 1% ~ B (3047) + (947 x B)*}.
En la Gltima igualdad
19 = - (&5’ + 507 — 155 (|E + |8]") }
d ta el negativo del t de esf? de Maxwell.
(ii) E1t d idad de to angular que se define medisnte el tensor de energfa-
énico no se va:

M2P7T = §oBLY _ §21LF,
implica que
BaMPT = 51 _ 57 2 0,

Si queremos encontrar un tensor de energfa-momento que sea simétrico y que se con-
serve, debemos elegirlo de la forma

TH" = SM 4 3af¥Pe,

1, - diat +.

.con fMveE — _ Fhav (Gup 77] —vemnos que esta condicién imp in que
uTH#” = 0 ~ . De pedir que este nuevo tensor sea simétrico obtenemos que

Suv + % fopua = Svp + % fuvai

que reescribimos en forma m#és cémoda:
Sur — Svp= " (fpva — fy‘a)-

Una derivacién de la exprenbn pars foua _aparece en el apéndice C. Resulta que la
forma para el t de es

T = F¥* (3% Aa) — g*¥ L + 3a (F4*AY)
= FraFY + %g""r"’pa,.

(35a)
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Oblervamnl inmediatamente que este t

de it to no i 1 a a los
pot les explici , ea invari de ¥ tiene traza cero (T" =0 lmpllc-.
invari ia ante lamientos). Para laa P tes de este
1 3 =13
=-z-{|£‘] + |8} }.
T = (E % B)", (350)
- L. P 1 3 12
T = — {E‘E’ + 587 - 26 (\B]" + |8}
(2) TENSOR DENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR.
Al buscar la expresién del t de energf to simétrico'h dado una
expresidén para este t de t lar. Sin bargo, resulta instructivo en-
lo direct uatilisando el de Nother.
Conaid, una tranafe 160 infinitesimal de L
2 — P = P 4wV, Wy = —Wpp. (368a)
Pm una lagrangeana invariante de L s un lar de L tz, resulta una trans-
6n de simetria de doa (A.S) si tomamos 60#* = 0. Como A* es un campo
Ari torial de L sel ido en €l por la transformacién es
AR s AT = AP+ Zwap (g™ AP — g#P A7) . (36b)
La corriente conservada inda a esta t £ i6n de simetria es
1
= {g*¥ L — (—F**)} (3% Ax) 3 (622? — 882™) wap
— P2 (5548 — 50 A%) wap.
Y loe £ waps son arbitrarios, pod elimi los, obteniendo as{ la
siguiente corriente conservada para un campo libre:

et — 2 2 (0P — g"P2") £ + E"‘“ {(a=A) =" — (B’A;).z"}

1
— 3P {oga? —fa}.
Lo cual conviene ibir de 1a sigui

JoBY = ;i“"' {ng" — I”’",zp} + % {g"’z” — g""xﬂ} L

+ 8 {For (APz0 — A7)} . ©n
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Anteri te habf trado un t de gfa simétrico para -
queelt ded idad de angular definido a través de €l se conservara. Sin
embargo, sabemos que este tensor debe diferir de la corriente conservada que acabamos
de hallar a lo més por la adicién de una dri-diverg: ia. En efecto, si defini

Mo = ToPv _ TP,
encontramos que
JoBT = _ZMOPY + B3, (For (A7 — AT27)}.

La razén por la que M%7, o J2P7Y oa id elt de d idad de
momento angular, a.unque en realidad es una (enat.luu:m de él, es que cuando los
indlcelﬂy—ynon P les ls ley de del to angular del

p éti Efecti > 1o idad conservada es en este caso

jd’zw=—¢u"{(§x§)x2}- (380)
JU—— | T
= e (L;.,po)m.
Cuando 8 es cero, la cantidad conservada es
M = 2 {(8*+ B7) < — (£ = B)'s}.
La ley de conmmlén a que da lugu se reconoce mis fécil te si la ibi:
las de la g{a y del momento lineal del campo
libre. Utilizséndolas, la ley ién que se obti es
3 313 .
fd’zi’}{li‘ +|B‘ } fd3=z (Exﬁ‘)
9o 3 =13 = 3 =T A (388):
se}{|E+ |8} | rae= 4 {|E[ + B}

Observernos que la cantidad entre corchetes en el miembro izquierdo es algo asf como
la d da del tro de masa de los campos.

(d) CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO.

En el apartado (b) encontramos que la densidad hamiltoniana para el lect:
magnético puede escribirse

= —%nkn" + %(a,A, — 314, (2% 4! — B A*) + I*0, A°, (39)
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donde NI* = 3-(3-05—1 = FkO,

1. El Campo Electromagnético

Para redn-.r a izacid $nica del p 1 dtico intradues
ort 1, s6lo para las p t paciales ya que TI? = 0, de 1a
{onn-. [EG 70] (Cf Apéndice D)
A=) = T {aa0ub® + (it} (40a)
fi*(z) = >:' {paret@® + slru2t@}. (40b)

La prun- en el signo de sum mdx:n que ésta se

tra restringida de a que
cada uk(Z) sea li 1 dependiente del conjunto {u (i’)} . Como se puede
adivinar de la observacién precedente, vamos a pedir que el coniunw

{@a(®), Ta(D))a

»en comf»le&o,

3 e @i @) + L@t @} = MM -2,

)

¥ que pla con la relacié
/ &z u;.(i‘)ug(i') = bap, (42a)
/ d3z u:(i‘)uz(z =0. (42b)

Lo- opetadom q..(c) ¥ Palt) n las

junto con sus conjugados
que A* (=)y ﬁ'(z) son claramente operadores hermiteanas.

para el conjugado, respectivamente,
que D el id da Ak(z) ¥ fl‘(z) en una estado particular al que
los nG Anti a. Por este motivo, podemos proponer que satisfacen

Py de 'y P

P

Podemo- pensar en loa opu.dom de cxpmn(m Ga(t) ¥ Pa(t) como coordena-
das
las

a variables dindmicas complejas {EG 76]:

[t 85 )] = [dhe).56(8)] = i6ap- (43)
Con estas reglas de conmutacién para los operadores de exp ién obt. i di
tamente que

[A*(,0). A(z",0)] = [fi*(z,0),71'(z".2)] =0; (44)
en tanto que la regla de conmutacién que nos falta la encontramos con ayuda de (41)

[Axz 0,0t @" 0] = 2’ {5@u @) [2a0. 53 0)] + vit @b (o). 550] }
' —‘2: {vh@ud (") + wh(Z)uik (@}

= t6u6(’) (:z - i') . (45)
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La tdltima relacién de tacié
contradicciones. Por una parte:

, en particular, pone al descubierto algunas

[¥- A@.0.00 =" 0] = 8; [4(z, 0,09 (2", 0] = #5® (z-2");

Yy puesto que hemos elegido trabajar en la Norma de Coulomb, el miembro izquierdo
de esta expresién se anula. Por otro lado:

[#@0.9" - B@,0)] = & [4(z.0,00(2, 0] = ia"6® (z - #);

Y para un espacio libre de £ el que h
de esta expresién también se debe anular.

supuesto, el miembro izquierdo
E-tu dificultades se originaron cuando

supusimos en (44) que existf tres ind di para A, y otras tres
independientes para If, siendo que la condu:xén de tr-nmrn.hdad, 9 A =0, las
restringe de manera  que sélo dos p tes son pendient (o]
dicho més cl , Ia relacién de plet (41) que hemos utilizado no es vélida
¥y que en elin se deb. inclui luci dinales ans les. Si
ingimos s en (41) a soluci p te t les se obti la siguient
expresién (Cf. Apéndice C):
ek @ul @) + b @t @) — M6 (- 27) - Lot {2 )
o trm li’ z

(a6)

La cantidad en el miembro derecho es id 1a fi i6én delta transversa, y
hea d ©

S5 (:i.’ i’) Observemos que satisface
Obithne (F—2") =30 (z—2") + 56 (- 2") =0;

de aquf su nombre. Con esta modificacién, las relaci de
ven afectadas, en tanto que para (45) tendremos

[A*@n. 0@ 0] = 6k, (- 2') -

Ahora es claro que con estas laci se isface

i6n (44) no se

“n

[a.i‘(a,:),ﬂ(s',:)] = [ﬁ'(z,g),v'-é(z—',:)] -

Sin embargo, las l;uavu laci de i6 d

e K a una nueva dificul-
tad, puesto que nos dice que j(i’. t)y ﬁ(i’ !,t) no conmutan ni siquiera cuando £y &
eatdén separados por un intervalo espacialoide, lo que pareceria contradecir el principio

de causalidad. Pero eata dificultad desaparece cuando nos damos cuenta de que i(.i‘, t)
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noes una observable, sin imponu que ﬂ(i' t) = E(

',t) »f 1o ses. Si calculamos los
de los

P

[B*@0. 81" 0] = [iEa.mieE0] =0,
[B“'(.-'z', :),é'(-z".z)] [(6 x A, 0)%, (F x Ii‘(z',c))'] =0
[B*(z.0), B'(z'.0)] = [f1* (2, ¢), ™3], Au(E'.1)]

= Elmlalm{_.-(sunnl.)s (i’— —')}

= —iett™al 50 (z - 7).

i

Esta Gltima relacién establece que para los campos las medlclonu realizadas a un miamo
tiempo interfieren sélo si se ef én en el

La Teorfa Cuéntica de los Camp iere el imi dol-l,, piedad

de tacién de los op de po. Por este ti postular
para toda observable que dependa de los pos F = i‘(z) l-. relmelén dinémica

B F(z) =i [A (), F(z)] , (48)
donde H es el Hamiltoniano que describe al sistema.
Podemo. usar esta ecuscion con la hamiltoni 1 ético (39)
Ppar 1as de movimiento para §, (t) y ﬁa(t) El Hamiltoniano a que
da lu‘u (39) es

A@) = &= {%ﬁ(i‘,t) iz, 0) + ; (6 = A(=, :)) . (V x A(Z, c)) +Ti(Z,¢) - 640(5,:)}
=[a= {%ﬁ(i,t) iz 6 + ; (6 x .'i‘(z.:)) . (6 x fi‘(z,:))} , (49)

porque en la Norma de Coulomb, A® = 0. Ahora, de (40a) y (42) resulta que

ta(t) = [ & (2" - A=), (50a)
Falt) = [ &2 @z -Hi(Z,0). (508)
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C isacién del C El
De manera que para el conmutador de ¢, (t) con H(t) obt Ia expresién:
[ @z [ & ub" (2 [4* (=" 0,z 0 (2, 0)

+ ;— (V x A(=, t))‘ (5 x ﬁ"(i!,t))‘]
= %/d’z/d‘z’ uk* (@) {4z, 0) [A%(z",0), (2, 2)]
+ [A%(z",0), fil(z,0)] Hi(z,0)}
=i [ &z [ &> k" (@) {6() (- 27) n¥(z,0)
- %n‘(f,e)a*a” (Tz"‘—'l‘é"_])} .
Integrando por partes el segundo término en esta ivltima i@dﬁ encontramos

:_:/4’:’ u:.(-‘f')/d’z {E(i")a“ (]—i——l_f-'—l) }z‘:':
— e E [ (9-Bwo) o (5he) -

Para campos bien comportados en infinito (0 campos con periodicidad bien definida), el

primer sumando se anula; en tanto que el segundo es cero debido a la primera ecuacién

de Maxwell en el vacfo. Luego, a la lux de este resultado, la Ec. del movimiento para
da(t) es

dal(t) = Balt). (51)

El conmutador de $a(t) con el Hamiltoniano (49) es un poco m4a dificil de obtener:

[Pate). B()] = [ &= [ S22 k@) "0, (0N, 0
+ ; V x A(z, :))' (\7 = A(Z, :))'1
= [ d* [ %' uk* (2" %{(6 x fi'(i,:))’ [ﬁ"(s',:), (6 x A(F, :))']

+ [ﬁ‘(:i:", 0, (v“ x A(Z, :)) '] (6 x A(, z))'}. (52)
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El conmutador que aquf aparece se puede evaluar directamente como sigue:
[ﬁ“(i”,t), (6 = A(Z, :))']
= [fA%(2’,1), ™" OmAn(Z, )]
= mng,, [fik(z',1), An(Z,1)]
= kimg, {—-'5,55(’) (z-2)+ ‘—';ra"a:. (’?_I—ETI)}
= —iem9,,560) (2~ £').
Luego, se tiene
[ﬁ*(z', 1), (6 x i‘(s,:))'] (6 = A(Z, :))'
= —iebma 68 (2 — 2') ;A (Z,¢)
= —i (a™A*(z.t) — B*A™(£.0)) Oms®) (2— =) .
Si introducimos este resultado en (52), resulta que
[fa(®). H(@®)] = —i j a2 _[ Bz k(21 (9™ Ak (2, 0) — I*A™(E.0)) OmsD) (2— £7)
=i [ B3 WEN () (AR 1) - FEA™ (", 1))
=i fa®zuk’(®) { —V3ik(zZ,¢) + 3 (6 A(z,t))}
—tjd"zu‘(i‘) {9 x (6 x A(z:,t))}
=-f #2{a3(2) - 9 x (¥ x Gp(D) 4a(8)

+a.:(='=) ¥ x (Vxa5() af®}-
(53)

En este punto, se hace indispensable recordar las Ecs. del movimiento para los campos
clésicos; éatas son

— (o3 - v’) Az -9 (v A=z, z)) =o,
EN (v A=, z)) —o.

De éstas, sélo la pri nos i s, ¥ la queremos reescrita en una forma que nos
sea miés fécil de identificar:

(a2 + v A(z.e)— © (6 Az, :)) — —aFA(zt) — Y x (6 x A(Z, z)) =o0.
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ién son preci te las funci Fa(Z) que
tinf 1a ién

Las soluciones estacionarias a esta
hemos utilizado en (40); o sea, estas f

w3 Fa(®) — ¥ x (V x @a(®) =0,

de las fr prop wa qued det inadas por las condu:lonu a h frontera
que deb inf la soluci  de esta i6n. Con este
que (53) es igual a

> [ = {03 52 - 55 2p(0) + F 62D - T (@} }
= —iwd E’ Sapdp(t);

d

lo cual quiere decir

Pa(t) = —wi da(t). (54)
A do a esta ién el resultado (51), obt una i6n de do orden
en el tiempo para q.(t) _
Ga(?) = —wi da(e). (55)
La solucién a esta ién es muy id
Qa(t) = Ba %ot BT ctwat | (s6)
donde B, y 3:.1 son dos operadores t en el tiemp Ahora, la ecuu:i'én (51)
nos permite expresar po((t) en términos de estos operadores constantes:
falt) = —iwa (E. e—swat _ prt g"“'u‘) . 57)
Evaluando (56) y (57) al tiempo ¢t = 0, pod utilizar las expresiones resultantes

para obtener Bo y BL' en términos de §a(0) ¥ $a(0) :
éa = % {eo(o) + ":;aﬁa(o)} >
8t =3 {wo - L@} -

Este resultado es muy importante porque nos permite obt las relaci de
conmutacién para estos operadores; as{ tenemos que

[8a, 8] = [82. 841] = 32-tap.
[8a.8,] = [82.85]) = [a...a,] =o.
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Los fact que ap en la pri de estas relaci resultan estorbosos, por lo
que se acostumbra definir los nuevos operadores
Ba = V2wa i?.. » (60)
b, = V2wqa B, , .
los cuales satisfi las relaci de tacid:
5. 511 = o et =
[ 85] = [arBt] = bus 1)

[BarBs] = [ 8] = [aBt] = 0.
conjugados en términos de estos

P Y sus

Y podemos reesacribir los
nuevos operadores:

Atz =37 ‘/15;{[3., emtwat 1 BT swat] uk(a)
+ [5{. e—Swat 4 B e"“'-'] ..#_‘(5)}, (2
Nk(z,e) = z‘.:'(_g)‘/;w_a{[sa c—iwat _ gt} ¢.z.,.,.] ut(2) .
(e3)

- [B{, e—Swat 4 B =“""] u'&‘(-*')}-

peradores. Para el‘

Final t P el Hamiltoni con estos nuevos o)
primer término de (4a) sustituyendo (83) di te y glando la expresié
resulta:

[ =1z -z, ,
- _GZ;: /w..‘wg { f 2Bz Za(2) - P (Sae—i'u,t — &t =.'4.,.,.c) (57’ e—twat _ 3; e-'w,,c)
+ [ S22 - Tp(@) (Baewat — BLewat) (Bfemiwnt — B fwnt)}
= Z"—"zl{i..il + Bt + BLBa + 8480t
+ (Bably + Baba) e 2%wat 4 (B18L + BRBLT) eBiwat}
Para el segundo sumando usa.nos la identidad para soluciones clésicas
(Fx2) (FxA)=9-{39(4-A)~(A-9) A} +4-9x (¥x4A),
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el teorema de Ia divergencia, y el hecho de que A (Z,¢) y sus derivadas se anulan en la
frontera, con lo cual obtenemos

[ &= (6 x fi(s,:)) . (6 x .'i’(z,g)) = f[a*= A(20)- 9 x (6 x Ji‘(z,:)) . (e®)
Pero de las i 1&sicas del movimiento @, (%) y G2 (£) sabemos que:
9x(9x3)
- ;'lez{[s,,-w-t + Bl ewat] 9 x (9 x da(®)
+ [Buewet + Blewat| € x (9 x a2(2) }
- );',/% {[Baeieet + Bt eiot] Gutmr

+ [Sf,e““’-‘ + 51:‘"’"‘] (D) } .

Por lo que podemos escribir (64) como

Zp' ’ ‘%:’,; { [E,e"""" + 3;?‘-'«,:] [5:. e—Swat 4 g1 el'u,.t] / 43z Gp(2) - G2 (D)
+ [Byemtwat & ,‘;‘f, ‘u'w,t] [,;ae—.'w..n + ,;:'fe-'u,.c] f a3z a3(2) - ﬁ'.(i!)}
=35 {sasl + 8ute + alt -

+ (Bably + Buba) e=wat + (BL8LT + BL1BL) eiwat]

En ia, el Hamil i para el P 1 ético en la Norma de
Coulomb y en términos de los operadores (60) es

[ & {|fi(z,:)|z +]9 < II(E.:)IZ} :
= 3242 {Babl + 8L8a + 80TBL + BLELT} -

d A

(Se debe tomar el orden 1 de alap ipcién usual para la cuantizacién).

Por tanto, tenemos

A () = Tlwa {8lba + 8151} (65)
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Observemos nuevamente a (62). La suma que alli aparece, as{ como las de (63)
¥ (65), estd restringida, lo cual es un poco molesto. Para librarnos de ésto, podemos
defini -

ias funciones x(2) . o
& — }val¥), eir=0;
ota@ = {1E,

sir=1.
El conjunto {UA ()} (rra) OtE ortonormalisado y es leto. E , denotand
a=(r, a),y realizsando las identificaciones siguientes:
Wr o = Was
s0:: = say
sla = a:;-
podemos reescribir (62) como
Ay =3 5 {o.e--“-‘v"(z) +8lewsut @} , (06)
donde Ia suma ahora no se restringid

pto, claro estd, a todos los
posibles valores de a—. Es decir, en la nueva notacién el Hamiltoniano adopta la
forma

A(t) = > wablba . (e7)
-

Las relaci teri 5 . (88) y (67), nos que el lect
magnético puede visuali un conjunto de osciladores normales de Boee, ¥y
ques.y‘z P t P d de aniquilacién y de i6n, pecti te, de
particulas con fa we ¥ nid dnti a.




Capftulo £

Campo de Yang—Mills Puro SU(3) (Campo
Cromo-electromagnético) i

Ahora se considera el caso del p 1 ético con color. Se muestra
la forma en que se ha tratado en la lit tura para justificar el empleo del esquema
de interaccién, 1o cual hace al problema de considerar un Hamiltoniano no-lineal més
simple.

(a) LAGRANGEANA DEL CAMPO DE YANG-MILLS PURO Y ECUACIONES
DEL MOVIMIENTO.
HAMILTONIANA DEL CAMPO CROMO-ELECTROMAGNETICO.

En la teorfa de un Campo de Ynn(—Mllll Puro se sup que el istes estd 4 ito por
una accién, que es la integral esp poral de una d hzrlngu.nl. Lyv—m»
la cual se construye pidiendo que sea covariante de f« ante de
Norma locales (transformaciones de SU(8) locde.) e invariante ante transformaciones
de Lorentz [YM 54, Uti 56]. La ién miés ple que se p truir con estas
caracterfaticas es [Bo_, 77, Jac 84]

Iy_m= fd‘z Ly -M>

1 .
Ly_m=—3FLF, e
- Fl, = BuAL — 8uA} + 0fabc ALAL. 2
Las ecuaci del movimi para el campo de Yang—-Mills se escriben
SIy_mMm 9Ly -Mm 9Ly-_wm
=0 <> 9, — = 0.
éA3 A {aa, (42) EYTY
Utilisando las formas explicitas dadas en (1) ¥ (2)-
OLY_M__ _pin
= Fal
83, (A2)
OLy-_m (]
~54z 9 ape AL F A2,
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de donde se sigue la i6n del movimient
O\F* M 4 gf s ASF° 2 = 0. )
La pr ia del d do nos dice que atin en ia de otros 1 ient

Ia teorfa de Yang-Mills Pura (no-abeliana) no es trivial, ni lineal y pruentu nuto-
interacciones.

Podemos eacribir lo anterior en términos m#és familiares utilizando la forma que

adoptan los pos eléctrico y ético no-abelianos [Jac 84]:
E*% = Fg, (4a)
B = _LeitEp, . (48
En notacién vectorial:
Bua= Ay — VA2 — 9f0pA04", (52)
Bo= 9 x Au— 3farcd® x A°. (55

Lo cual, si observamos que B:'B“ = !FGF:’ , nos permite reescribir la densidad la-
grangiana camo

1

Ly-m=3 (2 B1). (e)
En esta notacién, la p te temporal de (3), que es'la Ley de Gauss no-abeliana,
se escribe . : :

(5~E-‘).=D.5-E5=0, . (&)
donde se ha definido . B

Dy = 64 + gfapc A°. (®)
De Ia mi a, la p t pacial de (3), que es la Ley de Ampere no-
l‘ 1i 2. P

(D°E - D x B)_=o0; ®)

expresién en la cual, ademis de usar (8), hemos definido

Dy = 6,.59° — 9fascA"C. 10
ab

Al pasar a la descripcién Knnultommu del sistema encontramos el problema de
q\:)e el momento canénico cocnjugado a A2 es cero, puesto que Ly-_M no depende de
AQ :

ALy _mMm
8= TEV-M _ __ _ pOu
ne= 3(30Aa u) F2
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Sm embargo, se puede usar de la libertad que -e tiene sobre la eleceién de la Norma
ara eludir este probl pod pedir que A2 = 0 (Normna de Weyl [Jac 84]). Con -
lo cual (5) se anmphﬂca -

Eg=—Aqa, : (11a)
Bo= x Au— 30fucA® x & (111)
quedando (8) sin bio. En la N de Weyl, la densidad hamiltoniana es
1
Hyom =3 (E3+53) . a2)
Sélo debemos tener en mente que la variable dindmica en esta descripcién es A%,
¥ que su t énico conjugado es
o= —Fa=—Aa-
R iendo a las i de Hamilton (1.29), encontramos
A= —FE., (13a)
~Eq=— (D x 5)_ , . . (138)
para lo cual se han usado los resultados
anps imy
oA = 9™ fase A
anps

= —eI"™s,, .
2 (214%,) i

Podemos obaervar que las ecuaciones de Hamilton no son otra cosa que la deflnicién
de Eg en términos de A. ,» ¥ la Ley de Ampére en la Norma de Weyl; pero que la Ley
de Gauss no aparece. En el formalismo canénico, la Ley de Gauss se nos -puece no
un i6n de movimi para el Bunil‘ i sino una
independiente del tiempo entre las variables candnicas. El remedio para este problema
es bien conocido [GJ 78]: elegir una norma poniendo algunas componentes de 4%
iguales a cero y usar la Ley de Gauss para eliminar del Hamiltoni las p tes
correspondientes de Ej .

(8) CANTIDADES CONSERVADAS PARA EL CAMPO DE YANG-MILLS SU(3)
PURO.
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De la misma forma en que obtuvlmn- las leye- de vacion del t de t
energia, t en su f como trizsads, y la del de 4 idad de
momento angular para el P 1 ético (teoria de Norma abeliana), vamos
a obtener las mismas fSrmulas pDara eate cnlo no-sbelu.no, 86lo que los campos tendrén
un fndice de color y estarén definidos en t de los poa potenciales en forma
mh complicada que la usual (Cf. (11)). No tiene caso hacer una relacién detallada de
c6mo se obtienen éstos resultados, pero vamos a enumerarios.

(1)TRASLACIONES ESPACIO-TEMPORALES
Ante este tipo de e i

que dejan invariante la lag: i se obti
como cantidad conservads al tensor de momento energia en su forma canénica

S* = LoV FSPFS, — FLoOY AL ;

(14)
a partir del cual se pued uir la f i ica de dicho tensor:
™ = —g”r'ﬁr s+ FLOF3 Y. (15)
(2)TRANSFORMACIONES DE LORENTZ
{ i de L ts tambié ituyen una transformacién de si-
metria del sistema, a la que se i tidad conservada el tensor densidad de
momento angular
JoPY — goBLY _ g1 4 Bu {F:u (A‘ Byt _ Au'rzﬁ)} . (1)

(3)TRANSFORMACIONES DE NORMA

El campo de Yang—Mills posee un hpo de simetria uin mds importante que las
das hasta el P invar ante t i SU(3) locales.

realizar en este apartado, conviene utilizar la no-

tacién abreviada de la Secc. 1.a. Se-. U una matriz unitaria 3 X 3 unimodular, depen-

dlente de 1a posicién, y qne P bre los colores. Una transformacién de
del P t 1 se defl

P

Para la discusién que i

A, — AO =0A,U +i0ta,U, an
en donde introducimos
A, = gT,AS,

as)
con T, los generadores del élgebra de Lie de SU(3). £atos generadores satisfacen las
Inci de P

[TarTp) = i f5pTes
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una rep i6n donde estén normalizados a la manera

yvﬁmoaa. g

Tr (TaTh) = —5.5 .

De la misma forma que en (18), podemos definir

Py, = 9T Fj,. (19a)
Relacién que, a la lus de (2) y (18), podemos reescribir
Fuv = Ouhy — Ay, + [A‘n Av] - (395)
Con esta notacién, la derivada covariante que hemos definido en (8) y (10), queda dada
asf:
D M =3,M + [A,, M], M = M°T,. (20)
Esta relacién nos permite encontrar un resultado que serf dtil:
[Du. D) M = [Fo, M) (21)
(En la demostracién se utilhl la forma (20) para la derivada iante y la identidad
de Jacobi para las ). p que A, se transforma por una cauntidad
infinitesimal 5 A,:
Ay, — A, =R, +5A, (22a)
El cambio a primer oden en el t int idad de po F,, estaré dado por
Py, = DA, — D, 5A,. (228)
Regresando a las tr f i de N pecificadas en (17), podemos ver
que ind una tr £ i6én de ej en los t. int: idad de P
r., ~=vtr,.v. . (23)
Consideremos una tr £ i6n de N local U dada por )
U = 0=, ot(z) =0(z). (24)
Para #(x) infinitesimal, a primer orden, la transformacién en los campos es
Ay — A, + D, 02), (25a)
Fup — Fu + [P, 0(2)] . (255)
O =i escribi los biocs en P tes de color, tenemos
1
o A% = S0.0% + Sabc ALO(2) , (26q)

6oFS, = fabcFLL0°(x). (260)
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Con estas tiltimas expresiones vemos que la densidad lagrangiana posee una simetria
de Nother dada por una tr £¢ ién de N infinitesimal e independiente del

tiempo 1

bgha = -7 (Bo(s)). . (27)
Hemos pedido explicitamente que #, sea independiente del tiempo para respetar la
Norma de Weyl impuesta en (11). La constante de movimiento a que da origen la
invariancia ante (27) es

Q= [dzil.-64° = — [ @z (Bas - £) 6%() . (28)

Y puesto que #® es una funcién arbitraria, (ﬁ - E) » S€ conserva. Con lo cual vemos que
1
Ga=—2 (D-£),_ (29)

ea el g dor de las f i de N independientes del tiempo. A priors,
no existe rasén para que este operador sea cero; es decir, en modo alguno es el andlogo
de la Ley de G.u- que obtuvimos en la formulacién lagrangiana y que no hemos sido

de en la fi lacién Hamil i En el £ énico, esta

Y

condlcxén se tiene que imp los estad

(c) CUANTIZACION CANONICA PARA EL CAMPO
CROMO-ELECTROMAGNETICO.

En f jante a P dimos en la i6n 1.c, pod i el
1 éti Prop las relaci de conmutacién entre las variables
canénicas
[E-(z,:) A, e)] = 6,696 (2 — £7); (30)
¥ loa demés conmutadores iguales a cero. Utili do esta relaci ¥ ln presiéd
para la densidad hamiltoni (12) ob i de movi to para
los operadores
(X4 1ray o P
A, = s [4L, A] = ~EL, (31a)
-8 1rac — 23§
E,=3 z;,&]=(pxa i (318)

que no son otr. cosa que las relaciones (13), l6|o que a diferencia de aquéllas, éstas son
d que obed Ins de i6n (30). Debemos
seiialar que, como en el caso clésico, nos sigue faltando 1a Ley de Gauss.

-~
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Consideremos la definicién (29), ahora para operadores, y calculemos sus conmu-
tadores con los campos canénicos:

iCa(2,0), 4§20 = =5 [Dac j(Z. 0 BE(Z, 1), A}(2".1)]
= —iD.. (2.0 [Bi(2.0). Ai(z".)] (32a)

- %6.,_-8;6(’)(5:'—- ') 4 farcAS(E, )6 E — £,
i1Ga(2,1), Bi(=".0)) = =% [Duc (2.0 B4(Z.0), Bi(z".1)]

= =2 [60e0; + afucAoi(@.0), B\ 0)] B (200) (s28)
= fasc Bo4(2,0)6N(2 — 2").
C do estas relaci con (20) ob.erv-mo. que, como notamos en el caso cl‘nlco,

los oper-dom C'q generan t imales de N ¥ son

del movimiento. Para verlo, i i .Icuh.r el conmutador de ('-' con
5 ; cosa que hacemos utilisando la deﬁniclén de B}, (5b), el conmutador (32.), yla
identidad de Jacobi, encontrando que

i [Cu(®,0), Bi(z", 1)] = fape B (%, )50 (2 — 5') (32¢)
Entonces, utilizando la hamiltoniana (12) resulta que
ée=13[6uA]=0; )

lo que también nos dice que A es invariante ante laa transformaciones de Norma que
generan G, como esperarfamos. Los generadores G,, satisfacen

i [GalZ,0), Gy(2',1)] = fareG°(£,1)6N(E —£"). (34)
Ahora queda claro gque es i ible que se satisfi (7 una identidad entre ope-

en el de H isent %, ya que tal ecuacién estaria en contradiccién con
la condicién de cu-.nt.uuuén (30), de donde obtuvimos los conmutadores (32) [CT 84].
Una de soluci esta dificultad es mediante la imposicién de la Ley de Gauss
sobre loa estados fisicos, que denotaremos por |{¥) ; o sea, pedir que los estados fisicos
sean aniquilados por el operador (20):

Ga(Z,6)[W) =0. (35)
La relacién de a para las icci , (34), & ti que, al menos local-
, se pued trar soluci no triviales a esta ecuacién [Jac 84]. Si tomamos
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una representacién de los estados en el esquema de Schridinger en términos de fun-

i les de los pos potenciales Aj , la condicién (35) se convierte en una ecuacién
diferencial funcional:

—~ & = (]
b. =) w(A) = (96, + A°) - w(A) =0. 36,
( JA). (4) ( ab + 9fabe ) ﬁ; (A) (36a)
También debe satisf: la i6n de Schrodinger

[ = {_5“2 132} W(A) = Ew(A). (368)

que la vacién de G’. indica que ﬁ no depende de ciertas combinaciones
de las variables dind&mi AL . En 1a iccién (34) fuerza a que el
estado funcional sea mdependxente de estas cantidades; lo que re-ulcu en estados ﬁmco-
no normalizables. Se puede resolver el wist (3e) mnuv pri la funci

més al que inf I-LedeG-.uu,luquele fa en la i6n de
Schrddinger para ob final una sin icci Para la teoria
abeliana, ésto se hace fécilmente porque mul_u que la cantidad conjugada a C.Ees

Not

,H

la p te 1 itudinal de A'; por lo que prop una funci 1 que
3 : te de las tea t les de A ive la epiceid

P

¥ato es equivalente a imp Ia N de Coulomb, ¥ - :i‘—o,lobreloqcampo-
potenciales. .

Para una teorfa no-abeliana, <. A no es la cantidad conjugada a <. E. s por
lo que no basta con ingi a adoptar la N de Coulomb. Se puede resolver
la constriccién (36a) [GJ 78 CT 84] pero el Hamiltoniano efectivo que resulta es

plicado y ap les a 1/g (que parece razonable ya
que con g = O se pierde Iu invari ia de N » hecho que contradice la eliminacién
de grados de libertad al resol 1a constriccién). .

)

ico en el de Heisenberg, se antoja buscar algin modo mis sencillo
para tratar con la hamiiltoniana (12).

Tenxe.ndo que resolver tos tan licados ad do el de ti

(d) ESQUEMA DE INTERACCION PARA EL CAMPO
CROMO-ELECTROMAGNETICO.

Hasta este momento, hemoas utilizado el esquema de Heisenberg para cuantizar los
Campos de Yang-Mills Puros, como vemos claramente en (31). En este esquemn, la
evolucién temporal de los operadores Fzz,, estd determinada por el Hamiltoniano Ky,
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37
que describe al sistema, 4 1
4 G Heie = 3 [Foreies Hmeis) 3 (37a)
en tanto que los estados propios son tantes en el .
d B
Ew Heia = 0. (37%)

Consideremos el Hamiltoniano a que da lugar (12), con los campos definidos como
en (4). el cual puede ser escrito

HEeia = (ﬁo +gHy + yzﬂz)x . = (ﬁo -+ ﬁl"‘)ﬂn'l . (38)
Se puede introducir un nuevo esquema para la descripcién del sist s el

de Interaccidén o de Dirac, proponiendo un operador U cuyo desarrollo tempor;l esté
determinado por (ﬁ [..;) Heia’

"E“ = (Brae) g, Us Ut =to) = 1. (39a)

Los t de estado se tr: fe 4n como
W(e) = U (2, t0) ¥(to) = U(¢, t0) W Her,s - (392)
Y los op d en la rep i6n de Heisenberg, Off.i, » se transformarén de

acuerdo a la relacién de j

O = U0k ut. (39¢)
U, d lu laci din&mi (37) y (39a), se puede obt 1a iSn para la
i6 poral de los estados en este - en que d rt

el -ub(ndnce Int Que deberfa acompaiiar & los operadores y & , los estados - :

.d
:IW = Hpa,¥; (40a)
Yy para los operadores:
2o=1[o. &) (a00)
dt 5 * °
Los estados y los operad que ap en las H (40) estdn exp: dos en
el de Int i6n [Gup 77].

Ob-o.rvemo. que en el csquema de Interu:clén los operadores de campo satisfacen

po en el esquema de Hei-

las que
g en ia del té (ﬁ[.‘) H ut«o es, las mi i que el

+
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electromagnético hbre, sélo que con tres grados de libertad més debido a que tienen co-
lor. Como las rel de i6n y los valores esperados no cambian al adoptar
el de I i6n, éste nos’ couvxene porque en el capitulo anterior realizamos
un tratamiento detallado del P ético libre.

ib t 1a densidad hamil i
de (11b) y (12) se halla

para ver quién es )7;,.. - A partir
fvm = 2L + (9 x Z?) - Losu (92 &) . (& < &)

1 - ~F ~4 ~e
+ Engabc!ade(A xA)-(A xA).
Y, comparando con (38), identificamos

(41)

1{= S. 7 \3
~?o=5(§:+(VxA.)). . (42a)
)’l,:.-—%f..,,(exi’)x(:i’xfi’ s (425)
ﬂ3=%[*f.“(:i’x:f)-(rx:i’); (42¢)
por lo que la parte de interaccién es
Rpne = gR1 + g* Az .

La i 16n la reali introduciendo una expansién de lo- clmpon en
térnuno-deoper.dore-de ién y iquilacién, y t do el 1 en
las exp i 1 dos éstos. En el eaguema de Interaccién,
el po potencial ( -"').-‘ P

P 1 _ S e :
@0 =T 5= (U@ “ettac@ + U @l @) . )
ok
con BY¥(2,1t) = —A,(Z,t) . Los operadores de i6n y aniquilacién en el de
Schr3dinger satisfacen las reglas de conmutacién 7
[Pac(©).8} (@] = bagbecr (a9
iendo los 4 A dores cero.

En lo que sigue, absorb la 4 4 i
temuporal en (43) utilizando s operadores de creacién y aniquilacién en el ecquemg de
interaccién.

Bae = Bac(t) = bac(0)e wat,

(45a)
81 e = 51¢(¢) = 5?. c(0)ewat,

(453)
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E)

Las funci eneld 1lo satisfi la i6n diferencial
¥ x (¥ x TalD) — wilUa(®) =0,
en la Norma de Coulomb: ¥ - ﬂ,(i’) = 0 que -.hor; sf pod imp sin probl
alguno-, y con las condici ala fr prop  Fa cl que
ﬂl:l(‘) = Zwaslasac- - (‘1)
>e

por el esquema adoptado. La expresién pl.rs ", 1.;(0) no serd tan simple, por lo que
preferimos una f explicita hasta el capftulo, en que haremos
algunas suposici en

al vacfo, que umphﬂcm e] problema en gran medida.



Capitado 8
Modelo Hamiltoniano para el Estado de Vacio
en la QCD

Este capitulo comienza con la tacién de las id iones de la
importancia del estado de vacfo en la QCD. Se hace énfasis en los aspectos que sirven
para justificar la eleccién del modelo adoptado en este trabajo. En las secclones segunda
Yy tercera se muestra con detalle las soluciones para el éti

libre con condici de fi jantes a las del Modelo de Ia Bol-n de MIT', que
constituyeron la base para el dul.rrollo en el f 1i de d i6n; es un
ejercicio simple y directo, pero se luye por pl En la Gltima seccién también

se deriva el Hamiltoniano que se usa como modelo.

(a) MODELO DE COPENHAGEN PARA EL VACfO EN QCD.

Se pensé d t ho tiempo que el ob;etwo de una teor{n. -obre las interacciones
fuertes era reproducir s partir de pri ios la i ida en las

Tablas de D-to. sobre Puﬁculn Elament.lu. Sin embargo, para calcular Jas masas

hadréni se deb pri una gran c-ntxd.d de cosas, por lo que no es un
buen probl para un estudi
Al iderar un si £nti ble averiguar en pnmer lugar en‘l es
su estado base. A primcra vutn, el vac[o en QCD es tal ves un obj un
para una in Perola ia de 1a Fisica M. 6pi tra
que una buena comprensién de lc eltmctur- del utndo base hnplu:-. también una expli-
i6 tural para h i a sus
siendo la teorfa de la sup d "vid-d un ejemplo. En ia de una bu :na teor(a
del estado base, la teorfa de sus il te f i
el superfluido ‘H e un ejemplo de ello [FW 71] De.pué- de todo, la teorfa de campos
ea sSlo una teorfa de osciladores no-lineales P en dife P de .
que preg de su estado base pued lant de forma més directa, como

de hecho se hace en la formulacién de redes de la QCD [Cre 85].

Asf, deb el hecho de que la estructura del vac{o es un problema tan
fundamental como el de la estructura hadrénica, porque la estructura del vacfo puede

41




432 i S. Modelo para el Eatado de Vacfo en la QCD

ser en {xltuna. mlta.ncm. el origen del espectro hadrénico observado [Gla 88]. De todas
formas, d ar b para poder hacer uso de la vasta fenomenologia
disponible.

En 1977, S-vv:dy demostré que un po cromo-magnético h & if

en todo el una que la del vacfo perturbativo en QCD
excitando [Sav 77). Consideré la accién efectiva

Seps(@) = —im {-/k<k DAW exp [.'S(Z(‘) +I(')]} .

en donde se 4 P el po de norma como la suma de una contribucién clésica
€) . ¥y una Lnti Z(') ; consid do las expresi alternativas para la accién
efectiva

Sepg (@) = sPleen, tw® L w@® 4

=/d‘z {Z+E+Z+...}

bt primer ca i6n ( loop ion) para el lagragi fectivo
1) __ 5)2 B
20— g [ (2) -3
para un P ético uniforme de magnitud B; y de aquf la energia

3
<=%——Z(l).

La razén fisica de este relultndo es que la libertad asintética hace al vacfo perturbativo

comportarse un P ético [AO 80].

Sin bargo, un ético h é no pued P al ver-
dadero vacfo en QCD porque la inv ia ante t fe i de L no se
respeta. Por eso ha sido satisf; io que esta 6 i6 éti es
inestable a del ético del gluén [NO 78]: debido a su t
magnético, se ongln. antre é-to- una fuersa de largo alcance (infrarroja) que desestabi-
lizsa el é En su mﬁ:nlo Nielsen y Olesen investigan
el compottununto dela ewﬂ- del vu:[o una fi ién del po cr éti

que el si es para di H ay al orden del inverso
de la raiz drada de la itud del po cr: éti debido a que la energia
del vacio dmmoll. nnl p-.ﬂ:e u:nn.mlnu. Luego, si se divide ul espacio en dominioa de
cr b's tante cuys i6é sal sea del ord
del ir de la itud del po cr éti 1a i tabilidad d

[AO 80].

Eata es la manera en que se ha desarrollado el modelo para la estructura del vacfo
que vamos a adoptar en este trabajo: el vacfo fisico se suponen lleno de dorminios
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conteniendo cada uno pos c éticos y léctricos fluct t La lon-
gitud de onda tfpica y la escala de tiempo de estas ﬂuctuucnone- debe ser del orden
de 1/A donde A =~ 100 — 300MeV es el pardmetro de escala de la QCD [NR 84].
Rep do, a un ti -rbntu.no poduno- suponer que el vacfo exhibe una estruc-
tura wemaejante a la de los domi fer Dentro de los donumo- cxuten
p £ti leéctricos més o tant

ti di i lineal del den 1 /A,y los campos en ellos asf como sus fronteras
mismas fluctian con una frecuencia de orden A. Para procesocs que ocurren a una
escala de longitud y de ti h que 1/A pod a los

en el vacfo P de fond t Observemos que este modelo mcorpors
ad hoc el fené de confls i ; de acuerdo al Modelo de Copenh un

sélo percibiré a los gluones que estén ‘dentro del mi domini que é1, debido al corto
alcance de la interaccién fuerte -existe una ie de ién por este hecho.

P

Vamos a suponer que los d ios eaférica y que ¢l campo se encuen-
tra confinado dentro de é1.

Sib en la liter que las soluci ala cién de
onda en el Modelo de la Bolsa de MIT [Cho+ 74] exlnben eatan teristi Exist

otras posibles Pero espe que los resultados sean similares pars todas
las fi i que tengan las {ati que p ibe el Modelo de Copenhagen.

(b) SOLUCIONES DE LA ECUACION DE ONDA.

.

La ecuacién que debe
3 A& de n '] §

potencial vectorial el éti lisico es la

(w?+ A)T(2;w) =0, €3]

una vez que hemos decidido trabajar en la Norma de Coulomb.

La solucién de la i6n es simple en coordenadas esféricas:
2
- &P+ O =0, @

donde £ = —i7 x V. Vemos que If(r, #,$) se puede escribir de dos maneras posibles
[MF 53]: :

Tu(Z) = L {p(Z))} (Modo magnético: M) ; (3a)

Uu(2) =¥V x L {p()) (Modo eléctrico: £) . (32)
© se tra det inada por la mi ién de Helmholts, sélo que escalar.

(w2 + A)e(z) =0. (4)
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Asf, a este pot ial lar lo d P el producto ©(T) =
R(r) Y"‘(ﬂ), donde la funcién radial debe tisf in ién: .

at +1

ar”";ar"'(“’ ¢ ))}R(')_o' =)
Misma que es satisfecha por las fi esféricas de Bessel (5j(kr),k = w), que son
regulares en el ori ¥ las funci esféricas de nmkel de prixnen especie, h“) (kr) .
1as cuales no lo son [MF 83]. Las soluci con fi | esféricas dan origen
a ondas estacionarias, y aquéllas con funci de Hankel, a das viaj [MF 53,
Ros 57).

Utili do los Sni féri vectoriales, se pued ibir los ial
para los d éti léctrico. Los o esféricos vectoriales, o l6lld.0. se
definen como (EG 76)

Ty, ae () = 2 ams 1| T M) Y™ (7) Epr s ' ()
donde £, son los vectores unitarios en la base esférica. Estos arménicos esféricos
toriales plen con la relacién de ort alidad
f A TS0, 000 () - T ne () = Supebpapary - )]
Asf{ las soluci pued ibirse [EG 76] .,
U, u(@:k) = L {is(kr) YM (D)} .
=TT {is(kr) Tr, sne(@)} , L. (8a)

Olrae (@i 8) = ¥ x {E (isr) Y (M)}
= ;k\/?'(.l—-;-l)' {(2"-" )l Fr-a(kr) Ty s 100 (12)

J 4+ 1
- (m—l) Jrr(ler) fuﬂ-.u(ﬂ)} - (8b)
Eatas soluci no se malisadas a un vol esférico de radio R. Por
eso preferi usar las fi 3
Tren(Z;: k) =t L {ss(kr) Y24} , . (9a)
Usnee (23 k) =miens x { L (is(kr) YD)}, (98)
que estk lizadas en unt esfe

de radio R de la forma siguiente:

[ 2 O, (Z5K) - Arnesa(&35) = bpssbacrbsribpanes - (10)
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(¢) CONDICIONES DE CONTORNO SOBRE LAS FUNCIONES DE ONDA.

Las condici de t restri los posiblea valores que pucda toun.r ln. frecuen-

cia wy . Sabemos que en la frontera de 1a esfe £, las sol ‘las
condiciones (Cf. Apéndice G)

E.¢r=o0, (11a)

Bx#=0, (118)

a

de ¥ es un tor unitario normal a la superficie en el punto de observacién. También
es necesario recordar

B = —iwAi, (124)
B=VxA. 12s)
Ahora id los ético y eléctri P d t
FRECUENCIAS PROPIAS '
(a) CASO MAGNETICO.
Para el do de polari i6 éti
E~Lp, e = Ji(kr) Y™(02).

(¢) La condicién (11a), que se traduce en

P E~P . (FxP)p=0,

se infi trivial t
(%) Las tres condiciones (11b) nos d-n sélo una re-tﬂccién bre las fr ian k.
Escrito en P tes, el P q 1a fo

B; ~ €495 kmTi (—i9m®)
=i {2;9;0; + 39; — §;0; — 2:8;0;} v .
Lo cual en notacién vectorial se escribe
B~V x(Ep) =s{(F-9¥)+29 —rr}ep.
Con esto podemos ver que Ia condicién (11b) es p: i lala i6

4

{r3 Gatn) +2iwn}| -
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Utili do la relacién de recur ia para las fi 1 de Bessel eaféricas con u # 0
d . . .
zz-’n(‘) = —(u+1) ju(z) + Tiu1,

podemos simplificar ests expresién para ob final t

d N

& {ratn}|_—o-
Desarrollando la derivada ob una ién que nos serd de utilidad més adelante

—1 5i(kR) + kR 51-1(kR) = 0. (13)

(b) CASO ELECTRICO.
Para el do de polarisacién eléctrico,

E‘—-Vx(Zv).

(¢) En esta situacién

. B~ {rA—z-———ra-a—,’}

De donde obtenemos que la condicién (11a) implica

=0.

r=R

3
{-rotien — 22 atn — rpaten )

Podethios usar la ecuacion dife ial de las fi 3 de B 1

esféricas

S+ 2@+ {1 - 280} ) —o,

para ibir la relacié terior en fc més si 1
ey j(kR) = 0.
(¥7) Para la intensidad de p ético se tiene
= - 24
P~ — 25 — — P
¢x B {wrx6+Fx(a'6) rvx(a'a)}v.
R lando la exp i6n mediante el uso de la ecuacién de onda y algunas identidades
toriales, se

Px B =uw? (kr){0—+¢nn’ 8¢} y(n).
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Por lo que las relaciones (11b) se convierten en este caso en

w3 5i(kR) = 0.

Si esta relacis b ida de la expresién (11:), vemos que son equivalentes
cuando k v { son dutmtm de cero, lo cual si e Ent las condiciones
(11) en el caso elé se t ! en la sencilla ecuacién

5i(kR) = 0. (14)

ESTADO DE ENERG{A MAS BAJA

Veamos ahora en qué se trad las condici (13) y (14) cuando queremos encontrar
el estado de energfa menor; debemos notar que este estado tiene I = 1.

() CASO MAGNETICO M —1.
Cuando I = 1, Ia ecuacién (13) nos dice

—51(A™R) + k™R jo(k™R) = 0.
O, introduciendo las . H explicitas para las funciones de Bessel 50 ¥ 73 ,
e
tan(k™R) = AR

]1 — (kmn)ii ) (as)

(b) cASsO ELtcraxco €—1.

Para este seg caso d usar la i6n (14), que cuando [ = 1 indica
Nn(k*R) =0.
R pl d la expresién explicita para la fi i6n de Bessel resulta
tan(k*R) = k*R . (18)

La solucién de las ecuaciones (15) y (16) se exhibe gréficamente en la figura 1.
Como podemos ver,

3
ATt < _;r_z < k§y < —}-;- ;
de donde concluimos
kT < k§;.
O dicho en palabras, el modo EM M — 1 tiene un estado de energia m&s baja por debajo

del estado de energia en el do£ —-1. B do en tablas una solucién més
precisa a las i para el estado més bajo encontramos [MF 53]
kfy =1.4308 % = % . (17a)
” 2.7439 ’
ATt =08734 5 =7 (178)
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(d) BAMILTONIANO DEL ESTADO DE VACIO EN UN MODELO SU(2) PARA
LA PARTE DE COLOR.

Hemos viato que el estado mis bajo en energia cortelpondc al do el

P
M—1, eonxnomento-ngulul—l.l.o. P de i6n y destr ién para
este tad los - tar de abreviada:
Bada = Bem,1na - (18a)
T’L. = i’fn, 11A,a* (18%)
en donde los fndices de color a toman tres valores; el indice m se refiere a que el
lud de al 4 gnético; y las etiquetas 11 M den al estado més
bqioen.nu.h.‘-“‘ isados por sus nd Anti JL J+1, M=
-J, ~(J—1), ..., +J,con J el momcnto :ngulu t.ot-.l Aasf, el campo para los gluone-
en el eaquema de segunda 6ny 8610 al estado més bajo en energfa
puede escribirse para ¢t = 0 como
AL(2.0) =/E T (W (@) bme + ubi (@) Bha) (19)
donde recordamos que u¥, (Z) son las soluci de la i6n de onda vectorial dentro .
de una esfera de radio R. Debido a que laa funci ti propiedades bien definidas -
ante rotaciones, ot
um (@) = ()™ Wk (2), (20)
también las tendrén los op a de aniquilacién y de "

Bme = (—1)1"™ B pna.

21
Si consideramos &sto, la expresién (19) puede reescribirse en la forra - =
AL(2.0) =/E T ubo(®) (Bme + bha) -
Definiendo las comp del '
AL- )(i') =VESuki @) Bina » (220) "
ArCh ey = /L E T uls (@) 8., (225)

la ecuacién anterior estard& dada por

AL@,0) = 2@ + AL M (). (23)



®
. b
- i
! )
- X
~ X
J
[
4
6
g g
e |8

qunwar

———..



Huamiltoniano SU(2) del Estado de Vacfo 49

Veamos cé6mo puede escribirse en el lenguaje de d ti i6n el términe
proporcional a g en el Hamiltoniano de la QCD en un modelo SU(2) para la parte de
color:

Byt =0)=—}gea [d'= :{_v' x Ta’.(s,o)} . {i’.(z,o) x 7,(5,0)}: 24)

trmbole *

(De aqui en adelant itiremos el con el que h tado d tando a
toda cantidad que es un operador, excepto para la hamiltoniana). -

En 1a ecuu:ufm (24), las componentes en loa fndices de color de los campos son com-

P car Sin embargo, es més c6modo trabajar en componentes esféricas.
La relacién de transfc i6n de las D tes eaféricas de un tensor T¥) de SU(2)
arbitrario a las P tes cartesi estd dada como
T, = Ul Th., ' (25)
donde la i tr f i6n Uma se defl por
~1 -3 \/0_
U= (1] (1] 2
* 1 - O
para tennoru de SU (2) Con la expresién (25) pod t una relacién til de
la un t de orden 1 en p tes cartesi
el acoplamiento de do- de orden 1 con P tes cartesi mediante los:

coeficientes de Clebsch—Gordan cartesianos:
R&‘) = (1b; 1c|1a) S.(") T.,(l) -

Pod h lo mi en t esféricas utili do los ficient de

Clebsch~Gordan eaféricos: - -

Rv(!{2 = (1mg; 1mg|lm;) S.‘-:,) T.s.l,) .

Ahora introducimos (25) y su inversa en esta expresién, junto con la ec;ucién que la
1 °
pr para

Umia (15;1¢|16) = Upyyp Umge (1ma; 1mgjlmy) -
Por iltimo, recordando que U es hermiteana, resulta

(15' 1¢|1¢) m.a Upnzd Umse (1mgz; 1mg|1my) . (28)

I di pod verificar la relacién

(1a: 18|1e) =J; €apu @7
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(C¥. Apéndice E).

Usando el imiento adquirido al hallar las ecuaciones (28) y (27) encontramos
Hy(t=0) =J5 o (15i1c/1a) [d*=: (V x i’.(e,o)) . (74'.(5,0) x ‘.i',(s,o)) :
=W g (1mg; 1mg[1my)
x fdbz: (?7’ x 7_...,(5,0)) . (i’...,(e,o) x ‘j'...,(e,o)) :

Expresién que, escrita en componentes, se ve rmis simple
Hy(t = 0) =33 geisaciva(—1) 71 (Lmg; 1ms|1my) 28)

x [d%z:(8;4K,) Any Alny:-
Podemos sustituir (23) en esta relacién, hallando asf
*"uk Cire(—1 )l_m' (1mg3; 1mg|1m,) /d’z {(6 A. (—)) A:n(:—)‘:'{)—)
+ 2458 (+) (a L (—)) AL (‘) + (8 4% (+)) AL (—)A' (—)
+2 (8 A”"") Pid (""A'( ) 4 A""')A (+) (3 A*(—))
+ (a Wl (+)) A'(+)A'(+)}

de simetria para o

bt este resultado. Definimos los

Ene,atyray = { / Bz € a0, ( ""1) "M, wley }o ) @9
laci (22) pod ver que In ior adopta la forma

Deb
coeflcientes

Con ellos y las
_g)i—
‘——'b—:l 9(1my; 1mg[lm;) (zw) Eneyreyney {hw,.—u.bu,.m,bu,.-,
+2 bLz-cb"u—-'xbua.'-a + bL,._.... Bacy.mabrcg.ms (30)
+2 bL,.—-u bLg.—,sMs-'-s + bL,,..,bL,,m,sM,.-m,
+ qu.—ulb ;.-,bM;.-;

¢, Indoas

Defini 1
B = 5 MMlSSe) (s maiTTy Seumitlams . (310)

mimeg Ay Al
Brs
B =N

=

(1013 1 M;3|SSo) (1my; 1ma|TTo) breyrmy baymg » (318)
mamz Ay
(1My; 1A3]|S Sg) (1my; 1mg|TTo) blelI-’M,m, . (31¢)

czs
To%o mimy A Al
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Las relaci i a (31), obtenid
los coeficientes de Clebsch-Gordan, son

mediante las propiedades de ortogonalidad de

Bimi bl my = VE 5_: (1M1.1M,|sso) (1my;1ma|TTo) (B ’,o)" » (32a)

BacymiBregmy = V2 . 'nz;_r . (1My; 1M3|S So) (1mi; 1ma|TTo) Bn,.., . (320)
bty Prtamy = VZ 232y, (HM1: 1M31SS0) (1ma; 1 T To) cz5,, - (32¢)

Sustituimos (32) en (30), y para que resulte m#s sencillo debemos notar que (30) es un
escalar de SU(2). Esta es la raxén de que, por ejemplo, pod

6Lty s Brdy—my Bagpms — VZ (1 M5 1M3|S So) (1my; 1ma|TTo) (07220 [t o f512]%°
Asf, haciendo 10 mismo para los dem#s op d

~ 5 () (1) ™ (Amaimsiimy) Erganse
{(-1ms+Ms 33 (1 — my1imalt — ma) AMLMa[L — Ms) B2 x B]™°
+ ((—1)""*"-1# (1 — mylms|1 — ma) (IMy1Ms]1 — M3)
+ (™M (1malma|imy) (1MzIMs1L — My) ) [oF x 511]%

+ ((—1)""'""’41 (1 — my1mga|l — ms) (1M1M3[1 — My)

(33)

+ (—1)™ MG (1maimg|im;) (AMa1M;|1 — Ml)) (Bt < 3]

+ (—1)™3FMs3d (1 — mylms|l — ms) (IM1M;[L — My) [B11T bf]f’°} .

Podemo. simplificar esta expresién utilizando la propiedad de simetria de los co-
£ tes de Clebsch-Gordan

Uarpa sapalssps) = (—1)a+s (2” + 1) {ja — padspsslizpa) .

¥ las propiedad itarias para estos Bcient bteniendo
—0 ()3 (1) AM 1M1 — M) Breyregang
x {[B% x 8] + 3[st x 511]° + s[BUT x 5™ 4 [T 12 x 51 %} (30

Las integrales definidas en (20) son iguales a (Cf. Apéndice G)

| Braypegre = (—1)*0+M (23Y g (k7)73 NP AMIM)1 — Ay ; (35)
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expresién en la cual se ha introducido la definicié
&= /:nx dz z ji(z)®
(para N véase la Ec. (49)). Introduciendo este resultado en (34) obt final t
2,0 = o (&) (@)} €0 2857 (B < 5™+ 3ot < 57
+3[Bt11 5% 4 [Bt12 x b1’]°°} . e
Ahora averi cémo puede reescribirse el término del Hamiltoniano que es

proporcional a g%,
Hy(t) =19" Cate Case [ &*=: {7.(5,:) LA E :)} {i’,(e, t)- 'X.(e.:)} ;o (3D

en términos de esféricas de color. Introducimos (27) en (37),
usando (25) y (26) p-.rs obtener

Ha(t) =} (1malms|imy) Up, o (1maims|ime) Unga [ dz: Ak, 4L, 4k 4l
Usando la propiedad

Unia = (—1)t-m™ U_mies (38)
vyiah jticidad de U, i reescribir esta parte del Hamiltoniano como :
Hy(t) = —3¢ ¢* (1m311m|00) (1mylms|imy)

x (imglmg|lmeg) [d'z:A,‘,.,A:,.,A,‘,,‘AL. (39)

Sustituimos (28) en la ec i6n (39) y, después de rearreglar la expresién resultante
utili do prop de simetria de los fici de Clebsch—~Gordan, encontramos

—F g% (1m11me|00) (1malms|imy) (tmylms|ime)
x [@z{ARD AL AT ALY + AR ALY AR ALE)
+4 (ARPIALD AR ALY + AR AL AR L))
+2 (RN AL AR ALY 4+ AR AR ALO AL
. + AR AL AR AL ]

Reemplasando (22) en esta ecuacién, y con la definicién

(40)

.
Dacyregnearay = { | &%= wleyul, bl ) . )
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hallamos
% 9% (1m11mel00) ()2 {(tmalmalimy) (1meimslime) Damrenss
x [;M’.u’slls.—;‘-’"mn‘sﬂs-ﬂ + bL,.uabL;.ﬂgbL..u‘bL..u.
+4 (bL’,Msn,_..,;M.,-‘SM‘,u. -+ bL’-ﬂ,bL;.ﬂ;bL‘-ﬂ‘S"l-"l)]
+2 [(1maimalims) (1ms1ms|1me) Daaracors
+ (lmalmygllmy) (I1mglmg|lme) Dagnesneney

+ (1mgzlmg|lm,) (lmelms|lme) DM,,.,‘M,,,,] bL,'"bL’.mSu‘,_‘im,m,} .

(42)
Ahora introduci los plados en esta i6n mediante (32);pero para
hacerlo de = s le es i .endu que (42) es un escalar de SU(2) m.

enlsru6ndeque.por § lo, el

de la siguiente manera:

- - ) T—Tg+8—
bL!-ﬂlbL:-ﬂsbul-—dle"‘l i "2’,0 2 ‘Mﬁ {(1M31My|S Sp)
(]
x (1M 1 M5|S — So)(1malms|TTo)
% (1mgims|T — To) [Bf TS 5""]00

Tambié 1 los d & d en £ anéloga, obteniendo el resulta.do

g (2“,) s %{,—’r:";-{,{—';l (LM31M;3]$ So) (LM1M5]S — So)
x (1mzlmgs|TTy) (1mgimg|T — Tp)

D que allf ap. P

> {Du,u,u.u. {1malms|im;) (Amglmsg|l — m;)
= {[ﬁrs x f,rs]"o + [Bf rs . gt rs]°° (43)
+a[cT® x 573 4 4 [BT T « c"]°°}

+2 {(Dn,u,m.,, — Darnrenesnes) (1malmge|lmy) (1msimslt — my)

= 00
+ Dagyresmaqneg (Imaimglim,) (Imglmsgil — "'1)} [BYTs x BT5) } .
Consideraremos cada uno de los dos términos que aparecen entre corchetes por sepa-
rado, comensando por el que involucra a [81’ T8 1-’,.,]00 Teniendo en cuenta
3= (1)1 (1ma1mg | TTo) {(1mglmg|T — Tp) (1malms|imia) (1melms|1 —my)
Tom’s
= 8611, o
(44)
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la primera parte en (43) da como resultado
(&) 3SR b o (IM31M3|SS0) (1mglmglS — So)
F74 ;;3(25 +1)
x {[ﬁu x EIJ]w+ [Bf 15 . pt u]w

+a[cr x 59])% 4 [Bh1s < 09]7).

Pero las propiedades de simetria de B'? dicen que necesarismente S = 1; por tanto se
tiene
— (£)? 32 (—1)*° Dagyresnaerng (1Ma1M3|150) (1maims|l — So)
>
x {[B" =< B+ [BT 1 x Bt )™ ()
+afot x 5P +afpt v x oM7)
Para el segundo término vamos a evaluar la do la siguiente definicié

de los coeficientes de Racah, vélida para momentos angulares enteros,

. . . _1yds+l ,
':: ':: ':: } = (—(:l;“%!:‘ 32(—1)™3+™3 (fymyjamaliams) (Iymilamis — ms)
sls)” =

x {fymilamillsm3) (ymipmails — mb);
de donde inferimos

= (—1)Tor™ (1mgimg|T 7o) (Imlmg|T — To) (1malmg|lm,y) (Imslms|l — my)
To.m’e
1
=—3@2T+1) {: 1T}

(48)
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Usando (44) y (46) para simplificar el término que i
se encuentra

ra 3 (_l)l-o-r-o-l—q., _
(Z) a2 TG (M MIMaIS So) (1M Ms|S — o)
x {—3 (D‘la“:“l"c - D":“c“sllu) (3T +1)
{1 1 r} +3D“’~'~‘"'5"}[31n x BT9]*®
=(Z)'s = ‘;;;_— (1M31M;|S So) (1Me1M5]S — So)

x {[D“l"."lllq —DM.AQM;M.] {1 : ?} [B?” x Bo’]oo -~
- 715 [3 (Dl':lla“s“¢ - D“:"«"sh‘l) {i : :
+ DM.M,M‘M.] [Bf 1. 5::]“)

+ V5 [Dayaeyaegre, — Dineyacgresne) { i : ‘;‘} .[Bf Y B .;'u]w} i

Teniendo en ta las p iedad de simetsfi

de los coeficientes de Racah:

de los operadores BT? , y loa valores

1
1
1
1
1
1

I
|
wir

i

e
NH O

Mg/ gt
I
Ol O

e b A AV e i i S

1 a [Bf T8 % 5"]00 en (43)
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se obtiene la siguiente expresién
AN 1
- (E) e{ 3 (1M31A63]00) (1M1 M;00) N
= (Du,u.u.u. - Du,u,u.u.) [Bfw x Bw]

+ U2 (1a1001250) (100100512 — o)

x (Du,u,u.u. - Du,u.u,u.) [B? 03 Boz]OO

+ (‘;)"’ (LM51M;|150) (LMa1Ms|1 — So)

x [—% (Du,u.u,u, - DM,M.M.M.) : (48)
+ Dagyae, W‘."] [Bt** x éulw

VB

+ 35~ (1M31M3]00) (1M1 M;5|00) (Dagyaciresnes — Dacyrearaorss)
x [B? 0 fnlm
(=1)%
T T e

(1M31MM3]|2S0) (1M41M5|2 — So)
x (D“:M:lfq“l - D"z"c”a"s) [BJr 3?7 x E”]w} -
Puede mostrarse que la integral en (41) es igual a ( Cf. Apéndice F)
Diney nayresne, =;:{(‘.g.:—)! {(—1)“‘+~' S_nayney 6 negre;

s (49)
+ 15 T(—1)™ (1Ma173]2m) (LM 1M5]2 — m) }

en dond las t

e = /k“ =2 ji(=)4 d=,

y
N =o09371 (k7Y .
Con estos resultados, 8610 resta calcular dos Ve la primera:
32 (—1)™ (1A31M3|5 So) (1My1M5|S — So) Drezaesmgnes
AM’e, Sg

=24y T (% (1M310431550) (1ML 1M5)S — So)
A, 30

x { (—1) a+M3 5_pgonts 5 negnes

+ -,% So(—1)™ (AMz1M|2m) (1M31M5]2 — m)} -
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' Utilizando en esta expresién las propiedades de ortogonalidad de los coeficientes de
Clebsch—Gordan y la definicién de los coeficientes de Racah se tiene, después de arreglar
un poco la expresién

g @S+ {(-)°+3 {+ 351
La otra que deb 1 s

EM-,_su(—l)"’ (1M21M3|SSo) (LMa1M5|S — So) Dacysarasies

=SUSs T (CD% (1Mz10M1550) (1M1Ms(S — So)
Mo, 5y

* {(—1)."“" S—nasne; 6-nagaa

& (1™ (1M31Ma(2m) (1M1 M2 — m}.

Reescribiendo las delt un coeflci de Clebsch—-Gordan,
—1)M2
anrgiony = C0 26 .,

¥ utilizando las propiedades de or lidad de los ficient bt
: - 3
U A (5 It {3530 + 553:} .

Por iltimo, con los resultados obtenidos para estas dos sumas y con los valores de los
coeficientes de Racah 1 P
{i 13}-

{1 1:2}=
{13}
Que la expresién (48) es igual a
() w3 () {18 = 51+ o7 1
+ 4 ([C“ = ﬁ"]m + [Bf 1t Cn]w)}
= (%)’:&,,4 *m— {[;,u < Eu]°°+ [811 < Bt u]°°
+4 ([or x 5%+ [BT 11 x c1]™) .

TRy
I
8[#"’"“

NN NO-

(s0)
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En tanto que para (48) ita la siguiente fo

— (%) % e (e { - 1 [B190 x 5%9)° + X5 [ator  goa]®
— 2Bt pu]™ L VB [pte, 5o|° (1)
- 3Bt x 5m™}.
De esta forma, la expresién para H3(t) se encuentra sumando (50) y (51):
my(0) = ()" w0 am {3 ([B x 5] + [BY 11 x BT 1)
+3 ([e* x BM]™ + [Bt 1t x c11]™)
+ Bt x 5| _ VB [gtor, goa)® )
+ 9 [Bt 11 511)® _ V5 (gt x 2|

+ & (atm sy



Capitulo 4

Condensado de Gluones en un Modelo SU(2)
para la parte de Color

Este capftulo i con la bid de una posible solucién para el estado base del
Hamiltoniano del modelo encontrado al final del capftulo anterior. Al final se calcula
el valor para la energfa de este estado base.

(s) ESQUEMA DE CLASIFICACION PARA LAS FUNCIONES DE ONDA.

Calcularemos explicit los el de i
recién derivado derivado utili do al ltad

pa.rs el Hamiltoniano de la QCD
tales de Teoria de Grupos.

Sabemos que un de clasificacié iado para los eatados del Hamilto-
niano de la QCD esté caracterizado por la cadena de grupos [Cha 75)

U(9) > O(9) D SU:(2) x SUs(2), ‘ @)

donde el subfndice para los grupos SU (2) distingue entre las partes de colér y de espfn
del estado. -

En g 1, las taci de U(9) ti nueve etiquetas; sin bargo, a
partir de operadores bo.én:cm sélo se p uir rep taci pl
simétricas para U(9), las que se terizadas por una sola etiqueta, de
1a forma {NQ®] = [N]. Un estado de cosas -emqnnu ocurre para 0(9); aunque las
representaciones de 0(9) tlenen en 14 sus rep son
construfdas a partir de boséni 1 t i

P una sola, (+000) =
(¢). Este niimero v tiene un significado fisico: cuenta el ndmero de particulas que
tiene un estado del cual no se puede extraer un par de particulas acopladas a color
T =0y espin § = 0; y en Fisica Nuclear ha recibido el bre de tigiedad (que
en inglés se escribe seniority). Al pasar de O(9) a SU(2) x SUg(2) necesitamos un
fnd.ice de 1 ', licidad, ¢, para t en la posibilidad de que existan varios
d por loa milmo. néGmeros para las representaciones en el iltimo
grupo. Final t i de sva(z) ti dos etiquet (TTo), lo
mismo que las de SUs(z) (SSo) De esta tados de la cadena (1 )p
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caracterizarse por
N5 v; (9) TT0, SSo) -

En el esq de d tizacié: d escribir este estado [Mos 68], sin tomar
en cuenta los fndices g, (T'To), (SSa) porque no ti ia para lo que haremos
més adelante, ~
INv) = NV, ) (1 -sH T2 R Do), (22)
en la que N (N, v) es un factor de normsh:-mén por determinar. P, (b1) es un polinomio
de grado v en los operadores de que
(5-8) P.h]0) =0; ' (2)

esto es, no puede extraerse de él un par acoplado a T, § = 0. El cdlculo de la constante
de normalizacién se realiza en el apéndice I, obteniénd para el estado la expresién

IV ) = { v} 0 - sH T2 R et 0) (2a)
Esta misma base puede ser clasificada en térmi de la cad
Sp(18) > Sp(2) x O(9)
(¥) u
0(2) SUG(2) x SUs(2) (3
N

Lu repruentu::one- de Sp(18) tienen nueve etiquetas; pero sélo existen dos repre-

talem [MQ 71): ((1A)% ¥ ((‘/2) (1/3)*"). La clasificacién de las

representaciones de Sp(2) 1 » (M, Mg); Mg esté re-
lacionada con la antigiedad v, en tanto que M lo e.ti con el nGmero de particulas
N (las representaciones de Sp(2) y O(24) son ). La clasificacién de
las: representaciones de O(9) ve ren.lus como antes. Esta otra clasificacién resulta Gtil
porque més nos permite calcular los elementos de matriz del

H-nultoni‘no del Modelo aplicando el Tecrema de Wigner—Eckart.
Nos i d brir en qué f« pod clasificar los estados de la base de

do a la cad (8). Pod iderar los operad
Ky =}t -8ty (4a)
Ko=3(N+3), (48)
—=4(-8), (49)
que infi 1as relaci daz i6
[Ky+, K_]=—2 Ko,

[Ko, Ki] =K. (5)
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¥ que por lo mismo definen un flgebra de Lie de Sp(2). La accién del operador Ko
definido en (4b) sobre los estados de la base (2) resuita ser

Ko|lNv) =} (N +})INs)=M|{Nv);

de a que la i6) bre ¢l estado con N = v es
Kolvv) =§ (v +§) lve) = Molew) .
Con la definiciones p: dentes, pod biar las etiq de los estados de acuerdo
a la prescripcién
v = 2My —§, ©
N =2M —§.

Y los estados en (2) ah pueden escribirse

IMoAD) = {w—.gﬁ‘ar*.rn.}‘ (XYM~ Mo | Ao M) ™

La accién de lo. gen d Ky los estados de la base (7) pueden calcularse
bién dir

1 EY

Ki |MoM) =/{MENG)(M¥Mg+1) |[MoM +1).

(b) CONMUTADORES RELEVANTES.

Para poder evnlnu el v-lor esperado del Hamiltoni btenido en el capftul teri
para los est id en (2) t que calcular al d En
esta i los id ¥ en el apéndice L estén realisados los

chlculos detallados. La razén para calcular estos conmutadores Quedaré aclarada en la
secciones (c¢) y (d).

En el capitulo anterior h definid
BiTf* =1 S (1 YN
ToSo = —7= 11¢3|T'Tp) (1m;1ma|SSo) beymy Beamg » (8a)
vz t1t3 mimy .
1 -
CFey =75, X _ (111621TTo) (1my1ma|S So) b i Brams - (85)
¢163 mymy
La doble suma para el prod de dos ficientes de Clebsch~Gordan se repx‘.con
tanta frecuencia que resulta muy cé do adoptar la co i6

0%

{laglag|iu) = (1¢;1¢3]TTo) (1m11m3]|SSo) - ()]
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Las relaci de simetrfa para estos coeficientes de Clebsch—Gord dobles se infi
de aquéllas de los ficient. impl bteniénd

(Arssrdspa|Agus) = (Aguzdins|rsus)
= (A1 — p1r3 — pajrs — us3)
= (—1)*2 §} (Assssrz — pa|A1p1) -

En esta expresién h introducido ias deflnici
(—1)* = ()=,
E\/ide—lnls-Q-li -
También utilisamos que, debido a la simetria de los operadores boséni , las bi:
per

(—1)* = (-1)T+% = 41.
Con esta notacién reducida t

Bi* = ﬁ 32 Gestaalim) st.8ls, (10q)
cl= 7-5 -§’ (lajlag|iu) b.,b,, . (108)

Con los operadores definidos en (10), podemos obtiener los resultados mostrados
en la tabla I.

(¢) TEOREMA DE WIGNER-ECKART PARA Sp(2).
OPERADORES TENSORIALES RESPECTO Sp(2).

La introduccién de los g d de Sp(2) nos permite decir algo acerca de los ope-
radores bI, 5, [Ui 68]. E que elloa infs las relaci de i6
. [xesl)=0.  [Ky, 8] =-bf,
o - -
: [Ko. 8}] =38}, [Ko.Bu] = —3Bs,

[f-.b}] =8, [x_,B.]=o0.



Teorema de Wigner—Eckart pare Sp(2)

a3

TABLA I. CONMUTADORES IMPORTANTES

[a:. BI.‘\'] = Bar byr + 2VE(—1)A A
< So—wwiza {2 Y 3} ®
in
[(b -8), (8t- b‘r)] =18+ 4N, (¥%a)
[(b-b),BI‘] =3vVZ 6106 +4C), (is®)
[(s? -shy, a:] = —3VZ b b~ (—1)*4C2,. (s5¢)
[c;‘.‘, BI,‘\'] = VE AN I (s N 1X)
N +x 9
x { 11 1 } By,

[-8), c3] = (-1)*2B2,, (sva)
[(o* a1y, c:] = —28}*, (svb)
[(5? -sh, n] = -t -sh, (sve)
[6-3), R]=2@-8). (Svd)
[e2, ot -sh~] =2 Bl 6t st (va)
[cd. 6-8)"] = —(—1)*2n B2, (b-5)" 1. (vb)
[c:. ..;] = \,Li (é) gl: (An18[1as) 8L, . (v9)
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TABLA I ( Coatinuacidn )

[82.83] = -v»* \/ié S (Asl—Alar) ba, (viia)
[51", b,,] =—(-1)*vZ % S (As1— Sl1ag) bl . (viib)
e [c2. Bt2] = d—"% @t -sh. (viid)

3 [82. 8L = aim) {21+ 35}. =)

Si tenemos en cuenta que la Q-ésima componente de un operador tensorial irreducible
de orden k de Sp(2), T§, satisface [Ui 68}

[Xs. 8] = xvOFOEETTOTE L 4,

(11)

[#0. 78] = @75,
observamos que el operador de i6 bz e porta la P te +1/3 deun
t i ducible de orden 1/3 bajo t e H de Sp(2), en tanto que el operador
de aniquilacién by, lo hace 1a P te —1/3. Esta propiedad se puede usar

para definir tensores de orden mayor a 1/3 a partir de b, y 3,, . Por ejemplo, es posible
definir un tensor de orden 3/2 respecto de Sp(2) de la siguiente manera:

ri; = [st < BT1]™, (12a)
ri’ =Vvi[Bt1 x§]”, (1z5)
i, ~ Vit x 1], (12¢)
1‘_*_i =[bx E"]w . (12d)

Observemos que todos estos operadores, y s6lo éstos, aparecen en el término H;y del
Hamiltoniano para el Vacfo de la QCD encontrado en el capftulo 3. También se puede
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trar otro t » 86lo que ahora de orden 2, definido como
T3, () = [Bt? x BTN]® (13a)
T2, (0 = [B2 x ™ + {§ 5 +1 60} 0T - 1), (138)
T% () =2 {2[B1* x B]™ +4[c* x cN®
+iX (& +3) + 60 (28 +;)} s * (13¢)
T2, () =[c*x BN + (§ X +1 6} -8, (13d)

T2,(0) = [B* x B]® (13¢)

Debe notarse que todos estos operadores, y sélo éstos, en el térmi Hsy del

Hamiltoniano para el Vacio de la QCD encontrado en eltClpitulo 3 (La demostracién
de que los operadores defi P las p iedad

que se P en el
apéndice K.)

El célculo 108 elementos de matriz de los operadores T; ¥ T3 resulta muy sencillo’
si se utilizsa ¢l Teorema de Wigner—Eckart para Sp(2), el cual afirma [Ui 8]

(MEM'|TE | MoM) = (MoM KQIMEM') (ME||IT || Mo) . (e
Loa coeficientes de Wigner—Eckart que aquf aparecen han sido calculados analfticamente
por Ui (1968).

En los estados més bajos en enzr({o, =i peduno- que lm estados no teng-.n color

(que sean singuletes de color), sélo 4 dos de antigiedad v = O
Yy v = 3. Los estados con antigiedad v = 3 deben ser iderados porque de otra
forma la parte H; del Hamiltoni que es ble de la i i6n atractiva, no

contribuye al valor esperado de la energia (estu afirmacién resultard mﬁ clara en el
desarrollo que sigue).

Cuando calculamos los elementos de matriz de H; encontramos
(N +2Q,v=3IT]|N, v = 0) = (g M + QiTd 3 M)

=AM, 3QI% M+ Q) (HITH5);

se utiliza (6) para obtener la primera igualdad. Si consideramos Q = ; la expresién

(15)

nos dice

(s SITE;IDO) = (33|[pt x B? u] joo)

=@ LIE P ERITHD.
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Por lo tanto, la relacién puede escribirse en la forma

(N +2Q v =3izd N, v = 0 = AIGIGIEE D

ae)
x (33[st x Bt 11]%100) .

Para los el tos de triz de H3z ti que arse dos casos para los
estados: unos con antigiedad v = O, correspondiente a estado con un nidmero par de
particulas, y otros con antigiiedad v = 3, para un ni o impar de partfcul En el
caso de estados con antigiedad v =0 t

(N +2Q, v =0IT3(N) IN, v =0) = (§. M + QITF(N) |2, M) an
= (M, 2QIFM + Q) T M ID -

Si consideramoas el caso N = 4 y Q == 2, se tiene
(40|72, (A} |00) = (B YITI; (N IF D
={1%. 2 +23 1) QIT2 ()P -

Y de acuerdo a (13a) se tiene

(00|73 (A) 140) = (00|[Bt* x Bt ®40).
Y entonces (17) es igual a
(N+2Q. v =073 IV, v =0y = & &li.zzolé zlA; :‘-! )o) o
x (40|[Bt* x BT *j00).
En el caso de eatados con antigiedad v =3 t el itado
(N +2Q, v =3ITF(A) IV, v = 3) = (I} M+ Q|T3(A) |} M)

= (M, 2QIEM+ Q) GHITI () 3y . P
Esta relacién, para N =3 y Q = O, implica

(33173 () 133) = (3 48, 20138 1) (EIT2 (M) 113) -

Por tanto, de acuerdo a (13c), se encuentra

(N+2Q, v =3T3 W) N, v =3) = ¢ (“;-;f’;o‘;’;) L)}

x @315 {2[B1* x BA]™ +4[c* x 2] (20)
+3X (W +1) + 60 2P +1) Ji3®) .

En la siguiente seccién se exhibirén los elementos de matriz particulares que apa-
recen en (16), (18) y (20).
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(d) ELEMENTOS DE MATRIZ PARTICULARES.

Loa eatados entre los cuales deseamos calcular los elementos de matriz los conocemos
desde la seccién (a): .

IN ) = { ov=fenm } 6t - s 552 Pty (2a)
donde
(6-b) P.(6Y) =0.
Como estamos interesados sSlo en los estados més bajos en fa, Gni
derainos
1IN0 = [z} @1 -sh¥i0), (210)
INS) = {pr=siismam}? @1 -8H 2R P 10). (218)
La forma de P,(b?) resulta ser (Cf. Ap. M)
133) = Po(sh) 10) =2 [ x BT11]®(00). (31)
Con esta tacién, los el t

de matris particulares que/no- interesan aparecen en
la tabla IT (el chleulo expmcito aparece en el Apéndice M) Una ves conocidos todos los
elementos de matris especi que s P calcular los coeficientes de
Clebach-Gordan que se pl para obt los e} de triz generales.

(¢) CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ GENERALES.

Como ya he i do, los ficientes de Cleb.ch—Gordm para Sp(z) hn.n sido cal-
culados por Haruo Ui [Ux 68] en forma cerrada. La que

P

(MoM KQIMAM') = (—1)Mo— KM} (apg5 _ 1)}

(Ao + M4 — K —2)1 3
x {(Afoq-x-o-ua—l)l(k+u",-u°)|(uo+x—ug,)x} -
x { M =M (M4 Mgt ::r;_‘n e y}l (21)

o (M+EK—MH—) (M+K—Mj—1-2)!
x Z_:(—l) =t (M—Mo—-z;,!»(M+(Alo —l—z)!o(K— Q—Lz)! )
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TABLA II. ELEMENTOS DE MATRIZ RELEVANTES

(oi[p x BM]™ [T x B111]%%0) = 3.

(9
(33)[st x BT11]%00) = v3. (.-;)
(00{[B* x B*]*140) =535 X + % 6r0- (549
ss([B* x 5*]™i33) = aan (i)
(Noj[BT2 x BA]|NO) = AN (N —2) ; A £ (0, 0). ()
Wol[c* x PN =J AN (N +9) ; A#(0,0). (vd)
: Y(Nsl [c;‘ x AP IN3) =35 (N +2r{l 1 }} —g) _

+2{ga) W [BTA <PV -2, 3 (i)

— (SR} (v [B12 < BTA® N — 4, 3.
(NUBLPBRING) = (N —v) (N + v +7) . (i)
(N + 4, v|B®BIOIN V) =3 T (NN = (oM. (ix)

(N + 2, 1|BL°CBIN v) = N ANTHND =27 -

(=)
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Para los coefici

Loa ficientes que estén involucrados en (18) y (20) resultan ser

(MM 20|Mo M) =Xl lariut i o s
(112013 = (nd, :
(i 20)18) = (g5} .

Ahora es simple calcular los elementos de matriz para Hy, p to que se
una simpl itucién. Se obti asf

Y a partir de estas relaci t do el lejo conjugado, resultan

a9

que ap en (16) se obti 1as expresi
(BM 3N +3) = —§ {Memecomoven 3} (220)
(3M 33PN +]) = —} {ﬂ‘"—*#’-‘m}; . (228)
QMY —JIAAr —p) = —3 {wsnpuv-n} ¥ (220)
(M3 —FEA ) = —§ {M=gov_a}d (224)
B3P = — (. (22¢)
(Mo 22\MoM +3) = {0 C=plitE A } (330)
(MoM 21| MoM +1) = {8 iz mitem v + 1), (238)
(23¢)
(234)
(23¢)
d a
(N +3, 3| [51’ > Bfu]w‘No) - {[N+.)_(N+lll‘”+lll}* s (24a)
(N+1,3[B112 x5]®|~o0) = {n(nu-“nﬂq}l . (248)
(Vv -1, 3| [t x B1|®|NV0) = {(N“!n‘n-q}l s (240)
(N —8, 3] [b > B“]mlNo) = {u[w—:“u-q}; . (24d)
(¥ —3, 0| [bx B1]|®|v3) = {Wrawawanyd (25a)
(N -1, 0| [5f > ﬁu]wlN = {(N—l“"—b-l]_(ﬂ-‘-“")}‘ s (25b)
(V1,0 [BT1L x 3]°°|N = {(n:mmnq(n-q}l , (25¢)
(25d)

(¥ +3, 0 [ot x BT1]Pv 3y = {eaegenev-u} i
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El cdlculo de los elementos de matris de Hz , para A # (0, 0) relultn un poco miés

labori porque, pued oblem en (13). P d en él no

son si direct te prop les a q L' do (18) y (n l), y también (23),
se encuentra

(N + 4, 0|TF (A) IN, 0) =& X VINTOINTDHVFIDNT9) , (26a)

(N +2, 0|TF (A) |V, 0) =& A INFIHNF9) (2N +11) , (265)

(N, 0|T3 (M) N, 0) =5lg X {2N (N +9) + 83} . (26¢)

Usando nuevamente (13), sélo que ahora en con ayuda de con (ILiv) y (Il.vii), obtene-
mos la relacién particular

SUT2 (V) [33) =3,{;i+zs;(,,,,+1zx{} HEY Y a7

Esta igualdad, junto con la ecuacién (23), nos permiten encontrar
(N+4, 3T (V) IV, 3)

N+(N—1)(N+1a)(N+13) (33|T§ (N) I33), (28a)
(N +2, 31T (A) IN, 3)
=gy VIN-I)(N+13) (2N +11) (33|73 (A) |33), (28b)
(N, 3iT3 (A) IN, 3)
=gz (6N (IV +9) + 30} (33|75 (1) 133) . (28¢)
En la presién (13) puede verse que la relacié tre Ia P te Q = +2

del tensor T2 (2\) y [B*‘\ x Bf‘]m es directa. Sin embu-go, esto no sucede con la
componente @ = +1

[af*xc*] =3T3 (N) —AAet-sh).
La definicién de los estados (2) se tra inmediat t

(N + 2,.vl(b‘r - b?) |V, ) =/ (N+3)[N+9)—w(w+T) -
Y con esto, podemos calcular las siguientes relaci

(N + 4,0| [BT2 x BTA]®|N, 0)
' = X VIFFON (NI (VD) , . (29q)
(N +2,0][BT* x c*]*|v, 0)
=gy A N INTI(NF9), ) : (29%)
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(v +4, 31 [BT x BYA]®|v, 3)
= by VINFD =) (NI (N3] :
x {26sam +§3+123 {1 1 ‘}} (29¢)
(N +2, 3 [Bt> x ANV, 3)
=} INSINN+13)
x {u;an (zsm.,+;x+1zx{} S R LT (29d)

de donde se extraen las P que do simpl te el conju-
gado:

(N — 4,0/ [B* x B*]®|N, 0)
=gy A VNN NT)(NT3), (29¢)
(v —2, 01[c* x BX®|N, 0) T ,
=d X (N — 2) VN FFT), (297)
(N —4,31[B* x BA]"IN, 3)
=gy VIN—3)N—3){N+10){N+8)
x {26am+3x+125{} 1 1}}. _ (209)
WV —2,31[c* < B*|CIN, 3) :
=} +/(N—3)(N+10)
x {42 (2600 +33+125{} I D1}  ©wm

Debe sefial n te que las relaciones son vélidas para A 7 (0, 0).

Por dltimo, a partir de la componente Q@ = 0 del tensor T podemos extraer los
elementos de matriz para el operador [Bf‘\ x B‘\] - La ecuacién (Il.vii) nos indica

(N, 3l [c> x c"] |N, 0)
=z W -3} (N +12) {260 +F5+128 {] } 1}} (30)
+ X (3 : i i +l) .
En tanto que (13c) nos dice
[B1* x 82° =3 {vEe 13 ™

—4fcr <™ —;X(zﬁr+9)}. 1



7 4. Condensado de Gluones en un Modelo SU(2) para la Parte de Color -

Los dos resultados anteriores, junto con (29¢) y (29d) nos permiten obtener
(N, 3| [BTA x BA]™|N, 3) =,|.,{N (N +9) +np}

x{25a(u)+§x+12x {1 1 A}} 2
-sav+r+e{] 1 1}}-
Por tltimo, al considerar los A =(1,1), (0, 2), (2, 2) , empleando los valores para

los coeficientes 65

{i118}=--¢
{i11}=¢
{i1i}=¢
encontrm
.3 [BT1 x BTN, 3 =g {N (N +o)+1p} 3N+ 1), (332)
(v, 31 [B19 < BTN, 3) =i §{N (N +9) 12} — VEGN +D) . (338)
. 31 [B122 x BRI, ) =y ([N (W +0) +1p} 5N + 1) (33¢<)

(f). RESULTADOS PARA EL CONDENSADO DE GLUONES SU(2).

La proéxi ist prop una fi i6n de onda de prueba para calcular
el v-lor upotulo del B&mil‘ i El ltado nos va a dar un limite superior para
el Cond de Gl Sid la energfa en unidades de wy, (Cf. Ec. (3.17b) )
fene (ol B 19
P Bt Sk A% =27

ww — =P wy =LIaRpAe (3¢)
donde [\I’) es la funcmén de prueb. ¥ Eg es la energia del estado base de la QCD. Con
una prop P esperar estar cerca del estado real.

+md .

la funcién de prueba deben ser lin‘uletael de color. La

ulﬂgﬂadod de t-.l- -tcdo. e v=0,3,4,6, ... (Cf. [Cas+ 84] ). Por lo que parece
p que h’ ién de pmb. tenga los estados con antigiiedad miés

bu-.. u—o, s.e., estad de todos los gl estén acoplados por pares a (T, ) =
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(0, 0) . Esto sélo involucra estados con un némero par de gluone-. Para que la parte

atractiva Hl del Hamiltoni ibuya deb agregar dos con un ndmero
imp de g Elegi para tales estados la antigiiedad més baja permitida: v = -
3. Expm-' te, los estados que contribuyan tienen la forma :

N =2n , v =0) = \/wriemn o7 - 81/ 0, n=0,1,2 ..., (35a),
IN=2n+1,v=3)= V/mﬁhﬂ ~ '+_“ (ot - phHyv—a/2 )

x 35 [ot x Bt 1] %0y, n=1,2,3,..., (355)

La funcién de prueba que proponemos es una suma sobre los estados (35) con
un factor de peso previamente asignado. Como tal factor de peso utilizaremos una
distribucién g o 1 sobre el o de particulas de la forma

9 = 3= F 20, o) B
+ Ec_Lm_:;an’_ 2n + 1, 3) ) (38)
=]

Esté claro que NN es el centro de la distribucién gaussiana y a nos da su anchura; como
es bien sabido, la libertad en estos doe parfmetros provee a la distribucién normal de
gran flexibilidad para realizar un ajuste, siempre que la curva que se desea ajustar sde’
le parezca. También debe observarse que la funcién de prueba no tiene un nimero de’
gluones fijo.

Lo que deb h ti i6n es minimi (34) con respecto a los paré-
metros Ng y a; ésto nos dui la j leccién para la fi ién de prueba (36). Para
ello se prep un que cnlcule el valor esperado del Hamiltoniano con la
funcién de prueba eccogldn, y se varian los pu‘metm hasta localizar un m(mxno para
la energia (esté claro que con el método de biisq to no se p gar
haber hallado el mf: absoluto). Deb senilar la constante de interaccién g ha
aparecido como un parfimetro el cual también se debe ajustar para obtener la energia
més baja; asin embargo, una ves encontrada ésta, queda fja.

Asf se obtuvieron las gréficas I, III y IV, en las cuales aparecen tanto Ia curva de
la energia totnl Erd/w, » como la curva de la energfa de interaccién Er,;/wg. Puede

observarse un mfni en II y III. En el caso de Np y a grandes, la pute
repulsiva H3 de la interaccién domina a la parte at tiva H; . Sol teen un p
intervalo de iacién de los pardmet Hy es sufici te grande en comp-.ru:uﬁn

con Hj3 . Los valores de los puﬁnztro- para los cualesa Ny ¥ a minimizan (34) son

Nog=0 , a=25.
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La mejor eleccién para Ng es igual a cero; i.e., el vacfo perturbativo posee la principal
contribucién; sin embargo, las contribuci

hasta tro gluones son bastante signi-
ficativas (su cont.ﬂbuclén da una energia negstw-. pars el sistema). Conviene hacer ver
que el estado con un 6n no ap enln de onda porque tiene color. En la
figura IV se ha graficado la gl la itud de Ia int i6n en la QCD,
g, para los mejores vdore. de Ng y a. Para g pequeiia, la parte sin interaccién del
Hamiltoni » Ho, ¥ la energia es positiva. Para g grande, la parte repulsive
szommn.yno_, d istir un Cond do de Gl como estad

base. Sin
embargo, en la regin donde Ep, es negativa, existe un condensado de gluones con
energia menor que la del vac{o perturbativo. La curva de la energia total contra g
parece muy plana, pero las dos curvas pars la energia muestran claramente un minimo
para g == 13.

En conclusién, en el intervalo

65595195, (37)
un Condensado de Gi

Este intervalo no coincide con los usados en
otros modelos {Han+ 82, Car+ 83]. Queda la esperanza de que usando el grupo SU(3)

a soas

para el color la curva se modifique manera que el intervalo calculado no esté en
contradiccién con el intervalo usado en otros del Pueden calcul
que tengan relevancia fisica (v.g., el valor del C

cu.ntldtdu
. d do de Gl ola
de la Bolsa); pero que el delo SU(3) wea. m‘n conoeto. no serd
sino hasta que eatudiemon e-te otro delo que calcul

No a
decirse si una eleccién més realista del estado de pruecba(v.g., incluyendo qunh y
quarks) podré V] los resultados.
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Capftulo 5

Condensado de Gluones en un Modelo SU(3)
para la parte de Color

En este capftulo se p ta la ext i6n de los cflculos y resultados del Modelo SU(2)
al Modelo SU(3). Las l(neu seguidas en la exposicién son las mismas. En la idltima

se tran los dos obtenidos para la d idad de energia del vacfo, la
constante de la bohn yel d do de ¢!

(a) HAMILTONIANO PARA EL ESTADO DE VACIO EN UN MODELO SU(3)
PARA LA PARTE DE COLOR.

Loa operadores de i6n y destr i6
manera abreviada:

para este estado los vamos a denotar de

sM. = sm,llﬂ.‘ ’ (1a)

S "u, 11M, - » (15)
en donde los indices de color a pueden tomar ahora ocho valores (lo cual corresponde
al de d de SU(3)). Como antes, el {ndice m se refiere a que el gluén

corresponde al modo magnético; y las etiquetas 11 M corresp al eatado més bajo
en energia .

El campo para los gl en el de da cuanti i6n y t do en
cuenta sSlo al estado més bajo, puede escnbuue para t = 0 de la misma manera que en
el caso SU(2):

A%(2.0) =/ 3 (wh(D) bma +ubi(® Bha) @
Y las £ H ti propiedades bien deflnidas ante rotaci , la expresién
terior puede ibese -
- = -
AL(20) =/ S uh (@) (bma +5ha) - 3

El Hamiltoniano de la QCD tiene la forma
H(t) = Ho(t) + g Hi(t) + ¢* Ha(t), (4)

75
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en donde cada uno de los tres térmi que ap son las integrales iales de
No(zx) =:}ﬁ¢~ﬁ‘+§ (6x1¢)-(6xj‘.) :, (8a)
No(x) = — % fabe : (6 x j..) . (15 x jc) T, (5d)
Na(z) =} fabe fude * (A x &) - (A < A2) =, (5¢)
En las i (5), las comp tes que ap son las cartesi Para pasar
a las componentes esféricas, utili una t f i6 itaria U(y; 1, Io) o Aue
defl -1 — 0o 0 0 o0 o o
o 0 +v2 o 0o ©0 0 o
+1 -7 0 o o o 4] (]
0 o 0 +1 3 0 4] 0
U=%]l0 0o 0 -1 4+ 0o o0 o ©
[+ (1] [V} 0 1] +1 45 1]
o (4] [+ o (1] +1 —3 o
[4] [4] [+ [+] 0o V] 0 VvZ
L“ Y A A N 3 1, -t L Al‘ A d‘ - q - A a A, T pOr lu 'y q“e
van de 1 a 8; las entradas hori les estén etiquetadas de arriba a abajo asf:
I, In; )
(1; +1, 0)
(1; o, 0)
(1; —1, 0)
(3; +3, +1)
(TS B M)
(l; —;' +1)
(3; +3, —1)
(©0; o, 0).
La ix de tr fc i6n Uly; 1, I,) « POsee la importante propiedad
U(yf; Loy e=(1"¥*0u o Ly, ()]

Los coeficientes de Clebsch—Gordan para SU(3) han sido estudiados por De Swart

(1963), entre otros autores. En su artfculo los designa de la siguiente manera:
Ar  As As)

H1 pz us/ ®

En esta expresién, A d ta la di ién de la repr i6n de SU(3), que puede
servir muy bien para caracterizarla en casi todos los casos, y u, la proyeccién en el caso




Hamiltoniano SU(3S) para ol Estado de Vacfo - . T

de componentes uféncu, estd en ves de los niimeros Y e Jg. Puede mostrarse q,uo.
paraa,byc be car

8 s 1 . .

2 3 o) =Hiw. (9a)

¢ 3 3 ) 9,:.... (°%)

aquf, 83 d ta la rep i6n de dl i6 1 te =i ica. Por otra

parte, Ia tr e i6n de las p t uﬁncu de un tensor :r(") de SU(3)

arbitrario, a las P cartesi os

T =Uua TY. (10)

De manera que la relacién entre los fei de Clebach—-Gordan con componente-
esféricaa y aquéllos con tes cartesi qQue nos interesa es

8 8 A 8 8 A
( ) ”Dluvl U-1¢ (“ v . (1‘)
Con lo que acab L ir, esté claro que la utilisacién de (9b) nos punnu

escribir H; , la integral -p.ci.l de (8b), asf
g (32 M) [ (FxA) - (AxA):

Utilizando la l‘un.ld.d en (11), la proplod.d M.y que los pos son de
SU(3) pert ala rep A=8,sep ibir lo anterior .

A (5 8) [ e (Oxhn) (f ) -

T, Yotk

BI.,"sf =3 2 (1My; 1M, S So) (‘,l o ) b, . (120)

sipy AMyA
AN =+ - L
— b s
B)Ss, =t .,..zn::.u,(lMl' 1M3|SSo) (“l - “o) Bady oy BAdy s (128)
_ AN b
1M;; 1M3|S b b . 12,
_9-1 nlnzh:llhl’( 13 1M3]S So) (“1 “3 uo) My iy "Masa ( C)e
La fase £3(\) es definida apr d te por De Swart [DeS 63].
Las relaci i a (12), 0b idas mediante las propiedades de orto‘on-lidud

de lo- coeficientes de Clebsch—Gordan, tanto de SU(3) como de sU (2),
Bl s O s = Vi 3, 60) aMi1A51550) (4 o) BloS. asa

Baly ux DMy 3 = f‘nZ;'c &3(2) (1M1 M3|S Sg) (I‘l :’ ) nso » (135’

By o Brdzs = VE ”oz;'o &2(7) (1Mdy; 1M5[SSo) (:1 :’ po) CAS%,. (13¢)
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Sustituyendo las relaciones (13) en la expresién obtenida para H;, y siguiendo los mis-
mos procedimientos que nos condujeron al Hamiltoniano para color SU(2), se encuentra
que esta parte del Hamiltoniano se convierte en

—4VaE (ot ine (5 50 32) Brams
x { (~pymartsorivao (__,l o 23) (omai 1, malt, —ma) ([B% 2 x§]*°
+2B‘r!,1xq [Bf!alxbfllo)

+ (—1)™a*U20+ivao) (__v1 3‘ _8:’) (1, my; 1, ma |1, —mg) 2 [bt x B° ‘]lo

_ ") ¥ 8 8 8y . f83 1110
+ (—1)™2 10+ ¥i0) (,,, e l’l) 1, ma; 1, mg |1, —my) ([bf x B% ]

+[B1'"‘x5]‘°)}. '
Los coeficientes Ejg, aqyne, han sido definidos como en el capftulo III: -

v Entyrazpay = {j d*z €ikCire (a,-uf,‘) u"“’u:w’}. .
Esta i6 de simplifi tilizand

P P las propiedades de simetria de los coefi-
ientes de Clebsch—Gordan [DeS 63]
( 8 8 83 = (_1)'20*‘;"0 8 8 8’)
—1y y’ —y' va vy v/’

(22 & ) -t (578 8).

va vs g
¥ (DT 63]
(1, ma; 1, mg |1, —my) = (—1)™2(1, my; 1, mz |1, —ms) ,
(1, m3; 1, ms |1, —m3) = —(—1)™ (1, my;5 1, ma |1, —ms) ,
para encontrar

1V (0 o 3) Ermmams (GO myi Lma |1, -my) (500 32)
x {[B%1 < 8]" %+ [BY 221 81" 4 3[BT 221 5 5] ° 1 3]st = B 1]},

Sustituyendo el valor explicito de Ep m,my» ¥ utilizando las relaci
para todos los coeficientes de Clebsch—Gordan resulta finalmente

@ =) 2o g {[B%1 =5+ [BT 821 xs1]*°

+3[Bt o215 8" %+ st x B2 1] 0}

de ortogonalidad

(15)
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La £3 no es una fase sino la integral definida en (3.35).

Para Hj, si sustituimos (9b) para la integral espacial de (5¢) se encuentra que es

igual a
i s a a,) (s 8 az) fd’x(Ab A‘) (A., A‘)
De donde es directo deﬂvu'
teyeerbe (00 5 ) (6 A )
x t [ &z (- Aug) (Aum-Aua) = -

S i do las relaci (13) en la expresién anterior, y realizando los mismos

Y

P que noes 11 al Hamilt para color SU(2), resulta que esta parte puede
reescribirse como

ﬁ (—1)1-Uso+3T30) (_1)Um+§YE)+ 8+ o+ ] )+ 20 TS

8 8 8 8 8.
* Dmimamame (Vn ’) (Vt v —:’s

><{<1.m,;1.m,|s,so)(l.ms:l.m.ls,—so) S 29 2 2
x ([gusxgns]w_,_[Bf»sngns]w_,_zlgfusxgnslw
+4[cr® x BP0 1 a[B S x 0P S)'T7)
+2(mi 1, mals Sy matmals, s (5 2 4) (2 5 A)
+ (1 m1i 1, mel S, So) (Loms 1, malS, —S0) (3 2 #)e (B 2 A))
= [Bt “sxﬁ“s]lo} : (18)

Para el primer término que aparece en (18) podemos emplear las relaciones de ortogo-
nalidad de los coeficientes de Clebsch—Gordan para hallar que es igual a

735' (%)2 (—1)#+%e Vﬂﬂbﬂumzm;m‘ (1, my; 1, ma|S, So) (1, m3; 1, mg| S, —Sp)
x {[észsxﬁazs]lo+ [81‘ 8 S xéa;s110+2[31 825, 582 3]10
+4[Cuzs xﬁ”s]1°+4 pt s xcg,_g]lO}.

Sustituyendo en esta expresién el valor para Dy, m;mam, €ncontrado en el apéndice G,
se puede escribir asf:

W VE €N { [B% 1 x 5% 1]} ° 4 [Bt 821« 5% 1]13
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+4[C!’l><§”1]l°+4[8f o1 xc"l]lo
:+3[31’t.1xf,o,1]10+2[81.,.xé.“]no}_ an

Para el segundo término en (16) se tiene
F —~3 (_l)x—(to-o.}y') Wl‘(ﬂ_ﬂ (_1)(:,,+}y.)+s+(lo+§r)+su Dumymamymae
x (Vx vy ) (V: vy —V’
x { (1. m1; 1, ma S, So) (1, ma; 1, ma| S, —S0)
~ (—1)*(1, my; 1, m3 | S, So) (1, mai 1, ma S, So) }

x (:1 :' ::) (': :‘ _ﬂv) [3fusx§psllo.

Enel 1tad: i P una suma sobre las proyecei del producto de t
Bei de Clebsch—Gordan, la cual es prop i 1alos ficientes de Racah para
SU(S8), ¥y que a denotar por el

Falp) = 2(_1)(15+}r')+(l,+]1') (3 8 ) (”, e _V

T s,

d i 1 dos en los at ",° son bosénicos, y a las

Debido a que los op
iedades de ai fa de los coeficientes de Clebsch—Gordan de SU(3), las tinicas

combl.nacione- posibles de (x4, S) son

(44, S)

(1,0)
(1,2)
(8. 0)
(81, 0)
(27, 0)
(27, 2)
(83, 1)
- (10, 1)
(Et 1)

(18)
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Py

Realizando la suma Fg(u) para las u’s p. se
Fa(1) =1,
Fe(8) = —4,
Fqe(83) = +4,
Fy(10) =0,
Fo(10) =0,
Fo(27) = 9.

(EIl cdlculo se realizé mediante los factores iso-escalares para los flcientes de Clebsch
Gordan de SU(3) [DeS 63] y una tabla de coeficientes de Racah, debido a que se tiene
el resultado

Fypw)= ¥ (- 1)Qr+}r'+u.—l,+n'+ul—l,+u (iil) { IS I;}

I's, Y's I3
8 ] 3 : ]
* (111’1 v |ry) (5% 1.Y.|1'—Y')
« (o a1 A2) oty el 20)
LYy IiYs |1IY RY: LW Yelr—-vy'):
.en eata expresién el factor i lar para SU(3) se define {DeS 63, Wyb 74]

s s " - .
(ln. Yi.Jio I, Y3, Iso I3, Y3, Iao) = (N1, Io; In, Tao | I3, I”?

8 8 "
*(n'v nvlnin) -
en térmi de los ficientes de Clebsch-Gordan para SU(2)). Recordando que se
ha calculado . E

> (D% {1, mi; 1, ms | S, So) (1, ma; 1, ma | S, —So)
un.So

— (=1)%(1, m1; 1, ma | S, So) (1, m3; 1, m| S, —So) } Demymamams
=8 ¥4 w3600 +1 83 — (—1)% (25 +1) [o*+3{} I 2}]}
se halla el siguiente resultado para el do término en 1a i6én (16):
s Ea Nw —s{;[Bf leBll)]lo__si [t xzxgxz]lo
_:"[31‘010,‘3!:0] +9&[31"l’x3’l’]‘°
. _;y" [B" ’1055’70]10"'79& [B? :1zx§:11]l° _
+Fe [19T 821 » g% "]lo. (19)
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De juntar (17) y (19) resulta la siguiente expresién para (16):
H3 =,a?e..v‘w—5{7vﬁ([§’=lxi;'zl]‘°+[81”zl =< Bt a,x]1°
+4fcP1lx %21 4Bt 821 x C% 1]l°
+3[Bt 821« 5" ‘]”’)
+3[BT 10 B10]* O s (gt 13 5 513)1° (20)
_* [Bf 8,0, 5% o]lo"'% [BT 812, 58 ,]10
e [B? 270 o 5:10]10

ety [BT T2 53730}

(b) ESQUEMA DE CLASIFICACION PARA LAS FUNCIONES DE ONDA.

En ésta seccién, y las tres que siguen, emplearemos para el caso SU(8) todo lo aprendido
usando el modelo SU(2) para la parte de color. No se exhiben los cdlculos con el detalle
utilizado para SU(2) porque son casi idénticos (lo que es distinto son los coeficientes de
Clebsch—Gordan para SU(3) que van a aparecer en este caso); en vez de ello, enumeran

los resultados aclarando en cada punto las difer ias que pudieran causar confusién.
Ahora el esquema de clasificacid: piado para los estados del Hamil H de
1a QCD va a estar car izado por la cad de grupos .
U(24) D O(24) D SUG(3) x SUg(2) - (21)
En el miamo tenor del eapitulo ior, las repr taci de U (24) tienen 24 etique-
tu' sin cmbugo, a pmir de oper d boaéni s6lo se pueden construir representa-

para U(24), las que ae encuentran caracterizadas por
una sola ehquetr [V]. Algo semejante ocurre para O(24); aunque las tepre-entu:nones
de O(24) tienen en ‘ener-.l 12 etiquetas, sus repr son truidas
a partir de op sol t una: v. Este mimero v tiene el
mismo significado que en el caso anterior: cuenta el niimero de particulas que tiene un
estado del que no se puede extraer un par de partfculas acopladas a color A == 1 y espin
S =0. Al ir de O(24) a SUc(3) x SUg(2) necesitamos un {ndice de multiplicidad, ¢,
para tomar en cuenta la posibilidad de que exist varioa estados caracterizados por los
mismos nimeros para las representu:lon- en el iiltimo grupo. Ahora viene algo nuevo;
las repre-entu::one- de SUO(S) requ..leren de tres etiquetas, (Y'; I, Ig), que denotan a
a cr zs, el ¥ la proyeccién del cromo-isoespfn, respectiva-

t 1 de SUS(2) quedan caracterizadas por dos niimero, como

La- rep
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antes: (S, Sg). De esta a, los estados de la cadena (21) pueden caract

mediante
IN; v; (9), (Y5 1, Do), (S, So))-
Sin tomar en cuenta lo- Indu:e- 9, w: 1, Io) (SSp) , este estado podemos escribirlo en
de la

el de
IVe) = { =it H oF - a2 B0y (224)

donde el polinomio en operadores de creacién satisface

-5 P.(s1)0) = 0. (228)
Esta mi base puede ser clasificada en térmi de la cad
Sp(48) O Sp(2) x O(24)
(8] [¥) 23
o(2) SUG(3) x SUs(2) (23)
N
Lu representaciones de Sp(‘!) q d isadas por 24 eti tas, aunque sélo
dos rep tales [MQ 71]: <(§)"> ¥ ((3) ()®). La clasifi-
i6n de las taci de di i6n infinita de Sp(2) sélo necesitan dos ethue-
tas, (M, Mp). La clasificacién de las representaciones de 0(24) p d .
Para clasificar los estados de acuerdo a la cad (23) id. loa operadores
Ky =30t-8h, (24a)
Ko=3}(V+y), (245)
K_=}(-8), ) . (24¢)
que plen las relaci de i6

[K+, K_] = —2 Ko,
[Ko. K:t] =Kz
definiendo aaf un flgebra de Lie de Sp(2). La accién del operador Kg sobre los estados
de la base (22) es

(25)

Ko|Nv) =} (N +12) [Nv) = M|Nv);

de manera que la i6 el estado con N = v ea
Kolvu) =} (» + 12) [pr) = Mpjrr) .
Luego, pod biar las quetas de los estados asf:
v =2Mp — 12, (26)

N =2M — 12.
Y los estados en (22) pueden escribirse

Mo M) = {W_—*fn"ﬁipﬂ‘,_—m}’ (H4 )M~ M0 (Mo M) ,

exactamente igual que en SU(2) (en realidad, la diferencia subsiste a través de (26)).
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(¢) CONMUTADORES RELEVANTES.

Los d que se deben evaluar para calcular el valor esperado del Hamiltoniano
son los mismos que se obtuvieron para SU(2), -6!0 que los resultados van a diferir por .
una constante y una fase, a

Para no fusi P jores es jent biar las etiquetas que
h do para teri las rep taci de SU(3):
A=dim(l,Y, Ig) —T,
s= (Y, To) —t;

s.e., t .... lu P 3 de SU(3) con las mismas etiquetas utiliza-
das para el euo SU(2). N te, la dobl para el producto de dos coeficientes
de Clebech—Gordan, ahora uno de SU(3) y otro de SU (2) , se repite con tal frecuencia
que es cé6modo deﬂnlr

Ty T T .
(A5, s81; A3z, s3] A3, p3) = ,: ‘: ‘:) (81, my; 83, ma| a3, ms? H (?7)
se han denotado A = (T, §) y 4 = (¢, m). Las relaci de simetr{a para estos

coeficientes de Clebsch-Gordan generalisados son
(A1, #2135 A3y 3 | A3, s3)

= Q(TaTaTs) (—1)"*35-%s (Az, pgi Ay, p1 | As, sis) (28a)
= &(NiTaTs) (—1)"+ 5375 (Xy, —ug; X3, —u3| X3, —u3) (28b)
= &(NT3T3) (—1)"*1+™1 & (Ag, up; X3, —ps | Xa, —pa) - (28¢)

Las fases £;, con 5 = 1, 2, 3, son definidas por DeSwart [DeS 63].

En (12) v (13) se han deﬂnxdo lo. operadores B'r AS XS ysusrelaciones inversas,

p Con Ia t. ve, dichas pueden escribirse
Bl =3, &(T) 3 (1, u1: 1. ual1, ps) bl 8L, (29q)
»LM3
B} =3 €2(T) ,.%,(l' p1i 1, pall, pus) By, by, , (29b)
Gl =% &) 3 w1, mall, u3) by Bus s (29¢)
- 143

Hemos definido 1 = (8, 1) y £;(88T) = £;(T). Las relaciones inversas son

sl.bl, =v2 T &) i Loz L) B A, (30a)
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TABLA II1. C d Imp

[B2, BIX] = 604 60 — (—1)* &2(2) €2(8TB) 2VE(—1)* A &

x 3= €a(T") (X — wAu’| AW W (X1A71; 13) CAF ®
AN .

[6-8), (31 -81)] =48+ 4N, (¥ia)

[(6-8), BL] = —VE 52060+ 4Ch, (i58)

[(8t - 81), B)] =va8 620600 — (—1)* 4 C2,,. (iic)

[e3. BIX] = —a() &a(7) &a(8T8) VIA X'

”»

X 3= €(T”) (A Na'IA") W(A1A"1; 10) BIA” (i¥ia)
AN
[C3. BY] =€1(T) &a(T") €2(8T8) (—1)* VEX S

x 37 €a(T") (X — 4 N AL W (R1N71; 1N) BAS, (s¥5d).
AW - TN

[6-)~.c)] = (—1)*2n B2, (6-5)~1, . (éva)
[¢t-sh", G2 = —2n (3t - sH= BE*, (vd)

[(bf .sh, ﬁ] =—(t-ah), (fve)
[(6-8), "] =2(-8). (svd) .

[€. 8}] = —&a(T) ca(T88) g & S (u18iter sk, . 1)
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TABLA III ( Continuacién)

[B2. 8}] = —61(T) €1(T88) (—1)® 38 SOu1—Bllar) ba,,  (via)
ay
[BL>, b5] = €1(T) £2(T88) (—1)P s X S°(As1— Bitay) bL, . (vit)
ay
el [e3, BI)] =4 dim(x) (ot -sh). (vid)
> [B). B = aim(a) {1 iy ﬁ}. (.,};.)
"
by buy = VZ ); €a(T) (1, 13 1, 2|1, ps) B, (308)
"
bl By = V2 z: &(T) (L, p1i L, a1, w3 CP. (30¢)

Con los operadores asf definid yl tacié

reducida que se ha adoptado, se obtienen
los resultados de la tabla III. M£s informacién sobre los coeficientes de Racah que se
usan en la tabla ITI aparece en el apéndice N.

@ OPERADORES TENSORIALES RESPECTO DE Sp(2).

Nuevamente podemos mostrar que el operador de i6 b* ta como la
componente +§ de un tensor irreducible de orden } bajo transformaciones de Sp(2),
en tanto que el operador de aniquilacién b, , lo hace como 1a componente —1 s lo cual

puede para t de orden mayor a 1 a partir de bl v b“ . Definimos
un tensor de orden 3 g respecto de Sp(2) como

:r_é; = [pt x Bt 8 1}'°, (31a)
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i, = va[strx'°, (318)

lo mismo que en el caso SU(2). El tensor de orden 2 tiene més diferencias con el
definido para SU(2):

(0 =[BT X x BT A]*°, (32a)
T3(A) = [BT 2 x %'+ [BY X x &2]*°
+ (-1 (A X +16m8s0) (87 -8, : (328)

T3 =3 { [Bt* < 8X)*° + [Bt * x BA]'°
+2[cd xc*]' %+ 2[0* x cF)*°
+A A (D (¥ +12) + 51650 (28 +12) } . (32¢)
En estas expresiones, X = (T, S), donde T es la representacién conjugada a T'; en

tanto que (—1)* = (— 1)"""'""’*’ —el subindice H se reflere al estado de méximo
peso— (C/. [DeS 63] ).

Empl do el t de Wigner—Eckart para Sp(2),
(MM [T | Mo M) = (MoM KQ|\MAM'Y (MIT || My) , (33)

podemos evaluar los elementos de matriz. Para calcular los elementos de matriz de H,
utilizamos

(N+2Q, v =31ThIN, v = 0) ‘L“i;‘i;%l'%i‘i)ﬂl (33| [t x Bt 221]* %10y . (34)

Para los elementos de matriz de H3 entre estados con antigiedad v =0

(N +2Q, v = O[T (\) N, v = 0) =®63:9[8re0 (q0f [B 2 x B X]*%0). (35)
Finalmente, para los estados con antigiiedad v = 3 se emplea
(N +2Q,» =3T3 (V) IN, v =23)
=prpea 0 4 sl { [BT2 < BY)*°

32,0
+2[0* x AP+ X (1) X (¥ +12) }i3wy,

pua el caso en que A = A. Nos hace falta calcular los elementos de mntn: particulares
que en las i (34), (35) ¥ (38). El procedimiento es el que en el
modelo SU(2) ; ¥y los resultad tran en la tabla IV. Finalmente,

ue se
s6lo nos resta evaluar los coeficientes de Cleb.ch—Gordm para tener los elementos de
matriz generales.

(36)
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TABLA IV. Elementos de Matris Importantes

(| [6x B% 1]'° st x Bt 821]* |0y —3.

(%)

(33| [8* x Bt 821]* %0y — V3. Gi)

- (0} [B* x B*]* °140) =} (1 + &a(T) &a(T)) s (1) K. (5i%)
331 [BT* x 55" %33) = Sreain) (+v)

(NO|[BY2 x BX'°INO) =gis (-1)*)SN(N —2); A #(0,0). (v).

11 1
+{#a} v 3y ([B*X <02+ [BT* x c*]'?) (N —2, 3

— (i) v s (B2 < B0V — 4,

WS x XN = o (RS- +ies+uzR@O {1 1))

(vs)
(NulBY1OBIOIN LY — A (N —0) (N 4+ +22) . - (vii)

(N +4,v|B'°BIOINV) =} ) (N+30)—»(v+33)] X [N (NTiz)—v(»+23)].
(vssi)

(N+2,v| BT 10010 | Ny =4 N VINTH (NF20=5(s573) - (iz)
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() CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ GENERALES.

Con la expresién cerrada para los coeficienter de Clebcch—Gordm de Sp(2), Ec. (4.21),
se pueden calcular los coeficientes en (34),

@, M}, +3 1, M +3) = — {} oo }3

(37a)
@ M:3, +3 18, MD = — (3 egggaan i (378)
. M3, —} 1%, M-} = — (§egargeayd @37e)
. M3, —4 | ¥, M- = — {3 M=)}, (374)
©. 68+ +) =—VH. . (37¢)"
Para los ficientes que t en (35) obt
(6. M; 2, 4216, M +2) = {§ rsmaEIean)d (380)
©, M;2, +1l6, M+ 1) = {} L'!.;.,'&','f"’ﬂ}‘ (N +13), (38b)
(8. M;2,0|6, M) =3 Xxaalans (38¢)
6,6;2,216,8 =\/&K- _ _(38d)
Por 1ltimo, los coeficientes para (36) tienen los valores .
(A, M3 2, 43|}, M +2) = {' ]n+1)_(n—na‘n+n)_(u+:q}l (,\,“); -
OF, M 2, 4113, M+ 1) = {19000 v s, (308)
(3, M3 2,0| 3¢, M) =} Rt (390)
R, ¥: 2,018, ) = V§. (304)
Sustituimos los valores de los coeficientes en sus pecti i ara obt

P
los elementos de matriz de los operadores que aparecen en el Hnrmltom-.no De esta
forma sustituyendo (37) en (34), y utilizando 1a identifi i6

(31) . tramos pars
los operadores en H; los siguientes valores esperados distintos de cero:

(N +3,3] [bT xpt® 1]1 °l N.0) = \/— {(N+u)in+m!(~+1d)}! (40a)
(& +1,31[BT 521 < 5%\ v, 0) = VA {22gupgpen}d (e0%)
W -1, 31 [t x BN, 0 = VA {epyngea)t (40e)

(N—3,3|[bx B%1)*° = /| {2egpau-ayd (40d)
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Los demés valores de expectacién que se it se obti do el conj d
de estas expresiones.

No todos los elementos de mntru entre estados con mtmued-d v = 3 de los
operadores que aparecen en Hj calcul tan dir pero existe uno

que #f. Recordando la denxucu.‘m (32‘), la sustitucién de (38a) en (35) nos da
(N +4,0][BY2x Bt A0 N, 0) = (1 + &(T) @a(F)) V& (-1 3
x {otxamegemmaza}d 5 4 ,0). (1)

El siguiente, que aparece en (32b), se calcula usando el resultado

(N +2, 0| (8t x 8 | N, 0) = INFIN739) ,
que se obti dir de 1a definicién de los estados, y ituyendo (38b) en (35b)

(N+2,0(} ([Bf Ay c‘]‘°+ [Bf x xcxlxo) [N, 0)
=& (1P VIFFFE {} A+ &(T) &)
xAWV+13) -1}, A% @,0. (“2)

Ttmd

Y podemos agregar para tener la lista pleta el r previ te obtenido

(N, 01[BT2 < BY]*°| N, 0) =g (-1)XAN(N —2), A% (1,0). (43)

Con-ldera.ndo 1a fornu explicita de la parte H3 del Hamiltoniano, vemos que no nece-
todoa los de matris obtenidos en (41), (42) y (43), sino solamente
los casos particulares

(N +4,0] [B? 821 B? 83 1]IOI N,0) =& {(N+CMN+3)‘N+N)(N-0-IC)}} . (44a)

(V+2,0[[B %21 x C% 110N, 0) = N {3ynera}d (44b)
(V0[BT 311 % 5% 1]} %V, 0) =3@E N(V — 2), (44c)
(N, 0][BY 20 < B19]' %N, 0) = N(IV + 22), (444d)

(v, 01[Bt12 < B12)' %N, 0) =L NN -2), (44¢)

(N, o[ [Bt 810 5% °]‘°| N,0) = — & N(N —2), (44)
(N, 0i[BT %10 58O % N, 0) = — W N(N —2), (449)
(N, 0[BT 370 BT O\ N, 0y =@ N(V — 2), (44h)

(N'OI[B?"’xB’”’]‘%N,o) —E NV —2). (a4)
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En esta Inta aparece el resultado (444d) ado en la ién ior. A estas
exp agregar las que se obti al t su njugado.

Y

Para el caso de los valores esperados de los op es que en Ha it
estados con antigidedad »» = 3, el flgebra es més engorrosa. R.ecord-.ndo (32&) ‘al
sustituir (30a) en (36) resulta

(v +a4,3][BT 2 < BT 3]0V, 5y

=qko V3 (N+1)(N—-1)}(N+29)(N+37) A(A), (45)
d d uhl“““‘ l. tidad .
AQ) =F (03 {tore b0 +1+x @ {1 1 11} (48)

Cuando A =(83,1) resulta
(N+4,3[Bt 22 x Bt 821]' %N, 3)
=gy V3 (N+1)(N—1)(N+30) (N +37) . (47)
Con (32b), al reemplazar (30b) en (36) se encuentra -
(N +2,3]T3(3) | N, 3) =g VOIN-T)(N+37) (N +13) A(D), A #(10).
Usando esta expresién y Ila igualdad
(N +2, 3| (.61 N, 3) = IF—Dy (¥,
puede hallarse esta otra relacién:
(N+2,3]} ([Bf A x X' [Bt X xc“]“’) (N, 3)
= VIN-D(N+37) {6 AA) (N +13) —20(—1)* 3}, A£(1,0). (48)
Y cuando A =(83,1) se tiene
(N +2,3|[Bt 321 x c® 1] | N, 3) =y VEIF-DNNFT7] (3N + 7). (49)
Sustituyendo ahora (39c) en (36) hallamos
(N, 3ITH(N) | N, 3) =3NINL2+MT 4(3), . A (1,0). (50)

Por otra parte, con los resultados (45) y (48) podemos encontrar a partir del elemento
de matris (IV.ix) el siguiente:

(N, 31[C* x ' OIN, 3) =@ (N(NV +24) + 168} A(N)
— DM kA +5356rnb0) . A% (1,0). (51)
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Con los resultados (50) y (51), despejando [Bf A x 5*]1 ®enla ién (32¢) obt
mos
(N, 3[BT 81 x 5% 1"\ N, 3) =15 {3N3 48N + 141} (52a)
(N, s[[Bt 10 x B19]'°|N, 3) = {N3+22N 15}, (528)
vV, 3][Bt 12 x B13]'°| N, 3 =3 {N?—8N —300}, (52¢)
(N, 3| [Bt 310 8% 'O\ N, 3y = — - {7N? + 8N —87}), (52d)
(N, 3|[Bt %12 5530\ N, 3) = —~ i {1IN? — 56NV +e9},  (52¢)
(N, 3| [BT 70 x BITOJ O, 3y =Ly {N?—eN +9}, (520)
(N, 3[BT 272 BN, 3) = (19N — 24N w0} . (529)
Y finalmente, haciendo uso de la expresién explicita de H3 resulta
(N,S|H3|N,3) =gdyhs {ON? +88N + 78}, (s3)
en donde .
=8 ‘:wi‘) °

{f) RESULTADOS PARA EL CONDENSADO DE GLUONES SU(3).

tucidn

Como en el caso SU(2), y por las , se prop como una
perp de estados con una distribucié i bre el o de particulas:
400 _ (3n—Np)?
1) =3 @ |2n, 0)
n==0
+oo _ (an+1-Np)?
+ 3 T a1, 5 (54)
n=l
Minimizamos el valor esperado de la energfa para este estado,
(W & |w) ’
7’") > Eo wg =LIsgpPAG (55) -
. con to a los pard tros Ng ¥ a, mediante un programa al que alimentamos

con lo- v-.loru de expecncitﬁn ca.l:ulndo- en la seccién anterior. Los valores de dichos
P les a los del delo SU(2).
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En la figura V se muestra la dependencia de la energf-. total E1,, /wg eni la constante’
de la interaccién fuerte g , ¥ se compara con los resultados obtenidos para SU (2) Para
SU(3), el intervalo de valores que p i la exi ia de un Cond do de
con una energia menor que la del vacfo perturbativo es de

3459218, (56a)

En términos de la constante a, = g3/4x, esto corresponde a

0.9Sa, S37.8. - - (565)
En el valor minimo, la teorfa est4 en el mismo intervalo que otros modelos [Han- 82,

Shu 84] Lo que resulta sorprendente es que el mfnimo para ambas curvas estfé apro-
te en el mi wvalor. Sin embargo, la curva para SU(3) corresponde a:un

potencm.l més atractivo.

£

del a

Existe un resultado independiente del iste un estado con’
menor qua In del vacio perturbnhvo de la QCD. Para obtener un limite superior para -
1a i del sist. calcul el valor esp d del Hannltom;no con .

to a una fi ién de pruebn, la funcién de prueba no ala-
funclén que delcnbe el utndo base correctamente, puede ser cu;lqmern, sin embn(o,
si no es el , la energia serf positiva. En este d h 1
como base la del Modelo de la Bolan de MIT, y iderado ini el estad orbitd‘
més bajo (gluones M —1); ltado de la fi ién de onda elegida, la inica parte .
del Hamiltoni que tribuye es la que hemo- considerado (las contribuciones de
otros gluones, y de los ks y los anti lan). En r la figura IV
nos da una cota superior para la energia del estado base de la QCD. :

Si t més seri te el delo y deci que ducnbe al estado base r‘enl

de la QCD encontramos i diat t dicci con los que hasta ahora.
han servido para describir la fenomenologfa hadrénica de manera correcta [Shu 84].

E! minimo de la curva en la figura IV estf en g =~ 12.5 (correspondiente a a, =.
12.4), lo cual es d iado int el valor de la cc de interaccié

fuerte no es realista, puede resultar mterea&nte calcular el valor del Condensado. de

Gluones [Shi+ 79)]
F=a,(0]|: F§,Ftv : |0) (57)

empleando los mismos argumentos que en la. referencia [Han+ 82]. En dicho artfculo
este valor es calculado estimando el valor esperado del operador a, : F‘ Fg : con’
respecto a 1a funcién de prueba, y después promediando sobre el volumen de la celda;
s.e.,

oS as (W) F2, F&v : |W) (58)

en donde
s FR Fpv =4 f &Pz (—Mzooak +¥) . . (59)-
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El resultado final de (58) es

Far3ya {<wu(a.+zm 1) +2(w|(6-8) o -sh W) } . (60)

Es interesante seiialar que la princi ibucién al valor del Cond do Gludni
proviene del segundo término. Para R =85 Gev™ ! (= 1fm) y g = 12.5, resulta

F ~0.10 GeV'*.

Este es un valor dos a tres veces més grande que el valor de 0.04 GeV'* obtenido con las
Reglas de Suma [Shl+ 79 Shu 84] Llegamos, pues, a la conclusién de que el valor del

d do Gludénico es d grand loqueeonﬂrmqueelvnlory—lZSno-
realista. Sin bargo, d que la int ién de p
en la funcién de prueb; puede tener una contribucién adici len la gla de fc

tal que el minimo se recorra a valores menores para g. En este caso obtendremos una
curva por debajo de las mostradas en IV. Si suponemos, lo que de ninguna manera
estd justificado, que la tribucién de los gl a la energia p més o

igual, podemos estimar el valor del Cond do Gluénico a val més p fios de g
de los resultados obtenidos; e.x., para g = 3.5 (s = 1) se obtiene F =~ 0 010 lo cunl
eatd en el intervalo desesdo.

3 .

Por uiltimo, p la d idad de fa mediante la figura V multi-
plicando ésta por wg. Este resultado nos da una i6n para la te de Ia
bolsa B ( Cf. [Han+ 82] ). Parag=125y R =5 GeV 1 se obtiene B ~ 160 MeV ;
¥ para g = 3.5 se encuentra 8* == 60 MeV . El hecho de que en g = 3.5 el valor
de B1 sea muy pequeiio refieja que nuestra estimacién da una cota méxima para la
energfa; 5.e., una cota minima para B2 . En la referencia [Shu 84] se afirma que el valor
de la constante del Modelo de la Bol.g de MIT puede ser menor que la densidad de
energia del vacfo; en este articulo, Shuryak arg que tro de la bolsa de un
hadrén no existe sélo el vacfo perturbativo sino también un Cond do de Gl
con una d idad de {13 . En este caso, el valor de B en el Modelo de MIT
es la diferencia de la densidad de energia en el interior y en el exterior de Ia bolsa. Si
éato es t t timacién anterior es ain més pequefia en comparacién con
el valor verdadero. Obviamente algo no est& bien en el modelo, y podemos creer que
es la ausencia de la contribucién de pares quark-antiquark.

, Joh y Pet 1, [Han+ 82], lndlcm un método para estabilizar la

bolsa utilizando para ello una ¢, de P iento variable,
au(R) =282 {ln (1 + ) } 7 S A = 200 McV . (61)
Para dist i fnias R, la de 1 iento tiende a cero, lo que refleja

Ia libertad umtéhca. Cuando R —+ —+oo, tamblén a, —+ +o0o, lo cual es consis-
tente con la propiedad de confi i T 1a constante de acoplamiento variable,
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afirman los autores de [Han+ 82], es equivalente a t en la inter i6n de
1,

'Y +3 Y wird
vir

los gluones con el-medio, el cual incluye gluones y p
Aunque la libertad asintética y la propiedad de fi i entran en el modelo
mediante una p i i6n de la te de lamiento, se tiene la ventaja
una estabilisacién dinémica de la bolsa, en tanto que en el cflculo anterior se supuso
que el radio de la bolsa podfa estabilizarse sin explicar el proceso xnedlmte el cual se
lograba (Nacht ¥ Reiter habl de una pombnlidnd. INR 84)).

Invirtiendo la i6én (61), exp do R en térmi de g, resulta
1
*=A{=l-'?'“—1}". (62)

Si, por ejemplo, tomamos n = 1 en esta ién, se obti 1 para la energia
eng=235.5(ax =24, R~3[m),elcu.lumuchomqiorqmelqucobtuvlmmm
1a figura V, pero aiin un poco grande. Para el Cond. Gludnico se tiene el valor
F = 0.0003 GcV‘ 3 ¥ para la constante de Ia bolsa, Bl = 42 Mev . El valor para Bt
ea atin 4 peq pero da en el orden de magnitud con los valores
btenidos en la ref ia [Han-+ 82]. ElvnlordeB*yeldclf‘ d do Gludni
puede hacerse més grande usando un valor mayor para A (e.9., para A = 300 MeV
obtenemos F = 0.0015 GeV* y B} = 63 MeV ); o un valor mayor de n (e.g., para
n =15 y A =200 MeV se encuentra F = 0.005 GeV+* y BY ~ 84 Mev).




Grifica V

No=O; a=2.5
Su(2); ———— 4

-0+



CONCLUSIONES

En este trabajo se p 6 un dimiento para i la estructura del estado

base de la QCD y la energia del xnnmo mediante un método no-perturbativo. Primero
se adopté la lu:nphﬂcu:lén de un grupo SU (2) para ln. parte de color ya que adn asf

el prob ta tod las de una t {a no-abeliana. Se propuso
un estado de pmeb-. para el v.cfo, Y me quatuon sus par&met; ini la
energfa. Con la experi ia se pués el caso SU (3) para la parte
de color.

El resultado més importante que se obtuvo, tanto para el delo SU(2)
para el modelo SU(3), fue la d tracién de la exi ia de un estado con energfa
menor que la del vacfo perturbativo.

El modelo que se utilizé es similar al bropue-to por Hanason et ol (la diferencia re-
side en que el empleo del esquema de mter-ccxén en nuestro caso, lunpliﬂca los célculos
los f

notablemente); en él se id exel al po de ado en
una cavidad esférica —debido a Ia int idad de la int. i6n gluén-gluén no tomamos
gluones libres sino confinados a un 1 cn al espaci + Y n usa la aproximacién
de un nivel —i.e., se sup que todos los g estén ya dos en el estad

orbital de energfa mdés baja cuando la interaccién entre ello- no existe—. ,

Siguiendo los i del trabajo resuita claro que loe g £-1 no pued

formar un condensado de gluones interactuantes que repre-ente al utldo del vnc(o. Los
sl £-1 ti paridad negativa; por lo tanto, no p stados con un

ndmero par de partfculas y con .quellm que contlenen un ndmero impar; pero ésto es
necesario para que H, , la parte atractiva del Hamiltoniano responsable de la formacién
de un minimo de la energfa por debajo del vacfo perturbativo, contribuya. Entonces,
cuando la Naturaleza elija el estado més bajo por debajo del vacfo perturbativo, tiene
que tomar gluones M-1. Si se toman en cuenta modos con momento angular mis alto,
como poseen una energia mayor debe esperarse que aumenten la energia del condensado.

d

Para el modelo SU (2) en la parte de color, se mostré que el de
puede del gl M-1 de paridad positiva como estado bnle de ln. QCD

aunque el intervalo de valores permitidos para la constante de acoplamiento son
345 ays$30.

Tanto este intervalo de variacién, y desde luego el minimo absoluto correspondiente a
as == 13.4, son muy poco realistas, lo cual no resulta extraiio porque la parte de color

o7



o8 Conclusiones

tenfa una simetrfa de Norma SU(2). Se pensé ent que la
grupo de Norma SU(3) cambiaria las cosas.

ideracién de un
En el modelo SU(3) para la parte de color los valores permitidos para la constante
de acoplamiento caayeron en un intervalo més amplio,
0.95 a, $37.8,
cuyo extremo inferior eatd dentro del intervalo de valores considerados por otros autores
[Shu 85]. Sin embargo, el minimo absoluto, o, =~ 12.4, sigue siendo muy poco re-.lulta.
El valor calculado para el Condensado Gluénico,
F =~ 0.10GeV*4,
es dos a tres veces més grande que el extraido de Ias reglas de suma de la QCD.
Puede suponerse que la introduccién de pares quark-antiquark en la funcién de

prueba tiene una contribucién adicional en la energfa de forma tal que el minimo

se recorra a valores menore- para g. Esto puede suceder porque el Hamiltoniano de
interaccién de q k

iq v es atractivo y, en principio, también lo pued
ser en el delc (ct., ién 5.1). -
Una ves incluidos los p quark: tiq 'k en el delo, se tiene )t 3 po.ibilidnd’
de construir estados para ducnblr a lo- mesones, & los bu , & las de g E
(glueballs) y a si en que ki ks se len & un -ingulete

de color (hybnd.). todo, claro e-ti., pua. lo. estados excntmdo- m‘- bajos en energia.
Existe asimismo la posibilidad de describir directamente la estructura de un nucleén;
recientemente Glazeck [Glazek 86] ha sugerido que el estado del le6n puede describirse
como .

I8y = ol ol ol ad 100) + Wi ol o o ot 10y + Wl ol ol ol gt ot o).

Sgq3 N1 12
Los operadores qt q“’ Yy g? denotan operadores de creacién de quarks, antiquarks y'
, respec mientras que |f1) , el estado de vacfo fisico —el vacfo no-
perturbttwo— .
Puede i \ la t i6

de una base completa para el Hamiltoniano que
ti sélo gl M-1; diagonalizar el Hamiltoniano en esta base, para encontrar
el estado base en este modelo.
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Apéndice A
Demostracion del Teorema de NSther

En este apéndice voy a seguir Ia derivacién del Teorema que aparece en [Hoj 77].

Consideremos un sistema descrito por Ia densidad lagrangiana
£ =_c (=% 6" a%%) .

La variacién de las coordenadas esté dada como
T'# = x® 4 6xM.

ivadas por

' So define la variacién total de los pos y sus d
#9() = o) + b5 (2),
3’ (2') = Fup* (z) + 6 (Buv’(2)) .

La variacién de la ién que ind es

58 = /R’ L (z', vp"',a"‘p".) a4z’ — /;! L (z, P a"@") dtzx.

Observemos
. F:3 . ,
e’ () = 5o {f () + 6p" =} _
. (s _ 262\ 3p'(x) + bt ()
T\*  ozm Azv azk
despreciando térmi cuadréti en las variaci Esta relacié d

e’ ¥(2) = {846 () + Bu (66°(2)) } — (BuF(2)) B (52%) .

Por tanto, hemos encontrado
6 (8uv'(2)) # 94 (5°(2)) .

102
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Debido a eata particularidad, lta co iente introducir variaci I les. defini
das asi:

G-P':(z) = V"(z_) — (=), )
8.3u0°(Z) = Fpp'"(z) — Bpuo* (2).
La relacién entre las variaciones totales y locales es
60° = 6.6° + (Oue’) 621,
8 (0u6%) = 6. (Bue®) + (33 .06%) 621 .

_ Para que el valor grico de la accibn no varfe, se define Ia n densidad
£ (2, ", FPe') dte’ = L (z, ©°, Jup’) dtz. @)
Se definen transfc i de simetria a nquéllas que dejan las ecuaciones

del movimi invariantes de f ; i.e., que
£ (2, %, FRe) = L (2, o, F4) + g (2, ) - @

Entonces debemos tener

L (:. ', 8,.«:‘) dbz = L(z + 62, % + 6%, Aup’ + 6 (a,.p‘))d‘z'

3)
a - (
+ 4o (60 ydtz! .
Y como la relacién entre los el de vol a primer orden en las variaciones,
es

d'z =~ (1~ 3, (62#)) d*Z,
obtenemos que la condicién para que Ia tr fc i6n sea de simetria es

a ; 9 N 9 IEx» d
n_= . ) ——— —_— = e #) .
{sz 35 TG+ (Bue*) 30,0 T ozn }z 35 (60"

La condicién de que el valor numérico de la accién no varfe puede reescribirse como

ss+ [, d—“;“— (50%) dz = 0. (4)
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3

Para la variacién de la se tiene

85 = [ {[£+ 2562 + 2% (64 + (9us®) 62%) _
a—g—,.; (o (o) + (oBue) 628)] (3-+ 222%) - cate
= {5 + 5= “(ai“*'( w)—=+(a ,p)a%y)
+ L6t + H’%ys. (3ue) }at=.

Sin embargo, la siguiente igualdad existe:

oL : d L : i a L
~Oe (Fu*) = — —8sp* | — a0 —— n .
—(—ja W .( AP) dzs [—‘(—” I v P Fzm (—(—ya EX: )
Por lo tanto, la variacién de la accién se vuelve

65 = '[R{d"7 [Cdz“ + Wg‘%y&pe
* [8«" sz (3(‘%7)] 6-«"}4‘::
= { [Cﬂ:z“ + 3_(5_j (6¢° — (aue) 5,»)] } .

donde en l-. dltima lgunld.d hemos utilizado las ecuaciones de Euler—-Lagrange, y la
vari totales y locales.

Introduciendo este resultado en la expresién (4), y recordando que la regién R es
arbitraria, resulta

aL aL :
L£sp 3 &x¥ + ~5p* 4 S0#| = 0.
i [( RIS "“’) EYC) R
De donde inferimos que la corriente conservada para la transformacién de simetria dada
e .
aL : 3L :
I8 = LsL — ~ Ot | 52¥ + ~5p* + 604,
( Y CW) g ) = 7a (@ue?) e

La carga conservada para la corriente anterior se encuentra integrando d,J% = 0
en el espacio, aplicando la Ley de Gauss, y suponiendo que los campos y su der:vadu
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se anulan en la fi del 1 id . ! De esta forma resulta que la carga
conservada es .

-:—‘QE %jv Jo(z) =0.



Apéndice B

Tensor de Energia-Momento Simétrico

Seguiré el tratamiento de Gupta [Gup 77].

Si d un t de £ to que ses simétrico y que se
conserve, debemos elegirlo de la forma
THY = SK¥ 4 g, Fvre,
con fHVE = — feav (vemo- que esta eondlcv&n nnplu-.- inmedistamente que I, T*" = 0).
De pedir que este nu [T Y

Sy + 3 fopa = Svp + % fyvai
o sea,

Suv — Svp = 3 (Juva — fvpa)-

Para encontrar el valor de esta difer H - id una t 2 i6
infinitesimal de L.

z* - ¥ = # M v

Way = —Wyu.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange nos dicen

aL
F1 Z2 ) —6° =
:p( = pa,(7———)-‘) 4]

(obsérvese que el b e pecto de (I.a.23) introducido aquf no causa
confusiones). Luego, )

Por otra parte,

los

5(3up) = (68..)«>‘ + 3u(84%),
60y = wpus

60 = (——') 568 + (ETG——T) 8(duc’) =0,
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donde laiiltima igualdad se da porque £ es invariante ante transformaciones de Lorentz.
Por tanto, (1) puede reescribirse ' 7

aL : : L
~2 570,59 ” Y (36 _ —0;
O { Y s 4 } waur (¥ ") 87_78‘.9‘ o

o, utili do la isi {a de wy,.,

1 -7 - U L :
FWny {6“”'6 (avw'.) — a"v‘a (a‘.v‘) } =08, {Wﬂp‘} .

Ahora, si el D i del po ' ante la transformacién es
. 1 N N .
S° = gwuee™, Chur = —Pou»
obtenemos, una ves eliminado el factor wy, arbi io,

< aL _ tav.,s aL _ oL P
@ ong) ~ 5oty = (5o |

De esta expresién resulta que podemos elegir

aL :
Papy = B (aegt p:.y = fopa — Suva-
Es simple invertir esta 6. bteniénd

1
fauv = —i(ﬂﬁa + Grap — ﬂaul‘) .

Para el po el agnético, ¥y Iqui po vectorial real,

5A* = Jwap(e" A7 — g*P 4%);

es decir,
AraS ,mAﬂ _93540-_

Por tanto se tiene
L

o A
Fapr = W}"‘pu

Y de aquf es ficil encontrar fau.:

= —Fay (634, —634,) .

fuuv = AaF‘v-

Ent , la exp ién para el t de energfa-momento simétrico es
Th> = Fi'* (3% Aa) — g™ L + Oa (FF=AY)

= FraFY + %g‘“’f“”Fa,.




Apéndiee C

Relacién de Completez para Caxni:)os
Transversos

En eate apéndice deseamos encontrar el anflogo de la relacién de completez [EG 76]

):; {ut(®udl(2) +ua(£')u“(“)} sKs(3)(z — #),

cuando la suma se realisa Gni 1t bre las p tes transversales.

. Pars la relacié de pletes para e tes trans tes pod
utilisar cualqui junto ; por ejemplo, pod usar ondas pl En este
caso, tomamos el coqiuneo de loluclonu

3 #
Spa (@ =L Aapaet®.

El fndice A & ta el estado de polari i6n de la onda transv I, y pued

dos val ; ademés, las fi ¥

h..n sido normalizadas a una periodicidad sobre un
volumen L*.

_/ dzig, (@) - ug, (B) = 56w -
Luego, la suma que estamos interesados en evaluar es en este caso

=S {Cna @) (1 @), + (432 (45220}
= 'E!E’ 3= (exa)a (e22), {g‘i("—i’) + ¢—-'E-(z'-¢)} . ®
E A=1,3

La prima en la suma indica puede indicar en este caso: kz > 0.

Podemos realizar la bre las polari i si consideramos una triada de
vectores unitarios mutuamente ortogonslel. tal que el tercer nnunbro de ella esté a lo
largo del vector k el cual vamos a denotar por

&y = k/k|,
en tanto que los otros dos miemb los d por
€%1» €a-

107



108

Puesto que esta trinda

{zi'x}x=1,z.s

forma una base completa para el espacio tridi i 1 1

N CRNNCRIES S CRNACREICH N CR

kg Ky
53 -

= 6pp —

Asf, para la suma en (1) obtenemos

305 (s 38 {4500 1 i)

)
1 1 B-(#—
= 7}2 (5u - pabaﬂ) -9
En el Glitimo paso hemos quitado la iccién al hemisferio ks > O en la suma sobre
'biendo de esta la exp ial que invol ba (—k). La primer suma
en (2) puede identifi. sin dificultad do el vol de periodicidad tiende a
+o0:
BT L [ Eh Er-n 0 (- 7).
14
en tanto que la da pued \ )e obeervando
2 4% 1 k(-2 )
A4 ?%;’e‘ ( )-—0—‘1’5()(5'—;)-
De que la en i6n puede identifi como la fi i6n de Green para
1s i6n de Poi ; O sea,
4= 1 R (— 1
FZ;:I" ( o ZE=2"
De esta f« -

resultado final para (2):



Apéndics D

Condiciones de Frontera sobre las Soluciones
de la Ecuacién de Onda

En el modelo de 1a Bolsa de MIT, se propone una lagrangiana efectiva de la forma
L' (x) = (L(2) - B(z)) ¢(R ),

que rep la i6

P externa aplicada al sistema para
de radio R [Cho--78].

s end

B una
1o a una

Las ecusciones de Euler-Lagrange para la lagrangiana nos dan como resultado

aL aL
[B‘ {m} aA"] R —r)+ ma“.(n —r)=0.

Los térmi que

P entre hetes son las H de Euler-Lagrange
para la lagr i 1, y la § i6n de Heaviside que ap multiplicdndol
indica que se tienen que -nuln.r en el interior de la esfera.

El significado del otro térmi Ita evid si caleul

38R —r) = (o; -4Z5(Rr r)) .
Vemos que, por la delta de Dirac que
superficie de la elfer-.. diciéndonos qué ‘condici

Itiplicéndol

» se debe anular en la

de f a deb tisfacer los
D De 4 1ta que en la frontera de la esfera
Fk¥py =o0.
En la Norma de Weyl estas condiciones se traducen en
Es-Aa=0,

5.><ﬁ=0.

Una mirada a las ecuaciones (2.11) nos convence de que las condicxonel de con-
torno no son féciles de i b

P as soluciones. Sin bargo, si h uso del

de int i6 d imir que las condici bre 1as soluci son
ias mismas sélo que en los campos (2 11) dabemon poner g = 0. Entonces, éstas serén
las condici de fi que imp las de la i6n de
onda.
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Apéndics E

Coeficientes de Clebsch—Gordan Cartesianos

De las tablas para los coeficientes de Clebech—-Gordan cartesianos vemos que los
Gni coeflci de la fc

(1b; 1ellmy)
distintos de cero son 1
@1;18]1 1) = £3,
(12; 181+ 1) = ¥, )
(11; 12[10) = %
Ahora utilisamos la ne‘hcién

(19; 1c|1a) = Uy, o(18; 1c|imy) . (2)
La cual explicitamente se ve

(18; 1cjla) = U, o(18; 1e|l + 1) + Upa(18; 1¢[10) + U o(1b; 1ej1 — 1) .
En el caso a = 1, obtenemos
(15; 1e]12) = % {(18; 121 + 1) — (18; 1ef1 — 1)}
1 5 0 s
- S () (- G
En la Gltima igualdad usamos (1) ¥
{1a; 15|1m) = —(1b; 1a|lm) .

Cuando a = 2, se encuentra
(18; 1e[12) = = {(18; 1ef1 + 1) + (185 Lel1 - 1)}
1 1 1 J
=7 {— (E) + (—5) } (—€bca) = %tuz .
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Finalmente, si a = 3 resulta
{1b; 1c|18) = —s(1b; 1¢|10)

= Et&; .
O sea, hemos mostrado

{(15; 1c|la) = \/Litua .



Toell <

de Clebsch—Gordan Car

L=0_ ]

(1,1;1,110,0) = —\/1/s
(1,1;1,2]0,0) =0
{(1,1;1,3(0,0) =0
{1,2;1,210,0) = —/1s
1,2;1,3(0,0) =0

L =1 }

{2,1;1,1|1, +1) =0
(1,1;1,2|1, +1) =0
{1,3;1,3{1, +1) = —15
(1,2;1,3(1, +1) =0
(1,2;1,8)1, +1) = +ifg
(1,3;1,3|1,%1) =0

L' =2 ]

(1,1;1,1(2,42) =1p
{1, 1; 1, 2|2, £3) = *ifs
(1,1;1,3(2,%+2) =0
(1, 2: 1, 212, £2) = —1p
(1,2; 1,32, +2) =0
{1, 3;1,312,%2) =0

{1,1;1,1}1,0) =0
(1,1;1,2{1,0) =i/1a
(1,151, 3{1,0) =0
(1,2;1,2(1,0) =0
(1,2;1,3{1,0) =0
{1,3;1,3{1,0) =0

(1,1;1,1]2, +1) =0
(1,1;1, 2|2, 1) =0
(1,151, 3]2, 1) = 21p
(1,2;1,2|2, 1) =0
(1,2; 1,32, £1) = —if
(1,3;1,3|2, 1) =0

*(1, a; 1, b1 Z, M) = (—1EQ1, B 1, | L, M)

1,1;1,1(2,0) = —\/ife
(1,1;1,2|2,0) =0
{1,1;1,3{2,0) =0
(1,2;1,2|2,0) = —/1fs
(1,2;1,3|2,0) =0
(1,3;1,3|2,0) =+




Ap(!‘u&u G -
Evaluacién de Integrales que aparecen en el
Hamiltoniano

Sabemos que las soluci del d &ti tdn dadas como
ALY =z Noaa E (5(kr) Y () .
En la base esférica la expresién anterior se expresa [EG 78]
zv:m”lntf;Lv("’l-’M): <o -

P hando que el op dor de to angular L sélo acti bre las variables an-
gulares. Podemos realisar algunas ipulaci para ibir la expresién. Pri
introduci un operad idad una bre una base completa,

Ly (0 $|T M) = Zl‘:"(ﬂél (J'M'|L| T M) |I'AM)
F*

Usamos el teorema de Wigner—Eckart para evaluar el elemento de matriz,
(I'M| L | T M) = 85 ;0 /T (T + 1) (J M, 1L|TM').

s

para el pot ial vectorial,

Sustituimos el resultado en la exp:
Ny neds (kv) €2 (T M, Lu|T MY (1)
Con la propiedad de los vectores unitarios de la base esférica,
& =(-1nvé,,
y la de los coeficientes de Clebsch—Gordan,
(IM,Lv| T M) = (—1)Y(F — M, 10|J — M),
se obtjene, después de cambiar el indice mudo v por su negativo y la proyeccién en los

coeficientes, R ,
: N aess(kr) % (T M, 1v|T M) &Y (0);
» (4
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cuya parte angular se puede identificar con un arménico esférico sélido.
do magnético muestra la

De lo anterior se desprende que la solucién en el

miguiente forma:
ALY = Nrres(hkr) Ty s,0e(02) . @

Estamos interesados en calcular el rotacional de (1):

VG x [d50r) T 5,00 ()]
== 3 (Im1, 1ma|T M) ém, x V [is(kr) Y ()] .

En esta 6ltima igu..ld::::cemoa uso de la férmula 'grldiente [EG 76] para encontrar
= 32 i 1mald A s { () (8D + ZEL 5, 00)) Fossimy ()
- ()} (£ - L5k Forsrrim(} - @
Eval directament 7

(J M — my, Lmy|J M) énu x ﬁx;“—u;(n)
=DU(IM —my, 1my|J M) {(AM —m; —ny, 1n;|J M —my)
ny

< Emy X Em Y,\‘.l_m'._“l o). 3)
El product ial de dos itarios en la base esférica es
é"‘l x é-: =VZi(1my, 1n|1my 4 ny) énu+-1 - (4)

Y el producto de dos coeficientes de Clebsch—Gordan puede eacribirse en términos de
coeficientes de-Racah,

(j1 ™M, jama|i my + ma) (G my + ma, js maliq m1 + m3a + ms)

= 3" 3% (jama, j3 ms|t mgz + ms)
€
x (j1m1, ¢ mg + mglig my + ma + ms) W (Jriziess; 7t) -

Sustituyendo se llega a la siguiente expresién para (3):

VZi 3= Ji(in,, Lmyltm, 4+ ny)

myngt
X (AM —my —ny,tmy + ny|J M) (1my, 1n3|lm; + n,y)

x W(ALJ1; T ) VM7 (0) Emyiony -
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Se puede realizar la suma sobre los fndices m; y n; manteniendo u = mj + n; flja,
encontréndose

—ivZ z“:fi AM—u, 1u/JM)W(ALIL; J1) y,\’“—."(n) éu.

Final te, utili do las igualdades

W(abed; e f) = (~1)*t4~*—IW(eeb f; da),
aace: — (—1y8t+e—S~1 a(a+1)+e(c+1)— £(f +1)
W(aace 1) = (1) 2a(a + 1)(2a + De(e + 1)(2e + 1)

se halla L .
(JAM —my, 1my | T M) Em,y x irx;u-u,(n) ®)

=~z V(T + 1) — A +1) + 2] Trane(D) .

Las relaci de ia para las funciones de Bessel Esféricas [Ros 57) nos -
permiten simplificar la ecuacién (2):

—k 3= (J i, 1mald M) ms { (tir) Y () T sty ()
- (ﬁ%\v)‘ Traa(kr) TG, 4 1;m, (n)} .

Empleando para el producto ial la i Idad (5) se tiene
O x LA = l’kJ/uu{ (ﬁ%—)l Tr-1(kr) T3, 7_1,m, (1)
= ()} 5o on) T s erim, ()} ©

Se ha mostrado
AT = 3 Jbrraw e iilen 1) Trne() o

G x AT = ; T BN s ae Gt (kn sr) Ty ae () (7)

donde los i ficientes distintos de cero son

anyr=J;

Byasig—1r = skns /(T +1), BNyiser = —ikns VT . (8)
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Las éc tes nos ayudan a calcular

_/ d’-“ (6“1\!:"(—)) (_‘I(V':llhll z) x AN:J,Mz(i‘))
de la siguiente manera

> j d&Bziv2 [j.ll.lz] BNsian; 51; @ny gy 1, (01 My — my, 1my )Ty My)
Ligly mimy

x (l2 M3 — m3, 1 ma|J3 M3) (1 my, 1 ma|lmy + mg2)

X 31y (Kny 5, 7) Sty (kg 237) 51, (R 5,7) J13 (Knvg 237)

x M @) )2 TM(Q) dmyrms - Tornad) -

Insertamos la expresién explicita del arménico esférico aélido

S_UM —m, 1m|T M) Em YM—™(01) .
e

< P

la expresién (4) ¥ 1 el resultado para la int. 1 de tres jcos

esféricos

[ da vM-ma) vy g) v Mamaa)

= (—yM-—m {1’—'%‘.#%},*—‘1}‘ (1 My — my, I3 M3z — ma|l — (M + m))
x (0, l30/l0) ,

para encontrar

; (%) (“1)"%7 BN J1aN, Jil aNy I 1y

dhig; mymam'
x j dr v25i(kn av) gty (kg 5,7) dtg (v 5,7)
x (I3 My —my, 1my|J) M) (i3 M3 — ma, 1 m3a|J2 My)
x (1my, 1mallm') {M+m', 1 —m'|JT M)
x (I3 My —my, I3 Mz —ma|l — (M +m’)) {110, 130[10) .
A partir de la identidad que relaci el producto de cinco coeficientes de Clebsch—
Gordan con el de un Clebsch—Gordan y un 95 [DT 63] puede encontrarse
32 (M~ my, 1my|Jy M) (I3 Ma — mg, 1ma|J; Mp)
my mam'
x (1my, 1mg|l m') (Iy My — my, I3 Mz — ma|l — (M +m'))
x (IM+m',1 — m'|J M)

= (—1)i~H+I-M 7 711 (M Afz M) { ;} .
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Conjuntando lo anterior se a

f"s""' (9 x ‘i‘"n ’1"1) " (‘;Nzhus x INxeMx)
. /8 -
=%V x 3° () THHNG i By i1y g dyi3 ONs Ty
1yials
R
x (120, 1300110) [ drr2 i, (emy 3,7) iy (Rnvy 137) Gt (King 557)
J Ji ) F- -
My Mz M)\ 5oz 5 0
Para el estado més bajo eI; energfia, denotando
Asire = Are,
Y dando la relacién (8), la igualdad anterior se convierte en

fd’z (9 x j‘lﬁ) . (Ai‘”‘ x IM;) .
=iy (aty, 2y ay) X i(-D"Pk1s (VB0 +6,3)

41=0,3

i 1 1 ™
X (10,10130) § 1 1 1y [ drri iy, (kaar) s (karr) saCknar).-

Sustituimos directamente los valores de los coeﬂcien_te- 95

0o 11 2 1 1
1 1 1.,=4{1 1 1)p=4,
1 1 1 i1 1

los valores para los coeficientes de Clebsch—Gordan

{10, 10/00) = — %,
@o, 10120y = +/2,
y empl !a relacién de recurrencia para las funciones de Bessel Esféricas
2n+ 1.

Fn(Z) »

Jn-1(2) + Gnsa(z) = 22

®
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para obtener ¢l resultado final

/d’z (Y x Aaqy) - (Angy x Angy)

_ 1 1 &y R .3 (10)
= 2varg, (s 21, ag) ;77 d=2it@.
Los otros fici que ap son

Dineynezresmey = f &’z {A-Jmu,(i‘) - Asqiznes(E) }
x {I’:‘zMz(ﬂ . j.l.x.u.(i‘)} R 1)
Si mi Ia £ de las soluci basta calcular ’

j a0 {f'l'!ul(n) 'f-'a'nlls(n)} {flal,ll,(“) ’f'qlqll.(n)} ’

para t lo que d Efecti te, recurriendo a la expresién expl(cnt-.
de los arménicos uférwo- sélidos y a la expresién (4), ob que la-
anterior puede escribirse

gy:('—l)""'" (o My — p, Lp| T M) (I3 My + p, 1 — pu|Js Ms) (la My + v, L — v|Je M)
x (3 My — v, 16|73 My) [ a0 v M2 @) v Me+e(a) via—v @) yMetv ).

La integral de cuatro arménicos esféricos es muy fécil de evaluar, y se obtiene como
resultado

2+(—l)mt‘i’t’t‘£’ (M — M,+p m) (M,—u M4+u -—m)

< (‘1 i L; ('a N L,)/my‘:u(n)y,:“(ﬂ)

Al sustituir este resultado, la expre-ién resultante puede mmphﬂcu-e mediante el em-
pleo de las relaciones [DT 63]

.fx.i'a.is) N 5 Js

my w3 mg 2y I3 s
= (—1)1+a+is—ma+my —1)# I3 Is
-1 2( ) mx ms+u  —(m1+ my+ )
x ( la ) (’1 i Js )
—s ma p—m3 —(s+mg) ms/’
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para obtener finalmente
/ dn {fJ‘hM,(n) 'fJ,x;M,(n)} {f.r,t,u,(ﬂ) 'i'claua(n)} :
=& bl Bdsdo(—yasresir (B 8 E) (3 4 5
im

L J J; L J, J-

x (m _A’JS ‘_Ll’l) (—m _h‘fd —5}2)
L Js J; L J, J:

~{f w oy{f 4 2}

(12)

Para el estado més bajo, que corresponde a J = ! = 1, la expresién anterior nos
ayudsa a encontrar
[ 2 {A0,(®) - Anes(D) } {42y (2) - Aney (8}
= 1% [F dre? i 0enar) (C0MM0 bagae, brey-ney
" 1 1 2 1 1 2
¥ ;,,:(_l) (M1 Ms "I) (Ma M, —m) ’ (a3)
ep donde se usan los valores
{3 1-1}1={1 I f}=acv* 2@+ —aq.

1
(3 3 §)=27 Vise-vins].

ite calcular las siguientes sumas donde se encuentra involu-

. El ltado (18) p
crado’ Dngy nz My neg:
(—1)5° {1 M1, 1 M3|S So) (1 M3, 1 My|S — So) Daey Mz sz ae,
N My My M3 Mg 5o -
1 1 S
=n@s+n [+ {] ] 7} #e. (14a)
(—1)%0 (1 M), 1 M;|S So) (1 M3, L M,|S — So) Day a3 ez nag

M MG Mg NS Mg 8o
’ = (28 + 1) (3630 +3 631} Neg,. (14%)



Apéndice 1
CA&lculo del Factor de Normalisacién

El Célculo del factor de normalisacién en (4.2a) involucra la evaluacién del conmutador’

[(5 -5, @t b?)"]

(h doptado la convencié

sl =
» tm *
en la cual ¢ denota los fndices de color, y m, los fndices de espin; y también
B = (—1)"s,,
donde (—1)* = (—1)*+™):
Realizsamos el cflculo directamente:
(i) Priznero calculamos el caso n = 1:
[o-3). ot - #h] = (-1)°+2 [sab_a, 55Tt ;]
af
_ _ Y} 11,1 t t
= -2‘( 1=+ {ba [s-a.85] 81 5 + babpt [5_a. 5_5"]
+8} [b.., ot ,] S [b,, b;] 51‘,5....}
=23 (-1)o+s {5_,,;..5}, + 5.,»},5.}
af
=23 (babl +batsa)
=23 (2160 + [ba.5L])

= 4N 418,

123



124 1. Célculo del Factor de Normalisacién

(ii) Ahora lo calculamos para n un entero arbitrario utilizando la férmula de Lagrange:
[6-5). st 81)] = Z::m csty-1-k [(6-5), (61 - 8] 61 - 5%
= 'f:l(m‘ -shn—1-k (48 4 18) (81 - 815
Por otra parste, tenemoa k=e
[A‘r, ot aT)] - g;(_l)a+ﬁ [,,1_* bear 8581 ’]
= GZ’:(—I)"‘*'F {48} [5-a, 87 5] + 8L [5-a, 8}] 57 .}
= :A;(—x)“”zs,,bis;

=z20t.8h.
Por tanto, la expmiéndeurib.;.iguala
n—1
ot . ptyn—1—4 &, ot .sh)t t. sty Ry t.atyk
= ) {«([#. @&t -81%] + 5t - s1ER) + 1808t . 81y*}

a—1

= > (at- at)~~! (8% + 4N +18)
&=0
= (81 - 61)~1 {n (aF¥ + 18) + s2ir11}
=2n(st .81~ (2N +2n+7), : 3)
que es el resultado buscado.
El célculo de la de 1i i6n se realizxa como asigue:

1= (Nv|Nv) .
= NN P (OIP. (8) (B - 8) 5= (81 - 1) *7= P, (1) 0)
= 1M ? {01, (8) (8- 8)“F7 5.5, 81 - 81)F*] R8N I0)
+ (O1P, (b-8) (b- ) “F 61 - sHEH2 5. 5) AL (BT I0) }
= MNP (N~ ) @r + [N — o] +7)
x (OlP (8) (5~ 8)F2 (8t . sH) M72-1 (5. 5) P (51)10)

_ 1Nl (N—)(N+ov+7).
’NN—z,v,
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Y de esta relacién, répid te inferimos que
]NN"[—Q = g(N-»)/2 (p_r'_!)!(ntzoau INOvl—’ R

Si elegimos ]No,,]_’ = 1, obtenemos que el eatado en (4.2a) es igual a

1N 0) = (=t} oF 81 ST R 5110y (4.2a)




Apéndice K
Tensores Irreducibles respecto de Sp(2)

Se definen los operadores

+ = §(ot - 8h, ' ' (1a)
Ko=} (N +3). @as)
K_=3(-5), @9
que satisf Ias relaci de : i6n del lgebra de Sp(2)

[K+. K—] = —2 Ko, i

[Ko. K:k] =+Kq4; @

. La Q-ésima P te de un operador t. ial irreducible de orden k de Sp(2),
T4, satisface [Ui 68)

[x*.ro]—=v=\/(kw=0)(k=k0+l e+1- ()
[xo. T4 —@ T4 ' R

Se define un tensor de orden 3/ respecto de Sp(2) como
3 _ o ’
Ty = [st < Bt1]°. )
- . Esté claro que
L 78
[x-, 1g3] =o0.
[0, 7,1 = +37d,
Esto verifica que la afirmacién es correcta.

127



to de Sp(3)

K. Te ) P

138
te +1/3 del tensor aplicamos (3):

Para ar la p
x_.xh]- vzl

Por otra parte, haciendo uso de la forma explicita de cada uno de los operadores, se
tiene que el conmutador anterior ea igual a

10060 st ,B}']
=3 2;(-1)’ {51, [es- 5, B}']
+[@-8.81,]185"}.

Empleando (Liib) para el primer conmutador, y evaluando el segundo directamente,
¢!

encontramos
, 1 3(-0” {«sl ;03 +28_,8}"}.
.
En el primer do puede d pl C}pun lar los op dores de i6
a Bl, obteniéndose que es igual a
2[Bf‘x5]°.
Para el vegund: do p «l operador 5_g a la derech do las regles de
ién para op L/ de #6n y aniquilacién, do que es jgual a Ia
mitad del primner Por tant
11 1,.51°
[x-, 723 ] =s[8t* <5]°.
De aquf, que la P te +1/3 del t sea
i 1, 31°
T}, =V3[pt1x3]°. )
Las demd P e an t do el conjugado a las componentes
sncontradas.

Habfamos visto que también se puede definir un tensor de orden 2

T2; () = [BtA < B1A]°. (e)
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Con syuda de (3) podemow encontrar las otras dos

distintas:
(K-, T30 ] = 272N, (7a)
[x-. 72,0 ] = vETIWN). - ()
Ahora introdueci las definici explicitas de los operad invol dos en
(7a) para rar que el tador es igual a

x T {8l -0, B12]
+[6-8), 8L 812},
Con el conmutador (L.iib) se halla que lo anterior es
3ViseBl®+ ; Sen={sl*c2,
+canll
En el Gltimo sumando se pasa C) a la d ha, utilisando el resultado (I.vilii), para
encontrar
a[Bt* x 2%+ (§ X+ 620) (8- 8.
De donde resulta la expresién para la componente +1:
3,00 =2[Bt* xc*]°
+{83+3820) o -0N). ®

caleul el dor en (7b), encontrando que es

Con el resultado
3 ).:(_1)‘-{51.“ (-8, c2.] +[s-8), BI* ] c2. }
+2{48+360} K-, K],

donde se usé (1) para simplificar un poco las cosas. Evaluando los conmutadores me-
diante (2) y (I.vb) se halla

2[Bt* < B*)]°+4[c* x c*]°
+3\/§5Aocg+2{§5+95,\o}(ﬁ+!)-



s X. T Irreducibl de Sp(3)
Con lo que inmediatamente se tiene
T3 = {2[Bt* < 5% +4[c* x c¥]°
+3X (M +3) + 620 (2N "")} .

Y las demé P se obti do el conjugado a (8) ¥ (8).

)



Apéndice L

Célculo de Conmutadores Importantes

Ahora mostraré la forma en que evalué los tad que se ¥ que
posteriormente se usan tanto para de!lmr tensores respecto de sp(z) de orden mayor
a ’z como p..rn calcular sus el de matriz, utilizando las
Para los op s de ién y aniquilacién
[ba. 8}] = 5as . (o))
¥ los dem&k tad iguales a cero. He adoptado para los fndices la convencién
del capftulo 4.
R . q“e + Aaflrid, l“ P - ] =
1
Bi* = L S (agtagaw sl sl,, (2a)
vZdia
¢l =L T (atagau) 8t 8a, . (28)
V2 e, -
(i) Comcn:-.mo- calculando el més simple, cuya eval i6n sélo requi el imi

de los bisi 1):

[basdaz, 85,85,] = bai8h, [8as. 83,] + Bas [Bas.85,] 85,
+ 8}, [bas, 88,] baz + [bay. Bs,] 85,50,
= Sagpabarbh, + baypbaibl, + 8008} bas + Saypyb), bas -
(ii) En el siguiente hacemos uso del conmutador. recién calculado y de las definicio-

nes (2):

[82. 81X =4 > crastaalaw) 1s115IXw0)
aja3fh P

13
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x [basbas, s}.6%.]
= 3 (lailas]iu) (lﬁllﬁzl»\' ‘)

ayazfP;
x {Baspsda18), + ayn,8),8a2 }

= 3 (lajlaz|iu) (15:18:;|\"u')
ajazfy S

X bazpy {bar8h, + 8h,bar )
= 3 (lajlaz|iu) (151152]|A'u")

aya3fifs
X bz {arss + 285,00, }
= Sparbpyr + 2’ (laylag|Ap) (181 1ag| Ay ') By - 3)
oy agfy
Sin embargo, de invertir (2) se tiene
8l,8l, fzaauaalm BtAs,
(4)
b..,b.,, = (—1 )°=\/‘Z<1a11 ~ az) ) C .
Por tanto, el d do en (3) se con\nem en
V3 ):’ (larlaa|Au) (18 1as| X u’) z(— 211811 — aq|3) C}
@ =3
= (—1)**+* 2v3. xx'z:(—l)lﬁcx z (—1)'"
G,OI ¢ s
Al
x (—la ay -a:) (—ﬁn 74 ) (ﬂx —0!1 ﬂ)
en dond definido loe sfmbol deergnernyropmdor
:i :: ::) = T—(_l) (ArprAgua]rsus) .

Recordand l- lacién entre los sfmbolos 37 y 65 usuales [DT 63]

o m) B BB}

= (_l)ll+l’+l 2 (_l)m’l+ru'z+m’, (Jl 12' Iy )
o """'5 my mz —mg

(g )( Sy )
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puede ob la relacié:
A A A A A A ~
m u; u:) 1 u: ~:} = (- 2, % ( , ——:’.) ®
x :l:l 2 ) ( —:’ Fl

endonde el Ifmbolo 85 es el producto de dos s{mbol
con doptada en (2).

65 ordinarios, de acuerdo a la

De esta (5) pued ibirse

z\/‘xx'(_l)-z(_x)-ﬁ(_“ o -fn) (7 11
e > e e {3 Y 1}ed

De esta manera he obtenido

[82. B81¥] = Saxsun’ + 2vE(—1)=3 %
x ?j A —wxuip {3 Aa } ek ™
- .
Este resultado nos d direct te a las siguientes mél-cionei
[(b .8), (ot - a?)] =18+ 4N, (8a)
[(b .5), Bl j‘] =3VZ 6x8,0 + 4G}, (88)
[(bf .51, B,’:] = —3v/2 850600 — (—1)*4C3 . (8¢)
Baste que, por ejemplo,

=33y (0-8) .
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(iii) El siguiente cc dor es el de (2a) con (2b): ' . .
[c2. 81¥] =4 3 | (181163100 (e 1ash'u) x [63,85,. 8L,6%4]
ajag )
=} I (1) 1811827 s) (1a) 1az|A's’)
ajay 815

x (8psas 8,80, + 5 prcs 85,8%:)

SC (—1)72 (18,1 — az]An) (Lag Laa|A'u)b), 8L,
ajaz M

37 (—1)72 (1811 — az|du) (1ay 1az|A'y’)
ayaz My

x VZ3_ (18 1oy Am)BLY .
pY }

Y eseribiendo los ficientes de Clebech—Gordan como simbolos 35, ¥ pl
expresién (6) se final t

[ea. 2] = \/ixx';g:(a,. »urixm {3 A’ ’;‘}Bﬂ .
a partir de la cual se obtiene *
[(6-8), c}] = (—1)*282,,,
[t 81, c2] = —28]2,
[tst -1, B] = —cat - 81,
[6-8), F]=2(-¥).

(iv) Con la relacién (10c) eval el d
n—1

[Cﬁ‘ ot b’)"] = hgo(b? -ptyn-1-% [c;}, ot - b‘r)] @t -
= Tt - styvi-ka2mld ot . st
A=0

— 2Bl @t a1 30 g
k=0
Por lo tanto se ha hallado
[c;}, ot . bf)"] =2nBl*pt . sh»1,

[ed, -6)"] = —(—n#2nB2, (5-5)~1 .

®

(10a)
(108)
(10¢)
(10d)

(11a)
(115)
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(v) El siguient. dor i 1 sblo el imiento de (1) y (2b):

[c. s8] = % 32 e teaim [titas, 53]
= Z’l E’(—l)a’ {(lay 1lag|Ap) bt.‘ b_a.8
aja

= :3°(-1) (Qar1 — ALY, .
oy
De esta manera se tiene

[o2:88) = 35 (3) Frowrsten e

(vi) Usando (1) y (2a) eval el sigui tad

o8 ) 5 s )
= _\;_f .g’(la], laz|Ap) {ba,5¢,p + 5a,pbaz}
= VZY_ (1a1 18| p) ba,

= %—i(-l)’x g‘:uu 1= Bllay) ba, -

Con lo que concluimos

[B:, a},] = (_1)ﬂ\/§§ g_;(x,.x — Bllag) ba;

[BI*. 8] = —(-n)ovzd Tow1-shasl,.

(12)

" {(13a)

(136)
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(vii) También nos va a int J las de al d C
zamos por una que involucra el resultado (9):

S (-n* e, B1]]
”»
=vi(5)? Z(—l)"ou niip)
by A x X
{1 1 I}Bz

=v2Zdim(A) 3T (—1)*164,_py (Au1 Aug|Xn)
AR pr1p3

<{3 1 i}="

= VZaim(A) "X 37 (Msx Au3l00) (Auy AualXz)
Xa mass .
A A X pti
"{1 1 1}31
=\/§dimo\)x{’1‘ " g}ap

. = ‘/Ti dim () BI®.
Ui do (2a), se pued ibir
E( n* [cx :] dxm(A) (,,f bf) (14)
(viii) La siguiente suma en que t dos est€ relaci da con (7):

>[m. 82 - Z:{x+z\/‘ (10 S OmA = ul¥B)
xdim(A){“ A x}c"‘}

= dim()) {1+z\/§z:{* A X}

x 3= X (w1 2aal00) (e el X — mych}

=am@) {1+32v31 {} } 7} <8}
Recordando (2b), se convierte en
> [82. B1*] = dim () {1+ 3~} (s)



Apéndice M -

Calculo de Elementos de Ma.trux Particulares

por trar una expresién para P.(b?). Dicha forma puede conjeturarse

peh = ¥t < B0y,
es un estado de tres particulas sin p de partfcul ladas a

cero ya que aplicarle (b - 8) nos da cero como resultado. Entonee- 8610 nos resta calcular
1a de lisacién N, h a

1a cual evid t

Calculamos
(©oi[s x BY]° [st < B1])°0)
=42 1=+ (0sa BLBY s} ,l0) .
Usando (L.7) se convierte en

) 2:(—1)“'*’(01»-.{5., +(-1)"18v3 33 a1 oI% — &)

{1 1 x}cx}b*,lo)
=} E(ouv.b.lo) +2v2 5_‘_ (-1)%(1a1 - BiX — p)
afip

= {11 ’,‘} ©lb—acil o).
Introduciendo (L.12), el segund

a _
STy al— 1 1 X
V3 3 D aal- s - {i 1 1}or-azs
xE(Xul—ﬂm) 10}
Utili (L), y t
12X
leh(—-l)’(ml—m»\ »{i 11}

x X(3@1— Bl1) b—ay

187
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Rearregl ficiente de Clebsch—Gord do sedades de si oy
lprovecbgmo- l" propiedades de Ortotonahd.ad de dichos coeficientes:

1 > M1 (-1)?
Apap {1 1 }
x (lal — BIX — @) (AG 1 — B|1 — a)

11 xy3
“32"111§

x 2<1a 1— 81X — &) (181 — alAg)

—22(2X+1) {1 1 =2.

Por tanto, obtenemos el mult.do

(ol[6 x BY]° [¢* x B1]%0) = 3; [6Y)
y el estado [33) puede escribirse como N
183y =3[t x B*]%0). @)
Por otra parte, el resultado (1) nos dice inmediatamente
(33([st x B11]%00) = V3, (3)

el cual es uno de los elementos de matriz que buscamos.
Ahora emprendemos el cflculo del elemento de matrix
(00|[B* x B*]%40)
—1)»
=oa 3 S omka ot sho
a3 ('T‘)“(omi,.{ [B2, ¢t -sh)]
+ @t -shmi} et - shio)

Usamos
” B)(st -8t = [ 2, (of - 1,1’)] + (ot - ;,1’)3:

para encontrar
SIS NS 0% 0182, { [(—1)*4C2, + 3VE 52080] 51 - 1)
Lot -bf) [82. st -1 }ioy



Para realizar el conmutador acudimos a (L.8); para el otro término empleamos la
igualdad . .

Bllo) =o0. (A)
Hallamos de esta forma ’

a3 %(omi,ci,(of -shj0)
a3 (—‘}‘)—"(owﬁ,,(o? - 813 VZ 620 6,0l0)
+353m6r0 (0| BYT - 8T)10)
Con (L.8) 1o jor es igual a
N Fn 308} (G ¢ -sh]io
+ArSro (Ol5kg (8- 8) (T -sH)j0)

Si también recordamos

clioy = o, @
se encuentra, con ayuda de (L.10) para la primera igualdad,
In 3 38228} 0)
+ 33620 (18)
Imgols 8
+35U56x0
Final t 1 si utiliz (A) para obt la pri expr i6n, y (L.7) en Ia

primera igualdad que resulta,

m%(o]dim(k) GAF +1)1®
+3sa6r0
=535} +A580-

(00][B* x B*|°140) =g38 + £iba0 - (4)

189 - -
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El préxi 1 de is por evaluarse es

(33| [BY* x B*]%3s)
= .s_‘xz’:(m [» x BY)°BL*B2[6t x B11]%0)

= % 3 (0838 BB 38, 10) .
»py

Calculo primero
BBt 8, l0).

Con ayuda de (A) y (L.3) lo anterior resulta igual a

(82, B13]sli0)
= {6r180—7 + (—2)*6vER T 1ok -
']

{2 1 T}eilsto
= Sa16u-181 ,10) + (—1)#6V3A Tosvix-m
y 3

< {1 1 1}et 4]0
= a1t o) + (—1)*2% T 1riX -2
Y 3

Si ahora recurrimos a (B) y (1..10), la expresié dente se convierte en

5r16u—bl10) + (—1)*8v2S

x Towwixm {3} 1} [k ]
Y 3

= 8n18u—bl 10) + (—1)*28

x E(Aulquﬂ) {x 1 i} %

= 3-(%a 17]1aq)8L, 10} .
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Multiplicando por la fase (—1)7, y sumando sobre el indice « se obtiene como resultado
Z(—l)w,’:nl‘b"m)

= 5xy(~1)*81 [0y + (— 1)‘-2,\):)\ T

x Z_,(—l)"(»\# 19iX — @) (A@ l‘rllax) 2, [0}
@y

U do la p iedad de si fi

Guins —p = EKX — a1 - 4law,

b 4 hando las p iedades de ortogonalidad de los coeficientes para realisar la
.unn. sobre <y y /i, esta expresién se convierte en

Su(—1)#s! j0) + 3(— ) b 2 d‘m(x)

2 3o Cwsanen

=(-1)*63,{1+2 T aim(%) ! D
Con la identidad [DT 63]
Tamm {7 ] =1

Tt final "

1782 etielio) = (-)#sast 0. ®
Por lo tanto se tiene
@31[B* x 5*]°l33) =4sr 3-(0lbusLi0)
=§6x Z“: 1.

De esta f se ha do que

(331[B12 x B*|33) = 65, - (©)
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" Ahora calcularemos
(N, v =0|[BT* < BN, v=0)
1
=3 {mwilerm} 01 - 0) ¥ 5513
=< BAet-sh¥|0).
Si introducimos en esta expresién el resultado
Bi*B} = [B}*, B2 + B)BL>, ©)
¥ empleamos (L.15), se encuentra que es igual a
{mrem} 3 {01 0- 0% B2al 6t -sh Fro)
— dim(a)(0| (6- 8)F (3 +1) (ot - 51’)9"]0)} ;

Por otra parte, pueato que (L.8a) y la definicién de los estados (4.30a) implican

(B2 (- 0¥ ot - 57)481.‘\'0)
= N (¥ +11) (OB (5-8)"F (ot . 1)y ¥ T2 B 20y
+ { mminm } S206x0 »

para A distinta de cero resulta

0183 (8- 8) ¥ ot - 1) ¥ B0y —smggpuam,

Entonces, el elemento de matriz que estamos calculando puede escribirse como

—A (N + 1) VNS = % (N2 —2nN).

Por tanto, ob la expresié
(vol[Bt* x 5*]°n0) = %N(N—z); A#(0,0). %))
Ahora volvemos tra at i6n al el de matriz

(N, v =o0l[c* x ||V, v = 0)
= w3 ool e-n¥ clar,et-sh¥ .

\
.
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Usando (B) y (L.10), se convierte en
e % -0 0l [0 F, ¢
x [c2,, ot -sh¥] 0
— 3 el S2(—1)* (0] 8- 852 B
<. BlAet o1y o),

lo cual, de acuerdo a la definicién de operador conjugado, resulta ser, después de cam-
biar el Indlce de suma u por su negativo, .

;N’:mﬁ‘—mz:(or(b 8"t B)
x BiAet.sh o),

Si te a (C), y empleamos después (L.15), la expresién anterior
resulta l‘utl a
;N’mw—m 3ol (s-8)"F* {[52, B1]]
BI*B.‘.}(»* s1) 57 10)
=%~=“,pm(o| ®-85 {d:m(x) @~ +1)
+ A[Bt* < B*]°}(af -shHt0).

ibir lo anterior en térmi de un valor esperado entre los estados

IN—-2,v=0),
si atend ala i6n (4.30a):
KN’ B ((N—:)niu-u)n) (N —2, 0| {xz (iﬁ- + 1)

+A[Bt* < B“] IN —2,0);

a

presién que p simplificar directamente:

n#n;{x’(i(l”—z)"‘l)*“*‘(a(’v 2)(N—4))}

”u.{l,, (~¥? + 16N +€3) .
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Asf se obtiene el resultado -

(vol[c* x e*°IN0) =N (N +9) ; A% (0,0). ®)
Para calcular el siguiente elemento de matrix, requerimos un poco de trabajo pre-
vio. Caleul una fc lada para
[e* x c]°.
Consideremos
Spredon =132(-1)* T (-1)TPi(laglez|d — p)
”» » ajaz 182 -

x (181183l — 1) bL,b_asb] b s, .
Si sustituimos + + +
b—asbg, = [”_"" bﬂl] +bgb-a;

=b_aym + b;lb—az B

encontramos
13-y >, (—1)%3P1(1ay 1aa|A - p) (1 — @218z Au)bh,b_p,
a1a3 F3 .
=43 (-0 z; . (—1)™*P3(1ay Lag|A — ) {181 182136 0} b_asb_g, . (9)
azaz f1 83

Con las propiedades de simetrfa de los coeficientes de Clebsch—Gordan y sus reglas de
ortogonalidad para efect la suma sobre los fndices i y a3, resulta que el primer
término en (9) es igual a
132(-1* 37 (-1 — 41— aglle)
»

ayay B2

x (—1)"%2(1ag Aul182)bL,8_g,
=3 }_;’(—1)15:—01 ¢} x)’;_:’a,‘ lagll — ay) (Ap laz[18;) 8L, 56_g,
3y ax:

=h 52 3ok,
ay
=R AN.
En el segundo término en (9) sustituimos para los operadores las expresiones inversas

a (2a):
' ;)‘:.:(—1)" 3. (—1)°7HP1(1ay 1ag]A ~ u) (1681 182|Au)

asaz P
x VE I (1ay 18 Nu") BIY VESS(1 —a21— ga)3m) B3 .
pUS s
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hinnd

los ficientes de Clebsch—Gordan por unoe coeficientes 35 [DT 83], claro’
estd que generalizados al producto de dos, se encuentra

_ + Par_1yv—us (1 1 A _ 2 (1 1
L ala,ﬁlﬂ,‘\v‘%n( n* > *( 1 “A(Gl a3z M)( 1#a (ﬂ]. Ba

< (0 g D) e0ns (L, L Jp) Bl

Rearreglamos la expresién de manera de poder introducir la igualdad, ya aparecida en
el Apéndice anterior, [DT 63]

ngh(_l)"(al, : —az) (—-/33 —ﬂ az) (ﬂz —# ﬂll)

b
—p

1 1 A1 (20)
=0 (o S oa) i 31
encontrando de esta manera
'] U
> AR (e (2 2
oy fh A'E:Xn ( ﬂ‘ o
1 #+az+Ps +ar x
x»azz:ﬂz( nTe (tu az I‘) (—az —ﬁz —B) (ﬂ; B3 —;4 By Ba
’ A1
= > (-n#a2xri{?
M T A1
e+ (11 tX g
xa%,( n= l(tu 41 ) (an P -B)B
Utili las relaci de ortogonalidad para los coeficientes 3; [DT 63], obteniendo
finalmente 10X 1 +Xx : ot
gi’ 1 x 1482 Ba-
Y con el resultado obtenido para (9) hemos encontrado
[c* < c¥]° ,‘,Xﬁ+xzi{1 2 1} sti = B @y

Conocida la expresién (11) calculamos ahora
S(—uect, cr[pt x B11]%0) = A2 N[5 x B11]%0)
- )
+23{} 1 1} Bt a0 Bistid.
pY v
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Con ayuda de la expresién (5), podemos reescribir lo anterior como v
o 11 1 1
122 ot x B11)%0) +52 {1 1 1} ;(—1)“3; st 410 .
De esta forma resulta

[e* x c2]° ot x BT1]°10y =3 X {1 +18 {i N }} [st < Bt1%0). (2)

Por otra parte, es necesario calcular
cr cret-sh .
Primero nos fijamos en que es igual a
2, [cd. ¢t -]+ c2 0t - 8h 2 0)
en donde sustituimos (L.10), ¥y volvemos a utilizar una relacién semejante para pasar
el operador C2 » & la derecha:
A (v —3) B et H P 4 [e3,, ot -sh) ) o) .
+ (ot - shFFcr )
=(V —3) {ci,.sl“(b? -sh 5 4 BIAGt - b'f)‘!-‘-‘c;}}
+ @t-sh¥Fter cl.

En el pri do, p nue te el operador C_‘_‘. a la derecha, hallando
finalmente -
cr crpt . sh ‘
=w —39){[c2,. BL*] + Bl c2, + BIACA) (ot . sy 13
7’ (] » 7 ] {4

— -3 (v —5) BLABL 6t sh 5 4 ot sh P2 62 .

Por fin, con el auxilio de los Gltimos tres resultados, calculamos el valor del elemento
de matriz

(V31 [E* x C*)°IN 3) = grr=sitiirzram (Ol [ x B]° (8- 8) *F %2(—1)“05‘.03
"
x t-eh)y* 2 ot . B11]°%0).
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Primero usamos (13):

se=sliirezom (7 — 3) (@1 8 x BY]° 8- 8 "F 3 S+ { {02, BL]
+2BL e, }ot - sh Tt - (v — s BB ot - oh
+ iy (o - b\‘)“—’i-‘cﬁ,.c:}[bf x B11]%0).

Ahora introducimos el resultado (L.14) y la definicién de producto escalar para encon-
trar

A (v —23) +z{gf,1,}‘ (w3 [BTA x %N — 2, 3)
_ ~{ e v BT < BN — Gy a8 (1+s{l 1 1))
Y asf se obtiene la relacién

wsifc* <A ive =8 (W +ar{} } 1}-3)
+2{fa}t (W [B1r < NIV —2, 3 (e
S v [B1A x BIAP IV — a4, ).
Aquf recordemos que A = (T, S), y que la convencién adoptada para los coeficientes
implica que [DT @3]
sa{} ) 1} =al7—(@m@)?] [17 - (@im(s))?].

Observemos que no hemos calculado todos 1os elementos de matriz que contienen
tensores acoplados a A = 0. Este caso es tan sencillo que puede considerarse separada-

Primero vemos

BYINv) = {m_—,g%}“ﬁ, (-b) - sHhyXF P (sh)i0) .

Insertando la expresién (1.3), ya que Ia accién de (b - b) sobre el polinomio en operadores
de creacién es cero por definicién, se tiene

{w-—.‘l’!r'rmiﬁm}!s‘bs
x (N —v) 0T -sH"F2 28 - W — ) + 7) P.Y)(0).
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Por 1ltimo, recurrimos a la ién de los estados para ar

{ — s"ﬂ-’*‘l‘:' * (N—:—:v)n +(N+v+s)n}i
x#{N(N+7) —v(v+T)} IN—2,0).

De eata manera se ha obtenido

BIN V) =gla/N(N+7) —v (v +T) IN - 2, 0). (15)

El siguiente célculo se realiza recordando el factor de normalizacién de los estados

BN v) = (=S em } 2y 01 - 81 o - s 5T P01 10)
SR €52 — 2 E L(N+—+-!x:}§a‘”|N +2,0).

O sea, se tiene

BIO\N vy =;b’-{(N—v+2)(N+v+9)}ilN+2. V). (18)
Para el préximo, baste recordar C3§ (1ﬂ\/—) N'; de donde resulta
C8IN v) =;b; N|Nv). ) an’,
E.to. son todos los Itados que para tod -lol 1 t
de de operad con A = 0. Por q;emplo. de (15) y (16) se inflere
(NvIB{°BYIN V) A (N —v) (N 40 +7) . ~(18)
En tanto que usando (16) en dos i nos d a ‘

(N + 4, v1B{°BIOIN ) =A{[(N +2) IV +9) — (v +7)]

3 (10)
x [(N+ (N +11) - +7]}2.

Y de (18) y (17) se concluye

(N +2, 0| B°C8iNv) =AN (N +2) (VW +9) — v(v + 7)}} . (20)



Apéndice N

Coeficientes de Racah para SU(3)

De la misma forma undeﬁmlmeoeﬁenn&udakulhpmso(s),-epueden
definir pars SU(3) { Cf. [Ros 57] ). Asf se llega a la siguiente expresién

W(Ts, Ta, Ty, Ta; T, T') = €a(Tu TT3) &4(Ta T T) &3(T1 T T7) —'—s

(T')

x 1);_:-(-— 1)Te+Tg (TI T ) (r.o Tm _%)
< (1 om) (B R ) ™
Se ha usado la sbreviacis

GTTT) = LT T Te) G(Ta T Te) -
Con las relaci de si f dch-eodcmdochh.eh—cad.npn-su(s)
[DeS @3], se ob direct te las relack de de sus coeficientes de
Racah:

N

1 definicién (1) con la de los factores Fy(T), se puede obtener el
wvalos pm slgunos coeficientes de Racah:

W(s, 8,8, 8; 8,, 1)="“! =
W(s,8,8,8; 8y,8;) =+,
W(S, 8,8, 8; 8y, 83) = +4,
Wi(se,8,8,8; 83, 10) = W(8, 8, 8, 8; 83,10) =0,
W(s,8,8,8; 83, 27) = +4 . .

Otro-vulor- que-onﬁmludeulculn,yquele para ar la tabl
,» sOD

w(1, 8,1, 8; 83, 1) =/}
W(1,8,T, 8;8;, T) = \—/‘le—f A

149
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RELACIONES DE SIMETRfA PARA LOS COEFICIENTES DE RACAH PARA SU(3)

W(T1,. T3, T3, Ta; T, T') = Eas(Ty T3 T) €as(Ty Ts T)
x W(Ty, T, T', Ty; T2, Ts)

()

=Tz TT) Gs(Ti TaT) éas(Ta Ty T)

x W(T, Tz, Ts, T'; T1, Ta) (#s)
=&(TaTaT) Ea(T Ty Ts) E3(Ta Tu T') £3(T1 T3 TY)

x W(Ts, Ty, Tq, Tas T, T (5%%)
=M NT) (T W T) &1a(Te Ts T)

x E(TTaTy) &1(Ta T T') &1(T Ty T3) £3(T1 T' Ts)

x W(Ts, Te, Ta, T9: T, T') (sv)
= £23(Te T’ T3) £23(T4 T T3) £E2(Ta T T')

x (T3 T T) C2(T1 T3 T) éa(Tr Ts T)

x W(Ty, T3, T3, T; T, T) (v)

’I’“ “‘u._ d el sigui wvalor para la suma

S ar) ()’ w(s.8,8,8: 8, T') = —1.
e
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