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CONDENSADO DE GLUONEll EN UN MODELO SU(2) 
PAR.A LA PAB.TE DE COLOR. 

RESt!MEN 

En -te vaba,jo me ....U.a el -tado b- de la QCD mediante 
un ~todo no-peñurbativo, tomando a61o a 109 sluonem en conaide
racioo. Para •implitlcar el problema, primero - cOll8idera un D>Ddelo 
SU(2) para la parte de color; y ~....-. con la e>tperiencia adquirida, 
el modelo SU(S). Utilisando una f'unci6n de prueba cOll8iatente en -
tad08 de aluon- con antlaüedacle9 O y S, - obtiene un lím1te superior 
para la enera{a del e8t&do ba.e en ambo. model08. De ena manera 
se establece la eximtencia de un estado con eners(a menor que la del 
vado perturbatiYO dentro de un intervalo remtrinsido de variación para 
la co119tante de acoplamiento f'uerte. En el ·modelo SU(S) - calcula 
ademú el valor del CODden8ado de &luon- y la COll8t&nte de la boJaa. 
Finalmente, 8e concluye que una demcripei6n realista del -tado ba.e 
de la QCD debe incluir la contribución de parea quark-antic¡u...-. 
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INTRODUCCIÓN 

La Cro:r:nodinámica Cuántica (QCD) es la teoría de lo• quarks y gluones en interacción. 
Loa ingredientes esenciales de la QCD son loa gluonea, partícula.a de espín uno que 
interactúan con loa quarka y entre sí. Loa qua.rks tienen núuierc. cuánticos de color 
y sabor, mientras que los gluones s61o tienen grados de libertad correspondientes al 
color. Loe núxn.eros cuánticos del sabor de loa quarks constituyen loa nlllneros cuánticos 
internos de los hadrones observados (loe xn.esones tienen números cuánticos de un par 
qua.rk-a.ntiqua.rk; en tanto que los bariones 1 los de un sistema. de tres quarks). Los 
hadrones físicos son singuletes de color, lo cual equivale al hecho· del Contlna.m.iento del 
Color {Mue 85). 

Una descripci6n completa y precisa para realizar cálculoe en QCD sólo se ha dado 
para una versión euclideana de la teoría sobre una red [Ore 85] .. ~e cree, aunque no se 
ha dem.oatrado, que el límite continuo correcto se alean.za cuando el espaciamiento de 
la red tiende a cero en comparación con laa longitudes relevan.tea del fen61neno que se 
esté estudiando. En la actualidad se realiza un gran esfuerzo para mejorar laa actuales 
estim.acionea nurnéricaa un tanto burdaa obtenidas m.ediante cálculos en la red (Mue 85). 

Las observables en QCD no son funciones anaHticas de la constante de acopla
miento a; de maner~ que no se pueden eaperar reeultada. exacta. :mediante una ex
pansi6n perturbativa, como en el caso de la Electrodinámica Cuántica [Hua 82). 

El concepto de Vacío --estado físico de un sistema caracterizado por tener la 
energía más baja- es uno de los conceptos fundamenta.les en la Teoría Cu'-ntica del 
Campo (QFT). Generalmente la energía del Vacío se calcula J:Dediante la teoría de 
perturbaciones, baaada en las ideas de creación y anié¡uilaci6n de partículas. Tam.bién 
se puede hablar del Vaclo virtual: un sistema físico que no se puede Inedir directam.ente 
por medio de aparatos físicos, pero cuya presencia suministra la explicación de m.uchos 
fenómenos (e.g., en QED la interacción con el vacío virtual explica hechos experimen
tales tales com.o el corrim.iento Lam.b de los niveles de energía en el espectro at6nü.co y 
el momento :magnético an6:r:nalo de las partículas) [Per 85). 

La idea del va.cío virtual de la teoría perturbativa ha sido transferida a la QCD. En 
QCD 1 el concepto del vacío virtual m.áa la propiedad de invariancia de las cantidades 
físicas bajo la Renon:nalizaci6n de loe Campos y la constante de acoplamiento LBS 76) 
explica el fenómeno de Libertad Asintótica (GW 73 1 Pol 73}; i.e., la. disminución de la. 
constante efectiva de acopla.uúento de los qua.rks y los gluones con el aument~ en el 
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momento transferido. La libertad asintótica resulta de la relación 

0(92) = [t.ln (5) r·, b =¡\, ( 11 -i n1). 

En eata expra:i6n n¡ es el número de saborea de 109 quarka y A ea un par'-metro dimen
sional que proviene de 1- condiciones de contorno para 1- aolucione8 de la Ecuación de 
Renormaliaación. E.ta fórmula para la libertad aaintótica define el intervalo de validez 
de la teoría de perturbacionea, porque en 9 = A la cOD11tante de acoplamiento.,.. infinita. 
El aumento de la conatante de acoplamiento para una distancia srande R - ..\ -1 es 
un hecho conocido cODJO catútrofe infrarroja y eetal relacionado con el conftnamiento 
de J.,. quark•. De manera que la libertad -intótica y el confinamiento de J.,. quarka 
-y loe aluonea- parecen encontrar au explicación, cualitativa al menos, en el marco 
del vacío virtual, lo cual aienta 1- ba8e8 para la fenomenología quark-part6n de 1-
interaccionea fuertes a pequeñas diatanciaa [Fey 79). 

Sin euibargo, a pesar del exit090 desarrollo de la QCD, frecuentemente 11e encuen
tran di6cultadem te6ric- y experimentales, la principal de 1- cuales es la auaencia 
de una prueba para el conflnamiento de quarka y sluones junto con una ct.e.cripción 
cuantitativa y conatnictiva, a partir de la QCD, de la fúlica de lo. hadrone• a grandea 
diatanc-. Por <úemplo, el parámetro de la libertad a.int6tica ..\ definido de 1.,. dato. 
experimentalea depende del tipo de experimento de.arrollado [Shu 84). X.O. dat<>B de 
aniquilación e+ e- en hadrones con iaoelpín 1 = 1 para proceso. de energía menor a 
2 GeV [Eid+ 79) •eñalan que ..\ < lOOMeV; en tanto que an"1i8ia de datoe para di8-
perai6n inelútica profunda mu6n-nucle6n en CERN-JINR (Fad+ 82) permiten que el 
valor de A pueda disminuir haata cero. E•to sign.iftca que la co1111tante de acoplamiento 
e. pequeña en Jaregi6n de confinamiento ( q - 200MeV )¡ i.e., el confinamiento aparece 
dentro del intervalo de validez de la teoría perturbativa, donde la catástrofe infrarroja 
del vac{o virtual está ausente.. Lo anterior indica que el vacío virtual no es el causante 
del conflnazniento fisico. 

Un JDeCanismo clt!mconocido del conftnamiento ha •ido asociado con la construcción 
de un vacío .D1>perturbativo para la QCD, como verenioe mú adelante. 

La QCD ea en gran medida un an41ogo de la QED y au teoría de perturbacion-. El 
principal argumento en apoyo de teorf- perturbativas en QCD es la libertad .. int6tica, 
auaente en QED. Sin em.bara:o, toda. 1- teorr- aaint6ticam.ente libre• son ineatables 
(VS 79): el vacío perturbativo uaual no - el eatado mú ~o en energía. Para QCD -te 
hecho fundamental fue dem09trado explfcitaznente por Savvidy (Sav 77). Eatoa autores 
obtuvieron el Hmniltoniano ef"ectivo de la QCD en presencia de un campo m.agnético 
de color uniforme de znagnitud B en el primer orden de aproxiinaci6n: 

H(gB) = bg2B2 {In (!j-) -! } . 
Vel'.DCMI que el "YBCÍO ( B = O) es inestable ante la. formación de un estado con c&JDpo 
.ID.agnético de color constante 
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Nielaen y Olesen (NO 80, Ole 81) encontraron mediante un an'1imia mencillo de eot ..... 
bilidad que tal conftsuraci6n - ciunpo cromo~tico homos4!neo en todo el e8pacio 
- eo in-table. Eata in'"'"tabilidad de8aparece rormando doaüaioa en rorma de tuboor 
de B.Vo. Pero tal'"'" tubo. de 11.ttjo no pueden permanecer en un e8tado ordenado; Ja 
Mec'-nica CUÚl.tica requiere que loe tuboe de flujo vibren de llUUler& que fonnen un 
líquido de tub°'" de 11.1\io. Otro ....,unento de Mecúica Cul.ntlca da eomo :N8Ultado 
que - pueda sanar enersfa znediante una auperpoaici6n de eotad"'" del Jfquido en ronna 
tal que exiata invariancia rotacional en cualquier punto del e8pmcio. Eate '"'"tado tiene 
.moznento ansular J = O y .... un eatado de líquido cu4ntico. Otra caracterfatica de -•e 
eatado es que poe- un ca.mpo .masn4!tico de color aleatorio, con (H) = O pero (Hª) ~ O 
en todo punto del espacio¡ pero no ae sabe si tal estado ea estable. 

En el modelo expueato, conocido como Modelo de Copenb.-.ezi, hemoe viato que el 
vacío fr.ico se supone lleno de campa. cromomacn6tica. y croJDOeMctricoe fluctuante.. 
La lonaitud de onda típica y la escala de tiempo de e.t- fluctuacione• llOD del orden 
de 1/A., donde A"" 100 - 300MeV e• el par'=etro de eacala de la QCD. 

Un par'-metro que caracteriaa la. campe. del vacío ._ el valor emperado del cu ..... 
drado de la inte11Bidad del campo de loe gluonea, el Condenaado de Gluone., introducido 
por Shi(man et al. (Shi+ 79): 

(O 1..,. ~.,Fr" 1 O) "" {330.MeV >". 
En una serie de art,;ícul09, Shifman ee al dem.oetraron que 1- regl- de auma. · aumi
nistran una forma de de11eribir el espectro de loe hadronea. Ésto •e realba mediante 
la introducción de condenaad.011 de quarks y gluones en los c'lcuJOa de diaaramu de 
QCD para l .. polarizacionea del vacío inducid .. por 1 .. corrientes involucrad.-. Talea: 
polariaacionea del vacío están relacionadaa con el eapectro de loe hadronea vía relacionea: 
de diepersi6n.. Loe condenmadoa del vac{o ex.iaten, al DJ.enoe eso se pienaa, debido a loe 
efectoa no-perturbativoa de la QCD. 

El objeto del presente trabajo es Dl08trar una forma. alternativa y aim.ple de calcular 
loe valore. de loe condenaadoe en b-e a las ide .. del Modelo de Copenhagen. 

La orsanizaci6n de la expoeici6n ea as!: 

(i) En el primer capítulo se revisan con detalle loa aspectos del Cam.po Electroinagn~tico 
que serán de lm.portancia para el desarrollo poaterior: c6DJ.o generalizar la Teoría 
Electroxuaanética cuando existen m.ú grado. de libertad para la carga; la formulación 
lagran.iana y las ecuaciones de movimiento para el cam.po¡ elección de la Norma; 1-
cantidadem con.ervad- via el Teorema de .NOther¡ la rorm.ulaci6n harnil~oniana¡ y la 
cuantiaaci6n canónica a la manera que propone Gupta (Gup 77}. 

(ii) En el segundo capítulo ae repiten lu miaDl&ll con.aideracionea que la.a ef'ectuadaa 
para el Campo Electromagn~tico, s61o que ahora toro.Ando en cuenta que la teoría tiene 
un grado de libertad mú: el color. En la últb:na sección se muestra de qué 111.&Dera el 



• Introducción 

esquema de interacción no• pen:nite utilizar lom resultadoe del Campo.Electromagnético 
U(l) par& el caao del Campo SU(3) - propone como Hamiltoniano de interacción la 
parte que depende de la. caraa de interacción fuerte g ; la otra parte del Bam.iltoniano 
resulta proporcional al operador de nú.mer~. 

(iii) En la -cci6n (a) del capítulo tercero se dillcute nuevamente el Modelo de Co
penhagen para el Vacio Físico de la QCD, que constituye el b-e flsica para el que 
se empleará en este trabajo. En las siguientes secciones se exhibe el 111étodo estlindar 
para resolver la ecuación de onda cuando la radiación está confinada a una cavidad 
esférica y satisface condiciones a la frontera semejantes a las del Modelo de la Bolsa 
de MIT. Finalmente., •e aduce que los modos m.áa bajos de excitación son los únicos 
que van a contribuir para formar el estado de energía más baja, lo que permite obtener 
un ha.uültoniano en la aproxim.aci6n de un nivel, el cual ea el Ham.iltoniano del modelo 
propueato para describir el vacío no-perturbativo de la QCD. 

(iv) Como primera aproximación al probleUlll del estado bue de la QCD, en el capítulo 
cua.rtoee considera un campo croo:ioelectrom.agnético SU(2) . Se muestra una base 
de estad.e» que sirve para construir una función de prueba para el aiatema que se 
pretende describir. De.pu& de encuentrar loa valorea esperadoe del Hamiltoniano entre 
loa estados de la baae, se calcula el valor esperado del Hanñltoniano para un estado 
de prueba propuesto, el cual depende de doe parámetros, y ae tninirniza la energía 
con respecto a dichos parbnetroe. Loa resultados obtenidos no son realistas, tal como 
esperaría.tnoa para un modelo SU(2), pero se logra encontrar un estado con energía 
negativa, que por este solo hecho tiene mú derecho a constituirse en el vac{o f'll!ico que 
el vacío perturbativo. 

(v) En el quinto capítulo se repiten los cálculos del anterior par& un modelo SU(3) en 
la piirte de color. La. nuevoe resultados son sólo un poco mejores que loa de SU(2), lo 
cual resulta sorprendente; empero, •e •igue obteniendo un estado con energía negativa. 
Se aduce que la irrealidad de los re1ultados es producto de la omiai6n de loe parea 
quark-antiquark ausentes en el modelo. 
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El Campo Electromagnético 

Se comiensa con una reviai6n del campo electrom.aanf:tico porque, como ae explica 
en la introducción, forma la b-e del tratam.iento que ae seguir' cuando 9e qrege un 
grado de libertad mú: el color. 

(a) EL CAMPO ELECTROMAGñTICO COMO UNA TEORÍA DE NORMA ABE
LIANA. 

La CromodinMnica Cu4Dt.ica, lliendo una ~da de Norma~eliana, - una _.,rall
zaei6n de la Elect.rodin6miea Cuút.ica (Ait. 112, Bee+ 114). 

Para darle MJltido a lo anterior, cmwlderemoe un ~emplo. L- denmld~ 1-an
gean-

.cg'¿_ = •Ci-r"B,. - M)•, • = •(::r:) 

.c~!_0 = (B,..)t(a"~) - Mll~t ~. ~ = ~(::r:) 
(1•) 

(lb) 

zon invarian- ant.e tru..f'ormaelon- rfsl~ (t.ambim llamadaa t.ramd'ormaeio .... slo
bal-) para 1- vari&bl- de campo !Pr(::r:) -r""' un l'ndice que - uza para caracterizar 
complet.am.ent.e loa -t..S--, · 

!Pr(::r:) --+ !P~(::r:) = .,>•!Pr(::r:), 

IP¡(::r:)--+ IP,(::r:) = .,-a.!P¡(::r:), 1 = eonzt.. 

(2•) 

(26) 

(o'b.Mveoe que en general la forma bllineal !P¡f'!Pr merá invariant.e ant.e .. t.a t.r....Cor-
111aci6n). Si deHamo9 ahora que 1- lagr-- dad- en (1) 11e&n inY&rian-.ant.e 
tr&ru1formaeion .. localez (i.e., cuando I .. una función de ::r:) .. evident.e que - t.endrá 
que agregar un t6rmino adicional. Para - .. peclftc.,., t.o111eil1CJ9 la l,....angeana del 
c1Unpo de Dirac (la), 7 apllqumz..-le la t.ranzforI11&Ci6n (2) local: 

.Co(::r:) ---+ .C~(z:) = •Cz:)e-il(s)(i-,"B,. - M)eil(s)•(.z) 

= •C::r:)(i-,"a,. - Ml•C.z) - l•C::r:h"•(.z))a,.•(:i::). 

7 



8 1. El Oampo Electromaan4itico 

Vemoe &S( la necesidad de introducir en (la) un campo A"(:i:) que, al mismo tiempo que 
1- variable. de campo cambian como en (2) en el caao en que I = l(:i:), ae tranmf'onnen 
a au vez como 

A"(:i:) -+ A'"(:i:) = A"(:i:) + B"l(:i:). (3) 
De eeta ~1era, la la&ranaeana. libre de Dirac en (la) ee convierte en una lagrangeana 
de un campo de Dirac en interacción con un campo A": 

..cgi..,-~ = •C:i:)(h"(a,. - iA,.) - M).P(:i:). (4) 

La forma sugeetiva en que hen:we expresado la lagrangeana n<>11 mue11tra que lo que 
hem<>11 realis&do en Ja Jagranpana libre de Dirac ha aido la sustitución JDÚIÜD• 

a,. - D,. = a,. - iA,.. (5) 

(en eata expresión pode....,. tomar A,.(z) = eA!!°l(:i:)). Lo miamo acontece en el caao 
de Ja l .. rangeana de Klein-Gordon (lb). 

Sin embarao, aunque (4) n<>11 da Ja interacción de A" con el campo de Dirac, no 
contiene un t6rmino que describa al campo A" exclusivamente. Eato ea, a (4) aún 
tenemos que _.arle un· t&mino que noa deacriba &I campo A" cuando 4iate -• 
libre. PodeDli09 proponer un •inndm.ero de formu para e.ta lagranaeana, pero todaa 
deberé aer inv&ri&ntea ante la tranaFon:nación de Norma (2). El candidato mlis aimple 
es 

donde deflnim<>11 

.,(o)_ 1F""~ """A - -¡ .rµ.,, 

F"" = B"A" -B"A". 

(6) 

(7) 
Obaervem<>11 que (7) ea clarmiwnte invariante ante (3), y que la contracción que aparece 
en Ja deflnicióll de la Jqranaeana (6) - un eac&lar de Lorents. Alll, ai pedimos que la 
¡._rangeana de Dirac -a invariante mte tranaf'ormacionea del tipo (2) local- (ampo 
de tranaf'ormacionea locales de U(l)), tendremoa que introducir una interacción con un 
cam.po A", que 11e tranaforma como en (3), y que se m.aniftesta en la lagrangeana 

1 
1!01rac-A = •b" D,. - M).P - 4F"" F-- (8) 

r 
Éeta e9 ju.ta.mente' la 1....-n•eana que D09 dimcribe una part(cula de Dirac con carga 
+e ·(un electrón por ll!demplo} en interacción- con un ca111po electromagnftico. Para 
Klein-Gordon la Jasranpana correspondiente .,.. 

l!K--G-A = (a,..¡.)t (B"<f>) -M2 .pt.p-iF""F,.,,. 

Generalizando el Ca80 anterior, co119id.eremoe un.a lagrangeana 
campo 'Pr- que ee in-..riante ante tranaf'onn.acionem r{gidaa de SU(N) 

'Pr(z) - 'P~(z) = U(ll .. )'Pr(:i:), 

'Pt(z) - !Prt = 'Pt(:i:)utc11.). 

que describe un 

(9a) 

(9b) 



El Campo Electromap4tico Como una Teoría Norma Abeliana .. 
Aqu{ U(B.) tiene la Conna 

rt = r •. (10) 

donde'•= conat., a= 1, ..• ,8, y r. aon loa generadores del illgebra de Lle de SU(N), 
que •atiafacen 1- relacionem de conmutación 

L .. constantes f.,,,, •on 1- conatantes de -tructura del grupo unimodular unitario 
SU(N). 

El requUito de que la lacranceana aea invariante ante tr&JU1formacionea de la 
ronna (9) local- e•.= •.(z)) - obliaa a modillcar la 1-anseana libre m.diante la 
introducción de una interacción con un cu:npo cu7- propiedadem ante tranmformacione9 
SU(N) quedan determinad.. por -ta condición · 

Nuev&n>ente tollJlell>oa como ejemflo empedftco la laaranaeana para el campo de 
Dirac (la). A partir de la identidad U U = 1 8e obtiene que 

a,.u = -uca,.ut)u, 
de donde re9ulta que 

La última igualdad ae obtuvo conaiderando expUcitamente la ronna de U(B .. (z)) dada 
en (10). Entone-, para que la Jaaranaeana en (la) mea invariante ante tranmrormacion
local- de SU(N) tenemoa que aaregarle un t~rmino que involucra un campo A", de 
m.anera que 

.cg¿..,_A(.:z:) = '11(.:z:)(i-y"(B,. -iA,.) - M).P(z), (11) 

co.lllo en (4), sólo que Jos c&DJ.pOll a.hora se tranaCorman de la •iguiente J:11anera: 

A"(:z:) --+ A'"(.:z:) = U(.:z:)(A"(:z:) + iB")Ut(z), (12) 

que es la generalización de (3). DebemOll notar que el cunpo de Norma AP puede 
emc:ribirse co.mo una combinación lineal de loa generadores de SU(N), puesto que act11a 
en ese espacio¡ -e deflnimoe 

A"(:z:) E 112'.Al:(:z:). (13) 

Para transformaciones inflnitemimalea, (10) adquiere la forma 

U(z) ""1 + ila(:z:)2' .. , 
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y por tanto (12) tiene coJDO expreai6n a 

A",.(x) --+ Aª"(x) + i/a1>cl&(x)A!;'(x) + !.a"l"(x). 
. g 

(14) 

Aún ne:. remta encontrar una lagrangeana para un campo de Norma libre A.IA dado 
en (13). QuiawraDI09 retener la fonn& (&) para eata lagran11:eana; pero en eate C&80, 

la deBnici6n (7) reaultará inaoetenible.. Sin embargo,, ~ata es la única pi.ta con que 
cont&ID09 para averiguar la form.a correcta; por eso proponemos,, por el momento, 

O"" = a,. A" - a" A". (15) 

Ya que (12) - la 11:en-alisaci6n de (3), la invariancia de F"" en el cuo U(l) ""deber'
traducir en eate caso mú Keneral en 

(18) 

En eate caao d.ecü:noe que l/''6" ee covariante ante 1- tranaformaciones de Norma.. En
toncet1, si aometemoe (lli) a la tranaformaci6n de Norma (12) de loe campoa de Norma 
Al6 encontrazD.09 

O'-= U(x)a-ut(x) - (U(z)(B"Ut(:i:))A'"(z) + A'"(z)(B"U(:i:))Ut(z)) 

+ (U(z)(a"ut(z))A'"(z) + A'"(z) + A'"(z)(B"U(:i:))Ut(z)), 

= U(z)G""Ut(z) - (U(z)(B"Ut(:i:))A'"(:c) + A'"(z)U(:i::)(a"Ut(x)) 

+· (u(z)(a"ut(:c))A'"(z) + A'"(z) + U(z)(B"Ut(:c))), 

donde heuioa uaado que ut (x)U(:c) = 1 en variaa ocaaiones. Vemoa aal que ai acrell&Dl<M 
a (lli) un t6rmino de la forma -i(A",A"], obtenemoe un tensor que ae trarud'orma 
como (16) .. De esta Dl.&llera hem09 encontrado que 

'""(:.:) = B"A"(z) -a" A"(z) - i(A"(z),A"(:r:)J. (17) 

O si realls&IDOll una deecomposici6u. com.o en (13) 

F""(:c) = gT.Ff"(x), (18) 

tenemos que 
Ff"(z) = B" A:;(x) - a" Al:(:.:)+ g/a1>cAf.'(:c)A:;'(z). (19) 

Entonce9,, una aeneralizaci6n de la lagrangeana en (8) puede •er 

(20) 
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Esta cantidad ea claraznente un escalar de Lorents, y adel'.DÚ e. tambii&l in~iante 
ante tramd'onnacionem de Norma. Para ver mto último, toDl&ID09 una repre.entaci6n 
matricial 2'a del ál¡¡ebra de Lie de SU(N) normalbada como 

1 
Tr(2' .r.) = 2 6_,, 

(por 41iemplo, en SU(3): 2'. =,\.,con~ denotando 11 .. matrices de Gell-Mann). De 
e.ta forma, podemom e11eribir c201 como 

.e~!Cx) = -~ tr(.r•"'(:z:).r, ... (:z:)), 

que ea claramente invariante de Norma debido a (18). 

(21) 

Con &to, heul.09 obtenido una aeneralisaci6n de una Teoría de Norma Abeliana 
U(l) (la Electrodin"'1k:a) a una Teor(a de Norma No-Abeliana SU(N) (no-abeliana 
porque la. aeneradorem del ál¡¡ebra de SU(N) no conmutan). 

Observem.om una C09& importante en el caao no-abeliano: la a1111tituci6n explicita 
de (19) en (20) na. da 

.e~!(:z:) = -i(a"A!:(:z:) - a" Al:(z))(a,.A .. .,(:z:) - a.,A .. ,.(:z:)) 

+ ~1 ... ca,.A.,..(x) - a,..A.,.(:z:))A:Cx>A;C:z:) 
:a 

- ~ /.,,./_A:(:z:)A;(:z:)A,,,.(:z:)A..,(:z:). 

(22) 

El término cinético e. el miam.o que para el campo electromagn6tico libre¡ pero loe 
términom adicionale11 noe indican que, a diferencia del campo electrom.acni6tico libre de 
una teorla U(l), un campo de Norma no-abeliano sin interacci6n con cam.pa. extern.Oll 
pre.enta interaccione. conmiso miuno. 

Cuando paaemoe de la formulaci6n lagranaeana de la teoría clúica de campee a la 
hamiltoniana, la denmidad buniltoniana de un campo de Norma no-abeliano exhibirá 
la DÚ8m& eatructura que en (22): un término correapondiente al campo Jjbre mú otro 
reprementativo de un catnpo interactuando coll8jm;o m.lnno. Éato noe auaiere utilisar el 
e8<¡uema de interacción tomando como J/o(:z:) la parte Jfüre, y como J11a,(:z:), la última 
parte de la hamiltoniana. Por eate motivo, noe ocupareni.oe prim.ero de aJau.noe -
pee.te. de la parte libre de la de1111idad han:últoniana, la cual ea, en eaencia, el campo 
electromaan6tico. 

(b) LAGRANGEANA DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO Y ECUACIONES DE 
MOVIMIENTO. HAMILTONIANA DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO. 



En la Teorfa Cláaica de lc» Cam.pa. un •Í8tem.a físico está caracterizado por una den
sidad lapanaeana J:, = J:,( 'Pi• B"'P,¡), que.,. función de loe cmnpoe 'Pá y.,.. derivada.; 
y -imiamo e• tanto un escalar CODID invariante de forma. ante transformaciones de 
Lorent•. 

L- ecuacionem de movimiento para el ailltema ae obtienen de un principio varia.
cional, de donde :remulta 

ac. -~ ( ac. ) =O 
ª'P• d:z:" a (a,.'P•) · (23) 

En e.ta expresión, ~ denota la deriva.da total; i.e., 

d a (ª'P") a ( a2'P· ) a 
....- "" ª"'" + a:z:; ª'P• + ª"'"ª;... a (a.,'P•) · 

L- ecuacionea (23) aon conocidaa como ecuacionem de Euler-Lacranae para la Teor(a 
Clúica de loe Campoe. · 

La primer teorla de campo que .., conoció Cue la Teorl'a del Campo Electro
Dl&IPlftlco Cormulada por Maxwell. L .. ecuaclonea de Maxwell, que de.criben el campo 
electromacn6tico en forma micro11C6pica, coD8iaten en dOI ecuaciones hom.ogt6ne-, 

v-ii =O, 
v x E= -a,ii, 

V·E=e. 
v x ii = .T + a,E. 

Ea bien conocido que 1- ecuaciones hom.oame- implican la exiatencia de un potencial 
-.:alar Ao y un potencial vectorial A en términoe de loe cuales pueden expreaarae jjjyii, 

ii=Vx.A, 
E= -VAo-a..A, 

y que - potencial- rorman juntoe UD cuadri-vector A" "" (Ao; A). Una ves -
tablecida la relación entre 1.- campcm electromacn,ticoe y el cuadri-potencial, puede 
oi.erv- que ... te .:Utimo .., encuentra indeterminado h..ta la cuadri-diversencia de 
una función e.calar arbitraria. &ta arbitrariedad en la elección de A" dá origen a la 
.ID.arianda de Norma de lcm campoe electromagn,ticoe. Cuando sólo .., eat• lnte.-ado 
en el campo electromacn•tico libre es conveniente :re90lver tas ecuacionea inhom.ogme
de Maxwell imponiendo '"°bre loe potenciale9 la Norma de Couloi:nb: 

Ao=O, 
V·A=O. 



Hunil&onlan• del campo Elecbomaan•t.ico 1S 

L- ecuacion.em de Maxwell tamb~n pueden expremane en forma covariante ni. 

diante un tensor antiaim,trico de sesundo orden, el tenaor de Maxwell, detlnido como 

F-(,.) s a" A"(s) - a" A"(s). 

La relación entn1 el - de Maxwell y laa ln-idad- ele lo9 campo9, E y ii. queda 
-tablecida de la dellnici6n de lo9 potencial-; encontr.....,. _, que 

, - (:. -:· =:: -::,,·) 
- Ew Bs O -B., • (2 4) 

Es -B., B., O 
Con esta expremión re:aulta evidente que 

C=F'º 
. 1 ..• s• = :¡t:•• F;•· 

Si de8.nÜll09 la cu&dri-corriente J" = (11; J1 • 1- ecuaciones de Maxwell inhomoa&i.,.. 
me mcriben 

a,,Fl6" = -J16, 
en tanto que lu ecuaciones homogáie- toman la forma 

a.,•F,." =O, 

donde hemo. deB.nido 

(25ca) 

(2511) 

Un par de ob.ervacion .. con respecto a 1- ecuacion- {25). Debido ·a la defi
nición del tenaor de Maxwell, {25b) .. en realidad una identidad. Por otra parte, la 
antisbnetr(a del te11110r de Maxwell iJDpllca • .eaún la ecuación {25a), que 

-a,.J" = a,.(a.,Fµv) =o; 
i.e., que la carca lle conserva. 

Ahora quiaiéram.oe encontrar una lagranceana que ne::. diera 1- ec~iones del 
caJDpo electromaanll§:tico al 11uatitulrla ~ (23). Una de tant&11 eleccionee poeible11 es 

1 
J! = -¡F-F,.,. - J" A,.. {28) 

L .. ecuacionem de Euler-Lapange - obtienen considerando colllO variables de cunpo 
a loe cu&driveetore. A". De manera que deb- calcular: 

al! - -J"· aA,.- ' 
al! 

a <ª"A") = -(a,.A .. - a .. A,.). 

~ ( al! ) - -a (a"A" - a"A") 
~ a(a"A") - ,. . 



1. El Ounpo Elecbomqn4lico 

Lueao, 1aa ecuaciones de Euler-Lacran11e son 

-a,. (B" A" - lJ" A,.) + J" = O, 

que no M>D otra coma que 1- ecuacionem de Maxwell inhomoa&.e- con una fu.ente ex
terna J,. p.-nte. Laa -uacionem h,,_m_ - -tidacen id6ntlcaznente, como he..,.,. 
mencionado, ya que de la detlnicl6n del tenmor de Maxwell reeulta que .,o/1-a/IF,.,. =O. 

He!D09 comprobado que una denaidad laaranaeana apropiada para el ca.m.po elec
tzomasn#itico ea la exhibid& en (26); sin embarao, debemo. notar que exiate una in
finidad de lagransean- que tambim n .. dan 1- ecuacion"" de Maxwell, y que 11610 
difteft!D. de la ..::lesida por la cuadri-cliversencia de una runci6n arbitraria. Ahora e.ta
ID09 interemadom e'1 encontrar la denmiidad bamiltoniana relacionada con ella. 

El momento canónico corüuca.do a Al& emt6. deflnido como 

(27) 

Po.se..... ver que n° = O;ain embarso, mto no representa nin&un& dillcultad para el 
cunpo electl'OOD&llD6tico libre, J,. = O, porque hemoe elegido trabllJar en la Norma 
de Coulomb, donde Aº "" O. De la relación del tenaor de Maxwell con l .. campoe 
fliiic09, (24), V<!D109 que n' =E'; y de la deftnic16n den ... que 

aºA" = -n" +ª"Aº= -n", 
donde la última isu&ldad me da por la elección de Norma. 

La de1111idad huniltonian& .., deftne en t6nninoo de la de1111idad lagrangeana y del 
moJDeDto canónico conJuaado com.o 

'JI= a.e: (a0A") - J! a (aoA,.) (28) 

=n,.n"-1!. 
Ahora, ei emcribim.09 I! en t&nlin.cw de lotl cam.p.09 eMctrico y magnético, obteuelDOll 
cOD11iderable •impliflcaci6n para la expreai6n de 'JI. Erectivamente, de (24) y (26) obt.e-
nemoe que 

J! = ~ (liJl2 -11112
) • 

Utilizando &demú (28) y (27) t.enelll09 
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El análogo de las ecuacionea de Hamilton para Teoría de Campoe ea (EG 76] 

A" - ~ - B· ( BJI ) - an,. • a (a,n,.) ' (29a) 

Ii" - ~ - a.- { aN ) - aA,. • a (a,A,.) · (291>) 

Utilisando 1 .. expreaionea para la lagrangeana 7 la hamiltoniana, (26) 7 (28), hallamoe 
laa ecuacionea del movimiento a partir de (29): 

...... = -Il" = F°", 
Ii" =a.ca' A" -B"Aº). 

Derivando la prü:uera ecuación re.pecto al tiempo e introduciendo la aeaund~ en el 
miembro derecho de la exprml6n Nmultante hallamoe que 

-aaA" = -AA" - a-a,A'. 
Sin embargo,~ la Norma de Coulomb que eatamoe utilisando, V· A= O, por~lo que 
el aesundo •u.mando del miembro derecho se anula, n•ultando -r que la ecuación del 
movimiento para 109 campom m 

(30) 

que identi8.ca1D011 con 1- ecuacione. de Euler-Lacrance en la Norma de Coulomb. 

(e) CANTIDADES CONSERVADAS DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO (Teo
reD>& de Nother). 

El Teorema de NOether afirma que: a cada t.raa.f'or.maclón de 11únetrl& contiaua de 
un •.iaCe.ma l'laico deacrito por una lagran,aeana le corresponde una cantidad conaer
vacfa (Boj 77, Gol 80]. 

En forma mateni'-tica, el teorema no. dice que ai el aiatema ae encuentra descrito 
por la demoidad lagrangeana .C., la tranaf'ormaci6n 

zl' --+ :z!" = ""' + li:z:" 

¡p'{:z:) --+ ...,''(:') = 1<>'c:z:) + 61<>'{:z:) 
a,....,'(:z:) --+ a:,...,•'(:z:') = a,.1<>'c:z:J + li ( a,....,'{:z:)) 

~ 
1 
l 
i ¡ 
1 

1 

L 
f 
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es de sÍJ:Detrfa si satisface Ja relaclón 

{ 
B • a ( .) a B6:z:" } d 60" 

6:z:"az¡¡ + 6v:>ª~ + 6 a,.,.,,• iJ (B,.v:>') + iJ:z:I' ./! = - d:z:I' 

para alaun• función 6016 = óO"(z. ~)- En e.te caao, la corriente conaervada es 

J" = { 1!6t' - (iJ (::,.,, .. )) 6.,1Pº} 6z" 

+ { a ( ::IP') } 6v:º + 60" 
(wia demostración del teol'elll& de Nother aparece en el apéndice A). 

Apliquemo. ahora el Ceorema al caao del campo electromqnético. 

(1) TENSOR DE ENERGÍA-MOMENTO. 

Si considerunomi Ja tr&ru1Cormaci6n 

(tr .. tacione. eepacio-temporalm), d.jando loa caJDpOll invariantes, 

A 11 __..A'"= A", 

(31) 

(32) 

(33a) 

(336) 
' 

resulta 9er una tranaf'ormación de •imetría de acuerdo a la definición (31) si tomaDlOS 
60" =O. La corriente conaervada, dada por (32), ea en este caao 

La cantidad conaervada no ea otra ca.a que el tellllor de energía-n1001ento canónico 
para el campo electromagn16tico 

S"""" (B"AA) ( BI! ) 
B(a,.AA) (34a) 

= ~g"" po,11 F0 ,11 - F"ªa" Áa· 

ir. importan~ hacer notar que Ja con.ervación de esta cantidad proviene de que la 
lqranpana no depende explícitamente de :z:I'. 

El teiwor de energía-momento encontrado poaee doa desventajas notables (Jac 75}: 
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(1') En una norma arbitraria, s 00 y 50i. difieren de 1 .. expresionea para laa densidades 
de eners{a y de moi:nento, como podema. VW!r de 1- siguiente. expreaionee: 

S"° = ~ {IJJIª + !il¡2} +v. (AºE). 
s"' = (.i!! X il)ª +V. (AªE). 
s'O = (iJ X B)º +(V x. (Aºfi))º - 8o (AoC), 
s'i = Tªi -{E' (aoAi) + (vAi X .B)ª}· 

En la última igualdad 

denota el nesativo del ten.ar de eaf'uersoe de Maxwell. 

(341>) 

(ii) El tenmor denaidad de momento angular que •e dellne mediante el tenmor de energía
momento canónico no .e conaerva: 

Un.plica que 
aaM'"/l"'I = 5'1/l - 5/1"'1 ,¡,. o. 

Si querem.c::m encontrar un tenaor de energ{a-m.om.ento que sea simétrico y que se con
serve, debemoe eleairlo de la forma 

T"" = s,.,, + aaf"'Pª, 

con /""'ª = -f"ª" (Gup 77] -veJDOl9 que esta condición implica in.Jnediat&Dlente que 
a,.T"" = O - • De pedir que eate nuevo ten.sor sea simétrico obtenemos que 

que reeacribilllOll en for.m.a m.ás c6m.od&: 

s,.,, - s,,,..= a"'(f,..,a - /.,,.a). 

Una derivación de la expre8i6n para /v,.aa aparece en el apéndice C. Resulta que la 
forina para el tensor de energ(a-mollleDto •izn,trico es 

T- = F-(B"Aa)-11"".t:. +Ba(F-A") 

= F-F,:' + ¡,,,.., F"'/l Fa/l· 
(35a) 



Obmerv&llllCl9 inmediatamente que este tenaor de enercl•moDJento no involucra a loe 
potenci&Jem e:xplicitam.ent.e, em invariante de norma, y tiene trasa cero (T:: = O implica 
invari&a.cia ante eacalamientoa). Para 1- componentem de emte tenaor obten.emot1 

7'°° = ¡ {li!\2 + \ii\2}. 
2'°" = (E X ii) •• 

r•; = - {Eª E; + s" si - ¡~; (li!l2 + \iil2
)} • 

(2) TENSOR DENSIDAD DE MOMENTO ANGULAR. 

(351>) 

Al bu.e- la expre.16n del ten.or de eneraf.,.momento aimétrico·hemoe dado una 
expftlai6n para eate ten.ar de tDomen:to anaular. Sin embargo, remulta inmtructivo en
contrulo clirectamente utilis-do el tem'em& de Nóther. 

Conaideremo. una tnmd'ormaci6n intbüteaimal de Lorents 

(S&) 

Para una tacranaea.na invariante de Lorenta, un e..:alar de Lorentz, resulta una trana
rormacW.. de •imetrfa de IM:ueirdo a (A.8) •i tomamoa 60,. = O. Como A,. - un campo 
cuacbi-,,.,.,t.orial de Lorents, el cambio inducido en 61 por la tranafonnaci6n ea 

A,. -+ A',. = A,. + ¡w .. ¡r (11-Al' - g,.fl Aª) . 

La corriente coD.M!rVMl& aaocia.da a eata tranaformaci6n de aim.etr(a em 

J,. = {11"" J:. - (-F,.A)} (a" AA) ¡ (6;z" - 6Czª) "'afl 

- F .. A¡ (6r.Afl - 6f Aª) Wafl· 

(36b) 

Y como loe par'-n:mUoe Wa~ 90D arbitrari09, podemae elim.inarloa, obteniendo -l la 
siguiente corriente conaervada para un campo libre: 

1 1 • 
J-1' = j (ll"'"zl' - gl&l'z'") J:. + ¡FfM {(a'" AA) zl' - (a" AA) :rf"} 

- ¡F,.A {61'AI' - 6f A'"}. 
Lo cual conviene reMCZ'ibir di.? la aipiente manera: 

Jªl'-r = ¡r,. {F~z.., - .FJ.zfl} + j {11'"1':z:-r -gª-rzfl} J:. 

+a,. { Fª,. (Allx-r - A-rzfl)}. 
(37) 
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Anteriormente había.DI09 encontrado un tenaor de mom.ento-enera(a •iln6trico para 
que el temoor de clenaidad de momento ansular definido a trav& de 4!il .., co1111ervara. Sin 
embar&o, aab......,. que -te ten8or debe diferir de la corriente conaervada que acabamoa 
de hallar a lo mú por la &dici61l de una cuadri-di,,_._ia. En ef'ecto, ai detlnU..O. 

M'"fl"t "" T"'fJ z"t - T"'"' zfl, 
encontram.oe que 

La razón por la que Mª~'T, o J.:.#-r, em conocido COIDD el tenM>r de denaidad de 
111011DO!nto anplar, aunque - realidad - una seneralis..,i6n de 4!il, - que c11&ndo loa 
índicea fJ y 'l aon eapacialea obtenemoa la l<rJ' de conaerYaei6n del momento anplar del 
campo electromaan'tico. Efect.iY&IDBD.te, la cantidad coiwervada e11 en e8te e-o 

f tl9z M°'d = -e61-{(_E X ii) X .i?}_ 
=-e:..,.,. (Ec .... po).,.. 

(Sk) 

C11&ndo fJ ea cero, la cantidad conaervada ea 

M°"' = ,1., {(ES+ .iP) ... - (i! X B)' '}. 
La ley de conaervación a que da lu&&r - reconoce DIÚ f6cilmente ai la -ribU..O. 
uaando laa ecuacionea de conaervación de la ener&(a y del J110mento lineal del campo 
libre. UtilÍllÚldolaa, la ley conaerv&Ción que ae obtiene ea 

(386) 

Obeervemoe que la cantidad entre corchete11 en el miembro iaquierdo ea algo _, com.o 
la coordenada del ce.otJ"D de JD&a& de loa c&JDpoa. 

(d) CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO. 

En el apartado (b) encontr&JI10a que la denaidad h&JDiltonian& para el c&mpo electro
m.aan.'tico puede e.cribu.e 

(39) 
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Para realisa.r la c11&11t.isaci6n canónica del ca.mpo electromagnüico in:troducimoe 
un& expU18l6n ort<Jsonal, "6lo para laa COU1ponentes eapaciales ya que no E 0, de la 
forma lEG 76} (CF. Apédice D) 

..i•(:) = ~· {9 .. (t)u!(Z) + 9l(t)u: .. (i!l}, (40a) 

ft•(:) = ~ {;; .. (t)u!(Zl + ¡¡!,(t)u:_•(i!)}. (401>) 

La prima en el ai&no de suma. indica que &ta ee encuentra remtrinaid& de Ul&Dera que 
cada u!(Z} -a linealmente independiente del con.junto {u:' .. (Zl} ... Como - puede 
adivinar de la o-..aci6n -edente, vam.o. a pedir que el conJunto 

{fla.(Z), U:,(Z)} .. 
--. comple\o, 

E' {u!(i!lu:.'(2'1) +u!,.(2' 1)u:_•(S)} = 6•16l•l(2'-2''), .. (41) 

y que cumpla con la relación 

j ~"' u~(Z)u,(i!) = 6 .. ,,, (42a) 

j d 3: u~(S)u,(Z) =o. (421>) 

Lo. oper~ f.(t) y íla(t) a~n en 1- expanaione. junto con •ua conJu&ad<
hennl-, de fonna tal que A•(:z) y ft•(z) son claramente operadore. henniteana.. 

PodenM. pensar en loe operadores de expUU1i6n 9a(t) y íla(t) como coordena
daai •eneraliaad .. p.._ el cam.po y au DM>mea.t.o can6nico coDjqado, respectivamente, 
p-., que :rep-tan el contenido de A•(:) y ft•(z) en una estado particular al que 
aaociasnoe 109 n-6me:toa cu6.nticoe a. Por e.te UJOtivo, podemoe proponer que aatiafa.cen 
laa relaciones de conuiutaci6n apropiadaa a variables dinúnic .. couiplejaa [EG 76\: 

[9 .. (t),jlb(t)1 = [9!.(t),jlfJ(t)] = i6 .. ,,. (43) 

Con eai.. res1- de conmut.aci6n para la. operadores de expana:i6n obtenemos inmedia
ta1DeJ1te que 

(44) 
en tanto que la regla de conmutación que noe falta la encontrauioe con ayuda de (41): 

[..i•(s,t), fl1(z' ,t)) =E' { u~(Z)u¡,'(2'') [9 .. (t),jlb(t)] + u:_•(Z)u~(:ir') [9l(t), PfJ(t)]} .. ,, 
= i~' { u!(i!)u:_l(z') + u~(2'')u:_•cZ)} 

=i61o16(•)(,¡;-,;;•). (45) 
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La última relación de coDDluta.ci6n, en part.icular, pone al descubierto algun
contradiccionea.. Por una parte: 

y puemto que he...... elesido traba,iar en la Norma de Coulomb, el miembro izquierdo 
de -ta expreei6n me anula. Por otro lado: 

y para un eepa.cio libre de fuente., com.o el que heme:. eupuemto, el miem.bro izquierdo 
de esta expresión tambi&i. se debe anular. Eetaa ditlculta.dee _, orisinaron cuando 
•upuailnoe en (44) que exilltlan trem component- lndependien- para A, y otr- t~ 
independien- para il, •iendo que la condición de tranavenaUdad, V • A = O, 1-
reetrin&e de manera que 11610 doe componentem 80n completamente" independient-. O 
dicho mú claramente, la relación de completes (41) que hemoe utilisado no - vlJida 
ya que en ella - deben incluir tanto 80lucion- lonaitudinalem como transvenat-. Si 
reet;rlnaimoa la •uma en (41) a eolucionee puramente tr&D8Veraal- - obtiene la •i&uiente 
ex-i6n (Cf. Apf!ndice C): 

E , {u~(Z)u:.,'(21 1) + u~(21 1)u~•czi} = 61d6(S) (21- 21') - 41.,,a•w1 { 121 ~ 21'1}. 
G t.ran9. 

(46) 
La cantidad en el m.ie111bro derecho ee conocida como la función delta tra.oaivenra, y 
acomtumbra. denotarme como 61}:ana· ( Z - 2!'). Obmerveuu::w que aatWface 

de aquí su nombre. Con emta modiBcaci6n, laa relaciones de coD111utaci6n (44) no ae 
ven afectad ... , en tanto que para (45) tendremoe 

(47) 

Ahora es claro que con emt- nueva. rela.cionea 9e: aa.tiaface 

Sin em.bar•o, 1- nuevaa :relacionea de coDDlutaci6n conducen a un.a nueva dificul
tad, puemto que noe dice que Á"(21,t) y d(21',t) no conmutan ni •iquiera cuando :Ey :i! 
eat6.n separados por un intervalo eapacialoide, lo que parecer{a. contradecir el principio 

de cauaalidad. Pero e11ta dificultad desaparece cuando 1109 dm:nos cuenta de que X(z, t) 
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no e. una obeervable, ain importar que ff(21',t) = .E1(21',t) a( lo aea. Si calculaawe loa 
conmut.adonm de ICM1 campCM1, obtenem.o9 

[.~•c21,a).E'(21',a>J = (ñ•c21,t>.ñ'<.2'.'·t>] =o, 

[.B•c21,t>..Dic21'.t>] = [cv x .Ac21,t))•.cv x .Ac21'.t»'] =o. 
[.i:•(21,t),ii1(21 1,t)) = [ft•(21,t),E1,,...a'_...i..(21 1,t)) 

= ¿m .. a'-{-i(6\r...,•.)! (21- 21')} 
= -i<u-a',,.6(S) (21- 21'). 

Esta última rel&ei6n eatablece que para 1.,. camp.,. 1u medicionea realizad- a un mismo 
tiempo ln\erlleren 1161o •l ae electuán - el mimno punto. 

La Teorla Cuúitlca de 109 Cun- requiere el conocimiento de 1u pzopieda.de9 
de c0DD1Utacl6n ele 1 .. operadores de cunpo. Por -te motivo, ae .., .. tumbra p .. tular 
para toda ob.erY&ble que dependa de 109 camp09 I' = il'(:z:) la relación dinúnica 

a.il'(:z:) = • [k(t),l'(z)] , (48) 

donde fi - el Hamiltoniano que deacribe al aiatenia. 

Podemo. uaar eata ecuación con la hamiltoniana del campo electromqnético (39) 
para aenerar 1- ecuacion- de .....,,.imiento para 4a(t) y íla(t). El Hamiltoniano a que 
da luaar (39) ea 

k(t) = J dª:z: {jilcz, t). iicz, t) + ¡ ( v x A(Z", t)) . ( v x .Ac21. t)) + ñ(21,t). ~ Aº(21,t)} 

=f.,."' Uiic21,t>. ilc21,t> + ¡ (v x .Ac21,t>). (v x 1"c21,t>)} • <•G> 

porque en la Norma de Coulomb, Aº =O. Ahora, de (40a) y (42) resulta que 

4 .. Ct> = f .iBz' .. c.·c21'> . .:tc21•. t>. 
J> .. (t) = f .,Sz' ti:,(21') -ff(:i1',t). 

(50a) 

(501>) 
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De znanera que para el co11D1utador de q'",.(t) con H(t) obtenemoe la expret1i6n: 

Intecrando por partea el ....,.ndo t~nnino en e•ta últiina isuaJd&d encontramoe 

;; f <Pz:' u~·cz') f ,p,., f P!cz,t)a' .. (,a:: z-11)} ... ~+.: 
- ,~ J <Pz' .. ~·c.r') J <Pz: (v. kcz-,e)) a'" (,z-: a:•i). 

IS 

Para caznpa. bien cODJPortadOtJ en infinito (o campos con periodicidad bien definida), el 
primer sumando se anula; en tanto que el •egundo e. cero debido a la priznera ecuaci6n 
de Maxwell en el vacío. Luego, a la hu de ... te r...ult&do, la Ec. del JDOVinúento para 
q,.(t) ... 

f,.(t) = ¡¡,.(t). (51) 

El conmutador de Jj,.(t) con el Hazniltoniano (49) ea un poco mú dlfrcil de obtener: 

[;;,.(t),b(t)) = j <Pz: j <Pz:' u!•cz-')!ii"Cz-',t), jftlcz-,t)ti'Cz,t) 

1 ( ... )' ( ... )' + 2 v x A(z,t) v x A(z,t) ¡ 

= f <Pz: f d
8 z' u!·cz') H (v X .Í(z,t))' [tt"cz-'.t), (v X .Í(z,t))'] 

+ [tt .. cz-',t), (v x .i°c.;;,t>)'] (v x .Í(z,t>)'}· (52J 
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El conmutador que aquí aparece se puede evaluar directaznente como sigue: 

[tt.,cz',c), (v x 1"cz,tJ)1 

Luego, .e tiene 

= [ft.,(z:', t), .z-•a.,...i,.(z, e)] 
=_, ..... a.,. [it.,(z',t),A,.(z,t)] 

= ....... a ... {-i.s.,6<s> (z - z') + ..!..aa.w,. {~)} 
.. """ lz-:z:'I 

= -áE61"'anacS'(s) (z- z'). 

[tt.,(z',c), (v x .l"cz,t>)1 (v x .l"cz,t>)' 

= -i•"'-a,,.6<•> (z- z') .'iia9..i;(z,t) 
= -i (a-..i.,(z,t) - alo..i'"(z,t)) a,,.6<8> (z- z'). 

Si introduchnOll .,.te reault..So en (52), remulta que 

[il .. (t),ii(t)] = -i J d8z! J d8:z: u!·cz') (a-..i.,(z,t) - aa...i'"(z,t>) a,,..s<•> (z:- z') 
= i j .Pz! u!º(z')B'.,. (B"'"..i.,(z',t) - 8'.,A.,.(z 1, e>) 

= i j "'"' u!.(.:i!J {-v"..i.,(;;;, t) + aa. (v -A°(z,t))} 

= • J ,p,. u.:c.:i!J. {v x (v x A°(z,tJ)} 

= -•L! J d8::i:{ u.:c.:i!J. v x (v x ü,,cz:¡) q.,(t) 

" + u.:cz:¡ . v x (v x u;c.:i!J) ql(t) }· 
(53) 

En ..te punto, INI hace lndWpenaable recordar 1- Eca. del moviu:úento para. loa campo. 
clúicc:.; 61t- aon 

- (aa - v") A'cz,c) - v (v. A'cz,cJ) =o, 

ªº(v. A'cz,tJ) =o. 
De '9t-, .Slo la primera noe interesa, y la queretDC:>9 reeacrita en una fonn.a. que noa 
8ea máa fllcil de identificar: 

(-al+ v") A'c.z,t) - v (v. A'cz:,t)) = -a'fA(z,t) - v x (v x A'cz,t)) =o. 
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Laa aolucionee eetacionari- a e.ta ec:uac:i6n son preci9&D1ente 1- funciones tia-(%) que 
hem.a. utilizado en (40); o •ea, e.ta. funciona •atiafacen la ecuaci6n 

w! Üa(Z) - V X (v X tia(%)) =o' 
donde la. hecue.uci .. propi .. Wca quedan detenuin&da9 por lu condicionem a la frontera 
que deben aatiafacer la aolucionea de eeta ecuaci6n~ Con eete conocimiento, obtenemoe 
que (53) -isual a 

- iL,,' j d3z { wJ ü.;(%) • ü,6(%) f,6(t) + wJ ü.;(%) • ü¡(Z)fl(t)} 
.6 
= -iw! L.,' 6,..,fp(t); 

.6 

lo cual quiere decir 
(54) 

Aunando a ena expreei6n el r•ultado (151), obtenemos una ecuaci6n de -sundo orden 
en el tiempo para fa(t): 

f,.(t) = -w! fa(t). (1515) 

La aoluci6n a eeta ecuaci6a. ea m.u,. conocida: 

fa(t) = iia e-Wat + a:J' eÍWaC , (158) 

donde b,. y /J',.t 11<>n d- operador. COIUlt&nt- en el tiempo. Ahora, Ja ecuaci6n (51) 
nos permite expre.ar ila(t) en términ- de.,.'- operado~ con.tant-: 

ila(t) = -iwa ( b. ,.-w .. • - u.,.t ,,aw .. •). (57) 

Evaluando (158) y (57) al tiempo t = O, podemos utilizar •- expre8ion.,. re8ultant.,. 
para obtener /Ja y J!J',.t en términ011 de fa(O) y ila(O): 

1 { i } Ba = 2 fa(O) + ""ªila(O) , 

Att 1 { i } .aa = 2 fa(O) - "'ª ila(O) . 

Este resultado ee muy importante porque noe permite obtener las relaciones de 
conmutación para -to. operadores; .. r tenelll09 que 

[ba,blJ = [J!i:.,B¡,t] = ~ .. 6a.6• 

[ba,B,61 = [b..,J!i¡,] = [ba,B~t] =o. 



211 

LOll factores que aparecen en la primera de eet- relaciones rem;ultan estorboeo., por lo 
que ae ac011t11Dlhra detlnir to. nuev09 oper&d<>re9 

;, .. =~Íl .. , 

.... =~fJ'... 
le. cual• aatWacen 1- relaciones de co11D1utaci6n 

[- ·t] ["' ·•t] b0 , b/J = ba., b/J = 60.fl , 

[- - ] [•• ., ] [• ·•t] ba,bp = ba,bp = ba,bp =O. 

(llO) 

{61) 

Y podemo. reescribir loe campc::m y sus mom.entoe conjugados en t~nnino. de estoe 
nuev09 operadorem: 

..¡•(z,t) = ~· ~{(& .... -...... + s:.t e"°'•"] .. ~(%) 
+ (" .. ,.-""·"+&le"°'•"] .. ~·(%) }. 

fi•(z,t) = ~·(-•) ~{ [& .... -..... • - s'.,.t ........ ] u~(2!') 

- [¡:_ e-~at +&le_,•"] u~·(Z) }· 

(62) 

(63) 

Finahnente, expremau::u>9 el Hamiltoniano con eetoe nuevoe operadores. Para el 
primer término de (4a) auatituyendo (63) directamente y rearreglando la expreai6n 
reaulta: 

j d3z ft(:il', t) · ft(2!', t) 

= -"E' ,¡wa¡p {J d3z: Üa(2!') • ü¡{Z) (& .. .,---....• - &'..teº"'•") (&pe-'"'"" - bbé"'"") 
a/J 

+ J .iSz:ü;(2!'). atJ(2!'} (.-.... - ..... • - &lé"'·") (sb .. -"""" _ s¡,t """"")} 
~w .. {• ·t ·•t•• ·t· ., ·•t = ~ 2 ba:ba +flor Ua + 60 b0 + balla 

+ (& .. Y .. + u .. & .. ) .,-2w.• + (&'..t&l, + &l&'..t) ,.20w.•} . 
Para el aegu.ndo •U1D&Ddo Wl&...noe la identidad para soluciones clúicas 

(v x A). (v x A)= v-Hv (.A-A)- (.A-v).A} +A"-v x (v x A). 
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el teorema de la di-raencia, y el hecho de que ..i'(z,t) y sus derivadas se anul1L11 en la 
frontera. con lo cual obtenemoa 

Pero de laa ecuaciones clúicaa del movimiento ü .. (%) y ü.:(%) •abeIDOll que: 

v x (v x A:) 
=~~{[& .. e_...._.+ &:.te""·•] v x (v x .... CZ)) 

+ [&:.e-""•'+ &le""•'] v x (v x ü;CZ))} 

= E'fl{[& .. e-""•º +¡:.t.,; ..... ] ü .. (%) .. . 

+ [&:.e-"°'•1 +&le""•"] ü;(Z)} . 

Por lo que podeIDOll escribir (84) como 

"!;¡' ~ 4~ { [&..,e-;..,.,1 +¡~teª'"'""] [&:.e-ª'"'ª"+ &le'"'•"] J d 3z Ü,B(Z) · ü;(ii!) 

+[&:,e-ª"'•º+ &l•ª"'"'] [& .. e-'"'ª"+ &:_te""ª"] J d 3 z .;z¡(ii!) • ü,.(%)} 

= ~'";ª {& .. &1 + ¡:.t&:. + ¡:.¡:.t 
+ (&a&!.+ &!.&a) e-2íwQt + (&!&:_t + ¡:_t&!) e2iwt11t} .. 

En conaecuencia. el Hamiltonian.o para el campo electromagnético en la Norma de 
Coulomb y en términos de loa operadores (60) -

~ ¡ dªz, {liicz,1>!2 
+ ¡v x A:cz.e>¡2}, 

<c-1 ...... {· -t -t- -·t-1 ., -·t} = ~ -¡-: baba + 6ca;6a + 6a 6 0 + baba : . 

(Se debe tomar el orden u.orID&l de acuerdo a la pre.cripci6n u.ual para la cuantización) .. 
Por tanto, tent!Dl09 

A ..,..., {•t• •rt•1 } .a (t) = ~ ...... b .. b .. + b .. b.. • (e5) 
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Ob9ervemo. nuevaJ11eJ1te a {82). La auma que alll •p-e, _, como laa de {83) 
y {85), -u -rinaida, lo cual ea un poco moleño. Para librarnos de Mto, podemo11 
detlnir laa funcicm-

u.• (=- = { .. ~CZ), 
rai .,, -:.'cZl. •ir =0; 

•ir= 1 .. 

El cmüunto {U!',. (Z)} (r, "") -tá ortonormaliaado 7 - completo. Entonces, denotando 
a:= (r, a), y realisando 1- identiflcacionea aiguientea: 

podenMJ9 reeacn'"bir (82) como 

Wro ===: Wcu 

&o .. ==&.,., 
&1ca E&:., 

.A•(.z,t) = ~~ {& • .,-'""•'U!(Zl + &!c""••u!•<Zl} • (88) 

donm la suma mbora no - encuentra ~trinaida --excepto, claro eatá, a todoa i.
-iblea valo~ de a-. Ea decir, en la nueva notación el Hamiltoniano adopta la 
forma 

Ñ(t) = 'Ew.&!& •. {87) . 
La. relaciones anterio~, Eca. (80) y (87), noa mu-tran que el campo electro

~lco puede vlaualiaane como un conjunto de oacil~ nonnalea de Doae, y 
que &. y 51 repreeea.tan operadorea de aniquilación y de creación, reapectlvamente, de 
part(cW- con enerala "'• 7 números cuánticos a. 
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Campo de Yang-Milla Puro SU{3) {Campo 
Cromo-electromagnético) 

Ahora se considera el e-o del campo electrom.ap,tico con color. Se muemtra 
la CorJDA en que se ha trata.do en la literatura para juati8.car el empleo del esquema 
de interacción, lo cual hace al problema de considerar un Hamiltoniano na-.lineal znú 
simple. 

(a) LAGRANGEANA DEL CAMPO DE YANG-MILLS PURO Y ECUACIONES 
DEL MOVIMIENTO. . 
HAMILTONIANA DEL CAMPO CROMO-ELECTROMAGNÉTICO. 

En la teoría de un Campo de Yans-Milla Puro - 8Upone que el ahlte!IJl& eat'- deacrito por 
una acción, que es la intepal e8pacio--tem.poral de una den.idad Iacransiana .Cv-M• 
la cual ae com1truye pidiendo que mea cavariante de f"onua ante tranmrormacione. de 
Norma !ocalea (tranaformacionea de SU(3) !ocalea) e invariante ante tranaformacionea 
de Lorent• [YM 54, Uti liO]. La acción mú ainlple que ae puede co1111truir con eataa 
caractert'atic- ea [Boj 77, .Jac 84] 

Iv-M = f d4:i: J:.v-M· 

" 
1
F• F"" """Y-M = -¡ ,.,, • ' 

F;,. = a,.A: - 8,.A~ + gf ...,A:,A:,. 
L- ecuaciones del movimiento para el cam.po de Yang-Milla ae escriben 

6Iv-M =0 - 8 { B.Cv-M }- 8.Cv-M =O 
6A: A 88A (A:) 8A:, . 

Utilisando 1- rormaa expUcit- dad- en (1) y (2)., 
8.Cv-M _ F.A,. 

88A (A:) - - • ' 
8.l!v-M = f, A' F" A,.. 8A: lJ -6c A ' 

(1) 

(2) 
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de donde ae sigue la ecuación del UlOVÍIDiento 

a,,,r ,,,,. + 111.-AtF",,,,. =o. (3) 

La preMmcia del aeaundo su.mando na. dice que aún en auaencia de otroe acoplamiento., 
la teorfa de Yang-Milla Pura (no-abeliana) no .,. trivial, ni lineal y pre8enta auto
interaccione8. 

PodeJDOe escribir lo anterior en términoe mú fam.iliaree utilizando la forma que 
adoptan loa c&J:D.pos elktrico y magnético no-abelianoe (Jac 84]: 

En notaci6n vectorial: 

(6a) 

(61>) 

Lo cual, •i obeervama. que B~s·• = IF,jF!;, noe permite reescribir la derwidad la
grangiana cODlo 

(8) 

En emta notación, la componente temporal de (3), que ea' la Ley de Ga\189 no-abeliana, 
me e.cribe 

(.D ·.E)• = .D'"" ·.E, =o, (7) 

donde ae ha definido 
(8) 

De la miama. manera, la componente espacial de (3),. que es la Ley de Ampere no
abeliana, aparece COJDO 

(D"E - D X if). =O; 

expreai6n en la cual, ademú de uaar (8), hemoe definido 

D!!i, := 6uaº -11/.-A"º· 

(V) 

(10) 

Al p .. ar a la de11eripción Ham.iltoniana del aistem.a encontram.oe el probleuia de 
que el momento canónico conjusado a A:: e. cero, puesto que .Cv-M no depende· de 
Á~: 

n ,. = ai!v-M ...o,. 
• - a(aoAa ,.) = -z.¡ . 
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Sin embargo, se puede uaar de la libertad que ee tiene sobre la elecci6n de la Norma 
para eludir este problema: podemos pedir que A~= O (Nonna de Weyl [.Tac 84]). Con 
lo cual (5) se simpli8ca a 

E.= -A-., 
--=-1 .,.-s.= V X A. - 'j,flf.-,A X A•; 

quedando (6) sin cambio. En la Nonna de Weyl, la densidad hauültoniana es 

1 ( "'2 ii2) Nv-M=2 E.+s • . 

(11a) 

(116) 

(12) 

S61o debelll08 tener en mente que la variable dinúnica en e.ta nueva descripción es A• , 
y que au momento canónico conjuaado e11 -

ñ. =-E. =..i •. 
Recurriendo a 1- ecuaciones de Ha.m.ilton (1.29), encontr&Ul.09 

...... = -É., 

-.ii. = - (iJ X .ii). 
para lo cual - han ua&do b remult&d09 

as• .. a.A.€. = -11~m1 f...,Aj, 

as! - gálm6 
a(a1..t~) - - ... 

(13a), 

(136) 

Podem.oe ob.erva.r que. laa ecuacione. de Hamilton no 90n otra coea que la detlnici6n 
de E,. en ténninos de A,., y la Ley de Ampere en la Nonna de Weyl; pero que la Ley 
de Gauaa no aparece. En el form.alism.o canónico, la Ley de Gauaa se nom aparece no 
como una ecuación de m.ovim.iento para el Hamiltoniano •ino como una conmtricción 
independiente del tiempo entre las variablea canónicas. El remedio para eate problema 
e8 bien conocido [G.J 78): elealr una nonna poniendo algunas componentee de A~ 
igualea a cero y uaar la Ley de Gauaa para eliDlinar del Hamiltoniano 1- com.ponente1I 
correapondientem de .f:! . 

(9) CANTIDADES CONSERVADAS PARA EL CAMPO DE YANG-MILLS SU(3) 
PURO. 
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De la minna forma en que obtuviIDA» 1- leyee de conservación del tenaor de momento 
enersla, tanto en su forma canónica COlll.O •bnetrisada, y la del ien.or de denaidad. de 
in.omento anaular para el campo electromacn~tico (teoria de Norma abeliana), v.....,. 
a obtener laa mismaa f6rmulaa para -te caao no-abeliano, a6lo que loe campoe tendrán 
un Indice de color y -tar6n deftnido9 en términoe de loe campoe potenciales en ronna 
mú complicada que la u.ual (Cf. (11)). No tiene caao hacer una relación detallada de 
c6m.o se obtienen &tom :resultadoe, pero vam.a. a enU111erarloe. 

(1)TRASLACIONES ESPACIO-TEMPORALES 

Ante eete tipo de tranaform.aciones que dejan invariante la Iacranaiana, 11e obtiene 
como cantidad conservada al tensor de m.omento energía en su forma. canónica 

S'"' - !.g""Fªfl~,. - F-a" A"· - 4 • "'11 • Ol t 
(14) 

.. partir del cual ae puede conatruir la ronna aú:DAtrica de dicho ten.or: 

T"" = !_g""F!'flF•,. +F-~" 4 •a11 aa:• (15) 

(2)TRANSFORMACIONES DE LORENTZ 

La. t.ranaformacione9 de Lorents tam.biG conatituyen una tranaform.aci6n de si
metría del •illtetna, a la que 11e aaocia como cantidad conaervada el tenaor denaidad de 
momento anaular 

(16) 

(3)TRANSFOR.MACIONES DE NORMA 

El e&mpo de Yana-Milla poeee un tipo de •imetrla aún mú importante que 1-
mencion&d&B h&Bta el momento: - invariancia ante trans!ormacionea SU(3) locales. 

Para la diacuai6n que interesa realizar en este apartado, conviene utilisar la. no
tación abreviada de la Secc. 1.a. Sea U una matria unitaria 3 X 3 unimodular, depen
diente de la -ici6n, y que opera solamente sobre loe colorea. Una transrormación de 
Norma del campo potencial se dellne como 

A,.--+ A,.U = utA,.U+iuta,.u, (17) 

en. donde introducil:u.09 
A,.=: gT.,A~, (1~ 

con T., loe aener&dorea del álgebra de Lie de SU(3). Éstos generadores satisfacen las 
relaciones de conmutación 



y vamos a escoger ~a representación donde estén normalizados a la manera 

1 
Tr(T•T•) = ¡¡6 ... 

De la ID.isma forma que en (18), pode=°'" deftnir 

,.,.., "" 112'.F;.,. 
Relación que, a la Jus de (2) y (18), podeID.09 reemcribir 

I',.., = a,.A., -8,,,A,. + [A,.,A,,,] 

SS 

(lDca) 

(196) 

Con eata notación, la derivada covariante que he=oa deftnido en (8) y (10), queda dada .. ,, 
D,.M = B,.M + [A,., M] , M=114•T,.. (20) 

Esta relación noe permite encontrar un nmultado que iaer6. útil: 

(21) 

(En Ja deID.09tr..,16n - utiliza la forma (20) para la derivada covariante y Ja identidad 
de .Jacobi para lom conID.utadorem). Supon&&ID.09 que A,. 9e trandorma por una cantidad 
inflni-imal 6A,.: 

A,. -+ A~ = A,. + 6A,.. 
El cambio a primer oden en el ten.or intenmidad de campo .r,,.., emtar6. dado por 

61',.,,, = D,.6A,,, - D.,6A,.. 

(22a) 

(226) 

Regreaando a 1- tranaronnacion• de Norma, e8peci8cada. en (17), podem.oa ver 
que inducen una tranaCormaci6n de aelllElJansa en W. tellll0re9 intensidad de campo: 

,._ -+= ut,._u. 
Conaiderem.o. una trana;Corm.ación de Norma local U dada por 

Para •(z) inflnite11ir:nal, a primer orden, la tranaformaci6n en loe campos es 

A,. - A,. + D,.•(:i:) , 
,.,.., - ,.,.., + [1',..,,.(:i:)] . 

O •i e11cribi.m.oe la. cambia. en componente. de color, teneD1Cll9 

6.A: = !.a,.r + f ... A~lf"(z), 
fl 

6.F;:., = f ... F!.,B"(:i:). 

(23) 

(24) 

(21ia) 

(256) 

(~) 

(266) 
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Con eataa últ~ expremiones vemoe que la densidad lagrangiana posee una sllnetrfa 
de Nótber dada por una tr&DSf"ormaci6n de Norm& infinitesimal e independiente del 
tiempo 

(27) 

a.,..... pedido expUcitamente que '• 11ea independiente del tiempo piua respetiu la 
Nol'lll& de Weyl impuena en (11). La coruotante de movimiento a que da origen la 
invariancia ante (27) -

f ... - -.. f s ( - - .. ) 6(-) QI "" trz rr. · 6A = - d z Dab ·E IJ "' • (28) 

y puesto que res unafunci6n arbitraria, (D .. •), se conserva.. Con lo cual vemoe que 

(29) 

m el senerador de 1- t.ranaformac:ionem de Norma independientea del tiempo. A priori, 
no ex.iate raa6n para que •te operador eea cero; e. decir, en J:DOdo alauno ea el análoeo 
de la Ley de Ga,_ que obtuvimom en la rormulaci6n 1..,.ansiana y que no hetn08 •ido 
capacem de obtener en la fOl'lllulaci6n Ram.iltoniana. En el formalismo canónico, e11ta 
condición IM! tiene que imponer 90bre loe eatadoe. 

(e) CUANTJZACIÓN CANÓNICA PARA EL CAMPO 
CROMO-ELECTROMAGNÉTICO. 

En forma eezntüante a COIDO procedi.nioe en la aecci6n 1.c, podelll09 cuantizar el campo 
cronu>electromagnftico. Proponemoe 1- relaciones de conmutación entre 1- variables 
can6nic-

(30) 

7 109 de:lnú conm.utadonm i&u&l.,. a cero. Utilisando esta relaciones y la expresión 
para la dmmidad bazniltoniana (12) obtenem.OB coJ:DO ecuaciones de J:Dovimiento para 
lomoperadorem 

~· 1 [ - . ·1 .. A•=¡ A:_,H =-E!, 

:;;.• 1 [.. ""] ( - "")ª 
.1:.1 0 = 1 C.,n = D X B a. ; 

(31a) 

(316) 

que no 80D. otra CC'M& que 1aa relaciones (13) 1 ..Slo que a diferencia de aquéllas, éstas aon 
relacione. entre operador.. que obedecen la. relacion- de conmutación (30). Debemos 
..n.lar que, CODl.O en el ca.o clúico, noe •i&ue faltando la Ley de GaU!lll. 



Cuanti•aci6n del Ounpo Crom.>.'lectromaanftico 

ConsiderelllOS la detlnici6n (29), ahora para operadores, y calculeUJ.OB sua com:nu
tadoree con los campos canónicos: 

á[ó.(z,t},..ii(z',t}] =_!_[D.., ;(z,e)i:j(z,t),..ii(z',t)] 
11 

= _!.D ... ;(z,t} [i!i(z,t),AÍ(z',t}] 
11 

= !:6..,a,.s<•>c;;- ;;') + 1..,....ic•cz,e).s<ª>c;;- ;;•¡, 
11 

•[ó .. (z,t},J;i(z',t)] = -i [D- ;(z,t)i:j(:i:,t),Ei(:i:',t)] 

= _!_ [6 .. a; + 11/..,....ic•cz,t),i;iCz'.t)] EÍ(:iC,t) 
11 

= ,...,.i:-•cz,t)6<•>c:i!'- :i!''l· 

(32a} 

(321>} 

Comparando -t- nolaclon- con (28) obmervmno. que, cODJO not&ID09 en el c-o cl6iil~. 
loe operado,_ Ga aeneran tranmlonnaclonea inflni-imalem de Norma, 7 11<>11 c01U1tan""9 
del movimiento. Para verlo, nec.,.itamooi primero calcular el collDlutador de Ga .,... 
.Bg; coma que bacemoe utiliaando la detlnlci6n de b¡, (5b), el conmutador (32a), 7 la 
identidad de .Jacobi, encontrando que 

• [G.(:i!', t), hiCz', t)] = fo1>cfJco 0(z, t)6l3l(z- z'). (32c} 

Entonces, utilizando la hamiltoniana (12) resulta que 

. 1 
Ga = ¡ (é'; •• ii'] =O; (33} 

lo que tambi&i noe dice que it e• invarian\e ante 1- tranafon:nacionea de Norma que 
generan ()., como esperartaino.. Loa generadorem ~. aati8facen 

Ahora queda claro que e. imp09ible que ae •atiaf'aca (7) como una identidad entre op·e
radoree en el esquema de Heiaenbera, ya que tal ecuaci6n estaría en contradicción con 
la condición de cuantisaci6n (30), de donde obtuvimoe loe conmutadores (32} [CT 84]. 
Una. 111&.11era de solucionar esta dift.cultad e1i niediante la impoeici6n de la Ley de Gauu 
sobre los eatada. f'Isicoe, que denotaremoe por 1'1') ; o sea, pedir que loa estad.Oa físicos 
sean aniquilad.,. por el operador (2Q): 

Ga(.:iC, e}¡..¡¡¡ ""o . (35} 

La relación de cerradura para 1- con.triccionea, (34), garantiza que, al m.enOll local
UJ.ente, .e pueden encontrar M>lucione. no triviales a eata ecuación [.Jac 84]. Si tomam.os 
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una representación de loe: estadoe en el esquema de SchrOdinger en términos de fun
cionales de loe campos potenciales A!. , la condición {35) se convierte en una ecuación 
diferencial funcional: 

( D. 6 
-) >11(.A) = (v6..,, + 11/""".i•) · ..!.->11(.A) =o. 

6A a 6A1> 
(36a) 

Tam.bif:n debe satisfacerse l& ecuación de SchrOdinger 

(36b) 

Notemoe que la conaervaci6n de G. indica que k no depende de ciert- combinaciones 
de 1- variablm d~cu A!.. En co1111eCuencia, la conatricción {34) fuerza a que el 
eatado funcional mea independiente de ..i .. cantida.dea; lo que reaulta en eatadoll fúlica. 
no normalisable9. Se puede re90lver el •Ültema (36) encontrando primero la funcional 
mú seneral que •&tÜlfqa la Ley de Ga111111, la que me reemplazaría en la ecuación de 
Scluüdi.nser para obtener 8.nalmente una ecuación •in conatriccionem. Para la teor(a 

abeliana, mto - hace CM:ilmente porque remulta que •• cantidad conjusada • V . k -
emen.ciab:nente la componente loqitÚd.inal de Á"; por lo que proponer una funcional que 

dependa únicamente de lu componente. tranavenalea de .l' reauelve la conatricci6n. 

F.to ea equivalente a ÍJ:D.poner la Norma de Coulomb, V · ~ = O, aobre loe campa. 
potencial-. 

Para una teoría no-abeliana, V • .:t. no ea la cantidad col\jugada a V · ~., por 
lo que no b-ta con reatrinaine a adoptar la Norma de Coulomb. Se puede reaolver 
la conmtricci6n (36&) (G.J 78, CT 84), pero el Hamiltoniano efectivo que remulta a 
complicado 7 aparecen en 4il tÚD>ina. proporcional ... a 1/s (que parece razonable ya 
que con 11 = O ae pierde la invariancia de Nonna, hecho que contradice la eliminación 
de srad.,. de libertad al remol ..... r la conatricci6n). 

Teniendo que resolver -unto. tan complicado. adoptando el esquema de cuanti
sac6n canónico en el emque111& de Heimenberg, ae antoja. buscar algú.n modo más eencillo 
para tra~ar con la hamiltoniana (12). 

(d) ESQUEMA DE INTERACCIÓN PARA EL CAMPO 
CROMO-ELECTROMAGNÉTICO. 

u-ta e•te momento, hem.oa utilizado el eaquema de Heisenberg: para cuantiza.r los 
Campo. de Yana-Milla Puro., como Venl09 cla.r&Ulente en (31). En este esquem.a, la 
evoluci6n temporal de loe opera.dore. THft• está determinada por el Hamiltoniano kua. 
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E•quema de Int.eracci6n ST 

que deacribe al •imtema, 
d 1 [ • ] ;¡¡Tan. = -¡ Tan •• Han. ; (37a) 

. en tanto que 109 emtad09 propioe aon conatante. en el tiempo, 

. (37"} 

Consideremc::. el Ham.iltonia.no a que da lugar (12), con loe cam.poe definidos como 
en (4), el cual puede mer emcrito 

(38) 

Se ·puede introducir un nuevo e.quema para la de11eripci6n del sistema, el esquema 
de Interacción o de Dirac, proponiendo un operador U cuyo de.arrollo temporal -tli 
determinado por (br,..)Hri•' 

¡¡;,u = (kr,..) Hri• u. U(t =to)= 1. (3DG} 

Los vectorea de eetado se traneformar6.n como 

(396) 

Y 109 operadorem en la reprment.aci6n de HeÜM!nberg, Oan., ae tranaf'onnarán de 
acuerdo a Ja relaci6n de lleDMIJansa 

o = uo8 ... ut. (39e) 

Uaando l .. relacion- dinánic .. (37) y (SGa), - puede obtener la ecuaci6n para la 
evolución temporal de la. emtadoe en emte nuevo mquema - e.quema en que deecartamc:>9 
el aub{ndice 1,.,, que deberla acompañar a to. operadore1t y a loa eatada. - : 

(40o) 

y para la. operadores: 
d 1 [ • ] . dtO = ¡ O, Ho (401>) 

Loo ... tadoe y loe operadorem que aparecen en lu ecuacionem (40) eati6.n expr.,.adoe en 
el -quema de Interaccl6n [Gup 77). 

Ob.erverD.09 que en el etaquema de Interacci6n 109 operadores de canipo aatisf"acen 
1- miamaa ecuacionea que ••ti8f"acen la. opera.dorem de C&l'.llpo en el eaqueina de Hei
menb•ra en. au.encia del túmino (Hr..a); Mto •· •- DlÚlm.a8 ecuacione11 que el campo 
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electro;masn~tico libre, llÓlo que con tre. grados de libertad JDáa debido a que tienen co
lor. Como 1- relacion• de coD.111utaci6n y lo. valor"" e9peradoe no cambian al adoptar 
el .,.quema de Interacci6n, mt.e na. ·conviene porque en el capitulo anterior realiza:moe 
un tratamiento detallado del campo elect~mqn6tico libre. 

bcrib&ID09 entone- la denaidad haniiltoniana para ver qu~n ea Ñin&. A partir 
de (11b) y (12) ae halla 

iíYM = ~e.e!+ (V x X.)2) - igf..,,c ( v x X') . (X x A") 
1 ..,__.-:.$ -..iJ"OJO 

+ ¡¡112 /"6c/,.,ü(A X A)· (A X A ). (41) 

Y, comparando con (38), identiftcama. 

1 (o-2 e- __ )2) Ro = 2 E.+ V x A. , (424) 

1 e "') c-J> ..... ) ií1 = -21 .... V X A X A X A • (421>} 

1 c·J> -:.s) c·..iJ . .,) il2 = ¡¡f.Mf•u A X A • A x A (42c}. 

por lo que la parte de interacción a 

flI,.. = 11ií1 + 112 Ñ2 • 

La cuantisaci6n la :realizam.oe introduciendo una expansión de loe camp09 en 
términoe de operadorea de creaci6n y aniquilaci6n, y tomando el orden normal en 
lu expremion"" donde - encuentren involucrada. &ta.. En el eaque:m.a de Interacci6n, 
el cunpo potencial (cunpo alu6nico), puede exprea-

A~(z,t) = ~ ~ {u!(:i!)e-""01S ... (o) +u!"(:i!)e""'ª"Si..(o)}, (43) 

con l!:!°(z, t) = -l! (z, t). Le. operadores de creaci6n y aniquilaci6n en el esquema de 
SchrOdinger -tia(acen lu reglas de conmutaci6n 

(44) 

•ien.do los demú conmutadores cero. En lo que aigue, abaorbeznoa la dependencia 
temporal en (43) utilisando l• • operadores de creación y aniquilación en. el eaquem.a de 
interaeción. 

s ... = s ... (t} = Lc(O)e-•w .. •. 

;;t.= st.(t) = &i..(o)e'"'ª'· 
(41ia) 

(41ib) 



Emquema d• Int.eracci6n 

L- funcione9 en el desarrollo •atiafacen la ecuación diferencial 

V X (v X 11 .. (%)) - w!U .. (%) =O, 

en la Norma de Coulomb: V· Ü0 (%) =O - que ahora•' podem<>e imponer •in problema 
alguno-, 'T con 1- condiciones a la frontera apropl~. Es claro que 

. (47) 

por el esquema adoptado. La expresión para ii1 .. (t) no •cr"- tan simple, por lo que 
preferiDI09 encontrar una Corma explícita ha.ta el •isuiente cap(tulo, en que harelll09 
al&UJUUI aupa.icionea en cuan.to al vacfo, que eimpliflcan el problema en gran IDIBClidL 



,. 
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Modelo Ha.milto:nia.no para. el Esta.do de Va.cío 
e:n la. QCD 

Eate capítulo comienza con la presentación de 1- consideraciones acerca de la 
importancia del e9tado de vaclo en la QCD. Se haee mf-ie en lo. -pect<>11 que •irven 
para jUBtiflcar la elecci6n del modelo adoptado en eate trab-Jo. En 1- secciona aeaunda 
y tercera ee mueetra con detalle 1- 90Jucionea para el campo cromoelectro~tico 
libre con condicionea de frontera eellU!Ü&ntel a 1- del Modelo de la Bola& de MIT, que 
co1111titu7eron la baae para el desarrollo en el formalWm.o de sesunda cuantisaci6n; ea un 
«derclcio •imple y directo, pero ae incluye por completes.. En la última aecci6n tambim 
ae deriva el Hamiltoniano que ae u.a coDlO modelo. 

(a) MODELO DE COPENHAGEN PARA EL VACÍO EN QCD. 

Se pena6 durante JDucho tieJDpo que el objetivo de una teoría 80bre 1- interaccione. 
fuerte. era reproducir a partir de primel'09 principiO. la inf'ormaci6n contenida en 1-
Tabl- de DatOll aobre Part(cul- Elunentalem. Sin embarao, para calcular 1- -
hadrónic- ae deben entender primero una aran cantidad de C09-, por lo que no m un 
buen problema para com.ensar UD emtudio aimtem.6.tico. · 

Al conaiderar UD •Ültem& cu6.ntico ea rasonable averiauar en primer lusar cu'1 ea 
•u emtado b-. A prln>era villta, el vae(o en QCD ea tal ves un objeto un tanto exóticó 
para comenzar una invemtiaaci6n. Pero la experiencia de la F&ica Macrc::.c6plca muestra 
que una buena comprenmi6n de la estructura del estado halle Implica tambi~ una expli
cación natural para much09 hech09 fenom.enol6aic09 concernientea a aua excitacion-, 
aiendo la teoría de la auperc:onductividad un tüemplo. En auaencia de una bu :na teorfa 
del estado ba.e, la teoría de su.a excitaciones em e.enciab:nente fenoDlt!llol6sica, aiendo 
el auperflu(do 'He un <:lemplo de ello (FW 71). De.pu& de todo, la teoria de campOll 
ea s6lo una teoría de a.ciladorem no.linealett acopladc:. en diferentes puntoe, de JDADera 
que preaunt- acerca de llU emtado b- pueden plante&l'lle de forma JDÚ directa, como 
de hecho - hace en la fonnulaci6n de red- de la QCD (Cre 85). 

A..í, debemc. reconocer el hecho de que la estructura del vacío ea un probleDl& tan 
Cundam.ental coJDO el de la eatructura hadrónica, porque la eatructura del vacío puede 

<11 
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ser en última instancia el origen del espectro hadr6nico observado [Gla 88]. De tod
Cormaa, debem.oe relacionar aniboa para poder hacer WIO de la va.ta Cenom.enoloafa 
disponible. 

En 1977, Savvidy deJDOetr6 que un cam.po cro:m.o-magntfitico homO:Klfineo uniforme 
en todo el eapacio pc::.ee una eneqía menor que la del vacío perturbativo en QCD 
excitando [Sav 77]. Considero la acci6n efectiva 

s.11(A«» = -iln {..l.dmáx DA(q) exp [is(:;t:C•) + :;¡M]} • 

en donde se deacom.pone el campo de norma como la aum.a de una contribuci6n clúica 
::¡{e) , y una cuú.tica ::¡(9 ) ¡ considerando 1- expreaione9 alternativaa para la acción 
efectiva 

s.11[.i<•» = s{>?~~~ + w<1 > + w<2 > + ... 
= J d'z {z+i! +!+ ... } 

obtuvo como primer correcci6n e one-Joop conectiou) para el lagragiano efectivo 

z<1
> = -'~!'J' [1n (~)-1] 

para un campo croau>--macnético unüorm.e de z:n.aanitud B ; y de aquf la enerafa 

"'= s2 -z<•>. 
2 

La raa6n flllica de -te ~ultado - que la libertad aalnt6tica hace al vac(o perturbativo 
comport- como un •iatema p~tico [AO 80]. 

Sin eznbarao. un campo crom.omap.6toico hoJ:DD&'neo no puede repreee.ntar al ver
dadero v:acfo en QCD porque la invariancia ante tranaCorm.acionea de Lorenta no ae 
re.peta. Por eeo ha aido aatiaf'actorio encontrar que e.ta con6.su,raci6n map6tica e11 

in-table a caU11a del momento ~tico del slu6n [NO 78]: debido a .u momento 
ina¡pM!tico, - oriaina entre &to. una fuersa de larso alcance (Infrarroja) que ~tabi
llsa el campo cromomasnolitico hoJDCJSoli..-. En •u artlculo, Nielmen y 01-n 1n,,_ti11an 
el co1111portamiento de la ener!l(a del ,,..,(o como una función del campo cromomasnofitico, 
encontrando que el ••tema - in-table para diatanci- mayorem al orden del invm'llO 
de la rals cuadrada de la ...._mtud del campo crolnOIJl&IPlolitico debido a que la enersla 
del vacío deaarrolla una parte imacinaria. Lueco, •i .. divide al espacio en dominMM de 
campo cromomacn6tico hOJDac41ueo y ccma:tante cuya sección tranaveraal ae& del orden 
del inver80 de la masnitud del campo Cront<>-IJl&IP14ítico la inemtabilldad demaparece 
[AO 80]. 

~ta e. la Dl&llera en que ae ha desarrollado el modelo para la estructura del vacío 
que VILID.08 a adoptar en este trablljo: el vacío fiaico se suponen lleno de dominios 



Soluc.ion- de la Ecu.-.cióa de Oada 'ª 
conteniendo cada uno c&m.pOll crom.omaant6tic09 y cromoeléctrica. ftuctuantea. La lon
&itud de onda típica y la escala de tiempo de est- fluctuaciones debe aer del orden 
de 1/A, donde A"" 11>0 - 300MeV e9 el parámetl'O de e9cala de la QCD (NR 84). 
Repitiendo, a un tiempo arbitrario podemoe •uponer que el vacío exhibe una estruc
tura -llJ.IÜante a la de l.,. domini.,. rerromaan4i\lc.,.. Dentro de lo. doaüni.,. exiat.en 
cam.pom cro1:11e>.u:iacútic011 y crom.o-ele«tric09 m.ú o m.enoe constantm. Lo. dom.ini011 
tienen dime1111ione8 lineal- del orden 1/ A; 7 109 caznp09 en elloe .. s como •u.e f'ronter .. 
m.i.mmaa fluctúan con una frecuencia de orden A.. Para procemGll que ocurren a una 
eKala de lonsitud 7 de tiempo mucho n>enor que 1/ A podemo8 c01111iderar a l.,. camp.,. 
en el vac(o ccxno campoe de fondo COD.8t&nt•. Obeervemoe que e.te m.odelo incorpora 
ad laoe el fenómeno de co.atlnamieato; de acuerdo al Modelo de Capenh-en, un sluón 
8610 percibirá a 1- sluon- que -tm dentro del mi8mo dominio que t!il, debido al corto 
alcance de la interacción fuerte -exi8te una eepecie de saturación por este hecho. 

Vamo. a auponer que 109 dom.inicw tienen forma eafhica y que el campo ae encuen
tra conllnado dentro de t!il. 

Si buae&ID09 en la literatura, encontraremom que 1aa 90lucionem a la ecu..Ci6n de 
onda en el Modelo de la Bol8a de MIT [Cho+ 74) ezhiben -t .. earacteríat.ic ... Exi8ten 
otra. p.,.ibl- eleccion-, pero -peraau. que 108 .-ult.ad.,. -- •imilarem para toda. 
l .. fu.aclon- que tensan 1- caracter'8t.ic- que preKribe el Modelo de Copenhaaen. 

(b) SOLUCIONES DE LA ECUACIÓN DE ONDA. 

La ecuación que debe aatimfacer el potencial vectorial electromagni6tico clúico es la 
ecuación de Helmholts: 

(w2 + d) O(z;w) =o, (1) 
una vez que helll09 decidido trabmjar en la Norma de Coulom.b. 

La solución de la ecuaci6n es •Ílnple en coordenadas eaf&icaa: 

H:;,. - !s.V +w2 } 0..,(r,9,tf>) =O, (2) 

donde L = -arx v. v~ que O(r,11,4>).., puede e.c:ribir de d08 InlUU!r .. p.,.ibl
[MF 153): 

ü..,(z) = L {<p(z)} 
ü..,(z) = v x L {'P(z)} 

(Modo masn4it.ico: M); 
(Modo elktrico: e) . 

(3a) 

(36) 
p me encuentra determinada por la m.I.ui.a ecuación de Helmholts, .Slo que eecalar. 

(w2 + .6) IP(Z') =O. (4) 
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A.a!, a •te potencial e.calar lo "faJD09 a poder expresar COIDO el 
R(r) v;-(n), donde la funel6n radial debe •atiafa.cer la ecuación: 

producto rp(:i!') = 

{ a• 2 a ( a 1(1 + i))} '"3 + -- + w - --=i- R(r) =O. ar rar r 
(li} 

Miama que• -ti.fecha por 1- funcion- edúlc- de Beuel Ü1(kr},li: = w), que 110n 
-111r- en el oriaen, 7 ta. funciona esl'4iric- de Hankel de primera -ie, 1'j1l(kr), 
1- cualell no lo .an [MF liS). L- •olucion- con funcion- 8-1 eé4iric- dan oriaen 
a on~ estacionari-, y aquéllas con fu.ncionea de Hankel1 a ondaa viaJer- [MF &3, 
R.o. li7]. 

Utilisando 109 arm.6nica. esfériccm vectorialea, 11e pueden ~ribir loe potenciala 
para lOll DJOdoe macnir6tico y elktrico. Loll an:nónic09 e.féricoe vectorialea, o .ólidoa, ae 
detlnen como (EG TO) 

T.1.11.v(f) = E (hn; lrn'IJ M) Y¡-(r) !,..•, (ll) -· donde ( ... , 90D. km vectOl'e9 unitarioe eñ la b- MfiArica. Eata. armónica. emf&icom 
"9Ctorial- cumplen con la relación de ortono.,....Jidad 

J dOr;.,.,...,cn>. :r,,,, ... cn> = 6w6111111•6JJ'. (Tl 
Asl 1 .. molucion- pueden reescrlbine (EG 76) 

ÜJ.v.1e(:i!';k) = L{iJ(li:r) Yj6(n)} 
=v'J{r+iY {ü(kr) T.1 • .1,.v(n)} , 

üJ,.,,e(z;k) =V x {.t: (ü(kr) Yj""(nl)} 

= ili:v'J{J+ii { C2~-: 1). ;,,_,(li:r) T.1 • .1-1;.W(O) 

- (
2

JJ+ 
1

) i j,,+l(kr) T.1.J+1;M(O)}. 

(80) 

(81>) 

S.t- soluciou.em no ae encuentran nonualisad- a un volumen emf&ico de radio R. Por 
emo pref"eri.reznoe U8&r 1- funciolle8 

Ü.1.v,1e(:i!'; k) =~ L {;,,(kr) Y]'(O)} , 

ü,,,.,.e(z;k) =;¡,,(~".,_.¡V x {.L (;,,(li:r} Y;"(n))} , 

que eat6.n nonnalizad- en un1:. esíera de radio R de la form.a siguiente: 

J tJSz ü;,,...,,..(ii!; A:') • Á.1.v1a(:i!'; k) = 6w60 ,,.,6JJ•6MM'. 

(9G) 

(91>) 

(10) 



(c) CONDICIONES DE CONTORNO SOBRE LAS FUNCIONES DE ONDA. 

L- condiciones de contomo re.triqcn Jo. pa.ibleli valor- que puede tomar Ja frecuen
cia w1r. Sabem.09 que en la frontera de la e.fera E, 1- duciones deben •atiafaeer lu 
condicion- ( Cf. A~dice G) 

E·'=º· 
ilx,=o, 

(11•) 
{116) 

donde F ee un vector unitario normal a la •uperflcie en el punto de observaci6n. Tambtm 
e9 nece.ario recordar 

E=-iwA, 
il = V·x A. 

Ahora conaiderareJD.09 109 caaoe JJl&IPl~tico 7 eYctrico separada.m.ente. 

FRECUENCIAS PROPIAS 

(a) CASO MAGNÉTICO. 

Para el modo de polarisaci6n magn~tico 

'P = ;,(l:r) Y,,,.(O). 

(S) La condición (lla), que.., traduce en 

'·E-'·(rxP)¡peO, 
me aatiaface trivialmente. 

(12") 

{126) 

(ii) L- t~ condicion- (llb) na. dan •61o una ~tricc16n aobre 1- írecuenci- 1:. 
Eacrito en com.ponentem, el campo u::uacútico adquiere Ja forma 

S. - Ei;118;~w,,.z1 (-i8-'P) 

= i { "';ª;ª• + sa8 - lia;ª; - "'•ª;ª;}'P. 
Lo cual en notación vectorial IN! eacribe 

Con eato podemo. ver .que la condición (11b) em proporcional a· la ecuación 

{ r ! (~,¡(A:r)) + ~;,(l:r)} La =O. 
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Utilisando la relación de recurrencia para 1- funcionee de Beta.el esféric- con µ ~ O 

:i: ¿;,.(:i:) = -(µ + 1) ;,.(z) + :i: ;,.-1, 

podelno. •implillcar -ta expre•ión para obtener llnalmente 

:r {r;1(kr) }L=R =O. 
Dmarroll...;_do la derivada obtenem.a. una ecuación que nOll aeri6. de utilidad UIÚ adelante 

-1 ;,(kR) + kR ;1-1(kR) =O. 

(b) CASO ELÉCTRICO. 
Para el modo de polarÍllaci6n el6ctrico, 

( i) En -ta llituaci6n 

F·E-{r.ó.-2:r-r;,;}'P· 

De donde obtenem<J9 que la condición (lla) implica 

{-rw2 ; 1(kr) - 2 :.J1(kr) - r~;,(kr)} L-R =O· 

Pod.,.;..,. u.ar la ecuac(on diferencial de .... funcione. de e-1 emf&ic,.. 

.P . e > 2 " . e > {1 ,.e,.+ 1)} . e > º .. ,,. "' + z "'" "' + - ----;;r- ,,. "" = • 

para r..-cribir la relaciÓn anterior en forma mú •imple. 

~~.::' ;,(kR) = o. 
(ii) Para la int-idad de campo mqn4itico se tiene 

I' x B - - { w 2 r x V + F x ( :r V) - rV x (:..V)} ip. 

(13) 

Rearreslando la expre.i6n m.ecJ.iante el uao de la ecuación de onda y algun- identidadea 
vectorial99. - encuentra 

- 2 {- a - 1 a} P x B ="' ;1(kr) 11 811 + 4> -n• aq, r,-co). 
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Por lo que la. relacion.e9 (11b) ae convierten en eate e-o en 

w 2 ,i(kR) =o. 
Si comparamoe -ta relación obt-ida de Ja expremión (lla), vema. que 11<>n equivalent
cuando k y l aon climtinta. de cero, lo cual aiem.pre aucede. Entonce•, 1- condicionm 
(11) en el c..., e16ctrico M t.radu~en en Ja 11e11cilla ecuación 

;1(kR) =O. (14) 

ESTADO DE ENEB.G:fA. MÁS DA.JA 

Vea.m.om ahora en qué ae traducen 1- condicionea (13) y (14) cuando quere.u109 encontrar 
el em:tado de enera(a JDenor¡ debemoe notar que eate eatado tiene l = l. 

(a) CASO MAGNltTZCO M - 1. 
Cuando l = 1, Ja .,uaci6n (lS) nom dice 

-;1(11-R) + k-R .JO(lc-R) =O. 

O, introduciendo Jaa e>;<P...,.ion- explícit&8 para 1- func~ de Beuel .JO y ;1 , 

tan(ll-R) - 1c-R (111) 
- { 1 - (11-R)2} 

(b) CASO ELÉCTIUCO E - 1. 
Para -t.e aesundo c .. o debemom uaar Ja ecuación (14), que cuando l = 1 indica 

;1(1c"R) =O. 

Reemplazando nuevamente Ja expre9ión explfcita para Ja función de Beuel r.,.u)ta 

tan( le" R) = kº R • (UI)· 

La 11<>lución de 1 .. ecuacion- (111) y (UI) - exhibe gr1Ulcamente en Ja fisura l. 
Como podemoe ver, 

de donde concluimom 
kfl < l::f1· 

O dleho en palabr&8, el modo EM M -1 tiene un ...t.ado de energ{a :mú beja por debe.jo 
del emtado de energla menor en el modo E - 1 . Buacando en tab1- una 11<>lución :mú 
precia& a Jaa ecuacion- para el -tado mú bejo encont.ramoe (MF 113] 

kh = 1.4303 !!.. = 
4

·
4

g
34 

, (17a) 
R R 

krl = 0.8734 !!.. = 2.743Q. (17b) 
R R 
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{d) HAMILTONIANO DEL ESTADO DE VACÍO EN UN MODELO SU(2) PARA 
LA PAR.TE DE COLOR. 

HelCDID9 Yi8to que el -tado mú ba,jo en enersfa cotte9}>onde al modo electromagn4!itico 
.M - 1 , eon momento ansular J = 1 . I.- operad<>N8 de creación y d-trucci6n para 
.,.te -tado loe -..... a denotar de manera abnnrlada: 

(18a) 

(18b) 

en donde 1ol f:ndicem de color a toman trem 'Valorea¡ el índice na me refiere a que el 
slu6n conesponde al modo ....,.muco; 7 la8 etlque\&a 11 M co...-ponden al -&do mú 
bl\io en -sfa, .n..s- carac~adom por •ua n~ cu6ntlC09 J, L = J ± 1, M = 
-J, -(J-1), ... , +J, con J el momento ans-dar total. A9(, el c&111po para lom gluon
en el --.ua de _...ta cuantisac16n 7 conmlderando .ólo al -tado mú ba,jo en enersfa 
puect. emcribine para e = O como 

(19) 

donde recordan:io9 que u~(Z) 90n 1- eolucione• de la ecuación de onda vectorial dentro 
de una esfera de radio R . Debido a que 1aa funcione• tienen propiedadee bien deftnid-
ante rotacionell, · 

.. ~ .. (i!) = (-1)1-- .. ~-(i!). {20) 

taaibi4!in la8 tendrú loe operadorm de aniquilación y de creación, 

& .... = (-1)1-- , __ . 

Si conmider&ll109 &to, la expremi6n (19) puede reeecribine en la forma 

.A~(i!, O) =..¡¡¡ ~ "~º(z) (6.... + &1. .. ) 
Defln.iendo lu componente. del campo 

,,¡~H(z) =~E .. ~:(z)&.,..., -A!l+>cz> =~t: .. =.•cz>&l.... 
la ecuación anterior -ar4 dada por 

A!(z,o) = ~<->cz) +~<+>cz>. 

(21) 

(22a), 

(22b) 

(23) 
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Veau:u» cómo puede eecribi.ne en el lenguaje de meaunda cuantiaaci6n·el ttirmiDO 
proporcional a g en el Hamiltoniano de la QCD en un modelo SU(2) para la parte de 
color: 

(De aqu( en adelante omitiremoe el ab:nbolo • con el que hemoe eatado denotando a 
toda cantidad que ea un operador, excepto para la hamiltoniana). 

En la ecuación (24), l- componentea en la. (ndlcea de color de la. campoa aon ccnn" 
ponentes cartesianaa. Sin embarco, ea mú c6m.odo trab-.jar en componentes eaf&ic-. 
La relación de tranarormaci6n de la.a componentea -Chic .. de un tenaor r<•l de SU(2) 
arbitrario a 1- componente. cartemian- emt6. dada como 

~=u.:.r,_, 

donde la matris de tranaf'onnaci6n u_ - dellne por 

(

-1 
u =-j, ~ -· o -· ~) 

(25) 

para tenaor- de SU(2). Con la expreai6n (25) podemooo encontrar una relación útil de 
la •iauiente manera. Deflnill109 un tenaor de orden 1 en componea.'81 carie.lana.. como 
el acopl&IDiento de doe tenaorea de orden 1 con componente. carteaian- .....Uante· lm· 
coe8cienteoi de Clebech--Gordan carteai&nOll: 

R.11> "" (16; hilo) si•> rJ1>. 
Podema. hacer lo miemo en componentea -r•ric- utilisando loe coe8cientee de 
Clebach-Gordan eeC4!ricoe: 

R!.!: "' <1rn2; 1rna11rn1> sUl rMJ . 
Ahora introduclloc:. (25) 7 su invena en e.ta expre.i6n, junto con la ec~aci6n que la 
precede, para obtener 

u ..... (16; leila) =u ..... u ... 3. (lrn3; lrn:sllrn1) • 

Por últÍIDO, recordando que U es hermiteana, re.ulta 

(16; lello) = u..: •• u ..... u ... 3. (lrn:z; lrn:sllrn1) • 

Inmediatamente podanoe verificar la relación 

(la; 16lle) =~ ..... 

(28) 

(27) 
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(CJ. Apádice E). 

Uaando el conocimiento adquirido al hallar 1- ecuacionea (:ztJ) y (27) encontrauJ011 

H1(t=O) =-"" (16;1efla} J d8z:(v x :t.(z,o>) · (7.c.z,o) x Ae(.:il',o)): 
= 1-·~-• ti (lm2;lm•flm1) 

x J ..-... (v x "A--.C.:il',o)). (:t .... cz,o) x :t-3 {.:il',o>) •. 
Expresión que, escrita en com.ponentes, me ve mú •imple 

H1(t =O) =-;}¡ ge;;6Eir•(-1)1
-"'1 (lm2; lmallm1} 

X J <19.,.: (8;~1) ~ • ..t:.a:. 
Podemom auatitulr (23) en e.ta relación, hallando _, 

.,, .. ;;6 .. ir•{-1)1-"'1 (1ma; lm•llm1} J '19z { ( B;A~!;l) ..t:-J~> A:J,.-> 

+ 2.Ar(+) (a·..t6 <->) ..t•(-) + (a·..t6 <+>) ..tr<->..t•<-> .... , -..... ... , --· "'• "'ª 
+ 2 (a-..t•<+>) Ar(+)..t•<-> + Ar(+)..t•(+) (a-..t•<->) 

1 -""• '"'• '"ª lft9 "'ª 1 -mi 

+ ( B·A6 (+)) Ar(+)..t•(+)} , --1. .... .... -

(28) 

Deben uaane aJaunam rela.cion.em de •imetrta para obtener eate resultado. Deftnim.a. 109 
coeflclentea 

E..,1 .,...,3 = {/d'z 6áJll~ir• (a¡11:,,) u:,
2 

u1,3 } • (2G} 

Con elloa y 1- relacionea (22} podemoa ver que la ecuación anterior adopta la ronna 

1-_1!1_-.... _ ( 1 ) ' {- - ---;¡a- t1(lma; lm•llm1) 2<.I E..,1 ..,1.v3 6.v,,-.. 1 6..,2 ,-.6..,3 , .. 3 

+ 26!,.2.~¡M"1·-•1¡M'3, ... ,, + 61,.,,-... , 6.va,m2iM_, .... :s 

+ 2 •L •. -... &t. •. -.i..,. •.• ,, + •t .. ~•1,.3,,.,,iM,.--1 
+ 61.-,.-.. ,61,.,,"'261.-3 ... 3}. 

Deflnimoa 1- tensores acoplados 

(30) 

(B1i,8's,,/ =-;}¡ . E (lM1;lM2ISSo} (lm1; lm2ITT0) 1>11 ,..1612 m 2 , (31a) 
"'&-S M"¡M:r . 

.B,:j,~ =-;}, E (lM1; lM2ISSo} (lm1; lrn2ITT0) b.v1 m 1 b.v2 m 2 , (316) 
tn1m2 MiM2 

C1i,8's,, =-;}, E (1M1; lM2ISSo) (lm1; lm2ITT0) 611 m 1 b.v2 m 2 • (31c) 
... , .... JW1Al'2 
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Laa relaciones invet'11- a (31), obtenid- mediante l .. propiedades de orto&onalld&d de 
lo. coeflcientea de Cleb.ch-Gordan, 90n 

r.l..,-1r.L •• -. = v'2 E (lM1; lMalSSo) (lrn1; lrnalTTo) (a;¡,5..,) t , (32a) 
... rro 

;;..,.1,-1;;..,.,,_, = v'2 E {lM1; lMalSSo) (lrn1; lrR2ITTo) .B;¡,6..,, (321>) 
•act TTo 

r.t.,_1¡"'··-· = v'2 E (lM1; lMalSSo) (lrn1; lrnalTTo) c~:So. (32c) 
•ao rro 

S...tituimoe (32) en (30), y para que resulte uiás sencillo debem<MI notar que (30) ea un 
eocalar de SU(2). Éeta - la rasón de que, por ejemplo, podlUDDe reemplasar 

1>1,,,_,;;..,.., __ ,;;...,_,-a-+ ""2(lM1;lM2ISSo) (lrni;lrnalTTo) «-117+"'• [r.t x .B11)00 • 

A•{, haciendo lo mialDO para lom demú operadore11, encontr&lll.09 

-~ (.¿,)I (-l)i-"'1(bnalrnallrni) E..,.1..,.,.,3 

{ (-l)"'•+Ma >IJ- (1 - n11lrnall - "'•) (1Mi1Mall - Ma) [.B11 x ;;_)
00 

+ (c-1)"'•+"'1~ (1 - imilnasll - rft2) (1Mi1Mall -· Ma) 

+ (-1)"'1+Mi:>IJ- (lnaal"'allimi) (1Ma1Mall - Mi)) [r.t x .B11]
00 

(33) 

+ ( (-1)""+"'•4I (1 - im1lnaall - ma) {lMilMall - Ma) 

+ (-1)'"1+"'1:>1J- (lmalnaall,..1) (1Ma1Mall - Mi)) [a11t x ;;_] 00 

+ (-1)'"ª+"'•'9 (1- imilnaall - ma) (1Mi1Mall - Ma) [s11t x r.t]
00

}. 

PodelDOll aimpliBcar eata expresión utilizando la propiedad de •i.metrfa de lo. e~ 
eficientes de ClebllCh-Gordan 

Ui,.a.12,.alñ,.s) = (-1);.+,.• e::::!) U. - l'ais,.sliil'i), 

y 1- propiedades unitari- para estom coeBcientem, obteniendo 

-g (.¿,)I (-1)"'•(1Mi1Mall - Ms) E.v1.v2.v3 

x {[.éll x ;;_)
00 + 3[r.t x b 11] 00 + 3[But x b]00 + [st 11 x r.t] 00}. 

L- intearales detlnid- en (29) -n l&ual- a (C/. Apindice G) 

(34) 

EM1.v1.va = (-1)"'1+.v, (l,)l ea (l:l'n-• J.19 (l.Mil.M2ll - Ms); (35) 
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expremi6n en la cual •e ha introducido la deflnici6n 

r•nR s 
es= Jo dzz;1(z) 

(para JI Y~aae la Ec. (4g)). Introduciendo este reaultado en {34) obtenemoa finalmente 

H1(t) = 11(9';¡)1 (/w)l es c!ñ)o {[ii11 Xb]OO+3 [¡,t X ii11]00 

+ 3 [Bt 11 X b]OO + [Bt 11 x ¡,tj00
}. 

(36) 

Ahora &~a.relll09 cómo puede reeacribirse el término del Hamiltoniano que ea 
proporcional a 11 , 

Ha(t) =h"• ... •- j ti'z: {7•(ii:",t) · 7 11(%,t)} {7.(z,t). 7 0 (ii:",t)} :, (37) 

en ~in.,. de campa. con componentea eeC&icaa de color. Introduciln09 (27) en (37), 
1111ando (21i) 7 {28) para obtener 

H:a(t) =l (bn2lrnallrn1) u,:.,. (1"'41nasllrne) u,:... j ti'z: A~2A!,.3~4A!,.0 :. 
Uaando la propiedad 

{38) 
y la herm.iticid&d de U, conaeflUÍm~ reeacribir e9ta parte del Hamiltoniano como 

Ha(t) = -'4-11" (lna1lrnelOO) (lrn2lrnallrn1) 

x (lna4lnaallrne) j ti'z:A~2A!,.3A~A!,..:. {3g) 

Su.tituimoe {23) en la ecuación {3g) y, deepuá de rearreglar la expresión reaultante 
utilisando propiedad- de aimetria de loa coeflcientea de Clebach-Gordan, encontramos 

->fl 11• (lna1lrnelOO) (lna:zlrnsllna1) (lna,lrnsllrne) 
x j ti'z{A• (-) A 1 (-)A•(-) A 1 (-) +A•(+) A 1 (+)A.lo (+)Al(+) 

.... ..... "" "'' lft3 tn31 ..... m.5 

+ 4 (A"'(+) A 1 (-)A"' (-)Al(-) +A• (+)Al (+)A.lo (+)Al(-)) 
"'3 na3 ...,. ...._ m3 m3 ,... rnr; (40) 

+ 2 (A•(+) A 1 (+)A• (-)Al(-) +A• (·~)A• (+)Al (-)Al(-) 
"'3 "'' ""' nas rn3 na,. nas fftS 

+A~+)A~:>A~-)A~>) }· 

R.eemplaaando (22) en -ta ecuación, y con la definición 

(41) 
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hall&J:D.a. 

~ 11" {lrn1lrnelOO) (i.)2 { {lrn2lrnsllrn1) {lrn,lrnallrne) D1112 1o13 1114 M 0 

[- - - - t t t t 
X 6M1 .... 26M3.-36M,,-,6..v •. -. + 6..va.-.•Ms·"'a' .... , .... •JW5, ... 

+ 4 ( 61.-2.~¡Ma.-ab"'•·•• ¡"'•·-• + 61.,.1.•161.,.a.-a•l.,., .• , ¡"'•·-•)] 
+2 [ {lrn2lrn,¡lrn1) (lrnglrnallrne) D111,1110 111,1113 

+ (lm21rn,¡1rn1) (lmalm5llrne) D1112 111a1114 M 1 

+ {lm2lrnallna1) (lrn,lrnsllrne) D111,M,111a1111 ]r.L.,...,r.L.,_;;M,,-..;;,... •. -.}. 
(42) 

Ahora int.roduclm09 109 t.en.ore. acoplad09 en -a expre8i6n mediant.e (S2);pero púa 
hacerlo de manera •i111ple - nec-ario lleiíalar que (42) - un escalar de SU(2). z.t.a 
es la rasón de que, por ~e111plo, el quint.o operador que alU aparece pueda •uatit.utr.e 
de la aisuiente manera: 

t t - - ~ 1-11!_-"9+•-... 
6w1,-16w5,.36w,,-,6JW5,-s ~ ¿.- 2 'Ji&+iiiu+i) (1M2lM•ISSo) 

rro•ao 
x (1M,1MslS - So)(lm2lrnalTTo) 

x (lm,lrnslT- To) [st "" x .iiTs]00 . 
También reempla.zam.oe loe deuiú operadore. en forma an6lasa, obteniendo el resultado 

J3 ( f1 ) • ~ ' 1¡.!_-2'0+1!1-... 
...... 2w ¿_., 2 \iiff+1}(2•+1) (1Ma1MslSSo) (1M,1M5[S - So) 

:n;,• ... 
x {lm2lnaslTTo) {bn,lrn5IT - To) 

X { D111,11113 M4 1111 (lm2bnalbn1) (1rn,lrn5ll - mi) 

X {l.iiT" X .iíT"]00 + [st TS X st 2'"]00 (43) 

+4 [02'8 X .ÍÍT"]OO +4 [strs X 0rs100} 

+ 2 { (D1112 M 3 1114 M 1 - DM'>Al•Al•M•) (lrn2lm,¡lrn1) (lrn5lmsll - rn1) 

+ D..,.,111,M,Mo (lm2lmallmt) (1rn,1rn5¡1- m 1)} [strs x .iiT•]00}. 
Conaiderare1D011 cada uno de to. do. tiE:rminoe que aparecen entre corchetes por sepa
rado, comensando por el que involucra a [st ra x .Br•] 00 . Teniendo en cuenta 

E (-1)"0 +-1 (1,,.,.1malTTo) (lrn,lrnslT - To) (lm2lrnsllm1a) (1m,1m5¡1 - rn1 ) 

rum.'• 
= 3.S..1. 

{44) 



S. M<Mhlo para el Z.&ado de V.e.fo ea la QCD 

la prisnera part.e en (43) da corno resultado 

(-1)•-'o . 
(l;;)2 E 3 ,/ D.w1.w3.w,M0 (lM2lMa!SSo) (bn,lrnalS - So) 

•'o 3(2S + 1) 

X {(.ií•• X .ií••)00 + (st IS X st .. )00 

+' (a•s x .ií••)00 + 4 [st is x cu)
00

}. 

Pero 1- propiedade. de •imetrla de a•• dicen que nec-ariamente S = 1; por tanto .e 
tiéne 

- (l;;)1 E (-1)'o D.w1 M 3w,w0 (1M21Msl1So) (1,,...,,1rnall - So) ... 
x {l.ií" x ií")00 + [st" x st 11)

00 

+'[a" x .ií11
)

00 + 4 [st" x 0 11)
00

}. 

(45) 

Para el ..._do término vam... a evaluar la •UJD& umando la •ieuiente definici6n 
de la. coetlcien- de Jlacllh, yQida para JDOmenta. ancular- enter011, 

de donde iderimo9 

E (-1)""•+-1 (lrn2lrnslTTo) (lrn,lrnslT- To) (lrn2lrn,llrn1) (lrn5lrnsll - mi) 
20 ... '. 

= -3(2T+1) g 1 
1 i}. 

(46) 
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U11&11do (44) y (48) para •implitlcar el t&mino que involucra a [Bt r• x jj2'•]00 en (4:S) 
se encuentra 

( )
• ( 1)•+r+•-.., !. . E 2 - (lM:111Ma(SSo) (lM4lM11IS - So) - 'Z'Tb•.., Jc2r + 1)(2s + 1> 

x {-:s (o..,. • ..,..., • ..,. - o ..... .., ...... ..,.) (2T + 1) 

X { ! ! ~} + :s o ..... .., ...... ..,.6r.} [Bt r• X j¡2'•]00 

= (!. .)" e E ~ (lM:111MalSSo) (1.111,1Ma(S - So) 
- ..... +1 

X {[D.V.JWaJWa.W• -D..,. .... ..,_..,.] { ! ! ~} [Bf .. X .S-)OO 

- -j¡ (:s (o..,.,..,...,,..,. - º""•""•"'•..,•> { ! ! ! } 
+ 0..,.,......., • ..,1 ] [sf .. x .B••]00 

1 
1 

Teniendo en cuenta 1- propiedadeal de •inletria de lom operado...,. ar• , y loe valo...,. 
de lom coetlciente. de Rlu:ah: 

g 1 ~} = -~. 1 

g 1 D=~. 1 

g 1 ~} = ~· 1 
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.,, obt;- la •lauiente expremi6n -<~re{-~ (1Ma1Mal00) (1M,1M,.IOO) 

x (D..,2w,uaMa - DJWaM'aM'4M'a) [atoo x iioo]OO 

+ (~~ .. (lM21Mal2So) (lM41Mal2 - So) 

x (D..,auaw..,Ma - DJW2M..,M.swa} [sto2 x iiº2]00 
(-1) ... 

+ --3- (1M21Msl1So) (lM,lM5ll - So) 

x [-j. (D.w2M'4MaM'a - DM'2Al'aM'4Ma) 

+D..,,..,,..., ...... ] [st 11 X .811)00 

+ ~ (1M21Ma!OO) (1M,1M5 !00) (D"'•'"'•"'•"'• - D..,2..,,..., • ..,0 ) 

X [at ID X .B•]00 

(-1) ... - -e-- (lM21Mal2So) (1M,1M,.¡2 - So) 

X (D..,2.w,.w•"'• - D.w2.w•lWa"'o) [at 22 
X .ii22)

00
}. 

Puede ll109trane que Ja intesral en (41) em isua). a ( Cf. A~ndice F) 

D.., .............. = 'e·:.·>. {c-1>'"'•+"'• 6_ ..... ..,. 6_.., ..... . 
... •11. 

+ 1
3
0 ~{-1)"' (1M21Msl2>n) (lM4lM512 - m) }. 

en donde aparecen 1- conatante. 

J.itrJR 2 <1 e, = o :z:- ;.{z) '"', 

JI = 0.9371 {l:~'l) 1 . 
Con e.toe remultada., aólo re.ta calcular dom •~· Veamoe la primera: 

~ (-1) ... (lM21MslSSo) (lM4lM5IS - So) D.v3M'3M•"'• 
JW' •·6o 

= ,.( -'::)s L (-1)So (l~21MslSSo) (1M,1MslS - So) 
4

• •11 Af''•·"o 

x { (-1)I.,3+M'a 6-w4w 2 6-AlaMs 

+ 1
3

0 ~(-1)"' (1M2lM4l2rn} (1Ms1.M5 l2 - rn)}. 

(48) 

{49) 
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Utilisando en eata expr-i6n 1- propiedad• de ortosonalidad de ¡.,. coellclen- de 
Clebach-Gordan y la de8.nici6n de loe coell.cient- de Racah - tiene, de9pt1'• de arreciar 
un poco la expresión 

La otra •um& que debelll09 tnaluar m 

1 
1 ~}}-

E..,• •• So(-1)8o (lM2lMslSSo) (lM4lMslS - So) D..,2 111.111aA1a 

= f(•"_•)s E (-1)'o (lM21MslSSo) {lM41MslS - So) 
..... •11 1r1• •• 11o ~ 

X { (-1)"'•+""• 6 _ _...3 _...3 6-M"aM• 

+:O ~(-1)"' (1Ms1Msl2rn) (lM41Mal2 - na)} .. 

Reemcribiendo 1- delt- como un coell.ciente de Clebmch-Gordan, 

(-1)"'• 
(1Ms1MalOO) = ""3 6_...,.2..,2 , 

y utilizando 1- propiedad.e. de ortoaonalidacl de to. coellcient.em obtenem<>11 

ft.W 4 (A:l.'l)-a {s6ao+~6••}. 

Por últim.o, con los reault.ade» obtenida. para eataa dos sumas y con loe valores de loe 
coe8.ciente• de Racah 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

encontramoe que la expr-i6n (48) e9 igual a 

- ( 29;.,) ·~ N 4 (A:l.'lrª {-1 + ~ (~)} {[.811 X ii11100 + [st 11xBt11r 

+ 4 ([o11 X ii11100 + [Bt l1 X 0 11100)} 

(::'w) • ~ .w• (A:l.'l)-ª { (ii11 x ii111oo + [st 11 x st 11100 

+ 4 ([o11 X ii11100 + [st l1 X 0 11100
)}. 

(60) 
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En tanto que para {48) ft9Ulta la •iaulente forma: 

-c:.r?I )I• (A:l'J)-a { - ~[atoo X .SOO]OO +V: [atM X §>2]00 

- ~ [at 11 x au]00 + V: [at :110 x jj:110]00 (51) 

- j [at ªª x áª]00
}. 

De -ta forma, la esp,,_i6n para Ha(t) H encuentra •umanclo (50) y (51): 

Ha(C) = c~r"' )I• <•nr" H ([.ü11 )( jj11]00 + [at 11Xat11100
) 

+ s ([cu x á 11]00 + [at u x cu]00
) 

+ [at 00 x .soor., -~ [at os x H>2]00 <H> 
+ ~ [at 11 x au]00 

- ""; [at :1111 x am]00 

+ ~ [at n x an]00
}. 
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Condensado de Gluon.e• en. un. Modelo SU(2) 
para la. parte de Color 

Eate cap(tulo comiensa con la bÚllqueda de una p<>11ible solución para el estado ba11e del 
Hamlltoniano del :modelo encontrado al Bnal del capitulo anterior. Al final se calcula 
el valor para la enerafa de emite emtado baae. 

(a) ESQUEMA DE CLASIFICACIÓN PAR.A LAS FUNCIONES DE ONDA. 

Calcularemom expUcitamente lo9 elementa11 de D1&tris para el Hamlltoniano de la QCD 
recim derivado derivado utilisando alll'lllOll re9ultad011 elemental.,. de Teorla de Grupoe. 

Sabemom que un eoc¡ueDI& de cl .. iflcaci6n apropiado para lOll estad.,. del Hamilto
niano de la QCD está caracterizado por la cadena de grup011 (Cha 75) 

U(O) ::> 0(0) ::> SUc(2) X SUs(2), (1) 

donde el 1111b(ndice para l09 grupOll SU(2) diatinsue entre 1 .. partes de col.Or y de .,.p(n 
del .,.tado. 

En aeneral, 1- reprementacione. de U{G) tienen nueve etiquet-; •in embarso, a 
partir de opera.dore. bc»6nicc. a6lo se pueden conñruir reprementacionem completamente 
ai~tric- para U(O), 1- que MI: encuentran caracterb:a.d- por una 901& etiqueta, de 
la forma (Nol'] "" (N). Un .,.tado de ca11a. ~ante ocurre para 0(0); aunque la. 
reprementacionea de 0(0) tienen en pneral 4 etiquet-, cuando aua repreMtntacionem aon 
construida. a partir de operador.,. b.-.Snicom •olamente nece.itan una mola, (...000) = 
(v). Eate número " tiene un aipillcado &ico: cuenta el número de partfcut- que 
tiene un estado del cual no ae puede extraer un par de partícul- acopladaa a color 
T =O y e.p(n S =O; y en F&ica Nuclear ha recibido el nombre de antigüedad (que 
en inal& me e11Cribe aeniorit11). :Al p .. ar de'O(O) a SUc(2) x SUs(2) nece.itamos un 
índice de multiplicidad, q. para tomar en cuenta la poeibilidad de que ex.iatan varios 
eeta.doe caracterisadoe por lom DÜmll09 n'111nero9 para ta. repreaentacionem en el último 
crupo. Finalmente, l .. repre.entacionem de SUo(2) tienen d09 etiquetas, (TTo), lo 
mismo que las de SUs(2), (SSo). De e.ta manera, l.,. e8tad08 de la cadena (1) pueden 
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caracteriaarae por 
IN;"; (q) TTo, SSo). 

En el esquema de mepnda cuantizaci6n podema. escribir e.te estado (M<>11 88), •in tomar 
en cuenta lo9 fndic- q, (TTo), (SSo) porque no tienen relevancia para lo que haremos 
mú adelanu, 

(2a) 

en la que Jl(N, "') - unractor denormalisación por determinar. P.,(bt) es un polinomio 
de arado ven la. operadoree de creación que aatiaface 

(21>) 

e.to .. , no puede extraer8e: de 61 un par acoplado a T, S = O .. El cálculo de la constante 
de normalisación - realisa en el a¡Mndice 1, obtenimd~ para el ... tado la exp,_ión 

&ta mi8ma i.- puede - cl-iftcada en términOll de la cadena 

Sp(18) :::> Sp( 2) x 0(9) 
u u 

0(2) SUo(2) X SUs(2) 
N 

(2a) 

(3) 

L- reprementacioD.1!19 de Sp(18) tienen nueve etiquet-¡ pero sólo exia;ten dom repre-
1M1Dtac1- Cundament.i.. [MQ 71): {( lfs)•) 7 {( ª/2) ( 1f2)º). La claaiftcación de 1-
rep-tacione. de Sp(2) únicamente neceoitan dOll etiquet-, (M, Mo); Mo -u re
lacionada con la anSi4Júedad "'•en tanto que M lo e8tá con el n1llnero de partk:ulas 
N (1- nprement..,io- de s,.(2) 7 0(24) 11<>n complementaria.). La cl-lftcación de 
laa -tacion- de 0(9) - realisa como an-. Eeta otra cl-iflcación resulta útil 
porque, como verelll09 mú adelante, na. permite calcular IOll elei:nentc>11 de matriz del 
Hamiltonlano del Modelo aplicando el Teorema de Wigner-Eckart. 

N<>11 in-a deocubrir en qu6 rorma pode....,. claaiflcar loo eotadoo de la base de 
acuerdo a la cadena (S). Podelll09 conaiderar los operadores 

K+ = i(l>t .f>t), 

Ko = l (k+I) 
K- s l(6·6), 

que •atiafacen 1- relacionee: d·:? conmutaci6n 

[K+. K-) = -2Ko, 
[Ko, K±) = ±K±; 

(4a) 

(41>) 

(4e) 

(5) 
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y que por lo mismo detlnen un iUpbra de Lie de Sp(2). La acción del operador Ko 
definido en (4b) 11<>bre 1<>11 -tad.. de la halle (2) remulta .er 

KolNv) =l (N+I) IN.,)= MINv); 

de manera que la acción 90bre el e.ta.do con N = ., m 

Kolvv) =t (.,+U l"v} = Mol.,.,)· 

Con la deflnicione11 precedentes, podeDl.09 cambiar 1- etiquet- de loe emtadoe de acuerdo 
a la premcripci6n 

.,=2Mo-I. 
N=2M-I. 

Y lOll estad011 en (2) ahora pueden emcriblne 

IM"oM) ={ca Ja~!t;.-111}l (K+).V-.Vo IMoMo} 

(8) 

(T) 

La acción de l011 pner&dorem K: mob- lOll -tad011 de la b- (T) pueden ealcul
tambWn direet&SDente, .-..ltando 

K:IMoM) =v'(M±Mo)(M'f'Mo+t) IMoM ± 1). 

(b) CONMUTADORES RELEVANTES. 

Para poder evaluar el valor -rado del Hmniltoniano obtenido en el capitulo ... terlor 
para loa -tad011 introducidOll en (2) tenemo11 que calcular alaun- conmutadores. En 
-ta aección aparecen l011 reeultadOll obtenid011, y en el ap6ndlce L -im realisad011 lOll 
cálcu.lc::. detalladot1. La raz6n para calcular estoe conmutadores quedar6. aclarada. en la 
aeccione8 (c) y (d). 

En el capitulo anterior hemoa definido 

Bf0~ = . ~ E (U1U2ITT0) (lrn1lrn2ISS0) bl."'1 1>l2 .,.2 , (8a) 
v2 •1•2.a1~ 

e~: ... = . ~ E (U1U2ITT0} (lrn1lrn2ISS0) ,,¡,_1 b....... (86) 
v2 •1•2-1~ 

La doble llUUl& para el producto de d<>11 coetlcientes de Cleboich-Gordan 8e repltt:-con 
tanta frecuencia que reau.lta DlUY cóJDOdo adoptar la convención 

(9) 
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L- relacion"" de simetr{a para _._ coellciente9 de Clebsch-Gordan dobl- - infteren 
de aquéU- de loe coeflcien- llimpleti, obteniéndoee 

(A1,.1Aa,.alAs,.s) = (Aa,.aA1,.1IAa,.a) 
= (A1 - ,.1Aa - ,.al As - ,.s) 

= {-1)""?. (Aa,.sAs - ,.alA1,.1). 

En eata expremi6n heJDOll introducido laa deflnicione11 

(-1)" = (-1)'+-, 
A =v'(2T+1)(2s+1). 

Tambi6n utiliaama9 que, debido a la •i.metria de k:. operadorem bc::mónicoe, 1- combi
na.cionm permiticlu •atWacen 

{-1)~ = (-l)r+• = +1. 

Con - notación ~ucida tene....,. 

sl J. = . ~ E {la1la2IA,.) ,,l.,,1 •. 
v2 •1•1 

(10..) 

e~ = . ~ E (la1la2IA,.) &1,;; .... 
v2 a.1 a:2 

(lOb) 

Con¡.,. operador... deflnidoe en (10), podem.o9 obtiener loe resultadoeo moetrad._ 
en la tabla l. 

(c) TEOREMA DE WIGNER-ECKART PARA Sp{2). 
OPERADORES TENSORIALES RESPECTO Sp(2). 

La introducción de lom aenerador... de Sp(2) n._ permite decir alao acerca de ¡._ ope

radorem &!, b,a [Ui 88). Encontr&lllOll que elloe •-timCacen 1- relacione. de con.m.utaci6n 

[K+, b!) =O, 
[ Ko, i.!) =i b!, 

[K:-• bt) = ;;,. , 

[K+, b,.] = -bt, 
[Ka, b,.] = -l 6,. • 
[K-, 6,.) =O. 



T_..ma de Wiaa __ .._,. ..-• Sp(S) 

TABLA L CONMUTADORES IMPORTANTES 

[ (6. 6), (6t. 6t)) = 1s + 4.N, 

[C6· 6), slA] = svz 6,.,,6,. +4C!, 

[c•t ·•t>. a!]= -svz 6,.,,6,. - c-1)•cc~ ... 

[C6 • 6), e!] = c-1)•2a~ .. , 
[c6t. 6t), e!] = -2aZA. 
[c6t. 6t), k] = -c6t. 6t>. 

(C6·1>), k] = 2 (6-·6). 

[e!. (6t. 6t)'"] = 2 nslAc•t. ,.t)'"-1, 
(e!, (1> • 6)") = -(-1)" 2 n B~., (6. 6)~-1 . 

... 

(•1 

(iiG) 

(ii6) 

(iie) 

(iia) 

(iva) 

(ivl>) 

(ive) 

(ivd) 

(va) 

(vi>) 

(va) 
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TABLA 1 ( Coo&muaci6n ) 

[B~. ,,~] = (-1>" v'2~E<Aµ1 -/11101) ,, .... 
•1 

(viia) 

[al". "ir]= -(-1)" Vi~ E(Aµ l -.Blla1) ,,l.. 
ª• 

(vii6) 

(viia1 

(iz) 

Si ten.e~ en cuenta q'IM; la Q-áima componente de un operador tenaorial irreducible 
de orden " de Sp(2), T~, -tidace [Ui 88) 

[x,.,, r:J = =i=v'(h,q)(1r±Q+i) r: ± 1 • 

(Ko,~) =Q~, 
(11) 

o~ que el operador de creaclóa ,,¡ - comporta como la componente +1/2 de un 
ten.or irreducible de orden 1/2 b~o t-Cormacion- de Sp(2), en tanto que el oPerador 
de aniqu.ilaci6n ¡I&' lo hace como la componente - 1/2. Eata propiedad ae puede uaar 

para definir tenaorem de orden mayor a 1/2 a partir de ,,¡ y b,. . Por ejemplo, es poeible 
deftnir un tenaor de orden S/2 ..-pecto de Sp(2) de la •igulente manera: 

rl = [,,t x at 11)00 
+1- • 

rl = v'i[atu x ;;i00 
+t ~ • 

2'!¡ = v'3 [6t X .ií11]00, 

2'!1 = [b X .ií11]00. 

(12a) 

(126) 

(12c) 

(12d) 

Ob8ervemo9 que todoe e.ta. operadores, y 11610 ésto., aparecen en el Urm.in.o H 1 del 
Hamiltoniano para el Vacío de la QCD encontrado en el capítulo 3. También se puede 



Teorema de Wiper-Ec.kar& pwa Sp(2) 

encontrar otro tensor, a61o que ahora de orden 2, definido como 

ri2 (A) = [at A x at A)
00 • 

~1(A) = [atA X cA]OO + h ¡_ +16...,} (f>t • r.t) • 

2"2o (A) =;h {2 [atA X iP]00 +' (cA X cA]00 

+i ¡ (fe +I) + 6Ao (2fe +I)}. 
r!.i(A) = (cA x .BA]00 + {l ¡ +t 6AD} (f> · f>) 
r!.2 (A) = [.BA X .BA]oo. 

85 

(13G) 

(131>) 

(13e) 

(13d) 

(13e) 

Debe notane que todoa -- operadorem, y "6lo '-toa, aparecen en el t6nnino H2 del 
Hamiltonlano para el Vaelo de la QCD encontrado en el capltulo 3 (La demoetraci6n 
de que to. operadorem deflnid09 pa.een 1- propiedadem que ae 111encionan aparece en el 
a~ndice K.) 

El c1Uculo loa elementoa de matris de loa aperado~ rl y 2"2 ~ulta muy mencill .... 
si se utilisa el Teorema de Wicner-Eckart para Sp(2), el cual aBrma (Ui 88) 

(H) 

Loe coeftcientea de Wiper-Eckart que aquí aparecen han •ido calculadcm analíticamente 
por Ui (11188). 

En loa eetadoa mú b.,jom en eneq{a., •i pediu>o9 que IOll -tadoa no tenaan color 
(que •ean &iqulete. de color), &6lo debeDlOll conmiderar -tadoa de ant~edad ., =O 
y ., = 3. Lom emtadoa con ant~ad ., = 3 deben •er coD&ideradoa porque de otra 
forma la parte H 1 del Hamilt.oniano, que - respo1111able ·de la interacción atractiva, no 
contribuye al valor emperado de la energ(a (e&ta atlnnaci6n resultar• mú ciar& en el 
desarrollo que aigue). · ' 

Cuando calcula.mo9 1<>11 elemento.· de matriz de H1 encontr&IDOe 

(N + 2Q, ., = 3ITJ IN, ., =o) = (1/- M + QITJ I! M) 

= (f M, f Qll/- M+ Q) (l/-112'1111); 
(16) 

ae utilisa (8) para obtener la primera iaualdad. Si conaideramoe Q = ¡, la expreai6n 
DOll dice 

(3s1r!1100) = {33l["t x at 11)
00100) 

= <I 1.1111111> <1111rl11u. 
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Por lo tanto, la relación puede mcribirae en la fol'ID.& 

f (JM,fQl\IM+Q) 
(N + 2Q • ., = 3ITq IN • .,= O)= <11.' ti.Y.-'#) 

X (3 31 [bt X Bt 11)
1111100). 

(1«1} 

Para loe eleDJento. de matriz de H2 tienen que considerar.e da. c._. para loe 
estadoa: un09 con aotéüedad " = O, COITl!9pondienU a estado con un nÚDlel'O par de 
part(cuta., y otr<>11 coa. antCüed'ad 1.1 = 3, para un nÚDJ.ero im.par de part{cul-. En el 
e~ de emtadoe con aot;.,üed&d " = O tenem<>11 

(N + 2Q, ., = 01r~ (.\)IN, ., =o) = <t. M + QIT~ (.\) 11. M) 

= (!M, 2QllM + Q) (!llT2 (.\)111>. 
(17) 

Si cOD9ideralll09 el ca.o N = 4 7 Q = +2, se tiene 

(40IT!11(.\)100) = <! .l/IT.?11(.\)111> 
= <l 1. 2 + 211 V> <!112'11 (.\) 111>. 

Y de --rdo a {13a) - tiene 

(001r.?11 (.\)1•0> = (001[stA x atA]001•0). 

Y entone- (17) - iaual a 
_ 11 _ _ (!M, 2QllM+Q) 

(N + 2Q, ., - OITq (.\) IN • ., - O} - <11. 2 + 211 l}) 

X <•01[stA X atA) 00100). 
(18) 

En el caao de -tadom con aut.qrüedad ., = 3 tenemom el reaultado 

{N + 2Q,., = 312'~ (.\)IN • ., = 3) = {\I M + QIT~ (.\) l.Y. M) 

= (\IM, 2Ql.l/M + Q) (\111~ (.\) 11\1) · 
(lD) 

Eeta relación, para N = 3 y Q = O, implica 

(33ITJ (.\) 133) =<.Y. .y, 2011/ .I/) (l/112'2 (.\)1111>. 
Por tanto, de acuerdo a (13c), - encuentra 

11 ( (lJ-M, 2QllJM+ Q) 
(N + 2Q,., = 3ITq .\)IN • .,= 3} = <-'I y, 201.y. Y.> 

X (331~{2 [atA X .iiA] 00 +4 [cA X cA] 00 (20) 

+¡ 1 (Ñ +I) + 6~• (2Ñ +1) }13 3}. 

En la •iauiente sección 11e exhibirán loe elementoe de JD&triz particulares que apa.
recen en (1«1), (18) y (20). 



C'1culo de E1ernen\o9 de Ma&rim Oeaerale• 8T 

(d) ELEMENTOS DE MATRIZ PARTICULARES. 

Lom emtadoe entre lo. cuale8 ~ore calcular la. elementa. de ma.tris la. conoce1D011 
de9de la mecci6n (a): 

1 ) _ { 12..+Tlll }l (l>t. ¡,t)IN¡-wl p, (l>t)fO} Nv - (N-... )fi(N+•+f)il ., ' (2a) 

donde 
(1>· I>) P .. (l>t) =:o. 

Como e.tama. intereaada. s61o en le. emtada. mú bm.jo. en euersta, únicamente conai
deraznoe 

fNO} = {~}l (l>t .¡,t)~IO), 
INS) = {¡N-»Jl~+ID)n}l (l>t .¡,t)Y Pa(&t) !O}. 

La forma de P 3 (1>t) remulta mer (O/. Ap. M) 

fu)= .Pa(e.t) fo) =~[¡,t x st11]
00

100). 
,; 

(21a) 

(211>) 

(31) 

Con esta notación, la. elementoe de matris particulare8 que nom interesan aparecen en 
la tabla 11 (el ciüculo explk:lto aparece en el Apáldice M). Una ves conocidoll todooi 109 
elem.enta. de matris empecial• que neceaitarelll09, pocleinos calcular la. coeB.clente. de 
Clebach-Gordan que ae emplear6n para obtener l°" elemento. de JD&tri.s aeneralem. 

(e) CÁLCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ GENERALES. 

Como ya he mencionado, l°" coeftciente• de Clebach-Gordan para Sp(2) han sido cal
culados por Haruo Ui [Ui 88) en CorJD& cerrada. La expremi6n que obtuvo es 

(MoM KQIM6M') = (-l)Mo-K-M& (2Mo -1) l 

{ {A#o+M'!-K-•~I }l 
x (_+,..+:W:,-í)1 (K+fit,-w0 1 (wo+K-M[,)1 

x { L"'-'"'flll""±Ef,'-:e,'"r-911 ur+911} l -...¡ • r +JWt.-»1 

(21) 

x _
1

• (M+K-Mb-•)1 (M+K-.Mb-1-z)I 
~( ) •I (M-.Mo- z)l.(M+Mo -1- z)I (K- Q- z)!" 



... "6. Coadeaaado de Gl•on•• en•• Modelo SU(2) pu-a i. Piu&e de Colar 

TABLA U. ELEMENTOS DE MATRIZ RELEVANTES 

(a) 

(aa) 

<•••1 

(av) 

~.,¡.(O, O). (v) 

~ "F (O, O). (v•1 

(Nst(cAxoA]00tNS)=li(N+27g ~ !}-t) 
+2{~}l(Nst(stAxoA]00tN-2,S) (vi•1 

- {¡':.;:-rWa~l,}. (N st (st A X st A)00 tN - 4, 3). 

(N "IBdo° Bl::IN ") =-s\ (N - ") (N +., + 7) . (viii) 



0'1culo de Elemea&c:. de M.uü a.._. .... 

Para loa coe8.ciente11 que aparecen eD. (lf5) ae obtienen las expresionea 

<IM Hl.YM +I> = -l {'N+l•l!N .. UJ!N+•l} t • 

(IM Hl.YM +l> = -l {•NIN+~)(N+•>}t • 

(IM 1 -tl\'M -l) = -l { !(N+•w!N-•l} t • 

(fMf-11\'M-f) = -l{"''"'-:~(N-4l}t; 
<H HIYY> = - C.Y>t · 

L09 coefl.cient ... que eatú inY<>lucradoti en (18) 7 (20) reaultan 8el' 

(MoM 22IMoM + 2) = {e 1"'-¡t:l:'r.¡¡ít!l\f.:+"iJ\2!f,q-•1 } t , 

(MoM 21IMoM + 1) = { • 11,..\'Q(L"W/t'Ct:í'Rl..+IJ} t (2N + 11) , 

<M. M 20IM. M) •NIN+•l-~"+;i+ee • o o <;;(i .. +uiii.+ G+4(1 .. +iJ ' 

<H 20111> = Pl>l • 
<.Y.Y 20111.Y> = cmt . 

.... 

(22G) 

(221>) 

(22c) 

(22d) 

(22e) 

(23G) 

(231>) 

(Ue) 

(Ud) 

(23e) 

Ahora e. ai.Úlple calcular 109 elemento. de matrb para H1 1 puesto que ae reduce a 
una •Imple •uetituci6n. Se obtiene _, 

(N .+ 3, 31 [bt X at 11]'1111NO} = { (N+•llNJ¡\ll!N+i•l} l . 

(N + 1, 31 [at 11 X 6]001NO} = { N(N+:w+111} t • 
(N - 1, 31 [bt x .ijll)OOINO} = { (N+•~N-•l} t , 

(N - 3, 31 [b x au]OOIN O} = { N!N-.wN-41} l . 

Y a partir de eataa relacione., tomandó el com.pl~o conjugado, resultan 

(N - 3, 01 [b X a11] 001N 3) = { (N+•11~1:>(N+10)} t . 
(N - 1, OI [r.t x .ijll)OOIN 3} = {'N-11!~-=!!N+1ol} t , 

(N + 1, OI (at 11 x 'JOOIN 3) = { IN+10117,¡111N-ll} t , 
(N + 3, 01 [bt X at 11) 00JN 3} = { (N+>!!i:;.•)(N-1)} t . 

(2CG) 

(:Ubj 

(2Cc) 

(:Ud) 

(25G) 

(256) 

(25c) 

(25d) 

-
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El c.U.:ulo de 1 .. elemen- de matris de H2 , para >. .,¡. (O, O) , remulta un poco IDÚ 
labori.-o porque, como puede 01-ervane en (13), loe operador,.. que aparecen en él no 
..,n •iempre directamen~e proporci.onale9 a T.3. U.ando (18) y (II.i), y también (23), 
8e encuentra 

(N + '· OITI (.:>.)IN, O) =•A y'(NH)(N+2)(N+11)(NH). 
(N + 2, 01rl' (.:>.) )N, o) =a i vtRH)(R+e> (2N + 11) • 

(N, 01rcf (.:>.) IN, o) =~A {2N (N + 9) + 33} • 

(2Ga) 
(286) 
(2&) 

U.ando nuevamente (13), ...Slo que ahora en con ayuda de con (II.iv) y (II.vii), obtene
JllOll la relación particular 

&ta isualdad, junto con la ecuaci6n (23), noe permiten encontrar 

(N + '· 3ITI (A) IN, 3) 
=• v"(N....,-+71"')('"N.-:1"')"(N"+.,....-,1'"'l.,.,(N"'+-:-:-:12"") (3 3IT.f (A) 13 3) , 

(N + 2, 3ITl' (A) IN, 3) =• y'(N 1)(N+12) (2N + 11) (33ITcf (.:>.) 133), 
(N, 3ITcf (.:>.)IN, 3) 
=~ {8N (N + 9) + 39} (3 3ITJ (A) 13 3) . 

(27) 

(28G) 

(281>) 

(28e) 

En la exprmi6n (13) puede vene que la relación entre la componente Q = +2 
del ten...r 2"2 (A) .,, [st .\ X st -']

00 
- directa. Sin embarso, ato no •ucede con la 

com~te Q = +1: 

La detlnici6n de 1 .. emtadom (2) 8e encuentra inmediatamente 

<N + 2 ..... 1c11t. ,,t> IN, .,> =v(N+2)(N+91-.. t .. +TI. 
Y con en.o, podemos calcular 1- •i&uientea relacione.: 

(N + ,,.01 [st-' x at -']00 ¡N, o) 

=a A y'(N+4)(H+2)(N+11)(N+9), 

(N + 2, 01 [at .\ X o-']001N, O) 

=aANy'(R+2)(R+9), 

(29c&) 

(291>) 



Cillculo de Elernenta. de Mairlm a. .... 

(N + '· 31 [Bt .\ X Bt .\]
00

1N, 3) 
=.Ji. y'(N+t)(N 1)(N+H)(N+t2) 

X {26.\(1,1) +l 1+121 g ! ! }} , 

(N + 2, 31 [»t.\ x c.\]00
1N, 3) 

=i y'(R 1)(N+12) 

X { lllA'-1 (26.\(1,1) +l 1+121 g ! ! }) -l 1} ; 

71 

{29e) 

(204) 

de donde 11e extraen 1- cuatro expremione• que aiguen, tomando simplemente el conju
sado: 

(N - '· OI [B.\ x B.\) 00
1N, O) 

=.Ai 1 y'R(N-a)(R+T)(N+s), 

(N - 2, 01 [c.\ x ii.\]'.,IN, o) 
=.A.1 {N-2).IN(N+Tf, 

(N - '· 31 [».\ X B.\]001N, 3) 
=,.Is y'(N-2)(N-•)(N+1o)(N+e) 

X {26.\(1,1)+11+121 g ! !}} , 
(N - 2, 31 [c.\ x .ii.\]00

1N, 3) 

=i y'(N-a)(N+io) 

X{~ (26.\(t,1)+;1+121{! ! !})-•1}. 
Debe -ñalane nuevemente que laa relacion- 90n v611daa para ~ ,¡. (O, O) . 

(29e) 

{20/) 

(~) 

(201') 

Por últiuw, a partir de la componente Q = O del tenM>r 2'.\ pod......,. extra.er 109 
elementoe de matriz para el operador [st A x .iJ>..]00. La ecuación (U.vil) noe indica 

(N, 31 [c.\ x a.\]001N, o) 

=,.is {N - 3)(N + 12) { 26.\(1,11+J1+121 g ! l}} (30) 

+1 (3{! ! !} +l). 
En tanto que (13c) n- dice 

[at .\ x s.\]00 =1 {ve rJ <~> 
-•[a.\ x c.\]00 -l1 (2Ñ+9)}. 

(31) 
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Loe dos reaultadOB anteriores, junto con (29c) y (29d) noe permiten obtener 

(N, 31 [st A x iP]00
1N, 3) =ds { N (N + 9) +.ap} 

X {26.>(1,11+ll+12l G ! !}} 
-l{iN.+l+eg ! !}}· 

(32) 

Por último, al conaiderar loe caaa. .\ = (1, 1), (O, 2), (2, 2), empleando la. valo...,. para 
1<>11 coetlcien- e; 

encontralDOll 

! ~}=-l. 
! a='· 
! ~}=t. 

(N, 31 [st 11 x ii11]
00

JN, 3) =A{N (N + 9) +.ap} - 3 (lN + 1) , 

(N, 31 [stos X i)OS]00
1N, 3) =i«{ N (N + 9) +.ap} - v'i5 (lN +U • 

(N, 31 (atH x iiªª)00
1N, 3) =tfs{ N (N + 9) +.ip}-'- 5 (lN + 1) . 

(t) RESULTADOS PARA EL CONDENSADO DE GLUONES SU(2) • 

(33a) 

(33l>) 

(33e) 

La prózim& etapa conaiate en proponer una función de onda de prueba para calcular 
el ,,.¡or -perado del Hamil&oniano. El N9Ultado na. va a dar un lúnite 1111perior para 
el Condeneedo de GI-. SI dama. la energía en unidad.,. de"'• (Cf. Ec. (3.17b)) 
tenelll09 

(34) 

donde (.P) - la runci6n de prueba y Eo ea la enersla del estado baae de la QCD. Con 
una elección apropiada podelll09 mperar atar cerca del eetado real. 

Loe eetada. que contiene la función de prueba deben aer •insu.letes de color. La 
ant~ de t.._ -t&doe ~ "= O, 3, 4, e, ... (Cf. [e-+ 84) ). Por lo que parece 
rasoaable proponer que la función de prueba conten•a loe emtadoe con antieüedad más 
b-Ja: "=O; i.e.:i1 emtad09 donde to~09 lo. aluonee eeth aC:opladoe por pares a (T, S) = 



Reault--108 pU'• el Coadenaado de Glaoa- SU(2) TS. 

(O, O) • Ésto 11ólo Involucra eetadoa con un núuiero par de •luones. Para que la parte · 
atractiva H1 del Ham.iltoniano contribuya deberem.o. acre.ar eatadoa con un número 
impar de aluone11. Ele&ilDOll para tal- estada. la antf6üedad mú b-.ja pennitida: v = 
3 . Explícitamente, loe eatadoe que contribuyan tienen la forma 

IN= 2n , v =O) = v'~ (6t • 6t)Nt• ¡o), n =O, 1, 2, ••. , (35ca), 

IN = 2n + 1, v = 3) = v' (N-1Jd'!llr+10Jll (6t • 6t)(N-3)/• 

X~ [6t X stll)°O jO), n = 1, 2, 3, ... , (356) 

La (unción de prueba que proponema. es una •UJD& sobre loa estadoa {35) con 
un factor de pe.o previamente -isnado. Como tal factor de pemo Utilis&reDMM una 
diatribuci6n 8a1189iana o normal mobre el número de partfcul- de la forma 

+oo r2 .. -7e12 
I•) = E e - • l2n, O) 

.. =0 
+oo (2•+1-No)2 

+ E e •' j2n + 1, 3) {36) -· Eatá claro que No mi el centro de la diatribuci6n cau.aiana y a noe da au a.ncbura; como 
es bien •abldo, la libertad en ... ta. da. p~ra. provee a la distribución normal de· 
gran flexibilidad para realizar un ~u.te, aiempre que la curva que ee de.ea mjua:tar •de· 
le parezca. Tambim debe obeervarae que la f'unción de prueba no tiene un número de· 
sluonea fijo. 

Lo que debemos hacer a continuación - minimiaar (34) con respecto a la. par"
metroa No y ca; &to na. dar' la ~or elección para la función de ·prueba {38). Para 
ello ae prepara un prosrama que calcule el valor emperado del Hamiltoniano con la 
función de prueba eacosida, y ee varían loe par~etro. h-ta localisar un m.J'.nimo para 
la enersfa (mt4. claro que con el m~todo de bú.aqueda propueato no .e puede garantizar 
haber hallado -el mínimo absoluto). Debemos seni.lar la constante de Interacción g ha 
aparecido como un par'metro el cual también se debe llÚU.tar para obtener la enersfa 
.mú baja; sin embar8o, una ves encontrada &ta, queda Q.ja. 

,A.( ae obtuvieron 1- pile- U, m y IV, en 1- cuales &parecen tanto la curva de 
la energ(a total Erae/w•, como la curva de la eners(a de interacción Err&&/w,. Puede 
ob.ervarae claramente un .mlnhuo en 11 y m .. En el c-o de No y a pande11, la parte 
repui.iva H2 de la interacción dómina a la parte atractiva H 1 . Solamente en un pequenó 
intervalo de variación de loe parúnetro. H1 ea au8.Cientenaente arande en comparación 
con H2 . Los valorea de la. parúnetra. para loa cuales No y a minimizan (34) son 

No=O ca=2.5. 



6. Cond.•D8ado de Gluoaff e11. 11n Modelo SU(2) para la Par'e de Color 

La Dlejor elección para No e. ipal a cero; i.e., el vac(o perturbativo pa.ee la principal 
contribución; ain embuao, 1- contribuc.ione11 hulta cuatro aluone. 110D. b-tante •i&ni
tl.cativu (su contribución da un.a. enes{& ne&ativa para el •illtema). Conviene hacer ver 
que el estado con un alu6n no a- en la función ele onda porque tiene color. En la 
tlsura IV - ha aratlcado la enerala contra la mqnitud de la interacción en la QCD, 
11 , para loe ....,¡o,._ YÜGN9 de No y a. Para 11 pequeña, la parte ain interacción del 
Hamiltoniano, Ho , domina, y la enerafa ea pa.iti-. Para 11 pande, la parte repulaiva 
H2 domina, y no puede existir un Condenaado de Gluon- como -tado b....,. Sin 
embarco, en la reci6n donde Ero& e. neaativa, exlate un condenaado de gluonea con. 
enerafa menor que la del vac.Ú> perturba.tivo. La curva de la energia total contra g 
parece muy plana, pero 1- de. curvaa para la energta. m.ueatra.n cla.ra:cnente un. Inlnim.o 
para 11"' 13. 

En concluai6n, en el intervalo 

e.&~,,::; 19.&, (37) 

puede exiatir un Condenaado de Gluanem. Eate intervalo no coincide con loa usadoa en 
otra. modeloe [Han+ 82, Car+ 83]. Queda la -pera.nza ele que uaando el arupo SU(3) 
para el color la curva - moditlque de manera que el intervalo calculado no -t6 en 
contradicción con el intervalo uaado en otra. modeloe. Pueden calcul- cantidade9 
que tensan relevancia flaica (v.f1., el 'Valor del Conclenndo de Gluon- o la conatante 
de. la Bolaa); pero como -Per&ID09 que el IDOdelo SU(3) -a máa conecto, no aer~ 
alno haata que -tudiemoa -te otro UM>delo que calcularemoa dich09 valore9. No puede 
decU- •i una elección mú re.U.ta del eatado de prueba(v.fl., incluyendo ·qual'ka y 
antiquarb) podr~ ._;orar loa reaultadm. 
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Condensado de Gluonea en un Modelo SU(3) 
para la parte de Color 

En este capítulo se presenta la exteruiión de loe c'1culoe y reaultadoe del Modelo SU(2) 
al Modelo SU(3). Las lmeas oecuidas en la expoeición son las mis=-. En la última 
sección .., mu-tran loe ~ultado9 obteni.W. para la denaidad de enera{a del vacío, la 
constante de la bola& y el condenaado de stuones. 

(a) HAMILTONIANO PAR.A EL ESTADO DE VACÍO EN UN MODELO SU(3) 
PAR.A. LA PAR.TE DE COLOR.. 

LOll operadoree de creaci6n y destrucci6n para eate e.tado IOI VBDl.09 a denotar de 
manera abreviada: 

¡Al•= 6.,.,11.M,• • (lo) 

&1,.. == '!..11...-.. • (11>) 
en donde l011 índice11 de color G pueden tomar ahora ocho valorea (lo cual correaponde 
al número de generado~ de SU(3)). CoJDO ant.,., el mdice rn.., reftere a que el aluón 
corresponde al modo maan6tico; y 1&8 etiquetaa 11 M corresponden al estado mú b.,,¡o 
en enerafa. 

El campo para la. gluones, en el eaq,uema de aeaunda cuan.tizaci6n y t.oman.do en 
cuenta sólo al estado mú bajo, puede escribí.ne para t = O de la :IDÜIDl& manera que en 
el caso SU(2): 

A~(z,O) =~~ (u~(%) ¡.,.. + u~º(Z) &l.) . (2) 

Y co.mo las funcionea tienen propiedad.ea bien detlnid- ante rotaciones, la expresión 
anterior puede reemcribme 

..i~cz,o)=~~ .. ~·cZ> (~+&l...). (3) 

El Hauültoniano de la QCD tiene la forma 
H(t) = Ho(t) + g H1(t) + g 2 H2(t), (4) 

75 
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en donde cada uno de l011 trea tMl:ninOll que aparecen aon 1- integrales espaciales de 

No(:z:) =: ¡ ñ... ñ. +l (v x A..) . (v x ..i.) .• 
N1(:z:) = -11 ... : (v x A.)· (..i,, x ..ic) : • 
Jl2(:z:) =l l ... l ... : (..i,, X ..i.,) · (A., X ..i.) : , 

(11 .. ) 

(lif>) 

(lle) 

En 1- ecuaciones (5), 1- componente• que aparecen •on 1- carteaian-. Para p-ar 
a tu componentee esf&ic-, utilizamoe una tr&1Wformaci6n unitaria U(Y;I,Io) • que 
detlru...o. 

-i 

l) r· o o o o o 
o o v'2 o o o o 

+1 -i o o o o o 

U=~ ~ 
o o +1 +i o o (IS) o o -1 +i o o 
o o o o +1 +i 
o o o o +1 -i 
o o o o o o 

L- enu.daa horiscmtal- e.tú etlquetadu de isquierda a derecha por lom númerooo que 
van de 1 a 8; 1- entradu horisontalem -tú etiquetadu de arriba a abajo aa(: 

(I, Io; Y) 

(1; +1, O) 
(1; O, O) 
(1; -1, O) 
(l; +t. +1) 
Cl; -t. -1) 
(l; -l. +1) 
Cl; +t. -1) 
(O; O, O). 

La matrix de tr..,.formaci6n U(Y;l,lo) • pomee la importante propiedad 

U();l,lo) • = (-1 )i+lr+ro U(-Y;l,-lo) •· (7) 

Lom coetlcientea de ClebllCb-Gordan para SU(3) han sido eatudiados por De Swart 
(1963),. entre otro. autorem. En su artículo la. deeigna de la. siguiente um.nera: 

(8) 

En esta expreai6n, A. denota la dimensión de la representación de SU(3}, que puede 
•ervir muy bien para caracterizarla en cui todcm lom cuoe, y µ, la proyección en el caao 



Hamil&olllaao SU(a) ..-a el EM..to de V..io TT . 

de componente. emf&icu, 1!!9t'- en ves de b número9 Y e Io. Puede moetrarme quef 
para a, 6 y e componente. cartemian-, e: : ~) =~ 6... (Oa) 

e: : ~·) =~/ ... ; (96) 

aquC, ~ denota la reprementación ele dimenmión a completamente •im'trica. Por otra 
parte, la tr.....tonnación de Ja. component- -rúic- ele un ten.ar :r<•> de SU(3) 
arbitrario, a lu componente. cartmianu -

T~ =u,.. T~. (10) 
De manera que la relación entre la. coeftcient- de Cleb.ch-Gordan con component• 
emfftic- 7 aqdllom con component- carte.ian- que D09 intere.& ea 

(8 a A) • (ª 8 A) ... e =U,..u.,.u.,. ,. IV .., • (11) 

Con lo que ..,ab&m09 de diM:utir, -t• claro que la utiliaaci6n ele (9b) D09 pennite 
e.cribir H1, la intesral • ....,lal de (5b), _, ·.-.1 

-3'1 e: : '::) : f.,.,. {V X A.)• (A,. X A.) : . 
Utilisando la isualdad en (11), la propiedad (7), 7 que lo. campa. .an ten.o..- de 
SU(3) pertenecient- a la rep..-entación A = a• - puede ...-eribir lo anterior .como 

-4 c-1>1 -"3 ( :. ! !: ) , ¡ ~ .. (v x .r-"3) . (.X.,. x .x"3) .. 
Tambi.fin podemo. eleftnir loe ~ acoplada. 

sl,"/. =~ E (lM1;lM2ISSo) ( 
8 8 .':)"L.,.. "L..... (12a) 

lilfta Al1Ma Pl 1'2 ~ 

.B!fso =~ E (lM1;lM1ISSo) e:. :. ~) ;;M,,.,;;M.,. •• 
llllla M1W2 

(121>) 

c!,ªs;, =~ E (lM1;lM2ISSo) ( 
8 8 .~_) 1>L1 ,.1 6M2 ,.2 • 

,.11111 Ma.Ma l'l. 1'2 ~ 
(12c) 

Lar.:... (2(A) - deftnida apropiadamente por De Swart [DeS 83). 

La. rel..,ion- inve-- a (12), obtenida9 mediante 1- propiedadm ele ortosonalidad 
de la. coetlciente. de CiebKh-Gordan, tanto de SU(3) como de SU(2), 90D 

1>1,.
1
,.

1 
r.L.,.. = v'2 -E (1(A) (lM1; lM1ISSo) ( .~ 8 ,';_) sl,Jt.ff.,, (13a) 

...... llllg -· ,.. ~ 
- - r- . ( 8 8 "'°A) -Jt.s 1>11111•1 l>M'aP• = v2 E (2(A) (lM1; lM:alSSo) B,..,s0 , (131>) ...... .... ,.. ,.. 
1>1,.1 ,.1 ;;M•"• = v'2 E (1(A) (lM1;lM2ISSo) ( 

8 8 .~_) c!fSo. (13e) ...... .... ,.. ,.. ~ 
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Sustituyendo 1- relaciones (13) en la expreei6n obtenida para H¡, y •igui.endo la. mia
m.oe procedimien'tc:NI que D09 conduJeron al Hamiltoniano para color SU(2) 11 ae encuentra 
que e.ta parte del H&llliltoniano ae convierte en 

-l~(-1)1-l'1o+!r1ol (~ ~ ~~) E,,.1,,.2,,.3 

x { (-1)'••+ll30+!r..,1 ( _'!,
1 
~ !!_) (1, mi; 1, rn2 l 1. -rna) ([..é"• 1 x 6) 1 0 

+2[Bt 112 l X 6) 1 º + [Bt 112lX11t1 1 º) 

+ (-1)-+lloo+!roo) ( _'!,
1 

!. !!_) (1, rn1; 1, rns 11, -rn2) 2 [11t x .811• 1110 

+ (-1)-•+ll10+!r10) (~ !. ~~) (1, t'R2; 1, rna 11, -t'R1) ( [bt X .811• 1)1º 
+ [Bt ••• 1 X i] 1 º) } • 

Loe coeflciente9 .l!:,.,,.,M, han •Ido deflnidoll como en el capitulo m: 

EM1M2M3 E {/ ~z «ij6Cér• (B;•:.-1) u ... 2u;,.3 } • . 

Emta expreai6n puede •impllflcane utilisando lae propiedades de •imetrfa de loa coefl
cientea de Clebech-Gordan [DeS 83) 

7,(DT 63) 

8 
"2 
8 

"" 
(1, rn2; 1, rns 11, -rn1) = (-1)"'• (1, rn1; 1, rn2 l 1, -rns) • 
(1, rn2; 1, rns l 1. -rn2) = -(-1)"'1 (1, rn1; 1, rn2 l 1, -rns) 

para encontrar 

-!~(~ !_ ~~)E ... ,-. ... ,(-1)1+"'3 (1,rn1;1,rn211,-ms) (~ !. ~~) 
X { [.811• 1 X b1lO + [Bt ll2lX11t1lO +3[Bt 112 1 X 6) 1 º +3[bt X .81121]1º}· 

Suat'ituyendo el valor explícito de E-1 -:.-.311 y utilizando laa relaciones de ortogonalidad 
para tod09 lc::m coeftcientem de Cleb.ch-Gordan reeulta finalmente 

H1(t) = (Ji)ª )IS w-7,,., { [.é"• 1 X ;;]1 O+ [Bt 112 1 X 11t]1 O 

+3[Bt 11• 1 X b1 1 º +3[bt X .é"• 1]1º}. 
(15) 



ESTA 
SAl.11 

Hunil'°aiano SU(S) para el E.&ado de Vado 

TESIS 
IE U 

La e3 no e8 una r..., aino la integral definida en (3.35). 

ftfJ DEIE 
tJl8UBTECA 

79 

Para H 2 , •i auatituÍUlo9 (Ob) para la integral espacial de {5c) ae encuentra que e. 
igual a 

8 
e 

8 
e 

De donde ea directo derivar 

f (-l)'-(loo+!YIO) ( 8 8 82) ( 8 
"• v:a "'5 V3 

X : f d5:r: (A.,.• A"3) (A.,.• Av4) : 

8 

"• 

Sustituyendo 1 .. relaclon- (13) en la exprealón anterior, y realizando loe miamom 
p&a09 que n09 llevaron al Hamiltonlano para color SU(2), r-ulta que eata parte puede 
ree.cribir8e como 
j_ (-1)•-ll•+lrooJ (-1)l'a+!Y•l+•+(1o+lr1+.., 1 
...,, 'V"taA+1)L(,.} 

D . ( 8 8 8a) ( 8 8 Ba ) 
X na1tft2"93.... "l ~ ¡,g "S "' -"5 

X {<1,m1;l,m2IS,So)(l,rna;l,rn4IS,-So) e:. ::,. ~)e:. ! ~.,) 
X ( [ii,.S X BllS]10 + [Bt ,.s X at 11s110 +2[Bt ,_9 X BllS]10 

+4 [c,.S X BllS]10 + 4 [at ,.s X 011s110) 

+ 2 ( (1, rn1; 1, rna IS, So) (1, m2; 1, m41 S, -So) (:
1 

::,. 

+ (1, "'•; 1, rn4 1 S, So) (1, ma; 1, ma IS, -So) 

x [at,.sxaPs]1º} 
e:. :. 

8 

"• 8 

~.,) 
~.,)) 

(16) 

Para el prhner t&JD.ino que aparece en {16) podemos em.plear la.a relaciones de ortogo
nalidad. de los coe8.ciente. de Clebach-Gordan para hallar que es igual a 

'7. (wl¡) 2 
(-1)•+5

0 :;;>d+r D,,.1 ,,.2 m 3 .,.. (1, m1; 1, m2 IS, So) (1, m3; 1, m4 1 S, -So) 

x { [.811• 9 x .811• 9]1° + [at 11•
9 x ii11• 9]10 +2 [at 11• s x fl8 • 9]10 

+4 [cll2S X ,Bll2 9]10 +4 [at 82S X 0112s]1º}. 

Suatituyendo en e.ta expreai6n el valor para Dm.1 na2 m.3 1n4 encontrado en el apándice G, 
11e1 puede eacribir -r: 

Jh v'I e. JJ•,.,.-s {[a••• x aa. •]1 º + [at "• • x .B"• •]1 ó 
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+ .. [e•• 1 x.iíª• 1]1 º + .. [at •· 1 x as• 1]1 º 
+2 [at ••• x .ií .. 1]

10 +2[at •• 1 x ii•• 1J1 º}· (17) 

Para el MCUDdo thmino en (UI) - tiene 

f w,-2 (-1)1-ll[,+Jr'> .._t,.J'<D+iJ (-1)lra+lra)+•+(ro+Jr>+-'o D.,.,,,. • .,.,.,.. 
( 8 8 ªª) ( 8 8 82 ) 

X "1 "2 V "a "• -V 
x { (1, rn1; 1, rna IS, So) (1, m2; 1, rn, 1 S, -So) 

- (-1)8 (1, rn1; 1, naa IS, So) (1, rna; 1, rn, 1 S, So) } 

X e:. ! ~) (! :, !.,) [Bt ,.s X jj11BJ
1 º. 

En el resultado anMrior aparece UD&.- 11e>bre Ja. proJ'WICci<>n- del producto de cuatro 
coellclen- de Cleb9ch-Gordan, la cual - proporcional a IOll coe8.clent- de Racah para 
SU(3), y que,,.....,. a denotar por el momento 

F,(µ) = EC-1)1r:,+tr'l+llo+lr> ( 8 . .... ... 
X ( 8 8 ") ( 8 8 .... .... ... "• ... 

8 
"2 

!.,) 

82 ) _.,, 

Debido a que IOll -adorea ~volucrado. en IOll ten.more. at ::.. 11<>n boe6nic011, y a 1-
propledadm de •lmetr(a de I011 coellclen- de Clebech-Gordan de SU(3), Ju únic .. 
comblnacio- p011iblm de (µ, S) aon 

(µ, S) 

(1, O) 
(1, 2) 
(81, O) 
(8¡, O} 
(27, O) 
(27, 2) 
(82, 1) 
(10, 1) 
cm. 1> 

(18) 



Hamil&oniaao SU(a) .,_. el En..to de V..:fo 

Realizando la •uma F4(µ) para 1- µ'•permitid .. me encuentra 

F,(1) = -1, 
F4(81) = -4, 
F<1(8a) = +4, 
F4(lO) =O, 
F,(IU) =O, 
F,(27) = 9. 

111 

(El c41culo me reali.&6 mediante lom íactorem ~alarem para lom coeficientes de Cleboch
Gordan de SU(3) (DeS 83] y una tabla de coellcient- de Racah, debido a que me tiene 
el r-ultado 

F,(µ) = E (-1)lr+tr•+:u.-ls+21'+111-l2+U (11')ª {~' r. ~} 
l'•, Y'• 1 I2 

( • ª!ª•)(ª ªIªª) X I1Y1 IaYa I'Y' IaYa r,r, I' -Y' 
x (r1

8
Y1 r.8r. l iY) (r.8Ya r,8Y, 1 r ! Y') ; 

, en -ta exp~i6n el factor ~alar para SU(3) - dellne (DeS 83, Wyb 74] 

( 11 • ,. )-< . r, 1 } I1, Y1, I10 Ia, Ya, Iso Ia, Ya, Iao = I1, I10, Ia, MI Ia, Iao 

x (ri.8Y1 Ia,
8

Ya lr.;r.)' 
i: ~de lom coellcient- de Cleblleh-Gordan para SU(2) ). Reeordando que me , 

~ (-l)a'o { (1, na1; 1, "'•IS, So} (1, "'a; 1, ,.., IS, -So} 
-··Bo 

- (-1)"'(1, "'1; 1, "'•IS, So} (1, rns; 1, "'' 1 S, -So} }D,,.1'"""'ª"'' 
=& N 4 w-•{ 36ao +l 6.s2 - (-W (2S + 1) [ (-1)"' +I {! ~ ~}]}. 

se halla el siauiente remultado para el megundo tt!;rmino en la ecuación (16): 

Jr e, N' ..,-s { 1 [st 1 o x f11ºl1 o -~ [st 1 • x f11 "l 1 o 

_,,. [st •• º x fl•• ºl1º +'"6 [st •• • x fl"i ªl1 º 

. -~ [st no~ flaTºJ1º +~ [st au x jj•T•]1º 
+:;m [st 11> 1 

X B 112 111 O. (19) 
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De juntar (17) y (19) r.,.ulta la sisuiente expr...i6n par& (16): 

H2 =J. e .. J/4 w-5{ ~ ( [.ii11• 1 Xii""1)1º + [at 11• 1 X at 11• 1)1º 

+4 [c"• 1xii"• 1) + 4 [at 8• 1xc"•1)1º 
+ 3 [Bt ll3 1 X .ii8z 1] l º) 

+i [st 1 o x .iil ºJ1 o+~ [at u x ii12)1 o (20) 

-~ [at "• º x ii"• º]10 +~ [st s, 2 x ii"• 2]10 
-:;¡\; (Bt 270 X .ii270]10 
+~ [Bt 272 X .ii272]10}· 

(b) ESQUEMA DE CLASIFICACIÓN PARA LAS FUNCIONES DE ONDA. 

En ésta sección, y 1- tre. que •iauen, em.plearmnom para el e-o SU(3) todo lo aprendido 
us&ndo el modelo SU(2) para I& parte de color. No.., exhiben los cálculos con el det&lle 
utilizado para SU(2) porque son c-i icWntic09 (lo que ea diatinto son 109 coeflciente8 de 
Clebmch-Gordan para SU(3) que van a aparecer en este e-o)¡ en vez de ello, enumeran 
la. remultado. aclarando en cada punto 1- diferenci- que pudieran cauaar confuai6n. 

Ahora el -uema de cluillcaci6n apropiado para los estados del H&1niltonÍano de 
la QCD va a estar caracterizado por la cadena de srupos 

U(24) ::i 0(24) ::i SUo(3) X SUs(2). (21) 

En el uWu:no tenor del capítulo anterior, laa representaciones de U(24) tienen 24 etique
t-¡ •in embar.o, a partir de operadore. boe6nicoe a6lo se pueden construir repreaenta
cionem cODlpleta.mente sim.'1ttric- para U(24), ta. que ae encuentran caracterizadaa por 
una sola etiqueta: (N]. Also semajante ocurre par& 0(24); aunque las repre...ntaciones 
de 0(24) tienen en aeneral 12 etiquet-, cuando aus representaciones son construidas 
a partir de operadorem b096nicoe solamente neceaitan una: v. Eate número v tiene el 
m.inno •iani&cado que en et c.-o anterior: cuenta el número de partícula. que tiene un 
estado del que no •e puede extraer un par de part{culaa acopladaa a color ~ = 1 y espín 
S =O. Al ir de 0(24) a SUo(3) x SUs(2) necesitamos un (ndice de multiplicidad, q, 
para tomar en cuenta la pomibilidad de que exiatan varioe e.tadoe caracterizados por los 
miam.09 númerc::. para 1- representacionee en el últhno pupo. Ahora viene algo nuevo; 
1- repnmentaciones de SUo(3) requieren de tres etiquetaa, (Y; I, Io), que denotan a 
la cro.r:no-Aipercazsa, el crozno-isoeapln y la proyección del crorno-isoeapfn, respectiva
znente. La. repreaentaciones de SUs(2) quedan caracterizadas por dos nú:m.ero, com.o 



Conma&adaree Ret.Yana.. 

antes: (S, So). De -ta manera, loe estadoe de la cadena (21) pueden caracterizarae 
mediante 

JN; v; (9), (Y; I, Io), (S, So)). 
Sin tomar en cuenta l<M (ndic- 9, (Y; I, Io), (SSo), este estado podelD09 ~ribirlo en 
el esquema de _....da cuantisac6n de la forma 

IN v) _ { 11~+u1n } t (l>t. l>t)IN-~lt• P. (bt)JO) 
- (R-.:Jll(N+l'+ii)H -' , 

donde el polinomio en operadore. de creación ••ti8Cace 

(1> • b) P.,(l>t)Jo) =O. 

E.ta m.i8ma ha.e puede 8er cl-iBcada en Urmincw de la cadena 
Sp(48) ::::> Sp(2) x 0(24) 

u 
0(2) 

N 

u 
SUo(3) X SUs(2) 

(22a) 

(221>) 

(23) 

L- rep.-entacion- de Sp(48) quedan caracteri•ad- por 24 etiquet-, aunque sólo 
-isten d<M i::ep.-entaci- fundamental• (MQ 71): <Cl)"4 ) Y ((f) Cl)U). La cl-ill
caci6n de 1- reprementacion- de dimen.i6n inllnita de Sp(2} •6lo nec-itan d<M etique
t-, (M, Mo) . La cl-Ulcacl6n de 1- rep,,_ntaciones de 0(24) procede como antes., 
Para claaillcar loe -tad<M de acuerdo a la cadena (23) consideramoa loe operadorá 

K+ :: t (l>t. 1>t), (24a) 

Ko = 1 (k +Y), (241>) 
K- = t (b • 6) , (24c) 

que cumplen 1- relacionem de conmutación 

(K+, K-] = -2Ko, 

[xo, K±] = ±K±; 
(25) 

definiendo -(un álgebra de Lie de Sp(2). La a.cci6n del operador Ko sobre loe estadoe 
de la base (22) es 

de manera que la acción 80bre el emt&do con N = " es 
KoJvv) =t (v + 12) Jvv) = MoJvv) . 

Luego, podemos cambiar 1- etiquet- de loe estad011 as(: 
v= 2M0 -12, 
N=2M-12. 

V loe •t..SO. en (22) p-.ien mcribine 

IMoM) = { (M'-J;;";'l"t\i!~o 1¡1}t (K+)"'-.vo JMoMo), 

(26) 

exactamente igual que en SU(2) (en realidad, la diferencia subsiste a través de (26)). 
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(e) CONMUTADORES RELEVANTES. 

Le. conmutadorea que.., deben evaluar para calcular el valor eaperado del Hamiltoniano 
•on lom mÍllDlOll que me obtuvieron para SU(2), 11610 que lom remul$...SO. van a dif'erir por 
una constante y una faae, como YereJD09 a continuaci6n. 

Para no cauaar confu.ionea: p09teriorea ea conveniente cambiar ta. etiquet- que 
hemo11 U8&do para caracterisar la8 reprementacionem de SU(3): · 

,\ = dün(I, Y, Io) --+ T, 
p = (Y, Io) --+ t ; 

i.e., vamom a caracterisar 1- repre11entaciones de SU{S) con 1aa miam.aa etiquet- utilisa
d- para el C&80 SU(2). Nuevamente, la doble 8um& para el producto de dom coeflciente8 
de Clebech-Gordan, ahora uno de SU(3) y otro de SU(2) , me repite con tal frecuencia 
que • c6a>oclo dellnir 

(A¡, p¡; A:lh PI J -\s, l's) "" e;: ;: ;: ) (•¡, na¡; •1, rn1 J.as, rns~ ; (27) 

me han denotado ,\ = (T, S) y p = (t, rn) . L .. relacionem de •ilnetria para ewt08. 
coeflcien- de Cleb.cb-Gordan seneralia...SO. 110n 

(-\1, P1; -'••PI 1-'s, l's) 
= e1(T1TsTs) (-1)••+~-.. (-\1, P1; A¡, 1'1 l -'s• l's) 
= es(T1T1Ts) (-1)••+.__._ (X¡,-µ¡; X1, -P2 I Xs, -Ps) 

= e1(T1T2Ts) (-1)••+••+-• ~ (-\1, µ¡; .Xs, -ps l .X2, -µ1) 

L- r._. e;. con ; = 1, 2, 3, aon dellnid.. por DeSwart (DeS 83). 

(28a) 
(286) 

(28c) 

En (12) y (13) - han definido¡.,. operador• st As, cA s. y SU8 relacione8 invenaa, 
respectivamente. Con la notación breve, dichaa relacionea pueden ·etacriblne 

s! A =~ e1(T) E (1, /.&¡; 1, PI 11. Ps) 6¡, 6!. , (2Ga) ,.,,.. 
B~ ="1 e1(T) E (1, p¡; 1, PI 11. Ps) 6,., 6,.,. (296) ,.,,.. 
e~ =~ e1(T) E (1, p¡; 1, 1'1 l l, Ps) 6t. ;;,.. . (29c) ,.,,.. 

Hemo11 definido 1 := (8, 1) y e;(88T) = e;(T). Lam relacione• invers"" son 

6¡, 6A2 = v'2 E e2(T) (1, ,..; 1, ,., 11. l's) st A. 
A,. . 

(30a) 
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TABLA m. Conmutado-. Importan-

[s!.s!,A'] = 6iu.• 6,._, - (-1)• e2(7") (1(82'8) 2.!2(-1)" l í• 
x E (2(7"') (l - ,.,..,.'IA"µ") wcx1,."1; u') e!=. ,,,..,.. . 

[C6·6), (6t-6tJ]=48+4.Ñ, 

((6·6),BJA] =-v'ü6,.,,6...,+4C!, 

[c6t. 6t), s!] =v'ii" 6,,.º6""' - c-1)"" e~ ... 

[e!. s!,A'] = -f1(T) (2(7") e1(8Ta)Vill' 

x E e2cT"> <,.,.,..,..,,. .. ,. .. > wc"'1""1; 1A'>s!:· • ....... 

[e!. s!:] =(1(T) €2(7") E1(82'8) (-1)" v'2ll' 
X E (2(T")(l - ,.,..,..,,. .. ,. .. ) W(lU"l; U') B!! • ........ 

[C6. 6)'". e!] = (-1)"2,. s~,. (6. 6)'"-1 , 

[C6t ·6t)'", e!]= -2n (6t .,,t)•sJA, 

[c6t. 6t), .Ñ] = -c6t: 6t>. 
[C6. 6), Ñ] = 2 (6. 6) . 

e•> 

(iaa) 

(ii6) 

(iie) 

(iiio) 

(iii6) 

(iva) 

(iv6) 

(ive) 

(ivd} 

(v) 
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TABLA ID ( Continuacióa) 

[s~. "b] = -(1(T) (1(T88) (-t)t' ~ i E<~,..1 - J3lla1) ba1 , 
m¡ 

[al". "ti]= e1(T) e.eras) (-1)11 *2i E<~,..1-J3lta1)bl.. 
m¡ 

EC-1>•[c:. s!!] =l. dim.(~) c,,t. ,,t>. ,. 

E[s~.al"]=dim.(~) {t+fiÑ}. ,. 

b,.1 b,.1 = V2 E (2(T) {1, 1-<1; 1, µz l l, µs) B~, ..... 
,,¡, ;;,., = V2 E (2(T) {1, 1-<1; 1, µz ¡ 1, µs) o:. ,.,. 

(via) 

(vib) 

(via1 

(viia1 

(30b) 

(30c) 

Con loe operadores _, deBnid09. y la notaci6n reducida que se ha adoptado, se obtienen 
1<>11 r ... ultad09 de la tabla m. Mú información llObre loe coeftcientes de Racah que se 
W1an en la tabla m aparece en el ap&idice N. 

(d) 2PERADORES TENSORIALES RESPECTO DE Sp(2). 

Nuevamente podelll09 IDoatrar que el operador de creación &t ae comporta couio la 
componente +l de un tensor irreducible de orden } bl\io transformaciones de Sp(2) • 
en tanto que el operador de aniquilaci6n b,. • lo hace como la componente -l . lo cual 

puede usarse para encontrar tensorea de orden mayor a j a. partir de bt y bµ • Deflniinos 
un tensor de orden 1 rempecto de Sp(2) como 

rll"' [bt x ats1•] 1º, (31a) 



0'1culo de Elem•nto• de Matrd G•nerale• &T 

(311>) 

lo nllam.o que en el ca.o SU(2) . El te11.110r de orden 2 tiene más diCerenci- con el 
definido para SU(2) : 

Tl(A) = [at l X at A] 1 o. (32a) 

Tl(A) = [at A X ol] 1 º + [at l X oA]1° 
+(-1).l (ohÁ+l6r1.Sso) (!Jt./Jt), (32/J) 

TJ(A) =~ { [at l X iiA] 1 º + [at .l X jjl]1 º 
+2 [el x cA]1º +2 [oA x ol] 1 º 

+/, Á (-1).l (k + 12) + .S.-1.Sso (2 k + 12) }- (32c:) 

En est- expreeionem, X = (2'. S) , donde 'r' e. la representación coujugada a T ¡ en 
tanto que (-1)-' = (-l)(Ta+lra)+s -1 eub(ndice H ee refiere al estado de 1'.11ÚÍD1o 
p.,..__ (O/. [DeS 83) ). 

Empleando el teorema de Wicner-Eckart para Sp(2), 

{M&M'ITJ'IMoM) = {MoM KQIM&M') {M&llTKllMo), (33) 
podemos evaluar l<>11 elementoe de 111&triz. Para calcular 1<>11 elemento. de matriz de H1 
utiliZ&ID09 

{N + 2Q, V= 3ITilN, V= O) (34) 

Para loa elcm.ent011 de matriz de H2 entre estad<>11 con antigüedad v = O usamos 

{N + 2Q, v = 01r,3 (Al IN, v =o) =<•·.i::::1 i~i.~rn {4ol [at A x at l]1 º10>. (35) 

Finalmente, para la. eatad011 con antiaüedad v = 3 se emplea 

{N + 2Q, V= 3IT.3 (A) IN, V= 3) 

_(y.,.111;2,Q 1 ~,AHQ) ....1.. (331 { [at .l X jj.l]1 O 
1y.,y;,,o y.,y) ,,,. 

+ 2 [cA x 0A] 10 +,.\ (-1).l ¡ (k + 12)} 133), 

(36) 

para el caao en que X = ~ . Na. hace Calta calcular la. elem.entc:>e de m.atria particulares 
que aparecen en lae ecuaciones (34), (35) y (38). El procedimiento ee el mioma que en el 
modelo SU(2) ¡ y 1011 reaultadOll que se obtienen ae m.ue9tran en la tabla IV. Final.m.ente. 
a6lo DOll resta evaluar la. coeficiente. de Clebach-Gordan para tener los elementos de 
111&tris aenerale.. 



.. 5. Ooact...-0 de Gluone• ea - Modelo SU(S) para la Pan.e d• Color 

TABLA IV. Elemento. de Matris Importante9 

A# (O, O). 

(N, s 1 [cA X cX]1 º1 N, S) = (-1)A {-h ~ (N -u +I (2S + 1) ~ F.a(T) { ! ! 
+ {~}l (N, s1 ( [atx x cA]1° + [atA x cX]1º) IN-2, s) 

- { 1U";.JllZ+8i} l (N, s1 [st A x at X] 1 º1 N - 4, s) . 

(N .. IBt 10 B 1 º INv) =a (N - v) (N + .. + 22) . 

(i•1 

(iia1 

(iv) 

(v), 

~}} 

(v•1 

(vi•1 

(N + 4, ., 1 B 1.º B 1 o1 N v) =a y'((N-2) (N+20)-.. ( .. +22) 1 X (N (N+22)-.. ( .. +22) 1. 
(ni•1 

(N + 2,., 1 at 10 0 10 1 N v) =a N..; (N+2) (N+u) .. ( .. +22). (iz) 
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(e) CÁLCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ GENERALES. 

Con la expresión cerrada para 1<>11 coetlclen- de Clebelch-Gordan de Sp(2), Ec. (4.21),. 
.., pueden calcular l,_ coetlcientea en (34), enc:ont.rúdOlle 

(8, M;t, +llY, M+I) = -{l !N+n>l:JnlJN+Ul }i • 

(8, M;t. +i IY. M+i} = -{1 1N+Wlf.t1HIN}i. 

(8, M; 1. -i 1 y, M -u = -{1 «N+::?a.w-31 } i . 
(8, M; l. -11 y, M-1) = -{l Nl"fi.U!j"j-•>}i 

(8, 8; t. +t 1 y, +Y> = -v'ff · 
Para 1<>11 coetlcien- que t.enezno9 en (35) obt.en-

(6, M; 2, +2 \ 6, M + 2) = { 1 IN+•KN-¡;].W',¡;tHN+Hl} i , 

(8, M; 2, +1\6, M+ 1) = {I IN"~/4m•>}i (N+ 13), 

(8, M; 2, 016, M> =1 NY'..swur. 
(6, 6; 2, 2 \ 8, 8) = .¡¡. 

Por últ.imo, loe coellcient.ea para (38) t.ienen loe valore. 

<y, M; 2, +2 I y, M + 2) = { 1 1N+111Nu~n~t::11N+n1} l 

<Y. M; 2, +1\y.M+1) = {I 1"{;Wfs~.vi} i (N + 13). 

<11. M; 2, º 111. M) =1 -,::.r:w·rr; 
('f, y; 2, o\ Jf, 'f) = v'ii. 

(3Ta) 

(371>) 

(STc) 

(3Td} 

(3Te)' 

(384) 

(38f>) 

(~8-?), 

(38d} 

(SO.) 

(39") 

(30c) 

(SOd) 

Swot.it.uimoe 1<>11 valorea de 1<>11 coellcient.,. en •1111 -ect.iv.a expresionm para obt.ener 
loe element.oe de mat.ria de 1<>11 operador .. que aparecen en el Bamiltoniano. De -a 
forrna •uatit.uyendo (3T) en (34), y ut.ilisando la ident.iftcaci6n (31), enc:ontramoe para 
loa operadore• en Hi. 1 .. •iaulent.. valore" emperadoa diatint .. de cero: 

(N+3, 3\ [r.t x ata, 1]1º\N, O)= Vft {IN+28}¡:;r.&1N+••>}i, 

(N + 1, 3\ [Bt a, 1. x ')1.0\N, O)= Vft {IN+U!,f.t1••IN}i • 

(N -1, 3 \ [r.t X áª• 1]1°\N, O)= víi { (N+1:.ww-»}l • 

(N - 3, 3 \ [r. X B 8• 1)
1 

O = víi { Nl';;:;}!f,-•l} l . 

(40..) 

(406) 

(40e) 

(40d) 



5. Coadenaado d• Gluonea •• un Modelo SU(S) para Ja Part.• d• Oolor 

Los demú valores de expectación que ae necesitan ae obtienen tomando el conjugado 
de e.t- expre11io11e9. 

No todos la. elementc:. de matriz entre emtadoe con antiaüedad .., = 3 de }09 

operadorem que aparecen en H2 pueden calcul&r8e tan. directamente; pero existe uno 
que •l. Recordando la dellnici6n (32a), la •umtituci6n de (38a) en (35) noe da 

{N + 4, o 1 [sP X at X]1 º1 N, O) =l (1 + !2(T)e2(:t'>) .¡¡; (-l)A 5.. 

A,¡. (1, O). 

El siguiente, que aparece en (32b), ae calcula u.ando el resultado 

{N + 2, O 1 (•t x •t) 1 N, O) =y'(N+:a)(N+:w), 

(41) 

que - obtiene directamente de la deflnici6n de 109 -tad09, y •umtit.uyendo (38b) en (35b) 

{N+2, 011 ( [at Ax cX] 1 º + [at x x cA] 1 º) IN, o) 

=j, (-l)AJ.. y'(N+:a)(N+2•) { t (1 + !2(T) !2(t)) 

x/,(N+13).-t}, A'i'(l,O). (42) 

Y podem.oe agregar para. tener la liata completa el reeultado previamente obtenido 

{N, Oi [at Ax jjl)1º¡N, O) =..Ja (-l)A 5..N(N-2), A 'i' (1, O). (43) 

Conmiderando la forma expllcit.a de la parte Ha del Hamiltoniano, V<!m09 que no nece
aitamom tod09 109 elemen- de mmtria obtenid09 en (41), (42) y (43), •ino molamente 
109 e- particularem 

(N + 4, o 1 [at 82 1 X Bt s. 11
1 º1 N, O) =• { (NHllN+2)w+Hl!N+2•l} l , 

{N + 2, o 1 [at 82 1X0821J1 º¡N, O)=• N {!N+21J.f+2•l}l 
{N, O 1[stS. 1 xjjS. 1]1º1N, O) =4 N(N - 2), 

<:ir. 01[at 10 x jj10]1 ºIN, o) =aNCN + 22), 
{N, OI [at 12 x B 12]1º1N, O) =¿N(N -2), 

{N, O I [st 81 o x jj81º]1 ºi N, O) ,,,; -,.t.L N(N - 2) , 
{N, OI [st 8 • o x B 810]1º1N, O)=-~ N(N-2), 
{N, O I [st 27 º x jj27 ºJ1º1N, O) =4N(N -2), 
{N, Oi [st 272 x jj272]1º1N, O) =~N(N -2). 

(44a) 

(44'1) 

(44c) 

(44d) 

(44c) 

(441) 

(4411) 

(44h) 
(44i) 
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En e.ta liata aparece el resultado (44d) encontrado en la aecci6n anterior. A est~ 
expreaione• debeZD09 aares:ar laa que se obtienen al tomar •u coJ\iuaado. 

Para el caao de loe valorea esperadoe de loe opera.dore. que aparecen en H2 eD.tre 
estad°'" con antigüedad v = 3, el "1pbra es mú enaorroaa. Recordando (32a) ·a1 
•uatituir (39a) en (38) reeulta 

(N+4, 31 [at A X at X] 1 º1N, 3) 

=di, v'I (N+1)(N-1)(N+29)(N+27) A(>.), 

donde ae ha definido la cantidad 

A(>.) ""'J/j (-l)A i { 6 6r-., 6•o + 1 +/. F,(T) { ~ 
Cuando >. =(Ba, 1) .... utta 

(N + 4, 3 I [at •• 1 X at •• 1] 1 º1 N, 3) 

=-d. v'I (N+1)(N-1)(N+n)(N+27) • 

Con (32b), al reemplazar (39b) en (38) ae encuentra 

1 
1 

(N + 2, 3 I T.?1 (>.) IN, 3) =di,va(N-1)(N+27) (N + 13) A(>.), 

Usando eata expreaión y la iaualdad 

(N + 2, 3 I (6t • 6t) 1 N, 3) =y(N 1j(N+27), 

puede hallane eata otra relaci6n: 

~N+2, 31 l ([at A X cl]
1 º + [at X X cA]

1 º) IN, 3) 

(45) 

f}}· (48) 

(47) 

>. ,¡. (1 O). 

=Ja y(N 1)(N+:17) { ._.19 A(>.) (N + 13) - 20 (-l)A i} , >. ,¡. (1, O). (48) 

Y cuando A =(Sz, 1) ae tiene 

(N + 2, 3 I [at 8• 1 X e•• 1]1 º1 N, 3) ="8 "'" (N-1)(N+27) (3N + 7). (49) 

Sustituyendo ahora (3gc) en (38) hallamoe 

(N, 3 ITt(>.) 1 N, 3) 3NIN·¡:.;1+•37 A(>.). . >. ,¡. (1, O). (50) 

Por otra parte, con l011 reaultadOll (45) y (48) podem011 encontrar a partir del elemento 
de matria (IV.be) el •iauiente: 

{N, 3 I (cA X c.\]1 º1 N, 3) =Q { N(N + 24) + 159} A(>.) 

- (-l)A { i\ i +~ 6ro, 6ao} , >. #- (1, O). (51) 



5. Coade .. ado de Gluonee •• un Modelo SU(S} para la Parte de Oolor 

Con l011 rmultad011 (liO) 7 (51), deapotiando [af A x iP]1° en la ecuación (32c) obtene-
IDOOI 

(N, S 1 [at 8• 1 x .Él .. 1]1 6 1 N, S) =""71 { 3N2 + 8N + 141} 

(N, s 1 [at 1 0 x a 1 0 ]1 º1 N, 3) =a { N 2 + 22N - 75} • 

(N, SI [af 12 x á 12J1 º1 N, S) =~ { N 2 -8N - sog} , 
(N, 31 [af •• o X a•• 0 ]

1 º1N, 3) = -~ { 7N2 +8N-87}, 

(N, 3 I [at •• 2 X a•• 2]1 º1 N, 3) = -¡¡f.;.¡¡ { 11N2 - 56N + 69} • 

(N, s 1 [af 2T o X arr 0 ]1 º1 N, S) =~ { N 2 - fJN +o} • 

(N, s 1 [at 2T 2 X .fl2T 2]1 º1 N, 3) =~ { 19N2 - 24N + 99} • 

Y 8.nalmente, haciendo ,..., de !& m<premi6n expHcit& de H2 rmulta 

(N, s 1 Ha 1 N, 3) =.k "ª { 9N2 + 88N + 78} • 

en donde 

(C) RBSULTADOS PARA EL <;:ONDENSADO DE GLUONES SU(3). 

(52a) 

(52b) 

(52c) 

(52d) 

(52e) 

(52f) 

(5211) 

(53) 

Como en el ca.o SU(2), y por 1- uüa~ raaonem, me propone como aoluci&n una 
auperpomici6n de emtadom con una di.Rribuci6n aauaaiana aobre el número de part(culaa: 

+ao (2 .. -ro>2 I•> =E.,- • 12 ... O) 
-o 

+oo C2 .. +1-Ng)2 

+E" ·' 12 .. +1, a) (54) ·-· 
w,,=~. (55) 

· con re.pecto a la. par6znetroa No y a, JDediante un programa al que al.inient&D10S 
COll lOll Yalon. de expectación calculadOll en!& mección anterior. La. valores de dicho• 
par6met..,. re.ult&roll isu&le. & la. del modelo SU(2). 



Re.~~~oe para el Condenaado de Gh•o•- SU(3) 9S 

En la figura V se muestra la dependencia de la enersfa total EToe/w11 eli la constanté' 
de la intéracci6n fuerte 11, y 11e compara con loe rem:ultadoe obtenidos para SU(2). Para 
SU(3) , el intervalo de valorea que permiten la exütencia de un Condenaado de Gluones 
con una energía menor que la del va.cío perturbativo es de 

3.4 .s,,:;; 21.8 • (158a) 

En términos de la constan.te ª• = 112 /4w , eato correaponde a 

(liGb) 

En el valor mínimo, la teoría ntá en el mismo intervalo que otroe .modela. [Han+ 82, 
Shu 84]. Lo que re9Ulta sorprendente ai que el uúnimo para a.mb- curvas eat'- ap~ 
ximadam.ente en el .miemo valor. Sin embarco, la curva para SU(3) correaponde·a:un 
potencial mú atractivo. 

Exiate un raiultado independiente del znodelo uaado: exüte un -tado coa·..,..,...fa · 
aJeaor que la del vacfo pe.rturbatit'O de la QCD. Para obtener un lúnite •uperlor para· 
la enersía mínima del •iatema puede calcularme el valor -perado del Hamiltoniano con 
respecto a una (unción de prueba; la función de prueba no necemita apraximar8e a la · 
función que deacribe el eatado baae correctamente, puede aer cualquiera; •in embarco, 
si no ea elesida apropiadamente, la enerafa ser' pomitiva. En e.te modelo hemoe elesido 
como b- la del Modelo de la Bolsa de MIT, y conmiderado únicamente el e.tado orbital· 
mú b~o (sluonem M -1 ); como r-ultado de la función de onda elesida, la única parte. 
del Hamiltoniano que contribuye e. la que helDOll COD9iderado e•- contribucionm de 
otroe gluonm, y de loe quarb y loe antiquark• se cancelan). En reaumen, la figura IV 
noe da una cota •uperior para la ener8f& del e.tado b .. e de la QCD. - · 

Si tollJ&DJ09 mú -riamente el :modelo y decimos que demcribe al -tado ba.e real 
de la QCD encontr&IDOll inmediatau:aente contradiccionem con .modeloe que h .. ta ahora. 
han servido para demcribir la renomenoloaía hadrónica de manera correcta (Shu 84). 
El mínimo de la curva en la ftpra IV e•t'- en f1 = 12.li (correspondiente a ª• =. 
12.4), lo cual e. demaeiado intenao. Aunque el valor de la conatante de interacción 
fuerte no es realista, puede re.ultar interesante calcular el valor del Condensado. de 
Gluoaem (Shi-t 79] 

(li7) 

empleando loa mis.moa argumenta. que en la referencia (Han+ 82]. En dicho artículo 
e.te valor es calculado e.timando el valor espera.do del operadorª• : F;.,F~"' : con· 
respecto a la función de prueba, y deepuém promediando aobre el volutnen de la celda¡ 
i.e . ., 

(li8) 

en donde 



5. Conden•ado de Gluonea en un Modelo 8U(3} para la Par&• de Color 

El .... uJtado flnal de (58) -

.F ""~ °'• { ('IP' f 4 (H1 + H2) 1•>+2 <• I (b • b) (6t • 6t) 1•>} . (llO) 

Ee intere11ante aeñalar que la principal contribuci6n al valor del Condenaado Gluó.uico 
proviene del 11el(UDdo tbinino. Para R = 5 Get1-1 ("" 1 frn) y g = 12.5, re9ulta 

F "" 0.10 Gev'. 

Eate ea un valor do. a trea vecm m.ú grande que el valor de 0.04 GeV4 obtenido con la. 
R.esl .. de Suma (Shi+ 7D, Shu 84]. Lles&J:D08, pues, a la conclusión de que el valor del 
Coadeaa.do Gluónico .,. deuuuoiado srande, lo que conflrma que el valor ti = 12.5 no -
realina. Sin embarco, podemo9 ·pena&r que la introducción de p- quark-antiquark 
en la función de prueba puede tener una contribución adicional en la enersfa de forma 
tal que el mlnimo ae recorra a Y&lore9 menore. para fl· En e.te c.-o obtendreu'.I09 una 
curva por dehltjo de 1- lll09trad- en IV. Si auponemom, lo que de nincuna manera 
e9t4 Junlftcado, que la contribución de W. sluon- a la eners(a pennanece mú o menoa 
ipal, podemo9 -timar el Yalor del COZJdea.ado Gludnico a Yalore. mú pequeñOll de g 
de loa -ltadoa obtenldOll; e.a., para g = 3.5 ( °'• "" 1 ) ae obtiene F "" 0.010, lo cual 
.. t4 en el intervalo d-.do. 

Por último, podem<>11 .. timar la den•idad de energ(a mediante la flaura V multi
plicando Mta por w• . E.te ~ltado noa da una e8timaci6n para la COD8tante de la 

boma a ( C/. (Han+ 82] ). Para g = 12.5 y R = 5 GeV-1 8e obtiene al "" lllO MeV; 
y para ti = 3.5 ae encuentra al "" llO MeV. El hecho de que en f/ = 3.5 el Yalor 
de al mea muy pequeño re~a que nu..tra eatimaci6n da una cota mú.ima para la 
enerala; a.e., una cota IDÍDim.a para al. En la referencia (Shu 84] .. afirma que el valor 
de la conatante del Modelo de la Doma de MIT puede 8er menor que la denaidad de 
eners(a del vacío; en .. te art(culo, ShUJ'J'ak arl(lllllCDt& que dentro de la boma de un 
hadr6n no existe aólo el vac(o perturbativo •ino tambi~n un Condenaado de Gluones 
con una denaidad de energ{a menor. En eate e-o, el valor de B en el Modelo de MIT 
e11 la dif'erencia de la densidad de eneq{a en el interior y en el exterior de la bolsa. Si 
Sto e9 correcto nuestra estÍDlaci6n anterior ea aún mú pequeña en comparación con 
el valor verdadero. Obvialll.ente alg.; no eatá bien en el modelo, y podemos: creer que 
ea la ausencia de la contribuci6n de parea quark-a.ntiquarlr.. 

Hana90n, .Johwlon y Peteraon, [Han+ 82), indican un m.t6todo para estabilizar la 
bolaa utilizando para ello una conataaCe de acoplaznie.oto variable, 

or.(R) =lp {In (1 +idJ...) }-l , A= 200MeV. (61) 

Para diatanciaa pequeñas R, la conatante de acopl&UJ.iento tiende a cero, lo que refleja 
la libertad -int6tica. Cuando R -+ +oo, tambi~ ª• -+ +oo, lo cual es conais
tente con la propiedad de conflnan:üento. Tomar la constante de acoplamiento variable, 



aflrman loe autor.- de. {Han+ 82], e. equivalente a tomar en cuenta la interacción de 
la. sluon.,. con el· medio, el cual inclu7e sluonet1 J' parea qu ... k-antiqu ... :i. vh'tuales. · 
Aunque la libertad -int6tica J' la propiedad de conlbuuniento entran en el mod..Ío 
m.ediante una par&JDetriaaci6n de la constante de acoplamiento, se tiene la ventm.ja de 
una emtabilisaci6n din"°11ca de la bolsa, en tanto que en el cüculo anterior ae •upu90 
que el radio de la bobia podía -tabilizane ain explic ... el procemo znediante el cual ae 
lograba (Nachtmann y Reiter hablan de una poaibilldad, (NR 84]). 

Invirtiendo la ecuaci6n (81), expreaando R en thmin<>11 de g, r...ulta 

(82) 

Si, por ~em.plo, tomamoe n = 1 en e.ta ecuación, me obtiene un mfnimo para la ener•la 
en g = 5.5 (a = 2.4, R = S fm) , el cual - mucho ~or que el que obtuvlmoa en 
la lisura V, pero aún un poco srande. Para el Coadenaedo Gludmco ae tiene el -sor 
F = 0.0003 Gev•; y para la conatante de la bable, si ""'42 MeV. El valor para si 
ea aún demulado pequeño, pero concuerda en el orden de masnltud con 1- -io,
obtenida. en la ref'erencla [Han+ 82). El valor de si J' el del CoadeJU1ado Gludaico 
puede hac- mú srande uaando un valor ~r para A(•·•·• para A= 300 MeV 
obtenema. F = 0.0015 Gev• J' si = 83 MeV); o un Talor ~r de .. (•·•·· para 
.. = 1.5 y A = 200 MeV - encuentra F = 0.005 Gev• J' si = 84 MeV ). 
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CONCLUSIONES 

En ate trabeJo se presentó un procedimiento para eatimar la estructura del estado 
baae de la QCD y la eners(a del miamo mediante un método n<>-perturbativo. PrÍIDero 
.., adoptó la •implitlcaci6n de un srupo SU(2) para la parte de color ya que aún _, 
el problema preaenta tod- 1- caracteriatic- de una teoría no-abeliana. Se propWK> 
un estado de prueba para el vacío, y se 9¡juataron SWI parámetros para m.inimizar la 
ener.ra. Con la experiencia obtenida, ee conaideró deepu& el e-o SU(3) para la parte 
de color. 

El reaultado mú importante que ae obtuvo, tanto para el modelo SU(2) como 
para el modelo SU(3), f'ue la demomtrac:i6n de la exiatencia de un -tado con ener.ra 
menor que la del vac(o perturbativo. 

El modelo que - utill.86 - aimilar al propu-to por Hanaaon et al (la diferencia re
side en que el empleo del e.quema de interacción en nuedro ca.o, •implUlca la. c6lculom 
notablemente)¡ en 61 ae conaidera excluaiY&IDeJlte al campo de loa •luonea conflnado en 
una cavidad -r6rica -debido a Ja lntenaldad de Ja interacción •lu6n-•lu6n no tomamoa 
sluonem libl'e9 •ino coahacfcw a un volum.ea. en el mpacio--, 7 - WI& la aprc:admación 
de un nivel -i.e., 11e •upone que toda. Jom cluone8 t!8tán 7'& condenaad.09 en el eata.do 
orbital de enersfa mú b-.ja cuando la interacción entre ella. no exiate--. 

Si&uiendo IOll raaonamien- del trab-,jo reaulta claro que loa aluo~ E -1 no pueden 
formar un condensado de sluonee interactuantem que repre.ente al eatado del vac(o. Lo. 
sluonN € -1 tienen paridad nesativa¡ por lo tanto, no podelll09 mesclar e.tadoe con un 
nÚJDero par de part(cul- y con aquellom que contienen un nlimero impar¡ pero t§sto em 
nece.ario para que H1, ta parte atractiva del Ham.iltoniano responaable de la Cormaci6n 
de un mínimo de la enersf'a por deb~o del Ya.CÍO perturbativo, contribuya. Entonces, 
cuando la Naturaleza elija el estado znú baJo por debmjo del vacío perturbativo, tiene 
que tolil&I' aluonee M-1. Si ae toman en cuenta moda. con mo111ento anaular mú alto, 
como pa.een una enersfa mayor debe espera.ne que aUDlenten la enersfa del condensado. 

Para el modelo SU(2) en Ja parte de color, ae moatró que el condenaado de aluon
puede conaistir del •luonea M-1 de paridad poaitiva co010 eatado baae de la QCD, 
aunque el intervalo de valores peruútidoe para la corustante de acoplam.iento son 

3.4;;; °'•;;; 30. 

Tanto e.te intervalo de variación, y deade luesu el mínimo absoluto correepondiente a 
ª• = 13.4 , aon muy poco realistas, lo cual no reaulta extraño porque la parte de color 



911 Conclu•ionem 

tenía una simetría de Nornia. SU(2). Se pensó entonces que la conaideración de un 
grupo de Norma SU(3) ciu:nbiarfa las COllaa. 

En el xnodelo SU(3) para la parte de color loa valores permitidos para la constante 
de acopla.miento caayeron en un intervalo mú amplio, 

0.9Sa.S3T.8, 

cuyo extremo inferior est' dentro del intervalo de valores considerad09 por otroa autores 
lShu 85]. Sin em.barao, el ~nim.o abaoluto, º• :::=' 12.4, sigue siendo muy poco realista. 
El valor calculado para el Condensado Glu6nico, 

F=0.10GeV4 , 

ea doe a. tres veces rnú arande que el extrafdo de lu regl- de su111& de la QCD. 

Puede auponerme que la introducci6n de parea quark-antiquark en la función de 
prueba tiene una contribución adicional en la enersfa de forma tal que el mínimo 
se recorra a valorea m.enol'e9 para g. ltato puede •uceder porque el Hamiltoniano de 
interacción de quark•antiquarka y sluone8 ea atractivo y, en principio, tambih lo puede 
ser en el modelo (O/., 11eecl6n &.f). 

Una vea incluidoe la. parea quark-antiquark en el modelo, se tiene la poeibilidad 
de conatruir e.ta.da. para de.cribir a to. ~nea, a loe barionea, a bol .. de •luonea ' 
(•lueb.U.) .,, a •iatemaa - que •luon- y quarkm-antlquark• - acoplen a un •insulete 
de color (Jurbrim); todo, claro -tL. para lcMI e8tadoe excitad<>11 mú b~°" en eners(a. 
ExU.te -iuú•mo la pOllibilidad de describir directamente la estructura de un nucleón; 
recienteuiente Glasek (Glasek 88] ha 11Uprldo que el e9tado del nucle6n puede describine 
COIDO 

Los operadores q t, f't y g t denotan opera.dore. de creación de quark.s, antiquarks Y· 
gluonea, rempect:ivamente¡ mientr- que 1 O) , el e•tado de vacío fiaico --el vacío no
perturbativo-. 

Puede intenta.rae la construcción de una base coUJpleta para el Hamiltoniano que 
contiene sólo sluones M-1; diagonalizar el Ha.nilltonia.no en esta base, para encontrar 
eJ mtado bAMe en e.te JDOdelo. 
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A"4..-A 

Demostración del Teorema de Nother 

En este apéndice voy a 11eguir la derivación del Teorema que aparece en (Hoj 77]. 

Co.nsideremoe un aistem.a descrito por la densidad lagrangiana 

La ,,...iaci6n de 1 .. coordenada. •'' dada como 

,..,. "'""" + 6z". 

Se defl.ne la variación total de loe camp09 y aua derivad .. por 

1P19(.:z:') E p'(.z:) + 6p0(.z:), 

a,.p'º(.:z:') "'a,.pº(.z:) + 6 (a,.pº(.z:>). 

La variación de la acción que inducen ea 

68 = fw J:. (:z!,p'º,a'"p'º) <l'z' - JR J:. (:e, pº, a"pº) d':z. 

Obaervemoa 

d,.IP
10(:c1

) =a!,. {1Pº(:z) +6pº(.z:)} 

""' ( 6 ., ...:_ ~) B¡pº(:z:) 86pº(:c) 
,. B.z:I' B:c" + Bz,. ' 

despreciando t~rminoe cuadrática. en 1- variaciones. Esta relación puede escribirse 

Por tanto, heuioa encontrado 
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Debido a esta particularidad, resulta conveniente introducir variaciones Jocalea~ deflni
daa .. i: 

6•1P"(z) ""IP'"(z) -11>"(z), 
6.a,.IPi(z) s B,.11>',¡(z) -a,.IP"(z). 

La relación entre 1- variacionem totalea y localm e. 

6v>' = 6•'P' + ( a1&P') ¡;~ , 
6 (a,.11>") = 6. (a,.11>") + (a:.,11>") 6z". 

Para que el valor nun:M6rico de la acción no 'Varíe, se define la nueva den.eidad 
Jacranaeana .C.' como 

(1) 

Se de8nen como i:ransf"ormaciones de sü:netr/a a aq~ll- que dtüan. 1- ecuacionee 
del movimiento invariante. de forma; á.e., que 

Entoncea debemo11 tener 

.C. (s, IP,¡, a,.11>•) d'z = .C.(•: + 6z, 11>" + 611>", a,.,.,.• + 6 (a,.,.,.•)) d' z' 

+ d~ .. (60")"'"". 

(2) 

(3) 

Y como la relación entre lom elem.entoe de volUIDen, a primer orden en 1- variaciones, -
obtenem.om que la condición para que la tranaron:nación sea de simetría. es 

{ a . a ( º) a a6x"} d 6x" ª"'" + 6<p'¡¡;;i + 6 a,.11>' aa,.'P• + ª"'" .c. = - dx" (60"). 

La condición de que el valor nu.UM§rico de la acción no var(e puede reescribirse com.o 

6S +IR d~ (60") .et .. = o. (4) 
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Para la variación de la acción ae tiene 

6S = /R{(..C + :;,.6zl" + :;. (6•'Pº + (a,.'Pº) 6.z") 

+a c::'P') (6. (a ... 'P') + (a~,.'P') 6z1")] ( 1 + ~::) - /! }tl4.z 

/, { B6.z" (al! ( ') al! ( 2 ') al! ) 
= R I! ª"'" + 6.z" ª"'" + a,.'P iiv;; + a.,,.'P a ( a.,'P•) 

BJ! t ' .• B/! 6 e~ ')}"" + arp•ª·~ +a (a,.rp•) • ..,,.tp a-:z:. 

Sin embarao, la •icuiente i&ualdad eximte: 

BI! ( ') d [ éJ/! '] , d ( al! ) a ( a,.'P') 6• a,.'P = d,.,,. a ( a,.'P•) 6•'P - 6º'P d,.,,. a ( a,.'P•) · 
Por to tanto, la variaci6n de la a.:ci6n ee vuelve 

65 =IR {d: .. [ /!6.z" + ª c::'P·> 6.<p·] 

+ [:;.- d: .. (ac::'P•))] 6•'P'}tl4,., 

= 111 { d:,. [.c6.z" +a c::'P•) (6'Pº - (a ... 'P') 6.z"')]} d'.z, 

donde en la última isualdad helD09 utilisado 1- ecuaciones de Euler-LacranKe, y la 
relación ent.re variacionem tata.le. y locale.. 

Introduciendo eete resultado en la expre.i6n (4), y recordando que la región Res 
arbitraria, re.ulta 

d [(1!6" BI! a •) 6 ... al! 6 ' 60"] - o d.:z:I' ... - a (a,.'P•) v'P .:z: +a (a,.'P•) 'P + - . 

De donde i.nf'erimoe que la corriente conaervada para la transfon:na.ci6n de aimetría dada 

J ,. - (.c.6" al! a •) 6 " BI! 6 ' 60" = ... - ( ") .,<p .z + ( •) 'P + . a a,.'P• a a,.'P• 

La caraa conaervada para la corriente anterior ae encuentra intearando a,.JP. = O 
en el e.pacio, aplicando la Ley de Gauu, y suponiendo que los ca.nipa. y su derivad-



.., anulan en la r ...... -. del volumen conaiderado. De -· forma remulta que la carga 

d d J. ;¡¡O = ;¡¡ v Jo(:z:) =o. 



A9'-.,.B 

Tenaor de Energía-Momento Simétrico 

Seauiri el tratamiento de Gupta [Gup TT). 

Si deaea.m.o. encontrar un tenaor de enercía-xnomento que sea ailll.átrico y que .e 
conserve, debem.<>11 elesirlo de la [ol"lll& 

r- = S"" + a,,.1"-. 
con /"""' = -1-" (vem<>11 que -ta condición implica inmediataDM!nte que a,.T"" = O). 
De pedir que -te nuevo tenmor .ea •ltnatrieo obten_,. 

s-+aa1,,_ = s.,,.+a"'f-,,.; 
o-a, 

Para encontrar el valor de eata diferencia, YaDJ.09 a cotwiderar una tran.efonnaci6n 
intlniteaimal de Lorents: 

L- ecuacionem de Euler-Lapange na. dicen 

( a¡; ) , ( al! ) 
liv> ~ - liv> a,. 8 (a,."'') =o 

(o~ que el c11111blo de notación respecto de (I.a.23) introducido aqu( no cauaa 
confuaionea). Lueao, 

·(ª¡;) ( al! ·) ( al! ) -liv>' ~ - a,. a (a,.v>') 6v>' + a (a,.v>') a,.(6v>') =o. 

Por otra parte, conocemc:- 1<>11 •ipient~ resultado-.: 

6(8,.v>º) = (6a,.)v>ª + a,.(6v>ª), 
6a,. = w-a". y 

( al!) ' ( a¡; ) ' 61! = ~ 6v> + a (a,."'•) 6(a,.""') =o, 
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donde Ja últi111& igualdad se da porque /!, e. invariante ante tr&ru1Cormaciones de Lorentz. 

Por tanto, (1) puede reescribir.e 

a { a.c. 6 •} (a" º) a.c. - ,. a(a,.1<>•) IP _..,_ IP a(a,.1<>•) =O; 
o, utilisando la antiaü:netria de w,,_.,, 

i { . a.c. . a.c. l { a.c. ·} _2..,_ 8"1<>ª ( º) - a"IPª ( º) J =a,. ( ') 61<>ª a a,..IP• a a,.1<>• a a,.1<>• 

Ahora, •i el comportamiento del campo 'P' ante la tranatonuaci6n es 
. 1 . . . &p• = ¡w,...,p•_., PP., = -p:,_,_ , 

obtenema9, una ves eliminado el factor w,.,, arbitrario, 

(a- º) a.c. _ca" '> a.c. _a { a.c. ;,..,} 
IP a (a .. 1<>•) IP a (a,.1<>•) - .. a (a .. 1<>•) IP · 

De •ta expre9i6n ...,.ulta que podemoe elep 
a.c. . • Q,.., = a { aop•) 'P:, ... = ,,,,,.Cll - f,.,,,,.. 

Ea simple illYertir e.ta ecuación, obteni6ncL::.e 

.1 .. ,. .. = -je.,,..;-.. + .,,.. .. ,. - ., .. ,. ... > . 

Para el caznpo elect~tico, 7 cualquier campo vectorial real, 

6A" = ~w .. ¡11(r A" - g-" Aª); 

Por tanto me tietae 
_ éJ.C. .l ( .l A ) ., .. ,.,..- a(aaAA)A,.,,=-FaA 6,.A.,-6,..A,. 

y de aquí - rácil encontrar .1 .. ,. .. : . 
.1 .. ,.,.. = A,.F,.,... 

Entoncea, la expre.icSn para. el ten11e>r de energ{a-DlO:inento aúnétrico es 

T- = F''ª(a" Ao) - .,-.c.+ éJ0 (F"'"A") 
- F"'" F. ., + !.,,.,.. Fº" F. - .. 4 oifl• 



A .. ..- e 
Rela.ci6n de Complete• para. Campo• 
Tranaveraoa 

En este apéndice deaeamoe encontrar el an'1ogo de la relación de completez (EG 76] 

~· { u!(Zlu!'CZ') + u~(Z')u:,•(2!)} = 6"'6l9>(z - Z'), 

cuando la auma me realisa 11nic&1DeDte aobre 1aa componente. tranavenalea. 

Para encontrar la relación de completes para componente. tranmveraalfl9 podelD09 
utllisar cualquier cOl\luntO completo; por ejemplo, poclemo. 1111ar ond- plan-. En eate 
cuo, tomamoa el ccmJunto de -lucionm 

ti"¡.\(S) = L-ªlas-¡.\é¡·•. 

El mdice ~ denota el eatado de polarillaci6n de la onda truurve-al, 7 puede tomar 
doe valoreei ademú, 1- funcionea han aido normalizadaa a una periodicidad sobre un 
vohunen Lª. 

j d8,.ü(,.\,(Z) · u¡-.\(S) = 6¡-¡-,6.\.\'. 

Lueao, la •uma. que emt&m.09 internada. en. evaluar e. en e.te caao 

:E'E { (uh(Zl)• ("Í;-'(%')) 1 + ("Í;-'(Z>). (uh(.%')) 1} 
¡ .\ . =vL: E (c"').(c"'),{e••·C''-->+.,-i'·C•'-•>}. 

¡ -'=1,2 

La prima en la •UDl.& indica puede indicar en emte caao: ks 2: O . 

(1) 

Podel:D09 realizar la auma sobre 1- polarizaciones ai conaid.eram.cm una tr(ada de 
vectorem unitarl09 mutuamente ortasonale•, tal que el tercer miembro de ella e.~ a lo 
tarso del vector ié, el cual vam.o. a denotar por 

g¡s = ¡~¡¡, 
en tanto que lom otra. dom miembrom to. denotaremos por 

€¡1' €'¡2. 

10T 

-
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{ ii'¡; A} A~l, 2, S 

forma una b- eomplet.a para el espacio tridim.enaional, resulta 

s 
E (ch)• (ch)¡= E (ch)• (c;;A) 1 - (ch)• (c;;.) 1 

.A==1,2: A=1 

"•"' =6•1-102-

A•(, p- la •uma en (1) obtenemom 

~'2:: (1 .. -~) {éli-( .. -•) + .,-••·( .. -->} 
Ji 

i E (1 i a w.) .,.,-<.,-•> =u, .. - .... , -
(2) 

En el últbno puo heDIOll quitado la "8tricci6n al hemimferio ks > O en la •uma 80bre 
fC, abmorbiendo de_,.. manera la exponencial que involucraba (.=fC). La primer llUID& 

en (2) puede identiftcmwe •ln dillcultad cuando el volumen de periodicidad tiende a 
+oo: 

en tanto que la ..._da puede eval..- obmerv&Ddo 

'(Js PE Ít"''·C.,-•l -+ -•..-1<•l (z _ 2!') . 
¡ 

De manera que la •um& en c-tl6n p..de identillcarae como la función de Green para 
la ecuación. de Polmon; o M&, 

,,. ~ 1 •li·("'--> 1 v.r¡¡w• -1z-zr1· 

De emta forma, encontramo11 como remultado ftnal para (2): 



A.,..._D 

Condicione• de Frontera. aobre la.a Solucione• 
de la. Ecuación de Onda. 

En el modelo de la Bola& de MIT. ae propone una lagranghm.a efectiva de la. forDl& 

.C'{z) = (.C(z) - B(z)) •(.R - r), 
aiendo B una coa.tante que repreaent& la presión externa. aplicada al sistema para 
ccndlaarlo a una ea(era de radio .R [Cho+7S). 

L- ecuacione8 de Euler-Laaranae para la lacransiana n09 dan com.o resultado 

[a,. { t.C ) } - aªA" .. ] •(R - r) + (a.e ) a,.l(R - r) = o. a a,.A: • a a,.A: 

Loo Üftnin09 que aparecen entre corchetes 90n 1- ecuacionea de Euler-Lacranae 
para la laaran&iana normal, y la (unci6n de HeavU.lde que aparece multiplic'-ndol.,. 
indica que - tienen que anular en el interior de la esfera. 

El •lpitlcado del otro t6nnlno re8ulta evidente al calculamoa 

a,.•(.R - r) = (O; -lo':.° 6(.R - r)) . 

Ve!D09 que, por la delta de Dirac que aparece m.ultiplic6.ndolo, ae debe anular en la 
aupertlele de la ... rer., dicifndon.,. qu6 condicionea de frontera deben •atmacer loa 
cam-. De donde r...ulta que en la frontera de la eafera 

F:.,n~ =O. 

En la Norma de Weyl en- condiciones se traducen en 

Ea·A =O, 

B. X A= O. 

Una mirada a la.11 ecuaciones (2.11) nos convence de que 1- condicione9 de con
torno no llOD fK.ilea de imponer aobre 1- eoluciqna. Sin embargo, ai hacelll09 uso del 
eaquema. de interacción podemoe: eaarimlr que tu condicionem •obre 1- soluciones aon 
1- mia- aólo que en 109 camp09 (2.11) debemoe poner g =O. Entonces, 6at- seré 
lu condicione. de frontera que im.ponchem.om eobre 1- eoluciones de la ecuación de 
onda. 
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A-.4Mie&E 

Coeficiente• de Cleb•ch-Gordan Carte•ia.no• 

De 1aa tablaa para Je. coellcientem de Cleb.ch-Gordan cart-iana. vemom que lOll 
únicoe coeficiente. de la f"orma 

diatintOll de cero - 1 
(11; lS)l :i: 1} = :i:¡, 

á 
(12; lS)l :i: 1} = :¡:2, 

á 
(11; 12)10} = 2. 

Ahora utilis.....,. la relación 

(16; lc:)la} = u..:,.(16; lc:)lrn1). 

La cual -pUcit ........ t• - ...., 

(16; lc:)la) = u+•1 .(16; lc:)l + 1} + u0 :.(16; lc:llO} + u_•1 .(16; lc:)l -1}. 

En el c..., • = 1, obtenfllDOll 

á 
(16; le)ll) = v'2 {(16; lc:)l + 1) - (16; le)l - 1}} 

= ~ {- (-~) + (j) }s6a1 = ~"6a1· 
En la 6ltlma iaualdad .......... (1) 'T 

(la; 16)1rn) = -(16; lallrn). 

Cuando a = 2, me encuentra 

á 
(16; le)12} = '72 {(J6; lc:ll + 1} + (16; lc:ll - 1}} 

= ~ {- (~) + (-~)} (-lr6c2) = ~"6e2. 

111 
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Finabnente, si a = 3 resulta 

O sea, hemos m.a.trado 

(16; lcl13) = -i(16; lcllO) 
1 

= V2&"6eS• 

1 
(16; leila) = V2&"6ea • 
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COiBcaentes de ClebKh=Gordiií Gartes1Ul09 unport&ntem • 

L-o 

(1, 1; 1, 1 IO, O) = -.JlíS 
(1, 1; 1, 2 I O, O) = O 
(1, 1; 1, S 1 O, O) = O 
(1, 2; 1, 2 1 O, O) = -.JlíS 
(1, 2; 1, S 1 O, O) = O 

L-1 

(1, 1; 1, 1 11. ±1) = o 
(1, 1; 1, 211. ±1) = o 
(1, 1; 1, s 11. ±1) = - lfs 
(1, 2; 1, 211. ±1) =o 
(1, 2; 1, s 11. ±1) = :t:ifs 
(1, S; 1, S 11, ±1) = O 

L-2 

(1, 1; 1, 112. ±2) = lfs 
(1, 1; 1, 212. ±2) = :t:lfs 
(1, 1; 1. s 12. ±2) = o 
(1, 2; 1. 212. ±2) = -lf2 
(1, 2; 1, s 12. ±2) = o 
(1, 3; 1, s 12. ±2) = o 

(1, 1; 1, 1 l l, O) = O 
(1, 1; 1, 2 l l, O) = i ,/112 
(1, 1; 1, 3 l 1, O) = O 
(1, 2; 1, 211, O) = O 
(1, 2; 1, S 11, O) = O 
(1, S; 1, S 11, O) = O 

(1, 1; 1, 112. ±1) = o 
(1, 1; 1, 212. ±1) = o 
(1, 1; 1, s 12. ±1) = :t:lf2 
(1, 2; 1. 212. ±1) = o 
(1. 2; 1. s12. ±1) = -if2 
(1, S; 1, S 12, ±1) = O 

•(1, G; 1, •IL, M) = (-1)L(1, b; 1, .. IL, M) 

(1, 1; 1, 112, O) = -.[lié 
(1, 1; 1, 212, O) =O 
(1, 1; 1, 3 l 2, O) = O 
(1, 2; 1, 2 l 2, O) = -../1fe. 
(1, 2; 1, S 12, O) = O 
(1, 3; 1, 312, O)=+~ 



Apt...U-G 

Evaluación. de Integrales que aparecen. en. el 
Hamiltonian.o 

Sabemoe que las soluciones del DJ.odo m.agn~tico eat'-n dadas com.o 

.AJ-;Jcr) =V'J(~+l) JIJ ME (;,,(ter) Yjl en>) 
En la base eaférica la expreaión anteric;>r se expresa [EG 78] 

~ ~ .>l.11o1 t:. L., (l•fJ M}, 

aprovechando que el operador de momento ansular L a6lo actúa aobre 1- variabl- an
gulares. Podelln09 realisar algun- manipulaciones para reeacrlblr la expresión. Primero 
introducim.09 un operador unidad coDID una •uma aobre una ba.e completa, 

L., <••IJ M} = E <••I (J'M'JL.,fJ M} fJ'M'} . 
.1•M' 

Usam.09 el teorema de Wiper-Eckart para evaluar el elemento de matriz, 

(J' M'JL.,fJ M} = 6.1.1•V J(J + 1) (J M, 1 "'JJ M'}. 

Suatituim.oa el resultado en la exprmi6n para el potencial vectorial, 

Con la propiedad de loe vectores unitari011 de la base eaCérica, 

{:, = (-1)" {- ... 

y la de loa coeflcientea de Clebsch-Gordan, 

se obtiene, después de c&JDhiar el indice m.udo v por su negativo y la proyección en loa 
coeficientes, 

Jl.11o1h(kr) E (J M', 1 .... ¡J M} {., yjl'(n); 
vM' 
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ue a. Evalu.cüSa de .. , .... .x.. 

cuya parte angular me puede identificar con un ann6nico emf'&ico llÓlido. 

De lo anterior •e desprende que la solución en el modo magnético muestra la 
•iauiente forma: 

(1) 

Eatamoe intcre.adoll en calcular el rotacional de (1): 

V x (;.r(kr) :F...,1,.,(n)] 
= - E (Jm1, lm2IJ M)e .... x V [ü(kr) Yj1(n)] 

... 1 ... 2 . 

En eeta última isualdad hacemOll U110 de la fórmula aradiente (EG 78) para encontrar 

~ I • {(_,,____}¡ (cCi.r(kr) J + 1 . >) -- .::..- (J m¡, 1 m2 J M} (,,.2 llT-FI --~-- + ---,.r(kr T.r,.r-11 .. 1 (O) 
... 1 ,..2 ur r .. 

( _.(±1_} l (c(;.r(kr) J . ) .-. } 
- llT-FI -;¡r-- - -;:-'.r(kr) :«;,,.r+•;-1(0) • (~) 

EY&lu.....,. direetamente 

(J M- m1, lm1IJ M) i,,.1 x T.r~,..,-.. 1 (0) 
= E(JM-na¡, lna1IJM) (AM-m¡-n¡, ln1IJM-m1) ... 

• e.,., X e,., yAM--•.-'"1(0) • (3) 

El producto vectorial de dooi vec- unitariom en la 1-me .C&ica -

e,,., X e,., = .,/2 i {l rn¡, 1 n1ll rn¡ +ni} im1+,.1 • (4) 

Y el producto de da. coeficientes de Clebach-Gordan puede eacribirlle en términos de 
c:oe&ciente. de.Racah, 

(;j¡ rn¡, .i:am2I;na1 + "'2) üm1 + rn2, ;smsl;, m1 + m2 + ms) 
= E]i(.i:am2, ;smsltm2 +ms) 

• 
x U1 m¡, hn2 + nast;, m1 + m2 + ms) W(;u2;us; ;t). 

Sustituyendo 11e llega a la aiguiente exp~i6n para (3): 

-.../2i E ./i(lnl,lm1Itm1+ni) ....... 
X (AM-m¡-n¡,tm1+n1IJM)(lmi. ln1lln>1+n1) 
x W(A 1J1; Jt) Y,M-m1-'"1(n) im1+n1 . 
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Se puede realizar la •u.m& sobre la. (ndicea rn.1 y n1 manteniendo µ = m.1 + n1 · fija, 
encontrá.doee 

-iv2 E Ji (.\M-µ., 1,,.JJ M) W(.\1J1; J 1) rf'-'"<º> i,.. ,. 
Finabnente, utilizando l .. isualdades 

W(a6ccf; ef) = (-1)•+.r-•-'w(ee6f; cfa), 

W(aacc; 1 f) = (-l)•+e-,-1 a(a + 1) + c(c + 1) - f(f + 1) 
2 .Ja(a + 1)(2a + l)c(e + 1)(2c + 1) 

.., halla 
(J M - m1, 1 m1JJ M) i-1 x :F,, _.,,., __ 

1 
(O) 

= -i~ [J(J + 1) - A(.\+ 1) + 2) :F,,..,,.,(O). 
(6) 

L- relacion- de reeurrencia para 1- runcion .. de S-1 EaChic .. [Ro. 67) n .. · 
permiten •impliftcar la ecuación (2): 

-k E {Jm1, lm:afJM) i-• { (D'TI)l ;,,_1(kr):F,,,,,_1,_1 (0) -·- - (~) l Ü+1 (kr) :F,,,,,+>1- 1 (O)} • 

Empleando para el producto vectorial la isualdad (6) me tiene 

v x ...tJ:;.l(r) = iA:.W,,,.,{ (~)l ;,,_,(A:r):F,,,,,_11 _ 1 (0) 

Se ha m..trado 

- (D'TI) l ;,,+1 (A:r) :F,,,,,.11 _ 1 (O)}. 

.AJ';l.,(r) =E :;;rl+raN.T.v3i(A:N,,r)T..,,..,(O), 
1 

V X .AJ';l.,(r) = E~.8N.TM';1(A:N,,r):F,,,1..,(0), 
1 

donde l<NI únicoe coeftcienta diatinto. de cero aon 

C.NJ;J =J; 
f!JN.T¡.T-1 = ikN,, V(J + 1), 

(8) 

(7) 

(8) 



1111 G. Evaluación de Intelll'alea 

.Lo.a ecuaciones precedente11 noa ayudan a calcular 

f dª"' (vA"J~~<Z>). (...t.4~1 ,.,1 <Xl x A"J;nJ • ..,.<Xl) • 
de la •icuiente manera 

E J d9ziv'2 [ j jl j2]-
1 

/JNJI <>N2 J 2 12 °'Ni J 1 ¡ 1 (l1 M1 - m1, 1 m1IJ1 M1) 
U1l2 '"1'"2 

x (l2 M2 - m2, l na:1dJ2 M2) (l m1, 1 m2 ll m1 + m2) 
X ;,, (kN, J¡ r) ;,.(kN2J2r);,, (kN¡ J,r);1.(kN2J2r) 

X Yi!"-1--•cn) Yi:"-2
-"'2 (0) e .... + ..... TJl;M(O). 

J:n.ertamos Ja expr.,.ión expUcita del annónico e.Chico aóiido 

E<l M - m, 1 mlJ M) e ... y¡M-"'(O). -Suatituimoo la expresión ( 4) y em.pleamoo el resultado para la intearal de trea annónicos 
emf4rica. 

J do y¡M-"'Cn) y¡~•-"'1 (0) y¡:"•-"'2 Cn) 

= (-1).M-... {l"''¡~'¡Y!f{11 }l (l1M1 - na1, l2M2 - m2ll - (M + m)) 

X (l1~, l20llO) , 

para encontrar 

E iJ(,2,,)c-1>.M;ffJ. PNJlªN•J•'•ªN•J•'• 
ll1l2;•1~na' 1 2 

x j 0

dr r 2;¡(kNJr);¡1(kN1 J 1r);¡2(kN2 J 2r) 

X (l1M1 - na1, l na1IJ1 M1) (l2M2 - m2, 1 m2IJ2 M2) 
X (lm1, lm2llna1

) {lM+m', 1 -m'IJM) 

X {l1 M1 - rn1, 12 M2 - m2ll - (M + m')) ('1 O, l2 Oll O) 

A partir de la identidad que relaciona el producto· de cinco coeficientes de Clebsch
Gordan con el de un Cleb.ch-Gordan y un 9; (DT 63] puede encontrarse 

E (l1 M1 - mi. 1 m1IJ1 M1) {l2 M2 - m2, 1 m2IJ2 M2) 
na1 m2m' 

X (1 rn1, 1 m2ll rr.') {l1 M1 - m1, l2 M2 - m2ll - (M + m')) 
X (lM+rr.', 1 - m'IJ M) 

~ ~~} 
1 J 



Conjuntando lo anterior •e encuentra 

J d 3 z (V x ...i'N1J1Al'1) .. (AN2J2M1 X AN1J1M'1) 

= -ia E c-1>-'1+J•f2fsl'N1"•'•"'N•"•'•"'Ns"•'• 
l1 l1l3 

X (l20, lsOll10) JoR drr2 ;,1(kN1 J 1r);12(kN2 J 2r);,3 (kNa-'s'") 

x ( Ji Ja Ja ) { 't ': 't } 
M1 Ma Ms Ji Js Ja 

Para el eatado mú blt,jo en enersfa, denotando 

Á11M = Ai.,, 

y recordando la relación (8), la ia:ualdad anterior •e convierte en 

¡ d9:z: (v x A.w.) • (A'.w, x A'.w1 ) 

= ¡g.fe ( 1 y:¡;: M¡ ~) E iC-1>'1/J1c11 (V'26,1 0+.s.1.) 
• 11=0,2 

~ ~} fR dr r 2 ;,1 (A:11r) ;¡(kur) Ji(kur). 
1 1 Jo 

Su.tituimom directaonente lo. valore. de lo. coeftclentea 9; 

1 
1 
1 

1 
1 
1 

loa valores para 109 coe8ciente. de Clebech-Gordan 

(10, 10100) = -~. 
(10, 10120) = +~. 

y emplell.Dl.os ~a relación de recurrencia para las funciones de Bessel Esféricas 

;,._1(.:z:) + ,-,.+l(.:z:) = 2n + 1 ;,.(.:z:), 

"' 
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1:10 G. E..iuaci6a de In&ep-Uea 

para obkner el reaultado final 

La. ot.rom coetlcientem que aparecen son 

D111,11112llll31/114 = f d!":z: { A.11•1M'1 (Z) • A.131311113(Z) } 

x {x ..... 111.CZl. x ..... ,....cZl} 
Si llÚrUDo9 Ja forma de 1- 90Jucion-, b-a calcular 

(10) 

(11) 4 

para encontrar lo que deme•mcw. ECectivam.en.te, recurriendo a la expresión explícita 
de )09 arm6nic09 eñ6rica. 116Jid09 y a Ja expremi6n (4), ob.ervmnoa que Ja·el<preaión 
anterior puede -bine .-

Erl),.+" (11 Mi - ,., 1,.IJ1 Mi) (la Ma + ,., 1 - µ!Ja Ma) (1, M, + "• 1 - vlJ, M,) -x (1:1 Ma - "• 1 v!Ja Ma) j cm Yi:"1 -"(0) Yi!"ª+"(n) Yi:"•-"(n) Yi!'°'+"(O). 

La intep>al de cuatro armónicc::. e.t'úica. es muy f'-cil de evaluar, y ae obtiene como 
~ultado ,, 

M,+v _-';,.) 

Al auati,uir e.te remultado, la expre.ión reaultante puede aimpli8.carae mediante el eD1-
pl- de 1- re1ac1o- (DT es) 

12 
nis+µ 

'• -(µ+n>s} 

'• ) -(n>1 + "'S + I') 

;. ) ..... 



in 

para obtener ftnalmente 

f dO { r,,, •1 .v, (O) • r,, ........ (O) } { r,,. '•'"'•(O) . r .......... (O)} 

=i.riii2 isi,ji.12 J3 J,(-1)"•+"2+•s+,.~J.2 ('J 'J ~) (~ I~ L) 
X ( L Js Ji ) ( L J, Js ) 

rn -Ms -Mi -rn -M, -M2 

x { L Ja Ji } { L J, J3 } (l2 ) 
1 li Is 1 12 1, . 

Para el estado mú bajo, que corresponde a J = l = 1, la expresión anterior na. 
ayuda a encontrar 

J d8 z {A'..,1 (2') • ...r..,.c.z)} {A"M'2 (.z)·A"M,C2'l} 

=JI' ÍoB. drr2 ;t(l:ur) {(-1).v,+M'• 6M,,-..,1 6.w,,-.v2 

+Y- ~e-ir (~. ~. !) (~2 ~.. _!.) . 
ep donde ae uaan loa valorea 

1 
l" 
1 
o 

D = g ! ~} =-ft(-l)L [L(L + 1) - 4) • 

~) =J.-i [V'i6o.L-y'¡~,Ll · 

(13) 

El reaultado (13) permite calcular laa •isulente. 811Dl&B donde - encuentra involu
crado D1t11 .v2 ..v3 ,,,,._: 

E (-1)50 {lMi. 1M2IS So) {lMa, 1M,¡s - So) D..,.1 ..,2 ..,.,..,., 

MM1MaMsM•6o · 

=(-1)8 (2s+1) [1+y{! ! ~}] J1'e,, (14a) 

E (-1)So(1M1, lM2ISS0 ){1Ma, 1M,¡s -So)D..,.1 ..,.,..,.2 ..,., 

MM'1M'zM3Al4SQ 

= (2S + 1) (3 6so +i 6u) JI' e,. (141>) 



A .. ..-1 

Cálculo del Factor de Normali•aci6:ai 

El C61c:ulo del f'actor de normallsaci6n en (4.2a) imrolucra la evaluación del comnutadO..' 

(hema. adoptado la convención: 

,,¡ =•1-· 
en la cual t denota lcm mclic- de color, -y na, to. mdi- de -pm; -y tambifn 

... = (-1)"• ... 

donde (-1)" = (-1)&+-): 

a..lisamoe el c61c:ulo .U..Ctamente: 

(i) Prbnmo calculamoe el ....., ,. = 1: 

[<•· •>. cr.t · •'>] = Ec-1>'"+- [• .. •-... •-'•!.-] .. -
= EC-1)'"+-{ ... [L .. ,r.~] ·!.- + ... ,,_, [•-... ·--'] .. -

+ ·~ [• ... ·!.-] •-.. + [• ... ·~] •!.-•-.. } 
= 2 E<-1>'"+- { 6 .. -• .. r.~ + 6 .. -•~• .. } .. -
= 2~ (• .. •t +r. .. tr. .. ) 
= 2~ (2r.tr. .. + [• ... •t]) 
=4Ñ+lll. 

128 



J. CQeulo del F-.ctor de Norm.U.aci6n 

(ii) Ahora lo calculamos para n un entero arbitrario utilizando la f6rm.ula de Lacran.e: 

fc6. 6). c6t. 6tr] ='E c6t. 6t>•-1-k [c6. 6). C6t. 6t>] c6t. 6t> .. 
k=O 
•-1 

= E (6t. 6t)•-1-k (•k + 18) c6t. 6t)k. 
k=O 

Por otra parte, tenemom 

fk. (6t. 6t) J = EC-1)'>+" (6l6-... 6l6!.,,J .. ,, 
=EC-1>ª+" {616l [6-.. , 6!.,,J +61[6_,.,6l] 6!,,} .. ,, 
= E<-1>ª+"u .. ,,6l6l .. ,, 
=2(6t-6t). 

Por tanto, la expre.i6n de arriba ~ lsual a 

E1c•t. 6t>·-·-· f• ([k. c6t. 6t>•J + (6t. 6t)•k) + 18(6t. 6t> .. } 
k=O 

•-1 
= E c•t. 6t>•-1 (u+ •k + 18) 

k=O 

= (6t.6t)•-1{n(•k+18) +8!!1!!ril} 
= 2n(6t. 6t)•-1 (2k+2n + 7) , (3) 

que - el re.ultado b119Cado. 

El c6lculo de la conatante de normalización ae realiza com.o •i•ue: 

1 = {N vlN v} 

= f.NN,,12 {OfP,, (6) (6· 6)~ (6t. 6t)~ P,,(6t)IO} 
= f.NN,,1 2 { {OIP,, (6) (6 · 6)l!'.:f=1 [6 · 6, (6t · &t)~] P,,(6t)lo} 

+ {OfP,, (6 ·6) (6· 6)~ (6t · 6t)"9=3- (6 · 6) P,,(6t)f0}} 

= f.NN,,f 1 (N - v) (2v + (N - v) + 7) 

x {OfP,, (6) (6 · 6)~ (6t · 6t) ~-l (6 · 6) P,,(6t)f0) 

f.AfN.,12 t (N -v) (N + v+ 7) . 
l.NN-2,,,/ 
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Y de esta relación, rápidamente i.nf'erimoe que 

INN.,1-2 = 2IN-v)/I (~)1 1j,"t";:;)d" l.Wo.,1-2 

Si elegimoa l.Wo.,1-2 = 1, obtenem .. que el -tado en (4.2a) - isual a 

INv) = {¡R J¡~Ít~!.+t¡n}l (bt. a.t)fNi"
1 
P.,(a.t)IO). (4.2a) 



A .. -..K 

Tensores Irreducibles re•pecto de Sp(2) 

Se definen lom operadoree 

K+ =!(&t. &t), 
Ko = t(k+I), 
K- = t (•·i), 

que aati.r..,en Jaa relaclonea ele co"'!'ut..,16n del 6Jcebra de. Sp(2) 

(K+, K-) = -2Ko, 
(Ko, K±) = ±K±; 

(la) 

(16) 

(le) 

(2) 

La Q-mima componente de un operador tenaorial irreducible de orden 1: de Sp(:I), 
Tb, -tiaf..,e (Ui 118) 

[K±, r:J = =Fv'(i:=f!Q) (l:±Q+ 1) r:± 1 , 

(Ko, ~) = Q r,t. 

Se define un ten.or de orden •ja re.pecto de Sp(2) como 

r11 = [•t x at1)º. 

Eat4 claro que 

(K-, Tl¡J =O, 

[Ko, r11 J = +t r!1. 

É.to veri8.ca que la aft.rmaci6n em ~orrecta. 

12T 

<•> 

<•> 
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Para -convar Ja componente +•/•del tenaor aplica!DOll (3): 

Por otra parte, haciendo U80 de la rorma explicita de cada uno de la. operadorea, ae 
tiene que el conmutador anterior - icual a 

¡ _E(-1)11 ( (6 • 6), 6!_11 B¡ 1 J 
/1 

=i _E(-1)11 { 6!_/I ( (6 • 6), B¡ 1 J 
/1 . 

+ [ (6. 6), 6!.11 J s¡ 1 } • 

Jllmplealldo (Lllb) para el primer conmutador, y evaluando el _,indo directamente, 
encontramo. 

En el primer llUDl&Ddo puede d-.coplarae aj para acoplar I"" operado~ de creación 

a B!, ollowaW0 dOM que - icual a 

2(Bt 1 X iJº. 
Para el -.undo •umando - el _..sor ¡_/I a la derecha -.ndo Ju reclu de 
c011D1Utac16n para oper..sor- de c_..,lón y aniquU.Ción, encontrando que - Cual a la 
mitad del primer 9UID&Ddo. Por tanto, 

[K-, r11] = 3 [Bt 1 x iJº. 
De aqul, que la componente+•;. del tenaor aea 

(5) 

LM demú componentes me eACuentran tomando el conJusado a las componentea 
.acontr.d&9. 

Babtamo. vi8to que también me puede deftnir un t-.or de orden 2 

(6) 



1ft'l 

Con quda de (3) podemo. encontrar 1 .. otr .. doe componente. -ncialmente· ·, 
düitintaa: 

[K-, ~s(A)) = 2 ~1(A), 
[K-, T!1(A)) = v'i Tg(A). · 

{7a) 

(76) 

Ahora introducU..O. Jaa ddnicio- explfcitaa de 1 .. operadore. bwolucrad.. en 
{7a) para encontrar que el conmutador - iau&I a 

2~ ~(-1)'" { s.t.& [<•·6), a!!] 
+ [C6 ·•>. s.t AJ a!!}. 

Con el COD1DUtador (I.iib) •halla que lo anterior -

aV°i.S.&oBdº+ I ~(-1)• { sl.&c~ .. 
+ c~s!.!}. 

En el 6Jtimo •umando - paaa C~ a Ja derecha, ut:iliaando el remult:ado (I.vili), para 
encontrar 

De donde :re.ulta Ja ex-16n para Ja componente +1: 

r!1{A) = 2 [at A x e"]º 
+ { 'l +t •:..o} c•t. 6t). (11) 

Con el remultado anterior calcuJ.....,. el conmutador en (7b), encontrando que -

X ~(-1)• {al.&[<•· 6), e~ .. ]+ [ <•· 6), s.t "]e~ .. } 

+ 2 { 1l+f6.\o} ( K-, K+) , 
donde 11e 1186 (1) para •impli8car un poco 1 .. co .... Evaluando lom conmutado~ me
diante (2) y {l.Yb) - haJJa 

2[sf.\ X .BAJº +4[0.\ X cAJº 

+3v'26.&008+2{ ¡l +f6.&o} (k+J). 



uo K.. ~ ....... &r.d.11.ciblu ra9p•c&o ele Sp(2) 

Con lo que Inmediatamente .., tiene 

r\(~) =-"{2 [st-' x á-']º +•[e-' x e-']º 

+IA (Ñ+I} +6Ao (2Ñ+I}}. 

Y Jaa demú component.,. .., obtienen tomando el conjusado a (8) y (8). 

(D) 



A.,i...liccL 

Cálculo de Conmutadore• Importante• 

Ahora mc::mtr~ la fonDa en que evalu~ io. conmut&dOl'e9 que ae mencionan, y que 
poeteriormente - uaan tanto para definir teDM>rem re.peeto de Sp(2) de orden ~r 
a t2 como para calcular aua elementOI de m&tris, utilisando 1- real- de conm.utaci6n 
para )09 operado~ de creación y aniquilación 

[,, .. , ,,¡] = 6~. (1) 

y· 1- demú c0DD1Utadore. icu&I- & cero. He adoptado para loe índic.,. Ja convención 
del cap(tulo 4. 

Recordemo. que h...... detlnido IOll oper~ 

(2co) 

(i) Comens&lllOll calculando el mú •imple, cuya evaluación ..Slo requiere el conocimiento 
de loe comnutadore. búlcOll (1): 

[ tt]- t[ t] ·[ t]t ,,,., ,, ... , ,,"• ,,"• - ,, .. , ,,/11 ..... ,,"• + ,,... ,, .... ·"· ,,/fa 

+ ,,¡. [,, .. ,, ,,¡,] ,, ... + [• .... ,,",] .¡,,, ... 
= 601/fal>a1l>b. + 6a1/f1•01l>¡, + 6 .. ,ffal>¡,,,,., + 6 .. ,p,l>bab'"•. 

(ii) En el siguiente h&eemOll uao del conmutador. reci&l calculado y de Jaa deB.nicio
n- (2): 

[s!. sz.~·1 = l L (1a11a1IAµ) (l.811.82IA'µ') 
a:101/11/12 

,-, 



X [•01602• 6~1·~.] 
E (10110,J.\µ) (1P11.82J.\'µ') 

01a1/l1/11 

X { 602J'26016~• + 6011'16~2602} 
E (la1la2f.\µ) (lP11,8aJ.\'µ') 

0102/11/12 

X 602"'2 {6o16t +6~1601 } 
E (la11aaJ.\µ) (lP1l.BafA'µ') 

0101/11/la 

X 6oafl2 { 6011'1 + 26l1 •01} 

= of,ur6,.,.• + E (la11aaf.\p) (l.81laaJA'µ')~l1 &..1 • 
01t11a/11 

Sía embarso, de invertir (2) me tiene 

61,&!0 = v'2E(la1la:1J.\µ)Bt11,., 

"" "11 • ... = c-1)0 •V2E<1a11 - or2J.\µ) e~. 
"" Por t.nto, el secundo •umando en (3) ae convierte en 

2,/2 E (lor1la:1J.\µ) (l.81laaJA'µ') EC-1)01 (1P1l - a1JX¡¡) e~ 
•1•1/11 .111 

= c-1>"+,.'2V2U'EC-1>"1c~ E c-1)º1 

1- OJCIJ/11 

X(_",. ;1 ~~.) C-~. ;: ;,.) u. -~. !) 
en donde hmn<>m detlnido loe •{mboloe a; de Wiper apropiado.: 

(
.\1 .\a .\a) (-1)"ª 
,.1 ,.,. ,.,. = ~ (.\1µ1.\a#af.\sµs) · 

Recordando la relación entre lom llfmboloe a; y o; uauales (DT 63] 

( ;. ;,. ;.){;.;,. ;s} 
rn1 rna rna 11 la Is 

= (-1)'1+la+(, ~ (-!)"'~+~+~ {rn;1 12 ls ) 
-~~~ 1 ni~ -m~ 

X ( 11 ñ Is ) ( 11 la ja ) 
-m~ m2 ni~ rn~ -~ ma ' 

(3) 

(4) 



.... 
puede obtenerae la relación 

(
l.1 ,.. Aa) {A1 ,.. "'• Aa} = (-1)"" E (-l)l'li ( A1 

1ea -~~~ . 1&1 

X (~~~ ~: :t) <=t Aa)· ,.. . (e) 

en donde el •ú:ubolo e; - el producto de dom s{mbolom &; ordinarios, de llCUerdo a la 
convención adoptada en (2). 

De -ta manera, (8) puede -ribine como 

2v'2U'(-1)"EC-1) .. ;i (! ,.A: _!li) g 
.l¡a ,,. 

2v'2U'(-l)"EC-l)¡a;i (A- ,,.A',.'llli) { ~ 
.l¡a 

De -ta manera be obtenido 

[a,:, a¡,-''] = 6u.6,,.,.' + 2v'i(-1)"i.Í• 

X E (A - ,,.A' ,.•¡Ip) { ~ 
l¡a 

A' 
1 

A' 
1 

A' l}al 
1 1 ji 

~}a~: 

;\} l 1 O¡¡. 

E.te nmultado na. conduce directamente a 1- •iauientem relacione• 

[<6· 6). c6t .6t>] = 18 +•k. 

[<•· 6), a!-'] = sv'i 6.\o.S,.o +•a!, 
[ (6t . 6 t), B!] = -3 v'2 6.\06_, - (-1)"40! . 

u-te mencionar que, por eüemplo, 

(7) 

(8c&) 

(86) 

(Be) 



IN L. OQcalo de Coamutadona lmpor&an'-8 

(iii) El •icuiente conmutador es el de (2a) con (2b): 

[e~. B¡,A'] = l E (l,81 l.82JAµ) (1a1 la:1JA'µ') x [6t6¡110 , 6!1 6!0 ) 

ªªªª /11"2 
= l E (-1)"2 (l,81 l~ JAµ) (la1 la2JA' µ 1) 

a1a2 /11Jfa 

X ( 6¡110 , .. 6l1 6l. + 6-¡11 • .,,1 6b.6!.) 

E (-1)"'• {l.811- a2JAµ) (la1 la2JA'µ')6b
1
6!1 

G¡G3 /11 

E (-1)' .. (1,811- a:aJAµ) (la1 la2JA'µ') 
ª'ªª /11 

X V2E(l.811a1Jlp)Bll · 
l¡¡ 

V emeriblendo l .. coellcien- de Clebeeh-Gordan como •únbol°" 3;, y empleando la 
expremión (G) - encuentra llnahnimte 

[e~. s¡,A'] = V2H'E(AµA'µ'Jl¡¡) g ~· Dall. (11) 
l¡¡ 

a partir de la cual ee obtiene 

[C6· 6). e~]= c-1)"2»~,.. 

[c6t ·6t), e~]= -2BlA. 

[ (6t. 6t). Ñ] = -(6t. 6t). 

[e•.•>. Ñ] = 2 (6. 6) • 

(iv) Con la relación {lOc) ~uamo. el conmutador 

[e~. cr.t. 6t)•] = ~ (6t. 6t)•-1-k [e~. (6t. 6t)] (6t. 6t)" 
lt=O 
•-1 

= E (6t . 6t),._1_" 2al A (6t. 6t)., 
lt=O 

= 2BA A(6t. 6t)n-t Et l. 
6-o 

Por lo tanto se ha hallado 

[e~. (6t .6tr] = 2 .. a!Ac6t ·6t) .. -•. 

[e~. (6·6)"] = -(-l)"2na~,.(6·6) .. -1. 

(lOa) 

(106) 

(lOc) 

(lOd) 

(lla) 

(116) 
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(v) El •iauiente conmutador in"fOlucr& aólo el conocimiento de (1) y (2b): 

(e!, "b] = ~ E (1a11a2\.\µ) [r.l,¡,,,,, "b) 
ca1e11a 

= ~ E (-1)' .. (1a11a2\.\µ) 1>l, 6-aofJ 
ca1•a 

= * E<-1>fJ (1a11 - .Bl.>.,.>•t •. 
ª• 

De e.ta. manera ee ti.ene 

(12} 

(vi) U•ando (1) y (2a) evaluamoa el •isuiente conmutador: 

[B~, "b] = _ ~ E (la11a2\.\µ) [•a,l>a., "b] 
v2 aa•a 

= ~2 E (1a11'"2t.>.,.> {• .. ,6.._,, + 6,.,,,• ... } 
v• •a•a 

= Vil:(la11,8\.>.µ) "ª• ... 
v'2 = 3(-1)f15.E<.>.,.1-p\1a1)• .... 

ª• 
Con lo c¡ue conclui.mom 

[a~. "b) = (-1)fJV2~ E<.>.,.1- .Bl1a1) "ª', ... (13a) 

[al A,•,,) = -(-1)fJV2~ E<.>.,.1- .Bl1a1) •1.. ... (131>) 



ue L. 061celo de Coamutadoaw• lmponaa ... 

(vii) TambWn n09 va a int- evaluar lu llUDl88 de alsunoe co1U11utadorem. Comen-
• ...,.. por una que involucra el .-ultado (G}: 

.EC-1>" [a~. s!!] .. 
= Vi (1) 11 

E (-1}" {µA - µJXp.) x,.,. 
xg~~}s¡1 

=Vi dim(A} E (-1}"1 6,.,-... {Aµ. Aµ3JXp.) 
l•,.11&2 

X{~ ~ ns¡l 
= Vidim{A} .El E {Aµ1 Aµ2JOO) {Aµ1 Aµ2JXp.) 

I• ,.1,.a 
X g ~ ns¡l 

= Vidim(A}l {: ~ ~}sJº 

= V: dim(A} Bdº. 
U11&ndo (2a}, - puede -ribir 

~C-1)" [e~. s!!] =~(A} {•t .¡,t) (14} 

{vili} La •iauiente muma mn que _t.....,. in--..109 en' relacionada con (7): 

E [s~. sl'] =E{ 1 +2Vi(-1}",E{AµA -µJXp.) 
.. .. x,. 

X dim(A}g ~ ~}el} 
=dim(A} {1+2.!i_E{A A X} 

111
111 

x .E.\ {Aµ1 Aµ2IOO) {Aµ1 AµaJl - ;;.>el} 
1111•2 

=dim(A} {1+2.li.\ {~ ~ ~}08}. 
Recordando (2b}, - convierte en 

~ [s~. sl"'] = dhn(A) {i+ ~fe} (15} 



A9'..-M 

Cálculo de Elemento• de Ma.tri• Particulare• .·.'; 

COD>ena&DKJ9 por encontrar una expremi6n para Pa(r.t). Dicha forma puede conjeturar.e 

P.(r.t).,, .w[r.t x sh]ºto>, 
la cual evidentemente e8 un e•tado ele tre8 part(culaa •in pare. de part(culaa acoplad- a 
cero ya que &pllcarle (1> • 1>) 1W11 da cero COIDD re9Ultado. EntonCe8 e6lo noe re8t& calcular 
la conatante de normalisaci6n N, como hacemo. a continuaci6n. 

Caleulunoot 
(OI[• x s 1}° [•t x sh]ºto> 

=t °E(-1)"'+-" (o¡•.,.B!Bl 'r.!.-"to) . 

"'" Uaando (L.T) - CODYieñe en 

l EC-1)"'+-"(0l•-.. {6 .. -" + (-1)"'18..;'i'E(lal -PIX-p) 
"'" l,. 

x {! ! ! } a~ }•!. .. to) 

=l E<o1r. .. r.lto) + 2v'2 'E (-1)-"(1a 1 - PIX- p) .. ..,,l,. 
X { ! ! ! } {Ol•-aC}•!..#10) · 

Introduciendo (L.12), el _..do túmino da como -ltado 

{
1 1 X} X 2.,;'i E (-1)-"(lal-PIX-p) 1 1 1 (otr.-.. 

3
_,

2 .. ,,l,. " 
X L(Xpl-Pll"Y)~IO) ., 

Utilis&Dl08 (L.1), y encontr.._ 

1 'E (-1)-"(1a1-PtX-p) {! 1 !} 
l,. .... ., 1 

X X(l>p 1 - Pll"Y) 6-..., 

taT 



lU M. 0'1culo de ES.meato. de Ma&rd Part.iculane 

Rearres)iuno. un coeficiente de Cleb.ch-Gordan empleando propiedadee de •ÍD>etrra, y 
aprovechamos laa propiedades de ortoSOD&lidad de dichos coeficientes: 

t E l g ~ n c-1>/J 
lpafJ · 

X (lal - PIX-¡¡) (X¡¡ 1-Pll - a) 

=IEl g ~ ~} ! 
-,.,. X 

x E(la 1 - PIX - ¡¡) (lP 1 - alXP) 
afJ 

=2~(2X+1) g- ~ n=2. 

Por tanto, obteneJDO& el resultado 

(OI [r. x a 1]º [r.t x at 1]º10> = 3; 
y el eat&do 133) puede escribirse como 

133) =~ [r.t X atl]ºIO) • 
Por otra parte, el resultado (1) nos dice inmediatamente 

(3 31 [r.t X at 1]°100) = v'3°, 
el cual e11 uno de la, elementOll de matria que bUK&lll09. 

Ahora emprendelll09 el c"1culo del elemento de matriz 

(OOl[B" X a"]º1co) 

=~;: ~(OIB~,.»! (r.t · r.t) 2 IO) 

=~;: (-t)" (OIB~,.{[~!. cr.t. r.t)] 

+ cr.t. r.t>a!} cr.t. r.t>io> 
Uaamoa 

a!cr.t. r.t> = [»!. cr.t. ,,t>] + cr.t. ,,t>a! 
para encontrar 

(1) 

(2) 

(3) 



10-

Para realizar el coD.1DUtador acudim.oe a (L.8); para el otro tén:n.ino emplea1D08 la 
igualdad 

B!io) =o. 
Hall......,. de esta forma 

¡;h¡ ~ i<o1s~,.c~,.c•t. •t>10> 

~~ c-r'" <01s~,.c•t .• t>s"'2 6"º6,..,10> 

+~6"º <01s8c•t · •t)¡o) 
Con (L.S) n~te, lo anterior - iaual a 

Si tamb~n recor~ 

-"n~i<OIB! [e!. c•t .• t)]JO) 

+;hy6Ao {Oi~ (•. •) (•t • •t)JO) 

ctlo) =O, 

se encuentra, con ~uda de (L.10) para la primera laualdad, 

(A) 

(B) 

Finahnente resulta, •i utilimamo11 (A) para obtener la primer expresión, y (L.7) en la 
primera ipaldad que remulta, 

E8 decir, 

°"'5I(OJdim{.>.) (lk + 1) JO) 

+&6Ao 
=a.m~ +~6Ao · 

(4) 



HO 

ICI pr6xlmo elemento de matris por eY&luane -

Calculo prin>ero 

B~B!~.., IO) • 

CaG ~da~ (A) -, (L.S) lo amerlor -1ta iaual a 

[a~. a!~]t.l10> 
= {6.u6,.-., + c-1)"eVilE«~,,.1..,¡X-¡¡) 

l¡a 

X{~ ! ~}c:}t.l10) 
= 6,u6,.-.,•!,.¡o) + (-1)"eV21 E<,.,,.1..,¡X - p) 

i,. 

Si ahora recurrinloe & (B)-, (L.10), la exp,..,.ión precedente •e convierte en 

6.u6,.-.,•!,.10> + (-1),.eVil 
x E<,.,,.1..,¡Xp) { ~ ! ~} [e:. t.l] 10> 

l¡a 

= 6,u6,.-.,•!,.¡o) + (-1)"21 
x l:(>.u 1..,¡Xp) { ~ ! ~} Í 

l¡a 

X E<Xp 1..,¡1 ..... >.t.10> . .. 



1'1: 

Multiplicando por la faae (-1)"1, y •um.ando sobre el índice-, ae obtiene colllO reaultado 

E(-1}"'B~B!~b~JO) .., 
= 6,u(-1)"b!,.10) + (-1)"2i~l _{ ~ ~ n 
x E<-1r<~,. 1...,1x - p.) (Xp.1...,1ia1) bl1 10> ...... 

Us&11do la propiedad de •imetria 

(-1)"'-
(~µ 1...,JX - p.) = - 3-.X(X - p.1 - ...,J~µ) , 

7 aprovechando 1- propiedad- de ort<>aonalidad de lom coetlcient- para realisar la 
aUma 90bre -, -, ¡¡, •a ezpnmi6n ae convierte en 

6.u(-1)"•!,.Jo) + jc-1)"l E dhn(X) 
. ~-1 

X g ! nE(lp.1...,1~-µ)(lJil'"IJlor1)6l,10) ..,,. 
=(-1)"'6.u { 1 + 2 ~ dün(X) g ~ ~}} 6!,.Jo) 

Con la identidad [DT 03) 

obteneJD09 ftnahnente 

Por lo tanto ae tiene 

Edhn<l> { ! 
l 

1 
1 ~} = 1, 

E<-t)"IB~B!~'410> = (-t)"36,u6!,.Jo). .., 

(33J[atA x .B"]0
J33) =i6.uE<o1•,.•110> ,. 

=i6.uE1. ,. 
De e.ta fonna, me ha momtrado que 

(33J[BtA X .iJ"]0 J33) ;,_ 6A1 

(5) 

(8) 



H:I M. C'1eu.lo de EJamenta. de Muria Part.iculare. 

Ahora calcularema. 

(N, ., =o¡ [at .l x iP] IN, ., =o) 

=~{~} (OJ(6·6)f-ia!.l 

x a!c6t.6t)~Jo). 

Si introducima. en e.ta expresión el reaultado 

a!.la! =[a!·\ a!]+ a!a!.l. 

y e1Dple.....,. (L.15), me encuentra que - isual a 

{~} H~<o1(6·6)t: a!a!''c6t. 6t)t:Jo> 

- d1mC><><o1(6.6)t: (lk + 1) (6t. 6trt:10>}. 

Por otra parte, puemto que (L.8a) y la dellnic16n de 1<>11 -tadoe (4.30a) implican 

(OJB! (6 · 6) ~ (6t · 6t) ~a! .l JO) 
= N(N + 11) (OJB! (6· b)l!ir1(6t·6t)l!ir1 s!.lJO) 

+ { ~} 6).06,,D. 

para A diatinta de cero ~ulta 

N1!CN+ll)t1 
liii • 

Entoncea, el elemento de matris que emtame» calculando puede eecribine com.o 

-5. (IN+ 1) +IN+i'1JN+el5. = ! (N:a - 2N) . 

Por tanto, obteneJD.09 la ezpreai6n 

(No¡[at.l x iP]ºJNo) = !N(N-2); A#- (O, O). 

Ahora volvelll.Cl9 nueetra atención al elemento de matriz 

(N,., = o¡[c.l X c.l]ºJN,., =O) 

=~Í ~(-l)'"(OI (6. 6)~ o!c~,.(bt. bt).;:IO). 

(O) 

(7) 



U•ando (B) y (L.10), - convierte en 

~I Ec-1>"<01 [cr.-r.)'f. e~] . .. 
X [a~ ... cr.t. r.t)'f] IO) 

=!N·~ EC-l)"(OI (1>· r.)«r' fl! .. 
x a!!cr.t .,,t>Y10>. 

lo cual, de acuerdo a la deflnici6n de operador cm:tjusado, resulta aer, despu& de cam
biar el {ndice de aUlll.& µ por •u neaativo, 

!N·~ ~(OJ cr.. r.)Y a: 
x al"cr.t.r.t>Y10), 

Si recurrhnom nuevainente a (C), y emple&DI09 de.pu& (L.15), la expre11i6n anterior 
resulta Igual a 

i-N·~~(Oi(l>·l>)Y {[a!. a!!] 

+ al"a! }cr.t. r.t)YJo) 

=iN'~(OI (r. · r.)Y { dim(.\) (lk + 1) 

+ ~[at" x a"]º}cr.t. r.t)«r'Jo). 
Podemom re"8Cribir lo anterior en t4!rmin011 de un valor aperado entre lom emt&dom 

JN-2, v=O), 
si atendemom a la ecuación (4.30a): 

IN'~ (IN-•li;ANHlll) (N - 2, 01 { ~2 (ik + 1) 

+ ¡ [at" x fl"]º IN - 2, o); 
expre.i6n que pode:ou:>im aimpli8.car directamente: 

r1'f.rJ I { A2 (i (N - 2) + 1) + ¡ ( ! (N - 2) (N - 4))} 
= ! r1'f.rJ {N2 + 16N + 63) . 



144. M. C'1culo de Elemen&oe d• Mat.rla Particularea 

As( se obtiene el resultado 

(NOI [e" x c"]ºINO) =•N(N+g> A 'i' (O, O). (8) 

Para calcular el •i&11iente elemento de matria, requerimos un poco de traba.jo pre
vio. Calculemos una forma reacoplada para 

[e" x e"]º. 
Conaideremos 

:EC-l)"C~,.c,! =l :EC-1)" E (-1)'»+P2 (la1 la2IA - µ) 
,. ,. a1a2/J1/J2 

X (l.B1 l.B:1IA - µ) 6!..6-.. ,6:t,6-p,. 

Si a119ti'tuinlo9 ,,_ .. ,,,t = [•-.... ,,~,] + 6~,,,-.. , 
= 6_ ... ..,. +bt6-.. ,. 

encontrazna. 

l EC-1)" E (-l)"2 +"2(101 la:1IA - µ) (1 - <>2 l,82jAµ}bl.6-p2 ,. ~-"' . 

=l :EC-1)" L (-1)• .. +P•(la1 la2IA - µ) (l,81l.82IAµ)bl 1 6t6-.. 2 6-p2 • (g) 
,. 0101 /11/11 

Con 1- propiedadem de elmetrla de loe coeflcientea de Clebech-Gordan y sus regl .. de 
ortasonalldad para efectuar la suma 11<>bre loe índicea µ. y a2, resulta que el primer 
t'rmlno en (g) ee igual a 

t:E(-1)" E (-1)'"•+.t'•(-1)'"2 lA(A-µ1-a:1ila1) 
,. •101 /12 

X (-1)-'"2 (10<2 Aµjl,82)6l 1 6_p2 

=l L (-1).t'•-'"1 (l A ) 2
:E(Aµ10211 - 0<1) (Aµ la2ll.82) 6l.6-p2 a1fl2 ,.,,,1 

=la A2 :Eb!.,6 .. , ... 
=l.AÑ. 

En el iaeaundo Wrmino en (D) 11ustituimo9 para la. operadores 1- expresiones inversaa 
a (2a): 

l :EC-1)" L (-1)'"2 +P2 (la1 lo2IA -µ) (l.81 l.82IAµ} 
- ºªªª /11/11 

x V2 E (la1 l.B1IA'µ') sZ."' V2:E<1 - 0 2 1- .B2 jX¡¡) sA. 
,.,,., l" 



1'5 

Cambiando loa coeflciente9 de Clebech-Gordan por unoe coeficientes s;-[DT 63], claro· 
está que generalizadoe al producto de doe, me encuentra 

1 
°'2 

1 
-/32 

1 
/32 _>-,.) 

Rea.rreglamoa Ja expreai6n de U1&11era de poder introducir la igualdad, ya aparecida en 
el Apéndice anterior, [DT 63] 

E c-1>" ( 1 
>. -!.2) C-~ PQ2/J2 01 "' 

= (-1)" ( 1 X ;.) g ... -¡¡ 

encontrando de esta JD&Der& 

X ~2) -µ 
X D· >. 

1 
-/32 

C:2 

X ) tA' l -µ B,., Bp. 

>. 
-µ. 

1 
/32 

;.) 
(10) 

Utiliz1UI1011 las relaciones de ortoaonalidad para la. coeficientes 3; (DT 63], obteniendo 

flnahnente ~Á2{l X l}stlal - - • 
f,; 1 >. 1 " ,.. 

Y con el resultado obtenido para (9) heD10B encontrado 

[aA xaA]º=l.ÁÑ+AEig 
l 

Conocida la expresión (11) calculamo. ahora 

X 
>. 

EC-l)"C~,.c~[bt x st•]ºlo) =/aÁ2 Ñ[bt x at 1 ]º10> .. 
+iªE{! ! Dsl"1Ec-1rrs~a!~'410). 

"" 7 

(11) 



..... M. C'1calo de Elementoe d.e Mat.ris Pu-ticuJ ..... 

Con ayuda de la expre.i6n (5), podem09 reeacribir lo anterior como 

De e.ta forma reaulta 

Por otra parte, es necesario calcular 

Primero nom fijam.os en que .,. isual a 

1 
.\ 

1 
.\ (12) 

en donde •uatituiu>o9 (L.10), 'T volvemom a utilisar una relación oem'liante para pamar 
el operador e~,. a la derecha: 

e~,. (N -3) s!Ac•t. •t)l!!? +[e~,.. (•t. •t)l!;=I] C~ 
+ c•t. •t>~c~,.c~ 

= (N - 3) {c~,.s!.\c•t. •t>Y + a!!c•t. •t>l!!?c~} 
+ c•t. •t)«rac~,.c~. 

En el primer sumando, p-&IDOll nuevamente el operador 0~16 a la derecha, hallando 
finalmente 

c~,.c~c•t. •t>l!;=I 
= (N -3) {[e~,.. s!A] + s!Ac~,. + s!!c~} c•t. r.t).Nr'- (13) 

- (N- 3) (N - 5) s!!sl.\c•t. •t).arz +(•t. bt)~C~,.c~. 
Por fin, con el auxilio de IOll últÍllloll tres resultad.<>11, calcul&DlOll el valor del elemento 
de matris 



Prhnero Ull&lllOll (13): 

ll(N si!flk>+to)H (N - 3) {OI [• x B 1
]

0
(1>·1>).i!!? I ~(-1)"{ {[o~ ... BA "'] 

+ 2s!"'o~ .. }<•t .,,t>Y - (N -&)a!!a!"'c•t .,,t>~ 
+~c,,t. ,,t)Yc~,.o~ }[•t x at•]°¡o). 

.,., 

Ahora introduclln.os el reaultado (L.14) y la deflnici6n de producto escalar para encon
trar 

¡ .\ (N - 3) + 2 { Hi!/a} l (N 31 [at"' x c"']ºIN - 2, 3) 

- { ~-·Jr-•J }l (N31 [at"' X atA]ºIN - .. 3) +• .\ (1+18 { 1 
l +i(N+1 ' • 1 

Y aal .., obtiene la relación 

(N31 [cA x c"']ºIN3) =l.\ (N+ng ! !}-t) 
+ 2 {H:FA}l (N31 [at"' x cA]ºIN - 2, 3) 

- {/#.;lilffN~ªJi}l-<N31 [at"' ~ at"']ºIN-•, 3). 

1 
A. !}). 

(14) 

Aqul recordemoe que A. = (T, S), y que la convención adoptada para la. coeftcient.,.. 
implica que [DT 83] 

1 
A. 

Obeervem.oe que no hemos calculado todot. loe eleniento. de matriz que contienen 
teJWoree acopladoe a ~ = O. :E.te e-o ea tan aencillo que puede considera.rae separada
mente, como hacemoe a continuaci6n. 

Primero VellJ.09 

B81N") = {1N-J¡li1t':?'~+t)tt}l~ (b· I>) (l>t. l>t)~ P.,(l>t}IO). 

Inaertando la expr....ión (I.3), ya que la acción de (l> · b} sobre el polinomio en operadorea 
de creaci6n em cero por detlnlci6n, - tiene 



... M. C41calo de Elmmen.t.a. de Mal.ria Part.ic.iar-

Por últU:no, recurrilll09 a la expreai6n de lo9 estadoe para encontrar 

{ 
(2v+TJft IN-2-.. lnlN+ .. +•>n}i 

(N-... jtf(N+.,+f)ri (a..+Sf')tf 

x ~ {N(N + 7) - v(v + 7)} IN - 2, v) . 

De eata manera se ha obtenido 

Bfl¡N v) =a!r..../N (N + 7) - v (v + 7) IN - 2, v). (15) 

El siguiente cálculo ae realiza recordando el factor de non:nalización de los e.tadoa 

Btº¡Nv) = { , ... +T)ll }l....L(bt ·bt) (bt ·bt)/!lyl!-P. (bt)¡o) O (N .,jil (R+ ... +fjii 3'fl" ., 

- { 12 .. +T)ll (N+:1-.. )U(N+ .. +•>n}l....L¡N+2 v) 
- (N- ... jtt(R+ .. +7)11 (F ... +fjil WS ' • 

O eea, ee tiene 

sJº¡Nv) =~{(N -v + 2) (N+ v+gnl ¡N + 2, v). 

Para el próximo, baate recordar 08 = (1/3"'2) Ñ; de donde resulta 

C81N v) =i7. NIN v) • 

(16) 

Éatoa aon todos loa remultadoa que necemtamoa para encontrar todoa los eleuientoa 
de matris de operadore9 con A = O. Por <úeonplo, de (15) y (US) ae intl.-e 

(N v¡sJº Bfl¡N v) ..;,,i, (N - .,) (N + v + 7) (18) 

En tanto que usando (UI) en doa ocaaiOllell ...,. conduce a 

(N+• • .,¡sJºsJº¡Nv) =h{[(N+2) (N +g)- .,(v+7)) 

x [CN+4)(N+ 11)-v(v+7)]}l; 
(19) 

Y de (16) y (17) se concluye 

(N + 2, vi sJºc8¡N v) =t.N {(N + 2) (N + 9) - ... ( ... + 7)}1 (20) 



A9'1--N 

Coeficiente.e de Raca.h para SU(S) 

De la mimu& forma c¡ue - definen loe coefleien- de R.aeah para SO(S), 9e pueden 
dellnir pua SU(S) ( C/. [Ro. 5T} ). Aal -- Ilesa a la llipiente exp..,.ión 

1 
W(T1., 71J, :!\, T•; T, 1") = (1.a(T.T:f'a) (1.(TaT•:I') b(T1.TaT') (:t''.f")I 

Se ha uaado la abnnria.ei6n 

X ~ (-1)211+q ( T1. Ta T•) (Ta r. :I' ) :fo"._ T10 2\o 2b Tao r.., -2b 

( r1. Ta. 2") (2\ r. 1") 
x r10 Tao_ ro r.o rto -ro · 

E4,;{T.2\To) = ~(r.r,r.) (¡{T.2\To). 

{1) 

Con._ relac:W.... c1.e •imñrfa de lm c:oellci.m. c1.e Cleb.eh-G...taa para,~U(S) 
[DeB es¡, MI obtlmlea clbec-te 1aa rei.ciaa.. de lllmetria de.,.. coetlcien- de 
R.acah: 

Comparando la dethüci6n (1) con la de loe factor- F•{T}, - puede obtener el 
-.alar para aJcunoe c:oelleien- de R.aeah: 

W(a, a, a, 9; aa, 1) = -1, 
W(a, a, a, 11; ... al.) = +,\, 
W(S, a, 11, 11; aa. 9a) = +,\, 
W(ll, 11, 11, 11; aa. 10) = W(ll, 11, 8, 11; 8a, m) = O, 
W(S, 9, 11, 11; 9a, 2T) = +la. 

Otroe ....tore. c¡ue - filciles de c.lcular, 7 c¡ue MI nee-it1&11 para encontrar la tabla 
de comnutadore9 importan-. 90n 

W(1, 8, 1, 8; 82; 1) =,/i; 
1 

W(1, 8, T, 8; 8,¡, 2') = ../if'. 

1.69 



lllO N. Coetlcien&- de RacU. para SU(S) 

RELACIONES DE SIMETRiA PARA LOS COEFICIENTES DE RACAH PARA SU(3) 

W(T1.,..T:a, T:a, T,; T, T') = En(T1 :f':a :f') En(T1 Ts :f") 
x W(:f'1, T, T', T,; T:a, Ts) (•1 

= E12(T2TT1) Eu(T1T:a:t') En(T21',7'') 
X W(T, :r,., Ts, T'; T,, r,) <••1 
-~~78~h~n~h~nT'>h~78~ 

x W(Ts, T1, T,·, Ts; T, :f") (iia1 
= E1:1(T:1 Ti T) E1:1(1':1 T1 '.f") E1:1(T, 1's 1') 
xhl1'78~~~nT')wrn~h~T'~ 
x W(1'a. r,, 1'1. 7;; 1', T') · (iv) 

= E1:1(T,'.f"1':1) E1:1(T,TTa) E1.(T:1T,T') 
x E1(1':1r,1') E:1(T1 r,. T) E:a(T1 :t's T') 
X W(T1, :f'a, :f't, T,; '.f", :f') (v) 

·. ·Taalbién - puede encontrar el aipientee valor para la aum.a 

E Es(T') (T')" W(8, 8, 8, 8; 82, T') = -1. 
2'• 
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