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RESUMEN 

En este trabajo se calculó la contribución de la r•d 
cristalina al calor especi 4ico y la temperatura de transi
ción superconductora, T-• de un metal simple a partir d• 
primeros principios y se hace una predicción del comporta
miento de ambos al someter a presión al metal. 

El m•todo d• c4lculo consistid en obtener primeram•nte 
el potencial int•ridnico. A partir del potencial int•riónico 
•e gene~aron las·curvas de dispersión d• ~cnones y loa••
pectrcs d~ vibración. dentro d• 1• apraxim•ciOn armónica•••• 
y la aproximación armónica autcconsistent•••7 •. Con •l ••
pectro de vibración, se calculó la contribución a la en•rgáa 
interna de la red cristalina y de la en•rQia int•rna, •• ha
lló el calor especá4ico.Tambi•n con el ••p•ctro d• vibración 
se calculó la 4uncidn de interacción el•ctrdn-4ondn, aªF<w>. 
Teniendo esta 4uncidn se calculó l• t•mp•ratura d• transi
ción superconductora, dentro de la aproximación d• acopla
miento d•bil. Para hallar la temperatura de transición su
perconductora se utili%aron las ~Ormul•S de BCS••••. de 
Me Millan•~•• y de Leavens• 3 ••. 

Para obtener el potencial interidnico &e utilizó el 
Formalismo de Funcional de la Densidad de Hohenb•rQ, Kohn y 
Sham•a?.•••. siguiendo dom di~erentea caminos. Ambo• de pri
meros principios. Uno, est~ basado en la utilización d•l 
teorema de Hellmann-Feynmann••••. El otro, d•bido a Mannin•n 
Cre4 9>, est4 basado en la teoria de pseudopotencial•s. El 
primero, que se habi• utilizado con •xito para el caso d• 
hidrdveno met•lico••• y con r•lativo •xtto en el caso de li
tio•••• no da bu•nos resultado& para las curvas de disp•r
sión 4ondnicas en el caso de aluminio, quedando, asi 0 bien 
establecido, por vez primera, el limite d• su aplicabilidad. 
El otro camino, que est• basado en la teoria de ps•udopot•n
ciales, da buenos resultados para las curvas de di•P•rsión 
de 4onones tanto para litio como para aluminio. Sin •mbarvo 
no da buenos resultados para la obtención de la 4unción 
a•F<w> y no da buenos resultados para los valores de la tem
peratura de transición superconductora. T~• quedando ••á• 
tambi•n bien establecido, por primera vez, el limite d• su 
aplicabilidad. 

Por otro lado, dado que las curvas de dispersión de 4o
ncnes. obtenidas por medio del pseudopctencial de Manninen. 
predicen bien las curvas de dispersiOn experimentales. tam
bi•n se ha utilizado, por primera vez, este pseudopotencial 
para generar lAS curvas de dispersión en función de la pre
sión y tambi~n los espectros de vibraciOn TOndnica. Con es-
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tos resultados y utilizando el pseudopotencial de Ashcroft 
para g~nerar la función a•F<w>, se hacen muy buenas predi
ce i enes de 1 a temperatura de transición superconductora. re
portandose, también su variación con la presión. 

A_partir de los espectros de vibración Tonónica se ha 
obtenido por primera vez, una predicción de la variación de 
las curvas del calor específico en función de la temperatura 
para diferentes valores de la presión y también por primara 
vez se encontró la dependencia del calor especí~ico a volu
men constante con la presicn para aluminio, resultando esta 
dependencia cuadrática en la presión. No se encontraron va
lores experimentales en la literatura para el calor especi
~ico para di+erentes presiones para litio. Los resultados 
obtenidos del calor especiTico para presión atmosférica con
cuerdan muy bien con los resultados experimentales < menos 
de 10% de di~erencia para valores de la temperatura menores 
de 20 ºK y una difmrencia más pequeKa aQn para valeres de la 
temperatura por arriba de 20°K >. 

Todos los cálculos que se han descrito se hicieron para 
~inco diferentes valores de la presión sobre el metal con el 
~in de evaluar por primera vez, a partir de primeros princi
pios, el eTecto de la presión tanto sobre el calor especíTi
co como sobre la temperatura de transición supercondutora. 
La variación ~e la presión se introdujo a través del paráme
tro r_, donde (4/3)nr-~ = 1/n, y n es la densidad media del 
gas de electrones del metal. Se reportan resultados para 
litio y aluminio. 
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ItlTr<ODUCCIOtl. 

-Los cálculos ab initio de las propiedades de materiales 
arrojan lu: 3obre quó tan bien se compr~nden y qué tan bien 
se cuanti~ican los prcce•os quD tienQn lugar en el interior 
de un mat~ri al .. 

En ~st~ trabajo s~ aborda ~l problema de predecir~ par
tiendo de primeros principios, el calor especifico de los 
metalas simplns, así como la tompcratura critica de transi
ción •upcrconductcra para metales simples de acoplamiento 
débil, en lo• que basta con tomar una Forma lincali:ada de 
las ecuaciones de Eliashborg que llevan a una expresión re
lati·.'a.mente ::senc::illa de la tC?mpe?ratL.u-a de? transición«~6 .. :3ra>. 

También se anali:a la influencia de la presión sobre el ma
terial por medio do la variación del parámetro de la densi
dad electrónica, r_, que as el radio, que en promedio, ocupa 
un electrón libra on el material. Be estudian dos materiales 
aluminio y litio. 

Be empio:a por construir un potencial interiónico de 
primeros principios. Para este Fin se ensayan dos caminos. 
El primero c:on:.:si=:;.tc- c-n uti!i=ar el Teorema de? Hellmann-Fo·7,n
mann•••• y el Formalismo de Hohenberg, Kohn y Sham••~•. Este 
método ha sido emploado con óxito en hidrógeno metálico••• y 
se ha extendido con cierto éxito al case de litio••-•. 

El segundo camino utili=a toorla de pseudopotenciales y 
sigue una proposición dada por Manninen et al•••. Este méto
do lleva a un pseudopotencial que reproduce la densidad e
lectrónica inducida Fuera de la región del caro:o y es mode
lado por un polinomio dentro de la región del caro:o. 

Con los pot:=-nciales obtc:nidos por los dos C.:tl.J!_~n;:;:;iÁ_._i;::ibtu
vimos las curvas de dispersión, usando las aproximaciones 
armónica y armónica autoconsimtont~. ~as cur~as de disper
sión que resultan do usar el potencial de Hellmann-Feynmann 
son para el c~so dn aluminio die: ~occs mayores que las ex
perimentales; en litio solo 5on un 40!:. mayores qLlo los ·valo
res e>: peri mental e-:::;.. Mi entras las obteni d.as con el potcnc:i al 
basado en la idea de Manninen di*ieren, tanto para aluminio 
como en litio solo entre el O y 1qx do los resultados =:pe
ri mentD-1 e::;. 

El potencial obtenido mediante un psoudopotoncial fu~ 
el que empleamos para los calcules subsecuentes. 
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El siguiente paso Fué obton~r loa e9pactro• Fonónicos 
mediante el método de Gilat. et a1•=••. Por medio de una 
fórmul~ para sólidom en la ~proximación armónica, que utili
:a el espectro de frecuencias (espectro fonónico>, fué posi
ble calcular el calor especí*ico de la red para di4erentes 
valores de la temperatura. 

Para o~tE:'nC?r .... ,al ores de propiedades SLtpt=orconduc:toras se 
necesita conocer la 4unción de acoplamiento electrón-fonón 
m~ CwJFCwl, el cálculo de esta Función se llevó a cabo en 
Fcrma similar al cálculo para obtener el espectro fonónico, 
pero introduciendo, ademas. un pseudopotencial. 

Fi n.:1.l mente la t~mpera.tLtJ-a. de tra.nsi ci ón SLtpercoductora., 
T_, Fué obtmnida dmntro de la aproximación de acoplamiento 
débil. mediante las expresiones de McMillan y Leavens. Estas 
involucran los valores del promedio de Frecuencias Cw> y el 
parámstro A• que se obtienen a partir de la función m&FCw>, 
ta.mbi ¿n se necC'si ta c:onoc:er el .... ·al ar del pseudcpotenci al de 
Col.llomb µ* 

En ml segundo capitulo se expone un resumen del Forma
lismo de H.K.S. y se muestra la expresión para la energia de 
intercambio y correlación que fué utili:ada on ol Formalis
mo de H.K.S •• 

Los mdtodos para el cálculo del potencial intoratómico, 
se presentan en el tercer capitulo. También se presentan en 
este capitulo los resultados para la densidad electrónica 
inducida, en el modelo de Jellium y do vacancia en Jellium y 
los potenciales int~ratómicos obtenidos. También se muestra 
la variación de éstos con la presión. Por a1timo, se presen
ta en este torcer capitulo el potencial interatómico obteni
do medi•nto un pseudo~otencial y se anali=~ su comportamien
to con ol cambio d~ función dieldctrica y se muestra tambidn 
la variación del potencial como Función de la presión. 

En ol cuarto capitulo se presenta un resumen de la A
proH i mac: i ón Armó ni c:a y da- 1 a Apro~~ i m.3.c:i ón Armó ni ca Autcc:on
si stonto. Tambion se muestran las cur~as do dispersión fonO
ni c:a.s para 1 as a.pro~:i mac::i enes armóni c:a ...,, armó ni ca autocon
si stcntc que s~ obtienen con los potonci~l~s intcratómicos 
del tercer capitulo. 

En ol quinto capitulo so presentan los espectros Fonó
nicoz y los resultados para el calor especifico. Estos alti-



mes :son ma·,.,oros hasta en un 19:'.!. do 1 os datos C?>:pcrimental os. 
para aluminio y para litio son menores hasta en un s:_ Los 
valeros para diferentes presiones también so reportan en es
te capítulo. Así mismo, los ~•lores obtenidos en este traba
jo, de la tcrnporatura do transición superconductora para di
~erent~s pr~sionos, se presentan en emt~ capítulo. Cabe men
cionl:'.r que p.3ra. el cálcL1lo dQ; t:.!-:!F(t..t) s~ ensa·r'a.ron do,;:s. pseu
dopotenciales. Uno el construido sogón la sugerencia de Ma
nninon ot al y ~l otro Fud el de Ashcrc*t- Cuando se utili:ó 
este último se obtuvo concordancia con los resultados expe
rimentales. 

3. 

' 1 

i 
1 

l 



-

1. • EL POTENCIAL ItJTERATDHICD ErJ l'"lETALES. 

El conocimi~nto del potencial intcratómico de los sóli· 
dos es un ingr~dimnte muy importante para la investigación 
dm sus propimdadmm. Se han utili:ado diversos métodos para 
encontrar Dstm potancial en metales particularmente••-•m•. 

El potencial interiónico~ también llamado potencial de 
par O d~ par~s~ nos da la cnQrgia d~ int~racción entr~ do~ 
iones como función de su separación. 

El problema para establ~car este potencial se ha ataca
do desde un punto de vista fenomenológico, a través de pri
meros principios, también por medio de pseudopotenciales. 

l a. - POTENCIALES FENONErlOLDGICOS 

El mótodo básico para encontrar pot~nciales fenomenoló
gicos involucra la selección de una forma *uncional, con un 
nammro do parámetros libros y la variación de estos paráme
tros de tal manera que varias propiedades calculadas concuer 
den con los corr~spondientes datos experimentales ( al menos 
dentro del error experimental >. 

Les potenciales empíricos clásicos son los de Morse<~'> 
y de Lennard-Jones«~~-. Hay otros pot~nciales, pero cstan 
basados en ellos-

Un cjamplo de Qste tipo de pot~nciale5 es ol pot~ncial 
de Morse parametri:adc< 2 ~· siguientQ 

donde O es Ltn parámetro de energ.i a~ (l=exp <ocro-> donde r 0 rc·
presenta la posición de equlibrio y a tiene unidades de re
c!prcco de dist3ncia. 



Los p~rámetros ~o d~torminan ajuatandolos a algún re
sult~do expori~ental tal como la energi~ de cohesión, la 
constanto d~ equllbrio do la red ó constantes olá5tica5. 

Esto tipo de potenciales no muestran oscilaciones de 
Friedol y decaen rápidamente. 

1 b. - A PAF:TIR DC F'SEUDOPOTENCJ:ALES. 

Otro m~todc *rocuontomente usado para encontrar poten
cial e= int~rat6micos es por medio de pseudopctenciales. 

Ya que la interacción entre electrones y iones en un 
metal puede •er repromentad~ por un pseudopotencial débil, 
W, es posible calcular la energía por ion por teoria de per
turbaciones. De esta energía, la parte que depende de la se
paración cntrQ los ion~s es el potencial. 

El pseudopotencial H puede parametrizarse y los paréme
tro: dct~rminarse al ajustar algunas propiedades electróni
cas predichas con este pseudopotencial, a in*ormaciOn expe
riment3l, tal como, resistividad eléctrica do un metal li
quido, la *orma de la superEicie de Fermi o datos espectros
copi cos. 

La arbitrariedad al parametri=ar ~s tan grand~ que uno 
puede ajustar alguna C6 algunas) propiedad exactamente, pero 
no neccsariament~ se podrá predecir, con los mi5m03 par~mQ
tros:o C\l guna otrD. propiedad. Con !=recuenci a no put-de·-·a-jus
t.arsQ más de una propiedad con un conjunto dado de paráme
tros .. 

Mucha3 de est~s parametri=aciones se justifican sola
mente por el hecho de que 1-eproducen mejor ó en un mayot
nóm~ro, propicdad~s dol material. 

Los pseudopotenciales pueden tambi~n calcularse de pri 
m~ros principio•. ••3• 

5 
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Lo importanta an astD Qltimo tipo de cálculo de paeudo
potenciales es que no se incluyen parámetros experimentGles 
a exc~pción de constantes Fundamentalas. 

Los potenciales correspondientes a estos pseudopoten
cialos, muD3tran la presencia de oscilaciones de Friedel ~ 
pueden Eer loc3le~, no-localas o dependientes de la ener
gi C\ C"'?', • 

Es claro, actualmante, que un pseudopotencial determi
nado ~n Forma empírica puede no ser considerado debil••••, 
asl que su uso para obt~ner el potencial interíonico no se 
jL\sti. -f-ic~-

El potencial interionico para metales simples puede 
construirse de primeros principios usando teoría de pseudo
potenciales•-•. Esto se ha hecho usando un cálculo de res
puesta no-lin~al d~ la d~nsidad d~ carga inducida alr~dedor 
de un ion en un gas de electrones. Se selecciona un pseudo
pctencial para reproducir la donsidad d~ carga inducida en 
respuesta lineal, excGpto en una región cercana al ion. En 
esta región se requiero de un modelaje do la densidad da 
carga inducida. EEte modelaje no es anico. Los efectos no 
lin~ales ~e incluyen parcialmente, d~ esta manera, on ~l 
pseudopotencial. Un exposición más det3llada del método se 
d3 en la s~cción Z.b. 

1 c. - POTEtlC!ALES CDtl Y::L TEOREMA DE HELLHAt~N-FEYNMANN ,..,., • 

Una Forma de obtener potenciales interatómicos a partir 
de primeros principios ~in usar pseudopotonciales es a tra
vés del teorema de Hellmann-Feynmann. 

Hemos seguido el método que MagaKa ot al aplicaron so
lamento a hidrógeno metálico••• para obtener el potencial 
intmratómico v que tambi6n ~e ha extendido para el caso de 
litio c:on c:it:?-rto é>~ito~"-"· 

Este m~tcdo se basa en el formali3mo de funcional de la 
densidad•••• para calcular la densidad alrededor de un ion 
en un ga3 de electrones. 

Se t..ttili=a ol t~orcma de 1-iellmann-Fcynmann, que da. la 
diferencia de cn~rgia, SET, de un sist~ma de electrone$ li-

6 
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bres Qn el ~stado base y el mismo sist~ma perturbado por la 
presencia de núcleos de carga Ze. Tomando de la eupresión 
para SET la parte que depende de la separación entre los nú
cleos se obti~ne el potencial intcriónico. Este potencial 
interiónico está dado en términos de la densidad electrónica 
y la interacción directa entre dos iones. 

Para este modelo no existen parámetros ajustables, ni 
se mod~la la d~nsidad alectrónica en la región cercana al 
ion. En 1a sección 3a se explica más detal1adamente este mé
todo. 



2. - RESUMEN DEL FORMALISMO DE HOl-IENBERG, l':Dl-lN Y SHAM. ( DEN
SIDADES ELECTF"':ONICAS UTILI:'./:',NDO APANTALLAMIENTO 
NO-LINEAL> 

El result3do central del Formalismo de Hohenberg, Kohn 
y Sham•••• establece que existe un potencial local de una 
partlcula v_ •• <rl el cual, por m~dio de la ecuación de Scha
dingcr de una par~icula dada por: 

(-!".! v:z i- '-.. '_.,.. ... Cr> > ~oa. Cr> = E., 'J'._ Cr> ( 1) 

genera un conjunto de Funciones de onda ~a<r> y la densidad 
exacta del estado base de el sistema por medio de la expre
sión para la densidad de partícula independiente: 

n<r> ::: j/Va<r>J" <2> 

donde 1 a. suma se e>: ti endc:o hasta el ni vcl da energi a do Fcrmi 
C hemos usado unidades atómica~ es decir ~=e=m=l y las se
guiremos usando hasta que se indique otra cosa>. 

El potencial e·fecti ... ,.o está da.do pos-: 

-0<r> •· .SE"~rn<r>J.'.S-n<r> ('.3) 

donde 0<r> es el potencial total electrostático del sistema, 
y EN_rncr>J es la energía de intercambio y corrolación del 
si st~ma .. 

Cuando s~ omiten las. corrc:-cciones de gJ-adisnto,. podamos 
esci-i bi r: --·~--··--·--· -

( 'I > 

donde E"-<n<r>> es la energia de intercambio y correlación 
por partJcula en un gas d~ electrones homogdnco de d~nsidad 
n <r>. 

Usando simetrJa csfdrica, escribimos.abajo las ecuacio
nes a resolver en este caso: 

a 
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<-!.! d'.:it/dr:? + 1-..'-~...=<r> t-- 1 (l.f~t) .. 'r:? - .;k>rRi.w<r> 

dende Ri.~<r> es una solución 
dinger con momento angular 1 
energía ~k = • k2. 

a la ecuación radial 
y estado electrónico 

o (5) 

de Schro
J~, de 

Nótese que el potencial 
electrones está contenido on 

de la impure=a en el gas de 
0Cr> y que. en ausencia de la 

impure=a• RikCr> es proporcional a la función esférica de 
Dessel de primera clase, Ji<kr>. 

De la ecuación <2> podemos obtener la densidad electró
nica desp1a:ada alrededor d~ un átomo en el gas de electro
nes 

ó 

SnCr) 

8nCr> f y a Cr > f • - n-

k,.. 

1 / ::?n ';; e 21 -f-1 > I d k k ' q R .... e r > 1 > - 1 .:r.. e k r > 1 • > 
l=O 

o 

(é) 

+2:r: f')t' .. Cr>¡> (7) 

Donde"'/"' 1:1i <r) c:orroosponde a. l. as fLtnc:i enes de onda de 1 os 
estados ligados. 

Para la contribución de intercambio y correlación al 
potencial efectivo, ecuación C3>, usamos la eMpresión dada 
por Gunnarson y Lundqvist••-•, en unidades atómicas. 

v __ cr> ~ &E •• CnCr>~/8nCr> 

-0.6109 [1/r_ t· 0.0545 lnCl •· 11.q/r.>~ 

donde 4rrr- 3 /3 = 1/n_, es 
esFera qua~ Qn promedio, 

decir, r_ representa 
ocupa un electrón. 

el 

ce> 

radio de la 



El potencial electrostAticc obedece la ecuación de Poi-
sson 

-4TT D<r> (9) 

donde> 

D<r> ZS <r> •- n- - n Ca-> <10) 

ó 

D <i- > Z 5" < i- > - Sn < r > <11) 

Para que v_ •• <r> se anule parar grande, la parte de 
intercambio y correlación se red~~ine como 

< 12) 

También ha de satisfacQrse la regla de suma de Friad~l 

z 2/n 

donde ~· son los deFasamientos, con respecto de las Funcio
nes da onda para potencial c~ro, de las funciones de onda 
dispersadas por el potencial e-fecti'.;o .. 

Resolvimos autoconsistcntemente numéricamente las ecua
ciones <5>, <7>, <11>, y (12) y empleamos el método de Manni

nen,. et al c-:i:o,, para alcan:=ar ~\na autocon:sist~nci.a... . .o.u...tcmá.ti.
ca, al calculür la densidad. 

La doscripción anterior para ~1 cálculo dm la d~nsidad 
electrónica, corresponde al modelo de átomos en Jellium. 

En el modelo de Jellium las cargas positivas de los io
nes del metal son reempla:adas por un Fondo neutrali:ante 
homog~nco do carga po~itiva de densidad n_. 

'º 
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1 
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3 • CALCULO DEL F'DTEt~CIAL INTERATOMICD 

3 a. - POR MEDIO DEL TEOREMA DE HELLMANN - FE'.'NMANN 

Hemos seguido el mdtodo do Magarra et al•••, que os una 
extensión de l~ aproximación usual de teoria de perturbacio
nes para el cálculo do potonci~les interatómicos en metales 
simples y está basada en el ~ormalismo de Funcional de la 
den si dad, C?l cLtal c:cpl i c.art:?mos brev~mentc:i 'l' (para más deta-
11 es ver re~erencias 1 y lBJ. 

Comen=amos con un gas de electrones intoractuantes y 
eléctricamente neutrali=ado. Este se encuentra contenido en 
un volumen muy grande. El sistema esta representado por un 
hamiltoniano H y una densidad electrónica promedio n-. Dos 
cargas estáticas da magnitud Z se colocan en este sistema y 
para preservar la neutralidad en la carga a~adimos ~Z elec
trones. Una d~ las cargas estáticas e~tá locali:ada en el 
origen y la otra C?n R. La d~nsidad electrónica promedio que
da prácticamente inalterada por la inclusión de los 2Z elec
trones. El nuevo hamiltoniano total para el gas de electro
nes, HT, es la suma de H ~ H~, donde 

e 14> 

la suma sobre los espines electrónicos está impl!cita y 
"f <r) y "(- Cr) son ope.-ador~s de campo. 

Estamos ompleando Llnidades atómicas. o=fi=m=l:ii donde m y· 
e son la masa y carga del electrón, ~ es la constante de 
Planck dividida ~ntr~ 2v. 

Debido a la prcsoncia d~ las dos cargas ~státicas, ten
emos un cambio en la energía del sistema. El cambio total de 
energ!a incluyD la intaracción dir~cta Z~/R entre las cargas 
eléctricas ext~rnas y estáticas • 

La oxpro5ión para la diferencia de on~rg!as d~l ~stado 
base de los electrones descritos por HT y H respectivamente 
es: 

11 
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.!i'E-r :z~ .. 'R - ~<r>C: t.' Ir 1 •· 1 ·' 1 r -B 1 J ( 15) 

dende 

<o/ <). > 1 ¡t-- e.-> ')" < 1- > ¡ :J! e A> :> ( 16) 

y JTfT<A)) es el vector de estado para el estado base del 
hamiltoniano H<A> = H + lH", 6sto es 

H < Á> f "o/ < ~> :> ( 17) 

y )., es tal que O< ). < 1. 

Se puede observar que He.A..> reprcduc:a el si st~ma no a.1-
terado con .:l = O • ésto es, H < A=O> = H y también el sistema 
con la perturbación completa para Á = 1 • H <,\=1 > = H t- H". 

El potencial de par, V<R> está dado por la parte de
pendiente de la estruc:tura en SE-r .. 

Necesitamos calcular la densidad electrónica, f'J. <r>, 
para cada valor de ). entre cero y uno .. 

Debido a la dificultad numérica para llevar a cabo la 
solución d~l problema con dos centres d~ fuer=a4 pa.ra cada R 
y guiados por el método usual, se supone que r~ <r> puede 
ser <ra:onablemente> aproximada por 

( 18) 

donde Sn~Crl es la densidad electrónica despla:ada alrededor 
de la carga externa en el origen y &n~Cr-R> es la densidad 
electrónica despla:ada alrQdedor de la carga R, n_ es la 
densidad Qlectrónica del sistema no perturbado • 

Usando la ecuación C1B> en la ecuación ClS>, teniendo 
en cuenta que 1/ Jr-r• ¡ es la -funci on generé\dora de los po-
1 inomios de Legendre y utili:ando sus propiedades de orto
gonalidad, despreciando constantes aditivas y términos in-
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dependientes de R y usando •imetría esfórica obtenemos para 
el potencial de par 

V<R> z::t: ./'R - +-F=o<J..R>:J ( 19) 

donde 

(20) 

y 

(21) 

la ecuación Cl9> es la expresión para el potencial que usa
mos en este en~oque. 

Debamos calcular Sn~ Cr> para conseguir F4<A,R> y 
F2 <l.~ R> - Para esto usa.mes el -formal i .smo de -func:i onal de la 
densidad do Hohenberg, Kohn y Sham, dentro del modelo de 
Jellium. El potencial para aluminio qua se obtiene estA en 
la gráfica 3. El potencial obtenido para litio se muestra en 
el apéndice c. 

Las curvas dt? di spc:-rsi On da -fon enes que se obtienen a 
partir de este potencial están muy lejos de los r~sultados 
e>:pe?ri m~ntal C?S <un factor de entre 7 y 10)" tambi~n--•P•r.-ecen 
algunas ligeras distorsiones en algunas ramas. Sin embargo, 
para ol caso de litio se obtienen resultados un poco mejores 
( aproximadamente 40% mayores quo los resultados experimen
t,ales l. 

3 a. 1. - ItlFLUENCIA DE LA PRESION 

El metal pu~de ser sometido a presiOn, simulándola a 
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tr~·~"éS 

medio,: 
del parámetro r-~ 
ocupa un electrón 

que representa ol radio que en 
y ostá dado por la exprosión> 

·-- C3.i' C4lTnc:3) > 'I ..... 3 N./\J 

pro-

De esta manera. 3i disminuimos el valor de •-• la den
sidad n- aumentarA, teniendo asi más electrones por unidad 
de vol1..lmen .. 

El cálculo de las densidad~s para aluminio se llo~ó a 
cabo resolviendo la ecuación de SchrHdinger en pasos de 0.01 
a-~ donde ac:3 es el radio de Bohr~ hasta R = 1.7 ª-· Para 
1.7a-~R~S.1a- *ué resuelta con pasos de 0.02a_, para 
5 .. 1ac::..=:::.R..:::11 .. 9a_ en pasos de 0.04a_, ·y finalmente hasta. :25.5a
en pasos de o .. oaa.~,. donde se e',,.alua.-cn los c:orrimientos de 
Fase~& <Los valores de litio estan en el apendice C>. 

La suma sobre l en la ecuación (7> Fué hecha hasta 
lorn-"= 9 .. Los valeres de los c:o.-rimientcs de -fase están en la 
tabla 1. 

El paso on i que se tomó para reali:ar la integral <19> 
-fué de 1.113. 

Una ve: obtenidas las densidades para ol conjunto de 
valores de ~, calculamos el potencial interiónico usando la 
ecuaci On < 19) .. 

.:?.06406ac. 
FSR 

6.616076 
o. 322911 
0.006463 
0.000290 
0.000055 

a~ = 0.529 A 
13.002141 

3 .. 950931 
0 .. 037292 
0.001296 
0.000083 
0.000050 

Tabla 1.- Valores do los corrimientos de *ase~ª" para alu
minio. También se dan les valores de la Regla de 
Suma de Fri cdel, FS.R,. resultan te y el valor de r
empl ea.do. 

En la grá~icas 1 y 2, se muestran las densidades tota
les para ;l.= l y los valores de N = 0,2 y 4 para aluminio, 
para los mismos valor~s de~ y N los pot~nciales interióni-

l'I 



ces aparecen en las gráficas 3 y 4. Cl ·~alor de N=O repre-
9enta prosi6n atmosférica. Para aluminio r- es igual a 
~. 06'1 l u. a. 

L3s gráfic3s p~ra la densidad ~l~ctrónica, están dadas 
como gráficas de qnr•&n. En ellas se observa un c3mbio en el 
periodo de la d~nsidad a medida que cambia la presión, ésto 
es de esperarse al considerar la expresiOn asintótica Cosci
l3cionQs de Fricdel> de la densidad que ~a como 

Bn a A cosC2k+r + B > ...... .., <23) 

con k. el VQCtor de onda de Fermi, como k.=1.92/r-• al dis
minuir r- aumenta k., por lo que el periotia cambia y existen 
más má>:imos y mínimos denti-o de Lln mismo intervalo de la po
sición. Esto sucede no s6lo en la forma asintótica sino en 
toda la dQnsidad. 

Como al potencial intcriOnico depende de la densidad, 
el cambio descrito en ella debe reflejarse en estos poten
ciale;; .. 

pe
al 
fi-

Al observar los valor~s de la segunda derivada del 
tencial en ~l primer minimo, se tiene que se incrementa 
aumentar la presión Cver tabla 2). E~to se podia esperar 
sicamente, al considerar a los iones dentro de un pozo de 
potencial, oscilando como si cada uno de ellos estuviera en 
una caja ~ al disminuir la~ dimensiones de la caja por me
dio do la prosión, la frecuencia con la que oscila el ion 
debe ser mayor!' como esta última. es proporcional. a la. se
gunda derivada del potencial ésta también aumenta. 

Los detalles del cálculo para el litio y los resultados 
ccrrespondiontcz se pr~sentan en el ap~ndice c. P~ra esta 
caso, la predicción de las curvas de dispersión d~-~onones 
es menos mala. Los máximos da las Frecuencias resuitan ser 
del ordende 40Z mayores que los corre~pondicntes valores ex
perimental cs. De esta manera vemos que esta cn~oque se aleja 
mas de la situ~ciOn real conf-orme más pes~do es el metal. 

IS 



r_ Cu.a.> d~ ',/,,'dr:? cu.a.) 

,-_<O = 2. 06406 0.1188 

•-:a = 2.02:29 0.1~34 

.- ..... = 1. 9S1S 0 .. 1317 

Tabla 2.- Valores de la segunda derivada del po
tencial intcriónico de aluminio para 
diferentes presiones. 
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3 
Densidad electrónica inducida total. alrededor 
de un núcleo de aluminio, obtenida mediante el 
~ormalJsmo de H.t<.s •• para diferentes presiones. 
por claridad se muestra una ampliTicación en el 
recuadro. 
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~ b. - ENFOQUE DE HANN I tJEN ET AL • - • • 

. A =.egundo orden en teor:í. a. de pe1-turba.ci enes,. la energi a 
total por átomo. ~n la formulación de pseudopotencial, ostá 
dada por: 

ZE-<n-> + ~ ..... + .;Eta + 1/n I: J d=31r n_ "1JCr-8_-.> 
i=O 

(24) 

donde N es el n~mero total de átomos. Z la carga del ion me
tálico y E~<n-> es la eDergia por electrón en un Qas de alac 
trenes hcmog~neo de densidad n_ = <NZ>/V 0 siendo V el volu
men del metal. 

La e>:presión para E ... , que es la energía de t1adelung 
queda dada por: 

l/C2'.I> l: 4trZ~,'k2 C SCk> -1 :J 
k'f'!C1 

donde SCk> es el ·Factor de estructura de·Finido como 

S<k> 1/N 

<25> 

El término \>J(r) que aparece en C23>, es un pseudopoten
cial de corto alcance definido on términos del pseudcpoten
cial no apantallado v<r> come 

N<r> Z/r e- v<r> <:?7) 

La e):presi ón para Eea,. 1 a enei-gí a. de estructura de ban
da, es 

1/C2'J) :r: 1<2/C'lrr> ¡vo<> l'-S<k>Cl/E(k) - l:J 
•<'1'0 

(213> 

dende ECk> es la función diel~ctrica. 

~·-



Si en la e>cpresión para la energía total <24> se suma y 
resta la componente k =O obtendremos 

€, 0CRa> + ZE-<n-> - n- lim 2nZ/(k2ECk>> 
lc-.Cl 

·>- Z>/n I dklv<k>k'-/<4'1'Zlj'~1/E(k) 1J 

o 

aqu• ~<Ral tiene la *armo 

0(r) 1 .. ''·' I: e;.:p<-i ~~ .. r> 4nZ2/k:?(1 f-. 1· .. '(k)k'.:/(4nZ>¡2 x 
k 

r!/E<I:> 1::1-rsck> - 1::1 (29) 

Esta es la pnrte que depende de la estructura en E, y 
es la expresión para el potencial interiónico•••. 

Reempla=ando la suma por una integral en 0 llegamos a 

l!l <r) 

o 
rl/E<f:) -1J c:::o> 

Esta expresión es ·fácil de evaluar para cada. punto en 
r 0 ya que habiendo obtenido la densidad electrónica inducida 0 

se tiene una expresión para v<q> a trav~s de teor•a de res
puesta lineal 

Sn<q> = [1/€Cq> - 1J q>v<q>.'<4n> (31) 

donde Bn<ql es la transformada de Fourier de la densidad e
lectrónica inducida. 

L~ ecuación (31> garanti=a que el pseudopotcncial v<q> 
reprodu:ca la den~idad electrónica inducida exactamente, al 
menos para r > Re, dond~ Re ~3 al radio del caro:o. 

De esta forma alguno~ e*ectos no-lineales se incluyen 



en el potencial interiónico calculado por este pseudopoten
ci al . 

. En el modelo qLto Lt=.a el teorema de Hel l mann -Feynmann, 
se uti!i=6 la densidad Bnlc> !ecuación C6Jl que incluye esta
dos ligados. En el mod~lo del pseudopotenc:ial se elimina la 
contribución a ~n<cl de los estados ligados, puós la exis
tencia de e•tos presumirla un pseudopotoncial Fuerte. 

La ~arma de construir esta densidad inducida de los e-
1 ectron~• de valencia es ropr~sentando al metal por un Fondo 
de carga positiva y el gas de electrones de densidad n-• se 
introduce una carga en el gas de electrones. Esta carga pun
tual es la carga del nGcleo de un átomo metálico, as! la 
densidad de carga a la que los electrones responden es: 

n-Cr> Aó· <r> •- n- (32) 

donde A es el nómero atómico del núcleo del átomo del metal. 

La densidad electrónica inducida de los electrones de 
valencia es 

Sn<r> (33> 

donde los primeros dos términos r~presentan la densidad e
lec:ti-ónic:a despla=ada alrededor de un átomo en el gas de 
electrone• y que puede ser obtenida resolviendo autoconsis
tentementc- la.:s ec:uilc:iones de H.l<.S- [(~), <7>, (11) y <l~>J. 
la densidad n<c> es la que aparece en la ecuación C2l y las 
.•-~ son las Funciones de onda de electrones ligados corres
pondientes al caro=o. Be debe notar que la neutralidad de 
carga r-equiere que -·-······------

z (:;:;4) 

Cuando el ion se introduce en el Jellium se produce un 
incremento local en la cantidad de carga positiva. Para man
tener la cantidad corr~cta do carga positi~a se remueve la 
carg~ dol *onde positivo, siedo ésta una es*era de radio 
R--• que corresponde a una celda de Wigner-Bcit= que contie
ne al ion. AsJ, colocamos el núcleo <o ionl on una vacancia 
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de Jellium. En este trabajo se usó el modelo de vacancia en 
Jellium, p~ra calcular la densidad electrónica de valencia, 
que sirve luego para hallar el pseudopotancial. 

La donaidad de carga inducida ahora es 

Sn <1-> n (r) - n_<r> (35) 

donde n<r> y "f' a.•c:io- son respecti'.,·amente, la densidad elec
trónica total y las runciones de onda de estado ligado cal
culados autoconsistentemente mediante el *ormalismo de 
H.K.S. tomando en cuenta ol potencial e*ectivo electrostáti
co, ecuación <9>, con la carga externa 

n-<r> (36) 

es decir el nócleo y el Jellium con una vacancia es*órica. 

n-<r> es la densidad electrónica alrededor de una va
cancia de Jollium, es decir, correspondo a la solución de 
las ecuaciones de H.K.S. con una carga externa positiva 

n-~-• <r> = n~ <Sl<r-R--> 

para el cálculo de n-<•-> se usa la e}:presión <37> 
de los dos primeros términos en la ecuación <10>, 
solución autoconsistente. 

<::::7> 

en lugar 
para. la 

Como en el 
carga. induc:ida, 

caso anterior, 
ecuación <35>, 

la integral de la den3idad de 
es ........ 

Para ~aleros pequo~om de r, &n<r> muestra unos "ri:os". 
Estos surgen al ortogonali:ar los estados no-ligados a los 
estados del caro=o altamGnte ligados. E~tas oscilaciones no 
deben estar presentes en el modelo del pseudopotencial ••• ya 
que lo~ estados del caro~o no existen pues el pseudopoten
cial es débil. Para eliminarlos ~e modeló la densidad cerca 
del orig~n en t6rminos de una parábola de la siguiente for
m~: 

SnCr> A - e.-~ r ~ Ro 



donde A, By Ro se seleccionan de tal Forma que tanto Bn<r> 
como mu deri~ada sean continuas en Ro y la ecuación (15) 
también se cumpla- NOtese que no se han introducido paráme
tros ajustables en ol proceao de modelado. 

El valor de Bn<q> necesario para conocer v<q> se obtie
ne mediante 

Sn <q> (39) 

como la integral es hasta inFinito se ajustó a la densidad 
Bn<r> una *orma asintótica para valores mayores que 
R~-" z 1~ u.a., con la forma 

La integral e 3'7 J 
llamada AINos•=•• que 
tes. 

C40l 

se calculo empleando una subrutina 
integra ~unciones altamente oscilan-

3 b.1.- INFLUENCIA DE LA PRESION 

El metal también *ué sometido a presión, dentro de este 
método,en la misma forma como se hi=o para Hellmann-Feynmann 
<ver sección 3 al >. 

Para el caso de la densidad Bn<rl 0 se obser·~a el mismo 
c:omport.:imi en to que se observó para el modelo de .Jnl '1-'1·um·;·- es 
decir, "Se obse.-van má$ má~.;imos y minimos dentro de un mismo 
intervalo de distancia, cuando se varia la presión. 

Las gráficas 5 y 6 0 muestran las comparaciones entre la 
densidad d~ valencia sin presión y con diferentes presiones 
para aluminio y las gráficas 7 y e la misma comparación para 
el litio <nuevamente se graficó qur28nCr> en ve= de BnCr>>
En ell~3 so muQstra la d~nsidad obtenida del cálculo numéri
co con sus "ri=os" cerca del erigen y el polinomio que mode
la la densidad para rCR--
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Los valores para la transformada de Fourier para alumi
nio de 8n<q> son mostrados detalladamente en las gráficas 10 
l! y 12 los valo~o• d~ SnlqJ par3 el litio se muestran en la 
grá~ica 13. Los valor~s de BnCq> no di*ieren con di+erentes 
presiones no diFicrmn gra+icamente mn forma apreciable de 
los valor~s sin presión dados en las grá~icas 10 y 13. Se 
observa un ligero ~orrimiento de las intersecciones de BnCq) 
con el C"je q. 

Lo• potoncialm3 intcriónicos obtenidos para diferentes 
presipnes se muestran en las gráficas 14 y 15 para aluminio 
y 16 y 17 para litio, obser~andose lo$ mayores cambios en 
los primeros máximos y mínimos. La posición del primer veci
no <5.Z8 u.a. para aluminio y 5.7 para litio> queda en la 
vecindad del primer minimo del potencial para ambos metales. 

3 b::?.- INFLUENCIA DE LA FUtJCION DIELECTRICA 

F•ara ser c:on:::;.i stente con o1 c:ál c:ul o de la densidad e-
1 ectróni ca, par~ce natural usar una función dieléctrica la 
cual involucre la misma aproximación para el valor de inter
cambio y correlación. Asi se procedió para el cálculo de les 
potenciales mostrados en las gráficas 14 a 17. 

Para obtener la función dieléctrica se tomó la expre
si On «_, 

E<q> 1 ~· 'llT "t"f<q> /q'-' ( 4.2> 

dende 

'1Tcq> 1T~Cq)/(1 <41T/k-ro='-><l -L> '1T~<q>> (43> 

con 

L íT~<O> .' "'!T<O> (44) 

siendo 

(45> 



los términos EF<r-l, µ.-<r-l, k,,.•=qk-/Cwa_l, son la energía 
de Fermi, potcnci•l químico de interc•mbio y ccrrelación y 
el Factoi- de apantallc::t.miento de Thomas-Fermi. 

Para el término de intercambio y correlación se tomó el 
valor dado por Du~narson y Lundqvist••-• empleado en el 
cálculo de la densidad. 

So d3bo notar que por con3trucción la función dieléc
trica satisface el teorema de compresibilidad•-• que está 
dado por la ecuación (44). 

Para ~er como varía el potencial con la •unción die
léctrica se utili=aron también la de Lindhardc 2~>, la de 
Singwi••••, la construida por Taylor••-• y la que utili:a el 
término de intercambio y correlación de Hedin y Lundq
vist•••• - Los v~lores de L necesarios para calcular la •un
ción dieléctrica ECq>, ecuación C42), para cada aproximación 
son las sigui~ntes: 

Gunnar~on, et al 

L.a C46l 

Lindhard 

L._ 1 C47l 

Hedin, et al 

C4e> 

Taylor 

L.,. ----······-···("49) 

Para la ~unción dieléctrica de Singwi se usa la expre-
sión 

E Cq) 1•C1-*<qll4k./Cnq•> 

>< t:1/2 .. cqk-'·-q•l/ce1<.,q> ln¡c21,.,<-q>/C:2k.,-q>¡ 

(50) 



-

c:on 

usando los Fac:tores A_ = 0.0905 y E = 0.336 0 ,que se cbtie 
nen do interpolar los ~•lores de A- y B dados en la referen
cia (23>, para diferentes r_. Esta Oltima func:ión dieléctri
ca no satisFac:a el teorema de c:ompresibilidad••m•. 

Los pctenc:i~les c:orrespondientes se muestran en las 
gráfica~ 18 y 19. 

Las diferentes Funciones dieléctr1cas afectan princi
palmente la poaición y profundidad del primer minimo. 
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Grá~ica 5.- Densidad electrónica inducida de valencia. alre
dedor de un ion de aluminio• obtenida utilizando 
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Grá+ica 6.- Densidad electrónica inducida de valencia. alre
dedor de un ion de aluminio, obtenida utilizando 
el modelo de vacancia en ~ellium. 
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Grá-fica 7.- Densidad electrónica inducida de valencia, alre
dedor de un ion de litio, obtenida utili~andc el 
modelo de vacancia en ~ellium. 
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el polinomio A-Br2. para r.~=3.236 u.a. 
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Grá~ica 9.- Densidad electrónica inducida de valencia• alre
dedor de un ion de litio. obtenida utili:ando el 
modelo de vacancia en ~ellium. 
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Grá~ica B.- Densidad electrónica inducida de valencia, alre
dedor de un ion de litio, obtenida utili:ando el 
modelo de vacancia en Jellium. 
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Brá~ica 14.- Potencial interiónico para aluminio calculado 
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Gráfica 15.- Potencial interiónico para aluminio calculado 
usando el pseudopotenci al de 1"1anninen et al y 
función dieléctrica de Gunnarson et al para 
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Gra~ica 17.- Potencial interiOnico para litio calculado 
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Gráfica 18.- Potencial interiónico para aluminio calculado 
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4 CUR'.!AS DE DISPERSIDN FDNONICAS 

Teniendo ya el potencial interiónico, lo que sigue es 
calcular las curvas de dispersión fonónicas. Esto se hi:o 
por medio de la Aproximación Armónica y la Aproximación Ar
mónica Aut~consistent~. 

4 a.- APROXIMACICtl ARHONICA'"'-'· 

Para un sólido que tenga un átomo por celda unitaria. 
tomando como vectores baae A• ~ y ~ , las posiciones de 
equilibrio del cristal están dadas por: 

+- m=z e_ + m.::s s.. <31> 

Si d~notamos el despla=ami~nto de la posición de equi
librio del átomo i por !!.Lo el vector de posición del átomo i 
es 

(5:2) 

Por otro lado, tenemos que la energía potencial tota1 
es la contribución de todos los distintos pares de átomos, 
es decir: 

u ''i :i:: 0 ( !3_.._ -8...i. + !!.i... - !,!_,j_) (5z;) . -· 
A3í, el hamiltoniano del sist~ma.está dado por 

H ~ E.A,_2 <8...1....> /:::!N -1 U <S~> . 
donde E:.:L<B.i..> es la canti d.ad de mo·,,.-·imiento da cada .t\tomo, la 
posición de oquilibrio para cada átomo es B.a.... .,., M la masa 
correspondiente. 



-

Haciando un desarrollo en serie dQl potencial U CqUQ es 
~unción del desplazamiento de los iones> con respecto a sus 
posiciones d~ equilibrio, en potencias de los despla=amien-
tos !.::!. , tenemos: 

:r: c!L!.... - ~> ves <!:ll.. - ~> .. 
(55) 

El primer término de la ecuación C55) es el potencial 
del cristal en equilibrio u_, el segundo término es la *uer
=a sobre el átomo i 0 que ejercQn los demás átomos en equili
brio. Esta última ~uer=a es cero. 

El primer té~mino d~ corrección al potencial de equili
brio u_, que no se anula, es el término cuadrático. En la a
proximación armónica s~ desprecian todos 1os términos d~ or
den mayor .. 

El hamiltoniano queda: 

H (56> 

donde 

u_ N/2 I: 0 C&_> 

y 

cumple con O,_A o, .... y las ecuaci enes de movi mi ente sen 

(57> 

Oe~inimos las coordenadas OwA, tales que 



Ll'll.- 1/CNM>""' ~ °""'";. a ... ).. <>><p<i !:>_·!3.A_> (58) 

donde E. son los vectores de polari=ación y la ecuación 
<57) queda 

(59) 

donde D<k> es la matri= dinámica. Los Q}cmentos de esta ma
tri:: son: 

(60) 

Las frQcuencias, w, de las ondas doscritas por Qk~ se 
obtienen de la ecuación de valores propios para los vectores 
de polari:ac:ión 

(61) 

donde los vectores E. 1 cumplen con 

= 8 1'1 s-·• 

es d~cir Forman un conjunto completo. 

4 b. - APRO~Il'IACIÓN ARt1ÓtlICA AUTDCONSISTENTE 

En la apro~cimac:ión ai-mónica a.utoconsistente<~"'", el 
hamiltcnia.no 

H l: 0(~ - ~ i- !:!..>... - ~) ... 
es 3U~tituldo por el hamiltoniano d~ prueba, dado por: 



-l: p._.:? (B_) + !{ l: !2 (!!.¡,_ . _, 

El h~miltoniano H en términos del hamiltoniano prueba 
está dado de la siguiente manera: 

~ !'2. <~-~)_cm .. ..;j) _,. <!:!..!._-!::!..L) , • . -· 
La matri: de denEidad correspondiente al hamiltoniano 

prueba es 

f..,= expC-{lH..,>.'trCe>:pC-{lH..,lJ- (63) 

La matri: de densidad del hamiltoniano real queda dada 
como 

c>xp C -{lH> /tr Cc»:p C -PHl J.·= c:»<p J: -ll CH., <-U> J /tr Ce>:p C -¡3 CH., +U>> J-

con U H - H.,, si U es pequeRo tendremos 

F -kTln Ctr /'<H> > z - kTln <tr .f.-.> Fp---ta-

o de otra münera 

Fs:----a- = trc/.., ·•·(l-"t.ln J'....,.J· < H+tl-'-ln .f'...,> C64> 

si también escribimos 

Cé:Sl 

e introducimos la matri: 

e ).. .. .., >-·· ==(~-~>-<!:!.a--!::!..&.>,.> (66> 



podemos reescribir la ecuación 164) como 

F,,,.- ...... _a_ F., +- '! 

!: e ). :a. _. > ... ,. e J2J :L J ) ._,. (é7) .... _,.. 

Sabiendo que para cualquier Función flr) se tiene 

podemos esribir que 

y utili=ando la propiedad de los osciladores armónicos que 
establece e~~,, 

S:exp <u-Q:.> > cn-:p e<<!:!.~~> 2 > .. '::!J 

obtenemos finalmente que: 

<0CB.&_-B...t_-t·!::!A..-k!...:t...) > = ev.pC:!"! ~i l .. _,,_,. V '\l J.Gll&...i.> 

Sustituyendo 168> en 167) vemos que F•---•- es Función 
de l. :L..J y ~ .. -1. Minimi=:ando Fp_....,_a_ c:on respecto a es·tos pa--
rámetros obtanemos: -------.---·-·-· 

169) 

A ... J >-,.. =O <70) 

La ecuación 169> nos dice que la mejor selección de 
10.__,)_ft es el promedio térmico de las segundas derivadas del 

'f6 _ 



pot~ncial intoriónico~ 

relación entre COa_.l y 
miontras 

:Aa .. -
l .a ~C:Llaci ón (70) nos d.a una 

La matri: dinámica pued~ obtDner•~ como en la apro~ima
ción c.i.r-mónica: 

!: C1-o:.-.::pC-i !:.. 4 fu.)> Ct;.:J»-..a)- .. 11 
o.,). 

y la ecuación d~ valoro• propios QS: 

¡: 

"-' 
!1-exp<-i!>_-~ll (@.,_.)_,.€ ... ')_ 

I: < 1--exp (-i!f_-&..t_l l < "_, 

<71) 

C7!2) 

De los resultados anteriores se pued:=o obtoner una e):
presi ón para F.., en términos de w. Para ésto se toman las 
coordenadas normales 

Lt1 .. l-' <Ni-o ..... i E .. '). o .. ;i.o:cp < i !f.- !_l C73.a) 

(73bl 

donde 

siendo ª" y a~- los operadores de ascenso y descenso. 

(62> 
Sustituyendo las 
para H.., y usando 

e::presi en~= de e?::;> 
C7Z> se obtiene que 

en la ocuac:i ón 

; 

!1 

11 

i\ 
\ 

1 



y en t~rminos de los op~radores de creación y aniquilación: 

:: "''te). 
k).. 

<'í .. <74) 

La ecuación <74> nos da los "eigenvalcres" para la ener-
g.ía 

l: lr.IN,A (!'Í +- ntc) 
k}. 

De la ecuación de la ~unción de partición 

(75) 

exp C -(lF,... > =tr Ce>:p C-(lH.., > :¡. exp <·-(.lE < - - -n .. - - - > = IT"z .. l. 
K). 

donde z .. ).. está dado por: 

y de ésto obtenemos la expresión para Fn 

F..,= ~ B-•1nt2senh<~ (lw .. ~ >J ... ).. 

Sustituyendo <76> en la ecuación <70> obtenemos: 

(76) -

(77> 

de la ecuación <72> y utilizando las propiedades de EM ob
tenemos.al multiplicar ambos lados por E .. ~ y sumar scbr~ a 

50 



sus.ti tuyendo la expresión anteri o.- en 1 a ec:ua.c:i ón (77) obte
nemos 

(78) 

EmplQando la igualdad C69> 0 desarrollando 0CR> en se
ries de Fourier tenemos 

(0'-....:J)ac,a = <:VVGJCB..:&.......i.. + !::!..&.... - !::Li_>> 

= J d"'u º-•• C~ + !:!.> J d"'q C~n> -=<exp C -i 9_·!:!. - '2 g_· ). .. _.-s.> 

(79> 

.Al realizar la integral en q (ver apéndice A> la ecua
c:ión <79) queda como sigue 

= [ (~TT) ::s 

ceo> 

donde 0-n es la derivada tensorial del potencial interiónico 

('21.,.,_,)_,. son las constantes de fuer=a del 
aproximación armónica autoconsistQnte y juegan 
pel que O-~ en la aproximación armónica. 

modelo de la 
el mismo pa-

Si 



P~ra obt~ner las Fr~cuencias en la aproximación armóni
ca a.utocor.5istente se resue1-..,·en las ecuaciones <71),. (7'2),. 
(78) y (801 autoconsist~ntem~nte. 

4 c. - CUR•,'AS RESULTANTES F'ARA Ci",DA ENFOQUE DC CALCULO DEL 
POTEt JC I AL. 

El cálculo de las curvas de dispersión se reali:ó in
cluyendo interacciones entre las 22 capas de primeros veci
nos para el caso de los potenciales calculados con H~llman
Feynmann CH.F.) y para las 15 capas primeras en el caso de 
los pot~ncial~s con el método de Manninen et al La dife
rencia en el número de c:a.pas estriba. en que se legro conver
gencia para los valores de la ~recuencia para los nQmeros 
dados. 

En las gráTicas 30 y 31 se muestran, para propósitos de 
comparación los resultados de la aproximación armónica obte
nidos con el potencial derivado mediante el método de Manni
nen et al y los resulta.dos en peri mental es. 

El método empleado en el cálculo de los elementos de la 
matri: dinámica,. es el reportado en la reTerencia <29). Este 
método relaciona las constantes de ~uer:a del modelo axial
mente simétrico <A.S.> para n vecinos< 2 •> con las del modele 
de tensor de ~uerza. 

Para la obtención de ~recuencias con SCHA el m~todo au
toconsistente se inicia dando como primer valor de las 
<O.~>-B los valores de la segunda derivada del potencial 
calculado en el capitulo 3. Estos valores se emplean para el 
cálculo de los elementos de la matri= dinámica con los que a 
su ve:= se obtienen los valores de las -frecuencias. Con estas 
~recuencias se calculan los valores de < A~~>-B y empleándo
los se vuelven a obtener las (0~~>-n- El proceso continúa 
hasta lograr convergencia en las ~recuencias. Esto se logra, 
generalmente~ después de la quinta iteración. 

Los fonones obtenidos con potenciales calculados por 
medio del teorema de H~llmann-Feynmann para el caso del li
tio, estan reportados en el apéndice c. Los correspondientes 
a aluminio se muestran en las grá~icas 20 y 21. 

Para el caso de los potenciales obtenidos con el en~o
que prepuesto por Nanninen et al. Las curvas de dispersión 



para apr=•imación armónica y armónica autoconsistente se 
muestran en las grá~icas 2~ a 29. 

-s~ observa en las gráficas de curvas de dispersión que 
las +recuencia3 máHimas aumentan con la presión. Las curvas 
de dispersión calculadas con lo~ potenciales obtenidos con 
el en+oque que utili=• el teorema de Helmann-Feynmann se a
lejan de loa valoras •xperim~ntales•m-•. Para el caso de 
aluminio a presión atmos*érica estos di*ieren del experimen
to en un +actor de entre 7 y 10 y en litio di+ieren en un 
40Y.. De esta manera ~stas curvas de dispersión no resultan 
Otiles para el cálculo de propiedades termodinámicas. Las 
curvas de dispersión de aluminio obtenidas con el en*oque de 
Manni nen et al c:oncuerdan muy bien con los resulta.dos e:~pe
ri mental es <su di+erencia es de entre O y 14% para la apro
ximación armónica y de entre O y 10% para la aproximación 
armónica autoconsistente>. 

En nuestras curvas de dispersión de litio reproducimos 
la intersección, en la dirección <qOOl, entre las ramas 
transversal y longitudinal que otros modelos no reproducen 
en el punto q<2n/al z 0.6 <ver re*· 44l. La di+erencia entre 
+recuencias para r __ con el experimento es de entre O y 13% 
para la apro~:imac::ión armónica CHA> y de entre O y 15~ para 
la armónica autoconsistente (SCHA>, a excepción de la rama 
T1 an la dirección CqqO> dond9 las diTerencias llegan hasta 
el 20% para HA y 25~~ para SCHA .. 

s3 
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armónica> para el 1itio, construida con el 
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5 CALCULO DE PROPIEDADES DEL METAL. 

5 a.- CALOR ESPECIFICO Y SU VARIACION CON LA PRESION. 

5 a.1.- LA DENSIDAD DE ESTADOS FCw). 

La función de distribucion de frecuencias. FCw>. de 
modos normales de vibración de solidos cristalinos e& de 
gran importancia para entender muchas de sus prcpied~de& 
cerno propiedades termodinámicas. dispersión in~rarroja y 
perconductividad. 

lo& 

• . 
su-

El producto FCw>dw da 
energias entre w y w + dw. 

el número de fonones que tienen 
FCw> est~ dado por 

FCw> 1/N )..: S(w - W). ( t>..> > CB1 > 

donde N es el número de átomos en el cristal y la suma sobre 
~está restringida u la primera =cna de Brillouin <F.B.Z.>. 
F<w> está normalizada a 3: 

J FCw> dw 

L"l 

1/N :¡: 1 3 (82) 

En la ecuación C82> la suma sobre !>..da N ya que hay e
xactamente N distintos puntos k contenidos dentro de la 
primera :ona de Brillouin y la suma sobre las ramas de pc
larizaciOn da 3. 

Habiendo calculado las frecuencias W).Ci>..> para muchos 
puntos en la primera =ona de Brillcuin. •stas pueden pcnerse 
en columnas de acuerdo con las funciones S en la ecuación 
(81> ~ue define a F<w>. Se obtiene asi un histograma para 
F<w>, el cual está normali=ado a 3 de acuerdo con la ecua
ción <B:?>. 

En ve= de un m~todo de muestreo com~n en las frecuen
cias y su apilamiento en columnas se ha empleado para el 
cálculo de F<w> el sistema usad~ por Gilat y Raubenheimer 0 



re-f. C3 t > ~ qL1e cal c:u l an c:on pr~c i si ón 1 a di str i buci dn de 
•recuenci~s Los cálculos h~chos con este método se reali
~an con tanta procisión, que se pueden observar las singula
ridades de Vnn Hove muy definida.mente. 

Las grá~icas ~2 a 35 9 corresponden a la distribución de 
-frecuencias F<w> a di~erentes presiones. Para su obtenciOn 
se emplearon las constantes de fuerza correspond1ent•s a la 
aproximación armónica, cuyas curvas de dispersión se mues
tran en las grá~icas 22, 23, 26 y 27 y que predi~eron los 
resul t: ad os e>: peri mental es con una di -Ferenci a porcentu .. 1 d& 
entre O y 14~. 

Como se habia mencionado. las singularidade5 de Van 
Hove se obtienen claramente. Además. unicamente a ba~as fre
cuencias se observa el comportamiento caracteristico de w2 
del modelo de Debye. 

Para aluminio .:\parecen dos mct.ximos en FCw>. Se encuen
tran para el caso de presión atmosf~rica. en los valares· 
22.7meV y 32.75meV para la energía de lo& ~anones 
<lmeV=2.41796NlO•• Hz>, siendo el segundo más alto. La máxi

ma energía ~onónica en la red. para el caso de r_ = 
2.06406a~ Ca~ r8dio de Bohr> es 35.4 meV. 

La distribución de frecuencias para metales alcalino5, 
en este caso litio, presentan tres " picos " de aproximada
mente la misma area, con un pico más alto y estrecho en fre
cuencias altas• 4 ••. Nuestros resultados para F<w> a presión 
atmosférica reproducen la posición de los picos dada por M. 
M. Beg et al c 4 •• y similar altura para el primer y tercer 
picos, pero no así para la altura del segundo pico. Lo& pi
cos en F<w> de litio aparecen en los valores para la energía 
de los ~anones 14.4 meV, 24.32 meV y 39.7 meV. La máxima 
energ1a ~onónica para r-~ = 3.236 a~ es 42.lB meV. 

Cuando aumentamos la presi º"• 1 a m-'Hi m-. en•rgj • -fonóni -
ca mostrada en F<w> aumenta. coma se esperab• del camporta
miento de las curva& de disp~rsión fonOnicas. Los m~ximo& 
que se tenían en F<w> se desplazan hacia frecuencias de me
nor magnitud. La " altura " de la grá~ica de F<w> diaminuye 
al au'1ientar la presión, ésto es debido a que debe conservar
se la normalización dada en la ecuación <82). 

S a2.- RESULTADOS PARA EL CALOR ESPECIFICO. 

1 
1 , 
ti 
I' 



Las oscilacionas de lo~ éLomos de un crist~l est~n re
lacionados dir"'ctamente con la eneraia del sistema. Ya que 
cac1a modo se comporta como un oscilador independiente cuya 
exitac:ión térmica media está dada por la *unción de distri
bución cJe Bosc·-·Einstein. La ene.•rgia total. la da la e;:.pre
'Sión 

<E> E [ na.<g_> + !i J·h ... 
donde w<q> 2 .... Y' <q> y 

n • < g_> 1 / ( "'" p ( f1 h Y'. ( q) ) - 1 ) 

A partir de la expresiOn (83) se tiene que 

<E> E h v. <q>/2 coth<eh v. <ql/2) ... 

(83> 

<84> 

C8S> 

Si el cristal es arande el conjunto discreto de vecto
res de onda en 1 a sL1ma. < B3> 11 ega a ser dense. As&• re~mpl a
z ando la suma 5obre modos por una integral sobre l• densidad 
de estados F C Y> • tenemos 

"'-
<E> I '7: h'if coth <flh Y'/2) F < Y'> d Y' (86) 

C> 

Ym es la -frecuenc:ia -fonónica máxima. 

Al derivar la e::presiOn (8b> con re•pecto de l• tempe
ratura se obtiene el calor espec:i~icc 9 es decir 

...,. ... 
lt JdV' 

o 

<flh'I' /2> 2 F <V> /senh2 <flh V'/2) <87> 

Los valores del calor especá~ico a volumen con&tanta 
obtenidos para litio y aluminio, con la expresiOn <B7> 
concuerd~n bien con los valores experiment•le&. 



Las tablas 4. 5 y 6 muesLran una comparación numérica 
de les valores cn~perimL?ntalesc:s=:.~::s ........ ?> y les calCLllados 
para el calor Dspecí*ico a presión atmos*érica para litio y 
a.l umi ni o .. 

Las gráficas 36 a 39 muestran la variación del calor 
especí*ico para di~erentes presiones. 

Para aluminio, J.P. Ba5tide et al propone una rela-
ción entre Cp (calor específico a presión constante> y p 9 

que es cuadrática en p: 

e,, = d + mp + np2 <87 a> 

que concuerda con sus mediciones experimentales entre O y 
1 c10 Katm. 

Aquí proponemos, para e_ d~ aluminio, una relacion tam
bién cuadrática en p: 

ap 2 + bp + e <87 b) 

y observamos que los valores calculados para C- ver 
tabla 4 > se ajustan a este tipo de variación con p. h•&t• 
par.a 200 t~atm, que es valor má:: i me de Ja presi On que heme& 
considerado <para T= 100 ºK• el valor de a = -7.3S3:SB>:10-•"' 
cal•K-• mole-• atm-•, b = -1.52061x10-- calºK-• mole-• atm-• 
y e = 5 .. 522 cal°K- 1 mole-• >. 

Por otro lado,. N.V. Fomince•> da una relación entre c .. 
Y e_: 

c .. = e_ + "'-""VT/'X. -r + [ (. C_/. p>-r + oc-•""'V:Jp + O<p•) + 

donde' 

oc-CP> oc_ = oc-c•-o> 

y X. T es la compresibilidad. 



Si consideramos que e_ varia con p siguiendo la ecua
ción <B7 b>- obtenemos que Cp debe ser una ~unción cuadr•
tica de Po lo que concuerda con los resultados experimenta
les de J.P. Bastide et al cee>. 

Por ~ltimo dado que nuestros calcules se realizaron por 
medio de variaciones con el volumen~ para traducirla• ~ va
riaciones con la presión hemos utilizado la relaciOn dada 
por Bridgmann'ª7 ª entre volumen y presión para varios met~
les0 entre ellon aluminio: 

V/V~ = - ocp + (lp"' 

y "' B.157 x 10-7 atrn-• y B 

p Cl<:atm> 

Tabla 3.-

1" 1 o-"" 37-27 75.63 

Valores de la presión 
al u.mini o. 

con p en atmós~eras 

50.37 x 10-14 atm-•. 

r ... 

115. 26 156.41 199.40 

para cada valor de 

Para el caso del litio 0 no tenemos noticia de que exis
tan. a la ~echa~ en la literatura. mediciones del calor es
pecifico como función de la presión, para realizar una com
paración entre nue~tra predicción y los resultados experi
mentales. Tampoco tenemos noticia de cálculoa de primero• 
principios. 

No tenemon noticia de que existan. a la fecha 0 en la 
literatura mediciones del calor especifico como función de 
la presión, para reali%ar una comparación entre nuestra pre
dicción y los resultados experimentales. 

Los valores experimentales fueroM tomado& del trabajo 
de Giauque 0 et al·~••. con las correcciones para la contri
bución electrónica dadas por Howling 0 et al•~~·. Para litio 
los valores e><perimentales fueron tomados del traba.jo de D. 
L. Martin• 47 • con correcciones para la contribuciOn electró
nica ~adas por P. K. Sarma et al 



T CºK> 1 Cv <r-IL.ll) c..,.. cr_ :a.> e"" <r-2> 
c....- <r-::s' C"<r •• > c .... <r •• > 

red red red red red red 

2C• 0.057 0.046 0.038 0 .. 031 0.025 0.021 

30 0.218 o. 176 0.143 o. 118 o. (>96 0.079 

40 o.541 0.448 0.372 0.310 0.258 0.213 

so C•. 992 (> .. 845 0.720 0.614 (1.522 o. 441 

60 1 .. !S('J(> 1 .. 309 1.143 C>.996 0.865 0.748 

80 ::?. 473 2.244 2.03::? 1.836 1. 652 1.480 

100 3.26ü 3 .. 036 2.820 2.612 2.410 2.214 

120 3.851 3.649 3.448 3.250 3. (>53 2.856 

140 4.287 4. 11 o 3.93:2 3.753 3.571 3.3S7 

160 4.610 4.458 4.303 4. 144 3.981 3.813 

200 5.038 4.926 4.809 4.688 4.561 4.427 

2SC> 5.344 5.265 5. J 8:2 5.094 5. (>01 4.90.2 

300 5.522 S .. 464 5.403 5.338 5 • .268 5. 193 

Tahl a 4.- Calor· espe?cí.-fico <en c:al 0 t::-smcl e-a> de •i Llmi ni o, 
valor-~s calcula.dos par a. di-ferentes presiones. 



T (o 1:> ¡cv redlCv<r-->rDdlCv<r-->/CvcKp 
e:..:p. cale:. 

20 C>. 048 0 .. 057 1. 19 

30 o. 194 0.218 1.12 

40 0.487 o. 54 1 1. l 1 

50 C:•.893 0.992 1. 11 

60 1 .. 350 1 • 5C•C> 1. 11 

BO 2.265 2.473 l. 09 

100 3.053 3.260 1. 07 

120 3.660 3.851 1. C•5 

140 4. 114 4.287 1. 04 

160 4.474 4.610 l. 03 

2C>O 4.971 5.038 l. C•l 

250 5.290 5.344 l. 01 

30C> 5.403 5. 5.2:2 l. 01 

Tabla 5.- Calor especifico <en cal ºK- 1 mole-•> de aluminio. 
valores experimentales y teóricas. para pre5ión 
atmosférica. 
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T <•V> ¡rv red,Cv<r-->red,Cy(r-w>rmd1Cv<r-4)r~d,Cv<r-->/Cwe~p 
QXp. cale. cale. cale. 

90 2.70 2.47 2.33 2.20 0.914 

95 2.BB 2.64 2.so 2.36 0.918 

100 3.04 2.81 2.66 2.52 0.923 

120 3.62 3.39 3.24 3.10 0.936 

140 4.08 3.86 3.72 3.5B 0.946 

160 4.40 4.23 4.10 3.97 0.960 

180 4.73 4.51 4.40 4.28 o.953 

200 4.96 4.74 4.64 4.53 0.955 

22C• 5.13 4.92 4.83 4.74 O. 96C> 

240 S.28 5.07 4.98 4.90 0.960 

26(• 5.40 S.lB s. 11 5.C•4 0.960 

.280 5.52 5.28 5.22 5.15 0.960 

300 5.62 5.36 5.30 5.24 O. 95C> 

Tabla 6.- Calor específico <en cal ºJ(-ªmale-•> de litio• 
valores experimentales y teóricos, estos ~ltimos 
para diferentes presiones. 
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S b.- LA FUNCION a2 <w>F<w> Y SU VARIACION CON LA PRESION. 

Cuando un electrón se propaga a través del cristal• po
lari:n a los iones a su alrededor. Esta polarización sigue 
al electrón en todo su movimiento. Podemos. asi 0 considerar 
al electrón como revestido de una nube de fonones., de manera 
que su masa cambia del valor m que tiene en el vac&o. a un 
v~lor m•, es decir. tendrá una masa efectiva. Una relación 
Qntre esa masa ~fectiva y la masa en el vacáo es < ver 
ap~ndice E< > 

con 

cc2 (~I) F (w) /w <BB> 

donde l.que es dos veces el primer momento inverso de 
az <w>F<w>. mide la renormalización debida a la interacción 
electrón fonon. 

La función a2 <w>F<w> contiene en detalle la información 
de la interacción atractiva electrón-electrón 0 mediada por 
-fonones. Est.c puede visualizar»e ce>mo s.e muestra en 1• -figu
ra 1 0 en t~rminos de dos electrones interaccionando a trav•~ 
del intercambio de un fonón. Un electrón polariza a los io
nes. ra polarización de la red afecta entonces el movimiento 
del segundo electrón. F<w> da la información sobre el tipo 
de fonones que pueden intercambiar dos electrones mientras 
que a(w) representa la intensidad en el vértice. 

Fi c;t-'ra 1. - Esquema que representa. 1 a interacci On de dos 
electrones mediante el intercambio de un ~anón. 
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La función oc• <w>F<w> es la distribución de las frecuen
cias F<w>, ecuación <Bl>, pesada por la función de acopla
miento electrón-fonón oc> <w> y esta dada por <ver apéndice B> 

1 / <Bn~2) Jds .. / 1 ~I Jds ... / 1v ... 1 í 1 g ..... ~ 12 .s· (W-WJo. '!>.' -!.:_>) 
liiF QF• 

oc• F <~» = 

J dS,./¡v,.¡ 
UO' 

donde <ver apéndice B> 

g,. ... ,. = -i<fl fl/<2MNw .. <!.:_'-!.:..>l}'C <!.: . .'-!.:..>-~<!.:..'-!.:..><!.:..'lwl!.:_> 

CNota1 A partir de esta secciOn ya no se usar~n unidades 
atómicas> 

(89) 

(90) 

Para simplificar la ecuación <B9> t.antc come sea pcai
ble, aproximamos la superficie de Fermi por una eafera. To
mando una simple onda plana para las funciones de onda elec
trónicas y suponiendo que las energias de una sola particula 
están dadas por E,.= ~•k•/<2m> fué posible obtener la ecua
ción (90>. 

Así, oc•<w>F<w> se reduce a 

:< l<!.:..' lwl!.:..>l•/w;i,.. <!.:..'-!>_) .s·<w-w (!.:._'-!>_>> (91) 

La ecuación (91> puede simpliTicarse aún m6• si •• toma 
en cuenta que las integrales en el Angule s6lida0 pueden re
ducirse a una integral triple sobre el momento transferida 
~ = !>_"-!.:.. • Para el modelo local del pseudapatenci.a1 0 <~· &wl!:'.> 
depende unicamente del momento transferido y el inteQran~a 
ccrt.pleto de la ecuación <91) es función solamente de ls.."-1::... 
Usando luego la regla 



---- - --- - -- ----- --- - -·------- - ----- ----·-- --·----- -------

m/C4uh21<.,.2>Jd=-q f<q>l/q 
<:..:••4 

la ecuación (91> se reescribe asi 

j 9.•:§..>. Cq) ¡ 2 / Cqw,. Cq> w2 Cq> 

--d&~ 21c .. S<w-w;¡.Cq>> <92> 

Para calcular a•FCw> de la ecuación <92>. uno nece5ita 
las frecuencias fonOnicas y los vectores de polari:aciOn 
E,.<q>, tanto como el factor dQ forma w del pseudopotencial 
electrón-ion. 

Para el factor de ~arma apantallado w~ primero se tomó 

w V (q) /E (q) 

con E<q> la función dieléctrica correspondiente a la obteni
da tomando la energía de correlación dada por Gunnarson y 
Lundqvist••=•. ecuación C46>. El factor v<q> empleado fué el 
obtenido a partir de la transformada de Fourier. ~n<q>, de 
la densidad electrónica modelada• sin "rizos" cerca del ion. 
y dado a través de la ecuación <37>. 

Otra forma de obtener el factor w. para 
con el pseudopotencial de Ashcroft••••. 

la ecuación 
V (q): . 

<92) 

y empleando la ~unción dieléctrica de Gunnarson et al. ec. 
<46) para el cociente w<q> v(q)/ECq>. 

Ashcroft da el valor de R~ para aluminio. cuando •e 
tiene presión atmosférica. este es de R~ = .59 A y para li
tio es de R~ = -~6 Acz•• • 

• 
Los valores correspondientes a R- cuando aplicamo& pre

sión podrían cambiar <R~ indica la poaiciOn del primer nodo 
de v<q>>. Esto se debe a que esperamos que v<q> dado por 

·).·· 
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Ashcro~t tenga un comportamiunto similar al obtenido a tra
vés de la ecuación <37>, qua varia ~l cambiar la presión. 

Oraficamos aqul valores dB v<q> que se derivaron de la 
ecuación <=7>, par• dos diferentes presiones. La forma casi 
no cambia y la primera int~rs~cción de v<q> con el eje ho
ri2ontal practic~mente no se desplaza <variaciones de menos 
de lZ>. En las gráficas 40 y 41 se muestra q>v<q>/<4nZ>, 
donde Z es la carga del n~cleo atómico, para r-- y r-4• aun
que el comportamiento de q>v<q>/<4nZ> es. para todos los va
lores dn r-• el desc~ito anteriormente. 

Por lo ante:-ricr, y._"" ql1E! el valor de R.: de v<q> da.do por 
Ashcroft depende del primer nodo del factor v<q>, podemos 
suponer que R- no cambia con la presión. 

Finalmente se considEró para w<q>. el ~actor v<q> de 
Ashcroft y la función dieléctrica de Lindhard. Esta ültima 
consideración da los mejores valores de la temperatura de 
transición superconductora Te (la que se reporta en la si
guiente sección>. 

Las gráficas 42 a 49 muestran los valore• de a• <w>F<w> 
para diferentes presiones. en las que •e obaarv• un• diami
nuci ón en la interacción electró-~onon. p•ra el P••udopaten
cial obtenido siguiendo el m6todo suQerida par Manninen et 
al y para el de Ashcro~t. 
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r.-< > y r.a< - - - - >. 
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5 c.- UNA EVALLJACION DE Te Y SU VF•RIACION CON LA PRESION. 

Una manera formal de evaluar la 
ciOn superconduc~ora, T-• conociendo 
de las ecuaciones de Eliashbcrg••0 •. 

que consume mucho tiempo d~ cómputo, 
reali:ar ~n programa complejo. 

temperatura de t:.ransi
"':?. <w>F<w> esa a traves 
Esto implica un proceso 
adem~s de t~ncr que 

Sin embargo para. matc~ri~ll?s con una tEHnpli:!'ratura d~ 
transiciOn superconductora baja se tienen formas aproximada& 
para la obtención de T~. Estas -formas se obtienen A partir 
de las ecuaciones de Eliashberg. Una .forma analitic-. simple 
con pocos parámetros, es la expresión de McMillan••••. Esta 
ecuación debe usarse con cierta precaución. pue& ~u• derivA
da para una forma muy específica del espectro fonOnico. Los 
espect.ros deben tener una forma similar al espectro de Nb 
que t:iene dos .. picos" significativos une m-1& pronunciado q~•e 
es debido a los modos normales longitudinales <ver fiQura 2> 
Este espectro del Nb• 3 ?• es típico para estructura& ~ce y 
bcc. El espectro obtenido en la sección 5.•1• par• •luminic 
difiere de espectro del Nb• pues la contribuciOn de lo~ 
modos longitudinales es menor. En el caso de litio •&. com
pletamente di*erente por la pr~5encia de tres picos en ~u 
espetro. 

La versión más usada de lm fOrmul• de McMillan ~s: 

kT~ (93> 

~on 

<w> =2A/). (94> 

y 

A = J ~2 <w>F<w> dw (95) 

l está dada por la expresión <BB> y ~· es 

(96) 



donde 

~,2 1 n [ e 1-+ a,;t: > / i:..°"~ J C97> 

con a2 = koª / C4k,..2: >,. hu el pa.rán1~tro de ~pantal. l ami ente de 
Thomas-Ferrni, E. la cnurgía du Fermi,NCO) = 3n-/C2E9 ) y w. 
la frecuencia de corte que es igual a 5 veces la frecuencia 
-fcnónica má1:ima. 

La c-~l:pre_si ón para Ve1 es: 

v .. ve~-~·>= 4u/C~Cq>·<~-~·>2J 

(98> 

Otra expresión más reciente para encontrar T. es la de 
Leavens ••••, esta fórmula no hace referencia explicitamente 
a ninguna forma especial del espectro. También esta se cb
tiene a partir de las Qcuaciones de Eliashberg y vale para 
bajas T~, está dada por: 

l<Tc 1.134 ""'~ D>:p{-Cl+).+ l<T.))/( ).-~1•)J· (99) 

con "'-
2 J dY' [a2<..,>F<V->/V' J•lnCCV+ Y'->/C'l'+l<T./1.134)J 

o ( 100) 

y '/'-..es la -f:recuencia má::ima. de las curvas de dispersión 
-f onóni cas. 

Se puede ver de 1 as eCLl.ac:i enes (99> y < 100> que deben 
ser resueltas autoconsiStEtJ:itemente. A~i se d~ un VAlar ini
cial para T., se calcula ~<T.> y empleando au valer &e 
vuelve a calcular T~ empleando la ecuación (99). El valer 
inic~al que tomamos para T. fué el valor dado por la expre
sión de McMillan. 

La temperatura T. obt~nida para el litio con v• dada 
por la ecuación <96> resulto absurda <del orden d• 10~• °K>• 
por lo que se ensayo ca1cular T~. a presiOn atmas~•ric•• can 
valores de p• reportados por varios autores. Las re&uli:,adas 



se muestran en Ja t~bld a. El primer valor de esta tabla se 
obtuvo de la expresión empirica• 4 •• roparametrizada 

µ• 0.04536 N<O>/Cl+N<OJJ 

con 

N <C» 3Z/<2E .. > E.,. 

esta última e>:presión fué la qu~ utili.;::amos para 
comportamiento de T_ con la pr~sión para litio. 

anal i z911r el 

Las tablas 7 y 9 muestran el cambio de T- con la pre
sidn,. estas Te: -fLteron obtenidas con las fórmLlla.s (93>. C99) 
y <100). La T- disminuye al aplicar más presión al material. 
Esto se podia esperar al observar el comportamiento de 
a2Cw>F<w> en el cual se observa una disminución en la magni
tud de la interacción electrón-fanón 1 que es de crucial im
portancia para la aparición del estado auperconductor. 

f_as vcuaci enes d~ McMi 11 an y Leavens 
sensibles al valor de µ• en el caso de A 

para Te;;¡ son muy 
y Tc:= pequeñas. 

También reportamos. por completez. 
obtenidos utilizando la fórmula de BCS 
Schri e·f-fer ce•,.>: 

los r~sultados de 
<Bardeen. Cooper y 

1.136 '1 Y'm enp(-1/N(O)V) 

con 
2k.,.. 

T~ 

N<O>V (u k.-a~>- 1 I 
o 

dq/(q E<q>> ( 101) 

además Y mes la *recuencia fonónica máxima y E<q> e& la 
*unciOn dieléctrica. Para calcular el término N<D>V ensaya
mos las *unciones dieléctricas de Thomas-Fermi, Lindhard y 
la dJ Gunnarson <ver ecuación <46>>. Los valores de T. para 
litio y aluminio obtenidas con DCS resultaron muy ~rande& 
para presión atmosférica y su comportamiento con la presión 
~u~ inverso a lo esperado. es decir. T~ creció con l• pre
sión. 

í 

i 



Ajustamos Jos valores d~ NCOJV obtenidos con las di~en
tes funciones dieléctricas. & presión atmosférica. para re
producir en aluminio T~ = 1.194 ºK y en litio T- = 0.05 ºKa 
ésto, para observar el comportamiento de Te con la presión 0 

al LIS.ar la e::presi ón de E<CS. Esto se hi zc reescal •ndo N CCJ) V 
obtenid6 do la e~:presi ón e 101 > para r--=-· El -f'actor resul t•n
te,. se usó para reesca.lar. ta.nibién. los valeres de NCO>V ob
tenidos a otras presiones. 

En alumnio se siguió comportando la T-contraria a lo 
esperado. Para litio se observó una disminución de Te con la 
presión, como puedo verse en la tabla 10. 



r-/i'-c. T~ 0 1.: <M1> Tc.: 0 >< <M1> T...= 0 1< CN2> T.: 0 1·~ <M2> 
McMillan Lcavons McMillan Leavcns 

r.-=2.0641 1.037 1.194 6.56xlo-- 0.0045 

r-a.=2.0434 o.594 o.65C/ 9~;10--..... 5.o.,.;10-..... 

r. 2 =2.CJ22B 0 .. 333 o .. ::..·.97 8;;10-• 4 4.C•;;10-1:1 

r-m=2.0022 0.183 0.213 2.6x10-=• 1.4xlo-• 

r.e=l.9609 0.050 0 .. 060 7NlOY 7 2.on10-•• 

Tabla 7.- Valores de la tgmperatura de transición supercon
ductora T- de aluminio, obtenidas con las expre
Giones de McMillanC~c. 93> y LeavensCec. 99) 0 

usando el pseudopotencial de Ashcroft can la fun
ción dieléctrica de Lindhard CMlJ y el obtenido 
con el pseudopotencial sugerido por Manninen et a1 
y la función dieléctrica de Lindhard. para dife
tes presiones. 

----------------------------------------p• T- o~ T- o•< 

0.Ql083C 4 D> 5 X 10-a 4.89 X 10-a 

0.087< 4 D> 1. 2 X 10-7 6.93 X 10-7 

o. 116< 4 •> 4.4 X 10-::zo 2.49 X 10-a. ... 

o. 18 ceo> 5. 1 X 1oa.::s 5.03 X 10-

Tabla a.- Valores para litio de la temperatura de transición 
superconductora T~., obtenidas con las. expresiane-. 
de McMillan y Leavens. usando el paeudcpctenci•l 
de Ashcroft con la función diel•ctricA de Lindh•rd 
y di~erentes valores de µ• reportado& par v~ria& 
autores, para presión atmos~érica. 
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r-c:.=3.236 

r-:a=3. 171 

T~ ºK <Ml> 
McMillan 

5>! 10-a 

3. 19:-: 10-2 

T- ºK CMl> 
Leavens 

4-89>:10-'2 

3.18><10-z 

T s: 0 l< CM2> 
McMi 11 c.•n 

2.07x10-ao 

a. 42:~ 10-• 0 

T- ºK <M2> 
Leavens 

1. 66x 10-• 

Tabla ~-- Valores de la temperatura de transición supercon
ductora T- de litio, obtenidas con las ettpre•ione& 
de McMillan<ec. 93> y Leavens<ec. 99) 0 u&ando el 
pseudopotencial de A~hcro#t con la ~unción diel•c
trica de Lindhard <Ml> y el obtenido con el pa•u
dopotencial sugerido por Manninen et al y l• ~un
ci On diel~ctrica de Lindhard <M2> 0 para diferentes 
presiones. 
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Figura 2.- E•pectro de #recuencias del Nb. 
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El valor experimental reportado para T- ~s de 1.196°K 
en el Handboo~ de física y química de 1974-1975 <referencia 
40> mientras que el reportado en el Hanbook de +ísica y quí
mica de 19B2-19B3<re?erencia 41> e$ de 1.75 ± 0.002 •K. En 
ésta última re<erencia se reportan valore5 experiment~le& de 
T- de aluminio cuando el material es sometido a presi0n 0 asi 
para la presión de O Kbar T- es de 1.9B°K y para 62 Kbar el 
valor de T- es 0.075ºK <1Kbar 10ª New./mz = o.967 Katm>. 
Siendo el comportamiento de T~ con la presión predicho por 
el cálculo el adecuado 0 es decir a mayor presión menor T_. 

Para litio se reporta en la literatL\rac 19•>> 
peratura de transición superconductora es menor 

que su tem
que o.oa ºt<. 

N<C:•>V<-11 To: <D> 

r-~==3.236 o.os o. 1074 o.os 0.1074 o.os 0.1074 

o. 10657 o. C•47B 0.1062 0.0479 0.1062 

r-•=3. 107 0.0409 O. 1C•573 o. (1453 0.1049 Ct. C•45b C•. 1050 

Tabla 10.- Valores de la temperatura de transición super
conductora para litio 0 obtenidas con la expre
sión de 9CS•••• y factor N<O>V reescalado 0 para 
las -funciones dieléctricas de: <a> Thcmas-Fermi., 
<b> Lindhard y <c> Gunnarson. 

/01 



COtlENTARIOS Y CONCLUSIONES. 

Se han considerado en t::st.c:• tr·~,baJn dos m~todos pD.ra ~n
contrar potencialDs interi6nico5, uno de ellos el que se ba
se:-. on el t· c::•orem.3 d~ J lel l mann-Fc·ynmann ~ da curvas de di sper
si On ·fonónic:a.s que? di-fiercn mttcho de los resulta.dos e:-:peri
menti\lC~. f:5ta c1i-fc-rcnc:ia cu1mant:a a mE"dida que tomamos un 
metal más pesado, para litio la frecuencia máxima es 40X ma
yor que la experimental y para aluminio la frecuencia máxim~ 
es hasta diez veces mayor que el valor experimental. Esto 
hace·pensar ~n 1~ valide=, para metales pesados de la apro
ximación hecha en la ecuación <tB> donde se toma la densidad 
electrónica como la suma dD las densidades electrónicas des
plazadas alrededor de las cargRs externas. 

El segundo método, que· utiliza teor:la. de pseudopoten
ciales, da curvas de dispersión de +anones que se correspon
dieron bien con el experimento. Para el caso de aproximación 
armónica la frecuencia máxima tuvo un valor menor en un 13X 
que el resultado experimental, en aluminio, y mayor en un 
13~ para el litio < solo en la rama T& de litio en la dire
cción <qqO> hubo una diferencia más grande, 20X mayor que el 
experimento >. Comparando la frecuencia máxima obtenida con 
la aproximación armónica autoconsistente con el experimento, 
éosta sólo e!:. un tO'i'. menor que c.·l resultado e~; peri mental en 
aluminio y un 15X mayor para el litio < en la rama T., dire
cción <qqO> de litio, la diferencia con el experimento es de 
25'i'. ) .. 

Cab~ hacer notar que para obtener el potencial por me
dio de un p~cudopotencial, se necesitó la transformada de 
Fourier de la densidad electrónica inducida en varios puntos 
del esp~cio q, ésto se hi~o primero para un total de 100 
puntos en q, con una densidad electrónica en el espacio real 
r, que tenia 1300 puntos calculados numéricamente y una for
ma asintótica de la densidad. Tomando cerca de 50 horas de 
tiempo de proceso <en una máquina Bourroghs 7000) el cálculo 
de la transformada. Debido al excesivo tiempo de m~quina em
pleado, so probó calcular el potencial con menos puntos en q 
y menos pllntos. en r para cal CL\l ar la trans-formada. Después 
de varios intentos se logró reducir el tiempo de proceso Q. 
aproximadamante 4 horas, sin perder precisión en los valores 
para, el potencial interiOnico. 

Al ser 5om~tido a prnsión el metal. los resultados para 
el potencial obtenidos con el modelo de Manninen y la fun
ción dieléctrica de Gunnarson se comportaron como se espera
ba ~isicamente. También se obtuvo un comportamiento adecuado 
para las curvas de dispersión fonOnicas de litio y aluminio. 

IO:l. 
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El espectro de vibración obtmnido p•ra aluminio tien~ la 
misma forma, tamaWo de los picos y posición dm estos que ml 
obtenido de los datos axpmrim~nt&los•ma•, y di~iDren un poco 
de los resultados obtenido& por otros modelos••m.••• 

Para litio tenomos el ~spEctro do tres pico•, caracte
rí.stico de .. )05 met~Jes c"\lc.::1lino:;,., i:\Ltnque el segLtndo de los 
picos, ~ue ~orrcsponde a ln cnntrihución de uno de los modos 
t:.ransversa.les, di -ficr~n un poco del espectro obtenido de los 
datos experimentales••••. La posición de los tres picos 
coincide cnn la reportada en el trabajo de la referencia 46. 

El comportamiento de 81 espectro de vibración al some
terlo a presión es el correcto, así al aumentar la presion. 
la Frecuencia máxima aumenta, pmro la altura de la grá
fica del espectro disminuye, manteniendo, dD esta manera. 
constante el nQmero de frecuencias. 

!.os valores obtenidos para el calor específico difierQn 
a lo más, en un 11X de los experimentales en aluminio y ex 
en litio. EstA diferencia queda dentro del error experimen
tal • 4 •• que es de un 12~. Para aluminio, la di*erencia con 
l 05 val or~s e:: peri mental es crece? si st.emati ca.mente al bajar 
la temperatura. Esto qui:á so deba a que las contribuciones 
anc\rmóni cas ~e vuel vc•n importantes a bajas temperaturas. Los 
reslll ta dos para temperaturas abajo de BO 0 t<: para el 1 i ti o no 
se pueden comparar pues el ~etal ya no conserva su estructu
ra ecc d~bido a la transformación de tipo martensitica que 
su*re éGte par~ esa temperatura. 

Se propuso, p~ra el 
te, C_, dD aluminio, una 
dese nuestros resultados 
200 J<atm. 

cDlor especí~ico a volumen constan
rel aci On cuadrática en p. ajustan
ª ~ste tipo de variación hasta 

La función a•<w>F<w> de aluminio es similar en *arma a 
1a reportada por otros autores•=•• aunque difiere un poco en 
magnitud. Mientras para el litio tanto su forma como su mag
nitud difieren apreciableffiente de las reportadas en la lite
ratura••~•. Cabe mencionar que estos otros reportes de 
a•Fcw> no correepondDn a cálculos de primeros principios. 

CL1ando el n1r:>ti1.l es sometido a presión la función oc:!F<w> 
muestra una disminución en frl acoplamiento electron-*onOn 
que resulta en una reducción de 1 a temperatura de transici On 
superconductora, que es efectivamente lo que se obtiene. ya 



sna usando la e::presión para Te dad.::t por Mc:Millan o la de 
Leavens. Este comportamiento es el mismo si se calcula la 
-función cc2F( .. -..) con el pseudopotc4 ncial de? Manninc.•n et al y l.;.t 
~unción dieléctrica do Gunnarson et al, o si se utili:a el 
pseudopot-.enc:ial dQ Ashc:ro'ft y Ji::.• i'ttnción dieléctrica de? Lin
hard.Los mejor•s resultadom par~ Ja Ta &e obtien~n utilizan
do este último pseudopotencial en el cálculo de a2F<w>. Tan
~º la ~redicc:iOn de T~ de litio como la de aluminio se ajus
tan a 1 os resultados eHperi mental es. 

Por último cabe seWal~r que los rusultados obtenidos 
motivan el e5tudio de otros materiales con los mismos mode
los, tratando de incluir un apantallamiento de los potencia
les que mejore los resultados. Además parece cl~ro que si 
uno qui ere tenc4 r Ltna tcmpc-ratLlra de transición superconduc
tora más alta, sa debe tratar de disminuir la densidad elec
trónica del material, por ejemplo, someti~ndolo a tensión. 

/O&/ 



APENDICE A 

Para realizar la integral sobre q en la ecuación <79) 
se introdujo la matriz unidad 

I ). & ... 

_, 
) & ... 

Por lo que podemos escribir la componente a de ~ ccmo1 

<Al> 

Utilizando 

a-. .) .... -e.= 

reescribimos la parte de la integr•l en q de (79> como 

<A2> 

donde se usó la igualdad <Al>¡ sumando y restando el término 
1/2A i•.t•· ( ;l .__.> • .a iu~ y reagrupando los. argument:oa. de la 
inté~ral en CA2> obtenemos: 

Jd'"'q expC-:C(1/2( A~ ... >-• _., . 
ÍLI•· + qu./2) 

+1/2 E iu,.< ;l-'._.>,.. iu.J .. 
A .... > - ~ (E ( .l .... >,. • i u. +q,. > . 

C A3) 

105 



dand• 

d"'y dy4 dy,.. dy3 

La integral sobre y .. en la ecuación CA3>. tien• la ~ar-
ma: 

I J exp1/::?C-y .. • e ). .. _.> .. 4 - y .. c:J dy1. 

donde 

C = Y:-..CC l.a..:t>aa + ( ).._,>aa.3 + Y:sCC l11. .. >a.~ + C l•,.,>:aa.3 

Completando cuadrados en el argumento d• l• exponencial. 
obt:.enemcs1 

I e><p C:t/CBDaa> Je><p<-D .... /2·tYa + C/C2D .... >>:t> dy,. 

tomando ~c. Ya + C/ C201. a> .. 
I ~ e><p cz /ceo .. •> Jexp e-o .... 't"ª /2> d ~ 

o .. 
= exi::ccz/cao .... >> 2f:xpc-o .... 't'ª/2> d~ 

IOf. 



••á 
J-exp <ca/ <BDa a>> r < 1 /2> /<Da a /2) ª "ª=ei<p ce>/ <BDa a>> 12w/Da a>ª.--.. 

IA4> 

donde •e usó 

Las integrales para Ya y y3 son 
z•n tomando en cuen~a que < A•~>-n ~ 
<A3> result:a 

similares. si se reali-
1 ) ,. .. >,.- l • expresi 6n 

e>:pC ( .i' .. .. > .. & 

<2n>"'.-:aexpC :i:-u,./2( ;f',._.> ... u.l ldet: ... ). .... ,- .... ,.. (A5> 

Sust:it:uyendo el resultado <AS> en la expresión (79> ob
~enamos ~inalmente 

<v<f!.&....a_+~-~> > Cl2n>"' detl A,._.>J-•.-:a Jd~u v_,.1~+~> 

>: enp(-1/2u-1 ~ .... >-•-u> <A~» 

/O"I-



APENDICE B 

lNTERACCION ELECTRDN-FONON Y LA FUNCIDN az <w>F<w> 

Usando la idea de un pseudopotencial apantallado local• 
w<x>. el harniltoniano que describe la dinámica de los elec
trones de conducción y los iones es: 

H Jd"':: "f'-<:<> C-"\] 2 / <2m>+W<::) J~ <>:>+ ;p•2 / l2M> +"i :i:v < !:i• -B.-.> 
ª= ....... 

<B1 > 

donde '"'f<"t'-> es el operador de 
creación> de un electrón en ~; 
momentos de los iones. 

campo de aniquilación (0 
~:a y ~:a sen la5 posiciones y 

El primer término de H contiene la energia cin•tica de 
los electrones y su interacción con los iones. el segundo y 
tercer términos representan la energía cinética de los iones 
y la energía de interacción ion-ion, que puede tomarse apro
ximadamente como: 

V <8,a-8,~ > :::: < Ze> z / 1 B.•-B.-.1 <B2> 

el último término en H es la interacción entre los electro
nes de conducción. Hemos despreciado varias interacciones a
dicionales, tal como estructura ~ina. acoplamiento espin-cr
bita. etc •• 

El término W en el hamiltoniano es la •n•rQá• pot•ncial 
<o pseudopotencial> de un electrón en la po•icion ll. y puede 
separarse en la suma de los pseudopotencial•• •l•ctrOn-ion 
inchviduales, centradas en cada icn 9 es dacir1 

l 
f 
1 
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w ( ?l_) :e ... ( li.-8. .. ) <B3> 

ya que este potencial i6nicc e~ectivo apantallado repre&enta 
una pequeña perturbación sobre 1os electrones de conducciOn. 
es útil expander en ondas planas "#'<~>• 

<B4> 

donde ck_ aniquila un electrón de espin a en el estado ek• 
Tambi6n se puede hacer lo mismo con su adjunta ___,,_<!i.>• 

La ~unción de ondá 0k<rl en la aproximación de ond• 
plana puede escribirse como 

n-oe e:<p <i !;_-!:_> u,.<!:_> <BS) 

donde n ea el volumen del cristal 0 
restringido por las condiciones de 
forma de Bloch 

~ es el vector de onda, 
frontera y uM<~> ti•n• la 

Utc (!:_) :C ª~-ft < !;_> ex p <i ~ - !:_) 
~~ 

<Bb) 

dond• ~son los m vectores de la red reciproca inc1uy•nda •l 
orig•n-y las ~son los coeficientes en la e><pansiOn. 

Tomando del hamiltoniano <Dl> la parte que corresponde 
a la interacción ion-electrón 

lLJ / J 

/0·1 

l 
! 

,¡ 
1 
'! 
\¡ 
I¡ 

i 
\ 
l ¡ 
1 
i 
' 'I 



y usando la ecuación CB4> tenernos 

<BB> 

donde 

<B9> 

Con al ayuda de las ecuaciones <B4>, <BS> y <B6> la ex
presión <B9> se ree~crib~ asi 

Cm> 

<0 ••• ¡w¡121 .. > •"l-•;,. :i:: ª"' <!E..'>ati:_.,<!!..> 
~ ~ -· 

:< I: Jd""y e:<p<-iq_,_·+~:.>-!::_> w<!::_-~a> E»<p<'i<!:.+~)-!::_) 
<B1C» 

Si se hace la sustitución ~ 
CB10> toma la forma 

exp <-i <!!..' +~'..-!ó_-:-'I<_ .. > -8.~ r 1-i < !: . ." +~~ -!:_- ~ .. > - !o!.<1 > l 

<Bl 1 > 

Para o~tener <Bll>se utili%a 8.a = B_~+b!.<l> y •e eup•ndió 
e><p<-iCh'+"!_,.-1>..-~>·1,tCl>> a primer orden en b!. qu• •an laa 
despla%amientos de un ion, de su po&ición d• aquilibria. El 
primer término de <811> al ser sustituido en <DIO> •• inde
pendiente de los despla%amientos !.!.• El &egunda t•rmino na• 
da 1• interacción electrón-fonón• la cual denatar•maa par 
H--P-

''º 



··-- ··--·--·- -------------

Para escribir H--P en térn1inos. de los opera.dores fonó
nicos, usamos las ecuaciones siguientes: 

un CrJMl _..,, :i: .:; e q, ).. > a e q • .;l > "'" p e i 9. - R°! > !Bl:?l 

~ ......... 
y 

ocq. ).. > CEl13> 

donde E<q. ~> son los vectores de polarizacion_ 
coordenadas normales y a, a- son los operadores 
ción y creación .. 

0Cls_ 0 .J.> las 
de aniquil.a-

Con 
de "'). <q> 

Ja ayuda de 
y Ecq 0 .\> el 

<Dl::?l y 1013> 
-t.•rmino H--P 

donde g._ .. 1c~ en la apro::imación DPW 

y usando la perioricidad 
se reescribe asá: 

cD14> 

-iCh/C2MNw>-<!: . ."-!;_l)J-'« ECC!ó_'-!:_l,). > ~C!:_."-!!_><!i.' l"'f!!_>l 

CB15) 

y 

1 /D- J d 3 y e:<p C-i !!_' • ::.!'..> w e y> ex p e i ll_ • )!_) 

donde n_ es el volumen por ion, Qk·k~ es la función de aco
plamiento electrón-fonón. 

, ,, 



LA FUNCJON a2 CwlFCw> 

La energía EP asociada con la partícula <electrón> de 
memento ~p moviendcse en la r•d, acompa~ada de una nube de 
~anones. se de~inen como la di~erencia de la energía entre 
un estado e::ci ta.do de momento .,..p de un sistema de N+1 partí.
cul as y la energia del estado base de un sistema de N partí
culas. 

Despreciando lft interacción electrón-fonón la anergia 
del es~ado base de un sistema de N electrones E~N es Justa
mente la suma de las energías cin~ticas Ek de todas las par
ticulas. sumando todos los estados ocupados con 'k~ denotan
do el nómero de ocupacion. i.e •• 

(Ellb) 

Si denotamos por INO> el estado base de 105 electrones 
libres, podemos escriblr la energía del estado base en tec
ria de perturbaciones a segundo orden como 

dende lf> es un conjunte completo de estados intermedica ne 
perturtlados de energáa E ... Va que a temperatura cera no 
existen .fonones. el operador de aniquilación <recordar ex
pr•siOn de H---> actuando sobre IND> aniquilar6 a este. En 
~orma similar el operador de cre•ciOn a- actuando &obre el 
estado conjugado <NOI da cero. 

Asi, el segundo término en la expresión anterior da ce-
ro y 



<Bl 7> 

Para conseguir una contribución diferente de ce~o del 
segundo t.~rmino. lf> debe <.:ontc.?ner Lln +onón --<!::.."-!::._>A.. un 
electrón en el esfado ewcitadc ¡~"a) arriba de la superficie 
de Fermi y un hoyo ¡~a> dentro de la superficie de Fermi. 
As:i.,. obtenemos 

Eca--:' =~Etc F"k,,,,. + l: l9k"k),. f2f"w..-C1-l'tc•.->/[€k-E1c·-fiw <!!.,~-!.:_>J 
.,..,. •--A 

IBlB> 

La energia E~ de la particula (electrón> tiene la ~orma 

El c~lculo de EPN-a es directo. ya que simplemente te
MIPmos que t.omar en cuenta un electrón e>ttra en el esa:t•da f P> 
cuando se hace la suma <BlB>. obtenemos 

E.- + J: 
'"'l 

+- J: ¡g ...... l. 
le.). 

¡g~ ... 1 12 C-F1c>/CE1c-Ep-~W~(~-~)J 
¡z <1-F ... >/[Ep-E ... ~wa<~-~>J 

Reemplazando la suma por una integral Qn la expresión 
anterior,. 

obtenemos 

1819> 
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donde se ha tomado 

donde p el potencial qulmico y n el volumen del metal. Ade
más la integral dS" se e~:tiende solamente sobre la super-fi
cie de Fermi, ya que en la suma de la expresión <819>, domi
nan los términos de ?k pequeña <i.e. para. !f. sobre la super
-Ficie de Fermi >. 

Por otro 1 ado. como trüba.jamos para temperatura c•rD 

[ 1 para 
,,.. 

< (l "''" 
s- .. 

o para E' .. > o 

y y"- qua sólo contribuyen en -Forma importante loa t•rmincs 
de E pequeña, podemos tomar la integral en d~ .. en el inter
valo <-••O>, obteniendo• 

con 

O.E',..<E°.,..> 

<B20> 

que es el cambio de energia de la partícula debido a sus ln
teracci enes. 

Expandiendo AE .. <E.-> en potencias de E~. tenemo& 

''" 



(021> 

sis 
El término /l E-<o> = O...J 

cuadrados es c~ro par~ E~ 
porque la cantidad en parénte
= o. por tanto. a primer orden 

tenemos 

(022> 

con 

C> 
x ~/ )E.,.t-1/(E .. +E..-+f'>w.)<e.-t_>> + l/(E .. -E.,.-t.flw,1.<e.-~>>:J>pi"" ... :o 

<023> 

cambiando la diferenciación rempecto a E.,. por una respecto a 
'E .. e introduciendo un factor 1 de la forma 

J dw S <w-w"). <e_-!!_>) 1 

t:enemcs 

donde 

). .. 

:e 
). 

Claramente 

I dStc fi 1 g ... ~). ! ' 
r." 1v .. 1 (2~}' 

<e.-~> > 

).,_mide cómo E-=- di-fiere de 

(024) 

<025> 
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Para 
comparado 
E• s en el 
obtiene 

-E ... < 1 - ).,...> E.,.. 

al t.Junos materia 1 t:'S. t:l vul or- de ). 
con la unidad. En ~sto5 c~so~ se 
denominador de la ecuación IB23> 

en lugar de 

Despej~ndc E~ obtenemos 

Er/ (1+ .)..,..> 

<B27> 

no es pequeoño 
sustJ_tuyen las 
por E~s• 3•> y se 

<B2B> 

Nótese que esta ecuación simplemente establece que la 
masa m del electrón cambia a una masa mp• con 

m,..•/m ... .). .. CB29> 

dandoncs una idea más clara del papel y significado de l. 
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Ab lnitio calculation of the phonon dispersion curve for lithium 

G. J. Vázquez (91 and L. F. Magaña 

Instituto de Fisica. Universidad Nacional Autónoma de México. 
Apartado Postal 20-364. C.P. 01000. México. D. F. México 

(Rt.•f'u le.• :!:! junvi<•r 1985, dcc:c.·pte sous .Jorml.' dt.'finillve le 21 auüt 198$) 

Risumé. - Nous avo ns n:ali.~é un calcul ah mitw puur le polcnticl intcrioniquc du Li. A .,.:nir du polenticl calcule 
nous avons obten u la courbc de d1spcrsion des phonons en utilisant""'appro•imation harmonique sclf-consistante.. 
et nous comparons les résuhats avcc l'cxpC:ricncc. Pour obtcnir le poteoticl in1erionique nous avooa suivi une 
méthodc baséc sur le formahsmc de la ronctionncllc: de dcnsiti:. qui est une eatcnsion de rapprocbc pcrturbative 
usuellc. Cene mi:thode a été appliqui:c aupara.,,.anl scutemcnt a l'hydrogenc metalliquc... Les .cuis parametres '/: 
nécc~saires pour le calcul ~ont la char(!.c du nu:!>au et la densuC étc:c1ron1que moycnnc. 

At ..... n11cL - \\o"c ha' e pc:r1'urn1cJ an uh "''"'' calcula1ion oí thc in1erionic potential al' Li. From the c;:alculated 
putcnllal \o\C havc obtaaned the phunon d1spcrsion curve usi.n(! thc !ioclf-consistcnl harmonic approaimation and 
comparcd rcsults wi1h cxpc:nmcm. To obtain thc intcriomc potcntial we have foUowcd a method which is bascd 
on thc dcn~ll)' íunctional íormalii.rn ancJ as un cx1cnMon uf lhc usual pcr1urba1ivc approach. This mcthod had hecn 
apphcd prc,·aously only lu rnctalhc hydrogcn. The unly input parameters requircd to calculate the interion1c poten
trnh are th.: charp:e of the nuch:u~ in lhc metal and the avcra(!c clcctron dcnsily. 

l. lntroduclion. 

Thc knowlcdgc of thc intcrionic potcntial for solids is 
a vcry imponant ingrcdicnt for thc invesligation of 
their propenics. Scveral methods havc bcen uscd to 
find the in1crionic potcntial of metals (1-10). Somc of 
thcrn are bascd on the use of empirical Morse or 
Lennard-Jones potentials. These potcntials ~how no 
Fricdel oscitlations al all and decay very rapidly. 
Another often used approach for tind1ng thc inter
ionic potcntial is by pseudopotcntials. For this case 
thc paramctcrs uscd to define thc pseudopotential are 
usually dctcrmined by fitting somc elcctronic propcr
tics. predictcd with thc pscudopotentia~ to experi
mental information such as electrical rcsistivity of the 

~ liquid metal. thc shape ofthc Fcrmi suñacc or spc:ctro· 
acopie daua.. The pseudopotcntials may also be found 
from flrst principies. They show the prcsencc of 
Friedcl oscillations and may be local. non-local or 
eneru dependcnt. 

lt is clcar at prcscnt that a pscudopotential detcr
minecl in an crnpirical way cannot always be rcgardcd 
as wcak (11). so that its use in g.euing the interion1c 
polential is not justified. 

(•) UNAM-PSPA Scholarship holder. 

On the other hand, the interionic potential can t>.. 
constructed from first principies using thc pacudo
potential thcory (7. 8, 9) for simple metalL This hw. 
bccn done using a non-linear response calculation oí 
thc induccd chargc dcnsity around an ion in an clec
tron gas. A pscudopotcntial Í9 chosen 10 reproduce thc 
induced char~e density in linear response. cxccpt in a 
rcgion cjosc to the ion. In this rcgion a modelling of 
the induccd charsc density has to be done. This 
modclling is not uniquc.. Thc non-linear effccts are: 
partly included in the pscudopotcntial in this way. 

In this work wc havc followcd thc mcthod ""·hich 
Magaña et al. applicd to metallic hydrogen (1) to 
obtain the intcrionic potcntial. 

This mcthod is bascd on the Dcnsity Funcuonal 
Formalism (13. 14) for calculating thc dcnsity aruund 
an ion in an clectron gas. The lntcrionic potcntial i~ 
givcn in tcnns ofthc density and thc dirccl intcracuon 
bctwccn two ions. Th.crc are no udjustablc parame-
tcrs. and no modclling or the density in thc rc:gion 
clase to the ion is ncedcd · 

From thc rcsulting potcntial thc phonons are 
obtaincd usin~ thc Sclf-Consistcnt Harmonic Approx.~ _ 
mation (15). -

In section 2 wc describe bricfly thc mcthod for cuns
trucling the pair potcntial from the induccd char¡?e 

.: .. 

,:f'.; 
11'!-"i> 
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dcnsity around an ion in an elcctron gas. In scction 3 
wc prcscnt thc main rcsults of thc Hohcnbcrg. Kohn 
and Sham Forrnalism or Dcnsily Functional For
malism for obtaining thc induccd charge densities. 
Section 4 is uscd to prescnt the set of equations to be 
solvcd to obtain thc phonon dispenion curve by thc 
Self-Consistent Hannonic Approximation. Results 
and discussion are givcn in section 5. 

2. T1le la1er11lomic pol-li•L 

We have íollowed the method m Maptla el ol. which 
is an elllension or the usual penurbative approach for 
calculatinB interatomic potentials in simple metals 
and is based on the Density Functional Fonnalism 
and which we explain bridly. For more details lhe 
reader may see rderences [I, .12). 

We atan with an inter11ctin• and electrically neutral 
electron p., representcd by a Hamiltonian H and an 
avcraae clcctronic denaity n0 • Two atatic characs of 
masnitude Z are aclded 10 lhi• aystem and to preserve 
charse aeutrality, 2 Z electrons are also added. One 
or the •tatic charses is located al the origin and the 
olher at R. The aver11se electron density is practically 
uachansed by lhe inclusion or the 2 z electronL The 
new total Hamiltoniaa íor the elcctron gas HT> is &i·( • ,, ~·; lh~ sum H. + H', where 

y1;. '• H' - -Jd•r.¡,•(r>[1Z 1 +~]r/l(r) (1) 
~~l·:·~·· , ·~ , . r r -

!'.·-- "' 1/1 •(r) are rldd operators. ~
• • l·.~-.' t'''. and a •uno cwer electron spin i• implied and r/l(r) and 

'° ~~·~· .. ·; ·. We are uaina alomic: uoi1a. r - A =- "' a::: l. wherc 
~'.~},.::•~ ·. -' ;~flÍlndM ... lbeclcctron charge and mass. h is Planck~s 
~.::r·1~-"'.~.- ~1'-:conaaanc dividcd by 2-. 
~{;;:<:-.:F-;, ~total enero cban•e includina lhe di~ect intcr
~r-~-.. ;~· .;,~ action Z 3 /R between tbe cxternal atatic charges and 
~,~¡!- ,,. ' lbe dift"ere-. between the ground •tate energies of 
-~.!· · lhe electrons cleocribcd by HT and H respcctively can 
-~~:> be written as 

f:;; 4Er - ~2 - z f dA f d3r p.(r) [rh + 1 r ~ R a 
(2) 

where 

p.(r) - < lf'(A) 1 .P •(r) r/l(r) l lf'(A)) (3) 

and 1 !/l(A) ~ is lhe state vector for the ground statc of 
the Hamiltonian H(A) = H + AH', ie. 

H(A) l lf'(A)) = E 01(A) 1 V'(A)) (4) 

and A is such thal O .,¡; A .,¡; l. 
The pair potential. V(R), is given by lhe structure 

dependcnt parl or i!Ji.Ey. 
We nccd to calculatc the clectron density. P.1.(r). 

for cach value or A bctwccn zcro and onc. 

Bccausc of the numerical difficulty oí pcñorming 
thc two centres calculation for cach R and ~uidc:d by 
the usual method, it is assumed that pA(r) can be 
rcasonably approximated by 

p.(r) ;., i!Ji.n•(r) + i!Ji.n•(r - R) + n 0 (5) 

where i!Ji.n.(r) ia lhe displaced electron density around 
the chargc at the origin and i!Ji.n•(r - R) is the dis
placed electron density around the.charge at R. n 0 

is lhe unpenurbed elactron density. 
U•in• equalion (S) in equation (2), neglecting 

additive constant• and terms which are R indepcndent 
and using spherical symmetry, wc gel ror the pair 
potcntial 

V(R) - z; - 2 Z s: dA(F1 (A. R) + F 2 (A. R)] (6) 

whcre 

(7) 

and 

F 2 (A., R) ¡¡;¡ f.~ 4 '" i!Ji.n,(r) dr. (81 

Equaaion(6) is thcíorm for lhc pair polcntial we use. 
We havc 10 calculatc An..,(r) In order to gel F 1(A.. R) 

and F 2 (A.,. R). For this we use lhc Dcnsity Funcaional 
Fonnalism oíHohenbcrg, Kohn and Sham (13. 14). 

Tbis fonnalisrn considers the problcm of obtaining.. 
for thc ground state. the dc:nsity and thc cncrgy of an 
elcctron gas undcr the inOucncc of an externa) static 
poten tia l. 

3. Electronic dcasilles firom --linear screaaill&-

The central rcsult of thc Hohcnberg-Kohn-Sham 
fonnal.ism (13, 14) states that there exists a onc-bod) 
local potcntial v.,,<r> which. through the one-body 
SchrOdingcr equatiou given by 

[ - 4 V 2 + v.,,(r)] r/l,(r) = e, Y,,(r). (9) 

generales the set ofwave functions tJt,(r) and the cxact 
ground statc density of thc systcm íhrough thc indc
pendent paniclc dcnsity cxprcssion 

n(r) = L 1 ¡/11(r) 12 (101 
••<•r 

wherc the sum cxtcnds up to thc Fcnni cncrgy. 
The ctfectivc potential is givcn by 

. 

. 
· cSE •• (n(r)] 

V.,,.(r) = - <l>(r) + .Sfl(r) 
-(1 l i .= -·· 

' " 
whcre <IJ(r) is thc total clectrostatic potcntial of the ;• · 

""¡ • 
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syMcn1. and l:: .... lnlr)] is the cxchangc-L.:'unclauc..n1 c~changc-L.:or.-cl.;..t.t1on pal"l is rcsL.:alcd lll ~ 
cncrgy of thc systc:m. 

Whcn wc omit gradicnt corrcction~. '\\.C can '"'rite V ... (r> - , ..... .lnCr)] - V • ..lnol · (:!UJ 

cE •• [n(r)] = ~[11(r¡ < (n(r))j ll:?I 
bn(rl dn '" 

whcrc c:.,(rr(r)) is thc exchan~c.concl~n1011 cncrgy pcr 
particlc in a homogcncous clcctro11 ga~ uf dcnslty 11 

Using spherical symmcu-y. wc writc thc cqualions 10 

be solvcd for our case 

( 
1 d 2 

/(/ + 1 ) ) - 2 d;2' + Verr<r> + --,-2-- - t:.1 rR 0 .(r) = O. 

(13) 

wherc R,,.(r) is a solution to thc radiul Schrüdingcr 

cquation of cncrgy e• = ~ k 2 

Noticc that thc potcntlal of thc impurily in thc 
clecuon gas is containcd in 4>(r) and that. in thc 
abscncc of the impurity. R 11.(r) is proportional to thc 
sphcrical Bcssel function ofthe first kind. J,(kr). 

From equation (10) wc can obtain thc electron 
displaced density around an ion in the electron gas : 

611(r) = .. ~ .. 1o/I;{•>12 
- "º 04) 

or 

Lit.11{r) = -, Í: (2 I + 1 l 1•· dk k 2 

n 1-0 o 

x [I R,.{r) 12 
- 1J,{kr)12

] ;t- 2~lo/l.{r)12 (15) 

whcre .¡,,_(r) refers to the bound statc wave functions.. 
For thc cx.change-corrclation contribution to thc 

cffcctive potcntial. equation(t2). we use the exprcssion 
given by Hedin and Lundqvist (16). in atornic units 

bE •• [n(rl] - 0.02909 x 
V •• (r) "" c511{r) 

X[:'. + 0.02734 ln (1 + ~'.)l (16) 

4 1 
whcrc 3 nr: = 

110 

The electrostatic potcntial obeys Pois~on·~ c:quation 

• V 2 4' = - 4 nD(r> (171 

where 

D(r) Z~(r) + 11 0 - n(r, (18) 

or 

D{r) = z.~(rl - 611(r) . (19) 

In order to ha ve 1' .u<r> vanishing. at largc r. lhc 

\Ve ~olvcd c4ualions (13). (15). (lti). (19) ¡t1H.l (::!Ul 
::.clf-consistcntly. We carried out thc cakulation of thc 
dc:nsity follow1ng thc mclhud of J\1¡1nnincn c.·r t1/. l 171 
to achicvc.: automatic self-con~istcncy. Notice th•'t thc 
cah:ulation has to be done fur cach valuc uf) .. U!-t1ng 
Z = .A.Z0 • wherc Z 0 is the charge oí the nuclcus of thc: 
ion in the metal. 

Once "-'C had obtaincd thc dcnsitics for thc se' of 
valucs of ;., for the metal we uscd cquations (6) to 
obtain the intcrionic potcntial. t=ron1 this polcntial 
wc obtaincd the phonon dispcrsion curve using. thc 
Sdf-Consistenl l-larn1onic Approxin1alion. 

4. The phonon~ 

Wc followcd thc work of Boceara and Sunna [ 181 
wuh thc cxtensions g.ivcn by Gillis el al. [19} and 
Cowlcy and Shukla (:?O). 

This schcmc contrasts with· that of Born anJ Von 
Karman (21. 22) by making no initial hypothcsis of 
smaUness for lhe a1nplitude of atomic vibration:-. and 
hcnce no truncatcd Taylor series c:x.pansion uf thc 
intcratomic potcntial encrgy. 

A trial 1-tarmonic llamihonian of the form 

"• = ~ ( - 2 ~f V.2) + ~ t: tu, - u,) • 4',, · (u, - u,> 

is adoptc<l~ whcre u, are the dynamical displo.1cc1ncn1 
variables and thc 4'11 are dctcrmincJ by m1nimi.J"ing 
lhc free cncrgy of thc crystal and rcsuh g1ven a!-t a 
thermal average of thc sccond deriva frvcs of thc ion 
pair polcntial. 

The resulting sel of st:lf-consis1cn1 e4uations tu 
sol ve in ordcr to obtain thc: phonun c.hspcrsion cun.'&: i!oo 

w_l(l<I 1:~lkl = L D,,(kl r.1{kl 

• 
(211 

v. hcrc t;~( k lis the cornp<'ncnt of thc polarization vector 
c..i,(k) and the dynarnlcal matrix is : 

1 
D.,<kl = J\I ~ (1 - cos (k·R,l) ( <P.,(R,>) (::?::?\ 

v.·ith 

(8 n.s dct )./) 112 

whcrc Af is the ion mass. u, is thc vc.:tor descrihing the 
displaccn1cnt of atom J from its C'-tuilihr-iun1 po~u1on 
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H, and cJ''•P(lf. 1 + u 1) is thc lcn~or dcnv¡1l1vc of thc 
intcratomic potcntial cvaluatcd al H., -t· u, 

Finally 

().,)~_, = A:N ~(l - cu~(k · R 1 )) c!ª()q ¿~( ... ) x 

x coth (~ pli<LJ;,(k)/<.t.1.i.<"'>) (24) 

\ 

\ "f\f\/ 
~ , ( ~-~ ~. 1 

wherc: N is thc nuinbcr of ions. Thc sum is over thc ~ oe~ 
first Drillouin zone. /lis l jk 0 T. k 0 bcing: the Boltz.rnann 
constanL 

-:..r ,_ ·-

'º 

Noticc that ( IP,.,..(H. 1 + u,) ) which plays thc samc 
role as the 4•:a_, in thc Uannonic Appro:..in1at1on is thc 
tensor dcrivativc oí the potcntial avcra~cd ovcr the 
phonon statcs gencratcd by thc potcnti¡1l. 

To solvc the set of sclf-consistcnt cc..¡u¡'11on~ (21 J. 
(22). (23) and (24) and gct the phonon dispcrsion curve 
we start with thc írcqucncics gcneratcd by thc J-Janno-
nic Approximation as the first trial. Thcn thc convcr
gcncc: proc.edurc is followcd. 

5. Resulls and discussiulL 

Wc have applicd the mcthod to lithium. 
Firs~ we obtained the denslticsfully sctr-consistcntly. 

The calculation oíthc dcnsitics werc pcrforn1cd solving 
the SchrOding:cr cquation in steps of0.01 u 0 • whcrc "º 
is thc Bohr radius up to R = 0.5 a 0 • For 0.5 a 0 ~ R ~ 
2.5 u 0 • it was solvcd in stcps oí0.02 u 0 and in stcps of 
0.04 a 11 up to 22.5 a 0 , whcrc lhe phasc ~hifls wcrc 
evaluatcd 

The iiUms ovcr I in cquation ( 15) wcrc tcrnlinatcd 
at /,., •• = 4. Thc valuc!. uf thc pha~c shifts for A. = 1 
are givcn in table l. The dcnsity is shown in figure 1 
for A= 1 too. 

The step size in A for peñorming thc integral oí 
equation (6) was 0.25/3. 

Once we obtain thc densitics for thc set of v:iluc~ 
of A.. wc c.alculatc thc intcrionic potcntial using cqu~
tion (6). 

Thc intcrionic potcntial i~ sho"'·n in figure :!. Ahcr 
gctting thc potenlial wc find thc tirM and !tccond dcri
vativcs as functions of R and use thc~c dcnvathc~ tu 
start thc sclf-consistcnt cah.:ulation of thc phonon~. 

Thc phonon dispcrsion curve is sho\"º" in figure 3. 
wherc comparison with experimental rc!'tult~ (:lO) i!'t 
madc. lt i~ po~siblc to !.CC that prcd1ctcd phonun~ havc 

Table l.¡- Vu/ut•.\' o/ 1Ju· pha.u• .\-hl:fu, 111• Jur 1/u· 1w:1al 
K'llª s1udied. The Frh•dt"/ S111n Rult:. FSR. rcs"/Jing frCJm 
tht" ca/cu/ation und lhe ''ª'"" <~f r~ are a/so gheu. 

r. = 3.236 Uu : u 0 = 0.529 A 
FSR = ::?.996::? 
n 0 3.2161 
"• 0.4867 
"2 0.0102 
113 0.0026 
"~ 0.0003 

, U\ !..I 

F1g 1. - D1~plai..:cJ clc1.:lrun dcn~ily arnund a li1h1um 1011. 

Fig.. 2. ·- Cakulau:d 1n1c1·h.1tu~ po1c11\1al íur l11hnuu 1n thl!> 
~urk : -- : l·roin rcfcn.·ncc J:?:l) - - ; J·rum n:fcrcn..:c l::!-'1 
-·-: From rcfcrcncc (KI : 

thc ~an1c llVCrall ~hapc u~ C:'(.pcruncntal rcsult~. Thc 
1na.xin1un1 frcqucnc~ prcdictcd is ubout 40 " .. biggcr 
than thc cx.pcnn1cntal onc. Thc n1axi1num Íl'cqucnc) 
obta,ne;:d with Harn1onic Approx.imation was about 
55 ': .. ihat thc corn:spunding experimental valuc:. 

Thc culculation uf the phonons included 17 nc:it:?-h
houring ~hclb. Thc frcqucncic~ werc: convc.-t:?-cd \Ao'ith 
rcspcct ·to the numbcr of shells to within one pcrccnt 
cx.ccpt for thc Kohn anon:aalics. The tempc:raturc wa~ 
takcn with lhrcc diffcn:nt valuc~ : O K. 10 K und 
300 K ""'ithout any significant diffcrenccs in thc phonun 
dispcrsion curve. 

Bccau~c of thc naturc of intcg.ration of cquation Ch 1 
it is clcar that the method is most easily apphed to 
nuclci of small charges. We had to obtaín the dcnsu~ 
numerically eleven times accorJinp. oí the Mep si;,c 
in A.. Out in this mcthod "''e do not h<.t"'c any adjustaht~ 
paramctcr for the intcrionic potcnliaJ so that it •~ a 
'\'cry purc ah i11iliu catculation. Thcrc i~ no arnbigull~ 
in the prot:cdurc for obtaining thc potcntial. This. 1!'> 

'· 

l 
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why wc think lhc resulting polcntial should be closc 
to the real one. Thc only inpul paran1clcrs wc nccd lo 
pcrfonn the cakulation of thc in1crionic polenlial are 
the nuclear chargc and thc uvcragc clcctronic Jcnsily. 
To gel thc phonons we nc:cd lhe type ofstruclure oflhc 
metal. 

On the other hand .. superposing the two displaced 
char{?c dcnsiti~ al the orig.in and at K (Eq. (5)). is a 
major approximation but is common to thc u~ual 
pcrturbation thcory approach. lt is clcar that lhcrc 
was no guarantee that the mcthod could work fur 
mctals Vl.'ilh ions heavicr than hydrogen ion. hul it 
works reasonably wcll cven with thc a!'i.~umption of 

(11 MAGAÑA~ L. F .• W1111·MoH.h. M. D. and CA.te.HUI 11 .. J I" .. 
Cun. J. Phy:i.·. 60 (1982) 4::?4. 

[::?) JottNSON. R. A .• J. Phys. F 3 (1973) ::?95 
(3) Por.tuK. H. O. and HALIC-lo<.;LL". T .• I'IB.\ .S1.u1u 

Su/idi A 37 ( 1976) 694. 
(41 Lu:. J. K .• UAM.Ki:tt. J. A .• A11H.AllAM. F. F .. J. cJi.·111 

I'hys. 5110973) 3J66. 
(5) ULASKI~. ~t. l. and 1'.hUU~. C. F .. Phy.\. R..c• lJ 20 

(19791 3197 
(61 CA1tLSSc..1N. A. E .• Ku.1s. J\.1. L. and l:.sttL:-.otc.ucH. H .. 

Phi/us. Alug. A 41 (19HU) 241 

lcH.:alll). o.anJ lil111u1n 1~ a n1alcrial lhal prc~clH~ lhc 
problc1n 1.•f hcmg. cx.trcmdy non~lrn.:;.11 {8) 

Thcrc h;.1vc hccn ulht..•r c.:akulo.uions oí phonon:-. íor 
hthnon l ... cc. íor e,.aruplt:. Reís. [8J an<l (:!5}) 
Thcy ha\ e h.:cn pcrforn1cd within lhc: pseudopotcnti~il 
apph)ach v. hich has bccn discuS!tcd in thc firM parl 
oí thb ,,·oi-k. Thc calculations of phonons for lill11u1n 
in rcfcrcnL".cs {8) and {::!5) wcrc madc using thc l-larn10111c 
Apprux1n1ation and ::.hov.' a diffcrcncc: of aboul JO"., 
with rcspcct tu thc cx.pcnmcntal rcsuhs. In thc~c 
rcícrcncc~ lhc pscudopotcnt iab wcrc choscn in ordc1 
to fit a prcviou~ly cakulatcd non-hncar rc~ponsc 
clcctron dcnsily aruund an ion cn1hcddcd in an ch:c
tton ga~. cxccpt for a rcgion clo~e to the ion. 

In figure 2 "'t: show thc: intcrionic potcntial for 
lithiun1 fron1 rcfcrcncc (8) a1ld from other calculalions 
inclu<ling ours. Thc ;1uthurs of rcfcrcncc (251 did not 
g.ive thc 111tcrionu.: plHcntial for lithium. 

Ali the intcrion1c p~llL!nt1ab ~hown in figure .:?. 
c.'l¡.CCpl our:,. wcre ubtaincd u~ing p:,cudopotcntial 
thcory. Thc ;1u1hor!'i. of 1·cfcrcncc (23} reponed force 
constants \\ hich are 2 or .3 tin1cs larg.cr than e,._pcri
n1cntal onc~. Thcy d1d not rcport phonon dispcrsion 
cun·cs. and thcy n1adc thc cakulauon using an ernp1-
rical pscudopotcn1ial propt..l~cd hy Hc1nc-Aba1cnkov
An1malu (26. 27). which had bccn evaluatcd h~ 
Animal u (27) by fitting thc shapc of thc Fcrrni surfacc 
Thc samc authors calculatcd again thc force constanb 
for lithiun1 f::!8] using an AshL·roít pscudopotenlial (:?Q) 
and lhas li1nc Lhe). ohta1ncd a g.uod ag.rccnicnt wuh 
thc experimental rc~ult~ hut thcy dsd not rcpurt 
phonons for lithium. Thc &.:alculalion in rcfcrencc (2~] 
was pcrforn1cd in an attcn1pt by Torrcns and Gcrl 
to rcproduL".c lhc intcnonic potcntial for lith1un1 
reponed 1n rcfcrcncc (.:!3} b) taking thc Fouricr tram.
form of scrcencd Hcinc-Abarcnkov-An1n1alu ion form 
factors. No force constants nor phonons wcrc reponed. 

rinully we strongly fccl lhat thc mcthod wc havc 
followcd could be improvcd hy taktng. a more rcalistic 
intcrionk chargc density in~lcad of equalion (51. 
Thh. coul<l be done. pcrhap~. by finding the c.:ha1gc 
for two ccnucs uf fon.:c. Thc- n1clhod would not havc 
any adJU:o.tablc paran1ctcr yct and should g.ive an 
intcrionic potcntial vcry do~c lo thc real onc. 

(7) R.-..~u1·1. f\.1. and TA..-LOR. R .• Phi·:i.. R,., .. B 11 (IY7$J 
::?717 

(ti) DAGD·'· L.. RAooLT. M. and TAH<>K. R .. /'/"·' R,·, · 
lJ 11 t 197.5) 27::?6. 

(9) J\.1ANs1s1:~. fl.1 .• Jt;NA. P .• Nu:r.t1s1s. R.M .. Lu .• J. K .. 
/'Ir-'"'· R,., .. B 24 ( 1981) 7057. 

(10) llARRl~Of". "' A .• WILU.. J. ~1 .• l"ill'.\. J<,., B 2~ 
(198:?1 5007. 

(11} GU~IA. A. K. .• JENA. l.,. anJ S1!..,u .• w1. K. S .• Phy.Jr.. Jl,,., 
B lK (1978) ::?71~. 

(12) J\.tAc.;Ap'.",,¡A. L F .• PJn·s. 1-A·tl KO"- tl'J8U) 193. 
1 ).\ 
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