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I:NTRODUCCION: 
..... 

La mecánica estndíst:i.ca tiene por objeto C.er:i.ys.r l.a.s 

l.eyes que ri6en el. macrocosmos basándose en l.~s l.eyes del. 

microcos~nos. Esta. discip1.i1'la 9uede dividirse en dos _grt1!l .. 

des ra..-nas; l.a mecánica estadística. en equil.ibrio y l.a de 

fue:r-a de eq_uil.ibrio. La prime:::-a. intente. expl.ica.r l.as l.e-

yes de ia :=a.teria: mo.croscópica. C'J..Z..:.."l.do esta ii:Ltimc. se en

cuen~ra en un estado particular, de hecho el est~do de e-

quil.ib:::-io O.e 

menos en l.o s 

l.a. termodin~ice_. La seguncla describe fen:S--
i'· . • I 

cuaies ieS variables re1eva_~tes ver!an. con 

el. t:i.empo y/o l.a. posición. _El objeto del. presente trc•oa-

jo es una pequeña :;iarte de la mecánica. c,stE>.d:ística fuera 

de equi1ibri.o. 

-·'.·---A-partir de primeros -princi-pios ··se·· puedé.-obt-erte-r'·m-:¡:a· 

ecuación dife:r·encia.l. parcial. para. l.a. funci&n de distribu-

ción de N pa.rt:ículas ~ue da l.a evol.ución temporal de és-

_ta. 

rencial.es para l.a. funci&n de distri~ución de u..-ia. ::iart:ícu

l.a que son genérica-nente denominadas ecuaciones cinéticas. 

Como e.)e,npl.o de éstas se tienen l.as ecua~ione:s de Boltz_ -

mann., Enslcog, Wang-Chang-Uhl.enbeck etc. Cada una de el.las 

es_aplica~l.e a. una situación especí~ica, por ejempl.o la de 

Bol.tzmann es vál.ida para el. régi~en dil.uido y cuando l.as 

col.isiones entre J.m mol.écul.a.s son el.ásticas, la de Ensk~g 

es vál.ida. para densidades al.t<'.s y esferes du:r-a.s, l.a de 

Wang-Chang-Uhlenbeck para gases pol.iató~icos, etc. 

Un probl.ema interesa...-ite es el. de obtener éstas ecua

ciones a partir de l.a ecuac~ón de Liouvil.l.e, o equivalen

temente, a partir de l.a_jerarqu:ía B B G K Y. 

"._ ... _, ... 
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Este tipo de !JrObJ..emática :no- ser:1 aborde.da. en eJ.. prese:1_ 

te .tral:::;-.jo • en 1as sie-uient ·s refe::er-ci.as se da ~o di,!! 
(1-4) 

cusi&n al res~ecto • 

La -prese!'l.te investi;'"1C:i.&r.. 'P''·:i:·te de la ec•.;>.eci&n de 

BoJ..tz~a..""1...""1. y va enca.T.inada al est'"'-dio de un ~equeño nrun~ 

ro de part:!cuJ..c.s carg::'.aus c;.u.e se mueven a través de un 

gCJ:s de réo1.éct.i.1G.s neatrs.s y en p~·r.-se·a..cia de un ca-r..po e-

1éctricO e:xter:-º, a.,..: .. lo c·.i.a.1- nos refe:!"im~ s co:rio !..tn er:. --

jambre de !'t:i.rt:!c'-'.J..:;.s ca.r,gnC.&s ("E.?. C •) • E..-i. J..o que con-

cierne n J..~ magnitud d~l campo eléctrico nos interesan 

ca..-npos te.1S:s C!.'-tc le.s encrg:!:~s adquirid8s i;:ior J..e.s part!

cu1as CF-.. rgc.das ·no sea_Y'.l. tf:;n grc.r.a.des como 1_:le.ra excit~r 

:=-"_.=-=---~-.,-",_··'".:..-J:O·s-niveies d.e energ:!a :L.""1.t~ ~--nos de ·ie.s- :nol~c.__,_J;-as-"°de:J.;---0 _ _,_ ,_T 

gas; se tiene 11or ten.to U-""1.a cota ;?ara el ca:r,po eJ..éctri

·co arrib~ de J..~ cual no es posible des?reciar J..as co1i

siones :i.nelásti.c:::.s y 49c;·-·t;;;:tc -el.tTat~..:!1.:ié-l--:-t-o -v-!.~. -J..:e 

ec~aci6r.. de 3oJ..tzmann ne es válido; dicho va1.or de~en-

', 

derá del ti"!;)O de g"as. :ae.jo las mis-nas condiciones ex-

perimer:.t::!les dichos efecto-: ine1.ásticos serár1 z6.s im 

portantes "?a.:.:a ge.ses "t)01.iat6::nicos \ N"l.) que pare. J..os :r..Q_ 

noat6,nicos ( Ac-). 

Es posib1e dar una. estimaci6n sobre el 1Íl!lite de 

ca~pos consider~dos de la siguiente ~anera.; la energ:!a 

ganado. por -una partícul~ cargada. en un camino libre me

dio debido a 1.a acci6n del ca.~;io eléctrico es e 'é.),, • con 

e la cargo., 

1 ibre :r.ed.io. 

E J..a. ma.~:i. tu.d de J.. co.m-po y ). e:L CC..'Ilino 

Los efectos "inelásticos no serán rc:Levan-

tes cu.e::--_do esta. energ:"t'.a sea: br-st"'-:i c. e rr.enor que 1.a ener

__ g!a a. :La cu~l se observan :La e"xistencia de lo·s esta 

dos .int.<?cios. 

j,"····. 



Thomson y Thomsorl.5\.; J..a. estimacion <:>-10"'-i' con G" 1a sección 

eficaz, se tiene para Argón: 
e E.)\« 11.5 a-V.lh ~) 'Y¡, « ."? 

mientras que para nitrógeno ;e :l 

et~<<.'3o<-~ºn~ -> 'E¡p~< 

Estas desiguaJ..dadas muestran, de una m2.ners. burda, 

1a intens:i.d'.'>.d de1 cociente. ¡; /p pe.ra 1a cúaJ.. es posib:l.e 

despreciar 1os efectos ine1á.stic.:::s. 

En e1 caso de1 ~·régimen diluido y cuando' J..a.s co1.i

siones ineJ..ástic~s ne ~on relevantes 1a ecuación cin.&ti

- ca que se utiliza es J..a de BoJ..tzmann. Para poder extra

er información !3- partir de ésta ec1.A.nción hay que reso1. -

.... ",~-~--· ~ve_r1.a. pudiendo uno utilizar distintos .m&todos_q_u!ll -~~con.-. .. 1 ~ 

tinuación se describen de una manera suscinta. 

EJ.. m~todo ciásico es e1 de Chapman-Enskog ~ue fue 

desarro11ado a principi·os-·de-si-g:J:o; -:i:a·-prin:ei--pal.-=-hrp·ó---.;;..--::--:-:::-.=.=-=~-= 

tesis es la de suponer que 1a deper.dencia. te~pore.1 y es-

pacial. de ia función de distribución es a trav:s de 1a.s 

varia.b1..es conserva.ca• . (n • T, eº•); con(\ 1a densidad de 

partículas, \ 1a temperatura y Co 1a ve1ocidad hidrodin.!1 

mica. A1 tipo de soluciones as! obtenidas se ies deno-

mina norma1es y se espera que para tiempos :Largos y si

tua.cione~ cercanas a1 equilibrio sea un método adecuado. 

Dicho método propone además un desarro11o en serie 

en potencias de1 nú.~ero de Knudeen (ver cap. I) para 1a 

función de distribución y para 1a ecuación de Bo1tz~a.n.n. 

Para 1a primera se tiene S-. = r:iº' ..- '>. 'i~'' ... '!: .!f~"\.... . • donde• a 

orden cero i¡.. s;<o) es 1a ~·!axwe~liana loca.1 y uno puede o}?, 

tener 1as ecuaci?nes de· Eu1er, a orden uno T • !fe"".., >.. ~t•'I 
1.as ecuacio~es de Na.viP.r-Stokes, a segundo orden ias 
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11a.~adas ecuaciones de Burn.ett y así sucesiva~ente. 

R~cientemence( 6 ) se han discutido ias distintas 

derivaciones así como l..a val..idez física de l..as ecuaci2 

nes de Burnett, l..as cua::l."es dan relaciones consti tuti 

vas no ·1.ineal..es e. invol..ucran derivadas de segundo or 

den. En muchas de J.as situaciones de interés, J.a des-

cripción dada por ·ias ecuaciones de Navier-Stokes da 

_resul..tados satisfac-t;.or~os. Ailil. más~ como di9ho ~étodo 

no tiene una justificac~ón mateciática rigurosa se ha -

pe:risado en J.a po_sibi1ia'.ad de que J.os resu1 t.:.dos en el.. 

régimen de Burnett puedan carecer de sentido. Sin 

embargo al.. menos en cuanto a1 primer orden concierne, 
·1oeºresU:i.tados de:L método dan re1aciones-pá.ra~1os~c()'é-...:--~-.-, .... 

ficientes de transporte que son de util..idad práctica -

muy grande como por ~jempl..o eJ. ___ pri:_ric_i_;,i_~--~'21 .. _es~~C!.<?_~,2__ ________ _ ... « -:r·· }'-----· .. ------- --···-·--- -
rrespondientes establecido por Kestin e~ al.. y 

otros< e >. 
En 1949, Grad(· 9 )consider6.un m4~odo de so1ucí6n 

basado en el. desarrol..lo-· de 1.a :t·unci.Sn de distribución 

en polinomios mul..tidimensionaJ.es de Her:nite. Los coe

ficientes de éste desarro11o resu1tan ser cantidades de 

-±nterés físico como ~1 flujo de ce.lar, el.. tensor de es-

:tuerzo s e te • Grad mostr6 que bajo ciertas condiciones 

uno puede obtener las expresiones dadas por Chapma.~ y 

Cowling (a primer orden en el.. métoao de Enskog) para l..os 

coeficientes de transporte. 

Las ideas de Grad dieron orígen a lo que se cono

ce como el método ~e mo~entos y cuya idea principal es 

la de considerar- un desarrollo de l..-"'.' función de distri -

b~ción en tér~i~os de un conjunto comple~o de funciones. 
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_.,. 
Esta herrn:.:,iento. es 1a. uti1izada en 1.a teor:La. de E.P. C. 

La génesis de dichos métodos ?uede encontrarse en 1os 

artícu1·:is de Kihara.( to ) • 

:Independiente:nente ·del.. tipo de pol.inomios uti1iza.

dos, uno debe cortar 1.a. serie en un tér;nino da.do, e1 

cual. entrG otr:o.s cosas de-.;:>enderá. de 1.a precisión que u

n:o quiera. En J...os experi"'entos de tu':os de deriva 1.a 

precisión a.1ca.."l.zada' .puede ser de:::;. ii' par~- al.~os coe

fic~entes de t~ansp~~t~, de manera que 1os resu1tados 

te6ricos que se comparen QOn 1os experimentaJ...es deben 

ser tambié"n :prec~sos. ?or ésta. razón, en 1.a teoría se 

fueron incJ...uyendo términos de orden ma~.ror en eJ. desa -

·rroJ.J.o medien.te ciertos criterios de iter~cidn;;-como~- ... · ~-,·--¡~· 

se verá :nás adeJ.ante cua::1do se expongan 1ns ideas de 

K:ihara. 
- - . -···---·--- -----· ·----···--··------·-------

La i~'ic1usión de tér:nínos de orden S'..l.?Je:l'."íor---eie .. ha-·· 

visto o_ue es necesaria cue.ndo eJ... ca.."!lpo e1éctr ico es 

grande, es decir, en situaciones no tan cerca de equi1.ao 

brió. En suma-podemos decir que 1.a i~cl.usión de térmi

nos adicional..es en 1.os desarroJ...1.os propuestos es.debida 

a dos factores; por un 1ado 1a precisión aJ...canzada en 

· ·ai experi:llento y por otro J...a consideracic:Sn de campos 

intensos: Wannier( .11.) ha hecho una discusi6n acerca 

de 1.os campos considerados, aunque 1.os ~ue e1. 11.e.ma 

campos intensos son tan grandes que no es vá.1ido uti1.,i 

zar 1.a ecuación de Boltz:ra.nn. 

Podemos decir que co.mpós debi1es son ac;u.e11os pa

ra.-. ios cual.es 1a energía adquirido. en un ce.:!lino 1.ibre 

medio es mucho menor que 1.e. energ!a térmica é~T ), 
Wénnier( 1.1. ~. ?til.iza. un criterio aún más restrictivo y 
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cua:".do uno hace l.a esti:nación .. ;>::>.ro. eJ.ectrones rcsul.to. 

ser que l.os val.ores de ~~ considerados como campos d,! 

biJ.es son t3.n. pequeños que no hay valores experi~enta

l.es de l.os coeficientes de transporte ·(para est-,s va1.g_ 

res). i~osotros adoptaremos c.'.)mO criterio eJ. ;que hemos 

enunciado ar.t8rior~ente y su~onemos que para estos va

l.ores de e.,-¡, es posibl.e apl..icar e1 n:étoC.o de Chapman 

Enskog. 

: El. :nétodo ·de motile::J,tos se en:cuentre. resumido en 

forma cl.~re. en el. art:l'.cul.o de Ku.~ar( 1~ ) y el. aspecto 

experirr.ental. puede encontrarse en el. l.iQro de Q:ranpcton 
y Huxl.ey ( 1~ ) • 

Para en tender l.o s objetivos d<:l.. p :.=E'l,,':.E'lE:!':~t~~b~;!<J ___ ._. 
conviene tomar en cue·:i.··:a l.ss siguie::itc;s observ::.ci'.)nes: 

J.) EJ. m~todo de C~apma.n.-Enskog se ha estudiado 

2) 

exha~sti~vc.;ue:i.t Et - . ~-:-p_r-im~r- -o ·rden ·---- -:~-~~:--~-·-~-------- _________ _ 

.. Es posibl.e conocer l.a.s contri':>ucion6s a seeun-

do orden en el. mét'.)do de Chap:nan-Enskog para 

a.l.gu..~as cc.ntidades :físicas sin necesidad de r~ 

soiver l.as ecuaciones para 

3) En l.os experir.:e~tos de -E.P~C. es posibJ.e que 

sea rel.evante eJ. régimen de Burnett(~~) 
En este trabajo nos proponemos anal.izar l.a segu..'1.dá 

-observa.c:i'd'n para e1 caso de l.a mezcJ.a binaria paro. ver 

si J.os resul.tudos obtenidos son de util.idad en eJ. caso 

de enjambres "Cobservc.ciones l. y 3 ) • Los resul.te.dos o~ 

tenidos muestra..'1. q_ue l.a coctri-ouci:S'n a segundo orden pa

ra el. tensor de esfuerzos se puede expresar en térr.tinos 

de J.a sol.ución a primer.orden pero no es a.s:l'..:para el. 

~l.ujo ~e cal.ar. Sin embargo en e1 ca.s.::i en c;.:.1.e J.a dens.i, 
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dad. de 2c.. :::ezcJ.a es CJnst.!......1.t'c • es posible cerrer :Las e

cuaciones de conserv~ción a segu..~do orden. 

Si u. ... :> hace le.. ider:tifi.ce.ci..5n u.suo.J.. de J..a veloci 

dad de deriva (:nedida ex:;>erirc.entnJ..!r.enti:) c-:>n la varte 

de J..a.veJ..ocidad media de J..a.s partíc~las cargadas propo_!: 

c ione1. al. campo elé e tri e o<•;> re suJ.. ta ser qi.: .. e a pri:r.er or-

den es posible obte~er la ecuación tipo difusión 

zada en 1.os experi};:ent.:>s pura c.::::::.:!;>OS pec¡_·.;.eños( 16 

re1acid'n de E:Í..nste::i:n-To\"~s-e·_"!d ( _'1 ~). Util.i'za...""ldo 

'..1.ti1.i

) y 1.a 

la a-

proximación de Lorentz y para eJ.. caso •.=.idimensiono.J.. es 

posioJ..e ·obtener uni. ec;..-:.~ción cerrad::;. pa:::·c·. J..a densid::::.d 

de partÍCu.J..E' S C2.1: eEdOS ( 04 ) de J.. ti !'0 difusión y tarr.bi-

·-··en ·es posibJ..e ver t¡ue la reJ..a.ción de Ei:nsteio:i.-Town:send 

no se sostiene a segu...~do orden. La restricción al ca

so unidirr.ensiona.J.. se ha hecho debido a que un c2.J..cu1.o 

genera1. ~ería -bastC:;;te-·¿á~- comp1.e.;io_y_ 1a. ut:i.:J:ización - de· 

la aproxi. .. aci:!n de Lor-~ntz o""ccdsce a. C].1.:te est~.:-::os inte.r~ 

sados en eJ.. est~dio de e1.ectrones er- un g~s. 

Rest.U. ta ser q"l:.e a· seg..uido orden la mo .•ilid2d es 

propoi~cionaJ.. a la dive:::gencia. de_ la _veJ..ocida.d de :nasa. 

que en e1. caso en qce 1.a densidad tot:?.1 sea consto..~te 

debe ser i..~dependie*te de 1.a posici6n si es que el mé

todo de.Chap:nan-Enskog es consistente matemática.mente. 

teniéndose por ta. .. to en principio una dependeñcia de 

1.a moviJ..ida.d en términos de 1.as condiciones de contor

no Y/O iniciales impuestas sobre J..a. ve1.oci.dnd de ;::asa 

{e!:). Un resu1.tndo a.náJ..ogo se tie~e para e1. coefi 

ciente de difusión. Ade~ás dichos coeficientes de tran~ 

porte dependen. de ciert:::.s integra1.es de colisi6n que 

, ... ~, -
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pueden ser eve.luad;,,_a para lo- que Chapma.n y Cowling han 
- (17) denominado puntos centrales de repulai6n teniendoae 

como caeos particulares el modelo de Maxwell. el de eaf~ 

ra dura l:Zl • En e atoa cá1cu1os no se he. impuesto, como 

es uaua1, que la distribucidn de 1e.s mo1écuiaa del gas 

ea una :.'rawwe11ia.n.a g1oba1, au.."l.que eata restriccidn pue

de tomarse en los ca1cu1oa real.izados. 

Se ha inveat±gado además 1a posibilidad de ident~ 

ficar la ve1oc-ide.d 'ae 'deriva- con la ve1ocid~d de nt!mero • 

resu1te.ndo que las ecuaciones tipo difuai6n mantienen su 

estructura pero contienen términos adicional.ea al.loa u

sual.ea. En e1 .régimen de Navier-Stokea y tomando en 

cuenta que la divergencia de la ve1ocide.d de---maaa~debe --- T 

ser independiente de 1a posici6n, a 10 cue.1 nos referi

mos como la condici6n de consistencia matemática del m~ 

todo por 1 e.a razone a- e·xpuestaa-·en-·ei-·c-ii!):!tu:i:o' · II 0 ·ee- :eg

aible mostrar- que si esta. cantidad ea distinta de cero 

entonces la difusicSn puede considerarse como aniaotrcSp~ 

ca.. 

En base a una ecuacicSn tipo d:LfusicSn con anisotro

p~a. en ésta, se ha analizado el experimento de difusi6n 

en retroceso concluyendoae, al comparar con el experi 

mento, que los valores tecSricos obtenidos en ésta des 

cripci6n son substancialmente mejores que loa obtenidos 

utilizando difuaicSn isotrcSpi~a para el caso de los ge. -

sea polia.tcSmic::>s como el Nitrogeno, sucede lo contrario. 

La forma en que presentamos el trabajo se divide 

en tres capítulos. En el primero se describen los an 

tecedentes necesarios para desarrollar el método de 

Chapman-Enskog y se discuten algunas de las técnicas u-
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ti1izada.e en 1a te6ria de enjambree. En e1 segundo ca

p!tu1o ee estudia el método de Chapma.n-Enskog a segund~ 

orden; para hacer énfaeis en loe resu.1ta.dos ~rincipa1es 

1oe cá1cu.1os necesarioe· se ha.n."hecho en tres a.péndicee. 

En éete capítulo se estudia la conti·ibuci&n : a segundo 

orden en el. teneor de esfuerzos y e1 fl.ujo de caior. 

Ta.mbi4n ee eetudia e1 fen6meno de difuei6n en enjambres 

a primer y segundo ·'orden en el método. 

En el te~cer c~p!tuio ee estudia el as~ecto eJICl?er~ 
mental. de enjambre, tratando de establecer un puente ea 

tre 1a. teoría y el· experimento. Se discuten además las 

ecuaciones tipa d±:f'usi6n cuando se ha. eeta.bl.ecido aie;u-

-··na de le.e dos !JOSibles identificaciones de~1a:ve1ocidad- ·"¡:~ 

de derive. que hemos utilizado. 1 

Finalmente en las conclusiones se discuten con de-
talle lo e re sui. t ado .s· Óbtenidos-.;--·--·-~- -

_,.. .... -



CA!?ITULO I 

En este capítul.o se discute 1.a ecuación de Bol.tz

ma.nn para l.a. mezc1.a binaria, as! como l.~s caeos parti

cul.ares de enja..-nbres de ,,artícul.a.s cargadas ,,, el. gas 

simpl.e. Para éste dl.timo se discute el. desarrol.l.o pa.

ram.Strico de Enskog y se e.sta.bl.ece l.a. conexi:5n entre -

l.a." teoría cinética •y 1.a :necánica de fl.uido s. Pina.l.mea 

te se he.ce un resumen 'de los. m.Stodos ma.te:náticos uti -

l.izados en_l.a teoría d~ Enjambres de pe.rtícul.as carga

das (E.?.C.). 

La Ec1..<ación de 'Bol. tzma."'ll'l • 

. Coneideremo s e1. caso de una rnezcJ:._a _ b-iná.r_i_a ~a.ó-:i:iefe~-~- - -~,~-

1.e.s distintas canticades asociadas a ceda una de l.as 

componentes l.as denotaremos con :Índices />., y i3 
As:! ~ .. :?"e~ree-ente. -1~- ft.~cicS?'l d~ di~t;i:-b~c{.-sri;-_d ___ e ___ i ________ -_-__ -__ -_-__ --__ -_-__ -_-_-

part:!cuJ..a de l.a es,,ecie ,.. • e.., 1.a cae ga de l.O?.s mol.é

cuJ.a.s de l.a. especie e etc. 

No entraremos.en l.a deducción de la ecuac~ón de 

Bol.tz:na.,i.n ya. que existe ba.sta."'1.te 1.itera.tura al. respec

t~( ~-·'t); en el. caso que nos interesa se obtienen l.as 

'ecue.c:?..ones: 

~"'(!t .. ): -.-:s-.. ~~ .. .s; .. ~ - 3" .... t.s;·\~) 
- -

~C..~") ~ - 3"..t(~·~) - "S .... ('"~~') 
••• (1) 

donde ~ji:A,B son 1.os tér:ninos de arrastre u operado

res de derivación y cuya ex~resión da~os posterior.nen

te. - 3":..~ son 1.os operz.dores de col.isiones y_ re-9resen

tan 1as co'l.isio:r:es de 1a especie 'l. con l.a especie j 

Si l.a .mezcl.a se enc1;,entra en presencia de campos 
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externos 'E ( el.éctrico) y X (ma.g:.-iético) , l.e. expre-

sión para l.os términos de arrastre es: 

••• (2) 

siendo e, ia vel.ocidad mol.ecul.ar, e~ l.a carga de l.a 

especie ~ y ...... su ~asa. 

Las ecuaciones' (l.) son l.as uti1:izaéia.s en el. régi-

men dil..uido donde s61o'la consideración de ' col.isiones 

bine.ri.as es necesaria. na.re. l.a dé.scripción, existiendo 

sin embargo dos puntos qu~ conviene anal.izar. En pri

mer l.ugar ia deduéci~n· de l.a ecuación de Bol.tzmar.n se 

--hace cuando l.as fuerzas no dependen de, l.a .velocidad-.~~ ··· 

En el.. ca.so de un campo ~agnético externo, Chapman y 

C_owl.ing( 18 
) han demostra;1o que ia. ecuación de Bol.tz 

me.nn es vál..ida. 

de l. argo aicunce co!:lo sen l".'.s ·· _,uio:r.bianas. 3n este 

caso el. oper~dor de col.isi~~es presenta diverge~cias, 

que uno puede el.i:nir--:.i· al. considerar eJ.. efecto de ª:PB:!l 

tal..J..a.miento. -Si tenemos partícul.as con cargas de sig

nos ~~uestos entonces al.rededor de, diga.~as un ion, se 

~cu.:nul.e.n el.ectrones que apantallan el. campo Coul.o:nbia-

no de éste, J..o cual. justifica l.a introducción de un p~ 

rámetro de corte o equivaientemente eJ.. potencial.. de ill 

teracción es el. de Deybe( 19 ) Nuestra investigación 

está dirigida a Enjambres de part~cuias carga.das (E.?.C.) 

y como veremos posterior:nente no se presenta éste pro-

bl.ema; E.P.C. 

(1). 
es un cas.::i ..... articula" de l.as ecuaciones 

-·- - La expresión para e1 operador de col.isiones es 1a 



s ca- cr-,l (,,X) ( ~\C:,\ '\<:'.:,_\ - '"' (é._) f\s )') -
• ......._ 'X.d x c:i? de,; ••• e 3> 

1 

aqu:! c ... , Y S, son 1as vel.ocidades final.es de: 1as part~ 

cui·as de 1a especie 

vel.ocidades c._ y - c.) 
cial. eficaz para qu.e. 

sea dispersada en el. 

\. y .) que antes del. choque ten:!an 

IS"._~ (3,X\ e!S 1a seccic1n diferen -

l.a ve].ocid.ad rel.ativa ó - 1 e, - s _\ 
á."1-~l.o sól.i.do ~ x.dx. d~ . 

En .1a teor:!a cinética de los ge.ses, :Las ca.ntid'"'des 

rel.eva...~tes como son l.os coeficientes de transporte es

-tán expresados en términos de l.a secci6n eficaz que a -

-su vez puede determinarse del. .potencial. de in-teraccidn. --

Sin emb~.rgo en l.a mayoria de l.os casos no se tiene in

:t"orme.ción sobre dicho -:_:iotenc·i.al, por lo que en genera:::L 

se prO!lOne un- C-ierto - potenci.ai-de--int-eracc-{CSri~--y se-· a·-.;..--.. 

justen su.s parámetros para tener concordancia con el. 

experimento. Esta forma de proceder no es fundamental.. 

Podr:!a uno tratar de averiguar el. potencial. de ínter -

acci~n a partir de l.os datos experimental.es, l.o que a 

veces se l.l.amaeL o..probl.ema inverso• el: cual. no será a 

~ordado en el. prese~te trabajo.<ig.a) 

En el. caso de E.P.C. ].a densidad de part!cu.l.as 

cargadas ( n ... ) es mu.cho menor que ].a densidad de ].as 

mol.écul.as del. gas ( ne)• de tal. forma que: 

a) Los eventos consistentes en choques entre par

t:!cu.J.as careadas son despreciabl.es comparados 

con aquel.:::Los en que ~ene~os choques entre l.ae 

part:!cu.l.e.s ca!. gadas y l.as mol.écu].as de:L- gas. 

-.b) Los.choques entre l.as partícul.as cargadas y -

~--
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1.as mo1.écu1.as de1. cas son despreciab1es com-pa

rado s con los choques que ocurren entre J.as mo 
J.ecu1as deJ. gas. 

·Porma.1xente 1as ecuaciones que describen E.P.C._ •e 
1 

obtienen tomando -:s .... :o y -::s.,..~o de ta1. forma Que 1.as ecu.!!: 

ci~nes (1) se reducen a: 

"!!:0 

.s:t_& ( ~"'> - 3" ª"' (lt"' ~~ '1 
••• { 4) 

Notamos que en este sistema de ecuaciones 1.a ecu.!!: 

cicSn para 1-e. ·está desacop1.ada de 1.a ecuación ~ara ~ .. _ 

Esto ·~~~· 1.a e~u~cid'n de evoiucidn para co_~·e· ;;_~ -C-e~ -~f~ct~ 1 

da por J.a presencia de 1.as -:JartícuJ.as cargadr.s {ver 4). 

En J.a teoría de enja!llbres __ de_p_a.z:.tíc:Ü:Las _:c~~a_t;a9=6~_--:::to::"'.-=--=---==-::-=-: 
ma !'ara SS-'"' una riraxweJ.J.iana g1.obaJ., nosotros no utiJ.ia.!!: 

remos &eta restricción. Dada J.a función de distribu -

cicSn de 1.as moJ.écuJ.as del gas !}6 
, resuJ.ta de J.as ecua-

ciones { 4) que J.a ecu~ción para ~ .. es J.inea1. en f .. ya 

que -::s .. ,. es J.inea1. en ~.. • EJ. probJ.ema en enjambres es 

resoJ.ver J.a primera de J.as ecuaciones (4) tonando 1.a 

funcicSn de distribuci&n de 1.as moJ.écuJ.as de1. gas como 

una Maxww1.1.iana g1.obaJ.. Se sigue entonces oue1 .cado que 

~,. está determinada,_ es necesario considerar soJ.amente 

e1 potencial de interacción entre 1.as partícu1.as carg~ 

das y 1.as moJ.écu1.as deJ. gas para determinar t .. 
Para E. P.C. fl'Iason y Schamp{ '2.0 ~ bas~dose en 1.a 

teoría de fuerzas de dispersión,, han. :pro!'uesto_ como po 

~enciaJ. de interacción {carga-moJ.écuJ.a meutra) eJ. si

guiente: 
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eiendo € J..a profundidad deJ.. mínimo de energía. '- eJ.. 

vaJ..or de \ para eJ.. cU:aJ.. q, tiene eJ... m!nimo y Y un 

parámetro que mide J..a importancia reJ..ativa de J..e.s par

tee i--~ y ,-, • 

Nosotros obtendremos expresiones generaJ..es pare. -
. , 

despues -oe.rt=i;cu1ar,?-zar aJ.. tomar un potencii;i-J.. es;:iecífi-

co. 

Otro caso particu.J..ar de J..as ecuaciones (4) es eJ.. 

deJ.. gas simpJ..e que puede ser obtenido tomando S~o y 

:So.) =o pe.re. ::..*. S • La importancia de este caso pe.rticu~ 

·iar radica en que aJ.. to!"!le.r J..as condicion·es···anter±oTe·s·" ·"¡ 
i 

en J..e.s expresiones que se obtienen para J..a mezcJ..e.~se 

deben obtener ias expresiones deJ.. gas aimpie; este caso 
- ·------- -- ---·- -------

sirve entonces como una.forma de detectar·!)ci°ái°6J..es··e 

rrores. 

Antes de pasar e. bosquejar J..a obtención de J..as e

cue.ciónea de conservación. conviene introducir a.:tgunas 

definiciones que serán de 
<'.: '1'C c.,.)) = -k,. S '\'C~\ f"'c.c;;_ \ oc,.,. 

~º ; Ye (._t. .. ~,, <e,,>'> 
8 ..... \. 

~ = 'Jn ( ?; .. {\~ <C~)) 

C::. - ~ -Co 

utiJ..idad: 

ve1ocide.d de me.ea 

ve1ocidad de n-dmero 

ve1ocidad pecul.iar 

donde €.:. es J..a densid:;:.d de mase. de J..e. especie ;.. y e 
es 1e. densidad tote.J.. de me.se.. Si uno tome. como varie.

bJ..ee !"", e_,, d ~ .• J..os t~rminos de arrastre que aparecen 

en 1e. ecuación de BoJ..tzma.nn se pueden reescri'jir en 

. .t41rminos de estas variabJ..es e:O: J..a forma( U ) ; 
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~:. .... e. 

i ••• ( 5) 

La ecuación de cambio 'P_&r& un.a. función et/' de 1a. e§. 

pecie ~ que dependa de 1.a ve1ocid~d pecu1iar se obti~ 

ne. mu1tiu1icando ~mbos miembros de 1a. primera. de 1a.s.~ - . ~. ' 
cuaciones (1.) por 9 .. e' integre.nc:o sobre ~.. Si u-

no toma en cuenta ia e~uación (5),dicha ecúación de 

cambio está dada ~ar: 

+ V',..·( n:, <~f. )J . --~--~--~-~~~~~~--------~-~~¡-:.o.·· 

<.ve:.~~'>: vpc.. ~ =-Sóc.: <l> .. t:r.(~·~~)-1--:s-... c1·~~1 ... <6> 
Un resu1tado a:ná1.ogo se tiene cue..ndo se considera 

una. función 4'0 ,,,ara 1a especie eque depende de 1.a. ve-

1ocidad pecu1.iar e~ 

Es particu1.ar:nente importante consid.erar 1as fun-

'ciones _ ~,,¡_ para 1.e..s cua1.es e1. 1.a.do derecho de 1a ecua

cidn {5)" se enu1a; a ta1es funciones se 1es 1.1ama. inva 

rientes co1isiona1es. Es posib1.e most:i=r ( 9 ) que t~ 
do invariante colisione.1 se puede expresar como una 

combinación 1inea1. de 1.os invariaDtes co1.isiono.l.es bá

sicos: 

~ ... =.l.. J <\::>~ = .l..) 

- l 



Al. tomar 1.as ec•.l.a.ciones de tr=-is'porte para. <f>~ • y 

<%>ª.._ • y s~-narl.as se obtiene ( '1.'l. ) J.a. ecuación de conser_ 

vacidn de masa: 

••• ( 7) 

Toma.nd;:i 1.a.s .ecuaciones ·de transporte lJara ~ .... 'cl ~~ 
~ sumándo1.as 0 se obtiene 1.a ecuación de1. :tmpetu: 

€ ~ .;,. - ~-["-.t .. ~. ~ .. C.!-.. 1\.e;.)C~X.+'S ~x ... (ti) 
La eCLl.P.ción de J.a energ:ta se obtiene de una mane

ra aná1.oga dando como resu.1.tado que: 

+ 

--- - - -- -- -~-----------------

;[;a.e distintas cantidades que a.parecen en J;.· s e

cuaciones 7-9 están definidas por: 

"' .<\. .......... d.,"> T- .3.-- ~ .. "~ ..,n..._ !rempera tura . l"I~ <... ~ ...... e:,,~ e;.> «;\. 1:. 
~-· flujo de ca1.or 

• º•e .. <i!,.> 1 2.. densidad -·a.e corriente ...... 
tensor de esfuerzos. 

Tomemos por simpl.icidad ei caso en que jit..º • 'ta o 
y cuando tenemos una componente. El. objetivo es discu

tir e1 m~todo de Chapman-Enskog de 1.a manera más senci-

Bajo J.as restricciones anteriores 1as ecuaciones de 

conservación tienen 1.a misma forma que las ecuaciones de co.u 

' J 
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aerva.ción resultantes de tratar a. la materia como.un 

conti.nuo ( -z:. ) • Ca.be aclarar que la definición cinéti

ca. de te~neratura, flujo de calor y tensor de loe ~e-

fuerzoe es vá1ida so1amente para. el ca.so diluido y 

cuando no hay grados de 1ibertad internos.) La eemej~ 
za mencionada nos permite interpretar a 1a. ve1ocida.d 

de me.ea. eº como la velocidad hidrodinámica. 

Discutiremos'.con un poco más de deta.i;te 1as ecua

ciones de conservación en el enfoque fenomeno1dgico, es 

decir, 1a descripción del fluido es desde el punto de 

vista macroacc:Spicio. Cuando no hay campos externos y 

para el ca.so de una componente 1a.s ecuaciones de cona~!:, 

··vá.ción son ( .L. ) i - -------·---~~~~~~~~=---,,,,-_ 
___ j 

donde "U. es 1a ve1ocidad hidrodinámica, ~ es el f1ujo de 

ca1or y 5f el tensor de es:t·uerzos. Para que éste sis-

·,., tema. de ecuaciones sea. cerra.do (tenga el mismo nlimero 

de ecuaciones que inccfgnitas) es suficiente dar una. r~ 
l.ación entre ~ y la.a deriva.das de Ü.. otra. entre ~ 

y 1ae deriva.das de 1 y por 111.timo l.a. ecuación de est~ 

do( '2.~). La.s dos primeras relaciones se llaman l.as e-

cua.cionee constitutivas del. fl.uido. Para. un fl.uido 

N ewtoniano éstas tienen una fo~a es..,.ecífica q•J.e se c_!!:. 

re.eteriza. ~or el. hecho de que .l.os flujos ~ArmQdináx:iicos 
º - e :i .-(- lP • ~ ) son l.inea.les en J.as fuerza.e termodinámica.e 



genera1izadas °( '\7°-U , 'YT ) • En particu1ar para_ un :f'1ui·

do incompresib1e 1a ecuación de energía se desacop1a 

de ia de1 ímpetu y ias ecuaciones para.~eso1ver son,· 

para u:n :fluido Newtoniano,las siguientes: 

V·1t =o 

donde '-\ es la viscosidad cortante de:t. fluido. y p J,a 

presi6n. 

Desde e:t. punto de vista :fenomenológico es necesa

ria la introduéci6n de coeficientes_ de tra.r:spo_~1:_:. ~~3-1::'.~---
-r-

1a conductividad térmica y la viscosidad. Estos c0e:f'_;__ 

cientes aparecen en las relaciones constitutivas pero 

1a teoría no es capaz .de propo.rcionar .. sus.~:"lié~~~--::-:P2.!'~-==--~--=--=--::-==---c 

un :fluido es~ecí:f'ico por lo ~ue se recurre al experi -

mento para conocerlos. 

A las ecuaciones obtenidas para un fluido Newto -

niano incompresible y en e:t. cua:t. se conocen :t.oa valo-

res de :t.os coe:f'icien"tes de transporte, es necesario 

complementarias dando ci.ertl:\s condiciones de contar 
'no ( '2"?> ) • Las predicciones de la t~oría fono~eno:t.6gica 

son en gener_a:t. bastante buenas en una gran .cantidad de 

casos, por lo cua.1 es importFnte ver si a partir de -u

na teoría rnicrosc6pica es posible entender :t.aa :t.eyes 

de :t.a mecánica de f1uido$. En :t.a mecihl.ica· de :f'luid~s 

las cantidades :f'unda.mentR:t.es s0n la densidad de masa, 

:t.a ve:t.ocidad hidrodinámica y la temperatura.. Desde e:t. 

p~t_o de vista de J,a teoría cinética, esto correspon

de a 5 momentos de :t.a :f'unci6n de distribuci6n, por 

¿;•-· 

··:.· 
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tanto es natural. hacerse l.a siguiente pregunta: ¿Como 

podemos entender que sean rel.eva.~tes stio 5 momentos 

de l.e. función de distribución y no l.a funcid'n de d·is

tribucid'n compl.eta en. la deecrincid'n macro.scópica?. 
- 1 

·un primer resul.to.do q';,e arroja l.uz a l.a pregunta 

pl.anteada y que did' directrices para el. estudio de eo-

1.uciones a l.a ecuación de Bol.tzmann es debido a Hil.bert 

quien ·mostrcS. l.o s'i.gu,iente( -a.'+ )';. 
Suponiendo que se escribe l.a ecuacicSn de Bol.tz 

menn en l.a forma: 

• • • ( l.O) 

.(;. 

·y -.:i además ia fúnción de distrib;;.;i:&;-·-;:ci~i.t;-~,.;1 -d;;e:..: :~- -··· 
rrol.1.o:. 

entonces la sol.ucid'n queda determinada por 1ae cantid~ 

des e< r,o >. e: (r,o) y' (;",o). 

Aunque en principio esto da una respuesta parcial 

a l.a pregu_~ta pl.anteada• no es el.aro el. significado del. 

parámetro & ni tampoco sabemos si cuando 'i. • .1. el. resul.-

tado sigue siendo vál.ido. Existen al.gunos otros probl.e 

me.e con el método de Hil.bert que no serihi. considera 
dos( 'lS ) • 

El. resul.tado de Hil.bert dio origen al. estudio de 

l.ae sol.uciones normal.es a la ecuación de Bol.tzmann des.!! 

rrol.1.ado independientemente por Enskog y Chapma:n. Las 

aol.ucionee normal.es son aquell.as para l.as_cual.ee l.a d~ 

pendencia espacial. y temporal. de l.a función de distri-
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bución es a través de 1.as variables conse:t'."Vadas, esto 

es: 

~ c~,c,+) ••• ( 11.) 

donde e-(e.,e., ... ,~5) corresponden a 1.as 5 variab1.es con

servadas: densidad ( e. ) • momento ( ce ... , e,. , e.)) y ener

g:Ca ( e 
5 

) • La función de distribución es funciona1. de 

1.aa variables conservadas. 

Los tiempos para":' lo·s cuaJ..es esta hi-pótes:Ls· es 

p1au~ible no son arbitr~ios( ~ ) y se espera este ti

.po de comportamiento· ocurra para tiempos mayores qv.e e1. 

· t':iempo de re1.ajación ·del sistema \:A. ( 4 > • donde "1:" ;in e-: V 

ai'endo n la densidad, 'º el a1.ca.YJ.ce de .las __ f~e_~:za~-~"~-

'\J" la velocidad térmica. 

Puede pensarse que ~ara tiempos cortos, a 1.o que 

nos referimo S como :fa· etapa ·c-i:í:i-éti.ca ,--existen:-campi<>.S.c~:-.c-_ .-:.e·::-=-....=: 

bruscos en los cuales las soluciones normales no son 

válidas, pero que a .tiem-oo s largos ( -t > -c.,_ ) las so:Lu 

cienes norma1.es son adecuadas y que la descripción a 

que dan orig~n es la dada, por ejemplo, por :Las ecua-

ciones de Navier-Stokes en 1a mecánica de fluidos. 

~ Las ideas expuestas anteriormente tienen cierta 

semejanza con 1.as int~oC'.1.1.cidas por Bogo1yubov( '3 ) p!!; · 

ra dar un tratamiento a gases densos basado en la e -

cuación de Liouvil1.e; en particular, la separación en 

distintas etapaE temporales y el que 1a función de di~ 

tribución de dos partículas sea funcional de la función 

de distribución de una partípula. 

El estudio. de 'so1~ciones normales nos i·imita a 

~---. 
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eetudiar lo que comunmente~se denomina la etapa hidro

dini!mica., que corresponde e. tiempos largos; la etapa c~ 

nltica ~ueda fuera del contexto de le.e so1uciones nor-

ma1es, para estudiar estos fen6menos puede uno ut~1i-

zar e1 método de Gre.d ( 9 ) 

mo 

En cuanto e.1 parámetro 6 

e1 ndmero de. Knudsen ( b 

i , 
puede indentii"icarset.eca_ 

L....Q. /-r...,) • siendo -c..,. -o:. L/-,;-

con L. una longitud característica de las variaciones -

espaciales d·e le. !"unción de distribución. ' Este pardm~ 

tro tambi~n se ident~fice.( i. )-como el cociente de1 ca.

mino libre medio.y L 

Como mencionamos anteriormente; Enskog y Chapma:n -

··~·-·~esarr.olle.ron métodos ba.sados en 1.e.s. solu,ciop.e_s __ nQ.rma-.,..T _. 

Chapman y Cowling,bas~dose iee. en estOS trabajos .!!,X 1 

pueier.on- c1aramente una forma de tratar 1as so1ucio -

- nee normal.es a 1a ecuación-de· ·Bo1tzmann-y-:que-:-:a210ra:·ae:-:··-~::cc--==:= 

conoce con e1 nombre de1 método de Chapma.nn-Enskog, 

siendo éste e1 mtf.todo utilizado en el presente traba 

jo. Cabe aclarar que dicho método no está justificado 

rigurosamente( ~ 
A continuación presentamos de manera resumida 1ae 

·,, ideas del.. método de Chapman-Enskog y para mantener un 

pe:ra1e1ismo con el resultado de Hilbert utiJ..izamos ei 

desarrollo paramétrico de Enskog a. la manera '.de Grad 
( "\ ) 

Adem~s de la :1:·orma de la ecuación de Bol tzmann d!!; 

de. por le. ecuación (10) se supone que la solución nor

ma1 ~(e\ e) admite un desarrO.l..LO en -;:io~enci,,..s ci.e.L par~ 

metro ~ a.1 igual que 1.e.s ecuaciones de corise.rve.ción• 



e11 decir: 

Para 
qu.e( 'lS ) : 

~"(e, "1(? )· 

?S se concl.uye util.izando 
":;>-'[ 

... ':"" 

( ~''\'lo>' . .\- ~:.:'"l'\'lo>'\ 
<>e , -;,<r~ J 

:t .13} 

••• ( 1:2) 

••• (1.3) 

(12) y (1.3} 

donde "l ~ es una expresi&n simbdl.ica para representar 

1as derivadas espacial.es de 1.as variabl.es conservadas 
==~..--= --- ------- - _ _,_ ___ .,._T"- -

1 

Al. sustituir <;>e.te .resui.tado. en_l.a. .. ecuac.i&n_de...._ ______________ _ 

Bol.tzma.n.n e igual.ando J..os coeficientes de l.as potencias 
en ~ se concl.uye ( t.r.. ) • 

= '[ [-:S(\''", -''º')-1- 3 (,Sf'"'~~l•')] 
f"\o'>•""' 

¿_ 3 (~"',~l>') 
,,,_n .,.., 

••• ( l.4) 

escribimos simbbJ..icamente e·ata ecuacicSn en J..a. fo-rma: 

\-, (n) s "T. ( ~·~') 

Notamos que h<~'> no invol.ucra a li'"'' y que el. o-

perador I es l.ineal. en ~ '"'" ; conocidas ~ <o) C... s¡:<"-•' 

esto nos da uria ecuaci&n integral. 1.ineal. para ~'~' • 

Para 1.a. funcic$n cf>'") definida nor :i.a rel.a.ci&n · ~ '"''> = '"') ~("'°\ 
.puede demostrarse( L.~ ) que 1.a- ~cuaci.&n qU:e satisface 
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es una ecuación de tipo de i;edho1:n de segunda espe

cie • Su!)~n-ga'!!e. ahora que se han deter:r.inado f'~' 
a \ 1A_,, • entonces de J.a teoría de ecuaciones integra:

:Les se. sabe que existe l.a so1.ución (para <\>'-' ) si y sc5-

1o ·si .\) 1~' es ortogona1 al espacio generado por las so

:Luciones de 1a ecuación ho:nogenea "I: (''"' <\-'•') = o • :Las 

cua1es son 1os i.nve.riantes co1isiona.1.es ·<f. ... ""~ ~,. .. ,S' • 

P~r.tan.to una condición necesaria para 1a existencia . ,,. .. _ ' 

de :La so1ucion es que se cu.~~1a.1a relación: 

••• (15) 

En cuyo caso 1a solución general. a (15) es de :La 

. :!f-orma:: ....... - .... ~~~~-~=~-.. ·= ,~····· 

~ {"'' = \"'' (~I\)~ ~ c....4>- \ 

donde ~l·' ~·· f&..\- es ~a ·-~~1uci.ón- 'P~~ti~~i~--de (:f4). Lá 

unicidad puede obtenerse pidiendo condiciones extra 

sobre .\'~\ ~ usualmente se pide que f L•' corresponda a 

·:La ;:,iaxwe11iana 1ocaJ.. y ·para s¡<"" :Las siguientes condi 

- ciones (en· concorda..'"l.cia con Jt to\ ) : 

·. s ~{•) d~ = " 

~ ~ "'6' ci~ s C.o 

S 1.,..., <!,• ~C..\ d~. - 2. le:i; (' ~ ..... ~• \'~\~¡: e o " 
- z. ) •• • (1.6) 

Utilizando. 1as ecuaciones ( 16) puede obtenerse ( "Z.ll ) 

·~a forma más simple para las ecuaciones {1.5): 

. <\)'"-'' . - ~ .. =O ••• (17) 

! 
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si.endo cP e1 i.nvarisnte co1isiona1 aso.ciado a1 mo;nen-

.to e Las ecuaciones ( 17) son necesarias para que 

1a ecuación integral. para <\=>(") tenga sol.ución; en 1a-

1i. teratura se conocen co:no 1as ecuaciones de, compati

bi.1i.dad. Nota~os que parn ~oder extraer resu1tados 

concretos se deben especificar 1.as cantidades 'P{"l te

ni.endo cuidado que ,satisfagan 1as ecuaciones de compa.-

tibi1idad. 

Es conveniente· notar que eh 1a ecuación para ~·~" 
·,lt l n-•'\ • - ccn~) • - -1 '\' l n~) queda aparece T ,/ pero como se conoce , 

determinada por 1.a ecuación de compatibil.idad de tal. 

forma que 1.a teor:!a es cerra.da. 

C-i t~ para:· 'f' (~) para e ~ L puede 

bro de ftesibois( "2.~ } • 

Una expresión expl.Í
encontrar.;;~~-~~;i~ii :: -~¡-~ 

Chap!!lan y Cowl.ing no_ dan-la. for=a de .. _ 'f)'-~"=-"!:.°!l': . .:-:::_ ·--·-· ·---- ___ _ 
.embargo 1e. manera en que proceden '!?ermite en ,:irinci-

pi.o determinarl.a. En el siguiente capítul.o se enaJ..i

·zará con mayor detall.e este punto para 1.a mezcla bina.

ria. 

En el m~todo expuesto anteriormente es importante 

~otar e1 papel. que juega e1 número de Knudeen, de he -

c~o 1ae ecuaciones a 1.os di.stintos órdenes se obtienen 

igua1ando potena:ias en dicho parámetro. La situación 

f~sica que corxesponde a números de Knudsen pequeños 

ea cuando e1 camino 1ibre medio ea pequeño comparado 

con iae variaciones eepacia1ee de 1.a función de distri

bución, es decir se está en un régimen en e1 cua1 1as 

co1isiones juegan un ~ape1 dominante, por t~nto este m~ 

--· 

,:...'-":. 



todo no ea ap1icab1e a situaciones en 1as cu.a1es e1 ce,.:¡¡ 

mi.no l.ibre medio ea comparab1e a 1ae dimensiones de1· 

sistema como sucede en al.gunos p1aema.e. 

La forma en que he~oa desarro11ado 1ae ecuaciones 

de conservación (ecuación 13), trae consigo que ei to 

ma:inos 1a cQStribu.ci6n de órden ~n de 1a funci&n de 

distribución { S .. .f"- )' entonces 1a derivada 'tempora1 

de esta cantidsd es a1.menos de órden ~n+t • ya que 

como a 6rden O tenemos ~{~~~):o debemos tener que 

'P~= O (ver ecua,cicSn 14). Un reeu1tado a.n.ál.ogo se ob-

- tiene -para 1os gradientes. Esta p::-opiedad •... que o.e e~. _Q.e_ 

hecho u.na hipóteeis 1 se encuentra discutida deta1l.ada -

mente en 1a -1i teratura. ( ~3. ) · 

-¡ 

En 1as situaciones en···:i.:as"·-cu.a1es ·e:i: ·camir>o--::1--:l"bre.:::-~:-=-===~~-= 

medio es comparab1e a 1as dimensiones de1 sistema. co

mo su.cede en un gas enrarecido.1as co1isionee ent"e 1as 

mo1ecu1ae no juegan un pape1 re1evante y ee entonces 

necesario pro-poner un deearro11o en términos de1 inver

so del. ni.1T.ero de Knudsen ( "l-?. ) para tratar el. término 

-.~e col.isiones como una. perturbación. 

La u.til.izacion de so1u.ciones norma1ee en situacio

nes donde se tienen campee el.éctrioos intensos ha sido 

puesta en duda argumentando que en este caso e1 sistema 

puede encontrarse 1ejos del. equi1ibrio 1ocal., cabe acl..!!: 

rar que l.a cercanía o 1ejanía de1 equil.ibrio l.ocal. no 

se ha dado de una forma cuantitativa. En base a 1o ant~ 

rior se han generado métodos matemáticos al.ternativos 

que discutimos a continuación. 

Noe ·propon.emes dar un panorama general.. de1 tipo 



) 

-J..~." 
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de m'todos ~atemáticos utilizados en 1a teoría de en

jambres. Expondremos J..a.s ideas generr-ies de dos de los 

m'todos utiliza.dos y al fina.1 se mencionarán. otros.si..~ 

entrar en deta.11e. 
' 

·Pri:neramen.te presente.moa el.. m~todo desarro11ado 

por Kiha.ra.( ~o ) ( ?><> ) ya. que ee uno de J..oe traba.jos a 

~artir de]. cua.1 se sugirieron 1a.s ideas que son de ut_i. 

lidad ·en la actual,,.idad. 

Consideremos .ia.' ecuac:i6n de Boltzmann para la 

funci6n de distribuc16n de la.s partícu1ae cargadas(~"') 

en e]. caso de enj.ambrea. 

De. J..ae ecuaci&nes (4) tenemos que d~cha. ecuaci6n 
~-o-.=--;--.-'--,~==-=-~..=::o-,,,-=~~='-!!..:.!=~,.,,= .. 

__ ¡ 

= - -:s-.(.¡;•¡-,•) 
------------------------------------:-:-.cLB) -· - - ------

donde 

- "S" .. c_~·\.~'\ =~o 1¡"(.~,x)¡,,.,: •• :x.6?C- cl<!>d~ (~·C.E:.)!l•tc;.1~-~·c.e::,)\~Ccf;,) 
••• (J..9) 

Tomemos !\"'-S\"'"''(l.\--<%>~ donde ~ es una cantidad por 

el. momento no especificada. Si ademils para. f 6 se to

ma J..a. Ma.xwelJ..iana. y se hace uso de 1a reJ..a.ci6n i¡ "'"'..,.tt"''" 
~ ~"'."' .lj"~' se obtiene· aJ.. sustituir en la. ecuaci6n (J..9)· 

que: 

••• (20) 

donde: 

- -:S(~) - ~ ... s ~t>J.íLJ.c>., .\"&(")( ~-.\>.\ 
••• (21) 



siendo ne> la densidad de ~a especie neutra. 

Llevando (20) a (18) 1a ecuaci6n de Bo1tzma.."'lll se 

puede reescri1:·ir como: 

••• (22) 

Si ~tC:'I es cualquier función, es posib1e obte -

ner(io,•o) mu1tip1i.,cando la ec.( 22). por "\' e integrando 

sobre e!.. 1a· sigu:tente ecuación de transpo'rte: 

-T <J,.· (. n .. <.C'. "I>) 

donde como es usual 

••• (23) 

y la. acción del. 

operador :S sob~·e -- '+'- está-definida.· -por--1a_--.:.~~!"-_C~-:_-:::-:::__-:::.-=-~= 

••• (24) 

La ecuación (23) es la fundamental. en e1 trabajo 

de Kihara. Tomando 'f = !.. puede obtenerse, como es co -

nocido, la ecuación de continuidad y para 

1a ecuación de conservaci6n del. !mpetu: 

••• {25) 

Entre otras cosas Kihara (i• ''3o) usa esta. ecuación 

__para definir un tensor de temperatura cuando 
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es pequeña. Sin embargo n~sotros nos·interesamos por 

el.. c.Ucuio de l..a ~ovil..idad a partir de ésta. Considé

rese como primer caso el.. model..o de f1Iaxwe1.1. para e]. cual.. 

.(io,-.o) se puede mostrar que c. es un eigenva1or de Y 

si además se su~one: que :Loe té~ 

minos con variaciones espacia1.es son nul.os, se consid~ -ra -=---e 
partir de 

dad 1-;. 

y por -iil.timo se toma "%-~ =o • se obtiene a 

(25) J..a' siguiente expresión para l..a movil..i -
" 1 l .a:,..- K.°E )i: 

K = ..:::.. .. ).. 

En este caso 1.a obtenci6n de J..a movi1.idad es muy 

para un caso mé.s genera1 que el.. model..o~de_,.,lax- T 

weJ..J.. se uti1.iza e1 comocimiento ~e l..os eigenvectores 

para el.. operador de co1.isiones en dicho model..o. Dicho 

puede mostrar que 1.as funciones 

reJ..acione s: 

Si.Jl=..o,,,2.r-

"'i' ~' definidas por l..as 

con ?.ll l..os P01inomios de Legendr·e, S.._ .. _,_ l..os pol..ino-
;z. 

mios de Sanine, son eigenfun.ciones del.. operador :> 

introducido anteriormente. En el.. caso general..J si 

tiene simetr~a esférica se puede escribir e]. siguiente 

desarro1.1.o: 

'f(Sl ..._ 

--s·{endo c:...,,,(l.) 1.os coeficientes del.. desarrol..1.o. 

••• (26) 

Notamos 

¡ 



que no necesariamente-es eigenfunción de J 

La siguiente re1ación de 1as fu.."1-ciones '-\'~ puede 
• ¿ (10 ~) . 

eer obtenida. en e1 caso homogeneo ' ~ 

\ l.. ' o\\ tr' '- -'"+•' <. •"(._':", > 1 l !l. .. \) < -:S ( '\'<;.'. \) = C.. L ~ \. q_ 'r .. • • 1 < .,- ..__, / """ • -.- - J 

donde i:. = \~. ') ( ~.,:, \ • ..,..._ • Substituyendo e1 de sa-

rro11o (26) en esta ecuaci6n se obtiene e1 siguiente 

sistema: 

(1..-\_) \ ·o., .. tll.) <~':.'¡"'='E. (~\l\'r~~;\-<'...'\l~,) -~+,'\ ('-\ll:.--:.'> 1 
Eñ particular .:to:ni?..ndo 9-= :1., .-.o 

'L a..,,.u . .., <. '\'<":''> =· E.. 

De 1a ecuación {27) 
-- ·-=-- ·"-~~~!...". ~?1..L._~ ~ .... T ·-· 

se puede obtener la movi1idad 1 

en distintas aproximaciones. E1 razona.'!liento de K:ihara. 

fue e1 siguiente: 

1a matriz o. .. ,. C.1.'I es diagona1 ya que l.as funciones '-\' ~· 
son eigenfunciones de 3 • por tanto en una pri~era ~-

proximación se toma ie. matriz o,,, t 1 \ como diagona1 • ya. 

que se es~era que 1os e1e~entos fuera de_la_~iagonai 

eean -.:>e~·:.er.os. En este caso se obtiene la expresión d]!; 

·!3-ª anteriormente por 1a movilidad • ?ara obtener una. 

~egunda ,aproximación• ae sust :i.ttiyen ~en 1a e cuaó:Í:ón { 27) 

·ioe va1ores dados en 1a primera aproxi~ación en 1os 

t'rminos no ~iagona1es, esto es como: 

a._ u, <. '\'<;" >~ ... °"'º <.·~ <. '\>~~ ') .,. - ---

-> 

E.. 

1a a_proxima~i-ón consiste en tomar <. ~''."),,_ = <<ll':"i 
en todos ioa .t,rmin.os no diagonaie_s. 

.¡ 

.. ·: .. · 
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Ee posible mostrar C:U~ en ésta segunda aproxima-

ción 1a velocidad media está. da.da. por: 

e~ 
ne.-.., 

••• ( 28) 

Todas las cantidades que aparecen en la ecuación (28) 

ee pueden poner en términos de integrales de colisión 

que son muy conoc'i.das en la litera.tura. 

En forma res~-ni·d.a podemos decir que ' el método de 

Kihara para. evaluar :La movilidad toma la fUnción de 

distribución de las moléculas del gas como r;;axwellia

na. desprecia los términos de variaciones espa.cia.1es, 

-considera. el caso estacionario y por ú:Ltimo ha.cEr-<1a f 

suposición de que los elementos no diagonales son pe

queños, argu:nenta.ndo que para el modelo de Waxwe11 los 
- ... - .. ---·------ ·- .... ·------------(c'l.o--)-. ---------

primeros son nu:l.Ós. Posteriormente oca.son ·y Schamp ···-· ----

evaluaron la movilidad hasta una tercera .. aproximación 

obteniendo buena concordancia con el exnerimento. 

Wh.ea1ton y Mas~ri~~xtendieron los result~dos para mez

clas multicomponentes, estas técnicas han sido utili

zadas recientemente para dar relaciones de Einstein g~ 

neralizada.s( ~ 'Z..). En :Los trabajos anteriores se consj, 

deran los efectos de los gradientes de densidad. 

Paralelamente a los trabajos de Kihara. Wannier ú,1.) 

trató el problema de enjambres para campos grandes~ las 

ideas son importan.tes pero nos 11evar~a. mucho espacio 

e1 considerarlas. Su artículo está enfocado aJ.. estu-

dio de iones y/ para el caso de electrones, como él me12 

ciona. los m~todos no son completamente satisfactorios. 

-Hace una aproxi.mación en el sentido: de que 1os gradieu 
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tes de l.a densidad de iones son sumanente pequef'ios. q•.'.e 

de hecho es una aoroximaci6n hecha en una buena parte 

t
- .1 • ( '?.~ ) ( ~'-\ ) ( :>S ) 

de- ioe tr:?.bajos eoricos y ha sido cri-

ticada al. hacer un anál.isis sobre l.as secciones efica

ces obtenidas por l.os métodos de enjambres( ,,. .. ) • 

El. caso de el.ectrones es un probl.ema bien estudi_!!: 

do con distintos trata:nientos. Usual.mente se propone 

un desarrol.l.o. paz;_a l.a funci6n de distr·ibución. en té_!: 

minos de pol.inomio s de Legendre que e.1. sustituirl.o en 

l.a ecuación de Bol.tzoann da origen a un nlimero infini

to de ecuaciones para los coeficientes del. desarrol.l.o 

( :!>l ) Cuando se corta el. desarrol.l.o considerMdo se 

···-sol.o 2 términos se tiene la llamada aproximaci6n--de ·-¡-

dos términos para l.a ecuaci6n de _Bol.tz:nann( "3a) y ea 

una de l.as aproxi~aciones más util.izadas. Existen crl:_ 

terios que estabie.;en.--cua"iido--1a -a:oroximaéi-d'rt ea buena. 

~ ~" >, aunque segdn ciertos autore~{ '-\o ) no existe una 

estimaci6n apropiada sobre l.os errores derivados de dl:_ 

cha aproximaci6n. Este tipo de trate.miento tiene como 

ingrediente escencial. que l.a masa de l.as part~cul.as 

cargadas es pequeña comparada con l.a masa de l.as mol.é

·,. cu.las del. gas y por tanto no puede extenderse para es

tudiar iones pesados. 

Kumar y Robson( 15 
) desarrol.l.aron un método de S.;2 

l.uci6n a l.a ecuaci6n de BoJ_tzmann para iones o el.ectr2 

nea parecido al. método de Chapman-Enskog. en el. sentido 

de que se util.iza un desarrollo perturbativo para l.a 

funci6n de distribución. En este trabajo se introducen 

tambien técnicas de tra.n.sfor:nadas de Fourier para obt~ 

-ner ecuaciones de continuidad mas al.l.á de una ecuaci6n 
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tipo difusión. Si uno parte de 1a ecuaci6n de conser-

vaci6n de 1as partícuJ..as cargadas y considera 1a tren~ 

formada de Fourier de esta ecuación puede uno obtener, 

a1 hacer un desarro11o en potencias de1 vector de ond91 

ia siguiente ecuación: 

C> 

••• (2~) 

son ter;i:so;res constantes de orden ~ • Aquí, 

denota 1a contracción de 1os tensores. corre.2,_ 

pende a 1a ve1ocidad ·de deriva, w'~' a.1 tensor de difu

ei6n. La ecuaciJn (29) puede cortarse a distintos ór

denes pero usualmente s~1o se conside~ a hasta. "- ~ z . 

Pae-a..-nos ahora a dar cierte_s directrices -"f;;~ñ~r!;;:ie~ ~t 

11ue nos. permitan tener una idea acerca de 1a motivaci-5n 

para considerar he~ra:mi~nt~--~ ___ _<:;_C>_ltlO __ ~J.. __ rn_&:t;-º43,_o_ge~era.1~-~---

do de momentos para varias tem~eraturas. La discusión 

está restringida ai r/gi~en hidrodinámico. 

Una primera hipótesis, para resolver ia ecuación 

de Bo1tz.mann/ es la de· ;>artir de que funcid'n de distri

buci6n admite e1 desarro11o; 

'[ \~'"e~) e (-v')'" n.c.i'",~'> 
~·o· 

••• ( 30) 

donde \a.t"-l son tensores de orden ~ • Las ideas detrás 

de esta propuesta pueden consu1tfirse en J..a J..iteratu 
ra( ll- ) 

Los tenso.1 es ~,.!•)están sujetos a 1as restriccio-

:nea: 

••• (31) 

AJ.. tomar ::;;<_=c.> en 1a ecuacid'n de Boitzmann(ec.18) • 



sustituir el. des~rrol.:to {30)en {1.8), eliminar la par-

ciaJ.. con respecto a en J.a. ecuaci6n resu1.tante medi-

ante J.a ecueci6n {29) e igual.ando J.os coeficientes en 

~--n .. se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones pa

ra 1os tensorecs \"'11
'"': 

(e~~ .. Ve:_ 

( e..~ •. 'lt": 
\. -..... . 

(" •C,o'\ 
"'l ~o 

i;•t'o.-•\ -Z:. wü'c;::i ¡¡•t'<-)) 
.\-"-

••• ( 32) 

donde ~(f•'")representa. J.e_ acci6n del. operador de coli 

siones sobre . i¡"l"\ • 
...... 

Si.uno integra J.a ecuaci6n {32) con .. r.espec.1'o._a..o -""'---· .
1 

y util.iza l.a ecua.ci6n (31) 

1aci6n entre w'" y \( .. \ : 

se obtiene 1a~aiguiente re-

s-
··------~-.~---· e: s; ., .. _,, d c. 

••• (33) 

EJ. probl.ema. de resol.ver J.a ecuaci6n de Boltzman.n 

es eCLuiv.aJ.ente a. reso::)..ver el. siste:-:ia de ecuaciones ( 32) 

1 

y generalmente, esto ae hace hasta un n&nero finito que 

usual.mente no es mayor a dos. Esto es 9 se resueive para 

·,, \'•<•' ~ f• 1·~ Dado ( 33) y como w<" es eJ.. tensor de difusi6n 

basta. resol.ver para ~·'" para evaluar ID-. w'-" • 

Pasamos ahora a. descL·ibir ia forma en que se re -

aue:ive ( 32) ·para 1 "''") Para fijar ideas ilustrare-

mos e1 m~todo para ~.,"' Si \::f:.,,. \'f.(~)~ y 

::: .,,_ \ ~:.. ce.) °\ (•ú~•,-,\.) representan dos conJjuntos de 

vectores ambos lineal~ente independientes y ae expresa 

a \. •<•'\ como combinaci6n line.al. de ::::: -• ea dec:i:r: 

••• ( 34) 
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al. sustituir en ()2) 1a ecú:acic5n (34). se obtiene . . 

• • • (35) 

se s~pone que se ha resuel.to -para (" •<o' ' ~ y ¡por tanto de 

( 33) se conoce w''' :V!ul.tip1ica."l.do (35) por 'i:!j 

e integrando sobre -c.. se obtiene: 

j c.,, ... , '2..o 

donde 

••• ( 36) 

-~-,--"·· 
! 

Las ecuaciones (38) constituyen un sistema 1inea1 

de ecuaciones -para 1os coeficientes 1;_ supuesto que se 

conozcan 1os el.ement.e>s de matriz < ~ :¡_\ ::t ( 2;)) y el. t.!L, 

mino constante 

juntos ~ y S: 
<~)\b). Es importante -proponer con

de tal. forma que 1a eval.uaci&n de 1osf 

el.amentos de matr~z sea l.o más sencil.l.a posibl.e, l.o 

cual. puede depender de l.a forma expl.Ícita que se tome 

para el. operado~- de col.isiones. 

Es importante notar que se han to:11ado un núméro 

:f"ini to de el.emento s ( ~. • ::;: ~) no siendo el.aro el. n-6me-

ro que se debe considerar. Por esto, l.o que se hace 

es considerar .un número finito arbitrario y l.uego in-

crementar el. número de vectores consideradÓs• Si se 

-observa que l.os coeficientes de transporte se mentie-
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nen sin varinci.Sn conforre.e se inc: ementa e1 orden c!e 1.a · ''" 

matriz, se dice entonces que e1 método es convergente. 

La e1ecci6n de 1.os conjuntos '-r' y '2'.., se hace er:.. 

base. a dos crite:ios:·a) Que e1. cá1cu1o de 1os e1emen

toe de matriz sea 1o mas sen~i11o posib1.e.'. b) Que se 

tenga un método numérico convergente en e1 sentido an

tes especificado. Además es importante ver 1as propie_ 

dadee·de invariariqia de operador de co1isiones. 

Para f~a1iz;r mencionamos a1gu..."lOS d~ 1os po1ino

miod que han sido. u.ti1izados en 1a 1iteratural;'2.) 

Tomando y 

donde_: __ .•. ~-"=·"-· -· ~~=·~-~~--,e_ .. 
.. 1 

Sl C."' N,.__lo<.1~.\/,rz.) S.ll+~ 

("T'(~+i)./ T'(v+.._ .. ~ .. \ ') 

.1 c.:.<•\ <I 
aqu;a.. ..;;>.._.,& son :Los po1inomio s de Sonine y Y...._ :Lo e a-

monieo e esféricos. De aqu:! se pueden obtener una serie 

de caeos particulares: 

a) T.,,= Tu con T 0 :La temperatura de1 gas descrito 

por una l'/Iaxwe11ia..."la. Con ésta identificaci.Sn 

se obtiene e1 11amado desarro11.o de una te:npe._,· 

ratura. 

b) Con '" j T.,. se obtiene e1 desarro:Ll.o de dos 

temperaturas. T"' es aqu:! un parámetro· que se ~ 
justa para mejorar 1a convepgencia del. método. 
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Existe 1a representac~&n de tres temperaturas con 

deriva, &sta corresponde a tomar 1os mismos no1inomios 

anterio.:.-es para 1.a funci6n de -peso y. se-· toma. ·como 

""("",~) = \.~:·r .. Ml-S.~ ~ \-~-.(.7-(1:.._· Cl'.";.-..S))"J l 
donde :!:._= ~ (:-.:.;t.,""to) >;;:";-Fo J T.; ~\o ~ -C ,¡. l:o. 

~ ..... ,..,..,,., 
Lae funciones µ, que sé toman en este .e.aso son: 

Lo a."1.te. ior --der'e considerarse como un resumen de 

una. parte de 1os m~todos uti1izados en 1a teor~a. de ea 

_. -j-a.mbres .- Se ha querido dar una idea- genera1 - de----10-e- - ·¡--· 

métodos uti1izados ya que prec~sa.r1oe con mayor deta.-

iie requeriría a-6n más espacio de 1o que constituye ee 
- -- - - --· -----------

ta tésis. No se han tocado probie.--ñas--como · ei-·-régimen -== 
no hidrodinámico( i:S") • condiciones de contorno(-a't.ca.) • 

efectos cuánticos(~ ) • obtenci6n de secciones efica-

ces utiJ.:iza.n.do 1os resuJ.te.dos experimenta.ies< '2>'\ ) • etc. 

Trabajos como 1oe de Kumar et a1 ( \'l. ) y Kumar( ?.,.\,,) 

dan un panorama genera.1 a1.uique incomp1eto de 1aa técn;1 

cae uti1izadas en ~eta rama de ia f!eica. 



CAPITULO II 

En 4ste cap!tu1o estu~iaremos ei método de Chap~an

Enskog p~ra 1a mezcia binaria. Hemos to~ado 1a present~ 

ción dada por Chapman y Cow1ing en 1a cua1 no aparece en 

-f'orma eJtt11!cita e:i. pará..~entro de Knudsen ·un tratamiento 

para.1a mezc:l.a que introduce exp:l.icitamente dicho parám~ 

_ tro ha sido considerado en :i.a 1itere.tura( '10 ) • 

Consideramos d! uha ma...~era·breve ei método as! como 

3.a so1ución a orden cero y primer orde~~ con objeto de 

erar mayor ciarid'2 d ··cuando se considera 1.a solución a se

gundo orden, que es e1 ~rincipa1 objetivo de éste cap!t2 
·l.o • .. ·--~'·-~- .-.·--~~~-~~~--·· ---~ 1·-. 

Un pri..'Tter resulte.do es e1 hecho de que es una condi, 

ción necesaria para ~ue el método sea consistente ~atem~ 
------·------ ·- ---

tícamente que 1a divereencia de :i.a ve:i.ocidad de masa sea 

independiente de 1a posición cu~do 1a densidad tota1 es 

constante. Resu1tado que es muy importante cuando se e_!! 

tudia 1os fenómenos de difusión en enjambres de e:i.ectro

nes en e1 régimen de Burnett. 

Posteriormente mostramos que ia contribución a se 

··gundo orden -de1. tensor de esfuerzos puede expresarse en 

t'r:n:µios·de 1a so1ución a primer órden. 

Pina1mente nos restr:lngímos a estudiar 1os fenóme -

nos de difusión (temperatura. y presión constan.tes) • obt~ 

niendo 1a ecuación de evoiución de ia. densidad de part!

cu1as cargadas en e1 régimen de Navier-Stokes y Burnett. 

Las ecuaciones de interés para 1a mezc1a bina.ria 

eon :i.as siguientes (ver ecuación 1 ): 
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••• ( ~7) 

Para reeo1ver éste conjunto de ecuaciones, Chapman 

y Cow1ing( 4 ~ ) propusieron un deearro11o para ias fun -

ciones de dietri~~ción, 1os términos de arrastre y 1os 

t4rminos de co1isiories en 1a siguiente fo~a: 

__ t. ...... ~,e 

~t<.s;':.) 1 ,üt<'>'> 
- · ----- - -=-----n =u -

i..:.ltrr.,6 
••• (38)_ 

donde: 

""Sl'.'? _ t 3°;.•l(IJ"•(s) ~>l"-""') 
,., .) - ~•a 

y ~'""' es un operad·or por 1o pronto no especificado 
que se supone depende de ~º., o.. .i;•ln-•'so1amente y para 

n = o se toma .j)_~lO' =o • Lo anterior es váiido cua.r.. 

do e1 campo magnético 

tomará en 10 sucesivo. 

ea nu1o, restricción que se 

Substituyendo e1 desarro11o propuesto 1as ecµacio

nea t9.,.)' se pueden reescribir como: 

o 

L (~ln"\ + 3~""\ ~-:s.;:' ) o 
,,.-'r'\=o 

••• ( 39) 



"'. 

Los distint~s órdenes&en e1 método de Cha.~ma:n-Enskog 
se obtienen a1 pedir que a. todo orden se satisfaga: 

,s;ecn'> + :s'""' e 

Si se cono ce, 1a so1ución a orden " - '-

••• ( 40) 

entonces 1as 

ecuaciones ( 40) s'on, ecuaciones de1 tipo d!e Fredho1m pa.

ra 4> .. c.-.-. '() ~ecn> ·(~t_c."'= \'-c.:. cl?•C"' 1 ! Una discusidn aná1oga. 

a. ia. de1 capítulo anterior puede hacerse en éste ~unto; 

Para que exista so1ucidn a éstas ecuaciones se deben cum 

~1ir ciertas ecuaciones 

tisfacer 1os operadores 

de comnatibi1idad que deben se.-
(- ) --. ~~--~-~~ --~~ ·--- -

~ '- (") 'i? - 1 

S ~en' Ja =o 

·t ~ ~'"' ._._.., oL .l.cc 
t;..ta. 

-- - 1 

... --~----------
o 

=o i_ S~<"' -';;: ...... ,..-e~ Jc.-i. 
.t-=.A. ••• ( 41) 

Una. vez dados 1os operadores :;;,_"i.. • 1os cuaJ..ee deben 

satisfacer ( '-ti ) • ia. solución genera1 para q,~<-"' y-

una ao1ución particuJ.ar de 1a. ecuación no ho-

mogenea mas 1a so1ución generai.-de 1a homogenea.. ·La u

nicidad de ia. soiuci6n a todo orden se obtiene .. cuando se 

piden ia.s restricciones: 

/ 
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i s ,.~lA' (-k '"A¡_ C¡_~.) 
o 

< ~ .. 

-~ 

••• ( 42) 

esto es .I{ &co) corresponden a 1as l'.'!axwe11is:nas 1.2, 

ca1.es •. -

Pasamos· a ver 1a manera en ~ue Chapman y Cow1ing ~ 

han definido 1os operadores ~''-"'' • tomando • 
----·--·---------------------

i.. .... ,~ 

••• ( 43) 

ia forma exp1Ícita de. -S:l. i.<A' queda especificada si se de-

finen 1oa operadores d.;+ En 1ugar de especificar 1& 

acci6n de éstos nuevos operadores sobre 1aa funciones 

·,, de distribuci6n 0 definen ia acción de éstos sobre iaa 

cantidades n .. , ne. , ~ ó \ de 1a manera a:Lguiente( ~~? 

e 

(~ +\.c.·"1"lc.')~ e.~ .... ~ .. .;re-'Vf' 
J'r 

- 'il· ~(~\ 



·~. 

~ n l..~=~ R.T 'V· (tn~ <.<!"~~") ...-f_ e .. <e,)"' 

- V· ~"" - n:><~·: "1C: 

donde: 

<._'ncC!~))<r> ~ ~-:. \ \..(C:) s¡tc.., óC:", 
e 

<T"\(r"\ - ") ~ • ~. ~d. (" i.(..- 1-> ' r · - L ......... c.._ ,. ""\ .ac, 
o:........ . 

~. s . 

".<'' = l ~ t:._ Q ' '"' c\C.. 
L:O. 

- . --·-- - ·--·-··-- -·--·---------

:I:I. 5) 

••• ( 44) 

·~=·~¡--:-= 

-! 

De acuerdo con Chapman y Cow1ing 1a acción de ~stos 

operadores sobre ·cualquier función que dependa de '"' ... .} 

n ... , e yT puede ser conocida suponiendo que los ope-

radores dn satisfacen las regias usua1es del cálcu-
~ 

1o y toma.."1do en cuor..ta. 1as ecuaciones ( ~ ~ ) • 

Antes de pa.sa.r a describir 1as so1uciones a 1os di:¡¡_ 

tintos Órdenes conviene eva.J..uar 1a cantidad 

con objeto de mostrar que puede uno tener problemas ai ~ 

va1uar dichas cantidades. Para evaiuar ~sta. cantidad su 

pondremos que ~ sal-isface ias reg1as de1 cál.cuio di= e:> ~t 
ferencia1 y además que es posib1e intercambiar e1 orden 

de derivación, es decir, Gl'a~ ~ «:/" ~A't. C' :1 
De ia primera pareja de 1as ecuaciones (44) se ob -· 

~tiene: 



Po O : _ n V•C: 
t:>'l 

Por l.o que: 

D. ; n ... ) = ...!... ( 0 o..o,. _ n... ~ ) = 0 1S"t. ' n n ~ C>t. r.>t 

Concl.uyendose ,por tanto que: 

IX• 6) 

••• (45) 

••• ( 46) 

E1 resul.tado dado' por ·l.a ecuacicS'n ( 46) es un reeu._:i_ 

tado general.. 

n ea constante y evaiuemos Supongamos e.hora que 

--n~evB.nierl"te ésta ca.."1 ti dad: 
-- --~- ~~~~~~-~~"~----·-- ------ -~~·-¡--·-

•••. ( 47) 

Que no está de acuerdo con (46). De hecho si el. m.f 
todo es matemáticamente consistente se debe de tener que 

. si O es constante. Esto puede tomarse 

como un argu.~ento para negar el. hecho de que sea posibl.e 

' 



:u.7) 

intercambiar el. ch-den de l.as derivadas. Sin embargo a-

ceptando ésto se tiene entonces que no es posibl.e eva

l.uar l.a cantidad ~ ~V(. º"'/O)) • y como es necesario ~ 
val.uarl.a cuando se util.iza el. método a segundo 6rden, 

resul.tar::Ca entonces que el. método es incompl.eto. 

Nosotros supondremos que el. método es compl.eto, al. 

menos en cuanto a l.,a eva.J..U:aci6n de ~t. (V(O.,.fnl) , y por 

tanto l.a condici6n •· 'i7, (V•C:.) :Q para O• d:'a.. :La tomare -

mos como váLida ya-que es necesaria para que el. método 

sea consistente ma~emáticamente. Haste. el. momento no 

sabemos si dicha conáici6n es fisicamente ace~tabl.e, e_§ 

to será anal.izado posteriormente. 
Es importante notar que el. probl.em;:-~~;;;;;_~~-~d~-~_:~·¡·~·· 

teriormente es resu11'za.do ~e l.a forma en que Chapman y 

Cowl.ing han definido_ l.o s o_per.udo res_ ~1:- y . él-~~~~~~::: ... 
piedades que se supone éstos satis~acen. Tambien cabe 

acl.arar que 1a forma en que proceden aunque sistemáti-

ca no es rigurosa, por l.o que no es del. todo el.aro el. 

significado de dichos operadores. Como hemos menciona-

d.o Grad( q ) ha discutido el. método con detal.l.e y ha _!!e 

Ra1ado· a1gunos probl.emas de éste• nosotros hemos seña-

iado un prob1ema adiciona.J.. del. método. 

~l. punto crucial. es si 1a condicicSn V(. v.c:; ) = o 
para o constante es una condicicSn f::Csicamente a.-

ceptabl.e, ya que en caso de no ser as::C el. método sería 

-úiconsistente matemáticamente. Rotamos que l.a condici-

- ( vcv.t:.) --o) debe sostenerse cuando l.a densidad tota.1 



es constante y no esta restringida ai caso de enjambres, 

poz 10 que a.-dn cuando en este d1timo caso 1a condici&n 

eea f~eica.mente a.ceptab1e no es posib1e conc1uir que 

ia condici&n sea.adecuada en todo ca.so. 

Para enjambres dicha condicidn conduce ai hecho de 

que. en e1 régimen de Burriett, existen términos 1inea.-

1ee (en· vn4 -;r E:r. ) proporcion.a.1ee a V .e:, 
y que ( desp2eciando términos no 1inea1ee} no aparecen 

deriva.da.e de tercer drden en 1a densidad de pa.rtícu1a.s 

cargadas. 

Consideremos a.hora 1Rs ecuaciones a que conduce e1 

"-método• de una manera breve • 
Po..t>G. nso ~e o'b\te.ne: 

a &rden cero -·:r~á~ 6:r·a:en~úrio~· ~¡-~
' 

••• (48) 

La soiucidn genera1 a éstas ecuaciones es de 1a 

forma: 

••• ( 49) 
' ~tomar en cuente Las ecuaciones (42) resu1ta que 

T ee ia temperatura, n,. y no 1ae densidades de 1& 
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especie t.. y & respectivamente. Las ecuaciones ( 49) 

constituyen 1a soiuci&n a orden cero de 1a ecuaci6n de 

Bo1tzma.nn pa:?·a 1a mezc1a bina.ria.. 

Para considerar e1 m~todo a orden 1 conviene intro

ducir :l.as :funciones ~~l•' '-= ... ,P-> • definidas por 1as re:l.a.-

ciones !i':.c,\.,. ,~~o) ~;.¡_,, i.= .. , "' • La.e ecuaciones a 4ete 

orden son: 

••• ( 50) 
··=~~-1-~·· 

n:; T .. ( ~·(~¡ ... ~ \- ~~, ( ~"(''<c:.H ~o.(>\<c:..) - <?"'te.·' - q,"l·'_ce..·.)) 
· ··-··-·,;-~~~~--J. n:. .n.. --:::-:-::============= 

_si_l•\ ~·td\ [( - ~ - - ....... 
= ~'e: -5/,i\ .d._-.¡\.,\ + 9':.. ch-~+ :l..'e°..:~ ~ '1C: 1 

~ ~ ... ~n.. ~~ ... 

cr., __ -¡o=á"; .. = '\T(º~)+"~; (_ ............. )'7\n\>- t=>~:·(~ .. -~) 
........ 

No es inmediato obtener estas ecuaciones pero son 

muy conocidc.s en. :l.a 1.itere.tu.ra.< '-\'i } por :io que no conei.....: 

-dera:nos conveniente deriver1as. Las cantidades -.::..,· t -i:. 0 .., 



¡· 
(· 
•J,'· 

-.1.enen una definicidn anáJJ:>ga< -i5' ) • 

. Dado que :Las ca.ntidadee Vlnl , do ... 

:t:I.9) 

aparecen 

en forma 1inea1 en e1 :Lado izquierdo de (50) se debe te
ner que( 'H. ): 

••• ( 51.) 

Si uno subst1tuye (51) en (50) y ee igua1.EJn ~oree

pa:rado :Las ~artes· ~roporciona1es o.. '\!In 1, T.... y '<::/C.: 

ee obtienen :Las ecuaciones que deben satisfacer 

~---3'--b,;._ : .. = .... ~~-- ------~~=~~ .. ~~r"."~~ 

n:: "!:., ( '5,\ + 

- ~ f""'"' (t.,: n~I..,,('5'.,.') '+ n .. n ... "I.., .. \'S, ... 't:>,,,'I 
n 

·-l .. 

••• ( 52) 

1.a.e ecuaciones (52) son :Las que hay que reso1ver ~~ 

ra obtener :La eoiucidn a primer orden. ya u.na vez conoc~ 

ilae 1:;. , bt 
--por tento ~t~,, 

y ~.: ee conoce 

La so1ucidn a (52) 

(ver tJIº• 51) y -. 
ee 11eva a cabo pro-

• j 



f. ... 
-~.' 
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poniendo un desa.rro11o en serie de poi.inomios de Sonine ,.,,, 

para 1ae incognitae. Esto da origen a sistemas de ecua-

ciones a1gebráicas 1inee.1es que se resu1ve:n iterat.iva.me!!_ 

te teniendose soiuciones a orden cero, orden uno, etc. 

Para· evitar confusiones noe referimos a éstas soiucio 

nee como so1ucidn a orden 1 en e1 método de Enskog (y no 

de Chapman-Enskog} etc. No nos detendremos a estudiar 

~o• distintos cS'rd,,nes ya que ésto. se ha h~cho exhausti-
vamente( t.f'l ). • • .. 

Si uno considera 1a funcidn de distribucidn 

\:q,, y-_·substituye en 1a.s ecuaciones de conservacidn (7) a 

( 9) ( ;e_= o}; se obtienen 1aa ecuaciones de Navier-Stokea 

~y- 1óe coefic1entes de tro.n.sporte 13"e~pued.en-c~B.rCU1arC'"éh·~¡---
. ' 

principio (a distintos drdenes en e1 método de Enskog) -

en términofi3 del _po_t_ei~ci~- de i:ntE!E~C::_cidn_. ____________ _ 

Pasamos a considerar iae ecua.ci.oneé---a. segund.oordeii:-·---

La expresión para ~.,l-z.\ en términos de las ve1ocidadee mo-

1ecu1ares (ver. ec. 43) es: 

'·, O bien si se expresa en t4r:ninos de 1a ve:Locidt?.d pecu.1i

ar toma 1a forma: 

••• ( 53) 

Para 1a obtencidn de (53) se han uti1izado 1aa re1acio ~ 

nea: 
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••• ( 54) 

Para ~l'-' se tiene una ·expresi&n anil1oga a 1a ecua

cidn ( 53). 

Tomando en cuenta 1a forma de 1os operadores de co-

1iei6n a seiu.~do ~rden (ecuaci6n siguie~t~ a (38)) se 

tiene qu.e 1as ecuaciones (40) se pueden reescribir como: 

~\~·"''_.. ~i¡:""'+.(~-~)-v<'!~•l•\ + C:.-v ... ~"l''-"a.~"'·'a:: VrC: 

~" -~-:.-3 .. C.f ..... ~~~) + -s .. e(~.:'~\'.,~''} = - n!:"I.C..\> .. ~~~-)-:-~;:~ .. --s::~c'?~~~-~-;:;1-·1=- - -

••• (55) 

Conociendo 1a so1ucid'n a primer orden l\ .. l" 7 {"'''' 

4etas ecuaciones nos permiten determinar <\> .. l ... , y q,e.t~) • 

., Sin embargo resol.verlas es un prob1.ema. dif'~ci1 y por otro 

1ado no es necesario para obtener informaci6n important~ 

como vere~os a continuacid'n. 

Veamos 1a contribución a segundo orden para. e1 ten_ 

eor de esfuerzos {P<zi (ver a.bajo de ec. 44): 

JP<&' "- -· s f..., e.e: .!.C: + _...,. s ~IKL\ C., c.. ói:'.6 

,.... .. s~ .. , 4>-C:a::dZ + l.U.e s li.c..'~ª'")C.,.~óC., 
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....... S ~~(. .. ) I\> .. "'"' l: c.."c: +-s c ..... 1 1 a~.. + ........ S ~"""<t>"'l•' tc..a:-\ -3 é~ 1\..14'-'A. 

M->- .. ~ \'. .. (p, q,, .. .., c.é: á~ *·""'e>~\-'~--, ~ ~ d.~ 
O.en t&rminos de 1as variab1es 

ec. 50): 

(aba.jo de 

••• ( 56) 

Uti1izan.do 1a tercer~ pareja de ecuaciones 52 en 56: 

(Pl"-' = ¿"'-\ [St"<•-' {n~.,_""I.C\2i.'i +n .. n ... -r. .. ~ <.~+~)~d.C::: 
"~--- -~-~ .-~"-·"·--~-~-- .+-~.pel ... , in~ I.<.fu'\ -T n .. n .. :-I...,.l~.~-)...ld.~-J~---- --:==¡-~ ·---~-----~ 

= :\.~T l n; [\2.:J<\>"<"'1 .. + n., n.,. (e.~+e ... ,<V> ..... '+o\>e<>.)·1.e. - ' 

u~---=--+~o:.-r ~ ~-~ .. l·-"1e.s .. -.::-.=--=.=.:============== 

••• ( 57) 

LOI!!! parintesis ( 1 "1 están definidos( i) por: 

7 eatiefacen 1as re1acionea( 1 ): 

U.,c:.:1 .. =- [e;,,,~;~ .. 
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Uti1izando 1o anterior en ia ec. (57) se dbtiene que: 

rpt-z.) - ";1..\o..T \n~ L.<%>"''".~.1 .. -\-·n.,n ... t::e..+e,,~•l•'+c%>"'"1 .. 
0 

-1- _11.; {.~ .. ,~ J 0.1 .. "\ 

~ 'RT ~ n:: s-e..· -r:.(!~ .. '''\ ciC,. + n. ne. s e., I • .,.(~•l"'+ .p•1
") c\C:. 

=~~=====---~~-·-,·~ 

... -~. ~ ( 58)1 

Si uno mu1tip1ica 1a primera de 1as ecuaciones 55 
por B, e integra- .;;.;,;r;--· ~-y:--&náiogament·e-1:e:--efegun.-;-·--
d.a de 1as ecuaciones 55 por e.L e· integra sobre ~ 

se tiene e1 negativo de ia cantided que aparece entre p~ 

rentesis en e1 1ado derecho de 1a ecuaci~n 58. esto es: 

l Se.. \ ~<"" ... "t:>~~ ..... <.~. - ~').'la:\.''' .¡. e;_. v,.ptn 

- v~~·cr. : v ... c:. + "3 .. (Jt"'"' s; ·~·) + -:x.. .. <.1:.·~·~"":' \ "\ .!C.. 
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La ecuaci6'n (59) muestra que 1a contribuci~n a se-. 

gundo orden pa::a e1 tensor de presión está. expresada en , .. 

1;4'rminos cie l.a sol.uci6'n a oro.en cero '1" orden uno • 

. Pasamos a.hora a considera~ 1a ve1ocidad de difuei6'n: 

* .. \" . .!:'':L .. c.'6.\n ..... + -.- r-· -·,"\.1..r.<t>•-,' .) .. \. n .. ne ............ o. ~ º~ . l"' dC... 

1 
! 

En 1a primera. igua1.dad se ha. u.til.izado 1a definí -

cí6n de 1as funciones. ~: • l.a segun.da se ha establ.ecido 

a partir de 1a segunda. pareja de 1a.s ecuaciones 52 y fi

na1mente se ha uti1izado 1a. definición de l.oe par,ntesis 

~amando en cuenta 1as propiedades de simetría 

4• &atoa se tiene: 

<C:><.&' - <.c..,·r = "~ ) '5, J:.c.~·w¡ dé."c, + n. ~.. ~ ñ, -i: •• C.c\> ....... <\>'"~~') óC.. 

+ """:;· s-s ... :i:_\.<V-""-' ... 9 ....... 'Jc\é'."., .... ~ ~lS. >:. .. (.~-') ó~ 

••• ( 60) 

KU11;í~1ícando 1a príme:ra de ias ecuaciones 55 por 

.. -. :lntegra:::i.do eoare y ia segunda de 1as ecuaciones 
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por Pz/n e integrando sobre c. se conc1uye: 

. + s .le". 15, { -;;,~r¡~"" ... °;~'" -t (~ - "°o~)."'~~•(" .• 

• •• ( 61) 

·-·- "-- _____ -~1:1-_!YBmªJ:l.te :La contr_ibucid'n _a "~-"'~~~o __ or~.en __ ~st4 ex-
presada en t~r:ninos de 1a fu."1.ci'5n de distribuci'5n ~ ··;;¡~_
mer orden. Este resu.J.tado fue obtenido por Chapman y 

Cow1ingt<8) •. --· - -- -- -=::.--.. -... -_---~-
-Para e1 f1ujo de ca.1or uno puede seguir un procedi

miento aná1ogo p~dien4ose demostrar que: 

+ \ c!c:·. ~.-.-... \ - .. 
) 1 + ~~C. .... 1' 

••• (62) 

donde: 

.••• ( 63) 

En ~ér:ninos de 1as cantidades T'\ :Las ecuaciones 59 



y 61. se pueden reescribir como: 

... 
J;. .. \. S e:. \':. cie:. \ 

1 -n t._ \ S l>., >'7.cic:. \ · 

:I:I.l.6) 

••• (64) 

••• ( 65) 

Veremos a continuaci6n que l.oe reeul.tados parcial.es . ' 

que se· han ob.tenid@ ~ueden ser de util.idad ,y para .Seto 

nos restringimos a estudiar l.oe fen6menos de difusi6n. 
Hirschfelder et al. ( 4'f ) han mostrn do que, cuando l.a tem

peratura y l.a presi6n de l.a mezcla son constantes, es p~ 

sibl.e obtener·ia ec~aci6n de difusi6n util.izando l.a so

l.uci6n ·a primer orden en el. m~todo Íie ·'C:hapman::E~sk:og" ~~-:-
'cuando no existen fuerzas externas. Por tanto cuando -

·noe referimos _a :f~n~~~n~-~~~fi,J,s:i,~n.-.. l?~l'_;~l!'-remos en que 
l.a temperatura y l.a pre.i;;i&n ·son constantea::--E-e-conve·::. 

niente notar que l.as medidas real.izadas en enjambres son 

real.izadas (en muchos casos) a tempera~a y presi6n 

constantes por lo que '1a restricci6n mencionada no es d~ 

masiado restrictiva si uno está interesado en el. estudio 
de enj a.mbre s ~So) 

Primeramente derivamos una ecuaci6n general. a par

tir de l.as l.eyes de conservacion cuando l.a temperatura 

y l.a ~resi6n son constantes. Bajo l.as condiciones.men

cionadas se sigue que l.a densidad total. de l.a mezcl.a 

( n) es constante. Las ecuaciones de conservación para 

cada una de l.as componentes {ver cap. :I) son: 



- - •.· .. 

' t'.·· 

Sumando ambas ecuaciones: 

Pero como 

ti.ene: 

esto ea: 

V· ( !. n:.<C::.'>\ -
n. ) 

es co:r;ista.nte. 
~ 

o 

ya que ·p y T 1o 

. Uti.1izando esta .. ec~ac-¡6n. y 1.a re1aci6n: 

es poaib1.e mostrar que: 

son, 
1 

:n.17) 

•• .-( 66) - ' 

... \. 
se o'b-

••• ( 67) 

',por 10 que ia ecuaci6n de conaervaci6n de 1.a especie 

( ec. 66) toma 1.a forma.: 

••• (68) 

Sustituye71do para <C:.> - <C.> su vaior a 1os dis

tintos drdenea en e1 método de Chap:nan-Enskog, o'btene -

moa distintas aproximaciones para ~ Ee ·importante 

~otar que aunque CU puede ser aproximada a au vez
1
es 



necesario 

que de no 

que 

ser 

J .. 
'l.:.'.' 

. :u: .18) 

su aproximació~ tenta divergencia nula, ya 

así la ecuación (68) no es válida en la~ 

proximaci&n considerada. Por lo anterior tomaremos eo-

1amente la aproximación·de la cantidad 

A .primer &rden ( l¡t"' ~L<o'I l.1. -t c\>°4(.ll ) ee '.t;iene que: 

~': .: - iZ • V n,.. - V· ( º"'~6 l ~d;:j" - <.efe~'') l 
••• (70) 

donde: 

A segundo orden 

ne: 

-v .. t"·~"t-t.-cr..·r ..;-<.-&'/'~))=e-======= 

donde: <C!';.i"-'; 

t <.&:i~'- <~}'"')) 

••• (72) 

está dada por 1e. ec. ( 65). 

Tomando en cuente. 1os resu11. ados anteriores (ec. -

61) vemos que conociendo las funciones de distribución 

a primer 6rden, es posib1e evaluar 

Por tanto ea posib1e estudiar e1 comportanti.;ento de 

(ec.72) a segundo orden en el m~todo, ea decir, en el 

r6gimen de Bu.rnett. Para poder evaluar la ve1ocidad de 

ili:f'usión a segundo orden ( <<!°,. 'lLl <Q.)U.)) es ne cesa-
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rio va1uar J..a cantidad l'"' aada por 1a ecuacid'n ( 63) -

(ver ec. 65). Esto se hace en e1 ap~ndice I, teniend2 

ee que J..os resuJ..tados están expresados en tárminos -de 

1ae cantidades A, ~· {ver. ec. 51). Para· o.e, 
tener resu1tados concretos es necesario eep~ci:f"icar ~-

P.: y ~· , nosotros hemos util.izado l.a ap'r-oximacid'n 

de Lorentz, para_l.a cual. se conoce ~. , o, y ~ a t2 

do orden en el. m~todo de Enekog. En el. caso de enja.m

bree ea necesario ciar' sol.amente J..a. :forma de' ~.. y para 

aeta cantidad hemos t~mado J..a. primera aproximacid'n en 

e1 m&todo de Enskog. Lo anterior se ha hecho en el. a

p4ndice II par~ eJ.. caso unidimensiona1 • 

• 

.. _____________ .· Paeamoe ahora a. estudiar J..a ecuacid'n de evoJ..ucid'n 
en J..oe regimenes de Na.vier-Stokes y :El~:~-;-.-·-··----·-----·-··--~~¡~--

A primer orden en eJ.. m~todo de Chapman-Enekog, es 

· po sibJ..e mostrar- que·-para--el..--ca-so--en·-que--·J.:a·=:t;emp_~ura--.-_ ----

y J..a presid'n son constantes se tiene que ( S1. ) : 

donde: 

es eJ.. coeficiente de di:f"usid'n. 

':fe.= O • Sustituyendo (74) en 

-~-C73l 

••• (74) 

Hemos tomado· T.-~ ~ -· 
{73) se obtiene: 

n~o .. (<.C.)~"- <.ce7") = - V·~ no ( <J(~) _ n.~.,. "''"";"° ) S 
o· bien, 



·-~\ 

- V-(ovn .. ) + 

pero 

Dnu.l.aea."'€ 
? 

Sustituyendo 1as re1aciones ·v12 ~ .......... 

vn.,. : - v n.. en t'76') tenemos que: 

.J:l:.20) 

. V(~) 

••• (75} 

••• (76} 

-T w. .. 

••• (77) 

Al. sustituir (77} en (75} y e1 resu1tado en 1a. ecuaci6:ri 

(70) se tiene• 

••• (78) 
Es importante notar que esta ecuaci6n puede ponerse 

en una forma en la que no interve_nga n... uti1izando 1a 

re1aci6n n.,, = n _ n.. A continuación tomamos e1 caso 

de enjambres ( q,¡ << .L) • teniendose para J..as distintas 

cantidades que aparecen en (78)1 

n .. n. º•"& 1 n .. 
~ ..L. n. 

e-:- - .w.cl' f\A, ;:;.,. -n.,. ..... ~ n 

n~ 
= .!l!L. ..L 

e;> ..... "º ... i3 

~ ;: .L O• 
~ -a n 

1 
i 



t,; 

por J..o que J..a. ecuacicSn (78) .. toma J..a. forma: 

Pina1mer..te despreciando ·términos de orden 

se encuentra: 

-ül-vn. 

II .2J..} 

• •• (79) 

donde ~ Dnf'e. ·· . Aunque esta ecuacicSn tiene J..a for-

ma en que es comu:nmente conocida en J..a J..itera.ture.( '~ '~}' 
··"-=~difiere por eJ.. término - G! - V ri.. -·-- Esto· ·es ó ~ia~ecua--¡- ·--

cicSn utiJ..izada en eJ.. análisis de J..os experimentos {para 
1 

.c.ampos peqLleños), es J..a ecuacidn (79} despreciando eJ.. te_!; 
mino -i:ü; vn. • -----··--·--· ------·-========= 

Es posibJ..e aproxin:ar J..a cantido.d w por su expr_!!. 

sidn a primer orden en eJ.. método de Chapman- Enskog, si 

uno -i:>ide · J..a restriccidn de que V· ü:'; '" = o como se men-

cioncS anteriormente. Para ésto supondremos que eJ.. ga_e se 

encuentra en reposo ( <e:";.> =o ) , en cuyo caso se tiene 

· . ., qu.e <C:."> = <C:.'> - <ce> , por J..o que <C..)<"= <C..)<"- <..Ce)lt' 
y por tanto tenemos para 

(ver PQ.'6· lSJL y ec. 73): 

w'º. - n. 'D r~ e~) - n .. n. 
"• L " ~ 

w <•' J..a siguiente expresicSn 

••• (80) 

Un cál.cuJ..o anáJ..ogo aJ.. utiJ..izado para obtener J..a e-



:I:I.22) 

cuación ( 77) puede hacerse ""paJ: a. va1.ua.r 'il · w <." teniendo

ee que: 

••• (81) 

E_n e1 caso de enjambres·• es poeib1e ver que e1 se

gundo y tercér térfuino son desprecia.b1es. 'Para ver ésto 

introducimos L tina .1.ongitud característica de 1aa va .

riaciones espacia1es. de ta.1 forma. que 1 vn. \- ~ y 
'li'n .. ~ n.. Tomando en cuenta 1a estimacid'n anterior t_e 

L°' 
~~~ _nemos _que: 

1 

~ vn..- 'i7fl· - o.: 
2 v 2 n .. 
n.., 

.. ~-~-~~==~~-=~~~~-. --, - ---
- ... L .. 

·~--~-----
. - " 

Ea faci1 ver que.e1 tercer término de (81.) es des -

preciab1e con respecto a.1 cuarto. por 1o que 1.a expresión 

para V· w'" en e1 ca.so de enjambres se reduce a: 

La restriccid'n 

••• ( 82) 

'11· üjC~ o se traduce entonces e·n: 

••• (83) 

Si uno sustituye 1.a. ecuación ( 80) en l..a. expJ:·esicSn 

~.79) se obtiene para. que. 
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Utilizando 1a ecu~ción (83) vemos que e1 segundo 

término cancela al tercero de ta1 forma que¡ tenemos para 
1 

la expreeiiSn: 

~ vn.-vn. 
• •• ( 84) 

Es posib1e hacer una estimación de 1os términos no 

lineales con respecto al término lineal. Primeramente 

notamos que 1a ecuación (83) da 1a siguiente estimación 

_ PB.Z'.l7 la_ 1ongui tud característica. L ___ ;_~\.~J, ~}_~,'.._~l¡'~~---º~ ~-
-,tanto, de ésta re1aciiSn tenemos que loe términos no 1i- 1 
neales que aparecen en (84) son del mismo orden ya que: 

_L 

Comparando e1 primer término de1 1ado derecho de 

( 84) con respecto a tenemos: 

donde 

••• (85) 

+~ es un tiempo que caracteriza 1as variaciones 

_temporales de Para dar una eeti~ación de 
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u.ti1izamos 1-a ve1ocidad de deriva. 'l.J,. (ver cap. I:I:I:); 

'l.l"".. 6 / t. donde d ea 1a distancia de deriva y t 

ei tiem.,o en que el. pu1.eo 

ta.ncia. J Este tiem.Po 

tu de ta1 forma que L-

de e1ectronee recorre 1-a. diB

t puede eer identificado con 

d /u;. Para D tomamo e el. 

ve.l.or ..n.. ). • con -..n... ia. vel.ocida.d térmica de iae par 

t~cu.1as cargadas ~ A el. camino 1-ibre medio. 

eetimaciones tenem~s ,que: 

"Olo n. 
L~ 0 

á n. 
L.º 

Con éstas 

Se ha u.ti1izad"o que L- '";_~ De 1os da.toa para --Cl. ("'l.) 

y -U-d ( S:!> ) ténemo s que .-o/..,.. ~ \O" 0 adem~á -~~=eseÍ -nlS.me~r ~ 
ro de Knusden que ee "Pequeño y º~-- 10-'- Entonces para· 

·aar u.na eeti_macid~ _ _i?-e __ :l:O__!!_t~_!:!!1in~_s __ ~C!-~inee.l.ea con res - __ _ 
pecto a. 1-os 1inea1es 0 fai_t_e. estimar 1-a ºcantidád-;n;,:\ -~-----:----

dr.~I" Tomando e,, - 10-'" <ou \o-lo,. d o ..,, l.. "º~' ? = \ ~,) 7'P ::. .. ~"6 

y ~ .... 10'1 ~ tenemos que: 
. .,..._ ... 

L1eva.ndo éetae estimaciones a (85} tenemos final.

mente que: 

~ ~~~-v-c._n_~---:-"-" 
/\ ~ 
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Por tanto. para n-dmeros de Knusden ·pequeños 1os ter_ :'~ 

minos no 1inea1es en 1a ecuacion {84) pueden depreciarse 

teniendose que: 

-n.. ::i":t =-o __ _ ••• (85) 

Ea decir. e1 tomar la ~~roximeción a primer orden en 

~1 m.Stodo de Cha:p: •. an-Ensicog para ia ve1ocidad de ndmero 

corresponde a1 ca~o estacionario {ec. 85} y ia ecuacidn 
- .· 

diferencia1 que satisface ri.. está dada por 1a ecuación 

{83). Estas ecuaciones {83 y 85} son las utilizadas pa

ra campos pequeño-a en e1 anáiisis de 1oe experimentos e:i 

condiciones estacionarias. 

Pasamos ahora a discutir 108 -fendmenos~" de--difusi.~ó-n"f -
1 

en enjambres en e1 régimen de Burnett. Debido a la com-

p1ejidad de_1.:>s cá1cu1os hemos ree_t_!'~g=!:_c!~ 1a diecusidn --------· 

a1 caso unidimeneiona1 y para obtener resu1tados concre~ 

toa hemos uti1izado 1a aproximación de Lorentz. Loe cal 

cu1oe necesarios se han rea1izado en los apéndices I. II 

y III. 

Tomaremos como -.1nica dimensión el eje r y debido 

a que uti1izamos la aproximación de Lorentz supondremos 

\ que la especie 

e .. =-C (.e>co) 

se refiere a electrones. por lo que 

Para que loe electrones_ se muevan en 

la dirección positiva del e'je • to mamo e E: - - "E -C.. e .i=: > 0 ). 

En el caso unidimensiona1 \. Vn~ = ~ ~ , "Y C:. - ~ ~ ~ ) 

la ecue.ci6n de evolución de la densidad de elec·tronee 

está dada por {ver. ec. 72 , -:f"\"t) ; 
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que toman.do 1os resuitados a segundo orden (ec. ~.u.~i) 

.ee puede escribir como: 

donde: 
~ : 'I·~ ( Le._ . 

-· í\'Z\-~ ... , 

1 
••• (86) 

v.:18 f .l!o."""•·~\~Ula +~ n'itc.Sr +u. 1l1.a>~ 'el' \~Tia... '!:I +~ 9:lf1a> )e··· 
1\ \. ., . 't:J -. "[ _.,. "'"' -., 1-'f' '-T ~ •/p 

_ -~-·-- .. Si uno yti1iza_l.oe:: ya.J.oree parE.l-"2-.~'~c.;~E-:f:egy-_a.J,,e~,~""~~-·L. 

que aparecen en la definicid'n de ';;;'., ~ 'E. ~ que re- ' 

eu1tan de considerar el model.o de.JV:axwel.1, ea poeib1e 

ver. que 1a· ecuación- (.86)-=:ee-di.mensi.ona±m~~--~~~~~j;~·:c:::=-:::=.== 

Esta ecuación se anal.iza con mayor deta11e en el. cap! -

tu1o siguiente. 

Hae-t;;a. antes de 19.63, el análisis de l.os datos ex

perimentclee se hac:!a basándose en una ecuación tipo d~ 

fueidn de l.a forma: 

••• (87) 
z ~'Z. ~,, ;¡,7. 

donde V ~ ~· + ~· "" -;:;-,. ' y ""-'· es l.a vel.ocidad de de-

riva (ver cap:!tulo III ) • El método de Tc;;wnsend-Hux1ey l 5 '1' 
utiliza esta ecuación para obtener el. cociente ·i.i;;/D en 

una situación estacionaria ( %~ ~ o) • 
Posteriormente se utilizó el m~todo lla..~ado de 

~iempo de vue1o( 
55 >, el cua.1 parte de una ecuación tipo 
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difusión unidimensional de la for:na: 

i 
1 

••• (88) 
1os d~tos experimenta1es obtenidos por 1as 1 t~cnicas de 

tiempo de vu.eio dieron resu1tado.s que en a.1gunos ca.sos 

difieren notabJ..emente de ·ios obte=iidos con e1 mt!todo de 
.-'I • 

Townsend-Huxl..ey. •c~ua1mente esta. bien esta.c1ecido que 

J._a. difueón es anisotrópica. y 1a ecuaci&n que se consid.!!, 

ra es válida., es 1a. siguiente: 

--·,,,,-------~-=-=-·=·~--~=-=.~.=.""'c-r.e9~=-1--= 

--- - - - 1 

donde: 

~~t~- o o f 'DT 0 ... - . 

o DL 

es e1 tensor de di.fusión que es anieotr6pico ( ~ + L::>L). 

Este fenómeno ha sido 'exn1icado desde ei pu..~to de vista 

fenomeno1Ógico y te6rico( Sb ) 

'\ nés 
En e1 ··ca.p:!tu1.o siguiente anal.izaremos 1as ecua.cio

tipo difUsi&n que se han obtenido en este ca.p!tu1o, 

tra.tendo de establecer un puente con las ecuaciones (87) 
y (89). 

'-----



, 
CAPJ:TULO 1l:X 

En este ca~!tu.J.o dn.T.oe una descripci6n de1 aspecto 

experimen~al. en 1os enjambres de part~cul.e.e cargadas, 

nuestro interés esta e~focedo a l.a forma de medir l.a V.!!, 

J.ociC!r·d de deriva y en el. íend'r:Jeno de dif""..¡sión en retrg_ 

ceso. 

Posteriorrnente se estc'bl.ecc un puente entre l.e. teo

··r!a y el. ex;>eri:cTento con objeto de aeter;::inar c:ue can

tidades ted'ri.cas ~on' suece-;itibl.es de ide"1ti:f'icar C·~n 
J..as cantiC.::odes ex-Peri:~ent"<l.es, en -rarticuJ..ar estudia,::os 

J..e. vel.ocidnd de d•riva. Como vererr.os además de l.e>. i..~ -

terpretaci6n : usual. para. esta cantidad ( 
15 

) existen 

..... ···---Ciertos argumentos Que indican l.a ;:iosibil..id"'d _de.._,,i.den.tA¡ _ 

ficar 1.a velocidad de n'l1mero con l.a de deriva.. -- 1 

uti1ize.c--do ~sta ilti:ne. ide ·;ti:f'ic~cir:Sn se a:-~aiiza 

el.. experimei'1to de· Cii::f'tisíd'n--en-:re·-troceso-pii:r-a-eiectrone·a .. ---.-=-~---: 

en Arg:Sn y se hace ".ne. compar&cir:Sn de l.a teoría c~n el.. 

experi:ne11to en el. régimen de Navier-Stokee. 

Dado .~ue 1os resu.l.tüdos del. cap!tul.o anterior son 

indepe~¿~entes de l.a identificacid'n teórica de J..a vel.g_ 

cidad de deriva., se ana1izan sus :i.mpl.icaciones cuando 

·•. se util.ize. J..a ide:itific e.ci:Sn usual. de J..a. vel.oc:i.d<?.d de 

deriva. en particular se eval.ua l.e. movil.idad en el. rég,i_ 

men de Burnett. 

Vel.ocid~d de deriva. 

Una de l.as cantid~des de ~ayor inter~s en enj~nbres 

de part!c...-.ias carg~.c5.cs es l.a l.l.a:.nade. vel.ocidad de deri~a 

definida como el. cociente de l.a dista..~cia que recorre un 

!>Ul.so c1e -;ie.rt!culas car.~cdi;:.s e:rit:- e el. tiempo·. q1.l.e t~.rda 

. --e·n recorrer1a. Describi:i: emos a cra.ndes rE-Zt:"·~S el. :n6to-
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·' 
do de Bradbury-Nie1sen ya ~ue es uno de 1os más uti1i -

zadoe par& su medici&n .. 

cr~tas con mayor detaJ.1e 
do de ·auxJ..ey< ,,. ) 

En ia fig •. :r se 

Las ideas expuestas estdn. des

no.::· E1ford( ~"" ) Y' en el. t::•ata-'· · 

L.~ el. eec¡,_1e'I1e de ~· tu'.o de 

deriva que es el. die~oeitivo experi~e~~aJ. utiJ.izado. 

Pig. :I Tubo de. C!.eri va.. 

--·--··----·---e-:-:~==::;:::;======== 

' ' 1 
'Z. '4 '" u--



·' 
T· tl,\.._--.,o ¿. r\...\Tno 

,, ·"ª - o\.\u,aclo~.... ..,_\_..,_\ .. ;co"' 
. A. - c.o\e.c...\or-¿..__. ... ff .... ._ (.~ •• "la.) ,.. c.-.·. 

_ . .:········.-!.JL_ 

--- -~ 

----~º-----~.. • ---~----· __ • -==-Sl}-:_' 

Pig. i:i:.· Dete.1J..e de J..a cllmara de de::iva. · 

Para ~roducir J..a corriente eJ..ectrdnica se puede u_ 

.·\ ti1izs.r J..uz u.J..travioJ..eta o bien ioniza.--ido átomos medi~ 
te partícuJ..es o<.. Esto "111 ti:r.o es práctico cua.'""ldO 1e.e 

preeion.es s::>n ma~ores a 10 ~. ya que se genere. una -

·corriente mai3 esta.bJ..e q-:.ie en eJ.. primer caso ( 5 ~ ) ;. ade

más no .hay disipa.ci6n de ca1::>r, J..o cue.J.. es i:n13ort?..nte 

11i -ee quiere ::iantener J..a temperF turE'. constante. l..os e-

1ectro:ne11 viajan en U.'""la r·egi:Sn donde se tiene un ca:n-po 

•1,ctrico u..--iiforme (c~~ar~ de·deriva) h~sta J..~egar al. 



·' coJ.ector. 

Ent:i:·e J.e :f'u.ente y eJ. coJ.ector se encuentran dos 

disparadores eJ.4ctricoe cuye. :f'U.."'1Ci6n es J.a de ó.ej~r p~~ 

aar o detener J.oa eJ.ectronee. Cada uno de éetoa conai~ 

te en una. :re jiJ.1a co1;1J.a."'lar de D.J.a."!lbres deJ.gndos <!.~~e es

tdn c~necte.dos (ver fig. I~J.) 

Pi.g. - IJ.I Obture.óor eJ.&ctrico. -~,~ .. 

1 -

EJ... dispa.i aóoi· u _o:Q.~:.ire.ó._2!-" _t_i~~~--;i.·~-!:~-ici6E._ de de j_!=:_ ____ _ 
pasar o detener eJ.ectrc;;~es; esto ·ee debe·-a-·c¡-;-e-1as .. do_e __ _ 
pJ..acas que constituyen eJ.. obturador están conecte.d~s a 

una :f'u.ente de potencial. eenoió.aJ... Cuando dicha. di:f'erea 

Ci.a de ?OtenciaJ. es cero 0 J.a construcci6n deJ.. obturador 

e a · tE>.J.. que '{ler:ni te -pasar J. as "Oart:!cu.J.a.s cargadas; para 

diferencie.e de -;>Otencial. distintas de cero. eJ. coefi.CiB!! 

te de t;ans~isidn dis~inuye y es cero cuando J.a difere¡¡_ 

cia de potencie1 es mrucima. Además eJ. "OOtenciaJ. en uno 

de J..oe obt"..U"e.óoree está des:f'a.sado 180• con resi;>e.cto aJ.. 

potencial.. deJ.. otro disparador. 1a f"u..~ci6n de estos ob_ 

tliradores es J.a. de producir puJ.eos de eJ..ecti·ones. 

G:i.•a:fice=do J.a corriente recibida en eJ. coJ..ector 

contra J.a frecuencia deJ. vol.te.je aJ.terno a!).e.r~cen una 

.serie de máxi:n:>s iguaJ.mente es"Cnci:r:dos. ~n es J.a 
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frecuencia a 1a cua1 apare't:e eJ.. n-esi.mo pico y si 

es J..a dista..~cia que viajan J..os eJ..ectrones, 1a ve1ocidad 

de deriva está dada por: 

~d 
n 

Esta expresid'n ~ara J..a ve1ocidad de deriva es a ve 

ces modificada debió.o a .1os efectos de difusi6n( Sl-). 

EJ.. trata~iento se basa en 1a uti1izaci&n de una·ecuaci.dn 

tipo difusidn y p~rmite ver en que forma áe debe modifJ.. 

car J..a f6rmu1a anterior cua..~do se toman en cuenta J..os ~ 

fectos de difusid'n. La discusidn a1 resnecto puede ser 

consu1tada en 1a bibJ..iograf:!e.< 5l- ) ( 58 
) -. . 

Además, existen una serie de_ f~c~o~~s_ __ t~~-::i..__q_º-s_ que~--·- . - . 1 

hay que tomar en cuenta en este tipo de mediciones como• 

son: La uniformidad de1 campo eJ..éctrico, e1 control.. de 

tempere.tura• 1a pureza _"de - -1-:i·e--·gase s 0---1a-cdet-e:r::U=acidn-·· -=:-=~:..= 

de J..as máximos de corriente, consideraciones de geome 

tr:!a, construccid.n de 1os obturadores eJ..éct~·icos etc. 

En 1o que sigue harem?ª comentarios genera1es a1 respe~ 

to. 

E1 dispositivo (tu~o de deriva) se sumerge en bafios 

cuya estabi1idad puede ser de 0.1 K por hora, J..a tempe-

ratura de1 gas se mide con dos termopares que se encueu 

tren en 1os e1ectrodoe pudiendoae comparar 1as medidns 

entre 1os termopares, as:! como entre ~atoe y J..a temper~ 

tura de1 baño. Una vez que no hay discrepancia entre 

cada uno de 1os termopares y e1 baño dentro de 1a ince_!: 

tidumbre de 18. medida ( ,.., . l. 1-< ) • J..a temperatura del.. gas 

se toma como 1a del.. ·cafio y es constante e:c: 1a cámara de 
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deriva. 

La pu.reza del. g.-s es de imi;>ortc.:'lcia ya que l)Or e-

j e::npl.o impurezas de N ... de di;_ui::ios 5 partícul.c.s por mi-. 

l.l.ar, ce.u.san incremen.tos en 1a vcl.ocidr d de deriva. (me

dida: :;iarn Ne: >.• de l.. 5 ,.(.< !H ) Par·-:> a:=ee·~rer l.a nu.reza 

del. gr:.s se urocede ";>ri:':lero;r.ente a hacer vncZo en el. di~ 

positivo, t:tpicamente se pueden obtener p~esionee meno-

.rea a: io-7 _t;,,...,. •• Y. desr,>ues se l.l.ena el. 9-ispositivo con 

gl'e obte:-i.ido -po::: .fuentes c·omerciaJ..es y cu.ya pu.reza 1JUe

de e~eder el. ss.~sA: 

La presión "se mide con instru-:;e-.,_tos de gr:;-.n preci

sión, -,,or ejernpl.o, con un manó:netro es"9iral. de cuarzo 

.. -"cuya '-?i e cisión ~stá estime.da en' ó~oi~~:f~ --d.~e ~:ia-prelrt6'n~m~ 

dida. La densid:?.d del. ¡::· s se cal.cuJ..a u.til.iza do l.e. e-

cu.ación de est;::";d·, del. gas idea1. y en e.l.eun·-:>s caeos in

corpore.ndo el. :=egu:i.do ~.;~¡ici;~~~-~~-;- _;~ria.l.. {-~, ,_---:.,-_--:-:===--= 
En ge.-ieraJ.. en J..:>s experimentos pe:.ra :::eó.ir J..a veJ..o

cidad de derivu se util.iza aJ..te tecnoJ..ogía y se hacen 

~.nfilisis SU."112..-nente cuided.OSOS sobre 1.e.S pOsibJ..e fuentes 

de e: ror. EJ.. error r·el.::..tivo para 1:iedir l.a vel.oció.E:.d d<' 

derive. e:e estime. en J...;&< S'I ) • l':o es fortuito por ta:>.to 

que éste tipo de experimentos se util.icen con eJ.. fin de 

ca1.cul.::-.r J..a seccióri eficaz ó.e J..-:>s disti::-1tos tipos de C2. 

J..ieiones y que se considere como una de J..as fo:r:-::ae mae 

cofiabJ..es uare. hacerJ..o. 

caz en enjambres ha sido 

La obtención de 1.a sección efi 

discutióe. en J..a 1.iteratura(I ~T. 
Kumar ~er-cior-a que debe ser razonabJ..e que J..oe cál.cuJ..oe 

.teóricos deban ser ce.nac~s de obtener unr nrecieión de 

~-1." parr?. 1.a veJ..ocidPd de de:iiva y J..-' pa~" 
..-·· 

el coeficier;_ 
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te de difusi&n. · 

Existen una serie de cuestiones ~ue es importante 

tener ~resente. En primer lugar. no es posible medir 

la velocidad de deriva en una situación estacionaria0 

ea decir 0 en una situación en la cual.. 1a ~enside.d ióni

ca o' e1ectrónica no varia con el tiempo. y~ que en éste 

caso no es ~osib1e "marcar" a J..as !,>art!cu.la.s carga.des 

~are. ver cuanto ~iempo tardan en recorrer la diete.~cia 

de deriva •. Exist-én,situaciones en 1ae cuales se ha men, 

cionado 1a posibilidad de que una ecuaci&n tipo difusión 

no sea apJ..icab1e(. 60
') • como eft. eJ.. fenómeno de difusión 

en retroceso. por t8nto de ser éste eJ.. caso. e1 end.l..i -

sis de los errores debido a efectos de difusión ~encio

nados anteriormente deben de modif:i~,;;~;;-e-:~;;:.;= ei-;,;;.,_d_.; ~i1 
_ro por el mo:nento J..a forma en que esto deba hacerse. 

Haciendo a un 1..ado. este::_-~ipo .. ..de_. conside,r~'?io~~~~~~~---

que J..a forma en que es medida la ve1ocidad de deriva. 

da una velocidad media y -oor tanto la cantidad medida 

representa una velocidad que no·var!a c~n la posición. 

UeuaJ..mente en J..os experimentos se supone que 1os coefi

cientes de transporte (movilidad y coeficiente de difu-

sión) son constantes. Por L~timo 0 la veiocidad de der~ 

va es unidimensione.1 0 esto es. solo tiene componente a 

1o largo de la dirección de1 campo eléctrico. 
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DIFUSION EN liET.f.ueESO. 

Si se mide 1a corriente en e1 emisor (lo) y 1a c~ 

rriente en e1 co1ector ( ~ ), se observa que 1.a primera 

ee mayor que 1a iS.l.tima( 6 ~>. La exp1icacidn usua1 es 

que ~1gunos e1ectrones emitidos que sufren co1isiones 

con e1 gas,eon.~maadados hacia atrás como reeu1tado de 

&etas y son absorbidos uor e1 cátodo, por tanto no 11e

gan a1 co1ector.' 

Este f~n6men~ iiamó nuestra atenci6n'debido e. que 

Whea1 ton ( 60 
) sugi.rid que e1 régimen de Burnett pudie

re. juge.r un papel· im;:iortante debido e. que no se tiene 

una teoría adecuada para exp1icar este fendmeno. De h~ 

cho como veremos posteriormente• 1a. teo%'!a...u.ti1i.Zada. .. " -¡ 
por Dah1quist( 6

.l ) da reeu1tD.dos excE1entee -para gases ' 

po1iatdmicos pero muy pobres "ara 1os mon~at6micos. 
Aunque·· se .hrui. :h.echo·-va.rioe-eatudTos experimenta-·--·--·--------

1ee( óZ) sobre este fenómeno, nos restringimos a estu-

diar e1 experime~to rea1i2ado por Dah1quist( 6
.l ) que 

a continue.ci?n describimos. 

E1 dispositivo experimenta1 c~nsiste de dos cáma

ra.e co~ectadas con pequeftos orificias, de hecho e1 área 

·. de 1os orificios es de1 orden de1 10,~ de1 área tota1 de 

1a p1ace.. En 1e. pr-imere. cámara. se producen e1ectrones 

mediante un fi1a~ento y éstos son ace1erados hacia. ia 

segunda cámara. ;:ior medio de un campo e1éctrico "E· La 

primera. camara se encuentra a ciertP 

ciente E/p tiene un. val.ar determinado 

pre eión ~ • E1 

que denotaremos 

A1gunos de 1os e1ectrones que 1.1egan a 1a 

p1.aca pasan a. través de los o-rificios Y. se encuentran 



·' 
en ia segunde. cá~e.r ~ en id' e·, e.1 ee v:;1 íe. el. c.:i ciente 

A1 vn1or de E¡p en 1a segu..""1do. cá"Ila.rP. ,_o deno:t;a 

En esta Ú1tima se mide la corriente 

e1ectr6nice. c~::.cn de :l.:?". -,,l.nce. ( l.. ) ·y 1E'. corr:i.c;ntr ~ue 

l.J.eg~ >"1 c·oiector ( 
0

.1.. ) ;:>ucJ.i.endoee e.sí detctrc·i:r-.::3.T" i.¡;.,. 

Le. -oresi6n. i...lt:LJ_ize .. C:La en le. 1'.">ri::-ert?. c~-.r::~rc. r.io se e~ 

peci:f·ica en ei .trabajo ó.e :Oa.""1:1.quist, en 1a segundr' se 

·reportan l.o s O.e.tos ?E:.rE'. ".'>resionee de 45 ,._,...._ H 0 y so 
1ae CÉ """""U~ l.ae teC?T.-perctu:.P.s c. ql..l.e se e~""!.cÚ.entrE".D. 

tnarf.'.s tampoco son· re;i;iortndas ;:iero l:>s datos utilizados 

por .!1 para 1a v.e1ocic,·-d de deriva, e -,rres-;>onc.en a tem

peraturas de 77 t~ o 30~ (~en e1 caso de Argon, por 1o -

~~~--."~ :"" __ q,u.e 7.1oder:io s tomar como te:npert>.turss __ de -1..a~~guJO,_q;::.~_ cá:n_a..,.. ___ . 
1 

ra al.guna de éstas dos te~~eraturas. ___ j 

E:ri be.se a un trf.'.oajo n.o r.>Ub1icado de Var:ney 

Da.hJ..quist ( G1. ) l.ogr cS--ei;ftaorec-ez:· a;· :;>art:tr··-de----:--ra~---l!fl~~c-16~~-=== 
ti~o difusi6n (87) y para e1 c~so unidimensional. que el. 

cociente ~t., está da.do 1?or: 

••• (90 

'\ ·donde >. es el. CE:.!llino l.ibre medio de 1os e1ectrones. -

· "t:> e1 coeficiente de difusid'n y ird 1a vel.ocidad de d~ 

riva. Arg.mien.te-.r..do que )- y "D deben eva1uarse de a 

cuerdo a1 val.ar de 

l.a rel.acicSn ).. 1 T:i, 

en. ia ca:ne.ra 

siendo ca. ÍI 

ca eiectr&nica se concl.uye ~ue 

\.. 

.1.- y util.izando 

1a ve1ocidad tér:~i-

••• (91) 
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La veJ.ocidcd téri::icc debe ""3vaJ.:.u••.rse d,e acuerdo a l.os 

val.oree de "E/p en l.a. prime::..n cá."!lar& y 'l.J4 en J.a ee~. 

da cámara. La ec~2ci6n (g~) es J.a que De.hJ.quist utili

za para co·•!parar con ;L::>s resuJ.t2c.os exi;>eri:nento.1.es. En· 
eJ. ceso de Argón l-:>s resul.t~dos te.Sricos ri.o correenon 

1 -

den con loe ex'\Jeri;nen;;:e::J.es si .:.no u.til.iza J.e. ecu.: ci.Sn 

( SJ.). 

cidn 

Dado que. estR ect,W.ción es resul.taóo de J.a reJ.a 

A 't:> ~ / 3 • J.a C'..l.aJ. es vlilida cuando J.e. :f're-

cuencia de coJ.isib:nes es LT'.l.de"?:>e.ndiente de 'J.a vc;J.ocidetd, 

y como para Argón se. conoce qu.e éste no es eJ. caso, 

DahJ.quist utiliz.a. ta:n"cién J.a ecuación ( 90) tomando :para 

"t>/~). un :pro~edio pesa.do( 6 
\.). Loa resuJ.te.dos te«Sricoa 

-~~~ª~:!_obtenidos, .son mejores al. cornpe.::r;"ar1.<:>.s .. con __ J.o.s _expe-. 
ri1nentcJ.cs e.u..'"l.que pa::·a v,,..J.ores- de (~;,:)-~---;~q_.__~;;ffos s-e· -- .J·-·-
.tiene Un.a discrepancia. signi:f'ica.tiva. 

Con esto t er:ninamo-s- e-J.--:-re sumen··-eo bre-::ce-~e-cto::::--.== 

experi:nentcl. en enja~bres que au....'"l.qu.e incompl..eto es su -

:f'iciente para nuestros propósitos. 
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DXSTXNTAS .VELOCXDADES ~::.A.CR_,?SCOPIC.AS. 

En 1.as teorias físicas se tienen ciertas expreaio_ · ·-"'" 

nea matemáticas que identificamos con cantidades _que se 

miden experimenta1mente. Asi por e.jemp1o • en e1. caso . .,.., 

de una componente, 1.a ve1ocidad de masa s~ identifica 

con 1a veiocidad hidrod:i.námica que puede ser medida me

diante e1. experimento. A veces existen varias expresi,g_ 

nea tecSricas que son susceptib1es de ser identificadas 

con una can"t;idad···;µedida, y ~unque en 1.a tnljLYOr parte de 
. .. 

:Los caeos puede s.er trivia1· discernir entr·e 1.a.s dietin_ 

tas poeibi1.idadea, conviene hacer un aná1iaia ~ara ver 

~ue cantidad te&rica es ausceptib1e de identificarse -

con 1.a ve1.ocid12.d de deriva. 

= L·a:s distintas· velocidades tecSr:i.c"aá"~C'entre=oil"rae~~T=· 

posib1.es) que ana1.iza..~os son 1.as- aiguientes1 
. ·-! 

----v""e"""'"ioci.d.ad. ··de· mmiauslia.~-=-·-=-c:.:: ... :: .. =c======= 
ve1.ocidad de ndmero 

ve1.ocidad media o de1. 

enjambre. 

',, Hemos tomado 1.a. restriccicSn de que e1. gas estil 

en reposo ( < C:';. ") = o ) ya que en ~ste caso ea fáci1. 

comparar ias distintas ve1ocidades teni•ndose que: 

w\ 
1 oiY.. \ 

.··' 
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1 c.\ ....... ~ ("'\ 

"'\üf\ ~ e ....... ,,, 

Por tanto J..a. veJ..ocida.d de enjambre ea mucho mayor que 

l.a vel.ocidad de masa y J..a de n'l1mero. Tanbi.Sn en e1. ca_ 
' 

so de eJ..ectronea en un gaa, J..a de ndmero ea mucho ma-

yor que J..a de m~sa pero . .Sstas son deJ.. mismo orden para 

iones_ con masa parecida a J..a del. gae. 

La veJ..o'cidad~"de deriva es una ca.ntidé.d que esta 

dirigida a 1.o 1.argo ~eJ.. campo, esto es, ao1.o tiene una 

componente. Adem~s ea independiente de J..a posici6n. 

Coneideremoe_J..a ve1.ocidad de ndmero,entoncee ei es que 

__ 4S13ta. puede ser identificada con J..a. v:e1.0 c~dª_d ___ <!_e_~de:r:i"!'a.l .. 

debemos tener <...u ~ =<'"-,-\:.") ~ {hemoe tomado e1. e- 1 

je ~ en direcci6n deJ.. campo). Cuando 1.a temperatura 

,¡ 

y preei&n son consta:ntes-·sabemos-·deJ..·-ca"!,'i~tu:l:cr::ant-er±or.--=-:-::-.-==--=== 

que '\/•ti;~ o por J..o que: 

o 

eeto ee,J..a ve1.ocidad 'de n'l1mero ea independiente de J..a 

poeici&n. Notamos que este resuitado se sigue.de J..a 

ecuaci&n de BoJ..tzmann y no de un m~todo espec~fico pa-

ra reso1.verJ..a. Ee entonces consistente interpretar J..a. 

vel.ocidad de ndmero con J..a de deriva ya que J..a ~rimera. 

no depende de J..a. posici&n co~o corresponde a J..a segun

da. 

Por otro J..ado es poeibJ..e ver que si existen gra-

dientes ( 'Vn .. + o ) entonces tanto como 

dependen de J..a. posici&n, por 1.o que no so~ suece~tibJ..ee 

de identificarse con J..a veJ..ocidad de deriva.· En eJ.. ca.--- . 

• 
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80 homogeneo ( vn ... = C> ) se identifica a 
ve1ocidad de deriva( o1 ) • 

'il~ con :La 

En e1 caso no homogeneo ( "Vn., ¡l. cJ) y dentro del.. 

contexto de :La termodiná.~ica 1inea1 de .P~ocesos i~reve:1:. 

11ib1es puede uno esperar, para 1a ve1ocidPd de enj·ambr•• 
¡ una ·re1acil1n d.e1 tipo: 

:Be una práctica ;~imin.C IS ). e:L identificar a 

••• (92) 

con 

:La ve:Locidad de der~va. teni~ndose por tanto que en e

fecto ~ es uriidimensiona.1 e independiente de ia po-

eicid'n ya que q·, es una constante. A esta u:Ltima i-

·~---dentifi'cacid'n 1a J.1amaremo s J.a ident::L:f"i-c~ac:id'ri.~úeLI:a1 d-e ;- --

J.a ve:Locidad de deriva. Es importante notar que todo 

e1 trabajo en enja:nbree parte de esta identificación. 
- - --- -· ------------------ ------- ---------

Lo"s resuJ..tados del..- cap:ítuJ..o an.teriC)r--no dep0iid.0ñ. ___ ------------

de1 tipo de identificaci6n utiJ..izada ya que para obte-

ner1oe no se uti1iz6 interpretación a1gu..~a. Sin embar-
go :La interpretacid'n·de J..oe resu:Ltados sí depende de 

que se identifica con l.a ve:Locidad de deriva. Por J..o 

anterior dare:noa J.as conc1us1.ones para cada una de J..as 
··,, distintas identificaciones. 
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LA VELOCIDAD DE-NUMERO co¡¡;o LA VELOCID.D DE DERIVA. 

Si hacemos esta identificación ia ecuaci6n para 

n. en e1 régimen de Navier-Stokes está dada po~-(ver 
ec. (79)): 

dn .. = _ ( ~ + ~f' '). vn. + o v-an .. 
";lt· ••• ( 93) 

Esta ecuaci6n difie~e de ia uti1izad~ usuaJ.mente en ia 

.1iteratura, sin ~mbargo pue_de ser expresada en otra fo!: 

mamas augerente>.ei,uno uti1iza ia condic~&n ~ (V·~) 

• O • Cuando e:L gas está en reposo ea fáci1 ver que ae 

aatis1:'ace ia sigu_iente reiación entre : 

de donde: 

Si es constante tenemos que 

--~--,~--- ~ .. , ·----· 
- ••• ( 94), 

••• (95) 

V<. v-C:) = o por tanto 

como (95) puede ser reescrita en ia forma: 

tenemos al. tomar ei gradiente de esta ecuaci6n y aupo-
niendo que w 
que: 

se identifica con ia ve:Locidad de deriva 

••• ( 96) 
se ha uti1izado ia reiaci6n _o .• En ei ca-



J::r:I.:1.5) 

eo de enjambres .( e ~ .......... n ) se conc:l.uye que: 

ea decir: 

E· vn,. = _ -k 

..:;;. • ( 'V(Qn .. )) 

V• C: 

(E"-i7.).,_ <.v(vn.,) 
v. e:,. 

••• { 97.) 

• •• ( 98) 
;, 

Sustituyendq 1a ~cuaci6n (98) en.(93) se pbtiene que: - .. 

ea decir: 

donde: 

fD = t)j! + 

+ .l. .. ~ ••• e 99 > 

--~~=~~~~ (-~--

L 

••• (::1.00) 
------------------·------·-------- -~- ----~ 

••• cioi> 
Eatas ecuaciones indican que 1a difuai6n. es aniao

tr6pica, reau1tado que ea aceptado actua1mente en 1a 1~ 
·, teratura ( e, 3, ) • 

Es importante notar que no se ha uti1izado hasta 

este p~to 1a a~roximaci6n de Lorentz, por 1o qu~ este 

reau1tado ea vá1ido independientemente de:l. cáciente de 

maaaa. Debe notarse ta.~bi~n que·hemoe tomado imp1ici -

tamente 

En e1 caso unidimenaiona1 obtenemos a partir de ia 
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ecuación (1.00) que: 

donde 

•• ~(1.02) 

.DL ea el. coeficiente de difusidn a 1.o 1.argo del. 
1 

cam-po. 

Paaa.~~s ahora a ana1.izar el. fendmeno de difueidn 

.en retroceso ~ar~ ver ias predicciones basadas en 1.a ec. 

( 1.02). Dado que •~s"j:;a ecuacidn tiene 1.a mis'7la. forma. que 

1.a uti1izada por Dahl.quist, tenemos que el. cociente 

,._/'t.,. (ver ec •. ( 90)), está dado por: 

!. 
----=--·-- =f'o 

·., 

1.a -dnica diferencia. con 1.a ecuación (90) dada por 

Dahkquist, es que -a-parec_e-el.-coeficienta.:::.?-e -~i:f;~dJJ.:~· .--~--~.::::"""--
1.ongi tudinal. y no el. transversal.. Tomando , al. igual. que 

Dahl.quist .>-\'.:l.,. ~ /3 donde \:>"T ea el. coeficiente de 

difueidn tre.nsversa.1. ( \::>~ l:> ) obtenemos: 

••• (1.04) 

Anal.ogame-nt e 

mera cámara y 'Ud 

1.o s eva1uamo s en 1a. pri-

es :La segunda. 

Las ta.b1as I y II:I muestran 1oe va1ores experimen-

tal.es y tedricos del. cociente para. distin.t.:>e va-

1.oree de "'lp en 1a primera cámara. La ta.bl.a III 

mueetTa. 1.oe resul.tados para Nitrc5geno. 
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l~/p)._ 1Jd 

.2 2.8 

.4 3.3 

.6 3.6 

.8 4.2 

l...O 4.8 

Tabl..a :I. 

vo\\. -'-
e=;. -"a 

(V;.~~ ... ,. p 

,._ ·~5,_...\\, 

"!-~' 
.05 

.07 

.os 

.os3 

t ... X.n ~ tL&-

l'=~o-11,, 
't,; .... C Ift)i. 

.04 .03B .-f:J07 

.06 .04:> .008 

.07 .04S .009 

.oB .057 .010 
-- -r--~-.cas .064 .Ol.l. ! 

Val.oree experiment1?.l.es ºy tecSricos· nara t./::. como f1:1ncic!n 

' del. val.ar de ( V:/p.. ) · en l.a segunda cámara. El. val.or de 

' v_. hay que mu:i:ti-pl.icar:Lo por 105 '-/~ • :Las unidades 

de (.E.¡~\, eon uo\t:/ ('-· -"?!) • (..A:/;..,).-.,. representa :Los val.o-

res ex-perimenteiee reportados por Da.h:l.quist(Gl.)• no hace 

un análisis sobre los errores ex~erimental.ee. ''~orepr~ 
aenta el. cociente a.¡¡_., cal.cul.ando con :La ecuacicSn 104 

y ~4;..)_. es el. cal.cul.ado con ia ecuacid'n ( 9l). 

E1 'V1Ll.or- para 'a ha sida tomado de Town.send y Bail.ey( SZ) · 

. ..l..011 va:i.ores .. -de ..,d de Pack y Phe:Lps<.~3 ) y ei cociente 

de Wagner. Davis y Hurst{55). 
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{W/p)., 
-:-. ,, 

(...Y.;...) .. .,.p 1-u;, 

Pc'ls-v\ P• ,.,_\11 .. , ...... (A./i..\ .. 
.2 2.8 .025 .030 .004 

.4 3.3 .035 .035 .005 

.6 3.6 .0420 .038 .006 1 

.a 4.2 .0425 .045 .044 .007 
------------·------

1.0 4.8 .045 .048 .oso .007 

!fab1.a II. 

\ .La 1.eyende es análoga a 1.a tab1a I 

- ---
,. 



NITROGENO 

·1·· 
¡.,·_ 

'1;?,. 

(.1!/,.) - .'Z. ~ ..L-. , --~ 

l;'ñ>), ,,... .. 
1 7.72 

I:I:I .l.9) 

\ 
• C>C. .069 

--=:..,.-~-.-----'-~~o:.- ....... ~ .. -- 2 l.2.7 -- 'l ....;· - ----

. · 

3 l.7.J.. • .1.4 .- 1 ~ .33 .l.40 

4 21.1 

8 35.7 ·"28 • 5J.. .254 

10 42.0 .?.3 .55 .286 

l.4 
.~8 

.18 65.J.. • a.t5 .C:.5 .383 

' 

~a.bl.a :III. 

La l.eyenda es a:ruU.oga a l.a tabl.a I. sol.o que en este 

caao 1.os vaiores ,.ara "• fuer.en tomados de Lowke{ 59 > • 
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De 1as tab1as es posib1e observar que si uno uti 

1iza una ecuación de difusión anisotrópica (ec. 102)• 

ios resu1tados te6ricos se mejoran mucho con respecto a 

ios obtenidos en base a una ecuación con difusión iso 
( ~ ,, 

tr6pica ( ec. (-87)). Pare. _'E/r> 'l, J.. e-. ;:::;_"'Z> 1o s resu1-

·tados teoricos son be.ste.n.te parecidos a ios experiment,g_ 

.1ee. Notamos qu~ para nitrógeno 1os datos teóricos ba-

aados en difusión isotrópica son mejores a 1os basados 

en difusión anisotrópica. 

Es importa~te mencionar 1a forma en que se han ob

tenido 1os datos que hemos uti1izada para hacer 1a com

paración. en.particuiar nos restringimos a1_coe~iciente __ .,_. .. - . . ·. -·"···---~~--~----·-· - ~. ¡-· 
de difusión. Hasta anees de 1560 en todos 1os trRbajoe 

experimentc1es se part~a de 1a hipótesis de que 1a difla 

ei6n era isotrópica y se.-desarro11d -u.na--:t~()!14QE>:.-:::-PS,re,-:-~m~c-=:-...::-·-·..c-:.. 
dir e1 cociente conocida como e1 mtStodo de 

Town.send-Huxl.ey. e1 cua1 es un método estacionario 

( ~ = o ) • Posteriormente se desarro11Ó otra ttScnica 

experimentai. con ia cua1 pod~a ser determinada tanto 

1a ve1ociead de deriva como e1 coeficiente de difusión. 

basada en e1 estudio de una ecuación tipo difusión pe.-

ra e1 caso unidimensionai. Esta 11itima técnica se ca-

racteriza por ser no estacionaria y se 1e conoce con e1 

nombre de método de tiempo de vueio< 55
). 

Dado que 1os datos para e1 cociente D/41\ {con ~ 

ia movi1idad) obtenidos por e1 métod9 de tiem~o de vue-

1o9 difer~an sensib1e~ente de 1as obtenidas con ei métg_ 

4o de Towasand-Hu11.ey. surgi6 1a idea de considerar ia 

difusión como anisotrópica(SS). Posteriormente quedó 
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este.b1.ecido e1. fenómeno de anisotrop~a. en la di:f'usión. 

Actue.1.mente se acepta que mientras que e1. método de 

tiempo de vue1.o da e1. coeficiente de difusión 1.ongitu

dina1., e1. método de Townsend-Hux1.ey dá e1 coeficiente 

E1 método de Townsend-Hux1ey supone que 

1.a difusión e~ isotrópica. y por tanto puede uno cuestiz 

narse si loa da.tos obtenidos con e1. método son confia

bles. Lo anter~or ha sido anal..izado en la 1.itera.~ra. 

obteniéndose que ''·en:· muchos de los ca.sos 1os datos obte

nidos con el método.de Townsend-Hux1.ey en efecto dan 

el coeficiente de difusión trio-.naversaJ. • sin embargo en 

caeos como e;i. Argón ésto se he. puesto en dudaS"'i) 

~-"~ .-.. ~~-- ---- :Vemos pues que es poeib1.e que e1 va1.or--"tome.do-pe.r~ 

el coeficiente de difusión transversa1. no sea. confie.bl~ 

ya que éste ha sido obtenido utilizando el método de 

Towneend-Huxl.ey. 

punto en e1 presente trabajo y nos contenta.moa con es

tablecer que las pr·edicciones basadas en une. teor~a con 

difusión a."'.l.isotrópica son substancialmente mejores que 

una teor~a que considera difusión iaotrópice. en ei ca-

110 de Argón. 

Puede uno -pregu_"'.l.tarse que es 1.o que su.cede si uno 

toma los resultados en el régimen de Burnett. Desgra-

ciada.mente no tenemos, hasta el momento, una forma de 

-evaluar la cantidad por lo que no es posible 

hacer .un cáJ..cu.1o y tenemos que restr·ingirnos a hacer u-

na eve.J.ua.ción cue.1.ite.tiva. 

Utilizando 1.a ec. (86) tenemos para el caso unidi

mensional y para el. régimen de Burnett que: 



que uti1.izando 1.a co~dici6n 

cribir como: 

donde 

'I.IY..22) 

= ee puede ee-

Eeta ecue.ci6n da 1o~ miemos resuitados obtenidos en ei 

r'gi:ne!.'l de Ne.vier-Stokes si tomamos para "D" e1. coe

~iciente 1.ongitudina1 reporte.do experimente1mente. 

__ "~----~-in embargo__ ~· _depende de 
dimensione.1 tenemos que: 

'V: _C.:. ___ =Y=_t!e.re.~-~1. . cas9_un~--
! 

donde '-f es una fu_"'l.ción que .so1o depende de1 tiempo. 

Si. C.o no depende de \- tenemos que C.o ~~\ - v.(!;. -;! +e::. (o) 

y entonces podemos c~nocer v. 2. ei. sabemos ei va.1or 

·de c... ea dos puntos. As:! pues -.:::,• depende de 1.ae coa 

di.ciones de contoino que cump1.e e~ • 1.e.s cua1es pue -

den variar dependiendo de1. arreeio experimenta1.. Este 

tipo de problemática no ha sido considere.do en 1.a 1.i.te

ratura y no pe.rece fáci1. e1 incor"9orar· este hecho en e1 

an.41.isis de los datos experimentales. 

' ,/ 
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-LA J:DENT:I.FFACIOI-T USUAL DE LA VELOCIDAD DE DERIVA. 

Como hemos visto anteriormente, 1a parte de_1a ve-

1ocidad de enjambre pro'Porciona1 al.. campo eit!ctrico se. .. 

identifica con ia veiocidad de deriva. Si e1 gas eet4 

en re'POBO <C",,,-:;, = O ) se tiene que: 

<2:>- <2:.> 

por tan.t.:i a orden cero 

••• (105) 

~~ = o • A primer orden tena-

moa para 1a ve1ocidad de enjambre que: 

;¡¡ _ <2:~''-<C..>t''-= _ _n:_"t> 1 9 <.~}- o .. ~ .. ~ E'~ 
.. n~n~ l n '" 

donde se ha utilizado ia ecuaci6~-- ('73) 7'- Tom~do-e1 · c,a.r;:-~-
' 

. 110 de enj embree ( ~ << ..l. } 1a -ecuacicSn en terior se r~ 

duce aa - -- -- --··-----------

y de aqu~ se obtiene para 1a ve1ocidad de deriva: 

••• (106) 

:Introduciendo la movi1idad (4) definida 'Por la re-

1.&cidn de Einstein: 

••• (107) 

1& cua.1 ha sido discutida extensamente en 1a 1iteratu

ra( 12. >. 
En -tt!rminos de :La ve:Locidad de deriva, dada por 1a· 
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ec. ( ), ia ec. (79) pu~de reescribirse como: 

••• ·cios) 
Que difiere de una ecuaci6n de difusi6n ±sotr6-pica por 

1 
ei tlfrmino Lü ·• \/ n.. aunque. como hemos vi ato este t!Srmi_ 

no se puede despreciar ai tomamos 1a aproximaci6n de 

~ a primer o%:den. En este caso reeu.1.ta ser que 

~ = o y ia ~cuaci6n que se obtiene éa ia ecuacidn 

de difusidn isot:i: -Sp;Lca para el. caso estacionario 

( ~ '.: o ) •. 

-~~------~------ ~----•• ~ ( 1:~9:>~-
En e1 régimen de Burnett se tiene para l.a ve1oci -

dad de enjambre que: - ::--::---_-_-------_--_-· ---------------------· 

por tanto util.izando l.oa resu1tados a primer orden y 1a 
: .L (A -r1 27) a.e ·obt~ene I=. l ecu.aciu:r'.!- • ... • -

ñ1'. -- - ( ~ ... s_" ~ 
''-'· \. "• "•) Ja ••• (110} 

Bn primer 1ugar, cuando l.a densidad de niSmero ea 

conata..."l.te, sabecc.os que se cumple l.a condici6n -v- w -<=> 

-:r por tanto tener ademá.s 'V. C:. = o parecer ser dema-

-aiado restrictivo. Como es conocido, esta ~l.tima condi_ 

cidn ea una condici6n necesaria para que el. fl.uido sea 

.:i.ncompreaib1e, o en otr·oa términos; si J...a·· densidad de 

_; 
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maea.tota1 es constante. entonces de 1a ecuacidn de co.s 

tinuidad se obtiene que V· eª O Podemos pregunta!:, 

nos entonces si n 

ra esto ca1cuJ.emos 

imp1ica que c.\c. •. pa- ... 

: 

+ ...... 

Hemos uti1izado e1 hecho que e ea constan.te 9 De 

este !>ar de ecuaciones vemos que e es conetente eo1a-

mente cuenda; == o y vn .. = o • o ( 

Q ___ . __ • __ 

En ei primer caso obtenemos -~;;-~s·:i.~aci~n -en ·:ra.·~.:.-¡ 
cual.. no hay gradientes de ""' y ésta no var:!a. con e1 

tiempo• para enjambres .éste_no_ :pue.de_ -~-~±" _ _!3_1 caso. La. 

condicicS'n ......... - ""'"' = o imp1ica que se ·t·;¡:-;;;e-~yno.:~==-= 
doe componentes, si pensamos en atemos ionizados que se 

encuentran en un gas neutro de dichos átomos, tenemos 

que 1M-,.. = ....._.,, aunque ( ""'- .. - ..u.'!>) es estricta.mente die-

-tinta de cero • 

.Entonces, cuando í\ ea constante• 1a mezcia bina_ 

ria no puede considerarse como incompresib1e. Sin em

bargo. tiste :no es un argu.-nento para inva1;i-de.r 1a condi

cidn "3 - eª O • ya. que ésta no es suficien'!;e para 

q_ue e1 f1uido sea incompresib1e como sucede para un f1;!! 

ido ea·trati:fice.do ( Z.~ ) • 

La ec~aci6n diferencia1 parcia1 que cump1e 

en e1 régimen de Burnett, está da.da por ia ecuaci6n 

_.-( 86~) y a:L -tomar en cuenta ( iiG) se puede reescribir C2: 
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moa 

••• {113)º. 

Eata ecueci6n difiere de 1a uti1izada por el.. tér-

mino UJ ~ • Intr-oducioendo :La e-

cuaci6n anterior toma la forma: 

••• (l..14) 

Que es una ecuaci6n tipo difusi6n con un término 

~diciona1 en la deriva. El.. cociente ./'~.1.c_,ea_tá.jlado~-¡--~· 

por: -1 

..i.yD -

••• (115) 
Si V·c."°Q ;< o tenemos que no se C~"np1e 1a rel..a

ci6n de Einstein en el régimen de Burnett. 
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Conc:lueionee: 

Como se menciond en :la introdu.ccidn, :ta presente iU 

vestig.,._cic5'n t.en:!a po:r objeto estudiar el. Régimen de . 

Burnett para enjambres de part:!cul.as cargad~e. En e:t 

caso· unidimensional. 1a ecuacidn util.izada e~{r.O) 

••• (1) 
Una primera tarea ha sido el. ver que tipo de ecuaci6n 

se obtiene para OA util.izando el. método de Chapman

Enekog a segundo orden. Dado que resoiver J.a ecuaci6n 

in1;egra1 que satisface .f"l¡:,) 'ver ec. 55) no ea un 
-·"'---""'-'--"-~--..:-'""'~~=--'-----='--=-~°'"--·-

·-º prob:lema triviÉ.1, nos hemos avocado a ver si e.e poeib1e 

cerrar 1as ecuaciones de conserva.cidn en.el. Régimen de 

Bur:nett. Esto .. e e, . si . po.d_e?ll.O-ª.__ (l.9_11.0_ c_~~ __ l.!":B __ (lº_ntr:i,_:bucio-

nea a segundo orden para el. tensor de esfuerzos y e1 

.fl.ujo de cal.ar para 1a mezcia binaria sin reso1ver para 

{"'.,> Lo anter:ior fue hecho por Chapman-Cowl.ing{ l.) 

para el gas simp1e, y para J.a mezcia binaria mostraron 

<4 B) que 1a cont:ribuci6n a segundo orden de l.a ve1ocidad 

de difusic5'n tembien puede expresarse en términos de e~ 

·,tide.des a primer orden. Nosotros hemos demostrado que 

para e1 tensor de esfuerzos se tiene un resul.tado a.n.á -

1ogo (ver ec. 64) no siendo as:! para el. flujo de ca1or 

( ec .• 62). La conc1uaicSn de l.o anterior ea que no ea po

.aibl.e en gene:i:·ai cerra.ic l.as ecuaciones de conservaci6n 

uti1izando ésta-metodo1og:!a, debido a que l.a contribu -

buci&n a segundo orden del. fl.ujo de calor no está expr~ 

.ead'a so1amente en términos de cantidades a primer orden. 



0-2 

Aunque los resu.itados áhteriores no son muy alent~ 

dores ea im-porte.nte tomar en coneideraci6n el tipo de 

sistema en el. cue.1 est1:>.mos interese.dos que es el. de· en-

jambres de -part:!cu.ias c.arge.de.s. Aqu:! existen une. se 

rie de métodos, algunos de los cuales se han descrito 

brevemente en el capítulo I, que consideran situaciones 

en 1e.s cuales el .ca·--.po eléctrico no es pequeño• tenien

do se as:! la. posibi:l.idad de estudiar situaciones que no 

ee encaentre.n ·cervS:' del e~uilib:::·io. Ce.be e.él.arar que 

Kumar-Robson(l.S) menci9nan que aus técnicas (parecidas 

al. método de Chapme.n-Enskog) se pueden e.pl.icar a campos 

moderadamente intensos. Este.e técnicas dan como resu1-

_:te.do J..ae 1-1ame.das reJ..acione e genere.1-ize.das .. de_.E:Lns:tein.-,~ "-¡

Townsend que no aon mas que extensiones e. la re1aci6n 

de Ein.stein-Townsend 1e. cue.1- de. une. re1e.ci6n entre el. 

coe:fic.iente de di:fuei6n y-:1a-moiri1i.dad· -
~ ,. '\ /'a"T 
4t Q 

siendo ~ l.e. carga de :Las part:!culas carga.das. Este. 

re1aci6n ha sido considere.de. en el análisis de J.os ex 

-périmentoe<73 ) como vá.1°ida en el 1:!'.mite de campo nul.o, 

eitue.ci6n que no ha sido analizada experimente.mente de 

· ·:t>ido e. di::f"icule.·.ades técnicas. Es importe.nte notar que 

adn para campos pequeños, la re1e.ci6n de Einstein

Towneend no se cumple para ea.ses monoat6micos, aunque C.2, 

mo hemos mencionado en el 1-Ímite e - o es im-¡;:iuesta. 

Por otro lado, pe.re. algunos gases pol.ie.tómicos existe 

une. región :nas am-olie. ó.e campos para l.a cue.1 le. rel.aci.~n 

de Einstein-Townsend es vá.J.ida. Esta situaci6n es en 

cierto sentió.o paradójica ya que como J.a re1aci6n de 
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Einstein-Townsend se puede o~tener con el metodo de 

Cnapman-Enskog al resoiver la ecuacidn de Boltzmann 

l1ega uno a la conclución de que ~sta debería mantener

se como válida en una región mas amplia de campos q~e 

para 1.os gasee poliatóm:i.coe. Es posible por tanto que 

para.:. ioe gases monoatdmicoe el comportamiento de1 co

ciente ~/~ sea una manifestación de que en el 1!mite 

E-> O 1a relación de E:i:.nstein-Townsend no eea válida. 

Cabe aclarar que pa:r·a derivar· esta re1ación es necesa 
• "!'· .. ' 

rio utilizar 1a identificiacidn usuai de la velocidad 

de derive .• 
e;,.t 

Otra cant.idad importante en las med:l:ones :La conet..!. 

tuye la velocid.ad de· deriva o equivalentemente J..a moví-

en algunos casos esta '11tima cantid~:d no so1.o depende 

de1. cociente sino que además existe una dependen-
cia con la densidad. I.os ·trate.miento e para··exp1.1.'ciar-e1- - ·· --.. -·

fendmeno son variados y no. nos detendremos a deta1.1.a.rJ..os~l1) 
Lo que si mencionamos es que aJ.. menos dent~o de1. trat~ 

miento dado por Wannier·este hecho no tiene una ex~1.iC,2: 

c.ión teórica..<~~) 

Loe experimentos de enjambres de partícu1as carg~ 

das son real.izados a temperatura y presión constantes. 

Para. hacer eJ.. anáJ..isis de ~stos se narte de una ecuación 

~ipo d±fusión de J..a forma: 

d.onde es la veJ..ocida.d de deriva y tl:> e]. tensor de 
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difusión oue .no necesariamen~e es isotrdpico. 

Vol...viendo ai prob1ema planteado anteriormente, en 

e1. sentido de que podemos decir· en e1. régimen de Burn.ett, 

nuestro problema fue ver si es posible obtener una ecu~ 

ción ti.po difusi6n en el caso de enjambre•. :La forma en 

que procedimos se be.s6 en e1. tra.~a.jo de Hireichfe1der et 

a1. ( '1 ) quienes mostraron que, en e1 ceso en que ia -pr~ 
ei6n y 1.a temperat~ra :totales de 1.a mezc1.a binaria son 

constantes y cuan.dd n,o hay campos externos• ea -poeib1e 

obtener uti1.izando 1.a soiución a primer orden en e1. m'

todo de Chapman-Enekog 1.a siguiente ecuaci ón para n... ~ 
~~ .... - ü? • vn .. ~ t::. v2 n ... 
. con t::> e1. coeficiente de difusi6n y _ Gl" .-.1..a __ vel...ocida.d _ .. -~¡- _ 

de. n..S.mero que cump1.e 1a condici6n V• W:. ü. En e1 caso 1 

unidimensional y para un sistema que se encuentra en u-

na cavidad - cerrada ·e11os ifomru:1-l.U:;: o-·ob·t·en:i'en~aeí=1.-&--.::-c:::-:=...-:--::::== 

ecuaci6n de difusi6n. Por tanto dado que en enja.:nbres 1.a 

temperatura y presión son constantes, decidimos introdu

cir exp1.icitamente un c~mpo e1.éctrico y ver que resuit~ 

dos se obtienen. a primer orden. E1 resu1.tado obtenido 

en e1. ca.p!tu1o II muestra oue se obtiene una ecuación 

~ifeiencia1 parcia1 no 1.inea.1 que en e1. caso de enjam 

bree se reduce a una ecua.ción tipo difusión de 1.a forma; 

••• ( 2) 

donde ü!' es 1.a veiocida.d de número que tiene divergen_ 

cía nul.a. Esta cantidt.d no está eva1.uada a primer orden.· 
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Si uno quiere aproximar IAt ·oe. orimer orden ·. -t.l.l ..... W (•) 
debe pedirse que 'V•W''.., "'"º , en ·ta1. caso se ha mostrado' 

en base a estimaciones que 1.a ecuaci6n anterior se re

duce a: 

Bstae 111.timas ,dos ecuaciones pueden identificarse 

como 1.a ecua.ci:&n tii>o ,difusi&n e difu.si&n isotrópica) p

ra e1. caso estacionario tomando 1.a identifica_ci&n usua.1. 

de 1.a ve1.ocidad de deriva obteniendose a.demás 1.a re1.a -

ción de Einetein-Townsend. Sin embargo si uno no eva1.ua 

__ ~.!-'-~. ve1.~c;:i_dad de n6mero a primer or·den se C>E:t.~e!_l;e l.l_:n~-~=-" 

cu.ación más genera1. que 1.a. ecuación utilizada para cam-

pos -pequ.efioa. Es posible mostrar que si además Q•C: =a 

entonces 

••• (3) 

-¡--" 

que ea la ecuación tipo difusión con difusión isotr&pica, 

uti1.izada hasta antes de 1963,cuen.do se utiliza. 1.a ide~ 

'._:tificaci&n u.sua.1. de la velocidPd de deriva y por supue.!!, 

-:.,o en este caso se obtiene la :relación de Einstein

~ownaend. Entonces solo en e1. caso en que V • C: =- o 

se puede obtener J.a ecuación tipo difusi&n( 3) y la rel.!!: 

ción de Einatein-Townsend cuando u.no utiliza la identi~ 

·:fica.ci&n usu.a1. de la veJ.ocidñd de deriva. 

Lo anterior ~uestra que para obtener los resulta 
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dos en eJ.. :i:-~gimen de Burn.ett_~un.o puede tomar temperatura 

y pxesidn constcnte si uno está interesado en estudiar. 

fen&menos de difusidn en enjambres. Dado que J..a contr~ 

buc:i.dn a segundo orden para J..a veJ..ocidad de difusi&n_se 

puede expresrr en términos de J..a soJ..uci&n a orden cero 

y a orden uno, se ha evaJ..uado esta contribuc~cSn. Para 

~"'"' hemos tomado· J..as expresiones dadas en J..a aproxi

maci&n o modeJ..o de Lorentz que es un caso distinto del. 

de moJ..écuJ..as eimiJ..a:r.ee tratado por Chapman-C,owJ..ing para 

evaJ..uar J..a contribucidn para.J..a veJ..ocidad de difuei&n. 

-\•t•') se ha aproximádo por eJ.. ;:irimer orden en e1 mé-

todo de Enskog 

rar \-•l"=- O que e·s el. ~o.so tratado en todos J..os trabajos 

en enjl'lmbres y que corresponde a tomar-·ia.···:f"U:"lc:fó:ñ~de .. ~, '-¡-~-

' d:i.etribucidn del. gas como una I-:laxweJ.J..ia.na. Los reeuJ..t,!! 

dos as:! obtenidos se_~-~!'r_~s-~_~n-~_.$~!Il1:~<>...s. __ ~_e ciertas Í!1 

tegraJ.es en J..as que apare~e- ei potencial. a:0··i.nterac-cidn.-; ::-===== 
iae cual.es han sido evaJ..uadas para un potencial. central. 

cuya de-pendencia es de la. forma r-t.r-a\/@°-•)con >1 E 1~ 

y ":..., 

En J..os cáJ..cuJ.os real.izados en el. régimen de Burnett 

hemos tomado por simnJ.icidad el. caso unidimensional. y 

3-a condicicSn 7(V-C:) =o que, como hemos visto en el. C!l 

pitu1o II, es necesaJl::i.a i::e.ra que el. método de Chapman

En.l!lkog sea consistente matemáticamente. La relacidn 

V•C: -= O es cJ.a.ramente un caso -particul.ar de esta CO,!! 

dicicSn. 

La ecuacicSn para º'" obtenida en base a J..ae con-
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sideraciones anteriores es: 

"<>..lla. - - C. Yl +-~ -\"" ) '.!le ~ (.t:> • '5 '-,'o. 
~~ - ~ ">• ;;>.;: T &J -~'Z 

donde 1, y "lzson proporciona1es ~ ~c:"(ver ec.86) •. Es· .. 

intere.sante notar que n·o se obtienen deriva~ns de tercer 

orden en 1a ~osici&n como en 1a ecuaci6n { 1). Si V•C!:. "'º 
y uti1izamos 1a identificaci&ri usua1 de 1a ve1ocidad de 

deriva obtenemos que no existen modificacC.ones a re1a

ci~n de·Einstein-To~send y que 1a ecuación,tipo difu -

ai&n resu1tante es 1a misma que en e1 régimen de Navier

Stokes: 

*º• : _ ~ ~·+ "'t) d"1..0A 
~ •« .,~~ 

Como se ha visto, es posib1e obtener 1a ecuaci&n 
-·--:...-~-;..---"""'------· _-. -= -=---'-¡-= 

t-:ip·Ó· difusic5n uti1izadr_ en 1os ex-perimentos { ec. ( 3)) y 

1a r·eiaci&n de Einstein-Townsend cuando uno uti1iza ia 

id.entificaci6n usua1 __ de_ 1a _ve1o.cida.d .de .. derj,:Y~3':::-:La~ou::-:-:·c--==~-= 

d.icicSn 'l·C:. =o Además 1os resuitados en e1 régimen 

de Navier-Stokes y Burnett, son 1os mismos en estas ci.!:_ 

cunatancias. Sin embargo ia re1ación 'l•C:. ,._ C) es en 

nue11tT& opinion demasiado restrictiva ya que sabemos que 

1a densidad tota1 

1a densidad tota1 

-t.. 11e tendr!a que 

de n~mero ea 1a que es constante y no 

de masa, si esta Ú1tima fuera conat~ 

en efecto Existe una si-

tuacicSn particul.ar en 1a cua1 es p1ausib1e tomar 

teniendose que 

como por ejemp1o 

esta corresponde a tomar 

corresponde a átomos simp1e-

•ente ionizados moviendose en un gas de estos átomos. 

Por supuesto e11te caso ~o ha sido contemp1ado por noso-
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troe ya que hemos tomado ia _ _;i.proximaci6n de Lorentz. 

Si. v•C: 'i- o pero "1CV·1:.)-= o como debe de suceder 

para que e1 método de Chapman-Enskog sea consistente m~ 

tem~ticamente, J.a situEO.ci6n cambia draeticamente at!n 

utiJ.izando J.a identificacicSn us'-'·ªJ. de J.a ve:i,ocidad de 

deriva 0 ya que en éste caso J.a reJ.aci6n de Einatein

Townsend sigue siendo válida ( en e1 régimen de Navier

Stokee) pero J.a ecuaci6n de difusi6n toma J.a forma~ 

-;i na. . ~ ·' : <>-a." 
'S'"~ - - c~~-..r..) ~ .;:; °t>' ~ 2. 

En este caso unidimensional n.o es posible argu..-nentar que 

IA.) ,~ -= o y.tenemos un término adicional. en. J.a 

deriva. 

Si uno considera eJ. régimen de B~z:ie."!?~• _s_'7 ~"!.~~e 

1a reiación de Ein.stein-To\Ynsend se ve modificada. ;,---T-que 

].a ecuacicSn. para n.. toma ].a forma: 

:#na 
~ 

donde ea 1a v.eJ.ocidad de deriva a segundo orden 

y '\:) .. ea un nuevo coeficiente de difusi6n que es J.a suma 

de ~ y una parte proporcional a V·~ La caract~ 

r:!etica principal de estos coeficientes de transporte 

~e que tienen una parte ~ro~orciona1 a J.a divergencia de 

ia veJ.ocidad de masa teniendose por tanto que ~atoe de

penden de J.as condiciones inicial.es y/o de contorno im

puestas sobre e!; Por t2.nto ante distintas condici.2, 

nea de con.torno(geometr:!a) son distintos. Este tre.bajo 

no es de ninguna manera sencillo y será analizado en un 

futuro as:! como· J.a evaJ.uacion de V• C:: 
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Hasta aqu~ hemos ena1izado 1as conciusiones obten~ 

das uti1iza.ndo 1a identificaci&n usua1 de la ve1ocid~d 

de deriva y veremos ahora que se puede concluir si ide~ 

tificamos la ve1ocidad de deriva con 1a de número. Cabe 

aciarar que además de 10 menci·onado en e1 cap~tu1o III • 

1a posib ::Lidad de· ésta identificaci&n se sugirio' como 

un~ posib1e forma de ex~1icar la de~endencia de :La mov~ 
. ~ . ' 

1idad como funcidn de ·ia densidad y e1 fen6meno de di-

fuei&n en retroceso. En este trabajo nos avece.moa so::La-

mente al segundo cas~. 

Uti1iza.ndo ~ata identificaci&n, la ecuaci&n que se 

·ob"tiene en e::L régimen de Navier-Stokes ea ·l.:a.··-siguiente~ 

ecuac:i.&n se puede reescribir como: 

:: - V tvo.) 

1 

~eniendose como resul.taeio que 1.a d.ifusidn es ai:i.isotr&p_i.· 

ca.. Este hecho es resu.1tado de :La identificaci&n pro

.pu.esta y 1a cond.icidn de consistencia matemiltica <7(-W·~)• º· 
Wota.~os que en éste caso :La ecuación con difusión ani

.otrdpica es equivalente a una ecuaci6n con difusidn ~ 

sotrdpica con un término adicional en 1a deriva, si éa-

~a. equ.iv~iencia ee cierta puede en ~rincipio checarse 

esperím.enta1ment•• no se ha hecho debido a que e:i. aná-

1~• n., es directo y habr~a que hacer un ea~udio ex-

.... stivo sobre 1oe experimentos de difusidn iaotrópica 

7 -aa.:L.eotrcSpica. 
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Por ~l.timo damos l.as concl.usiones óbtenidás a.1 a.n~ 

l.izar el. fen6meno de difusión en retroceso que como he

mos mencionado sel.e ha considerado como·un fen6men~.P~ 

ra el. cual. es necesaria·ia considernci6n de regimenes 

mas aJ.l.a del. de Navier-Stokes. Hemos visto que si uno 

util.iza una ecuaci6n tino difusi6n anisotrónica y util.~ 

za J.a teor:!a desarrol.l.a~a por Dahl.quist(Gl.)-entonces 

J.os resUl.tados_teórtcós corres~onden con J.o~ experimen-

tal.es para el. Arg6n. La discre~a.n.cia máxima ocurre a 

campos grandes y es de~ orden de un 20~. desgraciadameu 

te en el. art:!cul.o de Da.hl.quist no se reporta el. error 

experimental., pero de acuerdo con el. estatus de otros 

··e-:icperimento s podr:!a uno pensar en que su· :incerti:dumbre 

pueda ser del. l.O~. Los ca(J.cuios que hemos real.izado 

muestran por tanto que si l.a difusión es a.nisotrÓnica. 

·. -, 

J.oa resul.tados ta&ricos obtenidos mejoran· oaeitente• y-e1-· 

fracaso del. tratamiento dado por Dahl.quist para el. cas~ 

de gases monoatómic·os es debido a que util.izó difusión 

üotrópica. Por o·tro J.ado el. exel.ente acuerdo entre 

teor:!a y axperimento para gases pol.iat6micos ( N -z ) ba

sado en di:f'usión isotr6pica deja de sostenerse a~ intr~ 

4ucir el. hecho de que l.a difusión es anisotrópica. Dado· 

que nosotros hemos tomado col.isiones el.ásticae ~ara ob

tener l.os resultados puede nensarse entonces que esta 

- fal.l.a sea debida a l.a necesidad de introduciro col.isio 

nea inel.áaticas. Cabe acl.arar que J.os resultados obte-

nidos para el. fenómeno de difusión en retroceso ~arten 

de una ecuaci6n con difusión anisotrópica y es indepen-

1 
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diente de 1a teoría uti1izad~ para eet~b1ecer e1 fen6~ 

meno de enieotrop!a. Por tanto toma.~do como cierto e1 

fen6meno vemos que 1a concordancia entre e1 experimento 

y 1a teoría de dada por.Dah1quiet ee fortuita a1 menos 

en 1o 9ue .resyecta ai nitrdgeno. \ 

Como conc1usión :f'ina1 pode:a.oe decir que no ee ha 

obtenido una ecuaci6n con derivadas es~acia1es de ter

cer orden en e1 régimen de Burnett y que no parece ser 

neceeario introducitie para exp1icar· ei· fendmeno de di

fusión en retroceso para gasee monoatómicoa ya ~ue basta 

coneiderar 1a anieotrop!a en ia di:f'uei6n para exp1icar 

1oe reeu1tados ~xperimentalea. 

\ 

.. -····· 
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NOTAS: 

'l..- -:,En el caso de Nitr.Sgeno hemos tomado la energ~a a 

2.-

- que se encuentrE'.Zl. separados los niveles vibracio
na'l.es t~piccs c:ue son del c5rden de 3 e;¡- <.s I •. 
La diferencia entre niveles rot~cionales es atln 
m4e pequeña(5)por lo que nuestra estim~ci.Sn está 
eobreestimada. 1 

Lo que aqu~ entendemo.s por puntos centr·a].es de re
pu'l.eidn es cua..~do el potencial de interacci6n está 
dado -por: 

,.;, 

cf>cr-) ._ ~.~ 

- C.::-1) 

siendo KtL =:i factor constante. El modelo de 
Maxwell corresponde a •,,.? • e'l. ~aso de esfera du 
ra puede s.er tomando -s-= y \l., .. ~a-¡.,_ • LO ante-
rior puede consultarse en el ca-pft~:l,<?.~~2.. de 'l.a re-
-feir-encia l. --~-·-- -"~ ·-¡-

- .. 1 

3 Para obtener ~eta eeuacic5n se ha utilizado ia e 
cuacidn A._II. 31 d_e_J,, a-p§nd'.!-~-~ _:r~~--- -------------------· 

4 Se ha hecho uso de 'l.a ecuacic5n. (98). 

5 Los valores de las integrales para el mode'l.o de 
Maxwe_l'l. están dados en el ápendice III • ver ecua.-. 
ciones A.III.'l.6 - A.III.23. Para checar rue 'l.a e
cuacic5n es dimensiona'l.mente correcta conviene no
ta~ que (~"""' tiene dimensiones de longitud(72). 

'2.'C.~J 



APENDICE I 

Para. cono·cer expl..icitamente l..a.s contribuciones a 

segundo orden para e+ tensor de presid'n y la vel..ocidad 

de difusi&n. es necesario eval..uar las cantid~tdes I'~ de

finidas por la ecuacid'n ( 63). ;Dado que 15~ = b<.(é~) "d._ 
l..as ecuaciones (64) y (65) to--

man la forma: 

- i s B,..o.. l'.L.y-r dC";.,. 

<L.=it.. 

donde l'~~~r es la parte par en 

Procedemos a evaluar la cantidad 

de 
T' A 

• •• (A.I .o) .,:. 
para po-

teriormente extraer su parte non. ya que haciendo ~sto 

podemos comparar con el. resultado dado por Chapma,r.;_ y 

Cowl..ing( 'IB ) para "T'" ~º"' Evaluamos \"''" coneide-

randa cada.uno de l..os términos que la componen. Susti-

tuyendo "A._ = i..-. C i!!..') (!._ J '\5..._ - -¡::,.._(o,•'\ ;i, ª-...: = "?.:.. (.a' .. ~)<!.~ 

en ].as ecuaciones (51) las funciones de distribuci&n a 

primer orden 

donde: 

se pued~n escribir como: 

~ i(o• li-'• (<Í;.~) 
\ 

.--
••• (A.I.l..) 



A.:I.2) 

i..¡ar...,e. ( ._ .. L, e~ 'L\ 

1 ••• (A.:I.2} 

Es conveniente tener presen·~e las expresi<;>nea de 

y 

A..J:.1) EvB.l.uación de 

+:S.,(~-""-~\_"'~)_.-\- :s ..... \~&ú-~·~"\ 
·--·-----·-

~t» 

;;i.i; 

(. ~~·'>""< ~ \- ""';:"~;_ \ 
:ze sie;ue: 

•• • (A.J:.4) 

en 1a dl.tima. igualdad sé hizo· uso de l.as re1acionee 

e ..... , Las cantidades tambien 

pueden ser evel.u.adas y es :fác:i:1 ver de l.né ecuaciones 



, .. 
~1 .. 

A.I.3) 

e 44) que den contribuciones pares en . d., 
Para se tiene una expresi&n anáJ..og;a:· 

cr •• c. '<:f.\?''''> 1 
¡ 

A.I.2) Eva1uació'n de D.5"<•' y \:>~" 
t:>t 'Dt 

Tomando en cuenta J..as ecuaciones A.I.J.. se tiene: 

o.Sl'~l'' ~ 
,;_;. 

"t:>o ~~ c.: C.. cr:c: V~\ ": la:.~· 'l + c.-vT + ~o 
l>t "PI: t:>t l:>-\. 

T (. C:ct. -:. o;¡C:,.) "Ooo: +- "l::>,· ~ (. C!.. .:r ... ) + cr... ~ .. "D.\)~ 
. "Dt. >=>t 

••• (A.I.5) 

Como · "-: -, e.: ~ \:::>~ dependen de ~¿~"~~~~~~-::-i\~ ..... ~Y--T-J~.-
podemos .escribir al. uti1izar J..a regia de J..a cadena: 

Por anaJ..og:!a con Chapman y CowJ..ing( 45 ) tomamos 
b. c:.1 
~ o • como además (ver abajo 

de ec. 45) se concl.uye: 

-o.-.: 
"Z. T b. ";)~, 

bt :;; ;n-

~ "Z. Th ~ 
- -i:n: 

z; -· .•· 

-.,,..;;--



', 

A.:I .4) 

••• (A. :I •. 6) 

Haciendo uso de 1as ecuaciones (44): 

.-; 

Usando nuev~mé~te 

••• (A.:I.7) 

es fáci1 ver que: 

••• (A.:I.8) 

Su.et;i.tuyendo 1a.s ecuaciones (A.I;7} y (A.:I.8} se 

conc1uye fina.1.mente que: 

;,¡.•ti. (c:·¿~vc:) ?~ + "t:>: c.- "t>r:,f• - ~ '""' ~-~ .. ;~ 
••• (.A..:I .9) 

Para se tiene una expresi&n e.n&1oga. 



l~~ .. 

.A..I.5) 

.A..I.3) Eve.J..uo.cid'n de 

Eval.uaremos primero : 

••• (A. I: .10) 

Se ha utilizado el que si \\N ea un tensor de orden 

2 

-
independiente de C.:: 
~ .f:;. C. • donde 

entonces 

es ia parte eim~trica de1 

'-~-~~~_sor ein traza. Es conveniente transformar 1~--;;;~~~~~ ~(~--=--~~r~ 

-,, 

para compa2ar con loa reeu1tadoe obtenidos por Chapma.n y 

Cow1ing( "ta ) .- -----:-=-=---- ------
De 1as ecuaciones II.b.7 tenemos: 

••• (A.I:.11) 

Por otro 1ado 1a expresión para d.~ • dada abe.jo de 

1ae ecuaciones (50) 0 puede transforme.rae para obtener: 

••• (A.I.12) 
4onde • Uti1izendo (A.I.12). (A.I:.11) queda 
en ia :f"orma: 

(.'~ .. - ~' " y VI\?" ~ ~ - ~e -;t,.._ 
"Dt > e.. r\&.U.a. .. 

~or tanto. a1. tomar en cuenta A.I:.10 se tiene: 



, . . ,_._. 

A. :r. 6) 

+ ~ ~d· ~ <.ér ... .d \ (C.. - ·rn~ \ 
.,.;:a. • . 

+ ~ (~~: ~C:Y? ~ C. VP - ~ -~. (é.á:: : vC::) (<4-J:'z.) 
~. -::ict.z.. • e.. • 

+ ~ tS, (<! .. >•lF":)-Víl~ +~~ .. (e!., • .,.=-<;;)· <7p_~e; C.it-~)-áz. 

···- --···-·· -·· ------···--::: ___ :-=--=-·-. -. - --·--.-. ::::::=---:----(~~·..:l.,.-3-) _________ _ 

Ee conveniente extraer ia parte non en e; de 1& 

espresi6n anterior, teniendose: 

••• (A.X.14) 
Pmra <.~ -~)- ~i¡.•c:..c, se -cuede hacer un cá1cu1o aná1ogo • 

.&..1.4) Eva'l.uac:i.dn 48 c .. ·V,~ .. c''. 

Co-:i.Clere.."l.do <' ,, C!,. ~ t como variab1es indepen-

tli.mlteg, un cal1cu.1.o directo muestra que: 



De A.I.15 es inmediato obtener 

non de esta cantidad ea: 

A.:I.7) 

1 

••• (A.:I.J..5) 

e! .. • 'i7.-it .. ~•\ • J..a parte 

- -----=~----__ -:- -- -----:--.- -~--:_•.-.-tA-.:I·-.-1:6) ------=--=== 
Notando c_ue ~ ~- -::.n. -.o1' !l!> 

;>n.,• ~n .. -:.n_,, y como ;;;>n.., n"I. 

A.I.J..6 se puede escribir como: 

( C: • "'1r ~ .. "') ~- - r-=.: C.. • <\! r (. C:. ~ •• 'i7r C: ') + <>!>~ e,· VT C:°2: ~ vC: 

T 'l!L ~ c ... V n: C!.. º;:r : ve: n -:.na. ... \..:t. 

••• (A.J: .J..7) 

La e:x,,reaión Cf. • v,. f"' "> se puede óbtener de ia 

m:Lmma :f"or!Ila, soJ..o que no dá un resuJ..ta.ao añáJ.og.:: a. A.I.J..7. 



,. 
¡ .. 
'.l;!,' 

.11.·. I • 5 J Bv&.l u~c i6n de Ve: f•<~ c. : VC: 

+ -e.: c... ve 
de donde 

. .,_ ::r _ )..', ....,..;.., ~ V'C: + ~ ~ .. • 2:·. 'VT C:C. : VC.. 'Ve;: í •c.. : ve: · ·....... _'"' 
+ D', do-.. C. : VC:. ;- -:l..~ ... 2;..J;, 2" .. (! ~ "1C: 

+ .~ -e.: .(C..~ : vC: ') (2:.2.' ve:) 

+·e.: ((¿" ... ~c;,)C{ .. ) ~-'VC:.-

util.iza.ndo l.as rel.aciones 'i7 eº - •;re: + ~ b. ~ y. 

c ... <I .. = c-.. ~cr¡- +- ~ C!.... ~----=:--;;~;_-~·- :::11. ·-l.a-~diáda-unídad;--se·----· 

encuentra: 

Para 

•• .(A.J:.l.8) 

se tiene una expresi6n an~l.oga. 

•.1.6) Los t&rminos de col.isiones. 

Tomando en cu.ente. l.o.s ecuaciones A.:t.l. podemos es-



.t~· .. :\ . ,• 

cribir: ' .... 

+ 3~ (°O~ (i .. ..sc: • Q\ I t.:, a..• V\° -T ~ C! • . ¡-~ ) ¡ 
+ 3 ... (e; C.,2°;,, V~ 

1 
B'. c.•c: > VC:) + 3,. (. i...~ d..·V"T + \:>~ a,..¡._ ~o: C1.(.f .. ,qE;) 

+ 3" ... "' <. ,..., e: ... 'Jl +. D'. ¿-,..;r. ... , ¡i..'L a .. --v•· + "t:.'2 crB.~ ... +P.>~ cr .. "'a:. ~ve:') 
~ I 

• --·~~~~-~,==~---· ~--~-~~~.·-,~e 

•• (.a..J:.19) i 

_De esta expresi6n uno puede obténer las partes non y par. 

Nuevamente para -:s.,-+~·e;A----·se- tien~a;-:::~ñónc:::an,!!:=-=.-::= 

1oga. 

Con todos ios cá1cuJ..os anteriores. es posib1e dete~ 

minar I'" •nosotros.estaremos interesados en ia canti-
cilad. \' .. ,... definida por: 

ee decir. so1o se estudiarán 1os ter.minos de arrastre y 

n.o 1oe de co1isioo.es. La razdn de hace·r &sto ea debido 

a que Chap:nan y Caw1ing( 18 ) dan una e::icpresi6n para 

~.,. .. ) • ....._ y podemos checar si 1os c41cu1os !'!Ue hemos 

hecho coinciden por 1os rea1izados por e11os. además 1as 



expreei.o·nee 1as u.ti1izaremq,#3 cu.ando 

de partícu.1as cargadas. 

A. l. .10) 

estudiemos enja~bres 

- De 1as ecuaciones A.I.4, A.l..9, A.I.14. A.l..16 y 

A.l..18 tenemos por tanto que: 

Rearreg1a..~do 1os términos de 1a ecu.aci.&n anterior: 



A.:I.11) 

+ 2:,__ vp . \c. S: \C:C.. : vC:) 
-..n 

••• (A.I.20} 

Si uno compara ~ste resul.tado con e1 obtenido por 

Chapma.n. y Cow~ing(18 ) es posib1e ver que 1oe resul.tadoe 

-~ºson igua1ee excepto por un factor de_ 2 qu~ _ ap_a:r:ec_e ___ e11 e1 __ 
eexto t4rmino

0 
ya que e':> e tiene~- --<..-~~-;-_:_·- ~7 ') - -.-¡-, 

Henios pues reproducido 1oe c-liicu1os para ,,.. .... ) ºº" 
ein emca.rgo es conveniente--ana1izar-1-a--forma::::-erJ:::::~~f-:.~e~=== 

ron hechos ~stos cáJ..cu1os. La-parte medu1ar de 1os cá1-

cu1os radica en 1as sigu.ientcs dos aseveraciones: 

1.) i", <!. , <!., y i: son varia.bies independientes. 
2) e.e.~= o 

-C-1:. 
~- primera condición no necesita comentarse, sin 

,_ embargo en J.a 2) como a = e::. - ;::;. uno podr:!a. to 

mar: 

que en g~era:i. es .. d.istinta de cero. Es posib1e rastrear 

en donde se cebe~a modificar ias ecuaciones si se toma 

•.-ta ecwu:i~n como vái:Lda.. En pa.rticu1ar ei cá1.cu1o de 

-tle ~..._,, •• Yerla llIOd.ificado y dar:!a. una contri-
t:>~ 



,\ 
.\,,. A. I.J.2) 

bucicSn non en '2: dads. por ce~ :vC:) (:l.~~ (!.. %f ) 
que no aparece en los cá.1c~o·s dados por Chapma-Cowl.ing 

para 

Como mencionamos a..~teriormente, l.a condici6n 
Daa.z - O 

1:> ~. 

Cowl.ing( 45 ) 
es tomada impl.icita..-nente 

1
por Chapmen

en el. caso del. gas sim?l.e, donde el. !>robl.e-

ma mencionado aqu~ tambien aparece. 

···--,-~" 

l. -

------==--=-~-.-__ -,_-.. -.. -.--.. -_ ·-. -============ 



APENDJ:CE II 

E1 objetivo de este ap~ndice es eva1ua.r 1a cantidad 

'\/· ( n~n .. (._<c.;>" ... '- <C..7&') ') · y as:! poder· obtener· prediS. 

cienes en e1 r~gimen ~e Burnett. Como nuestro estudio·~ 

eatil dirigido e1 estudio de enjambres de part:!cu1as car-
1 

gade.a 0 tomaremos temperatura y presicSn constantes. Para 

obtener expresiones ~ti1es tenemos que eva1uar cantida -

des como ,(ver ec. A.I.20) • para 10 cuai ea nece-

aario saber 1a fohna· de e.: • 1.; y o: • Tomaremos 1.a -
proxi~ación de Loren~z ya que en ~ste caso se conoce 1.a 

forma de 1as cantidades anteriores. 

Dado qu~ e1 gas satisface 1.a ecuaci6n de un gas sim 

_______ p1e en e1 caso de enjambres (ver ec._ -~>-•~te~~~os __ ~e~.,~~-~~ 
forma genere.1 para s¡. 6 t" ( e;.., ) que D. = o • Tomando en i 
cuenta ~ate hecho y para e1 caso en ~ue 1.a temperatura y 

' .I 

pre si6n son consten te e ,;-ia--co-nt ri buci6n:-a-=:15e-gundo:::-orien-~=---::--=:=. 

para 1a ve1ocidad de difusión (ver ecs. (A~I.O) y 

(A.I.20) ) estil dada por: 

+ 

•• •(A.XI .1) 



-._ 

A.:U.2) 

No se ha incluido ei primeT t~rmino que aparece en 

(.A.:I.20) debido a. que da una contribuci&n nu1.a('fS) y 

:::S.0.A se ha despreciado. 

Transformaremos cada uno de 1os t~rminoa que -a.pare-

cen en ~sta ecuacidn con objeto de obtener. expresiones 

m411 sencillas. i 

eeto es:_ 

••• <A.. :r:r. 2) 

donde: 

\.V\I, - s dé"".,"!:>, C..C';. (\ ~~· +- C!.: ~.:) 

y- el. producto del. tensor de segundo orden W, • con e1. --vector .l.,~ está definido por 

b) 



A.:u:.3) 

eeto ea: 

•••(A.XX. 3) 

donde: 

-~-~~:¡~~ :--).i~ ~.a;, r~ e!.¡~;\~) cr.'\ a. ~-;i'f:¡~-'\-"\~~~~~~.;:~*-~-~~-\.' ~ 
l,-t,),. 

-\- ~ s.iC:, ~. d,.-~ e;:_,\kio. -~'\\?A\~'l~)~~~~- ===--,,---,---------

+l. ."2..y 
).. ne ... 

donde: 

. ----



. }~ 
Y· A.:I:I.4) 

Definiendo eJ.. producto de _,¡in tensor de cuarto orden ( Tr ) 
con uno de tercero \ como 

tenemos para o<. 3 l.a expresión: 

= 

d) o('\ "' :- ~, d""'· B. t -cr •. -¡._ t"2:C:, <ic:) ( ~ ~2 + ~~E) 

+ ~ e; ( C:.- v1::: ') -:f.._ Z. e.. l 

2:. ~: ( s. d~ \), 2:._ 2:3 -a'\ e:.,. .. ;~.~) :t .. } ("i~'\ .. , 
~, .... ,)- -

~ 'i_ ()d"2:.1>, <}u, d·~C:.:.2:.'t 2:,.) J: .. ·l C.vC),,.., 
~,-<,). ?C.,• 

( - ·~' 11 .. - (J, .. '\le..) l ;._ -



.A..II.5) 

donde: 

\ e! e: -o, "'": cr, cr. a: e: J -.,.c.--z 

~ cli::. "D, s: c-.. cr .. 

•ato es: 

•.. u .. :ri.s> 

donde 

eeto es: 

••• (A.:I:I.6) 

Para ~a obtenci~n de (A.II.6) ee ha uti1izado que r y 

2';. son variab1es inde~endientes (ver Ap~ndice I). 

~) •1. operador· de co1ieiones 

:Dado que: 



A.:u:. 6) 

~ ..... 
•• necesario dar J..as for!!l~S de 1~<·' y -' ec,,. En eJ..·caso 

en que·l.a. temperatura y presidn son constantes tenemos 

para :Lr;i. pr'i.mera (ver a-péndice I) : 

de Enekog. 

tomamos J..a primera aproximaci&n en eJ.. m4todo 
es decir( ~.1. >': 

donde o:¡- es l.a. viscosidad del. gas de J..a especie ~ 

Para. se tiene por con·sigú:iente: 

(;::-:,, )3, .. 2... :s .... (\:>: c..j, I """-i't-~.: )e .. ~.e."\') d .. l (°'1Í::)'\). 
..1,11.\,1' 

Para evaJ..ua.r :> .. ,.(-e', 2"., ~~ ~ .. "'4"C- ~.: ) ') coneid.!!. 

ramos J..a a.proximaci6n de Lorentz y tomamos (de acuerdo 

con Chapma.n y Cowl.ing( .-_¡. ) C!.; = Cf.., _. ~ = \ cr .. \ _. ~ (Q.' _ ¿:; 

~ \e .. \= \e~\ teniendo se: 

-= Sd.c-. t:.'. 1d.\ e 2~-c.) ~-.:~ ..... n,~ "-?(-~.!"\ 

)dC: t::>; IC.\ ~(C.'-a:)'b~'bh ~:e.-.,.(-~.~) 



A.II.7) 

Por tanto 3" estil dado por; 

1 - ~ (~i:_,\" .. \ 2:. !\ "t>,"D'._,cr.\ i .. C:.s ~:;: d~ \~e;. <i!':~.'i",.'4'(-~ ... )) 
. ~,~,~\~ ~ 

( ~ •• ·1 t-v~'=' ....... Y'°4 

••• (A.:II.7) 

.... ~~donde: .. 

-v.i .. 

Tomando en cuenta 1as ecuaciones (A.II.2) a (A.II.7) 
podemos reescribir 1a ecuación (A.II.1) en ia forma: 

<<1. >'"- <..e~~ .. , 1 
-= - n \-~ ~ ~ .. :r ....... ""' .... ( ~ .. - vC:· J': .. ) + ~- -rr,-(vn..vl:r 

donde 

. --~-

.. 

••• (A.I:I.8) 
::r está da.do por ia ecuación (A.II.7) y: 



"N,-=- S ª~ t:>, e.e;. ('~._a:~ .. ) 
'V<.1-. = \a-e;. "'-"''·e.a: 

~ ... \ác-.. i::..~: e.e: 

Notando Q.u.e: _ 

A.I::t.8) 

·'~-~=~===~-=~---,-~-. 

- ... -- ·- - ~ . 

~ •• (A.I:I:.9) 

w~ o cvn" •. • .fe:\ - vv~ •(~.-•o~~·\ ·_,., (( d-' D- ' ~ ~ ~ ·- -v'.!> • vn .. in- ... , ve.. > 

y como 

••• (A.I:X.10) 

La ecuaci6n (A.II.8) se puede reescribir como: 

. .,...-

• / 



' -, 

. .A..r:r.9) _¡ 

1 • • .(A.:tJ:.1.l..) 

Si uno util.iza 1.a aproximaci&:n de Lorentz se tienen 

1.ae eiguientes .. rel.aciones para. .!\, • "I::>, Y. 'C., (e.a ) : 

~:-"/. 
º• \é!.\ t\'>~~ = 

·B, ~ -- ·-.~--~·~· - ~- -··= --- ··: .,~ .. - .• -. -----.~--

-••• (.A.. J:J: .12~ 

Siendo 1.as cantidades o',,"'{ ... ~ "b?. :f'uncionee sol.e.mente de 

\d4\ ~ \ ya que eeto--e.ec~er't"o pare:-;-~~~-=--=--~--<\>!..'\--,:·---
Recordando ias ecuaciones (A.J:.1) tenemos: 

.t..: - ~ .... , 
T"' 11., ~ 

~: - 5._""" \:>, " 
e.: ~~"''" B, 

donde: 

-= 

!!.. i 1 .... ' 
!l.. ~~ ..... 
~ "'~ '"'• 

"""" (- ~. t' 
IC.\~•~' \ 

•••• (A.XX.1.3) 



' ' 

A.J:J: .J..O) 

............ ~c..-~·, 
..., 1<;1 ~.'"t' 

•••(A-. J:I. J..4) 

Tomando en cuenta 1as ecuaciones A.IJ:.J..2 y A.J:I.J..3· 

J..oa tensores "M.I~ 

escribir como 

y \13 dados por (A.II.~) se pueden 

••• (A.J:J: .J..5) 

Notamos que it,~ íT~ • La dependencia expl.:!cita en 

J..ae densidades para l.a. cantidad <c.)'~' <e!.,,)""' ap-

rece cunndo se consideran 1os tensores \W._ ~ -n-_5 • teniea 

doee a:L substituir (A.II.J..5) en (A.IJ:.J..J..) que: 

~-· 



. •· 

A.:II.11.) 

+- n~:~ 1'- •. <. vn_ 'V"i::) + ~ ~ .. e; ~ .. ~ .. -(.vi:: É '). 

+ "2.. ~~a. Y'.i,,.c.,~~-~'\--;¡,_ n:: ~ \"if3-(X'; .. ~'t) ..__.. e <'\& n .. ~e 

+.D.. "*~- (vlv°Ci') -1- 3" °Z n: ~ 
• •• (A.:IJ: .16) 

En e:L ap6ndi~e,III se. obtiene :La forma genera:L de 

:Loe tensores ~;.,·(.;,,~: .... ,-..\ y í\'.i (_;,.,,~,3, .. ~ teniendoee C!.Ue: 

(j'1-'?.1.\. + 't\.'3 j' +1.t ~~ +'l'~l't lrc_1.__:l~\..~~:'"i~_J .. _~'t-_'\..'-.Q.__1~~ 

-1-} )ft~,_ + '331~°!> T 3:.~~ + 1t.'-l ~':.'-Y~+ 1iil~•-"3 ~..:.~ 
·~r--- -. -· 

- --+-~~'t't +,_ ~~3$,-±:->-!--~-~~ -+~"-""~-+~'l.o~Yt:~~-:+"...:..~}~lC'~---.:...: 

donde 

l.>.l, = \:d'ª' et ... ""€ .. (""'1' .... ~ +a. .. ~.') 

. w" "" ~~e!.. c.'.' "1.._ "10: 

""'=e;..,. - ~}d. C..'""'.._-{~ 

• •. (A.II. f(,,
1

) 

----



.A..I:I .l.2 

••• (A.I1. Ir) 

Estas in-t. egral.es pueden eva.1.uarse para un potencial.·· 

de inter0ccion proporcional. a 

en e1.apéndice III. 

r-"' ("' ,,_ 'I) co¡o se :nuestra 

La expresi&n pa~a el. término de co1isiones dado por 

1& ecunci&n (a.I~.7) está dada en tér:!li..1os del. tensor 

·.\ 

~ (ver ec. A:·II,.16 1 y a~endice III) par: 

donde: 

••• (A. :U.:\~) 

Con .objeto de simpl.ificar l.os cál.cul.os consideremos 

el. caso unidimensional. definido por l.as rel.aciones V n. "" 

y v~. ~C•A) ~ ~ .Recordando que si 

es constante entonces v (V·c.) = o • es poeibl.e eval.uar 

l.as siguientes cantidades que aparecen en 1a·ecuaci6n 

(A.IX. ) : 

• ~.(A.u. A> 
ver ec •. (A.II. ) ~ 



A.:rJ::.13) 

'11~ ~' (3't'l'lt "t-t"'t3j +"'Vt~i:_ +"'t..'ll"t. +""t.~"'1..~ +"\.~"t°Ct. 1-1..•'l\ 

.... '.))'t"t *""""'.\.11'i +'.!.'\.,¡_~ +J'1.1..".\, +~'t1""l+ ~t.~~-- +'.l~.,¡_1 

... ~~t't ... ~\l.:n .... "?.~ll~ll ... ~"t't~ L ª"'"~'t ;.-~\\-Q. ... ~'.\~1>· 
I ~· ~ 't ~ ~ - .L ~ ~ ( ~ "t~ ~ ~ °1 '1 \- ..:_ ~ i:_) J 
\. -· =-»-T 3 ';>& ..,~ ... 
~ I 

= 'i11 'i., í 3 ~?s. ~ - -\;; ~i ~":. l '\l. ... ~ ..... ~) 1 
\!5 .l ;ita, ;;tz. - ... j 

··-~=:¡·~·-······· 

1 

-----------------------··----·- --;-;:-cA.:x:r:t:oY ------
Ana.l.ogamen te: 

••• (A.:I~.~\) 

C> tenemos que: 

ir .. ('ii'(VC>) :: o 
-~-· .(A.:II .2.2.) 

.!roma.ndo en caenta J.a ecuaci6:c. (A.I:I.10) se obtiene: 



', 

:. 

A.J::I.l.4) 

••.(A.U:.~) 

Dado que: 

ee ob~iene l.a siguiente rel.aci~n: 

,'VJ.,.-c.v'°e;."L) -W\.13·<.-v"c:-~) - ,.W.,.·\t~~-0:.-"'~ ~)·E) 

-- -~--~ _'I\ _fu3 ~ 't._::-_·cc ------------::::==========::::;===' 

• • • (A. :U .'21.f) 
Pa1ta por eval.uar e1 segundo t~rmino de (A.IIó16) y 

1a parte corr espondiexite a 1.as col.isionee ( -:S- ) • Para el. 

primero es necesarioi evaluar l.a cantidad ~ _ve:.. -:r ... 
dado• que ~ -V(~):.-.,~)·~~(ver ec. 4'5 ) tenemos: 

por l.o cual.: 

•••(A. J:I. 2.1#) 



., 

{. 

P:L"l.e.J..m·:nte tiiira J..a. can1ti.dad :r dada. tior :ie. ecuaci.dn 

(A..·II. \8) • util.izando J..a. definici~n de el.,._ dada por J..a 

ecuaci.cSn (A.I1.\0) • obtenemoe: 

\. • " ~.A\\. ~ "'~~,. T 2 ~~'tt'+;:t~{n+'\~'vl"'-~ 1•("-~le- ~ ..ll) 
+ - ~J ... . . 

= - ~ .sor \U'\ ?<e ( !L .. ~ - .!i'.:.. ~ ..... 'E.) 
2?- ........ ?i!- 11A{\e, -=>• n ... e ? "~~~"<~~--!.~~·J.:A..--IX_.!_'l~~)~¡--~ 

LJ..eve..."l.do l.as ecuaciones (A.II.l~) - (A.II.~) a 1.a ·• 

ecuaci~n (A.II.l~) ee concJ..uye: 

•• ·(A ·U :z.(.) 

' i 



,, 

A.II.16) 

Esta ecuación se puede reeecribir com~: 

••• {A.:II .·u) 
donde: 

~ ~ ~ ....... e. + !:l. ~~·..._..,. 
-..s •e · a.;-t '!!' -¡;¡- ••• (.A..::r:x.za 

Las ecuaciones (A.II.'Z:J.) y (A.II.'Z8) 

dad para e1 ci!icu1o ·de 1a movilidad. 

son de g~a.n. uti1i-

Para obtener 1a ecuacid'n de evo1uci.d'n, en e1 r~-
- e; -=---~.--·-._-:::;_=.-e--...=--"=-=---=· ....... "'°--!--=-. 

gimen de Bur:nett, pare. o. es necesario eva1uar ·¡. 
·V·((~)(<.ct:·f'-'-<ct;.jn}) (ver eq.-72) y es 1o que hace-

mos a continuacid'n. De-(A-.:n; .•. 27) .. ee-ei@e 'l~ _ _: ____ , __ · ____ _ 

V·( n.n& (<a~~- <cta.~'!) = - .A. 

' 
l. H ~~ )Z. 

r1 n n,t ~. ~Jf 

+ ~ -j-_fu. + ..l.. '30A ~t-· 

't;!-z E. ~o. - ,,;::-,. 
+ " -· ~ ~'" 

~~~ n ~ ~ 

+ t-1 (-.L c....o...) n n.a c. ~. '& Ci.u...-l.t.l.e.) e =»~ 

En e1 ca.so de enjambres (~<<.J..) esta ecuacid'n 

toma 1a :f'or:r.a.: 



A.:I:I.J.7) 

••• (A.:n. zct > 
donde: 

1. 

"' 

\.¡_ 
~ ... !M'-o '~ ·:· ~' 1\~ + "!.7; . ~- '.!!... + ~11~ ~ 

~ .;._"',~ +'J.: '!.lf ~ i ~.,""" 
'tS" "' z• ~ "' ~ r 

• • • (.A.. ::CI. 30) 

Notamos c¡.ue en J.a ecuaci6n (A.II.!IO) .aparecen tér

-~~-minos no _J_ineaJ.es ( n., ~ ~ r-a-RJ ) ~ ) , comparamo~l.a -ma.e;T- ·--v·

. nitud de éstos con respecto a J.os lineal.es. Procedien-' 

do de manera a.nál.oga, para estimar J.a magnitud de 1os 

··términos de ·ia ecu:ici~n:-..:·;·rr;•z-c¡---~ -a.·-ia-reai±zada.-:en-··e1·-··- --·---

cap!tul.o ::CI tenemos: 

esto es 9s. posibJ.e despreciar el. término no 1inea1, 

',además: 

\ ~(~,..~~)\ 
J Ei>o n.,,,L... -

Dado que ~' !< n le.\ vemos que el. término no 1ineal. es 

desprecia.bl.e. 

que: 

Por tanto en el. caso de enjambres tenemos 



:; ; -1r 
~.~. (.A..J::t.1.8) 

) s. ~ .. n.. + e ~ ~ t 
) ~i! z. & ;». ~ 

••• (.A.._J:J:. ·ai.) 

donde 6>,. está dado :!;)Or l.a. ec. A.IJ:. ~O y e.. . po~. 

e .. s t i.t-,.<a:), + , __ "'l'llAI&. ~u '1\~m 
, "4.S' ~ .. 

+ ll 11~.s.~+~ U w~\ ea./ip ats ...,. n • .,. .) 
• •• (a. J:J:. 32.} 

... 

_ ¡ .. 



.A.. III .1.) 

..A.PENDICE III. 

Loe cáicul.oa de1. ap~ndice anterior ee expresaron -

en tt!r.:nino s de tensores de segundo 

cr .. c. clC: y tensores 

orden de 1.a forma 

de c•,Larto orden de· .. ia 

forma ~e.e.•, 2". e: c. C: Je:. aiendd 

funciones de 1.a magnitud de c. • En este ap~ndice 

1.1.evamoe a cabo 1.a integraci~n angu1.ar obteniendo o.ue p~ 

r& ~etos tensores só1.o una·integra1. 

ea re1.evante. P~s~eriormente uti1.iza:nos'un mode1o de 

potencia1. para eva1.µar estas integra1ea. 

Para. e1 tensor ''~ nota.moa que s~1.o 1.oe e1e;nentos 

de 1.a diaco~ai son no nul.oe. uti1.iza=noe coordenadae ee

~·~--~~··"··fericaa para. rea.1.izar 1.as integ.i:·a1.es angu.1.are.a~enien¡"·- _ 

doee que en t~rminos de coordenadas cartesiana.e para ~ 

:i.ae com:pone.<:1t e se tiene que: 
. -- """ - ---- ---·--..,-,---~.--------· --=·=·===:::::;====== 

w"-.._ "' ~ c.," foc-..1') c1ci.1-~
11 

(' d.. ........_..,J..¡. ~e C6>.>.2cf, 
o Ct J Go 

~~-"' tcC.•i d 1C.\ ~~ ~?" ~~ dp cu.u.?e ~"4' 

~ .,, \~c.· \ce!'' J \~ 1 

Wll = s~ .. 4 t<a7 )d\(¡\ ~:\::e ~e.cl<ÍJ C<>b
2
-6 



A.:Il::I.2) 

esto es: 

-z;"' [_-tt +~j "'":l.~~\ 
• •• (A.:II:I .l.) 

donde ""'6 \ .. c.~f(C.'\ J12".1 
~u· 

Un prodedimento aná.1.ogo se puede seguir para el. 

tensor Notando que si aJ.guno de l.oa cuatro ~nd~ 

ces. que caracterizan al. tensor es dist.into de l.os tres 

restantes. entonces l.a integral. es cero. l.o cual. impl.i

ca que l.a c·ompon~nt·e correspondi.ente es nul.a. Las dni

cas componentes dis~intas de cero son por tanto l.as si

guientes: 

""'' 
))_,,_i,"1_ 

~,,~?io 

iT 1<&~\ 
TI, ... ' -z. 

TI,3 ,~ 

1'f 13'!.I 

\"í '1..Z." 

:r 'l."L_L2 

"l\. t..1.. '?:>~ 

~ 'L\\.~ 
- -- _JT_'t.,_'.Z. L __ _ 

1r ... ~l.~ 

-~~,~--

.¡ 

1Í.:a1.~ 

----'.'\'\ "•-s•-- -:-c ..... ============ 
T\ ~t.'1.3 

\\.,..._ 32 

De tf.stos. no soµ todos in.dependientes como veremoe. 

Otil.izaremos :La notaci6n 'b \~c.."~ (C'.2) ele;. , 
tenemos que: 

-n: ... = 

~ \; .. ~s~ ~~t~~ 4> 

';!, (~) ( ~11\ 

= ~ ... b 
5 

.·· 
--~ 



ll 

\;.. \ uJE-> ~~.,, «~:e. 

"'( '-t,.) <:11) = 

1T '"'" 

11.,.,.z .. 

--· 

.a.. :u:r. 3) • 
no tmn: 
BIBUDTEC~ 

~~ 

. -~7- -------'-: _¡ 

.. f· 
~ 

1 
'~ 
¡ 
! 
! 
! 
i ¡ 
f 

{ j 

¡ 
1 

1 
l 

·i 
l 



Uti1izando estos re~uitados vemos que 

ne. ia. forma: 

.A.. III. 4) 

tie-. 

••• (A.J:II.2) 

:Define.mes ií / ~'\T ~ entonces. en be.se a ... -
,~~,--_~,~---.A..IIJ:.1 y 

definidos 

A.IIJ:. 2. 1os tensores ">Ñ,.. __ ;,;c!L-z,,$ __ , __ ,..,_.Jf~ ..... =:_•,:o,,..._"\_ 
1 

despuee por ia ecua.ci&n. ~oman ia forma: 1 

.. 
~3 '2.:\t w:?> W•J 

.-S 

ft, = ':i:. TI~ ít+ 

'"' 
' ' 

itz - 'i- 1t s. ... \t + 
·~ 

"fra 'i- n .5.3 n~ 
•S 

., 
~ -n+ TI'f.,. 
15 

ir ~'i 

4onde: 



\ 

UJ "L =- s:~ \ it.1 c .. 'i o2 "'fz.' 

(.U~ "" ~?\et\ 11 z. ~.; a.. 't 
~,,.. S-¡,cr., a .. '" 1i1~3· 

. "' 

~2.:. r:\ctl 2¿ °'5L ~.-
~ .. -ac.2., 

~3 : \f'ª' <!...' cfz_ .t~ 
~~ : rj,~ 1 a,. b 1f L TJ.3. 

)., . 

Vemos que ~'l """ -~•.:=-=de_tai..:t::o.rma._.~u!="'º!.º:-!.~-.C:.e_19-.!!...::-_-:::-_-::c-:· . .::: 
rio evaJ..ual.· 6 integr;:.J..es. Eva1uaremos estas i;:iara. e1 C!!;. 

so en que eJ.. potencia1 de interacci6n es proporcional.. a 

r. _.,. Á l•l A..l&.\ ~-
para eJ.. cual.. ..,.,~ ~ 't',z. estun dadas por: 

~\\l = z:n ( \<,L )"'-\ ~I (.,¡) ( ~ f ~-1 ... . ala e,.«- ztE.• 

el> l&.l - ( ~ )'7'.-1 ). ( ) (&)~-· ~Ti Zl:n d.,'- z. V 
•&. ••• (A.II:I.3) 

donde ~. {") d lii.1Cv '\ son nd."Deros que 

tabuJ..adoe ~are distintos vaiores de ~ ( 

se encuentren 
) 

Suetitu-

yendo A.III.3 en A.II.13 y A.II.J..i se obtiene: 

(e!-s/z.' (-znc;.,z)~.. ..... z\CT \~-· 
T 1a-.\ "Zíi ".l~) \ol;._ ~(-e,; ) ( ~ .. - ) 1 



A.II.J:.6) 

••• (A • .J:.J:.J:. 4) 

por tanto: 

(
.2L -?;L \ • f'~\~ \ ( :ú,.U!:y/f-1 a .. .._ (~,-'"Y,,_,~ c-.e .. L) 
Z'lle."TJ lzn"-'•l\z. J., '<,&. -• J 

1• i.ntegraJ... 

ri.abJ...e i!,., 
puede e_vaJ.uare_e __ haciendo __ eL_c_amhio_de __ v::a-________ _ 

('it:'TlYz e,., teniendose:. ---------------- ------

s- -!n ~ c.;_, ~c-e.:)d\~' <~~""'-C..!l.Llo-" -· 
o . 2.IR.T J ZIR.T} 

':ti!-_, - ~ - ,_> . ..,_, 

donde !"' es J.a funci.~n gamma. 

-L) ~(-e. 

Pina1mente para Ul2. tenemos eJ... ree~J...tado: 



A.III.7) 

0 •• (A.III.5) " 

La exp:i:·esid'n para IAJ3 -puede obtene'rse de una. for-

ma anáJ.oga: - e> "Y..-1 Jo: 

~ ....._ a,..L~ _\ _ - (:Z.lirr\-~l-1 sd\cf,,,\ d~(Z~d,."-) (t.'J¿_"-) -~-~¿) 
Ul3 ~ _-"' c~T) Z.R~T·"f"\ 'UiA,(11\ \ ,¡¡,_.) . o a..,a. M,L W,L 

- . . 
-Z.. (~)~'" -UA.6. - (~\""'V,,-•(:.IL,~)~.'-1 (a> __,-!l .. ·U; ~ (- ~~L) 

..- 3 Z11~T ~n\" ~ )..(.•Y~11l \ ~} ~ - ~:\<!"\ '-"' t t::',., 

z. f ,!lLI- \~.. l'C~\ lll-• 
~ ~11'2T) ':). Cz.r.\· b.TA,M ~11\ 

Para 

~. -
= 

Util.izando el. cambio de variabl.e 

y definiendo ~ 1 - ~\ - -\- 12_ 
- (~)V¿ et 

de ta.1 forma que 
-oL~.-1 = 'i~"+•l tenemos: ..,_,) 

~: c!!-'-t&l~l-t?'.'-)clc!... - (~fi!.'.,~~~-~(-e~) de..-= -!(~1~',.(4,\ 
por J.o cual.: 

••• (A.III.7) 



y 

l.O 

Ee necesa1io cal.cul.~r l.as derivadas 

~1f ~ para eval.uar l.as integral.es 
~ .. :z. 

c:.>.al. hacemos a continuaci&n. 

= (~)~ .. ( ....... él-)-'!~, 
zwa \IC.•L _ 

= I ~ )"" .. , ~\tT )y_,_, \ 
\¡nl!zT \ ~z. z n 11\l~) 

por tanto de (A.III.9) 

A.III.8) 

----¡~ 

- 1 

••• (A.III.9) 

-;;)1S~ \ ~ '2.lo- ~-t"' -,_J -!.,-!!> .d'Z)(..!!!.A-).>y,,_l - = - ~) ( ~) l~_,-1 -.J. e.. e!,.. .D.<f'(-G<o .z-.T 
~'Z.. 'itr A,l~l nle.T t<.z _ . •.••(A. II:I. l.O) 

--· 



A.III.g) 

De (A.III.8) y (A.III.1.0) se sigue que: 

••• (A.III .1.1.) 

-> 
-a1S'.; _ ~ (~5" rz,"'-1cJ.\~ ... (~ -J.-ze,. .. ~""fC:-e".. .. )( 2 )-%-1 
~cJ..-z. - - '- •ll!f ,.,.,..._/ lt~"zl•)c.¡ ••• (A.III.J..2). 

UtiJ..izando A.III.1.1. se tiene ~ara w, 

l.U, =-t~ ~-11 _._ l.,._,. .. ) r~ ... d:(..,,. .. d .. ·)'?: ... _, l~z.)~--..L 'll<Dl-e .. ) 
Z.alrZ.T. 'f¡¡'&~'4l '4-I ~ 

0 
'K

0

•&. \d..,\ ~ • .._ \C...\ 1 A 

(&4Z..")(~"3r' .. , e~'"'-· r«> ~-z. 
:. - .;_, Z-ft~"(} 'fli'ltl•\ ........ ~ '!d.r. e!;., -'""1-<.-e.. T..) 

. ~ •• (A.III.J.3) 



En e1 caso del. :nodel.o de t1a.xwe1.l. ( '( =S 

tegra.l!es se reducen a : 

.A..III.1.0) 

) 1.as in-



.A.III.:l.:l.) 

- - "1'(51.z.\ ;2 \q ....... ' 
~11.a...:lsl ~-. -~·~ l\ ... , .. 

= - {~'1"1t)('t~.,_,~lsJ ( ~ ... )(~Av~) 

• •. (A.I:II.16) 

:. 

•· •• (.A..III .17) 
~--~,,~ .. 

!-~ (~ )~"& (2-~T) (~ '\ I ~.k;r )~~ l'(VL\ 
~. -awla.T \, ... ,.._ ~ ... rJ \ ......,. "filit~ .. ~~)b..¿1.5' 

- ~) <.~n .. ) (~.._) l~~~- (-lf.rrr) k~ ...,ts>1'zts> •~'z 

- 5 \?.T \ 
S ~ ... 1i~Á 1 l5l l\Ll5) 

s..= 5 t."l _:\e,..... __ _ 

lf ~''"° \\~A.,\.S\ "'-(.S") = ~.., 

••• (A. :I:II .19) 



A. :r:Il:. l.2) 

••• (A.III.20) 

1 

••• (A.:III.21.) 

~erminJ3,!Iloe este ap~ndice eval.uando l.a. integral. 

.- W'I de A.II. 18 : · - ---~~~-~~.~~~~~~-~,~··· ~"".~--~-

s::i, a.., , c.., ... «%>~~ YL 1S~ . 

! 

= - \~~\cE.\ \i\; ~~;(~k\~.~ .. )-.¡;---.-_·----.---· ------ :-:-· 

-:::: ~~\O..\ \e;. \'4 "'6i 

-,, = - \~ci\~ \ \&\s (mT¡~ "--t>(-é ..... )/~~~1 

--. 



A.XI:X:.1.3) 

4onde 

por 1.o que: 

para el. modeJ.o •.de, ?l!axwel.J. 

·-·.,.=~~,~·~~-~~,~---·----·~~e··~-

. • •• (A. II:I. 21:) ; 

__ ....... . ·-. 
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