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l N T R o D u e e l o N 

E1 comportamiento critico ha sido fuente de considerab1e 

inter~s en af'í.os recientes\- 3 Varias teor1as se h·an uti:tizado • 

y vaTios experimentos se han 11evado a cabo. en un esfuerzo de 

entender 1a natura1eza de 1os puntos cr1ticos. donde varias 

cantidades ftsicas de sist.emas que son. a primera vista, con­

trastantes• se ,comportan en forma sorprendentemente simi1ar. 

Uno de 1os aspectos de 1os fenCSmenos criticas que ha sido 

objeto de partieu1ar atenci6n es e1 comportamiento. cerca de1 

punto critico. de 1a tensi6n superficia1 asociada con 1a inte~ 

fase que separa dos fases de f1u1dos~ 

Conforme un sistema con dos fases en equilibrio se aprox~ 

ma a su punto critico. la interfase se espesa. se difunde en 

1as dos fases. y fina1mente desaparece. A1 mismo tiempo 1a te~ 

si6n asociada con 1a inteTfase disminuye cont~nuamente. y. en 

e1 punto CT~tico. desapaTece. Probab1emente e1 pTimeT intento 

de entendeT e1 comportamiento de 1a tensi6n superficia1 fue h~ 

cho en 1894 por van der Waa1s5 en su teorla termodinlmica de 

inteTfases. La teor~a fue extendida por Cahn y Hi11iard6 en 

1958 y recibi6 extensi6n adiciona1 posterior por Fisk y Widom~ 

Cuando un sistema consiste de tres fases en equi1ibrio 9 

digamos ª• a y y. surgen mAs posibi1idades de comportamiento 

cr~tico. Una posibi1idad es aque11a en 1a cua1 dos de 1as fa~ 
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ses, digamos 1as fases B y y, a1canzan su punto crítico mien­

tras se mantienen en equi1ibrio con una fase no critica a. E~ 

te punto critico es esencialmente equiva1ente a1 punto cr!tico 

descrito arriba, y es llamado punto critico terminal. Cuando 

no sólo dos, sino las tres fases se hacen id~nticas simultAne.!!_ 

mente, entonces se dice que el sistema est§ en su punto tricr~ 

tico. 

Griffiths 8 ha propuesto un modelo termodin:imico para de~ 

cribir la vecindad de un punto tricritico. En su modelo, Griffiths 

utiliz6 la filosofía de Landau de un desarrollo en t~rminos de 

un par§metro de orden y propuso que, cerca del punto tricr~ti­

co, la energía libre del sistema puede desarrollarse en una s~ 

rie de potencias de un parámetro de orden como 

donde 1as aj son campos mode1o 1os cua1es están re1acionados 

con 1os campos físicos (temperatura. presi6n. potencia1.es qu!-

micos. etc.) 

Por otro 1ado. 1a teoria de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard 

y 1a teoría de Griffiths han sido usadas por Widom para descri 

bir e1 comportamiento de 1a tensi6n superficia1 en 1a vecindad 

inmediata a1 punto cr!tico terminal. En sus cá1cu1os. Widom e­

va1u6 1a tensi6n superficia1 a 1o 1argo de dos trayectorias e­

sencialmente distintas a trav6s de1 punto critico termina1. A 

1o 1argo de 1a primera trayectoria. 1a composici6n de1 sistema 

se mantiene fija en e1 va1or correspondiente a1 punto critico 
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termina1 mientras se varia 1a temperatura. A lo 1argo de la S!:. 

gunda trayectoTia la temperatura se mantiene fija mientras se 

var~a la composici6n. 

La mayor parte de este trabajo ser4 dedicada a un estudio 

de1 comportamiento de 1a(tensi6n superficial cerca de1 punto 

cr~tico termina1~).a lo 1a;go de las trayectorias descritas arr!_ 

ba. Un bosquejo de la tesis es como sigue. 

Dedicaremos el Capitulo I a considerar los exponentes de 

punto critico. los cuales han jugado un importante papel en la 

caracterizaci6n numErica del comportamiento critico. El resto 

del CaPitulo será dedicado a la descripci6n de las ideas prin­

cipales en la teorta de tensi6n superficial de van der Waals, 

Cahn-Hilliard. 

El Capitulo II ser~ uti1izado para discutir 1as condicio­

nes bajo 1as cua1es puede existir un punto tricrltico. y para 

presentar algunas de 1as propiedades del mode1o de Griffiths; 

1as predicciones de1 mode1o para 1a regi6n donde tres fases C2_ 

existen serA motivo de principal atenci6n. 

En e1 Capitulo III seguiremos las ideas de Widom. pero 

describiremos e1 comportamiento de la tensi6n superficial en 

una regi6n no restringida a 1a vecindad inmediata del punto cr.!._ 

tico terminal a lo 1argo de 1as dos trayectorias descritas arr~ 

ba. Mediante e1 relajamiento de una de las restricciones de su 

modelo. permitiremos tambiEn que 1a teor1a acomode 1a variedad 

m&s amp1ia de comportamientos de tensi6n superficial que se o!?_ 

servan experimentalmente. La ültima secci6n de este Cap1tu1o 



se dedicará a un estudio de1 comportamiento de .1a tensi6n supe!: 

ficial para e1 caso en que la energ!a 1ibre se considera una 

funci6n de. y se desarro11a en. dos parAmetros de orden. Esta 

secci6n fue motivada por e1 hecho de que algunos sistemas. in­

c1uyendo e1 Helio 4 en su punto 1ambda. requieren de al menos 

dos parlimetros de orden para ser descritos adecuadamente~ 

Aún cuando los resultados que se obtienen en el Capitulo 

III dan una idea cua1itativamente buena sobre e1 tipo de com­

portamiento que debe esperarse cerca del punto critico termi­

nal. el utilizar la teoria del tipo campo promedio de Griffiths 

nos lleva a predecir. puesto que implicitamente asume. valores 

cllsicos de los exponentes criticas. los cuales son reconocid~ 

mente incorrectms • En un esfuerzo para remediar esta situacie~ 

en el Cap~tulo IV usamos una energ~a libre que da mejor cuenta 

de las propiedades que se conocen acerca de una interfase cer­

ca del punto critico. 

Utilizando la teor~a de tensiOn superficial de van der 

Waals. Cahn-Hilliard con una energ!a libre de Griffiths. Lang, 

Lim y Widom10 han predicho que. conforme el punto tricr!tico 

es aproximado a lo largo de una trayectoria en la que hay tres 

fases presentes. la tensi6n superficia1 debe anularse propor­

ciona1mente a una potencia de (Tt - T). esto es. 

donde Tt es 1a temperatura tricrltica. c es una constante y 
µ • 2. Usando argumentos de escalamiento. Widom ha confirmado 



-s-

que µ - z. DemostTar que 1a teoria es capaz de predecir 1os va1.2_ 

res correctos de 1a tensi6n superficia1 requiere de1 conocimie!!. 

to de1 coeficiente c. e1 cua1 está re1acionado con e1 coeficie!!. 

te.de1 t6rmino de1 cuadrado de.1 gradiente en 1a teoría de van 

d.er Waa1s. Cahn-Hi11iard. En e1 Cap1tu1o V sug~rimos un experi­

mento que. en principio. deber!a proporcionar e1 va1or de c. 

Tambi~n obtenemos una re1aci6n entre 1a tensi6n superficia1 y 

1a susceptibi1idad que permitiria otra prueba experimenta1 de 

la teoria. 



C A P I T U L O 

Puntos Crfticos y la Teorfa de Interfases de Van Der Waals. 

Cahn- Hilliard. 

1.1 Exponentes de Punto Cr~tico. 

Uno de 1os fen6menos m§s sorprendentes que uno encuentra 

en 1a natura1eza es quizás un cambio de fase. En muchos casos 

cuando un sistema consiste de dos o más fases, ~stas son totai 

mente distintas y 1as transiciones entre e11as son mas bien a­

bruptas e inesperadas. Sin embargo, variando 1a temperatura, u 

otras variab1es termodinAmicas, 1as fases pueden hacerse más y 

más simi1ares en sus propiedades hasta que, en 1o que se deno­

mina e1 punto crítico, todas 1as diferencias desaparecen. M4s 

a114 de este punto s61o una fase.homogEnea est4 presente y to­

dos 1os cambios son suaves y cont~nuos. 

A1gunos de 1os ejemp1os mAs fami1iares de un punto cr~ti­

co son: i) Aque1 donde termina 1a curva de coexistencia de un 

1iquido y su vapor a va1ores caracteristicos de 1a temperatura. 

ii) E1 punto de so1uci6n 

critica en una mezc1a binaria. e1 cua1 determina 1a temperatu­

ra sobre 1a cua1 (o a veces debajo de 1a cua1) 1as componentes 

se mezc1an homog~neamente en cua1quier proporci6n; iii) E1 

punto de Curie de un crista1 f erromagn6tico en e1 cua1 1a mag­

netizaci6n espont4nea se hace cero continuamente; iv) E1 pun­

to lambda de1 he1io liquido debajo de1 cual hay superf1uidez 

y encima de1 cual no existe. 
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Más forrna1rnen1:e cuando ocurrC' una 'traT'sici6n de fase. una 

o m5s primeras derivadas de 1os potenciales terModin!imicos re-

1evantes cambian discont~nuamente como funci6n de sus variables. 

Como ejemplo, en un flu~do, cuyo potencial termodin§mico apro­

piado puede ser la energia libre de Gibbs, G(P,T). como fun­

ci6n de P y T • e1 volumen específico V ,.. ( ~ )T es a1sconti­

nuo a lo largo de la linea de presi6n de vapor. 

Por otro lado, una transici6n es a veces caracterizada 

por el hecho de que las primeras derivadas de los potenciales 

terrnodin~micos permanecen continuas mientras que derivadas de 

orden superior tales como la compresibilidad, el calor especi­

fico o la susceptibilidad, son divergentes o cambian discontt­

nuamente en el punto de transici6n. Es para tales transiciones 

que el tErmino "punto crS::tico" es usado. Debe mencionarse. sin 

embargo. que la palabra "punto" puede no ser siempre apropiada 

a menos que uno considere la variaci6n de s6lo un parámetro. 

En efecto. algunas mezclas exhiben "lineas" de puntos criticas; 

la linea lambda del helio liquido es otro ejemplo de ltnea de 

puntos críticos. Aunque esta distinci6n puede ser importante 

en el estudio de sistemas particulares. las cuestiones te6ri­

cas y experimentales son 1as mismas para todos los puntos crt­

ticos. 

Una caracteristica particularmente importantes del campo!:_ 

tamiento critico es el gran incremento en ~luctuaciones micros­

c6picns en la vecindad de un punto critico. que anuncia la in­

m1nencia de la transici6n. Fluctuaciones de variables tales c2 

mo 1a densidad, energiD, etc., pueden alcanza1· dimensiones ma-
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crosc6picas y• correspondientemente, 1.as segundas derivadas -r~ 

1acionadas (ca1or especifico. susceptibilidad. etc.), ~1 igual 

que las intensidades de ondas electromagn~ticas dispersadas 

por el sistema, se hacen muy grandes. 

Resulta claro entonces que un problema de inter~s central 

en el estudio de fen6menos criticas, tanto experimental como 

te6ricamente, ~s el determinar las leyes asint6ticas que gobie!: 

nan el acercamiento a un punto critico. 

Puesto que gran parte de este trabajo se ocupar~ de la 

forma en que algunas cantidades fisicas divergen a infinito o 

convergen a cero, conforme la temperatura u otras variables 

tienden a sus valores criticas, queremos aqui presentar algu­

nas definiciones matemáticas re1acionadas con cantidades que 

permiten caracterizar numEricamente a1 compo~tamiento critico. 

Se dice que una funci6n positiva f (x) varia como 

co x tiende a cero cuando 

cuando x - O 

Más precisamente. esto significa que 

"- l· \.n ~(Xl } : A. 
x .. o '"' z. 

cuan. 

(1.1) 

(1.2) 

Desde 1uego. 1a ecuaci6n (1.2) no significa que f(x) es 

simp1emente proporciona1 a xA pu6s. sin que haya contradic­

ci6n a1guno. ~Srminos de orden superior pueden existir. En el 



caso mAs simpl~ uno puede esperar que esos tfirminos serAn de 

la foTma 

fl><)= A ~:a. l 1+Q.x.+···l (1 .3) 

donde A es la amp1itud de 1a singularidad y a es la amp1itud 

del primer tErmino de correcci6n. Con frecuencia se encuentra 

que la ecuaci6n (1.3) es aplicable en la prAc~ica y en ta1es 

casos no es muy dificil estimar A de datos num8ricos de f(X). 

A veces. sin embargo. pueden bien surgir complejidades t~ 

les como 

itx.): Al 1 .. x.I ":le.a. (H· ~x.+···) X.~-º' (1 .4) 

sin que haya contradicci6n con (1.1) 6 (1.2). Cuando 8sto ocu­

rre puede resultar muy diftci1. si no imposible. estimar el ex­

ponente ~ de datos num~ricos a menos ~ue· se disponga de conoci­

miento detallado sobre los t~rminos de orden superior. En 1a 

prActica. en efecto. un factor 1ogarltmico se parece a una po­

tencia algebr§ica pequefia. 

Estas definiciones generales ilustran algunas de las dif~ 

cultades que pueden surgir al determinar las leyes asint8ticas 

que gobiernan el acercamiento a un punto critico. Queremos ah2 

ra ser mAs espectficos y considerar ciertas cantidades que han 

jugado un papel importante en 1a comprensi6n y caracterizaci&n 

num8rica del comportamiento cr~tico. es decir. los exponentes 

de pllnto cr~tico. 
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Arriba mencionamos un ntlmeTo de tipos de sistemas f1sicos 

que exhiben fen6menos criticas. Aunq~e 1o cercano de 1as ana1.2_ 

g1as te6ricas entre esos sistemas, a primera vista, contrastan. 

·tes. ha jugado un 1mportante pape1 en e1 desarro11o de 1os fe­

n15menos cr1ticos. aqu1 dedicaremos nuestra atenci~n a feneme­

nos cr1ticos que ocurren en f1u1dos. 

E1 punto critico de un f1uido se caracteriza. por debajo 

de 1a temperatura critica Te• por 1a anu1aci6n de 1a diferen­

cia entre 1as densidades de un 11quido y e1 vapor con que co­

existe a una temperatura T y una presi6n P. De acuerdo con 

(1.1), e1 exponente e se define como 

!:L - ~V (1 .S) 

Por encima de Te • e1 punto critico es m~s fdcilmente 

caracterizado por 1a divergencia de 1a compresibi1idad isot~r­

mica 

Sobre 1a isocora critica, p - Pe' esta divergencia est§ des­

crita por 

(1 .6) 

Si se aproxima Te por debajo, Kt tambiEn diverge con 

el exponente correspondiente llamado y'. 

Puesto que Kt se hace infinita en el punto cr~tico, la 
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1a isoteTtna cT!tica se vuelve horizontal en p • Pe· PaTa des­

cTibiT esta foTaa se define un exponente 5 como 

(1 .7) 

Dos exponentes mAs. a y ~·, se definen para caracterizar 

e1 compoTtamiento de1 ca1oT especifico a vo1waen constan~e. 

cuando el punto critico es aproximado por arriba y debajo de 

1a temperatuTa crltica. ésto es 

lT-T .. )"' 

(T., _,y•' lTc.T.,). 

(1 .Ba) 

(1 .Bb) 

TambiEn usados con frecuencia son 1os exponentes v y ~· 

1os cua1es se Tef ieren a1 comportamiento de 1a funci6n de co­

rre1aci6n por pares en 1a regi6n critica. La 1ongitud de co­

rre1aci6n t, 1a cua1 es una medida de1 rango de 1a ~unci6n de 

corre1aci6n, se caracteriza por 

lT-Tc. Y v' 
("T<.'Tc.\ (1 .9a) 

\.Te.-TY'» (1.9b) 

La anu1aci6n de 1a tensi~n superficia1 asociada con 1a in­

terfase entre dos fases en equilibrio se caTacteTiza por un ex-
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ponente µ definido por 

(1. 1 O) 

Existen otros exponentes crtticos que han sido definidos. 

Sin embargo. los mencionados aqu!. y resumidos en 1a tab1a I. 

son quiz4s 1os m«s amp1iamente conocidos y 1os que son relevan­

tes a este trabajo. Debe mencionarse que no existe raz6n. tee­

rica o experimental, para suponer que los valores num~rico de 

los exponentes definidos por debajo y por encima de 1a tempera­

tura critica difieren. 

Uno de los aspectos m4s interesantes de los exponentes de 

punto critico es que, a pesar del hecho de que los valores cr~­

ticos de las variables termodin4micas que caracterizan a un si§_ 

tema (temperatura. presi6n. densidad, etc.) vartan de sistema 

a sistema, ~xiste una clara similitud entre los va1ores que se 

encuentran experimenta1mente para cada exponente. A1gunos de 

esos valores se muestran en 1a tabla II. Un ntimeTo de teor!as 

se ha usado tambi~n ·para predecir 1os valores de los exponen~es 

criticas. Las predicciones de aquellas. que discutiremos m4s 

tarde. 11amadas teor!as cl4sicas. se incluyen tambiEn en la t~ 

bla II. En este punto debCmos mencionar que aunque. como es 

Obvio en la tabla II. las teorfas clásicas fracasan a1 prede­

cir correctamente 1os valores observados. ~stas han sido. como 

veremos rnfis tarde. de gran utilidad para la comprensi6n de los 

razgos general.es del comportamiento cr.!:t:ico. 

Otra raz6n por In que se hn dirigido tanto esfuerzo hacia 
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a a y ll " 
o 1 3 1 z z 

0.10 0.321 1.24 4.85 0.63 

0.11 0.329 1.23 4.74 0.60 

o.os 0.321 1.28 4.99 0.64 

Val.ores de J.os exponentes de punto 

CT~tico. 

µ 

3 z 
1.281 

1.287 

1.286 
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1a investigaci6n de los exponentes cr~ticos. es 1a existencia' 

de un ndmero de re1aciones entre e11as. Estas re1aciones sur­

gen de consideraciones termodin§micas y MecAnico Estad!sticas 

fundamenta1es y por 1o tanto no son part·icu1ares a1 sistema en 

consideracit5n. 

Aunque uti1izando argumentos termodinlhnicos 1as re1aciones 

pueden expresarse st51o como un conjunto de desigua1dades. un 

tratamiento a1ternativo que invo1ucra 1a suposicitSn. conocida 

como hip&tesis de 1ey de esca1amiento12 • de que ciertas funcio­

nes termodinAmicas son funciones homog~neas de sus variables. 

predice que 1as desigualdades son vAlidas como igualdades. 

Puesto que mas tarde utilizaremos algunas de ellas. en la 

tabla 111 presentamos a1gunas de 1as re1aciones ahora conocidas. 

Dedicaremos 1a siguiente secci6n a una breve descripci6n 

de ur.a de 1as teor~as c14sicas mencionadas arriba. Esta es 1a 

teorta de interfases de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard. 

1. 2 Bosguej o de 1a" Teorta de· Van der Wa"a1s, Cahn--Hi1"1iard. 

E1 equi1ibrio entre dos fases se caracteriza. entre otras 

cosas. por el hecho de que 1a densidad en cada fase se mantie­

ne constante hasta alcanzar 1a interfase. donde varfa continua­

mente a1 va1or caracter~stico de la otra fase. Un perfi1 de 

densidad tlpico estfi representado en la figura 1.1. donde la 

densidad p se muestra como funci6n de la distancia z perpe!!. 
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oi' + S(c5 + 1) > 2 

y> 8(5 - 1) 

µ + " 2 - "' 

µ - (d - l)v 

2 - a - y+ 28 

Re1acicnes entre exponentes de punto crS:tico. 
(d • dimensiona11.dad de1 sistema)-
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O{ -----,----- ~ 
-----~--- .... 

Figura 1 • 1 • Perf.11 t1:p.ico de 1a den•.:1.da.d p como runci.6n. 
de l..a d.ist:ancia z perpend~cu1ar a 1a inter~ase. 
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dicu1ar a 1a interfase entre dos fases a y a. 

Asociada con 1a estructura de 1a interfase. 1a cua1 estA 

dada por e1 perfi1 de densidad. existe una tensien superficia1 

que -representa, a 1a energia 1ibre por unidad de .Area de 1a in­

terfase. 

En e1 punto critico 1as fases en equilibrio se·hacen iden­

ticas. 1a interfase entre e11as desaparece y. 1a tensien super­

ficial se anula. 

Aqu! queremos presentar brevemente una teo~ia que nos per­

mite determinar el perfil de densidad y su relacien con la ten• 

si6n superficial. 

En 1958 Cahn y Hi11iard propusieron una teorla para deter­

minar las propiedades de una interfase entre dos fases en co­

existencia cerca del punto cr!tico. La teorla es. de hecho. una 

extensien de otra anterior debida a van der Waa1s. y ha sido 

desde entonces extendida por Fisk y Widom7 • Hab1aremos mas de 

1a d1tima más ade1ante. 

Cahn y Hi11iard presentaron su teoTia en tArminos que re­

su1taban apropiados a una so1uci6n binaria. pero es de hecho 

ap1icab1e a una amp1ia variedad de sistemas f!sicos cuyo com­

portamiento cerca de1 punto critico puede ser descrito en t8r­

minos de un parllmetro de orden. Aunque no existe prescripcien 

a1guna sobre precisamente qu6 cantidad fisica juega e1 papel 

de1 par4metro de orden para cada sistema. en genera1 puede pen­

sarse que 6ste es a1guna combinaci6n 1inea1 de 1as variab1es 

de densidad o cornposici6n de1 sistema. Como ta1. e1 par4metro 
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de orden puede considerarse una medida num~rica de 1a cantidad 

y tipo de orden que existe en la vecindad del punto cr!tico. 

Adem~s de ~sto. el parámetro de orden tiene varias propieda­

des. Puede tender a cero continuamente conforme ia temperatura 

tiende a su valor crítico Te. Por debajo de Te• e1 parAmetro 

de orden puede tomar dos o mAs (dependiendo del nGmero de fa­

ses en coexistencia) va1ores diferentes. a pesar de que el si,!_ 

tema est8 caracterizado por un conjunto Qnico de valores de 

sus campos (presi6n. temperatura. potenciales qu!micos, etc.). 

A manera de ejemplo. el parAmetro de orden apropiado a la 

transici6n de fase liquido- gas es la densidad menos la densi­

dad critica. p - Pe• Por debajo de Te• cuando e1 1~quido est4 

en contacto con vapor, e1 par4metro de orden toma dos valores: 

el valor positivo P1 - Pe , el cual es el valor apropiado a 

la fase 1~quida, y el valor negativo Pv - Pe , e1 cual es el 

valor apropiado a la fase vapor. AdemAs, p - Pe tiende a ce­

ro contrnuamente conforme el sistema se acerca a su punto crt­

t:ico .. 

Consideremos ahora un sistema que consiste de dos fases 

a y B en equilibrio (que pueden ser dos 15'.:quidos- o un 1!quido 

en equilibrio con su vapor), para e1 cual e1 parAmetro de or­

den apropiado est:§ representado por X. Sean X
0 

y x 8 los 

valores de X en el bulto de las fases a y B. 

Para que el hilo de la t:eorta resulte m~s f§cil de seguir, 

usemos como referencia un sistema cuyas fases a y 8 en equi­

librio son, respectivamente, un líquido con una componente y 
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su vapor. As! pu8s, X puede pensarse como igua1 a P - Pe 

y, en confoTJnidad, Xa • Pv - Pe Y Xe • Pi - Pe• 

Sea f (x) l.a densidad de ene:rg.!J l.ibre del sistema como 

:funci.15n de X. 

Si. 1a densi.dad de energ!a 1i.bre, :f(x), es una obteni.da de 

al.guna teorf.a de campo promedio apropiada, 1a cual. para nues­

tro ejemplo serla 1a teorla de van der Waal.s, entonces, como 

se muestra en la fi.gura 1.2a, donde tal densi.dad de eners!a li.­

bre estll representada por una 1f.nea cont!_nua., f(x) tiene una 

"joroba" en l.a regi6n correspondiente a 1a de dos fases Pv -

Pe • Xa < X < Xe • P1 - Pe • La interpretacien cl.&sica de F.(x) 

en 1a regiCSn donde l.a "joroba" esta presente. es que esta es 

la densi.dad de energ!a li.bre de un fluido constrefti.do a exi.s­

tir en una s&la fase; este f1u!do constreftido es establ.e mien-
df2 tras dP'2" (i.e., l.a compresibi11dad) es mayor que cero, pero 

tota1mente i.nestable en la parte de la joroba donde ~ < O 
dp2 

(i..e., entre los dos puntos de i.nflexi.15n de f(x)). 

En l.a figura 1.2a tambi~n se muestra una 1~nea recta pu~­

teada que en la regien Xa < X < x 8 proporciona la 11amada 

construcci6n de dob1e-tangente. 1a cua1 es equivalente a 1a 

construcci6n de «reas igua1es que Maxwe11 propuso para e1imi­

nar 1a regi6n inestab1e mencionada arriba. 

La diferencia entre Í(x) .Y 1a 1~nea recta es una funci6n. 

que de aqu~ en adelante llamaremos -V(x). que juega un impor­

tante papel en el estudio de interfases. Como se muestra en la 

fi.gura 1.2b, -V(x) es una funci6n positiva. y es. como vere-
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Figura 1.2. (a) Densidad de energ~a 1ibre de1 tipo cam­
po pranedioi (b) y (e) muestran -v(x) y V(x) respecti­
vamente donde -V(x)es una contr::lbucilSn a 1a densidad de 
energía iibre de exceso, y se obtJ.ene de 1a diferencia C!!,. 
tre f(x) y 1a itnea punteada que aparece en (a). 
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mas. una contribuci6n a la densidad de energ1a 1ibre interfa­

cial o de exceso. La figura 1.2c muestra 1a funci6n V(x) co­

rrespondiente, 1a cual se muestra tambien en la figura 1.3 de­

bajo de la figura de equilibrio entre fases a la que correspo!!. 

de. 

De acuerdo a la teor1a de interfases de van der Waa1s. 

Cahn-Hi11iard, cerca del punto cr1~ico la densidad de energla 

libre interfacial es la suma de dos t&rminos, el primero de 

los cuales es la funci6n -V(x), y el segundo que es proporcio­

nal al cuadrado del gradiente de la composici6n, esto es, 

(1. 11) 

donde z es una distancia en la direcci6n perpendicular al 

plano de la interfase, y m es un coeficiente positivo de pr~ 

porciona1idad. 

La energta libre interfacia1 total es 1a integral de 1a 

densidad de eneTgia libre sobre todo el espacio; peTo X depen­

de s61o de z. no de las coordenadas paralelas a la interfase. 

de manera que la energia libre interfacial poT unidad de 4Tea 

es 

(1.12) 

donde la direcci6n en que z aumenta se fija de manera que 

x - x 0 cuando z - --. y x - x 8 cuando x -

El perfil de densidad de equilibTio X(z) es aquel que 
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minimiza 1a funciona1 energia 1ibre, y e1 va1or minimo en cues­

ti6n es 1a tensi6n superficia1 de equi1ibrio. 

Antes de una mayor discusi6n sobre e1 prob1ema termodinA­

mico de encontrar e1 peTfi1 de densidad y 1a tensi~n superfi­

cia1 entre dos fases, resu1tar~ ~ti1 que discutamos aqut una 

ana1og!.a mecllnica que e1 prob1ema encierra13• 

Pensemos en X(z) como 1a coordenada, con z e1 tiempo, 

de una part1cu1a que se mueve sujeta a una energta potencia1 

V(x). Podemos entonces identificar X - 1 m (dx)
2 

con 1a ener• "'Z" dz 
gta cin6tica de ta1 part1cu1a, y E • V + K como 1a energta t.2,. 

ta1. Siguiendo 1a ana1og1a podemos tambi~n identificar a1 int!!_ 

grando de 1a ecuaci6n (1.12) con 1a Lagrangiana de 1a paTt~cu-

1a, L • K +v. Ahora debemos recordar (ver abajo de 1a ecua­

ciisn (1.12)) que x(z.) es ta1 que x ... %00 cuando x ... Xe•a.; 

ésto es, si 1a part!cu1a se mavi.era. entTe Xa y x 8 • consumi­

T!a una cantidad infinita de tiempo en esos puntos. Para que 

~sto ocuTTa es c1aramente necesaTio que e1 movimiento de 1a 

parttcu1a sea ta1 que 1a energta tota1 de 1a paTt1cu1a E sea 

igua1 a1 va1oT de V(x) en sus dos mAximos, e1 cua1, como pue­

de verse en 1a figuTa 1.3, es cero. 

Con estas ideas en mente. podemos veT que e1 '"PT'Ob1ema de en• 

contTar e1 peTfi1 de densidad X(z) que minimiza 1a integra1 

en 1a ecuaci6n (1.12), es mecAnicamente equiva1ente a1 de en­

contraT 1a trayectoria de una part~cu1a de energ~a tota1 cero 

sujeta a un potencia1 V(x), y e1 va1or mtnimo de (1.12) corTe~ 

ponde a 1a acci6n dinflmica eva1uada sobre esa tTayectoria. A-
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V•O ·- .,. • • 

Pi.gura 1 • 3. V(•) visto CCllDO un potenc.i.al. •l. que eat&. 
&allletida un.a partl:cul.a de energ~a toa1 cero, que •e mueve 
entre 1aa posiciones Xa; y xB en donde V - O. En el. 
probl.- termod:lna..ico Xa. y •e repre•entan l.os val.o­
ree que el. parS-tro de orden tCllfta en J.aa rases y e. 
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-:.1t",1".f.~. lr_ ecuaci6n para e1 perfi1 de densidad de equilibrio• 

no es otra que 1a ecuaci&5n de movimiento de 1a part!cu1a dada 

por 1a ecuaci6n de Eu1er-Lagrange 

1a cual en nuestro caso queda 

(1. 13) 

As~ pu6s, 1a ecuaci6n (1.12) puede escribirse en 1as formas a.!. 

terna ti vas 

.,. 
= J J·2m 'll><) • . .lx, .... 

donde 1a d1tima expresi6n se obtiene usando (1.13). 

(1. 14) 

Esta teor~a podrta generalizarse f&cilmente para cubrir 

el caso en que la energta potencial de una dimensi&5n V(x). se 

r~emplaza por otra de dos dimensiones V(x.y). En este caso 1a 

energia cinEtica tendria la forma 

(1. 15) 

(Debe apreciarse que la ecuaci6n (1 .15) representa el caso par 
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ticu1armente simp1e en que 1a energ!a cinEtica se ha diagona1.!. 

zado mediante una se1ecci8n adecuada de x y de y). 

Las ecuaciones de movimiento estar!an entonces dadas por 

"' l ;t ) = (1. 16a) 

(1.16b) 

y 1a tensien superf icia1 se obtendr~a de 

(1. 17) 

eva1uada sobre 1a trayectoria rea1 X(z), Y(z). 

Debemos mencionar que 1a importancia de 1a teorta de van 

der Waa1s. Cahn-Hi11iard no reside en su habi1idad para produ­

cir resu1tados que son cuantitativamente correctos. En genera1. 

como es e1 caso con cua1quier teor!a c1&sica. no 1o son. Sin 

embargo. 1a teor!a proporciona un mEtodo simp1e para obtener 

.1.os razgos genera1es de 1a estructura de 1a interfase. asl co­

mo e1 tipo de comportamiento que debe esperarse de 1a tensi6n 

superficia1 cerca de1 punto critico. 



C A P /I T U L O I I 

La Teorfa de Griffiths 

2. i· ·1ntroduccil5n. 

Un punto tricr!tico es e1 estado termodin&mico en el cua1 

tres fases en coexistencia se hacen id8nticas simu1t4neamente. 

La notaci6n "punto tricr1tico" se uti1iza para distinguir este 

estado termodinllmico de aque1 en el que s~lo dos fases se ha­

cen id~nticas. El Gltimo es llamado simplemente punto cr!tico. 

Como l1ustraci6n de un punto critico ordinario de dos fases. 

la figura 2.1a muestra un tubo cerrado que contiene una fase 

l!quida. e. en equilibrio con una segunda fase. ª• que puede 

ser su vapor o un l!quido con el que no se mezcla; conforme la 

temperatura aumenta el sistema se acerca a su punto critico. 

mostrado .. en la figura 2.1b. donde la interfase se espesa. se 

difunde en ambas fases y desaparece. Más a114 de1 punto cr!ti­

co (figura 2.lc) e1 sistema se convierte en uno con una sola 

fase homog~nea aa. 

An§1ogamente se podr!a tener un tubo cerrado conteniendo 

tres fases f1u!das ª• B y y. como en 1a figura 2.2a. E1evando 

la temperatura uno podrta a1canzar e1 estado termodin4mico. 

mostrado en 1a figura 2.2b (o en 1a 2.2c). en e1 cua1 1a inte!:, 

fase superior (o la inferior) desaparece en presencia de una 

fase distinta y (o a). Estos estados son esencialmente simi­

lares a un punto crrtico. y con frecuencia se les 11ama puntos 

cr!ticos terminales. 
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Figura 2.1. (a) Dos fases f1u!.das a y S que coexi~ 
ten en equi1i.bri.o a temperatura menor que 1• temPeratura 
cr~ti.ca TcJ (bl A T - Te 1as faaes a1cansan su punto 
cr!.ti.co1 A T > Te se observa s610 una :ra•• aB que r~ 
su1ta de 1a fusi.&ii de y 8-



-n-

ot - "' ot -· /J p- /J ,. 
'r .,. 

" 11 

la) lb) le) ld) 

Figura 2.2. Tres ~ases a.~ B y y en equil.ibri.01 (b) 
y (e) Punto cr~tico terminal. en el. cual. l.as :fases a y 
a US 8 y y) a1canza.n BU punto cr!:.tico ad.entras perma 
necen en equil.ibrio con l.a fase y (6 a.) J {d) Punto tr°i 
cr!.tico: tres :fases se hacen id.Snticae al. mi..mn.o tiempo. -



Un estado termodintlmico que tambign seria posib1e alcanzar 

es aque1 mostrado en 1a figur,...a 2.2d. en e1 cua1 ambas fases 

desaparecen simu1tAneamente. ésto es. un punto tricr1tico. De­

be notarse que para observar 1os estados cr~ticos mostrados en 

las figuras 2.1a-b y 2.2a-d. es en genera1 hecesario tener 

valores especiales no s~lo de la temperatura. sino tambi8n de 

la·s densidades o composiciones de 1as diferentes componentes. 

La condicien necesaria para que un punto cT!tico o tricr.! 

tico (o puntos de orden superior) exista puede obtenerse de 1a 

regla de fa.se14• En su forma usua1 1a reg1a de fase es: f • e -

p + 2; donde f es el ndmero de grados de 1ibertad termodin&mi­

cos. e es e1 ndmero de componentes qu!micas independientes. y 

p es el nOmero de fases en equi1ibrio. Sin embargo. cada cond.!. 

cien de criticidad. que requiere que 1a interfase entre dos 

fases desaparezca. es u~a restriccien adiciona1 y por lo tanto 

disminuye f en uno. En lo que a menudo se llama un punto cr.! 

tico de orden P. en el cual P fases se hacen simultAnemnen-

te id8nticas. se tienen P - interfases que desaparecen y. 

por lo tanto. P - 1 condiciones de criticidad. As~ pues. en 

ese punto. 

-f-= C-~+'l.- ('P-1\ C-2.'P+'!. (2.1) 

Puesto que f ~ o. 1a condici6n para que haya un punto CT~tico 



de orden P es 

(2.2) 

Para un punto critico ordinario. e1 cua1 en 1a notacidn prese!!. 

te es de segundo orden. c > 1. Para un punto tricrftico. en 

e1 cua1 P - 3. se tiene e~ 3. y asr sucesiv8J'lente. 

Asl pues de acuerdo con 1a reg1a de fase tenemos que para 

que un punto tricrrtico exista. se requiere que e1 sistema co!!. 

tenga a1 menos tres comPonentes. Debemos mencionar. sin embar­

go. que 1a existencia de puntos tricr!ticos es conocida en si.!. 

temas con s61o dos componentes (so1uciones de 1os dos is8topos 

del helio ffe3. He 4 J. y en sistemas con s61o una componente 

(Metamagnetos) • 

La respuesta a esta aparente paradoja es que la condici6n 

que se obtiene de la regla de fase. es la condicidn necesaria 

para que el espacio teTmodintlmico sea de dimensiona1idad lo 

bastante grande. para que un punto tricrttico pueda 1oca1izar­

se sin la ayuda de al~una simetrla existente. 

De la regla de fase se obtiene que el espacio termodinAm;!, 

co de un sistema con tres componentes es de cuatro dimensiones. 

lo que significa que. para tal sistema. el punto tricrttico es 

un punto aislado en ese espacio y puede encontrarse s61o para 



va1ores Gnicos de 1a presi6n. temperatura y composici~n qulm.i­

ca. Esto. en parte. ex:p1ica porqu@ se conocen tan pocos ejem­

p1os de puntos tricrfticos. y porque encontrar uno de e11os en 

.un sistema cuyo espacio termodin&mico es de menos de cuatro d.!. 

mensiónes (un sistema con menos .de tres componentes). ser!a un 

evento extremadamente fortuito a menos que exista una simetr!a 

especia1. 

Estudios hechos en mezc1as para 1as que se han 1oca1izado 

puntos tricr!ticos~ 5 • 16 nos han permitido conocer 1os razgos 

genera1es de 1a regi~n de tres fases. es decir. de1 conjunto 

de puntos en e1 espacio termodinl!lmico en 1os que e1 sistema se 

separa en tres fases. Consideremos e1 diagrama de fase para un 

sistema de este tipo. en t~rminos de 1a temperatura y tres va­

riab1es de composici~n. La regi6n de tres fases es un hipervo-

1umen en este espacio. y .e1 punto tricr!tico se encuentra a1 

va1or mAximo de 1a temperatura. Debe apreciarse que este hipe~ 

vo1umen es 1a contraparte de 1a curva de coexistencia corres­

pondiente a1 equi1ibrio entre dos fases. 

Para describir 1a topo1og!a de 1a regi~n de tres fases 

nos referiremos a una secci6n isot~nnica de1 espacio tetra-di­

mensiona1. Cada seccien isotermica est& representada por un v~ 

1umen en un espacio de variab1es de densidad P1 ., P2 ., p3 ; una 

secci6n ttpica se muestra en 1a figura 2.3. Las coordenadas 

de un punto dentro de esta regi6n represen'tan un conjunto de V.§. 

1ores que las densidades pueden tomar para que el sistema se 

separe en tres fases., digamos ª• a y y; 1as composiciones r!!.. 

su1tantes de cada fase yacen sobre una curva suave ABB'C• y 
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Figura 2.3. secei6n i.aot&rmica de 1a región de tres ra 
sea en e1 espacio de densidades. Loa v&rtices de1 triSn~ 
1o representan 1a ccmapoaici6n de cac!a una de 1as raaee eñ" 
equi1il>rio. X.a 1![neaa AS• y BC sen tr:LSnqul.cm degan•­
rad.oe que representan e.1 9CIU:l.1i.br.io entre una ~aae no er~ 
tica y dos su punto cr5:t.1.co. -



son 1os vértices de un tri4ngu1o. Dos puntos diferentes dentro 

de1 ~riangu1o representan dos mezc1as con diferentes cantida­

des re1ativas de las tres fases ª• e y y. pero con cada una 

de las tTes fases siempre de 1a misma composici6n representada 

·por 1os vl'!rtices de1 trillngu1o. 

As! pu8s cada secci8n isot8rmica de 1a regi8n de tres fa­

ses puede verse como una pila de un ndmero infinito de trí&ng!:!. 

los situados infinitamente cerca uno .de otro. Las· lineas rec.~ 

tas AB' y BC son tri&ngulos degenerados que representan 1~­

neas de enlace entre una fase no critica (en A o C) y una f.!!, 

se critica (en B o B') en equilibrio. Tales lineas de enlace 

representan e1 equilibrio existente en 1os puntos cr!ticos ter­

mina1es mostrados en las figu~as 2.2b y 2.2c. en d~nde la in­

terfase ae (o ea) desaparece adn en equilibrio con una terce­

ra fase y (o a). Aunque no se muestra en la figura 2.3. 1a re­

gi6n de tres fases estA rodeada por regiones en las que s81o 

dos fases coexisten. y por una regi6n en la que s81o una fase 

estfi presente. 

Conforme la temperatura aumenta. 1a regi6n de tres fases 

se contrae hasta que degenera en un punto:. ese punto es e1 pu.n. 

to tricrttico. 

GTiffithsª ha obtenido a1gunos de 1os razgos caracterts­

ticos de 1a regi6n de tres fases de un mode1o tipo Landau17 •~ 8 

basado en un d~sarro11o de 1a energia libre. en t&rminos de un 

parllmetro de orden uni-dimensiona1. a1rrededor de1 punto tri­

cr'itico. En su discusi6n. Griffiths hace· 1a importante distin-
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ci6n entre dos c1ases de variab1es termodin:imicas intensivas: 

ca.J!lpos y densidades 19 • E1 11ama "campos" a aquel.1as variab1es 

como presi6n, temperatuTa, potendial. quimico, etc. que toman 

el..·mismo va1or -en cada una de l.as fases en coexistencia; a ·ti­
que11as variabl~s que toman val.ores diferentes en cada fase CE,. 

existente, ta1es como l.a fracci'5n mol.ar, -~1 nombra "densidades ... 

Con esto en mente, Griffiths supone l.a existencia de un· 

parAmetro·de orden unidimensional, del. que puede pensarse como 

una dens~dad, y, s~guiendo l.a misma fil.osof~a que Landau uso 

en su teorta termodinlhnica de puntos cr!ticos ordinario_s 17, 81 

supone que, cerca del puti.to tricr!tico, una· energ!.a l.ibre aprSt 

piada puede desarro11arse en una serie de potencias del paraia2. 

tro de orden como 

(Z.3) 

donde 1as aj con campos de1 mode1o que estlln. relacionados 

con 1os campos fisicos por alguna combinaci6n 1inea1 dada por 

.. 
O.¡= ~ oC¡"" \f ... -f""t) (Z.4) 

"ª' 
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donde ªjk es una matriz de nümeros rea1cs con determinante 

distinto de cero, y fkt son 1os va1ores de fk en e1 punto 

tricritico. 

Para obtener 1as propiedades de su mode1o, Griffiths no 

utiliz6 la F(~) definida en (Z.3) sino una energia libre que 

depende s61o de 1os campos ªj• Esta energ!a 1ibre que. como 

veremos. estA re1acionada con 1a energ~a 1ibre de un sistema 

termodin:lmico estl dada por 

...!l. -; ..n.. ... + n ... (Z. 5) 

donde 1a parte regu1ar Or es a1guna funci6n ana1ltica de 1as 

aj• y 1a parte singu1ar se define como 

~ == rn "" F lci., a ... a,, 11 .. ; 4\ . 

"' 
(Z.6) 

ObseTVando que una vez que F(a1 • a 2 , a 3 , a 4 ; $) es mi­

nimizada se convierte en una funci6n que depende s61o de 1os 

Ca!'lpos aj, uno obtiene de (2.3) y (2.6) que 0 8 satisface 1a 

re1aci6n diferencia1 



.. 
d..n.~ =-2:.. '• d-a. .. (2. ?') 

-l•• 

donde 1as tj • que son las densidades del modelo conjugadas 

a las aj • estAn dadas por 

=- (2.B) 

y 1• ~ que aparece en (2.8) es e1 valor para e1 cual ª• en 

(2.6) es minimizada. Si e1 mlnimo de F(a 1 , a 2 , a 3 , a 4 ; ~),P.!!. 

ra un conjunto particular de aj • ocurre para dos. tres· o 

m&s valores de w. estos valores diferentes est&n asociados 

con un nOmero igual de fases en coexistencia. 

Griffiths tambil!n define un conjunto de. densidades aj que 

son 1os conjugados de los campos aj relativos a n • ésto es. 

a..n: Ü-.. •.. cla.¡ • (2.9) 



de manera que, de (2.S) y (2.7) 

(2.10) 

Para Te1acionar 1as densidades de1 mode1o con un conjunto 

Pk , k • 1,2,3,4, de densidades termodinlmicas, Griffiths'ut.!. 

1iz& e1 hecho de que si f k son 1os campos termodinAmicos y n 

e1 potencia1 tennodinllmico correspondiente. entonces· 

cl..Q. : - t •.. c:lf .. (2.11) 

1a cua1 con (2.9) y(2.4) da 

.. 
~ ... = L. O(;,K U_¡ .... (2.12) 

Las ecuaciones (2.4) y (2.12) definen 1a re1aci&n entre 

1os campos y densidades de1 mode1o, aj y aj, y 1os campos y 
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densidades termodin§micas. 

En particu1ar Griffiths hace notar que para mezc1as de 

f1uídos. y .a condici6n de que 1as otras aj se e1ijan correc­

tamente. es posib1e asociar 1a temperatura con e1 campo de1 m~ 

de1o a 4 • ésto es. 

T-~ 

T~ 

donde Tt es 1a temperatura tricritica. Debemos mencionar sin 

embargo que. de nuevo con 1a condici6n de que 1as otras aj se 

escojan correctamente. en principio es posib1e asociar 1a tem­

peratura con un campo de1 modelo diferente de a4. Nosotros. 

de hecho. usaremos esa 1ibertad m4s adelante eri este trabajo. 

2.2 La Regi6n de Tres Fases. 

Ya hemos visto que el espacio tennodin4mico apropiado pa­

ra un punto tricritico es uno de cuatro dimensiones. Sin embar­

go. la existencia de dos interfases que caracteTiza a 1a Tegi8n 

de tres fases impone dos restricciones sobre e1 sistema que di~ 

minuyen e1n6meTo de gTados de 1ibertad. ésto es. e1 nGmero de 

campos independientes. de cuatro a dos. Con esto en mente. aho­

ra vamos a discutir a1gunas de 1os razgos topo16gicos de 1a Te-
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gi6n de tres fases predichos por 1a teor~a de Griffiths. 

Reescribiendo (2.3) en una forma que muestra exp1tcitamen. 

te 1os valores de coexistencia d·e1 partlmetro de orden (para m.!:. 

yores deta11es. vea e1 Capitulo III). Griffiths 9 ca1cul6 1a 

superficie de coexistencia en el hiperplano (a,. ª2• a 3). En 

particu1ar. 81 encontr6 que para a 4 < O y a 3 en el inter­

va1o la3 ( < 4(-a4 /6) 3 / 2 1a superficie de coexistencia. mos-

trada en 1a figura 2.4a. incluye una l!nea (BB' en 1a figura) 

de puntos triples. ésto es. una regi~n de tres fases. la cual 

es trazada entre dos lineas de puntos cr!ticos CB y C'B'. Los 

puntos de interseccien B y B' donde 1a 1tnea de puntos tri-

ples termina. corresponden a puntos cr!ticos tenninales. Con­

forme a 4 · se hace menos negativo (figura 2.4b). 1a 1ongitud 

de 1a 1 !:nea BB • disminuye hasta que. para a 4 • o. se anu1a 

dejando stilo una 1!nea C de puntos cr{ticos para a 4 > O 

2 .4c). 

(figura 

Griffiths tmnbi6n obtuvo e1 diagrama de fase en un espa­

cio en que 1os campos a 1 • a 2 • y a 3 son reemp1azados por sus 

conjugados a 1 1 a 2 , y a 3 definidos en 1a ecuaci6n (2.9). En 

este espacio. E1 encontr6 que para a 4 < O 1a 1~nea de puntos 

trip1es aparece como un vo1umen generado por una pi1a de tTi4n­

gu1os como 1a mostrada en 1a figura 2.3. Conforme a4 se hace 

menos negativo e1 vo1umen se contrae hasta que se convierte en 

un punto para a 4 - O. Cinco de1 nt'.imero infinito de tTiAngu1os 

que generan cada secci6n para a 4 constante de 1a regien de 

tres fases se muestran en 1a figura 2.5. Como puede verse en 
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Figura 2.4. Diagrama esquem&tico que muestra 1aa curvas 
de coexistencia y 1~neaa cr~ticas en e1 eapacio de 1os 
campos ca,, ª2• a3) para (a) a4 < º' (b) "" < o pe­
ro de menor magnitud que en (a)J (e) a4 >o. Las 1~­
neaa cr~ticas c•e• y ec se convierten en 1a 1~nea ce 
cuando a4 rebasa e1 va1or cero, donde 1a 1ongitud de 1a 
1:ínea de puntos trip1es se hace cero. Las superficies de 
coexistencia se indican con 1~neas de1gadas. (con permi­
so de Grif~iths8 ). 
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Figura 2.5. se muestran cinco de1 nGmero inri.nito de 
tri&nqu1os que generan cada aeccJ.6n de -. conata.nte de 
1a req;lón de tres rases. Cac!a trUngu.1o carreaponde a un 
va1or de a 3 ta.1 que Ja.3 f < 4(--../6) 3 /°! ·z.os trJ.~gu1os 
correspondientes a 9:!md:.:a~ -~ c--../6)3/2 aon tri.bgui.oa d.!!_ 
qenerados que corresponden a 15:neas de en1ace que repre­
sentan el. equi.1:1.llrio entre una rase crS:tica y una no cr~­
tica. 
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1a figura. cada tri§ngu1o corresponde a un va1or particu1ar de 

a 3 ta1 que a 3 < 4(-a 4 /6)3/2. Si ahora pensamos en 1a figura 

2.S como representativa de una secci6n de 1a regi6n de tres f!!,. 

ses para un sistema con fases a, B y y en equi1ibrio. ve-

mos que 

y a • 3 

1os tri&ngu1os correspondientes a a 3 • a~• 4(-a4 /6)3/2 

-a~ • -4(a4 /6) 3/ 2 , son trillngu1os degenerados que repre-

sentan 1~neas de en1ace entTe una fase no critica a (6 y), en 

equi1ibrio con una fase critica Sy (6 a6). Adem&s si uno es­

coge un tri~ngu1o que corresponde a un va1or particu1ar de --

O < a 3 < a~. entonces, aumentando e1 va1or de a 3 e1 tri&ngu-

1o correspondiente se acerca a 1a 1lnea correspondiente a1 pun­

to critico teT'lllina1 a - BY. 

A1 finB1 de 1a secci6n 2.1 discutimos que. a condici6n de 

que los campos de1 mode1o aj~k sean correctamente e1egidos. 

es posible asociar la temperatura con e1 campo de1 mode1o ak. 

Si asociamos a1 campo de1 mode1o a 3 con 1a temperatura de un 

sistema con tres fases en equilibrio. 1a trayectoria de a 3 
creciente corresponder~a a una situaci6n f!sica. mostrada en 

la figura 2.6. en ~a que. cuando 1a temperatura aumenta. e1 

sistema alcanza su punto cr~tico teTJnina1 By. Tambi8n puede 

verse en la figura 2.5 que. cuando uno sigue una trayectoria 

de a 4 constante hacia e1 punto critico terminal By con va­

lores crecientes de a 3 • las fases B y y se hacen m&s y 

m&s similares mientras que 1as fases a y S se hacen m&s y 

más diferentes. Esta trayectoria fue seguida por Widom en sus 

c&lculos de la tensi6n superficial de la interfase aB cerca 

del punto critico tennina1 Sy. Como podria esperarse por la 
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FJ..gura 2.6. Se mueatra un si.•~ de c<-.?oai.cJ.&1 con•-
tante que (a) a tea:rperatura ...-nor que 1a cr~Uca con•i-9 
te de trea -raees 911 equ:l.1!.bri.07 (b) A T - T 0 a1cansa .U 
punto er~ti.co tel:llli.na1. 



discusi6n anterior. sus resu1tados indican una tensien superfJ:. 

cia1 siempre creciente conforme uno se mueve de 1a reglen de 

tres fases. a travEs de1 punto critico termina1. a 1a regi6n 

de dos fases. 

Aunque 1a predicci6n de una tensi6n superficia1 siempre 

creciente mencionada arriba puede ser ap1icab1e a a1gunos sis­

temas~ ciertamente no es 1a mAs genera1. o coman siquiera, en 

f1u~dos rea1es. As! pu8s, podemos preguntar si es que e1 mode-

1o es capaz de acomodar e1 comportamiento opuesto. donde la 

tensi6n superficial disminuye al ir de 1a regi~n de tres fases 

a la de dos fases. 

Como una respuesta posible a esta cuesti6n. Fox20 hizo 

notar que uno podr!a seguir una trayectoria diferente desde 

dentro de la regien de tres fases al punto cr~tico terminal By. 

Sobre esta trayectoria el campo a 3 se mantiene fijo en algtin 

valor apropiado mientras que e1 valor de a 4 se aumenta. Su­

pongamos que empezamos con una configuraci6n correspondiente 

a un valor dado de a 4 • como la mostrada en 1a figura 2.7a, 

y que escogemos el triAngulo que en esta configuracien corres­

ponde a un va1or particu1ar de a 3 • digamos• ~ • ~ • n(-a4 /.6)3/ 2 

donde n es un n6mero positivo menor que uno; tal triAngulo es­

tar!a 1oca1izado entre e1 tri4ngu1o intermedio (a 3 - O) y 1a 

1tnea de en1ace correspondiente a1 punto critico terminal. Si 

ahora aumentamos e1 va1or de a 4 (figura Z.7b) hasta un va1or 

a~ , i.e., O> a~> a 4 , y 1ocalizamos a1 triAngulo que en es­

ta nueva configuraci6n corresponde a1 valor fijo de a 3 • na; 
encontraremos que este tri6.ngu1o estA más cerca de 1a 1!nea de 
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Fi.gura 2. 7. Tres seccJ.ones de -.. negat:lva con a.. < •,l < •4 , donde •• muestra 
et.no un tri.~gu1o de a 3 ¡qnst.ante puede evo1uci.onar para c!:li!erente• va1ores de 
"4. En (a) ~ - 4(-84/6) /"2 y n < 1, en (b) !llfl' - 4!-~/6>3/'2 y 1 > m > n• 
en (b) <aJ>" - 4(-al/6) 3 /2. E1 tri.Snqu10 correapond.1.ente a 85 •O•• mu••tra C2, 
mo re~erencJ.a en 1as tres confi.gurac:l.ones.· 



en1ace correspondiente a1 punto critico termina1. La Taz6n de 

Esto es que en la configuracien correspondiente a a~ • 1a 11-

nea de en1ace de1 punto critico termina1 corresponde a 

de manera que a 3 •na~• mea;)•. con m > n; es decir. e1 va-

1or fijo de a 3 esta mAs cerca de1 va1or de (a~)' correspon­

diente a 1a 1!nea de en1ace del punto critico termina1. Si uno 

continGa aumentando el va1or de a 4 • puede ser posib1e que es-

te alcance un va1or a'' 4 que corresponda a una configuracidn. 

mostrado en 1a figura 2.7c. en 1a que a 3 corresponda a 1a 1!-

nea de en1ace de1 punto critico terminal. es decir. 

• -4C-a4'/6) 3/~ 

Debemos ahora recordar que conforme e1 va1or de a 4 es 

incrementado. 1a secci6n de la regi6n de tres fases se contrae. 

ésto es. 1as tres fases se hacen cada vez mAs similares. Asl 

pu8s es concebib1e que. siguiendo esta trayectoria. se tenga 

una situaci&n en 1a que no s&lo las fases B y y se hacen 

cada vez m4s simi1ares. sino que. al mismo tiempo. las fases a 

y a 1o hacen tambi6n. 

En el siguiente Capitulo veremos que. en efecto. este re­

sulta ser e1 caso. 



C A P l T U L O l l l 

Tensi6n Superficial Cerca del Punto Crftico Terminal. 

Caso Cllls1co. 

3. i· Introducci·csn. 

Vamos a uti1izar 1a teorta de van der Waals. Cahn-Hi11iarcf~ 6 

para estudiar 1a tensiCSn superf icia1 cerca de1 punto critico 

terminal. Como se discutí~ en el Cap~tulo I. de acuerdo con la 

teorta de van der Waals. Cahn-Hilliard. cerca del punto critico 

la densidad de energ!a libre interfacial es la suma de dos tEr­

minos: el primero de ellos es una funci6n del valor local del 

parametro de orden. -V(x). y el segundo es proporcional al cUJ!. 

drado del gradiente del par4metro de orden. Cuando la teorla r~ 

quiere de una ~unci6n del valor local del partlmetro de orden. 

seguiremos a Griffiths 
8 

y utilizaremos un polinomio de sexto 

orden en el par4metro de orden. 

El comportamiento de la tensi~n superficia1 sern estudiado 

conforme e1 sistema pasa a traves de1 punto cr!tico termina1 S.2, 

bre dos trayectorias diferentes. Aqul definiremos 1as trayecto­

rias y veremos como pueden 11evarse a cabo en 1a pT&ctica. 

En 1a figura 3.1 se muestra una curva de coexistencia para 

equi1ibrio llquido-1iquido en una mezcla con dos componentes. 

Para cada temperatura T los 1!quidos se encuentran tambi~n en 

equilibrio con vapor. La curva de coexistencia da 1a composicien 

X (la cual podrla ser la fracci6n de masa de una de 1as campo-
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Fi.qura 3. 1 • Curva de coexi.ste.nci.a para equi.1~i.o 1!.qui. 
cSo-1S:quido en una mezc1a de dos COll'IPon•ntes. X e• W\a -
var1ab1e de compoai.c.16n. La• ~•••• est&n en equilibrio 
con su vapor de man•ra que e1 punto de ao1uci.5n cr.lti.ca 
es un punto cr.lt.J..co term.:Lna1. La• trayectori.a• (i.) y (i.i) 
son proto~pos d• 1as dos trayectori.as a trav•s de1 punto 
critico term.ina1 sobre 1aa que •• eva1úa l.a tena~6n super 
fi.ci.a1. -
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nentes) de cada una de 1as dos fases 1~quidas como funci~n de 

T. E1 punto Xc • Te que Tepresenta a1 punto de so1ucien cr~-

tica es. debido a 1a presencia de1 vapor en equi1ibrio, un pun­

to cr1tico termina1. 

Las dos tTayectorias a1ternativas a trav~s de1 punto crttJ.:. 

co tenn.ina1 que consideraremos, estAn representados por 1as 1~­

neas punteadas (i) y (ii) en 1a figuTa 3.1. 

Para 1a trayectoria (i) podemos pensar en un sistema que 

inicia1mente se separa en tres fases a, e y y en equ1.1i.brio. 

con a 1a fase vapor, como e1 mostrado en 1a figura 3.2a. Con­

forme 1a temperatura aumenta, e1 sistema pasa a travEs de un 

punto cr1tico termina1, mostrado en 1a figura 3.2b, en e1 cua1 

1as fases B y y se funden en una todav1a en equi1ibrio con 

una terceTa fase a; para temperaturas aGn mayoTes .e1 sistema 

consiste de 1a,fase a en equi1ibTio con fase no cr~tica. digj!_ 

mos. f;y • como 1a mostTada en 1a figura 3.2c. 

La segunda trayectoTia. maTcada (ii) en 1a figuTa 3.1. co­

rresponderia a un sistema en e1 cua1 1a temperatura es variada 

mientyas que su temperatura se mantiene fija en su va1or cr~ti­

co termina1; asi pu~s. 1a trayectoria corresponde a una isoter­

ma cr~tica. TambiEn se harAn cA1cu1os para e1 caso en que 1a 

temperatura toma va1oTes cercanos pero no necesariamente igua-

1es a1 critico. 

AGn cuando una eneTgia 1ibre con un parAmetro de orden pu~ 

de ser apropiada para describir a un ntirrtero de sistemas. exis­

ten. como veremos. otros que requieren a1 menos dos paTlmetros 
de orden p&TaseT adecuadamente des=itos. P&Tavez- si e1 usode dospaT....,tTos 
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Figura 3.2. (a) Se :muestra esquem-'ti.camente un si.atema. 
con tres fases fl.u!'.das ar B y y en equi.l..i.brio a T < 
Tcf (b) El. sistema en Ca) a1canza au punto cr~tico te:rmi. 
nal.1 (e) El. sistema en (b) a T > Te- Debajo de cada fi~ 
ra se muestra l.a ~unción V(~) correspondiante. -
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de orden trae consigo un comportamiento significantemente dis­

tinto. 1a tl1tima seccit5n de este Cap!tulo ser§. dedj.cada a estu­

diar e1 comportamiento de la tensi6n superficia1. para e1 caso 

en que 1a energ!a 1ibre se considera una funci6n de dos partlme­

tros de orden en cuyos t8rminos se desarrolla. 

3. 2 TensiCSn ·superficia1· ·sobre 1a· Isocora Cr!tica. 

Aqu! obtendremos una expresit5n para la tensien superficial 

sobre la isocora cr!tica cerca del punto cr!tico terminal 

Sea -V(~) 1a densidad de energla 1ibre termodinlmica como 

funci6n del parAmetro de orden 111 • Sean "1a • Wa 1os V.!!, 

lores que e1 par4metro de orden toma en cada una de l~s tres 

dis~intas fases que coexisten en la regi6n d~ tres fases; W. 

en la fase critica By • y "1ay 

guiendo a Griffiths 8• tomaremos 

en 1a fase no· critica • Si,-

:..ve,¡,) como un po1inomio de 

sexto orden en 1" • Resu1tarA conveniente e1 que expresemos -V(1") 

en una forma que muestra exp1icitamente 1os va1ores que e1 pa­

rll.metro de orden toma en cada una de 1as fases en coexistencia. 

Asl pu6s 1a forma de -V(l/I) que usaremos para 1a regi6n de tres 

fases. e1 punto critico termina1 y 1a regi6n de dos fases son 

respectivamente 

(3. 1a) 
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(3- 1b) 

~ ... l~·+.Sl"'-~l'\-'"+-i~+·tt'"\ ,._ FL+\+'f~;. n.'", 
"º 

(3. 1c) 

donde R 2 > Q2 de manera que -V(w) > O y 

Q -=-""'· (3.2) 

ésto es •• R 2 - Q2 s61o en e1 punto cr~tico termina1. Si R2 

fuera igua1 a Q2 para un va1or de Q diferente a -•º• en­

tonces 1a ecuaci~n (3.1c) seria equiva1ente a (3.1a) con w8Y­

w6 y Q - -wy • En 1a figura 3.2 se muestra -V(w) debajo de 

1a figura de equi1ibrio entre fases a 1a que corresponde. En 

1as ecuaciones (3.1 a-e), Vo, R, Q, Wa• ~s• Wy• ~By Y Wo 

son par4metros independientes de ~ que deben expresarse en 

tEnninos de campos determinab1es experimenta1mente. Con esta f.!, 

na1idad, y siguiendo a Griffiths, escribimos F(~) en (3.1a-c) 

(3.3) 

donde, co~o se vi6 en e1 Capitu1o II, 1as aj son cuatro cam-

pos de1 mode1o que están relacionados con 1os cuatro campos ex-
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perimenta1es independientes que se requieren para 1a descrip­

ci6n de un punto tricr~tico. Sin embargo. debe notarse que pue§_ 

to que nuestro interEs se centrarfi en 1a descripci~n de un pun­

to critico tennina1. s61o tres campos variab1es son a 10 mAs 

verdaderamente independientes (ver abajo). 

Encontremos primero 1a expresi6n correspondiente a 1a ten­

si6n superficia1 dentro de 1a regi6n de tres fases. La energta 

1ibre de exceso term.odinllmica apropiada a esta regi6n estA da­

da por 1a ecuaci6n (3.1a) 

(3.4) 

Ahora de acuerdo con 1a teoria de van der Waa1s. Cabn­

Hi11iard~'6•9 1as tensiones superficia1es correspondientes a 1a 

interfase no cr~tica ae y a 1a interfase cr~tica BY estAn 

dadas por 1a ecuaci6n (1.14). esto es 

y 

(3.S) 

~ 

J~..,.:J l4-4.)l"'-"'~)l4.-'\-) e).+ : 
.... ,.. 
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(3.6) 

Antes de que expresemos ªae Y ªev en t8rminos de los 

campos .que pueden medirse en un experimento. debemos insistir 

en e1 hecho que 1a energta 1ibre de1 mode1o de Griffiths8 fue 

disenada para describiT 1a vecindad de un punto tricrltico. cu­

yo espacio teTmodinAmico apropiado es uno de cuatro dimensiones; 

en este caso ª1• 8 2• ª3 Y 8 4 se tomaban como cuatro campos 

variab1es. cada uno funci6n de cuatro campos experimenta1es in­

dependientes. 

Por otTo lado e1 espacio teTJnodin&mico para la descripcien 

de un punto critico teTinina1 es esencialmente tridimensiona19 , 

esto es, un punto cr1tico teTminal es un invariante en.un sistema 

que, si consistiera de una s61a fase no critica, tendr~a tres 

grados de libertad. 

Puesto que una descripci6n apropiada de un punto critico 

termina1 TequieTe a 1o más de tres campos independientes, s61o 

tres de 1os cuatro campos de1 modeio de Griffiths estarAn Te1a­

cionados con campos f1sicos independientes, 1o que significa 

que tendremos 1a 1ibertad de escoger e1 va1or de1 campo restan-

te. 

Es tam.bifin importante no~ar que puesto que en e1 caso pre­

sente estamos restringiendo nuestra atenci6n a estados en 1os 

que 1a fase a coexiste con a1 menos otra fase, tenemos a 1o 
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mas dos grados de libertad. y. ademAs. cuando tres fases coexi.!., 

ten e1 namero de grados de libertad se reduce a uno. 

E1 hecho de que cuando tres fases coexisten no todos 1os 

campos del modelo a 1 • a 2 • a 3 y a 4 son independientes. est4 

imp1fcitamente inc1ufdo en 1a forma de -V(x) uti1izada para 

describir a 1a regi6ñ de tres fases. En efecto escribiendo -V(~) 

exp1icitament:e en -pot:encias de .,¡,, uno puede most:rar de (3. la) y (3 .3) que 

dentro de la regi~n de tres fases 

~o( + '+p • '-t" = o (3.7a) 

a.. = 1- a.~ a.., (3.7b) 

Qt:= ...!.. .. Q: 
(3.7c) 

Las ecuaciones (3.7 a-e). mas nuestra opci6n de eEcoger a1 va­

lor de una de 1a~ aj • dejan a una de ellas. a 3 • a 4 O quizás 

alguna combinaci6n de ellas. independiente~ente variable. Por 

el momento dejaremos abierta la cuesti6n de cuAl de los campos 

del modelo. a 3 • n
4 

6 combinaci6n de ellos. ha de jugar el pa­

pel del campo f~sico independiente el cual elegiremos que sea 

la temperatura. 

·También de las ecuaciones (3 la) y (3.3) es posible ver 

... 
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que 1as re1aciones exp1!citas entre 1os campos a 3 Y a 4 • Y 

los parAmetros Wa • w6 y ~y son 

(3.Sa) 

(3.Sb) 

de lo cual es claro que $ª , $e y $Y son las ralees reales 

de 1a ecuaci~n cdbica 

(3.9) 

Reso1vien~o 1a ecuaci6n (3.~) uno encuentra que sus tres 

soluciones est&n dadas por 

'+. -= A -+ 'B (3.10a) 

(3.10b) 

donde 
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·A,S = (- ª,:f'' ( 1 ··~ + J9) ' (3 ... 11) 

y 

9 = (3.12) 

La condici6n de va1ores negativos de e se impone para asegu­

rar 1a existencia de 1as tres diferentes ralees rea1es "'º 
1 

~a 

y "1y ··que se requieren dentro de 1a regi«5n de tres fases. E1 

va1or mAximo de e • O corresponde a1 punto critico term.ina1 en 

e1 cua1 dos de las ratees son id8nticas. 

Puesto que estaremos interesados eñ e1 comportamiento cer­

ca del punto cr~tico terminal, resultard conveniente el que u­

semos las yariables 

A,. = ª:a - a.; (3.13) 
a,• 

A .. a. .. - a.: 
(3.14) a: 

donde a* 3 y a" 
. 4 

son 1os valores de ª3 y ª4 en e1 punto 

critico terminal By. De (3. 7a) y (3 .B a-b) uno encuentra fllC:i.!. 
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mente que en este punto critico termina1 (donde ~a • ~Y - $0) 

(3.15a) 

(3.15b) 

Sustituyendo (3.13) y (3.14), y usando (3.15 a-b) en (3.12) 

obtenemos 

9 = i. -

(3A .. -2A,,) + 0(A~,R~.A .. -A ...... ) (3.16) 

Usando e1 hecho de que cerca de1 punto critico terminal A3 
y A4 • y por lo tanto e, son pequefios, uno puede desarro11ar 

(3.11), y, sustituyendo la ecuaci6n resultante en (3.10 a-b) 

se encuentra 

J. (3.17a) 
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(3.17b) 

(3.17c) 

Las ecuaciones (3.17 a-e) con (3.16) nos dan 1as re1acio-

nes necesarias entre ~a • ~a Wy y A 3 , A 4 • Podemos ahora 

sustituir (3.17 a-e) en (3.5) y (3.6) para obtener 

(3.18b) 

y uti1izando (3.16) y (3.13 a-b) en (3.18 a-b) obtenemos fin~~ 

mente 

(3.19) 

(3 .20) 



donde 

•· \ ª'-\~)"'~. :: .1;!_ J 'iM'll.' • 
'4 

(3.21) 

es e1 va1oT que ªaa toma en e1 punto critico termina1 ay. y 

(3A4 - ZA 3 ) ;;.. O. 

Ahora comp1etaremos e1 cA1cu1o obteniendo 1a ·tensi8n su­

peyficia1 correspondiente a la interfase no cTltica aB. mas 

a11A de1 punto critico termina1 y dentro de la regi6n de dos f~ 

ses. 

De 1a ecuaci6n (~.1c) encontramos que la energla libre de 

exceso apropiada al interior de la regi6n de dos fases esta dl!, 

da por 

donde 

Como antes. 1a teoria de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard pre-

dice 

-tp .. "' J J- ~-V<:+)• 
..... 

""'" :Jt .... ..,."j l '4'·'\.)l"¡. ... -'t') J4 ... +?04+~ ... .... 
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(3.ZZ) 

donde 

(3.Z3) 

(3.Z4) 

Coao discutimos antes, 1a descripci6n de un punto cr~tico 

teraina1 requiere a 1o mas de tres campos independientes. Pues­

to que en este caso una de 1as interfases, .1a no cr~tica, esta­

r& sieapre presente. s61o dos de 1os campos independientes son 

necesarios en genera1. 

Debe notarse, sin embargo, que existen muchas trayectorias 

(en el espacio de los campos) que empezando en el punto cr~tico 

termin&1 llevan a 1a regi6n de dos fases, y que al seleccionar 

una de e11as perdemos un grado de libertad más. Vamos a hacer 

esa selecci8n diciendo que nos moveremos sobre una trayectoria 

sobre 1a cua1 



(3.25) 

·Ade~A5, de (3.1c) y (3.3) uno puede obtener fAci1Jftente que den­

tro de 1a regi6n de dos fases 

(3.26a) 

(3.26b) 

(3.26c) 

(3.26d) 

(3.26e) 

Usando 1as ecuaciones (3.25) y {3.26 a-e) podemos expresar 

Wa , Way , Q y R 2 , as~ como a 1 y a 2 • en tATminos de 1os 

campos a 3 y a
4

• Como 1o hicimos antes. dejaremos hasta e1 f~ 

na1 1a cuesti6n de cuá1 de estos 61timos (o combinaci8n de e11os) 
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ha de jugar e1 pape1 de1 campo independiente. 

TambiEn de (3.23), (3.24), (3.25) y (3.26 a-b) tenemos 

(3.27a) 

(3.27b) 

'l 'l 't. ,.. '&. .J&i.. 
12 - Q = ~ G'4 ~ 3"" - 'aQ (3.27c) 

y 

(3.28) 

PoT 1o tanto, Teso1viendo (3.28) podemos tener Q. x y ~. y 

por 1o tanto 

Usando (3.14) y (3.15), 1a ecuaci6n (3.2B):puede reescribi.!:. 

se y obtener 

(3.29) 

Las tres so1uci6n Q1 • Q2 • Q3 de 1a cua1, para A3 y A4 pe-
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quefia, ésto es, cerca de1 pt.mto critico tenninal,, pueden desarro11arse 

para obtener 

Q.=-~ +~l-a.l .. [ioc +!!. at..,,-+ Ol11"l] 
2. .~ •• 

(3.3Da) 

(3.30b) 

(3.30c) 

donde 

Q = - ~ ~= ( 1 "'" -\ A .. ) , (3.31) 

(3.32) 

(3 .33) 

Puesto que en e1 punto cr~tico termina1 A 3 • A 4 - o. y por 1o 

tanto a • b - O, y a • - t Q: tenemos 
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~~···· 

QC·•·f' -
' - &. 

= q ...... C> 

1o que significa que 1a ecuaci6n (3.30b) es la so1uci6n de (3. 29) 

que es Televante al pTob1ema; 

Usando (3.31-33) en (3.30b) obtenemos 

+ 0 (A! , A! , tt.'A. , 11.'A. , Gl A~ , 111 A,A. ) l . (3.34) 

Y si sustitu!:mos (3.34) en (3.27c) y entonces en (3.27a) y (3.27b) 

obtenemos 

1.. • ~ ( I\.¡ - .¡j¡ OC - ~ A~ - ;t ,l + 0 lA~ ,A!) ] (3.35) 

(3.36) 
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TambiGn, de (3.25), (3.26a) y (3.34) podemos obtener 

(3.37) 

y de (3.31), (3.32) y (3.33) 

(3.38) 

Sustituyendo (3.28) en (3.37), (3.36) y (3.35), y uti1iza!!. 

do 1a ecuaci6n resu1tante en (3.22) • fina1mente obtenemos 

I (3.39) 

donde 

Hemos encontrado entonces, de (3.1!>), (3.20), (3.21) y (3.39), 

que sobre una trayectoria de composici6n fija, 1a tensi6n supe.!:. 

ficin1 de la interFnsc crítica SY. y 1a tensi6n superficia1 de 



1a interfase no CT~tica aa dentro de 1a regi6n de tres fases. 

en e1 punto critico termina1. y dentro de 1a regi8n de dos fa­

ses estAn dadas por 

(3.40a) 

(3.40b) 

(3.40c) 

(3.40d) 

donde (3A4 - ZA3 ) > O para (3.40 a-b) • y (3A4 - ZA3 ) < O 

para (3. 40d) • 

Una versi~n mas restringida de 1as ecuaciones (3.40 a-d) 

fue obtenida previamente por Widom? En sus c41cu1os. que inC1!!. 

yeron s61o a 1os primeros terminas. Widom supuso a priori que 

A°4, - O. Su e1ecci6n corresponde a 1a trayectoria en e1 espacio 

de 1os campos que se describi6 en e1 Cap!tu1o 11 como 1a de 

a 4 - constante. Puesto que a 4 . se Aantuvo fija. Widom atribuy6 

a A3 e1 pape1 que 1a temperatura juega en un sistema termodi­

n§mico. ~sto es. A3 - T - Te • con Te 1a temperatura en e1 

punto critico termina1. 
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De sus resu1tados. que corresponden a 1os pri~eros t~rmi-

nos de 1as ecuaciones (3.40 a-d). Widom concluy6 que es 

una funci6n suave y sieibpre creciente de 1a temperatura confor­

me uno ·va. con temperatura creciente, de 1a regi6n de tres fa­

ses a 1a de dos fases a travEs de1 punto critico termina1. E1 

atribuy6 este comportamiento de 1a tensic5n superficia1 a una 

propiedad de1 mode1o de Griffiths. 

Los resu1tados de Wi~om son consistentes con resu1tados 

experimenta1es obtenidos por Lang., Lim y Wido~10., quienes habf.an 

medido 1as tensiones superficiales ªas • ªay y ªBY en e1 

sistema cuaternario con tres fases 11quidas benceno-etano1-agua­

su1fato de amonio" donde sc51.o la .composicit5n variaba pero 1a 

temperatura no. Sus resultados indican que 1a tensi8n asociada 

con 1a interfase no critica aumenta conforme e1 punto critico 

termina1 es aproximado desde e1 interior de 1a Tegi6n de tres 

fases. Aunque 8sto proporcion6 una prueba importante de 1a teo­

ria.adn existia 1a cuesti8n de si 1a teor1a era capaz de prede­

cir e1 tipo de comportamiento diferente. con temperatura vaTi~ 

b1e. que se ha encontTado en equi1ibTio 11quido-1iquido-vapoT 

cerca de e1 punto de so1uci6n cr1tica21
• Las ecuaciones (3.40b-d) 

responden esta cuestión. 

Las ecuaciones (3.40 b-d) ~uestran que a1 suponer A4 - O 

y A3 - {T - Te)• uno en efecto enCuentra que 1a tensi6n super­

ficia1 asociada con 1a inteTfase no cr~tica (008 ) debe ~umen­

tar conforme uno va. con temperatura creciente. de 1a regi6n de 

tres fases a la de dos fases a trav6s de1 punto critico termi­

na1. Sin embargo. las ecuaciones (3.40 b~d) tambiEn muestran 
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que esta suposici6n es innecesariamente Testrictiva y. que de 

hecho. es responsab1e de este comportamiento. Es deciT. uno po-

dr1a suponer en 1up.ar de e11o: A 3 - O y 

tener. como se muestra en 1a figura 3.3. una tensien superficia1 

siempre decreciente conforme se va con temperatura creciente de 

1a regien de tres fases a 1a de dos fases a trav8s de1 punto 

critico termina1. Esto corresponderla a 1a trayectoria en e1 e~ 

pacio de 1os campos desc~ita en e1 Cap1tu1o II como 1a de a 3 -

constante. 

Uno podrla en genera1 asignar e1 pape1 de 1a temperatura 

a u.na combinacit5n 1inea1 de A 3 y A 4 • Variando 1os coeficie.!!. 

tes de A3 y A4 uno podrta obtener pendientes diferentes pa­

ra 1a funci6n ªaa como funci~n de 1a temperatura. Por otro 1~ 

do. de 1a ecuacien (3.40a) encontramos que 1a tensi6n superfi­

cia1 de 1a interfase critica BY se anu1a proporcionalmente a 

una potencia 3/2 de 1a desviaci6n de 1a temperatura de su va-

1or critico. Este es e1 exponente que uno deberta esperar de 

cualquier teor!a c1Asica como 1a que hemos uti1izado. Aunque se 

sabe que este exponente es incorrecto para todos 1os sistemas 

experimenta1es (e1 verdadero exponente tiene un va1or más cer­

cano a 1.3). 1as ecuaciones (3.40 a-d) nos dan una indicacien 

de cemo 1a presencia de una interfase cr~tica afecta e1 compor­

tamiento t6rmico de 1a tensien de 1a interfase entre 1a fase 

cr~tica y 1a siempre presente fase no critica. 
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Te 1 

Figura 3.3. Comportamiento predicho por e1 mocSe1n para 
temperatura• 11tuy pr6ximaa a 1a cr!.tica. Se mu.eatran 1oa 
casos A 3 - O y ~ • O (ver texto) • 
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:1i. 3· Tensi6n SupeTfic ia·1 sobTe ·1a I soteT1'1.a. 

AhoTa buscaTemos una ecuaci6n que describa a 1a tensi6n 

superficia1 de 1a interfase no cTitica na. sobTe isotermas co­

Trespondientes a tempeTatuTas ceycanas a 1a de1 punto critico 

teT11lina1 ay. En paTticu1aT estudiaremos sobre 1a iso-

teT"ftla critica. Esta isotenna. que corresponde a 1a trayectoria 

(ii) en 1a figuTa 3.1, yace comp1etamente dentTo de 1a Tegi&n 

de dos fases y toca a 1a regi6n de tres fases so1o en e1 punto 

critico termina1. 

De 1a ecuacien (3.1c). 1a densidad de energ~a 1ibre corre~ 

pendiente a 1a regi6n de dos fases estA dada por 

donde $ª , $~Y , Q y R2 estAn re1acionadas con 1os campos 

de 1a teorta de Griffiths por 1as ecuaciones (3.26 a-e). ésto es. 

( 3.42a) 

2.4,. 't .... :. a. .. + 3Q ... - n. ... (3.42b) 
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(3.42c) 

(3.42d) 

(3.42e) 

con 

(3.43a) 

y 

(3.43b) 

Debemos mencionar de nuevo que si R 2 • Q 2 sin que Q • -tPo , 

1a ecuaci6n (3.41) corresponde a 1a energ!a 1ibre apTopiada a 

la regi6n de tres fases con Way • w6 y Q • -Wy• TambiAn. 1a 

condicien ~2 > Q2 asegura que -V(w) > o. 

De 1a ecuaci6n (3.22) tenemos tambi8n que dentro de 1a re­

gi6n de dos fases ªa-By est5 dada por 
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(3.44) 

con 

a :. """ + Q (3.4Sa) 

'\-... - "'~ 

"" "'-
fll.- Gl 

(3.4Sb) 
('t-,..-'t'.)' 

Puesto que ahora nos moveremos sobre una isoterma. 1os 

campos re1acionados con 1a temperatura. • 3 Y a 4 • permanece-

r&n constantes mientras que 1a variab1e de c0111posici6n de1 sis­

tema. w8Y • var~a. Para estudiar e1 comportamiento de 1a ten­

sien superficia1 sobre esta trayectoria vamos ahora a expresar 

ªas como funci~n de ~sy• 

Para empezar podemos usar (3.42 a-e) para obtener 

(3.46) 
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Puesto que tanto a 3 como a 4 con constantes sobre 1a isoter­

ma. de 1a ecuaci~n (3.46) podemos obtener una re1acien entre 

~BY y Q sobre una isoterma dada. Por otro 1ado. tenemos que 

en 1a isoterma correspond1ente a1 punto cr!tico te~ina1 

'tp .. = 't,.:····· -"\-. - - C>. # 
(3.47a) 

a,. = a..: ... <.Q'!. 
' (3.47b) 

a,. = a.: ':: -'IQ:, (3.47c) 

y~puesto que estaremos interesados en e1 comportamiento de 1a 

tensi8n superficia1 cerca del punto cr!tico tennina1 sobre iso­

termas cercanas a la cr!tica. ser4 conveniente _que definamos 

A,. = a .. - a: 
(3.48a) a.,• 

A'3. =: 0,-G: 
(3.48b) a• :s. 

)( -::. Q-4', 
(3.48c) 

ll>o 
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(3.48d) 

Podemos ahora usar 1as ecuaciones (3.47. a-e) y (3.48 a-e) 

para· reescri~ir (3 .46) como 

'l+I ~--l(l+~) ~tf .. (1+\Jr)(1--f w•)+1(a..l1••\•tA,) 1 
\: l+ll 1 

Si notamos que en e1 punto cr~tico termina1 ay 1as cantidades 

Y, x. A3 y A4 son igua1es a cero, podemos conciuír que la eCU!!,. 

ci6n apropiada a y(x) est& dada por 

'I +I = - \ lt+><) •-i Í 'f(.1 +j.,.\l•-f .il) +l[ll.l•+1<l•tA11)1 
l 1 + lC 

(3.50) 

Por otro 1ado, de (3.42a), (3.47a) y (3.48 c-d) tenemos que 

(3.51) 

Tamhil!n, de C:3.4.5a), (3.47a), (3.48 c-d) y (3.51) 

X-':S 
(3.52) 
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"de (3.42a), (3.47a), (3.47c) y (3.48 a-d) 

1a cua1, uti1izando (3.50), puede tambien expresarse como 

fl-f/ =\ Q"' (ic"',. !l(•-A.a Jl - SA.t .. 'l.A,) 
I+& 

de manera que de (3.45b), (3.51) y (3.53) 

'l. 
'2(1l ... '1) + C.(lC+"'t)-2Jt'I -1.A., 

l 3+2't+•'I"' 

(3.53a) 

(3.53b). 

(3.54) 

Debe notarse que puesto que en e1 punto cr~tico term~na1 

y, x y A4 son cero, de (3.52) y (3.54) tenemos ·que x y <1> 

deben tambien ser cero y por 1o tanto de (3.44) 

cr"···" ... Cl .. 
Ol-p• 

(3.55) 

Fina1mente, 1as ecuaciones (3.51), (3.52), (3.54) y (3.55) 

pueden sustituirse en (3.44) para dar¡ios 
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(3.56) 

1a cua1 es 1a expresi8n deseada de ªme como funci6n. ª• de 

1a variab1e de comp0sici6n sobre una isoterma. 

Usando e1 mismo aode1o. Widom9 habla obteDido previamente 

una expresi&n para ºme sobre 1a isoterma critica. En tarainoa 

de nuestra uotacif5n su resu1tado muestra que cerca de1 punto ·· 

critico termina1 

CJ;,¡-~· -a-. { ' -.. 'S" l"' \'fl .. ··· l . (3.57) 

En nuestro caso la isoterma critica corresponde al caso pal:_ 

ticu1ar A3 • A 4 - O 

tico terminal y es 

obtener 

en (3.56).· Puesto que cerca de1 punto cr!. 

pequefta, podemos desarro11ar (3.56) para 

(fo1 •• =Ci'• \1 - _. ·i' \ .. 1.,1 + L (1 .. , l .. -"- ) Y •···J 
·.- " . "' 11: a& 

(3,58) 

donde e1 signo menos se usa para y > O y e1 signo aas· se usa 

para y< o. 

La ecuaci&n (3.58) nos permite estar de acuerdo con Wido• 
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SWI 
iESls 

lf LA "º nm i1ii;.,•nCA ' 
en que Sobre 1a isoterma cr~tica ªa-ay tiene una pendiente que 

.se anu1a y un punto de inf1exil5n en 1a composi.ci6n cr!.tica. 

Widom tambifin observa e1 hecho de que (3.58) imp1ica que 

sobre 1a isoterma cr!.tica ªa--By aumenta .cuando tpBY aumenta 

cerca de ~ay • ~:~e.p •• ésto es. cuando aumenta 1a concentracien 

de 1a componente de 1a cua1 1a fase BY es mas rica que la fa­

se no cr~tica a. Esta conc1usi~n, sin embargo, no siempre con­

cuerda con e1 experimento. La razen de esta .fa11a de1 modelo 

puede encontrarse en una restricci6n en el modelo que no neces!!_ 

riamente es correcta. Esta restricci6n es que una ~By crecien 

te sobre la isoterma critica necesariamente implica un valor 

creciente de la cantidad ~BY - wª. Esto significa que 1a direc­

ci6n en que uno se a1eja de 1a 1lnea de puntos cr!ticos a
1
8y. 

1~ cua1 a su vez se encuentTa a gTan distancia de 1a 1lnea de 

puntos crlticos BY que es e1 objeto de nuestro estudio. Con-

~oTJDe nos a1ejamos de esta 1lnea de puntos criticas. ªa-Sy • 

que es cero sobre esta 1lnea.aumenta. Pero esta 1lnea estA tan 

1ejos de1 punto cr~tico teTJDina1 presente que en sistemas rea-

1es. o en mode1os menos restringidos. no puede haber necesaTia­

mente re1aci6n entre e11os. E1 paT4metro de orden ~ apropiado 

a1 punto critico termina1 By no es un par&metro de oyden re1e­

vante para un punto critico termina1 a 1 Sy remoto. Bn sistemas 

rea1es 1a direcci6n de $ creciente puede con igua1 probabi1i­

dad ser 1a de acercamiento o a1ejamiento de 1a 1!nea de puntos 

criticas ª• By y es, por 1o tanto, igua1mente probab1e que sea 

1a direcci6n en que crece o decrece. 
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Por otro 1ado 1a ecuación (3.56) nos permite obtener infor 

maci6n sobre isotermas no cr!ticas. Ta1es isotennas correspon­

den a va1ores de A3 y A4 diferentes de cero. Antes de ~sto 

debemos decidir cufi.1 de 1os partlmetros A 3 y A 4 , o que com­

binaci6n de e11os, ha de jugar e1 pape1 de 1a temperatura. 

Antes de hacer1o. es importante recordar que 1a ecuaci6n 

(3.43a) requiere que R 2 - Q2 > O. Esta condici6n es una condi­

ci6n necesaria para estabi1idad termodin~mica que requiere que 

nuestra energ!a 1ibre, -V($), sea no negativa. 

Puede demostrarse de 1a ecuaci6n (3.53a), ·que 1a condici6n 

R2 - Q2 ~ O se satisface siempre que 

( \ + ~ )"~ i!:. ( 1 + A,.\ . (3.59) 

Con ~sto en mente, y puesto que, como se discuti6 arriba, 

A3 y A4 no pueden ser ambas independientes. nosotros uti1iz~ 

mos 1a re1aci6n, 

para generar isotennas correspondientes a va1ores diferentes de 

C y A 4 consistentes con (3.59). 

Nuestros resu1tados se muestran esquem&ticamente en 1a f~ 

gura 3.4 donde 1a isoterma ~r~ticn es tambien trazada como 1!-
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Figura 3.4. Re•u1tados obtenidos para isotermas eorre•­
pon4ientea a diferentes va1ores de1 pOZ:&m.etro e (ver tex­
to). (b) corresponde a e - -3/4 mientras que (a) y 
(e) corresponden a va1orea de e menores que en (b) y 
va1ores mayores que cero, respectivamente. E1 va1or de "4 
- neqativo y-eonata.nte en 1os tres casos. La Unea contl_ 
_nua corresponde a 1a isoterma cr~ti.ca. 
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nea continua. La figura 3.4a muestra una i.soterma ti.pica para 

va1ores negativos de C y A4 • En este caso 1a isoterma inter­

secta a 1a critica en va1or de y - Yo debajo de1 correspondie.!!. 

te a1 punto cr~tico. y yace encima de e11a para y> yo. ConfoI, 

me uno incrementa e1 va1or de C. el punto de 'intersecci6n se 

mueve sobre la i5oterma critica. La figura 3.4b corresponde a 

un valor muy cercano a -3/4. para e1 cual el· punto de in terse.E. 

ci6n coincide con el punto de inflexi6n de la isoterma critica 

(e1 punto critico). Finalmente. en 1a figura 3.4c. la cual co­

rresponde a va1ores positivos de c. 1a intersecci~n ocurre para 

valores de ~- mayores que el critico. 

Khosla y Widom21 midieron la tensi6n superficial de las 

mezclas binarias leido isobutirieo-agua y nitroetanol-3-metil 

pentano. cerca de los puntos conso1utos y sobre 1as isotermas 

critica y no cr~ticas. Sus resu1tados. mostrados en 1as figuras 

3.5 y 3.6. indican que. en ambos casos. 1a isoterma no cr~tica 

yace completamente debajo de 1a isoterma cr~tica correspondie!!. 

te; ~sto es. no se observan cruzamientos. Aunque sus medidas 

muestran una pendiente que se anula y e1 punto de inf1exien r~ 

querido por (3.58). no son. de acuerdo a Khosla y Widom. loba~ 

tante precisos para permitir que el grado de la curva se deter­

mine. 

Me 1ure y Edmonds22 tambi8n han reportado medidas de la 

tensi6n superficial en la mezcla binaria n-hexadecano +acetona. 

sobre isotermas correspondientes a temperaturas 4ºK y 14ºX por 

encima de la cr~tica. Sus resultados. mostrados en la figura 3.7 

parecen indicar un intervalo de valores de composici~n en el 
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cua1 1a curva de tensic5n superficia1 correspondiente a T - 313°ic 

es no monc5tona. Si resu1ta rea1. esta dependencia isot~rmica de 

1a tensi6n superficia1 de 1a composicic5n seria inconsistente 

con cua·1quier predicci'5n de1 mode1o, puEs este tipo de comportj!, 

miento vio1ar!a la condicic5n de estabilidad dada en 1a ecuacic5n 

(3.43). Sin embargo, Me 1ure y Edmonds han indicado que sus me­

diciones no se hicieron especfficamente para probar este modelo. 

y que no pueden, todav!a. ser prueba de su falta de validez. 

Mediciones similares en el sistema anilina-hex&no han si­

do reportadas por Campbe11 et a123• En su reporte ellos indican 

la posibilidad de un cruzamiento de un par de isotermas. Sin e!!!_ 

bargo, la precisic5n limitada de sus mediciones hace que sea muy 

dif~ci1 juzgar si e1 cruzamiento es un ejemp1o autantico de1 f!!, 

n&meno v~sto aqut. 

Me 1ure y Pegg24 han reportado recientemente mediciones 

mlls precisas de 1a tensi6n superficia1 de 1.a mezc1a mencionada 

arriba n-hexadecano + acetona. sobre isotermas correspondientes 

a temperaturas cerca y encima de Te• 1a cua1 estiman Shora 

mlls cercana a 298.SºK que a 1os 309°K previamente reportados. 

En 1a figura 3 .8 mostramos cuatTo isotermas obtenidas por Me 1ure 
I 

y Pegg. Aunque ninguna de 1as isotermas corresponde a 1a criti-

ca. podemos ver en 1a figura 3.8 que. conforme T tiende a Te• 

1as isotermas tienden a tener una pendiente que se anu1a y e1 

puntó de inf1exi6n requerido por (3.58). Como podemos tambiEn 

observar en 1a figura 3.8. ni 1a no mononiticidad ni 1os cru­

zamientos que Me 1ure y Edmonds habtan reportado tentativamente 
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para el. mismo sistema (ver figura 3_.7), se observan ahora. 

3.4 ne·sarr611ri de 1a Energia Libre en· Dos Parlimetros de 

Orden. 

En las secciones anteriores se us6 1a teoria de van der 

Waal.s. Cahn-Hi11iard para estudiar l.a tensi6n superficial. cerca 

del. punto critico terminal. de sistemas que pueden describirse 

con un s81o par4metro de orden. 

Existe. sin embargo. un ndmero de sistemas cuyo comporta­

miento cr~tico requiere ser descrito en t8rminos no de uno sino 

de dos par8.metros de orden~ Un ejempl.o de 8stos serta un siste­

ma consistente de hel.io 4 en equil.ibrio con su vapor en la ve­

cindad del. punto lambda. La figura 3.9 muestra un esquema (fue­

ra de esca1a) de1 plano P vs T de1 helio 4 en la regi6n.de b_!! 

jas temperaturas. 

A lo 1argo de la 1inea de presi6n de vapor existe una in­

terfase que. debajo de TA• separa una fase vapor no critica de 

una fase crítica. o c~si critica. superf1utda. Encima de TA• 

1as dos fases en equi1ibrio son 1a fase 1tquida noT111a1 casi cr,,1 

tica y 1a fase vapor. 

Cohen25 ha sefta1ado que 1a fase superf1utda podr!a pensar­

se corno un namero infinito de fases "durmientes" en coexisten­

cia. Griffiths2•6 sin embargo• ha hecho notar que para describir 

el comportamiento termodintimico en e1 r~g.iJllen superf1uldo es 

suficiente considerar s61o 1a amp1itud de1 parAmetro de orden 
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Figura 3.9. Diaqrama. (no a eaca1a) de1 p1ano de equi1i­
brio P vs T de1 he1io 4 en 1• r99i6n 4e bajas tempera~ 
ras. 



superf1uído (comp1ej"o) • o trataT1o como un ntimero rea1 • y poT 

10 tanto trataT a 1a fase supeTflu!da como dos fases coexisten-

tes. 

·En nuestro tratamiento pensaremos del .superflu~do como dos 

fases en equi1ibrio que pueden de~cribirse :con un parAmetro de 

orden. digamos x. que toma va1ores en cada fases que son igua-

1es en magnitud pero de signo opuesto. En TA• e1 parllmetro de 

orden x se anula y permanece igual a cero para T > TA. Un 

segundo parAmetro de orden. digamos y. con 1a caracterlstica 

que no se anu1e. se requiere para describir el equilibrio entre 

el vapor de la fase fluida (superfluldo para T <TA). 

En 1a notaci6n usada en 1as secciones anteriores. e1 punto 

lambda sobre 1a curva de presi6n de vapor serta un punto cr~ti­

co terminal en el cual 1as fases a y y son las dos fases de 

las que se supone consta el superflu~do. ·mientras que la fase 

a representa a 1a fase de vapor. 

Aqu1 usaremos la teor!a de tensi6n superficial de van der 

Waa1s. Cahn-Hi11iard. y la ~ilosofia de Griffiths de un desar~.2. 

llo de la energia libre. en un intento de describir el comport~ 

miento de 1a tensi6n superficial de un sistema cuya descripcien 

requiere de ~os parl.metros de orden. 

Ya hemos mostrado que e1 problema de encontrar e1 perfil 

de1 par4metro.de orden. y 1a tensi6n suerficia1 asociada con 81. 

es anAlogo al problema de encontrar 1a trayectoria y accien di­

nA.mica de una part~cu1a de enery.~a tota1 cero (usando la con­

venci6n de la figura 1.3) que se mueve entre dos posiciones de 
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equi1ibrio de un campo de potencia1. En e1 caso presente. e1 P.!:?, 

~encia1 unidimensiona1. V(x). se reemp1aza por un potencia1 bi­

d~mensiona1. V(x.y). Las tres fases en equi1ibrio es~An ahora 

rePresentadas por tres picos de 1a misma a1tura. como 1os mar­

cados en 1a figura 3.10a como a, By y, donde 1os picos By y 

son si~~tricos respecto de un eje sobre e1 qu~ se encuentra e1 

pico a. La simetrta entre 1as f&ses B y y se requiere aqul 

para reproducir e1 hecho que 1as dos "fases" superf1uldas estlln 

siendo descritas por un parllaetro de orden que toma va1ores en 

cada fase que son igua1es en magnitud pero de signo opuesto. 

Cuando e1 va1or de un parAm.etro apropiado. e1 cua1 estA T.!!_ 

1acionado con 1a diferencia T - Te• con Te 1a temperatura 

cr~tica. se aproxima a su va1or cero. 1os dos picos sim8tricos 

serapro~i.aan·uno a1 otro hasta que se a1canza una configuraci6n. 

mostrada en la figura 3.10b. en 1a que 1os picos e y y se co.!1 

vierten en un m&ximo muy ap1anado. Conforme e1 partlmetro t8rm.i­

co sobrepasa e1.va1or cero. e1 pico ay que resulta de 1a com­

binaci6n de los picos B y y se hace menos plano mientras se 

mueve en direcci6n de1 pico a (figura 3.10c). 

Para·1ograr el comportamiento descrito nosotros usamos un 

potencia1 dado por 

(3. 61) 

donde Vo > o. y 
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Piqura 3.10. Z1uatracJ.6n eaquem&ti.ca de 1a runci.6n -V(x,y). 
Los puntos representan .J.oa ú.x.t.mos de 1a :runc.:USn correapon­
dJ.entea a l.aa fases en equi.1.ibrio. En (a) •• naaeatran trea 
faees en equi.l.i.brio con l.as faaea B y y aJ.ml;t:rJ.caa rea­
pecto a1 eje Y1 (b) correaponde al. punto cr1tico term:l.na1r 
(e) corresponde a 1a regJ.6n de d.oa faaea. 
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(3 .62a) 

(3.62b) 

donde b una constante positiva y por lo dem~s arbitraria. y 

y
0

• Yo y Xo son parllmetros que deben ser re1acionados con 1a 

temperatura. 

Los dos picos sim8tricos son proporcionados por (3.62a) 

cuando uno impone la condicien de simetr!a para toda x > O 

'l. = x. (3.63) 

As~ pues, dentro de 1a regi6n de tres fases, donde (3.63) 

se aplica, -V(x,y) queda dado por 

mientras que en el punto critico terminal. donde x • o. x! • 

by. - o 
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(3. 65) 

y dentro de 1a regi6n de dos fases. donde x peTJnanece igau1 a 

cero 

(3 .66) 

La re1aci6n entre Yo• Xo, y 0 , y 1a tempeTatura de1 mode1o 

se obtiene siguiendo 1a fi1osofia de Griffiths y escribiendo 

(3.64) como 

1.( .. • .. .. E. ... ) 
_ ""':;

0

'<):. l'l-V .. ) X-l.\,Vlt+l.liV +~Y+~ , (3 .67) 

donde 

(3. 68) 

es el campo de1 mode1o que juega e1 pape1 de 1a temperatura, é!i, 

to es, 

(3 .69) 
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Puesto que s61o se requiere un campo independiente. suponemos 

e.e.,.., 
'l.,. + "'"e. . (3. 7 O) 

donde y;·e.p. y q son ccmstantes arbitrarias. 

Anlll.ogBlllS11:e • 1a eaiaci6n (3 • 66) puede escribirse como 

(3.71) 

con 

E: = - y b,....,_ . 

Ast puEs. la configuraci6n mostrada en la figura 3.10a co­

rresponde a T < Te• mientras que las configuraciones en las f.!, 

guras 3.10 b-c corresponden a T - Te y T > Te respectivamen 

te. 

Ahora usaremos el potencial bidimensional -V(x.y) para oh 
tener la tensi~n superficial entre una de las fases sim8tricas. 

digamos la fase B en 1a figura 3.1oa. y la fase no sim8trica 

"'· 
Nosotros podrtamos resolver el problema en principio obte­

niendo los perfiles de equilibrio de los parAmetros de orden 

X(z), y(z) uti1izando 
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m '1 .... 
::.- <>"ll'·il . (3. 72a) 

ch.'" C)lt 

M 
¡.., 

::.-
C>vor • .,) (3. 72b) 

cl"t.' ... .., 

1as cua1es son 1as ecuaciones (1 .16 a-b) de1 Capttu1o I; y en­

tonces. eva1uando 

·-cr = j (-'1lir,_,l + K) ch., _.., (3.73) 

1a cua1 es 1a ecuaci6n (1.17). sobre 1a trayectoria definidB 

por X(z), y(z), obtendriamos 1a tensi6n superficia1. 

Sin embargo• determinar 1as· perfi1es deta1lados de 1as e-. 

cuaciones (3.72 a-b), conV(x,y) dado por (3.64), invo1ucra e1 

¡rroblema de reso1ver dos ecuaciones diferencia1es acopladas no 

lineales. Puesto que no pudimos resolver el problema ana1!tiC.!!, 

mente. lo hicimos num~ricamente utilizando una t~cnica desarr.2_ 

11ada por Currie y Bishop27_ E1 metodo se describe mejor en 1a 

analogia mecAnica de encontrar la trayectoria X(z) • y(z) de 

una part!cula de energia total cero. que se mueve bajo la in­

fluencia de una energia potencial V(x.y). 

En el lenguaje mecánico. la particula es ligeramente des-



plazada de uno de 1os m&xi~os 1oca1es de1 potencial en (xo. Yo).,. 

el cunl corresponde a la fase a. a una posici5n (xi• y~). La 

trayectoria de 1a particu1a es computada utilizando una tEcnica 

de interpo1aci6n "prcc!ictor-correctorº cu:'idruplemente estable* .. 

La posici6n (x~. yi) es variada hasta que 1a trayector.ia se a­

proxima, dentro de una tolerancia especificada. a1 mAximo (O. Ya) 

correspondiente a 1a fase a. En 1a figura (3.11) se muestran 

esquemAticamente tres de 1as trayectorias que resultan de tres 

·condiciones iniciales diferentes. Las trayect~rias marcadas co­

mo 1 y 2 son dos casos t~picos de trayectorias que no se acere_!;, 

TOn lo bastante a (O. Ya)• mientras que la trayectoria ndmero 

3 representa una satisfactoria. Conforme se calculaba cada tra-

yectoria 1a acci6n a lo largo de ella se calculaba tambiEn. 

El procedimiento fue repetido para varias configuraciones 

correspondientes a los va1ores negativos que e. dado en (3.68), 

toma en la regi~n de tres fases. En la figura 3.12 mostramos 

las trayectorias computadas correspondientes a varias configur~ 

cienes. 

Para va1ores de e ~ O la energ~a potencial depende s61o 

de y. co~o se ve en (3.65) y (3.66). y la tensi6n superficia1 

puede entonces evaluarse ana1f.t·icamen~e usando la ecuaci6n (1 .14) 

del Capitulo I. Ast pu6s. para e - O 

E1 programa usado para ca1cular 1as trayectoria y acciones correspondían 
tea rue diseñado por J.F~ Currie, a quien 1e estamos agradecidos por v&= 
rias y va1iosas discusiones re1aeionadas con e1 proqrama. 
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FJ.gura 3.11. Se muestran eaqu911'1S.ti.ca.ente tr.Ss t:.rayec:to-
riaa correaponc!J.entes a d:i.~erent•• po•:i.c:i.on•• j_nJ.cia1es 
ligeramente desp1asadas de1 m.l.x.:i.mo en (O• Ya.l • La trayec­
tori.a nGmero tres repreaenta una tra~ctor:i.a satis~actoria. 
mientras que 1as nGmero 1 y 2 no 1o son. 
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cr..p = c:r. = J"lfftv. L ·JI' .. " t".:-··:. '/) ,}.., 
") =-- t " ...... ), 

= \ ... -"· \ 1 

y para e > O 

= .. J .... v. ('\'1.-V)l'f~'f,) ,}y 

• 

~3. 74) 

... 
= -\ J ... v.' l "'• - "•) . (3. 75) 

Las ecuaciones (3.74-75), junto con (3.69), (3.70) y (3.71) 

nos dan como funci6n de 1a temperatura. 

La figura 3.13 muestra una gr&fíca de 2- -"• 
VS c. don-

de a corresponde a 1a a 08 que se comput6 para e< O Y•P.!!. 

ra e~ O, corresponde a 1a "a-ay obtenida de (3.74) y (3.75). 

La grAfica indica una tensi6n superficia1 cont!nua y decrecien­

te con sus ramas de a1ta y baja temperatura por encima de su 
1 

tangente comdn. mostrada como 1lnea punteada en 1a figura 3.13. 

para e ~ O (T •Te)• Sin embargo. cuando grafica.Jllos 1as pen-1 

dientes promedio entre puntos consecutivos. como se muestra en 

1a figura 3.14, observamos 1o que parec~a ser una discontinuidad 
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en para e - O. Ta1 discontinuidad. pensamos a1 principio, 

parecerta ser consistente con resultados expeTimenta1es repoTt,!!_ 

dos por Mager1ein y Sanders28 sobre la ·tensi6n superficia1 de 

he1io 4 a 1o 1argo de 1a 11nea de presi6n de vapor, cerca de1 

punto 1ambda. 

Los datos de Mager1ein y Sanders estAn representados por 

1a curva mostrada en 1a figura 3.15. En esta figura podemos ver 

que sus datos muestran que 1as ramas baja y a1ta temperatura Y!!. 

cen encima de una 11nea de aproximadamente 1a pendiente prome­

dio en Tx• mostrada como una 11nea punteada en 1a figura 3.15. 

Para estudiar sus datos con mayor deta11e, e11os t&Jllbien grafi­

caron la diferencia entre sus puntos y la linea de aproximada• 

mente la pendiente promedio. Cuando se ve en una esca1a gruesa. 

como 1a de 1a figura 3.16a. su trAfica muestra una punta que p~ 

rece indicar una discontinuidad en 1a pendiente en T - ~A· Ta~ 

bi8n mencionan. sin embargo, que cuando se ve en una esca1a más 

fina. como 1a de 1a figura 3.16b. 1a punta parece estar redon­

deada y 1igeramente desp1azada de T TA. 

Sin embargo. 1a discontinuidad es en nuestro caso tota1me!!. 

te artificia1. y s61o puede usarse para obtener informaci6n so­

bre 1a precisi6n de 1a tEcnica uti1izada para eva1uar 1a tensi6n 

superficia1 dentro de 1a regi6n de tres fases. Uti1izando e1 

mismo esp~ritu usado en 1a demostraci6n de1 teorema de He11man­

Feynman29 hemos podido demostrar que 1a funciCSn ~ debe ser, 

en nuestro caso, continua en e - O. En e1 1enguaje apropiado 

a 1a ana1og~a mec§nica, 1a demostTaci6n es como sigue. 
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1o ~mno que en (a) vJ.ato en una eacal.a mSs rina. 
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Consideremos el movimiento de una particu1a de masa m, y 

energ1a total E - O, que se mueve entTe dos posiciones de equ,!. 

1ibrio X - (x 16 , x 26 , •.• , XnS) y X(x 1 a' x 2 a••••• Xna)' suje­

ta a un campo de potencial tal que 

\/l:ic. ... ,x .... , ... ,x.,; ~) =Vlx.,
1
x-..., ... ,x... ;>.)-=o , 

donde A es algQn parAmetro independiente de xi. Sea 

1a energia cin6tica de 1a particu1a, donde x • ~ 
De (3.76) y (3.77) encontramos que 

Ll".,v ... , ... ,.ll., x.,•,, ... , 1' .. ; ~."'-) ~-V 

(3.76) 

(3. 77) 

(3. 78) 

es 1n Lacrangiana de la part!cula. De acuerdo con e1 principio 

de Hami1ton, la trayectoria que 1a part!cula sigue de x 6 a x
0 

es aquella sobre la cual la funci6n 

s (3. 79) 
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es un minimo, y 1as ecuaciones de movimiento est~n dadas por 1a 

ecuaci6n de Eu1eT-Lagrange 

K= t.'l, ... ,tn 
(3.80) 

Ahora consideremos 1a funci6n * . De (3.76) y e1 hecho 

de que E • K + V - O, tenemos 

LlJt .. ,.k .. ) = L l~. ,X.)':: o I (3.81) 

y por 1o tanto 

1~ ... ff ~ Llx,l~), ... , ic.l•\ 1 ••• ;)., 1.) ch 1 (3.82) -
1o cua1 puede escribirse exp1!citamente como 

·-J ( ~~) clt: . .., (3.83) 

La primera integra1 en (3.83) tambiEn puede escribirse co-

1'10 



t 1 e l ~;~) ~-; el~ 
-J•-_L l °aL ) ~1'.. 

- .Jt: 1>it. » 

-1os-

(3.84) 

donde 1a aitima expresi6n fue obtenida integrando por partes. 

Pero de (3.77) y (3.78) tenemos que 

(3.85) 

y puesto que Xa y XB son posiciones de equi1ibrio 

Despu6s de substituir (3.85) y (3.86), (3.84) se reduce a 
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(3.87) 

donde 1a ~1tima igua1dad se obtuvo usando e1 hecho de que 1a i!!, 

tegTaci6n se 11eva a cabo a 10 1aTgo de 1a tTayectoTia dada ·poT 

(3.81). 

Sustituci6n de (3.87) en (3.83) fina1mente da 

(3.88) , 

En este punto uno podr~a sentirse tentado a decir que pue,!_ 

to que E• K +V - O y L - K - v. entonces 

Sin embargo debemos recordar que a1 obtener 1as ecuaciones de 

Eu1er-Lagrange (3.81), 1as cua1es definen 1a trayectoria sobre 

1a cua1 S es ca1cuiada, 1as coordenadas Xn(t) y sus deriva­

das tempora1es Xn(t) son tratadas como variab1es independien 

tes. Por 1o tanto, puesto que K no depende exp11citamente de 

A, 1a ecuaci6n (3.88) queda correctamente expresada como 
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(3.89) 

donde 1as coordenadas y ve1ocidades se mantienen fijas. Note 

que no hay ningdn ~actor adiciona1 de 2. 

Como ejemplo, consideremos el movimiento de una partlcu1a 

de masa m sujeta a un potencia1 unidimensiona1 

(3.90) 

Despu~s de resolver 1as ecuaciones de Eu1er-Lagrange correspon­

dientes, uno encuentra que 1a ecuaci6n de movimiento estA dado 

por 

(3.91) 

y que la accien a lo largo de la trayectoria entre -x 0 y x 0 

es 

S = J-L ... :. \ ~ lC. (3.9Z) --
Usando (3.90), (3.91) y (3.9Z) se encuentra 

(3.93) 
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1a cua1 concuerda con (3.89) 

Con cambios de notaci6n obvios, que consisten en identifi-

car "Jc. ... 1 ...... x • xk- 2 - y • t - z. A ... e: y ·s -+ ªaa. 1a ecuaci6n 

(3.89) puede aplicarse a nuestro potencia1 V(x,Y) para demos­

trar que 1a derivada de la tensi6n superficial con respecto a1 

par A.metro e: (temperatura) es una funci~n cont~nua en E • O. 

De 1as ecuaciones (3.64), (3.66), (3.68), (3.71) y (3.70), 

tenemos que para x y y fijas 

'''"' -¡,V\•.•;•) 
'"~º- ., "' 

(3.94) 

donde o indica que el cero es aproximado con valores negati-

vos de E, ésto es. desde el interior de la regi6n de tres fa­

ses, y o+ indica que el cero es aproximado con valores posit~ 

vos de e, ésto es, desde e1. interior de la regi6n de dos fases. 

De (3.89) y (3.93) encontramos que 

lo que significa que no hay discontinuidad en e • O. 

Debe notarse que e1 resu1tado indicado en 1a ecuaci6n (3.89) 

es vA1ido para un potencia1 que sea funci6n de cua1quieT ndmero 

de parámetros de orden. Esto parece indicar que 1a singu1aridad 

observada por Mager1ein y Sand:ers no es una discontinuidad sim-
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p1e. y no puede ser exp1icada por ninguna teoria c1Asica que 

use un desarro11o de 1a energia 1ibre a1rededor de1 punto cri-

tico. En e1 Cap~tu1o IV, donde uti1izamos una ener~ta 1ibre no 

c1Asica mAs apropiada para 1a descripcien de un punto cr~tico. 

podremos exp1icar 1a singu1aridad observada. 



C A P I T U L O V 

Tensi6n Superficial Cerca del Punto Crftico Terminal. 

Caso no Clásico. 

4. i· Introducci6n. 

En e1 Capitu1o III estudiamos e1 comportamiento de 1a ten­

si6n superficia1 de un sistema con tres fases en equi1ibrio ª• 
s y y. en 1a vecindad de1 punto cr~tico termina1 ~Y• en e1 cua1 

1as ~ases 8 y y se hacen idEnticas mientras están en equi1i­

brio con 1a fase a. Nuestro an§1isis estuvo basado en 1a tea-

rla de tensi6n superficia1 de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard dis­

cutida previamente en e1 Capftu1o I. Cuando la teorfa requiere 

de una funci6n del va1or local del parli.metro de orden. -V(x) 

en 1a ecuaci6n (1.11), se~uimos a Griffiths8 y uti1izamos un 

po1inomio de sexto orden en el parAmetro de orden. Nuestros re­

sultados. mostrados en las ecuaciones (3.40 a-d). pueden resu-

a:irse. como 

G\-11 IV ~ lAT)f" + · · · (4. la) 

(4. lb) 

(4. lc) 
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donde ª• b. b' • b" y a 0 son constantes; 

Te 1a temperatura de1 punto critico tennina1. Y ~ 3/2. 

Aunque 1as ecuaciones (4.1 a-e) dan una idea cua1itativa­

men~e buena acerca de1 tipo de comportamiento que uno debe ·eSP.!!, 

rar cerca de1 punto critico termina1. se sabe que e1 va1or de µ 

es más cercano a 1.3 para todos 1os sistemas estudiados experi­

menta1mente. 

E1 resu1tado u - 3/2 es una consecuencia directa de1 de­

ducir e1 comport~iento de 1a tensi6n superf icia1 de 1a teor!a 

de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard con una energ!a 1ibre del mode­

lo de Griffiths y es. de hecho. el resultado que uno debe espe­

rar siempre que use cualquier energ!a libre del tipo campo pro­

medio. 

Fisk y Widom7 han propuesto una teor~a que da una mejor 

descripción de 1as propiedades de una interfase cerca de1 punto 

critico. En su teor!a. 1a cua1 es una versi6n genera1izada de 

1a teorla de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard. e11os Teemp1azaron 

1a energla 1ibre de1 tipo campo promedio uti1izada origina1men­

te. por otra que reproduce mas precisamente 1as singu1aridades 

conocidas cerca de1.punto critico~2 

Aqul uti1izaremos una extensi6n de 1a teorla Fisk-Widom pa­

ra describir 1a vecindad de1 punto critico termina1. Dedicaremos 

este Capltu1o para bosquejar esta extensi6n y 1os resu1tados que 

de e11a se obtienen. 
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4. 2 ·L·a Te·or!a -Pis'k-Widom Y el· Pun:to ·cr!ti"co· Te·rmina1. 

Primero bosqueiaremos 1a teor!a Fisk-Widom en t8rmino5 a­

propiados a un sistema consistente de dos fases en equi1ibrio 8 

y y (8stas pueden ser dos l!quidos o un 1!quido en equilibrio 

con su vapor). Hecho ~sto. modificaremos 1a teor!a para introd!! 

cir la tercera fase. 

Sea "1 e1 parllmetro de orden apropiado al sistema. y sean 

1'1e y "1y los valores que el par•metro de orden toma en el b"u!. 

to de las fases B y y. Como se discutie en el Cap!tulo r. de 

acuerdo a 1a teor~a de van der Waals. Cahn-Hi11iard. la energ!a 

libre interfasial cerca del punto critico esta dada por 

(4.2) 

donde z es una distancia en direcci6n perpendicular a la supe.!:_ 

ficie. -V(.p) es la energin libre de exceso. y m es una cons-

tante positiva. De 1a ecuaci&n (4.2). 1a teor!a eventua1mente 

conc1uye que 1a t:ens.it5n superficia1 asociada a 1a interfase By 

estll dada por 

.... 
CJ" ..... = J J'"--2-..--.¡"'"1;-,.-, J. + . 

't .. 

(4.3) 

La natura1eza c14sica de 1a teor!a puede rastrearse princi­

pa1mente a su uso de 1a energ!a libre de1 tipo campo Promedio; 
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al hacer1o. 1a teoria acepta imp1icitamcnte. y por 1o tanto es­

tA restringida a predecir. 1os va1ores c1ásicos de 1os exponen­

tes criticas que cua1quier teoria de1 campo promedio contiene .. 

Reconociendo este hecho. Fisk y Widom geneTa1izaron 1a teo­

rta de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard reemp1azando 1a energia 1i­

bre del tipo campo promedio que 6sta supone. por otra mejor do­

tada para reproducir 1as singu1aridades conocidas en ei punto 

cr1tico. Expresada en t8rÍninos apropiados al sistema desc%'...ito 

arriba. 1a energ1a 1ibre de Fisk y Widom puede considerarse un 

caso especial de 1a más general 

(4.4) 

donde 

(4.S) 

con Te 1a temperatura critica. y ª• B. y y 6 ·ios exponentes 

criticas asociados con el calor especifico. 1a cuTVa de coexis­

tencia. la susceptibilidad (compresibilidad) y 1a isoterma cri­

tica. respectivamente. 

Como era de esperarse. 1as energias libres de1 tipo campo 

promedio son casos paTticu1ares de 1a más general dada en (4.4); 

en efecto si sustitu!mos 1os va1ores c1Asicos de 1os exponentes 



.,111-

a • º• a - t. y - 1 y .s.• 3 obtenemos 

e1 cua1 corresponde a1 desarro11~ de Tay1or en e1 par4metro de 

orden que es caracter!stico de toda teorta de campo promedio. 

A pesar de 1a capacidad que la energ~a 1ibre dada en (4,4) 

·tiene de reproducir 1as singu1aridades que se conoce existen en 

e1 punto critico. no puede considerarse comp1etam.ente satisfac­

toria. En efecto. si uno uti1iza un va1or de1 exponente cr!tico 

y cercano a1 no entero 1.3, 1a energ~a 1ibre imp1ica, ademas 

de 1a que existe en e1 punto cr~tico. una singu1aridad que es 

enteramente artif icia1 y tota1mente insatisfactoria para todos 

1os va1ores de $ en T • Te. Sin embargo e1 hecho de qüe 1a sin 

gu1aridad se10 ocurre conforme 1a isoterma critica es cruzada 

en 1a regien de una fase, 1a hace irre1evante a la teorta Fisk­

Widom que se10 requiere de la energia libre en 1a regi6n de dos 

fases. Como veremos. la energ~a libre que nosostros utilizamos 

para describir 1a vecindad de1 punto critico terminal adolece 

de1 mismo defecto pero el efecto de ~sto parece ser pequefto. 

Fisk y Widom usaron el caso especial de 1a ecuaci8n (4.4) 

que resulta de tomar a - O, a - l• y - 4 y 6 - s. 8sto es. 

(4.6) 
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donde, 

(4.7) 

Posib1emente sea más f~cil ver que (4.6) representa una e­

nerg~a 1ibre apropiada para 1a descripci6n de la Tegi6n de dos 

fases notando que, usando (4.7). tambi~n puede escribirse como 

(4.8) 

Ahora podemos ver fAci1mente en (4.8) que V(~) tiene dos m&xi-

mos. en ~ • ~a Y W • ~Y respectivamente. representando 1as 

dos fases en equilibrio. Tambi6n podemos observar que V(W) es 

una curva de segundo grado en 1a vecindad de Wa y Wy• Confol:. 

me T se aproxima a su valor critico T-c, esto es, con~orme Wy 

tiende a Wa• 1os dos m~ximos se aproximan mAs y m&s hasta que, 

en T - Te• se convierten en un m&ximo muy p1ano en cuya vecin­

dad .V(x) es de sexto grado. Este comportamiento se i1ustra en 

las figuras 4.1 a-b, donde V(x) se muestra debajo de1 equi1ibTio 

de fases a que corresponde. 

Sustituyendo 1as ecuaciones (4.6) y (4.7) en (4.3) se obti~ 

ne 1a predicci6n de Fisk-Widom 
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f' 
'" 

IV 7 "'\ 
AT-o 

(V\ 7 "'\ 
(o l ( llt) 

Fi.qura 4. 1 (e) Se muestran dos fa••s S y y en equ:l-
11.bri.OJ (b) e1 si.atema de (a) en su Punto cr~t:lco. Debajo 
de cada i!:lgura se mue•t.ra 1a i!unci.lSn V correapond:lente. 
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(4.9) 

donde µ - t • 2S - ~· 1o cua1 reproduce con mayor precisien que 

µ - 3/2 el comportamiento conocido de 1a tensi8n superficial 

cerca del punto cr!tico. 

Ahora queremos abordar la cuesti8n de c8mo usar la teor!a 

Fisk-Widom para describir la tensi~n superficial cerca del pun­

to crltici:¡, terminal. 

Consideremos un sistema. como el mostrado en las figuras 

(4.2 a-e). que consiste de tres fasesª• S y y en equilibrio 

(las Cuales pueden seT tres ltquidos. o dos liquidas a y y 

en equilibrio con su vapor a). s~émpre que la temperatura es m!!._ 

nor que un valor dado Te. En Te las fases a y y se hacen 

criticas mientras permanecen en equilibrio con una fase ª• la 

cual se mantiene en equilibrio con 1~ fase no critica que. a 

T > Te• resulta de la fusi6n de 1as fases B y y. 

Ahora podemos tomar la energla libre que corresponde a la 

regi6n de tres fases (T <Te) de1 sistema que acabamos de descr;!. 

bir. como 

(". 10) 
_, 
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p 

(V\ 
F<.¡,.> 

(V 
F<9'> Fc.¡.J 

(a) (C) 

.. 
Figura 4.2. (a) Se iaueatran tres fases cs., B y y en 
equi1it>rio1 (b) e1 sistema a.nt.rior en su punto cr~ti.co 
termi..na11 (e) e1 a:Lstema anterior a temperatura mayor 
que 1a cr!t:Lca. Debajo de cacSa ~:l.qura ae muestra 1.a run­
ción F(~) correapondiente. 

> 
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donde -V(w) es la funci8n dada por la ecuaci8n (4.6) y Wm 

es e1 va1or que e1 parA•e~ro de orden toma en 1a %ase no cr!ti­

ca ª• e1 cua1 suponemos relacionado con 1a temperatura por 

(4.11) 

donde _q es imaginado de forma tal que 

(4.12) 

con ªn es constante. Utilizando 1a ecuaci8n (3.7). la ecuacien 

(4.11) puede expresarse equivalentemente como 

(4.13a) 

(4.13b) 

La ecuaci6n (4.10), con (4.6), (4.7) y (4.13 a-b), da la 

energ!a interfacial correspondiente a la regi~n de tres fases 

con las •tres fases mostradas en la figura 4.2a. 

Por otro lado, 1as figuras 4.Z b-c muestran 1a funci6n F(w) 

que corresponde a la energ!a libre en el punto cr~tico terminal 

y a la regien de dos fases, en las cuales la fase a estA en 
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equi1ibrio con una fase critica o con 1a fase no crítica que 

resu1ta de 1a fusit5n de 1as :fases a y y. 

Para esta regi6n tomamos 

(4.14) 

donde w! es una constante positiva. No es dif!ci1 ver que (4.14) 

tiene en efecto 1as propiedades requeridas para describir 1a 

r~gi~n de dos fases. Somo era de esperarse. F($) tien~ dos mAx,!. 

mos en ~ - Wa y $ - Wc respectivamente. Como era tambi~n de 

esperarse. F($) es siempre de segundo grado en 1a vecindad de1 

mllximo en $ - $a• que representa 1a fase no critica; a1 mismo 

tiempo, e1 m6ximo en $ - Wc es uno en cuya vecindad F($) es 

de sexto grado cuando T - Te• y, cuando T >Te• es decir. cua~ 

do 1a fase que representa ya no es cr~tica, e1 mAximo se convie.!:, 

te en uno en cuya vecindad F(~) es de segundo grado. 

Ahora podemos seguir 1a teor!a de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard 

y obtener 1a tensi6n superficia1 correspondiente a 1as interfases 

By y as de 1a ecuaci6n (4.3). ésto es. para T <Te 

IJ,.. (4.15) 
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'tp 

J J-?.M J=\.+) .l4, 
't,. 

(4.16) 

donde -F(~) estA dada por 1as ecuaciones (4.10) y (4.6); y 

para T > Te 1 

..... 
<r .. _ ".. ,,. J J,.:.-'2fl\-S:-"-....... , • el ... , 

..... 
(4.17) 

donde -F(~) estA dado por (4.14). Haciendo ~sto, y uti1izando 

1as ecuaciones (4.7), (4.11), (4.12) y (4.13 a-b) podemos obtc-

ner 

t AT)JI- , 
(4.18a) 

(4.18b) 

et_,., ,.., O-. + CL 6.T + ¡; 16"11" (l .. \&TI +e')_.··· (4.18c) 

donde ~T - Te - T con Te 1a temperatura de1 punto critico 

termina1. ao es 1a tensien superfic~a1 de 1a interfase aS en 

e1 punto cr1tico termina1; ª• b. b'• c. e• son constantes, y 
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1.1 - 4/3. 

La ecuaci6n (4.18a). que coTresponde a1 comportamiento de 

1a tensi6n su~erficia1 de 1a fase critica ce~ca de1 punto cr1t!, 

co termina1, es predecib1emente consistente con (4_9) • 1a cua1 

corresponde a1 resu1tado de 1a teor1a Fisk-Widom para e1 campo~ 

ta.miento de 1a tensiOn superficia1 cerca de1 punto critico. E1 

obtener µ • 2B + f • ~ en ambos casos no es sorpresivo. pue~ 

to que e1 punto critico termina1 no es distinto a un punto cri­

tico ordinario en sistemas de dos fases. y 1a misma teor~a fue 

esencia1mente usada en ambos casos. Si uno considera que. en cua,!_ 

quier teor1a c1&sica necesariamente se obtiene e1 exponente c1!, 

sico µ - ZB + f - Í• 1a ecuaci6n (4.18a) es tambi6n consisten­

te con 1a ecuaci6n c14sica (4.1a) que fue obtenida uti1izando 

una energla 1ibre de1 tipo Griffiths. 

~xcepto por e1 t6rmino de orden O( (6T)l.I 1n\6T\1, y con 1a 

consideraci6n hecha arriba. 1as ecuaciones (4.18 b-c) pueden CO!!,. 

siderarse consistentes con 1as ecuaciones c1&sicas (4.1 b-c) en 

cuanto a que ambas predicen que. a primer orden. 1a tensi6n su­

perficia1 de 1a interfase no critica var!a suavemente a trav8s 

de1 punto cTltico; y a segundo orden. ambas ecuaciones predicen 

un tErmino singu1ar de orden O( (6T) 1.11 , con e1 exponente c11.s:i-

co 1.1 - 21! + t 3 en 2 e1 segundo caso y e1 mlls cercanamente C.!?. 

rrecto, µ - 21! t - 4 
3 , en e1 no c11lsico primer caso. 

E1 t6r"ino singu1ar de orden O[ (6T)l.I 1n\6T\1, que es ex­

c1usivo a 1as ecuaciones no ciasicas (4.18 b-c). amerita consi­

deraci6n aparte. Como podemos recordar de 1a ecuaci6n (4.4). 1a 
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energla 1ibre Fisk-Widom. y su extensien de 1a cua1 se obti~ 

nen (4.18 b-c). 5.mp1ica un comportamiento artificialmente sin. 

gular en AT. Es debido a ~sto que existe 1a posibilidad de 

que e1 t8rmino en cuesti6n no sea aut8ntico sino un mero art~ 

facto de 1a no ana1iticidad de 1a energ!a 1ibre en AT. No 

nos es posible resolver esta cuesti~n en el tiempo presente 

y el hacerlo probab1emente requerirA una energla libre mucho 

m&s satisfactoria si no totalmente correcta. Cualquiera que 

sea el resultado. el primer termino singular. que describe el 

comportamiento singular de la tensi8n asociada con la inter­

fase no critica. debe estar caracterizado por un exponente ~ 

igual a aquel que caracteriza el comportamiento de la tensi8n 

superficial de 1a fase critica cerca de1 punto crliico (µ "' 

1.3 "-4/3). 

Ya hablamos indicado en 1a seccien 3.4 que e1 punto 

1ambda en e1 he1io 4. cuando ocurre a 1a presi8n de vapor de 

equi1ibrio. es un tipo particular de punto cr!tico te.!:_ 

minal. Aunque es uno cuya descripci6n requiere. en prin­

cipio. de a1 menos dos parametros de orden. veremos que aQn 

una energla 1ibre con un par&metro de orden. siempre que 

sea no c1&sica. puede explicar e1 comportamiento singu1ar 

que 1a tensi8n superficia1 muestra en esa regi8n. 

Sobyanin30 y Hohenberg 31 hablan discutido previaaente 

tetlricB111ente e1 comportamiento de 1a tensitln superficia1 cerca de1 
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punto 1ambda. 

Basado en consideraciones termodin4micas. ~obyanin predijo 

que 1a ten..s i6n supe.rficia1 de1 He II en equi1ibrio con su v.a­

por d~De contener una contribuci5n adiciona1 ,a la tensi61Í supe!:. 

ficia1 de1 helio nonnal (He I). Ta1 contribucien. 1a cual de a­

cuerdo a Sobyanin est4 presente s61o a T < TA• est~ dada por 

(4.19) 

Usando las bien conocidas igualdades entre los exponentes 

de punto cr~tico 

~+v L-«, (4.20a) 

(4.20b) 

uno puede obtener f~ci1mente 

(4.Z1) 

Sustituyendo (4.21) en (4.19) vemos que 1a pTedicc~6n de Sobyanin 

es consistente con 1a predicci6n del modelo para T < T~ dado 
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por (4.18b). Debe observarse, sin embargo. que la ecuaci6n (4.18c) 

muestra 1a existencia de un término singu1ar. no predicho por 

Sobyanin. para T > TA. 

Basado en argumentos de escalamiento. Hohenberg sugiTi6 

que debe esperarse que las f1uctuaciones produzcan. en ambos 1!!, 

dos de TA• un t6rmino dado por 

(4.22) 

Usando de nuevo las ecuaciones (4.20a) uno ve que 

2.-«-V•J", (4.23) 

lo. que muestra que la predicci6n de Hohenberg est& de acuerdo 

con nuestros resultados. dados en las ecuaciones (4.18 a-e). p~ 

ra el comportamiento de la tensi6n superficial en ambos lados 

de T).. 

Las ecuaciones (4.18 b-c) tambi8n parecen explicar e1 com­

portamiento singular que. como se discuti~ en la secci8n 3.4. 

Magerlein y Sanders reportaron de sus mediciones de 1a tensi8n 

superfic1a1 de he1io 4 a 1o 1argo de 1a curva de presien de va­

por cerca de1 punto 1ambda. Mager1ein y Sanders indican que sus 

resu1tados. 1os cua1es se muestran en 1as figuras (3.16 a-b). 

·son consistentes con un comportamiento de 1a tensi6n superficia1 
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dado por 

(S""' ª• + a.,t +.a. .. 1 t:.-6.1
1.•s , (4~24) 

donde t - ~. y ª•• a 1 • a 2 y ~ son constantes. 
Ti. 

~Excepto por e1 parAmetro A. que de acuerdo a Mager1ein y 

Sanders indica que 1a singu1aridad estA corrida unos cuantos m,!. 

1ike1vin de. TA• la ecuaci6n (4.24). parece estar de acuerdo con 

(4.18 b-c) donde se predice que el termino singu1ar t~ene un e3_ 

ponente \.1 4/3. AGn cuando la teor1a proporciona la singular;!_ 

dad correcta encima y debajo de TA• su descripci&n del compor­

tamiento de la tensi&n cerca del punto 18.Jllbda contiene dos def,!_ 

ciencias b&sicas. Estas son las que siguen. 

Como podemos ver en las ecuacion~s (4.10) y (4.B). la teo-

ria suppne que. debajo de TA• 

en equilibrio con dos fases B 

la fase a (1a fase vapor) est4 

y ~ que se %unden en TA. Por 

encima de TA• uno puede ver en 1a ecuaci6n (4.14) que 1as fases 

en equi1ibrio son 1a fase a y 1a fase .BY que resu1ta de 1a 

uni6n de 1as fases B Y. y. Vemos entonces que debajo de Tx e­

xisten una interfase critica (ay) y dos no criticas (aa y ay) y, 

por 1o tanto. una tensi6n critica. ªay• y dos tensiones no cr,!. 

ticas ªaB y ªay asociadas con e11as. De 1as ecuaciones (4.15) 

y (4. 1 6) vemos tambil!in que a ¿Y y "ae estlln dadas por 
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'l:w 

J J-'2M°F\. .... \ • .)_ *' .... (4.15) 

(4.16) 

Usando 1a ecuaci&n (4.3). de 1a cua1 se obtuvieron 1as ecuacio­

nes (4.15-16). encontramos 

(4.25) 

Puesto que 1a teor!a tambiEn supone (vea 1a figuTa 4.2) que 

~m <~~<~y• de 1as ecuaciones (4.15-16) y (4.25) se sigue que 

para una teorla de un parAm.etro de orden como 1a nuestra uno 

tiene necesariamente que 

(4.26) 

6sto es. 1a fase a est~ necesar1amente asimEtricamente re1a­

cionada con 1as fases a y y. La ecuaci6n (4.26) ha sido pr~ -viamente identificada con una forma genera1 de 1a reg1a de Jllntonoff. 

Ahora podemos ver 1as deficiencias que 1a descripci&n de1 punto 

1ambda en tGrminos de un promedio de orden contiene. 

Primero. mientras que en 1a teor1a se tiene una tensi6n no 

critica. ªa-ey• encima de TA; por debajo de ~A hay dos ten-
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sienes no críticas. ªaa y ªay' con ªaB ~ ªay Pero debajo 

del punto 1ambda, asi como por encima de @l. s61o hay una a 

no critica, no dos separadas. puesto que sOlo 

hay una fase superf1uida, no dos fases a y y separadas. 

Segundo, en la figura 4.3, donde mostramos esquemAticamen-

te e1 comportamiento predicho de ªae• 

punto 1ambda, vemos que, muy cerca de 

y ·ªa-By cerca de1 

ªas y ªay yacen 

debajo de su tangente comGn mientras que ªa-By yace encima de 

esta. Si ahora recordamos la figura 3.15, donde se muestran los 

resultados de Magerlein y Sanders para el comportamiento de la 

tensi6n superficial cerca del punto lambda, vemos que tanto la 

rama de baja como la de alta temperatura de la curva a vs T Y.!!. 

cen encima de su tangente comGn. 

Como discutimos en 1a secci6n 3.4, e1 comportamiento de 1a 

tensi6n superficia1 cerca de1 punto 1ambda debe ser más apropiA_ 

damente descrito por una teoria no c14sica con dos parJimetros 

de orden en 1a cua1. cuando T <TA, 1a fase vapor (fase a) es­

t4 re1acionada simetricamente con 1as fase superf1uidas B y y 

con ªaa - ºsy· Es ese valor comfin de a· que dar!a 1a rama de 

baja temperatura de 1a curva a vs T. Es posible esperar que en 

ta1 teoria tanto 1a rama de baja como 1a de a1ta temperatura Y.!!. 

cer§n encima de su tangente, como ,en el experimento. El hecho 

de que, como se muestra en la figuTa 3.13, la teor!a no c14sica 

con dos parfiMetros de orden usada en la secci6n 3.5 parece pre­

decir que ambas, ªaa y ªa-Sy' yacen en~ima de su tangente C2, 

man, anima esa esperanza 
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o 

Figura. 4.3. Se muestra esquem&.ticmnente e1 comportam.1.en 
to predi.cho por 1a teor~a. para OaB, Oay Y ªa-By muy­
cerca. de1 punto 1mnbda. 
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Aunque 1a energia 1ibre no clásica usada en este Capitu1o 

representa una mejoria rea1 sobre cua1quier energta 1ibre de1 

tipo campo promedio. es claro que uno ·teoría no clásica. con 

uno y dos par§.metros de orden. más general es adn necesaria pa­

ra obtener predicciones aut~nticas de la tensi6n superficial 

cerca de1 punto.critico terminal. Un aspecto importante que una 

teorta mls general debe mejorar es que debe usar una energta 1:!, 

bre~(posiblemente basada en la forma paramEtrica de Schofie1d. 

como su~iri6 e intent6 Mu1ho11and23 ) que es más naturalmente e~ 

tendida a la regi6n de dos fases. Uno debe esperar tambi~n que 

una energia libre mls general no contenga singularidades artif.!_ 

cia1es como la nuestra. 



C A P I T U L O V 

Tensi6n Superfic;a1 Cerca del Punto Tricr~tico. 

5. i· ·1ntroducci6n. 

La teor1a de Griffiths8 proporciona un punto de vista Te1_!!;, 

tivamente simp1e de 1os fen~menos cerca de1 punto tricr~tico. 

Como se discuti6 en e1 Cap1tu1o II. 1a idea b&sica de 1a teor!a 

es que. cerca de1 punto tricrltico. uno puede desarro11ar la e­

nergla libre en una serie de potencias de un parthnetro de orden 

1". esto es. 

(S • 1) 

donde las aj ~on combinaciones lineales de los campos f~sicos. 

Como se discuti~ tambifin en los Capltu1os 11 y III. si W
0 

• $ 8 
y Wy son los valores que el parl.metro de orden toma en. cada 

una de 1as tres fases en coexistencia a, e y y 

(S.1) puede tambiEn escribirse como 

._ u.'l. .l.-.. - vl_.\ - '\',. '!' 1, 

1a ecuacic5n 

(S.2) 
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de manera que 

(5.3) 

ª~ = - 2 't' .. t,. 't,. . (5.4a) 

(5.4b) 

y 

Q, = ta, a ... , (5.5c) 

u ... (5.Sb) 

De 1as ecuaciones (S.Z) y (5.3 a-b) uno tambiEn encuentra que 

~a • Wa y $Y son 1as ralees rea1es que 1a ecuaci~n, 

o 

tiene siempre que a 4 < O y la 3 1 < 4(-a4 /6) 3 1 2 • Cada va1or de 

a 3 marcn un tri§ngu1o de1 ndmero infinito que generan una sec-
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cien de 1a regi6n de tres fases para a 4 - consta~te (vea la f.!. 
gura 2.5). El valor particular a 3 - O corresponde al triAngulo 

is~sceles que representa ~n sistema f~sico en el cua1 la fase 

intermedia (8) está relacionada sim8tricamente a las o~ras dos 

fases (a y B). Nos vamos a referir a este tri4ngu1o como el 

triangulo medio. Es f4ci1 encontrar que las soluciones de (5.6) 

para a 3 - O son 

* ... = - J- ~ .. (S. 7a) 

't-r ': o (S.7b) 

'\-y ':. J .Jta (S.7c) 

Griffiths y sus co1aboradores34 tBJ11bi8n definen 1a susceptibi1.!. 

dad. X• para cada una de las ralees ~a• ~B y Wy• ésto es. 

la susceptibilidad en cada una de las fases ª• B y y en e­

qu1ibrio1 como 

(S.B) 

las cuales. usando (5.1-3) y (S.4a-b) se encuentra que son 
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(S.9a) 

(5.9b) 

(S.9<:) 

Por otro lado. en el Capitulo I discutimos la teor~a de van 

der Waals. Cahn-Hi11iard de tensi6n superficial de acuerdo a la 

cua1. cerca del punto cr!tico. la densidad de energla libre int.e:!:, 

fasial estA dada por 

(5 .1 O) 

donde -V(W(z)) es la densidad de energía libre termodin:lmica, m 

alguna constante positiva, y z una distancia perpendicular al 

plano de la interfase. M§s especlficamente, encontramos que las 

tensiones superficiales de las interfases a~ y ay est§n da-

das por 

(S.11a) 
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"'· Cf !'"" = J J-'Zf'I\ vi..+\' el -4- . (S.11b) 

'ti' 

Lang • Lim y Widom 10 han usado 1a teoria de van der Waa1s • 

Cahn-Hi11iard con una energta 1ibre de Griffiths. para obtener 

predicciones te&ricas para ºae y a~Ya temperaturas no 1eja­

nas de 1a de1 punto ~ricrttico. En su anA1isis uti1izaron una 

energ~4 1ibre de 1a forma dada por 1a ecuacien (5.2), 

-v'l-t-) 

y encontraron que ªae y ªey estAn re1acionadas por 1as ecu!!. 

cienes paramfitricas 

donde 

... 
l\+S' {?a-~) , 

(."?.+ S') 

ll-5Y'l ?.+S) 
l'?.• , ... ) 

F;" = '¿ '\-p - '.\-" - *~ 
~ -'\- ... 

(S. 12) 

cs. 13) 

cs. 14) 



-139-

y 

'L a,. (S.15) 

con a~ uno de 1os campos de1 mode1o de Griffiths. e1 cua1 de 

acuerdo a Griffiths8 puede asociarse con ·1a temperatura como 

ª"' = a.' (S.16) 

donde Tt es 18 tempeTatura tricr~tica. E1 parAmetro O var~a 

de ~1 en e1 punto critico terminal aB. donde Wa - Ws• hasta 

+1 en el punto critico termina1 BY. donde $ 6 • Wy• Asi puEs 

variando ó de -1 a +1 con ºº constante, representa abarcar 

toda una secci6n isotErmica de 1a regi6n de tres fases. Las e­

cuaciones (5.12-13) implican que en una secci6n isot@rmica de 

la regi6n de tres fases 

(S.17) 

(S.17b) 

ésto es, el valor 1imite de ªas en el punto cr~tico teT11lina1 

BY. y el vn1or limite de ªey en el punto crttico terminal aB 
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son igua1es a ªº· Otra imp1icacien de (5.12-13) es que cuando 

1a composici6n de1 sistema corresponde a1 triAngu1o medio disc!!_ 

tido arriba, ae&B y ªa.y .. totTtan el va1or comdn dado por 

(S. 18) 

Para probar esta predicci~n te6rica. Lang, Liln y Widom.10 

midieron 1a tensi8n superfi.ciai de Ún sistema con tres fases ·1!. 

quidas. a una temperautra no 1ejos de 1a tricr!tica. Sus resu1-

~ados muestran que 1a variaci6n de ªaa con ªBY a trav8s de 

una secci6n isot•T111ica de 1a regi6n de tres fases est& en acuex_ 

do cuantitativo con 1a predicha con la teor1a. 

Por otro 1ado, 1a ecuaci6n (S.18) con (5.15-16) imp1ica que 

conforme e1 sistema se aproxima a su punto tricr!tico desde den_ 

tro de 1a regi6n de tres fases, las tensiones superficiales a 06 
.y a 8 Y deben anularse como 

donde 

.. = c. a .. 
.. 

,.., l•.,-•) es., 9) 

(S.20) 
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Esto es• 10. teor'ia predice que el exponente ~rítii.:o que caract!:_ 

riza 1a anulaci6n de 1n ten~it5n superficia~ a lo 1argo de una 

trayectoria sobre 1a cual cstAn presentes tres fases es µ = 2. 

Usando aTgumentos de escalamiento, Widom11 ha confirmado esta 

predicci6n. 

Queda, entonces, por demostrar que la teoria es capaz de 

predecir los va1ores correctos de ªa.e y ªBY cerca de Tt. El 

hacerlo requiere conocer el valor del coeficiente e en la ecu!!. 

cit5n (S.19), el cual, como podemos ver en las ecuaciones (S.20) 

y (S. 1 O) estli relacionado con el coeficiente. rn· del tErmino de 

gradiente cuadrado en la teor'ia de van der Waals, Cahn-Hi11iard. 

El propósito de este Capitulo es exhibir la re1aci6n entre 

el parAmetro m y variables que pueden medirse experimentalme!!. 

te. TambiEn intentamos describir un experimento de1 cua1 puede 

obtenerse e1 va1or de m. 

Antes de hacer1o nos gustaria presentar expresiones para 

ªaB y ªay que, aunque obtenidas de 1a teoria de van der Waa1s, 

Cahn-Hi11iard,como 1as que obtuvieron Lang, Lim y Widom, nos 

pennitiran hacer otra prueba a 1a teor'ia. 

Uti1izando 1as ecuaciones (S.~a) con (5.2) tenemos 

-1-1' 

:: ~ J 1.:+--+ .. H'+r"'H'+a-+) el.+ • 
'1-,. 

1a cua1, usando (S.3) y (5.4 a-b) puede escribiTse como 
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..... 
Cl;,.~ - htn'Í l ~' ... -ta..~. t Q.~) cJ.+ • 

+ ... 

de maneTa que 

1a cua1 despu~s de sustituir (5.6) quede 

Uti1izando ahora (5.9 a-e) podemos fina1mente obteneT 

.Jijft' l _, -J -· ) cr"'P = ~': ?.. ... - ,._,.. (S.21) 

y mediante un c~1cu1o aná1ogo 

(S.22) 
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Las ecuaciones (S.21-22) significan que, dentro de1 conte~ 

to de 1a teoria de van der Waa1s, Cahn-Hi11iard con una energta 

1ibre de Griffiths, 1as tensiones asociadas con 1as interfases 

QB y By son proporciona1es a 1as diferencias de 1os inversos 

de 1as susceptibi1idades en 1as fases correspondientes. 

Las ecuaciones (S.21-22) son equiva1entes a 1as ecuaciones 

(5.12-13) obtenidas por Lang, Lim y Widom_ Sin embargo, en 1a 

presente forma permitirán que se haga una prueba a1ternativa a 

1a teorta cuando haya mediciones disponib1es de ªas• 

Xe Y Xy· 

Como veremos en 1a siguiente secci6n, obtener e1 va1or de1 

pafametro m tambi~n requiere e1 conocimiento de 1as suscepti­

bi1idades, de manera que tener ªas y a~Y en 1a fonna dada 

por (S.21-22) puede muy bien resu1tar rtti1. 

Ahora presentaremos una teoria que nos peTlllitir~ exhibir 

1a re1aci6n entre e1 par:imetro e en 1a ecuaci6n (S.20) • y va­

riab1es que pueden medirse experimenta1mente. Esta teor~a se d~ 

be a La.ndau. 

5.2 La Teoria de Landau. 

Presentaremos 1a teoria en un 1enguaje npropiado a un sis­

tema con tres fases en equi1ibrio, como e1 descrito en e1 Cap~-

tu1o II. 

Siguiendo a Landau35 suponemos que en 1a vecindad de1 PU!! 

to tricritico 1a energia 1ibre tiene 1a forma 
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(S.33) 

donde 

~ \'tl • F t + ,., ) + A ( V'l'tn • V 4l1 >) , (S.54) 

con 

(S.35) 

(N8tese que 1a A juega e1 papel que hab!a sido asignado a ~ 

en la teorla de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard). 

E1 valor mas probable de ~ serA e1 que minimiza la ener­

g!a 1ibre. La condici8n de que (5.33) sea un m!nimo puede expr,!!_ 

sarse en termines de las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

V· = o (S.36) 

de 1a cual se sigue que e1 valor mis probable de ~(r) esta da­

do por 
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(5.37) 

En este punto. y siguiendo a Landau. hacemos 1a drAstica 

suposici6n de despreciar f1uctuaciones en ~(T). Una consecuen­

cia de esta $uposici6n es que e1 va1or ~As probab1e de WCT) 

coincide con e1 va1or medio. La energ1a 1ibre se obtiene reso1-

viendo (5.37) y sustituyendo 1a so1uci6n en (5.33). Lo vamos a 

hacer para e1 caso mls sitnp1e en e1 cua1 1as aj en (S.37) son 

i~dependientes de T. Puesto que en este caso W es tambign Í!l. 

dependiente de T. 1a ecuaci6n (S.37) se reduce a 

(5.38) 

Ahora pensamos de (5.35). de 1a cua1 se obtuvo (5.38). co­

mo e1 desarro11o de Griffiths a1rededor de1 punto tricr!tico. 

Las aj pueden ahora identificarse con 1os campos de1 mode1o 

de Griffiths. De 1a ecuaci6n (5.1). 1a cua1 es ahora 1a misma 

que (5.35), podemos fftci1mente obtener que (5.38) es equiva1en-

te a 

o (S.39) 

• 
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Tenemos entonces. de 1as ecuaciones (S.2-6). que 1a enera~a 1i­

bre dada_ por (5.33) es minimizada por 1as tres rafees rea1es 

(S.40a) 

(S.40b) 

(S.40c) 

que 1a ecuaci6n 

o (S.41) 

tiene siempre que a 4 < O y la3 1 < 4(-a4 /6) 3 /~ Si seguimos a 

Griffiths8 y suponemos que a 4 puede
0

identif1carse con 

a. .. = o. T-T• 
T,. 

(S.42) 

con Tt 1a temperatura tric~itica. tenemos que 1as ecuaciones 

(S.40 a-e) nos dicen que para T < Tt(a4<0) e1 sistema se sepJ!. 

ra en tres fases en 1as cua1es e1 parAm.etro de orden toma 1qs 

va1ores "'ª • lJle y q,y• y que a T • Tt (a4 • O), 1as tres f~ 
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ses se funden en una. 

Ahora continuaTemos e1 Tazonamiento de 1a teorta de Landau 

y obtendremos la Telaci6n entre e1 comportamiento tricrttico y 

las f1uctuaciones. de la ~oT1'1ulaci6n de 1a energía libre de las 

ecuaciones (S.34) y (S.37). Debe notarse que existe una seria 

inconsistencia f~sica en este cd1cu1o. La ecuaci6n (S.37) fue· 

resuelta. y el comportamiento tricr1tico obtenido. despreciando 

fluctuaciones y ahora vamos a encontrar la re1aci8n entre ambos¡ 

Sin embargo aunque 1a teorla de Landau es esencialmente inconsi~ 

tente cerca de cualquier punto cTltico. y en particular. cerca 

del punto tricr!tico. ~sta da una buena indicaci6n del C01!1port~ 

miento que debe esperarse cerca de Tt• 

Consideremos entonces f1uctuaciones en ~(T). ésto es. con­

sideTemos cemo esta corre1acionada 1a desviaci8n de ~(T) de su 

va1oT promedio. <$(T)>. con 1as f1uctuaciones corTespondientes 

en Tegiones vecinas. Para .describiT 6sto matem&ticamente. ahora 
' definimos 1a funci&n de correlaci&n g('T. r•) como 

(S.43) 

Si permitimos que cambie -a 1 (T) en (S.37) agreg&ndol.e un 

incremento pequen.o 6 (-a
1 

(T') )., puede demostrarse36 .que este cam­

bio induce un cambio en <w(r)> dado por 
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Ó('\-m) = laif'j cl.i· ~li,i') b{-a,lil). 

donde k es 1a constante de Bo1tzmann. 

Por otro 1ado. de 1a ecuaci6n (5.37) tenemos 

(5.45) 

Sust1tuyendo (5.44) en (S.45) • tenemos 

y puesto que ó(-a~(T)) es aTbitraTio. tenemos 

(S.46) 

Es importante que ahora recordemos que <~(T)> en (S.46) 

es e1 va1or que minimiza a (5.33) y que. de 1as ecuaciones (S.40 

a-e). se puede obtener que existen tres valores de esos. a saber 



-149-

1'-'a • tlJ~ y "1y, 1os cua1es son 1os valores que e1 par:í.Jnetro de 

orden toma en cada una de las tres fases, a, a y y, que coexis­

ten ·p·or debajo de Tt. Por otro lado Griffiths y co1aboradores34 

definieron ·1a susceptibilidad x en cada una de 1as fases en 

equi1ibrio ª• a y y ~ediante la ecuaci6n (5.8) 

(5.47) 

donde i - a,8,y, y F est4 dada por (5.1). De (5.47) y (5.1) 

podemos ver• f4ci1mente que 

L .. 

2.0.& +e.a.. 'h + 1'2'1.t 't. + 30 ~.. J (5.48) 

donde i - a,B,y. 

Tenemos entonces que usando la ecuaci6n (S.48), 1a ecuac~8n 

(S.46) puede escribirse como 

En otras palabras, para T <'Te• ésto es, cuando e1 sistema CD!!., 

siste de tres fases a, a y y que coexisten, tenemos que 
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(5.50a) 

(5.50b) 

(S.SOc) 

En tTes dimensiones 1as eCuaciones (S.50 a-e) tienen por 

so1uci«5n 

= J!I_ 
111A 

·e~1"(-IM'IJt) 
l't- l•l 

donde 1~ 1ongitud de corre1aci6n. t. est& dada poT 

'2.A t.,.. 

= 'Z.A ~,.' 

(S.51) 

(5.5Za) 

(5.5Zb) 
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(5.52c) 

Las ecuaciones (5.52 a-e) nos dicen que siempre que estemos 

dentro de 1a regi6n de tres fases. 1a susceptibi1idad y 1a 1on­

gitud de corre1aci1Sn asociadas con una fase dada estAn re1acio­

nadas por 

(5.53) 

Esta ecuacien re1aciona a1 parAmetro A con 1a 1ongitud 

de corre1aci6n. ~. y 1a susceptibi1idad. x. 1as cua1es pueden 

medirse experimenta1mente. Si ahora recordamos 1as ecuaciones 

(5.19) y (5.20) 

(5.54) 

(5.55) 

y reconocemos a A como 1' m. vemos que 1a ecuacilSn (S.53).,pro­

porciona 1a re1aci6n deseada entre e1 par4metro e y variab1es 

que pueden medirse experimenta1mente. En 1a siguiente secci6n 
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describimos un experimento que puede usarse para ta1 fin. 

5.3 I1ustraci6n Experimenta1. 

La dispersi&n de 1uz ocurre siempre que hay f1uctuaciones 

locales en 1a constante diel~ctrica. la seccien transversal di­

ferencia1 de dispersi6n est4 dada por37 

'R = 1 
-;¡;:- (S.56) 

donde R es 1a 11amada raz6n de Ray1eigh. I • I (r • e• el>) es 

1a intensidad dispersada promedio por unidad de Angu1o s61ido 

dn localizado en el punto de observaci8n con coordenadas esf8-

ricas r. e. ~.lo y v son.la intensidad incidente y el volu­

men de dispersi6n respectivamente. 

Cerca de1 punto cr~ticÓ 1a raz6n de Ray1eigh depende fuer- · 

temente del momento transferido con ••anitud 

'11'"' se."' i: e , ---¡:- (S.57) 

donde n es el Indice de refracci6n del medio d~spersor. k 

2~/A y s • 2sente. con A y e 1a_1ongitud de onda de 1a 1uz 

en el medio y el Angulo de dispersien. respectivamente. 

De acuerdo a 1a teorta de Ornstein-Zernike36• la razen de 
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Rayleigh para un flu~do puro cerca de su punto cr~tico. donde 

las fluctuaciones locales de la densidad alcanzan dimensiones 

casi macrosc~picas. est§ dada por 

Rci<,t) = (.;:.¡,...•) s .... ~ .. ( -tl) "· T ICT 

1 + ~'i'& 
(5.58) 

donde ko ª 2~/A con ~º la longitud de la onda incidente en 

el vacfo. ~ es el •ngulo entre la direccien de polarizacien 

de la luz incidente y la direcci8n de observaci6n. P. c. k
8

• 

T· y tc:"T son la densidad• la constante diel.Sctrica • la consta!!. 

te de Boltzmann. la temperatura absoluta y la compresibilidad 

isot8rmica. r y ~ son el momento· transferido y la longitud 

de correlaci«Sn. 

La raz6n de Rayleigh correspondiente a un flu~do binario 

cerca de su punto de soluci«Sn critica,, donde dominan las fluc­

tuaciones locales de concentraci6n. en vez de densidad. tiene. 

de acuerdo a 1as teorfas de Ornstein-Zernike y de Debye37 • 3 ~ 1a 

forma 

lHR,\) = (5.59) 

donde e es 1a concentraci~n y ~ e1 potencia1 qufmico. Con 

~ - 90: uno encuentra de 1as ecuaciones (5.56). (S.58) y (S.59) 

que la amplitud de 1a intensidad se reduce a 
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I. T lle,. 
(S.60a) 

para un flu!do puro• y 

' l *),. .• 
1+-."t" (S.60b) 

para una mezc1a binaria donde 

(S.61a) 

(S.61b) 

son tratados como parllmetros constantes. 

En 1as ecuaciones (S.60 a-b) podemos ver que la intensidad 

dispersada est4 escrita en una forma general ta1 que es una fun. 

cien de 1a susceptibi1idad de1 sistema y su 1ongitud de corre1~ 

cil5n. 

Vamos a suponer la misma forma para la intensidad dispers.!!. 

da para el sistema mu1ticomponente discutido en ra secci8n S.2 

cerca de su punto tricr!tico. ésto es. 



-155-

(5.62) 

donde 

(5.63) 

es 1a súsceptibi1idad correspondiente. y 

\ta I (5 0 64) 

donde (~) es 1a derivada de 1a constante die16ctrica con 
d1j> T,P 

respecto a1 parAmetro de orden. 

La ecuaci6n (5~62) indica que ~ y x. y por 1o tanto. d.!!,. 

bido a 1a ecuaci6n (S.33). e1 parametro A. pueden en principio 

obtenerse de mediciones de 1a intensidad y dissimetrta angu1ar 

de 1uz dispersada. 

De acuerdo a 1a ecuaci6n (S.62). una grAfica de1 inverso 

de 1a intensidad dispersada 1- 1 versus K 2 debe dar. para tem, 

peratura constante. una 11nea recta como 1a mostrada en 1a fig~ 

ra 5.1. Podemos ver en 1a figura 5.1 • o equiva1entemente en 1a 

ecuaci6n (5.62), que 1a 11nea recta que se obtiene es una cuya 



- .... _ 

:r' ••• , l 

------f ------ ........ . --... --

• 

P.i.gura 5.1. GrSrJ.ca de 1a que podrfa obteneree e1 va1or 
numhJ.co de1 par'-tro m - 2A (ver texto) a.i. •• tuv:1.eran 
va1orea abao1utoa de 1a suaceptJ.bJ.1~dad x y 1a 1ongJ.tud 
de corre1a.ci6n. 
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intersecci6n a1 origen. 1; 1 :; 1- 1 (1e•O. t) • y pendiente. s., son 

ta1es que 

(S.65) 

.... 
~ -=- I. s (5.66) 

Las cua1es nos dan 1os va1ores deseados de t y X• Debe notar 

se. sin embargo., que aunque 1a ecuacidn (5.66) debe proporcionar 

e1 va1or de la longitud de corre1acidn en t~rminos de datos ob­

tenidos en el experimento aqui descrito., para poder obtener el 

valor correspondiente de x de la ecuacien (S.65) es necesario 

tener., debido a la ecuacidn (S.64),un conocimiento independien­

te de la derivada de la constante diel~ctrica con respecto al 

parAmetro de orden. 

Si estos datos estuvieron disponibles., uno podr!a usar la 

ecuaci6n (5.53), 

para evaluar el par4metro A - t m que se requiere (ver la ecu~ 
ci6n (5.20)) para probar 1a habi1idad de 1a,teor~a de van der 

Waals., Cahn-Hi11iard para predecir 1os va1ores correctos de la 

tensien superficial cerca del punto tricr~tico. 
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Kim et a139 han reportado recientemente mediciones de 1a 

dependencia angular de la intensidad de luz dispersada por tres 

fases coexist:entes cerca de1 punto tricr!tico .• en la mezcla et.!!. 

nol-agua-benceno-sulfato de amonio. Aunque ellos reportan valo­

res absolutos de la longitud de correlaci6n. t. desafortunada­

mente. ellos no reportan los valores absolutos de la suscepti­

bilidad x que se requieren para probar 1a·teor!a. 

Ser§. interesante tene_r datos experimentales de l.os valore·s 

absolutos de ambos. x y t. para estimar el valor num8rico del 

par4metro m .. 



RESUMEN Y COMENTARIOS FINALES 

Hemos uti1izado 1a teorta de van der Waa1s. Cahn-Hilliard 

de tensi6n superficial para estudiar e1 comportamiento de la 

tensi6n superficial cerca de un punto critico termina1. donde 

dos fase. digamos a y e. se funden en una mientras permane• 

cen en equilibrio con una tercera fase. En nuestra notacien. 

ªme y ªey son las tensiones asociadas con las interfases aB 

y BY respectivamente. La tensi6n asociada con la interfase e~ 

tre la fase a y la fase By que resulta de la fusi8n de las 

fases B y y. es llamada ªm-sy• 

En el Capitulo III usamos la teor!a de van der Waa1s. Cahn­

Hi11iard con una energ~a 1ibre de1 mode1o de Griffiths. para e­

valuar la tensi6n superf icia1 a lo largo de dos trayectorias e­

sencialmente diferentes a trav8s del punto cr~tico teraina1: una 

de composici6n fija que va de 1a regi6n de tres fases a 1a de 

dos fases con temperatura var~able. 1a otra de temperatura fija 

pero composici6n variable. La dltima trayectoria yace enterame!!_ 

te. en 1a regi6n de dos fases. En este Capitulo encontramos que 

conforme e1 punto critico termina1 By es aproximado a 1o 1ar­

go de 1a primera trayectoria. ªey debe anu1arse proporcional­

mente a una potencia (Te - T)µ. donde Te es la temperatura del 

punto critico terminal y·µ - 3/2. Tambi~n encontramos que 1a 

tensien no critica (aaB para T <Te y ªa-By para T > Te) 

V.aria suavwnente a trav8s de1 punto critico teTmina1. e incluye 
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un tErmino singu1ar representado por !Te - Tl 3 / 2 en ambos 1~ 

dos de Te. Sefialamos que la teoria es capaz de acomodar e1 co~ 

portamiento de la tcns16n superficial observado experimentalme~ 

te en sistemas con equilibrio liquido-liquido-liquido. donde la 

tensien no critica aumenta conforme uno va de la regi6n de ~res 

fases a la de dos fases a trav~s del punto cr~tico termina1; y 

el comportamiento de la tensi6n observado experimentalmente en 

equilibrio 1~quido-11quido-vapor donde ocurre lo opuesto. A lo 

largo de la segunda trayectoria (la isoterma) encontramos que 

la tensi6n superficial varta suavemente a traves de1 punto cri­

tico terminal. y que tiene una pendiente que se anula y un pun­

to de inflexi6n en el punto critico terminal. Tambi~n se us~ una 

energ1a libTe con·dos parAmetros de orden para eva1uar ªma y 

ªa-ay;se observ6 que ambas parecen yacer encima de su tangente 

coman en el punto critico teTJDina1. La posible re1evancia de el!., 

te resultado para helio 4 liquido cerca del punto 1ambda se di~ 

cute abajo. 

En el Capitulo IV evaluamos ªae• ªBY y ªa-ay a 1o la~ 

go de una trayectoria de composici6n fija. En ese Cap1tu1o, sin 

embargo, la energia libre cl~sica de Griffiths fue reemp1azada 

poT una no c14sica. Los resultados para ªae• ªey Y ªu-By 

son cua1itativamente similares a los del Capitulo III pero esta 

vez obtuvimos ~ • 4/3, lo cual es mAs cercano al valor experi­

mental observado, ~ ~ 1.3. El tErmino singu1ar presente en a 08 
y ªa-ay se encontr6 repTesentado por una potencia fTc - Tl 4 /? 
Esta singularidad est§ de acuerdo con predicciones teericas an-
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teriores para 1a tensión superficia1 de1 he1io 1lquido cerca 

de su punto 1ambda. y con Tesu1tados experimenta1es obtenidos 

de1 mismo sistema. ~in embargo. en tanto que 1a teor!a predice 

que 1as ramas de baJa y a1ta tempeTatura yaceñ en 1ados opues­

tos de su tangente comdn en TA• 1os resu1ta4os experimenta1es 

indican que ambas yacen de1 mismo 1ado. Nosotros creemos que e.!. 

to es una indicación de que e1 punto 1ambda no e~ apropiadamen­

te descrito en tArminos de una teorta de un par~etro de orden. 

y que una teorta no c1&sica con dos par&metros de orden debe 

proporcionar e1 comportamiento adecuado. Como se nencion8 arri­

ba. cuando se uti1iz6 energta 1ibre no c1Asica. ªae y ªa-ey 
parectan estar en e1 mismo 1ado d~ su tangente comdn. 

Fina1mente. en e1 Capttu1o V discutimos Tesu1tados previos 

donde 1a teor!a de van der Waa1s. Cahn-Hi11iard con una enera~a 

1ibre de GTiffiths se uti1iz6 para pTedeciT que. a 1o 1argo de 

una trayectoria sobre 1a que tres fases est&n presentes. 1a te!!. 

si6n superf icia1 se anu1a proporciona1mente a una potencia 

\Tt - T\ 2 , donde Tt es 1a tempeTatuTa tTicTttica. Tambien di~ 

cutimos un experimento que debe permitir eva1uar e1 va1or num6-

rico de1 coeficiente de proporciona1idad. Tener ese va1or nos 

permitiTta detenninaT 1a habi1idad de 1a teoTta para predecir 

1os ya1ores correctos de 1a tensi6n superficia1 cerca de 1a tem. 

peratura tricr!tica. TambiAn presentamos una re1aci&n entre 1a 

tensi6n de 1a interfase entre dos fases y 1as susceptibi1idades 

de esas fases. Esta re1aci8n peT'ft'litirA someter a 1a teorla.• 

otra prueba cuando se disponga de 1os datos experimenta1es re­

queridos. 
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