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INTRODUCCTION

El comportamiento critico ha sido fuente de considerable
inter€s en afios recientes'. > Varias teorfas se han utilizado,
Yy varios experimentos se han llevado a cabo,

en un esfuerzo de
entender la naturaleza de los puntos criticos, donde varias
cantidades fisicas de sistemas que son,

a primera vista,
trastantes,

con-
se comportan en forma sorprendentemente similar.

Uno de los aspectos de los fenbmenos criiicos que ha sido‘
objeto de particular atencifn es el comportamiento, cerca del
punto critico, de 1la tensifn superficial asociada con 1la inter
fase que separa dos fases de fluidosﬁ

Conforme un sistema con dos fases en equilibrio se aproxi

ma a su punto critico, la interfase se espesa,

se difunde en
las dos fases,

Yy finalmente desaparece. Al mismo tiempo la ten
sibn asociada con 1la interfase disminuye continuamente, y,

en
el punto critico,

desaparece. Probablemente el primer intento
de entender el comportamiento de la tensién superficial fue he
cho en 1894 por van der waals® en su teoria termodinémica de
interfases. La teorfia fue extendida por Cahn y Hilliard® en
A1958 Yy Tecibif extensifn adicional posterior por Fisk y Widom?
Cuando un sistema consiste de tres fases en equilibrio,

digamos a, B Yy ¥,

surgen mfs posibilidades de comportamiento
critico. Una posibilidad es aquella en 1la cual dos de las fa-
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ses, digamos las fases B y vy, alcanzan su punto critico mien-
tras se mantienen en equilibrio con una fase no critica a. Es
te punto critico es esencialmente equivalente al punto crfitico
descrito arriba, y es llamado punto critico terminal. Cuando
no sdélo dos, sino las tres fases se hacen idé&nticas simultfnea
mente, entonces se dice que el sistema esti en su punto tricri
tico.

Griffiths® ha propuesto un modelo termodinfimico para des
cribir 1a vecindad de un punto tricritico. En su modelo, Griffiths
utilizé la filosofia de Landau de un desarrollo en t&rminos de
un parfmetro de orden y propusco que, cerca del punto tricriti-
co, la energia libre del sistema puede desarrollarse en una se

rie de potencias de un parimetro de orden como

4

2 3 6
F = 81\"; + azw + asq, + Eqw + P

donde las ay son campos modelo los cuales estin relacionados
con los campos fisicos (temperatura, presibn, potenciales qui-

micos, etc.)

Por otro lado, la teorfia de van der Waals, Cahn-Hilliard
y la teorfia de Griffiths han sido usadas por Widom para descri
bir el comportamiento de la tensifn superficial en la vecindad
inmediata al punto critico terminal. En sus cilculos, Widom e-
valubé la tensibn superficial a lo largo de dos trayectorias e~
sencialmente distintas a través del punto critico terminal. A
lo largo dé la primera trayectoria, 1a composicifn del sistema

se mantiene fija en el valor correspondiente al punto critico
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terminal mientras se varia la temperatura. A lo largo de la sg
gunda trayectoria la temperatura se mantiene fija mientras se

varfa 1la composicibn.

La mayor parte de este trabajo serf dedicada a un estudio
del comportamiento de la<tensiﬁn superficial cerca del punto
- —

critico terminalt)n lo largo de las trayectorias descritas arri

ba. Un bosquejo de la tesis es como sigue.

Dedicaremos el Capitulo I a considerar los exponentes de

punto critico, los cuales han jugado un importante papel en la

caracterizacifn numérica del comportamiento critico. El resto
‘del Capfitulo seri dedicado a la descripcibn de 1las ideas prin-
cipales en la teorfa de tensifn superficial de van der Waals,
Cahn-Hilliard.

El Capitulo II serf utilizado para discutir las condicio-
nes bajo las cuales puede existir un punto tricritico, y para
presentar algunas de las propiedades del modelo de Griffiths;
las predicciones del modelo para la regifn donde tres fases co

existen serf motivo de principal atenci®n.

En el Capitulo III seguiremos las ideas de Widom, pero
describiremos el comportamiento de 1a tensibn superficial en
una regifn no restringida a la vecindad inmediata del punto cri
tico terminal a lo largo de las dos trayectorias descritas arri
ba. Mediante el rTelajamiento de una de las Testricciones de su
modelo, permitiremos tambif&n que l1la teorfa acomode la variedad
més amplia de comportamientos de tensibn superficial que se ob

servan experimentalmente. La filtima seccifn de este Capftulo
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se dedicari a un estudio del comportamiento de .1a tensifn super
ficial para el caso en que la energfia libre se considera una
funcibn de, Yy se desarrolla en, dos parfmetros de orden. Esta

seccifn fue motivada por el hecho de que algunos sistemas, in-
cluyendo el Helio 4 en su punto lambda, requieren de al menos

dos parfmetros de orden para ser descritos adecuadamente?

AGn cuando los resultados que se obtienen en el Capitulo
I1II dan una idea cualitativamente buena sobre el tipo de com-~

portamiento que debe esperarse cerca del punto critico termi-

nal, el utilizar la teorfia del tipo campo promedioc de Griffiths

nos lleva a predecir, puesto que implicitamente asume,

valores
clisicos de los exponentes criticos,

los cuales son reconocida
mente incorrectas

En un esfuerzo para remediar esta situacifn,
en el Capitulo IV usamos una energia libre que da mejor cuenta

de las propiedades que se conocen acerca de una interfase cer-
ca del punto critico. .
Utilizando la teoria de tensibn superficial de van der

Waals, Cahn-Hilliard con una energfa libre de Griffiths,

Lang,
Lim y Widom'©®

han predicho que, conforme el punto tricrftico
es aproximado a lo largo de una trayectoria en 1la que hay tres

fases presentes, la tensifn superficial debe anularse propor-

cionalmente a una potencia de (T: - T), esto es,

o= c(T, - TYY ,

donde T: es la temperatura tricritica, c es una constante y

u = 2, Usando argumentos de escalamiento, Widom ha confirmado
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que u = 2. Demostrar que la teorfia es capaz de predecir los valg

res correctos de 1la tensibn superficial requiere del conocimien

to del coeficiente c, el cual esti relacionado con el coeficien

te .del término del cuadrado del gradiente en la teorfa de van

der Waals, Cahn-Hilliard. En el Capftulo V sugerimos un experi-

mento que, en principio, deberfia proporcionar el valor de c.

Tambi€&n obtenemos una relacibn entre la tensidn superficial y

la susceptibilidad que permitiria otra prueba experimental de
la teoria.




CAPI TULO I

Puntos Crfticos y la TeorTa de Interfases de Van Der Waals,

Cahn~ Hilldard.

1.1 Exponentes de Punto Crfitico.

Uno de los fenbBmenos més sorprendentes que unc encuentra
en 1la naturaleza es quizfs un cambio de fase. En muchos casos
cuando un sistema consiste de dos o mds fases, &stas son total
mente distintas y las transiciones entre ellas son mas bien a-
bruptas e inesperadas. Sin embargo, variando la temperatura, u
otras variables termodinfimicas, las fases pueden hacerse mas b%
mids similares en sus propiedades hasta que, en lo que se deno-
mina el punto crftico, todas las diferencias desaparecen. Mis
alls de este punto s68lo una fase homogénea esti presente y to-

dos los cambios son suaves y continuos.

Algunos de los ejemplos miAs familiares de un punto criti-
co son: i) Aquel donde termina la curva de coexistencia de un
1fquido y su vapor a valores caracteristicos de la temperatura,

presifn y densidades T P.Y o

Py c ii) El1 punto de solucibn

e?
critica en una mezcla binaria, el cual determina la temperatu-
ra sobre la cual (o a veces debajo de la cual) las componentes
se mezclan homog&neamente en cualquier proporci&n; iii) E1

punto de Curie de un cristal ferromagn&tico en el cual la mag-
netizacifén espontinea se hace cero continuamente; iv) E1 pun-
to lambda del helio liquido debajio del cual hay superfluidez

v encima del cual no existe.
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Mds formalmente cuando ocurre una trarsicién de fase, una
o mfis primeras derivadas de los potenciales termodinfimicos re-
levantes cambian discontfinuamente como funcif6n de sus variables.
Como ejemplo, en un flufdo, cuyo potencial termodinfimico apro-
piado puede ser la energfa libre de Gibbs, G(P,T), como fun-
3r

nuo a lo largo de la linea de presidn de vapor.

cifn de P y T, el volumen especifico v = ( ag )T es aisconti-

Por otro lado, una transicifn es a veces caracterizada

por el hecho de que las primeras derivadas de los potenciales

termodinidmicos permanecen contfinuas mientras que derivadas de

orden superior tales como la compresibilidad, el calor especi-

fico o 1a susceptibilidad, son divergentes o cambian disconti-
nuamente en el punto de transicifn. Es para tales transiciones

que el t&rmino '"'punto critico' es usado. Debe mencionarse, sin
embargo, que la palabra '""punto' puede no ser siempre apropiada
a menos que uno considere la variacifn de s6lo un parfimetro.

En efecto, algunas mezclas exhiben "lineas' de puntos criticos;

la linea lambda del helio 1liquido es otro ejemplo de 1lfinea de

puntos criticos. Aunque esta distincifn puede ser importante

en el estudio de sistemas particulares, las cuestiones tebri-
cas Y experimentales son las mismas para todos los puntos cri-

ticos.

Una caracteristica particularmente importantes del compor
tamiento critico es el gran incremento en fluctuaciones micros-
cbpicas en la vecindad de un punto crftico, que anuncia la in-
minencia de la transicifén. Fluctuaciones de variables tales cpo

mo 1la densidad, energia, etc., pueden alcanzar dimensiones ma-
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croscépicas y, correspondientemente, las segundas derivadas re
lacionadas (calor especifico, susceptibilidad, etc.), al igual
que las intensidades de ondas electromagnéticas dispersadas

por el sistema, se hacen muy grandes.

Resulta claro entonces que un problema de interé&s central
en el estudio de fenbmenos criticos, tanto experimental como
tebSricamente, es el determinar las leyes asint6ticas que gobier

nan el acercamiento a un punto critico.

Puesto que gran parte de este trabajo se ocupari de la
forma en que algunas cantidades fisicas divergen a infinito o
convergen a cero, conforme la temperatura u otras variables
tienden a sus valores criticos, queremos aquf presentar algu-
nas definiciones matemiticas relacionadas con cantidades que

permiten caracterizar numé&ricamente al comportamiento critico.

Se dice que una funcibfn positiva f£(x) wvarfia como xA cuan

co x tiende a cero cuando
£{x) ~ x* cuando x -~ 0 (1.1)

Mas precisamente, esto significa que

Lim _J_"_“*_’..} = A. a.zy
x+0 Tw x .

Desde luego, la ecuacibn (1.2) no significa que £(x) es

simplemente proporcional a x* pués, sin que haya contradic-

ci6fn alguno, términos de orden superior pueden existir. En el
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caso mis simple uno puede esperar que esos t6rminos serfn de

la forma

fixm)=A x*li+ax+...) x -0, €1.3)

donde A es la amplitud de 1la singularidad y a es la amplitud
del primer t€&rmino de correccibn. Con frecuencia se encuentra
que la ecuacifn (1.3) es aplicable en 1la prictica y en tales

casos no es muy diffcil estimgr A de datos numé&ricos de £(x).
A veces, sin embargo, pueden bien surgir complejidades ta

les como

feo=A [ taxl x* {(1+ax+---) x w0, 1.4)

sin que haya contradicci6bn con (1.1) 6 (1.2). Cuando &sto ocu-

rre puede resultar muy diffcil, si no imposible, estimar el ex-
ponente A de datos num€éricos a menos -que se disponga de conoci-
miento detallado sobre los t&rminos de orden superior. En 1la
prictica, en efecto, un factor logarfitmico se parece a una po-
tencia algebriica pequeﬁa.

Estas definiciones generales ilustran algunas de las difj
cultades que pueden surgir al determinar las leyes asint8ticas
que gobiernan el acercamiento a un punto crftico. Queremos aho
ra ser mis especificos y considerar ciertas cantidades que han
jugado un papel impértante en la comprensifn y caracterizacibn
numérica del comportamiento crfitico, es decir, los exponentes

de punto critico.
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Arriba mencionamos un nfimero de tipos de sistemas f£fsijcos
qgue exhiben fenbmenos criticos. Aunque 1o cercanoc de las analgo

gilas tefSricas entre esos sistemas, a primera vista, contrastan

‘tes, ha jugado un importante papel en el desarrollo de los fe-

némenos criticos, aqui dedicaremos nuestra atencisn a fenfme-

nos criticos que ocurren en flufdos.
El punto critico de un flufdo se caracteriza, por debajo
de la temperatura critica T,» por 1la anulacibtn de la diferen-

cia entre las densidades de un 1iquido y el vapor con que co-

existe a una temperatura T Yy una presiSn P. De acuerdo con

(1.1), el exponente 8 se define como

SL-S.. ~ (Te-T)P (1.5)

Por encima de T: » €1 punto critico es m&s ficilmente

caracterizado por 1la divergencia de la compresibilidad isot&r-
mica

Ky = & (28
v s('a’p,'

Sobre la isocora critica, P = po» esta divergencia estd des-

crita por

-

e ~ (T-T) .6

Si se aproxima T_. por debajo, K

& tambi&n diverge con
el exponente correspondiente llamado ',

Puesto que K¢ se hace infinita en el punto critico, la
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1a isoterma criItica se vuelve horizontal en o = Po- Para des-
cribir esta forma se define un exponente & como

P-Fo ~ sgn (2-9) ls-nl' .7

Dos exponentes ms, a ¥y a', se definen para caracterizar

el comportamiento del calor especifico a volumen constante,

cuando el punto critico es aproximado por arriba y debajo de
1a temperatura critica, €sto es

ol
Cv ~ (T-TY (r>7T) (1.8a)
~ (To-TY"™ (T<T). (1.8b)

Tambi€n usados con frecuencia son 1los exponentes v y v'
los cuales se refieren al comportamiento de la funcifn de co-~
rrelacifn por pares en 1la regifn critica.

La longitud de co-
rrelacifbn E,

la cual es una medida del rango de la funcibn de

correlacibn, se caracteriza por

¥ o~ (T-T YT (Te) (1.9a)

-V
~ v, -TY (T>7) . 1.9

La anulacifin de 1la tensifn superficial asociada con l1la in-

terfase entre dos fases en equilibrio se caracteriza por un ex-
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ponente u definido por

T~ (Te-THYH (1.10)

Existen otros exponentes criticos que han sido definidos.

Sin embargo, los mencionados aquf, Yy resumidos en 1la tabla I,
son quiz&s los mi&s ampliamente conocidos y los que son relevan-

Debe mencionarse que no existe razfn, tefS-

tes a este trabajo.
de

rica o experimental, para suponer que los valores numérico

los exponentes definidos por debajo y por encima de la tempera-

tura critica difieren.
Uno de los aspectos mfs interesantes de los exponentes de

punto critico es que, a pesar del hecho de que los valores cri-

ticos de las variables termodinfimicas que caracterizan a un sis

tema (temperatura, presifn, densidad, etc.) varfan de sistema

a sistema, existe una clara similitud entre los valores que se

encuentran experimentalmente para cada exponente. Algunos de

esos valores se muestran en la tabla II. Un nGmero de teorias

se ha usado también para predecir los valores de los exponentes

Las predicciones de aquellas, que discutiremos mds

criticos.
se incluyen tambi&n en la ta

llamadas teorfas clisicas,
En este punto debemos mencionar que aunque,
las teorfas clisicas fracasan al prede-~

tarde,
bla II.
o6bvio en la tabla IIT,

cir correctamente los valores observados,
de gran utilidad para la comprensidn de los

como es

&8stas han sido, como

veremos mis tarde,
razgos generales del comportamiento crit:ico.
Otra raz6n por la que se ha dirigido tanto esfuerzo hacia



definicifn
(t=1-5
Cy ~ e ™™

pr=pg v(-t)#

Kp ,tl-Y
P-P_]ppvcl sanlor-oe)
- T g

o~ (-t?"

Calor espectfico a voltmen constants VeV,
#

Diferencia de 1as densidades 1fquido-gas
(o forma de 1a curva de coexistencia).

Campresibilidad IsotSrmica.
Isoterma crgtica. )
Longitud de correlaciBn.

Tensi@n superficial. N

TARLA I. Exponentes de punto t:rI_tico.




Sistemas

Clisico

o,

SFg

TABLA II.
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.3 8 Y
0 3 1
0.10 0.321 1.24
0.11 0.329 1.23
OfOB 0.321 1.28

4.85

4.74

4.99

N|=

0.63

0.60

0.64

Valores de los exponentes de punto

critico.

Njw

1.281
1.287

1.286
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la investigacif6n de los exponentes crfiticos, es la existencia

de un ndmero de relaciones entre ellas. Estas relaciones sur-
gen de consideraciones termodinfmicas y MecZnico Estadfsticas

fundamentales y por 1o tanto no son particulares al sistema en
consideracifn.

Aunque utilizando argumentos termodinfimicos las relaciones
pueden expresarse s8lo como un conjunto de desigualdades, un
tratamiento alternativo que involucra la suposicifn, conocida
como hip&tesis de ley de escalamiento’z, de que ciertas funcio-
nes termodinfmicas son funciones homog#&neas de sus variables,

predice que las desigualdades son v8lidas como igualdades.

Puesto que mas tarde utilizaremos algunas de ellas, en la
tabla ITII presentamos algunas de las relaciones ahora conocidas.

Dedicaremos la siguiente seccifn a una breve descripcifn
de urna de las teorias clAsicas mencionadas arriba. Esta es la

teorfa de interfases de van der Waals, Cahn-Hilliard.

1.2 Bosguejo de 1a Teorfa de Van der Waals, Cahn-Hilliard.

El equilibrio entre dos fases se caracteriza, entre otras .
cosas, por el hecho de que la densidad en cada fase se mantie-
ne constante hasta alcanzar la interfase, donde varfa contfnua-
mente al valor caracteristico de la otra fase. Un perfil de
densidad tipico esti representado en la figura 1.1, donde 1la

densidad ¢ se muestra como funci6n de la distancia 2z perpen
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al + 28+ y' > 2
a' + BE+ 1) > 2

v > 8(8 - 1)

u=(- 1y

2~a=y<+ 28

TABLA III. Relaciones entre exponentes de punto critico.
(d = dimensionalidad del sistema).
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g

(SR W

Figura 1.1. Perfil tIpico de 1la densidad p como funcisn
de 1la distancia =z perpendicular a la interxfase.
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dicular a la interfase entre dos fases o y 8.
Asociada con 1la estructura de la interfase,

la cual esti
dada por el perfil de densidad,

existe una tensifn superficial

que Tepresenta.a la energia 1ibre por unidad de frea de 1la in-
terfase.

En el punto critico las fases en equilibrio se ‘hacen idén-

ticas, la interfase entre ellas desaparece y: 1la tensifn super-
ficial se anula.

Aquf queremos presentar brevemente una teofia que nos per-
mite determinar el perfil de densidad y su relacifn con la ten-
si6n superficial.

En 1958 Cahn y Hilliard propusieron una teorfa para deter-

minar las propiedades de una interfase entre dos fases en co-

existencia cerca del punto crfitico. La teorfa es, de hecho,

una
extensién de otra anterior debida a van der Waals, y ha sido

desde entonces extendida por Fisk y Widom’. Hablaremos ma&s de
la dltima mds adelante.

Cahn y Hilliard presentaron su teorfa en términos que re-

sultaban apropiados a una solucibn binaria, pero es de hecho

aplicable a una amplia variedad de sistemas ffsicos cuyo com-

PorTtamiento cerca del punto critico puede ser descrito en tér-

minos de un parfimetro de orden. Aunque no existe prescripcisn

alguna sobre precisamente qué cantidad fisica juega el papel

del parfimetro de orden para cada sistema, en general puede pen-

sarse que Este es alguna combinacifn lineal de las variables

de densidad o composicifn del sistema. Como tal, el parSmetro
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de orden puede considerarse una medida numé€rica de la cantidad
y tipo de orden que existe en la vecindad del punto critico.

Ademfis de &sto, el parimetro de orden tiene varias propieda-

Puede tender a cero continuamente conforme la temperatura
el parimetro

des.
tiende a su valor critico T_.. Por debajo de T,
de orden puede tomar dos o mis (dependiendo del ntimero de fa-

ses en coexistencia) valores diferentes, a pesar de que el sis

tema est& caracterizado por un conjunto dnico de valores de

sus campos (presifn, temperatura, potenciales qufmicos, etc.).

A manera de ejemplo, el pardmetro de orden apropiado a 1la

transici6fn de fase liquido- gas es la densidad menos la densi-

dad critica, p - pc. Por debajo de T, cuando el liquido estd

en contacto con vapor, el parfmetro de orden toma dos valores:

el cual es el valor apropiado a

el valor positivo p; - p. ,
la fase lfquida, y el valor negativo p, - p. , €1l cual es el
valor apropiado a la fase vapof. Ademis , P - pc tiende a ce-

ro contfnuamente conforme el sistema se acerca a su punto cri-
tico.

Consideremos ahora un sistema que consiste de dos fases
a y B en equilibrio (que pueden ser dos 1%fquidos. o un lfiquido
en equilibrio con su vapor), para el cual el parSmetro de or-
den apropiado estid representado por X. Sean X, ¥ xe los
valores de X en el bulto de las fases ay B8B.

Para que el hilo de la teorfia Tesulte mids ficil de seguir,

usemos como Teferencia un sistema cuyas fases a y 8 en equi-

1librio son, respectivamente, un 1liquido con una componente y
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su vapor. Asf pu&s, X puede pensarse como igual a p - pg
¥, en conformidad, Xg = Py " Pc Y Xg = P31 - Pc-

Sea f£(x) la densidad de enexrgfa libre del sistema como
funcibn de X.

Si la densidad de energfa libre, £(x), es una obtenida de
alguna teorfa de campo promedio apropiada, la cual para nues-
tro ejemplo serfa l1la teorfia de van der Waals, entonces, como
se muestra en la figura 1.2a, donde tal densidad de energfa 1li-
bre estd representad; poer una 1fnea continua, £(x) tiene una
"joroba'" en la regifn correspondiente a la de dos fases op, -
Pe ™ Xq < X < Xg ™ p3 -~ pe - La interpretacibn clésica de F(x)
en la regifn donde la "joroba'" estf presente, es que 8sta es
la densidad de energia libre de un fluldo constrefiido a exis-

tir en una s6la fase; este flufdo constrefiido es estable mien-

- 2
tras %f, (i.e., 1a compresibilidad) es mayor que cero, pero
totalmente inestable en la parte de la joroba donde quf < 0

2
(i.e., entre los dos puntos de inflexifn de £(x)).

En la figura 1.2a tambifn se muestra una linea recta pun-~
teada que en la Tegifn X, < X < Xz proporciona la llamada
construccisn de doble-tangente, la cual es equivalente a 1a
construccidn de Qreas iguales que Maxwell propusco para elimi-

nar la regidn inestable mencionada arriba.

La diferencia entre f(x)Ay la 1fnea recta es una funcién,
que de aquf en adelante llamaremos -=-V(x), que juega un impor-
tante papel en el estudio de interfases. Como se muestra en la

figura 1.2b, -V(x) es una funcibn positiva, y es, como vere-
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Figura 1.2. (2a) Densidad de energia libre del tipo cam-—
po promedio: (b) y () muestran =V{(x) y Vi(x) respecti-
vamente donde -V(x)es una contribucifn a la densidad de
energia libre de exceso, ¥ se obtiene de la diferencia en
tre £(x) ¥ 1la linea punteada que aparece en (a).
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mos, una contribucifn a la densidad de energia libre interfa-

cial o de exceso. La figura 1.2c muestra la funcifn V(x) co-

rrespondiente, la cual se muestra tambifn en la figura 1.3 de-

bajo de 1la figura de equilibrio entre fases a la que correspon
de.

De acuerdo a la teoria de interfases de van der Waals,

Cahn-Hilliard, cerca del punto critico la densidad de energfia

libre interfacial es la suma de dos t&rminos, el primero de

los cuales es 1la funcibn -V(x), ¥y el segundo que es proporcio-

nal al cuadrado del gradiente de la composicibn, esto es,

Wia) = - Vixin) + 5™ H—:—)t;

.11

donde z es una distancia en 1a direccifn perpendicular al

plano de 1la interfase, y m es un coeficiente positivo de pro

porcionalidad.

La energia libre interfacial total es la integral de la

densidad de energfa libre sobre todo el espacio; pero X depen-

de s6lo de =z, no de las coordenadas paralelas a la interfase,

de manera que la energia libre interfacial por unidad de Srea
es

G‘:L (_-Vus\ + L (%\1} da 01.12) -

donde 1la direccifn en que 2z aumenta se fija de manera que

x - x, cuando z -+ -», y x =+ xg cuando x = =,

E1l perfil de densidad de equilibrio X(z) es aquel que
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minimiza 1a funcional energfa libre, y el valor minimo en cues-
tibn

es la tensifn superficial de equilibrio.

Antes de una mayor discusifn sobre el problema termodini-
mico

de encontrar el perfil de densidad y la tensi®n superfi-
cial

entre dos fases, Tesultarf Gtil que discutamos aqui una

analogfa mecfnica que el problema encierra’>,

Pensemos en X(z) como la coordenada, con z el tiempo,
de una particula que se mueve sSujeta a una energia potencial
V(x). Podemos entonces identificar XK = -12- m (-g—-’i 2 con la ener-
gia cinética de tal particula, y E = V + K como la energia to
tal, Siguiendo la analogfa podemos también identificar al inte
grando de 1la ecuacifn (1.12) con 1la Lagrangiana de la particu-
la, L = K + V., Ahora debemos recordar (ver abajo de 1la e;:ua-
citn (1.12)) que x(z)

es tal que X «+ tw
esto es,

cuando X *~ Xg;a 3
si la particula se moviera entre Xx; Y xg , consumi-
ria una cantidad infinita de tiempo en esos puntos, Para que
€sto ocurra es claramente necesaric que el movimiento de

la
particula sea tal que la energia total de 1la particula E sea
igual al valor de V(x) en sus dos maximos,

el cual, como pue-
de verse en la

figura 1.3, es cero.

Con estas ideas en mente, podemos ver que el -prcblema de en~
contrar el perfil de densidad X(z) que minimiza la integral
en la ecuacitn (1.12), es mecfnicamente equivalente al de en-
contrar l1la trayectoria de una particula de energia total cero
sujeta a un potencial V(x), ¥y el valor minimo de (1.12) corres

ponde a la accifn dinfimica evaluada sobre esa trayectoria. A-
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Figura 1.3, Vv{x) visto camo un potencial al gue estl
sametida una particula de energfa toal cero, que se mieve
entre las posiciones Xy Y xXg en donde V = 0, En el
problema termodinfmico %Xy Y xXpg Tepresentan los valo—
res que el parfmetro de orden toma en las fases ao Yy B.
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Jdem?fs. 1z ecuacibn para el perfil de densidad de equilibrio,

no es otra que la ecuacifn de movimiento de la partfcula dada
por la ecuacifn de Euler-Lagrange

£

) &.‘,
at d3c

la cual en nuestro caso queda

3x
™S = ‘%. €1.13)

Asf pufs, la ecuacifn (1.12) puede escribirse en las formas al
ternativas

sam

0‘:] (-v+x) az

L]
'
=‘! J-2mvxy dx,
"

1.14)

donde l1la dltima expresifn se obtiene usando (1.13).

Esta teorfia podria generalizarse fScilmente para cubrir
el caso en que la energfia potencial de una dimensisn V(x), se
reemplaza por otra de dos dimensiones V(x,y). En este caso 1la

energia cinftica tendrfa la forma

K=tm(_‘1_:i)l -»ém(;“.':_z. 01.15)

(Debe apreciarse que la ecuacibn (1.15) representa el caso par
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ticularmente simple en que 1la energfa cinética se ha diagonali

zado mediante una seleccifn adecuada de x Yy de y).

Las ecuaciones de movimiento estarfan entonces dadas por

3
mldx\ _ _ 2Vix,uw &
az') 2= - 162

2
a4 2V,
- ‘ =) = - ._.5@‘.2.\_ . (1. 16b)

y 1a tensisn superficial se obtendria de

< o

U‘=] (-v+ xYda 1.17)
~ee

evaluada sobre 1la trayectoria real X(z), Y(z).

Debemos mencionar que la importancia de 1la teorfa de van
der Waals, Cahn-Hilliard no reside en su habilidad para produ-
cir resultados que son cuantitativamente correctos. En general,
como es el caso con cualquier teorfa clfsica, no lo son. Sin

embargo, la teorfa proporciona un mé&todo simple para obtener

-los razgos generales de la estructura de la interfase, asi co-
mo el tipo de comportamiento que debe esperarse de la tensibn

superficial cerca del punto critico.



CAPTTULO ITI

La Teorfa de Griffiths
2.1 Introduccifn.

Un punto tricritico es el estado termodinfimico en el cual
tres fases en coexistencia se hacen idénticas simultédneamente.
La notacifn ''punto tricritico'" se utiliza para distinguir este
estado termodinfimico de aquel en el que s8lo dos fases se ha-
cen idé&nticas. E1 Gltimo es llamado simplemente punto critico.
Como Ilustraci®n de un punto critico ordinario de dos fases,
la figura 2.1'a muestra un tubo cerrado que contiene una fase
1fiquida, 8, en equilibrio con una segunda fase, a, que puede
ser su vapor o un liquido con el que no se mezcla; conforme 1la
temperatura aumenta el sistema se acerca a su punto critico,
mostrado..en la figura 2.1b, donde la interfase se espesa, se
difunde en ambas fases y desaparece. Mas allf del punto crfti-
co (figura 2.1c) el sistema se convierte en uno con una sola

fase homogénea «f.

Anidlogamente se podrfia tener un tubo cerrado conteniendo
tres fases flulfdas a, 8 ¥y Y, como en la figura 2.2a. Elevando
la temperatura uno podria alcanzar el estado termodinimico,
mostrado en la figura 2.2b (¢ en la 2.2c), en el cual la intexr
fase superior (o la inferior) desaparece en presencia de una
fase distinta Y (o o). Estos estados son esencialmente sim&-
lares a un punto critico, y con frecuencia se les llama puntos

criticos terminales.



/4
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Figura 2.1. (a) Dos fases flufdas a y B que coexis
s ~en en egquilibrio a temp que la

critica T.: (b) A T = T alcanzan su punto
criticos A T > T. se obaserva sflc una fase af que re
sulta de la fusifm de a y 8.

a
las fases
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Figura 2.2. Tres fases a, 8 y Y en equilibrio; (b)
¥ () Punto crftico terminal en el cual las fages o Yy
B (BB ¥y T alcanzan su punto crfitico mientras perma
necen en equilibrio con la fase vy

(6 a); (4) Punto t;:-i
crftico: tres fases se hacen idénticas al mismo tiempo.
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Un estado termodinfimico que tambi&n serfa posible alcanzar
es aquel mostrado en la figuﬁp 2.2d, en €l cual ambas fases
desaparecen simultfZneamente, €sto e€s, un punto tricritico. De-
be notarse que para observar los estados crfticos mostrados en
las figuras 2.1a-b y 2.2a-d, es en general hecesario tener
valores especiales no s6lo de la temperatura, sino tambi&n de

las densidades o composiciones de las diferentes componentes.

La condicifn necesaria para que un punto crftico o tricri
tico (o puntos de orden superior) exista puede obtenerse de 1la
regla de fase'Y  En su forma usual la regla de fase es: £f = ¢c =
P + 2; donde f es el nfimero de grados de libertad termodinSmi-
cos, c es el nmero de componentes quimicas independientes, y
P es el nGmero de fases en equilibrio. Sin embargo, cada condi
ciQn de criticidad, que requiere que 1la interfase entre dos
fases desaparezca, es una restriccifn adicional y por lo tanto
disminuye £ en uno. En 1o que a menudo se llama un punto crf
tico de orden P, en el cual P fases se hacen simultneamen-~
te idé&nticas, se tiemen P - 1 interfases que desaparecen Yy,
por lo tanto, P - 1 condiciones de criticidad. Asf% pufs, en

ese punto,

F=c-Pr2-(vp-1) = C-2P+3 @z.n

Puesto que f > 0, la condicifn para que haya un punto critico
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de orden P es

Cz 2, -3 2.2)

Para un punto crfitico ordinario, el cual en la notacifn presen
te es de segundo orden, c¢ > 1. Para un punto tricrftico, en

el cual P = 3, se tiene c > 3, y asf sucesivamente.

Asf pués de acuerdo con la regla de fase tenemos que para
que un punto tricritico egasta, se requiere que el sistema con
tenga al menos tres comﬁonentes. Debemos mencionar, sin embar-
go, que la existencia de puntos tricrfticos es conocida en sis
temas con s68lo dos componentes (soluciones de los dos is8Btopos
del helio He3, He4 ), y en sistemas con s8l1lo una componente

(Metamagnetos) .

La respuesta a esta aparente paradoja es que la condicifn
que se obtiene de la regla de fase, es la condicifn necesaria
para que el espacio termodinfimico sea de dimensionalidad 1lo
bastante grande, para que un punto tricrftico pueda localizar-

se sin la ayuda de alguna simetrfa existente.

De la regla de fase se obtiene que el espacic termodinfimi
co de un sistema con tres componentes es de cuatro dimensiones,
1o que significa que, para tal sistema, el punto tricritico es

un punto aislado en ese espacio y puede encontrarse s8lo para
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valores finicos de la presifn, temperatura y composicibn quimi-

ca. Esto, en parte, explica porqu# se conocen tan pocos ejem-

plos de puntos tricriticos, y porqu€ encontrar uno de ellos en

un sistema cuyo espacio termodinfmico es de menos de cuatro di
mensidnes (un sistema con menos de tres componentes), serfa un
evento extremadamente fortuito a menos que exista una simetrfa
especial.

Estudios hechos en mezclas para las que se han

localizado
puntos tricr!ticos:5'15 nos han permitido conocer los razgos
generales de la regifn de tres fases, es decir, del conjunto

de puntos en el espacio termodinfimico en los que el sistema se

separa en tres fases. Consideremos el diagrama de fase para un

sistema de este tipo, en términos de la temperatura y tres va-

riables de composicifn. La Tegifn de tres fases es un hipervo-
lumen en este espacio, y_el punto tricritico se encuentra al
valor miximo de la temperatura. Debe apreciarse que este hiper
volumen es la contraparte de la curva de coexistencia corres-
pondiente al equilibrio entre dos fases.

Para describir 1la topologia de la regi®bn de tres fases
nos referiremos a una seccifn isot&rmica del espacio tetra-di-
mensional. Cada seccifn isotérmica estf representada por un vo
lumen en un espacio de variables de densidad py, 02, Pa; una
seccifn tipica se muestra en la figura 2.3. Las coordenadas
de un punto dentro de esta regifn representan un conjuntc de va
lores que las densidades pueden tomar para que el sistema se

separe en tres fases digamos a, B Yy ¥;3 las composiciones re
’ =

sultantes de cada fase yacen sobre una curva suave ABB'C, vy



a ot
ol
e ’ r
&~ & "

Figura 2.3. Seccifn isotérmica de la regifn de tres fa

ses en el espacioc de densidades. Los virtices del trifingu
lo representan la composiciSn de cada una de las fases an
egquilibrioc. Las lfneas AB' y BC son trifingulos degene-
rados que represantan el equilibrioc entre una fase no crfl
tica y dos en su punto critico.
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son los vErtices de un tri@ngulo. Dos puntos diferentes dentro
del trifingulo representan dos mezclas con diferentes cantida-
des relativas de las'tres fases o, B Y Y» pero con cada una
de las tres fases siempre de la misma composicifn representada

‘por los v@rtices del trifngulo.

Asf pufs cada seccifn isotfrmica de la regiBn de tres fa-
ses puede verse como una pila de un nfimero infinito de trifingu
los situados infinitamente cerca uno.de otro. Las 1lfneas rec-
tas AB' y BC son trifngulos degenerados que representan 1f-
neas de enlace entre una fase no crftica (em A o C) y una fa
se critica (en B o B') en equilibrio. Tales 1lfneas de enlace
Tepresentan el equilibrio existente en los puntos criticos ter-
minales mostrados en las figuras 2.2b y 2.2c, en donde la in-
terfase af (o Ba) desaparece afin en equilibrio con una terce-
ra fase vy (o a). Aunque no se muestra en la figura 2.3, la re-
giQn de tres fases esti8 rodeada por regiones en las que s8lo
dos fases coexisten, y por una regifn en la que s81lo una fase

esti presente.

Conforme la temperatura aumenta, la regifn de tres fases
se contrae hasta que degenera en un punto:. ese punto es el pun
to tricritico.

Griffiths® ha obtenido algunos de los Tazgos caracteris-
ticos de 1a TegiBn de tres fases de un modelo tipo Landnu17'?°
basado en un desarrollo de la energfa libre, en t&rminos de un
parfimetro de orden uni-dimensional, alrrededor del punto tri-

critico. En su discusibn, Griffiths hace' la importante distin-~
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cibn entrebdos clases de variables termodinfimicas intensivas:
campos Yy densidades’ . El 1lama 'campos'' a aquellas variables
como presifn, temperatura, potendial quimico, etc. que toman
el.- mismo wvalor en cada una de las fases en coexistenciaj; a - a-
quellas variables que toman valores diferentes en cada fase co

existente, tales como la fraccifn molar, &1 nombra ""densidades'.

Con esto en mente, Griffiths supone 1la existencia de un: -
parimetro ‘de orden unidimensional, del que puede pensarse como
una densidad, y, siguiendo la misma filosoffa que Landau uso
en su teorfia termodinimica de puntos criticos ordinariqs’Z &1
supone que, cerca del puﬁto tricritico, una energia libre apro
piada puede desarrollarse en una serie de potencias del purlhg
tro de orden como

Fraveraeaw + aw's w* €z.3)

donde las a4 con campos del modelo que estfin relacionados

con los campos fisicos por alguna combinacifn lineal dada por

oy
a; = 2 o (fu-f)

(i-4)
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donde oy es una matriz de nGmeros reales con determinante
distinto de cero, Y fyxe Son los valores de fk en el punto

tricritico.

Para obtener las propiedades de su modelo, Griffiths no
utilizé6 la F(y) definida en (2.3) sino una energia libre que
depende s8lo de los campos ay. Esta energfa libre que, como
veremos, esti relacionada con la energfa libre de un sistema

termodinimico est8 dada por

= Q.+ ﬂs, (2.5)

donde 1la parte regular €, es alguna funcifn analitica de 1las

'aj. ¥y la parte singular se define como

L= mwn Flo,,a,.a, 0,; %) 2.6)
A 4

Observando que una vez que F(a1 » 85, Az, B4; v) es mi-
nimizada se convierte en una funcifn que depende s61lo de los
campos aj4, uno obtiene de (2.3) y (2.6) que ., satisface la

relacibn diferencial
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d.ﬂs =‘§ ‘3 &Qq

€2.7)

donde 1las Ej , Qque son las densidades del modelo conjugadas

a las ay » estin dadas por

=- %= 20,
§, =-% s, €2.8)

y 1la ¢ que aparece en (2.8) es el valor para el cual Qg en

(2.6) es minimizada. Si el mfInimo de F(a,, ay, a3, ag; V), pa

ra un conjunto particular de ay , ocurre para dos, tres: o

mis valores de ¥, estos valores diferentes estfn asociados

con un nmero igual de fases en coexistencia.

Griffiths tambié&n define un conjunto de densidades

o4 que
son los conjugados de los campos

ay relatives a Q , esto es,

d.-(l:-z G._‘. d-a.;

ane ’ 2.9
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de manera que, de (2.5) y (2.7)

G}'—'-i&' +E". (2.10)
4 B

Para relacionar las densidades del modelo con un conjunto
Px » kK = 1,2,3,4, de densidades termodinSmicas, Griffiths uti
1iz§ el hecho de que si £, son los campos termodinfimicos y @

el potencial termodinfimico correspondiente, entonces-

a0 =- i €. df. z.an

1la cual con {2.9) y(2.4) da

o
Su= Z o, T €2.12)

dwe

Las ecuaciones (2.4) y (2.12) definen 1la relaci8n entre

los campos y densidades del modelo, ay ¥y o4,y los campos y
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densidades termodinfimicas.

En particular Griffiths hace notar que para mezclas de
flufdos, y a condicifn de que las otras ay se elijan correc-
tamente, es posible asociar la temperatura con el campo del mo

delo a, , esto es,

Clq ~ _JLZLEL_

donde T, es la temperatura tricritica. Debemos mencionar sin
embargo que, de nuevo con la condicifn de que las otras ay se
escojan correctamente, en principio es posible asociar la tem-
peratura con un campo del modelo diferente de ay. Nosotros,

de hecho, usaremos esa libertad mis adelante en este trabajo.

2.2 La Regibn de Tres Fases.

Ya hemos visto que el espacio termodinfimico apropiado pa-~
Ta un puntec tricritico es uno de cuatro dimensicnes. Sin embar-
g0, la existencia de dos interfases que caracteriza a 1la regi8n
de tres fases impone dos restricciones sobre el sistema que dis
minuyen el nGmero de grados de libertad, €sto es, el nfimero de
campos independientes, de cuatro a dos. Con esto en mente, aho-~

ra vamos a discutir algunas de los razgos topolfgicos de la Te-
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gi6n de tres fases predichos por la teoria de Griffiths.

Reescribiendo (2.3) en una forma que nmuestra explicitamen
te los wvalores de coexistencia del parfmetro de orden (para ma
yores detalles, vea el Capftulo III), Griffiths®? calcul6 1a
superficie de coexistencia en el hiperplano (a4, 82, aj3). En
particular, £1 encontr6 que para ag < 0 y aj en el inter-
valo laz| < 4(-34/6)3/2 la superficie de coexistencia, mos-
trada en la figura 2.4a, incluye una l1lfnea (BB' en la figura)
de puntos triples, esto es, una regifn de tres fases, la cual
es trazada entre dos l1lfneas de puntos crfticos CB y C'B'. Los
puntos de interseccidn B y B’ donde la 1inea de puntos tri-
ples termina, corresponden a puntos criticos terminales. Con-
forme a,- se hace menos negativo (figura 2.4b), 1la longitud
de 1la linea BB’ disminuye hasta que, para a4 = 0, se anula
dejando sSlo una 1fnea C de puntos criticos para a4 > 0 (figura
2.4c).

Griffiths tambifn obtuvo el diagrama de fase en un espa-
cio en que los campos ay, az, Yy as son reemplazados por sus
conjugados gy, G2, ¥ O3 definidos en la ecuacifbn (2.9). En
este espacio, &1 encontr6 que para a; < 0 la 1fnea de puntos
triples aparece como un volumen generado por una pila de trifn-
gulos como la mostrada en la figura 2.3. Conforme a4 se hace
menos negativo el volumen se contrae hasta que se convierte en
un punto para a4 = 0. Cinco del nfimero infinito de trifngulos
que generan cada seccifn para a, constante de la Tegifn de

tres fases se muestran en la figura 2.5. Como puede verse en
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Figura 2.4. Diagrama esquemftico que muestra las curvas
de coexistencia y lIfneas criticas en el espacio de los
campos (aq, a3, ay) para (a) az <07 (b) a4 £ O pe-
ro de menor magnitud que en {(a) s {c) ag > 0. Las 1fI-
neas crfticas C°'B' y BC se convierten en la 1fnea cC
cuando a4 rebasa el valor cero, donde la longitud de la
1¥nea de puntos triples se hace ceroc. Las superficies de
coexistencia se indican con lIneas delgadas. (con permi-—
80 da Griffiths® ).



-y

Qy = a.:

L J
oCcagCa,
Qy =0
Qys<-as <0

Q, = - a}

Figura 2.5. Se muestran cinco del nimero infinito de
trifingulos que generan cada seaccifn de ag constante de
la regidn de tres fases. Cada trifingulo corresponde a un
valor de ay; tal que |ay| € 4(~a4/6)>72 Los trifingulos
correspondientes a ay=tap =% (-a,/6)*/2 son trifngulos das
generados gue corresponden a lfneas de enlace que repre-—
sentan el equilibrio entre una fase crfitica y una no crf-
tica.
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la figura, cada trifngulo corresponde a un valor particular de
a; tal que

2.5

a3 < 4(-a4/6)3/2, Si ahora pensamos en la figura
como Tepresentativa de una seccifn de 1la regibn de tres fa

ses para un sistema con fases «, B y Y en equilibrio, ve-

mos que los trifngulos correspondientes a az = a% = 4(-54/6)3/2
¥ a, = -ag - -4(5“/6)3/2 son trifngulos degenerados que Tepre-~
sentan lfneas de enlace entre una fase no critica o (6 ¥v), en

equilibrio con una fase critica 8y (6 ag). Ademfis si uno es-

coge un trigngulo que corresponde a un valor particular de --
0 < a; < a;, entonces, aumentando el valor de a, el trifngu-
lo correspondiente se acerca a la 1linea correspondiente al pun-
to critico terminal a - By.

Al findl de la seccifn 2.1 discutimos que,

que los campos del modelo

a condicifn de

By sean correctamente elegidos,

es posible asociar la temperatura con el campo del modelo ay -
Si asociamos al campo deli modelo a, con la temperatura de un
sistema con tres fases en equilibrio, 1a trayectoria de a,
creciente corresponderfa a una situacifn ffsica, mostrada en

1a figura 2.6, en ta que, cuando la temperatura aumenta, el

sistema alcanza su punto critico terminal BY . También puede
verse en la figura 2.5 que,

de

cuando uno sigue una trayectoria
a, constante hacia el punto critico terminal By con va-

lores crecientes de a; , las fases B8 Yy <Y se hacen més y

més similares mientras que las fases o y 8 se hacen mfs y

mds diferentes. Esta trayectoria fue seguida por Widom en sus

cfilculos de la tensifn superficial de la interfase af cerca

del punto critico terminal 8y. Como podrfa esperarse por la
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T «<Te TaTe
(a) (b)
Pigura 2.6, Se un si

de composicifn cons-—
tante que Ca) a temperatura mancr que ia crftica consis
te de tras fases en equilibrior; (b) A T = T, alcanza su
punto critico terminal.
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discusifn anterior, sus resultados indican una tensifn superfi
cial siempre creciente conforme uno se mueve de la regifn de
tres fases, a trav€s del punto critico terminal, a la regibn

de dos fases.

Aunque la prediccifn de una tensifn superficial siempre
creciente mencionada arriba puede ser aplicable a algunos sis-
temas, ciertamente no es la mis general, o comfin siquiera, en
flufdos reales. Asi pués, podemos preguntar si es que el mode-
1o es capaz de acomodar el comportamiento opuesto, donde 1la
tensiQn superficial disminuye al ir de 1la regi&n de tres fases

a l1a de dos fases.

Como una respuesta posible a esta cuestifn, Fox2? hizo
notar que uno podrfa seguir una trayectoria diferente desde
dentro de la regifn de tres fases al punto critico terminal Bvy.
Sobre esta trayectoria el campo a, se mantiene fijo en algGn
valor apropiado mientras que el valor de a, se aumenta. Su-
pongamos que empezamos con una configuracifn correspondiente
a un valor dado de a, » como 1la mostrada en la figura 2.7a,

Y que escogemos el trifingulo que en esta configuracin corres-
ponde a un valor particular de a,; , digamos, a, = na.; » 1'\(-34/6)3/2
donde n es un ntimero positiveo menor que uno; tal trifngulo es-
tarfa localizado entre el trifingulo intermedio (a3 = 0) y 1a
1¥nea de enlace correspondiente al punto critico terminal. Si
ahora aumentamos el valor de a, (figura 2.7b) hasta un valor
a; ,» i1.e., 0 > a; > a,, ¥y localizamos al trifingulo que en es-
ta nueva configuracibn corresponde al valor fijo de a; = naj

encontraremos que este trifingulo esti mas cerca de la lfnea de




-
@Ry = Qg

Qg = naj a, = (aj)

Qs = m(aly
Q= O

Qg m (0:)
Qg = O

g = O
(a)

(b) ()

Figura 2,.7. Tres secciones de a, < n; < n: » donde se muestra
clmo un trifingulo de a, natante puede evolucicnar para Aiferentes valores de
ag. En (a) ap = 4(—a,/6)2/2 y n < 1; en (b) (ag)*® = 4(-al/6)’
en (b) (ag)" = 4(-a/6)°/2. E1 trifingulo correspondiente a

mo referencia en las tres configuraciones.”

ag negativa con

Y 1> m>n)
ay = 0 se musstra co

-9
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enlace correspondiente al punto critico terminal. La razfn de
ésto es que en la configuracifn correspondiente a a}j} , 1la 11~

nea de enlace del punto critico terminal corresponde a
U e N ]
(03) = 4 (-av/e) < 4 (-aule) = a3

de manera que a, = na; - m(a;)'. con m > n; es decir, el va-
lor fijo de a, estf mis cerca del valor de (ag)' correspon-
diente a la l1fnea de enlace del punto critico terminal. Si uno
continda aumentando el valor de a, , puede ser posible que 8s-
te alcance un valor a'' que corresponda a una configuracifn,
mostrado en la figura 2.7c, en la que a, corresponda a 1la 1%f-
nea de enlace éel punto critico terminal, es decir, a; = (ag)*
= ~a(-ay'/6)3/2

Debemos ahora recordar que conforme el valor de a, es
incrementado, la seccifn de 1la regibn de tres fases se contrae,
esto es, las tres fases se hacen cada vez mfs similares. Asit
pu§s es concebible que, siguiendo esta trayectoria, se tenga
una situacifn en 1la que no s8lo las fases B ¥ ¥ se hacen
cada vez mfs similares, sino que, al mismo tiempo, las fases o

y B8 1lo hacen también.

En el siguiente Capitulo veremos que, en efecto, este rTe-

sulta ser el caso,



CAPITULO ITITI

Tens18n Superficial Cerca del Punto Crftico Terminal.

Caso Cl8sfco.

3.1 Introduccifn.

Vamos a utilizar la teorfa de van der Waals, (:tlh:n-l«lilliax'ds'6
para estudiar 1la tensibn superficial cerca del punto critico

terminal. Como se discuti8 en el Capitulo I, de acuerdo con la

teoria de van der Waals, Cahn~Hilliard, cerca del punto critico

la densidad de energfa libre interfacial es la suma de dos tér-

minos: el primero de ellos es una funcifn del valor local del

parlmétro de orden, -V(x), ¥ el segundo es proporcional al cdg

drado del gradiente del parfimetro de orden.

quiere de

Cuando 1la teorfa re
una funcisfn del valor local del parfmetro de orden,

seguiremos a Griffiths 8 ¥ utilizaremos un polinomio de sexto

orden en el parfimetro de orden.

El comportamiento de la tensifn superficial ser#® estudiado
conforme el sistema pasa a través del punto critico terminal so
bre dos trayectorias diferentes. Aquf definiremos las trayecto-

rias y veremos comc pueden llevarse a cabo en la prictica.

En la figura 3.1 se muestra una curva de coexistencia para

equilibrio lfquido-1iquido en una mezcla con dos componentes.

Para cada temperatura T 1los lfiquidos se encuentran tambié&n en

equilibrio con vapor. La curva de coexistencia da 1a composicifn

X (la cual podrfa ser la fraccifn de masa de una de las compo-
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FPigura 3.1. Curva de coexistencia para equilibrio 1fIqui
do—-1fquaido en una mezcla de dos componentes. X es una -
variable de composicifn. Las fases esthn en equilibrio
con su vapor de manera que el punto de solucifn crftica
es un punto crftico terminal. Las trayectorias (i) y (ii)
son prototipos de las dos trayectorias a través del punto

crftice terminal sobre las que se evaliia la tensifin super
ficial. -
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nentes) de cada una de las dos fases 1;quidas como funcifn de
T. El1 punto Xe¢ , Tec , que Tepresenta al punto de solucibn cri-
debido a la presencia del vapor en equilibrio, un pun-
to critico terminal.

tica es,

Las dos trayectorias alternativas a través del punto criti
co terminal que consideraremos, estfn representados por las 11~
neas punteadas (i) Yy (ii) en la figura 3.1.

Para la trayectoria i) podemos pensar
inicialmente se separa en tres fases
con a

en un sistema que
“, B Y ¥ en equilidbrio,
como el mostrado en la figura 3.2a. Con-
forme la temperatura aumenta,

la fase vapor,

el sistema pasa
punto critico terminal, mostrado en l1la figura
1las fases 8 v «v

una tercera fase

a través de un

3.2b, en el cual
se funden en una todavia en equilibrio con

a; para temperaturas afin mayores el sistema
consiste de la fase a en equilibrio con fase no critica, diga
mos, By ,

como la mostrada en la figura 3.2c.

La segunda trayectoria, marcada (ii) en 1la figura 3.1,

co-
rresponderia

a un sistema en el cual la temperatura es variada
su temperatura se mantiene fija en su valor criti-
asi pués,

mientras que

co terminalj; la trayectoria corresponde a una isoter-

ma critica. Tambi&n se harfn cflculos para el caso en que 1la

temperatura toma valores cercanos pero No necesariamente igua-
les al critico.

AGn cuando una energfia libre con un parfimetro de orden pue

de ser apropiada para describir a un nGmero de sistemas, exis-
ten, COmMO vVeremos, Otros que Tequieren al menos dos parfmetros
de orden para ser adecuadamente descritos. Paraver si el usode dos parfimetros
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veg) vk

(a) (b) (c)

Figura 3.2. (a) Se a

244

con tres fases flufdas o, 8
Tos
nal; (c) El sistema en (b) a

ra se muestra la funcidn VI({)

un sistema
Y en equilibrio a T <

Y
{b) El1 sistema en (a) alcanza su punto crfitico texrmi

T > T¢. Debajo de cada figu
correspondiante.
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de orden trae consigo un comportamiento significantemente dis-
tinto, la dltima seccifn de este Capftulo serfl dedjicada a estu-
diar el comportamiento de la tensifn superficial, para el caso
en que 1la energfia libre se considera una funcifn de dos parfime-

tros de orden en cuyos t8rminos se desarrolla.

3.2 Tensifn Superficial sobre la Isocora Critica.

Aqu?l obtendremos una expresifn para la tensifn superficial

sobre la isocora critica cerca del punto critico terminal -

Sea -V(¥) l1la densidad de energia 1libre ter@odinlmica como
funcifn del parimetro de orden ¥ . Sean ¢, , ¥g Yoy los va
lores que el parfmetro de orden toma en cada una de las tres
distintas fases que coexisten en la regifn de tres fases; VY,
en la fase critica B8y, ¥ Ygy en la fase no: critica . Si-
guiendo a Griffithsa. tomaremos ~V(y) como un polinomio de
sexto orden en Y . Resultarf conveniente el que expresemos -V{(y¥)
en una forma que muestra expliIcitamente los valores que el pa-
rimetro de orden toma en cada una de las fases en coexistencia.
Asf puéEs la forma de -V (y) que usaremos para la regién de tres
fases, el punto critico terminal y la regitn de dos fases son

respectivamente

Y N_ﬁ"\"lw-qi.fl‘&-*ﬂ = Fu¥) *Qw;*: s G.1a)
Vo
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VA L ek IERY = Funata ), .15

MW RS Zete) = PR T coo

Vo

donde R? » Q2 de manera que “=V{p) » 0 Yy

[ils @ o= ==, (3.2)

ésto es,, rR? = Q2 s6lo en el punto crftico terminal. Si rR?

2

fuera igual a Q para un valor de Q diferente a -%o, en-

tonces la ecuaci&n (3.1c) serfia equivalente a (3.1a) con wsy-
we y Q= -WY . En l1la figura 3.2 se muestra =V{y) debajo de
la figura de equilibrio entre fases a la que corresponde. En

las ecuaciones (3.1 a~c), Ve, R, Q, L " ws, wy. WBY y Yo

son parfimetros independientes de ¢ que deben expresarse en
tétminos de campos determinables experimentalmente. Con esta f£i

nalidad, y siguiendo a Griffiths, escribimos F(¢) en (3.1a-c)

FW) = @, %+ QW Gy o a W + 47, G.3)

donde, como se vi8 en el Capitulo II, 1las ay son cuatTo cam-

pos del modelo que estin relacionados con los cuatro campos exX-
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perimentales independientes que se requieren para la descrip-
cién de un punto tricritico. Sin embargo, debe notarse que pues

to que nuestro inter€s se centrarf en la descripcifn de un pun-

to critico terminal, s8lo tres campos variables son a lo mS8s

.
verdaderamente independientes (ver abajo).
Encontremos primero la expresifn correspondiente a la ten-

si6n superficial dentro de 1la regifn de tres fases. La energia

1ibre de exceso termodinfimica apropiada a esta regibn estf da-
da por l1la ecuacifn (3.1a)

SV = V, (T (4 T (- Y .4

Ahora de acuerdo con la teorfa de van der Waals, Cahn-

Hilliard.s's'9 las tensiones superficiales correspondientes a 1la

interfase no critica «af Yy a la interfase critica

By estén
dadas por la ecuaci6bn (1.14),

esto es

p
QP = j Zmven d% = J2mv, J'*P N&..\N,.-w\ Chd) 4
u )

=4 Jzemv, W (2% + Y%, Y ) (3.5

™ ey
G“P =J ~2mVe 2 = ‘l'zuv.,J (%) L\!——\\r'} (W, -%) A% =
** “p
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= {i- J'ZMV. L\\’Pﬁ"‘\"\ (“\"—*'\‘ . (3.6)

Antes de que expresemos % Y Ogy en té&rminos de los
campos qQue pueden medirse en un experimento, debemos insistir

en el hecho que la energfa libre del modelo Ade Griffiths® fue

disefiada para describir la vecindad de un punto tricritico, cu-
yo espacio termodinfimico apropiadc es uno de cuatro dimensiones;
en este caso 4d,, 8, 3 Y 8, 5e¢ tomaban como cuatro campos
variables, cada uno funcifn de cuatro campos experimentales in-
dependientes.

Por otro lado el espacio termodinfmico para la descripcifn
de un punto critico terminal es esencialmente tridimensionalg.

esto es, un punto critico terminal es un invarianteenun sistema
que, si consistiera de una s6la fase no critica, tendria tres
grados de libertad.

Puesto que una descripcibn apropiada de un punto critico
terminal requiere a lo mas de tres campos independientes, s&lo
tres de los cuatro campos del modefo de Griffiths estarfn rela-

cionados con campos fisicos independientes, lo que significa
que tendremos la libertad de escogeTr el valor del campo restan-
te.

Es también importante notar que puesto que en €l caso pre- -

sente estamos rTestringiendo nuestra atenciftn a estados en los

que la fase o coexiste con al menos otra fase, tenemos a lo
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mas dos grados de libertad, y, ademis, cuando tres fases coexisg

ten el ndmero de grados de libertad se reduce a uno.

El hecho de que cuando tres fases coexisten no todos los

campos del modelo a,, Ay, a, Yy ag son independientes, esti

implfcitamente inclufdo en la forma de ~V(x) utilizada para
describir a l1a regifn de tres fases. En efecto escribiendo ~-V(¥)
explicitamente en potencias de vy, uno puede mostrar de (3.1a) ¥ (3.3) que

dentro de la regifn de tres fases

\“q + “'P +Yy. =0 (3.7a)

. Q.= 44, ay .75
. .
Q.= 4 Ay (3.70)

Las ecuaciones (3.7 a-c), mds nuestra opcifn de escoger al va-
lor de una de las aj , dejan a una de ellas, a,, a, 5 quizﬁs

alguna combinaci6én de ellas, independientemente variable. Por

el momento dejaremos abierta la cuestifn de cufil de los campos
del modelo, a,, a, 6 combinacifn de ellos, ha de jugar el pa-
pel del campo ffifsico independiente el cual elegiremos que sea

la temperatura.

* Tambié&n de las ecuaciones (3 la) y (3.3) es posible ver
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que las relaciones explficitas entre los campos a, ¥y a4,y

los pardmetros ¥, , vg Y ¥, son

(1, = -2 ‘\" *P \\', ' ) . (3.8a)

Ay=2 (tatp+p'a + vy, (3.81)

de 1o cual es claro que wa » we Y Wy son las raxces Teales

de la ecuacifn cdbica
. .
Y +5a.% + 30, =0 3.9

Resolviendo la ecuacifn (3.9) uno encuentra que Ssus tres

soluciones estfn dadas por

.

Y,

A+B i (3.10a)

£
14
D
f
o

’ (3.10b)

qi‘s = -

0

-

donde
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" My
'ﬂ,‘B:(-a—.“)‘(l ?JB) , 3.11)
¥
L 3
9::-»_:_;.%\%50_ 312

La condicifn de valores negativos de 6 se impone para asegu-
Tar la existencia de las tres diferentes rafces Teales Vo 'b -JJB
¥y v, -que se requieren dentro de la regifn de tres fases. E1l
valor m;ximo de 8 = 0 corresponde al punto critico terminal en

el cual dos de las rafces son id&nticas.

Puesto que estaremos interesados en el comportamiento cer-
ca del punto critico terminal, resultari conveniente el que u-

semos las variables

Ay - Gazai ~ RS
G,
-
Q, . Gu-Gy
2 ———, .14
as G

donde a% Yy a% son los valores de a y a en el punto
3 3 3 a 3

critico terminﬁl By. De (3.7a) y (3.8 a-b) uno encuentra fgdil
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mente que en este punto critico terminal (donde wﬂ - wY = Po)

Q,= Qs = 4+ (3.152)

aq= G.: —l.“\'.“ - (3.15b)

Sustituyendo (3.13) ¥y (3.714), y usando (3.15 a-b) en (3.12)

obtenemos

©=1 - Lxad
G+ay

= - (34,4-2R.) + 0(a},R7, ARy, . Gae

Usando el hecho de que cerca del punto critico terminal A3
Y A, », Y por lo tanto 6, son pequefios, uno puede desarrollar
3.11), vy, sustituyendo la ecuacibfn resultante en {3.10 a-b)

se encuentra

Yo=Y, -2(.%_1)“{ 1+ 3to- 2 oY « Ofeov] } . G.17a)



ety = (SV{1- plolnr (o ST ol O] | oo

%=t - (&) {h—(-e\ +560)-5F (.0) *0[@0)‘]} 5.170)

Las ecuaciones (3.17 a-c) con (3.16) nos dan las relacio-

nes necesarias entre wu ’ wB , wY v A3 » A4- Podemos ahora

sustituir (3.17 a-c) en (3.5) ¥y (3.6) para obtener

‘P=%J"“ (%) "i\ .2 (.oh_zg(e)“u 0o } . 3. 188)
ﬂﬁ,}’z-.v. (%l)“’{ -6y + 0 Le-ov] } , . (3.180)

y utilizando (3.16) y (3.13 a-b) en (3.18 a-b) obtenemos final

mente

w,,(,m.{ug(n,»!,«,\n,,, (20,20, "+ 08, 6, p,0.) } 5.19)

Qpx =% m(a, {(394 zh ) »OUL.n,,n.n\} 3.20)
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donde

]

- \Niy R
l:_s'zmv. k%—‘—) X (3.21)

] q.
.'.

es el valor que a8 toma en el punto critico terminal. BY, Y
(3A4 - 2A3) > 0.

Ahora completaremos el cflculo obteniendo la tensi8n su-
perficial correspondiente a la interfase no crfitica «f, mas
alld del punto critico terminal y dentro de la regifn de dos fa
ses.

De la ecuacifn (3.1c) encontramos que la energfa libre de

exceso apropiada al interior de la regibn de dos fases estf da
da por

Y T SR VAT A o G o (T ¥ IV 1

donde R? > Q%2 y R? = Q? si y solo si Q = -YErET = ~ve.
Como antes, la teoria de van der Waals, Cahn~Hilliard pre-
dice
¥pw
Cu.pe =J Sz Ve
Y

Spe
=Jamvy (4-&\(-«,.‘-*\J+‘*zo++f at

Yo
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&
13

i TN (",“%Y { (IoSt\[(l;t\"Q vp] - (4+57) (xl..'?\“l.
sn(te-4¢) [-{ Geny e o e] 44 A (20

-3 @ in 12.-0-1;.";'! + 14
4 e~ g (3.22)

donde

AL = _“L’Lﬂ- (3.23)
You -

. k 3 3

$-. R-0 ; (3.24)

(dpe - ¥ Y

. Como discutimos antes, la descripcifn de un punto critico
terminal requiere a lo mas de tres campos independientes. Pues-
to que en este caso una de las interfases, .1a no critica, esta-

rf& siempre presente, s61o dos de los campos independientes son

necesarios en general.

Debe notarse, sin embargo, que existen muchas trayectorias

(en el espascio de los campos) que empezando en el punto critico
terminal llevan & la regifn de dos fases, y qQue al seleccionar
una de ellas perdemos un grado de libertad mds. Vamos a hacer

esa selecciBn diciendo que nos moveremos sobre una trayectoria

sobre 1la cual
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You = w;;"g ¥, o =- Q. .

(3.25)

Ademfs, de (3.1c) ¥y (3.3) uno puede obtener ficilmente que den-
tro de la rTegibn de dos fases

\k‘*‘*P; =Q ,

(3.268)
+* e
2*(‘“\"'; Qy+3Q - R, (3.26b)
T T
113 =%a*“‘§°"§% ! (3.26c)
a _Mz%.i(i‘—#“t +6,Q-%2a,Q (3.26a)
T | 3 Y cf 5 b St ’

a,=21a (% - ZQ‘)(% +4Q° ?.aq) ) (3.260)

Usando las ecuaciones (3.25) ¥y (3.26 a-e) podemos expresar

va » Q ¥ Rz, asi como a; vy 2 » €N t8rminos de 1los

a,-. Como 1o hic{mos antes,

Yy » a
campos a; Yy dejaremos hasta el fi

nal la cuestibn de cudl de estos iltimos (o combinacifn de ellos)
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ha de jugar el papel del campo independiente.

Tambi&n de (3.23), (3.24), (3.25) y (3.26 a-b) tenemos

L= Q-0 | 3.27a)
Q *21). L
2 <
= -0 3 (3.27b)
(Q@+20,\
T-Q'= g6y + 30~ L, (3.27¢)

@+3a0+(sar+20l)a+ 4 =0

- (3.28)

Por lo tanto, resolviendo (3.28) podemos tener Q, X Y ¢, Yy

per lo tanto Oyepgy COMO funciones de a, Yy a,.

Usando (3.14) y (3.15), la ecuacifn (3.28)-puade

Teescribir
se Yy obtener

C+30.0 -30. 0+2m) @+ L (1ep) 0. G

Las tres solucibn Q.|. Qz' Q3 de la cual, para A, b4 A‘ pe-
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quefia, ésto es, cerca del punto critico terminal, pueden desarrollarse

para obtener

R.=-2 0%(-05.'[—;« o 0(1“)] , (3.30a)
Q-=- % + (-a.)‘"[u-'mc(-ﬁq‘-awq’+0(r)] . . (3.30b)
Q= - %-, + (-a\"'h-hd ﬁf.ﬁt-i‘-‘“d‘ﬁotf‘] s (3.300)
donde
=—%Q:(l+%a..), (3.31)
b= @ (384-R,)) .32)

a =@ _b

o m‘t (3.33)

Puesto que en el punto critico terminal Ay, = A, = 0, y por 1lo

tanto o = b =0, ¥y a = = -‘% Q,z tenemos



Q, =—ZQ.

lo que significa que 1la ecuaci@n (3.30b) es la solucifn de (3. 29)

que es Televante al problema.

Usando (3.31-33) en (3.30b) obtenemos
G- freni- o400 -2 aa -1
. W EY
+ D(u:,n:,u‘n.,.«‘a.,un} ,4a,0, ) ] . (3.38)

Y si sustituimos (3.34) en (3.27c) ¥y entonces en (3.27a) y (3.27b)

obtenemos
x.%[m-$«-§m-¢£+owtm)], (5.35)
R= g bma-Zan -3 «0aA) ] . .36
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Tambi&én, de (3.25), (3.26a) y (3.34) podemos obtener

(# ‘i’.\ Q) [l + 4, - °( -~ 0w “u)] (3.37)
y de (3.31), (3.32) y (3.33)

& = ‘ﬂ__a (2ha-R) + 0(a],00) . (3.38)

Sustituyendo (3.28) en (3.37), (3.36) y (3.35), y utilizan

do la ecuacifn resultante en (3.22), finalmente obtenemos

e = O- {\ +3R.+4n) -2 @ (3h4-20,)"

+ 0(0.-ay, Ry, a%) f ,

(3.39)

donde Z':l\4 - 2A, >0 vy

To = 22 Javd Q7

Hemos encontrado entonces, de (3.19), (3.20), (3.21) y (3.39),
que sobre una trayectoria de composicibn fija, la tensifn super

ficial de 1a interfase critica BY, ¥ la tensifn superficial de
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1la interfase no crftica af dentro de la regibn de tres fases,

en el punto critico terminal, y dentro de 1la regifin de dos fa-
ses estin dadas por

(3.40a)

Gpe= 2 T (-‘f—})"{m.-u.\’" + O(A‘.,a:.a.-m} .
RS TR (LS TORE WUSESR Y 1) A}, s

G.=G""= 2 Jzww ¥ |
- Y]

(3.40c)
Cps =tr.{l* JR%R)- 2R (20,300 « DISAL AN |, a0y

donde (3A, - 2A;) > 0O

para (3.40 a-b), ¥y (SA‘ - 2A3) < 0
para (3.404).

Una versifn mas restringida de las ecuaciones (3.40 a-a)

fue obtenida previamente por Widom? En sus cflculos, que inclu

yeron s6lo a los primeros té&rminos, Widom supuso a priori que
Ay = 0. Su eleccifn corresponde a la trayectoria en el espacio
de los campos que se describif én el Capftulo IIAcomo la de

a, = constante. Puesto que a

4° Se mantuvo fija, Widom atribuysd
a A

3 €l papel que la temperatura juega en un sistema termodi-

nfémico, ésto es, Ay, ~ T

punto critico terminal.

- T= » con Tc la temperatura en el
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De sus resultados, que corresponden a los primeros térmi-
nos de las ecuaciones (3.40 a~d), Widom concluyb que Tep ©S
una funcibn suave y sieﬁpre creciente de la temperatura confor-
me uno va, con temperatura creciente, de 1la regifn de tres fa-
ses a 1a de dos fases 2 través del punto critico terminal. E1
atribuy8 este comportamiento de la tensi®n superficial a una

propiedad del modelo de Griffiths.

Los resultados de Widom son consistentes con resultados
experimentales obtenidos ﬁor Lang, Lim y Widop‘% quienes habfan
medido las tensiones superficiales Sag » Ty Y Cgy, en el

sistema cuaternario con tres fases lfiquidas benceno-etanol-agua-~
sulfato de amonio, donde s81o la composicifn variaba pero la
temperatura no. Sus resultados indican que la tensifn asociada
con la interfase no critica aumenta conforme el punto critico
terminal es aproximado desde el interior de la regiﬁn de tres
‘fases. Aunque &sto proporcionf una prueba importante de la teo-
ria,alin existfia 1a cuestifn de si 1la teorfa era capaz de prede-
cir el tipo de comportamiento diferente, con temperatura varia
ble, que se ha encontrado en equilibrio 1£quido-1£quido-v;por
cerca de el punto de solucidn critica®l. Las ecuaciones (3.40b-4d)

Tesponden esta cuestifn.

Las ecuaciones (3.40 b-d) muestran que al suponer A, = 0
Yy A, ~ (T - Tc), uno en efecto encuentra que la tensidn super-
ficial asociada con la interfase no critica (ouB) debe auamen-
tar conforme uno va, con temperatura creciente, de la regi6n de
tres fases a la de dos fases a través del punto critico termi-

nal. Sin embargo, las ecuaciones (3.40 brd) tambi&n muestran
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que esta suposicifn es innecesariamente Testrictiva y, que de
hecho, es responsable de este comportamiento. Es decir, uno po-
dria suponer en lugar de ello: A3 = 0 v A4 -~ '1‘c - T Yy ob-
tener, COmMO Se Muestra en la figura 3.3, una tensifn superficial
siempre decreciente conforme se va con temperatura creciente de
1a regifbn de tres fases a la de dos fases a través del punto
critico terminal. Esto corresponderfia a la trayectoria en el es
pacio de los campos descrita en el Capxtulo II como'la de a, =
constante.

Uno podr;a en general asignar el papel de 1la ténperatura
a una combinacifn lineal de Ay ¥ A,. Variando los coeficien

tes de A, Yy A, uno podria obtener pendientes diferentes pa-

ra la funcibén o como funcifn de la temperatura. Por otro 1la

aB
do, de la ecuacifn (3.40a) encontramos que l1la tensifn superfi-
cial de la interfase critica By se anula proporcionalmente a
una potencia 3/2 de la desviacifn de la temperatura de su va-
lor critico. Este es el exponente que uno deberfa esperar de
cualquier teorfa clésica como l1la que hemos utilizado. Aunque se
sabe que este exponente es incorrecto para todos los sistemas
experimentales (el verdadero exponente tiene un valor mds cer-
cano a 1.3), las ecuaciones (3.40 a-d) nos dan una indicaci8n
de cOmo la presencia de una interfase critica afecta el compor-
tamiento t&rmico de la tensifn de la interfase entre la fase

critica y la siempre presente fase no critica.
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Figura 3.3, Ccmpo:camiento predicho por el modelo pl:n
may imas a la critica. Se muesatran los
casogs A3 = 0 y A = O (ver texto).
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3.3 Tensifn Superficial sobre l1la Isoterma.

Ahora buscaremos una ecuacifn que describa a la tensibn
superficial de la interfase no crfitica af, Sobre isotermas co-
rrespondientes a temperaturas cercanas a la del punto critico

terminal 8Y. En particular estudiaremos

an—BY sobre la iso-
terma critica, Esta isoterma,

que corresponde a la trayectoria
(ii) en 1a figura 3.1,

yace completamente dentro de la Tegifn

de dos fases y toca a la regiQn de tres fases solo en el punto
critico terminal.

De la ecuacifn (3.1c), 1la densidad de energia libre corres
pondiente a la regifn de dos fases estd dada por

TS TR AT TR U

donde ¢

-3

N wSY » Q ¥y R? estfn relacionadas con los campos

de la teoria de Criffiths por las ecuaciones (3.26 a-e), €sto es,

W&-+'+’ = Q,

( 3.42a)

2%, Y = Qy » agt-n* i (3.42b)



-73-

T -
2= "3'(1-4 hd -g Q-l- ;—; ' ) (3.42c)
Q,= LG} y. o y-24a
= LGy +§Q-I—-—°1, +G,Q-34Q, (3.42d)
= a *\( G, y
a. = L_Q(T' -2 )(—Ql +4Q +za..) R (3.42¢)
con
n=ot, (3-43a)
Y
@ e Q=-4o™" =-w, . (3.43b)

NDebemos mencionar de nuevo que si R? = Q2 sin que Q= -yo ,
la ecuacifn (3.41) corresponde a la energia libre apropiada a
la regifn de tres fases con wBY - wB y Q= -wv. También, la
condicisn R2Z > Q2 asegura que -V(¢) > 0,

De la ecuacifn (3.22) tenemos tambi&n que dentro de la re-

gi6n de dos fases o esti dada por

a-Bvy
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y n (-t L ( ettt (s (leel™
u-pu = 2wV, <~ Ya = |+:1){u * ] 4 YeSH *

4+ (A+ex- L @) [‘i (u:)[(..“-,.,]"- .y 2{x )™

-3 ‘,(i;zf%;m , G500
L=z Be+Q
\\'p\ - e

¢ . n-d
T

. (3.45a)

. (3.45b)

Puesto que ahora nos moveremos sobre una isoterma, los
campos relacionados con la temperatura, a, Yy a, , permanece-
rin constantes mientras que 1a variable de composicifn del sis-
tema, UIBY » varia. Para estudiar el comportamiento de la ten-
si6n superficial sobre esta trayectoria vamos ahora a expresar

o

ap COmO funcifn de :"BY'

Para empezar podemos usar (3.42 a-c) para obtener

a,= Q{_—zo,-ﬂQ‘+b(Q—‘\',.\‘\'r‘] . (3.46)
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con constantes sobre la isoter-

Puesto que tanto a, como a,
ma, de la ecuacifn (3.46) podemos obtener una relacifn entre
"‘BY y Q sobre una isoterma dada. Por otro lado, tenemos que

en la isoterma correspondiente al punto critico terminal
e.a.P, .
l‘\'r‘= ‘\’P = . m—~ 0, (3.47a)
L3
Ay=ay = Q. , (3.47b)

-« k] -
Q= a, =-40., (3.470)

Y. puesto que estaremos interesados en el comportamiento de 1la
tensi8n superficial cerca del punto crftico terminal sobre iso

termas cercanas a la critica, serf conveniente que definamos

a
Ay -Gy (3.48a)

v
R a = _a.J:EL ) (3.48b)

X = Q-0 5.480)
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W = Ype -4, .

. (3.483)
w.

Podemos ahora usar las ecuaciones (3.47 a-c) y (3.48 a-c)
para reescribir (3.46) como

Yot =-g (14x) s1[104300-§ ) v e(atreny e $8) |
= ) * 1+x ] -

Si notamos que en el punto critico terminal
Y, X, A, ¥ A,

fy 1las cantidades
son iguales a cero, podemos concluir que la ecua
cifén apropiada a y(x) esti dada por

Y =-g Gex) ~% &Q(ﬁu\b-‘,‘ 1)-»8[&.(-«)‘“;'["‘ (3.50)
L+x% ° )

Por otro lado, de (3.42a), (3.47a) y (3.48 c~d) tenemos que

‘{fr‘-"\" =—Q, (3+29+2) .

(3.51)

Tambi&n, de (3.45a), (3.47a), (3.48 c-d) y (3.51)

A = X-Y

A+ave X 3.52)
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v de (3.42a), (3.47a), (3.47c) y (3.48 a-d)

Q-2 {\1 - ttu:n‘]l- 4 (xe3Y + % (%+3)- 30..}
=6 [ (%9 + Glxev) <2xy~ (.A..] , (3.53a)

la cual, utilizando (3.50), puede también expresarse' como

n-¢ =% Q O 50-::): <22 2h) : ‘(S.SSb)A

de manera que de (3.45b), (3.51) ¥y (3.53)

P 2()&“1-0 (_.(X#\[)~21Y - A
(3 427+ x)?

(3.54)

Debe notarse que puesto que en el punto critico terminal
Y» X ¥y A, son cero, de (3.52) y (3.54) tenemos que x Yy &

deben también ser ceroc y por lo tanto de (3.44)

c.e.9

('T-f-l" - Q. = 1:_ Jouvi Q: . (3.55)

Finalmente, las ecuaciones (3.51), (3.52), (3.54) y (3.55)

pueden sustituirse en (3.44) para da!zxos
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G“P =0OWw) = G(:E-\)

(3.56)

1la cual es la expresifn deseada de Cng COmo funci@n, o, de

1la variable de conpbsiciGn sobre una isoterma.

Usando el mismo modelo, Widom?® hab;a obtenido previamente

una expresifn para Y sobre la isoterma cr!tica. En tSrminos

de nuestra notacifn su resultado muestra que cerca del punto
critico terminal

q‘*_;u‘.{|_%s‘l“n|«---} . (3.57)

En nuestro caso la isoterma critica corresponde al caso parxr

ticular A, = A, = 0

en (3.56). Puesto que cerca del punto crf
tico terminal Yy

es pequefia, podemos desarrollar (3.56) para
obtener

Q'._"str.S“-*v"\-lvl#%(Hs\n L )‘I*---} . (3.58)

T2

donde el signo menos se usa para Yy > 0
para y < 0.

Y el signo mfs se usa

La ecuacifn (3.58) nos permite estar de acuerdo con Widom
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en que sobre la isoterma critica Sa-gy tiene una pendiente que

;se anula y un punto de inflexifn en 1la composicifn crftica.

Widom tambi&n observa el hecho de que (3.58) implica que
sobre 1la isoterma critica Uu_Bv aumenta cuando wey aumenta

cerca de W, = w:;“P'. ésto es, cuando aumenta la concentraciBn

de 1a componente de 1la cual 1la fase £y es mas Tica que la fa-

se no critica a. Esta conclusifn, sin embargo, no siempre con-

cuerda con el experimento., La razfn de esta falla del modelo

puede encontrarse en una restriccif6n en el modelo que no necesa

rxgmente‘es correcta. Esta restriccibn es que una va crecien
te sobre la isoterma critica necesariamente implica un valor

creciente de la cantidad wav - Y,. Esto significa que 1la direc-

cifn en que uno se aleja de 1la 1inea de puntos crfiticos a, By,
la cual a su vez se encuentra a gran distancia de 1la 11inea de

puntos criticos B8y que es el objeto de nuestro estudio. Con-

forme nos alejamos de esta l1linea de puntos criticos, gy *
Pero esta linea esti tan

lejos del punto crfitico terminal presente que en sistemas Tea-

que es cero sobre esta lfinea, aumenta.

1es, o en modelos menos restringidos, no puede haber necesaria-

mente relacifn entre ellos. E1 parfmetro de orxrden ¢ apropiado
al punto critico terminal 8y mno es un parSmetro de orden rTele-
vante para un punto critico terminal o,8y Temoto. En sistemas
reales la direccibn de Y creciente puede con igual probabili-

dad ser la de acercamiento o alejamiento de la lfnea de puntos

criticos a, 8y Y es, por lo tanto, igualmente probable que sea
la direccibdn en que o

c decrece.
a—py CTE€CE O cre
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Por otro lado la ecuacibn (3.56) nos permite obtener infor
macibn sobre isotermas no criticas. Tales isotermas correspon-
den a valores de A, y A, diferentes de cero. Antes de &sto
debemos decidir cufil de los parfmetros A3 Yy .A4 s, © que com-
binacifn de ellos, ha de jugar el papel de la temperatura.

Antes de hacerlo, es importante recordar que la ecuacibn
{(3.43a) requiere que RrR2Z - Q2 » 0. Esta condicifn es una condi-
ci@n necesaria para estabilidad termodinimica que requiere que

nuestra energifa libre, -V{(y), sea no negativa.

Puede demostrarse de la ecuacibn (3.53a), -que la condicién

R? - Q2 >0 se satisface siempre que

(H—ﬂ,)“’ Z G+ AL). (3.59)

Con &sto en mente, Yy puesto que, como se discutif arriba,
A3 Y A4 no pueden ser ambas independientes, nosotros utiliza
mos 1la relacifn,

A, =c¢c Ay ~ T-T),

para generar isotermas correspondientes a valores diferentes de

Cvy A4 consistentes con (3.59).

Nuestros resultados se muestran esquemfticamente en la fi

gura 3.4 donde la isoterma ctritica es también trazada como 11-
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Figura 3.4. Resultados obtenidos para isotermas corres~

pondientes a diferentes valores del parGmetro c (ver tex-
to). (b) corresponde a ¢ ™ —=3/4 mientras que (a) y
(c) corresponden a valores de < menores gue en (b) ¥
valores mayores que cero, respectivamente. El valor de Ay
es negativo y constante en los tres casos. La 1fnea conei
nua corresponde a la isoterma crftica.
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nea contfnua. La figura 3.4a muestra una isoterma t;pics para
valores negativos de C y A,. En este caso la isoterma inter-
secta a 1la critica en valor de Yy = yo debajo del correspondien
te al punto critico, y yace encima de ella para Y > Yo. Confor
me uno incrementa el valor de C, el punto de interseccifn se
mueve sobre la isoterma criftica. La figura 3.4b corresponde a
un valor muy cercano a -3/4, para el cual el punto de intersec
cifn coincide con el punto de inflexifn de la isoterma critica
(el punto critico). Finalmente, en la figura 3.4c¢c, 1la cual co~-
rresponde a valores positivos de C, l1la interseccifn ocurre para

valores de . mayores que el critico.

Khosla y widom?! midieron 1la tensi6n superficial de las
mezclas binarias fcido isobutirico-agua y nitroetanocl-3-metil
pentano, cerca de los puntos conscolutos y sobre las isotermas
critica y no criticas. Sus resultados, mostrados en las figuras
3.5y 3.6, indican que, en ambos casos, la isoterma no critica
yace completamente debajo de la isoterma critica correspondien
te; 8sto es, no se observan cruzamientos. Aunque sus medidas
muestran una pendiente que se anula y el punfo de inflexifn re
querido por (3.58), no son, de acuerdo a Xhosla y Widom, lo bag
tante precisos para permitir que el grado de la curva se deter-
mine.

Mc lure y Edmonds?? tambi&n han reportado medidas de 1la
tensifn superficial en la mezcla binaria n-hexadecano +acetona,
sobre isotermas correspondientes a temperaturas 4°K y 14°K por
encima de la cr:tica. Sus resultados, mostrados en la figura 3.7

parecen indicar un intervalo de valores de composici®n en el
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Pigura 3.5. Rmsultados obtenidos nor Khonla y Widom !
para 1a tensifn superficial sobre isotermas correspon-
dientes a temperaturas cercana y mayor que (cuadrados),

@ igual (cfrculog) a la critica, en la mozcla Gcido isg
butirico-aqua.
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Pigura 3.6. Resultados obtenidos pcr Khosla y Widom 21
para la tensifn icial correspondien
tes a temperaturas cercana y mayor (cuadrados), e igual
(cfrculos) a 1la critica, en la mezcla nitroetano-3-metil-—

pentano.

x

®s la fraccifn molar.
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Figura 3.7. Resultados obtenidos por Mc lure y zd-ond-z 2
para la tensifn superficial de 1la nozcln bi.nnx.-ia n-hexade
sobre i

u
mayores que la critica, cuyo va].oz esthn.do fuo ae
309°K.
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cual la curva de tensi@n superficial correspbndiente a T = 313K
es no monStona. Si resulta real, esta dependencia isot&rmica de
la tensidn superficial de 1la composiciﬁﬁ serfa inconsistente

con cualquier prediccifn del modelo, pu€s este tipo de comporta
miento violarfa la condicifén de estabilidad dada en la ecuacién
(3.43). Siﬁ embargo, Mc lure y Edmonds han indicado que sus’ me-
diciones no se hicieron especificamente para probar este modelo,
¥y que no pueden, todavia, ser prueba de su falta de validez.

I Mediciones similares en el sistema anilina-hexano han si-
do reportadas por Campbell et a1?> En su reporte ellos indican
la posibilidad de un cruzamiento de un par de isotermas. Sin em
butgo,vla precisifn limitada de sus mediciones hace que sea muy
dif;cil juzgar si el cruzamiento es un ejemplo autlh;ico del fe

némeno visto aqui.

Mc lure y Pegg?® han reportado réciantemente mediciones
mis precisaé de 1; tensibn superficial de 1a mezcla mencionada
arriba n-hexadecano + acetona, sobre isotermas correspondientes
a temperaturas cerca Y encima de Tc. la cual estiman éhorav
mis cercana a 298.S5°K que a los 309°K previamente reportados.
En la figura 3.8 mostramos cuatro isotermas obtenidas por Mc lure
y Pegg. Aunque ninguna de las isotermas corresponde a la criti-
ca, podemos_ver en ia figura 3.8 que, conforme T tiende a Tc,
las isotermas tienden a tener una pendiente que se anula y el
punto de inflexién requerido por (3.58). Como podemos también
observar en la figura 3.8, ni 1a no mononiticidad ni los cru-

zamientos que Mc lure Yy Edmonds habfan reportado tentativamente
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para el mismo sistema (ver figura 3.7), se observan ahora.

3.4 Desarrolln de 1la Energfia Libre en Dos Parfimetros de

Orden.

En las secciones anteriores se usf la teoria de van der
Waals, Cahn-Hilliard para estudiar la tensifn superficial cerca
del punto crftico terminal de sistemas que pueden describirse

con un s8lo parimetro de orden.

Existe, sin embargo, un ndGmero de sistemas cuyo comporta-
miento crftico requiere ser descrito en t&rminos no de uno sino
de dos bar!metros de orden® Un ejemplo de &stos serfa un siste-
ma consistente de helio 4 en equilibrio con su vapor en la ve-
cindad del punto lambda. La figura 3.9 muestra un esquema (fue-
ra de escala) del plano P vs T del helio 4 en 1la regiﬁnvde ba

jas temperaturas.

A lo largo de 1la linea de presifn de vapor existe una in-
terfase due. debajo de T, sSepara una fase vapor no crftica de
una fase critica, o casi critica, superflufda. Encima de TA,
las dos fases en equilibrio son 1la fase'liquida normal casi crf
tica y 1a €fase vapor.

Cohen®®

ha sefialado que la fase superflufda podria pensar-
se como un ndmero infinito de fases "durmieﬁtes" en coexisten-

cia. Griffiths{ssin embargo, ha hecho notar que para describir

el comportamiento termodinfimico en el ré&gimen superflufdo es

suficiente considerar s6io la amplitud del parfimetro de orden
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Figura 3.9. Diagrama (no a escala) del plano de egquili-
bric P vs T del helio 4 en la regifn de bajas temperatu
ras.
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. superfilufdo (complejo), o tratarlo como un nfimero real, y poT

10 tanto tratar a la fase superflufida comoc dos fases coexisten-
tes,

"En nuestro tratamiento pensaremos del superflufdo como dos
fases en equilibrio que pueden describirse .con un parfmetro de
orden, digamos x, que toma valores en cada fases que son igua-
les en magnitud pero de signo opuesto. En T,» el parfimetro de
orden x se anula y permanece igual a cero para T » TA. Un
segundo parfimetro de orden, digamos Yy, con la caracteristica
que no se anule, se requiere para describir el equilibrio entre

el vapor de la fase filufda (superflufdo para T < Ty

. En la notacifn usada en las secciones anteriores, el punto
lambda sobre la curva de presifn de vapor serfa un punto criti-
co terminal en el cual las fases a y. ¥ son las dos fases de
las que Se supone consta el superflufdo, mientras que la fase

o Tepresenta a la fase de vapor.

Aqui usaremos la teorfa de tensibn superficial de van der
Waals, Cahn-Hilliard, y la filosoffa de Griffiths de un desarro
1llo de l1la energia libre, en un intento de describir el comporta
miento de la tensibfn superficial de un sistema cuya descripciﬁn

Tequiere de @os parfimetros de ordén. -

Ya hemos mostrado que el problema de encontrar el perfil
del parfimetro de orden, y la tensibn suerficial asociada con &1
es anfilogo al problema de encontrar 1l1la trayectoria y accifn di-
nfimica de una partfcula de energia total cero (usando 1la con-

vencifn de la figura 1.3) que se mueve entre dos posiciones de
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equilibrio de un campo de pvotencial. En el caso presente, el po
tencial unidimensional, V(x), se reemplaza por un potencial bi-
d:!.mensional, V(x,yY). Las tres fases en equilibrio estin ahora
re]ﬁresentadas por tres picos de la misma altura, como los mar-
cados en la figura 3.10a como a, 8 ¥ ¥, donde los picos 8 y v
son simétricos respecto de un eje sobre el que se encuentra el
pico a. La simetrfa entre las fases B y ¥ se requiere aqui
para reproducir el hecho que las dos ‘"fases" superflufdas estin
siendo descritas ﬁor un parfimetro de orden que toma valores en

cada fase que son iguales en magnitud pero de signo opuesto.

Cuando el valor de un parfmetro apropiado, e‘.l.»cual esti re
lacionado con 1la diferencia T - Tes» con T, 1la temperatura
cr!}tica. se aﬁroxima a su valor cero, los dos picos sim8tricos
seraproximan uno al otro hasta que se alcanza una configuracifn,
mostrada en la figura 3.10b, en 1la que los picos 8y yY se con
vierten en un m&ximo muy aplanado. Conforme el parfimetro t&rmi-
co sobrepasa el valor cero, el pico ARy que resulta de la com-
binacifn de los picos B8 y v se hace menos plano mientras se

mueve en direccibn del pico o (figura 3.10c).

Para lograr el comportamiento descrito nosotros usamos un
potencial dado por

- l‘-‘\;—v-)- = V,A%,v) N, (=),

3.61)

donde Vo > 0, y
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x 7‘7 » $ p¥
b A

(a) »)

Figura 3.10. Ilu i8n Stica de la funcifn -V(x,y).
Los puntos representan los miximos de la funcifn correspon—
dientes a las fases en equilibrio. En (a) se muestran tres
fases en equilibrio con las fases B8 y v simltricas res—
pectc al eje Y; (h) cor de al p critico terminalj
(e} corresponde a la regifn de dos fases.
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“Votny = (F-v-02- sv.)]‘*» Bl - 20eRT (-89 (3.62a)

- Valx.¥v) = x+ (‘5—34\1. (3.62b)

donde b wuna constante positiva y por lo demgs arbitraria, y
Yar Yo Y Xo son parfmetros que deben ser relacionados con 1la

temperatura.

Los dos picos simé&tricos son proporcionados por (3.62a)

cuando uno impone la condicifn de simetrfa para toda x > 0

(3.63)

Asf pu&s, dentro de la regifn de tres fases, donde (3.63)
se aplica, -V(x,y) queda dado por

-~V [orert st e v | (s.64)

mientras que en el punto critico terminal, donde x = O, xz -
BYye = O
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- N 28 v (v-Ya), (3.65)

y dentro de la regibn de dos fases, donde x permanece igaul a

cero
- !(—-;'ﬂ = 151 (Y“'o)t(\l-‘l-‘z. (3.66)

La Telacisn entre Yos Xos Yo» ¥ la temperatura del modelo

se obtiene siguiendo 1la filosoffa de Griffiths y escribiendo
(3.64) como

) X A P
- Vo) - ~WYK 420 Y +EY + =
MED. . (¥-Ya) (x =) (3.67)

donde

€ =—-?_g‘l. =-2b%e (3.68)

es el campo del modelo que juega el papel de la temperatura, "g

to es,

. (3.69)
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Puesto que sBlo se requiere un campo independiente, suponemos

Ya= 2" 4 g€, €3.70)

C.8-P.

donde y Y q son canstantes arbitrarias,
o

Anfilogamente, la ecuacibn (3.66) puede escribirse como

oYU - S (28 Y ey o £ ¢s.71)
Ve aw//
con
€=-~4yY, .

Asf pu€s, la configuracibn mostrada en la figura 3.10a co-

rresponde a T < T mientras que las configuraciones en las fi

s
guras 3.10 b-c corresponden a T = T, ¥y T > '1‘c respectivamen

te.

Ahora usaremos el potencial bidimensional -V(x,y) para ob
tener la tensifn superficial entre una de las fases simétricas,
digamos la fase £ en la figura 3.10a, y la fase no sim8trica
. .

Nosotros podrfamos resolver el problema en principio obte-
niendo los perfiles Qe equilibrio de los parfmetros de orden

X(z), y(z) utilizando
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T
wm Ax . dVuy , (3.722)
at ox
k3
wa OY_ _ 9vuuy) | 5.728)
a2t EX]

las cuales son las ecuaciones (1.16 a-b) del Capftulo I; y en-

tonces, evaluando

hd
oy =__L (-veuvy + k] a3, (3.73)

la cual es la ecuaci8n (1.17), sobre la trayectoria definida

por X(z), y(z), obtendrfamos la tensi8n superficial.

Sin embargo, determinar los perfiles detallados de las e~
cuaciones (3.72 a-b), con V(x,y) dado por (3.64), involucra el
problema de resolver dos ecuaciones diferenciales acopladas no
lineales. Puesto que no pudimos rTesolver el problema analftica
mente, lo hicimos numéricamente utilizando una técnica desarro
llada por Currie y Bishoprl. El m&todo se describe mejor en 1la
analogfa mecfnica de encontrar la trayectoria X(z), y(z) de
una partficula de energia total cero, que se mueve bajo la in-

fluencia de una energia potencial V(x,y).

En el lenguaje mecinico, la particula es ligeramente des-
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plazada de uno de los miximos locales del potencial en (Xo, Yo),
el cual corresponde a.la fase B, a una posicibn (xi, yi). La
trayectoria de la partfcula es computada utilizando una té&cnica
de interpolacién "predictor-corrector' cuiddruplemente estable*.
La posicibn Cxy yi) es variada hasta que la trayectoria se a-
proxima, dentro de una tolerancia especificada, al mSximo (O, ya)
correspondiente a la fase a. En 1la figura (3.11) se muestran
esquemfiticamente tres de las trayectorias gque resultan de tres
condiciones iniciales diferentes. lLas trayectorias marcadas co-
mo 1T y 2 son dos casos tipicos de trayectorias que no se acerca
ron lo bastante a (O, Ya)» mientras que la trayectoria nGmero

3 representa una satisfactoria. Conforme se calculaba cada tra-

yectoria la accifn a lo largo de ella se calculaba también.

El procedimiento fue repetido para varias configuraciones
correspondientes a 1los valores negativos que ¢, dado en (3.68L
toma en la regifn de tres fases. En la figura 3.12 mostramos
las trayectorias computadas correspondientes a varias configura

ciones.

Para valores de € » 0 1la energfia potencial depende s&6lo
de 7y, como se ve en (3.65) y (3.66), y la tensifn superficial
puede entonces evaluarse analfticamente usando la ecuacifn (1.14)

del Capitulo I. Asi pués, para € = 0

hd El programa usado para calcular las trayectoria y acciones correspondien
tes fue disefiado por J.F. Currie, a quien le estamos agradecidos por va-—
rias y valiosas discusiones relacionadas con el programa.
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y
) (Xerye)
3 L J
{X¢, Yo )
/ﬁ;—-
]
.
(0,%a)
Figura 3,11, Se -an 3 tres tr Vg
rias cor > i a ai posicions iniciales
ligeramente desplazadas del miximo en (O, Ya) - La trayec—
toria tres rep

una trayectoria satisfactoria,
mientras gue las nfimerc 1 ¥y 2 no lc son.
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- Figura 3.12. Trayectorias calculadas
con la técnica descrita (ver texto), corres
pondientes a varias configuraciones.
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. v:‘-’.
Cp =T = Janvo f Tey™oy) dv o (3.74)

= g (YO,

Yat
}G‘d_‘“ =LJ'«nv.‘f. (Y=Y Y-V, Ay

= § =W (Yo - Vo).

(3.75)

Las ecuaciones (3.74-75), junto con (3.69), (3.70) y (3.7%)

nos dan Tu-gy COMO funcifn de la temperatura.

La figura 3.13 muestra una gréfica de %: -1 vs €, don-
de o corresponde a la O,g 9due se computé6 para € < 0 Yy, pa
ra € > 0, corresponde a la Cu-By obtenida de (3.74) y (3.75).
La gr8&fica indica una tensifn superficial contfnua y decrecien-
te con sus ramas de alta y baja temperatura por encima de su
tangente comfn, mostrada como linea punteada en la figura 3.13,
para € = 0 (T = Tc). Sin embargo, cuando graficamos las pen-:
dientes promedioc entre puntos consecutivos, como se muestra en

1a figura 3.14, observamos lo que parecia ser una discontinuidad
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PENDIENTE

PROMEDIO
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00e o002 oo a0z
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Pigura 3.14. Se grafican pendientas promedio entre
consecutivos de la gr&fica 3.13.

puntes
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‘Ao

en F= para € = 0.

Tal discontinuidad, pensamos al principio,

pareceria ser consistente con resultados experimentales reporta
dos por Magerlein y Sanders?® sobre la tensibn superficial de
heljio 4 a 1o largo de la linea de presifbn de vapor, cerca del
punto lambda.

Los datos de Magerlein y Sanders estfin Tepresentados por
1la curva mostrada en la figura 3.15. En esta figura podemos ver
que sus datos muestran que las ramas baja y alta temperatura ya
cen encima de una 1inea de aproximadamente la pendiente prome-

dio en T,, mostrada como una l1linea punteada en la figura 3.15.
Para estﬁdiar sus datos con mayor detalle, ellos también grafi-
caron la diferencia entre sus puntos y la 1linea de aproximada-
mente la pendiente promedio.

Cuando se ve en una escalg gruesa,
como 1la de 1la figura 3.16a,

su grifica muestra una punta que pa
Tece indicar una discontinuidad en la pendiente en T = T,. Tam
bién mencionan, sin embargo,

que cuando Se Ve en una escala mds
f£ina,

como la de 1la figura 3.16b, 1la punta parece estar redon-
deada y ligeramente desplazada de T = TA’

Sin embargo, la discontinuidad es en nuestro caso totalmen
te artificial, y s6lo puede usarse para obtener informacibn so-

bre la precisifbn de la técnica utilizada para evaluar la tensibn
superficial dentro de la Tegibn de tres

fases. Utilizando el
mismo espiritu usado en la demostracibn

del teorema de Hellman-
Feynman?g hemos podido demostrar que la funcibn %% debe ser,
en nuestro caso, continua en € = 0. En el lenguaje apropiado
a la analogia mecinica,

la demostracifn es como sigue.
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-Figura 3.15 Datos obtenidos por lein ¥y Aders® para la tensi8n

superficial de helioc 4 sobre la curva de presifin de vapor cerca del pun-—
to lambda. La 1fnea punteada as una de apzoxi-d-cnta 1a pendiente pro-
medio en T;.
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rigura 3.16. (a) C a la 4if ia
ifnea contfnua y la lfnea punteada de la figura 3. 15: (b)
lo miamo que en (a) visto en una escala mS&s fina.
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Consideremos el movimiento de una particula de masa m, y
energia total E = 0, que se mueve entre dos posiciones de equi

1ibrio X = (X,;g, Xygsreees Xpg) ¥ X0 .8 Xy 5eees X ), suje-

ta a un campo de potencial tal que

N(zp,xp, .., 2ep i) 2ViEg, Xra, ..., Tug ;A)= O

, (3.76)

donde A es algGn parfmetro independiente de x;. Sea
w
.- . R Y

K= Kl‘.,x,_,...,x.\ = Z. SRl S 3.77)

1a energfa cin&tica de la partfcula, donde x = d: -
De (3.76) y (3.77) encontramos que
Lk‘l)’t,..-,*-,i|."1’...'*.; \,{\ = XK=V (3.78)

es la Lagrangiana de la partfcula. De acuerdo con el principio

de Hamilton, la trayectoria que la particula sigue de Xa a xﬂ
es aquella sobre 1la cual 1la funcibn

S = I Lk (3.79)
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Yy las ecuaciones de movimiento estin dadas por la

ecuacién de Euler-Lagrange

de que E = XK + V.= 0,

K=42,...,n

oL _ 4 QL.\ =0.

D% a4 \3x (3.80

Ahora consideremos la funcibn %% . De (3.76) y el hecho

tenemos

L‘-xp,j(r) = L.(j(u ,)(-) =0 ’

(3.81)
¥ por lo tanto
-8
¢.‘L§A -f 12 Lww, o, xw, 50,0 A, (3.82)
-ol
lo cual puede escribirse explicitamente como
f{ U'o\. at. + (2L bx.. de
W=y = i) ™
J ( )dﬁ . (3.83)

mo

La primera integral en (3.83) tambi&n puede escribirse co-
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B{llEz « (&)%) o}
ST () 2% }

A3 S>Son
=ZU 2L} 2% 4t - (3L O
L - Mal NN D) O™
“a
- L) % A } (3.84)
-L at k“S"x. L3 )
donde la Gltima expresifn fue obtenida integrando por partes.
Pero de (3.77) y (3.78) tenemos que N
2. - wm X,
.} 3%

(3.85)

Y puesto que X y X

- a Son posiciones de equilibrio

x; = XP
Despufs de substituir (3.85) y (3.86), (3.84) se Teduce a

K-t ((a!‘ % - a¥ x At}
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Tl -4@) 2 a]-o.

(3.87)

donde la filtima igualdad se obtuvo usando el hecho de que la in

tegracifn se lleva a tabo a 1o largo de la trayectoria dada ‘por
(3.81).

Sustitucibn de (3.87) en (3.83) finalmente da
’

(3.88)

En este punto uno podria sentirse tentado a decir que pues
to qQque E = K + V = 0 vy L = XK - V, entonces

R ad

bv WA ‘&o.l
%—%:—IL —b—{\ék (\me&

Sin embargo debemos recordar que al obtener las ecuaciones de
Euler-Lagrange (3.81), las cuales definen la trayectoria sobre
es calculada,

das temporales

1la cual S las coordemnadas X_ (t) y sus deriva-
x_(t) son tratadas como variables independien
tes. Por lo tanto, puesto que K no depende explicitamente de

A, la ecuacibn (3.88) queda correctamente expresada como
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ds . f(%) au 5.9

donde las coordenadas y velocidades se mantienen fijas. Note

que no hay ningdn factor adicional de 2.

Como ejemplo, consideremos el movimiento de una particula

de masa m sujeta a un potencial unidimensional

Vixse) = - £ elt-x2)* (3.50)

Después de resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange correspon-

dientes, uno encuentra que la ecuacifn de movimiento estf dado

por
X = Xo tanh (JE % 1) v €3.91)
¥ que la accifn a lo largo de la trayectoria entre -Xo Y Xo
es
+on .
S:I Lds = JJuem Xo . (3.92)
~ob

Usando (3.90), (3.91) y (3.92) se encuentra

% .y % = -'[:.(:g{) ar (3.93)
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la cual concuerda con (3.89)

Con cambios de notacifn obvios, que consisten en identifi-

CaAT X4+ X 5 Xy, Y , T+ Z, A+ € Yy s = P la ecuacibn
(3.89) puede aplicarse a nuestro potencial V(x,Y) para demos-
trar que la derivada de la tensibn superficial con respecto al

parimetro ¢ (temperatura) es una funcifn contfnua en & = 0,

De las ecuaciones (3.64), (3.66), (3.68), (3.71) y (3.70),

tenemos que para x Yy Yy fijas

L BVW:6) _ (4 DVIXY;E)
€»0" EX3 €~0* d¢

(3.94)
donde O~ indica que el cero es aproximado con valores negati-
vos de €, €sto es, desde el interior de la regifn de tres fa-
ses, Yy o indica que el cero es aproximado con valores positi

vos de €, &€sto es, desde el. interior de la regifn de dos fases.

De (3.89) y (3.93) encontramos que

e ég_. = lién _ég;
>0 de «»0* de

10 que significa que no hay discontinuidad en e = 0.

Debe notarse que el resultado indicado en la ecuacién (3.89)
es vilido para un potencial que sea funcifn de cualquier ndmero
de parfmetros de orden. Esto parece indicar que la singularidad

otservada por Magerlein y Sanders no es una discontinuidad sim-
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ple, y no puede ser explicada por ninguna teoria clfisica que

use un desarrollo de 1la energfa libre alrededor

del punto cri-
tico.

En el Capitulo IV, donde utilizamos una energfa libre no
clf&sica m&s apropiada para la descripcifn de un punto critico,

podremos explicar la singularidad observada.



CAPITULO IV
Tensi6n Superficial Cerca del Punto Crftico Terminal.

Caso no Cldsico.
4.1 Introduccibn.

En el Capitulo III estudiamos el comportamienfo de la ten-
si6n superficial de un sistema con tres fases en equilibrio a,
B ¥ Y, en la vecindad del punto critico terminal gy, en el cual
las fases B y v se hacen idénticés mientras estin en equili-
brio con 1la fase a. Nuestro anfilisis estuvo basado en la teo-
rfa de tensiBn superficial de van der Waals, Cahn-Hilliard dise
cutida previamente en el Capftulo I. Cuando la teoria requiere
de una funciﬁn del valor local del parfimetro de orden, -V (x)
en la ecuacifn (1.11), seguimos a Griffiths® ¥ utilizamos un
polinomio de sexto orden en el parfimetro de orden. Nuestros re-
sultados, mostrados en las ecuaciones (3.40 a-d), pueden resu-

mirse. como

Q_(,‘ ~ oy {AT\,‘* (4.1a)
G‘P ~ G~ o AT + b IATI" C4.1b)
aq ~ G, + O DT + N \K"‘r..... » (;4.1‘;)

‘-P‘
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donde a, b, b', b" ¥y oo son constantes; AT = T - Tc, con
T, 1a temperatura del punto critico terminal, y w = 3/2,

Aunque las ecuaciones (4.1 a-c) dan una idea cualitativa-
mente buena acerca del tipo de comportamiento gque uno debe espe

rar cerca del punto critico terminal, se sabe que el valor de u

es mds cercano a 1.3 para todos los sistemas estudiados experi-
mentalmente.

El resultado u = 3/2 es una consecuencia directa del de-
ducir el comportamiento de la tensifn superficial de la teoria

de van der Waals, Cahn-Hilliard con una energfa libre del mode-

lo de Griffiths y es, de hecho, el Tesultado que uno debe espe-

rar siempre que use cualquier energfa libre del tipo campo pro-
medio.

Fisk y Widom’ han propuesto una teoria que da una mejor
descripcidn de las propiedades de una interfase cerca del punto

critico. En su teorfa, la cual es una versifn generalizada de

la teorfa de van der Waals, Cahn-Hilliard, ellos reemplazaron

la energfa libre del tipo campo promedioc utilizada originalmen-
te, por otra que Treproduce mas precisamente las singularidades

conocidas cerca dellpunto criticol?

Aquf utilizaremos una extensifn de 1la teorfa Fisk-Widom pa-

ra describir 1la vecindad del punto critico terminal. Dedicaremos

este Capftulo para bosquejar esta extensifn y los resultados que
de ella se obtienen.
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4.2 La Teorfa Fisk-Widom_ y el Punto Critico Terminal.

Primero bosqueiaremos la teorfa Fisk-Widom en t&rminos a-
propiados a un sistema consistente de dos fases en equilibrio B8
Y Y (8stas pueden ser dos 1fquidos o un 1fquido en equilibrio
con su vapor). Hecho &sto, modificaremos 1la teoria para introdu

cir la tercera fase.

Sea ¢y el parfmetro de orden apropiado al sistema, Yy sean
we y wY los valores que el parfmetro de orden toma en el bul
to de las fases B8 y <vy. Como se discuti® en el Capftulo I, de
acuerdo a 1la teorfa de van der Waals, Cahn-Hilliard, la energia

libre interfasial cerca del punto critico est® dada por

Y= -Viny + ) k%)‘ , 4.2)

donde z es una distancia en direccifn perpendicular a la super
ficie, -V{y) es la energia libre de exceso, y m es una cons-
tante positiva. De la ecuacifn (4.2), 1la teorfa eventualmente
concluye que la tensifbn superficial asociada a la interfase By

estd dada por

s
Ty =f J2enviny A% . 1.3

4,

La naturaleza clfsica de la teorfa puede rastrearse princi-

palmente a su uso de la energfa libre del tipo campo ﬁronedio;
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al hacerlo, la teoria acepta implicitamente, y por lo tanto es-
t% rTestringida a predecir, los valores clisicos de los exponen-

tes criticos que cualquier teorfa del campo promedio contiene.

Reconociendo este hecho, Fisk y Widom generalizaron la teo-
rfia de van der Waals, Cahn-Hilliard reemplazando la energfa li-
bre del tipo campo promedio que Esta supone, por otra mejor do-
tada para reproducir las singularidades conocidas en €1 punto
cr;tico. Expresada en términos apropiados al sistema desct§to
arriba, la energfa libre de Fisk y Widom puede considerarse un

caso especial de la mas general

-t A3 -t
V= L (v - BTN YO Ry , 4.4
donde
AAR A R\ ) = ary = (‘r‘--r)" 4.5

. con Tc la temperatura critica, y a, B, Y ¥ § "los exponentes

crifticos asociados con el calor especifico, la curva de coexis-
tencia, la susceptibilidad (compresibilidad) y la isoterma cri-

tica, respectivamente.

Como era de esperarse, las energias libres del tipo campo

promedio son casos particulares de la mids general dada en (4.4);

en efecto si sustitufmos los valores clfisicos de los exponentes
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a = 0, B = %. vy =1 y &.= 3 obtenemos

SV = (AT - 2 (AT) (=) & (Y,

el cual corresponde al desarrollo de Taylor en el parfimetro de

orden que es caracteristico de toda teoria de campo promedio.

A pesar de la capacidad que la energia libre dada en (4.4)
-tiene de reproducir las singularidades que se conoce existen en
el punto critico, no puede considerarse completamente satisfac-
toria. En efecto, si uno utiliza un valor del exponente crfitico
¥ cercano al no entero 1.3, la energga 1libre implica, adem(s
de la que existe en el punto crftico, una singularidad que es
enteramente artificial y totalmente insatisfactoria para todos
los valores de ¢ en T = Tc. Sin embargo el hecho de que l1la sin
gularidad s8lc ocurre conforme la isoterma critica es cruzada
en la regifn de una fase, 1a hace irrelevante a la teorfa Fisk-
Widom que s6lo requiere de la energfa libre en 1la Tegibn de dos
fases. Como veremos, la energfia libre que nosostros utilizamos
para describir la vecindad del punto critico terminal adolece

del mismo defecto pero el efecto de &sto parece ser pequefio.

Fisk y Widom usaron el caso especial de la ecuacifn (4.4)

que Tesulta de tomar a = O, e = }. Y = % Y &§ = 5, &sto es,

=V = 2 (8T - 3 (A7) Lt ¢ L 4.6
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donde,

Yo = - = 5 W) = Uﬂ\"’= ooy, 4.7

Posiblemente sea mds f£45cil ver que (4.6) representa una e«

nergia libre apropiada para la descripcifn de 1la Tegibn de dos
fases notando que, usando (4.7), tambi&n puede escribirse como

JRYTERN =.[u.-“‘ - (e . Ln’\"‘)[u'._-'ﬂ +2 um"‘]

= WY (=) Ll e 0wy ] .8

Ahora podemos ver fficilmente en (4.8) que V()

tiene dos mixi-
mos, en Y = Y

Yy v= v

¥ respectivamente,
dos fases en equilibrio.

representando 1las
También podemos observar que V{J) es
una curva de segundo grado en la vecindad de Vg Y v.pY. Confoxr
me T

se aproxima a su valor critico T_, €sto es,

conforme wT
tiende a ‘Da.

los dos mfximos se aproximan m&s y m8s hasta que,
en T = Tc, se convierten en un m&ximo muy plano en cuya vecin-
dad 'V(x) es de sexto grado. Este comportamiento se ilustra en
las figuras 4.1 a-b,

donde V(xX) se muestra debajo del equilibrio
de fases a que corresponde.

Sustituyendo las ecuaciones (4.6) y (4.7) en (4.3) se obtie
ne la predicci®6n de Fisk-Widom



-

% % fom to

U
—cary® o car)® ar=o
(a) (p)
Figura 4.1 {c) Se muestran dos fases §8 Y v en equi-

librio; (b) el sistema de (a) en su punto crfticao. Debajo
de cada figura se muestra la funcifn vV correspondiente.,




-120-

(T‘“ ~ (AT)", ‘ 4.9

donde u = % - 28 = %. lo cual Teproduce con mayor precisi@n que
u = 3/2 el comportamiento conocido de la tensifn superficial
cerca del punto crftico.

Ahora qﬁerenos abordar la cuestifn de c6mo usar la teoria
Fisk-Widom para describir 1la tensifn superficial cerca del pun-
to cr!‘.tic% terminal.

Consideremos un sistema, como el mostrado en las figuras
(4.2 a-c), que consiste de tres fases a, 8 Yy <Y en equilibrio
(las cuales pueden ser tres lfquidos, o dos lfquidos B y vy
en equilibrio con su vapor a), siémpre que la temperatura es me
nor que un valor dado T.. En T_, 1las fases B. .y Y se hacen
criticas mientras permanecen en equilibrio con una fase a, 1la
cual se mantiene en equilibrio con la fase no critica que, a

T>T Tesulta de la fusifn de las fases B8 y v.

cr
Ahora podemos tomar la energfa libre que corresponde a la
regifén de tres fases (T < T=) del sistema que acabamos de descri

bir, como

= Fu) = - L= VO 4.10)
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Vavivautiyaven wllya va

Fop) Y 53] Fch)
(a) (») te)
Figura 4.2. {a) Se m-:f_tan tres fases o, 8 y Y en.

equilibrio; (k) el sistema anterior en su punto critico
terminal; (c) el sistema ior a mayor
que la crfitica. Debajo de cada figura se muestra la fun—
ei8n F(y) correspondiente.
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donde ~-V(¥) es la funcifn dada por la ecuacién (4.6) y Yo
es el valor que el parfimetro de orden toma en 1a fase no criti-

ca 'u, el cual suponemos relacionado con la temperatura por

Y.-Y. = 9 . .

donde q es imaginado de forma tal que

L E a. (aTY, (4.12)

Y

con a_  es constante. Utilizando 1la ecuaci8n (3.7), la ecuaci8n

(4.11) puede expresarse equivalentemente como

Yo-Ye = % - (am"?, (4.13a)

Y- = * aTy”™ (4.13b)

La ecu-ciQn (4.10), con (4.6), (C4.7) y (4.13 a-b), da 1la
energfa interfacial correspondiente a la regifn de tres fases
con las ‘tres fases mostradas en la figura 4.2a.

Por otro lado, las figuras 4.2 b-c muestran la funci®n FW)
que corresponde a la energia libre en el punto critico terminal

¥y a la regifn de dos fases, en las cuales la fase o estd en
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equilibrio con una fase critica o con la fase no critica que
Tesulta de la fusiSn de las fases 8 Y .

Para esta regibn tomamos
—F e = O T (e et s -t
SR CE AN TR Y ERTS T .14

donde wf es una constante positiva. No es diffcil ver que (4.14)
tiene en efecto las propiedades requeridas para describir 1la
rpgi§n de dos fases. Somo era de esperarse, F(y) tiene dos mixi
mos en ¢ = ¢,y ¥ = p_ Tespectivamente. Como era tambi&n de
esperarse, F(y) es siempre de segundo grado en la vecindad del
mQximo en ¢ = ¥, que Tepresenta la fase no critica; al mismo
tiempo, el mfximo en Y = VY. es uno en cuya vecindad F(y) es
de sexto grado cuando T = Tc, ¥y, cuando T > Tc, es decir, cuan
do la fase que rTepresenta ya no es critica, el miximo se conviexr

te en uno en cuya vecindad F(y) es de segundo grado.

Ahora podemos seguir la teorfa de van der Waals, Cahn-Hilliard
¥ obtener la tensibn superficial correspondiente a las interfases

8y y af de la ecuacibn (4.3), €sto es, para T < 'I'c

*I
G =j [~2m Funy A, 4.15)
A
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+

p
G;P = f [2en Foy A%, (4.16)

Ya

donde -F(y) est8 dada por las ecuaciones (4.10) y (4.6); y

para T > T_,

Yo
G."-I“ =f J-2mFn d %, “4.17)
ta

donde ~F(y) estf dado por (4.14). Haciendo &sto, y utilizando

las ecuaciones (4.7), (4.11), (4.12) y (4.13 a-b) podemos obte-

ner
Ope ~v (ot , 4.18a)
Gup ~ G.+a AT + bAoAt (lnravioC) s o- . (4.18b)
Q ps ~To+anar +8 v (wtart+e)a .- ) (4.18c)
donde AT = T_ - T con T_ 1a temperatura del punto crftico

terminal, ce es la tensifn superficial de 1la interfase aB en

el punto critico terminal; a, b, b', ¢, ¢! son constantes, ¥y
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u = 4/3,

La ecuacifn (4.18a), que corresponde al comportamiento de

la tensibn superficial de 1la fase critica cerca del punto criti

co terminal, es predeciblemente consistente con (4.9), la cual

corresponde al resultado de la teoria Fisk-Widom para el comporxr

tamiento de la tensifn superficial cerca del punto critico. E1
obtener u = 28 + ;-- .

en ambos casos no es sorpresivo, pues
to que el punto critico terminal no es distinto a un punto cri-

tico ordinario en sistemas de dos fases, y la misma teorifa fue

esencialmente usada en ambos casos. Si uno considera que en cual

quier teoria clésica necesariamente se obtiene el exponente clf
sico u = 28 «+ %— - -:'2’-, la ecuacifn (4.18a) es tambi&n consisten-
te con la ecuaci®n clfisica (4.1a) que fue obtenida utilizando
una energfa libre del tipo Griffiths.

Excepto por el término de orden Of (AT)™ 1n|AT|1, ¥y con 1la

consideracifn hecha arriba, las ecuaciones (4.18 b-c) pueden con

siderarse consistentes con las ecuaciones clfsicas (4.1 b-c) en

cuanto a que ambas predicen que, a primer orden, la tensifn su-

perficial de 1la interfase no critica varfa suavemente a través

del punto critico; y a segundo orden, ambas ecuaciones predicen
un término singular de orden Ol (AT)"]1, con el exponente clfisi-

co u = 28 + ;— = -:'zi en el segundo casc y el m&s cercanamente co
Trecto, n = 28 + % = % ,en el no clAsico primer caso.
El término singular de orden Of (AT)Y 1n|AT|1, que es ex-

clusivo a las ecuaciones no clfisicas (4.18 b-c), amerita consi-

deracifn aparte. Como podemos recordar de la ecuacibn (4.4), 1a
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energfa libre Fisk-Widom, ¥y su extensi@n de la cual se obtie
nen (4.18 b-c), implica un comportamiento artificialmente sin
gular en aT. Es debido a &€sto qQue existe la posibilidad de
que el t#rmino en cuestifn no sea auténtico sino un mero arte
facto de la no analiticidad de l1a energfa libre en aAT. No
nos es posible resolver esta cuestifn en el tiempo presente

y el hacerlo probablemente requeriri una energfa libre mucho
mds satisfactoria si no totalmente correcta. Cualquiera que
sea el result-do, el primer t&rmino singular, que describe el
comportamiento singular de la tensi®n asociada con la inter-
fase no critica, debe estar caracterizado por un exponente u
igual a aquel que caracteriza el comportamiento de 1la ten§16n

superficial de la fase critica cerca del punto crfiico (TR

1.3 ~ 4/3).

Ya habfamos indicado en la seccifn 3.4 que el punto
lambda en el helio 4, cuando ocurre a la presifn de vapor de
equilibrio, es un tipo particular de punto critico ter
minal. Aunque es uno cuya descripcifn requiere, en prin-
cipio, de al menos dos parfmetros de orden, veremos que atn
una energia libre con un parfmetro de orden, siempre que
sea no clfsica, puede explicar el comportamiento singular

que la tensiBn superficial muestra en esa regifn.

Sobyaninao b's Hohenberga’ habfan discutido previamente

teSricamente el comportamiento de l1la tensifin superficial cerca del
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runto lambda.

Basado en consideraciones termodin&micas, Sobyanin predijo
que la tensibn superficial del He II en equilibrio con su va-
por debe contener una contribucibn adicional .a la tensibn super
ficial del helio normal (He I). Tal contribucifin, 1a cual de a-

cuerdo a Sobyanin estf presente s86lo a T < Tk' esti dada por

X+ 2p -V

q ~ (bT) . €4.19)

Usando las bien conocidas igualdades entre los exponentes

de punto critico

P*V = T -, a.20a)

- = E +~2p,

(4.20b)

uno puede obtener fhAcilmente

‘c.,zp-vr./:-. 4.21)

Sustituyendo (4.21) en (4.19) vemos que la prediccifn de Sobyanin

es consistente con la prediccidn del modelo para T < Ty dado
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por (4.18b). Debe observarse, sin embargo, que la ecuacifn (4.18c)
muestra la existencia de un t&rmino singular, no predicho por

Sobyanin, para T > Ta'

Basado en argumentos de escalamiento, Hohenberg sugirib
que debe esperarse que las fluctuaciones produzcan, en ambos la

dos de T,», un término dado por

T=-ct-V

T ~ (&T) . (4.22)

Usando de nuevo las ecuaciones (4.20a) uno ve que

'z—a—v-/u, (4.23)

lo. que muestra que la prediccifn de Hohenberg estf de acuerdo
con nuestros resultados, dados en las ecuaciones (4.18 a-c), pa

ra el comportamiento de la tensifn superficial en ambos lados
de Ty«

Las ecuaciones (4.18 b-c) tambi#n parecen explicar el com-
portamiento singular que, como se discutif en la seccifn 3.4,
Magerlein y Sanders Teportaron de sus mediciones de 1a tensién
superficial de helio 4 a lo large de la curva de presifn de va-
por cerca del punto lambda. Magerlein y Sanders indican que sus
Tesultados, los cuales se muestran en las figufas (3.16‘I-b),

‘son consistentes con un comportamiento de la tensifn superficial
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dado por

B 13 <
T=2T0, + 2.+ + a, |&~-al , (4_"24)
donde t = 1—%—IL + Y Ce, a;, 2, ¥y A sSon constantes.
A

\

Excepto por el parfimetro A, que de acuerdo a Magerlein Yy
Sanders indica que la singularidad estd corrida unos cuantos mi
likelvin de.‘Tk, 1la ecuacitn (4.24) parece estar de acuerdo con
(4.18 b-c) donde se predice que el término singular tiene un ex

ponente u = 4/3. An cuando la teoria proporciona 1la singulari

dad correcta encima y debajo de T,, su descfipciﬁn del compor-

tamiento de la tensifn cerca del punto lambda contiene dos defi

ciencias b8sicas. Estas son las que siguen.

Como podemos ver en las ecuaciones (4.10) y (4.8), l1la
i’
ria supone que, debajo de T

teo-

A» la fase «a (la fase vapor) esti

en equilibrio con dos fases B8 ¥y Y que se funden en Ty- Por

encima de T,, uno puede ver en la ecuacibn

en equilibrio son 1a fase a vy la fase

(4.14) que las fases

By que resulta de la
unifn de las fases 8 Y Y- Vemos entonces que debajo de T, e-
xisten una interfase critica (By) y dos no criticas (aB y 8¥) ¥,
por lo tanto, una tensi8n critica, gy ¥ dos tensiones no cri

ticas o Y Tay asociadas con ellas. De las ecuaciones (4.15)

Yy (4.16) vemos también que °8} Y Oag estin dadas por
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*y ’
C\".‘ = L‘ J-zm Py Ay,

(4.15)

+,
a, =f rJ-zm Fuy oy |
“ = J,

(4.16)

Usando la ecﬁacion {4.3), de la cual se obtuvieron las ecuacio-

nes (4.15-16), encontramos

*‘
 p =L J2m e Ay |

(4.25)

Puesto que la teorfa tambi&n supone (vea la figura 4.2) que
wu < we < ¢Y, de las ecuaciones (4.15-16) y (4.25) se sigue que

para una teorfia de un parfimetro de orden como la nuestTra uno
tiene necesariamente que

G = G_P +Gay > Gup s a.26)

€sto es, la fase o estf necesariamente ;simétricamente Tela-
cionada con las fases B ¥y ¥. La ecuacibn (4.26) ha sido pre
'vimente“identificada con una forma general de 1la regla de Antonoff.
Ahora podemos ver las deficiencias que la descripcifn del punto
lambda en términos de un promedio de orden contiene.

Primero, mientras que en 1la teorfia se tiene una tensidn no
critica, gy’ encima de T,; por debajo de Ty hay dos ten-
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Yy o__, con

siones no crfiticas, Tug 2 ay #* Cavy ™ Pero debajo

o

af Y

del punto lambda, asi como por encima de 81, s6lo hay una o

no critica, no dos Tus y Oy separadas, puesto que s8lo

hay una fase superfluida, no dos fases B ¥y Yy separadas.
Segundo, en la figura 4.3, donde mostramos esquemiticamen-

te el comportamiento predicho de T O Say Y Oy-gy CeTCa del

punto lambda, vemos que, muy cerca de Ty» % Y GCay Yacen
debajo de su tangente comfin mientras que Oa-gy Yace encima de
€sta. Si ahora recordamos la figura 3.15, donde se muestran los
resultados de Magerlein y Sanders para el comportamiento de l1la
tensifn superficial cerca del punto lambda, vemos que tanto 15
rama de baja como la de alta temperatura de la curva o vs T ya

cen encima de su tangente comtn.

Como discutimos en la seccifn 3.4, el comportamiento de 1l1la
tensifn superficial cerca del punto lambda debe ser mas apropia
damente descritc por una teorfia no clfsica con dos parSmetros
de orden en la cual, cuando T < Ty» la fase vapor (fase a) es-
t8 relacionada sim&tricamente con las fase superflufidas B ¥ ‘Y

con g,g = @ Es ese valor comGn de g que darfa la rama de

By~
baja temperatura de la curva o vs T. Es posible esperar que en
tal teoria tanto la rama de baja como la de alta temperatura ya
cerfin encima de su tangente, como :en el experimento. El1 hecho

de que, como se muestra en la figura 3.13, la teorfa no clisica
con dos parfimetros de orden usada en 1la seccibn 3.5 parece pre-

decir que ambas, tyg Y Fy.gy,s Yacen encima de su tangente co

mGn, anima esa esperanza
.
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Figura 4.3. Se muestrxa Bcd te el en
to predicho por la teorfa para Cafs Say Y oa—B-v muay
cerca del punto lambda.
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Aunque la energfa libre no clisica usada en este Capitulo

representa una mejorfa real sobre cualquier energfa libre del

tipo campo promedio, es
uno y dos parfimetros de
ra obtener predicciones
cerca del punto.critico

teoria mis general debe

claro que una teorfa no clésica, con
orden, mis general es afn necesaria pa-
auténticas de la tensifbn superficial
terminal. Un aspecto importante que una

mejorar es que debe usar una energfa 1i

bre - (posiblemente basada en 1la forma paramé€trica de Schofield,

como sulirif e intentd Mulhollandza) que es mds naturalmente ex

tendida a la regifn de dos fases. Uno debe esperar tambié&n que

una energia libre mis general no contenga singularidades artifi

ciales como la nuestra.



CAPITULO V

Tensibn Superficial Cerca del Punto TricrTtico.

5.1 Introduccibn. ‘

La teorfa de Griffiths® proporciona un punto de vista ielg

tivamente simple de los fenfmenos cerca del punto tricritico.

Como se discutif en el Capftulo II, la idea bfAsica de la teoria

es que, cerca del punto tricritico, uno puede desarrollar la e-

nergia libre en una serie de potencias de un parfimetro de orden
¥y, esto es,

Fi= @, %+ Qv a, Yea, H4 4 (5.1)

donde 1las ay son combinaciones lineales de l1os campos ffsicos.

Como se discu;iﬁ tambi&n en los Capftulos II y III, si wu » wa
Y W* son los valores que el parfimetro de orden toma en cada
una de las tres fases en coexistencia o, B Yy ¥ la ecuacién
(5.1) puede tambi€&n escribirse como

FOr = (o) (34T (et - 4 0%

= -V — 4 ‘\'; Yo 5.2)
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de manera que

q’u*’*p""*x =0 ,

(5.3)
Q,= -2 Y +f \\'x , (5.4a)
AQy= 2[_“"'{“;* "\'f"\';*‘\" ‘\"-\ . ’ (5.4b)
¥
Q. = + @ Gy, . (5.5¢)
Q. = 4 ay . . (5.5b)
Vo s Vg

De las ecuaciones (5.2) y (5.3 a-b) uno tambi&n encuentra que
Yy v,

son las rafces reales que l1la ecuacibn,

tiene siempre que a, < 0 ¥y
as

lagl < 4(-84/6)3/2. Cada valor de
marca un trifingulo del ndmero infinito que generan una sec-




~136-

cifn de la regifn de tres fases para a, = constante (vea la fi
gura 2.5). El1 valor particular a; = 0 correspondé al trifingulo
is8sceles que representa un sistema ffsico en el cual la fase
intermedia (8) esté relacionada sim&tricamente a las otras dos
fases (¢ ¥y B8). Nos vamos a referir a este trifngulo como el
trifngulo medio. Es ffHcil encontrar que las soluciones de (5.6)

para a, = 0 son

""d =~ [- Gy (5.7a)

‘*‘P = 0 (5.7)

*‘r = J _g" (5.7¢)

Griffiths y sus colaboradores3? tambi&n definen 1la susceptibili
dad, x, para cada una de las rafces L wB v wy. ésto es,
l1a susceptibilidad en cada una de las fases o, B ¥Y vy en e-

qulibrio, como

o &E
L [ LA e T @9

las cuales, usando (5.1-3) y (5.4a-b) se encuentra que son
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A = [{L:_) = (k) (-t Y = 2(3%+¢ a,), 5.92)
Tty

l" [ d*‘] = (*P""i?k‘i’p-*‘)l =z(3+; -vta.,)‘, (5.9b)
*-*P

x [ o\*‘) (‘"‘"4\ (% "\'p\ 2(3%+ th) (5.9c)

Por otro lado, en el Capftulo I discutimos la teorfa de wvan
der Waals, Cahn-Hilliard de tensifn superficial de acuerdo a 1la
cual, cerca del punto crfitico, la densidad de energfa libre inter

fasial estA dada por

Yiny == Vivw) + 5w (-%“—;)1, (5.10)

donde -V(¥(z)) es la densidad de energia libre termodinfimica, m
alguna constante positiva, y =z una distancia perpendicular al
plano de la interfase. Mis especificamente, encontramos que las
tensiones superficiales de las interfases aff ¥y By estS&n da-

das por

‘p
Sap =_[ JmzmViny dt (5.11a)
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(5.11b)

A
G—F“‘ =f Jzmva At
e

Lang, Lim y Widom' han usado la teorfa de van der Waals,

Cahn~-Hilliard con una energfa libre de Griffiths, para obtener
predicciones te8ricas para %8 Yy ca_ra temperaturas no leja-
nas de la del punteo tricritico. En su anfllisis utilizaron una
energis libre de la forma dada por 1la ecusacibn (5.2),

SVAY = (T L) (Y

Y encontraron que 0,5 Y O

gy ©sStin relacionadas por las ecug
ciones paramétricas

G:"P Go !\«-S\‘(S—S),

(5.12)
(22+8)

]
Qpe = Go _u-_%%%)&_ , (5.1%)

donde

§ = _.'Z_\\'%E_\i\%:_‘_\'_* . (5.14)
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Q. = ft J?Mﬂ Cl:

(5.15)

con ay uno de los campos del modelo de Griffiths, el cual de

acuerdo a Griffiths® puede asociarse con l1la temperatura Como

ay =a =T (5.1
€

donde T, es 1a temperatura tricritica. El1l parfmetro § varfa
de -1 en el punto critico terminal af, donde v, = WB’ hasta
By, donde ws - wY. Asi pués

a +1 con Oo Constante, representa abarcar

+1 en el punto critico terminal
variando & de -1
toda una seccibn isot€érmica de la Tegibn de tres fases. Las e-
cuaciones (5.12-13) implican que en una seccifn isotfrmica de
la regibn de tres fases

Q;PLGPI=°‘ = G°

5.17)

G‘(\*‘ (G.‘P-_O\ = G.o

(5.17v)

€sto es, el valor 1imite de I en el punto critico terminal

BY, ¥ el valor 1imite de Ggy, €n el punto critico terminal «f
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son iguales a Oo. Otra implicacifn de (5.12-13) es que cuando

la composicifn del sistema corresponde al triflngulo medio discu

tido arriba, o Y o

ag gy toman el valor comfin dado por

. (5.18)

(S;P = (rp‘ =G,

Para probar esta predicciﬁn te6rica, Lang, Lim y Widom™
midieron la tensifn superficial de un sistema con tres fases 1%

quidas, a una temperautra no lejos de la tricritica. Sus resul-
tados Mmuestran que la variacifn de O, SO o5 & través de

una seccifn isotfrmica de la regifn de tres fases estf en acuer

do cuantitativeo con la predicha con la teoria.

Por otro lado, . la ecuacifbn (5.18) con (5.15-16) implica que

conforme el sistema se aproxima a su punto tricritico desde den
tro de 1la regifn de tres fases, las tensiones superficiales Tag
LY 087 deben anularse como

- T
Cup = Gps = € Gy ~ LT,-T) 5.1

donde

(5.20)
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Esto es, la teoria predice que el exponente critico que caractge

la anulacifn de 1la tensifn superficial a lo largo de una

trayectoria sobre la cual estfin presentes tres fases es u = 2.

Usando argumentos de escalamiento, Widom'' ha confirmado esta
prediccibn.

Queda, entonces, por demostrar que la teoria es capaz de

predecir los valores correctos de 9. Y Oy, cerca de T,- E1
hacerlo requiere conocer el valor del coeficiente

c en la ecua
cibn (5.19), el cual,

como podemos ver en las ecuaciones (5.20)
y (5.10) esti relacionado con el coeficiente m del té€rmino de

gradiente cuadrado en la teorfia de van der Waals, Cahn-Hilliard.
El prop86sito de este Capitulo es exhibir la relacifn entre

el parfmetro m Yy variables que pueden medirse experimentalmen
te. Tambi&n intentamos describir un experimento del cual puede

obtenerse el valor de m.
Antes de hacerlo nos gustaria presentar expresiones para

S:8 Y “ay que, aunque obtenidas de 1la teoria de van der Waals,
Cahn-Hilliard, como las que obtuvieron Lang, Lim y Widom, nos

pemitiran hacer otra prueba a 1la teorfa.

Utilizando las ecuaciones (5.9a) con (5.2) tenemos

Y
(xdf = JE;?I- \*“*:\(*r'*)(*%‘*q v >
Ya

la cual, usando (5.3) ¥y (5.4 a-b) puede escribirse como
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*» _
Q= TF[ (Fepacraiadde,
*‘
de manera que
R R S R VER RN
1la cual después de sustituir (5.6) quede
. .
G:(P = L?— &(3"" 00“\"‘ - (3’*’: +q~0+’)]
2 NI «
= E:\'[g (3‘\-‘+-§o.,\--,-(3?'-ta.,f] )
Utilizando ahora (5.9 a-c) podemos finalmente obtener
(5.2 G"‘P = J_E;_""_‘\ (i:: - 'X; \ .21

y mediante un cflculo anilogo

(s Q‘P‘ = (‘l" 'X_" (5.22)



~143= :

Las ecuaciones (5.21-22) significan que,
to de la teoria de van der Waals,
1libre de Griffiths,
aB y B8y

dentro del contex
Cahn-Hilliard con una energia
las tensiones asociadas con las interfases

son proporcionales a las diferencias de los inversos

de las susceptibilidades en las fases correspondientes.

Las ecuaciones (5.21-22) son equivalentes a las ecuaciones
(5.12-13) obtenidas por Lang, Lim y Widom. Sin embargo, en 1la
presente forma permitirin que se haga una prueba alternativa a

la teorfia cuando haya mediciones disponibles de Syg? Uﬂv' Xagr
XB Y XY'

Como veremos en la siguiente seccifbn, obtener el valor del
pafametro m tambifn requiere el conocimiento de las suscepti-
bilidades, de manera que tener

Iapg Y OTgy €1 1a forma dada
por (5.21-22) puede muy bien resultar Gtil,

Ahora presentaremos una teorfia que nos permitirf exhibir
la velacifn entre el parimetro ¢ en la ecuacibfn (5.20), y va-
riables que pueden medirse experimentalmente.

Esta teoria se de
be a Landau.

5.2 La Teoria de Landau.

Presentaremos la teoria en un lenguaje apropiado a un sis-
tema con tres fases en equilibrio, como el descrito en el Capi-
tulo II.

Siguiendo a Landau®® suponemos que en la vecindad del pun

to tricritico l1la energfa libre tiene 1a forma
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& -—flcfv' fﬁ\, ' (5.33)
donde
£y F(vw)+ A (V’{'m - V\h?)] , " (5.38)
con
F (+@) = 050 46) + Gt :.a,mﬁ“ + a,,mﬂn e ‘ (5.35)
1

(NS8tese que 1la A juega el papel que habfa sido asignado a Zm

en la teoria de van der Waals, Cahn-Hilliard).
E1l valor mas probable de ¢ serf el que minimiza l1la ener-

g;a 1libre. La condicifn de que (5.33) sea un minimo puede expre

sarse en términos de las ecuaciones de Euler-Lagrange,

Pl S . _of -
3 O v ER T o, (5.36)

de la cual se sigue que el valor m&s probable de w(r) estd da-

do por . ’ v
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- 0.5 =(20,0 +30,@ Y@ +4a Y +LH -2A v‘} Yoy .

(5.37)

En este punto, y siguiendo a Landau, hacemos 1la drdstica
suposicifn de despreciar fluctuaciones en Y(T). Una consecuen-
cia de esta Suposicibn es que el valor mfs probable de ¢ (T)

coincide con el valor medio. La energfa 1libre se obtiene resol-

viendo (5.37) vy sustituyendo 1la solucién en (5.33).

Lo vamos a
hacer para el caso

mfis simple en el cual 1las

ay en (5.37) son
independientes de T.

Puesto que en este caso

es también in
la ecuacibn (5.37) se reduce a

dependiente de T,

-a, = (20,430, ¥ +ua F L 0 ) W

(5.38)

Ahora pensamos de (5.35), de 1la cual se obtuvo (5.38), co-
mo el desarrollo de Griffiths alrededor del punto tricritico.
Las ay pueden ahora identificarse con los campos del modelo
de Griffiths. De 1la ecuacifén (5.1), la cual es ahora la misma
que (5.35), podemos ficilmente obtener que (5.38) es eq\n‘.\'ralen-
te a

A\\' = (5.39)
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Tenemos entonces, de las ecuaciones (5.2-6), qué 1a energia li-

bre dada por (5.33) es minimizada por las tres rafces reales

Y, = ‘\"‘ , : (5.40a)

*‘3'\"’ ,

(5.40b)
""1 = “'r , (5.40c)

aue 1a ecuacitn
\|-/‘+ to4¥t+30,=0 (5.41)

tiene siempre que a, < 0 ¥ |33[ < 4(-34/6)3/? Si seguimos a

Griffiths® Y suponemos que a, puede “identificarse con

a,.:aI-_-.rL,

(5.42)
a B

con 'lft la temperatura trictitica, tenemos que las ecuaciones
(5.40 a-c) nos dicen que para T < T=(a4<°) el sistema se sepa
Tra en tres fases en las cuales el parfimetro de orden toma 1lqs

valores y_ , Vg ¥ ¥y, Y que a T= T, (a, = 0), las tres fa
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ses se funden en una.

Ahora continuaremos el rtazonamiento de la teoria de Landau

y obtendremos la relacifn entre el comportamiento tricritico y

1as fluctuaciones, de l1la €formulaci®n de 1la energia libre de las

ecuaciones (5.34) y (5.37). Debe notarse que existe una seria
inconsistencia ffsica en este cflculo. La ecuacifn (5.37) fue’

resuelta, Y el comportamiento tricritico obtenido, despreciando
fluctuaciones y ahora vamos a encontrar la relaci8n entre ambos]
Sin embargo aunque la teorfa de Landau es esencialmente inconsis

tente cerca de cualquier punto critico, y en particular, cerca

del punto tricritico, &sta da una buena indicacidn del comporta

miento que debe esperarse cerca de T:‘

Consideremos entonces fluctuaciones en Y(¥), €sto es, con-

sideremos cBmo estf correlacionada la desviacifn de v (¥) de su
valor promedio, <Y(T)>, con las fluctuaciones correspondientes

en regiones vecinas. Para describir 6sto matemfticamente, ahora
Ay

definimos la funci®n de correlacibn g(T, T') como

y CANPR{LEIRYORDY RN -th)]) . (5.43)

Si permitimos que cambie -~a,(T) en (5.37) agregfndole un

6(-31(?')), puede demostrarse>®
bio induce un cambio en <Y(¥)}> dado por

incremento pequefio -que este cam-
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S(‘\'Lﬁ)) = khTY:[ ¥ 3(?,;') S(‘a.li\) R - (5.44)

donde k es la constante de Boltzmann.

-PDT otro lado, de 1a ecuacibtn (5.37) tenemos 4
. SaW) :[zn. +00, () & 128, (han) 4300 - 287 ] S(hup | (5.45)
Sustituyendo (5.44) en (5.45), tenemos
fﬁ-[ {20, +00. () + 120, g+l;‘)z+w(hi5 -zav‘} FILRR!
kT §E] Saw) =0,
Y puesto que 5(-a1(?)) es arbitrario, tenemos

{zam.a.(m\) +n0. {hed e 30CYa) -znv‘} i) =ur S\ . (5.46)

Es importante que ahora recordemos que <P(T)> en (5.46)
es el valor que minimiza a (5.33) y que, de las ecuaciones (5.40

a-c), se puede obtener que existen tres valores de esos, a saber
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Yo » wa Yy wy, los cuales son los valores que el parfmetro de
orden toma en cada una de las tres fases, &, B Y Y, qQue coexis-

34

ten -por debajo de T Por otro lado Griffiths y colaboradores

e
definieron l1la susceptibilidad x en cada una de las fases en

equilibrio o, 8 y vy mediante la ecuacifbn (5.8)

y [-—‘:-E- , (5.47)

' ¥ e o

donde i = a,B8,vy, ¥ F estf dada por (5.1). De (5.47) y (5.1)

podemos ver ficilmente que

-1 9
A, = 20.+6a,Y; vi2a, ‘{': +30% , (5.48)
donde_ i= a,B,r-

Tenemos entonces que usando la ecuacifn (5.48), la ecuacifn

>(5.46) puede escribirse como
(-2AV) g0 = KT S,

En otras palabras, para T <‘Tc, €sto es, cuando el sistema con

siste de tres fases a, 8 ¥ Y que coesxisten, tenemos que
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(X-2a9") §6.3) = T S(5-37) (5.502)
(G -287") §G3.%) =wT8GE-3) (5-500)
(5.50¢)

(4] -2A9Y)§ G.7) = kT SQ-1)

En tres dimensiones las ecuaciones {(5.50 a-c) tienen por

solucibn
ij‘ Y ’Q%P!-ﬁ“'l[ ] ) 5.51
‘3( Yy = ——.“ a 1R ' C b

donde 1la longitud de correlaciébn, E, estf dada por

(5.52a)

T
g‘ = 20 1-‘ ,

(5.52b)

2 .
E' = ‘ZA 1';,
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T
T =72 %, . . (s.52c)
.

Las ecuaciones (5.52 a-c) nos dicen que siempre que estemos
dentro de la regibn de tres fases, la susceptibilidad y la lon-
gitud de correlacifn asociadas con una fase dada estin rTelacio-

nadas por

§t= (ep) A, (5.53)

Esta ecuacifn relaciona al par!met_ro A con 1la longitud
de correlacién, E, ¥ la susceptibilidad, x, las cuales pueden
medirse experimentalmente. Si ahora recordamos las ecuaciones

(5.19) y (5.20)

Gap = G

pe = Qa.:

, (5.54)

C = L \‘2"\ . €5.55)

N

Y Treconocemos a A como Jz-m, vemos que la ecuaciQn (5.53). pro-
porciona la relacifn deseada entre el parfmetro ¢ ¥y variables

que pueden medirse experimentalmente. En la siguiente seccifn
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describimos un experimento que puede usarse para tal fin.

5.3 Ilustracifn Experimental.

La dispersiBn de luz ocurre siempre que hay fluctuaciones
locales en la constante diel&éctrica, la seccifin transversal di-

ferencial de dispersifn estf dada por37

-~ %c—g_- Il. ‘—‘: ’ - (5.56)
donde R_ves li.llamada Tazbn de Rayleigh. I =~ I(r, 6, ¢) es
la intensidad dispersada promedio por unidad de &ngulo s8lido
dl - localizado en el punto de obsérvaci&n con coordenadas esf&-
ricas 71, 6, ¢. Io ¥ Vv son la intensidad incidente y el volu-

men de dispersifn respectivamente.

Cerca del punto critico la raz6én de Rayleigh depende fuer-

temente del momento transferido con magnitud

Kshs = L‘;L Sgﬂie N (5.57)
-

donde n es el Ifndice de refraccibn del medio d?spersor. k =

2n/A y s = Zsen%e, con Ay 6 1la longitud de onda de l1la luz

en el medio y el #&ngulo de dispersifn, respectivamente.

De acuerdo a la teorfa de Ornstein-Zernike’i la raan de
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Rayleigh para un flufido puro cerca de su punto critico, donde

las fluctuaciones locales de la densidad alcanzan dimensiones

casi macrosc6picas, estd dada por

%) = (%e/iow*) Seng (%er&gl Kr_ | (5.58)
I+ x'g*

R(k,

donde ko‘“ 2w/A2 con Ae la longitud de la onda incidente en
el vac!o. ¢ es el Qngulo entre la direccifin de polarizacifn
de l1la 1luz incidente y la direccifn de observacifn. [- 38 €, kB.
T y [ son la densidad, la constante dieléctrica, la constan

te de Boltzmann, la temperatura absoluta y la compresibilidad
isot&rmica. X y £ son el momento transferido y la longitud
de correlacibn.
La raz6n de Rayleigh correspondiente a un flufdo binario.
cerca de su punto de solucifn critica, donde dominan las fluc-
tuaciones locales de concentracifn, en vez de densidad, tiene,
37,38 4,
[

de acuerdo a las teorfias de Ornstein-Zernike y de Debye

) -
R(R.§) = Ane/ient) Sen s (gl!.'_!';r_é)n’_, (5.59)

' +.Ktif

forma

donde ¢ es la concentracién y u el potencial quimico. Con

¢ = 905 uno encuentra de las ecuaciones (S.Sﬁj. (5.58) y (5.59)

que 1la amplitud de 1la intensidad se reduce a



ey : (5-60m

para un flufdo puro, y

2
I = o X ("P—!e h,’ ,
* t+ gt (5.60b)

para una mezcla binaria donde

\ X | &

A, = —}a—. g 7,') %, , (5.61a)
. 13

A, = 225 ?c_).,._, ., (5.61b)

son tratados como parfimetros constantes.

En las ecuaciones (5.60 a-b) podemos ver que la intensidad
dispersada estf escrita en una forma general tal que es una fun
cifn de 1la susceptibilidad del sistema y su longitud de correla
cibn.

Vamos a suponer la misma forma para la intensidad dispersa
da para el sistema multicomponente discutido en Ta seccifn 5.2

cerca de su punto tricrftico, €sto es,
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I(x8)=® %; , (5.62)
. :

donde
y - t:_.] (5.63)

es la susceptibilidad correspondiente, y

B= u.t' ) h‘ ) ‘ (5.64)

donde ( ) es la derivada de 1la constante diel&ctrica con

T,
respecto al parfmetro de orden.

La ecuacifn (5.62) indicg que E Yy X, ¥ por lo tanto, de

bido a la ecuacibn (5.33), el parfimetro A, pueden en principio

obtenerse de mediciones de 1la intensidad y dissimetrfa angular

de luz dispersada.

De acuerdo a la ecuacifn (5.62), una gr4fica del inverso

de la intensidad dispersada 1-' versus x? debe dar, para tem

perafura constante, una l%inea recta como la mostrada en la figu
Ta 5.1. Podemos ver en 1la figura 5.1, o equivalentemente en 1la

ecuacibn (5.62), que la linea recta que se obtiene es una cuya
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',y {

2

Figura 5.1. Grifica de la que podrfa obtenerse el valor
numérico del parfmetro m = 2A (ver texto) si se tuvieran
valores absclutos de la susceptibilidad x y la longitud
de correlacisn.
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interseccifn al origen, 1377 EI“(:-O, £), ¥y pendiente, s, son

tales que

1= X (5.65)
BT ]
gt = I. s (5.66)

Las cuales nos dan los valores deseados de E ¥y x. Debe notar
se, sin émhnrgo, que aunque la ecuaci8n (5.66) debe proporcionar
el valor de la longitud de correlacifn en términos de datﬁs ob-
teni&os en el experimento aqui descrito, para poder obtener el
valor correspondiente de x de 1la ecuacibn (5.65) es necesario
tener, debido a la ecuacifn (5.64),un conocimiento independien-
te de la derivada de 1la constante diel&ctrica con respecto al

parfmetro de orden.

S5i estos datos estuvieron disponibles, uno podrfia usar 1la

ecuacisén (5.53),

€ = (2R) %,

para evaluar el parfimetro A = % m que se requiere (ver la ecua
ciBdn (5.20)) para probar la habilidad de la teorfa de van der

: N .
wWaals, Cahn-Hilliard para predecir los valores correctos de la

tensifn superficial cerca del punto tricritico.
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Kim et a1?*® han reportado Tecientemente mediciones de 1la
dependencia angular de l1la intensidad de 1luz dispersada por tres
fases coexistentes cerca del punto tricrftico, en la mezcla eta
nol-agua-benceno-sulfato de amonio. Aunque ellos rTeportan valo-
res absolutos de la longitud de correlacibn, £, desafortunada-
mente, ellos no reportan los valores absolutos de la suscepti-
bilidad x que se Trequieren para probar la teoria.

Ser4i interesante tener datos experimentales de los valores
absolutos de ambos, X Yy £, pPara estimar el valor numérico del

parfimetro m. .



RESUMEN Y COMENTARIOS FINALES

Hemos utilizado la teorfa de van der Waals, Cahn-Hillijiard

de tensifn superficial para estudiar el comportamiento de 1la

tensidn superficial cerca de un punto critico terminal, donde

dos fase, digamos a y B, se funden en una mientras permanes=

cen en equilibrio con una tercera fase. En nuestra notacién,

Sag Y gy SOR las tensiones asociadas con las interfases ag

Yy By Tespectivamente. La tensifn asociada con la interfase en

tre la fase a y la fase 8y que resulta de la fusiBn de 1las

fases 8 y v, es llamada Tgmpy*

En el Capftulo III usamos la teorfa de van der Waals, Cahn=
Hilliard con una energfa libre del modelo de Griffiihs. para e~
valuar la tensiBn superficial a lo largo de dos trayectorias e~
sencialmente diferentes a trav8&s del punto crfitico terminal: una
de composicifn fija que va de 1a regifn de tres fases a la de

dos fases con temperatura variable, la otra de temperatura fija

pero composicifn variable. La Gltima trayectoria yace enteramen

te. en la regibn de dos fases., En este Capitulo encontramos que

conforme el punto critico terminal By es aproximado a 1o lar-

go de la primera trayectoria, UBY debe anularse proporcional-

mente a una potencia ('l‘c - T)Y, donde T es la temperatura del

punto critico terminal y "u = 3/2, Tambi&n encontramos que 1la

tensi®én no critica (°ae para T < T, ¥ Og-gy Para T>T)

varia suavegmnente a trav€s del punto critico terminal, e incluye
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un término singular representado por ITc - Tl:’/2 en ambos 1l1a
dos de T.- Sefialamos que la teoria es capaz de acomodar el com
portamiento de la tensibn superficial observado experimentalmen
te en sistemas con equilibrio liquido-liquido-liquido, donde 1la
tensifn no critica aumenta conforme uno va de 1la regifn de tres
fases a l1la de dos fases a travé€s del punto critico terminal; y
el comportamiento de la tensifn observado experimentalmente en
equilibrio liquido~1fquido~vapor donde ocurre 1lo opuesto. A 1lo
largo de la segunda trayectoria (la isoterma) encontramos que
la tensifn superficial varfa suavemente a través del punto crf-
tico terminal, y que tiene una pendiente que se anula y un pun-

to de inflexi6n en el punto critico terminal. Tambi&n se usé una

energfa libre con -dos parfmetros de orden para evaluar Sug Y
quﬁse observ6 que ambas parecen yacer encima de su tangente

comin en el punto critico terminal. La posible relevancia de es
te Tesultado para helio 4 liquido cerca del punto lambda se dis

cute abajo.

En el Capitulo IV evaluamos 9.8* %y Y Yg-gy 2 lo lar
go de una trayectoria de composicifn fija. En ese Capftulo, sin
embargo, 1la energia libre clfisica de Griffiths fue rTeemplazada

pPoer una no clfsica. Los resultados para o

%ap* By Y cu-BY
son cualitativamente similares a los del Capfitulo III pero esta

vez obtuvimos u = 4/3, lo cual es mis cercano al valor experi-

mental observado, u v 1.3, E1 término singular presente en %8
Y 9,.apy S5€ encontrf representado por una potencia IT, - T|4/3

Esta singularidad estfi de acuerdo con predicciones tefricas an-
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teriores para la tensifn superficial del helio liquido cerca

de su punto lambda, y con resultados experimentales obtenidos
del mismo sistema. Sin embargo, en tanto que la teoria predice
que las rvamas de baja y alta temperatura yaceﬂ en lados opues-
tos de su tangente com@n en Tx. los resultados experimentales
indican que ambas yacen del mismo lado. NOosotros creemos que es

to es una indicacifn de que el punto lambda no es apropiadamen-
te descrito en términos de una teorfa de un parfmetro de orden,

Y que una teoria no clfisica con dos parfmetros de orden debe

proporcionar el comportamiento adecuado. Como se mencion8 arri-

ba, cuando se utiliz$ eneréia 1libre no clfsica, Jag Y a-gy
parecian estar en el mismo lado de su tangente com@Gn.

Finalmente, en el Capftulo V discutimos resultados previos

donde 1a teorfa de van der Waals, Cahn-Hilliard con una energia

1ibre de Griffiths se utiliz6 para predecir que, a lo largo de
una trayectoria sobre la que tres f;ses estdn presentes, la ten
sifén superficial se anula proporcionalmente a una potencia

IT, -‘le, donde T, es 1la temp?ratura tricritica. También dis

cutimos un experimento que debe permitir evaluar el valor numé-

rico del coeficiente de proporcionalidad. Tener ese valor nos
permitirfa determinar la habilidad de 1la teoria para predecir
los valores correctos de la tensifn superficial cerca de la tem
peratura tricritica. También ptesenfamos una relacién entre la
tensifén de la interfase entre dos fases y las susceptibilidades
de esas fases. Esta relacifn permitird someter a la tooril.l

otra prueba cuando se disponga de los datos experimentales re-
queridos.
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