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INTROOUCCION 

Entre los dominios de la fTsfca mo.lecular y la_det 

estado s61 Ido existe un campo lntermedfo que es el de.~equeftos 

agregados de materia o partfculas de polvo que ha adquirido una 

creciente lmpor~ancfa en los últimos aftas. 

Los experimentos han mostrado que. e~tos sistemas tienen 

propiedades diferentes a las del material macrosc6plco. lo cual 

permite una Infinidad de aplicaciones. Por ejemplo. el estudio 

de estos sistemas es de gran Importancia en el tratamiento de 

la cln~tlca de los cambios de fase; adem~s de que en casi todas 

las técnicas que se utilizan para producir polv~s. éstos apa-

recen como el resultado de un cambio de fase. Por lo tanto, 

ex t ste Interdependencia en la cual las propiedades ffsfcas 

de los polvos son Importantes par~ hacer predicciones teóricas 

sobre la cln&tlca de un cambio de fase e. lnvers••ent•~ un en

tendimiento de la cinética de los cambios de fase es Importan

te para la producción de polvos< 1 >. Esta sltuacl6n tiene a su 

vez diversas aplicaciones. Por ejemplo, la nucleac16n y crecl-

miento de partfculas ~etállcas sobre sustratos es muy Importan

te para fabricar pelfculas fotográficas y microcircuitos elec

trónicos. Muchos cambios de fase atmosf6rtcos. tales como la 

condensación del agua. la formacf6n de aerosoles s61 Idos. la 

del granizo, etc •• requieren de pequeftos n~c1eos para Iniciar 

el proceso. En la referencia (1) aparece una lista de las apll-

caclones derivadas de la relación que existe entre los cambios 

de fase y las 



partrculas pequeftas. Otra de la;. car•cterísticas import.antes de 

a19unos polvos s~ sus propiedades cat:alftfcas. las cuale~ se usan 
. . . 

Por· ejemptO para producir combustibles de alto octanaje. etc. (ver 

referencla 1 y 2). 

Aparte de la Importancia que tiene el estudio de Tas 

partfculas de polvo por toda esta serie de aplicaciones, est:• el 

aspecto t96rtco que es el que a nosostros mlis.nós interesa. 

El hecho de que los sistemas pequeftos presenten 

cOMportmnlento an&a.lo plantea una serle de probl~~ q~ la ffslca 

te6rica debe responder. Algunas de las causas de este comport ... lento 

-son totalmente desconocidas, pero otras supuest.,..nte sí se conocen, 

como son por ejemplo: el .car~eter decididamente discreto del espectro 

d • . energfas(3.4); superficie (1.2.s) el valor grande de la relacl6n .. Y~.1.,..n. 

y el hecho de que la poslcl6n de equilibrio de cada uno de los atamos 

que forman grano de polvo •.sen general distinta.et. la que se 

observ• en el material macrosc6plco, observ•ndose ocasiones 

slmetrras pentagonales u otras que son Imposibles dhll8nalones 

grandes<6 • 7 >. Sin embargo. la forma que estas características 

determinan el comportamiento an&nalo muchas veces desconocido. 

En la actualidad existe una buena cantrdad de artículos 

en lo;. que se Intenta describir te6rlcamente el comportamiento de los 

polvos bajo distintas circunstancias; sin embargo. los resultados 

son muy satisfactorios. ( Ver por ejemplo las referencias 8-15 en 

donde trata el fenómeno de absorción de luz, o las referencias 

16-26 donde tratan fen6menos magnétrcos). Esta sltuacf6n nos 



hace ver que en algunos aspectos tenemos una Imagen equivocada de 1a 

naturaleza, y por lo tanto es necesario modificar o rehacer gran parte 

de la ffslca del estado s611do para sistemas pequenos. 

En partrcular, el fen6meno que Intentamos describir en este 

trabajo es el de absorcl6n de energía electromagnética por un conjunto 

de partículas de polvo distribuidas al azar. En realidad nos vamos a 

restringir al caso de partículas met•llcas porque, como veremos en el 

capítulo 1, solo nos Interesara estudiar la absorc16n debida a la 

polarlzac16n de los polvos, la cual solo 

Adem's se verá que entre todo espectro de radf acf6n electromagn4ltlca, 

la reg16n má5 Importante en nuestro caso es la del Infrarrojo, debido 

a que la energía de esta radlacf6n es del mismo orden que el espacia-

miento promedfo entre los niveles de energía de los granos de polvo. 

En e1 capftulo 1 se presenta ~1 pro~l~ma·;-

se hace ver la Importancia que tiene el encontrar une expres16n 

apropiada para el momento dlpolar e16ctrlco de los granos de polvo 

metálico. 

En el capftulo 11 se discuten verles expresiones alternativas 

para el momento dlpolar el,ctrlco estático y despu6s de analizar las 

diversas posibilidades, se concluye que el modelo propuesto por 

A.A. Lushnfkov y A.4. Slmonov(Sl) es el m.ls apropiado para nuestros 

propósitos. 

En el capftulo 111 se generaliza el modelo de Lushnfkov 

y Sfmonov para derivar una expresión para el momento dipolar din~mfco, 

es decir se calcula el dipolo eléctrico que resulta de Introducir 

grano de polvo en un campo electromagnético de frecuencias 
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CAPITULO 

PRESENTACION OEL PROBLEMA. 
- . ... .• 

EspecTffcamente lo que se Intenta describir teóricamente es 

la absorc16n de radiación electromagn•tlca por un sfstern. como et mos-

trado en la siguiente figura: 

Figura 1-1. 

El p~fs~a rectangular representa un s611do que absorbe un 

mtnfmo de radlacl6n en comparael6n con la que absorben los granos de 

polvo. de tal manera que la eontrlbucf6n del su3trato puede despreciar

se. Los puntos de la figura representan granos de polvo y a cada uno 

de ellos le asociaremos una longitud 11x 11 de tal forma que t TI <i->3 
sea Igual al volumen efectivo de ese grano. Por brevedad diremos que 

x es el diámetro del grano y que a•. es su radio aunque no tenga 

forma esférica. Denotaremos por 'j ¡xf la dlstrfbucl6n respecto al ta

ma~o de las partfcutas de polvo. def inlda en la sígulente forma 

S'Cx) dx- número de parttculas con 

(.1-1) 

diámetros entre x y x+dx que hay en et vol.V 

V 

Supondremos que la función ~ (x) es una constante en todos 

los puntos del s61ido y que. por lo tanto. las partTculas se encuentran 



dfstrfbuldas uniformemente en todo el s61Jdo. En la figura anterior 

S representa el vector de Poyntlng correspondlent• a una onda plana 

de frecueñcfaW que incfdé parale1~nte al eje z La sJtuac16n 

mostrada en la figura anterior es una Idealización de la configura-

cl6n real que se tiene en el laboratorio cuando 

pode experimentos <12 • 13 >. 
han hecho este ~•-

La descrlpc16n que se haga, debe explicar cuando menos los 

cuatro siguientes resulta.dos experlment•1es(9.10,12.13): 

1.-) La polarlzabllld•d est&tlca oc. 0 de un grano, definida a través 

de 

( 1 .2) 

donde P es el m~nto dípolar del grano 

y E es el campo e14ictrico externo uniforme y est:&tlco, 'es del or

den o menor que &3 : 

(1 .3) 

2.-) Et c~f'fcfente de absorcl~..4- de un sistema como el mostrado 

en ta ffgura 1. definido a través de la relación 

-(r~-:r·)..::L 

I,.:1:,CZ (1 .4) 

siendo 11 - jS1\ la fntensfdad de la radiación en et punto z 1 , es 

proporcional al cuadrado de la frecuencfa de la radfac16n: 



e 1.s> 

3 .. -) El factor k de la ecuacf6n anterior es propor-clonal al, tamano 

promedio de las partfculns: 

e 1 .6> 

4.-) El factor k es del orden de 10-3cm cuando la frecuencia ....._,, 

y el coeficlente...-(2 se mi cien en cm- 1 

(1,7) 

Por ejemplo. para part.fcu1a5 de alumtrdo con df&metro pr~

medlo ·<.x> •48 A se tiene que(l3)_ 

(1 ,8) 

(1 ,8) 

Los valores de k para otros materiales se pueden ver · 

al final del capftulo t 1_1. Existen otras referencias en donde ''tam

bién se reportan experimentos de absorción de energfa electromagné

tica pero en los cuales la frecuencia de la radtacl6n no est& ·en-1a· 

regton del espectro que a nosotros nos Interesa estudiar (~er ·por 

ejemplo referencias 27.28 y 29). 

lo 



Para lograr uno de Jos principales objetivos de este tra

be]"' (hallar una expresión para el coeffcfente de absorcf6n.a.) • de-

hemos resolver los dos problemas siguientes: 

a.-) Oescrlblr ctirno absorbe radlaci6n cada grano Individualmente. 

b.-) Hallar una expresJ6n que relacione el coeficlente_.a con las 

propiedades de absorci6n de cada grano. 

El primer paso para resolver estos problemas es· el de pro

poner uno o varios mecanismos ,..dlante Jos cuales un grano de.polvo 

puesto tres de el Jos y cada uno da resultados bastante diferentes. 

Para el primero de ellos. propuesto por Gor'kov ,y Ellas':'.berg (8). 

existen a su vez var[os trablljos 

crfbe en formas dfstlntas. 

donde el mismo mecanismo se des-

Con el objeto de ubicar este trabajo. a continuación ha

remos un breve resumen de los Intentos que se han hecho en esta di-

reccl6n .. 

1 .. -) En 1965 P. Gor'kov y G .. M. Elfashgerg{S)• proponen que el me-

canfsmo de absorcf6n en partfculas metAllcas es a trav&s de los elec-

trones de valencia. Jos cuales se suponen libres .. Los resultados de 

este trabajo. publicados •ntes de que se realizaran los primeros ex

perlmentos(9•10>. est&n en desacuerdo con el primero de los resulta

dos experimentales. pues obtienen c:x.:::::::::1ooa.
3 

Este valor tan alto 

para la polarizabfllda~ fmptfca un valor negativo para la suscept~bf

lldad y nos ímpfde obtener ~n forma coher~nte c~cc:>r:danefa con los 

ll 



otros resultados del laboratorio. La raz6n por la cual esta toorra 

falla. se discutir& en el caprtulo tt. 

2.-) En 1972 S. Strissler. M. J. Rlce y P. Wxder(ll) suponen ~ue •1 

mecanismo de absorcl6n sigue sl•ndo • tr•v•s de los e.l•etrones de va

l•ncta. pero ahora tOMan en cu.nt•.1• lnteraccl6n entre ellos. Los 

resultados de este trabajo fueron usados posterlor.,.n~~ para calcu.~ar 

las cantidades reportadas en los experimentos obtenl•ndose acuerdo e~. 

lo.s dos prl~ros puntos(12 • 13 •30>. En cambio en 1os puntos (3) .Y ( .. ) 

5 e obtuvo diferencias notables entre los resultados ~e6r!cos y ~os.~x-, 

perl,,.ntales. en partlcular_.para el cas.o del aluminio se tiene q~. 

(l ,9) 

y 

(1, 10) 

que deben compararse con las ecuaciones (1.6) .y .(1,8). Por lo tanto. 

la conc1usf6n de. e5ta teorra es qus la· contrlbuc16n a1eetr6nlca ·a 1•-· 

absortlvldad es 2000 veces m.nos que la qua •• observa. los experl - ~, .,, 

mentas. Sin embargo en el capftulo 11 mostraremos que la fonna en.que, 

estos autores t~n en cuenta la tnteraccl6n electr6nle•_!lP •• v•llda 

y que por lo t8"t;O sus predicciones no son correctas. De hecho en e.1· 

capítulo 111 encontraremos que· ·la contrlbuc16n eleetr6nlca es casi ml 1 

veces m6s grande que la que encuent.ran ••tos autores. Y que su _valor. est& 

cercano al expertmental. Adem&s veremos que en nuestro tratamiento se 

obtiene que k es efectivamente p·roporcto.nal a,.·<,¿> .' 



3.-) En 1977 E. Stmanek (lS) propo;,e· que la absorcl6n es debida a l'a 

capa de 6xldo que rodea a cada partfcuta. Esta 't.eorfa predice ''casf 11 ' 

correctamente tos puntos 2, 3 y 4 (ver ap~ndfce 1), y para el primero 

no se aplica. Sin embargo, aunque esta teorfa est• mAs de acuerdo Ca-'' 

tos experimentos, ta sttuacf6n expertmental propuesta por Sfmanek no 

co~responde a la realidad. Este-autor supone que la muestra experimental 

es una co1ecci6n de cilindros muy largos de materlat·atslante amorfo eñ 

los cuales se encuentra Incrustada una latlz cablea de pequeftaS partrculas 

de metal. Es mtis, si se aplica la teorfa de S1mlnek a una sltuac16n"en 

la que las partfculas aparezcan separadas, de tal Yorma que et modelo de 

cilindro largo no sea aplicable, lo que se obtiene es que k decrece 

cuanoo (x) aumenta(tS). lo cual está en desacuerdo con el tercer punto 

experimental. 

En los reportes de los experimentos real Izados por Tanner, 

Slevers y Buhrman(lZ), vemos que se permltl6 que las partrculas se 

oxidaran pero no que se agruparan de modo que stmularan largos cilindros. 

Además, en un art:fculo que publ lcaron poste.rlormente algunos de estos. 

autores(3 1 ), descrlben·las t~cnlcas que usaron para la preparacl6n d• 

sus muestras y w.nclonan los Intentos que han hecho para.m.ntener a .las~ 

par~rcu1as aisladas, de tal forma que el modelo del clllndro no.es 

justlflc:ab1e. 

4.-) En 1978 A. j. G11ck y E.O. YorkeCt 4 > proponen GUe el mecanismo 

de· absorclén es a través de los fonones en el grano de polvo. En.este 

case los iones en la superficie oscilan debido a la acct6n del campo 

electromagnético, creándose ast fonones. Posteriormente éstos son 

amortiguados por la Interacción fonón-electr6n de tal forma que se. 



produce la absorcf6n de energfa. Esta teor1a predice 11casl 11 co

rrectamente los puntos 2 y 4 (ver apéndice 11) •. pero falla drás

ticamente en el punto 3 pues se obtiene KcC~ en contradlcc16n 

con··ta ecuacf6n (1 .. 6)~ 

En vista de 1o •nt:erfor. es cl•ro que el problema de 

absorcl6~ en part:1culas pequeftas no ha sido resuelto y.es posi

ble que el mecanismo de absorcf6n se• una comblnac16n_de varios 

fen6menos. Ademas vemos la· necesfd•d de que los experimento~ 

se hag•n con un control m~s prec.lso sobre los posibles •g•n&es 

que contribuyen al valor de.a. y si fuera poslble.dlseftar ex-

perfmentos en donde s61o uno de los factores que, supuestamente 

contribuye est~ presente. 

De acuerdo~con los result•dos de la•-teorfas que •ca-

bamos de mencionar. el mecanismo de absorcl6n debido ·a los elec

trones es despreciable en comparac16n a los otros (103·.veces 

menor). El objetivo· principal de este trabajo es mostrar que 

esto no es asf y que la contribución e1ect:r6nfca es c•sl •11 

veces mayÓr de lo que se habf a encontrado. 

obtenemos estan de acuerdo con los tres primeros puntos experi

mentales y muy eerca del cuarto punto. Actualmente no s•bemos 

si la discrepancia con el último punto se debe a que el coefl

cfente.,...a. tiene eontrlbuclones adlcfona·les a la .e1ectr6nica o 

sJ se debe a otras causas. Inclusive puede suceder que esta 

discrepancia el resul~ado de las aproximaciones que hemos 

hecho a lo largo del trabajo. Al final del eapftulo 11 l se encuentra 

1 lsta de todas las aproximaciones que hicimos en nuestr-o tratamiento. 

Sea cual sea el caso. nuestr-os resultados parecen ser una descripción 



mas eproplada para 'el eomport1tmlento de Jos electrones que· los tr•bajOS·· 

citados •nterlo.-..-nte. 

Siguiendo 

en la pagina JJ 

los dos problemas fundamentales mencionados 

vez que se han propuesto los -.:canlsnK>s medlente 

los cuales cada grano •bsorbe radlael6n •. el segundo paso es el descr.Jblr 

cuan~ft:at:lvarnent:e estos procesos. En .part:leular nosotros nos .restrln-+ 

gf·ramos •a la absorcf6n· debida a .los electrones.. En est:e .caso la 

absorcf6n' se-del» a que el·grano se polariza INljo la arcl6n del campo 

elect:rOfflagMtlco. pero el dipolo asr. c·raado no estjjl en fase con el 

c...,,o. Esta componente defasada del dipolo precls.,..nte la que 

produce la absorel6n de enerQfa. E~ lenguaje m.tem6tlco. esto 

slgnfffca·que debetnos encontrar una expres16n para.el.dipolo eléctrico 

Inducido y luego ·.tommir su parte im11ginarla. (ver apéndl.ce l l).. Este, 

m.canlsmo es significativo s61o en los granos met•11co~ puesto que sólo 

en los ,...t:ales 1os·electrones de valencia se pueden desplazar con 

relativa faci 1 ldad de un lado a otro del mat'erlal. En consecuencl.a 

nuestros resultados s61o ser.an apl fcables a part(culas matal Jcas ... 

El objetivo de· los eapft.ulos 11 y. 111 ser.a el .de ha~ lar. 

una·expres1&1 para el dlpolo el~ctrlco Inducido y para la energf• 

'absorbida cada grano. 

Como la absorcf6n de.un qrano se puede describir en 

términos de pol"'·ejemplo 'lél. susceptlbf 1 tdad X J la polarfzabl 1 f_dad e::>< 

·o la potencla absorbida <P) • entonces según sea el casq, deberemos 

hallar una expres16n qu.., relacione a ?C"o<. o <p> con el coef[~lente. 

de absol"'c16n de todo el sistema. En las referencias 12. 14 y. apEndf ~e 

A 111 se tratan cada uno de estos casos respectivamente. 



Posteriormente. en el capftulo lll. veremos que nuestra 

formulaci6n nos permite obtaner una expresl6n par• la polarlzabflidad 

OC. del grano •. y que la relac16n qua necesitamos es 

(1, 11) 

En esta exprest6n e es la velocidad de la luz en el vacro. es el 

fndlce de refracc16n del medio que rodea a los polvo•. ~ [Cf(_.r,..,)] 
es la parte Imaginarla de 1~ polarfzabfltdad a la fr~cuencla ¿,..., 

correspondiente a un grano de polvo con dl..,,.tro y 'J (><) es la 

f11ncl6n de dlstribuct6n deffntda en la ecuacl6n (l-1). 

Finalnante. •ntes de terminar este capftulo. veremos cual 

es la raz6n por la c11al s61o nos Interesa estudtár lá regt&i del 

Infrarrojo de la radlact6n electrom.gn•tlca. 

.. 

Como ya se dijo en la fnt:roduccl6n. una de 1ás cara'ci:e'~fs
tlcas ·mlis Importantes de las partfculas pequeftas es que tienen un espec

tro de ener-gfas dlseir-eto. Adem&s. debido a·-que e1.,fen~~o que vamO~ a 

descr-lbf r consiste en el comportamiento de los electrones de valencia de. 

una parttcula de polvo metálico cuando esta lnteir-actua con una onda elec

tir-omagnétlca. podemos suponer que, bajo este tipo de lnt~r-acclo~es, las 

únicas excitaciones que ocurren el grano son precisamente las excita-

clones del sistema formado sólo por los electrones de valencia. Estos 

sistemas son tales que el espaciamiento promedio entir-e sus niveles de 

energta está entre 10-S y 1 eV dep"endlendo del ma"terlal y tamafto del 

grano. 



En la t•bla 1-1 se muest:ran tos valores del PSpaclamlent:o 

··prOÍ-dlo entre niveles de energfa (deno .. do por b } para algunos 

materia lea y para algunos t..,,.ftoa de gr•no y en la t:abla 1-2' •p•rece el 

nGmero de electrones de valencia que t:iene eada grano. Con e 1 objet:o 

de comparaefones posterlores. en las tablas t:amb[én se t.. Incluido al 

carbono aunque ~ste no es un metal. En este caso se le est& considerando 

como un elemento con cuatro electrones de valencta. En realidad las 

tabta~ 1~1 s61o muestra los ordenes de magnitud Para al -spacl-.nrento 

S y los detalles de la manera en que se const:ruy6 esta tabla se 

presentan en el a~ndlc::e A IV. 

Entonces. debido a que Ó es distinto de. cero"t. Jo 

Interesante es Irradiar los polvos luz c••ya energfa seai del orden 

de este espaciamiento o menor, que es p~ecisamente el infrarrojo o el 

"~Infrarrojo lejano. Obviamente si la energta de rad[acl6n es muy grande 

no_ 11notarali 11 que el espectro es df_sereto y no ocurrlr& esencfalmente 

nada diferente a lo que. ocurre en el material macrosc6pfco. 

En la tabla 1-3. hemos reproducrdo la figura de_ la p_~gln_~ 

20 de la referencia 38. en donde ~· muestra una claslflcacl6n del 

espectro electromagnético de acuerdo con su energra. frecuencia. 

longitud de onda, etc. 

TLa fase :S dlstl_nta de cero" significa en realidad que el es
paciamiento 6 no es mucho más pequei'\o que cualquiera de las 

energTas Involucradas en el sfstema. Esto de paso restringe 

nuestro estudio al caso en el que la energía térmica KT sea muy 

pequcffa (T del orden del 1ºK). puesto que si KT es mucho mayor 
que :&' entonces el sistema puede excitarse térmicamente y·absor

ber energta distinta a la que nos Interesa estudiar. 



RESUHEN. - En este capftulo se present6 el problema de absor

d6n de radl.aclón en partfculas metlil reas y se vló que P•ra poder calcular 

el coeficiente de absorc16n del slstem• mostrado en la figura f-1. es ne-

cesarlo calcular antes el dipolo el4ictrJco Inducido en los gr•nos de polvo. 

cuando 4Sstos est.ln en p,-esencla de un c•mpo electrom•gn•tfco cuya frecuen-

cla corresponde al fnf,-arrojo. Este problema ser¡ tratado en lo• dos ca

pftulos siguientes. 



L=S Á 

L = lOA 

L ~ 50 A 

L-=lOOA 

TABLA DE VALORES DEL ESPACIAMIENTO PROMEDIO ENTRE NIVELES DE ENERGIA b PARA 
DISTINTOS MATERIALES y DISTINTOS TAMAi.os. 

.,,,.,..... ..... "'( 

t--A_L~U_M_1_N_10~~~-t-~c-o_B_R_E~~~~-+-~-P~L-O_M_o~~~~l'--_E~S-T_A_R_o~~~~~C~A-R~BO~NO~-~--~~---'- : 

i "·•~N<oA ,,. 

-?"~~~;l:J.'1.~u.;~ *"~~·-·/'fl.'tiS"'li;"' 
............ -....... 'r"" 

Jr~+ :,.7d~.v .. ~' 

C .. -~ 7c¡V 

.68 eV .BB eV .757 eV .738 eV .438 eV 

.085 " • 11 .094 " .092 .054 .. 

6.8~10-4 eV B.B3xl0-4 eV 7 .57xlo-4 eV 7 .3Bxl o-4 eV 4.36.io-"- ev: 

.as 1.l. .94 .92 .54 

.1 .1.3 11 .l.18 .ll.5 ,068 -- " 

.03 .04 " .035 .034 .02 

TABLA 1-1 
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CAPITULO 1 1 

HODELDS DE POLARIZACION 

~lgunos RK)delos o aproximaciones para describir el fen&neno cte· 

polarfzacf&l e14Setrlca para un conjunto de polvos met•t feos; 

COlllO se lndlc6. le absorc16n que'·nos Interesa descrfblr 

se debe al dafasamlento "91 dipolo Inducido respecto al c-"'Po de 

exeltacl6n. La relacl6n entre la energfa·absorbfda y el dipolo 

elActrlco se pueda escribir explfcltamente si utlllz.mos la n0t:a

c16n c01npleja para representar las magnitudes que varfan -con el 

tl•lftPO· En estas condiciones la diferencia de-faae entre P y E
0 

se 

pued•' tomar en cuent:• a travas· de una polarlzabl 1 ldad 'compleja C:X .. 

En este caso la polarfzabf 1 ldad y la seccl6n de -absol"'c16n ~ est6n 

relacionadas mediante la f6nnula (ver ec. 7 del apt&ndlce 111). 

Por lo tanto. lo pr(mero que haremos sar6 ealc::.ular el mOmento dt-

polar de los polvos. 

Obviamente el requerlmlento m(ntmo para las expresiones· 

te6rlcas que utilicemos. es que descr(ban correctwnentc el fen6meno 

de polarlzabflfdad en presencia de un campo elé~tr(co est,tico. El 

objeto de este capftulo es. pues, estudiar el caso en el que la 

frocuencfa de la radfaci6n Incidente es Igual a cero. 

Nuestro problema ahora es describir el mecants~o mediante 

el cual se forma el dipolo eléctrico.en cada grano. Es claro que no 



esperamos encontrar una solucl6n exacta. pues Incluso en granos 

dlmlnuto5 de unos c::uantos angstroms el name"ro de electrones eS 

muy grande. Par ejemplo. p•r• un gr•no de •lumlnlo con 5 A de 

radio. se tendrían 31. átomos y un total de 403 electrones. 93.de los 

cuales son de valencia. La soluc16n exacta de este problem. est~ 

lejos de nuestro alcance y al_ mismo tiempo serf• drem.slado particular. 

Por lo tanto no vamos en la necesld•d de proponer.un modelo. 

SI el campo externo es suflclentem.nte cN;bll y el grano 

es.de met•l. podemos suponer que s6lo los electrones.de valencl• 

van a reaccionar bajo la accl6n del c..mpo externo •. mtentras que 

. el resto de 1os.electronea. al Igual que los. Iones •. s.e mantienen, 

en sus_estados Qrlgfnales dentro del grano. La reacción de los 

electrones de valencia al campo externo· consistir• en despl•z•rse 

en la dlreccf&1 contraria al campo de tal forma que en lado del 

grano se crea un exceso de carga negatl_va y en el otro exceso de 

carga positiva. Esta nueva conflguraci6n de carga es el dipolo que 

nos Interesa describir. Nuestro sfstema consiste entonces en un 

conjunto de N electrones confinados en un recipiente con la forma 

~~1 grano y que se mueven sobre un fondo de carga p~~ltlva uniforme. 

La aproxlm.cl6n más ~Imple para des~riblr el comporta

.miento de estos N ele~trones consiste en despreciar por completo la 

fnteracc16n entre ellos. Pero en el ca~o de Interés esta apr~lma

c16n resulta muy mala. como veremos ahora. Posiblemente la forma 

más transparente de hacer ver por ~ue esta aproxlmac16n no es buena. 

calculando la can~idad de carga ~esplazada por la acción del campo 



externo y 1uego el campo produc[do a su vez por esta carga. En el ap•n

dlce V mostramos que al Ignorar la repuls[6n entre Tos electrones se 

permf t• una concentracr6n excesiva de •stos~en un extremo del polvo. de 

tal forma que el dipolo formmido es mucho ~yor que el valor 1"'xf~ per-

mitido por la electrodln6nrca ciaste•. Nuestro tratamrento·en·el apln-

dice V •• hace de acuerdo • la ... ~nrca cu"1tlc• pero sus result•do• 

se.puedan explicar en t•rminos clasfcos. Lo que se obtiene es que 

desplaz• mucho ra6s carga de la necesaria par• anular el cempo Eo den

tro del polvo. debido • que la c•rga desplaz•d• no-•• r9pe19 entre sr 

y por lo tanto no hay nfngGn despl•z.,,.[ento en sentido contr•rlo. Ade

m~s. el c....,o lnducrdo dentro del grano re~ulta ser~ct.cen•• deiveces 

m&s fntenso que el campo de perturbacf6n E
0 

Es claro que estas(-, 

"tu•cl6n no puede ocurrir en la real fd•d y .. •n consacuencla debemos bus

car otro modelo. 

El hecho de que se desplace -...srada c•rg• expl le• al por 

qu' Gor'kov y Ellashberg(B~-~obtuvleron una pol•rlzabllldad ""'Y grande.· 

Estos autores obt lenen una polar[z•bCl ldad del orden. de 100 al P•ra 

partfcul•s con x~ SO A. lo cual -astAi en completo clea•cue.rdo con loa -re

sult"•dos de los prl-ros experl-nt:os que se re•llz•ron 7 •ftoa des~uls 

de 1• pub1Jcac16n de su trabajo. Los result•dos de estos e.xperimentos<9 .to) 

est.&n resumidos en el primer punto de la pagina 9'. 
En realidad Gor•kov y Éllashberg no trab.J•n dfrectamente 

electrones libres. sino que tratan.de tomar cuenta la lnte~accf 6n tra-

bajando con cuaslpartfculas de masa m•. Pero a ftn·de cuentas lo únf-

co que logran es una modlficac[6n del orden de m • donde es la masa 
iñ• 

electr6ntca. Pero como m~m*. sus resultados son práctfcamente iguales 



a los del modelo de electrónes lfbres. 

Conclulmos entonces que es ~ecesarlo tomar en cuenta 

Ja repulsf6n entre los electrones de manera más precisa. Una 

fo~ma de hacerlo es usando la llamada aproximac16n de Hartree

Fock dependiente del TIEMPO a Ja que nos referimos med.iante' 

Jas iniciales AHFDT. A esta aproxlmacf6n se le conoce también 

con otros nombres dependiendo de la forma que se derivan 

1as ecuaciones (ver piig. 138 de la referencia 42). 

En el apéndice VI se Indican las hfp6tesfs que 1 le-

van a esta aproxlmac·16n y se dlscut• detalladamente en qu~ 

sentido esta aproxlmacl6n es mejor que la de Jos electrones 

1 i bres. 

La de~ucc16n que hemos hecho en ese apandlce es dls-

tfnta a la que hacen otros autores<42 •~ 3 ) debido a que nos 

Interesa mostrar explfcftamente la forma en que se ~oma en 

cuenta la Interacción electrónica. Adem&s nuestra derlva~lón 

es bastante m•s complJcada. debido a que hemos··trabaj~do en la 

representac 16n (r. W) eón el objeto de comparar d 1 rectamente 

nuestras expresiones con las de- las referencias 11. 12. 13 y 30. 

En la aproxfmact6n HFOT se encuentra que el momento 

dlpolar Inducido~ est& dado :por (Ap,ndlce· VI ec. A· Vl-1 • ••)~ 

(-1ó)H, =~v.,.,, s ci'Y• cp(v'.w1X(-;-,i•) 
..., ~ 

e 11-1) 

donde <i> ( 'i•, w) 

.p,· y'. ~ l 

es la transformada de Fourfer del potencial 

to ta 1 que es la suma de <i>v(::Y· ... -t.) y e1 potenc lal 

producido por el gas de electrones La fun-

T !~s~=p~7h~~~~~~a·c~~~ ~~ ~o~:r7~~~'¡{j~~áó:Je H~~! ~Te~~~~~~sill Jg~:!ª{ .... 1n~ ~ ·~ 
ver apénd Ice VI. 



.. 
-ción )(Cr.r•) está dada por (ec. AVl-1 11 en donde homos absor-

,bfdo el factor :z. en los sfmbolos ~ 

sistemas es fsotrÓpfco) 

y se ha supuesto que el 

e 11 -2 > 

A esta func16n se le llama fu~cf6n respuesta densldad-den.~ldad 

y es relativamente fácil de calcular. pero en cambio el cálculo 

del potencial <l>Ci-.t) es en general comp1 lcado. 

Algunos autores han Introducido una slmpl lflcacl6n 

adicional a la aproxlmac16n HFDT que consfste en suponer que 

cJ> (r,t) produce un campo uniforme y por to tanto 

A esta aproxlmacf6n la llamaremos aproximación Hartre-Fock ~

~dependiente del tiempo (AHF.!:,.DT). 

Bajo estas condiciones se encuentra que (ve--r·ec:.AVl-3 1 ) 

::P=K(x,w)E e 1 1-J> 

donde E es la T.de F'ourter del campo total uniforme E'(x.t) (su

ma dc-1 campo externo E
0 

y del campo producrdo- Para el pr0Pfo 

dipolo) y K(x. c.aJ.) es una funcf6n que depende del df&metro x de 

la partfcula y dtla frecuencia del campo c...>. La expresf6n para 

K(x. w) es 

y cuando w- O se encucnt:ra que es Jgual a (ver ec.AVl-4). 



'?,,, - 77-. ~ ...... Y-
t - - E"-

e 1 1-4> 

donde e es Ja carga del electr6n. én es la energfa del estado 

n del modelo de e•r-t:rcul• fndependlent:e. ??n es. el número de 
. . -

ocup.,.clón de ese est:ado y rmn son ros elementos de matriz del 

_oper:ador de posfc16n r correspondiente a un solo e]~c,t:r:-~_"!· 

.. 

Si comparamos la e.xpresf6n 11-3 con la rel~.c.f6n bien 

conocida de Ta electrodfn,¡_míea clásfca 

donde 15'" es el momento dfpolal" por unidad de volumen y "X es 

Ja susceptfbflfdad, vemos que en la aproxJmac16n HFJ:.DT 

Y. por 

:Y:.. .... v ........ - l<{x-.o) 

V 

tanto A'HFJ:.DT es una constante en el fnter-lor del 

e 11-s > 

grano .. 

Por otro lado, en la aproxlmacf6n de electrón libre 

que denotaremos por A .. E.L. se encuentra que (ver tambfén ap~n-

d Ice V 1): 
::p:: K(x1 w)e:0 J 

y comparando con la ecuac16n que define. a la pola~_Jzabflfdad 

=Fr..: o1. Eo 

vemos. que en Ja aproximae16n E.L. 

e 11-6 > 

Las ecuacfones 11-5 y J J-6 impl lean que Ja magnlt:ud 

k(x.c:...>) es igual a la polariz.&:1bil Jdad <XE.L. o bien a Ja sus-



cept lbi 1.fdad,-·· .. XKF.!:..DT •. dependfendo de. la aprax'rmaclón que se 

est& haciendo.· Vemos tambl&n que en esencia la aproxfm•clón 

HFb_DT consiste en identlflcar la susceptfbll[dad con lapo

larizabllrdad .de los electrones ·libres. o sea 

)(riF!._D'i 
(11-7) 

En el apéndice VI mostramos que en esta •proxfm~-

Ción cada electr6n se mueve un campo promedio producido. 

por el resto de los electrones y esto equivale a introducir 

un campo de depolarfzación que limita el desplazamiento 

excesivo de electrones como ocurrra en la aproxf~ac16n del 

electr6n llbre. De esta manera se evita que el momento di-

polar sea demasiado grande. De hecho se puede. demostrar que 

la po1arizabi1idad que corresponde a un slstema con una 

susceptfbl 1 idad dada por '"X'::, J< <vu...:.> • est.~ ef'ectfvamente 

por debajo del valor a 3 lo ~ue est4 de acuerdo, aho~a si, 

con prlmer resultado experimental de la p.Sglna <J1". 

A pesar del éxito de esta aproximación respecto a 

la primera parte de los resultados experimentales, ello no es una 

T La-demostracfón de. esta aflnnacfón se·puede·ver·en l• ref'erencla 30. 
aunque desde un punto de vista m~s general, puesto que se trab•Ja 
dentro. de.1 _contexto de la aproximaci6n HFDT- y por lo tanto no se 
supone que X sea una constante en. et Interior de1 grano.· Una do
mostraelcSn m§s cual rtatfva se puede ver en et apéndice v1·1, en donde 
se ve en un caso partfcular que para··eualquler valor posft[vo de X. 
lao( slempre resulta ser menor o igual que a3 (en la reFerenera 8 .se 
muestra que k.()(,O)/V siempre es positiva y del orden de .!f::!... C?"'....,'Pva.• 

•ti 11. 3 TT"V 



2. 

raz6n suftclenteT para suponer a prforí que el campo-·de ~epola

rfzacf6n ·que se está Introduciendo fmplfcltamente al tomar 

es justo el que se requiere para tomar en cuen-

ta correctamente la fnteracc16n ef ectr~nfca. Una forma de In-

vestfgar la validez de esta suposicf6n es aplicar la teorfa para 

explicar los otros tres puntos experimentales. Esto es precisa-

ment:e Jo que se ha hecho en las ref'er-encfas 11. 12. 13 y 30-tT. 

donde se muestra que la teorfa falta drásticamente en sus pre-

dicciones para los puntos 3 y 4 de la p.&glna 10. 

Se podrfa argumentar. sin embargo. que las propieda

des de absorcl6n reportadas en los experimentos se d~ben a otros 

fen6menos distintos de la polarfzabfl fdad e1ectr6nfca. como· por 

ejemplo la oxídacfón o Ja excítac16n de Jos Iones de la super

ficie. y pensar entonces que la absorc16n de luz debida a los 

electrones sr está correctamente descrita por Ja aproximación 

HFJ:.DT pero que su contrfbucl6n es opacada por la de Jos otros 

procesos. srn embargo. aunque resultara cierto que la contrfbu-

cr6n principal no se debe a Ja po1arlzac16n de la densidad de 

carga electrónica. pueden hacerse dos observaciones acerca de la 

aproxfmacf6n HF~DT que nos hacen pensar que no describe apropia

damente el comportamiento de los electrdnesT~T. 

.,..,. 

.,..,..,. 

Al Identificar X con k(x.u¡)/V se obtendrá siempre un valor aceptable 
para ex fndependfentemente del valor de X e (0 1 co) (vér apéndice VI 1). 

En real fdad la X de estos autor-es no es exactamente K <~/e.o.>> sino 
una lfgeramente modfflcada por- el facto m/m*; pero esto, desde el pun
to de vlsta práctico. no tiene Importancia puesto que m~m* • 

~~:: ~~n~~J~ª(,~~)ªs~~::c!~"t~:b!J~ºd~o~~~~!~~!r:u:t~~~V'f':'~o)"c~!n~~én-
escrlben X - K(<,""-'J/V , que es la esencia de la aproximac16n 
HF!:_DT 



La ~~lm~ra de ellas se refiere a que desde el pu~~o 

de vista de la electrodinámica_ clásica el tomar X= V. es una 

aproxlmacl6n sumamente mala en conductores. 

VII se muestra que una de las lmpllc~ctones de ~a aproxtmacf6n 

HFJ:..DT es poner el campo tata1 E en las expresiones en donde 

debe Ir i~ (o equivalentemente poner el potencial total ~ 

vez de <Po ( Ver referencia 42. pág. 139)J de ·modo que se consi

dera que la perturbaci6n Introducida al sistema es el campo E 
en vez de E

0
T Pero en ese apAndfce mostr•mos _que la hlp6~ 

tesis~• ~o puede resultar tota~me~te err6nea. pr_lnclpalme~te 

en conductores. ya que en este caso E es rlgurosa•ente nulo 

mientras que E
0 

puede s~r muy diferente de cero. Tambl&n se 

muest.ra que s61o cuando o<.<< a 3 la aproxlmacl6n E• i"
0

(o X•~) 

es •decuada. pero esto no ocurre en los conductores pues en 

éstos D( ~ a3 y la susceptibilidad no esta definida (en la ecua-

cl6n AVll-5 muestra que X tiende a Infinito). 

Un comentarlo Important.e a este respect:o es el si

guiente: al suponer que los elect:rones ress:>onden a E,~n vez 

de a E
0 

se est.á considerando al sistema bajo la accl6n de un 

campo mucho menor que el real (pues en los conductores E • O)• 

y esto puede traer como consecuencia que el c~lculo del d
0

lpolo 

Obviamente en el sistema ffslco los electrones sienten y responden al 
campo total (y est.o no es ninguna aproxlmac16n). pero este hecho está 
tomando en cuenta en la formulaci6n matemática eXacta. Por lo tanto 
en las expresiones en donde aparece E no debe ponerse E argumentando 
que es a este Gltlmo al QU,!t los elect~ones re~onden {por ejemplo en 
la expresi6n exac"Ca p •o<. E no debe usarse E ver apé.ndlces_VI. VII y 
VIII). Es claro también qug en algunos casos ser& permisible hacer la 
aproxtmaci6n E - E que es precisamente en lo que consiste la aproxf
maclón HFLOT? pero0 debe tomarse sólo como una aproximación y no como 
una correCci6n a una teorÍQ erronea como proponen algunos autores (re
ferencia 11). 



i~~~cfdo dE luga.r a ·un r~sultado mucho más pequeno que el que 

corresponde·~ la realidad, de modo que la absorci6n calculada 

es menor que la observada. Dicho en otras palabras, esta aprE_ 

'xi~a~i6n limita excesivamente el desplazamiento de car~a. 

La segunda raz6n que tenemos para dudar de la validez 

de la aProxfmac16n HF.!:_DT es que, al haber Utilizado una aProxJ-

macf6n que toma en cuenta la lnteracci6n e1ectr6nlc~ 

·más .. adecuada, llegamos a predicciones muy distintas. 

forma 

Es te es 

en nuestra Óptni6n uno de los resultados m&s Importantes de 

e5te trabajo, ya que esta conclusl6n es Independiente de qúe el 

factor principal que contribuyen al valor del coeficiente de 

absorct6n, sea o no la polarizabJlldad e1ectr6nlca. Podemos 

~enclonar sin e~bargo que nuestros resultados estSn en éompleto 

acuerdo con los- re~ultado~ experlmental~s 1, 2 y 3 y est•n muy 

cerca de coincidir con los del cuarto punto. 

Debido a estas consideraciones· vemos que neC:esa-

rlO utfllzar otro m6todo más conveniente de atacar el proble

ma de polartzacf6n en loS-polVos. 

Una posibilidad serta trabajar con la aproxlmacl~n 

HFOT pero sin hacer la suposlci6n"4>CF';t) - - E.-;:' qu"e 11ev6 

a la aproximaci6n loe.al HF.b.DT. 

Como se menciona en el ap~ndice VI {pág.131), para 

~pltc~·r la aproxfmaci6n liFOT se requiere resolver la ecuaci6n 

1·1:...1. Pero para esto es necesario conocer el" potencial~ total 

q:>Cr';t), que en general es ·un p·roblema compl tcado. 

Obviamente si lvgra determinar correctamente 

tj)cr• ,t) entonces AHFDT será más exacta que AHF,!:DT y es post-



ble que pred[cclones se acerquen más a los experimentos. 

Sin embargo deb[do a la dlflcultad para determln•r 

~ {i="•.t) hemos eleg,ldo ot:ro m6t:odo. Lo ll•111•re111os ••todo de 

L~SHNlKOV y SIM~NOV{Sl.S 2 • 53 1y n~s referiremos• 61 madl•nt:e 

las tnlcfales MLS. 

En el método de Lushnikov y Stmonov se llega a que 

el momento dfpolar •~t•ttco estS dado por la expres-16n 

( 11 • 8) 

donde Res un operador que satlsfaca una ecuacl~n ~· Dy~on d~ 

la forma 

(11 • 9) 

que. escrita en la representac16n de las coordenadas. -~~-lee 

La forma en que se llega a estas ecuaciones_ y el slgnlfl_cado 

preciso de las cantidades que en ellas aparecen se dlscut~r~ 

en el capftulo 111. puesto que las_ ecuaciones_ anteriores, se 

pueden obtener como casos particulares de otras mas generales 

que deducf remos en' ese capítulo y que eorresp .. ~nden al ca~_o 

de frecuencia del campo disttnt~ de cero. Por to pronto s6to 

' veremos la forma en que Lushnikov y Simonov calculan la 

po1artzabi1 fdad estStica a partir de ellas. 

, . 



Sin embargo antes de hacer esto conviene discutir 

brevemente la diferencia entre la aproxlmac16n HFDT Y el m4-

tod0 ·-L-S. 

En el 'apéndice VI se demuestra qUe el momento dfpo-

lar se puede expresar a1 ternatfvam~nte como (ec~. AVl-1 y AVl-1 111
) 

(-) ,.,.,. $d'T• <P,.(>·,.,»_:;t;- )"'<LS'<«>,j'C .... •~.~:·:,t 

L s: ., s ~- ~",~' x ,: .. , 
En el m&todo LS se trabaj~ esencfalmente con la ex

pres-16n de arriba en donde se aprovecha el ·he.cho de que 4'° 0 c~•.l&.>) 

es de 1 a forma ~ 0 - - E0 • i="• y por lo tan to se puede sacar a·1 

campo. i
0 

fuera de 1a Integral. s[n· embargo el ·f~ctor restante 

dep~nde de las coordenadas de todas las partfculas que forman 

al sistema y debe usarse teorfa de muchos cuerpos pera calcu-

lar lo. 

Por otro lado• la aproxfmaci6n HFDT trabaja con la 

expresf6n de abajo en donde ahora la func16n xcr.r•> d•pend~ 

únicamente' de las· coordenadas de ·una sol a partfcula y por·· lo 

tanto' pUede determinarse' con ~elatlva facilidad. En c8mblo 

el cálculo de <Pcr.t) puede· resUltar muy complicado.· 

Continuemos ahora con el c51culo de la polarlzabfl-1-

dad est&·ttca de ac~erdo con mEtodo LS. 

sr r~c:ordamos la deflnic:t6n de Ja polarlzabl 1 ldad, 

con e 1 uye de 1 a ecua e f6n 1 1-S· ·que 



( 1 t.11) 

Est:a ecuaci6n tiene la misma forma que la eeuac16n 11.lt que 

es 1• que se us6 en la aproJCimacfiSn EL para la polarlzabflfdadC::X.L 

y en la aproxlmacl6n HFhDT para la susceptlbll fdad v}'Hf".!:PT• A

dem~s. las cantidades que aparecen en ambas ecuaciones tienen 

el mismo significado excepto por i.>...;..• que sustituye a rnm • 

En el cap1tulo 111 .varemos que R ... .,.., hace las veces de una 

coordenada efectiva y que el m6todo LS consiste .en trabajar 

con un campo efectivo que toma en cuenta el efecto del campo 

E
0 

Junto con la lnteracc16n e1ectr6nlca. lo cual flOalmente 

traduce en la modlflcact6n de la coordenada r. 
Para calcular la polarfzabilldad o<.. primero se debe 

calcular la coordenada 

sustituirla 11. 11. 

R a pal"'tlr de la ecuael6n 11.10 y luego 

Lushnlkov y Slmonov(Sl.)resolvlerdn la;· 

ecuacl6n 11 .10 en forma aproximada y obtuvieron que el opera-

dor R la representacf6n de las coordenadas _est• dado ~or 

....J. ffi:"' i:- t 
C~r)"' 

11.12) 

don.de 

y 



Llevando esta ecuact6n a 1a11. 11 y despu4s'· de varias aproXlmactones se 

obtiene que (ver ap,ndlce IX) 

(1 l ,1J). 

Como ""(" es proporcional al cu•drado del radio a../ esta'ecuacl6n 

Indica que los valores de o(
0 

van desde un valor mfnhno 0(0 - O cuando 

a - o. hasta un valor ...-xlmo o{0 - a 3 cuando él ·--.a:> • 

Lushnlkov y Slmonov han graflcado la expres16n 

como func16n de Y. , obteniendo una curva creciente y 1 lml tada sU.Perior-

m.nte por el valor ""* = 1 / que corresponde al valor "l'= a,... 

ESta graftca se reproduce en la figura 11,1. 

Estos resultados est6n de acuerdo con el pr.fmer punto 

experimental y eran de esperarse a Partir de argumentos cualitativos·._ .. 

En efecto, como he~s mencionado, la electrodln6mlca c16st.ca predice un 

valor m6xlmo para conduc;t~res de o<,.= a 3 
lo cual-corresponde al caso 

en el que las cargas fnternas dlstrfbüYCn de tal .. forma que ·el campo 

externo E
0 

es apantallado completamente dentro del conductor y por lo 

tanto E cr> - O. Stn embargo cuando el sistema es muy pequeno las cargas 

Internas no alcanzan a apantallar al campo externo y por lo tanto i (FlJ'o. 

de modo que ol:o toma un valor menor que el máximo .. 

RESUMEN.- En este capítulo presentamos varios métodos para 

descrtbir el fen6meno de polarización estática y encontramos que el más 

apropiado el MLS. Una vez que se ha comprobado que este método 



••tfsface el requerlmfanto mfnlmo par• c•mpos estatlcos, et siguiente 

paso es ealcul•r ta pol•rlz•bllfdad dln"'91c• y• partir de ell• el 

coeficiente de absore16n. E•tos c&leulos se haran en el c•pftulo 

siguiente. 

.. 



;·.' 

il-

'." .. ;, 

l. -..1 '"" .. C.•·- .. "' ... "•-'•. 

Fl6Ult.A i:z:-1 

[,;;.e.,~u..... o~ ~ - V'5>- Y' 

T• -••"' O e' 

,-



CAPITULO 111 

GENERALIZACION OEL HETODO DE LUSHNIKDVY SIHONDV PARA EL 

CASO· W ~ o"y CALCULO DE LA ABSORCION: 

En este capítulo calcularemos la polarfzaci6n de los 

gr•nos de polvo en presencia de c•mpos variables con el tfempo 

utflizando una generalfzacl6n del MLS. Posteriormente calcularemos 

et coeficiente de absorc16n para varios materiales de polvo metálfco. 

La forma en que LS(St)calculan la polarlzabllldad est4iitica 

fue derivada a partl r de los trabajos de A.B. Hlgdal C5lt,55.S6,S7.SB) • 

Jos cuales fueron aplicados por este autor at estudio de los nOcteos 

at6mlcos. Estos trabajos fueron presentados posteriormente en tos 

llbros de A.B. Mlgdal 11Theory of ffnfte Fennl Systems and Aplicatlons 

to Atomlc Nuclel"(5g} y "Qual ltatlve Methods In Quantum Theory11 (
6 0) .. 

Lo que hicieron LS(Sl) fue tomar los resultados de 

HfgdalC54 > pero cambiando la Interacción.nuclear por Ja coulomblana 

y restringirse al caso de frecuencia igual a cero. Nosotros 

haremos ahora lo mismo que LS pero sin restringirnos al caso M:> - o. 

A continuación se desarrollará esta nueva aproxlmacJ6n. 

Esta teorfa está basada en los métodos de la teoría de campo •plic•dos 

a la mecánica estadTstlca y al problema de muchos cuerpos. El punto de 

partida es suponer que las e.xcftacfones del sistema se pueden describir 

por cuasipartículas cuya dfnámlca está determinada por una matriz 

densldad S1 Cuando aplicamos un campo electromagnético sobre el 

sistema,.. el elemento de matriz ('""'"1""' )del operador 9 se puede escribir 



.. 
comoT 

donde el c•mbio en la._matrfz densidad 

potencf•l- de p.;r~urbacrcSr:a .. Y•c:.:w- .. _'t) 

tema orfgfnalmente descrfto por 9~ 
que se h~ apl '·~-~do al ·sls

Entor\ces 

donde 

' ( 1 1 1 • 1 )" 

-y donde r son las coordenadas de la cuas_lpartfcula y e~ su 

carga .. Por lo tanto 

Pero si ortginalmente el dipolo del ststema es nulo. entonces 

y tenemos 

{! r 1. 1 'l 

t'Hás adelante veremo.s que el operador no es diagonal. 



.. 

En el apéndice X se demuestra que el operador óS> es Igual a 

(111,2) 

donde 

V~ <:q V" + T~ (-)V (111 ,2') . 

El significado preciso de cada una de las cantidades que aparecen arriba 

Indica en el apéndice mencionado., pero aquí baste de.clr que Ges el 

operador asociado a la funct6n de Green. Tw..1 es la amplitud de dlsper-

s16n entre dos partfculas debida a la interacci6n coulombiana. A es el 

producto de la parte polar de dos funciones de Green y V es el potencf•l 

efectivo que siente la cuaslpartrcula debido a la polartzact6n del 

sistema: En otras palabras, al haber una redlstrlbue16n de las cargas. 

el campo dentro del sistema ya no es v 0 sino v. Para detennlnar V 

debemos resolver la ecuac16n 111.,2 1 • 

En el •P4indlce XI demostramos que cuando el potenclal. de 

perturbac16n v 0 varra arm6nlcamente con el tiempo. es decir. cuando.tos 

elementos de matriz asociados al operador V 0 son de la forma 

entonces el elemento de matriz Cm.n) de la ecuacl6n lll,2 es: 

, _.,._ * 
~Y?""-"'-'.__,Y?~-~- V- - e 
E--e--...:> 



.. 
con 

v __ (t.1 =v.:_ 
y 

º• en la representacl6n E 

77- - Tln v. ' 
E--€-_.., --

SI .. dem6s el potencial <-:r \ Vo' l .Y·>~ Vu'(~\ 5(>-.Y•) es tal 

que prodi..ce un campo uniforme E
0 

entonces v~cV'-,-= - Y. eº 
y el potencial efectivo <" I v·¡ ~·> ~ V'('i) .S(i'-Y') tainblén 

se rS de 1 a forma 

V c:Y> -eq 
(11 _I ,3) 

donde ahora ii son las coordenadas· efectrvas que' deben determinarse de 

la ·Ocuact6n que resulta de sustituir 1 fl ,3 en 1 r1-.z 1 
• o sea 

(111,lt)_ 

Bajo estas condiciones el cambio en la matriz densidad ser~ 

(111,5)_ 



SI sustituimos l• eeuac16n 111,5 en l• ~xpres16n 111,1 1 P~•r:• el.~n.to .. 

di polar tenemos (la carga efectlv• e., que •parece en la exp.re~l6n l I t•.~, 

par•P es por deflnc16n l• que •p•reee en 111,3): 

~- - 7?M . 1<>-~ TM- • E"~ 
li-- t!. - ...., 

Para el c•so de la lnter•cc16n de CoulaMb l• earg• CZ"4 se puede t._c:.m.r 

lgu•l a la del etectr6n {p•g. 187, ref. 59}. 

L• ecuaci6n anterior nos d• un• expresión para el tensor ..... - ...... - . 
de polarfzabllldad o( definido a tr•v•s de .-P= ()(. E~ sea: 

donde 1<- .... ~-- es una diada. Sln ~mbargo, si ~1 sistema es lsotr6-

pfeo, Pes paralelo a E 0 y la polarlz•bilfdad es sf~p~~mente una matrlz 

ese•lar cuyo el.mento distinto de cero es 

ll l i ,6) 

Las coorden•das efectrvas R deben determlnarse a partlr 

de la eeuaef6n 111,4 que, esertta en ta· representácf6nr esT 

TEn realidad es una representact6n hfhr¡da, ver apf!ndice XII. 



Estas son las ecuaciones que deseábarnoa obtener. Las ~cua

cJoneS-· 11~1Ó y 1·1.11 que us8ron L-S son "un caso particular de ellas. Estas 

e..w.presi~nes seri&n ahora las ecuaciones de partida 'que nos servlr&"n para 

calcular tas magnltudes reportadas en los experimentos. 

Como puede verse. la estructura de est•s ecuaciones tal 

que dffTcilmente podemos esperar resolverlas exactamente. Esto par-

tlculannente cierto en ta ecuac16n 11 J ,7, en donde ta Jnc6gníta R. aparece 

en ambos lados. Debemos contentarnos pues con resolverlas aproximadamente 

y aceptar que tos datos e..>tperfmentales podr§n predecirse s61o hasta una 
. . . . 

cfert8 aproxímacJdn. No hemos po~Jdo determinar el error en nuestros 

resultados, pero al final del capítulo haremos una lista de todas tas 

aproxím•cíones que se han hecho. 

La primera aproxfmacf 6n que vamos a hacer ser& transformar 

la ecuacf6n ltl,6 en una mis simple. 

Haciendo uso de la identidad 

....L + 
A 

l'.3 
.1'1 (A - 13) 

podemos separar en ta ecuacl6n 111,6 la parte que no depende explfcfta

mente de la frecuencia W • Procediendo tenemos: 

Denotando por °"º la primera suma y multipllcando por 

cada t&rmrno de la segunda suma. tenemos 

~- - E .... +(.--t.-6)1' 
e- - ir_ .... <..., ..... .6)1' 



Ahora tomarenw>s un promedio de los dos Gltlmos t6rmlnos sobre un con-

Junto estadfstlco de espectros. Para esto multlpltcwnos por la 

probabilidad de que un nivel estili entre C1 -, e,+ dl31 

y el otro entre G.2 ~ E~• d t! ... e fntegr-.os sobre 

Adem6s si en cada nivel hay dos Partículas 

debemos sunmr sobre los espines. 

Denotemos por -O(l~1-C-al) l• denstdad de probabilidad 

correspandlente a un éspaclamtento prc:;w11edlo entre,nlveles Igual a 1. 

Entonces la prota.btlldad antes mencionada est¡ dada por 

donde .;r' es et espac.l.,.lento de niveles. prc:im9dlo correspondi.,t• al 

tamafto del grano. El valor de y-• puede obtenerse si se 1 leva el -

valor de N dado en la ecuact6n AIV-2 a ta ecuaci6n AIV-1. As( ,, 

obtenemos 

v- 'Po= 
,(ll L.7'} 

donde se supone que en cada nfvet·hay dos pairttculas~ 



Por- lo tanto 

i..-

D(10, -E.l)de,d E] 

Per-o como lo~ oper-ador-es r y R no dependen del esprn. Y~:.'"·~. 

y por lo tanto 
{n,-'l'h)"Q, 1 ·"<~• D(IE,-E.l)di:,dt:, 

(E,- -e:.)•-(...,., ;b )'ñ' 

sr pedimos que ú.J sea mucho menor- que la frecuenel'a pr-omedlo ~ 
con la que les par-trculas van de una· pared a otr-• del grano de polvo. 

enton.:.es para ~odos los eSt:•do$ que satisfagan E,-é .. ~ 1' w -<·~ lft!-· 
podremos apr-oxlmar los valores de los elementos de matr-fz 'Q,':11 '3 =i""1 , 

por- una expres16n que s61o dependa de la diferencia e. - t::. ;:t' v-• 
y, por lo tanto, se tendrá que para estos estados el producto R,"Z • Y::a' 

casi una constante que denotaremos por ( R,~ , "'.f.,. 1)" 
Pero vemos además que son precisamente estos est•dos (E,·€.~ '1tc.>) 

los que más contribuyen el valor de la Jntegral, en consecuencia pqdemos 

sacar ta constante {R,'1. ~ Y.1 )... y escribir 



El valor de (.ñ -T ) ,...,,_. ,. o 

Sea ahora 

y hac rendo 

'. 

tenemos ... -n, - Yl~ ...,_, d'l?1 
E. - E, --..... ci&E, 

O<= 0(0 - -d;-<ZL h w .,;»-(J?.,. Y'., )o[=!: S.., e OúEd.,¡e }'°"'' de, 
fi & -·(v.;..·..'b)ª1', q~. 

-~ 

~.: .. i-E-=:'"-_""'C-';..:~...;.~"'),-~-;=-,-)i--. -~ :;:: dE] 
Como el rntegrando en ta p·rlmera rntegrat es una funcf6n Impar. 

ese t&rmfno desaparece. con to cual 

e::a (1:?,1. Y:-a,)ov.¡_ 1\,wl. 
3 

,,,;-- ~- DC•~• l d 'é 
L..- -E~ .. =_-"(.-...,'-~..;;•'"'·h=-)-.-,,-, •... 

Esta expresf6n es muy semejante a la que obtuvieron los auto-

res de la referencia 8. La diferencia principal.es que ahora 

aparece 'ªcoordenada efeetrva R en tusar de r Cta. coordenada· 

efectiva R aparece tanto .o<o como en e 1 segundo tér-m l no). 



P•r• seguir •delante necesftamos proponer alguna forma para 

la funel6n 'D(I E: 1) S 1 5uponemos que no hay n 1 nguna corre 1aci6n 

entre.la poslcl6n de un cierto nivel y sus vecinos entonces 

y veremos que esto d• precfs.mente la 

dependencl• w' del coeficiente de absorc16n que muestr•n los experf-

mentas. SI por otra parte proponemos par-a -U(fE.t) las expresiones 

que result•n de la teorra de m•trlc:es estoc•stfcas entonces el coeficiente 

de absorcl6n ya no dependera de W excepto cuando i)t,ü >> en· 

cuyo c•so se 1 lega.• expresiones equivalentes al caso "-o (IE.I) = 

Haelendo VCIE:I) = ( en la Integral de la ecuacl.6n 

~nterlor se obtiene 

y por lo tanto 

(111,6• l 

Esta expresf6n es la vers16n simplificada de la ecuaci6n 111.6 que 

dese,bamos obtener. En principio el paso sfgutente ser-ra ha11ar'R 

de la·ecuac16n 111.7 y sustituir en lff.,6 1 sin embArgo. Como ya· 

mencionamos.· la ecuac16n 11 f .7 es mucho m's dif'fcft de· tratar que la 
que ac•~s de trabaja~ y por lo tanto tambfén es conveniente hallar 

una versI6n simplificada. Si observamos la ecuac16n 111.6 1 notamos que 

. r 
... A 



1 as cosas se nos f'ac J 1 1 tan un poco puesto que 

es un pronwdfo de1 producto 

que el valor de (R,'!1.- .. Y:a1)u 

realld•d lo que neceslt9"10s 

Entonces V•mos •,,suponer .. 

vamos a tomar como valor únJco de R e~ c~rraspondl~nte • 4> • O .. 

Para detarmln•r est.• R Meamos W - O en 1• ecu•cl6n lll.7. 

Sfn embargo. la ecu•cl6n que result:• es· •Cin Jo suf'icfent--nt• c~llc•d• 

como par• que se pued• obtener una solucrón exacta; por lo t•nto. sera 

necesario tl.cer slmplfffcaelones adlclon•les. En el c•p~tulo ll rwenclon__,s 

que Lushnlkov y Slmonov(SJ) obtuvieron una solucl6n aproximada p•r• R 
correspondiente a este c•so (.v- O] y s.r.li la que nosotros usaremo~ en 

to que sigue. Estos autores encuentran que (ver apEndlce Xlll} 

donde 

Ahora lo que tenemos que hacer es sustttu[r la ecu•cl6n lll.8 

en los dos t&rmlnos de la ecuac16n 11·1.6 1
• ta cual se eser[ be expl rc{t....,nt.e 

como 

??- - r"? '1. 

E- - e .... 



Como la R. que aqur apareC.e ~Orres.ponde •1 caSo '-> - o. la· primera' suma 

represent• •• po1artzabf1fdad estStlca y hemos visto q~e LuShnlkOv y 

Slmonov mostrarOn que· su valor es slempre·m.Bnor o Igual a a 3 lo c~a1 

esta de acuerdo con ·el primero de los result•dos. experimentáles·. Esta 

primera suma no tiene nCngun• parte fmaginarta y por lo tanto rio.da 

ninguna contrfbuci6n a la absorel6n que es el fen6meno que nosotros 

deseamos desertblr. 

En vista ·de lo anterior s61o procederemos a sustituir la 

ecuacf6n 111.8 en la expres·16n (R.,• Y:,)'"" del segundo Uinntno ·de 1a 

9 cuael6n 11 l .6'. Sln embargo nuevamente ser& necesario hacer cl"ertcls 

aproximaciones. 

Al lgu•1 que GE(S) usa~amos el m&todo que desarro116 

E.A. Shapoval (61 • 621 - para calcular en general expresiones de la forma 

{.f "'"ª ~ ~..:.) En nuestro caso haremos -f .::r R "s "3-::: Y 
La apllcacl6n de este método a nuestro problema resulta 

muy l•borlosa pero el resultado final se puede escribir en forma compacta 

de la siguiente manera (ver apéndfee AX IV).· 

(R,~- ;.,) =fl I(">'l 

donde 



y donde I (7') 
var-los valores de ?f 

que defíne a I ('"1") 

lntegrat que se ha_ ~~!'luado n~mérf,camen~~-, para 

(ver tabla del apt!ndtce A XfV). La lntegré!l 

es la siguiente 

5. 

[4'3-.. + (1 S.,-~- B ')' )(1 -T) + IS(.3T'-2T?.1.'3..::I l 
31'D 

. {111.9) 

donde 

1 (' 
""'"(1-ofD"J -11*(1-t''i:') f e -e 

+do~ 

i ) . 
- h.-:1>' .,.. 

Sust[tuycndo en la ecuacf6n 11 r.6 1 obtenemos por ftn una expresl6n para 

la po1ar-fzabilldad que puede evaluarse directamente 

. (111, 10) 

Como era de esper:arse_. esta expr"es16n depende únicamente de la frecuencia. 

del dlámetr'o y del tipo de m~terrat (a trav~s de ·p~ ). Por lo 

tanto. dados W_... X ~ "?:: obtendremos un valor- numérico para la 

polarrzabíltdad y estos a su vez nos permitir§ calcular la cantidad 

de ener-gTa que absorbe ese grano (ec. AllJ.7). Además. si se conoce la 

función 5-' (X) de fin fda en la ec. 1-1 para un conjunto de gr-anos, 



podr.emos calcular el coeffcfent:e de absorct6n..,..c:l de ese sist:ema usando 

"111 ... 8.En efecto. combinando las ecuaciones AtM-8 y 111-10 obt:enemos ffnal

menté la expresf6n que nos permitirá caJC:ular· las magnitudes medidas 

experlment~lme~te 

e,<..<.>' ti 
e"' 

I (-r> ~<"'I d x. 

Sf tr•b•J•mos en el sistema CGS. suponemos que el índice de refracct6n 

del medio que rode• a los polvos es igual a-uno y medimos la frecuencia 

en cm-l (1~ cual denotaremos por '::;; J ";),. ~~ ), entonceS-

...., 
-a =-~-c. B3 .. ,. rd:' i:, ... s X~ I('f') S'(x>d X 

C.111,11) 

donde: 

u 

la const:ant:e 2.6834 x 1018 tiene unidades de cm-2 

- df""9tro en cm 

\5 - frecuencia en cm-I 

5\"X"kb< esta definida la ecuaci6n 1-1 y-~""iff en cm-3 

Ió') 

-<l
o -

estS definida en la ecuacf6n 111,9 y es adhnenslonal 

coe~lclente de absorc16n medido en cm-l 

20.0S02_x 106 
kF x 2 

y no tlene unidades, aunque la 

cons¡ante 20.0502 X 106 tiene unidades de cm-I. 

Debido a la forma en que está~ dados los datos experimentale~. 

conviene expresar la ecuación 111.11 de tal manera que las cantidades 

se den en cm-l pero el diáme~ro x se exprese en n.~nó-

metros (1 nm • 10-7 cm). Entonces 



.. 
·''.-:_-\ 

-3 
-::2 • '- 0 3 i' X /O 

))~ ~·.x 'I ( ..... ) !?<.xJdX 

. ' ·º . <111.12)-t-

( 111,13) 

Todo to que 'falta es conoc•r 1• f'unC:'r&i 9C"'> · asoc ... d.- a 

cada muestra del laboratorio, pero f'l*eC.UeMtementB en Ja descrfPcr&..,d~-, 

tos experimentos, fa f'uncí6n §>('1<) no se ··rndlc~ exptrcrt-..nte y lo 

Gnlco que se da es el df~tro promedio X (por ejemplo e'n t~das las 

muestras de la re'ferenela 12 y eri una de las muestras de Ja referencia 

13). 

En los. cas.os en Jos que la f'uncl6n 9~> si se Indica, tlenlll!! 

la 'forma (13,, apéndice XV): 

J'(x > ~ 

~o~dc Xes el diámetro promedio de Jos polvos en nm, ~es la desvlacl6n 

estándar 
y "' 

una constante que se determina en el apéndice AXV. 

~Ahora las unidades de las magnitudes que aparecen en estas 

ecuac lenes son: 

kF en l/cm 

5>Cx) dx en 1 /nm3 

2 .. 6834 en em/nm3 
20.0502 en cm/nm2 



Sin embargo en otros trabajos publ tcados posteriormente (3l • 6 3•64). 

Jos mismos autores de las referenctas 12 y 13. mencionan que en general la 

funcl6n 9 (x) correspondiente,~ las muestras producidas con su técnica 

está dada siempre por la eeuac16n 111.14, 

Por lo tanto en todos los casos supondremos que 9'(~) tiene esa forma, 

aunque vamos a Indicar c~d~. caso si_ 1.~s valore.~ de ~ Y_. ~e~ ~!"":' ~atos 

experimentales o si se ha!' elegido arbf~rarlamente •. con _la_,~nlca. 

restrfcc16n de que el valor de ~ quede dentro del Intervalo indicado 

en la expresf6n anterior. En el apéndice F\XV demuestra que 

donde 'ii es el volumen promedio de los granos de polvo y fes el 

factor de J]enamien_to definido en dicho apéndice. 

Combinando la· ecuac16n 111,12 con la AXV-5 y la AXV-5' 

obtenemos finalmente 

_,. 
/,O 7 x /O 

d0nde ?f está dado por la ecuaef6n AXV-4, o sea 

s=e 5 .(.e.·;;..::- x): "-d X-

o 

(111, 16) 



Sl todas las partfculas fueran del mismo tama"o tendrfamos 

(11 1 .15') 

donde 

(111,16') 

La evaluae16n de las integrales que aparecen en 1as·ecuaciones 

111,15 y ltl•J6 debe hacerse numéricamente. Adem6s, para conocer los 

valores de la funcf6n. l(T(x)) que se requieren en lll,JS, debe 

Integrarse también num6rl'camente la ecuacf6n- 111 ,9 .. 

Por otr-o lado las ecuaciones 111,15 1 y 111.,16 1 se pueden 

evaluar Inmediatamente con s61o hacer uso de la tabla AXIV-1 par-a los 

valores de Y()'(X)).. Sin embargo estas ecuaciones se refieren a una 

situacf6n experlmental que no corr-esponde a la realldad, pero puede 

servir como una gura aproximada ·del orden de magnitud. 

Los valores te6rfcos del coeficiente de absorc16n que 

predice la f6rmula 111, 15 se han vaciado en las tablas de. la l l l ,l a la 

111,6 para algunos materiales y para algunos tarnAftos de grano. En 

realidad en estas tabla~ se muestran los valores del factor O 

_, 
J.o7></0 

;¡;-_,t.....,,-
C.lll',17)_ 



que aparece en la f6nnula 111,15 y por lo tanto el coeficiente de absorcf6n 

ser'. Igual a: 

(111, 18) 

L.os valores que aparecen en las tablas 11.1,1 a la 111,4 corres-

panden a valores del volunmn promedio V calculados con la ecuacJ6n 111,16 

y los· de las tablas 111,5 y 111.6 a valores de ;:¡j calculados con 111 .16 1 • 

Como·se lndfc• en el aplndlce AXV, el volUMen promedio se define correcta

mente a tr•v&s de la ecuac16n 111,16, sin embargo, en ocasiones Granqvlst 

ha us•do 111,16' para relacionar V X (63). Est:o-hace que los 

result;ados te6rlcos varfen apreciablemente como puede verse al comparar 

las t;ablas 111,1 con Ja 111,5 y la 111.2 con la 111,6. 

La tabla 111,4 corresponde al caso del carbono al cual se Je 

ha considerado como un metal de valencia 4 con el objeto de hacer 

comparaciones. La energta de Ferml de este elemento se calculó con la 

f6nnula AIV-2. 

Algunos de estos datos se·han graflcado-sobre las curvas que 

representan los valores experimentales del coeflclent;e de absorct6n. Las 

curvas cxperlment•les se tomaron de las referencias 12,13-y 64. Al ple 

de cada gráfica se ha escrito la exprest6n te6rica que se deriva de la 

ecuacf6n 1~1,15 y la expresl6n que ajusta los valores experimentales. 

Las primeras 4 figuras corresponden a la ecuac16n 111,16 y las dos si

guientes a la 111.16 1 • 



.. 
".\: 

:;;.- 'En 1• figura t 11, 7 se h.n ~graf.f.~~~?'. tOs· ~~r~res: ~~~fí~~tales 

de la •xpres16n 

en funci6n del df"metro promédlo. y en la figura ·11 i ,a· los te6r·tCos-. 

(tomando o;j"" •1 .6}. 

•.'.; .. ~; 

.. J. 



ALUMINIO 

VALORES DEL FACTOR D DEFINIDO EN LA ECUACION 111-l.7 PARA EL 
CASO DEL ALUMINIO Y TOMANDO A 'ii DE LA ECUACION 111-1& • 
EL COEFICIÉNTE. DE 'ABSORCION EN cm-l. ES IGUAL A 

--e2 = /v-" )) " -t :V 

-q-=l. .4 "1"~1.s -.;¡-=1.& ~=]..7 "'l=J..B 

.'3S7 

• ...S.:> .eoe 

-7/ • B..53 /.03 /.28 

/, / 

/. t-2 /. 73 

..;>. ,3 J.N 3. B.,, ~-e 

..... e 

X y ..;;¡-en nanómetros y la frecuencia en cm-1. 

TABLA 111- l 



COBRE 

VALORES DEL FACTOR D DEFINIDO EN LA ECUACION 111:..17· PARA EL 
CASO 'DEL COBRE Y TOMANDO A 'ü DE LA·ECUACION 111-i6'. 
EL COEFICIÉNTE- DE ABSORCION EN - cm-1 ES IGUAL A ·· · . -

_-e:z = /Ó2 ~.,. -f :D 

~=1.4 V-~1.s ~1.6 "T°=l.B 

x-4.s • Y6'7 • 71 "Z .881' /, I 

• 7,- .3 , 853 

.7tilS • '?J 7 /, 33 

/, s-·z /. 7 .:>.oe 

/, 3¡ l',,.52 /", BZ ::).2 2 3 •. y., 

.3, => 7 3, BI ~-87. 9 • .se 

3·YB 

X y ~en nan6metros y la frecuencia en cm-:l. -

TABLA 111-·2 



ESTAlilO .. 
-·VALORES DEL FACTOR .D DEFINIDO EN LA ECUACION .111-17 PARA EL 

CASO .DEL ESTAlilO Y TOMANDO A ~·DE LA ECUACION ·111-1& • 
EL COEFICIENTE DE ABSORCION .EN cm-1 ES IGUAL A 

-e?=-
_.., -¡;; .. -f D. /O 

~=1.3 ~=1.4 ~~1.s 'i°=l .6 ~=1.7 ~=1.8 

x-4.8 
.35 . "'º" . .,~ • S•B .7y • "7::1 ¿ 

• -x~7 .Sl2 .S-9• .7/t:. • 873 /, OB 1 .. .3.>-

x~9 ,,,,-., ., 7?u • 92 / /, /'2 "'· 33 /. 7 3 

x=14 "·o:> /,/~ /. ..,3 /, 7'1' J .. /:,- .::> • .:...-

x=1s "· º" "· 28 / • .s 3 .l .. B? ,:,., .3 ; ~.8'7" 

x-~27 /. •7 ~-3 :;,. 7,; 3 . .3.: ...,,.., ,.,:,- .;-. ,,., 

x~37 .! ~-7'1' 3.2 3.B~ .oSo' .. ¿¿ ;-.. 7¿. '?; "., 

x~4o 
::2. 9":2 3. ., ( .¡..oe ..¡,, 9'7 t:: .. / .s· 7,.. ¿, 7 

X y <:í en nanómetros y la frecuencia en cm-1 .. 

TABLA 111- 3 



CARBONO. " . ! _: .:'~ 

VALORES DEL FACTOR D DEFINIDO EN:LA ECUACION-· 111-Í7·; PARA EL 
CASO DEL''CARBONO ·y TOMANDO A 'ii ·DE LA' ECUACION 111-lf•" .¡ 
EL COEFICIENTrDE ABSORCION EN' cm-1 ES'IGUAL-A ,,. ··-· 

-0= /C>-cz~,-F D 

V-'='1.3 ~=1.4 v=1.s 7=1.6 7=1.7 ~=1.8 

x-4.B .:2:aB -2~7 • 3f~ .38 .. • ..-Br -~c;i 

x=7 .333 - .3/il'r . i' ..... • S-'8 . 70.2 .e ?B' 

x=9 • .,. :2 ., .SO/ -~-~'?' , 73 _,.,,,,,3 - .,. .r2.. 

x=14 "'"'' 7 
,77r • P-32 /,.'3 /,.,, ;, '7'.::r-:. 

- ?'/..;- • 83.> - ,-;>Y& /, 2/ /,~ ,,.ee 
x=1s 

x~27 /.::ZB . f',So ('.,?~ ~- /lfl .,,,?'&> 3.37, 

X=37.~ 
/,78 -~.oB .:::>. ,..,., 3.0.3 3.7Y 'i'-~", 

x=4o 
/,<V ;;1. ,2 2 :2. ¿; 7 3:2,3' 3,,.,,, ~,1"¿-,, 

X y q-en nan6metros y •• frecUenclB · en cm-1: 

TABLA 111-4 

_¡ 
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ALUMINIO oc' • 1 

,.<>NALORES DEL FACTOR O DEFINIDO EN LA.ECUACION.· 111-17 PARA EL 
' . CASO. DEL ·ALUMINIO Y TOMANDO A 'ii DE LA. ECUACION -m-16' .-

EL COEFICIENTE-: DE ABSORCION EN-. cm-1 ES: IGUAL A . 

--a = /0 
-;:>.~ -f. :D 

IÍ=1.3 ..-=1.4 Y--=1.s <:::¡"' =1 -6 V-=1.7- V-=1.s 

.· 

x-4.S 
• ,9,; 2 • '<22 .,;3 /.,'f19 .:z • .,. 3 ,,,.;o,S-

x-=7. 
-~'Vú .92. /,3.,, :::1-/8 3 .. ~'t s.'1"( 

x-=9 • (13 2. 1. et> /, ?r.' .2. b-f ,Y ... .!J.-&,. 7,"'" 

x=14 /, "::7"" /. D"t' ='~ 7B .,,_," ~--' r,,. 7. 0'7 //.B 

X=l.S 1.38 /. 9'7 ::7«?7 ""·"6 7. e::;. /;;:¡,.::. 

x-=27 :J. ~ 'i .3,>-~- s. 3 :i,· g, fo""2 /3 ... & ::J.:Z. 7. 

x-=37 .! . :3, y,.: .,., .. 'f' 7, V'r //, .: ·/8,"1' '3'-~ 

x=4o .3. ~ <¡ ,;-. 2 /' 7-93· "/.2. ,,. .;20,.:Z.. 33 • ..:>-

X y <I-' en nanómetros y. la frecuencia en cm-1. 

TABLA .. 111- 5 



COBRE 

VALORES DEL FACTOR D DEFINIDO EN LA ECUACION 111-17 PARA EL 
CASO DEL ~COBRE :V TOMANDO A 'ir DE LA ECUACION 111-16"'. 
EL COEFICIÉJIT~DE ABSORCION EN cm-1 ES IGUAL A 

~1.3 <;(=1.4 ~~1.5 

x·4.B 
..s-. 2 z ·.:.: 

/-/8 '· 7' f3 

x=14 

x=1s /, 76 

X=37.~ 

~ .. 7~-

X y q- en nan6metros y la frecuencia en cm-l.. 

TABLA 111- 6 



ALUMINIO 

GRAFICAS DEL COEFICIENTE-DE ABSORCION- PARA DOS-MUESTRÁSDE-ALÜMtiíiÓlDE DISTINTOS ::i 
TAMÑIOS. LAS CURVAS TEORICAS SE CONSTRUYERON CON LAS ECUACIONES-111~15 y 111-16. -¡;, 
LAS CURVAS EXPERIMENTALES SE TOMARON DE LllS REFERENCIAS 13 Y 64 '! l , ,,_,, 
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ALUMINIO 

GRAFICAS DEL COEFICIENTE DE ABSORCION PARA DOS MUESTRAS DE ALUMINIO DE DISTINTOS TAMAÑOS. 
LAS CURVAS TEORICAS SE CONSTRUYERON CON LAS ECUACIONES 111 ·15 y 111-16. 
LAS CURVAS EXPERIMENTALES SE TOMARON DE LA REFERENCIA 12. 
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COBRE 

GRAFICAS DEL COEFICIENTE DE ABOSRCION PARA oos MESTRAS DE COBRE DE DISTINTOS TAMAlilos. ,. 
LAS CURVAS TEORICAS SE CONSTRUYERON CON LAS ECUACIONES 111-15 y 111-16 •. 
LAS CURVAS.EXPERIMENTALES SE TOMARON 0E LA·REFERENCIA J2. . 
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ESTAfilO 

GRAFICA DEL COEFICIENTE DE ABSORCION PARA 
UNA MUESTRA DE ESTAfilO. LA CURVA TEDRICA 
SE CONSTRUYO CON LAS ECUACIONES lfl-15 y 
lfl-16. LA CURVA EXPERIMENTAL SE TOMO DE 
LA REFERENCIA 12. 
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FIGURA 111-4. 

CARBONO 

GRAFICA DEL COEFICIENTE DE ABSORCION P-A -
UNA MUESTRA DE CARBONO. LA CURVA TEORICA · 
SE CONSTRUYO CON LAS ECUACIONES lfl-15 '1 
111-16. LA CURVA EXPERIMENTAL SE TOMO DE 
LA REFERENCIA 12 •. 
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ALUMINIO 

ESTAS GRAFICAS SON EQUIVAt~NETc'ÍisA~l~~s1~:1~':' FIGURA 111-1 PERO AHORA.SE HA USAOO 
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COBRE 

ESTAS GRAFICAS SON EQUIVALENTES A LAS DE LA FIGURA 111-3 PERO AHORA SE HA USADO LA 
ecuacion 111-16• 
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.-
Al comp•rar nuestros resultados con los experimentos podemos 

hacer las siguientes observaciones: 

a) En primer lugar, en el c•pftulo 1 r, _se ~t6 que los v•lo

res del momento dfpolar calculados con et ,..todo que hemDs utilizado 

están de acuerdo con el primer punto experimental. 

b) La ecuacJ6n 111,15 nos dice que el coeficiente de absor

c16n es proporC.Jonal al cuadrado de la fl"'ecuencta ';1 y por lo t•nto t.,.-
bfan satisface el segundo ·punto. 

e) Los datos de las tablas 111 ,.1 a la 111 ,4 nos lndle. q~ 

es proporcional a X, lo cual claramente en la figura 

111,6 y por lo tanto 

(111, 19) 

Este r-esult:ado est4 de acuerdo con el t.ercero de los puntos 

experfm.ntales, como puede verse en la figura 111.1. Esta figura (to

mada de la referencia 13) nos dice que 

..-a. ( x. ~ "· 8 ) "'""' - 3 f 

-Q (i<&: 1.5) 

7 o 



y que 

y por lo tanto 

~= .. 32 
/ :5 

que nuestra ecuaci6n 111.,19+. 

- --~: ;. ) 

·-'°!"'·. 

111,4 

d) Respecto al cuatro y ~lt.lmc:> ~.unto las ,figuras 111.,J a .l'!l 

dicen que en todos los casos nuestras predlec~ones para el 

coeficiente de absorct6n son menores que los valores experimentales. 

En general nuestros resultados son del orden de seis veces que 

los experimentos. oscl lando entre 3 .. 13 veces menor para la mejor pr~

dtccl6n (fJg. l l l ,2b} y· 11 .42 veces menor para la peor predfcc16n ('ffg. 

111.lb). En las figuras 111,S y 111,6 tamblén se ve que aunque se 

tomara como correcta la ecuaci6n 111.16 1
• la predlcc16n sigue siendo 

menor que la experimental, pero ahora el cociente entre la teorTa y el 

Notamos sin embargo que al unir los datos de las referencias 12 y 
13 encontramos que el comportamiento dado por la ecuaci6n 111.19 

s61o se presenta en un Intervalo restringido del drairne~ro X Y · 

que para valores de X mSs grandes la dependencia entre~y X 
puede ser mas complicada. como puede verse claramente en la ~igura 

111,5. 

71 



experl ... nto oscrla entre 1~16 y·~.28. 

Aunque en este Clltrmo punto·nUestros resut~•doS'eSt•n 'pOr' 

deb•Jo del valor e5perado es neces•rfo 111aneton•r que 9st•n mUy'pór: 

encima de los valores que obtuvreron otros autores usando 1• aproxlm•

cf6n HF.h_DT. De hecho mejoran.por un_faetor del orden de 1a3 los re-

sultados que obtuvieron dCchos autores. 

Tambf'n es necesarto mencfonar que nuestros resultados. son 

muy sensibles al par..,tro -.¡- como puede verse en las tablas.. l • la 6, 

esto es cierto sobre todo en las do~ Glttmas. Por lo tanto que con 

pequel'\o cambio ~ podemos mejorar o empeorar apreclablamente 

nuestros resultado~ te6rlcos. 

clones que se hleleron a lo largo del tra&.jo para llegar al resultado· 

final dado por la ecuac16n 1 re.is .. 

L[sta de aproxtmac[one.s 

1. Sa,tr•l:M-J6 con l• hlp6tesrs de qua l• absorc[6n de. ene.rg(a 

se debe a la pol•riz•cfcSn del grano de polvo. la cual se debe única-

mente al desplazamiento de los electrones de valencia. 

2. Al conjunto de electrones de Y•,1enc[e dentro del grano se 

le eonslder6 como un síst.ema de electrones que se mueven sobre un fondo 

de c.rga .. pos.Ctlv• untfonaa~conf[nados--en,un rec[pCiant•-con la forma del 

72 

grano. Existe a~s una lnteraccl6n· coula111blan• entre eatos aleetron••· 

3. Las e.xcltaelones del sistema de electrones se pueden descrlbir 



4. Las cuaslpartrculas son de muy baja energ[a. de tal forma 

que en la ecuac16n que describe su.~.movlmlen~o s61o.es-sfgniflcatlv• 1• 

part~:.po~ar .d~ las funciones de. Green •. a.Jo estas cond[ciones las ecua

cfones ,111.6 _y ,•ti ._7 .. 

'Q 

o<"" - + ;E: --~~---_n_-__ .. __ 
E-- é- _...., 

(111,6} 

son una buenda descrtpcr6n de la dinámica de las cuas[~artfculas. El 

-pedir· que las. excltaéiones dal s·isteme sean de. baja energra, 1 lmita la 

val ldez. de nuestros, resultados a temperataras muy bajas. 

5. Las ecuaciones rrt,6 y ll~,7. basteas a todo nuestro tra-

bajo. se resolvleron s61o aproximadamente, obtentendose las ecuaciones 

111,8 y 111, 10 

. (.f'lfi) 3 (l ll ,81 

e.u 1,1111 

6. Para calcular algunas de las.magnltudes asociadas a-cada' 

Polvo:(por .ejemplo su enarg[a cle..Fennl o •1 es-p•ct .... lento ·prc:wnadlo entre 

sus. niveles de energfa} en ocasiones se le consfder6·a éste .Como una 

esfera perf'ecta o como un prisma rectangular. Adem.Ss algun•s veces- se 



despreel•ron efecto5 de superf lcle. 

7. Ccwno consecuencra de los puntos 5 y 6 anterlores se obtuvo 

que la sec:.el6n de absore16n '\l(x, u:..) de cada polvo s61o depende de su 

dl•metro x y de la frecuencia del campo e.u 

le conslder6 como un sl5tema fsotr6pf co. 

Adem4is a cada polvo se 

8. Se supuso que los polvos se encuentran dlstrtbutdos uniforme-

mente dentro de un s61ído corno el mostrado en la ffgura r-.l, de tal manera 

que la funcl6n 9 (x) definida en la ecuacf6n t-l s61o depende del dl*'9etro 

de los polvos. 

9. El índice de refraccf6n del medio que rodea a los. polvos. es 

¡gual a 1. 

10. El vector de Poyntlng tiene la mfsma dtrecel6n en todos los 

polvos del sistema. debfdo a que suponemos que los polvo~ no dlspersan la 

luz. s61o la absorben. 



7. 

CON_CLUS 1 ONES 

·1. EJ. fen6meno de· absorcf6n de luz en particulas pe-

queftas no se ha descrito a completa· satisfacc16n ninguno de' 

los trabajos que se han presentado hasta la fecha. 

2. Actualmente parece ser que el valor del coeficien

te de absorc16n~ reportado en Jos experimentos es el resul

tado de una comblnacl6n de· varios fen6menos. Algunos de los me• 

canismos que posiblemente contribuyen a la absorc16n de energfa· 

son: el propuesto originalmente por Gorkov y Elfashberg (a- tra~ 

vés de los electrones(B)}. el propuesto por S1manek (a trav•s 

de la oxfdac16n(l5)) y el propuesto por Gl fck y Yorke (a travas· 

de los fonones< 14 >). Por lo tanto si se desea reproducir te6rl-

camente los resultados del laboratorio. ser.& necesar[o reh•cer' 

los experimentos de tal forma que en. lo posible se teng• un con-

trol m~s preciso sobre los agentes que supuestamente contribuyen 

al valor de ,d. y si fuera posible. dlseftar experfmentoa.·en= don

de se asegure que s61o uno de dichos agentes est6 presente. Por 

ejemplo serfa muy ut11 saber los valores del coeficiente de ab

sorel6n para muestras con diferentes grados de oxld•cl6n. 

3- Por lo pronto parece •er que en los experimentos 

reportados 11ev6 un control suficientemente preciso de 

estos factores. 

4 .. lndependlentemente de cuál sea el mecan[smo que con

tribuye preponderantemente al valor del cocficiente__.a. nuestros 

cálculos muestran que la contribucf6n electr6nica es mucho m&s 

i~portante de lo que se h•b1a supuesto anterlormente~l~). pues 



hemos hallado que esta contrlbuci6n es del orden de mfl veces 

que la que habfa calculado con 1a: aProx·r~aC:.i6n HF.b.DT. 

S. Si el valor experimental de_..a. se debe a los 

electrones. entonces nuestros cálculos se aproximan mucho más 

a la des.crfpcl6n .correcta del fen6meno que las otras teorfas. 

pues hallamos que el valor te6r-ico de~ está muy cerca del 

experimental y que se reproducen correctamente los tres prime-

ros puntos de la pág. cr En este caso es posible que la dls-

crepancia por un factor del orden de seis sea una consecuencia 

de todas Jas aproximaciones que hemos hecho. Tambf&n.es posi

ble que las ecuaciones 111 .. 6 y 111.7 s~an aún correctas y su-

ficientemente exactas. pero que sus soluciones aproximadas 

1.11.8 y 111.10 no sean apropiadas. 

6. En vista de que hemos hallado que Ja contrlbucl6n 

electr6nica a la absorc16n es suficientemente grande creemos 

que es muy Importante buscar otras formas m~s exactas de atacar 

este problema y será uno de los pasos a seguir en el futuro. 

Una posibilidad ser~ por ejemplo intentar resolver en forma m&s 

exacta las ecuaciones 111.6 y 111.7. Otra serfa aplicar Ja apro-

xlmaci6n HFDT pero sin hacer la sfmpl lflcaci6n <(:>-:=-E.r que. dl6 

lugar a la aproximacf6n local HFJ:.DT, etc. 

7. Si el valor experimental de,.é!:l se debe principal -

mente al mecanismo propuesto por Simanek (el cual supuestamente 

representa un 60% del valor experlmental(lJ,lS)). entonces nues-

tro tratamien~o puede ser todavfa·correcto y nuestros resultados 

muestran que la contribucf6n electr6nfca representa aproxima-

damente un 16% del total. Sin embargo como se menclon6.en.·elt 

apt!ndlce 1 la situaci6n experimental supuesta por Simanek AO_ ~o-



rresponde a la real 1 dad. 

8. El mecanismo propuesto por G1 lck y Yorke conduce 

a una dependencia de~CZ sobre x de la forma< 14 > 
r·· 

(GY) 

para todos los valores de x. Srn embargo. si este fuera el ca-

so. la absorcf6n s61o serfa significativa para partfculas muy 

pequeftas y serTa despreciable para otras mas grandes.pero 

experimentos que se han realizado con partTculas cuyo dlametro 

supuestamente corresponde a una absore16n significativa, se ha 

observado una dependencia contraria a la ecuac16n (GY)(l3.l 4 ). 

Adem4s en los exper lmentos con partfculas mAs grandes (lZ) los 

resultados son de un orden mucho mayor que los que predice la 

teorfa de GI lck y Yorke. Por Jo tanto el valor del coeflcfen-

te ,e:l. no es debido principalmente a la absorcl6n a trav&s de 

los fonones. 

9- Todo nuestro tratamiento se refiere a exclt•clo-

nes de muy baja energfa del sistema y por lo tanto nuestros re

sultados son v•lldos s6lo para temperaturas muy bajas. Sin omb•rgo 

serta muy conveniente tenor también una descrlpcl6n para tempe

ratura•••• altas pero este es un probla•• bastante••• co•p11-

eado que por el momento no se piensa atacar. 



APENDICE I. 

DISCUSIOH SOBRE·LOS RESULTADOS DE S:rMAÑEK. 

La expreai.6n de Si.mmiek. para e1 coeficiente,da:ab

•orci6n de1 a1uminio ea (lS): + 

donde 

* 

c::?('1) = éJAfQ .. -4'° .. 1'J 

R. -

'i'-

* f 

, ....... ~) 
1 - .,. 

lf-(1 ... ~.:> fª 
(1 .... ~)ª1' 

· t - Eapeaor de 1a cápá ·de· isiido ~ lÓ A para t~d~ 

1as ·part1:cu1as. 

f - Pactor 1·de 11enamiento ..; ·..Y.!.J:..:.· 
V 

Vtp- Suma de 1oa vo1Gmenea de todaa 1as par

t1.cu1aa. 

V - Vo1umen de toda 1a muestra inc1uyendo a 1a 

matriz. 

;) - FreCuencia de 1a radiaci6n medida en cm-l.. 

f representa e1 factor de l..1enamiento..,. ~ef~ido en t~~n'?~ d~.l:-

vo1umen que inc1uye 1a capa de 6zi.do. 

+ En rea.1idad en e1 art~cu1o de ~imanek aparece un 4 on vez de1 8 
de 1a ecuaci6n (AI.1). pero ea fáci1 ver qua ea un error de .im
prenta. 

- ~(.,· 

:,.o,; 
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_ En 1a ecuacíón (AI .1) vemos que ,a_ es proporciona1 

y por 1o tan~o. -,~.e aati~fac~~ e~. segundo punto_ experimenta1.~--: -

Adem.3.s si hacemos < x) • 48 Á y f- 0.015 que ea e1 va1or con e1 

que se hicieron: 1oa experím.E!ntos se oÍ:ú:.ien.?..: 

- ... -:. '3, ..cz (\5)= .s. 'f "- 'o y 

que es un poco más de l.a mitad de1 valor experi.menta1 dado por 1a 

ecuaci6n (I.6). Por lo tanto en el cuarto punto eól.o reprodu-

ce el orden de magnitud. Para probar la validéz de esta tcor~a 

respecto al tercer punto ea necesario conocer lo& valorea' de f 

para las mue11t:raa .de (x) • 48Á y <x). ~ 150 A. Sin· embargo 

en el reporte . del exper.imento s61o se da el val.or de .f para 

.(x) - 48 Á (i 3 >_ Si. ~cemos la supoai.cí6n bastante razonabl.e(l 2 ) 

de que f es l.a mi.ama i.ndependientemen.te del. tamaño;. ~ntoncas para 

l.a muestra de (x> - 150 A obtenemos 

/O 

que ea menor que e1 de 1a mues.era de (x) - 48 A. Por 1o tanto 

esca teor!:a f11a en e1 ter<::.er pune.~. Como Sim&nek hace .n~tar en 

art!:cu1o 1 1a rc1aci6n -$ aumenta cuando aumenta <x) • pero 

1o que real.menee :Importa es e1 cómPortamiento. de 4 con.: ·r~apecto
1 

a <x} 
.... ; .·.~ 
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APENDI"CE II .• 

nrscus~ON ·soBRE LOS RESULTADOS DE GLXCK. y YORKE. 

La expreai6n de eatoa autore~ para e1 coeficien

te de absorción de1 a1umi.no es (14}: 

+ 
donde 

<k. ~ I (u.>l (AII. l). 

r - x/2 

f - factor de 11ena:mi.ento. 

~ - frecuencia medí.da en rad/aeg .. _ 

i(..u)==S~ 'D(l&.>"...,..,"'°~~~"" 
u (C4>11-:11-""'-a.)'..-*"t.a:11u,;,·a.· -2 

~,.- factor de amortiguamiento dal. modo.ir;::: l·.lSxlO c.....>·' 

~&)- densidad de modos fon6nícoa. 

cte.- constante. 

Para eva1uar 1a integral. que define a I(c...>) esto• 

autores toman 1a densidad de modo• fonlSnicoa D(CA.>A) que corresponde 

a1 a1umi..ni.o en bu1to. con 1o cua1 I. ("") resu1ta inde~end:{~~te d~1. 
tamaño de 1as part!:cu1aa. En conaecuencía. de 1a ecuac.::i.6n (AII. l)·. 

vemos que L'l. ea proporci.cna1 a l/r • que eatii Coap1eto deaacuerdo 

con e1 tercer punto experimental.. 
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Tomando 1a fu:nci6n D(uJ}-de 1a referencia 32 (l.a 

5ual. hemos reproducid~ l.a figura (AXI.l). haciendo f-.ois y 

(x) - 48 A. Gl.ick y Yorke obtienen 1a gr4fica de l.a figura (AII.2) 

para el. coefiCi8nte de abaoici6n 

Esta sr•fica no representa a ninguna expresi6n de 

l.a forma t:ls a!: u> 1 aunque cual.itativamente tiene l.a misma estructu

e1 interval.o OCw< 2. 7xl013 ' rad
1 

• Como referencia..,en 1a 
aeg 

misma figura se han graficado con puntos y cruces l.ae ecuacio-

nes .d•l.3->
2 

y .Q•:i.~ W.a respectivamente .. 

F.n l.a figura (AII .. 3) se ha reproduCido 1a gráfi-

experimental. del.a referencia 13 con·e1 objeto de mostrar que 

l.oa experimentos efectivamente se describen bien mediari.te l.a re-

1aci6n .a~l(u>l..,. La l.~~~ ·pu~teada repre•enta l.a ecuaci~ ..a~ -;--..e 11.i .. .;; :t 

y 1a.1~ea continua 1oa experimento•. 

Escas gráficas nos muestran que e1 segund0 punce 

experi.men tal satisface so1o cualitativamente. aunque si nos 

restringimos a1 int•rva1o O k. W ~ :J l1C. 11;;1' 
3 

entonces e~- ajuate me

diante 1a par&bo1a es bastante bueno. Sin embargo aún dentro de 

este intervalo restringido 18a cosas no funcionan muy bi•t:i• pues _..,_-i 
en esre caso e1 ajuste sería con -0# ...... /oc 10 V m~~ntraa .que: ~x-

perim.enta.1.mente se tiene que ..el• y .. ,o.,.;> 7 
que poco. más 

de1 dob1e de lo que redice esca teoría. Por lo tanto el. cuarto .. 

punto experimental solo se satisface en e1 orden de magnitud para 

la muestra correspondiente a la figura (AII.3}. 

Adem.a. debí.do a que_ eata t::eorJ:a predi.ce· .da---

pendencia del coe~iciente a proporcíona1 al inverso de <x> • 
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1a discrepancia con el. experimento ser§ mayor conforme se au-

mente e1 tamaño de 1aa partrcu1as. En efecto. de 1a ecuaci6n 

(AX:t .. l) t•n-o• que: 

.a.(<~·>) -
.:::t(<"'·>> 

A~U ... > . 
A ~'> r<,..> 

de modo que si tomamos por ejem.p1o i'oa ·datos de ··1a figura (AII .. 3) 

con <x,). • 48 Á y hacemos <x2) - 150 A ten.!.•o• que 

que comparado con e1 reau1tado experimenta1 de 1a ecuaci6n (:t.a•) 

ea una prediccidn muy ma1a. 

Todas 1aa oabaerv•cionea anteriores ae refieren 

a reau1tadoa que se derivan directamente de 1a teor~a de G1ick 

y Yorke ta1 y como e11oa 1a propusieron.. Sin embargo pueden ha-

cerae a1gunoa comentarios adiciona1ea re•pecto a a1gunas modifi-

cacionee que es neceaario hacer.. En primer 1ugar estos autores 

no toman en cuenta 1a diatribuci6n de tamaños de part~cu1aa que 

hay en cada muestra. A1 hacer1o nosotros encontramos que sus re-

au1tadoa se reducen caaí. a 1a mitad. En segundo 1ugar escoa au-

torea asignan va1ores ''razonables'' n a1gunos de 1oa parSaYltros 

que aparecen en su de .. rro11o y que no fueron ca.pace• de det•rmi.-

m&s exactamente. Pero como e11oa tni.smos indican. estos va1o

pueden sobreestimar e1 va1or de1 coeficiente de abaorci6n 4. 
Por último podemos mencionar que 1a densidad fon6nica D((.(.)~) que 

e11oe toman ea 1a correapondicnte a 1a de1 material macroac6pico<14 • 32 ) 

que no necesariamente es igua1 a 1a de 1aa part~cu1as pequeñas. 

.. 



G1ick y Yorke hacen 

de a-'\/~ - «> debe 

AII 
,,., i. 

su trabajo que 1a forma de 1a gráfica 

~u~ita~iyame.ote'1a.•i.tiaa que 1a 

de 1a grlifi.ca de 'J)C&&h)-V.> - W,._ y es precisamente gracias a este 

hecho que e11oa reproducen c~a1itativamente 1a curva,experimenta1 

(ver 1aa figuras ArI-1 y ~;r.~-:2 en e1 inc~rva.1.o .. O <~O).._ Por 1o 

tanto. si en vez de tomar 1a gráfica de D((JA) correspondiente a 

ei.etemaa grandes tomam.os 1a de part~cu1as p~queñasC33 >. mostrada 

en 1a figura AII-4, 1a gráfica de .tt:zr"') reproduciría cua1itativa

mente 1a forma de es~ c~rva, en donde vemos que ahor~ ya no 

parábo1a y que presenta una curvatura negativa en e1 centro de1 

' En consecuencia ni siquiera cua1itativ.~.~n~,~ interva1o d8 inter&~. 
. ~ . . . ..: . . . 

reproducir~a 1a curva experimenta.1. 

,, -Y·· 

. ,·, 'l:d . 

!'1;· 

•- - -;r ·._;_:, ;;, _.-.: ••• , ' 
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APENDICE IJ:I. 

RELACrON ENTRE LA POLARIZABILIDAD DE UN GRANO DE POLVO 

y EL COEF:r:crENTE DE ABSORCION DE TODO EL SISTEMA. 

Anees que nada ha11.aremoa una.expre•i&i que r•-

1acione 1a aecci.Sn de •b•orcil5n de cada gr.no V"'(•,u.>) con e1 

coeficience ...<::Z. 

Supongamos que •e hace incidir radiacil5n a1ectro-. 

magua-cica en .l.a direcci.Sn Z •obre un •iatema como e1 de 1a fi-

gura. 

de.l. corte tranaveraa1 

Sea I(L1 ) .l.a intensidad de .l.a radiaci6n en e.l. p.l.ano Z•L1 • 1a cual. 

eet& dada por .l.a magnitud de.l. vector de Poynting ese p.l.ano. 

Entonces. si experimental.mente se encuentra que 

(Al:II-1) 

o escrito en otra forma 

cun:-1 • > 
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donde ·~" ea un es cal.ar .independi~~te de. L 1 y. L
2 

• a1 eaca1ar ..,a 
ae 1e 11.ama coeficiente de abaorci6n de1 siatema. 

Supongamos ahora que el. ndmero.de.pol.vo• por uni-

dad de vol.umen con di.Ametroa entre x y x+dx eatá dado por el. val.or 

de S' (x) d La fun'ci&i S" (.x:) ae defini6 en l.a ecuaci6~ (I-1) y 

•e aupuao que era u~a constante en c8da punto del. prisma y que 

por l.o tanto l.as part~cu1as de po1vo se encuentran distribuidas 

uniformemente en el. priama. 

Consideremo• una rebanada de1 prisma: 

.. 
"'"' 

._el. número de part~cul.aa abaorbente con diámetros entre x y x+dx 

que hay en·eaa"rebanada ea: 

AA:Z §'(x)dX 

Vamo• a auponer que no ocurre diaper9i6n y que 

por· 1o tanto el vector de Poynting siempre ea para1e1o a1 eje z. 

Si tomamos,¿ Z auficientem.en'C:e pequeño entonces 

1a magnitud de1 haz incidente. sobre 1ae parc!l:~u1at1.en es~ re~~a

da. serJi l.a miSllla. Además estas part!l:cu1as no se har•n sombra y 
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consecuencia 1a •ecc:iSn de ab8orcí6n de esta rebanada debida . ' --
a 1as part~cu1aa que tienen diSmetros entre·x y :x+dx ea: 

'T""(><,u..>) A AZ s(-")dX 

Donde ~Cx."") ea 1a aec:cil5n de absorciSn de un grano de po1vo 

con diáetro y correspondiente a 1a frecuencia 6'. En rea1i-

dad 1a aecci6n de cada grano depender• de au forma. pero estamos 

suponiendo que ao1o depende de x. 

Si integramoS'aobre x 1a expreeiSn anterior ob-

tendremos 1a aecci6n de eata rebanada debida a 1as part~cu1aa con 

radios entre O e a:> • 

A d.z ~':;-(.><, u.J) S'(><) el X 

o 

Sea S(z) e1 f1ujo en e1 punto z (magnitud de1 

vector de Poynting). entonce& 1a energra absorbida por unidad de 

tiempo por esa rebanada ea: 

S(zl Adz S !>'( ... )V-(><,"*")d.>< 

"' 
Por 1o canto 1a energra.que 11ega a z+dz ea 

(AIÚ.2) 

A s(z:t-d.z:),. A s(z)- s{z)AdzS·)·c...,>"f"Cx,.....,)d>C" 

y 

1o cua1 :i.mp1ica que: 



AIII •:, 

,. b 1 -c.:r~ :..:.z;.;s '-,...,,.;;-;-c.~~~ w ).;:J..>< 

.':;(Za)=: "s Í.Z',) e. ~ 'CAÚI-3) 

Pero si comparamos 1a definíci6n de t!l dada 

1a ecuaci3n (AIII.1') vemos que: 

-e:7= r;""y(,.)T(M,.....,)d.>< 
o 

(AUI-4) 

Incidentalmente notmz>:~ª. que ~a cantidad de energ~a 

abaorbida por e1 sistema por unidad de _tiempo y t:ias,ta_ una 

c.i.a L ~e
0 

puede ca1cu1ar a part¡r de -·1a re1ación <3 .4 >: 
di~t.an-

4S. = - s ,,.. . " d "- "' - [·- ~ ,. . ;:;. d Q. + s ,, . :> .. ~J 
c:f,t;. _¿ . ·z.,e.- '·Zc:L 

= A'[I .sJ 1 , 0 • - l Slz:•] 

=As .. [1- ea."] 

este resu1tado se podr~ obtener tambi6n a partir de 1a ecuación 

(AIII-3). 

Notamos t;.ambUin .que 1a:expreai.Sn. A [.1-.·e--~·-~·]· 
es~1a_secci6n de abaorci6n de todo e1 sistema, y vemos que: 

cuando L --+ O 

y cuando L- ce 

1o cua1 era de esperarse. 

A[1- e'ªj =O 

Ar• - e''"]= A, 
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Una vez que ~oa obtenido 1a ecuación AIII-4 

debemoa ahora obtener 1a re1aci6n entre 1a aecci6n de abaorcí6n 

de una par~!:c;u1a de po1vo .-rcJt~ w) y •u ~1ari.zabi1idad. 

Se pu•cle d-.oatrar L&ci1-nte C35> que 1a ••CciiSn' 

de abaorci.an de aiateaa en teor~a de perturbacioa•• a primer 

orden eatA dada por: 

donde n es e1 ~dice de refracci6n de1 medio que rodea a1 sistema. 

E un vector unitario en 1a direcci6n- de1 campo e16ctrico. 

e1 momento dipo1ar de1 sía tema• f>H 1a matriz denaidad 

igua1 a 1a diferencia de 1aa energ~aa E._-~ Lo• 

~ndicea L y M cuentan estados de todo e1 sistema. 

Si ahora ca.paraaoa con 1a expreai6n para 1a com.-

ponente de1 censor de po1arizabí1idad·en teor~a de partur-

bacionea a pr:i.mer ~rdenC36>. 1a cual. eat6 dada por: 

::l 1 <P-h"l"'ci: .. - e .. 2 oc.,."' =:;E: P._ ~ 
(E~ - E,.)"' - (J:r CA.>+ .Aó)(:J:IX-6) , . 

:-::LS\2:('<1117·.f>IL?I_"". + f<Ml:l·:PIL)I~ ) 

L M 

L M EL-Ea:.-1\C&>-A& E"1.-E1<.+"1'.,T··•6· 

en donde todas 1aa cantidades que aqu~ aparecen. aisnifican 1o 

udamo que en 1a ecuaciOn anterior. Se conc1uye inmediatamente que 

cuando 1a direcci6n de1 campo e11ictrico ea 1a de1 eje X ( E° - Z,) 

entonces 

.. 
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pero ai. e1 •istem..a es iaotr6pico e1 t:ensor de pora"rizabilidad 

ea una mat:riz eaca1ar cuyo e1emento diatinto de cero ae denota 

por O( y.•• tal. que O(~oc =O( .. Por 1o tanto 1a ecuaciSn an.t:erior · 

ae escribe 

~(x,u..>) - ~nc..u ca..... (ex) 
e"" 

(AUI-7) 

Combinando ·J.as ecuacíone• An:r..:.4 ·y ·AIII-7 ob-

tenemos final.mente 1a re1aciiSn que buacabamos 

(AUI-8) 

en donde hemo• escrito .c:::i('(x,w)en vez deo< para indicar exp1i.ci

tamente •u dependenci.a -en· x ··Y CU .. 

Tal. vez convenga comprobar rápidam.etite que l.a de-

finicilSn AI.l:I-1' que hemoa dado para el. coef.iciente~ ea equi.va-

1.ente a 1a definicílSn que se da en t4rminoa de l.a parte imagi.nari.a 

de1 número.de onda• k 

Poynting est4 dado por<37 >: 

S= 

entonces 

En efecto. sabemos que el. vector de 

(G ,.-;::¡ .. (,, 
/¿ ~ h •¡:z:=C 
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pero para una onda p1ana 0 7 > 
~:r...:;¡ - .. &ooo>'C 

é=E, E'o e 

y 

E,=(1,0,0) 

entonce• 
.... ;¡-.¡¡_ .. _-t. 

E~ e 

y ,,¡IC.z- .A
0 IC•% 

e 

pero 

por 1o tanto 

Comparado con nue•tra defí.nicilSn de.L:Z de l.a ecua

ci6n AIII-1' vemos que k 2 - ~ • que ea preci.aamenee 1a definici6n 

que dan a1gunos autorea para el. coeficiente .Q y por 1o tanto amb-

definiciones son equival.entea. 
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. APENDICE IV 

CONST~UCCION DE LA TABLA 1-1•· 

Los datos de esta ~abla se han obtenido • partir de 

la ecuaclcSn 

donde N es el nGmero de electrones de valencia el grano. V 

es su volumen. ~:~ ~ ~" es la energTa de .. •rml de e•t.• sis

tema de electrones. 

La f6~•u1a anterior es v•llda para un sistema de elec

trones sin lnt.eraccl6n confinados en una caja cúblca(3B) • Ac-

tualment.e nuestro sistema consiste en un conjunto de electrones 

~ fnt.eracclan conf lnados en un recipiente cuya forma en gene

ral no es cGblca. sin embargo por lo pronto solo interesa tener 

una t dea de 1 orden 

casos es costumbre 

de magnitud del espaciamiento S 
tomar la ecuacf6n como v&llda(3). 

y en estos 

Inclusive 

en ffslca nuclear. en donde las Interacciones son fuertes y la 

forma de los nGcleos est' lejos de ser eGblca. la ecuacldn AIV-1 

es apropiada para muehos prop6sltos(39). 

Los valores de la energfa de Ferml que se usaron en 

ta ecuac16n AtV-1 se tomaron de la pagina 154 de la referencia 

40. excepto para el ceso del carbono que se determtn6 a partir 

de la ecuac Ión (38): 

h' (~..s-
e: F =\} 11.8 

""" TT ;;:z-S-
(AIV-2) 

donde ~V - nOmero de electrones de valencia por unidad de 

volumen !J '"Yn':masa electr6nlca. 
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Estos valores de €r- correspo~d~n·~l m~terfa1 macrosc6plco y 

son Independientes del tamafto-y la-forme del;materfal. pero pa

ra materfales mfcroscdplcos los e~ectos de Ja superficie alteran 

las ~~~~clones AIV-1 Y Al~-2 y es necesario ~odfflcarlas< 41 ~. Sin 

embargo nuevamente mencionamos que s61o estamos fnteresados por 

.Jo,pronto en el orden de magnitud y por Jo tanto las dos ecua-

clones anteriores son suficientes. 

,,¡1 

.. ,'•' •];,.-

, :O·Ji 

.. '; 



APENDICE V 

DENSIDAD DE CARGA INDUCIDA Y.CAMPO PRODUCIDO POR ELLA; .. 

En este ..,éndice se calcula la densidad de ca1ga dentro de un grano de polvo·.¡.¡ preserl.:. 

cia de un .._ -táitico e~te,.. E
0 

de acuerdo con el modelo de pa1trcula Indepen

diente. Se calcula también el c- proctucido por est.. densidad dé c-a •.. 

Consideremos un gas de N electrones confinados en un recipiente en forma de 

prism• rectanguler y ._.e se mueven sobre un fondo de carga pos~tiva uniforme. Supon.:. 

gamos ademis que este sistema se Introduce en un.,_ -tilico unifonne ~o en 

la dirección del eje Z. 

lªº 

>< Figura AV-l.. 

Denotaremos por L 1 , L 2 y L 3 las dlmenslo,.s del prisma y.~e°'. m,,,l(. b 

los cocientes 

a= L1 
L2 

Ll. 
b=-

L3 

Calcularemos ahora la densidad de carga dentro del prisma, utilizando teoría 

de perturbaciones lndependie~ del tiempo. 
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. - ... . .J. . • ... . . . . • ..... - . . . ~ 
Sea ~ .. ··1a·función de onda no perturbada asociada al estado K del sistema de N 

electrones. Entonces, caando se aplica el ca-.· la función de onda perturbiida··a· · · · 

p~l~r orden ~5 

<et>. f H1 l 4>1<> .cl>L 
E,.. - ¡:,_ 

con 
H, . .p. eº 

,,, -c.-e>#.- ">'· • E.; 

~<Z~·Eº CAV-l.> 

donde i<¡ es el vector de coordenadas del i&imo electr6n. 

La magnitud al cuadrado a primer orden de petturbaclón es 

< Q>. ¡ H· 1 cf>,.) CAV-2> E-..- t: .. 

El valor de esta exsweslón en el "punto" cx1 ,x2 , ••... ,xn> es Igual a la densidad 

de probabilidad de hallar una paltfcula en el punto x1 , otra en x2 , etc., si~ lmpoltar la 

Identidad de ellas. Si ahora integr~C:~ ~ob~ las~o~rcte.:.adiís d~ todas l~s.paotfculas 
excepto la x1 , tendremos una e-eslón propon:ional a la dansidad de probabilidad de 

hallar en x1 una paltícula sea cual sea y sin impoltar donde están las otras. SI \fl,. 
está nonnalizada a l. entonces al multiplicar por C-eN> obtendremos la densidad de 

carga ~ (x,) : 

~ (x.) 
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ESTA 
SALll 

TESIS 
IE LA 

Tomando el p10medlo sobre todos los estados del sisteme tenemos 

/'Cii:,) - ;;E S'I< ;,: (X,> 
... 

.. 
ltO HIE 
BllUITE.CA 

CAV-3) 

··~ '' 

CAV-4> 

donde ~... representa le metrlz denslded del sisteme y no debe confundirse con le densidad 

de e-e ..:(Jt,)y f"tli-,>. 

.,. 
~ 

-....... que_ el pri_,. t6tmi.., en le ecuaci6n AV-4 ..,. de le denslded de cerglÍ lnlclel, 
: . . . .. . .· 

la cual v..,os a su- que es uniforme y que quede enuleda completemente por los Iones 

positivos de le latlz. Por lo lento le densided de e-e lnduclde en el punto y está dade por T 

(AV-S) 

T El factor que multlpllce e C-eN> en AV-3 e$ ·siempre ·P~~Ítlvo~pues ~sen esenc;~ 
le megnltud al cuedrado de una funcl6n de onda, pero al quiterlcatfinnlnos i(>,c. 
el fector que quede en AV-5 si puede ser negativo. 
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~-C~~~ 
~:~ :¡_ 'i ·;;~.: ! ·;; ~:~- -.. _) 

Antes de seguir adelante conviene hacer notar que la ecuacl6n AV-5 nos 

p~lte calcular la pol•izabilldad estática en la slgu,lente fonna: ~,d~i,ni".16n 
1 ·"' 

y por lo tanto 

Pero de la ecuacl6n AV-'1 tenemos 

y .ii.;,;,,ás 

Entoces 

- ':. ~- '""i 
CAV-6> 

y por lo tanto el tensor de polarlzabilldad estático es .. --;· , ... _, .· .. 

·, ;_ 

J'i°"-:.' ... .) h... t:~ 
~ 1 '-" ' . -. : .. •:) f; .... > .. - • -.; -, " ~ ! \ ¡_ 

··' ·:··, ,:•_•i 
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CAV-7J 

Vemos que esta ecuación es la misma que la Alll-6 para el caso én el q11ec,.l=O. Sin 

embargo la fonna en que aquí hemos obtenido AV-6 y AV-7 es mucho mis simple y no 
. ' . . . . . 

fue necesario utillz• teoría de perturbaciones dependientes del tiempÓ como se requiere 

para obtener Alll -6 Cpig • 889 ref. 36> • 

Regresemos ahora a la ecuacl6n AV-5. Con el objeto de us• los resultados de la 

referencia 44 de la piglna 252, Introduciremos el operados local de un cuerpo o1 de

finido en la representación de coordenadas x1 como 

para todo 1 

si' denotamos con 'P.,. (.W..:.)~ <P,,<'X."\las funci~nes de onda de un solo electrón ~ntoces 

< 'P~ re~ 1 <t> .. ) = S d ><. Cf':c;;. 1 ec-;;.) <"f' .. r;;. > 

'P- • rs> 'f' .. (s > 

y también 

1o1 



Sdx~ .... Sdx .. 
;.;\d .... --· Sd>< .. 

AV 

= <q,1<\ ~ &>\ q> .. ) 
N 

-- .. ,_ 

Sustituyendo esta ecuaci6n en AV-5 y usando AV-1 tenemos que 

1 o 2 

-,;.,--;:,; 

... ~. 

'CAV-i3l-

Si ahora despreciamos la Interacción entre los electrones y suponemos que los 

estados ~tc , asociados a todo el sistema, están fol'lllados por detenninantes de Slater 

de funciones de onda <ii_ , correspondiente.:' a electrones Ubres confinado_s en_~':' recipie~~ 

con la fonna del grano, se puede demostrar que (la demoslraci6n es muy semejante a la 

de la ecuacl6n AVl-311 

;'?(ii'i) 

-1 
! 
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"Pic.(5) 'f'Q (El) :;;;: .a7K E,~ 
¿·.._ - ¡::_.. 

CAV-10) 

A partir de esta ecuación se podría ':'~.tener 1111 expres~ón 11-4 para la polarizabllidaid está

tica correspondiente al modelo de electrones 1 ibres •. b~_staría rep~tir los pasos Cf.le se 

hicieron de la ecuación AV-5 a la AV-7. 

Ahora vamos a evaluar la expresión AV-1 O para el caso en el que las funciones 

'f\< son las que conesponden a un electrón libre confinado en un prisma de lados L 1 , 

L 2 y L
3

• Además vamos a suponer que la temperatura del sisteÍna es igual a cero y 

que el campo E
0 

es pa,.lelo al eje Z Cver figura AV-1>. Entonces 

y 

(-'(X):-..:ze'~ 
.., 

=""" <;p"'(") 'fe(;<) E" a z:: 
~~· se• E" - E ... 

.... Gb 

=""' '-Pt<(;;() <.p; (.< ) e& 
=-:2 ez ~ 2:: 

é1L - Ea. .. =""""' CAV-11> 

Ademas 



y ( •·. "¡ 

:.Za""-= :Z-,.. ....... ,,/ 
,n .r-·." 

AV 

SÍ.JStituyeÍÍdo estas do~'eCuaciORes en AV-il 'se tiene C como los estadOs·:.Yi ~Stán 

dobleme'r'ite-degenerados y el·operador z no depende.del esi>Ín, 'se ha· lntrcidu;;ldó'uii factor 

de 2) 

Prx > = ':1._ . 

donde 

sr;:.,=~ 
~ .... >"' 

c ............. e,,. 

y 

0·/·2 ~: ep 
Lg~.,h7't::fo 

"\ .. • 

CAV-12l 

El nivel de Fermi que aparece en AV-13 tiene asociados tres Indices "1F , n
2

F y 

n
3

F a t~vés.de la, relación 

11•11• 
~ - L1~ 

CAV-14) 
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Mediante el uso de una computadora se evaluaron estas expresiones para va

lores particulares de L
1 

, L 
2

, L3• E F Y x. 
En las figuras AV-2 a la AV-6 se han graflcado algunos de estos resultados. 

Por eJ.,,plo la primera gráfica corresponde a la densldlid ·ele carga valúada ·a lo larg0 de 

un eje paralelo al eje Z y que pasa por el punto x~L J/2 y y~L~2. Los valo

res de L 1 ,L2 ,L3 y EF seindicanenesafigur~T ysonlosinlsmosparatodas 

las figuras s igu lentes • 

Si se integra la ecuaci6n AV-12 sobre la mitad del 'prisma correspondiente a 
se obtendrá la e.irga to~I acumulada en esa s~cclón del prisma. 

Sin embargo, en las figuras AV-4, AV-5 y AV-6, se ve que para los planos Z 

igual a constante, la densidad de carga se mantiene e.si invari•nte en to~ el Pl•no 

Cal comparar la figura AV-2 con la AV-3 se ve también lo mismo), de tal manera 

que el cálculo se puede simplificar sustancialmente suponiendo que la densidad de 

carga sólo depende de Z y obtener un valor aproximado para la cargaÍ total acumulada, 

mediante la expresión 

~, ·~' 

en donde para f'(:z) se puede tomar el valor de e(~ J ~ .} z) y entonces la 

+ Estos valores no pueden elegirse arbitrariamente. En realidad primero se eligió 
el tipo de sustancia y el número de atamos que fonnan el grano de polvo. Después, 
con estos datos, se calculó su volumen V. Finalmente, dados a y b (elegidos 

, arbitrariamente) y V se calculó Ll ,L2 y L3. Por otro ladQlllados.a,b y N 
se calculó nlF, n2F y n3F y con ellos € F a través· de 'AV.;.14. , En gene
ral este valor de E. F no es igual al del material macroscópico. 
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l •• 

(,: )_ P(:z:J d= · 

es el_area,baJ'l _la primera mitad.de la curva de la figura AV-2 y se encuentra que.vale 

!:.¡-- '" 5 f'(z:) dZ =(- ;!} :,. .!:)(1338L 3) 
• 

. ~· donde a. es el radio de Bohr Ca.. =: .5 2916 A = ~> • Por lo tanto 

o TO T = - # ~ s B s L',3 Ee 
a.~ 

Como en este· ejemplo L 1 ~41 .98 Á entonces 

.OT•• = - ,-aG. • .37 L~ E" 

CAV-15) 

Nos lnteres• ahora comparar esta c•rga con la que predice la'eleclrodlnimic.a 

clásica pan1 el mismo problema. Supongamos que el sistema es un conductor perfecto. 

Entonces las cargas se acumularán en la superficie del conductor de tal fonna que 

el campo total interno es cero .. Esto Implica que la densidad de carga inducida en 
.• ,, » 

la superficie produce un campo -E
0 

en el Interior del sistema. Esta· situación 

corresponde a la polarizabllidad máxima posible T. 

~SI el·slsten1a fuera una esfera de radio r, el valor máximo de la polarlzabili
dad serla r3 y la densidad de carga sería (.'(T,<.>,.,.): '"'·-"' .. Cp.íig_: 115 
ref. 37). Además en este-caso el sistema eS obVfameñt=r-1sotr6Plco· .. - <. 
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Entonces el problem• que debemos resolver es el de i..llu I• densidad de .,_. sobre I• 

superficie del prlsm• que produzca un c•mpo lnturm -E0 • P•r•·calcul•.en fonn.. llPftJXl-

mad• esta densldlid pod9mos supo.- que ... estro slstem• consiste en un P• de pl•ca• P•ralel•s 

con Ílre• L 1 L 2 y separad•s u"- dlstancl• L
3 

como se ..... estr• • contlru•cl6n < coNlde-

rando al sistema como un condensador en el que se deapreclan los ñctos de orilh1> 

a:z. 

l 
; 

.,,,.......="'--;------~%. ---- ...... ~ 
L "-

··x· 
Para que exista un campo -'E0 en el esp•clo entre l•s pl•c•s debe tenerse que 

y e - (-e.)."d L.> E'.,.. 

además 

L, ...b. 
a.. 

Por lo tanto 

.Q ~CY (AV-16) 

Y la denslded de c•l!I• es~cial será 
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_ t E. [ .6(.z- ••)- .)(:z)] 

. ,g(x:)= ' :·. 

i--;..:.1t¡ ' o en ~OtfoS, ctiSos 

: ~ 1t : .. ,-_; 

. . .... 
···,'A·dlferencia-de la situación mostrada en la figura · AV-2 ahora las cargas se· dls.tribuy.en 

únicamente sobre l11·superficle de las ·caras L 
1

L 
2 

y el ánálogo clislco de. dl.ch.i fig;¡r~ · 

serí• 

-~ 

El momento dipolar producido por esta densidad de carga es 

P = S :;< {"'(.x)dx 

(o_,o/ L, L,. L~ Eo) 

VE~ 

lo cual implica que 

oe.~ V-= l.L..iL:i 

Por lo tanto los límites clisicos de la polarlzabilidad son 
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·· esfera de radio r 

f.·· . 

Notamos que sl consideramos una esfera con radio r-=L¡l2 entonces V~ :2(ln Y), lo 

cual nos Indica que la pol•lzabllldad del prisma es apooxlmadamente el doble que la de la es

fera. 

Comparando AV-J.5 con AV.,-J.6 v-os·.,..11 confonne el tamaflo.del grilno CNC:e, 

más nos separamos del límite clásico AV-J.6 ~- Este defecto del modelo del.elect16n 

libre ya se habfa hecho evidente en loa re .. ltados para la pol•izabllldad eatátlca de la 

referencia 8. 

SI evaluamos la ecuación AV-16 para el caso. de la partícula de polvo mostrada 

en la figura AV-2 ( partlcula de cobre con 5000 &amos y a
2

=J. .J.B, b 2 =J. .33 y 

L 1 =4J. .98 Al se tiene 

QTOT = 

- ,. O" 60.::S 

~: Comparando .. AV-J. 7 con AV-J..5 o AV-J.5' vemos - al suponer- loa electro,.. no se 

repelen entre si, se acumula 39 .5J. veces más caoga .que el valor máximo -ltldo desde 

el pµnto de vista de la 1!.-dinámlca clásica. 
T El cociente a= ~L es del orden de l y la dimensión L 1 del_ prisma es 

mayor que el radio-de Bohr- Q...; -- -·- . · 
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Conocida la densidad de caoga ln<Mclda se puede calcular el campo producido 

por ella mediante la expresión 

11. 

CAV-l.8) 

.. Sin embW110 al sustituir la ecuación AV-l. 2 en AV-18 resulta una' lntegnofque sólo puede 

efectuarse numéricamente.. Para obtener un valor aproximado de esta Integral n.1evamente se 

ha _....,hado. el hecho de que en los planos Z Igual a constante, la cat'!la sé mantiene 

casi Invariante. Además únicamente vamos a calcular la componente del campo en la direc

ción del eje z. Entonces en vez de AV-18 usaremos 

en donde los valores de la función l'."r.,.·) estarán dados por los valores de e'(~· J !;f-,1 z)) 
los cuales se han proporcionado en la siguiente fonna: se va a dividir el eje Z en 'In'' 

sublntervalos [z .. , z ••. ] , en donde en cada uno de ellos los valcwes de ff%) se 

tornan co...0 una·c-ta.- Igual al valor de E'[.\L• ~, z,,;.}•Este valor se denotará.por· f'..:: • 4 

Entonces el c- estari dado por 

J.'3 z,. .. , 

E z (-,e) = ~ P;. (~,., • ( ol !! ' ( dz ,__.!<-::z=..::.-.=Z:...·J..) ~---'.,.----)~:-:,;-_a.'S:' } J J [e~-,.·)~+ C.,.-,,-) +(z--z' .1" 
2'4 



AV 

donde de acuerdo con I• ecu•cl6n AV-12 tenemos 

P; = - S(..!,s-, ~,:z~) 

s 1 denot.mos I• suma S (i< ) = S ( Jy- 1 !¡,A. 1 :? •) por s
1 

se tiene 

Ez(x > = - ..s12 « i=e 
1T ~ i::J, Clo 

est• lntegr•I si se puede c.lcul• y se encuent,. que 

11 ¡ 

E z (;;i > f_ (1,. - I.s -I.:.-+ I,)-5.:. 
... ·::o CAV-19> 

donde 

I; • f [ .1-(J(..-. >'• ···•·. • J)- •]<•··•>-/:<-(«<• •.••. ·c.J)- ~ (-•) 

+.Q i-(~ct.~x)'+ ic'+.9.' '+L.-.. )- .. R. J-(~ ><'+i<'•.11-'. -><) . .· . 
. . . ) . G .• Jt. Jl" "" ............ ')u~ )l(.'-+J2."+ S2'4(Lo-Jlf\ .. •fC. .. •L• - ~ ~ -t + . 

-1<. [~-c ..... .a.·'(Jc•.-><) ... IC.+L' +R) ~ ~ .... ·.J1.i(.J ,., ... ,. ... L. ·H<) 

. (AV- :lO) 
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con 
, ·•.;.~¡ . .... ;f:· "' t ~:. [.Z•-Z para 14• 15 

K-
z .... -z p.,.a 16' 17 

CAV-21.> 

~ :<,,¡.f ; ... 

f' para Is, 17 

!l. 
. L ~ - 'j p_,.a 14• 16 

Ahora todo lo que resta es dar valores particulares a los parámetros a,b,L
1 

y x, 
y evaluar estas expresiones. Tomemos por ejemplo el caso de la partícula de cobre con 

5000 átomos que se ha considerado anterlonnente, entoncé5-1ós valores' de ·si que ---

aparecen en AV-19 están dados directamente por las alturas de la gráfica de la figura 

AV.,-2. SI además los puntos_;¡ se escogen sobre un eje P•alelo al eje Z y que pasa 

por el punto x=L1 /2 y y=L2(2, al sustituir en AV-19 y AV-20 se obtiene la gráfica 

de la figura AV-7. En esta gráfica se muestran los valores del factor 

--· "'>· s .. (:r--- 1 .. --' I,.-+ 
..i ==o 

I~ 
CA'l(-22> 0 

con m=J.60, que aparece en AV-J.9, el cual tiene unidades de longitud y está dado en ~::·' 

Angstroms-. Para obtener el valor del .campo lncklcldo basta multiplicar por_ 

'••.'. 

8.11:::ie E., 
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l l. 

Notamos que cuando la expresión AV-22 toma el valor t:: ~'2b~ o.J' =- • '"- 3.:2 A 
~lean~ sü ¡;a,¡;.;,.~~" ('..:.2o.47;:'mostrado el c-o lncllcido vale E

0
, y cuando AV-22 

en el centro de la griflca, el campo , ..... ciclo vale 
;.,.- ..... ; 

.:, . ,·,-, 

E-.-1c.c;Eo (AV-23> 

En la figura se ha mostrado también el valor de E
0 

mediante una línea continua hori

zontal y se ve que en todos los puntos se tiene que 

/E/>> Eº 

alcanzandose el caso extremos en Z=Ly2, que es cuando se tiene la Igualdad AV-23. 

Este resultado nos dice en otras palabras que cuando se a11Uca el campo eJdenlo E
0

,· 

las cargas se desplazan creando un dipolo, el cual es auflcl- grande como pm-a que 

el -o procllcldo por 61 sea mucho más huso que E0 y en sentido contrario+. Sin 

emb-o en la realidad esta ,., es posible, puesto que si el .,.,.po lntenlD total es co-lo a 

E
0 

--..... los el-- - deaplazsfan en -ntldo ~o y el - d.,.._ dl-llUl .. a. 

T Esta a fin de·cuentas está lmpliclto al decir que la polarlzabllldad del cueopo 
es muy grande. 
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Estos resúltados nos Indican que efectivamente no es apropiado el conslder• a los 
.__,_ .,. ") : .~ •_J' , .. . . . - 1 • ' • • • • • • _, ' • • • ' 

electrones sin lntet'.ccl6n y que por lo tanto las e~r'.';51.ones que . utlll,i:-os para el .~o>mentD, 

dlpolar debe tomar en cuenta la repulsión electtonlca. 

·,J 

.:: 

,_-,·. 

'., ,,. ~ ·. 

..,...; 

... .,-,n ..• _: 

·-. >-~ -~ f .. ' 

1i 
~~ 
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APENDICE VI 

CALCULO DE LA POLARrZABILIDAD EN LA APROXIHACION DE 

ELECTRON LIBRE (A.E.L.). CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD 

EN LA APROXIMACION HARTREE-FOCK DEPENDIENTE DEL TIEMPO 

(A.H.F.D.T.) Y CALCULO DE LA SUSCEPTIBILIDAD EN LA APRO-

XIMACION HARTREE-FOCK LOCAL DEPENDIENTE DEL TIEMPO 

(A. H. F. L. D. T • ) • 

Derivaremos para1e1amente 1as expresiones que 

resu1tan para e1 caso de la aproximaci6n E.L. y 1as de 1a aproxi-

mación H.F.D.T. A esta ú1tíma aproximación también 1e 

con e1 nombre de Random Phase aproximation (R.P.A.). 

Las expresiones para 1a A.H.F.L.O.T. se obtendrán 

como un caso particu1ar de la A.H.F.O.T. 

Usaremos los sigui.entes aúnbo1os: 

.<( >--~. denota~g promedios sobre un ensamb1e asociado a1 

sistema completo (un grano) en_ preee~cia de ~~ 

perturbaci6n H1 • 

_< > ... denotará promedios sobre un ensamb1e ·asociado a.1 

sístema comp1eto (un grano) cuando no hay pertur-

baci.6n a
1 

• 

<: ')~,denotará promedios sobre un enaamb1e asociado· a 

un s61o e1ectr6n en presencia de ia· PUréurbaciSn 

<( >~*denotará promedios sobre un ensamb1e asociado a 

un so1o e1ectrón cuando no hay perturbación h 1 • 

1 2 1 



AVI 
l 2 2 

Partiremos de 1a definici5n clásica para e1 mo-

mento dipolar de un sistema de cargas. La deEinición es: 

.¡:; = ~ J'{i-) y d~ 
V 

y debemos ahora ca1cu1ar e1 valor esperado del operador cuántico 

asociado. 

Es decir: 

pero si suponemos que la matr~z densidad de todo el sistema es 

diagonal podemos usar la ecuación AVI-9 y escribir 

r~ 
< S':Y.\) .... T dV (A·"'· L."\ 

<-'> ~ ........... 5 < 5'<°• '>. ... Y dY 
(A· H 0-: o. T.\ 

V 

~~> es una suma de operadores de cuerpo se tiene que 

si ahora suponemos que se cumple la ecuación AVI-19 tendremos que 

La ecuacd.ón. AVI-19 se cump1e exactamente cuando 

menos en el. en el que 1as part~cu1as no interaccionan entre. 

st. lo cual permite expresar a las funciones de onda de todo el 

sistema como determinantes de Slater. En nuestro caso las par-

tlcul.as sí interaccionan pero si esta interacción es suf~ciente-
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mente d&bi1. 1a ecuación AVT-19 será una buena aproximación y 

entonces 

Pero usando teor~a de perturbaciones a primer 

den se puede demostrar 

cargas en presencia de 

general que para cualquier sistema de 

potencial~ a e11ae ~(V .. t)ee 

cumple que (ver ec. AVI-22): 

donde c:J:?(Y, w) es 1a transfonn~da de1 potencial 4> 1(-i,'L) y< >
0 

denota un promedio sobre e1 ensamble en ausencia de 1a perturba-

ci6n ~('To L) 

Aplicando 1a ecuación anterior a nuestro caso ten-

dremos que CD . -s. t. 

<<;J(v »H.= :. ) d.Y· <t>oc.::r ....... ) So<[ ~(i·l, !i'(Y,"L)])Ho e dt. 
V 

y 

< S',(T )).,, ~ 
donde U.,, ea e1 Uamiltoni.a.no de t~do e1 grano en aueenci.a" de 1a 

perturbaci6n externa a1 grano ~(i,t.) y '-o e• e1 Hami.l.toniano de 

un e1ectron údi.vUua1 en. aueencí.~ de 1a p•rturhací6n.excarna a.1 

e1e.ctron4><i~1.) • Notamos que e1 p~tenc:iai' cf>(Y,"L) ea igua1 a,1a 

suma c:Pol..Y1t)_.ch."S(-V,t.) siendo cp0.._,.(Y,t) e1 potencia1 pro-

duci.do por e1 resto de 1os e1ectrones • Dicho en 

l 2 3 
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otras pa1abraa he e1 hami.1ton~no de un e1eccrón 1i.bre confi-

nado en un recipiente con la forma de1 grano+. 

Ent:onces 
- s. 

~ (i-,c)J>,. ü e: d t 

<1>>. = 
(AVI-1) (A E<.) 

"· 
(AVI-1'} (A HFDT) 

Pero ca1cu1ando 1os promedios sobre los estados de1 

sistema perturbado se encuentra que (ecs. AVI-23 y AVI-24): 

+ r<r ~<'.,, !>'(•, ... >]'- ¡;/~ ~ = _ t.Z::-. :H - Su [S'tv~.,..; [s-<<'j,." 
- .)., • ~e> . HIJ 1--,,- ¿::-,,.,,-J...,. 

donde los' 1:ndi.ccs M. y N cuentan los estados del sistema (grano) y 

'j M los elementos di.agonales de la matriz den si.dad de ese 

sistema. Los ~ndices m y n cuentan los estado de un electron i.n

dividunl. y 71- es e1 número de ocupaci6n de1 estado m. 

Por lo tanto 
( s .. - S' .. 
~ d Yo t (T', u>) ~-"C"-'H-"--E'--.--"°' .. ~ ..... -

(AeL) 

·.• 
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Como e1 operador, 5', ( i1 1 ) en 1a repreaentaci.ón .::; 

tiene. 1a forma 

entonces 1os e1ementos de matriz que aparecen en 1a expresión 

rrespondiente a 1a aproximaci6n HFDT se escriben 

y entonces 

donde e1 ~actor 2 se ha introducido para tomar en cuenta 1a degenera-

ciGn de1 espin. Definiendo 

podemos escribir 

<~)H,-=~'Ydv ~d.Y• cj:>('i·,...,J A("•"') 
(AVI-1"') 

" 
que son 1as expresiones usuales en 1a aproximación H.F.D.T. (ver 
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ecs. 1.6 y 1.7 ref. 30) si.n embargo ahora vamos a introducir una 

hip6tesis adiciona1 sobrera aproxi.maci6n H.F.D.T.·que consistirá 

en suponer que e~ campo total e en el interior de1 grano es U.ni.

forme. lo cual implica ~ue 

Esta ultima hip6teais puede ser muy mala. pues en 

un sistema pequeño el campo total en su interior dif~cilmente es 

uniforme. 

A esta s:ünp1ificaci6n adicional sobre 1a H.F.D.T. 

la llamaremos a;>roximaci6n Hartree-Fock ~ Dependiente del 

Tiempo (A.H.F-.!:,.D.T). 

Adem4s. como el. campo externo E~ si es uniforme 

entonces se cumple rigurosamente que 

y podemos escribir 

si el sistema isotr6pico las expresiones anteriores se con-

vierten en: 

1 2. 
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pero 1ae ecuaciones AVI-25 y AVI-26 nos dicen que 

y que 

S fjo,,-;.,]"'_ ;.·dY• = e:- Y--, 
donde 

y r ee e1 vector de coordenadas de un e1ectr6n. Entonces: 

<~>... 
[-

:.. ~¿: y,... - S.>.. 'J:?N '1 •'R ..... E'"c 

-

"3 MN E,,.- C:,.-J,t..o> 

_g_'.. :::E:. 7i' ~ - Yl "' Y" - • I':. " E 3 -~ lr-- E..,-,._...., 

Haata a1 mOlllllnto 1a expreaidn de arriba. correepon-

diente a1 caso AEL. es exacta en teor~a de perturbaciones a primer 

orden. pues no se ha hecho ninguna aproximací6n ni se ha uaado e1 

hecho de que. 1o9 e1ectrone• -•n .1:Cbre• (1o <lnico que ae hit •UPU:~.':'_:· · 

...... _· 

::."'!:¡ 
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to es que se cump1e 1a ecuaci6n AVI-9)+. Sin embargo. si ahora 

despreciamos 1a interacci6n entre 1os e1eCtrones y suponemos que 

1os estados \fl"~ asociados a todo e1 aistema. est4n formados por 

determinantes de S1ater de funciones de onda Cf'-. correspondían-

tea a e1ectronea independient~s confinados recipiente con 

1a forma de1 grano. se puede demostrar que (ver ec. AVI-31'): 

Q ...... - T< ..... =~ -y¡._ - ??.. ,...""_ .- ~- .. 
.l:- - E" - A...,. 

En e1 miembro derecho de 1a ecuaci6n anterior to-

da& 1as cantidades s-ignifican 1o lllismo que 1as que aparecen 

1a expreai6n para 1a aproximaci6n H.F.~.D.T. Es decir. E._ 1a 

energ~a de1 estado lf'- de electrón libre. o/- es e1 nGrnero de ocu

paci6n de1 estado 4P- y r son 1as coordenadan de un e1ectr1Sn. 

Por 1o tanto tenemos finalmente 

r=~ 
..,,,._ - 71~ -:::;; ... _ .. y __ E'o (A9L-) 

"?. --
E- - E°M _,., ..-

{AVX-2) 

<...P{., 
(AH F.!:,OT) 

~~ 
??- - n.., y,.._ .. -;::_ ... r= (AV:I.-2') 

E - - E'" - ~"" 

La expresíSn de1 miembro derecho que aparece mu1ti

p1ícando a 1os campos E
0 

y E. dependerá en genera~ de 1a ,frecuen-

+En rea1idad taml!j.•n se ha supue•to ~u~ e1 a~•tema ea ísotrGpíco 
y que e1 campo E. es unifonne,, pero estas son híp6teais que se 
pueden 1ograr satisfactoriamente en 1os experimentos. 

1 •• 
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cia Wy de 1a forma de1 grano a trav4s de 1as funciones de onda 

<p._ • Sin embargo debido a todas 1as aproxi.mac:ionea que se ha-

can para eva1uar dicha expresi6n se encuentra que prácticamente 

SÓ1o depende de "-' y de1 di.Smetro x de 1a part~cu1a. Si de

notamos por k (.x • tu) 1a expresi6n mencionada podremos eacrib:i..r +: 

<'..f > .... (11.VI-3) 

(AVI-3') 

donde 

"""- - '??.,,. ..,. ..... - y- ... 
€- - E" - s,"" 

(11.VI-4) 

Si ahora comparamos con 1as ecuaciones 

úi' • moment:.o dipo1ar) (AVI-5) 

(F • po1arizaci6n) (AVI-6) 

que definen a l.a po1ariza&il.idad O( y a 1a suaceptibil.idad X de un 

diet~ctrico respectivamente, vemos que 

+Como eacamo11 suponiendo que el. si.atema. ea neutro e1 momento dí
pol.ar es :inde~9ndiente del. origen de coordenadas. 

1 •• 
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(AVI-7) 

)( = •< ,.;..:, ....... ) 
V 

(AVl-8) 

Como k.(x •.....,) es una magnit:.ud asociada al. grano 

como un todo_.. en e onces constante en todos l.os puntos 

interiores al. grano y por l.o canco en l.a aproximación H.F~ .. D.T .. 

l.a susceptibi.l.í.dad X ( ~ ) es una constante dentro del sistema. 

Concl.uímos entonces que l.a magnitud k(x.(.¡o..I} es o 

l.a polarizabil.idad o l.a ausceptibi.l.idad dependiendo de l.a aproxima-

ci6n que se quiera hacer. y que l.a aproxi.maci6n H .. F._!!.D.T. 

duce operacional.mente a escribir 1:...-~or = ~L 
Pero sea cual sea el. caso l.a expresión para 

k.(x. w) es sol.o una aproximación. y result:n. que para el. probl.em-a:, 

que nos interesa ninguna de estas dos aproximaciones reproduce 

correctamente 1os experimentos .. 

En este punto considero muy conveniente hacer l.os 

siguientes comentarios; 

La re1aci6n anterior 

1a hemos obtenido en 1a representaci5n (i, w ) y no debe confun-

dirse con 1a re1aci6n ( 1oca1) 
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que es vá1i.da en 1a representaci6n ~.u.J) (ver ec .. 3-l.47 pág .. 138. 

ref .. 42) .:t" 
La segunda ecuaci6n ea mAs exacta que 1a primera 

puesto que para su obtenci6n no es neee•ario suponer que e1 campo 

interior es uniforme. Es decir 1a pr:tmera re1ación es una aproxi-

maci6n 1oca1 y 1a segunda no. 

Los trabajos de 1as referencias B, 12 y 13 mostra-

ron que 1as aproximaciones E.L .. y H .. F.~.D.T. no describen apropia

damente e1 fenomeno de abaorcitSn de 1uz, sin embargo es poaíb1e que 

1a aproximaciSn H.F.D.T .. (no 1oca1) dE mejores resu1tados que 1as 

otras dos. 

Para aplicar esta aproximaei6n se requiere reso1-

ver 1a ecuací6n AVI-1' •• (o 1a AVr-t'sin suponer cp.:-E .. Y.)J "Pcrc;,, 

para esto es necesario determi.~ar e1 pot:enc:ia1 total. q, (. T•, w) 

1o cua1 en general. puede ser comp1ícado. Sín embargo 1os facto-

rea restantes de 1a ecuaci~n AVI-l'''(o AVY-1~ son re1ativamente 

fácil.ea de determinar. 

POr otro 1ado podemos contrastar 1a forma en que 

nosotros hemos atacado e1 prob1cma. Lo que hemos hecho es par

tir de 1a ecuaci6n (AVI-1). en donde ahora e1 pontencia1 

tiene una forma muy senci11a. pero 1os factores restantes son más 

com.p1icados de ca1cu1ar. 

En eate caso H0 es e1 ~1toni.all.o de un sistema ª"" 
N e1ectrones con interacci6n y debe usarse teor~a de muchos cuer-

pos para ca1cu1ar 1a po1arizabí1i.dad. 

Otro comentario importante es e1 siguiente 

Tsegún esta referencia, 1a aproxi~aci6n H.F.D.T. en 1a represen-
taci6n (k., ~) consiste en hacer~ .. roT ~o/ Esto se debe a que. 

- :ab!: se h:t t'~•do e1 vol.W11en ·igun.1 a 1 ·c0tno nuede verse en l.a pi[~. C6º. 
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Segan s. Strassler y colaboradores(ll)• M.J. Rice y colabora~ 
dores (Jo), etc. <1. 2 • 1 3 ), el error drástteo+ de Gorkov y El lashberg (S) 

fue usar ~ ... en vez de cf> en la ecuacl6n AV 1-1 

o equlvafentemente.usarEo en vez de G la ecuacl6n AVl-2 

pero esto no es un error drástlco nt mucho menos. La ecuacl6n, AVl-1 es. 

correcta cano ya se coment6 en la págl~ se discute a~pllament~ en.el 

as>'ndtce Vlll. En realidad el error de Gorkov y Eltashberg est§ en la 

fonna de calcular la expresl6n del miembro derecho de la ecuac16n AVl-1 

~dY Y~ d~' <Pu (T•,IP) f'(Y, Y•~ 
v . v 

y que conslstt6 en suponer que los electrones son 1 lbres, lo cual los 

11ev6 a la ecuact6n AVl-2. pero esta supostcf6n sr es muy mala. 

Segan Strassler, etc. para corregir el error drástico lo que 

debe hacerse es éan1blar· E por E» en la ecuacl6n AVt-2, o sea 

+ver por ejemplo la referencia 1 en la pág.· 2575 en ·donde se lee 
"THESE AUTHORS HAVE !'1.ADE A TRIVIAL. YET DRASTIC. ERROR ........... 11

• SIC 
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que es precisamente 1a ecuación AVr-2', pero hacemos notar que 

esto no es ni..nguna corrección a un error, sí.no t'.lnicament:e una apro

ximaci6n que puede reau1 tar buena en algunos caeos y ma1a en ot roa"'!" 

En part:icu1ar, en nuestro caso, 1aa dos aproximaciones han resu1-

tado ser muy malas como se :indic6 en el cap:Ctulo rr .. 

Como comple1Dento a este ap€ndice demostraremos 6 

igualdades que han utilizado en e1 trabajo. El significado de 

muchas magnitudes que aqu:( aparecen se ha indicado la parte del 

texto en donde se les ha utilizado• por lo tanto aqu:t hará un 

m~nimo de indicaciones de ese tipo. 

... 

1 .. -) Primero demostraremos la igualdad< f9<TJY.ct::¡-')..~ S<j'<iJ)H.Vd7. 

Tenernos que N 

.(;S S'(Y.,vd,..,,, = ~1) ~ 5 ('i-Y.4)c "'"''"1'> 

= <"'\ #:- '"'1'4 \ "') 

Suponi.endo que la matriz densidad de1 sistema es diagona1 podernos 

escribir 

+La ecuac.i6n (AV:I-2') i.:mplica tomar 1a expr••i.6n .. t<C,..-.J.......V corno 
la suaceptibi.J.idad y ae evit8 de esta manera que el va1or de °"' 
sea 'DUlyor que .._a .. Eat:o es equivalente a tomar un cierto campo 
de depolarizaci6n., pero en genera1 no es correcto suponer que es 
justaaaent:e el milltno que aparece si ae toma correctamente 1a in-
teracc~6n ent:re loa e1octronea.. ' 
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4.- s. <"I 

~ 5'. ~) 

< S 9(Y) 'id.Y.' == , . /,'.;. (AV1-9) 

2.-) Demostraremos que (w 1).-f = <w·>~ donde < >n denota un 

promedio sobre e~ ensambl.e de aí.stemae. -Denotaremos con 'i-J'""" "l.os 

estados de ese sistema y supondremos que son determinantes de Sl.ater 

de funciones lf'...:. • El. s~m.bol.o < )., denota promedios sobre un en

aambl.e de partícul.a i..ndividual., en donde cada estado de l.a par~~cul.a 

estA descrito por ).as func~ones '-f~ ~ a partir.de 1as cual.es.se cons

truyen l.os determinantes que forman l.oa estados 'f'M. Además W)' 

denota operador de un cuerpo. 

Tenemos por definí.ci6n que (suponiendo.qUe l.a 11lat%iz 

densidad ea diagonal.); 
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pero de l.a referencia 44 ec .. (24.16) vemos que 

(1.¡J ... 1 w. I 't',.) ~· 1¡-~ < 'f'., 1 w, 11..f' ... ) ...... 
donde e1-:CU.dice k corre sobre todo• 1oa eatadoa de part~cul.a in

dividua1 que· forman e1 estado 'J-'". . Por 1o tanto 

Sea P,,¡, ..:. •.... ..,l..N 1a probabi1idad de que c:\~c.-

l.e.ctr6n ••t& en e1 estado 'f> .._ 1 otro e1 "f"...:~ , etc. :Enton~ · 

ces P ...... .••• · .. A .. tiene i~. siguientes propiedades: 

a.-l Si e1 e.atado 4JH esta formado con l.os estados 'f' ••. 'f .. .1, -· • ~ .. 

entonces 

(AVI-11) 

b.-) 

(AVI-12) 

donde C(;i.) denota cual.quier permutaci6n de l.oe ~dices i. 

c .. -) 

-P ... ,"'• .... J.w -=O (AVI-13) 

cuando dos o mJis '.Cnd:í.cea son igual.es. , 

d.-) 

~P ... -- ... =~ !f,.. 
.... <. ...... ( < ..... 

(AVI-14) 

l '. 
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g.-J 
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~P.., ...... _.N=Nt_ (AVI-15) 
, .... .e:, .•• - ....... 

.., 
2="P.. 
.. ·,:=:, 

- Probabi1idad de ha11ar un e1ectrón 
en e1 e•tado ~. ai.n .importar don
de e•t:an 108 otro•. A eat:a proba
b:i..l..:Ldad 1a denotar91Doa por P .... = .. 

- Ndmero de ocupaci6n'de1 estado 'P~.= 
~:. (Av1-1c;.) 

(AVI-17) 

h.-) _L_·:;:c::: P •....... -'N 
(N-2) l A&·· ....... 

• Probabi1idad de ha11ar un e1ectr6n 
en e1· eetado 'P...:, y otro en e.1 es
tado "P4 ,. sin i.Jnportar donde están 
1oa ot:roa. A 9at:a probabi1idad 1a' 
denotaremos por P~.4a. 

(AVI-18) 

Entonces 1a ecuaci6n AVI-10 se puede escribir como: 

< ...... ) .. = ~ ~ • 'P., ..... M ~ .('f'K 1 C..V• l'f'o<) 
.... < .. •<--·<...... : .. , 

=-'-- .. ----~¡::>.,.., JN2::::<'f' .. /Wol 'ff') 
N ~n ..-,,.&;a,.- ·1t.:~; 

deaarro11ando 1a suma sobre k Ju 

debi..do a 1a propiedad indicada en 1a ecuaci6n AVI-12 podemos 

y escribir 
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"'·· .. - ......... 

=-~~<~·'"'·l'P...)~ -P., ....... .. 
~ ...... 1 .. .. • • • _¿ ... 

usando 1a ecuaci6n AVY-16 

Como Pi-~-• ea e1 nGmero de ocupaci6n de1 eatado·.'+".c entonces se

rá proporciona1 a 1a matriz densidad ~. de1 sistema consisten-

te en un ao1o e1ectr6n 

por 1o tanto 

(AVI::.19) 

3.-) Demostraremos 1a expreai6n 

donde (S'('i',"'~4>. ea 1a densidad.de carga de un sistema de par-

t~cu1aa cargadas en preaencia de1 poten~ia1 ~ <f:>.(~,~). 

Antes de tO'lllar promedios.sobre e1·enaamb1e ca1cu~ 

1aremoa e1 va1or esperado de S(T> con reapecto a1" e9tado perturba

do o/,.c ... ) . 

l .. 
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donde 

-.•'-..:i. 

'+' t1 u .. , t.) = ri+';. (Y"') e,...," L -t- .z::= e• (t.) '?V,: (y ... ) e . 
""" .. 

donde 

' l~ . e~·c-~-..,~)-t<' ·n1r:' H,(t'JI nk-.. ) 
Ct<-ftl = - h )v...,'t. T~ T• 

't(Y".}es 1a funcí5n de onda de1 sistema de N parttcu1as da1· sis~ 
tema no percurbado (N puede ser igua1 a 1 o mayor) 

Tenemos entonces 

donde· 

Si suponemos que e1 !iete.ma no perturbado ea ri~u-' 

tro entonces·e1 primer tErmi.no es ísua1 a cero. AdBm.lie 1a áCuá-

ci6n 4.14 de 1a referencia.37.noa dice que 1a.expresión.~ 

que nos da .1a .energía de un sistema con densidad de: carga ~l~') 
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en presencia de un potencia1 CÍ>.(Y•, t.') ajeno a es.ta densidad 

de· carga es igua1 a 

H ,(t.'> ~ cR (Y•, i.') §'(i-'ld Y°' 
V 

es muy importante hacer notar que en 1a ecuaci6n anterior ~(Y·,1..•) 

representa e1 potencia1 producido por 1as cargas ajenas a 1a den-

s"idad Ci>('Y') y por 1o tanto no inc1uye a1 potencia1 producido 

por e11a. De modo que si nuestro sistema consiste en todo e1 

grano <!:>. (T'"t.•) =~(;·,~·) • y si nuestro sistema consiste 

so1o e1ectr6n <:P,(Y•,t.')<:>: c:p"°(Y·,t.•);. <f;>~.5o(T•,'t.'). 

Por 1o tanto 

('1#1 .. I H ,(1.')j'1¡1,.) = ~ d"T• <"IV"l <P.l~·.•') ~(i"'Jl"I/ .. ) 

entonces 1a 

<~ .. c ... ,I 

= Sc1•· <i>. (;·,i.) <'lfl .. i S('i·• l "ljl .. ) 

~ ci 'i• [ §'(>·>],." cp, (Y"•, i.') 

ecuaci6n AVI-20 se escribe t como: -•'-'"-.. (t--t."} 

~('i \ 1 ~l1íi.1)= - 'L ~ sdi.' [.5'lv5J,." ( d'>• ( g(i"'lj0 , e cP,{i~-.·) 
)<..'tft1 o ) 

t -~ "'""" (1.·'1.') 

+ _L ~ ~ d;.'[ 'i'(;iJ kH s dV' [ 'l(i·ij,. .. e ~(>",t."~ 
t<.-t1 o 

Para obcener <9)._
1 

nece•i.tamos mu1ti.p1i.car por 1a 
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pero 

por 1o tanto 

sumando y restando e1 tGrmino k. - m 

tomando 1a transformada de Lap1ace tenemos 

(S'cv .... >)cl>, ~ -*")d•· c:V.u·, ..... )4"[. S<v.,, su .... )])01 
:tY"· 41c;; .... )r<[ S'('T·), S'('i, ... ~>º es .d t 

. " 

... 

( AVl-"1') 

(AVI-22) 
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donde .s-~~+~(.A..) 

4.-) Cá1cu1o de 1aa expresiones 

,, 

nuevamente e1 cS1cu1o de ambas cantidades sigue 1oa mismos pasos. 

1o Gnico que cambia ea e1 significado de 1as funciones de onda. 

de 1os estados de1 sistema y de 1as energ~as. 

Tenemos entonces que 

...L("<~ [9(i•I S'(M)1...._ é'd t.~-'- { f ~~ z:-ks<;')] [!i'C•-.•J - ?(..,.,•'il.. ~(Y'~ ) e~~t. 
.J. )• I % J. ) ..,~, ..,_ \\.: .. .., _.., - _,.. 

"' 

donde 9-... representa 1a probabi1idad de que .e1 sistema estli en 

e1 estado y tiene 1a propiedad ~ S .... : t 

Uaando 1a ecuaci6n AVI-21 tenemos: 

Por 1o tanto si nuestro sistema consiste en todo 

e1 grano tendremos 
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y sí nuestro sistema consiste en un so1o e1ectr5n tendremos 

donde 41,,...-=N ~ .... es e1 nGmero de ocupación del. estado m .. 

5.-) C41cul.o de 1a expresión 

S I S',c»J~~ 'T dy .., 

Como el. operador Y.(i.'\ en l.a representaciGn X:- cie-

ne 1a forma 

entonce& s [~.<i.i]h~ .Y, d~. 
V 

(AVJ:-25) 

Además 

s [\tCi-)],..,;-_,,,-:¡ -=~<'·f'wlS'('< 1 l'i',,)'TdY: .., 
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s· [ S'C;i]N.,· Ydv 
V 

- " Q,...., 

donde 

Por 1o tanto 

C2 'R .... (AVr-26) 

6.-) Demostraci6n de 1a igua..J.dad 

Los dos miembros de 1a ecuaci6n tienen 1a m~ama 

forma. pero en 'e1 miembro derecho 1os e~bo1os m,.~. r y '?!m 

representan estados,. energ~as. vectores de posición y números de 

ocupaci6n correspoñdientes a una so1a partícu1a. En cambio en e1 

... 
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miembro izquierdo todos 1os s~bo1os representan magnitudes de 

todo el sistema. pero vamos a suponer que e1 sistema estii for- · 

mado por part~cu1as independientes de tal manera que los estados 

't' M son determinantes de Slaeer construidos con funciones de 

part~cula individual f.f',.., 

l!!L ...... 

44 tenemos que 

(AVI-28) 

El miembro izquierdo se puede escribir como: 

Calculemos primero cuánto vale.la suma sobre ~n-

De las ecuaciones 24.15 y 24.16 de la referencia 

si "+'M y 't'L difieren por más de un 
estado de part~cula individual. 

si °'+'M y o/L di.fiaren por sólo un est. 
de part. ind. de tal. forma que 'P... es 

.. el estado de 't"M ... <iue .no aparece·· eD.
o/L .Y .lof'...5 es e_I estado de Ji-'L que 
no aparece en '+'M• 

si 't'M - 't'L y la suma sobre °' · es 
sobre todos loe estados que forman 
a 'fM • 

Supongamos que e1 estado'1JL estS const~uido con 

1os ostados~,,"f.t.,--· ··,'6. .. • Denocaremos po~:r:_ al. conjunto de 
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¡ :. 

s:ndices Jt,, It .. , J¡.., 

Supondremos ademJie que e1 conjunto~ e11tli. orde-

nado de ta1 forma que .R.<A,.<--

En igua1 forma supongamos que e1 estado 't' M está 

construido con 1oe estados <p._,, 'P-a,,, .,\.f'-,.. y 11amaremos ~ 

a1 conjunto ordenado 

~=f ...... , .... , .... , .... ,.,3 
Usaremos además 1a notaci6n ~#~cuando ~ y~ 

dí.fiaran por m!is de un :i:ndice y ~/kJe cuando 9'2' 'JI ;t:. difieran 

por e6'1o 

bir como+ 

!ndice. Entonces 1a ecuaci6n AVI-28·ee puede eecri-

(Avl-:::o'I) 

Como 1a expresión para 11 exc1uye e1 t4raiino 

L -· M entonces 

+ 

+Como 1os conjuntos'1'z,.y~ están ordenados,. R,.L y Y-.,1- pueden di-. 
ferir por un aígno. pero como en nuestras expresiones APARECEN AL 
CUADRADO pasaremos por a1to esta pos:i.bi1idad .. _ 
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con ~ = ;:-"'Lo .: ..... 

.;.. "',;.,.._r .. 
Á ... ;;e - ..,,., 

L1amemos casi..11ero número <X. del conjunt~ :;f al. 1u-

gar en donde va el. !Cndice .R-.. En l.a misma forma 11.amaremos ca-

si.11.ero númerofi del. conjunto9.'! nl. l.ugar en donde va el !Cndice 

•ñrA Vemos que cada conjunto tiene exactamente N'caeil.l.eros y 

que el. valor del. !Cndice ..R(X en el. casil.l.ero .X estJi acotado por 

...'7.,. 1 y 1'. •••.. Notamos . tambiGn que dado e(. • el. val.or de -'2 oor. 

siempre será mayor o igual que o< • DiremoR que el casillero 8 

queda deeacopl.ado cuando el estado 'P.w" que aparece en el. estado 

'+'L es distinto n todos los estados que forman al escado lflH .. 

Bajo estas condiciones vemos que la suma ~ sol.o tiene términos 

en donde el. número de cae:il.l.eros desacopl.ados de ::t!:, y -97b es exac-

tamente uno .. 

Es fácil. ver entonces que dado el conjunto ;;/! • el. 

conjunto '972. se puede escoger de ta1 forma que quede desacop1ado 

cua1quiera de los N casilleros de X, .. Indepen'dientemente de 

1os valores de los tndíces que van en cada casi11ero. se tiene 

que a1 e1egir un casi11ero desacoplado de~ hay cuando más .N far

de cubrir los restantes N-1 casilleros de :1! que si están 

acoplados dependiendo del casillero de m que se deje desacoplado. 
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Tomemos un conjunto l?"rttcular~ y calculemosLs.U sÜma'-SM,_ 

corre.spond[en.te.. La suma ..S~ se puede seParar en IJ sumandos 

s .. =:f!::_.,s .. "' 

donde Sn.x. es la suma de todos los t.Snnfnos que corresponden al caso 

en el que el casillero o(. de :J:. está desacoplado. Para calcular la 

suma s ... ~ debemos varfar el estado '+'..e sobre todas :'°'US p:robabf 1 idades. 

y esto se. logra recorrlendo con el estado desacoplado "f'._. de '9;:>z.... 

(sin Importar su ndmero de casillero) todos los estados disponfb~~~· los 

cuales constituyen obvfemente: el espectro-·compteto éxcepto los !f',.1t.,·~a~ --~-

(por ejemplo <fl- no puede ser igual 

porque precisamente el que está desacoplado. Tampoco 

pue.de ser tgua 1 a c;p, 18 es tan 

acopladas con algan casrtlero de ~ y como todos los estados ,,,.,,~ 

?"'7i, -- • - .. ,>ri,., ·que formen a l./",,. son d[st[ntos entonces 'f'-

puede ser igual é? "'f..tA } • Por lo t.anto 

SH .. = f l'T~ .... 1 ..... 
"-•• €--E._.,._....,.h 

~,,. 

~·· 

_.....: 
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y la suma.,SH- .. es.. ,l.su~l.~.. __ ,.. 

Entonces '1a" suma I deflntd8 ~n la ecuacrón"Avr-27'es igual a 

I 
, .. 
""'• 

Sea ""P. . .1:._ _ •••• g..._ 

+ l '"·-1~ l 
é-- t ...... '-'"~ 

(AVl-30) 

la _Pr:obabrttdad de qu~ un el~ctr6n º'."té 

en el estado ~' otro en .fl-a.. • etc. Entonces "P.. .... ..... 
la mrsma funct6n que definimos anterlonnente y por lo tanto tiene 

todas las propiedades que se fndlcan en las ecuacJones AVl-11 a la 

AVl-18. 

Sustituyendo 

I =- > ~R •.. 
.l.(ti .. -· <· ... 

1a ecuaci6n AVI-3D tenemos 

.. 11: ... 

.. 
Ll -·· "' 

f h'-·-1 ~ 
E--E .... -w~ 

+ 



I= ~~-t= 

:....=...!.... 
( N -1)~ 

,_ ____ "P •. 
,a,, Q& • ••• .ii H;:'t 

> :-p., __ _ 
J., f,.. · R":.' 

A VI 

~S"" .• .,.._,,, .. 
~l. E~- €1,'- ,,.," 

"'"' 
~t ... 

'"'"-' ... ) f.-f ....... .,.) 

+ 

~ 

L::' 'P,, •• ... $""" 

11.#• .... -.,,.,._ 
Sumando y re•tando 1oe términos .Jl" '2' ..,.,. 1 JI~.= Wl, - •• - - 1 Q ... : -

l'T •. -t'" ' E--"'--e""'."" •• -..... _,~<11-... ¿__ ....... 

pero e1 seRundo t~rmino va1e cero pues 

!:=~ ~r l'i- •. ,.. -+ 
':l.-¿__ L__ E- - E1.,-~1.c.> 

.lh=I -•• ., .. 
~~r-, ..... _, ... 

=: ~ E_ -e-_-'-_-E-<.-'+'-1o-~-

- =• ··;:.. 

=-T-.. 

~ f l'f-•. 1 ... 
L_ E--~•,-'h11t.> --· ~·· 

l •• 

_ .. _ 
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.. . ¡ ¡ 
¡ :1 

O también 

; '-¡ 

(AVl-3') 

.• J . . . 
' . ~ ... ' .. 

< 1 
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APENDJCE AVll 

DISCUSION SOBRE LOS CONCEPTOS DE SUSCEPTIBILIDAD 

Y POLARIZABILIOAD 

Supongamos que el espacio 1 lbre se encuentra fnfcíal-

mente un campo eléctrico uniforme E 0 • Sf posteriormente se In-

traduce un cuerpo cualquiera. el nuevo campo el&ctrlco resul-

tante ?(~) dependerá de las propiedades del cuerpo y ~n gen•-

ral ser& diferente de.r
0

• Sin embargo en algunos tratamientos 

estos dos campos· se usan fndl~tfnt•ment:e. 

Por ejemplo si queremos estudiar ciertos fen6menos 

dentro de la teorfa de respuesta 1 lne•I. posiblemente quede 

justificado el h•c•r ECr~E0 con tal de que los resultados no 

dependan sensiblemente de la eleccf6n entre Y(r) y .E
0

• En nues-

tro caso parece ser que es crucial hacer una dlstfnci6n clara 

entre el los. 

Si el cuerpo en estudio es un dfeléctrfeo polarlz•ble 

lineal y homogeneo entonces al fntroducil'"'lo en el campo E
0

'se 

crea un momento dfpol,ar P Y. un_a polarfzacf6n "PCF) definida en 

cada punto del cuerpo. Se tienen las siguientes definiciones 

(para la polarfzabllldad Oir.) 

{para la suseept:fbíl idad"X,(i')} 

La polarfzabilldad es una propfeda~ del cuerpo como un todo y 

la susc•ptfbf·tfdad es· una propfedad definida en cada punto del 

sistema. pero si éste es homogeneo En camb lo• 

.. ' ~-'" 
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aunque el sistema sea homogeneo Ja polarización P(;:) si depende 

general de r. 
Particularicemos ahora al caso en el que el material tfe-

forma esf~r Jea. En este caso P - PCr) y podemos escribir 

P - V P donde V es el volumen de la esfera. Las ecuaciones de 

deflnfcl6n se escrtben ahora: 

y ::p.,,.)( Efty'\ (lo cual Implica qu~.ECr) ya dep_nde de r)., 
y se demuestra f~cllmente que (pAg •.. 115 de la referencia 37) 

:P ~ .. 3,,( :;~) E"º = (~ .. -~ ) § = ~ e~ : -:X E 

por lo tanto 

( ..JL=...L)v 
E+-'2 <Áv 1 l-i > 

e: " 1 +- vn 'X {AVI 1-2) 

(AVI 1~3) 

la ecuaef6n AVll-1 recuerda la ecuacfóri ~·e-~l~~slu~~~~ssotti 

en donde a 'Y11oL se le conoce indistinta y desaforturiadamente 

con los ,i:t.ombres de polariz•bf_lfdad molecular (pág. 119··,..ef. 37) 

y susceptlbfl tdad molecular. (pág. 858 ref. 36). P.ero al. compa-

con la ecuac16n AVll-1 vemos qu~ es m~s aprop,fado el- prlme-

Las ecuaciones anterlores se combinan para dar (con V:9..f¡-o.-3>: 



o< = _v"-:':'X:'='::,.... 
,.~-,... 

X= V~'"#,<><-

AV 1 1 

~e""'~---> 

= ªº (1- ~) 
En Jas ecuaciones AVll-1 y AVll-2 se ve que si €:::::1 

valentemente ~<< l 6 )l. <<:. 1 

~~x V . 

) entoQces 

y de la ecuación AVll-6 resulta que 

En eamblo si E>> l entonces 

y 

(AVI 1-4) 

(AV i 1 -·S) 

(AV 1·1-6) 

(o equ 1-:-

¡ \, 

Por otro 1 ado sabemos que 'SI 1 a esferá es ·de un mat!~~ fa 1 

conduc~or se cumplen las sfgufen~es relacíones' 

y - o 

o(. - ª3 

tas cuales se pueden considerar como casos partfcuJares de 1as· 

ecuac Iones 4 y 6 cuando )(--. CO 

En la ecuac16n AVI 1-4 vemos q tm conf'orme Ja :X varfa 'so-

bre un amplio Intervalo de O a CX> • la O( varfa sobre' un 'peqUeftO 

intervalo desde O hasta un valor máxfmo al. 

quiera 

cuando 

De modo que debe tenerse mucho cuidado cada vez que se 

usar E~ Eo 6 

ce. == 0-3 

)(-~ -v En particular esto está prohfbído 

,¡ J 
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,- ·.~n la AVI 1-5 vemos que si se tuviera ~> a~. s_fgnl-

ffcarfa ~<O y E serta op~esto a E
0

.. Nuevamente estar fa 

proh.lbfdo hacer las aproxfmac~~-~es anterfores. 

En un material de form~ arbitraria 1as'~-·~~·1ac.Íones ya 

tan sencillas y el ca1npo dentro del dle.14fc.'t:rfco.no-e5-

unlforme ni tampoco la po1ar•zacf6n (excepto si el material es 

un conductor en cuyO caso É(r) - O en todos los puntos r Inte

riores al cuerpo). 

En la 1 f teratura es frecuente ver que se toman Indis

tintamente i'
0 

y ECr) 6 '?( y oc.. (ver' por ejemplo p:ig. 496 ref. 

35 y ap~ndlce VIII). TamblEn algunos 8utores llaman a la sus

ceptlbfl fdad polarlzabfl fdad y viceversa (ver por-. ejemplo pág. 

317 ref. lt5). Aunque todos los 1 lbros de ~._etectrodln,mtca 

el momento de íntroductr los conceptos de susceptlbtlldad y 

polartzabt1tdad son bien precísos en hacer 1a dlstlncl6n entre 

E
0 

y E(F),en desarrollos posteriores los tom•n .por Igual. Por 

ejemplo el propío .Jackson en su segund• edlc:16n• lnlclalment•~' 

distingue entre i
0 

y i(F), pero cuando discute la teo~fa de 

Drude pasa por alto esta dístlncí6n y solo menciona que se "po

drfa tomar en cuenta la dtferencla entre i(~) y ~o (ver pp~' 

2as~2aa ref. lt6). 

Como nuestro caso no sabemOs cual .es ·.el- valor ·de 

E (6X6~), no está Justificado por lo pronto<haicer_ ese tlp"o 

de _aproxlmac._lones_. 
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APENO ICE VI 11 

DETERHINACION DE LA FUNCION HAHILTONJANA DEL SISTEHÁ PERTuRBAoo. 

La determlnac16n de esta funcl6n es un problema bastante trivial, 

sfn embargo, debido a que no ti.y un comú"n •cuerdo entre algunos de los autores 

que han atacado el problema que nos Interesa y que los ha llevado 

a resultados muy dlstlntos,<8 •.9• lO, 11 • 12 • l3, 3 o) considero conve-

nient:e anal izar con cierto cuidado la situación. 

En primer lugar definiremos cuales son las energtas 

del sistema que nos Interesan. Supong•~os que en alguna··re.gf6~ 

del espacio se encuentra un cuerpo e el cual tiene una cierta 

energfa (energía interna total) U0 • SI ahora se aplica un 

campo eléctrico externo E
0 

la energfa del cuerpo camblarA en 

una cierta cantidad 6.U. La termodrn•mlca nos dfce·que el cambfo· 

~ en la energía 

constante): 

(suponiendo que el volumen se ·mantiene-· 

donde 

.AU-=5dU 

d U = ¿¡ Q + ¿j W =Id S + .s-dS-IY.l <f?Ci IJV 
V 

(AV 11 1-1), 

el segundo t&rmfno representa el cambio en la·energia elEctrf¿a= 

y es de la que se ocupan todos los ·libros de electrodin&mtca. 

Representa el trabajo requerido. para traer. desde e.l··fnflnlto 

un Incremento de carga d9(r) al punto ~ en el cual actOa~el 
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potencial '1=:>C'f) que es producido por.-: la-· carga !?(r) que 

e~f.':'entra_presente ~n el instante de traer .d:]>('"F) .. ,(ver 

4 .. 87 de la ref. 37). Se demuestra que 

ciW= ~dS'C'>lcp<.YldV=:f,¡-S"E·dD..IV 
V V 

l •• 

(AVI 1 1-2) 

y sf· ~y~ están relacionados linealmente a trav~~ de un par&metro 

€ que se mantenga constante durante el proceso de cargado 

'W'=-¡¡j¡;:)e-o dV (AVlll-3) 
V -

Notamos que para que el parámetro E se mantenga constante 

durante el proceso. se requiere que € sea independiente de 

la temperatura o que ésta se mantenga constante(ltB) .. 

En la ecua¿f6n AVlll-1 vemos que s~lo en el caso de 

procesos adiabáticos se puedo JdentfFicar el Incremento de 

energfa eléctrica dW con el cambio en la energfa interna du-. 

Pero en procesos de este tipo la temperatura en general cambfa 

y los coeffcfentes dieléctricos. que son funciones de ella. 

también cambfan (en este caso la ecuac:i6n AVI 11-3 ya no es vál Ida). 

En cambio. si el proceso Isotérmico el material 

dieléctrico debe estar en contacto un bal'io. térmico para 

mant.ener la temperatura constante y el sistema puede absorber 

calor (en este caso la ecuación AVI 11-3 si es válida). Por lo 

tanto d"Q-j: O y el Incremento- dW no puede Igualarse a dU. 

La· energía "i:;¡:- se .. 6ov representa e1 trabajo máxtm·o que· 

se puede extraer posteriormente· del ~ampo' electrost&tleo si' 

mantiene la temperatura constante y bajo estas condiciones 
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juega el mf~mo papel que 1a energía potencial en un slste~a·, 

mec6nfco (1• cual no depende de la t•mperatura). Este ·•nergía:1· 

es precfsam~nte Ja que.nos Interesa estudl•r y se puede 

demostrar que -¡#¡¡SE-Odv, es Igual al _Incremento de la energfa-_ 

1 fbre de Helmholtz AF .. 

A continuación veremos que la energí~ 

re 1 ac i o nada d 1 rectamente con e 1 campo ex.terno E
0 

y no con e 1 

campo total ECr). 

a).- Supongamos que nuestro sistema es un dipolo permanente. 

entonces desde antes de introductr .el campo existe una energra 

el&~trlca de formac16n de dipolo que forma parte de la energfa 

interna fnlcfal uº. 

Cuando se aplica el. campo externo uniforme E
0 

e.1: 

Gnfco Incremento de energfa en el cuerpo. es el debido .a la 

energfa de fnter.accJ6n ~W.,"'~entre el dlpo.lo y-,el campo. 

Se t f ene entonces que (ec •. 4. 14 .ref ... 37): 

donde· 'lt (r) el potencial externo ·asociado al campo i
0

• 

Como el campo.es uniforme entonces 

6 u = o - ::¡;..e-.. ·-·-·(AVU 1-5) 

Est:•s,,ecuaclones son v&l Idas aúnque~E0 no se~' unf~orme_·_per_o·con 
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ta1 de· que el sistema sea· un dipolo per""fecto* (o sea· qu~ ~b 

tenga ·momentos multipolares de orden mayor). Estos reSultadOS 

se podrfan obtener de AVll 1-2. aunque existen· formas más 

sencf l las. de hacerloC 37 • 49> •·pero· 1o lmport··ant:e ""es ·notiir qUe 

aparece ~0Cr-> o E
0 

y no i:-C r > o E cr=>. 
b)~- suPongamos ahora que nuestro sistema es una sustancia 

polariza~le con moment~ fnlclal nulo. 
- . . 

En este caso ~odemos usar la 

ecuación AVI 11-3 para calcular el Incremento en 1.a ~n'ergfa 

eléctrica,, obten lendo(37.50): 

AW=-~-:P·Eo __ (AVlll-_6) 

esta energfa Incluye la energfa de formación del dipolo AWo•P · 

(o sea la energfa de interacción entre las cargas que forman el 

dfpolo) y la energía de Interacción del dipolo con el campo~ 

la cual. como Indica la ecuación AVlll-4 o·AVlll-4 1 es igual 

De acuerdo estas ecuaclones y la AVI 11:..6- ·1a 

energía d~ formación del dipolo es Igual a 

(AVI 1 1 ;-7) .• 

Como 5::-(.52....E) con ~F-::-.AW 
i>T ••.v 

y AU-= rs- f .. ~D pod r t'amos 

calcular el cambio en la energía Interna U debfdo al Intercambio 

de calor per""o no lo necesitamos. 

Sf el sistema no forma un dipolo perfecto de tal· mané'ra que tenga momentoS 
multlpolares de orden mayor que dos. entonces en Ja energfa ap•recen otros 

!:!: 1~~ :!~e!~~:~ :e'~I ~~~~=~=d~d::o:·~~:c:Tc~::;:·su~:~i~~~;e 
pequefto. s61o tomaremos en cuenta el término dlpolar. Además si el campo 
varia con el tiempo aparecen otros términos debido al desplazamiento de 
las cargas. pero también siempre podemos tomar wmuy pequefto y desprecfar 
esa contribución. 
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Pasemos ahora a determinar la forma que adquiere el 

hami 1.ton lano al aplicar el campo externo E 
o 

sobre el cuerpo C. 

Denotaremos por H0 y por H0 + H 1 los hamf 1tonlanos del slstem~· 

antes y después de Introducir el campo respectivamente. Si 

suponemos que el hamiltonlano cuántico se construye a partir 

de un hamlltonlano clásico en donde solo aparecen términos de 

energía potencial y cinética (ambas Independientes de la tem

peratura), entonces el hamlltonlano sÓlo puede asociarse con 

la funct6n de Helmholtz y no con la U. Además, lndependiente-

mente de que el sistema sea un dipolo fijo o Inducido, el 

hamlltoniano H
0 

debe Incluir la fnteracci6n entre las cargas 

que lo forman (la forma 

Importar la posie16n de 

de la función H 
o 

las cargas. pero 

es la misma sin 

su valor si depende 

de la posicf6n de ellas; por ejemplo en el caso del dipolo 

inducido. cuando todavfa no se ha introducido el campo la 

función H
0 

evaluada en esa conflgurac16n tendrá un ~ierto valor 

h. pero cuando el sistema está en la configurac16n de dipolo 

la función H0 debe valer p.E
0
+h). Entonces H 1 solo debe 

Incluir la tnteracct6n entre el campo E
0 

y las cargas. Por lo 

tanto H 1 tiene la misma forma sea el dipolo lnducfdo o fijo. 

De la ecuact6n AVlll-4 o AVlll-4' tenemos entonces que (o al-

ternatlvamente .de la AVlll-6 menos la AV111-7): 

(AV 1 1 1-8) 

(AVI 11-8 ') 



.. ~ 

AVI 1 1 

Es muy_ Importante no~ar que-en esta expresi6n ~parece e~ camRo 

externo E
0

.y no el campo total E 
producido por_ el propio dlpo·lo-

1 < 

'' 
-':'.; '.r 

,_-:: .. 

r.' 

que:.·es 1 ·1a·· suma E
0 

y el' c·ampo· 
_,.) 



APENDlCE IX 

C61euto de la polar[zabfl[dad estatrca ~ºsegún la 

aproxl..,.cl6n • Luahnlkov y Slmonov .. 

Tenemos que: 

·donde 

con 

haciendo 

y sustituyendo en 1 tenemos 

_??-'-'_..;.__-_->:>_"--Y~ - • -.<'- -
E- - 8-

l. l 

( A IX-2 ) 

( A IX-3 ) 



A IX 
_.;::: ·;.-.: . .:., 

pero ( v 1 '<I '<"> r ~ • .!>('Y"- ;.,''\. 

v lo mismo <vi vi 'i) = °R('i) iÍ(-Y-'1'') 

entonCes 

pero ~ ~- \ <f>- \'Y)\" ~ -..(T-) 

y y,(v);: (.g"" Cr):f.;: (veTT apéndice X111) 

Por lo tanto 

o< ~("- R<:>1v.d-(:::>-·c,.)~ 
o= "" j -... ele, a77~ 1¡'3 ·•' 

=~S:Y-=Rd;. 

corno R y f (Y) tenemos 



A IX 

Haciendo 

usando {A IX-3} tenemos 

Por lo tanto 

anterior 

Si se graflca el valor del ralembro derecho de la ec.u•cl6n 

fune16n d8 Y' se obtiene una curva creciente y 1 lmlt•da 

superiormente por el valor correspondiente a Y'--. Ql (ver f'lgura 11-1 

en el eapftulo 1 1 ) ... 



' . ' 
/\ IX 

Entonces 

·.-,.:, :•' 

r' , 

<··.; 

. ,_ : _::.) .' --... 

¡ .~ 

; "", ' - '_:· ~ "';:.i. :: ! .'. 



APEHD 1 CE AX 

··'oeducc[6n da la f6rmula para la m.t.rfz densidad de l•s 

cuasfpart:fculas 

donde 

La funcl6n de Green de un cuerpo, correspondfente··a· un·-

slste~ de N partfculas interaccf6n. se def'lne por lá eXpres16n 

(pAg. 50. llaf. 59); 

, l'«.-.1 '1"(11:, ... wil?·, t.·J\4>..) 
.-· t.> "l' 

G(;;;;,"t._; ;<• t•) =-.A. (~u 1 -r' ~(x,t) l.p .. (it:-t.'>I~)= , , 

:;.i.(4' .. l ljlh·.•')\f(ll,1.)j4\.) 
. ..... t.<~· 

el signo superior corresponde a bosones y el fnferlor a fe~ones,. --lf-' 
~e:.) es al estado base exacto del sistema y \fJ(:tc,t) = e. lt'Qt> e 
es el operador de segunda cuant:lzacf6n en la represant:ac16n de_ llE!ise';'berg. 

La funcl6"-G(¡¡,-t._;>1•'t.•) es el e19m8nt:o de matr[z (5<,1:._; 

del operador G en 1 a representacl6n X,. ""'f: y en forma 

semejante se puede dar la expresf6n para los elementos de matriz de ca 
cualq.uler otra representac16n. En efecto. en la repr-esent:ac16n 

A , 1: se tiene (pp. 51 y 66, Ref. 59) 



AX 

', - _.,. .4.(<f'u\a.,.(-c,)a!.(t.•)l 4>o) 
.. -1.>t'-- ,, . 

+.;.( ~la!·lt.') Q,_(t.) 141) 
_.; t.< t' 

Se puede demostrar.que para calcular el valor esper•do de cu•lqufer 

operador basta conocer ta funcl6n de Green del sístem•; lo cual frnp1r~a 

qua (3 est.ti relacionada con la matriz densidad. Esta relacl6n se-pued.! 

es el operador de nGmero y 

es el nCimero de part:fculas en el est:ado ;\. 

el tiempo "t Por lo tanto el elemento de matriz ;:\, ~, de la matriz 

densidad en el tfempo 't" ser4 

: .. .. iG-_; ,... ( t , -t.') J 
__:' t-t!=-0 

•• < -¡-:-· •. 

.•_, ... : t 

Esta ecuación -se puede escribir como una ecuac16n,entre .o~e:r~do~e~, 

S>=-•GI -
. . "t-t..• --o 

o tambilS.n 
·, 1•¡:~ l ' 

[, !? = - ~ b GI 
i.·t· :a -o 

(A.'t-l) 



Entonces para ha11ar 1a variaci6n 

J.aa c~a8ipart~cuias debemos ha11ar el. cambio 

dicha• cauaipart~cu1aa. 

J.a matriz densidad de 

1a función de Green de 

Se puede demostrar que el. eJ.~to de matriz ;\.-t. , A' 't" 

del. operador (; es '1a ampl.ítud de tranaici6n de un~ part~cu~a desde 

un estado A en r hacia el. eaeado ;i\.
1 

en t 1
• Esta propiedad será muy 

útil. en J.o que sigue. 

Para determinar J.a función de Green que describe al. sistema 

presencia de un campo externo V~ baremo• uao de un mEtodo que ea muy 

uti1izad0 en teor~a de campo. el. cual. consiste en representar gr&fica-

mente todos J.oa procesos f~sicos que pueden sufrir J.aa parc~cul.aa •. "iáa 

precisamente, cada gr&fica representa J.a ampl.itud de tranaici6n desde 

eat:S.do en -t. hacia otro estado en. "t.' EJ. cuadrado de 1a aapl..itud 

de transici6n da 1a probabí1idad de que ocurra dicha transición. De 

acuerdo con el.. principio de superposición, 1a amp1itud de transición 

tota1 es 1a suma de toda• 1aa amp1itudes de transición f~aicamente 

poaib1ea. Como {3 repreaenta precia .. ente una amp1itud de traneici6n 

eate m•todo reau1ta muy apropiado para determi.nar1a. · 

1 & ? 

Apl..icando el.. principio de·auparpoaici6n tenemos entonces que 

1a funcí6n de Green (;'=:= ....... que deacribe a1 siatem.B en presencia 

del.. potenci8.1 e:ztarno Vº se representa gráficamente como l..a suma de ~iaa. 

siguiente• gr&f icas 

-



l •• 

··· La ·primera· gráfica ____ representa la amplitud de trans 1 c16n 

de.~un proceso en e1 que las partfculas no lnt~~actÓan con el campo. 

decir representa la función G sin pertul"'bar. La segunda gráfica 

representa la amplitud de translcl6n total de todos los procesos que st 

lnvolucran' fni:eraccf6n con el campo. La estructura general de los procesos 

representados por la segunda gl'"'áftca será: en un prtnctplo el campo 

opera ( --- ) • después ocurre la interaccl6n con el campo ( ..l.,, ) y 

finalmente la partfcula se mueve presencia de un campo (_, • lo cual 

explica la fonna de la segunda gr.Sftca en (AX-2). 

La grlflca ~ representa el conjunto de todas las gráficas 

que Involucran tnteracc16n de las partfcutas e 1 campo e lnteracc t6n 

entre las partfculas mismas. 

forman a ~ 
SI sustituimos algunas de tas graflcas que 

en ta eeuac16n (AX-2) tenemos 

e=---~ + 
.. _ ... A~i __ _ +-·-'-&..---

la segunda gráfica represent.a la amplitud de t.ranstci6n de un proceso en 

el que la partfcula lnteractua dlrectament_e con el campo externo. la tercera 

grAftca representa un proceso en el que .e.1., ~ampo externo no aetu• dlrecta

ment~, sino después de que ha habido una interacel6n simple entre .las 

partfculas. etc. 

Sf 1 lamamos q-"' J/ n al operador representado por ..A· entonces 

la ecuaet6n (AX-2.) se escribe como 

(AX-3) 



1 G 9 

Cerc• de ta superficie de Ferml. cu•n4'.'o··la f_unc16n de ~reen G puede 

aproxlm.mrse por su parte polar (p6g. 82, Ref. 59), o se• 

E- E.,.. ••!"U .. ) 

entonces 

donde f-1 
externo Vª 

el Hamlltoniano de la cu~slpartfcul•s en ausencia del campo 

(AX."".lt) 

Multiplicando a la Izquierda ,CAX-3) por G_, tenemos 

G-' G - <T VºG %" I 

f.,<>._ - 1-1 - o 'Y Vº)~ - l (AX-5) 

esta •cuacl6n nos dice que el eamblo'en'et H8fftl1tontano"de 1~ cu:.sr-

partt~ula'es tgual a -a~V". Esta cantidad es por.lo tanto.el campo 

efectivo actuando sobre la cuaslpartfcula y se representar' por el 

sf111bolo V= •'>'"V.º 
De laa ecu.clones (AX~lt) y (AX-5) vemos que :¡f son 

campo externo respectivamente. Entonces el eambto en ta funcl6n de Green 



de 1• cuaslp•rtfcula será 

'~ ' ?·-' 
y usando (AX-3) 

SG =J... Gc:r"VºG. 
O- : _,, . 

,..._ 
= ;!:; GVG 

sustituyendo la ecuaci6n (AX-1) se obtiene 

6.9 = - ,:. G v6¡' 
1.-"'L•.a-o 

st nos restringimos al primer orden en teoría de perturbaciones sobre el 

c.mPo' ext:erno (aunque continuaremos trabaJando~ .1~• '1r1ter-ac~.l6n-entre las 

partículas ex•ctamente), obtenemos finalmente: 

ó 9- - .:_. GVG 1 
-&···.:--c. 

(AX-6) 

-- ; 

que es la ecuact6n que s-:a que~fa o~tene_r. .- ' '. ~ . : ' 

ef~etlvo' "y·,=;· .. <::T V". 
: --L~~ ·g,.~f;~.-~ -~~~.forman a :.· ~Y'osO:,: 

Ahora debernos detannlnar la ecuac16n que satisface.el potencial 
.. ~- {u. l _¡-. i:._.•: 

... ·:J:.-

i 

'.A ··~' -'-'-

l7. 



A X 

Entre estas grAf lc•s h•y una que 

l•s. partícul•s consigo mlsm.s (y 

9;; V"'). 

Involucra ninguna 1nteracc16n de 

just.-nte .i. 

Todas las grAflcas restantes. contienen la lnteraccf6n con •1 

campo y a todas las posibles lnter•cclones entre las partfculas y hollos 

resultantes. Estas gr~ftcas tienen la siguiente estructura: si nos mo-

vemos hacia arriba. partiendo de la base del tri6ngulo hacta su v4rttce. 

todas las gr&flcas empiezan con una fnteracc16n entre las parttculas. 

Al subconjunto de todas tas gr6ftcas.de lnteracct6n que no queden unidas 

Qntcamente por dos líneas, las podemo~ agrupar en una sola gr•ftca -ar 
que representaremos por~ • Oespu.Ss de esta gr•flca segulran 

dos líneas verticales (una hacia arriba y otra hacia abajo) correspon

diente a un movlmlento libre. Ftnalnwnte seguir~ la coleccl6n de todas 

las gr•f lcas que represen~an el movimiento de una partícula en prese~cla 

del campo ~terno 

17"'Vº= A). 
Vº y en pr9sancta de las otras partículas ( o sea 

Consecuentemente 

= -+-

o escrito en términos de operadores 

( AX-7) 

Siguiendo nuestra interpretacl6n _.de las gráficas vemos que 

'2.t representa la ampl ltud de transfcl6n de un proceso de dfspoa-s16n 

·,.(con ciertas restricciones) entre do5· partículas. 

17 l 



A X 

La ampl ltud de t:ran•lcl6n U se puede esCrlblr· en·, t&rmtnos 

de la amplitud de dlspersi6n usual r (ver ecs. 1.s.s. y 1.5.5' de la 

ReE. 59) 

T= U+ UGGT':-'U+T'GGU 
(AX-8) 

sustltuY.endo esta ecuacl6n en (AX-7) tenemos 

Y-V"= 9; v~-+- T' GG '7Vº- T'GG "UGG cr Vº 

sustituyendo (AX-7) en el segundo tfinnlno se tiene 

vV"= 9;; Vº-r TGGVo V'"'r/G6'VGG7V.,_r66UbCVV"' 
(AX-9) 

= Yo Vº+- T'G 6 7o V" 

Cada una de las funciones G que aqur aparecen• es la suma de 

un• parte G1" que varfa lentamente con su argumento y otra .parte polar 

G.,. que s61oes significativa cerca del polo. Entonces el producto 

GG se puede esct"'ibl r GG= A+ 13 donde "B una funcl6n suave 

y en general distinta de cero pe.ro que no se conoce. y donde A es 

significativa s61o cuando los dos polos de G G cercanos. 

":•Jos de los polos GG=13 y ent:onc.es las ecuacl~fis 7.B y 9 

eserlben como: 

Y-'""v~= % V".,. 2113 r .... v" 
T""-= 2< -r T-'B U 

'T"'v~ = To V" r T"' B,Yo V" 

(AX-7') 

(AX-8') 

(AX-9') 



AX 173 

donde 13 • c;r &Vy r- son los valores de G6 • 7 y I lejos de los 

polos .. El sJgnifícado del superíndlce w luego se har& evidente per-o 

por lo pronto es notaei6n. Las cantidades <z"' y Vu obviamente no se ven 

afect•d•s por Jos polos de GG y Ja funci6n 21 tiene la propíedad de 

que se mantiene casi constante por lo tanto no se ha sust:ftuldo por 2<"-
(ver pig. 118, Ref. 59). 

Gracias a esta pr"'Opledad de la .. ¿,( las ecuaciones 7', B• 

y 9 1 nos pueden servir para sustituir la ecuac16n (AX-9) por una en la que 

5 o1o aparezca la parte /!9 del producto GC . 

Hultfplfcando la ecuacf6n 7 por /.., T-B se tiene 

(/-1 r-B) srv·== Ct, r-13) Y.;" V·+ éo r-a) ~G<:; 'Tv" 
usando 8 1 

//.,, l'"'B) 9'""
0

1""= é/>' r-8) y;; v~-r 7' ~G6"5'Y" 

(/,. T-a) v.; v"+ 7' /9 'TI/"...- r ""'a rrvº 

cancelando 7 ~ L3 9" V u 

Ytr -=- '% V"-t- T.., .6 9; V'º + 7' - /9 7 Y" 

usando 9' 

como 

(AX-10) 

donde e:, ::a.'9"_. es la carga de la cuaslpartrcula con respecto al campo 

Vº. Para hallar el potencial efectivo V debemos resolver la 

ecuacf6n (AX-10) 4 
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APENDICE A XI 

Obtenc16n·de l• fdrrnula 

Yl" - Y'l,.., • ¿, 5',. .,... = ______ __,_ v ... ,_, 
¿-~ - ~,.. ... - ~ 

donde v.,,.,., (t> e v,.:.,, e-·w~ 
Partiendo de la expresf6n que •• delftDstr6 en el ap•ndlce 

ancerlor ¿, S = - ~ G V G .1 ...... _
0 

.53'",_.(1;) =<::>..tl8~\A' -i.·> ..... 
-- L _,¿.,. ¿<"--ti Gt?i..t.~;..,i,.¡y¡;\.1..~· 
- CA."' t -i.· .. -o ;i.. ~· · ·.· . 

. . ,.: 1. • -<:;.... i..IG IA" -t.') 
pero <"AtlGl?l.,-t..):G,.(t-"L.).5,..,CJ>p. 31 y66. Rev •. 5~l:v 

adem.ls si Vº tiene la forma 

# _ .. iW"t. < A.-t. f Vº 1")..'1 . .") = <7' 1Vº(tl1 "":> .S{t. - t.')= V,:,.. e 6C•-1!) 

<;..-.1v1x t.'> 
Por lo tanto+ 

S5"-"x(t: l- -.,:. 4 s=-i.G,. (1.--C:.)~x (-e.)G..,,. (_t;,-t•) 
,- . . -j-l. --o - CID 

. ; a.. ...., "C 

.;..:.:_~ v.:;. .. ¿·'"'~f c1~ ~.,.(.,) G,.· (- z::) e 1 

_..., 
+T.,.,..ndo la cransfo....,.d• _de Fourler .como_: G{i!:)_= ~~~é '""'"G(é) 

--· ·. -06' 



A XI 

.s S',..,.. (1:) =- :..~ V,.,.. {t)-& _s-;:,, G,.fe) e·~ 'Ic,_ <n e"':i "". 
-...... -~ 

.... ,, -.. _,C-~)e 

=-tt>-v,.,.,..(t)d;, _s-.;.~, .. ·('é}f6,..<--> e d<= 
-,gp -~ 

~V, .... ,, (-t.))~,.;;,.. (•Je;;,... (e-..,)dE. 
-a.. 

pero (p&g. 77, Ref. 59) 

G-..('"}=~ E-€,.. ...... l'_.... é,_ 
en donde s61o se estfi tomando en cuenta la parte polar de G. El factor 

'fiiT1'" introducido aqur se debe 
~ "'€' 

es G(c)~~~G(t.> e a-t. en 

a que nuestra deflnfc16n de T. de Fourfer 

contraste con la deflnlcl&-. dada 1a··q 

p.t'g. 31 de la referencra 59. 

Entonces 

.. ?, ~,.,_. (_t) =-,.~\{,_.(ti f.:- e,.' .i)"-'!¡ .f!~J to:-w>- ""' r {1'.;'.'"'S(E>.•)J 



A XI '7. 

Cancelando en ambos miembros el factor <E:" -y si denatamos 

por- v>-:' y Ó ,SJ~~ los Factores restantes tenemos 

Yl,.. - Yll>.' v.:.,.. 
€-..-E._• - ..., 

··7:: ,;_. __ ,,,_ 

,_ .. 
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APEHDICE A XII 

Obtenc16n de la f6rmul~ · 

R =71 ... e·S ~;-·- .. ~,_.-(v•,-Y)•h-n"' R,.,.,< A x11-1i 
\.., - y E~-,.:---~ 

donde Res una coorden•da efectiva y. corno puede verse. es funcl6n 

de T o 

Partiremos de la Igualdad entre operadores 

y supondremos que el potencial eKterno v~ produce campo uniforme 
- -6•1. 

de la forma Eo e 
Bajo estas condiciones los elementos de mat.-lz l-,;d):=r (Y-t.,:i"•-t•) 

de Vº y V tendrSn la forma _ ,-~.._ 

<v~\V•I,'"'> =-~-E'~ hl'i-i•) e 6(-c.·-t.') 
. - _;w"-

<'.i"IV\ 'i•-t.'>-- a.1<· °E'. SG-i•) e 6(1.--a.') 

donde Res la coord«nada efectiva. 

SI denotamos por '=1 y 'R los 

matrl z son 'i é'..,"' Ó(i -i•) 6( "-1.') 

rospecttvamente. entonces 

y 

V",,, - :;'" • Eo 

operadores cuyos elementos de 

v Ré1 
... ~6G·-v·)5ú-~') 

y la ecuacl6n entre operadores 2 se eScrtblrá como 

( A XI l-3) 



... 

A XI l 

para obtener 1• ec. debemos calcular el elemento de m•trlz de la 

donde el t.'rmlno <oc:.IT..., A 'R, 1 C:X">, debe expresarse a su vez_ 

en t:tirminos de los elementos de nu1t.rfz de los operadores l'w. A y ,R.; 
sin emb•rgo h•y •P•rent:emente un problema.· pues Tw y A tienen 4 fndf

ces en cambio el operador R solo tiene dos.J y por lo t:ant:o no se puede 

aplicar la regla usual de mult.ipllcacf6n de ni.trices. 

Para saber cual es la fonMI correcta de proceder recorcN:mos 

que la ecuacl6n 3 

ctal efectivo (ver 

una forma de escribir la ecuación para el poten-

7 apendice A X) 

v~ ... g.;-v· ... ~GG v ( A X 11-5 ) 

y que presenta el mlsMO proble..- aparente que la ec. 3 La ecua-

-~16n S eser 1 ta en forma 

En primer lugar notamos que el bloque -S 

representa el conjunto de todas las gr.lftcas que ·1nvol-uC.ran''tnt:8r•c..:· 

cl&1 entre la pal"'tfcula que entra por Ay stgue hacia a·rrtb~. can· 1a· 

partfeula que sale por~' y que proviene de· arriba o·sea 

~.~ .... 
"'~.,.. .. 

178 
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·.L• ·segunda 'P•rtfcula se puede considerar como Un hofl~::Ciue, 

entra por).' y sale porh:z. El elemento de matriz- asoc18do a eSte 

operador se escribe como <~>..' i U 1 ")...~')en donctc:_ ~os,fnd,l~e.~ d~ 

entrada se perlen· á la Izquierda y los de sal tda ~ la dere~ha (. pp." 

116 y 132 ref. 59). 

Notamos además que el se'gundo término de la ecuaci6n 5 

representa la suma· de todas las amplitudes de transición posibles que 

lleVan' del estado~ al;\.' en presencia del campo externo. 

-, Cada una de las umprtiudes parciales que fot"man este segun.

do término se pueden clasificar con los fndlces "A,,).~,")..J yA.,,.que son 
. . 

los· estados con los que se sale del rect~ngulo y se entra al segundo 

trl.Sngulo' (los Tndtces Ay).' de "lL se mantienen fijos). Por lo tanto st 

el segunto término ha de representar la suma Indicada. su expres16n 

analttlc.a deberá consistir en una suma sobre A,/;\,,,)..,) 'JA..,, 

0 sea. la ampl ltud de transtct6n <~J ?L GG V/ A'> será Igual a 

la suma 

17. 

S-,..,.. ,,,.~ <-;>.;..: l'ZLl?..,"')..)<::?<."-·IGGI'>-> -,_.)<".if'\flA. .. > 
?!,,,"'),. .. ~.>- .. 

= L=: <"'J.'( UIA. -:>.;;><,,.,)...\G"-T' ;io., x~<-,.., 1 Vt>- .. > 
"""'•)...>)..., (A XI 1-6 l 

donde <""IG.Tl"X>=<;i.:¡61;\.> 
tnctden,talmente vemos que si denot.amos por t al par de fndtceS )...-,,.!. ..• 

por J __ al par A, A.:1. y por Ka 'X,).. ... entonces la suma anterior se puede. 

escribir en forma compacta como: 

S _.=~<.J. l"U)á><~ JGGT 1 l">V"' ., "' 



A Xll 

lo cual ~lene la forma de la multlplic•cf6n usual entre una m.tr1z 

('UG.:;:T) y un vector CV). 

Ahora ap1lcaremos la ec. 7 al probl.,... que nos lnter•sa. 

De la ecuac16n lt tenemos (A representa 1• parte polar de Ge;; T) :+ 

=<'it" 1 q,-:¡.,,·> -t-.i> - <_=;·-~:f;·1·r1;\1~;~;,t;> 
' ~&~~~.~~ 

.:~ E• e_., f_, 

( A XI 1-8 

+la aparlcf6n del factor t que multlpllc• al operador T...> se debe 

a lo siguiente: En .las pag rnas 38-42 da 1• Ref. 59 se demuestra que 

st se. define el oper•dor l 'a t.r•V•s de .~::_.~o+ Ku 1r Ko entonces 

sus elementos de matriz nos dan exact...-nt• la ..-pl ftud de dlspers16n. 

Por lo tanto si l se define como I(.• 1<'3'-i~u~Ku (que es carne hemos 

definido el operador qua apm~eca ·~ 1• ecuac16n. lt) • entonce.s .Para 
obtener la ampl ttud de dfspersl6n debemos multtpl fcar pOr r·. 

---



A X 1 1 

Pero cada uno de los elementos de matríz que aqur aparecen 

tienen las sfgulentes propíedades:· 

Como 

entonces 

l. l 

= <v 1R1 'Y-·) ó(E:-é'·...,) 

<,..,,.,.¡ R 1 "-~e .. >= <">-.:. 1R1 )....,> .& (e•~~ - ....., ) 

(A X 1 1-9) 

y (A XI 1-9') 

Además <vt -r•t' 1 r~ l "X.t~ :\s "t5) = (v 'i'• 1r~1.,.,. >·s> &(-t-1.')S(t..-"t3).S(t-t~) 
"entonces (recordando que E'y E_s s~n variables asocladas"a un cuasf

.hollo) 

y tamblfin <~2-i.2 f G::> (A..,ta>=G..,,. .. b(t,-1.,.)eni:or:o~s 

(~.E. I G p ... Ea>=~ Ú',I b)<;>..•t 2 I G l?l.a t.,.>< tal f 3)dt2 d t.3 



A XI 1 

.~ ; --

Ademas ¡os est•dos A 

de Greiln (pp •. 31 y-66 r~f. s9 

sust 1 tuyendo. 9 9º 10 

tales que df•gona1 Izan al opel"'ador 

y 11 8 tenemos: 

<=- 1 R l"'Y') .S (€- ~,_....,) ... <: il ,...·,~·> 6C€-E'-~> +..<2::° <-i'"Y'\ T;..\'~~).~)' 
;il,)r.. .. 

~. 

sum.ndo sobre E tenemos 
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-Calculemos apart:e Ja suma sobre+ E..._ 

(A XI 1-12) 

memento no 

'Antes de seguir adelante mencionaremos ~o slgul_ente: hasta ,e,1 , : : 

ha usado el hecho de que 1 Y> sean las eigenfunclones de 

•1a fLÍ~er6~ G-,,.(E) esta dada e;n la ~•g: 77 de 1• Ref. 59. pero hemos 
multfpl fcado por 1/,;;a.TT debido a que nuestra deffnlef6n de transformada 

de Fourf•r es distinta a Ta de dicha referencia (ver ap&ndfce A XI en 
donde tambl45n se calcula la Integral sobre E"":l. ). 
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vaíl fda sf sustituimos l Y) y 1 Y·> por-' A,),'~..)' Entonces la ecuación 

se podría escrlblr como (suponiendo que <"•""-.alr-i ";>.,,>-.~> est.S 

8ntlsfmetrlzada): 

que es precfsarnante la ecuacl6n 2.1.8 de 1• Referencia 59+. 

Continuemos ahora con nuestro problema y use~s e 1 fie:cho 

de que \'Y) son las efgenfuncl~es de la pos1~~6n. La ecuaclcSn 

(A Xll-12) se escribe ahora como 

sumando sobre Y• 

Cuando la lnteraccf6n entre las part:rcutas es de la f'onna 

·<'Y·1'·1Vcl'Y_.i'.,>; l~-~.I ó('f.-Y ... )6('Y.-'i'.,) 

que es el caso de la lnteraccl&. de Coulomb. entonces a - 1 (p•g. 

123. ~f'. 59). Ad.,,.,.s la wnplftud de d·Jspersl6n f~ slrnetrf~~· es de 

la forma (pag. 215, Rev. 59). 

+ 
las ecuaclones 2..1·.a y 2.1.11 d8 dfcha referen,cfa represent~n lo 

mismo pero, la ecuacf6n 2.1.11 tiene.un error en el ~lg~~ de W 
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<-Y.,_, Y. .. -t..) r.., I "f, t,, 7 .. -t.•)~ 1•~ ~.r[<'i( Y.-.,..) o(»-Y. .. ) - .?lC•~---.. }:.(» - ·~J ( 
(6(t.-t..)6("t..-•-) ó(t.-t..)) 

lo cual fmp1 fea que 

(;r.v.Jr~I "T, 'i'.,} 1 ..,.~: .... 1 [6c>.-r.)ó('<.-1 .. )-.5CT.-v .. )ó(i,-7,iJ ... 

Notemos que rndependfent.ement:e de que las funciones <i ";o J.X A) est•n 

•nt.fsfmetrl.z•d•s ·o"º• el .p8r't!nt:~sfs cuadr-ado es proporcfonal a la 

funcf6n •nt:fsfmetl"'fzad•• la cual l"'epresentar-emos por ~~·,..(Y·,Y). 

· Record...as ademAis que el estado A' representa un• partr~ula 

y el est:ado A repr-esenta un hol lo y por ·10 tanto Ja funcl6n 'FA debe 

escribirse corno conjugall?ta (pAig. 132. Ref. 59) y por lo tanto escrfbfremos 

<p;:..·:;.,•("1·,'Y) 

Entonces la ecueel6n para se escribo como (cambiando A-A') 

o tamb14'n 

cp., .. ..-c~·.Y-> 
1 "Y - Y' I 

que es la ecuacf6n que se querra obtener. 

Esta ecuacf6n nos muest:ra claramente que ~ es una f'unel&i: ~e 
Y y podemos ~~~,.;~rr ·R=-.1=(Y) •· Y sf el _sist:ema _es f~ot~~pieo R:=-.f.CT) 



APENDICE XIII 

'Obtencl6n de la expres16n de A.A •. Lushnlkov y A • .J. sÍ,;,.;,.o~) 

Esta expresión nos da las c~rden•das efectlv•s R en función_ de ,y: 

Partiremos de la ecuac16n (A XI 1-13) del ap~ndlce anterior y 

la resolveremos en forma •proxlm•d•. Lo primero que se· h•r&, ser• 

tr•b•• con funciones de onda no slmetrlzadas y tomar <.-.> - O, 

obtenl•ndose •st 1• acu•cl6n de la que p•rten Lushnlkov y Slmonov. ·o· 

sea: 

pero 

donde Res una función de~" . 

.,¡ ,. 

• ; r •• ~1.~ 
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Y -.:W'. lo cual nos pel'"'mlte escribir 

·¡."-•:;- :r.;..:::~ ..... ~J 

pero obvfament~ :E:::: 1 'f',,.tY- ,,., .,.. ,. = "n(r' 
.... 

donde n(T) es la densl,dad de p•rtfculas en el punto .. T-Cref.~ 59 pAg~·~· ;~t; .o H.'{> 

114) y podemos aproxtmal'"' su valor por el eorrespondtente al de un 

sfst•m• de p•rtfcutas en 

total de partfcu1as.:es 

caja cúbica. En este caso el númel'"'o 

por lo tanto la densidad promedio de partículas ser~ 

(;;1 - eF) ~ 
-;.;(i'l r. 3n> ,.,. 

.... PF ... ~ 
sustituyendo en la ecuac16n para~ tenernos 

/.:>".::).¡./~; ~ 
371~ ., 

haciendo Q: :Y-f(v l y multiplicando escalarmente por ~ ..... 

e - ···: 
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.f (T): 1 ;- _,g.._'_-;;;:...,:..l',<;F';___s· d 'i' -f"(IT •!):y• Y'. 
·rr,._1'.-s-y-a l...,-Y•I 

y 

sí colocamos el eje z 

.f'(d:Z)= 1 

=1-

haciendo '"l' = 
la constante 

Li e 2 ....... P~ a':t 
3 

"h,"11 Y dividiendo la ecuaci&l entre 

1 - ., s.:" .f-ca .. )d!tlt a - l" J: 



.J"(az) 
1-~ J: 

A X 111 

--1 - - _T' __ [--···-·s'\,.-f(a~)d~- s~i"(a..,)d~l~ •-.,.z t-Y"X z"4 u 
0 

:J 1-1''%': 

-f"(a'.1)· ,jo:i -
1-v-1 

-rca.-,1 ....J':il 
1- )'"% _J 

defl_nfendo 
.. , .... , 

'l(Z): --.--~ ... -:¡:-- tenemos 

'3( .. ): ;_ .... [ ¿. ('.,•'31 .. , "'~-- s:~ .;r.;,J .. ~] 
ProponJend~ 9fz) .. ±h .. ~~ .... 

y sustituyendo en 

1 · 1 
~ 

~ ,.b .. :Z:.~: .. 
~#.., 



A XII 1 

por 1o tanto 

b~ 3 l' b .. - 1 

Por lo t•nto 

'3 ('z) 

(a't\+3)"'"' 

=- (3 "l") .. b~ .3(:. ..... ' 

('""'~.>) ! ! (:>"u)J~ 

... = (3 ... ) .. .3 (i; ..;..., ... ) ' 

("'"13)! 

a±" (;;, .. +~J(3,.l 
"":o (;a""..,3)! 

...... 
= 

1 •• 
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sea m - n + 1 

cac-..i~ '3 ,~r~=(- ~ 
" ) ...:::::::;._ - (.• ... z)~ 

(vr;'Z -·~ (;;:,-...)) 

Ademas como 

A X 1 11-2 ) 

I = S: 1~-f"(•'::l)d °' · <.> _ ent~ces si mu1tlp~ reamo~ ·1a ·ecua-

cf6n 2 por z e rntegr
0

amos de O a 1 obtenemos 

:I: = (1- 1'1)l
0

z :l(.,¡d z. 
o 

= <• - u»S~&i-.;; - ~ .. 2 )~ ~. 

-0 
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sustltuy•ndo en (A IX-2) tenemos 

ademas como <:lZ = T = 'T \ entonces 

(A Xlll-3) 

Finalmente, cano R-Y-f(·y) , al multiplicador por Y obtenemos 

la expresf6n de Lushnikov y Slmonov para la coordenada efectiva. 

-· 



APENO ICE XIV 

Calculo del factor 

P•rtlretnos de ta expresf6n-'d8 ·Gorkov. Éhashbrg y 

shapovel (80.61.62). la cual P:!5"!'1te eallcuJ_ar en general prom1ld1'D·s· de 

productos de elementos de.m.trlz en fonnm cua~1c16slca. Sean f y. 

9 dos observ8bles ffst:cos. ei1Í.onces dfch~ 'exprest6n 'dice que 

(A x1v-1l 

La lntegrac16n sobre "t corresponde •. un prome~io a lo 

... 

largo de una trayectorta dada. y 1~ .. barra soa:>re el_ signo de Integral .de-. 

"nota-un pr0111Bdlo sobre todas· 1as-·postbles· ~-raYéCtor1as·· do la cuaslpartfcula. 

_W"..a ~gua1 a e:."-~~~ .y·por_hip6t.9sls es m;_.cho menor que-~ 
Ahora aplicaremos la expres16n a nuestro caso. Haremos 

la ldentf_ffcacl6n f'-==~,t;-"=1- .y el producto ~.i !l.~ con-el producto 

escalar Q,"I. ~-=ia1 

Ad~s supondr•~• que_cada trayectoria de la cuaslp•rtrcul• 

consiste en un• se.rfe de despl•mamlentos rectl1fneos que. solo son alte

rados cuando la partfcula choca con las paredes del grano. Después de 

cada choque la partfcula rebota den-ero de un angulo sólido d~-= .,4.M18dSd'f 

con una probabllld•d Igual a ~. ·donde·6 'se'·rft¡cte Sobre Ja 

normal a I• superficie ·en el punto de choque. ·Noiamos· 8demS~ que 1.·. 

expresf6n es par con respecto a ?; y por. lo tanto 

.-, -: 
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Sean to:o, t•, "la_.-·-· .. ·· -_,"1. .. ~ • los tfen1Pos de co11s16n. de 

la partfcula contra las paredes correspondientes a una trayectoria 

particular. Sea "F .el tl~o promedio ,que~ le toma a la cuaslpartrcula 

para Ir de un,~ .. coltsl6n a ot::r• •. e~t~ces si tamaf!1DS :2Y)) :r tendremos 

(R .. ·'Y,.)º- m~.:zTs:~ ~·=z: ....... CU)··~)~CLJ·~(~·~) 
. -º o .. 

donde Nos el nGmero de veces que COnt'lene .el perfodo ':2\ al tiempo p_ro-

medio 

Notamos que• cuando 7:" E lo,, -i., - -t.] el tiempo .z. + z:- está: 

entre r- y t, cuando Z-E [i.-1., t..,-1:] el tiempo 'z!-t.7::- est:i 

entret1 y tz etc. Por- lo tanto nos· conviene escribir 

puasto que ahora sobr-e e.da lntegra1' la trayectoria es· una 1 fnea recta·. 

SI una trayectoria dada empieza en el punto con 

probabf 11 dad ~ y sale con una di reccf6n Inicial d...Oo: con 'p"rObabl 1 ldad 

etc •• entonces la probabilidad de' osa trayectoria completá 

ser.§ 

Por lo ~anto.- para obtener- el prc.adlo sobre··.~od•s·:tes 

trayectortas posibles• nec:esl tamos fntegr-ar sobre todos· los ... --c...:. y sobre 
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Se• d. 1• _dr5-t•ncf~ recorrida· promedio entre dos colfs'tones : ~!. 

suceslv•s so~re la lmperflcfe de una esfer•. entonces 

donde 

~-.,, Sdc•,~>-PC•,•>dA 

,,.( .. ,'f')dA.. = ~al .n 

P•rtfcula se v•y• por .& ..ca. y d (e,..,.).' est& 'definida en la figura 

' 1 
:a.a 

J. 

y por lo tanto 

T 
)-·e.-ec1o>c1·_'f'. 
" 

(A Xl_V-2) 

Ademas W , .... << !" ~ 'i .. 1 
~nt~ees ~ ¡.,.,..,. 'Z') es _cas f 

una CO:.,stanto .. n.tro. de cada 1.:i-t:egr~l y pode~s eserl bf r 

i.::_ 

-:-=-,,--r-_,-,.-"-s~~,~ s--- S(ft --r~_a.)í:·t Rct )· [ 

·:-. 

c.,.... t•·t . 

{t 1-t.) S Y(tt')d-z- .,,.. ~«~·-'-> wu) "T (t-.~) d ~ 
o •. -e. 

_,.:. 5 
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definido como 
WJ,.,.-"t. 

C•lculemos prlmero el valor de A 

'·-· 
R = )'i( ... z:)dz:-+ ~ .:-~.- .. ,..,,.) 'Y ( -t • z) d -z 

I> .. :: f 
-~---

sean P.,.,f> •• --·-- los puntos de co1fs16n etc. y sean 

.V ... V,----- las velocidades co~ Tas qUe se sale después de cada co-

entonces 

,,,,. !!f.-t ~ tJ ... 1 

:y ( t ., ?: ) .;11 :P .. + .:¡¡ .. {e. • ~ - "E.. ) ~ ........ d"" 

'"P .. ..,., .- ~.CJ...:(~.1.,,-~ ... ) 

lf ... -... "t".· •• -'t. 

A= ~ [1>,,+iioli.H)]d z: +±-.-("'•~(••--ti)~ (fii +':V.{_t.~ ,..,,, -t.•~,r~ 
o ~~· . U-i:. 

:Polt. -"t) + iiou[- "t'+' t..~~ i".] + i; C.. <u,> {-.;- ... f P~ (¿.·~t.;)+ 
+',-v,[-t.•(t.-"t•••)+-'-~L~;+"t,~ _t.~,;-t,,] .. ; 

"Po(to:--t)-t 1j'o[ t.,~ t.' J + t'"'-' w .. {t.4-t. \f•('t•.,-i..) + ~ (t-..-t.;~ 
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Por 1o tanto 

R=> - '\ =~ 5.is S(n"' ~-.o·)t~~ -.Rlt..>- r.Pº (t.-t.) + 
( ~'" '

1 ••1,. ,,,n..,av .. º "' ) Z. U 
+ 'Vu r t.-:;i.'] + t . ..-<&>.,(~;-t.) f:P.(-u+,~ú) + ~(L····~~·>:1J 

sea B la Integral sobre "t' y calcu14Smosla por"' separado 

13• s-.?~j2("t.)-f Po{•,-~)-tVu['·~-*'] -t#,.._w,,Ct<-1.)[ 

.P. (t., •• - 1..i) - +- (~_,., --t•)"] J 
como w.~ <<~ y como ~ ~ 't.' 1 entonces 

sustft1;.1yendo la expresf6n p•ra la coordenada efectiva 'R que se, ob

tuvo en el ap~ndfce A X 1 11 

y denotando por (S t.,.. Sa.) la suma 

~ c.oo(w .• .ii.l[P..c ... ·.,-t.;) + ~(t•··- t.)'-] 
..l.:.t 

'07 
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tenemos que : "" 

1J = P~ • ) ;· •. - .. )("ii'o • iJ0 t.).f'(I j>.~ iio ¡,l)ct-t. ~ V.,, • ~ ~.;; ,;z (Pu ,'ii,-c;)• 

".f (t Po+- Vo-C.1)~ ~ + {,5;-t s' .,.) • S ~~o'+ iio 1.):f (1 P.. ~ Vo1.l)cl-i 
o 

se• .f _.; ~(1 PQ-. iio ~1) 
~. 

'B = -p0 ' )ri.--c.)-f'.,1-c. .. 
o 

~· 11!, 

Po_· 'Do .S:,(c,-1.) t -f ol 1.1 '2fo -P. S.-.:,:- 1.' .f' .,1 'i 

... ~ s "&.1 t, +110'5 ,,--c.L~-f'd-c.+(s, .• s .. )-'Po -f'<l'i ~a .. s-.. ).iJ .. S,¡.rJ-t 
o ~ u Q 

ctenot•ndo por -f.,.. la Integral -f.,. - ) t.1!. .. T el~ 
"' 

= -f'o [ Po't, -t Vo •P.,+ -+-Cs• ~5'~)·Po1 

-f, [-p~>+ :Po•Vo t 1 ... Zl~t,• ... (.S.~s .. ),-vo] 
L(+ Po•Vu) 

-f3(~) 
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aunque l•s Integrales -fo,, -('1.J f ~ y i".3 no pueden eval ua.-se numitrfca

n.nte y por lo tanto B no puede sfmpl lflcarse mas, podemos sustltui r 

-13 en (A XfV-3) y evaluar el resto de las tntegr•l•• 

para ev• 1 uar esta expres i6n debemos recordar que (S, • S 11.) depende de 

i':,,ii:.., P..._ con .J.,,->,--~,,,,,,,--- y por. lo tanto lo~.productos 

escalares (S, .s .. ) ~ ?... depender~n de todos los fingulos e~ Ademlis 

los tiempos "t.; tamblM funcl6n de los .Sngulos ·e,,; . 

Pasaremos ahora a determinar estas dependencias con los 

~ngulos. 

Veamos primero el caso de r: . ·c0n51derese la Sl!JUÍll!inte 

flgur3. 

d0nde ...... es el 

1 •• 
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pero ~ ..... .:zar....e.- y 

-i _.. .. ' - ~ ... • ;J a. C.., D.:i. 
7,. 

...,,.-~~ 1, -- •.• :_,,. --

4. .. ~ t:> 

A XIV-4 ·)· 

si colocamos •1 origen de coordenadas en el eentro de la esfera enton-

ces y tenemos 

... 

_ .. 

~ ,_ • 7.,). = .. !':.,.V )d s se rr. ~ .,¡_a~~-1-a.' ~ ;_ eu - .¡.av,-•"-le_ 

(S.-.S.) -'Pu) f" .. 

Como se ver• mas adelante. los lntegrandos de -r_. solo de

penden del ·~~ulo G ... • ent<>!'ces podemos Integrar respecto a .Jos angules 

restantes en todos los ténnlnosJ excepto en dos de e~ los. y como 

entonces 

,,; ! 

:: »ftV 5 .,¡ S s e.e;; E>o dA f -~ ""'"ºa V~ f :o.T~ .~ f->. 

+-fu [ ~ i; '->9. - .¡-ave :¡".-.,~.:>u+ SUJ, T4X3;•'s.)·Jt] 
_ -f, (-a'--1-""""-¡, ~·eu+ % -¡.•v;'- ,_.•ou..,. ~~L ~~)~.s,.s,)·'ZL~ 

•• 'J 
( A X IV-5 ) 
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Los términos que !!.2.. se pudieron Integrar- df rectamente res

pecto a los Angulos rest•ntes son: 

ll 

escrito en form11 explfclt• 

T. - S<if c.-;:6.rJJZ~~ -e11 .. .. ~[:P.:-P~{.:.-..--i.)..- 3jüb·.·'.·~11 

s Sál ~ ... ~ •.a1 i. ·.--·· .. -iJ~-¡ -6~ p,.i>. + =::i'-:'i>~ Po·V:"j 

etc.• solo podr•n depender de 

Y en forma semejante 

Para calcular los productos escalares 

que •P•recen en estas ecuaciones. h•ramos_ ,la~ 
~ . ' '. - - - - . . ~ . ' ~ ·- -- . - . . ' 

siguientes consfderacrones ge°'""trlcas. Def fnamos en c•da punto de 

colls16n 1> .... un sistema de refer.ncta,·1.~1 11 de .. t•l.fo ..... Í:ltM!--su eje -z.i. 
apunte hacia el centro de la esfera. y el eje xr quede en el plano de-

flnldopor %4 ~~-, (ver figura siguiente) .. 
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... 
.,~ .. :1 

not•mos que X.A está en el plano del papel. pero )11(•-• no lo está 

e .x .. _, esta en el plano z .... , :¡¡-,_:a. ) • 

Cuando 1-0 necesitamos defJntr en otra forma e·l- sistema 

_de r•ferencl• f•O. En este caso el eje z_ apunta hacia el ·centro 

de 1• esfera y el eje "• estara cont•nido en el plano ,._~{O~ z) 

.del ststemai de referencia del laborai:.orlO. el cual. esta co1oc•do en 

el centro de la esfera. y es sobre el que est.&n ref-:arl~os los v.ic_to~es -:Y(t) 

[R]"'~ el vect:or coordenado de ?.,· en el sistema Vemos que 

[f-> .. l .. ~ (º'º'-a) 

[1'•1"~ 'ú;,(.--e; .-4>·~ .....:.e.·._d>• ,....,.e;) ".r~o,i1 ···,1ci,, 

f'll• 1~·· · ~ v~ (..,...,,e.~' ·o, - c.-. é>,.) 

Ahora necesitamos expresar los vectores P: y V~ en 

el sistema de refel"'encfa f • Para esto. necesitamos las matrices [Tl:.,.• 
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que dan l•s coor~nadas de un vector en el sistema .R~1 

conocen sus coordenadas el sistema ..R. • 

Entonces 

f:P .. r- r•1: .. (-Pul·-·~ (ti [T~•··•·)1"t)v· .. J°. ., 

[Paf~ (f.I [T{8•,4'ail:•')(_;) il. . (A XIV-8 )· 
(-ii.l_. ~ (Ü fn .... ~]:··) [Val°) (f}frce..~1~')l~~1 '· 

( A Xl.V-9 ) 
Al revisar la. fo~ 'cte las matrices 

:· ' .e·.' 
[te ec, .... )].,.' · 

vemos que los llingulos 4:\c. sfeínpre aparoce en funciones, sen~. t...0'74>r

o constante. Por lo tanto t:ambfén pasar.S lo mismo en las expresiones 

p•r• l?o1 1 
y (ii.J" . Esto a su vez fmpl lea que en los productos 

:t' 
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esca1•res que necesrtamos los ~ngulos ~ .'!unea aparecen en.~.funcfones 

dfstlntas de ....-..ct.\c. ·• '-"'~ o c:l4 .. 

El hecho ant:erfor trae como consecuencia que al- .integrar 

sob~. ,~ ~,o,.ª ~tt .. ·:'.ª fntegral .. ~'!~dr" cero. Por_ lo tanto ~asta 

... 

t:rab.mjb con las componentes de fr(9_.,~)1: .. , donde r.o aparece 

y por lci'tanto solo necesitamos trabajar con matrices (r.•t.tt>.~>]1_ .. ;'' la cf>i> 
definidas como 

C> 

o 

o 

Ssta expresf6n peniilte_,~lmpllflcar tas ecuaciones 8 .y 9 _. _ 

Por lo tanco 

o 
o 

o 

- ! -, ., 

... ~·=·~¿.\) 
;,,._~o•~· - """ ... Q, ... 
,-~;- r '.• : • • • •' • • '> ' 
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Esta exprest6n es vlillda \'.l~I y obviamente cuando .Rr= 1 e1 

p•rilntes ts cuadrado debe ser Igual a 1. Las ecuaciones 8 y 9' 

escriben como 

tl>olª~ &[D;J..-'BL-...:oL~(~ o' 

·º o 

que nos ln<eresan • ·. (_
2 

.., ..... ,._ ..... ) ¡ º) 
?o·P~ -=[Pat·['P .. 1:-- satji(...-:e~-"'"·e,.~ -....::..,.,....-·9.-. 'l-': 

:- a" [rr (.,.._.,Eh - ~·e..._J 
ki;:.() 1 



:-~7JF «006>-<[ft(...:-'.~1<~.,_~5~, 
en donde racOrdamos que S.r r - 1,, el par,ntlesfs cuadrado vale 1. 

sustituyendo en (A XIV-6) 

-r. .. _¿::.""' .-(: ......... &)S(T!·~ .. _g~,.:L¡f-r.-,e,.-"-'e,.\] +:f.-e.;. 
"'"' .< ' 7[ll<=o \- 'J .· 

:_J< . ·- -a'lfF[ft<4'-2e.;.~~·e .. )J~"'°"~,Cá}} 
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J.-=~...:·~ .. •t ( ~..i...a.-f(TI ~.l..íl1f ~ .. '2gi.oe:~·~~-...:~6l~~ 
..¿;;___ • -l n ) ... ' ft "VF 
.,L-:( : • 

rr(.-'E>~-..,.¡e~)}-. ~-· J 

- ~ c.-3 9..& /-•sº_._,a,.~(.-'s,-~ 
1/, ,.. ~::'. ~ 

=:a:,~ #,c-w .. ¿•~ ""if' 6 
.. .,.n•)(.11 ~ ~ .. (.-·9.,_,_,9,)d..a11)f 

.-& .. (-'e,,- c-'eo) - e.ole:. (-.•e.,- .... ?o.j 

Y ,r:ecor~~s que, el valor del par•ntesls cuadrado cuando 1-1 deba ser 
Jgual a.,, 
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• ..i.-1 

:s., ·-(.-.;.'Do--"o~)[ ( ..-0(1-2.-'&)4..a.J 
. To,"';"~-·:~"'.""'""••-'* . 1S / J 'TT -- " 

' .. ,¿-· -
·== ~..!'.!..!. ±.-..,., ...... -..(.-.•.:;>.-""".~ºº) [•-•] 

/!:J 11'F ··=1 ' . -

nuevarrmnte recordamos que el par.&ntesl·s cuadrado vale 1 cuando r-t 

T.= 

~~E:.-:: 
~·.~ -

pero corno 
(A,)

1
, -<::< ~ · cz:..,, 1o .. ce~ 

,,. ... :· 

(A XIV-12. 

'SustftuYendo·-ahora· los prOductos 'escalares en (A XIV-7) 

tenemos 

·. 



A XIV 2 o 9, 

T .. =~ .... .., .... -¡) "'7iº"' ~~~s Lit.--;;º; c-·a .. -.... 'OL)~ ... -i~[ 
A'=t · •. '· . ; 

y ....... T&o 

sustftuyendo estos valores d!'- ~ y 7'h en .la ecu•~f~_n (~ Xl:V-5),_t~- ·.,.-, 
nemos: 
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~ .. ~=~\( )ds ~..:,;e~.,~ .. r~·-~~:. ~~....,•e:.+~·:_ . ·-
A~ (.-'e,.-C..'a.~fD +(-d•-::aa•.,.."6•+ 2a•..,."&.,+ ~a•uneu) -f' 
: ~:11F'"°'9J~> - Pp -f.i 3 
_ :a v.a'2 ( ..;.sa.-&ud~.[,2a•(·. '-ªu_._,•e,,-+ ~- 4..-·e~)fo 
- -i>-r.V ) l.,,., ,~ I 

-a,(~.-e .. -1)-f1 T -;J-a'l>F"uooeu-f:..- ~-f,1 
( A XIV-14 

fncldent•lmente notamos que si o sea cuando -f{><l ~ 

·~1o-.CC:S 

f'o•s:·~,- v,_ '-='6 

..r, .. ~..,~ ~-& - ~ ~"7s. 

r {'~~.;.d-t.= f J-•9. ""ª .. ~ v.-, 

y al sust.ftulr en la ecuact6n de arriba y evaluarla se obtl"ene el re~ 

sultado de Co-r"kuov y ÉUashberg (!!~ ~::1111r) 

~._.I 

__ "'\ ·,, 

Con et objet::o de simplificar aGn m~s la ecuact6n (A XIV-14) 

definamos unas· nuevas funciones F~ en la siguiente forma. 

Tenfamos que 
't• 

-f., - <;; .f(IP.,-<iio-tl)dt. -t." 

" 
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Por lo tant:o 
~. 

f".,. ~ \ -t.• .f(i •'-"'""•..,E>~~~ Vo' L') el t 
o 

sea T= "t/e:1 

2 1 1 

donde 
F .... - F-(._.e,- S:'-T~+ca.~ •- ..,.._º_, ... .,T,'--'~)d• 

o 

not.mos que •hor• nr Fn nfT tienen unidades. 

Sustituyendo en (A XIV-14) y haciendo 
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::~11.=:·~:~ [ ~: ~ ~:,!1_ 1~7? ~, ~ -i3)Fo 
+(...,. ~ - 1 ) ~ 3 F 1 + a ~s F,. - 3 ~ ~ F.~J. 

,•· 
••• 

r.-nplezando Jas ex.pres lene~ para los -. Fn 's 
'T L<_~<::..' • • ·L. .-.-· 

,·.' 
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sustituyendo la expresl6n (A Xlll-3) para F del apéndice IX. tene-

donde 

la ev•1uec16n de ta Integral doble debe ~ecerse numlirfcamente. para 

lo cual es necesario dar valores partlcul•res • ...,. S 1 n embai rgo . hay 

que notar que el denominador se anula en el punto. "' =- • ,, 1.- • S' 

y es necesario ver si el Integrando tiene atgOn llmfte en ese punto .. 

Reescribiendo en otra Forma la ecuacf6n anterior· tenemos 

que 

/.3 I(1') 

donde 

""3 = _:z_TT,L_-.,-,_- a. "1 ~ 

y 

... --;: 
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1J=N(~ 1 T) = "t~' .. (IS-!:3"-"'~")(1-T) +IS(.3T 2 -.:>T
3
-1)':j-> 

o=óc ... ,T)=·· ,_,,..,,,-r .... .,..!j,TC! 

. I< = -'.#'- 'fiy;' 

entonces ("'' s 1 ( c........h(i'ií) ~ ~ :"\ 
'I:( ... ) =¡e .)., o .¡,-d,. N 3"f'r>.-.looPr - (3P'P)t...,._l, GV-j 

puede comprobar que en el punt0··('::1 1T)-(r,.s) se anul•n N y':o 

pero la trayectoria sobre la que se anulan no es la mtsma y por lo 

tanto no existe el lfmfte. Stn embargo el factor dentro del paren

cests solo" depende de O y sr se ·puede calcular su 1Tmtte cuando 

D--+ D Para lo cual convieñe esc~fbirlo en ot~a forma' 

aplicando L'Hospftal dos veces se encuentra que el lfmtt~ del pa-

rtintes f s cuando O _.... O finito e Igual a 

entonces al multiplicar por N.Jque vale cero cuando O vale cero. 

(dentro del Intervalo de rntesrac16n~ se tiene. que el Integrando en 

(~ 1T) •C.1, • s) vale cero. En efecto. m•s formatm8nte. lo que te-

nemos es ftr1(~1T)e.{DJ donde C:. CD), H{•)., G'(o) ~·~H 1 (0) 
H(PI 

valuadas ·en· D - O son iguales a cer-o. Oef fnamos H ( D,I) -= .N {!;11,,-) 

··ent.onc9s 
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"'<"·,>«P>I = 
H (O) •• • 

T;.S 

H( o,T) 6(D\, 
H (D) 

O•u 
r=.s 

aplfeando 

N(.,,T) 6(1>)' = A 
H(D) o-. 

·-=· , .... ~ 

'Hospftal dos vee9s 

"1(0 • ..-)G.(!!>J
~"(_•)._ . . 

., ... !I 

>f(l>cT) 6(01 J 
H (O) I 

T:,31" 

'::' M{o.,>f -i- eJ..- e-W e::> 
,..-.s 

•ot..nos adem'• que los exponentes que ap•r•cen en el Integrando pue

den ser muy grandes y por lo tanto eonvfene escribir 

J:.(..,.)r K ~· S' 1

dT.¡' -f(11,,) 
"' o 

con 

o 

... 

··:-1.t·: 

o A;(,. 1T)= (1, • .s) 

donde PR es parimetro que se elige de acuerdo a la preclst6n. deseada 

'O ¡e.e~'{"»-
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En las s[gufentes hojas se muest:ran var[as gr.lf(cas 

de la funcl6n 'f(y.T). corresPondlen~•s todas-ell•• al valor 

'I' - 8.081t3 x 10
2 

que es el valor asociado a un grano de 

2,. 

alumrn ro con i ,,, •_:,></2•2 .. 4 .. "~· ,i:•mbr•n .. _s9~m'uert_~_a;¡-tr~1! ~·~q~e"~s.r:r~!.~~;_. ~~)J1 .. _ 
tablas de val~;~;\de.I("'t) ~~ra dlst:(ntos'J~to;e·s de "'i"_.,·:. i ·.:·· '

1 

·,.·hJ.;!, i'_~' ::- ..o..• 

:·-r-.;.~",.,·.\¿J 

·-.>:,· 

, .. -::.· .. , .... 

' ..... ·.--- ·~ '•; "' o: 

.- ..• r 

",t,··, 

(j "(..l:.. j 
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APENDlCE XV 

- DETEMINACIDN DE LA FUNCIDN y(><) DEFINIDA EN LA ECUACfON; 1-1. 

De acuerdo con los autores de l•s referencras 13. 31, 63 

y&~ el ndmero dn(x) de partfculas con dl ... tros entre x y x+dlnx 

dond• 

d >\(><) oC 

x es el d1Ametro medído en n~ 
x es el dl6rnatro promedio.en 

y ..::¡-"es la desvlaci6n est.andar 

Como la Integral de la expresr6n anterior es Igual a 1. 

para obtener dn(x) necesitamos multiplicar por el ndmero total de 

partfculas de la muestra, el cual denotaremos por N. Ademas de acuerdo 

con la deflnlc16n de '? tenemos que 

,S'(><-)dX = d~Cx\ = N ....... (.><) .d X 
X.V 

donde V •s el votU1nan total de todo el slst.ewna. Entonces: 

_...Jll - 1 g (>< ) d x - V r->"1f _..e- ""l"" 

(. AXV-1 
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A XV 

Conviene hacer notar.que s( todas 1•s partfcula~ fueran: 

del mismo tamafto se tendrfa 

9(><)d>< =· ~ ó(.x-x)dx (A XV-1' ) 

ecuaclone& 

El valor de la constante ~ que aparece en estas dos 

puede poner en t'nninos del factor de llenamlento ~ 

definido como 

-f= ~ 
V 

donde Vr la suma de todos los voldmenes de los granos de p~l~o 

que hay en la muestra. Por lo tanto 

pero 

_hL 
V 

donde =¡;¡ es el volumen promedio de las partículas deFintdo como 

S ~V !t<><>:-uc .. , d"' 
o . S"" Tü1 (X) (J(K)~ 

"" . 

"" =~ f°LN(..<) J<."d X 

o 

( A··xv-2 l 

( A XV-3 ) 

e A xv-4 l 
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siendo V (x) el volumen de una part:fcul•. cd"'1 dl.l~_etro. x. 

Por lo tanto de las ecuaciones A XV-2 y A XV-3 tenemos 

y sustituyendo este resultado en las_ ecu•cfones A XV-1 y A XV-t.' 

se t: lene 

(A XV-S) 

SI todas las partfculas fueran del mismo tamano se 

tendrfa 

(A xv-lt •) 

y entonces 

(A XV-5') 

La ecuacf6n A XV-4 1 se podrfa tomar como una estr

macf6n del valor de V para el caso en que el slst:ema contiene 

partfculas de distintos tamanos. pero los valores calculados 

con A XV-4 y A XV-4' difieren por un factor del orden de 3 en 

En este punto es muy Importante hacer notar que ta 

deflnlcl6n de X debe hacerse con toda preclsf~n. pues si x 

se define a travas de 

')(.E: <;4'X f.N (X )d h X (A XV-6) 

o 
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se 

AXV-7) 

T~~bl6n en ~~aclone~ ~e-ha d~flntdo ~ 
, . 

a t: ravés de (ver 

referencia 63) y nuevamente los resultados son diferentes. La 

relac16n entre las X's de las ecuaciones 4 1 6 y 7 

-X - .t.T = x7· (~ ""'")T <. J . • 

-. ·• tl'.•' 

. ,! •j • 

;:.: -· ."' 

- -;¡ !,· . '-:~ : 

.: ,• , 1 r • ~ : .z l :.. '' . • ~ 
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