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Introducciton.

Es un hecho que las teorfas de torsion han sido de gran uti-
lidad para el estudio gde los anillos. El conocimiento de la retf-
culia R-tors proporciona una gran cantidad de Informacion sobre
el anillo R, basteme citar la elegante caracterizacion ae ios anit
lios perfectos dasa por Disb v las dlversas caracterizaciones de
otras clases de anillos que existen en la l1iteratura.

En esta Tes1s estudiamos R-tors via una particion inducida
por la relacion de equivalencla ~, qQue Introoucimos.

En el caso de que R sea un anillo perfecto. demostramos que
cada clase de egqulvalencia [tle R-tors/~ . es una subreticula
completa de R-tors. En particular. en este caso, I¥) es cerrada
bajo tomar uniones (W) e intersecclones (/\) arbitrarias. Asl
que en [T3 deben existir un elemento mayor «* (que l]amamos ~su-
premo”):y: uno menor €. (qGue llamamos ~Infimo*).

Uno de nuestros resultados principales. consiste en dar des-
cripciones de T* y de T. . explicitamente. st R es perfecto
o local (e.d. con un unico ideal izqulerdo max imo) entonces
€* = X(RadR/tg(RaR)) y €4 = [(tg(RaIR)).

Si R es un anillo tal que toda teorla de torsion hereditaria
es cohereditarla (BT- aullo. pag. 56). demostramos que
CEOr mmmp) ¢v* < o y Te < T . Como consecuencia de lo ante-
rior (Lema 57) tenemos que la clase de equivalencia de ¥ .(§1.

tncluye una copta isomorfa de cada [TleR-tors/~y . Asf aue
como retfcula. se reduce al

en este caso. el estudio de R-tors.
estuato de [§) .
El1 tratamiento segutdo en la Tesis fue suger ido por mi! ase-
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sor. el Dr. Francisco Ragg! C.. quien conjuntamente con el

M. en C. José R1os M. han estudiado R-tors con procedimientos si-
milares a los que he seguido (ver (18] y (19 ). De hecho. una
gran cantidad de los resultados presentagos en este trabajo se
inspiraron en sus resultalos.

Los resultados principales en esta Tesis, se refieren prin-
cipalmente a anillos perfectos y semiperfectos. Esto es debido
al hecho de que 10s anilios perfectos (resp. semiperfectos) estan
caracter izajos por €l hecho de que existen cublertas provectivas
para todo pM (resp. para todo gzM cliclico).

Otra motfvacion para estudiar las clases propias generadas
por {O—OK—OP——-OH——-'O 1 K€ ‘Lf} ., donde TE€R-tors. fue
que habfa sido probado en [2] que R-mod tiene suf ic fentes

af-proyect ivos., es decir. que W MeR-mod existe una suce-
sion exacta O——K—sP—=o¥—=0 con K€L gy P Cgpro-
yect ivo (es decir proyvectivo respecto a cada sucesion
O —ol—alL’''—0 ‘I L'€lULg ).

Raggi observo que un modulo oM es Q.-proyectivo s1 y sdlo
si M es un sumando directo de un modulo de ia forma P/T.
dcnde P es proyectivo y TGQte(P). y que en la caracterizacion an-

. terior de los modulos ato-proyect ivos, puede sustituirse “proyec-
tivo” por “libre“. Posteriormente encontré que Ohtake en [16]
habia dado una caracter izac ion parec ida de l1os modulos af—oroyeg
tivos (que €l llama <T-codivisibies). .

Tamb 1én encontré gue Bland, con otras motivaciones. habia
introduc ido ias cubiertas dg-proyectivas (cubiertas €-cooivisi-
bles. ’

Uno de los resultanos principales de Bland en [3] . es
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que s1 R es un anillo semiperfecto. y ‘€ €R-tors. entonces

todo modulo es <T-codivisible (TE€TR)., en nuestro contexto) si

y sdio s1 Ral R€Ty . donde Rad R es el radical de Jacobson de R.
Esto resulta ser equivalente (Teorema 67) a que {X) tenga un elemen
to menor K. que ademas es Igual 8 F(Rad R). Hecho que tambien
puede expresarse de la siguiente manera: S1 R es semiperfecto.
entonces I} es una subreticula completa de R-tors.

Se demuestra en este trabajo que si R es semiperfecto tam-
bien (3] es una subreticula completa de R-tors. 1o que equivale
a decir que (§) tiene un elemento mavor §°. que ademas es igual
a A(Rad R). como se demuestra en este trabajo.

Otro de los resultados de Bland {3.Coroiiary 2.3] es que
si existe TE&R-tors., fiel (e.d. R€lly) y tal que todo mddulo es
T-codivisible (e.d.T&{X}) entonces R es semisimple.

Demostramos en el Corolarto 47. que lo anter ior es una carac-
terizacion de los anillos semisimples (R es semisimple ==
ATer-tors, fiel v enxl). Esto es una consecuencta de nuestra
caracterizacion de los anillos semisimples en el Corolario 46.

Como diJ tmos antes., s1 R es perfecto., hemos demostrado que
caia ["tltR-tors/aau_ es una subreticula completa de R-tors. Hemos
pod ido demostrar que 1o anterior tambien es cierto para antllos
locales.

Pars antllos semiperfectos en general. sabemos aue [X}y (§)
son. como menc jonamos mas arriba, subreticulas completas de R-tors.
No he podido decidir si lo mismo resulta cierto para cualquier
clase de equivalencta (€1 . Mé fnclino a pensar que la af irmac ion
anter for es verdadera y que 10Ss elementos «#* y €. Cuya extsten-
cla (o inexistencia) resta probar . debieran poder expresarse
como en el caso en que R es perfecto.
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Como consecuencias de 1& teoria desarroliada en esta Tesis
damos una condicion necesasia y suficiente para que la teorfa de
torsidon de Goldman se escinda centralmente., en el caso de que
R sea semiperfecto (Teorema 71). Como resultado del teorema
menc tonado v de un resultado de Raggl v Rfos, demostramos que

. 81 R es perfecto vy conmutativo. la teoria de torsion de Goldman
se esc inde centralimente. _

‘Considero que la condicidn del Teorema 71 es impor tante,
dada su sencillez (soc, .Rad R) = (0)),

El Teorema 75 nos G& una agradsble equivalencis entre una
ecuacion “homolcgica” v una ecuacion de teor 1as de torsicn. que
tiene la consecuencia interesante de que para un anillo casi-fro-
benius el elemento menor de {X} es T (ila teorta de torsion
de Goldie!).

Creo. por todo lo awer tormente mencionado. nue 10s resulta-
dos presentados en este trabalo pueden tener alguna importancia.
Como también queda claro que se puede extender este trabajo en di-
versas direccfones.

Para terminologfa y notacion sobre teor fas de torsion ver
00} v 121} v sobre tearla de anillos ver (14} . 111 . (211 v {20].

A menos que se diga 10 contrar io, 10S conceptos que se
usan son “por la fzquierda” (p. e} . 1deaies. mddulos. etc.).

Agradezco al Dr. Francisco Raggi Cardenas. director de esta
Tests y al M. en C. José Rios Montes. por la generosidad que
siempre han tenido conmigo. por el estimulo que me han dado
a lo largo de m! desarrollo como matematico vy por sus ensefianzas

Y sugerencias. sin las que no hubiera podido desarrolilar este tra-
bajo.



Agragezco a 1ot miembros del jurado.
Dr. HUQO Arizmend! Peimbert. Dr. Humberto Cardenas Trigos.
Dre. Alejandro Dfar-Barriga Casales. Dr. tmilto LLuls Rtiera,
M. en C. Alejandro Odgers Lopez., Dr. Francisco Raggl Cardenas.
Dr. Francisco Tom8s Pons. el heber sceptago integrar la comi-
sion dictaninadora para esta Tesis.

Hugo Alberto Rincon Mej fa.




NOTACION Y_PREL IMINARES

En este trabajo R cenotars un antllo ‘ssoctativo con 1.
R-mod denotar 8 la cetegor 1a ae 10s R-moaulos unitar 10s fzquier-
aos., R-tors 1a reticuia de 1as teor 155 ae torsion hereditarias
parael anillo R. O——eK(M) P(m) M—e0 denotars
una cublerta proyvectiva para el R-mooulo 1zaquierdo pM vy
O—— K (M) ———Fp (M) ——s H——0 una cublerta Wgprovecti
vapara gt (cubterta T-codivisible para otros: Bland (3] ).
Golan(N2] ), Teply ( T22]1 ) ). E(M) ¥ E (M) denotarsn la cdpsy
la inyectivay la cfpsula T-inyectivade gM . respectivamente.
L ) 1D ick {61 ».
. Una teorla de torsion en R-mod es una pareja T = (W.WU)
ae cl ases de objetos de R-mood tales que:
(1) Homp(T.L) = O VYTewW. ViLel.
(11) HomR(C.L) = 0 Vi el -==p CewW.
C111) HOMQ(T.C) = 0 YTa&T == Ceu.

NOSOtros estamos Interesandos en estudiar las teorias de
torsion hereditar ias.

Der inicion. 2.

Una teor 1a de torsion hereditaria es una pareja T= (MA)
de clases de R-mddulos izaquierdos tales que:

(1) HOmR(T.E(L)) =0 NT e W . VLeuw.

(11) HOMR(C,E(L)) = 0 WLell =y CeT.

C111) HOMR(T.E(C) = O VTeWm —» Cell.

Es facil ver que la pareja (T.iL) para una teor {a de tor



S1dn goza de-las sigulentes prop jedades:

W1) W es cerraia Dajo tomar sumas directas. es decir
que s1  {M.y es uan familia de moaulos en T. entonces

b 1€n pertenece .
.t’ fa t:zi e a

W es cerradta bajo tomar cocientes.
w3

W es cerrada bajo tomar extens fones (una clase
ae objetos en R-mod es cerraga bajo tomar extensiones Si
O———o——el—eP—0 exaxtacon NY P en € =0 Med).

UL 1) Les cerrada bajo tomar productos.

ib2) lLes cerrata bajo tomar submodulos.

W 3) Les cerrada bajo tomar extens jones.

Notemos que si (T.i) es una teor fa de torsion heredita-

ria entonces también valen las siguientes dos propledades (equj
valentes):

TWu) Wes cerrada bajo tomar submodulos.

W 4) U escerrada bajo tomar capsulas invectivas.

Observac ion 3

Cana elemento de una paeja (W,IL). teorja de torsion he
reaitaria determina el otro: W= {Me R-mod : Homg (M E(ND = 0
Vheuwd v w- (Ner-moa : HomgM.E(N)) - 0. VHeT( .

Def infcion 4

Una clase o vac1a de mdaulos que goza de 125 propledates
TI) - W4H) se llama clase de torsion heredtitaria. y una
clase de modulos que goza de las propledades W 1)

- WL4) sella
ma clase 1ibre de torsion.



Definfcion 5 _

Un f1ltro (1zquierdo) de Gabriel F paraun anillo R
es una coleccion ¢ 0 de ideales (zqulerdos del anillo que sa
tisfacen:

71) 1eF, aeR =9 (1:a) ={reR : racil e F. .

F2) (I:a)eF VYaey, J«F =»1eF .

un f 11tro de Sabriel F determina una teor ta de tors ton
hereditaria ('&'.IL,) de 1a siguiente manera:

Mx = gMeRmod : YmeM J1eF talque Im =0}

Wz = {gRNER-Mmod : In =0, I€F., neN =2n =01}.

Es fac 1]l ver que lapareja (W;.IL; ) es una teor fa de
torsidn hereditariaviendo que T goza de 1as prop ledaes
i) - Wa).

Observacion 6

Un f1ltro de Gebriel 7 goza ademas de las sigulentes -
prop fedades que se deducen fac limente de i) y F2):

% 3) ¥ es cerrado balo productos f initos de ideales del a~
nillo. es dectr que s1 Iy . ... . I pertenecen a 7F entonces
el ideal 1I4i,...1, tambien pertenece a F .

4) ¥ es cerrado bajo tomar intersecc iones f Initas.
S) IcJd, le¥ = JeFK.

Ahora, dada una teor1a de torsion heréditaria 7 = (T.WL).
podemos obtener un f1ltro de Gabriel de lLa manera sigulente:

F = LRISR : R/len\.
Se puede ver fac ilmente que l1as correspondenc ias
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T "t % ’»——6‘& son corres-
pondenc 1as inversas (Stenstrom 21

Obsérvese que de la existencia de la blyeccion dada arriba
entre R-tors y el conjunto de los filtros de Gabriel para el
anlillo R. podemos inferir que la clase R-tors es un conjunto (un
f 1l1tro de Gabr fel pertenece a MP(FP(R)). as1 que la clase de los
fi1ltros de Gabriel parael anillo R es un subconjunto de
PPRY ).

Observemos que para todo M R-mod v para toda T&R-tors
ex iste un Unico submodulo de M . m&« imo con la propledad de per
tenecer a la clase T:la suma Ooe todos los submodulos de M que
pertenecen a la clase T (esta suma pertenece a T porque es un
coc fente del mddulo ’ Ng-: donde ‘N.‘x—es la famil 1a de submodu
los de M que pertenecen a T. usando las propledades W2) vy MW1)).

Def inic 1on 7

Ll amaremos preranical a un funtor t: R-mod—— R-mod que
sea un subfuntor del funtor fdentidad Id: R-mod—— R-mod.

Un preradical t se llamara fdempotente S t2 = tet = t,

Un preradical t se llamard un radical si para todo M €
- R-mod., se satisface que C(M/t(M)) = 0.

Ll amaremos funtor de torsion a todo radical ijoempotente
que sea exacto izqulierdo. *

Es fac1l ver. que si denotamos t(M) al mayor submddulo de
T -torsion de.. gM . donde T es una teor la de torsidn heredita-
ria. la asignacidn M——s t(M) v M—T oNo



s
flt(ﬂ)’ t(M)———ot(N) , def tne un subfuntor del funtor identi
dad :R-moo————» R-mod. qQue resulta ser idempotente, exacto 1z-
Quierdo y radical. es decir un funtor de torsion, en el sentido
de la def inicidn de la pagina anter lor (Stenstrom2i}. Proposition
3.1, p&. 141). Rec iprocamente, dano un funtor de torsion (= rg
dical idempotente exacto izguierdo) cbhtenemos una teor la de tor
sion hereditaia de la manera Siguilente:
def Inmos una clase de torsion W, = (MeR-moa : t(M) = nj .

cuya correspondiente clase 11ibre de torsion es ILt = iNCR-moﬂ
TN = 0Y .

Se puede ver facilmente que las correspondenc {as
t— (e . ly) y (MUY = p— ¢
sas, donde t : R-mod

. son funciones inver-
R-mod es el funtor que asigna

al modulo QoM su mavor submddulo en T (Stenstrém, Proposition
3.1, pé&g. ),

Descripcign de 1as teor las de torsidn hereditar 1as meo fan-
te cogener ajores inyect ivos.

S1 gE es un modulo inyectivo def inimos una teor ia de tor
s10n hereditarta XN(E) = (Mg, Ug) dada por

Tg= {M&R-mod : Homy(M.E) = 0) . laclase Igaueda
descrita asi: Ug= {N€R-mod : 3 X conjunto y un monomorf ismo
Ne—+EX } . donde EX denota. como oe costumbre. el producto
de cara(X) coplas de E. Reciprocamnente, para cada teor 1a de
torsion (T.W). existe un modulo inyectivo E tal que (W.W) =
(Wg.Ug). € sepuede escoger como T R/I, . aonde {41}y es1a
fanilia de ldeales tales que R/Il & U, para toda yeY (Stenstrom.



Proposition 3.7, pag. 142),

Lo anter jor hace gque se vea natural la siguiente def inicion
(Golan (10}, pagina 9 ).

Def inicfon 8 )
pefinimos 1a relacion ~ en la clase J de 10s R-modulos
1zqu terdos fnyect fvos por: Iy ~ I, si ex isten conjuntos

X,. Xz v monomorf ismos I,w—s 151 e Iye——o 12 .
Es claro que larelacion ast def inida es una relacton ae
equivalencia y por 1o tanto parte ¥ en clases ae equivalencia.

Denotaremos E 1la clase de equivalencia ael modulo g E.

Se puede ver facilmente que hay unha correspondenc 18 b fyec
tivaentre R-tors e o/~ (Golan (10} Prop. 1.6 p. 15 ).

En resumidas cuentas. tenemos el siguilente

Teoremg 9

Para un anillo R hav una correspondencia bivectiva entre:

(1) Teortas de torsion hereditarias T = (M. W).

(2¥:Clases de torsion hereditarias 1.

(3) Clases 1 ibres de torsion cerradas bajo tomar cé&osu-
las Inyectlivas.

(4) Flitros de Gabr fel.

(5) Funtores de torsion,

(6) Clases ae equivalencia de modulos Inyectivos. bajo la
relac ton def Intda arr iba. /77

El menor radical F mayor o igual gue un preradical oalo r
¥ 1a suces idn de_Loewy.



Proposicicn 10

Dano un preradical r existe un menor raiical r mavor o igual
Qe r.

Demostra ian

Def in tmos por induccion transfinita. para cala ordinal @
un preragical rg por: rg(Cl)/ry_4(C) = r¢ C/rg_1C) 51 pno es
un ordinal limite y por rg -g r.(C). sSi1 pes un ordinal 11-
mite. Esto da lugar a una sucesion crecfente de preradicales .y
resulta que r= 3 rg (Stenstrom (211 Prop. VI.1.5 p. 37).

Proposic ion 11

a) SI r es un preraiical idempotente entonces r tam-
D1€n lo es.(Stenstrdm. Proposition VIi.1.6.p&. 138).

b) SiI r es un preradical exacto izauietdo entonces tam-
bien 1o es r.(Stenstrém. Coroilafy VI.3.4, pag. 142).

C) S1 r esun preraiical exacto 1zqulerdo vy gM esun mddy

10, entonces r(M) es un submodulo esenc 1al de r(M) (Stenstrom.

Corollary VI.3.5. p&. 142). ,,

Algunas teor 1as de torsidn importantes.

La teorfa de_ torsidn de Gold fe.

S1 constderamos € = {gl : gl & R} . def inmos el submg
10 singular de M, Z(M) por Z(M) = {xem : 316E . tal que Ix=0} .
Es fac1l ver que Z : R-mod— R-mod def tne un preradical I-

: M ——— Z(M) .

dempotente exacto 1zquierdo (tamb ién se puede ver que la familia
8 de los ldeales fzquleraos esenciales no es un filtro de Ga-
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briel, pues aunque satisface ¥ 1), no satisface $2)), asli
que Z no es un funtor de torsion, y no 1o es porque nNo e€s un
radical.

De 1a Propostcion 10 tenemos que ex iste un menor fun-
tor de torsion mayor o igual aue Z. que denotaremos tg (el
funtor de torsion asociaio a la teor ia de torsion de Gold te
(Wg-ilg)) v que esta daio por 1a sucesion de Loewy de preradica
les (Proposicion 10 ). De hecho. se puede ver que en este
caso tg = Zp : primero. observemos que Z(M) &, t;(M) (se pue
de ver directamente. o usando la Proposlic ion c)). por lo
tanto Z(t(M)/2(M)) = t(MI/Z(M). vyaque S1 xa&tTH) entonces
(Z(M):x) €, R (st €sto Ultimo no fuera cilerto. entonces 0O # pK
% R tal que (Z(M):x)NAK =0, por lo tanto Kx # (0) y
as! KxMAZ(M) = 0. contradiciendo que Z(M) ‘e tg(M)). Entonces
tg(MI/Z(M) = Z(tg(M)/Z(M)) € Z(M/Z(M)) . de donde tenemos que

: Zq(M) = tg(MIC Z,(M). Asl que tg(M) = Z,(M). en consecuencla
MeT;. por 10 tanto ME T2, (M) = M &P Z(M) <, M.

Usando 1o anter tor. podemos describir el filtro de Gabr el
asoc lado a la teorla de torsion de Goldie de la manera siguiente:

Fo={r! : ZR/D>D <, R/1} .

Para gar una descr ipc 10N mas concreta, observemos Qque
Z(R/1) = J/1 para algun ideal gJ R. vy que J/1 <, R/1 = J<R.
Ademas J/1 = Z(R/1) =9 Viey, (1:)) <, R. Asi pues.
1eF 203y <, R (I Z(R/1) = J/I)'tal que Vi€ J ,(1:)) <gq R.
Y recforocamente. s1 3gpd <o R, 1<y 3 Vjiey d:)=gR.
entonces J/I<Z(R/1) de donde R/1& T, vy por lo tanto Te3.
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En resumen, F= §RIcR : g <o R. Iy vy (1:0) 4 R,
Ve J). Por Ultimo. es muy claro que Nellg si1 Z(N) = O.

L9 teoria de torsicn de Lgmbek.

La teoria de torsioch de Lambek es denotada X(R) = (T,.l,).

Asf. W;= { MER-mOd : HOmQ(M.ECRD = O §

;= {NE&R-mod : F X-conjunto vy un monomorf 1smo
Ne—s ECRIX § .

Observemos que como la teor fa de tors ion de Lambek esta co
generano por la cspsula Inyectiva del snillo. es inmedjatamente
una teor fa de torsion hereditarta, asi que el filtro correspon-
diente es de Gabr fel.

El f1ltro de Gabriei asociado a la teor fa de torsion de
Lawek es:  F) = (gl : Homg(R/ILERD=0 § = '

={gl : Homg(R/(I:2).R) = 0 VY a¢R} . ésto
es deb ido a que cada submoddulo ciclico de R/1 es isomorfo a
R/(1:a) para alguna a&R (y a que, en general, Homp(M,E(N)) =
‘0 st1 Homp(Rm.N) =0 ¥meM ).
Astpues. F, = Lgl : Homg(R/(1:8).R) =0 Va&r }
= §gl :YrerJsea:a > jr 40}
iRl :Va€R. r #0=>r e md(l:a)}
= {rlGR : ag(l:a) =0 Yaeri.
Observac ign 12

;lc’é : de necho se puede ver que cada ideal en el f1l-
tro de Lambek es esencial. Pues s1 RI‘ }; no fuera esencial.



10
entonces E(1) ser fa un sumando directo de de E(R). ast que
E(R) = E(1) e K, doncde O # RKs E(R). Como R Ze E(R), ten-
dr tamos entonces que RMNK ¥ 0, y podr 1amos escoger O ¥ k «
RNK, obtenfendo la siguiente situacidn:

O ¥ RF &—e R&——E(R)
[
R/ (1:K)
por 1o tanto MR(R/(I:k),E(R)) ¢ 0, de donde (l:k)’ﬁ
y por lo tanto I14%,. Por lo tanto ¥, S&< % ,,.

Observac jon 13
Los filltros de Gabr iel asoc jados a las teor fas de torsion
de Goldie y de Lambek coinciden =m0 Z(R) = 0. ¢umpR « Ul g

== 7, = g€. Pues si suponemos aue F = F; entonces
10 a{xeR: @Ry = xR : @0« T} -por lo tanto
RellLg. Supongamos ahora que Rellg. vy sea 1 < F;. Como Re
Wg entoncesvO # reR, vaeR (l:a)r # (0), e.d. vac<«R,
@y (1:a) =0. por lo tanto 1<% ‘v ast ¥ S#H.

_ Observemos también que si1 Z(R) = (0)., entonces el ftltro
de Goldle consta precisamente de los ldeales esencliales. ya que
slempre tenemos que ¥, c g€ < .F; vy en este caso fl - Z‘G

Jeor fas de torsion generanas por famil tas de mddulos y
teor tas de_torston cogeneradas porfamiltas de mddulos.

S1 {Maly es una famil fa de R-modulos izauferdos entonces
L g qmbye™ {RN ¢ HOmR (Mg LE(ND) = O vaeX:}.. es unaclase 11-
bre de torsion, y en consecuenc l&a determina una teor {a de tor-




"
s10n hereditar 1a que se denota !’({H,}‘) .

Observemos que la clase de.torsidgn correspondiente a
e({ﬂ..}x)es 1a menor clase de tors idn hereditaria que contlene
acata M, VoeX,

Analog amente: se def ine x({ﬂ,),‘) por:

Tagldd = {aN : HOMR(N.E(Ma» =0 vaex} . ésta resul
ta ser una clase de torsion hereditaria. y por 10 tanto tiene
una clase 1ibre de torsion correspondiente., aue es la mas chi~—
ca clase 1libre de torsion que contiene a cada M,

La teor ia de_tors idn de Goltman.

S1 denotanos afy 1a clase de los modulos simples proyectl

vos. entonces la teoria de torsion de Goldman Ty, es i{ady) .

Se puede ver que un modulo es de torsidn de Goldman s11
es semisimple y proyectivo, mé&s. ain que el funtor de torsion co
rrespond iente es el zoclo proyectivo socp. (socp(Rﬂ) =328, don
de {S.}x es 1a famil 1a de submcdulos de M que son simples y
proyect ivos).

La retfcula brouwer iagna R-tors.

R-tors se puese ordenar por medio de las siguientes condi
ciones eau ivalentes:

1N e<r 51 Woe< Ty
1=

2) s1 U, 19
3) st F.cF
4) Supongamos Que T, = X(E;) y aue T, = x(Ex) (ver

la p&@ina 5 ). entonces hacemos T,sHRysil I Ezt————OEx,
monomorf ismo, donde X es un conjunto.
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Notemos que por la observacion 12 1 S TG yaue se
tiene la fgualdad cuando el anillo es no singular. es dectr,
cuando R es tal que Zé¢R) = (0).

R-tors queda ordenado parc jalmente por < - €osio se de
finio arriba aaemas tiene estructura de reticula st def in imos
l1as operac iones de union ~ e Interseccion ~ de la manera sj
guiente: para una famil 1a de teor 1as de torsion {wnl,. su inter
seccion ¢ ra es la teor fa de torsioncomclase de torsion Q'a
Y Su untdn y%: . es la teorfa de torsion con clase ltbre de
tors ton QL., . .

Ademés. si € es una teorfa de torsion heredgitaria admi-
te un pseudocomplemento T gue esta dado por:

5= x1gS : Ses simple. S & Ty .

(R-tors. ~ . ~) es una reticula distributiva (Golan(0}.
(8.11) Proposition. pag.52). Ademss . R-tors es una reticula
brouwer fana completa (i1} Proposition 1.4, p. 7). puesto que
vale la fgualdad

TAWY) = V{TAGT :0 €Y} VTeR-tors y todo YESR-tors.
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Algunos_tipos importantes de teorfas_de torsion.
Enseguida damos 1as def Inic lones de algunos t1pos de teor [as
de torsidn que apareceran en la tesis.

Def inicion 14 (Jans [13] ).

T € R-tors es TIF (o jansiana) st Wy es cerrada bajo tomar
productos. Equivalentemente. 381 existe [ un ideal bilateral -
dempotente tal que T.p = {gM : 1M = (DO} .

Es claro que para un anillo artiniano toda teorfa de torsion
es TIF. puesto que uh filtro de Gabriel contiene un elemento mi-
nimo, que resulta ser bilateral e idempotente.

Def inicion_ 1S

T € R-tors es estable si My es cerrala bajo tomar c&psulas
inyectivas.

Por ejemplo. la teorfa de torsion de Goldle es estable,

Definicion 16

T € R-tors se escinde s1 t(M) es un sumando directo de M
W Mé&R-mod.

Def inicton_17

Una teorfa de torsion TTF se escinde centralmente si valen
las sigutentes condiciones eguivalentes:

1) J eeR. e 10 potente central ‘2° Me Wy &> eM = (0).

11) @g = La . donde o= {gN : HOmMR(N. M) = (O0) VMe T}
Denotemos * = (Cg.Tg ). es una teorfa de torsion que es he-
reditarta sit T es estable.

t11) ¥ y T se escinden.
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iv) 72 es hereditaria y se escinde.

v) T es nereditariay Wy es cerrada bajo coclentes.

v1) T es estable y L es cerrada bajo tomar cocientes.

VID R = tg(RIX toe(R).

Def.inicion 18 _

T € R-tors es cohereditaria si Ly es cerrada bajo tomar co-
c fentes.

Son equivalentes:

1) € es cohereditaria.

11) tg es un funtor exacto.

111) t (M) = (RN VW Me R-mod.

Por ejemplo, 18 teor 1a de torsion de Goldman es cohereditaria
€17 . Corolario 2.9Y) .

Def inicton__19

T & R-tors es ‘fiel si REWy.

La teor{a de torsion de Lambek ‘l-’l es (la mayor teoria de tor-
sion) fiel.

Por la observacidn 13 , 7} = T &> T es fiel.

Def Injcion_ 20

Una teorfa de torsion -¥ :es.simple si 3{5,(} x una familia
de modulos simples tal que T = § (¢ S, §, .

Por ejmplo s1 R-simp denota la familta de los modulos izaquier-
dos simples. entonces la teoria de torsion de Dickson Tp es =
E (R-simp).

Diab {71 demuestra que un anillo R es perfecto izauterdo
si v s6lo si toda teoria de torsion derecha es stmple v TTF.

Un aniilo es semiartiniano sii Tp = XK.
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CLASES PROPIAS EN R-mod.(ver (18).019561,08 v DS} ).
Def iInic ion 21
Una clase Jo‘e suces jones exactas cortas en R-mod es una
clase propta s1 goza de las siguientes prop tedages:
1) La clase de las seesifes. exactas cortas escindibles
es una subclase de of . '
Denotemos” M) = {O—ek—sl : Ok Lot oCok 1—30 wf}
2) 1.9 <NMiads v fog defiNida emmpfeg <Miedr.
3)f 9 ML) =ump g« MDD .
Denotemos &) = {L 2M 20 : 0—Ker p— L—M—SOudf}
4) f.0c®ef) vy fog def IN1da ey fag « £ L),
5) feg ¢ O(f) =mmpt « & ).

Elemplog 22

1) La clase de todas las suces lones exactas cortas es una
clase propila (de hecho es la mavor). como result@<evidente.

11) La clase de las sucesiones exactas cortas escindibles
en R-mod es una clase propla (y es claro que debe ser la menor
clase propla de modulos. de acuerdo con la def inicion):

Veamos que la clase 11) es una clase prop la.

1) Se satisface trivialmente. Denotemos @ 1a clase considerada.

2) AT oBeMA). B—2 o Ce WUQ) mumme 3T';: B———oA

’ y @' : C——eB, R-morfismos '3 Fuf = Idg vy 99 = ldg. Enton

ces (f’sg’)e(gef) = Id,. es decir. que el monomorf ismo
A-2°f,c amite el Inverso fzqulerdo (f’eg’) : C— =A .
por 1o tante 00— AT cc M.
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3) 0 —o(AT B 9.C)c M(Q) e 2h:C——A R-morf 1s-
mo tal que he(gef) = 1d,, =mp (heg)ef = Id, . entonces
0—erLoB «c M A.

Anslogamente., valen 4) y 5). //

Notacion 23

St {nx} x €S una familia de R-modulos y CR es 1a clase
de todss las sucesiones que hacen proyectivos a todos 1os My
escr b tremos {"x}x =p OL (siguiendo a Etlenberg (M) ).

ASL, O—s k—Le LLoM—0D e A v :M-—»N

ar: —-eiL 3 /u,‘
L___L_'Lf conmuta.

Rec Iprocamente., s1 $ es una clase de sucesiones exactas
cortas en R-mod y R es la familia de los modulos proyect ivos
respecto a caja elemento de $ ., escribiremos $ w=pfP.

As1, PefP ¢eomw=—p V —eoK—pL—eM——>0 ¢ B y

vf: P M 3F: P—at I
T l'f

L P " conmuta,

El sigulente Teorema nos proporclonara una clase mavor de
clases propisas.

Jeorema 24 .
S1 {"x} X ©s una fanil ia arbitraria de mddulos v
{Hx} x—®R. entonces R es una clase propta.
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trac ton
1) Claramente la clase de 1as sucesiones exactas cortas
esc ind ibles es una subclase de R. pues s4 tenemos el disgra-
ma siguwiente,: donde los morfismos son 10s naturales.

"X

”

O—~wi——LO®M BeM—0
1

entonces ¥ = 1«f tiene la propfedad de que Pe(1df) = (Pef)ef=
= Idyef =t . _
2) Supongamos que O—» N—ﬁ—vHLOL—DD < B
y aue o—esnl2 Bt o0 ¢ ®m . aqueremos
demostrar que o—s NS y €. .0 « m . donde
C = Cok (13°1y) v c =cok {15°4).
Cons ideremos el diagrama 0

0———-DN———-’H »l » 0

z‘x‘l'z
e 2
\o

Por la propledad universal del condcleo ( C ), Fa: C—oT

O(—-qg—

don
de x e X.
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tal que asC =py m .

Por l1a propledad universal del conudcleo (L) Ap:L —C
tal aque pepy = Ce iy 2) .

Como Ot —ol) —oT —a0 « B. ¥y xeX ,

39: m————U  tal que
xC® = 02' = ae
por 1o que Im( ¢e-Cc¥w ) © Kerao ,
Considerando el diagrame

tenemos. por €l Lema de la Serplente

que Keras L . Asl. tenemos el diagrama

o“{ My
"

y o /

(¢} N M L o mR .

donde ( ¢e-c¥ ) es HX—L""—o Ker
~. [-a

= 3

c conmuta.

Tenemos que A v: My ——— M e pyY = #( o-Cc¥ )

).
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Cons tderaxdo ahora

Yo . VemDS Que cofmu-

tas
C(lpav+¥ ) =c iy +C¥ =ppyry +c¥ por (2)

= po( o-c¥ )’ +Cc¥F por (4).
Pero por la manera en que se def ine ¢ en el Lema de la
Serp jente., tenemos que A9 = ker o
T AsI:

Cll, 7. +¥ ) = pe( o-C¥® ) +C¥?®
=keras ( o~ C® )’ + ¥
= o-C3+C¥® por (3).
= o

Y as{ tenemos que 0—._-0N-5'—‘30—L-c—oo * R A

¢!
3) Supocngamos ahora que o—an2hyc c w0
donde f;: N—e M, I3: M———U. Sea o: M—L .
Cons ideremos el dtfagrama




Por la propfedad:universal del conucleo
ap: L ——-—-eC tal que

PPy =cC 1o .

Ahor a pe: My ———2C y ~O—=oN—oU—eC—e0 W

-—ay: M ——— > U ‘3 cv = pe
o "
7 x
"
/ L 4
/
o,
N n—Ll L
’
’
'2 ”/V
’
’l
’l
u »
] (]
2
¥ c

=]
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De la proptedad universal del conucleo ( C ). tenemos
a; C ———l ‘®  ac = P, . ENntonces P, ¥ = acy =oabe .
Pero ep=0: tomemos 1« ., entonces as(l) = "~ ap(py(m) =
= o(c 1,(m)) = ac(iym) = poiz(m) = O(m) = O.
Asf aue D7 =0. .. Imv C Ker by = Im 1, v en consecuen

clta A r': M —e M tal que /n,(
"
L)
) »
121
u commuta, e.d. &r'-_r
Ahora, spy ¥ =clpP'=cCcV = A« y como B es un monomorf is
®mOo. tenemos que Dy e'em @ -, ;881 que '

O—eN—oM—<lL—s06R vy .. O—v N—>o e M(M) ./~
4) Consideremos el dlagrama

X

o donde ;. ®, & £
entonces 3T, : M———L ¥ 1, O, =a , y como
O——oKj——M—oL—0 & P, 40,: W,—M P =~ 0,= @,
Pero entonces ( 7, ® 7 )e 0, = m,e0, = a ., de donde te-
nemos que conmuta el dilagrama
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"X
s
O—sK—eM&—sl — O Yy por 1o tato mem; € &M). 5~
S) Por UltiNO, S1 O==—ak ——eM-—2"—s0 ¢ B coON
%y i Me——eN, = iN———sU , y tenemos 5: M,——oU, M &{m},.
consideremos el sigutente diaprama:

\ .
] Ky M—=_ N0
/: \
My 0 ‘donde

Ky = Ker =;. ENtONCES,COM0 Qem——oK——op 2L j—e0 & .
aF: My———M > ((nyem)el = 5 = m( neE) .

As1 es que
X
L)) lp
00— Kz-—“—g‘—cu —e 0 conmuta, v
por 10 tanto O——sK———oN-T2eil!—eD ¢ B 7

Observac fones 25

1) R-modemmpCl ase de 13s sucesiones exactas cortas esc in
dlbles.

2) Ciase de 10s R-mddulos proyect 1vOoS ===mgCl ase de todas
las sucesjones exactas cortas.
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Notacion 26
Para X= (M.U) ¢ R-tors. denotaremos

S¢e = f{0——K—l—sM—eD : exactss. con Kello}
denotaremos W, () laclase de 10s R-modulos 1zquierdos pro-
yect ivos respecto a cada sucesion en Sg (e.d. Sy wmame P (y))
y denotaremos (/24 la clase propla (ver el teorema anter jor)
de l1as suces iones exactas cortas en R-mod que hacen proyect i~
vos a cada uno de los elementos de Py (c) (e.d. Py () —m—y
ae).
rvact 27

P & R-mod es proyectivo respecto de cada sucesion exacta
en S¢ e=mmmmp P esprovectivo respecto de cada sucesion exac
taen dy : " emmm ” es clara, yaque S¢S Qr . 4
l1a impl icacidn rec Iproca se sigue de que., por definicion., Qy
tiene como elementos a las sucesiones que hacen proyectivos a

108 mddulos en Pu_(.‘-).

Jeoremg 28
Seag T= (M.WL) una teoria de torsion en R-tors vy
0 et K et P ety M s O una sucestion exacta con Ke&T vy

P proyectivo. entonces M@, ().
Demostrac ton :
Supongamos que tenemos el dtiagrama
]
-
0 — L —eN-—L . N—0 conLely.
entonces. por la:proyectividad de P, FF: P —o M tal gque
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o — K L P—2 »n — 0
1' 1" o
o — L <N _» N’ 0

conmuta,. donde ¥ es el morf ismo Induc 100 por 18 proptedas u-
niversal del nucleo (K). Como KeT y Lell. entonces

® =0, y por 13 propledas universai del conucleo ( M), exis-
te p: M ——» N tal que A ==8_ Pero entonces
OAx =ps¥F =ax, y COMO » €38 un epimorf I1Smo. tenemos que

M
/1’
'] ® _eN'— 40 . es con-

pPA =a , es decir

(¢] L
mutativo. 7/
Def in {c tdn_29

Siedes unaclase propiaen R-mod. diremos que R-mod tle
ne suf ictentes . .f-proyectivos si v M &R-mod
4 Q—eK—sP —sM——s0eel con P proyectivo respecto a
caia elemento de of(e.d. P& P, P datda POr of s P)

Jeorema 30

R-mod tiene suf iclentes g -proyect ivos.

Demostrac 1on

Sea Me R-mod. podemos cons {derar una sucesion exacta
O— K—» P—>» ¥—-0 . con gP un mdoulo proyectivo. To-
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menos ahora el diagrama conmutativo con hileras exactas

00— —> K —b o P — s —"H 0

donde p vy ©

son 10s ep 1morf 1sMoS canon icos. Entonces. como

t(K/ti{K)) = 0 (e.d. como K/t(K) € Ly ). tenemos que v

0 ———— K/t(K) ——— P/t(K) M — 0& S, S

O.<. Por otra parte, considerando la sucesion exacta

0 —»t(K) —s P ~—=¢ P/t(K) —s O,
ma 28

sion en

tenemos por el Teore-

que P/t(K) esproyectivo respecto a caja suce-
Sy (¢)- Y poOr la observacidn 27
Pucer. /7

Teorema 31

pertenece @

RrM € R-mod pertenece a Py (vr) oe=mmsp M es sumando di-
recto de Un modulo de la forma P/T dondsgPes proyectivo v T e&T.
Demostr ac 10n

<smmm) Por el Teorema 28 tenemos que P/T &

Py (x)- Asf. que si M esun sumando directo de P/T,
p: M—————oN €S un R-morfismo vy

0O —»K—>L——o N——a0 €
Q¢ . entonces. observando el diagrama

m— /T
A /oo
0————»K ——— L z N

donde B+ 0

[0}

: P/ T=MoOeU —»N . tenemos. dado que

m + U f————p 8(M)
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P/Te 'Pu_(t)' a: P/T —— L tal que ~ amms@O0 . DEro enton
ces ( 7mea Yoy = me(aefy) = ( AO00)l =58 . por lo tan-
to MePy . £

=munp ) S| M &FfPy .dagjo que R-mod tlene suf iC tentes pro-

vect ivos. podemos CONS iderar una sucesion exacta
4] K ‘e P = ] »0 con P proyectivo.

Como en el Teorema anterior tenemos que
) 0 ——» K/t(K)——s P/t(K)—2p M—>» O &Q7,

y como Me&ePy . 3 a: M—— P/t(K) tal que ='a = Idy .
es decir. (®) se escinde y asf M es isomorfo a un sumango
directo de P/t(K). //
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Jeorema 32

Qyes lamenor clase propta tal que Sy, CQ¢

Demostrac 10n
Supongamos que @ esuna clase propia tal que S, ..S8 Sdg.
Sea 0 K l_n 2 _.N »0 ¢ dy .
podemos considerar O Ky » Py - K 0 vy
o > K Py N 0 exactss. y tales que
Ky, Kx8lly v Py)y.Pyp € P, () (dado que R-mod tiene sufi-
clentes Q (v)-proyectivos. teorema 30 ).
Cons ideremos el diagrama
(i o
Ky k2
| u ) . Lo
0 — (2 Py ®P)— < 5 PO
P| 1py@a l e JTeaoe” 92
(] 1 M e P N o
: ;
entonces: 0 <% Ky—>P;—+ K —0 € Sgc®.
0——» Ky—s P,—s N —» 0 € Sycm,
o Py Py e Py > P, 0O € . dago que

@ esuna clase propta (propledad 1)). Por la propledad en
la def inic ion de clase propia. tenemos gue Py, € &@.
pero dada lacomutatividai en el cuadrago de arriba, tenemos que
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PEe€(®). Por 10 tanto O —» K—e M LoN—s0 ¢ ® y en conse-
cuencta @We=Qy . //
Def in ic 10 33

Una cubijerta

M. es una sucesion exacta
o L 1 _.p—D M o tal que

Lely PeMy y). € I1(L) es superfluo en P (1(L)KP).

QA (v)y-Provectivade un R-modulo 1Zqulerao

Teorema 34

S1 O0—elL X £, M 50 esunacubterta @ (g)-pro-
vectiva., entonces para cualquier otra sucesion

O—e L’'—s P'—‘o M-——»0 con L'elxg y P'cl?u_(‘., . exis-
te a; P'———e P epimorfismo tal que pa =p’, y ae
mas P es Isomorfo a un sumando directo de P’.

Demostrac ion ,

Sean O—sl——<P2o M50 v O—eLWup-Pym_0.
como en el enunc 1ado. entonces 2 a: PP—>P tal que
pa’'=p’ y resta probar que a es epl. COmO pa= p’':P'—w M
=N, "a(P’) + 1(L) = P = p VM), Pero

entonces p(a(P’)) =
como 1(L) <« P, tenemos que a(P’) = P, es decir a: P3P

es epl. A/
Asi., tenemos el dlagrama conmutatfvo
M

0 ——» L » P e,
o u
L 1 > P’ [
ara
Ker o
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Ahora, como "p’ ker @ = Idy p‘'kera = p a keroa =0, te-
nemos. por la propiedad universal del ndcleo (L’ = Ker p’). que
ex iste m: Ker a ———s L’ tal que 1'm = kera . AsSi. m es
un MONOMOrfT ISMO ¥ Como L’'6 Ly . entonces Kere @ WLy,
por lo tanto O «Ker o —- P’ - P » 0 &l ()
y sienco P unelemento de 'u_(f,, tenemos qQue la sucesion ante-
rior se escinde. ,,

Corolarto 35
Las cublertas A (y)-Proyvectivas son unicas. excepto
por isomorf 1Smos.

Demostr ac ion
st 00—, kx4, p B 0,0 v
0—e KA o P on-— L0

son dos cubiertas Q (¢)-Provectivasde K. tenemos que
¥ a: P'——» P epimorf ismo que se escinde., como en 1a demos
tracion del teorema anterior. Ademas 3 J: Kera ——» K’ mono
morf ismo tal que ‘'] = kers . Pero entonces
ker « (Ker a) = f’j(Kero ) £ 1(K’') <& P’. por hipdtesis. As{
qQue ker a(Ker o) es un sumahdo:directo superfluo de P’, &sto
es posible solamente si kera (Kera) mKerow = 0. AS{ que & es
un monomorf 1smo ¥y un ep imorf ismo. por 1o tanto a: P —S—eP’, /7

Notacidn 36

Denotaremos 0 —KfM)———» PpM)—» M ——0
la ¢cublerta Ay y) Provectiva de ‘M (cuando exista) y por
0 —KM) » P(M) > M » 0 la cublerta pro-

yectiva de M (cuando la hava).
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Son equivalentes para un anillo R:

1) R es perfecto ijzquierdo.

2) Todo pM R-moG tiene una cublerta proyectiva.

3) vTE&R-tors y v gM&R-mod. gM tlene una cubterta
Q, (¢)-provectiva.

Demostr ac 10n

1) e=mmyp2) es conocida (de hecho. algunas veces se def ine
aniiio perfecto por meato de 2). ver [1]) p. 315)

2) smmm3S) S1 0—eK —=>P——et —>» 0 €S una
cubierta proyectiva ge M. entonces

0 —*K/t(K) —*P/t(K) —*N—>0 es una cubterta Ay (-
proyectiva de M, donde t es el funtor de torsion asociado a % .
vaque K/t(K)& lLg . P/t(K)GP, (), ( ver el Teorema 28 )
y KeCP ooy K/t(K) <€ P/t(K).

3) s=mmy 2) Tomemos una cubierta am(g)-oroyect iva de
gM. donde £ = ( (D). R-mod ).

o -—"K; (M) Pg (M) »M -0 . Entonces
K‘ M) << Pt (M) (por definicion), ademas P‘ (M) es proyecti-
vo., va que Si tenemos la situac ion

Py (M)
(=
0 —s U—N —Z» D ——»0 . en tanto que UeR-moa =
g existe A: P‘ (M) ——» N tal que »d= oo (es decir,

FPu_(g) es prec isamente la clase de los mooulos: proyvectivos). ,,
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Def tnic 16n 28

Def in imos ~y enh R-tors por: «c~F s
Q¢ = Q¢ (o eauivalentemente s1 Py .« B . ),

Esta relacion es de equivalencia.,y en consecuencia parte
R-tors en clases de equivalencia. Que bajo condic iones apropia-
das (existencia de cublertas dg-proyectivas) resultan ser
subret fculas completas de R-tors., como veremos mas agelante. En
vista ael Teorema 37 y ae la of irmac i6n anter for., los anillos
perfectos son antllos para los que se puede ver f&iimente que
cada clase de equivalencia (o] eR-tors/ ~, es una subret fcy
la compieta de R-tors. Para estos anillos obtenemos resulta-
dgos bastante agraoables.

Para demostrar las af irmac jones anter jores, comenzamos con
el sigulente

Teorema 39
Cons igeremos el diagrama conmutativo con hileras y colum-
na exacta:

0 K(M)

~
E 4
~

—e0

o Ke(M)

M) —o P —» 0

O¢——Vet—Te— Co— =]
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donde las hileras son cubjerta provectiva y cublerta au.(f)'
proyectiva respectivamente., y donde la columna es tnducida por
o —» K(M) —» P(M) —e M
i ¢ I
0 ————» K(M) / tK(M)) —oP(M) / t(KM))—> M —— 0
Ed

0 —————» KM —o Py (M) » M » 0

aonde =~ y =’ son 10s epimorf ismos candnicos y = €S el epimor
f Ismo que se tilene del hecho de que P(M) / t(K(M) € Wy (o) .

K(M) /7 t(K(M)) & Uy y 0 el g (M) =0 P o (W) ——oM—20
es una cublerta d, -proyectiva ( ver el Teorema 28 ). En-
tonces Ue T .

Demostrac ion

Por el Teorema 37 ., tenemos que

(V] K(M) / t(K(N)) amm——p P(M) / t(K(M)) =t \} ety O

es una cubterta au_(.‘,-nroyectlva de M, Como por e]l Corola-
r10 35 ., tenemos que las cubtertas 4y ey PTOvect tvas son unicas,
entonces tenemos que el sigutente aiagrama es conmutativo:

0 —————»K(M) / t(KM)) ———> P(M) 7/ t(K(M))—>» M —30

0 ————— »Kg(M) ————————»Pg (M) ——sM—> 0

Asf que U = t(K(M)) € Ty . en el diagrama antertor. ,,

Lema 40
Sea O K — P —»M —»0 una cublerta proyectiva. Supon
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9amos que ¥ ~, ., entonces:
K& Ty oK €Ty .
Demostrac 10n
Cons jderemos el diagrama conmutativo
0. (1}

o £ » Ker p 0

. L W) l l

0 ———— K / t oK) —a P/t g(K) - M
l Plx/eex)y p

K/tXK) — o P/t g(K) ———e M ————0

: b :

entonces. 1a conmutatividad del cuairago (1) Kers <<« P/t{K)
(va que K/t(K) << P/t_y() ). Ademas. el epimorfismo 5

(0 —~K/tg (K>—» P/tq (K)—sM —»0 es una cublerta A&, (q)-Provec-
tiva v @) g)=% (v)) S€ escinde. Por 10 tanto Ker s es un
sumando directo de P/t(K) y Kers & P/t(K). Esto sdio es
posible si Kers =0. es decir. si teK)= tgK). ,,

—» 0

Teorema 41
Supongamos que T~,T y que 00— K(M)-2-P(M)-Py» m——0
es una cublerta provectiva. Entonces

™) O——K (M) /L g (K(M)) ——» P(M)/t(K(M))—> M —=0

@iemas de ser una cubterta Q) (¢)-Provectiva (gefinicion 33 )
es una cublerta alL(.,-)—Droyect tva.



Demostrac ion
K(M) & P(M) onmmp teiKiM)) <L P(M) ==y
0 e t £ (K (M)) P(N) P(M)/t (K(M)) ~——=20
es una cublerta-proyvectiva. Por el lema anter ior, tenemos que
Tk @ Ve . POr 10 taNLO tg(K(M) S TLH(K(M). Sime-
tr icamente, tg(K(M) = Te(K(M)). Asf que KM)/tg(KM))ClUy.
por 1o tanto (*) es una cubierta du_“,.,-proyect iva.

17/
Corolario 42
st o oK (M) P g (M) " +0 es una
cubterta (gproyectiva, entonces es una cublerta (g -pro-

vectiva vo e ld . Enparticular Kg(M € oedte - u.*. (ver
el orden en R-tors v la definicion de Vv , pP&. 12 . 7/

Oobservac 1on 43
= FPiLa) € Mg,

Ejemplos : 44
Para una clase propia (L tenemos:
N A= Q ;= (A= clase de todas las sucesiones
exactas cortas en R-mod
™, (e) =Clase dé& los mddulos:pro
yect ivos.
1) Q= Ay (x) Gmmmhy Sy = {0—>0 ¥ —n 0}
C—ﬁpu_(,‘) = R-mod .
S Qa

cortas que se escinden,

W(x)= Clase de las sucesiones exactas

i
|
!
i
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111) T e R-tors es flel =T (%] .
Pues si1 PE M. entonces P es un sumando directo de un
modulo de 1a forma RX)/T gonde T es un submddulo de T-tor-
sion ge RX) (gp). por 10 tanto P es un sumando directo
de RX) y en consecuencia es proyectivo. ~. P es la clase
de los modulos provectivos v asi T €[(§] (ejemplo 1) ),
iv) St R es un dominto. entero (p.ej. Z):
toda teor ia de torsion T # X es fiel v por 1o tanto
pertenece a [¥] . Asf R-tors/ ~, contiene unicamente los
elementos [ X}~ {%} v [§)= R-tors\{x\. Observemos ademas
que (§] tiene un elemento maximo: X(R) = ;.
v).Son equivalentes para una teoria de torsion estable H
8) REt AR)XS . donde S es un anillo semisimple artiniano.
b TEeIK] .
) YNeWwy. N es semisimple e Inyectivo.
Demostracion: a) &% b) Por [10] .(11.7) Prop.,p-35. b)e=sp C)
Por e€l. Teorema 45 .
vi) Son equivalentes para un anillo semiartiniano izquieroo:
a Tge (] »
b) R&T(R) X S. con S anillo semisimple artiniano.
c) Ty se escinde centralmente.
d) Tg es estable.
Demostracion: b) e c) €&=> d) {17 . Corolario3.2]a) <= b)
por el ejemplo anter ior.
vii) S1 R es un anillo perfecto derecho. entonces las condicio-
nes anterlores, equivalentes entre S, Son tambieén eauivalentes

con e) soc,(Rad R) = (O) (Teorema 73 ). 4y



Teorema 45 (Blax (3] . demuestra la equivalencia de 11).1v) y v)).

Son equivaientes para una teorfa de torsion hereditaria
R-tors:

1) Telx) .

11) PPy = MRy = clase de todos 105 modulos.

1INy (ry) = clase de las sucesiones exactas cortas que
se esc inden.

iv) VANELW(T)., N es semisimple e inyectivo.

v) El anillo R/tg(R) es semisimple.

v1) Todo modulo cicl ico es a,“n—oroyectlvo.

Demostrac 1on
i1)ommmsp 111) Se sigue del ejemplo 44.11 en la pagina 34

1) o=t 111) Se Stigue de la definicion de (X cy.

111) mmmmetiv) Si gNE UL entonces la sucesion exacts
O——=sN —L—<E(N)——E(N)/ 1(N) ——D pertenece a au_(f)
y por 111) se escinde. €sto Impifca que 1(N) = E(N), v as1
N es un modulo fnyectivo. Por 10 tanto todo modulo en W(T) es
tnyectivo. En particular. como U (T) es cerrada bajo tomar
submodulos. tenemos que todo submodulo H de un modulo NELUW (@)
es jnyectivo. y por jo tanto es un sumando directo.de N. lo
que demuestra que N es semisimple.

Iy == v) Se sigue del hecho de que R/tg(R) es
1ibre de T-torsion.

v =semxemp vi) Basta ver que todo mdodulo ciclico es suman-
do directo de un mddulo au_(‘-)-nroyectlvo. En efecto, si pM
es un modulo ciclico. entonces M &ZR/1. donde gl es un deal
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fzquierdo de R. Pero entonces HER/I @ R/tg(l)/ 1/tg(l),
anora. como te(R) awula a I/tg(l) (vaque tg(R)I = 9t (R
que es un coclente de R tg(R)I de T-torsion. va aue
tx(R)1 es una imagen epimorfica de tg(R)). tenemos que

1/t (1) es un R/t (R>rmoGulo vy por 10 tanto es semisimple e
inyectivo. es facil ver que entonces 1/tg (1) es semisimple e
fnyectivo como R-mdgulo. por lo tanto la sucesion exacta
O——el/tx(l)——eR/tx(1) ®/1 0 se escinde. Con-
clufeos que  R/I  es un sumando directo del mddulo &y (g)-pro-
vectivo R/tg(l) (ver el Teorema 31 ).

Vi) essssmgyyv) Basta ver que todo ideal de R/tg(R) es un
sumando directo de R/tg(R). En efecto, st
quierdo de R/t.x(R). entonces
pero entonces. daio que
exacta

1 es un ideal 1z-

T = 1/tg(R) conde tg(R)< gl £ R,
1/t ¢(R) € WL(T), tenemos que la sucesion
O———t1/t g (R) ———2R/tg(R) =t R/| ~re—et 0 € A () »
y dado que el modulo ciclico R/I es 2 (y)-provectivo. tene-
mos que ia sucesion anter jor se escince. Por 10 tanto 1/t(R)

es un sumando directo de R/t (R).

V) smmmsmmy iv) S1 RpNE L (T), entonces N es semisimple como
R/tg(R)-moguloy por 1o tanto como R-modulo. Andlogamente E(N)
es.semisimple. va que también es }ibre de T -torsion. dada la
cerraiura de una clase iibre de torsion bajio tomar capsulas In-
vectivas. As1f. N es un sumando directo esencial de E(N). lo
que es posibie unicamente st N=E(N). es decir si

N es inyec-
tivo.

1V) ====25111).S1 O—=oK—2M—sN—>0
exacta con

es una sucesion
K€ W (T), por 1v) la sucesion se escinde, ya que K
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es inyectivo. Es claro. por lo tanto, que la menor clase propla
qQue contiene cada clase QO—=sK-——eM—eN——00 con K€ uw(®)
es ia clase de 1as sucesiones exactas cortas que se escinden.

Corolgrio u6_

R essamismpic emmmd R-tors/ ~; = {({§1] cummmp §~4 %

Demostrac ion

====0) S1 R essemisimple entonces ¥V T €R-tors. R/t ¢(R)
es semisimple. asf que por v)e=mmp 1) en el Teorema antertor.
tensmos que’ Telx) .. () =X\ =

e==3$) s1 R-tors/~, = (%Y} . en particular Fetx}
asi que VRN €W () = R-mod tenemos que N essemisimple (usan-
GO 1)émwmme lv) del Teorema anterlor). ,,

De lo anterior se sigue inmedtiatanente el

Corolario 47 <(Bland (3] . Corollary 3.4, demuestra ¢mex) ).
R es semisimple ¢mmmmmy 3T € [x] .T flel.
Demostrac 10n
=== ) S1 R es semisimple, ¥ tiene las propiledades requeridas.
=== ) S1 T &N} es fiei. entonces, en vista de que T €(})
(ejemplo 34.111). tenemos que TELRNWL). Por lo tento{fl-(X) ..,
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Jeorema 48

Sea € & R-tors. Entonces {T] es cerrada bajo tomar A
finitss.

Demostr ac ton

- Supongamos Ts ~ T3 g€ . Por la observacion-en la psgt
na 34 ., tenemos que

Quer,y € Qucr, Aty (TN & T .
anora cons ideremos el dtiagrama
[ 3
0 » L > M » M/L — 0
con L clL.r] ~T, (recordemos que S es Q. -provectivo

e S es proyectivo respecto de cada una de las sucesiones
de la forma 0O —»L —eM ———9N —— 0 con Lel. .
por ia Observacion. 27 ).

Fodemos extender el diagrama de arriba a
' s
«a

o —» L

L M/L ——0

- M

I 1.
0 — s trwr—aem —F w0 .
donde » es el epimorf ismo natural. Ahora M/tr(L)E U o P
asf que 0 ——>Ker m —» M/ty(L) -2 n/L——.oea¢2 = cl,.1 .

Como S estaen 'lL(fc\= HL(‘J tenemos que 3 5: S ——» M/T, (L),
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tal que »pea . Observemos ahora que t,(ty(L)) e Me, O "“

= ﬂ¢1A¢2 .
Pero por otra parte. t;(t,(L)) S L@l gt - Por lo tanto
t)(ta(L)) = 0. AsI ty(L) @l . de donde
0 to(L) —oH 1/t (L) =20 pertenece a a,uf',
ASI, 8 y: S ——eM tal que Der=5 , es aecir. conmuta el
sigulente almrama

Ol 3 b —

I 1-

00— L) —em —B 5 M/t ()—0
Pero entonces »p =Py = ap= = . Por lo tanto
se Py Ay, Dw-_*s ®, (v, A=) - ge donde
du_(f‘,\.q, S @y (x) -(vease laobservacion ae la pag.34 ).
S RU(B AR =By g, Y aSI TIAT, ~y T ~ T .
Va4
En caso de que el antlio R sea perfecto. podemos probar
mucho mas:
Teorema__49
S1 R es un anlilo perfecto izaulerdo entonces [¥] es ce-
rraia bajo tomar A\ arbitrarias. v TeR-tors.

Demostr ar 10n
Sea P’'e 'I.L(f) y
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P‘

#.
0—-Lilen® f—o un disorama con Lell, g, . Sean
O - K(N) —» P(N) —a> N—>» 0O y 0—-K1(N)—-;Péﬂ)-—oﬂ-—-'0
cubferta proyectiva y cubterta au_(t)-oroyect tva de N . res

pect ivamente. Entonces 3 &: P'—e» P (N) 3
K’ —— P(N) —d5p Py (N)

b f T

[+] commuta (ya que
PPE&EMg) Y O0-—Ke(N) —2Pg(N)—s N—> 06 A, ),
donde =’ es el epimorf ismo garantizado por el hecho de que P(N)
es proyectivo, u es el morf ismo dado por la propiedad universal
el nicleo (K).

Ademas por el Lema 40 . tenemos que K‘'e W, Y& alc]

de donde K'& Wy o . Como LEUW,.e - tenemos que u = 0. Pero
entonces, daja la conmutatividad del primer cuadrado. tenemos
que 4 g: Pgp(N)——> M i Bs = =’ .,

As! que en el diagrama P(N) —8——pn PL(N)

ne B x
* ‘—4* . el cuadra-

go y el triangulo superjor commutan . =S = ps'=pas . pero
como s es epl., tenemos que 7= pp , es decir que tambi€n conmu-
ta el triangulo inferior.

En resumidas cuentas., el siguiente dlagrama es commutati-

vo: Pe(N)e—F— p

0 L M "i/ *R/
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a& donde tenemos que PeﬂL‘/‘;‘r W wy € ®uagpy Por 10
twto Ay () € Ay - Pero A £Tw g, ca, (observa-
cion en 13 pag. 34 ) Qg ax= a,tt vyl oo~y T -
As{. hemos probado que ATTlefr]. v €ésto basta para que {T)
sea cerrada bajo A arbitrarias ( {Tale(?) - A CTI & AlTlc T

S Qe € Apntalf Mg Q- 7/
Jeorema 50 :

S1 R esun anillo perfecto. entonces [T]l es cerraia bajo
tomar V arbitrarias.

Demostrac 1on
Basta probar que wir] € (rl.
Sea P’
) 1“
0 ———ly vhe—2 o M »0 . don-
de la hilera es una cublerta G (y)-Provectivage My P'e m(vm)
Por el Corolario 42 tenemos que LEU, veelrl . LEQN =~

Lypea - Asf. (®) pertenece a Oy ( \,(r]) - de donde
3&: P —Pg '3 p&=a ,Porlotanto P’ € P o v
ast Py yrr1) © Pucr 10 aue es eautvalente a aue
Lo € Gucver.
Por otra parte, T £ VIT)] quane au_(t) > au_( v TH .
For 1o tanto. Ay (ry =AY (vred Y:iesi: VIKley.
De los dos teoremas anter lores. tenemos fnmed iatamente :
Jeorema 51

R perfecto 1zguierdo sy [T°] es una éubret fcula completa
de R-tors., v T € R-tors. 77
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Por el Teorema anterior., szhemos Q¢ si R esun antllo
perfecto fzquterdo entonces [T] es cerradabajo v e A ar-
bitrarias. En consecuencia, en [T] existen un elemento menor :
qQue todos 1oS dem8és y un elemento mayor que todos los demas.
que denotaremos T. VvV t* . respectivamente. El sigulente :
teorema nNOS d& una descripcion util de ambas.

Jeorema 52
S1 R es un antllo perfecto izqulerdo. entonces:
D T = x{Kg(M): O—sKg(M) —s P (M) —s M —0

es cublerta QL ()-proyectiva de
M. M € R-mod

11) Te = G{K(P.((H)) : O—K(Pg(M)) —P(M)—> P (M)—0
es una cubterta proyectiva de
F (M). que a su vez. proviene ge
un cubterta (R_-proyectiva de M,
M€ R-mod

En 11D O0—K(Pg (M) —» P(M)——P (M) —»0 ., viene
del diagrama commutat tvo

0
!
K(Pg (M)
0 —» K(M)———» P(M)———» E —_——0
—— 0 ., donde

0 — s Ke(M) — Tt (M) ——»

(o] -,
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las hileras.yla columna son sucesiones exactas. Las hileras son
la cubterta y 1a cublerta du_(-n-nroyectlva de "M, respectlv_é
mente. y el morfismo  : P(M)———p P(M) ~ es el dado por la
proyect iv idag de P(M).
Demostrac ton:
1) Por el Corolario 42 . tenemos que K (M€l g voelr.,
asi es que x{Kg(M) : W e&R-m0a} 2o veanXver 1a definicion de
A ). en lapss. 11 ).  Por 1o tanto  x{K. (M) :MeR-moa} 2 =~
Restar fa ver que x {K,(H) : HCR-mod} € [€) vy para ésto bas
ta ver que 'u.,,",.,_f'u_( r®) (et Gy et ma} Dps b
LD, e emmmbTs & xigegi .
Pero st P € Py ue 1netmed} v
P

[- 3
o — K ——d '_——L.l-——-——-,o es 3 Ke€llgs. en-

tonces tomando una cublerta tT-proyectiva de M tenemos el dia

or ama } 0\( . o
MW
~ M) e
M 3]
\o
En tanto que Ky(M€lWx(enm)  F &: P——P (M) '3 TR =,

ven tanto que K € Lga < W g, T W Pp(M)——sL 3

P
0 > K s L —®
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P& =» . .. D(area) =a vy por 1o tanto Pel (..,. j
i

as1 que '"-I'Jl‘vﬂ'-f Puces -
e T 5 x{Ke(m: maR-mod} s z® = Xi{Kg) : nqa-oaL 5
11) Por el Lema 40 . tehemos que
K(Pg(M)) @ ‘ll’,\" . por 10 tato F{K(PL(M)) : MeR-mod}s T.
=AlRl . cx.
Para tener ia Inclusion rec fproca. basta ver que
Prer S Puctikpam. !
Asipues. sea P (xe) v
P . ’ t
ls
0Kl ——» N——0 con K& UW.( §(K(Pg(M)))),
Tomembs O Kl M) s P(M) » P (M) ——0 como en el
. entonces Kg(Pg(M)) € Map
En el diagrama 0—» Kg(Pg(M) —-.F"(n)——.it(n) -0

3.4
- [3 .
o . K ol — =M ——0

ax: P(M) —»L . dala la proyectividai:de P(M). y
Ty R (M)~ dago que K&l (£ (K(Pg(M)))) tenemos que

C %) Ke(Pg(M)? =0 . Asi que de la propiedad universal del
conucleo ( Pg(M)). ap: Pg(M)———sL I PN Pg(M)
. lw ;p :
L

conmuta, pero como P(M) _»Pt' M) €es epl. tenemos gque
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Pe(M)

7k

LfF——e M tamb 1én es conmutat ivo.
Ahor a. P

L)
O——s Keg(M)———sPg (M)—Z e J_o con P&y (ra)
y Kg(Mallo ( v o & [€]l) implican que Kp(M€llge . v asi

a p: PPy (M) P xr= @& , Pero entonces
/
o PEM) J"
Lé——bﬂ! conmuta,
- PEPUEkKkPem))) - Ast que Py, ee) SPY (pkPecm -

o T = BP0, ,,
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Jeorema
Para R perfecto tenemos Que
1) §* = RJR)
11) Xe = §(J(R))

donde J(R) denota el radical de Jacobson
Demostrac 1on
1) For el Teorema

del anillo R.

.. g 1.{.(,(!!):0-.«,«)-9, (M) ———sD
es vna apserta Ay (3)-droy.
= Xfkw : u_.x(n)-—.vm)-—-n—-.o‘
es una ab jerta proyectiva
= X{K : K«P y P esprovectivo }
Como R es perfecto, rad (P) = J(R) P
1 ., Remark 28.5(3)). 881 que K P guummp KG JCRIPG J(RIRIKD
para algun conjunto X . K¢ P quud K p—ad (R qummp
K€ o yeryy. o= 52 XWIRN .

Por otra parte J(R) 4¢ R /. O——sJ(R)—=R —eR/J(R)—s O
€S una cublierta proyectiva (=cublerta au_(,,-oroyect 1V 3) zenusp
J(R) € u.!. (ya que es uno de los cogeneradores de §*)

KR 2 F° o0 g = WIRN.

(Ander son-Fuller

m——
~

1D Xae = F{Kx(Pg(M)) : O—e Ky (Px(M))—sP(M)—ePy (M)— 0
esta HXhCita POr  P(M)—»s Px (M)

»

7, #' cubiertms proyectiva ydupro-

yectiva, respectivamente.
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Rro  0—eKy(M) —— Py (M) ———+ M—— 0 es una
abgerta Q@ (xy-Provectiva y O0—+0 —sMN—+ M—» 0 es otra
(todos l10s mddulos son all_(v4proyect ivos). As{ es que

0 ———sKx(Pg(M)) —oP(M) —9Px (M) —0

es una cublerta provectiva de gM. Tenemos pues. que -
Xe = §{Kk: K&P. gp provectivo} .
Otra vez. K& P. oP Droyectivo ¢=—m=—p KCJ(RIX) p.a, x
K€ P, P Droyect ivo mmmm—p K & J(J(R)) O X o £ §IR)).
Por otra parte., 0 ——aI(R)——>» R——p R/J(R)}— O
es una cubterta proyectiva J(R) & Ty (ko (Px(M))) (€3 UNO
de los generadores) . JWIR)) € Xe . o= FWRND. L

Damos ahora descripciones m&s ~“concretas” de T* y T,
para un anillo perfecto i1zquierdo. que luego general i1zaremos pa-
raun anillo semiperfecto 1zquierdo. ’

Teoremg 54

St R es un anillo perfecto izqutlerdo. entonces

1) T = XR((Ra R/ ty(RaoR)).

11) Te = § (Re(RadR)) .
Donde Rai R denota el radical de Jacobson de R.

Demostrac ton

1 0 —————ep Ra) R / tg(Rad R) =R/t (rag R)—+R/Ra) R—»0
es una cubierta proyectiva, ya que Ral R/t g(Rad R)X{ R/t (Rad R) .
R/ty (RaiR) es Qy (g)-provectivo (Teo. 28 ) y Rad R/tgRaiR) €
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Wr. Asfque por el Corolario 42 Rad R/ ty(RaIR) & U .
por 1o tanto T<T*" ¢ XK(Rad R / ty(RadR)). .

'St T* & X (Rai R / ty(raiR)) entonces 30 # oM €
Ty (Rad R/tg(RadR) Nlige ( 3 O &M de X(Rad R/ty (Rad R))-tor.
SIi0n pero no de T -torsion. tomando M/tree(M) si fuera necesa
r10, podemos suponer. Sin perder general idad. que M€ U go). Por
el Teorema 52 . T*= X {K (M) : MER-moa}. as1 que s1
MEL co. entonces M ests cogenerado por {E(K.,(H)) : Me R-nod}
(es decir, 3 Mw———el E(Kg(N)) . Por lo tanto, v O # x€M
3 fy: M———DE(Kg(N)) I3 f (x) #0 ( 21 ,Prop. VI.3.9 )
S0 # () € E(Kyp(N)). Como  Kg(N) L E(Kp(N)) tenemos que
T (M) N Ke(N) ¥ (0), -‘-(‘3 ?R;)ye D0 £ (VEKEN,
ASi, esta definida Ry —X———sKg(N) .

Ahora. en virtud del Corolario 35 tenemos que conmuta

0 Ke (N) —» Pg (N) —— N —a 0
(] G
0 ————— K(N)/tz(N) — P(N)/t g(N) — N .
donde 0 ——sK(N) » P(N) N »0 es una cubilerta

proyectiva de . AS{ K(N) &L P(N) y entonces tenemos que
KN < J(P(N)) = J(R) P(N) € J(R) R1D) = y(R)D)

2 (JCP(N)) = J(RIP(N) pues R es proyectivo).

p.a. conjunto

«+ tenemos 1a siguiente situacion

Ry &————>»M

fa
. (2) .
(N) 8" K(N — 3 JCR) JRYCZ) J(R)
T 2, —— R AL
te (KIND) te(K(ND

F
t,(J(R)(Z) tg(JCR))

(Z)



com Homg (M. J(R)/tg(J(R))) = 0. tenemos también que
Homp (Ry . J(R)/ t¢(Jd(R))) =0 , 10 que Implica que
1@ (F,(¥)) €& teJRIE)), Por 10 tanto 7 1€F- D
1 1o (f, (y)) = 0, pero como 1

S0 ¥ fy)eE tekgd =0 Y
La contradiccion viene de suponer que
& T° = R(Rad R/tg(RAIRI D,

es mono, entonces 1 (f,(y)) =0
(Kg(N) = KNI/t KN EWL ).
z* sx(km R/ty (Rad R)

yy,
11) S1 considermos el diagrama
' 0 )
tr ¢Rad R) L(Rau R) —,0

| /

0O ———» Rag R R R/Red R ——» 0 )

I

Rad R/ - > R sRRaO R ____ O 2)
ty(Rad R) tg (Rad R) l'
4
0 [r] [1}
3)

el hecho de gue (1) v (2) sean cublerta y cublerta alL(.r)-Dro-

vectiva respectivamente, nos dice que el nucleo de n en laco

iumna (3) es uno de los generadores de Te (Teorema 52 )

. tg(RadR) € Tig y g(tf(Rm RNE Te .
Ahora, st

K(Pg(M)) es uno de los generadores de Ta . €s
gecir si

O K(Pp(M)) — P(M)———> Py (M) —— 0O
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se ext iende a

V] o 0

i

0 ————» K(Py (M) ——» K(H)———K (M)
0 —————K(Pg (M) P Py(M)

!ll » M —e 0

i 4 .

donde las dos Ultimas columnas son cubierta y cubijerta qL(f)-prg
yectiva de pM. respectivamente. entonces tenemos que
K(Pg (M) £ K(M) L& P(M) .

Por e} Teorema 37 + K(Pg(M)) = t (kM) . as1 que

K(Pg(M)) & Rad (P(M)) = Rad R (P(M))&—wRad kK R‘X) = Rag R¢X)

v Zlem8s K(Pg (M) c©——p te ((Rat RIX)) = (tg(Rat RIK?

o Te= g{KPr): MER-MOd} & E(ty(RanR))

o Ta = E(t (RaARM. ,,



Corolerio 55

. S1 R esun anillo perfecto izquierdo. entonces:
TS o==P v.<on,

Demostrac ton
T £ 0o =P t.,(RaR)<Lt,(Rat k) =D :(t.(RaOR)) =
{H(to (RAK)) === %% -/

En las p&DsS.67 y 68 extenderemos el Teorema 5S4 para anillos

locales v es decir veremos que en esa situacion caga {*]e
R-tors/ ~, es cerraia bajo tomar uniones e intersecciones ar-
bitrarias vy que adem8s la teoris de torsion maximaen (] . +«*
es: +* = x(Rad R/t, (RadR)) y tambieén o = {(t(Rai R)).

Sin embargo. un aniilo puede tener 1a propledan de que ca
oa (9] seacerraia bajo tomar -~ e A arbitrarias sin ser semiper
fecto. Ademas. 10S elementos o® y o, en general no estan

aagos por X(Rao R/t RaiR)) y (t,RadR). Como veremos en
los siguientes:

Ejemplos 56

1) En vista del Teorema 31 s$1 R es un aominio entero en-
tonces R-tors amite Ja siguiente particion:

{E1- xR} . x)- txt}

Yaque S1 v¢ X es una teor [a ge torsion. entonces Rell,
puesto que el Unico elemento ge un aominio anulable por un idesl
(pertenec iente a un filtro de Gabriel) es 0. En consecuencla
tamb tén los modulos ilbres (que son de la forma R‘X?) son

iibres ae ~r-torsion, siendo submodulos de un moduio ae la
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forma Rx, dada la cerradura de L, bajo tomar productos vy submo-
duios.

Ahora.s i

fP es un mddulo I, -proyectivo., entonces, por
el Teorema 31

., tiene que ser un sumawdo dir. de P‘/T donde RP'
es un modulo proyectivo y T es un submodulo de s-torsion del
MOGUIO P’ ¢ Iy % TeW, NiLy = (0), dedonde T = (0O) v P'= P,
as{ tenemos que la clase de los modulos LW, -proyectivos coinci-
de con la clase de los modulos provectivos (@, = @ ).
Por el ejempio 44 111.concluimos que «+ (I} .
Ahora, Reil, viax ™ x(R)=+* Vr e R-tors\{xi} . Como aiemas
X(R) #¥x (yaque R es libre de x(R)-torsion pero es de
X-torsion), tenemos que X(R){f) v a fortiori que x(R) = g+,
ASi., tenemos que para un dominio entero, R-tors tiene exac-
tamente cos clases de equivalencia respecto a - ~y : W)y [£9]
donge (x) ={x} y {£)= R-tors\ix}
Es ciaro pues que caia elemento de R-tors/ ~, aomite un
eiemento mayor y uno menor.

En particular, tal es la situacion para el anillo de los

numeros enteros Z, que no e€s un anillio perfecto.

Notemos @emas que para Z. aunque cada eiemento de k-tors/ —y
anmite un ejemento mayor y uno menor.

en el leorema 54 , Explicitamente.
Mo tenemos aniemas que X = X
sin embargo Xy &

éstos no estan danos como
para Z Rad (Z)= (0). co-
, entonces Xg = X = xe,

2(ty (Rad Z)) = 5(ty (0)) =. £(0) =&
For otro lado, ()= ('g= 71 y ¢*= v ., pero

F A ] x(Rad (E:)/tg (Ra(Z) )) = x((0)/(0)) = x(0) =x
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2) S1 R esun antllo simple. entonces cada ciase de equiva-
ienc 1a tiore eiementos mayor y menor. vya qQue s6lo hay dos clases
de equivalencia asi aue R-tors/ ~; = {izt. ixt} o bien
R-tOrs/ ~, = {u,ﬂ} . El segundo caso se da s1 R es
simple artinfano (Corolario 46 ) y el primero se dasi R no
es artiniano.

Lemg S7

Son equivalentes para R un anillo perfecto fzquierdo:

1) I* v = 3® VrecR-tors. -

1D (62 ] _——"L’—.u] es un monomorf ismo de reticulas con
inverso 1zquierdo [£) —=2* ] .

f11) oS+ =map (+]-=225%(0) es un monomorf ismo de re-
ticulas con inverso izquierdo [e]—=tTe,g,]

Iv) oS+ s +~0® = O,

V) Vo,7 € R-tOFrS *~vo® = (T~0o )* = w0
Demostrac ion
1) ==y {f) (7P AL®) V1o = (7 1)A L% v 7y) =

= T Are =@y ae donde

__~*® es un morfismo inyectivo ¥ por lo tanto es un monomor-
fismo de reticulas con Inverso izaulerao —w v*

11) ==> 1)L} L2 ,(r) siendo un morf 1smo supravect ivo
tmpl ica que I®w == * , en particular ("8 T

e =2 (WS VT L e'vy =T * ,

111) =mmp jv) v c[r) B= (BAT*)V €, en particular

" = (TPA TPV C = (T CIN( 0 €y) = COA( 0% €)
= avw e, (dato que [} XM([r] es sobre por hipdtesis y
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en particuiar «* % T.).
En particular si s« [r]
e E PNV Te L VP & ST =T 0V - o
y pOr 10 tanto o®wT = ¢* y tehemos iv).
{y)=wifi) vpcec(c) BE( PAGE)IV Ta = ( BV TIA(0®V 7,)
= BA(T®) =p .
111) ==mmg §) e$ ObViO.
1) s=mptil) S1 oL ¥ entonces v® = [T SoovTE
So*vT* s T Fe @tV T = T*
v) =====b tv) es obvio.
iv) =y) o0 S0V T = (o T)VO® = (ovT), Pero
entonces (o v/ T)® = (o VT )I)V 0% = oo,

7/
Def inicion 58
Lianaremog (A)-anillos a los anillos para los cuales rge
—— To € % ¥y ~”eg " .
Jeorema 59
St Kk es un anillo perfecto izaquierdo en la que cada cl@g
ilbre de torsion Ly es una clase de torsion (es decir, cada
clase libre de torsion WLe es cerrada bajo tomar coctentes)
. entonces R es un (A)-antllo.
Demostrac 1on
Demostraremos que {*wvC€ = €* vryeR-tors. Como £*g
(por el Teorema 953 tenemos que £* = X(Rai R);
¥* = Xx(Raid R/t g (Rad R)) v la hipdtesis de que IlLg es cerra-
da bajo tomar coclentes smmpRai R/t ¢ (Rad R) ¢ U ;o wmer®» 7).,
tenemos gque <£(*VvrSct*e,
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Resta probar que {*~/T no puede ser distinta de r*.
va que st lo fuera:

F0 S McTga Nl gapr = Tge "L ganille .

Como ¢* = Xx(Ran R/tg (Rad R)) (Teorema 54 ). tenemos que
MR(H.E( Rad R/te (Ragd R))) =0 . (®)

Pero como Mc<l ;o y £* = X(Rad R) (Teorema 53) te-
nemos que @2u: Mw———(E(Rad R))X  monomorf tsmo. para algun
conjunto X, .. @ x € X *® pu(M) ¥ 0, donde b, :E(Rad R)X~—E(Ral R)
o8 la proyeccion canonica. Por lo tanto. en vistade (*), te-
nemos que u(M) = (YfE(Rad R))% va que en caso contrar fo.

FyeX P p (UM ty (E(RaD R)) y por lo tanto
n——’l—'"—-e(nm R) E(RadR)/ty (E(RaI R)) ¥.0:M__E(RgE R)

ty (E(Ra& R)
pero E(Rad R)/tg(E(RadR)) ¢ lLga Si€Ndo un cociente de
E(Rag R)/tf(Rai R)ellga v MecTge ? .

Ahora como u(M) & (tg(E(Rad RINX, tenemos que p, (u(K))
te(E(RaDR)) « Tl . pero siendo tambi€én un coclente de Meil o
pertenece a Wy " O # U(M) « TeNlLe ={(ON ¥ .

*VT = . /7

Ltos anillos tales que toda clase |libre de torsion es cerra
da bajo tomar coclientes ha sido caracter izados por Teply({22,
Corollary 3.5 ) y por Bronowitz y Teply ([5 . Theorem

3] ). Escribimos su resultaio agul! para comodidad del lec-
tor. ya qQue lo usaremos en lo que sigue.

Teorema 60
Las siguientes af irmac lones son equivalentes para un ani-
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110 R:

1) Todas las teorias de torsion en R-tors son TTF y estables.

2) Todos los elementos de R-tors son TTF.

3) R es perfecto 1zaulerdo y derecho y ‘- Exth(S,.5;) =0
para Sy. S; GR-simp no isomorfos.

4) Todo elemento de R-tors es semisimple y R tiene descom-
posicion primaria.

5) R es una suma directa finita de anillos dematrices sobre
anillos locales perfectos por la tzauierda y por la derecha.

6) Toda teor {a de torsion se escinde centralmente.

7) Para toda teortia de torsion (W.i) el funtor de torsion
asoclado M—S—et(M) es exacto.

8) Cada clase 1tbre de torsion es una clase de torsion (e.d.
cala clase libre de torsion es cerraia bajo tomar cocientes).,,

Llamaremos: B¥-antllo a un anillo que satisfaga las con-
diciones del Teorema anter ior.

Es claro que para un BT-anillo tenemos:
TGae ——otg(RaIR)st.,(RasR)_. Rad R . Rad R

t g (Rad R) tes (Rad R)
Rad R ai R
——y —=—— w = Loy o® =x(— (T )
t, (Rad R) € x(Rad R/tyg (Rad R) - T® t;'(Rm R))

T® =mmpr® S e* .

Ademas para un BT-anillo tenemos que {*"VT = T* pues es
claro de lo antertor que ({*VT &€ T® y tendriamos

por otra parte. como cada clase libre de torsion es cerra-
da bajo coclentes,si la relacion de arriba fuera estricta, aue



58

70 # T « Homg (M. E(Rad R)) . ame M "‘HonR(M. Rad R) » O.
Pero como M < Tig=. tenemos que Homp(Rm. Rad R/ty (Rad R)) = O
(RS M« ‘lff.). Asi aque st tomamos O ¥ g « HomR(Rn, Rad R).,

0 ¥ g(Rm) cty(Rat R), pero por otra parte g(Rm) es un coc jente
de RmcMcll. por loque O ¥ Q(RM) e Tenllg ¥ . ¢ *VT=T ™,
Asf que para un BT-anillo tenemos que vale el Lema 57 .
obteniendo asf una particion agradable de R-tors por medtio de
la reiacion de equivalencla ~, . Puesto que la clase de equi-
valencia de [{) . contiene una copia isomorfa de cads otra:clase

[Tl ¢R-tors/ ~, . tendremos determinaia k-tors. como reticuls, Sl

conocemos (§1 .
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Llamaremos “suprema” a la teoria de torsion T"e ('rlek-tors/~“_
e “Inf ima*al elemento T. menor de {T1 (cuando existan).

Jeoremg 61

Si A, Ay T=T, entonces T < o .
Demostrac 10n

Por el Teorema 52 , T= T, esta generada por la

clase de modulos. {Kg : 0K ,—eP—sPe—0 €S cublerta proyec-
tiva con PreM .} .

Anora, como Qg% Qy. entonces B S,y asl cada K¢
€s uno de los generadores de O e« Ky €§TIg Ty . Ast
Que caia Ky pertenece a Wy e T= Ta % 0o €0 .,

Teorema 62

Una union de teorias de torsion Infimas es tambien Inf ima.

Demostrac 1on

Sea (T}, una familia de teorfas de torsidn Infimas. enton-
ces Ta$ Y Ta ==t Gy, = Ayr. GG,

Asi. por el Teorema anterior. tenemos que (Y Ta)e ZTa Ve

(YGR)IeZ YT & (Y=Y Ta .

Lemg 63

S1 {7}, es una familia de teorias de torsidn cohereditarias.
entonces  t g (M) = };:t.(m VY MER-mod.

Demostrac 16n .

Cl ar amente tu(M) & t e M. Por otraparte.
t¥¢. (M) 7/ T ta(M) es un coc lente de tyf‘(n) / ta (M)
que es un submoduio de h/teg(M € L

t\,{r‘(ﬁ) Fte(M) € I.I.T‘qu A .




Por 10 tanto t ., (M / 3 t(MEM , Nl = (© . ,,
* - x x

Teorema 6%

S1 R esun BT-anillo (p&@. 57
es tuprema.

Demostrac 1on

) entonces union de subremas

Por hipdteslis, toda teoria de torsion es cohereditaria.

Sea 4T.Y, una familia de teorias de torsicn supremas. es de-
Cir Tu= N(Ral/ty (R R)) VYaek, Como en la demostracicn del Le-
ma enterior. Ral R/ tyg (Rad RIE L, YaeX . En consecuencta
(\{1’. )* = X (Rad R/ tyy(Rad R) 2 VTu . S 1a desigualdan fue-
raestricta. 3(0) ¥ M €W 7 e N Qlx, . Podemos suponer.
$in perder general idal podemos suponer que M = Rm. y que.

30 # f: Rm——» Rad R/t (RaR), 'va que Rme Iy, . Componien-

do t con el epimorfismo natural Rad R/t (Rad R), tenemos

que Mef =0, es decir que O # (M E t \ o7, (Ral R) = T ty(RaOR).
por el Lema anterior. Pero entonces I a. .. mn&X "D 0 # f(m €

. Ta= ( NTu )*,
‘l'l’glv.“vrnnlqv“’,,cn Y Por lo tanto \{ “ = ( Y T ) py
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Ejemplos 65

1) Todo Z, es un BT-antllo en vista de 5) en el Teorema
de Bronowitz y Teply (2, es la suma directa de sus partes
P primarias . un grupo abel tano p-primario es local v un ani-
llo artiniano es perfecto).

2) Todo antllo artintano es un BT-antllo, en vista de 2)
en el Teorema de Bronowitz y Teply (usando el hecho de que %% .
el filitro correspondiente a ¥ tiene un tdeal minimo Ig que tile-
ne que ser idempotente .. % ={p0 ¢ R : €U} . de donde M« Ty
owp IN = 0. Esto implica que Tiges cerrada bajo productos., es
decir v .es TIF).
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Jeorema 66 (Bland |3. Theorem 2.8)] ).

S1 R esun aniiio semiperfecto entonces
T X e RaRETg

Demostrac ton

=) G——Rai R—*R—*R/Rat R —~—=0 es una
cubterta proyectiva con R/Ral R€ Wy ()- vaaue R es pro-
yectivo y Rad R&Ty = R-mod (usando el Teorema 28 ).

Asi. tenemos que l&s sucesion exacta

O0—sRad R/ty(Rad R)—*R/tyg (Rag R)—<R/Rad R —=0
se esc InGe puesto que pertenece a A, ¢y = Yy (y (Te XD
y R/Rand REP, (y,. Pero entonces Rad R/ty(RadR) es un suman-
Go directo superfluo de R/tg(Rad R) (Rad R« R). 1o que es posi-
ble Uunicamente st Rad R/ty(RadR) = (D), es decir s1 Ra R =
te(RAORIE Ty . 44

e ) kot R€ Ny ==m=p Rad R‘R = Rad R & t(R). ast
que RadR aula a R/tg(R) y por lo tanto R/tg(R)es un R/Rad R-
modulo vy es por lo tanto semisimple. Concluimos usando el Teore-

ma 4S5 7,

El Teorema de Bland es equivaiente al sigulente

Teoremg 67

$1 R essemiperfecto. entonces [X] contiene un elemento
menor X e = §(RadR).

Demostracion

=——») Como O Rad R » R *R/Rad R ——0 es
una cubierta proyectiva con Rai R €Ty = k-mod. tenemos. por ei
Teorema de Biand que Z(Rad R) € [x]. .°. (Rai R) es el elemento
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menor de [X). .

@umm= ) Suponiendo que X . = J(Rag R). tenemos que T e(r]
@y € Z [ (R&i R) uuesp Rad RETMg . ,, )
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Jeorems 68

St R es un aiilo ssmiperfecto, entonces
Donde §* es el eiemento mayor de (f1) .
Demostrac 1on

$° = R(Ra R).

Como O~—%Rag R—* R —*R/Ragd R—20 es una cubilerta

a‘_ -proyectiva. entonces Ral REL, vor € [§] -+ N(Rad RIZ
< voelf) . ypor o tanto  My(pagr) = Py - Asl aue
para demostrar aue W(Rad R) = §*., basta ver ave Pypagp) = Pp .
Tomemos Rﬂe W‘X(ﬁﬂ R) tenemos que demostrar aue M es pro-

yectivo ya que »" es 1a ciase de los modulos proyectivos.
"(Wt(aﬂk) ammu—— ke | 0—'.(——19.——.."-—.0 exac-
tacon K&Wyp-gqr) Y 9 Pa Proyectivo con cada Fa proyecti-

VO inescindible isomorfo a Req . donde eq €S un ldempotente
primitivo en K.

Observemos primero que Rad R-K &———sRad R © @ P »—oRa0 R-R(X)=
= Rag R{X). De donde tenemos que Rad R - K& Uy (gagR)
=% ..

NNz Ram) =
do.

Raxt R-K= (0). Asf que K es un R/Rad R-mddulo izauiler

¥ por 1o tanto es semisimple (R/Rad R.es un anilio semisimple
vyaque R es semiperfecto).

Sea ns un submodulo simple de K y tomemos

S G B . donde AGX es de cardinaiidas minima (y por
tanto A es finito ya que S es finitamente generado).

exacta. Como C es
f initamente generado entonces admite una cubierta proyectiva:

0 Uc PC c *0, asi tenemos un diagrama conmutati-
vo
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0O —»S —e ’P - 0
PR P

0 —» Up ——o P—C ~——e 0 donde 9 esta daa
por la proyvectividai de @Fy vy f por la propiedad universail
del nucleo (Ug).

Como S es simple entonces f es un monomorf ismo O es
cero. Pero f no es mono. va que si 1o fuera entonces S & Ug
& Pg . PEro UC P wmmp Uc $R20 R Pea—sRz0 RA) y  asi
3 Sw——wRa0 R4, de donde SE€Wypay )N Txranr) = © Y-
Por lo tanto . f = 0 en el dimrama de arriba y CoOmo afemss
f es epi, tenemos entonces que U- = (0), asi que C ™ P. es
proyectivo. Por io tanto O—S —OQP‘ —e(C —»0 se es-
cinde. vy ast! tenemos que S es Simple proyectivo. En conse-
cuencia. K es semisimple provectivo y por 10 tanto es un submo-
dulo de socy( ? Pa ) = Q socy, R . Ahora soc, Pa tiene
una descompos ic 10n como suma directa de simples proyectivos (y
por tanto inescindibles). de la manera obvia. Por otro lado K
es un sumando directo de socp( R ). as! que dada una ges—
composicion de K como suma directa de simples. cada uno age los
sumandos simples de K en dicha descomposicion es un sumanco
directo de 50CL(Pe) P. a. o € X. puesto que los moaulos proyec-
tivos tienen aescomposicion unica como suma directa de proyecti-
vos Inescinaibles, cuando R €s semiperfecto. Asi, para cais suman

Go dtrecto simple S de K. tenemos Sf—-socD(Pa)s—o Rad Fo w»—»
Rad R, p. a. oL € X, a menos que

sO0C (P ) = Pow . €N CUYO C3SO.
aada la inescindibillaan e

Fy tendriamosque S®P, . Vea



mOS que €ste es necesar iamente el caso. La otra posibil tdad.
como ya vimos, implicarfaque 3 SWw—eRad K vy por io tanto
S€lU ypad Ry PEro tambi€n Se€& Wy pair)- Si€Ndo un submoauio
age K. por lo tanto S = (0) Y . Asf pues S=Py D. 8. @ X,
y por lo tanto K = [+ % con Y% X. Concluimos que.

" S ‘.\YP y es por lo tanto proyectivo. //
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Jeorema 70
S1 R es un anillo local (v por lo tanto semiperfecto) enton-
ces v [T16 R-tors/~g To = [ (to(RaR)), es el menor eiemento de (T1.

Demostrac 10n
Dado que la sucesion O—sty(Rati R)—<*R —R/ty (Rat R)—0
esS una cubterta proyectiva. entonces por el Lema &0 tene-

mOoS que ty(RAIR) € My vaelT]l Por 10 tanto §(tARadR)) £
o vaoeit) .

Ahora, como R es local entonces tenemos que vaie una de las
siguientes af frmac fones:

1) REMy .. encuvo caso T = N . 0 bien

11) R¢Tg . encuyo caso ty(R) &R vy .. tg(R)<Ra R.

En el caso 1) T. =Re = §(Rad-R). por el Teorema de Biand.
Como Rad RS RE€ Ty . entonces Rad R&Tly v DOr 1o tanto Rad R =
= tg(RaiR). as! que en este caso T = § (Rad R) =}t p(Rad R))

St vale 11) y si Py es un moduio Oym~Provectivo, entonces
es sum. directo de P/T donde P es un modulo proyectivoy T
es un submoduio de P de T-torsion. Pero para un antllo local
todo moduio proyectivo es libre (Teorema Ge Kaplanskt en [il.
26.7 Corollary ). Asf que P @ R(X?) p.a. conjunto X.
de donde tenemos que Ry @R¥X)/T vy Tars(te RN c Rad RKX)
y as1 TwwtgCRaIR)XH = (te(RadR)X), Por 1o tanto

(X .
Te"‘(tt(ﬁa R asi que P‘!R )/ T e""‘thaj RY)
.. Py = p‘(tg(Raj R e §(t¢(RaJ R e(T]
S Te= plteR@OR). //
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Jeorema 70b :

S1 R es un anilio local. entonces v e R-tors/ ~d
existe un elemento mavor <T* = “N(Rad R/tg (RaFR)).

Demostrac 1on

Dago que la sucesion exacta“

O—*Rai R/ty (Rat R) —=R/tg (R& R) —*R/Rad R —*0 es una
cubterta al(t)-oroyectlva. entonces por el Corolario 42

tenemos que Rad R/tg(RaR) € iy Yo €lT]) . .. A(Rad R/tyg(Ral R))
2o vo€fr] En consecuencia e © Py (pa R/tgRa Ry)- S1 Probamos

ia inclusion reciproca. tendremos que “X(Rad R/ty(RaoR)) elT]l

con io cual tendriamos 10 que se af irma en el enunc fado.

Tomemos pues un modulo en P x(Rag R/tg(RadR)) * Qe es un am.
directo de alah P/T donde P es un modulo proyectivo vy T es un
submodulo de P de X(Rad R/tgy(RadR))-torsion. Como R es
local entonces todo modulo proyectivo es 1ibre., por el Teorema
de Kaplanskt citaio en el Teorema anterfor. Otra vez, tenemos
dos casos:

1) R es de A(Rad R/ty(Rad R))-torsion.

11) R no es de X(Rad R/tyg (Rad R))-torsion.

En el caso i). como todo modulo es coclente de un modulo
11bre. tendr {amos que todo modulo seria de X(Rad R/tyg(Rad R))-
torsion., es decir X (Rad R/tz(RadR)) = X . En particuler
Rat R/tg(RadR) € MWygy R/tg(RagR)) Y tambl€én pertenece a
L w(Ral R/tg(RagR))- €N consecuencia Ral W/tg(R@R) = @) y por
lo tanto Rai R = tp(Rad R). For el Teorema de bland tenemos en-
tonces que todo modulo es a‘_ (ny~Provectivo. es decir que T elX),
Asf que en este caso T* = W = -XO0) = X(Rat R/tyRadR).
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En el caso 11) tendr1amos aue t x(ra R/teRa ISR v
an consecumncia. dago que R es local (y ast Rad R es el
anico ideal m&ximo de R), t * (Rad R/tt(Ra’ R))(R) < Rag R. Aho-

ra la composicion
t X (Ral R/t (Rai R))(R) Co—s REI R ———o R R/ty (Rai R) €es cero,

por def Inic10n de la teorfa de torsion X(Rad R/tp(RaiR)).
Por 10 tanto pars el modulo F/T = RXV/T, tenemos ;

X, o)
que Teot yra RteREIRNR D = (tyra R/te (Ra R)YRNT € Tg.
For iotato T&€ Wy v 881 P/T es QR o, -Drovectivo. For io tato
Que era lo que nos hacta faita. //

P
t
i
|
t

i
i
]
i

®xiRead R/t (Rad R)) = Px .
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Teoremg 71

Si R esun aniilo semiperfecto. entonces:
1a teorfa de torsicn de Goldman (T,.lL,) se escinde centralmen-
te ¢umamasmnd socD(Rai R)=l0).

Demostr ac 1on

e====) S1 socp(Rad R) = (0) entonces todo mOdUiO S Sim-"
Ple y provective es Inyectivo: ya que s1 S es simple v proyec-
tivo entonces S eW $(Rad k) w lL;(Rm R)- pero SQT"‘(R” R) =——

0¥ T : Rad R—eE(S). Como S <,E(S), tenemos que S<Im f,
as1 tenemos el diagrama Rad R

Slsy—rurTles ;

f'(8) S ., donde
f\'f-l(s, se escinde ya que es un epimorf ismo con codominio pro
yectivo. Por io tanto S es isomorfo a un submodulo ge t-1(S).
que pertenece al zoclo provectivo de Rad R Y .

Ast que St pS esun simple proyectivo. entonces S&UWy pajR)
pero §(Rad R) = Ne. por el Teorema de Bland. de aqul que si
M esuna suma directa de simples proyectivos. Htu.y,.. y por lo
tanto M es fnyectivo (por el Teorema 45 iv)).

Asi tenemos que Vv N@&R-mod. soc,(N) es un submodulo in-
vectivo de N. y-asi. soc,(N) es un sumando directo de N, es

decir (W,.lL,) se escinde centralmente. .,

===y) Si socp(Rm R) ¥ (0)., entonces
0— socy (R) —*R ——*R/soc, (R)— (0] no se escinde.
pues st se escindilera, los monomorf ismos S Hsocp(Ra:l R) (S
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un submodulo simple de socp(Rad KR). que existe por hipotesis).
socp (Rao R) h——Osoc‘.,(R) y SOCp(R) &——=—eR se esc inden.
y por lo tanto la composicion ae eilos S<—eR tawbién se
escindirta asf que R = S@K . donde K es un ideal maximo
de R Y (S CRad R<L K mmpSNK = S # (0) ).

Por lo tanto (W,.lWl ;) no se escinde centraimente. ,, i

Corolario 72

S1 R esun antllo semiperfecto conmutstivo. entonces (..U )
se esc inde centraimente.

Demostrac ion

Raggl v Rfos ( 17 ., Corolario 2.9 ) han demostrado., en
general.-que SOC,L(M) = SOC,(R)-M Vv ME@R-mod. En nuestro caso
parttcular tenemos que soc, (Rad R) = socy (R)- Rad R = (0). va
que Rad R awla a cualquier modulo semisimpie.

//
Notar que.el argumento anter for no se aplica para anilios

semiperfectos No conmutat ivos. porque SOCD(RGU R) no tiene
por qQué€ ser semis:imple como moduio derecho.

leoremg 73
Son equivalentes para un anillo perfecto derecho:
1 socy(Rad R) = (0)

11) T, = (W,.W,) se escinde centralmente.
111) T, es estable.
iv) T seescinde centraimente.

v) R = RyX R, , donde k, essemisimple y Kk, es un ani- i
1lo con ideal singular izquierdo esencilal.

v1) Todo modulo semisimple y proyectivo es inyectivo.




72
Vi et .

Demostrac ion

Observemos que como R esperfecto derecho es semiartinia~
no fzquierdo y semiperfecto izquierdo (Stenstrém (21]. Proposition
vVI11.5.1 ).

1) @uumy 11) Teorema 71 . vi1)emmpy) (10) tver el ejemp. 44 v1)).

11)e=meill) Ha sido demostrada por Raggl y Rios. en gene-
ral ¢ (17) ., Corolario 2.15).

11)@mumyy )oumemepv)  Por el Corolarso.3.2 de Rap9t .y Rios
para antllos semiartinianos en 7Y .

1)emmmpy i) POr 1a demostrac ion del Teorema 721 . ,

Corolario 74

Si R esun anillo perfecto commutat ivo entonces son vaiidas
ias condiciones del Teorema 73

Demostrac 10n

El mismo argumento en la demostracion del Corolario 72
nos permite concluir aue socp(Rad-R) = (0).

Va4

Del Teorema 3.1 de Ragli vy Rfios ¢ {17] ) tenemos que
para un antllo perfecto derecho, 1a teor fa de torsion de Goldie
Té es TIF y generada por los mddulos izquierdos simples singu
lares, y también que esta cogenerada por los mddulos 1zquierdos
simples proyectivos. (de hecho las sondic jones anteriores se si-
guen cuando el anillo R es semiartiniano izquierdo),

En ei siguiente Teorema denotaremos -f; la clase de los

modulos izquierdos simpies e invectivos y por Jp la clase de
los modulos jzaquierdos simples y proyectivos.
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Jeorema_ 75

S1 R es un antllo perfecto derecho, que goza:de las condj
c tones del Teorema 73 (por ej. si1 R es ademss conmutativo),
entonces son equivalentes:

1) Re =T, . donde R, es el elemento menor delNeR-tors/~y .

11 o - 4, . %

Demostr ac 1on !

1) smmmp11) Por el Teorema 71 . tenemos que «f, & of, .

Sea RS simple Inyectivo. queremos Gemostrar que es provectl
vo. Observemos que como el anillo es perfecto. entonces R/Ran R
es semisimple. as{ que un Modulo M es semisimple si y solo si
Rad R-M = (0). Por 10 tanto todo producto directo de Simpies es
semisimple. Como consecuencia de lo anterior y usando el Teorema
45 . concluimos daque 1a tecria de torsion N (S) pertenece a
[X) (vaque s1 MEUW (g5, - entonces m»——ssX , para algun
conjunto X. v como S% es semisimple, concluimos que M es se-
misimple y ademas es Inyectivo. por ser isomorfo a un sumando
directo del modulo fnyectivo SX),

ast. X(s)elX\, y por 1o tanto X(HIZT K. = T . Ast
tenemos que S es 1ibre de torsion de Goldle, la que esta cogenerada
por los simples proyectivos, .. 3 0 # f: S——eU con U simple
proyectivo. Como f es necesar iamente un isomorf ismo. concluimos
aue S es provectivo. S o Sf, v asi & -,

i1)==2%1) Como T esta cogenerada por los mddulos sim-
ples proyectivos. entonces todo modulo iibre de torsion de Gol-
dle es semisimple. stendo (isomorfo a) un submodulo de un produc
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to de modulos simples (que es anulado por Rad R). Pero ademas
un modulo 1ibre de torsion de Goldie es fnyectivo. ya que es

un sumando directo de un producto de simples proyectivos. slen-
do este Ultimo invectivo., ya que por hipotesis todos los simples
proyectivos son inyectivos. Como todo modulo 1 ibre de torsion
de Goldie es semisimple e inyectivo. conciuimos. mediante el
Teorema 45 . aue T (X},

Analogamente., si T&lX]. tomemos E. un cogenerador Inyec-
tivo de T , es decir T =X(E) (p&gina 5 ). Nuevamente
por el Teorema 45 ., conclufmos que E es semisimple. Abora,
st RS es un submddulo simple de E., siendo un sumando dlirecto
de E. es inyectivo. Como S es Inyectivo entonces es proyectivo
por hipdtesis. por lo tanto es 11ibre de torsion de Goldie. As{
E € L. siendo una suma directa de modulos Iibres de torsion ge
Goldie. Pero Ee€l ;=== T = X (E) 2 T,. As! tenemos que
Te=Xe « 4

Corolaric 76

S1 R es un antllo casifrobenfus (GF en la literatura).
entonces X. = Tg .

Demostrac 1on

Como R es artinfano izquierdo y derecho. es perfecto (dere-
cho e izquterdo). Ademas. ia clase de 10s mOGulos proyectivos
coincide con la clase de ios moduios inyectivos (Stenstrom.
{21] .Proposttion XIV.3.6 ). Resta ver que vaie alguna de las
cond ic iones dei Teorema 73 . por ejemplo. veamos que soc,(Rad R)=
= (0): si gS Tueraun simple provectivo en el zocio de Rad K.



7S

entonces S seria inyectivo. y por 10 tanto seria un sumando
directo de R, as1 que S = Re S Rad R. cone un elemento idem-
potente de R Y (Rao R no contiene elementos idempotentes).,,
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