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Introduce ion. 

Es un hecho que las teortas de tors1on hHI sido de grai utl­
I ldall para el estud 10 de los <11 J l los. El conoc 1m Jento de 1 a ret J­
cul a R-tors proporciona una grai cantJda:l de lnformacJón sobre 
el anJllo R. bastenie cJtar la elegante caracterlzac1on ae los anJ. 
llos perfectos dada POr Dll!lb y las <Uversas caracterizaciones de 
otras clases de snJJJos que exJsten en Ja lJteratura. 

En esta Tesis estuolaios R-tars vta una partJclon Inducida 
por la relaclon oe equivalencia ""u.. que 1ntro0uc1mos. 

En el caso de que R sea un ailllo Perfecto. demostranos que 
calla clase de equivalencia ('C'1• R-tors/...,IL, es una subretlcula 
cCJlllpJeta de R-tors. En particular. en este caso. l"E'les cerrada 
baJo tomar uniones <V> e Intersecciones <A> arbitrarlas. Asl 
que en C'C'J deben existir un elemento mayor 'C"• CQUe JJananos Hsu­
preino'"l' Y• uno menor 'C' • <que 11 ananos H lnf lmo•). 

Uno de nuestros resultados prlnc1paJes. consiste en dar des­
cr lpc Iones de -r• y de 'C' •• expl Je ltanente. s 1 R es perfecto 
o local <e.d. con un Unlco Ideal izquierdo max1mo> entonces 
<'• = 'X.CRad R/t..: <Raa R)) y <. • 1 (t'C'(Rad R)). 

SIR es un aiJllo tal que toda teorla de torslon hereditaria 
es coheredltaria <BT- Sllllo. pag. 56>. demostranos que 
C''r __,. 'C'• -S v• y -r. ~ v • . Como consecuencia de Jo <11te­
r1or <Lema 57> tenemos que Ja clase de equivalencia de 1.c11. 
Incluye una copla Isomorfa de cada l'C'lcR-tors/ "'IL. AsJ que 
en este caso, el estudio de R-tors. como rettcula. se reduce al 
estua lo de lll . 

El tratanlento seguido en Ja TesJs fue sugerido por ml ase-
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sor. el Dr. Francisco Ragg1 c .• quien conJunta11ente con el 
M. en c. Jose Rfos M. han estudiado R-tors con procedimientos sl­
mHares a Jos que he seguido <ver 1181 y 1191 >. De necno. ·una 
gran cait tdad de Jos resultados presenta:tos en este trlbaJo se 
tnSPlraron en sus resultalos. 

Los resul tatlo.s pr 1nc IPales en esta Tes Is. se ref leren pr ln­
c tpalmente a an Hlos perfectos y sem IPerfectos. Esto es deb tdo 
al hecho de que Jos anillos perfectos CreSP. sem1perfectos>est~ 

caracterizados por el hecho de que existen cubiertas proyectivas 
para todo RM Cresp. para todo RM cfcl leo>. 

Otra 111ot1vacldn para estudiar las clases propias generadas 
por {o-k-P •M •O : KE 11.'C'l • donde 't"~R-tors. fue 
que há>la sido probalo en [21 que R-mod tiene suficientes 

a-r-proyectlvos, es decir, que 'JMER-mod existe una suce-
Sldn exacta o-K~-M-o con kEU...-r Y P Clr-pro-
yectlvo Ces decir proyectivo respecto a cada sucesldn 
o-L·-L-L"-0 ·3• L'EU...T ). 

Raggi observó que un módulo RM es c2'C"""proyectivo si y sólo 
si M es un sumando directo de un módulo de la forma P/T, 
dende Pes proyectivo y T~t..:<P>. y que en la caracterización ai­
terlor de Jos módulos GZ..:Proyectlvos, puede sustituirse #proyec­
tivo# por #libre#. Posteriormente encontré que Ohtace en (16) 

há>I& da:lo una caracterización parecida de los módulos °'"-proye!::. 
ttvos Cque él llama 'C"-codlvlslbies>. 

Tanblén encontré que Blaid, con otras motivaciones, hétlla 
introducido ias cubiertas <2~-proyectlvas (cubiertas 'C'-coalvlsl­
bles. 

Uno oe los resul tacos pr lnc Jpales de Bl and en (3} , es 
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que s 1 R es un 11'1 ll lo se1111perfecto • ., -e ~ R-tors. entonces 
tOdo 111Clc:lulo es 'C'-coc:l lv Is lb le < "C'•t1L'l • en nuestro contexto> s 1 
y sdlo SI Rm R ClT'C' • donde Rad R es el rmlcal de Jm:obson de R. 
Esto resulta ser equ lvalente <Teorema 67 > a que l"1ll tenga un el-!!. 
to menor 'll. que adelllM es 1aual a l<Rl!d 10. HechO que tatblt!!n 
puede expresarse de la siguiente 111enera: Sl R es setntPerfecto. 
entonces l'lll es una subretlcula COllPleta de R-tors. 

Se demuestra en este trl!baJo QUE s l R es se1111perfecto tan­
b ten lll es una subretlcula COlllPleta de R-tors. lo que equivale 
a dec Ir Que (ll tiene un ele111ento mavor ( •. que ademas es Igual 
a '1l.<Rad R>. como se demuestra en este trabaJo. 

Otro de los resultados de Blend {3.Corollary 2.3) es que 
si existe 'C"E R-tors. f lel <e.d. R' U..'C'> y tal que todo mClc:lulo es 
"C'-codlvlslble <e.d.<&till> entonces Res semlsl•Ple. 

Demostranos en el corolario lf7. que lo anterior es una cars:­
tertzacldn de los Efllllos sem1s1mples <Res sem1s1mple......,.. 
:l't'&R-tors. f lel Y en l'Xl>. Esto es una consecuenc ta de nuestra 
caracterización de los Efllllos semlstmples en el Corolario 46. 

Como dlJ lmos Efltes. si Res perfecto. hemos demostrado que 
caia t-tlcR-torsl-u.. es una subret lcul a completa de R-tors. Hemos 
podido demostrar Que lo Blterlor tanblen es cierto para anillos 
locales. 

Para Efllllos semtperfectos en general. sabemos que['X.)y lfl 
son. como mene ton anos més arr Iba, subret 1cul as completas <le R-tors. 
No he podt<lo Ciecl<llr si lo mismo resulta cierto Para cualquier 
clase de equivalencia ('C'] . Mé tncl tno a pensar Que la af lrmactdn 
Eflterlor es ver<la<lera y que los elementos <" y 'C'. cuya exlsten-
c la <o tnex lstenc ta> resta probar • deb teran pooer expresarse 
como en el caso en que R es perfecto. 
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COlllo consecuencias de la teorla desarrollada en esta Tesis 
danos una cona1c1e1n necesa..ta y suftctente Para que la teorla de 
torstdn de Goldmai se esclnoa centralmente, en el caso de que 
re sea semlperfecto <Teorema 71 >. Como resultado del teorema 
Mencionado y de un resultado de R1111g1 y Rlos, demostr1111os que 
s 1 R es perfecto y co11111utat lvo, la teor fa de tors ldn de Goldlnar'I 
se esctnoe centralmente. 

Considero que la condtctdn del Teorema 71 es tmportatte, 
dada su senctllez Csocp·.Rad R> • <O». 

El Teorema 75 nos oa una aiarad&>le equivalencia entre una 
ecuac ICln "hOllloldg lea'" y una ecuac ldn de teor fas de tors ldn, que 

tiene la consecuencia Interesante i;:ie que para un Sllllo casl-fro­
benlus el elemento 11enor de l'l es -r6 <lla teorfa de tors1e1n 
de Goldle!>. 

Creo, por todo lo ll'lterlormente mencionado, -que los resulta­
dos presentados en este trabaJo pueden·tener alguna Importancia. 
~omo taibl~n queoa claro que se puede extender este trabaJo en di­
versas direcciones. 

Para termtnologfa y notactCln sobre teorlas de torstCln ver 
tldl Y (211 Y sobre teórla de siHlos ver [141 , {11 , (211 Y {20]. 

A menos que se diga lo contrario. los conceptos que se 
usan son "por la tzqu terda" CP. eJ . Ideales, mddulos, etc.>. 

Agradezco al Dr. Fraictsco kaggt Ctlrdenas, director de esta 
Tests y al M. en c. José Rfos Montes, por la generostdad que 
stempre han tenido conmtgo, por el estimulo que me han dado 
a lo largo de mt desarrollo como matemáttco y por sus ensenanzas 
y sugerencias, sin las que no hubiera podido desarrollar este tra­
baJo. 

. . j 
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NOTACION Y PRELIMINARES 

En este trmaio R oenotara .un SI u lo ·e10c lat tvo con 1. 

R-11100 denotira la cEotegor la ae los R-.daulos unitarios 1zau1er­
aos. R-tors la retlcula del• teorlas oe torsJGn neredltarl• 
par'a el 8'llll0 R. 0---oK<M>-PUU-,.__O denotar• 
una cubierta proyectiva Para el R-tnddulo 1zau1erd0 RM y 
o- K,<M>___..pr<M>- M---.o una cut> 1erta 11.~rovect.! 

va para ~ <cub lerta T-cod lv Is lble para otros: BlSld < I.31 >. 
Gol.,<021 >. TePIY ( (221 ·) >. E<M> y ~<M> aenotarA!n la Ci!Psy_ 
1 a 1nvect IV a y la clll>sul a r- lnyect lv a de RM • reSPect lv-nte. 

Def In IC ldr.1< D ICkson ( [61 )) • 

. Una teorla de torsldn en R-lllOCI es una pareJa T- <lf.11.> 
oe clases de obJetos de R-11100 tales aue: 

< 1) HollR<T .L> • O '1/ Te lf. '#Le 11.. 
< l U HollR(C,L> • O 'iL e 11. .,_,. C ~ 1f. 

< 111> HollR<T.C> •O 'IT•lf _,. Cell.. 

Nosotros est:anos Interesados en estud lar 1 as teor las de 
torsldn hereditarias. 

Def In le ion. 2. 

uia t:eorla ae torsldn hereditaria es una pareJa ?"= <11.IL> 
de el ases ae R-mddulos lzau lerdos tales Que: 

< I> ltomR<T .E<L» • O "'4T e 1f • '/ L 611.. 
(11> HomR<C.E(L)) •O "iL&IL =9 C61T. 

( lll> HomR<T.E<C> = o "'' •lf ..... e 611.. 

Es ftf:ll ver Que la pareJa <lf.U..> para una teorla de tor:. 
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s1on 90za de ·las siguientes PC'opJedllSes·: 

1f 1 > 1f es cerrada baJo tOlllar sU111as d trecta&. es dec tr 

que st ("-\x es uSl f•ll ta de inoouios en lf. entonces 

• "- tanb tl!n pertenece a 1f. ••X 
1'2> 1f es cerrlllia balo tOll• cocientes. 

1'3> 1f es cerrllSa balo tOlllar extensiones <una clase ce 
ae obJetos en R-llOCI es cerrada baJo tOllar extensiones st 

o -N ofl oP--..0 excta con N y P en <C ..,. "ea:>. 

IL 1 > IL es cerrada balo tOll• productos. 

IL2> ILes cerrase balo tOllar sublllddulos. 

IL.3> ILes cerrSSabaJo tOllar extensiones. 

Notemos que SI <lf.IL> es una teor la de torstdn heredtt• 

r ta entonces t..i:i tl!n valen las s tgu tentes dos prOP tedmes tequi 

valentes>: 

TI" 4> n- es cerrada balo tomar sublldOulos. 

IL 4 > IL es cerrs:ta ba.lo tomar cl!Psul as tnyect tvas. 

Observa: ldn 3 

Cma elemento de una pareJa (lf,IL>. teorta de torstdn h!l_ 

reo ttar ta. Cleterm tna el otro: 1T - l l'IE. R-mod : HomR<l'I. EUO> ª o 

\JN~IL\ y ILs \NE.R-moCI: HotnR(l'l,E<N» =0, '\11'1 .. Tf~. 
Def tn te tdn 4 

una clase no vacta cie mdOulos oue goza de las propteoa1es 

1T1> - 1T4> se llana clase ele torstdn hereditaria. y una 

clase de mdelulos oue goza de las propledaies IL1> - IL4> sell-ª 

ma clase l tore de torstdn. 
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Def tn le ldn 5 
Un f 11 tro ( IZQU lerdo) de Gá>r lel ?" para un S'I 1110 A 

es una colecc ldn .,. g de Ideales IZQU lerdos del 1!1'111 lo QUP. S.§ 

t 1sf acen: 
rl > I•'F. aeR 
7'2> <1:8)€ 1 

=!) CI: a> • {re R : rae 1.\ &. "F'. · 
Va e J, J • 1' ...,. 1 e T . 

Un f litro de •mrlel ~ ueter1111na una teorla de torsldn 
hereditaria <17-·IL,r"> de la siguiente 111aiera: 

lf.ar - lRMeR ... od: ~·~" 3h'.F tal Que I• -o} 
ll.j> - \ RN ~ A-lllod : In - o. 1 E F. n EN ~ n - o 1 · 
Es tac 11 ver que la pareJ a <lf;t.ILF > es una teor la ae 

torsldn nereelltar1av1endo que 1f goza de las propiedades 
lfl) - 1f4). 

Otuierv a: JcSn 6 
Un f 11 tro de G&>r le 1 g: goza adetWa& de 1 as s lgu lentes 

prop ledllles que se deducen fac U•ente de Tl > y '72>: 
g: 3> -¡::es cE:rrado baJo productos f In ltos ae Ideales del a-

n JI lo. es dec Ir que s 1 11 • . . . • In pertenecen a 'F entonces 
el Ideal 11 12 ..• In t•btl!n pertenece a-¡::. 

4> ~es cerraao baJo tOlllar Intersecciones ftnttas. 
5) le J, J € ~ ~ JE :F, 

Ahora. da:la una teorla ae torsran hereditaria T• <lT.U..>. 
POdemos obtener un f 11 tro ae G&>r lel ae 1 a mmera s lgu tente: 

.Ji. s \_Rl<:R : R/J ~lT). 
Se puede ver f ac: llniente que 1 as corresponoenc tas 



... 
~ "F-c y 7-------"Y son corres-

ponclenc J as inversas <Stenstrtlln 21 

Obsérvese que de la extstencta de la blYecctdn dala •rtba. 

entre R-tors y el conJunto de los f litros de GS>rJel P•a el 

IS'IJllo R. POdemos JnferJr que la clme R-tors es un conJunto <un 

f JI tro de GS>r Jel pertenece a lf><lf><R». as J que 1 a el ase de los 

f Jltros de GC>rJel para el 1111110 R es un subconJunto de 

lf>(lf'(R)) > • 
Observemos que para todo M R-lllOd y para tooa T'•R-tors 

ex tste un IJn Jco sui.c:ldulo de M • •• tmo con 1 a PrOP tedad de per 

tenecer a la clase Tr: la SU11a ae todos los sublnddulos de M que 

Pertenecen a la el me 1T <esta su111a pertenece a 1T parque es un 

coctente del mddulo t H.·: donde (~lx-es la fanllta de submdd!! 

los de M que pertenecen a Tr. usaido 1 as prop tedades 11" 2 > y 11" 1 > >. 

Def In le tdn 7 

Ll anaremos prer élJ le al a un funtor t: R-mod-- R-111od que 

sea un subfuntor del funtor Identidad Id: R-moel-- R-mod. 

Un preraucal t se llanara ldempotente st tz = t•t = t. 

Un preradtcal t se llanara un radical st para todo M • 

· R-mod, se sattsface ~ ~01/t<l1» •o. 

Ll anaremos funtor de tors Jdn a todo rad tcal Joe111Potente 

que sea exacto tzou lerdo. 

Es fécll ver. oue sJ denot1111os t<M> al mayor submddulo ele 

-~-torstdn ele·. RM. Cionde~es una teorlade torsldn heredita-

ria. la aslgnac:Jdn ~ t<M> y M~ ....._ 
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flt<M>' t<M> t<N> • def lne un subfuntor del funtor taent_! 
dlll :R-11100- R-mod. que resulta ser ldempotente. exa::to Iz­
quierdo y raitcal. es aectr un funtor de torstdn. en el ~tldO 
de la def tn 1c ldn de la Pi!U tna alter tor <Stenstr(jmC!1), PrOPOS lt ton 
3.1. p6g. 1141 >. Reclorocmiente. dildo un funtor <le torsldn <• rJ! 
dtcal ldempotente exa::to lZQUlerdo> obtene111os una teorla de tor. 
s ldn terec1 Ita- la de la 11181era s tgu tente : 
deflnllllos una clase de torsldn lTt• lMeR-mo<l: t<M> • MJ. 
cuya corresPondlente clase l lbre de torsldn es ILt = \N•R-moG 
t<N> •o>. 

se puede ver f ac nmente que las corresoondenc las 
t.....- <lrt.ILt> Y <lT.ILl ª' ...--- t • son funciones inver-
sa&. donde t R-mod--- R-mod es el funtor que asigna 
al meklulo R" su mwor submódulo en lT <Stenstrtlm. Propos lt ton 
3.1. pilg. 1141 ). 

Descrtpcldn de las teorlas de torstdn hereditarias meolai­
te cogenermores lnvect lvos. 

SI RE es un mddulo tnvectlvo cief lnlmos una teorla de tor. 
Sldn hered ltar la 1t<E> - <lTE. u.E> ciada por 

nE - lM• R-ft!Od : HomR<M.E> •o\. la clase u.E queda 
de ser Ita as 1: 11.E - { N & R-mod : 3 X conJ unto Y un monomorf lsmo 
,___Ex } • donde EX denota. como oe costumbre. el producto 
de card<X> coplas de E. Reclproc1111ente. para cada teorla de 
torsldn <lT.U.>. existe un mddulo tnvecttvo E tal aue <lT.11.> • 
< lT E• 11.E > • E se puede escoger como V R/ ly • cioncie ( M \,\y es la 
fanll la ae Ideales tales que R/l • IL. para toaa Y•V <&tenstrClm, 
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ProPOSltlon 3.7. pag, 142), 

Lo aiterJor ha:e Que se vea natural' Ja s1gu1ente deflnlcldn 

CGolai [101. página 9 >. 

Def In Je 1an 8 

llief In 1iwos 1 a rel ac 1an - en la el ase.,, de Jos R-mOClulos 

IZQU lerdos Jnyect Jvos por: 11 - 12 s J ex lsten conJ untos 

X1• X2 Y MC>nOllOrf JIS.OS 11-- 1~1 e 12 lr2 
Es claro QUe la relacldn mi def Jnlda es una relaclan ae 

eQulvalenc1a Y Por lo tanto parte ., en clases oe eQulva1enc1a. 

Denotaremos E 1 a el ase de equ lvalenc Ja oel MOClulo RE. 

Se Puede ver f ac 1111ente que h• una correSPOnc:tenc Ja b Jyei;_ 

tJvaentre R-tors e .I/- CGolan [lO]Prop. 1.6 p; 15 >. 
En resUllJdas cuentas. tenet11os el siguiente 

Teorema 9 

Par a un ai J l lo R ha- una correspondenc Ja b Jyect lv a entre: 

<1> Teorlas de torsldn heredttarlas 'r • <lT.IL>. 

<2l~Cl ases de tors Jdn hered Jtar las Tr. 

C3 > CI ases 1 Jbres Cie tors Ión cerradas balo tomar cailsu-

1 as Jnyect tv as. 

C4> FUtros de Gmrtel. 

<S> Funtores de torstdn. 

<6> Clases ae equJvalencla de mddulos Inyectivos. baJo la 

re 1 ac Jdn def in tda arr Iba. / / 

El menor rad Jcal r ma1or o Jqual que un prerad leal oado r 

y 1 a suces Jdn de Loew.l[.,_ 
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Propos lc'idn 1 o · 
Daoo un prerao leal r ex lste .un llBnOr' ra:I 1cal r maror o Igual 

caAe r. 
lll!lllllltra: ian 

Def 1n1111os POr lnduccldn transf lnlta. para cma ordinal~ 
un preraa1ca1 i;. por: rtt<C>tr.,_1 <C> • re C/r-_1c> si /1 no es 
un ord lnal 11111 lte y por r- • !; r.cc> . s 1 ,. es un ord 1na1 11-
• lte. Esto da lugar a una sucesldn creciente de prermlcales .y 
resulta que r - E·r· <Stenstram [21] Prop, VI.1.5 p. 37). 

Propos le ldn 11 
a> SI r es un preraó leal lde111potente entonces r télll­

b ll!n lo es.cstenstram. Prpposltlon Vl.1.6.pt!D, 138>. 
b> SI r es un preraó lcat exacto 1zqu1eu10 entonces t•­

b lt!n lo es r CStenstr(lm. Coroilary Vl.3.4, ptlg, 142>. 
e> SI r es·un prerao leal exa::to IZQU lerdo:! R" es un md<I!.!. 

lo. entonces roo es un submddulo esenc lal de r<M> <Stenstram. 
eorollarv Vl.3.5. PtlD. 142>. /1 

Algunas teor las de tors ldn Importantes. 

La teor la de tors ldn de Gold le. 
SI conslderanos e• {Rl : RI C.e Rl. def ln•os el subll~ 

lo singular de"· ZCM> por Z<M> = {xeM: 31•6. tal que 1x-0J 

Es f ac 11 ver que Z : R-moct- R-mod 

M --- ZCM) 

def !ne un prerad leal 1-

dempotente exacto 1zau1erdo <tanblt!n se puecie ver que la fanllla 
E; de los 1oeales lzau leroos esenc lales no es un f litro de Ga-
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br tel. pues aunque sat lsf ace 1' 1 >. no sat tsf ace ,..2 ». as 1 

que Z no es un funtor de torsión. y no lo es porque no es un 

raa tcal. 

De la Propostcldn 10 tenemos que extste un menor fun-

tor de torstdn maror o tgual que z. que denotare11os t 6 <el 

funtor de tors tdn asoc talo a la teor fa de tors tdn de Gold te 

<"R"6 .11.6» Y que esta da:lo por la sucesldn de Loewy de preradtCJ! 

les <Propostctdn 10 >. De hecha. se puede ver que en este 

caso t 6 • z2 : pr tmero. observemos Que Z<M> ~ t 6 <1'1> <se p~ 

de ver dtrectanente. O USaldO la Propostctdn e)). por lo 

tll'ltO Z<tG(M)/ZOO> - tG<M>IZ<M>. Ya que SI X •tGtl!I> entonces 

<Z<M>:x> 'e R <st t!sto Llltt•o no fuera cierto. entonces o - Rk 

~ R tal que <Z<M>:x>nK •o. por lo tanto kx - <O> y 

• f Kxn Z<M> • o. centrad te tendo que· Z<M> ~e t 6<M». Entonces 

tG(M)/Z(M). Z<tG(M)/Z(M))C: Z(M/Z(M)). de donde tenemos que 

~ Z,.<M> = t 6 <M>c. z2 cM>. As 1 que t 6 CM> = z2 <M>. en consecuenc ta 

M•lTG. oor lo ta'ltO M•1TG ... Z2<M> - M .. ZCM) ..::e M. 

Usando lo anterior. podemos descrtbtr el filtro de Ga>rlel 

asoc tallo a la teor 1 a de tors tdn de Go Id te de la manera s lgu tente: 

F6 -{RI :ZCRIJ> -'eRll}. 

Para dar una descr tpc tdn mas concreta. observemos que 

ZCR/J) - J/I para algl.ln tdeal RJ R. y Que J/I 4e R/I .. J,<eR. 

Adetl8S J/I - ZCR/J) ~ '1/J•J~ Cl:J) 'e R. Asl pues. 

l•~ .. 3J 'e R ,,:.. ZCR/J) = J/l>"tal Que 'lt/JCJ .<J:J>-<e R. 

Y rec fprocanente. s 1 3 RJ <e R. 1 < J • ~· V J • J e 1 :J >"-e R. 

entonces J/J<ZCRll> de donde Rll•1T6 y por lo ta'lto I•~. 
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En re-en.~- 1 Rlc.R: 3RJ <e R. ICJ y <I:J>'e R. 
"1111• J). Por 1.Jlt1•0. es IRUY cl•o Que N•ll.G Sil Z<N> • o. 

La teorlaele torsloo ele L•bek. 

La teorlaele torsldn ele Lalbek es ClenOt&la °'<R> • <11"1.11.1>. 
Asl. 11"1 • { MCR-t1oel HollR<M.E<R» •O j 

IL 1 • l N • R-tloel : :1 X-conJ unto y un •oncíllorf l•o 
,.._E<R>X J. 

ObserveMos que como 1 a teor la de tors leln óe L91bek esta cg_ 

generado por la cl!Psula Invectiva Clel S'llllo. es anneellat•ente 

una teorla de torsión hereditaria. asa Que el filtro correSPon­

CI lente es ele GS>r lel. 

El f 11 tro de Gabr ael asoc la:lo a la teor la de torsadn· de 

Laibek es: ;l - (RI : HollR(R/l.E(R)) - o J 
-lRI : HollR(R/<I:a>.R> - o .., a•RJ , ~sto 

es deb ldo a que cada submCIClulo e lcl leo ele R/J es Isa.orfo a 

R/(J:a> para alguna aeR <va Que, en general, HollR<M,E<N» 

·O si! HomR<Rm.N> :. o Vm E M >. 
Asl pues. 1=¡ • {RI : HolllR<Rl<I:&>.R> •O Va•R \ 

• SRI :'/r• R 3 JA<l:a> ·~· Jr ~o} 
- tR1 :"1/acR, r-o•r• aie1<I:a>l 

- (Rlc;¡R : aid<l:a) - o ~a4!RJ 
Observación 12 

~le~ : de hecho se puede ver Qae cala Ideal en el f li­

tro de Lanbek es esenc tal. Pues s 1 RI • T¡ no fuera esenc laL 
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entonces E< J > ser 1 a un SUlll l!lldo d 1recto oe de E< R >, as 1 que 

E<R> - E< 1) • K. doncie o - RKS E<R>. COllO R se E<R>. ten­
dr l1111os entonces Que R nK 'I' o, y podr 11111os escoger O 'I' k • 

R n K, obten lendo l a s lou lente s ltuac ldn: 

O 'I' Rl' '--R~<R> 

11 

R/<J:k) 

por Jo tanto HomR<Rl<J:k>.E<R» 'I' O, de donde <J:k>t~ 
y por lo tS'ltO 1 jf ~. Por lo tanto .1"1 s6r. s 1í; 11 • 

Observ ac ldn 1 3 

Los f ll tros oe Gllbr lel asoc lados a las teor las de tors ldn 

de Gold le y de Lllllbek co 1nc lden ...- Z<R> ~ o . .,_..R • 11.6 

_.,. ~ • R~' Pues SI suponemos que 11 • fc, entonces 

tol '"'{x • R : <O:x> «1¡} • {x • R : <O:x>• fG} .par lo tS'lto 

R • u..6 • SUponganos á'lora que R • 11.6 , y sea 1 • '1'6 • como R • 

11.6 ,entoncesvo 1' r•R, va•R, <J:a>r -1- <O>. e.d. va•R, 

ala <J : a> = o. par lo urito 1 • ~ ··y as 1 ~G s 9i. 
Observemos tanbl!!n que si ZCR>'"' COL entonces el f lltro 

de Gold le consta prec Jsanente de los Ideales esenc lales, va que 

siempre tenemos Que ~l s Re s g:"6 y en este caso ~ • !ff;. 
Teor 1 as de tors ldn gener a:I as por f an 11 las de mddu los y 

teor las de tors Jdn cogenerél:las por·fan ll las de mddulos. 

S 1 IM .. l x es una f an 11 la de R-mddulos lzqu lerdos entonces 

IL u IM..l>x= {RN : HomR <M .. ,ECN>> •O V<>•X,}·., es una clase 11-

bre ce tors ldn, y en consecuenc la determ lna una teor Ja de tor-
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stdn hered ltar ta que se denota i({ M .. }.) . 
Observemos que 1 a el ase de_ tors ldn cor resoond lente a 

l «M,,.}x)es la menor clase de tors ldn herecl ltar la Que cont lene 
a cma M .. v ... x. 

An&loganente se def lne x({M .. } x) POr: -
lfxtt.\a't • {RN : HmR<N.E<M .. » •o v ... x} • l!!sta resu_!_ 

ta ser una el ase de tors ldn hered ltar la. y Por lo tanto t lene 
una el ase l lbre de tors tdn correspond tente. que es la más ch 1-

ca claee libre de torsldn Que contiene a ca:ia "'-. 

La teor la de tors tdn de Goltlman. 
SI denotanos...r. la clase de los mddulos simples proyect_.! 

vos. entonces la teor la de tors ldn de Goldlnan "si> es E(.J..,l . 
se puede ver qoe an mddulo es de tors tdn de Goldmllll s ti 

es se11tsl•ple y proyectivo. m6s_aJn que el funtor de torsldn e~ 
rreSPond tente es el zoclo proyect lvo socp. <socp<RM> •~s ... dO!!. 
de {s .. }x es la t•ll la de sublnddulos de M que son simples Y 

proyect tvos > . 

La ret: tcul a brouwer lana R-tors. 

R-tors se puese ordenar por medio de las siguientes cond_.! 
e tones equ lv al entes: 

1 ) • S T S 1 1f" e;; lTr 

2> st 1L .. s11.,. 
3> sl 9'.s ~ 
4> SUponganos que 'C1 x<E1 > y que -r2 = x<E2 > <ver 

la P&ulna 5 >. entonces ha::emos'(,s~sll :.1 Ei••---.. •E~. 
monomorf lsmo. donde X es un conJunto. 



Note11os que oor la observ ac ion 12 .. 1 s .. 6 y que se 
tiene la Jgualdall cuaiao el ailllo es no Ungular. es decir. 
cualáo R es tal que ZtR> • lO>. 

12 

R-tors queda ordenado pare 1a111ente POr s • emio se !!_e 
f ln ld arr lb& met11és tiene estructur.11 de ret fcul a s f def in l•os 
las operaciones de un fdn ...,. e fntersecc ldn ,,.... de la •aier a S.! 

gu lente: para una f mi U fa de teor fas de tors ldn ''"ª'•· su fnter. 
secc ldn 'i' ..... es la teor fa de tors ldn cmmcl ase de tors ion ~~ 
y su unldn yr .... es la teorfa de torsldn con clase l lbre de 

tors fdn i' L.,. 
Ade11m,; s l 'C es una teor fa de tors ldn hered ltar l& adm f­

te un pseudOCOllPlellento r que esté dado Por: 
r - X { Rs : s es s Jlllple. s ·~ lT'C'} 

<R-tors, ....., , ,,.... > es una ret fcul a d lstr Jbut fva <iol ai [101. 
<8.11 > ProPosltlon, pag.rs2>. Adellés, R-tors es una retfcula 
brouwerlaiacompleta <(11} Praposltlon 1.4, p; 7>, puesto que 
vale la fgualdal 

"t'A <VY> = V {"C'ACT : CT E Y} 'lt''l:'ER-tors y tOdo YC:R-tors. 
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Algunos tipos tmportaites de teorfas de torstQn. 

Ensegu Ida d1111os 1 as def fn te tones de algunos tlPOs de teor I• 

de tor:stdrf que aparecerai en la tests. 

Def tnfcldn 14 <Jf!!S l131 >. 
"t' E R-tors es TTF <o J ansfana> st 

productos. Equivalentemente. st existe 

dempotente tal que lr-c • ¡ RM : IM • 

lr-c es cerrada baJ o tOllar 

1 un tdeal bilateral 1-

<0>) 

Es claro que para un anillo arttntS10 toda teorfa de torslon 

es TTF. a>uesto que utl filtro de GS>rtel contiene un elemento 1111-

nt1110. que resulta ser btlateral e tdempotente. 

Def tn te ion 15 

-r E R-tors es estable si 

tnyect tvas. 

lr-r es cerrala baJo tomar cl!Psulas 

Por eJemplo. la teorta oe toruon de Goldte es está>le. 

Def tn te ton 16 

-r'€ R-tors se escinde si t<M> es un sumaido directo de M 

"f/ MER-mod. 

Def tn te ton 17 

una teor ra de tors tdn TTF se ese tnoe centralmente st valen 

las stvutentes condtctones et1utvalentes: 

t> '3eER. e Id· potente central ·3· M~lr'1:' ~ eM s <O>. 

11) «:..: - IL< • donde «:..:= \RN : HomR<N.M> - (Q) ""€ lT'C'~ 
Denotemos 1:'• = <a:<.1T'C" >. es una teor la de tors ton Que es he-

red ttar ta stt rr: es estét>le. 

J f t > -r+' y 'e' se ese JnOen. 



tv> -r~ es heredltar1a y se escJnde. 
y) 1:" ... es heredJtarJa y 11.-r es cerrada baJo cocientes. 
v J> -r: es esta> le y 11.-r es cerrma baJo t01111r coc lentes. 
y 11) R • t.:-<R)A tr<R>. 

Def In IC ldn 18 

1 lt 

'f:"4!. R-tors es cohered1tar1a si 11.-c es cerrma baJo tOllar co-
cientes. 

Son equivalentes: 
1 > -r: es cohered ltar la. 
1 J> t -e es un funtor exs:to. 
111) t.z:<M> • t.,;<R>M \1 MéR-1100. 

Por eJe11p10.1a teorla de torslon de Goldll9l es coheredltar1a 
(17 , coro111r10 2.91 

Def In le ton 19 

'r' ~ R-tors es :1\ 1e1 s 1 R € 11.-c. 
La teorla de torslOn de Lanbek '1:'"1 es Cla mavor teorla de tor-

stdn> f Jel. 
Por la observaclOn 13 , 'l'1 • ~G ~ -r:'6 es f lel. 

Def tn te ion 20 

una teor la de tors ton ~ :.es-.s tmple si 'l tsx' x una f an 11 la 
de mOdulos simples tal que -r:' = l < l s;\ x ">. 

Por eJmplo si R-sJmp denota la fanllta oe los mOdulos Izquier­
dos stmples, entonces la teorla de tors1dn de Dlckson c-0 es 
I CR-stmp>. 

Dlab [71 
sJ y sOlo s1 

Un ~tllo 

ciemues.tra Que un ~lllo R es perfecto tzqulerdo 
.toda .teorla de .torslon derecha es simple y TTF. 
es semlar.ttnt~o slt <0 =-X.. 
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CLASES PROPIAS EN R-IRod.<~r [18\.[Hl.(91,DI y l'l!;l >. 

Def tn te t<ln 21 
Una el ase J de suces tones exactas cortas en R-111od es una 

el ase prap ta s 1 goza de 1 as stgu tentes prop tedmes: 
1 > La clase de las smiesllilesc, exactas cortas esctncltbles 

es una subelase de .J . 
De11otetll!S" 1flc.J> • {o-K-- L : o- K -!.. L 1COk 1-10 ..... 

2> f. g «7Tt<J. y f•gdeftntda_f.g •71/<.JJ. 
3) f g •Wl<.JJ ~ g • 711<.J> . 
Denoteinos .6<.J.> ~ { L !? ... 1 O ; 0-Ker P- L M S--0.-} 
4> f.11•««.J> y f•g deftnlda-f•Q •'<J.>. 
5) f•g • 6<~> _,., • 6<.J.>. 

EJe11elos 22 
o La clase de todas las sucesiones exactas cortas es una 

el ase prap ta <de hechO es 1 a 1uwor >. como resul t;tl•'eV tdente. 
11> La clase de las sucesiones exactas cortas esclndtbles 

en R-mod es una clase propta <Y es claro que debe ser la menor 
el ase prop ta de mddulos. de acuerdo con 1 a def In te l<ln>: 

Ve•os que la clase ID es una clase prop ta. 
1 ) se sat lsf a::e tr lv talmente. Denotemos a la el ase cons tderatla. 
2) A -1_e.-m<a>. B SI • C• 'M<4> - :11f': 8---.A 

y g• : e---&. R-morf tsmos ·~ t=Wf • JdA "! g•41 • Jd8 . EntO!l 
ces <f'•!1'>•<11•f> = JdA• es decir, que el monomorf15110 
A -i.!!..... e a:tmtte el Inverso Izquierdo <f'•9'> : e ""'. 
par lo taito 0---A ~ • 111< a.>. 

- - -.·. -- '"" .-.---:--
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3) O -<A f .e P. C> • M<4> - a h:C---.A R-llOrf IS-

•o tal que h•<v•f> - ldA • .-. <h•V>•f - ldA. entonces 
o ,., t .e • •< 4>. 

Ana1ov-nte. valen 4> y 5>. 11 

Notgldf) 25 

SI {"x} x es una f 111111 ta de R-tldciulos Y C1- es la el ase 
de tod• las sucesiones que hacen proyectivos a todos tos·"·· 
es:rlbtr-os {M,Jx ..... ('.). <Siguiendo a Eale~rg <Dll > >. 

As l. o- K--1.. L..J!... ~ • (). v f : Mx__. M 
3T': Mx-L 

con111uta. 

Reclprocanente. SIS es una clase de sucesiones exactas 
cortas en R-11100 y IP' es la flllllllade Jos lllCkiulos proyectivos 
reapecto a cma elet11ento de S • escrtb tremas S -"'· 

As l. ~~ ..,-=• v 0--.t<-L.:__. M--0 & S y 

vf: P----M 3f: P---ol.. ·•·.Y.1· 
t: p • M conmuta. 

El siguiente Teore111a nos prop0rctonará una clase mavor de 
clases PropJas. 

Teorema 24 
SI {Mx} x es una fanll Ja arbitrar ta de mddulos Y 

{Mx} x===-fi, entonces ._es una clase propia. 



~--

1 

... -··-··- ···--------

n.ostr a: tdn 
1 > Cl.-mente la clase ele las sucesiones exact• cort• 

esctnc:llbles es una subelase ele ia. llUeS st tenellOs el e11mr~ 
•a s<t9111Jente1: elonc:le los mor111.-os son los naturales. 

Tx 
~-f 

o-L-L eM.P•Jt....-..:....o 
1 

17 

en~onces r • l•f tiene la·proplec:la! ele Qtte D•(l4f) • (D•l)•f• 

- ld ... f - f 
2> SuDOng•os que o-~~ L-o • ... 

y que o-" la •U "'·r-o • -._. . queremos 
e1-ostr1r que o-~ IJ ..!...e -o • • . donc:le 
e - Cok < 12 • 11 > v c - cok e 12 • 11 > • 

Consleleremos el eltmr•a 

ele x • x. 
Por 1 a prop teelal un tversal del com.lcleo < e >. 3 a: C..--T 



tal que .. -e = P2 
Por la praptedSI universal Clel comJcleo 

tal que jlOP1 - C• 12 

COllO o~---u-r --0 . •• y 

21•: "• u tal que 

.. e" • P2 IJ -... 
par lo que I• < •-e• ) c. Ker .. . 

constc:1er111C10 el c:11mr•a 

o o Ker .. 

l r 

UI 

(1) • 

< L > :;t¡s:L -e 
(2) 

X• X -

o N ·~·•1. l s; .e - o 
l •1 11 i'" 

o " r 
T o 

•P1 
L o 

tenemos. por el Le111a de 1 a 5erp tente 

que Ker .. :..&.,_ L • As t. tenemos e 1 el lmrana 

_.._.-~"· 
O----+ N --1~1-• H --P~1- L~ - O Al , 

donde crr >" es ·:t· 

(3) 
corvnuta. 

Tenemos que 3 ": "x - PI ·~· P1 " = • < o - e 1F > <4 >. 
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cons Jder aldo SM>r a 

• vemos caue COfllu-
tat 

e e 12 r + ir > • e 12 r + e • • - p 1 r • e ir POr <2 > 
tJ•< o - e• >• + cir par <4>. 

Pero par la •-raen que se oef lne • en el Letna de la 
Serp lente. tene11os Que 11 • - ker ar 

Asf: 

c<J2J' •• ) - JJ•< o-e•)' +e• 

- ker .. e º - e • > • + e • 
e•+ e• por <3>. - . 

Y as f tenetnos que o:._N.!cliu-S..c-o • fil H 

3> SUpong1111os SM>ra que. o ofol 
1~11. ~--o • • 

donde 11 : N - M. 12 : M U·. Sea •: Mx- L • 
cons Jdere11os el d lsrana 

o 

o ~o •• 



Por la orOP leóa:I' un lversal ele l contJC leo < L > • 
31u L -e tal que 

11P1•C12 • 

20 

Ahor& 11•: Mx ---- C 

~3r: "x u ·~· 
y · o-N-u-c-o • • 
e" • 11• 

- -- -· - - __ .,_--.. ~,_,-:::~-, .... -·-•>•,··~· 



21 

De la Prop Jedad un !versal del contJcleo e >. tenemos 
'": C ___.J •9• '"c • P2 • Entonces D2 Y • .. c,. • o/l• 

Pero •/J• O: tOlllellos· J • L • entonces •ª< 1 > • · •IJ<P1 <•> • 
•(r. l~C•» • ecC I~) • D2l2<11> •OC•> •O. 

As 1 que D2 I' • O. ••• lm Y C Ker 1>2 • I• 12 Y en COfl99CUe!!. 

Cla :. ,.. : ""x - " tal que n"x 

.. ¡l 
u conmuta. e.a. !!,.•.,. 

AhOr& /J D1 ,.. • c12 ,.. • c ,. • /J • y como /J es un moncmorf I~ 

mo. tenemos que P1 · !''··· • ·• ';,•I que 

o- N-- K-- L-Oa"' y ,•. o-,.___ "•1'f<•>.H 
4> consideremos el auur•a 

o 

entonces 3v-1 : "x L ·~· .. 2 cr1 - .. 
o--tc1___.,,.-L-o e "'· 3tr2 : Mx-M 

Pero entonces < ,.2 • '"1 >• r2 - ,.2 •,,., • '" 

neinos que conmuta el a laurana 

- -- .-" -. -:- .- .. - .. 4-:- .. 

• Y COllO 

'"1 "'2 - cr, · 
• ae donde te-
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"x L:: ¡ .. 
o-K-M ........ .u -- o y POr lo tS'ltO '"2•'"1 • at•>. H 

5> Por 1Jltt110. s1 o--..ec--tt~u-o • • con 

'"l: "-"· '"2:N-u • y tene110s /J: "•-u. ·"x•("-}x• 
consideremos el siguiente cu1111r•a: 

o 

~ 
o 
l 

K K2 

O --- K1~ M •_'!L._ t ___ O 

~!-· 
u 

/'~ "x O donde 
K 1 • Ker '"I. Entonces. c<>1110 o-tc-" ....=a:!l.u-o •-. 

" ¡: Mx - M • S.· ( "2 • "1 ) • ,'I • /J "2 ( "1 • J ) • 
Ast es que 

"x 
'"'Yl11 

o- tc2~ -o conmuta. y 
por lo taito O-K-N~-0 • • . 11 

Observ ac Iones 25 
1 > R-moc:l-Clase de las sucesiones exactas cortas ese 1!! 

dlbles. 
2) Clase de los R-mOClulos proyect1vos__..c1ase de todas 

las sucesiones exactas cortas. 
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Notcldn :i& 

Pera ~- Uf.U.) & A-tDrS. denot.-t!llOS 
~ (o-K---t..-M-o : ex.::t•. con K•U."') , 
denot.-e110s •u.e-e> laclese de los R-llddulos JzquJeraos pro­
yectivos reSPeCto a cma sucesldn en S~ ce.d. S-c __,. •u.c'I'» 
y denot•e11os 0.'I' la clase prapJa <ver el teor•a SlterJor> 
de las sucesiones exactas cortas en R-110d que ha:en Proyect ¡.,.. 
vos acma uno de los elet1entos de PU.C'C") Ce.d. Pu.e-e>~ 
4-r>· 

Ob!erv ac ld!! 27 
RP & A-tllod es proyect Jvo reSPecto de eme sui:esldn ex.::ta 

en s'C' .__ P esproyectlvo reSPecto de cma suces1on ex~ 
ta en 4'C' • ..,._ • es c1.-a. ya que S-c s ~t' • Y 
la J111plJccldn reciproca se sJgue de que. par def1n1c1on. a'C' 
t lene ca110 ele.entos a las suces Jones que hacen proyect Jvos a 
los llddulos en "'u. CT>. 

Tepre11a 28 
Sea 'C' • <TT. U.> una teor la de torsJdn en 

o-K-P-M-o una sucesldn exacta con 
P proyectivo. entonces N• "'u.c'I'>. 

llellostr a: Jdn : 
SU1>0nga11os que tenemos el d Jagra11a 

" ¡ .. 
o-L -N-L-N·~o 

R-tors Y 
K•lr y 

con l •U.'C' • 
entonces. 1>or 1 a-,proyect Jv Jda:l ele P. 3 ¡¡: P - H tal que 



o ---- 1( _......;;•--- p ---- .. o 
jir !1r ! .. 

O ---- L ___ ...,..,_ • N' - O 

conM1ta.. donae W' es el 11e>rf lao 1nouc100 par la prODleám u­
n 1versa1 del n&Jcleo < K >. ca.o K • 11' y L • IL. 1 entonces •-o. y por la PrODleda:l universal del con&Jcleo < M >1 exis-
te ts : M - N tal que /l.,. • • • Pero entonces 
p ,.,. • P·• • .... 1 y COllO ,. es un ePl•orf IS.01 t~s que 

p/I ... , es decir 

o 
mutat Jvo. 11 

---.... L 

Defln le ldn 29 

" ----N'z !~----o . es con-

211 

Sl...tes una clase propia m R-tnod1 <lfre11os que R-1110<1 ti~ 

ne suf le lentes . ..er-proyect 1vos s f v Me R-'lllod 

:.r o-K-P-M-oe..J con P proyectivo respecto a 
cai:ia elemento de J<e.d. P•fP, lf> dada por J -fP> 

Teore11a 111> 

R-1110<1 t lene suf fe lentes O-e -proyect fvos. 
Demostracfdn 
Sea Me R-mod. podemos cons fderar una suces Jdn ex acta 
o---. K---+ P---+ H-0 , con RP un mdoulo proyect Jvo. To-



llelilOS dl<>ra el dl1111r1111a conmutativo con hileras exs:t• 

0---· K ~p M -o 
1 p 1 p• 11 

o ----lituo- ~1u1n--.M - o 
donele p y p • son los ep lllOrf ••os cllldn leos. Entonces. COllO 

t(Klt<K» •o <e.d. como K/t<k> • u..T >. tene11os aue 
O - K/t(k) . P/t<k> - l'I ·- O• SIL<-C>S 
O.-c. Por otra parte. constderendo la suceslc:ln exacta 

o -t<K> ~ P ~ P/t<k> - o. tene111os PGr el Teore-
ma 28 que P/UK> es proyect tvo reSPecto a ceda suce-

s ldn en Su..<.r>. y p0r la observac ldn 27 pertenece • 

"'u..<-C). 11 

Teore111a 31 

25 

RM•R-111od pertenece a "'u..<-i-) .-..... Mes sunendo d 1-

recto de on llddulo de la for11a P/T dD,_ttPes proyectivo Y Te.ir. 

DMostr ac ldn 

-> Por el Teorema 28 tene11os que P/T • 

"'u..<-c>· Asf. que si Mes un sumSldo directo de ?/T, 
11: M N es un R-111orf ISllo y o _k_ L __ ,..__o • 

4.-r • entonces. observendo el d tagrana 

M ... P/T 

~ 4~o 
O K L ,. N¿ ~· O 

donde 11+ o P/T - M • u N • tene111os. darlo que 
m + u 1---• 11<m> 



P/T6 "'ll.C'I:'>' .. : P/T - L tal que ,. .. _¡seo • pero enton 

ces e ..... > • JM - ••C .. • J"> = e " • o> J" • JJ • Por lo tan­
to fllelf>T • ~ 

- > S J fll .-.,..1:' . dado que R-11100 t Jene suf Je Jentes pro­
Yect Jvos. POdeaios considerar una sucesJdn exa::ta 

O te ~ P '" M -o con RP proyectivo. 

COIRO en el Teor•a anter Jor tenellOs que 

26 

o-- K/tCIO-- P/tcK>~ M__. O &4'C', 

:1 .. , .. _ P/tCIO tal Que ..... - Id" 

es decir. e•> se escJnoe y asJ H es JsOMOrfo a un sumando 

dJrecto de P/tCK>. // 



27 

Teoretna 32 

(ÍTes la Menor clase propJa tal que S111c,S4..: 

Dellostrac JOn 

Sul>onv•os que fil es un.a clase propJa tal que sLIClca9 s;ac· 
Sea o - K " ~ N ----.o • a ... • 

POOe11os consJderar o K1 p1- K --+O Y 

o --- K2 - P2 --- N -o exa::tas. y tales que 
K .. K2•U..'" Y P1.P2 E "'u..<'t'> (dacio que R-lllOd t:Jene suft-

c lentes au..<-r>-proyect avos. teorema 30 >. 

cons1dere11os el dtaurana 

o 

o 

entonces: O ~ K1- P1- K -o E Sr<;;;lll, 

o- K2- P2- N ---... O • S-c <;;;(11, 

o P, P1 .• P2 P2 - o ~ 111. dado Que 
111 esuna clase propJa (propJeda::1 1)). Por la propiedad en 

la áef Jn te Jdn áe el ase prop ta. tenemos que P2 " 2 E .!Clll>. 

pero áa::1a la CCl'llUtatlvldaJ en el cuadrado áe arr Iba. tenelROS que 
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P• ~CCll>. Por Jo tanto o - K - M ~ N .--.O • Cll y en conse-
cuenc la Cll-4-c 11 

Def In .ic Jdn 33 

Una cubierta alL<~>-proyectlvacie un R-tllddulo izquleroo 
M, es una sucesión exacta 

O L i P D •H---•O tal que 
L•tLr· P••11.c-r>· e HL>essUPerfluoen P <HL>«P>. 

Teor-a 3lf 

SI o.__. L ~ ~ M -o es UDa cubierta 
yectlva. entonces para cualQUler otra sucesidn 

o-L·-.P·.E.M-o con L'•IL ... Y P'•"'u..c..->· 
te .. : P' P epimorf ismo taJ que p o - p•, 
más ,. es isomorfo a un sunando a Jrecto de P'. 

Demostr ac ion 
Sean o -L- P..J!.. ~o Y 

exis­
Y aD~ 

como en e 1 enunciado, entonces 3 .. , p·-p tal que 

p .. ·- P' y resta probar que 
entonces P< .. CP' » = H , 

es epi. COlllO P«• p• :P·-..M 
.. CP'> + i<L> = P - p-lcM>. Pero 

como JCU « P. tene111os oue .. cp• > - P, es ciec ir a: P!--.._p 

es epi. ~ 

As 1. tene111os el dJagrana conmutativo 
o 

~. t· qt.--:.-·:a 
¡._ .. 

Ker ... 



Ahora. como ·p• ker .. • 10,. p• ker .. • p .. ker.. •o. te­
ne11os. POr la propiedad universal del odcleo (L' • Ker P'>. que 

ex tste 11: Ker .. - L' tal que 1 •11 • ker.. • Ast. 11 es 
un •onomorf ••o y COllO L • • ILT • entonces Ker • • IL.-. 
par lo tS1to o iKer .. - P'---- P - O • ~(1') 
y s1enoo P unelemento de •IL<"I")• tene110s aue la suceuon 1r1te-
r tor se ese lnde. 

coro1.-10 55 

Las cubiertas 
par ISOllOrf ISlllOS. 

Dellostr ac tdn 

// 

ªU..<"°>-proyect Jvas son Un Jeas. excepto 

SI o- K....L.... P~M-0 y 

o- K•-l'..- p•..JL.. M -o 
son dos cub Jertas QIL<'C'>-provectlvas de K. t-os que 

:;r .. , p•---. P epJmorfJsmo que se esc1nae. como en la aemo_! 
tracJdn Oel teoreina anterior. Adet11as :;r J: Kera --K· monQ. 
11orftS110 tal que J'J ~ ker• Pero entonces 
ker .. <Ker .. , • l'J(Ker .. > < HK'> (¡C. P'. por hlPdtesls. Asl 
que ker .. <Ker .. > es·.un su•abdo>.d !recto superfluo de P'. ésto 
es pos lble sol •ente s 1 ker .. <Ker .. > !!I Ker a.. • o. As 1 que • es 
un monomorflSllO y un eptmorftsmo. por lo t<rito a: P~P·. 11 

Notar: Jdn 36 
Denotaremos o --K-~oo-- P-r<M>-- M -o 

la éubterta 0.111 -r> proyecttva<ie "M<cu<rioo exista> Y por 
o --.K<M> P<M> M---. o la cubierta pro-
yectiva ae M <cu<rido la ha.-a>. 



Teore111a 37 
Son equivalentes para un anillo R: 
1> Res perfecto Izquierdo. 
2> TOdo R" R-lllOO tiene una cubierta proyectiva. 
3> Y'C'ti.R-tors Y "'RM&R-tllOd. RM tiene una cubierta 

4u..<c>-proyect lva. 

Delllostr e ton 
1 >--.2> es conoctda <de hecha. algunas veces se def lne 

anlJJo perfecto por meolo de 2>. ver (11 p. 315> 
2>....,.3> SI o-K~P ..,_o esuna 

cub lerta proyect lva ae M. entonces 
o -K1t<K> -P1tuC>--M--.o es una cubierta 4u..<t">-

proyect tva de M. donde t es el funtor de torston asoclmo a "C'. 

ya que Klt<K> • 11.c • Plt<K>•"'u..<T> <ver el Teorema 28 > 
y K«P __,.. K/t<K> « P/t(K). 

3) ~2> Tomemos una cubierta '1u..<u-proyecttva de 
R"· donde t = < <O>. R-mOd >. 

O ~, <M> -P t <M> M---.0 . Entonces 
Kc <M> <<. Pi: CH> <par <ief In te tdn>. a:leméS Pe <M> es proyect 1-
vo. ya que si tenemos la s1tuacldn 

p{cr. <M> 

o - u ---N ~ D --o en tanto que U• R-moa = 

ll. 1 existe ill:Pl <M>-N talque ,.¡¡_.,. <esoec1r. 
"'u..<I > esprecJsanente la clase oe los móaulos:proyect1vos>. /1 



)1 

Def in le ldn 28 
Def In lmos -u.. en R-tors por: r -u.. T s 1 

Gl. • Gl-c <o equivalentemente si •u..< .. >• Pu..<-c> >. 
Esta relación es de equivalencia.y en consecuencia Parte 

R-tors en clases de equtvalenc1a Que balo condtclones 11>rop1a­
das (existencia de Cubiertas Q.,.-proyect1VélS) resulUfl ser 
subretlculas completas de R-tors, como veremos mas a:ielante. En 
v lsta ae1 Teoreir.a 37 y ae la 1111' lrmac 1dn S'lter lor, los ai 11 los 
perfectos son ailllos para los que se Puede ver fl!IC1l111ente que 
cala clase de equivalencia CcrJ •A-tors/ -11. es una subretlcu 
la completa de R-tors. Para estos an 11 los obtenemos resulta-
oos bastante agraoables. 

Para deinostrar las ar 1r111s:: Iones anter lores, comenz•os con 
ei siguiente 

Teorema 39, 
Cons1aeremos el dlagrana conmutativo con hileras y colum­

na exs::ta..:. 

o 

! 
1 

O --K<M> -----. P(M)-. --o 

O --K<<M) _ l..:<M> _ 1 __. O 

i 
o 



donde las hileras son cub1ert:a proyect:1va y cublert:a 0.11.<~>­

provect:Jva reSPect:1v1111ent:e. y donde la col119na es Inducida par 

o KOO P<M> M 

~ ... ! .. 11 
o K(H) I t:<K<M> > -P<M> I t:<KOO >- M o 

•• 11 
o K-c <M> P..-<M> - M o 

32 

ooncie Y ,.. son los ep Unorf Jsmos cl!lldn leos y 7o es el ep 111<>.!:. 

f 1smo que se t: lene Ciel hecho de que P<M> / t:<K<M» e P11.<<C"> • 
K<M> I t<K<M» • 11.-c y 0--i<-c<M>-P"C<M>-M-O 
es una cub 1ert:a ~-proyect: Jva < ver el Teorema 28 >. En-

tonces u • 1T.c • 
Demostrac ldn 

Por el Teorema 37 , tenemos que 

O KOO / t:<K<N»-P<foO / t<K<M»-M-0 

es una cub lerta 
,. 10 35 , tenemos 

ent:onces tenemos 

cl11.<"t>-proyect:1va de M. COlllo por el Corol~ 

que 1 as cub Jertas ~-proyect 1vas son un Jeas. 

Que el s Jgu lente o Jagrana es conmutat tvo: 

O -----K<IO 1 t:<K<M)) -- POI> [ t:<K<f'l»--¡-o 

O -------*' K e <1•1) ------- P 'C' <10 ----~ O 

Asl que U !!I! t<K<N» E lT-c , en el dlagrana anterior. 11 

Lema 40 

sea o ___.K ~ - M -o una cub Jerta proyect 1va. SuPO!!. 



IUlllOS que ... _IL .. , entonces: 
k. lf-c ...... k ....... 

Dellostrac ton 
cons tderet10s el d tmr•a conmutat tvo 

o .. o 

! l o u Ker11 o 

* 
,, J 

! 1 
o I t-c(k)-Plt..,<K>-M o 

~ 111u_, r 11 
k/t91CK>- lt.,<K>-M oO 

! ! ! 
o o 

entonces.lacolllllutatlvldl!ó del cua:irmo <1> Ker11 ~ P/UK> 
<ya que k/Uk> << P/t!k> >. Ademas. el ep t11orf 151110 11 

<O -K(tr <K~ Plt.,. <K~-o es una cubierta tltL<cr>-proyec­
t tva Y 41L<•> • '2iL<-c» se ese lnde. Por lo taito ker 11 es un 
sun&'ldo d trecto de Plt<K> y ker 11 « Plt<K>. Esto sdto es 
POSlble st ker11 •O, es dectr, sl t-c<K> • t•<K>. 11 

Teorema 41 

33 

Suponganos que -r-¡{! y que o---. K<M>J..PcM>~ "--o 
es una cub lerta proyectiva. Entonces 

(•) 0--.K<M>lt-c<K<M»-- PCM)/t<k01»-M -o 

ÍQemas de ser una cubierta dlL<"r>-proyectlva < aeflnlcldn 33 
es una cubierta alL(tr)-Proyect lva. 



DetnostraclCln 
K<M> « P<M> _,. t~<KOO> « P<M> ~ 

es una cublertac·proyect lva. Por el lella atter lor. t~os que 

t"C'(K<IO> • 1J_. • par lo tS'ltO t-c<K<M» ~ t_.(K(M)). SllN!-
tr lc•ente. t.,<K<M» <.:: t 'C<K<M». As 1 QUe K(M)/t'C<K<M». u... 
por lo tatto < •> es una cub lerta au.w>-proyect lva. 11 

Corolario 42 

SI O "l'<M> -c<M>-M--tO 

cubierta Q.°'proyectlva. entonces es una cubierta 
yecttva vcr .. "3 . EnP•tlcular K-c<M> •.~J-• -
el orden en R-tors y la deflnlclCln de V. pag. 12 

()bservac: ICln 43 

T ~ _. .,_.. IL'C' '=:! u..,..,_,.ClU.(-C) :i! a ILW) 

~ PIL<-i"> ·e ~ "'ft.<O'>. 

EJe111plos: 44 

Para una el ase prop ta Cl. tene111os: 

es una 
ll. -pro-

<ver 

// 

l> a.= ~(O~ ll.• clase de todas las sucesiones 
exactas cortas en R-moa 

•u.cr> - Clae_ de. los 11ddulos:prQ 
yectlvos. 

t1> a.= all.<x> ......,.. s..,_= {o-o-"'-" -o l 
.,._..plL< x) • R-mod 

<=::> O.u..<x.> • clase de las sucesiones exactas 
cortas que se ese lnden. 
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111>..:e R-tors es fiel ...,.'t'"E.{il . 
Pues s 1 PE. 11\-• entonces P es un SUllS1dO d lrecto de un 
111Cldulo de la forma R<X> ÍT donde T es un subllCIClulo de t:-tor­
s 1on oe R<X> <E IL-r>· Por lo tento P es un s ... aiao directo 
de R<X> y en consecuencia es proyectivo •• •• IP-r es la clase 
de los t11Cldu1os proyectivos y mi -r:'G(fl <eJemplo I> >. 
1v> SI R es un dominio. entero <p.eJ. 7l>: 
tocia teor la de tors1on -r: - "X. es f 1e1 y por lo tento 
pertenece a [ Il . As 1 R-tors/ -11. cont lene IJn lc•ente los 
elementos ['iq. l'i(.'\ y CU• R-tors'\'\· Observemos memas 
que lll tiene un ele11ento ma.: 11110: 'lC..(Rl • -r1 • 
v>,Son equivalentes para una teorla de torston estl!ble 
a> R•t-t:<R>'l(S • dondes es ·un· .. 1110 sem1s1111p1e artlnlllno. 
b) "t" E ["X.] 

e> 'VNEIL-r• N es sem1s1111ple e Inyectivo. 
Demostrac:IOn: a>~ b) Por [101 ,(11.7) PrOP .• P.35. b>~c> 

Por el. Teorema 45 

vi) Son equivalentes para un Sllllo seialartlnlSlO lzquleroo: 
a> 't" G E: ("X.] 
b) Rm'r6 <R> ')(. s, con s an 1110 sem Is Imple artln lano. 
e> 1:"6 se ese lnde central mente. 
d) 1:Q es estable. 
Demostrac:IOn: b>~c>~d>{17 , Corolarlo3.2].a>~ b) 
por el eJemplo aiterlor. 
vll> SI Res un anillo perfecto derecho, entonces las condicio­
nes anteriores, equivalentes entre si, son tanblen equivalentes 
con e> socptRm R> = (0) <Teore11a 73 >. 11 



Teorema 45 (81810 (31 , Ol!lllJeStra Ja eia.Uvalencla de 11>, IV> y v». 

son equJvaientes para una teorlade torstdn heredltarta 

R-tors: 

u -re l1Ll . 
JI) ... 'C' - ~ clase de todos los •Oáulos. 

ltt>O-u_(~) - clase de las sucesiones exact• cort• que 

se ese lnden. 

lv> "RNEIL<'C'>, N es se1111slmp1e e Inyectivo. 

V) El 8"11llo R/t-r<R> es SellJSlllPle. 

v I> TOdo llOdulo clcl leo es Glu..<T>-proyectlvo. 

Detnostraclon 

11> --- 111> Se s Jgue del eJ enpJo ""·ti en la pag lna 34 

1> - 111> se s Jgue de 1 a def In Je Ion de a.IUl') • 
11t>__,.1v> SJ RNEILIT\ entonces la suces1on exacta 

o-N__i._E<N>-E<N)/HN>-o pertenece a au_('C') 

y por tll> se escinde, esto imPitca que J<N> - E<N>, y asl 

N es un mOCiu Jo lnyec t lvo. Por lo tanto todo 1110du 1 o en IL ('C') es 

Inyectivo. En Particular, como IL<'E'> es cerrada balo tomar 

submOdulos, tenemos que todo submOdulo H de un mOdulo Ne IL<'I:'> 

es tnyect lvo, y por lo tanto es un si.ando d 1recto. de N, Jo 

que demuestra que N es semlslmPle. 

lv v> Se stgue del hecho de que R/tc<R> es 

1 lbre de "l"-torsidn. 
v v I> Basta ver que todo mddulo 

do el lrecto de un mddulo a U..<1:'>-proyect lvo. En 
es un mddu 1 o c le l 1co, entonces H ~ R/ L donde 

e lcl 1co es sU11an­

efecto, si RH 

RI es un Ideal 
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Izquierdo de R. Pero entonces Hll&R/l • R/t-c<I> / l/t-r<I>. 
anora. como t-c<R> anula a llt:-c<I> <ya que t.:<R> l • ~Jt t..:<R> l 
que es un coc lente de M, t-c <R>l de 'C-torston, ya que 
t'l'<R>l es una t•.men ePl•Orf lea Oe t"C'<R». tene.os que 
lit-e< I> es un Rlt-c<R>-1110Ciulo y por lo tS'lto es se1111s111p1e e 
Inyectivo. es fecll ver que entonces l/t'C'<H es se11tsl•Ple e 
lnyecttvo cOllo R-111dáu10. por lo tll'lto la suces1on exacta 
o-11t:-c<1>-Rlt..:<1>-rc11 o se escinde. con­
clu.lllos que R/l es un SUlllS1do directo del IKldulo C::ZIL<'l'>-pro-
yect lvo Rlt<e (ll> <ver el leoreRJa 31 >. 

v l> ---.v> ••ta ver oue todo Ideal de Rlt-c<R> es un 
sumaldo d lrecto de R/t,.:<R >. En efecto, s l l es un Ideal lz-
ou lerdo de R/tot<R>. entonces t • llt<<R> oonde t-c<R> !: Rl ~ R, 
pero entonces. dado que llt"C'<R> 40 IL('C'), tenemos que la sucesión 
exacta o-11t:-t:<R>-Rlt<<R>-Rtl-o E Clll.<'I!'>. 
y dado que el 1110dulo clcl leo R/l es all.<'C>-proyectlvo. tene­
mos que ia suces1on mtertor se esctnae. Por lo t:mto l/t-c<R> 
es un SUlllé!f'IClo d trecto de Rlt:-i:<R>. 

v >· lv> s l RN E. IL.('C'>, entonces N es sem ls tmple como 
Rlt:<<R>-mCIOulo y por lo tanto cOlllo R-mO<iulo. AnáJog91ent:e E<N> 
es.semlstmple. ya oue telllbten es ·tlbre de 'C'-tors1on. dada la 
cerraoura de una clase l lbre de torsión balo tomar cl!Psulas In­
yectivas. Ast. N es un sumaido directo esencial de E<N>, lo 
oue es posible un1ce111ente si N•E<N>. es decir si N es tnyec­
t tvo. 

lv>~lULSl o-K-M_N_O es una sucesldn 
exacta con KE U.<<'>, por lv> la sucestdn se escinde. ya que K 



es 1n11ect1vo. Es claro. por lo t11rtto. que la menor clase propia 
Que contiene cada clme o-K-M_N_O con K€ 11..<"r> 
es la clase ele las sucesiones exactas cort• Que se esc1nelen. 

1/ 
COrpl «io 116 

R es-tsJll>ie....,. R-tors/ .... 11.. • \lll\ ...._,.\'""l.~ 
Dellostr ac tdn 
===t> SI R esse1111s111ple entonces V-ceR-tors. R/t~<R> 

es seinlslmPJe. asl Que p0r v>......,.. t> en el Teore111e sitertor. 
te"9os que; -ratx.'l .·. lB • l~'\ • 
~ > SI R-tors/"'11.. • \l\j.·~\\ • en pert tcular fcl"'lt.\ 

asl que '\i RN Ell..<U • R-moel tenemos que N es se111S111ple <usS'l­
oo D-....lv> Clel Teore111a llf'lterlor>. // 

De lo en ter lor se s 1gue lnmeel 1 at anente e 1 

corolario 47 <Bland [3) • cor.oller11 3.4 •. de11uestra ...-> >. 
R es se111st11ple ..,_._.. 3·-c e~\ .'I' fiel. 
Dellostr at Ión 
====- > SI Res semlstmple, 1 tiene l• PrOPledmes requeridas . 
..,_.>SI 't'arQ es fiel, entonces. en vista Oe que 't'Elll 

<•Jemplo 34.111>. tenemos Que 'l'E.tllf~l · Por lo tentol\\·l~\ . 11 



Teore11a 48 

Sea .,. 5 R-tors. Entonces ['C'J es cerrma DaJo tomar -
flnltM. 

Dellostr ac ldn 

:59 

· SUpang•os -c. '""L 'Ca-..'( Por la observactdf'l·en la Pm.! 
na 34 • tenemos que 

d11.«C1 > '= "1L.c-c 1 """1:'2 > < 'C 1 A-C2 ~ "1!'1 > • 

anor a cons lderet110s el d 111111r •a 

O __ L_M_t~L-0 
con L e 11.-r

1 
,... 'C' 

2 
< recorde11os que s es 4.,.-proyect tvo 

s es proyect tvo reSPecto de calla una de las suces Iones 
de la forma O_L_M_N_O con L • 11.-c • 

por i a Observac ion. 27 >. 
Podemos extender el e11agra11a de arriba a 

s 
1-

0 ---.. L - M -L_ M/L --- O J 11 T.. . 
---• t 2 <L>- M ~ M/t2cu- O o 

Clonele ,. es el ep 1morf tsmo natural. AhOra M/t2 <LH~ 11. 'e' 
2 

asl QUe o-------. Ker ft - M/t2<L> -!!...r M/L--OE4-c2 = 4-rl 

Como S está en •u...(t".)= 111\L(~ tenemos que r1 fi: s - M/t2 <L>. 



tal que '"/J•• • Observemos atora que t 1 ct2 <L» • ir.,, n ir.._ 
z lr-s, -.-2 

Pero por otra parte. t 1 ct2 cL» s L • IL'C',"'Ca. • par lo taito 
t, <t2<L» - o. Asf t2<L> • IL'C'l • de donde 

o-t2 <L> /t2 <L>-O pertenece a GliL.c.,-
1 

> 

Asf. • r: s "" tal que fi•r• /J • es oec1r. c0f1Rluta el 
siguiente a1111r .. a 

0--.a..-M-~/L~O 
t ll~f.. . 

0---• l 2 cL> __ ,. ~ M/t¿CL>-o 

Pero entonces r p • ,. P r • ,. fl • ... Por lo taito 

S& •11.c ~A~>. :. ~ s •11.c ~ A1S> • ae donae 
4.IL.C'r.l\'lt > s 411.c-C:.> .cvease la observacldn ae la pag. 3lf >. 

:. 0..IL.c..:-""'~> - Gl11.cc .. > Y asi ..:, A.'1:'2 -11. -&"1 -11. -e 

En c•o ae que el an 1110 R sea perfecto. Podetnos probar 
mucno mas: 

Teorema 49 

si R es un anlÚo perfecto tzquterdo entonces [~l es ce­
rralia balo tomar """ arbttrartas. v "C•R-tors. 

Demostr ac: J<'n 
sea P' • •11.c-c> y 

// 
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p• 

o - L..!... M .!.. ··-o un dlmr•a con L•ILACd • se., 
0-K<N>-.. P<N>-N__.O y o- K.or<N>-P~N>- N-0 
cubierta proyecuva y cubterta a.IL<-C>-proyecuva de N • re§. 
pectlvaiente. Entonces ~a: p•_. P-r<N> •3• 

K' - P<N> ~ Por <N> 
J.u ¡ ... !'" .._.._ p• 

o ---• L 1 • ~ P ,. N .--.r- co1111uu· <ya que 

p• • lilL<-C> y o - K..:<N> - Pe <N>- N - o ' ª11.cc»· 
donoe ,.. es el epl•orf 11110 gar.,uzmo por el hechO de que P<N> 

es proyectivo. u es el morflSllO dacio por la propledat untversal 

el mJcleo <K>. 
Ademé& por el Lema 40 tenemos que K'41T• vv•(1:] 

de donde K '• 'lriO!..r • COlno LE ILA., • tenet11Gs que u - O. Pero 
entonces. data""1a C011111Utatlvldad del primer cuadrado. tenemos 

que !i fl: P-c<N>-- M •:t• /JS = ,.• • 

AsJ que en el el tagrana P<N) __.____,. P,;CN> 

* .. ~ ~r el cuadra-

cío y el tr Ungulo super 1or conmuten •. ,. s e p ,.• e p fJ s • Pero 

c01110 ses ept. tenemos que ,._ P/l • es dec.1r que tanbJén conmu­

ta el tr Ungulo tnfer 1or. 

En res1M11 lelas cuentas. el s tgu tente el tagrana es coninutat t-

vo: fJ/P~CN> ¡¡ P 

/ ~ ...... 
O -·-L ---.. H P N 
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ae donde tenetllOS Que p A~r .. ~ .IL(..:') e .IL(A'r) par 'º 
tanto ªIL< ~'1:'> C ªIL<'I:> • Pero Qlf ~'C~a._fa..c~observ~ 
cldn en la P8D. 34 >:.a._A~ • aL~ Y asl (;-r -u. 'E° • 

Asf. i-os probmo que A~'l'Je(:i3. y l!!sto basta para que l-r'\ 
sea cerrada balo~ arbitrarlas < 1"1".I ct'T!'\ .1\ C"t'l ~ Ah".,.f~ T'. 

• • (lLtW:..\ ~ ~\AIT.Jf "'1At'l'll-auci. // 

Teorema 50 

Sl R es un enlllo perfecto. entonces (-rJ es cerraos balo 
tOlllar v arb ltrar tas. 

Dellostr ac ldn 
Basta probar que "'t-rJ E fe'J • 
Sea p• 

1· 
O -.: • PC' P • M O • don-

de la hllera es una cubierta alL(C')-proyectlvaoe M y P'e llfa.<"lCI) 
Por el Corolario 42 tenemos que LEIL_.vrc[rl •·. L•~ILr• 
ILvtc'J . ASI. <•> pertenece a Gl.IL< vc-r\ > • de donde 

:il a. , p• -P-c ·~· p O. • ca . Por lo tanto P' E •ILCC'> Y 
asl P IL< V['t'l > ~ PIL<'E'> lo oue es equivalente a aue 

0.IL<'t'> ~ GtL.< Vt"t'l >. 
Por otra parte. 't" s v~ ..... O.u.c·t:> "::> 011.c .....,¡ ['T:"l> 
Por lo taito. Gl.ILC't'> .alL<V['Cl> y-,as1: Vl:rlE:[n. 11 

De los dos teoremas aiter lores. tenemos lnmed latanente : 

Teorema 51 
R perfecto lzou lerdo __. [-rl es una subret lcul a completa 

de R-tors. v -r E R-tors. 11 



Por el Teore111a S'lter 1or. sd:Je- que s 1 R es un l!l'I U lo 
perfecto lzqu lerao entonces C~l es cerrma balo v e A •­
b ltr.: 1as. En consecuencia. en t"t'J existen un ele11ento menor 
que toaos Jos demas y un ele111ento mmror Que toelos los aemilS. 

Que Clenotare11e>s T. y -r• • resoect 1va11ente. El s 1gu lente 
teor-a nos Cl6 una Clescr IDC ldn lit 11 ele •bas. 

del 

Teor-a 52 
SI R es m l!l'llllo perfecto lzQulere10. entonces: 

1> -r• x{K-cOt): o-Ki:<M>-P-r<M>-M-0 1 
es cub Jerta a.11.<<>-proyect Jva de 
M. M e R-llloel 

1 U 'C' • • E { K<P~ <M» o-K<P-rCM)) -P<M>- P-r<M>-- O 1 
es una cubierta proyect lva ele 
P <M>. que a su vez. prov lene de 

un cubierta a'E'-proyectlva ele "· 
ME R-lllOCI 

En 111> 0-----ol<<P-r <M» - PCM>----o P T'<M> -o . viene 
e11aur•a COl'llllUtatlVO 

o 
i 
K<P-r <M» 
i 

o l<<M>-- P<M>--[ o 
J. 1 

o KT<PO -- t'C CM>- o • donde 

o 
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l• hJleras.yla colU11na son sucesiones exs:tas. Las hUer• son 
la cubierta y la cubierta c'.lu.c-r>-proyectlva ele ·M. reapecttv.i! 
•ente. y el morf lSllO : PCM>- P~CM> es el dalo p0r la 
prayect lv ldm de PCM>. 

Demoatr.: ldn: 

n Por el corol•lo '42 • tenetnos Que k'l'CM>cu.., vcraCS'l. 

••ea - :ii:{k-r(M>: M •R-11od}?:cr vr«OCver la deflnlcl<ln Cle 
'11-C >.en la pag. 11 >. Por lo taito :ii:{K-c<M>:M•R-tlOCI}~ -r'". 

Restarla ver Que :11: {k-c<M> M•R-lllod} • ['C'l y para esto b~ 

ta ver Que •u.ll:llfw .. ,-r•u.c r•> c ...... ª"'"'"""'-··-· =»a-r" ...... 
u.-.~ u.~ ...... 'C'. ~ "'~ 

Pero s l P E •xtWy• , ... .-1 y 

o ---• 1< _ __.l..__...,,.._L ~ OL---• o es 
tonces tomando una cubterta 't'-Proyect tva de 

• 311 • k e U.r • en­
M tenemos el d l &-

grana 

o 

o 

~r<f'I> 
""" p "'ºº ./ p 

""""' /----.. 1< ----. L _i__ M .---.. O 

"-o 
En taito Que K-c (l'!)E u. ........ ,__ 3 ,¡¡, p of'T(M) • ~. .. .,¡¡ = OL • 

y en ta-ito que K e ILr e u. r. :il ,:, P-r<M>--L ·~ · 
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- -P • • ,. P< "'•;;. > • es y por lo 

•• que •11.zi•••.f •11.c 'C'•> • 
• •. T• ~ X{KT<">: "eR-.ao}:.&-• • 

Lma llO • tenel!IOs que 11> Por el 
K<PT<M>) • lrh.r 
•J\M . CCJ 

• POr lo tSltO l{•«Pw-<"»: "•R-llOd}S &". 

Para tener la 1nc1us1on recJproc& b•ta ver que 

plL<C"> Cá P11.c f<K<P-r<"»>. 

ASI puesr sea P • lfL e-e-> Y 

p 

i• 
o - K---•'-L - M--.. ,uo con k&~< l<K<P'C'<M»». 

TOllleiK;s o - 1<-r<"> -P<M> - P.,<M>--:.....O COllO en el 
• entonces K'C'<P ... <M» • lr-M 

En el dJa;ir•a o- k'C'CP~Of» -rM>-¡P.T<M>-O 
J.,. ,. 

3 ;;, PCM) -L 

lFI K.f:. p'C" CM> • d80o 

< ;w 1 k"C'CPC'CM> > ª O • 
com.lcleo < P~ <M> >. 

o-K------c.-M-0 

• dala la i:iroyect Jv Jdm 'c:te P<M>. y 
que kall.<f<KCPT<M»» te,_os que 

ASJ que c:le la prop Jec:tal un Jversal del 
•L •3 • P~M> ""7P-r<M> 

!~/J 
L 

3/J: P..:<M> 

conmuta, pero como PCM> -Pt:" CM> es ep J. tene.os que 



. . . 

p -r <M> 

~¡ 
~ M taibl~n es conmut~lvo. 

AhOra. p 

o-- IC~<M>-P'C' <M>~ J ·-O con 

Y Kr<MJCU..r ( V fl7' C ("1::] ) fmpl !Cal QUe K-r<M)e" IL-r• • 
3 ,. : P -P'[CM> ·~ • .. ,. = • • Pero entonces 

conmuta. 

46 

... p E PIL( fCK<P.-<M>>>> AGI que •u..cr> cPu..cf<k<Pc<M»» · 
'C'• • fCIC<PTCM))). // 
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Teor•a 
P.-a R perfecto tenet90s que 

l> & • • lL<J<R» 

11> -X.. • 1 <J<R» 
donde J<R> denota el rm 1ca1 de Js;obson del 1111110 R. 

Detaostr ac ldn 

n Ar el Teor9a ¡9 • 1.{Ki<">: o-K¡<M>-ol'I (M)-"--0 1 
es 111a aa>terta ~<t>-tinJll,\ 

• 'X.{K<"> : 0.--.K<M> -P<M>-""--OI 
es 111a <úl terta on:M!JCt &va 1 

• X {ic. : K« P Y rf ea Df"OlleCt 1w } 

Colllo R es perfecto, rm <P> • J<R> P <Anderson-Ful ler 

1 , Remark 28.5.B)), •I que K<< p ....... K,J<R>P~J<R>R<X> 
p.-a alQt.ln conJunto X • • K<<. P ..,_.a ic._,. ___ ,.,J<R><X> .....,. 

K € 11.x<J<R» .• •. ~~ 1t.(J(ltll • 
Por otra P•te J(R) <.< R ••• 0-.J<R>-R -RIJ<R>- o 

es una cubierta proyectiva <•cubierta alL<J>-proyecttva>.._.. 

J<R> E IL¡ • (ya que es uno de los cogenera:lores de I*> 

1l<J<R» 2:: J* ••• f* • "'l(.(J(R)) • 1-1 

10 "X• = f { K -.,<Pz.<M» : o- K1 <Pz.<M> >-.POO-P-x. <">-O 

-· """~·- i'"' 1·'"' 1 
~, ,.., oubiert..lae proyaot.1.va y Odpro­

yect~va, reepectLv .. ante. 



~ 0---4<-..<M>- Pa.<M>----. M-o es una 

abterta <lLuu-lll'OlleCtlV• Y o.--o -... "- "-o es otra 
<todos los tllOdolos son (11L<X>..:.proyect 1vos>. Asf es que 

O---.. MKJL<P1C.<M» -P<M>-Pa,jM> -o 

es une cubierta proyectiva de R"· Tene111os pues. que 

'X. • 1 { K : K<( P • RP provectavo} • 
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Otra vez. K«. P. RP proyectivo KCJ<R><X> p.a. x 
••• K ce P .. P proyect tvo K & f <J<R> > .•. 'll 4! ~ l<J<R> >. 

Por otra P•te. o oJ<R> A • Rl'J<R>-----. o 
es una cub 1erta proyect lva J<R> e n1 CK11.<Px<M» > <es uno 

de los genermores> : • J<J<R» ~ ')( • ••• X. • l <J<R». 11 

Danos eflora descrlPclones mas •concretas• de -re y -r. 
para un anillo perfecto Izquierdo. que luego general lz•et11os pa­

ra un ll'llllo se1111perfecto Izquierdo. 

Teore111a 54 

SI R es un anillo perfecto Izquierdo. entonces 

I> -r• • 1'.<Ra:I R I' t 1:<Raa R». 
1 f) 'Ce • f (~(Ra:I R)) • 

Donde Rsl R denota el radical de Jacobson de R. 

Demostrac tdn 

t> O Rad R / t't:'<Red R> -R/t'C'<rsl R>-R/Rad R-0 

es una cub lerta proyect tva. ya que Ra! R/t T<Red R><.<. R/tT <Raer R> • 

R/tT<Rad R> es Qll.<TrProyectavo <Teo. 28 y Raá R/ti;:Rall R> e 
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U..i-. Asl que par el corolario 42 Raa R / tr<Rea R> • u.."C'. 
par lo taltO "l' ~ -r• ~ 1t<Rad R I 'T<Rad R>). 

St -e• ~ X.<Raa R I tr<rmR» .entonces :1 o"' R" €. 

1T'1L<Raa R/ti-<Rllll R> n ~ ( :1 o#" ele ~<RSI R/ty <ltst R»-tor. 
stdn Pero no de T•-tors1on. tC111aldo IVt-r.<M> si fuera neces.§ 

rlo. Podet1os susioner. s1n·perder generaltdst. que M•U..-r>.Por 

el Teor•• 52 • -r• - ~ t K"<M> : ME R-llOCI}. -· que SI 
M&U..~. entonces M estll .covenerato por {E<K-c<M» : M• R-91od} 

<es decir. :1 M ~<K't'<N» • Por lo tll'lto. v O "' xE M 

:1 fx: M •E<Kr<N» ·l • fx<x> - o ( 21 .PrOP. Vl.3.9 

.·.o"' fx<x>E E<K-c<N». Como K..:<N> <-e E<Kr<N»tene111os Que 

fx<M> n Kr<N> - <O> •• •• :fo - Y€" ·~·o - fx<Y>E Kr<N>. 
<~ 1 Ry) 

Asl. esté def lntda Ry x K-.:<N>. 
AhOra. en vlrtuel del corolario ·55 tenemos que co11111uta 

---.. K-r<N> P..:<N> N--- O 

IN IN 1 
o 

o ---- K(N)/tr<N> - PCN)/t 'C'<N> - N----0 

<ionde o --K<N> -P<N>-N-o es una cubierta 

proyecttva de N. Ast K<N><< P<N> y entonces tenet11os que 
K<N>~J<P<N» = J(R) P<N> ~ J<R> R(Z) s J<R><Z> p.a. conjunto 

z <J<P<N>> - J<R>P<N> pues R es proyectivo> • 

• •• tenemos 1 a s 1gu lente s ltuac ldn 

J<R> <Z) 
t'l'CJ<R>> , 



COllll HolnR (M. .J<R)lt t' (J(R)) ) • o. tene11os tmb I~ QUe 

HollR (Ry • J(R)/ t 'C (J(R)) ) • o • lo que l•Pl Ice que 

1 • <fx<Y» 6 tl'<J<R><Z». Por lo t111to • IE.~· 3· 
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J IOL<fx<Y» - o.·· pero como 1 es llOnO. entonces <fx<Y» •O 

:. o - fx<Y> e t'C<K-c<N>»• o V <K..:<N> • K<N>lt-r<K<N>CIL..:>. 
Lacontradlccldn viene de suponer que -.::• ~"X.<Rm R/ti:<Rad R> 

••• T. - ... <Rm R/t'E'<Rm R> 1) • /-1 

IU SI conslderMOS el dl .. r•• 

o o 
\ 1 . 
t-rltRar:I R> --1-c <Rar:I R> 7º 

o ---• Rall R R R/Ral R - O 

l lw 1 
Rs:IR;· R R/Rad R _o 

t~CRIP R> t-c CRal R> l 
l J. 

º-
. o o o 

(3) 

el hecl"IO de que C1 > y <2> se111 cubierta y cubierta t:lu..cT>-pro­

yect IV a reSPect lv élllente. nos d Ice que el ni.Je leo de " en la CQ. 

1umna <3> es uno de los generadores de -r. <Teorema 52 

••• t-c<Rar:I R> 4i TTC'. Y ~(t-r<Réll R))~ ~ •• 

AhOra. si K<P-r<M» es uno de los generadores de T' •• es 

aeclr si o-K<P-r<H>> --- P<M>- PT(f'I) -o 

(1) 

(2) 
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se ext lende a 

o o o 

o ---!CPr CM»~ !cM>--... «J. t:'CM> 

l ! l 
----t•"'kCP-cCM)) - PCM> -P-cCM>---• ! ~ __ ! __ o o 

o 

J J 
donde l• dos IJltl•• colU11nas son cubierta y cubJerta~c-r>-pr2 
yectJva de R"· reSPect1va11ente. entonces tenetnos que 

kCPr CM» ~ kCM> ~< PCM> • 

Por el Teoretna 37 • ICCP<'CM» - t~CK(M)). asl QUe 

KCP-cCM)) < Rm CPCM)) • Rad R CPCM))~Ra:I R ROO • Rad R(X) 

y ale.as k7PyCM)) e--. t'l"((R~ R><X» • <t-c<Ra:I R>CX) 

••• k<Pt""<M>) en- f Ct 'C"<Rm R>) V M&R-mod 

.: '[".= tf•«Pt"CM)): ME:R-moó} !: !Ct-r;CRmR» 

... -r; • JCt't'CRadR)). // 



corolW'IO 55 
SI R esun Sllllo perfecto tzqulerao. entonces: 

... ~o~ .... sa.. 

oe.iostr ac ion 
T ~a~ tT<RaoR>~ta<Raaf"c) ~UtT<RmR»~ 

Ut. (ASIR)) ~ ... ~ •• "// 

En las pms. 67 y 68 extenaeret10s el Teorema 54 Para atlllos 
locales es dec Ir vere111os que en esa s ltuac loo cala [T] • 
R-tors/ -11. es cerr ma balo tOll• un Iones e lntersecc Iones ar-
b ltr ar 1 as y que aclet11M lateorfade torsfdnM6xlmaen [T]. T• 
es: T• • x'<Aad lt/tT <RSI R» y t•blt!n T• • Ut <Rl!ll R». 

Sin e11b•ao. un Sllllo puede tener ta propleclllD de que c&­
Cia la) sea cerrma balo tOllar...,,.. e ,,... W'bltrarlas Sin ser setnlPeJ:. 
fecto. Ademas. los ele11entos o• y •• en general· no est*1 
amos p0r x<Rm R/t.,<Ral R> > y Ht0 Rao R>. como veret11os en 
los siguientes: 

EJ e111plos 56 
1 > En v 1sta del Teorema 31 sl R es un oom1n10 entero en-

tonces A-toros -a.te a a 5,lgu lente. part le Ión: 
{ Vl • [x<R>) • CxJ• txt} 

Ya que s 1 T - x es una teor fa de tors ldn. entonces R • 11.T 

puesto que el ~n1co elemento cie un 001Rlnlo anulable por un laeal 
<perteneciente a un f lltro ae Gmrlel> es o. En consecuencia 
tanb tl!n los mdclulos l lbres <que son cie 1 a forma R<X » son 

libres oe T-torslón, slenoo submódulos oe un módulo oe la 
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forma Rx. da:la la cerraciura de u..T baJo tomar prOductos y sublnd­

Ciulos. 

AhOr a. s 1 RP es un mociu lo U..T -proyect lvo. entonces. por 

el Teoretna 31 • t lene ·que ser ..., saaD> dlr. de P' /T donde RP' 

es un mddulo proyect lvo y R T es un submO<iulo de T-tors ldn oe1 

llOOulo P' ~ ILT .•. T • lfT n ILT • <O>. de donde T • <O> y P'• P. 

•I tene11os que la clase de los 1110dulos u..T -proyectivos co1nc1-

óe con la clase de los 11ddulos proyectivos cG>T • ~ >. 

Por el eJe111p10 44 111.conc1u111os que T •t'l . 
AhOra. R • ILT VT~-x<R>~T VT • R-tors't x-\ Colllo aes-as 

x<R> - x <ya que R es l lbre de x<IO-tors ldn pero es de 
x-torsldn>, tene.os que x<R>•(il y a fortlorl que x<R> • , •• 

Asl. tenemos que para un dominio entero. R-tors tiene exac­

t•ente oos e 1-s de equ lv alenc 1 a respecto a · -IL : Ul y tKl 
doneie (x1 • tx\ y CU• R-tors"-tx\ 

Es ciaro pues que caoa elemento de R-tors/ -11.. aomlte un 

eie11ento 111111or y uno menor. 

En particular. tal es la sltuacl<ln para el anillo oe los 

nu.eros enteros -¡z, que no es un en 1110 perfecto. 

Note.os ;:aemáS que para "ll.. aunque cada eiemento de fc-tors/ -IL 

IKllllte un e&emento mwor y uno menor. estos no estan oaoos como 

en el leorema 54 • Expl le ltanent:e. para il. Rad <7l > • <O>. co-

1110 tenemos memas que X • X . entonces x. - X - x•. 
s In etnb ar_go -~- .. i<tx <Rao 1l-)) e '<tx<o» a . UO> =' 

Por otro 1 ado, Cil· C•G z ... 11 y ,• e Tl . pero 

,. - X(Rad <1lJ/t:, (!(ad (;1l) )) = X(•(Q·)/(Q)) - x<O> =X 



2> SI Res un Stlllo Sl•Ple. entonces cma clase de eQulve­
iencta Uer111·e1e111entos ••or y •enor. ya Que sdlo hal dos clases 
de eQutvalencla. asl que R-tors/ -IL • {ti\. txl} obten 
R-tors/ -u...• {H.xt} . El seQUndo caso se da st R es 
st•ple •tlnl11to <COro1.-10 ..S > y el prJero se da si R no 
es •t 1n 1ano. 

Lella 57 

Son equivalentes para R un ailllo perfecto lZQuterdo: 
t> , • ..., T T* v T • R-tors. 
11> (TJ ,....,• • l'il es un •onomorf la.o de ret 1cu1 as con 

tnverso IZQuterao UJ "'T• c-.J 
l l I > 0 s .. _..,. [TJ _,,..._. [-..] es un •onomorf tsmo de re-

t lcul as con Inverso lZQU lerdo tal =-'n• •tT) 

IV) a~ T ._ "'"'º• • T•. 

v> v "• T • R-tors 'W 'V o• a ( T '-"O )* a T*"' o • 

Demostrac ton 
l) - ll) ( T ,,,..._ t*) .......... 

_ ,,..... , • es un morf tsmo tnvect tvo y por lo t&lto es un monomor­
f lsmo de ret 1cu las con lnver so tzQu terco _ v -r• . 

11> ~t>t&l=vr• 1lt"J siendo un morflsmo suPrélllecttvo 
tmpl tea Que t• v.-.·· r• . en parttcular t• ~ r• 

••• ,.. • t• v .-. s t• v r ~ "*"" r - r • . 
111> .,_,. tv> v{J •frl {J • < fJ"" a•)v r •. en particular 

r• • cr•-a•>""'• ~ c.,•vt".>""< .,•ve.>= c•,..c ., .. ....,~.> 
a• v ... Caacio Que {aJ~[cl es sobre por h tpdtes ts y 
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en parttcuiar a• ~ f'.l. 

En parucular si /J • («'1 
.,..._ ª*"''1"'·~·•....,,,fJ ~ •*v-r•-~•.•.a•v1t• y• 

y por lo taito o•v-r - <C· y tei-os lv>. 
IY)-lil}Vjl•[~ ji•( jl ...... o•)V .... - ( jlV'l"e)"'( .. •v .... , 

ji,..( ... •) - ji 

11 u - u es obv 10. 
1> ___,.111> SI •S 'I" 

s-ve"• - .... 
v> ===-- lv> es obv 10. 

entonces 

IV) ~y) o S aV ~ _.... ( a V T' ) V o• • ( o V < )•. Pero 

entonces (oV"C)• • (o-JT')V a•• a•v<. 11 

Def In IC ldn 58 

Ll .. •emoa <A>-1111llos a los enlllos para los cuales r•• - .... tS •• y ~s •• 
Teore111a 59 

Sl R es un 1111110 perfecto lzQulerdo en la Que caria cl,a 

i lbre de torsldn ILt' es una clase de torsldn <es decu·. cala 

clase l lbre de torsldn IL.., es cerrada baJo t<1111ar cocientes) 

entonces R es un <A>-1111110. 

Detllostr ac ldn 

Demostraremos que & •.., 'C' - .... v 't' • R-tors. Como ,.* C" 
<por el Teore111a 53 tenemos que ,. = x<Ra:l R>J 

.,.. = x<Rad R/tc<RIE R» y la hlpcnesls de que ILr es cerra­

da baJo tomar cocientes ...,.Raci Rltr<Ra:I R> • IL ,.~e i•>. 
t:enemos que ,._,'C s -e•. 



Rest:a prob• que 

ya que st Jo fuera: 

:1 O - M .. 11 .-• n U.. , • ..., .. - 11 ..,. n U.. i• nlLC' • 

56 

ca.o ~· • xcRm R/t:-c <Rm R» <Teore11a 5lf >. t:ene.os caue 

HollRCM.EC Ral R/t'C' <Rm R> > ) - o e•> 
Pero cOllO M .. u..,. y i• • xcRm R> e Teor•a 5J > t:e-

ne11os que a u: M CE<Rm R»x mon0111orf Juio. pra a19'Jn 

conJunto x •• •• :1 x .. X • • • i>xu<M> - o. c:Jonde Px:E<Rm R>x-ECRlll R> 
,es la proyeccldn canonJca. Por lo tSltO. en vJst:a de e•>. te-

neinos que u<M> s CtJECRaci R»l!. ya que en caso cont:rar Jo, 

:1 y« X '. • • Py<u<M» rz t:t" CECRad R» y por Jo t:anto 
M Dw•U EClltall RJ ECRadR)/t:T <E<Rm R» ;i.O:M-E<M RJ 

t:TCECRSi R> 

pero ECRaa R>ltC' <E<Rm R» .. u.'C'• sJenc:Jo un coc lente de 

ECRad R)/t:'C'CRad R> .. u..C'. y "«ll''C'• V 
Ahora como uOI> s ct.-<E<Rm R> »x. t:ene111os que Px Cu<M» 

t.-<E<Rao R» .. lfw- • pero sJendo t:l!lllbU!n un cociente de M .. u_ .. 

pertenece a u...- •• o ;i u<M> .. TTC'nu.< - UOU y . 
// 

Los an JJ los tales que t:oda el ase l lbre de t:oruon es cerr§ 

da balo tomar coclent:es ha sido caracterJza:tos por TePlYC[22. 

Corollary 3.5 l > y POr BronowJt:z y Teply e [5 • Theorem 

31 >. Escribimos su resultado aqul para comodlda:t del lec-

tor. ya que lo usaremos en lo que sigue. 

Teorema 60 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anl-
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llo R: 
1) Todas las teorlas ae torsldn en R-tors son TTF y estlbles. 
2> Todos los elet11entos de R-tors son TTF. 
3> R es perfecto 1zqu1erao y derecho y ·:11 • Ext~<s1 • 52> ~ 

P•a s,. 52•R-s1•p no IS011orfos. 
4> Todo elemento de R-tors es setnlsl•Ple y R tiene d~sca.­

p0s1c1on prl•arla. 
5> Res una suna directa finita de anillos ae11atrlces sobre 

anillos locales perfectos por la Izquierda y por la derecha. 
6 > Toda teor la de tors ldn se ese lnde centr al11ente. 
7> Para toda teorla de torsldn <lT.U..> el funtor de torSldn 

asociarlo M........S.-t<M> es exacto. 
8> Cada clase l lbre de torsldn es una clase de torsldn <e.a. 

cada clase libre de torsldn es cerrada balo tomar cocientes>.¡¡ 

Ll anare11105· BT-·an ll lo a un an 1110 que satlst aga 1 as con-
d lc Iones del Teoret11a anterior. 

Es claro que para un BT-anlllo tenemos: 

'l"6. • - tc-<Rad R> ~ t,. <Rad R> ... Rad R - Rael R 

_..,. R 811 R: 
t. <Rad R> e U.. X(Rad R/tc-<RIE R> -

-e• ~r· ~ r• . 

tr<Rali R> t. <Rad R> 

ILre- •• -x/B8?,,R .. )!!':. 
\t .. <Ra! R> 

Ademas para un BT-ai ll lo tenemos que ~·ve- • -r• pues es 
claro de lo .,terlor que ~·ve- ~ 't'•• y tendrlanos 

por otra parte. como cada c 1 ase 1 lbre de tors ldn es cerra­
da_ balo coc lentes. s 1 la rel ac ldn de arriba fuera estr lcta. que 
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:. O - f • HollR <M. E<Ra:I R» :. :.•• M ·•· HollR< .... Rad R> ti O. 

Pero como M • lfc-. te11e111os que HollRU•. ~a:I Rite <Ra:t A>> = o 

<i.tSM • lf~.>- Asl t'lue SI tom•os o·"' g. HomRCRlll. Rad R>. 
o - gCRln> !Ét-r<Reó R>. pero oor otra parte g<Aln> es un cociente 
de Aln!O; M • IL. oor lo que O ti g<Rll> • lfc-nlLt: V. : • •vt:- C"•. 

Asf que para un BT-SIJllo tene.os que vale el Let1a 51 

obteniendo asf una P•t1c1on aarmá>"le de R-tors por 11ea10 de 

la relacldn de equivalencia -u..· Puesto que la clase de equi­
valencia Cie (fl. contiene una COPia Jsomorfa ae cada otra,clase 

["C'l •R-tors/ -u.. • teneiremos determ 1nar:1a R-tors. como ret 1cu1 a. s 1 

conOCMOS ti 1 . 
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Llanaremos "suprema" a la teorfa de tors1on -r-• E (~lf!R-tors1 ... 11.. 

e "lnf lma"al elemento -t:. menor de (1:"1 <cuando ex Jsta'I>. 

Teorema 61 

s1 a .. -.a'l" 
Detnostr ac ion 

..:'•'E". entonces ~ ~ r . 

Por el Teorema 52 • "t"- -r. esta generada por la 

cl•e de 110dulos. {1<.r-i o:,....,.~-P-P'C'-o es cubierta proyec­

tiva. con P-c&PL('C'\} . 

Ahora. COlllO Qr<;~. entonces lf>ln'twlf>unY asl Cada K<C" 

es uno Cie los generadores de tr. K'I' 6 lTCló ia 11,,. • As l 

que cada 1<.: pertenece a 11.,. ••• 'C'• -r. ~ cr. ~a- .11 

ces 

Teorema 62 

una unlón de teorlas de tors1on fnflmas es tanblen lnf Jma. 

De111ostrac 1on 

sea ( 't'c\
11 

una t • 11 la de teor las de tors ldn lnf Jmas. enton-

-r. s 't. -e. ~ ~ty"'· ,. "' a. r -r • .;; a-r. 
As f. por e 1 Teorema alter lor. tenemos que <y 'f'-. > • .2: "Z;, V-
c r-r. >.~Y"'· .•. '1"'->·- y'f'. i1 

Lema 63 

Sl {T'.)11 es una fanllla de teorJas de torsldn cohered 1t arlas. 

entonces t v..:. CH> - I: t.<H> V HE R-mod. 
.. 11 

Demostrac ion 
Por otra parte. Cl aranente ~ t • <H> <;;; t l('C'• <M>. 

t't'C' .. uo I L:'t ... <M> es un cociente 

que es un submódulo de h/t-QM> e IL'?:"_ 
tV"C' .. Cfoi) fLt.(H) E lL 1:"& '<i"' E X. , 

de t ... -r..,<H> I t..,CM> 

.. 
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Por lo tS'lto tv-r-.<M> I L t-r~M> E ll'v-c. f1 IL.,,-c. • <O> • /1 
~ . . 

Teor-a &lf 
SI R es un BT-11111 lo <pag. 57 > entonces un ldn de SUDr•• 

es l!.upr-a. 

Demostracldn 

Por hlpOtesls. toda teorla de tors1on es coheredltar1a. 

sea ~ ~ )._. una t • 11 la de teor I• ele torston sUPr-•. ea cte­
c 1r ~- '11..<Radl~<RmM» 'I••"'· COllo en la Clellostracldn Clel Le-· 

•a mter1or. Rad R/ tv<.,<Ra:t R>E IL""- '4••'l. En consecuencia 

(y-('. >· - 1l.<Ra:I R/ t'll"'•<Ra:I R> ~ 'f"· . SI la Cles&gualela:I fue­
ra e.str&cta. 3 <O> .- M ~ ll'<v-r. >• n Q IL't' •• Poe1e111os sUPOner. 
sin perder general lela:I POC1e111os suPOner que M • Alll. y que, 

3· o - f: Rm.- Ra:I R/1:,...<Rs& R>. ·ya Que Riie IL~ •• COlllPOnlen-
do t con el ePl•orf 151110 natural Ra:I R/t <Rlld R>. tene111os 

que n•f •O. es decir que o - f<m·lE t'(-z;. <Ra:I R> • ~t..:,<RlldR>. 
por el Lema anter tor. Pero entonces 3 •.•.... •R• ~ · 3 • o ._ f <111 > E-

lfw:.v •• -r: n IL~v .., 'f: V Por lo tanto V 'r'-. • < ""'- >•. -. ...... n -1 ... n • x l( // 
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EJelllPIOS 65 

1 > Toao 1ln es un BT-1nJ1lo en vJst:a de 5> en el Teore11a 
óe Bronowlt:z y Tes>IY <1Zn es la -a ólrecta óe sus eart:es 
p prl•arl• 1 un grupo llbel lano p-prl•arlo es local Y un Sll­
llo arun lano es eerfect:o >. 

2> Toao anillo art:lnlano es un BT-1nJ1lo. en vlst:a óe 2> 

en el Teor-a de Bronowlt:z y Tes>IY <usando el hecho óe que ~ 1 

e 1 f 11 t:ro correSPOnó lent:e a r t: lene un Ideal • fn 1.0 lt' que ue­
ne que ser Jóe11POt:ente :. ti- • { RJ ~ R : '' J} 1 de donóe "• lrr 
... 11'1 • O. Esto l•Pl Jea que lrt' es cerrma baJo eroduct:os. es 
dec Jr 'C" .es TTF> • 



Teore11a 66 <Bland [5. Theorein 2.81 >. 
SJ R esun enJlio seinJperfecto entonces 

1:" -11. ._ Rael R 6 Tr'C' 

Dellostrac ton 
~) o-Rao R-R-R/Rad R-o 

cubJerta proyect Jva con R/Rali RE "'11.<-x.>· ya aue R 
yect Jvo y Rm R 6. lr-x. • R1od <usendo el Teore11a 28 

AsJ. tene11os que la suceston exa::ta 

es una 
es pro­

>. 

o-Rl!á R/t~<Rm R)-R/t'C"<R&I R>-RIRm R -o 
se ese tnoe puesto que Pertenece a GllL.(1:) • all.<V (T& (~> 

62 

y R/Rllll R••11.<"X.>· Pero entonces Rm Rlt'l'<Rm R> es un !Kmllll­

do directo superfluo de Rltc<Rad R> <Rad R<< R>. lo que es POSl­
ble Llnlc•ente si Rl!á R/t-c<Rm R> • <O>. es decJr si Rm R • 
t'C'<Rad R>~ lr~ • H 

....,_ > Rad Re lr'C' -=t Raá R•R • Rm R ~ t"'<R>. •1 

que Raá R siul a a R/t<<R> y por lo tanto R/t-c<R> es un R/Rai R­
mddulo y es por lo tanto semlsJmple. concluJmos usaldo el Teore­
ma 115 ·11 

El Teoret11a de Bl and es equ lvalente al s lgu lente 

Teorema 67 

SI R es semJperfecto. entonces C~l contiene un elemento 
menor ~ • • l (Rael R>. 

Demost r ac ton 
==>> Como o--.Réll R-R-R/Rad R-o es 

una cub lerta proyect tva con Ra::i RE ll"'X. = R-mod, tenemos. Por el 
Teorema de Bi md que l <Ra:I R> E ['1. ••• <Ra:J R> es el elemento 



111enor de ["7..1 • H 

+- > SUP<llllendo que l.. • J<Rm R>. tenemos que 'C"• [ll.l 
.... < '!: l<Rm R> .,__. RSI R611'~ • 11 



T!O!"!ll!a 68. 

SI R es 1.11 1n1110 -&Per"fecto. entonces 
Donáe 1• es el e aet1ento •wor de [ l l . 

Dellostr a: ldn 

COllO o-Rm R-R-R/Rad R-o es una cubierta 
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~tn-proyecttva. entonces RCI REll.,. ver EU\ .. ·• X<Rlld R>~ 
V" ., U" e ( ll . Y por lo tll'lto "'"-<Raii R> 91 "'i . As f. '!Ue 

P•a delllostrar QUe °X.(f<aD R) • r. basta ver oue "'-..<Red A> 48 lf'¡ 
TOlletl!Os RME "'-.,<Rad R> teneMos oue de.ostrar que M es pro­

yectivo ya oue IP1 es la clase de los mcKlulos proyectivos. 

MC•7'(RSIR> ..... :1 0-K---fP--M-o exa:-
ta con K•1t111.<RadlU Y 4f P• proyectivo con cada P-. proyecti­
vo 1nesc tncl lb le IS011orfo a Re. • donde e-. es un lden1potente 
Pr lm l t avo en re. 

Observeinos pr amero que RaiJ R ·K --Rad R · e P. -Rao R · R<X > • 
• RSI R<X >. De donde tenemos oue Rad R · K• IL.11.<Rao R)f'\1111.<Radlt> • 
•\<O>). :. Ract R·k• <O>. Asl que k es un R/Rad R-mddulo lzouter. 
do. y por lo tatto es semlslmple <RIRall R .• es un atlllo semlslmPle 
ya que 11 es semtperfecto>. 

Sea Rs un SUbllddulo s l•Ple de k y tomemos 
S f fJa • donde A 'S X es de card lnai ldm m In lma <Y p0r 
téflto A es f ln ato ya oue s es f ln ltanente generado>. 

sea o-s-tP,.-c-o exacta. C0110 e es 
. flnttanente generado entonces aamlte una cubierta proyectiva: 
o-uc--.Pc-c---.o. asa tenemos un dta¡¡rana conmutati­
vo 



o-S-fAr~-o 
1, º a 

65 

o - Uc - Prc---•C1.. -o donoe g est:a dsia 
por la roroyect av tdall de eP..- y f por la prap ledal un aversal 
del nuc1eo <Uc>· 

C11110 S e;s s1111ple entonces f es un •on0110rf l•o o es 
cero. Pero f no es •ono. lf8 que si lo fuera. entonces s -- Uc 
"-Pe . pero Uc. <C.Pc ...,,. uc ~Rm R Pe .--Reo R<A> y as a 
3 S...._Rall re< A>. de donóe SE IL.Jl(Rl!(i R>nlf JURall R> - (0) ~. 

Por lo ur1to f - o en e 1 uamr.. de arr Iba y como me11as 
f es epa. t:ene111os entonces que Uc - ·lO>. as l que e • Pe es 
prayect ivo. Por lo tanto o-s _, ~ -e -O se es­
e ande. y asl tene•os Que S es s111ple proyectivo. En conse­
cuencia. K es semlslmple proyectivo y par lo t111to es un subllld­

dulo de SOCp( 'P. ) - 'SOCp P •• Ahora. ' SOCp P. t'lene 
una descomposlcldn ca.o suma directa de simples proyectivos (y 
por talt:o lnesclnólbles>. de la manera obvia. Por otro lado K 
es un sumando d arecto de socp< ' P.o. >. as a Que dalla una oes­
composlcldn de K como suma d1recta de simples. calla uno de los 
s1.111anóos s·lmPles de K en dlchadescomposlcldn es un sumando 
d lrecto de socp <Pao. > p. a. Cll Ex. puesto que los mdOulos proyec-
t lvos t lenen oescompos le Ión un tea como suma d lrecta oe proyect 1-
vos 1nesc1nolbles. cuancto Res semlPerfect:o. Asl. para coo¡; sumé{!. 
Cio directo simple s de k, tenenos S'"-SOcp<Pao. >- Racl p.,._. 
Racl R. p. a. a. E X. a menos Que soc <Pao. > = Pa • en cuyo caso. 
Oada la inesclndiblllooo CJe P .. tendrtanosque S•P«. Ve<r 
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•os aue estf! es neces• ••ente el caso. La otra poslbll lc:im. 
c0110 ya v l•os. IMPI 1c.- ta aue :i s ..._Am R y por 10 taito 
seu.11.CRadA»• pero tanbien se111'tAac:iA>• s1ene1o un sumoau10 
oe k. par 10 tsito s • <O> y . Asl Pues s-.P., o. a. • • x. 
y oor lo tsito k • f P. con Y "ii. x. Conclul11e>s aue. 
" • e P y es por lo tS'lto proyectivo. // .,y 
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Teore11a 70 

SI Res un S'ltllo local <Y por lo t81to setntperfecto> enton­

ces v C"C'l• R-tors/,,'I'. • 1 <t'C'<Ra:I R». es el~ elaBlto ele (TJ. 

oe.iostr ac: tdn 

Dm:k> que la sucestdn o-t'('<RaaR>-R-R/t"'<Rs»R>-o 
es una cubierta proyectiva. entonces por el L•a llC> tene-

llOS que t-r<Rm R> ~ 1".r V~•t'CJ. Por lo tS'ltO f <t~Rm R)) ~ 
G' V ~a ('°1:] 

Ahora. COllO R es local entonces tenemos que vale una de lm 

s tgu lentes ti trwiac: Iones: 
l> Re Tr..: .• en cuyo caso T • 'lt. . o bien 

ll> RI n..: • en cuyo caso t-r<R> $R y ••• t'E"<R> ~ Rao R. 

En el cmo l> 'I" • • 1l.. • l<Rad-R>. por el Teore11a c:le BlS'ld. 

CORio Ras R ~RE lT-r. entonces Rad R • Tr-r y por lo tS'lto Rad R • 

- t'E"<Ral R>. as 1 que en este caso t". - ! <Rac:I R> •}(t "C<Rm R>). 

SI vale ll> y Sl 
es Sllll. d !recto de P/T 

P"E" es un m<klulo ~-proyect lvo. entonces 

donc:le Pes un mddulo proyectivo y T 

es un sublllddulo c:le P c:le 'C-tors1on. Pero para un 11111 lo local 

todo 111ddUlo proyectivo es l tbre <Teorema oe Ka:>lmskt en (11. 

26.7 Coroll•Y >. Asl que P e R<X> p.a. conJunto x. 

de c:londe tenemos que P-r eR<X>/T y r-ct'l:"<R»<X> caRad R<lt> 

y asl T-t..::«Rac:IR><X>,. <t-c<RadR))<X>. Por lo tll'ltO 

TETrl<t'C<RmR» asl que P~•R<X>¡ T elP'f.ft:-r(Rac.iR)) 

... .'C' - ff>¡<t-c(RED R>> • •. f<tc<Ra:i R>) e ["C"l 
Te= l<t-c<R!llR». // 



Teorema ?Ob 

S 1 R es un 11111 i o local. ent:onces ve e R-torsl -u. 
ex aste un ele11ento ••or T• • ""4.<Rm Rite <•idR». 

Dellostr.:: ldn 
Dmo que la sucesldn exacta· 

o-RSI Rlt~ (ltad R> -Rite <Rm R> -RIRm R -o es una 
cubierta a.11.<"C'>-proyecttva. entonces p0r el Corolario 42 
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tene•os que Rad Rlt'C'<Rad R> &. u.:-.. ver ~ ~1 .• •• ')l<Rm Rlt-c<Rm R» 

~cr "crE('lj. En consecuencia "'~ ~ ""ic.<Rm R/trRmR»· SI Pflll>-. 
ia tnclusldn reciproca. tendre11os que "')(.<Rad Rlt-r<RmR»E["I:"'). 
con lo cual tendr l•os lo que se 811' lma en el enunc lado. 

Tanemos pues un mó<lulo en IP 11.<Rad Rit-r<Ra:I R» • CU! es un-· 
directo <le al!U'I P/T donde P es un mó<lulo proyect lvo y T es un 
sublnó<lulo de P de ")l<Raa Rlt'C'<Rad R»-torsldn. C01110 R es 
local entonces UldD mddulo proyectivo es llore. POr el Teorema 
de Kas>l11'1Skl citado en el Teorema S'lterlor. Otra vez. tenemos 
dos casos: 

1> R es de "Jt<Ra:I Rlt-r:<Ra:I R»-torstc:ln. 
JJ> R no es de ~CRa:I Rlt-r:<Rm R»-torsldn. 
En el caso D. cano todo mó<lulo es cociente de un mooulo 

llbre. tendrl•os que todo mó<lulo serla de ~<Ra:I R/t-r<Raci R»­
torsl<ln. es decir °A.<Ra:I Rlt-r<Ra:I R» s 'X . E.n particular 
Rm R/t-i:<Ra:I R> E TT11.cRm Rlt-c<Ra:IR» y tano1en pertenece a 
IL ~<Ral Rlt-r<Rm R»· en ainsecuencla Ra:I Fv't-c(Ra:I R> - (0) y POr" 

lo tmto Ra:I R = t -r:<Ral R>. Por el Teorema de 61 élld tenemos en­
tonces que todo mó<lulo es aL<-rl-proyectJvo. es decir que "E" '-l"1l"\, 
AsJ que en este caso 'I"* = "X. - -x..<O> = 'X<Ral Rlt"Rm R>. 
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En el caso u> tenclrf90s Que t 11.<Rld R/tw:RmRl9$R. Y 
en COl9l!CU"llCJa. dm:IO aue R es local (y •f Rm R es el 

dnJCO ideal ••••o de R).t-x.,<Rm R/t-r<RmR»<R> ~ Rm R. Ano­
r a. 1 • CCllRDOS fe fdn 

t X<RCI Rlt-c<RmR»<R> c..- Rlll R -Rm Rltw:<RmR> es cero. 
POr def fnfcfan de la teorfa ele tors1an 'll<Rm R/t-c<Rm R». 

Por lo tsito t'a.<RCI R/t~RmR»<R>s; t-c<RmR>. ~ • 
Por lo t1r1to oare el •Oc:IUlo PIT .. R<X>1r. tene11os 

que r-t it<Rm Rlt'l'<Rm R'))cR<X» - <tx,cRm R/t~CRld Rn<R»
00 

• ~. 
Ar lo tinto T • T~ y sJ P/T es (2 IU~""Pf'CM!CU\IO. RJr lo tinto. 

•.iRadR/t-cCRm:IR» ->IP-r • Que ere lo aue nos hecfa falta. 11 
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Teorema 71 

SI R es un au 110 sem !Perfecto. entonces: 

la teorfa de torstdn de Goldmsi <11"0 .11.0 > se escinde centra111en-

te socp<Rao R>•lO). 
Demostrac ldn 

~> SI socp<Rao R> • <O> entonces todo 11oou10 Rs sw- · 
Ple Y proyect:Jvo es Inyectivo: ya que si Rs es SllllPle y proyec-

t avo entonces s 6 1T \<Rad re> u ll.¡<Rao R>· pero se 1T'l<Rm R> -... 
a O - f : Rad R-E<S>. Colllo S ~E<S>, tenet1os que S~ 1111 f, 

asi tenemos el dlaurana Rad R 

1 'C1 
<S> .. s • oonde 

f\f-l<s> se escinde ya que es un ep1111orflsmo con codOllllnlo pro 
yectlvo. Por io tsito s es ISOlllorfo a un sublnOdulo oe ,-1 <S>. 

que Pertenece al zoclo proyectivo de Rar:I R V . 

l 
f-l <S> 

Asf que si Rs es un simple proyectivo. entonces S&ll.Y.<Rall R> 
pero 1 <Raci R> • 1l•. por el Teorema de Bl ancl. de a11u J que s 1 

" es una suma d Jrecta de s Imples proyect 1vos. "& ll.11.,.• y por lo 

tsnto " es 1nyect 1vo <por el Teorema 45 lv». 

Asl tenemos que v N•R-mod. socp<N> es un submOdulo In­

yectivo de N. Y··asl · socp<N> es un sumando directo de H. es 

decir <1T0.ll.0 > se escinde centralmente. H 

SJ socp<Rad R) - <O>. entonces 
o-socp<R>-R-R/socp<R>-o no se escinde. 

pues si se escJndlera. los monomorf lsmos s -socp<Rad R> es 



un submOOulo simple de socp<Rs:t R>. que existe p0r hlPOtesis>. 

socp<Raa R> socp<R> y socp<R>-R se esclnaen, 

y por lo tanto la comp0slc1on oe ellos s--R t•blen se 

esc1no1ria. asl que 
1 

R -seK , oonoe RK es un Ideal maxlmo 

de R V <s ~Ras R~K -.sn1< - s - <O>>. 
Por lo tanto <1T0 ,U..0 > no se escinde centralmente. 11 

Corolario 72 

Sl R es un an ll lo sem Jperfecto conmutst lvo, entonces < 1T0 , ll.0 > 

se escinde centralmente. 

Demostrac ion 

RaggJ y Rfos < 17 , Corolario 2.9 > ha'I de11ostratio, en 

generaL··QUe socp<M> • socp<R>·M v M~R-11100. En nuestro caso 

particular tenemos que socp<Rai R> - socp<R>·Rad R • <O>, ya 

que Ra:l R anula a cualquier mOdulo semlsimPte. 11 

Notar que ;el argumento anter lor no se SPl lea para an 11 los 

semtperfectos no conmutativos, porque socp<Rm R> no tiene 

por quE! ser sem 1s1mple como mOdulo derecho. 

Teorema 73 

Son equivalentes para· un an·lllo perfecto derecho: 

1) SOCp<Ra:l R) = <0) 

ID 'l"'0 = <1T0 ,U..0 > se escinde centralmente. 

111 > 't"'o es estét>le. 

lv > 'f' G se ese inde centr aimente. 

v> R = R1J<.R2 , donde F<1 essemistmPle y k¿ es un ait­

llo con Ideal slngulor lzquterdo esencial. 

vt> Todo moaulo semlslmple y proyectivo es inyectivo. 
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Demostr ac: ton 
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Observemos Que como R es perfecto derecho es sem lart tn la-
no lzQulerdo y semlperfecto Izquierdo <Stenstr(lm [21). PrOPOSltlon · 
Vlll.5.1 ). 

l>.....,.11> Teorema 71 • vll>~l(101Mlr".el· eJIRI; 114 vi». 
ll>......,.111> Ha sido demostra:la por Raigt y Rlos, en gene­

ral < [171., Corolario 2.15>. 
11) ...... lV~V) Por el CorolarJo.~.2 de Raggl y Aloa 

para silllos semlarttntanos en 071 . 
t>....,.vl> POr la demostractdn del Teorema .71 11 

Corol ar to 74 
SI R es un a'11llo perfecto conmutat lvo entonces son val Idas 

las conolctones del Teorema 73 
Detllostr ac ton 
El mismo argumento en la demostrac:1on del Corolario 72 , 

nos permite concluir Que socp<Rad·R> - <o>. 11 

Del Teorema 3.1 de Raggi y Rtos < (171 > tenemos Que 
para un anillo perfecto derecno,·1a teorla oe torston de Goldte 
'C"(¡ es TTF y generada por los IROOUios izQuterdos simples slngu 
lares, y tanblt!n Que esté cogenerada por los modulos lZQUlerdos 
simples provectlvos.<oe necho las sondlctones élltertores se si­
guen cuando el alillo R es semlartlntano lzQulerdo~. 

En el siguiente Teorema denotaremos Al1 la clase de los 
modulos lzQulerdos stmples e Inyectivos y por .4.p la clase de 
los madulos lzQulerdos simples y proyectivos. 
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Teore111a 75 
SI R es un anillo perfecto derecho. que goze:oe l• condJ. 

c tones del Teorema 7! <p0r eJ. st R es .iemes c011111utat1vo>. 
entonces son equtvalentes: 

n 7'. •'E'6 • donde 'Y... es el elemento •enor del"l\&R-tors/-11. 
11> JI • J.p 
Dellostr a: ton 
1> -11> Por el Teoret11a 71 • tenet11os que ..J.P ~ J.1 . 
sea Rs st•Ple tnyecttvo. queremos ae111ostrar que es proyectJ. 

vo. Observe-os que ca.o el anillo es perfecto. entonces R/Rai R 
es se1111st•Ple. •I que un mooulo R" es SetlllSl•Ple st y seno st 
Rat R·M • <O>. Por lo tento todo producto directo de st•Ples es 
semtstmPle. co.o consecuencia de lo entertor y usaldo el Teoremia 
~5 • conclut•os que la tecrta de torston ..._<S> pertenece a 
[1'..1 <ya que si MEU..~s> • entonces ,......._sx • para alQdn 
conJunto x. y ca.o s es semtst•Ple. conclul•os que M es se-
1111s t•ple y adet11M es tnY.ect tvo. p0r ser isomorfo a un sumanao 
directo dP.l módulo tnyecttvo sX>. 

Asl. ~<S> 'l"l..\. Y por lo tanto 'X.<S>~ 1'.. = 't" 6 . Asl 
tenemos que s es ltbre de torston de Gold te, -1 a que esta cogenerada 
por los simples proyectivos •• •• 3 o ._ f: s-u con ll stmPle 
proyectivo. Como f es necesartanente un Isomorfismo. concluimos 
que s es provecttvo •• •• J 1t:J.p Y asl .JI = .J.P. H 

lt>~l) Como 'l"c; esté cogeneracta por los módulos sim­
ples proyectivos. entonces tOOo módulo libre de torstdn de Gol­
die es sem1stmp1e, siendo <Isomorfo a> un submodulo de un produ!<_ 



to de m<l<lulos stmPles <que es mulmo por Rm R>. Pero me.M 

un mddulo ltbre de torstdn de Goldte es tnyecttvo. ya que es 
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un SUllando directo de un producto' de sJmpJes proyectivos. sien­

do este Ultimo tnyecttvo. ya que por htPOtests todos los sJmples 

proYecttvos son tnyecttvos. Como tooo mOdulo ltbre de torstdn 

de Goldle es semtst•Ple e Inyectivo. concluJ•os. medlS'lte el 
Teore11a 45 • que 'f' 6e ["lll. 

Anl!llov•ente. st <•l~. tome111os E· un cogeneraaor lnyec­

t Jvo de 'e" • es dec tr 'f' - ~CE> < Pi!ll lna 5 >. Nuev.ente 

POr el Teorema 45 • concluimos que E es se111stmple. Alaora. 

si Rs es un sublnddulo simple de E. siendo un SUlllS'ldo directo 

de E. es Inyectivo. Como S es Inyectivo entonces es proyectivo 

por htpdtesJs. por lo tS'lto es libre de torsl<ln de Goldte. Asf 

E E 11.6• stendo una suma directa de mddulos l tbres de t11rs1on de 

Goldle. Pero E• 11.6 ...._... 'r • 1l <E> :!:: T'6• Asf teneinos que 

~~ - -x.. // 
Corol ar 10 76 
St R es un S'llllo castfrobenlus (QF en la l lteratura>. 

entonces ~ • - 't' G • 
Detnostrac Jdn 
como Res arttntS'lo tzquterdo y derecho. es perfecto .tdere­

cho e izquterdo>. Ad .. a.. la clase de los mddulos proyectJvos 

coincide con la clase de los mOdulos inyectivos CStenstrOlll. 
[21} .Proposltton XIV.3.6 >. Resta ver que vale alguna de las 

condtclones ciei Teorems 73 por eJemPlo. veanos que socp<RIE R>• 

- <O>: si RS fuera un sJmp¡e proyectJvo en el zoc10 cie Raci f.c. 



entonces 
directo Cie 

patente áe 
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s ser la anvect avo. y por lo t8'to ser la un slmanáO 
R. asl que s - Re~ R.a R • con e un ele9ento 1e1e11-
R "q <R.a R no contiene elementos láellDOtentea> . 11 
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