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PROLOGO S

En varias conversaciones he oido de asuntos qhq
se discuten mediante espacios de Hilbert, porque su®
andlisis no tiene cabida satisfactoria en el modelo
probabilista de Kolmogorov; es cierto que la teorfa
de probabilidad tiene limitaciones intrinsecas, pero
puedo asegurar que: lo extrinseco del modelo de Kol-
mogorov, es extrinseco de l1os espacios de Hilbert -
(en otras palabras: 1o que no puede producir la teo-
rfa de probabilidad, tampoco 1o pueden producir los -
espacios de Hilbert). Esto se deduce del resultado
mds importante (segin mi parecer) de esta tesis: cual
quier espacio de Hilbert (excepto el constituido ini-
camente por el cero) se realiza mediante un .espacio
probabilista.

Hay diversas caracterizaciones de los espacios
normados que admiten un producto interior compatible
con la norma: la ley del paralelogramo se debe a Jor
dan y Von Heumann (ref. 17, pdgs. 39 y 40); Day (ref.
4), Lorch (ref. 9), etc. los caracterizan mediante -
igualdades o desigualdades relativas a l1a norma. Ma-
ckey y Kakutani (ref. 10) demostraron que un espacio
de Banach I3 es isomorfo a un espacio de Hilbert si,
y solo si, existe una transformacidon L : A+A en el
espacio laticial A de las variedades lineales M cerra
das en JC tal que: a) M, C M, (M - Mt )=> ML CM";.



b) Mt =um y ¢) M NAM ={0}; 1o mismo demostraron pa-
ra una transformacion » : B(¥) - B(¥) en el anillo
B(3¥) de los operadores lineales y acotados T:H -+ ¥
tal que: a) T* T+*0(T »T*) equivale a T #0, b)
(T, T, )* =712 TY ¥y ) (T, +T,)*=T¥+T% . En teoria
de la medida, se sabe (ref. 7, pdg. 247) que cual-
quier espacio de Hilbert se realiza como un espacio
L,(R,a,n); en esta situacién, l1a medida pu es infini
ta cuando ¥ es infinito dimensional (mds adn: a es
oc-finita si ¥ es infinito dimensional y separable;
n es finita si ¥ es finito dimensional). La reali-
zacidn de los espacios de Hilbert que presento, fue
sometida a consulta ante varios matemdticos por M.
A. Garclia; P. A. Meyer propuso, segin Garcfa, otra
realizacidon también en términos de probabilidad, pe
ro tomdé como conjunto ortonormal completo a un con-
junto que ni siquiera es ortogonal; sin embargo, la
parte correcta de 10 que propuso Meyer figura en es

ta tesis como caso particular en la construccidén de
bases,

En esta tesis demuestro que para todo espacio
de Hilbert 3(3 # {0}), existe un espacio probabilis
ta (R,A,P) tal que ¢ y L,(Q,A,P) son isomorfos; en
la demostracion para el caso en que 3 es infinito
(respectivamente finito) dimensional, proporciono
un conjunto ortonomal completo en LZ(Q.A,P) compues
to por funciones de @ en {-1, l}{(respectivamente
{0, 11). También aporto un método para construir -



conjuntos ortonormales completos (bases), aplicable
cuando L,(R2,A,P) es infinito dimensional; este méto
do proporciona una infinidad de versiones probabilis
tas de l1os espacios de Hilbert. Como aplicaciédn de
10 anterior, defino un producto tensorial completo
para cualquier familia (no necesariamente finita) -
de espacios de Hilbert y demuestro l1a consistencia
"de esta definicidn.

Puedo decir que el trabajo presente es autocon-
tenido (aunque faltan, por ejemplo, la definicidn de
espacios de Hilbert y el teorema de isomorfismo rela
tivo a conjuntos ortonormales completos), pero no -
por esta pretensidn o hice tan extenso; presen
‘to como novedad la extensién simultinea de medidas -
(positivas) finitas e intearales de Daniell acotadas,
sin usar las medidas exterior e interior ni las inte
grales superior e inferior; también presento diver-
sas simplificaciones en definiciones y demostracio-~-
nes. Sobre esto seré& mds explicito en l1a siguiente
descripcion.

La demostracién de que l1a o-d1gebra (de subcon-
juntos de un conjunto Q) y la clase monétona genera-
das por una dlgebra son iguales, la presento como -
contraccién de varias demostraciones usuales. Dada
una coleccidén de conjuntos G, construyo una semidlge
bra 8 tal que las algebras generadas por G y S son
iguales; con esta construccion simplifico, en el pro
ducto de espacios medibles, la demostracion de que
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los rectdingulos medibles forman una semiflgebra. Con
respecto a una adlgebra B, introduzco el concepto de
funcidn B-simple (que coincide con el de varjiable -
aleatoria simple cuando B es o-8lgebra); el espacio
de estas funciones es denso, segin la convergencia
en probabilidad (con cualquier probabilidad sobre B),
en el espacio de todas las variables aleatorias rea-
les (relativas a la oc-&1gebra generada por B) y tie-
ne estructura algebraica de algebra laticial. Expon
go algunas propiedades de l1os espacios de Riesz £ -
(constituidos por funciones reales de dominio ), -
las correspondientes a funciones B-simples se refie-
ren a la dlgebra B generada por C={[x>x] |x€L,

X €1~ » ,o[} donde ([x>x] ={w €Q|x(w) >x}; por ejem-
plo, para el caso en que 1 €L£ denuestro que: cada
funcidn positiva perteneciente a £, es 1imite puntual
de una sucesidén creciente de funciones B-simples po-
sitivas.

Teniendo un espacio de Riesz £ y una integral -
de Daniell E en £ tales que 1€L£ y E(1) =1, es -
usual (refs. 1,3,13, etc.) definir la c-dlgebra A
generada por £ (que es la c-algebra generada por C)
y extender E mediante las integrales superior e in-
ferior correspondientes; ya extendida E, se demues--
tra la existencia y unicidad de una probabilidad P
sobre A tal que E y la integral correspondiente a P
son iguales. Por otra parte, teniendo una algebra
B y una probabilidad P sobre B, es usual (refs. 1,
8, 12, etc.) extender P a la oc-dlgebra A generada -
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‘por B mediante las probabilidades exterior e interior
correspondientes; ya extendida P, se define la inte-
gral de Daniell E correspondiente a P en el espacio
(de Riesz) de las funciones A-simples y entonces se
extiende E. En la primera de estas dos situaciones,
considero l1a dlgebra B generada por {[x>0]|x €£}

( =C puesto que 1 E€L) y extiendo E teniendo en cuen-
ta que cada funcién B-simple es 1imite puntual de -
una sucesidon en £ uniformemente acotada y que el es-
pacio de las funciones B-simples es denso (segin la
convergencia en probabilidad) en el espacio de todas
las variables aleatorias reales en (2,A); de esta ma
nera evito el uso de las integrales superior e infe-
rior y hago mas expeditos los desarrollos correspon-
dientes a P. En la segunda situacidén considero el -
espacio de Riesz £ constituido por las funciones B-
simples, la integral de Daniell E en £ correspondien
te a P y tomo en cuenta que B =C; de esta manera -
traslado l1a segunda a la primera situaciédn. La posi
bilidad de desarrrollar 1a integral correspondiente
a una probabilidad P sobre una &lgebra B, sin la pre
via extensién de P, se puede aprovechar para hacer
menos brusco y mds natural el salto del modelo proba
‘bilista finito (que corresponde al caso en que B es
finita) al modelo probabilista de Kolmogorov.

E1 fundamento de los resultados que presento so
bre espacios de Hilbert, es la existencia del produc
to (tensorial) de espacios probabilistas; lo denomi-
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no producto tensorial, por su Iintima relacién con el
producto tensorial de los espacios L, correspondien
tes. Hay varias demostraciones de l1a existencia de
dicho producto, inclusive con elegancia (ref. 12,
pdg. 149), todas largas o con antecedentes laborio-
sos; en cualquier caso, con dificultades de notacién
que trato de mitigar con este trabajo. La demostra-
cidon que proporciono tiene rasgos de originalidad,
pero seguramente 10 que sobresale en este tema es mi
formulacidén del teorema de Fubini.

Doy a conocer mi agradecimiento al Profesor Joa
quin Curiel Cafiedo por los estimulos y orientaciones
que me brinddé para desarrollar este trabajo; también
manifiesto mi gratitud al Profesor Pablo Barrera San
chez por las sugerencias que me hizo para ampliar es
ta tesis; a mis maestros Humberto Cardenas Trigos,
Emilio Lluis Riera y Enrique Valle Flores les agra-
dezco su significativa participacién en mi formacidn
Y su apoyo en mi ejercicio profesional.
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RUR Xn S Xnos-

T. Funciones ®-—-simples. .
Amemenn'l, B alpehe sn 2 4 X fusncishe nant o -
inio 2. As dice qua X 28 &~ aimpl AL XQ) 28 fimily y LX=2]€
03 parg cada z &€ X (.
Ae el gua Zrolas Lan funcionss comdaniho de dewaiois 2 now
B Limpless . Soxilondomeondi tlindicaden de um aubconjunds B
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de Q 28 fumcion ®-simple i, yaélrai, pad.
(& 3) Proposicion. Esypacio ok ool lon Juncionss ®-simplho com fas
opaeaciomes saualea 2o dbpsha (asba Lo rialen> Laticial. ’
Demastracion . Asan X, funcionss B-aimples 4 » una delas opsa —
cinss usuales (auma, producls, maxvins o sminiwes ), pasels gue
(xevraul= 2 ppqunlX=2ZIlr=yl € ® para cada rual, XY 24
M B-simple.
(. 2) Corolario. m/.maa't asal x ols domirmer 2. 86 B-Aimpl ai,
Y adbori, sviskin B;e B y2; €1-0,00L (i=3,...m) Tales qua X =
2V 2 Ie;.
Demostracion. 27 z;Iy; ‘“M B-nimple por (X.1). AL X 5
@B~ simnple 4 X Q) =1 Z4,..., Zm }, andnces B;=IX=X;JE B (ing,...,m)
Yx=Z27T2Ig;.

IX. variables Aleatorias.

Ason © conjunly oD, @ o-dlgeltaa am Q2 o X fencicn neal cle
domeinio €2. Ag dlice qua (Q,@) 24 240000 mucliblh ;as odlics gus X taun.
niabl abhalorus on (Q,@) AL [xea) e@ pana Lixlo indsevals o.
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AL X 28 flencion @-simple i X () m{Xsy...,%m 3, srsimces L X € A)=
23,0015 = %;] ¢ @ pane Lok cnbbosnls o ; pn.b“,a-h“
@-sinalls 40 wanioble alsolina an (Q, @).

(IX. ) Proposicion. dsam X fumcisie nsal ot cdansnis Q2 4 @ coyueds
dorso s /aislima de Loy nealss. Bias aiguisndis conclicionss son Aguiss
Bnils:a) (x<Z1e@ para cacla € @y b) (xs 2T e @ paracada xeQy
OMx>zxIeRparacadlaz€@;d) (x> 21e@ pasa cada e P; @) [xea)
€@ panacada smbivvalos.

Dcmoslraclbh.&w DS BT = MNalX< 2l (asopsclivmnse,
y. ] txa-x]:n,,tx>zn:)u4¢upm cada rsal = 4 cada. aucesion
{Zn3sn @ Lalgue Zn> Bnes (REGPACHMINenil Tn< Znesd para cade.
n y lowrp Bn = T 3 porlo Zanl, a) implica b) 4 ) smpliea o) y adeds,pw
Mmmwm.mw»m
) ) iomypplica 8). Aupsiegast gue x aalirjace 31 4 que & 2 alguus dhles
indlovndo 31-00,03,1-00,al, [a,bl,2a,bL,3a,01,[a,bL,10,0(,[b,
oL ;at acussclp cow Lo anlinion, comsicmamolo gueLa s x 1 G1=LasxILx S b1,

[a<x<bl=la<x1x<bl,[a<x s bI=(a<XI[x2bly (azsx<bl=

CaxxIIX<bl, 4¢ Liine [XcA) cc.MxWe),mxm
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ot &), -
(IX.2) Corolario. Ai x 26 varialh alaalivd am (Q, @, Snlvnces X *y X am
onscablhs abaaltces an (Q,@).
Demostracion. i X€1-00,0L , snlncts (x*SzIalx"sTI=e; 4l
Zzelo,0l, smbnces [x*sZI=[xsTIY[x"sZI=Ix2—-2].

(IX.3) Corolario. Asan X Juencior realde denind (2 y 1x .3 Aucssisn
desnciablho alealinins 408 (0,2). 8) di AuPnXn= X, snlancts X ss voniablh
alialovia sn (,@). )Ai infn Xn =X, snlinces % 20 voriablh alkelisia sn
(2, @). ©).4i Mbivr Atapor, X = X, soelomces X 25 voniallh alsabrio. snO,®.
AL Lomrirgfpy X =x,‘niuaa x srvariable absalorca o7 (Q, @) . )AL
Lorrrny X =X 5 Seslonces X o variablh altalira sn (Q,@).

Demostracicn. £as porlhs 8)y b aroblsnen secpulisnmwsntich o
Wuap,,x,.sz:lsn. [xn % 2] ¢ LinfaXn< ZI=UnDx< 2] wibidy
Para cada Z € 3-eo,e0 L ; Lo Laalls ©),d) 4 @) anobkivate nespsclivamont
e Loiwracipn X = 18 (AUPm 3 0 X o), Loswr s9afin X r = MO (M man Xw) ¢
Loty xp = Lainraispn Xn aplicands fas parlas 2)y b).

(1x.4)Proposicidn. a)Wda wnialh abelsua s ,@) paidin y acsls-
da 20 LoniB (pundasl) sncforsme de una auconidn cescisnls cle Aswcioress
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@-aimphe puilivas. meMMco.O)m 20 Sosild ola
alsalni 501 (@) 0 Lairilh clesuma Aucssiin cifuscionns @-aiwyelos.

Demosiracion. Asa x snsialh alsabeia weq,@). Punldgut ta<x sple
@ (a<b), fa pasti 2> as adgeer da (IX.3).

Aupsragass gus X 86 pesilsm 4 para cada subies pridivw t cossidies
Xn=XTixgnd 388 RO gutt O S XpSn 4 Gua Xt X. Pusle que
[XaSZI=IXS X I+[X>NT AL XE€1-0,n] 4 [X.SxT=CQ AixeIN, 0oL,
X sacnniabl alsatiia sn (Q,@) priiden y acolicla . Pa acsnds only
aalien:, choe st comsiclana. una fuseciors @-nimple posidivn v, /gt
O SXn—Yn<n~! para cada nt ;4 chnogut max(y,,..., v x, prao
MAN (Y} ..., V) 83 Jsosciche @~ nimple (pm (m.1)) puilive..

. Fimabwansele, de acusrdls mbmgm (x.e),uwm
AUCtionss 1 Ynly 12,43 da fumcionss @-aimpheo pridinc Lalss gus
Yt Xx* g Zat X"y clanawitoslt 4 Yo-2n § 20 auctiicn da fenciomms @-aimy
Plis guctconutnga 2 x.

. 8)Proposicidn. Saspacioda lodas lan variables alsalinias sn (Q2,@) cow
Lasopmacionss usalho 20digelen (asbes Loy nealesy Loticiad.
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Demostracidn. e x,vvasialles abialivian sn (Q, @14 1Xn 3,1 Va) Anct—

Aianes de Jusscionss @—Aimplas (cls ocusndls com crds (xx. 4N Tako gus

Loty X = X 4y L5w9pYor =Y. Ai ® 20 1incs ca Lo opseacimess usvialos, snidvsces

1Xn®Ya} 48 auctaion de funciomes @-aimpls ( por (3X.1)) guscowongs a.
X w3 a0t compecasescia, x = .20 vaniall abelnio sn (Q,@) pne)daczx. 3.

¥. Fspacios de Riesx.

Asanr Q cogjundd no vacs, £ supacis ch fenciemss naales ch deminir 2,
E={Ix>2]|xaf, 2€ 1-om,e0t } y B,@200pstivansntl lodlgabra 4
La 5-dlgebra gerinacios smQ per & As dict gue @ 25 0. - dligabes go-
ssado. porL’; as dics gus £ 24 sapacio da Riseg Ai £as sapacio wede
nial Zalgue x* & £ pora cada x & £. Ai £.£4 Lepacio de Reitog , snlncss
Atdancta por £ ol sapocio ce Zovlan Lan variables absabrieany an
(Q, @) gue adsmans de st posibivns aalirfacon Lo condicion : wiskinno.
Auctoionixat an L Lalgut Xnt Y.

(X.0)Propasicion. AL as sapacio veckaial, anlecas fan aiguiseiie
condicionas Aon 2guivatonia - a) x*e £ para cado X € £; ) x~€ Lpara
cada x 6L ¢) max(x, %) € £ para cualtaguite X, X'€ £, d) min(xx') e

-
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L peme cusboguina x,x'e £; @ \x\eLpgna cado xa L.
Damestrociin. 2 sguivalincid. da 21y brar Aiguadit X* X" = %, 8> isgahia
C) RONPiL MAXNX,X*) = (X=X YT+ X' C)iwaphin 8) prrpst X* = andx (%,0) §
Lo spuionbirncen de €35 d) A% Acfua ol SRAX (X, +AMiee 1, X°) =X +X'y BY
implica &) prgae \X\ =X+ =XV @) imphia 8) prigae x*x 273 CixIx).
(X.@)Proposicién. Aea£2apacirck Ritng. 8140 Y &£y ¢ aT0,00T ;. Snllise-
2 cYE LT DYALY, V'€ L] anilllecss v+, AR (V,Y"), ain (Y, v') 6 £%.0) di
17n 3 50 Auctaicrt 400 £ TUQuE Yo't Y, snlinces Losalh Lsnd avcesion X nY sl
2 gutt 0% X % Y pasa cada n 4 Xty (Sncomascusnca ye £,
Demostracidn. Aidxnd 4 XnS Ao aucssionss an L Lnbe gus Xa® vy xaty',
Onlincs 1CXn}, 1XatXn by 10NEX (X, XV § 4f L 90600 (X, XD S AOI ABLILISIS
LTl Guck CXnC Yy Xt Kb Y Y, O 0, X' )  MEXLY, V) f WOSR (Xr s X0
LM (Y, Y.
Pas cacia snleo prrilsver m couidiimmen wnn 44cssion i x3 Y anLial pus
X7 #Ym (NGO g X SAMBX (O Xin 3oy XTR) € L. R %7, EYny XD S XDy
B AP QUL XS ANAX (Vs yoee o V)= Vi 4 Xem SMAX (01 X imas 5.3 Ximw )
S Xunea 5 808 Conarcuseccia, Inisnc sn cummda Qut X7 S Xy AL NS, A9
‘oblisng Yn=Liwrgy X0 S Lo X < LitraYom = Y pnmd’aiul‘ Kb Y.

e s
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(K.3) Proposicion AL £ s spacio veckuialy 6L, suincas #={1x>CN[xeL}.

Demostracioin. de molk gue 16£ spuisalh o 3-e0,00C CLygueIx>0le Cp..
2 cads X €L, 4i XeL Y T€ -, 00, sndiicss X-x @ LY [x>=I=[x-%>0].

(X.4)Proposicion. dse £.2apacits da Risg Talgus seL.a)4i valtyye
1-00, 000 , Snlsmces Ty 5 g3 € L. DIAL BB, sulibecss Leisll sona Aucsiish
(%03 00 £ Xl st Lo X n=Tm 4 O %X %4 pana cade n.

Demasiracion. daa 1x4 Y auceaion am £ Zalgua X ¢ vy as Lisnt Lx5-41'e
Ly Ix-41" 4 Lv- 4I*, 4m comascisncia min (nlv-43°, 1) eL” (pna)
y 6) ale (X.2)) Pana cacla 4nlieo RALAD 11.Fanll pue in (NOr-43*,1) ¢

Ity >y »La panthad a2 Aigus de b5 amdlinion 4 da ) ole «x. 2).

Asa @ fis colbccion de Zovls Los aubeonjesntss B cle Q gt saTisfaconta
concliciorn -Mmmaﬁ 1Xn 3 amb Lbguct Loy, Xy, = T 4 OSXn
s1 pase cadanr.Pudo guet 1o = 168, 42 Lt Qe @' AL B; €8 (in1,2)y
x5, 3.8 Auctsiore on £ Lol gues Lowrn xi, = Tn; y 05 x%, 51 pone cado.n, sn-
Zorncss 44-x3 } y {meies (x4 , %% )} 40w Aucarionss anlf Lako pue Limtn(s-X3)
=T, Lowoy Whn (X1 XE)=Tg,p, , OS 1=X5 54 4 O mis (x4, X2) %45 Q88
W, B’ 20 clgebea a9 Q. Ai X 8 Ly X = mim (n x*, 1), snDnces
{Xn B 80 auctais™ mLLlgue Xnt Iy 4 OSXns 4 pana.cade n;sn
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| amsscusncio. £SO’ (AR (E. BY), porly Bk @ < .

(X. 8)Corolario. Ai £ s sapacis an Risg i 1 a8, selleces para cada

B e B Luislh suna sucteibuiveulsnl ' lalpgue vis14 Vnézy.
DemOSEracion . Ai 41X a5 20 auctsish and ¢ e acads con )it (. #2284
"h"x,, =Ty § O%Sxns4pamcada 01, S0lrc04 Vi m Aoy g yy Xm @

LrLrS1yYnéZy.
(X. &) Proposicion. a)“,ﬁ.u&’g pnilim y acolisis getbrscisntt e
L s Linill (puonitisal) sonifbsont disona aucnisn cucionth ot flesciness
B-simyalle RRILARA. 0) AL £ 25 Lipacio de Rissg. § 3 &L, snlbwces Zivia
Sheciin pssiliin pntinicisn a £ 00 Ligils of s sucssisie oncise o
Ssacimes o3 -airmplhs paitions.

Demostracion. Auaoegais put O%x & L. Pmtgm ta<xsol
=[x>b1°~[X>aT° € B (a<b), Lo paslh ) 48 Aigus ot (1.3).Para casl
i .

IR0 pasilind 1 comixeesetr X = MR (x, ), una fosncion 0 -yl

ot aceandy aom s rants anBieion) Ll gut O X p - Vo< n=t § :

Lomiliin v .
Z =K (Vyyeens Y ) ; §Zn F £6 Acchbcom da fasvsciones B -aimplos (pen
. s porilione Lol guce Znt x.
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INTEGRACION
| ¥I. Integral ode Daniell (Generalidades).

Asore Q conjuundd s vacio, £ 2apacio clh Rissg, dle Jumciomss naales
ot deminio Q2 y € fumcional Livual pasitive cle dewsinio £ (prr fa
Limariclad y posilivdad o &, asLisw E(X)S E(x') AL x,x'a Laww
Zales guct x < x'; 4ot £fuc® : O S X'-x => 0% E(X'~X)=E(x)-E(xVgat
datinface dncondicitn : E (x> faana. cada. Auctisn 1xntend tafpe
Xnt0. At clict qua £ 20 inBigealote Danistl sndk.

(X.0)Lema. Asan X &L 4y iXn} Auctiion sn L. AL Xn b X , sealoveces
£ FEXY 341 Xn ¥ X, goslinces E(Xn) & E(X).

Demostracion. Aupongam gus XatX s pusalqua {x-xn} 25 suct —
Adsrr amd Zalquet X-%n 40 4 § ECxm | 24 cracionty 4 acelhda (£cx)m
wona e nua cotlas aupmions), AL Lisret O =Liwmy, £ x—X p) = Loinr,, L2 ()~ Bxa)
=E(X)—Laiwin E (X n). EPBAD L7 Qutl X0 ¥ X A% Naclisca afl anbinin(-Xat -X).

Asan @ La o-digelna ganmada por £y £*.of sepacio cle Zovia, Lan va-
niablos alealnias v 40 (2, @) que adswndo de Av petilivms sckinfocsn
Lo conolicisn : weiski sme 4ucoion i Xn ) an L Zalqua Xatv. 4 Y& £7,
Mudnﬁm EW)=aupiecrixel, x= vk, ’
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(R.2)Proposicion.8)Ai v £% snilNcst 0L (v e. 8Y4i vireftyrav’,
SealBcEe £(v) S E(r'). )AL YL iy X3 40 auscsaish 4ol Salgus X a? Y, seeliieass
EXIE(Y) (A2 Avbrortllivncle it 1 (x5 o0 26 acilisdla i & (v)moo).@)AL Ye
L£*4cat0,000, snbnass E(c Y ) =CECY) (atacspla pus O =0). ALY,V
L7 sniorces Etvey') =2(v)+E(V') = ECongr(y,y)) + E(DSacY, ). )40
1Yo 188 4sscosisn son £ Xl quct Yot Y, souiocces (VI E(Y). §)Ai X&E, Y& £% X
Sv, snlorces v-X e L% E(v-x) = EivI—E(X).

Demostraciin. S parlt 8)a1 oblisrss dt fa clssigualolad 0 & (x> ibiss pa-
A XE LI Pur 0 5 XS Y. Sh porl H) At oblimalt {xeLixsvICix'a LIx'S V'Y,
2000 170}, 4 X} Aucesionss sorL Lalos gast 5t ¥, Xn Y, Qi1 )4 b)Y e (x. 2D M 40kE
Pk CY (CEO),Y+Y 5 aX (Y, v')ya‘v; v, v')uﬁunt‘.'w,.a Eor)<e
(nsopsckionmontt £(v1=e0)g pan 8 >0 consicinnns x € £ falgus x 5 vy E(X)>E(v)
=& (aspecliinmesod EX)> €5 usaloQas amim (xn, %) & £ 4 Wit )+ X, apli-
candy (X1.1) 48 08Bins £(v)-E < ECx)=Loirsn & (it (X, X)) % Loivs, E(X ) S ECV)
Gisspaclimoriondl £x ) >E pasan suficiondinondl gracde), cor Mranbun sole
dawosthads bopast c). Pusslogus c Xntery Xat+Xa Y +Y| aphiands c)dios.2)
A20blane E (cv)mlity E(CX Y ity E (Xp) = CECY) gf E(VHY')= Loiwry £ (Xt XD

=LALE D+ EXNYSE(VI+E(Y); pocealy gue mMEX (Y, Y ')+ Min (Y, v) =V+Y) die
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&Crey'y = Ely)v E(V) AR AdQue (mwfv,vt_)’ﬂn(v,w)n[‘w‘ vy vias-
peclsmmonid) g E(ve )= E (SR&X Y,y + £ (mwn(v,v' ). 58 panll £ ) as aigas
ot o) de cx.2) gy B,V ol (2. D). Fiincthorwndl, prucstld got OS Y-X § Xn=X VX,
arLione Y-x 8 LY Ety-x)=Litrty € (Xn-X) =Lty LB (X)~ E(X)} = £(V)-EOD.

Asa £ slsspaci di Zosln Lan vnvialles alsalorian Z an (Q, @) gus adsnds
o assprilions salifaconte condicion: erl & L olalgur z sv.Aizal
salbncse mdelin £¢x>=snf{eiv)IZava L]

(X.3)Proposicidn. a)Ai Z& £ snlncee OS5 (2)310.0)4i Z, 26 L% 257,
E(2VSECZ).C)AL ZE LY c & L0,00L , smrscas E(c TV =cE(2). )AL Z, 2L
Mnlioecss E(Z+2')S E(Z)4+ E(T'). @VALZ, 2'€ L% max (E(X),E(Z')) <00, suillby.
CI 1B (ZV—E(ZN S ENZ-Z). £)Ai 1Zn} 28 Asciaidn sm L%UnlIgue Zo¥ Z 6 LY
snilnces EZt E(2).

Demostracion. Lapadea) arAigus ds ayds (21.2). fapanh b oblius b
iveL*izsrioivieltiz'sav'y,

Pana ZeL®ar comudiaa L2={ YL\ Z S Y} 44 A2 aupore Gus c >O(aamo-
L& gue E(02)=0 =0E(2Y); 48 clano Jut ¥ 6 Ly spuconlia cve Lox y pua
v'eLez dguivalea c-iv'e Lr. Aupingan qus £(z) =00 ; 4w 48 clAD, andinn
Ddrale ;. 2), Arobliawm £ (c 2) = 0o = c £(x). G da Iipiliscs dgue (z) <
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00 (800 84Tk COMD, Panbaly ock Lt Y@ .£; oy H(y) 42 Aigut Pist CY @ Loz gy E(cY) ™

CcE() <0, a0 Lione & (cx) <), {0000 € >0 AL camsidenaen YaLy yV'a
Loz Lalhs gut £(2)> ECY)~CTE 4 E(c ZI>Er)—£ ; pussdd gustcErr>

+E>CE(V)SE(CY) 2 ECCZI>E(V)I—E =CE(CHY)~En cEXI~E (Y4
apunamdo satas desigualdacles A9 oblisms CEEI+E > K (c2V>ca(z)~

€), ArZisnt 1 E (cZ2)-C E(D)N< & ; s sl fooma guscla domostracts fa

pandd o>,

Aupongoas Gus max (E(2), % (Z'))< @ (X,2'S Z+X', MAXEE),EEX'DE

00 m> E(Z+2/) =00 = E(Z)+ ECZ) g £aNa E>O comsiciranas v,v'a £
Losgurvyaz, 5iz)>6(v)I~€, Y ez KX >E(v)~E; Luisnclysn cemnla
QU Y+ B Z+Z'y risdiandt @) ot (XX. 2) As oblbew £(X)+E(2') > E(veY')
—2€ 2 E(Z+2)~2 € ; gl demumtia Lo penlh d). Pusslogur z=12-2'+
Z'y 2'SIZ-2V Z, maliank bryd> de (xz.3) ar 08Lne &£(Z)2 ELZ-ZT)

+E(Z) 4 £(z) SEQZ-Z'N +E(2) ; talao dinigualolaco, cuandr £cx)<
@ y E(x'> <00, sguivalbn a | Ecxr- ECZN s E(1Z-2'0.

T inalrrantt,con Lo Ripslinis da gus 1% (za) } 84 acolado. (i ECZD S
00, snlbnces E(2)=a0) y Y £*.2 ol que z =, pona £ >0 48 comsicls—~
Rom Aucesionas 1¥nd y ivi} om Lt H4alts guet Z, < va sy, & (vad<
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£(Zn)+2°"E g Yi=MAX(Y,,...,Ya) pona cadlan. ‘W

% E(RA)<E(ZH+(1-2"Me

seailesla pana r1=s 4 cle Auporas gus 1o 1uilisla pans mlu‘,u"u‘o‘kﬂ:.
civiy fuvaili), Brioncly 4m cusesld. Gul Zn S MOV, Yoo )2 TN (Y, Viass) =
Yies ydit acusrclocm &) da 2. 2) 2saulin gt

E(Vies) = BN (Y32, Yrss)) B ELY )+ E(Vnes) — E(MIRIYH Vst

CE(Z)r (12" VEFE(Z e ) + T IE = B(ZA) = E Tne )+ (-2,

Pussdogue Zn =i 2y poracadan, st v'alpmvitvr yz s v, a0ncom
Ascusncia, mescliamls £)cle (X1.2) 4 # A o6lseet Lowrn E(2,)SE(Z)SE (V)
=Ry E(VL) S mn LE(ZN) 4 13- 2™ e =L, E(ZD v 8.

(ZX. 4) Proposicion . AL §¥a3 .2e auctrich an £* algus E(v)< e g YabX,
Saloveces E (Ya)#E(x).

Demostracion. dupdegats gut X=0 4 Para. €>0 comidibronds Autsie
M8 ixXady IXnl on £20ln Qur © £ Xn S Y, E(Xa)> E(Ya)~ 2°7¢ ¢4 Xa=
WUrs (Xsye-e9 X por. cadla n. Th daniqueldad
&8 ElXR) > ElYp)—(1-2"™)E
sswnilida pasa r1=1 4 ds aupenan gus 25 vilido pase n (Aipieis de in-
Ciscchon Jonila), Bosinorclr 108 cUovlaPiil Yo = IMEXCX i, Xnes) 2 W00 (X g X os) =
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Rines 5 alit Q0sS0cp Cony @) clt BT 2) Rarilih Guot
(X ps ) E SR X X 0sY) = R XV E (Kae )~ B IANIE Xy X nes V)

SEVR (1T TIE 4 5 (V)= 2778 — B (V) = & (Vo) ~ (4-2~"1) €.
Pucsaldgur xi b, ce #8 204igutgue bin, E vo15 6. £l daonssilio. of Loma. pa-
AR X=O.

QAna Aupsipact put X @ £ ¢4 qua 1Xn3 1o aucssich am8 inlgact XatX .
PMgn 1¥n=Xn} 88 AuceAisin s £ *cpot grole (xx. 20 Zalopua Ya-%Xn 40
Y EOR—Xn) = E (Yn)~ B (X, sresdianl sl nrautincle arilssis y c> de cx.2)
Ag oflane O =Lims, L&Y —B(XnY) = Lo, B(YA) — & (X).

Vinabrsed, asa € >0 a2 comnidesa v &L Xalgur v2 x iy ECHI<ECD

e. Pusld Gut Yn 5 mox (Ya,¥) € £%14 onax (Y Y4 Y, snsdinenls slassutin-
oy andiios a2 o8lisms Ly £(Vn) 5 E(VI<E()+E.

¥IX. Inéegral de Daniell Acotada.
Asan £ espaciv de Rissg, de fumcimes neales ds dominio 2 el
gar 168, E indgralck Doniell snL Zab gus &1)=1 y B, naypc-

Zvarnsnth Lo ipuhe y ha o-dlgahra gerenadas an 2 pon €={be>2 -

XEL, € I~e0,0C }. AL X 24 vaniable alsalova sn (Q, @) porilive



Y XL (fa clsfinicient da £y Lo dbfsinicisin ot £¢Z) paraze £*
foesceclhn a (2. 3)), seionces At dafins £00)=aupiE) z3x,2¢ £7S.

de dereta poz £, (e (asspuivamendd £, (£)) ol 2apacioah Licks s

voniab-bu aleabircas x am (Q, @) Jales qun min (E(x ), E0C <o (asy
gasclvmersonli Max(E(x*),E(x~))< 00); 4L XC L, E), salinces e defi
e E(X) = ECX*)~E(x~Y. 42 dhnola poe 8, of sapacio de Zdas Ssfen
cions @—nimples parilivns.

(RI.1) L ema. Ai Z; €10,000 4 B,€EB (Im,...,m), snbowncss E( 17 3;In)=
2T z;E(1n).

Demostracidn. Pasa cada i A coniclina. (da acwumdd com (X. 6N uma.
Aucraionivitm L ZaPgur Y{ 514y Yil In;, Zambisi A2 couidane
Ya=272;Y; pazacadan;ssmele gus E(x)=% paa cada %6 1-eo,00L.
Pussls que 1Vn} 10 sucesinam £ Lalque & vy = 3T x; (sado.ar aigue da
Vi S 2T2; i b)Yt (RI.20yY Yo ¥ 2T 2Ty, ,apbicandy (2X.4) yd), @) ca
(SX.2) A2 O8Lane E(ETx;T9)=Limip E (2T %, Y5 = Limp BT 2; E(vE)=
2T %,E(In)). )

(RE.2VLema. a) 4i AE@, anilonass E(IQ)+E(Iqe)=5. B)AL {Ant
88 Aucesisn 401 @ LoPGua An bt &, INTNCES E(Tp)40.C) AL ACR, on—
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Dveces exial cuma Aucsisn (BaY sn @ L0gus LivinE(1Xg, ~I a\)=O.

Wmlmci&.«hﬂku‘w‘tdubqiu‘)nc“-
M4 puck £(Tq)+ECTgN =1, por (V.3 4t Lot @ C il (As Ml gut
1=Ig+Tge) y.t4 charo ua A ok tpuivale a A°C b, dipingastgut
1An} 28 Auctrion amn 46 Lal pue Ant A pusdo gue 4 =Ia+IaeyaS+
AS, madiante b),d)y F)cle (EX.3) AL 08Hbne 1 SECTQ) +E(Taed S
Liinrg EC T+ i E(Tag) = LimrnLE(T ) + ECTag)) = 3, pon Lo Sonde
ACuG. Zhora aupingaus gue 1 Ant b sucsrion sm 46 2nlgut Antaypusy
& @eet 4RSS 4n Auceaisn am 6 Zalgua AS 445, arZant A° € b y s
Atcusncia nc.“.ao.banuu'ugdc (1.2)404('8«"9“.&:0.

& prane b> ae aigus de hivmrn B (Ia2) = 1 (Lo cual as oblirmdenSQ
aplicandy ¢) de (¥x.8Y) macliandt &) cle (XX.2) 5 sr1.4facls : B ECTAD
=hmn,L1-E(Iq)]1=0.

' Asam h%awuw AC Lulas ue lian E(12e 19)
=0 pana alguna avcrion {Bnkon By 20 ClaroGue B <M. duponga.
AL Gus 1An].0A AuceAin sn ™ ZalGue Ant A (MLl menll AR
gmwmmn muaﬁ'wu Bnedlalgus EULy I
<!, puealsgue 1T~ Ial S1Tp,~Ianl + Ta-an 4 A-Ant® (AN—
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palvnmond) ITn.~IA\21Tg,~Tanl+ Ta—a § An-A O, aphcands .
&),d)als (B.BYy &) ce (XX.2) a8 o6lidns limp 81Ty .~ TN =O. FI0aR
Algquisndi, medianks (I.2) a8 cbliane =@,

(XX.3) Corolario.4iZ; Lo, y A; €& (ixs,...,m), snliveces
ECITX;I0,)=2T X;8(Xq)>.

Demostracion. dsa z= 27 %,1q; ; pana cada i A comsicine (cls ammn
do com ©) it (XE.2Y) ena Aucsdion {1 B S s @ TalGus binn s (i1g;-Ia;1)
=0 y pana cada n 48 consicding. Zn=2T %; Te)l, . Pussly gua 1 Za—-2Z1 S
=T 2,11 pi—Ta;\, mdiand b, )4 d) de (X1 3) A obdset b, ECZ-ZD
=0 Q01 consiguisnte, aplbzancly ) ds (2T . B) 4 (XT.3) Ae obLans
E(Z)= Lo, E(Zn) = BT x; lowr E(Igi) =37 T;E(Zq;).

(XIL.4) L ema. Asan X, Xn (n snlies poriliver) variakbbe abhalini
M (Q,68). @) Ai X 20, snonces E(x )= aup{ERI 25X, ZE€8, §. )AL
X, 204 Xn tX , S0doCLO E (X)) $ E(X).

Demostracion. W{ que xe L% comaiclaneas, pana Lo pes
4 a),una Auctsion 4 Zn3 am 2. (da acusndp con b) da (1. 4)) Lol
Gub Zn b X ;apliconds €) da (2x. 3) nealid qua E(z)*E(x) (o Lo
cual, mudiants b cle (Z1.3), arsigus Lo parls a>» 4 £ (Xp) § ECX.
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Pama X £ ae ine e panth &) por difivicien . Auponisndes gus x4 £*
4 Guae £¢x)< co (nsApeclrnmendtl &¢x) =), pasa € >0 4e conticine
Ze X, (akacutsddcon a)cla (XA .4)) LaP que Z 31X 4y Ecx)>Ex)-€&
(espscEonronsnls £(2)>E); uedds pus min(Xn ,2),Z @ L%y
MR (Xn, Z) $ Z, aplicands £)dh (3. 3) A2 OBBsnR E(x)-€ < E(Z)=
L E (i (X, 2) = Litn, E(Xn) = Ex) (ntapackvaments Eo)
> & pana navuficisndimundd granch). '

(M.5) Lema. Asam Y, Z varialbla abalinas am ¢Q,@). BdAL Y,
Z Aovr poscdivas, andbmces E(V+Z) = E(Y)+E(X). 0Y AL Y, Z aomn
POLivns 4 min (Etv), E(Z)) < 00, snillnces Y—-Z & $8,(8) y Elv-2)=
EY)—-E(2).

Dcm#tracio’n.bﬂmihig 1Zn 3 Acceaimss sn 8. Tl gut Yoty

ZptZ; 0001 D) dlet (K. 4), couiclRandD QUL Yo+ Zn # Y+ 2, AaTisen E(V)*

E(¥), E(Zn) ¢ E(Z) Y E (Yo +Zn) # B (Y +Z); 293 covestcusncia , pustly

| Pk E(Yn +Zp3 2 E (Y + E(Z0) aara cadan (pe? (. 2)y (. 3)),ar-

Aclis Quet E (Y+ZY=E(YVIF+ E(ZD.
Pussdo Guct Lx~Z3*SY,LY-ZI 2 Z (PR AIYAR (L. ANy [v-21*Z
=Y+ Lv-z 1, mvudiomly arcla (2. 4) i 8) de (X . 5 ) Ae O8Lbvee nsapesch
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remenll Mt (ECCY-Z1),E(LY-Z1"N<® gy EWY-Z1% )+ E(XI= ElY)
+ECLY-23" ), ot comeuisnli, de Lisrm v-Z & 8(8) y ECv-Z)=E(Y)
—Ec2).

(WIX.6) Proposicion. ) Ai X & $,(E), enilwces —00 = E (X)) £ €0, b)
Aixe &, (E)y c €1-c0, 0L , snilorces cXE L\ (E) ¢y E(CX) =CEC.
C) Al X, Y€ L (E) 44 MAXCE(X"),E(Y™))< 00 & MAX(E(X®),E(r*))<
0, anlirnces X+ ¥ € #,(E) y E(X+YI=EOCV+E(Y), d) AL X,Y € H,(E)
¢ X 2Y, sndonces £ (x) S E(Y). @) Ai x € £,(E), sndonces |& (NS EXY),
£) Ai X 28 vonialb aleoaivia 20 (Q,@), talovnces X & £4(ED Lyuirvale
a 1 X1 €L, CE. @) Ai 1Xn} 08 AucsAicn de variablus alealivias sn(Q,@)
Zalguet Ecx;)< 00 y x4 X Craspeclivamends ECXTY < 00 i X X, s0-
Zmossxn, x € ZiCE) y E(Xp) PEX) (nespacivamends £(x ) E (x)).

Demostracion. u part ay a2 08%ure de © = mim (Ex*),E(x))
<00 g O max CE(X™), E(X~N % co.

Pare X 20 Comidinanis una Auceaidt § Zns sndl, talgus Z . 4X g
celO,c0L ;MMMM CZptcX ygue E(CZn) =CEZD
pana.cada i (por crdi (ZL. 3)), nacianti b da (3K .4) As obliams
CECZIPCEX) Y CE(ZI P E(cx) s porLodans E(cX)=cE(x). fasn
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xe .(E) Blgue E(x*)< 0 y C @a1-e, 0L (Apsdivamenit calo,o0L),
anacdianli c) de (IX.1) Asoblisnt &£(Lcx1™) = E(-CX*)m-CE(X*)<e0
YECXI=E(=cX")=E(-CX*)=CE(X*)-CE(X™)=C EIX) (Apsc-
Zivamen® E(LcxI*)=E(CX+)=C EIX*) <00 ¢ E(cx>= E(cX*I-E(cX™)

SCE(X®V—CEIX™) =CH(x))3 40000 40t Rstt X & L, (E) gy E(X™VI<00 AR

Zeale como sl aviinie.

2 garle c) ae oflone dt X+Y = (XT +Y*) = (X~ +¥") rnsdianlt
(XE.5). %% por o) 42 oblites cle X+ + ¥~ % ¥ * + X~ onedianli 6> da
(.13, a)de (EX.4) 4 &) dle (XX.8). Sk pante @).asoblsnedle —\x\s
X 1%\ mescianld b) yd) de (¥X.6). Th parts £) A2 o8%sna do \x\=
x*+ X~ mecdiant a de (2E..6).

Aupongase gue E (x>« 00 4 Qut X dx ; frusls que X~ X7 S X7
para cascla sedino poilio nt (o2 ©) da (X.1)),.40 Lisett X, X & 25, (5),
foor comsipguionte, Tiniomcld so cubrde gua X +x, = X1 20, gue X;+%ut
X3+ X 4y qut (x~1" =0, mechianls b) de (3. 4> 4 ) cle (XX . &) ranud-
Zo guce £ (Xp) $ E ). EPcaud st guct E(XTY< 00y XnX At mrcluce al
anlisionr (=X # =X 4§ [-X3" =XT ) svzecliand b) cle (2. 6).

(EX.7)Corolario (Lema de Fatou—-Lebesgua). Asam X n (N snliew
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pailo), vy z vavals akalovias en (2,@) taks gus v x5 2 paAS
cacdlan. Ai E (v-)= w0, emdonces E (LominfnX n ) % Som S n E(Xn); AL
E(Z*)< 00, gnaiorects Limaiepy, E(Xpn) = & ¢ Low?r asspon Xn).

Demostracion. Cruicdinsnsa Yon=infpmenXm 4§ Zn=AuPmanXm;
pusale gur Y7 s Y-, Zt s Z* (pn brdk cx.;i),v.. thmingn Xny Zat
Lo Aup o Xn o 2l coralanio as aigua de 41y g) da (2. 6).

(2X.8) Corolario.a) Ai X esvaniabb alralbiia sm (Q,@) 4 € £
RILLD, LnTomces E(Ip iy, g3 )5 E-4E (1X1). b)Y Ai Xn3 84 auceaitn coscisn.
Zs cle vaviableo clealbrias an (Q,®@) prilivms Y 1E(Xn) § Lo acolada, sn
Dnces LAUPnXn <0IER 4 El Itauparncesd) =1,

Demos{racr’o’h..azpufa)u.‘@mda EIrucingl suxl.w
Guck E (Xn) # 1 € 10,000 ; gaueals gues (Xn>RI4 LattpnXn > (ne e, v anlies
polive ), ae Liene [ aupn x>k 1€ R 4 del manttads avdivin (Bwisudo
MM Ques Lixi>g3<Lixy =ed) Mu.ganqu: E(IC o>y SHN
Swconscusncia Tonando on cuenlo. Gue Laupaxa >R ¥ [AUp,Xn=0]
(R+00) eaulligue LAkPnXn = 0] €@ 4 E(Lpaupaxaz w01)=O- -

(¥H.9) Corolario.Ls(E) 24 rapacio da Gussy. 4 EJanﬁgﬂldi
Daniall ambicEd.
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Demosiracidn. da L — 00 < & (x> < o pana cada x € L1(8) (pn
agffimicion); 4i X 6 £,(8) 4 C& 100,00 L, srebincts cX & L1C8> g4
E (cX) =CE(X) (o b)Yt (ZE.GN; Ai X,Y & Ls(ED, srlincst X+ Y &
£i(E) y E(x+¥) =EWO+ ECY) (R C) diet (XA.6)). DL acusndd
con Lo anlirior , Dniends prenmtes £1,@) da (XX.6Y 4y @)l
(x. 35, ehconolarnio.eadi comorsthadle.

M. Probabilidad.

Asart Q2 congusnid movacly, © dlgebes 20t 2 4 P fsncior naal de
abminco 3. de dlice gue P £ adidive 4i PCA+BY=PAY+P(B)pe
ra A,B&d3 ( tako gue AB=P; atdliot ques P 25 o-aditin Ai
PlZrAN) = 2, Plan) para cada luceriniAng su @ lgus
ZnAn € 63; Ae dlice @ua P Ls conkinua 80 A E B Ai limaPARY=
P(A) pana. cado. auctaion {An3 anm 63 Zal qus Ant A ; s dict gus P
26 probalbilicac nibet B ai Par poriliom , adidve. , condiia ou D
g Py =3, dadicegue (2,8,P) 25 sepacio probabilizacy aiPos
patallad nibee B; a0 dicegue (Q,8,P) s sapacio pudabilide
i ® 28 0-algelra 171 Q2 y Pos probobiliolact avte &.
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(EX.4) Proposicion. 4i P saadilive., snnce: 8> P(P)=0,00A,BE® ¢
AcH => P(s-u)spcb)-Pcn),c) A,BEB =>P(AVBY+ Pthi\-le*
Py
Demostracion. Ai Ce®, snlinces P(CY=P(C+$)=PC)+P(@); ponr lo
Zanlo PCer=0.D ko iguatidac AuB = A+ (B-AB) As 08hlne b) (Re

B => B =A+(B- AN ; Bmbdin dt dicke igualdad, apbicando 2 d
(m. 51, ag obleme .

(@ 2> Corolario. Ai P.s peidiva gm,m 1A,BE@ 4
LACB = PIA) SP(B).

- Demestracion. Pusdo gus P(B-m =0, o onolario As obliewscle b) de .90,

(XE.3)Proposicion. 4i P.s pailiva. y adilion , snloncss bdsu"w‘m
condicionas am sguivalantis : 3y Pasconlivuia sn @; bd 1An} Aucsiisie
B, AnlA i AEB = P (A # PLAY joY Pascamdiua sncada ACO.

. Demositracion. Wﬂa‘f’ﬁm:négmlmlum
2n BLalaut Ant A 6 B s pusdle gut {R-An S 40 Asscsrion @ Dalgusa-A b e
4 1PANS s creciswts Y 2cilhcda (P(AL % PLAnes S PIAY poe (3. 205
aplicandd b) de (xE.1) 4t oblame O=Low, P(R-AN) = P(AY-Lim PR,

uDdewmutrhia gen > smplica by. Aupongans que P aakisface bygy gus
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140 3 26 Auctaion sv @ LRlgur And AE B 5 puily qua 1 A% § 24 Austrion sot 0D
Lalgues AS4A° €. @ y TU(BYFP(BS) =TI pasa cadlaBa @, e B
PAY=P(0)~P (A= P~ Laint, PCAR Y= Lo , TP - PIAR V1= him (A ;
D dhenucslia guie b) simplica cy. Pusslo gucs 8> 24 caso tepscialot oy, la
dbmsstiaciir seds’ complels.

(X 4) Proposicion. Pase. gus Pato. putebdidact actus B, 2 moka-
aiv 4 suficiands gus P asa ppidiva.,o-aditivo. A qus P(Y=1.

Demastracion. Aupa’vgau gut Pas pubeslisbd avtn @ ygueiang
£ Auceaiirt en B Lalgus T pAne B, punds gut 1 27 0; 3 .00 AU
sion em 3 Lafgut Z7Q; 4 3,0, , median® b de (L. 3) a0 oblise
PlEnAN=Lomn ZTPR) = 2, PAA.

Zhone supongae gus Pas positiva ,o- adidive y que PIQ=4.

Ase 1An } Lo aucssion wm & diffinido. o An= & pore.cade n, pusids

2 An=PEdD, la sus X, PAN converge a PD); 24T camnts

Jiague P(P)=0. Para A, B e Toltagus AS =P, consiclirus La
Aucesion {ALE am @ dafenicla por A=A, Az =B i An=Prin>2;

& acundo con Lo amlenion, considaremds gue 2,0, = A+B e B, a8
| Zdne P(A+B) = ZaP(AN) = PRI+ PUB), 2ulb darmusidio gue P as
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adilive. Asa 1 AnY Aucsrion sm @ L01gut And © ; pusld gut 1R~ Anest s
Aucssiswses BL0gut T2 (Am—Ames) =Ap € @ pana cada i, ae tisne
PlARY = Z 5 PlAm—Ames) para cada n ; Bnisnds o cusvda gus lo
Aseit 2T PCAm—Ames) £ corvorganta , e comclisys gus PAD O
48 dewcesdia gue P 44 conlinua an &-

(XR.6)Proposicion. dsan € ssenidlgaba am 2, & Lo digahe sn2 ge.
notada por € y P'pencion nealdedowminis &. Ai P2 acliliva (0ma
gue PCETC;) = ZT PUC;) AL CyyeesCmy BT C; @ ©), sndomcas Luis.
& sinicamen® wura funcion aditiva. P de dominio @ 1ol gus
P(cr=p'(c)mara cadacebl.

Demostracion. LraP.la fulaa'ndﬂmé dafinicia pe
PAY=ZTP(C;) AL A=ZTC; Y Cuyeeny Cm € € ;88 cro gus P(CY=
P(c) pana caela C € €, peed At dabe clemosiranguu Paald Siow dafi.
nica comofencion (0aLa gue P(R) mo camba Aicombio. fo. ne—
pessandaceon ale A. Fara vo quu Lo dsfenicion de P s cosescls , aupsn-
GAALGuk Cy ..., Cany D5 .--sDin € &.a00r Zakles guce 27 C.=27D; ; puss.
Dogue Ci=Z].,CiD; (iz4y,My D;=Z[2,CiD; (3=1,...,n 40

oot Z7PUCH=20,3 0 , PUCiD)=Z 0,2 a, P (CiD)I=ZIPMmD),



36
Ai A, B aen coryjundia ajovss Maa 4 Cire-esCmen @ € aontabs
gue A=ZTC; y B=Z207Ci, amlinces P(A+BY=ZTT"PUCH=
PRI+ P (B ; sulbdsmunitinagus P.asadifive. dupongass gue @
Yhescionadibiva ce deminio @ Zal gue @(c)=P'(c) para.cadace &
ALACBYC,,...,.Con & & pom Zahas gue A= 2T C; , snloncts @AY=2T9(C)
= ZTPC) =P (A 84D dsnuasha La uniciolad daP.
(X.8)Proposicidn. dea @ La o-dlbgelea an Q2 genseadio po
@. A P, Plaon puobalbiliclaces asbe @ Lol gue P(B)Y=P'(B)
fossa cadle BG g3, evonces P= P!
Demostracion. 4ua wi Lo colecion ce Zooles Lot conjumds AG
@ dabss guue PUAY=P'(A) ; puads gue 03 C b y S6.20 clacsen
melona ( por (XA 3)), 20 Lsvte A6 =& (03 (1.2D,

IX.Integracicn Respecto & urna Probabilidad P(y Extension
de P).

dsan (22, B, P) 2apacio probabilisach y L .of upaciodsing
(a0 .3 dle Zocles Lanfercionas 6 -rimpiles . Sn tepeesionss de
W PCL-- 1) A2 Lliminan fos corchulis neclamgulanss ,
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e gample, s Lugan obé é};x=zn Atcun PIX=2). Al xe L yx@d
=4 % pery T 3 , Snivices At difine [XdP = IT 2; Pix=%;) ; At dictgue
Ix aP 48 la indignal cle x con raspucls a. P Co qun [xaP 4 la tapman-
sa dk x adsloom a P. .

(IX.1) Proposicidn. 8 guncional E dMﬁW
P02 E (x) =[xdP faanacada xeﬂ,uhm.éxa’«ldc Sa—
76l L Lalgur E (In) = P(R) pana cada A ®. Rucipeocamm
Loz ALE 8.4 e Paniell m&L Ladgus £(3)= 1, sndncss
L2islh dimccamenti cona profabilidact Packe 63 Lo gue Ecx)=
{xd P pana cade x e L.

Demositracion. Parna X,Yye L A2 coruidanan X(Q)=1%sy.--» Zm}
Y YD =14,,...,4n 3. dunomgast gue c 2 nsal cislonts ole cans;pusy
Zoque Acx,,...,cxm 3 46 20 corjunle cle Lok Lo naloss dla cx, an
Zs E(cxX)=ZETcx; Plex=Ccx;)= CET %, PiX=Z;)=cEOO; R —
Ny 8ot Cusndn guca E(0X ) =0 =OE(X>, Rasutlin gus E Cc X)=CE(X)
para cada mal c. Aupcngane gue 14ts,..., 4 } 25 thconjundd de
Zoddn Los valones di x+v; animdo o cusnla qua Lx+¥ =i wl=

Zaied;ma IX=TINY=4T 4 (X=2;1lv=24;1=¢ 4i Z,+4; 0 rwm
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L ck x+v, 4 O8Bame
EInE{ UnP XY a M) =T, U Dy, s m PO TI0r=43T)
= Zgns Zxir mate (Ti+ YD PUIR=2,I0vm4])
= E e lu (Ziv )P Ux=ZY=Y; D)
=2 N i P(Ix=x 10y, N+ 35,210, ¢; P(Ix=20v=4,])
SZRZiZ L, Px= 23 ved; D+ T30, 43 30, P(Ix= 2,20y =4;))
=Z[ R ZPXZI+ I 4, P(Y=y;) =E R+ E(Y),
Augpongast que Xz 0 (0.A0. QuA Z; 20 QARG L% 3,..., M) Susdld gut EWX)
28 spuala uma suma dit percluctls cuyes faclins son no sigaitins, se
Lioom £(x) = O. Puesly gue Lo < 10,13 4y LIa=11=A jama ca-
da aubcorjunts A di 2, ole acunclo con Lo antiin nuulln gue
& 28 funcional binsal porilira Zab gue & (1p)=P(A) paracads
A e B. Consicliraras uma. Auctsion 4 Xn1 am L Lof gue X ¢ 0, 2fvaln
mdlints M X, y un pailive &  pussds guk X = MT iy 2 g7 +
&Ly < g o mscliom®li fa Linsaridad, y paitinolad ot E (Drindy
Lrcusnin gict ECTIQ)=P(AY S 3 AL AC @) srobléne & (x> =
MP(Xp2 EY+E Y E(Xnys) = E(Xn) pace cado n 5 on comuscusncis,

de IXpZ €14 P A2 aigur gue limtpn ECXN=E; R0 coriguindt
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E(Xn) 0. Pasa dunesten Lo unicidad ok &, Aupingase gut £'gs indk- |

§ral e Panill anl Aol gus E'(T) =P(A) paracada re®,

Pkl Gock X = ZTX; X1,y o A Libred E'¢X)V= BT XL E (Tppee3id)

=2T 2, P(x=2,) = £(x).

MW Gt £ g4 Md Panisll soll Lalpue £c1)=1
4 comsichisie Lo ofumcion Pl damsnds B difornido pn pay=st
fdacad A& B; 26 claro gue Pas porclive o gua P =1, 4i A,B
eB Y AB=, nDnctd P(A+BI=E(Iq.8) =E(Ig+Ig) =ECLQ)+
ECIn)=P¢A>+ éca),zu‘ 1An3 28 wuceaion e B BPgur Ant o, sallie.
cas{Tn,} 8 Auctnion am £ Xafgue 1, 4O 4w comucusncio. PXRA)
+0 ; por comacguionti, Pas pecbabiliclad b ®. Ai x € £y xc)=
124y s Zmby STIRCOAE XV SEC ST X Tprn2,9) = ZT i ECLpua22)=
zf'z;P(x:z;):deP.WMnnﬂ,WW P’es paobali-
Liclacl nohe @ Zalqur £cx) = [xdP’ pana cacla x e £, 4i Ac @, an
Zwces PAY=J IadP'= E(Iq) = [ITadP =pP(A).
(IX.2).ema.B=1[x>0) | X€EL} =1 [x>x]|x€L,2€1-w,a0t},
Demastracion. A xel.’g XY =4 Xy ,yeeey Xm § , SniI7COS [X >0 1=
22,50(X=%,1€B, A BB, snlnces IpeL yB=L1Ig>01.Da
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acusclo con sulb 4 con (X.3) dln‘auhw
Ason @ o a-dlgebio. 4n Q gemenada pn @ y & Lo indigeal cle
Ponisll wn £ dgfinida (ot acusrdo con (IX.$)> a0 E(X>=[xdP A8,
na cada x € £; dit acusedly con ( IX. 2) y ba difbicion gus pecde o.

(2x.1), ds tapacios Z.(E) 4 £,(E) akno A dendlan nespackve —

Mo 202 £, (2, @,P) 4 £5(Q, @, P), 4i X € £,(, @,P), snbn—
cts As dafima § xoP = & (x) ; aschie guce [ xdP 28 Lo indigealids x
com nespaclo a P (0 gue Ixd P Lo spmanga de x relolove a P).

(IX.B) Teorema (Extension de una® Probabilidad). Mam
(Q,8,P> Lopacio profabiliyacts y @ Lo v-dlguna e genmads
por . Lol soma probabilicloct P'ache @, 4 Aclh uma, dol gus
P(BY = P(B) patad cada B & ® ; 4i % o vaiabl chelsva am
(0,@) poulivm, enlonces § xdP' =§xdP (anconescusumecio. ,
X, (Q,@P)=£,(Q,&,P) y §xdP' = xd P @ara cada xe¢
Ly, P"H.

Demostracion. dsaP' la W;Wﬁn PRy =(TndP
peracada AER. Por (1X.1) At Lisva P'(B) =P(B) pasa cada

Be® (4n panticuban Pt =1) 4 por (X .9) Plas prebabilivlact
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40kt @, fa uniciclec cle P'sali 4t (IR . 6). Ai X ¢4 funcion @-aimple
Po0Lort. Y XY =1Z4,y..- 1 Zm } , a0slomces [XdP’= 372, P/ (x= x;) =
I S Ix=x19P = (ET Z; I o 27)dP = X dP; AL x vauabb
absolivia 1m (Q,@) poritive. 4ixnl den{m‘m @i
pls porlivmn Zalput Xn# x , ambinces [XAP' = Limn [%nd P'= St [XadP

=§xd®P.

Asan (Q,@,P) eagacis pubebdbista y x,v wavialles alalivai
2 (Q,2). 5 aypresion xS v Waw PUOxX-¥|>0)=0
(40 ot guee Lix—~r1>01 = [X % ¥1); Ae clice Que X .c4 sgual a
Y Angms P AixEy.

(IX.4) Proposicidn. a)&W%P&M
ot Lguivabucia. b) Axan X, X', ¥, v vario bl alwolnias wm «Q,@> 1o
Lague X Ex' y Y EY'; AL # 24 uma de Lao opuraciouss suualie,
2ribmces Xxu Y £ x'#Y'. C)A8M X 3 X0, Y,V (NNl Resilvo) m
niables alsalonian an (Q2,@) Zales guet ingn X=X & infn¥n=Y
€ 0 Joles guce Aup, X =X 14 AUPA Y =YY ; Al Xp = Yo pare cadan,
mlnces X £ ¥. d) Atam X,¥ variakla allalovias am (2, @) 1ok gua
X &= Y;AL Y 81(Q,@,P), amlnats % e £,(Q,@,P) 4 [xdP ={vdP.
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 Demostracicn. S nipleiviciast, La Aimsbiiis y fo Daniilvidad oo
Lo pualolod asgin P, ar aigusn npsclivarnets de [x+x1=@,
Cxe#rl =Lr#x Iy [IX-Z1>0]C Lix-YI>0]V L1v-Z|>0). Ths par-
Ba by ©) Ae Asguon nerpacionmendt di (x e + x'e ¥} C Ixe x'IV
Cr 2 Y] g LinfonXn *infrn YnIU LAUPR X £ AUPa V]S Upn D6t Ynl.
Aupdlagass Guce X B0 ;AL X 20 4 1%} Lo AscIIsN dt finciontt @-asom -
s pasitioms Lalgue X nd x , sesdoncas [xIP = Liown [ Xndd P = O (para.ca,
da 1 28 Zivst SXadP=0 ARGUE P(Xp=T)=0 AL Z+0); punld gus
x*Z0 yx~ 80 (prgus [(x*>03ULx">01< Lix1>01),.42 Lisnt X&
£,(Q,@,P) y (xdP = 0. Gruidstreas of card se gue x Ev, x 20, Y20
g [vadP < oo ; pumbs guee X— =0 (01 b) e ¢ IX.4Y), Desiswclo s0 cusey
Zagut x~=0 g (-¥Y =¥ mudiantt b) g c)de (¥8.6) aroblisns 0 =
fix-¥>dP =[xdP—[vdP. Para efcaeo tm gt X= Y, X=20,Y20
y fyoP=co » COMalbitovan X =XItxana 4 Yn=YIgygn (7
e paidive) ; paueals gus L Tpysny % L s n31=[x2nllv>nl
+ Lysnitx>nl) € [x* ¥, dsacusmds con b) de (IX.4) Ae Lo
X EVin .'M”Mm [Xnd P = [ Ynd P (40 As oblisnt
dt Xp = Y pAGUE Xy Yy mmgu&daa)gm
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oo gut Xn 4 X i Yo' ¥, mesdiandl G) cla (¥IL.6) As ot SxaP= oo Finalmoed,
ngx-'wcr.m,e,r), Pusld gus X * = M (X,0) &= MaX(Y,0)=
¥ Ty X" amint (x,0) & - omin cv,0) = Y-, s dins X XD, @, P y SxaP
=fvd P,

(IX.S5) Corolario. 3)Ai X A variable altaloua. s (Q,6) priliia , s

Zoncts [xaP =0 sguivalk a X £0.0)4i X e £,(0,@,P) 4 A @ nTal

Pt P(AY=1, sandlorces X L€ X (,@,P) 4 [XIadP = [XAP.
Demostracion. Pusald gua (x>N-414(x >01, P(X >n~2) SN xdP AL X 20 (s

e (X1.8)) 4 LxTa+ x 1< A 2l cotolanio As ague da d)da (re.4>.

X .Integralde Daniell Acotada (Conclusion).
(X.)Proposicion. Asen £ sopacio de Rissg, de Mm’u da deninio Q
Zalgue 1€ £, inligralde Domisll snE Lalgus Er=1 4@ Lo o-dlgehe go

. ounada pon L. Eunls uma. putbabilidad Pastu @, yaslo una , ialque £

cbi(Q,&,P) Y4 E(X)=[xdP panacada xe 8.
Demostracion. dean @ La digeha s gemmada por 11x >x3\

XeL, zxel-w,00 } 4 P Lo fumciin dfinicla (de acuseds con
b delinicirn gece pruceds a (1.3 pm P (A= E(I0) para cadla

i
i
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. Ae®. Clarcsmsntt @ 24 Lo o-dlgaba an Q2 gunsreda por B ) ovasling
2 b) e (xX.2) y (WD) 4r Ague qua P s pasbafiliclad adka®; da
(M. 1) 42 Adgum Rt Ex) = xIP pone cacla Juucion @ -annpls py
Zowx x.

"“I“"’“‘.?“‘ 02 x€ LY qur 1Xn} 2ramctiionde fumcionas
®-2implio pesilies (e acardo con b ok (.63 ol quaa Xt x5
veliand b) ca (YE.4) 48 088t E (x) = Loty £ (xn) = Kitttn § X (ndP =
IXAP. AiXG L, amidoncts ~co< m (x> = E (X*)— Eix—) < 00 , ECX*) =
fx*dP ¢ E(x-) ={x"d P, 7 Coniiguisedli, £ < £ (02, @, Py Ex)
=(xdP para cade x c L.

Aupongaae gut P’ ga pulabibidad sotie @ talguelc £ ary
Y EOO=[xdP* fasse cada X 6 £; dle acund con ¢ ofe (XX.2),a2%L
nme E(v)=[ vdP'paiacada ve £L*, Para B ¢ & comidenar una
Auceacon iva} am £+ ( de acurndp con (x. 6)) Zalgus v, =4 4
Yot Ip ; snediandk (x.4) 49 0b2bnt P(B) = LM nE (Ya) =
Loty [V d P! =P’ (B) ; pon by lanier, de acusnds con (xir . 6) A2 ir.
P =P,

(X.2) Corolario. AsenL, E,&,P comosn (X.yAsa ®la
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Collceivie cle Zoeles Lo subcornjunibs D dit Q Zalss gut I, € £ 2> AiDe P,
Sullincss P(D)= Aup{E(X) | X S In, Xe L }; 4 ACR, sniloncss P(R)=
infiroiacDe P, b) AL£ s camads agiin fa cowegsrcia
wniforee e auceiionss, snlonces O=41x>01|xaf}.

Demosiracion. As Zant PR =E(Xa) pana cada ACER. Bn.
fpimma Radl de 3 2al am Ja dafliricivie gue puscadsa (1. 2);
e acuendo con Lo definicion gus precicle @ (. 5), A Zisne PcAr=
inflE(viIqsvel*} sinf{ir(D)|AacDeP} para cada A6
@.fFPara ACR, E>o yvelinlque y21q Y PR > B(VI-E,cmui-
cliress uuma Aucssion di £orliws {6ns 1ol gue Gnt s , puscldge
1LY >4ndl 28 Aucsaion am® (P 3> da (x. 4 Talgus A CL¥ >Yn,sld

CIY>4nd 4 PY>4n) = 4L E(Y) (o? a>dh (ER. 8)) para cade

n, Aslane P(AY+E >E(Y) = Lm, 4 E(Y) 2 bm, P (r>4 )2
inf AP (D ACD e P} ; m.uudaforma quscia dienostumda Lo as-
Funda patt da a>. '
Aupongar gue £ .24 coviade stqin La convergencio. unifos—
mabwubm./uxefgx,.=mwnmx'. 1Y, emloreces 41xn 328
Aucesisn gn £ Lab que Xt 1iy 5 oq ; pordo Bndo 11x>03| xal}
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C B, P00 D ED couidsesntt Lng Aucsaionixa}snd tal@ss x 4T !
YX=2, 27" X, Tamsboucly e cusocln qua 4 TT 2~3x; § 20 Aucssisbe

crscisnle sm £ gect comverge unifnrnsmeond a x, ruullngus
XeLy D =[x>03; pordofards ®<ilx>0IIxcL].
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INDEPENDENCIA ESTOCASTICA
XI. Independencia de o-S/gebros.

Asan (Q,@,P) sapacie protalbilile o T congunth no vaci ; pane
cada t G T .ae condidana cuna anbcollccidn €, de @. Ar dict g
ce.,tcﬂanhpumwm—
MMWW&sdrgwaMmm:&
(Le S) A lame P(MgAy)=Tlg P(AL). At clict gue @’ 2o ol
dlgata ce @ i @28 v-dlgetram Q2 y @'c .

(XX. 1) Lema. dupongact gues T 24 Jfonids 4 gue @, (e & T> 24
0- aubdilgebea de @. Para gue (@, ,t & T) asa indapsndints ae—
Gén P, 45 meceaanio i auficimt Gl P(My A =T P(AYD
para cualeaguina A, c @ (teTd.

Demosiracidn. W Puct (&8¢ , t & T ) 28 inclapendionth
Agmp,;nuubgaa 75 Aubcorjunds fonlo da T, an Ziame

PNy AN =TI PLA,) AL A, € &, panacada t €T. Para un sub-
conjumb 70 VBCD S ol T, conaidlumar AsC @y AL AES Y Ag=E2
AL L& T-6 ; AugonUnds gui P (N7 AL =Ty PR y lindwndo

20 cuania gue My A = Ng Ay y PUQY =1, neswlla gus PlNgAs)
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=Trg P(AL)Y.

(n.zwmmcicwn.MC.hw%uamMc. (terd
Ai(e.,t'cr).aW%PgM &, 44 comacia bejosn
Zisssceiones fonilas, snibnces (@, , ¢ 6T 40 indeponclionh sgein®.
Demostracion. da. s aubconfursds forild our oucis o T, pana s
€6 e conitina Lu cobeciors Fou da Lades L coggumtin A e @ Zabs
Rt PlAN Mg u3y A =P IAYTTg (s PIAL) 4i A,y € &, paro
mdaAcs—luJ.Paubﬂue.,ccrLaWn’k
P, Ae Lsvet €y < Ty ;e P(S=4 , Lo adiflindad da 7, b> detexx,
1)y b> de (ZM.3) aesigus gues Ty 24 clase O=adilive. ; am cones.
casncia, de acundo con (I.6) AeLisne @y Fu , pr consiguisg.
. e, (Ru, s, ses-143) L4 indipencdintt agin P. dplisndo
- #langumsnts anlinio a cacle & S ( colycands a @u sn Bugar
de &, am cada. aplizacim ), dk acusedo cor (X1. 1) nuullo gua
(@4, £ €8) s independiende Asgim P. Puslogue (@4, A& )
L0 sndepsnclisott Atguin P pona cada auwlcovfunids Jonlr mo-
e SsdaT, (@,,tcr)uw’%n '
(XX.3) Corolario. deam Ty (ver> Mburg'wnbowm('adcf.
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@, (t&T) G- Aubdlgeka dt @ 4 @y (#er ha o-dlgeha sngs

runacia aor Ut , @, . AiT= 25Ty y (@R, ¢ 6T M sschpsndisech

Adgiin P, andnces (@y , ¥ & ') 44 Inolapendisnds Asgein P. .
Demastracion. Para cade ¢ & r considizent €, =4 MgAyls ank
confunds forilomovacio de Ty , Ar& @a (AGS)} ; (€ ,rEr)2s

¢ 4 A‘g‘”"prmda_ e"-“mm. snlicssceionso fi
midho Yy U, @ C €pc @y

XII. Variables R/icatorias Independientes.

M(@,Q,P)wmg T corgundd mo oncd
AL X gy vaniabl alialszc am (2, @), snlnces as dessle por @cx)
ata o-dlgeha on ©2 goneracia oz 11x>x 3| x €100, 0L §.
Ai x o (¢t €T o8 wanialbls abalorir am (Q2,@) 4 (@(xy), tE&T) 28
MA%P,WMMW (X, ¢ 6T L8 imete-
Rondisnds aegin P.

¢XI.1) Proposicion. Aupsngass gus T s finils 4 para cada
&7 conaicdensas una - 1 @¢ da @. Para qua (@ ,t&T)

ata indiprmdisnds argin P, £o maceranio o auficisuts gue lo.




spualdad [Trex, AP = Trr o dP Ata svdlida pana cualiaguisae
vaciadls aleolrcas X, (L& T 4 (O, @) fuut«ugb‘og.u.
(X)) = & .

Dcnastrac/on.wc pus 7=40,1} y gue (@o, @,) 24 inclt
Rndisnts Asgdn P. Pare una ,&maneo avmeple povdive x 4
/ame; aimple poidiam v, considirenes A; & @o (in
dyeers ), B; €@y (324, ) Y %, 4; €10,00C 0o qua x =
2.%.In;, y v= Z; Y; ,MW XY =2,%; 2;4; Tq;8;, A B4
97 [xrdP =%,3;2,4; P(ALOPIB))=2, Z, PR X y; P(Bd=
[ xdP[vdP. Parne variablio abalovian x y X an (2,68 peilivas
Zako gus @ x>y @, 5 @(v) C @, , CoMAiinovrr una Auctaion]xay
ot funcionss Co-aimples porilivas Aalgus xn X 4 uma aucsiise
1¥n 3 de fusciones @;- aimples poridlimoe Zabgus Yo t v ; puslbgu

[XndP 4 fXdP, [YndP $ [YdP, [ XnYn dP # [ xVdP g [XnYadP =
IXndP[YndP faana cadlo. n , ae Ziswe [xvd P =[xdP[rdP,

| ARG 4upOnGAI QU T =10, 1,..., R+ 3}, QUL (Ro, By, .., R e 0sd 20
| aindlypenclisslt asgirn P y g Lo igualolad de (XT. 1) 40 cinter
PO 10, 4,..., 1 } 4n Lugan de T (Apilancs de indcccion finila).

S0
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Fag r={a,p} 4t comeidinart 7o =10,4,..., 3, Tp = ir+1%, la o-
a’@h @.ﬁ;mogmdam US ;s 4y Rp=Rnes; pucld pus
(@, @0 48indspendienis saguin P ( por (xx.3Y), deacunelscon
Mrantecire an Zime [xvdP ={xdPSydP Ai x (meopsclivamenis
) 28 vaniabbe elealovir £n (Q,@) prilive talgus @(x)C @y
¢ respeclivaweends @ty < @p ). Parna vaniables altalinians x, cteT)

29 (Q2,@) pailima 4 Lalto que @ (X O S @ 5 comaidinsman X=

Tre Xe 4 V= Xwmas ; pusalo que @(x) C @y ( x 20 variablh aals -
R ($2,@ud pngur X; 45 voriable alsalina sm (2, @) ponacada
LETH), @(v)C @p 4 [ XdP =TTy [x, d P ( prrla Kipslisco de in—
duccicn pnilsny, 4t Litrte [Tre %, dP =fxvdP = [xdP [YdP =
T [XedP. - -

Reciprocaments Am«mw Pde (@, 46T

Ar obliara e Lo igualotad ds Lo propericion (ai A G @, ctaTy,
mbmcts R(IaNC e 4 PIMr AN =T, A dP=[Tr1q,dP

=Ty (Lo, dP =T P (A 4 de (XT.9).

(XI. 2) Corolario. dupongast gue T ts finild y para cada t e cox
Aiderass uma vaniakbs aboabua x, Lalgue [1x\ QP <o0.di(x,, car)
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mW%P,m Iu'r,-x.ldpcng [y, dP=
'rr...Ix.dP

Demostracién. Punlogus (@(x,),t & T) 24 sndespsncksnld ag.

' ng 4 PUx\HYC@(Xy) fanacads teT (porgus X§ o X3 Ao

waniables alialbuias on (Q,e(xnn,ui&mflﬂ-rx.\dP"
T f1x, 14P < 00,

Auprngeat ques T=10,1% ; pusall gue @ ¢x 3, Rx7S aenm G- Aubdl
W e @(X) Y XoXs= XIXS—=XTHT—X5 XT+ X3 X3 , an Xisns .
[Xex; dP=fx3dPIXIIP - x2dPIxsdP—IXadP[xFdP +[xsdPfx; dP
=(fx3dP - x3dPMN{xTdP-{ %71 d PY=[xodPfX,dP. 2 4u—

y;

PRGAAL Juik T 40,4, ..., e+15 i gua STTE X1 dP =TI [x ,aP (hipih-

sis de vclcccion M); puslygus (@(TTEx ), @uesd £4.ivele—
Amnclisndt atgan F, 2 et [ TS X AP = (NI XL AP xmedP=
3 xy dP.

XIOI. Producto oe Espacios Medibles.
Ase T conjunie de cardliralidact mayos gue ,mdda.
t €T Al comuidimna urn corjundy o vocio Q. At dinoth pray



af peodluclly coBoiane 1Ty Q, (& a%a Qut 2y 6 24 covgjundo die Zocias
Las funcioess w ola demunio T Loles gus wet> €2, pasa coda
£ € T); foscusndirrrends At vao ¢w..ecr)pmadm¢nabfq.
con we 2y Zalgue wet) =w, paracade taT.

Ara ¢ rubcoryjiondD ola Q2. Asdlictgus C 45 ruckamgulo an
Qr AL sialon wun Aubcojunds finids B daT 4 Cy < 2, (L &T)
Zales @uct © =T Cy 4y Co =24 pana cada t e T-S (.t note gus
Qrg¢4mnwwvgubsmor);uucrq Cas € Qe , oadboe—
ces ¢ ocanionalmendt paro. simphifioar Lla milacisr ) as danele
302 Crus d/uo&fnga& 7y Co amQy daPgur C, =Q2, pana ca-
dat€T-1u} (AL 2T Gt 2,00y = v 4§ Peany = P fana cada
« & T; Zambion 23 claro gus : C 4s naclangully sn Qy Ai , 4 26a,
Lecalin wor nubconfunds Jenilo mOvVOCE BT 4y Co < Q4 (A€SD
Zales gue C =Mg Ceny)d-

Msmym&wwrcomw ScT,8%py si

T).AIHCQ,— Y V=(Vs, AESYEQG =TIg 2,y (CON V=V, (‘Q"—'
Qo AiS=1a3) , anlomces ar cafont Ay =1V, t €T-8) €2y o)
(Ue,c@TYEA I ; aedice qur Ay s Lo nsccioncle A ampy (AL A=
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TTr A, , anionces Ay =TTy.g A¢ para.cadd VETIgA 4 Ay =@ e
cada veas-rr,nn.uxu,ﬁmaindmo,-g =

(Va, AeS) € Qg , tabinces a2 dafine Lo fumcisn Xy da clewsinis -

Qrq 0t Xy (Y, t € T-8) = X (¥, €T panacada (v, , ¢ &
7-8) € Qr_g 5 A8 dict @act x5 2 Lo ascciosn da X gm v.

Asan A Aubeorjumdo da 27 4 X Jumcin de dowinir Q.
As clice gua A Cuapeclivamenty X ) dipsnde de i € T Ai Luid—
v, v'e Q, Takles gue Ay + Ay (nrspectivamndi X, & Xy ; a8
dlice gut A (neapeclivarnente x ) 24 cnclipendante ole i €T Ai
A (raspadlivarmenti X ) mo dapsvale de .

(XIE.4) Proposicion. Asa S Aubcongunmlo ropic de 7. &)
4i A, B Aom aubconjunden de 2+ , amlonces (A-BYy, =Ry~ By
para cada v € Qg (e parnticwlan (Qr—Bly= Qr q—Bwd.
D) Ai Ac Q4 (v e r)y veQe , ondncss (MNpA™Yy=MNrAd 4
(Ur A%y = Un AS. ¢) Al A s aubconjundo da Qv indapsndin
Zedecada we€T-5 y ve Qg tatal gur Ay + B, Lndnces Ay=
Qr.g.

Demosiracion. Ai v =(0,,46¢8)€ Qg 4 p=(Ve,teT-SDE&
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.o, NBRCLO : 41 & (A-B)y<=> (V4 ,t ETIEA-B<=> M € Ay —~By ; g1 €
(MNp A &> (g, taT)E M AT > UEMPRARY s e (URATH=>
MeUnAY.

Grnsidiunas, pana demestar La paits o>, V=i, AeS) Y U=
(v, 2 € 7-5) Lalss gue p¢ € Ay. Para (W, ,t e T-S)aC2r.g 48
comiclana ol corgpunls s° o Zoolod Los alawesndds cc 6 T- 5 Lok
guce La nelacicse (Vy, ¢ eT-5) € Ay te wallida com wy sorlic—
gor e u.u.,.pmé;ua Ay = Rwy i (Ve, e €T-1141) €Ay, pa.
ra cada w&7-S, 40 Lasnet 6'=T-5 2% demussliagice Ay
=CQrs- v

-

Ara (Q,,@¢ > Lopacio medible (tcr)..&dagwmwﬂ
Gk Mg Cipy a1 Uy (5 Aubconjuntt finilomovacodeT > s
7728l AC Cye @4 pana cada s€S. Ma &, Lo coliceiom e
MAW‘”Q,MMA-MMMG&

@r respsclivaments a ln dpebra ya Lo o-dlgelro. generadas
27 Q27 por Er ; s click Que @y s U pProducts de Loy a-dlge -

bas @, (teT) gy quu (Qyr,@r) 4.2k produccly de Los capadies
(4,629,
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Ana S Aubeoryimds propio de T. s defiricionns amlinionus e
Wmsnhyudr,nu&/cmm:mudég«b
MgCp am Qg (cOn Mg Co™ Ca AL S={A3) pulBnsct a €g A, ¢
40D AL, seisth sm aubconfndls finilh &' ch © LalGus Cou=un
fena cade 4 €S —5'y Cp €&, pana cada b€ S’ (A2 mola gus

Es =&@a 4i 5=141); Be Y @5 A0m reapsclivormantt La digebo
g La. o-dlguba genseadas sn Qs por €. Lry Lo sucesive @, 4

@ce) CCon B(q) = Ra>=@cas> AL S=141) 4on atagschinmont: Lo

algsha y Lo o-dlgelro. gensadans an 2, por Lo cobiccion Bq,de
Zocles Los corgum®s c, € &, Lales gue C =2, ponacada ter-s
(.uouﬁpu @ay =1Ca 1CLE@, } Ai 814 sm-lﬂ-m

dencia C,,+~Ch “de‘ @cay 4§ @a); 48 difirren

Br = Uy @0y i 8s=UgRu- _

(XIE. 2) Proposicidn. Asa 6 aubconjunlly propio cie 1. o) €y 4
e, Aor asmidlgobias on Qr ; By 4 @y ¢ ntspacliinmand G,
# @car) aon Ja dlgatna Y Lo o-dlgeha geruradas en Qy g Sy
¢ maspaclivamend 8s). bY Al A€ By (aspeclimmenti Ae@ry
VE Qg , sndnces Ay € @B r-g (aprlivomends Ay € @r_g). ©
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Bra (RUARITvRmAnZi@ier ) 2 Lo.coliceion de Zooks Los congunts A € By o
puclivowunks neef)gamwodlm SET-S,

Demosiracion. asa '€ is, T} comeidrans @h =8V, -GlG
€Fr1U10,Qr 3. PussO @il Qv =Cryy =Clyy AL CL=Qe~Co 4 ©=Prars
Qy =Q2¢sy para cada teT, a0 Zione G, = Q[ ; s conatcuoncio., Lnin
do en cusnio. que & =1 N, GleWM,G;,G e cienlty
q,,:{n,aéumwm,ajc Se (i€ 711, La porls 3) A0 Aigua
decr 4.

Asa & (nesprtivamerts @) fa colkecion d Zodos Aos aubrcovyjunios

A de Qy Zales guk Ay € B <o ( tspeclivarmentt Ry € @y_g ) para
cadeo ve Qg 3 4» cland Gus B C Q. Puthlo Que (Try. Cy),, =TTy g Ce

AiVETGCA 4 (e COP =P AL VERg-TTgCh, Lot G, c®.
Inadlians 334 b clt (XIL. 1) At Aigue qut B eodbpelsa enQy y @ a0
o-dlgeha am Qv , por comriguionls , ole acusndo con ba Asgumda pes
Zoale & cle (XI.2), a0 Lebne 03,.C O y @rc&.

Asa &' (nespuclivaments @) La colbocion cle Locles Los conjurdds A&
@B (asspeclivamenlt A e @y ) que son indiperdientss cle cado u &

T-S;4aclano gue ' C @A Aes y Cac Qa, andonces Coar ta in-
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dypendind ok code w g v-5 , an Lo Taedh, ot By C By ar Aigur gus
Go < B'; mudsanlt 3y b) dit (XU. 1), Deriondd sn cusnth gus By oo
dhpaha a1 Qr y @, 26 0-dhgelrn an Q. , a0 siggus pue &' 25 digabe
nQy y @us a-digaha sn Qy ; por comiguiontt, db acurnds am-
Lo atguncla pm& b a) de (X 2), A2 Lisrie gy C B Y Rigr©
@' 2haa comiclieomae 11 € y_o (1 §50), By =iAulAe '],
{Aul A€ B g,}, @5 =1AuIAC@') Y @F ={Au] RE@ i} ; pusels
Qi Bigy gy , A Lisne B C QG bt B oy < B ,@arC @'Y )
(XK.2) Auigunm Afc By c Bg y @F € @4 c @y, madiantt
4 &) cle (IM.1), Briando en cusnla pue @', 63y, asrrilgebessan,

Y @; @y Aom T-dlgehiar un Q1 | 40 Nigus gur B , 3% aomdlge —
- thar en Qg y @5 ,@5 Aom o-dlgebias sn Qg , pn comeiguisnd, ol
Fc By (AL TTgCre €y y C;=Q¢ pasacada t €T, Louldocel 17 Ce
€8S PBiar 4 (T4 - Ce Vg —w.c.).u.«‘g-uw AL=Rg=Bg ¢
@F =@% =Ry ; 400 deruwslia gus : nea’mec')-on,.ce My
e@P)=> A € &) (RE&¢q,)-

(xur.3)Corolario. Afa S Aubconjunmlo propiodaT. Ai x 4 vaciable
alaglia am (Qr,@y) Y ve Qs , andbnces X, 45 variolle absatiia
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N (Qyg, @r-a). .

Demostracion. ©¢ acusecds corn b) s (XK. D), Az Lisns Lxy< %3
=Ix<x]) 6@Pr-g paracaca z&1-,eL.

(XIL.4) Proposicidn. Lupongas aue T 2o infnild. A § (nupse.
Ziomerionts > 48 Lo coliceitin cle Zicles Lrs aubconjunis finilen wo
wedd (nsspaclisnments nenenablas) de v, snlincs B, =y By,
Up @ce> ué@ch mQ, , & Mbﬂ'—d’.gnﬁdpmm Q.
o0 Ug @o) 4§ @ =Un@ce) (At Qcipla Gur @iyy = B,

Demoastracion. Comeidienit ® =Ug @, B =Uzla) y & =
U @es - DL acusrds con fa asgunda past de s> ok <X  2), asLions
CeC a1 E By € By ¢ S CR(1C @) T @1 AL 6,5 40m4sb
MMMJ‘Ta‘ S c 8'; on conatcusncio., Drisvels sn
cusnla gue Sv =Ug 8s=UmPs , 1Aulll gut §, CRC By 4 $<
®'CRC &y, pn wm'g«a'uﬂ, LSanln camorhan gus ®,05 a0 d1-

- goleas san QU y gus & a1 - dlgabra am Q.

AiABE® 4 6,5'cR amlales gut A e Bier Y BE 6 (v » snliv-

08 A,BEB(quey Y SVUS €T, incoracumeia A-B,ABE®

02 comuigjuionle , B 2 dlgebro an Qv Pa igual maninc. as cewuss
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A gut &'y @ aom dlgehas sn Qv ; 4i 10”3 28 Aucsaide an @, e~}
Auceaidn sm R Dol gue A™ € @(gny 4 B =Un "™, snlinces 1A"3 24
Aucseichn an @q, iy BEM , 4N COULCKINRCIO. Un A™ 6 &,

(XX.8) Corolario. W guct 728 snfinild. 8> 4i A e By (mn.
paclimmant Ae @,) , snlonces 14 & T | A dspench de »§ s finill
(asspaclivamentt a Lo mas ruumosabl). o) Ai x 25 voriabh alkals-
e n (Qy, @), enlnces 14T\ x dipsnde de A3 24 a b s

Demosiracion. £ pantk s> as aigus de San iqualdaciss de aa,

D ydhorde (xm.2). D2 8>t (m.s)glaisluldade,. =Uay&e) |

A2 sigue gue Lo posts 6> 15 vilida A X 25 fumcin @, —aiwyah

MW,MMWg O cle (1X.4) arLime Lo
w&dgab.lapa& b).

XI¥. Producte Tensorial de Espacios Probabilistas.
Aea T conjund at cardinalicd smayer que 13 pana cada
¢ €T a8 consicleno. um sapacio pastabibialo. (., @, ,P,).
(XIZ. 1) Lema. Ecislh una funcion poitive 4 adilve R
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de clmainis B 5 4 Ay cma, Lol @ik B ( Mg Ciayd =Ty FHLCL) AL
6.2 subcorjuns firilo mo vacis dla Ty Cp & @p pana cada Aes.

Demostracién.di c=Tm.Cee Oy 4 s.u.aduvym@f;a&
nO vacis ot T _Mlgue Co =2 pana cado. ¢ 6 T-, anirces st
Home BL(CY=TIgPA(Ca) ; pusado Gur C = Mg Ceay, At Lisvas
B (Mg Ciay) =Tl Pal Cad. dupongase que 8, s aon aubconjum-
L3 finilos mOvmcRI Cle T4y Puik Ct1Cs @ @, (t@T) donLabis gus
Ty Ce =TMr Co 3 C.=C2, Al tE€T-8 i C{ =C2¢ Ai tET-6'; puty.
D> @ur Cs=C, 1i A€ S (AL mile Qua S6'=P Lguivale a 1,C,
= ; 49 Lalk casd At Liame TIQPAIC,) = Trg PA(CLY=3)4Cs
=CL = AL AE(S-S+(8'—8), 40 Lene g PAlC)) =TTgq PG
=Trgg: PalCL) = Tig: Pa(CA) ; 2alo dmuualia qua Pi 26 fumcion
poasilowm de dominio €y . Dt acwnde con (x.3), (ST 5 & Ja pai-
aruna panth da 2> cle (XL 2) , dinicament Jable demetiorgut
P sadibva.

Gmaidenenas TT . C, , T, Ci € &, (im1,...,m) Talis gue 1. C,=

Z; Wr i y wn subconjunts fonilo movocds SdaTinlqua c,=

Ci=Q,; AL teT-S (Aarmell que gue M, Cy=NgCuy o weci=
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NgCin). dsan I, I4 , Teay £ Ty, (A« 8 raspsclonenont Loy ind
caclowes cla Co o C , Ciay 4 Ciny (a8 dowssnid ole Ty 2 T4 402 , sfelp
Mirior cla Tony 8 Tin, 26 Q) 3 AL 886 Aubconjunll mo weco i 5,
snibnces as clefinen has funcionss T1g, 1, 4 Tig, T4 de demenid

Rqr PO Mg T (W, »ES I=TTg TALWAY ¢ T TL (WA, 468"
= Trg T4 (Wa). Pacssls Qut NgCiay = E; Mg Clar , At Line g Teay
=2y i, 3 498 Covesscsancia, Lndonds sn cunbs gus g Cp=
Z;v7gci, M,‘d Trg Ta=2;TMaIi.

Aupongass gue S=1% ; om sl cand, pusls gue To=2; 34 0.
diants fa definicion e P! y (1X.1) Az oblant P (11.C =R
=2;Pal) =F; PYLITI CL). 2Ana Aupongass gur S=1a3+%' g
uot Bt P ot TTg I, = Z;TTg I3 Ahu'gul Gt [TTg, T (WOITp=
;L I0ITS paeacada (We, ¢ €' € (g ; 408 CoMMbckSNCR,
mescliande (IX. 1> a2 oblene [Trg, To(WNIP, (CO=
=; [17, I3 (W VIPA (CL) para cadla (W, t e S € Qge , prr ls
Lndo PA(COTIg 1, =F; BlCi)TigTi (41 slcano amqua o'=iul,
anscliond Lo deffonicion ol Ff 14 (x.1), At Aigua Gus Pi(TryCO=
2;P; O CANY . Pl m2ismo modlo, auponimdo gus 8'=1u3+8" 4
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Quee SY# P, & PalCAITTg Iy =E;PalCidlTg Ti A2 Aigue qua
PolCORCUITTguT s = T, PalCAIRUCLI T I | snrsnla Jorvma,
pusslo gus S 24 Jinilo, ae obliame PLOT,C o> = 3, P (recid.

(XIX. 2> Corolario. 44am € 4T3 (i=s,...,m) Aubconjurndss par—
B A T. 8> Eviald uma funcion parilive y adidivm Fy (con FRR=R,
Al B=143) O dowtinis Be , 4 sels uma, Lol gur Py (g Ca) =

Mg PalCad M s’ WWMW& s Lalgus

Mg CAE o g TTs o CaA=g_ o uando '+6. AL T=Z; T3,

MnDrUces Pyr (TTp Co) =TT, Ry (T Coy panacada 1y C. 8 8,..C) Ai
neefgnawdmdaaer-s,mq.mw&mﬂ
mmﬂfor—s~

Demasiréeio’n./li S 20 dle candlinalbiobrd ey gue » snlinces fa
parlt 5> £0.2f Llama (XIX. 1) com ® an Lugan de T 3 AL S=1AY,s0d
s Lo ports 5> AL Algus de €s = Bg = @a. Enla partt b) conaidy
RNAE Ty Cy G 87, ganW/éiémna’lsérm
grack "‘r—sC¢é= Qr.g AL raw & S=T Al T s frids ;
AL TIS =0, tndnces at deforet TrrigPy(Ca)= 1 ; pusdl put S=3;Tis
4 Trrig C4€¢'7js y TrsesCoe =Qri_a 4ai T-5 £ (At mola
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Qi TI-8 = 75 =TI8), A2 Tadne For (T CO=TTg P (CH =TT Thu g P LG
BIG, Py (Trps Co) . Finabwund , de acuseds com ¢ da (XK . 2) Ascom

Aidinan T C{ 6 Orqy (i=1,...,m) Zihhe gas A=2; TreCl , pusle

@uit FrdTre CL) = P (TrgCL) ¢ Au = 3; T14CL AL p1eQy g a2

7 P (A= 2; Pg (TTg CLY = P (Au).

(XIZ.3) Lama. Asen R, Lo funciondea (XIZ.3) 4 E€I0, 3L, A
c Ry Tales que PrifY>€; pana AGT Ardefint Ay=iw eyl
Pr_o1a3(AW) > 27263, AL A depaencle e » o andoncas Ap & &) 4
R (AN >27%e. '

Demosiracion . Comsichmmar um coneonlls finile no vacis K
g e CP € &, (v r> Taler que A= 2, 11, CY ; 4l 348 Aubconguey.
2 70 v8cio de K, anlonces as defire CL =My Ci—Uy-3C2 (com
€i=NwuCR). Ata K La coliccion de Zodes Los aubcornjunis wse.
s 3 ole < Zahs que CI+ Py Al 3 e K, sndvices e cafren Di=
ci paracada ie 3 (At motk Que D =D} AL 4,ie3) yDi=
Ci ierdpanacada t € T-44%.

B9 nactingulos T DE i€ 3 Aon Aubconjumlin gjmes de A
(e Ot © T Ci ) ¢ pnlintacen a €y (CIe@a), Las wumionasn
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X, 75 D} (T K) aon cojumln gianos (23 weDi C Cly, yloscoy
Junds C3, A0 afamod) ¢ A= Fg T TTx D} ((We 2 aTICA,J=
{iexlwa€Clit => wa€Cl y Uy, teT>ETrCY p“c%.ii:-b
(We,t@TYE i,w,o{) ; pn Lo Lanlo
R tAYS Ty I3 Pl DAIR_ 03 TTrogay DI
= 2.{1’.((;1) 2y Rroqas (Tr-gay €D
Para 36 K MW rr.,h,‘,,, ci Cieadamgensm (waeci,
(We ,t &ET—1A3D € TTy_ a0y Cfci CONLi€Fgyi@I-4i3=" (Wert €T
€ wecici =) Y Aw =23 Tiy_144 Ci poana cada we cF ; an conar-
m,m-&}ucz (Je XK As tame
R (AY= P (CRIR- a3 (Aw) -
B cual implica gue Ap* P (conBiariamants , pusnlo gus tes coggins.
Bscf am ajM, A0 Linadedd €< P(AY= 34 PulCX) 228 S27%6).
Por cosiguuiontt, con b<, = 136K | Pr_(43 (A3) >24E 3 4 Ka=K-K,
As Liore Ap=Fp,Ch 4§ Z5o €I € Ra—~Apponlolonds Apeds 4
E<Pr(AYS Zg FH(Ch) + 27 € Zg, Pacc)
5.}__‘"&(9.5\ + 2 [1- FalAad]

e do cual as aigur gus Py (A > 27 E.
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(XIX.4) Proposicidn. 8)&cialh una puebabiliced R asbee @y, y

4l cna , L2l @uct P (Mg Ciay) =TTg Pa (CAD AL 648 asbcortjundd ‘

Ponilo movac de T4 Co6 @A pana cadla A& © ; (@iey, taTIN
WWP‘I’- b)MPﬂwmwefﬂ
et (e, t €T 2n imclepancisrdi atgeim P 4 P(Ced=Fo(Co
Paracaca c, €@, 4 cada t €T, ambmcts P=R,.

Demostracion. Aupongass gus Lo fumcion 7, de (XX 1) 24
£ peofabiliclact aohe B 4 conacdlinesr, de acusrale con (xx 3,
L pubabitidac 7} s @r Zal gue Py (B) =T (®) paracada
Be®dy ;-Al.ﬁee-.-g R‘@-r,mﬁm,udlﬁ"ljl R (A=A
Enconascusnceo. , mhw ole indlepasnclancio- de (@,
£6T) atguin uma. profablidad ache @r, heste. demntinn
@ue Fr 25 conlinua s @.

Asa 1A } auctaicn sn B, Laf gus A+ A ; con da Ripilais oo
gt lirrrn, By (A™) % 0, gun 2guivalk a fo exisloncio. de o >0 Lok
puce R (A") >a para cada. n, st dimeldiand gue A+ . Para.
cada n 40 condidera S”=1se1| A" depanolede A} 5 ar Aupern
QUE S 2UNS™ LA M0 vacce (Ro? ) di (XIT. 3) as Liswe A™=0r
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4i87= @) 4 A2 numman sus Lhmondn ( A0 8) de (XTL.8) casla,
sﬂuﬁhib),’;nmmum 8={As,A8,.-- } ; panaag
dalnﬁvpmékvk (L2l gue An €S AL S 26 finill ) as comsiclan Sy
=485yeees And g AL s Qg = pp, @n=Cag s P =Fan 4 P*
=Fretn (Ai.'s}..#'r).

anudlbu AT={weQ: IP*(AQDY>2 't §; Mw AL >
AZM (WEQD, At Time AT D AT, A A™ depwnda cie As , anDmas
ATE @ 4 B (AT)> 2 (P81 (IIX. BN ; 4 A”s8 imcapendisedh ola

Ay, snlonces AT =2, (por &) cda (XU 1Y) ¢4 P*(AD) >at pana cade
w ey (am cidz (XIZ.2)) ; o9 conateusncio. , As Lisne Lima R (AT

2 27k . Linismdoin cusndo qua 7} 25 pribobilidad adke @, ,ds Lo
muugaw N AT +* @ ; poz cmiiguindt, sk Wl ,=wa
Q, (weNnATD 12 gue PH(AD)Y > 2 " AL 8,8 conala dt m
slowesrsids (o sms.n.

Pmmm,uu&ak W(Waﬁm
M)mg.#-rg?‘amﬁp.—cw..,,oes.\eog.wqau
PR(AS) > 27 AL Sns" connta de m slements (osmMS . A
Swes =T, nImcts 1 ALY 25 AucsAion am @uys Talgue AL, AT
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& Pes (A > 2" para cada N, sm.sull cass, M#«n.&'.'.
*Q (Muai’u.ubhm anisvedo sm cuseda qur Ry, 24
pbabilidad eobs @n,.), tuiks Do € Qe s Il Qua (W2, 467>
@ A" pase cadla n. Fine £/cans en Jub Sy # T, comsidiest AG, =
1w € Qpss P4 (AW > 272 27" } dlowecle m 58 tloniimesed do
MW& SesS™ Jtchﬂfl“ AR P RARTE ; &
Afle depancte olt Sues , LnBBNCRE AR € Pres f vy (AR >2™ ™0
(PR (XIX. 3)) 3 Ai ALy, 26 sndpendiondi cle Anes , amoncss AR, =
Ques (poz Y cle (XA 1) y PR+ ((AfLw) > 27 "a pare cada we
Ques ( 2 c3ole (XIE. 2)) 5 001 conslgecionddl , at conclige (comoam-
m)w 7oY. ] € e € Wiees € Mn AR, blﬁalaml..,
=W, A€ Spesd Ao ibrt PR*2 (AfL,) > 2-™0t AL SpS" condda
at m' tlhmenies (0= mM'SR+3).

5 andisir dmucstha Lo rvislincia ola pu = (Wi, sa8) e Qg Bl
que posa cacla n s Ziant : pue A™ AL S 24 fonill iy 5 =T (snsa
CanD a2 Tosmt R 1of Que Spys=T ) 3 s € A™ 4L S 28 rucmmable 4
S=T (supongais gue s consla de m alomentss 4 comiclinas kbl
Gt ST C Sn ; puanlo gue PR (AL > 2T, 02 ©) ot (XK. 4) AL
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it Ay = Qr_ 01y AJ =y g, AL BF T (om0 01.0l cOrd Anlinirr, mescdisn
OV cl X 2) aeoblins F_o (A1) >2-"0t 4 40 comscusncio A = e gd.
Porconsigquiosnmt, mliont A+ é.

(XIX.6)YProposicidn (Teorema de Fubini). Ass S aubcongjuml prepss
da T; AL XE€ £1(Qy,@r , R, selirices st compiolenam Ae=iveQgl Xy &
LilCre, @rn; Fre)} 4 La funcite xg de deminis Qe difiniele prs
Xe (M ={xud Ry para cadla V6 Ae Y Xg(o)=0 patacada velg—Ae.-
Ai xe L1 (Qr ,@r,R) , 8nUrncEs Ag &Py , Ty (Ag) = 1, Xa 8 L4 (g, o, )
¥ Ixdf} =fxeqdfy.

Demostracion. daa £ ol sapacio ca Ledlas Las voriabls asalivas x e
£i(Qr, @, R Zaht Guit Ao & e, Fa (Aa) =1, X g € £, (Qg, B, Fa) y S IR
=fxad Ra.Ai x ssveriabl alealiuts sor (v, @+ pnidivm y acelico. , sulte-
ces Ae=Qa ; 7 4faclr: x, (VEQ e A variabb aleelirua (po cxx. )
MM A(Qr o, CProd pnww.gaaﬁda- :

Aupangast gue xn € £ (ri enlied pnilivo) 4 gut X™ 4 pavidam yac.
%da.diai€ 0,000 (i=1,..cy ), amlomces ;0% 6 £, sv1.4facks : da
(X;0°x9)) = Z;ax (VeQs) Mmganq.m (2;87%5)g=2;aix} @
LiQs,@e,F) y (2,a°Xx)dR =2 i fxf dRy = f( 2;aix3)gdRs.
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ALx™$ X, seadineces x 6 L; sm 4facls : cle X3 # x, (V& Qe) A Aiguut Gus X § Xg
g IxaR = Lomrn (%7 Py = Mo [X T AR = fxadRe. AL X" $XyX @
L (Qr, @y, P, snloreces X & £; so1 2fock - cla X3 $ X, (veQe) 4Ry
=4veQq | ) € L3 (Qro,@rq,Pr-a) } A24igut gue X3 SxXZ*y Ag=
CAuUpn X3 < @] (pngue [Xydfr-g < o spuivale @ aupn Sx3dPr e
= AP XT (V)< ), gor conascUIMCO. , mstliant (XT AR =[x"d R $

SxdR- 4 b) e (EX.8) 4908RMt Ag & @y o Fou(Ag) =1 ; ot camsiguin

2, Doaiondo 4o cusnla gut X3 Tagt Xs 4 Gua X3 IngdPe =(x3dIRs
(P b)Y cle (TX.8Y), wesulla gut xe 24 voviabl abelno an(Qq,&e)
prlon 4 [xdPe =[xadF.
mebdebMRCCfMW Ipe L.
Comuiclerein el caeo suguce X 24 48 tndkicadkr b n;.c.ce,.,p«a#ﬂu

Xy s el sndicadsn ok TnaCe 4i VETTgCa 4y Xy =0 AL VEQg~TTgC, A2

Zioost Xo = Fr_q (Trra Co) Lrryc, 3 por Lo Zomil, x g 28 Jumcion @g— s,
plt o mukanls by e (XIX.2) A8 08Linet [XAR = R g (Mo COR(TTGCa

=[XedFs 3 §30T conacguiondi, a2 Lisne €, c @. Punlo gur €rc &, et
MWMMW Grcegwéammg
1002 Lo Ly, as Zorte @ = @y ; aplicanal ouicammli s panalo and.
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Aint, Reaulln que Losnlions af tapovcio e Zuckas fos funcimes @~ nimples posi—
M;pamw‘gm’nm&,&d‘dopaﬁmpau’gmmxceﬁ o=xa
LiQy, @y, R). Fawa xe£,(Qy,@r, R, CoOnmidlironss A ={vaQ g |
Ix3 dR. o< o}y Ag=1veNe 15X dR_ o< o}, punbrauex; x"cL,dha
Xp=X$-Xp (V€C2a) M AQUAGUE A=A AR 4 Xg =(XF=X3)Tag ;
P consiguisnd,deacumdo con by e (IX .S restld gus Ag € &g »
R(AsI=4, x,ee,m.,e.,m, fxdR = f(X*-X"1d R =
J(xE-X3)dPa = f XgdFy .

(XIX.6) Corolario. Asan X, (A& T) funciin naal descleminio Q , y x*
Lo fooncion cefiricla. an Qr par XA (We,t €T =X AIWAY. 3) Para.
gice x4 asa variable aleatseio. am ¢ Qv,@y), 24 Macsario y dupzdnl
e Xp asavoniable alsalinca sve (Q4,@0). b) 4san S, (26 A Aube
Wmmwd Ty x4 wariabb aleonia s (Q4,@0) pa-
Ra cada A€ UpA S, 3 AL S\Sy=¢ maualum A, 2’e nca
#2°), snlortces (Trg, X*, ACAD 28 inclipondisnil Atgiin Fy.c)lase
S asbeonjnll finil mo vach o Ty X4 variabl alalria 4n
(R4,84) para cada A€ S ; Ai RelTigX* *0)F0, snlinces g X
€Ly(Qr,@r, R) sguirnh a X,& £0(Qa, 84,0 paro.cada res 3
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AL X0 € £1(QA,BA,PL) para.cada e S, snlncss [T x AR, =TTg X dB,.

Deowmostracion . Guandy x*ssvaniabl alealivsz se (v, &), po
(XIX. 3) Al gue Xp= X3 <»ecz-r.u,u&aai¢l&¢luﬁ:am
(QA, @0, chande Xp o awaniable alsalivia om Q4 @0 55 & S0 umios-
Diwnly, as Zisree [X*€ AY= LXA€ A A € @y . Pusligut (@4, ,
t eT) s independisnds asgive Fy (pn arde (XIX.4Y) i TTy, X404
weniobt alealoviz am (Qr, @eor>)) -&FM& b),a.u'gacdun.s)
4 arde (XM.2).

Para Y € £1(Q4,@, R0, comsicarus Lo vaniabb abeaZinia. x sm (Qy,
@) diefinicla PO X(Wy ¢ e T) =Y (WAY; cuando Y2 By-simplk
m.lnm’al X(QPI=Y(Qa)ygue [x=21=Lr=2T,
foara cada x € 1-0,0 L, reavliB que [xd R = [Yd Py poe 3)de (XIX.
4); cuandp v 20 (gut sguivale a X20) y 1Yn .25 aucelion de fum-
ciones @a—aimples 1ol gua Yo b ¥, consiclnamelo Lo Avceaisn 1 X a}
ol fucnciones @y —simplas difincclo po X, (Do yt €TI=Y, WA 4
Zonamdo s cusmle qua X # X, nsaullo. gur § X d Ry = Umyp fXndP;
=Limn § Y dPa = § YdPs ; pot consiguiteds , Lorsndlo an cusmlo gus
XTC0e,t € TI= Y TUWA) gy X~ (01t €TI= Y™ (DAY, neaulle. gus X €
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L£0+,8r,R) Ygue [xd R, =[vdPs. 2ANa supdegast gue xa € Li(Qa, 80,0 ptan
cacla res; punls gut X6 £,(Cr, @e,Re), XA R = fXaAd Pu § (X, A€ S)
28 srdypsrcionis adgelee Fr (o ko franllt ), s acssedd oom (xxx. 23 ar Zin -
me My x*e £,(Qy, 8y, ) &y §T0s X2d R, =TTy (X, cdPas.

G L hipslisis degue . (1 x* #0)> 0 4 Ty x4 £(Qr,@r, R, para
LES cAidIReman T =T- 18,8 26~ 1488, Ry s ={VErs L (T XY, EL1(Q,,
@u,Poud by fio canialble alealiria X am (Qy,@roy dpfinicla. pon %> =
Mgt XA VL) paracadoy =W, ,t &1y €y (com X =1 4i 8'= D). Pugy
L put B (ArD =1 (AN (XI.5)), 48 Tibett By (A7 IX £ 01 =R (X $ OY;
nw;& P (T X #0) =Tg PAlX , % 0= R (X EOIB (X,
0) >0 A Aigue qua Av:Ix+01 + O ; an couiguisnis, de (1 x*)p

= X0 X At aigueque 1% 1d Py =18/ 0\ I X L \d P < 00 pa.
R& cada v € Ar A x*01].

Pe acusds con (XIX.4) , pands. dialioeguccn Fy. cla oiars prodabibiclados an-
y TN (MW wﬂwﬁ«dm[&w La,
MU0 gict iscoraislna sm slaiguisosls capdlalr), e diceguce F; 20 2k
peoducl lorupialcle faopedalit o dbs R Ct € 7; oombeiivte dica guce
(Qr,&r, ) 40 sl peotocclo Livanscid de Lo tapaciss (Qe, @, F).



T4

ESPACIOS DE HILBERT
X¥. Integracion de variables Aleatorias Complejas.

Asam (2, @) sspociomadibl , X fencion compleja. de dewsinio 2 4
Re X, Sm X asspeclivaencote oo porteo mal 2 imagivania. ole x;an di-
awxauwémmm (Q,@) Ai RaX 2 Jo X AM
woniabbles alealovias (nealss) g9 (02, &2).

(XX.1) Proposicion. a)Ai x svariabb abieZnia. complejo. an
(Q,@), mlmces | X\ srvariablh abalova (pordvn) sn (2, ).
b) 80 pspncio cle Zickas Las vancabBs alranias complijas an @),
con Lo opaciones csuakben ( suma o prodiuclo clfenicles pundial
mont ), 28 ilgaha sotue Los complofon ; oo paskiicbue , dicho sy
pacio €A #apacio veckuial complege .

Demostracion. dsan v vaniabl alialovia peilivm an(Q,@>y Y
La nais poviivacl Y; cuando Y s @—simple , pusl gus LY =4
=1Y=42?] para cada Y€ £0,0L, Y 2 04 fumcihs @-aimplhe ; AL
1¥n} 48 Auceaioin de fumcionss @- rimmples porvitovas Talgue Yot Y,
snlirces ¥ = Llimn Y* os vornialle alealnia am <2,@>.%a prope
Adcion (XX. 1) A2 0bline ce (IZ.6) : Rana 3) 4e conaidena ¥ =



s

1R X2 +ifmxI? pare DY AL mbu’nlédu R O %)= QX+ & x’,
Smg (xX+X’)=Gmx+Smx’) (XX )= Xxax'~Jmxnx’' L Qom (x %)=
@ x Jwe X’ + Smx fa x' vilidas pano. uncionss comyliian x y x* (panible—
meonli conalinilo) ole clowincr 2.

dson (Q2,@,P) spacio pribelbilish. , i Mo umiclac, cmaginania
x aaniadf albaionia conplija sn (Q,@). At dice gue X 84 indgrabl con
 nsapucls a P 4i f1Rax1dP <00 4 [IMXIAP < @ ; 4i X seindigratl
con napacls @ P, sndinces At difne [xdP = RaxdP+ i §0mxd Py
andice gue dePthdlx cort respacls a P. n Lo aucsaivo,
£4(Q,@,P) a4 ol aspacio de Loolas Los variables alsatbeins compligan
% (Q2,@) Gus aon inlBgaablis con nsspach a P.

(XX.2) Proposicion. dson x,v vascables aleadivias conplyos '

471 (Q2,@) Y X umcorprlego. Ai x,Y € £,(2,@,P) , snlinces X+,

: axe&m,e,pig [(x+¥IdP = [ XdP+[YdP, faxdP =t { xd P,

PR cmeiguisns, £, (Q,R,P) 85 sepacia vedival cormplyjo.

. Demosiracion . Puedls gue Lo pupeoiicion s vilicla pora vasia-

L6 alsalovian neales, Livnbesr 20 vabivla para variable aleatnias
el ﬂﬂh ; ‘. . 7 Zicios.
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(n.;)Proposkio’n.Auxmummyzj«ca,c). A
XeLy(Q,8,P), sndornces |fxdP| 5§ 1 x1dP; Las relaciovess xe £4(Q,@,P) 4
Ix1 € £,(Q,&@,P) acm sguivalontis .

Demostracidn.Condidin 2l caro e gus x e £,(Q,@,P); Lo nelacisn
i1l @810, @,P) 42 08lins de 1%1 < 1R x1+13mX]. Parac = XdP, 42
Acpone Ques O #0 (O < f1x1aP Tiabmwandl ) y gut 6 € (0, 21w L 24 Lok
wa°'=|°l|e"°;mb9atualsje'“xapsﬁje"“xap= '

SR (e™4%x)dP y Ru(e-i®x > s 1@~ 4O x| =1x1, e Lisnt 1\ =
§1x1dP. Guando 1x1 €£,(0,&,P), Lo nlacion x e £,(Q2,@,P) as oblix_
me de max (LR x\,ldmxl)s(xi.

XVI. El Espacio L2(0Q,&,P).
Asan (Q2,&@,P) sspacis psbabilals. y £ (2,2, P> ol sapacis da 2.

&A‘AM&AWW X sn (Q’Q)M,‘u x2e

£.(Q,@,P) ; atam £, La funcional poridive defnida. Ly (Q,@, P>
por Pux) =f1x1dP y £, fa funcinal paitive defiica s Ly Q,&, P>
por Bix)=1P1(x2)]"2

(XVI. 1) Proposicion. a) Al X,y e£2(Q,&,P), snlnces xv




7
£i00,8,P), 28(xY) s BT OO+ A Y )y AXYISROOVRIY); Le(0Q,0,P) 44
wwmn,. BY P (i=1,2) 25 Asmsnnima 4 £;(Q,@, P
complels con Reapacid o F;.

Demostracion.©e 21X\ 21x\2+ 171242 4igut gut X Y€ £,(0,8,P)
Y g 2R (xS AR+ RN Y La Ww, Lucsply pe-
ra ol cano Fiiral(de acusrdo con brde (IX .4) y 2rda (IX.5Y) sen gut
R B(Y) =0, seoflircedt 2 1 XY V/ By ()15 (V) S 1X/R NS 41 v/
Lo illiimapailide 5) At aiguede ax+pY\? Siax+@YIZr\ax- @YR
=2\ax\®+ 2107 1% Ssclarrgue £ (ax) =101 ;00 4 qua B (x+ Y
PO + B ; RUalD gue 1X+ 712 = 112 + 2R Y+ VY12 S1x13
+ 2 1\ 12, de Lo asguncole duigualilad de 2> a0 acgus gus

£ XYY S PR + 28,00 B (V)+ PZUY) = LR/ OO + RIIT g0
conatcusnciar £ (X4 = Flx)+ B Lr).

Ao {x 3 aucssion £;(Q2,@,P); AR Aufovet Gl { Xn sodle Canchy-
conrespelra £ i que ANt o aucedisis ealiickimands caciont da
oridlinws porilivos (aalgus N = wYT0AGete P; (X m—Xn) < 4~" ai
M(m,n)Zh;pano;cada.R At conaidaam Vg =Xn, 14 Ap =
LAY = Yiea\ > 2~ ) , Zambion At comsidena A= My Uperfrir
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orsthes parsidins). FPucedlo gus Lxi>el=Tix\*>&23 i £>'ogxuo¢-
niable abalinia complija an (Q,@), sradian®s a>de (I 8).40 08—
Zisnt P(ARY< 272, on constcusncia , Biniondd smcusds. gue
Znrs 27 acovtrgmnti,de P(Uner And = Z npr 2740 Ai-
Gut guct P(Unzr Q)+ 0 (T4 0, i fo Land PLAY=0. dha com~
Aidiaseois v € A° y r Zalgut WE Nige r AR 3 4L R =1, amlorces
Yo (0= Vg e (M % Zd 1 Vi omr (W) — Yieemraa e s Z LY, 270",
Mm Z e 27" comwtrge, nuaulln gue 1 Y ()3 Loclt Gunchy en
Mos comeplyfs. Ao Y La vancible alsalliia comploa s (Q,8) defoni,
oo por Y = Limn Tpc Y ; pare m = ny (x onlind poridive-), mmadian.
B (2X. 7Y Y (TX.4) A2 obliime

SAY—XmI*AP = im inf e | Lae Y- X miSd P
L hmingy §1¥e~ X ml¥dP
= o inf g P (X e~ Xm) = 475,
2AT5 domuusndin QuUA Y =YX ) + Xon € £5(1,@,PY g gute Limpy £ (¥ =X ) =O.
(X¥1.2) Proposicion. Awam ¢ colcecrn da aubconguntys da Q canado.
bojo imlicasccimes finilan y £ 28 upacie vecliial complejo gowsnaclepn
iZIclce®i AiQe egeu.ho'-élgd‘ammnpm €, andoeces




BE LA GISLINTECA 9
£ domao n £;(Q, @, P) con asspacldo. £ i =3 ,2).

Demostraciin. Jron 8 Lo ilgabe.genssado. sn Q pos €, @' ha colbecioin
e Zoelps Los aucbconjunts Bols Q Srho guee To £y & o amaduna.daf an
£;¢0,@,P) conaapseloa F ; sa clowgus € c 08’y gue cle Q& €48 sigu pus
Bca®' pasacada B e®’ Paa A, B & B, comsidirovit Am, B s ¥ (m=4,...,
u,n:s,..;,uxguwm,pn%m Ia=ZmoimIaq., £ Ig=
2nBnlp,; punlogue Iaa=2m Znom@n Ta 8., , L2 AxBnE
& ar Aigur gue naea';puauqm’ndi,um I e &pmacado
B e . Do acuseclo con ¢) da (. 2) 4 (1X.2), Liwisndlosm cusnla.
@z 12n-Ta1? =1 Lu~Talanve para Aubcrgusds caalanguina
AYB A, rssudligue I € L; pona cado. Ae &. Pasa xe£;(0,@,P),
compicinemas Lar pandis posiliia Y magaliina x* o X *cle 2 X ( espadliin—
otk x® 4 x4 dle Sm x) g4 aucssiones 1 X% ¥ (v =1,2,3,4) de furcir
ns @-simplan poilivan Lol gue X% 4 x% ; pualo gue

P, (ZQIX® =% 1) & By B (XN~xD), Dridndosn cumbs pus
MBX g (XR=X0) 21X\ 4 Gt M (XR~X0) ¥ O, muschamli g ) oo

(Hr.6) aroblisnr Limtn 5 (X—TX'n—XE T~ L LxB~x%1)=0; farrcm
W, ArZiome 8; =L, (O, @,P>.

e 1 TR AT ASRTIA I
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bn f sucsrind, L2 (Q2,@,P) 24 of sapacio vkl fadin deleQ,@, P>
moduly ol spacio dh Zoolas Los varialbn abalitcan complijas sm,®
puce aon, igualhs a cond angim P (pase 1ld y Lo gue iigus aeapbiase
(IX.4) 3 (TE. 5 ; Ai XeL2(Q,@, P) 4 X, 28 vanialéh abalivia com-
Rlgjo am <Q,@) de Lo clans x , snlorces Ae dafers Lo. rvna da x
L2 UX W =P x,).

(X¥I.3) Proposicidn. L2(Q,@,P) con e mAMa. \- || oA SApacs
de nictbedd .

Demostracion. Lz (0,@,P) 45 spacio de Romach (pr brde xx.1y
4 Lo Loy del panalelegramso nx+~ W* + Ax-x 4% = 2UxX US4 20Y N, on.
diante nespeclives repeessvilandis x. 4 Y, cle X Y, At ofline de
1+ 12 4\ - al\Z = 212 + 217,12,

En Lo ascesnD, Lz (Q,@,P) £ald dotedly del paodiscto imlinion <- | ->
dfonido pon

XY =47 (AKAY W2 = AX=Y UB) 4+ 474 L (U4 £Y W2 —IxX~-LY\2),
Ai Z 24 feomcion complifo. (0 um compleio de deminibQ , svdornces na
snste. aon Z all conjugacdode z (0azaque Z=Raz—idmz). Aix,,
Ya 407 reapaclives repreasnlandiax,x € Ly (Q,@,P), snbrces
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KX, ¥ = %, ¥, dP ; sl Ar 08Gine cle
1A 12= 1 X, =12 + £ (1 i\ 2= 1 X, - L Vo 12) = 4 X, , .

XY . Los Espacios de Hilbert como Espacios de(Clases d&)

Variables Aleatorias.

CX¥IL. 3 Lema.dmnwwmdﬂf’dﬁm'om—
Lb, @ Lo colbeciin dle Zoeles Los asbcongundtsda 2 i P pusbalbili -
dod Ache @ 1ol gue P(wd >0 para.cada we Q¢ as acorfim —
Lea cotrcar Plw) sn Bugan de PLiw1). 35 4i X o2 vaniabbe alia-
L cowspllya an (Q,@), sndinces X = 0 rguivale a x=0; an
conagcusmcia L2¢Q,@,P)=£2(0,2,P). 6 Al I, 24 ol bulica—
dot cla (w3, anBREEA L LT oo/ P (a1 /2 | W€D} 4 congumd orlnoe —
el complelo am L2 (Q,@,P).

Demostracién. Pusstlhgus Pluw) >0 (W& ), P(AY=0 sguivaik a
A= (Aee);MMhMa). Puuﬁmlg=zatw,’
2L sapaciovecoval complefo gereradp por 11y \w € QS 54 dom-
ADan L2(Q,@,P) ; Liriondo an cand gue T8 = Lo 4f guen
Iy Iy =0 (Ww'eQ,w+w'), realit gt ko porls by s’ cloenss



Zaacla .

(XYL 2) Lema. dsan T conjunddy de cardimalicdad rmays g 4 ,
@, (t a1 La coliccin da Los cualio Aubconfumdss de Q,=10,13,P,
La probabilicdad asbe @, Zalgn R 0)=Fy(1> g (Qr, @7 R 2L
Psotlccls Drasovial 2o hos tupacios probabiliadan (Q, ,@.,P,> ; paso.
cada 4T, At conaidera al indicador I el naclimguds Tr. C, 1ag
@ut Ca=1st g4 Ce=C2 mwdatc*r—i&i;mcaaw
ﬁMedar,Mcauidmahm x® oe Lan voniablen aleots -
réan complggan am (Qr,@r> gue Aon igualls a 1Ty (2 141 A2-
Flrt B ( mmacepla gue g ¢2T4-1) = 1) . A F a8 La colhccion de
Lty L3 aucbconfuntss fonilrs e T, antomces L x| S €T } s congun—
Z oelonovmal complals am Lp (Qr, &y, Prd.

Demostracién. Pasacada rer 4 cada s €T, Az conaidmar x4 =
2I2-1 yXeg=Ta X4 (I XP=1); RUAD RuL XA (QrI=1-S,1F 4
Prix®=-0) =R (xA=1), 42 Zitne X3 = 1,X3Xe =X(u-ureta-a>
S x4d®.=0. aplicandsr (XTL .6, con X4 =2T,,, —1 , a2 0bline 0 =
fxXed P paracoda s e W-1d} 4 tncomascusncio § x g% e dR =0
AL SHS (LA QUR (S-8 )+ (B -8 ¥ D AL S+ &), (0N CONALGisN.



2, i1 56 ¥ Les cogunld oaldmovmal sm L3 (Qr,@r RD.

Asa efhW&Mme Qy.Paace
€r— 19, Qr}, consideeenst S€F-1d3} 4y Co€1105,11) s Ialsaguarc=
N Cray 3 ppusts gue of srdiiadss cle Coar 2 TA (AL Cama4)) & 4-T4
(AL CA=101),dt TA= 27114 X4 4 1—TA = 274 (1-x2) ae obine
Ic =Ta 273 (1 £xAY ; po b Lando, ae Liswm 6, S (i =1,....,m) 4
Ol € 100,00 t ZaltA gur T = Z ;005 X »; . Pk acusrols con (xvx. 2)
2l upacio veclrial compleo govanads por 1T\ c ety 3 2adswasan
£2(Q7,@¢, P 5 07 conaiguiondi, 1x® | S€F § 24 cofunle olonn-
el complello am Lz (Qr,@¢,P0).

(X¥.3)Proposicidn . Ata &l Lepocio da bikbedt . Aiki# 103, sm_
Zonces avisle cn tapacio probebilinie «Q,@,7> Zolgue ki y La R,
P) Asn Laomoyfos.

Demostracion. AsaT congumi oxlbnosnal complelh su i Caam—

b T s fenilV, (XL . B 40 oblime ole (XVA. 1) con Q=T cuande
T 48 infinils , pusado quce sntale cans T4 La coleccion® du Zodes s

W’/a«ﬁlde 7 Zeerwor di mreiama candemalidadd ,cxomm,
35 aeoblmude (XX . 2).

L A
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84
IXM.Construccion de Bases Mediante Productos Tensoriales.

"“”rW“'W‘WW?“‘ 1, (02 ,@¢ ;R 84~
paci pubabilinda. pare caclo. t & T 4 (Qr,@r , R of pastliccls Bn—
Aorial Cconforme a lo dafinicion riguisnki a So. cdemorKiacion db
(XIZ.6) de Loy 2epacios Qg ,@e,P.

Asa x Jumcior complya de dewinio Qy. As dice gue % 28 Zomaot
Aiwepale an Qy AL geislive sim subcorjunds finilsr no vaco S de T o
ma fecotcion complya X, o dormiméo Q. pane.cado. » & < Zalss gur
XKW, L €T =Trg X4 (wWa) rAta CAdA (W, t & T € Qy ;5 At dick gut
x 20 Loveas: en Q2 AL X 2nli e 2l 2epacir veclbiialaompbyo ge-
7ol 1302 o corspundtr cle Zovln Loy Bosorss simples am 2.

A80n S Aubconjunty fonill novmciode T, x,, Jumcion comploge.
al dowtinnis Q) pana cacla ses y x of Tnror simple an Qv dafe-
Mo a0 X (0, t & T) =Tlg X, (). A& dicegut X 24 2£ pesduclo Biv.
Aotial am Qv ole Son Jumciones %, , an pandiculan , ae dice gus x 24
2 peodlccls Gmaorial en Qv da X, Ai S=1aY. Fracunlinunt A
denela 201 @ X, af producls Bimaorial am Qv da Las fumcionss
X, ; ale 24le rnoele, Az diant @gx,=X.



(XRIIT. 1) Lema. Aaan X, (A &T) Juncide complijea dedaminio Q, 4
x4 of pasdlscks Dovnrorial sn Qv dh X 4 .3) para gue X» Asa vascablh
alsaloria compligga 4n (Qv, @ar) 5 £6 NECEAGRD yf Aurficiondii pat X,
ssarariable cbalivia complio an (Qa,@0). &> Asan S subomyunil
Mﬂw& Ty Xa vaniable chaliie complaja am Q4,8 pa.
Aacada A€ S, AL P lBgX % O) £0, snlinces @gx, € L, (Cr, 0 RO
ApuirRlh A X\C Ly (Qp, @2, PMACAdA A G S 5 4L X\ LT, @D
ponacaca A6S, snlnces [ @g XAAR, =TV (X dR, .

Demostracion. Conuidanando panksrsales o cmaginacias,s>sn
obtiine snediand 2) de (XIZ. &> ; consiclearndy valows ablus, b
Lguivaloncio covmpondisnti a b) aroblsne deba spcivalincia co-
nuesponcliani a cyofe (XIX.6) snedliamdh (XX.3)>. Aupihgas gut x, o
Ei(Q,@0,FL); Rusalogutt Re XA (Wy ,t& T = R XAIWAI £ Swt XA (@), (T
= e X, (Wa) AR cada (Wt aT > @ Qv , ot acussdd con ) dk (XIX. &)
At Ziang [xAdR, = (Xpd Py y 24D deswmuestia Lo sillbina pani da b)
foaia 2l casoamgue S =AAt.

Pana 2Loas on gue 4 &S Y 8'=S-iut s 00 acD, supsngass
(hipoliscs clt induccion finill) gut {@g X ad P =Ty § XadPy.
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Pucails gut Mge x4, = Trgr X* ¢ P& Atx paoduclo de vasiables alsalinias com.
pligas am (Qy, Bear)) 24 vaniable alsalnia conpleje an (Qr, @y »
apliconds b) da (XX 6) rsulld. gue ( Rax*, G Bgs X)), (Sar X%, St g X ),
(RaX“ Jon Bg: X0) 4 CIM XY, Re Dgr X0 A Snclipsndisndis asgsin
P 5 ot conaiguionie , Zomianald e cuonla pus
a@=uatae—dmaldme + L{faabm@+ Imatu @)
4i o, aon compleges Y que [RexdP, = Re[xdR; ; § dm xdPr =
Am § xdP, AL X € £i(CQ, @y, R , ovusdianli (XX . 25 A2 obTne
[ B XAdR = [ Re X4 F; | Re @gr X4dR: — [ GmX“dR, [ I Bg X, IR,
+ L (fRax“dF§ Sm B g XAd R+ IM XL AR, [ R4 Dgr X Ad R})
S x4dP [ BarXad P = Trg X Ad Py
(XZUX.2) Corolario. Asen I congunds fomni o oncid, €; ¢ i & 3 auls
cogjundl fridl mo vacio de Ty Xa € £4(C14,@A,Pa> ara caola. 46
U; S;; AL 838, = P Rama cualeaguina i,i'a s (ivi'), snlonces
@3, 0, Xad P =TT § By, X 4Py .
Demostracion . dulicandd b)ole (XML 1) AL 0bLaeet
foz,s,- XadR =103 g, §XAdPs =TT3 g (XA d P, =T (@ X, dR,

Asa (Q,&,P) tarpacio probelilinte..ahna As dandla pn g a




8T

Ao asminovma (de acusacle con b) de (XX . 3 4 o clafessicichs geee le pree-
cacley defiricla 1 £ (Q,@,P) por @ x> = (§1x23P)"2, sorsuta for-
ma, G, (t€T) y q, aon respaclivantsntt bos aswinovmas coven-
pondindis a £3(Q @R 4 L2 (Qv ,@r,Ppd.

(XUIL. 3) Lema. daa S subcorejusndd fownils 750 wcit i T 5, pora
cada Ae S ycada enlins parilive re , comsiclinemnit X4, X2 € L2, €00,
Al ix2} as Zalget Lowsp Qu(X 3 — %) = O para cada Ae s, sn—
Zonces dermty, Qv (@gX T — BgX 4) =O.

Demostracion. Asa x“ (naspsclvamende x4 2f producls
Domasoial de x, ( nerpativamende X2 an Qr para cacla ues.
Cuiandd S =1 A S , putslo Quit xR~ BgX o =X4—XA€ £2( Oy, @1, R
1302 b) dle (xxUT. 1) , At Lisne Lim, Qv (X —xAV=LMomg , (xT-XA) =
O. Pana £fcasd am qut A€ S 4 S'=S— 144y 5 MO VLT, Aupinga-
Ar (hipothscs de induccion finile. )gut Limp B (®g XL~ BgrX > =
O 4 comsiderest a M= Aup, I r (B g XA, mudiamle b) de
(XML . 1), Lorncendo am cuania gue

DgXR—PeXp = [XE-X4)Dg XA + X4 [@gXRA —Pgrxn]) ,

Ag oblisne




Qri®gX2—OgXp) S Jr®gyXR) Fu (XT=HK) 4+ Fu (X )P 7 (Og XD — @ge X L)
EMGuIXD =X D+ O Fr( Bg X2~ BgrX o) 3

AL Quck m< O o AULG. Quit Lims py By (@GN A~ BgX Q) = 3

mxchudcmmdammw‘nmﬂ
@) mW&hW%ﬁ-.hMﬂxumm—
plle 4t L2 (Qe,@¢,Pp) AL XEL2Y, &y, 4 Luitll um Linsor Abwe—
fale em Qv da Lo class x ; Ae dlice gue X 24 Dheast 2ot L3 (Qr,@r, R AL
% alh 4m of tapacio veclrial complejo gentrads po sl conjuntoch
Ddln Los Limeores nimples om Ly (Qc, @y, RD.

AmsMWMmmdnr,pmadaAes,um-
Addaran Xp € L2 QA @a, o) i uno. variable alraliva. complaga xi
2 (p,@p) lt Lo.clars X o Ccon rispalo a Ly cpualedoct asgein Pa> .
Asa x La cloas conespondiomli a @exs con uapuclo a Lo igualdacl
Argiim Py, A0 dice pue x 24 2f producls Lawnorial sm Lo Qy,@r, R
de Las classs X 5  an pandiculan, ae dice gue x 24 sl prodiuclo Zan -
Aoial am L2 (Qr,@8r, Pr) dat X5 AL © =443 . Frcusnlimonls A de-
noka pn Dex, al producly Tomsoriol an Lo (Qv,@+, R cla Las claass
XA 3 8m ula forna,de acutndd con b de (XYL 35 , At Tiene X =



Gg X,y € Lo (Qr,@¢,R).

Asa ix7 | n€ N1 confunds alonornalconpbly sn L2 (Q, @, ,R);
paracade teT, Atacepld gue n=0 Ai nEN, 4 xT 2 Lo cloan ccomren.
puto a Lo igualidact ssguim F,> contspmdianti a 3 . Asa % Lo co -
Lccicn cle Zoclos Los Auleconjunles finilds w del procducts carlasians
Tx(UrNe— 103 Z2les Qe na N, AL (£,NYEW 4 A +4L ALA,M,
(L, nYew (AL acpld gut P eX ), Ardenda po Xg a Lo clars conss-
pomdints a 1 conrsupeels a Sa igualdact agin Py ; 22 donele pot
Xw (we B=1 1) af produclo Lovaoval sn La(Qr,@y, R de Las clo-
Ave x2 Lales gue (t,myawW.

(m.4)Propos:clan.As.l¢dn.umupud£nia.luﬂm
ixQineNl pasacada t €T, snloreces 1 Xy \weD Fes conguntbor
Zonosrrsal complels sn Lz (Qr ,@v,Pp).

Demostracion. Aa<: -2 o produclsinleniss de Lo (Qr, @, R p8.
na cadla. partjo. <t,n> Zalque ne Ny , At comaidoram una variabbabes
Zour comtpleja ¥ P on (Qe @) de Lo clans %7 4 of proviucts Donsorial
Y nQr de v Caemelagua YE €Lz (Cv,@r, R ; pora cada we
¢,umm.hwwb&¢hmanw Yu =TTamew Y&
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(com Yg=1) an (Qy,@r) det Lo class X (A2 MG Gut Yoy (W a E-163)
23 el peoctucty Zinsovial sn Qr de Las funciomess vy dabesguce e, ne
w). e acuendlo con b) cle (XTI .3 , considnands gur A i Ai (A,m),
(U, NYEW 4 Quet DoY) =1 AL (¢,n) @ Tx Ny, AL TiBoth { Xy Xw D=
1 parna cacla we E. Para cada we G101, Brisndo sn cusnl gue
fYPdR =0 AiN+0 (ya que Y= 1 Aguin P, (t& TV, rmudianth
b)de (XUIIL. 1) A oJM Xy, X¢> = § Vigd - =0.

Para w,w'ceZ—1p} (WEw), condiciesmas w, =14, mew | 3 nyam
ew'hwi={cu,m)ew |Amyuk,mEW] =1 seTiam,,mew]
s'm{ueT\any (u,MHEW'k ys,=1Aes\am, (A,mYews ). Echr
ROPul S, =LUES |INY(U,NYEW]T YGue a,,83-5,,8'—8, Ao
afemes ; amvindicc daqut A + 1 Ai (A, MYy i ,n) 6 wh eSS, Lnrcon-
Junds wy iy Ss Ao sguepiotindds ; sn consteusmcia , Timisnalo-
s cosrd geek Yoy Vogs = Yo, Vorg Yw-w,Vwwi-wi 4 Que cuando ws* ¢
Yie, Yoo 25 2L procluucles Zinaorial an Q + da fas Juncionas YL -
Los gue ca,mYE W5 4 (AN EWS ,madianti (XTIL. 2 ae oBlUisne

Y V1 AR = Yu, Vi AR | Yy w, BFr f Ryr_ wi d P

Cusndo w=w, Y W'=W1, n o caro evalin (4, m>EW-w'y (A, M€




24

w~W(Jabsgut [ YR F2dPA=0), muadiani &) da (XTI . 1) 4a oL
[ Y Vi AR = O 5 pusald Guct [ YyndFe =0 AL W@ B-10}, sl
demesliacrgice 1x e \weX } 24 olnormal.

Asa & subcorgimdd fuiilh 70 vacie dk 7y pasa cada 4 &S, considlicon
AR CAC R,y , 2l indicacls I, clk Cy ( cugo danini 24 Q24) 4 uma Auce-
Adoin A ZR } o 2l upacio vedbual complifo govarnads ot {vyinenst
Aol gue ewsy Gy (2%~ I4)=0. Pausslo gue ®gZ% slil am ol sapacir
WWWM 1Y | W e}, comsidinando gue @I,
26 elindicads cle MeCiay iy qut Littse Ur (@422 — @g T )=O pot
(xwur. 3), acdiand (X1 . 2> pealla gue 1 Xw W e %o congundls
oronosmal complads an La (Qy,®r,Re).

(XI5 Not a. La condicion impusnla sm (XTI .4 2b sesncial —
monle inarnovibl ; 4als, confovmea Lo demosliacion anlieos , As
dtolicce At <Xy Xwt> =§ Yy, Pus d Py ‘Yw.w,dPT!Fw-w‘ dPy (gue
At reduuct A <Xy, Xu: > = S Y QAP § PR dPu camdo w=4ca,m iy w'=
1€e,n) 1) 4 e Lo mecsanrio. condlicion <xw,Xw:> = O, ComO A indica
a conZinuacich . Para i e T supdngacs gus minguma, fumeish del
confumls ivR\neNu} s constants cconnsprcloa fo gqualdaot



Abgiinn Py 4f @uit 126 Ny 88 Ll quee (YA Pus %0 (4 Sy dFu =0 parace-
da neNu, snknces fo clans comespmclion@ a s sulsl svi slcomplowes
Zorogonal de 1 \neNLY) , puasls guse SYR AR, § PRAR=0

Aimeny yreT-1ul, As Zivw [ YyIdP, =0 paracada mena

(AeT-1u; 24 Algmifiza gus 1 X™, |m € Na} 24 sncomolhtl sn
L3(Q4,@4,P0) posactda AcT-1443 ; RO comiguiomt , i xw|we T §
28 Locomplaly en L2 (Qr,@r,Fy).

XIX . Producto Tensorial de Espacios de Hilbert.

Aram T cojeonls e candinalidacl mayorgue 1 y H, (€T, H,
HWMWM o fuortciomn daf paotiuclo oan
Zucams Ty &y am & 5 A0 dick gut S 25 ubbidineal Ai paro.
ala&dwwuucrg X € Ty_guy Hy 5 £a Arecion &y (da & anx)
o linsal. Ara & Jumciorn rrudlilineal de T oy aom iy Al dlicepue
[, 31 .25 un producl: Tmsvual d Lo> eapacios H (te Ty i él 08
2l apacio veclual comyalifo gonaacto e T (T 81, ; bY 4i B'ts
pumcion omulilineal ce Tre 8\ o il , Snlonces eenlk una fumcin
Limeal Pcla &1 am Wl Lok gue T'= Po5.




Aupingast gut (d, T3 45 un product; Drasial di Los sapecios
y conuidinanat una funcin mullilinsal &'k T e an K y funcig
ss hinsalhs P, P’ de of s 1L Lolargue 3'= PoS =@'0T. AL XieThe
4 ;5 sscomplyfo ci=s,...,m>, snlncs
PUZ;A;BIGN = 2508 PUBLCRIN = Fjat; PBLAXI
= RCE 0;8x30;

| MM Zorsiando om cusnils gis o udwm

conplyo ganenado por & (1o #N, Asaullh gue P= @

(XIX.3) Proposicion. Ai Cei,3] y Lid,3] Aon pesdichr Dras —
ainks ole Los sspacios dy (t e T, sndomces Leisll cm iomerfimo
Pola ol sotut d Lok gue T'=PoB.

Demostracidn. Asan Py @' nespachivamentt fumcionss Linsabesdk
denu ydel amol Lol gut 3'=Pos 4 §=9'oV. En vilicc e gur
=S PoPos, A Lisne PoP (G(XN=BIX) Qara cada X e TTrdl, ; sn
conatcusncia y putsle gus P'o P £ fumcion bivsalde il an H, 4 tis-
ae PoP (ET; B (x)=ZT &; 3(x9) ; a0 comsiguionst, Duisndo

sre canZa gue 3 24 2l spacio veclnial complijo genenadd por
BUTTrdle) 5 NLALllr gue P'o P 2s Lo idemtidad cle o1 asbu i (por o



o4

Lol : P(ZY= @) 2> T =PHU(UPZN = O (PN = 4). Dt igualmg
do, nerulds gue Pe®' 85 la idantidad cia 1s Acte &t ¢ por Lo Tomdy
Yel => 4= @ (P ($N); pPo2 comsiguisnlt, P25 Lromorfiamo de
H rolue b y P' 25 ol iowonsde @.
(XX.2)YProposicidn. Asan u ¢ (t e T) tapacio vedonal com—
pligo domnfo a de , Ay isomorfiame da b« Aobee iy 4 A ba fus
cion ot TTr il ¢ Ao Ty o1t dafinida. PO AN EETI= (Aeth ), t €T
AL La1,%] 8 um producls Bmaoval de Los sapacios 8. » anlorces
LA, B o] 4 un Rroducls Lraorialk cte Los spacies 1 ¢ -
Demostracion. Pana ueT, = (¢, t €T-{UIIE T iy ide 4
X =2 lhe), teT-341), 40 Ziame (802\h=8;‘°l“-,pdlbm1
T o2 £6 uktlilirsal. Pusild gus A 24 Aupragacdtivn. ,oi 2o 2l sapacio
voclnial complio gamaradts pm Gea (T K o). Dada wea funcion
muttilivnsal 5 dk Ty K¢« 4 ki, At dafine uma fomcion Linsal @ da
Homid por PUETo ZoA (I N=ZTH W end) ; wlarogurs'=
@Polbor).
Asam it (teTY, K eapacios cle silbed g & fumciorn rrutlle~
oeacl cle 7 . ¢ am 1t . 48 diot gue C i, T a5 umt prodiacly Tovoval
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comphd cle L3 £spaciss e Ai » &> 2eiali som Aubeipacio vedbnial & dia
o Tk que Loy 33 24 um producly Lnsnial ds Los sapocies i ¢ 3 DY
L5 clanao s il .

Para cada t e Ty sn loauctsion at supone gua e 103 4 Gut
(Qe, @, R £5 Lapacio probabiliala ¢de acusnddd com (XX . 3Y) Lul
sk K¢ 44 L2 (2, @45 Pe) Aon Laomorfos  como amihs, sl sapacio

-Jarobabilisla (Qr ,@r, P 84 2L proclueds limaoriaR de Loy sapa -

Ce0S (Qy ,8¢,P.) . Panacada X =(Xg ,t ETIE Ty Li2(€24,@, ), Ar
comaiclena ab corgunds Sx ol Zoolos £o3 A & T Zabos geot %, 70 88 La cha
Al corespondionte a 1 ¢ con resprcly a fo igualdoct asgiive Py
MMMMWQGA dlmrﬂh‘h,uaapﬁm“’sﬁ.a
=1 AL S=@. Enloauctsvr, i 2 2f sapacio die Zocks Los Laerows sn
L2(Qr,@r,Pr) 4 & 2sla fuomciorn mudblilirmalae e L (e 1R¢ P
2m 3 cifenida por
O AL Sx 84 infinily
B, Xa AL Sx 24 fiorils .

(XIX.3) Proposicidn. Al Ay #5 somorfiame ola ke AD—
2t L2 (Q 4,8, ) para cada t €T y A & Lo funcionde Tr .

T(x) ={



96

A0hL T L2(04,@¢ ,F)) difonicla por Aing, t&TY = (AN, T, Sn-
Zomces Ly (Qr,@r, R, 502 uuwmw
dle Los sspacios el ¢ -

Demostracion. Pusls gue la imagendat ¢4 JM&
Zockes Los Lonsorss simples 80 La (Qr,@v, R 38 25 28 sapacio vec -
Zoval compleio genenado por Lo imagon det ; dada una fumcidrn
rucllibinaal 8' cle Ty Ly (24, 8¢, Po) 87 id, consiclrando lo fun-
cin Lormal @ de 43 am 14 dafinicla por @2 T e TN = 2Ty 3 (x9),
neswllds gue 3' = Po T, por comsiguionts , L, 3] 84 et prodicls-
Druovial ds Los wupacios La (e ,@, , R Y. Tonionds avecusndl gus of
W’dun‘ﬁv«bm& 28 un Zonass simphh on Q
paldrucionte a £2CQv ,@r,Pr), de (XWT.2) e Algua gue S srdes
A0 M L3 (Qr,@r,Pp) ; firakinent , ya pus o 24 of 2apacio ved-
nial complsgeo gerarads por Lo imagen ole To2 , da (XIX . 2>48 AL
Gur guct Ll 2(Qr, @1, Pr), 5o 4 un produclo Zovaoval comple,
Lo de los tapacios i -

|
1
i
|
!
X
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