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PROLOGO 

En varias conversaciones he oido de asuntos qu~ 
se discuten mediante espacios de Hilbert, porque su , 
an&lisis no tiene cabida satisfactoria en el modelo 
probabilista de Kolmogorov; es cierto que la teorfa 
de probabilidad tiene limitaciones intrinsecas. pero 
puedo asegurar que: lo extrfnseco del modelo de Kol­
mogorov. es extrtnseco de los espacios de Hilbert 
(en otras palabras: lo que no puede producir la teo­
rfa de probabilidad, tampoco lo pueden producir los -
espacios de Hilbert). Esto se deduce del resultado 
más importante (según mi parecer) de esta tesis: cuai 
quier espacio de Hilbert (excepto el constituido úni­
camente por el cero) se realiza mediante un -espacio 
probabilista. 

Hay diversas caracterizaciones de los espacios 
normados que admiten un producto interior compatible 
con la norraa: la ley del paralelogramo se debe a Jo~ 

dan y Von Heumann (ref. 17, págs. 39 y 40); Day (ref. 
4). Lorch (ref. 9), etc. los caracterizan mediante -
igualdades o desigualdades relativas a la norma. Ma­
ckey y Kakutani (ref. 10) demostraron que un espacio 
de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, 
y sólo si. existe una transformación .l : A+A en el 
espacio laticial A de las variedades lineales M cerr~ 

.l .l .l das en X tal que: a) M1 e M
2

(M +M )~> M2 CM 1 • 
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b) M.L.L •M y c) M.L nM•{O}¡ lo mismo demostraron pa­
ra una transformación •: Bl:K') -Bl:K') en el anillo 
B(X) de los operadores lineales y acotados T:x .... x 
tal que: a) T* T #O(T -+T*) equivale a T +o. b) 
(T 1 T 2 )* •T-: T~ y c) lT 1 +T 2 )* =T~ +T;. En teorta 
de la medida. se sabe (ref. 7. pág. 247) que cual­
quier espacio de Hilbert se realiza como un espacio 
L 2 (n.a.p)¡ en esta situación. la medidaµ es infini 
ta cuando 1C es infinito dimensional (más aún: :.1. es 
a-finita si X es infinito dimensional y separable¡ 
pes finita si X es finito dimensional). La reali­
zación de los espacios de Hilbert que presento. fue 
sometida a consulta ante varios matemáticos por M. 
A. Garcta; P. A. Meyer propuso. según Garcfa. otra 
realización también en términos de probabilidad. p~ 
ro tomó como conjunto ortonormal completo a un con­
junto que ni siquiera es ortogonal¡ sin embargo. la 
parte correcta de lo que propuso Meyer figura en e~ 
ta tesis como caso particular en la construcción de 
bases. 

En esta tesis demuestro que para todo espacio 
de l-lilbert X(X"" {O}}. existe un espacio probabili~ 
ta ln.A.P) tal que 1C y L 2 (n.A.P) son isomorfos¡ en 
la demostración para el caso en que X es infinito -
(respectivamente finito) dimensional. proporciono 
un conjunto ortonomal completo en L 2 (n.A,P) compue~ 
to por funciones den en {-1. l}(respectivamente 
{O. l}). También aporto un método para construir -

i 
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conjuntos ortonormales completos (bases). aplicable 
cuando L 2 (n.A.P) es infinito dimensional¡ este mét~ 
do proporciona una infinidad de versiones probabili~ 
tas de los espacios de Hilbert. Como aplicaci6n de 
lo anterior. defino un producto tensorial completo 
para cualquier familia (no necesariamente finita) -
de espacios de Hilbert y demuestro la consistencia 
de esta definición. 

Puedo decir que el trabajo presente es autocon­
tenido (aunque faltan. por ejemplo. la definición de 
espacios de Hilbert y el teorema de isomorfismo rel~ 
tivo a conjuntos ortonormales completos). pero no 
por esta pretensión lo hice tan extenso; prese~ 
to como novedad la extensión simultánea de medidas -
(positivas) finitas e integrales de Daniell acotadas. 
sin usar las medidas exterior e interior ni las int~ 
grales superior e inferior; también presento diver­
sas simplificaciones en definiciones y demostracio-­
nes. Sobre esto seré más explicito en la siguiente 
descripción. 

La demostración de que la a-álgebra (de subcon­
juntos de un conjunto n) y la clase monótona genera­
das por una álgebra son iguales, la presento como 
contracción de varias demostraciones usuales. Dada 
una colección de conjuntos G. construyo una semiálg~ 
bra S tal que las álgebras generadas por G y S son 
iguales; con esta construcción simplifico. en el pr~ 

dueto de espacios medibles. la demostración de que 
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los rectingulos medibles forman una serniilgebra. Con 
respecto a una álgebra B. introduzco el concepto de 
funci6n B-simple (que coincide con el de variable 
aleatoria simple cuando B es a-álgebra); el espacio 
de estas funciones es denso. según la convergencia 
en probabilidad (con cualquier próbabilidad sobre B). 
en el espacio de todas las variables aleatorias rea­
les (relativas a la a-álgebra generada por 8) y tie­
ne estructura algebraica de álgebra laticial. Expo~ 

go algunas propiedades de los espacios de Riesz e 
(constituidos por funciones reales de dominio n). 
las correspondientes a funciones 8-simples se refie­
ren a la álgebra 8 generada por e= {[x>Jt) fxec. 

JtEJ-- 0 aa[} donde (x>Jt) ={wenfx(w) >Jt}¡ por ejem­
plo. para el caso en que 1 ec demuestro que: cada 
función positiva perteneciente a c. es limite puntual 
de una sucesión creciente de funciones B-simples po­
sitivas. 

Teniendo un espacio de Riesz e y una integral 
de Daniell E en .J: tales que 1ec y E(1) =1. es 
usual (refs. 1 0 3 0 13. etc.) definir la a-álgebra A 
generada por e (que es la a-álgebra generada por C) 
y extender E mediante las integrales superior e in­
ferior correspondientes; ya extendida E. se demues-­
tra la existencia y unicidad de una probabilidad P 
sobre A tal que E y la integral correspondiente a P 
son iguales. Por otra parte. teniendo una álgebra 
By una probabilidad p sobre B. es usual (refs. l. 
s. 12. etc.) extender p a la a-álgebra A generada -
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por B mediante las probabilidades exterior e interior 
correspondientes; ya extendida P. se define la inte­
gral de Daniell E correspondiente a P en el espacio 
(de Riesz) de las funciones A-simples y entonces se 
extiende E. En la primera de estas dos situaciones. 
considero la álgebra B generada por {(x >OJ lx e.e} 
( •e puesto que 1 e.e) y extiendo E teniendo en cuen­
ta que cada funci6n B-simple es limite puntual de 
una sucesión en .e uniformemente acotada y que el es­
pacio de las funciones e-simples es denso (según la 
convergencia en probabilidad) en el espacio de todas 
las variables aleatorias reales en (O.A); de esta m~ 
nera evito el uso de las integrales superior e infe­
rior y hago más expeditos los desarrollos correspon-
dientes a P. En la segunda situación considero el 
espacio de Riesz .e constituido por las funciones B­
sirnples. la integral de Daniell E en~ correspondie~ 

te a P y tomo en cuenta que B =e; de esta manera 
traslado la segunda a la primera situación. La posi 
bilidad de desarrrollar la integral correspondiente 
a una probabilidad P sobre una álgebra B. sin la pr~ 
via extensión de P. se puede aprovechar para hacer 
menos brusco y más natural el salto del modelo prob~ 
bilista finito (que corresponde al caso en que B es 
finita) al modelo probabilista de Kolmogorov. 

El fundaoento de los resultados que presento s~ 
bre espacios de Hilbert. es la existencia del produ~ 

to (tensorial) de espacios probabilistas; lo denomi-
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no producto tensorial. por su intima· relación con el 
producto tensorial de los espacios L 2 correspondien 
tes. Hay varias demostraciones de la existencia de 
dicho producto, inclusive con elegancia (ref. 12, 
pág. 149), todas largas o con antecedentes laborio­
sos; en cualquier caso, con dificultades de notaci6n 
que trato de mitigar con este trabajo. La demostra­
ci6n que proporciono tiene rasgos de originalidad, 
pero seguramente lo que sobresale en este tema es mi 
formulación del teorema de Fubini. 

Doy a conocer mi agradecimiento al Profesor Jo~ 
quin Curiel Cañedo por los estimulos y orientaciones 
que me brind6 para desarrollar este trabajo; tambi~n 
manifiesto mi gratitud al Profesor Pablo Barrera Sán 
chez por las sugerencias que me hizo para ampliar e~ 
ta tesis; a mis maestros Humberto Cardenas Trigos, 
Emilio Lluis Riera y Enrique Valle Flores les agra­
dezco su significativa participación en mi formación 
y su apoyo en mi ejercicio profesional. 
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~ c-x.,+-~ 'I t-x.,:J-=xt > nre•e/t"a..Ó b>dll <•.•>. 
IZIC. 7) Corolario CJ.•,,,. d' ,.•lou-Leb••g~).Al,om x .. en....-. 
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:fl'M'i6->. v v z .....,;.1 &. ~ C4'I en ,el .to6o,,,,. vs x .. s z ,,.,.,._ 

Qlda".AL E cy-)c •,~ EC.IMn.iMf .. x .. )s.liM,,;,,.f .. EOtwlJAi. 

E.CZ•)<oo,~ .&i.AMPnEC>Cn) ~ &C .IMwAMPnx .. ). 

'2Jt11'10s/r,.c1°Ón. ~ Yn=Airr#man>Cfft ~ Z 11= ....... a 11X•) 

pu·••fld v~ s..,--, zt~z•t,,,.bli*t•.~n,v.,,•J¡¡,,,iMf.,,.x.,.,,. z .. + 
,,6in411.p" x .. ,-" ~.u ......... dA d)f 9>"' <•. 6). 

CD.8)Corof•rio.a>.4.i.><.a~~ .... <C9el~&_... 

¡uai~,~~(It•••••'l )s4!'-•E(UC1).b)Ai.{w .. 1 ... ~~ 

.t. tác.«ÜI. llt,,o ~"'"e Q,tlll ~' { ECXn) J .t.o ~.""­

~ [Au.#0,,.Xn <OO'lEfitf ECZt...._w.c-3) =.t. 

'D11,,,oslr•t:;ó,,.A~d),u~dl. Ercuciaa3 ~1x1. '''f'Mf'tl 
"'61HX .. l+lllE[O,oo[ J ~'l'd [JC',,.>lt'l+ t ...... x .. >•w'l <n••,-...-. 
~), ,u.J'MAu [A&Cpn >C.,. >ft l E~ t cálMtH«thcia~dl..iivcl• 
., ecc..c.6. IMA Caau .. a "J e:. t 1 x' •e 3 l .UA.if'lf'd E e Xc-. .. ic .. ••'l l s..-.'ltj 

M#""'CH"'11CÜA.;~1Mcu"fl~tpAA. t~ .. x .. >lel+t.....,.x .. =CID'J 

uw+oo) AUA&lliafJAU [Aupo.X .. =oo'J E4''41 E<I:t ...... :ic .. :•3 )=O. 

um.9> Corol•rio.ll.<E>.&4 upociod&~it EaiAittgul• 
......,,bl.e..c~>. 

i1 

~. 

ji· 
( 
i'. 

i: ,, 
¡· 
l 



~111a.1niciÓn • .Ja.á. -•e •tJC\c • fMIML c&dA >e cla. C• > ,,_ 

... ;.,·cs~M.xal.<al-v e• 2-• ... t.,....S.CM cxe.e.1•l tt 
6 'ex> =-c•cx) C~bldt·as.ell; ALx.v•.e•<•l.•6oNK+Y• 
~aC5')" E (>C+Y') =EO<\+ ECYl e fUf' Cl. <D.~)).~ ... - .. 

a../,~,~-~ ~l,Cl d& <1E11.G)~ •>• 
('lr.,,,.d~~~ 

JIK. Prob•bilid•d. 

~Ot:Rflu••,,,,..-, cSlt'r'hz.-iag P,._~ltMl"6. 
~S.Altáa~'P.Ma~A •• Ai, P<A+8)=Plln+Pl8)f111. 

R4 R,SccB ( .66tpu.1 RB•4>);.Udi4tpd P.uo--addu.a AL 

'PC 2. .. A.,. ') = 2 .. P( A.,.") pllll&c:GÓ4-A&&.cua:.M IA,.JAIM B Jol 9A&A 

ZnA".' 6 dl.; Aa tJ/Aa'/M.6'PM~*C4 .. ACCBAi.~n'PCiq .. ): 

"PU:ll pana. ca.da. A4U.l~ { R~J..,,,, C8 aJ "6d An+ AJ Al~,,,,... P 

MptJ-&/t°J..J Aflu cB Ai- P.IA ~, ad;zfto '""¡·,... lll!t tlJ 

f/ PCQ')-J.Atdk.f.tpd co,e,P>AMpddo~A.i.PA 

~~ C6;AIÍM:.lf«6 co,cs,P>M•/'•eia" p~ 
Ai. CB.1.A G"-álgJ- .1#1 O f "P.IA ~...,,.CS. 



cm.ilPrOposit:iÓn.Ai.'Pa~ ....... -:a)P<fH•O.O)A,a••• 

AC.8-a>P<B-A)•P(B')-P(A)JC:)11,sae-e>PtAuB')+PtAB\•P(R\+ 

Pea'). 

'D111111slr1c1on • ...t.: cec&1~ P<c>•P<c+•l=Ptc\+P<•>¡f'M• 

.á.ló P<•>=o.SU..6. ia-"+helAu'B=A+<a-AB) .uo•~b')(Ac. 

a =>a= A+ <B-A')'))~. dteAo. ;f 'Cº""""''•'-·-··· 
C•.Jl,AA~ C'). 

c:ma:. 2\ Corolario. AJ. P.u~ t/ tuli.~kA,--..: R,ace tfo 

.Aca ~PCA)SP(B'). 

1'1--lrt1eiÓn. P"""41tt,.,,a PC&-A>•o,.ll~M ~- .. ,.~.A). 

czs. 5)Propoaición. A¡,p.u pf4i.f/u,. ti 'ldi,._, .... .__ ..t.M t•"p•i...a. 

~AMI 'fuica6..tlo: a')P.16~.M·J a.> tR .. 1 •"~ 

-- cS, An+A '41 A &cB =>P<A .. ) .. P< A"' ¡c\P.MUN~UO.lllCllM.Ace. 

"'D~1111>slr~eión.A«Flfl•'"'6'P.Munif,'R11• .Ml~f11J"AIR.J.&t•M•1i1Íe 

IAIBÁl"'61M+R&S,~IJ'd4A-A .. lM tecft;ftr.l.MB .. f"'A-A..+• 
'~ P<A .. l} .to caci1..ti 'JaeiliulA CPCR.,.) ~ PCR-~\ ~ PUn,,... , •• ,,,.,_ 

~ b) tb t•.J) .U~ O=.IMtt,.PCA-li .. ') = PCA\-..... P~ 

~aMucltÁAfUA a)~b). 4crpoMfdM t¡MA. P4.s+c• .,,,,,., 



f"-1bAMCqi ...... ca2'&1fMAA"'+Ac&,puMl;f"& t,.,_1,,.. t,,•.-.-ce 
.,,,,,, A'5tA•••s 1DC'a')+PCe•') • ... CQl ,... ....... , ......... 

P<Al=PtD)-P(ll•l=-P<Ol-.-,.'P<R~l= ........ lPCQl-Plflall•Jilr..P<A,.")J 

Jtá 1tllf.M.t&j11Mb).tM¡2'~• e>. P,,,,,.,,'/i'd•.nM r4Mla¡wi«'t*cl,'4 

~~~.· 
tmr.4')Plqr10SiC1~. Awl.~ PAIA ~..,,,,. cs,aMIOMA-

-· .. +~ '1'" PAIA ~·,<r-odi4-f f.u1PUl")=s.. 
"':Z»llNllSlr•t:íÓn. ~ 9M6 P .M pJ.1rlc·t6« ......&. •tt,.,...llW 

_.,......,o.rOn uc e All9M1'1 .. 11 .. e e~ P"~9""1., ~-:A.a l..,.,..,..._ 
4iÍ1&.P1S.áJtpll 2~A,; t ~ .. Ant~b")c:la<Jmt.~)..u°"'*r 

'PC2.nAn) =.IMrn 2~PCA,;l = 2..., "P CA..,). 

aA614 ~f.IU 'P .14 p•;04,_, cr-aJiha f f"A- P<Ol=.J. 

AM .¡ An } .lo. &*M.iÓ1 ..fM B "+M.ido. f'I' An= ti# piM&c.o.tM nl,,_... 
l/fl« 2,. A,.='/> 6 Et, .. A.ltrU Z., PCA.,.."l ~ Cl. PC'/>)¡..141;~ 

.Ar~ 'Pll/>')=o.~ R,ac• t"oll.6'Jl'I. A•-tl>,c...•édt'u.Yb. 

.. ~ iR,.}...lhtB o1itp-..éd«fMR A,=A,A.-a,..Rn=•Ai.n.,.2¡ 

di tvU.11144ain~~, CA4idJ.tf.lllttU'/69"'& 2 .. A.,= A+B e e, .A& 

ZiiiuPCA+B')=2.nPCA,,.)=P<Al+Pla)i..&Jo~,..P.&6 
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od'O...AIA.4A .. J •i1 c•4icM....,e.taf ..... A .. +f>¡,......,.. f~-A-a\A 
.,,,_.,;,,;,,_, BXalfld %;: C A.,.-A_a ') = An e. A 1M1'i& CAÓ4n,Al1'.elu. 

'P(R.-.') = %: 'PC R.-R,..+a '\ fMMA coá n \ .......... -""'~~Ja 

All&d ~~PCR,..-R,,. ... ) a ~,Mt:llC>OhlJ'fMA PtR .. )to-. 

.deúwc«UfM'JMI PM~ ..flft 4'· 

e•. &lPropo•ición.AM. • Mrnr"''fck...., a, e.Ja ó•,,1s& ... a,,_ 
.,,t#plll •f P'~-/IMlla/a~'9Ai.P'.e6t.1ob*'af#.-. 
'I""' P'C~Tc.;)='1T'P'<c;> 4i.. Ca.···•c ... ,2.TC:.1 • •>,~.llli!. 

.á~~~c-adi~4'0. Pe*~ er.RfAd 

'PCC) = P'CC) fQ44A eodAce "· 
"ZWmo•lr•ción • ..dca'P..to~eá~edrf,....fllll 

PtR)=2.TP'cc;l Al R=~Tc.; 11 Cu-···C'"&. ..... ~,,,,..PCCl= 

¡:a•cc>paMl C4da e e•, pl#..U ~~'P"' p.u:JAJU,.dlf/i. 
"IÚÁll. C6'/IV.,¡..•rf:iÓrt ( 6Ab:&,.,,,,, PC Rl 11W ~ Ai. ~.la M­

pww:0.eOt:ú Al. #'Ql&Cl .,,,_tptl ./a al'J"S..ic""' c:t. PM ~, .,,,,.,. 

~~c~, ... ,c,,,,D ... , ..... Dn E ·.4/Pl~fJ-'d 2TC.&. =2.°11>,¡; f:MCM-. 

Í#91M C¡,=%.ic.~C.a.'D.; C.l=J., ••• ,m)'W D,;=2.i'!aC¡D,¡ <J•~, ••• ,nl,M 

~ 2TP'CC¡, )= z.=~ '1;"!.a 'P'CC¡,1:>.;) = '1!'-a2r .... P'<C¡.'D,;')=2:.'P'ftt">. 
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9"11R•2TC.¡ 'I 8 = z.:::' C¿ • ~ PtA+B") = Z.T°"P'<C.¡"'):a 

'PCAH·PC9"'); ...J;dtMUIUlta,,,a P.M04'{16 .... 4fiPuwp• pll.I epa 

fc11CitÍ#fZl!b~m tb ~- a/tp11 ~CC)a P'Ccl poMJ-QMllACe Ir¡ 

Al A• •11c~ ..... c.• •Al# ... ,,..., R= 2:'c6 ... ..a..c.qtRl•i-:"cc.,l 

•2.TP'CCll•PfAlJAdt~'4.1Wi:•cu'.::i6P. 

C .... 15)Propo•ici.Jn. "'1#. e.-1,o. CT-Ó .. 6& ..US C2p rn=doJllll 

ce. Al P. p~ pula4ilcd4&'ª4 AJ,,."~,..,,. PCBl=P'Ca> 

fM144 edd4 se ce, _..,,t;.t:M P= P~ 

. 1lemoslrat:i6n. A..14 ..-C .4 co4edllnéfl~ Jm~ R& 

tii' .JizA49"1 PtR>=P'l¡::,l;fJ~'JM" Bc..t6 #..MM c:6.M411111t. 

4IÍtilM e ffWl c .ar. a» ,..u ..tJMM """ = s e .,un c.r. 2 ». 

rE.rnte9r•ción W..p#Clo •un• Proh•billd•J P(yExi'•n•iÓn 

deP). 

~ca,e.P> ldp0<.46~g.e.d.14pt1tilltb~ 

<fM" <16 • .a>>ál ~~ s-~66. &n «p ... _.,. 
~ PCC···J) AR~.h~RU~ ... ,u4ecA; 
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1'11 p.,,.+, .aM~ di PHx=s'l) ..u . .u.ua. P<x=s').A.lxa.e1xCQ') 

•-l-Za~ ... ,s .. J,.....zMc:HAtt:Jl/tWA fxdP•ZTs,¡PlX•~.¡l;MdiafMI 

J X dP ..u.14;;,,. .,. tá X Cll# llMP"° o. 'P e.,,_ JxdP .M.IA ~.,..... 

~ dt X •'6~ce a P'). 

cae.~') Propo•ición.A ~ J: á~ll dl/tirc;d11 

pn E.<1'> =/xdP p11A4c:ado xsl!,.u..lo.,,,;,,.im_¿¡,,,agu1&1A Aa­

,,,u.a .IAll.é' .MI/MI I! e rR) = 'PC R) ptl/14 cod4 R& ce. edp ..... 1•1 

..á: Ai.EM,,¿,,fi,,_.Rd6S>ill1Udt.M1.I! ..áltpa ac.n-=.1,...,.,.c:u 
~MtW~.uMtA ~ p..wAI, 8aJfAd 2CX)• 

/ xd P ptlRll. CtUÚ& x 6: '1. 

'Demoslración. PtMAX,vaJ:.u ~ XCQl=h~a,···•'rt.} 

fl YCQ) =-1v,, ...• v ... 1 •. ~9MI CMtu./~-~JIMlt. 

.,t;f/MI .fC%A•••••t:%,.,] M.d~lfll~_,&,4.c16r.ot:/6. CX,.M 

A.itu ECCX) = 1".!'c: %.¿ P<cx=c:.s¿") =e 2.Ts¡,PCJC•C¡,") =e E.CXl,a­

..,.......,~""" E.COXl=O =o•<X'l, .. .,,.,.....E<cxl=c•OO 

,p,tlMJ. CAdd RMll e.~ tpt.1-f -"A, ••• , Atr J M .llC#lfiui,,a d& 

.. ./¡n.,,,,J,,n.u, di X+-Y; ~ ..... c.M...tia,.,... tx+v =M-1= 

1:.s,,¡+ ... .¡::..c.c.c><=~.;.'l t.Y=!I.;~" [X=Z,¡,'ltv=c&.,¡'l =ti> .4& :t.¡,+W.; .,,.. •• 



ae 
.61aJC+Y,AI~ 

•t•+Y)•%~ "'• P<JC+Y•M• '\ • z; ... a .. ~-~· ... -Mt."PtDC• •.;.'lCY•Y,¡'1) 

=~.:'a.a %z¡,+._ • .._ tS¡,+V¡') PCt»U&2'¿'ltV• .. J"ll 

= 11'!.a ~r •• czA+V;l'P<tx•'Z,¡"JtvcY,a"J'\ 

= '1l:aIJ~ 1Z¡PUJC•%¡1tv-~'l'\+ ~.h,,1~a "'.i PCtlll•Z.¡,'ltY=W,¡l') 

=%r.1 s.¡%,J:.,Ptt:ic••.¡'1[v•,.J'll+2j!1v,,¡~":.aP<tx•z.'ltY•,..i'll 

=~,":.a~6PCX•%.&.l+ 1;.. ".¡PCY•V,;') =liCJt'l+ E<Vl. 

At ,,,,...,.., <µU x e o e o ..uo. q.ua z 6 a o fMM4 .i:•.a ..... ""l J .,..,-,_ •"'> 
M~tl.MMOAIMla di~ ~,...Al#_, •'fcm.,A& 

~ •tx> a:o. P'""*tptl r,. <O') e fo, s l 14 t r"::. sl =~ ~-­
d.i~R JI O, ~aouufl«Jltb~ J&UcJÁ fJM-& 

6 M ~.&;,,MIP p¡ni.fwa. á,I~ 6 ( r11'\ ='P<Al pilllOea.* 

Re 48. ~ .utl4 A«utüm 4x"J .MI~ ál f-U.6 ""to,~ 
mi{d4ltl 111 JI 'X s. f11M1 ,,_-;p.,.. t!. ,, /"'Uf$.~ JC,. s au:tx .. aa 'J + 

erDC .. ce"3 .~ .. ..tMc--~oltJ,_;f,v-.J.daúi= <....­
_,,,,,e¿,_,,;fill.9'"6 E.trR)=P<Al ~ ~ A.l R~c&) UJéflfl 60tn) ~ 

MPCXn ~ E)+E .if ¡¡(Jc ... .a) ~ scx .. ') 1fU1UA. CCldA. ra s.tM UIMl,.,,,,zé. 

tú ex .. ~ tt-:1 + '1' .41 A..itu• 9-"A .&Mt.,, s ex ... ") tS: E ; fW' und9u; .. 1t 
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ECX"') .. 0. PaA ~ .14..uMicñffttldls • • ,,,,;.,...,, 9ld 5' ........ 

plof6 Sbf-til .lhr~ ~tp.tA E 1trR) = PC Al ,,_..c:oJG. llC f& J 

pt'lotí'rpa x= 2:°%.&.Icx-2,'J •Af..m..u E 100 = 2T~¿,IE1(EDCca"A'J) 
=:lTa¿P<>c=:r..:) = Eoc>. 

INl#M4crJIÍlll"U f/M6 E M iAc.,,,.llfá $>"""'61141#./!a/~ lt.J)•1 

g~eid#áru .At ~ .. ,e;,¡;,,Peá•~s c14Jffu"é p11. Pt~>=•a.l 

lfl'l'lllalÍ6A•tS1M~~ P.,uP""'·, ... .., ,.,.PCO)m,s • ..di11,a 

edaif AB=tl>,~ PtA+B)=-Elr41a •• ) =E(Z111+Z•) =EfZ4)+ 

EfZa)=PtA>+-PtB)¡A.i-IAnl..&6U~.u&Salfl'Alln ... t/),~ 

QY I .r-.11 J .U~ _..,.,.e -éJ9'1M z-. .. +o :J#~trU'40- PCR,.) 

"'º ¡ ffW'U'IM'i"é6t.2t, P.u.p.Ja,li&~u&.e . ...4.l XE ~,xca>• 
.f-:C~, ••• ,:t,,,J,~E.tx)=E{2~%,¡Itxc:r¿"'J )= Z~~4ECIDcaa-.¿'J ): 

~~~.&PCx=Z.&>=/xdP.S~,~,.. P 1.apulllllr-­
l«Atttl ~e *l9-U1 Etx> = JxdP' pGM-cod4 X e.C;A.i RCC8,.M-

7M«6 P 1tR>=Jr.t:fdP'=E<X4) =JZ111dP=Ptl:O. 

CIE.2).L.-ma.cS=.f tX >O) JXE.C J = { [X>%'J JxE.e,%cl-•.-tJ. 

~moslnt11:ión.Ai. >ee.<?s xc0>=4:t:.a •.•• ,:c-'"l,~ [JC >ol= 

~•.>o tx=:t:_¡"3 €B;AC. B6<a,~ r 8 e.<?t1 a .... t.%8 >o'l.i>.a. 
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GCiMMd6un.-6" 0/111 (S.a) ~ .J..o. ....t.& ~tide#. 

A...t!I _.. a--álg•k .fAI n ~ pn a ti a ./,o. .i.Wtfu' ol& 

S>o.;•tl'.MCl1~·,·· Cdloocceultlctm CJZ.j,')')..- SC><')=fJCdP/14. 

Ad ~)(e e J tÚ "°",,,.,"""" e rz. al li .. tif'.,,ici,Ñ pld JI•• .. o. 

e sr.' >1 .ln-1...,,0,.., l.a<E> il I!,, e e> a.fito. A& ~AHf3".._ -
.,..,,O .ptn l.a ca.e. P) il ~.ce.fil, P),..U. x el!!,, ca.e,P>,_... 

Cf6 ~ ~ I XdP =.OC.) ;Al ... tpd /'ltdP M ""~"'"' 
uw~a. P ltt'I'-" f>edP.1A'4MfUAA.,_o.tJ... XAJ.C...,a.P). 

C .IX. 3) T~or,M• CE 1d .,,,.,¡;,, d~ un• Prob•loi lid•d ) ....... 

ca.es, P> "'f&G.W ~ 11 e.,&,. v-tÍ/.fJAa...,, ª'*'"''* 
/1111 cB. &r;;.á ..ut14 pdJit.-dod P' 4'11c. (JI, f ~.cMICI., ál~ 
-P't 8') = P C8') ptA114 cado Be CRt; A.i. X .t4 .~ ~""""' 

ca,•> pilti.~, ~ f ><dP' =fxdP C.1M~ef'l1co·o., 

11,, <o,•, P'l = 111!1. en. a. p') if JxdP' =f xclP f!14AO.C4do,. )(e 

1. ca,,cSe., P')'>. 

'D1•oslr~t:iÓn.AM! P' ./.o. fa4ccciñ.~¡»'I P'tA) = I :r,. dP 

pilll4codo. ll et!R. PtK <JX.J)AI~ ~<•'> =P<&.,pMO.. ~ 

BECS C_...JM'lzfcul.c P'CO)=J) i1 pl1& (%JE,Q) P~~ 



4.1 

AJllwa,Jo.,,,.,,,¡ddMJ dA P'.tJÁ-""' < ir.m.e) • .41, X'M ¡w.cdfn e-4'-yalr 

pol'~fX<Ol =is., ... ,z.,.1,~ /xdP-= 2:'SJ~<••*;')• 

Z!"ir:J i J:Lx.=•.1'ldP =f < ~'!'%JXtx=•J~)dP=f xdP;Ai.JC11D1•0&6 

~ .1;r1 ca.•>~' -1x ... 1.16 ~,;.,. c6/Mlllc:ittt ._...__ 
pi. pildÁ~ ':á/9'1"' x..,+x, ~ fxdP'= ....... fx.,.dP'=Jliit,.(x .. •P 

=lxdP. 

A.- <O,&>,"P) ~ ~ f1 x. Y ,,,.,,;.4Ju .sfwGit41i 
.IA'I <O,s>.A~ x:Y ~f"A- P(\X-""t'\>0):0 

(AR hllifó. tpd t UC-Y l >O 'l = t X .. V 'l) ¡.U cUcl~ K ...M .cfud 4 

Y 41fU.. P Al XgY. , 

<JJC.4') Propo•ición .. ~'>A c¡1M"'M 4.lf'Á .. PM JUh«,.;. 

tá~.b)..dMlf'tX1X',Y,Y'~'~~tM<0,8')1'. 
..tr.. rpl6 X g, x' V Y & Y'; A.i. • AA....,...._ tb /JI.o •Mari-... M4'M6', 

~ X•Y.l::x 1•Y'. c>~:ic,xn,v,v .. Cn,,,....,11.ai"&w>...._ 
JÜd'6~ .MI CO,E!l ~ ~ i;raln ><n =X .& JMI.., V.,.= Y 

(O .ál. IJUI AUp,. X n =X Aj ""'Pn V.,. = Y); Al. Xn ,: Y,. ~e-""• 
~x!:..v. d)~ x,v~alla.áúae.IM<O,a')..ta.kfed. 

x &.v 1Ai. Y~se,<O,li,1l»">,~x~.tt,ca,'1l>,Pl1f fxidP =fvdP. 



i;,,llN#lrwcitln.Al'IJl'ri• i*J,.t. ........ ~ .J...a..1&.i ..... "1d 4* 

,As 1¡.••IJol/ Alf'1- P, A.t ur«tt& ,,..,.~ tá CJC•xl-'I, 

cx•"':J = tY .. X"lf [IX-%1>0'1C t1x-vl>O'l u t1v-zl>Ol •• ,_,_ 

ál "'t c>Ae t·f"• llfffl•c&·..........a tb ex •Y• x·~ v•3 e c.x-x•J u 

CY•Y'~ f CJMl"XnwiaMf/nYnlut...,. .. x .. :it..,. .. v .. '1c:U"Ot .... v .. "J. 

d'J'Á'l•t' fJM6 X ~0¡.41. xao v-tx .. JM-..•a&i#41di,....rir'l e-...:-­
.plM plti ... r.lt¡IM "n+x t ....,;,.C'M f KdP=.li...f x..OP =O ( ,,....~ 

d. n .u1- J" .. dP=o ~ Pcx .. =-a:)= o A.L··*•o>.;~flU 
x+l:o wx-&o (pl'lf&d tx•>O'lU[JC->O'lC [IXl>O'llt.U~ Xe 

,e.co,a.,P'l ~ JxdP=o.~.dGrMO.tK'l'A x.l:v, xeo,vao 

f fYdP< ao; (H'•fif'MI X-Y .:o (lfWI b)dl CIZ.4)), ....... .Mc.-g 

Á9M x-=011 c-vr•Y ,..,c'M..a b>tc>á <mt.6)AI•'~ o= 

.r CJC'-Y )dP = f xdP-JvdP. PtZA4 .d"""1111t IJllll X~ Y, X'&O,V'll:.0 

f /Yc:IP=CIO,t'l'f4~Xn=Xl:tx$n~ "'Yn=Yl:tvs.n'l en 
...,,,.,,f'llidiltr>; fJ«''4tpd [ .tDcsn~ l)k Z'tvsn~l=[xsn][Y>nl 

+ [YsnJt>e>n'l e: tx•Y1~'6U4,...QM it)c* UZ.4).M~ 

""~Y ... ~ ... a.ucla~ Jx .. dP=fv .. dP (A41/A&~ 
lÚ x .. .: ..... ~ x .. ,v .. .40ft~i~1f~)#CMciar.,L 
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•fMIX11+XtY,.tY, vrr#"•4cnc:t.tnm.•l~...._ fxdP••·•"-"'•lf, 
4''1'*1"''9""X=-Y•l&<D,41P,Plipu.a'J'M x·=--oc,ol ~ ..... , ... ,O')• 

v•11 X-=-...U.S<>C,O') &-"""'"<Y,O')=Y-,.411iM,t xela<O,e,P'>t f>CdP 

cfydP. 

uz.s > corol•rio.a>• x u...-io&lt~.i .. uo,e> p1i~&a,...,. 
Íilla4 f xdP•O 'ft' ...... 4 X~O.bl.Ai.><el,<0,_•1Plif Ac•.M*1 
t¡MJIPCA>=.J,~ x.r,.E~CQ,~P)il />ez,.dP=-/xdP. 

7'it110slr~~io4.PlllAIJf1JAC>c>n-a1+t">o"l,P<x>n-&)snhcdPAi.X1:oc,... 

AldalD.S»-.¡ LxrA• J(']CAc,,,,,~.u ......... d)da (S:C.4l. 

JC.Znfe9r-.ld•Daniell Acotad• (Conclus1°Ón'). 

IX.J.\Proposit:iÓn.'-'61! H(JMMtb~ tl6 /" .. cild6AMll.u. tb..,.;,.;, .Q 

..,,,.u~l!,E~tá~~e :t..lfU6Em•1v•Jo.cr-ó,,..._fL 
,,,... p111C. lii1Ata .wMA ~ PAdr.•, ~Aíf.,.1-.a, :laJf""ll 

c.ea<O,Ei>,P)'V ECXl=f><dP pGAAc.cada.>C&C. 

Dimos frttJciÓn. ~ cB .Ja. á/gJlll. .Jlrt·Q ,.,.,,,.. fW'. ( [X > 'X"l \ 

X E e, 'a: 6 1- C10, oO t. l ';1 P .lo. ¡u.cciá ~ ( tá a.muJI ~ 

·~~ ~ pn.u.uá. a. < m.. ~')') fQM1 PCA")= E(%A") pMO. uu/A 



---·----- -- -- - -

. Acd'. d-...........al • .'4 .IA cr-«fp6wt. MI Q aa--•"4 p#l A,.-"1'111. 

á •> l!á cs.z>11 ,_. ... , .41 ~ f1"d 'P.IA ~AJ,.tll;• 

e mr • ..,, M Aif'-~ 5<>Cl • f xdP poAO. CdAta. 14-•••c;¡,. ca-,...;...,... fil 
..c.4ic x. 

Álf'WfCf.e fMA OS XC /1 fl,,,,,,,. •UC .-1.'4 &Mc' ... d.a r'c-~ 

ca-~~''* a.ocuJ., C111b> cli cr.~>l.l&l~x .. t'>c> 
~.b> CÚ. <•.4) ..U~ ~CX) s:./,M,t,, 1&(1fn) e: ....... f X"'dPa 

fKdP. A.:>ee.e ..... d4-oocscx')-s<K•')- •t'IC.-'\<ao,acx•>• 

Jx+dP il Eoc-l =f x-d'P, P"'~ • .ec:.e ... ca.e,P')fl E(J() 

= f xd·P panA c:cuf.a. >C 6 /J. 

~9M1'P'1A~btaá~tz:ál~.cc..e.caA'P'J 
~ ElX>=f><dP'l»fCOld4X•l!;tá ~CMIC)c* cm.sn,4'• 
"'"ECY>=IYdP'ptlllll>arda >"lil!+. P0/14 se CB ~ UlflC& 

4UC:Uüm iYn J .IAI~+ e da Clc.uAlldo C4AI. nr:. an Xtdtpd Ya sJ. t­

Yn ... Xa J ~ l•."fl .U~ 'PC'B) = ./Wrnn& CY.,.) -

~,./Y,.dP'= P' CB) ;pt11.IT~,dl~f:lll lrlll.6).M~-

"111 'P' ::: P. 

(%. 2) Corolario. ÁMlm~. E• tfíl,'P """"'1.M& CZ.J.) if AMI- $).JA 
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a6ni"Gk~-~.-'1>fbQá,6o,-rDe~'!'•>A.i.~e•, 

.MásCff PtD)•A.MpfEO(')lx•rD, xel! l;...C:R•• ........... Piia)• 

Mfl{'PUY>IACDEti>J. /o)~J!.MaMOM~.JAM*A,.,.rciA 
M~df•ll"&i ... ,~S>=-ltK>O~fxa.eJ. 

D'"'º•'r•c1i'ln . .d.t ~ 'PUi') = EC .r_.') pilllAcad& Ac.r.A 

~ ~dA. •> .uM _.,,,..14 ~;e...:. ~paeMl.o. cs.2l1 
di 4Cllllu:l4 t:4l'I .&i 1.Jlt/i•icitMtpll f2"ICltÚ á cm. a>,....,. .... Pe A>= 

Mt/-IEtv>I %AS VEJ!+ J ~.iMl-.f PC'D')l "cl>atl>J l"'lfAceda Aa. 

81. PMA A~e. E>O ~ YE.e•JaJp Y~rA f'PCAl">l!CV>-E,Gll&ir­

áú1u .u.ra A1¿¡eH.cO.. eh ~ f v .. J .tal IJld y.,.+.& ~ ,,.,,..,. 
Hv>filn3l.144UUM'mMS$> <p¡n altb. cr.4ll áltpd AcCv>V11+al 

e: [Y>"" l 1f 'PCY>ld .. ) ~ ~-~ ECY') e,,_ •>cú ClEll.&n-fMIU..-. 

n,MicMu PU:U+E >SCY') =.e,;,,,,..vñ~ECY)2: ...... n'PCY>".,.le 

Mr#- .f P (~") 1 A e 'De¡~ l ¡ .IA'l.tAti&~ qAce-'ct ~../,o.A&­

~ plkltá dA a'). 

~'PU e~~ ,.,,;.,,.JA.~'"°"....,,_ 
41&1 cú ~-.A.e: XEB '4 Xn =~en x+, i. l, ~ {Xn J.16 

AAll'eti,;,,, US..t fAI tpd >C.,.+ :t [>C >o~ j .p111 I# ~ {[>e >O~ 1 JJC c4 J 



e:.._ P..a neS> c...c1"o"•..u.,,..... Wtt•;..,fx,,.J...,I.' .81,,.- w_.•z• 

11x=2." 2-"x .. -.~_,.."" .. a fA"' f 2': "~"~ JM •••• .,_. 

CJMU'-tii ,.,~~~"'"V~ A >C, ...... ,,,,. 

>ee,B f D = C>< >O~, fMl'JIT~ 9 e: f Cx>o'3 I x ~ ll J. 

i 

... ____ __! 



47 

IND~PElt/DENCZR'EsroclisrzcR 

n. Ind,p~nd~ncia ~ <r-álg•br••· 

..4Mn co,a.P> ~,ad•*'**- 11 r t:1.,_..~'fl00Ír,,_.. 

c:iAda. ta T A6&1NdÜ'ff4 .MnA 4• fnlkoc·-. r. cm e. M a/id .... 

e"·." e T) .M.ÜCdj&''#We..á .,,é ... p 4i,,.,,... caÓ4l A•d---­

~ >n.·á-'n#u:&CIÓ S cm r fJ' ~ ews&t..uiffAA_.•~ 
'AES) Al ..... Pe ne /14) = "• 'P(R .. ). A6 áta9M1 tr .eo cr-At&t 

á/r'- cá e A' B' .u o--dlgelM .1A1 .o ~ tR' e 61. 

<U.~') /.«na • .dc.r,poJr#"d tpU T .14 .¡...;o-1/ '6" e. Ct a T) .14 

CT-~ t:Ú Gt. Pt11111. f1M6 C "•,., • T) .A.f4MWv1"éciMra M­

~ 'P, .u ni«:CUUltilT 1J 4 ula""Ká tpil Pe nT "'*) = ""T P '"• ") 

paAa. ecUP"'4f&UCA4 "·.e,. ( ~ CT). 

7'1,,,0.$lr•dón. ~ 9M1 <t!Rt.•t•r>a..ücálptW ..... 

.,ugw ~ pu•Jir941 r .14 ~~d. r, ..-~ 
'PCl"lrRt.) =TTTP<At ') 4i. A 4 E tl!e pan4.C4da.t cT. PO/llA""'"~ 

~ .. U'.IOÓ s tú r, ~ A .. €ª"' Ai.AC s11 Rt. = Q 

A.i tcr-s ;~flAAll. 'P<nTAt:)=wTP<Rt:)1J~ 

.111 ~,,a ,.,T R.,= ns AA il PC'2l=J. ,IÍ•cc•'l""PcnsR..) 
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•1TsPCA .. l. 

cm. alPropo•iciM • .-• • .1&cri-'Cg• ... .-a,....,+ pn •• t1•Tl 

Al ti!'~,~·· r>M.ürcf+o ........ ~ P.ada '• MUV'Ot* .ML 

á ... &«c·eed.6 fini1'Jl6,...tJ.CU '"•• ~~7').16.Mrc\«'PJ t ... ...,.P. 
"'Z>IMO•lr.,:iiln.~ s 1cc1...¡.•~...,.,,_,,¡,,..,.",_,.ª 

aQ .UCOMtfftt«4 Ar. uticcc;:.. 7i'a ·~·~ 'la•.*61 

fl"6 PCAn n.-.... ~"·) = 'P<Al1Te-c ... sP<A .. l A.i. --....... flllllA 

cod4 A a S- -1 .U J. P~p116 ( e'e ,-e CT) M.Ü.d\o ... 4'¡....J¡~ 

P, .U~ r..-c:li.c.c1ÓI PC0)=.1 9 Aodi#iT°d2dá~ blcMtm'11 

J.> 11 ol tá e .... 3 ') At •'#"',,,,.,,.. '31'..., .u dAM cr-acii._ J .a.&...._ 
C'"nc..ffl,CÚ IUM.IAÚ 1:113 e%. ti> Aa ~ 4lil..., e '1i.u. J f#U.#'C1 11·k._ 
.a. CtRp. • ..... , Ae•-f P.l) .u~ ••• ,,r .... P . .,.;, ... 

..,,/ ll.,'f,,.,,;/ÍilftlMi#'I 4 ca.ot., .U ' S { ~A S-"" AM"""""' 

di e'.a -IAt co.d4. ~ ), clla.ac"""'"" <Zl. ~ ") .nHulQa ,,.... 

, ..... .4C9),-C4 ~ A"'fJ..s 'P. PMMI"" , .... , ..... , 

.Ao~~&~.-P -po!UA.~~~4#1'" 
~ScÁT, C~t,e•T).1.4~ 4'fÚ..rP. 

C'U. 3 ')Coro/ario.~ r., < 11 e. r "') ~ 4111'Vf0tl:Í,t¡ da -r, 
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la« C~CT) cr-~tbtlíl'I- tR11 C.#ler>.f&~é ..... MIQ4'11-

AtMAd4.plll uT.et.,A¿T•~,.T .. ~ Ufe,••Tl ... ,¡.cc6rr «si* 

ugM"" 7=', ~ Ct!iilJI, ,.,rl..,u,úc.,,. ... ~ Mf"'" P. 

D1111asli-:•ción. P.,.c:lllÓO lle r ~ r, =-t nsA .. lsAMt 

~~Ml~dAT,.,A ...... <A••ll)cfl .. , ... r> .... 
..#l"Jaudd ~ P, C4do. ~ ..Ua.Hb ""J6~t«c.,,,_li 
hÜÁ.o if u..;.,,~* e r, e: tR111 • 

Jat. V•rla&I•• Rt.a-tori'as Ind•p•ndi1n~••· 

~'':2·•,P> e&po.ei.o~v T~,,,,...-J 
At:x.a~l4~urca,t11P>,~A1~...&J!Ull'11Cx> 

aA <T-.,,,,".. .Ur a~ fWl 1 [X>. "J 1 'Z e 'l-ao,aot l • 

.A¿Xt (~er).#.fuf/IVúaM~.AMCQ,líl) ij Clíl<Xt'l,~aT)M 

~, • .,¿¡¡.¿~ P,~Alet4a ~e"*,~ e r).UiMi/Jl-

~ .ur P. 

CXll.J) f>~opo5ición.~tpd TA~ f P4Jt4 c&d& 

~eT CllOC4édicuu.vn.o. <T-4«cW'fe'"4 C!iPt tb fil. POAO.fld <drht•T > 
.4&4~ec~ ~ P, .IA~'d Ac•/4W1tcfie'l'"J. 
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.. ef:hlL/Tf'-rXtidP-TT'-rfx.dP AIA~pMA'"«'• .. ,,,; ..... 

. --."6 o6o~ x *et e r') M& e o,•> p.a.i._. s ..ta6o 9M6-
ttílCKt) C: tfílt. 

D'/#os~r .. ción.A'Y"'1•1e ~ T=4o,,.sJ f1 t¡lll c•o,,IRal..16......._ 

~ ~ ~ Pae.u...a .,,.,,,.,,,,.,, 4>0-..,,,_,,,ll flll&i"Aa >< 1f 

,M#a ~«ir# tl~-AiMcpb f!J10i4-. Y 1 CllUi~ R.&• 4>o c¿a 

~, .•.• m), B.; e •a· e J•.s, •••• n l 11 z..:,, V; e co,oo e Jalu ~ >C = 
2,;. 'Z¿ %A,¡, 1f Y e: 2,; tlJ J puMÍi9MC KY ª Z,¿ %.; C,¿fi(; %R¿B.; , .... -. 

911f><YdP=2¿2.; ~,¿4(;PCR.;.lPCBJ) = '2.¡, S¿ PCA.¡\2.; fl;PCB.,¡')= 

/ XdP /YdP. 'f'OIM ~ ~ >C 1f X .6tr1 <0161) ¡:»ti°'1•6 

RIJ¡,otpu tilCX >e: tlo " 45P<v> c. tila , ~ '""'4Al'CUÚWfX't1I 

t/I ~ ci>o-AiMrfo6.o ~ -"11fMA Kn+ >C 1f"""" 4'""1W. 

iYnJIÚ~ 4P.a-A.1Mcfah ~...,f"'AY,,.+Y:;~f/111 

fx.,dPf (xdP, ÍYrtdP,. fYdP, f Xn Y.,dP 1- l KYdP 11 Jx .. v .. dP= 

/XndP /Yftt:IP P""4 e.o.do. n' M ~ f xvdP =/ xdP /YJP. 

a.All&~ PM-' r=10,,~,, •.. ,1e+.sl,9"' CA,dP,,, ••• ,••+a>.&e 
~ rcmwá 4!1rW P g tpu A e¡.ecMtl ~ <1DI • .s).t.o~ 

.pana. fo, .t, ... , le} ..fin ~tá -r <Ati'lf41A tÚ ..i-ducúÓt ~). 
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P-.c r=-ic:i&,,.J ~e1M••"4uH rc. =•0,.1., ... ,,.1,r,. =-ti.+~1,.l&v--
, . -~·~ .. a..,_ 9.,:~o,.,-~p112 u.""~ •,.=• .. ••>/U' .. •~ 
e',.,.) ..uüctJ!Ap"1Ulk"""'14 •• ,-.. p e,,,, CZE.S)), .......... ,., 

../r~A.f~ Í1<YdP=JxdP/YdPA.iX(rU""A14~ •• 
Y) M411&!1Üi4&~ .1M CO,tíl') ,w:ai.~"Úlp.6tílCx')c:.(I-. 

( ~ 4>tY) C:::. ti'-). Ai.wl.1'11"'°4"6.~ Kt ('teT') 

.Jl«CQ,fR).~ ~ b.6.ofUA. filCXt)C:::.tllt ,~¡~ ><• 
1T-._Ke il Y=Xw+.s; pu•6f.o,,_ dl'hC')C:fiit.c (>C.M"ll'llACd,,......,_ 

/l.ÜI. < 0,9-, ~ X-t LG~abAtaco .&M<O,é!i»a).,.._ctMi& 

tli Ta1 ), tíilCY) c. tíil" 11 /XdP = TT,._f x. dP e ,.,.&.~tá-­
duu:ión ,,,,_.t¡,. ),.,uja,u /TTT XtdP =J KYdP=/xdP /YdP = 
TT-r/KedP • . · 

~: .14~fftf:Úacci4~ Ptácce.,t•T> 
M~ iJ6.J.~'dtadtb .Ja.~ C A.i. At4i lit: <t aTl, 

.,,,.,,..CA til:< X"~) e:. lfíl-e '=I 'P( nT A~)= l '1:nTA,dP=J'1TT~A.dP 
="IT'T { r,ca.~P = TTT P CA•")") l¡I t:á (JCI. ~). 

Cilr. 2> ~orol.9r10. ~ ~ T .14 ¡w.iti :¡ ~ QW(o. ~~T"'1f 

..4~•..una~~ x1 .6Jt¡.MA luce ldP<oo • ..U<>ct:,t•T> 
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............... o'iid.ug.McP>~ /ITrT•eldP<•tj f1TTJCedPc 

'ITT J X .dP. 

D•tn0•f r•ctiln. p.M.&J¡,tpa e líil < x • ') • e ~ T) _,.. üs-,..:C"6ii.c6.q,.. 

,-P 11 4SiP < 1 x • \ ') e fP e x, ') fllJllA c;Ada. .,_e T e,,,.,,,, x: 11 x¡ ....,_ 

.....a.l&o ~.11>1 ca,t11cx.ll'),A.1 g.,,,. fanT><• \d'P= 

trT foc. adP < oo. 

dttpra~ ""6 T==fo,~1; ~IJll" e<>et '· dt<JC"';')JMmcr-.tdlll 

~ch. cSP<x.\ 11 ><.x,,= x:x,,•-xtx•-Kó xt+x;x¡,..u~. 
/XeXadP=Jx/dPJxtdP-JxtdPf>C¡dP-f><ódPfMtdP+fx¡dPfx¡JP 

=C fx:dP-f >CódP)( S ><1'cl 'P-( >e:¡cl p) =fxoclPf ><adP. ~ .... -

,.,f04C~ T• ¡o.J .... , lft•d * flAI' f Tf'I X edP =ni lx .dP <./ti,,16-
.fiA dc~ /M-iliA) 1 p••MlifMA e líilCTTl'x., '\,C!e • .a'\_.........__ 
fl"U{t"wá...,,,.,,,. P,AI .tiirc.f f w:•"x~d'P = Jnlx.,d'Pfx .. aclP= 

TTI+ª 1 x. d¡:.. 

AM r~ct.~~~ 1 ¡ptllfACdÓG. 

t CT 46MJHÜICtc,o. Ut& ~4&0'~0 •• A. .... PftOT 



all!M'fl4,AJ, aae.c. .... "T º• ' .. 4&Cl 9ld Or .... Al~-.... 

..&u¡...,;,,,.. "' cá ~r A&lu 'JMA "''•>e a* ~ ca.M. 

~e T) J~ A.1.u.&0- '"'•.e CT) pillld. ~- .,,.,_,_ 

M '-"~ Cr á/,,,,.,. (,fJ(~) -161 .. fM11U1. ca.do.' e T. 

-d&aC~táOT.A..a/lid~CM~ ..... 

Or M ~ """"~ ~ • dA T 1f c. eª•<• erl 

~9"1 C:TTTCe il Ce=C2~ potw.c:Ada. i:CT-S C,41.,.... ..... 

CT1;f fPA.on.~.usOr> 1 A.L.u•r1' c"-co., ....... -
c.16 e~ ptMO-Aimp'~ ..11. m.tcccm ,_.......,_ 

p#t e, .... ) a.l~TT-rC~ .... oT~f/MA Ce=OeptJllACA­

da~ e T-i.UJ CAi "1UfO. fJ.IM 01.a) = QT 'V t#>t.a.> =. ffUMO-c&d.o. 

.u .. r; :á~ ..u c.lolw9"6 : e -M .wfbñrc•...,, a.,. A.t. 1J _... .... 

"'40.MM~lffti.tim1~ &t/AT'I e,. c:QA e.oc•~ 

_...~ c=n .. c,".,>. 
A.tos~pMpilt:brt~A.M~ sc-r.s•4>1' s-. 

T ) • .4i Re: OT ';I 1' =e IJ .. , ..6e s) E: Os =7Ts o ... e con»=» .. "º•= 
O..o ..4.i 9=-141),~ .u~ R,, =lu1,.~cr-S)EC2r-•I 

C~.~CT)EAJ ;A6~~ R.,, .M..l.D.AfllÍtMCÚ RAM» CAL A:a 



Tl'T Ae , ~ A,, = rr,._. ,q • fM"'A CddO »e"'• lf f1 ,,,, =ti>,,._ 
coda Jlt509-TTaA4 ).A.i.>t"'6 ~-~Cr1/ :a1= 

e.., ... A• s ')e 0 9 , ~e»t. Al~ .A ¡... .. e,;¿.. x,, tá c:t.MiorW. 

Q"'""• fWI Xu e 11., e: e r- &"') = x < aJe. t: e T"> flO'&ll ~ º'•, 1: • 

r-a) E Or-• J 41 eüa""""' x., M.6ueeüMtbX..&n11 • 

.4Mtl R ~di. QT" ';J X 1"-citfra CÜ "-M-OT'. 

Á#did9"' A (~X)~-c'~~M.ETA.4,.-.-

11,¡.11e '2.u ;O.z.6.& 1fUA- R11-:F11111 C ~ x,, .¡ax,,,)1 .AA 

dfatp.llllC~XlM~~iÚM.CTA.i 

A C~><) hlllW&¡ahcd. dAu.. 
czm,.4') Propoaic•on . ..4.Ma. s ~ f'MrtlitTdAT.a') 

4i. 11.&Aln~dA o,.'~ CR-al,,=R,,-a .. 
plJllAC41ÓO. .11eo9 C.fM. ~ coT-al11 = O-r_.-a.,l. 

b) 4' R"'c oT' Cl'e r> 11 .11 •Os, ......hca e n,.A .. la1 = n,. A' if. 

CVr A•)_,= u,. Al. c'),44 A.u..~dA QT' ~•M.ilait! 
~di coJ.o. .u. e T-S il »e os .14., 9A'A A.,.,.. ,s, ~R.,,= 
a.,._ •. 

~moslra,;;ó,,. A.i a1 =<i1 ...... c~')~ º• 11µ=e1'&,-e•T-S'l & 
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Or-•1~:µac11-a')»<=>Cllt,tCT)~A-Bc.-'>J.1•A.,-&., ,.µe 

cnr A"l11 ~> ,..,,,~cTl• n,..Ar~>µ~ n,.AI ¡pe <urR"l,,<='> 

P•UrRt:. 

Oflf•"dct.ÍIM, fQIJllO-~.J..~ e>, .11-111 .. , A&S) ~ _,,,. 

<»~ • ~ ~ r-s) .t.a6' '/MIµ E R11. Pll/ID. '"'• • • • T'-&) • CT-• a 
IAIN&idffa al~s'eó~~~~•r-s_.. 

~_¿,~ (¡Jt.~~.r-s') E R,, .M.Nll~t:emalM.Mr·-

14"d.e JJ"""; ~~ 11»""' = Rw"" 'I <11 1 , e cT-.,""n eR,,"" piL 

R4 ca.da.~ cr-s, ..u.áMd &'= r-s; ..u.$-t:t.,.UHÁ•~''' R,, 

=QT-•• 

A.t4 COe,~t) ~~ci6~ Ct~r> • .""'1~9'11.IMI~ 

~ n 5 c,.,..,,. Or <s~~4WWUÚltDT).M 

~ A,¿ C4 E Q_. pi1A4 ctJ.Ód. AE&. A.14 rr .Al.~ eá 

~.&:>.Me•~~ Jlln oT ~;A.ti~ p1n S..v 
eT ~a .h ~sa.14 cr-+"416...,., 
UI Dr fJIYl er ; .41 dtD t¡M.I IRT a .d~dl ~ cr-~­
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fl. '9. •• < RJ1. l >a·"°' fOMA CAd& n • ..,..-4 OMll• p1•6,,.. n,. AJJ,. 

~- c.MJ&.uAAfu.t. • "~ ~ ...... ccc•..:fd pa 1=1. ... ~ 
p.JJ.·&ilA~ _.. 4SP-. .. >, ~ "'.t...ea ... .,;6al~ <c..>.t ... HT') 

•A" flllMi& alá n. R-4.Jt:4All.en'1"' ª••• 11/'T, ~uºdcé«U A::.a.= 
.f 01co;, •• 1P ..... CCA¡J.l.,l > 11-.a :r""oc J ~ m.M.11..,;__,ó 
tf~ ¡act'i-ueci..zJoo. 9 .. s", .Mc.lalf#'I"" 11::.,. -=»A:::i ¡.Al 

A;J. ""'tccÓ °'A ..... , ...... Cl611;.,ECSP,.+.a. lj. l=lr+a.CR; •• )>2-~ 
C·fll'l CZ1r.3))JA.é. R;}11 .M~tb A•+&.~ A;+&::. 

D11+a. e pn el dlt cz:m. 1n 1f p••• e e A;l.lcu) > 2-"'G& pM'LQIOfocdE' 

a_ ... e,,,, c:)/Ú <DE".2ll, ptn~,,,..,~ <U11NJllM­

.á6>~ ~1' iU•"'. ... aa ••• < "11 ..... en .. A;.,..) Jbl~t:/11#µ,,., 
=<•Z. A• &11+.a.) u..tünt ¡:aN+.a. e A;i-.. ) > 2-•&c AL s .... s" ~ 
datn'~ co:s.m'~lt+J.') • 

.&tMta.r á11Uffk..IA.tt:i•O.C«4Í of.µccwJ".,A••>•O·., 
tp.11poN.leod.o. n..o.t~ :µeA"..Ü.S.M~'fl s::TC ... ....a 
CllAll .U~ le áJ tp'" S11+a.=T) •µE A" Al. SM ~. 

S=T'C~.,,.S"~tÚm~1#~-al 
t¡MI S" e 5111 t f'""'1itpa p• CAp•) > 2-""°'• pl1'l e:> di C~.J) A& 
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... RA, s:QT_._.,,,.JJ =ºT-• AL ••TC~..,,..,_, ... t'iWt, __ .. 

acidr azr.tr> AtaláflA "'-•'"J'l)>:,r-.:. fl.-.SGNº't'*"os"• AJ'•~'). 

Pll'l~•¡,.Ji, Ali~ A •ti>· 
(mlr,15lPropoaición CTeor1r..ade Fubini) • .d..& •ulro~,..,.. 

e* T¡ .ai. >C~l.aCOT,dPT, F\-l 1 ....... Mcaw&"""4n Aa•~»C0s \X" e 

.G< ~ •• •~·· F\--• ") 1 t .JA '""'"4títc "• cll. tlnWviOe #w··•,­
x. < »l = J K11d P~• flMA cJUIA ¡>e A• f Xs<o') =-o """""c.od.o. ••O.-A• · 
A&. xe..e.a<OT,41P-r,,._),~ AseA,Jt.<"9'\=.1,xs•A<c,.,-.,'ts') 

f /xd'f- s:Jx.dW,... 
7Ñ1Wlr.Oón ...... ~ ,,/ UIJ«f:Í' t:f6 r-'a,o./.e,o ,..,.-.Mo ........ >C.• . ,,.. 

.e.aco-r,~. ,,_,~,.,,.Ra• .. •,Pe'A•")=.1,x.a.e.a<Os,.ir.,1=1.'> 1 f xd"3 

=l~sdfla.Ai.xM....-c4'6°J••1ir•.-coT,•T'~'4~•....,_ 

ca A•=º• -..J1111..¡.cti: x., <a1aQs).M....,-0&4~c,...c.--.'!n> 
MI ( QT-• 9 11-r-s) ,_; ~ #J a,e,i/ó,Jo • 

~'i":ép.•'9'd xrte..J!rnuJMl>p#J.iti«I> g fl'". X".14 fVJi.lit•1""'­
;/MM. • .4.l a.JE co,oot tJ=.1., .•. ,·rn),~ 2..;ahc.Ja.~)Ml..Jacli:da 

e 2.Ja.• .xJ >a> = %,¡ a-i .xt, Ca>.a Os) 4eAi.fJW' 9MA t 1.; a.Jx.i >s = 2,¡a•xt. • 

~ <Os,fls, Ps) 11 Je~ .. ~xi>dP,. = 2.; aJ /x,dPs = f c 2.,¡ahc.i)edftii. 
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.AAX"4'K1.,.._ xce, ... ~ :"' JC;tx_, C.,. Os)M..&.ifrdf'd X~f Xs 

11 f1tdlf. =.,,_,_,f JC' .. dP,.=.......,fx;dFla • /Jted ... .Al.x .. f'x f X• 

~ co.,.,•T'.PT'),~X•J!¡Mlf...,....:dA x~+x., ca1eO.>if"9 

=.f 11• Qs I ><u e .I!& co..,_.,...._., Ar-sl J . .U ......... ~ x: sx:•• 11 As= 

CAU#Jnx:<ciol e~ fx11dPr-s<• 'l"Mdc:a.~fJC:dFP,...• 
= ......,.,. .. ; C»l< aol, ..... ~,--iaJ JK;d'\=/x"'df\. + 
f1tdAr i1 b>dl cm.a> .41olOJ#rl Asa4!f'5 11 f\<As') •~ 5 poa un•;''i!r 
2t .. ~.-~9111x;r,..+x• fF fxaz,..dfla-=fx;d,. 

'"" b>dl uz.sn, 4U.&1 1./é 9'd x. M'PllCioUra .. ""2. Mt<ila,4>e> 

~ g fKdfllr =fx.dfl. 

AM45'../o.~-~ ..... ~R•dl-r:ia6e.~X11•~· 
Co#41°'"" JCMI .Mtpd X M.d~;,;.-,oafn, at 7T.,.c •• rT ,~,,., 

"" M.IJIM"'°Mdn"' 17',...c,, Ai ~· rr.c,,. f# x., =o .Ai. uaOs-TTsCA9 .M 

Z'litJlll "• • PT-• CTT,.... e t.'> :I TT.c .. s P" ,J,, ~, "• M ~ e.-Ail. 
pll f1 ~ b>dl CZJ:r.tzl ..u~ bcd~ = "'-•'n ...... ce'\'i<nec:.&l 
=/Ksdff. ¡ .,WC. U1H'fa<*'1'J,.u~ l!"rC:4>. P.IMA/i,.,,. rrc.líl,dd 

,_,,.,,~..U~ 9"-1 d3r e 6P :¡ 91"' ti M &AMI --~U&; 

/111'4_.., Al 2- tíR = tlir ¡ 4C14'ea11'14f ~ ¿¡u&~.-14:. 
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-.,•tuMot¡ua.J!~aJ.hpordrdJ ~ ... ,._... •• T-Nm,.I pni.­

~¡pll(;Murci...t&lt/ldidtlpoMtJ/IM.l.if'dtpllX.&.2 M.O~>< • 

.eacaT.aT,f\.).~x•t"a<Or.4'-r,1'-),c.ow;C'1f_..,.11; =·h>•ª• 1 
lx~d/1..s<oo}f 1a;•·hJe0slfxüd~-•<cioJ1 ~~x:1c-~e,t:1& 
x.,=x;-x; 01cO•'>A1.AAf-9"f As=A;A• if ><s=<><;-x¡ )X"•; 

f1111-~1t:átWUMÚea&bltM <.a:::.e) cuuflb.~ As•4's, 
~<A•)=i,><s~.e~co.,e.,Fl>~ f><df\.=- (<x•-x-'\df\-= 

f cx;-x¡ )d f=la :P. f X-sd'I.,. 

(Sr.~)Coro/•rio.ÁMl#I K,. C4CT)141..u:.iMnA4feJ.~QAf x'6 

...la.Jl.•cit'Íuf~4ci* .anar pn xAcw~,~&T) =X4 <ca>4"').a'\PC1otG. 

f'IM x"'.414u:uai4t,6 ohAP..10 .tm CQT,4'c4\'),.&6M.,...ºciDf ,,.,..._O 

~X4.AM~a6.Dlür .-.cca,.,e,.). b')A.Mft sa U•.A)......_ 

~~llll<fJIU:JÍc:{.e Tf X4 .-...;·"~a. (QA,dl'A)pA-

114 caMAE UA,S~ > 4i. SASJi =• fUll'ArA«4hu~cci•u. A,;1'eA<A 

~A'l1~ ('TTsa.x•, ~~A).u~é;r.vJ ••14~.c)...._ 

s~~°ni$-«IJ'~~rgx4 ~a~ .11n. 

ca .... e ... ) .ptuia. t:AIJ/4. .AE: 1So; Al 1=\-< TT.x•? o) :Fo,~ Trs x• 

e.ea. caT,er, Jil.> Ai"ct:..a&t.:t x.,. .. .eAco ... ,e .. .-P ... '> puo-c:odAA • • 1 
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.&l. X,.& e .. ca_. .... , P.,.") -pMG.r4ÓG. AC '6 ,.1wh=a f 1T•X""d1\-= TT's fX,.dB.. 

1:Nw1osfrdt:1iÑ&.ara..-,>< .. ~ ... -k&&oha..1cca-r,tll,11t.,l,,.. 

e lmr. 3) """"'8.flld x .. = xe <» eOr-1 ... ) ...14cG-ioc&~ ..... 

CO,.,CSl .. \) C"ll'fÓ X.A .-...-.. 16 al.,,...,. .1M C Q4•drA\ ~A .A/UIMMa­

.z¡....,6-, M ~ [ )(AE A "l = t.XACAlcA\ E. Eiic4l • P..ualO-,,. Cdfc•H 

e.e.T').u~we6iwik •ve•~ <p1&•ldA. <ZDr.4l)it TT'.,.x•_.. 
~~.AA& <0T,~t~~,),.la..{Jdll4 b)Al~,.CD.S) 

tJª>dA. (ZJll.'2\. 

Pac y E e .. co ... ,eh, 'P,. ), co-11éfÚiÍMa .4~ ~ XMC<'2T., 

41'.,. ') ál¡fitida P"' J((uJe' teT') =y ( ,., ... '); UCll"'CdfT y .M 4'4-.Aff,yl• ' 

~IUll'.- ""4114 ~ ><<0-r) = vca.,.\~tpd tx=-z'l=tv=s'l,..., 

¡MMCl/lM% e 'J-ea,oot, RA•ccN'A,U. f xdf?r =/Yd~ pna>tá cznr. 

4); Cl'fl#Ó Y ~O C~~tL X'l:.O)f ~ YnJ.et •'•"'"""""""'­

~ 4!i»4-~~,,..,,.Y~tY,anc.ai~b.~lXnl 

e:*~ te.,. ~,,J&6et.¡.'Ncdopn x,.clllht.eT>=Y"c.i .. l.,_ 

~.Mi~ tp.d- Xn +X 1 J&l4•cll/.a f¡.uA J X d P.-= ÍÜllnn f Xndf\. 

=Jirnn J YndP4 = J YdP,.; p#I C4nfAc"fc•i«tcfi 1 ~ ..... c, . ..,a flAA. 
.>c' .. <lit.,~•T> = v•c«<>•"> ~ x-<Cll~,t.e.T)=Y-cca>..,l, nu 111/a,...a xe 
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.l»~<o.r,er,1¡.lf,.,.fxdf\.•fvdP ... llAlaa •v1*1•··,.x..cJ!,.<0..,4' .. ,P..)f'M& 

~A••i(Mlllifl'4d x•eea<o...,e,.,f\.'), fx .. df\.= fJ<.-dP,. 1 «>e6 ,.6••> 
M~~M/*- ft- C f'I' .J&¡witt bl>,Jtuuo•°" C%11:..fl)A1.Jb.-

4U 1T's>C'•e~<QT,aT,P.r) 11 f'IT'ex•dflr =TTe lx4 dP .... 

C,,,.JAJ..~od..9'4 R-<w.x4 :t-o')>og ""•><"'a~<OT,8r,P,.),,..u 
M&S CllX•icifld..u T'•T-l11o\,S'=-S-h1.\,~1={\leQT• l<TTaX4 ')_.e.ea<a., 

(J}~,P•Hf1la.c'"4ol&~x....,. <OT•••T•)df'hio&t ¡wi )((11) = 
TT_. x_.<.1>4') po.tACAd.A» =<a>.,t.•T'') E:OT' <~><=J. Ak a•:a•l.P4 

1i~ J.}. Cf:lr,) =.1 < pnumr.sn,Aatd.c& Py.,CAT,CK11&0J) =P.r,<.>t+o')• 

•t'Ml4""..,cjA1e/i Pr<TTsx••o) ='1Te P4<.x4 •o"'>:P,.1 <x+o)f.L.<><a• 

O) >O Al Ai.fu.t. f"A AT' 1.>' •o-:S * f> J fY2U'14éfc&i...t¿,. (Tr'•Jl")., 

= )((\)') )(&L 414Á.ff"&,.... fl>C~ldP...., =U/:Kl\l">\ \\)((11")\\>( .... \dP.a.a.< GOpil&. 

Meada. ¡)E AT.t.l(•O'l. 

t>.1 OJ;lt«ttÍllt:IR& CZll'.4 ') ,f'M4"1.~*«8"Va ~ táoili.A ,,.IJ;A•• .._._ 
J.er cJi•~"'"I~ C1JH.dpvtheltr~t11..u1,.unt..-,. 
41UG#U"~.UOPHittf6M ~J._;,,.¡wfia¡.!l;&,.>,MdtaFI P,-M~ 

~/Muaidrl.t ÍA.IJ¡01J.&"*"'* P. (t•rl;~Jc ñÍr.u-..~ 
co-r,6l-r,R->..eo.llp,,,,¿."t,~•-"'.ul''M ca·&,e~,Pe'). 
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EsPAczos D& HzL&•RT 

zr. rntegr•t:iÓn d~ V•riab/1a A/,¡lf.orias Cornple¡as. 

~ ca,t1>Mpo.ci1~,x~M"'pb¿o tá~.a * 
Qax, S-x ~~.l&op.JMllMI .a .imªfi"a.id. tb.x,A& t/i.­
a,,,,ax.M4&&'4'6d/vác._, ~_. <O.,ti!) A.i.Rax .A ""'><Mii 
~~ <IU4fM)MC CC2,tfe). 

<D'.J)'Proposición. alA.i.x .... .ua.iaM~~ .&t& 

(Q,'2),~ 1Xl.f.4~~C~),,,. <Cl,c!ii?). 

b>MMf""dAáe~-'uua.a~~~~co,a>, 

&1171-"'u ~~ (~ 11 put:ll.tJb ~.,,, •• ,,,f'lfhl 
~•>,..u~lr· ~..&s~;.MfMC~ ••• ~ ..... 
padl M .upar4T ~~-

tJe,,,odrtt!lción. AMI& Y~~~ .... ca,a>11 y..-. 

.la~ tJ44.i8-l.dt Y;ac4'""7 Y .A4 ~-~1pldtllir1Jd tv"-=Cfl 

=[Y: 'd 2 1 ~M.&o.'11€ [01 G0( 1 yW.&6~tZ-.uimpA ¡..U:. 

.f Yn}MA 11a4.,,.d/l ~ ~-~~Jaltpa Y,,.+Y, 
~ y'lll =.&¡,,..,,Y,,,~ .U "UDAA°al& ~ .1M <.O,~"). saz. pMptJ;. 

~ CZE.i)A.l~CJÜ (JE.6): p.oNL a>..u~ Y= 



1aax1•+•""•'ª•,..... ol""'""•;*•••.6t6ir·W•+ •<x+x'>=•x+6•'• 

Aia<X+X'>= g..X+ ... X~ a<xX')•6.X6><'-'-Xh X'_. 0- <.x X'l = 
aaxo.&:i<'+t-x6x'_.,,.6 .. •¡MAA/M"CelrtM~x•x'<,...,.­

~ C#llt•••>J.,..."-iln. 
~ca,.r.Pl Mo/M,..;,~'4i• ,¿ .6.Mnia"...-.,; ... .,. -v. 

x ,,..,id#e6alh'4CO"'lfl'Ji# ... <a.e> . ..u diol,.,. "M.....-, ... .,.. 
Mll'tc5cz."P~ fl6XtdP«OO 11 (l ... XldP<GO ;Ai.JCM.l•.,..f4 

"""AM(lrfil a. P, ~'* M '*fe* I xdP • I RaxdP+ L 1 a-'JCdP1f" 

.Udia'JIM.. /XdP.M.'4..ü•lf1e•ltáx Ul'l HdJP'cfiO. P. &..6:4JI0'1«4'o; 

ea<a,e.P> 1.t~c· .. 1el#'6~..&ab'1Mi•""64~GOll'IC-M4 V ~-.. 

111 ca.e> 9UI A/111 ~··"' aMAMp.J;a. P. 

<ZE'.~>Proposición.A.Mftx.v~~~ 

.#11 <O,d!> '°''"'"~-Al x,ve.e1co,e,P>,~ x+Y, 

ax E.Ca<0,'2,P) 11 f cx+v')dP = l><dP+fYdP, J'oocdP =« (xdP; 

pllll~, lfla <O,&!.P)M Hpaoi~Cl'Wf(flfp. 

____ 'D,111oslr.acitfn.PMM"/i~.IA~M•wb-. p¡ÍAd.---.­

."6al10.WC.• ~. S,~M11.Jl1~ fUIAO- .aer·aMo ~ 

Cll'f/'hjtu P"'. "''''''~""' ~. 
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czr.s>Propoaición . ..d.MX'l•tc0l&a'w-.,....,..fw'i'.1.cco,.•>· AA. 

>CES.<O,.r,P),~ lfJCdPISf IJCldP¡ ... Mlmcfr·20x•Sa<O,a,P). 

l>CI ee,co,e,P)""'" "6'ffla~. 
7ÑlllOStrtt1ción.DPI•;¡¡... ..dawr.u&~ xe.e~ co,e,P>1.6a.s•xi4 

IXI .e,co,e,P>Moldintd& IXI s16x1+1 ... x1. PcsUa.cx=fxdP;, 46 

•'SG"df/M6CX*O (O~l•xtaP~)1J,,.9•Co,•trtM~ 

~ Cf = ICU eJ.•,peu;t,'Pd IO&t-fe-¿• XdP& A.le...,¿•xdP = . 

1 dl& ce-A.•x)dP ff. Qace-.&.•x ') ~ 1e-4•x 1=1>e 1,AAI~ 'ª' ~ 
fl>CldP.O•'""' •x1e.e.cn,6?,P'),..l.&1U'4.e'*x•B.a<O,.Ci,P)A&.,.._ 

nd ~ mMIK (1Qa.x1,lanftxl)~ IX l • 

.ZU. El Eap•cio L.2 (Q,4!ii',P) • 

..dW& cQ,4',P)Atpacilr~ifHa<Cl,ci!,P')~'t/1•cl•Ja11t. 

.,,. .... ~~~X.MI <0:.fll>á.66..,.,.. JCª ~ 
e .. <O,líi,P) J 4l&ft .Pa./A. ~ ~álJ'o-i"'4 .-..e,, cO,tll,P) 

PI' P,C>C) =.1 uc l dP 11 #fa J,o.~paiZwo.~itku111~CO,fl, P) 

p.n f=la<.x> = t.P.c.x2n''~ 
cur. O Proposición.. a>.A.i. x,ve.e2ca,lll,P)1 .....a.a.6xv • 
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TT 

ea<.0,e,P), 2.flCJCY) ~ fll}C>C)+~(Y)if flCXY)~i\O&)f\(YlJ.Ba<O,a,Pl M 

upadl~~-b)P.JU·~,2>.a.t............,..,e.<o.•,P)• 

~canRftf&-*'o. ~-
~,,,06'N1eilr1.e,. 2lxY\ ~uuª+'v'ªA1.6i.fadfM&xvce.ca,e,11> 

¡ f14 2 f\blY) ~ f\ª<x>+ f\ª<v') ,..l.A o1•9utt# clttif"ª'"'-¿, Md .... ,_.. 

IUt "al4ll ÍiiNtill<tb MM «ct:Jh Q/I& lo'>tb. (JJC .4) ff •>A < D:.IS)l ~ f'l.I 
f\<><lfl<Y)=o,Mo,...,.d.t2 l>tYVfC\auO"'l<Y> ~ IX/.,-.O&llª+lY/fl'Y>P¡ 

J.¿J~~t/;a. •> Al Aif'dd& tcuc+,sv \8 ~••x+ tf6Y 1•+\alx- •va• 
~ 2 \auC\8 + 2 \~Y l~ &~fl"A ~(ouc') =tal I '\D4(X) ~ 9'd- f1. <x+Y)~ 
.Pa.lX') + f\(Y) ¡ flC"6Taf"l \X+Ytª= hUª+2Ral>CY)+ \yt'Z ~UC\s 

~ 2 h<Y•••v12,.á..l&Mf""" .. ••'fudH.eéáa•>M~IMA­
.p:cx ... y") ~ .Pl<x")+ 2iltaC.'>Cl~<v>+.Pf <Y') =t.Pal><)+'f\<v>l~ _.,., 

~ ~(><.+Y')5'Pi.(>C)+°Pa(Y'). 

Á.14.fx,.l ......at1m.C,¡<0,'2,Pl¡AI t«t¡lr«f"l i>< .. l.&6d& c,,,,c,..,_ 

ct111~a.~ f f'A- -t.n.1t44Md4ÜPI.~,.....,. dA. 

J1<N1icn ~ e O.Ú.IJAd ne.'!:. lif )1iaf rpa. ~ c.x rn-X") < 4-9- Ai 

f!llÍI& crn, n l ~ lit ; pau. co.tJo. R .Ut:#llAÜllNllK v-. =><na 'cJ A._= 
.. ..,,__1;.'!., • ~. 

t•v-.-Yw.+~\ '>2- 'l ,~Al~'4 A= r'lr U•"&rA9' <r 
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*"""-~>. fOM.tAI"#""' lo<i >€l = (\x\ª > e•3 A.i. e>o~xM41111-

~ ~CM-(Jhjo .&ftC0,te)1~ a')J,c CJm'.8)Al.,,­

.áMd P<A .. ')< 2-ª";.-.cC4tr.iec-..eio-,~M1t:llM•G ~ 

2 ... .,2-• 111.t.o~,cla P<U•~.-Aa'')~ 2 ..... 2-"'A&A.i­

fl'd'l'd Pe u.-.r A•)+ o e r • c:o), ~J.o.IÁAIÍ PUO=o. t1Alr4 t:11&-

4 isfér..u c.ue Rc # r altpd e.JE n•11:.rAf.J.....,¡; ~11:.r,~ 
- .,._.. ( .... "" ( .... , ... --& .... -•-•' 1v .. <•)-Y ..... <wll $, .... o IY•+•' Col). - ........ U), s. "•'•O... ¡ 

~tpd ~-.. ~2-•~,111Hccl/a ~{Y-.<.,")l.&6da Su•4fl• 
./Id~. A&o. Y -"....,•I& -Aw4rr« C41nf''fla ...... ca,•).,_., 
tJ/4. pll'l Y = .Ai.,_ Xw: Yw; ptl/14. m 2: n wr; <K ..tm1MI' ~>,~ 
.zl <'KK.7) 1f <DC.4').A.t~ 

1 •v-x-\.idP = l .&irt&Mt¡,. 1 x,..v.-x..,.\•d'P 
~ IÑrrt ...,111 J l v.- X wn \.;dP 

=&nlin/-• .pj cx~.-x ... l ~ 4-"J 

......... 1cedi&qK&Y=<v-x-'+><111ee.co,•,Plf1fl&l .li.t111 ~<v->e ... l=O. 

CZJrI.2)Propo•ic1o'n.AMtt e'~ ÓA. ta~da O Cl9'•do 

"1J#.i-tH.1ec .... ~fZ..ll~..tá«icl~ ....... &M,_ 

..¡re\ ce•J • ..dlQE e'#42•.14cr-ólgtlu.,.....ado. 11nnpoa e',........_ 
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W. • LA iliWITECA 

la~•J?,;co,e,P)dJ'l.«Mp''•ca..PJ t.i=~.·•n. 

'1>•..,.lr•cran ...... a.1.&cí•9•'-,.......• ""º,_ •.• ~~ 
IIllÍ6tlAM .,,~atú.a..a6t,-r8s••4Al.cu-a,/c•.-á1'Mt. 
,e.co,e,P)conlftAf11c1i«~ ;Mcl.-~ 1tc.•'t1'11At:bO• lf.u....;.-,._ 
accca'pMA~Bee~.q,.-A,•••;c.Mtc"d.lUitMIR.w,B.-.•fltm=•, .... 

M• n=j •.• ~11 H)f~"'·"".ta6.oiJMA r 61 =2.,,.ocmr",.. A r8 :=. 

°1n (!tn Xan; ~~ rAe =. '2m ~"°''" (an XA .... ,;.,JaR,.BftC 

,, 41~,,,,.. "Beca; pl'U4'CICf"Í&rt4,.111 m- r .... ,,...uw1.o. 
a ee.t>,.aR1""k/&J-Ol'tc>da <mt.2) :¡ c:cc.2'),~.a.&a.MG 

~ 11a-xA1•=1r.-z"\~pono.~~~ 
A# &ál a, llMl.4'1 'JM-C r A E#,¡ (JOl&G. ~A e e. P.-XE.,f.;ca,•, 1='), 

~ ..&v.,. fldÜ'6~ fJ d''fdfü.ºrtL>C' V K 8 JA, diik X ( 11A6fUC14;.&­

...,.a_ xs' x4 ofl. hXlf 4W'"tÜ'lm6 ~X~ l <tt=112 11 :1,4)cá ¡.1.ucr 
""'11-~ p.Ai~.ldA&p.e x':a +x") ~~ . 
~< 2atx•-xt:. "l) ~ '2111 ..P,¡ <x~-x.'-), ~>te cu.ecA ,,,,,.._ 

~ .. ex"- xi:.>~ \x t ~ fla '1t'MIK111 < x•-x ':. l +o, .-w.a.ct& q > 4b. 

<•.&>Al~ ../Mn.,.. ~ <x-cx ~-><'-"J-.i t.xt,,- x'9 "l) =o ¡fll'UllL 

••¡m...q 1 AA~ li8J =8,¡ c.a,a,,?'). 
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&r""-•ueMic#, t.a<D,ti,P).•ut C""'oeil'~t "'-,..di.ea<a,e,P) V ,..,.,... 

m'llÍd.ub.ll~otiAtb 4a.o.&a..,..411'k~e:rr19t;•t1M<Q • .U 

~M!nf't1"6at:M.11~PCfMMl..ufl.f•f'"~M·6i=•'IC.o 
<D:.4) :1 Cat..!5)); ...üxea..a<O,dP. P) V Xs..t64'Mo&Ó.&A~cmt1-

~ .IK <0,tR>tb ..l&ct.M ><,~Al~·~·>< 
.plll nx ''=.P._ l)(a). 

<ZEE. "&)PropoeiciÓn.. L.a<C,46>.P') ~.J."""'11A I\• ll.14.16P4ci' 

~ldi./&J. 

"D1mostración. L.2 <O,e, P) .U l•pocia da CP.a.omAcÁ Cfll' blá <DUJ 

1.l.4.A/Jtátpacala•-, .. "'6 nx+Yll9 4-IX-'Y'l8 = 2R>U\9 + 21lYR2,""I. 

Jtjr..z.é ~ ~ X.1. ~Ya tb >< tf Y, A.I ~ tÚ. 

l>Ca.+"Y..,\2 + \x,-Ya.\2 = 2 l><a.\2 + 2 \Ya \ 2 • 

MlbAllUdiiutT,L.2{0,tR,P) .u:f¡{~dJ~~<· 1 ·> 
ei'irf#p#I 

<x,v> =4-1 (l\X+vu2 -1x-v1\ª) +4-' .i.nx+ .i.Yl\-a -tx-.i.v\\ª). 

MZM~~(tJ~~)tú~O,~Aa 

t:IMuil4. fW' z al ~ti.a z C o .uo.q.ua. z = fU z-i. kz ). AL x,, 

Y& 4IPI IU4f!~A1pt~x, ve L.a<O,fil,P), ~ 
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<><.v> =Jx .. v.,dP;MliM~c:i& 
1x1+Y1\ª-lx.,-v.,\ª +.;. <hc1+Lv.,\9 -\x,-LYa\9 ') =4><a~1 -

Zlll.Lo&Espaciosde Hilbert como Esp•cr"o• de<c1 .... d•') 

Variables Aleatorias. 
, JL , 

< m.. J) a.. ema. 4-.& a ~Ml4/IUll' a..,..,,...,..,.. .. _ 
.'6,lfíi.JA~tá~./¡n414~fÓOf P~­

dtul. A.fu til áJ,,,... p ,..,, >o fMIA.G.c.Ad.4. u> e a e-" o.a..... -
1-. ~ PCui)-"" -"'*"". PC.-lu>1). B'\A.i.x ............... _ 

.tluil.~.6#1 c0,'2'),~x!:..o .,,,¿,,J a.x=o;...,._ 

MIHUVhCCÚI. t.2 ( O,Sl, p') =.ff!a cn,9,P}. b) Ai Xw .A6 .d """'"• -

Mtb lwJ,~{ lXw/P<w\1112lCIJ&O1 a~osásH.­

'l'lfld ~..IM l..2 C.0,#R.,P). 

D•MOsirt11c1-&n. ,,~~P<OJ)>O Cwacn, PCA)=O "#'"° ...... c. 

~=ti> CA ~6ii!); .u.f¡,""'"""ti.a.. .IA. pa¡i4 al. P.....JirfE"& x,. =2arw1 ' 

.&IM~-ei'#"~~~pin-lX:•lu>eCl}Mdelr­

:.40.fM. t..2 co,tR, P> ¡ ~""" CUl"tdi ~ r ~ = r., il puA-

I,,, z"', =O CC&J,C&J'tt a, &l):#=c.>'>, .cuulápu.1.lh.~ b}_...,....., 



CZ21t.2)Lt1m11 • .dw& T~tÚ~&&Ofot' .?"'lfJr~ J. 1 

ei>e Ct&T') ..A&c.6ec'j{N,c::6.,6:,c:uo'46 4•c~ JA a. •to.sJ,P• 

.la. pula.lilüth.J AJ. file ,f,¡J ,,,_ Ji co) = F\ u") • t nT,ceT.,~ ") ..el. 

pflfl¿J .ácuafélfá..l.J l'f'I~ ~; .. a~ <Ot,CSl>t,P• "); fWO­

auJ,o. .4 e T, A.l U.t'CMA .J. Ñ""."c0 o'n z• M 11«8~guSr TrT et l:aJ 

,,,a CA=hl if Ct=Oe pcaMl.coá4.i:cT-l4l ¡ poA&ca.dA &f&8Clll~ 

Íi ~&tá r, M~ J.o. c:l.Ma x• tb. LIA ,....,-.JL~-

n.i:IM ~ ~ (QT,(IT) ~A.-& .if««lu.. (l. TI°. ( 2 :r•-1) Al­

~ RrC Alaapá fµd "• <2x•-u =s.) . ..d,c;3i.M.6.~d& 
~_¿,,~~cá-r¡~ tx•1sc-.1a~­
Íi~t:mnp/Af,ll..t1te L2 <C2T,iRT, PT')• 

ri.mo:str<t11CiM. Pa.wa.ca.dAAer 1# r;o.d4. se8i,.4' ~ x-' = 

2:rA-.l i# x. =TT•x" < Cl7C ><•=J.');~""'" X4 (QT')= {-.&.,.&.} 11-

'P,.cx• =-.s'> = PT<x.
4 = s.), Al~ x: = 1,x,•)(•' =x, .. -.. '>•<•'-•') • 

Ix-'dl\-=O.~<:Em'.6), con.x4 =2rl.,,-.1,A.e~ o= 

fX~dRr pcMAco.cilAS E'lf--1.4>} ~ ..l«QPIA•e<<,..ci.a. h<sXsrdP,.= O 

.4i S$6' lfl&fo'U <9-&')+(51 -5") :#= <I> AL s•s'>; pltU!C4Íft«Í4'\.. 
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.a,tx•ls•trJ.14~~ ..... L2<0T,tifT.Pe-'). 

Á-. r.,..J&M-;,,,,,._rbJlimús.&NAU•-.uk_..... D.,.. PMA.C • 

fl'r-t.,QTJ,CO"Mc~ SES-t•> ... C4E·Uo1.u11.t.aa.6e,.uc:. 

"'•Ce•')> pulAl/Tfltd.J.M,,,:.cofr lb e,..,, .Mi:•< 4L c,.a-1 A 'l) ti .1-x• 
<AL c .. =to1~,c:te r .. =2-•u+><•') il J.-x•= r.a.u-x•>M•'*•• 
rc=rr.2-au ~x•') ;.pllb-~,.u~.-.r. s 1c: s <.i -= .. , ... ,,..,. 

CC.J e J-oo,oo L abAfMA. Ic = 2..,¡CCJ x-.. $>.e~c:ON. cmz::c. 2), 

.ILU(J«ei.ll~~~(Wl-iXclcerTJ.M....,...., 

.e2 < OT ••T, PT ') ; fW1 UM4C~, i. x• \ sc1" 1 .u anycc...ltr O'ilitlll­

"""1.1 ~ .k1C L.2 <0.,.,418r, ~). 
Csml. :5') Propoeic i&n . .414 Id. f.fptl.<AIU.Ü 4:11.•f'«t. AU.Jd,:lrf oJ,-.. 

~~Miii up•do ~ <O,fil,P) al~ ltl:¡ L.a<0,8, 

P)MJ'l~. 

Z>111J1Dstrac1o'n.AM.r~~Q'W/11d;.1t111t,.a...&­

allr ..u/'•i', im.3).41~c:á <zmt.~)conD•T;u«Atl• 
T 44 ~7 ptcU~~ Mt.14A '414.0 T fl J4 tA,ecc"-'9i d&~ ~ 
~~der~.la~~,cm. 

3).4A~d.t <.Jem.'2'). 
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ZE111.Con•trucc10'rt e# S.••• Nledi•nW "Producios T•n•ori•l•a • 

.4Mft r~eáCOAdinol/efft{.,,,.,,,,.,,,.. .i. cQhClh1\).M­

pddo ~ fMJM1. CIMJ/A t • T 11 t Or,•T. Ffr') .ll prnfucOr~­

~ <~ ala~~a.14.~cá 
<ZDC.6l')afr.bJ~dpdil:'ÍO' <0h4'e.P•'>· 

AMX ~ ~c:{i~QT • .,be/,ia.tpt6 )( ... ~ 

.-..&.-ar AL~-""~~4'16 ... SdaT~ 
UM4 /u<-wM «"Ylfa XA a*~ .QA fUM'-C/ldo. .bCS 1di6,.,, 
>«C&Jut;ET) =TT· x.,.cca>, .. ) pllllA cado. Ca>t.t•T') cOT JAAd.id ~ 

>C .M ~ 1A C2T' AL >C _Mát ~ .d ufloed'~._.,,.,.,,, ~­

quc~-.d'-"~1-,/J;.t:*~_.&, ~~-lee ..... QT• ,--- .,.,,,;,----, 
,. ,,,,..,._,,,,,.... 1~::...:s '·-"- 1,,.... • ' ~ .4Mtr s , _ _.,r-- ,,___ llll'f/90#-. r, x,. r-"""""'~1> 

-~ QA pAIUl-c:o.d4. AC5 f X .4 ~ ~· Aft '2T d1/4-""""'plll xca> •• ~ &T\ =TT.x4ta>4\.M~'/Jd x.-.1.1~.a._ 

411'Ü4.1..e.n oT J. .144 ~ x_.) _...P-Maaccc~ , ...... dM.e ,-. x.,,,. 

.d pc-'4~-"'" OT tb. x~ AL s = t.4 l. 'li~ Al. 

afMA..pn •·><A aJ~~.IMQT o/&.f.4~ 
x.,. ; tá .uta b7ltlllfJlltr, A.e ~ •.x,. = ><. 

' i 
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cmmr. nL•m•.AMcx,.cA•Tl ,,..e,·-.~.,. tádlMá..._a .. ..,. 

x•.,ll~Z,,...,,,-,.e..,.aT Ja x ....... pilllO.,- x•.w•.,«* 
~~.._ .. MI (QT,•c•'\')t ~ ~., M,•pc-.afl'ldXA 
.u.'f/GAi•MJw"ll!W&elT#fAAj•..,. ca .. , ... '). t:t)~ s • ...,_,,... 

/Mtdi'411~tá rg x4 ..,,,_;cl6 ~ t:1r1p6jo .6"ca .. ,t11 .. )pC, 

IM~Ac&;AL f=\.l•s><4 •o> *º'~ -.x .. •B&<~.-..,1'-") 
~a. X4e.e.toA,e .. ,'P..")p.lofd~A••JMX4e&<O..,•.-A' 
p¡lllded4Ú.4~S,~ /e.>< .. dR,.=TTefx,.d~. 

~lf'IOs~r•t:iÓn. ~•14'~~~ .. .1m1gir .. 1Mle,a)A1 

~Mr•"'1fr4a>c6CJa:r.6")Jc:.N~1:.ÓM...-~~-,• 

.,.w.&.cio-~a. b> Mo,a.....sAa '""••,..... •­
~a. c>df czzr.6) ~ czz.5'). dcr;•1 .. c ~><...• 
~<~1e4,~)J~iJldlauc .. cw,,tcT\=e&xA<w .. ,.& a-x .. c•ut•T> 

= a.x,..w .. ,p.4114c:cada. <..,1:,t•T)e aT,¿.cuccHÓ ~ c>4*tmr.•> 

M ~ l>< .. df\. = f >tAd P4 ,..IA'li ... uutM.lo. ú-....pon111.- b> 

pllll4. ..d C414,0 ~ 91'6 S =-\A}. 

Pt1111&.dr.oA1T'*'-f'PU M•S if 8'=40-i.C.Ct .1A111UT-oaeJJ, ,,,,,., ... 
t.l1i1r&,'4eá.Mt~ /ü"4>tpd J'e9 ,>C,.dP,. =TTw l x,.dP,... 

--------·-----··· 
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P.,,.,.IJM.I ••' x_. = 1T., x• < par& ..uc fMO""•di et.e 4'Mi« ... "'wt.nM1 ClfJll&. 

plt/tM6"1 <OT • .ec••,n .u....W.l.lc•t..o..&eav'•i• .fA<Gr.•c .. ,'), 

apA"co"MÍlb)da caz.c;.')4M."'4L.,.... <Auc•.ae.,x,,.')9 c .. x•.,.-.,x.,.'), 
C6X"; a.•s•><A ").V <,.._X ... , Rll •s•XA ') .un.úto' .... cafr ..... 4'1M 

~ J fJlllt:#lf,dif'';,..!l~.l.n~~ 

«(S ~RAcxcR.c(&-~cxha(& +i.<Racx,..(&+ S-cxcR.ctJ') 

"'o&, (6..,,, ~ 11 ~ f R& Xd R,. = R.aJ Xdf\. ' I"" )( dPr = 
"'"f xdPT ~ x El1a.<OT,11T,F\-,,~ <mt.2')..u~ 

l•sX.Adf\- = f .a&x"'df\.f Ra•a•X..1d"--/Atn><.,d~f.k-..x .. d~ 

+I.Cfax~dPTS .... .,>< .. df\.+JJlllX"'df\.flik• .. x .. d~) 

= f x'dPr f •e•><,,.d PT = TT• J x,,.d P4 • 

<zmll.2) corolario. AMfr .T~ ~MI'~ &.1 e,¡ •~')..wt: 

~ ~ 1111,,,.,e{, eá T 11 X4 ~ I!,, ca.,. ,a,,.., P,. ") ,,..... ClllWÚ. A. 

u.., S,¡; .4&.~.¡•~· = '#> poNJcuo&.,vin& J,J'•J <J•J'>, ... &scu 

/•2.:r&.1 x .. dPT =rrz S cas,¡>C.4dFtr • 

D•rnosfr.~ción.~'*ª"'°"'b)t:Ú <lC2Jlt.i) Al~ 

l•~:rS.i X4dPT =TT~~S¡ {X4dPA = TT3 lTs,¡f X4dP4:.TT.yl•s¡X4df.I.. 

AJA ca.~ P) .l.Af'Jd&"o ~.alutr,a. 41 ~ fW1- 9 a 
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• ..,...._,,.. C tb tUMud#OIR o'\ tü <.ZZ. S ') f }¿,, dJ/li1kriJc ~A pM­

Utá>tbJirlie/tr .1M82 c0,6',P) ptn flCJC') =e' \X l2 dP)
1/a,,.111Má/lt­

...-, ,,. cteT) f1 IJ.y A/111~ ·~ atr.A­

f'#"e'ti«áa a.ea (QhC!PhP•) '# 1!2 (QT,ti>T,'PT"). 

CDDl.3)L#rlM.áS~~4W~a* r¡ poMl& 

cada Aes galdalMfMl~c• rz, UJl4úi.'•*6 x,.,x:e'1a<~,•A,f:Je). 
M -tx: JMAlt.pd .LM-;1q,.cx:-x .. \ =o fJ'IM1 aJAla. >..e<S,_.,­
~,/,mn '.JT<•sx~- •.x_,.) =o. 

"011no•lrac1on. A.ta.x"' e~ x~ ).,J~ 

~~"""e~ x~ >.1in oT fJlllllJ. éa.ó.o. ~..-s. ·· 
~.,,,.,,s =-l.41, puulitpa •sxi--.x,. =><~-x•E B2<~1&>,.,f\.') 
fWl b) tá <zat.n ,M~ """"" Q.T<><'--x"'l=.Ain,sA<><%-X4') = 
O • .Pano...d txlA.IJ .61n. ~.U. e 6 'V S'= S- -1 .U\ ..U llV ~.,~­

A.f (~~~./M'A)fMl./Mnnq.T<e_.x%--.•>CA\= 

O 1J cmedüiÚftl 4 M = AU.pn ~T (-~·X~);~ b') tÚ 

ClCED[ .1 \, ~-""" ~ l/MA-

CllsX~-eaxA = [X~-X~l•a•X&~ ><"l•a•X~-•a•XA'l, 

41~ 
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9.,.c-.x~--.••l ~ 4JT<-..x~> q,. <x:.-x,.l+«i.c.x,,.l'IT<•.,x~--..x .... ') 

s M CJa< x=.-x-' + q.,.c.w.-.)qy< -..xi-e. .. ><A> , 
· ..• .,._.'JMI M< oo. ~ ~ .bt.,. ~r<-.x'l,- •.x,.') =o . 

..dM,X cfMacú~dacaci•"-olvas•~f cr'fllnjH .MCDy • 

fRT) COfl ~4 ./a. l.,IAl,rhe( A'f"-~.Mdia 'IMfl K ... .-...-4fiM­

p6 AM t.9 <n ... ,t11y 9 P ... ) AL xa &..2<DT,.a.,..f:\.') -v..&a611.u.c~ ..-­

pe. MI QT tM .Jo. clau >C.) M t:Jia f'd- >< M~ .... L.2 (Qy1 • .,. 9f\.) AL 

><MM .IM.J u¡ao.ei#~ Ull"l'"tfo,..,,._. '°"J~Ja. 
6t:/A.JM~Aiwrp/M MI L.2 (QT•e.,.,f\,"). 

MA s ~~'1'11111UÍDtá T¡ (»IUJ-c&dAA• s, 41 e1111-

dd'l/lln. x .. e &..;2 c.oA,••, P,..) -tt ..c.cdG. uniat,lc ~ ~ ><~ 
.111 caA,iRA'\tb.IAc/Jua.x_.c""'~ª.la"i"•&:tloé ''l,r,,.. P,.). 

AY X .JA J..u ~ 4 8e>C~ ct1n 11.&&(JlefwO. 14 Íf"AU.tl 
A'f'[• PT ¡Al di:afl'U. X Md ~ ~ .llt l..a<D.,.,4>T,1\-) 

t:ü 14A da4M X4 ; .&ft ~, Af elia,,,a x .u.d f'U"'cccfi .tM­
.unild .11n L.2CC2.,.,tR.,., Py) tb.">:<.A 4i. ~=-t.Al;.'i'~A.t~­

ftOi& PI" -.x_. al pfllthdb~..,,. La(OT,a»T,f\.l tb.l.A ~ 
x .. ; .1111 .tAA. ~, cb. OQ«&-cJb Qnt b') eá C.lCDt. ~) , ..u 1i.&n.t X. = 
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••><•e L2 < aT,aT,Prl. 

A.- -tx ": 1neN"1 """""""~Cl/Mf6"/b MI L.s<Ot#uf\ '; 

.fMM4 rMM. t CT, ..u tJ,dfilll..,,,,. n =o AL nE H., V ><; ~..lo. clMa e carat.. 

~a. ./4 ifl1•eú.J.A1 fÚM Pt ') U11C&4p1MtliiJ a J.. Aa4 CJt ..6. ~­
licriM di~_.~ ~we/4 poév/A-QM"4'•·· • .., 

T J( ( Ur N" - "o 1) iaJM 9"" n. N" Ai. (t' n) E w ,, A :fi .AL AL (A,rn), 

e.u, n ')E w e AJ. tU.•p• ~ '1> e. 9t); atl.Mlif¿ p11 "'11 o J..c:l.&u UJtA­

~ 4 J.""' cup11fo4 ..&i •ft1""'1.ol ~~; ..u'6,..0 ¡»& 

Xw cwe S'-tc1>nJ p111Jt1m·li~.11r& L.2<0T,•T•""''"'..e...o1a-

414 >C~ Í4/M. fJa <~,n)~W. 
<um.4)Propos.ición. Al..la.c:la.u~•di'Wiá.a.J.~...,.. 

·h<': \neN~I pau.eada~eT,~ {Xwhtc ... IA~l'l. 

~~ ..... L.2(0T,t!RT,PT'· 

"D1moslr¡1ción.A.1.o<·,·>.tl~1ir.üúuMn<áL.2<aT,er,P,.)~f!ML 

IUI C4tJ/a. paujo. C t, n. ') á.J~ n E Ht: , Al~ """"4. 41Mc"G&6&6g 

Br.c4 ~ Yt' .ara <.Ot,6.>t:) tú.IAc:iz.u >C~ 'al .d~~ 

y:.. .MI QT da y~ (Al 4Mf&9W1 V~ Q L.2 (.QT ,e,., F\-)') ¡ p,oNJ. GtMÚ. w. 
"it,.u~A....a.da'8t cr66t,A~ Yw ="1T<t.nlcw V~ 
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(Clll'I Y-= i)_MICOT',e.,.) t/;a./& c64t Xw (41 ...... ~ Vw <w••-t.•J> 
.u .dpud-elr .a.u-c;,1_,,,, o.,. di .IM ¡.--·..,. Y'l .á/a,,,a ce,11>• 

w>.i>.e~elllC b)t:Ú czsmt • .s),eo111;t1c •• ..-~ A+U.ALCA,m>. 

c.u,n')«t w 11 f1M6 '1.<Y~> =.t AL ct,nl eTJCHt..A.1~ <x..,,x..,>= 

1 fMM'. a:tda. weS. P0/111.coda. wc~-t~J,~ .... ac..,.,. 
f Y:'dP. =o .44 nrl='? < ..,._9"1 v:= J. .U..- P. H:cTn,..,..o11e..a 

b") dll CDJll • .S.') A.I ol6ra <>Cw,x•> = l YwdP.r-=O • 

.,, ... W,W'4iC'-t4>1 <W*W'l, ~ Mfa•iC.6,ml•Wlan~c ..... ) 

&w•J,w.f={c.u,n>ew• 1 :arn., ca,mlcw J,<& =l.4•Tl~rn.,c4,.,.')••.I, 

S'={.ueT\ an~ <.u,n)€W'l 11 s1=-l.4~'\:arn_,, <A,m')cW.a.1.&64 

11/1~ Sa= {..U.6'6' l 31 n-l c.u,nlaW~ l .y f'd '61 99-<Sa 9 &'-Sa AOI& 

~n/14; ..... ~-~ A:fl.a """CA,ml,cM.,r&)~W"••.btORt.­
~ Wa,W/~Sa .A.on~JMl~eút,~ 

.#n ~ f/MA- Yw Yw• = Yw.& Ywf Yw-w.& Yw•-w1 1f tpa ~ W'.a + • 

YwaYw: .14.d~~.6'10TdAJ..t~v:v: .á­
."69.1a C.4,m')~W& "C.4,n)€W1,~ (Z2Jlt.2).41~ 

I Yw Vw1df:\. = f Yw.a Yw:dP,. f Yw-w-adflr lVw•-w: dl='r· 

Curu'? w=W.a 11 w1 =w1, .llrlt.Uft1CtUO e~r.,.,,",rn')e.w-w'f c.4,nlE 



su 
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