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0. INTRODUCCION.

En este trabajo estudio algunas relaciones de distin-
grados de multicoherencia que existen entre un espacio y sus
extensiones perfectas ( la compactacién de Stone-Cech X de

un espacio completamente regular X, siempre es perfecta, vVer
lema 7 , capftulo VI de {[11] ).

'Entre las formas equivalentes de definir el concepto
de compactacifén perfecta,

existe una que involucra la nocifn
de separacifbn.

Esto nos hizo pensar que algunas propiedades

de conexidad deberian preservarse bajo compactaciones perfec

tas, lo gque nos motiv6 a investigar aquellas propiedades de

multicoherencia invariantes bajo este tipo de éompact:cio-

nes. Algunas otras breguntns relacionadas con el tema trata-

do en esta tesis, son abordados en la tesis de_hlejandro

Illanes M.

El concepto de unicoherencia es definido por C.

Kura-
towski en [ 15]

Yy es usado de manera importante en la carac-—-
terizacién topolégica de la esfera ( S* ). Posteriormente

S. Eilenberg generaliza este concepto definiendo la nocién

de grado de multicoherencia en [6]. Los articulos de S. Ei-

lenbexrg [6] , A.H. Stone [(20], asf como el libro de G.T Why-

burn ([22] resumen algunas propiedades importantes de multi-
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coherencia. Es importante sefialar que en todos los trabajos
sobre este tema, la hipStesis de que los espacios usados
sean localmente conexos, juega un papel muy importante. Es-
to complica el cflculo del grado de multicoherencia para los
espacios que no son localmente conexos. 4

El concepto de extensisn perfecta es definido y desa-
rrollado por E.G. Sklyarenko en [17] y (18] . Algunos resul-
tados relacionados con este tipo de extensiones pueden ser
consultados tambi#n en [11].

Ahora reseifiaré los resultados mis importantes de este
trabajo.

En el primer capftulo proporciono algunas definiciones
de distintos grad;. de multicoherencia de un espacio X: r(X),
:D(x). rh(x)y'r1(x).jranbiln incluyo la definicién y algunas
propiedades de extensiones perfectas, asi como resultados de
carfcter general. Algunos de &stos son aﬁpliamont. conocidos.

En el segundo capfitulo pruebo una caracterizacién del
grado de multicoherencia r(X) de un espacio X. Esta es una
generalizacifn, para espacios normales, de la egquivalencia
entre (1) ¥ (v) del teorema 1 de [19] . Para el caso de uni-
cohefencia ( r(X)=0 ), como lo sefiala A.H. Stone, esta pro-
piedad puede ser considerablomente generalizada. Reciente-
mente J.H.V. gunt Yy E.D. Tyﬁchatym en [10] consiguen otra ge
neralizacifn de esta propledad. Quiero mencionar gque el teo-
rema principal de este capitulo fue probado conjuntamente

con Alejandro Illanes M., por lo que también aparece en su
tasts,
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En el tercer capitulo desarrollo resultados que me per

miten probar que r(X)=r (:8X) y :A(x)- r‘(ﬁx) para espacios X

- conexos, localmente conexos y normales. A pesar de que los

espacios de la forma X solo son localmente conexos en muy

pocos casos ( ver [9] ), estos resultados permiten calcular

su grado-de multicocherencia.
pensable la hipStesis de conexidad local en X para probar 1la

Hasta ahora no se si es indis-

igualdad r(X)= r@#Xx).
La compactacifn de Freudenthal vX de un espacio X pe-—

rifdricamente compacto ( i.e., un espacio gue tiene una ba-

se de abiertos con frontera compacta ), es introducida por

Freudenthal en [(7] . Esta compactacién results tener varias

proptodndc..tnt-ro.an_t.- ( que se pueden consultar en IJ.J'J s

entre otras, es perfecta y tiene residuo cero-dimensional.
Esto implica que es menor © igual que todas las compactacio-
nes perfectas y mayor © igual gque todas las compactaciones
con residuo cero-dimensional ( ver [17] ).

En el cuarto capfitulo pruebo que, si un espacio X es

localmente conexo y localmente compacto, entonces:

conexo,
X tiene grldold. multicoherencia minimo de entre todas las

-compactaciones de X y su grado de multicoherencia coincide
con el grado d&bil de multicoherencia :D(x) y con el grado
de ‘-multicoherencia r,(x) . Estos resultados son generali-
zaciones de resultados obtsanidos. por M.H. Clapp y R.F. Dick
man, Jr. en [1] y E. Duda en [4]. Hago notar gque no he su-

puesto que los espacios con los que trabajo en este capfitu-

lo, sean metrizables y separables.
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Un problema que considero interesante, es el de deter-
minar, si en los resultados de este capfitulo se puede susti-
tuir la hip6tesis de que X sea localmente compacto por la de
que sea periféricamente compacto. .

' ' D@ los teoremas de los capitulos 3 y 4 se puede con-—=
eluir que si X es un espacio conexo, localmente conexo, lo-
e.l&cnto compacto y normal, y Z es una compactaciSn perfec-
ta de X, entonces r(7X)< r(2)< r(fX). Una pregunta gque nc pu
de contestar es la siguiente: supongamos que r(7X)< n < r(gx),
entonces, ¢ existe una compactacifn perfecta Z de X tal que
r(2)= n 2. Conjeturo que si. '

En los primeros afios de la topologfa general, un pro-
blema nuf estudiado consistfia en caracterizar los espacios
topolSgicos mas .conocidos, entre los gque no podfian faltar las
-Vlriﬂdld.l de dimensifn dos. Un :o-ﬁmcn muy completo de los
intentos y resultados de la caracterizacifn de las varieda-
des de dimensifn dos, lo constituye el trabajo realizado por
E.R. Van Kampen en .[21]. En general estas caracterizaciones
..::.tieren al espacio en sf y no al espacio como compacta-
cibn de otro.-

En el Gltimo ¢apfitulo caracterizo al cuadrado [0,1] x
{0,117 como el Gnico espacio gue se puede obtener compactan-—
do R? por una compactacifn perfecta, metrizable con residuo
no degenerado. Por otra parte, es f8cil probar que [0,1] es
el Gnico espacio gue se puede obtener compactando a R por
una compactaciSn metrizable y perfecta. Este hecho no es

cierto para R® , el cubo [0,11%x[0,1]1 x{0,1] no es el Gnico
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espacio que se puede obtener compactando'a R® por una com-
pactacifn metrizable, perfecta, con residuo no degenerado

( por ejemplo identificando en el cubo {0,1] x(0,1) x[0,1]

al conjunto ({0,1}x{0,1] x {01 U ([0,1] = {0,1} x {0}) en un
punto, obtenemos una compactaciSn metriszable, perfecta, de
residuo no degenerado de R?® , la cual no es homeomorfa a
{o,1) x [0,1] x (0,1] ). Serfa interesante caracterizar al cu
bo [{0,1] x [0,1] x [0,1]) como una compactacisn de Wm?,

Hago notar que a diferencia de los otros capftulos, en
@ste Gltimo no uso el concepto de multicoherencia.

Denotar8§ por N* al conjunto de enteros no negativos y
por M al conjuntoc de enteros positivos. Si ne N, m" deno-
- tarf al i-p.cio euclideano de dimensién n, y i denotarf al
oonjunto {(1,...,n}. Dados a,be R, (a,b) ( {a,b] ) Adenotars
al conjunto de nGmeros reales x, tales que a < z<,b (a€x < .
b ). )

rFinalmente, quiero mencionar que este trabajo 1o reali
c@ siendo becario en. la Facultad de Ciencias del P.S.P.A. de
la Universidad Nacion#l AutSnoma de México. Asf mismo quie-
ro hacer patente mi agradecimiento al Dr. Adalberto Garcia-

Miynez C. por la direccifn de esta tesis.



1. DEFINICIONES Y PROPOSICIONES PRELIMINARES.

Los conceptos no definidos aquf serfn tomados como apa
recen en [ 23] . Todos los espacios considerados en este traba

jJo, serfn espacios de Tychonoff.

l.1. Definicifn. 8i X es un espacio topolSgico:
1) Una extensifn de X, es una pareja (Z,h) donde Z es un es-
pacio topolégico y h es un .ncnj.- de X en un subespacio den-
80 de . Como es usual, no distinguiré entre X y h(X). En es
te sentido, una extensifn de X sers -impimneo un espacio
topolégico Z que contenga a X como subespacio denso.

Dados A,B,F subconjuntos de X, se dice que:
ii) A y B estfn separados en X si cx(A) N B= ¢ ¥y c;(n) N A=
o.
111) r separa a Ay B en X -i existen C,D subconjuntos de xv

tales que ACC, BC D, X-F = CUD y C y D estén separados
en X. ’ )
si 2 .-juna extensisén de X, entonces:
.idv) Z es extensidn perfecta de X, si dados A,B,F subconjun-
tos de X tales que F es cerrado en X y F separa a A y B en

X, entonces cz(r) separa a A y B en Z. Es fScil probar gue



esta definicifn coincide con la deflnieién dada por E.G.
Skly'n:.nko en [17] . Si ademfs Z es compacto, se dice gque %
es compactacifn perfecta de X.

v) 81 U es un abierto en X, se define el opex_-ndor

(U)-- z—c,(x-u). el cual denotar8 unicamente por (U) cuan-

d0 no exista posibilidad Ae confusién.

Aléuna' propiedades elementales del operador definido

en l.l.v, estin contenidas en la siguiente proposicifn.

l1.5. Proposicifn. Si U,V son abiertos en X y £ es una
extensifn de X, entonces:
i) (U) es abi.or'to_ en Z.
11) (VN x = U, , )
14i) Si W es un abierto en Z tal que wnx = U, entonces,
wc(u . ) ‘ .
iv) (U NvI= (unNnv).

Demostracifn. i). Es inmediato.

.ii). Ya que X—UCC,(X—U) se tiene gque (U)= Z -~C (X—U)

C8—(X—U) asf que (U) N XC (Z—(X—U)NXCU de modo que
(U) N X C U. Sea ahora un punto z ¢ U y supdngase que z ¢
{(U>N X. Entonces z € cz(x—m Y como U es abierto en X, debe
de existir Vv abierto en z tal gque VNX = U; entonces, ya gue
z e VvV, se tiene que vn(xf-u) % ¢; pero VN (X—U)C U N((X —U)
= ‘¢. Esta contradicci8n prueba gue U Cc(U)NX. Por lo tanto

(U)NX= U
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1ii). Sea W abierto en Z tal que WNX = U; entonces
WN(X-U) = ¢, asl que X—-UCZ—W, de donde C (X—U) CE—W.
Entonces (U)= z-—cz(x—u) DwW. Por tanto, WC(U)> .

iv) . Es inmediata.

1.3. Proposicién. Sea Z una .xt.n.i&n .d. X. Las si-
guientes propiedades son equivalentes:
.1) Z es extensifin perfecta de X.
i1) 81 A,B son cerrados en X tales que X = AUB, entonces
Ca(A NB) =C (M) NCy(B) .
144) Si A,B,F son subconjuntos de X tales qgue, P es cerrado
en X y F separa a A ¥y B en X, entonces Cs(A) NnCcg(B) CC’(!') .

Demostracidn. 1) == ii). Sean A,B cerrados en X tales
que X = A UB. Entonces (X—A) N(X—B) = X—-(AUB) = ¢, ast
que, por el teocrema 1 de (17), (x—A> v (X—B) = ¢ (X—A) U
(X—-B)), @s decir, Z—Cx(X—(X—(ANB))) = Z2—-C,(ANB) =
(2—C_(A)) U(Z—C,(B)) = Z— (C,(A)N C_(B)) . Por tanto,
Cg(ANB) = C,(A) NC_(B).

1i) = 4iii). Sean C,D,F subconjuntos de X tales gque, F
eos cérrado en X y F separa a' Cy D en X. Entonces existen U,
Vv separados en X tales que X—F = UUV, CCU y DCV, de modo
que U,V son abiertos en X. Hagase A = FUU = X—V y B = FUV
- X —-1. Enton;:es A,B son cerrados en X y X = AUB, dp manera
que C_ (A NB) = C_ (A} NC_(B). Esto implica gue C_(C)N C_(D) C
C.sz) ncz(v) ccz(m NC,(B) = C,(ANB) = C,(F). Por tanto,

€z (C) NC_ (Dl cC, (F) .



1ii) = i) . Sean C,D,F subconjuntos de X tales gque, F

es cerrado en X Y F separa a C y D en X. Entonces existen A,

B separados en X tales que X—F = AUB, CCA y DCB. TSmese

G = cz(M —-Cz(r) Y H= cz(a) —Cz(!'). Como F separa a Ay B ’
en X, se tiene que C_(A) NC_(B) CC(F), asi que Cz(G) NH =
Cg(Cg (M) —C(F)) N (C (D) —Cg(F)) CC(A) N(C(B) —C (F)) =

(cg(n) ncz(n)) —Cgu(r) = 6, de manera que C,(G) NH = 0.. Tam-
bién es cierto que G NC,(H) = ¢, de modo que G y H estin se-
parados en Z; adenmis Z—Cga(F) = C (AUBUF) —C (F) =
(CglA) —C (M) VI(C (B) —C_(F)) = GUH, de donde, Z-C,(F) =
GUH. Como F @s cerrado en X se tiene que ANC (F) =
Anxncs(r) - ANFr = ¢, entonces CCACC'(A) —Cz(!') = G. De
agqufl gque CCG. Similarmente se prueba que DCH. Por tanto,
c.(r), separa a C y D..n Z. Por lo tanto,
perfecta de X.

2 es una extensidn

l1.4. Definicin. Una regifn de X es un subconjunto a-
bierto conexo de X.

La siguiente propo-ici5n pomit:e identificar algunas
extensionas pez!uctas ficilmente.

1.5. Proposicifn. Sea Z una extensifn de X. Consideren
se las siguientes tres afirmaciones:

i) 2 es extensidn perfecta de X.



14) 2 tiene una base de abiertos cuya interseccisn con X es
conexa .

1ii) Si W es una regifn de Z, entonces W NX es una regidn de
X.
Entonces, i) implica iii). Si adem&s Z es localmente

conexo, entonces i), 1ii) y iii) son equivalentes.

Demostraci8n. i) = iii). Sea W una regi8n de T y supdn
gase que WNX no es conexo. Entonces existen U,V abiertos en
X, no vacios, tales que UNV = ¢ ¥y UUV = WNX. Entonces,
por la proposicifn 1.2 y el teorema 1 de [17], WC(UU V) =
(OIWV) gy (UXMN(V) = ¢; ademls WN(U)*® ¢ y W N (V) » ¢, Esto
prueba gque W no es conexo. Esta eone:-&icclén d.muoser.-qu.
WNX debe ser conexo. _

141) * ii). Es inmediato.

1i) == i) . Supdngase que Z no es extensisn perfecta de
X, entonces existen A,B,F subconjuntos de X tales que, F es
cexrado en X, F separa a A y B en X y C,(A) NC(B)& C(F)

( proposicifn 1.3 ). Sean p ¢ (Cz(ayn Cx(B)) —C(F) y W una
regifén de Z tales gue, p ¢ W, WNF = ¢ ¥y WNX e8 conexo. Ya
que F separa a A y B en X, existen U,V abiertos en X, aje- -
nos, tales qu; ACU, BCV y X—F = UUV. Entonces WnNXc
UUV, 6 + WNAC(WNX) NU y ¢ wnné (WNX) Nv. Esto con-

tradice la conexidaa de.WIﬁx. Por tantoz Z es extensidn per-

fecta de X.
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1.6. Proposicifn. Sean X,Y,Z tales gque Y es una exten-
sifn de X y 2 os_hn. extensisn de Y. Entonces, Y es exten-
‘'sifn perfecta de X y Z es estensisn perfecta de ¥ si y solo
si Z es extensisn perfecta de X.

D.mo-t:acibn.'(Sufieioncia). Supdngase gque Y es exten-
8i8n perfecta de X y Z es extensisn perfecta de Y. Sean A,B,
P subconjuntos de X tales que, F es cerrado en X y F separa
a A.y B en X. Entonces c,(r) separa a A y B en Y, de manera
que Cg(F) = C (C (F)) separa a Ay B en Z. Por tanto, 3 es
extensidn perfecta de X.

(Mecesidad) . Ahora supdngaze gque Z es extensifin perfec
ta de X. Sean A,B,Fr qubconjuneo. de X tales que, F es cirra—
do oﬁ X y ¥ separa a A y B en X. Entonces, por la proposi-
cién 1.3, Cy(A) NC(B)C C (F), asf gque C nn Cy(B)Nn ¥ ©
Cz(F) NY. De aguf gue Cy(A) NC (B)C C,(F) . Usando nuevamen-
te la proposicifn 1.3, se concluye gque Y es extensisn perfec
ta de X. ’ .

Para probar gue 2 es extensifn perfecta de Y, usarx$
la proposiciftn 1.3 nuevamente. Sean A,B,F subconjuntos de Y
tales que, F es cerrado en Y y F separa a A y B en Y. Enton-
ces existen U;v abiertos an Y, ajenos, tales gque ACU, BCV

Y Y—F = UUV. Sean U, =UnNnXx, VvV, = vVNX y F, = FNX. Enton-

1
cas F' es cerrado en X, U,,V1 son abiertos en X, ajenos, ¥y
X—F, = U;Uv,. Como F, separa a U, y V, en X, ¥ Z es exten-
si8n perfecta de X, cz(U,)n cz(V,)C cz(Fi)' Paro cz(u‘) -

Cy(U) ¥y C (V) = C (V), asf gque C_(A)N C (B)C Cy(U)A Cy (V) =

-11l-



c'(u on C,(V,) c C’(!" P X = C,(!‘) . Da donde C’(A) n Cz(B) < c (.

Por tanto, Z es extensifn perfecta de Y.

Ahora definir& algunos tipos de multicoherencia en un
espacio conexo X.

1.7. DafiniciBn. Si X es un espacio topol8gico conexo:
1) Se define botx) = ( n(mero de componentes de X ) —1, si

este nGmero es finito y b° (X) = = :@gn cualgquier otro caso.
X es insular si bout)< - . '

’

ii) Se define el grado de multiccherencia de X como
£(X) = max {b,(ANB): A,B son subconjuntos cerrados conexos
de Xy X = AUB }.

X @s unicoherente si r(X) = 0.

14ii) Se Aefine el grado abierto de multicoherencia de X, co-
ra(X) = max { b,lU AV): U,V ragiones de X y X = UUV }.
X es unicoherente abierto si r, (X) = 0.
iv) Se define el grado débil de multicoherencia de X, como
zD(X,) = max { b,(A fAB): A,B son subconjuntos cerrados cone-
x08 de X, A compacto y X = AUB }.

X es d8bilmente unicoherente si‘:b(x) = 0.

v) Se define el grado de 7Y-multicoherencia de X como )
r,(X) = max { by(ANB): A,B son subconjuntos cerrados cone—
xo8 d@ X con frontera compacta y X = AUB }.
X es Y-unicoherante si :.,(x) = 0.

-12-
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1.8. Proposicifn. Si X es un espacio topolSgico y

ne N*, entonces son equivalentes:
1) bo(x) > n.

11) Existen c‘ . ....c_” subconjuntos cerrados no vacios de X,

ajenos dos a dos, tales que X = C,V ...vc,_,.

114) Existen U,,...,U, , , subconjuntos abiertos no vac{os de

X, ajenos dos a dos, tales que X = U,V ...V yU,,,

Demostracifn. i) " {i). Voy a probar inductivamente

gque si k' ¢ h+l, entonces existen c:,...,c: subconjuntos ce-
rrados no vacfos de X, ajenos dos a dos, tales gque X = c: (S
cee uc: « Si k = 1, basta tomar c: - X. Supéngase qﬁ-. esto
@s cierto para k y que kfl < n+l. Entonces k < nél y X =

c: V.oo uc: . Como X tiene al menos n+l componentes y k<ntl,

no es posible gque todos los conjuntos c:, . ..,c: Sean cConexos.

Se puede suponer entonces, sin pérdida de generalidad que

c: no es conexo, de manera que existen c:°‘ . c::: dos cerra

dos en c: ( y por tanto, en X ) no vacios y ajenos do- a dos,
tales que C} = ci**uUcll}. Haciendo c}*' = c},...,c}li=c)_,,
entonces c:"', ....c:",c::: tienen las propiedades requeri-
das. Esto termina la inducci®n, y para probar la implicacibn
basta tomar k = n+l..

i4) = iii) y 1iij) == i) son inmediatas.

1.9. Definicifin. Dados X y Y dos espacios topol§icos:

i) Una furcidn f: X =+ Y es monStona, si:

-13-



lf‘(y) es conexo para cualquier y ¢ Y.

44) S8i A es un subconjunto de x.?’ se dice que A es simple en

X si A y X—A son conexos.

1.10. Proposicifn. Sea f: X =* ¥ una funcidn:

sobre, cerrada y monStona. Si A es un subconjunto conexo de
¥, entonces f~' (A) es conexo.

Demostracifn. Supdngase gque A es un subconjunto conexo .
de ¥ ¥y que "' (A) no lo es. Entonces existen B,D cerrados en
. X tales que "' (AIC BUD, f 1(A) NB % ¢; 1" (A)ND » ¢ y
7' (AN BN D = ¢ . Entonces ACT ("1 (A))IC f(BUD) = f(B) U
f(D); adenmfis f(B), f(D) son cerrados en Y3 ¢ ¥ f (-1 (A)NB) =
ANI(B) y ¢ » f (/T '(A)N D) = ANI(D). Como A @s conexo, se ° )

tiene que ANSF(BINSF (D) = ¢; sea y € ANSF(B)N f (D), entonces

7' (Y1 €1 P (AIC BUD. Ya que y € f(B)N f (D), se tiene que
1°'tydNB » ¢ ¥y 1" (y)N D » ¢, ademis " (HNBND C
£7* (AL BND = ¢. Esto contradice el hecho de que 173 (y) es

conexo. Por tanto, f7!(A) es conexo.

1.11. Proposici8n. si f: X =+ Y es sobre, monStona, ce-

rrada y continua, entonces r(¥) < r(X).

Demostracisn. Supchgase que Y = AUB, A,B son subcon-

juntos cerrados conexos de Y. Sean n € N* y C‘,...,C

ael
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cerrados en Y, no vaclfos y ajenos dos a dos tales gque AND =
C,V...uc, . . Por la proposicifn 1.10, f~'(A) y f7'(B) son
conexos y como f es continua, tambin son cerrados en X. Ade
wis X = £THAIVITI(B) ¥ £TNAIN STV (B) = 1T (ANB) =

1°%¢c, V... v, ) =1 (C UL UrT(C, ,,). Como cada C,
@s no vacio y f es sobre, se tiene que !f‘(c‘) es no vacfo.
_Por otra parte, l“(c‘).....l"(c_.‘) son cerrados en X y
ajenos dos a dos. Por tanto, segln la proposicifn 1.8

b7 (AN 771 (B)) > n, es decir, b (ANDB) <

Byl (AN 771 (B)) . Por tanto, r(¥Y) < r(X). :

. Para finalizar esta seccifn, enunciar$ tres proposicie
nes conocidas de conexidad, de las cuales s8lo probaré la
Gltima de ellas.

1.12. Proposicifn. Si X es un espacio localmente cone-

%0, A un subconjunto de X y D es una componente de A, enton-
ces rr,(bD) ¢ Fr (Aal).

1.13. Proposici8n. Si X es un espacio coneko Y A es un
subconjunto conexo de X, entonces cualquier componente de

X—A es simple en X. ( Teorema 10 de [14] ).

1.14. Proposicifn. Si X es un espacio localmente cone-
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%0, U es una regin de X y F un

U, entonces existe V una regién

Demostracifn. Para cada x
tal que x ¢ Vv y V _CC_(V,) cuU.
x, ¢ U fijo. Supongamos que F =
la d..mo-tracién es inmediata )

ne que, para cada i ¢ i existen

conjunto finito contenido en

de X tal que FCVCC,(V) CU.

€ U, sea V, una regifn de X
Sean U=-{ Vv, 3 xe U }y

{x,,...,%,} ( si P es vacto
de la conexidad de U se tie-

n e N yv“,....v:_l elemen-

tos de U tales que x, ¢ v", x, e v‘_‘ Y V: nv:_‘ * ¢ para ca-

da J ¢ B, — {1} (cuando l<n, ).

[}
propiedades requeridas.

-l6=-

Si para cada i ¢ R se define

V, = V" Veaa uv:. e ®ntonces V = V, V... UV satisface las



2. UNA CARACTERIZACION DE MULTICOHERENCIA.

2.1. Lema. Sean, X un espacio conexo, localmente cone-
x0: U,V abiitto- ajenos en X, p ¢ Au Y Q € V. Entonces existe

W abierto en X tal que pe W, @ € X—C, (W), Fr (W)C X — (U uv)

Y W es simple en X.

.watrgcicn. Sea D la componente de X — U que contiene
a Q. Entonces D es cerrado en X y p f D. S8i W es la componen
te de X —D que contiene a p, entonces W es un abierto simple
en X ( proposicifn 1.13 ), pe Wy @ # W. Por la proposicién
1.12, Fr, (W)C Fr (X —D) = Fry(D)C Fr (X—U) = Fr (V) c
X—(UUuvVv). De aquf que Fr (W)C X— (UUV) ¥y q ¢ Fr (w). Por

tanto, q ¢ x—cx(m.

2.2. Lema. Sean, X un espacio conexo, localmente cone-
X007 W una regin de X; F un cerrado en X; we W y
G = Prx(W) —F, tales que FCX—W y G » ¢. Entonces, existe
H un subconjunto cerrado conexo de X tal que HCWuUG, we H

YHNG » ¢.

-17-



Demostracifn. Sean g € G y U una regifn de X tales que
g€ Uy cxw)n F = ¢. Como g ¢ Fr (W) se puede elegir un pun
to x ¢ UNW. Sea V la componente de U NW gue contiene a x.

Se probari que Cx(VIN Fr (W) + ¢. De no ser asf, C (VIC WYy

_entonces C, (V) = C (V) nUCwWANU. Pero Cy(V) es conexo e in-

tersecta a V, de manera gque V = co(v) « Entonces V aes abierto
Yy cerrado en U, de manera que U = VvV y, por tanto, UCW, lo
cual es una contradiccifin ya que g ¢ unrr, (W) . Por tanto,
Cx(V)n r:x(m * ¢. Ndtese ademfs que cx(\n es conexo,

c,(V)c WUG y C (V) NG » ¢é. Usando la proposicifn 1.14 se
construye L, un subconjunto cerrado conexo de X, tal que

we L, LAV ¢y LCW,. Claramente H = Lucx(v) satisface

las propiedades requeridas.

2.3. Definicifn. Sean, N un subconjunto de X, m ¢ W y Py
ceesp, € X3 _ .
1) N parte a {(p,,.--,P } en X, 8i {p,,..., P, }CX—N y @1
conjunte {(p,,...,p, } intersecta al menos a dos componentes
distintas de X —N.
11) N dispersa a {p‘,...,pm} en X, si existen E,,...,E  com-
ponentes de x;-N, distintas dos a dos, tales gque P, € n‘,..

P ¢ E_.

2.4. Lema. Sean, X un espacio conexo, localmente cone- .

x0; me W;p ,...,p,_ € Xy Q,.,Q subconjuntos cerrados aje-
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nés de X tales que, r(X)< = y QU Q, Adaiaspersa a {(p,,...,pP.}

en X. Supdngase gue ninguno de los conjuntos Q, ¥ Q, parte a
{p‘ secce pm} en X. Entonces existen N,,N,,F,,F, cerrados en X
tales que, Ni N, son insulares; N, CQ,:? Nzc Q,s N, UN, dis~
persa a {p ,...,p Y en X3 NU{p,,...,Pp }CF 3 NU {p,,....

pP.lcCcr,; F,,F, son conexos; F,ANN, = ¢ y F,N N, = ¢.

Demostracifn. Como Q, VU Q, dispersa a {p‘,...,p_} en X,
existen componentes U, ,...,U de X -— (Qlu Q.). distintos dos
a dos, tales que p, € U ,j...jp, € U_. Sea U =uU{E 1 E es
componente de X— (Q, U Q,) yE¢ (U ,,...,U_}). Dados 1,3 ¢ &
tales que i < j, aplicando el lema 2.1 a los puntos p, P ¥ a
los abiertos UUU, L ...V Uie U, 4V ..V U, se obtiene un
conjunto Vi abierto simple en X tal que p, ¢ .v” . Py € x—
CxlV,,) ¥ Fry(v, [ )C X—(UyU,V ...UU). Como V,, es simple
en X y r(X) < =, se tiene que r.:x(v”) es insular.

Dada C componente de r:x(v” ), se tiene gue CC x-— (U U
U,V ...UU ) =Q UQ, ¥ como Q,,Q, son subconjuntos cerrados
ajenos de X, se tiene que cc Q, 6§ CcQ,. Sean:

Q:’ = U {C : C es componente de Fr (v, ) y €cQ, } ¥

Q:’ = ¢ {C : C es componente de Frx(v‘j) Yy €CcQ,}l.
N&tese que, Q:j 'lel son subconjuntos cerrados insulares de
X @ ,uol =Fr.v,,;) vyoco,., 9 ,ca,.

Definase M, = U {Q:’ st i,j € m; i<3j}l y
M, =U {ij : i,j e m; i<3j} . i-:ntonces M, ,M, son subcenjun-
tos cerrados insulares de X; MU M, = U (Frx(V‘j) : 1,3 e m;
i<3j}, de manera que M, UM, dispersa a {p,seecep,} en X;
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M, CQ 7 M, CQ,; MNM, = ¢. Para k € @, sea W, la componente
de X— (M,U M,) que contiene a p . Entonces W, reee,W, son .d:l._s_
tintas dos a dos. Supdngase que R, ,+..,R son las componen-
tes de M‘ Y i;ue S‘, ....S. son las componentes dea Hz.
Definimos N =V {RI

: L e B Yy RN (rrx(w‘)u ces U
rr (W )) » ¢} y N, = v {5,

i1 i e 8y S n (Fr (W)U ... U
r:x(w_)) » ¢}. Entonces, NI +N, mon subconjuntos cerrados aje
nos e insulares de X; NCQ, y N,C Q,. Por la proposicidn
1.12, se tiene que para k ¢ #, rrx(wk)c r:x(ulu M,)CM UM, ;
de aquf se deduce gue r:,(w.)c N U N, . Por tanto, rrx(w‘) [V
cee urrx(w_)c N U N,. Como W, see., W,  son abjiertos en X, ﬁja-
nos dos a dos, ¥y P, € w‘,....pm e W _, se tiene que rrx(w‘) LS}
ceeU Frx(w_) dispersa a {p,,...,p,}7 de aquf se obtiene que
u‘u N, dispersa a (;_",...,p"} en X. A

Supdngase, sin pérdida de generalidad, que N, = R U
eesU R, (u<r ) y que N, = S,V ...u s ( vs ). Ya gque
ll!‘n M, = 0,.se tiene que (Nlu Nz) —R, es cerrado en X para
toda i € G y que (N.'U N,) —S, es cerrado en X para toda
ie ©.

Para i e G, sea k, € m tal que R N Frx(wki) » ¢. Apli-
cando el lema 2.2 al abierto en X, w“l » al punto p, e

W

ki
y al cerrado en X, (Nlu Nz) —R C x—wh ( observando que

Frx(wk‘) - ((N‘U N:) —R‘) = Frx(Wk‘)n R, = ¢ ), se tiene gque
existe H un subconjunto cerrado conexo de X, tal que H, c
wh (V] R‘ v pk‘ e H‘ v n‘ (2] R‘ % &, Similarmente, para cada

3 e V¥, existen 15 ey Lj un subconjunto cerrado conexo de

X tal que plje Lj, chw”us] Y Ljnsj - P
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Como N, €CQ, Yy Q, no parte a {p‘,..'..p_} en X, tampoco
W, parte a {p,,...,p,} en X; de agqufl que la componente C, de

X—N,6 que contiene a P,y contiene a todos los puntos Pyoecer

Pa.- Aplicando la proposicifn 1.14, se obtiene T, un subcon-
Junto cerrado conexo de X tal que {p,,...,p 1CT CC,. Anllo
gamente, existen C,,T, tales que c, es componente de X —N,,
T, @8 un subconjunto cerrado conexo de X y {p,,...,p }CT
cc,-. 4

Deffnase F, = T,UNU(U{H : i e i) .y F, =T, UN, U
t J ¢ ¥)). Entonces ¥, ,F, son subconjuntos cerrados

conexos de X, N U {p,,...,p leNUT,CF 1 NU {p ,....p,}
cwmuT,Cr,; F AN,

(U(L

- Yy P,NN =¢.

2.5. Teorema. )

Sea X un espacio conexo,
Yy sea n € N* .

localmente co~—
neaxo y normal,

Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes: ’
i) 8i Q,.,Q, son subconjuntos cerrados ajenos de X y P ,, .-,
Poea ¢ X son tales que, Q U Q, dispersa a {p,,...,p
x, entonces d, parte a (p‘ sesesP
14) r(xX) €<n.

hea2) ®N
2} en X para alguna i e %Z,

Demostracibn. ii) = i) . Supbngase gue Q, .Q

jJuntos cerrados ajenos de X y PyreecsP ., € X son tales que

son subcon

Q, VvQ, dispersa a {(p,,...,p

ne=1 ©n X, y que tanto Q, como Q
no parte a {p‘....,p

nea) N X.

Segln el lema 2.4, existen N, ,N,,F,.F cerrados en X,
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tales qgque N, ,N, son insulares, N‘C Q,, N;COQ,, N, U N, disperxr
saa (p,....0,., en X, MU {P,,c...P

nel2

tcr,, N,V {p,,...,
P..3}CF,, F,,F, son conexos, FNN, = ¢y F;NN, = ¢, Sean
N, = RU...UR, ¥ N, = S U ...US_ las descomposiciones en
componentes de N, y N, como NN N, = ¢, se tiene que los
conjuntos n,,....n.,s‘,...,s' son .ﬁbéonjuntcs cerrados co-—
nexos de X, ajenos dos a dos.

] Dado que X es normal y localmente conexo, y que u‘r\r,
-¢yN,NF = ¢, existen WiseeoW, ,¥ ,...,¥Y, regiones do.x,
ajenas dos a dos, tales gque R, C H‘,....R-C W, 8, C Y, ,ceey
B, CY 3 FN (YU ..,.UuUY ) = ¢y F,N(W,U...UW,) = ¢. Sean,
We=WU...UW: Ye=YU...UY ;K la componente de X—W'
que eongien. ar, yL la componente de X—Y que contiene a
¥, . Deffnase K* = xucx(u{'r : T es cc;npon.neq de X—~Y y
T L)) yL*" = LUC, (U{T : T es components de X—W y T +
xh.

Probars que L',K' son subconjuntos cerrados conexos de
X tales que X - L°U K* Y by (L*N K*) > n+l. Esto ser& una con-
tradiccibn, ya que r(X) €n. Con esto terminarf la prueba de
que 1ii) = i) .’

En primer término, es claro que L*,K* son cerrados en
X. Ahora mostrar® que YCK y WCL. Dada i € ¥V, se tiene gque
s.c ¥, © X—W. Ademis, S,CN,CF, ¥y S » 6, de manera que
qu Y‘ es un subconjunto conexo de X -<=W y, por tanto, FzU Y
C K. De aquf se concluye que Y CK. De manera similar se prue

ba gque WCL.

Para ver que K* es conexo, tSmese T una componente de .
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1.1

s

-

X—Y distinta de L. Entonces ¢ ¥ T + X y como X es conexo,

se tiene que Fr (T) + ¢. Usando la proposicifn 1.12, se tie-

ne que Fr (T)c F:x(x—Y) = Frx(Y)c c,(v)c K, de manera que

T UK es conexo. Por tanto, K* es conexo. De manera anfloga

se prueba que L* es conexo.

Témese X € X; si X € ¥, entonces x ¢ W, asf que X ¢ K

8 x e L*; y si x # Y, entonces x ¢ L 8§ x € K*,
X = L*UK®*,

De modo que

Si T es una componente de X-—Y distinta de L, como
WCL, se tiene gque TCX—W, de manera que C_ (U {r ¢+ T es com
ponente de X—Y y T * L})C X—W y, por tanto, K*C X—W. En
forma anfloga se demuestra que L*C X—Y¥Y. De manera que
L*'N K'°C (X—W)N (X—Y) = X— (WUY). Como ademfs N U N, C
YUW, se tiene que L*N K*C X— (N U N .
Ya que N, U N, dispersa a {p,,...,Pp
) JAPIR

nezl @€n X, existen
mea? compénenées de X— (N, UL Nz) , Aistintas dos a dos,

tales que pl' e E‘ vecesP, .2 € Bn.z . Entonces, si Dl . ....D“.z
son las componentes: de L*N K* que cumplen la propiedad de que
P, € Di,.carp

nez € Dnoar s-e tiene que D,CE ,...,D

CE

ne?2 ne2"’

de manera que D ,,...,D _, son distintas dos a dos. Por tanto

by (L* NK*) > n+l.
i) = ii). SupSngase gque no se satisface ii). Entonces
existen A,B subconjuntos cerrados conexos de X tales que

X = AUB ¥y by (ANB) >n+l; de acuerdo con la proposicisn 1.8,

existen Cloeew .c“.2 subconjuntos cerrados no vacfos de X,

ajenos dos a dos, tales gque ANB = C1 U...vc .,

Usando la normalidad de X, se obtienen Ul PRI S
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abiertos en X, ajenos dos a dos, tales gque C,CU,yee-e
C..2€U_,,. Daffnase U = U, U...U U

ne2"? ol =A-Uy QZ -

B—U; y elfjanse puntos p, € C,,...,P,,; ¢ C,,,- NOGtese que
Q. N, = 9¢.

‘Claramente x;-(Q,u Q,) = U"u...LlU.,z} de aquf que
Q, VvQ, dispersa a'{p‘,...,p..’} en X. Sin embargo, {p,,...,
Po.2}YcAcx—Q;:; {p,,c..sP,,,}CBCX—~Q, ¥ A,B .son conexos.
Esto prueba que ninguno'de loi conjuntos Q, ,Q, parte a
{Pysee-sP, .3} en X ¥y en conmecuencia, que no se satistace‘la
propiedad ).

Con esto se termina la prueba del teorema.

En el teorema anterior, para el caso n = 0, no es nece

sario -upbner que X sea normal ( Ver 3.2, teorema 1 de {19)).
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3. GRADO DE MULTICOHERENCIA ¥ GRADO ABIERTO DE MULTICOHEREN-
CIA DE EXTENSIONES PERFECTAS. »

3.1. Lema. Sean, Z una compactacifn perfecta de X, Yy

A,B,C cerrados en Z tales que, 2 = AUB vy C = ANB. SupSnga-
se que L = U (D 3 D es componente de C y DNX » ¢} es no va-

cfo y cexrado en Z. Entonces L = C.

Demostracifn. SupSingase gue existe una componente C,

de C que no intersecta a X. Deffnase F = CNX = LNX, U

A
(A—B)N X y U, = (B—A)N X. Entonces F es cerrado en X;

FCL; U,,U, son abiertos en X; U, C A, U,CB; X = FUU U U_;
X—-F = UUU, ¥y UNU, = ¢. Por el tecrema 1 de [{17] y 1a
proposicifn 1.2, se tiene que Z—C_(F) = (U YUU, ¥y
(U NCU) = ¢ . Como cz(r) CL, se tiene gue cz(r)n Cp, = o,
asf que C,< (t;vA) U(ULY ¥y ya gque C, es conexo, debe ocrrirx
que C < (U,) -3 C,C (UL . sSupSngase que c, < <u, .

Por la normalidad de Z, existe W abierto en 2, tal gue
Cp cwccz(W) C(U,). Sea D = (CN(Z—-W))VU L. En't:onces D es
compacto y D n_co = ¢. Ya gque C es compacto, se tiéne que sus

componentes y cuasi-componentes deben coincidir ( lema 6.30
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de (2] ). Por tanto C, es una cuasi-componente de C. De aquf
que para cada d € DcC C existe un conjunto Y4 que es abierto y
cerrado en C, tal que C,C Yy y d € C—Yy. Entonces {C—-Y, s
d €¢ D} es una cubierta de D constituida por abiertos en C,
de manera que existen m € N y d,,...,d_ ¢ D tales que
DC(C—-Yy, )V ...V (C-—Ydm)‘ = C—(¥Yy NN Yy

Definase D, = C—~(Yy N...NAY ), D, =¥y N...n ¥y 3
entonces D, y D, son cerrados en C ( y por tanto en Z )
C,CD,3 LCD,; DUD, = C; D,ND, =~ ¢; ademSs, D,N (Z—W)C
_cn(z—w) CDCD, de aquf que D,N (Z—W) = ¢ ¥y D,C W.

-Como z‘es normal, existen U, .U, abiertos en Z tales
que D,C U,, D,C U, y U NnUuU, = ¢, Deffnase U = WNU,; como
C,C D,C U,N W = U, se tiene que UNB * ¢ y ya que LCDC
b, Cu, C(z2-v,)C (z2—-U), se tiene que BN (Z—-U) * ¢. Dado
que B es conexo, podemos asegurar que Blﬂrrz(u) % ¢. TOmese
un punto z, € Bnl-‘tz(u) - Entonces z, € cz(u)c cz(W)c (U
cz(u,)c cz(A) = A, asf que z, ¢ ANB, de manera que 2z, €
b,UD,. Como 2z, € cé(uz). se tiene que z, of u, de Aonde,
z, ¢ D, . Por tanto 2z, € D,C WNU, = U. Esto implica que

z, e Uy 2z, e'Frz(U), lo cual es absurdo. Por tanto, L = C,

3.2. Teorema. Sean, X un espacio conexo,localmente co-
nexo y Z una compactacifn perfecta de X. Entonces:
i) Si X es unicoherente, tambi&n Z es unicoherente.

ii) Si X es normal, se tiene gque r(2) < r(xX).
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Demostracibn. Probaré& i) y ii) simultaneamente. Si
r(X) = e, no hay nada que probar. SupSngase entonces que
r(X) = n, donde n ¢ N*" SupSngase tambi&n que r(Z) > n. Enton
ces existen A,B subconjuntos cerrados conexos de Z, tales
que Z = AUB y bo(Ar\B)b-n+1. Sea C = ANB.

Supfngase que CCZ —X; entonces XCZ—C, asf que
(ANX) Nn(BNX) = ¢. De la conexidad de X, se deduce que ANX
= ¢ 85BNX = ¢, SupSngase que BNX = ¢. Entonces XCA ¥y como
A es cerrado en Z, tenemos gque A = Z, De donde, C = ANB =
2NB = B, lo que implica que C es co;exo: esto es absurdo
ya que bo (C) »1. Esta contradicci8n prueba gue CNX » &,

copo C tiene al menos n+2 componentes, aplicando el 1le
ma 3.1, se deduce que existen Ciee+.,C ,, componentes de C
gque intersectan a X. Como C es compacto sus componentes y
cuasi-componentes coinciden. Existen entonces Fioeeosl o
subconjuntos cerrados de C'L Y., POX tanto, de 2 ), ajenos
dos a dog, tales que C = F, U,.. UF
F

ne2 Y C‘C E“,...,(:“.z c

Por la normalidad de 2, existen Ur,...,U" ., abiertos

-
nel 2

en 2, ajenos dos a dos, tales que F.C U;, ---sF __,C U:.:.

Deffnase U, = U X,..., U = U*

ne ne

NX; U = U‘U eee
VU, .7 0Q = (ANX)—U; @, = (BNX) —U y elijanse puntos
P, € CNX,ee,op,,, © C, ,,NX. Entonces Q ,2, son subconjun-

tos cerrados ajenos de X, X—(Q,V Q) - v, V... VY, . ¥

P, € U,eccop,,, €U .., de modo que Q U Q, dispersa a {p‘,
...,pn.z) en X. Aplicando el teorema 2.5 ( & la observacidn

posterior, segfin sea el caso ), se tiene gue Q, separa a

p,eeeesp, ..} en X &8 Q, separa a {p,,...,p } en x.
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Supbngase que Q, separa a {p‘, eseslP } en X ( el caso

ne2

en gue Q, separa a {Pysecanp

ee2l @n X, se trata de manera si

milar ). SupbSngase tambi&n, sin pérdida de gené:alidad. que
P Y P, estin en distintas componentes de X—Q,. Sean, D la
componente de x—o,‘ que contiene a p, y E = U{H : H es com-
ponente de X—Q, y H #--D}.

Dado que X es localmente conexo, se tienaea gque E y D
son abiertos en X. AdemSs, p, €D, p, ¢eE, DNE = ¢ y X—Q, =
DUE. Del teorema 1l de [17) y la proposici&n 1.2, se tiene
que, Z-C,(Q,) = (D)UCE) y (D)N(E) = ¢. Como p, € {(opPn BB,
P, € (E)NB y B as conexo, se tiene que Br1c3(0‘) » ¢. Por
otra parte, Q. C A asf que c,(q,)c Cz(h) = A de donde B NA N
C,(Q,) » ¢é. Pero Q,C XU, ast que cglQ,) €2 - (Ut u...vur )
CE2E—C = 2-—-(ANBl; esto implica que cz(Q‘)n ANB = ¢. Esta

contradiccifn termina la prueba del teorema.

3.3. Teorema. Si X es un espacio normal, onto’nces

r(X) < r(fx).

' pemostraci®n. Sea r(px) = n e N* y supSngase que r(X)
> (X)) . Entonces existen A,R subconjuntos cerrados conexos
de X tales gue X = AUB y bd(AnB') > n+l. De la proposicibn

1.8, se sabe gue existen C,,...,C cerrados en ANB ( vy,

ne 2

por tanto, en X ), no vacios, ajenos dos a dos, tales que

ANB = C U...UC

ne2 "

Por otra parte, X = c‘x(a) Uc’x (B) y C.x (A) ¥y C‘x (B)
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son subconjuntos cerrados conexos de X. De ia proposicibn

1.3 y el lema VI.7 de (11], se sabe que Cyx (MYN C (B) =

Cox (ANB) = C, (C,) V...uC, (C ,,). Dado. que X es normal,

se tiene que C, (c,’), «--eCpy (c

mis, c.x c,V,.-- e Cyx (C_,2) son subconjuntos cerrados no va-

ne2) SON ajenos dos a dos. Ade-

cfos de . fX. Usando nuevamente la p:opo-ici.énv 1.8, se deduce
que b,(C,, (A) NCc, (B)) >n+l, lo cual es una contradi_cei'én
ya que r(fX) = n. Por tanto, r(X) <r(fX).

3.4. Corolario. Si X es un espacio conexo, localmente

conexo y normal, entonces r(X) = w({fX).

:i.s. Corolario. Sean, X un espacio conexo, localmente

conexo y ,normal; Z una extensifn verfecta de X y Z un espa-

cio normal. Entonces xr(2) < r(X).

Demostracifn. Del teorema 3.3, se tiene que r(2) <« xr(gz).

De 1la proposiéi&n 1.6 y el lema VI.7 de [(11], se tiene que

82 es una compactacifn perfecta de X, asf gue, por el teore-
ma 3.2, r(fz) <r(xX).

3.6. Corolario. Sean, X un espacio conexo, localmente

conexo y unicoherente, Z una extensifn perfecta de X y Z un

egpacio normal. Entonces Z es unicoherente. '
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3.7. Teorema. .Si. Z es una extensidn perfecta de X, en-
tonces rh(z) <r,(x).

Demostracifn. Sea rA(X) = n € IN* y supSngase que
:‘(x) < :A(z) . Entonces, existen U,V regiones de Z, tales que
T = YUV y bo(u NV) >n+l, de manera gque existen Woveooo¥W o
abiertos en UNV ( por tanto en 2 ), ajenos dos a dos, no va

cfos, tales que UNV = W, V...uw o ( proposicifdn 1.8 ).

Deffnase U* = UNX y V* = VvNX. Entonces, por la pro-
posicifn 1.5, se sabe que U* y V* son regiones de X; adenmis,

X =UtuUvVt, U'NV" = UNVAX = (WN X) U... U, "X,

w,nx, ._..,w_.,n X son abiertos en X, no vacfos y ajenos dos

a dos. De agquf que bo(u' NV*) >n+l ( proposicibn 1.8 ), lo

cual no es posible ya que :A(x) = n. Por tanto, rA(Z) <rA(X) -

3.8. Teorema. Si X es un espacioc normal, entonces
(X)) <r, (8X).

Demostraci®n. Sea rh(px) = n e IN* y supbngase gque
:A(px) < rh(x) . Entonces existen U,V regiones de X, tales gque
X = Uuv ¥ boA(U NV) > n+l, de modo gque existen w‘ seeed™, g

abiertos en UNV ( y, por tanto, en X ), ajenos dos a dos,

no vacifos, tales gque UNV = W, V...uw _. ( proposicitn 1.8 ).

Ya que ucKu)c c,x (U) ¥y vCc(v) C C'K (V), tenemos gque
(U y (V) son conexos; adem&s (U) ,(V) son abiertos en 8X, y.
por el teorema 1 de [17] y la proposicidn 1.2, se tiene que
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(UXACV) = (UNV) = (W, U...UW,__ ,) =(W DU ...U(W__.>. Clara

mente “';’ ,...,(w_.,) son abiertos en X, no vacfos tales
que, si i * j, entonces (W, ,)n (H’) =W, NAW) = (P) = ¢ .
Esto prueba ( proposicifn 1.8 ) que by ((UYN (V)) >n+l.

Por Gltimo, ya que X—U y 'x—v son subconjuntos cerxa-
dos ajenos de X y X es normal, se tiene gue Cox (x—v) nNn
Cox (X—V) = 4. De manera que (U U (V) = (gX—C,, (X—0)) v~
BX—Cpy (X—V)) = X — (Cpy (X—UIN G, (X—V)) = gX—¢ = §X.
Resumiendo, (U? ,(V) son regiones de X tales que X = (U) U
(V) y bouu)n {V?}) >n+l. Esto contradice el hecho de que

:.(px) = n. Por tanto, :‘(x) <r‘(hx) .

3.9. Corolario. Si X es un espacio normal, entonces
ra(Xx) = r, (AX).
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4. MULTICOHERENCIA Y COMPACTACION DE FREUDENTHAL.

A lo largo de esta seccifn se supondrf gque X denota un
espacio conexo, localmente conexo y peri{‘rieamcnto-compacto,.

¥ que 7YX es su compactacifn de Freudenthal (7).

4.1. Lema. X tiene una base de regiones con frontera
contenida en X.

Demostracifén. En el teorema VI.30 de {1l1l), se prueba
que 7X tiene una base de abiertos con frontera contenida en
X, de aquf gue 7YX —X es totalmente disconexo, asi gue por el
teorema 4.1 de (3], X es un espacio localmente conexo. Con

esto, la demostracib6n de este lema es inmediata.

4.2. Lema. Sea U una regi6n de 7YX y K un compacto, ta-
les que KCU. Entonces existe V, una regifn de 7X, tal que

RKCVCU y Fr,x(Vl<ZXfﬁU.

Pemostracifn. Segln el lema 4.1, para cada p € U, exis
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te vp una regidn de 7X, tal que p € vp cC, . (vp) c_u Yy

Fr, . (Vp) CX. Por la compacidad de K, se sabe que existen

m e NN yp,,...,p_eutales que KCvVv U... VUV - ¥Ya Qque U
pl P-

es conexo y [VP t p € U} es una cubierta abjierta de U, se

_tiene que existen ne€ N y P_ ,,---,P,, . ¢ U tales que (p',

cos }lcv V...UvVv v Nnv “d,... (g
'p"' Pae 1 Pmen ¥ Pmet Pme2 ‘ 'vp-o--l

v, * o

P.’ n

Definase V = V V... Uv vV V... UV » @nton-

pl P- P-. 1 p-lo L]
‘cas KCV. Ya que V V..o UV es conexo y contiene a
Pume puo n
{p‘. «eesp}, se tiene que V es tambi&n conexo. Como Fr,, (V}
C rr, (VP;)U VR o . (vp_" ), se tiene que Fr, (V)C XNU.

Ademfis, claramente V es abierto en 7X.

4.3. Lema. Sean, n € N"y A,B subconjuntos cerrados
conexos de 7X tales que 7YX = AUB y b, (ANB) >n. Entonces
existen U,,U, regiones de 7X tales que ACU,, BCU,, Fr, (U,

UFr, (U) X y b,ytc,, (U) NC (U, )]l >n.

Demostraci®n. Por la proposici®n 1.8, existen Corences

C..; cerrados en X, no vacfos y ajenos dos a dos, tales gque

ANB = ¢, U...uUC
De la normalidad de 7YX, existen wl,...,w.,‘ abiertos

nel®

en 7YX, ajenos dos a dos, tales gue (:1 cw‘, - .,(:".l cwn” -
Definase W = W U...UWw _ , W, = AUW y W, = BUW; nStese
que W, y WB son abiertos en 7YX, asi que las componentes V. -

Yy Vv, de W, v W, que contienen a A y B respectivamente, son
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regiones de X ( lema 4.1 ).

De acuerdo con el lema 4.2, existen U,,U, regiones de
7YX tales gque ACU,cv,, BCU. cv,, Fr, . (UA) cxnv, b4
Pr(U,) CXNV, . Para i € n+I, deffnase F, = C, (U,) N
C,x (Uy) NW, . Como C (UA)n C,x (U)C VN V ,C W, se tiene que
Cx (U N C,  (U)) = F, U...UF,, , ¥ que para i € n+I, P, =
Cx (U )Ny (U) N (7YX~ ( u{wj t J e n¥I—-{i}1))), de manera
que !",...,P_,‘ son cerrados en 7X, no vacfos y ajenos dos

a dos. Por tanto, ( proposicisdn 1.8 ) b,(C, (U,) NC,, (U, )) >

n.

4.4. Lema. Sean, A,B subconjuntos cerrados conexés de
X, n €« N* y KCTX—X tales que, 7X = AUB, b ,(ANB) >n ¥
K es compacto. Entonces, existenia.,n. subconjuntos cerrados
conexos de 7X tales que; 7X = A, UB,, b, (A, NB,)>n Yy

KCA,NB,.

Demostracibn. Se probar& gue, existen AI,BI subconjun-
tos cerrados conexos de TX tales que; ACA‘, BCB‘, KCBl b4
bo (A‘ hBl) >n..

Por el lema 4.3 y la proposicibn 1.8, se sabe gue -
existen UA'UB regiones de "X y Gx' ceesG_ cerrados en 77X,
no vacfos y ajenos dos a dos, tales que: ACUA, BCU,.,

Fr . (U, ) UFx (Ul cX ¥ Cox (u,} nc_, (Uy) = G U...UG _ . .

Sea K, = xn('rx—ua). Si K, = ¢, entonces A, =C (UA)

y B, =c, (U,) satisfacen las propiedades regueridas. SupSn-
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gase que K, * ¢. NStese gque K, CYX—-C,, (U,). Como K, es com-
pacto y 77X es localmente conexo, existen r € N y O,, ....O_,
componentes de TX —C (u,) tales que X, C 0, V...VO ¥
K,NO, + ¢ para cada i e ¥.

. xltj_ase ie® y sea K, = K,MN O, ; entonces K, es compac
to. Por el lema 4.2, ‘se sabe gque existe V,, una regitn de

7X, tal que K, C v, CC, (V,)CO, ¥ xrx-.,x tv,)c x. '

Ya que b,(C,, (U,)N C,, (U,)) >n>0, se tiene que U, » ¢,
de modo que Fr, (O, ) » ¢é. De la proposicifn 1.12, se tiene
que Fr, (0, )€ Fr_  (¥X—cC_ (U)) = Fr__ (C (U ))C C, (U,), de
donde Fr_, (O, )C G, V...UG
n G-h % ¢ . Aplicando el lema 2.2 & 7X, o, . ,
— {3, }J©€ 7X.—0, ( obsérvese que Fr,, (O,) —(V (G, 1 j € n+l —

- Sea j, e n+l tal que rr, . (0, )
V] (Gj s J € n¥I

3, 3 = Fr_ (0, )N G, * ¢ ) y a @ .un punto fijo en K, , se

tiene gque existe H, un subconjunto cerrado conexo de 7X tal

que w, € H , H‘nGn * ¢ y HiC O‘U (m.-,x(o‘)nch ).

Definasge; B, =C,, (U“)U(Hl Voo H‘)U C.x (Vl V...0 Vv, ).,

A, = cCc (U,) y para cada j € n+I, L, = G’ v (v {H‘ ve  (v,) =

i eTy 3= 3, }). Es £3¢il probar gue B, es conexo. Por otra
parte, como pa;\':a cada i € £, H,€C__ (0, ) yC, (V,)CO,, se

tiene que A N B, =, L, Veea UL,

Sean j,k € n+¥I y supbngase gque L,nL * $. Si x e

Lj N L, analizamos dos casos:

a) x € GN (HUC, (V)) conie F¥yk =3 . Como HUC, (V)
[ oi-u (Fr"‘ (oi ’n Gji ) v o, N G.i = ¢, se tiene gque x € Gj (2] G.h
-GjnGk, de modo que j = k.

b) x e (HUC (V)I)N(HVC (V,)) con i,1 € F y j = J,,

-35-



k = 3J, . Entonces x ¢ (O, U (Fr_ , (O,) NG, )) N(O,V (rr_, (0,) N
G‘. )) (o, N o) U(G"n G, ) Yy por lo tanto x € O,NO, 8 x ¢
G’n Gk « Esto implica que j = k.

Como en ambog casos se deduce que j = ?:, se t;.ne que
Liseee,L_,, son ajenos dos a dos. Ya que K, C UAn(x‘ V...U
K )CC (U )N(V, U...UV ICANB,,6 se tiene que K = X, U
(X nu.) CBI' Pox tanto A, ,B, tienen las propiedades requeri-
das. .

Siguiendo un procedimiento similar, se encuentran A,
B, subconjuntos cerrados conexos de 7YX tales que, A‘C Ago
a‘c B,, KC A, ¥ bo(h.n B,)l >n. Con esto se completa la prue-
ba del lama.

4.5. Lema. Sean, U una regi®n de ‘7:.0 me W; U ,.0.,U_
regiones de 7X, ajenas dos a dos, y K,,....K_C7X—-X compac-
tos, ta:_l.es que KI cul CU, cee, K_CU_CU. Entonces, ex:l.-'ten
FCU conexo y w‘,..'.,w_ abiertos en 7X tales que, U—F = W,

U...Uw_ Yy K,CWCC (W)ICU,,..., KCWCC, (W)CU.

. Demostracién. Ya que U. es una regifn de YX y X es una
compactacifn perfecta de X ( Teorema VI.39 de [11) ), del
teorema 1 de [17] se deduce'que UNX es conexo. Adem&s UNXC
- (x‘ V...V Km) CC,x (u nx)_, asyt que u— (K‘ V...U Km) es una
regifsn de TX.

Del lema 4.2, se sabe que para cada i € W, existe VvV,

una regifn de 7YX tal que K, CV, CU, y Fr_,  (V,) CXNU, . Enton
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ces Fr,  V,1 U...U Fr, (V) CU-— (K, U...U K_); nuevamente,
por el lema 4.2, existe V una regin de 7X tal que Fr . (v) <
XN(U—(K, U...UK_)) y Fr,,  (V,) U...u Fr,, (V) CVCU— (K, U
el K_) . N8tese que K‘ V.,V K_C U-—C.,x (v) .

Dada {1 e i, definase W, = U {D 3+ D es componente de
U—C, (V] ¥y DNK, » ¢}. Entonces W, es abierto en 7X y K, C W, .
Debe de suceder que W, C V,; de no ser asf, existe D una com-
ponente de U-C__ (V] tal que ¢ = KNADCV,NDyDN (rXx —v, )

% é. De manera que ¢ ¥ DNFr, (V,)C DNV, lo cual es absurdo.
Por tanto, W, C V,, de modo que W, C C, (H‘ lcc (v)cCcuy, .

Definase F = U— (W, U...U W_ ). Para probar que F es co
nexo, basta probar que si D es una componente de U—C_ (V)
tal que DN.(K, V...U X 1 = é, entonces DUC__ (V) es conexo.
En efecto, si D = U, entonces C x (V2= ¢,asf que DU C, (V) es
conexo. Si D # U, entonces ¢ ¥ Fr (DIC Fr ,(C_ (VIC C_ w,

de manera que D vc, (V) = Cu(D).U C. (V) es conexo.

4.6. Teorema. Supbngase que X es un espacio localmente
compacto, que r(rX) es finito y que ¥ es una compactacidn de

X estrictamente menor gque TX. Ent;onces r(rxX) <r(y).

Demostracifn. Como Y es una compactacifn de X estricta
mente menor gue 7YX, existe f: X — ¥ continua, no inyectiva,
tal que f}, es la identidad en X. Sean p,q € 7X tales que
fip) = f(qQ) ¥y p + @q; entonces p,q € TX—X.

Supbngase que r(7YX) = n. Usando el lema 4.4, se obtie-
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nen A,B subconjuntos cerrados conexos de 7X tales que YX =
AUB, bo(Aha) - ny ﬁ,q € ANB. Por el lema 4.3, se sabe
que existen v;,v‘ regiones de 7X, tales que b, (C.,.‘ (v,) n'
C,x (Va)) = n, ACV,, BCV, y Fr , (V) UFPr , (V)T X. Entonces
Peq € VOO0V, . ) . . .

Sea W un abierto en 7YX tal que p e W, q ¢ C, (W) y
Fr, (W) CX ( lema 4.2 ). Sean S = Fr,, (W) y K = C, (V) N
Cox (V31N (7YX —X) . NOBtese que K es compacto y KCV, N VN (¥X—
8). Como 7YX es localmente conexo, se tiene gque existen t ¢ MW
Y Yse..,U componentes de V, N V N (¥YX—S) tales que XCU U
«+eUU y KNU,.» ¢ para cada i ¢ E.

Ya que fUIlJ...U U, NS = ¢, se tiene que, para i ¢ E,
yycw b uc 7x—c;x (i!l. SupSngase, sin pérdida de generali-
aad, que U, V...V U _CW y que U_ U ...0uUC (rx—c,, (W) .
Dado que p ¢ KNW y @ ¢ KN(¥YX—cC, (W)), se tiene que m,t—m
son mayores 6 iguales a uno.

Para i e €, Adeffnase K, = K NU, . Aplicando el lema 4.4
a Vo3 Uy,e.-,U_y K,,...,K se obtiene F,CV, conexo y W,,.
--,W abiertos en X, tales que K, C W C C.x (W. 1C U, ,...,K_C
wce,,(WiCc Uy V,—~-F, =W, U...UW_. Ahora, aplicando el
lema 4.4 a Vgt U (4 re--,U ¥ Km”,...,x‘ se obtiene F.C V.
conexo y W__ ., .- .._,w' abiertos en 7YX, tales que xm

Coe W, lCU_,  ,..c,KCWCC, (WICU y V,—F, = W,

uw, .

‘CW [ =

> me 1

ey Yoo

Sean; A, = C.x (FA) ; B, = c,'x (F’): D s+--sD, las com-

1
ponentes de C, (V) NC_ (V) Yy W, = W U...U W . Entonces

A,.,B, son subconjuntos cerrados conexos de 7X. Se probar&
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 lar, se tiene que W

que pe B,, q €A AUB, =7X; ANB, = (D VU...UD ) —

nel

wCcXxXxy D, —W, * ¢ para cada i1 € n+1,

Como W U...UW es un subconjunto de VvV, ajeno a w__.,

(V] eV W ., se tiene que w, v...L w_c Fp’ POr una raz8n simi-
mey Ye--UW C F,. De aquf se sigue que
VUV CAUB,, @e manera que 7X - AUB,.

Claramente A,N B, C C (V) NC, (V) =D, U...UD__,
ACYX— (W, U...UW ) y B,C 7TX— (W

que ANB,.C (D, U...U D_;.).—Wo. Ademfs p ¢ KNW implica que

Ppe€ K U...UKCW U...UW_, de donde p ¢ A, Y., por tanto,
p e B,. De manera similar se prueba que q € A_. :

meiV c++sVU W ). De manera

Dada i € @; Fr (W1 CU CV, = F U (W V...UW), de

manera que Fr, (W )C F,. De aqia!. que Fr, (W 1 VU...U Pr.,;‘ (W)

C F,: similarmente, Fr__ (Wm.‘) V...V Fr (W' )} CF,. Entonces

(b, v...UD__ ) —W, =C_ (V) NC (V) —W =
(e, (FHUC (WIlU...ucC (W)IN (c (F)uc, (W _ YU...U

Cox (W)LY —W, = (c,,,E (FLAUW U...0uW ) N(C  (FHUW U ...U
W )—-w,cc (F,1nc (F,) = A NB,. Por tanto, AN B, = (D,
U ...uD_ _ .)—W,. AdemSs, (D, U...UD__ }—W,C (C (V,} n

C,x (V,)) —KCX, de manera que, (D, U...UD_,,) —W,C X.

Sea i € n¥l. Se mostrarf gue D, —W, #* ¢. Si ocurriera’

que D, N W, = ¢, entonces D, —W, = D, * ¢. Supfngase entonces

que D N W, * é. Sea j ¢ T tal que D, N W, + ¢; entonces D, N

Uj % ¢. Como Uj es conexo y ch D, V...uD _. ., se tiene Aque

U,C D, , de manera que W,C C__ (W,)C U, C D, . Entonces Fr_g W, )

C D —W,; asi que solo se tendri que mostrar que Fr (Wj)

* ¢é. Como K’C W, ., se tiene gque W, # ¢. Si j € m,

B entonces
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Ww,cu cw, asf que q ¢ W o. ¥ si jJ e {(mr1l,...,t}, entonces
p ¢ W, . De manera que W, % X y como 7YX es conexo, se tiene
que Fr (Wj ) + &, B

Deffnase ahora A, = f(A,) y B, = f(B,). Entonces A, ,B,
. son subconjuntos cerrados conexos de Y y Y = A, UB,. NStese

que los conjuntos (Y—X) NA N B,, (D, —W,),..., F(D_ —W,)
son cerxados en ¥, no vacfos ( f(p) = f(q) e (Y—x; Na NB.))
Yy ajenos dos a dos, ya que f es inyectiva en X y f (X) CX.

Es fScil probar que A, N B, = ((Y—-X) NA NB YUY (D, — -
W)v...ur(_ _, —W°') , asf gque, de acuerdo con la proposici&n
1.8, bo(hln B‘) >n+l y, por tanto, r(Y¥) >n+l. Esto termina

la prueba del teorema.

4.7. Teorema. Sea X un espacio localmente compacto y
Z una compactacifn de X. Si r(¥X) es finito, entonces
r(rX) < r(z). Adem8s, si r(zZ) = r(rX), entonces Z es una com-—

pactacifn de X mayor 8 igual que TX.

Dmostrécién. Sea Y el espacio cociente gue se obtia-~
ne de identificar cada una de las cbmponentes de Z —X en un
punto. Entoncés Y es un espacio compacto y como X es local-
mente compacto, se tiene c}ue Y es una compactaci®n ( T, ) de
X ( esto se puede probar usande el lema 6.30 de {2] ). Sea
f: 2 -+ Y la proyecci®n natural. Entonces f es monStona, con-

tinua, cerrada y sobre.

Ya que Y —X es totalmente disconexo ( Teorema 3.4 de
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{5) ), "X es perfecta ( Teorema VI.39 de {1l1] } y 7X—X es

totalmente disconexo ( lema 4.1 ), se tiene que Y <X ( Teo-

rema 3 de [(17) ). Usando el tecrema 4.6 se concluye que

r("X) <rxr(¥), dsndose la iguuldad s0lo si X = ¥, Por la pro-

posicifn 1.11, r(Z) > r(Y). Esto prueba 1la pr:l.mrn parte del

teorema. Ahora, si r(z) = r(YX) entonces r(Y) = r(rx), de

modo que ¥ = 7YX y, por tanto, YX< 2.

4.8. Lema. Si 2 es una extensin de Y, entonces
rp(¥Y) <x(2).

Demostracidn. Sean A,B subconjuntos cerrados conexos

de ¥, tales que Y = AUB y A es compacto. Si se define A, =

Cy(A) = A ( ya que A es compacto ) y B, = C,(B), entonces

A,,B, son subconjuntos cerrados conexos de Z tales gque Z =

A,UB,, adem&s, ANB = ANC, (Bl = AN(YNC,(B)) = (ANY) N

Cz(B) - Ancz(a) -'Cz(h) ncz(a) . De modo gque bo(A NB) =

by(A,N B,). Por tanto, r (YY) €xr(z2).

4.9. Teorema. Si X es un espacio localmente compacto,

entonces :D(xx = r(rX).

Demostracifn. Segfin el lema 4.8, solo es necesario pro

bar gue r(TX) <r, (X). Sean A,,B, subconjuntos cerrados cone-

x08 de 7X tales gque b (A, NB,) > n, conne WN*, ¥y X = A U~

Bge
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La prueba del teorema concluye si se pueden encongrar A, B,
subconjuntos cerrados conexos &e X tales que; X = A UB,, A,
es compacto y b,(A, N B,}) >n.

Sin -'o, basta tomar A, = {p} ¥ B, = X, donde p es
cualquier punto de X; y si X es compacto entonces se puede
tomar A‘ =AY B‘ = B_.. SupSngase entonces que n>1 y que
X no es compacto. Aplicando el lema 4.4, para K = YX—X, se
tiene que existen A,B subconjuntos cerrados conexos de 77X,
tales que bo(Af18)>xh KCANB ¥y 77X = AUB,

Segln el lema 4.3 y la proposicifn 1.8, existen U,,U,
regiones de YX y Dys.--¢D_ ,, cerrados en 7X, no vacfos y aje
nos dos a dos, tales que 7X = U VU_,, ACU,, BCU,, Fr_ , (U]
Urr (u)cx y c (U )NnC (Ul =D U...UD _, .

Sean m ¢ N Yy Uys---,U componéeéntes de uAn U, tales
gque KCU, VU...UU_ y KNU, * ¢ para cada i ¢ fi. Dada i ¢ @,
sea K, = xtwui. Aplicando el lema 4.5 a U,» Ul,...,Um Y K‘,
ceeeK _ se obtiene F::UA conexo y wl""'"m abiertos en 7X,
tales que U, —F = W, U...U ivm Yy KCcw cc, (W )cCu para ca-
aa i e m.

Deffnase A, = Cx(F)L, B, =C (U,NX), W =W, U...UW_
Yy H = Di;-w para cada i € n+I.

Ya que FNW = ¢, se tiene que A, C X. Como 7YX es compag
tacidn perfecta de X, se tiene que U, N X es conexo, de mane-
ra que B, es conexo. Dado que XCU, U U, C FUWUU, C FUU,, se.
tiene que X = A/ UB,.

Sea i € n¥Y, se probari que H, + ¢. Si DN W = ¢, enton

ces H = D, * ¢. SupSngase entonces que D N w; #* ¢ para algu
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na j e . Entonces D, N Uj #* ¢3; como ch D, V...Vp__, ¥ U,
es conexo, se tiene que UjC D, . Ya que n>1, se tiene que
D, 7x; asf gue w’ v TX; adem&s, é = K,C LA ﬁneonc.- o =
Fr, (W, )’ CU —WCH, . Por tanto H, * ¢. ‘

Es fScil probar que A,NB, = H VU...UH_ _ . ¥y que H,,.

ce¢H_,. son ajenos dos a dos, de modo que bota‘n B,) >n.

En el siguiente corolario se generaliza la primera parx

te del tecrema 4.7.

4.10. Corolario. 8§i X es un espacio localmente compac-—

to y 2 es una extensibn de X, entonces r(7X) €r(2).
. " .

4.11. Teocrema. 3i ¥ es un espacio éonoxo y perif@rica-
mente-compacto, entonces ¥l <r, (¥} <r(rvy).

DemostracifSn. Es f8cil probar gue r, N <r, (¥). Para
probar que r,,(Y) <r(7Y), tomense A,B subconjuntos cerrados
conexos de Y tales que Frg (A).,:E‘rxtnl. son compactos y ¥ = A
U B. SupSngase qua ANB = C,v...vuc_, donde m e W y C,,..
-»,C,_ son cerr:ados en ¥, no vacfos y ajenos dos a dos.

Para i € m se tiene gque Fr (C,) CFr (A) UFr, (B), enton
ces Fry(c‘) es compacto. Sean i,j € m tales que i * j. Como
Ftv(c‘) separa a IntY(c‘) Y Y—C, en Y, se tiene que

C, yInt (C, 1Y nc  (¥—-C )Y cc,, (Fr¥ (c,)) = Fr(C,) ( Teorema
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V.39 de [(11l] y proposicifbn 1.3 ). De aquf se sigue que

S,y () NC,, (C) CFr, (C ). Similarmente se prueba que .
Cyy (C,) NC, (C;) CFr,(C;) ¥y por 1o tanto C,, ()N C,, (C)) =
é. Des las proposiciones 1.8 y 1.3, se deduce que b, (c., (A) N

C,y(B))>m— 1. Por tanto, se tiene que Ty (Y) €x(7¥). Con es
to termina la prueba del teorema.

4.12. Corolario. 8Si X es un espacio localmente compac-—

to, entonces :'D(x) =-x, (X) = r(rx).
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5. COMPACTACIONES PERFECTAS Y METRIZABLES DE .

Para este capitulo, introducir& algunas convenciones:

1) si R,S son subespacins da T y U,V son subespacios de X,

la notacisdn (R,S,T) ~ (U,V,X) significar§ que existe ¢: T > X

un homeomor fismo, " tal que ¢(R) = U y ¢(8) = v,

ii) Sean, D = {(x,y) € R? ; x* + y* < 1); D, = {(x,y) ¢ WM*;
x? 4 y‘,:< 1} H = {(x,y) ¢ R? 3 ySo}: H* = {(x,y) € IR® : ¢
>0} yE= {(x,y) € R* :+ y = 0}. ]

1ii) Si X es un espacio localmente compacto, X_ = XU (=} de-
notar8 a su compactacibn unipuntual.

iv) Si Z es una extensifn de X Yy pe Z2—X, se dir8 que Z es

perfaecta en p si X b(p} ‘es un espacio localmente conexo.

5.1. Lema. Sea 0: (0,1) - D una funcifn continua e in-
‘yectiva tal que, si’'K CD.es compacto, entonces existe 8 >0
tal gque 0((0,8) U(Y — §,1)) €D —K. Entonces existen 8.,3' re

giones de D, ajenas, tales que D—Imd = A_U B y (Imo,A' oA,

U Imo) =~ (E,H",H) y (_ImO,B.,B.U Imo) ~»~ (E,H*,H) .

Demostraci®n. Sea o,: (0,1} — D, definida por o_,(0) =

"0,(1) = s y o,(t) = 0(t) para toda t € (0,1) . Entonces o, es
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un arco cerrado en D, ( para definicibn, ver [16] ), de mane
ra c}ue, por el teorema de Schoenflies ( Teorema 10.3 de [16])
) existen A,.,B, regiones de D_, ajenas, tales que D_—Imo,
= AUB_, (Imo,A_ ,A U Imo,) ~ (s',D,D,) y (Imo,,B,,B U Ima,)
~ (s',D,D,). Co .
Entonces (Imo,A_.A U Imo ~ (s' - {(1,0)},D,D, —{(2,00})

~(E,H°,H) ¥y (Imo,B_ ,B U Ima) ~(s'— {(1,0)},D,D,—{(2,00 ) =~

(E,R° H).

$.2. Lema. SupSngase que Z es una extensifn de D y gue
2 @s un agpacio métrico completo. Sean p,qQ € z—b tales que

2 es perfecta en p y en @. Entonces DU {p,q} es arco-conexo.

Demostracifn. N8tese gque, como D es localmente compac—
to y denso en Z, entonces D es abierto en Z, de manera gue
DU{p,q} es un G, en Z. Aplicando el teorema 4.20 Qe [8)], se
tiene gque DU{p,q}. _es completamente metrizable. Entonces, de
acuerdo con el teorema S5.32 de [8] se tiene que DU{p,q} es

arco-conexo.

5.3. Teorema. Sea Z una compactacifn matrizable y per-

fecta de D, entonces Z—D es homeomorfo a S! & Z es homeomor

fo a D_.

Demostracidn. SupSgase Qque Z no es homeomorfo a D_. De
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icuerdo con el teorema de [12)], Z-—-D es conexo. Entonces
Z-D es conexo, compacto, metrizable y con mis de un punto.
Segfin el tecrema 28.14 de [23], solo hace falta probar que,
si p,q.é Z—D y p * q entonces (z2—-D) —{p,q} no es conexo,
putg_concluir que i—-D es homeomorfo a S'. .

Sean p,q € Z-D thes que p % q. De la proposici&n 1.6
se tiene que DU {p} y DU {q)} son extensiones perfectas de D,
entonces por el lema 2 de {[(13], pu{p} ¥y DU{q) son localmen
te éonexos. Entonces Z es perfecta en p y en q.

Segfin el lema 5.2, existe o ,: [0,1] = DU{p,q) inyecti-
va y continua, tal que 0,_,(0) = py o,(1) = q. Sea 0 = T, ;4 4, -
Usando el lema S.1, se tiene que existen A_,B, regiones de
D, ajenas, tales gque D—Imo = A UB_, (Imo ,A ,A VUInoc) ™~
(B,H*,H] ¥y (Imo ,ac,é_u Imo ) ™~ (é,u’,u) .

Entonces A_U Imo es homeomorfo a b,— {(1,01}. Ya que
D, es una compactacifn perfecta de D.-—{él,o)} (. proposici8n
1.5 ) y es la compactacibn unipuntual de D, — {(1,0)}, se tie
ne gque todas las compactaciones de A, Y Imo tienen residuo
conexo ( Teorema de [12] ); en particular C,(A_U Imo Y} — (A,
UImo ) es conexo. .

' N&tese que cz(.O.(.(O.l).i) = Cy,(Imo) = Imo U {p.q}, de
manera que p,q € C, (A, UImo ) — (A, UVIma ), de aguf que exis-
te x, € C,(A, UImo ] — (A, UImo Ui{p,q})l. Del teorema 1 de
{17] ¥y 1la proéosici&n 1.2, se obtiene que Z—C_ (Img) = (A))

V(B > Yy (A XN(B ) = ¢. Como (B_,) N(A, U Imo) = B, NA N
Imo = ¢, se tiene gque x, ¢ (B_.) y por tanto x, € (A >N (Z—

D).
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Se ha prohado.que (A> N(Z—-D) » ¢. De igual manera se
prueba que (B_)> N(Z—D) » ¢. Adem&s (Z-—D) —{pP,q} = (KA > N
(E—D)) VKB > N(Z—D)). De aqul se concluye que (Z—D) — {p,

9} no es conexo.

En [21), E.R. Van Kampen prueba el siguiente teorema:

* Teorema XII. ( L. Zippin ). Un espacio P to, s metriza-

ble y localmente conexo Z, que contiene a una curva g.r:&d- J ¥ que sa-

tisfece las siguientes tres propiedades, es h fo a D, .

IXZ.a. £ contiene un arco que “"parte de J%.

"XIZ.b. Cualquier arco en g “partiendo de J", separa a Z.

IZ.c. NingGn subconjunto cerrado propioc de un arco en Z que “"parte de J“;

~

separa a Z."
Se dice gque un arco "parte de un conjunto”™, si los pun

tos extremos del arco son los Gnicos puntos gue tiene en co-

mGn con dicho conjunto.

"S5.4. Teorema. Sea Z una compactacibn metrizable y per-
fecta de D. Entonces, 2 es homeomorfo a D, 5 es homecmorfo a
D,.

Demostracifn. Supdngase gue Z no es homeomorfo a D -
Sa vexificar§ gque Z satisface las hip8tesis del Teorema IX

de [21]).
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Z es compacto, metrizable ( y por tanto separable ),
eon;xo ¥ localmente conexo ( lema 2 de [13) ). S1i 3 = Z-D-
del teorema 5.3 se tiene que J es homeomorfo a S'.

Dados p,qQ e .i_', tales qu-o p » q, :a:on.pdo como en el

teorema S.3, se tiene gue existe o,: [0,1) - DUV {p,q} conti-

‘nua, inyectiva tal que o _(0) = p y 0,(1l) = g. Entonces Imo

es un arco contenido en Z que "parte de J", de manera gue l1la
condicibn IXI.a es satisfecha.

Para comprobar IXI.b y II.c, t8mese ¢o,: [0,1] - 2 un ar
co que “"parte de J”. Sean p = 0_(0) y @ = 0 _,(1). Si o =
%et0,2) 3 (0.,1) = D, aplicando el lema 5.1 se tiene que exis-
ten A.,B. regiones de D, ajenas, tales gque (Imo ,A. ,A.!.J Imo )
~ (E,H*,H); (Imo B, ,,B U Imo ) -_(!,H‘,H) Yy D—Imo = A UB, .
Del teorema 1 de [(17) y la proposicifn 1.2 se tiene que
Z2—cCc,(Imoc) = (ADJPUCB) y (A IN(B,) = f. Ya que Cz(Imo) -
Imo,, se tiene gque Imo, separa a Z. Por tanto, se satisfa-
ce II.b. '

Sea CCImo, tal que C » $. Ya que (Imo ,A,,A U Imo)
~ (E,H*,H) ¥y ECCH(H’). se tiene que In;o CC,(A_ ), de mane-
ra que Ima.Ccz(A.). De aquf gque A C A U cc:cz(A.), de modo
que A_U C es conexo. De manera gimilar se prueba que B _UC
es conexo. De esto se obtiena gue (A.) UclJ(B.) as conexo.
Esto prueba que ning@n subcénjunto propic de Imo,_, separa a

Z, y en consecuencia, que se satisface II.c.
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