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O. %NTRODUCCXON. 

Sn ••t• trabajo ••tudio a1guna• re1acione• de di•tin-

9rado• de mu1ticoherencia que exi•t•n entre un ••pacio ~ •u• 

ext•n•ione• per:fecta• ( 1a c~pactaei6n de Stone-Cech 'X de 

un ••pacio comp1etamente regu1ar x. •iempre •• per:fecta .• ver 

1eaa 7 • cap~tu1o V% d• ( 11) >. 
Bntre 1a• :forma• equiva1ente• de de:finir •1 concepto 

4• compactaci6n per:fecta. exi•te una que invo~ucra 1a nooi6n 

4• ••paraci6n. E•to no• hizo pen•ar que a1guna• propiedad•• 

de conexidad deb•r~an preaervar•• bajo eompactacione• per:fe!!, 

ta•• 1o que no• motiv6 a inve•tigar aque11as propiedad•• de 

aulticoherencia in~ariantee bajo e•t• tipo de compactaeio­

n•• • A19una• otra• preguntas relacion,das con el tema trata­

do en eeta te•is. son abordados en la tesis de Alejandro 

%llanee M. 

El concepto de unicoherencia es definido por C. Kura­

tow•ki en ( 15 1 y es usado de manera importante en la carac­

terizaci6n topo16gica de la es:fera ( S 2 ). Posteriormente 

s. Eilenberg generaliza este concepto definiendo la noci6n 

de grado de multicoherencia en (6). Los art~culos de s. Ei-

1enberg (6] • A.H. Stone (20), as~ como el libro de G.T Why­

burn (22) re•umen algunas propiedades importantes de multi-
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coherenc~a. Es ~mportante sefta1ar qua en todos 1oa trabajo• 

sobre este tema, 1a h~p6tes~s de que 1o• aapac~os usado• 

sean 1oca1mente conexos, juega un pape1 muy ~mportante. Ba­

to comp1~ca •1 ca1cu1o de1 grado de mu1t~coherenc~a para 1oa 

eapac~oa que no son 1oca1mente conexos. 

B1 concepto da extens~6n per~ecta ea de~~n~do y deaa­

rro11ado por B.G. Sk1yarenko en [17) y [18) • A1gunoa reau1-

tadoa re1ac~onadoa con este t~po de extena~ones pueden aer 

conau1tadoa tamb~•n en (11). 

Ahora raaeAara 1oa reau1tadoa mas ~aportante• de este 

trabajo. 

Sn •1 pr~mer capltu1o proporc~ono a1gunaa da~~n~c~one• 

da d~at~ntoa grados de mu1t~coharanc~a da un aapac~o X1 r(X), 

rD(X), rA(X)yrT(X). TIUab~•n ~nc1uyo 1a da~~n~c~6n y a1c;runa• 

prop~edad•• de extena~onea per~actaa, aal como reau1tadoa de 

caracter genera1. A1gunoa de aatoa son aap1~amente conoc~doa. 

Bn e1 segundo capltu1o pruebo una caracter~zac~6n de1 

grado de mu1t~coherenc~a r(X) de un eapac~o x. Esta ea una 

genera1~zac~6n, para espac~os norma1es, de 1a equ~va1enc~a 

entre (L) y (v) de1 teorema 1 da [19) • Para e1 caso de un~­

coherenc~a ( r(X)-0 ), como 1o seAa1a A.H. Stone, esta pro­

pLedad puede ser consLderab1'3Jllente genera1Lzada. RecLente­

mente J.H.V. Hunt y E.D. Tymchatym en [10) conaLguen otra g~ 

nera1LzacL6n de esta ~rop~edad. QuLero mencLonar que e1 teo­

rema prLncLpa1 de este capltu1o ~ue probado conjuntamente 

con A1ejandro X11anes M., por 1o que tambLdn aparece en su 

tes~·-
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En e1 tercer capltu1o de•arro11o re•u1tadoa que me pe~ 

m:lten probar que _r(X)-r(:'9X) y rACx>- rAC'9X) para eapac:lo• X 

conexoa, 1oca1ment• conexo• y norma1es. A peaar de que 1oa 

••pac:lo• de 1• rorma '9X ao1o aon 1oca1mente conexo• en muy 

poc:o• caao• (.ver (9) ), ••to• resu1tadoa perm:tten ca1cu1ar 

au 9rado-de mu1t~coherenc:ta. Ha•ta ahora no •• •:l. •• :lnd:la­

penaab1• 1• h:lpjStea:l• de conex:ldad 1oca1 en X para •robar 1a 

:l9Q81dad r (X) - r (JI X) • 

La compactac:tCSn d• Preudentha1 'YX de un eapac:lo X pe­

r:l~.r'r:lcamente compacto ( :t.e., un eapac:to que t:l•n• una ba­

.. de ab:terto• con rrontera compacta ), e• :lntroduc:lda por 

rreudentha1 en (7) • Bata compact~c:ldn reau1tCS tener var:la• 

que •• pueden conau1 tar •n r 1µ ) , 

entre otra•• •• per~ecta y t:lene ~••:lduo cero-d:lmena:lona1. 

Sato :lap1:lca que e• menor o :t9ua1 que toda• 1aa compactac:lo­

n•• perrectaa y mayor o :lgua1 que toda• 1aa compactac:tone• 

con r••:lduo cero-d:lmena:lona1 (ver (171 ). 

Bn e1 cuarto capltu1o pruebo que, •:l. un eapac:lo X •• 

conexo, 1oca1ment• conexo y 1oca1mente compacto, entoncea: 

TX t:lene grado de mu1t:lcoherenc:la mln:lmo de entre toda• 1aa 

compactac:lonea de X y au grado de mu1t:lcoherenc:ta co:tnc:lde 

con •1 grado dab:t1 de mu1t:lcoherenc:la r 0 (X) y con e1 grado 

de .,...mu1t:lcoherenc:la r.,,cx>. Estos reau1tadoa •on genera1:l­

sac:lone• de reau1tadoa obtl!tn:ldos. por M.H. C1app y R.F.· D:lc~ 

man, Jr. en (1) y E. Duda en (4J. Hago notar que no he au­

pueato que 1oa eapac:loa con 1oa que trabajo en este capltu-

1o, aean metr:lzab1es y separab1es. 
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Un prob1ema que considero intere•ante, •• e1 de deter­

minar, •i en 1o• reau1tados de este capltu1o se puede susti­

tuir 1a hip6tesia de que X sea 1oca1~ente compacto por 1a de 

que sea peri~6ricamente compacto. 

De 1os teoremas de 1o• capltu1oa 3 y 4 se puede con~ 

c1uir que si X •• un espacio conexo, 1oca1mente conexo, 1o­

ca1mente compacto y norma1, y z ea una compactaci6n per~ec­

ta de X, entonces r('YX)< r(Z)< r(,X). Una pregunta que no p~ 

de contestar ea 1a siguientes supongamos que r(?X)< n < r(,X), 

entonces, ¿ existe una compactaci6n perfecta z de X ta1 que 

r(S)• n 7. Conjeturo que si. 

Sn 1os primero• afto• de 1a topo1ogla genera1, un pro­

b1ema muy estudiado conaistla en caracterisar 1oa espacios 

topo16gicoa ma•.conocidos, entre 1o• que no podlan fa1tar 1aa 

variedad•• de dimenai6n dos. Un resumen muy comp1eto de 1oa 

intento• y reau1tados de 1a caracterizaci6n de 1a• varieda­

d•• de dimensi6n dos, 1o constituye e1 trabajo rea1izado por 

s.a. Van Kampen en .·[21). En genera1 estas caracterizacione• 

••"refieren a1 espacio en 

ci6n de otro.·· 

al y no a1 espacio como compacta-

En e1 G1timo éapltu1o caracterizo a1 cuadrado ( 0,1] ,. 

[0,11 como e1 dnico espacio que se puede obtener compactan­

do :8 2 por una compactaci6n perfecta, me·trizab1e con residuo 

no degenerado. Por otra parte,· es f&ci1 probar que [ 0,1] es 

e1 dnico espacio que se puede obtener compactando a :R por 

una compactaci6n metrizab1e y perfecta. Este hecho no ea 

cierto para lR 2 , e1 cubo ( O , 1) >< [ O , 1] x [ O, 1 ] no ea e1 dnico 
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eapaci.o que •e puede obtener compactando· a • • por una com­

pactac1.6n metr1.zab1e. per~ecta. con reai.duo no da9enerado 

(por ejemp1o 1.dentiri.cando en e1 cubo I0.,1) •I0.11 •I0.11 

a1 conjunto ((0.1) • I0,11 ··(O)) U ( lo.11 • (0.1) •(O)) en un 

punto, obtenemoa una compactac1.6n metr1.sab1e, perrecta, de 

reai.duo no de9enerado de • • • 1a cua1 no e• homeomorra a 

10, 11 x 10, 1) x l 0,1) >. Serla 1.ntereaante aaracteri.sar a1 C!l 

bo I0,11 • [0,11 • [0,11 como una -pactac1.6n de••. 

Ra90 notar que a di.rerenci.a de 1oa otro• capltu1oa, en 

••te G1t1.mo no u•o e1 concepto de au1t1.coherenc1.a. 

Denotara por JM* a1 conjunto de 'entero• no ne9ati.voa y 

por • a1 conjunto de entero• poai.ti.vo•. Si. n • • • • n deno­

~ra •1 eapaci.o eua11.deano de di. ... nai.6n n, y ñ denotar& a1 

-njunto (1, ••• ,n). D•do!I' a,be • • (a,b)· ( [a,.b J > denotar& 

a1 conjunto de ndmero• rea1ea it, ta1ea que a< it e b ( a ex e·. 

b ). 

r1.na1mente, qui.ero ... ncionar que eate trabajo 1o rea1.!, 

ca aiendo becari.o e~- 1a Facu1tad de Ci.enci.aa de1 P.S.P.A. de 

1a Uni.veraidad Naciona1 Aut6noma da Maxico. Aal mi.amo qui.e­

ro hacer patente mi. a9radecimiento a1 Dr. Ada1berto Garcla­

M&ynes c. por 1a direcci.6n de eata te•i•. 
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1. DEPXNXCXONES Y PllOPOSXCXONES PltELXMXNARES. 

Lo• concepto• no definido• aqu~ ••r&n tomado• como ap~ 

recen en (23). Todo• 1o• ••pacio• con•iderados en ••t• ~ab5, 

jo, •eran ••pacio• de Tychonorf. 

1.1. Definici6n. Si X •• un ••pacio topo169ico1 

i) Una exten•i6n de x. •• una pareja (Z,h) donde z •• un ••­

pacio topo16gico y h •• un encaje de X en un •ub••pacio den-

80 4• z. CollO •• u•ua1, no di•tin9uira entre X y h(X). Bn ·~ 

te ••ntido, una ext•n•i6n de X ••r• •imp1 ... nt• un ••pacio 

topo16gico z que conten9a a X como •ub••pacio d•n•o. 

Dado• A,B,r •ubconjunto• de x, •• dice que1 

ii) A y a ••t&n ••parado• •n x •:l ex (A) n a - • y ex (B) n A -

•• 
i:l:l) r ••para a A y B en X •:l ex:l•t•n C,D •ubconjunto• de X 

ta1•• que A e e • B e D • X - F - e u D y e . y D ••t&n ••P•radoa 

en x. 
Si z ••·una extenai6n de X, entonce•: 

.:lv) Z es extensi6n perfecta de X, e:l dado• A,B,F eubconjun­

to• de X ta1es que F es cerrado en X y F ••para a A y B en 

x. entonces Cz(F) ••para a A y B en z. Es r&ci1 probar que 



••ta de~inici6n coincide con 1a de~inici6n dada por E.G. 

Sk1yar•nko •n (17). Si adem&s z es compacto, se dice que• 

ea compactaci6n per~ecta de x. 
v) Si u •• un abierto en x, •• de~ine e1 operador 

CU>s• z -e.ex-u>, •1 cua1 d•notara unic-ent• por <u> cuan-

do no •xista poai.bi1i.dad de con~usi.6n. 

A1guna• propi•dades e1em•nta1•• 4•1 operador d•~i.nido 

•n 1.1.v, ••t&n cont•ni.daa •n 1a aiguiente propo•ici.6n. 

1.:. Propo•ici6n. Si u,v aon abierto• en X y z ea una 

ext9nai6n de X, •ntoncea1 

i) CU> ea abierto •n z. 

i.U CU) n X • U,. 

iii) Si w •• un abierto •n ·z ta1 que w nx • t::, •ntoncea, 

W C(U). 

t.v> <u> n<v>- <un v> • 
D911loatraci.6n. i). Ea inmediato • 

. ii.). Ya que x-uccz<X-U) se tiene que CU>• z-CzCX-U) 

es- ex-u> aa~ que <u> n xc cz- cx-uunxc:u de modo que 

<u> n X e U. Sea ahora un pun_to z • u y aupcSngase que z ~ 

<u> n x. Entonces z • cz ex - U) y como u es abierto en x. d•b• 

d• existir V Abierto en z ta1 que V n X - U; entonces• ya que 

z • ,;, ••tiene que vn ex-u> .,. •1 pero vn CX-U)C: u ncx-u> 
-·•·Esta contradicci6n prueba que uc:<u>nx. Por 10 tanto 

<u>nx- u 
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:l:l:l). Sea w ab:lerto en z ta1 que wnx • 01 entone•• 

w ntx-u> •· aa.t que x-ucz-w, de donde cs<x-u> cs-11. 

Sntonce• <u>• z-cz<X-U) =>w. Por tanto, wccu>. 

:lv). Be :lnmed:lata. 

1.3. Propo•:lc:l8n. Sea Z una •xten•:l8n de .X. La• •:l-

9u:lent•• prop:ledade• •on equ:lva1ent••• 

:l) z •• exten•:l8n per~ecta de x. 

• 

:l:l) S:l A, B aon cerrado• en X ta1ea que X - A U B, entone•• 

cs<A na> - cs<A> ne.<•>. 

:l:l:l) S:l A,B,P •on aubconjuntoa de X ta1e• que, P em cerrado 

en X y r ••para a A y a en x, . entone•• Ca (A) ne•<•> e Ca (P) • 

DemQatrac:l8n. :l) - :l:l). Sean A,B cerrado• en X ta1•• 

que X • A UB. Bntonce• (X-A) n (X-B) X- (A UB) - •• ••.t 
que, por •1 teor•- 1 de (17), <X-A> u <X-B> • <(X-A) U 

ex-a>>, •• d•c:lr, -z-cz<x- <x- (Ana>>> - z-cz<AnB> 

(Z - c.(.~)> u {Z - Cz ("B) > z - {Cz (A) n Cz (B) > • Por tanto, 

cs<AnB> - cz<A> ncz<•>. 
:l:l) - :l:l:l). Sean c,D,F aubconjunto• de X ta1ea que, P 

•• cerrado en X y F ••para a e y D en x. Entonce• ex:laten u, 

V ••parados en X ta1•• que X - F - U U V, e e u y D e V, de modo 

que u, V aon ab:Lertos en X. Haga•• A - F u u 

• X - 1J. Entonces A, B son cerrado• en X y X 

X-V y B ruv 

que cz(A na> - czCAl nczCB>. Esto :Lmp1:1.ca que cz<c>n cz<D> e 

c.z(U) nczcv> ccz{A) ncz(B) Cz(AnB) • cz<F>. Por tanto, 

cz<c> ncz<DJ ccz<F>. 
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i.ii) - i). Sean C,D,F •ubconjunto• de X ta1•• qua. F 

•• cerrado •n X y F ••para a e y D en x. Entonces exi•t•n .A• 

a ••paro.do• en ·x ta1e• que x- r - A u a. e e A y De 11. Tdme•• 

G - CzCA> -cz<r> y H • Cz(B) -cz<F>. Como F separa a A y a 

•n x. •• ti•n• que cz (A) n cz (B) e cz (F) • a•!. que cz (G) _n H 

c. (Cz (A) - c. (F) ) n (Cz (B) - Cz (F) ) e cz (A) n ce. (B) - Cz (~)) 

--

lea (A) n c:z <•> > - cz (F) - • • de -n•ra que Cz (G) n H - •. T-­

bi•n •• oi.erto que G ncz<H> • •• d• modo que G y H eat&n ••­

parado• en z 1 adara&• z - c:z (F) • ca (A u 11 u r> - cz CF) 

lca<A>-ca<r» UlCzCB> "'."'"CzCr>> - GUH. de donde, z-cz<r> • 

GUH. como r •• cerrado •n X •• ti•n• que AnCz(F) -

Anxnc:z•r> • An:r • •· entone•• CCAccz<A> -c.cr> • G. De 

aqu~ que C CQ. Si.mi.1armente ae prueba que D CH. Por tanto. 

Calr>. ••para a e y D •n z. Por 1o tanto. z •• una extenai6n 

per~ecta de x. 

1.4. De~inici6n. Una regi6n de X •• un •ubconjunto a­

bierto conexo d• x. 

La siguiente propoaici5n permite identificar a1gunaa 

exten•ion•• perfecta• r&ci1mente. 

1.5. Propo•ici6n. Sea z una exten•i6n de x. con~idere!!. 

•• 1as siguientes tres afirmaciones: 

i) Z ea extensi6n perfecta de x. 

-9-
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ii) Z tiene una base de abierto• cuya intersecci6n con X •• 

conexa. 

iii) Si W ••una regi6n de z, entone•• wnx ••una r•gi6n 4• 

x. 
Entone••• i) imp1ica iii) • Si adem&s z •• 1oca1mente 

conexo. entone•• i), ii) y iii) •on equiva1ent••· 

Demo•traci&n. i) - iii). Sea W una regi6n de z y •upcS'~ 

9a•• que W nx no •• conexo. Entone•• exi•t•n u.v abierto• en 

x. no vacíos, ta1•• que u nv • • y u uv • w nx. Entone••• 

por 1a propo•ici6n 1.2 y e1 teorema 1 de [ 171, w e <uu v> 

(U)U(V). y (U)n(V) - ., ad•m&• "n<U> ... y w n <V> .... ••to 

prueba que W no •• conexo. l!l•ta contradicci6n demueatra que 

W n.x debe ••r aonexo. 

iii) - ii). l!l• inmediato. 

ii) - i). Sup&nga•• que z no e• exten•i&n per~•cta de 

X, entonc••.exi•ten A,B,r •ubconjunto• de X ta1e• que, re• 

aerrado en x. r ••para a A y B •n x y Cz(A) ncz<B>é Cz<r> 

( propo•ici6n 1.3 ) • Sean p • (Cz<A>n Cz<B>> -cz<r> y w una 

r•9i&n de z ta1•• que, p • w. wnr - •y wnx ••conexo. Ya 

que F ••para a A y B en X, exi•t•n u,v abiertos en x. aj•- -

no•. ta1e• que ACU, acv y x-r • uuv. Entonces wn~c 

u uv. • ,.. w nA c(w nx> nu y • ,.. w na e (W nx> nv. Bato con­

tradice 1a conexidad de wnx. Por tanto~ z •• exten•i&n per­

~•ata de x. 
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1.6. Proposici6n. Sean X,Y..Z ta1es que Y •• una exten­

ai6n de X y Z •• una extenai6n de Y. Entone••• Y •• exten­

ai&n perfecta de X y z •• ••t•nai6n perfecta de Y ai y •o1o 

•i Z •• extenai&n perfecta de x. 

Demoatraci6n. '(suficiencia). supd'nga•• que Y•• exten­

•i&n perfecta de X y z •• extenai6n perfecta de Y. Sean A,B, 

r aubconjunto• de X ta1•• que, r •• cerrado en X y r ••para 

a A y a en X. Entone•• cy<r> ••para a A y a en Y, de manera 

qu• c.<r> • cs<cy<r>> ••para a A y a en z. Por tanto. s •• 
extenai6n perfecta de X. 

(Weceaidad). Ahora aupd'n9ac• que Z •• ext•n•i&n perfe~ 

ta de x. sean A,B,r aubconjunto• de x ta1•• que, r •• cerra­

do en X y P aepara a A y B en X. Entone••• por 1a propoai­

ai&n 1.3, cz<Al ncz<a>c Cz<r>. aal que cs<A>n cz<•>n Y e 
Cz(P) nY •. De aqul que Cy(A) ncy(B)C Cy(F). Uaando nuev-n­

te 1a proposici&n 1.3, •• conc1uye que Y •• extenai&n perfeg 

ta de x. 
Para probar que z •• extensi6n perfecta de Y. uaara 

1a proposici6n 1.3 nuevamente. Sean A.B.F aubconjuntoa de Y 

ta1e• que. F es cerrado en Y y F aepara a A y B en Y. Enton­

e•• existen. u,v abierto• en Y. ajenos. ta1ea que A cu. B cv 
y Y"'.'""F - u uv. sean u 1 - u nx. v 1 - vnx y r 1 - rnx. Enton­

e•• F 1 ea cerrado en x. u 1 .71 son abiertos en x. ajeno•. y 
X-F 1 • u 1 uv 1 • Como F

1 
separa a u 1 y v 1 en x. y z e• exten­

si6n per~ecta de x. czcu,>n cz<v 1>c Cz(F 1). Pero cz<u 1> 

Cz (Ul y cz (V 1 >. - cz <v> • asl que cz (A) n cz (B) e cz <u> n cz (V) 
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c.<u,>nc.<v,>c c.tr,>cc.<r>. D• donde es<A>nczta>c cztr>. 
•or tanto, Z •• ext•n•i.8n per~ecta de Y. 

Ahora d•~i.ni.r6 a1guno• ti.poe de mu1ti.coherenci.a en un 

••pacio conexo X. 

1.7. De~i.ni.ci.&n. Si. X •• un ••paci.o topo1&gi.co conexos 

i.l S• c!e~i.n• b 0 (X) - (. nGmero 4• componente• de X ) - 1, •i. 

••te n6-ro •• ~!.ni.to y b 0 (Xl - - ·•en cua1qui.er otro ca•o. 

X •• i.n•u1ar •_!. b 0 (X) e • • 

i.i.) S• <S.~i.n• •1 grado 4• mu1ti.coh•renci.a d.• X como 

r(X) • aax ( b 0 (AnB) a A,B •on •ubconjunto• cerrado• conexo• 

de X y X - AUB }. 

X e• uni.coherente ei. r(X) • o. 
i.i.i.) S• de~i.ne •1 grado abierto de mu1ti.coherenci.a de x. co--ra(X) -x ( b 0 tunv)a u,v regi.one• de X y X - uuv }. 

X•• uni.coherente abierto •i. r•(X) - o. 
i.v) Se 4e~i.ne e1 grado d6bi.1 de mu1ti.coherenci.a de X, como 

rD(~) • -x ( b 0 (A na)• A,B •on •ubconjunto• cerrados cone­

xo• d• x. A compacto y X - A U B } • 

X ea d6bi.1mente uni.coherenta si. rD(X) o. 
vl S• de~i.ne a1 grado da T-mu1ti.coherenci.a de X como 

r'T(X) - -X { b 0 (A nB): A,B son subconjuntos cerrados cone­

xo• 4e X con ~rontera compacta y X - A u B } • 

X e• T-uni.coherente si. rT(X) - o. 
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1.8. Proposi.ci.6n. Si. X e• un espaci.o topo18gi.co y 

n • M • , entonces son equi.va1entes 1 

i.) b
0

Cx> > n. 

i.i.) Bxi.11ten· c 1 , •• _-,c.• 
1 

subconjuntos cerrados no vac!oa de X, 

ajenoa doa a dos, ta1es que X - C1 U ••• uc •• 1 • 

i.i.i.) Bx.t.aten U 1 , ••• ,u •• 1 aubconjuntoa abi.erto• no vac!oa de 

X, ajeno• dos a do•, ta1es que X• U1 U ••• u u •• 1 

Demo•traci.&n • .t.) - .t..t.). Voy a probar i.nducti.v .... nte 

que ai. k • n+1, entonce• exi.•t•n c:, ... ,c: subconjuntos ce­

rrado• no vac:!os de x, ajenos dos a dos, ta1es que X - e: U 

... uc: . Si. k 1, basta tomar e! • X. Sup4ngaae que eato 

•• c.t.erto para k y que k~1 < n+1. Bntonce• k < n+1 y X • 

e: U ••• uc! . Como X ti.ene a1 -no• n+1 componentes y k<~.1, 
no ea poai.b1e que todos 1o• conjunto• c:, ... ,c: sean conexos. 

se puede •uponer •ntoncea, si.n p6rdi.da d• genera1i.dad que 

e: no•• conexo, de manera qua •xi.aten c:• 1 
, e!:! do• cerr~ 

dos en e! ( y por t.anto, en X ) no vac!o• y ajeno• do• a dos, 

ta1ea que e: - c!• 1 uc:::. Haci.endo c:• 1 
- c: .... ,c:::- e:_,, 

entone•• e:.·· ..... e:• l • e::! t.t.enen 1a11 propi.edade11 requeri.­

das. Zato termi.n• 1a i.nducci.&n, y para probar 1a i.mp1.t.caci.6n 

basta tomar k • n+1. 

i..t.) - i.i.i.} y .t.i.i.) - i.) son .t.nmedi.ata11. 

1.9. Defi.nici.6n. Dados X y Y dos e11paci.os topo10i.cosa 

.t.) Una ~ill'ci.6n I 1 X - Y e11 mon&tona, si: 
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I ~ 1 ( lf) ea conexo para cua1_qui.er y • Y. 

i.i.) Si. A •• un aubconjunto de X.,' •• di.ce qu_e A •• ai.mp1e en 

X al. A y X-A aon conexos. 

1.10. Propoal.ci.&n. Sea I a X - Y una ~unci.6n1 

aobre., cerrada y mon&tona. Si. A •• un aubconjunto conexo de 

Y. •ntoncea i- 1 (A) ••conexo. 

Demoatracl.6n. Supd'ngaae que A •• un aubconjunto con-o 

ele Y y que i- 1 (A) no 1o ••· Bntoncea •xi.aten B.,D cerrado• en 

x ta1•• que 1~ 1 (A)C auo. 1~ 1 <&> na .. •• 1-•<&>nD .. •y 
f-:' (A) n an D - •• Entone•• AC I (I~ l (A) )C I <•UD) - I <•> u 

I (1)) 1 adem&• I (B) • I (D) aon cerrado• •n Y1 • ,.. I u- 1 (A) n •> 
&ni (B) y • ,.. I (1-

1 (A)n D) - A nt (D) _. como A •• conexo. •• 

ti.ene que A nt (B) n I tD> .. •1 ••a !I • A nt (B) n I (D)., entone•• 

1-:-'<1tlCt~··(A)C BU~-.Ya qu• Y.. f(B)nf(D> ••• ti.en• que 

I~ 1 (lfl na .. • y I~ ~ l.gln D ,.. •· ad-lls I~ 1 <11> na no e 

f.- 1 <AtnanD ••·Zato contradi.ce e1 hacho da que 1- 1 <11> •• 

conexo. Por tanto, 1- 1 (A) ea conexo. 

1.11. Proposi.ci.&n. Si. la X -Y•• aobre. mon6tona. ce­

rrada y conti.nua, entonces r(Y) < r(X). 

Damostraci&n. Supóngase que Y - A UB, A.a son aubcon­

juntos cerrados conexos de Y. Sean ne :B* y c 1 ••••• cn•I 
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c:serrac!o• en Y, no vacloa y ajeno• doa a do• ta1•• que A na -
C 1 U ••• uc •• 1 • Por 1a proposi.c:U5n 1.10, 1- 1 (A) y f~ 1 (B) aon 

c:sonexo• y como I •• conti.nua, tambi.an aon cerrado• en X. Ad~ 

.... X - t~ 1 (A)Uf~ 1 (B) y ,- 1 (A)nf~ 1 (B) -1- 1 u~n•> -
I~ 1 <e, u ••• uc •• 1 > - 1- 1 <e,> u ••• Uf~ 1 <c •• 1 > • como cada e, 
•• no vaclo y I ea aobre, ae ti.ene que I~ 1 te,> •• no vacto. 

Por otra parte, 1- 1 (C1 ), ••• ,1- 1 <c •• ,> aon cerrado• en X y 

ajeno• doa a doa. Por tanto, aegGn 1a propoai.ci.&n 1.a 

b 0 (1: 1 (A) n 1: 1 <•>1 > n, ea deci.r, b 0 (A na> < 
b 0 <t: 1 (A) n 1: 1 (B) >. Por tanto., r(Y) < r(X). 

Para ~i.na1i.aar eata ••cci.8n,.enunci.ara tr•• propoai.ci.g 

n•• conoci.Cla• de conexi.c!~d, de 1a• aua1•• •81o pr.obara 1a 

G1ti.- de e11aa. 

1.12. Propoai.ci.&n. Si. X •• un eapaci.o 1ocal.ment• cone­

xo, A un aubconjunto de X y D •• una componente de A, enton­

e•• Frx(D) CFrx(Al. 

1.13. Propoai.ci.8n. Si. X •• un espaci.o conexo y A ea un 

aubconjunto conexo de x, entonce• cua1qui.er componente de 

X - A ea ai.mp1e en X. ( Teorema 10 de [ 14] l. • 

1.14. Proposi.ci.6n. Si. X ea un eapaci.o l.oca1mente con•-
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xo. U •• una regi&n da X y r un conjunto· ~~nito contenido en 

u. entonces existe V una regi&n de X ta1 que F c:v e: Cx(V) e: u. 

Demostraci&n. Para cada x • u. ••a vx una reg~&n de X 

ta1 que 1t • Vlt y Vlt C: CX(Vlt) C: U. Sean U-•· { Vlt 1 1t • U ) y 

x 0 • U ~ijo. Supongamoa que F • {x1 ••••• x.) ( •~ P •• vac1o 

1a demo•trac~&n •• inmediata )1 de 1a conex~dad de U •• t~•-

·'l> ne que, para cada ~ • ll ex~at•n n 1 • 21 y ~ , ••• , V~ •1-•n­

to• 4• U ta1•• que x 0 • v'1 , x 1 • v'
91 

y V:: n V,: _ 1 .. • para ca­

da j • & 1 - {1) (cuando 1 e n 1 >. s~ para cada l. • & •• der~n• 

V 1 • V~ u ••• uV:,
1 

• entone•• v • v 1 u ••• uv. aat~arace 1a• 

prop~edadea requ•r~daa. 
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2. UHA CARACTERZZACZON DE MULTZCOHERENCZA. 

2.1. Lema. Sean, X un e•pac~o conexo, 1oca1mente cone­

xo1 u,v ab~erto• ajeno• en X, p • u y q • v. Entonce• ex~•t• 

W ab~•rto en X ta1 que p • w·, q • X -ex<•>, Frx<w>c X - cu uv> 
y W •• •~mp1• •n X • 

. Denlo•tracUSn. Sea D 1a componente de X - u que cont~ene 

a q. Entone•• D.•• cerrado en X y p 1 D. S~ W ·•• 1a compon•!!. 

te de X - D que cont~ene a p, entonce• w e• un ab~erto •.i.mp1• 

en X C propo•~c~en 1.13 >, p • w y q 1 w. Por 1a propo•~c~en 

1.12, Frx<w)c Frx<X-D) - Frx<D>c Frx<X-U) - Frx<u> e 

x- (UUV). D• aqu! que Frx(W)C x- (UUV) y 'l 1 Frx(W). Por 

tanto, q • _x-cx<W>. 

2.2._Lema. Sean, X un espacio conexo, 1oca1mente cona­

xo1 W una regi6n de X; F un cerrado en X1 w e W y 

G Frx (W) - F, ta1es que Fe X -w y G ,.. t/I. Entonces, exi•te 

H un subconjunto cerrado conexo de X ta1 que He W u G, w e H 

yHnG"'tf>· 
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Demoatraci6n. Sean g • G y U una regi.6n de X ta1ea que 

9 • u y ex (U) n F. - •. Como 9 • Fr x (W) ae puede e1egi.r un pu_!l 

to x • U nw. Sea V 1a componente de u nw que contiene a x. 

se probara que cx<v>n Frx<w> ~ •· De no ser ••~. Cx(V)C w y 

entonces cu (V) ex (V) n u e w n u. Pero Cu (V) ea conexo e i.n­

teraecta a v. de manera que V Cu(V). Entonces V ea abierto 

y cerrado en u, de -nera que u - V y, por tanto, u cw, 1o 

cua1 •• una contradicci6n ya que 9 • u n Fr X (W) • Por tanto, 

cx<v>n Frx<w> .. •· Hdteae adem&a que cx<v> •• conexo, 

cx<v> e w uG y cx<v> nG .. •· usando 1a pror-oai.ci6n 1.14 ae 

conatruye L, un aubconjunto cerrado conexo de X, ta1 que 

w • L, L nv .. • y L cw. C1ar-ente H - L ucx<v> aatiaface 

1aa propiedades requerid••· 

2.3. Definici6n. Sean, H un subconjunto de x. m • • y p 1 • 

... ,p.• Xs. 

i) H parte a 

conjunto {p
1

, •••• p.} interaecta a1 menos a doa componentes 

cU.atintaa de X - H. 

i.i) H di.apera• a {p
1

, •••• p.} en X, si existen E
1

, •••• z. com­

ponentes de X - H • distintas dos a dos• ta1es que p 1 • E 1 • •• 

2.4. Lema. Sean, X un espacio conexo,1oca1mente cone-. 

xo1 m • • 1 p
1 

• ••• • pm • X y 0 1 ,Q2 subconjuntos cerrados aje-
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-' 1 -
¡ 1 -

ñó• c!e X ta1es que, r (X)< - y Q 1 U Q 2 
en X. Supd'ngase que ninguno de 1oa conjuntos Q 1 y Q 2 parte a 

(p1 , ·.·., pm} en X. Entonces existen N 1 ,N 2 ,F1 ,F2 cerrados en X 

ta1es que, N 1 ,N2 son insu1ares1 N 1 e Q1 1 N 2 e Q 2 1 N 1 u N 2 dis­

persa a (p
1

, ••• ,p,.} en X1 N
1

U (p
1

, ••• ,p,.}eF
1

1 N
2

U (p
1

, •••• 

P.> CP2 1 F 1 ,F2 •on conexoar F 1 n N 2 - • y F 2 n N 1 - •· 

· Demostraci6n. Como Q 1 uQ2 diapersa a (p1 , ••• ,p,.} en X, 

exi.•ten componentes U 1 , ••• ,U,. de X - (Q 1 U Q 2 ) • di.ati.ntoa doa 

a doa, t:a1es que p 1 • U 1 1 ••• 1 P,. • u •• Sea U - U { E 1 E •• 

componente de X - (Q1 u 0 2 ) y E ' {U 1 • ••• ,u,.}}. Dac!oa i., j • ii 

~1e• que :l < j, ap1icanc!o e1 1-• 2 .1 a 1o• punto• p 1 • pJ y a 

1oa abiertos U u U 1 u .••• U U 1 , U 1 • 1 
U ••• u u,., ae obtiene un 

conjuntp v 1 J abierto aimp1e en X ta1 que p 1 • .v1 J , pJ • X -

c.<v1 J > y Fr.cv1 J >e x- (U uu1 u ••• u u.>. Como v 1 J •• •imp1• 

•n X y r (X) < - , •• ti.ene que F; x (V1 J > ea in•u1ar. 

Dac!a C componente de Fr X (V1 J ) • se ti.ene que Ce X - (U U 

U1 U ••• u Um) - 0 1 uo2 y como Q 1 ,02 son subconjuntos cerrados 

ajenos de 

• o, J 
2 

QIJ 

X, 

N6tese que, 
• 2 

X1 Q 1 J U Q 1 J 

se ti.ene que ce Q
1 

6 c cQ 2 • sean: 

U .. (C 

u (C 

e es componente de Fr x (Vi J 

C es componente de Fr x (V1 J 

• 2 
Q 1 J ,Q1 J son subconjuntos cerrados 

- Frx<v1 J > 
• 2 

y 0 1 J e 0 1 • 0 1 J e 0 2 • 

1 u {Ql j i. j • iñ1 i < j } Definase M 1 y 

2 
u co1 J i,j E iñ; i < j} 

y e eo
1

} y 

y C eQ2 }. 

insu1ares de 

son subcnnjun-

t:os cerrados insu1ares de X¡ M
1

u M
2 

= u {Frx(V1 J) i,j • iñ1 

i < j }, de manera que M
1 

U M
2 

dispersa a {p
1 

• ••• , pm} en X1 
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M
1 

CQ
1

1 M 2 CQ2 1 M 1 n M2 - t/>. Para k e iñ, sea W• 1a componente 

de X - (M1 U M 2 ) que contiene a pk • Entonces W 
1 

, ••• , Wm son di~ 

tinta·s dos a dos. Supóngase que R
1 

, ••• , a. son 1as componen-

tes de MI y que s,, •..• s. son 1as componentes de M2 • 

Def:i.nimos NI u {RI i • r y ª• n CFrx<w1 )U u 

rrx<w.,.> > .. ··} y N2 u {SI i • • y s
1 

n (Fr x<w 1 >u u 

rrx<w,.> > .. •·l. Entonces, NI ,!12 son subconjuntos cerrados aj~ 

nos e insu1ares de X1 N
1

C Q
1 

y N
2

C Q
2

• Por. 1a proposicien 

1.12, se tiene que para k • S, Frx(Wk)C Frx<M1 u M 2 )C M 1 U M 2 1 

de aqu~ se deduce que Frx(Wk)C N 1 u !12 • Por tanto, rrx(W1 ) u 

••• urrx<w.>c N 1 u N 2 • Como w
1

, •••• w. aon abiertos en x, aje-

nos do• a dos, y p 1 • W1 , ••• ,p.,. • w.,., 

••• u Frx<w,.> dispersa a {p1 , ••• ,p ... }r 

M
1
VN2 di.spersa a {p1 , ••• ,p.,.} en x. 

se tiene que Fr x (W 
1 

> •J 

de aqu~ se obtiene que 

supd'ngase, si.n pardida de genera1idad, que N
1 

- R
1

u 

••• uR,. < u<r y que N 2 • s 1 u ••• u s .. ( v<s ). Ya que 

M
1 

n M 2 •• se ti.ene que CN 1 u N 2 > - R.1 ea cerrado en X para 

~a i • ii y que (N·
1
·u N 2 ) - S

1 
es cerrado en X para toda 

i • v. 
Para i e ii, sea k 1 e iñ ta1 que R 1 n Fr x<wk 

1 
> • •· Ap1i.-

cando e1 1ema 2.2 ai abierto en X, Wk
1

, a1 punto pk
1

e Wk
1 

y a1 cerrado en X, CN
1 

u N
2

) -R
1 

e x-wk
1 

< observando que 

Frx<w.
1
)-((N

1
UN,,)-R1 ) =- Frx<W.

1
)nR1 ••),se tiene que 

existe H
1 

un subconjunto cerrado conexo de X, ta1 que H
1 

e 

"••u R
1

, p•
1 

e H 1 y R 1 n R 1 • l{I. Simi1armente, para cad3. 

j e v, existen 1
1 

e m y L
1 

un subconjunto cerrado conexo de 

X ta1 que p 11 e LJ , L 1 e w1 Ju s 1 y L 1 n s 1 .. •· 
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' . 

·Ca.o 111 CQ1 y Q 1 no parte a {p
1

, •• ·., p•} en X, tampoco 

•, parte a {p1 , ••• ,p.} en Xr de aqul que 1a componente C 1 de 

X-11 1 que conti.ene a p 1 , conti.ene a todo• 1os punto• p 1 , ••• , 

P.· Ap1i.cando 1a propo•i.ci.6n 1.14, •e obti.ene T1 un •ubcon­

:junto cerrado conexo de X ta1 que {p1 , ••• ,p_} cor,c c,. An&1g, 

9-ente, exi.•ten C 2 ,'1'2 ta1e• que C 2 e• COlftponente de X-112 , 

'1'a ee un •ubconjunto cerrado conexo de X y {p1 , ••• ,p.}C'1'a 

e Ca. 

De~~na•e· r,. Tau 11 1 u <u {H, i. • ül> y r 2 - T 1 u •a u 
(U (LJ a j e v}). Bntonce• r

1 
,r2 •on •u.bconjunto• cerrado• 

conexo• de x, 11,u {p1 , ••• ,p.}c 111 UT2 C r,r 11 2u {p1 , ••• ,p.} 

e • 2 u '1'1 C Fa• r,n 112 - • y r 2 n "• - •· 

2.5. Teorema. Sea X un e•paci.o conexo, 1oca1mente co­

nexo y norma1, y •ea n • :M* • Entonce• 1a• si.gui.ente• a:fi.r­

aaci.one• •on equi.va1ente•• 

i.) Si. Q 1 ,Q2 •on •u.bconjunto• cerrados ajeno• c!e X y p 1 , ••• , 

Pa•:a • X •on ta1•• que, Q 1 U Q 2 di.sper•a a {p1 , ••• ,p •• 2 } en 

X, entone•• d, parte a {p1 , ••• ,p •• 2 } en X para a1guna i. • ~­

i.i.) r(X) en. 

Dmno•traci.6n. i.i.) - i.). sup6nga•• que Q 1 ,Q2 son subcon 

juntos cerrados ajenos de X y p 1 , ••• ,p •• 2 •X son ta1es que 

Q 1 UQ2 dispersa a {p 1 , ••• ,p••=} en X, y que tanto Q 1 como Q 2 

no parte a {p1 , ••• ,pn•Z} en X. 

SegOn e1 1ema 2.4, exi.sten N
1

,N
2
,F1 ,F2 cerrados en X, 
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ta1es que N 1 , N 2 son_ 1.nsu1area, N 1 C Q 1 , Na C Q 2 , N 1 U N 2 di.spe~ 

•a a {_p1 , ••• ,pn• 2 } en x, N 1 u {p1 , ••• ,p •• 2 >cr 1 , N 2 U- {p1 , ••• , 

P •• 2 } CF2 , F 1 ,F2 son conexos, F 1 n N 2 - • y r 2 n N 1 - •· Sean 

N 1 - R 1 U ••• U a. y N 2 - S 1 U ••• U s. 1as descomposi.ci.ones en 

componentes de N 1 y 11 2 , como N 1 nN2 - ••se ti.ene que 1o• 

conjuntos a 1 , ••• ,a.,s 1 , ••• ,s. son subconjuntos cerrados co­

nexos de X, ajenos dos a dos. 

Dado que X~· norma1 y 1oca1mente conexo, y que N 1 nr2 

- • y R 2 n F 1 ••- exi.sten W1 , ••• ,w. ,Y1 , ••• ,Y9 regi.ones 4e X, 

ajenas dos a dos, ta1ea que a 1 CW1 , ••• ,a.cw.,& 1 CY1 , ••• , 

_•.e Y.• r 1 n CY 1 u ••• u Y.l - •y r 2 n cw1 u ••• u w.> - •· sean, 

w - W1 U ~-·u"•' Y - Y1 u ... u Y.• K 1a coinponente de x-w 
que con ti.ene a r 2 y L 1a componente de X - Y que con ti.ene a 

r 1 • De~~nase K* - K ucx< u {"1' 1 "1' es componente de X-Y y 

"1' .,_ L)) y L* - L UCX CU {"1' 1 "1' es componente de X -W y "1' .,. 

a:,}). 

Probara que L*,K* son subconjuntos cerrados conexos de 

X ta1es que X - L*U:JC• y b 0 (L*n JC*) ;;.. n+1. Esto ser& una con­

tradicci6n, ya que r(X) <n. Con esto terminar& 1a prueba de 

que i.i) - i) • · 

En primer t6rit1ino, ea c1aro que L*,K* son cerrados en 

X. Ahora mostrar!! que Y e K y W e L. Dada i e v, -ae ti.en.e que 

s 1 e Y 1 e x-w. Adem&s, s, e N 2 c F 2 y s 1 .,. •• de manera que 

F 2 U Y
1 

es un subconjunto conexo de x.-.;.w y, por tanto, F 2 U Y 

e JC. De aqu~ se conc1uye que Y C K. De manera simi1ar se pru~ 

ba que W CL. 

Para ver que K* es conexo, t6mese T una componente de · 
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1 -.. 
1 l 

X-Y d:iat:inta de L. Entonces • ,,. 'r ,,. X y· corno X •• conexo. 

se ti.ene que Frx(T) ,,. •· Uaando 1a propos:ic:i6n 1.12. •• ti.e­

ne que Frx('r)C Frx<X-Y) Frx(Y}C cx(Y)c K. de manera que 

TUK ea conexo. Por tanto. K* es conexo. De manera anS1oga 

se prueba que L • es conexo. 

T&meae x • Xs si. x e Y. entonces x 1 w. as~ que x • lt 

6 x e L·*S y •:i x 1 Y• entonces x • L 6 x • g·•. De modo que 

X L*U 1t*. 

Si. T es una componente de X -Y d:ist:inta de L, como 

'lfCL, •• ti.ene que 'r cx-w, de manera que cx<U {T a T •• co!! 

ponente de X-Y y T ,,.. L})C x-w y, por tanto, K*c x-w. En 

f'orma anll109a se demuestra que L*C X-Y. De manera que 

L*n1t•c (X-W}n (X-Y} - X-(WUY}. como ademas N
1
UNa e 

YUW, •• ti.ene que L*n K*C x- (NIU Na>. 

Ya que N 1 U Na d:ispersa a {p1 , ••• ,pn•a} en X, ex:iaten 

B
1

, ••• ,z. •a, componentes de X - (N1 u Ha} , d:istintas dos a dos, 

ta1ea que p 1 e E 1 , ••• ,pn• 2 e En• 2 • Entonces, si D1 , ••• ,Dn•z 

son 1as componentes.- de L*n K* que cump1en 1a propiedad de que 

p 1 e D 1 , ••• ,pn• 2 e Dn•Z' se tiene que D 1 C E 1 , ••• ,Dn. 2 c En.z• 

de manera que D
1

, ••• ,Dn.a son distintas dos a dos. Por tanto 

b
0

(L* nK*);;.. n+1. 

i) - ii). Sup6n9ase que no se satisface ii). Entonces 

existen A,B subconjuntos cerrados conexos de X ta1es que 

X = A U B y b 0 (A n B) ;;.. n+1; de acuerdo con 1a proposici6n 1. 8, 

existen C 1 , ••• ,cn.a subconjuntos cerrados no vactoa de X, 

ajenos dos a dos, ta1es que A n B = C
1 

U ••• U Cn • 2 • 

Usando 1a norma1idad de X, se obtienen 0
1

, ••• ,un•a 
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abLerto• en X, ajenos dos a doa, ta1es que c
1

c u 1 ,~ •• , 

c •• 2 c u ... :a• De~~nase U• U 1 U ••• u u,.. 2 , Q 1 •A-U y 0 2 

B - Ur y e1~janse puntos p 1 e C 1 , ••• , P.• :a • c.• :a • M6tese que 

0 1 n 0 2 - •· 

·ciaramente x- ca, u a,.> - º•·u ••• u º··:a' de aqu~ que 

Q 1 UQ2 dLsperaa a· {p
1

, ••• , P •• 
2

} en X. SLn embargo, {p1 , ••• , 

P •• 2 >cAcX-0::11·(p1 , ••• ,p •• 2 >cacx-Q1 y A,B.aon conexos. 

Bato prueba que nLnguno de 1os conjuntos Q 1 ,Q 2 parte a 

{p1 , ••• ,p •• 2 > en X y en consecuencLa, que no se aatLsrace 1a 

propLedad L). 

Con eato se termLna 1a prueba áe1 teorema. 

Bn •1 teorema anterLor, para e1 caso n • o, no'•• nec!!. 

sarLo auponer que X sea norma1 C Ver 3.2, teorema 1 de (19)). 
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3 0 GRADO DE MULTJ:COHERENCJ:A Y GRADO AB::tERTO DE MULTJ:COHEltEN­

CJ:A DE EXTENSJ:ONES PERFECTAS. 

3.1. Lema. sean. z una compactaci6n per~ecta de x. y 

A.a.e cerrado• en z ta1e• que. z • A·UB y e - Ana. sup6nga­

ae que L • u {D a D ea componente de e y D nx .-, •> ea no va­

clo Y. cerrado en z. Entonce• L • c. 

Demostraci6n. Sup6ngaae que exiate una componente C 0 

de C que no intersecta a X. De~lnaae F C nx • L nx. UA 

(~-a>n X y.º• • (B -~) n x. Entonces F es cerrado en X1 

FCL1 UA,u• son abi"ertos en X; UAC A, u.eª' X - FUUAU º•' 
X-F • UAU º• y uAn u. - •· Por e1 teorema 1 de ( 17] y 1a 

proposici6n 1.2, se tiene que z-cz<F> - (UA)U(Ua> y 

(UA) n<U8> - ti>. Como Cz(F) CL, se tiene que Cz(F)n C 0 - •• 

asl que c
0

c (UA) U(U8 ) y ya que C
0 

es conexo, debe oc .. ~rrir 

que C
0 

C:: (U A) 6 C
0 

C ( U 8 ) • Sup6ngase que C
0 

C (U A) • 

Por 1a norma1idad de z. existe W abierto en z, ta1 que 

C!>CWCCZ(W) C(UA). Sea D ~ (Cn(Z-W))UL. Entonces Des 

compacto y onc0 =•·Ya que e es compacto, se tiene que sus 

componentes y cuasi-~omponentes deben coincidir ( 1ema 6.30 
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de (2) ). Por tanto C 0 es una cuasi-componente de e. D• aqu~ 

que para cada d e De e existe un conjunto Y d que es abierto y 

cerrado en c. ta1 que C 0 c Yd y d • C-Yd. Entonces {C-Yd a 

d • D} es una cubierta de D constituida por abiertos en c. 

de manera qu~ existen m • lN y d 1 , ••• ,d. • D ta1ea que 

D C(C-Y"•)U ·~·U (C-Ydm>. - e- (Y"• n ••• n y"->. 

Definas• o 1 - e- (Y"• n ••• n Yd ... >. D 2 • Yd
1 

n ••• n Yd..,' 

entonces D 1 y D 2 son cerrados en e (y por tanto en z >• 

e 0 c 0 2 1 LcD1 1 o 1 u 0 2 - e, D 1 n o 2 - •1 ademas, D 2 n cz-w>c 

.en (Z -w> CD co1 de aqul que D 2 n (Z -w> • • y D 2 c w. 

Como Z •• norma1. existen u 1 ,u2 abierto• en Z ta1•• 

queD1 cu1 • D 2 cu2 yu1 nu2 •ti. D•flnaseU•wnu2 1 como 

e 0 c D 2 c u 2 n w • u, se ti.ene que u na ,.. • y ya que L CD e 

D
1 

CU1 C(Z-U2 )C (Z-U)• se tiene que Bn(Z-U) .... Dado 

que B •• conexo. podemos asegurar que B nFrz(U) ,.. •· T.Sme•• 

un punto z 0 e B nFrzCU). Entonces z 0 e Cz(U)C CzCW>c (U") e 

Cz (U") e Cz (A) A, aal que z 0 e A n ª• de manera que z 0 e 

º•u º2. Como zo • C.~ (U2 ), se tiene que zo ' º• de donde, 

zo ' D •• Por tanto zo • D
2

c w nu
2 - u. Esto i.mp1ica que 

zo • u y zo • Frz(U), 1o cua1 es absurdo. Por tanto, L -c. 

3.2. Teorema. Sean, X un espacio conexo,1oca1mente co­

nexo y Z una compactaci6n perfecta de x. Entonces: 

i.) Si X es unicoherente, tambi~n Z es unicoherente. 

i.i) Si X es norma1. se tiene que r(Z) .;;r(X). 
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r(X) 

r(X) 

Demostraci6n. Probar6 i) y ii) simu1taneamente. Si 

-, no hay nada que probar. Sup6ngase entonces que 

n, donde n e :al*. Sup6ngase tambi•n que r (Z) > n. EntO!!. 

ces existen A,B subconjuntos cerrados conexos de z, ta1ea 

que z - AUB y b
0

(Ana> ..,n+1. sea e - Ana. 

Sup6ngase que e cz -x1 entonces X cz-c, as! que 

(A nx> n (B nx> - •· D• 1a conexidad de x, se deduce que A nx 

• 6 B nx - •· sup6ngaae que B nx - •· Entonces X CA y como 

A ea cerrado en Z, tenemos que A - z. De donde, C - A nB -

z na B, 1o que imp1ica que e •• conexo1 esto •• absurdo 

ya que b 0 (C) > 1. Esta contradicci6n prueba que e nx ,.. •. 

como e tiene a1 menos n+2 componentes, ap1icando e1 ~~ 

ma 3.1, •e deduce que existen c, ••••• c •• 2 componente• de e 

que intersectan a x. Como e ea compacto sus componentes y 

cuasi-componentes coinciden. Existen entonces F 1 , ••• ,r •• 2 

subconjuntos cerrados de el y, por tanto, de z ), ajenos 

dos a dos, ta1es que C - F 1 U ••• UF •• 2 y C 1 C: F 1 , ••• ,c,.. 2 C: 

F •• 2 • Por 1a normaÍidad de z, existen u: •••• ,u:. 2 abiertos 

en Z, ajenos dos a dos, ta1es que F 1 C u: •••• ,F •• 2 c u:. 2 • 

Def!nase u 1 - u:n x, ••• , u •• 2 u:. 2 nx1 u - u 1 u ••• 

{B n X) - U y e1ij ansa puntos 

p 1 • C 1 n X,. •• •, P,. • 2 e e,.• 2 n X. Entonces Q 1 , Q 2 son subconjun­

tos cerrados ajenos de X, X - (Q1 U 0 2 ) U
1 

U• •• uu,. • 2 Y 

P1 E º1•···•P •• 2 • u ... 2• de modo que o,u 02 dispersa a {p,. 

••••P,.. 2 } en X. Ap1icando e1 teorema 2.5 ( 6 1a observ~ci6n 

posterior, segGn sea e1 caso), se tiene que Q
1 

separa a 

{p1 , ••• ,p,.. 2 } en X 6 Q 2 separa a {p1 , ••• ,p,.. 2 } en X. 
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Sup&ngase que 0 1 separa a (p1 , ••• ,pR• 2 } en X ( e1 caso 

en que 0 2 separa• (p1 , ••• ,p •• 2 > en X, se trata de manar•.•.!. 

•i1ar ). Supl5ngase tambiAn, sin pArdida de genera1idad, que 

p 1 y p 2 astan en distintas componentes de X - Q 1 • Sean, D 1a 

componente de X - Q 1 que. contiene • p
1 

y B - U (H 1 H ea com­

ponente de X - Q
1 

y H .,. D}. 

Dado que X es 1oca1mente conexo, se tiene que B y D 

son abiertos en x. Ademas, p 1 • D, p 2 • B, D nz • y x-01 

D U E • De1 teorema 1 de l 1 7 J y 1a propos ici6n l.. 2 • se tiene 

que, Z - Cz (Q1 ) - ( D) U < B) y ( D) n ( B) - •• Como p 1 • ( D) n B, 

p 2 • < B) n a y B es conexo, se tiene que B n cz (Q1 > .,. •. Por 

ot.ra parte, Q 1 e A as:l que Cz (Q1 >e cz (A) • A de donde B nA n 

c.<o1 >.,. •·Pero 0 1 c x-u. asS'. q~• c 11 <o 1 > cz- <u:u .•• uu:. 2 > 
e a -e z - (A nB).J esto J.mpl.ica que cz<01 > n A na - •· Bata 

contradJ.ccJ.&n termina 1a prueba del. teorema. 

3.3. Teorema: Si X es un espacio norma1, entonces 

r(X) < r(IJX). 

Demostraci15n. Sea r ("X) ~ n e :2f • y aup&ngase que r (X) 

> r(~X). Entonces existen A,q subconjuntos cerrados conexos 

de X tal.es que X • .~ UB y b
0
(Ane) > n+l.. De 1a proposi.ci&n 

l..B, se sabe que existen C
1

, •••• c,..
2 

cerrados en AnB (y, 

por tanto, en X), no vac:los, ajenos dos a dos, tal.es que 

A.ns - c 1 u .•• u e,.. 2 • 

Por otra parte, "X ""' e 
/1 

x<A> u c 11 x (B) y c,.x (A) y c,.x (B) 
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aon aubconjuntos cerrados conexos de ,X. De 1a propoaici6n 

1. 3 y e1 1ema vi: .• 7 de ( 11) , se sabe que c,x (A) n c,x (B) 

c,x CA n B) - c,x lC1 ) u ••• u c,x te.• 2 ) • Dado que X ea norma1, 

ae tiene que c,x CC 1), ••• , c1x (C.,• 2 ) son ajenoa doa a doa. Ade­

lll&a, c,x (C 1 ) , ••• , c,x ce.• 2 ) son subconjuntos cerrados no va­

c~os de ,X. Usando nuevamente 1a propoaici&n 1.8, ae deduce 

que b 0 <c,x (A) nc,x CB)) ;;.. n+1, 1o cua1 •• una c:ontradicci6n 

ya que r C'Xl = n. Por tanto, r (X) < r C'X) • 

3.4. Coro1ario. Si X es un eapacio conexo, 1oc:alment• 

conexo y norma1, entonces r(X) -r. (,X) • 

3.5. Coro1ario. Sean, X un espacio conexo,1oca1mente 

conexo y norma1, Z una extensi&n ~erfecta de X y Z un espa­

cio norma1 •. Entonces r (Z) < r (X) • 

Demostraci6n. De1 teorema 3.3, se tiene que r(Z)<rC,SZ). 

De 1a proposici6n 1.6 y e1 1ema VJ:.7 de (11], ae tiene qua 

pz es una compactaci6n perfecta de X, as~ que, por e1 teore-

- 3.2, rC,SZl <r(Xl. 

3.6. Coro1ario. Sean, X un espacio co~exo, 1ocal.mente 

conexo y unicoherente, Z una extensi&n perfecta de X y Z un· 

espacio norma1. Entonces Z es unicoherente. 
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3.7. Teorema. Si Z ea una extensi&n per~ecta de X, en­

tonces rA(Z) e r.11._(X). 

Demostraci&n. Sea rA(X) n e JN* y aup&ngase que 

rA(X) < rA(Z). Entonces, existen u,v regiones de z, ta1ea que 

s • U UV y b 0 CU nv> > n+1, ele manera que existen W 1 • ••• •"•• 2 

abiertos en U nv ( por tanto en Z ) • ajenos c:los a dos, no V~ 

c1os. ta1e• que u nv ~ w. u ••• u w •• 2 e proposici&n 1.8 )·. 

Dei!.tna- u• • u nx y v• - vnx. Entonces, por 1a pro­

posici&n 1.5, ae •ab• que u• y v• son regiones de X1 ademas, 

x - u• uv•, u• nv• - u nv nx cw1 n x> u ••• u <w •• 2 n x1 • 

W1 n X, ._ ••• •. • 2 n X son abierto• •n x, no vac.tos y ajenos dos 

a dos. De aqut que b
0

(U* OV*) >n+1 ( proposici&n 1.8 ) , 1o 

cua1 no ea posib1• ya que rA (X) • n. Por tanto, rA (Z) < rA (X). 

3.8. Teorema. s_i X es un espacio norma1, entonces 

rA(X) <rA(,SX). 

Demoatraci&n. Sea r A (IJ X) • n e lN * y sup6ngaae que 

r A C,SX) < r A (X) • Entonces existen u, V regiones de X, ta1es que 

X • U UV y b 0 (U nV) > n+1, de modo que existen W1 , ••• •"'a. 2 

abiertos· en u nv C y, por tanto, en X ) , ajenos dos a dos, 

no vactos, ta1es que U n V w, u ••• u wn•2 e proposici.6n 1.8 ) • 

Ya que U C::: (U) C C¡sx (U) y V C (V) C c,.x (V), tenemos que 

(U) y <V> son c:onexos1 adem&s (U) ,(V) son abiertos en /JX, y. 

por e1 teorema 1 de (17) y 1a proposi.ci.6n 1.2, se tiene que 
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J 

• 

(U)n(V) - (Un V) 

.. nte CW 1 ), ••• ,cw •• 2 > aon abi•rto• en JX, no vac~o• ta1e• 

que. •i. i. .. :t. entone•• cw,>n<w.1> - cw,nwj) - <•> - •• 
Bato prueba 'e propoaici.&n 1. a > _que b 0 ((U) n (V) ) > n+1. 

Por G1timo, ya que x-u y x-v aon aubconjunto• cerra­

do• ajeno• 4e X y X ea norma1, •• ti.ene que e- (X - U) n 
c,x (X-V) • •· De -nera que (U)U <v> <11x-c,x (X-U)) u· 

(JX-Cp (X-V)) - llX- <c,x (X-u)n c,x (X-V)) - 11x-• - Jx. 

-•uni.en4o, <u> ,<v> aon regionea 4e JX ta1•• que /IX - CU> U 

<v> y b 0 C<u> n <v> > > n+1. Bato contra4i.ce e1 hecho 4e que 

r a (/IX) • n. Por tanto, r A (X) e r A (ltX) • 

3.9. coro1ario. Si. X ea un eapacio norma1, entonQe• 

rA(X) 
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4. llULTXCOHERENCXA Y COMPACTACXON DB FREUDENTUAL. 

A 1o 1ar90 de esta aecci&n •• aupondr& que X denota un 

eapacio conexo. 1oca1mente conexo y periraricamente-compacto. 

y que TX ea au compactaci&n de Freudentha1 (7). 

4.1. Lema. TX tiene una base de region•• con ~rontera 

contenida en x. 

Demoatraci.&n. En e1 teorema VX.30 de (11). ae prueba 

que TX ti.ene una base de abiertos con frontera contenida en 

x. de aqut que 'YX -·.x ea tota1mente diaconexo. aat que por e1 

teorema 4.1 da [3). TX es un espacio 1oca1mente conexo. Con 

eato. 1a demostraci.&n de este 1ema ea inmediata. 

4.2. Lama. Sea U una regi6n de 'YX y K un compacto. ta-

1ea que K e U. Entonces existe V• una regi.6n de Tx. ta1 que 

K e v e u y Fr"TX (Vl. ex n u. 

Demostraci.&n. SegGn e1 1ema 4.1. para cada p e u. exi.~ 
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e 
te VP una regi&n de TX, ta1 que p e VP cc.,.x <vp> cu y 

rr.,.x (Vp> ex. Por. 1a compacidad de JC, •e •abe que exi•ten 

a e :ai y p
1

, •••• p,. e u ta1es que KCVP
1 

u ••• uvp_· Ya que U 

es conexo y Cvp 1 p e U} es una cubierta abierta de u. •e 

tiene que existen n e lN y p•• t, • • .,p••• e u ta1es que (p
1

, 

n 

DefS:nase v • vp
1 

u ••• uvP. uvP •• 
1 

u ••• uvP., •• , enton­

ces JC cv. Ya que vP •• 
1 

u ••• ·uvP ••• e• conexo y contiene • 

(p1 , ••• ,p.}, ae tiene que V ea tambian conexo. Como Fr.,.x(V) 

C Pr.,.x (V Pa) U ••• U Pr.,.x (V p•••), •e tiene que Fr.,.x (V) C X n U. 

Adem&•, c1aramente V ea abierto en TX. 

4.3. Lema. Sean, ne :ai•y A,B aubconjuntos cerrado• 

conexo• da TX ta1es qua TX A UB y b 0 (A na> > n. Entonces 

existen UA•.º• region~s da TX ta1es que A cuA, Beº•• Fr.,.x (UA) 

UFr.,.x cu.> ex y b 0 ·<c.,.x cu A> n c.,.x Cu8 > 1 > n. 

Demostraci&n. Por 1a proposici&n 1.8, existen C
1

, ••• , 

c •• 1 cerrados en TX, no vacS:os y ajenos dos a dos, ta1es que 

A n D • C 1 U ••• U C
0 

• 1 • 

De 1a norma1idad de TX, existen w1 , •••• w •• 1 abiertos 

en TX, ajenos dos a dos, ta1es que C 1 CW1 • ••• ,Cn• l CWn• l. 

DefS:nase w - w1 u •.. uw.,. 1 , WA - AUW y w8 - BUW; n6tese 

que WA y W
8 

son abiertos en TX, as!: que 1as componentes VA 

y V
8 

de WA y W
8 

que contienen a A y B respectivamente, son 
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regiones de "X ( 1ema 4.1 ). 

De acuerdo. con e1 1ema 4.2, existen UA,Ua regiones de 

.,.x·ta1es que ACUACVA, acu.cv •• Fr.,.x<uA> cxnvA y 

Pr.,.x (U•) ex nv •• Para i • n+1, definase F 1 - c~x (UA) n 

c.,.x <u.> nw,. como c.,.x (UA)n C7 x <u.>c vAn v.c w, •e tiene que 

C7 x (UA) n c.,.x <u.> - F 1 u ••• UF •• 1 y que para i • n+1, r 1 

CTX(UA)n.c.,.x <u.> n('>'X-(U(WJ j • n+1-(i}})), de manera 

que F 1 , ••• ,r •• 
1 

•on cerrados en .,.X, no vactos y ajeno• ~o• 

a do•. Por tanto, propo•ici6n 1.8 

n. 

4 .4 •. Lema. Sean, A,B subconjuntos cerrados conexo• de 

'>'X, n. JN* y JCC.,.X-X ta1es que, .,.X - AUB, bo(AnB) >n y 

JC e• compacto. Entonces, existen A••ª• subconjuntos cerrados 

conexos de .,.X ta1es que; .,.X • A. un •• b 0 (A. nn.> ;a. n y 

JC cA. na •• 

Demostraci~n. Se probar& que, existen A 1 ,B 1 subconjun­

tos cerrados conexos de .,.X tal.es que: A e A 1 , B e B 1 , K e B 1 y 

b
0

{A
1

na
1

);;a.n. 

Por e1 1ema 4.3 y 1a proposici6n l..B, se sabe que 

existen UA,UB regiones de 7X y G 1 , ••• ,Gn•l cerrados en 7X, 

no vactos y ajenos dos a dos, tal.es que: A e U A, B e 0
8

, 

Sea KA = K n (.,.X - UB). Si KA - "'· entonces Al = c.,.x (UA) 

Y B 1 - C7 X (0
8

) Satisfacen 1as propiedades requeridas. Sup6n-
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ga•e que KA ,,.. ti>. N6tese que KA C7~ -c'l'X <u.>. como Jt" ea com­

pacto y TX es 1oca1mente conexo, existen r • lN y 0 1 ; ••• ,o. 

componentes de TX -c.,.x <u.> ta1ea que K"C o 1 u ••• u o, y 

Jt"no, ~.para cada i e r. 
B1ljase i e r y sea K 1 - x"n o 1 J entonces Jt1 ea compa: 

to. Por e1 1ema 4.2, ·••sabe que e~iate v
1

, una regi&n de 

7X, ta1 que K 1 e v 1 e c.,.x <v1 )C 0 1 y Fr.,.x <v1 )C x. 

Ya que b 0 <c.,.x (U") n c..,x <u.>> >~>o, •• tiene que u~ ,.. •• 

de modo qua Fr7 x (01 ) ,.. •· De 1a propoaici8n 1.12, •e tiene 

que Fr7 x (01 )C Fr..,x (7X-C7 x <u.>> - Fr.,.x <c..,x <u.>>C c..,x <ua> • de 

donde Fr.,.x C01 >e G 1 u ••• u G,.. 1 • Sea j 1 • n+1 ta1 que rr"'x (01 > 

n GJ
1 

,.. • • Ap1icando e1 1ema 2. 2 ~ TX, o1 • u (GJ 1 j • n+1 

- (j1 ))e TX--01 ( obs_érvese que FrTX (01 > - (U (GJ 1 j • n+l -

(j1 ) )) - Fr"'x (01 > n GJ
1 

,.. 4> > y a w1 . un punto Eijo en JC1 • ae 

tiene que existe H 1 un subconjunto cerrado conexo de 7X ta1 

que w1 e H 1 • H 1 n GJ., ,,.. • y H 1 e o 1 u (Fr..,.x (01 > n GJ
1 

) • 

Definase; B 1 = c.,.x (U8 )u CH 1 u •.• u H,) u c.,.x {V1 u ••• u v.>, 

A 1 - C 7 x (U" l. y para cada j e n+l, LJ GJ U (U {H1 U c.,.x (V1 ) 

i e r y j - j
1 

}). Es fSci1 probar que B
1 

es conexo. Por otra 

parte, como para cada i e r, H 1 e c..,x (01 ) y c..,x (V1 ) e o 1 , ae 

tiene que A 1 n 8 1 "", L 1 U.•• UL,. • I • 

Sean j ,k e n+I y sup6ngase que LJ n Lk ,,.. t/>. Si x e 

r._¡n Lk ana1izamos dos casos: 

a) x e GJ n (H1 U c.,.x (V1 ) ) con i e r y k 

t/>, se 

GJn Gk, de modo que j = k. 

j 1 • Como H 1 u c.,.x (V1 ) 

tiene que x e GJ n GJ¡ 

b) x e (H1 u c.,.x (V1 ) > n CH1 u c.,.x Cv1 > > con i,1 e r y j ,. j 1 • 
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k • j
1 

• Entonces x e (01 u (Fr7 x (01 > n GJ
1 

> > n (01 u (rr.,x (01 > n 

GJ
1 

> > e (01 n 0 1 > u (GJ n ª• > y por 1o tanto lit • o 1 n o 1 IS x. • 

~n ª•·Bato imp1ica que j • k. 

Como.en ambos ca•os •• deduce que j - k, •e tiene que 

L 1 , ••• ,L~ •• •on ajenos dos a do•· Ya que ·JCAC uAn(JC 1 u ••• u 

JC.) CCTX (UA) n <v. u ••• u v. )C A,n ª• ••• tiene que JC - JCA u 
(X nua> CB

1
• Por tanto A 1 ,8 1 tienen 1a• propiedad•• requeri­

da•• 

Siguiendo un procedimiento •imi1ar, •• •n.cuentran A., 

ª• •ubconjunto• cerrados conexo• de TX ta1•• que, A1 C Ae• 

a 1 c ª•• JCC A• y b 0 <A.n a.1 >n. Con ••to•• comp1eta 1a prue­

ba de1 1-. 

4.5. Lema. Sean, U una regi6n de T~1 me lN; u 1 , ••• ,u. 

regiones de TX, ajenas dos a dos, y JC
1 
••••• JC., c TX -x compac­

toa, ta1es que K
1 

CU
1 

cu, ••• , K.cu,.cu. Entonces, exi•ten 

rcu conexo y W1 •. :.,w,. abiertos en 'YX ta1es que, U-F • w1 

u ••• uw. y Kl c w. e CTX <w.) c º•. . . . . K,.C w .. c CTX (Wm) e u ... 

Demostraci6n. Ya que U es una regi6n de 'YX y TX ea una 

compactaci6n per~ecta de X Teorema VX.39 de (11) >. de1 

teorema l. de [ 17) se deduce que U n X es conexo. AdemAa U n XC 

u- (K
1 

u ••• u Kml cc.,.x (unxl, as~ que u- (K
1 

u ••• u K .. > ea una 

regil\n de 'YX. 

De1 l.ema 4.2, se sahe que para cada i e m, existe V
1 

una regi6n. de 'YX tal. que K1 e v 1 e o 1 y Fr7x (V1 ) e X n u 1 • EntO!!. 
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c::ea Fr'l'X CY1 l u ••• u Fr.,.x Cv,.>. cu- (K1 u ••• u K,.> 1 nuevamente, 

por ·ei 1ema 4.2, _ ex:lste V una reg:l6n de TX ta1 que Fr.,.x (V) e 

Xn(U- (K1 u ••• u K_JJ y Fr.,.x (V1 ) U ••• U Fr.,.x (V•) CVCU- (IC 1 U 

••• u x.>. N«Stese que K 1 u ••• u K•C u-c.,.x (V). 

Dada J. e ftl, def!nase w
1 

• u {D 1 D ea componente de 

U - e_ (Vl y D n K 1 ,.. •}. Entone•• w1 •• ab:lerto en TX y 11:1 e W1 • 

Debe de suceder que w1 c v 1 1 de no ser aa!, ex:lste Duna com­

ponente de u - c.,.x (Vl ta1 que • ,.. x
1 

n D e v
1 

n D y D n (TX ~ v 1 l 

,.. •· De manera que • ,.. D nrr.,.x <v1 >e D nv, 1o cua1 ea absurdo. 

Por tanto, W1 e V 1 , de modo que w1 e c.,.x (W
1 

>e e_ CV1 > e u 1 • 

Def!naae F • U- (W
1 

U ••• U W•). Para probar que P ea O!! 

nexo, baata probar que a:l D ea un" componente de u - c"YX (V) 

ta1 que D n.CJC 1 u ••• u .K,.l - •, entoncea D uc.,.x (V) •• conexo. 

Bn •~•~to, ai. D - U, entoncea c.,.x (Vli. •,..t que DU c.,.x (V) •• 

conexo. S:l D "" U, entonces tlJ "" Fr u (D) e Fr u (C.,.x (V) e c.,.x (V) , 

de manera que D uc_ l.V). • Cu(D).U c.,.x (Vl es conexo. 

4.6. Teorema. Sup&ngase que X es un espac:lo 1oca1mente 

compacto, que r(TX) es finito y que Y es una compactaci6n de 

X estr:lctamente menor que 'YX. Entonces r (TX) < r (Y) • 

Demostraci6n. Como Y es una compactaci6n de X estr:lct~ 

mente menor que TX, existe /: '>'X - Y continua, no inyecti.va, 

ta1 que /¡ x es 1a identidad en X. Sean p, q e TX tal.es que 

I (p) .. / (q) y p"" q; entonces p,q e TX-X. 

Sup6ngase que rC'YXl = n. Usando el. 1ema 4.4, se obtia-
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nen A,B subconjuntos cerrados conexos de 7X ta1es que 'YX -

AUB, b 0 (AnB) -.n y p,q • Ana. Por e1 1ema 4.3, •••abe 

que existen VA,V• regiones de 7X, ta1es que b 0 (c.,,x (VA) n 

c.,.x<V8 }) - n, ACVA, acv. y Fr.,,x<vA> UFr.,,x<v.>cx. Entonce• 

p,q • vAn v •• 

Sea W un ab:l.erto en 7X ta1 que p • W • q 1 c'WX (W) y 

Fr.,,x (W) CX ( 1ema 4.2 ) • Sean S - Fr.,.x (W) y lt C'l'x (VA) n 

c.,.x <v.in (TX-X). N«Steae que K es compacto y ltCVAn v.n ('YX­

S) .• Como 7X es 1oca1mente conexo, se ti.ene que ex:l.•t•n t • :at 

y u 1 , ••• , U
0 

componentes de V An v
8

n ('YX -S) ta1es que K e U
1 

u 

••• u u. y lt nu1 ... • para cada :l. • 'E. 

Ya que (U1 u ••• u u. ln s •· •• ti.ene que, para :l. • E, 

U 1 C W 6 U 1 e; 'YX - C'l'X (Wl. Sup6nga•e, •:l.n ~rd:l.da de gener.a1.i­

c1ad, que U 1 u ••• u u.e w y que u •• 1 u ••• u u 0 c ('Yx-c.,.x (Wl). 

Dado que p e K n W y q e K n (:>'X - c'l'X (W) l , se ti.ene que m, t - m 

•on mayores 6 :l.gua1es a uno. 

Para :l. • E, de~.!nase K 1 - K nu1 • Ap1.icando e1 1._ 4.4 

a VAi u 1 , •••• um y K 1 , ••• ,Km se obt.iene FAC VA conexo y W 1 , • 

• • ,wm abiertos en 'YX, ta1es que K 1 e W 1 e c.,,x (W1 lC U 1 , ••• ,K_ e 

w.c C.,,x (Wm)C Um y VA-FA - W 1 u ..• U W,.. Ahora, ap1icando e1 

1ema 4.4 a V 8 1 u_.
1 

•••• ,u, y x,.. 1 , ••• ,1t, se obtiene F•C v. 

conexo y w ... 1 , ••• _ ,w, abiertos en TX, ta1ea que K,.. 1 e wn•• 1 e 

c.,.x (Wm• 1 l.C Um• 1 , ••• , K 1 C W 1 C C'l'X (W0 ) C U 1 y V 8 - Fa - w..,. 1 U• • 

• u w •• 

Sean1 A. - c.,.x<FA); ª· - c.,,x<F.); º·····•º .. ·• 1as com­

ponentes de C.,.x (VA) nc.,.x (V
8

} y W0 - W
1 

U ••• U W1 • Entonces 

A.,s. son subconjuntos cerrados conexos de 'YX. Se probar& 
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que pe ª•• q e A.~1 A.uª• • 'l'XJ A.n ª• • (D1 U ••• u D,.. 1 ) -

V
0

C X y D 1 -w1 .... 4> para cada i. e n+l.. 

Como W 1 U ••• u Wm es un subconjunto de v. ajeno a w,.. 1 

U •• _.u w. • se ti.ene que W
1 

U ••• u w .. c F•' por una raz6n s:lmi-

1ar • se tiene que w •• 1 u ••. u w. e FA. De aqut ·se •.:lgue que 

VAU v. CA.Uª•• de -nera que 'YX ~ .11..u a •• 

C1aramente A.na.e c..,x (VA) nc..,x (V•) - ·01 u ... uº••' J 

A.e 'YX- (W 1 u .•• u w,.> y a.e 'YX- cw •• ,u ··:U w, >. De manera' 

que A.na.e (01 u ••• u D •• 
1

). -w0 • Adem&s p • lt nw :lmp1.:lca que 

p • K 1 u ••• u x .. c w 1 u ••• u w •• de donde p- 1 A~ y. por tanto. 

p • a*. De manera •:L.m:l1ar •• prueba ~u• _q • A*. 

Dada :l e mJ Fr.,.x (W1 l CU1 C V,. • FAU (W1 U ••• U W•) •.de 

-nera que Fr..,x (W1 )C_FA. De aqut. que Fr.,.x lW 1 1 U ••• u Fr..,x lW,.) 

e 'J!' AJ a:lm:l1armente, Fr..,x (Wm• t l u ..• u Fr.,.x (W,). e r •• Entonce• 

tD 1 u ••• u 0 •• 1 l -w0 - c.,.. (V Al ne.,.. <v.1 -w0 

tc,.x (FA> u c.,x C.w 1 l u ••• u c..,x <w,.l l n <c..,x (F8 ) uc.,x (Wm• t). u •.• u 

c,.x <w. >. > -w0 - <c..,x (F.AlU w 1 u ••• u w,.1 n <c..,x <F.> u w .... 1 u ••• u 

w.1 -w0 c c..,x (FAln c..,x (F•l - A.na •• Por tanto, A.n ª• - lD1 _ 

U ••• u D,.. 1 l-W0 • AdemSs, (01 u ••• u o ... 1 >. -w0 c (C..,x (VA) n 

C,.x(V
8
).)-KCX, de manera que, (D

1
U ••• uo ... 1 )-W0 CX. 

Sea :l e n+!. Se mostrar& que D1 -W
0 

.,. 4>. Si. ocurr:lera · 

que o, n w 0 
,,, . entonces º• -wo = o, ... ,,, . Sup&ngaae entonces 

que o,n wo .,. •• Sea j e t ta1 que o, n wJ .... .;,, entonces o,n 

uJ ... •• Como uJ es conexo y uJ e º1 u •.• u D n•1' se tiene que 

UJ e n 1 , de manera que wj e c..,x (Wj ) e uJ e o, • Entonces Fr,.x. (WJ > 
C D1 -W

0
;; ast. que sol.o se tendrli que mostrar que Fr..,x (WJ > 

"" 41. Como KJ e WJ , se ti.ene que WJ ""' 4>. Si j e iñ, entonces 
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WJ e UJ e w, ast que q t WJ. Y •i j • (m+1, ••• ,t}, entonces 

p 1 WJ • De maner~ que WJ ~ TX y como TX es conexo, se tiene 

que Fr..x (WJ > ~ •· 
De~tnase ahora A 1 

•on •ubconjuntos cerrados conexos de Y y Y - A 1 U B 1 • N&te•• 

que 1os conjuntos (Y -X) nA1 n B 1 , I (D 1 -W0 ) •••• , I ~o •• 1-W0 > 
•on cerrados en Y, no vactos ( I (p) - I (q) • (Y-X) nA1 n·B 1 )) 

y ajenos dos a dos, ya que I es :inyectiva en X y I (Xl e X. 

B• ~&ci1 proba:r que A1 n B 1 - ((Y - Xl nA1 n a 1 l u I (D
1 

W0 ) U ••• u I to •• 1 -w0 ) •· ast que, de acuerdo con 1a proposici&n 

1. a, b 0 (A1 n B 1 > > n+1 y, por tanto, r (Y) > n+1. B•to termina 

1a prueba 4e1 teorema. 

4.7. Teorema. Sea X un espacio 1oca1mente compacto y 

Z una compactaci6n de X. Si r(TX) es finito, entonces 

r(TXl c;r(Zl .• Ademas, si r(Zl - r(TX), entonces Z es una com­

pactaci6n de X mayor & igua1 que TX. 

Demostraci6n. Sea Y e1 espacio cociente que se obtie­

ne de identificar cada una de 1as componentes de Z -X en un 

punto. Entonces Y es un espacio compacto y como X es 1oca1-

men~e compacto, se tiene que Y es una compactaci6n LT
2 

de 

XL esto se puede probar usando e1 1ema 6.30 de [2) ). Sea 

1: Z -Y 1a proyecci6n natura~. Entonces fes mon6tona, con­

t:lnua,cerrada y sobre. 

Ya que Y - X es totalmente disconexo ( Teorema 3. 4 de 
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( 5) ) , '1'X ea per.t:ecta l Teorema VJ: • 39 de ( 11) l y '1'X - X •• 

tota1mente di.sconexo l 1ema 4 .1 ) , se t.i.ene que Y < '1'X l Teo­

rema 3 de (17) ) • usando e1 teorema 4.6 se conc1uye que 

r ('1'X) < r lY) , c!&ndose 1a J.gua1dad •o1o •.i. '1'X - Y.. Por 1a pro­

pos1.c1.6n 1.11, r(Z) > r(Y). Esto prueba 1a pri.-ra parte 4•1 

teorema. Ahora, si. rlZ) - rl'1'X) entone•• r(Y)_ 

.o.So que Y - '1'X y, por tanto, '1'X < z. 

,· 

rl.'1'X), 4e 

4.8. Lema. Si. Z •• una extens1.6n de Y, entonce• 

r~(Y) e r(Z). 

Demoatraci.&n. sean A,B subconjuntos cerrados conexos 

de Y, ta1ea que Y - A UB y A es compacto. S.i. •• de.t:i.n• A• 

Cz(A) - A < ya que A ea compacto ) y ª• Cz(B), entone•• 

A.,a. son subconjuntos cerrados conexos de Z ta1es que Z • 

A.uª•• ac!emSs, AnB - Ancy<Bl - An(Yncz<a>> - CAnY> n 

CzlB> AnczCBl -·cz<A>ncz<Bl. Demodoqueb0 CAnB1 -

b 0 lA.na.>. Por tanto, r 0 (Y) <rlZ). 

4.9. Teorema. Si. X es ~n espacio 1oca1mente compacto, 

entonces r 0 CX? - r('1'X). 

Demostraci6n. Seg6n e1 1ema 4.8, so1o es necesario pro 

bar que r l'1'X) < r 0 (Xl.. Sean A••ª• subconjuntos cerrados cone­

xos de '1'X ta1es que b 0 CA.na.> > n, con n e :JN*, y '1'X - A* U 
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La prueba de1 teorema conc1uye si se pue~en encontrar A 1 ,B 1 

•ubconjuntos cerrados conexos de X ta1e• que1 X• A 1 U B 1 , A 1 

es compacto y b 0 (A1 n B 1 > > n • 

Si n • O, basta tomar A
1 

- (p} y &
1 

- X,. donde p es 

cua1quier punto de XJ y si X es compacto entonces se puede 

tomar A 1 - A. y B 1 • B •. Sup6ngase entonces que n > 1 y que 

X no es compacto. Ap1icnndo e1 1ema 4.4, para K • .,,X-X, •• 

tiene que existen A,B subconjuntos cerrados conexos de .,,X, 
ta1es que b 0 (A ns>> n, K CA na y TX - A UB. 

SegGn e1 1ema 4.3 y 1a proposici6n 1.8, existen UA,Ua 

regiones de .,,X y D 1 , ••• ,o •• 1 cerrados en .,,X, no vac!os y aj~ 

no• dos a dos, ta1es que TX • UAU º•, A e UA, Beº•• FrTX <t.~A) 

u· FrTX (u.> e X y c.,x (UA) n CTX (u.i. - D, u ••• u º·•l. 
Sean m • :N y u 1 , ••• ,u,. compont!nt•s. de uAn º• ta1e• 

que K cu1 u ••• u u,. y K nu
1 

.., • para cada i • iñ. Dada i • ii," 

aea K 1 - K nu1 • Ap1icando e1 1ema 4.5 a UA, U 1 , • •• ,Um y K 1 , 

••• ,Km se obtiene Fe UA conexo y W1 , ••• ,wm abiertos en TX, 

ta1es que UA-F = W1 U ••• u Wm y K1 e w, e CTx (W1 l CU1 para ca­

da i • m.. 

y H1 - D1 -W para cada i E n+1. 

Ya que F nw - tf;, se tiene que A 1 e x. Como 'YX es compaE 

taci6n perfecta de X, se tiene que u
8

n X es conexo, de mane­

ra que B
1 

es conexo. Dado que X CUAU U 8 C F UW uu8 c F UU8 , se 

tiene que X A 1 U B 1 • 

Sea i • n+1, se probar& que H1 • t/i. Si o;n W - •• ento~ 

ces H
1 

- D1 .., tf;. Sup6ngase entonces que o 1 n WJ • t/i para a1g~ 
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na j e fti. Entonces o, n UJ + •1 c:omo UJ e c 1 U ••• u º•• l y UJ 

•• conexo, •• tiene que UJ e D1 • Ya que n> 1, •• tiene que 

c 1 .. TX, a•t que WJ .. 'YXJ adem&•, 4' .. XJ e wJ • Bntonc•• 4' .. 

rr7 x lWJ i·cuJ -wcn1 .• Por tanto H1 .. 4'. 

B• f&ci1 probar que Al n & 1 • H 1 U • .-. U Ha• 1 y que H 1 , • 

• • ,e •• 1 •on ajeno• do• a do• •. de anodo que b 0 (A1 n B 1 > > n. 

Bn e1 •iguient• coro1ario •• genera1iaa 1a primera pa~ 

t• 4e1 teorema 4.7. 

4.10. Coro1ar:l.o. Si x •• un ••pacio 1oca1ment• compac­

to y z •• una exten•i8n de X, entonce• rl'TX) e r(Zl. 

' 

4.11. Teorema. Si Y e• un ••pacio conexo y per:l.faric:a­

mente-compacto, entonce• r 0 (Yl e r.,. (Yl. e r CTYl .• 

Demo•traci6n. Es f&ci1 probar que r 0 ür> < r.., (Yl. Para 

probar que r
7

(Y) <r('TY> ..• tomenae A,B •ubconjuntoa cerrado• 

conexos de Y .ta1es que Fry<Al,FrylBl •on c:ompactoa y Y - A 

u a. Sup6ngase que A ne • c
1 

u ••• u c •• donde m e lN y c 1 • •• 

• • c .. son cerrados en y•. no vacto• y ajeno• dos a dos. 

Para i • iñ se tiene que FryCC
1

) CFry(A) UFry(B), ento!!. 

ce• Fry(C
1

) es compacto. Sean i,j e m ta1es que i .. j. Como 

FryCC1 ) separa a J:ntyCc1 ) y Y-c1 en Y, •• tiene que 

c 7 v(J:nty<c1 ll nc.,.v (Y-c1 l cc.,.v CFry<c1 >l - PryCC1 > Teorema 
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VX.39 de 111) y proposici~n 1.3 ). De aqu! •• •igu• que 

c.,.y éc, ) n c.,y (Cj ) C Fry (C1 ) • Simi1armente ae prueba que 

c.,.v <e,> nc.,v <cJ > crrv<cJ > y por 10 tanto e.,.v <e1 >n e-.v (CJ > 
•· D• 1a• propo•icione• 1.8 y 1.3, ••deduce.que b 0 tc.,.yCA) n 

c.wv (8) > > 111 - 1. Por tanto, •• tiene que r., (Y) e r(TY). Con ·~ 

to termina 1a prueba de1 teorema. 

4.12. coro1ario. Si X •• un eapacio 1ocal.lll•nte c:ompac­

to, entone•• r 0 <x> - r.,oc> - r(TX). 
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5. COMPACTACIONES PERFECTAS Y METRJ:ZABLES DE :a'" • 

Para este capttu1o, introducir• a1gunas convencioneaa 

il Si R,S son subeapacina de T y u,v aon aubea~acioa de X, 

1a notacUSn (R,S,T) ... (U,V,X) significara que •xi.ate +• T _. X 

un homeomorfismo, ta1 que +<a> Uy +<s> -v. 
iU Sean, D - { (_x, fl} • •ª 1 X :1 + flª < 1h D• - { ex. fl) • •ª 1 

xª + "ª. < 1}1 H - { <x. fil • •'" 1 fl> Oh u• <ex. fil • •ª 1 " > O} y E - { lx, fil • lRª 1 !I - O}. 

iiil. Si X es un espacio 1oca1mente compacto, x_ - XU{-} de­

notar& a su compactaci6n unipuntua1. 

iv) Si Z ea una extensi6n de X y p • Z - X, ae di.rS que Z ea 

perfecta en psi XU{p} ~•un espacio 1oca1mente conexo. 

5 .1. Leina. Sea o: (O, 1). - D una funci6n .continua e in­

yectiva ta1 que, si "K CD es compacto, entonces existe a >O 

ta1 que o(.{_O,ISl u (1 - 3,11.l. CD-K. Entonces existen A••ª• r.!!. 

giones de D, ajenas, ta1es que D-J:mo - A.u B.,. y (J:ma,A •• A. 

u J:mol ... CB,Hº,H) y Uma,a •• u.u ::cmol. - CE,u•,u1. 

Demostraci6n. Sea a.: (0,1) - e_ definida por a.(O) 

· a.(1) - - y a.Ct) o(t) para toda te (0,1). Entoncesº• ea 
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un arco cerrado en e_ e para definici6n, ver 116) 1, de man~ 

raque, por e1 teorema de Schoenf1ies (Teorema 10.3 de(~&) 

.existen A• ,s. regiones de e_, ajenas, ta1es que e_ -:rm º• 
A.uª•, e:rm º•'A• ,A• u :rm o.> - (S 1 ,c,c.> y e:r~ º••ª•,s. u :rm o.> 

.. es• ,c,c.>. 

Bnto~cea (J:mo,A.,A.U :J:ma) - es• - {(1,0) },D,D.- {(1,0) }) 

.. (B,e•,e> y (:J:mo,s.,a.u J:ma) .. ts• - {(1,0) },o,o.- {(1,0) >> -

(B,H•,e). 

s.2. Lema. Sup6nqaae que z ea una extensi&n de D y que 

:i •• un •apacio matric:o comp1eto. Sean p, q e Z -D ta1e11 que 

Z •• peri!'ecta en p y en q. Bntoncea D U {p, q} •• arco-conexo. 

Demo11traci6n. N&tese que, como D es 1ocal.mente compac­

to y denso en z, entonces D es abierto en z, de manera que 

DU{p,q} es un G• en z. Ap1icando e1 teorema 4.20 de (8), se 

ti.ene que D U {p, q} _es comp1etamente metrizab1e. Entonces, de 

acuerdo con e1 teorema S.32 de (8) se tiene que DU{p,q} es 

arco-conexo. 

5.3. Teorema. Sea Z una compactaci6n matrizab1e y per­

fecta de D, entonces Z - D es homeomorfo a s• 6 Z es homeomo.!::_ 

fo a e_. 

Demostraci6n. Supógase que Z no es homeomorfo a e_. De 
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acuerdo con el. teorema de [ 12), Z - D ea conexo. Entonces 

Z -ti ea conexo, compacto, metrizabl.e y con más de un punto_. 

SegGn e1 teorema 29.14 de [23), so1o hace fa1ta probar que, 

si p, q .• Z - D y p ,_. q entonces (Z -.D) - {p, q }· no es conexo, 

para conc1uir que z - D es homaomorfo a s• ·• 

Sean p, q • Z - D tal.es que p ""' q. De 1a propos:lc:l6n 1. 6 

se tiene que D u {p} y D u {q} son extana:lones perfectas de D, 

entonces por el. l.ema 2 de [ 13), D U {p} y D U {q} son l.ocal.me!!, 

te conexos. Entonces Z es perfecta en p y en q. 

Seg(tn el. l.ema 5. 2, existe o • ª [O, l.) -+ D U {p.q} 1.nyect:l­

va y continua, ta1 que a.<01 • p y a.(1) • q. Sea o - º•le•.•>• 
Usando e1 l.ema 5.l., se tiene que existen A •• a. regiones de 

D, ajenas, ta1es que D - J:m a - A. U ª•, (Zm o ,A. ,A. U Zm o ) • 

uc.u•,u1 y Umo .a •• s.u J:mo}. - (E,a•,u1. 

Entonces A.u J:mo es homeomorfo a o.-{C.l.,O}.}. Ya que 

º• ea una compactaci6n perfecta de D • - {(l.. 0) } (. proposici6n 

l.. 5 l y as l.a compactaci6n un:lpuntual. de D • - { (l., O) } , se t:l!!. 

ne qua todas l.as cómpactaciones de A• U J:m o tienen residuo 

conexo C Teorema de [ 12 J } 1 en particu1ar C Z (A• U J:m o l - (A• 

U J:m o }. es conexo. 

N6tese que CzC.a.C.(.O,l.lll - CzUma}. - J:mo U {p,q}. de 

manera que p, q e Cz CA .. U J:m a l - (A• U J:m a l, de aqu! que exis­

te x
0 

e CZ(A• :U:Cm al - (A
0 

U:Cmo u·{p, q}l. Del. teorema l. de 

[l.7) y l.a proposici6n l..2, 

U <B .. > y (A
0

) n (B
0

) 4>. 

Zm a "" 4>, se tiene que x 0 

Dl. 

se obtiene que z - e z (:Cm o l ,. (A ) 
• 

Como <B
0

) n (A• u Zm a ) 

~ <a .. > y por tanto x 0 
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Se ha prob_ado que <A.>. n (Z 7'"" D) ,.. "1. De J.gua1 manera •e 

prueba que <a.> 0<z-D),.. <l. Ademas (Z-D)-{p,q} - <<A.> n 

(Z -D)) U «a.>. n (Z - D) >. De aqut· •e conc1uye que (Z - D) - {p, 

q} no e• conexo. 

Bn 121), E.a. Van Kampen prueba e1 •J.guJ.ente teoremas 

•Teorema %%. t L. Zippin ). Un ••PAcio C0111Pact:o,canexo, -t:r;laa-

b1• y 1ocal.ment:e conexo z. que cant:i•ne a una curva cerrada J y que aa-

t:iarece 1a• •iguient:•• t:re• propiedad••• •• hcmeomorro a o •• 

%%.a. Z conti.en• un arco que •parte de J•. 

·xx.b. t:ua1qu;ler arco en z •partiendo de J", ••para a z. 

%%.c. NingGn aubconjunt:o cerrado propio de un arco en Z que "part:e de J", 

••para a z.• 

Se dice que un ~reo •parte de un conjunto", si 1oa pu~ 

toa extremos de1 arco son 1os Gnicos puntos que tiene en co­

mGn con dicho conjunto. 

5.4. Teorema. Sea Z una compactaci6n metrizab1e y per­

fecta de D. Entonces, Z es homeomorfo a o_ & es home~~orfo a 

º·· 

Demostraci6n. Supóngase que Z no es horneomorfo a o_. 

Se verificarS que Z satisface 1as hip6tesis de1 Teorema XX 

de ( 21). 
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z •• compacto, metrizab1• (. y por tanto •eparabl.• l , 

conexo y l.ocal.mente conexo(. J.ema 2 de (13) ). Si. J 

del. teorema 5.3 •e ti.ene que J •• hom•omor~o as•. 

z-~-

Dado• p,q •· J, tal.e• que p,,,. q, razonando como en •1 

teorema 5.3, •• ti.en• que exi.•t• º•'' [0,1) - DU. (p,q} conti­

·nua, inyectiva tal. que •.<.ol - p y •.(.l.) • q. Bnt:onc•• J:mo. 

••un arco contenido •n z que •parte de J•, de·manera qu• l.a 

condici6n J:J:.a e• •ati.•fecha. 

Para comprobar J:J:.b y J:J:.c, t6m••• º•' (0,1) - z un ·~ 

coque •parte de J•. Sean p 

º•l(o,a) 1 (.O,l.) - D, apl.icando •1 1•- 5.1 •• tiene que exi.•­

ten A•'ª• regione• d• D, ajena•, tal.•• que (J:mo ,A• ,A.u J:mo) 

- (E,H•,u> 1 (J:mo .s •• a.u J:mo > - (E,H.,H) y D-J:mo - A•U a •• 
Del. teorema l. de (17) y l.a proposici&n 1.2 ••tiene que 

z - Cz < J:m o l 

J:m o• , •• tiene que J:m a• separa a Z. Por tanto, · •• •ati.•fa-

ce J:J: .b. 

Sea C C J:m o• tal. que C ,,,. ti>. Ya que (J:m a ,A• ,A• U J:m o ). 

- (E,H•,u> y ECC
8

CH•), se tiene que J:ma ccz(A.l, de mane­

ra q~e J:ma.ccztA.>. De aqu1 que A.e A.u ccczCA.l, de modo 

que A.u e es conexo. De manera si.mil.ar se prueba que a.u e 

•• conexo. De esto se obtier.a que <A.> uc U<a.> es conexo. 

E•to prueba que ningdn subconjunto propio de J:m a• separa a 

Z, y en consecuencia, que se satisface J:J:.c. 
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