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INTRODUCCION

- Esta tesis fué concebida tratando de hacer un trabajo sobre geometria y topo-
logia algebriica, en particular, sobre teoria de homologia.

v Con tal fin empecé estudiando el articulo de Chung Yao Yang titulado “On
theorems of Borsuk-Ulam, Kakutani, Yamabe, Yujobd and Dyson I ”. Este articulo
trata una variante del conocido teorema de Borsuk-Ulam, teorema que fué planteado
por Ulam y resuelto por Borsuk en [1]. El teorema de Borsuk-Ulam establece que
para toda funcién continua f : §™ — R™, existen dos puntos antipodas de S™ que van
a dar al mismo punto bajo f. En el primer capftulo de ésta tesis se desarrollan las
ideas fundamentales, en cuanto a homologia se refiere, del articulo anteriormente
citado. . Cabe resaltar que el articulo de Yang es importante porque da las ideas
importantes para el desarrollo posterior de la teorfa de homologia equivariante.

En el articulo de Yang, se prueba que si el codominio es R, entonces. f no sdlo

manda dos puntos antipodas al mismo sino que manda 2n puntos de $"™, que son

.. los extremos de n didmetros de $" que se intersectan mutuamente en un dngulo de
%, al mismo punto. :

Estudiando este articulo nos planteamos la siguiente pregunta:

Sea f:$8"™ - R™ una funcién continua.

é Los puntos que pega f, necesariamente son antipodas %. o
, La respuesta es que ino!. jEl ser antipodas lo puedo generalizar y pedir que
" los puntos tengan distancia arbitraria entre 0 y 7 !. Es decir; Si f : S — R" es una

funcién continua y # es un ndmero real positivo menor que 7. Entonces existen dos
puntos z,y en S™ tales que :

“1)d(z,y) =0 y
wW)f(z)=f .(y)'

Doy respuesta afirmativa a esta pregunta para todo entero par. En el segundo

'cap(tulo de esta tesis escribo la prueba que obtuve utilizando algunas 1deas desa-
- rrolladas en el primer capxtulo

_ Al investigar el caso general del problema planteado encontré que Hopf habm
"abordado el problema. Hopf resuelve el problema en una forma més general:’

Cambié §” por cualquier variedad riemanniana M, éompacta conexa y de di-

'mensxén n; y la condicién para los puntos es que tengan distancia menor que el o
radxo de myecthdad de la funcién exponencial de M. Al final del segundo capxtulo-
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doy la prueba de Hopf para M = S", prueba que esencialmente sigue las ideas que
yo estaba desarrollando.

Al resolver este problema, Hopf se planted la siguiente pregunta: Si cambio el
codominio de' f por S" y agrego la condicién de que el grado de f sea distinto de
cero. Entonces si 6§ es cualquier nimero positivo menor que el radio de inyectividad
de la funcién exponencial. jexisten z,y € M tales que z) la distancia entre z y y
sea 0y 1) f(x) = f(y) ?.

" Esta pregunta de Hopf quedé abierta por varios afios, y no es hasta 1980 que

Wille[17] la probé. En el apéndice de esta tesis enuncio el teorema y conjetura
" 'de Hopf . También en el apéndice escribo como fué, histéricamente, resuelta la
" conjetura de Hopf . )

Aprovecho estas Gltimas lineas para agradecer al Dr. Luts Montejano Peimbert
la direccién de ésta tesis, asi como sus atinados consejos durante mi desarrollo
profesional. Tambien quiero agradecer a mis maestros el haberme introducido en
éste mégico mundo de la ciencia: La Matemadtica.

Daniel Juan Pineda

octubre 1987

i




'INDICE

" UCAPITULO I .oeiieii s ot et e e ain e L
" El teorema de Borsukl—‘Ulam" S S
CAPITULO II ....ovieennnnsn. B e e LS SRy )
El teoremna de Borsuk-Ulam generalizado _ L I ,
APENDICE ............ e oni evering SRPE e N .34
 BIBLIOGRAFIA ..oeovinneiiineiiinennen .. ST R .. 36




CAPITULO |

El Teorema de Borsuk-Ulam

© 1. Teorema de Borsuk-Ulam

En 1933 Borsuk [1] formula un teorema que afirma que toda funcién continua f :
“§"™ — R"™, manda dos puntos antipodas de §™ al mismo. En esta primera seccién se

_-da esta formulacién del teorema de Borsuk-Ulam , se da una prueba para Ios casos
" n=1,2y se mencionan las dificultades que presenta. el caso n > 2.

Teorema de Borsuk-Ulam. (1) Sea f : §” — R" una funcidén continua entonces
existe z € S" tal que
f(z) = f(~=).

: _ Esta formulacxon es equivalente a la siguiente:

(2) Sea f $" — R" tal que —f(z) = f(—=z),(es decir, f es una funcxon que
conmuta con la antipoda de S™) entonces existe z € S" tal que »

f(z) =0.

- Demostracién. (de la eqmvalencza de (1) con (2)).
W= @)
Sea f : S"™ — R™ tal que — f(z) = f(—=z).

Sea g : $” — R" definida como g(z) = f(z) — f(—=z). Como (1) es’
valido entonces existe zo € §™ tal que g(zo) = g(—=zo)-
Por tanto

£(z0) — f(—20) = f(—=0) — f(0)
- de donde se obtiene que '
21 (zo) = 2f(—20)
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y como f(—zo) = —f(xo) se sigue que f(zo) = —f(zo). Por lo tanto
f(zo) =0
(2) = (1) Sea f : $™ — R" una funcién continua arbitraria.
Sea g : " — R"definida como g(z) = f(z) — f(~=).
‘ La funcién g satisface la condicién —g(z) = g(—z) y como (2) es vilido existe
xp € S™ tal que g(xzp) = 0. Como 0 = g(xzo) = f(zo) — F(—z0), se sigue que
F(zo) = f(—=o). a
Ya teniendo las equivalencias del teorema de Borsuk-Ulam , bastard probar

cualquiera de ellas. Probaremos la versién (2), puesto que es la idea que servira
~ para hacer una generalizacién del teorema.

O

" Teorema. Borsuk -Ulam, cason =1,

Demostracion.

Sea f : §' — R una funcién continua tal que — f(z) = f(—z) para todo z € §*.

Sea zo € §*. Si f(zo) = O hemos terminado. Si f(zo) > 0(el caso menor que
cero es anilogo), la condicién —f(zo) = f(—=o) nos dice que f(—zo) < 0; ahora
bien, $! es conexo ¥y compacto, por tanto f (S') € R es conexo y compacto, de modo

que f(S?) es.un intervalo de R y como f(zo) > 0y f(—zo) < O se sigue que f(z) =0
 paraalgin z € SL. u}
- Notemos que en este caso estamos haciendo uso esencial del orden de R. Esta
propiedad de R la perdemos para el caso n = 2. Para este caso utilizo otra herra-
mienta que resuelve el problema: Espacios cubrientes.

" Teorema. de Borsuk-Ulam, cason = 2.

Demostraclén.

Sea. f :$% — R? continua tal que —f(z) =. f(—z) para todo z € 52 Ha.y que
demostrar que existe z, € $? tal que f(zo) = 0.

" Demostracién. (por contradiccién):.

Supongamos que no existe z € §? tal que f(z) = 0. Esto define una funcién

" continua g : §* — §1, g(z) = “%{3-“, que estd bien definida pues. f(z) # O,para
""todozesz : SRR




Adema.s g tiene la propiedad —g(x) = g(—z), por lo tanto g es una funcién de
§%en §' que manda puntos antipodas de §* en puntos antipodas de $!. La pregunta
_obligada es: } existe tal g 7. La respuesta nos.la da el siguiente lema :

'Lema 1 No existe h : §* — §1 que mande puntos antipodas en puntos antzpodaa,
esto es, tal que —h(z) = h(—z)

Demostracién.

Supongo que tal h existe, la cond1c1on —h(z) = h(—z) define una funcién
continua % : RP2 — RP! = §! tal que el siguiente diagrama conmuta: v

§2 __b_’. sl
L. 1
REz 2 Rpl=s!
donde p, q son las proyecciones de §' — RP¥(i = 1,2). Recordemos que py g son
‘aplicaciones cubrientes [9] .
'Aht_:‘nfa. bien, R

h, : I;(RP?) — TI,(RP?Y)

“ e trivial pﬁes IT, (RP?) = Z,, I,(RP) = Z y todo homomorfismo de Z; en Z es

e ‘:trivial “Por lo tanto k. se puede levantar a un homomorfismo S (RP?) —

o ‘nl(s‘) que claramente es tambien trivial.

Como g es una func1on cubriente y F. se puede levantar en los grupos funda-
. ment.ales [11] entonces h se puede levantar en los espacios topoldgicos; esto es, existe
K : RP? — S! tal que gh'/ = F; es decir el siguiente diagrama es conmutativo:

h
—

RP? *» RP'=S§

de donde se ‘obtiene que




De aqui obtenemos que

gh'p = qh.

Esto quiere decir que tanto A/p como A son levantamientos de la misma funcién.
Ademids, como g(h'p) = gh esto implica que h'p(z) = h(z) o bien h'p(—z) = h(z),
per‘oi p(z) = p(—z) En cualquier caso h y h'p coinciden en un punto y por la
- propiedad de levantamientos en espacios cubrientes [11], se tiené que k(z) = h'(z)

. para todo z € §°.

Esto es imposible pues h'p manda puntos antipodas en uno solo y A manda
puntos antipodas en puntos antipodas, por tanto tal A no puede existir, quedando

asi probado el lema. (]

Con esto, también queda probado el tecrema de Borsuk-Ulam para ei caso
n=2. .

Observemos que lo esencial de esta prueba radica en la no existencia de fun-
ciones a.ntfp§das f : 8% > §'. La demostracién del teorema se podria genéraliza.r

Paso a paso para. n > 2si pu&iésembs generalizar el lema 1. Esto es:

" . jezisten funciones continuas [ : $” — $” ! que conmuten con la antipoda?..

Para n = 1 el lema es obvio. Para n=2 lo probamos usando el hecho de que
I (RP?) = 2, y yl'[l(Pl) 22 Z. Sin embargo como II,(RP®) ¢ Z; si n > 1.

" 'La argumentacién hecha en el lema ya no se puede repetir y se tiene que recurrir a

. métodos mas sofisticados; por ejemplo se podria probar la no existencia de funciones

- antipodas utilizando la estructura multiplicativa.de la cohomologia de RP"™ [11].

En las siguientes secciones se desarrolla una teoria que da herramientas nece-
sarias para poder generalizar el lema 1, dando asf una prueba para el caso general

dei teorema de Borsuk-Ulam .




2.T-Espacios

En las siguientes secciones desarrollaremos un invariante para espacios topolégicos
X en los cuales se tiene definida una funcién antipoda, es decir una involucién
T : X — X sin puntos fijos [18]. Dicho invariante nos serviri en parte para dar una
pruéba sencilla de teorema de Borsuk-Ulam en el caso general, ademds proporciona

un camino para generalizar este teorema.
Los objetos con los que vamos a trabajar son parejas (X,T) donde X es un
espacio topoldgico compacto, Hausdorffy T : X — X es una involucién sin puntos -

_fijos.

Los morfismos entre estos objetos son funciones continuas f : X — Y tales que

el siguiente diagrama conmute
]

x Ly
lz Iz
x L.y

En adelante llamaremos a estos morfismos funciones antipodas.

Esta condicién es la andloga a que —f(z) = f(—=z) para X = S$" y T la funcién
antipoda de §". |
Nétese que: si f : (X, T) — (Y, T) vy ¢ : (,T) — (Z,T) son morfismos
antipodas entonces go f : (X,T) — (Z,T) es un morfismo antipoda; 1x : X —» X
ia identidad es un morfismo antipoda y satisface 1x o f = f, go 1x =g, con f Yg

‘morfismos antfpodas. Esto define una categoria C con objetos (X, T) y morfismos

las funciones antipodas.




3.Homologfa para T-Espacios

En esta seccién supondremos que el lector estd familiarizado con la teoria de Ho-
mologia.

Primero vamos a trabajar con ternas (X,A,T) con X un complejo simplicial
finito, A € X un subcomplejo y T' : X — X una involucién simplicial sin puntos
: ﬁjoé tal .que T conmuta los simplejos de X y T(A4) C A.

Una funeién f : (X,A,T) — (Y,B,T) serd un morfismo antipoda si f es
- simplicial, f(A)c By fT =Tf.
Es claro que la composicién de morfismos antipodas es antipoda y la identidad

de X es un morfismo antipoda.

 Sea (X,A,T)xI =(XxI,AxI,T)con T(z,t)_ = (T'(z),t), I = [0,1]. Diremos

i - tal que

que
fo v fi son homotépicas si existe
H:(X,A,T)xI— (Y,B,T)
Ho=fo ¥y

H; = fy.

El espacio (Y, B, T') es un retracto de (X, 4, T) si existe una retraccién antipoda
r, es decir, si existe r : (X,4,T) — (Y,B,T) tal que la composicién ri es la

idéhtidad, donde i: (Y,B,T) — (X, A,T) es la inclusién.
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4.Complejos de Cadenas para T-Espacios

En adelante trabajeremos con coeficientes en Z,.

Una p-cadena ¢, es una (T, p)-cadena, denotada por, ¢ € Cp(X, 4, T) si :

Tec =c.

Las cadenas de dimensién p de (X, A, T) serdn las cadenas de Cp(X, A) queson

invariantes bajo T (voy a denotar tambien por T al inducido por T en homologia).

El siguiente lema nos caracteriza las (T, p)-cadenas:

Lema 2 c € Cp(X, A) es una (T,p)-cadena si y sélo si ¢ = a+ Ta para alguna’

p-cadena a.

» Demostracién.

(<=) Si ¢ = a + Te, esto implica

T()=Ta+TTa=Tat+a=c

~ - por tanto ¢ es una p-cadena.

s (=) Sea c = oy + -+ + ax donde «; es un p-simplejo de (X, A) y supongamos que

" Te=c.

¢

Como T no tiene puntos fijos esto implica que Te; # «; para t todo 1 <1< k.

Por tanto k = 2n para algin n >0, La demostracién se hard por induccién sobre -

n,

1 Esto es consecuencia del teorema de punto fijo de Brouwer
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: S‘i n = 1 entonces
c=a;+ay como Tec=c¢

‘esto implica que
T(c) =Tea; +Ta; = a1 + oy
pero Ta; # o '

de mbdo que

a; = Tay
y por lo tanto

c=oa;+ Ta.

Supongo ahora cierto el resultado paran — 1 conn > 1.

Sea ¢ = ay + -+ + a3,. Considero oz, y Tay,. Como oy, # Taa, se sigue que
Tazn = aj paraalgin 1 < j<n -1 Sin perder generalidad puedo suponer que

j,: 2n‘.—. 1. Entonces

c= (e +k" -+ azpn—2) + (@2n-1 + a2n)
' | sea o ='(a1 + .-+ + a2,-2), como los coeficientes son Z; entonces
c+ (azn—1 + @2,) = 0.

Primero probaremos que o es una (T,p) — cadena de longitud 2(n =~ 1):

T(c + (ag,,._l + ag,,)) = To

pero T(c +'(a2n_1 + agp)) =Te+ Tazn—1 + Taz,

=Tc+ TTazn + Togn -
=c+ O2n + azn_1 -

= 0.



' Por hipétesis de induccién o = a + T'a para algin a € Cp(X, 4). Por tanto
c+Taz,+ azn =a+Ta
c=a+Ta+ Tay, + asy,
= (a+ a,) + T(a + c2n)

‘quedando as{ probado el lema.

S.Hbmolégfa de T-‘Espacios'
' g Ya teniendo el complejo de cadenas para un~T-Espa.<‘:io, el operador frqntera. »
Op : Cp(X,A,T) » Cp_1(X,A,T)
19 déﬁhq coxhé el opé'rador frontera de

Cp(X,A) - Cp_1(X, A)

T restringido a Cp(X,A4,T).

Este esta bien definido pues T es simplicial y T conmuta con d:

es decir si
: c=a+Ta

. entonces
Oc = da + T«

= da + Tda € Cp_1(X, A, T).

‘Ahélogamente si f:(X,4,T) —» (Y,B,T) es una funcién antipoda entonces f. :

;,.v Cp(X,A,T) — (Y, B,T) se define como la restriccién de
fo 1 Cp(X, A) = Cp-1(X, A)

‘a C,‘,(X, A,T). Estd bien definido porque f es simplicial y conmuta con T

9




. Como siempre sea

Z,(X,A,T) = {z € Cp(X, A,T)|0z = 0}

 By(X,A,T) = {z € Cp(X, A, T)|0¢c = 2,¢ € Cp1a(X, A, T)}_

Z,(X, A,T)
B,(X, A, T)

- -Esta seré la homologfa para nuestros espacios (X, 4,T)
:_l - Observaciones:
Intuitivamente los ciclos de Z, (X,A,T) se ven :

sic = a+ Tay dc = 0 entonces o bien o = 0, esto es, a es un ciclo en

el " GP(X; A), o bien da # 0 pero da+ Tda =0.

Ta
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6.Célculo de 1a Homologia
Supongamos que (X, A,T) es propia, es decir, para cada vértice it € X la estrella
de u ;10 intersecta la estrella de T'(u) . t

Sea (X', A') el complejo simplicial que se obtiene de (X, A) identificando x con
Sea 4 : (X,A4) — (X’,A’) la funcion natural definida por la identificacién

" mencionada. La funcién - es claramente simplicial y si o es un simplejo de X, ~(o)

“es el simplejo de (X', A') obtenido al identificar ¢ con T(o).

Sea 4. : Cp(X, A,T) — Cp(X’, A’) definida como
Yela+ T(a)) = v(a) = v(Te).

‘.Not‘emos que . estd bien definida pues si¢c = a+Tay c = o +To,a,a €

CP(X, A), entonces es facil ver que o' se obtiene de « haciendo.una permutacién

‘entre los simplejos que definen a a y sus imégenes. Ahora el resultado se ‘bsigue

“ ‘debido a que para todo simﬁlejo de X,v(c) = vT(0). |
Es facil verificar las siguientes propiedades de «, [18] :

— 7. es un morfismo de cadenas.

~ 7. conmuta con f, ¥ 3. Es decir v, es una transformacién natural de.
C.(X,A,T) en C.(X', A

— por lo anterior, 7, induce un homomorfismo ., : H,y(X,A,T) — Hp(X', A")

que satisface: -

1 Esta condicién siempre la puedo suponer si T es simplicial y sin puntos ﬁj_o#,‘

~ ‘utilizando una sub divisién baricéntrica de X suficientemente fina. [11]
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Teorema. El morfismo v~ es un isomorfismo natural entre
H.(X,AT) y H.(X',A).

Con este 1ltimo resultado obtenemos que si X = S” y T la funcién antipoda

- de S"™ entonces

noy_ JZ2, Si0<p<m;
Hp(S™,T) = {0, Sip>n.

" Observaciones

Hemos definido unos grupos de Homologia para T-Espacios (X, A,T) y resﬁlta
que esta Homologfa es la misma que la del espacio obtenido al identificar z con T(z).
Probablemente nos imaginibamos que esto deberia suceder y, aparentemente, sélo
'éoﬁsticamos el problema sin razdén. En la seccién que sigue verémos que el pensar
en (X,A,T), si es en realidad venta.joso y se puede obtener informacién que, en

H, (X', A’) resulta dificil de descubrir.

12




7. Indice de un T-Espacio

'En esta seccién definiremos un homomofﬁsmo in  Hp(X,A,T) - Z; que “mide
el grado de coﬁplejidad” de un elemento de H,(X, A,T). Con este homomorfismo
mediremos el ”grado de complejidad” de un T-Espacio. Es decir, este homomorfismo
serd una‘ via para definir un invariante para los T-Espacios. Esfe invariante serd un

nimero entero no negativo, con la propiedad de que si
invariante ((X,T)) > invariante ((Y,T))

entonces, no solamente son distintos como espacios topoldgicos, sino, méas adn, no

exiéten morfismos antipodas de (X,T) en (Y,T).

Definicién Sea ¢ una 0-cadena de X, donde X un complejo simplicial.
Sea ¢=v;+---+vg, donde v; esun vérticede X,i=1-.-k.
D‘eﬁnoy el indice, in' : Cp(X) — Z3 como el homomorfismo definido por
in (c) =k mod 2
v’ sea. ahora ¢ € Hp(X, A,T). Se define inductivamente in : Hp(X,A,T) — Z; cofno
in (c):in (Ba), 81 P>0 y. c=a+Ta.

“ " El siguiente lema no se hace esperar:

Lema 3. in : If,,(X,A,T) —» 5 estd bien definido.: ~ :

Demostracién. (induccién sobre p).

Si p=0 y c=do +Td

13




entonces a—ao' =T(a—a') =0
por tanto in (o) —in (@) =in (a —Aa»') :
"es'decir in esté bien definido para p = 0.

Ademis si z = 8(a + Ta) esto implica que
in (2) =in (8a) =0.
pof lo tanto
in (Bo(X,A,T))=0.

v Supénganﬁds ahora que in est4 bien definido para Z,_1(X, A, T) v que

in BO(X,4,T) =0 con p>0.
‘Suponga.mos que z=oa+ T«
- =ao +Td
' so:n dos representaciones para z € Z,(X, A, T). Entonces es ficil ver que z Se puede

_ representar como
z=a;+ay+Tay +Tay
con
: o | ,
a=qa1+az y o =a;+Ta;

por,ld tanto , o
: in (8a) —in (9a') = in (fa— 8<)

=in (O{a—')).

» , in (9(az — Tay))

- Como 9(ag + Taz) € Bp_i(X,A,T) por hipétesis de induccién se sigue que
in (8a) =in (3d).

~ Por lo tanto 1n estd bien deﬁnido en Z,(X, A, T)
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Por otro lado si z € Bp(X,A,T) vy z= 6(6 + Ta). Entonces

. _ Jin (33¢), sip>0;
in (2) = {in, (in Ba), sip=1.

i’qr'lo tanto in Bp(X,A,T) =0. o
‘Esto pei'mite definir
S in :H,,.(X,A,T) — Z3 como : -
e (lzl) = in (2).
De todo lo antenor se sigue que el homomorﬁsmo estd bien deﬁmdo. : ‘a

Intuitivamente los p ciclos de indice 1 se construyen de la siguiente manera:

G ‘Cofn'ienz'o con 2 vértic'es zr vy Tz -
Te oT(z)

Ahora consigo una l-cadena tal que da =z + Tz y a+ Tasea un T — 1 ciclo .

z T(x) ,

Ta

nueva.mente busco ahora una 2-ca.dena oy tal que dag = a+Tay o + Tag sea un

: T 2 c1clo

T(z)

2 ».‘--y asi suceswament.e me consigo una p-cadena ap tal que Bap = ap—-1 + Tap-—l Y
ap + Tap sea un T p ciclo. Col o .
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El siéuiente lema sera importante.

a.
: Lem# 4. Sea f : (X,T) — (Y,T) una funcién simplicial antipoda. Entonces si -
€ € H,(X,T) |

in (£.€) = in (8).
(esto quiere decir que las funciones éht:’podas respetan el z'ndice)

‘Demostracién.

» Pueéto que in : H,(X,T) — I, estd definido en términos de un representante
para ¢ € Hy(X,T) Basta probar la aﬁrmac:ién para z € Zy(X,T). La afirmacién
es trivi‘al para p = 0 pues si z € Zo(X,T) entonces

z=v1+ -+ vk
y por lo tanto
fu(2) = fovr + -+ fovg
‘ é.o’m'o ésta.mos trabajando con coeficientes en Z;, entonces Se respeta la ‘Raridad de.
o ky, f)or lo tanto o

in ful=1in £

L Ahora,si p> 0,2 € Z,(X,T) y z=a+Tao. Entonces

in (2) = in (dc)
por tanto in (f(2)) =in (8fa)
=1in (f8a)
y como 'aa € Zp_l(X, T), por hipétesis de induccién se tiene
} . : in (fOa) =in (Oa) =in (z). : -
, '(‘}on lo que queda probado nuestro lema. 7 _ C e D
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 Corolario 1 (teorema de Borsuk [1]). Si in (X,T) > 0, entonces para toda
funcién antipoda f : (X,T) — (Y, T) y todo T-espacio (Y,T).

fo#0. e

‘Lema 5. Sea (X,T) un T-espacio, Sea F C X un cerrado tal que

FUT(F)=X y

A=FnT(F).
Entonces existe un homomorfismo
A : Hy(X,T) —>Hp_1('A,T), p>0
tal que in (&) =1in (Af¢), para toda €€ Hp(X,T).
Demostracién.

Sitge HP(X,T), donde £ =[z] z=a+Ta y acF. Entonces

da € Zp_1(A,T)

. por lo vtavnto defino A¢ = [8a].

Por demostrar que A esi-;é bien definido, es decir, que A no depende ni de ‘a,‘ :

ni de z.

No depende de o :
porque si z = o1 + az + T (a1 + a3)
=ay+Taz + T(a; + Taz)

ademnds como d¢; =TOa; = aTa,-,‘i' =1,2

entonces 8(c-x1 + ap) = d(aq + Txdz) v
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por lo tanto A no depende de a.

Sea ahora z € Bp(X,T). Entonces z =y paraalgin pu € Cp.;.l (X,T), por .
lo tanto 2 = Oy + TAu, y Az = 8(8uy + TAu,) =0.

Por tanto 89u; = 8Tdu, y como duy € B,p_1(X,T) se sigue que
ouy € Z,(X,T).
‘l Esto imﬁlii:a. que Az = 3(Tdpu,).
- Esto es Az € B,1(X,T),
por lo tanto
A(Bp(X,T)) C Bp-1(X,T).
Esto prueba que A estd bien definida y, ademas que

in (&) = in (z) =in (c) = in [AE].

Corolario 2. Siin (Hn(X,T)) = Z;. Entonces
in (Hy(X,T)) =1, p:_ira. 0<p<n.

' »Corolar‘io 3. Para cualquier T-Espacio existe un entero n tal que

. Zsy, sip=0,---,n;
1n’(Hp(X,T))={0’2 si§>n’. ’

: ]jemostracién.

Por el Corolario 1 basta probar que in Hy(X,T) = 0 para algiin entero p. 'Pel.'o,

es obvio que si p— 1 es la dimensién de X entonces Hy(X,T)=0.

Deﬁ‘nicién‘TEl entero n mencionado en el Corolario 2 se define como él indice de
(X, T) y se denota por in (X,T).
i i
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En esta parte final del capftulo obtendremos frutos de los ciﬁe hemos sembrado

hasta ahora.
-
Teorema. ' *
in (Hp(S™,T)) =Z; para p=0,1,...,n
y por lo tanto ’- '

in (S§",T) = n.
Demostracién. (induccién sobre n). Si n = 0, la demostracién es trivial pues $°
consiste de dos puntos y existe sélo un ciclo invariante = + Tz, por lo tanto

in (z+Tz)=0.

Supongamos ahora que in (Hn,—1(S"71,T)) = Zy, considero

§" -+ R™! como {ZeR"M| |F] =1}
"yseaT la funidn antipoda de $™ .
Sea F = {(zo,...,zn) € $"|z, > 0}
entonces FUT(F)=S$"
y FNT(F)=s"""
Sea A : Ho(S",T) — Hn_l(S"_l,T) el homomorfismo del lema3, es facil ver que -
en este caso, A es isomorfismo y. por lo tanto
in (Ha(S™,T)) = in (Hnor(S"L,T))

=1Z,. i
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El siguiente lema mnos di una condicién mecesaria y suficiente para que £ €

Hp(X,T) tenga indice distinto de cero, ademsés estaearacterizacién sera importante

mas adelante.

1 .
Lema 6. Sea £ € Hy(X,T). Entonces in (£)#0siy sélo si f.(€) # O para toda

‘funcién antfﬁoda .
f:(X,T) - (V,T)

y todo T-Espacio (Y,T) .
Demostracién.
Si in (&) # O entonces para cualquier funddén antipoda f : (X,T) — (Y, T),

in (f.8) = in ()78,
’ por lo tanto f.(§) #0 .
o Inversamente supongamos que in (&) #0

Sea A una cubierta de (X,T") con elementos -

UO) bR § Urs T(UO)a"'sT'EUr)-

" Sea {¢:}; una particién de la unidad [9] subordinada a..‘)\.

Sea f;=+/¢:;: Ui — [0,1},§=0,...,r

g = VT : TU: =+ [0,k = 0,...,r

Es fdcil ver que estas funciones satisfacen las sigusmtes propiedades

(#)fi(z) =0 para z€X— U;‘,
(i?)gi(z) =0 para z€X-—TU;,

(i) 3 f7 + g% = 1.

=0
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Esto define una funcién f: (X,T) — (5':, T) como

7@ = (fol=) = 9o(2)s.+» o) — 91 (=)

y por tanto in (f.£) = in (¢) = 0. Por el teorema anterior se sigue que f,(£) = 0.

Lo que hemos pr_dbado es que si in (£) = 0 entonces existe un T-espacio y una

funcién antipoda tal que f{§) =0.

Como corolario a lo anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema. Si in (X,T) = m, in (Y, T)‘ = n y m > n, entonces no existe una

funcién antipoda
(X7 - (Y, T).

Este teorema tiene como corolario :

= A Tedrema. No existe f : (§",T) — (§*"4,T).

Como ya habfamos observado al final de la seccién 1, este teorema tiene como

‘ corqla.rio.el teorema..dé Borsuk-Ulam .

Recapitulando, el teorema de Borsuk-Ulam garantiza que. toda funcién con-
tinua f de la n-esfera en R"™ manda dos puntos antipodas al mismo. Una pregunta
' .. que nos viene de inmediato a la mente es la siguiente § Necesariamente los puntos

que “pega” f son antipodas ?.

El capitulo siguiente da respuesta a esta pregunta : nol. j La condicién ,d}a ser

' aht’ipodas la podemos cambiar por que los puntos teﬁgan distancia arbitraria .

1
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CAPITULO |l

Teorema de Borsuk-Ulam generalizado

' En este capftulo se estudla.n nuevamente funciones continuas f : §" — R". En
el capxtulo anterior vimos que f “pega” dos puntos antipodas. Daremos respuesta
a la pregunta formulada anteriormente: ; Necesariamente los puntos que “pega” f
son antipodas 7. Veremos que la condicidn de ser antipodas la puedo generalizar y-
pedir que los puntos tengan distancia arbitraria entre 0 y .

Como anteriormente, el caso n =1 y n = 2 se resuelven de manera muy

distinta y el caso n = 2 da una idea para resolver el caso general n > 2.

Teorema de Borsuk-Ulam generalizado (n = 1). Sean f:§' — R una funciéhi

cc‘mtvinura., 6 € (0, 7). Entonces existen =,y € s1 tales que
| )d(z,y) =6
i) f(=) = 1 (v)-
Demostracién.
caso 1 ) Sea 8 = E2x para algunos p,q € Z,q # 0. Consideremos g(z) = f(z)=f(z+6).
Lo que buscamos son ceros de g. Si g tiene algiin cero, hemos terminado. Si
g(z) # 0 Vz € S!, entonces, por la conexidad de S§',g es siempre positfxv;i‘ o
Siex‘npr'evnegativa. Sin pérdida de generalidad, supongo que
g(z) >0 vz es.
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_ Esto implica que f(z) > f(z+6) VzeS'. De modo que

f(z)> f(z+0) > f(z+20) > - > f(z+ q0) = f (=)

Q

lo cual es una contradiccién, por lo tanto g(z) = O para algtin z € §t.

Sea 0 # 52« Vp,q € Z,q # 0. Considero g(z) = f(z) — f(z + 8), como
. i !

9 # 527;' Vp, g € Z esto implica que el conjunto
C={z,z+0,z+20,...}

es un subconjunﬁo denso de $'[12]. Supongamos que g(z) # 0 Vz € S,
entonces de manera similar al caso 1 puedo, sin perder generalidad, suponer que
g(z) > 0 Vz € S'. Considero z € §' y'de C extraigo una sucesién mondtona

{z,z+ k10,z + kq9,...}, tal que
al_i'rr°1°{:c 4+ ks0} =z
' ;c'onrestas condiciones tenemos que

F(2) > f(z+ ka0) > f(z + ka8) > - flz+ k;B) > -+

entonces f(z) > lims—co f(Z + ks0) = f(z), lo cual es una contradiccién y por .

lo tanto g(z) = 0 para alguna z € §! ' _ o

. Observaciones: En esta demostracién se utilizaron dos propiedades de los espacios

_“involucrados:

~ De S$!, la propiedad de que si “salgo” de z en una direccién y avanzo siempre

en esa direccién, regreso a .
— De R el orden.

Ambas propiedades se pierden para n > 1 y tenemos que recurrir a otros..
métodos. ,
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Teofema de Borsuk-Ulam generalizado (n = 2). Sean f: $? — R? una funcidn

éqntinua, 076 (0, 7). Entonces existen =, yue § tales que
| )d(z,y) =0
i0)1(=) = £ (v)-
', Derﬁoétra’cién.
" Sﬁpongamos que f(z) # f(y) silempre que d(z,y) = 6, éntonces deﬁnimo; una
| funcién §(z,y) = f(z) — f(v). Lo que buscamos son ceros de §. Cabe seﬁglar qﬁe

a g no le he definido dominio atin. Entonces comencemos por definir un dominio

para g.
Sea X = {(z,y) €$? x §$?|d(z,y) = 6} c $* x $°.
- En X hay una involucién continua sin puntos fijos
T:X—-X

T(z,y) = (v, 2)

Si g tiene un cero, hemos terminado. As{, tenemos que g(z,y) 7 0 Y(z,y) € X.-
~ (Notemos que hasta aqui hemos seguido un camino anélogo al de la demostracién-

anterior). Como he supuesto que § # 0 V(z,y) € X, podemos definir una funcién -

. continua

o L g: X —>§! _
S _ I(@) = f()
9(=9) = 7@ = FW]

que satisface

L @ = = 0 U6 )

= Tg(z,v)
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donde T del lado derecho es la funcién antipoda de S'. Esto quiere decir que g es

una funcién antfpoda de (X,T) en (S, T). Las preguntas que inmediatamente se

nos ocurren son

' : . , @ .
— ¢ Existe tal g ?.

~ ; Cuél es el indice de (X,T). ?

Pﬁesfo que el indice de (S!,T) es 1, bastaria probar que in (X, T) > 1, para obtener
'una{ contradiccién [lema ’3] . in (X,T) < 3 pues si fuese 3, cambiando el codominio
| ‘de f por R3, (;.dn la misma argumentaciér;, obtendriamos que toda funcién continua
| f:§8? -+ R® manda dos puntos con distanc-ia. Z (por ejemplo) al mismo. Lo cual
es evidentémenté'falso. Por lo tanto in (X,T) = 0,1,2. Averiguarsi in (X,T) =
‘ 2,resulté ser muy complicado, pues habria que obtener un T — 2-ciclo de (X, T") con
. indice no cero. Este camino del indice no nos proporciona'suﬁciente informacién

‘hasta aqui , y por lo tanto vamos a averiguar més acerca de X.

NIRRT : STs? -
fig. 2
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~afl X es homeomorfo al espacio tangente esférico a §2_. Este espacio (denotado por

'STS?) se define como :

STS? = {(z,y) € TS*|||ly] =1} donde TS = {(z,y) €$® xR%z Ly}

= {vectores unitarios tangentes a §2}

el homeomorfismo estd dado por

ezpz’ (v) )

0 eanT )]

éon €rp; : T(Sz) — §2 la funcién exponencial [12] ,que es difebn';orﬁsmo local pues

8 # 0,7. En este caso es claro el inverso de ;:s‘te homeomorfismo.(fig 2 )

“af2? El espacio STS? es homeomorfo al espacio de rotaciones de R3. El espacio de
rotaciones de R® se denota por S0(3). El homeomorfismo entre estos dos espacios
es como sigue[8] . Considero un punto fijo de ST'S?, le llamo (zo,yo). Cualquier
otro punto (z,y) € STS?, determina una rotacién ,Tzy,rotacién que manda.lz en zop,
vV y en yo. Inversamente cada rotacién r, determina un punto de STSQ, la imagen
bajo r de ’(:z:o, ¥0). De modo que

T(sz)

X = 50(3).

- Ademds la involucién T" de X define una

-invo'lucién, que también denoto por T, en

' SO(3). Si rzy € SO(3), T(f_.,y) es la rotacién -
- que manda z en yo, ¥y ¥ en zo. (ﬁg'3).

af3 El espacio SO(3) es homeomorfo al espacio proyectivo real de tres dimensiones

RP3[8] . Una manera de definir este espacio es como una 3 — bola en lva. que he
identificado puntos antipodas de la frontera.' El homeomorfismo viene da.docom(‘)‘
sigue. Cénsidero B,la bpla de radio 7 .con centro en el origen ae Ra, a cada punto

'z .€ By le asocio la rotacién con eje Oz y dngulo ||z||, puesto que para z € 63,’,“,’:;1*
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dngulo de rotacién que define en SO(3) es 7, y d4 lo mismo rotar 7 que —x . Los

puntos antipodas en 8B, definen la misma
rotacién en SO(3) (por supuesto que O va a
dar 2. 1a rotacién identidad). El inverso de
este homeomorfismo manda a cada rotacién
r, al punto efl By determinado por el eje
de rotaciéon a distancia del origen el é_ngulo
d.e; rotacién. (Estoy pensando que el ejé de
rotacién y el dngulo definen la orienta‘cién
de R® para poder elegir en qué direccién del
eje de rotacién escojo z (fig 4). Ademds,
B, : . T défine una.'involucién en RP32, sin puntos

fijos. Esta involucién en RP3? ya no resulta

facil de visualizar.

Resumiendo; el espacio X que consideramos como dominio para g resulté ser

homeomorfo a varios espacios interesantes:

113

Pa
~

50(3) = RP®.

Ya teniendo un mejor conocimiento de X, continuamos con nuestra dernostra-

cién.- A continuacién voy a construir un 1-ciclo de X que sea T-invariante. Considero

(;z:d,yo) fijo en X. Sea c el conjunto de parejas (z,y) C X tales que el punto medio

del arco de circulo que une = con -y coincide con el punto medio del arco que une

Zg con yg.

La imagen de ¢ en SO(3) bajo 3, son todas las rotaciones con un eje fijo [af2],
cuyo 4dngulo va desde —m a w, segfin la descripcién de 3. La imagen bajo w3 de
las rotaciones con un eje fijo y dngulo éntre —m y 7 es un didmetro de B" (puesy

la rotacién‘ identidad va a dar al origen bajo p3), por lo tanto la imagen de ¢ bajo
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@32, es un ciclo no cero en RP3, es decir es un elemento =3+ :ls en (H;IR‘P:’).
También notemos que T actda en ¢ como la antipoda de S§*, : modo que existe
una funecién antipoda ¢ : $* — X. Por lo tanto gy es una funciéa antii)oda de S*
en S' y por el corolario 1 del primer capftulo se sigue que (gy) : (S*,T) -—3"(§1,T)
es distinto de cero (en homologfa equivariante}. Inmediatamentenos viene a la
:ménte la sigu.iente pregunta: ; El homomorfismo (gp). es distinto de cero también

en homologia con coeficientes.en Z ?. La respuesta es que sf:
A 4

Puesto que H1(§1,T) = H, (§1;22) y se tiene un epimorfismo 4 +Z — Zg,
esto induce un homomorfismo v H(Y;Z) - H(Y:Z), que también es epimor-
fismo. Ademads « es natural al variar el espacio ¥, mer %2 *r1:%0 tenemos el siguiente.

diagrama conmutativo

Hy(SHT) 5 H(S4T)
lge)- 1.
Hi(sY;z) T Hi(SY;Zo),

y como « es epimorfismo y (gy). es no cero con coeficientes en Z3, se sigue que

{g®)« es no cero con coeficientes en Z.
Lo anterior implica que
gu : Hy(X) —7H.{5Y)
v %as un homomorfismo no trivial. Pero.
| H(X) = Hy(S0(8)) ~ Hy(RP?) = T,
CHy(SY) =1,
¥ no _exisfen homomorfismos no triviales de Z; en Z. Por taﬁto, como el supc;ner

que g no tiene ceros nos lleva a una contradiccién, nuestro teorema de Borsuk-Ulam

generalizado queda probado. _ 0O

Observaciones En esta demostracién se utilizé de manera esencial que Hy(X) = Z2

, : 1
*y H1(S*) = Z para obtener una contradiccién. La demostracién se puede generalizar

- 1 .
para n > 2, salvo algunos detalles que se explicaran en el siguiente teorema.
» ao. . .
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- Teorema de Borsuk-Ulam generalizado (n > 2,n par). Sean f : §* — R"

‘una funcién continua, 6@ € (0,n). Entonces, si n es par, existen z,y € S, tales que
)d(z,y) =0
0) f(z) = f(y)-

Demostracién. |

En esta primera parte.de la demostracién, se desarrolla un camino completa-
*+

mente andlogo al de la demostracién del ‘teorema. paran = 2. Seag: X — R"

definida como g(z,y) = f(z) — f(v), donde X es el siguiente espacio
X = {(z,y) € " x $"|d(z,y) = 0}.

~ Los céros de g son los puntos que estamos buscando, por lo tanto, si g tiene un.c'ero,
hemos terminado. De modo que supongamos que g(z,y) # 0 V(z,y) € X. Esto

define una funcién continua

g: X st

_ JE=) -1y
- 9@ = TR

Nuevamente en X tenemos definida una involucién sin puntos fijos

\

T:X—>X

T(z,y) = (v,2).

' De manera. andloga a la demostracién del caso n = 2, se prueba que g es una funcién
* " antipoda de (X, T) en (S" 7, T). Como anteriormente, la existencia de g nos llevaré

‘a una contradiccién.
El conjunto X es homeomorfo al espacio tangente esférico a S". El homeo- -
" morfismo es el andlogo al de la afirmacién 1 del caso n = 2. Este espacio X tiene

propiedades interesantes, por ejemplo es el espacio total de una fibracién {11] sobre
L . . ,
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§", con fibra §"1, esta propiedad permite conocer la homologia en dimensién n—~1
de X [10] .
o H,_1(STS"™) = {Z si n es impar ;

Z, sinespar.,

Nuevamente considero ¢ el conjunto de parejas (z,y) C X tales que el punto
medio del arco de circulo que une z con y coincide con el punto medio del arco que

une zp con yo. Este conjunto lo puedo describir explicitamente como sigue :

Sea h:STS® — X definida como

h(z,y) = (ezpz(gz;/) , ezpz(— gy))-

Corrio exp, es una isometria radial,

~(-3) =",

N[

Hezpe(v)s ezpe(~24) =

 y por lo tanto (ezp.(%y), ezp.(—2y) € X. Ademas h(ST;,S$") =ec.

Ahora consideremos la inclusién de la fibra 7 : $*~! < ST'§" y la composicién.
ghi:S"71 — §”7L,
‘Se; veriﬁéa. facilmente que ght es una funcién antipoda de
(S"L,T) en ($"71,T).

Con una argumentacién aniloga a la de la demostracién anterior se prueba que

(ghi’).' # 0 con coeficiente en Z. La funtorialidad de la homologia implica que
gehuts # 0,

en particular ,
L‘ g. #0 Y(z,y) € STS".
Pero esto es imposible porque Hy_1(X) ~ Hno1(STS™) = T3 y Haq(S" 1) = 7.
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Por tanto queda probado nuestro teorema de Borsuk-Ulam generalizado para

n un entero positivo par. ’ » o
Observaciones

— Esta demostracién es la generalizacién,practicamente paso a paso, de la de-
mostracién del caso n = 2. Lo que usamos en general fué la no- existencia de
homomorfismos distintos de cero de Z3 en Z, y que H,,_1(STS") = Z2 cuando

7 es par.
t

— En esta demostracién lo dnico que hemos utilizado es que el homomorfismo
g« que construimos es no trivial en homologfa. En la demostracién del caso
general utilizaremos este homomorfismo, y construiremos un homomorfismo
que serd nulhomotdpico y, sin embargo immotépico ag.

— Hasta aquf he escrito el trabajo que desarrollé para generalizar el teorema de
Borsuk-Ulam . La demostracién de esta generalizacién, para todo n € N,

- mno la obtuve con los métodos hasta ahora utilizados. A continuacién escribo
la generalizacién del teorema de Borsuk-Ulam . Esta generalizacién se debe a
Hopf y cabe notar que las ideas que se utilizan en la demostracién son andlogas

a las que desarrollé hasta este punto de la tesis.

Teorema de Borsuk-Ulam generalizado(caso general)[’f]. Sean f : 8" — R"

‘una funcién continua, § € (0, 7). Entonces existen z,y € S™, tales que

i)d(z,y) =0,

i) f(z) = f(v)-

Demostracién. (por contradiccién).

Vv

~ Supongamos que el teorema es falso, esto es supongamos que f (z) # f(v) )
- . ) : o
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" siempre que d(z,y) = 6. Consideremos

X ={(z,y) € S" x S"|d(=z,y) = 6},

o .
g 'y la siguiente funcién continua g : X — §"!
() — f(=)
(z,y) = 55— .
W9 =T — 7@
5 ;"S‘ean Ft: 8" — R,i = 1,---,n, las funciones coordenada,s"de f. Como §$" e

compacto entonces f™ alcanza. su mdximo en un punto o € S™. Esto implica que
f'f"(y) f"(:z:o) <0 Vy € s, Por lo tanto
- F*(y) = F"(zo)
If(¥) — fza)ll —
Sea gz, = g(z0,)-

g (-'Eo,y) <0 .V yes=,
- Por ‘lo. tanto v
‘ 92,(S") c BT ={y e R"|y" < 0}
' esté quiere decir que gz, : $7! — §" ! no es suprayectiva, lo cual implicé que gz,
es nu\lrhomgtépica.v
V , ‘Ahqra.r ¢ohsidero ho : ST,°§" — X definida cémo
el ho(zo,y) = (ezp(8y), ezp(0)) ‘

= (ezp(8y),zo).
' Sea h_% : 8Ty, §™ — X definida como

h_g (20, 3) = (emp(5), ezp(~51))-

- Por ﬁltimo considero
Hg: ST, §" — $" 71,
HO = Gzo hO [}

: ST, S™ — S 1

H_ =gz h_s.

(VT
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La funcién Hy es nulhomotépica, mientras que la funcién H_s no lo es (ésto se
2

" probé en la demostracién del teorema anterior). Sin embargo, la siguiente funcién
es una homotopia entre Hyg y H

H: [—g,o] X STy, $S™ — §"1

. x _ J(ezp((t + 0)y)) — flezp(ty))
H(t, z0,y) = | f (ezp((t + 8)y)) — flexp(ty)I’

7’Lo cual es una contra_diccién, y por lo tanto queda probado nuestro teorema de

Borsﬁk- Ulam generalizado.
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APENDICE

\
<

Variantes del teorema y Conjetura de Hopf

v

‘En el capitulo anterior se expone el ﬁrai)ajo de investigacién que desarrollé y los
resulta&os que obtuve. En este capitulo se redondea este trabajo mencionando uﬁa
generalizacién del Teorema de Borsuk-Ulam debida a Hopf . El capitulo termina
mencionando una variante del teorema de Borsuk-Ulam planteada por Hopf en (7]

. Esta pregunta hecha por Hopf se pudo resolver completamente hasta 1985.

Comenzaremos mencionando el teorema de Hopf .

Teorema de Hopf. Sea M una variedad riemanniana compacta,conexa,de di-

mensién n. Sea rpr el radio de inyectividad de la funcién exponencial [12]
exp:TM — M (TM el haz tangente de M).

Sean f: M — R" una funcién continua y 6 € (0,7pr). Entonces existen z,y € M

- tales que

)d(z,y) =90
@) f(2) = 1 (). -
Este teorema en realidad es una consecuencia del corolario 1 del primer capitulo,
v la demostracién es pricticamente la misma que la demostracién hecha al final del
capitulo 2. ' '
:l‘ En ese mismo artim;lo [18] ,Hopf conjeturd la siguiente variante del te_orei'na.,
1. xSe.a. M una variedad riemanniana compacta, conexa. |
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2. Sea rps el radio de inyectividad de la funcién exponencial.

DEFINICION.

Sea f : M™ — S™ una funcién continua.Si @ es un ndmero real con la propieda@ -

(d(z,y) = = f(z)# fl¥)), enﬁonces

. diremos que f en una funcién a — separadora.

Teniendo esta definicién podemos edtablecer la conjetura de Hopf

Conjetura de Hopf (1945). Sean f : M — S" una funcién continua, M como en-

1. Si f es a — separadora para algin a € (0,rar), entonces

8f#0 donde @& denota el grado topolégico de. f[13].

otra forma equivalente de esta conjetura es :

Si f: M — S" es una funcién continua y 8f = 0 entonces, para cada o € (0,7ar),
- existen ::',yle M tales que
' )d(z,y) = a
i) f(z) = f(y)-
Esta conjetura; de Hopf se resuleve ficilmente para el caso n = 1, y, de hecho
es una consecuencia del teorema de Borsuk-Ulam generalizado. La conjetura no
resulté ser tan sencilla para el cason > 1, e histéricamente se ha probado por.

partes. .

Hirsch[6] prueba la siguiente versién de la conjetura de Hopf .
Sean M, N variedades riemannianas cerradas, conexas, orientables, de la misma
dimensién y con caracteristica de Euler no nula. Sea f : M — N una funcién

o — separadora, a € (0, rar) tal que ;

| (¥)--- Si (zy) €EMxM y d=z,y) <rm entonces d'(f(=), f(v)) <L‘7‘N-
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o Enfdﬁces
- x(V)
T x(M)

Este teorema de Hirsch tiene los siguientes coroldfios inmediatos
- X(M)

i
) %@
i) si N =S",x(N)=2 ,entonces x(M) es par,

(of )2  es un niimero entero impar.

no puede ser un nimero entero,

i7d) si M =N entonces 8f esimpar.
o Postéribrmente para N = §$" T. t. Dieck‘y- L. Smith [4] probaron la conjetura de :
. Hopf para n # 3,7 y sin pedir que x(M) 7 0 ni la condicién (*). .

- F.Wille abordé el problema en la década de los 70, y entre 1976 y 1978{15] da
una prueba para cuando M = §" y n par; y cuando e = § para todo = [16].

En 1980 el mismo Wille prueba la conjetura de Hopf para M = §"y para todo

éntero n. Ese mismo afio prueba la conjetura de Hopf en general[17] .
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