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INTRODUCCTON

EL presente trabajo tiene pon objeto presenton algunos
nesultados sobre Las vaniables aleatorias INFINITAMENTE DI-

VISIBLES.

Esta Tesds se divide en tres capiftulos y un anexo donde:

- En el Primen capziuzo se dan Las generalidades de La feo-
ria de Probabilidad y consta de ochb partes que son

Fendmenbé Aleatorios, Definiclones de Probab.lilidad, ALgebra :
de eventos, Espacdio de Probabilidad y Definicién Axiomdiica,
Funcefones de Distrnlbucidn, Caractenisticas Numénicas, Func.iln

Canactentistica y Convergencia.

De eétaé partes desarnolladas cabe mencionarn que La pahr-
1,te md5 pnoéunda de todas es Ka parte de £a Func&on Canacte~-
_FnL5t4ca nom Au &mpontancLa en Za Teon4a de Pmabab4£¢dad - u—

na de 2as’ pnop¢edadas de fLas FuncLonea CanacteaLAt4ca4 s za

‘7bLyect¢v¢dad quc tiene con ez e&pac&o de Auna&oneé de vkéan chd

‘ ,buc&dn es decin, en aegunaA ocaALoneé es mdé sencillo &erz'

ver a&ounoa p&obzemaé en e£ eApac&o da Func&oneé Caaacte&£4~

‘ILcaé paha Luego &egmeéa& ‘ak GApRCLO de - funcifones de D&Ath&-

bucién con el problema o Loa ‘problemas "resuEltos™ .

Otra caracterisiica meontaﬁte de ééta.tipo de funciones




es el manejo 'de La Funcién Exponencial, que en &L tiene

propiedades muy especiales que facilitan muchos cdleulos den
trho de La Teonfa de Probabifidad. | )

En La dalLtima ﬁante de este cap;tulo se ﬁaaéenian algunos
&eéuﬂiadOA so0bre RLa convergencia de variables aleatornias que

se utilizen en el desarnollo del presente trabajo.

~ En ef Segundo capitulo se desarrnolflan cuairo secclones.

En La Prdmer secedlfn se da La primen definictén bdsica de vae

riables abeatorias fNFTNPTAMENTE PTVISTELES,

En La Segunda seccdibn Ae ven algunas ﬁnohiedadeé bdsdlcas y se

da La hnimem deﬁbnicéqn gormal Zobmerdééznébucéoneé TNFTNITAA

MENTE DIVISTBLES. |

En La Tence&a'ée desanrollan resultados para distrnibuciones

_Tnfihitdm nza D&U&A&bﬁes en su mepne&entac£6n canén&ca., En
ta decccdn Za mayon¢a de £as concﬁu AOneéLeatan dztenm¢nada£

“ po& ﬂa 5ancc6n Canacta&¢4tha _ e sk

75En La Cuanta se de&&nen @ Las . Kunc&oneA de DLdihLbuc&ﬁn In5¢~;°

‘fnciaALmaﬂgé, aé& como Au conpanac¢5n con: et aapacao de fun- |

‘c40neA de d&ét&&buc&du 4n54n¢tamente d&VLA&bKQA. Con este

noauﬂtado se &nt&oducen atgunaA conc£u4¢one4 Aobne sumas da=::

varfables aleatornias.




- En el Tehcen cabﬂtu&o se dardn pnopOAxcioneA‘mdé'genenaﬂ

Les sobne este tipo de distribuciones.

En La Prdimer $ecc£§n se establecen 2as condiclones Pana La
convergencia de sumas de variables aleatonias Lnfinitamente
divisibles, | ‘
En La Saqunda se deﬂmn¢zdn a Las distx xb¢c¢one5 de £a clase
"L"; Las "ESTABLESY y el "DIMINTO DE ATRACCION".

En La Tencer y Cuaita secceddn se presentan Las condLcfones
que deben téne& Las sucesdones deo vardables aleatornias Ln--
finitamente divisibles para peatenecen a La Ley DELLL y La Ley
Fuerte de Los Grandes NimenOA-neApectéuqmenta.

Cn £La Quinta secciln ¢e’i@ﬁta al Teonrema de- LimiZe Centrat
d se da el neéuﬂiado de La Condicddn de Lindeberg desde el

_ ﬁunté de vdista tratado en ebte5tﬁabaja.

Cabe actanan que el tema de Ing&n&tamanie PLULbLbZQé es
*j‘muy exienéo.,en e daaannoﬂ!o de eAte inaaajo éfﬁ@ 60 Dpaé‘ff

man aﬂgunob &eﬁuLfado¢ de eébx ieon¢a

K
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‘T, GENERALIDADES DE PROBABILIDAD
.1 FENOMENOS ALEATORTOS

EL concepto de 6zn6meno 0. expen&mento tiene un - A¢an¢5¢-

cado muy ampZ&o dentno de £a Teornia de PnobabLKLdad y dechaA
que cualgqudler t&pa de fenémeno o expernimento tilene Kab AL~
~gdudentes caracternisidicas secuenciales:
- Un conjunto de condiciones que se crean arnbitrariamente
0 Lndependientemente del expernimentadon.
- Los neéuztadoA‘pnouocada4 por este conjuntovde dondi—
ciones al nealizarce el fenémeno o expenimento;rl
"Asu vez Ros fendmenos pueden dividinse de manena es-
quedeLCa en Zaé A&gu&enteé cﬂaéeé-.
: ?fi) La primena es en Ka quevel neéuziado se p&ebenta da ma—igv.

nera un&ca, a ééte t&po»de:62ﬂ6meﬂ04/42/£eé ££ama_dg;a41j] s

”iil La Aegunda clase es en za qua ez neéuzzado det - 5en6mena"”
| es 4nc4anto 'y a Estos Ae Les LLama AZaaton¢o¢.
EL objetivo de fa Teoria de-Pnobab¢£Ldad es el estudio

y andlisis de Los FENOMENOS ALEATORIOS. Como ejemplLos de di-

chos genémenos podemos ciltar:




a) Lanzan una moneda.

b) Lanzar un dado.
¢} Ndmero que £Legan a una cola
de servicio a Las 11:00 honag.
Coh éétdé ejembto& vemos que en cualguien tipo de acti-
vidad, casi Aéempme podémoA encontran un suceso cuyo resul-

tado sea Lnclernto.
1.2 DEFINICIONES DE PROBABITLIDAD Y FENOMENOS ALEATORIOS

Hay algunos 52ndmeno¢ en Los cuafes Las condiciones de
ééi@é'penmdnecan Lnvenrdfantes durante La ‘ealdizacdidn del ex-
penimenIO' a éaioa se £es LLama éendmenOA en sendle.,

A cont&nuac&dn danemob La pn&mana de{&n&c&dn de Pnoba—.
b&ﬂ&dad ”Kamada CLAoICA
DEFINICION I.Z.JV

-S4 un fenbmeno o expenimento aleatonio, al nealizarse

nos da so0lo un ndmeno finito de posibles xesultados, digdmos

n,‘éada'ano de eZKcA:Lguaﬂmante ﬁnobabk@&'da ocaanin;“enion—

ceA, £a pnobab&ﬁ&dad de que ocunra ‘£qun subconjunto deﬂ

canjunto de todos EOA poA&bﬂe&'héJuﬂfadOA ‘del experdmento,

Lo podemos- caleculfar como:




confunto A.

Ademds Ziene Las A@guienteg pnopiedadeé:
L) La probabilidad de cualquiern suceso es mayor o Lgual a
cenc.,
L4) La pnobabéﬁidad del suceso seguro es aquél que se pre-
senta cada uequue de nealdlza el expernimento.

Para dar La sdiguiente definicién de Probabilidad LLama-
da FRECUENTISTA, nos cueéiéonamOé 44 un expentimento o fend-
meno 4se puede nrepeiir una Linginidad de veces bajo Las mismas
‘cohdicéoneé. Entonceb nos pnaguntamoA 4£a Auce4¢6n de nre-
‘AuﬁtadOb det - expe&&menio con c&enta canacten¢ét¢ca convenge~

%

nd a un ndmehro neaz? 84 convenge podemoa deginin:

‘;DEFINICION 1.2.2

SupongamOA que Eab cond&c&onaé de un 5en6meno 0 expenL—

‘mento se mantienen &nvan&anteé, cuando se heaﬂ&za éste n ue4

'cea, entonces; denotamos ‘a fa pao"b"‘dad de que - eﬂ rnesul-

wtadd'daz pendmevio 0 experndmento = tenga Ka canaateaiéiLca A

como PlA).  V &a podemos aproximanr para n suficientemente




grande pori
. AT
[

PCAEX

xd‘eﬂ ne—

"Pox oinrna parte parna establecen una conneépondzncta en-
the Les fendmencs aleatorios y una meddida cuaniiativa de
ééIOA, nos podemcs preguntar pon una ca&actenﬁéiéca del 4e-
ndmend, Esto es, al Lanzar un dado n veces nos pngguntamOA
porn el nimeno de veces que se observd en el nesultado a un
ndmeno pan; al Lanzar una moneda al adlre, nos pregunitamos pokr
La cantidad de caras obéenvadaé en n Lanzamientos .

De esta manera establecemos dicha connespondencia a su
Qez, ¢,£a med&da_cuaniitatéua‘[e bbdemoA asignarn en particu-
"Zaicndmenoainé&iéb' ya que se eétd pneguntando por ta cant&-!f

dad de apaALCLoneA en Los neéultadoA del 5en6meno en Aen&e:f“

1de c&enta Cdddcie&&éi&ca ebpec¢54ca,‘entonce4, ééta conaeéQ

pondenc&a queda detenmLMada pon ﬂa pnegunta u La ZZamahemoAf

VARIABLE ALEATORIA

1.3 ALGEBRA DE EVENTOS

S4 denotamos & .- como el confunto de posibles neéuKF’




t@doA,de un 5eh6meno aiéaioméb.' Laé'cahacteniétidaé que debe

contenen ébté conjunito ebque no s0do noébpngguntemOA pox

La ocunnencia de un elemento de AL 54 no también debe contenen
a subconfuntos de O ; es decé&; é uniones o Antenaseccelones de
Aubcanjunioéyde ellos mismos. Pon Lo que es necesanio, bajo
estas candécioneb; que £a cohAtnuch6n‘de éAtc coﬁjunio Zen-
ga un marco mailemdilco formal y ademds buada nesponden a Las
distintas ﬁb&maé de bneguntan ﬁon una caﬁdctehfatécd del fe-
némeno en estudio y de Las distintas combinaciones gque de es-
ta se puedan hacer. Es neéeéanio nelaclonan a dichas pregun-
tas con un conjunto de posibles nesultados o sucesos que pue-
~dan obzenuaaéa.énvun ﬁenéménovgﬁeatonio, que denofamos porn .

Tamb&én Le pedinemos a ébie conjunto que permiita detenanan

e aﬂgunab opeaac&onab que se &ea£L7an entne taﬂaé Aucaéob,‘como'

fa un&dn y La LHIQ&AQCCLﬁn.fLY
DEFINICION 1.3.0
| A un aeemento de q Ae £e ££ama EVENTO.i,

fKOBSERVACION

En este con;unto q existen dOA euenIOA eApea&aﬁeAt

' 4'E£ euento Aeguno es aqué£ que A&empne ocunnc, eA dec&&

TAe pnebenia en cada &eat&zacadn de£ 6zn6meno. Y Lo de—

‘notamos pon AL .-




- EL evento impos.ible $ s a'qaéﬁ que nunca ocurnre.

Algunas de Las propledades que tiene C\ son que pana fo-
do evento A= Qg asociamos al evento A que impfica que A no
ocurnLé; un evento del cual de oftros dOA-e.UG,VL,tOA A,"B ocurre
a!il _me,‘nozu uno de Los dé¢ Lo LLamamos La undén de dos Q,YU({VlrtOé
y se denota ponr AUB; al evento en que A y B ccurnen simulta-
neamente se fLe LLama Lnternseccddn o producto de A y B y Aeb
denota )90:1. ANB. Dirnemos qgue dos eventos son excluyentes 54
ANE es el evento Lmposible.

DEFINICION T1.3.2
C\ hecibe el nombre de algebra de evenitos s4L:
L) Lre

AL) S84 AEC_\' entonces K_e'(\
«UM—) S4 A, BeG entonces A'UB'¢"C.;‘.,.

Ahana daﬁ&namozs a una va/u.abﬂe ai’.eatom.a camo '

”‘j-vEFINICION 1. 3 3

Una uafu_abze alea.twu.a es una 6unu,6n B

X: .f,\__-'? '\D\

con La condieidn:

fLuq < IL./X(N\ < x ‘g < C\

para todo x & WA




1.4 ESPACIO DE PROBABILIDAD Y DEFINICION AXIOMATICA

Para definin el Espacio de Probabifidad sabemos que
hay fenémenos aleatornlios en el gue el AlLgebra de Eventos
contdlene un nimero fLndito ¢ Angindto de Estos, Ltambilén con-
sLdenemos sus seciones finitas o Lnfinlitas de eventos que
Las denotamos de La sigufente manerna: AL, A, , ..., An Y
Av, Ag, .., An, ... nespectivamente.

SL el AlLgebra de Eventos es tal gque para cada sucesidn
de eventos, para toda n Ane &y 54 también consideramos
a Los eventos :\;.J\Ap\ L/o 3 A~ send LLamada T -afgebra.

Al , § , P ) se tama espacio efemental de pro-

babilidad 54 existen:

a) Un conjunio de sucesos o resulitados L anrbitranio.

' :b,) EL Algebra ¢ ,‘de subconjuntos def confunto O .

o) Una medida P: C\ —> (0, 1) . tal que cumple con:
L) Pl )=

CiL) PLAY =0

1t

| ~ o PlAY-« P(B) o 8
ACOVl'lvéb;tazs pnopledadeé inducimosd que La Probab.ilidad es

una funcidn P:(\ —> iR




A continuaciLdn se darnd La defindeddn Axdomdiica que

gormuld Kolmogohrov:

DEFINICION T.4.1

Para cualesquiern evento Lenemos:

L) PLA) 2 0 para todo evento A.
LLY Pl ) = 1.
“LLL) Sed Ay, Ao, v, An, ... una sucesddidn de eventos

mutuamente excluyenites, para todo £ + § entonces:

PO ALY = 2 oPAa )

Wy
Esta definledlbn se basa en el EspacdLo de Prebabilidad,
gque-es un marco formal de estudio dondes

~Q_ nepneéenta el conjunto de posibles nesultadcs del fe-

'=‘n6meno aﬂeaion&o

'if A-CXV es un G‘— Azgebna que es el conjunto de Las d&éenenteb,
. 6onma4 que se hace £a pnegunta acerca deﬂ §endmeno.
‘—':P_ es La 5unc¢dn que napnebenta La nabpueéta de La TQU&L&

acenca del 6en6mano ‘
Para finalizan ésta seccifn enunciaremos uﬂ ieéuﬂtado
- sobre La ccnuengenéia de sucesiones de eventos.
' Sea i A ; n=l, 2, ...2 una sucesién de eventos, don-

de cada A pentenece a un confuntc no vaclo de fL .



Deﬂ&anOA a Los LimiZes &nﬁen&oneé j supendLones como

[ sue Aa = N\ U‘\A‘\«

bl

Ny e

. <O
L ind Aez U R A
Ny Vemn
Pon otrna pante sea (_N_, <k , P ) un espacio de proba-
‘bLﬂLdad y A un evento, enfonces: k

LEMA T.4.1
(LEMA DEBOREL-CANTELLT)

=t C:%—\ P('A\r\\ Lo Q.f_\JVoN’\‘.O_S D(\uw\ SQE} I\e\ l\‘-i O
<t Ti— P(P\t\\: o ) =\ SL/.\,\\S Q=

S Wwn ‘SUQES-\Q:Q e

EVEDRTOS IWDEPERDINEVNTES =untrodies P i S"P F\r\>=_&_

Pana su demosthacién ver Loeve (1)

I.5 FUNCIONES DE DISTRIBUCION

Para definin una 5un¢£6n de"Uth&ZbucL&h, babemOA pon

‘un Lado, qua una van&abﬂe a£eatan¢a X(w) eé una. 5unc46n,ta£

'que X(w) J\;»V{y pon otno ﬂada conA&denemOA a ﬂoa conjuateé'

'{_ wf.n./X(w) < ox 3 e aé decan daﬂ&n&maé a La Pnobab¢~'
: ﬂ&dad de que X{w) sea menon o Lgual que XfYI como la 5unc¢6n

de DLAIhLbuQ&JH de X denatada por Fe (%) como:
P(X{w) & x) = Fglx)

(1),Loe6e




"Existen también Las variables aﬂeatd/u‘a/s continuas que
es un caso mds genenal de Estas.
b) S{ existe una funcién Py (x) tal que GY~ IR -> W gy
| Felt) = 2 Plxy )
entonces decimos que La varniable aleatornia es discrneta.
En £os dos casos Pglx) es La funcidn de Densidad de £a v;z/z,c‘abza a-
Leatonia X v |
Las propiedades de esta funcién son:
L) P&(X)’ para fodo x.
L) S Pe(x)dx = 1
La p/wpx_edad (LL) es una variable aleatornia abéoﬂu,tamente continua
perno esta propiedad se exuende paJLa Los dos casos de ua/z,{ablie/.a aleatc-
as antes especificadas.
Pon otra parte, dentrno de Los fendmencs aleatonics nos podemos Ln-
tenesan por dos o mds caracteristicas - -de dicho fendmenc, es decin:
- Sea X La ua/u,abﬁe aleatornia que denota el peso de £os estudiantes, eiﬂ' ’
toncu nos p&egumtamozs por i ' ‘ :
| C Xy e Edad
| | X Euaz:Ma L
- Sea X La ua/uabf.e ateatonia que deAcvube ee ung/zezso de Zoé hab&tante/sv*“‘”
del Duvbu,to Fedenal entonces nos podemo/s pnequmﬁan Lo M.qu/cen,te.
Xy s Ocupacién

X . : Sueldo

10




DEFINICION T.5.1

La duncidn de Distrnibucién Fx{x) de La variable alea- .

tonia X es La que descndibe La senie de nespuesitas del fend--

meno aleatorndio Ra ‘cual se formaliza:

Sea (-Jl , G, P ) un espacio de probabilidad, X{w):

- W una valu_abke aleatonia sobnre [ L, q , P ) para to-

do xe\X definimos:

Fx{x) ~ P{ wf_n_‘/'X' (w)y € x4V = Pl X & x ).

AL toman La de/.s/;guaﬂdad X{w) & x es andloga a Zomarn Las

desigualdades <, > y 2 .
Las propiedades de La FUNCIOW DE DISTRIBUCION son:

R

L) F (o) 1 -

1t

LL) F {~o) 0

L AL4L) Sean x| , x,WR tales que x, & X enfonces F [ x, )
£ F .l x5), esto u‘, . (x) es no decreciente.

=

PPATS! 'F;_,\:(x) es continua pon La derecha.

Como una: p)t.opoA&cx.dn podemOA daft.

PROPOSICION 1.5.1
P X<x ) es una FUNCION DE DISTRIBUCION.

Como una variable atea,tonuc es una funcidn, entonces

pueden existin en genenal dos tipos de Estas:

S a) S{ exdiste una funcddn Py (x) Zal que Py (x): W —> 11, g
. .
FXL’Q:_SMDIC"‘) Az en el sentido de Riemman. Decimos

que La varniable aleatornia X es absolutamente conifnua. .




con esitos efemplos, nos damos cuenta que exdstfen Funclones

de. Distrnibucidn de dos o mds udnéabﬂab, en Lugar de varia-
ble aleatonia se LLaman vectonres alzatonlos y Los definimos
-comor |
DEFINICION 1.5.2

Sea (JL,C{ , P | un espacdioc da'Pncbabiﬁidad; Xi', Xi’db&

varniables aleatorias sobre (9., q , P.) donde:

Xy : N\ = WY Zal que para Zoda XEW{&.WeJl_, Xi{w) & x }
X s -> {2 tal que para toda xeﬁz{}UEJL, X {wlg x ]

entonces defindimos a X = [ X, , X, ) como un veceton aleafo-

nio de dimensidén dos.

A continuacidn daremos afgunas propledades y defind-

ciones sobre Los vectonres aﬂeaio&io& estas defdiniciones y

:  pnop4edadeA se handn para el LaéO de d04 uan&abﬂeé peno:r{

’  £06 A«gumantaé meau&tadoa Ae pueden extenden 6ac4£menze pa
: na uectoneA aﬁeaxanLOA de dLmanALdn e

'OBSERVACION

Un veczon azeatonao es una 6unc¢6n takl que
Xoe [ X, Xal : X A >

Definimos a P X, ¢ x‘;‘Xze x, } = F ( x X 4 ) como La

XX, v
funclin de distribucidn confjunta del vectorn aleatornio X.
VY tilene Ras slgulentes pnopiadadas:

<) F&?h( <, « ) =1 LL) Kol , Xy ) =0




L) E L%, , = ) = Bl X, ) que es £a funcidn de distrnibucisn mangi~

nal de X,

Lv) E ( X, , Xa ) es no decrecdente por variable, es deein, 84 . emxﬁe :

X TeiR tal que XT& X, en;tqncu Exx(lx‘ , xq_) 4 E&‘K(Lx‘ ,

EL otno caso es andlogo.

X, ).f"

vl £ {x , x,) es continua por La derecha porn variable.
K. ¢
vi) Para todo Lo .Y (on, b)Y & * con s, - & Yo
N LT -
E (o, ba V- § (Cx\ ‘Q;; Gk, @ SER R (o\ )% 0
Parna vectones afeatoifos existen también dos Lipos que son:
- Los vectores afeatonios absolutamente continuos ( Una particiin de es
ta clase senia el caso general pard vectones continuos ).
- Los vectones a@aa,to/u"ozs discetos. N
Esta c,?.az»»t_nx_caudn es una extem».én de Las va)u,abi’.e/s a,(’_ea,to)um

: DEFINICION 1.5,

'ne Las 549w¢en/tu p/wp&edadu- g

. a) ’\:X\g.,_ v xx) 0 para deO {x v ‘:‘ x')_ ) & \Qi
SNEY. VA D . : ‘
. b) S‘A, ‘S& zé X, xz) dx . dxl 1

La dltima- deﬁuu,udn de esta pcuz,te sena !,a de va)bcabl’.ezs weeaxomm S

Lndepend,aen/tu

DEFINICION 1.5.4

Sean X, , X, dos variables aleatorias sobre (du, §, P ) son IN-




DEPENDIENTES 84:

x‘_&( Xy, Xg ) ’FX‘( x‘)F_&’_(xz) para todo ( x |,

x,) & R, _

Por otra parte, dentro de este desanollo de funciones de distrnibu
cldn 5680 se ménc_,éoncuz.on algunas propiedades bdsicas de estas, para con
sultan propledades ‘mdA genernales vern cualquiern Libro ntrhoductornio de -

Probabilidad como porn ejemplo Ha)vz,&s,i Fellen, efc.

I.6 CARACTERISTICAS NUMERICAS

En esta parte defininemos a Las caractesisticas numénicas que s0n
muy wipor.,tawte/s porque existen ﬁeno’menaé aleatonlios en Los cuales no -
podemo/s d@.&c}u.bm a Au nupeo/twa Funclén de Dusmbuuén entonces po
: ,"_,demoA conocen a,P_gunaA ph_op&.cdade,d de laA vcuu,abf.u w&ea,to)ua/s por. madw _
"‘."j"de e/s/ta,s Canactenisticas Numéricas. -

_:'_'DEFINICTON 1.6.1 '

Sea X una va)z,cabi_e a,(’.ea,to)z,w. sobre (.ﬂ_ C\ l’.d mediana de X ,‘ ¢

que dena«tamoé pon m(X) sé def4ine ‘como: ,
P UXEmX) )2y oy POXT omX) )% Vo
Las siguientes deéém‘u'oriu se haran p&zia el caso de variables a-

Leatonias absolutamente continuas, pero se pueden genle)m,uzan para cual

quienr clase y para cualquier dimensLién.




DEFINICION 1.6.2

Sea (L ,<G , P ) un espacio de probabilidad. X una variable alea

tonia sobre (o ,& , P ). Definimos a La Esperanza Matemdtica (media)

como i

E(X) =S‘ >_'3_,(x) dx <=2 S el R () dx

y La denotamos como E(X).

DEFINICION T1.6.3

Sea (L, &, P ) un espacio de probabifidad. X una variable alea

Zowia sobre (L, G, P ). Bea E(X) =M La espesianza malemditica de X

La vaiianza de X que denofamos como Van(X] se define pou:

. q
vAR(X) = § 1x ~ T Rl dx

DEFINICION 1.6.4

Sean X y Y dos varniables a,?_ea,toucw sobre (.IL C\ P ] un upauo ‘

de p)wbab,(,&Ldad. la Coua}uanza de X y V de,noLada polL Cou( X, V ) se —'
da{{,éne como: . ‘ ' o

L COV(KX, V) = ELX - B Y- B

, aana‘eimm* E{9) son Las neApeotwaA MpraVlzaA ma,tema,tccazs de X y V.
‘ DEFINICION 1.6:5 0 FRERES

EL Coe5¢uen,ta de CO)ULQ/CCLC/LGVL de £a/5 va)uabi’.e/s aleatonias X g Y, -

denotado pon P ( X , V) se define como:




COVL X , ¥ |

PLx, v -

VARCXL VARLYL

Ponrn otnda panie Los momentos de una varlable ateatonia
o de urna distnibucdidn son Las esperanzas matemdiLicas de. es-
tas vardiables elevadas a una poZlenvia.

DEFINICION 1.6.6
Si X es una variable aleafornia, el ~c-Es4imo momahtb”dé”

X, usualmente denotado pon A{Y esta dado pon:

Ar =BT

54 La espenanza exdsite,

“DEFINICION 1.6.7

Sea X una vauadlable aleatonia con 4dunsidn de denéidad;

P (x). EL valon espernado de EXP(XX) es deﬁ&n&da comoi fa .

FUNCTION. GENERADORA DE hOMENTOS de X 5L la esperanza matzmdé

",t&ca QXLétZ para cada uaﬂon t en el &ntenuaio FIL<,t‘:h _tak

“que h>0 eA dec&&'

~ =0

M(¢L= ELawﬂiH,L— j(gzﬁLM dx

1 7 Funczom CARACTERISTICA
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En La pante antendior de €ste capiliulo se definid La 5unc£6n 
genenadora de momentos como: ‘

E | EXP{£X) )
s ta funcidn es muy Lmportante deniro de £a Teorla de La
Funecibn Carnacitenlstica porque a.iravés de ella éa‘deéa&noﬁﬂan
Los princdpales resulitados.
DEFINICION T.7.1

Sea X una varlable aleatonia con func.idn de distribucidn

Fzlx). La ﬁuncéén CARACTERISTICA de F [ o de X ) sc denota

pwor 4 () y se define para cada t neal pon:

a> . ‘Q
el = | @7 ARG = 0y - AV (E)
dondes
'I.7.A_.; ..... V]u(t)‘= §ng04vtk dFi(x) , Q(t) = §% ¢¢513‘&FZ(x).

-
éstas integrales estdn dadas en el sentido de Riemman-Stieftjes.

OBSERVACION

La funcién caracteristica de cualquier vanlable aleats-
riad neat siempre oxiste.

A continuacién daremes algunas propiedades de €a funcidn

canaeterlstica, perno neces.llamecs definin:




DEFTNICION T.7.2

SL Xy YV son vardiables aleatonias Lndebandienteé con-

tinuas y Z = X + YV entonces a La sigulente f6rmula se Le RLa

ma convolucidin y estd dada ponr:
. - -

PR = T ()= ) Pyl ) B ) Ox = jmﬁx @) T y) 3y

PROPOSICION T1.7.1
Sea 4 = u + Lv La FUNCION CARACTERISTICA de fa vanrlable

aleatornia X con funcddn de distribucidn Fx(xl. Entonces:

L) 4 es absclutamente continua
L) 400) = 1 y {4yl & 1 para zodo
LAL) aX+b fiene funcidn caracternistica dada poxr

Enfpaitéauﬂa& §=u-4v es La funcidn caractenistica de -X.

L Av)u es par ¢ v impar. La funcidn caractenisti-

caes neal s4 y s0Lo s4L Fg(x) eA'A&métnéca'con

. nespecto al oxnigen.

v) Pahdfiadd t

0 € J-ul2t) & 4(1-ulz])




PROPOSICION 1.7.7

La convolfucidn F, * F, tiene La funcidn caracterisitica 4, 4~ . Es

decin, La suma Xy + X 3 °de des vdniables aleatorias independientes co-.

anesponde el producto §.4 . de sus nespectivas funciones caracteristicas.

Porn oxna paite, s4 X = tiene La misma distrnibucidn que X, , eaton-
ces La suma X - X. nepresenta La variable simetrizada, y (417 es La
funcidn caracternisiica de La funcidn de distribucién F.

PROPOSICION 1.7.3

S4 N+ 0 entonces Las Lres sigulentes poroposdicfones son equivalen-

L) gAY =1 v ,
LL) 4 tiene pé}u‘odo N, es decin, flt+ndl) = §{&) paﬁa toda %
| yn o ‘
- M/L) Todos Los puntos de Lncremento de F eAtan entre 0, YT h,L2h
: donde h 27‘/9\ '
;‘;,PROPOSICION 1.7.4

So!.amen,te exx,s/ten Las mu pOAd_b&L{.dadQ/.s A&quen/tu-'
/L) (5(t)\ LI para todo t = 1
) 14wl = 1y 14020127 para 0 4 & <

En este caso 14| tiene perniodo A, y existe un ndmero real
b tal . que FK(x+b) es anitméticamente con aleanca h =2 /A
il) 1gle = 1 pana todo . En esta caso §(t) = Explibt) y F es-

ta concentrada en el punto b.




I.8 COCNVERGENCTA

A continuacidn daremos afgunas definiciones de. conveigen-
cias de variables aleatorics.
DEFINICION TI.&.1 ' '

Sea Fx (x), Fx_{x), ..., Y x), ... una sucesdidn de fun-

cfones de varlacddn., La sucesidn { Fe.x) j convenge debil-

mente a Fx (x) 44 Fx. (%) —> Fxlx) en cada punto de conidinudi-

dad de Fxlx}. A £a convengencdia débil de funciones de distal-

bueildn La denotames pon Fo~> F . Si Fa—> F y F.o o0 ) —

Flo> } , Faf-w) —> F(-) entonces decimus que Fn(x]) conven-

ge COMPLETAMENTE a Flx) y Lo denotamos por F- T F,

CBIERVACTON

Decimos que £a convengencdia F. —> F es propis 44 F es u-

na duncién de distribucidn no degenerada.

 OBSERVACION

La convergencia de densidades es La condicibn de que st =~ o .

Prix) —>» P(x) entonces Fx —> F. EL Lnverso no necesariamen-. .

te es ciento.

" TEOREMA DE CONVERGENCTIA DOMINADA

Sea u ~ anﬁegﬁ.abﬂe enn el sentido de Lebesgue y‘ W —> U

puntualmente. Si exdiste M integrable tal que fun\ ¢ M para zo-




da n, entonces u es Lntegrable y Elu ) —> Elu).

DEFINICION T.8.2

Sea X una sucesdidn de vardiables aleatonrnias, decimos

que X~ convengeen probabilidad a La variable aleatonia X=0
4L para rLodo €5 0

D&\m\7ﬁg—90

N -Duy

que denotamos ponr XN—v 0 .

. e ., .
Pon extensidn Xa—> X sdgndfica gue Xa-X 250.

DEFINICION T.5.3

Una sucesién de variables aleatorias % X aj; n=1, 2, ...}

degindida sobre un espacio de probabilidad (o , S , P ) con-

verge caitdl seguramenie a La varlable cfeafornda X 84 Xalw) —>

X{w) sdempre excepitc en un confuntc de puntos de medida cenro.

En 5egu4da enuncLanemos un fema meuhtante en ef desanrro-

,Aﬂto de 5étL tnaba;o.v (Paha AU damaAtﬁac&Jn canéuztai PETROV-
'(._1-;‘).__ | ” | | |
LEMA T. PTG *,k,jﬁ:i[' T S

'1La nafac&dn Xn =2 X “casd Aegunanente ab aqu&vaﬂeﬂte a

cuatqu&e*a de Las 5Lgu4enteé cond&c&onaé.

L) PL\fox\‘»e) o PQQQ vooa T IO

iZ) (3 (Chm—x\véj\)-o<) cord Toda 70
L44) P(iﬁ\\xm~xkza)—>c> powe Todo £30
(1) PETROV




da n, entonces u es integrable y Elun~) —> Elu).

DEFINICION T.5.2

Sea X~ una sucesildén de vaniables aleatornias, decimos

- que X~ convergeen probabilidad a La variable aleatoria X=0

AL para rodo € 0

DKL\\(,\\7 E.g:_;) Q

que denciamos pon Xn 2> 0

Por_extensi6n Xa —» X significa que Xn-X S50,

DEFINICION T1.8.3

Una sucesidn de variables aleatonrnias Q_X ~n; k=1, 2, ...}

definida sobnre un espacioc de probabilidad (- , & P ) con-

2

vernge castd segunamente a La vaxilable cleaiondia X 54 X lw) =2

X{w) slempre excepte en un confuntc de puntos de medida cero.

En'AeguLda cnunciaremos un £ema importante en el desarro-
' Lio de 8ste trhabajo. (Para su damoafﬂaci&n consultar PETROV-.
an. ey

LEMA T.8.1

La felacidn X =2 X casdl seguramenie es squivalente a

cualquiera -de Las siguientes condiciones:

£) _D(.\x.\-'x\ZE.)"_O PQR/; Tooa T ¥ O

) P(J (T %12 €1)) 2O para Toda 220
L) 2 UNN WX w-xize ) > O
(1) PETROV

(SN “\—‘3"' o £T0




’

Para final.ilzan Este capltulo daremos Los sdgulentes reswl-

tados:
TEOREMA DE LIMITE CENTRAL

e 1 ) N o .
Sea "T{ Xt una sucesidn de variables aleatornias Ande-

pendfentes e Ldentilcamente distribuidas con media'&;y va-

rianza S distinta de ceno, y sea Sn = Xy+ ...+ X . En-

tonces para Loda € fifa.

SR

£ E}-—) N (o, L)

donde N(0,7) es La distrdibucién normal, con media Lgual a

ceno y vardlanza T,

DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV (TSCHEBVCHEFF)

Sea X una varniable aleatoria fal que E [ I1Xi* ) < A
me£¢ca que rana toda €7 0. ‘

DEMOSTRACION

Sy ixlz e = xi*z e qhere

(% 3— § xz dF; (x) = xll\—_m + § xzc&\? (x)
Xize AR\ ; L
S AT, ) 7§ €2 dR ) = €2 PR (7¢e)
K?_;\?;:. I1Zi{7 &

L E(R) 7 g2 P (1EVne)

e BE(RY) /er 3 PRl ne)




DISTRIBUCIONES INFINITAMENTE DIVISIBLES.

I.- INTRODUCCION

En este capfitulo estudlaremos Las propiedades que deben
tenen Las funciones de distrdibucddn para que sean considerna-
das funciones de distrnibucién INFINITAMENTE DIVISIBLES, asdi
como didenentes nesultados de este tilpo de Lunclones que nos
senvirdn como base para dar alaunas awvlicaclones a sumas va-
niables aleatonias LndependLientes que se discutinrdn en La --

dLtima seccidn de esfe capiltulo y durante el siaulente.

EL contendido de este capiiufo se divide en cuatro sec--

ciones

- En ka primena seccidn se da La primera de{ihiciéﬁ,b&e—
véLQa para variables aﬂeatoaLaA Lﬂ(LnLIQmQHCQ dAU&A&beb asL
‘: 00m0 una db&cac&&n dc@ p&obﬂewa engﬂabanda que t&pa de fun--

:CLOHQA dQ’d&éIhLbuCLéﬂ se estudiarndn y qut pn0p4edadeé-deben
‘de cumplin Las varntables aleatordlas para pertenecer al con--
kjunto de vanrlfables aleatornias LH/LHLIQMEHIQ divisibles. -r=
Ademds , se hanrldn planteamdientos de tipo de LuncLones gue Aé

analizandn en fa tercera seccldn.




- En La segunda seccldn se darndn definlfclones y ejfem--

plos para puncLones de disinibucddn Lnfindiamente dLluvilsi---
bles, aclarando que este andlisis se hand en el espacio de
funciones caraclerisiticas de dichas funciones de distrnlbu--
eiLdn. Tamb.ién se enuncLardn alagunocs teonemas Lmportantes -
con sus nespectlvas demostraciones utillizando La hennamien-
id dada en el primen capftulo como es el caso de convergen-

clLa débLE de guncdlones de distribucibn.

- En La tercera seccibn se toman algunas deéin&céoheé
enuncladas en La primera secclLén con el objeto de plantean -
difenentes formas que pueden toman Las {funciones caractenrnis-
ficas para sen expresadas en La REPRESENTACIOQ CANONICA de -
Las funciones de distribucddn infinitamente divisibles . --
Ademds, se enunciardn aﬁpunag,taonemab relativos a esta re--.
pneééntaﬁidn’con.bué nespectivas demgsitraciones.

vaEn'ka cuanta ¢ Qbiima scccidn de este capitulo, se --
definind el concepto de gunciones de distrnibucidn INFINITEST -
MALES que nos seavindn pana iniroducir algunos resultados de
sumas de ‘variabfes aleatonias Lindependientes é Ldeﬁi(cdmenxa'

distrnibuidas, asi como el concepto de CONSISTENCIA EN EL LI-




MITE que se¢ aplicardn durante el desannollo del sigudiente

capitulo.




SECCION 1

UBTCACION DEL FPRORBRIEMA VvV PRIMER DEFINICION FORMAL

Para ubicarncs en el pioblema, supongamoes que se tiene
una suces.ldn de vaniables alecatonrias de La sdigudente forma
X“; y X e yeoo 5 Xaw tal que X“i g X aw Llenen La --
misma distnibucién para toda i\ 5 a trnavés de esta seceddn
estudiaremos Las funcdlones de distrnibucidn de Las difernen---
cias del Lipo Xey - Xaw que dependen undicamente del valon
de La difenencia kR - § , sin embarngo, para poden LLegan a --

esto necesdtamos

DEFINICION 2.7.1.

Sean Xnay , Xan , Xas , «.. una sucesién de variables aleato-

rias y sean Xg>m§4 Xear o, XN3-f;~XA1 ; Las difernencdias en--

viae uahLab£aAfa£eaIaALa¢‘de esta sucesidn. Entonces, decd--

mos que estas son Lndependientes 54

B ‘,‘\FL < ‘\—; £ 4 N




La sigudiente defindicidn nos servind para LLegarn a ---

nuestrno obfetiveo, puesto que esta herrnamienta se extiende -

sobre el cspacdlo de Los ndmeros nealfes.

PROPOSICION

Parna cada neal > O connesponde, una variable alea--

tornia X 0

tal que

<)

CALL)

AL

,X ’)\"z.

X es Ldentilcamente ceno.

-
La {uncdbn. de distrnibucidn de La didenencia
X, == Xa, con Ny, depende solamen-

te de La didencncia.

VPana Sy & &Q_gv”, < Dow Kaékdiﬁenéncéaéf

- X,x\__ R X"X\g - .X-':x»\_\ s0n
mutuamente independientes.

Con Las dehiniciones anteniornes eszamos en condiciones

de dan La paimera dejindcidn de varndiables aleatondias Lnfind-




famente divisibfes que se extiende a £a FORMA BASICA de La -
deﬁinic&&n de "5unc£oneé.de distnibucidn INFINITAMENTE DIVI-
STBLES".

DEFINICION Z.17.3

Sea X~ una varniable aleatoria tal que para cada natu-

rak n, defindimos La suma

“que tiene n sumandos Lndependientes e Ldenticamente distri-

buidos

. Entonces, fa distrnibucién de La variable aﬂedtéhid‘w

L ~r\

es una distribucidn INFINITAMENTE DIVISIBLE: .




OBSERVACION

La definicidn es consdisztente.
JUSTIFICACION DE LA OBSERVACTION.-

Sean Xga, 5 Xasy L ..., Xy, variables aleatonias --
tales que se pueden representan por La suma de n, n-1, ...
ete.variables aleatornias donde :

X

*‘;}:’)\ =VL + Y

. X"‘n-‘\c . :.; V‘

ya que Xo es identicamente. cero.




Despejando Las ecuaciones Lenemos

(1) cevean.. Vo = Xnn - Vi - Y2 -

(2) .......... Vr\‘-\ = Xf:;_} - V( [ V'L -

(3) ........ R yyr\-';_? VX';:EIA - yl, - yl -
(K=2) oeieenn.. Vo = Xaa - Yy - Va
(K=1) o ieeenn. Vo = Xza - Y,

(K) e s b e b b e s V\ = XJI(”‘

Restando Las ecuaciones (1) - (2}, (2)

nemos

(1) = (2) =5 Vo = Your = X

s = Xamam Vo Y,
='=) ‘y“ ;,.v gj»"~\ = X%,}\ - X.:‘:T"x - y,\_|
=5 Y - y;"“v + fof\ = Xz'.\rx_x',\;__‘.;x
Vr\ = XD-.'X - X'\‘-‘—")\ ' ‘
e L R O
LA V'\-'L = Xb.éf)_ X-'_\_'Zv,'\_ Yo
Yaes = Yaen ¥ e 7 Xy = Xogy
V,\..‘ = Xlw\o\— Xr_:_l/}\

- yn-\
RN

- Vr\-s

- (3), ... fte--

~2

- v wy ?V,\




(K1) - (K) =B Ve - Yy

= Xzq - Xpa - Y
Vo = Vi o+ Ve = Xaa - X,
V’J_ = x%rx - X—“;;’X
donde Vio nrepresenta La funcidn de disinrnibuc.idn de Las di--
ferencLas entre X, - Xg¥ﬁ para k = 1, 2, ..., n.

A continuacidn ininodgcé&emoA concepto&yde funcdones --.
aleaterias "comunes" que nos seavirdn como un conceplec para
La tencera seccidn, perno en La forma en que se dan esfas --
funcdlones de distnibucldin (Nénmaﬂ y Podsson) es sinaulan ya
que ‘paha su kiepresentacidn se utiliza el Loagaritmo de sus =

nespectivas funclones caractenisiticas.

Eﬂ ObJQI&VO de estas aoA napneéentag¢oneé eA encontran

una Auncdln.con eéta mézmaA&ep&euentaQLJH aue &aé comb&ne

© DEFINICION 2.71.4 "

E£ t&po "Nonmaﬂ” en a£ aua£ ﬁa 5unc46n canacien¢at¢ca 5Q (z).

de Ea uaALabze aﬂeazonLa Xq tiene £a b&au&ente 5onma :

o)

Log 44 (2] = aliyt -5 €




DEFINICION 2.1.5

EL tipo "Polsson” en el cuaf La funcidn caractenistica

o () de La vardiable aleatoria Xo iene La sdigudiente gorma :
| AN
Loa £ lt)] =2C (& - 1)

Comd mencLonamos anftenlonmente estos resulitados se em-
pleandn en La secciln trhes de este capltulo, y para finaldl--
zarn esta $eccéén se da La {dea génenaﬂ de £a combinacidn de
estas dos {dunclenes o "ZLpos" de funcilones aleatondias, esto
es : EZ concepto de "unidn" de estas dos funclones se basa -
en que und»ea absolutamente continua y La otra es dischreta y
de aquL pantz el que £a ﬁunCLCn nesultante de esta combina--
‘CLGH ua a éen cont&nua por Lntervalos y con Aa£104 no soko -

”‘de ﬁona&tudfh“ é&no que zodo¢ Los Aaﬂiob éon de Ea m&éma cza—

ifiAE, Kuaqo entonceé Aupongamo& que el 4ntauua£o (& 9v+ d ) -

1dande ,4{J3¢/=\k , un Aaﬂzo ocuane con pnobabxﬁ&dad cdﬁx Y-

7_£a 5unc¢6n de d&AIhLbuCLJH de £a maan&iud ‘del safto es :

';# (u)

P (h <= u)




La 5Jﬁmu£a que aapne&entu este tLpo de funcddn estd da-

da por La {Grimula Ve-Fimetti ( 1 )
Loa £ (1) =c\{x;~(£—¢‘—*¢”"+ e f1e™r -1 JF W) f
A pantin de esta 5dnmu£a SsSungen dos dudas

a)l cQué sucede 54 La distribucidn de La vandable aleatoria

X tlene La varnLfanza +inLta?

Se puede ver ; que

- ¥
tog £ (t)-’\{x.yt st S(e ~ cut)dilu)+ § (N -T-ctaran tar |
. : o N )

- L

‘:dbnaa"ﬂ") y N(a) son. {unc&oneé paai&c&onadaé de F(U) pard - -

’”7q,<0 y w > 0. neépect&uamenta

Eéia /Jnmuta ncpmeéenta eﬁ caso aenena£ deC anaanmo -

de Ka {unchw canacte&&&t&ca con, uan4anzav5¢n4tw.

wb) - iQue sucede 84 La dLstribucdidn de La varndiable aleatoria

X tiene vanrdianza LAnfinita?




Se obitiene La sigudente Lgualdad :

° . . © L .
Log 56\(I)=®X;£yt+gff4g (e“t—Y—ﬁ%)dM(u)+S (@*{-I—E%)dN(u)}

.

que es el caso genenal, y esta fGrmula Fué introducdida poi

P. Levy. 1) .

La generalizacidn de esta #f6amula fué introducida pon

Khintehine { 1 ) , y estd dada pon :

Log 5&(1)=quyt+S(eﬁ“ -1- é&ﬁ} %%LdG(u)% donde :
, ( l»iz dG(&) =dM(u)’ AL J <
2.1.A ... -Glu)= j ‘3? dGlu) =dN{u) a4 vy a
u =0 ==> Glu) =<

Esto es, ef valon def ialto de Glul es <y el valon de

La inZecral en cerc es :

TV TP TN S u‘]. o .....2.1.B
VO “N; vz B B
i (0% (14u®) - (T202 ) - itu)
Y20 U

{

1 )} Petnov.




Aplicando a L' Hospita

£

Q;ﬁ\x

= i [Zu (™ 1) & 4z
Y ->aQ

Ty

LU +yr)- x;t~\

U =20

PRI}

i [([ 2 e —it e ge S ew) %

T BV G e B T
NEy T 20 2Ly :‘
ApLicando a L' HospiZal ftenemos
T L e A B AU S 2 S SR Vit S S A\ A
Y- z 4 2 o
 f;Eua£udndo_e£ Limite :;7~ f:?
e e 0 s yaque &% < -1
2 2 o :
oL \\M [(CAQ{‘ 1 - Aty )-Akes f]: - x5
N = x
SRS Ler ¥ 2
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- SECCION 1T

DEFINICIJONES VY PROPIEDADES BASICAS

7 En esta seccidn enunclaremos ngunaé defindelones que
| nos peamiiindn convcer cuando una duncidén de distribucidn -
send LLamada funcddn de ddistribucddn INFINITAMENTE DIVISI--
BLE. A parntin de esta deﬁinicién‘ejempﬂégicanemaé con aﬂ-Q
QQHOA efercicios de funciones de dlstadlbucddn mas usuales -
como es el caso de La Noamak, Podisson, Cauchy, etc. son"IN-

FINITAMENTE DIVISIBLES".

Tambifn se presentan atquho& teonemas que definen clen- -
tas oaar¢edadea de eata cﬁaéa de {uncaoneé ae d&éi&&buC&on‘- L

futzﬁczando aﬁounoa concepioA ae4¢n4daé en eﬁ CathuZU I.

i

CDEFINICION z.2.1 e

Sea X una vardiable aﬂeaio&ia‘ dac&maé que X es In/&na*-

’tamenie D&ULé&bﬁe A4 pana cada natunat n X puede 494 &epne—

sentada como £a suma de n uaniab£e4 azeaiuniaé Ldant&camenie

disztnibudidas e LndependLicintes, es decdin




La sdiguiente dedindicidn es muy LAmportante para nuesbtro

estudic, ya que se exitlLende el concepito de variable aleato--
- nda Infinitamente DLivisLible a {unciones de distribucion In-
Linditamente DLvisibles, esto es

DEFINICION 2.2.2

La funcdidn de distribucidn de variables cleatornias Im-

/4n4tam?nf0 Divisibles send LLamada FUNCION DE DISTRIBUCTON' 

INFIMITAMENTE DIVISIBLE.

Con esta deALn¢c46n se eAta en Ea p044b4£4dad de c0men—'7' 
zar el eAiud&o de esta cZaée de 5una40neé de d&éi&&buQ&dn

' pon eata ‘se enunciand Ea p&&meaa denLHLQLJH pana eéiaé Kun——‘
clones uCLZLLanda a £a {unc&dn cahacien4b¢4ca de eétaé d&é——[»

: tn4buc40neé

'ZTEOPEMA 2:2.1

La funcién de distrnibucidn de una variable aleatornia In-




dependiente Inkinitamente divisible es Tnfinitamente Divi--

sible 84 y 3080 44 su cornespondiente funcién caractenisti-

ca se puede representan para cada w & (N, como La n-esdima -

“potencda de su funcibn caracteristica £ (£); esto es
&) = (gn ()"

DEMNSTRACTON .

Sean X ones VO»R.';QN\:- < "-Zx\QC.\' omlg ' ~\t\§il\.\¥c‘~ M\Qr:\re
diut v \:’\Q con Fanzion thw'::x'::l\;amis‘l\-(qg Q(ﬁ\ L= '
A G S e S powr e Paovscxs\ox
L.

Lrr Khxay o dXa = S TGy - Bl (f\_(¢&ﬂ
=> P le) = @)Y

 71~ %»Qéq_ AeuQ§%ku§§}<J‘*EoRQp&Q 1~15&}7'f;__x

Como 5@ menc&ono éa dandn aEqunoA ejemrKOA qua Aenv&—
néan pa}m moAth_an al’.qunaz) 5u.nc4.one6 de’ d&é«t/u,buc«t,én "comuweb"

: que., t&enen La pnopd,edad de Aen Iné&n@tamem‘e D.c.va&abzeb .

Ejempﬂo 2}2.1.- Sea X una v. a. que AevdLZIAinge Nonmaz;;

X es Infinitamente DivisiblLe?




Sea 4. () = Exp (Lat - &%) La funcibn cardctenisitica

de una distribucidn noamal con media a y vardianza -

o N7
Haciendo : J . (5 (£)>n= Exp(&at - S )N
] C - o . . |/n N '
Esto ecs Lgual a - : (6 (:t)) = Exp{_,ga/t oot }
%) LN
. VN
=> §o12) = % y (.t)\

ya que panra cada n >0

dn(t)

T

Exp { Lat - <= %
n n |

gue es La {funcidn ca&acten&ét&ca de una distrdbucidn Normak
con deLa al/n. Y VahLaW’a CWZn ,La 4unc¢6n de dLéIanuCLdn

‘*Nonmaﬂ Qé In/&n&tamenre ﬁLU&A&bZQ.

“ijempzo 2.2.2.- Seaﬂxruna'u. a. que se d&étnxbuye come una .

Podsson. GEs Inﬁ&n&tamenie DLuxéLb£e9

SuponaamoA quc EOA nob&bﬂeb uaﬁoneA que puede ioman X =

son de La fonrnma




a + kh para k = 0, 1, 2, 3, ...

(esto nos estd dicilendo que es una Polsson Zrasladada
y cuando a = 0 y h = 1 nos nesulta La Polsson centrada en -

el ondaen), y
P X = a + kh )} =

y La’ funcidn caracterlsitica de una distaibucidn Podll-

sdon es

izi = Exp [dar + ale™h o 1 1)

ahora

.

.ya que‘ﬁn(i)'eé La 4uncidn cahactgdibtiédgdg'uhdlfanﬂ

eddn de distrdibucdidn Polsson con media “/n y varianza N/in




.La funecddn de distnlbucibdn Podsson es InfdindiZamente Di-

visible.

Ejemplo 2.2.3. - Sea X unrna v. a. que se distrnibuye Cauchy

iX es Infindtamente DivialLble?

La - /unc&dn de denégdad de £La Cauclu;(casa particulan -

de Ka Cauchy centnada en ef an&aan) es

D (L) - =
Wz () SFTETT)

Yy su fancidn caracternlstica estd dada pon

fle) = Exp L -1 £ 1)

R (t) .)"/'.\. #E"P"f L=t 1 (\ i CExp {" LILn) = I‘._,t:fl] )
B TIE R G TR ROE e

'ponade‘Aﬂ(t) es. £a Aunc¢6n canacteni¢t¢ca de una Cauchy cuga

denb&dad eétd dada pan




TD--&(X.) = ]

v (T+nx )

» La funcidn de distrnibucibén Cauchy es Infiniia-
mente Divisible.

.

Efemplo 2.2.4. - Sea X una v. a. con funcidn de dens.idad -
dada pon : o ‘ v v

Py (x) =;

54

! =«

XMV ™™ sl X, X, B> 0O

’

que es La funcién de diétnibubi&n’Gamma, entonces X es In-
Adnitamente DALvisLble?

Su funcidn canacte&isxica‘eAZdﬁdada por

“entonces




gntt) = (1 i ) %

que esb &a 4unc&6n canacieaaét&ca de una Kuﬂc&ﬁn de dLstnd--

-

i -
bucidn Gamma con de&a'RE‘ y vaALauza =A/n p .o La dis -

trnibuciGn Gamma es Tndinitamente Div.isible.

Despucls de familiarndizarnos con La propLedad que debe -
tenern una funcddn de ddistribucdén para que Aeanlnﬁinétamené
te Divisible, se dandn afauncs Leoremas que muestrdan pro---
piedades acenca de esta clase de 4uncLonéé de distribucidn.
“EL prnimen teonema déce*Que 5L una funcddn es Inkindtamente -

Divisible entonces su funcddn caracterfstica nunca es 'cero, -

Soeslo es i

| reoReua 2.2.2

f‘b&bﬂe entonces,. pana todo i Y t) % 0

Para La demosiracibn de este feornema, 4c¢ utilizard un -

efemplo, el cual se construye una-funcdidn caractenistlica que

nunca- es cere Yy SAn embango-no puede sen nepresentada pon La

"Sea»g(i) una /unc&on caaactenLAfzca In&LnLIamente DAVL—;'




suma de vandiables aleatornias independientes Ldenticamente -

distrnibuidas.

DEMOSTRACICN

Consddernemos La vardfable aleatorla discreta que Loma --
Les vafores -1, 0, 1 con probabilidad 1/68, 3/4, 1/8 rnespec-
tivamente, esto Lmplica que su funcddn caractenistica estd -

dada por :

4 (&) = (1/8) Exp (-4t) + (3/4) Exp (Lt0j+(1/8&) Exp (L&)
=0 £ (€] = 3 + cos (2) ) /4

S se ve que £ () £ 0 ya que lcos (£) | £ 1 para Zcdo t.

Ahona. 5uponaam04 que existe X v. a. de Za 5unc¢on de e

s d&sin4buc&6n que tcene cama Aunc&dn canacie&&ét4ca a 5 (t) fi:f

donde X, y X. son mutuamente Lndependientes e Ldentdicamente -

‘distribuidos, ‘entonces pcedemos ver que Los sumandos toman 50~




Lo dos valonrnes ay, y a, la, <« a, ) con probabilidad ------ v

pyq= (1 - p ) respectivamente.- Pon otrno Rado Los po-

sLbles valfones que pueden Xoman X , + Xy som Za a

v Fa Yy

Za, que fienen probabilidad P, 2pq y ¢- entonces 2a, =

1

-1, a, + a, = 0 v %2a, = 1 ; mientras que (1/8)= p*>, (3/4) =

Zpg y (1/8) = q% y este sistema no fLene so0Lucién ., X no

es Infindtamente Dividsible, .

EL sigulente teorema nos muestra La "cernraduna" en La -

sduma de vardlables alealordas Infindtamente Divisibles.

TEOREMA 72.2.3

La Aunciéh de diAt&LbucL6n>de La Auma Lndependiewie de

un_ndmeno /LnLtO de_ uan&abﬂeé aleatordas &ndepand&aniaé Ln54-

n&tamente dLULéLbﬂQA QA InéLnLtamﬂnfe DLULALbﬂQ.

DEMOSTRAC LON

Sean X Y Y. dos - uan&abzeé aﬂeatoniab &nALnLtamente divie

,A4b£eb xaz que susb aeépectLvaa 4unc4one¢ canacten¢bt¢caé son -

40t} y alt) entonceé porn hipbtesds sabemos que



sie) = (4 nta)) y 3(1) - (g“(x)\q

donde 4n(z) y 9lt) son funclones caractenisticas.

Sea Z = X + Y v. a. tal que su funcddn caracterlsitdica

e H(t),'e&io implica que:
hiz) = S 4(E) Loalt) = ( Anlt) gn(i)\ﬁ para cada n
) Le v. a. Z es Inginitamenite Divisible.

‘Antes de continuan podemos dejan abdlenta uno .pregunta

:Se extiende este resultado para sumas Ainfinditas?

t£ sdigudlente teanema involucra el concapio de conuan—-'”

.qenc&a débLl panra Auncaoneé de dLétanuCLdn
 TEOREMA 2.2.4

Una fuancldn de d&éid&bucidh,,ﬂa cual 4 el eimite de - -

‘una sucesidn de funciones de distrlbucdin Lindéinditamente d&~

V4A&b£eé en el senfido de convergencia d€b4£ es Indinidamen- -

Le Divisible




DEMOSTRACTON

Sea F Y (x) una funcidn de distnibueibn Inginitamente
Divisible, tal que F(“\(x) —> F(x) cuando K —>«® y' sean --
£ Y (£), 4(4) Las funciones caractenisticas de F ) (x) y
F{x} nespecitlvamente, enfonces ponr el segundo teonema de --
Helly (1) Aimplica que 5L" (£) —> §n (%) que éévana funcibn --

caractends tica, y por el Zeorema 2.2.2, 4nlzx) $ 0, entonces

o\

“ ) n
(21 = ( 4n V21
porn Lo tanteo F (x) es infindtamente divisdible,

- (Para fLa demo¢tnac¢6n del éegundo teonema de Hezzy, con-

“Auﬂta& Gnedenho) (1),

(1) GNEDENKO




SECCION T1I

LA REPRESENTACION CANONICA

Los objetivos de esia seccidn, come Lo mencLonamos en
La pnimé&a,‘eé tenen 2os elementos sulicientes pdna podék -
presentarn a Las funciones de distrnibucidn Indinditamente DLi-
vdsdibles porn medio de La funcddn caractenistica gue admite
una representacddn come La que se presentd en La seccddn I,
utilizando afl Logpanitmo de Za {funcldn caracteristica. Ade-
mas se enuncLarndn algunocs Lemas y Leoremas que presdentan --
rnesultados muy Lmportantes como el de£ ieonema cuatrno. To-
_»ddé estos nesultados sungen del problema de La combinacidn

de Las funciones de tipagﬂNoanZﬁ y del tdipo ﬁPcibAan".

 TEOREMA 2.3.1.

‘Una Aancidn‘de distaibucibn es Inéin(fdhente’DLuibiné 

ALy A0RO B4 su nespectiva funcidn caractenistica admite La

sdgquiente neprnesentaciln :




&J(\! (4o

sk R
fle) = g¢4t+A§\@f°-i ~;@,;d9m)f..z.sA

Log

donde Glu) estd dado como en 2.1.A

Para demosithar esde Leorema hecurniremod a dos Lemas -

que utillizarnemos en La demosLracLdn.

Sean Y wna constante real y Glu} wuna funcidn no-decre-

clente acotada, decimos que =

A
' i&u
Vi) = oy e s §(@7 -7 - Y d6la) ... 2308
A Tow /O

donde el valon de La inteeral en cerc es iqual a (=4

(demostsr“n al Linal de La secedidn 1. Consulian {6imula de
P. Levy). 1] '
LEMA 2.3.1

L funcidn Exp (»“1J(Il'3 S es una funcddn cardacitenis-

fica Infinditamente Divdsible.

(1] PETROV
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DEMOSTRACION
o
Exp (9()) = Exp {x-\(t v (et oyl y ity au;\)\\
: S (R VR |
donde:

{ v+

\(\:OQ/\(E;\’(.\'\\ = &4,_ r\{\) &C‘)(J\ k

Por el teorema 2.2.2 basta demostrarn que (£l y (£L)l scon
Ingindtamente DLvisibles Lndebendientemente. A continuaedlbn
se demostrand La parnte LL). |

Para cada eet positivo tenemos

et o ey e gy =

\u«v x; L5« 3\+°“ Eﬁ:\ ;CQ‘ .lf;
TR =~ 5y,
N=Yea z ( CAm ST j o <\\«~\)~ » N \_}
. \g:cal\/,,_/ AV oy w0, - WY =7 O Q-Q,__U\,xo \¢ =7 A

cada término de esta suma Ziene La foama

: . O NS ‘
(1) .. A‘J\“nl\- J\‘ /\>\'\V~ K\- - \3 donde :

Mo = Y w Ledow) = Gluw 1)




C)\r\:& - NN S

.l + %-\-;

tnibucdldn PodLsson que es INFINITAMENTE DIVISIBLE.

Porn ofnra panite

ke RS L4 ut
e ) (@M —ue A ) S 360D
.

kSumando Tenemosb

\,'L

oy Zc'z[ funcidn.
<t/ (6 (+ol =6 (-01)

es el Logandtmo natural de fa duncidn caractentstica

Ry %‘f f'“ e Leco) -aca)]

!T) es ‘el Looanditme de La funcién caractenistica de La dis-

de. ﬂq'



distribuci<dn normald -~

Porn Lo tanto (L£4) es Infinditamente Divisible.

.

(] Exp (4y ) es La funcién caracteristica de una fun-

c@dn dg d£4t¢£bucé6n deganenadq, eéto.impﬁica que :
(%(t)f“= o™ - ;(z)
’Pcﬁ Lo Ztanto (LL) es Inﬁinéiamenté Divdiadible.
Entonces qoncﬂuimoa :

EXP (W (t]) es INFINITAMENTE DIVISIBLE.

U ER siguiente Lema serd dddbJAin‘éqfdgmbsxkagidn,?

~{Ven Petrov) (1)

LEMA 2.3.2

 Ex£Ate‘una'cbnnéépbndehczanano:gfaho.entﬁéV&CtL}y (Y, G

donde ~ es una consiante neal y G es una: funcién- deginida -~

(1) PETROV -




como en 2.1.A.

Con este Lema se da La unicdidad panra eﬂ,téonema 2.3.1

Ahona dewmostrarnemos dicho Leonema

DEMOSTRACION 2.3. ]

Porn el Lema 2.3.1 es suflcdiente mostran que una 4fun--..
eddn canacternlstica Infindtamente Divisible 4{X) que estd -

dada como en 2.3.A.

Pon oitna parite, por el teonema 2.2.1, 4(£) + 0 pand'54'
todo t. Ahora &4 consdidenamos al Loganitmo donde (%] =
gn {t) para cada n, donde fn(Z) es una funcidn caractenisti-

oca, enfonces :

 zqg»A(t) n zogv(gn(zy) - u koo (1“;(6¢ 121;;@'))5  f,;Vf r

1t

N>

. tim "( w gt~ 1 >,

SL Fa (x) denota La funcibn de distaibucién de £(tL.




“ . o
oo f(2) = L£4im S ~ | @fUt- 1) dF ~ (x]) )
: : A= M
T D
s eom b et T yp Gy ¢ (R (et 1o 2 ) 3R |
INEWY EARRA wabe) Y (e -\‘l+o1 SRR
= Lim W (t) para cada t, donde Y. (Z) estd
I\—)u\, .
dada como en 2.3.B u

Yy , o«
jﬁ\=,\3 U//(7+ 0} dF L ul), Golo), =Px5 ?fk;,zm dFﬁ(';)
Z e v

y pon el teorema A.1 del anexo P () —> Loa £(%). Por Lo

tanZto queda demcsitrado el teonrema 2.3.1

La Lgualdad 2.3.A es LLamada {6ramula de Levy-Khintchi-

ne (1) . Se sique def Lema 2.3.1 y del Zeorema 2.3.1 que -

VALVG(-'m ) = 0 La nepresentacidén de La {uncidh dandctenZAILQ'

ca LnﬁLnLtaanIC d&u&é&bﬁe en La fornma 2.3.A es un&ca ¥y, =

(x) eAtan detenm&nadaa pon 4 (t[.

Pox ejemnﬂo para La d&éiitbuc&dn Nonmaﬂ con med&a a.y

vardanza W“ tenemos que Y = a, G(x] FIOQAJ'X £ 0 GCxI"G 54
x > 0. Para La funcién de d4¢tnibuc£6n'PoLééon con pardme--
+\:\ .

tros (a, b, N ) estd dada ponrn x=

\‘?‘h ’

G{x) =" &84 x- > 0. Para una funcdidn de d{étn{bucidn degene-

(1.} PETROV

Gix) =0 s4 x & by

o
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rada en el punito a, enfonces Y @Y G(x)gz 0.

La Laualdad 2.3.A se puede escalbin Lambién como una -

duncdibn
Loa £12) = G(+0] - G(-0]
dedindida como
255 dG{yl ‘pana x ¢ 0

‘;f~?6 {(yl pana x > 0

'Eétalguncé6n'éétd dedinida en ZOA'ﬁaaﬂéé éxceth gﬁaé£~ 1?
punto 0, es no—decnecéantéﬂﬁn (-, 0]l yen (0, + ]y sa-
148 face Las condiciones : L (-0 )=0, L (+ « =0 y ademds

es continua en estos puntos det dominio,
Pon dLtimo parna toda d > 0 y %‘>0.’g x' dL{x] <= *

EL sigudente teorema es un caso particulanr del anterdon,

ya que apante de usa. a La funcdiddn Lix], Lncluye una constan--

* La Anteoral § sdonifica que el punto cerno no pertenece al

domindo de {ntearacifn.




te neal posiiiva s*y que cumplen con Las condiclones ante--

nifones que deteaminan a una {funclén carnactenlsitica LnfAnl-

tamente divisible, a parntin de esto se sLaue
TEOREMA 2.3.2

Una funcidn 4{t) es una funcidn caractenistica LnfLni-

tamente divisible, 24 y s0L0 5L admife La slfqulenfe nepre--

sentacLdn
2.3.0 ..... £z = EXP{ J'(_‘__*«_S (-1 +x1>ALQ‘\}

donde v es una constante reaf, x una constanie no negativa,
X =2,

y La funcibn L(x) es no-decreciente como se especificd ante-

nlormente.

La igualdad 2.3.D es &Lamada 46rmula de Levy, ademds.
de que esta nepresentacibn es dnica. La demostracién del -

antenion teorema se sigue delf Teorema 2.3.1. (1)

(1)1 PETROV




TEQOREMA 2.3.3

Una funcién {((2), es una 4Luncidn caractenisiica de una

distrnibucibin infinditamente divisible con varfanza finiia, -

44 y solo 84, admite La slgudente represeniaciin

ex L )

&) 1= aXx

2.3.E ..... Rog {{ztl= EXP {Lali +g_ = = dK{x) E
. v <)

donde & es una constante neal, K(x) es una funcidén acozada -

no decrnecifente, dada pon :

K(x) = S (1+x ™) dGlx)

y La 4uncibn bajo La intearal es Lqual a (-t~ /2) pana x=0.

| La {quatdad 2.3.E es LLamada §6amula de Komogorou. -
Las funciones Gix), Lix) y K(x) dadas por 2.3.A, .2.3.C y --
"2.3.E, son Las RLamadas 6unc£one4.f5pectna£ de LepngHLniChL5'4

ne, Levy y Ko&mogorov respectivamente.

OBSERVACION

Una condicién para ascavran La exdstencda de La Esperan-

i
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za y Vandanza, es que exista La derndvada de sepundo ovaden -

de (%) en £ = 0,
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SECCION TV

FUNCTONES 'DE DISTRIBUCION INFINITESIMALES

\

En esta seccddn se dardn Los elemenftos necesandios gue -
senvindn como base panra Las secclones Aiguéénteé, pochque a -
partin de ahorna, nuestro problema send caraclerndizarn a Las -~
funciones de distribucdidn Lnfindtamente divisibles, como el

Limite de distnLbuciones de sumas de vardlables aleatondas,

esfo es, sea

X:LL ’ X VMeovr s X AR,y
X"LL » xz'l DI I 'X.'J..\C.—L
‘er\k ’ X N .r' e e ’ x .'\V~\ .

una“senie de vandiables aleatornias independientes cuando K-»w
y n->w entrhe sL{. EL objetdivo de esta y Las sigudientes sec--

ciones send determinan La funcidn de distrnibucidn para La su-

ma de La Loxrma




T K . 2.4.A
W= .
cuando n > .° En ausencdla de nestrndicelones adicionales, -

La so0lucddn es obvia. Noamalmente cada {funcdén de distribu-

cibn Flx) puede sen consddenada como ef Limite de esta clase

de suma, s4 La vardable allatornia X, tlene Ra funcién de
L

distrnibucidn Flx) para cada n y 64 Xaw = O para cada

R > 1.

La siguiente de4indicibn intrnoduce aleunas resiriceiones
para que cada Ltéamino en 2.4.A LLegue a sen {nﬁihitabémaz en

eﬁ.ﬁiméte.

DEFINICION ~2.4.1

Las vaniables aleatonias X ~. - son Llamadas INFINTTE-

: SIMALES‘cuandO'

s P’g\xm«\?E}so L. . 2.4:8
VS S . -

Exiszen una senie de nesultados acenca de esta defini--
cibn pana el objetivo de este capiiulo penro s6L¢ nos engoca-

nemos . a La nelacdidn que exdste cntrne Las vardables indindite-




simales y Las Kunc&oneé de distribucidn AnﬂLnLIamente dLvi-
s4bles. (1)

TEOREMA 2.4.1

EL conjunto de dunclones de distribucdidn que son Limite

{en ekl Aen«&do de convergencLa débLﬁ) de La distnibucidn de

sumas ii X e de varndiables aleatonias Lndependientes que

satisbacen La conddledldn de infindtesimales colncdden en el -

confunto de funclones de diLstrnibucddn LnfilnLtamente dLvilai-

b2 bles.

Para La demostiracidn de este feornema necesitamos Los --

sLaudlentes rnesultados :

LEMA_2:4.7

‘Las sdaudlentes condiciones son equivalentes .:

<) . La condicidn de Lnfinitesimales

L4 'NQS x> AT . &Yy — O
LLZ)‘ e \ﬂ(k\ -\ - 0 unL/ohmemente _—
en t en un Lntenvalo 4indito arnbitnra-

nLe-

(TT PETROV"
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EL sigudente Lema sernd dado sin su demostracidn. (1)

LEMA 2.4.2

Suponga que 0 &L b & . Si La sucesién de|Xal satis

face La condicidn de Lnfinitesimales, exdsfen nudmencs poss

tivos e = <, b, T ) ye* = <r{b, T ) tal que

AU o o

o B et - ) TR AR e T
. o -

-

‘parna toda n suflcelentemente grande..

LEMA 2.4.53

Suponga que La condicidn de infinitesimales es satisfe-

(1) PETROV




si Wk a6\ —> \ g(2) \, donde §(2) es una

funcdbén caracteristica, enfonces exdsle una consdtante posdi-

XLve ¢ tal que

2.4 L. 2 T OT(x) & ¢

para una n suflcientemente orande

DEMNSTRACION

Sea b un ndmenro posditivo tal que £(£) > 0 para £ ¢ b, -
como La candicédn de dinfinditesimales es satisfecha entoncaé;> y
Las Aunclones Log 5.\K(¥)v'eét¢n defindidas en un'LhtenuaZO -
finito, en el & & b, para una n 545£c;entemante gnqn@eiienz—
mos : | | | |

e L r oo™ = 1)\

donde £(t) es una funcibn caractenistica. . Porn el Lema A.1

'del’Aﬁexa La hekaci&n 2.4.Cy Eﬁtog l 5(t)\-9 Kog"ﬁ(il\uni+iu

formemente en t, en el Lintervalo t £ = b

2.4.2

, ahona porn el Lema




\ X - [v4

o0 LS
2 & X AE;\Q(X\ S - S 2 \Ql \.gi\\«(t5 \ ¢
w I

el Lado de esta desigualdad tiene un Limite {indto Lgual a

w .
- C S toe | £(2] \ dit

<

LEMA 2.4.4

Suponga que La condicibn de LnfindLaniente es satisfecha.

Si exdiste una constante positiva, tal que La desdioualdad 2.4, ¢

se Xlene para toda n suficientemente grande entonces

2.4.0D ...i&io,q K—\K(t) "'"(f__n\v\('t) —])E -2 0
w

para tode £ .

DEMOSTRACION

Sea & un real adbitddkio, poﬁ Los Lemas 2;4.3fy 2.4.2

tenemos

:’“? k—r\\g('t) - i \ =2 a



Y £0g fnwlt) = fav (£) - 1 +8( . (2] - 1Y  para toda n

Sfuficientemente qnandc po& 2.4.C'y el Lema 2.4. 2
§k-— \ﬂkk(t)*x\ < r**‘ 2 S H-s("- AF'\KC’()

para n suflelentemente grande.

LT Pl Tone) = (k) SO o e & e \fuccer -1

Con estos Lemas estamos en condiciones de demostrnan el

Lteornema 2.4.1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4.1

Pon La definicdién, una funcidn de distrnibucidn Lnfind~-
tamenite divisible, es un Limite de distribuciones de sumas --
de vardiables aleatordias de La 5dnma 2.4.A . Sea F(x) una --
funcidn de diétnébucédn infindtamente divisdible anbitdania y
Alt) su cdnneapondiente funcdlbn caractenistica, entonceblwé— 
5(t) = f ol )n donde §~ (£) es una funcdibn caracteris-

ti@a, para toda n.

Sea £ a\ (£) = £, (%) dra k = 1. 2. ..., n por 6sto {(t)
= %ﬁT E? f (2] . Por Lo tanto La sucedibn de funciones de

distnibucdén de La Aumayﬁlxhk de vardiables aleatorias inde-
Wy




pendientes X . con funcifn caracternistica £ nw () convern-

aen debifmente a F(x). . La sucesddn {XAK:S' satis facen La -
condicdidn de infinditesdimales dado que £ (£} —> 1 undlforme-
mente en £ en cada Lntervalo fdndito y se aplica el Lema ---

2.4.1.

Ahona consideremos una sucesibn de series varniables a--
Leatonias (cada sende 4independiente]l (Xaw; kR =1, 2, (..,
bk +n =1, 2, ...} satisfacen La condicddn de Anfinitesd-
males. Sea P (gzxmg<.x) = F a (X)) en todo punto de conitdi-

nuidad de La funcidn de distrnibucidn F{x). Debemos mostran

gue Fx] es Lnfindtamente divisible.
Pon el teonemabA.Z del Anexo
ST () - f )= ) et ARk
Cpon Los Remas 2.4.2 y 2.4.3, 2.4.4 ¢s satisfecha para toda %
Ahonra : » - . ' R '
bl A
Po= \0 AF&KAYO . _ .
og Prele) = (Fuw €)= 1) = log Tn ) G

Tl =} @ aF v an) = @ T Afa®

Py



§°° (@ -1) 47 60 %

el

~ N .
Ly E T3 Noy fon@) - (Hac ) M“x\t@w ()

1 N e

Aof\AQ

Pale) = 2y € & [Cess oi- 22 )y B de )

L N L B

Gr\(Xﬁ = S \q\_ v ATNK \/\

Por el Lema 2.4.4 tenemos G { + A ) L+ ¢ £ o0
para todo n suficilentemente grande y G ~ (x] es una funcidn -
no-decreciente de vardacién acotada. Por el teonema-2.3.1
W’g(t} es el zonaiétmo_de,und funcién canactenigtica Lnfind -

tamente divisible, esto 4e sdlaue de‘(2.4.D - 2.4.E}

Exp (W Alt] ) ‘»-7 4 {z)

para Toda t; entonces pan'ek teornema 2.3.2 La ﬁuncédn carac-

tenistica f(F) es dinfindzamente divdisible. a

tal que .
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EL sicudente Xeonema no sernd demostnado, pero es de du-
ma imporntancia, ya que es La genernallzacidn del teorema ---
2.4.1, porgue en este nesullado se Lnvolucra una constanite
para La suma de vardiablfes aleatonrnias Lndependdientes. Aniea
de enunciar este teorema danremos La difinicifin de condisten-

cia en el Limite. (1)
DEFINICION 7.4.2

Las vaniables aleatoriast X av so0n LLamadas (La conddi--

cibn _de consistencia en el Limite] consdistentes en ef Limite

54 exdsten constanites QKK (k=1, 2, ..., Kn ; n=1, 2,...]

tal que Las difernenclas X n.. —~ Lo s0n Lndinitesimales, esfto

el

N

g} —> O

s Wg

ES ‘F)&l\X$H —‘Q@\\

para todo E > 0 4ijo.

Ny
ey
~N

TLOREMA

EL confuntc de funcdinnes de distrlbucibn que son Limites

(1) PETROV




de funciones de distnibucibn de sumas de fLa horma L Xax -b

donde Xnw @8 una sucesddn de varndiabhles aleatonrnias Lndepen-

dientes que satidsfacen La condicidn de Lnfinditesimales, b -

constantes, colncdiden con el conjunto de funclones de dis--

Indbucldin infindtamente divisibles. (Para su demostncsibn -

vern Petnov ) (1),

ina herramienta fundamental parna La demostracidn de es-
te feorema es La genenaldlzacdén de La deddlndeddn de vaorda--

bles aleatondias Lnfinditesimales.

Con este Leonema con-cluimos este capifulo donde se ana-
Lizarnon Las propledades bdaicab de Aunciones Indinitamente -
divisibles, asi como Las primenas delfiniciones acenca de su-
mas de vanfables afeatornias Lndepend{énteé Ggue nos Aenvinﬁn
como hernamienta principal en el desarnollo dek 5Lquiénte'Q§ 

capitulo.

(1) PETRCV.



" CONVERGENCTIA DE UNA FUNCION DE

DISTRIBUCION INFINITAMENTE DIVISTBLE
INTRODUCCTON

Durante La discusidn en el presente capitulo estudiaremos
Las condiclones panra La convergenela de sumas de variables a-
Leatorias que Flenen upa funcldin de distribuciddn dada, basdn-

donos en Los nesultados obtenidos en el capiitulo antenior.

EL objetivo de este éapztuﬂo se divide en dos pantes; La
primena es genernalilzar La convergencia de sumas de variables
aleatonias y establecen qué condiciones deben cumplin dichas
funciones de Distribucidn Infinitamente DLvisibles para perte

necen a una clase especlffcamente.

La éag@nda parte del objetivo es en base a Los elementos
' deéqnnazzgdbb en el presente iﬁdbajoVPana*Mbgtﬂan»Au apzzca-_
vcidﬁrén temas ebbaciﬁicoa He La Teonéa‘déranbab££ded'CQMO»

son Los ieﬁab'de La Ley neb.it 7 Rd Ley Fuente dé Los Gnandeaﬁ

Ndmenos, asi como el Teorema de Limite Central.
EL contenido de este caplftulo se divide en cinco, seccLones

- En fa Prnimena seccidn daremos alquias condiciones para £a
“conveagencia de sumas de vardables aleatonias Infinitamente

"DLvisibles, . en alaunos teoremas nos basaremos en resultados

det capituﬂo antenlon.



En La Segunda seccidn defininemos a Las funciones de dis

trnibucibn de La ckase "L", asi como a&gunob‘neéuﬂiddOA de
esdte tipo de funciones; Lambiién se enunciarndn teonemas A0
bre diétnibucéoneé, Limites y.ﬁuncioneé de dLAinibucidn
estables que nos peimitindn anallzarn La convengencia de

sumas de varniables aleatorias de un tipo mds general,

En La Tercenrna secclidn defininemos La Ley Fuente de Los -
Grandes quen04, asi como resultados que nos d@bc&iben
Las condiclLones y canactentsticas que debe cumpﬂln La su
ceALdn de vaniables aleatorndas pana cumplin con La Ley

DébLE de Los Grandes Ndmenos.

En La Cuanta seceldn se définind Za Ley Fuente dé Los -
Grandes Nimenos y}qué condiciones deben tenern Las suce-
Qionéé de'uanlabﬂeb‘qﬂeatoniab pana,cumpzin ebta‘Ley.
 T@mbLén degininemOAfez conceptb devbucebioneb de uaiLabLeA
‘aleatonias FUERTEMENTE ESTABLES, para desarnolflar estos

- nesuliados utifizaremos esia conuengéncia casi segquna

gexpuaAta en ef Prnimen capitulo.

'en La Quéhia seccddn enfocaremos el Teorema de Lihite

Central desde el punto de convengencia de suma de varia- .
bles aleatonias infinitamente divisibles, ademds se presenz’:
‘iaﬁ resultados sobre La ebtandan&zacLéﬁ de La d.istribucidn

Nonmat, Porn dLtimo se darnd La condilceibfn de Lindebeng.



SECCION T

CONDICIONES PARA LA COMVERGENCIA DE UNA FUNCION
DE DISTRIBUCION INFINITAMENTE DIVISIBLE

La discusidn de esta seccibn Qe LLevand sobre Resultados
que muesilren bafo qué condicéqneé converngen sumas de variables
aleatorias que son infindtamente divisibles, utiﬂézdndq.pana
estos neadﬂtado& el concepto de Convergencia PELLL, algunos

.neéuztadOA expuestos en La Aeccédn 2.3. det capftulo anterdion y

el nesultado de consistencla en el Limite.

En el sdgulente teorema utlllzaremos a una 5uncidn carac
tenistica infindtamente divisible que tilene una representacidn
como en 2.3.A sucesiones de variables aleatorias Lnfinitesima
Les y el concepto. de conyg@genéia débil Qué so0n bdsicos en Las

condiciones de eszte nesultado.

TEOREMA 3.1.1

Sea Flx) und*ﬁu@é{dn de‘dLAihLbudéJﬂ;iﬂ{iniiaménte.diui¥

~ sible con funcibn caractenlfsitica, 4(t] que se puede nepresen-

o tar como en 2.3.A del c@péigﬁgwllxr,ﬁﬁqu,XA% 3 k=1, .., kn;

rd

n=l, 2, ... f___u_v_le&.__é_%ceé/»'@@__f_lg._é.?—?kéeé...ei.@,v,c&%éfeb;@@é_.,ﬂﬁ}g_ﬂtwmé

Las cuales son Andependientes entre cada sende y que Aallsfa-

- cen La condicdidn de Lndinitesimales. Denotemos a Fr.(x)=P

(Xaw & x) como La_funcién de distnribucidn de fas variables a-

Leatorias Xa, entonces La funcidn de distribucién de La suma



Von
5; A~  convernge debilmente a Flx) 44 y s0Lo 84 3

3.1.A ..., Cn B G ¥ N -7 X
donde
. ) . ‘ e o X G = o
5.0.5 ... Galx) = L) Trgr OTaly)
[Ny ey
A - [l _—
3.1.C ..... N = S {Q\w@% ) o AF.x)
Wy — oy
3.1.D ..... Oone = Y w AT x)
IxieT

donde T es un ndmerno positive ¢ F aw (x)=F (X + aed)

DEMOSTRACION

,:57) Supongamos que P(i&‘X~3,<; X, ).w>F(xYkpaAa cada punto
~de‘continu£dad de ta funcién F(x), entonces por el teorema
2.3.1 " tenemos que Exp(Wil£)) —> A(f)fpon Lo tanto Wal(t] —> 4(2]

y por el Lema A,S def Anexo Ga=2 Gy (a7

<= ) Ahora supongamos que G T3 G 4 Y. -» Yy entonces poxn

el Lema A.3 del Anexo .2y ={ v , G ) y como G. 2= G entonces

. o S o b
i- S ﬁ‘ o C\ \:'\. & ( ) _— /.3 (" v ) NN
g momy -

Por otno Lado, porn nl Lema 2.4.4 y 3.1.A pcdemos concludln

que. por cualqulern t
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Log U fLe) = W le) O

53

, . .L_T.YAK('“ — Q\ﬂ(f\ = Yy

De aqul se s.lgue La convergencia dEbLL de La suma

a La distnibucidn F(x) con funcibén caractenisitica £(2). Q

EL sigudlente nesultado es consecuencia del Teonrema 3.7.1
con La varndlante de que Lnvolucra una sucesdfn de constantes

La demostracidin es andloga a La antenrndionr.

TEOREMA 3.1.72

Supenga que £as conddiciones del Zeorema 3.71.1 se cumplen

Y sea i bnf3 una sucesidn de rneales, entonces La distribucibn

fda La suma E}iy<~quggnva@gc debikmenic a F(x)»éé y so0fo 44

‘3:'.].’E:,:.....k' 7_‘_3 03{ ,\“( A"&- \_\,\V\\ ’__7’ (:)(/y\)

e Dn ‘\.v ‘\‘ 
s i . ' ) :  1*
_3.','7'..F e e 'j:_ S 1~ "_‘"‘* SVM* LA ().'\Knl \<
donde
A » 5 .
3.1.6 v.uu. (S NN \\) ) e Cn D
LANL T

2 un neal posdiivo

y €. x) esta dada como en 3.7.B y Y esta dada como en 3.1.C




Como Los dos antendonres nresultados nos hablan de Las con

dicfones escenclales para La convergencla de sumas de varniables
aleatonias, en el sigudente resultado se define a diferencia del

teorema 3.1.2 como deben sen Las bn.(Para demostracibn consul-

tan PETROV) (1)

TEOREMA 3.1.3

Sea {ka&una sucesildn de serles de variables aleatorias

Las cuales son Lndependientes entre 54 y que satisfacen Las -

condlciones de Anfindtesimales. Entonces con el objeto de

gue exista una suceslbn da constantes nreales posLtivas { bn{

tal que La distribucdibn de La suma 7 X -bn converge debif-

mente a una_ distrnibucibn £imite, es necesanio y sufledente

m——

que 3.1.E se cumpla donde G{x) es una funcidn acotada no-decre

clente.

SL Lo distribucddn de Las sumas

- L \~
]L - Nl T DA
N

convenge debifmente a una distrlbucidn €imite, entonces

(VS ot X o i 1
L= T f O V) i AT vann) \ T D)
Q= ety .

~

donde ~¢ es una copstante real arbitraria.




En condiclones presentadas en estos Teoremas se podrla

reemplazar La condicidn de Infinitesimales por La condicién
de Consislencia en el Limife. De hecho en Los Teoremas -

~

3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 es necesario cambiar a F  (x) por ¥F--1
Faw (%4 Mac) donde Mn. es La mediana de Las variables alea-
tondas Xew. De hecho este campo en Las condiciones de LAnfi
nitesimales porn una mds genernal que es el caso de La Consdis
tencia en el Limite no se diflcultaria mucho en Lo escencial
perno 84 tendrnia cleria complicacdtdn en su formulacidn, ya
que tendrfamos que hacer unas consideraciones en Los Limites

a La suces.ibn de senies de varndiables cleatoncas Lndependientes

que cumplen La condicién de Lnfindtesdimales.

TEOREMA 3.1.4

Supongamos que £as condiciones del Teonema 3.1.1 se cum-

$eqn

pLen, entonces La disindbucién de La suma € Xaw, convergend a:

La distrnibucibn Flx) s4 y Aolo s34 Las sigudientes condiciones

se cumplen : n

N :
g \la - 2
v ) LA S .
5.1.H ... f Vo Y S S A608) pess %40
\l LYY ) - :5
’l ™ ! R ot
HE .- , LE A
NI W C R \ S A68Y) pees %50
N X <.




para todo punto de contilnuldad de G(x]:

30T L. A S I E ENE R RN }
LD . N=> o3 —y \':\kf- e

. {":. _\""" S :"\Q ;"l 51 S R* \‘ (v ) — ( S "QAFAK(X)YL%
2, . ALE

£ N> cq [T LA E. 1
50T e T &AEMR?*>14-§AAGU)~§ Aeql.
ez KA sz N

para todo > 0 tal que Los puntos Lz son puntos de continui-

dad de G{x].

"DEMOSTRACION

La deOAtiac&Jn de este teonema se hard s4in Lomar en cuen
ta La condicedlbn de cnﬁcn&teé&maﬂeé ya que Las cond&c&oned -
~%3;i’H’ 3.1;1 Yy 3.1.3 son equ&uaeeuteé a La cond&c&du 3.1, A
ﬂaﬁhde Galx) y X Un eétau deﬂcn&daé en las cond4c¢unea 3. B; ,Ff
3.1.C gy 3.1.0 donde T es una.conétante posLLLlva anbLtkania;
'Pnimeno mostraremos que Las condiciones 3.1.H i o3.1.1 5anng-

quivalentes a La condicidn

e . <

;{Q_"é Yoo o= (\3(\\)




&0

Porx el Teonrnema A.4 del Anexo, tenemos qgue La condicidén 3.71.K

es equivalente a Las sigulentes dos condlclones :

»%,F\(:\~C>&° g}'QG(g\ Parw X<LO
3.1.L ..... 5» <5 §= Y . e \)_&A~ .
(\ Z‘: (A \uwk’“) K¢ jx '\31” 'AC»(\;\) poRa X>o
Ui Voo aue
(—:~>U_ ”.—;c:v\ Z‘ ‘g \\ w3 \\’ \‘«\«LK‘) =
3.1.M ..... ‘ 3 © ke
: I.JJ\ (;&h, kN
RPN NN %; ‘5\ X‘"ma(x\ G(+0)- G(-0)

para todo punio de continuddad de G(x).

Defindinos an= AﬁfV\C\kK\ . Porn el Lema A.5 def Anexo -y
por La condicibn de Lnfinitesdimales, tLenemos que para todo
l‘ t;7>.0 N

BN L (;, & -’L’:}:F_J x| - x,m (2 = 0O

tRVae

Pon otnra parte Frow (x) Fool v+ adl) < Food x + Zan],

1A

porn Lo Lanto La condfcldn 3.1.L es equivalente cuando F\R

neemplaza a Fn.. Entonces La condicién 3.1.K o8 équivaﬂente
a Las condiclones 3.1.H y 3.1.M.
Ahorna probaremos aque 3.1.H ¢ 3.1.M son equivalentes a

Las condiclones 3.1.H y 5.1.1 para esto defindmos




AN

K e e IAKE

3; S Cx=-am\® c_\:‘,\KQX) - (,Jls )(7-6‘: (x)~(s A‘FM((K\)} ,

';‘\

y -
i\- 50“(\"“‘\ é-k_'\\«()") - L S Kl% '\\g(x)
g \X\2g :

' donde S . Desarrollando tenemos : S .j).”.,,ﬁi

- T ol { dvxy-2 Z A ch\mm + 7 Sx:\\:'m.\(ﬂ)l

\AASE (13833 W g

o Lk AXAE

|  = § v - S _xAT-"M\(US T_ Cx,m P (I X\ 2 € )

7‘2 (é\f\é"\?’,vﬁl\) - Z.Cx,\k PL\qu\za} =7 \Tal2 (Q,\Z.\.Q‘L )ZP(\XW

S;é t'3‘.'J H se cum-p!_e; entonces Tn —> 0. Pon Lo ta.na‘:o

. 5§ cean)® A?—‘m(u T CA-Gann)™ Avmcx)

Ko WRKe T O S Y 4

t SRS Yot = T 5, Crroe? Amm
Pl \x-c\“\\z S L \.‘ \&me\\<!’.

1.

y“pon 3 J N Y para n Auﬁ&c&eniemente gnande

z T_Su A ™ A\-W(:\\ \Q g2 z P(\xmb E/,L)

L& L Q.E_

;_mde' PLAXmel2 ©/2 | es La desiguatdad de Chebyshev.




Si 3.1.H se cumple Un —> 0 u Th - Un ~>0

L.e.

S xLA?NKQM ~4 t& X7 AT’M\(“L\ ( S XA?’,\KLU) {U—-‘)Q

\oAxieg X\ Qg

De esto ¢ dg;ﬂab Aiguienteéfﬁeéiguaﬂdadeb se sigue La equiva-
Lenedia entne:S.J.H y 3.1.1 én el primer Rado de La desigual--

dad y de 3.1.H ¢ 3.1.M det xégundo; esto es

Him T Y8 0 e T T AL ¢ < T § xR (0

\"~ Wi\ag Vo vag W oy

Para Lerminar La demOAiﬁacLGn de este Teorema A0L0 nece-
sitamos demostran que 3L 3.1.H ¥ 3.1.1 se cumbﬂeﬁ; Las con--
diciones 3.1,3 y X s0n eqhﬁvaﬂent¢5~ es suflcelente vern que
para todo T {Lfo tal que £06 puntob 1z som puntoA de cont&--

nu&dad de G(x), se cumpte

. o &; GC
B T I R z& P AFM‘()\) ——*7\ ’\x&\ - 3)&&(:()()
' LK\L'( “‘\‘lt
SupongamOA que Las cond&c&oneé 3.1. H 1y 3.1, 1 Ae cumpten.
>UAanda La sigulente &guakdad
3

S Ay AF'-\V(‘) 7_ S KQF (CR CZ-S'(})( \ﬁm.\(\]* 23

NAS
" e

\\»x‘- (}K’\\ (")

1% Wiz

por 3.1.K La cual es equivalente a 3.1.4 1y 3.1.J y pon el Teo-

nema A,4 del Anexo, tenemos .:
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i‘ S \J‘-x" Q\J_.\\g(\)\) -2 S »\(3 G (»\)
e il T
B L C AT i%“
W lx\7z AR\5 T
Unicamente necesltamos probar que : S xQF ‘ﬁx)—>()
o ; ‘ .' \\ ixiew ‘
\ SX 3\:,‘uu\ < \ . X (k«xw\:\\:ﬁu_(ﬁ\.\; \ 7§ - c\m\ AT R ) —
e il < A \A\(‘Q - T, \:x::\: «x
R AR LT L
‘K\L( |

T P(\c&"\xxk\<~Az;cx.N\~\-- (T & On) ?',P(?—c\r\s\xm(\(z\f

¢

y por 3.1.H y ka nekacibn 3.1.N ek kado derecho de efta desi-
guatdad convenge a 0. a -

EL sdlgulente nresultado que enunciaremos, se reflene a

| propiedades expuestas en et’CapttuZo TT;,Como £a nebhe&tntaaﬁjuﬂ"a.

eibn.canbnica, en panticutan La aplicacibn de La 56nma£4 de
Levy-Khintchine dada en Kd fercen Aeccédh y este nesubtado

nos habla que La conué&qencia de sumas de variables aleatondias
a una distrnibucibn LLMLIQ donde Au respectiva funclbn carac--~
ternistica debe tener una nepresentacién de La forma Levy-

Khintehine esto es
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TEOREMA 3.71.5.

Sea F(x)uun@mﬁgﬂgégguggjdiat&ibuciJn inftnitamente divi-

sible con funcibn caracteristica 4(t) que tiene La represen--

tacdibn en 2.3.A.

3ea-{xhkgana sucesldn de sendes de variables ateatorlas

Las cuales son Lndependienteé con cada serde y que saitisfacen

La condicidn de 4n6¢n¢tﬂé¢maee4 Sean Faulx) = P{Xaw<x )

Y % bn& una_sucesidn de constantes iR, Para fa convergencda

débit de La distrnibucidn de La suma T Xaw -bn a La distribu-

eibn F(x) es necesanio y suficiente que Las condicfones 3.1.K

y 3.1.M det Taonema\S{].4 se cumplan acompaiiadas de La sdigulen

Le cbndicién b

6'\

A

>

T § x %rw(x\~_ N> x*ﬂ \dgu\—ﬁ

S \\\gc AN Wiz
Pana todo <> 0 5410 tag‘qu¢ Los puntos : T son puntoalde
tcont&nu&dad de G(x) » ‘

La demoattac&dn del Tevrema es andloga a La dez Teoaema
3;7;2 y de Los siguientes hechos observados en el Teomema -
3.71.4 :

1) Las condicdones 3.1.H y 3.1.K son equdvalentes a La condL-
cedon 3.1.M; 2) S4 3.1.H y 3.71.K se cumpten, entonces tenemos

a 3.1.N. Suponemos también que se cumple La cond&c&dn de

Inﬁ&n&teé&maZQA.




Con este teorema terminamos esta Aeccién que nos da hre-

sultados generales para La convergencia de sumas de variables

aleatornias.




SECCION 11

DISTRIBUCTONES LIMITE DE LA
CLASE L Y DISTPIBUCIONES
ESTABLES.

En esta secedibn introduciremos dos nuevos conceptosd --
qué nos sinven para La convengencda de sumas de variables -
aleaterias hacia una 4duncilén de disinibucddn de tivo mds ge-
fﬁéﬁaz de Las que ya hémoA esitudiado. Durante el desannollo
de esta secceiln s0Lo anolizaremos La conue&gencia de este -
tlvo de sumas, ademds, con alouncs resuliados expresados --
por medio de Zemas y teoremos concluinermos que el confunto
jde funcdones de diéinibvcédn de £a clase L codinciden con Las
d&ét&&buc¢oneé eétabeea y estas a su vez 4on un Aubconjuntc
de £aé funciones de distnibucién &nﬂ&nxtamente d&U&ALbPeé
Pana concludin eéta Aecc¢6n se enunciand el concepto de domi-

nio de atraccibn que se anat&zand breuemente.

Para definim al conjunto de funciones de distnibucién -
que pentenecen a La clase L, necesitamos considernan una suce-

44i6n de vandiables aleatordlas Lndependientes y una sucesidn de




constanies po#it&uaé ﬂ An : n = 1, 2, ... ? 3 para todo €30

-0 e (il ” 2an)Y > O

Es claro ver que estames consddeovando un oase paxtions-

Lan de La condicidén de infindtesdmales ya que s£ hacemos a

X
————

para K=V ,2..., n y n=1, 2
A

Xaw

y “ ..

tenemos La condicién de Lnfindtesimales.

DEFIMICION 3.2.1

Denctamos poh'ﬁa'cﬂaée L al conjunto deiﬂuncLOneéﬁde diAj ‘

tnibucién Las cuales son el Limite de Las sumas :

donde { XNQ es-una sucesdidn de vandables aleatonias que -da--

tisfacen 3.2.A y {Qn% . { b\§ sdon suces.lones constantes --

tal que.Oan7” 0, \sn < W




Con esta definicidn podemos afirmar que el conjunto de

funciones de ‘distaibucién de La clase L son un Aubcoﬁjunta
del conjunidide funciones de distnibucidn Lindindtamente di-
visibtes, yaﬁqua este canjunio, codnedide con el conjunto -
de funcfones de distnibucidn Jnﬁinitus(&aﬁos y la conddiclln
3.2.A es un caso particulan del confunte o fas déstrdbuode-
ner Lnkindtesimales y de hecho por La defindcibn de Las fun-
cdiones de distnibucidn de La clase L’eéte concepto es Linddis-

pensable.

EL sigulente Lema establece Las condicdones gque debe -
cumplin La sucesibn de constantes An para La convergencia de
sumas de vardables aleatonias que satisfacen Las condlelfo--

nes 3.2.A y B.

CLEMA 3.2.1

Sean Las variables aleatonias independientes como en ~-

3.2.B que satisdacen ta COnch£6n de'inﬁfniiéZLmaEQA en ~--

3.2.A y sea La distrnibucibn de La suma en 3.2.8, s§4 convenae

débilmente a una 4unc£6n'de disthibucin F(x] ﬁd'deqenekada~

‘entqﬂEeA :




Oin —> y Siexn — 1 cvardo n —

DEMOSTRACION

La funcién canactenfstica de La variable aleatornia co=

mo-en 3.2.A tiene La Rorma

5(t)= Exp {—Lbnr %

K

)

VU /G

=\

~

“donde

Vi (2] es La funcidn caractenisiica de La variable a--

Leatonda X .

. Tenemos pon-hipdtebiﬁ,que-k

R R P e e A RERTER
' ’SuponpamdA que
< . ; Qi no tiende a °Q gf

entonces La sucesidn %QN& condtiene una 4ub5uceé£6h aco-tada,
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2. > 1 cuarndo Vii-—) 23

DEMOSTRACION

La {unc«dn caractenistica de La variable afeatonia co--

moe en 3 2.A CL(’_HL Ca fonxma

()= Exp { -ibnt i_’(\\— V o« ft/C_\;c\)
LLENY

donde

Vk (£) es La muqc&'t?n caractenistica de La variable a--

Leatondia Xy .
" Tenemos pon hipbtesis que i .

k::*‘Sup""oyi_camoA‘ que &
Qn 1o tiende a N

entonces La sucesddin J\O.A.& contiene una subsucesibn aco-tada,




La cual también contieve w-a subsuceribn {qum( que convenge

a un Limite {inito o cuando m -=>x . Sea t un nimeno 4Ljo -
anbitnanio, A4 £ .oTQant entonces €, >ot cuando m ->a. Pon

30Ny el Lema 24\ fenemosd gue
Y {

wve(E) o

por ko tanto |V, ()| = \ Ve éIL\\ ~—7 1 cuando m —> oQ
para toda k, entonces se sique que | V i (£) | =1 y {5(1)\
21 y esto Lmplica que F(x) es una jfuncidn de distribucidn -
degenenada, Lo cual es unra contiradiccddn. Pcern Lo tanio

A —7 R

Ahona so0fo tenemos gue demositran que Q%fL—»I entonces
por LHA y el tecrnema A.D del Anexo fa distribucidn de fa su-

- ma 5L-$i{v—5 convernae debilwente a Falx), entonces :
LG oy . o

donde o= DAL Ba = 0w
C‘\'\ ) CX;\
del Anexo, tenemos que Oaan
- o T A
1S N

EL slouslente Lema nos habla de Las condiciones que debe

tenen una funcddn caraclenistica de una funcibén de distrnibu-




cibn parc pertenecesr a La clase L.

LEMA 3.2.7

Una guncddn de distrnibucddn  F(x) con funcdldn caracie-

nfstica (L) pentencee a Ca cbase L S0 0 solo &6 parna toddo

AP\ exdste una funcLdin canactenisiica ¥ lt) Aol quas

1

3.2.C ..., flz 04 2} - £ (2]

DEMOSTRACION

-

<= ) ‘Supongamos que La condicidén 3.2.C se cumple, entoncas
${) + 0 para tode t. Ahora supcngames £L¢ contraric, es-
to es, que pana algurna a> 0 il2a) = 0 ¢ (X} = 0 pare 0<

z<2a enfonces . (Za)= 0 La phoposdicidn 1.7.1 del Captftulo T.

SZC 1 =i] - 4 LZa)v\l_:’}-_ ERR I \ é‘.\(a.)'\:\)

. Pon oira 'p'a'/L':Ce La continudidad de 4(£) implica que:

W)
4 v la) = — LT 1 . cuando et =» ]




Con esto, 3.2.0 sc cumple pera £ % donde ? es una ve-
N 1

cindad alrededon de 1.

Ahorna para La siouifente panrte, supongamos ofnrna vez que
2 3.2.C se cumplfe. Sea X, , X, , ., Xn una sucesdlbn de va-
néables aleatonias tales que X tlene funcdédn caracton €yt

ca dada pon

(k)

Vig (2] = § aey (RE) = e
s T

Entonces La funcidn caracternfsiica de Za varlfable afea-

; n —_ .
Lonia %; Ei Xw eb Lgual a d& 2% (t/m\ = f{xl. La fun-
=\ =)

edbn caractenistica 41%) es continua y por Lo tanzo
S VN = 0y BT PO IX Az ) 0

’:'bdma todo € > ,0; Entanceb Fix) pentenéce'a La C£a&e’L.’v
=5 ) . Sea & X,\$‘ una sucesibn de uaniaﬁké&‘aﬂeatdﬁia&
"que independientes y {QA\ R { b«} .AucéAidnéé de conzanie£~,
doh ' Qan > 0, tales que La distribucibn de La suma ‘E%L %ﬁ
X v -bn “convenge deb.ilmente a Flx) y La condieddn 3.2.Av&é~*,
cumple, esfo es, La condéc&dn de Linfinitesimales para Las vaw 

niables aleatonias K“~/gﬂ\(ﬁ=1, 2, ..., n}, podemos suponen
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que F{x) es una funcién de distndibucién no-degenerada ya ~-
que 8L no Lo {fuese, se cumplinda 3.2.C con funcibn caracte-

nistica § (£) de La distrnibucién degenerada.

Denctamos ponr Vo () Ca Auncidfn caractenfstica de N io,

. T a\ﬁ —L
tenemos que g~ (L) —> (L) donde gn (L) =& o

/ il
AL\VK(C\'\\ g
glt) ¢ 0
Y, porn ef teonema 2.2.1 {{z) £ 0 y por el Rema 3.2.1 te-
nemos gue Qa-~r 0 , 9_’3;1 —> ]

por Lo fante para todo A< 17
positivo exLdte una sucesidn de entenos- W\AE tal que

fY\/\ -2
AN, A= Mia

—> o0 Escndb.imos gald) como sigue
_ . (\)( t x G (&) (_&\
‘ gl\ (’t, V_ é,\ ~ ) ) (_\ ~ B
g _dojn’c‘le'_'_ﬁ‘:
Q) R DU R A Dirnin e \
oAt)-= Ex S= ALAlbmat vy e :
:\'\,{ e p I ; : (K'*\ b R TN C\M(\' :

CK'L') ,t = Fxp < £ v L=t T <.,I\ t—-—-)
<y ,\‘( ) X} Lo {bn m‘uj) " \<=~‘M.V. B (_~ Tim
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Tomando La nelacidn que g o () —>4(t) y Las propleda-
des de La Asucesdldn SPHRX encontramos que g ﬂg(t) —_ fl2)
porn Lo ZLanto La funcidin caractenistica c Q\gg(t) convenrge a

La funcldn continua -:

Y por el Zteorema A.F  del Anmexo, 4 « (t] es una fun--

éidn caractenistica, con Lo que concluye La demostracilbn.
|

De esta demostracibébn podemos conclufr que La ﬁuhcidn -
caractenistica § £ (£} como estd dada en 3.2.C es Lnfinita~-
mente dLvisible. Para funciones caracternisticas de La-cla-
- se L, 5ﬁx(tiye5 un LEmite de 5unc£on05 camactenf&tfnas de va—;
'nLabﬂeé ateaton&ab Lndepend4ente4 que Aatcéﬂacen La cand&c&én_

 .de Ln{LnLtQALmaﬂeb

. Porn otrha pante, sabemos que Laa distrnibuciones que per~
© tenecen a La clase L son infinitamente divisibles; ahona nos
preguntamos s4 podemos tener una caractendizacdén de Las fun=

clones Caﬂact@h&éi&caé de este tipo de distaibuciones pon el

ws o de La éuncadn de Levy Lix) dada pon




EL sigquiente teonema nos da un resultado nreferente a -

esita caractendzacidn.
TEQOREMA 3.2.1

Una guncibn de distnibucibn infinitamente divisible Flx)

pertenece a La clase L 4.0 y s0lo &8 su conrespondiente fun--

cdidn espectral de Levy (_{X) es continua en cada x+0 y tiene

dentvadas por La dernecha y porn La Lzquleada y La funcidén ---

L' (x) es decreciente. (Donde L! ({x) denota cualqudlfena de -

estas dendivadas).

DEMOSTRACION

»(:: Yy Sea {(%) tajﬁunciéﬂ ddnaéteniﬁt@da dé'una,édnc{dﬁ
de distrnibucidn F(x) perntenecientes a ta éﬁase L y suponga S

que O & A4\ Lenemos

§1 A 2)= Exp sg\@£ “%fiﬁiﬁ#.& gn(ikgﬁﬁ -\~ “&gﬁ')\hﬂx)\
T2

24 hacemos x= %%- Lenemos
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. . “
A po- ) L S S £ a2y
Y L~ 2l = Exp 1& vy w 't - SLT*“ 4 }m'_\l — A - ::WU’_)Q;\\_L*
por demostran : § _
FR Nt )\ o, ) Sy ;. 2\ Vv " gLl Ny
e B U S T Al Llea™ ) ) = N ¢
:5;(\\—\\1 e A " ) \‘ K\ )wg’\l\"vk'\v\\-xk‘\ll At
por Lo Zanto ;
(2
q—L‘/\“ £ . a;‘ix )\\\5
Pl = g i -2 3 [ 35 0 |
em)

v SN

(3 — A- ] {
B i (L E T URENE)]

donde : RV e

“‘k_sra;b'émoA que -f,a. 6“‘”0"(“6.”, ﬁ_'(»t) / 6 (v £) es una 6unc£§n ’
can:d;.teni_z’t;cav inginitamente divisible. Pon e teonema 2.3.7
»deZ Capituﬂo 17, fa Aun;:xién L (u)y - L (u/ =) nodaénéde"en -
U < 0, para todo U, , Us que cumplen que U,< U, u U,y Uy > 0

tenemos :

5.2 ety ) - (B anua - ()

I




Tnvernsamente, La funcidn L(U) . - L(L) es no decrecdente

y porn Lo tanto £ . (L) = (L) /4{ A L) es una funcdidn caractenis-
tica, entonces pon La conddlelbn 3.2.F es necesandlo Yy sufl~-
cdente para que. fa distaibucidn Flx) con Ca funcidn espectral

de Levy penteneczea a (a clase L. o

Para ecjemplifican este teorema, podemos ver que :

L) Pon el teonema 3.2.1 La funcibén de distrnibucddén --
Poisson con parndmetrnos la, b, N) no perntenece a La
clase L, ya que su fpuncddn espectnal de Levy tlene

una discontinudidad en b F 0

-~ 44)  Para fa funcibn de distrnibucién nonmal L(x)Z0 en--
Aiohcéé pertencce a La clase L. Lo mismo -podemos -

aginman de La dLAianucién'degeneaada.

 ?0& ahoﬁdAHOA AgguékemoAanupﬁnda de lasa diafniﬁucionea1
fdeltakQZaAe L, ﬁeno utilizaremosd un nuevo condepto, ét de --
‘d£51ﬁébucibn24 estables, el cual sernd defdindido y concluind -
que este conjunto de funciones de distrndibucidén colncdde con =

el conjunto de funcilones de distrlbucddn de Ca clase L. Da-

rnemos algunas conddcdones que se necesdtan para caracterndzal




a Las varfables aleatonias, tal que sus Funciones de disitni-

bucibn sean estables.,

Para definin Las Aunclones de distrnibucddn estables,
necesdlLtfamos una nestriceldn adicional a Ras ya expuestas,

para el caso del conjunto de distrnibuciones de La clase L,

esto es :

PROPOSICION 3.2.1

Sean X,, ..., Xevariables aleatornias Lindependientes

Ldenticamente distribudldas, el Limitfe de Las disinibuciones

de £as sumas de £a forma 3.2.B es un subconfjunto del confun-

7,*ta de todas Las ﬁunc&oneb de d&bt&&buc&én infinditamente di-

'fULALbﬂeA y eAIe a Au vez co&nc&da con . eﬂ conjuntorde ﬂ&bf

o ;ALbuc¢oneA eAtabzeA.

DEFINICION 3 2 2

Una 5unc46n de d&btn&buC&ﬁn Fix) Y oAU connébpoﬁdéenie

“5uhc¢6n canacteniQfﬁga §(t} son quma@dé ESTABLES 54 paia~

toda ay, aw constantes exdisten a >0, b ndmenos neales tales

que

e

3.2.6 ..... flat) § (as 2) = @k fla €)




Observamos en 3.2.F que 44 escnibimos at=U, A= /5. y

A, = QL/TA.'\

P IR B S P R T E N e SRRSO
‘donde :
§ « o) = Exp { -:‘;‘U% {1 <, u)

64 una funcidn caractentstica, porn Lo tanto, una diLstribu-

cidn estable pentenecce a La clase L.

 OBSERVACION

- Una aﬂfennatéuq de La definicidén de funciones de dis-'

?EFZNTMO§_:Q lUna funcidn de-di&inébuctdn‘eA[cétabLé‘éér

y s0ko 54 para todo X, 2D \gg}ﬁgziﬁigL existen a'}O,‘begﬁl'

tal que ; 7
'  Flayx +b, )% Fla,x +b.)= F( ax + b}
(Padavnebpaﬂdan esta afirmacidn, enunciarnemos ezvbﬁguién»

 te teonrema

TEOREMA 3.2.2

E€ conjunto de d@&t&ibuciﬁﬂgéMngrég@_9£‘££mite de La

suma de varniables atleatornias indewendientes e identicamente




distribuidas como en La forma 3.2.B coincdiden con el conjun-

to de distnribuciones esiables.

- DEMOSTRACION

Sea F(x] una funcidn de distrlbuctdfn estable, con fun-
eldn caraclenfsitica f(t). Consdideremos una suces.lin de va-

nifables aleatorias Lndependientes § Xﬁ% , con funcLdén de

I,
distnibucibén Flx). Entonces La suma Sn =7 X, para todo n

tiene La funcidn caractenisiica § (£)=Exp { Lbnt i - f{GQnt),
Sa

y La suma estandarizada = —bn tiene La funcidn caracternis-
~n

tica £(£)] y porn Lo tanto su funcdidn de distribucidn ea V(xY),

Ahona, supongamos que F(x) es un Limite de La distnibu-
ggan de £a suma de vanriables aleatonias Lindependientes e .i-
‘ deﬁticamente di@t@ébgédaavdg 2¢ 5qdma 3.2.B donde Q> 0 7
‘bq' son cpnétantéb.‘:También_éapﬁﬁgamCA'que F(xl es no dege;
 heidda,,duﬁqua,£a d@gtnibudidnbdégehenada:eA,eétdbte.‘ Sad»j'
49f¢{»£d 5yﬁ;L6nvcdadcten£4tica de‘Za‘udniabke aﬂeatokia.xz;
entonces para todo t | ' '

) : po . : ) FNA e\‘.t : < \‘v V - 2 .
3‘2.H A Q ) . CA,\(JEE": \_) ‘_,_} \IS/(LT‘_)

La variable aleatonia K“Agm (=1, 2, ..., n) satisface

7

. . N F'
e ) T2 <:) y

eAia equivale a La condicidn de que para todo € g(&%&\}évL

La condicidén de infinitesimales que es
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Por otrna pante sea S>> 0 tal que £(t) 4 0 para tode €
Entonces 4e Aégué de 3.2.G que Exp{ "‘ﬁt ( A(EIR\ - L

para V£ 4 5 . Por La proposicién 7.7.1 deL Capltulo 1

“Lenemos

(1 - Re q?;})& 4 (1 - Re g (/)

de esto se sigue que : Re g (k/ftm\

4 ‘
en el intervafo \EVE G Y oo (VALY -7 A
Pon el Zema 3.2.1 tenemos O~ &0 “ Qner /Oon 7\
Sean ¢, y <. dos ndmernos positivos arnbitrandios y d. y da
reales anbitnanios. Entonces existe una sucesidn de ente-
rhob { Mn& tal que :
Ol s o<
..._.._t.,w f'\f . —_— - r_‘l
Cﬁ?\’ . STy
Sedain  “az Onal, Thet o (aihe toe L T E R
L . '\. A \_ [\' TR~ k,«“’.\‘»\\"\h-\ ,:)\"'\/‘\, \":t.l-'_\l\’_\*c_)\l\ t\\*‘ C)\N\r\.—\l\
entonces ; ' '
TN N ~ A AL
&N v . \ \ N \u ~
3.2.1 i 2 N SO U U W T
I ~ Z;\ ) o \\ ton \l"‘\’\ &-I\»\\k J“ AL:
A e -




1oz

Los sumandos convergen a F( e, x + d; ) y F( cqx. + d; )
respectivamente como una condecuencla del teorema Abdel

Anexo. Y La suma converge s0lo a una funcidn de La forma

Fl ax + b ) entonces

Y: (Q\)‘i. RS f\,\.\ X I (‘;CA:L\/\. A= '\\’ZA\ ‘1 s (’\-%\( J\*\Qj

Por Lo tanto La funcidn de disitribucidn F{x) es estable.

En el sigudiente teorema Lntroduciremos La neﬂacédn que
existe entre Las funciones de distrnibucién Lnfiniiamente di-
‘Uibiblgé con Las punciones de déétmibucién eAiabﬂzA; La de-

mositracién del Leorema se puede consultan en Petrov. (A)

TEOREMA 3.2.3

Con el objeto de que una funcidén caha¢tan£4t£cafénﬁéni—!

© tamente divisible sea estable, es necesario y suficiente que

“4u conrnespondiente funcidn éﬁpectnal de Levy. L(x) y La cons-

tante positiva en"ga'ﬁdnmaﬂﬁ de Levy satisfaaa. una de Las

-

dos condicfones sigudlentes ¢

>

) L) = 0
(££) : Tt o= L{x) = ,'-'—;‘L:.\ : -vacu:.a.‘ X 20
L{x) = = %ﬁ, _pana x >0 donde

0 <un <« 2, C20 ,C, = 0, C, + Co.>9

‘Para enunciar el siguiente teornema debemos establecen

que este resultado, da una nepresentacidn de La funcién ca-
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nactertstica de tal manera que pertenezeca af conjunto de

funciones de distrnibucién estables. {1)

TEOREMA 3.7.4

Con el objeto de que Lla funcidn caracterlstica seca edta-

ble, es necesanrdio y suficlente qie admita La siquiene hephe

Sentacidn

5.2.1 ..., §re1- Exp 1Ay & - alel (LR Y \»A(‘;,u«\}
donde =, %, T3 4 N 4son constantes
wit, « 1 = { Tan IZ PSS

A . .

Folen VEL 0wy

'Si u < 2 Ra constante 4 estd dada como en el teorema
S 3.2.3. i
Con esta nepresentacidn de La funcibn caracternistica se
podnian obtener Los siguientes casos
£) Si el valon.c=0 entonces La funcdén canacteniéticab

3.2.1 connesponde a Ra duncibn caracteristica de -

La distrnibucién degenerada.

(1) PETROV




ii) S& ek valon de c=0 y A =2 entonces La funcidn ca-

nactentstica connesponde a La funcidn normal.

Como una porpiledad Limportante de esta napﬁasentacién, -
donde §(&) es La funcidn caractentstica de una distribucibn
estable no degenenada F(x], fenemos |4(£)1kExp { ~-c |l z\* }
para (0 4 «~ < 2 ) y por esto Flx) tiene denlfvadas continuasg
de todo onden.

Panra concluin esta secceddn, enunciaremos el concepito de
dominio de atraccldn que Ldlene una fuente deﬁendencia con el

concepto de funclones de distnibucidn estables.
DEFINICION 3.2.3

Sean { Xn } una sucesdfn de variahles aleatonrnias Ln--

dependientes que tienen La misma funcddén de distrnibucibn ---

F(x). Si existe una sucesién de constantes la~f , Y boaf tae

que GO > 0 y £a distrnibucibn de Las sumas

1 N

In = —~ i;. —>$~ e \:’ ~

(J‘ S (AR

vCOnvéhge'debLKmente a alguna funcddn de QXAtnibuééén Glx): -

entonces decimos que F(x) es atradda porn Glx). EL confuntoe

de todas fas funciones de distribucddn que son atraldas pon




 G(x)'eA LLamado el dominio de athacedién de La disatalbucidn

Gix]).

Como se mencLond al empezarn La d€idima paxrte de esta sec-
edldn y porn el teorwema 3.2.2, podemos concludn que solo Las -

distnibuciones estables tienen dominio de atraceibn.
Pana dan el primen resulitado formal acerca delf dominio
de atraccdidn, pensemos en La represenitacddn 3.2.1 del teore-

ma 3.2.4 y en el caso (LL), entonces :

TEOREMA 3.2.5

»

La functdén de distrnibucidn Flx) penteviece al domindo de

atraceidn de una distraibucibn nowmal si y solo &4

. L e X
Axvz oz L [ XN AP ¢

La demostracibn puede verse en Petrnov (1)

La hen&amLQnta que nos pnebewta este feonema em meon-—

tante dentno de La teonia de ﬁa DLAtALﬁuC( w.InﬁLnLIamente -
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Divisible, ya que 54 tenemos una sucesidn de varndiables
aleatonias con La mesma funcddn de distnibucidn, entonces
sendn atrafdas por La funcién de distrnibucidn normal, siem-

pre y cuando cumpla con Las condiciones de este teorema.

Pana conclulin se enunciard un Leorema que nos habla de

Las condiclones que debe cumplir una funcidn de distribucidn

para perntenecer al dominio de atraceibén de una funcién esta-
ble, esto es :

TEOREMA 3.2.6

La funcidn de distribucién F(x) perntenece af dominio de

atrnaccidn de una distrhibucibn estable con el exponente carac
denkatico M 2N

5Ly s0bo 8L

. o4 (\;\' L (\ R N - _‘ '
LI : \ 4 mT T
Flx)s = B i¥
] L DA S D) o T
1- T(x).—’ "3“"‘,;‘« N S

donde W (%) es funcifn de vaniacidn Lenta 1y C,, Cason cons

tantes definidas como en el teorema 3.2.3.

"NOTA @+ A estd dada como en el 3.2.1

de una distrnibucidn
estable, es LLamado exponente caracternistico.




NOTA & Una funcibn posditiva hix) definida en x > 0 es ELLa-

mada de variacién Lenta A4 para todo C > 0

h(ex)
WORD

1 cuando: X-—> + 00
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LA LEY DEBIL DE LOS GRANDES NUMEROS
SECCION 111 '

En esta seceddn defindremos La Ley DELLL de Los Grapn
des Nimenos basandonos en conceptos vistos en el capitulo
gj ya que panra LLegarn al concepto de La Ley DELLL de Los -
Grandes Ndmenos usamos implicitamente el concepto de dLstnd
buciones ITnfinitésimales. Por otrha parte, a paritin de este
concepto, se enunclaran resultados que Lnvolucran conceptos
ya definidos como es el concepto de Consistencia en el Limd
te; ademds se discutinan vandlos resultados acernca de Las --
condicilones que debe de cumplin una sucesidn de vandiables -
aleatonias, paﬁa que perntenezcan a dicha Ley; por aliimo,
para fLnalizan esta seccdldn se presentaran dos resultados
de convergencia debAumaé de varniables aleatornias en casos
'fﬁqaticaianeA.

Para RLegan al concepto antes mencionado necesizamos

*? £a sdigulente deﬁinicidn:

. DEFINICION 3.3.1

La sucesidn '%xn\ es estable 54 exdisle una sucesddn

‘de constantes %bnﬁ tal que Xa = b 2>

Por otra pante si La siguiente condicidn se cumple,

es decdin:
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¥

Para Zodo éﬁ)y n Auéiciénieméntg grande tenemos:

P (IEn-mnl < &) > Vo
que es La mediana de La varnlable aleatoria X Yy denotamos poxr
M(X]) se s.igue que; para toda w sufedlentemente grande tene
mos | . l

l M(\V\r:‘: - \‘gn\'\i (;;

entonces A4 La sucesibfn es estable y parna todo E53 0O

P RO 22 )4 P CiEe-tn 1 b BEDZE)E PR %) 20

de esta manera ‘ o

¥ -z — O

DEFINICION 3.5.2
sea{XHk;

446n de senies de varniables aleatonlas _que son LndependLQn

k=1, 2, ..., ka3 n =1, 2, .J;.} una suce

teA entre AL. Esta éuceé&ﬁn de sendies de uanaabteé ‘aleato

m&aé k Xk \ peateuece a La Leg Deb¢£ de £05. Gaandeé NG

menoa 44 tf éata 54 exisite una Auceb&én de conbtanteéfbnk

taﬁ.que-ﬂa distnibucibn Decenenada ‘dada pon:
o k B Aax X&OD
D(X)= L L
N O S A

EL primen nesubltado que se demues-tra en esta seceidn

nos muesitrnda La nefac.ién entre La Ley DELLL de Los Grandes




"Ndmeros y el concepto de Consistencia en el Limite.

LEMA 3.3.1.

S4 Ra sucesddn &ka pertenece a La Ley DELLL de Los -

Grandes Nidmeros, entonces Las gz&u% tilenen La propledad de

Consistencia en el Limiite.

DEMOSTRACION

SL La susecidn {j@w& pertenece La Ley DELLL de Los
Grandes Nameros entonces su funcidn caracterisiica es Lden-
tlcamente 1. Sea § {La juncidn canacté&iéiéca de Xaw en-
toneces para tLodo t

'\-'-_:,\,\:, \':\ b, i T ym (¢ -~ L

es mas

\%&«(fﬁ\ “\ y ‘SQ \Kmk(%)\z-a L
La 4uncidn }5 (L)\Z es La juncidn canacte&&AtAQa
de £a d;ﬁenenc4a dL daA vaniables aﬂeaianLaé 4den¢4camenta
dLAt¢4buLda5 e Lndepend¢enieb-_xnké Vnk' ,EAIG meLLQakqug
: 'ipaﬂ'a todo ere ' o '

5.3 A Loty PR - Yz e) = O

3 ) ‘. C e : '1 ‘ ‘ \ ;
Sea %Nﬁ una sucesddn:de ndmenros tal que P(L~u<CMM\£3:$
P& Oonn ) entonces para todo £ 5 tenemos :

e Ny . . — - .
P ( Znu,“ ,Ll\-«' . '7r(c'. ) 7/ \') \ Z\N w o (-Js\\*. E ; ?['\;._ 'C\r\u. ,‘: 0) - %t ( | — .FA,“(.QKKI" E.) )
. S .




donde Fre ¢4 La guncibn de distribucidn de XHK. Similarmen

Le

H

PR~ Zn e -2) 2 V2 Faw (Oae=€ +0)

es masd
P (R 128) LR (V Tk Talz £) — O
uniformente en k, esto porn 3.3.A Entonces XHK satisface
‘La condicibn de Cons.istencia en el Limife. o
Para el siguienie nesultado, utilizarnemos e£ hecho -

que 44 Las vardiables aleatorias X, ., son Consistentes en el
Limite entonces La varniable aleatonia Xnl: - M(Xnk) satdis
face La condlc.idn de funclones de distrlbucddn Lnfinitesdima
'Zeé, aparie este mismo nesulilado es una consecuencia del --

v teornema 3.1.2 (1)

LEMA 3.3.7

Sea~Fn“’£a 6uncidn de. diétnébucédn de Xk ',MH«M( O

‘“5) £a med&ana ‘de X k La Auéec&dn {th pcntenace a La Ley ..

1W{”Déb¢£ de 204 GnandeA Numenoa 84 y 8000 84 para iodo 7O

IR . ' . l . o
3.3 B i e ?_ j (.B’\—'\“‘ (‘ Vi — '.J\M( 5 — O
; CS I X =2 :
. . ' RV E
‘3 L3.C ..., e /\T” g_‘,{.’“’\‘:«»ﬁ*‘ ) - (‘g, AT, (xt M\k)) },70

(1) PETROV (Consultas para su demosiracidnl.




En el siguiente nesulitado se seguiran enunclando Las

condiciones que debe cumplin una sucesdidn de variables afea
tanéaéypanatque perienezea a La Ley DQbLZ de Los Grandes  --
N@menoé, La- vardacidn de este nesultado es que en este e--
sultado se Lnvoluchra uno de Los conceptos de convergencda
de vandables aleatornias. A

TEOREMA 3.3.1

La Aucebiéniknkl‘penteneca La Ley DEbLL de Los Gran-

des Namenos s4 y s0Lo0 54

3.3.0 ....... > U P (x+ MMX

e \K-v,

3.3.E o.....n 3:_ S x - AF;\\* (\ X - )\}\\\.‘) —=> 0

e .
SR

A4 Las condiciones 3.3.D y 3.3.E se cunpﬁen}'entonéeérirlJ
: ' 'ZX"\V\,,__\\(\ —7 Q

e

y Kaé conétanteb b Aatcbﬁacen ta ecuaauan lque camﬁﬁen‘ig"
daA Kaa QOHAIQHIQA admLA¢b€eA) ' V

» h = T (Mae 3 )<~\v w Ot M \ A om

© donde % es un ndmeru posLitivo anb¢tnanLo.

DEMOSTRACION

S&L Lenemos 3.3.B8-y 3.3.C. obtenemos a 3.3.0 y 3.3.E




Denotamos por 1 a cualquien de Los sdiguientes Lntervalos -

(

-1, 0 )yt 0, 1} en el cual Yxﬁﬁw0~wx)t&eue el valon
abéaﬂuiode esta Lntegnaz

(

1 Lndependienie'det valor de n

y k). Entonces tenemos:

Ixiet

z ( N \k\\:,\\ (AR ”\tu\‘) ( S’K\Xk‘\\.\{""‘)\\u\ &

Z Xw R C DT S SR ‘\’HM\ < ?\i § v (x ¢ M)
AR CAVAN
.%:@W;m«‘(x**¥\\m.3 ég:deﬁLnLQLén de mediana LAmpll

S AV G ma) £

—— P
“:‘-“\hxc,r\

2 ( \3 r\Tmuwﬂ ¢ L ] omanl e n) &

‘ SR _
. = —%_. % 2 ‘K ) ‘:.-»; ; \)\M«) - ( S x’j‘\k'u\k »k":%"’.\.r\\«\)l E -

‘\ik\ i
pon £o Ianto 3.

'C»LMpﬂida 3. 3‘E“? Ahona tanemoA qua pnoban
J,que 3. 3 E Y 3. 3 O <mp£¢can 3.3. C y 3.

Pn&meno 3 3 E me£4ca 3.3. C
-Oi S,( \\\K(,:\Mk ’)_.(
: : h\ \

;\\\“M (u Lxmﬂ < §xn AHK (x* Mae )

v
‘SL 3.3.D y 3 3. E se Laene entonces

3.3.B se cumpz@e y pg};x
na todo €2\ ' .
‘2 S%F“Kﬁkaﬁl-?w 3' ) kg #.st\E“(ﬂ+%MK) 
) iz e ) R lc'.'.-.'n'.\i.i YAz TR Wxdey .
.\. T ﬂ AF .. Ix M) = O
) - K U.\rl :




A continuaciin utilizaremos el sdigudlente Lema que nos da

una visibn para 6o&mu£am el Zeorema 3.3.2

LEMA 3.3.3

. Sea X una vailable aleatordia -y b una constante pOAitiua.
Defiinimos : X, as WXV <\
S T UL L ,
entonces T (=2 N . S & - Bz |
entonces 2, 4p(icy)e e [ e SE F R(GL)
DEMOSTRACION

Sea F(x) La 6unc£6n de distribucién de X. Entonces

= ():,Z;\Q.z> ‘:S YR fs\ (‘»\”\ \\;,11(\{& A‘( (Y & h SXI “‘—(X.\\-S c\\:(x\

[LYVATN [RAEAS RN

X\,

T2 v 6 2 —l;

T h

§ 2

F(ﬁ\“¥él§: ) xl'ﬂ¥?L13

(£ %4 R AR

Q
Con este Lema 5ommuLanem04 el sigudiente teorema que no. se-

nd damoAtnado. (1)

TfTEORENA 3

La Auceb&ﬁn de’ vanLabzeA ateutoh¢¢é {Y@h}r

pentenece a La

-Ley véb¢£ de 204 OnandeA Numenoa 84 g s0L0 ALv 

(1) PETROV




N T 7L S rttr % kK+)ANK) > O

< oa
Te hecho 3.3.D Yy 3.3.E son equdivalentes.a 3.3.F
Durante La discusidn del slgudente resultado se b&a&en—“
tan& La nrelacibn entre al concepto de 5unu£on¢5’dg distnibu-

cdllfn Anfinitesimales con La convergencda en probabifidad. (1)

TEOREMA 3.3.3

P
Tendremos ?i Xaw =2 O

y La sucesibn X\ cumplird con La condicifn de LHA&HLIQAL—

males 84 y s0Lo 54 para todo £vo y alguna 50

C\‘F ;(_K\ —7 Q

LN : L .
U‘\’IE e . ' o £ o
. Sz. X ‘/. r}V.\\\\r\ Q S xl\ o v ) }“70
: : ‘ BTSN \,m_r b\-«( = - - TN
SN ) - \*lk*r

"Con ebte teorema concﬂu&mob esta 4ecc46n dondg se mo&tna&onf‘

atgunab %LbuﬂtadOA acenca de Kaé cund&c&oneb que deben de cumpt&n .

Lab sducesiones de uaMLabﬂeA ateatonAaA pana que Aat¢46agqn'ta.
conddicdbn delﬁa Ley Deb&t de Los Gnandeé Numé&OA, ademds algunos

casos se znuuQLan &eéuﬂtadoa de La conve 1gencLa de sumas de va-
niables aledatonrias,

(1) PETROV -

¢
¥
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que sailisfagan La condicdidn de Ra Ley Débil de Los Grandes N

mernos, ademds algunos casos se enunclan resuliados de La -

convengencla de sumas de vaniab£e5 aleatonias.
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LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS

SECCION 1V

En esta Aecc(dw_anaﬂizanamaa algunos caboé'de conven
gencia de sumas de vardlables aleatorias, este andlisis se
_hand desde el punto de vista de Las vaxriables afcaid&@aél—v
que cumplan con La Ley Fuente de £Los Grandes Nimenos, asi
como Las distintas condiciones que deben de cumplin estas
suceslones pa&a que satisfagan dicha ﬁeJ |

Un concepito que naced&tahemo& pana ‘poder definin a --

Las sucesiones de varlables aleaiordas que cumplan con La -

Ley Fuente de Los Grandes Ndmenos es el concepto de sucesdo

nes Fuerntemente Estables ya que este concepto nos . servind -

anzuéo para enunciar algunos resuliados Lmportantes.

DEFINICION 3.4. 1

.Sea 5Xn& una 5ucaé¢6n de ua&&abﬂeé aﬁeato&&aA. “Déci-f

'maé que ﬂa AuceALon {Xn\ es FUERTEMENTE ESTABLE A& ex&éte

- una Auced&dn de constantes tbn tal que.

C3.40A Ll e W e -2 Y casd seguramente.

Podemos ven que 54 tenemos 3.4.A g existe otra suce--

s46n de conéianteé{ﬁn? tal que bn - Gm-0;_enionca$an - -=

bn —> 0 casi seguramente.




Pon odna pante afinmamos que 34 una sucesdldn de va--

-niables aleatorias es guentemente Estable entonces:

3.4.B ........  bn= M(E) * O(T)
y N - i .
3.4.C .. ..., . X - Mxa) O casd seguramente

La justificacidn de esta aﬁénmdciéh es que pantiendo
de 3.4.A Lmplica que para todo €>0,P( | Xn - bnke) —> 1
Yy que para una N =iy COR n,n<iN ;| P (\Kn-bnicg) > 1/2 enton
ces esto Lmplica que a partin de una n>n, definimos bn que
cumple con La e#pne&idn 3.4.B y esta a su vez £mp££ca 3.4.C
La ALgu¢ente definicibn dard cuales cond&c&aneb debe

vcumpt&ﬂ una 4uce¢40n de uanLabﬂeA aﬂeaton&ab pana qua Aat&a

f_ﬂagan La Ley Fuante de toa GnandeA NumenoA

.TDEFINICION 5.4.2

Sca‘Xni una Auceb&un de uaMLabﬁcb algata&&aé Lndepen

',d4enteA Y dQ{Ln&mOA a:  SHa= 4. &1

*g{SupongamoA que QAR | Dec&mo& que La AucaALJnSA«\pentenece

a La Ley Fuente de 2os Grandes Nimernos con La sucesidn de.

constantes nonmalizada ﬁQAk 54 La AuceAL6n1SJyhkg es fuente

mente Estable




EL estudio de esta Ley también se puede desarrcllan

sdobre Las condiclones slgudlentes:

Sa — FA( é&;\ - O T casdl segunrnamenfe
gru"hk( .\ > O " casdi seguramente

[SWN
Ya que bajo estas condicdiones La definicdén de La Ley Fuen

te de Ros Grandes Ndmernos se cumple.
DEFINICION 3.4.3

Supongamos que La sucesidn de constantes Ol y que

exiéte wna Aubéucebidn(“Ky constantes co\,gtales que‘pana to

do \% Auﬁac&@ntemente ghande: - . v
‘ ’ <. CE D /T f_;Ql
(Eéta condicidn se cumpfe pana cada 27y cuando Qaz A

‘Ly en et ‘caso mdA genenat cuando 0«,/ﬂm >\) DeéiniMOé.“y

e SR '( L U\
TBA§:<3' SV ey vm\ ‘,?Nx—\

/’ ‘ A AR MY
EL ph&men teonema que enunc&ahcmoa es un neéultado ~ -
muy Lntenante ya que nos da algunas aﬂtennat&vaa pana que .
una ducesdidn de variables aleatorndias cumplan con Las condd-

ciones de La Ley Fuente de Los Grandes Ndmeros y sobre Las

Aucesfones Fuentemente Estables.




TEOREMA -3.4.1

La‘neﬂacién:

3.4.0 . ‘“—“ C““ -m (= “))“7(3 cas.i segunramente

“es equivalente a cualgulera de Las sigudlentes:

3.4.E ..., T - MY — casi seguramente
cudhdo o —>«, Y para todo €>O
3.40F oo 2 PUATC- Tz Y <0

DEMOSTRACION

~ Solo neceA&tamoA moétnan £a equ&uaﬂenc&a de 3 4 D. Y
~3 4 E ga que la equ&uaﬁenc&a de 3 4.E y 3 4.F 5a ALQuen de
. £04 ﬁemaé de Boaez Canteﬁﬁ& j el Lema 1. 8 dez cap&tuzo 1

'fig de £a deﬂ&n&c&ﬁn de TK o Pama ‘proban La equ&uatenc&a de'“

 3 4.0y 3 4 E en tQAmcuOA deﬁ £ema I de@ p&&mzn cap&tu

Lo tenemaA Si Sy, -2 caA&,éeJunamente entonces:
T\‘: ": _:’_2.\.} L - ._.."...:“‘ Lol _:_\_;‘l‘:‘ LR 1 (‘D. .
. ‘J'\\,, A AR [N NN

casi seguramente cuando h - e .
Supongamos que T, -0 casd seguramente cuando k>,

Eﬁmie implica que

Pon Las propiedades de La subsucesidn




& , C oL Al N Qo
. Z, C)\ [ \Qvy E AR o ;-"— i .. 3“ C s Q'\\\ 4\ \ -
Ty ~a \ (j_‘
y porn el Lema A.7,  tenemos que:
L M B
DAl LY - N . .
—— S N O casd segtramente.
STV A Gy e,
) s 3 - L\.Lk‘;) . \S'\ BT LSO \
y definimos V. = O
N DN [ S AN ‘\\:~ (:)\ LN
usando el teorema . 1() del .anexo . enconthraremos que
PO10Gi==2) ¢ 22 PvT, %) < o

(G

es mds Up—Q casd seguramente (pon EOA Lemas 1. H1y 1.8.1")

SLon . <n 4 n,, entonces o S '
< i . i\ . o IR = -
\C;'\\ & (A}.‘r\ \ > b N ey \ - C\l\ \' = h\""“\ - Oon ) -\_ (R \Ql\"\\ 0

CabL segunamente cuando k—acﬂ o
LoA ALgu&LHIQA neauﬁtadoa de esta éeccidn seran da--
.d04 s4n U aaépec£¢ua demOAInac46n(0en el antet&an teohema

se moatno atgunaé Lqu&uaﬂenciaé en cuanto a “fa LEY FUERTE

o DE-LOS GRANDES NUMEROS“ahona en LC 5Lgu&cuta Aaéuﬁtado Ae

eétabﬂecenan cond&cxoncé mds pantLQuEaneé para que una Auce‘
ALJH de uan&abﬂeé afcatonéab cumpﬁan con CaA COndLCLOnQA de
:'eéta Ley

TEOREMA -3.4.72

Sean'ﬁéﬂ\una AuceA&dn de variables aleatorias Lnde--

pendientes, \%@Quna Aucpé¢6u de Aunc¢ong5 poéctcvaé y no-de-

(1) PEfROV (panavconaaﬂtaay
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crneaientes en el intervalo x 7 0,‘)‘Quﬂuna sucesdln de constan

tes positivas. Una u otrna de Ras siguientes condiciones -

4e cumplen:

X/rAnQK) no deckece en el intervato x >0 ‘
b) "/%,_Lx\'/«’:ght"l no crece en el ,cn,telwaeo x>0, y ademds SURINEN
. » :
=2 = (e Ry
I ?—— ——Q ) LA VA

Ly “
< a3 (oo \
entonces NS O casi seguramente |

EL sigudlente resulitado es un caso particular del ante
nion ya que specdfica que tlpo de funciin es fé(\')y tlene Las

‘mismas condicelones.
TEOREMA 3.4.3

3

Sean ,{Km"( \\,u\l )G l zsu.'ca)sionedrqluke cump.een- Las

"‘condx_a/uone»_\ de.?, teone»:ra amte/u.o)a dande pcma todo n %,\(v\\_:

g(xr\ J deﬁmunos a ,gc..),.l;\\, , r~-> 0 , é_é___ N oeﬂ_uciﬁz__
-‘aﬁguna p. taﬂ que s =8 f\-,\v\ \\ < w :

: N . Py S WS , - _ R
"Entonces _ Sf\/‘_’)‘ S Oy casd seguramente |
T . . LS N "” o . .

EL nesultado que enunclaremos es mas general polique
Lnvolucrna sucesfones Fuerntemente Cstables, a La esdperanza

matemdtica y La condicidn que pide es que La suma de Las
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vanianzas ente una constante converfa.

TEOREMA 3.4.4

Si et . Voe (XY, entoncesd
S4 W T TER-t < ea entonces
p— ., - .
- = =N ; .
S . L ") ) casl seguramente .
Chm i

EL prdximo nesultado es Lunteresante ya que Lnvolfucha

a La esperanza y en clenta forma a esta misma al cuadro y -

“Aus nespeciivas convenrgencdas y estos resultados se desanng

Llarndn en La silgulente secciln.

TEOREMA 3.4.5

Sea {xal wuna secesidn de vaniables afeatornias indepen

dienies Y { <

& una sucesidén de constantes posdtivas --

~
o tal que O T A

-

SupongamoA que de cumplen Las b&gu&enteé condicdones :

 ,7,§ P(\&NWQ ) ; ,7: o 3 X r\\/\m Lo

'dande V'UA es La Aunc&on de d&ét&&buCLJH de XN . Ademdé 8.4

\ Do n
—6“:—\' 7 3 \\IKK\) _—*“’ ’-)

ST Wherin

~entonces abﬂ/k)n\ - () ' cas4i seguramente |

EL nesultado sigulente inveolucrna wuna swucescdn de va-

niables aleatondlas que tienen una funcidn de distnibucidn



comin ¥y una sucesddn de constantes que crece al

TEOREMA 3.4.6

Sea ﬂXnR una sucesLdin de varndables aleatornias que --

tienen La misma dLAtanucidn,{uﬂ'una sucesidn de ndmeras -

PosLELVos, QAND Suponga que

3.4 F ... PRy an) e
'\1\
°d BITAN
3.4.6 ....... S ;\—;; - O (7)::\
[T S N " s
y ademds
3.4.H . ...... X se distnibuye siméinicamente
. 0. A
| C Ol o\ : :
3741.1 caeens . ;;\, & | C 7\-“ | Y’D"T{Qt’.} '\_aécvs \<?,\_.f\ ‘é -
- entonces S
B *jfiﬁﬂ _g,'gyv B '/ilfcaéi Zeguiaménté; 5
a Dun T e TR P
. DEMOSTRACION
0 SeaW{x) =P L X,<ax) y |
i , /o /QL Ve <O
Zn = ¢ 2 ‘
S S T KAl 7

Yy sz . Tenemos:




$ (2
2. Ei(-"4~
N C}\'Lrs

3 x? a\rmz

Rl Cxw -\Mu_ky_

& K";_\ N ()

Deeer SRV e

Les éiguéenteé desigualdades

por 3.4.6 tenemoA

03‘ — .z::-r\. < \(
T E ;,.—-) s i_ =
N=y *

~

W(,\g Q Z \«P(Q ey aqu\:c‘%vk\z\\zak)

y esta sernie converge ya que por hipétesis ZPELal)< wa o

Amplica que:

Parna completan La demositracddn Lenemos que phobarn que

Ezifzwﬁﬁ B

La condicidn 3.4.

Amplica La condicidn 3.

SupongamoA que se cumpﬂe La condicdidn 3.4.7J entonces:

’1:\ \E \:(3.; \ -

: JU\.»w_l
'Vdandeﬂ.~T

v, -

. 7 \ 3 . “X\((vr \ \M\\Jh\}fli’f\,
t f_ S \'\\C\\ ’ ‘;

T TR AR Y &L O

3 \I\\ "\\J’:\\ <

g_3.4ﬁT*. Implica que

u(')

34K .S

SOy ) \4 Lanwd i ¥

~usando el"ﬂema

concluimes que T, =>0.




Entonces pon 3.,4.1
Toe ez Gan) Plom €001 40 )

de esto y de 3.4.K vemos que T. > Q) o

EL prbximo. nesaliado nos da una condicldn mds sencilla
sobnre sucesiones de vandables aleatornias gue cumplen con Las
condiclones de La Ley Fuente de Lovs Grandes Nidmernos so04fo

Ancluyéndole algunas nreestrnicelones a dicha sucesibdn, [1})

TEOREMA 3.4.7

* ’ . » .
Sea 1Xn{" una sucesién de vanliables aleatonias Lndepen-

dientes que Lienen una distribucién comin y ademds estd

distrnibucibn: es simétnica yOiuna sucesdldn de nimeros posi-

iLvos que satisfacen 3.4.G y tales que;flnTwu Entonces SYan™

e

casdt segunamente 34 4080 s4

o,

TRy D) S
AN

EL pn6x4mo resultado Lnvolucha Iamb&en AucesLoneé de
 vamLaoZeA aeeatonLaé /uemtemente eAtabﬂeb wenrno La Auma de
eéta AucebAdn de va1¢ab£eé aleatorias conve&ge hac&a un nd-

. menc nreal anb&t&a&&o. (1)
TEQREMA 3.4.8

Sea &xﬁk una sucesidn de varfables aleatonias Lndepen-

dientes con una funcdidn de distrdlbucidn comdn, entonces

A1) PETROV (consultar pana su demostrec.ibn)




exLitind una consiante b tal que

3.4.L ... 208 5 casl seguramente
AL Yy 50RO B4
3.4M . ... = (VX)) €

84 3.4.M se cumple entonces 3.4.L se cumple con b=

E(Xy)

.

DEMOSTRACION

===> ) Para probar 3.4.M panra l: (e -Esl)) —> O -

casL segunamente se sigue del fLeorema 3.4.6 de hecho tene-

. {:-?- (' A P . oy P2 o ’
mos que: L AR, -ELTNLz ) =2 T e(meiT - @)\
= v o

-
’ &S . . vy
vw\.\j\): L»«D\M«\\v“-'\:_'-'_\.x.)a__..\\\}A: 7o\ A= ﬂ‘\:(xﬁ -
o - . ‘. . : PRI “-";,\.‘:; oy { -
=X - EOA ) ‘

i

. Donde Flx) es La funcién de distnibucidn dai(x,~egxg)
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== )} Por el Lema AL y de 3.4.L Zenemos:
[ . N .~
3.4 N--n. 2. CliX -z )

(S~}
s4 EWY = o entonces .
“ " “ . . e
A4 pa P(\Y\\“Qj\ LI ‘:L‘_ M\’(M--\’t’\&vd\:\\d N = (ix-lol )= w0

Lo cual contradice 3.4.N pon Lo tanto E| lxlvl ) Lo a



(== ) Pon el Lema AL y de 3.4.L tenemos:
x L .
5 AN, 2 CLIXml 2 A)

A=

si EUY = o entonces .
i P elickize) s £ ab(englblen) 2 BEQx-kl)= e

rony

Lo cual contradice 3.4.N pon Lo tanto E( 1 X311 Lo o




SECCION V

TEOREMA DE LIMITE CENTRAL

En esta seccddn se discutind una de Las pantes mls Lm-
portantes de La Teonifa de Probabifidad, que es el Teorema de
Limite Central. EL andlisis de este nesultado se hand pon -
medio de sumas de variables aleatonias querbatidéacen La con-
dicidn de Anfinitesimales y ademdb que convengen a una distri-

buclbén Limite.

EL objetivo de esta seccddn es presentan La Limportancia
del nrnesultado antes mencéonado con toda La hernrnamienta ya de-
sarnnollada en Los antendores captftulos y secciones y muy es-
pecdlalmente desde el punto de vista de funciones de distnibu-

cibn infinitamente. divisibles.

Un concepto impontante que se trnaté en La convengencla -
déb.il de sumas de variables alceatonias como una condicibn de-
sannollada en el trabajo, es el cdncepto de (njindtesimales.

En base a esto, tenemos La siquiente proposdiclén :



PROPOSICION 3.5.1

Sea §Xoaw\una sucesidn de senies de vaniables aleato--

rniasd que AatAéﬁaaen La condiecidn de Lnfinitesimales Yy sea

Fadlx) La 6unc&€&vdq"déi$nibucédn de £a vaniable aleatornia

Xnv, para que converja debilmente La distrnibuchén de La suma

Z Kaw @ Ra funcidn de distnibucidn normak con pardmetros (O,

Q) es necesarnio y suffelente que se cumplan Las tres ALl--

gulentes condiciones

} -0 pana todo = > 0

=
g T -

2,

3.5.A c.ooc TP VAL

i A.”,‘ N My A (Z
‘-.;-;Jf'\ . ; T :i)x :\ ~ f‘
3,5, ..... e \ ::\’;r(\ﬁ C ll 5 NERE (\ ka‘:':__ é\Y—M\Qd) & =z
3.5.C ..... GZ,—' 3 . ’\3.\:-"..\‘\ () ey a para todo £ > 0
A PR

Porn La conclusidn de esta proposicidn empezamos a usan
50&m¢£memte el concepto de media y vanrianza que es una he-
nramienta matemdtica importante para el desarnollo de esta

seccibn.

. TEOREMA 3.5.7

. " ‘ . . " y . .
Sean | Xaw s k= 1, 2, oo b una sucesidn de senies de va-

riables ateatonias LHdQPQHdLQHtQé entma kY



Flx)  La funcidn de distrnibucibn de La varniable aleatoria

Xag. La conddicidn de dnfinitesimales se cumplind y La distri-

bucibfn de fa suma convergerd a La distnibucibén normal con -

pandmetros (o ,x*) 5.4 y s0lo 5L para todo £ >0 . fLfo

Las sdlgudentes conddiciones se cumplen :

3.5.0  ..... ZP( (Xnwl 2 £y O
3.5.E ..... =44 yld\:;.(m~—(5,M\Vm‘u‘\‘)2§~—> oz
ko Wixice iz R
3.5.F ..... = § kP = o
o
DEMOSTRACTON
=Y ) Para esto, es suficiente que panrda todo 257 QD sk

3.5.A s¢ cumple, entonces 2.5.E . Sea &> arbitrnandi¢ peno

fdifo.

. Panra todo NI tal que L€ ~ténvmo¢ :

z’{S AR G = (§ xaFLa)

Ll olikeg MK

& §x Qv 0= (' \ KAWL \&
Z .

Wi s RIS )
b “ ¢ AL - (f xaFon) o (k. (x IR %
w |8cimice CBNAMARE ¥

ey SatamLe

come WX\ =y x® oo w? NSNS SUCEb e



£ T S\SKLAF.NC@V( § xAF.\,.,u'\) k( b2 Srwwu < gt z Plixlzs ) > O

“ o lstiieg Stieiir o geikice

Yy por conddicidn 3.5.A se cumple

5 | § xaFa |- | ) Tl s ol iz $)= o

iey D4 las

=

pon Lo tawnto

{h S0 2 S S ,\,&Y*‘ {(xy - < §\)’\3F-. N \E =

N> s LTS A !
i sop Z { b o ARk - ((S % 3T U\\z&

N =2
b LT ‘e

Pana el Rimdite Lnfenion es andloga £€a pruecha, entonces
estos Limites son Lndependdientes de € , como una consecuen-

cda de 353.5.8B el kimite :

Vi E;{\X "'AVN\(K3"( S K&§~ Cx)} l

-3 o (< \)\\_ = \x\u&

existe y es Lgual a

q= ) Si Las condiciones 3.5.D0, 3.5.E HYB;SEF se‘cumpten, <
entonceé Las condicéomvé 3.5.A, 3.5.Bry .5.D se cumpEgn
Por Lo tanto s0Lo Tewmemos que pnoban la cond&ccén de Lﬂd&%&-

tesimales, peno esito se s.Lguce de 3.5.D, ya que
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5o D ((%aulze)e TP (Ixeize) = ©
. . v Q

EL feonrema 3.5.1 es una generallzacddn del teovrema del
Limite Centrnal para sumas de uanéaéﬁea aleatonias Lndepen--
dientes, pero, para que convenfan a La funcidn de distribu-
cibén Normal, se esiablecdernon condicdones que debe cumpldin
La distnibucibén de La suma de dichas vardables aleatondias, -
que estdn acotadas pon nldmercs crecdentes de vardables alea-

tondias que convenrgen a una funcidn de distrnibucibén noamal.

EL sdiguiente teorema Lncluye una restricedbén un poco --

mds fuente a saben :
TEOREMA 3.5.2

Sean Y X .\ una sucesidn de senies de vaniables aleato--
SR - .

nédéxéndependéenteb entre AL, Fa,. lx) La funcdbn de di&thibu— .

cibn de La varniable aleatorda X ~, .

La condicibn de infdinitesimales se. cumplind y La distri-

bucidn de La suma CZ-.K“J\ convergend debilfmente a La dis-

Lndbucidn Nonmal 54 y s0lo 44 para todo €D ¢y algdn T>O
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Las sdlqulentes condiclones se cumplen

5500 ... Y P (1%l £) —O

s

. . ) ) Y ‘
3.5. 8" L. i R v - CS\“rW. (.K\ “( & "'\C\Y——r\x..'k’i\> } -—2 ql

38 { :"u'. z e

3.5.FL . ... S S AT, L () —> QL

ook

" DEMOSTRACION

Para probhan este Leonema 5000 necesftamos probarn que &<
Las condiciones 3.5.0', 3.5.E' y'3,5.F"5e cumplen panra todo
5D y algdn 't#(hantonce& Las conddiclones 3.5.D y 3.5.F
se cumplindn para todo € >

 Para esto supongamos O < EL T o5 o8\

e

e r_)(\ \\[,Z‘\ = i- Jlj | j vﬁ AtT'\ w“ k)\ ) o (S )\3 T,\\(x\ \ ’ _)3 S
T . - R o ‘

L ix T

obtenemos

‘ DmK(TJ - ﬁ%\m(é\ ‘E‘hg leavﬁ(d'~(S>K&€M(ﬂ>L§

LR e tnie ® Cainicn
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L) o ARG BT 2 | § adwea
v

A i T E-"‘K\LL

VZA

¢y como ix\x X Admplica que X* L TE

4 T 2 S '5“\«(")" O ya que Ca suma ?— e (4 anl Ze)=0O

WogaviiT K - B . .

SL o<t esto se cumple en forma andloga, es decin

_ < ¢ - vl e T SdFGGy o
- AT A% ‘ c ] e aQ
l z \§\-. * \F’\\. (‘k‘ ": \AA\L. e KOMIMNAR D) LA mak (e

0

EL s.igudente nesulitado es una generalizacidn de Los dos
antendones, ya que sofo plde une condicidn para La convengen-
cia de La suma de vandlables afeatorndas a una distatbucidn --

noamalt .

TEOREMA 5.5.3

Sea | Xo.t una sucesidn de sendies de vaniables aleatonias

Lndependientes entre sL. La suma T M convenge debdilmente

a . alguna distrdlbucddn no-degenernada e¢n el sentido de funcidn

Limite. Esta funcidn send Neamal oy La condicién de u Hfindte-

Admales se cumplind s y sole 5T pana todo = 9D

Z el ywa b)) =D
11N




DEMOSTRACION

Por el teorema A.1% del anexo, Amplica que La funcdibn -
espectral de Levy L(x) nunca es.cero para todo x=0, esto im-
plica que el Limite de La suma no es una distrnibucidn dege-

nenada, pon Lo tantc debe sen una distrnibuccén Noamal. .
En Los sdgulfentes resultados se darndn Las condicdones -
para La converngencdla de sumas de varfables aleatorndas a La -

distnibucidn Nowmal estandarndizada.

TEOREMA 3.5.4

Sean | Xaw.{ una sucesibn de sendes de vaniables ateato--

rias independientes entne s&, FuelXx) La funcifn de déstribu--

ci6én de vaniables aleatornias X av. . Entonces La condiclbn -

de infinitesimales se cumple y existe una sucesi{ln de cons~-

tantes 'bg. tal Querﬂd disthibucidn de Z~Yux —-bn convenrge
. - 1 o

a La diéstrnibucidn Normal con pandﬁetﬁoé (0, 1) ad y s0lo Ak

Las. sigudientes conddiciones s¢ cumplen para todo € 2 Q




y alguna <770

3L5H ..., o \3 r?e\le\\\-< J &4~AK<X)) &*ﬁi_

. Vo . \
(S w7 A

54 estas condiclones se cumplen, entonces para H > 0

30507 e by T\ aATL G R D (A

bl by
(Para £a demostracidn de este teorema consultanr

PETROV)

Como se viL6 antendlormente, La distrnibucién normal es-

tandarizada, £iene La forma

d\) { < \T —= A »_—L‘-j- ’J /L \
N e ) ‘[,, s — Yy ¥
”*i ﬂTEoREMA‘3.5.5
B §£an_j__>_( ; on= 1 s 2, . \. una__éggq__eb_&dn de ucuu_abfee,b

aﬂe,cu:a)uab ,(.ndependx.antezs VA (x} Ea <uncx_6n de d4,5 t)u.-

‘bucuin de ka va»u.ab@e aﬂeaiolu,a X.w Yy @ una sucesibn de

con/s,tanzto_/s )Leal’_e/s pOALix,uaé recon el obj c_to q_gw_gg‘g*)“oina {g
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AR — -
3.5, ... \ij‘\.' \J‘{ \)(h\-\\ 7, :_k)\r\) ~’O y
P N S Y e o
3.5.K ..... X ty [ Al : o
N H_ NIV ?:»_:l Xt x) (b Cx\,} \ —> 0
es necesanio y suficiente que para todo — < > 0 §&jo
N
3.5.L euu.. = S ANy —» D
Fesmy Axi, TN ,
, Vo= (¢ X ~
3.5M ... —— T % { *Lﬁ\h&&x)-ﬁ SX<$VKfo)&‘* Ay
N Gy S AR LA I Dy
\ B
3.5.N ... a_ 5 \\ XCS\/\.;(\') ——’Q
SEIAN (01

A VXY

Este teonema se sLgue de Los teoremas 3.5.1 y 3.5.2.

Haciendo Xaw =3 %o y Faolx)= Vi (@nX):K=1, ..., fa condi-

\
Can
Ledén 3.5.K es equdivalenie a La convengencia débil de La

' d£$thLbucL6n AKX a dlx) porque P(x) es continua; g este

nesultddo es consdecuencia def teorema 3.5.2,

Las condiciones 3.5.H iy 3.5.N pueden sen cambiadas. -

por VXY A SN, - A4 péndida’de generaltidad.

EL siguiente teonema nos da Ra condicifn conoccdida como
" de Lindebera, que también cs Lmpontante dentro de fLa Teonria

de Probab.ilidad.
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TEOREMA 3.5.6

Sea Xan una sucesldn de Varlables aleatonias independien

tes donde al menos una iiene una disinibucidn no degenenada.

Sea Xan una suceslén con vanianza findta (n=1, 2, ...) definé-

mos @

—7 . oot : =2,
Vel = PO X & oK) ; KA = E()”.'\\ > [dacx ﬁQ\-K

K=y

FalxY) = 12 . "}5‘; L (-« W) L% >

con el obfeto de que

G
L.J\;HP e .
3.5-R e LN s T O

3.5.8 ..., MU \ U, tr oy = () \ o

es necesanio Yy suficiente que La sigulente condicibn se cum-

pla_para todo 7 >0 fijo

e y ’\‘ o . T\ L | 3 re A,
3‘5'T et :,’, \’\ Q&“’“‘(\;Q \ r'\*\/“‘Af'\i) —_ \3
Ve i -, \\ 2z F_’_'\ L i

N
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' DEMOSTRACION

Supongamos que A~ =0 para toda n. Ponr otra panrnte
A4 el teonrema se¢ phueha para un caso particulan, entonces -
4e probard para el cato general con valores arbiltrardics de
La media, inthoduciendo Las variables aleatornias Yn= Xn~Aa
(n=71,2, ... )}, Las cuales tdenen Las pnoﬁiedade& E(Ynl= 0

y Var (Yn l = 7

=> ) Supongamos que Las condfefones 3.5.R y 3.5.8 se ==

cumplen, enftonces  :

Ao B (] X 122 =0 pena todo €50

14 LN

S = —\__ < - g .
E Kg \f K“’f’.\ Z: )( Q)’\B q),(y.\\ 7Q
‘pana (EUN =*JF§: | yu‘qué

Telean

= TN v+
o, POEG 7 B0 L aitn &
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por La desigualdad de Chebyshev y por el Zeorema 3.5.5, te-

nemos para todo €50 §4L50

5 xéV\Q(&\)ﬂL} —> \

S { 3 Xt Vi (%) - ( <
Wige B

.._A.:—-
[EL AR =

b=y

(Jxve) -0

[EX Eé\ wgzaﬁit ‘

entonces La condicién de Lindeberg se tiene,

Por otnha parte, vamos a phrobar que La conddedldn de -

4= )
Lindeberg implica Las conddiciones 3.5.R y 3.5.8 del teorema,

Cpara esto deflnimos
| Lo \

N ley= — L S X AV (%)

S ] {iﬂ\ (AN I{xy>2 &_IT?T:‘ :

a Jﬁ;{(ﬁ)‘ £o~22dmamoa Lq nazdn,derlindebeng

S84 M4 W &n, entonces . . .
n .
\ X2 IV x) * & k2 AV (x) € g2 1 2 S ‘X‘LA\/V,(&)
. AR LT R r=

2.
{o
iz 2 B

\
<

por Lo tanto
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\ ,_,,\\\ = . »
F Vet n N < <+ _L\_;\(c.)

S NAN

joa/m toda n suflcientemente grande y }oa/La toda © suflcdentemen=-
Ze pequenia; el Lado denecho de La desdigualdad Lo joodemoA ha-
cen tan pequeiio como queramos de acuerndo a La condicién de Lin-

debenrg. Endonces 3.5.R se cum)o!:e.

Ahorna tenemos

T §aviey ¢ 2= 5 §xmdvita = L Ay - o

A &2 [P vemy b £ (B2

B ‘ ~ ; A .

-— T S AV (=) = 2 (Br\" pn S = VLX) )
IEER Y W< Jpe iSn ‘ ISR v,

=~ l\.t\(‘*\' ‘77L

A <A 1ol T %y G |
\/fi\;r: E \ ,"‘"‘1 F’-:’ v % \—JEQ e \ \':‘\ % e ,V‘f’ \ \
l A A . ‘ . ‘ . N L

L= ";3'\ Z;— S A= fXV\L(\Xj = -L\l\( \\ —_ O

2L X7 [rf‘,:

co’n ta condicidn det teonema ASH del Anexo, s¢ t;u.m}oi’.e 'pcma.

. O f—_\’,;;.,\ a
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ANEXO

A continuactdn se enunclardn diferentes Teoremas y Le-
mas que nos SsLhven de apoyo para La demestracidn de afgunos
Teoremas de este Ltrnabajo. Todos estos e dardin sin su de--

mostracidon, consdullar PETROV [1).

LEMA A.7
S{ La sucesddn de funcdones caraclerlsidcas {fr\(k){ convehr

ge a La f.c  §{t) para cada it entonces La convemfencia es

undgorme en un Litervalo {lnito .

TEOREMA A.Z

Sea Fix), F,(x), ... 2as F. D. y sean ({2}, §,(£), ...
sus correspondientes 4.c. SL Fa —> F, én,tonceé'ﬁ,\(t) —_

§(t) para cada T en un ,én,te/waﬁo' ginito.,

LEHA A.3

ol S'upongd que i o , :

) SIS ' : « T : . '
L @k e [ (@00 A ) W e

- e

"dgwdg«(,\ es una constante rposftiva, G{x) es una ‘6anvc4:6_n de
v-"'vav/u'_acién acotada; :(v‘.\(—m)= 0 para n= 1, 2, .... S£ Xn -
y G % G entonces V() > W ()= (v , G). Si Yl)edonde
V(&) 25 una 5unc4‘.ofn contlnua en el punto t=0 entonces éx“ﬁe

una constante positiva y nna funeldn accitada G(x} tal que

N, GG y W=l s



" TEOREMA 'A‘.'4

Sea g(x] una funcddin real acotada. Sea F(Xx), Flix'} PR
funciones no decrecientes y acotadas, y sea Fn =3 F. Enton
ces |

g

g0 AR ) = | 300 dF &)

"TEOREMA A.5

Sea {x\ y {\/.\\\ sucesdiones de v.a. definidas en un es-
pacto de pnbbab,c'.é’_x:clad comin. Si£ La Auceé,ddn}P(ir\(\l“ converge
. ' . 5 .
debilmente a La §.d. F(x} y 4.4 Va0, entonces £a sucesdién

\@(Yir\\‘\/lx < %) (( convenge debdilmente a F(x).

TEOREMA A.6

Sean lanf vy %b&ﬁ sucesiones de .'L(’,Cbeeb‘en."f,a cua? o,,\)o ;
Sea fa sucesddn de ?.D. \F’h(x\& épﬁuefcge debitmente a fa §.d. .
no degenerada F(x) entonces se tienen £as Siguientes con-
“diciones - (AY S F(oax Akl = G(x) ) donde G(xY
2 no-deg. T o,:\"w,g_& Gm—_rmxym,m—oq% b=
b. En \DW\:\—\QQ\C\\"{ as FLaaxd by = Fix) arVonces
an=>A bn =7 O . | | , |
({3) Lt o> O “\ ba=>bh = F o(owXika ) —> ’\?(%&Hb\.

<

" TEOREMA- A7




Sea {&&\&uwa 5ucabiqh de Kﬁc.,\Eﬁﬂ} La conrespondiente
sucesibn de f.d.. S,Cfu(ﬂ—j\g para cada £ y 84 ¥ es continua en
ed punto £=0, existe una £.d. F(xi tal que Y=V para esta
§.d. | on '

Y = § e ™ dv g
LEMA A.9

Y= bn 70 c.s 84 y 5080 54 Ya ~> 0 c.s. ¢ ba— m(¥Ya)=>0.

TEOREMA A.10

Ton = )_E,\_-\/\\OO An> R X\ 4 o0
entonceos A
LEMA A;IJ
. Suponga que La.s ée)%e)s Zx.\ conve)nge. Y- que an\‘*\ ontonce,s

7' DX WO

U LEMA AL12

Sea }X\\ una sucesddn de V. a. Lndependdientes y sea

. - . Rwd K .
S ‘ L. L N
una sucesdidn de reales positivos, 84 Van 7 0 <Al
y -t/ = O (L)
entonces

s Pl Az an) 4w



TEOREMA A, 13

Sea {Xn{ una sucesdldn de senies de V.a,Lndebendienieé
entre 54 que satisfacen La condicibn de LnﬂinéteAimaieA. Con
el obfeto de que exdsta una Auceéiqn de constantes KbaAi
tal que fa disitribucddn de Las sumas Exm;khconve&ga debLemen
te a una §id. Lnfinitamenite divisible F{x), es necesando yrbg
ficiente que fas condiciones ?} XY = (X))
T (P a-vy = L)

PovT. X LQ
Pcmnx;' X7yoO

se cumplan pana todo punto de confinudidad de L(x)

\::; -:s_:u“ 4\ & X-“-\'_\?a.\\(l(.‘,— (\S Kc\\—u \(K)) k-— LPETN K\lu\a\q 7___\ S\( ht.\\g‘i) (g A‘:kv.?‘ )k’-tr'l :

[P Xy L2O A2w K e WS

aquf ta funcidn L{x) y La consitante s0n defindidos por La

§ormula de Levy para La f.c. de F{x}.

TEOREMA A.14

Sea ixﬁqna sucesdibn de v. a.‘Lndapﬁndieniéé y XC\“&

.una Auca4L6n de neales positivos, a4

ar 2 S ednesn A \ T Avae) \-—> o

az &
= !
s e <\|\ SN TN

r l’v’)]

2
y La condicibn. P S A\Jhkx)_» )

wong L AVA TN

se aumplen La relacidn A AN - :
p . 'K? \ P (_()u\ ‘Z’-‘ 7(\\4)()'—¢()()\~;O
aqui Vi (x) es ta §. d. de Xy. B

™ Qs 550 E?C}
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