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INT"RODUCCION 

El. presente trabajo consiste en una recopilaci6n de ciertos 
reeultados de la geometría diferencial que, duranto las dltimas 
dos d~cadas, se han convertido en indispensables para el estudio 
de muchos tecas de la física matemática. 

El ª'lance de la :teoría general de la relatividad y su aplica
ci6n a las teorías cosmol6gicas, ha provocado que el "cá:Lculo 
tensorial" clásico, que fue creado por Ricci y Levi-Civita a 
principios de este sigl.o para desarrollar las ideas geomátricas 
de Riemann, y que :fue adoptado por Einstein en su teoría de la 
gravitaci6n, resulte ahora insuficiente. Actualmente, los fíoicos 
se :familiarizan con ~ste cálculo tensorial a trav~s de un curso 
optativo de relatividad general a nivel de licenciatura, pero al 
consultar la literatura reciente sobre el tema, se enfrentan a 
nociones tales como la de variedad di:ferenciable, :forma di:feren
ciable, derivada de Lie, diferencial exterior, etc., para las 
cual.es, no están adecuadamente preparados. 

El cálculo tensorial clásico y la geometría diferencial que le 
sirve de :fundamento, se avocan sobre todo, al. estudio de las pro
piedades locales de las variedades diferenciables utilizando fue!: 
temente las coordenadas; la cosmología, en cambio, considera al 
universo como un todo mediante un tipo especieJ. de variedad di
:ferenciable con varias est:ructuras matemáticas adicionales. El.lo 
ha obligado a los físicos a utilizar cada vez más la geometría 
diferencial moderna, que pone el ~nfasis en las cuestiones glo
bal.es y en el enfoque invariante, es decir, independiente de las 
coordenadas. Es así que loe trabajos recientes de físicos y mate
máticos sobre relatividad y cosmología incorporan el formalismo 
de la geometría di:f erencial moderna. 

Estas notas pretenden servir de introducci6n al estudio de la 
geometría diferencial para los estudiantes de física. 

Por lo general., un curso introductorio de geometría diferen
cial. comprende pocas nociones, como por ejemplo la noci6n de su
perficie di:ferenciable, pero en cambio, se las desarrolla con 
bastante profundidad. Esto es adecuado para los estudian·tes de 
matemática pues, para ellos, lo importante es obtener experien
cia y madurez matemática, más aue obtener informaci6n utilizable. 
Por el contrario, para un físico es más importante obtener un co
nocimiento operativo, aunaue no demasiado profundo, de una gran 
variedad de t6picos. Debido a ~s'.;o, l.os temas tratados en las no
tas son muy variados y muchos de ellos no son elemental.es, han 
sido escogidos sobre todo en raz6n de su utilidad en física. Ar.:'i;es 
que profundizar en estos temas, se pretende que el estudiante de 
física se familiarice con ellos lo suficien·~e como para estar en 
condiciones a.e entender la literatura reciente sobre relat:i.vidad 
Y cosmología. 

A pesar de estas características o, tal vez debido a el.las, 
creo que el presente trabajo puede ser t!til tanbi6n a 1.os eo·tu
diantes de matemática, para quienes un estudio prel.iminar y 



panorámico de esta rama tan importante y extensa de ie. me.temáti
ca puede ser de bastante inter~s. 

Loe prerreqUisitos para estudiar estas notas son modestos: un 
bU.en conocimiento de1 c.U.cu1o diferencial. de varias variab1es, 
de 1os teoremas de existencia y unicidad de 1as ecuaciones dife
rencial.es ordinarias y de 1os fundamentos de1 ál.gebra 1ineaJ., 
serán suficientes. 



I. VARIEDADES 
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1, VARIEDADES 

Es dif!cil. imaginar un prob1eoa f~sico en e1 cuaJ. no est6 in
vol.ucrado aJ.gdn tipo de "espacio continuo". Es-te puede sc:r o1 
"espacio físico trl.dimensionaJ.", el. "cspcciotieopo de 4 dimensio
nes", el. "espacio fase" de un probl.eoa de oacánica c:i.~.sica o de 
mecánica cuántica, el. "espacio de J.os estados de equil.ibrio terrno
din&nico", etc, Estos "espacios" tienen propiedades geom~tricas y 
topol.6gicas diferentes, pero l.as propiedades que tienen en co!:r'Jn 
están incorporadas en J.a definici6n de variedad, que es el. susti
tuto matemático preciso para l.a pal.abra "espacio", 

EL concepto de variedad general.iza el. concepto de una superfi
cie o de una curva entR3 , Sin embargo, J.a definici6n será dada 
sin hacer referencia e. un espacio "ambiente" en el. cual. est6n 
contenidas 1I11estrae variedades, For razones obvias ~ste enfoque 
es el. más conveniente y natural. cuando se util.izan J.as variedades 
en cosmol.6g:l.a como modal.os del. universo, EL concepto de variedad 
diferenciabl.e general.iza el. concepto de superficie diferenciabl.e 
en IR', esto es, de una superficie que tiene en cada punto un pl.a-
no tangente que var!a suavemente y aqu:!, tambi~n, l.os vectores 
tangentes a l.a variedad diferenciabl.e serán definidos de manera 
intr!nseca, es decir, sin hacer referencia al. espacio ambiente IR3 , 

Una variedad topol.6gica n-dimensional. es un espacio topol.6g:l.co 
de Hausdorff tel. que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a 
un conjunto abierto de IRn • 

Desgl.osare¡¡¡os ahora ~sta definici6n, Un espacio topo16gico es 
simpl.emente un conjunto de puntos provisto de cierta est:ructura, 
l.J.emada topo1oej!a, mediante 1a cual. es posibl.e establ.ecer 1a idea 
de continuidad en el. contexto más general. y abstracto, Tenemos, 
por ejemp1o, _que 1?." es un espacio topol.6g:l.co pues en ~1 se puede 
habl.ar de l.a continuidad de 1as funciones. Sea F:IR"-->IR" una funct6n 
definida en \R" y con val.ores en IRn, Sabemos, por l.a definicidn cl.d
sica de contimlidad para F , que F es continua en e1 punto x "' 
(1C.,i<2 , ... ,xn) de IR" si dado un ntimero ~">D exis·te otro &">o tal. que 
\\Hx)-F\'f)\\<€ siempre que \\)(-Y\\<S , donde \\x-y\\ ~ {,_\)( 1-Y,t.¡.(}l,-Y,)'-+ ••• + \.><n-Yn)')Y! 
~ es continua si satisface 6sta condici6n para cual.quier punto 
~~IR" • 

Un subconjunto N de IRº se l.l.ama vecindad del. punto p• IR" si para 
aJ.gdn mlmero r~o el d:i.sco abierto con centro en p y radio r está 
comp1etamente conten:!.do en N, es decir, si x.;IR" es taJ. que \\x-¡>\\<1 
entonces l(tN, Es fdc:!.l. :::-eestabl.ece~· la de:finici6n de continuidad 
que dimos arriba en lo. :fo:nna siguiente: ~ es continu'3. si para 
cual.quier-.~\\!.." y cue.1qu~.er vecindad N de ~\.'-)~\Rn se tiene que r-•tN): 
-=\YtlR"H\.~)tN 1 es una vecindad de X"-IR". 

Esta noción de cada punto de íR" teniendo una co1ecci6n de ve
cindades por medio de l.as cual.es es posibJ.e dar una buena de:fini
ci6n de continuidad para funciones t'·lilt-<> \il-" , cons .. o:l'cuye la es·i;ruc-
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tura que hace de íl..~ un espacio topol.6eico, es su topol.orr!a. 
N6teee que a1 definir vecindades en un espacio eucl.idiano 

usamos mu;¡ fuert€;men"';e 1a distancia Cl...1..Cl.:i.llier..a. \\Y.-·1 \\entre pun .. .;os 
x, Y de IR". Para definir un espacio '.;opo26gico genere:J.. nos gusta
rla retener el. concepto de vecindad pc'.i'.'o, a:l. misno t5.cn"!?o, des
hacernos de cual.quier dependencia dc1 concepto de distancia, que 
en espacios distintos de \~º podría no estar a 1-a mano. Para 1-o
grar éste objetivo, tomaremos l.as propiedades principal.es que tie
nen l.ae vecindades de puntos de IR" y haremos que esas mismas pro
piedades caractericen a l.ae vecindades abstractas de un espacio 
topol.6gico general.. De éste modo, l.l.egamos a l.a siguiente defi
nición de llll espacio topol.6gico: 

Un espacio topo16gico es un conjunto T tal. que cada punto x de 
Ttiene una famil.ia no vacía de subconjuntos de T, 11-amadoe ~ 
cindades de x :Y que tienen l.as siguientes propiedades: 
1) x pertenece a cada una de sus vecindades. 
2) La intersecci6n de dos vecindades de x es una vecindad de x , 
3) Si N es vecindad de x y si U es un subconjunto de T que con
tiene a N, entonces U también es vecindad de x • 
4) Si N es una vecindad de x y si Nºdenota al. conjunto l:~N\Nes 
vecindad de i J , entonces Nº es también .. \lna vecindad de x • El. con
junto Nº se l.l.ama interior de N. 

La asignaci6n de una co1ecci6n de vecindades a cada punto x~T 
se conoce como una topol.og!a paraI , pero es el.aro que puede ha
ber muchas maneras de hacer ésta asignaci6n. 

No es difícil. comprobar que l.as vecindades de l.os puntos de IR" 
que definimos más arriba tienen l.as propiedades 1) a 4) y que, 
por l.o tanto, definen una topol.ogía para íR~, conocida como 1-a 
topol.oe;fa usuaJ. de ¡p,n • 

Podemos ahora decir, con preciei6n, l.o que se entiende por una 
funci6n continua y por un homeomorfiemo. Sean T, y 1 1 espacios to
pol.6gicos, entonces una funci6n f:T,-T,. es continua si para cada 
punto x de \ 1 y para cada vecindad N de f~") en T2 el. conjunto f·'(N) 
es una vecindad de x en T, • 

Intuitivamente, ésta definici6n nos dice que una funci6n con
tinua es tal. que 1-os puntos "pr6ximos" en\, provienen de puntos 
deT1 que son "pr6ximos" entre sí, donde el. concepto de "proxim:!.
dad" depende sol.amente de l.as topol.ogías respectivas de\1 y\,. 

Una función h:\,-'>Ti es l.l.amada un homeomorf'ismo si es inyec
tiva (uno a uno), suprayectiva (sobre), continua y tiene inversa 
continua. Cuando tal. f:unci6n existe, 1-oe espacios 'T, Yl.t se 11.a
man homeomor~os. El homeooo~fismo h estab1ece una coTrespondencia 
biunívoca entre 1os puntos de\, y del1 : a cada punto x~\, corres
ponde un IÍnico hl,.hT1 y a cada 'léT1 corres;ionde un Único\:;\~)IT,. 

PUesto o_ue !'ara un hoceooorfismo h tan'co l.a f:unci6n h «T,-·>T._ 
como 1a funci6n \--i';°\,-,\1 son contini.ias, de J.a definici6n de con
tinuidad se sigue que a l.a vecindad N de )( en\, l.e corresponde 
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l.a vecindad ~~N) de fU<) enT2. y que a l.a vecinded M de Y en Ti le 
correspor-de la vecindad f- 1 ~\'v\) de f" 1 (.y) e:lT,. Así que un hc::icomo.;¡: 
fiemo establ.ece te.mbién una correspondencia biun1voca entre las 
topol.ogías de T, y deT:..; cual.quier propicd:::d topol6gica que tenga 
T 1 , es decir una propiedad que c1epo:o.da de su topoJ.og:{a, tru:ibión 
l.a tendráT,_ , es por ésto que dos ospacios topo16glcos homoooor
fos también se ll.aman topol6giccnente enuival.entes, pues compB.l:'
ten l.as mismas propiedades topol6gicas. 

Un ,!!Snacio topol6gico se l.l."-!lla de Ha1'.srlorf:f sj. cada p~r de P"·.!:li 
tos distintos poseen vecindades que no se i1~tersectan. IR es obvi~ 
mente un espacio de Hausdorff. Un subconjunto U de un espacio• to
pol.6gico se ll.ama abierto si U es vecindad de cada uno de sus pu_!! 
tos. Así, por ejempl.o, Nº , el. interior de una vecindad N, es un 
conjunto abierto de cual.quier espacio topol.6gico. 

Con éstas de:finiciones ya estamos en condiciones de entender 
y reinterpretar la definición de variedad que hemos dado más 
arriba. Diremos, entonces, que una variedad es un espacio ~ 
mente euclidiano, es decir, cada punto tiene una vecindad idénti
ca a íR0 , que además es un espacio de Hc.u11dor:ff. 

La propiedad de ser un espacio topol6gico de Hauedorff que im
ponemos a l.as variedades en su definici6n, es muy natural., sin e¡¡¡ 
bargo, ésta no se sigue en forme. al.gune de l.a propiedad de ser 
local.mente eucl.idiana. Esto podría parecer un poco sorprendente, 
dedo que una variedad es local.mente idéntica a !R" y IRº es un espa
cio de Hauedorff. Para demostrar ésta afirmaci6n basta presentar 
un ejemplo de espacio l.ocaJ.mente eucl.idiano pero que no es de 
Hauedorff. Consideremos el. conjunto M que consta de dos eemirec
tae (.--<D , o1 y de una semi recta abierta (o, oo ) • (Ver fig. l.}. 

- <l.i º:t. 

Dado cual.quier XE: M con x,j,01 y x4'0~, definimos l.as vecindades de x 
como cual.quier intervalo abierto que contenea a x; pero si x=0 1 é 
x=Oi definimos l.a vecindad de x como cualquier subconjunto de M 
de l.a forma (-a, , O] U (O , b) 6 de la forma (-a,, ,O] U (O , b), 
respectivamente. (Ver fie;. l.). Es fácil ver que el conjunto de las 
vecindades de l.os puntos de ra definidas de ésa manera satisfacen 
l.os axiomas l.) a 4) en la definición de espacio topol6gico y po~ 
l.o tanto, M es un espacio topol.6gico. También es el.aro que M es 1,2. 
cal.mente euclidiano ya que cada una de sus vecindades es homcoo
morfa a un interval.o abierto del.a recta real, Sin e:nbargo, !11 no 
es un espacio de Hnusdorff pues cualquier vecindad de 0 1 se in-
t ersecta con cual.quier vecindad de 0 1 • 



4 

Ahora consideraremos algunas definiciones que nos llevarán 
a la noci6n de variedad diferenciable. 

Una carta (U , 'f ) de una variedad fil es una pareja de objetos U 
y 'f , eñd'Oñde U es un subconjunto abierto de lJ y 'P es un homeo
morf'ismo 'P:U-->V de U sobre un subconjunto abie:..--to V de fR". 

La imágen '\'(x) del -punto xEUC.M pertenece a VclRny, por lo 
tanto, está representada por la n-ada de nl!meros reales {x1 ,x4

, ••• ,x0
). 

Las .componentes de ésta n-ada se llaman las coordenadas locales 
del punto xEM con respecto a la carta (U ,T). Por ésto, una car-
ta en M se llama también sistema local. de coordenadas en M. 

Un atlas de clase C"' sobre una variedad ~! es una familia de 
cartas [(~,'POI) 1 de la variedad M, tal que los dominios !. u.J 
cubren a M ( M=~ u._) y loe homeomorf'iemos l 'l'ot\ cumplen la siguien 
te condici6n de compatibilidad: 
Las aplicaciones 'í'i'o'f,¡' : 'l'.<u.11 UI' >- '\'P(U.,.f\ UI') son aplicaciones 
entre subconjuntos abiertos 'f'"(u.,nu~) y 'fp.(U"'nu~) de IR" y son 
aplicaciones diferenciablee de clase e~. En otras pal.abras, si 
(x' ,x1 , ••. ,x") y (y• ,y2., ••• ,y") son las coordenadas local.es del 
punto xHl con respecto a las cartas (U,. ,'I'.) y (UI' ,'f;>), respec
tivamente, la aplicaci6n 'f'~o <¡>.;:' está definida en el dominio 'í',. {ttn U¡,) 
como un sistema ~e n.funcionee real.es den variables 

yl == fJ (x' , ••• , x") j=l, 2, ••• , n. 
que poseen derivadas parcial.es continuas de todos loe 6rdenes. (Ver 
fig. 2). 

Dos~ de clase c;''i(u,.,q> .. )j y l<v~ ,'\'pH, sobre la varie
dad M, se llaman eouivalentes si y solo si el conjunto \(u.,<¡>•), 
(V~,~~)l , que es la uni6n de los dos, es también un atlas de ele-
se C"" sobre u. 

Una variedad (topol6gica) M junto con todos loe atlas de ele.
se C"' que son equivalentes a un cierto atlas dado de clase C"', 
constituye una variedad con est~1ctura diferenciable, también 
llamada variedad diierencieble o variedad suave. Así pues, una 
variedad diferenciable posee dos est:ructures. Po~·un lado, tiene 
una topología localmente euclidiana y de Eausdorff y, por otro, 
una estructura difercnciable determinada !)or todos l.os a"l;las que 
son equivalentes a un cierto at].as dado. 
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En las definiciones anteriores vemos siempre a suponer que 
todas las cartas de un o'tlas i (U., , '!'., )J aplica."'l subconjun-tos 
abiertos Uo de U en subconjuntos abiertos <f. (U.,) de !Ir, C?l dO:::).
de e1 nW!lero entero n permanece fijo. So dice entonces que r.r es 
una variedad dif~renciable n-dimensionru.. Se puede denostrar que 
si M es una var:l.edad ~~. el n!Ímero n considerac1o arriba per
manece, efectivamente, fijo. De todas maneras, todas las·varieda
des que consideraremos en éstes notas serán conexas, de modo que 
tendr~n una dimensión bién definida. Entenderemos por una varie
dad conexa, una variedad M que no puede ser considerada como 1a 
unión de dos partes distintas y separadas. 

2 EJEMPLOS DE VARIEDADES 

1) La esfera s"- de IR~. Esta variedad diferenciable bidimensio
nal se define como sigue¡ s~ es el conjunto de los puntos (x' ,x2 ,xº) 
de !R~ tales que .i: lxl)'= 1, junto con todos los at1as equivalen-. 
tes al atlas con"'6 cartas (Dt<, <l'¡,), ~n donde D¡,=llx 1 ,x>,x•)~S'jE.x'>Ol 
i=1,2,3; f=.;tl y 'l'¡c(x', xL,x") = (x•,xK) donde i,j,k es una 
permutación circu1ar de 1,2,3 si f =1, y una permutación circu1ar 
de 1,3,2 si E=-1. Los Di< corresponden a 1os 6 hemisferios de S 2 

y, por lo tanto, cubren a S2 • La ap1icación 'l'<e es un homeomor
fismo, pues simp1eme~te es la proyección ortogonal del hemisferio 
D~~ sobre e1 p1ano x'=O. 

Para demostrar que las cartas sobre S2 as! definidas satisfa
cen 1a condición de compatibi1idad en 1a definición de atlas, to
memos, por ejemp1o (i,E)=(3,+)=N, (i,E)= (3,-)=S, (i,~)=(2,+)=E. 
Entonces 

l{>M (x' ,x.,_ ,x''')=(x1 ,x'-) y 'l'¡¡(x' ,x 2 ,x~)=(x' ,x1
) 

<r'e (x• ,x• )=(x' , (1-(x' )2 -(x3 )
2 )'",xª). 

Por lo tanto, ('l' .. •'l'f' \ (x• ,x' )=(x 1 , (1-(x' ) 2 -(x3 )2 )'11 ) y ésta a
p1icación es de ciase e~. De manera semeja.~te se puede comprobar 
que las demás ap1icaciones '\'¿,o'í',¡~, son de clase O'". 

También es c1aro que podemos const~uir un at1as semejante pero 
con 2n cartas para l.a esfera n-dimens:lonal sn contenida en iR"• 1

• 

2) Otro a+.las sobre s 1 • Podemos construir otro atlas para s 1 

equiva1ente al del ejemplo anterior usando 1as coordenadas de 1as 
proyecciones estereográficas. Sea., P y Q 1os polos norte y sur, 
respectivamente, sean l'l=S 2 -lP1 y V=S'-lQ! , y sean g y h las pr,2: 
yecciones estereográficas desde los polos norte y su~ sobro el 
p1ano x'=O. (Ver :fig. 3). Usando triá,gulos semejantes en la 
figura. 3, vemos que 

x' 
Y 1 =g' (x)= r-::-;:r 

determinan a g:w__,, IR4 y que 
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1 x' z 1=h (X)= J:-:;:-X'l 

determinan a h:V--.IR'. 

"' p 

s' 

Podemos verificar ahora que }(W,g),(V,h)J es un atlas de cla
se e~ sobre st con s610 dos cartas, ya que no es difícil conven
cerse de la veracidad de las siguientes afirmaciones: 
a) S1 =VIUV y 1ae aplicaciones h y g son claramente homeomorfiemoe. 
b) Sea d=ho g·r , donde g·• se entiende retringida a g(WnV), entonces 
d:lR2 -lOl-IR1-\01 es C"' y tiene inversa d"' = goh·1

, que es también 
e~, puesto que tenemos 

dS z' =Y'/( (y' )1 +(y.,_)1) d-1{Y' = z' /((z• )2 +(z2.)1
) 

lz"=y2./((y•)1+(y2)>) (.Y'= z"-/{{z•)'-+(z2.)"-). 
c) Este atlas es equivalente aJ. del ejemplo 1) ya aue es posible 
comprobar que el atlas formado por las 6 cartas del ejemplo 1) y 
las dos cartas de éste ejemplo, fonnan en conjunto, un atlas e~ 
sobre la esfera S"-. La comprobaci6n es fácil pero ablirrida pues 
hay que estudiar todas las posibles intersecciones Dc.n W y D«l')V 
y todos loe correspondientes cambios de coordenadas definidos en 
éstas intersecciones. 

La tremenda utilidad del concepto de variedad proviene de su 
generaJ.idad. De hecho, abarca conjuntos que a primera vista no se
rían considerados como "espacios"; no obstante, por la definici6n 
de variedad, cualquier conjunto M que puede ser parametrizado lo
cal. y continueJ;ionte es una variedad, cuya dimensi6n es el ndinero de 
par!Únetroe continuos e inµependientes que son necesarios para 
especificar sin ambig(iedad cada uno de sus puntos. Así, conside
remos el sigu.iente ejemplo: 

3) El con¡ju.nto de todas 1 as rotaciones de un cu-,,rpo rígido en 
3 dimensiones. Este conjunto es una variedad tridimensional ya que 
cada uno de sus puntos, es decir, cada rotación de un cuerpo rí
gido, puede ser especificada completamente por los tres ánguJ.os 
de E.llar, que en éste caso juega.~ e1 papel de parámetros. 

4) El CQniltn+,o dP tOdR~ J.f'S t;("qns:f"n.,......,..,qjnnrir-J de T1oren-':';?', entra 
dgs s;i etem~s dA ref'prc:.ncia j n9rc·tnJ es con veJ ocidad reJ ativa v. 



7 

Este conjunto ea una variedad tridimensiona1 ya que como par6,.. 
metros podemos tomar ].as tres componentes de J.a velocidad relat,! 
va v=(v• ,v·>,v3). 

5) El. es'!i!1-c1.o :fas<> do:> .. un. si::itei:ia m">r.~:tco de N part:Cctllt:>.~. Un 
punto de és'i;e espacio :fase consis·~e de todas las posiciones y ve
locidades que en un momento dado adoptan todas las partículas del 
sistema. Se necesita un totaJ. de 6N nlÍmeros reales para especi
ficar cada uno de los puntos del espacio :fas~ Es, por lo tanto, 
una variedad 6N-dimensionnl. 

6) Un espacio vector:iRl.real den dimensiones. En éste caso, t~ 
memos cual.quier base 1.. e 1 , e2., ••• , enJ del espacio vectorin1 real.! 
de n dimensiones V. Entonces, cualquier vector x•V se puede expr,!! 
sar de manera dnica como una combinaci6n lineal. 

X= a 1 e1 + a-;ze.z.+ ••• + anen con atE-iR. 
De ésta manera queda establ.ecida una biyeccicSn entre l.os el.emen-
tos de V y los el.ementos de i'Kº. Si x=a' e,+ ••• +a"e" y y=b'e,+ ••• +b"e., 
son dos elementos cual.esquiara de V, definimos J.a distancia d(x,y) 
entre el.l.os de acuerdo a la ecuacicSn 

d(x,y) = ( (a' - b')" + ••• +( an- lI' )" )'~:z. 
Con ésta de:finicicSn de distancia es posibl.e definir vecindades de 
puntos en V y es obvio que la topol.og:{a que se obtiene en V de és
ta manera será homeomor:fa a l.a topol.og:{a usual. de 1\:C 

En V tomaremos como a·tlas el. que consiste de la dnica carta 
(v,r,) en donde rv es la i'uncicSn identidad sobre v, es deci~ Iv(x)=x 
para todo x~v. 

Como un caso particular de éste ejemplo podemos considerar el. 
propio espacio euclidiano IR", así pues, IRº es una variedad difere,E; 
ciabl.e n-dimenaionaJ. y en muchos sentidos puede ser considerada 
como l.a variedad más sencill.a. 

7) La topoloda de la esfera S2 como un subes'Oacio de IR'. Esta 
topología se define como sigue: N es vecindad de x~S2 si y solo si 
N = N'n S"-, donde N' es vecindad de x de acuerdo a la topología 
usual. de IR3

• Con ésta de:finicicSn es fácil. demostrar que l.os con
juntos D¡, , IV y V de los ejemplos l) y 2) son abiertos en la tapo~ 
log:{a de si como subespacio de!R4 • F.n efecto, tenemos por ejemplo, 
que DJ"' =DN, el hemisferio norte de S 2

, es la in·terseccion de 5.t 
con 1 (x• ,x• ,x• ll x':> oj = N', Pc::•o en ].a topol.og:.'.a us~~al. de IR3, ésto 
conjunto N' es una vecindad de cada uno de sus propios puntos, 
entonces, por de:finicicSn, D,¡= s> es vecindad de c~tda uno de sus 
propios puntos y, por lo tan-to, es un conjunto abierto según 1.a 
topología des~ como sube~pacio de IR3 

• 

.Algunas variedades, <'.Ue ejer:ipl.i:ficaremos con el caso de ].a es
fera, poseen la sie;uiente propiedad topol.ógica: sil v1.l es una :fa
milia arbitraria de abiertos de la esfera con la p~o~iedad de que 
s::i=~Wq,entonces en l& familia \.Wd.\ existe una subfamilia :finita 
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w<t
1
,w,..

1
, ••• ,Vl«n que también cu1:':c a la esfera, es decir, S

1
='v'/i:11U. • .'U'llct.,,• 

Ta1 propiedad se lle.mn C'J"1l'.>8C1.aad. 
Un subconjunto e ae un espacio topol6gico T se lle.me cerr~do 

si es el complemento de alF-Jn conjunto abierto A de T. Un sub
conjunto B de IR" se llama ecotado si B está contenido en el dis
co abierto con centro en el orígen para al.~n radio r~O. 

EJ. conocido teorema de Heine y Borel (Ver ts1 en la bibliogra
fía), aí"irma que un subconjunto C de IRn es compacto si y solo si C 
es cerrado y acotado. Aplicando éste resultado a la esfera s~ ve
mos que s• es compacta. 

Por otro lado tenemos que el espaciolR' no es compacto. En e
í"ecto, consideremos la cubierta 'i. F1(n,m) \ n,mo.lll que consta de 1a 
familia de todas bolas abiertas con centro en (n,m)<!Q

2
con n y m 

mimaros enteros y radio r=l.. S:!. quitamos de la familia 1B, (n,m)J 
una sola bol.a, digamos B, (n•,m•), entonces el punto (n•,m•)~\R2 

queda sin cubrir (recordemos que B, (n,m) no contiene· a su frontera). 
Así pues, l.a familia lB 1 (n,m)l no puede contener a una subfamilia 
finita c¡ue cubra alw.1 , luego, \il.2 no es compacto. 

Ahora bien, nos preguntamos si es posible encontrar para la 
esfera S 1 un atlas que contenga una sol.a carta. La respuesta es 
negativa. Pues, en caso de existir, una carta h:S1 -1R2 ser!a un 
homeomorfismo entre S 2 y \R2 , y recordando nuestra discusi.Sn sobre 
loa homeomorfismos, vemos que S2 ylR2 ser:!an topol6gicwnente equi
vaientes y tendr!an que compartir todas sus propiedades topol.6-
gicas. Pero hemos visto .que S 2 es compacta, mientras que~.' no lo, 
es. Por lo tanto 5 2 no puede admitir un atlas con una sola carta. 

Esta discusi6n muestra cláramente la diferencia que hay entre 
las propiedades locales y las propiedades global.es de las varie
dades. S~ es localmente id~ntica a ~' , de hecho, es local.mente 
idéntica a cual.quier variedad bidimensional. En éste nivel. del. d_!! 
sarrol.l.o de la teoría de variedades la única propiedad determinB:!:! 
te a nivel local. es la dimensi6n. Sin embargo, a nivel. gl.obaJ., s• 
y IR2 son muy diferentes. 

Para que no nos quedemos con l.a idea, erronea, de que cualquier 
cosa que parece un "espacio" es una variedad, consideremos eJ. 
ejemplo siguiente: 

9) El. cono Ce~'. Este espacio se define como el conjunto de los 
puntos de JR1 tales que ( x 1 )

2 -(x2 Y' -(x> )~ =0 junto con la topolo
g!a que C tiene como subespacio de IK'. En otrns pa1abras, N es una 
vecindad en l.a topología del cono si y so].o si N=N'OC, donde N't:IK." 
es una vecindad en la topología usual de\R3• Pt\es bién, éste es
pacio topoJ.6gico de Hausdorff no es una variedad. (Ver í"ig. 4). 
El cono C no es un espacio localmente euclidiano. En efecto, 
consideremos cua].quier vecindad del. orígen en \~3 

, como N~ en la 
fig. 4. Esta vecindad intersecta al cono e en un conj1.11:1to N, que 
no es homeomorfo a un disco de lfl\ más bit!ín, N, es hcoeomorfo a 
2 discos planos pegados en sus respectivos centros. 
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x' 

Ni no puede ser homeomorfa a un disco de 1R2
, pues en éste, 1a 

e1iminaci6n de un solo punto no provoca la aparici6n de dos partee 
disjuntas. En crunbio, si en rr2 eliminamos el v~rtice del cono-, 
N2 se desconecta en dos partes. As! pues, Ni ylR2 (o un disco de 
1R') no pueden ser homeomorfos. 

No hemos incluido en nuestra definici6n de variedad diferen
cieble un axioma que especifique la numerabilidad de 1as cartas 
de un at1as, pero en varias situaciones de 1a teor!a de varieda,... 
des éste axioma es necesario y es general.mente incluido. 

Ahora consideraremos dos formas simples de obtener nueves va,... 
riededes a partir de variedades dadas. 

10) Subvariedad abierta. Primero hagamos 1a observaci6n de qwe 
si ~ es un sistema coordenado en 1a variedad M y si V es un con
;junto abierto contenido en el. dominio de !¡ , entonces l.a restric
ci6n de~ a V denotada por~ 1 V, es tambi~n un sistema coordena
do en M. Sea ahora u·un subconjunto abierto de una variedad di
ferenciabl.e rn. Sea A' el. conjunto de todos 1os sistemas coorde
nados ~ en M tales que el. dominio de )i está contenido en u. Por 
l.a observaci6n que hemos hecho al. comenzar ~ate apartado, vemos 
q_ue el. conjunto A' es un atl.as sobre U convirtiéndolo, por l.o 
tanto, en una variedad dif erenciabl.e llamada subvariedad abieZ'
ta de M. Loe aubconjuntos abiertos de una variedad M pueden ser 
siempre considerados como subvariedadea abiertas de M. 

ll) Producto de variedades. Si M y N son variedades, sean 
!¡= {x' , ••• ,x"'):U-1R"' YYl= (y' , ••• ,y"):V_iR~ sistemas de coo:r
denadas en M y N, respectivamente. Definamos l.a funci6n produc-
to l¡i<.t¡ (p,q) = (x' (p), ••• ,x"'( p) ,y' ( q), ••• ,yn( q)), ~:01 :r.iXN->\R"''"~ 
Evidentemente 'i'"I es un siste:na coordenado con dominio UXVc!.JxN= 
=l(p,q)jpéM, qt-Nj • El. espacio tlxN es de Hausdoi•:ff y es f'A.cil. ver 
que cualesquiera dos de taJ.es sis+,emas coordenados producto en r,JxN 
cumpl.en l.a con~ici6n de compatibilidad. I.!xN con el atlas que con
tiene a todoa estos sis1:e;nas coordenados producto, es una variedad, 

·llamada l.a variedad 12rodv.c+,o de f;l y N, 
La dimensi<Sn de !llXtl es dimM+diCIN. Esta construcci6n se puede 

extender de manera obVia a.:t producto de cual.quier m!mexo finito 
de variedades. 
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3 APLICACIONES DI\o'ETIB;·TCT AB'LES 

Así cooo un espacio topol.6gico posee una estructura (su topo
l.ogía) por medio de l.e cual ea poaibl.e habl.ar de l.a continuidad 
de l.as funciones que apl.ican unos espacios topol.6gicos en otros, 
así, una variedad, gracias a su estructura diferenciabl.e, permite 
general.izar a l.as apl.icaciones entro variedades l.os conceptos del. 
c&.l.cul.o diferencial. 

Consideremos primero el. caso especial de una funci6n f con va
l.orea real.es y definida sobre una variedad M. Si ~:U-IR"' es un 
sistema coordenado en M, entonces l.a f'unci6n compuesta 
f•l¡- 1

: HUl-IR definida sobre l.o imagen HU) de ~ en íR"' se l.J:ama 
l.a expresi6n coordenada de f en términos de§ • De hecho, tenemos 

f=(fo~-·) (x1 ,x2 , ••• ,x"') sobre u. 
Es natural. entonces definir una funci6n f:l·~-1a_como diferen

ciab1e 6 suave si para todo sistema coordenado ~ en M l.a expre
ai6n coordenada fo,-• es diferenciabl.e en el. sentido usual. del. 
c&.l.cul.o el.ementol de varias variabl.es. Denotaremos por ':t(M) al. 
conjunto de todas l.as funciones suaves con valores real.es defi
nidas sobre l.a variedad M. Si f y g son funciones suaves sobre M, 
también l.o serán las funciones f +g y fg. Las regl.as al.gebraicas 
usual.es son v&.l.idas para éstas dos operaciones de manera que el. 
conjunto 'r(M) es un anil.l.o conmutativo, Sin embargo, l.os inversos 
mul.tipl.icativos no existen en general., pero si fE1"(M) es tal. que 
nunca se anul.a sobre r~, entonces l./f•~(M). 

La noci6n de diferenciabil.idad se puede e:ictender de l.as fun
ciones con val.ores real.es a l.as apl.icacionea arbitrarias entre 
variedades usando l.a misma idea: que l.as expresiones coordenadas 
sean diferenciabl.es en el. sentido usual del c&.l.cul.o. 

Ll.egamoa así a l.a siguiente definici6n: 
Sean M"' y N" variedades de d:!.mensionea m y n, respectivamente. 
Una apl.icaci6n cP :11.!:.-+N"es diferenciabl.e o suave si para cual.es
quiara sistemas coordenados ~ en M y '1 en N l.a expresi6n coorde
nada '1°4>·~-· es diferenciabl.e, siendo una apl.icaci6n definida. en 
un subconjunto abierto de lR"' que toma val.oras en IRº. 

Expl.!citamente, si UcM y VcN son 1.os dominios de~ y de t\ , 
entonces para todo pE<j,-'(V)l\U l.as coordenadas y 1 (<j>p), ••• ,y"(cj>p) 
asignadas por~ a~(p), dependen suavemente de iaa coordenadas 
x 1 (p), ••• ,xm(p) asignadas por l¡ a p. 

Hagamos ahora al.'?unas observaciones. 
l.) Es suficiente verificar la condici6n de suavidad para aquel.l.os 
sistemas coordenados qu.e cubran a r,1 y a N ya que l.a condici6n de 
compatibil.ided de l.a definición de variedad, autocáticamente com
pzueba l.a diferenciabil.idad de todas l.es expresiones coordenadas 
de 4', con respecto a todas l.as decás car-tas en l.as estructuras di 
ferenciabl.es de !~ y N. -
2) Una funci6n diferenciab1.e1ji : Uc:~"'.......,.\?," es tacbién diferencia
b1e en el. sentido general.izado de l.a definición anterior, ya que 
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~ es su propia expresi6n coordenada con respecto a l.os sistemas 
coordenados Iu e I,;>.• que cubren a Ucl]{"' y a 1"K"' , en donde Iu e I.,• 
son l.as ide"r~idades sobre U y 1R'', respectivamente. 
3) La apl.icaci6n identidad IH sobre una variedad M es saave; =8:! 
quier composici6n de apl.icaciones suaves es una apl.icaci6n suave. 
4) Los sistemas coordenados l¡ y l.as funciones coordenadas x 1 son 
ejempl.os de apl.icaciones suaves sobre el. dominio de~. 
5) La diferenciabil.idad o 61.lavidad es una propiedad l.ocal.. En e
fecto, definimos 1 :M--+N saave en p~li! si l.a restr:i.cci6n de 4' a 
una vecindad V de p, denotada por </>IV, es una apl.icaci6n suave. 
Entonces tenemos que 4> es saave si y sol.o si .p es saave en todo 
punto p(l\!. 
6) Las apl.icaciones suaves son continuas. 

La siguiente consecaencia de l.a observaci6n 5) será usada con 
frecuencia más ad el.ante. Pare. cada índice" é A sea U, un conjunto 
abierto en una variedad M y sea .Pa :Uo1-N ana apl.icaci6n suave. 
Si para todo par de Índices o<,pEA, </>"' = <J>p sobre -q.n U~, entonces 
éstas apl.icaciones se combinan para dar una sol.a apl.icaci6n 

.¡, :\JU•-N tal. que <!>\U~=;¡," para toda et é A. Puesto qae l.a suavidad 
es una propiedad l.ocal., rJ> es suave. 

Un difeomorfismo p:M-N es an~ apl.icaci6n suave qae tiene una 
apl.icaci6n inversa que también es suave. 

Las apl.icaciones identidad sobre variedades, l.as composicio
nes de difeomorfismos y l.a apl.icaci6n inversa de un difeomorfis
mo dado, son, a su vez, difeomorfismos. Si existe un difeomorfis 
mo ~ de M a N, entonces r.: y N se dicen difeomorfas bajo p • Por -
ejempl.o, cual.quier intervalo abierto (a,b) en \R es difeomorfo a 
(-l.,l.) bajo una transformaci6n l.ineal. adecuada, y (-l.,l.) es di
feomorfo a IK bajo <!>(t )=t/(l.-t~). 

La topol.ogía diferencial. o teoría de variedades paede definir
se como el. estudio de aquel.l.as propiedades que permanecen inva
riantes bajo difeomorfismos, del. mismo modo que l.a topol.ogía P\12 
de ser considerada como el. estudio de aquel.l.as propiedades de l.os 
espacios topol.6gicos que pe:nnanecen invariantes bajo homeomorfis
mos. Así puea, variedades difeomorfas se consideran idénticas 
desde el. punto de vista de la topol.ogía diferencial.. 

Si ~ es una funci6n biyectiva de un conjunto C sobre una va
riedad M, entonces evidentemente hay s6l.o una manera de conver
tir a C en una variedad (ésto es, hay una única topol.ogía y una 
única estructura diferenciable sobre C) de modo que f sea un di
feomorfismo. 

Puesto que l.as aril.icaciones suaves son continuas, un difeomo_!: 
fiemo es en particul.ar un homeomorfismo. Sin embargo, un homeo
morfismo suave no tiene porqué ser un difeomorfismo, ya que su 
inversa no tiene porqué ser diferenciabl.e. El. ejempl.o cl.ásico de 
ésta situaci6n es l.a apl.icaci6n t~t3 sobre la recta real.. 
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Todo eietema coordenado !; es un difeomorfismo de su dominio U a 
~(U)c~". Inversamente, todo difeomorfiemo ~ de un conjunto abie_!: 
to vcM a cj>(V)c !R" es un sistema coordenado de M. De hecho, para 
cual.quier s:l.stema coordenado !; las aplicac:l.onee ,Poi¡-• y¡¡•</>-' son 
suaves y, por la condici6n de compatibil:l.dad, ee sigue que <f> pe_!: 
tenace a la estructura diferenciable de M. Aeí, si componemos un 
s:l.etema coordenado con un difeomorfiemo, obtenernos de nuevo un 
s:l.stema coordenado. En particular, si pEM siempre existe un sis
tema coordenado tal. que l¡(p)=O • 

EL soporte de una i\tnci6n ff°}{M), denotado supp f, se define 
como el más pequeffo conjunto cerrado de M que contiene al. conjun
to tP'M\f(p)=Ol. Entonces, M-supp fes el máe grande subconjunto 
abierto de M sobre el cual f ee idénticamente nula. 

El. anillo conmutativo 'r(M) de todas las funciones real-val.ua
das, suaves y definidas sobre M, contiene una gran 'riqueza de 
i\tnc:l.ones. Para tener una idea de éeto, demostraremos que dada 
cual.quier vecindad U de un punto p en M existe una funci6n f6':f(M), 
llamada un promontorio en p, y que tiene las siguientes propie
dades: 

l) O~f~l sobre M. 
2) f=l sobre alguna vecindad de p. 
3) eupp fc:U. 

Demoetraci6n, Comencemos considerando la funci6n suave que ee 
igual. a e-•lt' si t;.O, y ee igual a cero si t<O • Usando el cálculo 
elemental. es fácil construir a partir de ésta :runci6n, para cual.
qu:l.er t :>O, una i\tnci6n suave h sobre IR tal. que h(t)=l. para t~€., 
h(t)=O para t~2i, y OSh~l. 

Ahora sea ¡¡ :v-1R" un sistema coordenado en M con ¡¡(p)=O y vc:u; 
si e.,. O es suficientemente peque!'io, entonces i¡(V) contiene a la 
vecindad {p•\R" \t1p\\2 < 3e.} de O en ffi". Sea g='L.(x' )' sobre V. Para h 
como antes, definimos f=hog sobre V e igual. a cero sobre M-V. En
tonces la i\tnci6n f es suave y tiene las propiedades requeridas. 

4 VECTORES TANGENTES 

En el cálculo diferencial sobre {\)," nos encontramos con el. con
cepto de derivada de una funci6n en la direcci6n de un vector da.
do. Para definir los vectores tangentes a una variedad de manera 
intrínseca, ee decir, sin hacer referencia a un espacio exterior 
a nuestra variedad, invertiremos la situaci6n anterior, Así, en 
l.ugar de tener dados l.os vectores y, por medio de el.loe, definir 
la derivada direccional de ].as funciones, definiremos los vecto
res tangentes a una variedad por medio de ].as propiedades abstrae 
tae que debe tener una derivada direccional. de funciones defini-
das sobre la variedad. Hacemos entonces la siguiente definici6n. 

Sea p un punto de una variedad M. Un vector tangente a M en p 
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es una funcicSn v:'r(M)-!Rque es 
1) IR-1ineal: v(af+bg)=av(f)+bv(g), y 
2) Leibniziana: v(fg)=v(f)g(p)+f(p)v(g) para todo a,bé!R y f,gel'(M). 

En cada punto pi;M sea Tp (M) e1 conjunto de todos J.oe vectores 
tangentes a M en p. Por medio de lee definiciones usuales de ad.!, 
cicSn de funciones y de mu1tip1icaci6n de funciones por escalares 
(rnlmeroe) real.es, Tp(M) ee convierte en un espacio vectorial so
bre 1oe m.tmeros reales • En forma expJ.:!cita, definimos 

(v+w)(f)=v(f)+w(f), 
(av)(f)=av(f) para toda fe:J:'(M), aelR, 

y Tp (M) se 11ama e1 espacio tangente a M en p. 
Para definir 1a derivacicSn parcial sobre una variedad, la idea 

es considerar a 1a funcicSn f como definida sobre el. espacio euc1i 
diano fR", mediante una de sus expresiones coordenadas y tomar 1a
derivada parcial. usual.. 

Sea9=(x' , ••• ,xn) un sistema coordenado de M en p. Si fe'.f'ün, 
eea 

~(p) = 'd(~º!~'lc p) (1efi<in), 

donde u' , ••• ,u" son J.a¡:¡ func:¡.ones coordenadas natural.es de IR: 1as 
cual.ea son tal.es que u' (x)=x• para todo x•dR". 

Un cál.cul.o eenci11o demuestra que 1a funci6n 

'ddr= ~\ :1'(111)-\R 
p • 

que env:!a cada f~'.f'(M) a (i'lf/0 x' )(p) es un vector tangente a M en 
p. Podemos visual.izar a -;i¡\p como una flecha en p tangente a 1a 
curva coordenada xl que pasa por. p. 

Lema 4.1 Sea v6Tp(M). (1) ·si f,gt1"(M) son igual.ea sobre una ve
cindad de p, entonces v(f)=v(g). (2) Si h"~(M) es constante so
bre una vecindad de p, entonces v(h)=D. 

Demoetraci6n. Por 1a linealidad de v es suficiente demostrar que 
si f=O sobre una vecindad U de p, entonces v(f)=O. Sea g una fun 
cicSn protuberancia en p con soporte en U; entonces fg=O sobre t2 
da M. Pero v(O)=v(O+O)=v(O)+v(O) implica que v(O)=O. As! pues, 

O=v(fg)=v(f)g(p)+f(p)v(g)=v(f), 

ya que f(p)=O y g(p)=l. Esto demuestra 1a afirmaci6n (1). 
Para demostrar la segunda afirmaci6n, vemos que por '(1) pode

mos suponer que h es constante =c para toda rr.. Si 1 es la funci6n 
constante con val.or l, entonces 

v(1)=v(l"1)=v(1)1+1v(l)=2v(1). 
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De donde, v(1)=0 y v(h)=v(c•1)=cv(1)=0. ## 

El. lema anterior es una forma de expresar el hecho de que los 
vectores tangentes son objetos locales. otra forma de expresarlo 
es ésta: Si U es un conjunto abierto en M entonces, siendo una 
subvariedad abierta, U tiene un espacio tangente Tp(U) en p•U. 
Si vtTp(U) definimos V(f)=v(ffU) para toda fG~(r.1). 
Evidentemente VéTp (M), y la funci6n v--.V es un isomorfismo lineal.. 
A partir de ahora ignoraremos éste isomorfismo y escribiremos 
Tp(U)=Tp(n!). 

EJ.. siguiente resultado, llamado teorema de la base, es el en
lace fundamental entre las coordenadas y los vectores tangentes. 

Teorema 4.2 Sii';=(x' , ••• ,x") es uri sistema coordenado de M en p, 
entonces sus vectores coordenados ;,,lp , ••• ,ónlp forman una base 
para el espacio tant>ente Tp(M); y 

n ' 
v;=.Zv(x') Cl¡ lp para todo véTp (M). 

Demostraci6n. PorLlos comentarios anteriores, podemos 1imitarnos 
a trabajar en la vecindad coordenada que es el dominio U de I¡ • 
Como v(c)=O,no hay pérdida de generalidad si suponemos que ~(p)=OE 
~IR". Considerando un dominio más pequeño que U si es necesario, 
podemos suponer que q(U)=~q.;IR" lilqll<E.} para a1g¡in€. 

Si g es una funci6n suave sobre ~(U) entonces para cada l~isn 
definimos , 

g¡(q)=J ~¡ (tq)dt para todo q~.$°(U). 
a 

Se sigue utilizando el teorema fundamental del cálculo que 

g=g(O)+Lg¿u.: sobre q(U). 

Así si f~1'(M), haciendo g=fo!f' se obtiene 

f=f(p)+Z:f¡x~ sobre u. 
Aplicando o¡'axl se obtiene f¡ (p)=(óf/ax.:) (p). De manera que 

si aplicamos el vector tangente v a ésta f6rmu1a tenemos 

v(f)=O+Lv(f¡ )xt (p)+Lf ¡ (p)v(x; >=Z v(xt >:!.CP). 
Dado que ~sto es cierto para toda f~'r(M), los vectores tangentes 
v y 1, v(x' )<itlp son iguales. Con ésto queda demostrado que los 
vectores coordenados cl,\po••••óo\p generan al espacio Tp(M). 

FaJ.ta demostrar que los vectores coordenados son lineal.mente 
independientes. Per:i si Zatllc\p =0, entonces aplicando ésta com
binaci6n lineal. a x~ obtenemos 

O=°Zat~xJ(p)=Lat~•¡ =aj. #11 
i. o X" i. 

En particular vemos que la dimensi6n del espacio vectorial T?(M) 
es la misma que la dimensi6n ae la variedad M. 
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5 LA DIFERF.NCIAL 

La idea básica del cálculo diferencial es aproximar los obje
tos suaves o diferencibles por objetos lineales. En la secci6n 
anterior vimos como una variedad diferenciab1e puede ser aproxi
mada en la vecindad de cada uno de sus puntos p•M por el! espacio· 
lineal Tp (M). Ahora aproximaremos una ap1icaci6n diferenciable. 
<!> :M-N en· la vecindad de cada punto p<oM por medio de una trans
formaci6n lineal entre espacios tangentes. Hagamos notar primer.!! 
mente que si véTp(M) entonces la funci6n v.¡. :1=°(N)-IR, que env!a 
cada g(~(N) a v(go.j>), es un vector tangente a Nen cP(p). Debemos 
verificar que v satisface 1as propiedades 1) y 2) de la defini
ci6n de vector tangente (pag, 13). En efecto, para probar la pr.2 
piedad Leibniziana, por ejemplo, sean f,g&~N); entonces 

v.¡,(fg)=v( fgo.\>)=v( ( focP) (gocf.) )=v(focl> )g(<J>p )+f(cPp )v(gocP)= 
=V<f> ( f) g(<j>p )+f(<J>p }v.p (g), 

Así pues, hacemos la siguiente definici6n. 3eacp :M-N una a
p1icaci6n suave. Para cada p~M la funci6n 

d,P~ :Tp (M)-T.¡.p(N) 

que env!a v a v.¡, (definida arriba) se llama la diferencial. dep 
.!:m...l!• (Ver fig. 5). 

Entonces, dcl>P está·caracterizada por la ecuaci6n 

d.4'P(v)(g)=v(go~) 

para todo v~Tp(M) y toda g~(~(N). De aqu! es obvio que la difere_!! 
cial. de el> en p es una transformaci6n lineal.. Para toda g~~(N) y 
cualquier cj> :M-N suave, la composici6n go,P pertenece a ~(M) y se 
11ama 1a retracci6n de g mediantep , denotada por .p•(g). A veces, 
1a diferencial de cp en p se denota por c\i, P • Con ~etas notaciones 
la diferencial de ~ en p queda definida por la ecuaci6n 

cJ>.P(v)(g)=v«\t ( g)) para todo véTp(M) y toda ge~(N). 

V d<!>p - g33--..:..::...-. T+pl1'1) , .¡. 
N d<!>p\.U) 

o 
FllS · 5 

Lema 5.1 Sea 4> :M -N una ap1icaci6n suave. Si 9 es un sistema 
coordenado de M en p, y sir¡ es un sistema coordenado de N en 4'Cp), 
entonces 

l~\\_;. ó<io.\>> L 
dc\:P\óxl ~r&i il x• (p)C)y• (l~j~m). 
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Demostración. Denotemos por WéT~~(N) al. l.ado 
cuaci&n. Por el. teorema de l.a base (teorema 
Pero por l.a definición de diferencial., · 

i · ( a j\ i i'l(yio<j>)( ) 
. w(y )=d<l'r\'SXJ~fY )= dXJ P • 

izquierdo de ~eta e-, 
4,2), W=L w(y• )?J/ay', 

## 

La matriz de la. apl.icación lineal. d</ip con respecto a tfotae 
bases coordenadas es 

Í "d(y1o4'l 1 
L aX' (p)j l.~i~n. l.~ j~m 

y se l.l.ama l.a matriz jacobiana de 4> en p con respecto a l; Y I'\, 
La olásica regl.a de la cadena para l.a. matriz' jacobiana de 

una. composición de apl.icaciones se sigue inmediatamente de l.a 
fÓrmt1l.a que demostraremos en el. siguiente l.ema., 

_,L""e"'m""a."-"'5.., ... 2 Si .P :M-...N y 1/':8-P son 
para. cada. pEM, 

d(-.,Po cP)p =dij¡po d<!>p. 

a.pl.icaciOnes suaves, entonces 

Demostración. Si VtTp(M) y ge~(P), entonces 
d(1J>ocf>)(v)(g)=v(go"ljloij,)=d~(v) (gof)=(dfd<f>(v}) (g). ## 

De aquí en adelante y cuando no haya l.ugar a confusión, omi
tiremos el. subíndice p de do/p• 

En términos de la teoría de variedades el teorema de la fun
ción inversa puede ser reformulado en l.a siguiente forma, 

Teorema 5. 3 Sea.o/stl-N una. aplicación suave. La diferencial. dcfp 
en un punto p~M ea un isomorf'ismo lineal. si y sol.o si existe 
una vecindad V de p en 111 tal. quecp \ V ea un difeomorfiamo de V 
sobre una vecindad ~(V) de ~(p) en N, 

Para demostrar ésto es suficiente apl.icar el teorema cl.áaico 
de la :función inversa (consul.tar [Sp),pag, 32) al.a expresión 
coordenada de ~ en una vecindad de p. 

Debido a éste resultado una apl.icación suave tj> :M-N tal. que 
toda d~p es un isomorfismo l.ineal., se l.l.ama un difeomorfismo l.o
.s!!l• Si f es también ·inyectiva y suprayectiva, entonces es un 
difeomor:fismo, 

6 CURVAS 

Una~ en una variedad M es una apl.icación diferenciabl.e 
a:I---M, donde I es un intervalo abierto del.a recta. real.IR, 
(Se permite l.a posibil.idad de que I sea una semirecta infinita o 
toda l.a recta lR.) Siendo una subvariedad abierta de IR , I tiene 
un sistema coordenado compues~o por l.a :función coordenada natural. 
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u de IR. En cada tEclRpodemos v:tsual.izar el vector coordenado 
(d/du)(t)~ T~(IK) como un vector unitario basado en t y con la 
direcc:t6n del. eje u positivo. 

Sea 1)( :I-M una curva, EJ. vector veJ.ocidad de (1( en tc;I está 
definido por 

ot' (t)=d(l(( ~ult)ET.,_1~M). 
Intuitivamonte, (l('(t) es l.a raz6n de cambio vectorial. deo/. 

en t~I. Ennumeremoe aJ.gunae de sus propiedades básicas: 
J.) Derivada direccional, Por J.a definición de d«, el. vector t":!! 
gente o<' (t) apl.icado a la f'unci6n f'E~M) nos da 

O(' (t ):f= d(!~") (t). 

De éste modo, si QI. es cual.quier curva con, digamos, o<'(O)=v 
entonces, v(f')=(d(fooi.)/dt)(O). 
2) Expresión coordenada. Sea q =(x' , ••• ,x") un sistema coordena
do de M en un punto o<(t) de o<. Por el. teorema de J.a base y por 
l.a observación 1), tenemos . 

•(t} _...,.d(x'oO:.)(t)ó·\ 
-01 -f.r du ' ~ul" 

3) .!!!;parametrizaci.Sn. Si tl(:I-M es una curva y h:J-I ea una 
funci.Sn suave sobre un interva:to abierto J, entonces fl=llC(h):J-M 
ea una curva l.J.amada una reparametrizaci6n deo!. Además, 

f3'(s)=(dh/du)(s)cii'(h(e)) para todo sEJ. 
Esto se sigue de J.a regla de la cadena {l.ema 5. 2), a:t igtlal. que 
la siguiente observaci6n. 
4) Efecto de una aplicaci6n. S:i. t( :I-M es una curva en M, enton
ces J.a apl.icaci6n suave .p :M-+N tra.ne:forma J.a. curva ot en J.a curva 
ijlool.:I-N en N. La diferencial. de<$ preserva velocidades, es de-
cir, 

d<ji(i:(•(t))=(4'or()'(t) para todo téI. 
Esta es en general. una manera más eficiente de obtener informa
ci6n acerca de d~ que l.os c6mputos con coordenadas como los del. 
l.ema 5,1. 

Una curva o( es regu,J.ar si o;•(t)=O para todo t. Si t.a.b} ee un 
interval.o cerrado en IK • entonces un sep;mento de curva e< : la, b1-M 
es una ap1icaci6n que tiene una extensi6n di:ferenciable a un in
tervalo abierto que contiene a ía.b]. De éste modo o(' está bien 
definida incl.uso en J.os puntos extremos a y b, 

Una ap1icaci6n ~:la. b}-M es 1.tn segmento de curva suave por 
pedazos si existe una partici6n a=t,< t, < ... <t.,=b del. intervalo 

[a,b} tal. que cada restricci6n p\ Lt¡ ,t,.,] es un ~egmento de curva. 
Segtfn ésto, p puede tener dos vectores velocidad en los puntos de 
ruptura t¡. Para un intervaJ.o abierto r. p:I-M se llama miave 
por pedazos si para cuaJ.esquiera a<b en I la restricci6n p\la,bJ 
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es suave por pedazos en el sentido antes definido. (As! queda 
asegurado que l.os puntos de :ruptura no pueden acumul.arse alre
dedor de un punto de I.) 

Para ninguno de los tipos de curvas que hemos definido, J.a 
reparamotrización t-->~(t+c), con c constante, cambia en algo 
eue propiedades. Por eso, para simpl.ificar J.a notaci6n vamos a 
suponer en adel.ante, sin mencionarl.o explícitamente, que el d,2 
minio de una curva contiene al n~mero o. 

7 CAMPOS VECTORIALES 

Un campo vectorial. V sobre una variedad M es una función 
que asigna a cada punto p de M un vector tangente Vp de Tp(M). 
Intuitivamente, V es una colección de f1echae, una para cada 
punto de M y que pueden servir para rapresentar fuerzas, vel.o
cidades, ace1eraciones, etc. Si V es un campo vectorial sobre 
M y si f~1'(M), entonces Vf denota a J.a función de va1ores re
a1es sobre M dada por 

para todo peM. 

Entonces, V se 11ama suave o diferenciab1e si Vf es suave para 
toda f~ 'r(M). 

Loe campos vectorial.es sobre M pueden sumarse o ser mu1tipl1 
cadas por funciones f~?i'(!ll), de acuerdo a 1ae siguientes reglas 
obvias: 

(fV)p=f(p)Vp, 
(V+W)p =Vp +Wp para todo p~M. 

Si V y IV son suaves, también 1o son 1oe campos vectoriales V+W 
y fV. Estas dos operaciones convierten al conjunto ~(M) de to
dos los campos vectoria1es suaves sobre J.a variedad M en un 
m6du1o sobre el anillo }"(M). (La definición de módulo sobre un 
anillo conmutativo con unidad es forma1mente la misma que la de 
espacio vectoria1 sobre un campo, con la diferencia de que loe 
eecaJ.ares provienen de un anillo en lugar de un campo.) 

Si l¡:=(x' , ••• x") es un sistema coordenado en U<:ld, entonces 
para cada l~i~n el. campo vectorial. <l¡ sobre U que envía cada p 
a dt\~ se 11ama el. i-~simo c8mpo vectorial. coordenado de !f • 
Estos campos vectorial.es son suaves, ya aue ó¡(f)=óf/~xl. Se 
sigue inmediatamente del teorema de 1a base que para cuaJ.quier 
campo vectorie.J. suave V 

sobre UcM. 

Para variedades de dimensión pequeña 1a notaci6n con índices 
puede ser difícil. de interpretar. Por eso sobre el pl.ano euc1i
diano, por ejemplo, frecuentemente denotaremos por x,y a las 
funciones coordenadas naturales como en el cálculo e1emental.; en 
éste caso, J.oe campos vectoriales coordenados se denotan porº••º~· 
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Una derivación en 1='(1,1) es una funci6nJJ:~(M)-~M) que sa
tisface las sie.uientes propiedades: 

l) IR-lineal: oO(af+bg)=adJ(f)+b.l:(g), (a, bflK). 
2) Leibniziana: oO(í'g)=cl:xf)g+f.,O:g). 

La definición de vector taneente demuestra que para un campo 
vectorial VEo-~(M) la función f-Vf es una derivaci6n en 1:'(M). 
Inversamente, toda derivaciónoD en '3:'(M) previene de un campo vec
torial. De hecho, para cada p<M definamos Vp :~!fJ)--..\R,mediante la 
~6n Vp(f)=ó:Xf)(p). Entonces, las propiedades 1) y 2) en la 
definición de derivación implican que Vp es un vector tangente a 
M en p; así que V es un campo vectorial bién definido sobre M. 
Además Vf=D(f)é°?"(M) para toda fE1'°(M), por lo que V es suave y 
determina a la derivaci6n dadaoO. 

Así pues, siempre que sea conveniente, consideraremos que loe 
campos vectoriales sobre r.1 son derivaciones en 1='(M). Esta inteZ'
pretación conduce a una operación crucial sobre loe campos. Si 
V,W~~Ol) sea lV,Vl1=VW - wv. Esta es una función de~(M) a '.):'(M) 
que envía cada f a V(Wf) - l'/(Vf). Un cálculo directo muestra que 
[V,Vl]es una derivaci6n en ~(111), ea decir, un campo vectorial 
suave sobre M. [V,V/J se llama pa.réntesis (de Lie) de V y w. 

En términos de la definición original de loe campos vectori,!! 
lea, [V,VI} asigna a cada pEM el vector tangente [V,W]p tal que 

[v,w1p(f) = Vp (Wf) - Vlp(V:f). 

Lema 7.1 El paréntesis de Lie tiene las siguientes propiedades: 
1) IR-bilinealidad: [aV+bVl,X]=a\:V,X]+b(Vl,x], 

L x,aV+bW] =al X, V] +blX, w]. 
2) Antieimetría: tw,vl=-\.V,W]. 
3) Identidad de Jacobi: (x, 1Y, z11 + lY, (z,x11 + lz, tx, Y11 =0. 

Demostración. Estas identidades son puramente formales y se cum
plen para cualesquiera derivaciones sobre cualquier álgebra li
neal: 1) es inmediata de la linealidad de las derivaciones, y 2) 
es obvia. Para probar 3) basta con sustituir la definici6n del 
paréntesis de Lie, entonces los doce términos resultantes se 
cancelan por parejas. ## 

La operación de paréntesis sobre ~(M) aún cuando es !R_-bili
neal no es ';\:'(M)-bilineal. De hecho, 

[fV,gV11=fgtv,w1+f(Vg)V/ - g(W:f)V. 

Para probar ésto, hay que verificar que ambos miembros de ésta 
ecuación tienen el mismo efecto sobre cualquier :función hé"r(M). 

En dos casos especiales el paréntesis es siempre nulo. Para 
cualquier Vf~(U.), \.V,V1=0. De hecho, dada la bilinealidad, 
ésto es equivalente a la antisimetría. Para cualesquiera dos cam 
pos vectoriales coordenados del mismo sistema coordenado, (óc ,ilJ=O, 
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ya que ésto equivaJ.e a :!.a identidad '(') 1 f/oxtox~=<l2f/ox•oxt, que es 
vál.ida para funciones f diferenciables de ciase C2 por :!.o menos. 

Ejemn:l.o. Sean x,y :!.as funciones coordenadas naturales de IR", Y 
consideremos :!.os campos vectorial.es V=yo1 y W=xó1 • Entonces [V,W]= 
= -W, ya que para toda f~ 1'(M), 

t_v,w1f=\_y?J~,xó)1f=yó.¡(x~f) - x<l,(y<l,f) 
-;>,"l.f Cif ?12 f 

=Y~ - x-ay - X~ = -x Óyf = -Wf • 
C6J.cu:i.os de éste tipo pueden abreviarse omitiendo :!.a funci6n 

f y también :!.as segundas derivadas ya que, como sabemos, deben 
cance:l.arse. 

La diferencial. de una ap1icaci6n q, :M--N manda vectores tan
gentes individua1es de M a N, pero en genera1 la diferencia1 no 
proporciona una manera de mandar campos vectorial.es de M a N (o 
de N a M). Esta dificu:i.tad puede ser so:i.ucionada en cierta medi
da mediante la siguiente definici6n. 

Sea <\i :lll-+N una ap1icaci6n suave. Los campos vectoria1es X so
bre M y Y sobre N están 4'-relacionados, :!.o que se denotará por 
X.Y, si 

para todo P"M• 

Lema 7. 2 Los campos vectoria1es Xt~(M) y Yr, ~(N) están ,P -re:l.a.
cionados si y solo si X(go<!>)=Ygo<j> para toda gé~(N). 

Demostraci6n. Las siguientes 

X(go<j>)=YgocPf 
X(go~)(p)=(Ygo~)(p), 

Xp(gool>)=(Yg) (4p), 
(d~Xp)g =Y~p(g), 

d<fl (X¡:.)=Ycj>p. 

afirmaeionee son equival.entee: 

g<o".'s:(N)' 
péM, 
p.:M, 
P"'M' 
pEoM. ## 

Usando éste criterio repetidamente, se prueba fáci:l.mente que 
1os paréntesis de Lie no cambian cuando loe campos estánq-re:l.,!!: 
cionados, concretamente, tenemos e:!. siguiente :l.ema; 

Lema 7. 3 Si X1~ Y1 y X,_~ Y2 , entonces \_X 1 ,X:i.\');' LY1 , Y;t"}. 

cuando :!.a ap1icaci6n ~ :M-N es un difeomorfismo :!.a dificu:l.
tad de :!.a que hab:l.ábamos no se presenta, ya que para cada XE~(M) 
existe un único campo vectorial. dq(X)é~(N) que está <!>-relacione.
do a X. De hecho, la única posibilidad es definir (d~X~=d<i>(Xp) 
para todo q=c\:i(p)~N. Entonces d~(X) es suave, ya que si gé1'.{N), 
ésta definici6n y la definici6n de diferencia:!. nos conducen a 1a 
f6rmu1a (d<\>X)g=X(go<\>)04'-'"'3'.(N). L1amaremos a dc\>(X) e1 campo vec-
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torial transferido de X mediante 

8 UNO-FORMAS 

Las uno~fo..,;1.as sobre una variedad suave M son l.os objetos duales 
a los cam;ios vec:toreales. En un ptmto p de M el espacio dual. T;(M) 
del espacio tangente T 1,(r3) es llamado el espacio cotangente de 
~· Los elementos de T~ (r,J) , a veces llamados covectores,. son 
aplicaciones lineales de Tp(M) a\R. 

Una uno~forma e sobre UnR variedad M es una función que asigna 
a cada punto p un elemento Bp de el espacio cotangente T~(M) 

Así 9 asigna un mimero a todo vector tangente y es lineal sobre 
l.os vectores tangentes en cada punto. 

Si 0 es una uno-forma sobre M y X es un campo vectorial sobre 
M, denotaremos por éX la función de valores reales sobre M cuyo 
valor en cada punto p es el. valor de Bp sobre Xp. Una uno-forma 
es ~ si ex.es suave para todo XE~(M). 

Sea ~'M) el conjunto de todas las uno-formas suaves sobre M. 
Dos uno-formas se suman, y una uno-forma se multiplica por una 
función de valores reales, en la misma manera que l.as correspon
dientes operaciones para campos vectorial.es. Explícitamente, 

(8+w)p=8p+uip, (fB)p=f(p)Gp 
para todo p~M. Así pues, ~tM) se convierte en un m6duJ.o sobre 
1:'(M) • 

Existe una operación notable que convierte funciones en uno
formas. La di:ferencial de :f&'?!~l) es l.a uno-forma d:f tal cue 
(df)(v)=v(f) para todo vector tangente v a M. 

Claramente df es una uno-forma ya cue en cada punto p, l.a :ft.1;!! 
ción (d:f)p :Tp(rñ)-IR es lineal, y. si V>~(M) la funci611 (d:f)(V)=Vf 
es suave. 

Si x1 , ••• x" es un sistema coordenado sobre UcM, tomando l.a 
diferencial de cada una de las funciones coordenadas x<E ';):'(U), 
obtenemos 1as uno-formas coordenadas ax• •••• ,dx~sobre u. En ca
da punto de U éstas proporcionan una base dual a la.base de.los 
campos vectoriales coordenados o, , ••• ,on, ya que ax' (o . )=oxYa x"= 
= bi< • se sigue que para cualquier uno-forma e. k 

8 =°2G(ill) ·ax'- sobre u. 
¡,:I 

Esta fórmula es la correspondiente a la del teorema de ].a base 
para campos vectoriales. Para verificarla, basta con aplicarla a 
los campos vectorial.es coordenados. Como un caso particular de 
ésta fórmula, si f<:'.f°(M), y como df(() 0 )=.ilf/ox•, obtenemos 

df=-<;' 1!. ax' sobre u. 
~21x' 
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Lema 8.1 La diferencial de una funci6n f!~(M) tiene 1.as sigu.ien 
tes propiedades: 
1) d:'r(r.1)~" (M) es IQ-1.ineal. 
2) Reg1a de Leibniz: Si f,gE':\:(M), entonces d(fg)=gdf+fdg. 
3) Si n~M) y hé".l'"(IR), entonces d(h(f))=h'(f)df. 

Demostración. Estas propiedades se sigu.en directamente de 1a de
finici6n. 3) es un caso especial. del. 1.ema 5.2 (pag. 1.6). ## 

9 SUBVARIEDAD:ES 

A grandes rasgos, una subvariedad P de una variedad M es un 
subconjunto de M que tiene una estructura diferenciabl.e deter
minada por 1a estructura diferenciabl.e de M. En particul.ar, re
queriremos que P sea un subesj>acio topo16g;i;eo de 111, es decir, 
que tenga 1.a topo1oeía inducida • La topología inducida de P M 
se define de 1.a manera siguiente: . 

Un subconjunto V de P es abierto en 1a topol.og:(a inducida si 
y sol.o si existe un subconjunto abierto V' en 1a topol.og!a de 11 
tal. que V = V'hP. 

Una variedad P es una subvariedad de una variedad M si: 
1.) P es un subespacio topol.6gico de M. 
2) La apl.i.caci6n incl.usi6n j:P·C....• que menda cada ptP a p=;l(p)E.111, 
es suave y en cada peP su diferencial. dj es iI13'ectiva. 

Si P es una subvariedad de 111 y cji •'M-N es una apl.icaci6n sua
ve, entonces tambi!Sn es suave 1.a restricción<!>\ P de r/> a P, ya que 

Pes simpl.emente,Po·j. En particu1ar, si fEo1:°(M), entonces f'\P 
pertenece a 'r<P). Debido a que 1.a inc1usi6n j es una apl.icaci6n 
bastante obvia y a que cada dj?:Tp(P)--T¡>('M) es inyectiva, es 
costumbre ignorar dj y considerar que el. espacio tangente Tp(P) 
es un subespacio vectorial. de '!' p(M). 

Las subvariedades abiertas (que definimos en 1a secci6n 2,nwn. 
10)) son ejempl.os triviales de subvariedades. La n-esfera sn(ver 
secci.6n 2, num. l.)) es una subvari.edad de\?.'"'. Los sistemas COO:E'
denados pueden servir para producir ejemplos de subvariedades. 
Por ejemplo, el. plano z=l. en \R3 es una subvariedad, que es dif'eo
morfa a lR"- con respecto al dif'eomorf'ismo (x,y,1)-(x,y). Más en 
general., sil¡ :u-t¡.l,n es un sistema coordenado en una variedad M, 
entonces manteniendo fijas cua1esouiera n-m de las funciones coor 
denadas de ~ , se obtiene una subvariedad m-dimensiona1 11.amada -
una rebanada coordenada de ¡¡ • Ahora demostraremos que toda subva
riedad puede ser construida'pegando'tal.es rebanadas coordenadas. 

Para precisar ~stas nociones, hagamos primero una definici.Sn. 
Sea P un subconjunto de M • Un sistema coordenado l¡:U-~ en M 
está adaptado a P si U[) F eE una rebanada coordenada de i¡: en u. 
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Por medio de un cambio en los nombres de las coordenadas, po
demos suponer que son las últimas n-rn fUnciones coordenadas de l; 
las que se mantienen constantes. Entonces, seal¡p:UnP-IRMla 
restricci6n de? =(x' , ••• x"') a U nP. 

Cuando P es una subvariedad de M, se sigue del teorema de la 
funci6n inversa (teorema 5.3), que GP es un difeomorfismo sobre 
su imagen (abierta) en IR"', y por lo tanto, un sistema coordenado 
en P. 

Propoeici6n 9.l Si p~ es una eubvariedad de Mº, entonces en ca
da punto de P hay un sistema. coordenado de M adaptado a P. 

Demostraci6n. Sea l¡ =(x1 , ••• , x 0 ) un sistema coordenado para M en 
p~M y sea (y' , ••• ,y"') un sistema coordenado para P en p. Puesto 
que la diferencial. djp es inyectiva, su matriz jacobiana 

(~(p))i..-Hn, J.~j.;m 
tiene rengo m. Así, reetiquetando J.os xL si es necesario, pode
mos suponer que loe primeros m renglones de esta matriz son li
nealmente independientes. Entonces, la restricci6n a P de las 
funciones coordenadas x 1 , ••• ,xm fo:nnan un sistema coordenado pa
ra F en una vecindad W de p. Si fK ea J.a expresi6n coordenada 
de x~\P con respecto a (x 1 , ••• ,xM), entonces 

x-.<. =fK(x' , ••• ,x""') sobre w. 
Se sigue que las funciones 

ZK= xK - fK(x' ••••• ,x~) 

estM b:l.én definidas sobre una vecindad de p en M. 
Si l;=(x' , ••• ,xm,z""'•••• ,zº) entonces en p J.a matriz jacobiana 

de t" con respecto a~ =(x' , ••• ,x") tiene la siguiente forma 

( :m I:_~} 
en donde Im es la matriz identidad de orden m. Evidentemente és
ta matriz es invertible (su dete:nninante es =1~0), por lo cual 
es un sistema coordenado sobre una vecindad U de p en M. Como P 
es un subespacio topol6gico de M, podemos escoger U de manera 
que un Pe w. Como A=(x1 , ••• ,x"') (un P) es un subconjunto abierto 
de IR~, tomando una U más pequeña si es necesario, podemos tam
bién suponer que (x' , ••• ,x"')(U) e A. 

Ahora bién, sobre U 1\ P las funciones z~ son todas cero, por 
lo que Un P está contenido en la rebanada T, de ~en U dada por 

z"h·\=0, ••• , zn =0. 

InverE<amente, se verifica fácilmente que~CUí\P. Por lo tanto, 
unp =Z· ## 
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El. siguiente resultado, de apariencia trivial, depende del 
hecho de que las subvariedades tienen la topolog!a inducida. 

Corolario 9. 2 Sea P"' una subvariedad de M". Si</> :N--M es w1a 
aplicact6n suave tal que ~(N)c P, entonces la aplicaci6n induci
da p:N..-...P es suave_también. (Si j es la inclusi6n de P 
en M, cp es tal que cP = jocf>. ) 

Demostraci6n. Si q€ N sea x' , ••• ,x" un sistema coordenado sobre 
una vecindad uc M de <PC q) que está adaptada a P. Siendo sua'!.e, </> 
es continua, y dado que P es un subespacio topol6gico de M, q, . 
es continua. Así que hay una vecindad_ V de q en N tal que~ (V) 
está contenido en la vecindad UnP decl>(q) en P. Ahora bién, 
x 1 1 P, • •• ,x"'\P es un sistema coordenado sobre U 11 P. Además, 

(:i- \ P)o~=x'ojo.:¡;=x'"* 
Estas funcion~s son suaves debido a que <fi y las x¡ son i;iuave~. 
Se sigue que~ es suave debido a que sus componentes (x'\ P)oq, 
son suaves. ## 

Corolario 9.3 Un subconjunto P de una variedad suave M puede 
convertirse en una subvariedad de M·.de una sola manera. 

Demostraci6n 0 Por definici6n debe darse a P la topologÍa induci
da. Supongamos que es posible asignar dos estructuras diferenci,2; 
bles al espacio P con lo cual se obtienen dos subvariedades P 1 y 
P2 de M. Las aplicaciones inclusi6n de ~ y P2 en M son suaves, 
entonces, por el corolario anterior, las aplicaciones identidad 
P1 -P2 y P, -P, son suaves. Por lo tanto, éstas identidades son 
difeomorfismos inversos y P1 y P2 son difeomorfas. Se sigue que 
P1 y P2 son idénticas como variedades. ## 

Debido a ésto, tiene sentido decir que un subconjunto P de 
una variedad M es (o no es) una subvariedad de M. Un criterio 
básico para hacer ésta detenninaci6n está dado por la siguiente 
proposici6n. 

Proposici6n 9.4 Un subconjunto P de una variedad M es una sub-
variedad m-dimensional si (y solo si) en cada punto p de P hay 
un sistema. coordenado de M adaptado a P compuesto por rebanadas 
de dimensi6n m. 

Demostraci6n. Asignemos a P la topología inducida. Sea 1;. :u-IR" 
up. s~stema coordenado de M en ptP tal que U l\ P es la rebanada 
xJ=xJ(p) para m+l~j~n. Podemos suponer que ~(p)=O. Entonces, 
como ~ es un homeomorfismo, la eplicaci6n !¡p =(x' , •• ;. ,x"') 1 P. -es un 
homeomorfismo de UnP al subconjunto abierto i;(U)í'l\Rm de\Q.M. 

Afirmamos que todos ~stos sistemas coordenados topol6gicos Gp 
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fo:nnan un atlas para P. Ciertamente ellos cubren a P y cuaJ.ee
quiera dos de ellos cumplen la condici6n de compatibilidad, ya 
que para l.;"i,;;m, 

u•ol;pº r¡-p' =u' o (l; e r¡- 1)!\R"', 
donde ¡p_m ee considera como el hiperplano ro-dimensional. que consis
te de las primeras m coordenadas de ¡¡:i_n. 

S6lo fa1ta demostrar que éste atlas determina una estructura 
diferenciable que hace de P una subvariedad de M, Para u~ sie~e
ma coordenado como el I¡ dado más arriba, las funciones x~IP=x~oj 
para l::>i.:;m son suaves, ya que ellas constituyen el sistema coo:i-
denado ~P. Por lo tanto, la aplici;ici6n incl.usi6n j:P~M es suave 
pues son suaves sus componentes x'o j. Evidentemente la matriz ja
cobiana de I¡ con respecto a l;p contiene una matriz identidad da 
orden m, por lo tanto, dj es siempre inyectiva. ## 

Un campo vectorial X sobre M es tangente a una subvariedad P de 
M. si XpETp(P) para todo p en P. (Recuerdese que para una subvarie
dad P, Tp(P) se considera como un subespacio de T (M).) 

Proposici6n 9.5 Sea P una subvariedad de M. (1) Si XE~(M) es 
tangente a P, entonces su restricci6n XIP a P es un campo vecto
ria1 suave sobre P. (2) Más atl'.n, si Ye-Mo(M) es también tangente a 
P, entonces el par~ntesis de Lie [X,Y] es tangente a P y 

tx,Y1\P = ~X\P,YIP). 
La prueba ee directa, usando un sistema coordenado adaptado a 

P para (1) y aplicando el lema 7.3 (pag. 20) para probar (2). 

10 INMERSIONES Y SUBMERSIONJ;S 

Esta secci6n trata con dos tipos especiales de apl.icacionee 
diferenciabl.es. 

Lema 10.l Sea~ :M"'-Nº una aplicaci6n suave, y sea p un punto de 
M. Entonces, las siguientes afi:nnacionee son equiva1entes: 
(l.) La diferencial. d<l>P es inyectiva, 
(2) La matriz jacobiana de a~p tiene rango m con respecto a una (y 
entonces para toda) elección de sistemas coordenados. 
( 3) Si y' , ••• ,y" es un sis·tema coordenado de N en e/> (p), entonces 
existen enteros l~i 1{ ••• ~ im~n tales que las funciones yt10 <j>, ••• ,yl"'c<\> 
forman un sistema coordenado sobre una vecindad de p en M, 

La demostraci6n de éste lema es una ligera generaJ.izaci6n de la 
primera parte de la demostraci6n de la proposici6n 9.l. (pag.23). 

Una inroersicSn ,P :rr.-N es una apliceci6n suave tal que dcj>p es 
inyect:i.va para todo p€1i. 



Por ejemplo, toda curva regular (~' nunca es cero) es una inmer
si6n. 

Un encajamien+.o de unR variedad P en una varieded r.l es una 
inmersi6n 4> :P-lrl tal. oue es inyectiva y 1.a apl.icaci6n inducida 
P-4>\P) es un homeomorfismo sobre el. sub espacio ~ (P) de l~. El. e
jemplo estándar es 1.a apl.icaci6n (a,. ••• , am>-Ca,. ••• , am,O• •.•.,O) 
de IR"' en fl.:.º. El lema 1.0.1., num. ( 3), dice que localmente toda in
mersi6n es un encajamiento. Explícitamente, la restricci6n de una 
inmersi6n a un conjunto abierto suficientemente pequeño es un 
encaje.mi.,nto. 

Las subvariedades y 1.os encajamientos están relacionados: Si 
P es una subvariedad de M, entonces 1.a inclusi6n j:PC+M es un . 
encajamiento. Inversamente, si <ji :P-M es un encajamiento, su 
imagen ~(P) es una variedad difeomorf~ a P; éste difeomorfismo 
está dado por 1.a aplicaci6n inducida r/i :P-~(P). Entonces, cp(PJ 
es un eubeapacio de 111, y 1.a inclusi6n j:cP(P)C:...M es igual a <fio~-•, 
la cual por 1.a regla de 1.a cadena es una inmersi6n. Así cP(P) es 
una subvariedad de M. 

El té:nnino "subvariedad" se aplica algunas veces a un objeto 
m~s general: Sea P una variedad que es simplemente un subconjunto 
de una variedad M. Si 1.a inel.usi6n j:P C+M es una inmersi6n, dir..!! 
moa que P es una subvariedad inmersa de M. Seg\Ín ésta definici6n, 
l.as subvariedades son subvariedades inmersas, pero no inversamen
te, ya que éstas dltimas no necesitan tener l.a topol.og:(a inducida. 

El l.ema l.O,l. tiene un resultado asociado que puede ser conside
rado como su dual.: 

Lema l.0.2 Seai':Mm--+Nn una aplicaci6n suave, y sea p~M. Las si
guientes afi:nnaciones son equivalentes: 
(l) La diferencial. d..¡ip es suprayectiva. 
(2) La matriz jacobiana de d.,Pp tiene rango n con respecto a una 
(y entonces para toda) e1ecci6n de sistemas coordenados. 
(3) Si yl , ••• ,yn es un sistema coordenado para N en·i/l(p), existe 
un sistema coordenado para M en p de l.a forma 

(y'o"1 • • • • •Y"ot/i,xnH, • • • ,xWI) • 

Demoatraci6n. Es fácil. ver que dada una el.ecci6n de coordenadas, 
(2) implica (l.) y que para toda el.ecci6n de coordenadas (l.) im
pl.ica (2). Para unas coordenadas como las de (3), (2) es válida. 
supongamos que (2) es verdadera para las coordenadas y• , ••• ,yn 
en 1'(p) y x 1 , ••• ,x"'. en p, \lende necesariamente m;>n. En p l.a ma
triz jacobiana (ó(y'oi' )/axJ) de orden IlJ<m tiene, por hip6tesis, 
n col.umnas l.ineal.mente independientes. Reetiquetando si es nece 
sario, podemos suponer que éstas son las primeras n col.umnas. P0-
ro entonces, i; =(y1o'lf, ••. ,y"o'"o/,xl'l.\l' ••• ,x°') es un sistema coorde
nado en p, ya que el dete:nninante de 1.a matriz jacobiana de G en 
p es distinto de cero. ## 
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Un punto qEN se 11ama un va1or reguiar de una ap1icaci6n eua.
ve 'l':M-N si d'l'p es suprayectiva para todo p•·r•(q). 

Coro1ario 10.3 Si qéY(M) es un vaJ.or regQ1ar de una ap1icaci6n 
suave 1":M-N, entonces'°'l'..,(q) es una subvariedad de M y dimM = 
= dimN + dim"i'-'{ q) • 

Demostraci6n. Uti1±zaremos 1a caracterizaci6n .de:1a.s. subvarleda... 
des mediante rebanadas coordenadas que demostramos en 1a proposi 
ci6n 9.4 (pag. 24). Para pe'lji-'(q), 1a parte ( 3) del. 1ema anterior 
demuestra, reordenando 1as funciones coordenadas, que 

(xl'hl '• • • ,xm,y'oi' '• • • ,y'"'oi') 

es un sistema coordenado sobre una vecindad U de p en M. Aho.ra 
bien, 1a rebanada coordenada de U que pasa por p es precisamente 
un"\l-1(q). Segltn 1a proposición 9.4, ésto significa que -.P-'{q) es 
una subvariedad de M. ## 

Una hipersuperficie en una variedad M es una subvariedad P de 
M cuya codimensi6n = dim M - dim P es igua1 a 1. Ap1icando e1 
coro1ario anterior en e1 caso en que N =IR obtenemos e1 siguien
te método para construir hipersuperficies. 

Coro1ario 10. 4 Sea celR un va1or de 1a funci6n fE '.f'(M). Si en cadS' 
punto de1 conjunto f- 1 (c) =Íp<ll!!f(p) = c1 1a diferenciaJ. dfp es 
diferente de cero, entonces f- 1{c) es una subvariedad de M de co
dimensi6n 1 11amada una hipersuperficie de nivel. de f. 

Por ejempl.o, sobre lf\"'' sea f =2. (u1 f, en donde ui son 1as coo:r-
denadas natural.es de 1?."'~ Entonces df =.llul du¿ , y tanto f como df 
son cero sol.amente en el. origen. De éste modo, 1a n-esfera 5n(r)= 

f- 1
( r 4 ) de radio r>O es una hipersuperficie de nivel. de f en IR"'~ 

Una submersi6n "1':M-B es una ap1icaci6n suave y suprayectiva 
ta1 que d"l'p es suprayectiva para todo péM. 

De acuerdo con ésta definici6n, todo val.or de una submersi6n es 
un val.or reeul.ar de manera que M se descompone en 1as subvarieda
des -i¡i-•(q) para todo qEB. Para m~n, l.a proyecci6n \R"'---R" que envía 
(t,, ••• ,t.,,) a (t, , ••• ,tn) es c1aramente una submersi6n. El. 1ema 
10.Á, parte (3), implica que 1oca1mente toda submersi6n es de ésta 
fo:nna, 

1) TOPOLOGTA DE VJ,RTEDADES 

Las variedades son es:!)acios locfl:lmente euc1idianos; es decir, 
cada punto de una variedad M tiene una vecindad homeomorfa (me-
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diante un sistema coordenado) a un subconjunto abierto de un es
pacio euclidiano. Debido a esto las variedades deben compartir 
todas las propiedades locales de los espacios euclidianos, Entre 
~stas propiedades locales destacan la conexidad local y la compa
cidad local. La primera. significa que cada punto de una variedad 
1n tiene una vecindnci conexa y la see;unda afirma que cada punto 
tiene una vecindad compRcta. Un espacio localmente euclidiano no 
tiene porque' ser de Hauadorff, tal como vimos en la secci6n l 
(pag. 3). Es por ~sto que en la definición de variedad incluimos 
el axioma de Hausdorff, 

A. Conexidad 
Como para cualquier espRcio topológico, una variedad es ~ 

si no puede ser expresada como la uni6n de dos conjuntos abiertos 
no vacíos con intersecci6n vacía. En una variedad los sistemas 
coordenados demuestran que cada punto puede ser conectado a todo 
punto suficientemente cercano mediante un segmento de curva sua
ve. Se sigue que una variedad ea conexa si y solo si cualesquiera 
dos de sus puntos pueden ser unidos mediante un seemento de curva 
suave. 
~ espacio topol6gico arbitrario es la uni6n disjunta de sus 
componentes conexas que son sus subespacios conexos más grandes. 
Como una variedad es localmente euclidiana, sus componentes co
nexas son subconjuntos abiertos y, por lo tanto, aubvariedadee 
abiertas. 

B. Segunda Nwnerabilidad 
Un espacio topol6gico S se llama aegu.ndo numerable si eu topo

logía tiene una base numerable B, ~ato ea, una colecci6n numerable 
de conjuntos abiertos tal que todo conjunto abierto es la unión 
de una subcolección de B. Por ejemplo, IR" tiene una base numera-
ble consistente de la colecci6n de todos los conjuntos l p61R~I a¡~ p¡> b¿} 
donde a 0 y b¡ son números racionales. Es fácil verificar que (1) ' 
cualquier subespacio de un espacio segundo numerable es segundo 
numerable, (2) el producto cartesiano de espacios segundo numera
bles es segundo numerable, y (3) un espacio que es la unión nume
rable de subespacios abiertos segundo numerables es segundo nume
rable. 

Una cubierta ~bierta) C de un espacio topológico S es una co
lección de subconjuntos (abiertos) de S cuya unión es s. Un espa
cio segundo numerable S tiene la propiedad de Lindel~f: Toda cu
bierta abierta de S tiene una subcubierta numerable (es decir, 
una subcolecci6n de la cubierta que todavía cubre a S). En parti
cular, una variedad segundo n'-'merable tiene a lo más un 11úmero 
numerable de componentes conexas. 

Existen ejemplos de variedades conexas que no son segundo nu
~;¡_r~8~:[~~~ro se trata de meras curio.sidades. Por eso, de ahora 

' supondr€mos que las variedades con las que tratarnos 
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son segundo numsrabl.es. 

c. Particiones de J.a Unidad 
Una col.ecci6n L de subconjuntos de un espacio S se l.l.ama 1.2-

cal.mente finita si cada punto de S tiene una vecindad que intel:'
secta a s6l.o un m1mero finito de miembros de L. Sea tfd. \olé Al una 
col.ecci6n de funciones suaves de val.ores real.es sobre una varie
dad M tai que l supp :f~ \.:«Al es J.ocaJ.mente :finita. Entonces J.a su
ma L,~:fd. es una :funci6n suave bi~n definida sobre M, ya que sobre 
al.guna vecindad de cada punto, todas excepto un m1mero finito de 
J.as :funciones :fot son cero id~nticamente. 

Una ~artici6n suave de J.a unidad sobre una 
col.eccin l:r~ l"-"' AJ de funciones :f<(E ~(M) tal.es 
(l.) O~:t;,;;.J. para toda o\6 A. 
(2) lsupp f~ \ole.Al es J.ocsJ.mente :finita. 
< 3) z~ fo.. = i. 

variedad M ea una 
que 

Se dice que J.a partici6n está subordinada a una cubierta abierta 
C de M si cada conjunto supp :f~ está contenido en al.giin el.emento 
~ 

Las particiones de J.a unidad son una herramienta indispeneabl.e 
para ensambJ.ar objetos matemáticos J.ocal.mente definidos y convel:'
tirJ.os en objetos definidos gl.obal.mente sobre una variedad o, teM 
bi~n, para descomponer un objeto gl.obal. en una suma de objetos -
J.ocal.es. 

Proposici6n 1l..l. Si M es una variedad segundo numerabl.e, enton
ces dada cuaJ.quier cubierta abierta C de M, existe una particicSn 
suave de J.a unidad subordinada a c. 

DemostracicSn. Se puede demostrar (ver lH y Y) , pag. 79) que cu~ 
quier cubierta de una variedad segundo numerabl.e tiene una eubcu
bierta l.ocaJ.mente finita; ~eta propiedad ee J.l.ama paracompacidad. 
En otras pal.abras, toda variedad conexa y segundo numerabl.e es 
paracompacta. 

Sea C'=lU~\<HA\ l.a subcubierta J.ocaJ.mente finita de C que exis 
te por l.a paracompacidad de M. Para cadaot!; A y p.,<: Uo1 sea h.ct~(M)
l.a funcicSn promontorio en p~, cuya definici6n y existencia proba
mos en J.a página l.2. Entonces l.a famil.ia 1 f"'e. ~(M)i olé Ai es l.a pal:'
tici6n suave de l.a unidad subordinada a C que estábamos buscando, 
en donde para cada oté A se define 

ho< 
:r,,, = :.Z:,~h~ • ## 

Es debido a l.a util.idad de J.as particiones de l.a unidad y a l.a 
proposici6n anterior, oue supondremos en adel.ante aue nuestras V.!!: 
riedades son segundo numerabl.es. 
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D. Orientabi1idad 
Esta es una propiedad topo16gica muy sutí1 que tiene varías 

caracterizaciones diferentes; para 1as variedades 1a siguiente es 
1a más simp1e. 

Una variedad M es orientab1e sí existe una co1eccí6n O de 
sistemas coordenados de M cuyos dominios cubren a M y tal. aue 
para cada l;,r¡eo, ~=(x' , ••• ,xº) y '),=(y~, ••• ,yn), 1.a funcícSn dete:r-
minante jacobíano J(~,?) = det(oy'/oxJ) es positiva. O se 1.1ama 
un atias orientado para M. 

Es evidente que 1R"'es oríentab1e, ya que puede ser cubierto 
por un so1o sistema coordenado. La esfera s 2 es orientabl.e, ya que 
es fáci1 comprobar que 1os at1as dados en 1os ejemp1os 1) y 2) de 
1.a secci6n 2, son at1as orientados para s.:t. La botel.1a de KJ.eín Y 
1a banda de MHbíus son ejemplos de variedades no oríentabLes. 

Sean ahora M y N variedades y cJ> :M-N un difeomorfísmo. Es in
mediato verificar que M es oríentable sí y s61o si N es orienta,.. 
ble. Si, además de ésto, M y N son conexas y están orientadas, es 
decir, si se han e1egido atlas orientados para M y N, e1 dífeomol:'
fismo ~ induce una oríentací6n para N que puede o no coínc~dír con 
1a orientacicSn ínícía1 de N. En e1 primer caso se dice que cf> l!.!:!
serva 1a orientací6n y en el. segundo, que r/J revierte 1a oríentací6n. 

ProposícicSn 11.2 Sí 1a variedad M puede ser cubierta por dos ve
cindades coordenadas V1 y V:i. de manera que l.a interseccí6n V. n V2 
es conexa, entonces M es orientab1e. 

Demostrací6n. Como para los sistemas coordenados~ =(x1 , ••• ,x") :V, -IR" 
Yr¡=(y• , ••• ,y"'):V2 -IR" e1 determinante jacobíano J(~,'1) es distin
to de cero y es una funcí6n continua, no puede cambiar de signo en 
el. conjunto conexo V, n Vi. Si e1 signo de J(~,'J) :f'uera negativo en 
un punto, cambiando el signo de una de 1as coordenadas se puede 1o
grar que J(~.~) sea positiva. ## 

Usando ésta proposici6n, se sigue inmediatamente de1 ejemp1o 2) 
de la sección 2, que 1a esfera s.:t es oríentable. 

E. otra Definici6n de Variedad 
La defínicí6n de variedad que hemos dado comienza presuponien

do un espacio topol6gico, pero en realidad e1 atlas de una varie
dad dete:nnína su topo1og:l'.a. Es importante tener ésto en cuenta, 
pues así tenemos un método. más eficiente de const:ruir variedades. 

Proposici6n 1.1..3 Sea~ un conjunto sin estructura, y para cada 
r:1.eA sea Gti una funci6n biyectiva de un subconjunto U"' de :Z a un 
conjunto abierto _l;a( U°') en !Kn. Supongamos que 
(1) Los dominios lUo<.\d.éAJ cubren a:L,. 
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(2) Para todo ~.r~A la funci6n ~sº~;' es diferencisble sobre el 
conjunto abierto .:;~( Ua. n u,.) en iR". 
( 3) Si p~q en :Z , entonces p y q pertenecen s un solo U"' o bién 
existen r>,f>éA tal.es que p.:Ud, qecu,,, con U.x y U¡'I disjuntos. 

Entonces existe una única topología de Hausdorff y una única 
estructura diferencial. sobre z tal que cada e ... es un sistema coo,r 
denado de la variedad resultante. Además, si un ndmero numerable 
de los U" cubren a L, la variedad es segundo numerable. 

Demostraci6n. Como cada l¡"' debe convertirse en un homeomorfiemo 
la \!nica posibilidad que tenemos es definir un subconjunto V de2 
como abierto si y s6lo si ~.,,(vnuo1) es abierto en ~.,(u.,) y, por lo 
tanto, en IR~ para toda ti.€ A. Es fácil verificar que tal.es conjuntos 
abiertos constituyen una topologÍa sobre:;t. N6tese que por (2) ].os 
dominios U"' son abiertos. 

Afirmamos que cada Go< es un homeomorfismo. Si V es abierto en 
UO( y por lo tanto abierto enZ' entonces por definici6n e .. (V) es 
abierto en 1¡.,,(U"'). Inversamente, si VI es un conjunto abierto en 
l¡oi(U.,,) debemos demostrar que ¡;;~-'(VI) es abierto. Siflé A entonces 
aplicando (2) tanto a ()( 1fl como a f!>,o1 vemos que ¡¡130¡;"-1 es un homeo
morfismo de l;o1.(U.cn U~) a ~¡>(U.,¡() U\'>)• Pero entonces la expresi6n en 
el. J.ado derecho de l.a f6nnul.a 

¿¡- 13 Cq.,,-•cw>nu~) = (¡¡~oi¡.;')(w n ¡¡.,.(u~ n u13 )) 

muestra oue éste conjunto es abierto. ConsecuentementeT' z¡d.- 1(W) es 
abierto en :Z. 

Así pues, l!i« \o( l:A J es un atlas sobre el. espacio topol6gico 2, 
el. cual por ].a condici6n (3) es de Hausdorff. Como cada U"' es ho
meomorfo a un conjunto abierto de IR", cada U.,¡ es segundo numerabl.e, 
Y como '.t =W..11 U<1. , se sieue que 1., es segundo numerable en el caso 
de que la familia lUo1 lc!tAi sea nu!!lerable. ## 

l2 ALGUNAS VARIEDADES ESPECIAL}S 

A. Variedades Producto 
Consideraremos ahora c6mo el cálculo sobre una variedad produc

to (ver ejemplo ll), pag. 9) se deriva c1e aquellos sobre las vari2 
dades M y H separadamente. Esta descomposici6n es análoga a ].a ma
nera en que el cálculo sobre el plano l?.1 = ¡R,..\K. se deriva del cáJ.
culo sobre ia recta real. 

Usando sistemas coordenados producto sobre MX N es fácil. veri
ficar que 
(a) Las proyecciones 

n :J\1 X r<--..~.~ que manda (p,q) a p, 
6:~'Xfl--..~' que rr.anda {p,c¡) a q 

son aplicaciones suaves, ae hecho submersiones. 
{b) Una aplicaci6n 'f>:P-!fo')( l·' es suave si y solo si tanto 1104> como 
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E:On suaves. 
(c) Para caca (p,<')EMX N los subconjuntos 

~íXq = 1{r,q)0°.>< NlrEM}, 
p X N = 1 ( p, r) é Ié X N \ ro N l 

son subvariedades de M X. N. 
(d) Para cada (p,q) 

1T 1 M x q es un difeomorfismo de M X q a M; 
6) p X N es un difeomorfismo de pX N a N. 

Por (b) los espacios taneentes 

y 

son suespacios del espacio taneente a Ni X N en (p,(!). 

Lema 12.1 T¡p.qi(MX N) e!? la suma directa de su" subespacios T~.,.p. 
y TG•,q)N; es decir, cada elemento de TcM1(M X JI) tiene una expres:t6n 
única de la forma 

X + v, donde xtoT(f.~)M y VETc,,~¡N• 

Demostraci6n. Puesto que 1i \p x N es constante, dlT en (p,q) envía 
todo el. espacio Tú',~\N a o. Pero por (c), d1i\ '.l\,,~\M es un isomorfis
mo lineal.. Por lo tanto, Te¡>.~.¡.inT1¡,q¡N =o. El. resul.tado se sigue 
ahora del. ál.gebra lineal, ya que por (c} la suma del.as dimensio-
nes de éstos dos subespacios es diia(M X N). ## 

Para poder relacionar el cálculo en l.a variedad producto MX N 
con los cál.culos en las variedades factor M y N, l.a noci6n :f\lnd~ 
mental es la de levantamiento. 

Si f~~M} el. levantamiento de f a MX N es f = foTit'.t'(MX N). 
Si xET~(M) y q~N entonces el levantamiento x de x a (p,g) es 

el único vector en TQ,~¡(M} ta1 que d11"(5é} = x. 
_ Si XE~(M) el levantamiento de X a MX N es el campo vectorial. 
X cuyo valor en cada (p,q} es el. levantamiento de Xp a (p,q),~ 
Usando sistemas coordenados producto se puede demostrar que X es 
suave. Así pues, tenemos que el levantamiento de XE~(l'I!) a ~IX N 
es el único elemento de ~(M X N) fJUe está TI-relacionado a X y está 
6-relacionado al campo vectorial. cero sobre N, El. conjunto de to
dos éstos levantamientos horizontal.es X se denota por ;;t'.(M). 

Las funciones, los vectores tangentes y los campos vectoriales 
sobre N pueden ser levantados a MX N de manera semejante usando 
ésta vez la proyecci6n 6. N6tese que ot'(M) y simétricamente el con
junto de l.os levantamientos verticales :;f(N), son subespacios vect2 
rial.es de ~(M X N) pero que (excepto en casos triviales) ninguno 
de los dos puede ser considerado como un subm6dulo de ~(MX N) so
bre ~(MX N), 

Por ejemplo, sobre l°R.i el campo vectorial coordenado Óx = o/;:p< 
el el levantemi ento horizontal del cal!lpo vectorial d/dx sobre \K, 
pero ya~ no es un levantwniento. 
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Corol.arto l.2.2 (l.) Si X,Y<;;i'.(M) entonces Lx,Y} 
eimil.armente para ;:i(N). 
(2) Si Xi,<l(M) y Vt;;t'.(N), entonces [x,vl =o. 

[X, Yr 1',;;l'(M), y 

Demostraci6n. Ambas afirmaciones se siguen del. l.ema 7.3, pag. 20. 
En el. caso de l.a afirmaci6n ( 2), por ejempl.o, l X, Vl está íY-rel.a
cionado a lX,o] = O y está a-rel.acionado a lo, V] = o. El. resulta.-
do se sigue entonces del. l.ema 1.2.l.. ## 

Para eetabl.ecer éstos resul.tados hemos usado una notación bas
tante compl.icada. En l.a práctica, sin embargo, el. resul.tado del. 
l.ema 12.l. se escribe simpl.emente como Tcr.~1(M X N) = Tp(M) X Tr(N) • 
y l.a til.de ("-) se omite de l.os l.evantamientos. 

B. Espacios Vectorial.es como Variedades 
Sea V un espacio vectorial. n-dimensional. sobre l.os rnímeroe rea

l.es. Si t¡ y~ son isomorfismos 1inea1es de V a l'R~ • entonces 
qº'T':\R"-IR~ es un isomorfismo l.ineal. y por l.o tanto un difeomor
fismo. Debido a ésto es muy fácil. apl.icar en éste caso l.a propos~ 
ción 11..3, para demostrar que existe una sol.a manera de convertir 
al. espacio V en una variedad de modo que todo isomorf'ismo l.ineal. 
l¡:V--+tRº sea un sistema coordenado. 

La siguiente notación conveniente será usada con frecuencia. 

Si p,veV, sea vPETp (V) l.a vel.ocidad inicial. o<'(O) de 1.a cu:rva 
o<(t) = p + tv. 

Podemos imaginar a v? como una flecha que va de p a p + v. 

Lema 12.3 Si x 1 , ••• ,xn es un sistema 1.ineal. de coordenadas sobre 
v, entonces 

Vp = 1., xt (v)Ci:\p • 

Demostración. Dado que 1.as coordenadas x' son l.ineal.es, 

x~(~(t)) = x¿(p) + tx•(v). 

Entonces, por l.a f6rmu1a de l.a vel.ocidad, 

Vp = 0(
1 (0) =L, d(~~•c<.)(O)Ó(\p =L xt(v)Ó~\p• ## 

Así pues• Vp es el. vector tangente en p con l.as mismas compo
nentes coordenadas que v€V. Se sigue inmediatamente oue 
(1) para pEV fijo, l.a funci6n v-v? es un isomorfismo 1ines1, de 
modo que V y Tp(V) son isomorfos. 
(2) Para p,qEV, 1a función vp-Vq. es un isomorfismo l.ineal, de 
modo que T~(V) y Tq.(V) son isorr.orf'os. 
pe~~f~ne~ el. caso.fi:mi~iar de V=\?..' estos isomorfismos can6nicos 

intercambia. l.ibremente loe conceptos de v como un punto 
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de v, de v como una fJ.echa que va de O a v, y de v como una fle
cha que va de p a p + v. 

El. campo vectoriaJ. de posici6n PE~(V) asigna a cada p:V eJ. vec
tor tangente p ~Tp(V) (intuitivamente se trata de un dupJ.icado, que 
comienza en p, P de J.a fJ.echa que va de O a p). En términos de un si!!. 
tema 1inea1 de coordenadas (x•, ••• ,x"), tenemos que 

P =L x'º'· 
e, El. Haz Tangente } 

Para una variedad 1'!'., sea TM eJ. conjunto U 1 Tp(M) \peM de todos 1os 
vectores tangentes a M. Hay aquí un deta11e técnico: Debemos reem
pJ.azar para cada p€M e1 vector OETp (M) por Op, ya que 1os espacios 
tangentes son espacios distintos sin eJ.ementos comunes. Aeí pues, 
para cada vETM existe un '1nico Tp(M) que contiene a v, Y J.a 1!!:2-
yecci6n tt :Tlil-M manda v a p. Entonceetr' (p) = Tp(M). 

Hay una manera naturaJ. de convertir a TM en una variedad, 11.ama
da eJ. haz tangente de M. Sea ~ un sistema coordenado sobre lJ=M. Si 
v es un vector tangente a M en p de U, entonces v está determinado 
de manera '1nica por J.as coordenadas de p y por J.as componentes de '! 
con respectc;i, a 1a base o, , ••• ,ó,, de T¡. (M). Para forma1i:zar es~~s 
ideas, sea x' 1a funci6n rea1 va1uada sobre TI-'(U)c'M dada por x• (v)~ 
= v(x¡ ) • Entonces definimos ~ :11-1 (u)-(?."-" por 

~ = (xlo\\, ••• ,x"oTI ,X',••. ,i..n). 
Ahora ap1icaremos 1a proposici6n 11..3 para convertir a TM en una 

variedad pare. 1a cue1 J.as funciones ~ senbl 1oe sietemas coordena
dos de un at1ae. 

Por e1 teorema de 1a base tenemos que ei vEíl-'(U), entonces 
V = L, x' (v)tlt\'tl(.u) • Así vemos qae t ea una funci6n biyectiva de íl-'(U) 
sobre eJ. conjunto abierto l¡(U):XI?." de IR'-". 

Veamos ahora que cue1esq1.1iera dos de taJ.es funciones~ y'i\ cum
p1en 1a condici6n de compe.tibiJ.idad (condici6n (2) de 1a proposi
ci6n 11.3). Si (a,b)H\(Unv)ic.\~" , entonces para 1~i~n 

u't~-· (a, b) = x'nr\-'(a, b) = x'rf' (a). 

Pl.lesto que o/¡)yt = ¡, (ox'-¡'ayt) o/¡)x"-, también. tenemos 

un>~r¡_-•(a,b) = x•fi-'(a,b) =l b'-~x~<rc'a) • 
._ <>Y 

Por 10 tanto, ~.;:¡-• es suave. 
Es fáci1 verificar 1as otras dos condiciones de 1a proposici6n 

11.3, por lo cua1 conc1uimos que TM es una variedad diferenc~abJ.e 
de Hausdorff y segundo numerable cuya dimensi6n es e1 dob1e de 1a 
de M. 

Un campo vectoria1 XE~(M) se puede considerar como una secci6n 
suave de TM, es decir, una funci6n st1ave X:M-TM ta1 que 1\c lC = 11-1, 
en donde 11-1 es la funci6n identidad eobre r.i. Esto sugiere una gene
re1izaci6n que es '1ti1. 
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Un campo vectorial z sobre una aplicación suave p :P-M es 
una función Z:P-TM tal quel'fo Z = cf>, donde TT es la proyecci6n 

™-M. 
Segl!n esto, z asigna a cada punto pEP un vector tangente a M en 

.j>(p). (Por ejemplo, la velocidad IX' es un campo vectorial. sobre 1a 
curva~ de M.) Z es suave considerado como la aplicación Z:P-..Tll! 
si y sdlo si fE1=°(M) implica que Zfe1'°(P), donde (Zf)(p) = Z(p)f 
para todo pEP. El conjunto ~(~) de todos los campos vectorial.es 
suaves sobre la ap1icaci6n q, :P-11! es, naturalmente, un m6du1o. 
sobre 1:'(P). 

13 CURVAS INTIDRALES 

Veremos en esta secci6n que un campo vectorial sobre una varie
dad puede ser interpretado como una ecuación diferencial y carac
terizaremos geométricamente las soluciones de dichas ecuaciones. 

Una curva O( :r-M es una curva integral de VéM(M} si e<.'= V.,; 
es decir,~' (t) = Vc(W para todo tel. 

Así, en cada punto la curve O( tiene la velocidad determinada 
por e1 campo V. Si la ecuacidn O('= "<>< se expresa en t4!rminoa de un 
sistema coordenado )i = (x 1 , ••• ,x"), obtenemos un sistema de ecuacio
nes diferenciales ordinarias y de primer orden' 

d(xtool.) = p[ (x 1o al , ••• ,x"o O() (l:s; i~n), 
dt 

donde pt es la expresión coordenada para vx•. 
Pl2esto que el par&netro t no aparece en el lado derecho, pode

mos considerar a V como determinando 1a velocidad de un f1uido en 
M con un rágimen de flujo estacionario. Esta visualizacidn puede 
ser dtil para compreder ias definiciones que haremoe más adelante. 
El. teorema fundamental de existencia y unicidad para 1as eo1ucio
nes de tales sistemas de ecuaciones diferencia1es (ver [I y V], 
cap!tu1o 2) tiene la siguiente consecuencia en t~rminos de is 
teoría de variedades. 

Proposición 13.1 Si Ve-M-(111} entonces para cada peM existen un in~ 
tervaJ.o I qu" contiene a O y una Única curva integral a(. :r-M de V 
tal que 0((0) = p. 

Nótese que si O( es una curva integral de V, entonces t--+IX(t+c) 
también es una curva int<lgra1 de V, para toda constante cdR. 

Corolario 13.2 Si O( ,p :I--+M son curvas integrales de V tales que 
!i.(a) = j3(a) par::. alguna aEI, entonces o(=~. 

Demostración. Por la continuidad de ~ y ~ sabemos que el conjunto 
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en donde o< yp coinciden,A = lt1a!o1Ct) = ~(t)J, es un conjunto 
cerrado. Si A es t2.mbi~n abierto, nuesto oue por hip6tesis. A es 
no vacío, debemos tener que A= I;.de otra manera, llegar!runos a 
la·contradicci6n de que el intervalo I, oue es conexo por defini
ci6n, se des compone como I = A U (I - A), en donde tanto A como 
(I - A) son abiertos no vacíos. Para demoatrar que A es abierto, 
fijemos un tEA. Entonces S--+o<(t + s) y s_.,.~(t + s) son curvas 
integrales de V que coinciden en a = o. Por lo tanto, la propo
si:ci6n 13.l implica. que estas curvas integrales coinciden en une 
vecindad de s = o. Esto demuestra que todo tEA está en una vecin-
dad totalmente contenida en A, por lo que A es abierto. ## 

Consideremos la colecci6n de todas las curves integrales O(: I,,,-111 
de V que arrancan de pEM, es decir, tal.es que o<(O) =p. Para cua
lesquiera dos de tales curvas, el corolario 13.2 muestre queO( = f3 
sobre i.. n I~. As!, s eeiin el comentario que hicimos en la pag. l.l., 
despu~s del.a observeci6n 6), vemos que todas estas curvas defi
nen una sola curva integral o<p :Ip-M donde Ip =U Iol• Llamaremos 
a o<p la. curve integral mAJCirnal de V que comienza en p. Este domi
mio maximal Ip no tiene porqu~ coincidir con toda l.a recta IR. 

Ejemplo. Sobre el plano IR'- sea V = xC>, - yó;.. Entonces O:(t) ·oc 

= (x(t),y(t)) es una curva integral de V si y s6lo si dx/dt = x.y 
dy/dt =-y. Por lo tanto, x(t) = Aet y J'(t) :Se"~. AB!, l.a "'U'
va integral meximal que comienza en p = (p

1 
,p:i_) es 

olp(t) = (p
1 

et ,p,. e-t ) para todo t~IR. 

Estas curvas parametrizan a las hiperbolas xy = constante. 

El siguiente refinamiento del. corolario 13.2 demueetra que e~ 
dos curvas integrales maximal.es de V se enouentrtm en un punto, 4111-
tonces ellas s61o difieren en la p&J"Bllle~riZDei6n. 

Lema 13.3 Para Vé~(li'.) sea q =ol.p (s). Entonces s + I$ = Ip, J' 
()(p(s+t) = ~(t) para t<>do tt~. 

Demostraci.Sn, Sea 13 (u) e ol.c¡ (u.- s); entonces f" es una curva ilrte
gre.l. de V definida "obre s+I<+ ~ l e+t 1 t~~} • Puesto que ~(!!!) = q ., 
:o(p (s), el -eorol:ario l.3.2 imp11.ce que fl =Olp ioobre (e+:r,)n :r,. As!, 
13 y .;.(? l!le combiMn para dar una so1a Ctlrva inteire:t sobre (e+I~)U Ip• 
Como Ip es me.ximaJ., s+I~Cip. De donde o<p(s+t) = f>(s+t) = O(i(t) 
para toda t~I~. Pero como I~ es maximol., I~::>-s+Ip• De donde, e+~~= 
= r?. ## 

Una curva no constante if :lR.-+lf se llama peri6dica si existe un 
ntlmero c>O tal. oue-é(t+c) = "t'(t) para todo t. Fuesto que la curva 
-tes no constante, al más pequeño de tales números c>O, se le cono-
ce como el período de i'. Si 't es inyectiva sobre un intervalo ta,a+c), 
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ent.oncés ~ se 11ema simp1e'llentP. peri.6C'ice. Según esto, una figura 
en forma de numeral ocho es peri6dica pero no simplemente peri6di
ca. 

Se sigue del lema anterior que una curva integral maximal. s6J.o 
puede ser inyectiva, simplemente peri6dica o constante. 

Un campo vectorial se llama comnleto si cada una de sus curvas 
integrales esté definida sobre toda la recta real.. La sig11iente d_!! 
finici6n nos proporciona un medio para ensamblar en una sola apl.i
caci6n a todas las curvas integrales de un campo vectorial dedo V, 
considerando primero el caso en que V sea completo. 

fil flujo de un campo vectorial compl.eto V sobre M es la apl.ica.
ci6n "l':MxlR -M dada por 

1/l(p,t) = lllp(t)' 

donde o(p es l.a curva integral maximal. que comienza en p. 

Si p se mantiene fijo, entonces la funci6n t-....'f(p,t) es simple
mente l.a curva integral O/p • Por otra parte, si t se mantiene fijo, 
entonces la funci6n p-1/'(p,t) denotada por 'l't :M-....M, hace "fluir" 
cada punto peM por la curva integral maximal o(p durante t unidades 
de tiempo. LJ.ameremos e "!/'t. l.a t-ésima etapa del nu jo 1/J. A veces 
llamaremos a l1l1t\t€IR~ el flujo de v. 

Leme 13.4 Si 1f es el flujo de un campo vectorial. compl.eto, en
tonces: 
(1) 1/10 es 1a ap1icaci6n identidad IM sobre M. 
(2) 'tso"'ft =i'~H pera todo s, tE:lK (es!, 1as etapas de 'I/; conmutan). 
( 3) Ceda etapa es un difeomorfismo, con "ljl¡ 1 = -if-t • 

Demostraci6n. (1) Esto es obvio, ya quei'0 (p) = ~p(O) = p. (2)Esto 
se sigue inmediatamente del. lema 13.3. Le afirmeci6n (3) se sigue 
de 1as anteriores, ya que'f'to"f'_t = 11-1 ='1'-tº'l't• ll## 

Si e1 campo vectorial. V no es compl.eto, entonces para cada pu~
to p de M tenemos al. menos un flujo l.ocal. "/':UX :r__.~1 definido por 
1a misma ecuaci6n que entes, pero ahora U es una vecindad de p en 
M e I es un interve1o al.rededor del. O en IR • De acuerdo con 1.a teo
ría de 1as ecuaciones diferencial.es (ver lI y v1, pags. 48 y 49), 
si U e I son suficientemente pequeños, entoncesi' es suave. Pera 
estos flujos 1.ocal.es son válidas propiedades análogas a 1.es del. 1e
ma 13.4: 
(1) "i'0 es la ep1.icaci6n identidad sobre u. 
(2) 'IJ's+t ="\'5 oi't siempre que s,t y s+t estén en I. 
(3) Para todo tEI, 1l't:U---+-ift(U) es un difeomorfismo. 

Si V no es necesariamente compl.eto entonces su flujo 1J'(p,t) =otp(t) 
posee.un dominio maximel. 

J) =t(p,t)EMX\R\tH?1• 
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Se puede demostrar (ver por ejemplo L , teorema 5, capítulo IV) que 
el dominio .O ea •ln E:ttbconjunto abierto de MXJR y oue el flujo 
~:cD-.M oue se obtiene al ensamblar ·todos los flujos locales sua
ves es t~mbién suave. 

Considerando el comportamiento de las curvas ~:I--+-M en las cer
canías de los extremos del intervalo I, es suficiente concentrar
se en el extremo derecho y suponer que I = [O,B); se hace la supo
sici6n análoga para tratar con el extremo izquierdo. (Por conven
ci6n, b<co pero B~c:o.) 

Una curva suave por pedazos O(: (o,B)-M se llama extensible si 
tiene una extensi6n continua (i(:lO,B]-M. En este caso, q ="-(B) se 
llama un punto extremo de O\. 

En fonna equivalente, existe un punto qEl•i tal que fara toda suce
si6n 1sd en [O,B) que tiende a B, la sucesi6n lOl (st) converge a q. 

Una curva extensible en general no tiene una extensi6n suave por 
pedazos, sin embargo esto suele ocurrir en cacos especia1ee que son 
importantes. 

Lema 13. 5 Sea o(: [o, b).._M, b<ro, una curva integral de VE-M-(M). Las 
siguientes afirmaciones son equivalentes: 
(1) O\ no es maximal; es decir, ~ es extensible como curva integral 
de V a una curva integral más grande definida sobre el intervalo 
[o, b+tJ. 
(2) o<. es extensible. 
(3) ct está contenida en un subconjunt• compacto de M. 
(4) Existe una sucesi6n ls¡~ que tiende a b tal que lti.(s¡ )~ convell'
ge. 

Demostraci6n. Claramehte tenemos que (1)=>(2)=>(3)=>(4). Para pro
bar que (4) :!) (l), sea U una vecindad de liml)((s~) tal que esté de
finido un flujo de V sobre UX(-&,&J. Exicte un número natural. n 
tal que b -&<sn y ll((sn)EU. r,a curva integral de V que comienza en 
a(sn) está definida sobre [O,&). Por lo tanto, aplicando el lema 13.3 
podemos ext endcr 1)( más allá de b. ## 

Finalmente, consideremos dos aplicaciones del concepto de flujo. 

Lema 13.6 Si V es un campo vectorial y p es un punto tal que Vp,fO, 
entonces existe un sistema coordenado xi , ••• ,xn en p tal que V=(}'Ox' 
sobre el dominio del sistema coordenado. 

Demostraci6n. Sea "'f':UX I--..M un flujo local para V, donde U es una 
vecindad de p sobre lP cual V nunca se anula. Sea S una hipersuper
ficie oue contiene a p en U tal nue Vpif Tp (S), y consideremos la 
restricci6n <Y:sx r-I·I ae1/'. 

La ap:tics.ci6n <jl\(SX O) es trivialmente un difeomorfismo as, y 
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d'l\p,o) simplemente identifica Ti.•,o)(S) con Tp(S). Puesto que 
d'Í'(()/0t\¡p,oi> = V~(Tp(S), se sigue oue d1P¡~,o)es un isomorfismo. Así, 
por el teorema de la funci6n inversa, '1/.1 es un difeomorfismo de una 
vecindad Q')( J de (p,O) s0bre una vecindad IV de p en !'f.. 

Podemos suponer que y 2 , ••• ,y~ es un sistema coordenado para S 
sobre Q. Sea yl = t la coordenada natural sobre JclR. Transfirien
do el sistema coordenado producto y' , ••• ,yn a W mediante el difeo• 
morfismo lji\(QXJ) obtenemos el sistema coordenado buscado. De he-
cho, Cl/ox 1 = d"1}fil/()t) = V, ya que iJl(p,t) = :Xp (t).. ## 

El. paréntesis de Lie de un par de campos vectoriales se puede 
describir utilizandib flujos. Recordemos primero que una funci6n 
suave F:I--..V con valores en un espacio vectorial V de dimensi6n fi-
nita tiene la derivada F':I--+V definida como . 

F'(s) = lim -t1 (F(s+t) - F(s)} =2ddtfL (s)e¿, 
. t -10 

donde F = 2 fL e¡_ con respecto a ia base e 1 7 ••• , e 0 de V. 
Ahora tomemos la derivada de un campo vectorial W con respecto 

a un campo vectorial V, de acuerdo con las siguientes consideracio
nes. Si ptM sea ~pla curva integral de V que comienza en p. Usemos 
el :flujo de V para mover el valor de W en ~p(s) y traerlo de regre
so a Tp(M). Entonces tomemos la derivada vectorial que hemos recor
dado arriba en s = o. Afirmamos que el resultado de estas operacio
nes es el part!int es is de Lie LV, W]~. 

Proposici6n 13.7 Si V,W<~(M), sea1l' un flujo local de V cerca de 
pe M. Entonces 

[v, w1p = lim tl d'l}_t Cw't,p) - Wp l · 
l~u 

Demostraci6n. Escribiendo Fp (t) = d"l'-t (~ p), vemos que el lado de
recho de la ecuaci6n de arriba es Pp(O). º 
~. Vp fo. Escojamos un sistema coordenado x 1 , ••• ,xn tal 

como en el lema anterior, de modo '1Ue V = a 1 • As:!, el flujo. de V 
solamente hace cambiar la coordenada x' de los puntos q en una ve
cindad de p: 

x' ('i'.¡,q) x 1 (q) + t, xj(lf¡q) = xJ(q) para 2~j~n. 
se sigue que dif..,CC>cl =o• para todo i y todo t. Así si W =L w"<o¡, 

F?(t) = 1, WLc'l'tP)ÓL\p• 

Omitiendo el sub:!ndice P.Podemos calcular . 
F?(O) ="l.!'!... (W'o!X?)(O)Óc =1 Vp(VI')()~ 

,;'.,dt 

=:z<iw'coJ 0. = [ó 1 ,w]? = Lv,w1. 
Ox' " 

~.V O sobre una vecindad de p. En este caso, l. V, IV}~ o. 
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Las curvas integrales oue comienzan en puntos de la vecindad en 
cuesti6n son constantes y, por lo tanto, ~t = identidad para todo t. 
Así pues, Fp es constante y tenemos que F~(O) = o. 

Caso 3. Vp = O, pero p es el límite de una sucesi6n í p(\ taJ. que 
Vp· F O para toda i. Las expresiones en términos de coordenadas tan
to' de P?(O) como de lV,V11r demuestren que ambos dependen continua
mente de p y, por lo tanto, el resultado se sigue del caso 1. ## 

++++++++++++ 



II. TENSORES 
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La noci6n de campo tensorial. sobre una variedad general.iza l.as 
nociones de funci6n con val.ores reales, de ce.mpo vectorial., y de 
uno-forma, y as! proporciona l.os mecanismos matemáticos para des
cribir objetos más compl.icados sobre una variedad. Los tensores 
aparecen en muchas situaciones que son de interés para l.a física, 
pero la propiede.d o.ue l.os caracteriza es siempre l.a mul. til.inetü.idad. 
La definici6n que usaremos pone el énfasis en esta propiedad de l.os 
tensores y tiene la ventaja de convertirse fácilmente en l.a descri~ 
ci6n clásica de lo~ tensores mediante las coordenadas. En las úl.ti
rnas secciones de esta parte, contiOeraremos el concepto eenera1 de 
rroducto interior en un espacio VP.ctorial. de dimensi6n finita, el. 
cual juega un papel básico en la geometría semi-Riemanniana. 

14 .ALGEBRA MULTTLINE.AL 

Las siguientes definiciones son lo bastante general.es como para 
servirnos en los dos casos que serán de más interés para nosotros: 
el m6dulo ~(M) sobre el. aniilo ~(M), y el espacio vectorial. Tp(M) 
sobre el. campo IR. 

Sean V, , ••• , Vs m6dul.os sobre el aníl.l.o K. Entonces V,x ••• x v., será 
el. conjunto de todas l.as s-adas ( v, , ••• , Vs ) con v¡ E. V¿ • Como es usual., 
definiremos la suma de dos s-adas (v¡ , ••• ,v. ) y (w1 , ••• ,w5 ) de 
V, X ••• XV5 como 1.a s-ada ( v, +w1 , ••• , v5 +Ws ) , y definiremos el prodac
to de la s-ada (v, , ••• ,v5 ) por el. el.emento k~K como la s-ada 
(kV1 , ••• ,kv5 ). Con estas operaciones el. conjunto V,Y. ••• XV5 se con
vierte en un m6dul.o sobre el. anil.lo K, 11.amado el. producto directo 
de los m6dulos V1 , ••• ,Vs (tembi~n se 11.ama l.a suma directa si la 
notaci6n X se reempl.aza por$ ) • Si W es tambi~n un m6dul.o sobre K, 
una funci6n 

A•V,x ••• xvs-w 
ee 11.ema K-multilineal si A es K-1.ineeJ. en cada una de sus varia.
bl.es; es decir, si para todo l.;i{,s y ~E Vj { j~i), l.a funci6n 

v--..A(v, , .•• ,vi._,,v,vi:,-\,, ••. ,v5 ) 

es K-l.ineal.. 
Si V es un m6dul.o sobre K, sea v• el conjunto de todas l.as fun

ciones K-1.ineal.es definidas en V y con val.ores en K. Las definicio
nes usuales de adici6n de funciones y multipl.icaci6n de funciones 
por el.ementos de K convierten a v• en un m6dulo sobre K, l.lamado 
el m6dulo dual. de v. 

Si V¡ :V para l.~i~s, la notaci6n v,x .•• "1-.V~ se abrevia como v•. 

Para enteros r~O y s~O, no ambos cero, una :funci6n K-mul.til.ineaJ. 
A:(v•)'"xv•--K sel.lema un tensor de tipo (r,s) sobre v. (Se en
tiende que A:V';::;;:+K si r=O, y que .A:(V•)r---..K si s:0 0 ) 

El. conjunto ;..$(V) de todos los tensores de tipo (r,s) sobre V es 
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un módulo sobre K, si nuevamente definimos la suma de tensores del 
mismo tipo y la multiplicación de tensores por elementos de K, de 
la misma manera que las correspondientes definiciones para funcio
nes. Un tensor del tipo (O,O) sobre V es simplemente un elemento de 
K. 

15 CAMPOS TENSORIALES 

Un campo tensorial A sobre una variedad M es un tensor sobre el 
1°(M)-módu1o ~(M), tal como lo hemos definido arriba. Así si A es 
del tipo (r,s), A es una función ~(M)-mu1ti1ineal 

A:-M-.. {Mfx -M-(11'.)5 -+-1"{M). 

Podemos decir que A es una máquina mu1ti1inea1 que cuando se le a
limenta con runo-formas 9' , ••• ,er y con s campos vectoriales 
X1 , ••• ,x~ produce una función de valores reales 

f = A{O' , ••• , !Jr ,X 1 , ••• ,X,. )E:°}'(M). 

Se dice que el ocupa la i-~sima posición contravariante, y que Xj 
ocupa la j-~sima posición covariante en el campo tensorial A. 

E1 conjunto ):;J;{lli) de todos los campos tensoriales sobre M del 
tipo {r,s) es entonces un módulo sobre'.Y(M). En el caso excepcio
nal r=s=O, un campo tensorial sobre 111 de tipo {O,O) es simplemente 
una función fe1'{M); es decir, :t:(lll) = 1'.(11!). 

Para demostrar que una función dada A:-M-* (Mf X -M-(111)5 -;t(M) es 
un campo tensorial debemos demostrar que es -:rCM)-lineal en cada 
variable. La aditividad en cada variable es casi siempre obvia, de 
modo que la cuestión crucial es verificar que las funciones fE~M) 
se pueden factorizar :fuera de cada variable: 

A(9' , ••• ,er,x1 , ••• ,fXt•••••Xs) = fA(e' , ... ,er ,x, , ••• ,Xi.r•••rX5 ). 

Consideremos los sj.guientes ejemplos. (1) La función eva1uaci6n 
E:~•(M)X -M-{M)-'f'{M) dada por E(G,X) = 9x. Claramente E es ~(1A)-
1inea1 en cada variable y es, por 10 tanto, un campo tensorial so
bre M de tipo (1,1). 

( 2) Fijemos una uno-forma WF O y definamos F:-M(M))(. ~(M)-'r(M) 
por F(X, Y) = X{WY) para todo X, Y. Entonces 'p es ".;:'{lll)-1ineal en la 
variable X, pero s610 es aditiva en la variable Y. De hecho, 

F{X,fY) = Xw(fY) = X(fwY) = {Xf)wY + fF(X,Y). 

Así pues, F no es un campo tensorial. 
En estos ejemplos hacemos notar que el tensor (1) sólo involu

cra operaciones a1gebraicas, mientras que en (2) aparece la dife
renciación. 

Si bi~n s610 es posible sumar tensores del mismo tipo, cuales
qut:era dos tensores se r.:ueden multiplicar como sigue: Si AE'.t;(M) y 
BeX;;{l,J), definimos -
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A®B:~«(Mf.rx ~(Mf+~'-Y'<M) 

(A® B)( fi1 , ••• ,er•r',x,, .•• ,X,,5,) = 
·= A(B', ••• ,ar ,x 1 , ••• ,x_5 )B(er+i, ••• ,er+r-',x.,.+1 , ••• ,x5 +5,). 

Entonces A©B es un tensor de tipo (r+r',e ... s'), 11runado e1 
producto tensoria1 de A y B. Si r'=s'=O, de modo que B es una :f'un
cidn f~~(M), definimos 

A©f = f©A = fA. 

Tembién si A es de1 tipo (O,O), e1 producto tensorial. se reduce a 
1a mu1tip1icaci6n ordinaria de e1ementos de ~(M). 

Evidentemente e1 producto tensoria1 es '.\"(M)-bi1ineal., es decir, 

(fA + gA')©B = fA&<;B + gA~B, 

con una identidad simi1ar para B. Más ru.fn, es inmediato de ¡a de
finici6n que e1 producto tensorial. es asociativo; as:! A© B® C está 
bién definido para tensores de cual.quier tipo. Sin embargo, e1 pro
ducto tensorial. no es conmutativo en general.. Por ejemp1o, sobre 
una vecindad coordenada tenemos 

(dx'@ dx2 )(01,a2 ) = dx1 (o, )dx2 (o2 ) = 1, 
(dx2 ó!idx1 )(b,,1':1.) = dxl(o,)dx 1 (o¿) =o, 

por 1o que dx1 @ dx:l F dJc1 is¡, dx1 • Por otra parte, 1as funciones con
mutan con e1 producto tensorial.: 

f(A(il)B) = fA<i?I E • A~ fE. 

16 Ilf.l'ERPRETACIONE':I 

Si w es una uno-forma suave, ee decir, un e1emento de ~·(11), 
entonces 1a f'unci6n x-(l)(x) es una funci6n ~(1!)-1inea1 de -M-(1!)-~(•) 
o sea que se trata de un cwnpo tensoria1 de tipo (0,1). Inversamen-
te, todo cempo tensorial. de1 tipo (0,1) surge de esta manera a par
tir de una única uno-forma. As:! pues, queda c1aro que 1os mddu1oe 
eobre 11~), ~(M) y~·(~) son isomorfos. Escribiremos esto eim
p1emente como 

-;(~(111) = -M· (I!). 
Hay otras dos interpretaciones menos obviae que usaremos con fre

cuencia en 1o que sigue. 
(1) Si V es un cwnpo vectoria1 suave sobre M, definimos 

V(G) = (:)(V) para toda{)€~· (M). 

Esta funci6n V:~• (M)-1'(M) es ~(rt.)-1inea1, por 1o tanto, define un 
cempo tensoria:L de1 tipo (1,0). Inversamente, todo campo tensorial. dz 
tipo (1,0) sobre r.: surge de esta manera a partir de un único campo 
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vectorial.. Para ver esto, recordemos del álgebra lineaJ. (ver [H], 
pag. 188) aue si \T es un espacio vectorial de dimensión finita y 
tjU.(Wa.)• , entonces existe un Única Vtl'/ tal que OC(v) = cp (et) ,el..€ w.•,. ]';a apl,! 
ce.ción qi_v es un isomorfismo lineal entre (lf•)• = W'*" y W; gra-
cias a este isomorfismo, podemos hacer la identificación W = w••, 
para espacios vectoriales de dimensi6n finita. Ahora b:i.6n, si ZE);'~(M), 
entonces Zp~Tp(M)'"' = Tp (M), por lo que la correspondencia ~Zp 
nos define el cempo vectorial. sobre LT que estábamos buscando. 

As! pues, podemos hacer la identificaci6n 

:Í~(M) = .M-(M). 

(2) Si A:~(M)5 ---+.+!(.(~~) es t:{~l)-mul.tilineal, definamos 
'A:-M-• (~1)X oM-(M)S-1'.(M) por 

'lr(~,X 1 , ••• ,X5 ) =El (A(X, , ••• ,X5 )), para toda El y X¡. 

Evidentemente 7: es ~(M)-multilineal. y, por lo tanto, es un campo 
tensorial de tipo (l,s). En lo sucesivo, consideraremos que la pro
pia A es un campo tensorial, utilizando la f6rmula anterior cuando 
sea necesario. 

Los tensores de tipo (O,s) se conocen como tensores covariantes, 
mientras que los tensores de tipo (r,O) con r~l se llaman tensores 
contravariantes. Por ejemplo, las funciones con valores reales y 
las uno-formas son tensores covariantes; los campos vectoriales, en 
cambio, son tensores contravariantes. Un tensor de tipo (r,s) se 11~ 
ma mixto si rF-0 y sfO. N6tese que por l.a definición del producto 
ten~, se sigue que si A es covariante y B es contravariante en
tonces, A®B = B©A. 

l. 7 TENSORES EN UN PUNTO 

El objetivo de esta sección es demostrar que a1 igual. que para 
loe campos vectoria1es y las uno-formas, cualquier campo t eneorial 
A sobre M puede ser considerado como un campo sobre M¡ es decir, 
una apl.icación que asigna un valor Ap a cada punto p de K. El he
cho t'undamentaJ. es que cuando A se evalda sobre uno-formas y cam
pos vectorial.es para dar una f'unci6n con valoree real.es 

A(G' , ••• ,llr ,X, , ••• ,X.s), 

el. valor de esta fUnción en un punto p€M no depende de como sean 
las uno-fo:nnae G' , ••• ,8r y los campos vectorial.es X1 , ••• ,Xsr ni si
quiera depende de l.os valores que tomen en una vecindad de p, sino 
que únicamente depende de sus val.ores S'lp, ••• ,a•\py X1 \~, ••• ,XJr en 
el. propio punto p. FormE\l.mente, tenemos el siguiente resultadoi 

Proposición 17 .1 Sea_,Pf:li' y J!é)'.,;(M). Sean 'ij 1 , ••• , B r y 81 , ••• ,9" 
uno-for:nas tales que e'lp = 9'lr (l,,is,r); see.n x., ••• ,X5 y X,, ••• ,X 5 
campos vectorial.es tales oue Xj\? = Xjlp (l,;j~s). Entonces 

A ( G' ' ••• , e r, X' ' ••• , Xs ) ( p) = A ( a 1 
' ••• , e r 'X' ' ••• , Xs ) ( p) • 
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La demostraci6n de esta proposici6n será muy fácil una vez que 
quede establecido el siguiente resultado. 

Lema 17.2 Si cualquiera de las uno-formas 9' , ••• ,er o de los cam
pos vectorial.es X1 , ••• ,x,, es cero en p, entonces 

A(G', ••• ,8r,x,, ••• ,x5 )(p) =o. 

Demostraci6n. Supongamos que, por ejemplo, Xslp =O. Sea x' , ••• ,J.C" 
un sistema coordenado sobre une vecindad U de p. Entoaoes X9 =::tx•a¿ 
sobre U, donde X'= Xsx'•°3"(U) son las componentes de Xs en estas 
coordenadas. Sea f una funci6n de promontorio suave en p con sopor
te contenido en U (ver pag. 12). Con este promontorio hemos logrado 
que fX' sea una funci6n suave definida sobre toda la variedad M, es 
decir, fX¿E ~(M); similannente, fó¡E ~(M). 
Por lo tanto, 

f 2 A(lJ1 •••• ,X5) = A(ll 1 , ••• ,f1 X5) = A(B', ••• .-zfx'fo¡) 

= Z fX¡ A ( 0 1 
, ••• , f ó¡.). 

l:.\ • 
Puesto que X5 \p = o, cada x• (p) = O; tambi~n f(p) = l. Por lo 

tanto, al evaluar la f6:nnula anterior en p, obtenemos 

A(il', ••• ,X5 ){,¡,\= O. #ti 

Demoetraci6n de la pronoeici6n 17.1 Por claridad supongamos oue r=l 
y e=2. Consideremos la siguiente identidad telesc6pica, que se pue
de extender sin dificultad pera cualesauiera r y s: 

A(Ü,X,Y) - A(G,X,Y) = A(G-9,X,Y) + A(G,X-X,Y) + A(G,X,Y-Y). 

Por hip6tesis, e -e. X-X, y Y-Y se anulan en el punto p. Entonces, 
por el lema anterior, A(!!,X,Y) = A(e,X,Y) en el punto p. ## 

Se sigue inmediatamente de la propoeici6n 17.1 que un campo ten
sorial A~'.t~(M) tiene un valor Ap en cada punto p de M, a saber, le 
funci6n 

Ap:(TpM"fx (TpM)5 -IR 
definida como sigue. Si o<', ••• ,c{eTp(M)* y x 1 , ••• ,x5 €Tp(l11), sea 

Ap(cl. 1
, ••• ,c1.r,x,, ••• ,x5 ) = A(9 1 , ••• ,er,x,, ••• ,X5 )(p), 

donde G1 , ••• , ¡:¡r son cualesquiera uno-fo:nnes sobre M tales oue 
e'\p = c1.• (l,,.i .. r) y X1 , ••• ,X5 son cualesquiera campos vect~riales 

sobrelltales que Xj]p = x.; (1-oj .. s). 
Es fácil vori:ficar que la funci6n Ap es IR-mu1ti1inea1; entoces, 

por definici6n, Ap es un tensor de tipo (r,s) sobre Tp(M). Podemos 
as:( considerar n 1\E:t¡(r,1) como un campo oue asipna suavemente a e& 
da punto peM: un terisor Aa de tipo \E~.º TaJ. como un campo vecto
rieJ. es una sección "uave del haz tfo.ngente TM, un campo tensorie.l. 
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puede ser condiderado como una secci6n suave del haz tensorial de 
tipo (r,s) sobre la variedad M; este Último se denota por TU[ y se 
puede obtener a partir de TW reemplaze..ndo cada espacio Tp(fJ) por el 
espacio lineal. Tp (M)~ de todos los tensores de tipo (r,s) sobre Tp(M) • 
En la pr6xima secci6n quedará claro que el espacio Tp (MK es de 
dimensi.Sn nr+s en donde n = dim M. Así pues, mientras que T?tl es una 
variedad de dimensi6n n + n, TM~ será una variedad de dimensi6n 
n + n'('+s. 

Por otra parte, una secci.Sn suave del haz tensorial., digamos por 
ejemp¡o, p-+BpETp(M)~ surge del único tensor B(ti(M) dado por 

B(9,X,Y)(p) = Bp(Bp ,X,,,Yp) 

para todos los puntos p, uno-formas B, y campos vectoriales X,Y. 
(Que la secci.Sn sea suave quiere decir que los valores de B perte
necen a q:'(M).) 

En particular, la interpretaci<Sn en t.!irminos de secciones suaves 
muestra que si A(~~(M) y U es un subconjunto abierto de M, enton
ces la restricci6n A\U de A a U es un campo tensorial bi~n defini
do sobre u. 

18 CO!.!PONENTES TENSORIALES 

Las f6rmul.as con coordenadas X = 2 X(x< )ot para un campo vecto
rial y e =:t 9(o¡)dxi para una uno-fonna se pueden extender al ce.
so de tensores arbitrarios de cualquier tipo. 

Sea ~ = (x 1 , ••• ,x11
) un sistema coordenado e obre UcM. Si A~l'.~(M) 

las componentes de A con respecto al sistema coordenado 5 son las 
funciones con_ ~oree re878s defi~idae por 

At:::j~ = A(dxL1, ••• ,dxLr,Ój,••••rÓj5) sobre U, 

donde todos los índices corren de 1 a n = dim M. 

Evidentemente para un tensor de tipo (0,1), es decir, una uno- . 
forma, estas componentes coinciden con las de la f6nnu1a B =!e<ai )dx' 
Para ver aue la correspondiente coincidencia se sostiene para un 
campo vectorial X, debemos usar su interpretaci6n como un campo 
tensorial de tipo (l,O). Por la definici~n de arriba, la i-~sima 
compone1¡1te de X !'.lOn respecto a 2; es X(dx"), la cual. se interpreta 
como dx'(X) = Xx'. 

Similarmente, cuando un campo tensorial de tipo (1,s) está dado 
en la forma A:~(~l)S - -M-(11!), sus componentes están determinadas 
directamente por la ecuaci6n 

A(o¡ 1, ••• ,o¡,) = 1. A{. ... L, Ój, 
J 

ya que para su int erpretaci6n i\€ l'.~(~1) 

A( dxj ,ó¡,, ••• ,o¡5 ) = dxj (A( ó¡,, ••• ,o¡)) 

tenemos 

=2Ai, ... '• dxj (()._) 

" 
j 

Al,·--¡,• 
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La eva1uaci6n de un campo tensoriaJ. sobre uno-formas y campos 
vectoriaJ.es puede ser descrita en términos de coordenadas escri
biéndolo todo en componentes. Por ejemp1o, supongamos que A es un 
campo tensorial. de tipo (J,,2). Escri9amos 8 =í::Gkdx>' para una uno
fo:rma arbitraria y X = l, X' d¿ • y = 2 yJ aj para campos vectorial.es BJ:'

bitrarios. La 1'<r·•)-mu1ti1inealidad de A imp1ica que 

A(e,x,Y) '7h A(dxK,(l¿ ,{}j)i3KX;Yj =.:Z. A~i 81<.X.:y-Í. 
L1J1K L1J,1< 

Para un sistema :fijo de coordenadas, 1as componentes de una suma 
de tensores son las sumas de ias componentes respectivas de 1os su
mandos. (Recuérdese que s61o está permitido sumar tensores del mis
mo tipo.) Las componentes de un producto tensoria1 están dadas por 

( A ""B)Lo•··~r+r 1 A\1•·• [ r • B~N1 "".ir+r' "°" J, .... Js..-s• J1···ls JsH ·•·.ls,.s• • 
donde, como siempre, todos 1os Índices corren de 1 a n = dim M. 
Para verificar esta :f6rmu1a, supongamos que A es de tipo (1,2) y B 
es de tipo (l,1). Entonces A@B es un tensor de tipo (2,3) con 
componentes: 

(A©B)~j~ (A©B)(axK,dx'l,a¡ ,<ij ,op) 

A(dxK,(I¡ ,oj )B(dx~,4p) = 4j·B~. 
Sea ~ un sistema coordenado sobre UcM. Entonces tal como para un 
campo vectorial. o para una uno-forma, cual.quier telll'lor tiene une. 
lhtica eXpresi6n sobre U en términos de componentes re1ativae ~ sis 
tema~. Supongamos por ejemplo que r=l y s=2. Entonces d¡«g\ ax•@ d:x.7 
es un campo tensoria1 de tipo (1,2) sobre U para todo 1~1,j,k,n. 
Afirmamos que si A es cua1quier tensor de tipo (1,2), entonces 

A = 'Z A~¡ dK© dx¡ © d~ sobre u, 
donde cada índice es un Índice mudo de suma oue corre de 1 a n. 
Puesto que ambos miembros de esta ecuación son ~(U)-mul. ti1ineal.ea, 
es suficiente verificar que amboe toman el mismo val.or sobre dx"', 
Óp• º'4 para todo 1"-m,p,q~n. Pero esto se sigue inmediatament.e de 

(01<© dxl& dxj )(dxM,Clp, ª'>) = dx"'P>1<.)dx¡ (<lp )dxj (oo;¡.) = ~'; &~S,!. 
donde para mantener e1 ba1EU'lce entre eubíndiees y super!ndices usa
mos las sieuientes de:finiciones de les de1tas de Kronecker 

?i·· _ ~.i _ btj -~1 si i = j, 
LJ - L - - l O si i / j. 

En general tenemos e1 siguiente resultado. 

Lema 18.1 Sea x' , ••• ,xn un sistema coordenado sobre UcM. Si A es 
un campo ~ensoriaJ. de tipo (r,s), entonces sobre U tenemos, 

'°">' l, . .-Lr-.,. """ ~ 1 j A = ;(.., Aj 1 ... j 5 oi.,® •• •'O' OL/IÍ) dx @• • •@ dX s, 

donde se suma con respecto a cada índice de 1 a n. 
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19 CONTRACCION 

Existe una operaci6n note.b1e l.1amada contraccicSn que convierte 
tensores de tipo (r,s) en tensores de tipo (r-1,s-1). La defini
ci6n general. de esta operaci6n surge del. siguiente caso especial.. 

Lema 19.1 Existe una única funcicSn 1f(lll)-l.inea1 c:X:CM)-X~M)=~llll), 
11runada l.a contraccicSn (1,1), tal. que C(X©EJ) = 9X para todo X•~(I!) 
y toda Ge~•(M). 

DemostracicSn. Dado que C debe ser':):'(M)-l.ineal, C debe ser una ope
racicSn puntual.. Sobre una vecindad coorde¡tada u,.un campo tensorial. 
A de tip9 (1,1) se puede escripir como iAj ;)¡@ dxJ. Puesto que 
C((lt © dxJ ) debe ser igual. a ax' ( 21.:) = Sj , no nos queda otra poe:Lbil:.! 
dad que definir 

C(A) =!A~ =¿A(dx¡ ,al). 
Entonces C tiene las propiedades requeridas sobre UcM. Para ver que 
1a C que hemos definido sobre U está bián definida sobre toda la va
riedad M, debemos demostrar que esta definici6n es independiente de 
1a eleccicSn de sistema coordenado. Pero tenemos que 

A(dy"',~) ~·~ AO:il xl dx' ,'¿~) 
-;- ?lyMilxj t JL.. "'i' 

7.(..., 0 ¡ () ,,, A( dx , il , ) =,t., 
i.,J,m X y X i,j 

= ¡, A(dx¡ ,tez.). 
• 

,.j i. ó 
o¿ A(dx •ii'Xl") 

11 

Es evidente que 1a contraccicSn (1,1) está re1acionada con e1 COD
cepto de ~ del. áigebra matricial.. 

Para extender 1a contraccicSn (1,1) a tensores de tipo general., 1a 
idea es especificar en estos tensores una poaieicSn covariante y una 
posicicSn contravariante, y ap1icar 1a funci6n e en este caso. 

Supongamos que A(l;:(M), que 1~i~r y que 1~ j,s. l"ijemos 1as uno
formas 9 1 , ••• ,9r-1 y 1os campos vectorial.es X,. ••• ,X5 _ 1• Entonces 
1a funci6n . , ... 

~--- 1.-ESIL\I\ l'CY.;.¡t.10'-l 

(9 ,x)-A(01 , ••• , e• ••• ,er- 1 ,X 1 , ••• ,X, ••• ,X5 _ 1) 

j 4 C:5.t..AA PCt:,,ic.iCÍtJ -----' 

es un campo tensorial. de tipo (1,1) que puede denotarse como 

A( 0 1 
' ••• ,. ' ••• ,er-I ,X'' ••• ,.' ••• ,Xs_,). 

Ap1icando 1a contracci6n (1,1) a este tensor obtenemos una fUncicSn 
con Valorea real.es que se denota por 

<cJ A) (e'! •.• ,er-1 ,x, ••••• x~_ 1 ). 
Es evidente que CJA es una funci6n °f'(M)-mu1ti1ineaJ. en sus argumen-
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tos. Por 1o tanto, cj A es un tensor de tipo (r-1,e-1) 1lamado 1a 
contracci6n de A con respecto a ia i-esima posici6n contravariante 
y 1a j-~sima posici6n covariente. 

Por ejemp1o, si A es un tensor de tipo (2,3), entonces cj{A) es 
un tensor de tipo (1,2) dado por 

{C~A){8,X,Y) ClA{º, ,X,Y,º)J. 

Con respecto a un sistema coordenado 1as componentes de cjA son 

{C~A)tj = {C1A){dxK,()¡ ,ój) = C~A(º,dx',ot.oj,º) 
=l,A(dx"',dx",o<,<lj,Cl...,) = .l.A'íj::;.,, 

"' "" donde hemos usando 1a expresi6n en tárminos de coordenadas para 1a 
funci6n C que encontramos en e1 1ema 19.1. 

En genera1 se tiene e1 siguiente resultado. 

Coro1ario 19.2 Sean 1;;i;;r y l~j~s. Si con respecto a un sist"1!'a. 
coordenado. e1 campo tensoria1 A~X~(ll) tiene 1as componentes Aj',:;:j; 
entonces Cf A tiene 1as componentes 

t-1:!$1'-\0 í'tJt>\\.é 

20 TENSORES COVARJ:ANTES 

Mediante una ap1icaci6n suave entre la variedad JI y 1a vartedad 
N, es posib1e "ja1ar" todo campo tensoria1 covariente definido sobre 
N y eonsiderar1o como si fuera un campo tensoria:!. de1 mismo tipo pel!'O· 
definido sobre M. En 1a siguiente definici6n se usa 1a interpreta
ci6n de 1os campos teneoria1ee como secciones suaves de1 haz teneo
ria1. 

Sea el> :M-N una ap1icaci6n saave. Si Ao:;,l'.~(N) con s;:l ee un cempo 
tensoria1 covariante sobre N, definimos 

{cP4 A) {v,, ••• ,v5) = A(d4Jv, , ••• ,dcfivs) 

para todo vcETp(M) y todo peM. Entonces .j>•(A) se 1lsma 1a retraec:l.dn_ 
de A por p • 

En cada punto p de M, <fi 41 (A) da una funci6n !ll.-mu1ti1inea1 de Tp(M) 
atK, es decir, un tensor sobre Tp(M) de tipo {O,s). Un c6mputo simp1e 
uasando coordenadas, demuestra que ~*(A) es un csmpo tensoria1 cova
riante suave definido sobre M. En efecto, sea cj> :M~Nnuna aplicac:l.dn 
suave que ap1ica 1a vecindad coordenada Uc M de l¡ = (x' , ••• ,x"') en 
1a vecindad coordenada VC:N der']= (y' , ••• ,y"). Si A es un campo ten
sorisJ. covariante sobre N qae es suave y si, para simplificar supone
mos que es de tipo (0,2), vemos que sobre U es vál.ida la siguiente 
ecuaci6n 

(<!>~A)(~X' ¡~) 
Jl 

:: L. 
a,b-= 1. 
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Esta ecuación se sigue inmediatamente de J.a definición de c¡,.o (A) Y 
de l.a ecuación 

dcf.(..Q._) = Z (}(yªop) Q_ (lü..;m), 
ilx' a·•• oxC 21 ya 

que es ].a expresi6n en coordenadas de l.a diferencial. d~. Ahora vemos 
que en el. l.ado izquierdo de esa ecuación tenemos una f\tnción suave 
sobre M, es decir, un eJ.emento de ~(M), como quer!runos demostrar. 
(Para ver esto es suficiente evaJ.uar ambos miembros de l.a ecuaci6n 
en un punto péU.) · 

En el. caso especial. de un tensor de tipo (O,O), f•':f(N), ].a retrac
ci6n a M se define como ~~(f) = fo~f'r(M). Nótese que ~~(df) = d(~•f). 
En efecto, para todo pélll y para todo veTp(~l) tenemos 

</>~(df)(v) = df(d~v) = (dfod~)(v) = d(fo~)(v) = d(cP~f)(v). 

Las siguientes propiedades de l.a operaci6n de retracción son muy 
fácil.es de verificar a partir de J.as definiciones. 

Lema 20.l. (l.) Si 1' :M__,..N es una a1)l.icaci6n suave, entonces 
;¡;• =:I~(N)-~(M) es una f\tnción IR-J.ineal. para cada s O, y además 

cj>•(A®B) = cJ>•(A) @cP'"(B) 

para tensores arbitrarios A y B de tipos (O,s) y (O,t), respectiva
mente. 

(2) Si -.jt:N--..P es tambi~n una apl.icaci6n suave, entonces 

c-.Po<J>)" = .P*oif• =l'~CP>--:t;o11) 
para toda s~o. 

La propiedad de retracci6n es excl.usiva de l.os tensores covarian
tes, ya que, en general., un tensor de tipo (r,s) con r~l. no· puede 
ser movido ni de M a N ni de N a M mediante una apl.icaci6n arbitra.... 
ria.P:M--+N, 

Sea A un tensor covariante o contravariante (pero no mixto) de ti
po 2, por 1o menos. A se llama sim~trico si al. transponer cual.esquie
ra dos de sus argumentos el val.ar de A no cambia. A se l.1ama antis:l.
m~trico o al.ternante si aJ. intercambiar cualesquiera dos de ~ 
SU.mentas s6lo se produce un cambio de signo en el. val.ar de A. Lss 
funciones, l.as uno-formas y l.os campos vectorial.es se consideran, 
por convenci6n, tanto sim~tricos como antisim~tricos. Una s-fo:nna 
(diferencial es un campo tensorial. antisim~trico covariante de tipo-
o, s • Para mayores detall.es acerca del cá1cu10 con s-formas, consuL
ta~ la parte III de estas notas. 

Lema 20.2 Seaw una n-fonna sobre una variedad de dimensión n. Si 
V¡ =Z::j,, Atj Wj para 1~i~n, entonces 

w(v, , ... ,v11 ) = (det A)W('/11 , ••• ,wn)• 
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Demostraci6n. Esta demostraci6n ce hace mediante un argumento com
binatorio aJ.go complicado, sin embargo, podemos convencernos de la 
validez de este resultado, considerando el caso n = 2. 
Supongamos entonces que V, A11 W1 + A11 W2 y que V;¿ = A21 W, + A2:z. W.,_ • 
Puesto que w es l.ineal en su primera variable, su valor en los cam
pos vectoriales V1 y V~ ee 

A11 w (W, ,A21 w, +Au w,_ ) + A1::1.W('il;,., Ali w, +A;,.2 w,_). 
Al usar la lineal.idad de u.J en su seeunda variable, obtenemos 

A11 A,_,ui(w, ,w,) + A11 A.,;¡_W(VI, ,Vi) + A1:i.. A;z.1Ul(W2 ,w,) + An.A;i;¡_W(W:z.,W;:¡_). 

Entonces, por la antisimétria de w tenemos queW(W1 ,w,.) = -UÍ.Wz,W1 ) 
de donde (>J(.W 1 ,11ti)-:w(.W~,\'.!z) o:.O '1 

w(V, ,V;z.) =(A,. Ai:i. - A,,_A21 )W(W, ,W2) = (det A)"'(w.,w,.). 11 

Corolario 20. 3 Sean M y N variedades de dimensi6n n, u:i una n-f"o:nna 
sobre N y sea 4> :~~-N una apl.icaci6n suave que manda l.a vecindad UC K 
de ~ = (x' , ••• ,xº) en l.a vecindad coordenada ve N de r¡ z (y•,.~. ,y n). 
Entonces, . 

,J.1' cL L Ó(yLa<ji) i) a._ 
'i' W ()x' '•••'ax") - det( o xl )W(ay., • • • '(lyn)' 

es l.a expresi6n coordenada para l.a retracci6n de w porcP. 

21 DERIVACIONJlS TENSORIALES 

En las secciones anteriores hemos considerado principal.mente el 
ál.gebra tensor1a1 sobre variedades; consideraremos ahora aJ.go del. 
cál.cul.o diferencia1 de tensores sobre variedades. 

Una derivaci6n tensorial. D sobre una variedad suave K es un con
junto de funciones IR-l.inesl.es 

D = D~ :l~<M>-.l;<r.1) (r~o,s~O) 
tal.es que para cual.eso.uiera tensores A y B: 
(1) D(A®B) = DA©B.+ A@DB, 
(2) D(CA) = C(DA) para cual.quier contracci6n c. 

As! pues, D eslR-iineal., preserva el. tipo tensorial., obedece l.a 
regla de Leibnitz para l.a derivada de un producto, y conmuta con to
das las contracciones. Para una funci6n f<1°(M) recuárdese que f"A = 
= f©A, por l.o tanto, D( f"A) = (Df)A + :fDA. 

En el. caso especial. r = O = a, D~ es una derivaci6n sobreJ;'.~(M) = 
= -,X11;) as:! que, como vimos en la parte I, existe un único campo vec
torial. V¡;~(lll) tal. que 

D:f" = Vf" para toda fe~(M). 
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Puesto que 1as derivaciones tensoriaJ.es no son 3"(M)-1ineaJ.es, 
e1 vaJ.or de DA en un punto pEb! no se puede encontrar, por 1o gene
ra1, s61o a partir de1 va1or Ap de A en p. Sin embargo, e1 va1or de 
DA en p s! puede encontrarse a partir de 1os va1ores de A sobre una 
vecindad arbitrariamente pequeaa de1 punto p. Este carácter 1oca1 
de 1as derivaciones tensoriaJ.es puede expresarse como sigue. 

Proposici6n 21.1 Si D es una derivaci6n sobre M y U es un subcon
junto abierto da M, entonces existe una dnica derivaci6n tensoria1 
Du sobre U ta1 que 

D0 (AIU) = (DA)IU para todos l~s tensores A sobre M. 

(Du se 11ama 1a restricci6n de D a U y, de ahora en ade1ante, omi
tiremos e1 subíndice U cuando no haya 1ugar a confusi6n.) 

Demostraci6n. S61o indicaremos 1os puntos más importantes de 1a de
mostraci6n. Sea Bt .l:~(U). Si plU, sea :f una :funci6n de promontorio 
en p con soporte en U. As! pues, t enemas :fBE.:t'.~ (X) • Definamos 

(DuB)P = D(fB)p. 

Entonces, debemos demostrar que: (1) Esta de:finici6n es independien
te de la e1ecci6n de 1a :funci6n de promontorio. (2) DuB es un campo 
tensoria1 suave sobre U. (3) Dv es una derivaci6n teneoria1 sobre u. 
(4) Du tiene 1a propiedad de restricci6n que estamos buscando. (5) 
Du es dnica. ## 

La :f6rmul.a Leibniziana D(A®B) = DA0B + A©DB puede ser re:fo:l'
mu1ada como sigue: 

Proposici6n 21. 2 (Reg1a de1 producto). Sea D una deriTaci6n tenso
ria1 sobre M. Si Ae;t,~(lrl) entonces 

DlA(G 1 
, ••• ,er ,X,, ••• ,X5 ) (DA){ 0 1 ,. •., 9r ,X,, ••• ,:x;;) 

+ Í, A( a', ••• ,ne1, ••• ,:e'.;I,, ••• ,Xs) ,., 
+ f A(;!', ••• , er,x., ••. ,nx¡, •.• ,x5 ). 

J.;:' 

(La co1ocaci6n de 1os par~ntesis es importante en esta :f6:rniu1a: en 
e1 1ado izquierdo D se ap1ica a una :f'unci6n, en e1 1ado derecho D se 
ap1ica a1 tensor A, a 1as uno-:formas 13¡; y a los campos vectoria1es 
Xj •) 

Demostraci6n. Para simp1i:ficar 1e. notaci6n, supongamos que r=s=1. 
Afirmamos que 

A(0 ,X) = C(A© \l ®X), 

donde C es 1a composici6n de dos contracciones. De hecho, con res
pecto a un sistema coordenado, A©El ©X tiene componentes A~6KXL, 
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mientras que A(ll ,X) = :Í. A~ 13¿ Xj. Así pues, tenemos 

D(A(é ,X)) DC(A© IJ ®X) = CD(A© O® X) 

C(DAliHJ®X) + C(A®Dll®X) + C(A®El©DX) 

(DA)(G,X) + A(DG,X) + A(G,DX). ## 

Para un campo tenso:ria1 expresado como una funcicSn ~(M)-mu1til±
neaJ. A:*(M)5

- -MCM), 1a derivacicSn tensoria1 obedece 1a misma 
regl.a forma1 de1 producto, a saber, 

5 

i>(A(X0 , ••• ,X5 )) = (DA)(X 1 , ••• ,X5 ) + Z A(X, , ••• ,DX¿, ••• ,X5 ). 
1..=1 

En ambas versiones de 1a regla de1 producto, se despeja por 1o 
genera1 aJ. t~rmino que contiene a DA. De este modo se obtiene una 
f6rmuJ..a para l.a derivacicSn D de un tensor arbitrario en t~rminos de 
1a derivaci6n D aplicada thrlcamente a funciones, campos vectoria1es 
y uno-formas. Pero, para uno-formas, 1a fcSrmul.a da 

{DEl)(X) = D(6X) - ll(DX). 

As{ pues, una derivacicSn tensoria1 D queda completamente determina
da si se conoce cual es su efecto sobre funciones y campos vectoria
les. 

Coral.ario 2l..3 Si las derivaciones tensoriaJ.es Do y n.._ concuerdan 
&J. apl.icarse a :f'uncionss de T(M) y CBmpOS de -M(lll), entonces Do= n~. 

Más &In, se puede cont:ruir una derivaci6n tensorie1 especifican
do su comportamiento sobre funciones de <rCM) y campos de *(M). 

Teorema 21.4 Dado un campo vectoriaJ. V6*(11!) y dada una funci6n 
IR-lineal b •*(M)- ~(M) tel. que 

b(fX) = VfX + fb(X) para toda f,¡:¡:(M) y todo Xf-M(M), 

existe una i.htica derivacicSn tensoriaJ. D sobre JI! tal. que D~ = V:~C•) 
-t{ll!) y D~ =~. 

DemostracicSn. D~ y D~ están dadas. La fcS:nnul.a que escr1.bimos entes 
de1 coro1ario 21. 3 muestra que D debe estar definida sobre uno-for
mas e por 

(D9)(X) = V(0X) - Ei(SX) para todo Xí~(M). 

Usando 1a fcSrmu1a dada para E, es fáci1 verificar que na es ~(M)-
1inea1 y, por 1o tanto, una uno-forma. Tambi~n se ve que 

D = D~ :-M•(M)- ~"'(M) es IR-1ineal. 

Por 1a regl.a del producto del. lema 21.2, D ap1icada a un campo 
tensorial. A de tipo (r,s) con r + s >.:- 2 debe estar definida por 
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(DA)(\3 1 , ••• ,er,x, , .•• ,X5) V(A(B' , ••• ,e",x,, ••• ,Xs)) 

-.i A(e' , ••• ,no< , ••• ,e•,x., ••• ,x5) 
'"'s' 

- f:,A(B' , ••• ,Gr ,X, , ••• ,bXjr•••rXs). 
JO:I 

(En e1 lado derecho D apl.icada a una uno-forma se definewmo antes.) 
Nuevamente es fácil verificar que DA es '.):(M)-mu1til.i.nea1 Y es, por 

tanto, un campo tensorial. de tipo (r,s); tarnbi~n, se ve que D:X~(lll} 
-'.t~(M) es IR-l.ineal.. Además, un cómputo directo muestra que D(A® B)= 

DA® B + A© DB. {Para hacer esta verificación se pueden tomar A y 
B de tipo (1,1).) 

Para demostrar que D conmuta con 1as contracciones, consideremos 
primero el caso de C:'.t\ (Jll)-':}(M). Que DC = CD para productos tenso
riales de la forma() ® X se sigue inmediatamente de la definici6n de 
D para uno-formas. Por l.o tanto tenemos que DC = CD para sumas de 
t~rsninos de la forma. !l © x. Puesto que D es de carácter 1oceJ. y C es 
de carácter puntuaJ., es suficiente probar que DC = CD sobre vecinda
des coordenadas. Pero el. lema l.8.l. (pag. 47), demuestra que sobre una 
vecindad coordenada todo campo tensoriaJ. se escribe como una suma 
de esa f'o:rnia. 

La extensión de este resultado a contracciones arbitrarias es un 
fácil ejercicio en el. uso de par~ntesis. Tomando AE'.ti(M), por ejem
pl.o, tenemos 

(DC~A)(X) D((ClA)(X)) - (C~A)(DX) 

D(CfA{ º,X,º)]) - C[A( º ,DX, º )} 

C{D(A(º,X,º)) - A(º,DX,º)1 

Cl(DA){º,X,°)J= (ClDA)(X). 

Por l.o tanto, DClA = C~DA. ## 

Como una apl.icación de este teorema, podemos hacer l.a siguiente 
definición. 

Si VE~(M) l.a derivación tensorial. Lv tal. que 

Lv ( f') 

Lv(X) 

Vi' 

tV,X] 

para toda f< 1"{M), 

para todo x.~(I,!) 

se l.l.ama l.a derivada de Lie con respecto a V. 

Esta definici6n es válida puesto que Lv apl.icada a campos vecto
riales satisface la correspondiente hipótesis que hicimos para ¡; en 
el. teorema: 

Ly(fX) = tv,f'X1 = VfX + :r(v,xl = VfX + fL,¡X. 
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22 FORMAS BILINE.;LES SIMETRICAS 

En 1a geometría semi-Riemanniana que estudiaremos más ade1ante, 
juega un pape1 fundamentaJ. un cierto campo tensoriaJ. de tipo (0,2) , 
y que es simétrico. Este campo asocia con cada espacio vectoriaJ. 
tangente una funci6n bi1ineaJ. simétrica. Debido a su importancia, 
estudiaremos a estas funciones definidas sobre un espacio vectoriaJ. 
real. de dimenei6n finita V. Una forma bi1inea1 simétrica sobre V es 
una funci6n íR-bi1ineaJ. b:V" V-IR , taJ. que b(v,w) = b(w,v), para 
todo v,wr,.V. 

Una forma bi1inea1 simétrica sobre V se 11ama 
(1) definida positiva tnegativa] si v FO imp1ica que b(v,v)>O [<ol, 
(2) semidefinida ositiva ne ativa si b(v,v);.O t<>.o] para todo Vf.V, 
(3) no degenerada si b v,w) = O para todo w~V imp1ica que v = o. 

También b se 11ama definida 1: semidefinida] si se cump1e 1a condi
ci6n (1) [(2)]. Si bes definida es c1aro que también es semidefini
da y no degenerada; 1a afirmaci6n inversa también es cierta. 

Si b es una forma bi1ineaJ. simétrica sobre V, entonces para cuaJ.
quier subespacio W de V 1a restricci6n b\ (W X W) • denotada simp1emen
te por b(W, es nuevamente bi1ineeJ. y simétrica. Si b es [semi-]defi
nida, también 1o será b\ VI. 

E1 índice v de una forma bi1ineaJ. simétrica b sobre V es e1 más 
grande~o que ea 1a dimensi6n de un eubespacio WC V sobre e1 cual. 
bfW es definida negativa. 

Segt{n esto, O~'V~dim V, y '\I = O si y s61o si b es eemide:fin:l.da'po-· 
eitiva. 

La funci6n q:V-\R dada por q{v) = b(v,v) es 1a fo:nna cuadrática 
asociada con b. Con frecuencia, es más fáci1 tratar con q que con b, 
Y aJ. hacer1o así no hay una pérdida de informaci6n, ya que b se pue
de reconstruir a partir de q por medio de 1a identidad de po1ariza-
ilill 

b(v,w) = Hq(v + w) - q(v) - q{w)J. 

Si e 1 , ••• ,en es una base para V,. entonces 1a matriz de n:1<n 
(btj ) = b( e¡ , ej ) se 11ama 1s m"triz de b con respecto a 1a base 
e, •••• , en. Puesto que b es simlitrica, esta matriz es simétrica. C1a
ramente, e1 conocimiento de esta matriz es suficiente para determinar 
a b, ya que 

b( Z Vi e¿ , :2 wj ej ) = Z b¡j v¿ WJ. 

Lema 22.1 Una forma bi1ines1 simlitrica es no degenerada si y s61o si 
su matriz con respecto a una (y, por 10 tanto, cua1quier) base es in
vertib1e (no singu1ar). 

Demostraci6n. Sea e 1 , ••• ,en una base para v. Si vev, entonces b(v,w)= 
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=o si y sólo si b(v,e¡) =O para i = l, ••• ,n. Puesto que (btj) es 
sim~trica, 

b(v,e¿) = b(l,vjej,e¿) =:Zbijvj. 

As! pues, bes degenerada si y sólo si existen nt.ÍJneros v, , ••• ,vn no 
todos nul.os tales que 2 b¿j vj = O para i = 1, ••• ,n. Pero esto es e
quive.J.ente a la dependencia lineal de las columnas de l.a matriz (bij) • 
es decir, a que (b¿i) sea singul.ar. ## 

2 3 PRODUCTOS :ESCALARES 

Un producto esca1ar g sobre un espacio vectorial. V es una forma 
bilineal. sim~trica no degenerada sobre V. 

Un producto interno es un producto escaJ.ar definido positivo. El. 
ejemplo canónico ds producto interno es el producto punto sobre IR", 
que está dado por v•w = :t, ViWL. Muchas de las propiedades de los 
productos interiores tambi~n son poseidas por loe productos escala
res, sin embargo, aparecen algunos fenómenos nuevos cuando g es in
definido. 

Mediante un cambio de signo en la definición del producto pl.ln-
. to sobre IR", se obtiene el ejempl.o más simple de un producto escalar 
indefinido. 
Ejemplo. Definamos g:IR2 xlR"-\Rpor 

g(v,w) = v 1 w1 - v2.w2.. 

Es obVio que g es sim~trico y bilineal. Tomando w = (l,O) y deepu~s 
= (0,1), se comp:rueba que ges no degenerado. As! pues, ges un pro
duct·o escalar sobre IR2 • La forma cuadrática asociada con g es 

q(v) = v,2 - v;': , 

y vemos que g es indefinido. 

En el resto de esta sección, V denotará un espacio con producto 
escalar, es decir, un espacio vectorial. real de dimensión finita pro
Visto con un producto escaJ.ar g sobre V. Un vector vEV se ll.ama nulo 
si g(v,v) = q(v) = O pero v 1 o. Evidentemente los vectores nul.o_s __ _ 
existen si y sólo si g es indefinido. En el ejemplo anterior, los ve~ 
tores nulos son todos aquellos que están El.ituados sobre las dos rec
tas que forman ángulos de 45º con los ejes coordenados, con la dni
ca excepción del orígen (O no es un vector nulo). Para c f O los con;.. 
juntos q = c y q = -c son hipérbolas cuyas asíntotas son las lineas 
nulas (ver fig. 6). 

Los vectores v,w€V se llaman ortogonales, l.o cual se denota por 
Vl. w, si g(v,w) = O. Los subconjuntos A y B de V se llaman ortoe;ona
~. Y escribimos A l. B, si v J. w para todo VéA y todo WéB. 
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W-=W'=(l 1 \) 

F ÍG. &. 

C\1ando e1 producto esca1ar g. es indefinido, ya no podemos i.mag±
nar a 1os vectores ortogona1es como formando ibigul.os rectos entre sí. 
Vo1viendo al. ejemp1o de1 producto escel.ar m4s simp1e sobre IR2

, en 1a 
figura 7 hemos dibujado tres pares de vectores z.L z' ; e1 caso z "' w 
y z'=w' i1ustra e1 hecho de que un vector xm1o es un vector d~st~nto 
de cero que es ortogonal. a sí mismo. 

Si W es un subespacio de V, sea 

VI l. = l VE V \ V .L W}. 

wJ. es un subespacio de V, 1lamado ~. No es posib1e 1lamar a wJ. 
e1 comp1emento ortogonaJ. de W en V, ya que en genera1 W + wJ. no es 
siempre igual. a todo e1 espacio v. Por ejemp1o, si en 1a figura 7 W 
es e1 subespacio de IKL generado por e1 vector (1,1), entonces wJ. a w. 
No obstante, 1a operaci6n perp sí tiene aJ.gunas propiedades m4s fami-
1iares& 

Lema 23.1 Si W es un subespacio de un espacio con producto esceJ.ar 
V, entonces 
(1) dim W + dim wi. = n = dim V, 
(2) (w.L)J. = w. 

Demostraci6n. (l) Sea e, , ••• ,en una base para V adaptada a w, es de
cir, taJ. que e 1 , ••• , e, es una base para w. Ahora. bién, vowi. si y sdl:o 
si g(v,et) = O para i = 1, ••• ,k, lo cua1 se escribe en términos de 
coordenadas como 

z.g.jVJ° = Q (i = l, ••• ,k.), 
J:.I 
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Este es un sistema de k ecuaciones l.ineaJ.es al.gebraicas con n inc6g
nitas y, de acuerdo con el. l.ema 22.l., l.os rengl.ones de l.a matri.z de 
coeficientes son l.ineal.mente independientes, es decir, ~ata tiene raa 
go igua1 a k. Segl!n el. ál.gebra l.ineaJ., esto quiere decir que l.a dimea 
si6n del. espacio de sol.uciones de este sistema es n - k. Pero por 
const:r:ucci6n J.as sol.uciones (v1 , ••• ,vn) del. sistema dan exactamente 
l.os vectores v =2v; ej de wi. 
(2) Puesto que v<o(Wl.)l. equival.e a v.J..W\ y todos l.os vectores de W 
tienen esta Úl.tima propiedad, tenemos que wc (V/l.).1-. Por (J.), estos 
dos suespacios tienen l.a misma dimensi6n, por l.o tanto, el.l.os deben 
ser igual.es. ## 

N6tese que l.a no degeneraci6n de g sobre todo el. espacio V es equ_i 
va1ente a que Vi.= o. 

Un subespacio· W de V se l.l.runa no degenerado si g\W es n~ degenera.
da. Cuando V es un espacio con producto interior, todo subespacio W. 
es nuevamente un espacio con el. producto interior g\W y es, por l.o 
tanto, un subespacio no degenerado. Sin embargo, cuando g es indefi
do existirán siempre subespacios degerados; por ejempl.o, cua1quier 
vector nul.o genera un subespacio degenerado. As! pues, un subespacio 
de un espacio con producto escal.ar no siempre· es, a su vez, un espa
cio con producto esca1ar. Esta dificul.tad está rel.acionada con l.as 
pecul.iaridades de l.a operaci6n perp que consideram•s más arriba. 

Lema 23.2 Un subespacio W de V es no degenerado si y s6l.o si V es 
l.a suma directa de w y wi. 

Demostraci6n. Recordemos (ver lH1, pag. l.83) l.s siguiente identidad 
de l.a teoría de espacios vectorial.es de dimensi6n finita: 

dim(W + WJ..) + dim(V/í\W.l.) = dim w + dim wi. 
Segiin el. l.ema 23~1, el. l.ado derecho de esta ecuaci6n es n = dim V. 
Por l.o tanto, W + wi. = V si y s6l.o si Wf\Wl- =O. As!, cual.quiera de 
estas dos condiciones es equival.ente a V= WIDW"-. Pero wnw.1. = 
= Í W(oW\ w.l. w!, por l.o que el. hecho de que este subespacio sea cero 
equival.e a l.a no degeneraci6n del. subespacio w. ## 

Puesto que (vti.)l. = VI, se sigue que W es no degenerado si y s6l.o 
si Wl-es no degenerado. 

Como q(v) = g(v,v) puede ser negativo, l.a norma de un vector v, 
denotada por \v\, se define por \g(v,v)\''1. Un vector unitario u es 
un vector de norma = l., es decir, g(u,u) = =1. Como es usua1, un con
junto de vectores mutuamente ortogonal.es y unitarios se l.l.runa orto
~. Y paran= dimV, cual.quier conjunto de n vectores orto~a
l.es es necesariamente une base para v. 

Lema 23.3 Todo espacio con producto esceJ.ar V fo tiene una base 
ortonormal.. 
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Demostraci6n. Puesto oue g es no degenerada, existe un vector VEV 
tal. que g(v,v) 1 o. De donde, v/\v\ es un vector unitario. As!, por 
inducci6n es suficiente demostrar que cualauier conjunto ortononneJ. 
e,, ••. , et5 con k<n puede ser agrnndado con un elemento más • .Por el. 1.e
ma 22.1 sabemos que estos vectores generan un subespacio no degenera
do W de dimensi6n k. S6lo resta encontrar un vector unitario en WLIO. 
Pero como hicimos notar antes,w'- es también no degenerado, de modo 
que e1 argumento anterior demuestra que WL contiene un vector unita
rio. ## 

La matriz de g con respecto a una base ortonormal e, , ••• ,en para 
V ea diagonal; de hecho, 

g( e¿ , ej) = blj Ej , donde ej = g( ej, eJ) = .:ti. 
Siempre que sea conveniente, ordenaremos loe vectores de una base 
ortonormal. de manera tal que los signos negativos, si los hay, apa
rezcan en loa primeros lugares de la 11amada signatura (é1 , ••• ,en). 

Tomando en cuenta estos signos, todav!a se puede realizar una 
expanai6n ortonormal.. 

Lema 23,4 Sea e,,.,.,en una base ortonorma1 para V, con éL 
Entonces cada v~V tiene una dnica expresi6n de la fo:nna 

v = 2 E¡g(v,e¿)e¿. 

Demostraci6n. Es fáci1 verificar que e1 vector 

v - "Ze:¡g(v,et)el 

g(e¿,e¡). 

ea ortogonal a todos 1os ej; as!, por 1a no degeneraci6n de g, este 
vector debe ser cero. ## 

La proyecci6n ortogonal TI de V sobre un subespacio W ea J:a trane
formaci6n 1ineal que manda WL a O y deja fijo a cada vector de w. Una 
base e, , ••• ,eK para W puede siempre ser agrandada hasta obtener una 
base para V; as! 

rr(v) = Ze:jg(v,ej)ej. 
Jd 

Ea costumbre referirse al. índice V de1 producto escalar g de V 
como e1 índice de V, y se escribe ~ = ind v. 

Lema 23.5 Para cual.quier base ortonorma1 e 1 , ••• ,en de V el rnimero de 
signos negativos en la signatura (!'. 1 , ••• ,En) es e1 !ndi.ce v de v. 

Demostraci6n. Supongamos que los primeros m signos E.L son negati_:· 
vos. fil resultado es t.rivial si g es definido, as!, supongamos que 
O<m<n. Es evidente que g es definido negativo sobre el subespacio S 
genera.do por e 1 , ••• , em; así que v ~ m. 

Para demostrar la desigualdad inversa, sea W un subespacio arbi-
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trario sobre e1 cuai g es definido negativo, y definamos tT :w-s 
por 

11(w) = -Zg(w,e¿)e¿. 
t.~1'1"1 

Evidentemente rr es 1inea1. Así que es suficienta demostrar que rr es 
inyectiva, ya que entonces se sigue dim W"" dimS = m, de donde v:o:;m. 
Si Tf ( w) = o, entonces mediante una expansicSn ortononnal., escribimos 

w =_L,g(w,ej)ej. 
J>M 

Pero dado wr:w, 

o;i, g(w,w) = z g(w,ej >"". 
j>M 

Por 1o tanto, g(w,ej") =O para j >m, de donde w =O. 

Se sigue que para un subespacio no degenerado W de V 

ind V = ind IV + ind wi., 

## 

ya que por e1 1ema 23.4, podemos encontrar una base ortono:nne1 para 
V adaptada a 1a suma directa V = IV + wJ... 

Sean V y V espacios con 1os productos escal.ares g y g, respecti
vamente. Una transformacicSn 1inea1 T:V-v preserva 1os productos es
cal.ares si 

g(Tv,Tw) = g(v,w) para todo v,wEV. 

En este caso, T necesariamente es inyectiva, ya que si Tv O enton
ces g(v,w) = O para todo w, de donde v = O. 

N6tese que T preserva productos esca1ares si y scS1o si T prese:r-
va 1as correspondientes formas cuadráticas, es decir 

q(Tv) = q(v) para todo V€V. 

Una de estas implicaciones es obvia; 1a otra se sigue mediante 1a 
identidad de polarizaci6n. 

Un isomorfismo 1inea1 T:V--+W Que preserva 1os productos escal.ares 
se 11ama una isometría 1inea1. Por 1as observaciones anteriores, tene 
moa que una transformacicSn 1inea1 T:v-w es una isometría 1inea1 si
y scS1o si dim V = dim W y T preserva 1os productos esca1ares (o bi,n, 
1as formas cuadráticas correspondientes). 

Lema 23.6 Los espacios con producto escaiar V y \V tienen 1a misma 
dimensicSn e Índice si y scSio si existe una isometría 1inea1 de V a w. 

DemostracicSn. Suponiendo que 1os invariantes dim e ind son 1os mis
mos, el.ijamos bases ortononnales e, , •.. ,e 0 para V y e~, •.• ,e:. para w. 
Por e1 1ema 23.5, podemos suponer que gy(e0 ,e¡) = gw(e[,eC) para toda 
i. Sea T una transformacicSn 1inea1 tal. que Te¡ = e( para toda i. En
tonces gw(Te0 ,Tej) = gw(e[,ef) para toda i,j. Por 1a 1inea1.idad de T 
Y por 1a bi1inea1idad de 1os productos esca1ares gv y g~, se sigue de 
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l.as igual.dadas anteriores (!Ue T es una isometría l.ineai. 
Inversamente, si T: V--W es una isometría l.ineal., entonces T tran_!! 

forma una base ortonormal. para V en una bpse ortonormal. para w. Por 
l.o tanto, dim V = dim W y, por el 1ema 23.5, ind V = ind w. ## 

++++++++++++ 



III. PORl!AS DIFERENCIALES 
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De todos los tipos de campos tensoriales, los que son covariantes 
y antisimétricos (ver secci6n 20), es deci~ las formas diferencial.es, 
son los que se encuentran con más frecuencia y los que tienen las 
más variadas aplicaciones. La teoría electromagnética (ecuaciones de 
Maxwell) puede formularse de manera muy elegante y concisa utilizan
do las formas diferenciales, además, esta formulaci6n no cambia al 
pasar al espacio-tiempo de la relatividad. Las formas diferencial.es 
han sido usadas por de Rham para expresar una muy profunda relaci6n 
entre la estructura topol6gica de una variedad y ciertos aspectos del 
análisis vectorial sobre la variedad. En el trabajo del famoso ge6me
tra francés E. Cartan, él usa casi exclusivamente las formas diferen
ciales para fo:rn1111ar y desarrollar sus resultados sobre los sistemas 
diferenciales y la geometr:!'.a riemanniana. Las generalizaciones de loe 
teoremas de Stokee y de la divergencia a dimensiones superiores y a 
espacios más generales (variedades), es muy complicada a menos que se 
use sistemáticamente el cálculo de formas diferenciales.Son este cál
culo y su aplicaci6n a la teoría de integraci6n en variedades, además 
del estudio del método dual de las distribuciones vectoriales, los 
temas principales de esta tercera parte de las notas. 

24 FORMAS DIFERENCIALES 

Una p-forma (diferencial) sobre una variedad M es un campo tenso
rial. antieimétrico de tipo (O,p) sobre la variedad M (ver secci6n 20). 
En otras pal.abras, una p-forma W es un campo tensorial. de l:'¡.(M) con 
la propiedad de que 

W (X, , ••• ,Xt, ••• ,Xj, ••• ,Xp) =-w(X1 , •• • ,XJ, ••• ,Xi., ••• ,Xp), 

para todos los pares de índices i y j y para todos los x.e~(M). 
As! pues, una cero-forma ea una f'unci6n f4-:¡;'(!1!) y una uno-forma es 

un elemento a e:;t~(r«) = ~4 (M) (ver secci6n 8). 
Unas-forma se puede construir a partir de un.tensor genera1 de ti 

po (O,s), aplicando a <late IÍltimo un operador especial A, llamado -
operador alternante. Si denotamos por f1S (M) al conjunto de todas las 
e-formas sobre M, el operador alternante A:,!•(M)---1\s(M) se define 
por s 

AT(X,, ••• ,X 5 ) =;¡O, .. ~ j,)egn(j,, ••• ,j 5 )T(Xj,, ••• ,Xjs), para todo TE}'.~(M), 
donde la suma se extiende sobre todas las s¡ pe:rn111taciones de los s 
enteros (l, ••• ,s) y sgn(j 1 , ••• ,j5 ) =±l., dependiendo de que (j, ,, •• ,j

5
) 

sea una permutaci6n par o impar de (l, ••• ,s); la ecuaci6n anterior se 
supone válida para todos los (X 1 , ••• ,Xs)E~(r,1)5 • 

Está claro aue el operador alternante A:;tg(M)-+J\"'(M) es lineal y 
que si T(t~CM) ya es un t enser antisimétrico, entonces el efecto de A 
sobre T es simplemente el de reproducir a T: AT = T. 

Si ~ = (x', ••• ,x") es un sistema coordenado para una vecindad U de 
una variedad M de dimensi6n n, sabemos que dx' , • , • ,dxn es una base lo-
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caJ. para las uno-formas sobre M; es decir, si !:l es una uno-:forma so
bre M, entonces podemos escribir 

e = Z G((l¡ )dxi. sobre u. 
Si TE:t_~(M), tenemos en estas condiciones que 

T = ! Tj,. •• j
5 

dxj'© ••• © ax.is sobre U, 

en donde Tj
1 
••• ¡. = T( ói,, ••• ,oj 5 ) (con J.os a índices corriendo de 1 a n>. 

son J.as n componentes del. tensor T con respecto aJ. sistema coordena
do l;:. 

Para obtener una base local para las ~-formas B?bre M, debemos 
antisimetrizar a los tensores básicos axJ'® ••• © dx'° por medio del ope
rador aJ.ternente, de este modo obtenemos: 

dxj' /\ •• • f\ dxjs = A(dxJ' © •• •©dx.Ís¡ , j =l, ••• ,n; k=l, •••,s. 

En el. 1ado izauierdo de esta ecuaci6n tenemos la s-:forma básica 
dxi•/\ ••• /\ ax!s -con respecto aJ. sistema 1,¡ , y se dice que se ha.obteni-
do tomando el producto exterior de J.as uno-formas axlo, ••• , ax". 

Podría pensarse que como en 1a ecuaci6n anterior tenemos s índices 
j 1 , ••• , ;i,. , cada uno de los cuale1¡3 corre de 1 a n, se obtienen entonces 
ns e-formas básicas dxJ• f\ •• • 1\ dxJ•. Sir.i embargo, esto no es cierto, ya 
que por 1a definici6n de dxlo" ••• /\ axJs, si cambiamos de J.ugar cual
quier par de diferencial.es, hay un cambio de signo: 

d~' f\ ••• /\ dxj"/\ ••• /\ axl¡t\ ••• /\axis= 

= -dxj' /\ ••• /\ ax j¡ f\ ••• /\. dxj~/\ ••• /\ dx:i•. 

De esta observaci6n se sigue que s61o cuan(lo todos los índi.ces j 1 , ••• , 

j 5 son diferentes, la s-:forma axl1 /\ ••• f\ dxJ• será diferente de cero. 
Por lo tanto, hey tantee s-formas básicas sobre una variedad de dimen
si6n n, como heya sucesiones finitas j 1< j 2 < ••• <.j,,, donde cada jl< co
rre de 1 a n. En otras palabras, si a~ n hay un total. de 

(~) = a¡ c:~s) 1 

a-formas básicas axio /\ ••• (\ axls sobre una variedad de dimensi6n n, y si 
a> n la única a-forma básica es J.a a-forma cero. 

As:!, por ejemplo, el conjunto tdxtf\ dxj\i<j~ que contiene anae 
n¡/2¡(n-2)¡ dos-formas, es una base 1ocaJ. para 1as dos-formas sobre•• 
Tsmbiolin, la n-fo:nna básica dx' f\ ••• f\ dx" constituye por s:I'. sola una 
base local pera 1as n-formas sobre M. 
Podemos resumir 1os comentarios anteriores en el. siguiente teorema. 

Teorema 24.l Sea~= (x1 , ••• ,x") un sistema coordenado sobre el. sub
conjunto U de J.a variedad n-dimensionaJ. M. Toda a-forma wE/\5(M) tiene 
una expresi6n J.ocal en coordenadas 

en donde la 
W = l,<.~<J,/.1.Jj, ••• ¡~ dxj' /\ , , • f\ axis sobre U, 

suma se toma sobre las n¡/s¡(n-s)¡ sucesiones finitas 
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j,< ••• <j5 , con cada jK=1, ••• ,n; yWJ° 1 .... j_s =W(Oj1, ••• ,C.js) son1as com
ponentes de (.Al con respecto al. sistema coordenado l¡ • 

Puesto que en este capítulo trataremos exclusivamente con produc
tos exteriores de formas diferencial.es, pode~os,eimp1ificar l.ig~ra.- • 
mente nuestra notaci6n. Así, escribiremos dx•dxJ en lugar de dx"/\ dxJ. 

Por ejemplo, si we/\"'(M), escribiremos 

W = .l, UJt.i dxi.dxj = W12. dx1 dx"' + w 13 dx 1 dx3 + U>23 dx2 dx3 
• 

Definiremos las componentes de una p-forma como sus componentes 
con respecto a 1.a base ldx'•· •• dx'Pl de p-formas y no con respecto a l.a 
base l a.xt, ® ••• ® dxi.•J de tensores covariantes, como l.o habíamos hecho 
en el. capítulo II. Así, ahora decimos que 1ae componentes de l.a dos
fonna que consideramos arriba son w,,_, Ul 1;¡ , y w,_3 , mientras que en 
el capítulo II, y puesto que 

dx'•dxti = .¡cdxl, © dxti - axt2©dx'•>, 

habríamos dicho que l.as componentes de ()J son b 11 o, b 12 = ~W1:i., 
b,3 =-l;:W13 , b;u = -b1;i. , etc. Tambil!;n en el. ejemplo anterior es fácil. 
comprobar que 

dx1 dx:>.(Ci, tCl2) = ~. dx 1 dx"( º' ,03) o, dx 1 dx:l.( ª20 d3) = o, 
dx 1 dx3(¡¡, ,<12) o, dx 1 dx3 (-a.,03) =±, dx 1 dx'Ch,;J3) =O, 

dx"'dx3 (a 1 'º"') =o, dx"dx3 (~, ;a 0 ) =o, dx""dx 3 (<l,,<h) =i'. 
De aquí debe quedar el.aro que 1a regl.a genere1 para eval.uar l.ae 

p-formas básicas sobre 1.os campos vectorial.es básicos es 
t, t ( .,. ) 1 ,S t, ~ Lp 

dx •• • dx P ~j., ••• •ºls = p¡ j, ••• ojp• 

donde i1 , ••• ,ip y j 1 , ••• ,jp son conjuntos crecientes de índices. 
Tambi.§n es el.aro que si !h, •.. tp son las componentes de una p-:forma 

e' entonces 

eco· ó· > Ls· · .)\, ••• ' Jp = p¡ J,··•Jp. 

Dadas cual.quier p-fonna W y cual.quier q-forma11 , definimos su l!!:!!
ducto exterior por l.a regl.a 

wl\') = A(W@f'l). 

Así pues, el. producto exterior de una p-forma y de una q-forma es una 
(p+q )-forma, l.a cual será nul.a si p+q>n. 

El. producto exterior es cl.aramente asociativo y distributivo, pero 
no es conmutativo en general. De hecho, para un sistema coordenado 
x' , ••• ,xn y, por 1.a definici6n, tenemos 

W f\ f\ = ( :Z Ulj, .•. jP dxl' ••• dxi•) (\ C:L.<\1<,•-·1<~ dxK' ••• dxK•), 

donde ( j, , ••• , jp) Y (k, , ••• ,k-¡.) son sucesiones estrictamente crecien-
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tes. De aquí tenemos que 

Wf\I'\ = {-1)P~ <Zr¡,
1 
••• K<¡ dx'• ••• dx"'i) /\ {Í:tJJj, ... Íp dx

3• ••• dxlf') 

(-1) (\/\W 

:ya que cada uno de ].os e1ementos básicos dx1<1, ••• ,dx"'I- debe eu:f'rir p 
intercambios de posici6n antes el.e que w f\'1 pueda ser 11.evado e. 1e. 
forma de f)/\W • La propiedad 

UJ¡\I°\ ,,, (-1.)Pllr¡f\w 

del. producto exterior se 1lama anticonmu.tatividad. 

25 DERIVADA EXTERIOR 

La derivada exterior de une p-forma tJ es una (p+1)-forma que deno
taremos por d9. Ya en 1a secci6n 5 habíamos definido d9 para el. caso 
p = o. Hay varias maneras de de.r la definici6n de 1a derivada exterior, 
cada u.na de 1ae cu.al.es nos da info:rmaci6n importante acerca de l.as 
propiedades de1 operador d: N' {M)-f\!'+1(M). 

A •. Definici6n Coordenada 
En t~rminos de un sistema coordenado, el. operador d simp1emente 

opera sobre 1as funciones componentes. Definimos entonces, 

d9 =j,<~<Jp (d0j, .•. .ip )A dxj' ••• dxjP• (25.l.) 

No es inmediatamente el.e.ro que esta sea una buena definici6n, ya que 
e1 1ado derecho de esta ecuaci6n podría depender de 1a e1ecci6n de1 
sistema de coordenadas x' , ••• ,x0 • Sin embargo, se comprueba fácil.men
te que eeta f6rmuJ.a satisface 1oa axiomas para d que daremos más ade-
1ante. Puesto que dichos axiomas serán independientes del. sistema 
coordenado y dete:rminan compl.etamente a d, se seguirá que l.a ecu.aci6n· 
(25.1) es independiente de la elecci6n de coordenada.e. 

En el. caso particu1ar de que M sea ~3 con las coordenadas cartesia-
nas x, y, z 1e. f6:rmul.a adquiere una forma muy parecida a. los opera-
dores diferencial.es c1áeicos de1 cál.cu1o e1ementa1 grad, rot y div: 

df r .. ax + f,dy + f,dz, 

d(fdx + gdy + hdz) df/\dx + dg/\dy + dh/\dz 

(f,dx + f~dy + f,dz)/\dx 

+(g, dx + g,dy + g, dz) f\ dy 

+(h,dx + hydy + h,dz) /\ dz 

= (11.¡-g,)dydz + (f,-h,.)dzdx + (gx-f\)dxdy, 

d(fdydz + gdzdx + hdxdy) df f\ dydz + dg /\ dzdx + dh/\ dxdy 

(fx + g, + h 1 )dxdydz. 

(En estas f6rmu.1as hemos indicado 1as derivadas parcial.es mediante 
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e1 subíndice adecuado). Las discrepancias entre estas f6rmu1as Y las 
f6rmu1as usueJ.es de los operadores grad (gradiente), rot (rotaciona1) 
y div (divergencia) pueden hacerse desaparecer si consideramos el 
producto interno usual de 1.R3 , para el cua1 dx, dy, dz, es una base 
ortonormeJ. en cada punto de IR~. Esto nos da un isomorfismo entre vec
tores contravariantes y vectores covariantes a~~ + b~y + cói ..-.. adx + 
+ bdy + cdz; nosotros ignoraremos aquí este isomorfismo y trataremos 
s61o con los vectores covariantes. 3 Ahora bi~n, en la variedad tridimensioneJ.. \R , tenemos los espacioe 
i\º(R~) =1"(\R'), f\'(R"), NCIR3

), f\3(\R3) de cero-formas, uno-fo:nnas, 
dos-formas y tres-formas sobre iR~, respectivamente ( 1os espacios 
l\s(~º) con s>3, son todos ellos igua1es a cero). Las formas básicas 
para estos espacios, con respecto a las coordenadas cartesianas x,y, 
z, son: 

1 para /\º ( (l;l.l) que es un espacio de dimensi6n ]. ; 
dx, dy, dz para f\1 (?..3 ) que es un espacio de dimensi6n 3; 
dydz, dzdx, dxdy para /\1 (\P._3) que es un espacio de dimensi6n 3; 
dxdydz para /\3 (\R3) que es un espacio de dimensi6n 1. 

Debido a las dimensiones de estos espacios, podemos esperar encon
trar unos isomorfismos 1inea1es entre los espacios N (IW) y fl.2 (~3), 
así como entre los espacios /\º(~'!.) y /\3 ( IR3). Definimos, entonces, un 
operador ~(\R3)-J.inea1, 11amado operador estrella de Hodge 

•:f\5 (~~)--.(\'-"' (\\l.3 ) s = 0,1,2, 3. 

especificando su efecto sobre las formas básicas como sigue: 

•(dx) = dydz, •(dy) = dzdx, •(dz) = dxdy, para e1 caso s = 1; 

•(dxdydz) = 1, para el caso s = 3; y •• = identidad, para los de-
más caeos. 

Usando e]. operador estre11a, ahora tenemos 

•d(fdx + gdy + hdz) = (h.,-g,)dx + (fa-h><)dy + (g,.-fy)dz, 

•d•(fdx + gdy + hdz) = fx + gy + h~. 

Por 10 tanto, ahora vemos que J.a verei6n covariante de J.os opera
dores rot y div está dada por J.os operadores rot = •d y div = .O.•, 
ambos operando sobre uno-formas. La versi6n covariante del grad es 
simplemente grad = d, operando sobre cero-formas. 

B. Definici6n Axiomática 
Existen unas cuantas propiedades del operador d: /\s (~l)-/\5"(M) 

que son suficientes para determinar completamente a d y que, por 1o 
tanto, tomaremos como axiomas para d: 
(1) Si f es una cero-forma, entonces df coincide con la definici6n 
que habíamos dado en 1a parte I de J.as notas; es decir, df(X) = Xf, 
para todo campo vectorieJ.. XE~(M). 
(2) Se tiene una regla, anáJ.oga a 1a reg].a de Leibniz, para caJ.cu1ar 
el efecto de1 operador d sobre un producto exterior de formas: 
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si 0•/\P (M) y i:.: A"(M), entonces 

d(0A"t) = dB/\"t + (-l.)Pe f\dr:. 

Debido a esta propiedad y al.a lineal.idad que daremos en el. axioma (4), 
se dice que d es una antiderivaci6n. 
(3) cuando a se apl.ica dos veces el. resul.tado siempre es cero: a(ae) 
=O para toda 9•/\P(M); escribimos entonces a~ =o. 
(4) El. operador d es \?.-l.ineal.: si 9 y i:. son p-formas y si a y b son 
m1meros real.es, entonces 

d(a9 + bi:) = ad9 + bdi:. 

Teorema 25.l. La definición en t~rminos de coordenadas (ecuaci:6n (25.1)) 
y l.a definici6n axiomática del. operador derivada exterior son equi:va-
1entes. 

Demostraci6n. La definición coordenada (25.l.) es una consecuencia fá
cil. de 1os axiomas. De hecho, de l.os axiomas (2) y (3) tenemos 

a(axt' ••• a.x'P) (a2 xt')" axi.>. •• ax.L!!.. axl' f\ (a:i.xi.•) f\ axh ••• axt~ + 

+ • •• + (-J.)~H dXtl•eadX~?-\f\d1 Xi.p = Q. 

Así tenemos 

d(fdxL1 ••• ax'•) df f\ axi.' ••• a.xi.P + fd( ax•• ••• a.x'l') 
df f\ ax'• ••• a.xtP, 

de donde, debido a l.a l.ineal.idad dada en el. axioma (4) y a que toda 
p-forma se escribe como una suma de t6rminos de 1a fo:nna :rdx''· •• a.x•P, 
obtenemos l.a f6rmula (25.1). 

Probar 1a proposici6n inversa, es decir, que 1a f6rmu1a {25.l.) sa
tisface los axiomas, es un poco más difícil.. Sin embargo, probar que 
satisface 1os axiomas (1) y (4) es trivial.. Para probar que (25.1) 
satisface el. axioma (2) necesitamos recordar 1a regl.a de Leibniz pe
ra funciones: d(fg) =(df)g + fdg. Las componentes de 9/\1: son sumas 
de productos de l.as funciones componentes de ll y i: • Ap1icando 1a f6r
mu1a ( 25. 1) a cada t 6rmino de l.a suma 01\ i: y usando l.a regl.a de Leib
niz, tenemos 

d(G;., .•. i.?ti,···1.. axi' ••• axL>axl' ••• ax¡~) = 
= a(e•,···l?l;),···l~) /\ axi.' ••• ax".,.ax.i• ••• dx!~= 

a9¡, ... l" /\ axi.1 
••• ax•?-ci,···hªxl• ••• ax~1 + 

+ 9¡1 ••• Lp (-l.)Paxt• ••• axi.~/\d-Cj,. .. ¡'4/\ axl1 ~ •• dx~<I 
De esta fórmu1a y del.a l.ineal.idad (axioma (4)), se obtiene el. axio
ma {2). El. axioma (3) se sigue del. hecho de que l.as derivadas par
cial.es de segundo orden de una funci6n no dependen del. orden en el. 
que sean cal.cul.adas. Esto, junto con l.a antisimetría de l.os produc-



68 

tos exteriores nos lleva al resultado buscado. En efecto, para un 
t~rmino típico fdx''• •• dx•P de una p-forma tenemoe 

d"(fdxL. ••• dx¡?) = d(df /\ a.x'• ••• dxtP) = diC:Z fx• dxK) /\ dx•• ••• dxiPj = 
' K = ~ fx ... xwndx"'a.x"dxl'• •• dx'~. 

Pero como f~"'"''til = f ... wa:~n'y dxmdxl.:dxi1 ••• dxif> =-dx..:.dx"'dxt' ••• dxtP, tenemos 
que 

.G f:.,\1.)1.MdXMdxt.:.dx''· •• dx~\' = -Z'fk-c.XW\dx"'dxKdx"• ••• a.x:'P, 

de don'd~ d2 (fdx'' ••• dx<P) =o. '•"' ## 

El. axioma (3) se conoce como lema de Poincará , aunque hay cierta 
conf'uei6n en la literatura, pues en aJ.gunos libros la proposic~6n 
inversa, "si d9 = o, entonces existe una forma "t: tal. que 9 = dt:", se 
llama lema de Poincará. Esta proposici6n inversa es verdadera e6lo 
local.mente y será demostrada en la secci6n 27. 

c. Definici6n Invariante 
Hay una f6rmu1a invariante para definir a d, es decir, una f6rmu-

1a que da d0 directamente como una forma diferencial, sin hacer re
ferencia a un sistema coordenado. Esta :f6rmu1a involucra aJ. parénte
sis de Lie y resulta ilustrativo compararla con la :f6rmul.a del pro
ducto que demostramos en la proposici6n 21.2. 

S6lo daremos la f6raiula para los casos en que el grado de la forma 
diferencial. es pequeño, pues estos casos son loe más ~tilee. 

Si f es una cero-forma: df(X) = x:r. 
Si e es una uno-forma: d9(X,Y) = :Hxe(Y) - Y9(X) - G[X,Y]J. 
Si 9 es una dos-forma: d0(X,Y,Z) = HXG(Y,Z) + Yll(Z,X) + ze(X,Y) 

- B( [X,Y] ,z) - e([Y,Z] ,X) -

- e< [z,xJ ,Y>}. 
(Los extraños factores l , ~ , ... pueden eliminarse usando otra def±
nici6n de los productos exteriores. Esta definici6n alternativa, que 
no altera en nada las propiedades .B8encia1es de los productos exte
riores, aparece frecuentemente en la literatura. Esta s61o difiere de 
la definici6n que nosotros hemos dado por la aparici6n de un factor 
entero de la forma (p + q)¡/p¡q¡.) 

26 PRODUCTOS INTERIORES 

El producto interior por X es un operador i(X) :/\P (M)-flP-•(M) defi
nido para cada campo vectorial. XE~(M). Esencialmente, i(X)9 fija la 
primera variable de la p-forma 9 en X, pero deja libree a las restan
tes p - l. variables. En f6rmul.as tenemos 

li(X)0] (X1 , ••• ,Xp_1 ) = p0(X,X1 , ••• ,Xp_1), 
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en donde '3€/'\P (LI) y x,, ••• ,Xp..,•-M-(rr.). 
Para cero-formas, definimos í(X)f = O. 

Es claro que í(X): f\P(M)-N'·'(!J) es un operador l.ineal. 

Ejemplo. Calculemos i(o1) apl.icado a las p-formaE básicas dxt',. ,ax'•r, 
donde i 1< ••• <íp• 
(a) Sí i 1 /. 1 tenemos para j 1 < ••• < jP-•, 

i(<J 1 )(dxL• ••• dx¡~) = pd.x~' ••• dxi.;.(o 1 ,:(15 1 , ... ,<lj,.1) =O (ver pag. 64). 

As!, i(Cl1 )(dx'• ••• dx'•) =o, ya que todas sus componentes son cero. 
(b) Si í 1 = l tenemos que pdx1 dx1z ••• ax<P(01,'1J1t••••ºj,_,) es cero si 
(i:i., ••• ,í,.) f (j., •• .,jp_,) y es p/p¡ = 1/(p-J.)¡ si (i,., ••• ,i9 ) = . 
(j 1 , ••• ,j~_,), Puesto que estos son los mismos valores que dx'>;. •• dx'~ 
tiene sobre (0j 0 ••• , ~.Íi'··J se sigue que 

i (ih ) ( dx' dxt>, •• ax'» = dxº'·,. dxí.r, 

La acci6n de i(Clc ) sobre todas las otras formas puede ahora obte
nerse usando la l.inealidad de i(óc). 

Proposici6n 26,l.. El operador i(X): f\P(bl)-N'""'(M) es una ant:Lderiva
ci6n, es decir, i(X) es una transformaci6n lineal y si e es una p-fo!: 
ma y -e ea una q-forma, i(X) satisface la regl.a del producto: 

i(X) (Gf\ 1:) = i(X)0/\-C + (-l)Pa /\ i(X)""C". 

Demostraci6n. El operador i(X) ea puraniente algebraico, as! que el 
valor de i(X)e en un punto depende solamente de J.os valorea de X y B 
en dicho punto. En particular, si X es cero en un punto, entonces 
ambos miembros en l.a f6rmula de l.a regl.a del producto son ce110 en ese 
punto, Por lo tanto, necesitamos s61o considerar el caso donde X 1 o, 
y podemos también escoger un sistema coordenado tal. que X = a1 • 

Si escribimos e y ~ en términos de sus expresiones coordenadas y 
desarro11amos ambos miembros de la f6rmul.a del producto usando la 
1ey distributiva para el producto exterior y la linesJ.idad de i(a,), 
resulta el.aro que s61o necesitamos probar.la f6~1a_para ~1 caso en 
donde e y -¡; son 1as formas coordenadas dx'• ••• ax'i>y dx''• •• üxJf, respec
tivamente. Así pues, nos quedan cuatro subcasos dependic:-ido c1e que 
11 y j 1 sean iguales a l. o no. Estos subcaeos pueden ser abordados 
usando e1 ejemplo anterior. ## 

La composici6n de estos operadores producto interior es antisimé
trica, es decir, i(X)i(Y) = -i(Y)i(X): 

i(X)i(Y)0 ( ••• ) pi(Y)G(x, ••• ) = p(p-1)9(Y,x, ••• ) = 
-p(p-1)9(X,Y, ••• ) = -i(Y)i(X)0( ••• ). 

Como hay una gran ana1og!a forme1 entre derivaciones tensorial.ea 
Y antiderivaciones de formas, no debe sorprendernos el hecho de que 
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una antiderivaci6n esté completamente determinada si se conoce cual. 
es su efecto sobre cero-formas y uno-formas. En efecto, s6lo tenemos 
que expresar una p-forma arbitraria en términos de cero-formas y de 
uno-formas y aplicar repetidamente la regla del producto. Este es 
precisamente el caso de las antiderivaciones d e i(X). 

Debido a que en la definici6n invariante del operador d que dimos 
en la secci6n anterior. aparece la derivada de Lie en la forma de 
paréntesis de Lie, no debe sorprendernos tampoco que exista una re
laci6n entre 1a derivada de Lie para formas y las mntiderivaciones 
d e i(X). . 

Teorema 26.2 Sobre formas diferencial.es, la derj.vada de Lie con res
pecto a X, Lx, está dada por la ecuaci6n operacional 

Lx = i(X)d + di(X). 

(N6tese que en cada miembro de esta ecuaci6n tenemos un operador li
neal. de f\P(M)--+J\P(M).) 

Demostraci6n. Hemos v:Lsto que Lx es una derivaci6n tensorial.; es de
cir, que es un operador lineal que preserva el tipo tensorial. y que 
satisface la regla del producto de Leibniz (ver secci6n 21). Demos
traremos que i(X)d + di(X) es también una derivaci6n: 

[iCX)d + di(x>J ce A-r:) = i(Xl (de/\"[; + <-1}1'e" dt) + 

+ d(i(X)9/\-C + (-1)Pe /\ i(X)-C} 

i(X}d91\-C. + (-1)PHdl:l/l.i(X)'t 

+ (-l)P i(X}9 /\di; + (-1)'-P 9 /\ i(X)dl: 

+ di(X)G l\T. + (-1f-1 i(X}Q /\di; 

+ (-l)f>dS/\ i(X)'t + (-l):t¡>éf\ di(X)'C 

(i(X}d + di(X))G /\i; + l) f\ (i(X}d + di(X})'i:. 

As!, si Lx • i(X)d + di(X} coinciden sobre cero-formas y uno-for
mas, entonces coinciden sobre todas las p-formas. 

Sobre cero-formas tenemos L,f = Xf, mientras que i(X)df + di(X)f 
i(X)df + dO = df(X) = Xf. 
Sobre una uno-forma df tenemos que Lxdf = d(Xf). Para demostrar 

esto, denotemos por (Y, df) a la funci6n oue resulta al. evaJ.uar la 
uno-forma df sobre el campo vectorial Y. -Entonces tenemos Lx(Y,df> 
= X(Y,df) X(Yf). Pero, por otra parte, 

Lx{Y,df} = (LxY,df) + (Y,Lxdf) = {[X,Y],df) + (Y,L,df) = 
= XYf - YXf + (Y,Lxdf}, 

de donde (Y,Lxdf) = YXf = (Y,d(Xf)). Como Y es arbitrario, hemos de
mostrado que Lxdf = d(Xf). 

Por otra parte, 
li(X)d + di(X)] df = i(X)d1 f + di(X)df = O + d(Xí'). ## 



Coro1ario 26.3 Los operadores d y Lx conmutan aJ. ser ap1icados a for
mas diferencial.es; es decir, para toda p-forma e • dLxG = Lxd9. 

Demostraci6n. Ueando 1a f6:nnu1a para L x que acabamoe de demostrar 
en e1 teorema anterior, y e1 hecho de que d2 o, tenemos que 

dLxB = d(i(X)d9 + di{X)e) = di(X)d0, 

mientras que 

Lxd0 = (i{X)d + di{X))de = di{X)d0. ## 

Cuando 1a f6rmu1a de1 teorema se escribe como 

(p+1)d0(X, ••• ) = [Lx0 - d(i(X)B)] (. ••), 

obtenemos un medio para determinar a d sobre p-formas a partir de 1a 
derivada de Lie y d sobre {p-1)-formas. Esto su-giere que cuando dese
amos probar aJ.guna propiedad de1 operador d y tenemos 1a propi:edad 
correspondiente para derivadas de Lie, podemos uti1izar 1a inducci6n 
matemática con respecto al. ~ (tipo tensorial.) de ];as formas in
vo1ucradas. 

27 J:NVERSO DEL LEJi!A DE POINCARÉ 

Consideremos 1os siguientes resu1tados que aparecen con frecuen
cia en 1os textos de física te6rica, 1os cual.es se dan sin mayor dis
cusi6n y que pertenecen aJ. anáJ.isis vectorial. en IR3 

• 

{a) Si grad f = O, entonces f es constante. 
(b) Si rot X o, entonces existe una :f'unci6n f tal. que X = grad f 0 

(c) Si div X = o, entonces existe un campo vectoriaJ. Y tal. que 
rot Y = x. 
(d) Para toda funci6n f existe un campo vectorial. X tal. que div X = f. 

Cada una de estas afirmaciones es defectuosa, w.tn cuando (d) s61o 
requiere una modesta suposici6n de diferenciabi1idad. Sin embargo, 
tal.es suposiciones de diferenciabi1idad no pueden servir para repa
rara las afirmaciones (a), (b) y {c), puesto que su m~or defecto 
radica en que no especifican ciertas suposiciones topo16gicas acerca 
de 1os dominios de definici6n de f y X. En {a) debe suponerse que e1 
dominio de f es conexo; en {b) que e1 dominio de X es simp1emente 
~· es decir, que toda curva cerrada simp1e en e1 dominio de X es 
1a curva frontera de una superficie de extensi6n finita contenida en 
e1 dominio de X; en (c) debe suponerse que toda superficie compacta en 
e1 dominio de X es 1a frontera de una regi6n acotada contenida en e1 
dominio de x. 

E1 prop6sito de esta secci6n es unificar y generalizar 1as versio• 
nes correctas de 1as afirmaciones (a), (b), (c) y (d). Esto se 1ogra 
mediante 1a traducci6n de estos resuitados en afirmaciones acerca de 
P-formas sobre variedades. Las condiciones topo16gicas sobre los do-
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minios se reemplazan por una s6la condici6n más fuerte que implica 
todos los casos especiales: Suponemos que el dominio contiene a un 
cubo coordenado U = t mébll a'< x' (m) < b' ! de a1gún sistema coordenado 
x' , ••• ,xn de M. 

Una p-:forma 1: se llama cerrada si d-i: = o. Si p> O, decimos que -e 
es ~ si existe una (p-l)-:forma e te.l que i:; = d0; una cero-:forma 
es exacta si es constante. Si para todo punto m en el dominio de~ 
hay una vecindad U de m tal oue "!: l U, la restricci6n de i: a U, es e
xacta, entonces decimos que "!: es localmente exacta. 

Es obvio que la exactitud implica la exactitud local. El axioma 
(3) para el operador d (secci6n 25), es decir, el lema de ~oincaré, 
muestra que la exactitud loca1 implica la cerradura. De hecll;o, si i: l U 
= d0u , entonces do\U = d(<;!U) = d1 8u = O, y puesto que esto es Ve:I'
dad para alguna U alrededor de todo punto, di:= o. Demostraremos 
ahora el inverso local del lema de Poincaré: 

Teorema 27.l Si i; es una p-:forma cerrada, p = l, ••• ,d :' d;i.111 M,.enton
ces para toda vecindad cúbica de coordenadas U= lm€Mla"<x•m< b•} con.
tenida en el dominio de "t:, existe una (p-l)-:forma 0 de:finida sobre U 
tal que d9 = 1: \U. Una cero-:forma cerrada de:finida sobre U es constan.
te sobre u. En particular, toda p-:forma cerrada es localmente exacta. 

Demostraci6n. Para una cero-:forma "t, d"t: = O signi:fica que en U, o¡_ 1: = 
= o, i = l, ••• ,d. Se sigue entonces que i:; es constante sobre cua1quier 
curva en u, y dado que U es conexa, i: es constante en u. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el or!gen oe!Rdco
rresponde a aJ.gÚn punto de U bajo el sistema coordenado x' , ••• ,xd; 
es decir, ai.<0< bt, i = 1, •.• ,d. 

Para concluir la demostraci6n construiremos lo que se conoce como 
una homotopía aJ.gebraica H de d sobre :formas de:finidas en u. Esto sig
nifica que H:f\P0.1)-/\P-t(M) es una transformaci6n lineal tal que para 
toda p-:forma -e se tiene 

Hd"t + dH-c = "t ; 

es decir, Hd + dH es la trans:formaci6n identidad sobre :forma.s. Habien
do construido dicha homotopía algebraica H es trivial resolver el pro
blema de encontrar S, ya que di; = p implica que dH-c ="t:; as! pués, po
demos hacer (l = H"L. 

Definamos H para formas del tipo e< = f(x' , ••• ,xd )dxt., •• dx'•, donde 
i 1 < ••• < ip, por 

Hoc = l j~ f(O, ••• ,o, tx'', xL1+ 1
, ••• ,xd )dt] x''dxh ••• dxi.•. 

Si~ es una cero-forma, definimos Ho = o. Extenderemos H a las p-:for
mas arbitrarias por medio de la linealidad de H. 

Se requiere un c6mputo a.lgo lareo para verificar que Hd()( + dH"' = ot • 

Tomar la derivada exterior de H()( involucra derivadas parcia:J.es de una 
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integra1 con respecto a parámetros en el integrando. Un teorema muy 
conocido del cálculo avanzado justifica la posibilidad de pasar los 
operadores de derivaci6n parcial dentro de los signos de integra1. 
Aparte de este resultado, necesitamos observar que 

·-.. ( t ¡ ;.., d) _,Lf(O Ot \. ¡+i <i) xtotf o, ... ,o, x ,x , .•. ,x - dt , ••• , , x ,x , ••. ,x 

y que 

txLO,f(O, ••. ,o,txt ,x&.+ 1 , ••• ,xd) + f'(O, ••• ,o,txi,xl~ 1 , ••• ,xtl) 
d t ( . . d) = dt tf o, ••• ,o,tx' ,x•+•, ••• ,x • 

Completar los detalles de la demostraci6n es un fácil ejercicia. ## 

Ejemplos. Demostremos como funciona H en los casos (b), (c) y (d) 
que consideramos a1 principio de esta secci6n. 
(b) Supongamos que i:; = fdx + gdy + hdz, de = o, y i:; está definida so
bre una regi6n cl1bica de IK3 • A partir de di:; = O tenemos que f., = g,., 
fz = hx, y gr= h~, donde los subíndices indicen derivadas parciales. 
Entonces Q = Hi: es una cero-forma dada por 

G(x,y,z) = xL' f(tx,y,z)dt + y~: g(O,ty,z)dt + z fo~co,o,tz)dt. 
De aqu! obtenemos 

d9 = c5' l f(tx,Y., z) + xtf,,_ (tx,y, z)] dt)dx + 
• 1 

+ ( SJx:f~(tx,y,z) + g(o,ty,z) + ytg~(O,ty,z})dt)dy + 

+ ( ~;lxf,(tx,y,z) + yg!(o,ty,z) + h(o,o,tz) + zth~(o,o,tz)]dt)dz 
= (f(x,y,z) - O)dx + (lg(x,y,z) - g(O,y,z)] + lg{O,y,z) - O})dy 

+ ([h(x,y,z) - h(O,y,z>] + \'.h(O,y,z) - h(O,O,z)] +\'.h(O,O,z)-0) )dz 

= fdx + gdy + hdz = 1: • 

(c) Si 1: = fdxdy + gdxdz 
f,. + g"I + h" = O. Para G 

e = <S: f(tx,y,z)dt)xdy + 

+ hdydz, entonces d~ = O implica que 
H't' tenemos 

<S' g{tx,y,z)dt)xdz + (r
1
h(O,ty,z)dt)ydz. 

o ~. 
La verificaci6n de 
e1 ejemplo (b). 

que dG = 1: se realiza con la misma t~cnica que 

{d) Si i; = fdxdydz y 

e = ( r f( tx,y, z)dt)xdydz, 
o 

entonces es obvio que dS ='t • 

en 

Debe quedar claro que la so1uci6n 6 oiya existencia garantiza e1 
teorema 27 .1 no es t1nica, excepto cuando -¡; es una uno-forma. De hecb:o, 
si (j. es una (p-2)-forma arbitraria, entonces d(8 +d<I-) = d9 + d2 CI. = 1:. 
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28 CADENAS CUBICAS 

Los objetos sobre 1os cuales integraremos a las p-formas serán un 
poco más general.es que 1ss eubvariedades orientadas de dimensi6n p. 
Nosotros integraremos sobre p-cubos suaves y sobre sumas formal.es de 
tal.es p-cubos (-p-cadenas). Desde luego, e1 dominio de integraci6n 
que surge en un problema de física rara vez está dado como una cade
na, así que al. aplicar esta teoría de integraci6n debemos desarro11ar 
1a habilidad de representar loe dominios que se encuentran comunmen
te en forma de cadenas, es decir, debemos parametrizar 1oe dominios. 
En 1as aplicaciones de la matemática pocas veces se parametrizan 1os 
dominios exp1ícitamente, más bián se usa el. hecho de que una amp1ia 
el.ase de dominios son parametrizablee. 

-, 
Un p-cubo (p> O) en 1?,P ea una vecindad cúbica cerrada con respecto 

a 1ae coordenadas cartesianas: 

U= 1<u' , ••• ,uP)E'.R~\btsut~ b¡+c', i=l., ••• ,pJ, 

donde 1os bí. y ci. son constantes dadas con é>o, i=1, ••• ,p. No permi
tiremos que l.as cotas de l.as u• tomen valoree infinitos, entonces U 
es cerrado y acotado, por lo tanto, compacto. 

Un p-cubo suave r:f.. en una variedad M es una ap1icaci6n suave 
ex :U-M donde U es un p-cubo en !RI". 

Un p-cubo orientado es una pareja (ol ,ul), en donde o< es un p-cubo y 
Wee una orientaci6n de :RP. De acuerdo con la definici6n que dimos en 
l.a eeccitln 1.1, Ul es un atlas de cartas sobre ~P rel.acionades entre sí 
por medio de determinantes jacobianos positivos. Sin embargo, para 
nuestros prop6eitos en esta eecci6n es mejor eX}lresar la orientaci6n 
por medio de p-formas. Si 1as coordenadas x' , ••• ,xP y. Y' , ••• ,yP están 
re1acionadae por e1 determinanté jacobiano J = det(~x'/ayi), entonces 
dx1 ••• dx~ = Jdy• ••• dyP(ver corol.ario 20.3, pag. 51.). As!, siempre po
demos decir cuando dos sistemas coordenados están consistentemente 
orientados comparando sus "elementos coordenados de vo1umen" dx' •• • dxt 
y dy1 ••• dyP. Puesto que uno de los dos sistemas gl.obaJ.es de coordena
das cartesianas u' , ••• ,uP o -ut, •.. ,u~ debe estar cons.i.stentemente o:
rientado con U>, nosotros identificaremos w con uno de l.os e1ementos de 
vol.'limen du' ••• duP o d(-u• )du2 ••• duP. 

Si -<» es l.a orientaci6n opuesta a w, entonces decimos que (n,-w) ea 
el. negativo de (~.w), 

Compl.etamoe nuestras definiciones incl.uyendo el. caso p = O y definí 
mos un cero-cubo en M como un punto mi>M. Un cero-cubo orintado· en M -
será un punto de !~ junto con uno de los números +1 o -1, es decir, 
(m,+1) o (m,-1); estos son nee;ativos uno de1 otro. 

Si U, como antes, es e1 dominio de un p-cubo ct , definimos 1as ~ 
-caras de"' como 1os (p-1)-cubos el.¡, , i=l, ••• p, é=0,1, definidos por 

ó.i.t (v', ••• ,vi>-1) = cl.(v 1 , ••• ,vL-1, b¡, +i:.ci. ,vi., ••• ,vP·•), 

donde bj ~ vj ,¡; bj +cj para j=1, ••• ,i-1 y bJ.+ 1 ~ vj ~ bj~'+ch• para j=i, •• ,p-1. 
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Así pui§s, vemos oue <:J. tiene 2p de estas (p-J.)-caras. Las e-caras deot. 
se definen recursivamente como J.as a-caras de J.as (s+J.)-caras deo<, 
s=O, ••• ,p-2. Estas se designan por r:f..i.f.,i.fo.r••¡heh, en l.ugar del.a nota
ci6n más comp1icada ( ••• (((¡1€ 1)¡,., ••• ), hEh, donde h = p-s. En particul.ar, 
1os vértices o cero-caras de « son J.os puntos 

(b1 + 81 c 1 •••• ,bP+e:.pcP), 

así que un p-cubo tiene 2P vértices. 
Para definir J.as (p-1)-caras de un p-cubo orientado (oc,w) debemos 

dar a <1le una orientaci6n Wi.e. Puesto que queremos que (-W)c.: = -(W¿~ ) 
tomamos esta propiedad como parte de J.a definici6n y restringimos 
nuestra atenci6n a w = du1 ••• duP. Entonces hacemos 

W¡E = (2e-l)(-l.)•-• dv' ••• dvP·•. 

Sobre la cara de U para ].a cual u¡ = bl. +e c<, el vector coordenado 
correspondiente a ].a coordenada ( 2E-l.)u" está dirigido hacia~
con respecto al interior de U. El. sistema de coordenadas que consta 
de (2E-J.)uL y (2e-l.)(-l.)¡_,v1 ,vz, ••• ,vP-•, será un sistema con una orien.
taci6n consistente conw, ya que el signo (-J.)L- 1 sirve para compensar 
el. corrimiento en J.a posici6n de uL. Así, hemos eJ.egido J.a orientaci6n 
en J.as caras de l.a frontera de U de acuerdo con J.a "convenc16n de J;a 
no:nnal. dirigida hacia afuera" (ver fig. 8). 

,,_:. 1 
:i. 

! 

oLi. :L 

! \:\~. 8 
;¿ _, 

+I 

:¡ • u' 

i 

Las cero-caras de un uno-cubo orientado {a ,du1 ) se definen como 
(<l.(b' ),-J.) y (Q((b' +c' ),+l.). 

Es interensante e importante darse cuenta de que no es posibie de
finir consistentemente una orientaci6n para las (p-2)-caras de un p
cubo orientado. De hecho, tenemos 

Proposici6n 28.1 
sean l.,¡ i< j~p. 
misma (p-2)-cara 
W a través de rj.•ó 
= -Wji;L6 • 

Sea et. un p-cubo (p>J.), sea w una orientac16n de oi , y 
Entonces J.os (p-2)-cubos O'-iSlj-1)E y ()(.j•Ló son ].a 
de DI, y J.as orientaciones determinadas en eJ.J.as por 

y o<je son negativas entre sí, es decir, UJL.StJ-M. 

Demostraci6n. Es evid~nte 9,Ue ol<SU-•)E y C!-jsl¡; se obtienen ambos a 
partir de ti. dando e. u' y uJ los vaJ.ores b' +óc' y b¡ +EC;, respectiva
mente. Los signos asociados a la primera de J.as restantes coordenadas, 
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1os cuaJ.es determinan 1ae orientaciones UJib(!-1l€. y Wfr.i~ en e1 caso 
w= du' ••• duP, son (2~-1)(-1)L-1 (2e.-1)(-l)j y (2E-l)(-1)i-•(2t:-1)(-1)H, 
respectivamente. Eetos signos son claramente negativos entre s!. ## 

Decimos que loe p-cubos d. y fl. son eauivalentee si existe un di:feo
mor:fiemo 'f entre conjuntos abiertos que contienen a loe dominios de oc 
y p taJ. que aplica las s-caras de U (= dominio de oc) sobre las e-ce
ras de V (= dominio de f3 ) , B=O, ••• ,p, y tal que el diagrama 

ü~ 
'Pl~ H 

V 

Uc üc IR_? 

Y C VC '¡~,P 

conmuta; es decir, ~ 0 '!' =O(. Es claro que la equivaJ.encia de p-cuboa ea 
una relaci6n de equivaJ.encia. También ea obvio que loe p-cubos equi
valentes tienen 1a misma imagen. Se pueden obtener ejemplos simpJ;ea 
de p-cubos equivalentes haciendo que ~ sea una trans1aci6n, sea una 
mu1tiplicaci6n de algunas de las coordenadas por nlÍJneroe reales dis
tintos de cero, sea una permutaci6n de las coordenadas o que sea una 
combinaci6n de todas estas operaciones. 

Si t>C es equivalente a 13 por medio del di:feomor:fismo 'f y w es una 
orientaci6n para o¡, entonces puesto que 'P es, en particular, un siste
ma coordenado para una vecindad de !RP, debe estar consistentemente orie.!! 
tado con (u1 , ••• , uP) o con (-u' , ••• , uP). Dependiendo de cua1 sea el!. 
caso, de:finimoa a (o:,w) como eauivalente a (¡i,w) o a (~ 0 -u>). Nuevamen
te esta es una relaci6n de equivalencia entre p-cubos orientados. 

Proposici6n 28.2 .Si (<i. ,..,) es equivalente a (13 ,bw), ó-±i·, entonces las 
ÍP-l)-caras orientadas de (o<,w) son equivalentes a las (p-1)-ce.ras de 
C¡i,&w), cuando estas últimas se toman en algtÍn orden especial.. 

(Esto se sigue inmediatamente de las de:finiciones.) 
Una p-cadena es una suma :formal :finita l., ri Ci. de p-cubos oriente-

dos Ci. con níliííeros reales r¡ como coe:ficientes. Una p-cs.dena 2. r¿Cl 
es equivalente a una p-cadena !,sj Dj si para todo p-cubo orientado 
(o< ,w ) tenemos 

LÍr¡\ C~ es equivalente a (<1,w)1 

-Zlr<I Co es equivalente a (Cl',-<»>J 

= Ztej 1 Dj es equivalente a (ol ,w)J 
-Z{sj\Dj es equivalente a (ll'.,-1»)1. 

Decimos que una p-ca.dena Z t¡ Et es irreducible si para toda i y j 
(i / j), E¡ no es equivalente a1 negativo de El, o a Ej, o a1 negati
vo de Ej. Se sigue que toda p-cadena es equivalente a una p-cadena 
irreducible. Para cada p permitimos la posibilidad de sumas formales 
vac!as (sin términos), en este caso hab1amos de 1a p-cadena nula, de
notada por o. 
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Para una cero-c1'.dena (no confundir con la cadena O), combinamos 
l.os signos que definen la orientaci6n con los coeficientes y simple
mente l.a escribimos co~o una suma :Z r¡mt, en donde m•eM para toda~. 

Las cadenas se pueden sumar y pueden ser multiplicadas por ndmeros 
reaJ.es de manera obvia, y estas operaciones son compatibl.ee con la re
l.aci6n de equivalencia entre cadenas. Es claro que para cada p, el. 
conjunto de l.as p-cadenas es un espacio vectorial. sobre los m!meros 
real.es. 

Decimos que x es un punto rep;ul.ar de~ si xGU 0, el. interior del. do
minio ctfbico U de O(, y si doc es biyecti va en x. Denotaremos por ur al 
conjunto de todos los puntos regulares de O( • 

El significado geom6trico de l.as p-cadenas proviene de l.a posibil.i'
dad de representar por medio de el.las cierta regi6n de una subvarie
dad orientada de dimensi6n p. Haremos esto s61.o para el. caso de p-ca
denas irreducibles con coeficientes t" = 1. Decimos que un p-cubo o
rientado ("' ,w} parametriza una regi6n S de la subvariedad N si o(. es 
inyectiva sobre ur, S es la imágen de U bajooc (S = oi:(u)), y simpre que 
&<. sea biyectiva en x y v, , ••• , Vp es una base para Tx (u::(P) que es consi!!, 
tente con la orientaci6n w, entonces l.a base d\i.(v1 }, ... ,d«(vp} de 
Tax (N} es consistente con l.a orientaci6n de N. [Una base de vectores 
tangentes Vi en x es consistente con w si existe un sistema coordena
do consistentemente orientado con to tal. que ót lx = v,;. Si un p-cubo 
parametriza una regi6n, l.a misma regi6n es parametrizada por cual.quier 
otro p-cubo equivalente aJ. primero, 

Una p-cadena irreducible (o.¡ ,w¡) parametriza una regi6n S de N si 
(a) Cada («,; ,w¡) parametriza una regi6n S• de N, 
(b) S es la uni6n de 1as s,;, 
(c) Para todo i/j,ot¡ (U[) y ~j(U/} son disjuntos, donde u[ es el; con
junto de puntos regiiJ.ares del dominio U,; de al.l • 

N6tese que no hemos requerido que l.os p-cubos se encuentren unos 
a otros sobre sus caras de alguna manera regular, ai!n cuando exi«ir 
que l.os p-cubos se encuentren de una manera semejante es razonable 
cuando consideramos la parametrizaci6n de variedades con fronters,(ver 
más adel.ante). 

Una p-cadena parametriza una regi6n s, cuando existe una p-cadena 
irreducibl.e que parametriza la misma regi6n S y que es equivalente a 
l.a p-cadena dada, 

Ejemplo. Las coordenadas polares sobre el. pl.ano parametrizen al. dis
co unitario cerrado por medio de un dos-cubo ~(r,e) = (rcose,reenO) 
definido sobre el. rectángulo o.,r,;,l., o,;,e~ 2n(verfig. 9), Los pun
tos regul.ares son l.os puntos interiores. Las cuatro caras están dadas 
por: 

o<,ae = (Ocose,osene) = (o,o), de modo que 0! 10 es un uno-cubo cons
tante. 
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oe 11 e = (cosG,senil), de modo que ()( 11 parametriza al círculo unita,... 
rio. 

Ohor = Q.J,1 r = (r,O), de modo que Cf 20 y Cl 2 1 son equivalentes y pa
rametrizan un segmento unitario del eje x. N6tese que para cualquie
ra de las dos orientaciones UJ de ~ , las caras orientadas (Q.20 ,w~0 ) 
y (Cl(;, 1 ,Wz1 ) son negativns entre sí. 

8 2r.I-, 
.j) 

'------'---~~ r L 

" -·----.. 

La frontera de un p-cubo orientado (ct,w) es la (p-1)-cadena que 
consiste de la suma de todas las (p-1)-caras orientadas deoc: 

.Z (<>-¡e ,w¡~ ). 
,,,,[.~..:,\ 

La frontera de (~,w) se denota por d(~,w). La frontera de una p-cade
na 2 r¿ C¡ es a!, ri e, = -;i, r¡ ÓC¡ • Así pues, a ea un operador lineal en
tre el espacio vectorial de las p-cadenas y el espacio vectorial de 
las (p-1)-cadenas, llamado operador frontera. Este operador también se 
comporta bién con respecto a la equivalencia; ea decir, si la p-cadena 
C ea equivalente a la p-cadena D, entonces ClC es equivalente a óD. 

Proposici6n 28.3 Para cualquier p-cadena e, P> l, o2 C =ÓÓC O. 

Demostraci6n. Pera un p-cubo orientado (t< ,w), ·a(ct ,w) = O se sigue in
mediatamente de la proposici6n 28.l., ya 'que l.as (p-2)-caras se cence
lrui por parejas pues tienen orientaciones contrarias. Entonces tenemos 

(J(lc =aóZr¡C¡ = 02-:r,óc; = L,r¡óoc =o. ## 

Para un uno-cubo (~,w), la frontera consiste esencialmente del pun
to final. menos el punto iniciol. Así, la suma de los coeficientes. de 
i?>('l<,w) es cero. ·En general, definiremos la suma de los coeficientes de 
una cero-cadena C como el. índice de Kronecker de e, y lo denotaremos 
por IC = I(:lr¡ml) = '2 r¡. Se sigue que para cualquier uno-cadena D, 
IaD = o. El inverso de este resul.tado no es cierto en general, pero la 
condici6n para que se verifique es de naturaleza topol6gica y nos da 
una idea de la relaci6n que existe entre el álgebra de cadenas y l.a 
topol.og!a. 

Proposici6n 28.4 Una variedad M es conexa si y s6l.o si toda cero-cede 
na C en M tal. que IC = O es l.n :frontera de una uno-cadena D en J.l: -
'aD = c. 
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Demostraci6n, Supongamos QUe M es conexa y oue C es una cero-cadena 
en M tal. que IC =o. Entonces C = :Z r,m¿, doñde Z r"= O. Tomemos un 
punto m0 E:-M. Para cada punto mi podemos encontrar una curva suave Cit' 
cuyos puntos extremos sean m0 y mi debido a que tl es conexa. Podemos 
suponer QU.e <t.¡ está parrunetrizada de O a J., de modo que o1< es un u.no
cubo def:!.nido sobre [ O,l.1 • Entonces l.a uno-cadena D sobre M, dada por 
D = 1:, r,: (~¡, du) tiene :frontera 

D = Z r¿ó(oi¡ ,du) = L. ri (0<¡(1) - ""'(o)) 
= Z r,·m¿ - C:Z::ri)m 0 = Z r¡mi =c. 

Inversamente, si ~¡ no es conexa, entonces para cada componente conexa 
Mr de m definimos el. índice parcial. de Kronecker Ir sobre cero-cadenas 
por I.,, ( 2 r¿ m¡) = suma de aquel.l.os r¿ tal.es que mtEMr. ~esto que un 
uno-cubo está compl.etrunente contenido en M r o está compl.etamente fuera 
de Mr, todavía tenemos que I-c.oD = O para toda uno-cadena D. Sean ahora 
M0 y M, componentes conexas diferentes de M y tomemos m0 G MoY m, G M1 • 

Entonces m, - m0 es una cero-cadena C tal. que IC =o, pero Ir(m1 -m0 ) = 
l., de modo que m 1 m 0 no puede ser una fronter8. ## 

Una el.ase bastante ampl.ia de regiones en variedades pueden ser pa
rametrizadas por medio de cadenas. A continu.aci6n daremos, sin demos
traci6n, .un par de teoremas acerca de este tema que más bién pertene
ce a 1a topol.ogía al.gebraica. 

Teorema 26.5 Sea M u.na variedad compacta y orientada de dimensi6n d. 
Entonces existe u.na d-cadena C en M que parametriza a l.a propia M y 
para l.a cu.aJ. oc es equivaJ.ente a o. 

otra ciase importante de espacios parametrizabl.es por medio de ce-
denas son 1as variedades compactas orientabl.es y con frontera. Un sub
conjunto N- = N U B de una var:!.edad M es una subvariedad p--dimensional. 
con frontera B si 
(a) N es una su.bvariedad abierta de u.na subvariedad p-dimensionaJ. N+ 
de M. 
(b) B es una su.bvariedad (p-1)-dimensionaJ. de N+. 
(c) B es l.e. frontera topol.6~ica de N con respecto a l.a topoJ.og;(a de W; 
es decir, todo abierto de N aue contenga a un punto de B, debe conte
ner puntos de N y puntos de N+-N. 
(d) En cada punto bEB hay coordenadas x' , •• ,,xP, sobre una vecindad U 
deben W tal.es que Bn U= ln\x' (n) =O y Nnu = i n\x' (n)<: o3. 

S:I. N está orientada, entonces B tiene 1a correspondie11te orienta
ci6n inducida, '1!sta es tal. au.e siempre q_ue l.as coordenadas x• en (d) 
son consistentes con l.a orientaci6n de N, entonces ].as coordenadas 
x~, ••• ,xP, restringidas a B, son consistentes con 1a orientaci6n de B. 
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Teorema 28.6 Si li es una variedad compacta y orientada con frontera 
B, entonces existe una cadena C que parametriza a N"" y tal que oC pa
rametriza a B con la orientaci6n inducida. 

Para cerrar esta secci6n consideraremos brevemente la cuesti6n de 
los elementos de volumen. Si M es una variedad orientada de dimensi6n 
d, definimos un elemento de volumen sobre M como una d-forma n sobre. lil, 
que nunca es cero y que es consistente con la orientaci6n de 11, en eJ. 
siguiente sentido: Para todo sistema coordenado x•, ••• ,xd sobre M que 
es consistente con la orientaci6n de M, la expresi6n coordenada de Sl 
es n = fdx ••• dx , donde f es una funci6n suave y positiva sobre M. 
Pera cualquier funci6n g suave y positiva sobre todo M, g.Ues un° ele
mento de volumen sobre M si fl. lo es, e inversamente, cualesquiera dos 
elementos de volumen son multiplos positivos uno del otro. De hecho, 
cual.quier d-forma se obtiene de5l. multiplicando a esta Última por una 
funci6n suave. 

Para demostrar que siempre es posible definir un elemento de volu
men sobre una variedad orientada, se puede utilizar el disposit:Lvo' de 
las µarticiones de la unidad para ensamblar los diferentes elementos 
coordenados locales de volumen dx' ••• d~y obtener un elemento de v.o
lwnen global sobre M. 

Sin es un elemento de volumen sobre M y (CJ. ,w) es un d-cubo que 
parametriza una regi6n de M, entonces la consistencia de la orienta
ci6n dada µor oi. en sus puntos regulares implica el hecho de que~Sl. = 
= fw, donde f ;;. O y f > O en los puntos regt.tlares. 

Ejemplo. Sea M = 1P,' y sea tr l.a superficie cilíndrica cerrada: 

N"" = 1 (x,y, z)\ x 1 + y 2 = l., O~ z ~ 11. 
J','n.tonces Ir es una variedad bidimensiomQ con frontera. La frolTtera 
de W- consiste de dos c!rcul.os. Como conjunto N+ en la definici6n de 
variedad con frontera podemos tomar al. cilindro infinito 

l(x,y,z)I x 2 +y~= 11. 
r;- puede ser parametrizada por un s6lo dos-cubo dado por 

<>({u,v) = (cosu,senu,v), O!E u~ 21':, O<:, v~ l. 

29 INTh'GRACION EN ESPACIOS EUCLIDIANOS 

Revisaremos en esta secci6n l.a teoría de integraci6n que puede en
contrarse en cualquier libro ce cálculo avanzado (ver, por ejemplo, 
lSpj, en la bibliografía), 

La medida ( estandar) de un p-cubo en ;K? dado por 

U = t (u' , ••• ,u?) FÍ-E ui. ~ bl 5 , en donde u~ son coordenadas ca!: 
tesianas, es 1-'r U = (b' -a' ) (b1 -a1

) ••• (bP-a?). Así pu~s, la funci6n Pr 

' 
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asiena un número real. a cada uno de estos conjuntos cdbicos de 1RP. La 
integral de Riemnnn de una fUnci6n con val.ores real.es definida sobre· 
U, si existe, está definida por 

N 

Ju fdt'r = l.im Lf(x;) t"? Uj , 
t-lr>UJ~O J-:1 

donde U ha sido partido en N p-cubos más pequeños Ui y un punto Xj ha 
sido escogido en cada u;. Por l.a existencia del. l.Ímite anterior quer.!! 
mos decir que debe ser posibl.e hacer que la suma se aproxime tanto C.2 
mo lo deseemos a un val.or l!mite al. hacer que todos l.os U¡ sean sufi
cientemente pequeños, sin importar la el.ecci6n de l.os Xj, Se prueba 
que la integral. de Riemann de f existe cuando f es continua. 

Esta definici6n es muy natural desde el punto de vista de la mate
mática aplicada, en donde se considera que generaliza la situaci6n P.!! 
ra una fUnci6n constante f, Por ejempl.o, si la densidad de una subs
tancia es constante, l.a masa se obtiene mul.tipl.icando el. vol.umen (me
dida) por l.a densidad. Para una densidad variabl.e f, que por l.o gene
ral. se supone continua, es muy natural considerar que l.a masa está a
proximadamente dada por por l.a suma de productos f(xj)~1Uj, donde los 
U; son pequeños cubos sobre l.os cuales f tiene practica.mente el val.ar 
constante f(x;), Xjf.Ui. Así, la integral. de RiemannJu fdµp es una de
finici6n razonabl.e de l.a masa presente en el. cubo u. En l.a mayoría de 
l.as aplicaciones físicas de l.a integraci6n se pueden encontrar defin,! 
cienes de este tipo para muchas cantidades físicas. 

Sin embargo, tal.es l.ímites de sumas son difícil.es de evaluar (alfn 
cuando, gracias a las computadoras, se pueden obtener val.ores aproxi
mados). Por esta raz6n, l.as integrales de Riemann se eval.uan por me-
dio de l.a rel.aci6n que gu.ardan con otros objetos más sencil.l.os como 
son l.as integral.es simpl.es iteradas. La justificación de este método 
de evaluación se da en el. siguiente teorema. 

Teorema 29.l. (Fubini) Si f es una función de valores res.l.es definida 
sobre U, entonces l.as integral.esb~efinidas 

fp(u 1 , ••• ,u~-') = f f(u1 , ••• ,u•-1 ,u9 )du• 
JaP 

son funciones continuas de l.os par.mietros u• , ••• ,u•-•, y la integral. 
de Riemann de f está dada por 

donde P.P-• es l.a 
i = l., ••• ,p-l.}. 

jufd¡.ip 

Jufdpp = L._,fpd\-'p-1t 

medida del. (p--1)-cubo Up-i = l (u' , ••• ,uP-1 ) \a•.; u'.; bt, 
Se sigue por iteración que 

fb' J.bP-i jbP = J (... ( f(u• , ••• ,u• )du• )du•-1 
• , • )du' • 

a' (\?41 a.P 

Desde l.uego, ésto s610 reduce el. problema a uno más simpl.e de tipo 
simil.ar, l.a evaluación de integrales definidas simples, las cuales se 
definen también como l!mites de sumas de aiemann. La evaluación de 
las integral.es definidas simples se hace casi siempre por medio del 
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teorema fundamenta1 de1 cá1cu1o e1ementel, e1 cua1 1as re1aciona con 
e1 proceso de encontrar 1as antiderivadas. 

Aunque es conveniente para ciertos prop6sitos restringir e1 domi
nio de 1as f'unciones a cubos rectilíneos, en la mayoría de 1as aplic~ 
ciones es difícil encontrar taJ.es dominios de integraci6n. Para defi
nir 1a integraJ. de una fUnci6n sobre un dominio acotado más general. D, 
lo que hacemos es incluir a D en un cubo recti1!neo U y tomar 

~ 0 fd""p = L~\)fdp?. 
donde <1?0 es 1a f'unci6n característica de D, definida por 

- _\1 si XED 
'1?1> x -1_0 si x,ÉD. 

Nuevamente, esta definici6n no es muy conveniente para prop6sitoe 
de evaluaci6n, así que generalmente se reducen 1as integral.es sobre D 
a integra1es sobre cubos por medio de una ap1icaci6n biyectiva suave 
entre un cubo y e1 dominio D. En esta situación se aplica e1 Teorema 
de Cambio de Variables para 1a Integra1 de Riemann. 

Teorema. 29. 2 Si E y D son regiones en \~P, 1r: &--..D es una ay1icaci6n 
biyectiva suave, e I = 5., fdµp existe, entonces)E (fo~)\ J'i'\ dl-'1' existe 
Y es igual a I, donde J.y !OS el,dete:nninante jacobiano de'I'; si 'l'. está 
dada por 1as ecuaciones u~ = F~(vi, ••• ,vP), i = 1, ••• ,p, donde u~ son 
coordenadas cartesianas sobre D y las v' son coordenadas cartesianas 
sobre E, entonces 

J'l'(v' , ••• ,vP) = det(oF'lv• , ••• ,vP)/0 vl). 

N6tese que si 'l' preserva 1a orientaci6n en puntos en donde d'{' es 
invertib1e, entonces J .. ~ O y podemos omitir e1 s!mbo1o de vaJ.or abso-. 
1uto. N6tese tambi~n que en ios puntos en 1os que d'I' es singular, ~ = 
= O, as! que el teorema puede fortaJ.ece:l:'se un poco requiriendo so1a -
mente que J.a ap1icaci6n sea biyectiva sobre e1 conjunto regul.ar de 
~. es decir, donde d~ es invertibJ.e (no singuJ.ar). 

IJ.ustraremos este teorema de cambio de variab1es en e1 caso p = 2 
demostrando como puede ser usedo para obtener una forma útiJ. de1 teo
rema de Fubini que aparece con frecuencia. Supongamos oue 

D = ~ (x,y)\ a 1. x~ b, y para. cade x, h(x)"' y;f, k(x)], 

donde h y k son funciones ~ua.ves taies oue h(x) ~ k(x) para a.~ x,;. b. 
Tra.nsformaremos e]_ rectánguJ.o E= l(u,v)\e~u~b, O.;v,;,1~ en1are
gi6n D por medio de 1s B1'lic:?.ci6n suave 'l' : E--D d<!da por J.as ecuacio--. 
nes x = u, y = vk(u) + (1-v)h(u). Entonces, J'i' = l(!<:(u)-h(u)) - O( ••• ) 
= k(u) - h(u)~ O. Por eJ. teorema de cambio de variPb1es seguido de]. 
teorema de Fubini, tenemos 

j,, f(x,y)dt>1 = L f(u, vk(u)+(J.-v)h(u) )(k(u)-h(u) )d~•i 
= J; ( J; f(u,vk(u)+(J.-v)h(u)) (k(u)-h(u) )dv)du. 
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Ahora, podemos aplicar el teorema de cambio de variable a la integraJ. 
del paréntesis interior. Ma."'lteniendo fija la variable u y haciendo 
y= vk(u) + (l-v)h(u) tenemos dy = (k(u) - h(u))dv, y = h(u) cuando 
v = o, y y = k(u) cuando v = l, así 0ue la integral interior se con
vierte en s:~ f(u,y)dy. Ahora, c<,mbiando la variable muda X por la va
riable u, obtenemos la otra forma del teorema de ll'ubini que estabámos 
buscando: 

Lf(x,y)dt'i = J b <Jl<l<l f(x,y)dy)dx. 
.... o h(;t) 

30 INTEGRACION DE P-FOR!oJAS 

cuando consideramos la integración de p-fonnas sobre p-cadenas, a
parece la nueva cuestión de la orientación. Esto aparece en forma na
tural en las aplicaciones. Por ejemplo, el trabajo mecánico que se r~ 
aJ.iza al recorrer una curva bajo la influencia de un campo de f'uerza 
depende, en signo, de la dirección a lo largo de la cuaJ. se recorra 
la curva. Sería naturai, desde el punto de vista físico, formular la 
definición usando límites de sumas. Sin embargo, la dificultad para 
manejar taJ.es límites de sumas, se vé aumentada en este caso por la 
necesidad de integrar sobre objetos curvos. Daremos la definición en 
términos de las integrales de Riemann, para las cuaJ.es, como vimos en 
la sección anterior, el problema de evaJ.uación se resuelve por medio 
del teorema de Fubini. 

Sea e una p-forma definida sobre una región de una variedad M que 
contiene a la imagen de un p-cubo orientado (ot ,w)' donde O(: u-m. En
tonces usaremos la retracción de e a U por medio de °' para obtener 
una p-forma .,.•9 definida sobre U. En el corolario 20. 3 (pag. 51), di
mos una expresión para o<.•e la cual se puede obtener fácilmente al su_!! 
tituir las fórmulas coordenadas para ~ en la expresión coordenada pa
ra El • Puesto que hemos definido la orientación w por medio de la P
forma ±du ••• du , w es por sí sola una base para las p-fonnas sobre 
IRP. Así, podemos escribirCJ.•e = ful, donde f•~(u). Si definimos un pr2 
dueto interno < , /'p para el espacio de las p-formas sobre 1RP con la 
propiedad de que w sea unitaria, es decir, -(w ,w)~ = l, entonces f = 
<.r:1.•e,uJ)p. La definición de la integral de la p-forma e sobre el p-cuo.. 
bo c~,w) es entonces 

Se ...... , e = L ("<'e , w>r dfAr. 

La integraJ. de una cero-forma e sobre un cero-cubo m,; M se define co
mo el valor llm de ~ en m. La integral de una p-forma sobre una p-cade 
na 2r¡C¡ se define de la manera más obvia en términos de las integr~ 
les sobre p-cubos: 

~:¡:r,q e = L, r¿ ~,,B. 
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Ejempl.os. 
(a) El. c:Crcul.o 5 1 = l (x,y) 1 x• + y 2 = i! en fR2

, con 1.a orientaci6n en 
sentido contrario a 1.a agujas del. rel.oj, está parametrizado por (ot ,du), 
en donde~ está definido sobre [o,2n1 por ~(u)= (cosu, senu). Las e
cuaciones coordenadas para~ son x = ces u, y = sen u • Si tenemos una 
dos-fo:nna e= (xdy - ydx)/(x2 + y 2 ) entonces 

.,,•e (ces u d(sen u) - sen u d(cos u))/(cos•u + sen2 u) 

(cos 2 udu + sen7 udu)/(cos2u + sen2u) = du. 

Ahora tenemos que (du,du) 1 = 1., de donde 

5l•,d.u) 0 = ll•»•1 1.dp, = s:n du = 2Tl. 

(b) La esfera si está parrunetrizada por el. dos-cubo ~ definido sobre 
U = l O, n 1 >< l O, 2111 y dado por las ecuaciones 

(x,y,z) = (cos u, sen u cos v, sen u sen v) = O((u,v). Definimos la 
orientaci6n positiva de S1 como aquel.la para la cual las coordenadas 
y,z, restringidas a S 2 , fonnan un sistema consistentemente orientado 
en una vecindad del. polo norte (l,O,O). Esta definici6n está de acuer
do con l.a convenci6n de la normal. digida hacia afuera, en el. sentido 
de que ax apunta hacia afuera de 1.a bol.a de !R3 del.imitada por s 2 y las 
coordenadas x,y,z definen la que se considera 1.a orientaci6n positiva 
de rR.3 • Así pués, (ct,dudv) es el dos-cubo orientado que parametriza a 
S 2 con esta orientaci6n positiva. Sea -e = (xdydz+ydzdx+zdxdy)/r3 una 
dos-forma definida sobre lil.3 - ~01, donde r3 = (x2 + y 2 + z2 )314. CaJ.cul.e
mos ahora rJ.•r:. : 

oc* dx 

t>t•dy 

ol1 dz 

o(ir3 

o/(dxdy) 

Q(.fl(dydz) 

o<"(dzdx) 

-sen u du, 

cosucosvdu aem..t senvdv, 

cosusenvdu + senucosvdv, 

l.' 
=o(• dx /\ri.*dy = sen1 u senvdudv, 

cosu senu cos 1 v dudv - senu cosu seniv dvdU 
cosu. senu dudv, 

seniu cosv dudv, 

(cos2 u senu + sen~u cos2 v + sen·'u sen2 v)dudv = 
senu dudv. 

La integral. de su.perficie de -e sobre (o(,dudv) que psrametriza a S 1 se 
puede eval.uar ahora fácil.mente: 

s(",d-"<lv)-¡; = t senudp.¡ = i: ):" senu dvdu = 411. 

Para asegurar que 1.as integr8~es que hemos definido tienen sentido 
geométrico es necesario establecer dos resul.tados acerca de 1.a indepe~ 
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dencia de la parametrizaci6n. El primero es que las integrales de una 
p-forma 0 sobre p-cubos equivalentes coinciden. El segundo es eoue la 
integral de e sobre la parametrizaci6n de un "subconjunto orientado" 
(y en particular, sobre una subvariedad orientada con frontera) es in
dependiente de la parametrizaci6n. El primer resultado nos permite ig
norar la distinci6n, en esta teoría de integraci6n, entre p-cadenas e
quivalentes. El segundo nos permite definir la integral de una p-forma 
sobre un subconjunto orientado de una variedad. 

Teorema 30.1 Si (ti ,w) y (¡:1,bw), E,= .±1, son p-cubos equivalentes, en
tonces para cualquier p-forma e definida sobre la imagen de O( y /3' 

J( .. ,w) O = J(J>, ~w~ • 
Demostraci6n. Puesto que (&,w) y (13,bw) son equivalentes, existe un 
difeomorfismo 'l':u-v taJ. que 13°'1' =C(, dondetl.•U-M y J3 :v-M. Se si
gue inmediatamente del. J.ema_20.JJ (pag. 50) .que cp~o 13" = <>1*. Así tene
mos que si c:J..•Q = fw y 13•9 = gSw, entonces ful= <¡l• (l)~B) ='1'~ (g.SW) = 
= (golf) 'f"(Sw). Sin embargo, <jl debe llevar las coordenadas sobre V que 
están consistentemente orientadas con Sw en las coordenadas sobre U 
que están consistentemente orientadas con w. Esto significa que el siE 
no del jacobiano de 'P es el mismo que el de ¡; • . 

Supongamos que.las ecuaciones de 'f' son vi. = F•(u' , ••• ,ur), i = 1, •• 
• • ,p, donde las u' son coodenadas cartesianas sobre U y vr: son coorde
nadas cartesianas sobre sobre v. Entonces si, por ejemplo, w = dv' ••• 
dvP = du' ••• duP (igualdad de p-formas), tenemos (ver corolario 20.3, 
pag. 51), 

<i'*(.Sw) = ¡;ip• (dv1 ••• dv~) = Ódet(ClFj/au< )du1 ••• du!' = ó J'l'W• 

Obtenemos el mismo resultado si w = -du1 ••• duP, puesto que en este ca
so sdlo tenemos un signo menos en todas las cantidades intermedias. 
Así, fui= (go'f')'f'•(bw) (goc¡>)\ Jlf\ , ya que los signos de Ji¡> y l) son i-
guales. Por lo tanto• f = (go</') 1 J~\ • Ahora, por el teorema de cambio 
de variables tenemos, 

s(Mw\e = L, gdfo'p = L (go'l')\ J.,\ dp.r = L fdflp = Sw.w\(). ## 

Corolario 30.2 Si C y D son p-cadenas equivalentes, entonces 

Sc_ 9 =5oe. 

Demostraci6n. Además de la igualdad obvia de las sumas de integrales 
sobre p-L'Ubos equivalentes, necesitaremos una trivialidad adicional: 

5(<1,-w~ s = - J"'·"''G. #11 

Teorema 30.3 Si las p-cadenas C y D parametrizan ambas la misma re
gi6n S de una subvariedad orientada p-dimensional N y e es una p-forma 
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definida sobres, entonces J,a = J0 a. 
Demostración. De acuerdo con el corolario anterior podemos reempla
zar a e y a D por p-cadenas equivaJ.entes as! que podemo~ suponer que 
son· irreducibles, digamos, C =L. ¡~ 1 («i ,UJJ y D = :l.;~ 1(p; ,w;), donde o<( 
está definida sobre U¡ y ¡3j está definida sobre Vj. Sean u: y Vf los 
correspondientes conjuntos de puntos regulares. Es importante para la 
demostración recordar el hecho de que la integración sobre S puede h.i¡: 
cerse integrando sobre el subconjunto que es la parte común de las i
mágenes de los o<¡ y pj sobre sus conjuntos regulares, es decir, sobre 

Cl! IX¿U{)n (Uj pJV{) =U. (o<¿ urn13jV/). 
L ~il 

La razón por la que podemos ienorar la parte restante de S es que 
los puntos no regulares corresponden a conjuntos "de medida cero" en 
s, es decir, los puntos no regulares no contribuyen a la integral so
bre S; los puntos frontera de u,· y Vj fonnan un conjunto de dimensión 
menor y pueden ser incluidos en cubos de medida arbitrariamente peque
ña. En una vecindad de un punto singular ae dOI¡ , o<i es aproximada por 
su deferencia! d~¡ la cual aplica el espacio tangente en un subespa
cio de dimemiión menor. La misma situación se tiene para f!>j • Haciendo 
uso de estos hechos, la demostración se reduce al siguiente cálculo: 

J,9 f-~"'''"'} z r . .<o1.re,w,)p d¡.<p 
L .lul 

~ 5("'f'f'¡'<[ln0f(<ll¡'0 ,LU¡)p d¡.tp 

f.r ~Vffll'i'"-iU'r<flft1¡'"blfe,w))p d¡>-p 

f S vr <.13¡0, wflr d)Ap 

0 • 
D 

La cuarta igualdad en esta serie usa el teorema de cambio de varia
bl.es, con el determinante jacobiano dado por la acción de f3;•t1¡1 ª en lu
gar de <f• como en J.a pxueba del teorema 30.1. Los conjuntos ti¡ U{íl \l.l V{ 
son todos disjuntos, i = l, ••• ,h, j = 1, ••• ,k y las inversas OIC 1 y¡;¡-• 
están definidas sobre ellos debido a las hipótesis que Jiicimos en la 
det'inición de parametrización; es decir, que '-"i es biyec·tiva sobre U{ 
y que o<¡U{ son disjuntos, y similarmente para ~j , V{. Así, no hay pe-
ligro de duplicación en las sumas del. c~culo anterior. lt# 

El. teorema 30.3 nos permite dar una definición de la integral de 
una p-forma sobre un "subconjunto parametrizable orientado" S, la cla
se de subconjun~o que puede ser paraoetrizado por una p-~adenaº Es ev.;_ 
dente que tal subconjunto debe ser una subvariedad orientada p-dimen
sionaJ. "casi en todas partes", es decir, excepto sobre un subconjunto 
de medida cero, pero a diferencia de una subvariedad p-dimensiona1 con 
frontera, puede tener picos interiores, aristas, etc. La definici6n es 
Obvia, 5 B = s 9 , donde C es cualauier cadena que parametriza a S. s e 
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Proposici6n )0.4 (a) Supóngase 
para todo p-cubo O sobre lll, Je e 
(b) Si e y i: son p-f'o:nnas sobre 
Se 9 =le'!: , entonces fl = 1:. 

que e es una p-f'o:nna sobre ¡;¡ tal que 
o. Entonces e es id~nticamente cero. 

M ta1es que para todo p-cubo C en M, 

Demostraci6n. Es claro que (a) implica (b). Para demostrar (a), t6me
se un sistema coordenado y cont:ruyamos pequeños p-cubos sobre loe 
hiperplanos coordenados. ## 

31 TEOREillA DE STOKES 

Existe una generalización del. teorema f'undamental del. cálculo para 
las integral.es de p-f'o:nnas exactas sobre p-cadenas en variedades. Esta 
general.ización unifica una serie de teoremas que incluye, además de el 
teorema'·fundsmente1 del. cál.cn1a, a 1os teoremas de l.a divergencia en IR2 

Y en!R3 , y a1 teorema de Stokes para integrales de superf'icie. Puesto 
que este ~].timo se parace más a la generalización que daremos, la ge
nera1ización se llama teorema general de Stokes, o simplemente teore
ma de Stokes. 

Antes de considerar el. teorema de Stokes, necesitamos un resul.tado 
importante que relaciona 1a retracción con respecto a una ap1icaci:ón 
suave con el operador de derivada exterior. 

Lema 31.1 Si'\> :M-N es una aplicación suave y e es una p-f'onna sobre 
N, entonces d'("'G = 'I'~ d0. 

Demostración. Puesto que runbos operadores, a y<¡>•, son local.es, es d~ 
cir, el valor en m E: M de ~·e depende sólo de 1os va1ores de B en una 
vecindad de 'fm, y simi1annente para d, podemos considerar una vecindad 
coordenada. De hecho, ambos operadores son 1inea1es, así que es suf'i
ciente demostrar e1 resuitado en e1 caso en que e es un monomio, diga
mos, 0 = fdx' ••• dxP, donde x 1 •••• ,xP son coordenadas sobre N. Entonces 
d0 = df l\dx 1 

•• .dxi" Y 'f'd!l = 'l'Wdfl\ 'l'ºdx1
/\ •••/\ <¡>Jdxp • (ver l.ema 20.l, 

pag. 50). Pero para cual.quier función-. g sobre N, tenemos 'l''"dg = d<V•g 
(ver el. comentario que hicimos antes del lema 20.1), así que '{'•ae = 
d<jlff {\ d'<''x' 1\ • •• f\ dq>•xP • Por otra parte, tenemos 

4"'e 't'~f'l'<}dx' 1\ ••• l\'l'~ axP 

~·f'd'P"x' /\ •• • f\ d'l'"x?. 

Por 1o tanto, usando el hecho de que d es una derivación y que d 2 o, 
obtenemos 

11# 

Teorema 31,2 (Stokes) Sea 8 una (p-l.)-fonna definida sobre las image
nes de ·i;odos los cubos de una p-cadana e, donde p >o. Entonces, 

se d9 = ~1'C 9 • 
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Demostraci6n. Por 1inea1idad, es suficiente demostrar el. teorema para 
un s6J.o p-cubo C = (o.: ,w). Sea 

ct.•e = 2;¡ (-1)t-i f¡ du1 ••• dut-• dui+i ••• dur. 

Entonces, dc<•e =ct* dll = ('.l,¡'b<fL)du1 ••• duP • Podemos suponer que uJ = 
du 1 ••• duP, ya que en el. caso de tener 1a negativa de esta orientaci6n, 
se tiene un cambio de signo en ambos miembros. Sea U = Í (u' , ••• ,uP) \ 
bi.:¡ ui :$ b¡ + el} e1 dominio de o( y sea U¡ el. dominio de o<« • Si damos a 
l.a i-t'!sima coordenada de U¡ es val.ar b¡ + E e• , obtenemos una cara de U 
y ';lltf es esencia1mente 1a restricci6n de o< a esta cara. La orientaci6n 
inducida es 

W¡c = (2E-1)(-1)l-i du1 ••• dui-• du¡~1 ••• duP • 

Extenderemos e1 producto interno( , )r-1 a (p-1 )-fonnas sobre \Rl' median
te 1a condici6n de que WLI sea ortononna1. Entonces se sigue que 
«xlL"ll ,w0E.)p_1 = (c,«e, w¡E)p-1 = (2E-1)f¡, y por 1o tanto, 

5a(o.,u..~= ~ t.oiLf 1 u;t,c,) e 
=to L, ( 2 ;-1_}f¡\J.~.EC· dflp-1 

· r .u.\=l:...,< 
= f J ut f¡ \ .. :~ b¡ dflp-• • 

Por otra parte, Su <.ex" d9 ,w)pd\Ap = ~du ot fi df"p. Ap1icaremos e1 primer 
paso del. teorema de Fubini a Judifidpr con 1a i-ésima variab1e como 
variab1e de integraci6n, .Y obtenemos 

e r r ii." " . • 
Ju""O,f.; dpp = Ju¡ }b( o< fl (u1 , ••• ,u', ••• ,u• )du' d1-'p-1 

= Ju¡Cf¡(u1 , ••• ,b•+ ct, ••• ,uP) -

- f¡ (u' , ••• , b¡, ••• ,u•) )d¡-lp-1, 

en donde e1 segundo paso se sigue del. teorema fundamental. del. cál.cul.o-. 
Ahora ].os té:nninos que hemos obtenido coinciden con ].os de s~\11,u..>) ll • ## 

El. siguiente coro1ario es una genera1izaci6n de 1as f6rmu1as cl.ási
cas de Green en 11l.~ y !IP • 

Coro1ario 31.3 (Integraci6n por partes) Con ].as mismas hip6tesis, si 
f es una funci6n con va!.oi•es rcc.1.es definida sobre el. dominio de e , 

Je df/\e = iac :re - 5c fd8. 

Más en generaJ., si e es una 
(p+q+1)-cadena, entonces 

S atJJ\-c = r ;;J\-c 
G J¡¡c 

p-forma, ~ es una ~-forma, y C es una 

Demostraci6n. Se ap1ica el. teorema de Stokes a J.a f6rmu1a d(e 11 -e) 
d0/\"C + (-l)P6/\dc. ## 



89 

Corolario 31. 4 Si & es una ( p-J. )-forma definida sobre variedad M 
compacta y orientada de dimensi6n p, entonces J1-1 de = O y de = O en 
aJ.gún punto. 

Demostración. Por el. teorema 28.5 (pag. 79), sabemos que existe una 
P-Cadena C en M que parametriza a M y para J.a cuaJ. oc es equivaJ.ente 
a J.a cadena nuJ.a o. Así, tenemos 

51-1da=Scda=facª =~.e =O. 
Para demostrar J.a última parte del coroJ.ario, podemos suponer que 

M es conexa, ya que en caso contrario, podemos considerar J.a restric
ci6n de e a una componente conexa de M. Sea D. un elemento de volumen 
para M. Entonces d9 = fn, donde ft-;r{M). Para cuaJ.ouier p-cubo (Olt ,u;¡) 
de c,<.<>1,•de,w¡)p = fo!ll¡(o1:*n,w¡)p tiene el mismo signo en un punto re
gul.ar x de~¡ que f(~tx). Como 

t5< .... -0<oc,~d0,w¡)pdf-lp =o, 
vemos que o f es identicamente O sobre M, o bil!n f no tiene el. mismo 
signo sobre M. En el. Último caso, J.a continuidad de f .nos dice que f 
debe ser cero en aJ.gún punto de M. #11 

32 TEORE!.lA DE FROBENIUS 

En esta secci6n, M será una variedad suave de dimensi6n n. Una 
distribuci6n k-dimeneional sobre un subconjunto A de r.: es una fun
ci6n P que asigna a cada punto p é A un eubeepacio k-dimensionaJ. Pp 
del. espacio tangente Tp(M). Decimos que Pes suave en A si A es a
bierto y para cada pe A existen k campos vectorial.es suaves y lineal
mente independientes x, , ••• ,XK que generen a Pm para cada m en una 
vecindad de p. Un campo vectorial X con· dominio B está sobre P si Be Jl 
Y XlpE Pp para cada p s B. Una distribución suave P se J.lama invoJ.utive. 
(integrable o cerrada) cuando es cerrada con respecto a la operación 
del parl!nteeie de Lie, es decir, si X e Y son campos suaves cuales
quiera con dominio común contenido en el dominio de P, entonces 
lX,Y] está sobre P. Una subvariedad V de M es una subvariedad interrral 
~ si V está con·tenida en eJ: dominio de P y Tp(V) = Pp, para cada p 
de V; :oisí J?Ues, el. sub espacio del. espac:Lo tangente Tp (M) que es Tp (V) 
coincide exactamen·(;e con el subespacio P::i º 

EJ. teorema principal ele esta secc:iión afirma gue una distribución 
suave tiene subvariedades in-tegral~s si y s6lo si es invol.utiva. Vea
mos ante todo un poco más de t enninoJ..oe;ía: si x 1 , ••• 11 xº es un sj.~;·Gema 
de coordenadas para E1! con dom:Lnio en U~ definimos una secci6n de U co
mo un subconjunto de U en el cual. r de ias funciones coordenadas 
x 1 

, ••• ,xn son cons·tantes 11 con 1:$. r~n. Evidentemente cada secci6n de U 
es una subvariedad de u (o de rn. 
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Teorema 32.1 Sea P una distribuci6n involutiva suave y de dimensi6n k 
definirla so~re r,:. Para cada punto m€ f,7, existe un sistema coorde?l~O.o 
x' , ••• ,x~ con dominío u, que contiene a m, tal que los campos coorden~ 
dos o/~xJ generan apencada punto de u, para j = l, ••• ,k. En otras 
pal.abras, ].as secciones de U para las cual.es xkr1, ••• ,x" son constantes,. 
son subvariedades integrales de P. 

Este teorema se demuestra por inducci6n sobre k. El caso k = l 
queda cubierto por lema siguiente, y obsérvese que en este caso, cual
quier distribucicSn es automáticamente involutiva. 

Lema 32.2 Si X es un campo vectorial suave sobre M, p es un punto· de 
M y Xlp f O, entonces existe un sist erna de coordenadas y 1, ••• ,y n en un 
entorno u de p, tal que :ic = o/üy1 sobre u. 

Demostraci6n del lema 32.2. N6tese que este resultado no es mas aue 
una reformulaci6n del lema 13.6 que demostramos en la página 38. -## 

~_!lmostraci6n del teorema 32.1. Tornemos el punto m y sean X1 , ••• ,XK 
campos vectoriales suaves que generan a P en una vecindad U1 de m. A
plicando el lema anterior, obtenemos un sistema de coordenadas y•, ••• , 
yn en.m con dominio u~cu,, tal que o/;iyt = X 1 sobre U2 y supongamos 
que yL {m) = o. 

Si k = 1, entonces el sistema de coordenadas y• , ••• ,y" satisface la 
afirrnaci6n del teorema. Si k > 1, supongamos que el teorema es cierto 
para distribucio1~es de dimensicSn menor que k, y definamos la distri
bucicSn (k-1)-dirnensional P sobre U2 mediante l5p = l XePp 1 Xpyl = o, peU.z]. 
Esta es una distri bucicSn (k-1 )-dimensional y está generada por los 
k-l campos vectoriales suaves e independientes Yi, i = 2, ••• ,k, defi
nidos por Y¡ = X¡ - (X¡y' )X1 • Es involutiva puesto que si Y y Z están 
sobre P, entonces [Y,Z] está sobre P y [Y,Z]y' = Y(Zy 1 ) - Z{Yy1 ) =O 
sobre U2, por lo que {Y,Z] está sobre P. 

Sea Va la seccicSn de U2 definida por y 1 o. Entonces, para todo 
péVo, PpC Tp(V0 ) por lo que, aplicendo la hip6tesis de inducci6n a la 
dis·tribucicSn P sobre la variedad Vo, obtenemos u11 sistema de coordena
das z 2 , ••• ,z" en una vecindad U3 e: Va del punto m, tal que a/az", ••• , 
~/ozK generan a P en U3 • Definamos ahora un difeomorfismoTT :U2-Vo 
por Tr(p) = .¡.-•co,y>-(p), ••• ,yYl(p)). donde 4' es J..a ap1.1.caci6n coordena
da cuyas componentes son las yl. Sea U4 = rr- 1 (U3 ) y definamos las fun
ciones x' , ••• ,x"' sobre U4 mediante Jc 1 = y1, x'J. = z 2 oTi, ••• , xn = znon. 
Entonces, J.as :funciones x 1 , ••• ,x 11 forms.n un sis-tema coordenado en 
una vecindad uc U4 del. punto m, verificándose que Cl/ax' \,"' = «'l/3y1 lm , 
mientras que o/~x~, ••• ,a/o x'' en el. punto m ge1iera."'\ a Tm( Ve). 

Probemos ahora que o/ax',, •• ,a/ax" generan a P en U, sabiando que 
generan el mismo subesp2.c:Lo o:ua 19s campos vec~oriales X 1 , Yi., ••• , Y\<.. 
Sea Y1 = X1 :,"' demost:."eL1os que Y¿xJ = O para j. = 1., ••• ,1<:. y j = k+1,. º .n. 
Puesto que Y, = X1 = Cl /ax' , vemos imnediatamente que Y1 ::' = O si j 1 1. 
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Como P es invol.utiva, deben existir ciertas funciones g[rs <:~(U), tal.es 
que para i<fk y r,,:k, se cumpl.e,que [Y<,YrJ '?Z[,,gcrsY5 • Af?:Í. pues, 
para i = 2, ••• ,k y j > k 1 Y1 {Yi xJ) l Y1 , Y¡] xJ =Z, 5~1 g 1¡5 Y5 x' • Esto im
plica que ].as funciones Y¡xJ satisfacen un sistema li~eal. Y. homog~neo 
de ecuaciones diferencial.es ordinarias • .Pero en Vo, xJ = z' para j >1 
Y Y¡ xj = Y¡ zj = O sobre Vo para j > k, debido a 1a construcción de 1as 
coordenadas z', ••• ,zn • .Por 10 tanto, por 1a unicidad de 1as sol.ugiones 
de 1os sistemas de ecuaciones de1 tipo anterior, tenemos que Y¡xJ = O 
para i::;; k y j >k. 11# 

Ahora ap1icaremos este teorema para demostrar e1 c1ásico teorema de 
Frobenius acerca de 1as ecuaciones diferencial.es en derivadas parcia
l.es (total.es). Este teorema podría enunciarse como sigue: existen unas 
dnicas funciones soiución fi(x', ••• ,x") con val.ores prefijados en un 
punto, para el. sistema de ecuaciones en derivadas parcial.es 

ofi ~ A¡j(x', ••• ,xi<,f,, ••• 1 fd) 
~-

si y sÓ1o si para todo j::;;k, r>k e i>d, se tiene 

OAtj "5'.! oA<i oA¡r ""ª aAt!' • 
~ +.<..s., Clfs As<" = (¡ x' + -"'••• ofs Asj • 

(Esta condición se 11ama condición de integrabi1idad y se sigue inme
diatamente de 1a reg].a de 1a cadena y de 1a identidad 

~-~ 
(lx<oxJ - (JxJ(lxr •) 

Teorema 32.3 (Frobenius) Para 1.,.; i,;;:d y 1,;; j~k1 sean 
At¡ (x1 , ••• ,xK ,u' , ••• ,uJ) funciones suaves de val.ores rea1es de:f'inidas 
en un conjunto abierto Q de IP.", con n = k + d. Sea. (a;b) = (al , ••• , a"', 
b 1 , ••• ,bd) un punto de Q. Entonces existe un ~nico sistema de funcio
nes suaves con val.ores reales y definidas en una vecindad V de a, que 
satisfacen 1as siguintes condiciones: 
(1) f¡ (a) = b¡ o bien f(a). = b, donde f:VCIR~-!Rd está dada por 
f(p) = (f, (p), ••• ,fd(p))s 
(2) Si p~V, entonces (p;f(p})~Q; 

(3) Si p(,V, entonces ~{n) = A•i· (p•,±'(p))·, 
(JxJ • 

si Y só10 si en -:iada punto de Q se satisface 1a condición de integra.
bi1idad 
(4) "j}f\¡j . °"'J oAti 

·o xr -r.L.ts.:1c,,us Asr 

Dernostraci&n. Sean e1 , ••• , en l.os campos vectoria1es suaves que son 
ortoiwrmal.es en cada punto de IR~. Uti1izaremos 1as funciones Aéj para 
definir unos campos vectorial.es suaves Y1 , ••• 1 Y K sobre Q, dados JJOr 
Yf"' = e, +L,~=:1 Asr eK~S • Estos campos vectoria1as son linealmente inde-
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pendientes en cada punto de Q y por ello generan una distribuci6n 
suave P de dimensi6n k sobre Q. Calculemos los paréntesis de Lie 

Í.Yr,Y'l-1 = ter+Zt,Asr e .. , ,e .. +Z,~,.At'l-e"'t] 
_ ~d Mil. el oAt~) ..,.d (?JAsr ~d oA") 
- L..t•1<cixr +l,.,Asr 'aüS e;cH. - .Ws:, óx'l- +¡_,t••At'l-iiüt"° ewH' 

y por la condici6n (4) 1 LYr,Y'\1 =o. 
Entonces, la distribuci6n P es involutiva y por el teorema 32.1, 

existe una aubvariedad integral U de P nue pasa por (a¡b) y tal. qua 
UCQ. Saalj>:U--+~l<definida por </J(o.';b') =a', entonces dcp(Yr) = er y 
d~ es no singular en el espacio tangente a U en (a;b). As! pues, existen 
una vecindad V de a y un difeomorfiamo F:V--+F(V)GU, te1 oue Fo~ Y 
~oF son las aplicaciones identidad sobre F(V) y V, respectivamente. 
Definimos f 1 , ••• ,fc1en V por medio de la ecuaci6n F(p) = (p;f1(p), ••• , 
f4(p)). En estas condiciones, las f'tinciones f,, ••• ,fd son suaves y sa-. 
tisfacen (1) y (2); la condici6n (3) se sigue del hecho de que dF(er)= 

Yr para r::; k. 
La imp1icaci6n del teorema en el otro sentido es trivial. ## 

Como corolario del teorema de Frobenius obtenemos un resultado muy 
iit:l.l rela.tivo a la existencia de sistemBs de coordenadas y que es una 
generaJ.izaci6n del lema 32.2. 

Corolario 32.4 Sea Muna variedad de dimensi6n. n y sea X1 , ••• ,Xn un 
sistema de campos vectoria1es suaves sobre una vecindad U de me M. En
tonces, existe un sistema de coordenadas x', •.• ,x"" pare. una vecindad V 
de m con vcu, ta.les que x¡ = ó/axl sobre V para toda i, si y s61o si 
\:X¡ ,XjJ = O para toda i, j = 1, ••• ,n. 

33 DUAL DEL TEOREMA DE FROBENIUS 

Muchos sistemas de ecuaciones diferenciales parciales tienen una in 
terpretaci6n geométrica en términos de formas diferenciaJ.es. La raz6ñ" 
principal de esto es muy simple. Por ejemplo, sean x 1y,z 1 p 1 q coordena
das paraíR5 y sea S una subvariedad bidimensional para la cual x y y 
pueden ser usadas como coordenadas. Entonces, la condici6n de que p = 
= OZ/'<JX y q = i:Jz/óy sobre S, P.B equive.J.ente a que la forma diferen-
cial. dz - pdx - qdy sea cero sobre s. , 

Una ecuo.ci6n diferencial parcial de primer orden está dada por una 
ecuaci6n F(x,y,z,p,q) =o. Esto especifica una hipersuperficie n de\~5• 
Una so1uci6n z = f(x,y) de la ecuaci6n diferencial parcia:!., determina 
una suovariedad bidimensional. S de N, sobre la cual, z = f(x,y), p = 
(axf)(x,y) y q = (oyf)(x,y). Esta superficie s es una subvariedad in
tegraJ. de la distribucion ·tridimensionaJ. D sobre N, dada por la ecua-. 
ci6n 9 = dz - pdx - qdy = O. !JE\s formaJ.mente, D está especificada por 
Dn = 1 tE Tn (N) \e ( t) = O!. Desde J. u ego, hay varias dificul tP.des que nos 
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obl.igan a ser más cuidadosos: Los puntos donde F = O y dF = O simul.ta
neamente deben ser el.iminados, ya que N no siempre es una variedad en 
l.a vecindad de tal.es puntos; si hay un punto n~ N donde dF sea propor
cional. a e , entonces el. subespacio Dn coincide con todo el. espacio 
Tn(N) y D no es tridimensionaJ. en todo punto; final.mente, 1.a superf±
cie sol.uci6n s, debe ser tal. que x e y puedan ser tomadas como coorde
nadas sobre s. No siempre ocurre que 1.a distribución D sea invol.utiva. 

En esta sección, tomando como base el. ejempl.o anterior, construire
mos 1.os objetos dual.es a 1.as distribuciones (aquí, "dual.idad" tiene el. 
mismo sentido que 1.a dual.idad entre campos vectorial.es y uno-formas). 
En particul.ar, daremos una formulación dual. del. teorema 32.1 por medio 
del. cual. obtuvimos en 1.a secci6n anterior el. teorema clásico de Frobe
nius. 

Una codistribución k-dimensional. A sobre una variedad M es una fun
ci6n que asigna a cada m•UC M un sub espacio k-dimensional. /!,. m del. espa
cio cotangente T,..(M)• • D. es suave si su dominio U es abierto y para C!!: 
da me.U hay una vecindad V de m y hay uno-formas w', ••• , w" definidas S,2; 
bre V, tal.es que en cada néV, el. subespacio /:.,, está generado por w 1 \n , 
••• , w" ¡,,. A cada codistribución k-dimensiona1 /:::,. 1.e asociaremos una di!i!, 
tribuci6n (n-k)-dimensiona1 D dada por Dm = 1 t•T.,,(M)\w(t) = o, para t,2; 
da web...,}, e inversamente, a cada distribución (n-k)-dimensiona1 D 1e a 
sociaremos una codistribución k-dimensional. /:;. dada por l:J.-m = lWióT,..,(!n)* l 
w(t) = O, para toda tED.,,}. Es el.aro que si D está asociada a D., enton
ces /). está asociada a D. La D y 1.a /J. asociadas de esta manera, se dice 
que se aniouil.an mutuamente. 

trna subvariedad N de M es una subvariedad integral. de una codistri
buci6n O. si N es una subvariedad integral. de la distribución D asociada 
con /J.. Una codistribuci6n b. se 11.ama invol.utiva (intep;rabl.e o cerrada) 
si 1.a distribución D asociada con D. es invol.utiva. 

E1 teorema 32.1 dice que para una distribución invol.utiva. D existe 
un sistema coordenado xi tal. que Dm está gene".'ado poró.lrn , ••• ,()¡,\.,.y 
J.as subvariedades integra1es de dimensión h=n-lc son 1.as secciones co
ordenadas xj = cj, donde el es constante para j=h+l, ••• ,n. Se sieue 
que la codistribución asociada u está generada por dxh• 1 , ••• ,dxn sobre 
1.a vecindad coorc.enada. Cual.quier. otra uno-fo:nna perteneciente a A , 
puede expresarse como w = z.r,h.¡fj dxJ • L~ derivada exterior dw =Lt,,.,df; /\ dxl 
es una "combinación l.ineal" de las dxJ cuyos coeficientes son las uno
fo~as ?-fj • Si wh•t , • ~. ,t.u 11 es otra base locaJ.. para b, entonces dx.i = 
='!r:\..•\g~wr, donde (g~) es un:;; matriz n<? sin??J.ar q.e funciones suaves. 
Entonces, tenemos que duJ =Z¡,h.,df¡ /\ dx• =ZJ,<=n• 1 {g~df¡)l\wr, 1.e. cual. es 
una combinaci6n lineaJ. de J.as t.Ur. Así pues, una condici6n necesari"a p~ 
ra que 6. sea involutiva es oue duJ sea una combinaci6n lineal de una 
base local. w< para toda w perteneciente a/::;. Que esta condici6n es tam 
bi~n suficiente, es 1.a formu:Laci6n dual. del teorema 32.l, que damos a 
continuacicSn. 
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Teorema 33.1 Una codistribuci6n suave 6. es involutiva si y ·s6J.o·. si· 
para toda uno-forma w pertenecien~e "\ ~ , la dos-forma dw es locaJ.
mepte une. combinaci6n J,inea1 2; -e' f\ wJ de una base local de uno-formas 
w• para !l, donde 1.as -¡:J son uno-formas. 

Demostraci6n, Ya hemos visto que si /J. es invoiutiva, entonces dw es 
una combinaci6n lineaJ. de la forma indicada, 

Supongamos que, inversamente, dw es una tal combi~aci6n lineal. 
siempre que w €A. En particuJ.ar, para una bas.e loca]. wJ de A , tenemos 
que awl = Zr i:i A.wr para algunas uno-formas i::'r. Entonces, para cuales
quiera campqs vectorial.es X, Y€D, l!' distribuci6n asociada a/:;, tene
mos que 2dwl (X, Y) = -¡:-Jr (X)w"(Y) - ¡;Jr(Y)wr(x) = o. Pero, por la f.S:rmu1a 
invariante para d, que dimos en ].a secci6n 25(0), tenemos que 

2fü.c)(X,Y) = xui(Y) - Yw~(X) - ,)(Lx,Y1) =-u)(lx,Y1), 
ya que 1as derivadas de u..rl(Y) =O yu>i(X) =O son cero. Así pues, 
tx, Y) es aniqui1ado por una base de 6. y, por lo tanto, [ x, Y)€D. He-
mos demostrado que D es invo1utiva y, por lo tanto, /:!. también 1.o· es.## 

++++++++++ 



I:V • GEOMETRl:A SEM:t-RI:FlrlANNI:ANA 
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34 VARIEDADES SEl.U-RH:.1A~T'N1:AN/\S 

La geometr!a del. espacio euclidiano ~· deriva sus propiedades, en 
lil.tima instancia, del. producto interno naturaJ. de ~3 , del. producto 
punto. ?or medio del. isomor!'ismo natura.1. entre 1R> y Tp(IR3 ), se puede 
proveer a cada espacio tangente con el. producto punto. Entonces es 
posible reaJ.izar muy importrui.tes operaciones geométricas como medir l.a 
longitud de un vector tangente o medir el. ángul.o entre dos vectores 
tangen+, es. 

La teoría de superficies en 1R3 l.l.eg6 a su forma cl.ásica en el. tra
bajo de Gauss, quien demostr6 en 1.827 que l.a geometría intrínseca de 
una superficie Sen IR'(es decir, l.a geometría percibida por l.os habi
tantes bidimensional.es de S), depende s61.o del. producto punto aplica
do a l.os vectores tangentes a s. 

Desde el. año de 1.854 Riemann vi6 l.o que se necesitaba para genera
l.izar estos dos casos especial.es y poder habl.ar ae geometría sobre 
una variedad arbitraria de dimensi6n n: se debe definir un producto 
interno sobre caaa espacio tangente de l.a variedad. Se puede pensar 
que ésto es como tener un medio para medir distancias infinitesimales 
sobre l.a variedad. Intuitivamente, si p y p + dp son puntos muy pr6xi
mos, l.a distancia entre ell.os es l.a norma del. "vector tangente" dp. 

Con l.a teoría general. de 1a relatividad de Einstein (1915), cobr6 
importancia una general.izaci6n adicionaJ. de estas ideas, 1a cual., 
aunque es de carácter técnico, tiene grandes consecuencias: se debili
ta 1a exigencia de un producto interior definido positivo en favor de 
un producto escalar no degenerado. 

Un tensor métrico g sobre una variedad suave M es un campo tenso
rial. de tipo (0,2) y simétrico definido sobre M que tiene índice cons
tante. 

En otras pal.abras, geJ:~(M) asigna suavemente a cada punto p~M un 
producto escalar gp sobre el. espacio tangente Tp(M), y el. índice de g, 
es el. mismo para cada p. 

Una variedad semi-Riemanniana es una variedad diferenciab1e M pro
vista con un tensor métrico g. 

As!, hablando estrictamente, una. variedad semi-Riemanniana es una 
pareja ordenada (M,g): dos tensores métricos diferentes sobre 1a misma 
var-ledad determinan variedades semi-R:i.eme.rmianas diferentes. No obstan 
te, por l.o general. deno·~are:.1os una variedad semi-Riemanniana con el. 
nombre de su variedad suave w, N, etc. 

El vaJ.or cons'Gani;e 'i del. indice de gp sobre una variedad semi-Rie
manniana l'1l se 11ama el índice de i1!: O~ 'i,;: n = dim M. Si 'J =o, !11 es 
una variedad Rieman11.:i.ana; en este caso, cada gp es un producto interno 
(definido positivo) para cada T?(m). Si 'J =l. y n~ 2, lll se llama~ 
dad de Loren~Jz. 

Usaremos l.os pa"·~ntesis <., > como una notaci6n alternativa para g, y 
escribiremos g(v,w) = <. v,w)EIR para vectores tangentes, y g(V,W) = 
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= <.V,W)é°1"(M) para campos vectoriales. 
Si x' •.•• ,xn es un sistema coordenado sobre UCJl/i, las componentes 

del tensor métrico g sobre U son 

g¡i =("O¡,aj) (l~i,j~n). 

Así, para campos vectoriales V = L, v 1o¡ y W = L, Wjilj, 

g(V, v1) = <., v, w> = L, g¡j v' wi. 
Pu.esto que ges no denerado, en cada punto p de U la matriz (gtj(p)) 
es invertible, y su matriz inversa se denota por (gil (p)). La f6rmUla 
usuaJ. para encontrar la inversa de una matriz demuestra que las fun
ciones gU son suaves sobre o. 

Como g es simétrico, tenemos que g¡J = gj¡ y entonces gli = gil pa
ra l,.:i,j.,,n. Por último, sobre O el tensor métrico se puede escribir 
como 

Recordemos que en el capítulo I vimos que para cada p ~ !Rn hay un 
isomorfismo lineal. can6nico entre IR" y Tp(/Rn) el cual., en términos de 
las coordenadas cartesianas, manda v a Vp = :Z vio¡. Así, el producto 
punto sobre ¡p_n da lugar a un tensor métrico sobre tRn dado· por 

<vp,Wp) = v·w = L,v<wl. 

De ahora en adelante, en cualouier contexto geométrico, IR" denotará a 
la variedad Riemanniana que surge de esta manera y que se llama espa
cio Euclidiano de dimensi6n n. 

Si para un entero v con O<; 'I ,¡; n, cambiamos los signos de los prime
ros '/ términos de la ecuaci6n anterior, obtenemos un tensor métrico 

(vp,wp) = -Zviwl + Z viwi 
i.=1 J:"l+I 

de índice V • El espacio semi-Euclidiano IR~ oue resulta de esta manera 
se reduce a IR" si '/ = o. Para n;. 2, IR';' se llama espacio n-dimensional 
de lllinlcowski; cuando n = 4, éste es el ejemplo más simple de un espa.
cio-tiempo relativista. 

Fijemos la notaci6n 

El = t:i si l< i~'I, 
si V +l.$ 1 :S n. 

Entonces, el tensor métrico de IR~ se puede escribir como 

g = l:Et du¡ ® dui. 

El significado geométrico del índice de una variedBd semi-Riema
nniBna se deriva de la siguiente tricotomía. 

Un vector tangente v de la variedad semi-Riemanniana M se llama 
esuacial si (v,v)>O 6 v o, 
nulo si (v,v)= O y v f o, 
'téiiiñorai si (v,v) <º· 

El conjunto de todos los vectores nulos en Tp(E) se llama cono nulo 
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en peM. La categoría a 1a que pertenece un vector tangente dado se 11,!!: 
ma su car~cter causa1. Esta termino1ogía proviene de la teoría de 1a 
re1atividad y, sobre todo en e1 caso Lorentziano, 1os vectores nu1os 
se 11aman también 1umínicos. 

Sea q(v) = <v,v'> para cada vector tru>gente a M. En cada punto p de 
M, q es 1a forma cuadrática asociada con e1 producto esca1ar en p; y, 
como sabemos, q determina comp1etamente a1 tensor métrico. 

Si VE--hl-(l~) y f.o1'(m), entonces q(fV) = f 2 q(V)E.1"(!1~), de modo que q no 
es un campo tensoria1. En 1a termino1ogía c1ásica, q se 11ama el ele
mento de 1inea de M, y se denota por ds 2 • En términos de un sistema 
coordenado, 

q = ds2. = L. g¿j ax• a) • 

Aquí 1a notaci6n dx•axi representa e1 producto ordinario 
definidas en cada espacio tangente, así que 

de funciones 

q(V) = Lguax'cv)dxi(v) = Í:gtJ vºvi. 

Como en 1a secci6n 23, 1a ~ \vi de un vector tangente 
\ <v,v)\'I>, y 1os vectores unitarios, 1a ortogona1idad, y 1a 

ma1idad se definen como antes. 

es \q(v)\'12 

ortonor-

El. origen de 1a notaci6n ds2 puede ser captado intuitivamente como 
sigue. Supongamos por simp1icidad que M es Riemanniana. Si p y p' son 
puntos pr6ximos con coordenadas (x' , ••• ,xn) y (x'+llx 1 , ••• ,x0 +Ax") con 
respecto a sistema coordenado, entonces e1 vector tangente llp ="lAx<a¡ 
en p apunta aproximadamente hacia p '. Así, podemos esperar que e1 cua
drado de 1a distancia ll s de p a p' sea aproximadamente 

\llp\1 = <t:.p,t:.p) = Z g,¡] {l.x•t.xi, 
• • p 

como en 1a f6rmu1a de"- =:l. g¡¡ dx' dxj. 

Dada una manera de obtener variedades nuevas a partir de variedades 
dadas, genera1mente hay una manera correspondiente de obtener :rru.evas 
variedades semi-Riemannianas a partir de variedades eemi-Riemannianae 
dadas. 

Por ejemp1o, supongamos primero que P es una subvariedad de una va
riedad Riemsnniana M. Puee·to que cada espacio ta.'lgente T? (P) de P es 
un subeepacio de Tp (M), obtenemos un tensor métrico Riemanniano gp so
bre P simp1emente ree·tringiendo 1a acción de1 tensor m<!!itrico e d0 r.J a 
los subespacioe Tp(P). Forma.:!.mente, gp es 1a retr,acción j"°(g), donde 
j:P C...M es 1a ap1icación inclusi6n. Por ejemp1o, 1a n-esfera de radio 
r> O es 1a subvariedad Riemanniana de \il.°' 1 dada por 

sn(r) = ÍP!IPI = rJ. 

Sin embargo, cuando e1 tensor métrico g de M es indefinido, entonces 
j~(g) no es necesariamente una métrica sobre P. Es un camno tensoria1 
simétrico suave de1 tipo (0,2) y por lo te.nto será una métrica si y 
s610 si c2da Tp(:P) es un subespacio no degenerado de T?(l.1) con respeE 
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to a g y el índice de Tp(P) es el mismo para todo· p. Así, podemos ha
cer la siguiente definición. 

Sea P una subvariedad de una variedad semi-Riemanniana ~. Si la re
tracci6n j*(g) (como antes) es un tensor métrico sobre P, entonces de
cimos que P es una subvariedad semi-Riemanniana de M. (Si se sabe que 
P es Riemanniana o de Lorentz, entonces estos términos deben aparecer 
en lugar del caJ.ificativo de"semi-Riemanniana' en la definici6n ante
rior.) 

Consideremos ahora el caso de las varieaades producto. 

Lema 34.1 Sean M y N variedades semi-Riemannianas con tensores métri
cos g" y g.,. Si TI y <I son las proyecciones de M X N sobre M y N, repec
tivamente, sea 

g n•(gH) + 5•(gN). 
Entonces g es un tensor métrico sobre M x N. Llamaremos a (!.1 x H,g) la 
variedad semi-Riernanniana produto de M y N. 

Demostraci6n. Por la definición de retracci6n, tenemos que si v,wE 
T¡?,~\ (1,1 X N), entonces 

g(v,w) = gfl(dll(v),díl(w)) + gN(d6(v),dCi(w)). 

Así, vemos que g es simétrico. Para demostrar la no degeneración, 
supongamos que g(v,w) =O para todo wET<l',\\(MxN). Entonces, en parti
cular, para todo w!T¡¡.,\\M tenemos que g1-1(dit(v) ,d¡¡(w)) = o, ya que dcr(w) 
= o. Pero como TI y dTI son suprayectivas, se sigue que los vectores 
dn(w) recorren todo el espacio Tp(M), por lo que drr(v) =O debido a la 
no degeneraci6n de gH, En fonna similar se demuestra que d6(v) = O, 
por lo tanto, v = o. 

Las bases ortonormales de los espacios Tp(M) y T~(N) se combinan 
para dar una base ortonormal del espacio T,~,\\ (M x N), entonces el índi-
ce de g tiene el valor constante ind ¡,¡ + ind N. ## 

El mismo procedimiento se puede extender de manera obvia a produc
tos finitos de cualquier ntimero de variedades semi-Riemannianas, Por 
ejemplo, el espacio semi-Eucljdiano lR~ es 

~11 X ••• X l?.1, l<. IR' X • , , X IR1 = iP,~ X lR"'-', 
"V l=P.c.10\~t:.S. l"t·V FAC.\O\!f.5 

donde, por definición, \\:l.', es la rect" real con el tensor métrico que 
es el negativo del producto punto usual sobre~' , 

35 ISOMETRI.AS 

Siempre que en la matemática aparece un nuevo objeto, se debe dar, 
por lo menos, un correspondiente concepto de ''igualdad" entre dichos ob-
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~etos. Así, tenemos l.as biyecciones para l.os conjuntos, l.os homeomor
:f'isaios para l.os espacios topol.Ógicos, l.os isomorfismos l.ineal.es pera 
1os espacios vectoria1es y 1os difeomorfismos para l.as variedades dif~ 
renc:lab1es. En el. caso de l.as variedades semi-Riemannianas, l.as isome
tr!as son 1as que sirven para expresar l.a noci6n de equiva1encia o i
~tlad. 

Sean¡;¡ y N variedades semi-Riemannianas con tensores métricos gM y 
g ... Una isometría de M a N es un difeomorfismo t/i :rr.-N que preserv8 
1-os tensores métricos: cp• (g,.,) = g"'. 

Exp1Ícitamente, (,d<j>(v),d<l>(v.)) = <v,w) para todo v,w6Tp(M), pE!ll. Co
mo ~ es un difeomorfismo, cada apl.icación diferencial. dq,p es un isomol: 
:f'ismo 1ineaJ.; de modo que l.a condición de.preservaci6n de 1a métrica 
impl.ica que cada d~p es una isometría l.inea1 entre l.os espacios con 
producto escaJ.ar Tp(M) y T~t•l(N). La retracci6n actúa ae l.a manera u
sual. sobre l.os el.ementos de l.inea y, puesto que éstos detenninan a l.os 
tensores métricos, l.a preservación de l.a métrica es equivaJ.ente a: 
.Z,'( q N) = qt-<• 

Es fácil. verificar que 
(l.) La aplicaci6n identidad sobre una variedad semi-Riemanniana es una 
:isometría. 
(2) La composici6n de isometrías es una isometría. 
(3) La ap1icaci6n inversa de una isometría es una isometría. 

La interpretación de q = ds1 como el cuadrado de la distacia infin.! 
tesimal., sugiere que consideremos a una isometría como si fuera un· mo
vimiento rígido, en contraste con un difeomorfismo arbitrario que pue
de defonnar a la variedad M en el. proceso de apl.icarl.a sobre N. 

Una propiedad de una variedad semi-Riemanniana que es preservada 
por una isometría se l.l.ama un invariante isométrico de l.a variedad. La 
geometría semi-Riemanniana se puede definir como el. estudio de tal.es 
invariantes. Si existe UGa isometría entre M y N, decimos que M y N 
son isométricas. Las propiedades (1), (2) y (3) que enumeramos arriba, 
significan que ].a relación de isometría entre variedades semi-Riema
nnianas es una rel.ación de equivalencia. Intuitivamente, podemos decir 
que l.aa variedades isométricas tienen la misma geometría semi-Riemanni~ 
na. 

Sea V un espacio con producto esca1ar, es decip, un espacio vecto
rial. real. con un producto escalar. Entonces V es una variedad y, tal. 
como en el caso V =IRº, l.a :fórmula <v, ,w,) = <v,w) define un tensor 
m~trico sobre V, que lo convierte en una variedad semi-Riemanniana. 

Lema 35.l Si1' :V--..W es una isometría l.ineal entre espacios con pro
ducto esca.lar, entonces, considerando a V y a V/ como variedad as semi
'Rieman_YJianaa, -il1: v._..w es una isometría. 
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Demostraci6n. Puesto que las aplicaciones lineales son suaves, el iso
morfismo lineal 111 es un difeomorfismo. Si VpGTp(V), entonces tenemos 
que d'll>(vp) = (--P(v) ),¡¡p¡ • Así, 1f preserva los tensores m~tricos, ya que 

(d'i'(vp ),d'f(wp) = <C"!'Cv)),¡L~l ,(i'(w)h<Pl) 

= (-if(v) ,i'(w)) = (v,w) = (vp ,wp). ## 

Se sigt.le que si V es un espacio con producto escalar de dimensi6n 
ne Índice~, entonces, considerado como variedad semi-Riemanniana, V 
es isom~trico aíll.~. De hecho, el isomorfismo de coordenadas con res
pecto a cual.quier base ortonormal de V es una isometr!a (lineaJ.). 

Si M es una variedad semi-Riemanniana arbitraria, su tensor m~tri
co convierte a cada uno de los espacios tangentes en un espacio semi
Ellclidiano de la misma dimensi6n y del mismo índice que M. Con esto 
vemos como la geometría semi-Riemanniana general.iza a la geometría 
semi-Euclidiana. 

36 CONEXJ:ON DE LEVI-CIVITA 

Sean V y W campos vectoriales sobre una variedad semi-Riemanniana M• 
Nuestro objetivo en esta sección es demostrar que es posible definir 
un nuevo campo vectorial sobre M, denotado por DvW, y cuyo valor en 
cada punto p es la raz6n vectorial de cambio de W en la direcci6n de 
Vp. Hay una manera natural de lograr esto en \R~. 

Sean u 1 , ••• ,un las coordenadas naturales de !R"v. Si V y IV =Zw' oi 
son campos vectorial.es sobre IR~, entonces el campo vectorial 

Dv'll = L V(W 1)1li. 

se llama la derivada covariante natural de W con respecto a v. 

Puesto que esta definición hace uso de un sistema de coordenadas 
especial sobre ~~ no resulta muy claro como se le puede extender para 
e1 caso de una variedad semi-Riemanniana arbitraria. Comenzaremos, por 
tanto, axiomatizando sus propiedades más importantes. 

Una conexi6n D sobre una variedad suave ¡,¡ es una funci6n· 

tal oue 
(Dl) 
(D2) 
(D3) 

D:-M(M) X -M(M)- ~(M) 

DvW es --:rCM)-lineal en V, 
DvW es \R-lineal en W 
Dv(fW) = (Vf)W + fDvW para fE".;:(M). 

DvW se llama la derivada covariante de IV con respecto a V para la co
nexi6n D. 

El axioma (Dl) asegura 0ue DvW es un tensor con respecto a "la va-
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riabl.e" V y, de acuerdo a la proposici6n 1. 7.1., para un vector tangente 
individual. VéTp(M) tenemos un bien definido vector tangente D,,1·1éTp (!;!), 
a saber, (DvVl)p donde V es cual.quier campo vectorial tal. que Vp = v. 
Por otra parte, (D3) muestra oue Dv'!I no es un tensor en \'/, 

Podemos establ.ecer ahora nuestro objetivo en forma más precisa: de
mostraremos oue sobre toda varied8d semi-Riemanniana existe una única 
conexi6n oue.comparte otras dos propiedades ((D4) y (D5), ver más ade-
1.ante) con 1.a conexi6n natural. de IR'O. 
Nuestro siguiente paso es algebraico. 

Proposici6n 36.1. Sea M una variedad semi-Riemanniana. Si Vé~(bl) sea 
V" 1.a uno-forma sobre M tal. que 

Vl(X) = <.v,x> para todo X<~(M). 
Entonces, 1.a funci6n V--+V* es un isomorfismo ~(1'1)-1.ineal. entre ~(lfl) 
y ~'"(M). 

Demostración. Como V~ es ~(M)-1.ineal., es real.mente una uno-forma, y 1a 
función v-v .. es tambi~n ~M)-1.ineal.. Que se trata de un isomorfismo, 
se sigue de 1.os siguientes dos hechos: 
(a) Si <.v,x't = (w,x> para todo JU~(?II), entonces V = w. 
(b) Dada cual.ouier uno-forma e é ~ .. (M) hay un único campo vectorial: 
W,~(M) tal. q~e 9 (X) = <V, X) para todo X. 

Sea U = V - W. Entonces 1a afirmación (a) equival.e a mostrar que si 
<up,Xp) =O para todo Xt.~(¡,;) y todo peM, entonces U= o. Puesto que 
todo e1emento de Tp(M) tiene 1a forma Xp, el. resul.tado se deduce de 1.a 
no degeneración del. tensor m~trico. 

La afirmación (a) es precisamente 1.a afirmación de unicidad que se 
hace en (b), as! que para probar (b) es suficiente encontrar V sobre 
una vecindad coordenada arbitraria A. (Las diferentes V local.mente de
finidas serán consistentes en 1.a intersecci6n,de dos vecindades coor
dena?as, debido a 1.a unicidad.) Si e.;= 1 G¡dx' sobre A, sea V= 
f.jg 1Je¡2lj. ~~onces, como .Cg¡j >.:V (g'J) son matrices inversas, tenemos 

{V,01<) ="J. g'Je¿(oj,Cl1<) = Z i3¡g'l gjK = zg¡~¡K = GK= fJ(OK)• t1 ~.. .. 
Se sigue de 1.a ".t'(M)-1.ineal.idad del. tensor m~trico que (V,X) e (X) 
para todo X sobre A. ##·~ 

As! pues, en 1.a geometría s~mi-Riemanniana podemos 1.ibremente tran~ 
formar un campo vectorial. en una uno-forma y vice•versa. Los pares co
rrespondientes v...--e contienen exactamente 1.a misma informaci6n, y se 
dice que son métricamente eguival.entes. 

El. siguiente resultado es tan importante que se 1.e ha llamado a ve
ces el. mil.agro de 1.a F,eometr!a semi-Riemanniana. 

Teorema 36.2 Sobre una variedad semi-riemanniana lol existe una única 
conexión D tal. que 
(D4) lv, W) = Dv IV - D_, V' y 
(D5) X(V,w> =(DxV,W) + (V,Dx\V), 
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para todo X, V, WE ~(1\1), D se l.l.ama l.a conex:i.6n de Lev:i.-C:i.v:i.ta de M, 
y está caracterizada por la f6rmul.a de Koszul. 

2(Dvw,x> = v(w,x) + w(x,v> - x<v,w> 

- <v, [w,xl) + (w, [X,Vl) + (x, Lv,w1). 

Demostraci6n, Supongamos que D es una conexi6n sobre ~1 que sat:i.sface 
los axiomas (D4) y (D5), En el. lado derecho de la f6rmul.a de Koezul. 
usemos (D5) en loe pr:i.meros tres términos y {D4) en l.os otros tres, La 
mayoría de los términos que resultan de este modo se cancel.an por pa-
rejas y queda final.mente 2<DvW,X), Así, D sat:i.eface l.a f6rmul.a de Kos
zul. y, debido a la afirmaci6n (a) de l.a demostrac:i.6n anter:i.or, D debe 
ser tl:nica. 

Para demostrar l.a existencia, denotemos por F(V,Vl,X) al. l.ado dere
cho de l.a f6rmul.a de Koszul.. Para v,w~ ~{M) fijos, un cálculo simple 
demuestra que la funci6n X--.F(V,W,X) es 1"(M)-l.ineal. y, por l.o tanto, 
se trata de una uno-forma. Por la proposici6n 36.l., sabemos que ex:i.s
te un tl:n:i.co campo vectorial., que denotaremos por Dvl'I, tal. oue 
2(DvW,X) = F(V,W,X) para todo X. Así, la f6rmul.a de Koszul. se cumple 
y podemos demostrar a partir de el.la que D satisface los axiomas (Dl.) 
a (D5). 

Por ejemplo, demostremos (D3), Para un X arbitrario, tenemos 

2(Dv(fW),X) = V{fW,X) + fW<X,V) - X(V,f\'I) 

- <v, tfw,x1'> + (fv1,lx,v1> + (x,lv,fw1>. 

Las funciones se pueden sacar del. tensor ( , > y, en cuanto a los 
paréntesis de L:i.e tenemos, por ejemplo, lfW,X] = -XfW + f[IV,X]. En
tonces la expresi6n en el. lado derecho de la ecuaci6n anterior se 
convierte en 

Vf(W,X) + Vf(X,W) + Xf<.V,W) - Xf<V,W) + fF(v,w,x) = 2(VfW + fDvW,x). 

Entonces por la af:i.rmaci6n (a) de la demostraci6n anterior, Dv{fW) = 
{Vf)VI + fDvW• 

Para verif:i.car (D4) comenzamos con 

2(DvVI - DwV,X) = F(V,W,X) - F(W,V,X), 

El. lado derecho se reduce a 

(x,tv,wD - (x,tw,vr> = 2<tv,vn,x>, 

de donde se obtiene el. resultado. Las otras verificaciones se hacen de 
manera simil.ar. #;~!lf. 

Sea x 1 , ••• ,xn un sistema coordenado sobre una vecindad coordenada 
U de una variedad semi-Riemanniana r.1. Los símbolos de Christoffel. para 
este sistema coordenado son las íunciones con valores reales l(.j sobre 
U tn:tes que 

(l.°"'i,j~n), 
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"Como [i\l,oi1 =O, se sigue de (D4) aue D¡¡¡((lj) =Da; (~i.), de donde 
r.j = r{L • 

La conexi6n D no es un tensor, de modo oue los símbolos de Chris
toffel no obedecen la regJ.a usual de transformación para las componen
tes ae un tensor a1 cambiar de sistema de coordenadas. 

Proposición 36.3 Para un sistema coordenado x•, ••• ,xn sobre u, 

<1) D'<!i <L. wjcin = ~ l ~~; + '?- rt¡ wi~º"' 
donde los símbolos de Christoffel están dados por 

(2) r~ = ~~g'""Ü~t"' +]~¡ro - ·~;'l \. 
Demostración. (l) es una consecuencia inmediata de (D3). Para obtener 
(2), hagamos V=()¡, VI =óJ , X= o;: en J.a f6rmu1a de Koszul. Como los 
paréntesis de Lie son cero, obtenemos 

2(Dot<'oJ ),ei ... ) = ~(g¡__,) + b-<gt,.,,) - ~x"'(g¡j ). 

Pero por la definición de los símbolos de Christoffel, 

2<n-a;.Coi ),(11,) = 2~ r¡jgQ,,,. 
MuJ.tiplicando estas dos ecuaciones porzgm><, se obtiene e]. resultado 
buscado. #11 "' 

Usando (D1) podemos calcuJ.ar cualquier DvW sobre vecindades coord~ 
nadas, por medio de la primera de las fÓrmuJ.as en J.a proposici6n, miell 
tras que la segunda fórmula es la descripción coordenada de como' el 
tensor métrico determina a J.a conexión de Levi-Civita. 

Lema 36.4 La conexión natural D sobre IR~ es la conexión de Levi-Civi 
ta para el espacio semi :EllcJ.idiano tP.~ para toda~= 0,1, ••• ,n. Con re~ 
pecto a las coordenadas naturales sobre IR~ 
(1) g¡,¡ = ~tjE.j , donde q = -1para1..; j_,;...¡, y Ej = +1 para \1+1.f j.~n, 
(2) r~ = o para toda l .f i, j,k ~ n. 

Demostraci6n. (1) es esencialmente la definición del tensor métrico de 
IP.~. Para probar que D es la conexión de Levi-Civita de \?.~ debemos veri 
ficar que satisface los axiomao (D1) a (D5). Consideremos (D5), por e= 
jemp1o. Como ( V,VI) = 1: E¡ viv¡l, 

x<.v,w) = Zc¡x(v')w' + zqv1x<w') (DxV,W) + \V,DxVI). 

Entonces (2) se sigue de 1a proposición 36.3(2), ya que las fUnciones 
g[j son constantes. ## 

Un campo vectorial V se llama paraleJ.o si su derivada covariante 
Dx V es cero para todo X é ~(rn). Así, la anulación de los símbolos de 
Christoffe1 en e]. lema anterior significa que los C:?.mnos vectoriales 
de las coordenadas naturales sobre IR~ son paralelos. 
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En general., l.os símbol.os de Christoffel. de un sistema coordenado miden 
cuán l.ejos están l.os campos vectorial.es coordenados de ser paralel.os. 

Ejemplo. Sean r, 'f , z l.as coorder1adas cil.Índricas usual.es de (R 3
• Re

al.mente, (r,tp,z) es un sistema coordenado s6l.o sobre IR' - H, donde H 
es, por ejemplo, el. semiplano x >o, y = o. En IR 3 - H l.as funciones 
coordenadas están bién definidas y existe una apl.icaci6n coordenada 
inversa dada por x = reos~, y = rsen~, z = z. 

Por el. teorema de l.a base tenemos que 

"Cr = cos<pó, + sencpo,; 

Cl'f ru, donde u= -sen<pil, + cosfi'>y; 

Ói = ~l • 

Para poder usar l.a notaci6n con índices, hagamos y' r, y2 = <p, y3 = 
z. Entonces g 11 = g,~ =l., gu = r 2 , y g¡j = O para i f j, por l.o tan-
to 

dsi. = dr:i. + r 1 dtp1 + dz2 • 

En particul.ar, este es un sistema ortogonal. de coordenadas; es decir, 
l.os campos vectorial.es coordenados son mutuamente ortogonal.es. 

Un cál.cul.o directo demuestra que l.os símbol.o de Christoffel de l.as 
coordenadas cil.Índricas son todos cero con la excepci6n de r,':t = -r y 
r1~ = r,~ = l./r. Por 1.o tanto 0 todas l.as deri vedas COV8riant es de l.os 
campos coordenados son cero, con l.a excepci6n de 

Estas f6rmul.as son consistentes con lo que 1>odemos observar en la 
figura 10. Puesto que º' es también un vector coordenado natural., de
be ser peral.el.o. Simil.armente, podemos esperar aue D0,(ór) D 0,(a~) = 
= º· ya que dr y o~ permanecen peral.el.os mientras el punto p se mueve 
en la direcci6n z. • º• ª": rU 

FI&. \0 

La derivada covariante Dy se pueae extender uare. ouerBr sobre cam
pos tensoriales de tipo arbitrario. De hecho, l.;s axiomas (D2) y (D3) 
son exactamente l.o que necesitamos para poder aplicar el teorema 21.4 
(pag. 53) acerca de las derivaciones tensoriAles. 

Sea V un campo vectorial sobre una variedad semi-Riemannie.na 1,:. La 
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derivada covariante (de Levi-Civita) Dv es la única derivaci6n tenso
rial sobre M tal. c¡ue 

Dvf = Vf para H'?i1(11:) , 

y DvW es la derivada covaria.nte de Levi Civit:?. para todo Wf. ~(M). 

Si At!>::t'.~(Ll) entonces el campo tensorial DvA de tipo (r,s) es ~(r.1)
linea1 en Vi, ~(r.1). De hecho, por el corole.rio 21.3, para verificBr 
esta afi.rmaci6n, es suficiente verif'icar que las derivaciones tensori~ 
lea DFv;~w y fDv + gDw coinciden sobre -:j:'(M) y sobre ~(M). Pero lo pr.!_ 
mero se sie;ue de las definiciones y lo seL'Undo es precisamente el axi.2 
ma (Dl). Esta observaci6n sirve para justificar la siguiente defini
ci6n. 

La diferencial covariante de un tensor A del tipo (r,s) sobre !vi es 
el campo tensorial DA del tipo ( r, s+l) tal que 

(DA) ( G', ••• ,ar ,x,, ••• ,Xs, V) = (DyA)( e•,.,., B' ,X,, ••• ,Xs) 

para todo V, X;f. -M-(!i!) y Oj€-M-,.(M). 

En el caso excepcional r = s = O la diferencial covariante de una 
funci6n f coincide con su diferencial usual df t, ~ ~(111), ya que 

(Df)(V) = Dvf = Vf = df(V) para todo V f. ~(Tol). 

La diferencial. covariante DA es simplemente una manera conveniente 
de recolectar todas las derivadas covariantes del tensor A. 

Como en el caso de un campo vectorial, un campo tensorial A se lla
ma parale1o si su diferencial. covariante es cero, es decir, si DvA =0 
para todo V & ~(NI). Por ejemplo, usando la regla del producto ( secci6n 
21.), se sigue ,que el axioma (D5) es equivalente al paralelismo del te.!); 
sor métrico g. 

Si AE X~ (M), las c_omponentes de DA con respecto a un sistema coord~ 
nado se denotan por A'),"::.\: tK • Se puede encontrar una f6rmul.a para ex
presar estas componentes en términos de las componentes de A y de los 
s:!mbolos de Chris·toffel. del sistema coordenado. La f6rmula general es 
algo complicada (ver, por ejemplo, [S y S]), pero veremos que su uso 
puede ser evitado. En el caso especial del sistema natural de coorde
nadas sobre~~. puesto que los campos vectoriales coordenados y tam
bi~n las diferenciales du 1 , ••• ,aun son paralelas,.se sigu.e que 

c_,..••r _ ("'/ K) ¡! .. ,(.r 
AJ,···ls~K - o du AJ,··~Js. 

37 TRANSPORTE PARALELO 

El caso más simple de un campo vectorial sobre una aplicaci6n (ver 
la definici6n en la pag. 35) es un cal!lpo vectorial z sobre una curva 
c<:I-M. Z asigna suavemente a cada. t 6 I un vector tangente a: M en el 
punto ~(t). Por ejempJ.o, J.a velocidad e<.' es un c2mpo vectorial. sobre<:ic, 
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lo mismo que la restricci6n Voi a la curva e< de cualquier V,; ~(M). EJ. 
conjunto ~(t:L) de todos los campos vectoriales suaves sobre la curva el., 

es un m6dul.o sobre ~(I). 
Cuando M es una variedad semi-Riemanniana, existe una manera natural 

de def'inir la raz6n vectorial de cambio Z'de un campo vectorial ze~(~). 

Proposici6n 37.1 Sea d.:I--..M una curva en una variedad semi-Riemannia,... 
na rri, Entonces existe una iínica funci6n Z--+Z' = DZ/dt de ~(e() a ~(.x) 
llamada la derivada covariante inducida y que es tal que 
(1) (az, + bZ:i.)' = az~ + bZ;i: (a,bo/R), 
(2) (hZ)' = (dh/dt)Z + hZ' (h,;'+(I)), 
(3) (V"') '(t) = Do1•1o(V) (t ( I, Vi= ~(M)), 
Además, 
(4) (d/dt)(Z, ,Z2) = <zí,z» + <z, ,Z,i~. 
Demostraci6n. Unicidad, Supongamos que existe una conexi6n inducida 
que satisface s6lo l.as primeras tres propiedades. Podemos suponer que{)( 
está en el dominio de un s6lo sistema coordenado x' , ••• ,xn. Por el. te
orema de la base, si Zh ~(ot}, entonces en ct(t), 

z(t) =L. Z(t)x<cll = 1, (zxi)(t)Cli. 

Denotemos a la funci6n componente zxÍ :I~~ por zi, Por las propieda
des (1.) y (2), tenemos que . 

z'=L~f21t1"' +Zzica¡\")'. 

Pero, por (3), CCHlot) '= Dot• (<l~ ); así que 

Z • - "";\ ~.,,. '>' ¡ ('- ) 
- .L.., dt '" + r.., z n,,,, "' • 

Entonces, z• está compl.etamente determinada por la conexión de Levi
Civ3.ta D. 
Existencia. Sobre cualquier subinterva1o J de I taJ. que {)((J) está con
tenido en una vecindad coordenada, definamos z' por ]..a fórmula anterior. 
Entonces una serie de cáJ.culos muy simples, demuestran que se cumpl.en 
las cuatro propiedades. Debido a la unicidad, estas definiciones l.oce.-
1.es de z• constituyen un s61o campo vectoria.l en~(~). ## 

En el caso especial. Z = o<' l.a derivada Z • = cJ.'' se llama la scelera
cién de la curva <;f.. A veces se usan notaciones más elaboradas para en
fatizar que {)(''depende de la geometría, mientras que{)(' sélo depende 
de l.a est:n.1.ctura diferenciable. 

Para un campo vectorial Z sobre O( la f6rmul.a ~ue encontramos en 1a 
demostración de la proposici6n anterior, nos da 

Z' _ zSdZ~ "5' n~ d(x'o«)zj 7d 
- k ldt + {j t.J dt s I(• 

Si Z' = O , entonces Z se dice que es par"l.elo. Esta f6rmula demuestra 
que la ecuaci6n Z' =O es equivalente a un sistema lineal ae ecuaciones 



107 

dieferenciaJ.es ordinarias. Por el teorema fundamental de existencia y 
unicidad para tales sistemas, obtenemos la siguiente proposición. 

Proposición 37. 2 Para una curva ll{:I-M, sea a é I y z <S T.,~a¡(M). Enton
ces existe un tfnico campo vectorial paralelo sobre O( tal que Z(a) = z. 

Aquí hemos aprovechado el hecho de que las soluciones de un siste
ma lineal de ecuaciones diferenciales están definidas sobre todo el 
intervalo de definición de las funciones coeficientes. 

Con la misma notación que en la proposición, si b é I entonces 1.a 
función 

P = P; (ol) :Tp (111)--..T~ (Ir.) 

que manda cada z a Z(b) se llama transporte paralelo a lo largo de ~ 
de p = O((a) a g = D((b). 

Lema 37.3 La aplicación transporte paralelo es una isometría lineal. 

Demostración. Con la misma notación que antes, sean v, wé Tp(M) 1.os 
vectores que, como en la proposición, corresponden a los campos vecto
riales paralelos V y VI. Como V + VI es también paralelo, P(v + w) = 
(V + IV) (b) = V(b) + W(b) = P(v) ·> P(w). Similarmente, P( cv) = cP( v). 
As!, P es una aplicación lineal. 

Si P(v) = o, entonces por la unicidad en la proposición 37.2, V só
lo puede ser el campo vectorial identicamente cero sobre oc. De donde 
v = V{a) = o. Así, P es inyectiva y, como todos los espacios tangentes 
a M tienen la misma dimensión, P es un isomorfismo lineal. 

Finalmente, para V y W como antes, 

- :t<v,w> = <v•,w> + <v,u·> =o. 

De donde se sigue que <v, w> es constante. Por lo tanto, 

(P(v),P(w)) = <v(b),W(b)) = <v(a),W(a)) (v,w). fHI 

Por lo general el tranporte paralelo de p a q depende de la curva 
particular que se tome entre los puntos p y q. Sobre ~~ los campos 
vectoriales de las coordenadas naturales son paralelos y también lo 
serán sus restricciones a cualquier curva. Por lo tanto, en este caso, 
el transporte paralelo a J.o largo de cualouier curva es simplemente el 
isomorfismo canónico Vp ...:......v<¡.. Este fenómeno se J.J.~.ma pp.raJ.elismo dis
tante. 

38 GEODESICAS 

Ahora generalizaremos J.a noción eucl.idiana de J.inea recta. Una ~
désica en una variedad semi-Riemanniana M es u~a curva 'I: I--.-lli cuyo 
campo de velocidades 't-' es peral.el.o. EquivaJ.entemente, J.as eeodésicas 
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son l.as etirvas de acel.eraci.Sn cero: t-'' = o. 

Corol.ario 38,l. Sea x 1 , ••• ,xn un sistema coordenado sobre uc M. Una 
etirva ~ en U es una geodésica de M ei y e.Sl.o ei eue f'uncionee coordena
das x'•:t satisfacen 

para l.~ k ,¡; n. 

De hecho, estas expresiones son l.ae componentes de y;.•• con respec
to a J.oe campos vectorial.es o 1 , ••• ,on. 

A1 tratar con curvas, con frecuencia ee conveniente usar una no~a
ci.Sn abreViada, escribiendo l.as f'unciones coordenadas de ~ como x' en 
J.ugar de xloit. En cual.quier contexto razonabJ.e no debe haber conf'uei6n 
entre estas f'uncionee definidas sobre el. dominio I de ~ y J.ae funcio
nes coordenadas sobre Uc M. Las ecuaciones de l.a geod,sica son entonces 

d"xK 'i' r.~ axi dxi _ 
dt!"""+tJ 'ldt dt -O (1.~k~n). 

El. teorema de existencia y unicidad pare l.us ecuaciones deferencia
l.ee ordinaries nos l.J.eva Bl. siguiente resul.tado l.ocaJ.. 

Lema 38.2 Si ve Tp(ll), existe un intervaJ.o I al.rededor del. O y existe 
una lfnica geod,eica i':I-+1! tal. que -:r'(O) =v. 

La lfl.tima ecuaci6n impJ.ica desde J.uego que ~(O} = p¡ decimos que '//' 
ee una g9od,sica que comienza en p con vel.ocidad inicial. v. 

Lema 38.3 SeanCll ,f'l:J:-M un par de geodésicas. Si existe un mfmero a.sJ: 
tal. que el.'( a) ~ f3 '(a), entonces O( = ¡i • 

Demoetraci6n. Supongámos QUe J.a concJ.usi6n es faJ.sa; entonces existe 
un to e J: tal. que <;( (to ) F ¡; (to) , con digamos t 0> a. As!, el. conjunto 
{te Ilt >a y o<(t) F f3(t)J tiene una m:b:ima cota iRferior b, para l.a 
cua1 b >a, Afirmamos que ()('(b) = 13 '(b). Esto sucede ·si a = b. Si b >a, 
entonces ()( y f3 concuerdan e obre el. intervaJ.o (a, b). Las expresiones 
coordenadas demuestran que J.ae f'unciones t--.~'(t) y t---~'(t) de (a,b) 
en el. haz tangente TM son continuas (de hecho, suaves). As! pues, 
etiando t tiende a b por l.a izquierda 

oc'(b) = 1im<X '(t) = J.im f> '(t) = ¡:>'(b). 

Puesto que t--.«(t+b) y t-..+~(t+b) son también geodésicas, el. l.ema 38.2 
muestra que O( = ~ sobre aJ.gt{n intervaJ.o al.rededor de b. Pero esto con-
tradice l.a definici6n de b. ## 

Proposici6n 38.4 Dado cual.quier vector tangente ve Tp(M), existe una 
'íiñica geodésica. "tv en tl tal. que 
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(1) La ve1ocidad inicial. de -fiv es v; es decir,'!S'v'(O) =v. 
( 2) El. domi!"..io I~ de 't-. es e1 más grande posib1e. As! que si<:{ :J-M 
ea una geod.!isica con ve1ocidad inicial. v, entonces JC I y 01. = ~,, 1 J. 

Demostraci6n. Sea G 1a colecci6n de todas 1as geodlisicae 11' :I"'-M con 
ve1ocidad inic1s1 v. (Por el 1ema 38.2, este conjunto G es no vnc!o.) 
EL 1ema 38.3 demuestra que~ y p de la co1ecci6n G coinciden sobre 
l., n I? • Por 1o tanto, 1e co1ecci6n G define consistentemente una s61a 
curva "d',, sobre e1 interval.o I =U I-t. Es evidente aue "'O'u tiene 1EIS pr,2 
piedades requeridas. ## 

Debido a 1a propiedad (2) de 1a proposici6n anterior, 1a geod.!isica 
"tv se dice oue es meximal. o que es geod.!isicamente inextensib1e. La no
taci6n -t,, será usada con frecuencia. 

Imaginemos por un .. momento a M como si fuera una superficie en lR3 y 
supongamos que p,;. M es une part!cu1a restringida a permanecer sobre M. 
Una vez que se ha dado a p una ve1ocidad inicial., su movimiento está 
completamente determinado y su trayectoria ee~á una geodlieica sobre M. 

Una variedad eemi-Riemanniana M para la cueJ. toda geod4eioa meximeJ. 
está definida sobre toda 1a recta real se 11ama geodlieicamente comp1e
~ o comp1eta. NcSteee que si un e61o punto p se re111Ueve de la variedad 
completa M, entonces la variedad M - p ya no es completa, puesto que 
le.e geod.!ieicae que pasaban por el punto p ahora se ven obligadas a de
t eneree. 

Ejemp10. Geodlisicae de un espacio semi-Euclidiano. Para 
das naturales, 1os s!mbo1os de Chrietoffel son cero, aeí 
cionee de 1a geod6sica se reducen a 

d 2 (u¡oll") 
dt" o (1~ i~ n). 

las coorden
que 1as ecua-

Por lo cual, u< ('a'( t)) = pi. + tvt para toda t, donde p t y v< son cons
tantes arbitrarias. En notaci6n vectorial tenemoe,"t(t) = p + tv. Por 
lo tanto, las geod.!isicas de ~~ son lineas rectas. En particular, \Q~ 
es geod4sicamente comp1eto. 

PUesto que su campo de ve1ocidadee es pareJ.e1o, una geod4eica )!' tie 
ne un comporic:nionto 111Uy uniforme. Toda curva constante en M ce tri-. -
vial.mente una geoclósica, po:.:-o ei ""t- '( t) f. O para un s61o t, entonces .,¡.• 
nunca ae hace cero. Así pues, una geod6aica no puede disminuir su ve1o 
cidad y detenerse. -

Una curva til. en M se 11sma espacial si todos sus vectores velocidad 
~·(e) son espaciaJ.es; en forma análoga se definen 1ae curvas tom~ora.-
1.!.!! Y .!!!!!!!.!!.• Una curva arbitraria no tiene porqu~ tener uno de estos 
caracteres causales; no obstante, una geodésica 't' sí tiene un carácter 
~ definido, ya que su campo de velocidades es paralelo y ol tran~ 
porte para1e1o preserva e1 carácter causal de 1os vectores. 
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Lema 38.5 Sea 11 ::i:-M una geod.Ssica que no ea constante. Una repara.
metrizaci.6nl!o h:J-M ea una geod.Seica ei y s61.o si h:J-:i: ea de 1.a 
forma h(t) = at + b, con a,b<:IR. 

Demostrac:L6n. Para caal.qu:Ler curva<!, ('toh)'(t) = (db/dt)1$-'{h(t)). De 
donde, 

Cll'•h)"(t) = ::~~'(h(t)) + :~-¡f'(h(t)). 
Como ~ ee una geod.Seica, ~ • '= o, y <f' no constante impl.:Lca que -.S' 

1111nca es cero. Ae{,""t"oh ea una geod.Ssica-(ltoh)"= O.,.d1 h/dt'= o-
h(t) = a.t + b. ## 

Este resul.tado muestra que l.a.e parametrizaciones de l.as geod.Se:Lcae 
tienen significado geom.Strico. Si al. reparametrizar una curva 'eta ee 
conTierte en una geod6eica, decimoe que ee trata de una pregeod,s:Lca. 

Si un sistema de ecuaciones diferencial.es ordinarias de segundo OZ'
den tiene !'unciones suaves como coeficientes, entonces eus sol.ucionee 
son :t'unc:l.ones suaves no e61.o con respecto al. parmnetrc, eino tembiAn 
con respecto a l.os vaJ.ores inicial.es y con respecto a l.oe vaJ.oree ini
cial.es de 1- primeras derivadas. Apl.icando eete hecho a l.ae ecuacio
nes diferencial.es de 1.as geod,sicae, obtenemos el. siguiente 

L- 38.·6 Sea v un vector tangente a M, ea decir, un el.amento del. haz 
tangente TM. Bntonc•s existe una vecindad N de v en TJll y un interval.o 
:i: al.rededor de o, tal.es que (w,s)--.~~(e) es una f'unci6n suave bi6n 
definida de N )( :r-111, en donde ~..,(s) es 1.a geod,sica con vel.ocidad i
nicial. w. 

Una ecuacicSn d:l.ferenc:l.al. de segundo orden para.1.a :funcicSn.inc6gn:L
ta y ee puede convertir en un par de ecuaciones diferencial.es de pri
mer orden e:I. tomamos a y' como una nueva variabl.e. Por esencia:Lmente 
el. mismo procedimiento, 1.as geod6eicas en B pueden representares como 
curvas integral.es de aJ.gdn campo vectorial. sobre el. haz tangente TI!. 

Propoe:l.c:l.cSn 38.J Existe un campo vectorial. G sobre TM tal. que 1.a pro
:recci6n 'IT iT111-11 establ.ece una correspondencia uno a uno entre 1.ae 
CUrYas integra1ee de G y 1.as geod,s:l.cas de JI!. 

Demoetrac:l.cSn. S:I. ve TI!, sea G.., 1.a vel.ocidad inicial. de l.a curva 
e--."t-;(e) en TM. Se s:l.gue,ueando el. l.ema anterior, que Q ea un campo 
vectoria1 suave sobre TM. 
(a) Si ~ ea una geod,sica en M, entonces ~· es una curva integral. de a. 

Para demostrar esta afi:nnaci6n, eea ~(s) = "ll''(s), para toda e. Para 
un t fijo y arbitrario, eea w = <!''(t) y sea ~(e) = ~J(e). Por el. 1.ema 
38.3, "ll'(t +s) = "15'.,(s). Tomando 1.ae vel.ocidadee en M, obtenemos o\(t+e) 
~;(s) = ~(s). Entonces tomando vel.ocidadee en TM, obtenemos ~'(t+e) 
~'(e). En :particul.ar, ol'(t) = ~'(O) = G.,.. = GcttiH l.o que :prueba (a). 
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(b) Si ol ee una curva integral. de G, entonces no~ ea una geod4sica en 

•• Si v =~(O) entonces por l.a afirmaci6n (a), s---~~(e) ea también 
una curva integra1 de G y, l.o mismo que <i., comienza en v. Entonces, 
l.a anicidad de l.ae curvas integral.ea impl.ica que, inicialmente el. me
nos, i1° ol .. TI oY.; = -.!',,. Para t arbitrario, eea 6 l.a curva integra1 de 
G que comienza en~(t). Por el. l.ema l.3.3 (pag. 36), ~(t+a) = Ó(s), 
por l.o tanto11o1.(t+s) = 'Tib(B) = 'll"~(o\(s), l.o cual. p:naeba (b). 

Lae identidsde11 Tfo-t•· = ~ y (ilod.) • =O( demuestran que l.ae apl.icacig 
nea ej.-. (lod. y -t--:t• son inversas. ## 

39 LA APLICACl'.ON EXPONENCIAL 

En cada punto o de una Variedad semi-Riemanniana 11 col.eccionaremoe 
a todas l.as geodésicas que comienzan en o mediante una s6l.a apl.ica
ci6n. 

S:I. o é !11, sea E0 el. conjunto de todos l.os vectores v é To (M) tal.ea 
que l.a geodésica inexteneibl.e lf'v esté definida el. menos sobre [o,i.1. 
La apl.icaci6n exponencial, de 11! en o es l.a :funci6n 

exp
0
sE0-11 

tal. que exp0 (v) m "21'11 (1.) para todo vG E,. 

Obviamente, B 0 es el. más grande subconjunto de T 0 (M) sobre el. cual. 
exp 0 puede ser definida. Si !11 ea compl.eta, entonces E 0 = T 0 (M) para 
todo punto o de M. 

P:l.;!emos V(; T 0 (11) y t€:\R; entonces l.a geodésica s-~,,(ts) tiene ve 
l.Ocidad.inicial. t~:(O) e tv. Por l.o tanto, '<!'~v(s) •</',,(te) para todo
s 7 t tal.es que lll.guno de l.os l.ados de eeta ecuaci6n (y entonces am
bos) est6 bien definido. En particu.l.ar, si Vé Eo entonces 

exp0 (tv) = ""t!..,(l.) ~ 'll'v(t). 

Así pues, l.a aplicaci6n exponencial transforma l.ae rectas que paeen 
por el origen de T.0 (11) en l.as geodésica.a de M que pasan por o. 

Proposici6n 39.l Para cada punto o<: M existe una l!nica vecindad U de 
O en To(M) sobre l.a cual. l.a aplicaci6n exponencial. exp 0 es un difeo
morf'ismo sobre una vecindad U de o en M. (Ver fig, l.l.). 

Demostraci6n. Se sigue del. l.ema 38.6 que exp 0 es una apl.ioaci6n suave 
bien definida sobre una vecindad de O en T 0 (M). Afi:nnamos que su dif,!!. 
rencial. 

d exp0 : To(T,M)---.T 0 (M) 

es el. ieomori"iemo can6nico v0 --.v. Por definici6n, v 0 = P'(O), donde 
P(t) = tv; como hicimos notar antes, exp 0 (tv) = 'IÍ'v(t). Así 

d exp0 (v0 ) = d exp (~'(O))= (exp0 o~)'(O) =~;(o)= v. 
La Propoeici6n se sigue del. teorema de l.a funcion inversa. ## 
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Un subconjunto S de un espacio vectorial. se llema con fonna de es
trella al.rededor de O si vi; S implica que tv e: S para todo t l: [ 0,11. 
Entonces, S es una uni6n de segmentos radial.es de recta que parten de 
o. Si U y ü son como en la propoeici6n anterior y U tiene forma de e~ 
trell.a al.rededor de O, entonces U se 1lama una vecindad normal de o. 
Ahora veremos que en cierto sentido, U tembi4n tiene forma de estre
ll.a al.rededor de o. 

Propo11icidn 39. 2 Si U es una vecindad no:nnal. de o ! M, entonces para 
cada punto p€.U existe una dnica geod4sica6:(0,1l-u que va de o a 
p en u. Ademas, o'(O) = exp¡-l(p) €. ü. 

Demostraci6n. Por definici6n U es una vecindad en fonna de eetre11a 
de O en T 0 (M) tal aue expol ü es un difeomorfiemo sobre u. Para p G u, 
eea v = exp 0-

1 (p) €. ü. Puesto oue ü tiene forma de estrella, el rayo 
~(t) = tv (O~ t;; l) e11tll en '!f. As!, e1 segmento de geod,sica ó"= 
e:zp0 o~ está en U y va de o a p. ( Se dice que O es~.) En el o
rigen de To(M), d expo es el. isomorfismo can6nico To(T.(M))<><T.(M). 
Pero ~·(o) = v0 , por l.o tanto, 

o•(o) = d exp0 (f¿'(O)) = d exp (v0 ) =v. 

Supongamos que ~rlo,11 ...... u es una geod4eica arbitraria en U que va 
de o a p. Si w = "C'(O), entonces l.ae geod&eicae t-exp 0 (tw) y tie
nen la misma vel~cidad inicial. y, por l.o tanto, son igual.es, 

El segmento radial. t-tw (O.;;t.;;1) no sal.e en ningdn momento de u, 
pues si as! fuera, habr!a un o.:t0 ~1 tal. que tow€ '!J pero exp 0 (t 0 w) € 
U - t:([O,l]). As! pues, wEU. Pero exp,(w) = "C(l) = p = exp0 (v) y co
mo exp 0 es inyectiva, w = v. Por lo tanto, por la unicidad de lee ge,2 
d4eicae, l: = tS. ## 

Esta demoetraci6n muestra tambi'n que una vecindad normal U de o 
determina de manera dnica la vecindad ü en T0 (M). 

Una ñeod4eica quebrada es una curva suave por. pedazos cuyos eub
eegmentos suaves son geod4eicao. Por ejemplo, una geod4eica quebrada 
en !0.1 eB simplemente una curva poligonal. o linea quebrada. 

Lema 39. 3 Una variedad semi-Riemanniana M es conexa si y s6lo si 
cuaJ.esquiera dos puntos de M pueden ser unidos por una geod~eica que
brada. 

Demostraci6n. Supongamos que M es conexa y fijemos un p E M. Sea e el 
conjunto de todos los puntos que pueden ser conectados con p por medio 
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por medio de una geodésica quebrada. Para q € M, sea U una vecindad 
normal.. Si q i;; c, entonces es el.aro que uc c. Pero también si q,; M-C, 
entonces uc M - c. As!, l.a hip.Steeie de conexidad impl.ica que M = C. 
La afirmaci.Sn inversa es obvia. ## 

Sobre cual.quier vecindad normal. U de o€ M existe un tipo especial. 
de sistema coordenado que es particul.armente eimpl.e. Sea e, , ••• ,en 
una base ortonormal. para T0 (M), de modo que <e¡ , ej> = ~ lj f.j • El. ~ 
ma normal. de coordenadas ~ = (x1 , ••• ,x") determinado por e,, ••• , e 11 

asigna a cada punto p €.U l.as componentes vectorial.es con respecto a 
l.a base de ].os e¡, del. vector correspondiente a p: 

exp.;-1(p) G ÜCTo (M). 

En resumen, 
exp.;- 1 (p) = L x'cp)e¡ ( P € U)• 

Por tanto, si f 1 , ••• ,fn es 1a base dual. a e 1 , ••• ,e0 , entoncee x¿oexp0 = 
ft sobre ü. 

Propoeici.Sn 39.4 Si x', ••• ,x 0 es un sistema normal. de coordenadas en 
oe.M, entonces para todo i,j,k 

(l.) g¡j (o) ~ blj E.i ; (2) f-¡t(o) = O. 

DemostracicSn. Con l.a misma notaci.Sn que arriba hemos usado, si Vé T0 (M) 
escribimos v= :Z ale¡. Como exp 0 {tv) = )"11(t), 

x'O'v(t)) = f'ctv) = tf¿(v) =ta•. 

Por l.o tanto, v = "t,,'(0) • Za¡ odo • Tomando ai = ,S¡j , vemos que ej = 
ojlo' de donde se obtiene (l.). 

La expresi6n para xLo~~ demuestra que l.as ecuaciones diferencial.es 
para l.a geodésica -t-,, se reducen a 

,6 fi'¡"c~'IJ(t))a¡ aj = O para toda k. 

En parti~l.ar, :[, r.:; (o )ai aj = O se cumpl.e para todo a = ( a 1 , ••• , a" )dR.~ 
Para k fijo, esto expresa el. hecho de que una cierta forma cuadrática 
sobre ~" es identicamente cero. Por l.o tanto, de l.a igual.dad de pol.a
rizaci6n, se sigue que l.a correspondiente forma bil.ineaJ. simétrica es 
identicamente cero, es decir, r,¡ (o) = o. ## 

Si recordamos el. l.ema 36.4 (pag. l.03), podemos decir que en el. pun
to o (y, por l.o general., s61o en él.) el. tensor métrico y l.os s!mbol.os 
de Chrietoffel. de un sistema normal. de coordenadas son semi-Eucl.idis-
nos. PUesto que l.os tensores son objetos de natural.eza puntual., este 
hecho es de sorprendente util.idad en los cálcul.os con tensores. Por e
jempl.o, supongamos un problema que involucra a l.a diferencial covarian 
te DA de AE:;t'.~(M). En coordenadas arbitrarias l.as componentes de DA soñ 
muy compl.icadas, pero si para cada punto o€ M usamos un sistema normal. 
de coordenadas en o, entonces A\~;m (o) = ((<l/ox"')Alx )(o) taJ. como si 



se tratara de las coordenadas naturales en un espacio semi-Euclidiano. 
En las cercanías de o,lae f6rmuias de lR proposici6n 39.4 e6lo son 

aproximadamente verdaderas, pero mientras más cerca estemos del punto 
o más se psrece la variedad fil a To (M) ::.IR~. Pero esta aproximaci.Sn no 
puede ser llevada demasiado lejos. Por ejemplo, en o lee primeras de
rivadas da rf¡ no son cero en genera1 (sin embargo, s:! son cero lee 
primeras derivadas de g¡j). 

Ejemplo. Las aplicaciones exponencia1ee paralR'Y, De acuerdo a1 ejemplo 
que dimos en la eocci6n anterior, la geodésica con velocidad inicial. 
vp i; Tp(IR':,) es la linea recta t-p + tv, Así, la apliceci.Sn exponen
cial. en p manda Vp a p + v (que es la punta de la flecha vp). Se si
gue que expp:Tp(fil..1:,)--+ll<';. es un difeomorfiemo, ya que es la compoeici6n 
del isomorfismo can.Snico Tp(IR':.)-:>' IR'\. con la tranele.ci.Sn x-p + x. De 
hecho, cuando el espacio con producto escalar T¡>(IR.'Y) esti§: provisto con 
su tensor métrico ueua1, estas dos aplicaciones son ieometr:f.ae, por lo 
que expp es una isometría. 

40 CURVATURA 

En la teoría de superficies en IR5 que comenz6 a deearrollaree a 
fines del siglo XVIII, se defini6 une noción de curvatura que da una 
descripción muy razonable de la forma de una superficie considerada 
como un subconjunto de \~3 , Pue Geuss quien demostró con su "theorema. 
egregium", que esta curvatura Gaussiana es un invariante ieométrico 
de la propia superficie, y que es independiente del hecho de que la 
l!Uperficie sea un subconjunto de \R3 • Este teorema condujo a Riemann a 
la invenci.Sn de la geometría Riemanniana, cuyo tema dominante es la 
general.izaci.Sn de la curvatura Gaussiana al. caso de las variedades 
Riemannianae arbitrarias. No es necesario hacer cambios significativos 
para poder extender estas ideas a la variedades semi-Riemannianas. 

Las derivadas de Lie satisfacen la identidad Lt><.~1 = (Lx ,L.,], donde 
como es usual el lado derecho equivale a L,L., - LyL,. (Es suficiente 
verificar esta identidad para funciones y campos vectoriales.) Enton
ces si (X,Y] =O (como, por ejemplo, para loe campos vectoriales coor
denados) de la identidad se sigue que Lx y Ly conmutan, En contrasta, 
estos resultados fallan en general pera la derivada covariante Dx. 
La magnitud de esta falla es medida por un tensor que juega un papel 
central en toda la geometría diferencial., 

Lema 40.1 Sea M una variedad semi-Riemanniana con conexión de Levi
Civita denotada por D. La función R:-M-Cw.>3- -M- (M) dada por 

RxyZ = Dtx,nZ - [Dx ,Dy} Z 

es un campo tensorial. de tipo (1,3) sobre M, llamado tensor de curva-
tura Riemanniana -ie ll!. 
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Demoetraci6n. Como hicimos notar en ia página 44, la funci6n R puede 
eer interpretada como un el.einento de 'l'.~(M), siempre y cuando R sea 
~(M)-mul til.ineal.. Puesto que la IR-mul tilineaJ.idad es obvia, s61o debe
mos demostrar qae es posibl.e "factorizar hacia afuera a las funciones". 
Por ejemplo, como lX,fY] z (Xf)Y + f[X,Y}, tenemos qae 

Rx,f'( z D[X,fY] z - DxDfy z + DFY Dx z 
(X:f)DyZ + fD[x,y¡Z - Dx(fD'<Z) + :fDyDxZ 

(Xf)D.,.Z (Xf)DyZ + fRxy Z fRxyZ ## 

La operaci6n del par~ntesis de Lie no es un tensor, tampoco lo es 
la derivada covariante, pero cuando se lea combina como en el. lema an
terior, ell.as producen el tensor R. La notacidn alternativa R(X,Y)Z 
para RxvZ es conveniente cuando X y Y se reemplazan por expresiones 
m'9 compl.icadaa. 

Como demostremos en la parte II el tensor R puede ser considerado 
como una :f'u.nci6n~-multilineal. aplicada a vectores individuales. Si x, 
y E !l'p (M), el operador linea:t 

Rxy :Tp(M)--+Tp (11!) 

que envía cada za R,,z sel.lama operador de curvatura. Las siguientes 
identidades son l.as simetr!as de la curvatura. 

Propoaicidn 40.2 Si x, y, z, v, we: Tp(M), entonces 
(1) Rx~ = -Ryx , 

(2) <Rxyv,w> = -<R,yw,v), 

(3) R,y z + RHx + RaxY = O, 

(4) (R,y v,w) m (R,,,. x,Y>. 

Lae pri.merne dos identidades demuestran que el tensor de curvatura 
contiene variue antisimetrías. En particul.ar (2) dice que loe operado
res de curvatura son antiadjuntos. La ecuaci6n ( 3)· ee llama la primera 
identidad de Bianchi, n6tese que en ell.a los vectores aparecen cíclica 
mente permutados. La simetr!a por parejas dada por la ecuacidn (4), e~ 
r4 una consecuencia de las otras tres identidades. 

Demostracidn. Puesto que la derivada covariante Dx y el paréntesis de 
Lie son operaciones de naturaleza local, será suficiente trabajar en 
cual.quier vecindad de un punto p. Debido a que las identidades que qu~ 
remos demostrar son identidades tensoriales, loe vectores tangentes 
x, y, ••• pueden ser extendidos a campos vectoriales X, Y, ••• sobre 
una vecindad de manera conveniente. En este caso escogeremos los cam
pos de manera que todos sus paréntesis de Lie sean cero. ( Esto se pue 
de 1ograr escogiendo un sistema de coordenadas en el cual 1as cooponeii 
tes( de 1oe campos sean constantes. ) Entonces, RxyZ se reducirá a 
-y DxZ) - Dx(DyZ). 
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(l.) Siempre que el. per&ntesis de Lie [A,B1 = AB - BA tiene sentido, 
es antisim&trico en A y B. As! que (l.) es inmediato de l.a definici6n 
de curvatura. 
(2) Por l.a identidad de pol.arizaci6n (ver secciones 22 y 23), s6l.o 
tenemos que demostrar que <Rxyv,v> o. Pero, usando (D5) (secci6n 36) 

(RxyV,V/ ., <DyDxV,V) - (DxDvV,V/ 

= Y{.DxV,V) (DxV,DyV) - X(DyV,V) + <n.,V,DxV) 

= ~YX(v,v> - ~n<v,v> =o, 
ya que tX,Y1 =o. 
( 3) Supongamos que F:~(Mf'_.. ~(11!) es une funci6n que s6l.o es líl.-mul.
til.ineal., y desinemos por ,!t>(X, Y, Z) a l.a sume sobre l.as permutaciones 
c!cl.icas de x, Y, Z: 

F(X,Y,Z) + F(Y,Z,X) + P(Z,X,Y). 

Une permutaci6n c!cl.ica de X, Y, Z deja invariante a:ZF(X,Y,Z). Por 
l.o tanto, 

°ZRx'(Z = i,DyDxZ - !n.Dvz 

= lDxD~ Y - ::Z:DxDyZ = 1Dx tz, Y) s O. 
(4) Esta iil.tima verificación es un ejercicio en combinatoria. Por (3) 
tenemos que <~RyvX 1 W)., o, donde ahora 2 actiia sobre cual.eequiera 
tres campos vectorial.es que est'n asociados oon R. Sumemos sobre l.as 
cuatro 'permutaciones cíol.ioas de Y, v, X, W y despues acribamos expl.!
oitamente cada una de l.as aumas '.t, con l.o cual. se obtienen doce t'Z'llli
nos. Usando (l.) y (2), ocho de estos t&rminos se cancel.en por parejas, 
quedando 

## 

Las simetrías del. tensor de curvatura R conducen a una menos obvia 
simetría para su diferencial. covariante DR, que se conoce como l.a ~
gunda identidad de Bianchi. Por definioi6n, DR es un campo tensorial. 
de tipo (l.,4) que podemos reinterpratar como una funoi6n . · que 
asigna a cada cuatro olimpos vectorial.ea, un campo vectorial. dedo por 
(D~R)x'<V • (D~R)(X,Y)V. Como siempre, esto tiene sentido tamb~n pare 
vectores tangentes individual.es, de modo que cada uno de l.os t6Z'lllinos 
de l.a identidad que daremos . en seguida, es un operador l.ineal. sobre 
T p(M). 

Pronosici6n 40.3 (Segunda identidad de Bianchi). Si x, y, zéTp(M), 
entonces 

(D,R)(x,y) + (D,R)(y,z) + (DyR){z,x) =O. 

Demostr~ci6n. Como en la demostración anterior extendamos los vectores 
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x, y, za campos vectorial.es X, Y, Z sobre una vecindad de p. Esta vez 
tomaremos un sistema de coordenádas norma1 en e1 punto p, para e1 cua1 
1os cempos vectoria1es tengan compon~constantes. Ae!, no ~610 se 
anu.l.an todos 1os par~ntesis de Lie de 1oe campos, eino que en e1 punto 
p ( en donde todos 1oa s!mbo1os de Christoffe1 se anu1an) 1as nueve d.!. 
rivadas covariantes que invo1ucran s61o a X, Y, Z se anuian, debido a 
nuestras suposiciones y a 1a f6rmu1a (1) de 1a propoaici6n 36.3. Usan
do 1a reg1a de1 producto, vemos que al. ap1icar (DzR)(X,Y) a un campo V 
se obtiene 

Di(R(X,Y)V) - R(D;!X,Y)V - R(X,D;!Y)V - R(X,Y)D;¡V. 

En e1 punto p ios dos términos de enmedio son cero, po~io que si ahora 
dejamos de escribir e1 campo vectorial. superf1uo V, obtenemos 

(D;¡R)(X,Y) .. [ Dz,R(X,Y)] = [Di!t [Dy,D,J1 en p. 

Pero 1a identidad de Jacobi es tan vál.ida aquí como para e1 caso de 
1os par~nteeie de Lie de campos vectorial.es. As! que sumando 1a f6rmu-
1a anterior sobre 1as permutaciones c!c1ices de X, Y, z, obtenemos e1 
resu1tado ::ZCDzR)(X,Y) = O en p. ## 

Lema 40.4 Sea x' , ••• ,xn un sistema coordenado sobre 1a vecindad UCM, 
entonces 

R'ilK'ill ( oj) = ~ Rf<L Ó¡ , sobre U, 

en donde 1es componentes de R están dadas por 

RfKl = ~fl~ - ~11t + ~ r.~ r.:r - ~ r~,,, rlí • 

Demostraci6n. Para 1os campos vectorial.es coordenados, tenemos que 
l~K•llt1 O, por 1o cual., 

R'ilKl>L (<lj > .. n 0, en~. llj > - n~~ cn'il, llj ) • 

El. primer término en e1 1ado derecho ea 

nº' < 'L r::'l· d,..,) = 2 h r.:¡ ó.,, + '2, r.j'r(,,, o,.. 
W\ oX vn 1r-

ReetiquetandO un par de índices mudos, se obtiene 

f. gx, r.\ + ~ rl'., r;¡ ~ó¡. 
Entonces, restando 1a expresi6n correspondiente con k y 1 intercambia
dos, se obtiene e1 resu1tado. ## 

Por medio de 1a f6rmu1a (2) de 1a proposici6n 36.3, que da una expr_!. 
si6n exp1Ícita para 1os s!mbo1os de Christoffe1, podemos obtener 1a 
correspondiente expresi6n exp1!cita para 1as componentes de1 tensor de 
curvatura, en términos de 1as componentes de1 tensor métrico. A\Ín en 
casos simp1es, estos cál.cu1os son muy tediosos y proporcionan un m:!ni-· 
mo de informaci6n. La manera más práctica de ca1cu1ar 1a curvatura de 



l.18 

una variedad semi-Riemanniana M, es usar roeultadoe teóricos para a
provechar las caractér!aticas distintivas de la variedad I!. Varios e
jemplos de este procedimiento aparecerán más adelante. 

41 CURVATURA SECCIONAL 

El tensor de e11rvatura Riemanniano es bastante complicado; en esta 
eecci6n consideraremos una :función de valores reales mucho más simple 
y que sirve para determinar completamente a R. 

Un subespacio bidimensional. del espacio tangente Tp(I!) se 11Bll!a un 
plano tangente a M en p. Para vectores tangentes v,w definamos 

Q(v,w) = (v,v)<.w,w> - <v,w)1
• 

En la sección 23 vimos que un plano tangente r.I es no degenerado si 
y sólo si Q(v,w) # O para una y, entonces para todas las bases v,w de 
:n:. El. Valor absoluto IQ(v,w)\ es el cuadrado del area del paralelogra.
mo cuyos lados son v y w. Q(v,w) es positiva si glrr es definida y es 
negativa si g\rr es indefinida (para comprobar esta afirmación, tómese 
u:na base ortonormal. para rr.) 

Lema 41.1 Sea TI un plano tangente no degenerado a 1! en p. El mfmero 

K(v,w) = (~~v,w>/Q(v,w) 
es independiente de la elección de la base v,w para :rr, y se llama la 
curvatura eeccional K(O) de n. 

Demostración. CUalesquiera dos bases para TI estWi relacionadas por 
las ecuaciones 

v~ax+by 

w a ex + dy, 

donde el determinante de loe coe~icientee ad - be es distinto de cero. 
Un cál.culo directo demuestra que 

(R.,,v,w) = (ad - bc)2<.R,~ x,y), 
y 

Q(v,w) = (ad - bc)2 Q(x,y). 

Así, la curvatura secciona! K de M es una funci6n real-valuada sobre 
el conjunto de loe plenos tangentes no degenerados de M. 

Por definici6n, R determina a K¡ para demostrar que K determina a 
R, necesitamos un resultado técnico acerca de los productos escalares 
indefeinidos. 

Lema 41.2 Dados vectores v,w en un espacio con producto escalar, exis
ten vectores v,w, arbitrariamente cercanos a v y a w, respectivamente, 
Y que generan un plano no degenerado. 
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Demostraci6n. Podemos su~oner que v,w son l.inealmente independientes 
ya que cualquier par de vectores puede ser aproximado por un par de 
vectores l.inealmente independientes. Obviamente, podemos suponer que 
el. pl.ano generado por v y w ee degenerado, de ahí que el. producto es
calar deba ser indefinido. Si v es un vector nul.o, sea x un vector 
tal. que .(v,x> ¡i. O; ei v es no nul.o, tomemos un x ¡i. O con un caracter 
causal. opuesto el. de v. En ambos casos ee tiene que Q(v,x) <o. 

Basta ahora con demostrar que para todo número S ¡i. O suficientemen
te pequefio, loe vectores v y w + &x generan un pl.ano no degenerado. 
Rl. desarroll.o de Q(v,w + 6x) nos da una expresi6n de la forma 

2&b + í/Q(v,x). 

Si b ¡i. o, esta expresi6n será distinta de cero, ya que para S pequefto, 
el t~rmino que contiene a &2 prácticamente no cuenta. Si b = O, la ex-
preei6n tampoco es cero, ya que Q(v,x) <o. ## 

Propoeici6n 41. 3 Si K = O en pe M, entonces R = O en p. 

Demostraci6n. En forma más expl.Ícita el enunciado de l.a propoeici6n 
ee puede hacer como sigue: si K(rI) = O para todo pl.ano no degenerado 
en Tp(M), entonces RxyZ =O para todo x, y, ZE Tp(M). Consideraremos 
tres casos. 
(1) (R11wv,w)~ O para todo v,wi:Tp(M). 

Si v y w generan un pl.ano no degenerado, entonces< R,,.., v,w) • o. P.!!, 
ro por el leme anterior, cualquier par de vectores ee un límite de ta
l.es vectores. PUeeto que <R.wx,y> es mul.tilineel., debe ser continua en 
T,,(111)4 , de l.o cual. se sigue (l.). 
(2) R,,wv =O para todo v,weT~(M). 

Para un x arbitrario tenemos 

(R'll,w+x v,w+x) = <R,,,.,v,w> + <R,,"v,w) + <R.,,.,..v,x) + (R..,xv,x). 

Tres de estos t~rminos ee anul.an por el. resultado (1). La simetría por 
parejas asegura que loe otros dos términos son iguales, de modo que 
~Rvwv,x)= O para toda x. Esto úl.timo prueba el resul.tado (2). 
(3) R,,wx = RwxV para todo v,w,xéTp(M). 

Ahora tenemos 

Ru+x,w (v+x) = R...,wV + RxwV + R'\.lwX + Rx._..,x. 

Nuevamente, tres de estos términos ee anul.an por (2), y el resultado 
(3) se sigue por la antisimetría de R en sus subíndices. 

Para concl.uir la demostraci6n,obeervamos que según la a:firmaci6n (3), 
R,wx no.cambia cuando se hace una permutaci6n cícl.ica de los vectores 
v,w,x. Entonces, l.a primera identidad de Bianchi impl.ica que R.wx = O 
para todo v,w,x; por lo tanto R = O en p. ## 

Una vareidad semi-Riemanniana M para l.a cual. el. tensor de curvatura 
R es cero en todo punto se l.l.ama plana. De acuerdo con la proposición 
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anterior, M es pJ.ana si y s6lo si la funci6n de curvatura secciona]. K 
es identicemente cero. Por ejemp1o, todo espacio semi-Euclidiano~~es 
p1ano: para J.as coordenadas natural.es, todos J.os s:!mboJ.os de Christo
ffe1 son cero, por 10 cual. R = O, de acuerdo con el 1ema 40.4. 

La demostraci6n anterior real.mente prueba algo más. Diremos que 
una funci6n muJ.til.ineal. F:Tp(M)4 -\Res de tipo curvatura si F tiene 
todas J.as simetrías que hemos demostrado que posee la f'unci6n 

( v,w,x,y)-+ <R.,., x,y). 

En J.a demostraci6n anterior s6J.o usemos estas simetrías, por lo cual. 
tenemos que para cual.quier f'unci6n de tipo curvatura F, si F(v,w,v,w) 

O para todo v,wé Tp(M) que generan un p1ano no degenerado, entonces 
P = O. Se sigue que K determina a R en el. siguiente sentido. 

CoroJ.ario 41.4 Sea F una f'unci6n tipo curvatura sobre Tp(M) tal. que 

K(v,w) F(v,w,v,w) 
<v,v)<w,w) - (v,w> 

siempre que v y w generen un plano no degenerado. Entonces, 

Rvwx,y F(v,w,x,y) 

para todo v,w,x,yE Tp(M). 

Demo!!traci6n. La f'unci6n diferencia L'.(v,w,x,y) = F(v,w,x,y) - <.RvwXrY> 
también es tipo curvatura. Por hip6tesie, i'.l(v,w,x,y) = O si v y w gen~ 
ran un pl.ano no degenerado. Entonces, por el. comentario que antecede 
a este corolario,/), = o. ## 

Una variedad semi-Riemanniana M tiene curvatura constante si su tu,n 
ci6n de curvatura seccional. es constante. 

El. corol.ario anterior nos conduce a una f6rmu1a simpl.e para R cuan
do K es constante. 

Coro1ario 41.5 Si M tiene curvatura constante K 

R,y z = c(<_z,x)y - (z,y)x). 

e, entonces 

Demoetraci6n. Un cilcu1o rutinario demuestra que J.a f6rmu1a 

F(x,y,v,w) = c(<_v,x)<y,w> - (v,y>{x,w?) 

define una funci6n de tipo curvatura en cada punto y, además, F(x,y,x,y) 
= CQ(x,y). Así que si x y y generan un pl.ano no degenerado, 

K(x,y) = e = F(x,y,x,y) , 
Q(x,y) 

Y el resuJ.tado se sigue del. coro1ario anterior. ## 

En el. caso Riemanniano, esta f6rmul.a para J.a curvatura tiene una in 
terpretaci6n geométrica simple: si x,y es una base ortonormaJ. para un-
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pl.ano IJ:, entonces R~~ es cero sobre :n:~, y sobre IJ: es l.a rotaci6n 
que manda x a y e y a -x, seguida de l.a lllt.ll.tipl.icaci6n por el. escal.ar 
c. 

42 SUPERFICIES SU.!I-RIEMlNNIANAS 

Sea 11 una superficie semi-Riemenniana, es decir, una variedad semi
Riemannie.na de dimensi6n 2. Para un sistema coordenado u,v sobre M, 
l.as componentes del. tensor m6trico se denotan tradicional.mente por 

E .. g 11 : {il,..,'Cl,..), P = g 12 = g 2 , = <o,.,ó,,), <l g,_2 = <"dv,óv) 

donde para poder usar l.a notaci6n con Índices se hace u =u' y v = u 2 • 

El. el.amento de l.inea ser~ entonces, 

ds2 = Edu2 + 2Pdudv + Gdv2 , 

y Q = Q(Cl,..,ó,,) = ID - P 2
• 

Entonces, por l.a proposici6n 36.3, vemos que l.os s!mbol.os de Chris-
toffel. están dados por 

1 
E.i/2 pi 

P,.-( E11/2) G ' 

IE11/2 PI 
G,µ/2 G ' 

ll'v-CG:u/2) 
Gv/2 

E,../2 1 
P..,.-(Ev/2) ' 

E11/21 
Gu/2 ' 

1'11 -(Gu/2) 1 
Gv/2 • 

Las eCIJaciones del.as geod6eicae se obtiene· sustituyendo estos s!mbo
l.os de Christoff el. en l.as ecuaciones 

u''+ r,\u' + 2r,~u'v' + f\~ v' o 
v''+r~,u' +2~~u'v'+r;2 ·y' o. 

Como M es bidimensional., ~p(M) es el. 'llnico pl.ano tangente en p. En
tonces, l.a Cl.lrvatura eeocional. K se reduce a una ftlnci6n real.-val.uada 
sobre 11, l.l.amada l.a curvatura Gaussiana de M. Encontrar i'6rmu.l.as expl.í 
citas para K es oompl.icedo en el. caso general., as! que consideraremos 
un caso especial. que es muy útil.. 

Propoeici6n 42.l. Sean u,v un sistema ortogonal. de coordenadas eobre 
una superficie eemi-Riemanniarie, de manera que P = <aM,av) =o. 
(l.) D 1l E"ó Ev Ó 1l Gu Ó G11 Cl ª" M .. 2E M - 2G "• D~.., ,, = - 2E " + 2a "' 

(2) Sea e = 
G. Entonces, 

, D .,. E.,,..,. G.u, 
D(l,..0 " = b,,""- = 2É º'-' + 2'Q 0 v• 

\E\11
L y sean g = \ G\'12, E, el. signo de E y E. 2 el. signo de 
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Demostraci6n. (l.) Haciendo P = O en l.as f6rmul.as anteriores para l.os 
s{mbol.os de Christoffel., se otiens el. resul.tado, 
(2) Por definición, K = (R~_.;11.,, (o_...),ci,,)/EG. Para cel.cul.ar el. denomina
dor de esta expresi6n, podemos usar 

<n~,,.D¡¡,,o.u., ci,,7 = ~<n~,,<i.u,~..,) - (D~uº" ,Da,.,ov), 

l.a cual., por (l.) se convier.te en G=./2 - (E.,,)1·/4E - (G,.)l4G. H~ otro 
t6zmJ.no anlib.ogo. Entoncee l.a curvatura tiene una f6rmal.a que puede ve-
rificarse cal.cul.ando su l.ado derecho. ## 

43 CAMBl:O DE Tl:PO Y CONTRACCION llETRl:CA 

En l.enguaje tensorial., l.e. propoeici6n 36.1 (pag. l.01) e.firma que P.!!: 
rauna variedad semi-Riemenniana M, existe un isomorfismo -:;'(M)-l.ineal. 
entre "l'.~(11) y ~~(111). Este isomorfismo se puede extender fácilmente a 
espacios tensorial.es de tipo arbitrario en l.a menera siguinte. Fijemos 
enteros l..; a.:; r y l.~ b~ s. Si At';E.~(Jit), entonces el. val.or de i1, A;;)'.~:(M) 
sobre uno-formas arbitrarias y campos vectorial.es arbitrarios es 

nº.,A)(01 , ••• ,ar·• ,X, , ••• ,Xs+i) "' 

= A( g' , ••• •fb 'a~,;="'·~~:s~x, , ••• ,xb_,,x0u, ••• ,x~""), 
donde X~ es l.a uno-forma metricamente equival.ente a Xb• As{ puea, en el. 
1.ado derecho extraemos el. b-6simo campo vectorial. e insertamos 1.a uno
forma que l.e es aetricsmente equiva:Lente en l.a a-6sime. posición entre 
1.ae un-~ormas. 

Por ejempl.o, sea A un C!UllpO tensorial. de tipo (2,2). Entonces B e 

·~A es el. campo tensorial. de tipo (1,3) tal. que 13(!l,X,Y,Z) = 
A(Y•,e,x,z) para todas las uno-formas 9 y campos vectorial.ea :\{,Y,Z. 
Para un s:l.stema coordenado, l.a uno-forma dual. a oc es 1 g¡j dx'. De don
de se 11igue que 

BjKL = 13(dx',<!>.i ,3K,oL) = A(~g"',..dxm,axi,ój,oi) = l::g.,..Aj~ 
As{ pues, el. operador hace uso del. tensor m6tr:Lco para convertir el. 
primer super{ndice en el. segundo subíndice. 

El resul.te.do del. operador ~':. :};~(ll!)-)'.~~:<1111) se conoce en l.e. litera
tura cl.Asica como bajar un índice. Se trata cl.aramente de un operador 
".t(Jit)-1.ineel. y es, de hecho, un isomorf:Lsmo~(M)-l.ineal. ya que posee un 
operador inverso tb el cual., con una notaci6n semejante a l.e. anterior, 
extrae l.a e.-6sima uno-forma e inserta el. campo vectorial. que l.e es m6-
tricemente equiva1ente en l.e. b-ásima posici6n entre l.os campos vectoria 
l.es. Para un sistema coordenado, el. campo vectorial. metricamente equivi 
l.ente a dxi es T,g'jºí. Si Bes un tensor de tipo (1,3), entonces 

( \ ~ B )~jL = L gi'+ E!qL , 
~ 

en donde ei tensor m6trico transforma el. segu.ndo subíndice en el. primer 
super!ndice. Así, l.e. operaci6n tb se conoce c1ásicemente como subir un 
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índice. Como ejempl.o, en un sistema coordenado, tenemos que 
et'~· A)Lj :z ¡p ( 1 ' A)j L ¡p A"',j z Í>¡ A"'j A~iL. ~ 2 KL = p g t l ~?l = PM g gP"' kL = W\ ~ '" = " 

Este cambio en el. tipo de l.os tensores es tan natural. que a veces 
ocurre en l.a práctica sin ser notado. Un caso importante es el. de un 
tensor A de tipo (l,s) dado como una funci6n ';5'(M)-mul.til.ineal. As~(Mf 
- ~(M). Es entonces particularmente simpl.e bajar el tl'.nico índice 
contravariante a, digamos, ].a primera_posici6n covariante: 

O:A)(V,X1 , ••• ,Xs) = (V,A(X,, ••• ,x.)'7. 
De hecho, el. l.ado izquierdo es por definici6n A(v•,x, , ••• ,X5 ), el. cual. 
es, por l.a interpretaci6n que dimos en l.a secci6n 1.6, v«(A(X 1 , ••• ,X5 )= 
= (V,A(X1 , ••• ,Xs)). 

Todos l.os tensores que se obtienen a partir de uno dado mediante l.ae 
operaciones de subir y bajar Índices ee l.l.aman metricamente eguival.en
tes. Todos al.l.os contienen l.a misma informaci6n y, por l.o tanto, pue
deñ ser considerados como diferentes manifestaciones del. mismo objeto. 

La versi6n cl.ásica en t'rminos de sistemas coordenados de l.a geome
tría diferencial. mul.tidimensional. fue desarrol.lada mucho antes que su 
versi6n invariante y, para poder armonizar ambas versiones, hay que p~ 
ner atenci6n a al.gunos detal.l.es. CUando el. tensor de curvatura 
R:~(Jll)3 --- ~(M) se escribe en l.a forma ordinaria como una funci6n de 
tres campos vectorial.ea, el. patr6n cl.ásico de col.ocaci6n de l.os índi
ces que aparece en el l.ema 40.4 demanda que R(Z,X,Y) = R~~z. Las coapo
nentes del. tensor ¡ \ R están dadas entonces por 

R(iKL ~ o: R)(()¡ ,o¡ ,()K ,lid = (oi. ,RCkdl ('(lj)) = 2 g,,,,Rr;;L • 

Esta ee l.a manera usual. para bajar el. índice contravariBJ.lte de R, e~ 
te conve~io se expresa en l.a notaci6n cl.áeica escribiendo R~j1<L en l.u
gar de Ri.KL • 

Sobre una variedad suave, l.a contracci6n opera sobre un índice con
travariante y sobre un índice covariante y convierte a un tensor de ti
po (r,e) en uno de tipo (r-l.,e-1.). Pero en una variedad semi-Riemannia
na podemos tomar l.a contracci6n m~trica de dos índices covariantes, pr,i 
mero el.evando cual.quiera de l.os dos y despu~s contrayendo de l.a manera 
usue].. As!, para l.~ a< b ~ s y r arbitrario, l.a contracci6n m~trica 
Cab :1'~(111)-;t,i-,(M) está dada en coordenadas por 

t\··-lr "')\ r~ i\• 4 •\r 
(Cob A)j, ... j,_,_ = ¿_, g Aj, ..• ?··· t..:_· .j5 _ 2 • 

P4 ~-h,v.c.\~ b-1h;u-. (.,.11:...c. 
Por ejeiapl.o, si A es un tensor de tipo (1,3), entonces 

( )¿ z ?~ i. 
C 1l.A j = ~·~g . Ap'lj. 

Simil.armente, en el caso contravariante, para 1..: a< b ,¡; r y s arbitraria 
obtenemos 

d'b ::!~<111>-:t~-'(M) 
con una f6rmula coordenada análoga a l.a anterior, pero cambiando el. pa
pel. de l.os índices covariantes por l.os índices contravarisntes (enton-
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ces €<j aparece en l.ugar de g ¡J). cuando no sea importante especificar 
l.oa indices, todas l.as contracciones se denotarán por c. 

Lema 43.l. Las derivadas covariantes Dv y l.a diferencial. covariante D 
co11111L&tan con l.os operadores de elevaci6n y de descenso y con l.as con
tracciones. 

Demostraci6n. Pl.lesto que l.e operaci6n de el.evar un índice es l.a inver
sa de l.a operaci6n de descenso del. mismo Índice, ea suficiente consid_!! 
rar esta dl.tima. Por un argumento simpl.e de permutaciones vem~s que s~ 
10 ea necesario considerar ~~ • La expresi6n coordenada para ~,A mues
tra que este tensor ee l.a contracci6n ordinaria e~ aplicada a g~A. 
Siendo una derivaci6n tensorial., Dv conmu.ta con l.a contracci6n ordina
ria. P!lesto que el. tensor métrico es paral.el.o, 

Dv<l~A) = Dy(Cf(g©A)) = C~(g©DvA) "' H<J>vA). 
Por l.o tanto, Dv también conmuta con l.a contracci6n métrica. 

Cál.cul.os formal.es semejantee, demuestran l.os resul.tados correspon-
dientes para l.a diferencial. covariante D. ## 

44 CAMPOS DE REl'ERENCIALES 

Una base ortono:nnal. para un espacio tangente Tp(M) se llama una n
~erencial de M en P• Si n = dim M entonces un conjwlto de n campos ve~ 
torial.es unitarios y mutuamente ortogonales se 11ame. un campo re:feren
~. ya que Mligne una referencial. a cada punto. Por ejemp1o, sobre 
¡p.n loe eempos vectoriel.es de las coordenadas natural.ea forman un cam
po re:ferencia1. 

l!!l!I. general., no e1empre existe un campo referencial. definido sobre 
toda l.a variedad •, pero veremos en un momento que ellos siempre exis
ten 1ooalmente. Por medio de un desarrollo ortonormal., cualquier campo 
vectorial. V puede expresarse en ~'rminoe de un campo referencial. como 
sigues 

V= ~>-•<V,Et)E¡, donde 

De donde, 

t,v,w)"" ,Lq(V,E¡){w,:s¡). 

:&:l el origen o de un sistema noZ'IRf'l. de coordenadas los vectores C()

ordenadoe eon ortononaales. Se sigue que mientras s61o esten involucra 
das operaciones puntuales, l.as f6rmal.as para l.oa ceunpos referenc1a1es
sertln consecuencia de las correspondientes f6rmulas con coordenados. 
Por ejemplo, consideremos 1a contracción m6trica e~"' de AE.}; ~ (M). 
Con respecto a un campo referencial, r-- \..VLAR b 

(CnbA)(X, , ••• ,Xs-V = 1_~,...,A(X 1 , ••• ,E.,., ••• ,E.,, ••• ,X,.,_), 
.:.J (..\h. ... ~ d. 

Para demostrar esta ecuaci6n tensoria1 basta trabajar en un s6lo punto 
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o, el. origen de un sistema normal. de coordenadas ta1 que ()i\o = Eilo. 
Debido a la mul.til.inee1idad, basta con que l.os campos x; sean l.os oi • 
Pero entonces la :f'6:nnu1a se sigue de l.a.expresid'n coordenada para C~b, 
ya que en el. punto o, tanto g¿j como g•; se convierten en o;JE.J. 

Simil.armente· , para un campo tensorial del tipo (1,s) dado por 
A:~(M)5~ ~(M), tenemos 

Estos comentarios son vá.l.idos s6l.o para el áJ.gebra tensorial, ya 
que en el ená.l.isis tensorie11a ventaja de <E¡,E¡)=•Ó<J.€J sobre (o.: ,oj) 
= g¡j queda anulada por 1a desventaja de que, a diferencia de [o¡,<lj], 
l.os par~ntesis de Lie ~E¡,Ej}no tienen por qu~ ser cero. 

Un campo referencial sobre una curva cl:I~M es un conjunto de cam
pos vectoriaJ.es unitarios E1 , ••• ,En sobre CJ. que son mutuamente ortogo
nal.es. Tambi'n podemos escoger a l.os campos E¡ € ~(c4) de te1 manera 
que sean parel.elos. 

Corolario 44.1 Si r;J.. ::i:-M es una curva y e,, ••• ,en es una referencial. 
enol(O), entonces existe un único campo referencial. paraJ.elo al.o l.argo 
de o< tal que E¡ (O) = e¡ para l<:: i,,; n. 

Demostraci6n. Sabemos que existe para cada i un campo vectorial. para-
1el.o a lo largo de O( tal que E¿ (O) = el. Puesto que el transporte pa
ra1e1o a cua1qaier te I es una isometr!a l.1.neal., E 1 , ••• ,En es efectiva-
mente un CEUllPCJ referencie1 paraJ.el.o. ## 

Se sigue que sobre M existen local.mente l.os campos referencial.es. 
En efecto, dada cual.quier referencial e,, ••• ,en en un espacio tangente 
Tp(M), tomemos una vecindad coordenada normal. U de o y extendamos l.a 
referencial dada a un campo referencial. B,, ••• ,En sobre U por transpor
te paralelo a lo largo de las geod~sicas radial.es. La teoría de ecuaci2. 
nea diferenciaJ.es garant1.za que los campo vectorial.es El son suaves. 

La tripl.e ven-taja de or-tonormaJ.idad, paral.elismo y de:f'inicid'n gl.o
bal hacen que el uso de campos referencial.es paral.el.os sobre una cur
va sea superior al. uso de coordenadas. 

45 ALGUNOS OPERADORES DIPERENCTALES 

Sobre una variedad semi-Riemanniana M se pueden dar J.as general.iza
ciones natura1es de l.os conocidos operadores del. cál.culo vectorial. de 
¡~J, tales como la divergencia, el gradien-te y eJ. l.apJ.aciano. 

El. gradiente grad :f' de una :f'unci6n fE'1'(M) es el. campo vectorial. me
tricamente equival.ente al.a diferencial d:f6 ~·(M). As!, 

(graa f,X) = df(X) = x:r para todo xe ~(M). 
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En t~rminos de un sistema coordenado, df 2: (of/ax< )dx¿, por l.o 
que 

grad f = zgu ~oj. 
t.,J ux 

En particul.ar, para l.as coordenadas naturales de un espacio semi-Rie
manniano, tenemos grad f = L, E.¡ (af/oui ) o¡, l.a cual. se reduce a l.a f6r
mu:La usual. en IR~. 

Para un tensor A, l.a contracci6n del. nuevo índice covariante que a
parece en su diferencial. covariante DA con uno de sus índices origina
l.es se l.l.runa una divergencia div A de A. Consideraremos dos casos es
pecial.es, para l.oe cual.es l.a divergencia es dnica. 

(l.) Si V es un campo vectorial., entonces div V= C(DV)E -:it(M). Así, pa
ra un campo referencial., tenemos 

div V= ;2'. Et(DEY•E•), 

y para un sistema coordenado, . 
""' ¡ "rfóv' >' ¡ i ¡ div V = ¿_, V ¡ l = 4-- !'ilx¡ + 4' r¡j V • 

' J 
Por l.o tanto, para l.aa coordenadas natural.es de~·.~ div V= L óv'/ciu•, 
l.a cual sobre 1R3 es l.a f6rmul.a usual. de la divergencia. 

(2) Si A es un tensor amétrico de tipo (0,2), entonces div A= C 13 (DA) 
= C13 (DA) e ~· (M). 

Para un campo referencial.,(div A)(X) = 7. E.i (DE¡A)E¡(X), mientras 
que para coordenadas, tenemos 

(div A)¡ = Z g" Art;s = L, At ·S • 
r,s s 1 

El. heasiano de una fUnci6n fe 'lj:(M) es su segunda diferencial. cova
riante Hf = D(Df). 

Lema 45.l. El. hessiano HF de f ea un campo tensorial. simétrico de tipo 
(o, 2) tal. que 

Hf(X,Y) = XYf (DxY)f = (Dx(grad f),Y). 

Demostraci6n. Puesto que Df df, 

HF(X,Y) =.D(df)(X,Y) = Dy(df)(X) Y(df(X)) - df_<DyX) 

YXf - (DyX)f. 

Como XY - YX = IX, Y] = DxY - DyX, podemos cambiar X por Y en l.a f6rmu
l.a anterior, mostrando con esto que Hf es simétrico. Final.mente, 

<Dx(grad f),Y) = X(grad f,Y> - (grad f,DxY) = Hf(X,Y). ## 

El. l.alJl.aciano 6. f de una funci6n f "- -r(M) es l.a divergencia de su gra
diente: ut' = div(grad f)E. 1'.(lll). 
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Lema 45.2 El laplaciano de f es la contracción m~trica de su heesiano. 

Demostración. Como la dif erencia1 covariante conmuta con e1 operador 
que eleve índices, tenemos que 

8f = div(grad f) = CD(grad f) cv<t: df) 

Para un sistema coordenado, las componentes de1 hessiano se pueden 
obtener del 1ema 45.1. Así, el laplaciano de f tiene la siguiente ex
preei6n coordenada 

6f = zgijH¡j = Zsij la:,:i:xJ - J;í11 ~;.]. 
t,J 

Para las coordenadas natura1es de lR~. las componentes de Hf son sim
pl.emente lee segundas derivadas parcial.es ó.,:fjou<()uj • y/:if = LE{o2f/ot..u•)~ 

l.a cual. se reduce e la fórmula usuaJ. para ti<~. 

46 CURVATURA DE RICCI Y CURVATURA ESCALAR 

Veremos en esta sección que l.a contracción del tensor de curvatura 
de Riemann nos lleva a obtener nuevos y más simples invariantes de cur
vatura. 

Sea R el. tensor de curvatura Riemanníana de M. El tensor de curvatura 
de Ricei Ríe de la variedad M es la contracción c3(R)é;(~(M), cuyas 
componentes con respecto a un sistema coordenado son Rtj = L. R7jm. 

Debido a las simetrías de R, las \Úlicas contracciones de R que son 
diferentes de cero son ±Ríe. 

Leme 46,1 El. tensor de curvatura de Ricci Ríe es sim.Strico, y está da.
do en un campo ref erenciaJ. por 

Ric(X,Y) ~E,,,(RxE..,Y.E,,,), 
en donde, como siempre, e.,= <E.,,.E.n). 

Demos·i:rac:l.Óri, Como hicimot:i notar antes, la notación clásica de los ín
dices, nos obliga a escribtr R(X,Y,E.,,,) = RyE~X, Así, 

Ric(X,Y) = (C~R)(X,Y) =LE.,.<E.,,R(X,Y,E,,.}) = :Zt..,(RyE.,,,x.E .... ). 

Entonces, le simetría por pa~ejas de R nos da la f6:nnula requerida y 
muestre que Ric es sii:u;trico. ## 

Si el tensor de Ricci es identicamen·i;e cero, se dice que !Jl es plene. 
~Jn~. Une veri~dad plana es p1a.;e seg1In Ricci, pero veremos de~ 
puVs que la afinnaci6n i¿1versa no es cierta en general.. 
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Pu.esto que J.a curvatura seccion!ll. determina al. tensor de curvatura 
R, tembi~n debe determinar a Ric. Debido a J.a simetría de Ric, pode
mos usar J.a identidad de po1arizaci6n para reconet:r:uir J.oe val.ores de 
Ric en cada punto p, a partir de sus val.ores Ric(u,u) sobre J.os vecto
res unitarios en p. Pero si e, , ••• ,en es una referencial. en p tal. que 
u = e 1 , entonces, por el. J.ema anterior, 

Ric(u,u) = 2:E""(R,,,.eM(u),e..,) = (u,u):Z:K(u,e,..). 

As! pues, R(u,u) ea, excepto por el. signo (u,u) = ~1, J.a suma de J.aa 
curvaturas eeccional.ee de cual.esquiara n-1 pJ.anos no degenerados orto
gonal.es que pasan por el. vector u. 

La curvatura escal.ar S de Mee J.a contracci6n C(Ric)é1"(M) de eu te,!! 
sor de Ri cci. 

En coordenadas, tenemos 

S = ".(,gij R¡j 

La contracci6n con respecto a un campo referencial. da 

s = .Z.K(E¡ ,Ej) = 2 . .2)c(E¡ ,Ej). 
LtJ c.<J 

La siguiente consecuencia de J.a segunda identidad de Bianchi es de 
gran importancia en J.a formuJ.aci6n matemática de J.a teoría general. de 
1a reJ.ativ:Lded. 

CoroJ.ario. 46.2 dS = 2div Ric. 

Demoetraci6n. Si 6 denota J.a suma sobre las permutaciones cícJ.icae 
de X,Y,a, 1a segunda identidad de Bianchi es 6(DzR)XY = o. Para obte
ner su correspondiente expresi6n coordenada, apliqumnosJ.a a 

(D'br Rlo.'llt ('Oj ) ZRLu r ó¡ 
para obtener 

¿ i. l 
Rjtel;r + Rjlr¡k + Rjnql 0. 

Cambiando J.as posiciones de r y k en el tercer término, hay un cam
bio de .. signo, y tomando J.a contracci6n con respecto a i y a r, obtene
mos 

;RrKljr + t:Ritr;K 
la cuSl se escribe como 

~RJKL~r + Rjt;K - Rjte¡L =O. 

o, 

Ahora tomando J.a contracci6n métrica con respecto a j y a k: 

Z gjK RJKL'<' + Z: gj• Rjt;• - S·t = O. 
r 1J, K • 1 

En el. primer término, podemos escribir R~•L ccmo Z,g'mR..,j<L y usar J.as 
Bimetr:!as de R para expresar este término como Z R'r;M. Por tanto, 
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2°2:Rf;,-,, = S;L• 

E1 l.ado izquierdo de esta ecuaci6n es l.a expresi6n coordenada para 
2div(Ric); el. l.ado derecho es l.a expresi6n coordenada de DS = dS. ## 

Una variedad semi-Riemanniana M se l.l.ama variedad de Einstein ei es 
tal. que Ric = cg, para una cierta constante c. 

Proposici.Sn 46. 3 Si M es conexa, n = dim M;. 3 y Ric = fg, con f é i:C111). 
entonces M es una variedad de Einstein. 

Demostreci6n. Tomando l.a contracci6n de l.a ecuaci6n Ric = fg, obtene-
moa 

S = C(Ric) = C(fg) = :fC(g) = nf, 

de donde, dS = ndf. Por otra parte, 

div(Ric) = div(fg) = C,3 (D(fg)) =e,, ((df)© g), 

ya que D(:fg) = (df) ©g + f©Dg, pero Dg =O, pues ges paral.el.o. 
Así puee, (dS)t = no:fjOxt y div(Ric)¡ = of/C>x¡. Por l.o tanto, del. 
l.ario 46.2 obtenemos 

cor_2 

a:r 
(n - 2)~ o y como n;¡: 3, Of' 

~ 
O sobre cual.quier sis-

tema coordenado de M. Como M es conexa, l.as rel.aciones anteriores impl.i-
can que :f es constante sobre M. ## 

Proposici6n 46.4 Si 111 es una variedad de Einstein de dimensi6n 3, ento~ 
ces 111 tiene curvatura seccional. constante. 

Demoetraci6n. Sea e 1 ,e2 ,e3 una base ortonormal. para Tp(M). Sabemos que 
(ver pag. anterior) 

Ric(e1 ,e,) 

Ric(ei,e1) 

Ric(e,. •e,) 

E. 1 K( e 1 • ei ) + E. 1 K( e,. e3 ) • 

E., K( e2 •e 1 ) + ~z K( e, • e 3 ) • 

e. 0 K(e3 ,e 1 ) +E,K(e3 ,e:i.)• 

en donde E.¡ = (e¡,et) y K(ei,ej) = K(ej,e¡) es 1.a curvatura seccional. 
para el. pl.ano no degenerado generado por e( y ej. Así pues, 

Ric(e, ,e)+ Ric(e2 ,e2 ) - Ric(e3 ,e,) =2K(e1 ,a,_) =2K(p). 

Pero como Ric = cg, tenemos que 

2K(p) = c(e .. e 1) + c(.e,.ez) c(e30 ea) = cC.E1 +E.z -E;i), 

l.o cual. demuestra l.a constancia de K. ## 

Lema 46.5 (Schur) Si M ee una variedad semi-Riemanniana conexa con 
dim rn & 3, Y para cada p ~ M, K es constante sobre l.os pl.anos no degenera-
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dos de Tp(M), entonces K es constante. 

Demostraci6n. Sea e 1 , ••• , e" una referencial. en p tal. que e 1 = u, enton
ces (ver pag. l.28), 

Ric(u,u) = {u,u) f K:(u, et). 

Pero como K no depende del. pl.ano no degenerado que se tome en Tp(M), 

Ric(u,u) = nK(p)(u,u). 

Entonces, Mes tal. que Ric = fg, con fé'1'.-(M) dada por f(p) = nK(p). Se 
obtiene el. reeul.tado apl.icando l.a proposici6n 46.3. ## 

47 ISOMETRIAS LOCALES 

Los conceptos de la geometría semi-Riemanniana que hemos definido 
hasta ahora son invariantes isométricos: cada uno es, en un sentido a
propiado, preservado por.isometrías. Esto es fácil. de comprender, ya 
que hemos usado en su const:nicci6n las herramientas de la teoría de va 
riedades diferenciabl.es y el. tensor métrico, y tanto la est:ructura di= 
ferenciabl.e como el tensor métrico son preservados por l.as isometrías. 
Por ejemplo, l.a conexi6n de Levi-Civita es preservada en el. siguiente 
sentido. 

Proposici6n 47.l. Si .P :M-N es una isometría, entonces d</>(J>xY) = 
Dd.px(d(j>Y) para todo X, Yé -MCM). 

Demostraci6n. Recordemos que el. valor del campo vectorial. transferido 
d4'(X) en el. punto cjJ (p) es d<P(Xp). 

Como cji es un di:f'eomorf'ismo, para cual.quier p éM existen sistemas co
O;rdenados '!i en p y 1¡ en <ji(p) que son preservados por .P, es decir, 
y•(<l>q) = x'(q) para q en una vecindad de p. Se sigue inmediatamente que 
l.os campos vectorial.es coordenadas y las derivadas parcial.es son presar 
vados por e/>. Entonces, .las componentes de X y de Y= dcj>(X) son preservi 
das ya que 

yi(.pq) = Y.¡,i(yi) = (dc!>X~)yi = X'i(ylo<ii) X<¡(xl) = X¡(q). 

Como ~ es también una isometría, l.as componentes del tensor métrico 
son preservadas: g7¡ (.:jiq) = gt) (q). Por lo tanto, l.as :f6rmul.as que dan 
l.os símbol.os de Christo:ffel en términos de las derivadas parcial.es de 
las componentes del tensor métrico, muestran que la conex16n de Levi-
Civita es preservada. ## 

El carácter l.ocal. de esta demostraci6n sugiere que pueden existir 
resul.tados anál.ogos de invariancia para apl.icaciones de tipo más general. 
que l.as isometrías. 

Una apl.icaci6n suave c!>:M__,..N entre variedades semi-Riemannianas se 
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llama una isometr{a locBl si cada aplicaci6n diferencial d~:Tr(M)--+ 
T.pp (N) es una isometr{a lineal. 

En vista del teorema de la funci6n inversa, podemos refo:nnular la 
definici.Sn anterior en la siguiente forma: Cada punto pé M tiene una 
vecindad U tal que <f> 1 U es una isometría de U sobre una vecind.ad de .P(p) 
en N. Esta fonntiiaci6n,equivalente a la anterior, es la que justifica 
el nombre de isometría local. 

Ejemplo. Sea S 1 el círculo unitario en IR1 • La aplicaci6n exponencial 
exp: IQ-s' enrrolla a la linea recta al.rededor del círculo mediante 
t--.(cos t,sen t). Considerando a S 1 como una subvariedad Riemanniana 
de IR\ vemos que exp es una isometr{a local. (Basta verificar que como 
curva en IR2 , exp tiene velocidad unitaria.) 

De acuerdo con el criterio anterior para las isometrías, vemos que 
todo objeto de carácter local (o puntual) que es preservado por isome
trías, será preservado automáticamente p~r las isometr!as locales. Si 
+:M--N es una isometría ld>caJ., estos son algunos ejemplos: 

(1) La derivada covariante inducida. Si Y es un campo vectorial sobre 
una curva~ en M, entonces (d~Y)' = d~(Y'), donde (dij:Y)(e) = dc{¡(Y(s)) 
para toda s. (La demostraci6n es una ligera variante de la de la propo
sicion 47.1.) 

( 2) Transporte paralelo. Sea P la aplicaci6n transporte paralel.o de 
o1(a) a oc(b) a l.o largo de la curva O\ en M. Sea P la aplicaci6n trans
porte para1el.o .de<Pci.(a) a cj>o<(b) al.o largo da <fio~ en N. Entonces, 
d<f>o1bº P = Pod<l>o< ... Por lo tanto, se sigue que: 

(3) Geod,sicas. Si 't' es una geod~sica en M, entonces~.~ es una 
geod,sica en N. Así, 4'• <l.,, = ll'd.¡,.., 1 I 11 , ya que en ambos miembros tenemos 
geod,sicae con la misma velocidad inicial. De aquí se sigue que: 

(4) Aplicaciones exponenciales. 4' o expp = exp.ppod<tip, simpre que al
guno de loe dos l.ados de esta ecuaci6n est~ definido. 

(5) Tensores de curvatura Riemanniana. d4'(R(x,y)z) = R(d</>x,d</iy)(dqz). 
Esto se sigue inmediatamente de la definici6n, ya que una isometría l.o
cal. preserva tanto los par-6ntosis de Lie como las conexi6nes de Levi-Ci 
Vita. De aqu! tenemos que:· -

(6) curvatura seccio11ei. KN(dcPII) = Kt-1(II) para todos l.os pl.anos rr 
no degene~ados sobre M. Curvatura de Ricci: ~*(RicH) = RicM• Curvatura 
escalar: SNo~ = SM• El. Último resultado usa el hecho de que la opera
ci6n de contracci6n métrica es de naturaleza puntual y es, por lo tanto, 
preservada por isometr{as locales. 

Una isometría local está determinada de manera única por su apl.ica
ci6n diferencial en un s610 punto. 

Prouosici6n 47. 2 Sean 4 ;'11 :M-N isometrías locales en donde M es una 
variedad aemi-Rieman."liana conexa. Si existe un punto p ¿ M tal que dcj¡p 
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= di'p, entonces <Ji = "'!'. 

Demostraci&n. Sea A = 1q G M d<j>~ = d..P'l-1• Por continuidad, A es un con
junto cerrado en M. Como por hip6tesis A es no vac!o, basta con demos
trar que A es abierto. AfirmE'JllOS que si q "'A, entonces cual.quier vecin 
dad normal. U de q está contenida en A. Si r & U, existe un vector v"T~(ll) 
tal. que ~v(l) = exp~(v) r. Por lo tanto, 

cfJ (r) = .PC'tv(l)) = 'td.pv(l) 'tnu (i) = '/1(11\,(l)) = -i/'(r). 

As:!, 4> = 11' sobre U; por lo tanto, d<jl, = di~, para todo r€ U. ## 

Una aplicaci6n suave -i/J:M--N entre variedades semi-Riemannianas se 
llama conforme si -ip•(g..,) = hgt-1 para aJ.guna funci6n hi>~(M) tal que 
h >O o h< o. El siguiente caso especial es muy útil. 

Un difeomorfismo -ijJ :M-N entre variedades semi-Riemannianas tal que 
"l'•(gN) = cgM para alguna constante c 1 O, se llama una homotecia de coe
ficiente c. 

As:!, <d.,¡,(v),d'i'(wl> = c{v,w) para todo v,wE-Tp(M), peM: todos los 
productos escalares son "aJ.argados" por la misma constante c. Si c >0 
[c<O], entonces '111 se llama una homotecia positiva [negatival de fac
tor escalar lc\'12. Por ejemplo, en C!r" la multiplicaci6n de los vectores 
por el escalar b/a es una homotecia positiva entre s~(a) y s~(b) con 
factor escalar b/a. 

Vemos que una iaometr:!a es simplemente una homotecia con c = l. Si 
e = -1, diremos que "'\)J es una anti-isometría. 

Lema 47.3 Las homotecias preservan la conexi6n de Levi-Civita. 

Demostraci6n. Si'l/'1M..-.N es una homotecia con coeficiente c, designemos 
por N a la variedad suave N provista con el nuevo tensor métrico cgN• 
Entonces, "f :11--+N' es una isometr:!a y, por lo tanto, preserva a la co
nexi6n de Levi-Civita. As:!, s610 falta demostrar que cgN y gN determi
nan la misma conexi6n de Levi-Civita. Pero esto último se sigue inme
diatamente de la f6rmula de Koszul, ya que el tensor métrico aparece 
exactamente una vez en cada uno de sus t6rminos y, por lo tanto, se 
cancela el coeficiente c. ## 

(1) Puesto que una homotecia preserva la conexi6n·de Le'V1j-Civita D, de
be tambiJn preservar todas las nociones que se derivan s6lo de D, como 
es el caso de la conexi6n inducida sobre una curva, el transporte para
lelo, las geodésicas, la curvatura Riemanniana R, y la curvatura de Ric 
ci. (Lo Último se debe a que Ric se obtiene de R mediante una co11trac--: 
ci6n no métrica.) -
(2) En contraste, las curvaturas seccionaJ. y escalar no son invariantes 
bajo homotecias. De hecho, si V :M-N tiene coeficiente c, es fácil ve
rificar que 
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y 

(3) Es claro que un coeficiente de homotecia c >O preserva el carácter 
causal. de los vectores tangentes (y de las curvas). Sin embargo, si 
c <o, entonces el carácter causal es revertido: v temporal -di/'v espa
cial; v espacial ,,. d..fv temporal, y v nulo => di'v nulo. 

La operaci6n de transfo:nnar la variedad eemi-Riemanniana M con ten
sor m~trico g, en la misma variedad suave con el nuevo tensor m~trico 
-g, se llama revertir la métrica de M. El efecto que esta operaci6n 
tiene sobre la geometr!a de la variedad M debe quedar claro de los co
mentarios anteriores. Debido a ésto, podemos preferir considerar varie
dades Riemannianas en lugar de variedades con m~tricn definida negati
va. Análogamente, el caso de !ndice 'V= n-1;;. l puede ser considerado 
como si fuera el caso de la geometría Lorentziana ~ = l. 

48 VARIEDADES CON CONEXION 

Básica en toda la matemática es la noci6n, que en estas notas hemos 
usado info:nnal.mente, de conjunto con estructura. Para cada tipo de es
tructura matemática,hay una noci6n correspondiente de eguival.encia (o 
isomorfismo), que ea una biyecci6n que, en un sentido adecuado, preeer
~ la eetnictura. Cada tipo de eet:ructura define una rama de la matemá
tica como el estudio de aquellos conceptos que son preservados por la 
correspondiente noci6n de equivalencia. Por ejemplo, un ~ es un 
conjunto con la est:ructura operaci6n del grupo. La noci6n de equival.e,!! 
cia es la noci6n usual de isomorfismo de gnipos y la rama de la matem,!! 
tica que estudia aquel.loa conceptos que son invariantes bajo loa ieo
morfiemos es la teoría de ~pos. 

En el caso de la geomet~ semi-Riemanniena, tenemos toda una jerai; 
qu!a de eet:ructuras: 

Rama da la Conjunto con 
matemática estructura Estructura Equivalencia 

Teoría de con- Conjunto (Ninguna) Biyecci6n 
juntos 

TopologÍa Espacio topo- Topología Homeomorfismo 
16gico 

Teoría de Variedad Dif e- Estructura Di-
Variedades renciable ferenciabl.e, Difeomorfismo 

Topología 

Geometría Variedad semi- TopologÍa, 
semi-Riemanniana Riemanniana Atlas, Isometría 

Tensor métrico 
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En eéta secci6n consideraremos brevemente variedades con una estruc 
tura que puede considerarse intermedia entre la estructura diferencia·:
ble determinada por un at1as y la estructura semi-Riemanniana determi
nada por e1 tensor mátrico. Estas serán las variedades con conexi6n. 

Si bien en la teoría de la relatividad los objetos de interés son 
1as variedades semi-Riemannianas'y, más concretamente, las variedades 
de Lorentz con Índice V= 1 y dimensión 4, hay varias teorías físicas 
que pretenden generaJ.izar a la relatividad, y en las cuales es impor
tante el estudio de las variedades con conexión. Un ejemplo famoso es 
1a "teoría del campo no simátrico", presentada por Einstein (en 1954) 
como un intento de unificar la gravitación y el electromagnetismo en 
una sola teoría. {Ver LE1, en la bibliografía.) 

Actualmente, son de interés para los físicos, variedades con otras 
estructuras diferentes de 1a semi-Riemannina, taJ.es como las variedades 
con estructura conforme (determinada por las geodásicas nulas), las va
riedades con estructura proyectiva (determinada por las geodásicas tem
poral.es), o los espacios de Weyl y de Pinsler, etc. (Ver, por ejemplo, 
[E, P y S].) 

Ya vimos en la sección 36 la manera en que la mátrica g de una varíe 
dad semi-Riemanniana determina una conexi6n especial, la conexi6n de 
Levi-Civita, sobre la variedad. En esta sección estudiaremos variedades 
diferenciables provistas con una conexión general. que no depende de la 
existencia de un tensor métrico. 

Sea !Ir! una variedad n-dim.ensional suave. Una conexión (conexión afín 
o derivación covariante) en M, es una :f'unción D:~(M)X -Mo(M)__.. ~(M) 
que a cada par de CB'1!pos vectoriales X, Y 6 -Mo(M) 1es asigne un campo 
vectoria1 DxYG -Mo{ll'I), y que satisface las siguientes propiedades, 

(1) Dx(Y + Z) = DxY + DxZ 

(2) Dcx + y)(Z) = DxZ + DyZ 

(3) DfxY = fDxY 

(4) Dx(fY) = (Xf)Y + fDxY, 

en donde X, Y, z E ~(M) y fé ~(M). 
Una variedad con cone~i6n es una pareja ordenada (M,D), en donde M 

es una variedad diferenciab1e y D es una conexi6n sobre M. Esta distin
ción es necesaria, pues sobre la misma variedad se pueden dar dos cone
xiones distintas, obteniéndose as! dos objetos diferentes. 

Las propiedades anteriores implican que DxY es un tensor con respec
to a X, pero DxY no es un tensor con respecto a Y. Debido a ásto, el 
vector (DxYlm• en cada punto m € M, depende únicamente de Xm y de los 
vaJ.ores de Y sobre una curva en M cuya velocidad en m sea Xm• 

Sea E,,• •• En un campo re:fE>roncial definido en una vecindad de r:i~ M. 
Entonces, en dicha vecindad podemos escribir X,,,= Za• (m)E¡I,,., e Y= Z:o' E¡. 
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Usando l.es propiedades de D, tenemos 

(DxY)m = ~Dx('L.bj_Ej))m = ~.t<Xmbj )E¡\vn + bj(m)fsf(m)(DE•Ej)m1• 
As:( pues, aL(m), bJ(m) y XmbJ determinan a DxY compl.etamente si los 
csmpoe DE¡Ejeon conocidos. Sobre el dominio del. campo referencial Ei, 
••• ,En podemos escribir 

DE' Ei = LGtj EK. 
' K 

Las funciones GtE:~(M) se l.leman componentes del.a conexión D con res-
pecto al campo referencial E<• En el caso de la conexión de Levi-Civ_! 
ta, l.as componentes son l.os símbolos de Cristoffel. 

Sea 6 una curve en M cuyo campo de velocidades es T. Un campo vecto
rial. YE: ~(cr) sobre 6 es paralelo a lo l.ar,,;o de 6 si JlorY = O sobre fS. 
La curva 6 se llame geod~sica si JlorT = O sobre 6. Así pues, se puede 
decir que una curva es geod,sica si su acel.ereción es cero, es decir, 
si su campo de vel.ocidades permanece paralelo a l.o l.argo de la curva. 
Si tomamos un sistema coordenado en una vecindad de la variedad con co 
nexión M, l.as ecuaciones JlorY = O y ~T = O tienen expresiones coordeni 
des enteramente análogas a les que se obtuvieron en el. caso de l.a con,!? 
xión de Levi-Civita, con la dnica diferencia de que ahora aparecen l.as 
componentes G~ de la conexión D en l.ugar de los símbol.os de Christo
ffel.. Nuevamente, mediante la teoría de existencia y unicidad de l.as 
ecuaciones diferencial.es ordinarias, se pueden obtener l.os sigui·entes 
resul.tados. 

Proposición 48.l. Sea G : \:a, b1-M una curva con campo de velocidades 
T. Pera cada vector vE:Toi,,.i(•), existe un t1nico campo Y(t)E: -M(cr) tal. 
que Y(a) "' v, y Y(t) ee parel.el.o a l.o l.argo de <5. La aplicación 
P~ :Tol>i(ll)-~m(M) definida por P~ ( v) = Y( t) es un isomorfismo lineal 
que se l.l.ama trAnsporte peral.el.o al.o l.argo de O desde 6(a) hasta a(b). 

Proposición 48.2 Sean m~M y vE:Tm(M). Entonces, para cada b~IR exis
te un rntiiiero real r >O y existe una dnica geod~sica 'll' definida en 
[b-r,b+r1, tel. que'll'(b) = m y 'll''(b) =v. 

La teoría de existencia y unicidad de l.as ecuaciones diferencial.es 
Ordinarias nos da real.mente mucho más que l.a conclusión de la proposi
ción anterior. En particular, si "t(t;m,b,v) es la- geod~sica cuya exis
tencia y unicidad afirma l.a proposición anterior, entonces la aplica
ción ~ es suave con respecto a todos l.os parámetros t, m, b y v. 

El tensor de torsión de una conexión D sobre M, está dado por una 
función Tor:~(M)X ~{M)__.. ~(M) definida por 

Tor(X,Y) = DxY - DyX - lX,Y). 

Nótese que aunque Dxy y lX,Y1 no son tensores, l.a combinación de el.loe 
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en Tor sí es un tensor, ya que puede comprobarse fácil.mente que Tor 
es 1'(M)-bil.ineal. y que Tor(X,Y) = -Tor(Y,X). Si se estudia más de una 
conexi6n, se escribirá Torn para el. tensor de torsión correspondiente 
a l.a conexi6n D. Por cierto,Tor es un campo tensorial. sobre M del. tipo 
(l.,2). Si Tol'J) = O identicamente sobre M, diremos que D es simétrica o 
l.ibre de torsión. Por l.a propiedad (D4) de l.a conexión de Levi-Civita, 
vemos que ésta es una conexión l.ibre de torsión. 

Tal. como en el. caso de l.a conexión de Levi-Civita, podemos hacer 
l.a siguiente definición. El tensor de curvatura de l.a variedad con 
conexión (M,D) está dado por l.a función R:~(M)3 ......,. ~(M) definida por 

RXYZ = R(X,Y)Z = D[x,Y]Z [Dx • Dy]Z. 

Con l.a misma técnica que usamos en el. l.ema 40.l., se demuestre que R es 
una f'unci6n ';l:(M)-tril.ineal. y que define, por l.o tanto, un campo tenso
rial. de tipo (l.,3) sobre M. 

La noción de apl.icación que conserva ¡as conexiones se sigue de mo
do natural.. Sean (M,D) y (M' ,n·') variedades con conexión. Una apl.ica
ción suave c/J :M-!I!' conserva l.as conexiones si d</l(DxY) = DJ.px(d</iY) pa
ra todo vector X y pare todo campo vectorial. Y. Obsérvese que el miem
bro derecho de esta ecuación está bien definido puesto que d<t>Y es un 
campo vectorial. bien definido sobre una curva con vel.ocided inicial. 
dfX. Una epl.icación sueve~:M--..M' se dice que conserva J.es geodésicas 
si i'o't es una geodésica en M • pare cada geodésica~ en M. Trivial.men
te, toda apl.iceción que conserva l.as conexiones, conserva l.as geodés_a. 
cae. 

En una variedad con conexión tenemos l.es siguientes estructuras: to 
poJ.ogía, estructura diferenciebl.e y conexión. Para une epl.iceción -
f:M--.M' que conserve J.as conexiones, bién puede suceder que l.a topol.~ 
gía y l.a estructura diferenciabl.e no se conserven. De modo que una a
pl.icaci6n ~:M--.M' que conserva l.as conexiones no puede por s! sól.a 
darnos l.a adecuada noci6n de equível.encia en J.e teoría de l.as varieda
des con conexión, también l.iemeda geometría afín de variedades. Para 
ésto necesitamos que 4> sea tambi6n un di:feomor:fismo. Así puse, un 
isomor:fismo entre variedades con conexi6n (M,D) y (M',D'), setá un di
feomor:fismo <P :M-M' que conserva J.as conexiones. 

Una variedad diferenciebl.e M en l.a cual. se he especi:ficada un con
junto de curvas e, l.l.amadas geodésicas de M, se iJ.ama variedad con es
tructura proyectiva y se denota por (M,C), si 

(l.) Para todo p.: M y todo v G Tp (!ti), existe i' é e tal. que ~(O) = p y 
~'(O) = v. 
(2) Para cual.quier sistema coordenado x', ••• ,xº en una vecindad U de M 
Y cual.quier curva 'IÍ' Ge, existen :funciones Ill";- i;~(M) taJ.es que 

dl.(x"º~' +TI~· d(xic;I-) d(xjoli') =O sobre u. 
dt:l •J dt dt 
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Así pues,es el.aro que toda variedad semi-Riemanniana es una varie
dad con conexi6n y que toda variedad con conexi6n es una variedad con 
estxuctura proyectiva. Como antes, no toda aplicaci6n "i':M-M' que 
conserva las geodésicas, podrá darnos 1.a adecuada noci6n de equivalen
cia en esta geometría pr'lyectiva de variedades. Para ésto,1Jl:M-M' 
debe ser también un difeomorfismo. Así pues, un isomorfismo entre va
riedades proyectivas (Ja;C) y (M',c'), será un difeomorfismo1Jl:M--o-M' 
que conserva las geodésicas. 

Sabemos que 1.a estructura dif erenciabl.e de una variedad M determina 
a 1.a topología de M y que 1.a métrica de una variedad semi-Riemanniana 
determina a 1.a conexi6n de Levi-Civita. También sabemos que una varie
dad con conexi6n posee una estructura proyectiva determinada por 1.a 
conexi6n. Pero, ¿En que medida 1.a conexi6n determina a 1.a est:ructura 
diferenciabl.e? ¿Como se relacionan 1.a estructura proyectiva y 1.a topo
logÍa? ¿Como se rel.acionan 1.e métrica y 1.a topol.ogÍa? Todas estas son 
cuestiones interesantes desde el punto de vista matemático y que, cada 
vez más, encuentran apl.icaci6n en física (ver LE, P y s1), pero que 
aquí e61.o podemos pl.antear. 

Proposici6n 48. 3 Sea 4> :M-M' un difeomorfismo y sea D' una conexi6n 
sobre M '. Entonces, existe una tlnica conexi6n D sobre M para la cual. 
~ es una ap1icaci6n que conserva las conexiones. 

Demostraci6n. Tomemoe un X E-Tm(M) y sea Y un campo vectorial definido 
en una vecindad de m. Puesto que ~ es un difeomorfismo, d~Y es un CBJ!! 
po vectorial. definido en una vecindad de ~{m). Definamos 

DxY = ruf'(D'dq.xd<t>Y). 

Es fácil. verificar que la D así definida es una conexi6n. ## 

Si cada geodésica ~(t) puede ser extendida de tel. modo que sea una 
geodésica para todo t E:\íl., entonces 1.a correspondiente variedad proyec
tiva o con conexi6n se 11.ama completa. 

Para probl.emas 1ocales rel.ativos a una conexi6n, pueden transformar
se 1.as propiedades de D en ciertas propiedades de formas diferenciales, 
como veremos a continuaci6n. 

Sea D una conexi6n sobre una variedad suave n-dimensionsl. M. Sea U 
un conjunto abierto {por ejemp1o el. dominio de un·sistema coordenado) 
en M y sea E 1 , ••• ,En un sistema de campos vectorial.es linealmente inde
pendientes y definidos en u. Sean w1 , ••• ,iun 1.as uno-formes sobre U que 
son 1.a base dual de Eo , ••• ,En en cada punto de U, Definiremos ias n~ 
uno-formas de conexi6n wj en U asociadas a D y con respecto al campo 
base, mediante 

DxEj = i wf (X)E¡. 
¡,,~I 

Las u.J~ son efectivamente uno-formas, ya que de 1.as propiedades (2) y 
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( 3) de l.a conexi6n se sigue que w\ es +CM)-1.ineal.. También vemos que 
si X es un campo vectorial. suave sobre U, entonces DxEj es un campo 
vectorial. suave sobre U y, por consiguiente,wf (X) = w•(DxEj)E. ~(M). 

Loe tensores de torsi6n y curvatura pueden tanbién expresarse a tr.!!: 
v~s de l.as formas diferencial.es asociadas con el. campo base. Definimos 
las dos-formas T¡ y R~ en U mediante 

T(X,Y) = z T 1(X,Y)E¡. 

R(X, Y)Ej = I: R~(X, Y)Ei, 
( 

donde las propiedades de un tensor antisimétrico se deducen para Ti y 
R J a trav~s de las propiedades dé T y R. 

Las formas wi , w~· , T¡ , R~·, están rel.acionadas por medio de l.as ~ 
ciones estructural.es de Cartan que equival.en a l.as definiciones de 
l.os tensores de torsi6n y curvatura. Nosostros l.o expresaremos todo 
simpl.emente en funci6n del. cempo base. Sean X e Y campos vectorial.es 
suaves en u. Entonces, 

~T'cx, Y)E,; Dx:Y - ~ - [X, Y] "' , . 

= Dx:(ZwJ(Y)Ej) - Dy(!,w1 (X)Ej) - ZwJ((X,Y])Ej 

f (Xu)(Y) - Ywj(X) - wj(X, Y} )Ej + t (wj (Y)w} (X) - o) (X)UJj(Y))Ei. 

:Igual.ando componentes, tenemos 

T¿(X,Y) - q.w}/\wj)(X,Y) z xwi(Y) -Yw'cx> -w'lx,Y]. 

Puesto que el. miembro de l.a izquierda en esta ecuaci6n ea una 2-forma, 
tambi~n debe ser una dos-forma el. miembro de l.a derecha tomado en su 
conjunto. De hecho, recordando l.o visto en l.a secci6n 25, vemos que es 
l.a derivada exterior dw¡ de wi caJ.cul.ada sobre X e Y. 

Podemos escribir ahora l.a primera ecuaci6n estructural. de Cartan: 

du.J¡ = - ~ W~ /\Wj + T ¡ • 

Partiendo del.a definici6n de R(X,Y), y por un c!U.cul.o compl.etamente 
análogo al. anterior, se obtiene l.a-sesunda ecuaci6n estructural. de Car
.:t2n: 

d t. ~ L K Rt Ul¡ = -'¡¡-Wx/\Wj + j• 

Sea ahora U el. dominio de un sistema coordenado x' , ••• ,xº, entonces 
Ch, ••. ,~n e~ e1 c~po base asocis.do al. sist.ema f:?OOrde~ado xl, .•• ,xn. 
Entonces, w.' = dJ.<' y l.'!'S formas asociadas W~'o T', y Rj, definen las 
funciones GjK , Tj'. y R.fKh , respectivamente mediante 

GjK = w~· Ci> ~) de donde w~ 
T}.. T¡(oj,oK) de donde Tt 

R}Kh R~(ak,oh) de donde R~ 
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Por 1ae ecuacionee de estructura, tenemos 

Tj. = (d~ xi + :Z G~s dxr /\ dx' )(oj , º") 
• rs r-

ya que d:lxL = O, dxr C'ilj) = &j ; y 

i 
Gr<j' 

Rf1d1 = (d~}+r~(G~sd_"S)/\(GJ¡_ax-t?H<i.,cH,).= r 

= ilKwj(óh) - ClhuJ~ (OK) + ~ (G~K Gfn - G~h GjK) 
. . r 

aGÍn MfK 'S' i. r i r 
()x< - (lxh + ¿-CGrK Gjn - G,11 GjK ), 

que son 1as cl.ásicas expresiones coordenadas de estos tensores. 

Final.mente, consideraremos e.l.gunos resultados acerca de l.a relaci6n 
que guardan entre s! doe conexiones definidas sobre la misma variedad. 

Sea M una variedad diferenciabl.e y sean D y D' conexiones sobre M. 
Definimos una f'Llnci6n B:~(M)X~(M)--+ ~(M) mediante B(X,Y) = 
= D'xY - DxY• La f'Llnci6n B ea ~M)-bil.ineal.. Eeto se sigue inmediata
mente de l.as propiedades (2) y (3) de l.ae conexiones, y si f e~(M), 
entonces B(X,t'Y) "' (Xf)Y + :fD 'xY - (Xf)Y - fDxY = fB(X., Y). Por l.o tan
to, B puede ser interpretada como un campo tensorial. aot»re M de tipo 
(1.,2) que ae l.1ama el. tensor diferencia de l.aa conexiones D y D'. 

Sea B(X,Y) = S(X,Y) + A(X,Y) 1a típica descomposici6n de una fUnci6n 
bi1ineal en eue partea simétrica y antisimétrica, ea decir, 

S(X, Y) = ~ !B(X, Y) + B(Y, X)j y 

A(X,Y) = ~ÍB(X,Y) B(Y,X)1. 

Podemos expresar l.a parte antisimét:rica A en té:nninos de l.os tensores 
de torei6n T y T" de 1ae conexiones D y D' respectivamente, pues 

2A(X,Y) D'xY - DxY - D'yX + DyX = T'(X,Y) + (X,Y) - T(X,Y) - fX,YJ 
T'(X,Y) - T(X,Y). 

Propoaici6n 48.4 La.a siguientes afi:nnaciones son equival.entea: 

{a) La.a conexiones D y D' definen l.as mismas geodésicas en M. 
(b) B(X,X) = O para todo XE ~(M). 
(c) S o. 
(d) B = A. 

Demoatraci6n. (a) imp1ica (b): Tomemos un vector X.,,,E Tm(r.!) y sea"<!' 1a 
geodésica con vel.ocidad inicial Xm• Sea xe ~(11') ta1 que X\~1,1 = X.,,, y tal. 
que X sea e1 campo de ve1ocidades del?". Entonces, 

B(X,X) = D'xX - DxX = o - o o, 
puesto que lÍ' es una geodésica para ambas conexiones. 
(b) imp1ica (a): Sea~ una geodésica para D con campo de ve1acidadea x. 
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Entonces, D'xX = B(X,X) + DxX =O, 1uego ·t es una geodésica para D'. 

(b) equivs1e a (c): Puesto que S es simétrico, por la identidad de po
larización, sabemos que S queda determinado por 1a correspondiente fo_!: 
ma cuadrática S(X,X). Pero B(X,X) = O si y s61o si S{X,X) = O. 

(c) equivs1e a (d): Ya que B = S +A. ## 

Proposición 48.5 Las conexiones D y D' sobre M son igual.es si Y sólo 
si dete:nninan las mismas geodésicas en M y tienen los mismos tensores 
de torsión. 

Demostración. Que la primera parte implica la segunda es trivial.. 
Rec!procamente, si las geodésicas son 1as mismas, entonces S = O y 

si los tensores de torsión son iguales, entonces A = O, por tanto B O 
yD=D'. ## 

Proposición 48.6 Dada una conexión D' en M, existe y es única una co
nexión D en M que determina las mismas geodésicas que D' pero que tie
ne torsión nula. 

Demostración. Existencia. Sea DxY = D'xY - (l/2)T'(X,Y). Es fácil ver 
que D satisface 1as propiedades que definen a una conexión. Aqu! 
B = (1/2)T' = A, puesto qUe el tensor de torsión es antisimétrico. Así 
pues, S = O, con lo que D y D' tienen 1as mismas geodésicas. Además, 
T = T' - 2A, con lo que D tiene torsi6n tll.l1a. 
Unicidad. La unicidad es consecuencia de la proposición anterior. ## 

As! pues, si efect~amos una partición entre 1as conexiones sobre 
una variedad en ciases de equivalencia colocando a dos conexiones que 
definan las mismas geodésicas en la misma clase, entonces en cada c1ase 
existe una única conexión que es libre de torsión (torsi6n nula). Ade
más, dada una conexi6n arbitraria D y un tensor de tipo (1,2) T' anti
eimétrico en sus índices covariantes, existe una única conexión D' con 
torsión T' que determina las mismas geodésicas que D. De la demostra
ción anterior, tenemos que T'(X,Y) = 2(D'xY - DxY). Bato proporciona 
una interpretación geométrica del tensor de torsión de una conexión.co
mo una medida de la diferencia que hay entre 1a derivada covariante de 
una conexión dada y ia derivada covariante de 1a correspondiente cone
xi&n libre de torsión que determina las mismas geod~sicas. 

++++++++++++ 
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49 CARACTER CAUSAL 

El estudio de l.ae variedades de Lorentz, que son variedades eemi
Riemannianae de índice l. y dimenai6n :¡, 2, se puede l.l.amar geometría 
Lorentziana. Para estudiar l.os espacios tangentes de una variedad de 
Lorentz en t~nninos abstractos, definimos un espacio vectorial. de Lo
~ como un espacio con producto ea cal.ar de Índice l. y dimensi6n ~ 2. 

La noción de carácter causal. de vectores tiene en este contexto una 
genera1izaci6n natural. a subespacioa vectorial.ea. 

Sea W un eubespacio de un espacio vectorial. de Lorentz V, y sea g 
el. producto escel.ar de V. Para W hay tres posibil.idadea mutuamente 
excl.uyentes: 

(l.) glW ea definido positivo; es decir, W es un espacio con produc
to interno. En este caso se dice que W es eapaciel.. 

(2) glW es no degenerado de índice l.. En este caso se dice que W es 
temporal.. 

(3) glW es degenerado. En este caso as dice que W es l.uminoeo o nul.o. 
La categoría a l.a que pertenece W se l.l.ama su carácter causal.. 

Esta definici6n ea consistente con l.a definici6n del. carácter cau
sal. de l.oa vectores que hemos dado antes, en el. sentido de que el. ca-
rácter causal. de un vector individual. v es el. mismo que el. carácter 
causal. del. subeepacio {tvlt~\Rj generado por v. (El. eubeapacio cero, 
al. igual. que el. vector cero, ea espacial..) 

EJ. siguiente es un resul.tado eimpl.e pero muy dtil.. 

Lema 49.l. Si z ea un vector temporal. en un espacio vectorial. de Lo . · 
rentz V, entonces el. eubeapacio z-'- es espacial. y V es l.a suma directa 
lllz + z'- , en donde z-'- es el. subeapacio de l.os vectores ortogonal.ea a z 
y !Rz es el. subespacio generado por z. 

Demoetraci6n. El. eubespacio IR z es no degenerado con índice 
tanto, por el. l.ema 23. 2, z.L es no degenerado y V = ~z + z'
ma directa. Así, ind V= indiRz + ind z-'- , l.o cual. impl.ica 
es cero. Por l.o tanto, z-'- es espacial.. ## 

l.. Por l.o 
es una eu

que ind z-'-

Este argumento mueetra,máe en general., que un eubespacio W es tempo 
raJ. ei y s6l.o si wi. es espacial.. Puesto que (W.L)!.. = w, l.ae pal.abras -
temporal. y espacial. pUeden ser intercambiadas en esta afirmación. Se 
sigue entonces, que W es l.uminoso si y e6l.o si wi. ee l.uminoeo. 

Loe eubeepacios espacial.es W son l.oe más fácil.es de manejar, ya 
que, por ejempl.o, todo subeepacio de W es tambi~n eep&ciel. y l.a desi
gual.dad de Schwarz está a n!.lestra dispoeici6n: \ <.v,w>\ ~\vi\ w\, Y1a 
igual.dad se cumpl.e cuando y e6l.o cuando v y w son col.ineaJ.es. 

Consideremos ahora un criterio para decidir cuando un subespacio es 
temporal., omitiendo el. caso trivial. dim W = l.. 
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Lema 49.2 Sea W un subespacio de dimensión~ 2 de un espacio vecto
rial. de Lorentz. Entonces l.as siguientes afirmaciones son equival.en
tes: 

(l.) w es temporal., por l.o cual. es en sí mismo un espacio de Lorentz. 
(2) W contiene al. menos un par de vectores nul.os l.ineal.mente inde

pendientes. 
(3) W contiene al. menos un vector temporal.. 

Demostración. (l.) impl.ica (2): Sea e, , ••• ,e 0 une bese ortonermal. para 
W con e 1 temporal.. Entonces e1 + e~ y e 1 - e 4 son vectores nulos inde
pendientes. 
(2) implica (3): Es fácil. ver que si v y w son vectores nulos indepen
dientes, entonces g(v,w) F O. Por lo tanto, v + w Ó v - w es un vector 
temporal.. 
(3) impl.ica (l.). Si z es un vector temporal. en w, entonces· wicz,_ y el. 
Úl.timo subespacio es espacial.. Pero entonces W = (Wl.)l. es temporal.. ## 

Leme 49.3 Para un subespacio W de un espacio vectorial. de Lorentz, 
l.as siguientes afirmaciones son equival.entes: 

(l.) W es luminoso, es decir, degenerado. 
(2) W contiene un vector nul.o, pero ningÚn vector temporal.. 
( 3) W n 11. = L - O, donde L es un subespacio unidimensional. y A es el. 

cono nul.o d~ V. 

Demostración. (l.) impl.ica (2): Como W es degenerado, debe contener a 
un vector nul.o. Por el. l.ema anterior, W no puede contener 
a un vector temporal.. 
(2) impl.ica (3): Como W contiene a un vector nul.o, W í\11. es no vacío. 
Por el. l.ema anterior, si w contuviera a dos vectores nul.os independien
tes, se seguiría que W contiene a un vector temporal.. 
(3) impl.ica (l.): W no puede ser especial. y, nuevamente por el l.ema an
terior, W no puede ser temporal.. Por l.o tanto, W es l.uminoso. ## 

n om,~• = iv:7 •• H•••= ~.~:" 
l&w ""' LL1),,~~c .f_~/w 

Sea Pune subvariedad de una variedad de Lorentz. Si para todo pi: P 
el. subespacio Tp(P) tiene el mismo carácter causal. en Tp(M), entonces 
ese carácter causal. se le atribuye a la propia subveriedad P. Así, l.as 
subvariededes semi-Riemannienes de M" son o espaciales o temporal.es. El. 
cono nul.o en R~ es un ejempl.o de subvariedad luminosa, por eso también 
se l.l.eme cono de l.uz. Desde l.uego, una. subvariedad arbitraria no tiene 
en general. un carácter causaJ. definido. 
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El. carácter causal. de l.os vectores tangentes, l.as curvas y las sub-
variedades es preservado no a6l.o por isometr!as l.ocal.es, sino también 
por apl.icaciones conformes con h >o. Si h< O, entonces hay una rever
si6n de la causaJ.idad. 

La teoría de la rel.atividad unifica tres dimensiones espacial.es y 
una dimensi6n temporal..por medio de una variedad de Lorentz de cuatro 
dimensiones. En l.ugar de considerar al. tiempo como "l.a cuarta dimen
si6n", al. tratar con variedades de Lorentz de varias dimensiones, es 
más consistente conaiderarl.o como l.a O-éeima dimensi6n. As!, para l.as 
coor<lenadas natural.es de ~~ usaremos con frecuencia l.a indexaci6n rel.a
tivista t = u 0 ,u' , ••• ,u•-•. Simil.armente, una base ortonormal. para un 
espacio vectorial. de Lorentz será denotada por e 0 , e, , ••• , eo-1 en donde 
eo denota al. vector temporal.. (Sin embargo, es costumbre que en l.os 
diagramas de l.a teoría de l.a rel.atividad el eje del. tiempo se dibuje 
como. un eje vertical..) 

50 CONOS DE TIEMPO Y ORIEN'l'ACION EN EL TIEMPO 

Sea :;t el. conjunto de todos los vectores temporales de un espacio 
vectorial. de Lorentz v • .Para u• :i:: 

c(u) =ív•;i'l<u,v><oJ 

ea el. cono de tiempo de V que contiene a u. El. cono de tiempo opuesto 
es 

C(-u) = -C(u) = lvi,::t:\4.i,v)>o}. 

Puesto que u.L es espacial., :;t es la uni6n de estos dos conos de tiempo 
diejuntoa. 

Lema 50.l. Los vectores temporal.ea v y w de un espacio vectorial de 
Lorentz están en el. mismo cono de tiempo si y e6l.o si <v,w'¡ <o. 

Demoetraci6n. Mostraremos que si v ~ C{u) y w es temporal., entonces 
w f. C(u) si y s6l.o si <'..v,w) <.O. Puesto que C(u/\ul ) = C(u), podemos su
poner que u es un vector temnoral. unitario. 

Escribamos v = au. + v', w- =bu. + w', en donde v',w'éu.l. y a,bf:IR. 
Puesto que estos son vectores temporal.es, la\ >lv'\ y lb\ >\w'I. Ahora 
<.v, w> = -ab + (v ', w ') , donde por l.a desigual.dad de Schwarz, 1 < v', w '>\ ~ 
,,, tv'\\w'\<\abl. 

Como vlO C(u), a>O. Por l.o tanto, sgn<_v,w~ = s'gn(-ab) = -sgn(b), l.o 
cual. nos da el resul. tado. ## 

Se sigue que pera vectores temporaJ.es, 

ui;C(v)-v<:C(u)..,.,.c(v) = c(u). 

Además los conos de tiempo son convexos, ya que si v,w"' C(u) y a;;, o, 
b 3' O (no ambos cero), entonces es fácil verificar que av + bw <: C(u). 
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Ml.lchas de l.as propiedades de l.oa espacios con pro~ucto interno tie
nen análogos novedosos en el. caso Lorentziano. Por ejemplo, en un esp~ 
cio con producto interno l.a desigual.dad de Schwarz pe:nnite la defini
ci6n del. ángul.o 'f' entre v y w como el. único m!mero O~ cp <;; 1T tal. que 
coa 'fl = (v,w)/lvllwl. Unanál.ogo Lorentziano de este reaul.tado es el. 
siguiente. 

Proposici6n 50.2 Sean v y w vectores temporal.ea en un espacio vect,2 
riel. de Lorentz. Entonces 

(1) l.Zv,w)\ ~ lvllw\, l.a igual.dad se cumple si y s6lo si v y w son co
l.ineal.ea. 

(2) Si v y w están en el. mismo cono de tiempo de V, entonces hay un 
único número <j> ;¡:O, l.l.amado el. ángulo hiperbcSl.ico entre v y w, tal. que 

.(v,w) = -lv!lw\coshlj>. 

Demostraci6n. {l.) Escribamos w = av + w', con aé\'R y w'év..i.. Como w es 
tempora1, 

<w,w) a 2 (v,v) + (w',w'><o. 

Entonces, 

<v,w)l. = a 2 {v,v> = {<w,w)' - (w',w'>)(v,v>;;><w,w)<r,v/ =lvl2 !wl:t, 

ya que <.w',w'};;.o y (v,v> <O. Evidentemente l.a igual.dad se cumpl.e si y 
sól.o si (w',w';>= O, l.o cual. es equival.ente a w' =O, es decir, w = av. 
(2) Si v y w están en el. mismo cono de tiempo, entonces (v,w)< O, por 
l.o cual. 

-(v,w)/tv\lw\ ~l., 

y el. resul.tado se sigue de l.as propiedades del. coseno hiperb6lico. ## 

Co.mo J.a desigual.dad de Schwarz cambia de sentido en este contexto, 
también cambia l.a desigual.dad del. tri&igul.o. 

Corol.ario 50.3 Si v y w son vectores temporal.es en el. mismo cono de 
tiempo, entonces 1 vi + l wl ~ \v + wl, y se cumpl.e l.a igual.dad si y scSl.o 
si v y w son col.ineal.es. 

Demostraci6n. Como <v,w) <O, entonces l.a contraria de l.a desigual.dad 
dé Schwarz nos da tvl!w\<; -<v,w). Por l.o tanto, 

(lv\+(w\)z = \vl 2 + 2\vllwl + \wll.~ -<.v+w,v+w) = \v+w\:t. 

Esto se convierte en igual.dad si y s6lo si \v\lw\ = -<.._v,w). Pero el Úl
timo término es l<v,w)\, de modo que l.a proposición anterior nos da el. 
criterio de coJ.ineal.idad. ## 

Para nuestra intuici6n Eucl.idiana s6lo puede ser perturbador al. prin 
cipio que un segmento de linea recta ya no sea la :ruta más corta entra
dos puntas. No obstante, el. resuJ.tado anterior es fundamental. en l.a 
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geometría Lorentziana y en sus ap1icaciones a la teoría de 1a relati
vidad. 

La existencia de los conos de tiempo hace surgir una cuesti6n f'und_!! 
mental. de naturaJ.eza gl.obal. acerca de una variedad de Lorentz arbitra
ria. En cada espacio tangente de Lorentz Tp(M) hay dos conos de tiempo 
y no hay una manera intrínseca de distinguir uno , . del otro. El.egir 
uno de ellos es orientar en el tiempo a Tp(M). La cueeti6n es esta: 
¿ Es posib1e orientar en e1 tiempo a cada uno de los espacios tangen
tes de l'll de una manera adecuadamente continua? 

Sea -r: una f'unci6n definida en l'll que asigna a cada punto p <: ~, un co
no de tiempo <p en Tf(M). 1: es~ si para cada pe: 111 existe un campo 
vectorial. suave V sobre una vecindad U de p tal. que V'lE'l:'J.para cada q•U. 
Tal f'unci6n suave se llama una orientación temporal. de M. Si M admite 
una orientaci6n temporal., se dice que M es orientable en ei tiempo. 
Entonces, e1egir una orientaci6n temporal. específica sobre M es ~
ter en e1 tiempo a M, 

Por ejemplo, e1 espacio de Minkowski \?.~ es orientable en e1 tiempo; 
su orientaci6n temporal. usual. es 1a que contiene al. campo vectorial. 
coordenado Oo correspondiente a 1as coordenadas natural.ea u 0 , ••• ,un-1. 

Lema 50•4~.Una variedad.de. Lorentz Mes orientable en el tiempo si y 
s610 si existe un campo vectorial. temporal. X<; -M-01). 

Demostraci6n. Si tal. campo X existe, entonces (como en e1 caso del?.~), 
asignando a cada p é M el cono de tiempo que contiene a Xp, nos da la 
orientaci6n tempora1 sobre M. 

Recíprocamente, sea 1: una orientaci6n temporal. de M. Como e es sua
ve, cada punto de WI tiene una vecindad U sobre 1a cual. está definido 
un campo vectorial. temporal. Xu cuyo vaJ.or en cada p E U pertenece a "t"p.• 
Ahora, sea lf«.\°' E A1 una partición suave de 1a unidad subordinada a 
la Cubierta de M formada por todas 1ae vecindades U. Así, cada supp foc 
está contenido en al.gl.Úl miembro U(c<) de 1a cubierta. Como ias funcio
nes f~ son ~o negativas y ice conosde tiempo son convexos, el campo 
vectorial. X = &;. f., Xu(oc) es temporal.. ## 

Para una variedad de Lorentz no hay re1aci6n entre la orientabili
dad topol6gica que habíamos definido en 1a secci6n 11 y la orientabi-
1idad en el tiempo. Por ejemp1o, no es difíci1 asignar a 1a banda de 
M~bius (que es no orientable) una m¿trica de Lorentz con ia cual. se 
obtiene una variedad de Lorentz orientable en el tiempo. 

En un espacio vectorial. de Lorentz, un vector que es no espacia1 
(y que es, por tanto, nuio o temporal.), se 1lama tambi~n cauea1. Para 
un vector temporal. v, el conjunto C(v) de todos 1os vecto~sal.es 
"tales que (v,w)<O, se 1lsma el cono causal que contiene a v. Los 
conos causales tienen propiedades muy semejantes a 1as de loe conos de 
tiempo. En una variedad de Lorentz una curva causal. es aquella en 1a 
que e1 campo de velocidades es causa1. 
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51 RELATIVIDAD ESPECIAL 

A fines del siglo pasado ya era claro que existían serias dificul
tades en la física clásica Newtoniana, las cuales se centraban en las 
propiedades de la luz, Varios progresos en la resoluci6n de estas di
ficultades fueron al.canzados por Lorentz,Poincaré y otros, pero la pri 
mera soluci6n completa fue dada por Einstein en 1905 con la publica
ci6n de su teoría especial de la relatividad, La esencia matemática de 
esta teoría era una manera novedosa de transfo:nnar las coordenadas de 
espacio y tiempo; en 1908 Minkowski demostr6 que esto ocurre de la 
manera más natural si el espacio ~· y sl tiempo ~ 1 se unen en un es
paciotiempo iR~, "De ahora en adelante, el espacio por sí mismo y el 
tiempo por sí mismo", escribi6 (ver (E,L,W,H]), "están condenados a 
desvanecerse como meras sombras y s610 una clase de uni6n de los dos 
preservará una realidad independiente," 

La relatividad especial. llega a varios resultados, lllUY extral'ios de!!_ 
de el punto de vista Nswtoniano que, no obstante, se obtienen con bas
tante facilidad de la geometría del espaciotiempo de Minkowski JI:(~. 
Entre otros, tenemos: 

No hay manera de dete:nninar si dos diferentes eventos ocurren al 
mismo tiempo o en el mismo lugar, 

No existe una noci6n de velocidad absoluta para una partíeu1a mate
rial; de hecho, no hay manera de dete:nninar si una partícula con acel_2 
raci6n cero se está moviendo o no. 

Por otra parte, la velocidad de la luz en el vacío es una constante, 
independiente del movimiento de su fuente. 

Los relojes m6viles se atrasan; los cuerpos m6viles se acortan en 
la direcc16n de su movimiento, 

Con objeto de poder comparar con los resultados relativistas, defi
niremos brevemente algunos elementos del movimiento Newtoniano. 

El espacio Newtoniano es un espacio Euclidiano tridimensional E, es 
decir, una variedad Riemanniana isométrica a ~3 con el producto punto. 

Puesto que en la natural.eza no están dados los ejes coordenados, es
ta def1nici6n es mejor que simplemente declarar que el espacio Newtoni!!. 
no es iR3 • 

Por simplicidad, el tiemuo Newtoniano será modelado mediante la rec
ta real. IR' , aún cuando s6lo las diferencias .s- t tienen sentido físico, 
no así los tiempos individuales s, t, 

Informalmente, una partícula es un objeto material de una pequefiez 
despreciable en comparaci6n con las distancias típicas del problema 
que se está considerando. Así, un electr6n es una partícula en compara
ci6n con un átomo, y una galaxia es una partícula en comparaci6n con el 
universo, Las partículas tienen masa (carga, etc,) y son capaces de mo
v?rse; este movimiento está descrito por una funci6n de tiempo a espa
cio. 
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Una partícul.a Newtoniana es una curva cx : r-E en el. espacio Newto
niano, donde I es un intervalo en el. tiempo Newtoniano. 

Esta definici6n es consistente con l.a terminol.ogía que ya hemos em
pl.eado: como velocidad para~·= d~/dt, rapidez para v = I~ '\,y acel.e
raci6n para o<''= d'~/dt2 • 
~damental.mente, l.a masa es constante y positiva en l.a física New
toniana, pero pueden existir partícul.as más compl.icadas, que pueden seI 
vir para model.ar, digamos, un cohete que quema combustibl.e, en l.as que 
la masa es una funci6n del tiempo. 

Si IX :I--+E es una partícul.a Newtoniana de masa m, entonces definimos: 
(l.) El. impul.so de o< como el. campo vectorial sobre o< dado por me.',; ~(ex). 
el. impulso escalar es l.a funci6n m!U'I sobre I. 
( 2) La fuerza sobre cx es el. campo vectorial. d(mct')/dt € ~(ex). 
(3) La energ!a cinática de()( es l.a funci6n mv2'/2 sobre I, donde v = \ll<'I 

CUando m es constante, entonces (2) tema l.a forma famil.iar: "fuerza 
es igual. a masa por acel.eraci6n" (segunda l.ey de Newton). 

La definici6n del. espacio Newtoniano muestra que áste admite siste
mas de coordenadas distinguidos. 

Un sistema Ellcl.idiano de coordenadas para E es una isometría 
l¡:E-+-1R3. 

Como ¡; es en particul.ar un difeomorfismo, es real.mente un sistema de 
coordenadas para l.a variedad E. Para cual.quier sistema coordenado, tene 
mas dl¡(2>/21xt) = 'Cl/ciu<, por tanto, ~ es Ellcl.idiano si y s6l.o si g;j = Si"j 
para].:>; i, j~ 3. Las coordenadas eucl.idianas son muy eficientes en pro
blemas que invol.ucran,l.ineas rec~as. P~r ejempl.o, las geodásicas tie
nen l.as coordenadas x" (J(t)) = a' t + b' , l.os vectores distántemente 
peral.el.os tienen l.as mismas componentes euclidianas, y la distancia de 
p a q está dada por l.a f6rmula pitag6rica usual. 

dist(p,q) = <Z<xl (q) - x'cp))1 )'/;i.. 
¿~, 

Así pues, una vez que se han introducido l.as coordenadas Eucl.idianas, 
el. espacoco Newtoniano E se convierte en IR3. 

52 ESPACIOTIEMPO NEWTONIANO 

Supongamos que et es una partícul.a Newtoniana moviéndose en una cur
va L difeomorfa a (H.' • Entonces estamos acostumbrados a dibujar su grá
fica Ht,<:l(t))ltE: IJ y a interpretar l.a pendiente de esta gráfica como 
la rapidez de l.a partícul.a, a l.a raz6n de cambio de l.a pendiente como 
l.a acel.eraci6n de r::I-, etc. La partícul.a, siendo por definici6n una curva, 
se ha convertido en una subvariedad unidimensional. de IR, = (tiempo iil.' ) X 
X_(e~pacio IR'). Esto puede hacerse con mayor general.idad en J.a forma 
siguiente. 
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El. espaciotiempo tlewtoniano es l.a variedad Riemanniana producto 
iR'X E del. tiempo Newtoniano y del. espacio Newtoniano. 

Esta definición es superficial. ya que l.a métrica producto carece de 
significado físico; sin embargo, nos servirá para introducir aJ.gunos 
conceptos nuevos que serán significativos cuando l.a métrica correcta 
(l.a métrica de l\linkowski) sea util.izada. 

Un punto (t,x) de IR' X E se l.l.ama un~: se trata de una ocurren 
cia intantanea en un tiempo particul.ar t61R' y una posici6n x E- E. Las 
proyecciones natural.es de ~·x E sobre ~1 y sobre E, se denotan por T y 
s, respectivamente. Así, T da l.a l.ectura del. rel.oj universal. Newtonia
no que midé el. intervaJ.o de tiempo que transcurre entre cual.esquiara 
dos eventos. 

Como en el. caso anterior, una partícul.a Newtoniana puede represen
tarse ahora no por su ecuación de movimiento (ver l.a definición), sino 
por eu l.inea de universo, es decir, por l.a historia de su vida en el. 
espaciotiempo Newtoniano ~' x E. 

Una l.inea de universo en el. espaciotiempo Newtoniano es una subva
riedad unidimensional. w de IR' x E tal. que T 1 W es un difeomorfismo sobre 
un intervaJ.o Ic P.1 • (Ver fig. l.3) uµ"'5 •• 

u.1~ a.ioes. V UlJ111Eil.!.O 
ULIA \..\t.lt .. bé IR' lllEJ..\l'O) t"INC:~ bt: 

Ut.AV~i2.l;tl • A~~l~~'ta~ 

F le;.. 13 

lé.SMC.Ío) 

La transición entre partícul.as y l.ineas de universo es fácil.. Dada 
una partícul.a IX:I-E, su gráfica 1(t,O((t))\ t.: Il es una l.inea de uni
verso. Inversamente, dada una l.inea de universo w, l.a correspondiente 
partícul.a se reconstniye como ol. = So(Tlw)- 1 • 

A escal.a humana, l.a descripción Newtoniana del. movimiento es muy e
xacta, pero cuando se l.e l.l.eva a extremos, es cuando surgen l.as difi
cul.tades: 

(1) Por 300 afias se ha sabido que en el. vacío l.a l.uz viaja con·.una 
rapidez muy grande pero finita c, y ningt(n objeto material. ha sido o
bservado viajando con mayor rapidez. No obstante, c no tiene ningt(n 
papel. especial. en l.a descripción Newtoniana del. movimiento; por ejempl.o, 
de acuerdo a l.a teoría Newtoniana, un cohete adecuadamente diseffado, 
puede aJ.canzar una rapidez arbitrariamente el.evada. 

(2) Supongamos que una nave espacial. se dirige directamente hacia 
un observador con una rapidez de c/l.O. Un rayo de l.uz parte de l.a na
ve hacia el. observador con una rapidez c con resoecto a l.8. nave, y así, 
por l.a adición Newtoniana de vel.ocidades, l.a ].uz.l.l.ega al. observador 
con una rapidez de c + c/l.O. Si l.a nave espacial. estuviera al.ejandose 
directamente del. observador, para él. ia l.uz de l.a nave l.l.egaría con una 
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rapidez de c - c/l.O. Las observaciones astron6micas de l.as estrel.l.as 
dobl.ee debería11revel.ar estas diferencias en l.a rapidez de l.a l.uz, sin 
embargo, l.a rapidez de l.a l.uz resul.ta ser siempre igual. a l.a constan
te c. 

(3) En l.a teoría Newtoniana una partícul.a s610 tiene dos posibil.i
dadee: o está en reposo (l.a curva es constante) o no l.o está. Suponl!I!;!: 
moa que ~ ea un cohete en el. espacio y que está l.ejoe de toda infl.ue,n 
cia externa. Si ~ no está acel.erando, ¿C6mo se puede determinar ei ~ 
está o no en reposo? Un intento natural. para contestar esta pregunta 
sería medir l.a posición de e con respecto a un objeto que estuviera en 
reposo. Pero uno a uno, l.os posibl.es candidatos fal.l.an: l.a tierra, el. 
sol., l.as estrell.as "fijas" y el. hipotético eter. Tampoco puede la tri
pul.aci6n de e real.izar un experimento en el. interior de e pera obtener 
l.a respuesta. Tal.ea experimentos invol.ucran mediciones con respecto a 
e y no pueden dar informaci6n acerca del. movimiento abeol.uto. 

En resumen, l.a física Newtoniena trata a l.a l.uz en ~orma rel.ativa 
(como en (2)) cuando debería tratarl.a en forma absoluta (1), y trata 
al. movimiento en fonna absol.uta cuando debería tratarl.o en forma rel.a
tiva (3). 

Hay un modo directo de el.iminar l.a dificul.tad Newtoniana (1). La ve 
l.ocidad de una partícul.a Newtoniana OI al. tiempo t puede l.eerse de su
l.inea de universo W en términos del. ángul.o entre el. eje del. tiempo 
y l.a l.inea tangente a IV en (t,lll(t)). Las direcciones tangentes de l.os 
rayos de l.uz (que siempre tienen rapidez constante c), determinan un 
cono en todo espacio tangente de ~' X E. Requiriendo que l.as partícul.as 
materiales siempre tengan sua l.ineas tangentes en el interior de este 
cono, asegurará que au rapidez sea inferior a c. 

Teniendo a nuestra diepoaici6n l.a geometría semi-Riemannina, se ve 
que una manera más natural. de obtener teles conos de l.uz, es cambiar 
el. signo del.a componente temporal. del. tensor métrico de IR.'~ E, con l.o 
cual. obtenemos un espaciotiempo de Minkoweki con sue conos nul.os en c_!! 
da espacio tangente. Veremos que un intento razonabl.e de reconst:ruir 
l.a mecánica Newtoniana en eete contexto, el.imina automáticamente l.as 
dificul.tades (2) y (3) y nos l.l.eva al.a teoría especial. del.a rel.ati
vidad. 

Unidades Geométricas. Un sistema muy eficiente de unidades físicas se 
obtiene tomando l.a vel.ocidad de l.a l.uz c y l.a constante gravitacional. 
G y haciendo que sean igual.es al número adimensional. l.. Todas l.as otras 
unidades se convierten entonces en potencias de una sola unidad que se 
escoge l.ibremente, por ejempl.o, segundos, metros, etc. Los factores de 
conversi6n entre las unidades geométricas y cual.quier otro sistema con 
vencionel. de unidades se obtienen de un modo obvio a partir de l.os -
valores cu"'" y Gco,..v de c y G en el. sistema convencional.. Por ejempl.o, 

Ce.os = 3X10'° cm/seg; G,0 , = 6.67X io-a cm3/g segi. 



1.50 

En las unidades geométricas, 1a distancia y el. tiempo se miden con 
ias mismas unidades, como en el bién conocido caso de medir 1a distan 
ci~ en afios(1uz): el. tiempo requerido para que l.a luz recorra esa di~ 
tancia. Inversamente, el. tiempo puede medirse en unidades de distan
cia: 1a distancia que viaja 1a l.uz en el tiempo dado. Se. sigue que 1a 
vel.ocidad v (rapidez) estará dada por un número adimeneiona1, con 
v = V~N" /éc0»v para cual.quier sistema convencional., 

Por ejemplo, 1a distancia tierra-sol. Xc<>s = 1.5X 1013 cm, puede tam 
bién darse como x,05 /c«,s = 500 seg. Un cohete con rapidez v = 0.01 
tiene una rapidez vc<>s = (0.01) Ccos = 3 X 10g cm/seg, ea decir, 3000km/seg. 

En unidades geométricas, 1a masa también se mide en las mismas u
nidades que 1a distancia y el tiempo. Gcos /(ecos )l. = 7.42X 10-29 cm/g, 
por 1o tanto, por ejemplo, l.a masa del sol, m,.,, = 2 ;.<10-'~ g, se con
vierte en 14.8 X 104 cm, como 1.5 km. Usando segundos como unidad geom_t 
tri.ca, l.a masa del. sol es 

14.8 ')( 104 cm 
3 X 10 10 cm/seg 

Las unidades geométricas, que estan basadas por completo en las dos 
constantes fundamental.es c y G, tienen un significado :físico del que 
carecen 1a mayoría de l.os sistemas convencional.es de unidades. Cierta
mente, una rapidez como v = v~ /cw.1v es más in:formativa que un nú
mero de pies por segundo o de ki16metros por año. Usando unidades ge_2 
métricas, también tiene sentido, por ejemplo, decir que 1a masa del 
sol es pequefla comparada con su radio (m = 1. 5 km 4 r = 7 X 105"km). 

53 ESPACIOTIEMPO DE MINKOWSlCT 

Un eepaciotiempo es una variedad Lorentziana conexa, tetradimeneio
nal y orientada en el tiempo. (Frecuentemente, el requisito de que un 
eepaciotiempo esté orientado en el tiempo, se debilita a pedir que sea 
orientable en el tiempo.) 

E1 estudio de los espaciotiempos en general. y de sus relaciones 
con la materia, corresponde a l.a teoría general. de la relatividad. Por 
el momento, e61o consideraremos el caso de 1a teoría especial de 1a 
relatividad. 

Un espaciotiempo de Minkowski M es un espaciotiempo que es isométr! 
co a \R~ • 

En las siguientes secciones, M denotará siempre a un espaciotiempo 
de Minkowski. Como en cualquier espaciotiempo, 1a orientación temporal 
de M se 11.ama el ~ y su negativa el pasado. Un vector tangente, 
contenido en uno de los conos causal.es del :futuro, se llama dirigido 
hacia el. futuro. Una curva causal se llama dirigida hacia el :f•.ituro 
si todos sus vectores velocidad están dirigidos hacia el. :futuro. 



1.51. 

Como en el. caso del. espaciotiempo Newtoniano, es conveniente tener 
una terminol.ogÍa intuitiva; as:!, l.Os puntos de M se 1.1.aman eventos y 
l.as part:!cul.as serán l.ineas de universo (parametrizadas). Por otra pa~ 
te, en contraste con IR'X E y con (R~ , no existe una funci6n de tiempo 
can6nica sobre M. En este caso hay muchos tiempos: 

Una part:!cul.a material. en M es una curva temporal. dirigida hacia el. 
futuro o\:1-111 tal. que l()(.'(-z:)\ = l. para todo t: G l. E1 parámetro -e se 
1.1.ama el. tiempo propio de 1a partícul.a. 

Como en el. caso Newtoniano una partícul.a modal.a l.a historia de un 
objeto que en un contexto dedo se puede considerar despreciabl.emente 
pequeao. Podemos imaginar que cada partícu1a está provista de un rel.oj 
(mecánico, at6mico, biol.6gico, ••• ) que mide su tiempo propio. Como p~ 
ra el. tiempo Newtoniano, s61.o l.os intcrval.os de tiempo propio tienen 
sentido físico. Por ejempl.o, si ~ es una partícul.a material. de ~(a) 
p a ~(b) = q, entonces b - a es el. tiempo propio que ha transcurrido 
entre l.os eventos p y q. Para cual.quier mlmero d, 1'.-0\(<: + d) puede 
considerarse como l.a misma partícul.a, pero que ha reajustado su rel.oj, 
ya que en este caso, el. interval.o de tiempo propio entre l.os eventos 
no cambia. 

Una part:!cul.a 1uminosa en M es una geodésica nul.a dirigida hacia el. 
futuro -t : 1-111 

La física moderna identifica tres tipos de part!cul.as l.uminosas: 
1os fotonee (part!cul.ae l.uminoeas por excel.encia); l.os neutrinos (par
tíeul.as el.ementeJ.es que, tel. vez, no sean exactamente l.uminosas.); y 
l.os todavía hipotéticos sravitones (que quedan fuera del. marco de l.a 
rel.atividad especial.). 

CUal.quier part!cul.a ~;1-!I es una curva regul.ar, y su imagen f3 (1) 
es una subvariedad unidimensional. de M, 11.runada l.a 1inea de universo 
.!k1..-

Como en el. caso Newtoniano, l.as part!cul.es en M tienen ~. l.a 
cual. es positiva para l.as part!cul.as material.es pero, como veremos, 
necesariamente debe ser cero para l.as part!cul.as l.uminosas. Que l.a l.uz 
se mueva en geodésicas es una hip6tesis fu.ndamenteJ. de l.a rel.atividad, 
Y puesto que ("t',~') =O para •tna part!cul.a l.uminosa, no se puede pa
rametrizar a~ por medio de un tiempo propio. Es .como si~ por tener 
masa igual. a cero, no pudiera 1.1.evar un rel.oj integrado. 

Una part:!cul.a en M que es una geodésica, se dice que cae l.ibremente. 
En general., "caer l.ibremente" significa moverse bajo l.a influencia de 
l.a gravedad sol.amente. Pero como veremos en 1as Úl.timas secciones de 
estas notas, el. hecho de que el. espaciotiempo de Minkowski sea pl.ano 
l.imita a l.a rel.atividad especial. a situaciones en donde l.a gravitaci6n 
sea despreciabl.e; por ejempl.o, en l.a teoría de part!cul.as el.emental.es, 
en donde dominan el. el.ectromagnetismo y l.as fuerzas nucl.eares· en el. 
espacio vacío l.ejos de fuentes significativas de gravitaci6n,' etc. 
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Un sistema coordenado f en.M· ae l.l.ama de Lorentz o inercial. si es 
una isometría 9:M--..R~ que preserva l.a orientaci6n en el. tiempo. 

Como en el. caso Newtoniano, ae sigue inmediatamente que un sistema 
coordenado !;:M-IR~ es inercial. ai y a6l.o si g,j =?iijlj, ~ = (-l.,l.,l.,l.). 
y oo está dirigido hacia el. futuro. 

Lema 53.l. Dada una referencial. e,,e, ,e2 ,e3 en Tp(M) tal. que eo está 
dirigido hacia el. futuro, existe un único sistema inercial. de coorde
nadas ¡¡ ta]. que o¡lp = e¡ para o,; i :s 3. 

Demoatraci6n. De hecho, el. sistema normal. de coordenadas determinado 
por ].a referencial. dada es el. sistema inercial. buscado, además de que 
expp( ~xl(q}e¿) = q para todo q<: M. Si r¡ fuera otro eiatema inercial., 
entonces 1¡-•or¡ ea una isometría de M que deja fija ].a referencial. dada. 
Así pues, por ].a propoeici6n 47. 2, i¡-•. r¡ = identidad sobre M¡ es decir, 
r¡=~· ## 

En ].a física prerel.ativieta, el verdadero papel. jugado por l.ae coo_!; 
denadae no estaba el.aro. Sin una el.ara noci6n de variedad, e6l.o era r~ 
zonab¡e suponer que ].a física del. espaciotiempo Newtoniano estaba l.ig~ 
da a l.a forma que tomaban sus l.eyes en términos de l.as coordenadas Eu
cl.idianas. Una da ].as grandes contrib.tciones de Einstein fue insistir 
en que todas l.as l.eyes de l.a física deban tener una expresi6n indepen
diente de l.a el.ecci6n del. sistema coordenado (principio de covariancia 
general.). Es por ésto que el. cál.cul.o tensorial. es tan adecuado para 
expresar l.as l.eyes de l.a física y, en su forma moderna, permite evitar 
el. uso de l.as coordenadas. De hecho, introducir un sistema particul.ar 
de coordenados en un contexto dado, hace surgir el. nuevo probl.ema de 
distinguir entre l.as propiedades intrínsecas y l.as propiedades debidas 
al. sistema coordenado. Desde l.uego, este probl.ema se aimpl.ifica usando 
coordenadas bien adaptadas a l.os datos intrínsecos del. probl.ema. 

54 GEOMRrRIA MINK:OWSKIANA 

Puesto que el. espaciotiempo de Minkowski ea isométrico a ~~ sabemos 
que (l.) para cual.esquiara puntos p,q € M existe una única geodésica 
tal. que cr(O) = p Y cr(l.) = q, (2) hay una isometría natural. Tp(M):><T~(M), 
l.l.amada paral.el.ismo distante, y (3) cada aplicaci6n exponencial. 
expp:Tp(M)--..M ea una isometría. Así, M visto desde p es geométricamen 
te l.o mismo que Tp(M} visto desde o. 

M es una vecindad normal. de cada uno de sus puntos. Así, para cada 
p,q E M·, el vector desplazamiento pq = a'(O) está bien definido, donde 
cr es l.a geodésica que une l.os puntos p y q. N6tese que expp(pq) = q. 

En términos de un sistema inercial de coordenadas ¡¡ , l.os vectores 
distantemente peral.el.os tienen l.as mismas componentes, entonces 
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pq = Z {x¡ {q) - x'lp))oi. 
' Por medio del. comentario anterior estemos en posibil.idad de l.l.evar 

l.a noci6n de causal.idad de l.os espacios tangentes de M a l.a propia M. 
Para un evento pe M el. cono del. futuro de p es 1 q is M IP<i es temporal y 
está dirigido hacia el. futuro3 • Este ea un cono s6l.ido cuya frontera, 
excepto por p, es el. cono de l.uz del. futuro de p, es decir, 1qis M\pq es 
m.tl.o y está dirigido hacia el. futuroj. La uni6n de estos dos conjuntos 
es el. cono causal. del. futuro de p. Loe conjuntos anál.ogos para el. pasa
do de p se definen eimil.a:rmente. 

El. cono de l.uzl\.{p)CM de pes l.a uni6n del.os conos de l.uz del. fu
turo y del. pasado de p. Un punto q que no pertenece a ninguno de_Jos C,2 
nos causal.es de p se l.l.ama espacial. con respecto a p¡ es decir, pq ea 
espacial.. 

Ahora resul.ta el.aro el. porque se ilsa el. termino "cauaal.idad". Ea na
tural. decir que un evento p puede infJ.uir en un evento q si y s6l.o si 
existe una partícul.a entre p y q. Por l.a definici6n de l.ae part:!cul.as 
material.es y l.uminosaa, se sigue que: 

{l.) Loe Únicos eventos que pueden ser infl.uidos por un evento p son 
aquel.l.oe que pertenecen al cono causal. del. futuro de p. 

(2) Los únicos eventos que pueden infl.uir sobre p son aquel.los que 
pertenecen al cono causal. del pasado de p. 

Así, todos l.os eventos que son espaciales con respecto a p, no pue
den ni inflir ni ser influidos por p. En l.a figura l.4, se il.ustran l.ae 
rel.aciones de caueal.idad para l.oe eepaciotiempoe Newtoniano y de Min
kowski, en donde se usa l.a convención de dibujar el. futuro hacia arri
ba Y l.os rayos l.uminoaos hacen ángul.oe de 45º con el. eje del. tiempo 
(ver el. l.ema 54.l., más adel.ante). •utuo.o 

f ~()l\C..ÍOTIE.V.\lo \JE.W'\ot<J\~NO 

F\(,, \A. 
E.S~UC1\\t~?O b¿ 
""\}.)\l.O'fJ\.\.l.I 

La causalidad rel.ativista contrasta mucho con la causal.idad Newtoni~ 
na, donde para un evento p = (x0 ,t0 ) el. pasado y el. futuro l.l.en!Ul todo 
el. eepaciotiempo, excepto por el plano tridimensional. t = to de l.os 
eventos simul.táneos con p. Como los cohetes Newtonianos no están res
tringidos por l.a rapidez de la luz, pueden viajar de x 0 a cual.quier 
lugar distante x en un tiempo arbitrariamente corto t - t 0 • 

Para p,q<SM el número pq = \pq\";>,;O se l.l.ama l.a separación entre p y o. 

En términos de un sistema inercial. de coordenadas, tenemos 
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3 • • 1 '11 
pq = j-(xºq - x 0 p):i. + ~(xJq - xJq)<. • 

Como el. espacio y el. tiempo quedan unidos en el. espaciotiempo M, l.a 
separación proporciona mayor información que el. correspondiente con
cepto de distancia en el. espacio Eucl.idiano. 

Comentario. Si ificado físico de l.a se aración. Sean p,q 6 M. 
1 Si pq es temporal. y dirigido hacia el f'uturo, entonces pq es el. 

tiempo propio de l.a única part!cul.a material. que cae l.ibremente entre 
p y q. (Una nave espacial. que cae l.ibremente mide pq como el. tiempo 
transcurrido entre el. evento p y el. evento q.) 
( 2) pq es nulo- pq = O - hay una part!cul.a luminosa que pasa por p y q. 
( 3) Si pq es espacial., entonces pq ;¡:O es la distancia medida de p a q 
por cual.quier observador gue cae libremente ~ pg. (Hemos adelantado 
aqu!,al.go del.a tarmino1og!a de la siguiente sección.) 

Los planos k-dimensionaJ.ea de M son las imágenes bajo cualquier iso
metr!a iR~ -M de loa p1anos k-dimeneionaJ.ee de iR1 • Estos pl.anoe son 
subvariedadee de M isom~tricae a l\:l'< o a 1R~, Si V es un subeepacio de 
Tp(M), entonces 

P = expp(V) = 1q 6 M!pq éVJ 

es el único plano k-dimeneional en M tal que Tp{P) = V. 

Finalmente, consideraremos algo de la trigonometría hiperbó1ica del 
espaciotiempo de Minkowski. 

Lema 54.1 Si op es espacial y oq es temporal, entonces cual.esquiera 
dos de las siguientes afirmaciones implica a l.a tercera: 

·(l.) pq es 1wninoso, 
(2) op~oq. 
(3) op == oq, 

Demostraci6n. Moviendo e1 vector pq por paralelismo al punto o se ob
tiene pq = oq - op. Tomando l.a norma, se obtiene 

± pq"- = -oq2 - 2(oq, op) + op2 , 

de donde se sigue el resultado. ## 

La noción de &igulo hiperb61ico puede ser defi~ida también para ~ en 
l.a siguiente f'onna: si p y q están en el mismo cono de tiempo de o, en
tonces el ángµ1o hiperb6lico <¡> = ~ poq es e1 ángulo hiperb6lico entre 
oP y oq. 

Pronosición 54,2 Sea p y q eventos en el mismo cono de tiempo de o, y 
tales que op.Lpq (ver fig. 15). Entonces, 
(l.) oq2 = op2 - pq:i.. 
(2) op = oqcosh'f', pq = oqeenh'i', donde <f> = .<¡. poq. 
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Demostraci6n. (1) Como en e1 lema anterior, moviendo e1 vector espa
cia1 pq a o nos da oq = op + pq. Entonces, tomando normas se obtiene, 
- oq2 = - Op :¡, + pq l.• 

(2) Sean u y v vectores tempora1es unitarios en la direcci6n de op y 
· óQ respectivamente. Entonces (op, oq') = op oq(u,v) = -op oq cosh 'f. 
Pero tambi~n, (op,oq) <t5P,o-P + pq)- = -opi. As:i'., op = oq cosh'f, y por 
(1), pq:>. = oq2(coeh2.'I' - 1) oq2senh2 <¡'. Pero como q> ~o, senh <j>~O y enton-
ces pq = oq senh q>. ## 

As!, la f6rmu1a pitag6rica es reemplazada por (1), y las proyeccio
nes ortogona1es están dadas por lea funciones hiperb6licas en 1ugar de 
las :fUnciones circulares. N6tese que la proyecci6n tempora1 op es siem 
pre ? oq y lo mismo es cierto para la proyecci6n espacial pq. 

55 OBSERVADORES 

Un observador en M ss simplemente una partícula materia1 en M, esta 
terminología sugiere un nuevo papel pare las part:l'.cul.as. Sea ¡¡ un si.!!. 
teme inercia1 para M. El eje xº de ~ es la 1inee de universo de un o.!? 
servador que cae libremente W; le parametrizaci6n natura1 de w es tal 
QUe xºw( t) = t, de modo que t es el tiempo propio pera w • Considerare
mos que loe mlmeros producidos por ~ son mediciones tomadas por el ob
servador w. Por el lema 53.1, todo observador que cae libremente tiene 
muchos de ta1es sistemas inercia1es asociados. 

- ----.· p 

I 
I 

- - -_ ... P" 

La secci6n coordenada x = O de es un espacio :&lclidisno E0 que 
identificaremos con IR' por medio de le isometr:l'.a natural. 

q-(x' (q),x 2 (q),x3(q)). 

En M no hay una manera natura1 de definir ni el tiempo ni el espacio 
separadamente, pero un sistema inercia1 produce una descomposici6n ar
tificial como sigue. 
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Sea t¡ un sistema inercial para !1!. Para cada evento p 6 M, el número 
xº(p) se U.ama §-tiempo de p y el punto p = (x 1 (p) ,x '(p) ,x3(p))E. lR.3 se 
1l.ama la §-poeici6n de p (ver fig. J.6). 

Ahora eeaot:I__..M una partícula, ya sea material. o luminosa. Para 
cada va:tor del. parmnetro s.,; I (que es el. tiempo propio si o( es mate
rial), el. ~-tiempo del. evento d(s) es t = xº(d(e)) y su 9-posici6n es 
(x' (o<.(s)),x•(o((s)),x3(o((e)))G1Rl~ E0 • 

Como o<. es causal (no espacial.) y está dirigida hacia el futuro, 

d(x 0 od.) = / , , '\ 
de -,« 'oor> o. 

Por tanto, x• o e< es un difeomorfismo de I sobre un intervalo Jc1~' • 
Sea u: J-I la funci6n inversa. Entonces al ~-tiempo t ,; J, la 9-posi
ci6n de o< es 

ot'(t) = (x'du ( t) ,:x:J,;;{u(t) ,x3du(t)). 

Así, las mediciones de la partícula O( en M producen una curvad:J__,..IR3~ 
Eo llamada la ?;-partícula Newtoniana asociada con O\. Esta es lo que el. 
observador w observa de O(. 

La rel.acidn entre O( y el es una guía para desarrollar l.a relativi
dad especial. Al. apl.icar los conceptos Newtonianos a i't vemos como en
contrar sus anáJ.ogos relativistas para 111; al reinterpretar l.os concep
tos relativistas en términos de ft vemos como la nueva teoría modifica 
a l.a vieja. 

Por convenci6n, loa parámetros t y e están relacionados por t = 
xºo((s) e inversamente por s = u(t), y edlo por estas funciones. Así, 
tiene sentido escribir dt/ds = d(x0 o0()/de >O y, por la regl.a de l.a ca-
dena, 

dOi _ dot/ds 
dt - dt/ds" 

Lema 55.l. Sea 't- una partícula luminosa en M. Para un sistema inercial. 
q , la partícul.a Newtoniana asociada "i' es una linea recta en R3 con 
rapidez l.. 

Demostraci6n. Como l/- es una geodésica en M, 9°11- es una geodésica en 
IR~ • Así 11' es tal. qua 

xl·t(s) = a•s + b¡ (O.; i,; ~). 
Por tanto, l.a proyecci6n't(s) = (x 1 11"(e),x2ll-(s),x~i'(s)) sobre IR~::>Eo es 
una linea recta, y su reparrunetrizaci6n sigue esta misma linea recta. 
Denotaremos por't(t) a la reparametrizaci6n. Como el. vector 

3 -
d°l!' = Z a<o¡ = .2.:trio + Z d(xJoo!I') Ój 
dS i ds j '"' ds 

es nulo, y dt/de as positiva, se sigue que 

dt : 1 d~¡· • 
dS dS 
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Ae! l.a part!cul.a asociada t tie~e l.a rapidez 

\
d'tl ldf/del 

V = dt = dt/de = J.. ## 

En particul.ar ee sigue que 1a 1uz tiene 1a rapidez constante 1 con 
respecto a todo observador que cae l.ibremente. 

Consideremos ahora el. caso de una part!cul.a material., de modo que 
el. parllmetro s ee convierte en e1 tiempo 9ropio -e. 

Propoeici6n 55.2 Sea Ji un sistema inercial. en M. Si d.:J--~ ee l.a 
~-part!cul.a Newtoniana asociada a 1a part!cu1a material r:J. :I-M, enton
ces 

(l.) La rapidez ldit/dtl de et ea v = tanhc¡> donde 'Pes el. ángul.o hi
perb6l.ico entre O(' = dol/d-C y el. vector coordenado óo de~ • En particu
l.ar, O~v<1. 

(2) El. tiempo propio 1: de rl. y su ~-tiempo t est<Úl re1acionadoa por 

dt d( x 0 o ol) 
dl: = d-¡; 

1 
cosh '\' = (l. _ v )I/>. ~ 1. 

Aqu! v y l(' son, desde 1uego, funciones del. parámetro de el.. 
x• 

"""'" ~~'9---1 
Demoetraci6n. Como <;1..' y oo son temporal.ea y dirigidos hacia el. ft.tturo, 
existe un linico ángul.o hiperb6l.ico '\' 1' O entre e11oe el. cual. est.1 deter 
minado por -<ot',<lo) = coshc¡> :¡, l.. Ver fig. 17. Como .x' = ¿ (d(xLoOl)/d-r)ot, 
tenemos que 

~ _ d(x"•d.) ( , ()) 
dl: - d"C = - Ol ' o cosh<¡>, 

y l.a expreei6n coordenada para <Ol',O(') -1, se c:onvierte en 

_ (~)2 \ dotlz 
d'I: + dl: 1 = -1. 

Como 'f ~ O ee eigt.le que 

1 ~~I= (coeh
1 '1' -1)

1
'1 = eenh'!' ¿:o. 

As{, ;;t tiene rapidez _,, -+ 

v = \~\ = &>:/di: = eenh <1' = tanh'i' • 
dt dt/dt: coeh 'I' 

Una identidad de 1a trigonometría hiperb6l.ica noe da f = (l. - v1f''~. ## 
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Las sil"llientes interpretaciones ponen más énfasis en el observador 
que cae 1ibremente w que en e1 sistema inercia1 9 asociado con é1. 

(1) Tiempo. Para cua1quier sistema inercial ~ asociado con w , e1 hi
perplano coordenado E< dado por xº = t es el Único plano tridimensio
na1 que pasa poruJ(t) y es perpendicu1ar a w. Así, xº es el mismo pa
ra toda e1ecci6n de/; • En efecto, xº impone el tiempo propio de w a 
todo M, donde Et consiste de todos los eventos que w considera que 
son simultaneas con w(t). 
(2) Espacio. Para e1 propio observador w, 1a !¡"-partícula Newtoniana 
asociAda w es constante; Así E 0 se llama el espacio de reposo. de u..>. 
Para cua1esquiera s, t, la proyecci6n ortogona1 E,-E.t envía p"' Es a 
un único punto q ~ Et ta1 que pq es para1elo a w. Consecuentemente, los 
Et son espacios Euc1idianos canónicamente isométricos, y cada uno de 
ellos puede servir como espacio de reposo paraw. 
(3) Rapidez. En la proposición anterior, como w es la curva coordenada 
x 0 , w' es siempre distantemente para1e1o a Clo. Así, (jl(c) es e1 ángu1o 
hiperbó1ico entre al'(<:) y w'. La funci6n v = \ dit/dt\ da la rapidez de 

rJ. con respecto a w, y la función 'f = tanh-1 v, aunque mide la rapidez, 
tradicionalmente se conoce como e1 parrunetro de velocidad de o< con 
respecto aw. (A .-eces rA' = dlX/di: se llama la cuadrive1ocidad de o( pa
ra distinguir1a de 1a velocidad re1ativa d:t"/dt en e1 espacio euclidia
no.) 
(4)Di1ataci6n de1 tiempo. Para una partícula con tiempo propio ~ 1as 
ecuaciones en (2) de la proposici6n anterior, muestren que mientras 
más rápido se mueve la partícu1a con respecto a1 observador (es decir, 
mientras más grande es v), más lento corre el reloj (-e ) de 1a partí
cula con respecto a1 reloj (t) de1 observador. De ahí que 1os re1ojes 
m6vi1es se atrasan. 
(5) Distancia. Que 
mente significa que 
hiperp1ano E,, y su 

pq sea ortogona1 a un observador w que cae libre
xº ( p) = x•(q). Por tanto, p y q están en el mismo 
separaci6n coincide con la distancia euc1idiana or-

dinariaa 3 • • 
pq = (L(xJ(p) - xJ(q))>.)'1•. 

J=t 
Así, 1a distancia entre eventos tiene sentido s61o para observado-

res que consideran a dichos eventos como simultaneas. 

56 ALGUNOS EFECTOS RELATIVISTAS 

En las secciones anteriores ha quedado claro que cada observador que 
cae libremente en tl, tiene su propia noci6n de tiempo y espacio. Muchos 
de los resultAdos aparentemente parad6jicos de la relatividad surgen 
e1 tratar de comparar las conclusiones a las que llegan dos diferentes 
observadores. 

Por ejemplo, si uJ, y w~ son no parale1os, el1os tienen distintos es
pacios de reposo. Así, si pq es ortogonal a W

1 
pero no a w,, los even-
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toe p y q son eimul.teneoe para <.tJ, pero no pareo>.:.. Anál.ogamente, si pr 
es peral.el.o a w1 , entonces no puede ser paral.elo para w~ y, proyectan
do sobre loe espacios de reposo,. loe eventos p y r ocurren en la misma 
poeici6n para w1 pero en distintas posiciones para u>,. 

Usando el paral.eliemo distante, l.a noci6n de rapidez relativa puede 
ser general.izada de l.a manera siguiente. Si ~ y ~ son particul.as mate
rial.es, entonces el. ángul.o hiperb61.ico cp = <s. (o<.' (o-), 13' (-e)) es su par~ 
metro instanteneo de vel.ocidad y v = t81lh 'l' es su rapidez inetantanea 
rel.ativa. Para una partícul.a que cae l.ibremente p, l.oe observadores 
que caen l.ibremente y son paral.el.oe a f3 l.a consideran como ei estuvie
ra en reposo, mientras que para otros observadores ~ puede tener cue! 
quier rapidez constante O< v <l.. En particul.ar, dos observadores que 
caen libremente se consideren a sí mismos como moviendose con rapidez 
rel.ativa constante = tanh :r.. (o'.',¡!>'). 

Las dificul.tadee con el. movimiento Newtoniano que mencionemos antes, 
no surgen aquí: s61.o el movimiento rel.ativo está definido, l.a l.uz se 
mueve con ].a rapidez constante l. para todo observador que cae l.ibremente, 
y todas las partícul.as material.es se mueven con rapideces rel.ativas 
V< l. (todo esto sucede en el. eepaciotiempo vacío model.ado por M). La 
dicotomía esencial. no es ahora entre reposo y movimiento, sino entre 
caida l.ibre y acel.eraci6n, ya que si ~·· no es identicamente cero, nin
gún observador que cae l.ibremente puede considerar que p está en repo
so. 

A. Adici6n rel.ativieta de vel.ocidades. Una nave eepacial. ~ abandona 
una eetaci6n espacial. G (embae caen l.ibremente) con una rapidez rel.ati
va v 1 >o. Una cápeul.a ,.. es expul.eada de '<! en el. pl.ano de e y '5 con 
rapidez constante va. rel.ativa a e • Aqu:! v.,_> O quiere decir que I' se mu.!!_ 
ve en el mismo sentido que es y v 2 < O quiere decir que J-1 se mueve en 
sentido contrario a tS. ¿Cual. es l.a rapidez v de 1-' con respecto a o? 

La respuesta Newtoniana es, desde l.uego, v = v 1 +v._, perol.a res
puesta Eineteiniena ee diferente. 

Flb. ¡g 

¡> 

La f'ie;ura l.8 il.ustra el. caso v, > o. El evento p es l.a partida de P 
de <S 1 el. evento q es la partida de !'l. de~. As:!, v 1 = tanh<l' 1 y v 2 = 
tanh 'l'i. Por paral.el.ismo distante, ~· está entre o' y!-'-', por tanto, 
.Por l.a aditividad de l.oe ángul.oe hiperb61.icoe (que se demuestra fácil
mente), el. ángul.o 'I' = ~ (a', f'\') es '\', + 'll.i.. As:!, la adici6n de loe pa-
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rmnetros de vel.ocidad reempl.aza a l.a adici6n ·Newtoniena de rapidez. 
De hecho, como 

V 
tanh'f', + tanh'{l,_ 

tanhf = tanh('I', +'!',) =l. + tanh'1',tanh'\'
2 

• 

encontramos que 
V 

V1 + V2 
l.+ v,v1· 

La misma f6rmu.l.a se cumpl.e para v,_ <O. 

ll. La "páradcsja" de l.os gemel.os. Al. cumpl.ir 21. afios, Pedro deja a su 
gemel.o Pabl.o para real.izar un viaje en una nave espacial. que cae l.ibr_! 
mente y viaja con una rapidez rel.ativa de v = 24/25. El viaje dura 7 
afies del. tiempo propio de Pedro. Luego, regresa en otro viaje con l.as 
mismas condiciones que dura otros 7 afios de l.a vida de Pedro. Al. regr~ 
sar, Pedro tiene entonces 35 años de edad, pero Pabl.o tiene 71.. 

Para cel.cul.ar l.a edad de Pabl.o, dil:Jl1jemos una perpendicul.ar desde 
el. punto de retorno p hasta l.a l.inea de universo de l.a estación esp
cieJ. que cae l.ibremente en l.a que permanece Pabl.o. (ver fig. 1.9) 

!l. 

F\(,,.\'I 

Por l.a proposición 54.2, tenemos que 

ox = opcosh'f =(l._ ( 24125 ):1.)•/:..= 25. 

Por simetría, xq = 25. Así, l.a edad de Pabl.o cuando regresa Pedro es 
21. + 2(25) = 71 años. 

Es im1til. objetar que este fen6meno (no es una paradoja), se debe a 
l.a dificul.tad de construir rel.ojes suficientemente exactos. Un "rel.oj" 
es meramente un nombre para un medidor de tiempo, sea que ~ate eet~ b~ 
sado en el. ritmo de l.os átomos, en dispositivos mecÑlicos, o en proce
sos biol.6gicos. Mientras l.os gemel.os están separados, el. coraz6n de 
Pabl.o ha l.atido 50/l.4 veces más que el. coraz6n de Pedro. 

Una mejor objeci6n es que si Pedro debe sobrevivir al. viaje, l.as 
esquinas en o, p y q deben ser suavizadas para mantener baja l.a acel.e
raci6n. Pero aún as! el. fenómeno permanece. 

Corol.ario 56. l. Sea()(: LB, b1-+M una part!cul.a material. de p a q en M. 
Ea: tiempo propio transcurrido f;-r. = b - a es a l.o más pq, l.a igualdad se 
cumpl.e si y sól.o si r:J. cae l.ibremente. 
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c. Contracción de Lorentz-Fitzgera1d. Sean O< y p partícul.ae material.es 
para1el.ae que caen l.ibremente en M. Podemos considerar que ~ y p son 
l.os puntos extremos de una regl.a [oc ,pj que cae l.ibremente en M. 

Sea w un observador que cae l.ibremente cuyo espacio de reposo es E~ 
que pesa porw(O). Como O( y p eon paralel.ae, eus partícul.as Newtonia
nee aeociadae r1 y ~ se mueven e lo l.argo de l.ineas rectas paral.el.ae 
en Ew ambas con rapidez constante v. Por tanto w ve que l.a regl.a es 
un segmento de recta [ól"(t) ,iS"Ct)) moviéndose peral.el.amente a sí misma 
en Ew• La l.ongitud de l.a regl.a como medida por w es l.a distancia cons
tante Lw de oc(t) a ~(t) en Ew• Pera un observador sobre l.a regl.a, dig~ 
mos el., l.a regl.a Newtoniana asociada [<i'", ~1 está en reposo en su espacio 
de reposo Eo. y él. mide l.a l.ongitud propia L. Esta es l.a l.ongitud de 
cual.quier vector que va de oc a ~ y que es ortogonal a ambos. 

Proposición 56. 2 Como arribe, sea [~ ,¡;1 una regla que cae libremente 
con rapidez v relativa a un observadorw. En F.w, (1) ei [e?,~] ee mueve 
en l.a dirección perpendicular a su eje, entonces L..,= L. (2) Si \.ót ,p1 
ee mueve en l.a dirección de eu eje, entonces Lw = L~. 
Demostración. Evidentemente, un deepl.azamiento paralelo de w no afec
ta las mediciones tomadas porw, aeí, podemos suponer que oJ(O) =~(O). 
(1) Sea A = [ó!'(o),i(o)] l.a posición inicial de la regl.a Newtoniana en 
E • Es suficiente demostrar que A también pertenece el. espacio de re
poso Eo( de ~ a través de "' (O), ya que entonces w y "' miden l.a misma 
l.ongitud pera A. Como A e E..,, A ..Lw. Por hipótesis, A:..it. Pero O< está 
en el. pl.ano determinado por w y et , por tanto, A.i.ol; ee decir, AC Eo<• 
( 2) En este cae o r;f., p , y W están en el. mismo pl.ano temporal y en l.a 
figura 20 aparecen l.as lineas en l.as que l.os espacios de reposo EwY 
Eat cortan a dicho pl.ano. 

w 

FIC. .20 

En l.a figura, v tRilhf , op es l.a longitud propia L de l.a regJ.a, y 
oq es Lw. Por l.a proposición 54. 2, en ei triángulo opr, L = ro senh 'l', 
Y en el. triángulo roq, Lw =ro tanh'f. Así, L = L.,, cosh'\', de donde 
Lw = L ~ 1 - v;:. ## 

Este fenómeno de acortamiento en la dirección del. movimiento, fue 
conjeturado independientemente por Lorentz y Pitzgera1-d unos años an
tes de que Einstein publicara la teoría especia]_ de l.e relatividad. 
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57 IMPULSO Y EN"ERGIA 

Si e<: I-M es una partícula material de masa m, su campo vectorial 
de impul.so-energía es el. campo vectorial. P = mdOC/d-c € ~(ot). 

Para entender esta definici6n, consideremos l.o que ve un observa
dor u> que cae l.ibremente en términos de sus nociones de tiempo y es
pacio. Para un sistema inercial. asociado con el. observador w, l.as com
ponentes de P son 

P t = d(xlo«) ( ) m d-r o.;-i,;3, 

donde, como es usual., i:: es el tiempo propio de O\. Introduciendo el. 
tiempo propio t del. observador, se obtiene 

pi = m d(xlo~) ~ donde ~ l. 
dt d'l: ' dl: ...¡ l v"-

Las componentes espacial.es P 1 ,P2 ,P3, describen un campo vectorial. 

- m df/ 
p = --,~=-"'=...- ~dt 

~i - v2 

sobre l.a -partícul.a Newtoniana asociada ~ en E0 ~ IR3 • 

Esta es una extensi6n razonabl.e de"l. campo vectorial de impu"l.so New
toniano, ya que para bajas vel.ocidades, el. factor de dil.ataci6n tempo
ral (l. - vl.)-1/2 está pr6ximo a l.. Sin embargo, ia componente tem-poral. de 
P es al.go nuevo. 

p• = m d(~:oit) = m ~~ 

Por el. teorema del. binomio de Newton, 
]. 

P 0 = m + 2 mv2 + O(v4). 

m 
y l. v2 • 

El segundo término de esta ecuaci6n es l.a energÍa cinética Newtonia 
na de él, y Einstein identific6 a Pº como l.a energía total. de la partí= 
cul.a O( como medida por el. observador w, concluyendo en particul.ar que 
l.a masa es meramente otra fonna de energÍa. Específicamente, m es ia 
energ!a en reposo E11ep , ya que Pº = m cuando v = o. Convirtiendo a un~ 
dades convencional.es, se obtiene la famosa ecuaci6n EREP = mc1 • En re
sumen, podemos hacer l.a siguiente definici6n: 

Sea IX una partícuia material. de masa m en M. Si w es un observador 
que cae l.ibremente, entonces e].. impul.so de ct con respecto a w es el. 
campo vectorial. Eucl.idiano 

-+ m dct' 
p = yl. - v1 dt 

sobre o<. La energía de O( con resnecto a w es ].a componente temporal de 
P = mdOC/dcE~(~). Final.mente, el. imnulso escalar de~ con respecto a w 
es l.a funci6n -f = \ P\. 
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Del mismo oue el espacio y el tiempo están unidos en la relatividad, 
así también el impulso y la energía están unidos y s6lo se les separa 
artificialmente al considerar un observador particular. 

Usando el paralelismo distante, la definici6n anterior puede ser 
expresada concisamente como P = E <le + P , donde 

(1) <lo es el vector coordenado temporal de cualquier sistema iner
cial asociado con w; es decir, oo es el campo vectorial paralelo sobre 

t./ que es distantemente paralelo a c.ú' , y 
( 2) el vector espacial P, ortogonal a i'lo , ha sido movido desde ¿;( en 

el espacio de reposo hasta la propia o: por paralelismo distante. 

Corolario 57.l Sea o< una partícula material de masa m en M. Con res
pecto a un observador que cae libremente, la energía E, el impulso es
calar .p , y la rapidez v = tanh 'f de o< están relacionados por 

(1) E 2 = m2~ 
(2) E= m/..¡--1- v' = m cosh 'f = -(P, ~0). 
(3) --p = m senh'f mv/y l - v.z. 
(4) -f>/E = tanh 'f v. 

Demostraci6n. Como P = mo:' = E ))0 + P, con P .L co, estas afirmaciones se 
siguen inmediatamente de la proposici6n 54.2, pero usando la trigono
metría hiperbólica en cada espacio tangente en lugar de en la propia M, 
como habíamos hecho en dicha proposición. ## 

Sea 1ot¡J una sucesi6n de partículas materiales cuyas lineas de uni
vereo tienden a la de una partícula luminosa 't. Para cualquier obser
vador que cae libremente, las rapideces relativas tienden a 11 V¡--+ l, 
por tanto, las ecuaciones (l) y (4) del corolario anterior dan 
E2 = ml. + -fl-2 y E = ..p confirmando que las partículas luminosas deben 
tener masa cero. La luz transporta energía e impulso, esto es indiscu
tible, pero como no tiene masa, necesitamos un~ nueva definici6n para 
su impulso-energía. 

El campo vectorial de impulso-energÍa de una partícula luminosa ll' es 
eu cuadrivelocidad1 P ~ ~· = d~/ds. 

Entonces, para cualquier observador w que cae libremente P se puede 
partir en energía E con respecto a w e impulso P con respecto a w , 
escribiendo P = Eao + if con if .i.;io, tal como en el caso de una pertícu 
la material. Pero como P ='t'' es luminoso, la energía y el impulso es= 
calar son iguales: E =-p.= -('ll-', 00). Más aún, como '4' y el observadorw 
son geodésicas, E = ..p es constante y Pes paralelo. 

En unidades geométricas, la energía E y el impulso escalar --p tie
nen la misma unida.a comlin de distancia, tiempo o masa. Para una partí
cula material, la unidad de masa para E y . .p. está clara de las f6rmulas 
del corolario 57.l. Para una partícula luminosa~. el parámetro geodé
sico s es un número adimensionaJ., por tanto, la fórmula 
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-f = E= d(x0 ol>')/de 

muestra que la unidad es la misma que para el tiempo. 
Para convertir a un sistema convencionsJ. de unidades, usamos los 

val.ores convencional.es c~u~ y G~~v • Por ejemplo, en unidades cge, un 
gramo de energía, es decir, la energía en reposo de una masa de un 
gramo es 

Eo~• = ( c 005 )
2 

g = 9><1020 g cm2 /seg" (= erg). 

El. carácter ondulatorio de la luz se mide como sigue: Un fot6n de 
energía E con respecto a un observador, tiene frecuencia v = E/h, donde 
h es la constante de Planck. Como es ususJ., la frecuencia por la lon.¡:;i
tud de onda A es la rapidez c, En unidades geométricas h es l.8x 10- eg4 
Y ~~ = l. Puesto que la frecuencia y la longitud de onda se derivan 
de la energía, ellas también dependeran del observador que esté resJ.i
zando las mediciones. Así, lo que es luz visible para un observador, 
pueden ser ondas de radio para otro, y rayos x para un tercero. 

58 APLICACIONES BIPARAMETRICAS Y CAMPOS DE JACOBI 

Sea M una variedad y sea A un subconjunto abierto del plano ~ 2 con 
la propiedad de que cusJ.quier linea horizontal o vertical que intersec
te a A lo haga en un intervsJ.o, Una aplicaci6n biparamétrica es una 
aplicaci6n suave x:A---M. Así, x se descompone en dos familias de .!l.!!!:
vas paramétricas: 

La curva u-paramétrica v =va de x es u--.x(u,v0 ). 

La curva v-paramétrica u = uo de x es v-x(u0 ,v). 
Las velocidades parcisJ.ee 

s,.. = ds(oil), xv = dx(avl 
son campos vectoriales sobre x. Evidentemente, Su(u0 ,v0 ) es el vector 
velocidad en u 0 de la curva u-paramétrica v = v0 , y análogamente para 
Sv(U ,V). 

Si x está en el dominio de un sist!'ma coordenado x 1 , ••• ,x", enton
ces sus funciones coordenadas xt x'ox (1 ~ i,;;. n) son funciones de 
vaiores resJ.es definidas sobre A, y tenemos 

Hasta ahora, M ha podido ser una variedad suav~ sin mayor estructu
ra. Supongamos ahora que M es semi-Riemanniana. Si z es un campo vecto 
risJ. suave sobre x, sus derivadas covariantes parciRl.es se definen co;o 

Zu = DZ/ou, la derivada covariante de z a lo largo de las curvas 
u-paramétricas, y 

Zv = DZ/ov, la derivada covariante de z a lo largo de las curvas 
v-paramétricas, 
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Explícitamente, Zu(uo,VG) es la derivada covariante en uo del cam
po vectorial U--+Z(u,v0 ) sobre la curv~ u---x(u,v0 ). 

En términos de coordenadas, z = L Z'o¡, donde cada zl = Z(x<) es una 
funci6n de val.ores reales definida sobre A. Entonces, por la f6rmula 
que sigue a la proposici6n 37.l (pag. 106), tenemos 

laz• • · <i""jJ Zu = 2: -3 - + Z r,j z • -0 - º•. 
i.;. u L,j u 

En el caso especial Z = xu, la derivada Zu = xuu da las aceleracio
nes de las curvas u-paramétricas, mientras que Xvv da las aceleracio
nes de las curvas v-paramétricae. 

Propoeici6n 58.l (l) Si x es una aplicaci6n biparamétrica en una vari~ 
dad eemi-Riemanniana M, entonces xuv = xvu• (2) Si Z es un campo vect.2 
riaJ. sobre x, entonces 

Zuv - Zvu = R(xu,xv)Z, 

donde R es el tensor de curvatura Riemanniana de M. 

Demostraci6n. 
tenemos 

(l) Si usamos la misma notaci6n coordenada que antes, 

"" ¡ 2i xi< "5' l<. ~¡ axj J 
Xuv = 7 loV'llU + ¡._, rij ·au ~ dK• 

"' l.,) 

Esta f6rmula es simétrica en u y v, ya que los símbolos de Chrietoffel 
son siméti·icos en i y j. 
(2) Un c6mputo con coordenadas de Zuv - Zvu hace aparecer al tensor de 
curvatura en forma semejante a como apareci6 en la demostraci6n del le-
ma 40.4. ## 

Aquí (1) expresa en términos de aplicaciones biparamétricas el axio
ma (D4) de la conexi6n de Levi-Civita, mientras que (2) expresa nueva
mente el hecho de que la curvatura mide la falla de la conmutatividad 
en la diferenciaci6n covariante. 

Una curva puede ser comparada con curvas cercanas a ella usando la 
siguiente definici6n. 

Una variaci6n de un segmento de curva C!: (a, b1-M es una aplicaci6n 
biparam~trica 

x: la, b) X (-&, b )-M, 

tal. que C{(u) = x(u,O) para toda a~ u,;: b. 

Las curvas u-paramétricas de una variaci6n se llaman longitudinal.es 
Y las curvas v-paramétricas se llaman transversas. La curva base de x 
es«. Típicamente, estamos interesados en las curvas longitudinal.es y 
el número no es importante. 

El campo vectorial V sobre~ dado por V(u) = xv(u,O) se llama el E!!!!!-
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po vectorial. de variaci6n de x. Cada V(u) es la velocidad inicial de 
la curva transversa v--+x(u,v); así, para S>O suficientemente pequeño, 
el campo vectorial V es una medida infinitesimal de la variaci6n x. 

Si toda curva longitudinal de x es una geodésica, x se llama una ~
riaci6n geodésica o una familia uniparamétrica de geodésicas. 

Si ~ es una geodésica, un campo vectorial Y sobre ~ aue satisface 
la ecuaci6n diferencial de Jacobi Y'' = Ry·~·(~') se liama campo vec
torial de Jacobi. 

Proposici6n 58.2 El campo vectorial de variaci6n de una variaci6n geo
désica es un campo de Jacobi. 

Demostraci6n. Como cada curva longitudinal es una geodésica, Xuu o. 
Así, por la proposici6n 58.1, tenemos 

.Xvuu = Xuvu = Xuuv + R(x.v,xu)xu 

Por tanto, xv satisface la ecuaci6n de Jacobi sobre toda curva longitu
dinal, en particular sobre la curva base, en donde xv es precisamente 
el campo vectorial de vnriaci6n. ## 

Debido a este resultado, la ecuación de Jacobi se conoce también co
mo la ecuación de desviaci6n geodésica. Hay una interpretaci6n física 
de este resultado que es muy importante. Si consideramos que una varia
ción geodésica x.de "lf' representa a una familia uniparamétrica de partí
culas que caen libremente, entonces el campo de variación V. da la pos,! 
ción, con respecto a~. de las partículas arbitrariamente pr6ximas. Así, 
la derivada V' da la velocidad relativa y V'' da la aceleración relati
va. Asignando a estas partículas masa unitaria, podemos interpretar la 
ecuaci6n de Jacobi V''= R(V,~')t' por medio de le segu.nda ley de Newton 
con el vector de curvatura R(V,*')~' en el papel de fuerza. Esta fuerza 
se llama fuerza de marea y veremos en la próxima secci6n que juega un 
papel clave en la interpretaci6n de la gravitaci6n como curvatura del 
espaciotiempo. 

59 RELATIVIDAD GENERAL 

Mientras que la relatividad especial es una teoría enteramente sa
tisfactoria en su rango de aplicabilidad, no hay manera de que pueda 
incluir a la gravitaci6n. Por otra parte la ley de gravitaci6n de New
ton, que se refiere al espacio y no al tiempo, ha dejado de ser válida 
con la unión relativista de estas dos nociones. En los años posteriores 
a 1905, Einstein lleg6 al ccavencimiento de oue la gravitaci6n debía ex 
presarse en términos de curvatura. Para 1915 ·él ya había encontrado la
manera de hacerlo, y es así que en la relatividad general el espacio
tiempo ~lano de Minkowski deja su sitio a espaciotiempos de curvatura 
arbitraria. 
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En estn sección d1?.remos una muy breve reseña de los fundamentos de 
la teoría generaJ. de la relatividad. 

A. La relatividad especial como un caso especial de la relatividad ge
nera1. De hecho, la relatividad especial es la relatividad general 
del espaciotiempo de Minkowski. Se puede demostrar que el espaciotiem
po de Minkowski,es excepto por isometrías, la única variedad Lorentzi~ 
na tetradimensiona1 plana que es completa y simplemente conexa. Así, 
CUa1quier resultado de la relatividad general puede ser verificado en 
el espaciotiempo de Minkowsld e, inversamente, es na.tural extender a 
la relatividad general aquellos resultados que no dependen de las pro
piedades distintivas de IR~. En particular, los eventos, las partículas 
materiales y luminosas, el tiempo propio, el campo vectorial de impul
so-energía y los observadores, se definen en la relatividad general del 
mismo modo que en la teoría especiaJ.. 

En regiones suficientemente grandes del universo, la gravedad no pue 
de ser ignorada, Así, la relatividad especj.al ss en el mejor de los 
casos una teoría locaJ.; el hecho físicamente significativo es que el 
espaciotieropo de Minkowski sea un espacio plano, no así que sea comple
to o simplemente conexo. La relatividad genera1 se basa en el estu
dio de variedades Lorentzianas de curvatura arbitraria y, debido a esto, 
abre la posibilidad de hacer estudios globales (topológicos) de los 
espaciotiempos. 

B. La relatividad general es localmente aproximada por la relatividad 
especial. Si p es un evento en un espaciotiempo M, entonces la relati
vidad especiaJ. tiene sentido en el espacio tangente T~(M) ~IR~, y la a
plicación exponencial expp proporciona un medio para hacer la compa
ración. Hemos visto que en vecindades suficientemente pequeñas, y mie~ 
tras no intervenga la curvatura, Tp(M) es una buena aproximación geo
m~trica de M. Históricamente esta aproximaci6n, casi siempre en la foE 
ma de coordenadas normales, ha sido muy importante para asignar signi
ficado físico a la geometría de M. En particular, como en la relativi
dad especial, a un vector temporal unitario u.; Tp(M) dirigido hacia el 
futuro, lo llamaremos un observador instantáneo en n. La descomposi
ción ortogonal Tp(M) = IRu + u.1. parte el espacio tangente en el eje tem 
EoraJ. del observadorlilu y en el esuncio de reposo u.!.. Como antes, sio< 
es una partícula con Q((to) = p, entonces o((t 0 ) = au + x, ad~ y Xé u .... 
Corrigiendo a x por la dilatación temporal. a, se obtiene la velocidad 
instantanea x/a de OI medida por u. (Así, la rapidez !xi/a es 1 para 
la luz y es menor aue l para las partículas materiales.) Similarmen
!_e, si P es el impulso-energía de ex en p , lfl expresión P = Eu + P, 
PE u~ da la energía E y el impulso P de D( en p como medidos por u. 

Como muestra esta terminología, la relatividnd general también se 
puede comparar con la física Newtoniana. Esquemáticamente, el aJ.cance 
de las tres teorías está dado en la siguiente tabla. cuando los datos 
de un problema tienen limitaciones NewtoniHnas, la relatividad general 
da aproximaaam e..YJ.te resultados Newtonianos. 
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Gravitación 
Arbitraria 
despreciable 
débil 

C. La gravedad domina en gran escala •. 

rapidez 
Arbitraria 
Arbitraria 
baja 

Entre las fuerzas nucleares, el electromagnetismo, y la gravedad, es 
ésta ~ltima la interacción más debil. Sin embargo, el alcance de las 
interacciones nucleares es tan corto que éstas son ignoradas a priori 
por una teoría que modela al. mundo real. por medio de variedades suaves. 

En una escala un poco mayor, la repulsión eléctrica entre dos elec
trones supera enormemente a su atracci6n gravitacional.. Pero en el 
electromagnetismo hay fuerzas atractivas y repulsivas y así, en grandes 
agregados de partículas, los efectos electromagnéticos se pueden cance
lar. En cambio, la gravitación siempre da lugar a fuerzas atractivas y 
es acumulativa. Así pues, en gran escala, la gravedad es la interacción 
dominante. Aun cuando el electro~agnetiemo puede ser estudiado dentro 
de la relatividad general., la aplicación principal. de ésta es al. estu
dio de la gravedad. 

D. La caida libre es geodésica; La materia curva al. espaciotiempo. 
La caida libre es un movimiento real.izado sólo bajo la influencia de 

la gravedad. La física Newtoniana distingue dos casos: el movimiento 
acelerado y el movimiento no acelerado. Por ejemplo, consideremos dos 
naves espacial.es idénticas s, y Si. Supongamos que S1 se mueve en la 
vecindad de una estrella gigante roja y que s 2 está también en caida 
libre pero lejos de cualquier galaxia. De acuerdo a Newton, S1 tendrá 
un movimiento acelerado bajo la atracción gravitacional. de la estrella 
y seguirá una órbita curvada en el espacio y por tanto, una órbita cur 
vada en el espaciotiempo Newtoniano. En contraste, Si se moverá en unS: 
linea recta a velocidad constante, por tanto, su linea de universo será 
una geodésica recta. Pero si las naves están tripuladas, ninguna de las 
tripulaciones puede determinar por medio de experimentos físicos rea
lizados a bordo, en cual. de las dos naves se encuentra. Esto es 10 que 
se conoce como principio de eouivalencia. En ambas naves los objetos 
no perturbados permanecen en reposo y, si se les empuja, sus movimien
tos relativos no difieren de nave a nave. Como en el caso de la dicoto
mía Newtoniana,''reposo contra Velocidad constante", Einstein se rehusó a 
admitir una distinción teórica entre estados que no son experimental
mente diferentes y declaró que toda caida libre tiene una linea de uni
verso nue es geodésica en el espaciotiempo. El efecto gravitacional de 
la estrella no es curvar la linea de universo de s,, sino curvar e1 es
paciotiempo en el cual la linea de universo es una geodésica. 

E. Gravedad como curvatura. 
Si la estrella en el párrafo anterior es una bola uniforme, entonces 

hay un experimento simple que permite a las tripulaciones determinar su 
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situaci6n. (En el párrafo anterior suponíamos que el radio de la estr2 
lla era prácticamente infinito, en este p~rrafo ya no hacemos esta su
posición.) Es suficiente soltar algunas canicas y observar su compor
tamiento. En S~ las canicas permanecerán en reposo, pero en s, las can! 
cas comenzarán a moverse. Supongamos por simplicidad que S1 está cayen
do directamente hacia la estrella y que las canicas están colocadas 
como en la ~igura 21. 

1 I 

e~ To --: et 

\ t el / 
fl(> 21 

\ 1 / 

1 1 / 

(!) 
Entonces, a y e se mueven hacia o, mientras que b y d se mueven aleján 
dose de o. La explicación Newtoniana ea que a y c están cayendo direc 
trunente hacia el centro de la estrella, mi.entras que por la ley de sri 
vitación de Newton, d acelera hacia la estrella con más intensidad que 
o y o con más intensidad que b, por lo cual b se retrasa. 

En la explicacion relativista de este fenómeno, las canicas que caen 
libremente son modeladas por geodésicas temporales en el espaciotiempo. 
Como vimos en la seccion anterior, la posición relativa de los vecinos 
de la canica~. esta dada por campos de Jacobi Y sobre~ •• tos cambios 
en la posición relativa resu1tan de 1a aceleraci6n re1ativa Y'', la 
cual, por 1a ecuación de Jacobi está dada por R(Y 0"t,')'l!'•'. De este modo, 
vemos c6mo 1a curvatura, en su pape1 de fuerza de marea, reemplaza a la 
noci6n Newtoniana de gravitación. 

F. Fuentes de e;ravitaci6n. 
"Materia•• es un t~rmino indefinido que usamos como sinónimo de la 

sustancia del universo. En 1a física Newtoniana la ~nica fuente de gra 
vitaci6n es la ~ de la materia. En la relatividad, la gravitaci6n -
surge del impulso-energía de 1a materia, al cua1 la masa es sólo un 
contribuyente más. Para una forma particular de materia modelada en un 
espaciotiempo M, el contenido de impu1so-enere!a queda descrito infini 
tesima1mente por un campo tensorial 11amaao tensor de impulso-energíS:-T 
definido sobre M. Como no hay una definici6n genera1 de materia, no pue 
de haber una fónnu1a general para construir a T, pero hay a1gJ.tnas re- -
glas empíricas. Sea u un observador in$tantáneo en p,; M. Sobre u'- la 
parte espacial de T geners1iza al clásico tensor de stress como medido 
por u; como él, T es un campo tensorial simétrico de tipo (0,2). La den 
Si.dad de energia medida por u es T(u,u) y para todas las formas conoci: 
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das de materia es positiva. Finalmente, la ley de conservaci6n del 
impulso-energÍa se expresa infinitesima1mente por div T = o. 

Dos espaciotiempos cuya materia ha sido modelada se llaman ~
mente eguivalentes si existe una isometr!a entre dichos espaciotiempos 
que preserva los modelos de materia. En particular, dicha isometría 
preservará los respectivos tensores de impulso-energ!a .• 

60 LA ECUACION DE EINSTEIN 

La materia es gravitacionru.mente significativa s6lo como portadora 
de impulso-energ!a, así que para conocer su efecto como productora de 
gravitaci6n (o curvatura) debemos fijar nuestra atenci6n sobre el co
rrespondiente tensor de impulso-energÍa T. Pero, ¿C6mo está relaciona
do T a1 tensor de curvatura R? Demandando simplicidad ante todo, Eins
tein propuso la f6rmula G = kT, donde G es alguna variante del tensor 
de curvatura de Ricci y k es una constante. Einstein prob6 varias poa.! 
bilidades para G, contrastándolas con el problema de la precesi6n del 
perihelio de mercurio. Pero grAcias a las poderosas herramientas mate
máticas que hemos coleccionado a lo largo de estas notas, es fácil aho
ra escoger un obvio candidato para G. Si div T debe ser cero, entonces 
G. = kT implica que div G = O. Pero para la curvatura de Ricci, el coro
lario 46.2 afirma que div Ric =Y~ds. Así, restando un medio da la cur
vatura escru.ar S = C(Ric) de Ríe, debemos obtener el resultado deseado. 

Por tanto, definimos el tensor gz:avitaciona1 de Einstein de un espa
ciotiempo M como G =Ríe -V~Sg. 

Proposici6n 60.l (1) G es un campo tensorial simátrico de tipo (0,2) 
con divergencia cero. 
(2) Ríe = G - 'l:i..C(G)g. 

Demostraci6n. Tanto Ric como g son tensores simátricos de tipo (0,2), 
por tanto, G es simátrico de tipo (0,2). Un cálculo directo demuestra 
que div(Sg) = dS. Entonces, 

div G = div(Ric -~Sg) = ~(dS - dS) =O. 

(2) Como C(g) = 4, C(G) = C(Ric) - iSC(g) =-S. Así, la definici6n de 
G nos da 

Ríe = G + CiS)g = G - ±c(G)g. ## 

Por (2) se sigue que el tensor de Einstein y el tensor de Ricci con
tienen la misma informaci6n. De hecho, como S = C(Ric), cada uno tiene 
la misma expresi6n formal en tárminos del otro. 

El postulado fundamental de la relatividad general es la ecuacion de 
Einstein: 

Si lf. es un espaciotiempo oue contiene materia con tensor de 
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impul.so-energía T, entonces 

G = 8nT, 

donde G es el. tensor gravitacional. de Einstein. 

Se han dado muchos argumentos para exponer l.a pl.ausibil.idad de l.a 
ecuación de Einstein, casi todos se basan en l.a comparación con l.a fí
sica Newtoniana a bajas vel.ocidades y gravitación débil.. La constante 
universal. an (en unidades geométricas), se determina por medio de tales 
comparaciones (ver, por ejempl.o, (H y El, sección 3.4). 

Pero debe quedar el.aro que l.a rel.atividad general. no puede deducir
se; l.o mismo que l.as cuatro l.eyes de Newton, se trata de una serie de 
postul.adoa de Einstein acerca del. funcionamiento del. universo macrosci 
pico. . 

La ecuación de Einstein impl.ica que el. tensor de impul.so-energía es 
un campo tensorial simétrico del. tipo· (0,2) con divergencia cero. Por 
otra parte, l.a ecuación div T = O proporciona l.eyes dinámicas que ri
gen el. comportamiento de l.a materia que produce a T. Intuitivamente, 
podemos decir que 

G = 8!1T 

div T =O 

nos dice cómo l.a materia determina l.a curvatura; 

nos dice c6mo 1a curvatura nn.ieve a esta ma.teria. 

Pero recuérdese que, como en el. párrafo E de l.a sección anterior, es 
todo el. tensor de curvatura de . Riemann, no sól.o el tensor de Ricci, el. 
que control.a el. movimiento rel.ativo de l.as partículas de prueba, aque
l.l.as cuyo impul.so-energía hace una contribución despreciabl.e al. tensor 
de impul.so-energÍa del. espaciotiempo. 

Si T = o, es decir, si M es pl.ana según Ricci, entonces M se l.l.ama 
esoaciotiempo vacío. 

+++-: !·++++++++ 
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