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INTRODUCCION

El presente trabejo consiste en una recopilacién de ciertos
resultados de 1z geometxria diferencial que, Guranto las Yltimas
dos décades, se hen convertido en indispensables para el estudio
de muchos temas de la fisica matemética.

El avance de le teorfa gencral de la relatividad y su aplica-
cidn a las teorfas cosmolégices, ha provocado que el "cédlculo
tensorial" clésico, gque fue creado por Ricci y Levi-~Civita a
principios de este siglo para desarrollar las ideas geométricas
de Riemann, y que fue adoptado por Einstein en su teorfia de 1la
gravitacién, resulte ahora insuficiente. Actualmente, los ficicos
se familiarizan con éste cdlculo tensorisl a través de un curso
optativo de relatividad general a nivel de licenciatura, pero al
consultar la literatura reciente sobre el tema, se enfrentan a
nociones tales como la de variedad diferenciable, forma diferen-
ciable, derivada de Lie, diferencial exterior, ete., para las
cueles, no estén adecuadamente preparados.

Fl cédlculo tensorial clésico y la geometria diferencial que le
girve de fundamento, se avocan sobre tcdo, £l estudio de las pro-
piedades locales de las variedades diferenciables utilizando fuex
temente las coordenadas; la cosmologfa, en cembio, considera al
universo como un todo mediante un tipo especial de variedad di-
ferenciable con varias estructuras matemdticas adicionales. Ello
ha obligado a los ffsicos a utilizar cada veg méds la geometria
diferencial modermna, gue pone el énfasis en 1las cuestiones glo-—
bales y en el enfoque invariante, es decir, independiente de las
coordenadas. Es asf que los trabajos recientes de ffsicos y mete-
miticos. sobre relatividad y cosmologis incorporan el formalicsmo
de 1la geometria diferencial moderna.

Estas notas pretenden servir de introduccidén al estudio de 1la
geometria diferencial para los estudiantes de ffsica.

Por 10 general, un curso introductorio de geometrfa diferen~
cial comprende pocas nociones, como por ejemplo la nocidn de su-
perficie diferenciable, pero en cambio, se las desarrolla con
bastante profundidad. Esto es adecuado para los estudiantes de
matemdtica pues, para ellos, lo importante es obtener experien-
cia y madurez matem&tica, mé&s aue obtencr informacidédn utilizable.
Por el conirario, para un fisico es més importante obtener un co-
nocimiento operativo, sunoue no demasiasdo profundo, de una graa
variedad de tépicos. DebLido a 6s%o, los temas tratados en les no-
tas son muy variados y muchos de ellos no son elementales, han
sido escogidos sobre todo en razén de su utilidad en fislica, Antes
que profundizar en estos temas, se pretende que el estudiante de
fisica se femiliarice con ellos 10 suficiente como para estar en
condiciones de entender la literatura reciente sobre velatividad
¥ cosmologia,

A pesar de estas caracteristicas o, tal vez debido a ellas,
creo que el presente trabajo puede ser dtil también 8 Los estu-
diantes de matemdtica, para quienes un estudio preliminazr y



panorémico de este rama tan importente y extensa de le matemdti-
ca puede ser de bastante interés.

Log prerrequisitos para estudiar estas notas son modestos: un
uen conocimiento del cflculo diferenciel de varias variesbles,
de los teoremas de existencia y unicidad de las ecuaciones dife-—

renciales ordinarias y de los fundamentos del 4lgebra lineal,
serfn suficientes,
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1, VARITDADES

Es. diffcil imeginar un problema fisico en el cual no esté in-
volucrado algin tipo de "espacio continuo", Este puede ser ol
nespacio fifsico tridimensional”, el "cspociotiempo de 4 dimensio-
nes®, el "espacio fase" de un problema de macfinica clésien o de
mecédnica cudntica, el "espacio de los estados de equilibrio termo-
dinémico®, etc. Estos "esgpacios" tienen propiedades geométricas y
topolégicas diferentes, pero las propiedades gue tienen en comin
estdn incorporadas en 1a definicidn de variedad, que es el susti-
tuto matemdtico preciso para la pslabra "espacio®,

Fl ooncepto de variedad generaliza el concepto de una superfi-
cie o de una curve enR® ., Sin embargo, 1a definicién serd dada
ein hacer referencia a un espacio "ambiente" en el cual estén
contenidas miestras variedades. Por razones obvias éste enfoque
es el mds conveniente y natural cuendo se utilizan las variedades
en cosmolégia como modelos del universo, EL concepto de variedad
diferenciable generaliza el concepto de superficie diferenciable
en iR, esto es, de una superficie que tiene en cada punto un pla~
no tangente que varfa suavemente y aquf, también, los vectores
tangentes a la variedad diferencisble serdn definidos de manera
intrfnseca, es decir, sin hacer referencia al espacio ambiente R3,

Una variedad topolégica n—dimensional es un espacio topolégico
. de Bausdorff tal gque cada punto tiene una vecindad homeomorfa a
un conjunto abierto de R",

Desglosaremos ahora $sta definicién. Un egpacio topoldgico es
simplemente un conjunto de puntos provisto de cierta estructura,
llemade topolsopfa, mediante la cual es posible establecer la idea
de continuidad en ol contexto més general y abstracto. Tenemas,
por ejemplo, que R"es un espacio topoldgico pues en &1 se puede
hablar de la continuidad de las funciones. Sea F:R™—R" una funcién
definida en R y con velores enR". Sabemos, por la definicién clé-
sica de contimidad para f , que f es continua en el punto x =

(¥ %00, %) e R" 81 dado un mimero eyv existe otro §>o tal que
WEG) - PO ijee siempre que {Ix-vi<§ , donde Wx-yll = ({x,-vS4lu-YP 4. .e \x,\-v,\\‘)"f
f es continua si satisface ésta condicidén para cualquier punto
xe®® : ‘

Un subconjunto N de R" se llame vecindad del punto pe R" si para
algdn mimero r>¢ el disco abierto con ceatro enp ¥y radio r eatd
completamente contenide enlN, es decir, si x<R" es tal que {x-PR<T
entonces XN, Es fdcil »eestablecer 2a definicibén de continuidad
que dimos arriba en 1o forma siguiente: £_es continue si para
cualquier w¢®® ¥ cuslquier vecindad N de fL}¢R® se tiene que P N)=
=hveRM EWIEN § es una vecindad de x&iR",

Esta nocidn de cada punto de R™ teniendo una coleccifn de ve-

" eindades por medio de las cusles es posible dar una buena defini-
cién de continuidad para funciones ¢~ A , constituye La estrue-
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tura que hace de {R' un espacio topoldgico, es su topologia.

Nétese que al definir vecindades en un cspacio euclidiano
usemos muy fuertemenie la distoncia euclidiera Wx-7lentre punbos
x,y de R", Pare definir un espacic Yopolégico genersl nos guste~
ri{n retener el concepto de vecirdad pero, al mismo tiemno, des-
hacernog de cuslquier dependencia dcl conccpto de distancia, que
en espacioes distintos de R" podrfa no estar a la mano, Para lo-
grar éste objetivo, tomaremos les propiedades principales gue tie-
nen las vecindades de puntos delR" y haremos que eses mismas pro-
piedades caractericen e las vecindades abstractas de un espacio
topoldgico general. De &ste modo, llegamos a la siguiente defi-
nicién de un gspacio topolégico:

Un espacio topoldgico es un conjunto T tel que cada punto x de
T tiene una familia no vacfa de subconjuntos de T , llamados ye-
cindades de x -y que tienen las siguientes propiedades:

1) x pertenece a cada una de sus vecindades.

2) La interseccidn de dos vecindades de x es una vecindad de X,

3) Si N ep vecindad de x y si U es un subeonjunto de T que com=

tiene aN, entonces U tombién es vecindad de x.

4) 8i N es una vecinded de x y si N°denota al conjunto iieN]N es
vecindad de ;_] s entonces \|° es también una vecindad dex . EL con-
juntoN° se 1llama interior delN.

La asignacién de una colececién de vecindades a cada punto x€T
Se conoce Como una tonolog.:!a paral , pero es claro que puede ha-
ber nuches maneras de hacer ésta asignacidn,

i No es diffcil comprober que las vecindades de los puntos de R"
que definimos més arriba tienen las propiedades 1) a 4) ¥ que,
por lo tanto, definen una topologfa para (R", conoeida como 1la
topologfa ususl de R" .

Podemos ahora decir, con precisién, Lo gque se entiende por una
funcién contimua y por un homeomorfismo. Sean T, y 1, espacios to-
poldgicos, entonces una funcién £:T,— T, es continua si para cada
punto x de |, y para cada vecindad N de fx) enT,; el conjunto (N
es una vecindad de x enTy .

Intuitivemente, &ste definicién nos dice que una funcién con-
timua es tal que los puntos "préximos® en'T,. provienen de puntos
deTy gque son "préximos*® entre sf, donde el concepto de vproximie-
dad" depende solemente de las topologies respectivas de 1V, y\,.

Una funcién W:T,—7T, es llamade un homeomprfismo si es inyec-
%ive (uno & uno), suprayective (sobre), conbtinua y tiene inversa
contimua. Cuando tel funcién existe, los espaciocs |, yT, se lla-
man homeomorfos. E1 homeomorfismeo h establece una correspondencia
bviunfvoca entre los puntos de T 14 deTy: a ceda puUnto x€v, corres—
ronde un ¥nico hieTy ¥ a cada YeT, corresponde un Uinico WM .

Puesto ocue varsa un homecmorfismo h tanto la funcidn W:T.—Ta
como la funcidn W' l,— 1, son contimias, de la definicidén de con-
tinuidad se sigue que a le vecindad N de x en ', le corresponde
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la vecindad FN) de t1x) enT, y que 8 1z vecinded M de vy en T2 1o
corresponde la vecindad F-‘(M) de [IV)) eal,» Asi gue un hemcomor
fismo establece tembién una correspondencie biunivoca entre las
topologias de1, 7 dela; cumlquier propiedad topolbgica que tenza
T, s eS decir una propiedad que depomda de su topologfa, tambidn
la tendrd T, , es por ésto que dos espacios topoldgicos homeomor-
fos también se llamen topoldgiccmente equivalentes, pues compaXr-
ten las mismas propiedades topoldgicas.

Un espaclo topoldgico se 1lama de Hsusdorff si cada par de pun
tos distintos poseen vecindades que no se intersectan. IR” es obvig
mente un espacio de Hausdorff. Un subconjunto U de un espacio to-
polégico se llama sbierto si U es vecindad de cada uno de sus pun
tos. Asf, por ejemplo,N°, el interior de una vecindad N, es un
conjunto abierto de cuslquier espacio topolégico.

Con éstes definiciones ya estamos en condiciones de entender
¥ reinterpretar 1a definicién de variedad que hemos dado mds
arriba. Diremos, entonces, gue una variedad es un espacio local—
mente euclidiano, es decir, cada punto tiene una vecindad idénti-
ca a [R® , que ademés es un espacio de Homsdorff.

Le propiedad de ser un espacio topoldgico de Hausdorff que im-
ponemos a las variedades en su definicidn, es muy natursl, ein em
bargo, ésta no se sigue en forma alguna de la propiedad de ser
localmente euclidiana. Esto podrfa parecer un pocc sorprendente,
dado gue una veriedad es localmente idéntica aR"y K" es un espa—
cio de Hausdorff, Pare demostrar ésta afirmacién basta presentar
un ejemplo de espacio localmente euclidiano pero que no es de
Hausdorff. Consideremos el conjunto M que conste de dos semirec—
tas (<, 0] ¥ de una semirecta abierta (0,0 ), (Ver fig, 1),

-0y 0,
£
b Fla. 1
_—
i 0

Dedo cualquier xe¢ M con x#Q, y %x+0;, definimos las vecindades de x
como cualquier intervalo abierto que contenga a x; pero si x=0, &
x=0, definimos la vecindad de x como cualquier subeconjunto de M
de la forme (~-a, , OJU(O , b) & de 1a forma (-am, ,0lU (0 , D),
respectivamente. (Ver fig, 1). Es fdcil ver que el conjunto de las
vecindades de 1los puntos de I definidas de ésa maners satisfacen
los axiomas 1) @ 4) en 12 definicidn de espacio topoldgico y por
lo tanto, M es un espacio topoldgice, Temblén es claro que M es 1o
calmente euclidiano ya que ceda una de sus vecindades es homeo-
morfa & un intervalo abierto dé la recta real, Sin embargo, N no
e8 un espacio de Hausdoxff pues cuslquier vecindand de O, se in-
tersecta con cualquier vecindad de 0,,
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Ahora consideraremcs algunas definiciones que nos llevarin
2 la nocidn de variedad diferenciable.

Una carta (U , 9 ) de una variedad B es une pareja de objetos U
¥Y¥ , en donde U es un subconjunto abierto de M y ¥ es un homeo=-
morfismo ¥ :U—»V de U sobre un subconjunto ebiextoc V de R,

La imégen P(x) del punto xeUcM pertenece a VCiR"y, por lo
tento, estd representads por la n-ade de mimeros reales (x',x*,...,x").
Las .componentes de éstz n-ada se llaman las coordenadas locales
del punto x¢M con respecto a la certa (U ,P). Por &sto, una car-
ta en M se 1llama tembién gistema local de coordenades en M,

Un atlas de clase C%® sobre una variedad M es una familia de
cartas J(Uz, &)§ de 1la variedad M, tal gue 1os dominios LUy}
cubren a M ( M=\l U,) ¥ los homeomorfismos | ¥«} cumplen la siguien
te condicién de*compatibilidad:

Las aplicaciones ¥,0?" : (U0 Up)=» f(GLNTp) son aplicaciones
entre subconjuntos abiertos P (U,NUx) ¥ Y%(U«NU,) de R" y son
aplicaciones diferenciables de clase C®, En otras pelaebras, si
(X! 3%y eeesx™) ¥ (¥ 3¥240.0,7") son las coordenadas locales del
punto x¢li con respecto & las cartas (Uz ,%) ¥ (Uy ,9,), respec-
tivamente, la aplicacién Y09 ' estd definida en el dominio ¢, (GNUp)
como un sisteme de n, funciones reales de n variabvles

V= £ (x' yooe,x™) J=1,2,¢0aym.

que poseen derivadas parciales continuas de todos los Srdenes, (Ver
fig. 2).

FAG. 2

Dos atlae de clase C2{(Uy, 9. N v I(V‘, .’«\’pﬂ ,. sobre la varie—
ded M, e llaman gauivalentes si y solo si el conjunto 1{(Uy,¥),
(Vﬁ ,’\",)1 s que es 1a unidén de los dos, es también un atlas de cle-
se C® sobre 1,

Una variedad (topolégica) N junto con todos los atlas de cla~
se C% que son equivalentes a un cierto atlas dedo de classe C%,
constituye una variedad con estractura diferenciable, también
llamada variedad dirferencisdle J variedad suave, Agf pues, una
variedad diferencieble posce dos estructurass. Por un lado, tiene
una topologfa localmente euclidiana y de Hausdorfif ¥y, por otro,

una estructura diferencisble determinada vor todos ios atlas que
son equivalentes a un cierto atlies dado.
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Fn las definiciones anteriores vemos siempre a suponer que
todas las cartas de un atlas 1(Ug, %} aplican subconjuntos
abiertos U« de M en subconjuntos abiertos % (Uy) de R, en don=
de el nmerc entero n permanece fijo. So dice entonces que I es
une verieded diferenciable n-dimensionel. Se puede demostrar que
si M es una verledad conexa, el mimero n considerado arriba per-
manece, efectivamente, fijo., De todas maneras, todas las varieda-
des que consideraremos en é&stas notas serdn conexas, de modo que
tendrdn una dimensidn bién definida. Entenderemos por una varie-
daed conexsa, una variedad M que no puede ser considerada como la
unién de dos partes distintas y separadas,

2 EJEMPLOS DE VARTIEDADES

1) La _esfera s? defB?. Egta variedad diferenciable bidimensio-
nal se define como sigue: 5* es el conjunto de los puntos {x*,x*,x%)
de R tales que (x%P*= 1, junto con todos los etlas equivalen- .
tes gl atles con”6 cartes (Di , fic), en donde D;c=§_(x‘,x‘,><5)esz]ex‘>03
i=1,2,3 3 €= 41 ¥y P (x, x*,x*) = (x!,x*) donde i,J,k es una
permutacidn cirecular de 1,2,3 si € =1, y una permutaciédn circular
de 1,3,2 81 £€=-1, Los Dj¢ corresponden a los 6 hemisferios de s?
¥, por 1o tanto, cubren & S*, La aplicacién ¥ es un homeomor-
fiemo, pues simplemente es la proyeccidén ortogonal del hemisferio
D¢ sobre el plano x“=0,

Para demostrar que las cartas sobre S° asf definides satisfa-
cen 1la condicién de compatibilidad en la definicién de atlas, to-
memos, por ejemplo (i,t)=(3,+)=N, {(i,¢)= (3,=)=S, (i,c)=(2,+)=E.
Entonces

“Pu (x' 9*1 .x:’)=(x' yx2) h 4 'Pe(xl px2 1x3)=(x3 nx‘ )

(3,1 )=(x* , (L=(x') =(x?)* }a,x3). \
Por lo tanto, (@.o%') (x%,x' )=(x', (1-(x')*-(x3)*}%2) y &sta a-
plicacién es de clase C®, De manera semejante se puede comprobar
que las demds aplicaciones %%, son de clase C®,

También es clare gque podemos constiuir un atlas semejante pero
con 2n cartas para 1a esfera n-dimensional S" contenida en R™',

2) Otro atias sobre S*. Podemos construir otro etlas para Sz
equivalente al del ejemplo anterior usendo las coordenadas de las
proyecciones estereogréficas, Sean P y Q Los polos norte y Bux,
respectivamentes sean W=S'-}Pl y V=5°-{Ql , ¥ sean g y h las pro
yecciones estereogréficas desde los polos norte ¥y sur sobre el
plano x*=0. (Ver fig, 3). Usando tridngulos semejantes en la
figure 3, vemos aque

[ - x! 22 x?
V=g (X)= =7, Yi=g'(x)= T

determinan & g:W-—s R ¥ que



) ' 2 *x2
1 _3.t o~ X 2_ =
z'=h (x)= =50 T e I
determinen a hiVe——sR', s
x
[

% = (0,x2,%x>)
3

Podemos verificar ahora que {W,&),(V,h)] es un atlas de cla-
se C® sobre S? con sélo dos cartas, ya que no es diffcil conven-
cerse de 1la veracidad de las siguientes afirmaciones:

a) S!=WUV y las aplicaciones h y g son claramente homeomorfismos.

b) Sea dehog" , donde g™ se entiende retringida a g(wnV), entonces
A: R =10 ~—apP*~301 es C® y tiene inversa d' = goh™, que es tanbién

¢, puesto que tenemos

d(lz‘ =y' /{7 P +(y2 ) ) gy = 2 /((2' ) +(22)?)

2 =yt/((y Y +(y2)*) yi= z2/{(2'* +{(a)?).
¢) Este atlas es equivalente a1l del ejemplo 1) ya cue es posible
comprobar que el atlias formado por las 6 cartas del ejemplo 1)y
las dos cartas de &ste ejemplo, forman en conjunto, un atlas C®
sobre la esfera S*. La comprobacién es fdcil pero atvurride pues
hay que estudiar todas las posibles intersecciones DuNW y DNV
¥y todos los correspondientes cambios de coordenadas definidos en
éstas intersecciones.

La tremenda utilidad del concepto de variedad proviene de su
generalidad. De hecho, abarca conjuntos que a primera vista no sew
rfan considerados como “espacios"; no obstante, por la definicién
de variedad, cuelquier conjunto M que puede ser parametrizedo lo=
cal y continucnonte es una variedad, cuyz dimensién es el nimero de
parametros continuos e independientes que son necesarios para
egspecificar sin ambigliedad cada uno de sus puntos., Asf, conside~
remos el siguiente ejemplo:

3) El_conjunto de todas_las rotaciones de un cuzrpo rigido en
3 dimensiones, Este conjuntoc es una variedad tridimensional ya que
cada uno de sus puntos, es decir, cada rotacién de un cuerpo ri-
gido, puede ser especificada completamenie por los tres dngulos
de Euler, que en éste caso Jjuegan el papel de parfmetros,

4) B ggnmn o) !jp tgg G] 3§=~. tr—-annr—mmnnnq de Liorents entre

a 53 s con _veloclidad relativa ve
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Este conjunto es una variedad tridimensional ya que como parf-
metros podemos ‘tomar las tres componentes de la velocidad relati
va v={v',v3,v3).

5) El_esprcio fase de un siztoma mecénico de N pertfcmles. Un
punto de éste espacio Tage consiste de todas las posiciones y ve-
locidades que en un momento dado adopban todas las partficulas del
gsistema. Se necesita un totzl de 6N mimeros reales para especi-
ficar cada unc de los puntos del espacio fase Es, por lo tanto,
una variedad 6N-dimensional.

6) Un espacio vectorisl real de n dimeunsiones. En éste caso, to
memos cualaquier base {e. y C2190mey e..] del espacio vectorial real
de n dimensiones V, Entonces, cualquier vector xe¢V se puede expre
sar de manera ¥nica como una combinacidn lineal

x =8 e+ 86+ ...+ 8y, con ap¢lR .,
De ésta menera queda establecida una biyeccidn entre los elemen-
tos de V y los elementos de R". S5i x=a'e, +...+8"en ¥ y=b'e, +.0.4b e
son dos elementos cualesquiera de V, definimos 1la distancia 4(x,y)
entre ellos de acuerdo & la ecuacidn

a(x,y) = ((a' = B +...4(a"= B )03
Con ésta definicidn de distancie es posible definir vecindades de
puntos en V y es obvio gue la topologfa que se obliene en V de &s-
ta manera serd homeomorfa a la topologfa usual de (R0

BEn V tomaremos como atlas el que consiste de la iunica carta
(V,I,) en donde I, es la funcién identided sobre V, es deciy I, (x)=x
para todo xcV.

Como un caso particular de &ste ejemplo podemos considerar al
propio espacio euclidiano R', as{ pues, R" es una variedad diferen
ciable n—-dimensional y en maichos sentidos puede ser considerada
como la variedad mds sencilla.

7) La topolozfa de la esfera S® como un subespacio deR’, Esta
topologfa se define como sigue: N es vecindad de xS?si y molo si
N = N'nS*, donde N' es vecindad de x de acuerdo a la topologia
usual de IR*., Con &sta definicidn es £4cil demostrar que Los con-
juntos D;, , Wy V de los ejemplos 1) y 2) son abiertos en la topo-
logfa de S* como subespacio deiR’, En efecto, tenemos por ejemplo,
que Dy, =D, el hemisferio norte de S?, es la interseccion de S*
con j(x',x?,x3)} x>>0]= N*, Pexo en la topologiam usuel delR’ &ste
conjunto N' es una vecindad de cada uno de sug propios puntos,
entonces, por definicidén, D= 8? es vecindad de czda uno de sus
propios puntos y, por lo tento, es un conjunto abierto segin la
topologfa de 5* como subespasio de IR,

Algunas variedades, cue ejenplificaremos con el caso de le es-
fera, poseen la siguiente propiedad topoldgica: si | ¥l es una fa-
milia arbitraria de abiertos de la esfera con laz proniedad de que
S’:lgw.i sentonces en 1=z familia {W,| existe una subfamilia finita
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W, s Wiags o o 0 9 Vg QUE +ambién cubre a la esafera, es decir, 52 -_-Vl,a'U...U'lidw.
{ 2 -

Tal propiedad e llama compacidad.
Un subconjunto C de un espacio topolégico T se llama cerrtrado
81 es el complemento de algin conjunto abierto A de T. Un sub-
conjunte B de R” se llema mcotado si B estd contenido en el dis~
co abierte con centro en el orfgen para slgin radio r>0.

ElL conocido teorema de Heine y Borel (Ver [S] en la bibliogra-
f{a}, afirma gue un subconjunto C de R" es compaeto si y solo si C
es cerrado y acotado. &plicando éste resultado a la esfera S? ve—
mos que S22 es compacta,.

For otro lado tenemos que el espacio R no es compacta. En e~
fecto, coneideremos la cubierta )_E,(n,m)\n,meZ} que co.tz'zs't:a de le
familia de todas bolas abiertas con centro en {(n,m)R conn ym
mimeros enteros ¥y radio r=l. Si quitemos de la familia 1B, (n,m)}
une sola bola, digamos B, (n',m'), entonces el punte {n',m")eiR’
queda sin cubrir {(recordemos aue B, (n,m) no contiene & su frontera).
as{ pues, la familia {B,(n,m}} no puede contener a una subfamilia
finita que cubra a® s luego, R no es compacto,.

Ahora bien, nos preguntamos sl es posible encontrar para la
eafera St un atlas que contenga una sola carta. La respuestfa es
negativa. Pues, en caso de existir, una carta h:S*—eR® serfa un
homeomorfisme entre S* yR?, ¥ recordando nuestra discusidn sobre
108 homeomorfismos, vemos que S* y IR* serfan topoldglcamente equi-
velentes y tendrfan que compertir todas sus propiedades topold-
gicas. Pero hemos visto.que S2 es compacta, mientras gue ® no lo
es, Por lo tanto S* no puede admitir un atles con una sola carta.

Festa discusidn muestra cléramente la diferencia que hay entre
las propiedades locales y las propiedades globales de las varie-
dades. S* es localmente idéntica a R', de hecho, es localmente
idéntice a cualquier variedad bidimensional. En &ste nivel del de
sarrollo de la teorf{a de variedades la \Unica propiedad determinan
te a nivel loecal es la dimensidn, Sin embargo, a nivel global, S*
¥y R eon wmuy diferentes.

Para que no nos quedemos con la idea, errones, de que cualqguier
cosa que parece un "espacio” es una variedad, consideremos el
e jemplo siguiente: .

9) EL cono GcR'. Este espacio se define como el conjunto de los
puntog de IR’ tales que (x')}*~{x%)*—(x*)} =0 junto con La topolo—
gfa gque C tiene como subespacio de W, En otras palabras, N es una
vecindad en la topologia del cono 81 y solo si N=N'NC, donde N'¢R}
es una vecindad en la %topologia usual delR Pues bién, éste es-
pacio topoldgico de Hausdorff no es una variedad. (Ver fig. 4).

El cono C no es un espacio localmente euclidiano. En efecto,
consideremos cualquier vecindad del orfgen en®', como N! en la
fig. 4. Esta vecindad intersecta al cono C en un conjunto N, que
no es homeomorfo a un disce de W, mds bidn, N, es homeomorfo a
2 discos planos pegados en sus respectivos centros.
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N. no puede ser homeomorfa a un disco de IRZ, pues en éste, la
eliminacidn de un solo punto no provoca 1s aparicidn de dosm partes
disjunteas., En camblo, si en N, eliminamos el vértice del cono,

N. oe desconecta en dos partes. Asf pues, N, yR* (o un disco de
iR?) no pueden ser homeomorfos.

No hemos incluido en rnuestra definicidn de variedad diferen-
eciable un axiome gue especifique la numerabilidad de las cartas
de un ptias, pero en varias situaciones de la teorfe de varieda-
des 48te axioma es necesario y es generslmente incluido.

Ahora consideraremos dos formas simples de obtener nuevas va—
riedades a partir de veriedades dadss,

10) Subvariedad abierta. Primero hagesmos la observacién de que
81 Z es un sistema coordenado en 1la variedad M y si V es un con-
Junto abierto contenido en el dominio de £, entonces la restric-—
cién def a V denotada port]| V, e8 también un sistema coordena-
do en M, Sea shora U un subconjunto abierto de una variedad di-
ferenciable M. Sea A' el conjunto de todos los sistemas coorde-
nados £ en M tales que el d&ominio de ¥ estd contenido en U, Por
la observacidén que hemos hecho al comenzar éste apartado, vemos
que el conjunto A' es un atlas sobre U convirtiéndolo, por 1o
tanto, en una variedad diferenciable llemadas subvariedad abier—
ta de M. Los subeconjuntos abiertos de una variedad M pueden ser
siempre considerados como subvariedades ebiertas de M,

11) Producto de varicdades. Si N vy N son variedades, sean
E= (X' oo ) x™):0mepR™ ¥ M= (¥ 3eee,¥y"):V—2R" sistemas de coor—
denadas en M y N, respectivamente., Definamos 1la funcidn produc—
toEx0 (p,q) = (X' (D) reeur,x™(D)yy' (@)sooa,y™{g) ) 5L eI N—s (R™D
Evidentemente £41 es un sistema coordenado con dominio UxVcHxN=
=p,a)l peM, qeN} . EL espacio UxN es de Hausdoref y es Fdeil ver
que cuslesquiera dos de tales sigtemas coordenades producto en UxN
cumplen la condicidn de compatibilidad. XN con el atlas gue con-
tiene a todos 8stos sistemas coordenados producto, es una variedad,
*llamada la variedad producke de M ¥ N.

La dimensidn de XN ez dimM+dimid, Esta construceidn se puede
extender de manera obvie al producto de cualquier mfimero Finito
de variedades,
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3 APLICACTONES DIFEAEMCTIABLES

Asf cono un espacio topoldgico posee una estructura (su topo-
logfa) por medio de 1la cual es posible hablar de la contirmidad
de las funciones cue aplican unos espacios topoldgicos en otros,
asf, una variedad, gracias a su estructura diferenciable, permite
generalizar a 1as aplicaciones entre variedades los coaceptos del
célculo diferencial,

Consideremos primero el caso especisl de una funcidén f con va-
lores reales y definide sobre una variedad M, Si ¥:U-——+»R™es un
sigtemn coordenado en M, entonces la funcidn compuesta
fo¥ 1 E(U)—»R definida sobre la imagen (U) de £ en R™ se llama
la expresién coordenada de f en t&rminos deZ . De hecho, tenemos

£=(fot™ ) (X' ;X% ,a0e,x™) sobre U.

Es natural entonces definir una funcidn f:M—siQ como diferen—
ciable 6 suave si para todo sistema coordenado Z en M le expre-
8ién coordenada fof* es diferenciable en el sentido usual del
c¢élculo elementnl de verias variebles. Denoteremos por F(M) al
conjunto de todas las funciones suaves con valores reales defi-
nidas sobre la variedad M, Si f y g son funciones suaves sobre M,
también Lo serdn las funciones f+g y fg. Las reglas algebraicas
usuales son véAlidas para éstas dos operaciones de manera que el
conjunto ¥(M) es un anillo conmutativo. Sin embargo, los inversos
miltiplicativos no existen en genersl, pero si f¢¥F(M) es tal que
nunca se anula sobre M, entonces 1/fe¢¥(mM),

La nocidn de diferenciabilidad se puede extender de las fun-
ciones con valores reasles a las aplicaciones arbitrarias entre
variedades usendo la misma idea: que las expresiones coordenadas
sean diferenciables en el sentido usuel del cdlculo.

Llegamos asf & la siguiente definicidn:

Sean M™ y N" variedades de dimenciones m y n, respectivamente.
Una aplicacién ¢ :M=—aN"es diferenciable o suave si para cuales=-
quiera sistemas coordenados § en My v en N la expresidn coorde-
nada '1°¢°'§" es diferenciable, siendo una aplicacién definida en
un subconjunto abierto de R™ que toma valores en R”,

Explfcitamente, si Uc¥l y VEN son los dominios de § y den,
entonces parse todo ped ' (VINU Llas coordenadas y' (¢p),e.c,y " (¢D)
asignadas por N & (b(p), dependen suavemente de las coordenadas
x'{p)ye.e,x"(p} asignadss por ¥ a p.

Hagamos ahora alegunas observaciones.

1) Es suficiente verificar la condicidn de suavided pera aguellos
sistemes coordenados que cubren 2 M y a N ya que la corndicidn de
compatibilidad de la definicidn de variedad, eutomdticemente com-
Prueba la diferenciebilidad de todes les expresiones coordenadas
de¢, con respecto a todas las demés cartas en lLas estructuras di
ferenciables de M y W,

2) Una funcién diferenciableV :UcR s’ es también diferencia-
ble en el sentido generalizedo de la definicidn enterior, ya que
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¥ es su propis expresidén coordenada con respecto a los sistemas
coordenados I, e Ia que cubren a UciR™ y aR", en donde I, e Ign
son las identidades sobre U y R", respectivamente.

3) Le aplicacifn identided I, sobre una variedad M es suave; cual
quier composicidn de aplicaciones suaves es una aplicacién suave.
4) Los sistemas coordenados £ y las funciones coordenadas x‘ son
ejemplos de aplicaciones suaves sobre el dominio deZ . .

5) La diferenciabilidad o sumvidad es una propiedad local. En e-
fecto, definimos ¢ :M—wsN suave en pelf si la restriccidn de ¢ a
une vecindad V de p, denotada por ¢|V, es une aplieacidn suave.
Entonces tenemos que ¢ es suave si y solo si ¢ es suave en todo
punto peM.,

6) Las aplicaciones suaves son continuas,.

La siguiente consecuencia de la observacidn 5) ser4 usada con
frecuencia més adelante. Pare cade fndicew¢ A sea U; un conjunto
abierto en una variedad M y sea ¢, :U,—sN una aplicacién suave.
Si para todo par de fndices «,pcA, ¢ = ¢, mobre LN Uz, entonces
&stas aplicaciones se combinan para dar una sola aplicacidn
b Y Us——aN tal que $|U,=9, para toda acA. Puesto gque la suavidad
es una propiedad local, ¢es suave.

Un difeomorfismo ¢:M——sN es une eplicacién suave que tiene una
aplicaeidn inversa que también es suave,

Las aplicaciones identidad sobre variedades, las composicio-
nes de difeomorfismos y la aplicacidén inverse de un difeomorfis—
mo dado, son, 2 su vez, difeomorfismos, Si existe un difeomorfis
mo de M a N, entonces If y N se dicen difeomorfas bajo $ . Por
ejemplo, cualquier intervalo abierto (a,b) en R es difeomorfo a
(-1,1) bajo una transformacidn lineal adecuada, y (-1,1) ea di-
feomorfo a R bajo ${t)=t/(1-t),

La topologfa diferencial o teoria de variedades puede definir-
se como el estudio de aguellas propiedades que permanecen inva-
riantes bajo difeomorfismos, del mismo modo que la topologfia pue
de ser considerada como el estudio de aguellas propiedades de los
espacios topoldgicos que permanecen invariantes bajo homeomorfis—
mos, Asf puea, veriedades difeomorfas se consideren idéntices
desde el punto de vista de la topologia diferencial.

51 ¢ es una funcién biyectiva de un conjunto € sobre una va-
riedad M, entonces evidentemente hay sélo una manera de conver-
tir a C en una variedad (ésto es, hay una Unica topologia y una
Unica estructura diferenciable sobre C) de modo que ¢ sea un di-
feomorfismo. N

Fuesto que las anlicaciones suaves son continuas, un difeomor
fismo es en particular un homeomorfismo, Sin embargo, un homeo-—
morfismo suave no tiene porgué ser un difeomorfismo, ya que su
inversa no tiene porqué ser diferenciable, El ejemplo clésico de
ésta situacién es 1a aplicacidn t—st’® sobre la recta real.
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Todo sistema coordenado ¥ es un difeomorfismo de su dominio U a
e(U)cR". Inversemente, todo difeomorfismo ¢ de un conjunto abier
4o VeM a $(V)CR" es un sistema coordenado de M. De hecho, para
cualguier sistema coordenado £ las aplicaciones ¢c5™' y Eod™ son
suaves y, por la condicidn de compatibilidad, se sigue que ¢ per
tenece a la estructura diferenciable de M. Asf, si componemos un
sistema coordenado con un difeomorfismo, obtenemos de nuevo un
sistema coordenado. En particular, si peM siempre existe un sis—
tema coordenado tal que Z{p)=0 .

El soporte de una funcién fe¢3{(M), denotado supp f, se define
como el mfAs pequefio conjunto cerrado de M que contiene al conjun-—
to {pcM\f(p);-O}. Entonces, M=supp f es el més grande subconjunto
abierto de M sobre el cusl f es idénticamente nula.

El anillo conmutativo F(M) de todas las funciones real-valua~
das, suaves y definidas sobre M, contiene una gran ‘rigueza de
funciones, Para tener une idea de ésto, demostraremos que dada
cualquier vecindad U de un punto p en M existe una funcién feF(M),
1lamada un romontorio en p, ¥y que tiene las siguientes propie-
dades:

1) 0<f<l sobre M.
2) f=1 sobre alguna vecindad de p.
3) supp f<U,

DemBstracidn, Comencemos considerando la funcidn suave que es
igual a Ve gy t30, ¥ es igual a cero si t<0 . Usando el chAlculo
elemental es fdeil construir a partir de éste funcidén, pera cual-
guiere >0, una funcién suave h sobre R tal que h{t)=1 para t<&,
h{t)=0 para t»2¢, y O<h<l.

Ahora sea Z:V—eR"” un sistema coordenado en M con £(p)=0 y VcU;
81 ¢>0 es suficientemente pequefio, entonces £(V) contiene a 1la
vecindad {pe@® lipit< 3¢} de © enM?. Sea g=Y(x*)* sobre V. Para h
como antes, definimos f=hog sobre V e igual a cero sobre M-V. En-
tonces la funcidn f es suave y tiene las propiedades requeridas,

4 VECTORES TANGENTES

En el célculo diferencial sobre " nos encontramos con el con-
cepto de derivada de una funcién en la direccidn de un vector da-
do, Para definir los vectores tangentes a una variedad de manera
intrinseca, es decir, sin hacer referencia a un espacio exterior
a muestra variedad, invertiremos la situacidédn anterior. Asf, en
lugar de tener dados los vectores ¥y, por medio de ellos, definir
la deriveda direccional de las funciones, definiremos los vecto-
res tangentes a una variedad por medio de las propiedades abstrac
tas que debe tener una derivada direccional de funciones defini-—
das sobre la variedad, Hacemos entonces la siguiente definicidn.

Sea p un punto de una variedasd M. Un vector tangente a M en p
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ez una funcidn v:F(M)—s Raue =s
1) R-lineal: v(af+bg)=av(f)+bv(g), ¥y
2) Leibniziena: v(£g)=v(£)e(p)+f(p)v(g) para todo a,beR y £,gcT(m).

En cade punto peM sea Tp (M) el conjunto de todos los vectores
tangentes & M en p. Por medio de las definiciones usuales de adi
cién de funciones y de multiplicacidén de funciones por escalares
(mfmeros) reales, T,(M) se convierte en un espacio vectoriel so-
bre los nimeros reales . En forma explfcita, definimos

(vaw) (£)=v(£)+w(£),
(av)(£f)=av(f) para toda feF(M), =cR,
y Tp (M) se llama €l espacio tangente & M en p.

Para definir la derivacién parcial sobre una variedad, lg idea
es considerar a la funcidén f como definida sobre el espacio eucli
diano R", mediante una de sus expresiones coordenadas y tomar la
derivada parciel usual.

Seaf=(x',...,x") un sistema coordenado de M en p. Si feF(m),

sea
Sf§ )
—xx = ;uh ( ») (1<i<n),

donde u' ,...,u" son las funciones coordenadas naturales de ll:? las
cuales son tales que u (x)=x‘ para todo x<R"

Un cdlculo sencillo demuestra que la funcién
A= §5:| TN —R

que envia cada fcF(M) a (Bf/ax'- )(p) es un vector tangente a M en
p. Podemos visualizar a BL\p como una flecha en p tangente a 1la
curva coordenada x' que pasa por D. :

Lema 4.1 Sea veTp (M), (1) 5i f,g<¥(M) son iguales sobre una ve-
cindad de p, entonces v(f)=v(g). (2) Si he¢F(M) es constante so-
bre una vecindad de p, entonces v(h)=0,

Demostracién. Por la linezlidad de v es suficiente demostrar que
8i f=0 sodbre una vecindad U de p, entonces v{(f)=0. Sea g una fun
cién protuberancia en p con soporte en U; entonces fg=0 sobre to
da M. Pero v(0)=v(0+0)=v(0)+v(0) implica que v(0)=0, As{ pues,

o=v(fg)=v(f)e(p)+£{p)v(g)=v(E),

va que f(p)=0 y e(p)=1. Esto demuestra la afirmacidédn (1).

Para demostrar la segunda afirmacién, vemos que por (L) pode~
mos suponer que h es constante =¢ para toda M. Si 1 es la funcidén
constante con valor 1, entonces

v(1)=v(1 1)=v(1)1+1v(1)=2v(1).
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De donde, v(1)=0 y v(h)=v(cel)=cv(1l)=0. ##

El lema anterior es una forma de expresar el hecho de que los
vectores tangentes son objetos locaeles. Otra forme de expresarlo
es ésta: Si U es un conjunto abierto en M entonces, siendo una
subvarieded abierta, U tiene un espacio tangente Tp(U) en peU,

Si veTp (U) definimos ¥(£)=v(f|U) para toda feF(H).

Evidentemente ¥¢Tp (M), y 1a funcién ve—st es un isomorfismo lineal.
A partir de shora ignoraremos éste isomorfismo y escribiremos
To(U)=Tp(8).

L siguiente resultado, llamado teorema de la base, es el en-
lace fundamental entre las coordenadas y los vectores tangentes,

Teorema 4.2 SiZ={(x',...,x") es un sistema cooxdenado de M en p,
entonces sus vectores coordenados dip y.es,2nlp formen una base
para el espacio ta'?gente Te(M); ¥

v'=2v(x"‘)3;lp para todo veTp(M).

Demostracidn. PorL—llos comentarios anteriores, podemos limitarnos
a trabajar en la vecindad coordenada que es el dominio U de§ ,
Como v(c)=0, no hay pérdida de generslidad si suponemos que &(p)=0¢
¢/R". Considerando un dominio més pequefio que U =i es necesario,
podemos suponer que Z{U)=jqelR" liai<el para algine .

Si g es una funcidn suave sobre Z(U) entonces para cada l<isn
definimos

)
gi(a)=] 2& (ta)at  para todo acs(v).
]

Se sigue utilizando el teorema fundsmental del cdlculo gue
g=g(0)+s3g;u* sobre Z(U).

Asf si fe%¥(M), haciendo g=fot™' se obtiene
£=£(p) L £; x" sobre U,

Aplicando B/Bx;' se obtiene f; (p)=(3f/ax‘: Y(p). De manera que

si aplicamos el vector tangente v a ésta férmula tenemos
: : (\2f

v(£)=04]v (£ x' (pI) £ (p)v(xt)=7 v(x)2E(p).
Dado que ésto es cierto para toda fe%(M), los vectores tangentes
vy Zv(xt)2:); s=on iguales, Con ésto queda demostrado que Llos
vectores coordenados dilpyeseyOnip generan al espacio Te(M).

Falta demostrar que los vectores coordenados son linealmente
independientes, Pero si Faidil; =0, entonces aplicando ésta com-
binacidn lineal a x! obtenemos

3
0=2 a2 (p)=T arhi; =a;. H

En particular vemos que la dimensién del espacio vectorial T.(M)
es la misma que la dimensidn de la variedad M.



15

5 LA DIFERENCIAL

La idea bdeica del cdlculo diferencizl es aproximar los obje-
tos suaves o diferencibles por objetos lineales. En la seccidén
anterior vimos como una variedad diferenciable puede sexr aproxi-—
mada en la vecindad de cada uno de sus puntos pé¢M por el espacio
lineal T,(M). Ahora aproximaremos una gsplicacién diferenciable.
¢ :M—sN en la vecindad de cada punto peM por medio de una trens-
formacién lineal entre espacios tangentes, Hagamos notar primera
mente que 8i veTp(M) entonces la funcién vy :F(N)——=IR, que envia
cade ge¢F(N) a v(ged), es un vector tangente & N en ¢(p). Debemos
verificar que v satisface las propiedades 1) y 2) de la defini-
cién de vector tangente {(pag. 13). En efecto, para probar la pro
pledad Leibniziana, por ejemplo, sean f,g8¢HN); entonces -

vg(£e)=v(fgeb)=v((fod) (god ))=v(£od ) g(Pp) +£(dpIv(god)=
=V (£)g($pl+f{¢pp)vp(a)d.

As{ pues, hacemos la siguiente definicidn, Seacﬁ {M——apN una a~-
plicacidén suave. Para cada peM la funcidn

ad, :Tp (h?)—’T¢p(N)
que envia v a vy (definide arriba) se llama la diferencial ded

en p., (Ver fig. 5).
Entonces, dcbp estd caracterizada por la ecuacidn

ad, (v) (g)=v(god)

para todo veTp(M) ¥y toda ge¢¥(N). De agqui es obvio gue la diferen
cigl de en p es una transformacidén lineal. Para toda geF(N) ¥y
cuglguier ¢ :M—+N suave, la composicidén god pertenece a F(M) y se
llama la retraccién de g medianted , denotada por $*(g). A veces,
la diferencial de ¢ en p se denota por 4’. . Con éstas notaciones
le diferenciel de ¢ en p queda definida por la ecuacién

¢‘P(v)(g)=v(4>'(g)) para todo veTp(M) y toda ge¥F(N),
v

Fl6. 5

Lema 5.1 Sea d:M —sN una aplicacidn suave. 5i E es un sistema
coordenado de M en p, y si n es un sistema coordenado de N en ¢(p),

entonces . .
d%g}—jm=z’|ﬂﬁfg}-(p)gﬁ (1sjsm).
L
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Demostracidn, Denotemos por weTy(N) =zl lado izquierdo de ésta e
cuacidn, Por el teorema de la base (teorema 4.2), w=) w(y! Ya/ay“.
Pero por le definicidn de diferencial, :

. wiy! )-—-dd’P( f;-;‘}yi): %ﬂ(p)- ##

La matriz de la aplicacién lineal d¢, con respecto a éstas
bases coordenadas es

folOQI
[ %] (P)} igign, 1gjKm
y se llama la matriz jacobisna de $ en p_con respecto a & y M.

La oldsica regis de la cadena para la matriz: Jacobiana de
una composicidén de aplicaciones se sigue inmediatamente de la
férmila que demostraremos en el siguiente lema.

Lema 5.2 Sirb tMampN ¥ W:NwmsP son aplicaciones suaves, entonces
para cada peM,
a(Ved)p =ay, o ad,.

Demostracidn. Si veTo(M) y gcHP), entoncea
a(Pod) (v) (8)=v(gePob)=ap(v) (goP)=(adad{v) ) (&). #

De aquf en adelante y cuando no haya lugar a confusidén, omi-
tiremos el subfndice p de dé;.
En términos de la teoria de variedsdes el teorema de la fun-
cién inversa puede ser reformulado en la siguiente forma.

Teorema 5.3 SeadillewsN una aplicacidén suave. La diferencial ade
en un punto peM es un isomorfismo lineal si y solo si existe
una vecindad V de p en M tal querb\ V es un difeomorfismo de V
" sobre una vecindad ¢(V) de $(p) en N.

Para demostrar ésto es suficiente aplicer el teorema clésico
de la funcidn inversa (consultar LSp],pag. 32) a la expresién
coordenada de ¢ en una vecindad de p.

Debido a éste resultado una aplicacidén suave §:M—»N tal que
toda ddp es un isomorfismo lineal, se llama un difeomorfismo lo-
cal. Si 47 es tembién inyectiva y suprayectiva, entonces es un
difeomorfismo,

-6 CURVAS

Una curve en una variedad M es una aplicacidén diferenciable

- A:I-—-M, donde I es un intervalo abierto de la recta real R,

(Se permite la posibilidad de gue I sea una semirecta infinita o
toda la rectalR.) Siendo una subvariedad abierta de R , I tiene
un sistema coordenado compuesto por la funecién coordenada natural
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u de R, En cada te Rpodemos visualizar el vector coordenado
(d/du)(t)é Ty (R) come un vector unitario basado en t y con la

direccidn del eje u positivo.
Sea ol : T—+M una curva, EL vector velocidad de x en teI estd

definido por
a
o (t )zdo((-—-dum T, {M).

Intuitivamonte, w*{t) es la razén de cambio vectorial deo

en t£I, Ennumeremos algunas de sus propledades bésicas:
1) Deriveds direccional. Por la definicién de do, el vector tan
gente o' (£ ) aplicado & la funcidn feF(M) nos da

o (t) = -‘-i-%ﬁﬂ(t).

De éste modo, 8i & es cuaslouier curva con, digamos, x'{0)=v
entonces, v(f)=(a(foun)/3t)(0).

2) Expresidn coordeneds. Sea E ={x',...,x") un sistems coordens-
do de M en un punto o%(t) de . Por el teorema de la base y por
la observacidn 1), tenemos

R = T LR

3) Reparametrizacidn. Si wi:l-—M es una curva y h:J——sI es una

funcidn suave sobre un intervalo abierto J, entonces P=w(h):J—e M

es una curve llamads una reparsmetrizacién ded . Ademds,
pt(s)=(dn/au}(e)x*(n(s)) para todo seJ.

Esto se sisue de 1a regla de la cadena {lema 5.2), al igual que

1la siguiente obamervacidn.

4) Efecto de unea aplicacidn. Si o :I—l es una curva en M, enton-

ces la aplicacidn suave ¢ :M—sN transforma la curva « en la curve

¢od :T——»N en N, La diferenciel de ¢ preserve velocidsdes, es de~

cir,
(1 (t))=(dot)*(t) para todo t¢I.

Esta es en general una maners méds eficients de obtener informa-

cién acerca de df que los ¢Smputos con coordenadas como los del

lems 5.1.

Una curva « _es remlar si o*(t)=0 para todo t. Si [a,b] es un

intervalo cerrado enii, entonces un segmento de curva o :18,b M
es una aplicaeidn gue tiene una extensidén diferenciable a un in-

tervalo abierto que contiene a [a,b]. De éste modo o' estéd bien

definida ineluso en los puntos extremos a y b.
Une aplicacidn }5 :la,bl—+M es un segmento de curva suave por

edazos oi existe una particidn a=t,< t,< ...<tm=b del intervalo
[#,b] tal que cade restriccidn Blilt: ,tw] es un segmento de curva.
Segin ésto, P puede tener dos vectores velocidad en los puntos de
rupbtura ti{ . Para un intervalo abierto I, B:J-—slf se lloma suzve
por pedazos si para cualssSquiera a<b en I la restriccién piia,d]
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es suave por pedazos en el sentido antes definido. (As{ queda
asegurado que los puntos de ruptura no pueden acumularse alre-
dedor de un punto de I.)

Para ninguno de los tipos de curvas que hemos definido, la
reparamotrizacién t—u(t+c), con ¢ constante, cambie en algo
sus propiedades, Por eso, para simplificar la notacién vamos a
suponer en adelante, sin mencionarlo explfcitamente, ocue el do
minio de una curva contiene &l ndmero O.

T _CAMPOS VECTORIALES

Un campo vectoriel V sobre una variedad M es una funcidn
que asigna a cada punto p de M un vector tangente V, de 'I‘P(M).
Intuitivamente, V es una colecciédn de flechas, una para cada
punto de M y gue pueden servir parsas representar fuerzas, velo-
cidades, mceleraciones, etc. Si V es un campo vectorial sobre
My si feT(M), entonces Vf denota a la funciédn de valores re—
ales sobre M dada por

(vE) (p) =V (£) para todo peM,

Entonces, V se llama suave o diferenciable si VI es suave para
toda fe¥(M).
Los campos vectoriales sobre M pueden sumarse o ser multipli

cados por funciones fe¥(M), de acuerdo a las siguientes reglas
obvias:

(£V)p=£(p)Ve,
(VaW), =V, +We para todo peM,

Si V y V¥ son susves, también 1o son los campor vectoriales V+W
v fV. Estas dos operaciones convierten el conjunto (M) de to-
dos los campos vectorieles suaves sobre la variedad M en un
médulo sobre el anillo F(W)., (La definicién de médulo mobre un
anillo conmutativo con unidad es formalmente la misma que la de
espacio vectorial sobre un campo, con la diferencia de que los
escalares provienen de un anillo en lugar de un campo.)

Si E=(x' y..ex") es un sistema coordenado en Ucl, entonces
pare cada 1l¢i<n el campo vectorial. 2 sobre U que envia cada p
a 2itl; se 1lama el i-4simo_csmpo vectorisl coordenado def .
Estos campos vectoriales son suaves, ya aue i(f)=2f/>x!. Se
sigue inmediatamente del teorema de la base que para cualguier
campo vectoriel suave V

V=7 V¥(x")?. sobre UcM.

Para variedades de dimensidn pequefia 1a notacién con Indices
puede ser diffcil de interpretar. Por eso sobre el pleno eucli-
diano, por ejemplo, frecuentemente denotaremos por x,y a las
funciones coordenadas naturales como en el cdlculo elemental; en
éste caso, los campos vectoriales coordenados se denotan por D ,dys
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Una derivacidn en F(M) es una funcidnO:%F(M)—=w3(M) que sa~
tisface las sipguientes propiledades:
1)iR -1lineal: O(af+bg)=adX f)+bLl{g), (a,beR),
2) Leibnizisna: O(fg)=dlf e+l g).

La definicidén de vector tangente demuestra gque para un campo
vectorial Vel (M) la funcidén f——Vf es una derivaciédn en F(M).
Inversamente, toda derivacidned en (M) proviene de un campo vec—
torial., De hecho, para cesda pi¢M definamos Vp :¥F(W)——>Rmediante la
ecuacién V, (£f)=dXf)(p). Entonces, las propiedades 1) y 2) en la
definicidn de derivacidn implican que Vp es un vector tangente a
M en p; asf que V es un campo vectorial bién definido sobre M.
Ademfs VE=D(Ff)¥(M) para toda Ff¢F(M), por 1o que V es suave y
determina a la derivacién dadadD.

Asf pues, siempre que sea conveniente, consideraremos que los
campos vectoriales sobre M son derivaciones en ¥F(M). Esta inter-
pretacién conduce a una operacidén crucial sobre los campos, Si
V,WeHe (M) sea [V,W]=VW —~ WV, Esta es una funcidn de F(M) a F(m)
que envia cada £ a V(Wf) - W(Vf). Un cdlculo directo miestra que
{V,Wles una derivacién en $(M), es decir, un campo vectorial
suave sobre M. [V,%W] se llama paréntesis (de Lie) de V. y W,

En términos de la definicidén original de los campos vectoria
les, [V,¥] asigna a cada peM el vector tangente [V,W]l, tal gque

Vo Wla(£) = Vo (WE) - wa(VE),
Lema 7.1 El paréntesis de Lie tiene las siguientes propiedades:
1) R—bilineslided: |aV+bw,X}=a[v,X]+b{w,x],
L X, aV+bW] =aX, vi+biX,wl.
2) Antisimetrfa: [w,V]=-1v,w].
3) Identidad ge Jacobi:[X,\Y,zl]+ (v, [z,x1} +{z, ix,¥l] =0.

Demostracién, Estas identidades son puramente formales y se cum-
plen para cuslesquiera derivaciones sobre cuaslouier dlgebra li-
neal: 1) es inmediata de la linealidad de las derivaciones, y 2)
es obvia, Para probar 3) basta con sustituir la definicién del
paréntesis de Iie, entonces los doce términos resultantes se
cancelan por perejas. ##

La operacidn de paréntesis sobre (M) adin cuando es R -bili-
neal no es ¥(M)-bilineal. De hecho,

Lev,gw) =gV, wl+£(ve)w - g(we)v,

Para probar ésto, hay que verificar que ambos miembros de &sta
ecuacidn tienen el mismo efecto sobre cuslquier funcidn he¥F(m).

En dos casos especiales el paréntesis es siempre nulo. Para
cuar@uier Ve} (M), [Vv,V1=0., De hecho, dade la bilinealidad,
ésto es equivalente a la antisimetrfa. Para cualesquiera dos cam
poa vectoriales coordenados del mismo sistema coordenado,[a[ ,zﬁ:o,
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ya que &sto equivele a la identided 3Yf/oxidx"=3£/px*dx‘', que es
vAlida para funciones f diferenciables de clase C? por lo menos,

Ejemplo. Sean x,y las funciones coordenadas naturales de I‘Ri, b's
consideremos los cempos vectoriales V=ydy y W=xd,. Entonces [v.w]:
= =W, ye que pera toda fec¥(M),

LV, wle=] dy o x2y) £2y 2y {x2y ) - xd,(y2,£)
=y 1f..x-§-i-‘..x1f=—xa,,f=—‘ﬁf
Y 2y oy2 *
Célculos de éste tipo pueden abreviarse omitiendo la funcién

f y tembién las segundas derivades ya que, como sabemos, deben
cancelarse,

La diferenciel de una aplicacidn $ :M-—sN manda vectores tan—
gentes individusles de M a N, pero en general la diferencial no
proporciona une manera de mandar campos vectorlales de M a N (o

de N a M). Esta dificulted puede ser solucionade en cierta medi-
da mediante la siguiente definicién.

Sea(b tH——sN una aplicacién sueve, Los campos vectoriales X so-

bre M y Y sobre N estén ¢~relscionados, lo que se denotaré por
X";’Y, si

ad(Xp) = Yygp para todo peM,

Lema 7,2 Los cempos vectorisles XeJ(M) y Ye Wk (N) estdn$ -rela~
cionados si y solo si X(god)=Yg«d para toda ge¥(N).

Demostracidn. Les siguientes afirmaeiones son equivalentes:
X(go¢)=Ygu¢

g5 N) ]
X god) (p)=(Yeo®) (p), peM,  gE3N),
Xelgod)=(Ye) (dp), PeM, ge3(N),
(4dxo)eg =Ygp (2), peM,  gep(N),
a9 (Xp)=Yqgp . peM. #i#

Usando éste criterio repetidemente, se prueba fécilmente gue
‘los paréntesis de Lie no cambian cuando 1los campos esténc(;—relg
cionedos, concretamente, tenemos el siguiente lema:

Lema 7.3 Si X,y Y, ¥ X,y ¥, entonces = ,Xﬂ";’ iy, ,¥21.

Cuando la aplicacidn&:‘m—-eN es un difeomorfismo la dificul-
tad de 1a que hakblébamos no se presenta, ya que para cada XeéJwk(M)
existe un ¥nico campo vectorial ad(X)e}k(N) que estd -relaciona-
do a X. De hecho, la ¥nica posibilidad es definir (dd))[)gt =dd(Xp)
para todo q={p)eN. Entonces dd(X) es suave, ya que si ge%{N),

ésta definicién y la definicidén de diferencisl nos conducen a 18
férmula (d¢X)g=X(gutb)o¢"‘e'¥(N). Llamaremos a dp(X) el cempo vec—
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torial transferido de X mediante .

8 _UNO-FORMAS

Les uno=forn.as sobre una variedad suave M son los objetos duales
8 los camnos vectoreales, En un punto p de M el espacio dual 'I';(!:!)
del espacio tangente Tp(M) es llemado el espacio cotangente de
M _en p. Los elementos de TH(I) , a veces llamados covectores,. son
apliceciones lineales de Tpo(M) alR,

Una uno=~forms_§ sobre una variedad M es una funcidén gue asigna
a cada punto p un elemento Bp de el espacio cotangente Tg (M) .

Asi 8 esigna un nimero a todo vector tangente y es lineal sobre
los vectores tangentes en cada punto.

Si 0 es une uno-forma sobre M y X es un campo vectorial sobre
M, denotaremos por 6X la funcidén de valores resles sobre M cuyo
valor en cada punto p es el valor de 8 sobre Xp. Una uno~forma
es suave si BX es suave para todo XeJb{M).

Sea (M) el conjunto de todas las uno~-formas suaves sobre M.
Dos uno-formas se suman, y una uno-forma se multiplice por una
funcidén de valores reales, en la misma manera que lAs correspon-
dientes operaciones para campos vectoriales, Explfcitamente,

(6+0)p = Gp+ Wp, (£8)p =f(p)ds
?p'?ra. todo peM, Asf puee, MW(M) se convierte en un médulo sobre
M).
Existe una operacién notable que convierte funciones en uno—

formas, La diferencial de f6¢¥HM) es la uno-forma af tal ocue

(Af)(v)=v(f) para todo vector tangente v a M.

Claramente df es una uno-forma va cue en cada punto p, la fun
cidn (df)y : Tp(l)~—+R es lineal, ¥ si Ve (M) la funcidn (af)(v)=vf
es suave, ’

Si % ,...X" es un sistema coordenado sobre UcM, tomando la
diferenciel de cada una de las funciones coordenadas xie F(U),
obtenemos las unc-formas_coordenadas dx',...,dx"sobre U. En ca-

@a punto de U éstas proporcionan una base dual a la_ base de Los
cempos vectoriales coordenndos 3| s.ses2n, ya que dx‘ (3 I=dx/3x,=
=}i. - Se sigue que para cuslquier uno-forma 8, K

[a) .
8 =26(b0 - dx" sobre U,

s
Esta f8rmula es la correspondiente a la del teorema de 1la base
para campos vectoriales. Para verificarla, basta con aplicaria a
los campoes vectoriales coordenados, Como un caso particular de
ésta férmula, si fe¥(M), ¥ como af(3; )=3f/3x', obtenemos

2f

df= S—};dx‘ sobre U,
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Lema 8,1 ILa diferencial de una funcién f¢3(M) tiene las siguien
tes propledades:

1) d:FM)——>nt¥ (M) es R-linesl.
2) Regla de Leibniz: Si f,gc%(M), entonces d(fg)=gdf+fdeg.
3) Si fe¥(M) y he¥F(R), entonces d(h(f))=h’(f)af,

Demogtracidn. Estas propledades se siguen directamente de la de~
finicién., 3) es un caso especial del lems 5.2 (pag. 16). ##

9 SUBVARIEDADES

A grandes rasgos, una subvariedad P de una variedad M es un
subconjunto de M que tiene una estructura diferenciable deter-
minada por la estructura diferencisble de M, En particular, re-
queriremos que P sea un subespacio topolrégico de M, es decir, -
gue tenga la topologfa inducida ., La topologia inducida de P M
se define de la manera siguiente:

Un subconjunto V de P es abierto en la topologfa inducida si

¥ solo si existe un subconjunto abierto V’ en la topologia de M
tal que V = VNP,

Una veariedad P es una spubvariedad de una variedad M ei:
1) P es un subespacio topoldgico de M.
2) La eplicacidn inclusidn j:PT-M que manda cade pe¢P a p=j(pleMm,
es suave y en cada peP su diferencial 4dj es inyectiva.

Si P es una subvariedad de M y 4) iM—»N es una aplicacién sua-
ve, entonces también es susve la restriceciénd¢\ P de 9 a P, ya que
P es simplemente do'J. En particular, si f¢Z(M), entonces f|P
pertenece a (P). Debido a que la inclusién j es una aplicacién
bastante obvia y & que cada de:TP(P)-——Tp(M) es inyectiva, es
costumbre ignorar 4j y considerar que el espacio tangente TP(P)

€8s un subespacio vectorial de T (M),

Las subvariedades abiertas (que definimos en 1la seceidn 2, num,
10)}) son ejemplos trivisles de subvariedades. La n-esfera S%(ver
seccién 2, num, 1)) es una subvariedad deR™., Los sistemas coor-
denados pueden servir para producir ejemplos de subvariedades.
Por ejemplo, el planc z=1 en [R® es une subvariedad, que es difeo-
morfa a R? con respecto sl difeomorfismo (x,¥,1)—s(x,y). Mé2 en
general, si & :U—s»R" es un sistema coordenado en unza variedad W,
entonces manteniendo fijas cualescuiera n-m de las funciones coor
denadas de £ , se obtiene una subvariedad me-dimensional llamada
une rebaneds coordenada de § . Ahora demostraremos que toda subva-
riedad puede ser construida ‘pegando’'tales rebanadas coordenades,

Para precisar éstas nociones, hagamos primerc una definicidn,
Sea P un subconjunto de f . Un sistema coordenado £:U~aR" en N
estd adaptado a P si UNT es una rebanada coordenada de § en U.
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. Por medio de un cambio en los nombres de las coordenadas, po-
demos suponer gque son las Yltimas n-m funciones coordenedas de &
las que se mantienen constantes, Entonces, sea £p:UN P—sR™ 1la
restriccidn de & =(x' ,...x™) a UNP,

Cuando P ez una subvariedad de M, se sigue del teoremse de la
funcidn inversa (teorema 5.3), que Zp es un difeomorfismo sobre
su imagen (abierta) en [R™, y por Lo tanto, un sistema cocrdensado
en P.

Proposicidn 9.1 Si P™ es une subvariedad de M7, entonces en ce-
da punto de P hay un sistems coordenado de M adaptado a P.

Demostracidn. Sead =(x' ,...,x") un sistema coordenado para M en
peM ¥ sea (¥ ye..,¥") un sistema coordenado para P en p. Puesto
que la diferencial djp es inyectiva, su matriz Jacobiana

(25)

oy lxi<n, 1<j<m

tiene rengo m. Asf, reetiquetando los x' si es necesario, pode-
mos suponer que los primeros m renglones de esta matriz son 1i-
nealmente independientes. Entonces, 1& restriccién a ¥ de las
funciones coordenadas x',.,..,x™ forman un sistema coordenado psa~-
ra P en una vecindad W de p, Si f¥ es la expresidn coordenada
de xk|P con respecto a (x',,.,,x™), entonces

X =f%(x' ,04.yx™)  sObre W.

Se sigue que las funcgiones
2= xK — FR(xX' 000, x™)

estdn bién definidas sobre une vecindad de p en M,
SL E=(xX' yeassx™,2™ ,000,y2") entonces en p 1a matriz jacobiana
de I con respecto a¥=(x',...,x") tiene 1la siguiente forma

]
A Taen

en donde I, es le matriz identidad de orden m, Evidentemente és-
“ta matriz es invertible (su determinante es =140), por lo cual
es un sistema coordenado sobre una vecindad U de p en M. Como P
es un subespacio topolégico de ¥, podemos escoger U de manersa
me UNPcCW, Como A=(X',.0.,x™{(UN P) es un subconjunto abierto
de R™, tomando una U més pequefia si es necesario, podemos tam-
bidn suponer que (X' ,e.e,x"){U)C A,

Ahora bién, sobre UNP las funciones z® son todas cero, por
1o que UNP estd contenido en la rebanada 7 de Zen U dada poxr

m.
z™=0,...,2"=0.

Inversamente, se verifica fdcilmente que EICU(\ P, Por Lo tento,

une =73. 4
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Fl siguiente resultado, de apariencia trivial, depende del
hecho de gue las subvariedades tienen la topologfa inducida.

Corolario 9,2 Sea P™una subvariedad de N". Si $ :N—sll es una
aplicacidn suave tal que P(N)< P, entonces la apliceeidn induci-
daa . :N—>P es suave_tambidn, (Si j es 1a inclusién de P
en M, § es tal qued =jod.)

Demostracidn. Si gqeN sea x',...,x" un sistema coordenado sobre
Una vecinded UCHM de ${a) que estd adapteda a P. Siendo suave,d
es continua, y dado que P es un subespacio topolégico de M, ¢
es continua, Asf{ que hay una vecindad_V de g en N tal que$(V)
estd contenido en 1la vecindad UNP de 4(gq) en P. Ahora bién,
x‘]P,...,x“\P es un sistema coordenado sobre UN P, Ademds,

(x‘“\ P)od’ =xloja<;=x ;':47.
Egtas funciones son suaves debido a quetf) y las x* son suaves.

Se sigue que $ es suave debido a gue sus componentes (xcl P)od
son suaves,

Corolario 9.3 Un subconjunto P de una variedad suave M puede
convertirse en una subvariedad de K- .de una sola manera.

Demogstracidn, Por definicidn debe darse a P la topologfa induci-
da. Supongamos que es posible asignar dos estructuras diferenciga
bles Al espacio P con 10 cual se obtienen dos subvariedades Py, ¥
P, de M, Las aplicaclones inclusidn de P, y P, en M son suaves,

entonces, por el corolario anterior, las aplicacliones identidad

Py —»P, ¥ P, —P, son suaves, Por lo tanto, &stas identidades son

difeomorfismos inversos y B,y P, son difeomorfas. Se sigue gque
P, ¥ P, son idénticas como variedades. ##

Debido a ésto, tiene sentido decir gque un subconjunto P de
una variedad M es (o no es) una subvariedad de M. Un criterio

bdsico para hacer ésta determinaciédn estd dado por la siguiente
proposicidn.

Proposicién 9.4 Un subconjunto P de una variedad M es una sub-
variedad m-dimensional si (y solo si) en cada punto p de P hay

un sistema coordenado de M adaptado a P compuesto por rebanadas
de dimensién m.

Demostracidn. Asignemos a P la topologfa inducida. Sea Z :U—sR"
un sistema coordenndo de M en peP tal que UNP es la rebanada
xd=x} (p) para m+l<j¢n. Podemos suponer gue £(p)=0. Entonces,
como Z ee un homeomorfismo, la aplicacién fs=(x',..s,xT)| P es un
homeomorfismo de UNP al subconjunto abierto £(UINR™ de Q™.
Afirmamos que todos éstos sistemas coordenados topolégicos &p
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formen un atlas para P, Ciertamente ellos cubren a P y cusales-—
quiera dos de ellos cumplen la condicidn de compatibilidad, ya
que para l<i<m,

u'ogpe N3 =u'e (£« n™R",
donde {R™ se considera como el hiperplanc m—dimensionsl que consis—
te de las primeras m coordenadas de | "

Sélo falta demostrar que éste atlas determina una estructura
diferenciable que hace de P una subvariedad de M. Para un siste-~
me coordenado como el £ dado méds arribe, las funciones x| P=x'oj
para 1<i<m son suaves, ya quée cllas constituyen el sistema coor-
denado £, . Por lo tanto, la aplicacién inclusidén J:P<>M es suave
pues son susves sus componentes x'oc j. Evidentemente la matriz ja-
cobiena de & con respecto & §p contiene una matriz identidad de
orden m, por lo tanto, dj es siempre inyectiva,

Un campo vectorial X sobre M es tangente a una subvariedad P de
M si Xp€Tp (P) para todo p en P, (Recuerdese que para una subvarie—

dad P, To(P) se considera como un subespacio de T (¥).)

Proposicidn 9.5 Sea P una subvariedad de M. (1) Si XeJk(M) es
tangente a P, entonces su restriceién X[P a P es un campo vecto—
rial suave sobre P. (2) Mds ain, si Ye&(M) es también tangente a
P, entonces el paréntesis de Lie [X,Y] es tangente e P y

x,Ylp = {xip,vl5].

Le prueba es directa, usando un sistema coordenado adaptado a
P para (1) y aplicando el lema 7.3 (pag. 20) para probar (2).

10 INMERSIONES Y SUBMERSIONES

Esta seccidén trata con dos tipos especiales de aplicaciones
diferenciables,

Lema 10,1 Sead:M"——»N" una aplicacién suave, ¥y sea p un punto de
M. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La diferencial d$. es inyectiva,

(2) La matriz jacobimna de d¢, tiene rango m con respecto a una (y
entonces para toda) eleccidn de sistemas coordenados,

(3) S ¥ y.00sy" es un sistema coordenado de N en ¢ (p),, entonces,
existen enteros 1<i;< ...<i,&n tales que las funciones y“od,...,y'" s
forman un sistema coordenado sobre una vecindad de p en M.

La demostracién de &ste lema es una ligera generalizacidn de la
primera parte de la demostracidn de la proposicidn 9.1 (pag.23).

Una inmersiénqb:m-—-.N es una apliceacién suave tal que dd:P es
inyectiva para todo peli.
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Por ejemplo, toda curva regular (o’ nunca es cero) es una inmer-
sién.

Un encejemiento de unn variedad P en una varieded Il es una
inmersién ¢ :P—»M t8lL ocue es inyectiva y la aplicacién inducida
Pe—sd{P) es un homeomorfismo sobre el subespacio ¢(P) de M., El e-—
jemplo esténdar es 1la aplicacibn (8,5cees8m)=—2(8(p00esBm0ysee,0)
de R en®". ElL lema 10.1, num. (3), dice gue locelmente toda in-
mersién es un encajemiento. Explfcitemente, la restriccidén de una
inmersién a un conjunto abierto suficientemente pequefio es un
encajamiento,

lL.as subvariedades y los encajamientos estdn relacionados: Si
P es una subvariedad de M, entonces la inclusién j:PC»M es un
encajamiento, Inversamente, si ¢ :P—sM es un encajamiento, su
imagen ¢{P) es una variedad difeomorfa a P; &ste difeomorfismo
estd dado por la aplicacidn inducida ¢ :P——sd(P), Entonces, $(P
es un subespacio de M, y la inclusidn j:A{P)eM es igual a dod™’,
la cual por la regla de la cadena es una inmersidén. Asf $(P) es
une subvariedad de M,

El término "subvariedad" se aplica algunas veces a un objeto
més general: Sea P una variedad que es simplemente un subconjunto
de una variedad M. Si la inclusidén j:P CoM es una inmersién, dire
mos que P es una subvariedad inmersa de M, SeguUn ésta definicidn,
las subvariedades son subvariedades inmersas, pero no inversamen-
te, ya que éstas Yltimas no necesitan tener la topologfa inducida.

El lema 10,1 tiene un resultado asociado que puede ser conside-
rado como su dusals

Lema 10,2 Sea V:M™—aN" una aplicacidédn suave, y sea peM, Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La diferencial d¥, es supraysctiva,

(2) La matriz Jacobiana de AP tiene rango n con respecto & una
(y entonces para toda) eleccidén de sistemas coordenados. .
(3) 5i y',...,¥" €3 un sistema coordenado para N en Y(p), existe
un sistema coordenado para M en p de la forme

(y‘°¢' secs -.Y“c'#’,X““, eeesX™.

Demostracidn, Es fécil ver que dada una eleccién de coordenadas,
(2) implica (1) y que para toda eleccidn de coordenadas (1) im-
plica (2), Para unas coordenadas como las de (3), (2) es vélida.
Supongamos que (2) es verdadera para las coordenadas ¥ ,e..,y"
en p) ¥y x seee9X™ en p, donde necesariamente mpyn, En p 1l& ma~
triz jecobiana (?(y'>¥)/3x’) de orden nxm tiene, por hipdétesis,
n columnas linealmente independientes. Reetiquetando si es nece
sario, podemos suponer que éstas son las primeras n columnas, Pe-
ro entonces, Z=(y'oY ,ue., ¥ oW, x "}, .0, x™) es un sistems coorde-
nado en p, ya que el determinante de la matriz Jjacobiana de ¥ en
p es distinto de cero. ##
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Un punto qeN se llama un yvalor regular de una aplicacién sus~
ve Y:Mw—sN 5i d¥, es suprayectiva para todo pe¥'(a).

Corolario 10.3 Si qcP{M) es un valor regular de una aplicacién

suave Y:M—aN, entonces ¥'(q) es una subvariedad de M y aimM =
= dimN + dim¥Y(aq).

Demostracién. Utilizaremos 1a caracterizacidn de las. subvarieda~
des mediante rebanadas coordenadas gue demostramos en la proposi

cién 9.4 (peg. 24), Para pe¥'(q), la parte (3) del lema anterior
demuestra, reordenando las funciones coordenadas, gue

(X™ e g XT W%, eee, ¥y V)

es un sistema coordenado sobre una vecindad U de p en M, Ahora
bien, la rebanada coordenada de U que pesa por p es precisamente

oUNn¥-a), Semin la proposicidn 9.4, &sto significe que V'(q) es
una subvariedad de M. ##

Une hipersuperficie en una variedad M es una subvariedad P de
M cuya codimensién = dim M - dim P es iguasl a 1. Aplicando el
corolario anterior en el caso en cue N =R obtenemos el siguien-
te método para construir hipersuperficies.

Corolario 10.4 Sea c¢R un valor de la funcidn feF(M). Si en cadm

punto del conjunto £4(c) =1 peMlf(p) = el 1la diferencisl daf, es
diferente de cero, entonces £-'(c) es una subveriedad de M de co-
dimensién 1 llemads una hipersuperficie de nivel de f.

Por ejemplo, sobre R™ sea f =7 (ul)', en dpnde u' son ies coor—
denadas naturales de R™. Entonces &f =7 u'adu’, y tanto f como af
son cero solamente en el origen. De éste modo, 1la n-esfera S7(r)=
= £7(r2} de radio r>0 es una hipersuperficie de nivel de £ en®R™,

Una submersidn WV:M.—sB es una aplicacién suave y suprayective
tal que 4V, es suprayectiva para todo peM.

De acuerdo con &sta definiciédn, +40do valor de una pubmersiédn es
un valor regular de manera que ¥ se descompone en las subvarieda-
des ¥'(g) para todo qeB. Para m»n, 1la proyeccidn R™-—--R" que envia
(%, 500estm) @ (t ye2a,tq) es claramente una submersién, El leme

10.2, parte {(3), implica gue localmente toda submersidn es de ésta
forma,

11l TOPOLOGTA DE VARTEDADES

Las variedades son esnacios locslmente euclidisanos; es decir,
cada punto de una variedsd M tiene una vecindad homeomorfa (me-
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diante un sistema coordenado) a un subconjunto abierto de un es-
pacio euclidiano. Debido a esto las variedades deben compartir
todas las propiedades locales de los espacios euclidianos. Entre
8stzs propledades locales destacan la gonexidsed local y la compa-
cidad loecal. La primera significa que cada punto de una variedad
M tiene una vecindad conexa y la segunda afirma que cada punto
tiene una vecindad compacta. Un espacio localmente euclidiano no
tiene porque’ ser de Hausdorff, tel como vimos en la seccién 1
{pag. 3). Es por &sto que en la definicién de variedad incluimos
el axioma de Hausdorff,

A. Conexidad

Como para cuslqguier espracio topoldégico, una variedad es conexa
s8i no puede ser expresada como la unién de dos conjuntos abiertos
no vacfos con interseccidn vacfa. En una variedad los sistemas
coordenados demuestran que cada punto puede ser conectado a todo
punto suficientemente cercanc mediante un segmento de curva sua-
ve, Se sigue gue uns variedad es conexa si y solo si_ cusaslesguiera
dos _de sus puntos pueden ser unidos mediante un segmento de curva
suave,

Un espacio topoldgico arbitrario es la unidn disjunta de sus
componentes conexae que son sus subespacios conexos més grandes,
Como una variedad es locslmente euclidiana, sus componentes co-
nexas son subconjuntos abiertos y, por lo tanto, subvariedades
abiertaan,

B. Segunda Numerabilidad

Un espacio topoldgico S se llama segundo numerable si su topo~
logfa tiene una base numerable B, 4sto es, una coleccidn numerable
de conjuntos abiertos tel que todo conjunto abieirto es la unidén
de una subcoleccién de B, Por ejemplo, R" tiene una base numers—
ble consistente de la coleccién de todos los conjuntos { peR”] ais ps b5
donde a; ¥ b; son ndmeros racionales, Es fécil verificar que (1) *
cuslquier subespacio de un espacio segundo numersble es segundo
numerable, (2) el producto cartesianc de espacios segundo numera-
bles es segundo numerable, ¥y (3) un espacio que es la unién nume-
rable de subespacios abiertos segundo nmumerables es segundo nmume~
rable,

Una cubierta @bierta) C de un espacio topoldgico S es una co-
leccidn de subconjuntos (ebiertos) de S cuya unidén es S. Un espa-
cioc segundo numerable S tiene la propiedad de Lindeld¥f: Toda cu-
bierta abierta de S tiene una subcubierta numerable (es decir,
una subcolececidén de la cubierta gue todavie cubre a S). En parti-
cular, una variedad segundo numerable tiene a 1o mds un mfimero
mumerable de componentes conexas,

Existen ejemplos Ge variedades conexas que no son segundo nu-
'enrelrgglfs Eero se trata de meras curiosidades. Por eso, de ahora

elante, supondremos que las variedades con las que tratamos
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son segundo mumerables,

C. Particiones de 1a Unidad
Una coleccién L de subconjuntos de un espacio S5 se llama 1o-

calmente finita si cadae punto de S tiene una vecindad que inter-
secta & B6lo un nimero finito de miembros de D. Sea ifulde A} una
coleccidn de funciones suaves de valores reales sobre una varie-
dad M tal que |supp falane Al es locelmente finita, Entonces la su—
ma Pyfi es una funcidn suave bién definida sobre M, ya gque sobre
alguna vecindad de cada punto, todas excepto un mimero finito de
las funciones fy son cero idénticamente,

Una particién susve de 1a unidad sobre una varieded M es una
coleccidn 3 f4 (%€ A] de funcionea f,& ¥(M) tsles que
(1) 0€£,<1 para toda «c A,
(2) {supp f.leeAl es localmente finita.
(3) T80 = 1.

Se dice gque la particidn estd subordinada & una cubierta abierta
C de M si cada conjunto supp fy estéd contenido en Algin elemento
de C,

Las particiones de 1la unidad son una herramienta indispensable
para ensamblar objetos matemdticos localmente definidos y conver-
tirlos en objetos definidos globalmente mobre una variedad o, tem

bién, para descomponer un objeto global en una suma de objetos
loceales,

Proposicién 11.1 Si M es una varieded segundo rumerable, entone
ces dada cualquier cubierta abierta C de M, exiete una particidn
suave de la unidad subordinada a C,

Demostracidén. Se puede demostrar (ver [H y Y], pag. 79) que cual’
quier cubierta de una variedad segundo numerable tiene une subcu-
bierta localmente finita; &sta propiedad se llama paracompacidad.
En otras palabras, toda varieded conexa y segundo numerable es
yparacompacte.

Sea C’={U«lu¢ s} 1a subcubierta localmente finita de C gue exis
te por la paracompacidad de M, Pars cadavé A y p.e Uz Sea ndeﬁ(m)
la funcién promontorio en P4y cuya definiciédn y existencia proba-
mos en la pégina 12. Entonces la familia 3 fqe¥(M){de Al es 1a par-
ticién suave de 1lm unidad subordinada a € que estAbamos buscando,
en donde para cadae %¢ A se define

hu
fy = Z{shh - #i#

Es debido & le utilidad de las particiones de la unidad y = la

p?oPosicidn anterior, oue supondremos en adelante oque nuestras va
riedades son segundo numerables.
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D. Orientabilidad

Este es una propiedad topoldgica muy sutil que tiene wvarias
caracterizaciones diferentes; para las variedades 1la siguiente es
la més simple.

Una variedad M es orientable si existe una coleccién O de
sistemas coordenados de M cuyos dominios cubren a M ¥y tal que
para cada Z,n€0, £=(x' ,...,x") ¥ 9=(y',+...,¥"), 1a funcidn deter-
minante jacobiano J(£,n) = det(dy‘/ox!) es positiva. O ee lleama
un atlas orientado para M.

Es evidente que R™es orientable, ya que puede ser cubierto
por un solo asistema coordenado. La esfexra S2 es orientable, ya que
es fécil comprobar que los atlas dados en los ejemplos 1) y 2) de
la seccién 2, son atlas orientados pare S?*, La botella de Klein y
la bande de M¥bius son ejemplos de variedades no orientables.

Sean shora M y N variedades y ¢ :M—sN un difeomorfismo, Es in-
mediato verificar que M es orientable si y s6lo si N es oriente-
ble., Si, ademds de €sto, M y N son conexas y estén orientadas, es
decir, 8i se han elegido atlaes orientados para M y N, el difeomor-
fismo qS induce una orientacién para N que puede o no coincidir con
la orientacidn inicial de N, En el primer caso se dice que cﬁ pre—
serva 1a orientacién y en el segundo, que ¢ revierte la orientacién.

Proposicién 11.2 Si la variedad M puede ser cubierta por dos ve-
cindades coordenadas V, y Vo de manera que la interseccidn VN V;
es conexa, entonces M cs orientable.

Demostracién, Como para los sistemas coordenados §=(x',...,x"):V, =»R"
YN=(F yeeery"):V,—»R" el determinente jacobiano J(5,n) es distin-
to de cero y es una funcién continua, no puede cambiar de signo en

el conjunto conexo V,N V.. Si el signo de J(Z,n) fuera negativo en
un punto, cambiando el signo de una de las coordenadas se puede lo-
grar que J(Z,n) sea positiva. ##

Usando ésta proposicidn, se sigue inmediatamente del ejemplo 2)
de la sececidn 2, que 1la esfera S* es orientabdle,

E, Otra Definicidn de Variedad

La definjicién de variedad que hemos dado comienza presuponien-—
do un espacio topolégico, pero en realidad el atlas de una varie-
dad determina su tonologfa, Es importante tener ésto en cuenta,
pues as{ tenemos un método . més eficiente de construir variedades,

Proposicidn 11.3 Sea T un conjunto sin estructure, y para cada

- o¢A sea &y una funcidn biyectiva de un subconjunte Uy de 7, & un
conjunto abierto Fua{Ux) en R". Supongamos que

(1) Tos dominios jUx\decA{ cubren a7 .
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(2) Para todo «,péA la funcién Egogy' es diferencieble sobre el
conjunto abierto &(UsN Uz) en R"™.

{(3) Si p#q en 2, , entonces p ¥ g pertenecen a un solo Uy o bién
existen n,péA tales que peUy, q¢Up, con Uy y Uy disjuntos.

Entonces existe una uUnica topologfa de Hausdorff y una dnica
estructura diferencinl sobre Etal que cada £x es un sistema cooxr
denado de la variedad resultante, Ademfs, si un nfimero nmumerable
de los Uy cubren 82 la variedad es segundo numerable.

Demostracidn. Como cada &, debe convertirse en un homeomorfismo
1a ¥nice posibilidad cque tenemos es definir un subconjunto V de?
como gbierto si y s6lo si Z,(VNU4) es abierto en &,(Uy) ¥, por lo
tanto, en R" para toda ¢ A, Es fécil verificar gue tales conjuntos
abiertos constituyen una topologia sobrel . Nétese gue por (2) los
dominios Uy son abiertos.

Afirmamos que cada Ey es un homeomorfismo., Si V es abierto en
Ux ¥y por lo tanto abierto en} , entonces por definicidn &4 (V) es
abierto en Z4(Ux). Inversemente, si W es un conjunto abierto en
Eu(Uy.) debemos demostrar que £, '(W) es abierto. Sipé¢ A entonces
aplicando (2) tanto a d,p como a B, vemos que Zpo%y™' es un homeo—
morfismo de Z,(U;N Up) a F(UsN Up). Pero entonces la expresidn en
el lado derecho de la férmula

ZalE M (WINUR) = (Bpoko' ) (W N BT, M Up))
muestra oue éste conjunto es abierto. Consecuentementey. Ea“(w) es
abierto en .

Asf pues, S_E‘,\\o(eA] es un atlas sobre el espacio topolégico 2,
el cual por la condicién (3) es de Hausdorff. Como cada Uy es ho-
meomorfo & un conjunto abierto de IR, cada Uy es segundo numerable,
¥ como 2‘,=LLAU¢ s 8e sigue cue 2 es segundo numerable en el caso
de que la familia jU, |ldec 4] sea numerable. #

12 ALGUNAS VARYEDADES ESPECTIALES

A. Variedades Producto
Considerzremos ahora cémo el célculo sobre una variedad produc-
to (ver ejemplo 11), pag. S) se deriva de squellos sobre las varie
dades M y N separadamente, Esta descomposicidn es anfloga a la me-
nera en que el cdlculo sobre el planc R* =R xR se deriva del cél-
culo sobre la recta real.
Usando sistemas coordenados producto sobre MX N es fdcil veri-—
ficar que
(a) Las proyecciones
M:MX F—sM oque manda (p,0) a p,
6:M X Neesp! que manda (p,q) a q
gon aplicaciones suaves, de hecho submersiones.
(b) Una aplicacién ¢:P—alX N es suave si y solo si tento Tiod como




son suaves,
(c) Para cada (p,c)éMX N los subconjuntos
Mxqg=3{r,o)Nx NlreM],
PXN = J(p,r)EM A N{reN}
son subvariedades de MR N.
(&) Para cada (p,q)
TI/MXxq es un difeomorfismo de MXgq a M;
slpX N es un difeomorfismo de pX N a N,
Por (b) los espacios tangentes
T = Toax(¥ X q) y TepN = Toa{pX N)
son suespacios del espacio tangente a MXN en (p,a).

Lema 12,1 Tep(MX N) es la suma directa de sus subespacios TyqM
¥ TgaN; es decir, cada elemento de Tuq(¥ X ) tiene una expresidn
Unica de 1a forma

X + WV, donde xéT(‘,'%,m ¥y ve TL‘,IQ)N.

Demostracidn., Puesto queﬁ\px N es constante, d7W en (p,g) envia
todo el espacio TN a O. Pero por (c), an} T,yM es un isomorfis—
mo lineal. Por lo tanto, TpyM 0 TeaN = 0. EL resultado se sigue
shora del #lgebra lineal, ya que por (c) la suma de las dimensio-
nes de éstos dos subespacios es dim(MX N). #4#

Para poder relacionar el célculco en la variedad producto MX N
con los célculos en las variedades factor M ¥y N, la nocidn funda
mental es la de levantamiento, -

Si fe M) el levantamiento de £ a MX N es f = Foll¢F(MX N),

Si xeTp(M) ¥ qeN entonces el levantamiento X de x a (p,q) es
el Unico vector en Teq)(M) tal que an(X) = x.

Si Xe(M) el levantamiento de X a MX N es el campo vectorial
X cuyo valor en cada (p,q) es el levantamiento de Xp a (p,q).
Usando sistemas coordenados producto se puede demostrar que X es
suave. Asi pues, tenemos que el levantamiento de XeJ(M) a MXN
es el dYnico elemento de H{(MX N) que estd M-relacionado a X y esté
g—-relacionado al campo vectorial cero sobre N. Fl1 conjunto de to=-
dos éstos levantamientos horizontales X se denota por £(M).

Las funciones, los vectores tangentes y los campos vectoriales
sobre N pueden ser leventados a MX N de manera semejente usando
ésta vez la proyeccidn 6. Nétese que (M) y simétricamente el con-
junto de los levantamientos verticales #(N), son subespacios vectg
riales de 3 (M X N) pero aque (excepto en casos trivisles) ninguno
de los dos puede ser considerado como un submddulo de Re{(MX N} so-
bre F(Mx N), .

Por ejemplo, sobre R €l campo vectorial coordenado dx= /2%
el el levantemiento horizontesl del campo vectorial d/dx sobreﬁl,
pero ydy no es un levantamiento.
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Corolario 12.2 (1) 8i X,¥ed(®) entonces L%,¥} = [x,Y]Vel(WM), v
similarmente para £(1). s
(2) si XedM) y Vef(W), entonces [%,¥] = o,

Demostracién., Ambas afirmaciones se siguen del lema
En el caso de 1a afirmacidn (2), por ejemplo, | X,V]
cionado & [X,0] = 0 y est4 G-relacionado a {0,V] =
do se sigue entonces del lems 12,1, ##

3, pag. 20.
t4 Merela-
0., El resulta—

we

Para establecer 6stos resultados hemos usado una notacidén bas—~
tante complicada. En la prdctica, sin embargo, el resultado del
lema 12.1 se escribe simplemente como Teg{MX N) = T, (W)X To(N),
¥ la tilde (~) se omite de los levantamientos.

B. Espacios Vectoriales como Variededes

Sea V un espacio vectorial n-dimensionel sobre los mimeros rea—
les. SiZ yn son isomorfismos lineales de V a R”, entonces
Zon:1IR"—»R" es un isomorfismo lineal y por 1lo tanto un difeomor—
fismo. Debido a ésto es muy fhcil aplicar en éste caso la proposi
cién 11.3, para demostrar gque existe una sola manera de convertir
8l espacio V en una varieded de modo gque todo isomorfismo lineal
Z:V——»R" sea un sistema coordenado.

La siguiente notacién conveniente serd ussda con frecuencia.

Si p,veV, sea v, €T (V) la velocidad inicial «“(0) de lLa curva
*X(t) = p + tv.

Podemos imaginar a v, como una flecha que va de p 2 p + V.
Lema 12.3 Si x',.,..,x" es un sistema lineal de coordenadas sobre

V, entonces .
vp =7, % (W)dile .

Demostracién. Dado que las coordenadas x' son linesales,
xH () = x*(p) + tx*(v).
Entonces, por la férmula de la velocidad,

v = w(0) =P EELD 0ya1, =T b (v) Nl #

Asf{ pues, Ve es el vector tangente en p con las mismas compo-
nentes coordenadas gue veEV, Se sigue inmediatamente oue
(1) para pe¢V fijo, la funciédn v—+V, es un isomorfismo lineal, de
modo que V y Tp(V) son isomorfos,
(2) Para p,qeV, 1a funcidn Vp——V; es un isomorfismo lineal, de
modo cque Tp(V) y T4(V) son isomorfos.
pengg%gner_m el caso.fami]..ia.r de V = R estos isomorfismos candnicos

intercambiar libremente los conceptos de v como un punto
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de V, de v como una flecha que va de 0 a v, ¥ de v como una fle-
cha gque va de p a p + Vv,

El cempo vectorinl de posicidn Pe€M(V) asigne a cade peV el vec-
tor tangente p ¢Tp(V) (intuitivamente se trata de un duplicado, que
comienza en p, de la flecha que va de O a p). En términos de un sis
tema lineal de coordensdas (x',...,x"), tenemos que

p =7 xid.

C. El Haz Tangente )

Para uns variedad M, sea TM el conjunto U SL'I'p(‘l\ﬂ)\pel‘rl:‘ de todos loe
vectores tangentes & M, Hay aqui un detalle técnico: Debemos reem-
plazar para cada peM el vector O¢Tp (M) por Op, ¥& que los especios
tangentes son espacios distintos sin elementos comunes. As{ pues,
para casda VvETM existe un Unico T¢(M) que contiene a v, ¥y la pro-
yeccidn T :TH—¥ manda v & p. EntoncesTr (p) = Tp(M),

Hay une manera natural de convertir a TM en una variedad, llame—
da el haz tangente de M. Sea f un sistema coordenado sobre UcM. Si
v e8 un vector tangente a M en p de U, entonces v estd determinado
de manera Unica por las coordenadss de p y por las componentes de ¥
con respecto a lo base ) ,...,3, de T,(M). Para formelizar estas
ideas, sea x' la funcién real valuada sobre T '(U)cM dada por x“(v)=

= v(x'). Entonces definimos ¥ ' (U)e—s & por
E = (0T yure,X T, X' y e, XM,

Ahora aplicaremos la proposicién 11.3 para convertir a TM en une
variedasd pare 1la cual las funciones t serdn los sistemas coordena—
dos de un atlas,

Por. el teorema de la base tensmos que sBi veW*'(0), entonces
v =7, X*(v)2lnwy. Asf vemos que T es una funcién biyectiva de W'(U)
sobre el conjunto ebierto FE(UIXR® de R*", -

Veamos ahora que cualesquiera dos de tales funciones § y 0\ cum-
plen 1la condicidn de competibilidad (condicidn (2) de 1a proposi-
eidn 11.3), Si (a,b)eN(UNVIXR" , entonces para 1¢ign

wER- (a,b) = x'MR"'(a,b) = x‘rf'(a).
Puesto que /2yt =Z; (dx*/2yl )Y ax*, tembiln tenemos
Nely =y AT % oxt -1
u™Zi(a,b) = X' (a,b) =? b —byh(n a).
Por 1o tanto, £eQ~' es suave.

Es fdcil verificar las otras dos condiciones de la proposicidn .
11l.3, por lo cual concluimos que TM es una variedad diferenciable
de Hausdorff y segundo numerable cuya dimensidén es el doble de la
de M,

Un campo vectorial XE€p(M) se puede considerer como una seccién

susve de TM, es decir, una funcidn suave X:M—aTM tal queNe X = I,

en donde I, es la funcidn identidad sobre WM. Esto sugiere una gene~
ralizacién que es Wtil,,
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Un campo vectorial 7 sobre una aplicacidn suave ¢ :P—aM es
una funcidn Z;P—eTM tal quele 2 = ¢, donde T es la proyeccidn
THemasnM o

Segdn esto, Z asigna a cada punto péP un vector tengente a M en
d>(p). (Por ejemplo, la velocidad o’ ea un campo vectorial sobre la
curva X de M.) 2 es suave considerado como la aplicacién Z:P—sTH
i y s8blo si fe¥ (M) implica que zfeF(P), donde {(2f)(p) = z(p)f
para todo peP. Fl conjunto 3 (d) de todos los cempos vectoriales
suaves sobre la aplicacidn ¢ :P—+M es, naturalmente, un médulo:
sobre F(F).

13 _CURVAS INTFEGRALES

Veremos en esta seccién que un campo vectorial sobre una varie-
dad puede ser interpretado como una ecuacién diferencial y carac-
terizaremos geométricamente las soluciones de dichas ecuaciones.

Una curva o sI—sM es una curva integral de Vel(M) si x'= V ;
es decir,’ (t) = Vy,, para todo teI,

Asf, en cada punto la curva o tiene la velocidad determinada
por el campo V. Si la ecuacidn &K'= Vg se expresa en téminos de un
sistema coordenado Z= (x',...,x"), obtenemos un sistema de ecuacio-—
nes diferenciales ordinarias y de primer orden”

alxtod) = FI(x%™ paes,xont) (1<izn),
at

donde P! es la expresidn coordenada para Vx‘,

Puesto que el pardmetro t no aparece en el lado derecho, pode=
mos considerar a V como determinando la velocidad de un fluido en
M con un régimen de flujo estacionario. Estae visualizacién puede
ser Util para compreder las definiciones gue haremos mds adelante.
El teorema fundamental de existencia y unicidad para las smolucio-
nes de tales sistemas de ecuaciones diferenciales (ver [I y V],
capftulo 2) tiene la siguiente consecuencia en términos de la
teoria de variedades.

Proposicidn 13.1 Si Ve(M) entonces para cada peM existen unm in-—
tervalo I gue contiene a 0 y una Unica curva integral ol :T—sll de V
tel que o(0) = p.

Nétese que si ® es una curva integral de V, entonces ted(t+c)
tembién es una curva integral de V, para toda constante celR.

Corolario 13.2 Six,p} :I—»M son curvas integrales de V tales que
Wa) = pB(a) para alguna acI, entonces X=B .

Demostracidn, Por la continuided de o yP sabewmos aue el conjunto
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en donde « y B coinciden,A = LteI]ol(t) = ;3(17)3, es un conjunto
cerrado, Si A es también abierto, puesto cue por hipétesis A es
no vacfo, debemos tener cue & = I: de otra manera, llegarfiamos a
la contradiceidn de que el intervalo I, cue es conexo por defini-
cién, se descompone como I = AU (I « A), en donde tanto A como

(I - A) son abiertos no vacfos. Para demostrar gue 4 es abierto,
fijemos un t¢4. Entonces s—aol{t + 8) y s~—»p(t + s8) son curvas
integrales de V que coinciden en s = O, Por lo tanto, la propo-
siecidn 13.1 implica que estas curvse integrales coinciden en una
vecindad de 8 = 0. Esto demuestra que todo t€A estd en una vecin-
dad totalmente contenida en A, por lo que A es abierto. #H#

Consideremos la coleccidn de todas las curvas integrales o : T, —»M
de V que arrancen de peM, es decir, tales que «(0) = p, Para cua-
lesquiera dos de tales curvas, el coroclario 13.2 muestra queo =F
sobre I,MN Ip. 4sf{, segdn el comentario que hicimos en la pag. 11,
después de la observacidn 6), vemos que todas estas curvas defi-
nen una sola curve integral op :Ip—~al donde IP =uU Iy . Ilamaremos
a %p la curvae integral maximal de V cue comienza en p. Este domi-
mio maximal I, no tiene porqué coincidir con toda la recta R.

Ejemplo. Sobre el plano R* sea V = xdx - ydy. Entonces o(t) =

= (x(%),y(t)) es una curva integrel de V si y sélo =i dx/dt = x,¥
dy/dt = -y. Por lo tanto, x(t) = Aet y ¥(t) = Bet . Asf, 1a curn-
va integral maximal cue comienza en p = (p‘ .pz) es

op(t) = (p,ef,p, et para todo teR.
Estas curvas parametrizan a las hiperbolas xy = constante.

El siguiente refinamiento del corolario 13.2 demuestra que mf
dos curvas integrales maximales de V se encuentran en un punto, e
tonces ellas ©8lo difieren en la perametrizrvcién.

Lema 13.3 Para VeRt(M) sea q =0\, (s). Entonces 8 + Iq =I5, ¥
ho(s4t) = og(t) para todo tely.

Demostracidn, Sea B(u) =dg(u.— £); entonces P es una curva inte-
grol de V definida sobre s+I4 =1} s+t| tiIL,} . Puesto que B(s) = q =
=dp (s), el corotario 13.2 implice que B =dp Robre (s+I4)N Ip., Anf,
P ¥y ol e combinan para dar una sola curva integrsal sobre (a+I§)U Tp.
Como Iy es maximal, s+ICI;. De donde %p(ast) = PB{s+t) = oig(t)

para toda teIlq. Pero come Igq es maximal, I%D-s-rl",. De donde, s+Igq =
= Tp. #e

Una curve no constante ¥ :R——»>¥ se llama periddica si existe un
mimero ¢>0 tal oue ¥ (t+c) = ¥(t) pera todo t. Fuesto que la curva
des no constante, al mds pequefio de tales nuimeros e>0, se le cono-
ce como el perfodo de ¥. 5i ¥ es inyectiva sobre un intervalo La,a+c),
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entoncés ¥ se llema Simplemente peridfica. Seguin esto, una figura
en formsa de numeral ocho es periddica pero no simplemente periddi-
ca.

Se sigue del lema anterior que uns curva integrel meximal edlo
puede ser inyectiva, simplemente periddica o constante.

Un campo vectorial se llame completo si cada una de sus curvas
integrales estéd definida sobre toda la recta reml., La siguiente dg
finicién nos proporciona un medio para ensemblar en una 80la apli-
cacién a todas las curvas integrales de un campo vectoriel dedo V,
considerando primero el caso en que V sea completo.

El flujo de un campo vectorisl completo V sobre M es la aplica-
cibn Y:iMXR sl dada por

Y(p,t) = up(t)v
donde olp es la curva integral maximal que comienze en p.

Si p se mantiene fijo, entonces la funcién t—-Y(p,t) es simple-
mente la curva integral ofp . Por otra parte, si t se mantiene fijo,
entonces 1a funcién p—s¥(p,t) denotada por Y, :N—sM, hace "fluir"
cada punto péM por la curva integral maximal ofp durante t unidades

de tiempo. Llamaremos a¥; la t-&sima etapa del flu;]o"l’. A veces
llamaremos a W |teR] e1 flujo de V.

Lema 13.4 su}: es el flujo de un campo vectorisel completo, en-

tonces:

(1) ¥, es 1a aplicecién identidad I, sobre M.

(2) ¥o . =Wy, para todo s, t¢lR (asf, las eteapas d& Y conmitan).

(3) Cada etapa es un difeomorfismo, con Yo' =1, .

Demostracidn, (1) Esto es obvio, ya que W,(p) = px(0) = p. (2)Esto

ge sipgue inmedietamente del lema 13.3. La afirmacién (3) se sigue

de las anteriores, ya que ;oY ; = I, =Y, 0¥, . ;
S5i el campo vectorial V no es completo, entonces para cada pug-

to p de M tenemos al menos un flujo loecal V:UX I—>»M definido por

la misma ecuacién que antes, pero shora U es una vecindad de P en

¥ e I es un intervalo alrededor del O en'R . De acuerdo con la teo-—

rfa de 1las ecuaciones diferenciales {ver [I y V], pags. 48 y 49),

81 U e I son suficientemente pequefios, entonces VY es suave. Para

estos flujos locales son vdlidas propiedades anflogas a las del le-

ma 13.4:

(1) Y, es 1a aplicacidédn identidmd sobre U.

(2) Wit =PsoY, siempre que s,t vy 5+t estén en I.

(3) Para todo teI, W :U—Y, {U) es un difeomorfismo.

Si V no es necesarismente completo entonces su flujo ¥(p,t) =dp(t)
posee. un dominio maximal

D =% (p,t)EMXR\tEI‘,—IK.
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Se puede demostrar (ver por ejemplo L , teorema 5, capftulo IV) que
el dominio O es un cubconjunto abierto de MXR y ocue el flujo
Yill—>M que Se obtiene al ensamblar todos los flujos locales sua-
ves es también suave.

Considerando el comportamiento de las curvas X:I-—M en las cer-
canfas de los extremos Jdel intervalo I, es suficiente concentrar-
se en el extremo derecho y suponer que I = [o,B): se hace la supo—
sicidn andloga para tratar con el extremo izguierdo. (Por conven-
cién, b<w pero Bsgw.)

Una curva suave por pedazos o(:[O,B)—-)m se 1llama extensible si
tiene una extensién continmua &:[0,B]—sM. En este caso, q =& (B) se
llama un punto extremo de ¥%.

En forma equivelente, existe un punto qeli tal que pera toda suce-
sidn is;} en 10,B) que tiende a B, la sucesidén (o (st )f converge & g

Una curva extensible en general no tiene una extensidn suave por
pedazos, sin embargo esto suele ocurrir en casos especisles que son
importantes,

Lema 13.5 Sead :10,b)—wM, b<a, una curva integral de Veyt(M). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) & no es maximal; es decir, % es extensible como curva integral
de V a una curva integral méds grande definida sobre el intervalo
{o,bse).

(2) X es extensible.

(3) ol estd contenida en un subconjunte compacto de M,

(4) Existe una sucesién }s;| que tiende a b tel que |o(s; )} conver-
ge.

Demostracidn. Claramehte tenemos que (1)=>(2)=>(3)=>(4). Para pro-
bar que (4)=>(1), sea U una vecindad de lim%(s;) tal que esté de~
finido un flujo de V sobre UX(-§,{). Existe un nmimero natural n

tal que b -6<s, y A(sy)eU. La curva integral de V que comienza en
(sn) estd definida sobre [0,§). Por lo tanto, aplicandce el lema 13.3
podemos extender o més alld de b. ##

Finalmente, consideremos dos aplicaciones del concepto de flujo.

Lema 13.6 Si V es un campo vectorial y p es un punto tal que V40,
entonces existe un sistema coordenado x!,...,x" en p tal que V=yax'
sobre el dominio del sistema coordenado,

Demostracidn, Sea V:UX I—sM un flu jo local para V, donde U es una
vecindad de p sobre lg cual V nunce se anula. Sea S una hipersuper-
ficie cue contiene & p en U tal oue V4 T,(S), vy consideremos la
restriceidn V:iSX I—sl deV,

La aplicacidén Y{(SX 0) es trivialmente un difeomorfismo a S, ¥
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d%, o simplemente identifica Tpy(S) con T(S). Puesto que
av(/3tlpsm) = Vp€Tp(S), se sigue que d¥p.ves un isomorfismo. Asf,
por el teorema de la funcidn inversz, YW es un difeomorfismo de una
vecindad QX J de (p,0) sobre una vecindad W de p en M,

Podemos suponer que ¥%,¢..,¥" es un sistema coordenado para S
sobre Q. Sea y' = t la coordenada natural sobre JciR. Transfirien~-
do el sistema coordensdo producto ¥' ,...,¥" 8 W mediante el difeo-
morfismo W‘(QXJ) obtenemos el sistema coordenado buscado, De hew
cho, 3/2x' = dWd/dt) = V, ya que ¥(p,t) =op (t). ##

El paréntesis de Lie de un par de campos vectoriales se puede
describir utilizandd flujos. Recordemos primero que una funcidén
suave F:I—sV con valores en un espacio vectorial V de dimensidédn fi-
nita tiene la derivada F’:Y—sV definida como

[A
_ Fe) = 1im E [F(s+t) = F()] =25 (e)ey,
donde F =2 f e. con respecto & la base €, yeespeqn de Ve
Ahora tomemos la derivada de un campo vectorial W con respecto
a un campo vectoriaml V, de acuerdo con las siguientes consideracio-
nes, Si peM sea ¥pla curva integral de V gue comienza en p. Usemos
el flujo de V para mover el valor de W en dp(s) y traerlo de regre-
so a TP(M). Entonces tomemos la derivada vectorial que hemos recor-

dado arriba en s = 0, Afirmamos que el resultado de estas operacio-
nes es el paréntesis de Lie \'_V,W']?.

Proposicidn 13.7 Si V,Weh(M), sea ¥ un flujo local de V cerca de
peM. Entonces

,wl, = 2—_})’3 %‘[ aty (Wyp) - Wpl.

Demostracidn., Escribiendo Pp(t) = atg (Wy o)y vemos que el lado de-
recho de la ecuacién de arriba ea PJ(0).

Caso 1. Vp # O, Escojamos un sistema coordenado X' ,...,x" tal
como en el lema anterior, de modo que V =9, . Asf, el flujo.de V
solamente hace cambiar la coordenada x' de 1os puntos g en una ve-
cindad de p:

x (Yea) = x'(q) + ¢, x3(¥;q) = x’(q)  para 2¢j<n.
se sigue cue d¥,(23.) =3 para todo i y todo t. Asf si W =2 WLbL.
Fp(t) = 2 WL(‘P{P)BHP .
Omitiendo el subindice p podemos calcular

PI0) =54 (wlosp)(0)31 =3, Ve (wi)d; =
=2_§%‘(o)b; =L vl =Llv,wl .,

Caso 2. V = O sobre une vecindad de p. En este caso, [V,¥], = 0.
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Las curvas integrales oue comienzan en puntos de le vecindad en
cuestidn son constentes y, por lo tanto, we = identidad para todo t.
Asf pues, Fp es constante y tenemos que FZ(0) = O,

Caso 3. Vp = 0, pero p es el 1fmite de una sucesibn Ip:l tel cue
Vp(# O pare toda i. Las expresiones en términos de coordenadas tan—
to de PI(0) como de [V,w\v demuestren que ambos dependen contirmia—

mente de p ¥y, por lo tanto, el resultedo se sigue del caso 1. ##

B S R




II. TENSORES
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La nocidn de campo tensorial sobre una variedad generaliza las
nociones de funcidn con valores reales, de cempo vectorial, y de
uno-forma, ¥ as{ proporciona los mecenismos matemidticos para des-
eribir objetos més complicados sobre una variedad. Los tensores
aparecen en muches situaciones gue son de inverés para la fisica,
pero la propiedad oue los caracteriza es siempre la multilinealidad.
La definiecidn oue usaremos pone el énfasis en esta propiedad de los
tensores y tiene la ventaja de convertirse fédcilmente en la descrip
cidn clésica de los tensores mediante las coordensfies, En las Wlti-
mes secciones de esta parte, consideraremos el concepto general de
producto interior en un espacio vectorial de dimensién finita, el
cusl Jjuega un papel bAsico en la geometria semi-Riemarmiana,

14 _ALGEERA NUITTLINEAL

Las siguilentes definlciones son lo bastante genersles como para
servirnos en los dos casos que serdn de méds interés para nosotros:
el médulo (M) sobre el anillo #(M), y el espacio vectorial Ty(¥)
sobre €1 campo R,

Sean V, yeuvsy Vs médulos sobre el anillo K. Entonces VX .,.XVs serd
el conjunto de todas las s-adas (v, y..e,V5) con vi€V;. Como es ususal,
definiremos le sume de Qo8 8-8388 (¥ yeaeyVa ) ¥ (Wi yaen,Ws) de
ViX eee®V; como La 8-ada (v, +W, yees,V +Wg ), ¥ definiremos el produc-—
to de la s=ada (V| yeeeyVs) por el elemento k€K como la s-mda
(v, yo.03kV; ). Con estas operaciones el conjunto V,X «e %Vg
vierte en um médulo sobre el anillo K, 1llamado el producto directo
de 1os médulos Vi j...,Vs (también se llama la suma directa si la

notacibén X se reemplaza por & ). Si W es también un mSdulo sobre K,
ung funcidn

se con~

AtV X oo o XVg—np W

se llama K-pultilines)l 8i A es K~linesl en cada une de sus VvAIrig
Yles; es decir, si para todo 1l<i<s Y v;evy; {(i#£i), la funcidn

Vv AV, yeeusVi s Ve VisireannsVg )
e K-linesl,

S5i V es un médulo sobre K, sea V* el conjunto de todas las fun~
ciones K-linesles definidas en V y con valores en K, Las definicio-

nes usuales de adicidén de funciones y multiplicecidn de funciones
por elementos de K convierten a V¥ en un médulo sobre K, llamado
el médulc dus) de V. )

Si Vi =V pars l¢i¢s, la notacidn VX ...XV, se abrevis como V°,

Para enteros r¢<0 y s<0, noe embos cero, une funcidn X-mulitilineald
A (V)X V e—pK se 1lama un tensor de tlpo (r,s) sobre V.
tiende que A:V -—aK si r=0, y oue A:{V*) K si s=0,)

El conjunto ;%(V) de todos 1os tensores de tipo (r,s) sobre V es

(Se en=
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un médulo sobre K, si nuevamente definimos la suma de tensores del
mismo tipo y 1la multiplicacidén de tensores por elementos de K, de
la misma manera que las correspondientes definiciones para funcio-
nes. Un tensor del tipo (0,0) sobre V es simplemente un elemento de
K.

15 CAMPOS TENSORIALES

Un campo tensorial A sobre una variedad M es un tensor sobre el
X(#)-mbdulo M(M), tal como lo hemos definido arriba. Asi si A es
del tipo (r,s), A es una funcién F(M)-multilinesal

AR ()% AN —F(M) .

Podemos decir gue A es una méquina multilineal que cuando se le a-
limenta con r uno-formas 8',...,8" ¥ con s campos vectoriales
X) g+ +43Xs produce una funcidén de valores reales

£ o= A8 eee, 07 ,X, 50eey X YEF(M),

Se dice que ot ocupa la i-&sima posicién contravariante, ¥ que Xj
ocupa la j-—ésima posicidn covarimsnte en el campo tensorial A.

El conjunto FI(M) de todos los campos tensoriales sobre M del
tipo (r,s) e=s entonces un médulo sobre F(M). En el caso excepcio~
nal r=s=0, un campo tensorial sobre M de tipo (0,0) es simplemente
una funeidn feX(M); es decir, TIM) = F(M).

Para demostrar que una funcién dada A:J* (MIX (M) —wTF(M) es
un campo tensorial debemos demostrar que es Y(M)-lineal en cada
variable. La aditividad en cada variable es casil siempre obvia, de
modo que la cuestidn crucial es verificar que las funciones fé&é¥M)
se pueden factorizar fuera de c¢cada variable:

A(D ey By X peeesTXiperosXs) = TA(D' 4oees8 )X, yeeesXiyaeerXs)e
| |

Consideremos los siguientes ejemplos. (1) La funcidn evaluacidn
E: ™ (M) X M (M)——>F(¥) dada por E(8,X) = 8X. Claramente E es %(M)—
lineal en cada variable y es, por lo tanto, un campo tensorial so-
bre M de tipo (1,1).

(2) Fijemos una uno-formaWg O y definamos F:he{MIX M (¥)—uF (M)
por F(X,Y) = X(WY) para todo X, Y, Entonces F es ¥(M)-lineel en la
variab]_e X, pero sélo es aditiva en la variable Y. De hecho,

F(X,fY) = Xu(fY) = X(fwY) = (Xfly + £F(X,Y).

Asf{ pues, F no es un cempo tensorial.

En estos ejemplos hacemos notar que el tensor (1) sélo involu-
cra operaciones algebraicas, mientras que en (2) aparece la dife-
renciacién,

Si bién sblo es posible sumer tensores del mismo tipo, cusles—

quiera dos tensores se pueden multiplicar como sigue: Si AE:E,':(N) ¥
Be%"(m), definimos
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AGB M ()X MM —a F(m)

por

(AR B8 4eee B X, penerXagd =

‘= A(B'yeeay8 X, e Xg)B(E™, ---.er""xsul---vxsya')-

Entonces A®B es un tensor de tipo (r+r ,e+a”), llamado el
producto tensorisl de A ¥ B. Si r“=s’=0, de modo que B es una fun—
ciédn fe¥(M), definimos

A®Tf = £@A = fA.

Tembién si A es del tipo (0,0), el producto tensorial se reduce a

1a maltiplicacidn ordinaria de elementos de ¥ (M).
Evidentemente el producto tensorisl es ¥(M)-bilineal, es decir,

(fA + gA")@ B = fAQB + gA®B,

con una identidad similar para B, Nds ain, es inmediato de }a de-
finicién que el producto tensoriml es asociativo; asf A®B®C estd
bién definido para tensores de cualquier tipo. Sin embargo, el pro-—
ducto tensorial no es conmutetivo en general. Por ejemplo, sobre
una vecindad coordenada tenemos

(ax' @ ax2)(2:1,2;) = dax' (3, )ax2(3;) = 1,
(ax*@ ax' )(0:1,22) = ax?(2,)ax'(33) = O,

por 1o que dx'® dx* ¥ aAx*@ dx'. Por otra parte, las funciones con-
maten con el producto tensorial:

f(A®B) = FA@B = AQ fB,

o

16 INTERPRETACIONES

Si W es una uno~forma suave, es decir, un elemento de }"(M),
entonces la funcidn X——»iXX) es una funcidn ¥(M)=-lineal de ()Y (M)
o sea que se trata de un cempo tensorisl de tipo (0,1). Inversamen-
te, todo campo tensorial del tipo (0,1) surge de esta manerm B par-
tir de una ¥nica uno-forma, As{ pues, gqueda clarc gque los m&dulos
sobre T{(™), XM) y W*(M) son isomorfos. Escribiremos esto sim-—

plemente como
EI(M) = et (m),

Hay otras dos interpretaciones menos obvias que usaremos con fre—
cuencia en lo que sigue,
(1) 5i V es un campo vectorial suave sobre M, definimos

v(g) = a(v) para toda §¢ 3™ (M).

" Este funcién V_:%'.(-' ()—3I(M) es ¥(M)-lineal, por lo tanto, define tn
campo tensoriai del tipo (1,0). Inversamente, todo campo tensorial ds
tipo (1,0) sobre M surge de esta manera a partir de un uUnico campo
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vectorial. Para ver esto, recordemos del dlgebra lineal (ver [H],
peg. 188) gue si W es un espacio vectoriel de dimensién finita y
¢e(W*)* , entonces existe un Unico veéW tal que x(v) =¢ («),clc W', RBa apli
cacién ¢ —»v es un isomorfismo lineal entre {(W®)* = W*¥® y W; gra-
ciag a este isomorfismo, podemos hacer la identificacién W = Ww**,
para espacios vectoriales de dimensidn finita, Ahora bién, si ZEI;(H),
entonces 26 T (M)** = Tp (M), por lo que la correspondencia p—Zp
nos define el campo vectorial sobre M que estdbesmos buscando.
As{ pues, podemos hacer la identificacién

(M) = W,
(2) Si A1 (M) b (M) es HM)~multilineal, definamos
DRt (M)X (M) —TF (M) por
E(B,X s00e9Xg) =8 (A(X)500.,X5)), para tode 8 y X{.

Evidentemente X es ¥(M)-multilineel y, por lo tanto, es un campo
tensorial de tipo (1,8). En lo sucesivo, consideraremos que la pro-
pia A es un campo tensorisl, utilizando la férmula anterior cuando
sea necesario.

Los tensores de tipo (0,8) se conccen como tensores covariantes,
mientras gque los tensores de tipo (r,0) con ryl se llamen tensores
contravariantes, Por ejemplo, las funciones con valores reales y
188 uno~-formas son tensores covariantes; los campos vectoriales, en
cembio, son tensores contravariantes. Un tensor de tipo (r,s) se 1lla
ma mixto 8i r¥0 y s£0. NStese que por la definieidn del producto
tensorial, se sigue que =1 A es covariante y B es contravariante en-
tonces, AQ@B = B® A, .

17 TENSORES EN UN PUNTO

El objetivo de esta seccidn es demostrar que a8l igual que pare
los campos vectoriales y las uno-formas, cualguier cempo tensorial
A sobre M puede ser considerado como un cempo sobre M; es decir,
una aplicacidén que asigna un valor Ap 8 cada punto p de M. El he-
cho fundamentsal es que cuando A se evalia sobre uno-formas y cam-
pog vectorisles para dar una funcién con valores resles

A8 ..y 8 X yeaurXs),

el valor de esta funcidn en un punto peM no depende de como sean
las uno-formas #' ,...,8" y los cempos vectoriales X;,.sssXgy Ni Bi-
quiera depende de los valores que tomen en una vecindad de p, sino
que Ynicamente depende de sus velores 8'];,,...,9"\py XilpseasyXdp en

el propio punto p. Formelmente, tenemos el siguiente resultadoy

Proposicién 17.1 Sea peM y A€Y (M). Sean 8',...,8" y 8',...,8"
uno-formas tales que Blp =61 (Leicr)s sean X,,..4,%5 ¥ X, p...,Xs
campos vectoriales tales cue X;|, = Xjlp (1<j¢s). Entonces

A(é',...,ér,}_{( v---pis)(p) = A(e‘,...,e",x.,...,xs)(p).
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La demostracidn de esta proposicidén serd muy fécil una vez que
guede establecido el siguiente resultado.

Lema 17.2 Si cuslguiera de las uno-formes 8',...,8" o de los cam—
pos vectorisles X,,...,Xs es cero en p, entonces

A8 yaeesB X yeeesXg)(p) = O,

Demostracidn. Supongamos gue, por ejemplo, Xslp = 0. Sea x',...,x"
un sistema coordenado sobre una vecindad U de p. Entonces X, =7, Xa¢
sobre U, donde X‘s= Xg xieF(U) son las componentes de Xs en estas
coordenadas, Sea f una funcidn de promontorio suave en p con sopor-
te contenido en U (ver pag. 12). Con este promontorio hemos logrado
que fX' pea uns funcidén suave definida sobre toda la variedad M, es
decir, fXeW(M); similarmente, T3;€ RWe(M).
Por 1o tanto,
sz(Q, ;---’Xs) = A(Gl:---!flxs) = A(B',...,fo‘faz)
i .
= 7, £XPA(S, ..., E2).
i=\ H
Puesto que Xglp = O, cada X'(p) = O; tembién f(p) = 1. Por lo
tanto, 8l evaluar 1a férmula anterioxr en p, obtenemos

A(B',...,X Y= O. ##
Demostracidn de la proposicidn 17.1 Por claridad sﬁpongamoa ocue r=1

¥y s=2. Consideremos la sigulente identided telescdpica, que se pue-
de extender sin dificultad para cualescuiera r y 8B:

A{@,X,Y) - A(B,X,Y) = A(G-2,%,Y) + A(6,%-X,¥) + A(6,X,¥-Y).

Por hipétesis, 8 -8, X~X, y Y-Y se anulan en el punto p. Entonces,
por el lema anterior, A(J,X,Y) = A(8,X,Y) en el punto p.

Se sigue inmediatamente de la proposicidn 17.1 que un campo ten-
sorial Ac¢ ¥ (M) tiene un valor Ap en cada punto p de M, a saber, 1la
funcidén )

Ap: (TeM* V' (T, M) —» R
definida como Sigue. Si ' yess,ol e Tp(M)? ¥ X, 4uue,xETp(H), sea
Ap(dl,..-'dr,x',-.-gxs) = A(Ql )—-uperyxll."lxs)(p)'

donde §' ,...,89" son cualesouiera uno-formas sobre N tales cue
.G"IF. s ob (13i€Y) ¥ Xy jreeesXs 50n cualesquiera campos vectoriales
sobreftales que Xjlp = x; (lsjss).

Es fdcil verificar oue la funcién Ap es R-multilinesl; entoces,
por definicidn, Ap es un tensor de tipo (r,s) sobre Tp(M). Podemos
aef considerar n AGXLM) como un campo_one asigna gsuavemente 5 co~
da _punto p¢M un tensor As de tipo {r.s). Tal como un campo vecto-
rial es una seccidn suave del haz tengente TM, un cempo tensoriel
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puede ser condiderado como una seccidén suave del haz tensorial de
tipno (r,8) sobre la variedad M: este dltimo se denota por TIU{ y se
puede obtener a partir de Tl reemplazendo cada espacio To(¥) poxr el
espacio lineal Tp(M); de todos los tensores de tipo (r,s) sobre Tp(M).
- En 1a préxima seccidn quedard claro que el espacio Ty (¥); es de
dimeneién o5 en donde n = dim M. As{ pues, mientras gue THM es una
varie‘t_i*%d de dimensién n + n, TH. serd una variedad de dimensién
n+nt3,
Por otra parte, una seccidn suave del haz tensorial, digamos por
ejemplo, p——»BPGTp(M); surge del uUnico tensor BE:{;(M) dado por

B(8,X,Y)(p) = Bp(aP ’XP'YP)

para tocdos los puntos p, uno—-formas 8, y campos vectoriales X,Y.
(Que 1a seccidn sea suave quiere decir que los valores de B perte-
necen a ¥(M),)

En particular, la interpretaci®n en términos de secciones suaves
mestra que si AcY (M) ¥ U es un subconjunto abierto de M, enton-
ces la restriccién AlU de A a U es un campo tensorial bién defini-
do sobre U.

18 COMPONENTES TENSORIALES

Las férmulas con coordenadas X = 2, x(x’: )di para un campo vecto-
rial y 8 =7, 8(3;)ax’ para una uno-forma se pueden extender al ca-
80 de tensores arbitrarios de cualquier tipo.

Sea E= (x',...,x") un sistema coordenado sobre UcM, Si AcX.(N)
las componentes de A con respecto 81 sistema coordenado £ son las
funciones con valores realés definidas por

i = alax™,...,ax',dy,...,35) sobre U,
donde todos los fndices corren de 1L an = dim M,

Evidentemente para un tensor de tipo (0,1), es decir, una uno-
forma, estas componentes coinciden con las de la férmule § =7 &(23i )dx*
Para ver ocue la correspondiente coincidencia se sostiene para un
campo vectorial X, debemos usar su interpretacién como un campo
tensorial de tipo {(1,0). Por la definicién de arriba, 1la i-ésima
componente de X con respecto a & es X(dx*), la cual se interpreta
como dxt {(X) = Xxt,

Similarmente, cuando un campo tensorial de tipo (1,s) esté dado
en la forma A: (M) —> (M), sus componentes estdn determinadas
directamente por la ecuacidén

3
Al peassis) = 2, Aipenis 3,
ya que para su interpretacién A€X(M) tenemos
j X ) i 3
A(ax?,d;, p.0.,018) = ax’ (a( Jipr e 00 p0is)) =2_A‘E.,_,Ls ax? (3g) = Ap.oiy -
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La evaluacién de un cempo tensorial sobre uno-formas y campos
vectoriales puede ser descrita en términos de coordenadas escri-
viéndolo todo en componentes. Por ejemplo, supongamos que A es un
campo tensorial de tipo (1,2). Escribamos § =3 ¢,dx* para uns uno-
forma arbitreria y X =], X‘d;, Y =7 vJ3; para campos vectorismles ar-
bitrarios. La ¥{(¥)-multilineaiidad de A implica gue

Mo, X,¥) =7 a(ax¥,30,3)28x Y] =3 By axty .

4,4 L1, K

Para un sistema fijo de coordenadés, las componentes de una suma
de tensores son las sumas de las componentes respectivas de los su-
wandos. {Recuérdese que sélo estd permitido sumar tensores del mis—
mo tipo.) Las componentes de un producto tensorisl estdn dadas por
Lyeestopr? Leesbe | otran o Sopet

(A®B)Jv--js+s‘ = Ajids * Bisy sy 0
donde, como siempre, todos los fndices corren de 1 a n = dim M.
Para verificar esta férmula, supongemos que A es de tipo (1,2) ¥y B
es de tipo (1,1). Entonces A®RB es un tensor de %ipo (2,3) con
componentes:

(AQBYGL = (a®B)(ax¥,ax?,3; »2,2p)

alax*3; ,3;)8(ax4,3p) = 4f-BY.

Sea 3; un sistema coordenado sobre UCM., Entoncee tal como para un
campo vectoriagl o para una uno-forma, cualquier tenmsor tiene una
dYnica expresidn sobre U en términos de componentes relativas sl sig
tema £. Supongamos por ejemplo que r<l ¥y s=2. Entonces dy® ax'®@ axt

es un campo tensorial de tipo (1,2) sobre U para todo 131, J,k<n.
Afirmamos que si A es cualquier tensor de tipo (1,2), entonces

A =72 Ao axit®ax sobre U,
donde cada Indice es un {ndice mudo de suma que corre de 'l & n.
Puesto que ambos miembros de esta ecuacidn son F(U)-multilinesles,

es suficiente verificar que ambos tomen el mismo valor sobre dx™,
Dpr 3‘3. para todo l<m,p,q<n. Pero esto se sigue inmediatamente de

(d¢@axt® axd ) (ax®2,,3q) = dx"(dg)axt (dp)axi(dg) = §T ‘P&i.

donde pare mantener el balsnce entre subfndices y superfndices usa-
moe las siguientes definiciones de les deltas de Kronecker

e d (b 1L sidi o= j,
801‘5%‘5 —}_Osii;éj.

En general tenemos el siguiente resultado,

[]

Lema 18.1 Sea x',...,x" un sistema coordenado sobre UcM. Si A es
un campo tensorial de tipo (r,s), entonces sobre U tenemos,

A=7 A'Lj".'.'.tj‘; WD ++ O3 QXY B @axls,

donde se sumé con respecto a cada indice de 1 & n.
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19 CONTRACCION

Existe una operacidén noteble llamada contraccidn que convierte
tensores de tipo (r,s) en tensores de tipo (r-1,s-1). La defini-
cidén general de esta operacién surge del siguiente caso especial.

Lema 19.1 Existe una uUnica funcién ¥(M)-lineal C: X (2) T w)=N),
1lemada la contraccidn (1,1), tal que C(X®68) = 9X para todo Xene(M)
y toda Qe ¥ (M),

Demostracién. Dado que C debe ser F(M)-lineal, C debe ser una ope-—
racién puntusl. Sobre una vecindad coordenada U, un campo tensorial
A de tipg (1,1) se puede escribir comoE,A_‘B,,®dx-' Puesto que
c(at®ax’) debe ser igual a ax’ (2¢) = = §} » no nos queda otra pasibili
dad que definir

c(a) =T a5 =3 alaxt,d;).
Entonces C tiene las propiedades requeridas sobre UcM, Para ver que
la C que hemos definido sobre U estd bién definida sobre todas la va-

riedad M, debemos demostrar que esta definicién es independiente de
la eleccidn de sistenma coordenado. Pero tenemos que

A(dy"‘,%-’m) = BaxLde )2';??;}') ;
2, 3t et A <3 shaces )
Lilem ,.)
=7, ataxt,2=). ##
L

Es evidente que 12 contraceién (1,1) estéd relacionada con el com-
cepto de trazaz del Algebra matricial,

Para extender la contreccién (1,1L) a teneores de tipo general, la
idea es especificar en estos tensores une posieéidn covariante y une
posicién contravariante, y aplicar la funcién C en este caso,

Supongamos que A&I (M), que 1lgi<r y que 1% j¢s. Pijemos las uno-

formas 0',...,8™' ¥y los campos vectorisles X,,...,Xs ;. Entonces
la funcién

g, Esms\ Pbsu.lou

——
(0, X) A8 4.0 )8ye 8! X e, Ky ey Xsn)
T

. RR=CRITY Posicion
es un campeo tensorial de tipo (1,1) que puede denotarse como

LY QTR L ST S S I

Aplicando la contraccidén (1,1) a este tensor obtenemos una funcién
con valores reales que se denota por

(CJ‘A)(Q‘.,...,Q 1 XipeaayXsa)e

Es evidente que C_’,’A es una funcidn ¥(M)-multilineal en sus argumen-
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tos. Por lo tanto, C} A es un tensor de tipo (r-1l,s-1) 1llamado la
contraccidn de A con respecto a la i-ésima posicidn contravariante
¥ la j-fsima posicidn covarisnte, .
Por ejemplo, 5i A es un tensor de tipo (2,3), entonces C3z(A) es
un tensor de tipo (1,2) dado por
(c;a)(8,x,Y) = cial*, ,X%,Y,")%.
Con respecto a un sistema coordenado las componentes de C_;',A son
3 . . : ..
(C§A),:j = (C‘;A)(dxk,ai 9BJ) = CiA( rdx"vb:._'a‘jl )
=7, A(ax™,ax%,3;,3; ,0m) = Z AT

L

m
donde hemos usando la expresidén en términos de coordenadas para 1la
furicién C que encontramos en el lema 19,1,
En general se tiene el siguiente resultado,

Corolario 19.2 Sean 1<i¢r ¥y 1$jgs. Si con respecto a un sistema,
coordenado el campo tensorial A¢X.L(M) tiene las componentes A“]'I_':_'_-;'; ’
entonces ClA tiene las componentes
N AN L-gsmo piE
Z' Joeermeaie o
J-Esme vl
20 TENSORES COVARIANTES

Medisnte una aplicacidén suave entre la variedad M y la variedad
N, es posible "jalar" todo campo tensorisl covariante definido sobre
N y considerarlo como si fuera un campo tensorial del mismo tipo pero
definido sobre M. En la siguiente definieidn se usa la interpreta-
cién de los campos tensoriales como Secciones suaves del haz tenso-
rial,

Sea § :M—N une aplicacién suave. Si Ae:{;(ﬂ) con 831 em un campo
tensorial covariante sobre N, definimos
(d"A) (vis. eeyVg ) = A(d‘i)V( yaoeesddvs )

para todo v;€Tp(M) ¥ todo peM. Entonces zb“(A) se 1llame la retraccién
de A porﬂ .

En cada punto p de M, 9* (A) da uns funcién R-mltilinesl de T, (M)
aR, es decir, un tensor sobre Te (M) de tipo (0,s8). Un cédmputo simple
uasando coordenadas, demuestra que $*(A) es un campo tensorial cova-—
riante suave definido sobre M. En efecto, sea ¢ :MaN"una aplicacién
suave que aplica la vecindad cooxrdenada Uc M de = (x!,...,x™) en
la vecindad coordenada VC N def= (y',.ee,¥y"). Si A e= un campo ten-
sorial covariante sobre N que es suave y si, peare simplificar supone-
mos que e8 de tipo (0,2), vemos gue sobre U es védlida la siguiente
ecuacidn n . N

¥%o 2
(dbiﬂ?('%(T ;%ﬂ =2 EICARY: )] QL_\"::’JSZ)A(E-;‘; ,%—\-{b)o¢ .

3, b=y ot
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Esta ecuacién se sigue inmediatamente de la definicién de ¥ (a) ¥
de la ecuacidén a5 (yn -
)
dtb(-g)-c-{) =&Zﬂ—uaxc 374 (l<i<m),

que es la expresién en coordenadas de la diferencial d#. Ahora vemos
que en el lado izguierdo de esa ecuacidén tenemos una funcién suave
sobre M, es decir, un elemento de F(M), como querfamos demostrar.
(Pera ver esto es suficiente evaluar ambos miembros de la ecuacidn
en un punto pel.) ’

En el caso especial de un tensor de tipo (0,0), f«¥(N), 1a retrac-
cidn a M se define como ¢*(f) = fopcF(M). Nétese que ¢*(df) = aw@* ).
En efecto, para todo peM y para todo veTp (M) tenemos

¢*(ar) (v) = af(adv) = (afodd)(v) = a(fed)(v) = A(d*L)(v).

Las sigulentes propiedsdes de la operacién de retraccién son muy
fdciles de verificar a partir de las definiclones.

Lemz 20.1 (1) Si¢ :K—>N es una avnlicacidn suave, entonces
X3(N}—>X(M) es una funcidén R-lineal para cada s 0, y ademés

(a8 B) = ¢$*(a) @ H(B)
para tensores arbitrarios Ay B de tipos (0,s) y (0,t), reepectiva-

mente.
(2) Si ¥ :N——rP es también una aplicacién suave, emtonces

(PedY = *oPt :}2(?)-—’:}:;(11)

para toda s30.

La propiedad de retraccidn es exclusiva de los tensores covarian—
tes, ya que, en general, un tensor de tipo (r,s) con rzl no puede
ser movido ni de M 2 N ni de N a ¥ mediante una aplicacidédn arditre-
ria ¢ :M-—sN.

Sea A un tensor covariante o contravariante (pero no mixto) de ti-
po 2, por lo menos. A se llama gimétrico si al transponer cuslesquie-—
ra dos de sus argumentos el valor de A no cambia. A se llama antisi-
métrico o alternante si 21 intercambisr cualesguiera dos de sus ar—
gumentos 88lo se produce un cambio de signo en el valor de A, lLas
funciones, las uno~formas y los campos vectoriales se consideran,
por convencidn, tanto simétricos como antisimétricos. Una s=forma
(dii‘erencielz es un campo tensorial antisimétrico covariante de tipo:
0,s). Para mayores detalles acerca del célculo con s—-formas, consul-—
tar 1la parte IXIT de estas notas,

Lema 20.2 Seaw una n-forma sobre una variedad de dimensién n. Si
Vi =Zj"” Ay W; para lg<ig¢n, entonces

WV yeea, Vo) = (det AWV, ,.aa,Wy).
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Demostrecidn. FEsta demostracidén ce hace mediante un argumento com-

Pinatorio elge complicado, sgin embargo, podemos convencernos de 1a
validez de este resultado, considerando el caso n = 2.
= Ay Wy 4+ Az2¥Wr.

Supongamos entonces que V, = Ay W, + A, W, ¥ que V3
Puesto que w es lineal en su primera variable, su valor en los cam-

pos vectoriales V| y Vi e=
AW W Az, W +A22 Wa ) 4+ A,0W(Waehg) W 4R, W, ),
Al usar 1la linealidad de & en su segunda variable, obtenemos
Ay Az (W, , W ) + Ay A (W W) + Ag A20(Wa W) + Ay AWy, Wa).
Entonces, por la antisimétria de w tenemos gue W(W ,W,) = —uwlW,,¥)
de donde (W, Wi)=w(W.,Wy=0 ¥
WV, ,Vy) = (Ay Az — Ay dz JO(W, ,Wy) = (det A)o(W,,W.). ##

Corglario 20,3 Sean M y N variedades de dimensidn n, uwune n-forma
sobre N y sea#):h!——--N una aplicacién sueve que manda 1la vecindad UC M

de £ = {x',...,x") en la vecinded coordenada YC N de v} = (¥',...,¥).
Entonces,

ig
d;‘w (-aa,?’ L '%;ﬁ') = dEt(éibe—]ﬂ)w(%T’ oo m !g-y'.?;) ’

es la expresién coordenada pare la retraccidn de w por¢.

21 DERIVACIONES TENSORYALES

En las secciones anteriores hemos considerado principalmente el
4lgebra tensoriel sobre variedades; consideraremos shora algo dael
cdloulo diferencial de tensores sobre variedades.

Una derivacién tensoriel T sobre una variedad suave ¥ €5 un con-
Junto de furnciones R ~lineales
D = D 3%;(5‘5)'—-"};(“) (r>0,830)
tales gue para cualescuiera tensores A y B:

(1) D(AGB) = DA®B .+ A® DB,
{2) D(GA) = C(DA) para cuslguier contraccidn C,

Asf pues, D esR-lineal, preserva el tipo tensorial, obedece la
regla de Leibnitz para la derivade de un producto, y conmuta con to-
das ias contracciones, Para una funcidn feF (M) recuérdese gue fA =
= f®A, por lo tanto, D(fA) = (DFf)A + DA,

Fn el caso especiel r = 0 = &, DY es una derivecidn sobre XI(M) =
= J{F) asf que, como vimos en la parte I, existe un uUnico campo vec~
torial Ve (M) tal que

Df = V£ perz toda fe¥(M).
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Puesto que las derivaciones tensoriales no son F(M)-lineales,
el valor de DA en un punto peM no se puede encontrar, por lo gene=
ral, sélo a partir del valor Ap de A en p. Sin embargo, el valor de
DA en p sf puede encontrarse a partir de los valores de A sobre una
vecindad arbitrariamente pequefia del punto p. Este carficter local
de las derivaciones tensoriales puede expresarse como sigue.

Proposicibn 21.1 Si D es una derivacién sobre M ¥y U es un subcon-
Jjunto abierto de M, entonces existe una Unice derivacién tensorial
Dy sobre U tal que

D, (Al U) = (DA)lO para todos les tensoreas A sobre M,

(Dy se llama la restricciédn de D a U y, de shora en adelante, omi-
tiremos el subfndice U cuando no haya lugar a confusién.)

Demostracién. S&8lo indicaremos los puntos més importantes de la de-—
mostracién, Sea B¢ EJ(U). Si pelU, sea f una funcién de promontorio
en p con soporte en U. Asf pues, tenemos fB¢Y;(M). Definamos

(DyB), = D(£B);.
Entonces, debemos demostrar que: (1) Esta definicién es independien-
te de la elecciédn de 1la funcién de promontorio. (2) DyB es un campo
tensorial suave sobre U. (3) D, es una derivacién tensorial sobre U.

(4) Dy tiene la propiedad de restriccién que estemos buscando, (5)
Dy es Unica. ##

La férmula Leibniziana D(A®B) = DAGB + AQ DB puede ser refor-
mulada como sigue:

Proposicidn 21.2 (Regla del producto). Sea D una derivacién tenso-—

rial sobre M. 51 Acx.(®) entonces

DlA(B ,...,87, X, 0.0, %) = (DAX(E' 000y 8T Xy puue,rXs)
+ZA(9|'--”D9L1-- T X s eeesXs)

1
+ A ey 8 X 50eesDEjy000sXs)
J=r

(La colocacién de los paréntesis es importante en esta férmula: en
el lado izquierdo D se aplica a una funcidén, en el lado derecho D se

apl:;.ca al tensor A, a las uno-formas 8¢ y a los campos vectoriales
Xje

Demostracién. Para simplificar 1z notaciédn, supongasmos que r=s=1,
Afirmamos que
£(8,X) = €(AQ 8 ® X),

donde € es 1a composicién de dos contracciones. De hecho, con res-
pecto a un sistema coordenado, A®E® X tiene componentes A‘J-Bxxl‘,
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mientras que A(3,X) =2 Ai'a,_- x". Asf pues, ‘tenemos
D(A(G,X)) = DE(A®E® X) = CO(A® 4 ® X)
T(PARI®X) + (AR DI®X) + C(A® 4 ©DX)
(pa)(e,x) + A(DS,X) + A(6,DX). ##

"

Para un campo tensorial expresado como unea funcién F(M)-multili-
neal A:e(M)° e I(}), le derivacién tensorial obedece la misme
regla formel del producto, & saber,

.D(A(x.,--.,xs)) = (DA)(X,,-.-'X_\;) "‘% A(x,,...,Dx;,...,Xs).

En ambas versiones de la regla del producto, se despeja por lo
general a8l térxmino que contiene & DA, De este modo se obtiene una
férmula para la derivacién D de un tensor arbitrario em téxminos de
la derivacidén D aplicada dnicamente a funciones, cempos vectoriales
¥ uno-formas. Pero, para uno-formas, la férmule da

(p6)(Xx) = D(eX) ~ 8(DX).

Asf{ pues, una derivacién tensorial D queda completamente determina-
da si se conoce cual es su efecto sobre funciones y campoe Vectoria-
les,

Corolario 21.3 Si las derivaciones tensorisles D, y D2 concuerdan
8l aplicarse a funciones de F(M) y campos de J%(M), entonces D,= Di,

Mis adn, se puede contruir una derivaciédn tensorial especifican-
do su comportamiento sobre funciones de ¥(M) y cempos de N (M),

Teorema 21.4 Dado un campo vectorial Ve (M) y dada une funcién
R-lineal §:R(M)—p R (M) tal que

S{£X) = VEX + £8(X) para toda feX(M) y todo Xs 2(X),
existe una dnica derivacidn tensorial D sobre M tal que DI = V:%(NM)
~s (M) v D}, =§.

Demostracién, D§ y D) estén dadas, La f£érmula gque escribimos antes
del corolario 21.3 muestra que D debe estar definida sobre uno-for-
mas 6 por

(DB)(X) = V(9X) - 4(6X) para todo X<W(M).

Usando la férmula dada para § es fdcil verificar que D8 es 3(M)-
lineal y, por lo tanto, una uno-forma. También se ve que

D = D9 : 3 (1)~ ML*(M) es R-linesal,

Por 1la regla del producto del lema 21.2, D aplicada a un campo
tensorial A de tipo (r,s) con r + s 2 debe estar definida por
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(DAYCF 5oeusB 3X| sunasXg) = V(A(B' ,.00y8 ,X 50eesXs))
_‘2' ACB' yeee, DOt ,0ee 87Xy eueyXs)

3
SR S 4 LI SIS STRTIS &) )
Jd=1

(Bn el lado derecho D aplicada a una uno-forma se define mmo antes.)

Ruevamente es fdcil verificar que DA es ¥(M)-multilinesl y es, por
tanto, un campo tensorisl de tipo {(r,s); también, se ve que D:ITI(M)
—+FI(N) es R-1lineal. Ademds, un cémputo directo miestra que D(A® B)=
= DA® B + A@ DB, {(Para hacer esta verificacién se pueden tomar A y
B de tipo (1,1).)

Para demostrar que D conmuta con las contracciones, consideremos
primero el caso de Ciii{NM)—-sF(M). Que DC = CD para productos tenso-
riales de la formad & X se sigue inmediastamente de la definicién de
D pars uno-formas, Por 1o tanto tenemos que DC = CD para sumas de
términos de la forma 8® X. Puesto que D es de cardcter local y C es
de carfcter puntuel, es suficiente probar que DC = CD sobre vecindaw
des coordenadas. Pero el lema 18,1 (pag. 47), demuestra que sobre una
vecindad coordenada todo campo tensorial se escribe como una suma
de esa forma,

La extensidn de este resultado a contracciones arbitrarias es un
féeil ejercicio en el uso de paréntesis. Tomando a¢XL(M), por ejem=
plo, tenemos

(DoLAY(X) = D((CLANX)) - (Cia)(DX)
= p{cia(",x,")}) - c{a(-,px,")}
= cip{a(",x,*)) - a(*,DX,*)}
= ci(ma)(*,x, "} = (CiDA)(X).
Por lo tanto, DCIA = CLDA. ##

Como una aplicacidn de este teorema, podemos hacer la sigulente
definicidn.
Si Ve (M) la derivacién tensorisl Ly tal que
Ly(£f) = Vvf para toda fe¥(m),
Le({X) = Lv,x] para todo Xept(NM)
se llama la fderivade de Lie con respecto a V.

Esta definicidn es vélida puesto que Lv aplicada a campos vecto~
risles matisface la correspondiente hipdtesis que hicimos para § en
€l teorema:

Ly(fX) = [V,fX] = VEX + £{Vv,x] = vex + fL X,
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22 FORMAS BILINEALES SIMETRICAS

En la geometria semi—Riemanniana que estudiaremos més adelente,
Juega un papel fundamental un cierto campo tensorial de tipo (0,2).
¥ ocue es simétrico. Este campo asocia con cada espacio vectoriel
tangente una funcidn bilineal simétrica. Debido & su importancisa,
estudiaremos & estas funciones definidas sobre un espacio vectorial
reel de dimensién finita V. Una forma bilineal simétrica sobre V es
una funcién R-bilineal bL:V¥ V—R, tal que b(v,w) = blw,v), para
todo v,weV,

Una forma bilineel simétrica sobre V se llama
(1) definida positiva Inegativa] si v £ O implice que b{v,v)>0 [<01,
(2) semidefinida positiva {negatival si b(v,v)>0 [<0] para todo veV,
(3) no_degenerasda si b{v,w) = O para todo we¢V implica que v = O,

‘Tembién b se l1lama definida [ eemidefinidel si se cumple la condi-
cidn (1) [(2)]. Si b es definida es clero que también es semidefini-—
da y no degenerada; la afirmecién inversa también es cierta.

Si b es una forma bilineal simétrica sobre V, entonces para cual-
quier subespacio W de V la restriccidén b](W x W), denotada simplemen-
te por b{W, es nmievamente bilineanl y sim&trica. Si b es [semi-Jdefi-
nida, también lo serd biv.

El fndice v de una forma bilineal simétrica b sobre V es el més
grande entero que es la dimensidn de un subespacio WC V sobre el cusal
blW es definida negativa.

Segin eato, 049¢dim V, y v = 0 8i y s6lo 8i b es semidefinida’ po-
sitiva,

La funcidén q:V—sR dada por gq{v) = b(v,v) es 1la forme cuedrdtice
asociade con b. Con frecuencia, es més f4Acil tratar con g que con b,
Y el hacerlo asf{ no hay una pérdida de informacién, ya que b se pue-

de reconstruir a partir de q por medio de la identidad de polariza-
cidn

b(v,w) = i{alv + w) - a(v) - a(wmi.

S1i ey sses9en €8 une base para V, entonces 1la matriz de nxn
(bij ) = blej,ej) se llama 1z maotriz de b con recpecto a 1la base
€ig.esp€n. Puesto que b es simétrica, esta matriz es simétrica, Cla-
ramente, el conocimiento de esta matriz es suficiente para determinar
a b, ya que

b(Rveel ,Zwiej) = Zbijviw.
Lema 22.1 Una forma bilineal simétrica es no degenerada si y sélo si

su matriz con respecto a una (y, por lo tanto, cualquier) base es in—
vertible (no singular).

Demostracidn. Sea e, ,...,e, una base para V. Si veV, entonces B(v,w)=
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=0 si y s6lo si b{v,ei) = O para i = 1,...,n. Puesto que (bij) es
simétrica,
b(v,e;) = v(Zviej,e) =2 bijvy.
Asf pues, b es degenerada si y sélo si existen nimeros Vi, ;.seyVvn No

todos nulos teles que 2, bijV/ = 0 para i = 1l,...,n, Pero esto es e
quivalente a la dependencis lineal de las columnas de la matxiz (bij),
es decir, a que (bij) sea singular. ##

23 PRODUCTOS ESCALARES

Un producto escelar g sobre un espacio vectorial V es una forma
bilineal =imétrica no degenerada sobre V.

Un producto_interno es un producto escalar definido positivo., EL
ejemplo canénico de producto interno es el preoducto punto sobre ig"’,
que estd dado por v'w = 7, viwi. Muchas de las propiedades de Llos
productos interiores también son poseidas por los productos escala-
res, sin embargo, aparecen algunos fendmenos nuevos cuando g €8 in-—
definido.

Mediante un cambio de signo en la definicidn del producto pun-

"to sobre (P\z, se obtiene el ejemplo més simple de un producto escalar
indefinido.
Ejemplo., Definamos g:R?xR?*—=® por

glv,w) = v, w, — V%W,

Es obvio que g es simétrico y bilineal. Tomando w = (1,0} y despuéds
= (0,1), se comprueba que g es no degenerado. As{ pues, g es un pro-
ducto escalar sobre |R*. lLa forma cuadrftica asociada con g es

alv) = v? - v2 ,

y vemos que g es indefinido.

En el resto de esta seccidn, V denotard un gspacio con producto
escalar, es decir, un espacio vectorial real de dimensién finita pro-
visto con un producto escalar g sobre V. Un vector veV se 1llama mlo
si g(v,v) = a(v) = 0 pero v £ 0, Evidentemente los vectores mlos
existen si y s6l0o 8i g es indefinido. En el ejemplo anterior, los vec
tores nulos son todos aquellos que estén situados sobre las dos rec—
tas que forman fngulos de 45° con los ejes coordenados, con la Uni-
ca excepcidn del origen (0 no es un vector mule). Para c # O los con-
Juntos @ = ¢ ¥y q = -c son hipérbolas cuyas asfntotas son las lineas
mlas (ver fig. 6).

Los vectores v,weV se 1llamen ortogonales, lo cual se denota por
vliw, si g(v,w) = O. Los subconjuntos A y B de V se llaman ortogona-
les, ¥y escribimos ALB, si viw para todo veA y todo weB.
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Cuando el producto escelar g es indefinido, ya no podemos imagi-
nar a los vectores ortogoneles como formando &ngulos rectos entre si,
Volviendo &l ejemplo del producto escalar més simple sobre R*, en 1a
figura 7 hemos dibujado tres pares de vectores z) z’ ; 6l ¢caso z = w
¥ z’=w’ ilustra el hecht de que un vector milo es un vector distinto -
de cero que es ortogonal a sf mismo.

Si W es un subespacio de V, sea

Wi = fvev] viws.

Wl es un subespacio de V, llemado W_perp. No es poepible llamar a w
el complemento ortogonal de W en V, ya que en genersl W + Wi no es

siempre igual a todo el espacio V. Por ejemplo, si en la figura 7 W
es el subespacio de R* generado por el vector (1,1), entonces Wi = W,

No obstante, la operacidn perp =i tiene slgunas propiedades més fami-
liares:

Lema 23.1

V, entonces
(1) dim W + dim W' = n = dim V,
(2) (W) = w,

Si W es un subespacio de un espacio con producto escalar

Demostracidn. (1) Sea €,,...,en una base para V adaptada a W, es de~

cir, tal que e;,...,€ex €8 una base para ¥W. Ahora. bién, veW: gi y sélo

si g(v,ei) = 0 para i = 1,...,%, 1o cual se escribe en t&rminos de
coordenadas como

n
Z,E'L.]VJ' =0 (izl,...,k.)-
RS
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Este es un sistema de k ecuacicnes lineales algebraices con n incég-
nitas y, de acuerdo con el lema 22,1, los renglones de la matriz de
coeficientes son linealmente independientes, es decir, &sta tiene ran
go igual a X, Seain el 4dlgebra lineal, esto quiere decir que 1la dimen
sién del espocio de soluciones de este sistema es n - k., Pero por
construccién 1ms soluciones (v, y...,Vn) del sictema dan exactsmente
los vectores v =2 v, ej de W,

(2) Puesto que ve(W)* equivale a viW', ¥ todos los vectores de W
tienen este ltima propiedad, tenemos que W (W) . Por (1), estoa
dos suespacios 4tienen la misma dimensidn, por Lo tento, elloe deben
ser iguales. ##

Nétese que la no degeneracidn de g sobre todo el espacio V es equi
velente a que V4t = O,

Un subespacio W de V se llama no degenerado si glW es no degenera—
da. Cuando V es un espacio con producto interior, todo subespacio W.
es mievamente un espacio con el producto interior glW y es, por lo -
tanto, un subespacio no degenerado, Sin embargo, cuando g es indefi-
do existirdn siempre subespacios degersdos; por ejemplo, cuslquier
vector nulo genere un subespacio degenerado. Asi pues, un subespacio
de un espacio con producto escalar no siempre es, & su vez, U elps—
¢io con producto escalar, Esta dificulted estd releacionada con leas
peculiaridades de la operacidn perp que considersmes més arribva,

Leme 23,2 Un subespacio W de V es no degenerado si y 241lo si V es
le suma directa de W y W:.

Demostracién. Recordemos (ver {H], pag. 183) 1la siguiente identided
de la teoria de espacios vectoriales de dimensiédn finita:

Aaim(W + Wi} & Aaim(VNWY) = dim W + dim Wi,
- Segdn el lema 23.1, el lado derecho de esta ecuacién es n = dim V.

Por lo tento, W + W* = V s4 y sblo si WNWL = 0. Asf, cualquiera de
estas dos condiciones es equivalente a V = WB W', Pero WNW: =
=§wewW! wl WY, por 1o que el hecho de gque este subespacio sea cero
equivale a la no degeneracién del subespacio W,

Puesto que (Wi} = W, se sipgue que W es no degenerado si y sélo
si Wies no degenerado.

Como q(v) = g(v,v) puede ser negativo, 1a porma de un vector v,
denotade por |vl, se define por lg(v,v)|”*. Un vector unitario u es
un vector de norma = 1, es decir, glu,u) = 21. Como es usual, un con=-
Junto de vectores mutuamente ortogonales y unitarios se llema orbo-

normal, ¥y para n = dimV, cualquier conjunto de n vectores ortonorma-—
les es necesariemente uno base para V.

Lema 23.3

ortonormal.

Todo espacio con producto escalar V # 0 tiene una base
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Demostracidn, Puesto que g es no degenerada, existe un vector wveV
tel que g(v,v) # 0. De donde, Vv/IVi es un vector unitario, Asi, por
induccién es suficiente demostrar gue cuslouier conjunto ortonormal
€13...4€ cOn ken puede ser agrandado_con un elemento més, Por el le-
ma 22,1 sabemos que estos vectores generan un subespacio no degenera-
do W de dimensidn k, S8lo resta encontrar un vector unitario en W2£0.
Pero como hicimos notar entes, W' es también no degenerado, de modo
que el argumento anterior demuestra que W' contiene un vector unita-
rio, ##

La matriz de g con respecto a una base ortonormel 6,,...;9n Rars
V es diagonal; de hecho,
egle;,ej) = bijej , aonde & = glej,el) = 1.
Siempre que sea conveniente, ordenaremos los vectores de une base
ortonormal de manera tal que los signos negativos, si los hay, apa~
rezcan en los primeros lugares de la llamada signatura (& ,...56n).
Tomando en cuenta estos signos, todavia se puede realizar una

expansidn ortonormal.
Lema 23.4 Sea €)1,...,en una base ortonormal para V, con € = glei,ei).
Intonces cada veV tlene una Unica expresién de la forma
v =7 eiglv,eidei.
Demostracidn. Es fdcil verificer gue el vector
v - Jeiglv,eidel

es8 ortogonal a todos los ej; asi, por la no degeneracidén de g, este
vector debe ser cero. #

La proyeccidén ortogonal it de V sobre un subespacio W es la trans~
formacién lineal que manda WL a 0 y deja fijo a cada vector de W. Una
base €)15...58x para W puede siempre ser agrandada hasta obtener una
base para V; asf

nm(v) = J_i'e;g(v,ej)e.;.

Es costumbre referirse al Indice v del producto escalar g de V
como el Indice de V, y se escribe ¥ = ind V.

Lema 23,95 Para cualauier base ortonormal €,,...,en de V el mimero de
8ignos negativos en lg signatura (g, ,...,g,) e8 el fndice v de V.

Demostracién. Supongamos que los primeros m signos &€ son nega‘bi—“
vos, El resultedo es trivial si g es definido, asf, supongemos gue
- 0<m<n. Es evidente que g es definido negativo sobre el subespacio S
£enerado por e,,...,em; asf quevm,

Para demostrar la desigueldad inversa, sea W un subespacio arbi-
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trario sobre el cual g es definido negativo, y definamos T :W—sS
por

mi(w) = —Zg(W.e;)ei.

. tsm
Evidentemente 17T es lineal. Asf que es suficiente demostrar que W es
inyectiva, ya que entonces se sigue dim W< dimS = m, de dondev<m,
51 T(w) = O, entonces mediante una expansidén ortonormal, escribimos
w =7 elw,e;dej.

>m
Pero dado weW,

2
02 Q(W,W) = .ng(wlej) .
>
Por lo tanto, g{w,ej) =0 pera j>m, de donde w = O. ##

Se sigue que para un subespacio no degenerado W . de V
ind V = ind W + ind Wb

ya que por el lema 23.4, podemos encontrar una base ortonormal parsa
V adaptada a 1la sume directa V = W + Wi,
Sean V y V espacios con los productos escalares g ¥ g€, respecti-

vemente. Una transformecidén lineal T:Ve—s¥ preserva los productos_es-
calares si

Z(Tv,Tw) = g{v,w) para todo wv,weV,

En este caso, T necesariamente es inyectiva, ya gue si Tv = 0 enton-
ces g(v,w) = O para todo w, de donde v = O,

Nétese que T preserva productos escalares si y s6lo si T preser—
va las correspondientes formas cuadrdticas, es decir

gG(Tv) = g(v) para todo wveV,.
Una de estas implicaciones es obvia; la otra se sigue medlante la
identidad de polarizacidén.
Un isomorfiemo lineal T:V—sW gue preserva los productos escalares
se llama una isometrfa lineal. Por las observaciones anteriores, tene
mos gue una transformacién lineal T:Ve—sW es una isometrfa lineal si

Yy 86lo si dim V = dim W y T preserva los productos escalares (o bién,
las formas cuadrdticas correspondientes).

Lema 23.6 Los espacios con producto escalar Vy W tienen la misma
dimensién e Indice si y sélo si existe una isometria linesl de V a W,

Demostracién. Suponiendo gue los invariantes dim e ind son los mis-—
mos, elijamos bases ortonormales €,y...,en para Vy ef,...,e4 para W.
Por el lema 23.5, podemos suponer que gy(ef,e;) = g,lef,e{) para toda
i. Sea T una transformacidén lineal tal que Te| = e{ para toda i. En~
tonces gy(Te;,Te;) = eulel,ef) para toda i, j. Por la linealidad de T
¥ por la bilinealidad de los productos escalares gy ¥ 8y» %€ sigue de
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las igueldades anteriores aque T es una isometrfa lineal.

Inversemente, si T:V—=-W es una isometrfa lineel, entonces T trang
forma una base ortonormal para V en una base ortonormal para W, Por
1o tanto, dim V = dim W ¥y, por el lema 23,5, ind V= ind W. ##

R




1II. FORMAS 'DIFERENGIAI-E
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De todos los tipos de campos tensoriales, los que son coveariantes
y antisimétricos (ver seccién 20), es deciy las formas diferenciales,
son los que se encuentran con més frecuencia y los que tienen las
més variades aplicaciones. La teorfa electromagnética (ecuaciones de
Maxwell) puede formularse de manera muy clegante y concisa utilizan-
do las formas diferencisles, ademds, este formuleeidn no cambia al
pasar sl espacio-tiempo de la relatividad. Las formes diferenciales
han sido usadas por de Rham para expresar une muy profunda relacién
entre la estructura topoldgica de una varieded y ciertos aspectos del
andlisis vectorial sobre l1a variedad., En el trabajo del famoso gedme-
tra francés E. Cartan, &1 usa casi exclusivamente las formas diferen-
ciales pera formular y desarrollar sus resultados sobre los sistemas
diferenciales y la geometrfa riemanniana, Las generalizaciones de los
teoremas de Stokes y de la divergencia a dimensiones superiores y a
espacios més generales (variedades), es muy complicada a menos que Be
use sistemdticamente el cflculo de formas diferencimles. Son este cfl-
culo y su aplicacién a la teorfa de integracién en variedades, ademés
del estudio del método dual de las distribuciones vectoriales, los
temas principales de esta tercera parte de las notas,

24 FORMAS DIFPERENCIALES

Una p-forma §diferencial) sobre una variedad M es un campo tenso-
rial antisimétrico de tipo (0O,p) sobre la variedad M (ver seccidn 20).

En otras palabras, une p-forma W es un campo tensorial de FL(M) con
la propiedad de que

WXy yeeesXivaoesXjponesXp) ==X parasXfpererXiyure,Xp),

para todos los pares de Indices i y j y para todos los X, c3%(M).

As{ pues, una cero-forma es una funcidn f<F(M) y una uno-forma es
un elemento §EXI(M) = H*(M) (ver seccidn 8).

Una s-forma se puede construir a partir de un tensor genersl de ti
po (0,s), splicando a éste Ultimo un operador especial A, llamado
operador aslternante. Si denotamos por A® (M) al conjunto de todas las

s-formas sobre M, el operador alternante A:I%(M)—s=A°(M) se define
por

1
AP(X, yoaeyXy) = s,u,._.z 5y

8&n(J,seseyds)T(X{yee.,Xj), para todo TeX: (M),

donde la suma se extiende sobre todas las s; permutaciones de los s
enteros (1,...,58) ¥ sen(d, yeeerds) = ¥1, dependiendo de que (3, seeerds)
see una permutacién par o impar de (1,...,5); la ecuacidn anterior se
supone védlide para todos 105 (X|,...,Xs)eM(M)° .
Estd claro gue el operador alternante A:XJ(M)—~—>AS(M) es lineal y
que si TeX(M) ya es un tensor antisimétrico, entonces el efecto de A
' sobre T es simplemente el de reproducir a T: AT = T,
5i g = (x!,...,x") es un sistema coordenado para una vecindad U de
una variedad M de dimensién n, sabemos cue dx',...,3x" es una base 1lo-
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cal para las uno-formas sobre M; es decir, si 8 es una uno-forma so-
bre M, entonces podemos escribir

g =2 0@ )axt sobre U.
Si T<Y2(¥), tenemos en estas condiciones que
T =7, Tj..}; Ox"@®...® ax¥ sobre U,

en donde Tj,..js = T(diyy.e0,0is) (con los s fndices corriendo de 1 & n),
gson las n componentes del tensor T con respecto al sistema coordena-—
do k.

Para obtener una bagse local para las g-formas sobre M, debemos
antisimetrizar a los tensores bésicos AxV®...® dx'S por medio del ope-
rador alternante, de este modo obtenemos:

B Awao @x¥ = A(GX ©0ee@8XS) , J =Lyevasn; X=l,eu0g8.

En_ el lado izquierdo de esta ecuacidn tenemos la s-forma bédsica
axIA .. A dx! con respecto sl sistems ¢ , ¥ se dice que se ha obteni-
do tomando el producto exterior de las uno-formas dxh,...,dx’s

Podrfa pensarse que como en la ecuacidn anterior tenemos s fndices
Jysesesdsy cada uno de los cuales corre de 1 a n, se obtienen entonces
n¢ s-formas bdsicas dxdip «es A dx%5, Sin embargo, esto no es cierto, ya
que por la definicidn de dxh A .,,A dx’, si cambiamos de lugar cual-
quier par de diferencisles, hay un cambio de signo:

AP A e Lo N ax *A L. N axbA L LA axs =
= —axM A .n axdin.. . Aaxten ., A axds
De esta observacién se sigue que s6lo cuando todos los Indices J;yeesy
J; son diferentes, la s-forma dax'*A...A dxis serd diferente de cero.
Por lo tanto, hay tantas s—formas bdsicas sobre una variedad de dimen-

s8ién n, como haya sucesiones finitas ;j‘< J,%eee<Js, donde cada J, co-
rre de 1 a n, En otras palabras, si s<n hay un totel de

n _ .. n
(B) " 8j(n-s)y

s-formas bdsicas dx)'A ...\ dx'S sobre una veriedad de dimensién n, y si
s>n la Unica s-forme bédsica es la s—forma cero.

Asf, por ejemplo, el conjunto {dxiA ax}|i<j} que contiene unas
nj/2;(n-2); dos-formas, es una base local paras las dos-formas sobre M,
También, 1la n-forma bésica dx'A ...A dx" constituye por s{f sola una
base local para las n-formas sobre M,

Podemos resumir los comentarios anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 24.1 Seai= (x',...,x") un sistema coordenado sobre el sub—
conjunto U de la variedad n-dimensional. M, Toda s—forma weA*(M) tiene
una expresién local en coordenadas

w =j.<...<_’|s\w"‘t"‘-\s ax™ A, .. ax's sobre U,
en donde la suma se toma sobre las nj/s|(n-s); sucesiones finitas
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Jy,€eeetis, con cada I, =l,e..,n; ¥ Wi j; = W(3,ee.,0j:) Son Los com-
ponentes de Wcon respecto al sistema coordenadoy .

Puesto que en este capitulo trataremos exclusivamente con produc-—
tos exteriores de formas diferenciales, podemos simplificar ligera- .,
mente nuestra notacidn, £sf, escribiremos dxtdx?! en lugar de 4x‘A dxJd.

Por ejemplo, si we/N(M), escribiremos
w = Jwy axtaxt = w,axtax* + w, ax'ax? + w,dx*ax?,

Definiremos las componentes de una p-forms como sus componentes
con respecto a la base }dxt,..,dx'»?} de p-formas y no con respecto a la
bese j@xt@.,.® dx'*} de tensores covariantes, como lo habfamos hecho
en el capftulo II. Asf{, ahora decimos que las componentes de la dos—

forma que consideramos arriba son W, W3 3 ¥ W3 mientras que en
¢l capitulo II, y puesto que

axbaxia = L (axh @ axt: - axtz@axty,

iy =fws 5 b3 = -byy, etc. Tawbién en el ejemplo anterior es fdcil
comprobar que

habriamos dicho que las componentes de @ son by, = 0, by, =éu.).;._,

axt ax* (3, ,21) =%, ax'ax*(d;,23) = 0, ax'ax*(,,72;) 0,
dx'dx3(3| ;32) = 0, dx‘dx3(9. vBS) ="Et dx‘dxa(Di :33) 0,
ax?ax®(a3, ,32) = 0, ax*ax?(2,,23) = 0, aAx*ax?(3.,23) =3-.

De aquf debe guedar claro que 18 regla general para evaluar 1as
p-formas bdsicas sobre los campos vectorisles bdsicos es

d 1 c) = gk Lo
dx'..-deP(Bj. ""'BJS) = Y, SJ:"'SJPD

donde 14 ,...,ip ¥ I, ....,j‘, son conjuntos crecientes de Indices,
Tanbién es claro que 8i eil...{,P son las componentes de unsa p—-forma
8, entonces

1 .
g(b_'“ s e ,b:\p) = ;95.---,)9 .

Dadas cuslquier p-forma W y cuaslquier q-formaV} , definimos su pro-
ducto exterior por la regla

wAn = awen).
Asf pues, el producto exterior de una p—forma y de une g-forma es una
(p+q)=forma, la cuaml serd nula si p+gdon.

El producto exterior es claramente &sociativo y distributivo, pero
no es conmitativo en general. De hecho, para un sistema coordenado
x',...,x" ¥y, por la definicién, tenemos

WAN = (Z wje-j, ax™. . .axd) A (Zhyoig @1 o Laxk9,

donde (j, ,...,;}P) ¥ (ki y..0,kq) son sucesiones estrictamente crecien-—
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tes. De aquil tenemos que .
3 [ J i
whAn = (-1)P% (2‘1«.---@ axte. s dxY A (Za,. §, dx7h . .ax)
= (-1)qAw
ya que cade uno de los elementos bédsicos dxFy...,3x"¥ debe sufrir p
intercambios de posicidn entes de que wAn pueda ger llevado a la
forma de NAW. la propledad
wAn = (1) nAw

del. producto exterior se llema anticonmutativided.

25 DERIVADA EXTERIOR

Le deriveds exterior de ung p-forma 8 es una (p+l)-forma que deno~
taremos por dB. Ya en la seccidn % habfamos definido dé pera el caso
p = 0. Hay wvarias maneras de dear la definicidn de la derivada exterior,
cada una de 1las cuales nos da informacidn importante acerca de las
propiedades del operador ds AP (M)-—eAPHY(M).

A.. Definicidn Coordenads
En términos de un sistema coordenado, el operazdor & simplemente

opera sobre las funciones componentes, Defin:llmos entonces,
a8 =5.<§<Jp (defuv--ip A dle'"dxlr' (25.1)

No es inmediatamente claro que eata sea una buena definicidn, ya que
el lado derecho de estm ecuacidn podria depender de la eleccifn del
sistema de coordenadas Xx',...,x”. Sin embargo, se comprueba fdcilmen-
te que esta férmula setisface los exiomas para d que daremos més ade-
lante. Puesto que dichos axiomas serdn independientes del sistems X
coordenado y determinan completamente a 4, sSe seguird gue la ecuacidn
(25.1) es independiente de la eleccibn de coordenadee.

En el caso particulsr de que M sea R? con las coorydenadas cartesie-~

nas x, y, z la férmla adquiere una forma muy parecida a. los opere—
dores diferenciales clédsicos del cdlculo elemental grad, rot y div:

af = f,ax + f,dy + £,dz, .
a(fdx + gdy + hdz) = @fAdx + dgndy + dhAdsz
= (£,8x + f,4y + f;dz)Adx
+(g,ax + g,y + g,dz) A dy
+(h,8x + hydy + h,dz)A dz
= {hy-g,ldydz + {f;-hy)dzdx + (g ~fy)axdy,
d(fayaz + gdzdx + hdxdy) = df A dydz + dg A dzdx + dhA dxdy
(fy + gy + hy)dxdydz. .

L]

(En estes férmulas hemos indicado las derivadas parciales mediante
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el subindice adecuado). Las discrepancias entre estas f6érmulas y las
férmilas usueles de los operadores grad (gradiente), rot (rotacional)
y div (divergencia) pueden hacerse desaparecer si consideramos el
producto intermo usual de R2 , para el cusl dx, dy, 4z, es una base
ortonorme) en cada punto de R®, Esto nos da un isomorfismo entre vec-
tores contravariantes y vectores covariantes adx + b2y + COz = adX +

+ bdy + cdz; nosotros ignoraremos aquf este isomorfismo y trataremos
5810 con los vectores covariantes,

Ahore bién, en la variedad tridimensional lpaa, tenemos los espacios
N3 =F(@*), N R, AR, AR de cero~formas, uno-formas,
dos-formas y tres—formas sobre R?, respectivamente ( los espacios
N(R®) con s>3, son todos ellos igusmles e cero). Las formas bdsicas
yarae estos espacios, con respecto & lazs coordenadas cartesianas x,y,
z, Son:
1 pars N°(®R*) que es un espacio de dimensién 1;

ax, dy, az para N (R?) cue es un espacio de dimensién 3;
dydz, dzdx, dxdy para A*(IR3) aue es un espscio de dimensién 3;
dxdydz pare N*(R?) que es un espacio de dimensién 1.

Debido a las dimensiones de estos espacios, podemos esperar encon-
trar unos isomorfismos lineales entre los espacios A (R) vy N (R3),

as{ como entre los espacios N°(R?®) y A(R?). Definimos, entonces, un
operador W (R®)-lineal, llamado operador estrella de Hodge

A5 (R)—= A*5 (R?) s = 0,1,2,3.
especificando su efecto sobre las formas bésicas como sigue:
#(dx) = dydz, =(dy) = dzdx, #(dz) =

= dxdy, pera el caso 8 = 1;
e{dxdyaz) =1, para el caso 8 = 3; ¥y we¢ = identidad, para los de=
més casos.

Usando el operador estrellas, ahora benemos

2d(fdx + gdy + hdz) = (h,-gglax + (£, -h,)ay + (g,~fy)az,
«de(fdx + gdy + hdz) = £5 + gy + hy,

Por lo tanto, ahora vemos que la versién covarisnte de los opera-—
dores rot y div estéd dada por los operadores rot = wd y div = =de,
enbos operando sobre uno-formas. La versidn covariante del grad es
simplemente grad = d, operamndo sobre cero-formes.

B. Definicién Axiom&tica

Existen unas cuantas propiedades del operador d:/N\ (M)w—sN'Y(M)
que son suficientes para determinar completamente a 4 y gque, por lo
tento, tomaremos como axiomas para d:

(1) Si £ es una cero-forma, entonces 4f coincide con la definicién
que habfemos dedo en la parte I de las notes; es decir, af(X) = Xf,
para todo campo vectoriel Xe}e(M).

(2) Se tiene una regla, andloga a la regla de lLieibniz, para calcular
el efecto del operador 4 sobre un producto exterior de formas:
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si GNP (M) y te A(M), entonces
d4(8AT) = aent + (-1)Penar.

Debido a esta propieded y & la lineslidad que daremos.. en el axioma (4),
se dice que 4 es una antiderivacidn.

(3) Cuando d se aplica dos veces el resultado siempre es cero: 4(d9) =
= O para toda 8e/\F(M); escribimos entonces d* = O.

(4) F1 operador 4 es R-linesl: 8i 8 y T son p-formas y si a y b son
mimeros reales, entonces

d(aé + bt) = adf + bdr.

Teoreme 25,1 ILa definicién en t&rminos de coordenadas (ecuacidn (25.1))

Y la definicidn axiomdtica del operador derivada exterior son equiva-~
lentes.

Demostraecidn, La definicién coordenmda (25,1) es una consecuencia f4-
cil de los axiomas. De hecho, de los axiomas {2) y (3) tenemos
alaxt,.,ax'®) = (Px) A axtz, . axtt axb A (82 x4) A axd, . .axte +
+ oeee + (=10 axb, . ax*PNG* K = O,
Asi tenemos

a(f£axh. . .axtn

Af Adx"...ax'P + £A(axb.,.dx"P) =
af A axh, ., .ax'n

de donde, debido & 1la lineslidad dada en ol sxiome (4) y a que tode
p-forma se escribe como una sume de términos de la forma fdx!...ax§,
obtenemos ia férmila (25.1).

Probar la proposicidn inversa, es decir, que la férmula (25.1) sa-
tisface los axiomas, €8 un poco mé&s diffcil. Sin embargo, probar que
satieface los axiomas (1) y (4) es trivial. Para probar gue (25.,1)
satisface el axioma (2) necesitsmos recordar la regla de Leibniz pa~
ra funciones: d(£fg) =(df)g + £fdg. Las componentes de B8NT son sumas
de productos de las funciones componentes de 8 yT . Aplicando la f£ér-

mula (25, 1) a cada término de la suma AT y usando la regla de Leib-
niz, tenemos

[

CYCTINTN = SN WY DL PP S P R

= alBiyip Tiyo - a) A 8xVa . .dxwaxdy . caxid =

B

= dBi,.lp NaxM . _ax®? gy, gaxt.. Laxi e

+ Bgip (-1 )W axt. . .dxi'?[\arj'...;\% A axh,.axds

De esta férmula y de la lineslidad (axioma (4)), se obtiene el axio-
ma (2), El axioma (3) se sigue del hecho de que las derivadas par—
ciales de segundo orden de una funcidén no dependen del orden en ek
que sean calculadas. Esto, junto con la antisimetrfa de los produc~
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tos exteriores nos lleva al resultado buscado. En efecto, para un
té&rmino tipico fdxb,..dx* de una p-forma tenemos

a*(faxb...dx® = a(af Adxbl,,.dxe) = AU e ax) A ax...ax"} =
' o fl..xmdx"’dx“dx“. ..dx‘P

LY

Pero como fym = fimxk y dx"dx® dx"...dx ? =-ax*dx™ax'. ..ax%, tenemos
que

2‘, fumdxmaxtdxt, ., ax® = = D mdx axdx b, . dxte,
et

de donde a? (faxb, ..dx") = ##

El axioma (3) se conoce como lema de Poincaré , aunque hay cierta
confusidn en 1la literatura, pues en algunos libros le proposicidén
inversa, "“si d8 = O, entonces existe una forma v tal que g = 4dr", se
llama lema de Poincaré. Esta proposicidn inversa es verdadera sdlo
localmente y serd demostrada en la seccidn 27,

C, Definicién Invariante

Hay una férmula invariente para definir a 4, es decir, una férmu-
le que da d8 directamente como una forma diferencial, sin hacer re-—
ferencia & un sistema coordenado. Esta férmula involucra al parénte—
sis de Lie y resulta ilustrativo compararla con la férmula del pro-
ducto que demostramos en la proposicién 21.2.

Sé1lo daremos la férrule para los casos en que ol grado de la forma
diferencial es pequefio, pues estos casos son los méds Ytiles,

Si f es una cero-forma: dAf(%) = Xf.
Si @ es una uno-forma: d8{X,Y) = 'ixe(y) - vo(x) - 9ix,¥il.
Si 6 es una dos-forma: d@(X,Y,Z) = {xe(r z) + YB(2,X) + z6(x,Y) -~

-~ 8(ix,v]1,2) - e([Y,2],X) -
- 6(1z,x3,1)%.

{Los extrafios factores },% ,... pueden eliminarse usando otra deft-
nicién de los productos exteriores, Esta definicién alternativa, que
no altera en nada las propiedades _esenclales de los productos exte-
riores, aparece frecuentemente en la literatura, Esta s8lo difiere de
la definicién que nosotros hemos dado por le aparicién de un faetor
entero de la forma (p + q)i/piaj.)

26_PRODUCTOS INTERIORES

El producto interior por X es un operador i(X):AP(M)~—eN"(M) defi-
nido para cada campo vectorial Xe} (M), Esencialmente, i(X)8 fija 1la
_ primera variable de la p~forma § en X, pero deja libres a las restan-
tes p — 1 variables, En férmulas tenemos

[i(x)e] (x| seaa 'XP") = pe(x.x| pesce ,xp_|)l
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en donde 8¢AP (1) ¥ XiyeowpyKaae (1),
Para cero-formas, definimos i{X)f = O.
Pa claro que i{X): AP(M)—+sAT(17) es un operador lineal.

Ejemplo. Calculemos 1(3y) aplicado a las p-formas bédsicas dx“...dx""‘,
donde 1,<...<i;.
(a) 5i 1, # 1 tenemoa pare J,<...<i.,»

103, ) (axb.,.ax") = pdx“'...ﬁx""(3|,35.,--.,33,_.,) = 0 (ver pag. 64}.

asf, i(2, )(dxi‘"..deP) = 0, ya que todas sus componentes sSon cero.
(b) 51 i, = 1 tenemos que padx’ Ax 4 ..dx®( 31,2l yeessdip) €8 cero oi
(L2s0eepip) # (Jisoverdp) ¥ €8 0/P3 = 1/(p-1Y5 5L (ia,eee,ip) =

{3+ecpdp)s Puesto que estos son los mismos valores que dx*i..dx'?
tiene sobre (Bj,...rdj,..) 5e sigue oue

1(2) ) (ax' axs, . ,dax™) = ax%,.ax"%

La accidn de 1(3, ) sobre todas las otras formas puede zhora obte-

nerse usando la linealidad de 1{3,).

Proposicidén 26,1 FL operador 1{X):AP(M)—a/N""(M) es una antiderive-
eidn, es decir, i(X) es una transformacidén lineal y si §# e= una p-for

ma ¥ T es una g~forma, i{X) satisface la regla del producto:
i(X)ent) = L(XIGAT + (-18 A 1(X)T.

Demostracidn, 1 operador i{X) es pursmente elgebraico, asf{ gue el
valor de i(X)0 en un punto depende solamente de los valores de X ¥y 8
en dicho punto, En particular, si X es cero en un punto, entonces
ambos miembros en la férmula de la regla del producto son cewo en ese
punto, Por lo tanto, necesitamos sélo considerar el caso donde X £ O,
¥ podemos también escoger un sistema coordenado tal que X =2

51 escribimos 8 y T en términos de sus expresiones coordenadas y
desarrollamos smbos miembros de la férmule del producto usando la
ley distributiva para el producto exterior y la lineamlidad de 1(2.),
resulte clarc que sélo necesitamos probar la f8rmila para el caso en
donde 8 y ©v san las formes coordenadas ax‘...dxby dxh,...dx%, respec~
tivemente., Asf pues, ncos quedan cuatro subcasos dependicndoe de que
i, ¥ J; sean iguales a 1 o ne. Estos subcasos pueden ser abordados
usando el ejemplo anterior. #

La composieidn de estos operadores producto interior es antisimé-
trica, es decir, 1(X)i(Y) = -1 (¥)i(X):

i(x)11(Ne(...) = pi(V)6(X,,..) = plp-1)8(Y,X,...) =
~p(p-1)0(H,¥,...) = «i(¥Y)3(X}8(...).

Como hay una gran analogia formal entre derivaciones tensorisales
Yy antiderivaciones de formas, no debe sorprendermos el hecho de que

L}



70

una entiderivacidén esté completamente determinada si se conoce cual
es su efecto sobre cero-formes y uno~formas. En efecto, sélo tenemos
que expresar una p-forma arbitraria en términoe de cero-formas y de
uno-formas y aplicar repetidasmente la regla del producto. Este e=a
precisamente el caso de las antiderivaciones d e 1(X).

Debido a que en la definicidn invariante del operador 4 que dimos
en la seccidn anterior. aparece 1la derivada de Lie en 1la forma de
paréntesis de Lie, no debe sorprendernos tampcco gque exista una re-
lacidn entre la derivade de Lie para formas y las antiderivaciones
da e 1(X), '

Teorema 26.2 Sobre formas diferenciales, la derivada de Lie con res-
pecto a X, Lx, estd dada por la ecuacidn operacional

Ly = i(X)d + 4i(X).
(N6tese que en cada miembro de esta ecumciédn tenemos un operador li-
neal de AP(M)—a AP(M).)

Demostracidén. Hemos visto que Lx es una derivacidn tensoriel; es de-
cir, que es un operador lineal que preserva el tipo tensorial y que
satisface 1la regla del producto de Leibniz (ver seccidén 21). Demos—
traremos gque i(X)d + di(X) es también una derivacidn:

H(x)a + a2 (X] (BAT) = i(X)(a8AT + (-1¥8 A 4T) +

+ A(1(X)OAT + (-L)PB A i(X)T)

i(X)AOAT + (-1)P*'ap A1(X)T

+ (<2 i(X}8AdT + (-1)*P g A i(X)aT

+ di(X)O AT + (=1P'i(X)eAdT

+ (cLP A8 A L(X)IT + (~1)®BA ai(X)T

(i(x}a + ai(X))BAT + g A (i(X)d + ai(X))T.

4sf, si Ly @ i(X)d + di(X) coinciden sobre cero-formas y uno-for—
mas, entonces coinciden sobre todas las p-formas,

Sobre cero=formas tenemos Ixf = Xf, mientras que i(X)df + Ai{X)f =
= 1(X)daf + 40 = df(x) = Xf.

Sobre una uno~forma df tenemos que Lydf = 4(Xf). Para demostrar
esto, denotemos por {(Y,af? a la funcidn gue resulta al evaluar la
uno-forma 4f sobre el campo vectorial Y. Entonces tenemos Iy Y,df) =
= X{¥,af)> = X(Yf). Pero, por otra parte,

LiY,af> = L, Y,df) + <Y,L.df) = {[X,Y],df) + <Y,I,df) =
= XYf - YXf + {Y,Lixafd,

de donde (Y,LxAf) = YXf = {Y,a(Xf)>. Como Y es arbitrario, hemos de-
mostrado que Lygdf = 4(Xf).
Por otra parte,

li(x)a + ai(X)]af = i(X)a*f + di{X)af = 0 + a(Xf). ##

il

[}
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Corolario 26.3 Los operadores 4 y Lx conmuten al ser aplicados a for-
mas diferencisles; es decir, para toda p-forma @ , dLx8 = L,ab.

Demostracidn. Usando la férmula para Ly cue acabamos de demostrar
en el teoreme anterior, y el hecho de aque 4% = O, tenemos que

dLxf = a(i(xX)da8 + ai(Xx)e) = ai(x)ae,

mientras que
Lxd0 = (i(X)a + ai(x))as = ai(x)ae. ##

Cuando la férmula del teorema se escribe como
(p+1)48(X,...) = L1x6 - a(i(x)8)] (L..),

obtenemos un medio para determinar a 4 sobre p-formas a partir de la
derivada de Lie y 4 sobre (p-l1)-formas. Esto suglere que cuando dese-
amos probar alguna propiedad del opexrador d y tenemos 1a propiedad
correspondiente para derivadas de Lie, podemos utilizar la induccidn
matemftica con respecto al grado (tipo tensorisl) de las formas in-
volucradas.

27 INVERSO DEL LEMA DE POINCARE

Consideremos los siguientes resultados que aparecen con frecuen-
cie en los textos de fisica tedrica, los cuales se den sin mayor dis-
cusién y que pertenecen sl anflisis vectorial enlR3.

(a) Si gred £ = 0, entonces f es constante, :

(b) 5i rot X = 0, entonces existe una funcién f tal que X = grad f.
(¢) Si div X = 0, entonces existe un cempo vectorial Y tal que

rot Y = X,

(d) Para toda funcién f existe un campo vectorial X tal que div X = £,

Cada una de estas afirmaciones es defectuosa, ain cuando (d) sélo
requiere una modesta suposicién de diferenciabilidad. Sin embargo,
tales suposiciones de diferenciabilidad no pueden servir para repa—
rar & las afimmaciones (a), (b) y (c), puesto que su mayor defecto
radica en que no especifican ciertas suposiciones topoldégicas acerca
de los dominios de definicién de f y X. En (a) debe suponerse que el
dominio de f es conexo; en (b) que el dominio de X es simplemente
conexo, es decir, gue toda curva cerrada simple en el dominio de X em
la curva frontera de una superficie de extensién finita contenide en
el dominio de X; en (¢) debe suponerse que toda superficie compacte en
el dominio de X es la frontera de una regidn acotada contenida en el
dominio de X,

El propésito de esta seccibdn es unificar y generalizar las versio-
nes correctas de las afirmaciones (a), (v), (c) y (4). Esto se logra
mediante la traducciédn de estos resultados en afirmaciones acerca de
p-formas sobre variedades. Las condiciones topoldgicas sobre los do-
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minios se reemplazan por une séla condicién més fuerte que implice
todos los casos especiales: Suponemos que el dominio contiene a un
cubo coordenado U = imeMla':c xt (m) < b':} de algdn sistema coordenado
Xy eeeyx" de M,

Una p~forma T se llama cerrada si 4% = 0. Si p> 0, decimos que T
es exacta i existe una (p-l)-forma g tel que T = d8; una cero—forma
es exacta si es constante. Si para todo punto m en el dominio de v
hay una vecindad U de m tal cue Tl U, la restriccién de T a U, es e~
xacta, entonces decimos que T es localmente exacta.

Es obvio que la exactitud implica la exactitud local. El axioma
(3) para el operandor A4 (seccidn 25), es decir, el leme de Poincaré,
miestra gue la exactitud local implica la cerradura, De hecho, si Ttiuo
= d8y , entonces atlU = a(T|U) = %8y = 0, y puesto que esto es ver—
dad para alguna U alrededor de todo punto, AT = 0, Demostraremos
shora el inverso local del leme de Poincaré:

Teorema 27.1 Si T es una p—forma cerrada, P = l,...,d = dim M, enton-
ces para toda vecindad cibica de coordenadas U = jmeMla‘<xim< b*} con~
tenida en el dominio de T, existe una (p-1)-forma @ definida sobre U
tal que d8 = T|U. Una cero—~forme cerrada definida sobre U ez constan~
te sobre U, En particular, toda p-forma cerrada es localmente exacta,

Demostrecién. Fara una cero-forma T, 4T = O gignifica que en U, O T =
=0y i =1,...,8, Se sigue entonces que T es constante sobre cualquier
curva en U, y dado que U es conexa, T es constante en U,

Sin pérdide de generalidad podemos suponer que el orfgen O€ Rd co—~
rresponde a alg\ip. punto de U bajo el sistema coordenado x' ,...,x“;
es declr, a'<0< b', i = 1,...,4.

Para concluir la demostracién construiremos lo que se conoce como
una homotopfa algebraica H de 4@ sobre formas definidas en U, Esto sig—
nifica que H:AP{M)—wAP-{(M) es una transformacidédn lineal tal que para
toda p-forma t se tiene

HAT + dHT =T 3

es decir, Hd + dH es la transformacién identidad sobre formes. Habien- .
do construido dicha homotopfa algebraica H es trivial resolver el Pro=-
blema de encontrar 9, ya que 4T = O implica que dHTt =T ; asf pués, po-
demos hacer 8 = HT. .

Definamos H para formes del tipo o = £(x',...,x%)axl,..ax', donde
1H,< ...<ip, por

] - N . . .
Hx = [Lf(o,...,O,txn,xum”” ,xd)at] xbaxla, ., axte,
Si o es una cero-forma, definimos Hda = O, Extenderemos H e las p-for—
mas arbitrarias por medio de la linealidad de H.

Se requiere un cémputo algo largo para verificar que Hdo -+ dHx =&
Tomar la deriveda exterior de Hd involucra derivadas parciales de una
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integral con respecto a parfmetros en el integrando, Un teorema muy
conocido del cdlculo avanzado justifica la posibilidad de pasar los
operadores de derivacién parcial dentro de los signos de inbegral.
Aparte de este resultado, necesitamos observar que

)DL (0, aee,r0,txt , x4 ", .. .,x3) = %? £(0, .0 a0, , x4, . L ,x2)
Y aue
x¥ 00 £00, 44.,0,5%x" , x4, L ou,xd) + £(0,...,0,txt, x5, L0 ,xd) =

d . .
= -E{tf(o,.. e 0yl ,xihy, L xd)
Completar los detzlles de la demostracidn es un fécil ejercicio, ##

Ejemplos. Demostremos como funciona H en los casos (b), (c) y (4)
que consideramos al principio de esta seccidn.

(b) Supongamos que T = fdx + gdy + hdz, 4T = 0, y T estd definida so-
bre una regién cdbica de R3. A partir de d¢ = O tenemos que £y = g,

f; = hy, ¥ € = hy, donde los subfndices indican derivadas pearciales.
Entonces 8 = Hr es una cero-forma dada por

8(x,y,2) = xID‘f(tx,y,z)dt + yso‘ g(0,ty,z)at + zfo;:.(o,o,tz)dt.
De aquf obwtenemos
as = (So' LE(tx,¥,2) + xtf, (tx,7,2)]at)ax +
+ ( S:[xfy (tx,y,2) + g(0,ty,2) + yte,(0,ty,z)]at)ay +
+ (S;{xfz (tx,¥,2) + yg:(0,ty,2z) + n(0,0,tz) + zthg(o,o,tz)]ﬂt)dz
= (f(x,¥,2) - O)ax + ({&(x,¥,z) - g(0,y,2)] + la(0,y,2) ~ O} )ay
+ ([n(x,y,2) - n(0,y,2)] + {n(o,y,2} - n(0,0,z2)] +1n(0,0,2)-0) )az
= fdx + gdy + hdz =T.
(c) Si T = faxdy + gdxdz + hdydz, entonces dT = O implice gue

£, + &y + hy = O, Para @ = HT tenemos

6 = (§,2¢tx,y,2)at)xay + ({ etx,y,2)a)xaz + ([ n(0,ty,2)at)yaz.

Ia verificaci6n de que 48 =T se resliza con la misma técnica gue en
el ejemplo (b).

(d) Si T = fdxdydz y

1
a = (Sof(tx,y,z)dt)xdydz,
entonces es obvio que d8 =T .
Debe quedar claro que la solucidn 8 cuya existencia garantiza el

tgorema 27.1 no es Unica, excepto cuande T es una uno—-forma. De hecho,
si d es una (p-2)-forma arbitrariz, entonces a(@+dd) = 48 + a*& =T,
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28 CADENAS CUBICAS

Los objetos sobre los cuales integraremos a las p-formas serfn un
poco mds generales que las subvariedades orientadas de dimensién p.
Nosotros integraremos sobre p-cubos suaves y sobre sumas formeles de
tales p-cubos (p-cadenas). Desde luego, el dominio de integracidn
gue surge en un problema de ffsica rara vez estd dado como una cade-
na, asf{ que al aplicar este teorfa de integracidn debemos desarrollar
la habilidad de representar los dominios que se encuentran cominmen-
te en forma de cadenas, es decir, debemos paramebtrizar los dominios.
En las aplicaciones de la matemdtica pocas veces se parametrizan los
dominios explfcitamente, més bién se usa el hecho de gque una amplila
clase de dominios son parametrizadbles,

Un p~cubo (p> 0) en BP es une vecindad cdibica cerrada con respecto
a las coordenadas carbesianas:

U =i, bigule v +ct, i=1,...,p0), .

donde los b" y c* son constantes dadas con ¢'>0, i=l,..eyp. No permi-—
tiremos gue las cotas de las ut +tomen valores infinitos, entonces U
es cerrado y acotado, por lo tanto, compacto.

Un p-cubo suave of en una variedmd M es una aplicacidn suave
¢ 3U=-=sM donde U es un p-cubo en RP,

Un p-cubo orientado es una pareja (ot wl, en donde & e=2 un p-cubo y
W es una orientacién de RP, De acuerdo con 1la definicidn que dimos en
1la seccidn 11, @ es un ag¥las de cartas sobre @P relacionmdes entre s{
por medio de determinantes Jacobienos positivos., Sin embarge, para
nuestros propdsitos en esta seccidn es mejor expresar la orientacién
por medio de p-formas. Si las coordenaldas X' y..eyXP ¥ V' 'jece,yP eatén
relacionadas por el debtexminenté jacobiano J§ = det(dx‘/2yi), entonces
ax! ...dx? = Jay'...a8yP(ver corolario 20.3, pag. 51). Asf{, ciempre po-
demos decir cuando dos sistemas coordenados estdn consistentemente
orientados comparando sus “elementos coordenados de volumen" dx'.,.dx?
¥ 8¥'es«dyP. Puesto que uno de los dos sistemas globsles de coordena—
das cartesianas uw' ,...,uf o ~u',...,u’ debe estar consistentemente o~
rientado conw, nosotros identificaremos w con uno de los elementos de
volumen du',...duf o a{-u')du2...du®.

Si ~wes le orientacifn opuesta aw, entonces decimos que (W,~u) es

el pegativo de (a,uw).

Completamos nmuestras definiciones incluyendoc el caso p = 0 y defini
mos un cero-cubo en M como un punto meM. Un _cero-~cubg orintado en M
serd un punto de M junto con uno de los nimeros +1. o -1, es decir,
{m,41) o (m,-1); estos son negativos uno del otro.

S5i U, como antes, es el dominio de un p-cubod , definimos las (p-1)
zcaras  de o como los (p-l)-cubos die , i=l,...py £=0,1, definidos por

dig{viyeae fVP) = a{v',... ,va'“,b" +ec ,vl, ..., vP),

donde b'g vig vl 4e’ pare J=l,...,1-1 ¥ Vg v g v 4 para j=i,..,p~1.
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as{ pués, vemos que o tiene 2p de estas (p-l)-caras. Las s—caras des
se definen recursivamente como las s—caras de las (s+l)—-caras deo,
8=0,...,p-2. Estas se designan por &Rig,if, . dnén » o0 lugar de la note-
cifén mé&s complicada (...{digdisese s« depens Gonde h = p-s. En particular,
los vértices ¢ cero-caras de o son 10s puntos

(b +E¢' yeuosbPrepe®),

as{ que un p~cubo tiene 2P vértices.

Pare definir las (p-l)-caras de un p-cubo orientado (&,w) debemos
dar adiz una orientacidn Wig. Puesto que queremos que (—wye = —(Wi )
tomamoe esta propiedad como parte de la definiecién y restringimos

miestra atencidn aw = du' ,,.dnP, Entonces hacemos

Wi = (2e-2)(-1)" av'...avP,
Sobre la cara de U para 1a cual u* = bl _+¢ o, el vector coordenado
correspondiente a 1la coordenada (2e-l)u* estd dirigido hacia zfuera
con respecto al interior de U. El sistema de coordenadas que consta
de (2¢=1)ul y (2e~1)(-1)""+v',v?,...,vP-, serd un sistema con una orien~
tacifn consistente conw, ya que el signo {-1)i*! sirve para compensar
el corrimiento en 1la posicién de ul. Asf, hemos elegido la orientacién
en las caras de la frontera de U de acuerdo con la "convencidn de la
normal dirigida hacia afuera” (ver fig. 8).

)23 9-,_?"
1
2, L
FiG, 8
"" olay s 3 )
= “
L

Las cero—caras de un uno-cube orientado (d,du' ) se definen como
(0{p'),-1) ¥y («(b' +c'),+1).

Es interensante e importante darse cuenta de que no es posible de=
finir consistentemente una orientacidn para las (p-2)=-caras de un p-
cubo orientado. De hecho, tenemos

Proposicidn 28.1 Sea o un p-cubo (p>l), seaw una orientacidn deo , ¥
sean 1< i< jg p. Entonces los (p-2)-cubosXisti-ne yOoljeis Son la
misma (p-2)-care ded, y las orientaciones determinadas en ellas por

w a través de dis ¥ Ojz sSon negativas entre sf, es decir, wigyj-ng =
= —Wjeig
Demostracidn, Es evidente que difii-Ne ¥y ®jcif Se obtienen ambos a

partir deo. dando 2 u' y w los valores b +8ct y b +ge’, respectiva-
mente. Los signos asociados a la primera de las restantes coordenadas,
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los cuales determinan las orientaciones wisi-ne y Wisi§ en el caso
w= du'...d8uf, son (26-1)(-1)V"'(2e-1)(-1) y (2e-1)(-1)"' (26-1)(-1)¢",
respectivamente, Estos signos son claramente negativos entre sf, ##

Decimos que los p-cubos o ¥y B son eauivalentes si existe un difeo-
morfismo ¥ entre conjuntos ebiertos cue contienen a los dominios de
¥ P tal oque aplica las s—caras de U (= dominio de ) sobre las s-ca-
ras de V (= dominio depf ), 8=0,...,p, ¥ tal que el diagrama

UcUCcR®

o
¢ >M ve Ve il
B

<) —

conmuta; es decir, PoP =o . Es claro que la equivalencia de p-cubos es
una relacidn de equivalencia. También es obvio que los p—cubos equi-
valentes tienen la misma imagen. Se pueden obtener ejemplos simples

de p-cubos equivalentes haciendo que Y sea una translacién, sea una
multiplicacién de algunas de las coordenadas por mimeros reales dis-
tintos de cero, sea una permutacién de las coordenadas o que Sea una
combinacién de todas estas operaciones.

Si ® es equivalente a B8 por medio del difeomorfismo ¥ y w es una
orientacién para o, entonces puesto que P es, en particular, un siste-
ma coordenado para una vecindad de RF, debe estar consistentemente orien
tado con {u',...,uP) o con (-u',...,u’). Dependiendo de cual sea el
caso, definimos a («,w) como equivalente a (p,w) o a (p,-w). Muevamen-
te esta es una relacidén de equivalencia entre p-cubos orientados.

Proposicién 28.2 Si (d,w) es equivalente & (B,5w), 5=%1, entonces las
{p~l)-caras orientadas de (x,w) son equivalentes a las (p-1l)-caras de
(p,&n), cuando estas Yltimas se toman en algdn orden especial.

(Esto se sigue inmediatamente de las definiciones.)

Una p—cadena es una suma formal finita 2, r;C{ de p-cubos orienta-
dos C; con ndmeros reales r; como coeficientes. Una p-csdena 3 r;Ci
es equivaelente a una p-cadena 25_,' Dj si para todo p-~cubo orientado
(x ,w) tenemos

Eir;\ C{ es equivalente a (« ,w)i
~2iri}Ci es equivalente a (¥,-w)}
= 2{sjiDj es equivalente a («,w)]

- 3is;1Dj es equivalente a (d,~w)}.

Decimos que una p-cadena 2, t{ Ei es irreducible si para toda 1 y j
i £ 3, B no es equivalente al negativo de E{, o a Ej, o al negati-
vo de Ej, Se sigue que toda p-cadena es equivalente & una p-cadena
irreducible. Para cada p permitimos la posibilidad de sumas formales

vacfas (sin términos), en este caso hablamos de 1a p-cadena nule, de=
notada por O,
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Para una cero-cadena (no confundir con la cadena 0), combinamos
los signos que definen la orientacidén con los coeficientes y simple-
mente la escribimos como una suma J, rimi, en donde mieM para toda i.

Las cadenas se pueden sumar y pueden ser multiplicadas por mimeros
resles de manera obvia, ¥y estas operaciones son compatibles con la re-
lacidn de equivalencia entre cadenas. Es claro que para cada p, el
conjunto de las p-cadenas es un espacio vectorial sobre los mimeros
reales.

Decimos que X _es _un punto regular de®™® si xeU% el interior del do~
minio cfbico U decot, y si dx es biyectiva en x. Denotaremos por U al
conjunto de todos los puntos regulares dew .

El significado geométrico de las p~cadenas proviene de la posibili-
dad de representar por medio de ellas cierta regién de una subvarie-
dad orientada de dimensién p. Haremos esto s8lo para el caso de p-cB-
denas irreducibles con coeficientes t{ = 1. Decimos cue un p-cubo o~
rientado (%,s) parametriza una regién S de 1la subvariedad N sio es
inyectiva sobre Ur, S es la imdgen de U bajox (S = «{U)), ¥ simpre que
d* sea biyectiva en X ¥ Vv, ,...,Vs es una base para T,(RP) que es consig
tente con la orientacidnw, entonces la base du{w,),...,du{v,) de
Tax (N) es consistente con la orientacidén de N. LUns base de vectores
tangentes v{ en x es consistente con w si existe un sistema coordena-
do consistentemente orientado con w tal que d;{xy = v;. Si un p-cubo
parametriza una regidén, la misma regidn es parasmetrizada por cualgquier
otro p-cubo equivalente al primero.

Una p-~cadena irreducible (oj,wi) parametriza una regidn S de N si
{a) Cada (¢ ,w;) parametriza una regién S de N,

(b) 8 es 1a unidén de las Si. -
(¢) Para todo 1), % (U]) y o;(U) son disjuntos, donde Ul es el con-
Junto de puntos regulares del dominio U; de ¢ .

NStese que no hemos requerido gue los p—cubos se encuentren unos
a otros sobre sus caras de alguna menera regular, ain cuando exigir
que los p=cubos se encuentren de una mzanera semejante es razonable
cuendo consideramos la parametrizacidn de variedades con frontera,(ver
més adelante).

Unza p-cadena paremetriza una regidn S, cuando existe una p-cadena
irreducible que parametriza la misma regidn 5 ¥y que es equivalente a
la p-cadena dada.

Ejemplo. Las coordenadas polares sobre el plano parametrizan al dis-
co unitario cerrado por medio de un dos-cubo o{r,8) = (rcosg,rsenp)
definido sobre el rectdngulo O<srg<l, 0<O< 2n(ver fig. 9). Los pun-
tos regulares son los puntos interiores. Las cuatro caras estdn dadas
por:

o1p®@ = (Ocos®,0send) = (0,0), de modo que of,, es un uno-cubo cons—
tante.
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o;& = {cosG,send), cde modo que ¥, parametriza al circulo unita-
rio.
Upor =&, r = (r,o), de modo que dgg ¥ Oal son equivalentes y pa-

rametrizan un segmento unitario del eje x. Nétese que para cuaslquie-—
ra de las dos orientaciones w de & , las caras orientadas (dyp ,wzp)
¥ (o3, ,wz ) son negativas entre sf.

[}

pad

M
W

v Fi6.9

4 L

La frontera de un p-cubo orientado (¢,w) es la (p-l)-cadena que
consiste de la suma de todas las (p-l)-caras orientadas ded :

oF W
E:u,L;c,\( e R ).

La frontera de (d,w) se denota por 2(¥,w). La frontera de una p-cade-—
na 2r;C; esd7, r;C, = 2, r;3C(. Asf pues, 3 es un operador linesl en=~
tre el espacio vectorial de las p-cadenas y €l espacio vectorial de
las (p-l)=-cadenas, llamado operador fronteras. Este operador tembién se
comporta bién con respecto a la equivalencia; es decir, si la p-cadena
C es equivalente 2 la p-cadena D, entonces dC es equivalente a 3D.

?rogosicitSn 28.3 Para cualguier p-cadena G, p> 1, d2C =33C = O,

Demostracidn. Para un p-cubo orientado (%,w), 3(,w) = 0 se sigue in-
mediatesmente de la proposicién 28.1, ya oue las (p-2)-caras se cance-
lan por parejas pues tienen orientacionees contrarias, Entonces tenemos

F3C =332 riCi = 3P, 30 = 2 I = O. ##

Pare un uno-cubo (o/,w), la fronteras consiste esencialmente del pun—
to final menos el punto iniciol. Asf, la suma de los coeficientes de
2{(x,w) es cero. En general, definiremos la sume de los coeficientes de
una cero-cadena C como el fndice de Kronecker de C, y lo denotaremos
por IC = I(Arimi) =2, r;. Se sigue que pare cualguier uno-cadena D,
IID = 0. El inverso de este resultado no es cierto en general, pero la
condicidén para sue se verifique es de naturaleza topolégica y nos da
una idea de la relacidn que existe entre el dlgebra de cadenas y la
topologfa.

Proposicifn 28.4 Une variedad M es conexa si y sé8lo si toda cero—cade

;19. C en M tal oue IC = 0 es 1la frontera de una uno-cadena D en M:
2D = C,
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Demostracidn., Supongamos oue M es conexa y que C es una cero-—cadena
en M tal que IC = O. Entonces C = 7, r,m;, donde 7, r = 0, Tomemos un
punto MmyéM. Para cada punto m{ podemos encontrar una curva suave o
cuyos puntos extremos sSean m, ¥y midebido a oue I es conexa., Podemos
suponer oue o; estf parametrizada de 0 a 1, de modo gue o €8 UN UNO-
cubo definido sobre [0,1] . Entonces la uno~cadens D sobre M, dadsz por
D =7 v (8,du) tiene frontera

P =2 rdlae,m) = Fori(xi(l) - =¢(0))

= 2 ryme - (zr,;)mo =2 rym; = C.

Inversamente, si M no es conexa, entonces para cada componente conexa
Mr de M definimos el fndice parcial de Kronecker I sobre cero-cadenas
por I (2 r;mi) = suma de aquellos r; tales que mi¢Mry. Puesto que un
uno~cubo estd completamente contenido en My o estf completamente fuera
de Mz, todavfa tenemos que I3D = O para toda uno-cadena D. Sean alora
M, ¥ M, componentes conexas diferentes de M y tomemos m,EMyy m, e M.
Entonces m, ~ m; es una cero-cadena C tel gue IC = 0, pero I;(m -my) =
=1, de modo que m; —~ mgy no puede ser una frontera. ##

Una clase bestante amplia de regiones en variedades pueden ser pa-
rametrizadas por medio de cadenas. A contimacidn daremos, sin demos-
tracidn, un par de teoremas acerca de este tema que més bién pertene-
ce e 1a topologfa algebraica.

Teorema 28.5 Sea M una variedad compacta y orientade de dimensidm d,
‘Entonces existe una d-cadena C en M que parametriza a la propia M y
para 1a cusl PC es equivalente a O,

Otra clase importante de espacios parsmetrizables por medio de ce-
denas gson las variedades compactas orientables y con frontera. Un sub-
conjunto N~ = NUB de una variedad M es una subvariedad p:dimensioxial
con frontera B si
(8) N es una subvariedad ebierta de una subvariedad p-dimensional nt
de M. :

(b) B es una subvariedad (p-l)-dimensional de N'.

(¢) B es 1la froutera ‘bopold§ica de N con respecto a la topologfa de N*;
es decir, todo abierto de N oue conbtenga a un punto de B, debe combe~
ner puntos de N y puntos de N*-N,

(4) En cada punte be€B hay coordenadas x' yessyXP, sobre una vecindad U
de b en N* tales que BNU = {nlx'(n) =0 y NNT =} n|x' (n)< 0].

Si N estd orientada, entonces B tiene la correspondiente orienta—
cidn inducida, &sta es tal gque siempre ocue las coordenadas x. en (d)
sgn consistentes con la orientacidn de N, entonces las coordenadas
X%y ee43xP, restringidas a B, son consistentes con la orientacidén de B,
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Teorema 28,6 Si W es una variedasd compacta ¥y orientada con frontera

B, entonces existe una cadene € oue parametriza a N ¥y tal que 2C pa-
rametriza a B con la orientacién inducida,

Para cerrar ests sceccidn consideraremos brevemente la cuestidn de
los elementos de volumen. Si M es una veriedsd orientada de dimensidén
4, definimos un elemento de volumen sobre M como una d=forma St sobre.l,
que niunca €3 cero y que es consistente con la orientacidn de M, en el
Biguiente sentido: Para todo sistema coordenado X',...,x% sobre M qgue
es consietente con 1a orientacidn de M, la expresién coordenada de S)
es Sl = fax ...dx , donde f es una funcién suave y positiva sobre M.
Para cuslquier funcién g suave y positiva sobre todo W, gfles un ele-
mento de volumen sobre M sifl lo es, e inversamente, cualesquiera dos
elementos de volumen son multiplos positivos uno del otro, De hecho,
cualguier d-forma se obtiene de St multiplicando a esta ltima por una
funcién suave.

Parse demostrar que siempre es posible definir un elemento de volu-—
men sobre una variedad orientada, se puede utilizar el dispositiivo de
las particiones de le unidad psra ensamblar los diferentes elementos
coordenados locales de volumen dx'.,.dx¥ y obterner un elemento de vo-
lumen global sobre M.

.51 Sl es un elemento de volumen sobre M y (o,w) es un d-cubo que
paremetriza una regidn de M, entonces la consistencia de le oriente-
cién dada por & en sus puntos reguleres implica el hecho de quet*{L =
= fw, donde £f>20 y £> 0 en los puntos regulares,

Ejemplo, Sea M =) y sea N la superficie cilindrica cerrada:
N~ = ?_(x,y,z)\ x* + y2 =1, Oszsl‘g.

Entonces N~ es una variedad bidimensional con frontera. La frontera
de N~ consiste de dos circulos, Como conjunto N' en 1la definicién de
variedad con frontera podemos tomar al cilindro infiniteo

2(5(.}’.2)\ x? & yl = l?’:'

N~ puede ser parametrizada por un s4lo dos—cubo dmdo por

o{u,v) = (cosu,senu,v), Ogug 2%X, O0¢ v<l,
29 INTEGRACION EN ESPACIOS EUCLIDIANOS

Revisaremos en esta seccidn la teorfa de integracién gque puede en—

contrarse en cualouier libro de cdlculo avenzado (ver, por ejemplo,
1Spl, en la bivliografia).

La medida_{estandar) de un p-cubo enW’ dado por
) U=i,. .‘.,up) dgut¢b'y, en donde w- son coordenadas car
tesianas, espa U = (b -a'){v*-s?)... (v -2”), fs{ puds, la funcidn p,
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asigna un mimero real a cada uno de estos conjuntos cibicos delRp. La
integral de Riemann de una funcidn con valores reales definida sobre
U, si existe, estd defin{?a por
- <

forape < 1am Zeteiywons,
donde U ha sido partido en N p-cubos més pequefios U/ y un punto x; ha
sido escogido en cada U;. Por la existencia del limite anterior quere
mos decir gue debe ser posible hacer que la suma se aproxime tanto ca
mo lo deseemos & un valor 1limite al hacer gue todos los U; sean sufiw
cientemente pequefios, sin importar la eleccién de 108 xj. Se prueba
que la integral de Riemann de f existe cumsndo f es continua,

Egta definicidén es muy natural desde el punto de vista de 1a mate—
mética eplicada, en donde se considera que generaliza la situacién pa
ra una funcidén constante f. Por ejemplo, Bi la densidad de una subs-
tancia ee conestante, la masa se obtiene multiplicando el volumen (me—
dida) por la densided, Para una densidad variable f, que por 1o gene—
ral se supone continua, es muy natural considerar que 1la masa estd a—
proximadamente dada por por la suma de productos f(xj)M3Uj, donde los
Ui son pequefios cubos sobre los cuales f tiene practicesmente el wvalor
constante £{x;), xjeU;. Asf{, la integral de Riemann_ﬁ;fdnp es una de—
finieidén razonable de la masa presente en el cubo U, En la mayoria de
las aplicaciones ffsicas de la integracién se pueden encontrar defini
ciones de este tipo para muchas cantidades fisicas,

Sin embargo, tales 1imites de sumas mon diffciles de evaluar (aun
cuando, gracias a las computadorus, se pueden obtener valores eproxi-
medos). Por esta razdén, las integrales de Riemann se evaluan por me=-—
dio de la relacidn que guardan con otros objetos méds sencillos como
son las integrales simples iteradas. La justificacidn de este método

de evaluacién se da en el siguiente teorema,

Teorema 29.1 (Fubini) Si f es una funcién de valores reales definida
sobre U, entonces las integrales gefinidas

fa(u'yeee,uftt) =5d,f(u',...,u“‘,u’)duP
son funciones continuas de los pardmetros u',...,ut', y ia integral
de Riemann de f estd dada por

JudeP = &hddequo

donde Pp.; es lm medida del (p-1)-cubo Up. = § (U ,...,u"™"))atcuistt,
1 =1,c.0,p-1]. Se sigue por itermcién que

jufdpp = Lf(...ij(i:f(u‘,...,u’)duP)duP'...)dw .

AP

Desde luego, ésto sdélo reduce el problema a uno m&s simple de tipo
similar, la evaluacidn de integreles definidas simples, las cuales se
definen tzmbién como lfmites de sumas de Riemamm. La evaluacidn de
las integrales definidas simples se hace casi siempre por medio del
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teorema fundamenta) del cfleculo elemental, el cusl las relaciona con
€l proceso de encontrar las antiderivadas.

Mangque es conveniente para ciertos propdsitos restringir el domi-
nio de las funciones a cubos rectilfneos, en 1z mayorfa de las aplica

ciones es diffcil encontrar talec dominios de integracién. Para defi-
nir la integral de una funcidn sobre un dominio acotado mfs general D,
10 gque hacemos es incluir a2 D en un cube rectilineo U y tomar
Sbfdyp = SuiJDfdp;,
donde &, es la funcidn caracterfstica de D, definida por
S x = 1 si xe¢D
> Tlo si x¢D.

Nuevamente, esta definicién no es muy conveniente para propSsitos
de evaluacién, asl cue generalmente se reducen las integrales sobre D
2 integrales sobre cubos por medio de una aplicecidén biyective suave

entre un cubo y el dominio D, En esta situacidén se aplica el Teorema
de Cembio de Variables para la Integral de Riemann,

Teorema 29.2 Si E y D son regiones en R, f:E—»D es una aplicacién
biyectiva suave,

e I =J§p fadpp existe, entonces{z (fof)l T5\ Aup existe
¥ es ipgual a I, donde J¢ es el determinante jacobiano de¥ ; =i ¥ estéd
dada por las ecuaciones u‘' = F'(v',...,vP), i =1,,,.,p, donde u' son

coordenadas cartesianas sobre D y 1las v' son coordenadas cartesisnas
sobre B, entonces '

Jp(v ,.0n,vP) = det(RPi{v',. ..,v")/av:\).

. Nétese que si ¥ preserva la orientacidn en puntos en donde 4¢ es.
invertible, entonces Jv 2 0 y podemos omitir el sfmbolo de valor abso—
luto. Nétese también gue en los puntos en los que 39 es singular, Jp=
= 0, asi que e) teorema puede fortalecerse un poco requiriendo sola -—
mente gue la aplicacién sea biyectiva sobre el conjunto regular de
¥, es decir, donde A¥ es invertible (no singular).

Ilustraremos este teorema de cambio de variables en el ecaso p = 2
demostrando como puede ser usedo para obtener una forma Ytil del teo-
rema de Fubini que aparece con frecuencia. Supongamos cue

D=t(xy)latxgb, ¥y para cade x,hlx)s ye k(x)],

donde h y k son funciones suaves tales ocue hi{x)< k(x) para a<x< b.
Transformaremos el recténgulo E = {(u,v)lecux<b, 0O<vell en la re-
g€ién D por medio de 18 avlicecidn suave ¥:E5—D dnda por las ecuacio-.
nes x = u, y = vk{u) + (1-v)n(u). Entonces, do= L{x(u)-n)) - o(...)
= k(u) - h(u)2 0. Por el teorema de cambio de varicbles seguido del

teorema de Fubini, +enemos
fb £(x,y)dp, -_-SE £, vic(u)+(1-v)h(u)) (k{u)-nlu))ap.

= £ (] £, viet) 4 2-vIntu)) (k(u)-n(w) ) av)aa.
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Ahora, podemos aplicer el teorema de cembio de variable a la integral
del paréntesis interior. Manteniendo fija la variable u y haciendo

¥y = vik(u) + (Z-v)h(u) tenemos dy = (k(u) - h(u))dv, y = h(u) cuando
v=0, ¥y ¥ = k(u) cuando v = 1, asf{ cue la integral interior se con~
vierte en :::: f(u,y)dy. Ahora, cambiando la variable muda X por la va-
riable u, obtenemos la otra forma del teorema de Fubini que establmos
buscandos

Soetemap = [T ctx,aniax.

30 INTEGRACION DE P—FORMAS

Cuando consideramos la integracidn de p-formas sobre p-cadenas, a-—
parece la nueva cuestidn de 1la orientecidn, Esto aparece en forma na-
tural en las aplicaciones. Por ejemplo, el trabajo mecénico que se re
aliza al recorrer una curva bajo la influencia de un campo de fuerza
depende, en signo, de la direccidn a lo largo de la cual se recorra
la curva. Serfa natural, desde el punto de vista ffsico, formular la
definiecidn usando 1limites de sumas. Sin embargo, la dificultad para
meanejar tales lImites de sumas, se vé aumentada en este caso por la
necesidad de integrar sobre objetos curvos. Daremos la definicién en
términos de las integrales de Riemann, para las cusles, como vimos en
la seccién anterior, el problema de evaluacidn se resuelve por medio
del teorema de Fubini,

Sea 6 una p-forma definida sobre una regidén de una variedad M que
contiene a la imagen de un p—cubo orientado (x,w), donde o :U-—w—eM, En—
tonces usaremos la retraceidén de 8§ a U por medio de & para obtener
una p-forma «“6 definida sobre U. En el corolario 20,3 (pag. 51), di-
mos una expresidén para x*8 la cual se puede obtener fdcilmente al sua
tituir las férmulas coordenadas para & en la expresidén coordenada pa-—
re 8, Puesto que hemos definido la orientacién w por medio de 1la p=-
forma *du ...du , w es por sf sola una base para las p-formas sobre
R?. Asf, podemos escribira*d = fu, donde fe¥(U), Si definimos un pro
ducto interno  , ?p para el espacio de las p-formas sobre Rf con la
propiedad de que w sea unitaria, es decir, {w,w)yp = 1, entonces f =
{a*9,w? . La definicidn de la integral de la p-forma 8 sobre el p-cu-
bo {(«,w) es entonces

S(u,w\e = SU &8, wPp App .

La integral de uns cero~forma 6 sobre un cero—cubo me M se define co-
mo €l valor fm de § en m., La integral de una p-forma sobre unes p-cade
na 2 r{Ci se define de la manera mds obvia en términos de las integra
le8 sobre p-cubos: )

SZt‘;Cie =2 Ti Sc,;é °
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Ejemplos.

(a) EL cfrculo S' = i(x,¥)1x* + y2 =1} en ®, con la orientacidén en
sentido contrario a la agujas del reloj, estd parametrizado por (o,du),
en donde % estd definido sobre [0,27] por o(u) = (cosu, senu). Las e-
cuaciones coordenadag para o son x = cos u, ¥y = sen u . 5i tenemos una
dos~forma 8 = (xdy - ydx)/(x% + y2) entonces

«*0 = {cos u d(sen u) -~ sen u d(cos u))}/(cos’u + sen?u)

(cos?udu + sen*udu)/(cos?u + sertu) = du.

[

Ahora tenemos que <{du,duy, = 1, de TL?.onde
X
S(u.da)e = Slnﬂlﬂ 1dp, =Sc du = 217,

(b) La esfera S estd parametrizada por el dos-cubo & definido sobre
U =lo,nlx[0,2rly dado por las ecuaciones

(x,¥,2) = (cos u, sen u cos v, senu sen v) = & (u,v), Definimos la
orientacidn positiva de S? como aguella para la cual las coordenadas
¥s2, Trestringidas a 52, forman un sistema consistentemente orientado
en una vecindad del polo norte (1,0,0). Esta definicidn estd de acuer-
do con la convencidén de la normal digide hacia afuera, en el sentido
de que @x apunta hacia afuera de la bola de R® delimitada por S? y las
coordenadas X,y,z definen la gue se considera le orientacidn positiva
de R*. aAsf puds, (o,dudv) es el dos—cubo orientado gue parametriza a
S con esta orientacidn positiva. Sea T = (xdydz+ydzdx+zdxdy)/r? una
dos-forma definida sobre R} -~$01, donde r3 = (x2 + y2 + z2)>_ Calcule~
mos ahoxra &*T 3

ol dx = —sen u du,

u*dy = cosucosvdu - serm senvdv,
oi*dz = cosusenvdu + senucosvdv,
rd =1,
o{dxdy) = «* dx Ad*dy = sen®u senvdudv,
o*dydz) = cosu senu cos?v dudv - senu cosu sep*v dvdu =
= cosu senu dudv,
o*(dzdx) = sen’u cosv dudv,
ot (cos?u senu + sen®u cos?v + sen’u seniwy)dudv =

an

semu dudv,

Lz integral de superficie de T sobre (o,dudv) que perametriza a 5% se
puede evaluar ahora fdcilmente:

S(,’MV)T =§u senmadu, = S: S:n senu dvdu = 47.

Para asegurar que }as integrales que hemos definido tienen sentido
geométrico es necesario establecer dos resultados acerca de lz indepen
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dencia de la parametrizacidn. EL primero es que las integrales de una
p-forma 8 sobre p-cubos equivalentes coinciden. El segundo es cue la
integral de § sobre la paremetrizacidén de un “subconjunto orientado”
(y en particular, sobre una subvariedad orientada con frontera) es in-
dependiente de la parametrizacién., El primer resultado nos pexmite ig—
norar la distincidn, en esta teoria de integracidn, entre p-cadenas e~
quivalentes., Fl segundo nos permite definir la integral de una p-forma
sobre un subconjunto orientado de una variedad,

Teorems 30.1 Si (v,w) y (B,Ssw), § = 21, son p-cubos equivalentes, en-
tonces para cualquier p-forma 6 definida sobre la imagen ded y g2,

j(u,mo = I(B, 5,.,36 .

Demostracidn., Puesto que (v,w) y (B,5w) son equivalentes, existe un
difeomorfismo ¥:U-—V tal que P°? =do, dondew:U—sM y p:V-—all, Se si-
gue irnmediatamente del. lema_20.1 {(pag. 50) que P p* = ot*, Asf{ tene-
mos gue si o8 = fwy P*0 = géw, entonces fw =P (p*F8) =9* (gbw) =

(GO‘P) P*(sw). Sin embargo, Y debe llevar las coordenadas sobre V que
estén consistentemente orientadas con Sw en las coordenadas sobre U
que estén consistentemente orientadas con w. Esto significa que el sig
no del jacobieno de Y es el mismo que el de S .

Supongamos que las ecuaciones de ¥ son v¢ = F* (e ,...,u"), = 1,40
se9yP, donde las ul son coodenadas cartesianas sobre U y v¢ son coorde—
nadas cartesianas sobre sobre V. Entonces si, por ejemplo,w = dv'...
dvP = du',..du? (igueldad de p-formas), tenemos (ver corolario 20.3,
pag. 51),

P(Sw) = 5P*(av'...dvP) = Sdet(@F /zul Yau' .,.au’ =& JpWw,

Obtenemos el mismo resultado si w = -du'...du’, puesto que en este ca-
s0 s861lo tenemos un signo menos en todas las cantidades intermedias.
Asf, fw= (g¢9)P¥(sw) = (goP) J¢l , ya que los signos de Jp y & son i-

&gaales. Por lo tanto, £ = (gof)|J¢l . Ahora, por el teorema de cambio
de variables tenemos,

f(a.&w)e = SV &dpe =SU (goe)l Jeldpp = SU fapp = Su‘w\e .

Corolario 30,2 Si C y D son p-cadenas equivalentes, entonces
S(_ 6 =SDQ A .

Demostracidn. Ademés de la igualdad obvia de las sumas de integrales
sobre p-cuvos equivalentes, necesitaremos una trivialidad sdicional:

Swrm® = - oo’ - i

Teorema 30.3 Si las p-cadenas C y D parametrizan ambas la misma re—
gidn S de una subvariedad orientada p-dimensional N y & es una p-forma
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definida sobre S, entonces jce = SDG,

Demostracién. De acuerdo con el corolario anterior podemos reempla-
zayr a C y a D por p-cadenas equivhalentes asf{ que podemos suponer que
son irreducibles, digamos, C =711, (=¢ ,whs ¥y D =255 swi), donde ™{
estd definida sobre U; ¥ B; estd definida sobre V;. Sean U, y V;” los
correspondientes conjuntos de puntos regulares. Es importante para la
demostracidén recordar el hecho de que la integracién sobre S puede ha
cerge integrando sobre el subconjunto que es 1la parte comin de las i-
mégenes de los o ¥ Pj sobre sus conjuntos regulares, es decir, sobre

(¢ w00y B =Y Ui NVl
La razén por la gue podemos ignorar la parte restante de S es que
los puntos no regulares corresponden & conjuntos "de medida cero" en
S, es decir, los puntos no regulares no contribuyen a la integral so-
bre S; los puntos frontera de U; y V; forman un conjunto de dimensidn
mener y pueden ser incluidos en cubos de medida arbitrariamente peque-
fiae En una vecindad de un punto singular de dui , & e8 aproximada por
su deferencial doi la cual aplica el espacio tangente en un subespa-
cio de dimensién menor. La misma situecidén se tiene para Bj . Haciendo
uso de estos hechos, la demostracidn se reduce al siguiente cdlculo:

= 6

JCQ = %Sldhwi)

z fu‘,@{e,wgp dup

= ' a
25(‘ ﬁan)nUr<d" "‘U£>p Hp

= @ .,mB,..MLABru a8, wide dpre

vf - <p30y wile dpe

= De .

La cuarta igualdad en esta serie usa el teorema de cambio de varia—~

bles, con el determinante jacobiano dado por la accidén de Bfd'* en lu-—

gar de ¥* como en la prueba del teorema 30.1. Los conjuntos o USNPBs v
son todos disjuntos, i = l,eeeshy J = Lyese,k ¥ 188 inversas u-" y
estdn definidas sobre ellos debido a las hipdtesis que Hicimos en la

detinicidn de parametrizacidn; es decir, que u; es biyectiva sobre U

¥ que oU" son disjuntos, y similarmente para pj, Vf. Asf, no hay pe-

ligro de duplicacidn en las sumas del cflculo anterior. #it

El teorema 30,3 nos permite dar una definicidn de la integral de

una v-forma sobre un "subconjunto parametrizavle orientado” §, la cla—
se de subeconjunivo que puede ser parametrizado por una p-cadena, Es evi
dente que tal subconjunto debe ser una subvariedad orientada p-dimen-
sional "casi en todas partes", es decir, excepto sobre un subconjunto
de medida cero, pero a diferencia de una subvariedad p-dimensional con
frontera, puede tener picos interiores, aristas, etc. La definicidn es

obvia, Sa = ce , Gonde C es cualguier cadenz que parametriza a S.

fl
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Proposicidn 30.4 (&) Supéngase que € es una p-forma sobre M tal que
para todo p-cubo C sobre W, .6 = O, Entonces & es idénticamente cero.
(b) Si 8 ¥y T son p-formas sobre M tales que para $0do p—cubo C en M,
.0 =Sct , entonces 6 =T,

Demostracidn. Es claro que (a) implica (b). Para demostrar (a), téme-
se un sistema coordenado y contruyamos peauefios p-cubos sobre los
hiperplanos coordenados.

31 TEOREMA DE STOKES

Existe una generalizacidn del teorema fundamental del céleulo para
las integrales de p-formas exactas sobre p-cadenas en variedades., Esta
generalizacién unifica una serie de teoremas que incluye, ademéis de ol
teorema- fundemental del célculo, 2 Los teoremas de la divergencia en R?
¥ enR?®, y a8l teorema de Stokes para integrales de superficie. Puesto
oue este Yltimo se parace més =z la generalizacién gque daremos, la ge—
neralizacidn se llama teorema general de Stokes, o simplemente teore—
ma de Stokes.

Antes de considerar el teorema de Stokes, necesitamos un resultado
importante que relaciona la retraceidn con respecto a una aplicacidn
suave con el operador de derivada exiterior.

Lema 31.1 SiY :M—aN es una aplicacidén suave y 6 es una p-forma sobre
N, entonces d¥*§ =4* ad.

Demostracidn. Puesto que ambos operadores, & y #*, son locales, es de
¢ir, el valor en meM de W*8 depende s8lo de los valores de 8 en una
vecindad de Ym, y similarmente para 4, podemos considerar una vecindad
-coordenada, De hecho, ambos operadores son lineales, asf que es sufi-
ciente demostrar el resultado en el caso en que 6 es un monomio, dige—
mos, 8§ = fdx',..dxP, donde x',...,x" son coordenadas sobre N, Entonces
48 = daf Adx'.,.dx" y w*ap = PFALAN P*aAxX'N .. N P*ax?, (ver lema 20.1,
page 50). Pero para cualquier funcidén: g sobre N, tenemos $*dg = A¥*g
(ver el comentario que hicimos antes del lema 20,1), asi que ¥*agq =
AP A AP x' A ...\ d¥Fx?, Por otra parte, tenemos

Wi = PrEgdax' N .. JAP¥ axP .
= Q¥FAQUX' A ., N AP xP, ’

Por lo tanto, usando el hecho de que 4 es una derivacién y que d* =0,
obtenemos

dv*e = AP EN AP X' N\ ... A a9¥xP = P*as, ##

Teorema 3)..2 {Stokes) Sea 8 una (p-l)-forma definida sobre las image—
nes de %0dos 1os cubos de una p-cadana C, donde p> 0. Entonces,

Sc as = Sace .




88

Demostracidn, Por linealidad, es suficiente demostrar el teorema para
un sdlo p-cubo C = (x,w). Sea

wg = Zi(=-1)"' fiaw' L..00 autt .. .Quf,
Entonces, a«*8 =d*ad = (Zidif{)au'...duP, Podemos suponer que & =
dau',..4uP, ya que en el caso de tener la negativa de esta orientacién,
se tiene un cambio de signo en ambos miembros. Sea U = $ (2 ,eee,ut)
b'sut<bt + ¢'§ el dominio ded y sea Ui el dominio de «ic , Si demos a
la i-ésima coordenade de U¢{ es valor b'+ £c‘, obtenemos una cara de U
¥ %ig es esencimlmente la restriccidén de « a esta caras, La orientacién

inducide es
Wig = (26-1)(-1)" au' ...dut" aui+ ., .auf.

Extenderemos el producto interno{ , Ye- & {p-1l)-formas sobre R median-
te 1a condicién de que wy sea ortonormal. Entonces se sigue gue
log*a ywiedp-, = <x*8,wigde. = (2e~1)£;, ¥ por 1lo tanto,

ja(u.m°= ‘,25‘ Scdismslrﬁ 8
= E 50). (2 rl_)izi\,,:‘gh"-.ec" Appas
B SRSt S

: H
Por otra perte, Su {t¥ a0 vw)Pd}*P =2£SU difidpp. Aplicaremos el primer
paso del ‘teorema de Fubini a J, 3:f; dpe con la i-&sima variable como
variable de integracién, y obtenemos

Subéft' app = Sl.)i :‘i“l L-HE 2 CLIMPI vui yoooouf daut dppa
= j'u;(f':(u‘ ,...,‘b"+ el ,eaepuf) —
= B ., b e ,uP) )dpea,
en donde el segundo paso se sigue del teorema fundamental del cdleculo,
Anora los témminos que hemos obtenido coinciden con los de Saw‘w,e . ##

Fl siguiente corolario es una generalizacidén de las férmulas clési-
cas de Green en R y R3.

Corolario 31.3 !Integgacidn por partes) Con las mismas hipdtesis, si
£ es una funcidn con valores recles definida sobre el dominio ded ,

§cazne =f g0 § za0.

Méds en general, si 8 es una p-forma, T es una q-forma, y C es una
(p+g+l)=-cadenn, entonces

Ldar\t =SacSl\T - (-1)“559 Naz,

’

Demostracidn, Se aplica el teorema de Stokes a la férmla a(8 AT) =
#i#

FOAT + (-1)P6 Adt.
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Corolario 31.4 Si ¢ es una (p-l)-forma definida sobre variedad M
compacta y orientada de dimensidén p, entonces M9 =0y d6 =0 en
algin punto.

Demogtracidn. Por el teorema 28.5 (pas. 79), =abemos que existe una
p~cadena C en i que parametriza a M y para la cual dC es equivalente
a la cadena nula 0., Asf, tenemos

fuae = as =(,.0 ={0 =o0.

Para demostrar la ltima parte del corolario, podemos supoller que
M es conexa, ya gue en caso contrario, podemos considerar la restric-
cién de § a una componente conexa de M. Sea 2 un elemento de volumen
para M. Entonces 40 = R, donde fe¥(M). Pars cualouier p-cubo (i ,w;)
de C,{*d0,wive = Ffoui{W:*),widp tiene el mismo signo en un punto re-
galar x de &¢ que f(Aix). Como

2:. S(W,ux)<°‘i‘d9.“’l>P app = 0,

vemos gue o f es identicamente O sobre M, o bién f no tiene el mismo
signo sobre M. En el Yltimo caso, la continuidad de f nos dice gue T
debe ser cero en slgin punto de M, #HE

32 TEORENA DE FROBENTUS

En esta seccién, M serd una variedad suave de dimensidn n. Una
distribucién k-dimensional sobre un subeconjunto A de I es una fun-
cidn P que asigna a cada punto p e A un subespacio k-dimensional Pp
del espacio tangente T, (M). Decimos que P es suave ¢n A si A es a-
bierto y para cada pf A existen k campos vectoriales suaves y lineal=-
mente independientes X, ,...p,Xc que generan a P, para cada m en una
vecindad de p., Un campo vectorisl X con dominio B estd sobre P si BcC 4
Y Xl,€Pp para cada pe Bs Una distribucidn suave P se llama involutive
(integrable o _cerrada) cuando es cerrada con respectc a la operacidn.
del paréntesis de Lie, es decir, si X e Y son campos suaves cuales-
quiera con dominio comfn contenido en el dominio de P, entonces
[X,Y] est4 sobre P. Una subvariedad V de M es una subvariedad inbtegral
de P si V esté contenida en el dominilo de P y Tp(V) = P,, para cada p
de V; asi pues, el subespacio del espacis tangente T; (M) que es Tp(V)
coincide exactamente con el subespacio Py,

E] teorema principal de esta seccidn afirma gue une distribucidn
suave tiene subvarledades integrales si y sdlo si es involutiva., Vea~
mos ante todo un poco més de terminolopfa: 8i X',..e,x" €S un sistema
de coordenadas para M con dominio en U; definimos una seeccidn de U eco-
zo un subconjunto de U en el cusal r de las funciones coordenadas
X' yeee,x" son constantes, con lg rg . Evidentemente cada seccidn de U
es una subvariedad de U {o de Ii).
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Teorema 32.1 Sea P una distribucién involutiva suave y de dimensidn k
definida sobre M. Para cada punto me I, existe un sistema coordenado
X' y4.e3X" con dominio U, que contiene & m, tal gue los campos coordena
dos 3/dx! generan a P en cade punto de U, parad j = l,...,k. In otras
palabras, las secciones de U para las cuales x®*,,,.,x" son constantes,
son subvariedades integrales de P,

Este teorema se demuestra por induccién sobre k. El caso k =1
aueda cubierto por lema siguiente, y obsérvese que en este caso, cual=-
quier distribucién es automdticamente involutiva.

Lema 32.2 Si X es un campo vectorial suave sobre M, p es un punto de
B y Xi, # 0, entonces existe un sistema de coordenadas V'yeee,¥y™ en un
entorno U de p, tal que X = 3/2y' sobre U.

Demostracidn del lema 32.2. Nétese que este resultado no es mas que
una reformulacién del lema 13.6 gue demostramos en la pégina 38. ##

Demostracidn del teorema 32.,1. Tomemos el punto m ¥y sea8n XijeeasXK
campos vectoriales suaves gue generan a P en una vecindad U, de m, A-
plicando el lema anterior, obtenemos un sistema de coordenadas y',..ey
¥" en m con dominio U,cU,, tal gue ?/3y' = X, sobre U, ¥y supongamos
que yt(m) = O,

Si k = 1, entonces el sistema de coordenadas y',...,y" satisface la
afirmacidn del teorema. Si k>1, supongamos que el teorema es cierto
para distribuciones de dimensidn menor que k, y definamos 1la distri-
bucidn (k-1)-dimensional P sobre U, mediante B, =] XePplXpy' = 0, pet:l.
Esta es una distribucién (k-2)-dimensional y estd generada por los
k-1 campos vectoriasles suaves e independientes Y{, i = 2,...,k, defi~-
nidos por Yi = Xi = (Xiy')X,. Es involutiva puesto que s8i Y y % estédn
sobre T, entonces [Y,2] estd sobre P y [Y,z]y' = Y(Zy') - z{Yy') = 0O
sobre Ui, por lo gue {¥,2] est4 sobre F.

Sea V) la seccidén de Uz definida por y' = 0. Entonces, para todo
PeVo, PpC Tp(Vy) por lo que, aplicendo la hipdtesis de induceidén & la
distriucidn P sobre la variedad Vo, obtenemos un sistema de coordena—
des z*,,..,2"7 en una vecindad U3 C Vo del punto m, tal que B/32%,eaey
3/2z% generan a P en Uy, Definamos ahoras un difeomorfismo T :Us——aVg
por W(p) = ¢7'(0,y*(p)yusery™(p)), donde ¢ es La apricacidén coordense
da cuyas componentes son las yi{, Sea Us =T"'(U,) y definamos las fun-
ciones %',...,x" 80bre Uy mediante %' = ¥, X* = 220Tijesey X" = zMoll,
Entonces, lasg funciones x',...,x" forman un sistema coordenado en
une vecindad UC U4 del punio m, verificdndose aue 2/3%x'lm = 2/3¥')m »
mientras que 0/3%%,...,2/0%x" en el punto m generan a Twm(VeJa

Probemos ahora que 3/3X',...,3/2X¢ generan a P en U, sabisndo que
generan el mismo subespeacio sue 1los campos vecsoridies Xy yYiseessYeo
Sea ¥, = X, y demostremos ocue YixJ = O para i = Lyeeasi, ¥ J = Ktljyenente
Fuesto que Y, = X, =3 /3%, vemos inmediatamente que ¥,x? = O si j # L.
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Como P es involutiva, deben existir ciertas funciones girse¥F(U), tales
gque para i<k y r<k, se cumple aque LY:,Y.] =25 girs ¥s» £5{ pues,
Para i = 2,...,k ¥ 3>k, Y, (Xx') = Lvi,¥] x4 =55 e Y, x} . Esto ime
plica gue las funciones Y;xJ satisfacen un sistema lineal b4 homogéneo
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Pero en Vo, x) = z¥ para j>1
Y Yix) = Y;2' = O sobre Vo para j>k, debido a la construccién de las
coordenadas 2z2,,..,2". Por 1o tanto, por la unicidad de las soluciones
de los sistemas de ecuaciones del tipo anterior, tenemos que Yix*’ = 0
para i<k ¥y jOok. ##

Ahora aplicaremos este teorema para demostrar el clésico teorema de
Frobenius acerca de las ecuaciones diferenciales en derivadas parcia-
les (totales). Este teorema podria enunciarse como sigue: existen unas
dnicas funciones solucidn £i(x',...,x*) con valores prefijados en un
punto, para el sistema de ecuaciones en derivadas parcisles

L = AL (X' yaeayX®yf yeaesfy)

%
si y 8élo si para todo jgk, r>k e i>d, se tiene
DAL} 4 DAl BALr
x° 25:» 3fs Asc = 2s=| Bf Asj e

(Esta condicidn se llama condicidn de integrabilidad y se sigue inme-
diatamente de la regla de la cadena y de la identidad

DI 2se )

PxFaxd T IXI3XT °

Teorema 32.3 (Frobenius) Para 1< i<d y 1< jgk, sean

A (x ... x5,ul ,...,u%) funciones suaves de valores reales deflnidas
en un con:]unto abierto Q deR", con n =k + d. Sea (a;b) = (a',...,a%,
b'yeeesb®) un punto de Q. Entonces ex1ste un Ynico sistema de funcio~
nes suaves con valores reales y definidas en una vecindad V de a, que
satisfacen lag siguintes condiciones:

(1) £i(a) = v’ o bien f(a) = b, donde £: VCR® —p R estd dada por

£(p) = (£, (P)..--vfd(p))i

(2) 31 pev, entonces (p;£(p)leQ;

(3) Si peV, entonces aﬁ L0y = aij (p3eln))s

8i y sdlo si en cada pu.nto de Q se satisface la condicidn de integra—
bilidad

€5 a S QA4 | BAir
xr + 5"31.15 5r BxJ 2;:\ As.\ .
Demostracidn, Sean e ,...,en 108 campos vectoriales suaves que son

ortonormales en cada punto de R". Utilizaremos las funciones A} para
definir unos campos vectoriales suaves Y, yeeeyfx SObre Q, dazdos vor
I = ep + 35 yAsr €xyg « Estos cempos vectoriales son linealmente inde-
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pendientes en cada punto de Q ¥ por ello generan una distribucidén
suave P de dimensidn k sobre Q. Calculemos los paréntesis de Tie

4
Wey¥ed) = Yer+2‘;\ﬁsc €yas veq"'z\zp‘[‘m eut] =

d BAs d JhAsr
= 2:,\(%53- + 2.3 Ao gﬁ:“ Yewr = Lao(5pq +LLAtadoe )ewas s
v por le condicidn (4), 1¥-,¥q1 = C.

Entonces, la distribucidédn P es involutiva y por el teorema 32.1,
existe une subvarieded integral U de P nue pasa por {a;b) y tal que )
vca, Sea ¢ :U—»R* definida por ¢(a’;p’) = a’, entonces d¢(Ye) = er y
44 es no singuler en el espacio tangente a U en (2;b). Asl pues, existen
una vecindad V de 2 y un difeomorfismo F:V—aPF(V)C U, t21 que Fod ¥
¢oF son lae aplicaciones identidad sobre F(V) y V, respectivamente.
Definimos £, ,...5fa2n ¥V por medio de la ecuacidn F(p) = (p;£i(p)yesss
£4(p)). En estas condieiones, las funciones f,,;...,fd son suaves y sa-
tisfacen (1) y (2); 1la condicidn (3) se sigue del hecho de que dF{er)=
= ¥, para r<k.

Ia implicaecidn del teorema en el otro sentido es trivial. ##

Como corolario del teorema de Frobenius obtenemos un resulbtado muy
Ytil relativo a la existencis de sistemas de coordenadas ¥y que eS una
generalizacidén del lema 32,2,

Corolario 32.4 Sea M una variedad de dimensién n y sea X ,...,Xn un
sistema de campos vectorimles suaves sobre una vecindad U de meé M, En-
‘tonces, existe un sistema de coordenadas x',... ,x" para una vecindad V

de m con VC U, tales aque X{ = ®/3x' sobre V para toda i, si y sélo si
[Xi,X5] =0 para toda i, = lyeee,n.

33 DUAL DEL TEOREMA DE FROBENIUS

Muchos sistemas de ecuaciones diferenciales parciales tienen una in
terpretacidn geométrica en términos de formas diferenciales, La razdén
principal de esto es muy gimple. Por ejemplo, sean x,¥,2Z,P,0 coordena-—
das para [R® y sea 5 una subvariedad bidimensional para la cuel Xy ¥
pueden ser usadas como coordenadas, Entonces, la condicidn de que p
= dz/9%x ¥ Q4 = dz/3y sobre S, es equivalente a que la forma diferen-
cial dz - pdx — qdy sea cero sobre S. ,

Una ecuacidn diferencisl parcial de primer orden estd dada por una
ecuacidn F(x,y,2,p,9) = O« Esto especifica una hipersuperficie W de WS,
Una solucidn z = £{x,y) de la ecuacidn diferencial parcial, determina
une suoveriedad bidimensional S de N, sobre la ocual, z = £{x,7), p =
BB (x,¥) v g = {3,8)(x,y). Esta superficie S es una subvariedzd in-

Yegral de la distribucidn tridimensioral D sobre N, dada por la ecua-
cidn § = dz - pdx - qdy = O. liés formalmente, D estd especificade por
Do = ité’i‘n(N)\e(t) = 0{. Desde luego, hay varias dificultsades que nos



93

obligan a ser més cuidadosos: Los puntos donde F = O y dF = O simlta-
neamente deben ser eliminados, ya que N no siempre es una variedad en
1a vecindad de tales puntos; 8i hay un punto ne N donde dF sea propor-
ciongl & 8, entonces el subespacio Dy coineide con todo el espacio

Th(N) ¥ D no es tridimensional en todo punto; finalmente, la superfi-
cie solucidén S, debe ser tal que x e y puedan ser tomadas como coorde-—
nadas sobre S. No siempre ocurre gque la distribucién D sea involutiva.

En esta seccidn, tomando como base el ejemplo anterior, construire-
mos los objetos dusles a las distribuciones (agui, "dualidad" tiene el
mismo sentido que la dualidad entre cempos vectoriales y uno-formas).
En particular, daremos una formulacién dual del teorema 32.1 por medio
del cual obtuvimos en la seccidn anterior el teorema cldsico de Frobe-~
nius,

Una codistribucién k-dimensional A sobre una variedad M es una fun-
cién que asigna a cada m¢<UC M un subespacio k-dimensional Am del espa-
cio cobangente Tw(M)'. A es suave si su dominio U es abierto y para ca
da meU hay una vecindad V de m y hay uno-formas w',...,w* definidas sg
bre V, tales que en cada neV, el subespacio A, estd generado por wils ,
seeyswtlne A cada codistribucidén k-—dimensional A le asociaremos una dig
trivucidn (n-k)~dimensional D dada por Dm = §teT (M w(t) = 0, para to-
da wel,}, e inversamente, a cada distribucién (n-k)-dimensional D le a
sociaremos una codistribucidén k-dimensional A dada por Am = iweT,..(m)*T
w(t) = 0, para toda t€D,.{. Es claro que si D estd asociadas a h, enton-
ces A estéd asociada a D, La D y la ] asocisdas de esta manera, se dice
gue se aniouilan mutuamente,

Una subvariedad N de M es una subvariedad integrsl de una codistri-
bucidn A si N es unea subveriedad integral de le distribucidén D asociada
conA. Una codistribucidn A se llamea involutiva (integrable o cerrada)
si la distribucidén D asociada con [\ es involutiva,

El teorema 32.1 dice que para una distribucién involutivae D existe
un sistema coordenado x% tal que De estd generado por dilm yeeeardnlm ¥
las subvariedades integrales de dimensién h=n-kk son las secciones co—
ordenadas xi = ci, donde ¢! es constante para j=h+l,...,n. Se sigue
que la cod:.s’cribuc:.én asociada A estd generada por axh!,...,dx" sobre
la vecindad coordenada, Cual qu:.ev- otra uno-forma perteneciente a A
puede expresarse como w =N, f;dx! . La deriveda exterior dw Z“M.dff\dx’
es una "combinacidn llneal" de las axJ cuyos coeficientes son las uno=-
forpas dfj. Siw™' ,...,w” es otra base local parald, entonces axd =

2\- wnBiw', donde (g‘) es unn matriz no singular de funciones suaves,
Entonces, tenemos cue dw =20 af; A axs ——2“. wa {E1dF AW’ , 12 cual es
una combinacién lineal &e las wf. Asf pues, una condiecidn necesaria pa
ra gue A sea involutiva es gue dw sea una comb1nac:.<5n lineal de una
base local w' para toda w perteneciente a A, Que esta condicidn es tam

bién suficiente, es la formulacidn dual del teorema 32, 1y, que damos a
continnacidn,
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Teorema 33.1 Una codistribucidén suave A es involutiva si ¥ -46lo.si-
pera toda uno-forma w perteneciente a O , La dos-forma dw es local-

.mente una combinacidn lineal 3; T Awd de una base local de uno-formas
wi paraA donde las Td son uno-formas.

Demostracidn, Ya hemos visto que si D oes involutiva, entonces dw es
una combinacidn lineal de la forma indicada.

Supongamos cque, inversamente, dw es una tal combinacién lineal
siempre que weA. En particular, para una base local wi den s, tenemos
gque dw =2 'C Aw™ para slgunas uno-formas Tt . Entonces, para cuales-—
quiera ca.mpos vector:.ales X,Y€D, la distribucién asociadas a A, tene-
mos que 2dwl(X,Y) 'C (x)w“(Y) - i {Y)w(X) = 0. Pero, por 1a fdmula
invariante para d, qu.e dimos en la seccién 25(0), tenemos que

28w (X,¥) = X (¥) - Yud(X) - wi(lx,¥1) =—wi(lx,¥]),
¥y que las derivadas de w!(Y) = 0 y wi(X) = O son cero. As{ pues,
1X,Y] es aniquilado por una base de A ¥y, por lo tanto, [ X,YleD. He-
mos demostrado que D es involutiva y, por lo tanto, A +también Lo es.##

e g A



IV. GECMEITRIA  SEMI-RIEMANNIANA
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34 VARIEDADES SENL-RITIAINIIANAS

La geometrfa del espacio euclidiane R? deriva sus proviedades, en
$ltima instancia, del producto interno natural de R?, del producto
punto. Por medio del isomorfismo natural entre R¥ y Tp(R3), se puede
proveer a cada espacio tangente con el producto punto. Entonces es
posible realizar muy importantes operaciones geométricas como medir la
longitud de un vector tangente o medir el 4dngulo entre dos vectores
tangentes,

La teorfa de superficies en IR 1legd m su forma clésice en el tra-
bajo de Gauss, quien demostrd en 1827 que la geometria intrinseca de
una superficie S en R*{(es decir, la geometrfa percibida por los habi-
tantes bidimensionales de S), depende s86lo del producto punto asplica—~
do a los vectores tangentes a S,

Desde el afic de 1854 Riemarn vié lo que se necesitaba para genera-
lizar estos dos casos especimles y poder hablar de geometria sobre
una variedsd arbitraria de dimensién n: se debe definir un producto
interno sobre cade espacio tangente de la variedad. Se puede pensar
que &sto es como tensr un medio para medir distancias infinitesimales
sobre 1la variedad. Intuitivemente, si p ¥y p + dp son puntos muy préxi-
mos, la distancia entre ellos es 1la norme del "vector tangente" dp.

Con la teoria generel de la relatividad de Einstein (1915), cobré
importancia una generalizacién adicional de estas ideas, la cual,
aunque es de cardcter técnico, tiene grandes consecuencias: se debili~
ta la exigencia de un producto interior definido positivo en favor de
un producto escalar no degenersdo.

Un tensor métrico g sobre una variedad suave M es un campo tenso-
rial de tipo (0,2) y simétrico definidc sobre M que tiene Ifndice cons~
fante,

En otras pelebras, gell(M) asigna suavemente a cada punto peM un
producto escalar g, sobre €l espacio tangente Tp(M), y el Indice de g
es el mismo para cede p.

Une variedad semi-Riemanniana es una variedad diferenciable M pro-
vista con un tensor métrico gz.

Asi, hablando estrictamente, una variedad semi-Riemanniana es una
pareja ordenada (M,z): dos tenscres métricos diferentes sobre la misma
variedad determinan variedades semi-Riemennienas diferentes. No obstan
te, por Lo general denoiaremos una variedad semi-Riemanniana con el
nombre de su variedad suave U, N, etec,

El valor constanite ¥ del indice de gy sobre una variedad semi-Rie-
marmmiana i se llama el Indice de #: 0§V <&n = d@im M, Si v =0, I es
una variedad Riemannisna; en este ceso, cada g, es un productc interno
(definido positivo) para cada To(M), Siv =1 ¥y ny 2, M se 1llama varie
dad de Lorentz.

Usaremos los pardniesis {, > como una notacidén slternativa para g, ¥y
escribiremos g(v,w) = { v,w)¢R para vectores tangentes, y g(V,W) =
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= {V,w?¢¥ (M) para campos vectoriales.

Si X',...,X" es un sistema coordenado sobre UcC M, las componentes

del tensor métrico g sobre U son
gy = {is 3y (L<i,jem). .

Asf, para campos vectoriales V = 3, V'd; y W = 2 w3,

g(V,W) =<V,w> = 3T, gij viwl,
Puesto que g es no denerado, en cada punto p de U la matriz (gij(p))
es invertible, y su mebtriz inversa se denota por (g (p)). La £érmula
usual para encontrar la inversa de una matriz demuestra gue las fun-
ciones g'-J son suaves sobre U.

Como g es simétrico, tenemos que g;j = gj; ¥y entonces g“ = g“pa—
ra 1<i,j<n., Por Wltimo, sobre U el tensor métrico se puede escribir
como . .
g=72 g dx'@dx’.

Recordemos que en el capftulc I vimos que para cada pe¢iR"hay un
isomorfismo lineal canénico entre R" y Tp(IR") el cusl, en términos de
las coordenadas cartesianas, manda v a vp = vidi. asf, el producto
punto sobre IR" da lugar a un tensor métrico sobreiR" dado por

{VpsWp) = VoW = Zv"'w’:.
De ahora en adelente, en cuslouier contexto geométrico, [R" denotarf a
la variedad Riemammiana que surge de esta manera ¥y que se llama espa-
cio Fuclidisno de dimensidn n.

Si para un entero vy con 0<V <n, cambismos los signos de los prime-

ros v té&rminos de la ecuacidn anterior, obtenemos un tensor métrico
{VpsWp) = —zv‘w" +JZ viwi
TV
de fndicev . EX esyac:.o semi-Fuclidiano qu cue resulta de esta manera
gse reduce & R" si v = O, Para n3 2, R7 se llama espacio n-8imensional
de Minkowski; cuando n = 4, éste es el ejemplo mds simple de un espa-
cio—tiempo relativista.
Fijemos la notacidn

e = {—1 si 1< i<V,
+1 sSiv+4lgign
Entonces, el tensor métrico de R se puede escribir como
g = 251 du;' ® du':. .
El significado geométrico del Indice de una variedad semi-Riema-

nniana se deriva de la siguiente tricotomfa.
Un vector tangente v de la variedad semi-Riemanniana M se llema

esvacial sidv,v>>0 6 v =0,
nulo 81 {v,vd=0 ¥y v # 0,
temporal si (v,v) <O,

El conjunte de todos los vectores nulos en TP(EZ) se llama cono nulg
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en peM., La categorfia a la que pertenece un vector tangente dado se lla
ma su cardcter causal, Esta terminologfa proviene de 1la teorfia de 1la
relatividad y, sobre todo en el caso Lorentziano, los vectores ralos
se llamen tembién lumfnicos.

Sea q(v) = <v,v> para cada vector tangente a M. En cada punto p de
M, q es la forma cuadrdtiica asociada con el producto escalar en p; ¥,
como sabemos, q determina completamente al tensor métrico.

Si Vext(M) y fe¥(M), entonces q(fV) = fiq(V)e¥F(M), de modo gue q no
es un campo tensorial. En la terminologfa clésica, q se llama el ele-—

mento de linea de M, y se denota por ds?. En términos de un sistema
coordenado,

q = ds?* =2g;jdxidxj.

Aquf la notacidén axi ax’ representa el producto ordinarioc de funciones
definidas en cada espacio tangente, asi que

a(v) = Zgiiax’ (Naxi(v) = Tay vivi.

Como en la seccidén 23, 12 norma |v] de un vector tangente es \4:;_(v)w2
=1<v,vW\|'"2, ¥ los vectores unitarios, la ortogonalidad, y 1la ortonor—
malidad se definen como antes.

El origen de la notacidén ds? puede ser captado intuitivamente como
sigue. Supongamos por simplicidad que V¥ es Riemanniana., Si p y p° son
puntos préximos con coordenadas (X' ,...,x") y (x'+ax',...,x"+4x") con
respecto o sistema coordenado, entonces el vector tangente Ap =2 Axdi
en p apunte aproximadamente hacia p’. Asf{, podemos esperar que el cua-
drado de la distencialis de p 2 p’ sea aproximagdamente

\Api* = {ampy =2 &yl o Axt
como. en la férmula ds* =27 g axt axd.

Dada una manera de obtener variedades nuevas a partir de variedades
dadas, generalmente hay una manera correspondiente de obtener mievas
variedades semi-Riemannianas a partir de variedades semi-Riemannianas
dadas,

Por ejemplo, supongamos primero gue P es una subvariedad de una va—
riedad Riemanniana M, Puesto gue cada espacio tangente '1.‘9(1’) de P es
un subespacio de Tp (M), obtenemos un tensor métrico Riemanniano Ep 80=
bre P simplemente restringiends la accidn del tensor métrico g de 1 =a
los subespacios T,(P). Formalmente, g, es la retraccidn j%*{g), dorde
J:PCSM es 1la aplicacidn inclusidn. Por ejemplo, la n-esfera de radio
r>0 es la subvariedad Riemammiana de R"' deda por

s"(x) = {plip| = r}.

Sin embargo, cuando el tensor métrico g de M es indefinido, entonces
i%*(g) no es necesariamente una métrica sobre P, Es un camno tensorial
simétrico suave del tivo (0,2) y por lo tanto serf una métrica si y
86lo si cada Tp(P) es un subespacio no degenerado de Tp{li) con respeg
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to a g ¥y el fndice de Tp(P) es el mismo para todo p. Asf, podemos ha-
¢er la siguiente definicidn,

Sea P una subvariedad de una variedad semi-Riemanniana M, Si la re-
traccibn j*(g) (como antes) es un tensor métrico sobre P, entonces de-
cimos gue P es una subvarieded semi-Riemannimna de M. (Si se sabe que
P es Riemanniana o de Lorentz, entonces estos términos deben aparecer
en lugar del calificetivo de'semi-Riemannisana' en la definicidén ante-~
rior.)

Consideremos ahora el caso de las variedades producto.

Lema 34,1 Sean M y N variedades semi-Riemannianas con tensores métri—
cos gy ¥ gy. SLiT ¥y 6 son las proyecciones de MXA N sobre M ¥y N, repec—
tivamente, sea

g =w'(gy) + 6*(gy).

Entonces g es un tensor métrico sobre Mx N. Llamaremos & (MX N,g) la
variedad semi-Riemanniana produto de M y H,

Demostracifén. Por la definicidén de retraccidn, tenemos que si v,wE€
T gy (M X N), entonces

glv,w) = g lamn(v),dn{w)) + g (ds(v),das(w)).

Asf, vemos que g es simétrico, Para demostrar la no degeneracidn,
supongamos que g(v,w) = O para todo weéPe gy (M X N), Entonces, en parti-
cular, para todo weTp oM tenemos que gy{dn(v),dn({w)) = 0, ya que aa(w)
= 0, Pero como Vi y 4T son suprayectivas, se sigue que los vectores
an(w) recorren todo el espacio Tp(M), por lo que dr(v) = O debido =2 la
no degeneracién de gy. En forme similar se demuestra que d46(v) = O,
por lo tanto, v = 0,

Las bases ortonormales de los espacios T,(M) y Tq(N) se combinan
para dar una base ortonormal del espacio Ty, (MX N), entonces el fndi-
ce de g tiene el valor constante ind M + ind N. ##

El mismo procedimiento se puede extender de manera obvia a produc-
tos finitos de cualquier nimero de variedades semi-~Riemannianas, Por
ejemplo, el espacio semi-Rucljdiano R} es

R XeooXRyX R X L0 oXRY, = RY XR™Y, ‘
e
¥ FALioVRES n-vy FALIQRES

donde, por definicidn, M| es la recte real con el tensor métrico que
es el negativo del producto punto usual sobre R,

35 ISOMETRIAS

Siempre que en la matemdtica aparece un nuevo objeto, se debe dar,
por lo menos, un correspondiente concepto de “igualdad’entre dichos ob
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jetos. Asf, tenemos las biyecciones para los conjuntos, los homeomor-—
fismos pmra los espacios topoldgicos, los isomorfismos lineales pera
1os espacios vectoriales y los difeomorfismos para las variedades dife
renciables. En el caso de las variedades semi-Riemannianas, las isome-
trfas son las gue sirven pars expresar la nocién de eguivalencia o i-
2ualdsd,

Sean ¥ y N variedades semi-Riemannisnas con tensores métricos g. ¥y
gy. Una isometrfa de M & N es un difeomorfismo 41 K>l que preserva
1os temsores métricos: ¢*(g,) = Ene

Explfcitamente, { dd(v),dd{w)y = <(v,wD> para todo v,weTp(il), pel. Co-—
mo ¢ es un difeomorfismo, cada aplicacidn diferencial d¢, es un isomor
fismo lineal; de modo gue la condicidén de preservacién de la métrica
implica que cada 49, es una isometria lineal entre los espacios con
producto escalar Tp(M) y Tyun(N). Ia retraceidn actila de la manera u—
sual sobre los elementos de linea y, puesto que éstos determinan a los
tensores métricos, la preservacidn de la métrica es eguivalente a:
¢‘(qN) = Oy

Es fécil verificar que
{1) ILa aplicacidn identidad sobre una variedad semi~Riemanniana es una
isometria,

(2) La composicidn de isometrfas es una isometria.
(3) La aplicacién inversa de una isometrfa es una isometrfa.

La interpretacién de q = ds®> como el cuadrado de la distacia infini
tesimal, sugiere que consideremos a una isometria como si fuera un mo-
vimiento rigido, en contraste con un difeomorfismo erbitrario gue pue-
de deformar a la variedad M en el proceso de aplicarla sobre N.

Une propiedad de una variedad semi-Riemanniana que es preservada
por una isometrfa se llama un invariante isométrico de la variedad. La
geometrfa semi-Riemannisna se puede definir como el estudio de ‘tales
invariantes, Si existe uga isometr{a entre M y N, decimos que M y N
son isom&tricas. Las propiedades (1), (2) y (3) ocue enumeramos arriba,
significan que lLa relacién de isometria entre variedades semi-Riema-
nnianas es una relacidn de equivalencia. Intuitivamente, podemos decir
que las variedades isométricas tienen la misma geometria semi~-Riemannia
na,

Sea V un espacio con producto escalar, es decir, un espacio vecto-
rial real con un producto escalar, Entonces V es una variedad y, tal
como en el ecaso V =IR", la férmula {v,,w.> = {v,w? define un tensor
métrico sobre V, que lo convierte en una variedad semi-~Riemanniana,

Lema 395.1 Siv:V—sV es una isometrfa lineal entre espacivs con pro-—
ducto escalar, entonces, considerando a Vy a W como variedadzs semi-
Riemannianas, Y:V—sW es una isometria.
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Demostracidn, Puesto que las aplicaciones lineales son suaves, el iso-
morfismo lineal ¥ es un difeomorfismo. Si vpéTp(V), entonces tenemos
que a¥ve) = (¥{v))yy - Asf, ¥ preserva los tensores métricos, ya que

{a¥vp ), atlwe) = <OV(W) dugsy » CHOW) Deer?
= ), MWD = (vywD = (vpywWpde ##

Se sigue que si V es un espacio con producto escalar de dimensién
n e fndicey, entonces, considerado como variedad semi-Riemamniana, V
es isométrico am';. De hecho, el isomorfismo de coordenadas con res-
pecto & cualquier base ortonormal de V es una isometria (lineal),

Si M es una varieded semi-Riemanniana arbitraria, su tensor métri-
co convierte a cada uno de los espacios tangentes en un espacio semi-
Buclidiano de la misma dimensidén y del mismo fndice gque M. Con esto
vemos como la geometria semi-Riemanniana genereliza a la geometria
semi-Fuclidiana.

36 _CONEXION DE LEVI-CIVITA

Sean V y W campos vectoriales sobre una variedad semi-Riemarmiana M.
Nuestro objetivo en esta seccién es demostrar que es posible definir
un nuevo campo vectorial sobre M, denotado por Dy¥W, ¥y cuyo valor en
cada punto p es la razdn vectorial de cambio de W en la direccidn de
Vo . Hay una manera natural de lograr esto en RS .

Sean u',...,u™ las coordenadas naturales de Ry. Si Vy W =7.w' J¢
son campos vectoriales sobre W), entonces el campo vectorial
DywW = 7, v(wi)ay

se llama la derivada covariante natural de W con respecto a V.

Puesto que esta definicidn hace uso de un sistema de coordenadas
especial sobre RV no resulta muy claro como se le puede extender para
€l caso de una variedad semi-Riemanniana arbitraria, Comenzaremos, por
tanto, axiomatizendo sus vpropiedades méds importantes,

Una conexidn D sobre una variedad suave M es una funcién’

D (M) X R (M) (M) .
tal oue
(D1) DyW es X (K)-lineal en V,
(D2) DyW esR-lineal en W
(D3) DY(EW) = (VE)W + £DyW para FeX(1).

DyW se lLlama la derivada covariante de W con respecto a V para la co-—
nexidn D.

El sxioma (D1) asegura cue D,W es un tensor con respecto a "la va—

o
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riavle" V y,de acuerdo a la proposicién 17.1, para un vector tangente
individual veTp(M) tenemos un bien definido vector tangente D,WeTp (M),
a saber, (DyW), donde V es cualguier campo vectorial tal que Ve = v.
Por otra parte, (D3) muestra cue DyW¥ no es un tensor en V,

Podemos establecer ahora nmuestro objetivo en forma més precisa: de-
mostraremos que sobre toda variedad semi—Riemannisna existe una dnica
conexidn oue comparte otras dos propiedades ((D4) y (DS), ver mis ade-
lante) con la conexidn natural de RYJ.

Nuestro siguiente paso es algebraico.

Proposicidén 36.1 Sea M una variedad semi-Riemanniana, Si Vede(M) sea
V* 1la uno-forma sobre M tal gue

V(X)) = V,X> para todo Xepe(M).
Entonces, la funcién V—a>V* es un isomorfismo F(M)-lineal entre H(M)

¥y W (m).

Demostracidn. Como V* es ¥(M)-lineal, es realmente une uno-forma, y 1la
funcién V—>V* es también H(M)-lineal. Que se trata de un isomorfismo,
se sigue de los siguientes dos hechos:

(a) 81 {V,X» = {W,X” para todo Xe}t(¥), entonces V = \V.

(b) Dada cuslouier uno~forma @& 3* (M) hay un Unico campo vectorial
Venl (M) tal gue 8(X) = {V,X) para todo X,

Sea U = V - W, Entonces la afirmacidén (a) equivesle a mostrar que si
{Up ,X¢Y = O para todo Xe(W) y todo peM, entonces U = O. Puesto que
todo elemento de Tp(M) tiene 1la forma X;, el resultado se deduce de la
no degeneracién del tensor métrico.

La afirmacién (a) es precisamente la afirmacidn de unicidad que se
hace en (b), asf que para probar (b) es suficiente encontrar V sobre
una vecindad coordenada arbitraria A. (Las diferentes V localmente de~
finidas serédn consistentes en la interseccidn,de dos vecindades coor-
denadaa, debido a la unicidad.,) Si @ _2 de" sobre A, sea V =
Zgg i9;dj . Entonces, como {gg) y (gii ) son matrices inversas, tenemos

{Vy o) = %8“6 {Risdxy = 2: Gng 8 = 29&5:.‘( = Bg= 0(dx).

Se sigue de la ’%’(M)—llnealld&d del tensor métrico que {V,XY = 8(X)
para todo X sobre A. i

Asf pues, en la geometria semi-Riemanniana podemos libremente trans
formar un campo vectorial en una uno-forma y vice -versa. Los pares co-
rrespondientes Ve—sr 0 contienen exactamente la misma informacidn, y se
dice que son métricamente equivalentes.

El siguiente resultado es tan importante que se le ha llamado a Ve-
ces el milagro de la geometrf{a semi-Riemanniana.

Teorema 36.2 Sobre una variedad semi-riemanniana I existe una dnica
conexion D tal que

(p4) v,wl = DW - DV,
(D5) XV,Ww> = (va Wy + <v DxWY,
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para todo X, V, We (M), D se llama la conexidn de Levi-~Civita de M,
¥ estéd caracterizada por la f4rmula de Koszul
2{DW, XD = VW, XD + WK,V ~ XKV, W)
-4V, W, X1 + (W, X,V + (x, Iv,wh).

Demostracidn, Supongamos gue D es una conexidn sobre M que satisface
los axiomas (D4) y (DS). En el lado derecho de la férmula de Koszul
usemos (D5) en los primeros tres t&xminos y (D4) en los otros tres. La
mayorfa de los términos que resultan de este modo se cancelan por pé~
rejas ¥y queda finalmente 2{D,W,X). Asf{, D satisface la férmula de Kos-
zul y, debido a la afirmacién (a) de la demostracidn anterior, D debe
ser ¥nica.

Para demostrar la existencia, denotemos poxr F(V,¥W,X) al lado dere-
cho de 12 férmula de Koszul. Para V,We W (M) fijos, un cfilculo simple
demuestra cue la funcidn X—»PF(V,W,X) es F(M)-lineal y, por lo tanto,
se trata de una uno-forma. Por la proposicidn 36.1, sabemos que exis—
te un Unico campo vectoriaml, cue denotaremos por DyW, tal cue
2{DyW,X) = P(V,W,X) para todo X. Asf, la férmula de Koszul se cumple
¥y podemos demostrar a partir de ella que D satisface los axiomas (DL)
a (D5).

Por ejemplo, demostremos (D3), Para un X arbitrario, tenemos

2Dy (£W), XD = VKEW, X> + TWK, V) — XV, £
- v, 10, x1% + CEW, X, VY + (X, LV, £W1D,

Las funciones se pueden sacar del tensor ( ,) ¥y, en cuanto a los

paréntesis de Lie tenemos, por ejemplo, 1fW,X] = -XfW + f[W,Xl. En-

_tonces la expresién en el lado derecho de la ecuacién anterior se
convierte en

VE(W, X7 + VE(X, WP + XEV, WY = XELV,WY + fP(V,W,X) = 24VEW + £DyW,XD.

Entonces por la afirmacidn (a) de la demostracién anterior, Dy(fW) =
(VE)W + £DyW.
Para verificar (D4) comenzamos con
2{DyW = DyV,X7 = F(V,%,X) - F(wW,V,X).
El lado derecho se reduce a

{X, W,W1Y = (X, 1, VD) = 2<WV,W1,X>, .

de donde se obtiene el resultado. Las otras verificaciones se hacen de
manera similar. #Fig

Sea X',...,%x" un sistema coordenado sobre una vecindad coordenada
U de una variedad semi-~Riemanniana M, Los sfmbolos de Christoffel para
este sistema coordenado son las funciones con valores reales P,..’} sobre
U tales que

Dy, (23) =§P{‘35K (1<i,i¢n).
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Gomo&[ai, 21l = 0, se sigae de (D4) ocue Dy; (3j) = Dy; (3i), de donde
=0 .

La conexién D no es un tensor, de modo ocue los simbolos de Chris—
toffel no obedecen la regla usual de transformacidén para las componen-—
tes de un tensor al cembiar de sistema de coordensdas.

e

[ 3

Proposicidn 36.3 Para un sisteme coordenado x',...,x" sobre U,
. . v‘nl\( " 8 -

@) py(zwiap =2§dy + 2 Wi

donde los simbolos de Christoffel estén dados por

(2) = lzggm{%ia{m 4 QE{n _ Ag_.q

axd Ix "

Demostracidn, (1) es una consecuencia inmediata de (D3). Para obtener

(2), hagamos V=93¢, W =3j , X = dx en la férmla de Koszul. Como los
paréntesis de Lie son cero, obtenemos

24031 (2i),0¢) = Erlaim) + Syleiw) - Slaif).
Pero por la definicién de los sfmbolos de Christoffel,.
2{D21 Ri),2x7 = 27, i}

i Eom-

Maltiplicando estas dos ecuaciones por 7, g%, se obtiene el resultado
tuscado. ## -

Usando (D1) podemos calcular cualouier DyW sobre vecindades coorde
nadas, por medio de la primera de las férmulas en la proposicibén, mien
tras que la segunda férmila es la descripeidn coordenada de como: el
tensor métrico determina a la conexién de Levi~Civita.

Lema 36.4 La conexién natural D sobre IR] es la conexién de Levi-Civi
ta para el espacio semi BEuclidianoc RY para toda ¥ = 0,1,...,n. Con res
pecto & las coordenadas naturales sobre RY

(1) gi; = Sijey » donde €] = -1 para 1< j€V, ¥y £; = +1 para v+1 < j<n,
(2) :3 = 0 para toda 1<i,j,k<n.

Demostracidn. (1) es esencislmente la definicién del tensor métrico de
R). Para probar que D es la conexidén de Levi-Civita de R} debemos veri
ficar que satisface los axiomac (Dl) a2 (D5). Consideremos (D5), por e-
Jemplo. Como { V,W) = 2% €; Viwt, ,

XV, WY = Zeix(viwt + Teivix(uwt) = (Dyv,w) + {v,DyviY.

Entonces (2) se sigue de la proposicidn 36.3(2), va que las funciones
£ij son constantes. i

Un campo vectorial V se llama pafalelo si su derivada covariente
DxV es cero para todo Xe¢ 3(M). As{, la anulacidn de los simbolos de
Christoffel en el lema anterior significa que los camnos vectoriales
de las coordenadas naturales sobre SR':, son paralelos,
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En general, los simbolos de Christoffel de un sistema coordenado miden
cuén lejos estdn los campos vectoriales coordenados de ser paralelos,

Ejemplo. Sean r, ¢ ,2 las coordenadas cilindricas usuales de \Rs. Re-
almente, (r,9,z) es un sistema coordenado sélo sobre IR - H, donde H
eg, por ejemplo, €l semiplano x20, ¥ = O. En R? - H 1las funciones
coordenadas estén bién definidas y existe una amplicacién coordenada
inversa dada por x = rcos9, y = Irsenf, Z = Za

Por el teorema de la base tenemos gue

Jr = cosPdy + senyPdy;

dp = rU, donde U = —sen¢dx + cospdy;

¥z = dz .
Para poder usar la notacidn con fndices, hagamos y'! =r, y2 =¢, y3 =
z. Entonces g, = 8, =1, &,;; = r?, ¥y & = O para i # J, por lo tan-

to
ds* = dr? + r*d¢* + dz?.

En particular, este es un sistema ortogonal de coordenadas; es decir,
los campos vectoriales coordenados son mutuamente ortogonales.
Un cédlculo directo demuestra gque los sfmbolo de Christoffel de las

coordenadas cilfndricas son todos cexro con la excepcidn de \_'2'1 = ~r ¥y
"t =M% = 1/r. Por lo tento, todas las derivadas covariantes de los
campos coordenados son cero, con la excepcidn de

Dye (3p) = —x 2, Dap(3r) = Dy (Bp) = U.

Eatas férmalas son consistentes con lo qgue podemos observar en la
figura 10. Puesto gue dz es también un vector coordenado natural, de-
be ser paralelo. Similarmente, podemos esperar aue Dp,(3r) = Dy, (3¢) =
= 0, ya gque or ¥y 3«9 permanecen paralelos mientras el punto p se mueve
en la direccidn z. z b3

Jp=rL
r [¥]

¥
7 FlG. |0

*

La derivada covariante Dy se puede extender para overar sobre cam-
pos tensoriales de tipo arbitrario. De hecho, los axiomas (D2) y (D3)
son exactamente 1o que necesitamos para poder aplicar el teorema 21.4
(pag. 53) acerca de las deriveciones tensorisles,

Sea V un campo vectorial sobre una variedad semi-Riemanniezna I. ILa
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derivada covariante (de Levi-Civita) Dy es la iunica derivecidn tenso-
rial sobre M tal que
Dyf = Vf para fe¥(K),
¥y D,W es la derivada covariante de Levi Civita para todo W¢ He().

Si Ae X L(H) entonces el campo tensorial DyA de tipo (r,s) es F(W)-
lineal enn V& H(M). De hecho, por el corolerio 21.3, para verificar
esta afirmecidn, es suficiente verificar que las derivaciones tensoria
les Devagw ¥ fDy + gDy coinciden sobre F(M) y sobre 3 (M). Pero lo pri
mero se sigue de las definiciones y lo sezundo es precisamente el axio
ma (Dl). Esta observacidén sirve para justificar la siguiente defini-
cién,

La diferencial covarianie de un tensor A del tipo (r,s) sobre M es
el campo tengorial DA del tipo (r,s+l) tal que
(PAY(O', et y8 X e, Xs,V) = (DyAY(O' ,uue )87, Kis000sXs)
para todo V, Xj¢ M (M) y e (m).

En €l caso excepecional r = 5 = 0 la diferencial covarisnte de una
funcién f coincide con su diferencial usual afe HH*(W), ya que

(D£)(V) = D f = VI = af (V) para todo Ve H(M).

La diferencial covariante DA es simplemente una manera conveniente
de recolectar todas las derivadas covariantes del tensor A.

Como en el csso de un campo vectorial , un campo tensorial A se lla-
ma paralelo si su diferencial covariante es cero, es decir, si DyA =0
pare todo V& (M), Por ejemplo, usando la regla del producto (seccidn
21), se sigue gue el axioma (D5) es equivalente @l paralelismo del ten
sor métrico g.

Si Ae¢X S (M), las componentes de DA con respecto a un sistema coorde
nado se denotan por A} Y ;x . Se puede encontrar una férmula para ex-
presar estas componentes en té&rminos de las componentes de A4 y de los
sfmbolos de Christoffel del sistema coordenado. La férmula general es
algo complicada (ver, por ejemplo, [S ¥ S]), pero veremos que Su uso
puede ser evitado. En el caso especial del sistema naturel de coorde-
nadas sobre R5, puesto que los campos vectoriales coordenados y bem—
bién las diferenciales du',...,du" son paraielas,,.se sigue que

I = Cewodyl,

diedgnn diretds

37 TRANSPORTE PARALELO

El caso méds simple de un campo vectorial sobre una aplicacién (ver
la definicidn en la pag. 35) es un campo vectorial Z sobre una curva

%: I—»i, 7 asigna suavemente a cada t¢ I un vector tangente a: M en el
punto &(t). Por ejemplo, la velocidad ®* es un campo vectorial Sobre ™,
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lo mismo que la restriccidn Vy & la curva X de cualquier Vé (M), E1
conjunto () de todos los campos vectoriales suaves sobre la curva &,
es un médulo sobre #(I).

Cuando M es una variedad semi~Riemanniana, existe una manera natural
de definir la razén vectorial de cambio Z’de un campo vectorial 2ZeéWe(of).

Proposicidn 37.1 Sea o:I-——M una curva en una variedad semi-Riemannia-—
na I, Entonces existe una Unica funcidn Z—s>32” = D%/dt de () a Je({x)
llamada la derivada covariante inducidas y que e3 tal gue

(1) (a2, + b2a1)” = az; + bZj (a,beR}, -
(2) (nhz)’ = (én/at)z + hz’ (he T(1)),

{3) (V) '(t) = Du{V) (tex, Ve M)).

Ademés,

(4) (8/at)<z,2 = <{2{,22)7 + <% ,835.

Demostracidn, Unicidad. Supongamos gue existe una conexidén inducida
que satisface sélo las primeras tres propledades. Podemos suponer que N
estd en el dominio de un sdélo sistema coordenado x!,,..,x", Por el te-
orema de la base, si 2¢ (), entonces en (%),

20%) = L 2(t)x‘d; = 2 (2x{)(4)d:.
Denotemos a la funcién componente Zxi 3 TemsR por Z‘. Por las propieda-—
des (L) ¥ (2), tenemos que .
t
22 = 22-dila + 228 elad

Pero, por (3), (dila)’= D {3i); asf que

27 = 285 + 7 ain (200,

Entonces, Z° est4 completamente determinada por la conexién de Levi-
Civita D.

Existencia. Sobre cualquier subintervalo J de I tal que X{J)} estd con-
tenido en una vecindad coordenada, definamos 2° por la férmula anterior.
Entonces una serie de cdlculos muy simples, demuestran que se cumplen
las cuatro propiedades. Debido a la unicidad, estas definiciones loca—
les de 27 constituyen un sélo campo vectorial en (). i

En el caso especial 2 = o la derivada Z° = o0’ se llema la acelerg~
eidn de 1a curva %. A veces se usan notaciones més elaboradas para en—
fatizar que o * depende de 1la geometria, m:r_entras que ®° sélo depende
de la egtructura diferenciable,

Parsa unh campo vectorial Z sobre & la férmule aue encontramos en la
demostracidn de la proposicidn anterior, nos da

2 - 2HEE, Zrialledyity

Si 2° = Q0 , entonces Z se d::ce que es paralelo. Esta férmula demuestra
que la ecuacidn Z7 = 0 es equivalente a un sistema lineal de ecuaciones
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dieferencisles ordinarias., Por el teorema fundamental de existencia y
unicidad para tales sistemas, obtenemos la siguiente proposicidn,.

Proposicidn 37.2 Para una curvay:I-—sl, sea a€é¢ I ¥y z& Tuw(M). Enton-
ces existe un dnico campo vectorial paralelo sobre o tal que Z(a) = z.

Aquf hemos aprovechado el hecho de que las soluciones de un siste-
ma lineal de ecuaciones diferenciales estén definidas sobre todo el
intervalo de definicién de las funciones coeficientes.

Con la misma notacidn que en la proposicidn, si be I entonces la
funeidn

P = Py ()T (M)—rTq (1)

que manda cada z a Z(b) se llama transporte paralelo & lo largo de X
de p =%(a) a g = «(b).

Lema 37.3 La aplicacidn transporte paralelo es una isometrfse lineeal.

Demostracidn., Con la misma notacidn que antes, sean v, we€ Tp(l) los
vectores que, como en la proposicidn, corresponden a los campos vecto-—
riales paraleles Vy W. Como V + W es también paralelo, P(Vv + w)

(V 4+ W)(b) = ¥(b) + W(b) = P{v) + P(w). Similarmente, P(cv) = cP(v).
Asf, P es una aplicacién lineal.

Si P(v) = 0, entonces por la unicidad en la proposicidn 37.2, V sé-
lo puede ser el campo vectorial identicamente cero sobre . De donde
v =V(a) = 0, Asi, P es inyective y, como todos los espacios tangentes
a M tienen le misma dimensidén, P es un isomorfismo lineal.

Pinalmente, para V y W como antes,

—t<v,w> = VW2 + VL, =

De donde se sigue que (V,W) es constante. Por lo banto,

<B(v),B(w)) = {V(Db),w(b)> = {V(a),w(a)) = (v,wd. ##

Por 1o general el tranporte parslelo de p a q c‘tepende de la curva
particular que se tome entre los puntos p y q. Sobhre R los campos
Vectoriales de las coordenadas naturales son paralelos y también lo
serdn sus restricciones a cualquier curva. Por lo tanto, en este caso,
el transporte paralelo a lo largo de cualouier curva es simplemente el
isomorfismo candnico wv; —-»vg_. Este fendmeno se llcma perslelismo dis-
tante,

38 GEODESICAS

Ahora generalizaremos la noc¢idn euclidiana de linea recta. Una geo-
désica en une variedad semi-Riemanniana M es una curva ¥:I—i cuyo
campo de velocidades P es parslelo. Equivalentemente, las geodésicas



108
son 1as curvas de eceleracisn cero: 2°° = O.

Corolario_38.1 Sea x',...,x" un sistema coordenado sobre UC M. Una
curva, ¥ en U es una geodésica de M si y sélo si sus funciones coordena-

das xts¥ satisfecen . ;

dldS::o}tz + Z ri"i‘(v)d‘;;oi‘} d!:tnx‘! =0
€

para 1< k< n.

De hecho, estas expresiones son las componentes de ¥»°° con respec—
to a loo campos vectoriales J) ,...,0n.

Al tratar con curvas, con frecuencia es conveniente usar una nota-
cifn abreviade, escribiendo las funciones coordenadas de ¥ come x‘ en
luger de xfo% . En cuslguier contexto razonable no debe haber confusién
entre estas funciones definidas sobre el dominio I de ¥ y las funcio-—
nes coordenadas sobre UC M, Las ecuaclones de la geoddsica son entonces
azxK i dxb dx’
at> ¥ ?:5 G

El teorema de existencia y unicidad pars las ecuaciones deferencia-—
les ordinariss nos lleva al siguiente resultade local.

=0 (L<k<n),

Lema 38,2 841 ve Tp(M), existe un intervalo I alrededor del 0 ¥y existe
une dnice geodésica ¥ :I—sM tal que ¥7(0) = v.

La fltima ecuacidn implica desde luego gue ¥(0) = p; decimos gque
es una geodésica que comienza en p con velocidad inieisl v,

Lema 38,3 Seand ,p:I—»M un par de geodésices, Si existe un mimero acl
tal que o’(a) = B’(a), entonces =8,

Demoptracidn. Supongdmos que la conclusién es falsa; entonces existe
un t€I tal gue X(to) # B(to), con digamos t,>a. Asf, el conjunto
ftellt >a y (L) #£ P(t)] tiene una méxima cota imferior b, para la
cual b>a, Afirmamos que (k) = B’(b), Esto sucede si a = b, Si b>=a,
. entonces o y B concuerdan sobre el intervalo (a,b). Las expresiones

. coordenadas demuestran aque las funciones t—s»w’(%) y t——p’(t) de (a,b)
on el haz tangente TM son continuas (de hecho, suaves), Asf pues,
cuando t tiende a b por 1a igquierda '

o’(b) = 1dm & “(t) = 1im B *(t) =B “(b).

Puesto que t—»(t+b) y t—>P(t+b) mon tambiédn geodésicas, el lema 38.2
miestra que of = B sobre algdn intervalo aslrededor de b. Pero esto con-
tradice la definicidén de b, #i#

Proposicidn 38.4 Dado cualquier vector tangente ve Tp(M), existe una
unice geodésican ¥, en I tal que
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(1) La velocidad iniciel de ¥y es v; es decir,¥,’(0) = v.
(2) EF1L dominio Iy de ¥, es el méds grande posible. Asf que si X :Je—pll
es una geodésica con velocidad inicial v, entonces JCI y O = ¥} J.

Demostracién. Sea G la coleccién de todas las geodésicas ¥ :I,——M con
velocidad iniciel v. (Por el lema 38.2, este conjunto G es no vacio.)
El lema 38.3 demiestra que ol y p de la coleceidn G coinciden sobre
I«N Iz, Por 1o tanto, lo coleccidén G define consistentemente una séla
curva Zv sobre el intervalo I =U Iy. Es evidente oue ¥y tiene las prg
piedades requeridas,.

Debido a la propledad (2) de la proposicidén enterior, la geodésica
Ty Be dice cue eP maximal o que es geoddsicamente inextensible. La no-
tacién P serd usada con frecuencia.

Imaginemos por un . momento a M como si fuera una superficie en R? Y
supongamos que peM es una partfcule restringida a permanecer sobre M,
Une vez que se ha dado & p una velocidad inicial, su movimiento est#4
completamente determinado y su trayectoria sefd una geodésica sobre M,

Una varieded semi-Riemarnisna ¥ para la cual tode geodésics maximal
est4 definida sobre tods la recta real se llama geodésicemente comple-—
ta o completa. Nétese que si un sélo punto p se remueve de 1a variedad
completa M, entoncee la variedasd M — p ya no es completa, puesto que
las geodéeicas que pasaban por el punto p ahora Se ven obligadas & de—
tenerse.

Ejemplo. Geodésicas de un espacio semi-Fuclidiano. Para las coordena-
das naturales, los sfmbolos de Chrimtoffel san cero, asf{ que las ecus-
ciones de la geodésica 8e reducen a

a’(utod) =0

ata (L< £t<m).

Por 10 cusl, u* (#t)) = p' + tvi para tode t, donde pt y v{ son cons-
tantes arbitraries, En notacidn vectorial tenemos, 2(t) = p + tv. Por
1o tanto, laes geocddsicas de R) son lineas rectas. En particuler, N7
es geodésicamente completo.

Puesto que su campe de velocidades es paralelo, una geodésica 2 tie
ne un comportomiento muy uniforme. Toda curva constante en M es tria:
vialmente une geodlsica, poro si 3°(t) £ O param un s8lo %, entonces ¥’
mince S2e hace cero. Asy pues, una geodfoica no puede dismimmir su velg
cidad y detenerse, :

Una curva o en M se llama espacial si todos sus vectores velocidad.
o’(s) son espaciales; en forma andloga se definen las curvas temvora~
les y nules, Una curva arbitraria no tiene porqué tener unc de estoo
caracteres_csusales; no obstante, una geodésica ¥ sf{ tiene un carfcter
causal definido, ya que su campo de velocidades es parslelo y ol trans
porte paralelo preserva el cardcter csusal de los vectores,
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Lemn 38.5 Sea d:I—sM una geodésica que no es constente. Una repara-
metrizacidndoh:J—sM o5 una geodésica si y 88lo si h:J—el es de la
forma h{t) = at + b, con a,beR,

Demostracifn. Para cuslquler curvae ¥, (Joh)’{t) = (an/at)2’(n{t)). De
donde,

@on)*o(e) = LB 2 (me)) + Lot (uie)).

Como % ee una geodésica,d ’’= 0, ¥ ¥ no constante implica que =’
nmunca es cero, Asf, P oh es una geodésica4d (Feh)’ ‘= 04> d h/dt’= Oa
n(t) = at + v, ##

Este resultado muestra que las parametrizaciones de las geodéeicas
tienen significedo geométrico. Si al reparsmetrizaer une curva ésta se
convierte en una geodésica, decimos que se trata de une pregecdésica.

Si un sietemna de ecuaciones diferencisler ordinariee de segundo or-
den tiene funciones susvee como coeficientes, entonces sus soluciones
son funeiones suaves no s8lo con respecto gl parémetro, sino también
con respecto e los velores inicimsles ¥y con respecto & los velores inji-
cigles de las primeras derivadas, Aplicando este hecho a 1lks ecuscio-
nes diferenciales de las geodésicas, obtenemos el siguiente

Lema 38,6 Ses v un vector tengente a M, es decir, un elemento del huz
tangente TM, Entonces existe una vecindad N de v en TM y un intervalo
I slrsdedor de O, tales gque (w,8)=—asdu(e) €8 una funcién suave dién

definidae 4e NX I——»M, en donde ¥ {s) es la geodésicm con velocided i-
nicial w,

Una ecuacién diferencisl de segundo orden parsa.lae funcién.incégni-
ta y se puede convertir en un par de ecuaciones diferencisles de pri-
mer orden oi tomemos & ¥y’ como una rueva varisble. Por esencialmente
sl miomo procedimiento, las gecdésicas en M pueden representarse como
curvas integreles de algin campo vectorial sodbre el haez tangente TM,

Progosici&n ;8.1 Existe un campo vectoriasl G sobre TM tal que la pro~

yeceidn Tl :TE—+M establece una correspondencis uno a uno entre las
curves integrales de G y las geodésicaes de M,

Demostracifn. Si veETM, sen Gy la velocidad inicial de 1la curve

8—s¥7(8) en TM, Se sigue,usendo el lema anterioy, que G es un campo
Vectoriasl suave sobre TM.

(a) Si ? es una geodésica en M, entonces ¥’ e5 una curva integral de G,

Para demostrar esta afirmacidn, sea %(s) = ¥ ‘(s), paras toda s, Para
un t fijo y arbitrario, sea w = 3°(t) y sea B(8) = ¥j(s). Por el lema

38.3, #(t +s) = ¥,(s). Tomando las velocidades en M, obtenemos & (t+8) =
Ju(8) = B(s). Entonces tomendo velocidedes en TM, obtenemos N’(t+s) =

p’(s). En perticular, o‘{%) = p'(o) = Gy = Gyuyy 1o que prueba (a),
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(b) Si o es una curva integral de G, entonces Tiod es una geodésica en

Si v = % (0) entonces por la afirmacién (a), s-——3/(8) es también
una curva integral de G y, 10 mismo que %, comienza en v. Entonces,
le unicided de las curvas integrales implice que, inicislmente al me-—
nos, Nedl = Moy =3y . Para t arbitrario, sea § la curva integral de
G que comienze en ol{t). Por el leme 13.3 (pag. 36), ot(t+s) = §(s8),
por lo tantoTct(t+s) = T&(s8) = ¥xn(e), 2o cual prueda (b),

Las identidedea Tod’ =3 y (Ted)’ = x demuestran que las aplicacio
nes ol — (lod ¥ d~—»3’ son inversas,

39 LA APLICACION EXPONENCIAL

En cada punto o de unea veriedad semi-Riemanniene M coleccionaremos

a ‘zodae las geodésicas que comienzan en o mediante una sé8la aplice~
cidn,

Si o¢ M, sea E, @1 conjunto de todos los vectores vé Tg(M) tales
que 18 geodésice inextensible ¥, eaté definida al menos sobre [0,17.
La aplicacidn exponencial de ¥ en o es la funcidn

expi E,—»M
tal que exp,(v) = 2,(1) pera todo v¢ E,,

Obviamente, E;, ec el mds grande subconjunto de T,(M) sobre el cusl
eXp, puede ser definida, Si ¥ es complets, entonces E;, = T,(M) psra
40do punto o de M.

Pijemoe ve To(M) ¥ tcR ; entonces la geodésica s—sTu(te) tiene ve
locidad inicial t2J(0) = tv. Por 1o tanto, Tiy(e) = Fu{ts) para todo
8yt tales que alguno de los lados de este ecuacién (y entonces am-
tos) esté bien definido., En particular, si ve Eo entonces

exp, (tv) = Fe(1) = H(t).
" Asi pues, la aplicacién exponencial transforma las rectas gque pasan
por el origen de T,(M) en las geoddsicas de M que pasan por O.

Proposicién 39.1 Para cada punto o¢ M existe una vnice vecindad U de
O en To(M) sobre la cusl la aplicecién exponencial exp, es un difeo~
morfismo sobre una vecindad U de o en M. (Ver fig, 11).

Demecetracidn, Se sigue del lema 38.6 que exp, es une aplicacién suave
bien definida sobre una vecindad de O en T,(M). Afirmamos que su dife
rencial

4 exp,: Ta (T M), (M)

es el isomorfismo candnico v, ~—=v. Por definicidn, v, = £°(0), donde

(%) = %v; como hicimos notar antes, exp,(tv) = F,(t). Asf

4 exp,{vy) = 4 exp (€°(0)) = (exp,0f)“(0) =#/(0) = v.
Le proposicidn se sigue del teoremm de la funcion inversa. ##



)exp Fi6,
]

Un subconjunto S de un espacio vectorial se llema con forme de es-
trella elrededor de O i vc S implica que tveS para todo té¢[0,11.
Entonces, S es una unién de segmentos radimles de recta que parten de
0. Si U y'U son como en 1la proposicién anterior y U tiene forma de eg
trella alrededor de O, entonces U se llama una vecinded normal de o.
Ahora vercmos gue en cierto sentido, U también tiene forma de estre-
1la alrededor de o,

Propos:l.c:l.tSn 39,2 Si U es una vecindad noxmal de o€ M, entonces para
cada punto pe U existe una Unica ggodéaica S :[0,1'\-»!! que va de 0 &
p en U, Aderfas, ¢°(0) = exp;'(p)c< U.

Demostracidn, Por definicidén U es una vecindad@ en forma de estrella
de O en T,(M) tal aue exp,! U es un difeomorfismo sobre U. Para pe U,
sea v = expst (p) ¢ U. Puesto cue U tiene forma de estrella, el rayo
P(t) = tv (0<t<1) estd en U, Asf, el segmento de geodésica ¢=
exp,o? ¢estf en Uy va de o a p, ( Se dice que C es radial,) En ¢l o-
rigen de Ts(M), 4 exp, es el isomorfismo candénico Tg(T, (M))~T,(M).
Pero ¢°(0) = v, , por lo tanto,

G°(0) = 4 exp,(R*(0)) =d exp (v,) = v.

Supongemos que T :[0,1’1—»!] es una geodésica arbitraria en U que va
de © a p. B4 w = T7(0), entoncee las gecddsicas t—rexpo(tw) ¥ tie-
nen la misma velbdcidad inicial y, por lo tanto, son iguales. _

El segmento radial t—s»tw (0<t<1l) no sale en ningdn momento de U,
pues si as{ fuera, habrfa un O< t,<1 tal que t.w& U pero exp,(tow) e
U - T([0,1]). Asf pues, we U. Pero exp,(w) = T(1) = p = exp,(v) ¥y co-
mo exp, es inyectiva, w = v, Por lo tanto, por la unicidad de las geo
désicas, T =6.

Esta demostracién muestra también que una vecindad normal U de o
detormina de manera ¥nica la vecindad U en Tq(M).

Una geoﬂésica guebrads es una curva suave por pedazos cuyos sub-
Begmentos suaves son geodfsicas, Por ejemplo, una geodésica guebrada
en R* em simplemente una curve poligonel o linea quebrada.

Lema 39. 3 Una variedad semi-Riemarmians 1 es conexa si y sélo si

;ualesquiera dos puntos de M pueden ser unidos por una geodésica que-
rada,

Demostracidén, Supongamos que M es conexa y fijemos un p ¢, Sea C el
conjunto de todos 1o0s puntos que pueden Ser conectados con P POT medio
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por maedio de una geodésica gquebrada. Para q €M, sea U una vecindad
normel. Si g ¢ C, entonces es claro que UCC, Pero también si qe M=C,
entonces UCHM - C. Asf, la hipbStesis de conexidad implica que M = C.
La afirmacién inversa es obvia,

Sobre cualquier vecindad normal U de oM existe un tipo especial
de sistema coordenado que es particulsermente simple. SeR €,j5eve9€n
una base ortonormal para T,{(M), de modo que <e;,e;> = S$ijEj . El siste
ma normal de coordemadas X = (X' ,...,X") detoerminado por €,,...,en
agsigne a cada punto p €U 1las componentes vectoriales con respecto &
le base de los e{, del vector correspondiente a p:

exp s'(p) e Tt (M),

En resumen .
T exps'(p) = 2 xi(p)e; (pe ).

Por tanto, si f',...,f" es la base dual & e,,...,e,, entonces x‘o exp, =
£¢ sobre U.

Proposicidn 39.4 Si x',...,x" e8 un sistema normal de coordenadas en
o€e M, entonces para todo i, J,k «
(1) eijlo) = byej s (2) [ij(e) = 0.

Demostracidn. Con la misma notacidn que arribe hemos usado, si vé T, (M)
escribimos v = 7, ate;. Como exp,{tv) = VW(t),

x (W (1)) = £ (tv) = t£é(v) = tal.

Por lo tanto, v =/(0) = J a'dil, . Tomando a' = bif , vemos que ej =
dijlo » de donde sme obtiene (1).

La expresién para x‘o3, demuestra que las ecuaciones diferenciales
para la geodésica ¥, se reducen s

Z ﬁ‘jk(‘t-,_,(t))ai‘ al =0 para toda k.

. En particular, 2 rE‘:‘(o)a‘ a = 0 se cumple para todo & = {&',...,a" )R}
Para k fijo, esto expresa el hecho de que una cierta forma cuadrdtice
=obre R" es identicsmente cero, Por 10 tanto, de la igualdad de polae
rizacidén, se sigue que la correspondiente forma bilineal simétrica es
identicamente cero, es decir, I'}'}(o) = 0, 4

Si recordamos el lema 36.4 (pag. 103), podemos decir que en el pun-
to o (y, por Lo general, sdlo en €1) el tensor métrico y los simbolos
de Christoffel de un sistema normel de coordenadaes son semi-Euclidia-
nos. Puesto que los tensores son objetos de naturaleza puntusl, este
hecho es de sorprendente utilidad en los cfleulos con tensores, Por e—
Jjemplo, supongamos un problema gue involucra a la diferencial covarian
te DA de Ae};(M). En coordenadas arbitrarims las componentes de DA son
muy complicadas, pero si para cada punto o €N usamos un sistema normeal
de coordenedas en o, entonces A‘ix-.-m (0) = (3AH x“‘)A’jK J(o) tal como si
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se tratara de las coordenadas naturales en un espacio semi-Euclidiano.

En 1as cercenfes de o,1las férmulas de la proposicidn 39.4 eélo aon
aproximaedamente verdaderas, pero mientras mds cerca estemos del punto
0 mfs se parece la variedad M a To(NM)=WR). Pero esta aproximacién no
puede ser llevada demasiado lejos. Por ejemplo, en o las primeras de-
rivadas de f‘?j no son cero en general (sin embargo, s{ son cero las
primeras derivadas de &;)).

Ejemplo. Las_splicaciones exponenciales para R} , De acuerdo 2l ejemple
que dimos en la seccidén anterior, la geodésica con velocidad iniciel
vp € Tp(R)) es 1a linea recta t——wp + tv. Asf, la aplicacién exponen-
cisl en p manda vp 8 p + v (que es la punta de la flecha v(,). Se Bi-
gue que expp:Tp (R} )=——+R) es un difeomorfismo, ya que es la composicidén
del isomorfiemo candnico To(IRV)*RY, con la translacién x—»p + x, De
hecho, cuando el espacio con producto escalar TP(IR'.‘;) estd provisto con
su tensor métrico usual, estas dos aplicaciones son isometrfes, por lo
que exp, es una isometrisa,

40 CURVATURA

En la teorfa de superficies en w3 que comenzé a desarrollarse a
fines del siglo XVIII, se definid una nocién de curvatura que da una
descripcidn muy razonable de la forma de una superficie considerada
como un subconjunto de ¥, Pue Gause quien demostrd ¢on su "theorema.
egregium”, que este curvatura Gaussiana es un inveriante isométrico
de 1la propis superfiecie, y que es independiente del hecho de que la
superficie sea un subconjunto de PR3, Este teorema condujo & Riemann =a
la invencién de la geométr{m Riemannians, cuyo tema dominante es la
generalizacidn de la curvetura Geaussiana al caso de las variedades
Riemannianas arbitrarias. No es necesario hacer cembios significativos
para poder extender estas idems a la variedades semi-Riemannianas.

Las derivadas de Lie satisfscen 1la identidad Lixvi = LDy,Lvy], donde
como es ususl el lado derecho equivale a LI,Ly - LyL,. (Es suficiente
verificar esta identidad para funciones y campos vectorimles.) Enton-—
ces i [X,¥Y] =0 (como, por ejemplo, para los campos vectoriales coor-
denados) de la identidad se sigue que Iy y Ly conmutan. En contraste,
estos resultados fallan en genersl para la derivade covariante Dy,

Le magnitud de esta falla es medida por un tensor que juega un papel
centrel en tode la geométrfa diferencial. ’

Lema 40.1 Sea M una veriedad semi-Riemanniana con conexién de Levi-
Civita denotada por D. Le funcidn R:J(K)> —» ¥ (M) dada por

Rx\(z = D[X,\’JZ - r_Dx ,D\(]Z

es un campo tensorial de tipo (1,3) sobre M, 1llemado tensor de curva-
turse Riemanniana de if.
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Demostracidn, Como hicimos notar en ia pégina 44, la funcién R puede
ser interpretada como un elemento de T (M), siempre y cuando R sea
F(M)-mltilinesl. Puesto que laR-multilinealidad es obvia, aélo debe-
mos demostrar que es posible “factorizar hacia afuera a las funciones'.
Por ejemplo, como (X,fY] = (X£f)Y + £IX,Y], tenemos que

Rypy 2 = Drypn12 « DyDyy 2 + Dy Dy2
(Xf)DYZ + i‘D[x.nZ - Dx(!'DYZ) + fDYDxZ
(X£)D, %2 = (X£)D,2 + fRyy2Z = fRyyZ . ##

La operacidn del paréntesis de Lie no es un tensor, tampoco lo es
la deriveda covariante, pero cuando se les combina como en el lema an-
terior, ellas producen el tensor R. Le notacién alternativa R(X,Y)Z
para RyvZ es conveniente cuando X ¥ Y se reemplazan por expresiones
m&s complicedes,

Como demostrsmes en la parte II el tensor R puede ser coneiderado
como una funcién R-multilineal aplicada a vectores individuales, Si x,
YET, (M), el operesdor lineal

Ry, T (M), (M)

que envia cade z & R,, 2 e llama gperador de curvatura. Las siguientes
identidades son las simetr{as de la curvatura.

Proposicidén 40.2 Si x, y, 2, v, wE Tp (M), entonces
(1) Ry = =Ry »

(2) <nyvvw> = -<nywrv>v
(3) Ryz+Ryx+ Ryey=0,
(4) <nyviw> = <Rq.m xoY>-

Las primeras dos identidades demuestran que el tensor de curvatura
contiene varias antisimetrfas., En particular (2) dice que los operado-
res de curvaturs son antiadjuntos. La ecuscidén (3) se llama la primera
identidad de Bianchi, nétese que on ella los vectores aparecen c:tclicg
mente permutados. La simetrfa por parejas deda por la ecuacién (4}, se
rd una consecuencie de las otras trec identidades.

Demostracién. Puesto que 1la derivada covariante Dy y el paréntesis de
Lie son operaciones de naturaleza local, serd suficiente trabajar en
cuglquier vecindad de un punto p. Debido a que laa identidades que que
remos demostrar son identidades tensoriasles, los vectores tangentes

Xy ¥» s+ pueden ser extendidos a ceampos vectoriales X, Y,... sobre
una vecindad de manera conveniente. En este caso escogeremos los cam-~
pos de manera que todos sus paréntesis de Lie sean cero. ( Esto se pue
de lograr escogiendo un sistema de coordenadas en el cusl las componen

tes de los campos sean constantes. ) Entonces, Ryw2Z se reducird a
By (Dx2) - Dy(D,2). !
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(1) Siempre aue el peréntesis de Lie [A,B] = AB - BA tiene sentido,

es antisimétrico en A v B. Asf que (1) ep inmediato de la definicidn
de curvatura.

(2) Por la identidad de polarizacidn (ver secciones 22 y 23), s8blo
tenemos que demostrar que <R,,Vv,v’ = O, Pero, usando (D5) (seccién 36)
Ryy Vo V7 = { DDV, VY = {DyD,V,V?¥
= YOV, V) = {DyV,D V) = XDV, V) + {D,V,DxV)
= 2,V - T,V = 0,
ya gque [X,Yl = O,

(3) Supongamos que F:I(WM)?—> (M) es uria funcién que sélo es R-mul-~

tilinesl, y desinemos por 2F(X,Y,Z) a la suma sobre las permutaciones
cfclicas de X, Y, Z:

P(X,¥,2) + P(Y,Z,X) + ?(2,X,Y).

Una permutacién cfclica de X,
1o tanto,

ZRyy2 = TDyDx2 = ID, D2
= 2D,D;:Y - Ty Dy% = TDy (2,Y] = 0.

(4) Esta dltima verificacién es un ejercicio en combinatoria, Por (3)
tenemos que (ERWX,W) = 0, donde mhora 2 actia sobre cuslesquiera
tres campos vectoriales que ertén asocimdoe con R, Sumemos sobre las
cuatro permuteciones cfclices de Y, V, X, W y despues ecribamos explf-
citemente cada una de las sumsase 7., con lo cuel se obtienen doce térmi-

nos. Usando (1) ¥ (2), ocho de estos términos se cancelan por parejas,
quedando

Y, 2 deja invariante a ZPF(X,Y,Z). Por

2(Ruy V¥, #) + 2{RWK, T > = O,
Por lo tanto, (RyV,¥7 = {RynwX, ¥ #

Las simetr{as del tensor de curvatura R conducen & una menos obvia
simetrf{e para su diferencisl covariante DR, que se conoce como 18 Be-
ganda _identided de Bianchi. Por definiciém, DR es un campo tensorial
de tipo (1,4) que podemos reinterpretar como una funcidén . ' que
asigna a cada cuatro cempos vectoriales, un campo vectorial dado por
(DzR)xvV = (DzR)(X,Y)V. Como siempre, esto tiene sentido tombén pars
vectores tangentes individuales, de modo que cads uno de los términos

de 1la identidad que daremos . en seguida, es un operador lineal sobre
To(M).
p

Proposicidn 40,3 (Segunds identided de Bignchi). Si x, y, z&T.(M),
entonces

(D;RY¥(x,y) + (DyR)}(y,2) + (yR)(z,x) = O,

Demostracidn., Como en la demostracién anterior extendamos los vectores
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X, ¥y 2 & campos vectorimles X, Y, Z sobre una vecindad de p. Esta vez
tomaremos un sistema de coordenadas normal en el punto p, paera el cusl
los cempos vectorisles tengan componentes constantes. Asf, no adlo se
anulen todos los peréntesis de Lie de los campos, sino que en el punto
p ( en donde todos los sfmbolos de Christoffel se smlen) las nueve de
rivades covariantes gue involucran sélo a X, Y, Z se anulan, debido a
miestras suposiciones y & 1la férmule (1) de la proposicién 36.3. Usan-

do 1a regla del producto, vemos que al aplicar (DzR)}{X,Y) & un campo V
se obtiene

Dz(R(X,Y)V) - R(DzX,¥Y)V — R(X,D;Y)V — R{X,Y)D;V.

Fn el punto p los dos t&rminos de enmedio son cero, porlo gue si ahore
de jamos de escribir el campo vectorial superfluo V, obtenemos

(D;R)(X,Y) ‘[DZQR(X,Y)] = [Dz.[Dy .Dx]] en p.

Poro la identided de Jacobi es tan vAlida aquf como para el caso de
los paréntesis de Lie de campos vectorisles. Asf gue sumando la férmu-
la anterior sobre las permutaciones cfeclices de X, Y, Z, obtenemos el
resultado 7(DzR)(X,Y) = O en p. ##

Lema 40.4 Sea X' ,e..,x" un eistema coordenado sobre la vecindad UC M,
entonces :

Ry (83) = ZRJ'K,_B{ , asobre U,
en donde 1las componentes de R estdn dadas por

Rha =270 - &t +2nhny - Zrok.ar.

Demoetracidn. Para los campos vectoriales coordenados, tenemos que
LBK.BJ = 0, por lo cusal,
RBv.bL (3:\) = DBL (DBK aj) - DDK(DBL a.‘) )-
EL primer término en el lado derecho ea
DaAZ T o) = 2 2o 0] et D TN,
Reetiquetendo un par de fndices mudos, ge obtiene

;Zi%'::—lwl + z:nr‘lim M 331.

Entonces, restando la expresién correspondiente con k y 1 intercambia-
dos, se obtiene el resultado. #4#

Por medio de la férmula (2) de la proposicién 36,3, que da una expre
8#idn explfcita para los sfmbolos de Christoffel, podemos obtener la
correspondiente expresidn explicita para las componentes del tensor de
curvatura, en términos de las componentes del tensor métrico. Adn en
cesos simples, estos cdlculos son nuy tediosos y proporcionan un minji.
mo de informacién. La manera més préctica de calculer la curvatura do
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una variedad semi—-Riemanniana M, es usar resultados tedéricos para a-
provechar las caractéristicas distintivas de la variedad M. Verios e-
jemplos de este procedimiento apsrecerdn més adelante,

41 CURVATURA SECCIONAL

El tensor de curvaturae Riemanniano es bastante complicado; en esta
seccidn consideraremos una funcién de valores reales mucho més simple
¥ que sirve para determinar completamente a R.

Un subespacio bidimensionel del espacio tangente Tp(M) se llama un
planc tangente a M en p. Para vectores tengentes v,w definamos

Av,w) = v, vO<w,wd - (v,wd,
En la seccidn 23 vimos que un plano tangente II e8 no degenerado si
y 8élo 8i Q(wv,w) £ O para una y, entonces para todas laz bases v,w de
TI. E1 valor sbsoluto |Q{v,w)| es el cuadrado del area del paralelogre—
mo cuyoas lados son v ¥ w. Q(v,w) es positiva =i g|IT es definida y es
negativa si g|IT es indefinida (para comprobar esta afirmacidn, témese
una base ortonormsl para II,)

Lema 41.1 Se= IY un plano tangente no degenerado a M en p, El mfmero
K(v,w) = <R1_,"V,W>/Q(V.W)
e2 independiente de la eleccidn de la bsse v,w para II, ¥y se llama la

curveturs seccional K(IT) de XX,

Demostracidn. Cualesquiera dos bases para II estédn relacionadas por
las ecuaciones

Vv = ax + by

wa cx ¢+ dy,

donde el determinante de los coeficientes ad - bec es distinto de cero.
Un célculo directo demuestra que

CRywv,w> = (ad - be)2{R., X,¥7,

¥y
Q(v,w) = (ad = be) Qx,¥y). ##

4sf, ‘la curvatura seccionzl K de M es una funcién reasl-valuada sobre
el conjunto de lom planos tangentes no degenerados de M.

Por definicidn, R determina a K; para demostrar que K determina a
R, necesitamoe un resultado técnico acerca de los productos escalares
indefeinidos.

Lema 41.2 Dadoam vectores v,w en un espacio con producto escaolar, exis-
ten vectores v,w, arbitrariamente cercanos a vy a w, respectivamente,
¥ que generan un pleno no degenerado.
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Demostracidn. Podemos suvoner que V,w son lineslmente independientes
Y8 que cualquier par de vectores puede ser aproximado por un par de
vectores linealmente independientes. Obviamente, podemos suponer que
€l plano generado por v y w es degenerado, de ahf que el producto es—
celar deba ser indefinido. Si v es un vector nulo, sea x un vector
tal que {v,x?» £ 0; 8i v es no nulo, tomemos un x # O con un caracter
causal opuesto al de v. En ambos casos se tiene que Q{v,x)<O0.

Basta ahora con demostrar que para todo mimero § £ 0 suficientemen—
te pequefio, los vectores v ¥y w + 56X generan un plano no degenerado,
El desarrollo de Q(v,w + $x) nos da una expresién de la forma

25b + 5%Q(v,x).

Si b £ 0, este expresidén serd distinta de cero, ya que para § pequefio,
el término que contiene a 5% précticamente no cuenta, Si b = 0, la ex-
presidén tampoco es cero, ya que Q(v,x)< O, ##

Proposicién 41.3 Si K = O en pé M, entonces R = O en p.

Demostracién. En forma més explicita el enuncisdo de la proposicidn
se puede hacer como sigue: si K(ITI)} = O para todo planoc no degenerado
en Tp(M), entonces Ry, 2z = O para todo x, ¥, 2¢& Tp(M). Consideraremos
tres casos,

(1) {Ruwv,w” = O para todo v,we Tp(M),

Si v y w generan un plano no degenerado, entonces {RyyVv,w) = O, Pe
ro por el lema anterior, cualquier par de vectores es un lfmite de ta—
les vectores. Puesto que {R,.X,y¥” e3 multilineal, debe ser continua en
To(M)*, de 10 cual se sigue (1).

(2) Ry = O para todo v,we T(M),

Para un x erbitrario tenemos

(Rv,w+x Vr"+x> = {Rywv, W) + <Ruxvtw> + <Ruwvtx> + <R-uxvrx>-
Tres de estoe términos se anulan por el resultado (1). La simetrfa por
parejas asegura que los otros dos términos son iguales, de modo que
{RywV,X)= O para toda x. Esto ltimo prueba el resultado (2).

{(3) Rywx = Ryyv para todo v,w,xé& Tp(M).
Ahora tenemos

Ruexo (V4X) = RywV + RewV + RyyX + RygX.

Nuevamente, tres de estos términos se anmulan por (2), y el resultado
(3) se sigue por 1a antisimetrfa de R en sus subfndices.

Para concluir la demostracidn, observemos que segin la afirmacidn (3),
RywX no.cambia cuando se hace una permutacidn ciclica de los vectores
v,w,Xx. Entonces, la primera ldentidad de Bianchi implica que Rywx = O
para todo v,w,x; por lo tanto R = O en p. ##

Una vareidad semi-Riemanniana M para la cual el tensoxr de curvatura
R es cero en todo punto se llama plana, De acuerdo con la propogicién
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anterior, M es plana #1 y sélo si la funcidn de curvatura seccional X
es identicemente cero. Por ejemplo, todo espacio semi-Euclidiano IR es
plano: para las coordenadas natursles, todos los simbolos de Christo-
ffel son cero, por lo cual R = O, de acuerdo con el lema 40.4.

La demostracién anterior realmente pruebs algo més. Diremos que
una funcidn multilineal F:Te(M)*——Res de tipo_curvatura si F tiene
todas las simetrias que hemos demostrado que posee la funcidn

(vyw, X, 5 )—s <RuwxvY>-

En la demostracién anterior sélo usamos estaz simetrias, por lo cual
tenemos fque para cualquier funcidén de tipo curvatura P, si F(v,w,v,w)
= 0 para tode v,we Tp(M) que generan un plano no degenerado, entonces
P = 0. Se sigue que K determina a R en el siguiente sentido.

Corolario 41.4 Sea F una funcidn tipo curvatura sobre Tp (M) tal que

P(v,w,v,w)
BT = SRS = (W

siempre que v y w generen un plano no degenerado. Entonces,
Rywk,y = P(v,w,x,y)
para todo v,w,x,y¢ Tp(M).

Demostracidén., La funcién diferencia A(v,w,x,y) = F(v,w,x,y) - {RyyX,¥)
también es tipo curvatura. Por hipbtesis, A(v,w,x,y) = O s1 v ¥ w gene
Tan un plano no degenerado. Entonces, por el comentaerio que antecede

a este corolario, = O, ##

Una variedad semi-Riemanniena M tiene gurvaturs constante si su fun
cidn de curvatura seccional es constante.

El corolaric enterior nos conduce a una férmala simple para R cuan-
do K es constante.

Corolario 41.5 Si M tiene curvatura constante K = C, entonces
Ryy2 = C({z,Xpy - <2,¥>X).
Demoastracidn. Un célculo rutinario demuestra que la férmula

P(x,y,v,w) = C(Lvyxydy, W) ~ <V'y><xnw?)

define una funcidn de tipo curvature en cada punto y, ademds, P(x,y,x,¥y)
= CQ(x,y). Asf que si x y y generan un plano no degenerado,
K{x,y) = ¢ = F{x,¥,X,¥) ,
QUx,y
Y €l resultado se sigue del corolario anterior. #HE

En el caso Rieuianniano, esta férmula para la curvatura tiene una in
terpretacidén geométrica simple: si X,y eS una base ortonormal pera un
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plano II, entonces Ryy es cero sobre II*, v sobre IT es la rotacidn

que manda x ay ¢ ¥y a -x, ceguida de la maltiplicacidn por el escalar
C.

42 SUPERFICTES SEMI-RTEMANNIANAS

Sea M una superficie semi-Riemenniena, es decir, une varieded semi-
Riemanniana de dimensidn 2. Para un sistema coordenado u,v sobre M,
. las componentes del tensor métrico se denoten tradicionalmente por

B2 = ‘(au 'au>

=u' yv=ul,

E=gy = <BM13M)’ F=g, = £, = <B;4 ’bv>v @

donde para poder usar 1la notacidn con fndices se hace u
El elemento de linea serd entonces,

ds? = Edu? + 2Pdudv + Gdv2,
¥ Q= Q(320) = B¢ - B
Entonces, por le proposicidn 36,3, vemos gue

1os simbolos de Chris-
toffel estén dados por
\ Eu/2 ¥ . _ |BE Eu/2
= lFM—(E‘U/Z) Gl' el = lr 2, -(Ev/2) |’
\ Evw/2 F E Ev/2
Q% = a2 Gl ’ g = lr Gu/2)*

1
Q'l.?.

[

Fy-(Gu/2) ri or? = lz Py —(Gu/2)

Gv/2 el 22 ¥ Gy/2 *
Las ecuaciones de las geodésicas se obtiene sustituyendo estos sf{mbo-
los de Christoffel en las ecuaciones

w’ s Mu’ +20uv" + v’ =0

e Miu’ w20V o+ Y =0,

Como M e8 bidimensional, Tp(M) es el Unico plano tangente en p. En-
tonces, 1la curvatura seccional K se reduce a una funcién real-valueda
sobre M, llamade la curvature Gaussisang de M, Encontrar férmulas explg

citas para K es complicado en el caso general, asf{ que consideraremos
un caso especial que es may Wtil. )

EBroposicién 42.1 Sean u,Vv un sistema ortogonsl de coordenadas sobre
una superficie semi-Riemanniana, de manere que F = {3, ,dv) = O.

) Dauhu = &BM - %‘ébw

Gu Gy
2E Dy, 2 = - ZEA + Fgdv

Evy Gu
Dy v = Dy du = ﬁb“ + E—G-Bv.

(2) Sea e = IE\" y sean g = 1 G2, £, el signo de Ey £, el signo de
G, Entonces,

c--dlel), - )]
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Demostrecidn, (1) Heciendo F = O en las férmulas anteriores para los
sfmbolos de Chrietoffel, se otiene el resultado.

(2) Por definicién, ¥ = {Ry,d. (3.u),2v?/EG, Para cslcular el denomina-
dor de epta expresién, podemos usar

<D;AD31,3M|-3'0> = g_u<nb'uh“n§v> - D224 yD5, 27
le cual, por (1) se convierte en Guu/2 — (E,)*/4E - {Gu)74G, Hay otro

término andlogo. Entonces la curvatura tiene una férmule que puede ve-
rificerse calculando su lado derecho. ##

43 CAMBIO DE TIPQO Y CONTRACCION METRICA

En lenguaje tensorial, la proposicidn 36.1 (pag. 101) afirma que pa
re una variedad semi-Riemennisne M, existe un jisomorfismo Y¥(M)-lineal
entre T N{M) y ¥I(M). Este isomorfismo se puede extender fécilmente &
espacios tensorisles de tipo aerbitrario en la menera siguinte, Fijemon
enteros L<a<r y 1< b<s. Si AcE5(M), entonces el valor del} AeX (M)
sobre uno-formes arbitrariss y cempos vectorimles arbitrarios es

(Vhl)(g‘ '.."gr-l » Xy ;-..,xa+\) =

= A(Q‘ X ] ..{b’m’i;:\'net:z\\?-'ax‘ peew ,X\,.‘,‘xbu, vesw ,xsn) ’
donde xt e8 la uno—forme metricamente equivelente a Xn. Ap{ pues, en el
l1ado derecho extraemos €l b-—ésimo campo vectorial e insertamos la uno-
forme que le es metricamente equivalente en la a-ésima posicidn entre
las uno-formas,
. Por ejemplo, sem A un cempo tensorial de tipo (2,2). Entonces B =
é2 A e8 el cempo tensorial de tipo (1,3) tal que B(8,X,Y,2) =
A(Y*,8,X,Z) pare todes las uno—formss § y campos vectorisles X,Y,Z.
Para un sistema coordenado, ls uno-forma duasl & di es g:;j dx! . De don-
de se sigue que

Bjuw = B(ax',35,24,31) = ML Emdx™ax 2] 431) = J&nt], -

Ams{ pues, el operador hace uso del tensor métrico pars convertir el
primer superfndice en el segundo subindice.

E! resultado del operador {3 :I‘;(M)—-»I;;:(M) Be conoce en la litera-
tura clésica como bdajar un Indice. Se trata claramente de un operador
¥(M)~lineal y es, de hecho, un isomorfismo T(M)-lineal ya que posee un
operador inverso f‘\: el cual, con una notecidn semejante a la anterior,
extrae 1la a-ésime uno-forma e inserta el campo vectorisl que le es mé-
tricamente eguivalente en la b-ésima posicién entre los campos vectorig

les. Para un sistema ¢oordenado, el campo vectorial metricamente equiva
lente a dxf es I, g0} . Si B es un tensor de tipo (1,3), entonces

Aim) = 3By
en donde el tensor métrico transforma el segundo subindice en el primer
superindice. Asf{, la operacién Iy se conoce clésicemente como subir un
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fndice, Como ejemplo, en un sistema coordenado, tenecmos que
- - ') . ) . . i N ‘J'
Aiag = 2eP AL, = Zefeil = Z s = A

Easte cambio en el tipo de los tensores es tan natural que a8 veces
ocurre en la prictica sin ser notado. Un caso importante es el de un
tensor A de tipo (1l,8) dado como una funcidn F(M)-multilinesl Asd(M)*?
—> H(M)., Es entonces particularmente simple bajar el Unico fndice
contravariante &, digamos, la primera.posicidén covariante:

(“A)(vvx| ""lxs) = <VtA(x|v---'xs )7-

De hecho, el lado izquierdo es por definicidn A(V*,X,,...,Xs), el cual
es, por la interpretacidn que dimos en 1la seccidn 16, VX¥(A(X ,eee,Xs)=
= {VyA(X, yeeeyXs))a

Todos los tensores que se obtienen a partir de uno dadoc mediante las
operaciones de subir y bajar fndices me llaman metricamente equivelen-
tes, Todos ellos contienen la misma informacidén y, por lo tanto, pue-
den ser considerados como diférentes menifestaciones del mismo objeto.

La versidén clésica en términos de sistemas coordenados de 1a geome-—
tria diferencial maltidimensional fue desarrollada mucho antes que su
versién invariante y, para poder armonizar ambas versiones, haey que po
ner atencidén a algunos detalles. Cuando el tensor de curvatura
Re (M)} —» (M) se escribe en 1la forma ordinaria como une funcidén de
tres campos vectoriales, el patrén cldsico de colocacidn de los fndi-
ces que aparece en ¢l lema 40.4 demanda que R(2,X,Y) = RyvZ. Las compo-
nentes del tensor || R estén dades entonces por

Rijkt = (“ R) (3¢ 133 sk L) = (ai iRakBL(Bi)> = zgimRmL .

Esta es la manera usual pera bajar el Indice contravariante de R, es
te convenic se expresa en la notacidn clédsica escribiendo RESKL en lu-
gar de Ry, .

Sobre una variedad suave, la contraccién opers sobre un fndice con-
travariante y sobre un fndice covariante y convierte a un tensor de ti-
po (r,s) en uno de tipo (r-l,s~1). Pero en una variedad semi-Riemannia-
na podemes tomar la contraccidén métrica de dos Indices covariantes, pri
mero elevando cualquiera de los dos y después contrayendo de 1a manersa
usual, Asf, para 1< a<bss y r arbitrario, la contraccién métrica
Cop s X 1(M)—aT T (M) estd dada en coordenadas por

Lise-blp tireric
(cr:d:.‘\)j‘.,..’]s a = 25"4 A:"l,..p.-- "'jS-J. -
- Xy ; L
q-éS\“L\:;‘,fg b-2 s fenaz

Pox ejemplo, =i A es un tensor de tipo {1,3), entonces
(€aa) = JeMagg;. '
Similarmente, en el caso colr.ﬁ;ravariante, para 1< a<b<r y s erbitraria
obtenemos cab Ir(m) .
tte ——):IUSJ(M)

con una férmulae coordenada andloga a la anterior, pero cambiando el pe~
pel de los {ndices covariantes por los fndices contravariantes (enton-
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ces g;; aparece en lugar de g“) Cuando no ses importante especificar
los fndices, todas las contracciones se denctarfn por C.

Lema 43,1 Las derivadaz covariantes Dy y la diferenciel covariante D
conmuten con los coperadores de elevacién y de descenso y con las con-

tracciones,

Demostracidn. Puesto gue la opersacidén ds elevar un Indice es ia inver—
5o de la operacidn de descenso del mismo fndice, es suficiente coneidg
rar esta dltima. Por un argumento simple de permataciones vemos que 96
1o es necesario considerar {7 . La expresién coordenadas para V1A maes-
tra gque este tensor es la contraccidn ordineris C? aplicade & g@®A.
Siendo una derivecidn tensorial, Dy conmta con la contraccién ordina~
ria. Puesto que el tensor métrico es paralelo,

Dy( [iA) = Dy(Ci(g®4)) = Cl(g@Dya) = [T(Dya).

Por lo tento, Dy también conmitaz con la contraccidén métrica.
Cllculos formales semejantes, demuestran los resultadosg correspon-

dientes para la diferencial covariante D.

44 CAMPOS DE REPERENCTALES

Una bese ortonormal para un espacio tengente Tp(M) se llama una re-
ferencial de M en p. Si n = dim M entonces un conjunto de n campos veg
toriales unitarios y mutusmente oxrtogonales se llamg un campo referen-
cisl, ya que asigna una referenciel a cede punto. Por ejemplo, sobre
R" 108 cempos vectoriales de las coordenadas naturales forman un cam—

po referencial.
BEn general, no aiempre existe un csmpo referencial definido sobre

toda la variedad ¥, pero veremos en un momento gue ellos siempre sxise~
ten localmente, Por medio de un desarrollo ortonormal, cuaslquisr campo
vectorial V puede expresarpe en términos de un campo referencial como

sigues
= LEei{V,E{}Bi, donde ¢€;= {E{,E).

De dQonde,
LV, W) = 2.6 KV, BiY<W,BiD.

En el origen o de un sistema normal de coordensdas los vectores co-

ordenados son ortonormales. Se sigue que mientras sdlo esten involucra
das operaciones puntueles, les férmilas para los cempos referenciales

serdn consecuencis de las correspondientes férmulas con coordenadss.
Por ejemplo, consideremos la contraccidn métrica Oy, de AeFi(M).

Con respecto a un campo referencial, AR b
(Cu\,A)(X| seev9Ks-dd = LEm ALX, serssBmsererBmresarXgonle
LULAR A

Para demostrar este ecuscidn tensorisl baste trabajar en un sélo punto
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o, €1 origen de un sistema normal de coordenadas tal que dile = EBilo.
Debido & le multilinealidad, basta con que los campos X/ sean los A .
Pero entonces la férmula se sigue de la_expresidn coordenada para Cab,
ya que en el punto o, tanto g;; como g°/ se convierten en /&) .

Similarmente , pars un campo tensoriel del tipo {(1,s) dado por
RrJE(M)® - HE(M), tenemos e b

(CLA)(XI ressgKga) = ZHEM(E‘“'A(X' seceyBypecerXs )>0

Estos comentarios son vAlidos sdlo pera el #Algebra tensoriel, ya )
que en el anflisis tensorisl la ventaja de <B;,Bi)=-5bi€f sobre <3 R
= g;j queda amilada por 1la desventaja de que, a diferencia de 13.,,2jl,
los paréntesia de Lie [ EB{,Ejlno tienen por qué ser cero.

Un campo referencigl sobre una curva o:I-—»M es un conjunto de cam-
pos vectoriales unitarios E,,...,E, sobre . que son mutusmente ortogo-
nales. También podemos escoger a los campos E; € Jk(¢) de tal manera
que sean paralelos.

corolario 44.1 Sid:I—»M €8 UNa CUTVE Y €,5...3€n €S una referencial
en ol(0), entonces existe un uUnieo campo referencisl paralelo a lo largo
de x tal que E;{0) = e; para 1< i< n.

Demostracidn. Sabemos gue existe para cada i un campo vectorisl para-
lelo & lo largo de & tel que E;(0) = e!. Puesto que el transporte pa-
ralelo a cuslquier $t£€ I es una isometris lineal, E,,...,En €8 efectiva-
mente un campo referencisl paralelo. ##

Se sigue que sobre M existen localmente los campos referenciales,
En efecto, dada cualquier referencisl ©,,...,en en un espacio tangente
Tp(M), tomemos una vecinded coordenads normsl U de o y extendamos 1la
referencial dada a un campo referencial E;,...;En Sobre U por transpor-
te paralelo a lo largo de las geoddsicas radisles. La teorfe de ecuacig
nes diferenciales garantiza que los campo vectoriales E! son suaves.

La triple ventaja de ortonormalidad, paralelismo y definicidn glo-
bal hacen que el uso de csmpos referencimles paralelos sobre una cur-—
va sea superior sl uso de coordensdas,

45 ALGUNOS OPERADORES DIFERENCTALES

Sobre una variedad semi-Riemanniana M se puedeh dar las generaliza-
ciones natureles de los conocidos operadores del cdlculo vectorial de
i, tales como la divergencia, el gradiente y el laplaciano.

El gradiente grad f de una funcidn fe¥(M) es el campo vectorial me-~
tricemente equivalente a le diferencial dfe¢ W ¥(M), asf,

{graa £,X) = af(X) = X£ para todo Xé& H(M).
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En términos de un sistema coordenado, df = 2(3f/ax"')dx': , por lo

que
gred £ = Zg” of ==x0j.

IEn particular, para las coordenadas naturales de un espacio semi-Rie-
menniano, tenemos greé £ = 2, £{ (3f/au‘)d;, le cual se reduce a la £6r-
mula usual en R},

Para un tensor A, la contraccidn del nuevo fndice covariante que a-
parece en su diferencial covariante DA con uno de sus Ifndices origina-
les se 1llama una divergencia div A de A. Consideraremos dos casos es-
peciales, para los cuales la divergencia es Unica.

(1) Si V es un campo vectorial, entonces daiv V = C(DV)e F(M). As{, pa-
re un campo referencial, tenemos
div Vv = Z ei<DgV,EBiD,
t
Y para un sistema coordenado,

. vt g
aiv v = 7 v —Zgbxi + 2‘, v Z
Por lo tento, para las coordenadas natura.les de Ry} aiv v =2 v out
la cusl sobre R® es la férmula usual de la divergencia.

(2) Si A es un tensor smétrico de tipo (0,2), entonces div A = C,3 (DA)
= C23(DA)e H*(M),

Pars un campo referencial,(div A)(X)
que para coordénadas, tenemos

(aiv &% = Z g A = 2a%s -

2 € (Dg; A)EL(X), mientTas

El hessiano de una funcidn fe T(M) es su segunda diferencial cove—
riante Hf = D(Df).

Lema 45.1 Fl heasiano Hf de f es un campo tensorial simétrico de tipo
{0,2) tal que

HY(X,Y) = XY£ - (DyY)f = (Dglerad £),¥).

Demostracidn. Puesto que Df = 4f,
HF(X,¥) = D(af)(X,Y) = Dy(ar)(x)

¥(af(Xx)) - af(nyx)
YXE — (DyX)f,

Como XY - YX = [X,Y] = DyY - DyX, podemos cambiar X por ¥ en Le férmu-
la anterior, moatrando con esto que Hf es simétrico. Finalmente,

{Dx(erad £),YY = X{grad £,Y) - (grad £,Dy¥) = H (X, ¥). £

El lavlacieno Af de una funcidén £¢ T (M) es la divergencia de su gre-
diente: AT = div(grad )¢ T(M).
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Lemg 45.2 EL leplaciano de £ es la contraccidn métrica de su hessiano.

Demoetracidn., Como 1le diferencial covariante conmata con el operador
que elevae fndices, tenemos que

Af = aiv(grad £) = cb(gred £) = ¢p(t!af) = ot paf = (cfHHf = c.#;ﬁp).,

Para un sistema coordenado, las componentes del hessiano se pueden
obtener del lema 45.1. Asf, el laplacianc de f tiene la asiguiente ex~
presién coordenada

i} 1 i Blf K Bf

b2 - Zelny - Zs sty - Ini s
Para las coordenades naturales de R}, 1as componentes de Hf son sime
plemente las segundas derivadas parciales R f/autzul, y AL = T e DfAm?

1a cual se reduce a la férmula usual para R?.

46 CURVATURA DE RICCI Y CURVATURA ESCALAR

Veremos en esta seccidn gue 1la contraccidén del tensor de curvatura
de Riemann nos lleva & obtener nuevos y méde simples invariantes de cur-

va'huja.
Sea R el tensor de curvatura Riemormiana de M. El tensor de curvatura

de Ricei Ric de la variedad M es la contraccidn Ci(R)eX 5 (M), cuyas
componentes con respecto & un sistema coordenado son Ri} = ;_{m-

Debido a las simetrxrfas de R, las Unicas contracciones de R que son
diferentes de caro son FRic.

Lema 46.1 Fi tensor de curvatura de Ricecl Ric es simétrico, y estd de-~
do en un campo referencial por

Ric(X,Y) = Z&m{Ryg, Y,Ewl,
en donde, como siempre, Ewm = {BmyBmr.
Depogiracidn. Como hicimon notar antes, la notecién cldsica de los In~
dices, nos obliga a escribir R(X,Y,Em) = Ryp X. Asi,
RiC(X,¥) = (CIRI(X,¥) = 2 ew {Bums RIX, Y, Bn)? = ZnlByp XsEmd

Entonces, la simetrfa por parejas de R nos da 1la fdrmila requerida y
miegtra que Ric es simdtrico.

S5i el tensor de Ricci es identicamente coeroc, se dice que M es plan
sesin Ricei. Una variedad plena es plana segdn Ricci, pero veremos des
pués yue la afirmacidn inversa no es clexrbte en general,
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Puesto aque la curvatura seccional determina al tensor de curvatura
R, tombién debe determinar a Ric., Deblido a la simetrfa de Riec, pode~
mos usar la identidad de polarizacidn para reconstruir los valores de
Ric en cada punto p, a8 pertir de sus valores Ric(u,u) sobre los vecto-
res unitarios en p. Pero 8i e€,,...,en €3 una referencial en p tal que
u = e , entonces, por el leme anterior,

Ric(u,u) = Zem{Bye (0),emy = <u,u) ZR(u,em).

Asf pues, R(u,u) es, excepto por el migno {u,u’ = %1, la suma de las
curvaturas seccionales de cualesquiera n-1 planos no degenerados orto-
gonales que pasan por el vector u.

La curvatura escalar S de M es 1a contraccidn C(Ric)e ¥ (M) de su ten
sor de Ricci.

En cooxrdenadas, tenemos - i
s =2 Ry = 267 Ry .
Le contraccién con respecto a un campo referencial da
s =i*2jK(Ez,E,') = 25,;1(2,-,1:;).

La siguiente consecuencia de 1la segunda identidad de Bianchi es de
gran importencia en la forrmlacidn matemdtica de 1la teoria general de
1la relatividad.

Corolario. 46.2 43 = 2div Ric.

Demoptracidn., Si § denota la suma sobre las permutaciones ciclicas
de X,Y,3, 1a segunda identidad de Bianchi es G6(DyR)yy = O. Para obte-
ner su correspondiente expresién coordenada, apliquémosla a

R 1 .
Dy R)p0 (01D = ZRjie i
para obtener

: . { .
ijl_;r + R}'Lrik + Rjrg;t = O. )

Cambiando las posiciones de r y k en el tercer término, hay un cam-
bio de signo, y tomando la contraccién con respecto a i y a r, obtene-
nos

[ T L
: ;Rju;r + Z’RJ'U";K - Zr:Rjgr,.(_ = 0,,

la cual se escribe como

Iy .
ERJ-KL;F + Rj;k — Rjge = 0.
Ahora tomando la contraccidn métrica con respecto a j y a k:
r g™ Rixr + Z&" Rj - Spu o= 0.
14 K

En el primer término, podemos eseribir R« ccmo Zg"“R...jK,, ¥ usar las
Simetr{fac de R para expresar este t&rmino <como 2, RY.w. Por tanto,
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22 Rm = S;La
El lado izgquierdo de esta ecumcidn es la expresién coordenada parsa
2aiv(Ric); el 1edo derecho es 1la expresién coordenada de DS = dS. ##

Una varieded semi-Riemanniana M se llama variedsd de Einstein sl es
tal que Ric = cg, para una clerta constante c.

Proposicién 46.3 Si M es conexa, n = dim M> 3 y Ric = fg, con fe/ (M),
entonces M es una varieded de Einstein.,

Demostracidn., Tomando la contraccién de la ecuacién Ric = fg, obtene-
mos

S = ¢(Ric) = c(fg) = fc{g) = nf,
de donde, dS = ndf. Por otra parte,
div(Rie) = div(fg) = Cia (D(fg)) = Ciz ((a£)®D &),

ye que D(fg) = (df)®g + £9Dg, pero Dg = O, pues g es paralelo.
Asi pues, (aS){ = nof/oxl 3y div(Ric); = ?f/»x{. Por lo tanto, del coro
lario 46,2 obtenemos

Bf
(n - 2)-5;-;- =0 y como n>»3, BBf = 0 sobre cuslquier sis-
Py
tema coordenada de M. Como M es conexa, las relaciones anteriores impli-
cen que £ es constante sobre M. ##

Proposicidn 46.4 Si ¥ es una variedad de Einstein de dimensién 3, enton
ces M tiene curvaturs secclionsl constante.

Demoptracifn. Sea e,,e,;,e; una base ortonormal para Tp(M). Sabemos que
ver pag. anterior)

Ric(ei,ei ) = ¢, K(e] s€z) +E,IK(e. 983),

Ric(er,02) = £, K{e;,6,) +e:K(e;,03),

Ric(ea,e3) = e3K(ez,e,) +esK(ey,e5),

en donde £ = {ej,ei> y K(e{,ej) = K(e;,e6.) es la curvatura seccional
para el planc no degenerado generado por ei ¥y ej. aAsf pues,

Ric(e, ,e) + Rie(e;,0;) - Ric(e;,e;) =2K(e,,e,) =2K(p),
Pero como Ric = cg, tenemos que ’

2K(p) = clese> + clerser)y - clegse) = ol +£€, —€a )y
1o cua)l demuestra la constsncia de K. ##

Lema 46.5 (Schur) Si M es una variedad semi-Riemanniana conexa con
Gim M >3, ¥ para cada péM K es constante sobre los planos no deveﬁera—
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dos de T,(M), entonces K es constante.

Demostracidn. Sea €| ,...y0, una referencial en p tal que e, = u, enton-
ces (ver pag. 128), :
; Rie{u,u) = {u,u)?.!((u,e[).

Pero como K no depende del plano no degenerado que se tome en Tp{M),
Ric{u,u) = nK{p){u,uy.

Entonces, M es tal que Ric = f£g, con fe ¥(M) dada por f(p) = nK(p). Se
obtiene el resultado aplicando la proposicidn 46,3, ##

47 ISOMETRIAS LOCALES

Los conceptos de la geometria semi-Riemanniana que hemos definido
hasta ahora son invariantes isométricos: ecada uno es, en un sentido a-
propiado, preservado por isometrfas., Esto es fécil de comprender, ya
que hemos usado en su construccién las herramientas de la teorfa de va
riedades diferenciables y el tensor métrico, y tanto la estructura di-
ferenciable como el tensor métrico son preservados por las isometrias,
Por ejemplco, la conexidn de Levi-Civita es preservada en el siguiente
sentido,

Proposicién 47.1 Si ¢ :M—sN es una isometrfa, entonces d¢(DxY) =
Dgpx{ddY) para todo X,Ye Hk(M).

Demostracidn. Recordemos que el valor del campo vectorial transferido
4d(X) en el punto ¢ (p) es AP(Xp).

Como ¢ es un difeomorfismo, para cualquier p &M existen sistemas co-
ordenados £ en p y /] en $(p) que son preservados por P, es decir,
y'(dq) = xi(q) para q en una vecindad de p. Se sigue inmediatamente que
los campos vectorialea coordenadas y las derivadas parciales son presexr
vados por ¢ . Entonces,. las componentes de X y de Y = a¢(X) son preserva
das ya que

TH6a) = Y4 (¥8) = (adXg)y' = Xg(y'ed) = Xq(xi) = X (a).

Como ¢ es tembién una isometrfa, las componentes del tensor métrico
son preservadag: gf‘f‘l- ($q) = gﬁ} (q)e Por lo tanto, las férmulas que dan

los sfmbolos de Christoffel en t&rminos de las derivadas parcisles de
las componentes del tensor métrico, muestran que la conexidén de Levi-~

Civita es preservada, ##

El cardcter local de esta demostracidn sugiere que pueden existir
resultados anélogos de invariancia para aplicaciones de tipo més general
que las isometrfas.

Una aplicacién suave ¢ :M——s»N entre variedades semi-Riemannianss se
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1lama una isometrfa local oi cada aplicacidn diferencial dA¢:Tp(M)—>
T¢p (N) es une isometria lineal.

En vieta del teorems de la funcidén inversa, podemos reformular la
definicidén anterior en la siguiente forma: Cada punto pe M tiene una
veecindad U tal que ¢ U es una isometrfia de U sobre una vecindaed de P (p)
en N, Esta formulacidén, equivalente a la anterior, es 1la que justifica
el nombre de isometrfia local.

Ejemplo. Sea S!' el circulo unitario en R'. La aplicacién exponencisal
exps: R —»S' enrrolla a 1la linea recta alrededor del cfrculo mediante
t—a(cos t,sen t). Considerando a S' como una subvariedad Riemamniana
de Rl, vemos que exp es una isometrfa local. (Basta verificar que como
curva en R?, exp tiene velocidad unitaria.)

De acuerdo con el criterio anterior para las isometrias, vemos gue
todo objeto de carficter local (o puntual) que es preservado por isome-
trfas, serd preservado sutométicamente por las isometrfas locales. Si
$M—pN o2 una isometria local, estos son algunos ejemplos:

(1) La derivada covariante inducida. Si Y es un campo vectorial sobre
una curva o en M, entonces {ddY)’ = 4d(Y¥Y’), donde (a¢Y)(s) = df(¥(s))
para tode =, (La demostracidén es una ligera variante de 1la de la propo-
sicion 47.1.)

(2) Transporte paralelo., Sea P 1la aplicacidn transporte paraleio de
x(a) a x{(b) a 1o 1argo de la curva % en M. Sea P la aplicacidn trens—
porte paralelo .deda(a) a ¢x(b) a lo large de §°X en N. Entonces,
d$y4 0P = Podpuq . Por 1o tanto, se sigue que:

(3) Geodéasican. Si ¥ es una geoddsica en M, entonces 9o es una
geodémica en N. Asf, $o¥, =Wi¢y| I, y8 que en embos miembros tenemos
geodésicas con la misma velocidad iniciel. De aquf se sigue ques

(4) Aplicaciones exponencisles. ¢ o expp = expg¢p0dd,, Simpre que al-
gano de los dos lados de esta eciacidn esté definido.

{(5) fensores de curvatura Riemanniana. dP(R(x,y)z) = R(ddx,d¢y)(adz).
Esto s¢ sigue inmediatamente de la definicidén, ya que una isometrfa lo-
cal preserva tanto los paréntosis de Lie como las conexidnes de Levi-Ci
vita. De aqui tenemos que:

(6) Curvatura seccionzl. Kn(ad4II) = K, (II) para todos los planos II
no degenexrados sohre M, Curvaiuras de Ricei: ¢*(Ricy) = Ricy. Curvatura
egscaler: Syod = Sy. El dltimo resultado usa el hecho de que la opera-~
cién de contraccién m&trica es de naturaleza puntual ¥y es, por lo tanto,
preservada por isometrias locales.

Una isometria local estd determinada de manera Unica por su aplica-—
cién diferencial en un s8lo punto.

Iroposicién 47.2 Sean ;¥ :M~—wN isometries locales en donde M es una
variedad semi-Riemanniana conexa. Si existe un punto pe M tal que d¢p =
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= d¥p, entonces ¢ =¥,

Demostracidn., Sea A = {gé M ddq = avg]. Por contiruidad, 4 es un con-
junto cerrade en M. Como por hipétesis A ee no vacfo, basta con demos-
trar que A es abierto. Afirmemos que si q € A, entonces cualquier vecin
dad normal U de q esté contenida en A, Si re¢ U, existe un vector veTq(M)
tal que ¥, (L) = expy(v) = r. Por lo tanto,

P (r) = $($(1)) = Yupol2) = duvo (1) = YOA(L)) = ¥(r).
Asf, § = Y sobre U; por lo tanto, d$. = 4. para todo r¢ U. ##

Una aplicacidén suave Y sMewsrN entre variedades semi-Riemannianas se
llema conforme si Y¥(g,) = hg, perae algunas funcién heF(M) tal que
h>0 o h< O, El siguiente caso especial es muy Util.

Un difeomorfismo Y :M——»N entre variedades semi~Riemarnianas tal que
VY*gy) = cgy pars alguna constante ¢ £ O, se llama una homotecin de coe~
ficiente ¢. -_—

asf, {a¥(v),a¥(w)> = c{v,w> para todo v,wé& T{(M), peM: todos los
productos escalares son "alargados" por la misma constante c. Si ¢ >0
[c< 0], entonces ¥ se llama una homotecia positiva [negatival de fac-
tor escalar (el, Por ejemplo, em X" 1la multiplicacidn de los vectores
por el escaler b/e es una homotecia positiva entre S"(a) y S"(b) con
factor escalar b/a,

Vemos que una isometrfa es simplemente una homotecia con ¢ = l. Si
¢ = -1, diremos que ¥ es una enti-isometria.

Lema 47.3 Las homotecias preservan la conexidén de Levi-Civita.

Demostracidén. Si Y :M—sN e2 una homotecia con coeficiente c, designemos
por N° s 1la variedasd suave N provista con el nuevo tencor métrico cgy.
Entonces, Y :M-~»N" es una isometrfa y, por lo tanto, preserva a la co-
nexidén de Levi~Civita. Asf, 88lo falta demostrar que cgy ¥ &y determi-—
nen la misma conexidén de Levi-Civita. Pero esto Yltimo se sigue inme-
diatamente de 1a férmula de Koszul, ya que el tensor métrico aparece
exactamente una vez en cada uno de sus términos y, por lo tanto, se
cancela el coeficiente c. ##

(1) Puesto que una homotecin preserva la conexiédn 'de Lev§-Civita D, de-
be también preservar todas 1as nociones que se deriven sélo de D, como
es8 el caso de la conexidn inducida sobre ung curva, el transporte para-
lelo, las geodédsicas, la curvatura Riemanniana R, y 1a curvatura de Ric
ci., (Lo Ultimo se debe a que Ric se obtiene de R mediaente una contrac~ .
cién no métrica.)

(2) En contraste, las curvaturas seccional y escelaxr no son invariantes

bajo homotecias. De hecho, si VW :Me——eN tiene coeficiente ¢, es fécil ve-
rificar que
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o~

Ky (1) = ]—;KH(II) ¥ S5y0% = < 5.
(3) Es claro que un coeficiente de homotecia c >0 preserva el cardcter
caussl de 108 vectores tangentes (y de las curvas), Sin embargo, si

¢ <0, entonces el caricter causal es yevertido: v temporal =sd¥v espa-
cial; v espacial =~ d¥v temporal, y v nulo = &}v nulo.

La operacién de transformar la variedad semi-~Riemenniana ¥ con ten-—
sor métrico g, en la misma variedad suave con el mievo tensor métrico
-8, Se llama revertir la métrica de M. E1 efecto gue esta operacidn
tiene sobre la geometrfa de la variedad M debe gquedar claro de 1os co—
mentarios anteriores. Debido a ésto, podemos preferir considerar varie-
dades Riemennianas en lugar de variedades con métrica definida negeti~
va. Andlogemente, el caso de Ifndice V = n-12> 1 puede ser considerado
como si fuera el caso de la geometria Lorentziana v = 1.

48 VARIEDADES CON CONEXION

Bisica en toda la matemdtica es la nociédn, que en estas notas hemos
usado informalmente, de conjunto con estructura. Para ceda tipo de es-
tructura matemética, hay una nocién correspondiente de equivalencia (o
isomorfismo), que es una biyeccidén que, en un sentido adecuado, preser-
¥3 la estructura. Cada tipo de estructura define una rame de la matemd-
tica como el estudio de aguellos conceptos gue Eon preservados por la
correspondiente nocidn de eguivalencia. Por ejemplo, unm grupo es un
conjunto con la estructura operscidn del grupo. Lia nocidn de equivalen
cia es ia nocidn usuel de isomorfismo de grupos y la rama de 1la matem#
tica que estudia aguellos conceptos gue son invariantes bajo los iso-
morfismos es la teoria de grupos. :

En el caso de la geometria semi-Riemanniena, tenemos toda una jerar
guia de estructuras:

Rama de la Conjunto con .
matemdtica estructura Estructura Equivalencia

Teorfa de con- Con junto (Ninguna) Biyeccidn

Juntos

Topologia Espacio topo- Topologia - Homeomorfismo

ldégico

Teorfa de Variedad Dife- Estructura Di-

variedades renciable ferenciable, Difeomorfismo
Topologfa

Geometria Variedad semi- Topologfa,

semi—-Riemanniana Riemenniana Atlas, Isometria

Tensor métrico
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En esta seccién consideraremos brevemente variedades con una estruc
‘tura que puede considerarse intermedia entre la estructura diferencia-
ble determinada por un stlas y la estructura semi-Riemanniana determi-
nada por el tensor métrico. Estas merén las variedades con conexidn.

Si bien en la teoria de 1la relatividad 1los objetos de interés son
las variedades semi-Riemennianmss‘y, m#s concretamente, las variedades
de Lorentz con indice v = 1 y dimensidén 4, hay varias teorfas fisicas
que pretenden generalizar a la relatividad, y en las cuales es impor-
tante el estudio de las variedades con conexién. Un ejemplo famoso es
la "teorfa del campo no simétrico”, presentada por Einstein (en 1954)
como un intento de unificar la gravitacidn y el electromagnetismo en
una sola teorfa. (Ver {E], en la bibliografia.)

Actualmente, son de interés para los ffsicos, variedades con otras
estructuras diferentes de la semi-Riemannina, tales como las variedades
con estructura conforme (determinada por las geodésicas nulas), las va-
riedades con estructura proyectiva (determinada por las geodésicas tem-
porales), o los espacios de Weyl y de PFinsler, etc. (Ver, por ejemplo,
[E, P ysl.)

Ya vimos en la seccidén 36 la manera en que la métrice g de una varie
dad semi-Riememniana determina una conexién especial, la conexién de
Levi~Civita, sobre la variedad. En esta seccidn estudiaremos variedades
diferenciables provistas con una conexién general que no depende de la
existencia de un tensor métrico.

Sea M una variedad n-dimensional suave. Una conexién (conexidn affn
o derivacidn covariante) en M, es una. funcidn D:RE(MIX W (M)— He(M)
que a cada par de campos vectoriales X,Ys (M) les asigne un campo
vectorial DyYe H(M), y que satisface las siguientes propiedades:

(1) Dx(Y + 2) = DyY¥ + Dyz
(2) D(x + v){(2) = DxZ + Dyz
(3) Dgx¥ = £D,Y

(4) Dx(£Y) = (X£)Y + fDyY,

en donde X, Y, 2¢ (M) y fe ¥F(M).

Una yvariedad con conexién es una pareja ordenada (M,D), en donde M
es una variedad diferenciable y D es una conexidén sobre M. Esta distin-
cidn es necesaria, pues sobre la misma variedad se pueden dar dos cone-—
xiones distintas, obtenidndose asf dos objetos diferentes.

Las propiedades anteriores implican gue DxY es un tensor con respec-
to a X, pero DxY no es un tensor con respecto a Y. Debido a ésto, el
vector (DxY)y, en cada punto me M, depende ¥nicemente de X y de los
valores de Y sobre una curva e¢n M cuya velocidad en m sea Xme

Sea E,,...En un cempo referencial definido en une vecindad de me M,

Entonces, en dicha vecindad podemos escribir o= 22" (@)EBilm e Y =2% Ei,
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Usando laes propiedades de D, 'benemPs
(DxY)m = (DAL E )y = 2 {0m¥ )Ejl, + v (m) Zal(m) (P B

Asf pues, a'(m), bi(m) y Xyb' determinan a DxY completamente si los
campos Dg; Ejison conocidos. Sobre el dominio del campo referencial Ei,
eeeyEy pPodemos escribir

. 3
Dg B = 2,Gij Ex.
Las funciones G‘f; ¢%¥(M) se llaman componentes de la conexidén D con res—

pecto al cempo referencial E;. En el caso de la conexidén de Levi-Civi
ta, las componentes son los sfmbolos de Cristoffel.

Sea & una curva en M cuyo campo de velocidades es T. Un campo vecto-
rial Ye 3#(G) sobre 6 es peralelo_a lo largo de § si DpY = O sobred.
La curva 6 se llama geodésica si DgT = O sobre &, Aef pues, se puede
decir gque una curva es geodésica si su sceleracidn es cero, es decir,
8l su campo de velocidades permanece paralelo & lo largo de la curva.
51 tomamos un sistemsa coordenado en une vecinded de la veriedad con co
nexién M, las ecuaciones DpY = O y DT = O tienen expresiones coordena
das enteramente andloges a las que se obtuvieron en el caso de la cone
xién de Levi-Civita, con la uUnica diferencia de que ahora aparecen las
componentes Gf; de la conexién D en lugar de los sfmbolos de Christo-
ffel., Nuevamente, mediante la teorfa de existencia y unicided de las

ecuaciones diferenciales ordinarias, se pueden obtener los siguientes
resultados,

Proposicién 48,1 Sea §:la,bl—-M una curva con ceampo de velocidades
T. Para cada vector ve Tg(M), existe un Unico campo Y(t)e W(5) tal
aue Y(a) = v, ¥y Y(t) es parslelo a lo largo de &. La aplicacién

PE s Ta( M) —Tey{M) definida por PP(v) = Y(t) es un isomorfismo lineal
que se llama transporte parsalelo a lo largo de O desde 6(a) hasta o(b).

Proposicién 48.2 Sean méM y v e Tp(M). BEntonces, para cada b¢R exis—
te un exro real r>0 y existe une Unice geodésica ¥ definida en

[oer,b+r]l, tal que T(b) = m y (b)) = v.

La teorfa de existencia y unicidaed de las ecuaciones diferencisles
ordinerias nos da realmente mucho més gue la conclusién de 1la proposi-
cién anterior, En particular, si P(t:m,b,v) es la geod€sica cuya exis-
tencia y unicidad afirma la proposicidn enterior, entonces la aplica-
cidn ¥ es suave con respecto a todos los parémetros t, m, b y V.

El tensor de torsidn de una conexién D sobre M,

funcidn Tor:He(M)¥X Me{)—r (M) definida por
Tor(X,Y) = DxY¥ — DyX - [X,Y].

estd dado por una

Nétese que aunque Dyy y {X,Yl no son tensores, la combinacidn de ellos
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en Tor sf es un tensor, ya que puede comprobarse fécilmente gque Tor
es Y(M)-bilinesl y que Tor(X,Y) = ~Tor(Y,X). Si se estudia mds de una
conexidén, se escribirf Torp para el tensor de torsidn correspondiente
a la conexién D, Por cierto,Tor es un campo tensorial sobre M del tipo
(1,2). sS4 Torp = 0 identicamente sobre M, diremos que D es simétrica o
libre de torsidn, Por ia propiedaad (DP4) de 1s conexién de Levi-Civita,
vemos que éBta es una conexidn libre de torsidn.

Tal como en el caso de 1la conexidn de Levi-Civita, podemos hacer
1la sigulente definicidn. El tensor de curvatura de la variedad con
conexidén (M,D) estd dado por la funcidn R:Re{(M)>—» Jk(M) definida por

RxyZ = R(X,Y)z = D[x'ﬂz - [Dx » Dylz.
Con la misma técnicm que usemos en el lema 40.1, se demuestra que R es

una funcién I (M)=trilineal y gque define, por lo tanto, un campo tenso-
rial de tipo (1, 3) =sobre M.

La nocidén de aplicacidn gue conserva las conexiones se sigue de mo-
do natural. Sean (M,D) y- (M“,D") variedades con comexidén. Una aplica-
cién suave ¢ :M—»M’ conserve las conexiones si d¢(DxY) = D5¢,x(d¢Y) pa~
ra todo vector X ¥y para todo cempo vectorial Y. Obhsérvese que el miem-
bro derecho de esta ecuacidn estd bien definido puesto que ddY es un
campo vectoriml biem definido sobre una curva con velocidad inicial
d¢X. Una aplicacidn suwavey:M——sM’ se dice que conserva las geodésicas
s1 Yo es una geodésica en M’ para cada gepdésica J en M. Trivialmen—
te, toda aplicacién gue conserva las comexiones, conserva las geodési
cas,

En una variedad con conexidn tenemos las sigulentes estructuras: to
pologfa, estructuras diferenciable y conexién. Para una aplicacién
¢:M—>»M’ que conserva las conexiones, bién puede suceder gque la topolg
gfa y la estructura diferenciable no se conserven. De modo que una a—
plicacién ¢:M—sM’ que conserva las conexiones no puede por sf séla
darnos la adecuada nocién de equivelencia en la teoria de las variede-
des con conexidn, tambidén llamada geometrfa afin de variedades. Para
ésto necesitamos que ¢ sea también un difeomorfismo. 4As{ pues, un
isomorfismo entre variedades con conexidéan (M,D) y (M7,D"), sefdf un 4i-
feomorfismo ¢ :M—slt° que conserve las conexiones.

Una variedad diferenciable M en la cual se ha especificada un con-
junto de curvas ¢, llamadas geodésicas de M, se llama variedad con es-—
Tructura proyectiva vy se denota por (M,C), si

{1) Para todo pec¢M y todo ve Fp(M), existe '€ C tal que I(0) =p ¥

2(0) = v.
(2) Para cuslquier sistema coordenado X'y eeeyXx™ en una vecindad U Qe M
¥ cualguier curva ¥ ¢ ¢, existen funciones TIf € (M) tales que

LN TN < J
Slxed) 4 oy, Slded) Alxb¥) |, sobre U,

at? at at
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As{ pues,es claro que toda variedad semi-Riemanniana es una varie-
dad con conexidn y que toda variedad con conexién es una variedad con
estructura proyectiva. Como entes, no toda aplicacidn"P:M—»M' que
conserva las geodésicas, podrd dermos le adecuada nocidn de equivalen-
cia en este geomeirfm proyectiva de variedades. Para ésto, Y MM’
debe ser también un difeomorfismo. Asi pues, un isomorfismo entre Vva-
riedades proyectivas (¥;¢) y (M’,C’), serd un difeomorfiesmo Y :M—M"
que conserva las geodésicas.

Sabemos que 1la estructura diferenciable de une variedad M determina
a la topologia de M y que la métrica de una variedad semi-Riemanniana
determina & la conexidn de Levi-Civita, También sabemos gue una varie-
dad con conexidn posee una estructura proyectiva determinada por le
conexidn. Pero, 4En que medida la conexidn determina a la estructura
diferenciable? ;Como se relacionan la estructure proyectiva y La topo-~
logfa? ;Como se relacionan la métrice y la topologfa? Todas estas son
cuestiones interesantes desde el punto de vista matemdético y que, cada
vez mée, encuentran aplicecién en fisica (ver [E, P y S1), pero que
aqui s8lo podemos plantear.

Proposicién 4B.3 Sea $:M—>M’ un difeomorfismo y sea D’ una conexidn
sobre M, Entonces, existe una Unica conexidén D sobre M para la cual
¢ es una aplicacién que conserva las conexiones,

Demostracidn. Tomemos un X € Tp(M) ¥y sea Y un czmpo vectorial definido
en una vecinded de m. Puesto que ¢ e2 un difeomorfismo, 4¢Y es un cam
po vectorial definide en una vecindad de d>(m). Definamos

DyY = d¢"(D'd ¢xdd)¥).
Es fécil verificar que la D as{ definida es una conexién. #H#

Si ceda geodésica F(1) puede ser extendida de tal modo gque sea una
geodésica para todo t¢W, entonces la correspondiente variedad proyec—
tiva o con conexidn se llama completa.

Para problemas loceles relativos a una conexidn, pueden transformar—
se las propiedades de D en ciertas propiedades de formas diferenciales,
como veremos a continuacidn. :

Sea D una conexién sobre una veriedad suave n-dimensional M, Sea U
un- conjunto abierto {por ejemplo el dominio de un:-sistema coordenado)
en My sea E|,...yEn un sistema de cempos vectorimles linealmente inde=
pendientes y definidos en U. Sean w',...,w" 1as uno-formes sobre U que
son la base duel de Ei,...yEn en cada punto de U, Definiremos las n*

uno-formas de conexidén w_‘) en U asociadas a D y con respecto al campo
base, mediante

n .
DyEi = 2 wi (X)Ei.

Las u):‘ son efectivamente uno-formas, ya que de les propiedades (2) y
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(3) de 1la conexifn se sigue que w§ es F(M)~lineal, Tembién vemos que
81 X es un campo vectorisl suave sobre U, entonces DyEj es un campo
vectorisl suave sobre U y, por consiguiente,w} (X) = w'(DyEjle T(M).

Los tensores de torsién y curvetura pueden tanbién expresarse a tra
vés de las formes diferencimles msociades con el campo base. Definimos
las dos-formas T! y RY en U mediante

?(X,¥) = 2 TH(X,Y)E{,

R(X,Y)E] = ?R}(X.Y)E!:'
donde las propiedades de un tensor antisimétrico se deducen para T' 'y
Rf,- a través de las propiedades dé T y R.

Las formas w"'.wﬁ' » Ti ’ R'_‘,', estdn relacionadas por medio de las ecua
ciones estructurales de Cartsn que equivelen a las definiciones de
los tensores de torsién y curvatura. Nosostros lo expresaremos todo
simplemente en funcidén del campo base, Sean X € Y campos vectorisles
suaves en U, Entonces,

ZP(X, Y)E; = DyY - DyX - [X,¥] = )

. Dy(Z w! (NE;) -~ DL w (XIE)) - Zw'(IX,YDE; =
= 2(xel(0) - Yol (X) - w'lx,¥])E) + 2 (@I (0w x) - w0 (0wj()E; .
L
Igualsndo componentes, tenemos
TH(X,Y) - @w}r\w‘ X, Y) = X' (Y) - Yo' (X) - wt{x,Y],

Puesto que el miembro de 1la izgquierda en esta ecuacidn es une 2-forma,
tanbién debe ser una dos-forma el miembro de la derecha tomado en su
conjunto. De hecho, recordamdo lo visto en la seccidn 25, vemos que es
la derivada exterior dw' de wt calculeda sobre X e Y.

Podemos escribir ahora la primera ecuacidn estructural de Certan:

awt =_—?w§f\w“ + Ti-

It

Partiendo de la definicidén de R(X,Y), ¥y por un céleculo completamente
andlogo al anterior, se obtiene la-segunda ecuacidn estructural de Car-
tan: .

dwf = —‘;wtxl\w‘j + R}.
Sea shora U el dominio de un sistema coordenado x',...,x", entonces

tyeee3dn ©8 el crmnpo base asocisdo al sistema coordenado X',...,x",
Entonces, w' = dx' y las formas asocisdes wy, T¢, y Rj, definen las
funciones G , Tfy ¥ R}, s respectivemente mediante
GJf = w§ () de donde wéj = % G, ax®,
T T (25 ,9x) de donde Tt ;;‘T;K ax’ ® ax®,
R (dk»3n) de donde R} = T Ri, ax*® ax",
wn

i
Rikn K
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Por las ecuaciones de estructura, tenemos
. . . , ;
Th = (@xi + J6iax"A ax*)Q),3%) = Gfx - G
ya que a*x' =0, ax"(3;) =87 ; ¥
Blon = (@ + F(ors ax®)n (], ax ) (3u,20) =
= anq-‘fi(ah) - Bhw_'i () + jr_\,(G:x Gin -~ G:hGJ'K) =
. 26 2G5 : E LT
= e . B, Zeal ol - 6l 6h0,
gque son las clésicas expre.s:i.ones coordenadas de estos tensores.

Finslmente, consideraremos algunos resultados acerca de la relacién
que guardan entre sf dos conexiones definidas sobre la misma variedad,

Sea M una variedad diferenciable y sean D y D’ conexiones sobre M,
Definimos una funcidn B: (M) x I (M)——s H (M) mediante B(X,Y) =
= D°XY - DyY. La funcidn B es F(M)-bilineal. Eeto se sigue inmediata-
mente de 1as propiedades (2) y (3) de las conexiones, y si fe¥(M),
entonces B(X,fY) = (X£)Y + D x¥ - (XY - £D,Y = £fB(X,Y¥Y). Por 1o tan-
to, B puede ser interpretada como un cempo tensoriel sohre M de tipo
(1,2) que se 1llame el tensor diferencim de las conexiones D y D”.

Sea B(X,Y) = s5{X,Y) + A(X,Y) la t{pica descomposicidn de una funcién
vilineal en sus partes simétrica y antisimétrica, es decir,

S(X,¥) = Z{BOX,Y) + B(Y, %)} y
Ax,Y) = Ti0x,7) - BUY,001.

Podemos expresar la parte antisimétrica A en téminos de los tensores
de torsidn T y T de 1as conexiones D y D’ respectivamente, pues
2A(X,Y) = D'RY = DY = DX + DyX = T°(XY) + [X,¥] - 2(x,Y) - (x,¥]

= T(X,Y) - B(X,Y).

]

. Proposicidn 48.4 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Las conexiones D y D° definen las mismas geodésicas en M.
(b) B(X,X) = O para todo X¢ H{(M).

(¢} 8 =0,

(a) B = &, ‘

Demostracidn. (a) implica (b): Tomemos un wvector xme Tpi{M) ¥y sea P 2a
geodésica con velocidad indeial X;. Sea X€ € (¥) tal que Xly,= X, ¥ tal
que X sea el campo de velocidades de ¥ . Entonces,

B(X,X) = D)X - DyX =0 -0 = 0,

puesto que ¥ es una geodésica para ambas conexiones.
(b) implica (B): Sea ¥ una gecddsica para D con campo de velocidades X.
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Entonces, DyX = B(X,X) + DgX = 0, luego 3 es una geodésica para D°.

{(b) equivele a {c): Puesto que S es sinétrico, por la identided de po-
larizacidn, sabemos que S gqueda determinade por 1=a correspondiente for
ma cumdrdtica S(X,X). Pero B(X,X) = 0 =i y sdlo =i S{X,X) =

{c) equivale a (d): Ya que B = S + 4. i

Proposicidn 48.5 ILas conexiones D y D” sobre M son iguales si y sdélo
si determinan las mismas geoddsicas en M y tienen los mismos tensores

de torsién,

Demostracidn. Que la primera parte implice la segunda es trivial.
Reciprocemente, si lms geoddsicas son las mismaes, entonces 5 = 0 y
si los tensores de torsidn son iguales, entonces A = 0, por tanto B =

yDb=D" ##

4]

Proposicidn 48.6 Dada una conexién D’ en M, existe y es unica una co-
nexién D en M que determina las mismas geodésicas q'ue D’ pero que tie-

ne torsidn nmula,

Demostracidn. Existencia. Sea DxY¥ = D yY — (1/2)T (X,Y). Es fécil ver
gue D satisface 1as propiedades gque definen a una conexidén. Aquf

B = (1/2)T° = A, puesto que el tensor de torsidn es antisimétrico. As{
pues, S = O, con 10 que D y D’ tienen las nmismas geodésicas. Ademés,

T =T" — 24, conn 10 que D tiene torsidn mula.

Unicidad. La unicidad es consecuencis de la proporicién anterior. ##

Asf pues, si efectuamos una particién entre las conexiones sobre
una variedad en clases de equivalencla colocando a dos conexiones que
definan las mismas geodésicas en 1a misma clase, entonces en cada clase
exiete una Unica conexidén que es libre de torsidn (torsién nula). Ade—
més, dada unas conexidn arbitraria D y un tensor de tipo (1,2) T’ anti-
simétrico en sus fndices covariantes, existe una ¥Ynica conexién D’ con
toreidn T que determina las mismas geodésicas que D. De la demostra-
cidn anterior, tenemos que T (X,Y) = 2(D"yY ~ Dy¥). Esto proporciona
una interpretacidén geométrica del tensor de torgidn de una conexiénsco- .
mo uns medida de la diferencie gue hay entre la derivada covariante de
una conexidén dada y la derivada covariante de la correspondiente cone-
xién libre de torsién que determina las mismas geodésicas.

bbb bbb
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43 CARACTER CAUSAL

El estudio de las variedades de Lorentz, que son variedades semi-
Riemennienas de fndice 1 y dimensién > 2, se puede llamar geometrfe
Lorentziana. Para estudiar los espacios tangentes de una varieded de
Lorentz en términos abstractos, definimos un espacio vectorial de Lo-
rentz como un espacio con producto escaler de Indice 1 y dimensién 2,

La nocién de cardcter ceusal de vectores tiene en este contexto una
generalizacidn natural a subespacios vectoriales.

Sea W un subespacio de un espacio vectorial de Lorentz V, y sea g
el producto escalar de V. Para W hay tres posibilidades mutuamente
excluyentes:

(1) g|W es definido positivo; es decir, W es un espacio con produc-
%o interno. En este caso se dice que W es espacial.

(2) glW es no degenerado de fndice 1., En este caso se dice que W es
temporal.

(3) giW es degenerado. Fn este caso se dice gue W es luminoso o rmlo.

1a categorfa a 1la que pertenece W se llama su caricter causal.

Esta definicidén es consistente con 1a definicién del cerdcter ceu-
sal de los vectores que hemos dado antes, en el sentido de que el ca-
réicter causal de un vector individual v es el mismo gue el cardcter
causal del subespacio {tv{te¢iR] generado por v. (EL subespacio cero,
al igual que el vector cero, es espacial.)

El siguiente es un resultado eimple pero muy ¥til.

Lema 49.1 i 2z es un vector temporal en un especio vectorial de Lo’ .-
rentz V, entonces el subespacio z! es espacial y V es la suma directe
Rz + £, en donde z* es el subespacio de 1os vectores ortogonales & T
¥ Rz es el subespacio generado por z.

Demostracidn, El subespacioR z es no degenerado con fndice 1. Por lo
tanto, por el lema 23.2, 2! es no degenerado ¥y V =Rz + z* es una su-
ma directa., Asf, ind V = indaRg + ind z+ , 1o cual implica que ind z*
e8 cero, Por lo tanto, z' es espacisl. 23

Este argumento muestra,més en general, gque un subespacio W es tempo
ral ei y 86lo si W' es espaciml. Puesto que (Wl): = W, las palebras
temporal y espaciel pueden ser intercambiadas en esta afirmacién. Se
sigue entonces, que W eg luminoso si y e8lo si W' es luminoso.

Los subespacios espaciales W son los més fdciles de manejar, ya
que, por ejemplo, todo subespacio de W es también espaciel ¥y la desi-
gualdpd de Schwarz estéd a nuestra disposicién: | <v,w>| <\vilwl, ¥ 1a
l1gualdad se cumple cuando y sélo cuando v y w son colineales,

Consideremos ahora un criterio para decidir cuando un subes aclo es
temporal, omitiendo el caso trivial dim W = 1. P °



142

Lema _49.2 Sea ¥ un subespacio de dimensién > 2 de un espacio vecto-
rial de Lorentz. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-—
tes:

(1) W es temporal, por lo cual es en si mismo un espacio de Lorentz,

(2) W contiene al menos un par de vectores nulos linealmente inde-
pendientes,

(3) W contiene al menos un vector temporal.

Demostracidn, (1) implica (2): Sea e, ,...,en Una base ortonermsal para
W con e; temporal. Entonces e + ez ¥ e, - e, son vectores nulos inde-
pendientes.

(2) implica (3): Es fdecil ver gue ei v ¥y w son vectores mulos indepen-—
dientes, entonces g(v,w) # O. Por lo tanto, v + w 6 v = w es un vector
temporal.

(3) implica (1). Si z es un vector temporal en W, entonces W!cCz' y el
Yltimo subespacio es espacial. Pero entonces W = (W)l es temporal. ##

Lema 49.3 ‘Para un subespacio W de un espacio vectorial de Lorentz,
las sigulentes afirmaciones son equivalentes:

(1) W es luminoso, es decir, degenerado.

(2) W contiene un vector milo, pero ningdn vector temporal.

(3) ¥WNA = L = O, donde L es un suzbespacio unidimensionsl y A es el
cone rmlo de V,

Demostracidn, (1) implica (2): Como W es degenerado, debe contener a
un vector nulo, Por el lema anterioxr, W no puede contener

a un vector temporal,

(2) implice (3): Como W contiene & un vector nulo, WNA es no vacfo.
Por el lema anterior, si W contuviera a dos vectores nulos independien-—
tes, se seguirfia que W contiene a un vector temporsal.

(3) implica (1): W no puede ser espacial y, nuevamente por el lema an—
terior, W no puede ser temporal. Poxr lo tanto, W es luminoso. ##

El cardcter causel de un subespacio W se ilustra en la figura 12.

b o
Xl X

— ——

Sea P una subvariedad de una variedad de TLorentz. Si para todo pe P
el subespacio Tp(P) tiene el mismo cerdcter caussl en Ta(M), entonces
ese cardcter causal se le mtribuye a la propia subvariedad P, Asi, las
subvariedades semi-~-Riemannianas de M son o espaciales o temporales. EL
cono mulo en R} es un ejemplo de subvariedad luminosa, por esc también
se llema cono de luz. Desde luego, una subvariedad arbitraria no tiene
en general un cardcter causal definido,

W ESPAGAL
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El cardcter causal de los vectores tangentes, 1as curvas y las sube
variedades es preservado no sSlo por isometriams locales, sino también
por aplicacionezs conformes con h>0. Si hg 0, entonces hay una rever-
s5ién de la cousalidad.

La teorfa de 1la relatividad unifica tres dimensiones espacisles y
una dimensién temporal.por medio de una variedad de Lorentz de cuatro
dimensiones, En lugar de considerar al tiempo como "la cuarta dimen-
sidén", al tratar con variedades de Lorentz de varias dimensiones, es
més consistente considerarlo como la O-8sime dimensidén. Asf, para las
coordenadas naturales de M} usaremos con frecuencia la indexacidén rela-
tivista ¢t = u®,u' ,...,u"'. Similarmente, una base ortonormsl paera un
espacio vectorizl de Lorentz serd denotada por €, ,€i ,...,841 en donde
€p denota &l vector temporal. (Sin embargo, es costumbre que en los

disgramaes de la teorfa de 1la relatividad el eje del tiempo se dibuje
como un eje vertical,)

50 CONOS DE TIEMPO Y ORIENTACION EN FL TIEMFO

Sea X el conjunto de todos 1los vectores temporales de un espaclo
vectorial de Lorentz V. Para ue &

cu) = veZ|[,v> <o}

es el cono de tiempo de V que contiene & u, El cono de tiempo opuesto
es .

¢(~-u) = =C(u) = ive%|4&,v}>0}.

Puesto que u* es espacial, ' es 1la unién de estos dos conos de tiempo
disjuntos.

Lema 50.1 Los vectores temporales Vv y w de un espacio vectorisl de
Lorentz estén en el mismo cano de tiempo si y sdlo si {v,wy <O.

Demostracién, Mostraremos que si v¢ C{u) y w es temporal, entonces
we C(u) si y sblo si {v,w>< 0. Puesto que C{u/lui) = ¢(u), podemos su—
poner que u es un vector temporal unitario.

Escribamos v = au + v°, w = bu + w’, en donde v’,weut y a,peR.
Puesto que estos son vectores temporsles, |al >lv’l y (b} >iw’l. Ahora.
{Vyw> = —ab + {v°,w ), donde por la desigualdad de Schwarz, |{v°,w”d|«
< 1vilw’l < lab].

Como vé C{u), a>0. Por io tanto, sgniv,w) = sgn{-ab) = —sgn(b), lo
cual nos da el resultado, #i#

Se sigue que para vectores temporales,
ueC(v)ervet(u)e=c(v) = c(u).

Ademés los_conos de_tiempo son convexos, ya que si v,we C(u) ¥y az0,
70 (no ambos cero), entonces es fAcil verificar que a8V + bw ec(u).
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Muchas de las propiedades de los espacios con progucto intermo tie-
nen andliogos novedosos en el caso Lorentziano. Por ejemplo, en un espa
cio con producto interno la desigualdad de Schwarz permite la defini-
cién del £ngulo ¢ entre vy w como el ¥nico mfmero O €T tal que
cog ¢ = {v,w?/|vilwi. Unandlogo Lorentziano de este resultado es el
siguiente,

Proposicidn 50.2 Sean v y w vectores temporales en un espacio vecto.

riel de Lorentz. Entonces
(1) [<v,wY)> ivilw}, 1la igueldad se cumple si y s6lo si v y w son co-

lineales.
{2) 84 v ¥ w estdn en el mismo cono de tiempo de V, entonces hay un

ynico mimero ¥ 2> 0, llamado el #dngulo hiperbdlico entre v y w, tal que
Lv,wy = —~|vilwlcoshp .

Demogtracidén., (1) Escribemos w = av + w’, con acR y wevi, Como w es

temporeal,
dw,w) = &2<v,v> + <w’,w > <0,

Entonces,
<vlw>1 = 5-2<an> = (w,w> — (w',w’))(v,v);<w,w)@r,v> ={Vt1$W \ll
va que <w’, w20 y {v,v> < 0. Evidentemente la igusldad se cumple si ¥
s8lo si (w ,wD= 0, lo cusnl es equivalente a w’ = 0, es deecir, w = av.
{(2) Si v y w estdn en el mismo cono de tiempo, entonces {v,w)< 0, por
1o cual )
~&r,wr/iviiwl 2 1,

y el resultado se sigue de las propiedades del coseno hiperbdlico. ##

Como la desigusaldad de Schwarz cembia de sentido en este contexto,
también cambia la desigualdad del tridngulo,

Corolario 50.3 Si v y w aon vectores temporales en el mismo cono de
tiempo, entonces (vl + lwl <|v + w), ¥ se cumple la igualdad si y sélo

8l v y w son colineales,

Demostracién. Como <v,w>»<0, entonces la contraria de la desigualdad
dé Schwarz nos da |v]jwlg —-<{v,w>. Por lo tanto,

(Ivi+lwl)? = (viP+ 2(visl + {wilg -(v+w,v+y¢> = lvewi®.

Esto me convierte en igualdad si y sélo si |vilwl = -<{r,w). Pero el l-
timo término es |<v,wd|, de modo que la proposicidn snterior nos da el
criterio de colinealidad. : ##

Para nuestra intuicidén Euclidiana sélo puede ser perturbador al prin
cipio que un segmento de linea recta ya no sea la ruta mds corta entre
dos puntes. No obstante, el resultado anterior es fundamental en la ’
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geometria lorentziana y en sus aplicaciones a la teorfa de la relati-
vidad.

La existencia de los conos de tiempo hace surgir una cuestién funds
mental de naturaleza global acerca de une vaeriedad de Lorentz arbitra-—
Tia, En cada espacio tangente de Lorentz Te(M) hay dos conos de tiempo
¥ no hay una manera intrinseca de distinguir uno .- . del otro. Elegir
uno de ellos es orientar en el tiempe a Tp(M). La cuestidn es esta:
¢ E8 posible orientar en el tiempo a cada uno de los espacios tangen-—
tes de M de una manera adecuadamente continua?

Sea T una funcién definida en M que asigna a cada punto peM un co-
no de tiempo Tp en Tp(M). T es suave si para cada pe M existe un campo
vectoriel suave V sobre una vecindad U de p tal que Vq €73 para cada qeU.
Tal funcidén suave se llama una orientacién temporsl de M, Si M admite
una orientacidén temporel, se dice que M es orientable en el ‘tiempo.
Entonces, elegir una orientacién temporal especffica sobre M es orien-
Yar en el tiempo a M.

Por ejemplo, el espacio de Minkowskl {R'.‘ es orientable en el tiempo;
su orientacidén temporal usugsl es la que contiene al campo vectorial
coordenado ?p correspondiente a las coordenadss naturales Wy, s.syllnge

Lema 5034-. Una vériedad de Lorentz M es oTrientable en el tiempo si ¥y
s86lo s8i existe un campo vectorial temporal Xe Re(M).

Demostracidn. Si tal campo X existe, entonces {como en el caso de R%),
asignando & cada peM €l cono de tiempo que contiene & X,, nos da la
orientacién temporal sobre M.

Rec{procamente, sea T una orientacién temporal de M. Como T es sua-
cada punto de M tiene una vecindad U sobre la cusl estd definido
un campo vectorial temporal Xy cuyo valor en cada peé U pertenece a Tp.

Ahora, sea jf«it € Al uma particién suasve de 1m unided subordinsdas a
la cubierta de M formmda por todaes las vecindades U. Asf, cada supp fx
estd contenido en algdn miembro U(«) de la cubierta. Como las funcio-
nes fx son no negativas y 1os conosde tiempo son convexos, €l campo
vectorial X = Z,QXU(O() es temporal.

ve,

Pare una veriedad de Lorentz no hay relacién entre la orientabili-
dad topoldégica que habiemos definido en la seccién 11 y 1la orientebi-
lided en el tiempo. Por ejemplo, no es diffcil asignar a 1la bande de
¥Bbius (que es no orientable) una métrica de Lorentz con 1la cuel se
obtiene una variedad de Lorentz orientable en el 'tiempo.

En un espacio vectorial de Lorentz, un vector que es no espacial
(y que es, por tanto, nulo o temporsl), se llama también cauesl, Para
un vector temporasl v, el conjunto C{(v) de todos los vectores causales
w tales que {V,w>< 0, se llama el cono csusal gue contiene a V. Los
conos ‘causales Yienen propiedades muy seme jantes a las de 108 conos.de
tiempo. Fn una variedad de Lorentz una curva causgl es aquella en la
que el campo de velocidades es causal.
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51 RELATIVIDAD ESPECIAL

A fines del siglo pasado ya era claro que existfan serias dificul-
tades en 1la ffsica clédsica Newtoniana, las cuales se centraban en las
propiedades de la luz, Varios progresos en la resolucidén de estes di-
ficultades fueron alcanzados por Lorentz,Poincaré y otros, pero la pri
mera solucidén completa fue dada por Einstein en 1905 con la publica-
cidn de su teorfa especial de la relatividad. La esencia matemftica de
esta teoria era una manera novedosa de transformar las coordenadas de
espacio y tiempo; en 1908 Minkowski demostré que esto ocurre de la
manera méds natural si el espacioc R® y el tiempo R' se unen en un es-
paciotiempo RY. "De ahora en adelante, el espacio por si mismo y el
tiempo por s{ mismo", escribié (ver {E,L,W,H]), "estdn condenados a
desvanecerse como meras sombras y s6lc una clage de unidn de los dos
preservard una realidad independiente,

La relatividad especial llega a varios resultados, miy extrafios des
de el punto de vista Newbtoniano gue, no obstante, se obtienen con bas-
tante facilidad de la geometria del espaciotiempo de Minkowski mﬂ.
Entre otros, tenemos: : :

No hay manera de determinar si dos diferentes eventos ocurren al
mismo tiempo 0 en el mismo lugar.

No existe una nocién de velocidad absoluta pare una particula mate-
rial; de hecho, no hay manere de determinar si uns partficula con acele
racidén cero se estd moviende o no.

Por otra parte, la velocidad de la luz en el vecfo es una constante,
independiente del movimiento de su fuente.

Los relojes méviles se astrasan; los cuerpos méviles se acortan en
la dirececidn de su movimiento.

Con objeto de poder comparar con los resultados relativistas, defi-
niremos brevemente algunos elementos del movimiento Newtoniano.

El espacio Newbtoniamno es un espacio Euclidiano tridimensionsal B, es
ﬂecir, una variedad Riemanniane isométrica a R?® con el producto punto.

Puesto que en la naturaleza no estén dados los ejes coordenados, es-
ta def%gicidn e mejor que simplemente declarsr que el espacio Newtonig
no es iR3,

Por simplicidad, el tiemvo Newtoniano serd modelade mediante la rec—
ta real R', adn cuando sdlo las diferencias..s— t tienen sentido ffsico,
no asf{ los tiempos individuales s, t,

Informalmente, una particula es un objeto material de una peguefiez
despreciable en comparacién con las distencias t{picas del problema
que se esté considerando. Asf, un electrdn es una partfcula en compara—
cifn con un £tomo, y una galaxie es una partfcula en comparacidn con el
universo. Las partfculas tienen masa (carsa, etc.) y son capaces de mo-

verse; este movimiento estd descrito por una funcidn de tiempo a espa-
cio,
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Una partfcula Newtonigna es una curvaod :I—=E en el espacio Newto-
niasno, donde I es un intervalo en ¢l tiempo Newtoniano,

Esta definicidn es consistente con la terminologfa que ya hemos em=—
pleado: como velocidad para o’ = d¥/dt, rapidez psra v =i "}, ¥ acele-
racidn para o~ = axol/dt?.

Fundamentalmente, la masa es constante y positive en la ffsica New-
toniana, pero pueden existir particulas més complicadas, que pueden ser
vir para modelar, digamos, un cohete gue guema combustible, en las que
la masa es una funcidén del tiempo.

Si X :I—>E es una particuls Newtoniana de masa m, entonces definimos:
(1) F1 impulso dex como el campo vectorial sobre « dado por mex’e de(x).
el impulso_escelar es la funcidédn m|uo’| sobre I.

(2) La fuerze gobre ™ es el campo vectorial d(mot”)/dtée fe(x).
(3) La energfa cinética detl es la funcién mv?/2 sobre I, donde v =|x’|.

Cuando m es constante, entonces (2) toma la forma familiar: "fuerza
es igual a massa por aceleracidn" (segunda ley de Newton).

La definicidn del espacio Newtoniano muestra que éste admite siste~
mas de coordenadas distinguidos,

Un sistema Fuclidiano de coordenedas para E es una isometria
Z:E—»iR3.

Como t es en particular un difeomorfismo, es reslmente un sistema de
coordenadas para la vaeriedad E. Para cualquier sistems coordenado, tene
mos dA5(d/>xl) B/au'- »y por tento, & es Buclidiano si y sélo si g _SU
para 1< i, j€ 3. Las coordenadas euclidianas son muy eficientes en pro-—
blemas que involucran lineas rectas. Por ejemplo, las geodésicas tie-
nen ias coordenadas x*(3(t)) = a*t + b*, los vectores disténtemente
paralelos tienen las mismas componentes euclidienas, y la distancia de
p a q estd dada poxr la fdrmula pitagérica usual

aist(p,q) = (Z(xt (a) - xi(p))),
Asf{ pues, una vez que se han 1ntroducido las coordenadas Eu.elidianas,
el espacko Newtoniano E se convierte en R*.

52 ESPACIOTIEMPO NEWTONIANO

Supongamos que x es una particula Newtoniana moviéndose en una cur-
va L difeomorfa a R . Entonces estamos acostumbrados a dibujar su gré-
fica {{t,d(t))|te Il y = interpretar la pendiente de esta grifica como
la rapidez de la part:!cula, a la razén de cambio de la pendiente como
la aceleracidn de ok, ete. La partfcula, siendo por definicidn una curva,
Se ha convertide en una subvariedad unidimensional de R* = (tiempo X' )%

X (espacio R' ). Esto puede h N
s:.gu:x.gnte. ) D € hacerse con mayor generalidad en la forma



148

Fl espacictiempo Mewtoniasno es la variedad Riemanniana producto
R'X E del tiempo Newtonieno y del espacio Newtoniano.

Esta definicidn es superficial ya que la métrica producto carece de
eignificado fisico; sin embargo, nos servird para introducir algunos
conceptos nuevos gque serdn significativos cuando 1a métrica correcta
(le métrice de Minkowski) sea utilizadsa.

Un punto (t,x) de R'x E se 1lama un evento: se trate de una ocurren
cia intantanea en un tiempo particular t<IR' ¥ una posicidn x¢ E. Las
proyecciones naturales de R'X E sobre ' y sobre E, se denotan por T y
S, respectivamente. Asf, T da le lectura del reloj universal Newtonia-
no que midé el intervalo de tiempo que transcurre entre cualesguiera
dos eventos.

Como en el casc anterior, una partfcula Newtonienea puede represen—
tarse shora no por su ecuacién de movimiento (ver la definicidén), sino
por eu lines de universo, es decir, por la historia de su vida en el
espaciotiempo Newtoniano R' x E,

Una linea de universo en el espaciotiempo Newtonimno es una subva-
riedsd unidimensional W de R'%X E tal que T | W es un difeomorfismo sobre
un intervalo ICR' . (Ver fig. 13) LERS BE

LYY

WIVERSD
ESTA WD ES, -
GUA LINER DE R* {Tiemro) vr.‘\nttcgkst:w“
UtaviQED . ( AR i A
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La transicidén entre partfculas y lineas de universo es fécil. Dada
una partfceula X:I—E, su grdfica j(t,cl(t))|t& I} es una linea de uni-
verso, Inversamente, dada una linea de universo W, la correspondiente
part{fcula se reconstruye como o = So{®iw)™"' ,

. A escala humana, la descripcidn Newtoniana del movimiento es mmy e-
xacta, pero cusndo se le lleva a extremos, es cuando surgen las difi-
cultades:

(1) Por 300 afios se ha sabido que en el vacfo la luz viaja con.una
rapidez muy grande pero finita ¢, ¥y ningdn objeto material ha sido o-
bservado viejando con mayor rapidez. No obstante, ¢ no tiene ningdn
papel especinal en la descripcidén Newtoniana del movimiento; por ejemplo,
de acuerdo a la teoria Newtoniena, un cohete adecusdamente disefiado,
Puede alcanzar una rapidez arbitrariamente elevadea,

(2) Supongemos que una nave espacial se dirige directamente hacia
un observador con unz rapidez de c/10. Un rayo de luz parte de la na-
ve hacla el observador con una rapidez c¢ con respecto a la nave, y asf,
Por la adicidn Newtoniana de velocidades, 1a luz llega &1 observador
con une rapidez de ¢ + ¢/10. Si la nave espacial estuviera alejandose
directamente del observador, para 61 la luz de la neve llegarfa con una

—— = - —]
==
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rapidez de ¢ — ¢/10. Las observaciones astrondmicas de las estrellas
dobles deberfienrevelar estas diferencias en la raplidez de la luz, sin
embargo, la rapidez de la luz resulta ser siempre iguel a la constan-
te c,

(3) En 1la teorfa Newtoniana una partfcula sélo tiene dos posibili~
dades: o estd en reposo (le curva es constante) o no lo estd, Suponga
mos que ¢ es un cohete en el espacio ¥y que estd lejos de toda influen
cie externa. Si € no estd acelersndo, ;Cémo se puede determinar si ¢
estd o0 no en reposo? Un intento natural para contestar esta pregunta
seri{a medir la posicidn de € con respecto a un objeto que estuviera en .
reposo. Pero uno a uno, los posibles candidatos fallan: la tierra, el
s0l, las estrellas "fijas" y el hipotético eter, Tampoco puede la tri-
pulacién de € remlizar un experimento en el interior de ¢ para obtener
la respuesta. Tales experimentos involucran mediciones con respecto a
¢ ¥ no pueden dar informacidn ecerce del movimiento absoluto.

En resumen, la f{sica Newtoniana trata a 1la luz en forma relativa
(como en (2)) cuando deber{a tratarla en forma sbsoluta (1), y trata
8l movimiento en forma absoluta cuendo deberfa tratario en forma rela—
tiva (3).

Hay un modo directo de eliminer la dificultad Newtoniesna (1). La ve
locidad de une partficula Newtoniana « al tiempo t puede leerse de su
linea de universo W en términos del édngulo entre el eje del tiempo
¥ la linea tangente a W en (t,%(t)). Las direcciones tangentes de los
rayos de luz (que siempre tienen rapidez constente c¢), determinan un
cono en todo espacio tangente de R'X E. Requiriendc que las partfculas
meteriales siempre tengsn sus lineas tangentes en el interior de este
cono, asegurard gque su rapidez sea inferior a e,

Teniendo a miecatra disposicidén 1a geometrie semi-Riemannina, se Ve
que una manera més natural de obtener tasles conos de luz, es cambiar
el signo de la componente temporal del tensor métrico de WX E, con lo
~cual obtenemos un espaciotiempo de Minkowski con sus conos rulos en ca
da espacio tangente. Veremos que un intento razonavle de reconstruir
la mecénica Newbtonisna en este contexto, elimina sutomdticamente las

dificultades (2) y (3) ¥y nos lleva a la teorfa especial de la relati-
vidad,

Unidades Ceométricas. Un sistema muy eficiente de unidades fisicas se
obtiene tomando la velocidad de la luz c y la constante gravitacional

G y haciendo gque sean igusles al mimero adimensional 1. Todas las otras
unidades se convierten entonces en potenciss de una sols unidad que =e
escoge libremente, por ejemplo, segundos, metros, etec, Los factores de
conversién entre las unidades geométricas y cuelquier otro sistema con
vencionel de unidades se obtienen de un modo obvio a partir de los
valores cowmv Y CGuomy de c ¥y G en el sistema convencional. Por ejemplo,

Ces = 3X10"Y cm/seg; Geos = 6.67T% 10°% cm3/g seg?.
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En las unidades geométricas, la distancia y el tiempo se miden con
las mismas unidades, como en el bién conocido caso de medir la distan
cia en afios(luz): el tiempo requerido para que la luz recorra esa disg
tancia. Inversamente, el tiempo puede medirse en unidades de distan-
cia: la distancia que viaja la luz en el tiempo dado. Se. sigue gue la
velocidrd v (rapidez) estard dada por un mimero adimensional, con

Vv = Vi /CGoowy para cuslquier sistema convencional.
Por ejemplo, la distencia tierra~sol Xces = 1l.5X 10'? cm, puede tam
bién darse eomo Xcus /Cios = 900 seg. Un cohete con rapidez v = 0,01

tiene una rapidez vees = (0.0l)cc,s = 3x10%cm/seg, es decir, 3000km/seg.

Bn unidades geométricas, la masa también se mide en las mismas u-
nidades gue la distancia y el tiempo. Gus /(Cces )% = T.42% 107* om/g,
por lo tanto, por ejemplo, 1la masa del SO0l, M s = 2x10% g, se con-
vierte en 14,8X104%cm, como 1.5 km. Usando segundos como unidad geomé
trica, la masa del sol es

14.8%10%cm -
3xiow cm/seg = 4,3%X107°% seg.

Las unidades geométricas, que estan basadas por completo en las dos
constantes fundamentales c y G, tienen un significado fisico del que
carecen 1a mayorfa de los sistemas convencionales de unidades. Cierta-
mente, una rapidez como v = Vo /cwvw e8 més informativa gque un mi-
mero de pies por segundo o de kilémetros por afio. Usando unidades geo
métricas, también tiene sentido, por ejemplo, decir que la masa del
s0l es pequefia comparada con su radio (m = 1.5 km <€ r = 7% 10%km).

53 ESPACIOTIEMPO DE MINKOWSKI

Un espaciotiempo es una variedad Lorentziana conexa, tetradimensio-
nal y orientada en el tiempo. (Precuentemente, el requisito de que un
espaciotiempo esté orientado en el tiempo, se debilita a pedir que sea
orientable en el tiempo.)

El estudio de los espaciotiempos en general y de sus relaciones
con la materia, corresponde & la teoria general de la relatividad. Por

el momento, sélo consideraremos el caso de la teorias especial de la
relatividad.

Un eispaciotiempo de Minkowski M es un espaciotiempo que es isométri
co a Ry,

En las siguientes secciones, M denotard siempre s un espacioctiempo
de Minkowski. Como en cualquier espaciotiempo, la orientacidn temporal
de M se llama el futuro ¥y su negativa el pasado. Un vector tangente,
contenido en uno de los conos causales del futuro, se llama dirigido
hacia el futuro. Una curva causal se 1lema dirigida hacia el futuro
81 todos sus vectores velocidad estdn dirigidos hacia el futuro.
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Como en el caso del espaciotiempo Newtonisano, es conveniente tener
una terminologia intuitiva; asf{, 1los puntos de M se llaman eventos y
lae particulas serdén lineas de universo (parametrizadas). Por otra par

te, en contraste con R'XE ¥y conR% , no existe una funcién de tiempo
candnica sobre M. En este caso hay machos tiempos:

Une particule material en M es una curva temporal dirigida hacia el
futuro d:I——eM tal que |x'(z) = 1 para todo Té I. El parémetro ¢ se
llama el tiempo propio de la particula.

Como en el caso Newtoniano una partfcula modela la historia de un
objeto que en un contexto dado se puede considerar despreciablemente
pequefio, Podemos imaginar que cade partfcula estd provista de un relojd
(mecédnico, atémico, bioldégico,...) que mide su tiempo propio. Como pa-
ra ¢l tiempo Newtoniano, sélo los intervalos de tiempo propio tienen
sentido fi{sico. Por ejemplo, 5i & es una partfcula material de «(a) =
p a o(b) = q, entonces b - s es el tiempo propio gque ha transcurrido
entre los eventosz p ¥ q. Para cualquier mimero 4, T—>0(z + d) puede
considerarse como la misma particulas, pero que ha reajustado su reloj,

ya que en este caso, el intervalo de tiempo propio entre los eventos
no cembia.

Une particula lumincsa en ¥ es una geodésica mula dirigide hacie el
fuaturo ¥ : Tew-M

La f{sica moderna identifica tres tipos de particulas luminosas:
los fotonem (partfculas luminosas por excelencia); los neutrinoe (par—
ticulaes elementales que, t8l vez, no sean exactamente luminosas); y
los todavfa hipotéticos gravitones (que quedan fuera del marco de la
relatividad especial).

Cualguier partficule P;I—sM es una curva regular, y su imagen P(I)
es una subvariedad unidimensionsl de M, llamade la linee de universo
a E.

Como en el caso Newtonisno, las particulas en M tienen mass, la
cual es positiva para las particulas materiales pero, como veremos,
necesariamente debe ser cero para las partfculas luminosas. Que la luz
se Mieva en geodésicas es una hipdétesis fundementsl de la relatividad,
¥ puesto que {+7,¥ ) = O para una partfculas luminosa, no se puede pa-—
rgmetrizar a ¥ por medio de un tiempo propio. Es como si ¥ por tener
masé iguel & cero, no pudiera llevar un reloj integrado.

Una particulas en ¥ que es una geodésica, se dice que cae libremente,
En general, "caer libremente" significa moverse bajo la influencia de
la gravedad solemente. Pero como veremos en las Yltimas secciones de
estas notas, el hecho de que el espaciotiempo de Minkowski sea planc
limita a le relativided especial a situasciones en donde la grevitacién
Sea despreciable; por ejemplo, en la teoria de particulas elementales,
en donde dou}in&n el electromagnetismo y las fuerzas rucleares; en el
espacio vacfo lejos de fuentes significativas de gravitacidn, etc.
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Un sistema coordenado § en M se llama de Lorentz o inercial si es
une isometria r;-:M-—.R';‘ que preserva la orientacién en el tiempo.

Como en el caso Newtoniano, se sigue inmediatamente que un sistema
coordenado E :M—+R% es inercial si y 26lo si g, =§(j&, € = (-1,1,1,1).
¥ do estd dirigido hecia el futuro.

Lema 53.1 Dada una referencial ¢;,e je;,e3 en Tp(M) tal que e, estd
dirigido hacia el futuro, existe un ¥nico sistema inercial de coorde-
nedas ¢ %tal que J|p, = e} para Ogig 3.

Demostracién, De hecho, el sistema normel de coordenadas determinado
por 1la referencial dade es el sistema inercial buscado, ademés de que
expp(zx‘-(q)e;) = g para todo g< M. Si N fuera otro sistema inercial,
entonces ¢-'or] es una isometria de M que deja fija la referencial deda.
Asf pues, por la pr;;gosicidn 47.2, £7'on = identidad sobre M; es decir,
n=§.

En la fisica prerelativista, el verdadero papel jugado por las cooxr
denadas ne estaba claro. Sin una clara nocién de variedad, sélo era ra
zonable suponer qgue la fisica del espaciotiempo Newtoniano estaba liga
da a la forma que tomaban sus leyes en términos de las coordenadas Eu-—
clidianas., Una de las grandes contribtuciones de Einstein fue insistir
en que todas las leyes de la fisica deban tener una expresién indepen-
diente de la eleccidén del sistema coordenado (principio de covariancia
general). Es por ésto que el cdlculo tensorisl es tan adecuado para
expresar las leyese de 1la fisica ¥y, en su forma moderna, permite evitar
el uso de las coordenadas. De hecho, introducir un sistema particular
de coordenadas en un contexto dado, hace surgir el rmevo problema de
distinguir entre las propiedades intrinsecae y las propiedades debidas
al Bistema coordensdo. Desde luego, este problema se simplifica usando
coordenadas bien adaptadas a los datos intrinsecos del problema.

54 GEOMETRIA MINKOWSKIANA

Puesto que el espaciotiempo de Minkowski es isométrico a R% sabemos
que (1) para cuslesguiera puntos p,q<€M existe una Unica gecdésica
tal que 0(0) = p ¥ 6(1) = q, (2) hey una isometrfa natural Tp(M)=2Tq (M),
llamads paralelismo distante, y (3) cada aplicacién exponencial
exppsTp(M)—sM es una isometrfa. Asi, M visto desde p es geométricamen
te 1o mismo que Tp(M) visto desde O.

M es una vecindad@ normal de cada uno de sus puntos. Asi, para cada
Pyq €M, el vector desplazamiento p§ = o°(0) estd bien definido, donde
0 es la geodésica que une los puntos p y ¢. Nétese aue exp,(pd) = q.

En términos de un sistems inercial &e coordenadas &, los vectores
distantemente paralelos tienen las mismas componentes, entonces
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pa = ?(xi(q) - x'(p))i.

Por medio del comentarioc enterior estamos en nosibilidad de llevar
ia nocidén de camusalidad de loe espaclios tangentes de M a le propia M.
Para un evento pE M el cono del futuro de p es jge M|p§ es temporsl y
estd dirigido hacla el futuroj. Este es un cono sélido cuya frontera,
excepto por p, es el cono de luz del futuro de p, es decir, {qe M|pd es
milo y estd dirigido hacia el futuroj. La unidn de estos dos conjuntos
es el cono causal del futuro de p. Los conjuntos anflogos para el pasa-
do de 1 #e definen similarmente.

El cono de 1uz N{(p)C M de p es 1la unidn de 1los conos de lua del fu-
turo y del pssado de p. Un punto q gue no pexrtenece a ninguno de los ¢o
nos causales de p se llema espacial c¢on respecto a ps es decir, i?; es
espacial,

Ahora resulta claro el porque se usa el termino '"causalidad", Es na—
tural decir que un evento p puede influir en un evento q s8i y sélo si
existe una particula entre p y q. Por la definicién de las particulas
materiales y luminosas, se sigue que:

(1) Yos Unicos eventos que pueden ser influidos por un evento p son
aquellos que pertenecen &l cono ceausel del futuro de p.

(2) Los uUnicos eventos gue pueden influir sobre p son aquellos que
pertenecen 21 cono cesusal del pasado de p,

Asf, todos los eventos gue son espaciales con respecto a p, no pue-—
den ni inflir ni ser influidos por p. En la figura 14, se ilustran las
relaciones de causslidad para los especiotiempos Newtoniano y de Min-
kowski, en donde se usa la convencidén de dibujar el futuro hacia erri-

ba ¥ los rayos luminosos hacen édngulos de 45° con el eje del tiempo
(ver el lema 54.1, més adelante).
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La csusalidad relativista contrasta mucho con la causslidad Wewtonig
na, donde para un evento p = (x,,ts) el pasado y el futuro llenan todo
el espaciotiempo,

excepto por el plano tridimensional ¥ = t¢ de los
eventos simulténeos con p. Como Los cohetes Newbtonienos no estén res—
tringidos por la rapidez de la luz, pueden viajar de X, & cualquier
lugar distante X en un tiempo arbitrariamente corto t — +4,.

Para p,qge M el nimero pg = | pq\ 3 0 se llema la separacidn entre p ¥ a.

En términos de un sistema inerclal de coordenadas, tenemos
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2, 3 igy2fr
pa = |=(x% - x2p)* » Zil(x q - x'q) , .
Como el espacio y el tiempo quedan unidos en el espaciotiempo M, la
separacidn proporciona mayor informacidén que el correspondiente con-
cepto de distancia en el espacio Euclidiano.

Comentario. Significado ffsico de 1s separacidn. Sean p,qé¢M.

(1) 51 pg es temporal y dirigido hacia el futuro, entonces pg es el
tiempo propio de la Unica partficula material que cae libremente entre

P ¥ g. {(Una nave espacial que cae libremente mide pg como el tiempo
tra.nscurrido entre el evemto p ¥ el evento qg.)

(2) 3 es nulo<espg = O« hay una partfcula luminosa Que pPasa pPor P ¥ g.
(3) Si pg es espacisl, entonces pg >0 es la distencia medida de p a g

por cualguier observador que cae libremente Jl. ﬁ’g. {Hemos adelantado

aguf,rlgo de 1la terminologfa de 1la siguiente seccidn.)

Los Blanoe k-dimensionales de M son las imdgenes baje cualquier iso-
metrfa R} ——sM de los planos k-dimensionales de R{. Estos planos son

subvariedades de M isométricas a M¥ o a R¥., Si V es un subespacio de
To(¥), entonces

P = oxp,(V) = jaeM|pf eV}
es el ¥nico plano k:—dimensional en M tal que T (P) = V.

Pinalmente, consideraremos algo de la trigonometria hiperbdlica del
espaciotiempo de Minkowski.

Lema 54.1 Si 6 es espacial y GG es bemporsl, entonces cualesquiers
dos de las siguientes afirmaciones implicm & la tercera:

(1) pq es luminoso,

(2) &b 4q,

{3) op = og.

Demostracidn. Moviendo el vector Py por paraslelismo sl punto o Se Ob—
tiene pq = 0g - 6p. Tomando la normsa, se obtiene
% pa* = —o¢®* - 2{64,5p) + op®
de donde me sigue el resultado. ##
La nocidn de dngulo hiperbdlico puede sex definida también para M en

la sieuiente forma: si p y g estén en el mismo cono de tiempo de o, en—
tonces el gngulo hiperbdlico ¥ = 4 poqg es el dngulo hiperbdlico entre

of v &4.
Pronosiei6n 4.2 Sea p y q eventos en el mismo cono de tiempo de o, ¥y
tales que op L pg {ver fig., 15). Entonces,

(1) og* = op2 - pagt,
(2) op = = ogcoshy , pg = oqsenh?, donde ¢ = 4 pog.
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Demostracidn. (1) Como en el lema snterior, moviendo el vector espa-
cial pd & o nos da 04 = 6P + pd. Entonces, tomando normas se obtiene,

- og* = — op? + pgZ.

(2) Sean u y v vectores temporales unitarios en la direccidn de 6By
"64 respectivamente. Entonces {oP,63Y = op oqdu,v? = -op og cosh {P.

Pero también, {d5,68) = {0P,0p + P4y = —op?. Asi, op = oq cosh¢, ¥y por
(1), pg? = oqg2(cosh?¢ — 1) ogisenh®*y, Pero como ¢ > 0, senh 920 y enton-
ces pq = 0g senh ¢. #i#

As{, la férmula pitagdrica es reemplazada por (1), y las proyeccio-
nes ortogonales estdn dadaes por las funciones hiperbdlicas en lugar de
lag funciones circulares, Ndtese que la proyeccidén temporal op es siem
pre > 0q ¥y 1o mismo es cierto pera la proyeccidn espacial pq.

55 OBSERVADORES

Un observador en M es simplemente una partfcula material en M, esta
terminologia sugiere un nuevo papel pare las partfculas. Sea £ un sis
tema inercial para M. El eje x° de £ es la linea de universo de un ob
servador que cae libremente W; la parametrizacién natural de w es tal
oue x°w(t) = t, de modo que t es el tiempo propio paraw . Considerare-
mos que los mimeros producidos por & son mediciones tomadas por el ob—
servador w. Por el lema 53.1, todo observador que cse libremente tiene
muchos de teles sistemas inerciamles asociados.

eje x°

w
/ _[_Al‘(é__.-aﬁl: {‘;,‘-‘»‘R’

La seccidn coordenmda x = O de ez un espacio Buclidiano E; que
identificaremos con R por medio de la isometrfa natural

ge—s(x' (q),x*(q),x3(q)).

En M no hay una manera natural de definir ni el tiempo ni el espacio

separadamente, pero un sistema inercial produce una descomposicidn ar-
tificial como sigue.

FlG\E
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Sea £ un sistema inercial para W. Para cada evento pe¢ M, el mimsero
x%(p) se llams E—tiempo de p ¥ el punto ¥ = (x'(p),x*(p),x3(p)le R’ se
llama la &-posicidén de p (ver fig. 16).

Ahora sea ol :I—»M una particula, ya sea materisl o luminosa. Fara
cade valor del pardmetro s<¢ I {(que es el tiempo propio si o es mate-
rial), el E-tiempo del evento ol{s) es t = x°(o{(s)) y su z—posicidén es
(x! (a(8)),x2(t(8)),x3 («(s))) e R}~ E,.

Como o es causal (no espacigl) y estd dirigide hacia el futuro,

‘_i.gl‘_a_“i). = __<q', 30>> 0.

ds

Por tanto, x°st es un difeomorfismo de I sobre un intervalo Jcr' .
Sea u:J——I la funcidén inversa. Entonces al r~tiempo t¢ J, la f—posi-
cidn de « es

A(t) = (xldu(t),xuu(t),x>ult)).
Asf, las mediciones de la partfcula & en M producen una curva P R lR"'%

Eop llamada la Z-—partfcula Newtoniana asociada con &. Esta es lo que el
obsgervador @ ochserva de . i

La relacién entre o y & es una gufa para desarroller la relativi-
ded especial. Al aplicar los concepios Newtonianos a & vemoe como en-
contrar sus andlogos relativistas para ®; al reinterpretar los concep-
tos relativistas en términos de & vemos como la nueva teorfa modifica
a la vieja.

Por convencién, los pardémetros t y s estdn relacionados por t =
x%l(s) e inversamente por s = u(t), y s6lo por estas funciones. Asf,
tiene sentido escribir at/ds = d(x%oa)/ds8 >0 y, por la regle de la ca-
dena, -

a¥ - ad/as
Jdt T dt/as’

Lema 55.1 Sea ¥ una partfcula luminosa en M. Para un sistema inercial
Z , la partficula Newtoniena asociada es una linea recta en R3 con
rapidez 1.

Demostracidn. Como ®» es una geodésica en M, E¥ es una geodéeica en
Ry . Asi B es tal que . .
xtd(8) = ats + b (o< i< 3).

Por tanto, la proyeccién?(s) = (x'¥(s),x2Ms),x>d(s)) sobre K>z Eo es
una linea recta, ¥ su reparametrizacidén sigue esta misma linea recta.
Denotaremos por §(t) a la reparametrizacidn. Como el vector

3 .
ax L. dat a{xie ) .
gt = Zate = G0 + LEEFHY

es nulo, y dt/ds es positiva, se sigue gue

at _ 147
FR et
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As{ 1a particule asociada E %ieme 1la rapidez

a¥ laf/gael
v =lat! = Tatjas -~ ##
En particular se sigue que la luz tiene 1la rapidez constante 1 con
Trespecto e todo observador que cae libremente.
Consideremos ahora el caso de una partfcula material, de modo que
el pardmetro 8 se convierte en el tiempo propio T.

Proposicidn 55.2 Sea % un sistema inercial en M. Si 0:d-—-R es la

Z-part{cula Newtonimna asociada a la partfculse material o ;I—sM, enton-
ces

(1) La rapidez ldx/dt) de o es v = tenh ¢ donde P es el dngulo hi-

perbdlico entre o’ = A4/4T y el vector coordenado Js de £ . En particu-
lar, 0<v<l.

(2) F1 tiempo proplo T de o y su f-tiempo t estén relacionados por

at _ A{x%d) _ - 1
ac = AT = cosh @ = -—-—-——-—(1 T 2 1.

xe

SouQ —-”

Demostracidn. Como o’ ¥y d» son temporales y dirigidos hacia el futuro,
_existe un dnico éngulo hiperbdlico ¥ 7 0 entre ellos e1 cugl estd deter

wminado por -<x’,%> = coshy > 1. Ver fig. 17. Como o’ = o (d(xlau)/dt)B,, ’
tenemos que
dt _ d(xfod .
R i

Y la expresién coordenadas para {i’,’)> = -1, se convierte en
- (as\? a2
()« (8] - .

Como ¢ > 0 se sigue que -
ag \
== (cosh*® -1)YR = senh@ 3 0

coshy ,

As{, X tiene rapidegz

-
v = \_gg\ = @/dr = senh¥® = tann? .
at at/at cosh ¢ )
Una identidad de le trigonometr{fa hiperbélica nos de = I R
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Las siguientes interpretaciones ponen més énfasis en el observador
gque cae libremente w que en el sistema inercial € asociedo con &1.

{1) Tiempo. Paras cualquier sistema inercisl § asociado con w , el hi-
perplano coordenado E: dado por x° = ¢ es el uUnico plano tridimensio-
nel que pasa por W(t) y es perpendicular a ¢, Asi, x° es el mismo pa-
ra toda eleceidn de ¥ . En efecto, x° impone el tiempo propio de wa
todo M, donde By consiste de todos los eventos gue w considera gue

son simultaneos con w(t).

(2) Espacio. Para el propio observador w, la §-particula Newtoniana
asociada S es constante; Asf{ E, se llama el espacio de reposo. dew.
Para cualesquiera =, t, la proyeccidén ortogonal E;,—»E; envia pe Es a
un Ynico punto g € Ex tal gque ;TE es paralelo aw. Consecuentemente, los
Et+ son espacios Fuclidianos candnicemente isométricos, y cada uno de
ellos puede servir como espacio de reposo para w,

(3) Rapidez. En la proposicidén anterior, como w es la curve coordenada
x°, w’ es siempre distantemente paralelo a d . Asi, P(T) es el dngulo
hiperbdlicoe entre o«{Zz) ¥ w’. E& funcidén v = |dd/atl da 1la rapidez de
d con respecto aw, y la funeidn Y = tanh? v, sunque mide la rapidez,
tradicionalmente se conoce como el parédmetro de velocidad de & con
respecto aw. (A veces o = d&%/dT se llama la cuadrivelocidad de R pa-
ra distinguirla de la veloeidad relativa d:i’/dt en e} espacio euclidia-—
no,)

(4)Dilatacién del tiempo. Para una particula con tiempo propio ¢ las
ecuaciones en (2) de la proposicién anterior, muestran que mientras
més répido se mieve la partfculs con respecto al observador (es decir,
mientras més grande es v), més lento corre el reloj (T ) de la parti-
cula con respecto al reloj (t) del observador. De ahf que los relojes
méviles se mtrasan.

(5) Distancia. Que pg sea ortogonal a un observador W que cae libre-
mente significa que x%(p) = x%g). Por tanto, P y q estdn en el mismo
hiperplano E;, y su separacidn coincide con la distencia euclidiana or-

dinariag 3 . . '
pa = (g(xJ(p) O R A

. =t
Asi, 1a distancia entre eventos tiene sentido sdélo para observado-—
res que consideran & dichos eventos como simultaneos.

56 ALGUNOS EFECTOS RELATIVISTAS

En las secciones anteriores ha guedado claro que cada observador gque
cae libremente en I, tiene su »rovis nocidn de btiempo y espacio. Muchos
de los resultados aparentemente paraddjicos de la relatividad surgen
gl tratar de comparar las conclusiones a las que llegan dos diferentes
observadores,

Por ejemplo, si w, y w,; son no paralelos, ellos tienen distintos es-

racios de reposo, asf, si B3 es ortogonal a W, pero no a W:, 1los even-
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%0s p ¥ q Son simultaneos para W, peroc no parav:. Andlogamente, si T
es paralelo a w,, entonces no puede ser parelelo para w: ¥, proyectan-
do sobre los espacios de reposo, los eventos p ¥y T ocurren en la misma
posicién para w, pero en distintas posiciones para wz.

Usando el paralelismo distante, 1la nocién de rapidez relativa puede
ser generalizada de 1la maneras siguiente. Si & y P son particulas mate-
risles, entoncee el éngulo hiperbélico @ = & («’(o), p’(T)) es su paréd-
metro instentaneo de velocidad ¥y v = tanh ¥ es su rapidez instantanea
reiativa. Para une partfcula que cae libremente P, los observadores
gque caen libremente y son paralelos a2 f 1la consideran como sl estuvie-
ra en reposo, mientras que pars otros observadores P puede tener cuel
quier rapidez constante 0<v<1l. En particular, dos observadoree que
caen libremente se consideran a s{ mismos como moviendose con rapidez
relativa constente = tanh X (A%, p").

Las dificultades con el movimiento Newtoniano que mencionamos antes,
no surgen aqui: =810 el movimiento relativo estd definido, la luz se
maeve con la rapidez constante 1 para todo observador que cae libremente,
y todas 1as partfculas materiales se mueven con rapideces relativas
v<1l (todo esto sucede en el espaciotiempo vacio modelado por M). La
dicotomfe esencial no es ghors entre reposo y movimiento, sino entre
caida libre y aceleracidn, ya que si B°° no es identicamente cero, nin-

2in observador gue cae libremente puede considerar que P estd en repo-
so,

A. Adicidn relativista de velocidsdes. Una nave eepacial ¢ abandona
una estacién espaciel 5 (ambes caen libremente) con unsa rapidez relati-
va v; >0, Una cépsula M es expulsada de €@ en el plano de ¢ y & con
rapidez constante va relativa a €. Aquf v, > 0 quiere decir que M se mue
ve en el mismo sentido que § ¥y v»< 0 quiere decir que ) se mueve en
sentido contrerio aG. j;Cusl es la rapidez v de } con respecto ad?

La respuesta Newtonisna es, desde uego, v = v + Vv, , pero la res-
puesta Einsteiniana es diferente.

FiGb . I8

La figura 18 ilustra el caso v;> 0., ElL evento p es la partida de P
de § 3 el evento q es 1la partida de M de €. Asf, v, = tanh @, y vi =
tanh ¢, . Por paralelismo distante, ¢’ estd entre ¢ ¥ B 7 por tanto,
por 1a aditivided de los dngulos hiperbélicos (gque se demuestra fhcil—
mente), el dngulo § =4 (57, n) es Q +¥,. Asf, 1la adicién de los pa-
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rédmetros de velocidad reemplaza 8 la adicién Newtoniena de rapldez.
De hecho, como

= tanh¥¢ = tanh(‘? +4,) = %2

encontramos que Vi o+ V2
1+ vvy'
La misma férmule se cumple para v, <O.

v =

B, Le "paradoja™ de los gemelos., Al cumplir 21 afios, Pedro deja a su -
g€emelo Pablo pare realizer un viaje en una nave espacial que cae libre
mente y vieja con una rapidez relativa de v = 24/25. EL viaje dura T
afios del tiempo propio de Pedro, Luego, regresa en otro viaje con las
mismas condiciones que durae otros 7 afios de la vida de Pedro. Al regre
sar, Pedro tiene entonces 35 afios de edad, pero Pablo tiene T1.

' Para celcular la edad de Peblo, ditujemos una perpendicular desde

el punto de retorno p hasta la linea de universo de la estacién espa-
cial que cae libremente en 1la que permanece Pablo. (ver fig. 19)

G .19

Por 1la proposicién 54.2, tenemos que

ox =

-
opeosh ¥ = Ty T (za m|yE IR = 22

Por simetrfa, xq = 25. As{, la edad de Pablo cusndo regresa Pedro es
2L + 2(25) = 71 afios. }

Es imftil objetar que este fendmeno (no es una paradoja), se debe a
la dificultad de construir relojes suficientemente exactos. Un “reloj"
es meramente un nombre pars un medidor de tiempo, sea que éste esté ba
#ado en el ritmo de los &tomos, en dispositivos mecédnicos, o en proce-
s08 bioldgicos. Mientras los gemelos estfin separmdos, el corazén de
Pablo ha latido 50/14 veces méds que el corazén de Pedro.

Une mejor objecidn es que si Pedro debe sobrevivir al viaje, las

esquinas en 0, p ¥ q deben ser suavizadas para mantener baja la acele-
racién. Pero min asf el fenémeno permanece,

Corolario 56.1 Seat:1a,bl—eM una part:(cula meterial de p & q en M,
EL tiempo propio transcurrido A = b~ & es a 10 mé&s pa, 1la 1gualdad se
cumple si y sélo si X cae libremente.
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C. Contraccidn de Lorentz—Fitzgerald. Seean x y [} part:(culas materiales
paralelas que caen libremente en M. Podemos considerar gue X y P son
los puntos extremos de una regla [« ,p] oue cae libremente en M.

Sea w un observador que cae libremente cuyo espacio de reposo es Ew
aque pasa por w(0). Como & y P son pasralelas, sus particulas Newtonia-
nas asocimdas & ¥y Tf se mueven 8 10 largo de lineas rectas paralelas
en E,, smbas con rapidez constante v. Por tanto «w ve gque la regla es
un segmento de recta [X(+),B(t)] moviéndose paralelsmente a s{ misma
en E,. La longitud de_la regla como medida por « es la distancia cons-
tante Ly de %(t) a B(t) en Eu. Para un observador sobre la regla, diga
mos &, la regla Newtoniana asociadald,f | estd en reposo en su espacio
de reposc Ey y 61 mide 1la longitud propia L. Esta es 1la longitud de
cualguier vector que va de ® a  y que es ortogonal a ambos.

Proposicidn 56.2 Como arxriba, sea [d ,pl una regle que cae libremente
con rapidez v relativa a un observadorw. En E,, (1) si [&,3] se mueve
en 1m direccidn perpendicular a su eje, entonces Ly = L. (2) si (&,F]
se mueve en la direccién de su eje, entonces L, = Ly 1 = v,

Demostracién. Evidentemente, un desplazamiento paralelo de w no afec-
te las mediciones tomadas por W, asf, podemos suponer que W(0) = X(0),
(1) sea & = [F(0),B(0)] 1a posicidn inicial de la regla Newtoniana en
E , Es suficiente demostrar que A también pertenece sl espacio de re-
pose Ey de oL o través de %(0), y2 que entonces w y ® miden la misma
longitud pars A. Como ACE,, Alw, Por hipdtesis, AL&. Pero x estd
en el plano determinado por w y & , por tanto, Ald; es decir, AC Ey.
(2) Bn este caso gy P, ¥y W estén en el mismo plano temporal y en la
figura 20 aparecen las lineas en las que los espacios de reposo En ¥
Ex cortan a dicho piano.

® p w
W
S F16 .20
L4 Euw
» /
3 T ¥ Ea

En la figura, v = tanh¥ , op es la longitud propia L de 1la regla, ¥y
0oq es Lw. Por la proposicidn 54.2, en el tridngulo opr, L = ro senh ¥,

Yy en el tridngulo roq, Iy = ro tanh$ . Asf, L = L, cosh¢ , de donde
Ly = LY 1 = v=, #it ’

E.ste fendmeno de acortamiento en la direccién del movimiento, fue
conjeturado independientemente por Lorentz y Fitzgerald unos afios an-
tes de gue Finstein publicara 1la teoria especial de la relatividad,
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57 IMPULSO Y ENERGIA

Si & :I—eM es una partfcula material de masa m, su gcampo vectorial
de impulso—energfa es el campo vectorial P = md&/dc € Je(k).

Para entender esta definicidn, consideremos 1o que ve un observa-
dor w que cae libremente en términos de sus nociones de tiempo y es-
pacio. Para un sistema inerciel ascociado con el observador w, las com—
ponentes de P son

. i
pl . plxex) (051 <3),

aT

donde, como es usual, T es el tiempo propio de & . Introduciendo el
tiempo propio t del observador, se obtiene
dgx'-nu.) 4at at 1
ag »  domde s e

Les componentes espaciales P' ,P",P3, describen un campo vectorial

- m ax
F=7T=-%7 at
sobre la particula Newtonisna asociada & en EQ%IRB.
Esta es una extensién razonable del campo vectorisl de impulso New-
toniano, ya gue pare bajas velocidades, el factor de dilatacidén tempo-

ral (L - v*)'2 estd préximo a2 1. Sin embargo, 1la componente temporal de
P es algo nuevo,

Po = d!x“od! - dt _ m
- at T o e

Por el teorema del binomio de Newton,

P° =m -«--]-2‘-:|w2 + 0(v4).

hos Begundo término de esta ecuacidn es la energfa cinética Newtoniz
na de &, y Einstein identificé a P° como la energfm totel de la part:(-
cula & como medide por el observador w, concluyendo en particular que
la masa es meramente otra forma de energ{a. Especificamente, m es 1la
energia en xeposo Epp » y& que P? = m cuando v = 0, Convirtiendo a uni
dades convencionsles, se obtiene la famosa ecuacidn Ege = mc®. En re-—
sumen, podemos hacer la siguiente definicidn:

‘

Sea X una particuls material de masa m en M, Si w es un observador
aque cae libremente, entonces el impulso de & con respecto a w es el
campo vectorial Euclidiano

. n ax
- ;71 - v2 dt
sobre ¥. La energia de o con respecto a W es la componente temporal de

P = md%/dTceHe(c). Pinalmente, el imoulso escalar de ¥ con respecto a w
es le funci6n1n. -1
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Del mismo oue el espacio y el tiempo estén unidos en la relatividad,
as{ tembién el impulso y la energfa estdén unidos y s6lo se les separa
artificialmente al considerar un observador particular.

Usendo el parslelismo distante, la definicién anterior puede ser
expresada concisamente como P = E ¢ + k= , donde

(1) 20 es el vector coordenado temporal de cumlquier sistema iner-
cial asociado conw; es decir, 2v es el campo vectorial paralelo sobre
o que es distantemente paralelo aw’ , y “

(2) el vector espaciml B, ortogonsl a 2 , ha sido movido desde X en ]
el espsecio de reposo hasta la propis O por paralelismo distante.

Corolario 57,1 Sea & una partfcula material de masa m en M. Con res-
pecto a un observador que cae libremente, la energia E, el impulso es—
calar f# , y la rapidez v = tanh ¥ de « estdn relacionados por

(1) E? = m? + p2,
(2) E=n/yL =~ vZi=mcoshy = =(P, -
(3) p = w senhy mv/ T = v3.

(4) -p/E = tanh ¢ : v.

Demostracidén. Como P = m*’ = EJy + B, con P L%, estas afirmaciones se
siguen inmediatamente de la proposicidn 54.2, pero usando la trigono-
metria hiperbdlica en cada espacio tangente en lugar de en la propia M,
como habfmmos hecho en dicha proposicidn, ##

Sea 10i] una sucesidn de partfculas materiales cuyas lineas de uni-—
verso tienden a 1a de una particula luminosa ¥'. Para cualguier obser-
vador que cae libremente, las rapideces relativas tienden a 1: V= 1,
por tanto, las ecuaciones (1) y (4) del corolario enterior dan
E2 =m? +.02 ¥y E =.p confirmando que las partfculas luminosas deben
tener masa cero. Tia luz transporta energfa e impulso, esto es indiscu-
tible, pero como no tiene masa, necesitamos unn nueva definicidn para
su impulso-energfia.

El campo vectorial de impulso-energia de una partfcula luminosa? es
su cusdrivelocidad: P = ¥’ = a¥/ds,

Entonces, para cualquier observador «w que cae libremente P se puede
partir en energfia E con respecto a8 W e impulso P con respecto a w ,

" escribiendo P = Ea, + P con F 192, tal como en el caso de una perticu

la material. Pero como P =%’ es luminoso, 1la energfa y el impulso es-

celar son iguales: E =.p = —{%",3) - M4s an, como ¥ y el observadorw

son geodésicas, E = .p es constante y Foes paralelo.

En unidades geométricas, la energia E y el impulso escalar g tie-
rien la misma unidad com¥n de distancia, tiempo o masa. Para una parti-
cula material, la unidad de masa para E y .o estd clare de las férmulas
del corolario 57.1. Para una particule luminosa ¥, el parfmetro geodé-
sico s es un mfmero adimensional, por tanto, la férmula
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$ = E = d(x°«¥)/ds

muestra cue la unidad es la misma que para el tiempo.

Para convertir a un sistema convencional de unidades, usamos los
valores convencionales Cuwwy ¥ Guwwv « Por ejemplo, en unidades cgs, un
gramo de energia, es decir, 1la energfa en reposo de una masa de un
gramo en

Ecs = (G5 Y g = 9x10%° g em?/seg? (= erg).

El cardcter ondulatorio de la luz se mide como sigue: Un fotdn de
energfa B con respecto & un observedor, tiene frecuencia v = E/h, donde
h es la constante de Planck. Como es usual, la frecuencia por la longi-
tud de onda X\ es la rapidez ¢, En unidedes geométricas h es 1.8x 10'€eg7~
¥ »W =1, Puesto que la frecuencia y la longitud de onda se derivan
de la energfa, ellas también dependeran del observador que esté reali-
zando las mediciones. Asf, 1o que es luz visible para un observador,
pueden ser ondas de radio para otro, y rayos x para un tercero.

58 APLICACIONES BIPARAMETRICAS Y CAMPOS DE JACOBI

Sea M una variedad y sea A un subconjunto abierto del plano R? con
la propiedad de gue cualquier linea horizontal o vertical que intersec—
te a A 1o haga en un intervalo. Una aplicacidn biparamétrica es una
aplicacién suave x:A—eM, Asf{, x se descompone en dos familias de cur-
- vas paramétricas:

‘La gurva u-paremétrica v = v, de X es u——ex{u,v,).
La curva v-peramétrica u = u, de x es v——ax{(u, ,v).
Las velocidades parciales

x, = ax(3,), x, = dx(dy)

8on campos vectoriales sobre x. Evidentemente, x,(u,,v,) es el vector
velocidad en u, de 1la curva u-paramétrica v = v, , y andlogamente para

x,(a ,v ).

Si x estd en el dominio de un sistems coordenado X',...,x", enton-
¢ces sus funciones coordenadas x' = x'ox (1< i=<n) son funciones de
valores reales definidas sobre A, y tenemos

. xt s,
Xy = 2'5'_"“ i, Xy = 2573&-

Hasta ahora, M ha podide ser una variedad suave sin mayor estructu-
ra. Supongamos ahora que M es semi-Riemanniana, Si Z es un campo vecto
rial suave sobre x, sus derivadas covariantes parciales se definen como

2y = DZ/>u, la derivade covariante de Z a lo largo de las curvas
u-paraemétricas, y . ‘

Zy = DZ/%»v, le derivada covarisnte de Z a lo largo de 1las curvas
v-paramétricas,
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Explfcitamente, Zy(uwo,ve) es la derivada covariante en u, del cam-
po vectorial u—sz{u,v,;) sobre la curva u—ex{(u,vy). R i

En términos de coordenadas, Z = 2, 2°2;, donde cada Z' = Z(x‘) es una
funcidn de velores reales definida sobre A, Entonces, por la férmula
que sigue a la proposicidén 37.1 (pag. 106), tenemos

az¥ Kyl 2l
7, = giau + 2; Mzt 9213,

En el caso especial 2 = X, la derivada Z,; = Xyu da las aceleracio-
nes de las curvas u-paramétricas, mientras que Xy, da las aceleracio-
nes de las curvas v-peramétricas.,

Proposicidn 58.1 (1) Si x es una aplicacidén biparamétrice en una varig
dad semi-Riemanniana M, entonces Xuy = Xynp. (2) Si 2 es un campo vecto
rial sobre x, entonces

Zuv = Byy = Rlxy,xy)Z,

donde R es el tensor de curvatura Riemanniana de M.

Demostracidn., (1) Si usamos la misma notacidn coordenada que antes,

tenemos 24k K Ixt Yucd

v = 2 {3555+ Z T o
Esta férmula es simétrica enu y v, ya que los sfmbolos de Christoffel
son simétricos en i ¥y jJ.
(2) Un cémputo con coordenades de Zyy — Zy, hace aparecer al tensor de
curvatura en forma semejante a como aparecid en la demostracién del le-
ma 40.4. ##

Aquf (1) expresa en términos de aplicaciones biparamétricas el axio-
me (D4) de la conexidn de Levi-Civita, mientras que (2) expresa nueva-
mente el hecho de que la curvatura mide la falla de la conmutatividad
en la diferenciacidén covariante.

Una curva puede ser comparada con curvas cercanas a ella usando la
siguiente definicién.

Una variacidn de un segmento de curva o: {a,b]l—»M es una aplicacidédn
biparametrica .

x: [a,b] X {=§,5)—sM,
tal que o(u) = %x(u,0) para toda ag<ucs<hb,

Las curvas u-paramétricas de una variacién se llaman longitudinsles
¥ las curvae v-paramétricas se llamen transversas. La curva base de X
es o . Tipicamente, estamos interesados en las curvas longitudinales y
el némero no es importante,

El campo vectorial V sobre o dado por V(u) = x,(u,0) se llama el cam-
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po_vectorial de variacidn de x. Cada V(u) es la velocided inicial de
la curva transversa v—x(u,v); asf{, para §> 0 suficientemente pequefio,
el campo vectorial V es une medida infinitesimal de la variacién x.

81 toda curvae longitudinal de x es una geodésica, ¥ se llama una va—
rincién geodésica o una familia uniparamétrica de geodésicas.

Si ? es una geodésica, un campo vectorial Y sobre ¥ que satisface
la ecuacidn diferencial de Jacobi Y’ = Ry-p-(#’) se Llama campo vec-
toriel de Jacobi.

Proposicidn 58.2 El campo vectorial de variacidn de una variacién geo-
désica es un.campo de Jacobi,

Demostracidn., Como cada curva longitudinal es una geodésica, xyy = O.
Asf, por la proposicidén 58.1, tenemos

Xyun = Xuyn = Xyuy + B{Xy,xp)xu = Rixy,xy)xg,.

Por tanto, xy satisface la ecuacién de Jacobi sobre toda curva longitu-
dinal, en particular sobre La curve base, en donde Xy es precisamente
el cempo vectorial de variacién. #i#

Debido 2z este resultado, la ecuacidn de Jacobi se conoce también co- |
mo la ecuacidn de desviacidn geodésica. Hay una interpretacidén fisica
de este resul¥ado que es muy importante. Si consideramos que una varia-
cién geodésica x.de ¥ represente a una familia uniparamétrica de parti-
culas que caen libremente, entonces el campo de variacién V. da la posi
cién, con respecto a ¥, de las partfculas srbitrarismente préximas. AsT,
la deriveda V’ da 1la velocidad relativa y V'’ da la aceleracidén relati-
va, Asignendo a estas partfculas masa unitaria, podemos interpretar la
ecuacién de Jacobi V’’= R(V,%°)¥’ por medio de 1ls segunda ley de Newton
con el vector de curvatura R(V,%7)3®’ en el papel de fuerza. Esta fuerza
se llama fuerza de marea y veremos en la préxima seccidn que juega un

papel clave en la interpretacidn de la gravitacidn como curvatura del
espaciotiempo.

58 RELATIVIDAD GENERAL

Mientras que la relativided especisl es una teorfa enteramente sa—
tisfactoria en su rango de aplicabilidad, no hay manera de que puede
incluir a la gravitacién. Por otra parte la ley de gravitacidn de New-
ton, que se refiere al espacio y no al tiempo, ha dejado de ser vdlida
con la unién relativista de estas dos nociones., En loe afios posteriores
8 1905, Einstein llegé al ccuvencimiento de que la gravitacidn debia ex
presarse en términoe de curvatura, Para 1915 é1 ya habfa encontrado la
manera de hacerle, y es asf que en la reletividad general el espacio-

tiempo vlano de Minkowski deja su sitio = espaciotiempos de curvatura
arbitraria,
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Fn esta seceidn daremos una muy breve resefia de los fundamentos de
la teorfia general de la relatividad.

A. Ia relativided especial como un cego especigl de la relatividad ge-
neral, De hecho, la relatividad especial es la relatividad genersal
del espaciotiempe de Minkowski. Se puede demostrar que el espaciotiem-
po de Minkowski, es excepto por isometrias, la Unica varieded Lorentzia
nz tetradimensionsl plena gque es complets y simplemente conexa. Asfi,
cuglquier resultado de la relatividad general puede ser verificado en
el espaciotiempo de Minkowski e, inversamente, es natural extender =
la relatividad general aquellos resultados que no dependen de las pro-
piedades distintivas de R?. En particular, los eventos, las particulas
materiales y luminosas, el tiempo propio, el campo vectorial de impul-
so-energia y los observadores, se definen en la relatividad generel del
mismo modo gque en la teoria especial,

En regiones suficientemente grandes del universo, la gravedad no pue
de ser ignorada., Asf, la relatividad especial es en el mejor de los
casos una teorxria local; el hecho fisicamente significativo es que el
espaciotiempo de Minkowski sea un espacic plano, no asi que sea comple~
to o simplemente conexo. La relatividad general se basa en el estu~
dio de variedades Lorentzianas de curvatura arbitraria y, debido a esto,
abre la posibilidad de hacer estudios globales (topoldgicos) de los
espaciotiempos.

B. La relatividad general es localmente aproximada por la relatividad
especial. Si p es un evento en un espaciotiempo M, entonces la relati-
vidad especial tiene sentido en el espacio tangente Tp(M) IR}, y La a-
plicacidn exponencial expp proporciona un medio para hacer la comps-
racién., Hemos visto que en vecindades suficientemente pequefias, y mien
tras no intervenga la curvatura, Tp(M) es una buena aproximacidn geo-
métrica de M. Histéricomente esta aproximacién, casi siempre en la for
ma de coordenadas normales, ha sido muy importante para asignar signi-
ficado ffsico & la geometrim de M, En particular, como en la relativi—
dad especial, a un vector temporal unitario ue T (M) dirigido hacia el
futuro, le llamaremos un observador instantineo en p. La descomposi-—
eidn ortogonal Tp(M) =Ru + ul parte el espacioc tangente en el eje tem
poral del observadorRu y en el esvacio de reposo ul. Como antes, si
es une particula con X(to) = p, entonces o (to) = au + x, acR y xe ut,
Corrigiendo a x por la dilatacidén temporal a, se obtiene la velocidad
instantanea x/a de ®« medida por u. (Asf, la rapidez lx\/a es 1 para
la luz y es menor que 1 para las perticulas materiales.,) Similermen-
te, si P es el impulso-energfs de X en p , 1la expresién P = Fu + P,
Peeu% da la energia E y el impulso ¥ de o en p como medidos por u.

Como muestra esta terminologfe, la relatividad general también se
puede comparar con la fisica Newtoniana. ESqueméticamente, el alcance
de las tres teorias estd dado en la siguiente tabla. Cuando los datos
de un problema tienen limitaciones Newtonianas, la relatividad general
da aproximagpm ente resultados Newtonisnos.
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Cravitacién rapidez
Relatividad general Arbitraria Arbitraria
Relatividad especial despreciable Arbitraris
Fisica Newtoniana débil baja

C. I.a gravedad domina en gran escala.

Entre las fuerzas nucleares, el electromagnetismo,y la gravedad, es
ésta ltima le interaccidn m#s debil. Sin embargo, el al.cance de las
interacciones nucleares es tan corto que éstas son ignoradas a priori
por una teoria que modela al mundo real por medio de variedades suaves. -

En una escal& un poco mayor, le repulsidn eléctrica entre dos elec—
trones supera enormemente & su atraccidn gravitacional, Pero en el
electromagnetismo hay fuerzas atractivas y repulsivas y asf{, en grandes
agregados de particulas, los efectos electromagnéticos se pueden cance-
lar. En cambio, la gravitacién siempre da lugar a fuerzas atractivas y
es acumulativa. As{ pues, en gran escala, la gravedad es la interaccidén
dominante. Aun cuando el electropegnetismo puede ser estudiado dentro
de la relstividad general, la aplicacidn principal de ésta es al estu-
dio de la gravedad, .

D. La caida libre es geodésica; La materia curva al espaciotiempo.

La eaida libre es un movimiento realizado sé6lo bajo 1a influencia de
la gravedad, ILa fisica Newtoniana distingue dos casos: el movimiento
acelerado y el movimiento no scelerado. Por ejemplo, consideremos dos
naves espaciales idénticas S, y S;. Supongamos que Si: Se mueve en la
Vecindad de una estrella gigeante roja y que S, estd también en caida
libre pero lejos de cuslouier galaxia. De acuerdo a Newton, S, tendrd
un movimiento acelerado bajo la straccidn gravitacional de 1la estrellsas
¥ seguird una Srbita curvada en el espacio y por tanto, una érbita cur
vada en el espaciotiempo Newtoniano. En contraste, Si» se moverd en una
linea recta a velocidad constante, por tanto, su linea de universo serd
une geodésica recta. Pero si las naves estdn tripuladas, ninguna de las
tripulaciones puede determinar por medio de experimentos fisicos rea—
lizados a bordo, en cu=zl de las dos naves se encuentra. Esto es 1o que
se conoce como principio de ecuivalencia. En ambas naves los objetos
no perturbados permanecen en reposo ¥y, si Se les empuja, sus movimien—
tos relativos no difieren de nave a nave, Como en el caso de la dicoto-
mia Newtonianareposo contra velocidad constante", Einstein se¢ rehusé a
admitir una distincidén tedrica entre estados gque no son experimental-
mente diferentes y declard que toda cmida libre tiene una linea de uni-
verso nue es geodésica en el espaciotiempo. El efecto gravitacional de
la estrella no es curvar la linea de universo de Si1, sino curvar el es-—
paciotiempo en el cusl la linea de universo es une geodésica.

E., Gravedad como curvatura.
Si la estrella en el pdrrafo anterior es una bola uniforme, entonces
hay un experimento simple gue permite & las tripulaciones determinar su
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situscién, (En el pédrrafo anterior suponfamos que el radio de la estre
1la era précticeamente infinito, en este pédrrafo ya no hacemos esta su-
osicién.) EBs suficiente soltar slgunas canices y observar su COmpor—
tamiento. En S, 1las canicas permanecerfin en reposo, pero en S, las cani
cas comenzarin 8 moverse. Supongamos por simplicidad gque S; estd cayen~

do directamente hacia la estrella y gue las canicas estédn colocadas
como en la figura 21,

\ 3 7 Fio 2%
\ l

EswEuq

Entonces, a y ¢ se maeven hacia o, mientras gue b y d se mueven alejdn
dose de o. Ia explicacidn Newtonimnm es que a y c estén cayendo direc
tamente hacia el centro de la estrella, mientras gque por la ley de gra
vitacidn de Newbon, d aceleres hacia la estrella con més intensidad que
¢ 'y o con mée intensidsd que b, por 1o cusl b se retrasa,

En la explicacion relativists de este fendmeno, las canicas gque caen
libremente son modeladas por geodésicas temporsles en el espaciotiempo,
Como vimos en 1a seccion anterior, la posicidn relative de los vecinos
de lLa canica ¥ esta dada por campos de Jacobi Y sobre ¥ . Los cambios
en la posicidén relativa resultan de la mceleracién relativa Y’‘, 1la
cusl, por la ecuacidén de Jacobi estd dada por R(Y,%,)¥.,”. De este modo,

vemos cémo le curvatura, en su papel de fuerza de marea, reemplaza a la
nocién Newtoniana de gravitacidn.

F. Puentes de gravitacidn.

"Materia" ez un término indefinido gque usemos como sindnimo de 1la
sustencia del universo, En la ffsica Newtonimns le vnica fuente de gra
vitacidn es 1lm masa de la materiam. En la relativided, la gravitacidén
surge del imgulso—energ:‘.a de la materia, al cual la masa es sélo un
contribuyente més. Para una forma particular de materia modeleda en un
espaciotiempo M, el contenido de impulso-energia queda descrito infini
tesimalmente por un campo tensorigl llamado tensor de impulso-energfa T
definide sobre M. Como no hay una definicidn genersl de materia, no pue
de haber una férmula general para construir s 7T, pero hay algunas re-
glas empiricas. Sea W un observador instanténeo en pe M. Sobre u* la
parte especiel de T generaliza al cldsico tensor de stress como medido
POr ui como €1, T es un campo tensorial simétrico de tipo (0,2). La den
sidad de energia medida. por u es T{u,u) ¥y pera todas las Tormzs conoci-
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das de materiam es positiva. Finalmente, la ley de conservacidn del
impulso-energia se expresa infinitesimalmente por div T = O,

Dos espaciotiempos cuye materis ha sido modelada se llaman Ifsica-
mente equivalentes si existe una isometria entre dichos espaciotiempos
gue preserva los modelos de materia. En particular, dicha isometria
preservard los respectivos tensores de impulso-energfa.

60 _LA ECUACION DE EINSTEIN

La materia es gravitacionslmente significativa sélo como portadora
de impulso-energfa, asi que para conocer su efecto como productora de
gravitacidén (o curvatura) debemos fijar nuestra atencidén sobre el co-
rrespondiente tensor de impulso-energia T. Pero, ;Cémo estd relaciona-
do T al tensor de curvatura R? Demandando simplicidad ante todo, Eins-
tein propuso la férmula G = kT, donde G es alguna variante del tensor
de curvatura de Ricci ¥ k es una constante, Einstein probé varias posi
bilidades para G, contrastdndolas con el problems de la precesidn del
perihelio de mercurio. Pero gracias a las poderosas herramientas mate-—
méticas que hemos coleccionado & lo largo de estas notas, es fédcil aho-
ra escoger un obvio candidato para G, Si div T debe ser cero, entonces
G. = KT implica que div G = 0. Pero para la curvatura de Ricci, el coro-
lario 46.2 afirme cue div Ric ='.4S. As{, restando un medio de la cur-
vatura escalar 5 = C{Ric) de Ric, debemos obtener el resultado deseado.

Por tanto, definimos el tensor gravitacional de Eingstein de un espa-
ciotiempo M como G = Ric ="5g.

Proposicidn 60.1 (1) G es un campo tensorial simétrico de tipo (0,2)
con divergencia cero.
(2) Ric = G - '40(G)g.

Demostracidn. Tanto Ric como g son tensores simétricos de tipo (0,2),
por tanto, G es simétrico de tipo (0,2). Un célculo directo demuestra
que div(Sg) = dS. Entonces,

div ¢ = div(Ric - §Sg) = $(as - as) = o,
(2) como C(g) = 4, c(G) = C(Rie) - 35C(g) = -8, Asf, la definicién de
G nos da .
Ric = G + (3S)g = G - $C(G)g. ##

Por (2) se sigue cue el tensor de Einstein y el tensor de Ricei con-
tienen la misma informacidn. De hecho, como S = C(Ric), cada uno tiene
la misma expresidén formal en términos del otro.

El postulado fundemental de la relatividad general es la ecuscion de
Finstein:

Si K es un espaciotiempo oue contiene materia con tensor de
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impulso—enexrgfa T, entonces
G = 8nT,

donde G es el tensor gravitacional de Einstein.

Se han dado muchos argumentos para exponer la plausibilided de la
ecuacién de Einstein, casi todos se basan en la comparacidén con la fi-
Sica Newtonisna a bajas wvelocidades y gravitacidn débil. La constante
universal 87 (en unidades geométricas), se determina por medio de tales
comparaciones (ver, por ejemplo, |[H y ], seccidén 3.4). :

Pero debe quedar claro que la relatividad general no puede deducir-
se; 1o mismo. que las cuatro leyes de Newton, se trata de una serie de
postulados de Einstein acerca del funcionamiento del universo macroscg
pico,

La ecuacidn de Einstein implica que €l tensor de impulso-energia es
un cempo tensorial simétrico del tipo (0,2) con divergencie cero, Por
otra parte, la ecuacién div T = O proporciona leyes dindmicas que ri-

gen el comportamiento de la materia gue produce a T. Intuitivamente,
podemos decir que
= 8nT nos dice cémo la materia determina la curvaturaj;

divT =0 nos dice cdmo la curvatura mieve a esta meteria.

Pero recuérdese que, como en el pédrrafo E de la seccidédn anterior, es
todo el tensor de curvatura de .Riemann, no sélo el tensor de Ricei, el
que controla el movimiento relativo de las rtfculas de

a rueba, aque-
llas cuyo impulso-energia hace una contribucién despreciabie al tensor
de impulso-energia del espaciotiempo.

Si T = 0, es decir, si M es plana semin Ricci, entonces M se llama -
esnac:mti mpo_vacio.

bt Gk Ak ok
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