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INTROPUCCTON

Los métodos de elementos §initos para problemas de -
valor a La frontera pueden Lomar muchas formas, pon efemplo el-
método de elementos finitos de tipo COLOCACION ha sido apl.icado
en casos de problemas de valon a 2a grontena con condicfones a-
La grontena de tdpo mixto: VER p. ef. [18].

0tnos métodos pueden describinse basdindode en aproxi-
maciones de tipo L% - GALERIKIN siendo 8ste método £a fonma dé-

bif mas comdn, o bien, como una combinacifn de este método y el
metodo de cofocacibn.

Aplican €stos métodos a un sistema de ecuaciones dife
nenciales no es Amnmediatamente claro. En este trabafo de tesis

resdtninginemos nuesina alencibn al caso de una ecuacibn difernen

cial ondinaria Lineal. Nuestro objetive es dinvestigar tres téc

nicas de elementos finitos, en panticulfar consideremos
1) La desendipeién de Los métodos,
2) Ef tratamiento de Las condiciones a La frontera.

3) Los ménitos relativos a cada uno de os mbtodos -

en problemas con diferente grade de dificultad (trnes problLemas-
de prueba fuenon efegidos}, '

4) La solucifn del sdistema de ccuaciones algebrai--

cas L4ineales por medio de algdn método dinecto o ALderactivo co
nocido. '
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5) La determinacién de Las OSndenes de convengencdia -
de cada uno de £os métodos.

ALgunas comparnaciones sobnre Los métodos de elementos-
finitos para Pa sofuci@n de problemas de valor a La froniera -
han aparecdido con anterdiordad en La Literaftuhra, Esdtas compara
ciones estdn basadas princidpalmente sobre consdidenaciones ted-
nicas, tal es el caso de Ra estimacidn del enron; ver p, ej. -
[191.

Cada uno de Los métodos de elementos finitos tienen -
caracterntsticas propias, pero sin embargo, hasita ahora no exis
ten suflcientes cdleufos numérnicos para establecenr un Judcdlo -
mis clLaro para ver cual de estos métodos es el mejon,

EL presente trabafo consta de cuatro partes distribuil
das de La sdgudfente fonma:

Primena parfe. Contiene el capliulo unco, en el cual-
se planica el problema de valon a La frontera de nuestrno inte-
nEs y se mencionan Los mélodos de elfemenics finditos usados pa-
ra nesolver dicho pnabﬂeﬁa.

Segunda parte. Contiene Los capiiufos dos, thes y --
cuatro, en Los cuales se describen y se aplican £Los métodos --
de:

1) Cofocacibn
2) Gakenkin
3) Colocacibn - Galenkin

Respectivamente y ademds se da La aplicacidn dinecta-
a ta sofucidn al problema planteado con antendionidad,
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Tercena parte, Contilene el caplitulfo cinco en el cuakl
s¢e descniben L£0s programas de compuio sdigulenies:

1)  COLFEM
2} GALFEM
3} COLGAL

Proponrcionando posternionmente en el capliulo seis Los
nesultados numérnicos que se obtuvieron,

Cuarta pante, Contiene el capliulo sedis, en el cual-
se aplican Los probfemas de valor propio a Los que se Led apldi
c6 Los métodos mencionados con anteniornidad. Finalmente se —--
dan Las conclusiones pertinentes a Los métodos y se anexan Las
versiones de Los programas de cdmputo, asf como La bibliogra--
§ta utilizada,
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PROBLEMA DE VALOR A LA FRONTERA
METODOS DE ELEMENTOS FINITOS

1.7, PRELIMINARES

Muchos de Los modelos de fa cilencia y de La techolo--
gla se expresan en La foama de ecuaciones difernenciales. En -
Los modegos mds senciflos, estas ccuaciones son orndinanias, es
decir, que tienen una so0fa varndiable Lndependicnte, que LEamare
mos x cuando el problema es de valores a La frontera. En mo
defos mds realistas, Las ecuacdones difernenciales de intenés -
sendn ecuaciLones parciales, con mds de una vardable indepen- -
diente [17].

Estas ecuacdlones en muchosd cascs no Lienen solucidn -
analltica o 54 La tdienen, esta solucdbn es de una forma bastan
te complicada como, para sen neafmente aAtif (p. ej. una sernie -
infindital. En otras patabras, se necesdita una scfucidn numénd
ca que noi penmiiavaphoximah a La solucibn en varios puntos c-
hasta en cualouien punito def dominio considerado.

.EL problema de valor a La frontera que condideramos -
consiste en La adguiente ecuacidn diferencial ordinaria Lineal
de segundo onden,

‘ dzu(x) “du(x)
- aflx) L + bx) — + cfx) ulx} = §{x), xelp,ql=0...(1}
X X

con condiciones a ka grontera de La forma



Ao M + Ho dufx) = Yo
dx
cee. 2
A1 E.E,'_(x'_) + Uy du{x) = Dy
dx ’ '
donde | AL | + | ud| >0, 4= 0,1,

EL coefdiciente a se supone continuo con alx) > x, - -
K = conatanite > © y b se supone confinuc y no negatdiveo para o

do punto x £ [p,ql.

EL coeficiente ¢ y Ros datos F = §{x) se suponen sua-
ves: fodo Lo anterndon para asegunran La conpveagencia de Los mé-
todos: vern p. fe, [161.

(11} e Lineakl ponrgue Las dendvadas de La AoLucidn apa
hecen 2inecalmente en La ecuacddn, es de segundo orden porque -

2
E—Eéfl es La denivada de mds alto onden en La ecuacidn,

dx

Con La apardicibn de Las computadoras digitales al {i-
nat de Los 40,fas téenicas numénicas se desanncllanron con gran
hapidez, en particufar en el campo de fLa solucidn numérica de-
eccuaciones diferenciales.

Un método general para construin soluciones aproxima-
das panra problemas de vafor a La frontera se Le conoce con el-
nombre de métodos de elemenios finitos (m.,e,{) que aparecds al
final de La década de Los 50 hasta alcanzar en L£a actualidad -
un allo ghado de sofisticacibn, Estos métodos Ainvolucran divd
din el dominio de scfucibfn @ en un ndmero {finito de subintenva

——

Los 2., 4 = 1,N, pos elementos §initos, y de esta foama cons--
thudin La aproximacién U, (x) por trhamos. Ademds usan concep--
tos varniacionales para La construccibn de ta aproximacidn de -



La sokucidn scbre ef confunto de elementos finitos. En otras-
palabras, Los m,e.f. obiienen un sistema de ecuaclones median-
te- La discretizacdibn del aépacio de solucdibn, La sdolucidn - -
aproximada obtenida es una combinacibn {inita de funcLones co-
nocidas previamente seleccionadas,

Examinaremos en el ZLranscunso de este trnabajo Los si-~
gudientes m,e. §.:

1.2, COLOCACION

Una de Las aproximaciones mds dirnectas panra determi--
nan una solucdidn aproximada para un problema de vatlorn a La - -
grontera definido en un dominio simple como ed el case de un -~
Antervalo es el método de colocacdidn [161.

La <fdea bdsica de este método eélinthﬂducik, como es~
usual, una solucidn aproximada ulx) ~ Un{x) = [ ui ¢ £lx)
L=1
que puede sen detenminada de manena dnica selecclonando.

1) Funcdiones de ensayo suaves que son Las {funciones-
base (Locatmente C’ pana nuestro probfemal,

2} “Funedfones de prueba, y

3) Especdficando un ndmero de pardmetros lecoeficien-
ZLes ud que comunmente son valones de La vardlable dependiente en
puntos de La malla asdi como Las conrespondientes denivadas).,

En este método, La s0Lucddn aproximada se¢ consthuye -
para que satisfaga de antemano Las condicdiones a £a frontera -
{771 y Ros cocficientes en La aproxdimacidn son enifonces deten-
minadeos para que La aproximaciln saiilsfaga La ecuacidn diéeneﬂ



cial en un ndmerno de puntos distinitos en el domindio @

1.3. GALERKIN

Este método conddisie en buscar una Aolucidn aproxima-

da para ef problema de valorn a La fronlera en un subespacio de

dimens ibn finita HO(N) de funciones conocidas @i, i=T, N del
espacio HL .

Es deecth, en vez de aborndan ef problema en un es
pacio de dimensibn Lnfindita, buscamos una solucisfn aproximada-
(N}
Uy en H7o' de la forma  qyy o ] ui g4 (x) La cuak satis
' £=1 -
face el problema con Hi reemplazado poi H&N) , en donde Las -
di, 4= TN son Las funciones base globales Linealmente Linde--
pendientes y Las ud son Las coeficientes gque se deteaminan susd
titugendo La expansibn Uy (x) en La formulacibn del problema y

nesolviende ef sistema algebhraico Lineal nesuftante.,

Pon ozno Lado, el método de Galenkin se basa en una -

g§ormulacibn vardiacional del problema para ef cual tenemos que-

integhran una vez pon partes fLa gormulacidn basada en el méitodo
de residuos pesados (M.R.P.).

La idea bdsica, def M.R.P. consiste en buscar una - -
aproximacddn Uy(x] a La so0fucifn ulx) de La ecuacdidn {1} me- -
diante una expresdiin analitica de La forma general
utx} = %

ul gilx) donde Las 4Lncbgnitas son Los coegicdentes
i=1 )

Ui, mientras Las funciones Pi{x}, 4 = T,N 4sor funciones dadas,

globales en el sentido que se extienden a todo el domindio §
donde se busca aproximan a La solucién.

Luego entonces, volviende af método que nos intencsa,
dinteghran ponrn pantes La foamulacibn mencionada,

sdignifica, que-
una de Las dendvadas de Las funciones de ensayo

u se thans--
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§ierne mediante fLa integrac.ibn a Las funciones de prueba v .,
1.4. COLOCACION - GALERKIN

Las caracternlsticas de £0s dos méEtodos antes descii--
tos pueden dexn combinadas para formar un método hibrido LLa- -
mado Colocaciin Gaferkin para resolven el mismo problema - -~
(1). ER método es intenmediar.io entre Los métodos de coloca--
cibn y de Galenkhin, Este método tiene fa venlaja s0bne el mé-
todo de GaleakLin sobre el mismo dominio en que Las infegrales-
involucran el producio de La sclucibn aproximada y una funcidn
polinomial por tramos, por Lo Lanto, Las Lntegrales son mis --
simples.,

Las condiciones de continudlidad en La so0Lucibn aproxd-
mada son mds debifes que aquellas requesidas en £a aproxima- -
cdbn para cofocacidn: vern p, ej. [2].

En colocacibn - Galerkin tratamos otra variante del -
método de colocacidn en La cual fLa continuddad se trata en una
forma semefante al método de Galerkin y con eclementos de - -
LAGRANGE de segundo grado. En este méiodo solamente existe un
punto de cofocac.ibn que es prec.isamente el punto central de -
cada elemenfo Q 4, 4= TTH.
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SOLUCION AL PROBLEMA DE VALOR A LA FRONTERA POR
EL METODO DPE COLOCACION ’

2.1. PRELIMINARES

En este capiiulo se describe el método de eoclocacibn-
para La dolucibn de La ecuacibn diferencial ordinaria Lineal -
de segundo orden utifizada en ef problema de vafor a La fron--
terna en una dimensidn,

Las bases tebrnicas del método de colocacibn se propor
cionaron desde 1930, (21, EL método fue aplicado en £a so0lu--
cdbn de ecuaciones difernenciates por. Stater [4] y Bartha [5].

Posterionmente fue desarroflade como un mgtodo gene--
hal para resolver ecuacloned diferenclfales ordinanias Linea- -
Les, Frazen [6] usd muchas funciones de prueba difernentes, y-
empled arnbitraniamente Lo0s puntos de colfLocacidn. Lanczos [7]-
extendid La so0lucibn en iénminos de polinomios de Tchebychev, -

y uso Las ralces de estos pol.inomios como Los punitos de coloca
eidn, '

Esate método ha sido usado como un método de coloca- -
‘eibn ontogonal (C.0), [8] el cuat ha probado su efectividad en
cientos problemas no Lineales concernientes al drea de La in--
genienta y quimica. Ha sido wsado Lambién para enconfrar Las-
soluciones aproximadas tanto para el flufo de neuinrones como -

para Las concentraciones de precursones de neutrones refarda--
dos [2:9]. A

- No obstante, antes de 1972, todas Las aplicaciones --
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mé&tode de colfocacdidn traen consigo funciones de expansdon defi
nidas globalmente., RusselLl y Shampine [10] fuernon Los prime--
ros en estudiar el método de colocaecidn basado en funciones --
polinominales porn tramos; ven p, ef, [9]. EL uso de esia clase
de gunciones ofnrece ciertas veniafas La Zeornla es mucho mds --
simple y mds poderosa y Los cdlfculos involueran matrices Las -
cuales so0n 6&c££ménie resueltas mediante algdn méiodo de s0lu-
cibn direcia e Antenativa,

Este método es algunas veces LLamado colocacibn de --
elementos finitos, penro a-£o Range de esite trabajo de tesds --
nos nefeninemos, simplemente ecomo méiodo de colocacibn.

Ee método es bien conocido en Lingendenlfa quimica [11]
a pesan de que el método mds simplLe para aplicanr es el M. R,P,

Recdentemente ha empezado a wusarse en ofras dreas de-
La dngenienia y en el drea cdentlfidica, EL método fue usado --

por Meade [2] para nesoluer Las ecuaciones cinlticas dependien
tes del espacdio,

La precision del método de colocacifn es bastante sen
sible a La Localizacidn de Los puntos de coleocacifn. Deboon y
Schwanrtz [12] han probado que La Localizacidn Opiima de estos-

puntos son Las ralees de Los polinomios de Legendrne {(puntos de
Gauss),

Cuando Los puntos de colocacibn son empleadas en esta
§onma al método se Le concce come método de colocacibn ortogo-
nal. ‘ '
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2.2, DESCRIPCION DEL METODO DE COLOCACION

EL phrobfema de vafor a La gfrontera que considenamos -
en este trabafo de tesdis consdste en La sdgudente ecuacddn di-
fernencial orndinarnia Lineal de segundo onden

2
lalx) = -afx) %“,‘["—’. + blxl d‘;ﬂ + elxlulx) = Flx), xe (p,a] = @ ... (1)
X X

con condiciones a La frontera de fLa foama

Ag ﬁ%éil +ou, ulx) = v,
e.. 2)
Rl g_u._(.ﬂ. + My u(x) = vy
dx

donde |AL} + |uél>o0, 40,1, y taf que Las funciones a,b,c y § -

s0n duaves y AL, ud son constantes. A esta formae de ecuacibn-

se Pe conoce como foama gfuerte ya que derdvadas de segundo oxn-
den acddan sobre La inedgnita u,

Utifizaremos ef método de cofocacdibn para aproximar -
soluciones a {1}, Las cuales son una combiracibn Lineal de un-

conjunto econvendiente de funciones, L.e., wlx) ~uy, {x)
N

I udi @ ilx) en donde @4ilx)
£

son funciones dadas globales en el
2bntido que se extienden a todo el dominio Q en donde se busca
La solucibn. '

» Los coefleientes ul de tales funciones se detenrminan-
para pedin gque £a combinacidn satfisdaga La ecuacidn diferen- -
cial en cdentos puntos,

Para nesolven esta ecuac.ifin por colocacddn, considena
mos una partdicddn que denotamos como 5 Tal que
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B .« NINT _ ) _ . : _
a= {28y ;720" 21 con Xt < Zy < -mm < Lyt Xy del intenvalo
[xo,xil, y un conjunto T, = [Z, ;, Z,;1 vy h£=Z£Jif1 con L=1_ NINT

y NINT el ndmenro de subintenvalos en A.

En Los trnes métodos empleados en este trabajo, Las -
so0luciones apnoiimadaé so0n polinomios por tramos expresados en-
Lénminos de una base B-spline y se resuelven mediante un siste-
ma de ecuaclones algebradicas Lineales con una estructura en blo
ques casi diagonal. Proecediendo con La descripedidn de La teorla-
considenraremos a b como el onden del espacic de prueba {ef gra-
do def polinomic mds 1); NCOND como e¢f ndmero de condiciones de
continuidad Aimpuestas sobre ef espacio de paueba, asi s4 H(NJ
es un elemento del espacioc entonces H;N) > CNCOND_,
del intervalo (h = max hil}.

0
sh el tamaio

Hemos mencionado que una sc0lucibn aproximada uw{x) pa-
nza (1) se define pon trnamos en cada subintervalo [xi-1, x4l de-
A. Esto es, una funcidn ux) es seleccionada teniende deriva--
das continuas hasta de grado K-1 en [x0,x4i], £, e., wlx) C(K"I)
[xo,x1] y £as cuafes consdsten de n tramos (1 por cada subintexn
vafo), cada uno de Los cuales es un polinomio de ghrado menor --
que k + m. Consdideremos un efemento findito Q; y establezcamos-
un sistema de coordenados Locales E, con ordigen en el centrno --
del cfemento y dividiéndolo para que E=~1 en el punto Lizquiexndo
Yy & =+ 1 en el punto derecho, como se muedira en La figurna - -
2.2.1. -

X X. - ] + 1

Figura 2.2.1 Coordenadas tineales y normalizadas del
elemento fgindito Q4.
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Esto se negliza gracias a Ba trans foamacidn Lineal.

£ = 2x - {xi*rxi-1) ees (3]

X"‘-' - x'é_I

en donde Los puntos x £.9. xi-15xsxi se trhansfonman en Los pun
tos £ Aiq.-1sgs+l,

n
Si sustituimos ulx) )~ wlx) = ) udi @i (x) en La --
ecuacidn oxaiginal (1), el resdduo nfuls <=1 Lul{x) - ${x) no -~

denia idéntico a ceno en el domindio 2, como Lo serfa 64 ulx) -
fuena La solucidn exacta de (1), zampoco cumplinia con Las con
diciones a La frontera (ec§).

Supongamos entonces que ulx) satisface cf, Lo que es
usualmente posible sobre domindios Q no demasiados complicados-
{como es el de nuestro caso, éégmentod de recta), entonces La-
pregunta a plantean ed cémo seleccionarn @ .Ix), £ = 1,87

Cuando ef problema a thatar es de orden >1, tales co
mo problemas sobre .estructuras o de curvaturas y cientos proble
mas hidrdulicos, involucran segundas dendivadas en Las funcio--
nes convendientes de ensayo y prueba. Esto implica que Las prdi
meras y segundas dernivadas deberdn sen cuadradas integrables -
para que ambas funcidén y denfvada normal sean contiauas.. La -
necesidad de considenran La continudidad c’ de £Las funciones ba-
se globales se encuentra tambilén en problemas de segundo onden
cuande el método de elementos {initos colocacdidén es usado. En
esta situacidn, Las dfamitias de polimonios de Heamite de 2le--
mentos en £as cuales Las funciones base globales son polino- -
mios posr tramos c’ s8¢ hacen presentes.

En La interpolacifn de Hermite ambos valeres de fun-
ciones y deadivadas de varios Grdenes son intenpofadas. Enton-
ces La aproximacidn es suave en el efemento intendiern, La intehr
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polacibn en Ras denivadas es conginada en Los nodos sobre Las-
fronteras de Los dAinternelementos pana aseguran que La denivada-
sdea continua.

Para esto consideremos el efemplo simple de intenpo-
Lacibn cubica sobre un elemento undidimensional [16].

Sea Q, = [xi-1, x4] un elemento arbitnanio en una --
particidn de efemento finito del intenvalo [xo,xL]. Un elemen
to cdbico c] se obtiene intenpolando Ra funcidn y Las deniva--
das en Los extrnemos xi-1 y xi de cada elemento.

Igual que como 4se hace en el tratamiento de fLa intexn
polacién de Lagrange, desannolfLanremos funciones base sobre un-
elemento 5&- EL elemento Qi se Lransforma Linealmente en ﬁi =
[-1,1] vern figurna 2.2.1., pon La transformacidn definida en --
(3).  En 8,con Los elementos intenpolados & y a=di en Los-

nodos extremos §=1,2, ka expansidn tipo Henmite cdbica tiene -
£a gonma

2 ~ 2 ~ :
alg) =y a,v. (g} + § &' ¥ (g) cees(4)
j=1 4 g

donde Las {unciones base tipo Hermite {@2 , Q}}' satisfa-
cen Las propiedades de intenpolacibn en L£0s nodos extremos - -
E] = -1, §2= 1:

¥oUg, ) = 5, , wi(g, ) = 0
' i 7k ik ] [} .
d 3o _ d o i

para nodos Locales f§=1,2 y hks1,2,

Usando Ras propiedades anterniones podemos construin-
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Los polinomios cdbicos de Heamite directamente como

<>

¢ (g)

- te-n? terar, wg ey - - ternFrzog)

Le-nfeen b g e = e fle-n

At
ver p. ef. [2],

Por medio de La thansformacién Lineal E+x podemos -
trnansfoaman Lad funciones base sobre Q4 a Las cornespondientes

dunciones base w?‘ y.w}* sobre 94, por Lo que Las aproximacio-
nes de (4) toman La forma

. A , ; 2 , .
wt (%) = wt g%t (k) ¢ e 3 (4w L T
h L, i 7= 3;, d« 4§ T f

donde se hace uso de La regla de La cadena pana expresanr (d“

- - . ag)i
ed (%%)L (b%) con hi = xiL - x4i-1, La Rongitud del efemento.
. ‘Q(—l) :" - o
A:{-.»_» /./-;f e . ¢L(Z)
. A ' /_._/"4_ T~ i N 4/ ; Y .
a z L HoBo 2
, (3
L o B (=)

Moroosg

Figuna 2.2.2 a) Funedibn base Local en £os nodos 1 y
2 y 4duncidn base global en ef nodo 4, b) Funcién base Local -
asoeiada a La Tra. derivada en Los nodes 1 y 2 ¢ funcibn base-
global asociada a Ra lra. derdivada en el nedo 4, vafor y denrdi-
vada de Las funciones base globafes y Locales para cibicos de-
Heamite. -
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2.3, SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARTIA LINEAL DE -
SEGUNDO ORDEN POR EL METODO DE COLOCACION.

Procedemod a.construin un confjunte de ﬁunc&oneé base
globales usando el s.iguiente criternto: -

1. Las funciones base globales ¢, sean generadas pon
funciones simple definidas pon Zramos - elemento porn elemento-
sobre La maltla de elementos findtos.

2. Las funciones base globales ¢£ sean Asuaves. Esito
sdugiene el use de una .nteapolacidn mediante polinomios clbicos
de Henmite por tramos.

3. Las funciones base globales ¢L sean elegidas de -
tal manera que £os coeficientes ui defindidos en La sofucibn --
aproximada u sean precisamente Los valones de ulx) en Los pun--
zos nodales [T6].

Una muy buena adecuacidn de este critendio, es el &i- .
guiente conjunto de funciones base globales.

u* (x) , a;j, (x), ultix) g u;.;,(x) utilizadas -

en [2) y que en este trabajo de tesis LLamamos.

o+
uj {x) —___———~%. Qi_7(x) W

O
Uiri (x} — ﬁi {x) ... (5
Wt ) —— 0l x)

1 - Primenas

1_ 1 denivadas

wily (x) ——— 0l ix) -

U J

n
Pon Lo que, u{x} = §=7 ul P4 (x) {s0lucidn aproxima-
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da por trnamos sobre cada intenvalo ) se transforma en

ulx}) = u‘ol ¢i—1 (x) + ugo’ ¢i {x)
+ ulol ¢1 {x) + u; ¢{ {x) ... L8]
’ -1 £-~1 £
Sustituyendo (6} en (1) obtenemos
2
~a [(x} { ui;’ gf_ @ {x) + u7 4_2 ¢i_1 {x}
. de £-1 «] dx
2 2
(e} d 1 d 1
" ? 2 S I o2 9. Ix) } +
SN Y S O R S LY
(o). d 1 d 1

(x) } o= §(x)

AL colocarn x en cada uno de Los puntoahde Gaus. s

= (x . + X, + pjhi)/z 4=1,2,n+1 ;
§=1,2,5 hi=|x;~ x, .|

donde pj son Las naices del polinomio de Legendnrne de grnado 2
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I
V3 Vs

Tendremos que x toma £a sdguiente {forma x{ donde 4 -
es el Indice del elemento e L es el indice de fLos puntos de --
Gauss, entonces volviendo a sustitudin (6) en (1) pero ahonrna -
evaluando precisamente en xi se tiene

, 2 2
(o) d 1 d
—aleflrowly T2 P - A 0i s
xi ) x3
2 2
{e) d 1 d 1
+u [t .+ U — 78 L)+
! dx? 4 xi T ax? t xJ
£
5 (o) d d 1
+ b(x~) { w 1 ax (34__7 xi + u‘_] dx a,{_-] )(j
£
(o} d 1 d 1 .
ey Ix ¢¢ x4 7 4, dx ¢¢ x4 3+
A L
5 {o) f 1 ! g
voe dxg) A i1 ot Y *i
Y "L S W s

La ccuacidn {1} jinhu con Las of (6] satisfacen un -
A¢Atema de ¢2 ecuaciones para Q: inedgnitas, cuya matrniz de -~
coeficientes es casi diagonal (penr blogue) como se mueatna en-

La 549uaa 2.3.1 donde ¢, es digual a

¢2 = (k-2) x NINT + 2
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Cada bloque es de {k~2}x k, excepio para el primenro-
y el detimo Los cuales son de 1 x 2.

BLogue —— (x x . )
X X X X
X XX x
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
BLOQUE —— x x|

Figuna 2.3.1. Estwetura de 2a matriiz de La eauacidn (1], pa
ra el método de co&qcacién.

Observaciones =
1. AL trabajan con una base Brspline sabemos que:

1.7 Las dunciones base globales que La forman perteneccen-
a La clase de funciones c¢” Las cuales son muy dtiles-
»
en problemas de Linterpolacibn y aproximacdién.

.2 Ademds se conocén sus valores en Los nodos,
1.3 ¢ permiten

1.3.1 Tnabajan con un soporte mds Local

1.3.2 Emplear upa interpolaci@n de tipo Hexmite.

2., Puesto que La aproximacidn perntenecce globalmente a ct y el

residue (1 {x)) 4involucra segundas dendivadas, Los puntos -
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colocacifn Eif deben esitan en el intendior de un elemenio -
Qi, 4L = T,N,

Los cdlculos se reducen simplemente a evaluarn Las funcionesd
en £0s puntos de colocacién. )

Aunque el operadon en La ecuacidn orniginal s6Lo acopla in--
cbgnitas de un s6L0 elemento, La simetria se piende en La -
formulacidn discneta.

Con funciones base globales, es muy frecuente que el siste-
ma - de ecuaciones alfgebralcas sea mal condielonado, es decin,
que La solucibn x es extremadamente sensible a cualquien --
pentunbacidin de A o de §, donde A = [adif) es una mataiz de-
onden N y F = (§&) don vectores con N componentes.
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SOLUCTON AL PROBLEMA DE YALOR A LA FRONTERA POR
EL METODO DE GALERKIN

Los dates en nuestro problema deben sen suaves, panra
que exdista una dndica funcitfn u tal que satisfaga tanito La ecua
cibn difenencial parna foda x en @ como Las cf, de Lo contra--
nio se presentan dos problLemas, tales como:

1. No exisate ninguna sofucitdn af provdema.

2., Adn existiendo una splucidn suave, no puede en-~-
conitnanse una forma cernada para £a complefidad def deminio 9,
Los coeflclentes y cf.

La dificultad es que nuesira condicidn de que La so-
Luecibn u satisfaga La ecuacibn (1} pana todo punto xe @, e& -
bastante fuente.

Porn Lo que debemos de nefonmulan nuestro problema de
taf manena que admita condiciones menos fuerntes, <i,e, que admni
ta condiciones déb.iles sobre La sclucdén ¢y sus dernivadas. Ta-
Les neformulaciones son LLamadas formulaciones variacionales ¢
débites det problema y son utitizadas parna acomodan datos y 40
Luadiones innegulares. Exdistiendo La so0fucidén suave para el --
problema, existe tambidn La solucibn de La fonma d€bBil del pro
blema. Por Lo tanto, no perdemos nada en neformulan el proble
ma pana La formulacidn debil, Por Lo que, La foamublacidn va--
niacional o de€bif pana probfemas de valor a La frontera es pre
cisamente. La formulacibn que usaremos para construin Las apro-
ximaciones en Los elementos Qi finites, L=T H.

EL angumento esencial pana Pa neformulacién es como -
sdgue s
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Tomemos La formulacién basada en el método de resi- -
duos pesados e integremos por partes, 4,e.,

rlx) = - Lalx)e™x)1' + blx)u "(x) + clx)ulx) - §{x) = 0
integrando para cualqudien w;:H; . tenemos.

;rwde = pll-aw']"w + b u'w + cuw - fwldx = 0 ...(7)
Q )
‘e integrando pon paried se tiene

Jla utw' + b u'w + cuw - fw) dx = 0 Y/, ... 18)
Q weH
0
expresdidn que LLamaremod formulacidn variacional o débif del -
probtema. En (8) La funcdidn de peso wilx) ¢ funcién de prueba,

es cualquien gfuncdidn de x que e comporta bdien.

La formubacidn débif de nuestro problema, aunque apa
rentemente menos dinecta que La formulacicn fuente, es de gran
ayuda en problemas {Lsicos. En fendmencs f{Lsicos, es fgrecuen-
temente dtil para medirn (o por Lo menos considerar La medida -
de) Los datos y/o La_ soluci6n de un problema de valor a La - -
frontera. Por Lo que cualguier medida real deseada (en mecdndi
ca, en electrlcidad y en Lermoeléctrnica) tendad una dimensdidn-
finita, estas cantidades pueden, sern determinadas solamente en
algin sentido en forma de phromedios Asobre algunas regiones pe- -
quenias y no para cualqudien punito en particulan. ' '

En ecsta {fade, exidten dos puntos que deberfan ser -
- apreciados cuidadosamentes

1, La formubacidn dEbik

rlawf'u' + bwu' + cwu « fwldx = 0

P we H
Q
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es tan vdlida y significativa como La fonmulacién fuente (1) -
desde Luego, La solucdidn de (1) es también solucdidn de (8], y -
de hecho, es La dnica sofucién de (8). :

2. La especifdicacidn del confunto H de funciones de prueba es-
una cahractenistica esencial de La formulacidn débLL.

Pon que exdste ofro confunito " de funciones de prueba
{ensayo) diferente al confunto H de funciones de paueba. Nues-
trhos hequisitos de suavidad demandan que consideremos ambos - -
conjuntos H y A, p. ej. ue H La cual tiecne La propiedad de que-
su segunda derivada, cuande se mulitipl.ica per una funcidn de --
prueba w, produce una funcibn gé w La cual es integrable sobre
P < x<q. Ue otnrna manena, dxz ninguna denivada de estas fun
ciones de prueba aparecen en (§).

Obtenemos una formulacidn débil de {1) observando que
4L u Yy w don funcdones sufdicientemente suaves, entonces emplean
La integhacifn poh partes se tiene que:z

S - a{x} wix) gﬁ“ .dx = ~Ja(x) wix) gzu dx
Q dax? 2 J;?

= - {awu'’ - S law)' w’ dx 1}
Q

l_Q
Si continuamos demandando que Las funciones de prue
ba sean fgual a cero en Ros puntos extremod, entonces.
- dgu_ . (L
alx) wlx) =1 dx '= [ {aw] u dx cens £9)
7] dx 2

para tqda guncidn de prueba w , y porn Lo tanto (8) puede sen --
nemplazado por el sigudiente problema variaeional:
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encontran uw e H) tal que

Slaw) 'w' + bwu' + cwu - fw) dx = 0, Y ,
2 : w e H

donde el mismo onden de denivacibn de ambes conjuntos apanccen
Yy por consiguiente tomamod H = H = H;

En vista de estas observacdiones es natural planteanse
La sigudiente pregunta jebémo determinarn La solucidn aproxdimada -
para [(§)°7 ‘ .

Para esto, a continuacidn daremos L£a definicion del -
espacdo Hg:

Es el espacdo Lineal de funcLones de dimensién infini
ta, que vafen cero en Los puntos extremos {(L,e, wipl= w(qg)l= 0)-
Yy cuya guncidn y sus paimenas derndivadas son de cuadrado Lntegra
bfe sobre Q.

V precisamente por esta defindicidfn y consideran- --
do La formulacidn débil, supondremos gque cualqudien Funeibn en -

H:h ¥y en particulaxn wix), ée'puede expresan en ténminos de

wi{x) = =T u., P

Supongamos que damos un conjunto Lnfinito de funcio--
nes

{ ¢,ix), 9,(x), @51(x),... en H, }
Las cuales tienen La propiedad de que cada funeién de prueba -

w e H;.puzde sden nepresentada como una combinaeidn Lineal de --
Las ¢L(X)' poh una sendie del zipo (10}. Es clanro que al tomaxn-



un ndmeho f4inito. N de La serie, obtenemos una aproximacién wn
de w, 4i,e.,

N
wo(x) = Z . u, ¢, (xi) oo lrry

en donda‘[wi] es el conjunto de funciones base globales y defd
ne un subespacic de dimensidn finita N.

H(g)eé un subespacio de HL poirque cada ¢L' £=1,2,N,
‘es ponr defindcidn, un efLemento de H;.

EL subespacdo H(:)eb de dimensibn finita N porque ca
da funcién w,  en H(g) esid deieaminada por una combdinacidn L4
neal de s6Lo N funciones ¢1,....¢

n**

(Suponemos que £as N funciones @;,...., P son Li- -
nealmente independientes, es decin que es Amposible encontranr-
N coeficientes u ., Uy, no todos Lgual a cenc, tales que -

LEI ui¢i(xi) = 0, X ).

-

Pon consiguiente, nuestno problema en Zéaminos de es
ia desendipedén finalmente queda expresado de La sigudente for-
ma

LI 4
fd{(awn) u'n + bwu n +oew u ldx = f‘Q fw, dx : anzzéNy...(IZ)

Entonces Las @4 son conocdidas, u'y sendn determina--
das compleiamenite una vez que £ad N coeficientes u; de determi

nen. Los uj en (11) se refiehen a Ros grados de Libentad de -
La aproxdmacidn.,
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Obsenvemos que todas Las funciones de prueba w, son-
combinacibn Eineaf de Las funciones base globales @i de £La fon
ma {(11) y Los u; son constantes en princdpio anrbitrnandios.

Ademds w, en {171) puede toman Los valones de cual- -
quien funcidn en Hé a través de una efeccdbén apropiada de -
Las constantes U;. Para detegminak Los valones especificos u,
en La aproxdmacdidn (11) desarncfLlaremos [12) y factondizanemos-
Los coedfdicientes u,; tendendo

N ) [ ’ y

p U7 0 lalx) 0 (x) 07 () + (blx] 0 {x) 0 (x)) + [elx) 9, [x)
O ixI g dx = g glx) 9, (x) dx i ... 113)
p.t. i= 1,N y donde ¢;:(x) - H%—i wj(x).

Pasando [13) a una forma compacta fenemos:
‘alf u, = §,; 4 =TN : : L. l14)

EL arneglo nectangulan A=(ai.) de N x N se refiene -
. a La matriz del prnoblema (12) y el vectorn columna F = ([i) de-
N x 1 se nefiene al vectorn empleado en dicha ecuacibn. .

Pon Lo que tendremos el sistema de N ecuaciones Linea
Les con N Lnebgnitas w,

¥ aija. - 4. i=T,N .. (18)
=1 E] i

Las funciones ¢iluurALdo elegidas pana sen indepen--
dientes, por Lo que Las N ecudciones sendn independientes, y -
pon Lo tanto La matniz A send invertibfe. Los.coedicientes u,
4on detenminades dnicamente por (15) -y son de £a forma
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N 1
z {a;t 6&) oo l18)

w . =
S

Fog=1

donde a'ij son Los elemenfos de Ra Anvernsa de A. Pon Lo que -
La solucién apreximada w, se detenmina sdustituyendo {16} en -

(17).

Es imponitante notan que Ra cal.idad de La aproxima- -
cibfn estd completamente determinada pon £a eleccddn de nues- -

tras funclones @ .

APLICACION DE LA TEORTIA DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS -

3.1
DE TIPO GALERKIN A NUESTRO PROBLEMA DE VALOR A LA FRONTE-
RA.
Considenarcmos el sdiguiente conjunto de efementos {4
nitos

v Figuxna 3.2.1 Malla de efemenitcs finitos de tipo --
cuadrdtica compuesta de polinomiod LAntenpofantes de LAGRANGE.

Y Zomemos el elemento {indio Q¢ en coordenadas norma
Lizadas tal que N
Ui 4, Hhxe
+1{ h
“F“/Q;\:ﬂ N ;
Figuna 3.2.2 Valor de Las funciones base globales -

panra polinomios cuadrdticos de LAGRANGE,
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entoncesd uw puede edcarlbirse como

U = u (8) u_; + u; (§) u +u

i o i+7 (8] w,; en donde -

L-1

Uygr U ¥ Uy son Las funcilones base globales enf i, por Lo-

que ufx) 4e componta como

ulx) ~ uplx) = _g uﬂuilx)
4=1
entonces por definicidn de nesiduo
. d? u; C du
R [up(x)]: = - a(x)d;7 ho+ bix) —h + elx) uy, - f

y aplicando ef método de nesiduos pesados tenemos que

wi(x) R[u_h(x)] dx = ¢

sdea wix) = Qi (x), 4= T, N y de La ecuacsbn (7) tenemos que
foutx) featx) d2 % (x] ¢ bix) oL Y x) -
R - _ a T + Lu .
o uglx alx) & u‘LuJ X X T it uju.J x) +
N _
+ c(x} 'Z ujuj(x) - 4ix) Y dx = 0 , 4i=1,N
. =1
§actornizando uj'zenemoA
Vs el w i) e w0 s bl (x) o u(x)
i e 3 T Z Y i ax Yy
c(x)ui(x) uj(x) } ujdx
= Sy u,lx) §ixldx , L=1,N

La integral sobne todo el dominio @ es igual a La -
suma de kas .integrales en cada elemento 94 de @ , entonces -
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2
oo alx) ugix) ;%7 wolx) dx = o L awiuily - Solawg) ul dx

integrando pon panrtes y pon (9) se tiene

YA [ '
d !
- alx]) ui(x) E;f— ui(x) dx = fg(aui) u; dx o,

La integhal del Lado derecho de ecvalda en Xiqr X;s €8 decin, -

.
fQ (auL) u;

d d
Xi-1 ax law b [ “; 1 dx

dx = fxia(ui).u} dx = izfﬂ

Considernande nuevamente La transformacién Lineal

£ = zx - | ! x¢—1)
Ax
y sabiendo que dx = ax dg se tiene sustituyendo
2
R S P SO SR S 0y 2y S S PR S N S B
X-1  dx < dx. 3 bx Ldg L de L]
De (aui)? = aui * a'ui> de tiene
+1 d d _tood rd :
Flatu_d ’
aui Lyl d
1 5 e “1 g

Pana evaluan fLas Jintegrales para Los coeflcientes a,

b, ¢ y §, empleamos una integrac.ibén numénrica de Simpson para -
La cual '
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+1
S a (d u, d 1 dg =

' ¥ 2
-1 L u, w, alx(E,)) u}_ (x(Ek.))uj(X(EhH'A—x

Nt w

=1

donde wy, ¢ Eh sdon Los pesos Yy obscdsas respectivamente.

I oobixu.(x) d w.lxldx =FCbix)u.(x) d w.{x)dx
U A Ix E X1 £ ax 7

=rM(E() ) a (EMx)) d_ u (E(x)] dE
) -1 k|

dg
.
=k§i wgh (18RI wylEy) dup (8,)
3
= ¥ w, blx{g,)] awi“i(‘ik) = w blxlg,)) _j_uj(gi), i=1,3,
k=1 dER dEL

para el coeglaiente c tenemos

fnic(x)ui(xmj(x)dx = f:il elxbuylxlu;lx) dx
T c(s(x))uﬁtgtx))uj(srx))ds,
2 X 4';

3
k§1 W c({c(§h))u.i(§k) w

3

=k=21 w, clx(s,)) S ;b Sip = Wi c(x(§'(._)) 8¢

yfﬂ'u.‘:(x)é(x) dx = {“4. uglx) g(x) dx
L A=1



(=1

it
% pgw

o

es La

es el

es el

=A

; f:{;p—.iu'{; (8{x))g(8(x))
A-1

- % w u 8,) 6lxls, )]

Wy 8 ﬁ(x(§h)) w, 6(X(§L}) ,
Por detdimoe de (14) se tiene A U = F

matriz cuya dimensién es N x N ( ladj)

veceton Lnebfgnita cuya dimensién es Nx1

vecton cuya dimensién es Nx1 | [61 62 .---,6N1T

35.

4‘-21: ’

en donde

{ [uT’uZ’...,uN]T)

)
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SOLUCION AL PROBLEMA DE VALOR A LA FRONTERA POR
EL METODO DE COLOCACION - GALERKIN

4.1. PRELIMINARES

La coneccibn entne Los métodos de elementos {initos de
tipo cofocacdifn y Galerkin est& en considenar el méilodo de nesi
duos pesados. Como se vid en el capftulo gnterdor, ef método -
de Galenkin se obtiene cuando Las funciones de peso se eligen -
como Las funciones base.

Cuando fLa funcibn Delia de Dirac se elAge en Lugar de-
Las funciones de peso, et método que se obtiene es ef de COLOCA
CION, ©Pon otnra pante, tenemoé'que en clentos problLemas Los coe
ficientes en Las ecuacdones ftienen discontinuidades de primern -
orden en varnios puntos en el dominio Q. Provocando ¢stas a su-
vez discontinuidades en Las segundas denivadas de fa so0lucibn -
en clentos puntos, -

Eligiendo funciones base de tipo Heamite, e¢n genenat, -
.aAegundmaA La continuidad en estos puntos. Porn consigudiente, -
Las funciones base de tipo Heamite se eligen muy bien en pnablg
mas con discontinudidades en Los coeficientes, de aqui qua; - -
eflas penmitan safios en Las segundas dendvadas. En chlculos -
prdeticos es posible usar funciones base clbicas colocando el -
punto de discontinuidad en el soporte entre Los clementos de --

cualqudien tamafio y usando’ puntos de colocacibn en todos Ros ele
mentos. ‘

Es dimpontante por supuesto evdtan Localizar Los puntos
de cofocacdifin conrectos en Los puntos donde hay discontinuidad-
en Los coefdcdientes para cualquien método (Ven p. ej. [2]}).



38,

Dicho Lo antendior, debemos recosrdar que en La bdsqueda
de una solucidn aproximada tenemosd La posibilidad de usar dife-
rente tLipo de Anteapolacibn, p. ef., 4intenpolacibn cdbica me- -
diante polinomios Ainteapolfantes de Hermite sL el método a usarse
es el de colocacdbn.

En este capiltulo tratanremos oitha vardanite del método -
de colocacibn en el cual La continuidad se thrata en una forma -

semefante al metodo de Galenrkin y con elementos cuadrfticos de-

LAGRANGE, se trata del método hitbaido COLOCACION-GALERKIN.
4,2, DESCRIPCION DEL METODO DE COLOCACION - GALERKIN

Comenzanemos desanrollando el método retomando el phro-
bLema de nuestno fntends. La formulacidn variacional del pho--
blema es buscar ue H; tal que

gy F [ v 3 =
fo lla w)'u bwe' + cwe fw) dx = 0, urE/Hl
0

Definimos una discretizacdién del domindo condisiiendo-
de N efementos y consdiruyendo un subespacio de elLementos fAni--
tos Hy, 'de funciones de prueba usando funciones base de Zipo --
LAGRANGE.

p , A N)

La aproximacibn de elementos {initos wp € Hy es de-~
La forma usual _ N , '
_ wh(x) =z wi P (x) oooieans (17)
donde @4 (x), i=4i,N son Las fuifciones base globarles

Sea {Xk} con R = 1, NELE La senie correspondiente a 2os N-7 no-
dos entre Ros efementos en La discretdizacdbn y sea {Pp} La famdi
Lia de funciones base Ltal que



39.

sL m# k
P, (Xm) = o
. ' . 1 64 m= k
Las funciones de prueba en fLa formutfacibn variacional-
pertenccen a Hg, Para el problema disecreto con wy dada por - -
{17) y selececionando

N
uhh= T uk pk
K=1

para cada R obtenemos un confunto de N ecuacdones asociadas con
£os N nodos, 4. e., '

N

1 1
P U1 (aldg (x) 9]+ (bxI0 eIy (x)) ¢ (elx)9 (x10 fx]] ] dx } uy

r.t.

= Lo 6(x) 0.0x) d wg, A= 1N

y sepanando tenemos

N ' .
I Ul lale 0y (xIgg (x)) + (61010 x10y (x)) + (elx) 0 (x)040x1) ] dxt uy

= Jo 4P k) d d=T,00,N 1 Ll . L18)

Las nestriccdiones de @4 y Py para Qi, son Las corrnes-- -
pondientes funciones Lineafes ;* y wt , por Lo que (18] toma-
La foama

N _ it 2z . y ;
: oy A a0 A
oy Hal (et bau g (o« tblxhig oy () + lelx) 4% (x)) 1 dxdny,

- Tg g0 WEx dx L= TW
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dando La matriz de coeficientes delf problema {12).

Aqui & = 1, Ne son Los ndmeros de Los nodos Locales -~
porn efemento Qi y k= 1, Ni identifican £Los nodos exiremos.

Para La parte de COLOCACION de fLa forma débil:
Sea HO(N) el subespacio de funciones u de prueba tal -
que w e CTl ol y uip)l = & =ulq) & ulx,] = 0 para ef k-&simo

nodo .,

Entonced de La expresidn {(8) Lenemod

2
So [ -alxlw(x) 2_& v oblx) wix) EH v elx) wlin u ] dx
: dx dx
= gfg ~a{x)w(x) ‘—1-22“- + b{x)w{x) du_ .+ elxjwlix} u 7 dx
< dx d x

£=1

Como en el mélodo de colfocacibn, supongamods que el sesd-
duo R (unl es una funcibn suave y que U es una funcional Li- -
nedf en R talf que '

Rluy [(Xp) = 0

siendo X, un punto central def elemento k-&8imo.

Por Lo tanfo, tas ecuaciones de colocacifn resultantes
para un elemento QL son simplemente,

Ne ) . t - . .
i ' 4 .
E= {lalx)viix)1 + blx,) 7 (xk) * (xk) vE (xkl} wp = éka)

p.t. k= 1,NELE ...019)
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Por Lo que Ras ecuacdiones (18} gy (19), funtas con Ros-
valones a fLa froniena, constituyen ef sdsiema algebraico gfinal.
Las contrnibuciones del clemento para estas ecuaciones pueden
sen desannolladas dinectamente como en ef méiodo de Galenkin,

4.3. APLICACTION DE LA TEORTIA DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

DE TIPO COLOCACION-GALERKIN A NUESTRO PROBLEMA DE VALOR
A LA FRONTERA,

u (x] es una funcidn de intenpolacdiln que €n nuestio caso
parnticulan, al nivel de cada efemento, se expresa como sigue:

ulx) = R (x] + agu [x) +u,, u (x)

en donde ud-1, ui, ui + 1 son Las {funciones base glLobales en --
Q4i, por Lo que ulx) se componta como

N
ulx} ~ Uy {x) = & uL uj_(x)

entonces par dedindcdibn de nesiduoc tenemos

R [anlx)1: = -alx) %"_ + blx) —‘%“"—, relx) wn - Flx)
X X

Para La parte de cofocacdidn:

Rluplxgll = 0, R=1, NELE ddendo xp el punto ceniral -
det etemento h-é&simo, sustituyendo un {x;} en el problema de --
nuestrno intenés tenemos o

_ . d un d un 3
alxp) e le b‘xh_) —-ﬁ* Ix}; alxg) wn (x,) = fix,l

3
N N/ N . * N
. ed (0‘_ + . oed w,(_ + [
—alxy) Ioowi{=5=) blxy) T wuif H 7 oedxy) ©owifi (xpl
Ah =1 ‘xk_ k 1 dxe Xy e = R
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Para La pante de Galenk.in:
ApRicando el método de nresdiduos pesados tenemos que

Fq wix) R [uy, (x)] dx = o

L £ = 1,N pero sin consideran La asociada al pun-
to central def elemento y de (7) tenemos que

sdea wlx) = v

oo feata L b () b()dN. (0 ela) & (x)
i-{x -alx z Uy us-ix) + X T ow. w.{x) + clx) T e wrlix
Vet AP S dx dx £ 4 fe7 A4

_§(x) Ydx = o

Factonizando ud

C 42
r d . d .
E;I Sq i f-alx) v ix) 2;7———ux(xl + bix) u lx) ™ woAx) + elx) vilx) wg(x)} v dx

=Jq velx) 4lx) dx 4= 1,N

Pado que La Lntegiaz sobre todo el dominio Q es Lgual a La suma
de Zas integnales en cada elemento Qy de Q.

dZ
dx?

-f a(x)ui(xf

o wlx) = - {aﬁig“ilﬂ - fﬁ {avi) " W dx}

integhrando pon pantes y continuando demandando que Las funcio---
nes de prueba sean fguaf a cenc zn Los puntes extremos, enton--
ces

= fq la ué)” at; dx

y La integnral dek Lado derecho se evakda en x; ; , x4,
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xL []

’ ' _ . '
Fotavel u; "dx = fx[“(aui) u; dx
X, d
= 74 [—=—{a v; 11 u; 1 dx
Xi_g dx < dx <
2 1 d d
= - f [ la v:.)1 [ u;l ds
Ax T 4 d, < ds *
esfo '

Pon usdan nuevamente £a trnansformacibn § y sabiendo que

dx = _A__.x_. dg
.2
De {av ]! = av’' + a'v se tiene
AR T I vé] a5 = sTlqdVhy dedy g, T g 9wl g
~1 d§ d§ -1 dg . ds§ -1 ds

Para evatuar La integral del primer sumando empleamod -
nuevamente una infegracidn numérica de Simpson para €a cual Le-
nemos

3 ‘2

E W alx (5, w7 ix Ga)) w'y (x (5,)) 2

donde w Los pesos y abscisas respectivamente.
ky§k . )
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PESCRIPCION DE LOS PROGRAMAS DE COMPUTO

5.1. INTRODUCCION

Para hesolver el problema de valor a La frontera plan-
teado en este trnabajo de tesis pon Los méiodos de elementos f4i-
nitos de tipo COLOCACION, GALERKIN v COLOCACION - GALERKIN, se-
desarnollaron £os sdgudlentes programas de cfmpulo:

1. COLFEM
2. GALFEM
3. COLGAL

EsLos programas estdn escrilfos en Lenguaje FORTRAN TV
y Los clleulos fuenon healizados en una computadora B7800 con -
11 digitos en precisifn sencilla,

Los programas mencLonados contienen un programa phinci
pat, un subprograma BLOCK DATA para Las declaracdiones, 12 subnu
tinas y 2 funcdcenes., EL difighama.de {Lufo def proghama princi-
pal se muestra en La {Lgura 5.1.1., se Liene un subprograma - -
BLOCK DATA para cada uno de Los métodos de elementos §initos,

_ BLOCK DATA COLOCACION contiene Las evaluaciones numé-
nicas siguientes: XG son Las rafces def polinomio de LEGENDRE -
de grnado 2. U son Las integrates de Las funciones base Locales-
en coordenadas normalizadas.

Ui (1,3} son £as paimeras denivadas de £as funcicnes -
base tocates evaluadas en Los puntos de Gauss,
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Uo(I,J} son vatores de Las funciones base Locales eva-
fuadas en Los puntos de Gauss.,

uz(1,3) son Las segundas dirdvadas de Las funciones ba
se Locafes evaluadas en Los puntos de Gauss,

BLOCK DATA GALERKIN contiene Las evaluacloned numéni=-
cas sdguientes:

UE so0n Los nodos de Lob elementos.

UIS son Las integrales de Las funciones base por La -
hegla de Simpson.

UIJS Son Las LAintegrales de Los productos de Las fun--
ciones base.

UXIJIS 4son Las integrales de Los productos de Las prd-
menas dendvadas de Las funciones base.

BLOCK DATA COLOCACION - GALERKIN contiene £Las evafua--
ciones numénicas siguientes: :

UE son Los nodos de zaérelemenIOA.

UIS so0n Las integrales de Las funciones base pon La ne
gla de Simpson.

UXIJS 4son Las integrales de Los productos de Las prdme-
has dendvadas de Las funciones base.

UXZTJIS son Las iniegrales de Los productos de Las se-
gundas derdivadas de Las funciores base.

UIJS s0m Las integrales de Los productos de Las funcdo
nes base.
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Los programas de cOmpuio COLFEM, GALFEM y COLGAL han -
sido estructunrados con Las subrutinas y funciones siguientesd:

SUBRUTINAS
BDSOLN

Resuefve el s.istema de ecuaciones 2ineales dando La --
banda de La matadlz no simétnica, el vectonr, el orden y el ancho
de La banda.

BDFAC

Calcula Ros elementos de La matriz L y de La matrdiz-

BDSOL

Comprende Las sustituciones hacia adefante y hacia - -
atndé.

CALDIF

Caleoula La mathiz A ngpmebéniativa det mé&todo,
CALSOU

Cafeula el vector fuente.

CMéTRL

Controla el almacenaje disponible para La memondia.

PATIT

Provee La gecha corriepte (mes / dfa / aiio)
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GRAFOX

Penmite ghafican La s0kucibn numénrica de La ecuaciln -
didenencial.

INPSTA

Lee Los datos de entrnada (el diagrama de fLujfo connres-
pondiente se muedtra en La figura 5.1.2.}

MINMAX
Define Las cotas para PLa subrufina GRAFOX.
ouTPuT

Imprime £o0s nresultados de La sofucidn numénica pana La
malla seleccionada, ‘

STATIC

Resueluve ef sistema algebraico parna ef método particu-
Larn scfeceionado (el diaghama de fRujfo conneépondkente
se muestra en La figuna 5.1.3)

FUNCTONES

T

Permiie esiliman el fiempo de procesamiento,

ury

Evalda Las Kunctoneb base alobakes paha La vaniable -
,depend&ente en cada posicdidn,
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5.2, FORMATO DE ENTRADA PARA EL CALCULO ESTATICO

Los datos siguientes se nequieren y Las caraciterlsti--
cas en parnéntesdis deschiben ef ‘formato en FORTRAN IV del ndmero
de campos.

HED (12Aé) Encabezado.

TLiulo del problema

NLBC, NRBC (Foamato £ibre de entrada)
NLBC condicdifn a La frontera a La Lzqudienrnda

NRBC condicifn a La {rontera a RLa denrnecha,

{1}, x(2),.,.. x(NPT) [gformato Libre de enZrada)

Cada una de Las coordenadas en Los puntos de La malla-
de La condicidn a La frontera a La Lzquierda a La condicifn a -
La frontera a La denrecha.

x{1}, x(NPT) (Foamato Zibre de entiada)

Son Las cooadenadas en Los punitos de La malla para Las
§ronteras izquienda y derecha neépag§ivamenie.



Figura 5.],1. {Programa paincipat}

CMCTRD




Figuna 5,1.2,

{Subrutina INPSTA)




Figuna 5.1.3, (Subautina STATIC)

INICIQ

A, DM, para
STATIC
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TIPOS DE EJERCICIOS NUMERICOS ESTUDIADOS
6.1, INTRODUCCION

Los ejencicios numénicos fuenon elegidos para trnatan -
Los sdguientes puntos:

1) Detenminan &L ef orden de convergencia se confirma
en La prdetica al menos para ejercicios numénicos con sclucibn-

suave.

2} Comparar £a phecisifn de Los mitodes usando el mis
mo ndmeno de subintervalos para un phroblLema dado.

6,2, TEJERCICIOS NUMERICOS

6.2.7. - {au)’ = 2[1 + = [x-%) lanetan = [x-X) + arotan = ¥)]
dominio: Q= (0,1} . xeQ

c.f. ufe) = wl1) =0

donde : alx) = é- + = (x-i)z, Yy «, X Aon parfmetros

'c:)O, 0 < x < 1.

Solucdbn exacta: ui{x) = (1 - x} {arctan « (x-x) + anctan =-x),
6.2.7T1, u" + au= - af cos? mx - 2wt cos? mx

dominio: Q= (0,1) X E Q-

c.f. ulo)l = uf1) =0

donde a es un parndmetro

_rexp faltox)} # exp fa x} z

Solucibn exacta: ulx) - cps” mx
{1 + exp {a} )"




55.

Este problema con a = 20 fue Lntroducido porn STOER YV -
BULIRSCH (Ver. p. eqf. [31).

dza 2
6.2, 1171. - —E—;f +u-= (1 + 7%] cos nx
domindio: 9 = (0,1} XER
c.f.: wuld) = uft) = 0 .
Sogucdidn exacta: uix) = a exp {-x} + b exp {x} + cos wx
donde
a= -{1. + expl(1.}}/ ©
b= (1. + exp(-1.))/0
Q@ = exp (1.) - exp(-1

6.3. LA SIGUTENTE TABLA NOS MUESTRA LOS VALORES DE LOS PARAME-
TROS UTTILIZADOS EN EL TRABAJO.

TABLA 1. VALORES DE LOS PARAMETROS

1 TI1

o i a
[ .5 T.
2 5. .2 20.
3 100, 36388 30.
. P.ef. 1-7 sdignifica problema 1 con pardmetrno 2, « = 5,

X = .2 cada método fue connido sobre el conjunto de estos efen-
ciclos, con una senie de valores de NINT, k y NCOND.

Los ennones infenidos dependern del método {(ven, sec- -
eibn 6.4.1). Para facilitan el uso de estos métodos, Los pro--
gramas fuenon LLamados como sigue:
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1. COLFEM : COLOCACTION
2. GALFEM : GALERKIN

3. COLGAL : COLOCACION-GALERKIN

6.4. ORDEN DE CONVERGENCIA, LO PRIMERO DE INTERES FUE VER SI -
EL ORDEN DE CONVERGENCTA SE CONFIRMABA EN CADA METOD0, ES
TO SOLAMENTE SE MENCIONARA CON REFERENCTAS PROPIAS (VER,-
p. ef. [2] VY TABLA 2}

Para podern realizar esto, una senie de cdlculos con dn
cremento en NINT duereon reafizados, y Las aproximacdiones para -
el orden de cada métode fueron caleuladas de La sdiguiente for--

ma:

Sean E(N;] y E(N,) Los exrnores connespopdientes a dos-
valores consecutivos de NINT, N, y Ny con N1<'NZ - enton ces el-
onden de convengencdia, estd dado pon

tog | EIN;) / E(Ny) |/ Toa (Ny/N,)

Lla siguiente tabfa nos muestra Los Grdenes de comyer--
gencia para Los métodos,

TABLA Z, ORDEN PE CONVERGENCIA
PARA . LOS METODOS

COLOCACTON LI COLOCACTON
© - GALERKIN L2 . GALERKIN
4 3 3
4 3 3
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6.4,7. En Esta Subsecclfn Defininemos Los Ennrones EI, ELT, ELZ

»

Nuestra misidn es caleulan aproximacdones de Las solu-
ciones a nuestro-problema de valorn a La frontena, Ponr Lo que -
debemos de estar concienies de La aproximacidn y de cémo el - -
ennon en Las soluciones afecia conforme el ndmero de elementos-
en ba malla crece.

EL ennon en Ra aproximacidn de elemento {inito es La-
funcidn e, defdindida como La diferencia en valoa absoluto entre-
Las soluciones exacta y aproximada.

elx) = | ulx) -uy (x) ]

Es claro que el ennor real nunca puede ser caleufado, -
a no ser que La solucibn exacta sea conocdda. Sin embango, adn
cuando u sea conocida es posible constiudin una estimacidn del --
ennon y detenminan 88 ef ernon dechece confoame h decrece VYV elf-
ndmeno de efementos comienza a crecern, Poi Lo que, La informa-
cibn de este Lipo es de gran uitilidad en cflculos de elementos-
§initos, ya que s.inve como rnegla de acepitabilfidad de elece.ibn -
para varios elementos y pana-eétiman fa precisifsn en La aprox.i-
macibn &4 ef ndmeno de elementos son duplicados o triplicados.

Mds adn; tales esidmaclones delf ennron podnfan también-
indicarnos qué elementos son acepiablfes para usanse en nuesiro-
problema.

Puesto que Los ennores son funcdones, debemos tenen un
crditendo de medida para el Zamaiio de edtos, ya que estamos ana-
Lizando La preclsibn de nuesiras soluciones. Un erniternio natu-
nal gy universal usado para Lo anienrior es un ndmero no negativo
Leamado Ra voxma ‘de ‘La 5unc46n y escaita como //F//.
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Pon consiguiente, desdeamos caleular o estimarn el enion
con nespecto a alguna noama apropLada.

Existen trnes opeiones principales para efegin el enron
que soin comunmente usadas en Los méitodos de elementos f§indiios:

1. Ernorn noama potencia //e//g,
2. Ernon nonma raiz cuadrada //e//o,
3. Ennoi nonma mdxima e infdnita [le/[e-

EL enror neima poiencdia depende de £La fonma del proble
ma de valor a La {rontera bafo consideracdibn., Para nuedthro pro
bLema esta definddo

11 elf g = {rg llet)+ -(7_2) dx)?

Este ernnor es realmente una de Las foxrmas mhs natura--
Les y ddlgnificantes para medir el error en nuestira apnoximaciam
Si demandamos que nuestra aproximacifn sea tal que el erron se-
comparte bien con respecto a |{e|llg conforme La makla se refiene,
enfonces podemos confiar en ef método de aproxdimaciln.

EL enron norma naiz cuadnada (L% o L-dos) mide La rafz
cuadrada de una {funcibn sobre su dominio y estd deginido como,

Jlerh=T1re? dx
. 0 Q

mientnas que La norma méxima e Anfinita mide el méximo valonr ab
s0luto de una funcibn sobnre su domindo

[lel] = max lelx]}]

o< x <1
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Cuando se £LLega a up sistema algebnraico de eccuaciones-
en el proceso de aproximan una funcdiln cuya segunda derivada es
diferente de ceno en Los puntos de La grontera (x = p, x'= g} -
se Lfega a un buepn ajfuste cerca del centrno del intenvalo (enron
de onden n? 4i\Eiae tiene gque hi = h), peno fuera de estas pan-
tes el ennor es comunmente grande,

Formal izando diremos que puede uno obtenen un onden de
magnitud de 0(h%),

Ven tabla 2{la), 2{b), 2ilc) panrna Los 6rdenes de conves-
gencda pana Los métodos,



TABLA ?7la)

PROBLEMA
METODO  Nnpipreo INiNJ| ET | EL 1]EL 2

6,71 4.56) 5,331 5.11
coLocacIon | 1T « 1 (7.8 4.49| 4,52 4.27
» 8,9 4.49{ 4.761 4.71

- Ye,2l 4,89 2.59] 4.29

COLOCACTON | 111 7,81 5.07) 3:85} 4.13
8,9] 4.83§ 2.91{ 4.04

1

T ABL A 2{b)

) PROBLEMA |
METODO NusERTCo NN, ET J EL 1) EL 2

6,7)3.93)3.92| 3.89
GALERKIN I -2 7,813,751 3.71 3.70
8,91 3.44) 3,58 3,58

: 6,7 4.06| 4.43| 4.04

GALERKIN T -1 A7 e ls.11]3.47] 3.79

8.9 1 3.651 3. 881 3 48
' 14,18 2.28 | 2.86| 2.80
GALERKIN 1T - 3 hs,1602.431 3,400 2.85]

: 6,171 2.58 { 2.77] 2.92

TABLA 2{c)

. PROBLEMA
METQDO NUMERTCO N1Nz ET EL 11§ EL 2

14,050 2.56 | 3.18| 2.88
COLGAL 11 - 2 |15,142.70 | 2.74) 2.94
16,171 2.8513.07{ 7.89

14,150 2.27 | 3. 18} 2.66
COLGAL 11 - 3 |15,06)2.42 {2.62] 2.75

16,17{2.58 {2.95]) 2.73

TABLA 2{a} Onrdenes de convergencia para el métedo de cofocacibn
TABLA 2(b) Ondenes de convergencia paira et_método de Gafenhkin
TABLA Z[c) Ondenes de convergencia para el métode de colocacidn

Galenkin.

T




PRECISION DE LO0S METODOS., ©DE LA TABLA 3(A) A LA TABLA -
3(C) DAMOS ALGUNOS RESULTADOS TIPICOS OBTENIDOS DE LOS --
TRES CODIGOS USADOS 'EN ESTE TRABAJO. CADA TABLA SE REFIE
RE A UN PROBLEMA Y A UN VALOR DE NINT.

TABLA 3{a)

‘ ) PROBLEMA NUMERTCO
METODO I1-2 NINT, = 10

E1 ELIELZ

C 0 L F E M5.42E-4] 0.02 |0.0022

G A L F EMjp.0023 | 0.04 |0.01

c 0L G ALp.0Z -] 0.77110.1




T ABL A 3{b)

PROBLEMA NUMERICO
1-2 NINT= 24

METODO
E 1T ELI|ELZ

COLFEM [1.58¢E-5332E-44.81E-5|.

GALFEM |133E-4]0.002 |3.49E-4

COLGAL |0.003 0.121 |0.0151

TABLA 3lc)

PROBLEMA NUMERICO
1-2 NINT = 34

. METODO _
' E T|EL I1|ELZZ

COLFEM [3.49E-6/7.95E-31.13E-5

GALFEM W O03E-5|7,01E-91,14E-4
COLGAL [0,0013 0,06 |0.0073
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CONCLUSTONES

Es indudable queée un aspecto indispensablfe, para fenen-
una buena base en La so0fucdibn de problemas de valor a La fronte
na, es el conoaimiento tednico de Los conceptos, principios y -
Leyes de La fisdica.

S.in embange, La prdctica que tenga el Aingenieho, f§isico
0 matemdtico en La aplicacibn de dichos conceptos, prineipios y
Leyes, sern& fundamepntal pand deiemminarn el camino ¢ méiodo que-
se debe emplean en La solfucifn de un problema especifico, ast -
como en fa obtencidn def mesultado y en La confdanza de €806 -
en La veracidad def mismo.

Por ello, ak pn&nc&p&a de este ZLtrabajo, comenzamos a -
definin Las dreas en Las cuates, Los métadoA de efementos §ini-

- %04 han side de gran uiildidad, Pobzenaonmente defindimos el pro
. btema de nuestno Antenrts y pnaced&moé a dar una breve idea de -

204 metodos utilizados en el mismo. Dada La amptia variedad de
mgtodab numéricos existentes cabe hacen mencibn de Lo sigudiente:

EL método de efementos finitos es un método para el --
thatamiento aproximado de probfemas {isicos, definidos, pef, --
por una ecuacifn diferencial con c,f. o ponr pnincipiol vaniacié
nates. Companado con algunes: métodaA P. e}., cop el método va
nacional de Ritz, ha sido muy dtif cuando el dominio del pnabza
ma tiene una foama complicada o cuando Las funciones Lnvelucra-
das tienen un comporatamiento muy diferenie en diferentes partes
de Q.

EL método de elementos fLnitos y el méiodo Rifz son --

equivalentes (ver p. ef. {19)). Cada método u&unn conjunto de
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funciones tlfamadas de prueba como e punto de partida para obte
ner una s0lucdén aproximada; ambos mé&todos toman combinaciones-
Lineales de estas funciones de prueba y ambos métodos buscan fa
combinacibn de dichas funciones para establecer una funcional,

La mejorn diferencia entne esafos dos métodos es que el-
supuesto de estas™§unciones en. el método de elementos finitos -
no es defdinido sobre todo el -domindio Q y tiene que saiisfacen
cientas condiclones de continudidad, EL método Ritz usa funcilo-
nes de prueba sobre todo el dominio @ de sofucidn, en donde Q -
Zdiene sofamente una forma geoméirica simple.

En el método de elementos finitos Las mismas Limitacdio
nes geoméitrnicas exdsten, peno Solamente para Los elementos QL.

En muchos caso0s, el método de elementos finitos puede-
sen visio como una aplicacibn de£ método Ritz o det método Ga--

. Zerkdn,

Et metodo Galerkin es el método mads popular en La ac--
tuaZidad,‘aunque no es m@#A?ue un cééo pa&ficulga del m&todo de
pnoyecc&&n. En el que” H Y es un subespacio genenado pon. '—,—

(x) con £ =1, 1,N Las ﬁunc&oneé en tErmine de Las cuaZeb 42 -
buéca La so0lucibn. ’

. Poxr ozna pante ef método de eLementos 5¢n¢toa de Ldpo
. COLOCACION es Anmediatamente apt&cabte a sistemas de eeuacioned
diferenciales mientras que Los otros "m.e.f., no tienen upa Lin--
 Aerpretacidn Ameza pana mdA de una ecuaedibn, Esto pone en ven
taja-abk método 4& colocacibn antes de hacen cualquiehr coﬁpqma--
eibn, '

Tenemab como conc£u440neé desputss de @aben efectuado--
205 cdRcuklos, ‘Eas sigudientes: ’
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1. EL método de colocacifn es ef mejon y el mds {dcit
de aplicar.

2. Hablando de formas dfbiles en genenal, podemos de-
cih que el méxodo de colocacidn en su versiln m. e. {. cbnnebpah;
de a £a mds fuerte de Las formas débiles.

La precdsdibn de cada método depende def orden de La «-
aphoximacibn y el ndmero de subintervalos, '

A través de este trabajo el método de colocacibn usan-
do funciones cdbicas de Hermite se comparna con el m@tada Gaklesr-
kin que usa funciones cuadndticas de LAGRANGE,

Los resuftados corroboran La teonla para cada uno de -
Los métodos y se congirma apnokimadamente_de esia manera el on-
den de £0s mismos, A manenra de comparacibén a Lo rederente aes
tos Orndenes de econvergeneia y de La precisidn de Los métodos, -
mencionaremosd que gfue necesario hacen afgunas phruebas incremen-
itandoe £a maifa para conﬁ&nmam edecz&vamenze que: e cumpt&ana el
onden z2644ca.

Lol cuadnos 3{a) - 3(b) presentan una mefon cdmpaia— -
c¢6n entne kos mezodOA con neApecto a ka precisibn producida -
pan cada una de effos, ' : -
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METODOS NUMERICOS DE ELEMENTOS FINITOS PARA LA SO-
LUCION DE PROBLEMAS DE VALOR A LA FRONTERA

TESIS BASADA EN EL ARTICULO:
"A COMPUTATIONAL STUDY OF FINITE ELEMENT METHODS -
FOR SECOND ORDER LINEAR TWO-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEMS"

BY P.KEAST, G.FAIRWEATHER § J.C. DIAZ.
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1000
2060
3000
4000
5000
6200

6300
6400
6500

6600

6700

7400

10000
11000
12000
13000
16000
17000
19000
20000
21000

FILE
FILE
FILE
FILE
FILE

1=MST/AUX3 ,UNIT=DISK, RECORD=1020,AREA=1%*200
2=MST/AUX4,UNTT=DISK, RECORD=1020,AREA=1*200
5=MST/DATA,UNTT=DISK, RECORD=14,BLOCKING=420
6=1IMP, UNTT= PRINTER, RECORD=22

7=MSG, UNIT=REMOTE

METODOS NUMERICOS DE ELEMENTOS FINITOS PARA LA -
SOLUCTON DE PROBLEMAS DE VALOR A LA FRONTERA

TESIS BASADA EN EL ARTICULO:
"A COMPUTATIONAL STUDY OF FINITE ELEMENT METHODS
FOR SECOND ORDER LINEAR TWO-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEMS"

BY P. KEAST, G.FAIRWEATHER & J.C. DIAZ.
METODO DE: GALERKIN

DIMENSION Al50000), B{27), HED(12), DATE(Z)
CONMON NLBC, NRBC

* Nout, EPSL, IMPX, IMPT, UE(3).
* UrIS(3), UIIS(3,3), UXITSI(3,3)
c* NMA = NUMBER OF MATERIALS

c* NPT = NUMBER OF GROUPS

c* NPT = NUMBER OF MESH POINTS
c* NPLOT = NUMBER TO USE PLOTTER.
C*
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SAVAVEDRAT (03/03/87) i 12:13 PM FRIDAY, APRIL 3, 1987

1000 FILE  1=MST/AUXI,UNIT=DISK, RECORD=1020,AREA=1%*200

2000  FILE  2=MST/AUXZ,UNIT=DISK,RECORD=1020,AREA=1%200

3000  FILE  5=MST/DATA,UNIT=DISK,RECORD=14,BLOCKING= 420

4000 FILE  6=1IMP,UNIT-PRINTER, RECORD=22

5000  FILE  7=MSG,UNIT=REMOTE

6200 METODOS NUMERICOS DE ELEMENTOS FINITOS PARA LA
SOLUCTON DE PROBLEMAS DE VALOR A LA FRONTERA

6300 ' - :

6400 TESIS BASADA EN EL ARTICULO:

6500 "A COMPUTATIONAL STUDY OF FINITE ELEMENT METHODS
FOR SECOND ORDER LINEAR TWO-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEMS"

6600 )

6700 BY P. KEAST, G. FAIRWEATHER § J.C. DIAZ.

7300 METODO DE: COLOCACION - GALEARKIN

10000 DIMENSION A(50000), B(27), HED(12), DATE(Z)

11000 : COMMON NLBC, NRBC. '

12000 *  NOUT,EPSL, IMPX, IMPT,UE(3],

13000 * . uIs(3), u17s(3,3), UXITSI3,3), UXZ1IS(3)

16000 C* NMA = NUMBER OF MATERTALS

17000 C* NGR = NUMBER OF GROUPS

19000 C* NPT = NUMBER OF MESH POINTS

20000 ‘ C* NPLOT = NUMBER TO USE PLOTTER
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