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I NTROVUCC ION 



2. 

INTRODUCC10N 

Loó mlt:odoó de e.tement:o-6 6-i.nLt:oó pa.1t.a. p!t.o b.tema.ó de -

vctlo1t. a. .ta. 61t.o nt:elt.a. pueden t:oma.lt. mttchaó 6oh.ma.ó, poi!. ejemp.to e.t­

mUodo de e.teme11t:oó 6.i.n.i.t:oó de .t.i.po COLOCAC10N ha. ó.i.do a.p.t.i.ca.do 

en ca.-60-6 de pl!.ob.tema.-6 de va.lo/!. a .ta. ól!.011t:e11.a. con cond.i.c-loneó a.­

.ta. 61t.ont:eh.a. de t:.i.po m-lxt:o: VER p. ej. [78]. 

Ot:h.o-6 mUodo-6 pueden de-6c1t..i.b.i.1t.óe ba.-b~ndoóe en a.ph.ox.i.­

ma.c-loneó de t:-lpo L2 - GALERIK1N -6-iendo (ót:e mét:odo .ta 6011.ma dl­

b.l.t má-6 comctn, o b.i.en, como u.na combúia.c.l6n de e-6.t:e m ét:odo y e.e 

met:odo de co.toca.c.i.6n. 

Ap.t-lcah. (ót:o-6 mét:odo-6 a un ó-l-6.t:ema. de ecu.ac.lone-6 d.i.6~ 

11.enc.la.le-6 no e-6 -lnmed.i.a.t:a.ment:e c.ta.11.0. En eót:e t:h.a.ba.jo de t:eó-ló 

1t.eó:th..lng-l1t.emo-6 nu.e-6.t:h.a. a.t:enc-l6n a~ ca.-60 de una. ecua.c-l6n d-l6e1t.e~ 

e.la.e 01t.d.lna.1t.-la. .t-lnea.l. Nueót:h.o o bfet:-lvo eó -lnve-b:t.lga.11. t:1t.eó t:~c 

n.i.ca.-6 de e.teme:'n:to-lr ~.i.n-l:to-6, en pa.1t.t-i.cu.La.1t. c.011-1>-lde1temoó 

3) Lo-6 mé1t.Lt:o-6 h.e.la.t:.lvoó a. ca.da. uno de- .to-6 mUodoó -

en pJL~blemaó con d-i.6e1t.ent:e g1ta.do de d,(6.i.c.u.e.:ta.d (:tlt.eó p1t.ob.tema..6-

de pllueba. óttel!.on e.teg-ldoó l. 

4) La. óo.lu.c-l6n del ó,(ó:tema. de ecua.cioneó a.lgeb1t.a..i.--

ca..6 .lútea.leó poi!. med.i.o de a..tgctn mét:odo d-l11.ec:to o hte11.a.ct:.i.vo co 

noc.ldo. 



3. 

5) La. de.:te1tm.i.na.c..i.6n de La..& 61tdenea de c.anve1tgenc..i.a. -
de e.a.da. una de Loa m~.:todoa. 

ALguna..& c.ompa4ac..i.anea . .&abite Loa m~todoa de eLemen.:to-0-
6.i.n.i..:ta.& pa.Jta. La. aoLuc..i.6n de pltobLema.a de va.Lolt a. La. áJtan.:te1ta. -
ha.n a.pa.1tec..i.da c.on a.n.:tetio1tda.d en La. L-LteJta..:tuJta.. Ea.:ta..& c.ampa.lt!::_ 
c..i.onea ea.:t.in ba.aa.d·a.a p1t..<.nc..i.pa.Lmen.:te -0ob1te c.on.&.i.de1ta.c..i.one.& .:te.15-
Jt.i.c.a.-0, .:tal e.& e.e. c.a..&o de La. e.&.:t.i.ma.c..i.6n deL e1t1to1t; ue1t p. ej. 
[ 1 9] • 

Ca.da. uno de La-0 ~~.:todo.& de elemen.:ta.6 á.i.n.i..:ta.& .:t.i.enen -
c.a.1ta.c..:te1t.l.&t.i.c.a.a pltap.i.a..&, pe1to .&.i.n emba.1tga, ha..&ta. a.ho1ta. na ex.<.~ 

ten .6U6.i.c..i.en.:te.& c.á:Lc.ula-0 num~1t.i.c.a.& pa.lta. e-0.:ta.b.tec.e1t un Ju.i.c..i.a -
m.1.a e.La.Ita pa.Jta. ve1t c.ua.L de e.6ta.& m~.:tadaa e.6 e.e. mejo1t. 

EL pite.& ente .:t:Jc..a.ba.j o e.o n.&ta. de c.ua.:t1ta pa1tte.& d.i..&t1t.i.bu.l 
da.a de La. .&.i.gu.i.en.:te 601tma.: 

P1t.i.me1ta pa.Jt.:te. 
-0e. pLa.ntea. e.e. p1tobLema. de va.LoJt a. La. 61tante1ta de nue.&.:t:Jta .i.nte­
Jt~.6 y .&e. menc..i.ona.n Lo.& m~toda.& de eLemento.& á..<.n.i.toa u.tia.da.& pa.­
Jta: 1te.&aLve1t d.i.c.ho pltab.e.ema. 

Segunda. pa1t.:te. Cant.i.ene La.& c.a.p.l.:tuLo.6 da.ti, t1te-0 y 

c.ua.tJta, en Lo.& c.ua.Le-0 -Oe de.&c.Jt.i.ben y .&e apl.i.c.an La-0 m€.:tado.& 
de: 

1 l e oLac.a.c..i.6n 
2 J Ga.Le1th..i.n 
3) CaLac.ac..i.6n - Ga.Le1th..i.n 

Re.&pec..:t.i.ua.men;te y a.demá:.6 ae da. La a.pL.i.c.a.c..i.6n d.i.1te.c.ta.­
a La aaluc..i.6n al p1tabLema. pLan.:tea.da c.on an.:teJt.i.01t.i.da.d. 



4. 

Te.lle. e.Jta. pa.1t.t e.. C o n.:t.i. e.ne. e.l c.a.p.l.tu.f. o c..i.n e.o e.n e..t c.ua.-t 

he. de..6c.1tlbe.n .f.06 p1tog1ta.ma.6 de. c.6mpu.to 6.i.gu.i.e.n.te.6: 

1) COlFEM 

2 J GALFEM 

3) COLGAL 

P1top0Jte.i.011ando po6.te.JtioJtme.n.te. e.n e.l c.a.p.l . .tulo !>e..é.6 .f.o.6 

Jte..6u.f..ta.do.6 num(ltic.o.6 que. 6e ob.tuvie.Jr.on. 

Cua.Jr..ta. pct1t.te.. Con.t.i.e.ne. e.l ca.p.l:tti.to 6e.i.4, en e.e. c;ua..f.-

6e. a.p.f.lea.n lo.6 p!toblema..6 de. va.lofl plloplo a lo.6 que. 6e. .f.e.6 a.p.f.i 

c.6 .t'.06 m(.todo6 me.neiona.do6 con an.te.Jr.ioJr.ida.d. Fina..f.men.te. ae. -­

da.n .t'.a.6 c.onc..f.u6.ione6 pe.Jt.túie.n.te6 a. .f.o.6 m(:tcrdos y 6e. a.ne.xa.n .f.a.6 

ve.4.6lone.6 de .f.06 pJr.og/ta.ma.6 de. e6mpu.to, a.6.l como la. bib.f.iog1ta.--

6-ia. u.tLllz:a.da.. 



PRIMERA PARTE 

CAPITULO UNO 

PROBLEMA VE VALOR A LA FRONTER~ 

METOVúS VE ELEMENTOS FINITOS 



PROBLEMA VE VALOR A LA FRONTERA 
METOVOS VE ELEMENTOS FINITOS 

7,7, PRELIMINARES 

6. 

Mu.c.ho6 de lo6 modelo6 de ea c.ie11c.La y de la .tec.11olo-­

g.la. ..se expJz.e-0a11 e11 la 6oJz.ma de ec.uac..{.011e..i dL6e11e.11c.Lale.6. En -

lo-0 modelo-O m~.6 -0e11c..{.llo-0, e6.ta.-0 ec.u.ac.Lone6 aon oJz.dLna.Jz..{.aa, ea 

dec..lJz., qu.e .t:Lenen u.na aola vaJz.Lable .lndepend.len.t:e, que lla.ma.Jz.!!:_ 

mo6 x c.ua.11do el pJz.oblema e6 de valo1tea a la 6Jz.on.t:e1ta.. En mo 

deloa mita Jz.e.a.l.l-0-ta.6, laa e.c.u.a.c..{.onea d.l6e1tenc..{.a.le6 de. L11-te.1t~a -

6eJz.á11 e.c.u.ac.Lone-0 paJz.c..{.a.le.1.>, c.on má.~ de. una vaJz.La.ble. .{.ndepen- -

d.len.te. [77]. 

E1.>.ta.a e.c.u.ac.Lone6 en muc.hoa c.a.ao6 110 .t:Lene11 1.>olu.c.L6n 

a.na.lULc.a o .a.l la -t:Le.11en, e6.ta. 6olu.c..l6n e.6 de u.na. 601tma. ba.a-ta.!: 

-te c.ompl.lc.ada. e.amo. pana. 1.>e1t Jz.ea.lme11.te atLl (p. ej. u.na. 1.>eJz..le -

En o.tna1.> pa.la.b1ta.6, 6e nec.e1.>Ua. u.na. aolu.c..l6n nu.m~ILL 

e.a. qu.e 1106 peJunL.ta a.p!LoxLma.Jt a .ea. 1.>oluc..l6n en va.Jz.Lo.6 pu.n.to1.> o -

ha.6.ta. e.n c.u.alqu.Le!L pun-to del dom.lnLo e.o 111.>.lde1ta.do. 

El p1toblema. de valoJz. a la. óno11.te.1La qu.e. c.011a.{.de1ta.mo.& -

c.on;,.{.;,.t;e. en la -0.lgu.Len.te ec.u.ac.L6n d.l6e1Lenc.La.l 0Jz.dL11a1tLa. lLneal 

de .&e.gu.ndo oJz.den. 

d 2u.(v) d ( ) 
- a.(x) - + b(x) u x + c.(x) u.(x) 6(xJ, xe:[p,qJ=n ••• (1) 

dx dx 

c.on c.ondLc.Lo11ea a. ~a 6Jz.011.te1ta de la. noJz.ma. 
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"· 
du(x) .¡. 

dx 
µo du(x) \Jo , 

(2) 

l.1 
du(x) .¡. µl du(x) 

lJ}. ' 
dx 

donde 1 l.,¿ 1 .¡. 1 µ_.<. 1 > o, ,¿ o, 1 .. 

EL c.oe6.lc..len;t;e a. óe -0upone c.on;t.lnuo c.on a.(x) > K, - -

K = c.onó;ta.n;te > o y b óe -Oupone c.on:t.lnuo IJ no nega.;t.lvo pa.Jta. ;to 

do pun;to x e: [p,q]. 

EL c.oe6.lc..len;t;e c. IJ Loó d~oó F = 6(x) .6e -Ouponen óua­

ve-0: ;todo Lo an;teJt.loJt pa.Jta. a.6eguJtaJt La. c.onveJtgenc..la. de lo.6 ml!:­

;todo.6: ve.Jt p. je. [ 76]. 

(7 J u l.lnea.l poJtqu.e la..6 deJt.lvada.6 de la. .6oluc..l6n a.p;: 

Jtec.en l.lnea.lmen;te en la. ec.uac..l6n, e.6 de .t>egu.ndo oJtden poJtque -

d2 ªJxl eó La. deJt.lva.da. de m~.6 a.l;to oJtden en la. ec.ua.c..l6n. 
dx 

Con la apa.Jt.lc..l6n de La& c.ompu;ta.doJta.6 d.lg.l;taLe.6 aL 6.l­
naL de lo.6 40,la.6 ;tl!:c.n.lc.a.-0 num~Jt.lc.a& .6e deócVr..JtoLlaJton c.on g.1t.an 

Jtap.ldez, en paJt;t.lc.uLa.Jt en e.e. e.ampo de la .6oluc..l6n num(11..lc.,a. de­
ec.ua.c..<.oneó d.l6eJtenc..laLe.t>. 

Un ml!:;todo geneJta.L pa.Jta c.on-1>;t;Jtu.l.1r.. óoLuc..lone& apJtox.lma­

da<!i palta pltoblema& de va.Loll. a. la. 6Jtori;teJta. óe le. c.onoc.e c.on el­
nomblte de mé;todoó de eLemento.6 6.ln.l;to-1> (m.e. 6) que. apall.ec..l6 al 

6.lnal de La. dl!:c.a.da. de La-0 50 ha-0;ta aLc.anz all. e.n La ac.;tual.ldad -

d.lJt eL dom.ln.lo de óoLuc..l6n r. en uti na:meJto f,.ln.l;to de .6ub.ln;teJtv~ 

Lo.6 º.<.• .<. = 1,N, ~o.6 eLemento.6 6.ln.l:taó, y de. e.t>;ta. 60.1t.ma c.on.6-­

;t;Jtu.lJt La a.pltox.lmac..l6n Un(x) po.lt. ;t;Jtama.6. Adem4.6 u.t>an c.onc.ep-­

;to-0 va.11..lac..lonaLe.6 pa1ta. La. c.on.6t.1t.uc.c..l6n d~ la a.p.1r..ox.lma.c..l6n de -



8. 

La ao.luc..l6n aob4e el, c.onjun.to de elemen.toa 6.ln.l.toa. En o.t4a.a­

pala.b4a.a, Loa m. e. 6. ob.t.lenen un a~.tema. de ec.ua.c..lonea med.la.n­
.te. la. d.lac..1Le.t.lza.c..l6n del eapa.c.lo de ao.luc.l6n, La aoluc.l6n -
a.pJLoxlmada. ab~enlda. ea una c.amblnac.l6n 6.lni.ta de 6unc..lone-O c.o­
noc.idaa p1tevla.men.te ae.lec.c..lanadaa. 

Exam.lnaltc.maa en el .tnanac.unaa de ea.te .tnabajo Loa -0.l­

gu.le11.tea m.e.n.: 

1.2. COLOCACION 

Una. de La.a a.pnoxima.c..lo ne.a máa d.lnec.taa pana de.tenm.i.- -

na.n una. aolu.c.l6n a.pnaxima.da paJLa un pnab.lema. de valaJL a. La - -
6JLa~ena de6-i.n.ldo en u.n dam.ln.i.o a.lmple coma e-0 el caao de u.n -
l~e1tva.lo ea el m~.todo de c.alac.a.c..i.611 f 16]. 

La. .ldea. b6.alc.a. de ea.te m~.todo e.~ ú1.t4gdu.c.ln, e.ama ea­
u.au.a.l, una. ao.lu.c.i6n a.p1toxlma.da. u(x) ~ Un(x) = ¿ u..l ~ .l(x) 

l= 1 
qu.e pu.e.de a en di..te1tm.lnada de ma.nena. tfn.lc.a. a elec.c..lona.nda. 

1) Func.lonea de enaa.ya aua.vea que aan .taa 6uncionea­
ba.ae (Lac.almen.te c2 pana nuea.tJLa pJLab.lema.), 

3) Ea pec.l6.lc.a.nda un na'.me1ta de pa.1t6.me.t1toa (coe6ic.len­
~ea u.l qu.e comunmen.te ao11 va.e.anea de .ta. va.nlable dependlen.te en 

pun.taa de la ma..t.la aa~ e.amo La.a c.anneapond.le~ea de.1tlvada.a). 

En ea.te mé..todo, .ta ao.lu.c.l6n a.pltaxlma.da a e e.o na.t1tu.ye -
pa.~a que aa.~.la6a.ga. de a.n.temano laa c.ondic.ionea a .la 61ton.te1ta. -
[ 77] y Loa coc6.lc..Len.tea en .ta a.pnoxkmac.l6n aon e.n..tanc.e.a de..teJL­
m-i.na.daa palta. qu:e La ap1toxima.c..l6n aa.tlaf,a.ga. .ta. ec.u.ac.-i.6n d.lf,e!te~ 
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c..ia..e. e.n u.n name.Jto de. pu.n.to.6 d,U,.tÁ..n.to.6 e.n e..e. dom.<.n..i.o íl . 

1. 3. GALERKIN 

E.6.te. m~.todo con.6..i..6.te. e.n bu.6ca.Jt una .6oluc.i.6n a.p1tox..i.ma­
da. pa!La e.e. p!Lob.te.ma de va.R..oJt a. .e.a. ·6Jton.te.Jta e.n un 1.>ube.-0pa.c.lo de 
d.i.me.n.6.i.6n 6.f.n..i.ta. .H 

0 
(N) de. óunc.lone.6 conoc.i.da..6 ~.l, .<.=T;11 de..e. 

e..6pa.c.i.o H~ • E1.> de.c.<.Jt, e.n v e.z de. a.boJtda.Jt e.e. p1tob.e.ema. e.n un e.~ 
pa.c.lo de d.i.men1.>.<.6n .ln6.<.nÁ...ta., 
u11 en H(~) de .e.a. 601Lma. 

UN 

bu.6ca.mo.6 
N 

(xi = ¿ 
.<.= 1 

6a.ce. e.L p1tob.e.e.ma. con H~ Jte.e.mp.e.a.zado poJt HlN) , en donde la.1.> -
11 L, .<.= J,7iT -0 on la..6 óunc.<.o n e.-0 ba.-0 e ge.o ba..e. e.-0 l.ln e.a..e.m e.n.t e. .lnd e.- -
pe.nd.i.e.n.te.1.> IJ .e.a.-0 u..i. 1.>on la..6 coefi..i.c.i.e.n.te-0 que -Oe de..te.Jtmüta.n L>u~ 

:tUuye.ndo .e.a. e.xpa.n.6.<.6n UN (x) en la. 601tmu..e.a.c..i.6n de.e. pJtoble.ma IJ 

Jte..6olv.i.e.ndo e.l L>.i..6.te.ma. a.R.g e.bJta.Lc.o .e..<.nea..e. 1te.1.>u.l.tan.te. 

PoJt o.tito la.do, e.e. m~.todo de. Ga.le.Jtk.<.n 1.>e ba.6a en una. -
60.1tmu..e.a.c..l6n va.Jt;¿a.c.i.ona..e. de.e. plLob.e.e.ma. pa.'1,a. e.e. e.u.a.e. .te.nemo.6 que­
..in.te.gJta.'1, una. vez poJt pa.Jt.te.1.> .e.a. 6aJtmula.c..i.6n ba.-0a.da e.n e.e. m~.todo 

de Jte.-0.ldu.oL> pe-0adoL> (M.R.P.). 

La. ,{,de.a b4.6.i.c.a.,de.l M.R.P. c.onL>L.6.te. e.n bu-OcaJt una. -
a.p1toxÁ..ma.c..i.6n UN(x) a la. .6oluc.L6n u(x) de. .e.a e.c.uac..l6n (l) me.- -
d.la.n.te. u.na. expJte-0.i.611 a.na.l.tt.i.c.a. de. .e.a. 60.!Lma. ge.ne.Jta..e. 

N 
U(x) = I u.i. l'!.i.(x} donde. .tct.6 ütc.6gn.i..ta.-0 .t.on loL> coeó.lc.len.te..6 

.l= 1 
UL, m.i.e.n.tlLa..6 la.A 6unc.Á..one..6 ~.l(x), .<. = T;N -0011 6unc..lone.L> da.da..6, 
globa.le.1.> e.n e..e. -0e.n.t..ido que -Oe e.x.t.<.ende.n a. .todo e.e. dom.<.n.<.o íl 

donde. .6 e bu.6c.a. a.pJtox.lma.Jt a. .e.a. -00.e.u.c...i.6n. 

Luego e.n.tonc.e..6, vo.e.v.<.e.nda a.e. mUodo que no.6 Ln.te.Jr.e.&a., 
.<.n.te.gJta.Jt poJt pa.Jt.te..6 .e.a. 601tmu.e.a.c.Á..6n me.nc..<.ona.da., .6..i.gnÁ..6.<.c.a., que.­
u.na. de. .e.a.-0 de.Jt.i.va.da.-0 de. .e.a.-0 óunc.<.one-0 de e.n.6a.ljo u -0e .tJta.n.6--
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6le1te medlan:te la ln:teg1tac.l6n a la-O 6unc.lone-0 de p1tueba v 

1. 4_. COLOCACTON - GALERKIN 

La-O c.aJc.ac.:te1t.t-0:tlc.a-0 de lo-O do-O m«.:todo-0 an:te-0 de-0c.1tl-­

.:to-0 pueden 6e4 comblnada-0 paJc.a 6oJc.maJc. un ml:todo h.lb1tldo lla- -
~ado Coloc.acl6n GaleJc.kln paJc.a Jc.e-0olveJc. el ml6mo pJc.oblema 
(7). El m!.:todo e-0 ln:teJc.medla1tla en:tJc.e la-O m«:tado-0 de c.olac.a-­
c.l6n y de Gale~kln. E-0:te m«.:toda :tlene la ven.:taja 6ob1te el m!­

.:tada de GaleJc.k,{_n -0obJc.e el ml6ma damlnlo en_ que .ea-0 ln.:teg1tale-0-
,¿nvaluc.Jc.an e.e pJc.oduc.:ta de la -0oluc.l6n ap1taxlmada y una 6unc.l6n 
pallnomlal paJc. .:tJc.amo6, pa!t lo .:tan:to, la-0 ln:teg1tale6 aon mió --

6lmple6. 

La-0 condlc.lonea de c.on.:tlnuldad en la -0aluc.l6n ap1toxl­
mada -0on mla d~bllea que aquella-O Jc.equenldaa en la ap4oxlma- -
cl6n pa!ta c.oloc.acl6n: veJc. p. ej. [2). 

En co.e.ocac.l6n - Gale1tkú1 .:t1ta.:tama-0 o.:tJc.a vaJtlan.:te de.e. -
m!:todo de c.oloc.acl<'ín en la cual la c.on:t.i.nuldad ae :tJc.a.:ta en una 
601tma aemej an.:te al m!:todo de Gale1tk_¿n !f c.an elemen.:to-0 de -

LAGRANGE de aegundo gJc.ado. En ea.:te m!:todo -0olamen:te exla.:te un 

pun:to de c.olocac.l6n que ea pJc.ec.l6amen.:te el pun.:to c.e~Jtal de -

cada elemen.:ta Q l, l= 1, N. 
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12. 

En et>.te c.a.p-i..tu..to .t>e det>c.1t-lbe e.e m~.todo de c.o.toc.a.c.-i.6n­

pa.1ta. .e.a. t>olu.c..l6n de .la. ec.u.a.c.-i.6 n d.l6 e1tenc.-la.!- 01td.lna.1t-i.a. .t-i.nea..i. -
de .t>egu.ndo 01tden u..t-l.tlza.da. en el pltob.tema. de va..lolt a. .ta. 61ton-­
.te1ta. en u.na. d-lmen.t>-i.6n. 

La..t> ba..t>e.6 .te61t-i.c.a.t> del m~.todo de c.o.toc.a.c..i.6n <le p1topo::_ 

c.-i.ona.1ton de-0de 7930, [2]. E.e. m~.todo 6u.e a.pl-i.c.a.do en .ta. .6o.lu.-­
c..i.6n de ec.u.a.c.<.one-0 d-l6ell.enc.i.a.C.e.t> poll._ S.ta..te.1r. [ 4] y Ba.1ttha. [ 5]. 

Po-0.te1t.i.oll.mente 6ue deaa.ll.1to.tla.do como u.n mi.todo gene--

1ta..t pa.ll.a. ll.e.6 o.lv ell. ecu.a.c.í.o ne.6 d.l6 e1tenc-<.a..e. et> o ll.d.i.na.1t-la..t> .t-lnea.- -
.te.:.. fil.a.zen [6] u.66 mtic.ha.t> 6u.nc.-lone.6 de p.1r.u.eba. d.i.6e1ten.te.t>, y­
emp.le6 a.1tbU1ta.ll..i.a.men.te .lo.t> pun.to.6 de c.oloc.a.c..l6n. La.ne.za-O [ 1] -
ex.tend-i.6 La. .t>oLuc..i.6n en .t~ltm-i.no.t> de po.t.<.nom-i.o.t> de Tc.hebyc.hev,­

IJ u..t>o .ta..t> 1ta..Cce.t> de e&.to& poL.i.nom-i.o& e.amo lo.t> pu.n.to4. de e.o.toe.a. 

c.:<.6n. 

E-0.te mé.todo ha. &.ido u.&a.do e.amo un m~.todo de c.oLoc.a.- -
c.-i.6n oll..togona..t (C.O), [8] e.e. e.u.a.e. ha. pitaba.do .t>u e6ec..t.lv-i.da.d en 

c-i.e1t.to& pll.o bLema..6 no .t-i.nea.Le& e.o ncell.n-i.en.te.6 a.l i!1tea. de .e.a. -ln- -
gen.le1t~a. y qu.hn-i.c.a.. Ha. &.ido u.&a.do .ta.mb.l~n pa.lta. enc.on~4a.ll. .ta.-0-

-00.tuc.lone.6 a.p1tox-lma.da.& .tan.to pa.ll.a. eL 6.lu.jo de neu..tll.one-0 como -

pa.ll.a. .ta..6 c.onc.en..tll.a.c..lone.6 de p1tecu.ll.&01te.6 de neu..t1tone& ll.e.ta.ll.áa.-­
do& [ 2; 9] • 
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m€todo de. co.loca.c-l6n t1r.ae.n coM-lgo 6unc-lone..t> de. expa.n.t>¿6n de.6~ 

n-oi.da.t> g.loba.lme.n:te. Ru.t>.t>e..l..l y Sha.mp-lne. [ 10] 6ue.1r.on .lo.t> p!r.¿me.--

40.t> e.n e..t>tu.d¿a1r. e.l mltodo de. co.lacac-l.6n ba..t>ado e.n 6unc¿one.~ -­
po.t-lnomúw.lu po4 t1r.a.mo.t>; ve.Ir. p; e.j. [ 9]. E.e.. u.t>o de. e..t>ta c.la.t> e 

de. 6unc¿one..t> o64e.ce. c¿e.ua.t> ve.nta.ja.t> .la te.01r..la e..t> mu.cho mlt.t> -­
.t>-lmp.le. y mlt.t> pode.Jr.o.t>a y .lo.t> clt.lcu.lo.t> ¿nvo.luc1r.an mat1r.-lce..t> .la.t> -
cua.le..t> .t>on 6ttc¿..f..me.nte. Jr.e..t>ue..lta.t> me.d-la.nte a.lg~n mltodo de. .t>o.lu­
c-l6n d¿1r.e.cta e ¿nte.1r.at-lvo. 

E.t>te. m ~todo e..t> a.lgu.na.t> ve.ce.;, .l..la.ma.do co.locac¿6n de. 
e..le.me.nto.t> 6-ln-l.t:o.t>, pe.Ir.o a ·.lo la.Jr.go de. e..t.te. t1r.a.ba.jo de. te..t>-l.t> 
no.t> 1r.e.6e1r.¿1r.e.mo.t>, .t>¿mp.le.me.nte. como m~todo de. co.loca.c¿6n. 

ER.. mé..t:odo e..t> b-le.n conoc-lda e.n ¿ng e.n¿e.1r..la. qu..lm.<.ca. [ 11] 

a pe.ha.Ir. de que .e.e.. mé.todo má.t> .t>¿mp.le pa.4a ap.l-lca.Jr. e..t> e..l M. R.P. 

Rec.<.e.nte.me.nte. ha. e.mpe.z.a.do a u.;,a.Jr..t>e. e.n ot1r.a..t> l11r.e.a..t> de­

.la. .<.nge.n.{.e.1r.~a. y e.n e..l á1r.ea. c-l.en.t.f.6-lca.. E..l m~todo ñu.e u..t>ado -­
po4 Me.a.de. [2] pa.Jr.a 1r.e..t>o.lve.1r. .la..t> e.cua.cLone.;, c.<.né..t:.<.ca..t> de.pe.nd-le.~ 

.t:e..6 de..t e;, pac-la. 

La. p4e.cL.t>-l6n de.l m~todo de. c.a.loc.ac-l.6n e..t> ba;,.t:a.nte. .t>e.n 
.t>Lb.le. a. .la. .loc.a..l.<.z.ac..{.ón de. .lo.t> puntal> de. co..locac.<.6n. Ve.boa1r. y 
Sc.hwa.1r..t:z. [12] han p!r.obado que. .la. ..loca..l.<.z.ac.{.6n 6pt.<.ma de e.L>.t:o.t>­
pun.t:o.t> .t>on .la.t> 1r.a.,(c.e..t> de. .lo.t> po.lLnam-la.t> de. Le.ge.nd1r.e. (pu.n.t:o.t> de 

Gau.t>.6). 

Cu.ando .lo.t> punta;, de. co.loc.a.c.¿6n .t>an e.mp.le.a.da..t> e.n e.t>ta 
601r.ma. a..l mé.todo .t.e. .le. conoce. e.amo mé..t:odo de. co.locac.<.6n 01r..t:ogo-
11a.l. 
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2.Z. VESCRIPCION VEL METOVO VE COLOCACION 

El p!tobte.ma de va.ton a·ta 61tonte1ta. que c.on4..i.de.1ta~a.6 -

en e-0te titaba.jo de. te-0.i.-0 c.on-0.i.-0.:te en ta -0-lgu-len.:te e.c.úa.c.-l6n d-i.-

6 e1tenc-lal 01td-lna1t.i.a l.lnea..t de 6 egundo 01tde11 

Lu(x) = -a(x) d2u.!xl + b(xl du(x) + c.(x)u(x) = F(x), XE: [ p,qJ Q ••• ( 7) -;¡;:z-- dx 

e.o n c.ond.lc..lone.i. a. la 6 ILo n.:tena de .la 6 Oltma. 

).. 9 
du ( xl + µo U (X) Vo ----ax-

( 2) 

)..1 
du ( x) 

+ 
dx 

µl u(x) V1 

do11de !J...<.! + 1 µ.lJ >o, .l=O, 1, y útL que R..a..6 6unc..lone.4 a, b, e y 6 -. 

.4011 .&uave.4 y A.-l, tLt .i.on c.on.i.tan.:te.i.. A Mta. 601tma. de ec.ua.c..l6n­

.i.e. le c.onac.e como 601tma 6ue1tte ya que de.1t.i.vada-0 de .&egunda 01t­

den ac..:tdan .i.ob1te R..a lnc.6gn.l.:ta u. 

U.:t.ll.lza1temo.i. el m~ado de c.oLoc.ac..l6n pa!ta a.p1tox~ma.1t -

-00.e.uc..lone-0 a. ( 7 J, La-0 c.ua.ee-0 .i.on u.na c.omb.lna.c.-l6n .l.lnea.e. de. un­

c.onjunto c.onve.n..i.eii.te. de 6trnc.lone-0, .l.e.., u{x) "'un (x) = 
N 
I u.<. e .<.!xl en donde. 1-lfxl .i.011 nunc-lone-0 da.da.-0 globate..6 en e.l 

-l;¡;liit-lda que. .i.e ext.i.ende.n a. toda el dom.ln-lo n e.n donde 6 e bu.&ca. 

la. .&o.tuc.-i.6n. 

Lo.i. c.oe.6.lc-i.e.nte.i. u.l de. .:ta..le.i. 6u.nc..lane..i. -0e de..:te.1tm-i.nan­

pa.1ta. pe.d..i.1t que. la. c.omb..i.nac..i.6n -0a..t.l-06a.ga. la. e.c.ua.c..l6n d.lóe.1te.n- -

c...i.a.l en c...i.e.1tto.i. pun.:to-0. 

Pa.1ta 1te.-00R..ve.1t e-0.:ta ec.ua.c...i.6n po!t c.oLoc.ac..l6n, c.on.i..lde.1ta. 

mo.i. una pa.1z..t..i.c.-l6n que. de.nota.mo-0 como f'> .:tal r¡ue. 
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!!.= {U.} 11 ~To > 1 CDl'I xo=Zo < z 1 < --- < ZNINT= X¡ del -i.11.te.1Lva.1o 

[ x.
0
,x

1
J, y un conjun.to 1,¿ = [Z,¿_ 1 , Z,¿l y h-i.=Z,¿-Z,¿_¡ con .f..=1,NINT 

y NTNT e.1 name.llo de. -0ub-i.11.te.1Lva.lo-0 e.11 t:.. 

En 10-0 .tlle-0 m~.todo-0 emple.a.do-0 e.11 e.a.te. .tila.bajo, 1a.-0 
-00Luc-i.one.-0 a.pllox-i.ma.da.-0 -0011 po1lnom-í.o-O poll .tlla.mo-0 e.xplle.-Oa.do-0 e.11-
.té:llm-Í.110-0 de una. ba-Oe il--Op1bte. lJ .&e. lle.-0ue..tve.n me.d-i.an.te. un -0-í.-0.te.­
ma. de. e.cua.c.f..o 11e.-0 a..tg e.b1La.-i.ca-0 1-í.nea.le.a co 11 una e.-0.tlluc.tr.ui.a. en b.l.Q_ 
que.-0 ca.-0-i. d-i.a.gona.1. Plloce.d-í.e.ndo con .ta. del>c/1..Í.pc.l6n de .ta .te.oJt,[a.­

con-0-i.de.lla.llemo-0 a. k como e.1 01Lde11 de.e. e.-0pa.c-i.o de pllue.ba. (e..t glla.­
do del pol,i.nom.lo mda I); MOONV como e.1 n~me.llo de. cond-í.c.<.011e.-0 de. 
con.t.üiu-i.dad ,í.mpue-0.ta.-0 -0ob1Le e.1 e&pa.c.lo de. pllueba., a.-0,[ -0-i. fl(NJ -

e-0 un eleme.n.to de.1 e-Opa.c-i.o e.n..tonce-0 H(NJ e CNCONV-l;h el .t:ma.ffo 
o 

de.L -ln.tellva.1o ( h = m~x h.i.) • 

He.moa me11c.<.011a.do que una. -Ooluc.f..611 apJtox,í.ma.da. u(x) pa­
lla. (7) -0e. de.6.lne. poll .tlla.mo-0 e.11 ca.da. -0ub.l11.te1Lva.1o [x.l-1, x.-i.] de.­
t:.. E-0.to e-0, una. 6u11c.i.611 u(x) e-0 -0e.le.cc.lona.da .te11.<.e11do de.Jt.i.va--
d . h d d K [ . ] ' ( ) ( K- 1 ) a.-0 con.t¿nua.-0 a.-0.ta. & glla. o -1 en xo,x¿ , ¿, e., u x e 
[x.o,xl J y 1a..!. ~ua.le.-0 co11-0-<.-0.te.n de. 11 .:Vi.a.moa (1 po.IL ca.da. ;,ub.ln.te.!!: 
va.La), ca.da. una de 10-0 cua1ea ea un pol.lnom,í.o de glla.do me.110.1¡_ -­
que k + m. Conl>.ldellemo-0 un eLeme11.to 61..n.i..to íl ,¿ y e.~.ta.blez ca.mo-0-
un al..-0.tema de coo1Ldena.do-0 .loca.le.-0 ~. con Oll-i.gen en e.1 ce11.t.1to -­
deL e.1emen.to y d,i.v.i.dl..é:ndo1o pa.J¡_a. que ~=-1 en el pun.to l..zqu.i.elldo 
y ~ =+ 1 en e.1 pun.to de.lle.cho, como -Oe mue-O.tila e.11 .la. 6-í.gulla. 
2. 2. 1. 

X 

x.f..-1 x. 
¿ 

F-i.gulla. 2.2.1 
e.Lemen.to 6.f..n-l.to n .i... 

+ 1 
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2x - (x.(.+x.{_-7) ( 31 
X,¡_ - X_¿_ ¡ 

e.n donde. .f.o¿ pun;to.s x :t.q. x.l-1:.Jx:Sx.i. .se ;t1t.a.n-6 60.tc.ma.n en lo& pu!! 
:to6 ; .t~q. -1 ss s+-1. 

n 
S.l 4u¿,;t.(.;tu.lmo• u(x) J- u(x) = ~ u.(. ~.(. (xi en .e.a. --

ec.ua.c..i.611 a.tc..lg.i.na..e. (1), e.e. lt.e6.lduo !t.(ul= -<.=l Lu(x) - "6(x) n.o -­

be1t.La .i.dln.;t.lc.a a c.elt.a en el dom.ln.lo n, c.omq .e.a 6e1t.La. ¿,¿ u(xJ -
6ue1t.a. la. boLuc..l6n exa.c.;ta. de (7), ;ta.mpoc.a c.ump.f..l.tc.La. c.an La.-6 c.an 

d.lc..lone.• a. La. 61t.an;te1t.a. (c.6). 

Supanga.ma6 en-tone.e• que u(x) ¿,a.;t.l•6a.c.e c.6, .e.a que. e• 

U6Ua.lme.n;te. pa¿,.lbLe 6ob.tc.e dam.i.n.la6 g RO dema.¿,.la.da<!> c.ampL.lc.a.do<!>­

( c.omo e• e.e. de nue.6-tlt.o c.a.60, 6~9men-to.6 de. lt.e.c.:ta.), e.n-tonc.e.-6 La.­
p.tc.egun.ta. a. pLa.n;te.a..tc. eJ c.6mo 6 elec.c..<.01ta.1t. ~ ¿ { x 1 , ¿ = T;FJ-: 

C ua.n.do e.e. p.tc.o b.lema. a. :t.tc.a.:ta1t. e• de. oJz.de.n > 1, ;taLe.s C.Q. 

mo p1t.o blema.• •o bit.e .eJ,;t1z.uc.;tu1t.a.-6 o de. c.u1t.va.WJz.a.• y c..<.eJz..:to .6 p.tc.o b.e.~ 
ma.¿, /i.{_d1t.tiu.f..lc.o•, .<.nv0Luc.1t.a.n 4e.gunda.& de1t..i.va.da.6 en· La..6 fiunc..i.0--
11.e¿, c.onven.len.;te.& de en.sayo y p1t.ueba.. E.6-to .lmpL.i.c.a. que La.-6 pJz.i:_ 
me.Ji.a.& y •egunda.• de.Jz..lva.da.6 debe1t.tin .&elt. c.ua.d1t.a.da.¿, .ln;tegJz.a.b.le• -
pa.1t.a. que a.mba.¿, 6unc.-<-6n y de1t..i.va.da nolt.ma.l •ea.n c.on;t.lnua..s. La. -
nec.e.6.lda.d de c.on•.i.de1t.a.1t. la. c.011.;t.i.11.u.lda.d c. 1 de .la.• óun.c..lone.s ba.-
6e globa.le-6 .se enc.uen-t:Jz.a. ;ta.mb-<-{n en pJz.ob.lema.• de •egundo oJz.den 
c.ua.ndo el m{:to do de e.lemen:to-6 6-ln..i..-to• e.o.lo c.a.c.-<-6n e• u¿, ado. En 

e.s;ta 6Uua.c...i..6n, .la• 6am.i.l-<-a.• de po.l..i..mon.lo• de He1t.m.i:;te de .e.e.e- -
men-to6 en .lo• c.ua.le-6 la..s fiunc.-<-one• ba..se 9.f.oba..f.e.6 .tion po.f..lno- -
m.(.06 po~ :tJz.a.mo• c. 1 .se ha.e.en pJz.e<!>en:te.6. 
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po.la.e.i.ón e.n ,ta.¡, de.4.i.va.da.!J e¡, eon6.i.na.da. e.n lo¡, nodo!. ¡,obAe. .la.¡,-
6Aonte.Aa.4 de .lo¡, .i.nte.4e..leme.nto!J pa.Aa. a.¡,e.gu4a.~ que. la. de.A.i.va.da.­

" e.a. eo nt.i.nua.. 

Pa.Jta. e.¡,;to eonl>.i.de.4e.mol> e..l ejemplo .6.i.mp.le. de. .i.nte.Apo­
la.e.i.ón eúb.lea. óob4e. un e.le.mento un.i.d.i.me.n!J.i.ona.l [76]. 

Se.a. n.i. = [x.i.-1, x.i.] un e..le.me.n;to a.4b.i.tAa.4.i.o e.n una. -­
pa.A.t.i.e.i.ón de. e.temen.to fi.i.nLto de..l .i.nte.Ava..lo [ x.o, x.i.]. Un e.temen 
to eúb.i.eo e 1 !Je. ob:t.i.e.ne. .i.nte.4po.la.nda la. 6une~6n y .la.!. de.A.lva.-­
da.¿, e.n lo!. e.x.t4e.mo!J x..i.-1 y· x.i. de ea.da. e.le.mento. 

Igual que como !Je ha.ce. e.n e.l t4a.ta.rn.i.e.nto de .la. .ln:te.4 
pola.e.i.ón de La.gAa.nge., de.ha.44ol.la.Ae.mol> 6une.i.oneó ba.!Je. óobAe. un­
e.le.me.n;to Q,¿. El e.le.menta n_¿ he. .tAa.n~ 6o4ma. .t.lne.a.lme.1i.te. e.n ~.i. = 

[-7,1] ve.A 6.i.gu4a. 2.2.7., po4 la. .t4a.nh6o4ma.c.i.6n de.fi.i.n.i.da. e.n -­
(3). En {2.eon loó e..le.me.n:toó .i.n:te.4po.la.daó u y ~1=.·dfi. e.n lo!J-
1todoó e.x.tAe.~o.6 j= 1, 2, la. e.xpa.n¿,.i.ón ;t.lpo f:le.4m.i.te. eúb¡'!f¡; .t.le.ne. -
la. 6o4ma. 

2 A Q 

l u. '!'. 
j=l j ,1 

(¡:; l + 
2 
~ LJ.! ~· 
j= 1 j j 

(f,;) •••• (4) 

donde. la.!. 6une.i.one.l> ba.!Je. .t.i.po He.4mUe. { ~ 0• , ~ 11:} óa..tü 6ct-
J 

ee.n la.!. pAop.le.da.de.4 de .i.n.te.4pola.c.i.ón e.n .loh nodo!. ex.t4e.mo4 - -
¡:;1 = - 1, f,;2= 1: 

{fj(f;R.) = ó jk. 

o 

ptUr.a. l'IOdo.6 loca.le.!. j 2 1, 2 y R= 1, 2 ,_ 

U¡,a.ndo la.4 p4op.i.e.da.de.ó a.n.te.4.i.o4e.6 pode.mo.6 eoni..t4u.i.A-
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~ 1 

1jJ 2 ( ¡;: l 

Pa.lt. med.la de la ~.1t.an-06a.1t.mac.i.6n l.i.neal i;:+x podemo6 
~.1t.an-060.1t.ma.1t. la-O 6unc.i.one6 ba6e. -0ob.1t.e n.l a la6 co.1t..1t.e6pond.len~e-0 
6unc..i.one-0 ba-0e 1ji~.i. y~~.i. 6ab.1t.e g¿, pa.!t. la que la-0 ap.1t.ax.i.mac.la-

J j 
ne~ de [4) ~aman la 60.1t.ma 

. 2 . . 
u~ [x) = ~ u~ ijJ~~ (x) + h.i. 

j=l j j z 
2 
~ [ du l~ 
3=1 dx. j 

donde -Oe hace u6o de .la .1t.egla de la cadena pa.1t.a exp.1t.e6a.1t. (~~) ~ 
e-0 {*).l ¡hj¡ can h.i. = x.i. - x..i.-1, .ea langJ...tud de.e elemento. 

o 
"\{,(";<) 

~ 1' -..• 

:1 / 
-1 

' , "lf, vo 

z 

,~ 

~loto:: 

(él) 

( b) 

f.i.gu.1t.a 2.2.2 al Func.i.611 ba-0e laca.e en .f.06 nada6 1 y 

2 y 6unc.i.6n ba6e globa.f. en ei. nodo .i., b) Func.i.6n ba6e laca.e 
~~oc.i.ada a .ea 1Jt.a. de.1t..i.vada en lo-0 nada6 1 y 2 Y 6unc..i.6n ba-Oe­
g lo ba.f. a6 a c..i.ada a .ea 1 .1t.a. de.1t..lvada en el na do .l, va.f.aJt. y de.1t..l­
vada de La6 6unc.lone6 ba6e globa.f.e-0 y Laca.f.e6 paJt.a cab..i.ca6 de­

H e.Jt.m.i~e. 
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2.3, SOLUCION VE LA ECUACION VIFERENCIAL ORVINARIA LINEAL VE -
SEGUNVO ORVEN POR EL METOVO VE COLOCACION. 

PJtoc.edemoó a. c.on-0.tJtullL un c.onjun.to de nunc.lone-0 ba.-0e 
globa.le-0 u-0a.ndo el 1.>lgulen.te c.1Ll.te1Llo: 

1. La.-0 6unclone-0 ba-0e globa.le-0 ~l &ea.n gene1La.da-0 polL 
6unc.lone-0 1.>.lmple de6lnlda-0 po4 .t1La.mo-0 - elemen.to polL elemen.to­
-0ob1Le la malla de elemen.toó 6lnl.toó. 

2. La-0 6unc.lone1.> ba-0e globaleó ~l -Oean 1.>uaue-0. E-0.to 
-0ug.le1Le el u-00 de una. ln.tc.1Lpola.c.l6n median.te pollnomlo.6 c.úblc.0-0 
de He4ml.te polL .t1La.mo-0. 

3. La-0 6unclone1.> ba-0e globaleó ~l óean elegldaó de -
.tal mane.Jta. que lo-0 c.oe6lc.len.te-0 ul de6lnldoó en la óoluc..l6n -­
ap4ox.lmada. u 1.>e.a.11 p4ec..l-0amen.te lo-0 valolLe.ó de u(x) en loó pun-· 
.to-0 noda.le.-0 [ 16 J. 

Una mu¡¡ b.uena ade.c.ua.c..l6n de. e.-0.te c.1t.i..te4.lo, e.-0 e.l -0.l­
gule.11..te. c.onjun.to de 6trnc..lone-0 ba.&e. globa.le-0. 

u~+(x) 
J 

(X) 

Po1t lo que, u(x) 
n 

~ .l- 1 ( J() 

~ .l ( J() 

1 
!) l- 1 (x)} 
!) 1 ( J( ) 

.[ 

P1t.lme1¡_a-0 
de.1¡ .. Lva.daó 

( 5) 

I ul ',¿ (x) (1.>oluc..l6n a.p~ox.lma­-<.= 1 
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.tJt.a.mo .6 <1 o bJt.e e.a.da. .i.n.teJt. va.e.o J .6 e .tJt.a.1'!.6 601Lma. en 

u(x) = ufo) 
1) .i.-1 (x) + u(o) () . (x) 

-1 1 .{. 

u (o) f) 1 (x) 1 1) 1_ (x) ( 6 J + + ª1 ... 
-7 .i.-1 -<. 

- a (x) { 
( o J 

ª-1 

+ + 

+ b (x) (o) d 1 d 1 
u_, ax ".l-1 (x) + ª-1 dx l).¿_7 (x) 

+ u(o) d 
() .é (x) + 1 d 1) 1. (x) 

1 dx ª1 dx -<. 

+ C. (X) u (o) 
() .i.-1 (X) 

1 1 (x) + u_7().¿_7 1 

(o l 
() • ( l( J + 1 () 1. ( l( J } 6 (x J + u 1 U¡ = 

-<. -<. 

Al c.oloc.a.IL x en c.ada. uno de .lo.6 pun.to.6 de Gau.6 . .6 

+ .i.= 1 ' 'l.' n + 1 ; p .h.l) /'l. 
j 

j=1,'l.,; h.i.=lx,¿- ".<.-11 

donde p. <1on la<1 Jt.a~c.e<1 del po~.lnom.lo de legendJt.e de gJt.ado 'l. 
j 
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tj p = + 
2 

Tend4ema• qu~ x .toma la 6-i.gulen.te 6o4ma x' donde j -
.{. 

e• el .lnd-i.c.e del e.temen.to e -i. e• el .lnd-i.c.e de la;.1 pun-ta• de 
Gau••, en-tone.e• volviendo a 4u;.1.t-i..tu-i.4 ( 6) en (1) pe4o aha4a 

evaluando p4ec.-i.6amente en x! <1e .tlene 
.{. 

a {X.{¡ (l (o) d2 
!) 1 d2 1 - -2 -i.-1 + (l 

- 1 -2 !) l- 1 .{. - 1 

lxi dx dx 
lxi 

(a) é !) . 
1 d2 

!) ~ 1 . } + + u 1 
dx 2 

¡xi 
+ U¡ dx 2 .{. .{. xl 

l 

bl:.Ai (l {o) d 
!) .i..- 1 1 j + 

1 d 1 

lxi 
+ crx u - 1 ax- !) .{_- 1 .{. -1 x . 

.{. 

+ (a J d !) • 
¡xi 

+ 1 d !) ~ lxi} u ·1 ax- u dx .{. 1 .{. 

rx!J { a (a) 
!) .i..- 1 lx1 1 1 1 j + c. + u 1) -i.- 1 x. 

.{. -1 - 1 .{. 

+ 

(o J 1). lx~ + 1 
!) ~ !xi} 61x~) + u 1 U7 .{. - .{. .{. .{. 

La ec.uac.-i.6n (1) j~n¿~ c.an la• c.6 (6) 4a.tl•6ac.en un -
•.i..•-tema de !)~ ec.aac..i..one• pa4a !)~ -i.nc.6gn.i..-ta•, c.uya ma.t4.i..z de -
c.ae6-i.c.len.te4 e• c.a4.(. d.i..aganal (p,'4 bloque) e.ama 4e mue4-t4a en­
.e.a 6.i..ga4a 2. 3. 1 donde !)~ e• .i..gual a 

!)~ = {k-2) x NZNT + 2 
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Cada bloque e..; de (k-2)x k, excep:to pall.a el p11..i.me11.o­

y el úL.t.i.mo lo.& cuale.1 <Ion de 1 x 2. 

BLOQUE _______.. X X 

BLOQUE -l 

X X X X 

X X .X X 

X X X X 

X X X X 

X X X X 

X X X X 

X X X X 

X X X X 

X X 

F.i.gu11.a 2. 3. 7. E..s.t:Jw.ctUll.a de la ma:tlúz de la ecuautin { 71, p~ 
11.a ee mUodo de cof.oc.ac.i.tin. 

O b.1 e11.vac.i.one.& :. 

1. Al :t11.a,baja.11. con una ba<1e s.,..1pL.i.ne .&abemo.1 que: 

1. 7 La.1 6unc.i.one.1 ba.1e globale.1 que .e.·a 6011.man pell.:ten.ecen­

a La d'..a.&e .de 6unc.i.one<1 e 2 la.1 cua.le..; ..son muy ú:t.i.le.&­

en pkoblema..; de .i.n.te11.pola~.i.6a y ap11.ox.i.mac.i.6n. 

t.2 Adem~.& .&e conocen ..;u..; vaLc11.e.1 en Lo..; nodo.1, 

7. 3 y pe11.m.l:ten 

7. 3. 2 Emplea11. u¡ta . .ln.te11.polac.<6n de :t.i.po He11.m.<.:te. 

2. Pue.1.tq que La ap1t.ox.i.mac.-i.6n pe11.:t:enece g.tobalmen:te a e 1 y e.e. 

Jt.e.&.i.duo (11. i·x J J .<.nvof.uc11.a .& eguttda..; de.11..i.va.da.&. lo.& pun.to.1 -
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colocac¿6n ~lj deben e4.ta~ en el ln.te~¿o4 de un elemen.to -
í2l, ,,¿ " 1, N. 

3. Lo4 c~lculoh he neducen hlmplemen.te a evalua4 la4 6unc¿one4 
en loh pun.toh de calocac,¿6n. 

4. Aunque el ope4ado4 en la ecuac¿6n o4iginal 46la acopla in-­
c6gnl.tah de un 46la elemen.ta, la hlme.tft~a he pieftde en la -
6oftmulac¿6n d¿4cne.ta. 

5. Can 6unc¿aneh baée glabaleh, eh muy 6necuen.te que el h,i.h.te­
ma de ecuacloneh algebna,i.cah 4ea mal cond,i.cionada, eh dec,i.4, 
que la halucl6n x e4 ex.tnemadamen.te hen4¿bl~ a cualqule4 -­
pe4.tunbac¿6n de A o de 6, donde A = (a¿j] eé una ma.t4lz de­
o4den N y F = ( UJ hon vec.tone4 con N campanen.teh. 
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Lo-O da.tal> en nue-O.t4o p4obLema deben -Oe4 -0ua.ve1>, pa.4a. 
que ex.l-0.ta. una única. 6unc.l61t u .ta.e que 1>a..ti1> 6aga. .tan.to La ec.u~ 
c.i6n d.l6e4enc.laL pa4a. .toda. x en íl como La-0 c.6, de Lo c.ont4a.--
4io -Oe p4e-Oentan do-0 p4obLe.ma.&, .taLel> como: 

1. No ex.l-0.te n.lnguna 1>0Luc..lón at p4oblema.. 

2. Aún ex.l-0.t.lendo una. 1>0Luc.i6n -0ua.ve, no puede en-­
con.t4a.4-0e una óo4ma c.e44a.da. pa4a. la. c.amplej.lda.d de.e aom.lnio a, 
Lo-0 co eóic.len.te-0 y c.6. 

La. d.lóicuL.tad e-0 que 11ue1>.t4a. c.ond.lc..i.6n de que .e.a. 1>0-
luc..l6n u 1>a..t.l1>6a.ga. La ecua.c.i.6n (7) pa.4a .todo pun.to XE n, e-0 -
ba-0.ta.n.te óue4.te. 

Po4 Lo qu·e debemo-0 de 4e6o4muLa.4 nue-0.tr..o p4obLema. de 
.taL ma.ne4a. que a.dm.i..t:a. c.ond.lc..lone-0 meno.& 6uer...te-0, -<.,e, que a.dm:f . 
.ta cond-i.c.i.one-0 déb.i..e.e-O .&obr..e La. -0oluc..l6n y -0u-0 der...lvada.-0. Ta.­
le.& r..e6o4mula.c..i.one-O 1>on lLa.ma.da.-0 óor..mula.c.i.one-0 va.r...la.c..i.onaLe-0 o 
déb.i.Le-0 del p4oblema. y -Oon u.t-i.l.lza.da.1> pa.4a. a.c.omoda.r.. da.to.& y -0~ 

Luc..lone-0 -<.r..r..egular..e-0. Ex.l-0.t.le.ndo La. -00Luc.i.6n -0ua.ue pa.r..a. e.e. -­
pr..obLema., ex.i.-0.te .ta.mb.i.én La -00Luc.l6n de La 6o4ma. déo.ll del pr..~ 

bLema.. Por.. Lo .tan.to, no per..demo6 na.da. en r..e6o4muLa.r.. eL p4obL~ 
ma. pa.r..a. la. óo4mulac...i.6n débU. Po4 Lo que, La. 6o4muLa.c.l6n va.--
4-i.a.c.lona.L o débil pa.4a. pr..obLema.-0 de va.lo4 a. la. 64on.te.4a. e-O p4~ 

c.i.-0a.ineit.te la. 6o4muL·aci6n que u-0a4emo-O pa.4a. .c.on·1>.t4u..i.JL La.-0 a.pr..0-
x.lmac..lone.1> en Lo1> eLemen.to1> n.l 6.i.n.l.to1>, .l=T;1J. 

El a.r..gumen.to e1>enc.la.L pa.4a. la. 4e6or..muLa.c.l6n e-0 como -
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Tomemo-0 la. 6o4mula.c..l6n ba.-0a.da. en el mé.todo de 4e-O~- -
duo-0 pe-0a.do-0 e .<.n~eg4emo-0 po4 pa.4.te-0, ¿,e., 

4(x) [a.(x)ur(x)J' + b(x)u '(x) + c.(x)u(x) - 6(x) 

~n.te94a.ndo pa.4a. c.ua.lqu¿e4 w e: H r . .tenemo-6. o 

¡ 4 w dx 
n 

¡ ([-a.u 1 ]-"w. + b u'w + c.uw - 6w)dx 
n 

e ¿n.teg4a.ndo po4 pa.4.te-O -Oe .t¿ene 

!(a. u"w' .+ b u'w + c.uw - 6w) dx =O \:/, 
n we:H

0 

o ••• ( 7) 

••• ( 8) 

o 

exp4e-O¿ón que lla.ma.4emo-0 6o4mula.c..lón va.4.la.c.¿ona.l o déb.ll del -
p4oblema.. En (8) la. 6unc..lón de pe-00 w(x) o 6unc..lón de p4ueba., 
e-0 c.ua.lqu¿e4 6unc.¿6n de x que -Oe c.ompo4.ta. b¿en. 

La. 6o4mula.c.¿6n déb¿l de nue-O.t4o pnoblema., aunque a.p~ 
4en.temen.te meno-O d¿4ec..ta. que la. 6o4mula.c..lón 6ue4.te, e-6 de 94a.n 
ayuda. en p4oblema.-O 6~-0.lc.o-6. En 6en6meno-0 6~-0.<.c.0-0, e-0 64ec.uen­
.temen.te ú.t~ pa.4a. med~ (o. po4 lo meno-0 c.on-O~de4a.4 la. med~da. -
d~) lo-0 da..to-0 y/o la._-0oluc.¿ón de un p4oblema de va.lo4 a. la. - -
64on.te4a.. Po4 lo que c.ualqu¿e4 med¿da. 4ea.l de.6ea.da (en mec.~n~ 
e.a., en elec..t4¿c..(.da.d y en .te4moe.i.éc..t4.lc.a.) .tend4~ una. d¿men.6¿6n-
6-ln~.ta., e-0.ta.-0 c.a.n.t~da.de-0 pueden, -Oe4 de.te4m¿na.da.-0 -Oola.men.te en 
algún -Oen.t.ldo en 6o4ma. de p4omed~o-O .6ob4e a.lguna.-0 4eg.lone-O pe­
queña.-0 y no pa.4a. c.ua.lqu¿e4 pun.to en pa.4.t.lc.ula.4. 

En e-0.ta. 6a..6e, ex.l-6.ten do-6 pun.to-6 que debe4~a.n .6e4 
a.p4ec.¿a.do..-0 c.u~da.do-0a.men.te:. 

1. La. to4mula.c..l6n áéb.a 

j(a.w)"'u' :,. bwu' + c.wu.,. 6w)dx 
n 

O ' w y H~ 
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e.& .ta.n vt:LU.da. y .&.i.gn.i.6.i.c.a.t.i.va. e.amo la. 601tmu..e.ac..i.6n óue1i.te ( 1) 

de.&de luego, la .&oluc..i.6n de (7) e.& .ta.mb.i.én .&o.tuc..i.6n de (8), y -

de hec.ho, e.& la ~n.i.c.a .&oluc..i.6n de (8). 

2. La e.&pec..i.6.i.c.ac..i.6n del c.onjun.to H de 6unc..i.one.& de p~ueba e.6-
una c.a1tac..te1t~a.t.i.c.a e.6enc..i.al de .e.a. 601tmulac..i.6n déb.i.l. 

Po1t que ex.i..6.te o.tho c.onjun.to H de 6unc..i.onea de p1tueba 
(enaa.yo) d.i.6e1ten.te al c.onjun.to H de 6unc..i.oneA de pltueba. Nue.6-

.t1to.& 1tequ.i.a.i..to.& de .&ua.v.i.dad demandan que c.?nA.i.de1temoa a.mboA - -
c.onjun.to.& H y H, p. ej. UE H la cual .t.i.ene la p1top.i.eda.d de que­
.&u Aegunda. de1t.i.va.da., cuando ae mul.t.i.pl.i.c.a. polt una 6unc..i.ón de -­
p1tueba. w, p1toduc.e una 6unc..i.6n dK w la cual eA .i.n.teg1ta.ble Aob1te 
p < x < q. Ve o.ti.a. ma.ne1ta., dx 2 n.i.ngwia. de1t.é.va.da. de eA.ta.A 6u.12: 

1
c..i.one.& de p1tueba. a.pa.ltec.en en (1). 

Ob.tenemoi. una 601tmula.c..i.6n déb.i.l de ( 1) obAeltva.ndo qu:e 
i..i. u y w i.on 6unc..i.onei. Au6.i.c..i.en.temen.te aua.veA, en.tonc.ei. emp.tea~ 

la .i.n.teg1ta.c..i.6n polt pa.Jt..te.6 .&e .t.é.ene que~ 

d 2u J - a. (X) w ( )() dx = - Ja (X) w (X) 
n dx2 n 

= - { awu' ¡ - J ( aw)' u ' dx } 
n n 

S.i. c.on.t.i.nuamoi. dema.nda.ndo que la.a 6unc..i.onea de pltu~ 

ba. i.ean .i.gual a c.elto en lo.& pun.to.& ex.t1temoa, en.tonc.ei.. 

· - f a lx l w ( x J 
n 

d<u dx 
dx 2 (-9) 

pa1ta .toda 6unc..i.ón de p1tueba w , y polt lo tanto (SI puede i.e1t --
1templazado polt el .&.i.gu.i.en.te p1toblema va.1t.i.ac..i.ona.l: 



e.ncon.tna.n u E H~ tal que. 

/((a.w) 'u' 
!/. 

+ bwu' + cwu ~ 6wl dx = O, \¡/ 1 w E H
0 

28. 

donde el m-i..1>mo anden de de.n-i.va.c-i.6n de a.mboó conjun.to.1> a.pa.nece.n 

y pon con.1>-i.gu-i.en-.te. .tomamo.1> H = H = H'' o 

En vl.1>.ta. de e..1>.ta.1> ob.1>e.nvaclone..1> e..1> na.tunal plan~ean.1>e. 

la .1>-i.gu-i.e.n.te pne.gun.ta ¿c6mo de..te.nmlnan la .1>olu.clón apnox-i.ma.da -

pana (8)? 

Pana e.1>.to, a con.t-i.nuacl6n danemo.1> la de.6lnlcl6n del -

e.1> pac.lo H ~: 

E.!> e.l e..1>paci.o llne.al de. 6unci.one..1> de. d.i.me.n.1>l6n út6i.n.:f 

.ta, que. valen ceno e.n lo.& pun.to.1> e.x.tJtemo.1> (l,e., w(p)= w(q)= 0) .. -

y cuya 6unclón y .!>U.6 pnlme.na.1> de.nlvada.1> .1>on de. cuadnado i.n.te.gn~ 

ble. óObne. S).. 

Y ptc.e.cl.1>a.me.n.te. pote. e..1>.ta. de.6ln-i.c.lón tf. con.1>.lde.1tan- -­

do la 6onmulac.lón débi.l, .1>upond1Le.mo.1> que. cualqu.le.tc. Func..lón c:i -

H 1 y e.n pa.n.ti.culan w ( x), .6 e. puede. e.X"'!te.1>a.tc. en .ténm.lno.6 de. o,. ,_. 

w(x) = E u,¿ ~..¿ (x) 
.l= 1 

Suponga.moa que. da.moa un conjun.to -i.n6lnL.to de. 6unclo-~ 

la.& c.ua.le..!> .tLe.ne.rt la ptc.ople.c:la.d de. que e.a.da 6unc.l611 de. p1tue.ba. 

w E tt!. puede. ae.n ne.p1te.ae.ntada como un11. combbia.·cl6n l.lne.al de. 

la.a ~,¡_(x), pon una ae.nLe. de..t .tlpo (10). Ea c.la1to que. al toma.Jt~ 



29. 

un núme4o 6.i.n.i..to. N de la. 6e4.i.e, ob.tenemo.ó una apAax.i.macL6n wn 

de w, .i.,e., 

N 
¡: 

.i.= 1 
••• ( J 7 ) 

en donde [•.i.l e.ó eL conjun.ta de 6unc.i.one.ó ba4e gLobaLe6 y de6~ 

ne un 6ube6pac.i.o d~ d.i.men.ó.i.6n 6.i.n.i..ta N. 

H(~)e.ó un &ube.ópac.i.o de H~ ~o4que ca.da•¿• .i.=1,2,N, 
e.ó po4 de6.i.n.i.c.i.án, un eLemen.to de H

0 

EL 4ube4pac.i.o Hínle.ó de d.i.men.ó.i.6n 6.i.n.i..ta N po4que ca 
da 6unc.i.án w en H(N) ea.t~

0

dete4m.i.na.da. po4 una camb.i.nac.i.6n LL 
lt o 

neaL de &6lo N 6unc.i.one6 f 1, •.•. •n•· 

(Suponemo& que Laa N 6unc.i.onea , 7, ...• , ~N &on l.i.- -
neaLmen.te .i.ndepend.i.entea, e& dec.i.4 que e.ó .i.mpo.ó.i.ble encon.t4a4-
N ¡oe6.i.c.i.en.te& u 7 •... , un, no .todo.ó .i.gua.L a ceAo, .taLe.ó que -

¡: u .•• (x.) =O, ) • 
.i.= J .{. .{. .{. X 

Po4 eon&.i.gu.i.en.te, nue.ó.t4o p4oblema en t~4m.i.no6 de e.ó 
:ta. de.t.e4.lpe.i.án 6-l.1ta.lmen.te queda exp4e.óado de. la. .6.i.gui.e.n.te 604-
ma. 

En.tonce& La.t. ',¿_ &on conoc.i.da.t., u.' 1 .6e4~n de.te4m.i.na.-­
da.a comp.le.tamente una. vez que la& N coe6.i.c.i.en.te& u.i. &e de.te4m~ 

nen. Lo.6 u¡ en (lf) .óe Ae6LeÁen a. Lo& gAa.do& de lLbeAtad de -
.la a.p4o x..i.ma.c.i.án. 



30. 

Ob4envemo6 que .:todaó laó 6unc.<.one4 de pnueba. wn óon­
comb.<.na.c.<.6n l~nea.l de laó 6unc.<.oneó 6a.4e globa.leó ~.<. de la 60~ 
ma. (11) y lo4 u,¿ óon conó.:ta.n.:teó en pn.lnc.lp.lo a.nb.l.:tna.n.<.o~. 

Ademtfó wn en (11) puede .toman loó valoneó de cual- -
H(N) a .:tna.v~ó de una elecc.<.6n a.pnop.la.da. de 

o qu.<.en 6unc.l6n en 
la¿ con.6.tan.:te.6 u .• 

.{.' 
Pana. de.teftm.lna4 loó 

en .e.a. a.pno x.lma.c.<.6n (71) de¿a.nno.t.tanemoó 
¿04 coe6.le.<.en~e4 U,¿ .ten.<.endo 

va.tone¿ e4pecZ6.lco6 U,¿ 
(12) y 6a.c.:ton.<.za.nemo6-

N 
¿ 

j= 1 
{ r [ (a.(x) e'. (x) ~·. (x) J 

-<. J 
+ (b(x) ~l (x) ~~ (x)) + (c(x) ~.<. (x) 

(1.(x))}u. dx 
J ..(_ 

p_ •. .:l;, .<. = 1, N 

r 6(x) o.<. (x) dx 
n 

y donde ~J. (x) = d 
=~ ~J.(x). 
uX, 

PMa.ndo (13) a una 6onma campa.e.ta. .te.nemo6: 

N 
¿ a.lj u. 

J 
6,¿_ ; 

j=I 

••• (13) 

••• ( 14) 

E.t a.nneg.to nec.ta.ngu.ta.n A=(a. . . ) de N x N óe ne6.<.ene -
. -<.j 

a .ta ma..:tn.<.z de.e. pnob.tema ( 12) y el vec.:ton columna F = !6',¿l de-
N x 1 óe ne6.lene a.e. vec.ton empleado en d.lcha. eeua.c.<.6n. 

Pon .to que .tendnemo6 e.e. 4.ló.:tema. de N ecuac.<.oneó .t.<.nea. 
.leó eon N .lne6gn.<..ta¿ ª.<.. 

~ a.<.j u. 
j= 1 J 

• •• (15) 

La¿ 6unc.<.oneó O_¿ han ó.ldo e.teg.<.da.4 pal[ a óelt .<.ndepen-­
d.i.e.n.teó. polt .to que .ta.4 N ecua.ci.oneó óentfn .i.nde.pend.len.te.4. y -
pon .to .:tan.:to .e.a ma..:tl[.i.z A 4entf .<.nve.Jt.:t.i..b.te. Lo4.eoe.6.i.e.<.en.te6 u,¿ 
óon de.:tenm.lnadoó an.<.ea.men.:te poi[ (15) y 6on de .ta. 6onma. 
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N 
u. . E ( a -:1 . 6 ; ) 

j j= 1 -l.j ~ 
••• ( 16 J 

donde a- 1 •• .6on lo<> e.le.men:to-0 de. la bive.1i.-0a de A. PoJi lo qu.e -
-<.j 

la -0olu.c-l6n apJiox.i.mada wn -Oe de.te1tm.i.na .6«6.t.i..tu.yendo (16) en 
( 11 ) • 

E-0 .i.mpo4.tan.te no.taJi que la cal.i.dad de la apJiox.i.ma- -
c.i.6n e6.tá comple.tamen.te de.teltm.i.nada po!t la e~ecc.i.ón d~ nu.e-0- -
.t1ta.-0 61.1.nc.i.one-0 l).i.. 

3.1. APLICAC10N VE LA TEORiA VEL METOVO VE ELEMENTOS F1N1TOS -
VE TIPO GALERK1N A NUESTRO PROBLEMA VE VALOR A LA FRONTE­
RA. 

Con-0.i.detr.a1te.mo-0 el .6.i.gu..i.en.te conjun.to de elemen.to.6 61: 

.Il.1 
1--- -··· -··-• 
1 ~ 3 

-~ 
4 5 

/~ . ,, . x 
7~·.. -·.~-

., • • L 

F-lgulla 3. 2.1 Malla de e.i.emen.to6 6.i.n.i.-to.6 de. .t.i.po -­
cuadJi~.t.i.ca compu.e.6.ta de pol.i.nom.i.0-0 .i.n.teJipalan.te-0 de LAGRANGE. 

~J 
F.i.gu.Jta. 3.2.2 Valo4 de ta.a dunc.i.onea baae globale6 -

paJia pol.i.nom.i.o.6 cuad1t~.t.i.co6 de LAGRANGE, 
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u.= u.i.-1 (§) u._7 +u..<.(§) u.
0 

+ u..i.+l (§) u.+ 1 en dan·de 

u..<.- l' u..<. y u. ..i.+ 1 .6on .la:ti 6u.nc..i.ane<1 ba<1e g.laba.le<1 en n .<.,. po.lt. .e.o­
que u.(x) <le c.ompo.1t.ta e.amo 

R [u.h(x)]: = -

y apl.i.c.ando el método de 

fnw(x) R[u.h(x) J dx = O 

<1ea w(x) u...¿ (x), i.= -r;FJ y de la. ec.u.a.c...i.6n (7) tenemo-6 qu.e 

d2 
{-a ( x J dx2 

+ C. (X) 
N 

l 
j=l 

N 
¿ 

j= 1 

6a.c.ta.1t.i.zando u.j ~enemo-6 

N d2 
¿ ¡ n {-a ( x J u . ( x J -:-z 

j=l -<- dx 

c.(x)u..(x) u.{x) 
.(. J 

u..u.. (x) + b(x) 
.(. J 

dx 

} 

J n u..<. ( x J 6 ( x J dx , 

o , 

N 
I u. .u :tx ¡ 

j = 1 J J 

.i.= ¡, N 

+ 

La. .<.n.teg.1t.a.l <1ob.1t.e .todo el dom.i.n.i.o n e<I i.gua.l a .e.a 
<1u.ma de la-6 ..i.n.teg1ta..le.6 en c.a.áa. elemento íl.l de n , en.tone.eh -
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t d2 
U.. (X} dx = dx2 J 

f íl (a.u .i.} · u. j dx y, 

.e.a. .ln:teg1ta..l de.e .e.a.do de1r.ec.ho .&e e va.lúa. en X .i.-1, X .i..~ 

Jx.i.a.(u..) 
., ., 

¡x.i. 
J íl 1 a.u. . } . u.j dx = u. . dx = . [ d 1 Q.tl .i.} l .(.. x.i.- i -<- j X_¿_¡ dx 

Con.6.i.delta.ndo nueva.mente .e.a. :t1tan,s 601tma.c..i.6n .t.i.ne.a.l 

y .6ab.i.endo qu.e. dx 

X. + 
.(.. 

t.x 
2 

¡X~ (~(a.u..)] (~ U.J.] 
x-1 dx -<. dx· 

1 

X .i.- 7) 

dx 

a.u.i + a. u.,¿ <Se .:t.i.ene 

. +1 
. _2_J [·~ la.u.;} J-

(::..X -1 d t' -.., 

e.6 dec..úr., -

d 
¡C:IX u. j l dx 

[~u. ] d¡:; 
d¡:;, j 

d +l d d rcrT u.1.1 d¡:;, =J_ arar u._JEcn u.J.1 d1;.+· 
¡:;, ':'l .. .. 

Pa.11.a eva.lu.a.11. .ta..& .i.n:te.911.a..te,s pa11.a. .loó e.o e.6.lc..i.e.n.te.&· a., 
b, c. y 6, emp.teamo.1> u.na .i.n.teg.11.a.c..i.ó'n nu.m'1:11..i.c.a. de S~mpóon pa.1r.a. -
la. e.u.a.e 



+1 
f a ( d U.(.] 

- 1 at:: ~ t.Lj J dE; l 
k= 1 

J n.i. b (X) u . (X) d u . (X) dx = ¡.<. b (X) u . ( X) d u . (X) dx 
.{. ax. 1 · ".<.-J .{. crx 1 

=J+
1
b(E;(x))u.(E;(x)) d u

3
.(E;(x)J dE; 

-1 .{. ~ 

l 
k= l. 

J n c. (X ) u . (X ) u . ( X ) dx 
".i. .{. j 

¡Xj_ c. (X) U. • (X) U • (X) dx 
X. .<.. j 

.<..-1 

d 

dE;.i. 

u . ( E; . ) , 
j .{. 

34. 

.i.= 1, 3, 

¡Xl c. ( § (X ) ) U .i. ( § ( X) ) U j ( § rx) ) d §, 
X-1. 

3 
¿ 

wk c.(X(§;k)) 
k;: l 

y 1 u . ( x ) 6 ( x ) dx n . .<. 
.(. 

3 
¿ 

k=1 

ó .i.k ó .i.k 

wiz c('.'(§k) lu.¿(§k) u. (§ k) 
j 

w. C (X ( §_¿)) ó .. .i.=1.3, j= 1, 3, 
.{. .{.j 
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= f::, + f"X_¿+l U • ( § ( X ) ) 6 ( § (X ) ) d § 
X. .{.. 
.{..- l 

3 

E W k. o Lk 6 ( X ( § {?. ) ) 
k.=1 

.l= 1, 3, 

Poli. úl.t.lmo de. ( 1 4) .6 e. .t.le.ne. A u F e.n donde. 

A e..6 .ta ma.t11..lz e.u ya d.lm e.n.1> .l6 n e..6 N X N (a.i.j) .l=T.N 
J= 1, N 

!J e..6 e..t ve.e.to /1.. .i.nc.6gn.l.ta e.u ya d.lme.n.1>.l6n e..6 Nxl T 
[u 1,u 21 ... ,uN] ) 

F e..6 e.e ve.c..to11.. e.u ya d.lme.n.1>.i.611 e..1> Nxl ( T 
!67,6z, .... ,4Nl ) 
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SOLUCION AL PROBLEMA VE VALOR A LA FRONTERA POR 
EL METOVO VE COLOCAC10N - GALERKIN 

4. 1. PRELIMINARES 

37. 

La. c.ane.c.c..<.6n en.tite .e.0-0 ml.todo.6 de e.e.emen.to.6 f¡.<.n.<..ta.6 de 
.t.<.pa ca.e.aca.c.<.6n y Ga.le.1tk.<.n e-0.t~ en c.on-0.<.de.1ta.1t e.e. ml.tado de 1te-0:!:_ 
dtw.6 pe.-0a.da.t>. Como -0e v.<..6 e.11 e.e. ca.p.l.tu.e.a an.te.11.,i,.011., e.e. mUada -
de Ga..le.1tk.<.n -Oe ob.t.<.ene cua.ndo .la.t> f¡unc.<.011e.6 de pe.ha -0e e.e..<.gen -
cama .la..6 6unc..<.one..6 ba-Oe. 

Cuando .la. 6unc.<.6n Ve..l.ta. de V.<.11.a.c .t>e e.e.~ge en .luga.1t de.­
la.!> 6unc.<.011e-0 de pe-00, e.e. mUoda que .6e ob.t.<.ene eh el de COLOC~ 
CION. Palt a.tita. pa.Jt.te., .tenemo.6 que en c.<.elt,.to-0 p1tab.e.e.ma.-0 la.6 c:o~ 

f¡.<.c.i.e.11.te.6 en la.6 ecuac.<.o ne.6 .t.<.enen d.<.-0c.an.t.<.nu.i.da.de..t> de p1t.<.me.1t ·-
01tde.n en va.1t.i.a.t> pun.ta.t>.e.n e.e dom.<.n.<.a n. P1tovaca.ndo l.t>.ta.~ a .t>u­
ve.z d.<.-0con.t.<.nu.<.dade-0 en la..t> .t>egunda.6 de.1t.<.va.da.h de .e.a. .t>a.luc.<.6n -
en c.<.e1t.to .6 pun.ta .6. 

E.l.<.g.<.endo 6unc.<.one..6 ba-0e. de. .t.<.pa He1tm.<..te, en ge.ne.1ta.l, -
a..t>e.gu1ta.mo-0 .e.a ca1i.t.<.nu.<.da.d en e.6.to.6 purr..ta.6. Palr. c.on.6.<.gu.<.e.rr..te., 
.la..6 f¡unc.<.one..6 ba.t>e de .t.<.po He.1tm.<..te. .t>e. e.t.<.gen muy b.len en p1tob.e.~ 

ma..6 con d.<..t>c.on.t.<.nu.<.da.de-0 en .l~.t> c.oe.6.lc.<.en.te.t>, de. a.qu~ que, 
e.e..e.a.-0 pe1tm.<..tan -Oa.l.ta.t> en .e.a.-0 -0e.gunda..t> de.1t.<.va.da.~. Err. c.~lcula.6 -
plt~c.t.<.co.6 e.6 pa-0.<.ble. u.6alt f¡unc.<.one.6 ba..t>e c~b.i.c.a..6 coloca.ndo e.e -
pun~o de d.<.-0c.on.t.<.nu.<.da.d· en e.e. .6opo1t.te. en.tite lo~ e.lemen.to-0 de -­
cua..tqu.<.e1t .tama.iio ·y u.t>a.rtdo · pun.to.t> de. c.o.loca.c.<.6n err. .toda.6 .e.0-0 e.e.e 
mertio-0·. 

E.6 .<.mpo1t.ta.11.-te po 1t -0upue.-0.to ev.<..ta./L loca.l.i.z.a.1t lo.6 pun.to .6 
de coloca.c.<.6h c.01t.1tec.to-0 en lo.6 purr..to.6 dorr.de ha.y ,d-l.6c.orr..t.<.rr.u.<.da.d­
err. .lo.6 coe6.<.c.<.en.te.6 pa.lta. cua.lqu.<.e1t mUoda (Ve1t p. ej. [2] ). 



38. 

V-leho .e.o an:te1z.~01z., debemo-0 1z.eeo1z.da1z. que en .e.a ba..squeda 
de una -00.e.ue-l6n ap1z.ox.i.mada :tenemo-0 .e.a po-0-i.b-l.t.i.dad de u-0a1z. d.i.6e-
1z.en:te :t.lpo de -ln:te1z.po.tac-i.6n, p. ej., -ln:te1z.po.tae-i.6n eab.<.ca me- -

d-lan:te po.t-lnom-i.0-0 .l11:te1z.po.tan:te-0· de H eJz.m-i.:te -0-i. e.e. mUodo a u-0a1z.-0e 

e-0 e.e. de eo.toeae-i.6n. 

En e-0.:te eap~:tu.e.o :t1z.a:ta1z.ema-0 o:tJz.a va1z.-lan:te de.e. m(.;todo -
de co.locac-i.6n en e.e. cua.e. .e.a con:t-lnu-i.dad ..se :t1z.a:ta en una 601z.ma -
..semejan:te a.e. m~:todo de Gale1z.k-ln y eon e.e.emen:to.6 euad1z.'1.:t.i.co-0 de­

LAGRANGE, ..se :t1z.a:ta de.e. m~:toda h~bJz.-i.do COLOCACION-GALERKIN. 

4.2. VESCRIPCION VEL METOVO VE COLOCACION - GALERKIN 

Comenza1z.emo.6 de..6aJz.1z.o.e..e.ando e.e. mé:todo 1z.e:tamando e.e. pJz.o-
b.lema de nue-0:t1z.o -ln:teJz.é.6. La 6oJz.mu.tae-i.6n va1z.-lae-lona.e. de.e. pJz.o--
b.f.ema e-6 bu.!>eaJz. uE H 1 :ta.e. que 

o 

fn ((a w)"u' + bwi:t' + CWU' - óW) d X = 0, \-,1 
w ~ H1 

o 

Ve6-ln-lma.6 una d-i.-0c1z.e:t-lzae-i.6n de.e. dom-ln.i.o con.6.i.-0.:t-lenda­
de N e.e.emen:to-0 y eon-0:t1z.uyendo un -0ube-0pac-lo de e.temen:to-0 6~n.i.-­

:to-0 H~N)de 6unc-lone.6 de pJz.ueb.a u..sando 6une.i.one-0 ba..se de :t.i.po -­
LAGRANGE. 

(N) 
La ap1z.ox-lmac-i.6n de e.lemen:to-0 6-ln~:to-0 wh E H0 e.s de-

.e.a 6oJz.ma u..sua.e. N 
Wh ( X) = ¡; u.¡ (J.¿ (X) ••••••• , • , ( 1 7) 

-<.= l -
donde 1/1-l (x), .i.=-l,N ..son .e.a-0 6une-<.one.s ba.se g.lobq..te-0 

Sea {Xk} eon li = 1,NELE .e.a -0e1z.-i.e eo1z.1z.e.tipond.i.en:te a .e.0-0 N-7 no­
do-O en:tJz.e .e.o.s e.e.emen:to.s en la d-l.se1z.e:t-lzae-i.6n y .6 ea U'J k} .e.a 6am~ 
.e..<.a de 6unc-lone-0 ba.s e :tal que 
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¡/) k (Xm) { o .&-i. m 1 k 

.&-i. m = k 

La..& 6unc.-i.one.& ·de p!Lueba. en la. 601Lmu.la.c.-i.6n va.1r.-i.a.c.-i.ona..l-

pe1r..tenec.en a. H~. Pa.Jr.a. el p1r.oblema. d,V.,c.1r.eto c.on wh da.da. polL - -

( 7 7) y .6 elec.c.-i.o na.n.do 

N 
uh = ¿ uk. ¡/) k 

K= 1 

pa.Jr.a. e.a.da. R ob.ten.emo.6 un e.o njun.to de N ec.ua.c.-i.on.e.& a..&oc.-i.a.da..& c.on 

lo.& N n.odo.&, -i.. e., 

y .6 epa.Jr.a.ndo .ten.emo.& 

N 

p • .t. -
.U.¿ , .¿ = 1, N 

¿ Un[ [a.(xll?.¿' (xli!>{(x)J + (b(xl'1!.¿(x}¡/Ji:(x}) + (c.(x)¡/J.¿(x)¡/Jk(xJJl dx} uk. 
k= 1 

f n 6 ( x) ¡/) .¿ ( xl dx; .l = 1, ••• , N - • • • • • • ( 7 8) 

La..6 Jr.e.&.tJr.-i.c.c.-i.one.& de ¡/),{. y ¡/)k pa.Jr.a. n-i., .601'! la..& C.OILILe.6-­

pond.len.te.& 6unc.-i.one.& l.lnea.le.& l)J.¿.¿ y l)JÍ, polL lo que (78) .toma.­

la. no.tima. 
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dando .e.a ma.:tlL.lz de. c.oe.6-lc..i.e.n.:te.<> de.e. p!c.ob.te.ma ( 12 ). 

Aqu-<. .i. = --;-:Ne <1011 .lo<> nl1me.1c.o<> de. .lo<> nodo<> .e.oc.ale.<> 

polc. e.le.me.n.t:o n-i. y .k = 1, N.l .lden.t.i.6-i.c.an .to<> nodo<> e.:x..tJr.e.mo<>. 

PalLa la palL:te de COLOCAC TON de. .la 60'1.ma d([b-i..f.: 

Se.a H0 (NI e.e <iube<>pac..i.o de 6unc.-i.one<> u de plc.ue.ba .tal. -

queµ E e°"( íl) y u (p) = IJ: = u(q) & u!:x. 1l¡ =O palLa e.e. k-1!.<>-i.mo 

nodo. 

-al :x.I w( xJ 
d2 ~+c.(:x.) In [ 

¡.¡. + b·( xi w(:x.) w(x) u J dx 
dxz d:x. 

N d 2u ~-+ ¿ fn[a(x)w(x) 
~ 

+ b(:x.)w(:x.) c.(:x.)w(x) µ ] dx 

hT d :X. 

Como en e.e. mUodo de c.o.e.oc.ac..i.6n, <iupongamo<> que e.e. .1te<ii.­

duo R (un) e.<> una 6unc.i.i5n <iuave. y que. u e<> una 6unc.-lona.e. li.­

ne~.e. en R .:tal. que 

<>.i.e.ndo Xk un pun.t:o c.e.n.t.1tal de.e. e.e.emen.:to k-1!.<>.i.mo. 

Po1c. .f.o .t.an.:to, .la6 ec.uac..i.one.<> de. c.oloc.ac..i.6n ILe.<>ul.tan.te.<> 

pa1c.a un eleme.n.:to íli. <ion <>-<.mp.le.men.te. 

p.:t. 11. = 1,· NELE 

6 (:X. } 
h. 

••• r 19J 
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Po4 lo que .lah ecuac.loneh (78} q (79}, juntah con lOh­

v alo4eh a la 04onte4a, conht.i.tuy.en el h.l.l>tema. alg eb4a..lc.o 0.lrtal. 
Lah cont4.lbuc..i.oneh del elemento pa4a. ehtah ecua.c.loneh pueden -­

he4 deha44oltadah d.i.4eetame11te como en el.. mUodo de Gale4h..i.n. 

4.3. APLICACION VE LA TEORTA VEL METOVO VE ELEMENTOS FINITOS 
VE TIPO COLOCACION-GALERKIN A NUESTRO PROBLEMA VE VALOR 
A LA FRONTERA. 

u ( x l eh una ó unc.l6n de .lnte4po la.c....l6n que en nw?...6.tfto c.a.60 

pa4t.lc.ula4, al n.lvel de cada elemento, .l>e exp4e.6a como h.lgue: 

u(x.J U:_ 1 u-L-i (x.)+uóu-<. (x.J+u+l. 

en donde ¡.t.l-1, u.i., r,t.i. + 1 hOf'l lah nunc.lone.6 ba.l>e globaleh en 

n.i., po4 lo que u(x.) he c.ompo4ta. como 

N 
U { X J. 'V U . ( X) = E r,L;¿ r,t _¿ ( X ) 

n .i.= 1 

entonce.6 po4 de6.i.n.{c..i.6n de 4e.6.lduo tenemoh 

. d2 ün 
R. [(Ln(x.)J: = -a(x) · 

dx2 + b(x.) ~ +c(x.) r,tvt - F(x) 
dx. 

Pa!r.a. .ta pa!Lte de c.o.loc.ac.Wn: 

R = 1, NELE 
del elemento k.-€.h-Lmo, hUh~.i.tuyendo 

nueht4o .lnte4~h tenemoh 

h.i.endo xli el pun.t.o c.en;t:M.l -

un ( "k:) en el p4o bl.ema. de - -
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Pa!l.a. .la. pa.1tt:e. de. Ga..le.1th..i.n: 

Ap.l.i.c.a.ndo e.l mUodo de. Jte..6.i.duo.6 pe.6a.do.6 t:e.nemo.6 qu.e. 

In w(x) R [u 11 (x)J dx =o 

&e.a w( xl = v_¿ , .<. ; 1, N pe.Jto .6.i.n c.on&.i.de.1ta1t .la a.&oc..i.ada. a.e. pun­

:to c.e.nt:Jta..l de..l e..te.me.l'l:to IJ de. ( 7) t:e.ne.mo.6 que. 

d2 N 
f íl v_¿(x) {-a.(x) -:-z- í: Li._¿ u,¿(x) + b(x) 

dx .i.=1 

d N N 
í: u. u . ( xl +- c. ( x) í: ª.<. u_¿ ( x) 

dx dx -<- -<- h1 

- 6(x) dx = o 

.i. = 1,N 

Va.do que. .ta. .i.11t:e.g1ta...l .6ob1te. t:odo e.l dom.i.n.lo n e.6 .i.gua..l a. ..la .6uma. 

de. .la..6 .i.nt:e.g1ta..le..6 e.n e.a.da e.le.me.11-t:o n_¿ de. n . 

.i.n.te.g1ta.ndo polt paltt:e..6 1J c.ol'lt:.i.nua.ndo de.manda.ndo que .la..6 0u.nc..i.o--: 

ne.& de. pltue.ba. &e.an i.gua..l a c.e.Jto en .lo.6 pul'lt:o.6 e.x.t1temo.6, e.nt:on.-.­
c.e..6 
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J x.l {a. v . J ' u l dx 
x.l-1 -<. 

J.
x. d d 

-<. f-- (a. v_¿) J f-- U_¿ J 
x¡_ 1 c/.x dx 

dx 

2 J+ 1 [-d- (a v;J J [-d- u,-1 d§ óX ~ ~ -1 d § d.§ 

Po4 uéa4 nuevamen.te ¿a .t:4ané6o4mac.i.6n § y éab.lendo que 

dx 
/). X 

2 

Ve (av J' a.v' + a'v ée. .t.i.ene 

¡+ 1 [-d-a.v,¿1 [-d- v-i.] d§ 
-7 d§ d§ 

1+1~¡ d v:.l1 [ du.l 1 d§ + 1+1 a.'c~-~ d§ 
-1 d3: d§ -1 d§ 

Paka. eva..tua.4 ¿a. .i.n.teg4~ de¿ p4.i.me4 éuma.nda emp¿ea.moé -

nueva.m en.t:e una. -i.n.teg4a.c.i.6n num~4.i.ca. de S.i.mp..; on pa.4a. ./!.a. cua.¿ .t:e­

nemo..; 

u' . 
.(. 

/).X 
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VESCRIPCION VE LOS PROGRAMAS VE COMPUTO 

5.1. INTROVUCCION 

PalLa 1te.6olve11. el p1Loblema de valolt a la 61ton.te11.a plan­

:teado en eh:te :t.11.abajo de :teh.i..-6 polL lo-6 mé:todo-6 de elemen:toi, 6.i.­

n.<..:toh de :t.i.po COLOCACION,. GALERKIN Y COLOC~CION - GALERKIN, he­

deJ>a1t1tolla1ton loh h.i.gu.i.en:te.6 p11.og1tama.6 de c.6mpu:to: 

1. COLFEM 

2. GAL FEM 

3. CO LGAL 

E.6:1:.o.6 p1tog11.amaJ> e¿,.tlf.n e.6c.1L.i.:to.6 en lenguaje FORTRAN I v·­
y lo-6 c.ti.lc.ulo.6 6ue11.o n 11;eal.i.z ado-6 en una compu:tado11.a B7 8 O iJ e.o n -

11 d.i..g Uo.6 en pltec..i..6 .i..611 h enc.i.l.la. 

Lo.6 p11.og1tama.6 menc..i..onadoh c.on.t.i..enen un p11.og1tama plt.i.nc.i.. 

pal, un .6ubp1tog1tama BLOCK VATA palLa lM dec..e.a11.ac..i..oneh, 72 .6ublL!:_ 

:t.lna.6 y 2 6u11c..i..one.6. El d.i..lf.glLama. de 6lu3º0 del plLogltama plL.i.nc..i..­

pa.l .6 e mueh:t.ILa en .ta 6.i..gu1ta 5 .'1. 7., .6 e :t.i..ene un .6ubp1tog1tama - -

BLOCK VATA pa1ta c.ada uno de lo-6 mé:todoJ> de elemen-t:o.6 6.i..n.<..:toh. 

BLOCK VATA COLOCACION c.on:t.i..ene lM evaluac..i.one..6 numé-

1L.i.c.ah .6.i..gu.i..en:teJ>: XG J>on lah 11.a~c.~h del pol.lnom.i.o de LEGENVRE -

de glLado 2. u J>on lah .i..11.teglLa.leh de. la.6 6unc.i..one.h ba.h e loc.ale.h­

en e.o oii.d.enada.6 no1tma.l.i.z adM. 

Üj ( 1, J) han la.6 pli..Í..¡;¡e.ILa.6 de1t.i..vada.h de la.6 6unc..i.cn.e.t. -

bah e. loe.ale.¿, e.valua.da.6 en lo.6 pun:toh de. Gauhh. 
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UcJ( I, J) A'on valotr.e-O de la-O 6unc..lone6 ba-Oe l.oc.at.e-0 eva­

.e..uada-0 en .e..0-0 punto-O de Gau-0-0. 

U2(I,J) -0on la-0 .t>egunda.6 d.i.Jz..lvada.6 de la-O 6unc..lone6 ba 

.t>e loc.a.le.6 evalua.da..6 e.n lo.6 punto.6 de. Ga.u.6.6. 

BLOCK VATA GALERKIN c.ont.le.ne. la.6 e.va.luac..lone..6 num~tr..l~­

c. a..6 -0 .lg u.l e.nt e.6 : 

UE .6on l.o.6 nodo-0 de. lo.6 e.l.e.me.nto.6. 

UIS .6on .e.a.-0 .lnte.gtr.a.l.e..6 de. la..6 6unc..lone..6 ba.6e. potr. la. -

tr.e.gla. de. S.lmp-Oon. 

UIJS Son la.6 .lnte.gtr.a.le.-0 de. l.o.6 ptr.oduc.to-0 de. .e.a.-0 6un--

c..lone..6 ba..6e.. 

UXIJS .6on la.6 .lnte.gtr.a.le..6 de. l.o.6 ptr.oduc.to-0 de. la.6 plt.l­

me.tr.a..6 d e.Jt.lv ada.6 de. la.6 6 une.lo nu ba..& e.. 

BLOCK VATA COLOCAC ION - GALERKIN c.on:U .. c.nc. la..6 e.va.t.rrn-­

c.lo ne..6 num~IL.lc.a.-0 -0.lgu..le.nte..6: 

UE -0on lo.6 nodo.6 de. t.0-0 e.le.me.nto-0. 

UIS .&on la.6 .lnte.gtr.a.le..6 de. la..6 6unc..lone..6 ba-0e. polt .e.a. !Le. 

g.la de. S.lmp.6on. 

UXIJS .l>Olt la..6 .lnte.gtr.ale..& de. lo.6 pito dueto<> de. .ta.-0 pJt.lme.­

Jta.6 de.tr..lva.da..6 de. la..6 6unc..lone..6 ba..&e.. 

UX2IJS l>On la<> .lnte.gtr.a.le..6 de. lo.6 ptr.odu.c.to.6 de. la.6 .6e.-

gunda..6 de.1t.lvada-0 de. la..t> 6unc..lone..6 ba.-0e.. 

UIJS -0on la.6 .lnte.fJILale.-0 de. loó p1Loduc.to<1 de. la6 nunc..l~ 

ne..6 ba.óe.. 
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Lo.6 p1t.og1t.a.ma..6 de c.6mpu.t:o COLFEM, GALFEM y COLGAL han -

.t>.ldo e.6.t:1t.uc..t:u1t.a.do.6 c.on .la..6 .6Ub1t.u.t:.lna..6 y óunc..lonu .6.lgu.len.t:e.6: 

SUBRUTINAS 

BVSOLN 

Re.6ue.ev e e.e .6.l.6.t:ema. de ec.ua.c..lone.6 L-lnea..ee.6 dando .ea -­
banda. de .ea. ma.Z1t..lz no .6.lm~.t:Jt..lc.a., e.e vec..t:oJt., e.e 01t.den y et a.ne.ha 

.de la. banda. 

BVFAC 

ca..ec.ui.a. .lo.6 e.eemen.t:o.6 de i.a. ina..t:1t.i.z L y de .ea. ma..t:Jt..lz-

u. 

B1JSOL 

ComplI.ende .la..6 .6U.6.t:.l.t:uc..lorte6 ha.c.A'.a. a.dei.a.n.t:e y ha.e.la. - -
a..t:Jt.IÍ.6 • 

CALVIF 

Ca.l.c.u.e.a. .ea. ma..t:Jt.i.z A 11.epl!.U en.t:a..t:.lva. de.l m~.t:odo. 

CALSOU 

Ca.le.u.e.a. e.e vec.~ol!. óuen.t:e. 

CMCTRL 

Con.t:Jt.ola. el a.lma.c.ena.je d.l.!>pon.lble pa.1t.a. .e.a. memo1t..la.. 

VATIT 

P1t.ovee la. (.ec.ha.· c.01t.1t.A'.en.t:e (me.6 ¡ d-la. ¡a.fío) 
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GRAFOX 

Pe1t.mile g1t.a.6lc.a.1t. la. .6olu.c..i.6n nu.mc!1t.lc.a. de la. ec.u.a.·c..i.6n -

d-i.6 eJt. enc.-i.al. 

INPSTA 

Lee .f.o.6 da;to¿, de enz1t.a.da. (el d-i.a.g1t.ama de 6.lujo c.01t.1t.e.6-

po nd-i.enz e .6 e mu.e.6z1t.a. en .e.a 6 -i.g ult.a 5. 1 • 2. l 

MINMAX 

OUTPUT 

Imp1t.lme .lo . .6 /f..Mulzadoll de la. .6 oluc.-i.6n nu.mc!Jt.lc.a pa.1t.a .la. 

malla .6 ele.c.c..i.onada.. 

STATIC 

Re.6ue.e.ve il .6-i..6zema. alg e.b1t.a..i.c.o pa.lt.a e.l mc!zodo pa.1t.tic.u­

.la.11.. lle.lec.clonado (e.l. d.i.a.g1t.a.ma. de 6.lujo c.01t.11..ehpondlenze. 

he mue.~z11..a. e.n la. 6.i.gu.11..a. 5.7.3) 

FUNCIONES 

VT 

'Pe11..mUe e¡,z.i.malt. e.e. z.i.e.mpo de p1t.oc.eha.mlenzo. 

UIJ 

Evalaa. .f.ah fiu.nc..lorteh ba..6 e g.lobale..6 pa.11..a. la. va.11..lab.le -

. depend.i.enze e.n cada po.6lc..i.6n. 
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5.2~ FORMATO VE ENTRAVA PARA EL CALCULO ESTATICO 

Lo.6 da..to.6 .6.i.gu.i.en:te..6 .6e Jte.qu.i.e.Ji.en y .la.6 c.aJtac.:teJt.!.6.t.i.-­
c.a.6 en pa.11.~n:te.6.i..6 de<>c.Jt.i.ben e.e. 6oJtma:to en FORTRAN IV de.e. nctme.Jto 
de c.ampo.6. 

HEV ( 12A6J Encabezado. 

T~:tu.e.o de.e. pJtob.e.e.ma 

NLBC, NRBC (FoJtma:to .l.i.bJte. de. e.n:tlt.ada) 
NLBC c.ond.i.c..i.6n a la 6Jton:teJta a la .i.zqu.i.eJtda 

NRBC c.ond.i.c..i.6n a ta 6lt.on:te.lt.a a la de.Jte.c.ha. 

x{7), x{2), •••• xlNPTJ 16aJtma:to .l.i.blt.e de e.n:tJtadaJ 

Cada una de. .la<> c.ooJtdenada.6 en to.6 pu.n:to.6 de ta matta­
de .e.a c.ond.i.c..i.6n a .e.a 6Jtan:te.lt.a a ta .i.zqu.i.e.Jtda a ta c.ond.i.c..i.6n a -
.e.a 6Jton:teJta a .e.a de.Jtec.ha. 

x!7l, x{NPTJ (FoJtma.:to l..i.b1t.e de e.n:tJt.ada.) 

Son .la<> c.ooJtde.nada<> en .lo.6 pun:to<> de ta ma.e..e.a paJta ta<> 
6Jtan:teJta.6 .i.zqu..i.e.Jtda y deJtec.ha Jte.6p~.i.vame.n:te. 



F.i.gu1ta S. 1. 1. ( P11.091tama p1r..i nc.i pall 

./ ... ---.. 

INICIO 
\ 

MA -1 
NPT,' NPLOT' 

• 1 -· .-..J 

. J --, 

·<~~ª~::) 
~L ____ , . 
\ vnTZT Í ----L 

JA.V.AL paha¡ 
1INPST~ 

l ··1 ____) 
~T~~) 

ES 



!------------------·-----------·· 

F.lgu.11.a. 5.1.2. (Su.b11.u.Una. 1NPSTA) 



F.lgu.11.a 5.1.3. (Su.b11.u..t.lna STATIC) 

(TLv-0 

~-?~~~ 
G=!~ 
(;-v-1-~ .é 



CUARTA PARTE 

CAPITUI.0 SEIS 
TIPOS VE EJERCICIOS NUMERICOS ESTUVIAVOS 



54. 

TIPOS VE EJERCICIOS NUMERICOS ESTUVIAVOS 

6. 1 . I NTROVUCC ION 

Loé ejeJtcicioé num~~coé 0ueJton elegidoé paJta .tJta.taJt -
loé éiguien.teé pun.toé: 

1) Ve.teJtminaJt éi el oJtden de convengencia ée con6iJtma 
en la pJtdc.tica al menoé paJta ejeJtcicioé num~Jt~coé con éoluci6n­
éuave. 

2) CompaJtaJt ta pltec~i6n de lo.é m~.todo.é u.éando el mié 
mo rH!m eJto de é ubin.teJtvaloé pa.Jtci. ua pilo bl ema. dado. 

6,2. EJERCICIOS NUMERICOS 

6. 2. r. - (a u 
1

) l = 2[ 1 + oc {x-x) {aJtctan oc {x-xl + aJtc.tan oc iClJ 
domin.to: n = {O ,11 X E íl 

c. 6. u{o) = ~{ 1 J o 
donde : a(x) = 1 + 

oc 
oc {x-x! 2 , lj oc, X. 4 O n paJL6.me:l:Jr.O.é 

oc > o, o < X. < 1. 

Soluci6n exac.ta: u ( x) = { 1 - x) (Me.tan oc {x-x) + Me.tan oc x). 

6. 2 .• 11. U 11 + a2 
U= - a2 

C0.6
2 

7TX :_ 27T
2

. C0.62 7TX 

dominio: íl = IO, 1l x E íl · 

c.6. u(o)=~(l)=O 

donde a eé un pa!L~me.tno 

Soluci(in exac.tá.: u(x.) =· -¡-ex:p- ·fofr...:~J-} +· ~xp ·fo: xlJ 
{ 1 + ex p {a } ) • 
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Eaze. pftable.ma. c.an a. 20 6ue. Ln.Zftaduc.Ldo poft STOER Y -
BULIRSCH (Ve.4. p. e.j. [3]). 

d 2
u 2 
~ + u ·= ( 1 + 11 1 coa 11 x 

d X 
6.2.lrI. 

domLn.Lo: $1 = (O, 1 l xe:!íl 

c..6.: u(O) = u(l) O 

Soluc.L611. e.xa.c.za.: u(xl = a. e.xp {-x} + b e.xp {x} + coa nx 

do 11.de. 

a. = - ( 1 • + e.xp ( 1 • ) ) / G 

b ( 1 • + e.xp ( - 1 • ) ) / G 

G e.:xp ( 1. ) - e.:xp ( -1 • ) 

6. 3. LA SIGUIENTE TABLA NOS MUESTRA LOS VALORES VE LOS PARAME­
TROS UT1L1ZAVOS EN EL TRABAJO. 

TABLA 1. VALORES VE LOS PARAMETROS 

.l 

1. 
2 5. 

3 100. 

x 
.5 

• 2 

• 36388 

l1 

a. 

1. 
20 . 

30. 

p. e..j. 1-2 aLgnL6Lc.a. p4o ble..ma. 1 e.o n paJL4.me.Z4o 2, = = 5, 
x = .2 e.a.da. m~zodo 6ue. c.a~4Lda aob4e. e.l c.011.jun.za de. e.azoa e.je.4-
c..i.c..i.oa, c.011. una. ae.4-i.e.. de. va.lofte..h de. N1NT, f< y NCONV. 

Loa e.4404e.a Ln6e..4Ldaa de.pe..11.de.11. de.l mé:toda lve.4, ae.c.- -
c..i.6n 6.4.1). Pa.fta. 6a.c..i.l.i.Za.4 e.l uao de. e.azoa m~~odoa, loa p4o-­
gfta.ma.a 6ue.4on lla.ma.doa e.amo aLgue.: 



1. COLFEM 
2. GALFEM 
3. COLGAL 

COLOCACION 
GALERKIN 
COLOCACION-GALERKIN 
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6.4. ORVEN VE CONVERGENCIA, LO PRIMERO VE INTERES FUE VER SI -
EL ORDEN VE CONVERGENCIA SE CONFIRMABA EN CAVA METOVO. ES 
TO SOLAMENTE SE MENCIONARA CON REFERENCIAS PROPIAS (VER.­
p. ej. [2] Y TABLA 2) 

Pa.ll.a. podell. ll.ea..l-lza.ll. e6:to, una. 6 ell.-le de c.cU.c.u.lo6 con .l!!:_ 
c.ll.emen:to en NINT 6uell.on ll.ea..l.lzado6, y .la.6 apll.ox-lmac.-<.one6 pall.a -
e.e. oll.den de e.a.da m~:todo 6uell.on c.a.lc.utada6 de .e.a 6¿gu-<.c.n:te 60ll.--
ma: 

Sean E(N 1J y E(N2 J .lo6 ell.ll.oll.e6 c.oll.ll.e6pondLen:te6 a do6-
va.loll.e6 c.on.!>ec.u:tLvo6 de NINT, N1 y N2 c.on N1 <.N 2 en:ton c.e6 el-
oll.den de e.o nvell.g ene.La., e6:tlf. dado poll. 

La 6LguLen:te :tab.la. no6 mue6:tll.a .lo6 61l.dene6 de c.onvell.-­
genc.La pall.a .lo6 m~:todo6. 

TABLA 2. ORVEN VE CONVERGENCIA 
PARA LOS METOVOS 

COLOCACION L2 COLOCACION 
L 2 -. GALERKTN GALERKIN 

4 3 3 

4 3 3 

4 3. 3 
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6. 4. 1. 

Nue.&.tJz.cl m-i..&-i.6n e.& ca..e.cula.Jr. a.p.lz.ox-i.ma.c-i.one.& de la..& .&olu­

c-i.o neó a. nueó.tlLo-pJtoblema. de valoJt a .e.a. 6Jton.te1ta.. Polt .e.o que -

debemoó de e.&.ta.Jt conc-i.en.te.& de .e.a a.pll.ox-i.mac-i.6n y de c6mo e.e. - -
e1t1to/f. en la.ó .&oluc¿one.& a.6ecta con6oJz.me e.e. ndme/f.o de e.e.ementoó­
en .e.a ma..e..e.a cll.ece. 

El eJt1to1t en .e.a a.p1tox-i.ma.c-i.6n de e.e.emen.to 6-i.n-i.to e.& .e.a.-

6unc-i.6n ~, de6-i.n-i.da. como .e.a d-i.6e1tenc-i.a. en va.lolt a.b-00.e.u.to en.tite­
.e.a..& .&o.tuc-i.oneó exacta. y a.pltox-i.ma.da. 

e( xl = u(x) - uh (x) 

Eó c.e.a.1to que e.e. e1t.1r.01t .1z.ea..e. nunca puede óe/f. ca..e.cu.tado,­

a. no óelt que .e.a· .&o.tuc..i.6n exac.ta .&ea. conoc-i.da.. S-i.n emba.ll.go, a.a:n 

cuando u óea. c.onoc-i.da e.& po.&-i.b.te con.&.tli.u-i..1r. una e.&.t-i.ma.c-i.6n de.e. -­

e.lr.Jtoll. y de.te1tm-i.na1t .&-i. e.e. ell..1r.01t dec.lz.ece con601tme h dec1tece Y e.e.­
nl1me.1z.o de e.e.emen.to.& com..i.enza. a c1tece.1z.. Po"- .e.o que, .e.a -i.n6oll.ma.­

c..i.6n d~ eó.te .t-i.po e.& de gll.a.n ú.t-i.l..i.dad en c~lcu.to.& de e.e.emen.toó-
6-i.n-i.toó, ya. que .6.l.1r.ve como .1r.eg.e.a de a.cep.ta.b..i.Llda.d de e.e.ecc..i.6a -
pa1ta va.ll.-i.oó e.temen.to.& y pMa. eót-i.ma.Jr. la p.1z.ec.-i.<>-i.6n en .e.a a.p.1r.ox.l­

ma.c..i.6n .&-i. e.e. nl1me.1r.o de e.e.emP.nto.& óan dup!.-i.ca.do.& o .t1t-i.pl..i.cado.&. 

Máó a.11n, .ta..e.e-0 e.&t-i.ma.c...i.o ne.& de.e. e/f..1r.01t pod.túa.n tam b-i.~n­

..i.nd-i.ca.1z.no-0 qu~ e.e.emen.to-0 .&on a.cep.ta.b.e.e-0 pa.lta. u-0a.ll.-0e en nue-0.tll.o­

pll.oblema.. 

Pueóto que lo.6 ell.1to.1r.e-0 -0on 6unc...i.one-0, debemo.6 .tenelt. un 

c.1z...i..te1t..i.o de med..i.da pa.1ta. e.e. .ta.maño de e.&.to-0, ya que e-0.tamo.6 a.na.­

.e.-<.za.ndo .e.a pJtec.-i..6..i.6n de nue-Ot.lr.aó -00.luc_-i.oneó. Un c1t-i.te1t..i.o na.tu-

1ta.l y un-i.ve1tó a.e. u.6 a.do palta .e.o ante1t-i.oll. e-0 un na:melto no neg at-i.vo 

llama.do .e.a Yioltma ·de ·.ea ·6un·c:..i.6n y e-0c1t-i..ta. e.amo / /F/ /. 
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Pon con-0.i.gui.en..te, de-0eamo-0 calcula4 o e-O~i.ma4 e.e. e4non 

con ne-Opec,to a alguna no4ma apnopi.ada. 

Ex.i.-0,ten ,t4e-0 ·opci.one-0 p4i.nci.pa.e.e-0 pana e.teg.i.4 e.e. ennon 

que -001t comunmen,te u-0ada-0 en .e.0-0 m~-todo./> de e.e.emen,to-0 6.i.ni.,to-0: 

1. E4non nonma po,tenci.a //e//E, 

2. E4non nonma na~z cuadnada //e//o, 

3. Ennon nonma mc1x.i.ma e i.1161.111.,ta / I e//<». 

El ennon nonma po,tenci.a depende de .e.a 6o4ma del p4ob.e.~ 

ma de va.ton a .e.a 6non,tena bajo con!.>i.denaci.6n. Pa4a nue-0~no pn~ 
blema e1.>~a de6i.ni.do 

11 el I E ·Un ((e')2+ e2J dx.}l 

E-0~e ennon e1.>_ nea.tmen..t e una de la!.> ó onma1.> md!.> nduna- -
le!.> y 1.>i.g ni.6i.ca.n~e1.> pana medDi e.e. e4non en nue1.>,tna ap4ox.i.maci.6n. 
Si. demandamo!.> que nue1.>~na apnoxi.maci.6n 1.>ea ~a.e. que el ennon 1.>e­

compan~e bi.en con ne1.>pec~o a 11 el IE con6onme .e.a ma.e..e.a. 1.>e 4eói.e4e, 
en~once.6 podemo.ó conói.an en e.e. mUodo de apnoxi.ma.c.i.6n. 

E.e. ennon nonma na~z cuadnada (L 2 o L-do!.>) mi.de .e.a. na~z 
cua.dnada de una 6unci.6n 1.>obne 1.>u domi.ni.o y e1.>~c1 deói.ni.do como, 

. 2 l 
11 e//.=; r .re dx 1 

. o n 

mi.en~4a.1.> que la. nonma. mlixi.ma e i.nói.ni.~a mi.de e.e. mdxi.mo va.ton a.b 
1.>o.lu,to de una 6unci.6n 1.>obne -0u domi.ni.o 

1 1e11
00

= max 1 e( x]} 1 
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Cu.artdo. J.>e. .e..e.e.ga a U.rt .1>.i..1>.:te.ma a.tge.b.11.a..lc.o de. e.c.u.ac..i.orte..6-

e.rt e..e. pJt.oc.e.J.>o de apJt.ox.i.maJt. u.na .6u.rtc..i.6rt e.u.ya he.gunda de.Jt..i.vada e..6 
d.i.6e.Jt.e.n.:te. de. c.e.Jto e.n .to.6 pu.n.:to.6 de. .e.a 6Jt.ort.te1ta (x = p, x·= q) 

J.>e. .e..e.e.ga a u.rt bu.e.rt aju..6.:te. c.e.Jt.c.a de.l c.e.n.:tJt.o de..t .ln.te.Jtva.to ( eJtJtOIL 

~e. oJt.de.n h 4 .6.l,t.6e. .t.i.erte. qu.e. h.i. ~ h), pe.Jt.o 6u.etr.a de. e.6.ta.6 palt­

.:te..6 e.l e.Jt.tr.oJt. e..6 c.omu.rtme.n.:te. gtr.ande.. 

Fotr.ma.t.i.za.rtdo d.ltr.e.mo.6 qu.e. pu.e.de. u.rto ob:te.ne.IL u.n oJt.de.rt de. 

magrt.i..:tu.d de. O ( h 4 ). 

Ve.tr. :tab.ta 2 (a), 2 (b), 2 (e) patr.a .to.6 6Jtde.rte..6 de. c.onve.Jt­

ge.nc..i.a patr.a lo.6 m~.:todo.6. 
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TABLA 2(a) 

METOVO PROS LEMA 
N¡N 9 El EL 1 EL 2 NUMERT"0 

6,7 4. 56 5,33 5. 11 
lcQ LQCACIQN Il " ·1 1, 8 4.49 4. 52 4. 81 

8,9 4.49 4.16 4. 11 

6, 7. 4.89 2. 59 4. 29. 
"OLOCAC10N 111 7,8 5.01 3;g5 4. 1 3 .. 

8. 9 4.83 2. 91 4.04 

T A B L A 2 ( b l 

METOVO PROBLE·MA N1N9 El EL 1 EL 2 NUMER1"" 
6,7 3.93 3. 92 3.89 

GALERKlN l - 2 7,8 3. 7 51 3. 71 3. 10 

8, 9 3.44 3. 5g· 3. 58 

6, 1 4. 06 1 4. 4 3 4. 04 
GALERKlN 1l - 1 1,8 3. 11 3. 41 3. 79 

IR q 3 6 5 3 •• ~ .. ~ 
~4, 1 ! 2.28 2. 8 6 2.80 

iGALERKIN 11 - 3 15, 16 2.43 3. 4 o 2.85 

6, 17 2: 58 2. 17 2. 92 

TABLA 2(c.J 

METOVO PROBLEMA 
N1N2 El EL 1 EL 2 NUMERlCO 
14 ,15 2. 56 3. 1 8 2.88 

COLGAL I1 - 2 15, 1~ 2. 1 o 2. 74 2. 94 

16, ¡¡ 2. 8 5 3. 07 z-. 8 9 

14.15 2.21 3. 18 2.66 
COLGAL . 11 - 3 15,16 2. 4 2 2. 62 2. 75 

16, 17 2. 5 8 2. 95 2. 73 

TABLA 2 (a) 011.de.ne.6 de c.onve.11.ge.nc..la pa11.a e.e ·m€..todo de eoloeae.i.6n 
TABLA 2 ( b) 011.de.nu de eo·nv e.11.g e.ne.la paJt.a e.e m€..todo de. Gale.Jt.ll.i.n 
TABLA 2 (e) OJt.dene.-6 de e.o nve.1t.g e.ne.la pall.a e.e m€.;t;odo de eot.oea.e.i.6n 

Ga..te.11.1&.ln. 
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6.5 PRECISION VE LOS METOVOS. VE LA TABLA 3 (Al A LA TABLA 
3(C) VAMOS ALGUNOS RESULTAVOS TIPICOS OBTENIVOS VE LOS 
TRES COVIGOS USAVOS '_EN ESTE TRABAJO. CAVA TABLA SE REFIE 
RE A U~ PROBLEMA Y A UN VALOR VE NINT. 

T A B L A 3 (a) 

PROBLEMA NUMERICO 
METOVO I-2 NINT. = 1 o 

E 1 E L 1 - E L 2 

e o L F E M 5.42 E-4 0.02 0.0022 

G A L F EM 0.0023 0-.04 0.01 

,. o L _G A L 0.02 0.171 0.1 



TA 8 L A 3(b) 
PROBLEMA NUMER1CO 
I-2 NINT= 24 

METOVO 
E I E L 1 E L 2 

C O L F E M 1. 58 E-' 3.32E-• 4.81E-5 

GALFEM 1 .33 E-4 0.002 3.49E-4 

COLGAL 0.003 0.121 0.0151 

TA 8 LA 3(c.) 
PROBW.IA NUl!ERICO 

METOVO 1-Z N1NT = 34 

E 1 E L 1 E L 2 

C O L F E M 3 .49E-6 7 .95E-: 1.13E-! 

GALFEM ~.03E-5 7 .DIE-· 1.14E-· 

COL GAL 0.0013 0.06 0.0013 
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CONCLUSIONES 

E.t. .i.ndudable que un a..t>pec..to .i.nd.i..t.pen.t.able, pa/ta .t:enelt.­
una buena ba.t.e en la .t.ol.uc..i.6n de plt.oblema.t. de valolt. a la 61t.on.t:~ 

1t.a, e.4 el c.onoc..i.m~enZo .t:ed1t..i.c.o de l.o.4 c.onc.ep.to.t., plt..i.nc..i.p.lo.t. y -

.t.eyu de la 6.i..t..i.c.a. 

S.i.n emba.Jtgo, la. p/t~c..t:.<.c.a que .tenga el. .i.ngen.i.e1t.o, 6.i..t..i.co 
o m~em~.i.co en l.a apl.<.cac.<.6n de d.i.cho.t. conc.ep.t:o.t., p1t.i.nc..i.p.<.o.t. y 
leye.t., .t.e1t.ii· 6undamen.t:al pan.a de.t:e/tm.i.nM el. cam.i.no o m~.todo que­
.t.e debe empleM en la .t.oluc..i.dn de un p1tobl.ema e.t.pec..i.6.i.c.o, a.t..i. -
e.orno en la ob.t:enc,l6n del. 1te.t.ul.t:a.do y en la con6.<.anza de ~.A.to.A -
en la ve1t.a.c.i.da.d del m.i..t.mo. 

Poi!. ello, al p1t.i.nc..i.p.i.o de e.A.te .t:.1t.abajo, comenza.mo.t. a -
de6.i.n,l1t la..t. 41tea.t. en la..t. cuale.t., lo.t. mUodo.t. de elemen.to.6 6-ln.i.­
.t:o.t. han .t>-ldo de g1tan u.t-ll-ldad. Poh.tet1..i.01tmen.te deó.<.n.i.mo.t. el plt.~ 

blema. de nue.t..t:/to .i.n.telt.€.4 y pltoc.ed.<.mo.4 a dM una. b1teve .<.dea de -
lo.A m€.t:odo.t. u.t:.ll,(.zado.t> en el m.<.hmo. Va.da la. ampl.i.a va1t..i.edad de 
mUodo.6 num~Jt.i.c.o.t. ex.M.t:en.te.t. e.abe ha.e.en. menc.i.6n de lo .t..i.gu.i.en.t:e: 

El. m~.todo de elemen.to.t. 6-ln.<..t:ol> e.A un m~.t:odo pa4a. el -­
.t1t.~a.m.i.en.to ap1t.ox.<.ma.do de pltoblema.l> 6.i..6.i.co.t., deó.i.n.i.do.t., pej, -~ 

polt u.na. ecua.c.<.6n d.<.6e1t.enc.<.a.l c.on c. 6. o po1t p1t.b1c..<.p.<.o.6 va.1t.<.a.c..<.!!_ 
riale.6. Compa.11.a.do c.on a.lguno.t.·m~.todo.t., p. ej., c.ori el m~.t:odo va 
~a.c..<.ona.l de RUz, ha. .t..i.do. muy ú.:Cil c.ua.ndo el dom.<.rt.<.o del. p11.obl~ 
~a .t:.<.ene una. óo1tma. compl.i.c.a.da. o c.ua.ndo la..t. 6unc..<.one.t. .<.nvoluc.1ta.­
da..t. .t.i.enen un c.ompo1t.ta.m.<.en.to muy d.i.6e1ten.te en d.<.6e1ten.te.t. palt..te.t. 

de n. 

El. m~-todo de elemen.tQ.6 6-lnfto.t. y el m~.todo R.<..t:z. .t.on 
.equ.<.va.len.te.t. (veJz. p. ej. 179)). Ca.da m~.todo u.t.a. un c.onJ'un.to de 
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6une.ione..& llama.da..& de. plt.ue.ba. como el pun.to de. pa.Jt..t.ida. pa.Jt.a. ob.t! 

ne.Jt. una. .&olue..i..6n a.pJt.ox~a.da.; ambo.& m€.todo.& .toma.n eomb.ina.e.ione..&­

.e...<..nea:..te..& de. e..&.ta..& 6une.ione.& de pJt.ueba. y a.mbo.& ml!Zodo.& bu . .&C.a.n la. 

eomb.ina.e..i..6n de. d.ieha..6 6une.ione.6 pa.Jt.a. e.&.ta.b.e.e.ee.Jt. una. 6une.iona..e.. 

La. me.joJt. d..i..6e.Jt.e.ne.ia. en.tJt.e e..&.to.& do.& mé.todo.& e.& que el­
.&upue..&.to de. e..&.ta..& ""-6une..i..one.& e.n: el mé.todo de. e..e.e.men.to.& 6..i..nUo.& -
no e.& de6.in.ido .&o bJt.e .todo e.e. -dom.in.lo n y .t.iene. que .sa..t..i..4 6a.ee.Jt. 

e.ie.Ua..6 eond..i..e..i..one..& de eon.t..i..nu..i..da.d. E.e mUodo R..i...t:z u.&a. 6une..i..o­

ne..'> de. pJt.ue.ba. .&obJt.e .todo .e.e. doll}ln.io n de. .&o_lue..i..6n, en donde n -
.tiene. .&ota.men.te una. 6oJt.ma. ge.omé.tJt..iea. .&lmp.e.e. 

En e.e mUodo de. e.ee.meñ.to.& 6.in..i...t:o.& la..& m..i..4ma.<'> .e...<..mUa.c.io 

ne..& g e.omé.t1úea..& ex..i...&.ten, peJt.o .6ola.men.te pa4a. .e.o.& e.ee.men.to.& n..<... 

En mucho.& ea..&o.&, e.e m~todo de e.e.eme.n.to.& 6.in..i...t:o.6 puede­
.6eJt. v.i.&.to como una. a.p.e..iea.e..i..6n de.t mé.todo R..i...tz o del mé.todo Ga.-·­

.í'.e.Jt.k..in. 

El mé.todo Ga.leJt.k...i..n e.& e.e mé.todo md.6 · popu.tM en .ta. a.e--

.tua.t.ida.d, aunque no .e.& 
p40 yeee..i..6n. En "el que 
~l (x) eon l = 1,N la..& 

6u.&ea. .ea. .&o.e.ue..i..6n. 

m4.& que un ea..&o pa.4.t.ieula.Jt. del m€.t:odo de 
H~(NJ u un 1.U.be1.pa.e.io geneJt.a.do poJt. · 

6une.lo ne<'> en .t€Jt.m..i..no de la.i. eua..e.e1. .& e --

PoJt. o.tJt.a. pa.Jt..te, e.e mé.todc de etemen.toi. 6..i..n.l.to.& de .t.ipo 

COLOCACZON e.& ..i..nmed.ia..ta.men.te a.pt.iea.b.l.e a. i..ii..temM ·de eeua.e..i..cnei. 

dl6iz.Jt.e.ne.ia..t.ei. m..i..iz.n.tJt.M que lo.& o.tJt.o.& ·m. e. 6. no .t..i..enen una. .in-­

.te.Jt.pJt.e.ta.e..i..6 n i..i~p.le 
0

pa.Jt.a. lit.U de una. eeua.e-i.6n. E.&.t:o pone e.n v e.n 
.ta.ja. a1.. mllodo de eoloea.e.lt5n a.nte..& de ha.eeJt. eu.a:..tqu.ie.Jt. eompa.Jt.a.-­

e..i..6 n. 

Te.ne.mo-4 ecmo eone.e.ui...i..one.&, de.&puéi. de ha.beJt. e.6ee.tu.a.dQ­
.toi. ell..leu..e.oi., la..ó .6.igu..le.n.te.<'>: 
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1. E.t mé:todo de c.o.e.oc.ac...i.6n e.6 e.e. mejo/!. y e.e. mif..6 611c..l.t 

de ap.tii.c. al!. • 

2. Ha.blando de 601!.ma.a d«b.l.le.6 en gene1La..t, podemo.6 de­

c...i.I!. que e . .e. ml:todo de c.o.toc.a.c...i.6n en .6U vel!..6..i.6n m. e .. 6· c.01L1Le.6pon­

de a. .ta. mlt.6 "6uel!.:te de .la..6 6oJr.ma..6 déb.l.le.6. 

La. pl!.ec..l.6..i.6n de e.a.da. mUodo depende de.e. ol!.den de .ta. ..,_ 

a.p1Lox.lma.c...i.6n y e.e. ndmel!.o de .6ub.ln:tel!.va..lo.6. 

A :tl!.a.vl.6 de e.6.t.e .t.l!.a.ba.jo e.e. mé:todo de c.o.toc.a.c...i.6n U.6a.n­

do 6u1ic..lone.6 c.db.lc.a..6 de ffel!.m.l:t:e .6e c.ompa.1!.a. c.on e.e. m~.t.odo Ga..le/!.,... 

fa.ln que u.6a. 6unc..lone-6 c.ua.dl!.d..t..i.c.·a..6 de LAGRANGE. 

Lo.6 l!.e.6u.t.t.a.do.6 c.01L1Lobo1La.1i .e.a. .t.eol!..f.a. pa.1!.a. e.a.da. uno de -

lo.6 mé.t.odo.6 y -6e c.on6..i.1Lma. a.pl!.ox.lmada.mea.t.e _de e.6.t.a. ma.nel!.a. e.e. al!.­

den de .lo.6 m.l.6mo.6. A ma.nel!.a. de c.ompa.4a.c..lón a .to l!.eóel!.en.t.e a. ·e~ 

.t.o.6 61!.dene.6 de c.onvel!.g~nc..la. y de .ta. pl!.ec..l.6..i.6n de .lo.6 m~iodo.6, 

m enc..lo na.l!.em o.6 que 6ue nec.e.6_ a.1!..lo ha.e.el!. a..tg una.-6 pl!.ueba..6 .lnc.1Lemen­

,ta.11do la. ma..l.ta. pa.1!.a. c.on6D1.ma.1L e6ec..t.lva.men.te que .6e c.ump.t.lel!.a. e.e. 

ol!.den .t.e/51!..lc.o. 

Lo.6 c.ua.dl!.ol> 3 (a.) - 3 ( b l pll.e-6 é.n.t.a.n una. mejol!. c.ompa.1!.a.- -

c..i.6n en.t.l!.e ..e.o.6 mUodo.6 e.en l!.e.6 pec..t.o a. l.a. p1!.ec..i..6.i.6n p!!.oduc..i.da. -­

poi!. e.a.da. uno de e.e..to-6. 
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TESIS BASAVA EN EL ARTICULO: 
"A COMPUTATIONAL STUVY OF FINITE ELEMENT METHOVS -
FOR SECONV Ol?VER LINEAR TWO-POINT BOUNVARY VAI.UE PROBLEMS" 
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e• 



210UCI 
22or.:i' 
23001.1 

Z31f.lu 

23~0ií 

234(1J 

24%:1 
i?SOLJ¡j 

26(1tt1J 

270(1fJ 

2B'Hlt' 

. Z90CUJ 

3Ultnt• 
31(1(!l¡ 

32:)0(1 

330111! 
34('(:0 
;s5·¡111, 

3550('1 

36 l(li¡ 
37,L·L· 

36Wltl 

.59'Jlll' 

4U!IUU 

41 "'~!: 
4C;t:~l: 

11¡3"1;~, 

44•tl.I! 

4r.111111 

1, r.~J ~ · ¡ 
41' 1• .,. 

C* 
C* STATlC CiLLU~~YJhl 

C•*•*************•**•**********************•*~'**********************~ 

C* 

l* 

e~ 

TIUP5c"_;• 

T sl· A T=1.,. 

TºUTP"Í • 

l.ll=?.6 

LFlH1\X=SH·11. 

1\! RlZ/\D(~,1-.,\.'f.;) lfLIJ 

lt UkP( 5, /) 1~!·\/ ,1-i ..,,1!(, tlPT, HpL OT 

lf!HHl\.f.Q.(i) :·,u. C>:tT 

CALL DkT!T(D~T~) 

~n1TE(6#11r~.) 1fLb,DhT=1 

HliL~"lAOS(~FTl-1 

l-G:1=UGR •llHI. 

LG ( f.h=L~ r.¡•UG r. 

IL·~1 

l ~h: =J r1+LG~' 

t!;fc:lsr.tL!il'. 

IXI•ISF+l.G 1 l 
i:;.;=1x1+Lr,1 

1X=1t~+1....11;·1 

i 11C"t.:.X+l:/\!'1".;(ltiT) 

IVT:nlHi:-t !l-l -

• 1..1. L. i.. c11 e·. 1_ ._e":\ r·:.; 11. 11
, 1 v1·, 1 r-1 11r Y.> 

r. ~;1 : ..,~. e 
r .. ,.l' i;~í ~:~ .. < t , .... ,,..,,,•·r·r """"1 .. t.:. .. r.clo>,A<1 $r.) ,,..< 1SF>,~C1 lC1>.,J..<1ss.>, 

... ·· (.:O ... 1 \. •~)) 

t;ll021 \IDll 

UU!.ZZODD 

JJ,J.<:10111 

~.;,,.¿3111" 

Oü0232DCI 
t'''rll~41llt 

l· .• u .. 24,iUU 

Li;UHUUO 

:Jl)lJ~6'JOO 

l~woJ¿71'Ull 

l)UIH8"!>0 

~UOZ9!:UD 

\:0030000 

\·\Jli~1lH.in 

:;Jc,~?o:o 

,,;11u:s31J"ll 
;;11ul41:.1()1) 

1•0035000 
r.uu35SOC. 

11Ulll6;..iiJli 

"uuHüOO 

l•.J&.>SEH.1110 

Ull\131>DD!i 

\lllll4UOllO 

u..i1•41nu11 

vil~Huuu¡ 
) .11'4 S1lCID, 

1.·11·, , .. uuo 
""f',\>l,1:10 

' •I 4 >jl)¡.lJ 

...... 481.Jf; 

i.lli.49n.or 

r . .,,.,:, .. .,IJo 



s:; ~ .! "t. 

c-r:·ti.·~ 

6l:'i:11\ 

t,i\ '" ,. 

6:!~ 111. 

t::1 ~·, 

62?.?l' 

631ld:.1 

64.'Htd 
642Sc1 

b427S 
64-Sflll 

156~1hl' 

15 ( t,(Ji.l 

15°6->h· 
15H!>O 

15<iRC'11 

156!>1>1 

15'1'00u 

1s1t11 ... 

t• 

J F~1 =. VT 

4 f1j=:.! Ft•+~'r.'1f1t"fr,!~ 

l'J"t=J. f 4+'H• ..• r'""' ir: 

~;.Lt e· \.'.'T .• L(''':".T!\Tlr" .. JV·1,lfl'1").) 

l.V"ir!.fl r·...,":· 4 
.. J,·+1. 

'(I : . .q .i.JL{' ... ) 

cf"t.t. J71.1: =.e• 'a,'!; •. (. 1JflT ,"L1. l,!IF'"F,l•(lu),"CJtk),A(JSF),A(IXI)1 

"',,(!!'S),1,( ... :;),.I (• l~)1J\(lFO),J.f.lf 1t),.h(lVf),L\'T) 

rc·;:11c"(!=l.lr+_,.·c¡o.) 

¡ f'jt:.:.'"'l·H•)' 

4 F C Tii1t 11 T.· -1 .. 1) ... ;·.~ i '1 

lv·¡·~ uJ 1'T+n-,1 

l\'"• 1 .-s; VTI o1- ¡ ;¡:1., t ·i1. 

_ v·r .:r: :i.111 ·¡ + :··1·1 

T' =f lh:. C 1 ;; l 

(.f,L.L (·~1Tfí(IJ., ., lu1, H·1,·atr~, 1H 1 1.F,NJ1LOT,1t1r,1.c1x>, 
• AC;Dl,AC¡Nt>,~<1Fn>,~crvr~1.~c1vT11,t> 
TOUTf 1 ~TaUrr+1•TCl!) 

U~.! TE ( .;,í :;., L.) T~ IJ r-5 , TS ·r Al , 1 i.JllTr 

1.:.:l l. Ft;Rf1Cl,TC1 ::?;d.) 

11Ll.I FOP.Mi•l'(ºlt-J.1,. 12.\~,.;·y,u¡,/T• : ",71.t 19t. (\H•)) 

1:51·1.1 Ht?Ml1TC11io,•• .. :,">Vt'f"IL·'.. Tl'lr LOG íUR STATlC C~LCUL'-TlDll"/ 

•41x,::9c~,1~>/1 

•/:tx . .,·•s1JbR1. l.JT .··tt",:"(·X,"TlMt:°ccPll 5r;c:; .. >",''' 
•26)(~"ll•PST/\CJ. H'UT OF STJ..llt l•l'.T#.)•••••••••••••••••••••,1Pt;11..5// 
·~nX,"aT.i.T1cc ..... J~CL !l! ~~110'1 FvR ~1'.l:~DY STAl'l C.Alt.J.",1PE12 •. 5// 

•23X,"OUTPT (l'l<I'ff Tltl Ckll'I CAL NellTf<Olj FLU~!;S) ······~" .. 1Pl'1 z.S/) 

úJhH'lnD 

r• .-1.szai.c 
.Jwt~~ 100(.; 

,_,,,. .S4'-J&..'-' 

Ul.111)5!.IOCJ 

llJl•'l!'>~ilG 

;. JJ ~ 11.1-.w 

Cll!ISBOOO 

lllU.59 1HO 

!.1t ... ~161!UUO 

u:1~6.>5~;, 

IJtJU61 IJUU 

\<Ji,6Z1Jlrt 

~·~U62100 

·..iü.,6~1 en 
~~U6~ 141 

t;<-J16i!,6U 

U..tl621P~ 

C'"u6l.21~(i 

Ull1J6¿2Z~ 

ª""'6~""º 
,)(¡;;.64olD~ 

GUU64Z50 

00ll64275 

lll;fo643~0 

0!11S63UG 

'lúl 56411!1 

Jll156600 
u.1;61110 

0(11568110 
UUU699D 

D111S711011 

~llU7ZDI 



1 f'•'I• ,; ' 

161 1 ,·¡ 

1t.it. Jh• 

16:: 11,1· 

1 (, t· ~ l ': 

, t• ¡· ?• :, 

16J¡'!t , 

16? lo'>! 

17' •;¡ '' 

17lil'. 

1711 • ,1 

, 1~· 1 • 

17 ~ ·;¡ ' 

'17;';; 

17:";'),' 

17L 11. 

17! r i1.1 
17! .,,,,. 

, 7t 1 llU 

17bZl'.l 

, 7t,';~1 i' 

.17iH>0 

17641)(,. 

177r11111 

177~1·11 

17h:·í,:P 

, 79(lhl, 

otn1 r. 
IBIH·(· 

.18t!rln•I 

t::n• 
(****•*************ª•**~*•****•••••~***•******~•••"***i'**''* 
(• 

C* 

C•••••~•••••~•·~·•~••••~••w***••••••••*~************•*•••••••••••• 

l* 

l * 

l;Ttl•1ll1 ·h.ll..: I ·¡: IC'" 

!!'1Jr., : 1,,,L,:•41')',lt1P1
1

J'C:(;.), 

U (.,) ... J. ( l.., :: j , :_• , ( L;,. ~) ,.. lr·: ( 1,, i'} 

- .. ·• ~i· .) .. ; ; - ... t ····~ 

D,.'f 1¡ t.•.' 

i .. V.l\·.·'._I •• ~ L. 1' • \. 1 

... 1.t .1l1 .. 

L, ·¡ ,., ;.I I 
;, \ [-i, 

... 
» .. :;49'- (' ~ 7-:;i,, .• ''L:.··1 

~ .. 1::" _,., :.; ·_ :;: •. r ... 't, 
1 ... ,;:.t9·)j~, ~'·l .t·~, ·,, 
~·t;<-l,9t_i '1?1 .• ;,,t~· ,.,, 

·''"f ¡, \11 / 

:...tf·,7·~1 ("( ..• ~ 1·l- :~/ 

11:. ;¡·;,_.; ..... ,:.:;-;:. ¡··~ ':' : , 
'·'· . :· ,; ... 
-~. !·"·'l~:.·-.··,~.~·.:.·:., ... 0

1 I 
¡ 
1 

¿ •. r.: ... P¡'>~ 7.-! ~.·;·. r.- .1~, 

':'·7 11 .\l,.41.t~~1~ i.?7[-L .!.
1 

7.11.¿·~tlC"'fk~.7l-: .. :, 

-2. if•P."')171":!:::1L:-.'•'\/ 

-! ••.···ll~l:.....,_·~~ l· .. l:"!~ +?.BP.(1?!,."'lM·(·l 1,L-.li, 

5.l.~:... .... i..·:._.._,;:; L.·•11, -2.l\.;:67~'\P.\..~~ ... E-)1, 

· -!ii.t·r.1, ... ·1"••\..u 1J• r:.··l•"1, -2.a~t.1~·¡P¡1;.~•~!1 r-,.l, 
5.\"._'t··."l(":.::,~.:.1.L••1 't~ +2.P.t\li.,,::1HllL·l'l;E-~·1/ 

t>l.H. U2/ 

-8 ... 66t ~54! :)7.\/ttl••f\1, _,. SfJC.~ t'54l.t:,:73F+ 1· 1 , 

• ~.(,•.)'(:;.t~,·1:1g1,L··t1, 

•. 8~661..2~·.;( :í7.Hd.:-l·1, 

CIH> 

... ·~ .... ¡{•~ ;" _l4fJ~7f.4t.-.J11 

~.,:',6l ?.! '>í.137t..4t-'.1~, 
· \ •. .)b(•'~C.5!.,_:.?'R¿+';:'¡ 

J J 1 !>•JOIOC.. 

~ 11~11.tJ.;. 

f,V162:1'luCí 

.. ; ... 1 o ~1)C. f; 

'-•:164rw1_.. 

t11ó~.J~!': 

._,:,; 661JLtl.I 

l: ,, 167:i:JW 

üt:l 681J1.1G 

1; .. tC.'lluLiU 

l::\ot'I 7[.(. ~fl 

J. 1711':,(l 

J.1111U~ 

r .J1 72 J.:CI 

..... i '~;,. 1 

J .¡.1 7 !.1. ,·.., 

L-1735L.l 

~o 114,1;o 

Ui./175t'l·fl 

il11116uu1l 

'l!.1761U~ 

lt1J17620L' 

OU17621L 

1 •J\ 7651;; 

¡¡1.1'76400 

111.•17lll~I) 

, ·i111sr-11 

c.•n 7sc..oo 
t1(;17 9 ¡)UO 

l..UH~OOD 

UU181UllU 

t)C..\ 8~111)1) 



1B?>O:JU 

184úll[J 

issc.;¡.:: 
186 lllll 

1n1:.1lL 

1af'1!'.1t· 

1 sS>11r'r 
1911;1.iu 

1011<1.ll · 

t9;::om1 

i 93:JLit 

194'.lOO 

t 95.'.ll ( 

lll6'1l1L 

1971)(11) 

19!: Jt1(· 

19c:>fll1Ü 

Wf'.101' 
2u1n111• 

l1•30tl•l 

2fJ41ll"U 

?.(l~!"tl'f: 

2•i<>'••'ll 
2'·7(•l·I' 
Z116i1•'·J 

2lJ9'll" 
21'.·fl•".I 
211 ¡,., 
2-¡ &. ·1iu 

Z1 31 ;1r 

i'.l,.• 1 ,.• 

e• 

('• 

l* 

ulJH:NSlOll ,f('I, ll,.;Cfl,11>,VCIU 

l•o 5 J;;:1,,,M 

llC• 5 l='í ,'t 

5 CCJ,Jl=1C;,J >. 

1.n~cn+1 >n 
Lf,111"L~-1 

OG 15 l r.=~ ,..!-f: 11 
Lp,f1 lHs:L. R-: H 

DO 1~ l=1•ll<.1!.H 

L1C 1C J =2.d1 

CCH:,J-1>~1.ClK,J) 

~(1 CONllNUE 

CCN+1-IR.,t·+~ -1>=<:. 

1 5 COtlTlNll.[; 

~I 

.11111 =11-1 

~o ~r l =1, :1· 1 ~ 
lPlVc¡ 

lf•'1=l+1 
Ot) ~:~· .Li,::::LP1 ,:.·\ 

' F .e Aú t- ( :: e.;.. :e,: ) ' .. ; T • ' íJ t. ( t; ( "'. p t V,·~ ) ) ) ~ p:. V;;.! '~ 
(U ~·r l M•J:: 

¡ r- e· r·¡ v .. ~-') ... !> ·¡.-, r1. : ... 
r~v c.> 
"..' (f.) s..'! C :.I' ! \') 

\' ( l 1> J.,,)::·: 

Uú1B30{JO 

on184ugD 
Ui.HSOúi; 

ui.1 B1>uuo 

C J18 7f1Ull 

.alH~u~a 

ou1s9i.;;o 

.. ~ 19.,,,.,¡; 

¡.;,,,~1u:iu 

lil··1~illl1J.IJ 

.OU195llúU 
4'i..•·1:¡4ouc. 

~l)l 9~11~0 

-~~196,,.uC. 

:.il191.,::u 

Q1l198Jll0 

~~í199uun 

l1:J2 1.lt!.d~O 

O~l·.a1t.1 t.L1 

•~<~300C 

l)C Z~ 4<11>0 
· Q\.l¿U~f.tl.10 

ou2~~6ut.L, 

Pu<.,,, 7•~11MI 

\;:>Z~B(.1rn 

t'.IZ: 9 -~~11; 
::.~ ¿1 (;11 •• .; 

~ •• < 1 "•.1 L ., 

l. ~ 2, .. ~- ¡, l 

.o,'' 't l !> ·.·~ '· 

l,;IJ?.16 •_.í L 



(" 

(" 

,.. 

217'1•111 
'21 g'"1dU 

7,10.,.;¡, 

221 ¡.,,,. 

l2G.·;,¡. 

2l7 ~·:1 • 

ns,:;-1. 
229'1')¡1 

2:SO:;i.p 

231'.•i l' 

?34:·1 i' 
23~ :u..i 

236!.•fhJ 

237,~I){; 

23P:N11 
23~'.tiJ{> 

24Fíl!fll 
24HiúCJ 

c .. 

Ull ;:':l J=1,M 

1"=CCJ,J) 

ccx,J>~cc1µrv,J> 
C(;p¡ V,J).,T 

:<t CUNTlll!Jf 

4;, vcn"'vcn1cc;,1i 
t•O .·1 J=i:',1-': 

t:(,,,J >=e e .... J>tcci,1 > 
:

1
= coi~r:.uu:= 

r=:crr.,D 

V(,HJ=VCltl-T•VCll 
¡:,(' 6r: .i= :;.,, 1 1· 

ccrR,J-n•ccx11,Ji-r .. co ··'' 
Cflr!THIU;; 

C ( 1 ?., M> .;.:;{ .: 
71.; ~ IJtlT HH' ¡ 

lf(LH.NF,I/) Lll•tR•1 
at- , co11;·111u1; 

VCll)•V(~J/CCl/,1) 
JH.;.2 
. . . 

DO 1LJ(: 1Rf<"'1,N'l1 

'Ill•N-IRR 

1 "º 9(,. JJ.2,Jf! . ; 

U(lk)•V<l11>-cc1R,J)•VC1R-f+J) 
CONT?Nur 

o:n11ot.11 

[IUll BúC.C. 

ai.2·191Jt.; 

0022UCJOO 

OU2Z1CU>O 

OllU 2uoo 

11~22301.C. 

:JU224úCO 

¡?1122~uc11 

UUU6lJuC 

llDl!l7111!" 

DUi?i?8QUC 

11u229oi;o 

UUc.SOU&;" 

11.;2.s1uo., 

z4znnu. 
?4~f!t•P 

'1440N; 

24!i'll•t• 

z4er¡1•c 
247!)01l 
'14800(1 

c4M16 

IF(JH.NE.H)JM~JM+t 
Hll C<>NTlflUE, 

¿ ;¡¿.521100 

tt0233U&;11 

C1U34uuo 

wll2JSODO 
;ii;;;l6o¡;o 

D112l7g¡¡¡, 

UUZ.SllUll[' 
Ull.!li>OIHI 

IJllhllDllD 
ODZ41DllO 
DD24ZOt'O 

uuzoouo 
DDl44GOll 
0:120000 

11Ul46QC.ll 

'*· 
RETURN DD2470Ull 
l:No · / llD241GDD 

C***'"****•'**'"*************'*****""*******'"*****"'***•~·••••••••••*-••*••••·. .i. 1824 .. ID . --------------------·--------·-·-:----:--·--·-·----....,,.....¡--------·-.-----·--



24802(1 

248030' 
·2un40 

2480'>0 

2481J!>1 

Z4sr15?. 

248053 
2480$1, 

248055 
248!l56 

2481157 

248058 
248059 
248()60 

Z48Íl61 

248062 
248063 

246064 

2481165 

24.6D6t. 
246067 

248068 
246069 

248070 
246il71 

2480?~ 

24Mi7l 

24f.~··, .. 
24 8(17~ 

2l r;•'7ó 

24LJ7;' 

24!Fl?8 

24 8079 

C* 

SUDROUT1NE ODFAC(tt,H,L,A> 
C• 
C•••••••••**********•************~******************************~****•* 

OJHENSION A(~,L) 
C* 

t* CALCULATION OF THE ELEHENTS OF MATRIX L 
c ... 

C• 

l f( H.EQ .1 )11 eruR N 

DO 6l1 I"1,N , 
xFU.Lll.t>llO TO 3lt j 
J &:. .. , . '. ' <': .~ ' ; ! . 1 
IfCl.OGT;.M>JLb!.i.ic+1· 1 

· JRcI-1 

DO 2!J"J•JL,JK 
AC.I .. M+J .. l )"Aq,r1+J•U /AC J /1 > 
If(l.LE•?)GO TO 20 

.tf(J.LE.Ji..)60 TO 21 .. 

KL•JL 
KRaJ•'1 

DO 1U KaKL,l:R 
A(l,H+J -l >•ñ e I.,,H•J~I )=t.C:, H4'¡;.:._¡, -:.;. cr:,r;+J-r:;: "{.; ,.M) 

10 coNTINui: 

2u CONTJffUE 

C• CALCULllTlO'I úF 'rHE ¡;LEHEllTS OF ~11\Tl<lX U 
t• 

:i•J JR=-N 
:; f ( l .~E. fl•,1+1) JP."'1 +!1•2 

JL=l 
l>O 5l J•JL,Jq 

IFC~.LE.1)Go To 5¡ 

1'.InJ•ll+1 

OOZ4110ZC 

.0024tDB 

00248041i 

30Z4&D50 

O:JZ48051 

·00248052 

llU?.481155 
00249U54 

!JOli<48055 

00248156 

.QQ248057 

00248058 
0112411059 

UIU4~D60 

00241106' 

la241062_ 

ODZUOH 
DDZUOH 
DD248D65 

COZUDU 
DIU411D61 

·OQ248D68 
DD24Sll69 

002489711 
0024'1011 

OIUUD12j 
DU61117S 

D02U074 
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01>&48077 

DU241SD78 
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2'-r ·.r: :--
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z '- J'I ~: !t ¡· 

24Sf!l3H 

24f;fB'> 
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24Gl.'9i 

248rJ92 

24bi)Y~; 

24¡;"9' 

24800; 

248..;9<>, 

Z4b:J97 
24609!1 

Z4C¡jO? 

24b1C'~,. 

24611'! 

24612 " 
24c1·3:. 

24813•; 

2i~c. ·i ;1.' 

'4l "¡ 5~! 

24rt171. 

2'4•.~ ,-: : 

?.4 ~;'l 9·1 

24SZOll 
248210 

... i!4B~,~1! 

t~J=J-M+1 

S<i._;-tr: 

IF(kJ•Gl.~~)KL•~J 

: f ( KL .L T .1 ) Y L" ,, 
1:1 =I-1 

fJ{; 4l K-=KL,.,Y.n 

~(I,H+J-E)•hC~,H+J-1)-ACJ,H+K-J)•ACK,M+J-X) 

4•· COllTINUC 
51 COUTlNl•E 

60 co:rr x11UE 

P.¡¡Tllf111 

¿uo 

C*******••********************•**.,...l*****•••••••~-**********~********•** 

'* ' . SU9R(füTINE Cl!iS•lL(N,11,L,!.,X) l 
;: .. ~.:f .. *~:~*"º**º**********~:~+··::.~ ..... ~ .• ~~· .•.• ~ ...• .: .... ~~···~ 

DlHEllSJOH ~(H,L)~X(N) 1 

C* 

F(!Rllt.RC' suH p 

IFCM.co.1)C0 'ro 3~ 
DO 2( 1:1 ... p 

If(l.L~•1lGC' TO :!r 
JLF1 

If(l .<iT .l'l)Jl •!-11+1 
Jf\=J-1 

iJO 11' J=JL,Ji! 

~(l)•X(I)-~(I•H+J-I)•X(J) 

'el C~Mr•tiuE 

21! CONT1NUE 

--~-": ...... BA~IC!l~ftD SUBSTITUTION1
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248341) 
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25t Ol«J 
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?G!.iJot:: 

é61(1'.t, 

Z61 '?f,(t 

!O oc SI K•'l,11 

z.,11-1e+1 

XCl>•K(l)/ACI,~) 
lfClf.EQ.l)G(; T) .Sí• 

IF<K.r..t:.1>G(; ro S1: 
.IR•lr' 

lFCIC.GT.HJJU•1tN-T 
Ji. .. J+1 
DO 4[' J=JL,JR 

X (l , .. X e n-1. el• lf+J-:r> tX<J,, A Cl ,,.,, 
40 C0NT1 NIJ!; 
Sli CONTlNUE 

60· coNrzNue. 

llETURN 
EllD 

C*****"'*tt**************************•••••.••****,.*************·"'**********.; C• 

C• 

C****************"****'***,.****"***'***•••••*************!'**************i>* PIHENSICN ft(NPAF,si.xcNPT) 
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• ·~C•if'(lF,lG))•(( • .S•Dx>••HoDc1r+1,21 

"º 11 ttl': ¡,., ~: 
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E"o 
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34 7tl•lt• 
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34 9or.,, 
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:ss1 nr111 
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C• SOURcr C1>LCULi.T¡(t1¡ FOii GROUP 'IG c., 
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351 ¡)(11) 
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35Euo;c· 

~5 YU1..J~"' 

36(.'H 1• 

361itfi¡f 

56Lt iti... 

363CTULJ 

36l,·1( 1l 

36S"IJL· 
36Gfli~b 

.,6f H·U 

369.J; i¡ ~ 

374~9L 

"1:?4 j ">!i 

'f-1'. ~ ·"· 
3 71..:>1 t: 
't; 74. ?1':;: 

!74~1~ 

'..JiY~ .. ·t: 

'• 87 i ¡,~ 

li 2 ¿ •, ~ .... 

t,(•! .'• ¡ 

C• 

[l) HEIJS7 º" º<Nrf\F ),)((NPT> ,Ne (NCLL:), 

~ ~ f ( llGk,1 >.XI ( IGR,1 > ,ss Cl•G¡¡,llt;f. 1) I FO( llP/\F, 1), Fil( HP" F, 1 > .~R (1 > 
COHMUll NLAC,NRRC1 

NOUT,dPSL,IHPX,IMPT,)(G(l), 

UC4>,Uu(4,2),U1(4,2),U~C4,2J 

C* ttJrT¡/\i.IZ1.r¡o,·· 
c .. 

'Do 1l 1'=1•ilrAF 

·.r 1 fl (l ) "'· • 

C• VECTOR ChlCULATEON 

("• 

Dt• ~l l"'>•'·ll¡_!; 
l:1 '=X(l) 

iC~=XC!+í) 

[IY.=x2-x1 

fl:..: .&:*;~ 

x~L=cax·x~c·¡>+x1+x2>•r·.s 
iJ Cll) ~it U')+ FF CXGLJ 

H=.t•.:!+1 

XG1;= CtiX*X•J C:> .. ·X1+>:~)*l.°.5 
U(¡¡) "8 ( 10+ FFC >'.1Pl 

l( CDtlnHUE 

l<LTllt;fl 
Li~l> 

(: •.,....., ,;,. ... .,.. ........ ,.,.. ***1''1tlira ...... '1'11"Jl•W* *k..-JI. °' .. *•***•* ****"''***•·**********"'*****111 **'* 
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C••••~*•************•************"************************************** 

l * 

1: ....................................................................... ************* 
ltiZlll.. DATtC~) , ... 
riATE(1)a• / I• 
l>/,TE(Z)~• 

~=Trnt(l5) Í 
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C•******•*•*•****·**•***•*•***'************************************ 
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~l' COffT1NUE. 
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ALEXA ( 04/ 03/ 87) 12:08 PM FRIVAY, APRIL 3, 1987 

7000 FILE 
2000 FILE 
3000 FILE 
4000 FILE 
5000 FILE 
6200 

6300 
64 00 
6500 

6600 
6700 
74 00 
10000 
11000 
12 00 o 
13000 
16000 
17000 
19000 
20000 
21000 

1=MST/AUX3,UNIT=VISK,RECORV=1020,AREA=1*200 
2=MST/AUX4,UNIT=VISK,RECORV=1020,AREA=1*200 
5=MST/VATA,UNIT=VISK,RECORD=14,BLOCKING=420 
6=IMP,UNIT=PRINTER,RECORV=22 
1=MSG,UNIT=REMOTE 
METOVOS NUMERICOS VE ELEMENTOS FINITOS PARA LA -
SOLUCION VE PROBLEMAS VE VALOR A LA FRONTERA 

TESIS BASAVA EN EL ARTICULO: 
"A COMPUTATIONAL STUVY OF FINITE ELEMENT METHOVS 
FOR SECONV ORVER LINEAR TWO-POINT BOUNVARY VALUE PROBLEMS'' 

BY P. KEAST, G.FAIRWEATHER & J.C. VIAZ. 
METOVO VE: GALERKIN 
VIMENSION A(50000), 8(27), HEV(12), VATE{2) 
CONMON NLBC, NRBC 

* 
* 
e* 
C* 

c* 
e* 
e* 

NOUT, EPSL, IMPX, IMPT, UE(3). 
UIS(3), UIJS(3,3), UXIJS(3,3) 

NMA NUMBER OF MATERIALS 
NPT = NUMBER OF GROUPS 
NPT = NUMBER OF MESH POINTS 
NPLOT = NUMBER TO USE PLOTTER 



22t•ll(: 
2:norJ 
24:JCIO 

zsa•w 
26!Jliú 

28·11ili 
29001. 
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¡ lll ::; X+it.ri:-.. C 'º'r) 

:.·11i.:;.¡·H.:-1:~~-~· • 

..... _l Cf'!c·1~ .... \"J..'JP~1·~ 0 .. 1 Vl ,lf l ."lt.x> 
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1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6 200 

6300 
6400 
6500 

6600 
6700 
73 00 
10000 
11000 
12000 
13000 
16000 
11000 
19000 
20000 

FILE 

FILE 

F1 LE 
FILE 
FILE 

1=MST/AUX1, UNTT=VISK, RECORV= 1020 ,AREA= 7 *ÚJO 
2=MST/AUX2,UN1T=V1SK,RECORV=7020,AREA=T*200 
5=MST/VATA,UN1T=V1SK,RECORV=14,BLOCK1NG=420 
6=1MP,UN1T=PRINTER,RECORV=22 
7=MSG,UNIT=REMOTE 
METOVOS NUMERICOS VE ELEMENTOS FINITOS PARA LA 
SOLUCTON VE PROBLEMAS VE VALOR A LA FRONTERA 

TESIS BASAVA EN EL ARTICULO: 
"A COMPUTATIO/.JAL STUVY OF FI/.JITE ELEMENT METHOVS 
FOR SECONV ORVER LINEAR TIVO-POWT BOU/.IDARY VALUE PROBLEMS" 

BY P. KEAST, G. :FAIRWEATHER & J.C. VIAZ. 
METOVO VE: COLOCACION - GALEARKIN 
VTMENSION A(50000), B(21), HEV(12), VATE(2) 
COMMON f.!LBC, NRBC. 
* NOUT,EPSL, 1MPX,1MPT,UE(3), 
* · UIS(3), UIJS(~,3), UXIJSl3,3), UX21JSl3) 
C* NMA NUMBER OF MATERTALS 
C.* NGR = NUMBER OF GROUPS 
C* NPT = NUMBER OF MESH POZNTS 
C* NPLOT = NUMBER TO USE PLOTTER 
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